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La modélisæion géométrique, même si elle ne permet pas de représenter toutes les
caractéristiques d'un objet, reste I'un des outils fondamentaux dæ systèmæ de c.F.A.o.
Actuellement, le monde de la c.A.o s'intéresse plus particurièrement aux modèles solides.
Dans ses qDes de modèles, les objets sont en théorie parfaitement @nnus.
Parallèlement aux recherches consacrées à la modélisation solide, se sont développés dæ

systèmes fondés sur la modélisation des surfaces. Il faut conshter que les travarx sur les
surfaces se sont longtemps développés de manière totalement indépendante de ceux sur Ies
solides.

on a ainsi abouti à deux grandes familes de modères géométriques : @les modèles de surfaces. dont les fondements sont différents. En effet, les premiers sont
essentiellement basés sur des structures adaptées, saru que les tentatives de formulation
mathématique n'aient uerit"ut.ri"ot.ilu,i, alors que les modèles de surface.s sont basés sur
des représentations mathématiques. Les morceaux de surfaces ne sont pas reliés eûre eux
pour forrrer des solides (aucune inforuration topologique entre les caneaux n,est
conservée)' Mais de plus en plus, on aimerait avoir un modèle volumique avec des surfaces
gauches. ce qui permethait de représenter des solidæ à forme libre.
Nous nous proposolls de contribuer à l'intégration des surfaces dans les modèles de

solides. Cette contribution se situe à deux niveaux :
- au niveau conceptuel et méthodologique, en essayant de considérer les problèmes

d'intégration cornme des questions fondamentales, pouvant trouver des familles de
solutions aux propriétés démontrées et remettre en cause les approches
mathématiques actuelles.

- au niveau de la réalisation en montrant sur une maquette combien les diffrcultés
théoriques se compliquent de difficultés pratiques lors de la mise en oeuvre.

Inttoduetioa.ll



Après avoir rappelé les principes des différents modèles solides et leurs propriétés, nous
montrons donc dans un premier chapitre lo

. Malgré ces obstacles, nous donnons quelquæ
éléments de réflexion, qui soulignent la nécessité d'une approche formelle de lamodélisation des solides. Nous détaillons et comparons dans le deuxième chapitre lesdifférents modèles de surfaces. L'orientation vem des modèles mathématiques
(essentiellement paramétriques) permet de faire ressortir des propriétés, inconvénients etavatrtagcs' qui pourtant, n'apparaissent que rarement dans ra littérature. Nous nous sommes
en particulier attachés, à évaluer de manils précise l,apport et le rôle des formesrationnelles @éziet rationnelles et NURBS). cette 4ude nous a pan$ indispensable, tantdes notions peu précises, voire des inexactitudes étaient diftrsées. puis , dans la dernièrepartie, nous nous attachons à montrer, à partir de l,existant , par quers moyens on peut
tenter d'intégrer les modèles de surfaces dans les modèles solides. Les différentes
approches' sont tout d'abord comparées, en essayant de donner une méthodologie pour
aborder les grandes familles de solutions. Nous proposons ensuite une solution à ceproblème et terminons par la présentation d'une maquette, que nous avons réalisée pour
valider notre approche.
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I . l lntroduction

La modélisation des objes peut êEe étudiée selon plusieurs poins de we. on considère des
classes d'objeæ réels que I'on souhaite modéliser, en ce qui nous concerne, selon une
représentation informæique. Cette représentation informatique implique un certain nombre
de stnrcfires algorithmiques ou de données. Pour connalhe leurs propriétés, il est agréable
de disposer d'un modèle mathématique, représentant de manière abstraite des classes
d'objets et les opérations qui leur sont applicables. A supposer que l'on sache déterminer
un modèle mathématiEre, il reste à effectuer le passage du modèle mathématique au modèle
informatique. Nous considérons dans ss chapitre les problèmes posés par le passage du
(des) modèle(s) mathématique(s) au(x) modèle(s) inforrratique(s).Notre objectif est de faire
ressortir les difficultés inhérentes à ce passage et de proposer quelques solutions. Nous ne
nous préoccupons que des représentations aussi exactes que possibles, en particulier, sans
tenir compte de notions de ûolérancement. Enfin, nous bæerons notre réflexion
essentiellement sur les deux modèles les plus utilisés (B-Rep et csc).

MONDE REEI UNIVERS MATHEMATIQUE UNIVERS INFORMATIQUE

. ,;---Yn
\ , /

\,/

0bjet réel

I . 2Principes généraux

modèle mathématique modèle informatique
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I .2 .l Domaine d,application

Nous ne considérons que la représentation des solides. un solide respecte les conditionssuivantes:
- rigidité : un solide a une forme invariante, quelles que soient sa position et sonorientation (res distances et res angres argébriques sont conservés)
- finitude : un solide occupe une portion finie de l,espace;
- homogénéité : un soride a un intérieur, considéré .onme homogène.
- un point de'espace ne peut appartenir qu'à un soride au prus.

un système de modélisation des solides doit également respecter des conditions sur lesclassæ représentabres et res opérations appricables ; en particurier :- tout modèle constructibre doit correspondre à un solide (varidité);
- tout objet doit être représentable (puissance).

L'étude de la repr6entation des solides implique d'analyser les deux :rspects fondamentauxde la modélisation:
- la représentation des caractéristiques géométriques des objets;
- la mise en oeuvre d'opérations, en particulier des opérations de composition ou demodification de solides.

L'objectif de la modélisation est de constituer une repr6entation des objes qui soitutilisable pour la simulation (au sens large)...

I .2 .2 Canctérisation mathématique des solides

D'après IREQ 7ï, les modèles de solides sont des clæses de congruence de sous-ensembles de E3' bornés, fermés, réeuliers .t semi-analytrques. une cræse de congnrenceest la colrection de sous-ensembres de E3 qui parvent et , ouæo* l,un de 1auûe par desséquences de rotations et de translations.

Les solides étant caractérisés, un modèle doit ræpecter les conditions de validité expriméesen l'l' Toute opération sur des solidæ doit être une loi de composition interne dansI'ensemble dæ soridæ mathématiquæ. Il est clair, par exempre, que ræ opérationsbooléennes ne respectent pas cefte condition. En effeq eiles ne sont pas régurières au sensoù elles ne pr*ervent pæ la dimension c l'homogénéité des solides. Il est facile demontrer IGAR g3r Ere ra propriété 'régurier" 
n'æt pæ ræpectée.
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L' intersection de A et de B a cr& une arête isolée.

Il est donc nécessaire de définir des opéræions booléennes dites régularisées, définies par:
A e9B étant deux solides,

A U*  B  =  r (AUB)

An*  B =  r (A l - lB)

A- *g=r (A_B)

où r désigne I'application qui à un sous+nsemble de E3 associe I'adhérence de son
intérieur.

I .2 .3 Passage au modèle informatique

Soit une représentation informatique E
représentations syntaxiquement correctes. On
mathématique) dans E.

définie, composée d'un ensemble de
définit une relation s de M (espace

Le domaine de s est noté D et I'image de D par s est notée I.

On a:

DCU : tous les objets ne sont pas modélisables

dans la représentation mathématique définie

If E : toutes les représentations syntaxiquement

correctes dans E ne sont pas forcément valides

On définit læ Eralit6 du modèle informatiEre:

une repr6entation r de I æt non ambisiie, si elle correspond à un seul objet.

Oryifie I .16



Une représentation r de I est unique si I'objet correspondant n'admet pas d'autre
représentation que r. C'est à dire s(s-l1rp = r. Le modèle I est unique si tous se.s éléments
sont uniques.

Une représentation est valide si elle appartient à I. La solution la plus simple poru æsurer
la validité serait que toutes les représentations syntaxiquement correctes soient valides
(I=E).

De nombreux modèles informatiques sont possibles. Se pose alors le problème de la
cohérence entre ces modèles. On dira que deux relations de représentations s et s' sont
éouivalentes, si chaque image par s possède un équivalent r' par s', et r et r, sont
équivalents s'ils représentent le meme ensemble d'objets dans M.

Deux relations de représentation non ambigûes sont équivalentes si et seulement si elles ont
le même domaine.

Deux représentations r et r' sont cohérentes s'il existe au moins un objet m de M tel que
s(m)=1 et s'(m)=1'. Si les modèles ne sont pas uniquæ, m peut avoir plusieurs images
dans E et E'. Si les modèles sont ambigus, d'autres éléments de M peuvent avoir pour
images r et r'.

Considérons, par exemple, un modèle ambigu, qui représenterait un solide par des wes de
face et de dessus. Il est fondamental d'assurer la cohérence entre les rnres de face et de
dessus; ces deux représentationr ne doivent cependant pas ête équivalentes, ce qui tendrait
à affrrmer que deux objets ayant la même rnre de dessus sont identiques.

| . 2 .4 Autres contraintes sur le modèle inforrratique

En admettant que I'on soit capable de définir les relations définies en I.2.3, il faut tenir
@mpte, en plus, d'un certain nombre de qualités que I'on peut exiger d'un modèle
informæique.

' la concision: cette notion, diffrcile à définir de manière précise, représente la quantité
d'informations nécessaires pour représenter un obj*. Elle n'est cependant pas ûotalement
indQendante des traitements que l'on appliErera sur les modèles: une certaine redondance
des informatioût sera ainsi souvent utile pour I'efficacité, voire l'applicôilité, de certains
algorithmgs.

Chqifie I . 17



- les facilités de mise en oeuvre d'algorithmes: cette qualité est liée aux algorithmes que
I'on sotrhaitera mettre en oeuvre.

- I'ouverhtre: cette qualité n'a pas d'influence réelle sur le passage du modèle
mathématiqre au modèle informatique.

I . 3 IÆs principaux modèles de solides utilisés en C.A.O

On peut considérer que les modèles géométriques utilisés couramment en CAO sont les
suivants:

- le modèle par les limites ( ou B-Rep)
- le modèle par historique (ou arbre de construction ou CSG: Constructive Solid

Geometry): plus récent, il est encore souvent timité aux opérations booléennes.

ces différents modèles sont basés sur ies notions suivantes :

. Le modèle par les rimites (B-Rep: Boundary representation) [MIL g6]: c,est un
modèle qui conserve les frontières de I'objet . Les solides sont décrits par un ensemble
de faces, d'arêtes et points . Suivant le modèle par les limites choisi , les faces qui
repré'sentent un même objet peuvent ehe tràs différentes par leurs formæ et par leurs
nombres .Par exemple , de façon intuitive,on représente un cube par la réunion de six
faces planes mais on peut également le définir de façon tout à fait valide par 24faces.

Les faces des différents modèles B-Rep respectent toutes un même ensemble de règles
énoncées par A.A.Re.quicha MOR gfl

I - un nombre fini de faces définissent Ia frontière d'un solide.
2 - Une face est un sor*-eruiemble de la frontière du solide.
3 - L'union de toutes læ faces d'un objet définit sa frontière.
4 - Une face est ellemême un sous-ememble ou une région limitée d,une autre surface.
5 - Une face doit avoir une ùe finie non nulle.

Oryitrc, . lt



on pourrait résumer ce modèle en disant que le système conserve la 'peau" de l,objet et
sait, dms la modélisation solide, de quel côté est la matière. un tel modèle comprend en
général des informations géométriques (coordonnées dæ sommets, équations de faces...),
des informations topologiques (façon dont sont reliées les informations géométriques) et des
informations ânnexes (couleurs des faces...). Il suffit par artifice d'orienter le sens de
parcouN des conÛours limitant les faces pour distinguer intérizur et extérieur (suivant la
règle de MoEBrus : la matière est à gauche quand on parcourt le conûour dans le sens
positiD' on emploie également les termes de modèles par les frontières ou par les bords.

Pour représenter des polyèdres, par exemple, on pourra, ainsi, se contenter de conserver:

- pour la géométrie : des coordonnées (K, y, Z) dæ sommets,
- pour la topologie : les arêtes en fonction des sommets et les faces en fonction des

arêtes constituant reur contour, avec un sens d'orientation.
- en ânnexe : la couleur de chaque face.

En réalité, d'autres relations topologiques sont conservées dans Ie modèle, pour faciliter les
traitements : p:u exemple, le fait çe deux faces aient été déduites d,une même surface
("par facettisation'), peut être connu par le degré de continuité de l,arête et de la relation
"faces adjacentes à cette facen. Des outils puissants de manipulation de ces modèles,
comme les opérateurs d'Euler FVIL 851, permettent d'assurer la cohérence topologique.

De nombreux modèles sont basés sur des faces planes. euelques modèles manipulent dæ
faces de type quadriquæ [BRAr 7fl : l'introduction de quadriquæ ne modifie pas
fondamentalement le modèle, dans la mesure où l'équation des faces peut e11e conservée.
cependant les algorithmes d'opérations booléennes se révèlent plus complexes à mettre en
oeuvre' En effet , une opération booléenne sur un modèle B-Rep implique une nouvelle
évaluation des frontières du solide r*ultat . cete évaluation tiviale dans le cas d'un
modèle polyédrique st déjà beaucoup plus difficile avec dæ quadriques , elle nécessite le
calcul de I'intersection entre 2 çradriques ILEV 791.

. Le modère par arbre de contruction (cSG : constnrctive solid Geometry) IREQ E3l:
est une méthode de construction de solide qui définit un solide complexe comme étant
le r6ulat de la composition de solides de bases @rimitivæ) ou de demi-espacæ .Les
opératioru booléennes sont utilisées pour définir ra composition [Boy 79]. ra
méthode par arùre de construction incrus res concepts suivants :
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Opérations booléennes régularisées : c'est à dire que I'on utilise des opérations
boolênnes qui préservent la dimension et I'homogénéité du solide [TIL g0]. on
veut pouvoir affirmer que la composition de solides reste un solide. par exemple
l'intersection de 2 cubes se touchant par une face est égale à cette face. Dans le cas
d'une intersection régularisée, I'intersection est égale à I'ensemble vide.

intersection

non égularisê
intersectionrégutarisée- p

- Classification d'un point par rapport à un objet @oint -membership classification) : il
s'agit pour tout point de I'espace de savoir s'il est IroRS , suR , ou DANS I'objet
considéré . Le principe de classification est une méthode couraûrment employée pour
évaluer un modèle CSG .

- Evaluation des frontières ( boundary evaluation ) : L'évaluation de.s frontières d'un
arbre de construction est la conversion d'une représentation CSG en une représentation
par les frontières (B-Rep) [pER sB]. on distinguera Eois rlpes de modèles B-Rep :

*B-Rep polygonal : Toutes les faces sont planes; dans ce cæ les primitives de l,arbre
de construction sont approchées par des polyèdres et la conversion revient à effecuer
des opérations booléennes sur des polydres. euoique simple dans le principe, ce
problème présente plusieurs difficultés: les très nombreux cas particuliers,les
incohérences topologiquæ et les imprécisions numériques.

*B-Rep avec des quadriques tLEv 791 : Levin montre comment déteruriner la courbe
intersection entre 2 quadriquæ et conment trouver une représentation paramétrique
de cette courbe. Il devient alon possible de représenter une portion de quadrique et
les objets enveloppés par ce type de surface.

{

)
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*B-Rep avec des' patches" : les faces sont des surfaces en général bicubiques. Deux
méthodes ont été proposées pour effectuer les opérations booléennes sur de telles
représentations [CAR 82], [CAS 87]. Ces méthodes testent I'intersection de tous les
couples de patches. Elles utilisent toutes les deux des approximations des courbes
intersections. Elles diffèrent dans la rçrésentations des intersections. Carlson utilise
des çadtree tandis que Casale définit la notion de carreaux restreints. Cette approche
sera détaillée dans le chapite trois.

Ce modèle est appelé ainsi parce qu'il peut être représenté par un arbre, bien qu'un
modèle plus général soit de t'?e hiérarchique. En général, on trouve aux feuilles de
I'arbre des objets primitifs paramétrables et alrx noeuds des opérations. Les noeuds sont en
général des opérations booléennes (union,intersection,différence) ou des transformations
solides (translation,homothétie,rotation). A chaque noeud correspond un objet, même si
celui+i n'est pas réellement "calculé". En fait, plutôt que de parler d'arbre de construction,
il vaudrait mierrx parler de 'conservation de I'historique'. Il y a une volonté de conserver
une information "générique". Ces modèles ont été introduits depuis relativement peu de
temps dans les sytèmes de CAO. Ils sont assez souvent limités aux opérations booléennes et
ne prennent pas forcément en compte tous les t1ryes d'objets.

Un arbre de construction peut avoir pour feuille.s des demi+spaces : un demi-espace est
défini par une relation qui partitionne l'espace en deux demi-espaces possédant une
frontière commune :

D = {x,y,z E3 | f(x,y,z) > = 0}

L'opération fondamentale, qui consiste à établir l'appartenance d'un point à un solide, est
alors extrêmement simple au niveau des feuilles, dans la mesure où il sufFrt de reporter læ
coordonnées du point dans l'équation f(x,y,z) : si la valeur obtenue est positive, le point
appartient au demi-espace considéré, sinon, le point appartient au complémentâire du demi-
espace considéré IGAR 87].

On peut également frcilement décrire les objers de base tels que parallélépipèdes, cylindres,
cônes... à l'aide d'intenections booléennes de demi-espaces.
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PRIMITIVES EQUATIONS DES SURFACES

Parallélépipède

X=0 et  0<Y.Z <t
X=l  e t  0<Y.Z <1
Y=0 et  0<X,Z < l
Y=l  e t  0<X.Z <1
Z=0 e I0<X,Y < l
Z=7 e l0<X.Y<l

Cylindre
Z=o eLX2+y2< t

I  c -
Z=l  e I  X"+Y'<  I

o n
Xo+Y"= l  e t  0<Z<l

2 9 o
X"+Y"  -Zo  =0  e t  0<Z < l

Cône

Sphère

Tore (xz +y 2+22+t-r  2)  -+(xz +y 2;=6

Parmi les autres tjæes de modèles dont I'importance réelle est relativement faible dans lessystèmes industriels, on peut citer:

- I'approche spatiale: il s'agit de diviser I'espace en "petitsn éléments et de spécifier
polu un solide donné, pour chaque petit élément s'il est rempli ou non. pour atteindre
une bonne précision, il est nécessaire de diviser l'espace en éléments 'suffisamment,,
petits. La modélisation par arbres octaux (Octree) permet de minffiser le nombre
d'informations à conserver. EIle consiste à considérer des divisions de l,espace global
en huit, puis chacun des sous-espaces en huit, jusqu,à ce que l,une des conditions
suivantes soit remplie [AyA gfl:

' le sous-espace considéré ne contient aucune partie de l,objet à modéliser: il est
vide et il est donc inutile de continuer à le subdiviser;
' le sous-espace considéré est compl&ement contenu dans I'objet modélisé : il estplein * il est inutile de continuer à le subdiviser;
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. le sous-espace considéré est de la taille minimale admise (il correspond au "petit'
élément): il est soit complètement dans I'objet (il est plein), soit complètement en
dehon de l'objet (il est vide), soit partiellement dans I'objet. Dans ce dernier cas,
on peut appliquer plusieurs stratégies, par exemple, considérer que si le volume du
solls-espace considéré compris dans I'objet est supérieur à la moitié du volume total
du sous-espace, il est considéré comme plein (sinon il est vide).

La modélisation spatiale est souvent utilisée pour faciliter e,t accélérer des algorithmes
(arbres octaux, volumes englobants ...) ICLE B4l.

- I'extrusion généralisée: on peut considérer que ûout solide peut etre décrit par une face
qui se déforme en suivant une certaine trajectoire. Cette approche, facile à appréhender
pour certaines catégoriæ d'objets (tuyauteries, par exemple), reste difficile à mettre en
oeuwe [MIN 9ll.

I . 4Propriét6 des modèles informatiques

Nous examinons dans cette partie les modèles évoqués précédemment, en montrant les
fondements mathématiques utilisés et leurs implications réelles. Nous ne détaillons les
propriétés que sur les modèles B-Rep et CSG.

| . 4 . I Représentation par les limites (B-rep)

Une telle représentation comprend des informations géométriques, topologiques et des
informations annexes, n'ayant pas une influence directe sur la forme de I'objet, mais sur sa
représentation (couleur, Eansparence...). Elle est non ambigûe et non unique.

Cependant, assurer la validité d'une représentation peut être un problème trés complexe.
La validité au seilt topologique est actuellement bien prise s1 ç6mpto. En effet, la forurule
d'Euler définit les conditions ente les différents éléments:
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S-A+F=2(C- I I )+R

avec:

nombre de sommets
nombre d'arêtes
nombre de faces
nombre de composantes connexes
nombre d'anses

R : nombre de trous (anneaux) dans les faces

on peut alors considérer la relation d'Euler cornme l'équation d,un h5perplan h dans un
espace de dimension 6, dont res axes sont <s,A,F,c,H,R). par définition, un opérateur
d'Euler est un vecteur non nul dans çs1 hyperplan.

un tel six-uplet ne caractérise pas de manière unique un soride.

cinq opérateurs suffisent pour réariser toutes læ opérations.

- mvsf : crée un solide initial composé d'un sommet et d,une face ("créer sorlmet,
composante connexe, face", soit "make vertex, sheil, ftce');

- mev : crée une arête à partir d'un sommet existant et d'un nouveau sonmet ("make
edge, vertex");

- mef : éclate une face existante avec une nouvelle arête entre deux sommets existants,
et crée une nouvelle face ("make edge, ftce,);

- kemr : éclate une face existante en deux composaûts en supprimant une æêE ("kill
edge, make ring');

-ffinrh:compose deux faces, de telle sorte que la frontière de l,une devienne un trou
(anneau) dans l,autre ("kill frce, make ring, hole,).

Pour une utilisation plus facile, on implante un plus grand nombre d,opérateurs.

S

A

F

c
H
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Les principaux intérêts de la construction d'un modèle par des opérateurs d,Euler sont:
- toute représentation d'un objet par les frontières (valide) peut être coruitruite par des

opérateurs d'Euler;
- toute représentation construite par les opérateurs d'Euler satisfait toutes les conditions

de validité topolosique;

L'implantation informatique est faite sous la forme d'un graphe FAS (Faces, Arêtes,
Sommets), quelle que soit la structure réelle employée.

La valadité géométrique n'est pas du tout prise en compte par les opérateurs d,Euler.

La validité topologique etlou géométrique peut etre æsurée soit :
- à la construction : les algorithmes mis en oeuvre lors de la constitution du modèle

doivent donc assurer cette validité.
- a posteriori : il s'agit d'un contrôle de validité.

On verra en I.5 quelles méthodes peuvent être mises en oeuvre pour assurer la validité.

On conçoit que cette représentation, intéressante car elle permet de représenter de
nombreux objets et parce qu'elle est assez proche d'opérations de visualisation est trés
éloignée des considérations mathématiques qui ont pu êne faites auparavant.

| ' 4 ' 2 La représentation par arbre de construction (CSG:Constructive Solid Geometry)

Cene représentation oonserve, pour un objet donné (solide), læ opérations qui ont été mises
en oeuvre pour le définir. En général limitée aux opérations booléennes, elle pourrait
cependant inclure d' autres opérations (extrusions.. .).

La structure est un arbre binaire, dont les noeuds sont des opérations booléennes ou des
transformations affines et les feuilles sont soit des demi-espaces, soit des objets primitifs.

- Considérons tout d'abord un arbre dont les noeuds sont des obj*s primitifs. Les bases
mathématiques qui régissent une telle modélisation sont facites à décrire:

(arbre) := (objetprimitif> / (arbre) <op. booléenne) (arbre) /
(arbre) <op. de transformation) ( arg. de déplacement)

Chqitre I .25



La famille de solides représentée par cet arbre peut être modélisée par la grammaire :

(solide) : = (primitive) /(solide composé)
( solide composé) := (solide composé) /(opérateur) (solide)
(opérateur> := / U*/ -*/translation/rotation/...
( primitive ) : = ( cube ) / ( cylindre ) / < sphère ) / < cône ) /...

Un arbre de construction est non ambieu, mais non uniqre. Le domaine dépend des objets
primitifs et des opérateurs. Dans la mesure où les objets primitifs sont valides et que les
opérateurs sont des lois de composition internes. la représentation est toujours valide. On
peut cependant remarquer qu'une telle représentation est purement théorique. Les
problèmes réels vont se poser lorqu'elle dewa être évaluée.
Lorsqu'il faut évaluer une telle représentation, on utilise deux grandes classes de méthodes:

- soit on évalue l'objet dans un autre modèle, en général par les limites: il "suf,frt", en
partant des objets primitifs, dont on peut connaitre les limites, d'appliquer les
opérateurs jusqu'à l'évaluation de I'ensemble de I'arbre (ou de sous-arbres). Les
difficultés sont identiques à celles rencontrées dans la représentation par les limites en
I-4.1 . Lorsque I'objet est connu par ses limites, on peut lui appliquer les algorithmes
de visualisation (élimination des parties cachéæ...), de calculs (volume...), etc...

- soit on met en oeuvre des algorithmæ spécifiques à l'évaluation d'une opération
donnée. Par exemple, si l'on souhaite visualiser l'objet, on poura effectuer un lancer
de rayons, chaque rayon correspondant à un pixel de l'écran.

Lorsque les feuilles sont des demi-espaces, la validité devient pratiquement impossible à
démontrer. A priori très intéressant, ce qpe de modélisation se heurte à des difficultés
insurmontables, aujourd'hui. On pouna oujours mettre en oeuwe une telle représentation,
mais sans pouvoir, dans de nombreux cas prouver sa validité.

| . 4 .3 Boîtes et arbres octaux

Ce type de représentation considère une partition de I'espace en petitæ boftes. La
repr6entation par arbre octal n'est qu'une amélioræion, au sens place ocarpée, de la
reprâsentation par boftes. Elle peut être considérée cornme un car particulier de I'arbre de
construction, dans le4uel les feuilles seraient des boftes eû læ noegds I'opérateur de collage.
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Une telle repr*entation est unique à un niveau de précision donné, non ambiqiie et la
validité est facile à prouver. Malheureusement, la concision n'æt pas respectée et I'est
d'autant moins que les boitæ sont petites ('arbre octal æt une méthode d'amélioration de
la concision).

La mise en oeuvre d'opérations booléennes est immédiate.
D'autres calculs seront extrèmement faciles à décrire (e volume, par exemple). En

revanche, la surface en 3D (respectivement le périmèue en 2D) n'est pas calculable
directement (il faut appliquer des algorithmes plus complexæ), ce qui apparaft dans l'63u6t
mathématique de cette modélisation.

EXEMPLE: en2D,la représentation par æbre octal nepermetpas de faire converger le
calcul du périmètre, en prenant, sans précautions, le nombre de cotés sur le bord:

précision'1" précision "0.5" précision "0.25"

ute = 24

périmètre = 24

ure = 2l

périmère = 24

aire = 19.5

périmètre = 24

Le calcul de I'aire converge, pas celui du périmètre.

I . 4 .4 Représentation par extrusion

Les extnrsions les plus couramment utilisée.s sont la translation et la révolution. Le
domaine est donc limité aux clæses d'objets qui panvent être constnrits par ces méthodes.
La validité d'une représentation peut être assurée, par validæion dæ paranètres d'extrusion
et du contour ou des @ntours utilisés.
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I
I
I Dans le 9_as des extrusions géaéralisées (à partir d'u_ng face se déformant et décrivant une

najectoire), la théorie des espaces fibrés peut s'appliquer. Ces représentations sont
difFtciles à manipuler et la validité d'une reprâsentation peut diffrcilement être prouvée.

I . 4 . 5 Représentation par paramétrage

Un objet est représenté par un n-uplet, représentant la famille à laquelle il appartient et la
liste de paramènes le décrivant. Une telle représentation peut se comparer à I'arbre de
construction, en considérant que I'on se contente de modéliser les caractéristiques de
I'objet. Dans la mesure où les familles sont connues et les domaines de validité des
paramètres précisés, elle est valide et non ambigiie. Cependant l'évaluation doit être mise
en oeuvre pour effectuer des opérations telles qu'opérations booléennes (sauf si on les
intégre dans un arbre de construction dont les feuilles peuvent être des objets paramétrés
quelconques), visualisation, calculs...

Pour évaluer ces objets, on pourra, coilrme dans l'arbre de construction, soit déterminer
une représentation par les limitæ et lui appliquer tout algorithme valide, soit mettre en
oeuvre un algorithme par clæse d'opération.

| . 4 .6 Conversions entre modèles

Aucun modèle ne permet actuellement, de prendre en compte I'ensemble des objes que l'on
rencontre en CAO. Il est donc nécessaire d,implanter des algorithmes de passage d'un
modèle à un autre. Il est clair, que s'il est possible (pæ forcément très facilement) de
passer d'un modèle par arbre de construction à un modèle par les limites, I'inverse est
généralement impossible. Même si certainæ méthodes d'inversion peuvent, dans certains
c6, être mises en oeuvre, elles ne respecteront pas obligatoirement la logique de
I'opérateur qui a constnrit le modèle. Or, Eès souvent, c'est cette logique qui est
importante.
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Passages entre modèles

T'ACILE

POSSIBLE

L5 L€s difficult6 liées au passage MoDELE MATHEMATIQUE/]VIODELE
INFORMATIQT]E

Dans cette partie, nous étudierons les problèmes liés au passage d'un modèle mathématique
(théorique) à un modèle informatique (pratique). Des études théoriquas ont été menées pour
tenter de résoudre les problèmes posés (opérations booléennes,volume,constitution
d'ensemble ...). Par exemple, les opérateurs d'Euler permettent de mieux appréhender les
modèles et læ opérations.
Nous allons nous intéresser à la modélisation des solides avec des surfaces gauches. Avant
même d'avoir analysé les différents modèles de surfaces gauches possibles, il est évident
que certaines notioN induites par la définition des solides doivent être précisées .
Considérons quelques problèmes difficiles dans le cadre de la modélisation des solides, à

tite d'illustration IGAR 90].

I.5 . l Validité

(primitives bornées)
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I . 5 . L . I I*s diférentes approclus

La validité d'un modèle de solides est assurée pæ les conditions suivantes :
- rigidité : le solide décrit dans le modèle a une forme invariante, quelles que soient sa
position et son orientation ;

- finitude : le volume du solide décrit dryrs le modèle doit être fini ;
- homogénéité : ûout solide a un intérieur considéré comme homogène ; de cette

condition découle qu'un point de I'espace ne peut être affecté qu'à un seul objet. Le
fait que I'intérieur soit considéré comme homogène représente l'état actgel de la
modélisation. Il est indéniable que cette condition devrait ête affinée pour prendre en
compte des matériaux non homogènes.

Ces conditions très générales sont indépendantes de la
doivent être converties en conditions vérifiables du
dépendront du modèle utilisé.

Ces conditions peuvent :

famille de modèle utilisée. Elles

point de vue informatique, qui

- soit être assurées pour un modèle donné : cela signifie que quelle que soit la fonction
appliquée au modèle, on peut afftrmer que si cette opération est correcte dans un
domaine donné, le résultæ sera correct avec certaines conditions de précision ; par
exemple, si l'on utilise un modèle par les frontières, une fonction déterminant le
volume, donnera le volume (et ne donnera jamais une valeur infinie, ce qui pourrait se
produire si le solide était ouvert) ; la fonction nappartenance d'un point au solide,,
pouFa être mise en oeuvre en utilisant la méthode de la demi{roite et en comptant le
nombre d'intersections significatives (si le modèle n'assurait pas la validité, cette
méthode ne pourrait pas être employée, dans la mesure où elle est basée sur le fait que
I'objet sur lequel elle s'applique est par définition un solide).

- soit être assurées pour chaque fonction : dans ce cas, la validité du modèle n,esr pas
vérifiée, mais chaque fonction qui peut s'appliquer au modèle doit assurer la validité
du résultat . Par exemple, un modèle CSG n'assure pas la validité de I'obj* modélisé.
Mais, si I'on évalue I'objet modélisé par les frontières, læ opérations booléennes
appliquées seront régulariséæ pour assurer la validité du modèle par les frontières. De
même la fonction "appartenance d'un point au solide" devra être mise en oeuvre avec
précaution pour éviter læ erreurs (voir I.5.4)
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On peut tenter d'assurer lavalidité d'un modèle de deux manières :

- à la constntction : toute opération construisant ou modifiant un solide se charge de la
validité. Par exemple, I'utilisation d'opérateurs d'Euler assure la validité ûopologique
lorsque I'on met en oeuvre un modèle par les bords. On peut également assurer la
validité d'un modèle par les bords d'un objet par révolution. Les opérations
booléennes régularisées, qui permettent de composer des objets, peuvent æsurer la
validité du résultat.

' a posteiort: on considère le modèle d'un objet et on vérifie que ce modèle représente
bien un solide. Cene vérification nécessite de déterminer des règles applicables aux
modèle.s (de manière spécifique) correspondant aux règles générales de validité.
L'équivalence entre règles appliquées et règles générales n'est, dans la plupart des cas,
pas démontrée.

Nous ne considérons dans la suite que I'assurance de la validité du modèle, par
construction, ou a posteriori, pour un modèle par les frontières. Certains problèmes
algorithmiques de mise en oeuvre seront repris dans les parties suivantes.

I. 5 . I .2 Validité par consfiuction

La validité topologique peut être æsurée en utilisant des opérateurs d'Euler. On peut
toutefois constater que des problèmes de performance, voire de mise en oeuvre @ar
exemple la modélisation d'un tore, [MIN88]) existent. On peut donc utiliser des primitives
qui ne vérifient pas la validité topologique. Cela implique que c'est la fonction de
construction qui les utilise qui vérifîe la validité (sinon, on est obligé d'effectuer une
vérification a posteriori). Ceae approche peut etre défendable dans plusieurs cas de figures,
par exemple :

- le concepteur maltrise parfaitement les contraintes de construction des objets : la
modélisation par des facettes planes d'une sphère peut ainsi être réalisée en utilisant des
primitives ne vérifiant pas la validité. Cette modélisation peut d'ailleurs assurer non
seulement la validité topologique, mais également très facilement les conditions
géométriques.
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- certaines méthodes peuvent impliquer des passages temporaires par des représentations
non vdides, sachant qg'à la fin de I'opération, le résultat sera valide. Ainsi certaines
méthodes de mise en oeuvre d'opérations booléennes effectuent une construction
progressive de I'objet, sans assurer que chaque représentation intermédiaire soit valide.
Dans ce cas, non seulement les opérateurs d'Euler sont inutiles, mais ils seraient
extrêmement contraignants.

I . 5 . | . 3 C.omrôIe de lavalidité

Certaines méthodes de conEôle de validité opérant sur des facettes planes ont été publiées.
Elles donnent un ensemble de contraintes à vérifier sur le modèle. par exemple, dans BAS
841, les objets sont représentés dans un modèle par les frontières et les faces sont
triangulaires, avec , en particurier, les conditions de validité suivantes :

- une face ne peut avoir d'intersection avoc une autre face qu'en une arête commune ou
un sornmet commun (cette condition doit :rssurer la continuité homogène) ;

- il existe au moins un chemin d'arêtes reliant deux arêtes quelconques (cette condition
vérifie la connexité, le solide étant considéréici conme constitué d' un seul ensemble
de faces) ;

- le lien de chaque sommet est un simple polygone oonvexe ; le lien d'un sommet S est
défini conrme I'ensemble des arêtes opposées au sommet S dans chaque triangle ayant
S comme sommet (cette condition évite les objes "ouverts" et assure donc la finitude);

- les faces doivent être correctement orientées, ce qui peut etre assuré en vérifiant que
chaque arete est parcourue une fois dans un sens, une fois dans l'autre pour les deux
faces çr'elle sépare (cette condition æsure qu'un point est soit à I'intérieur, soit à
I'extérieur du solide) ;

Pour aborder la vérification de la validité, il est sans doute préférable de distinguer la
validité topologique et la validité géométrique. Cette approche pennettra ainsi d,appliquer
soit les deux familles de conditions (vérification intégrale), soit uniçement l,une des
familles @ar exemple, un modèle construit avec dæ opérateurs d'Euler sera vérifié du point
de rnre géométriEre uniquement).
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- cotrditions topologiques :

a) une arête æt partagée par deux faces et deux faces seulement ;
b) une arête est parcourue une fois dans un sens, et une fois dans I'autre pour les deux

faces la partageant ;
c) læ seuls lieux d'intersection des arêtes sont les sommets. C'est-à{ire qu'il y a un

sornmet à chaque extrémité d'arête.

- conditions géométriqucs :

a) deux faces ne peuvent se couper qu'en une arête partagée ;
b) une face ne peut "s'auto-intersecter' ;

Les conditions topologiques sont relativement faciles à vérifier, dans la mesure où cela se
réduit à un problème de graphe.

Les conditions géométiques peuvent nécessiter de.s traitements complexes. pour vérifier les
conditions géoméEiques, il faut mettre en oeuwe des algorithmes de calcul d'intersection.
Même si dans ce cas, il n'est pas nécessaire de déterminer I'intersection, mais uniquement
le fait qu'il y ait intersection ou pæ, cela peut être difficile et cotteux, lorsqu'il ne s,agit
pas de faces planes. Le cas de 'l'auto intersection" semble pouvoir être résolu de manière
naturelle par une approximation lorsque les faces sont gauches : on approche les faces par
des facettes planes (par triangularisation), puis on vérifie I'auto-intersection comme un
problème d'intersection sur un ensemble de facettes planes.
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fonction AUTOINTERSECTION (F : face gauche) : booléen ;
DEBTJT

TRhNculARlSER(S,facteur_de_triangularisation) ;
résultat : n triangles

validité:= wai;
i :=  1  ;
répéter

j :  = i

répéter

j :=  j  +  I  i
si INTER(rianglei,trianglej) alors validité : = faux ;

jusqu'à (validité = faux )ou (=a;
i := i+ l ;

jusqua validité = (faux) ou( i=n)
autointersection: = non validité
FIN

On peut noter que la vérification d'intersection de deux niangles Tl et T2 est très simple.
En effet, il suffit de :

succès:- faux;
choisir et marquer un segment S de Tl;
répéter

si S coupe le plan p portant T2 alors
calculer le point d'intersection I de S avec p ;
si I appartient à T2 alors succès := wai
la vértficuion d'appar-tenance est très simple, s,agissant d,un convqc
sinon choisir segment suivant non marqué de S ;

jusqua succ6 ou plus de segment de Tl non marqué ;
si non succès idem sur T2 ;

Toute la difficulté réside dans le choix du ftcteur de riangularisation. En effet, un mauvais
choix peut introduire des erreurs, d'autant que I'on cherchera, pour des raisons évidentes
de performance, à limiter la valeur de ce frcteur. Des méthodes pour associer ce facteur à
la courbure devraient êce introduites.

Par ailleurs, il æt important d'effectuer une vérification de validité de manière aussi locale
que possible (en général, en fonction des modificæions effectuées, on cherchera à localiser
otts les éléments qui peuvent influer sur la validité).
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I . 5 . 2 Intéret de la non unicité

La non unicité d'un modèle n'est pas obligatoirement un inconvénient. Son intérêt peut être
montré sur un modèle de type CSG.

L'arbre est généralement consfruit en suivant les opérations choisies par I'opérateur.
Considérons un tel arbre :
S := T((AU*B) -*C)

où A,B,C sont des primitives et T une translation.

On pourra "redescendre" la translation à chaque primitive pour aboutir à I'arbre :
S := CI(A)U*T(B) -*T(C)

Cette nouvelle formulation, équivalente à la précédente pourra être intéressante, car ainsi
on peut appliquer une multiplication par une seule matrice sur chaque objet de base lors
d'une évaluation par les limites.

On pourra également chercher à déterminer un arbre DSG (Destructive Solid Geometry

lGAMe0l) :
S := (((V-*compy-g(A))-*C

où V est le paralléllépipède englobant A et B (ici il est facile à constnrire) et l'opération
comp détermine le complémentaire d'une primitive par rapport à un volume
parallelépipèdique, dans l'exemple il est égal (V-B). L'arbre mis sous cette forme peut
représenter (dans ce cæ de manière volontairement simpliste) dæ opérations d'usinage à
partir d'un brut V.

Enfin, on cherchera à déterminer une struchrre d'arbre qui soit bien adaptée à d'autres
tlpes de traitements. Par exemple, de manière générale, la dftection d'objets nuls ou
n'ayant aucun intéret pour tel ou tel traitement, impliquera une remise en forme de I'arbre.
Bien entendu, ces modifications posent le problème de la cohérence entre les différentes
repr6entations, chacune ayant un objectif bien défini. La structure générique restera assez
souvent celle qui correspond à la méthode de construction.
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I . 5 . 3 Mise en oeuwe des opérations booléennes sur,des modèles par les limite.s

Les opérations ensemblistes sont I'un des moyem rès utilisés pour construire des solides.
Leur mise en oeuvre sur des modèles par des facettes planes est relativement difficile.
Pourtant, leur définition théorique (mathématique) est tràs simple. On peut utiliser deux
grandes classes de méthodes (qui ont en réalité de nombreux points communs), soit en
utilisant les opérateurs d'Euler, soit en utilisant la méthode de Braid. Les méthodes basées
sur les opérateurs d'Euler ne seront pas déraillées ici. Nous nor$ contentons de montrer les
bases mathématiquæ de la méthode de Braid et les limites de cette méthode lors de son
application informatique.

on considère deux classes de solides: læ positifs et les négatifs:

un obj* X positif est une application e de Rl dans {0; l/2; 1} .
avec:

Q 
-1 (1) = int(x)

Q-r 0'2) = front(x)
Q -l (o) = ext(x)

Pour tout point q de front(x), on note N(q,D, le vecteur normal sortant.

Un objet X négatif esr une application e de R3 dans {0;-ll2;-l}.

Les opératiorul sur les solides sont la négation et la somme.Lanégation d'un objet e est
définie par:

Q '= {
N(q,Q) = -N(q,Q)
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+ 1 t /2 0 t/2 -1

I I I I r/2 0

r/z I c r/2 b 0

0 I r/2 0 0 0

-r /? r/z b 0 0 0

-1 0 0 0 0 0

Ba simplifiant, la somme est définie par la table:

Les valeurs b et c, dépendent de la position respective des deux objes. Si en un point de la
frontière considérée (et en un voisinage de ce point), les normales sont de signes opposés,
on a s= 1 et b=0, sinon b=c= l/2.

Une fois que I'on a exprimé ces notions mathématiques sur les objets, il ne reste plus ...
çr'à étudier tous les cas possibles (et ils sont nombreux) que I'on peut rencontrer dans une
opération d'union, intersection ou différence entre deux objets (a description algorithmique
de ces cils pouvant remplir à elle seule un ouvrage dense): intersections arête/face...

I . 5 . 4 Evaluation d'une propriété dans un arbre de construction

L'arbre de construction a deux avantages:
- il représente un historique de construction;

- sa structure est facile à manipuler.

L'évaluation d'un tel arbre peut se faire pour visualiser I'objet, ou d'une manière générale
pour déterminer une nrnte" (au sens Bases de Données) de I'objet représenté par l'arbre de
constnrction.

Etudier une propriété d'un objet représenté par un arbre de construction peut se faire de
darx marriùss;
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- on évalue I'objet dans une représentation oonnue Qimites, par exemple), et on effectue
le calcul de la propriété sur cette représentation. En général, on pÀse par une
approximation, donc une perte d'informations, mais on peut appliquer les algorithmes

çi ont été définis sur cette approximation, sans devoir réévaluer I'arbre. L'évaluation
dans une représentation connue peut se faire, soit uniErement pour la racine de I'arbre
(évaluation globale de I'arbre), soit pour chaque noeud (chaque noeud correspondant à
un sous-arbre, donc à un objet). Cette seconde solution, plus cotteuse, peut pennettre
une plus grande souplesse dans les modifications.

- on applique le calcul de la propriété directement sur l'arbre de constnrction. c'est le
cas du Ray-casting, pour une évaluation de t1rye visualisation.

Pour effectuer une évaluation d'un arbre, on peut utiliser différentes méthodes. Nous
présentons I'approche par classification par rapport à un ensemble, principalement
développée à Rochester IREQ S51. On peut étendre ce qrpe de méthode à des algorittrmes
d'évaluation spécifique, comme le calcul d'une section, avec détermination des frontières
analytiques.

Classer un ensemble X, par rapport à un autre ensemble S, consiste à déterminer quelles
sont les parties de X dans S, sur la frontière de S * à I'extérieur de S. S est supposé
régulier dans un sous-espace W de E, X est régulier dans un sousænsemble W' de W. On
procède à une segmentation @artition) de X en sous+nsemblæ X dans S, X sur S et X hors
s.

E)(EMPLE I

DANS

SUR
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E)(EMPLE 2

remarque: X est de dimension 1. X sur S est réduit à un point, On régularise les sous-
ensembles, en effectuant la fermeture de I'intérieur, ce qui donne X sur S nul (aucun sous-
ensemble de dimension 0 sur S).

Etant donnés deux ensembles A et B, dont la combinaison par une opération op est S (S =
A op B) et un sous-ensemble X, le partitionnement de X relativement à S se ramène à:
connaissant (x dans A, x sur A, X hors A) et CX dans !, f, sur B, X hors B), trouver (x
dans S, x sur S, X hors s). on retrouvera ici des notions utilisées dans le ray-qNting.
cependant, ces dernières ne suffisent pas dans le cas d'ambiguités:

E)(EMPLE

Dans le cas 1. P est hors de A n*8, dans le cas 2, p est sur A f.]*B

Pour traiter ces ambiguités, on introduit la notion de voisinage:

Soit S un sous€lutemble régulier de W et P un point de W, le voisinage régulier de rayon
R supérieur à 0 de P par rapport à S est I'intersection régularisée avec S d'une boule
ouverte de rayon R centrée en p :

N(P,S;R) = B(P;R) inter S
Un point est dans S s'il existe un voisinage plein, sur S s'il existe un voisinage ni vide, ni
plein et hors S s'il a un voisinage vide.
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Pour trouver le voisinage de P dans I'exemple précédent, on effectue I'opération par
rapport âui vôisinages de P par rapport à A et B:

dans le cas I :

( t-l 
.> 

= ,6 , le point est hors de A 1^l*B

dans le cas2:

(n*( -( le point est sur A n *B

On pourra appliquer ces notions de voisinage à d'autres sous-ensembles, pour les classer:
par exemple, une ligne peut être classée par rapport à un polygone, ou une face par
rapport àun solide.

Ces notions de voisinages sont en ÉÀlité relativement difficiles à gérer en CAO. En effet
elles rejoignent un problème fondamental lié à I'utilisation de I'ordinateur: celui-ci travaille
avec une certaine précision et les erreurs qui peuvent se produire dans certains calculs
peuvent conduire à des résultats faux @ar exemple sur les cas particuliers, qui sont
justement ceux traités par des notions de voisinagæ) IGAR 881. Las approximations qui
sont faites peuvent également entacher I'ensemble des résultae d'erreurs grossières:

Les deux cercles se coupent. Pourtant,s'ils sont approchés par des polygones (grossiers
pour I'explication), on risque de trouver qu'ils sont disjoints.
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f . 6 Conclusion

pans çsfls pr&entation, n'ayant aucune ambition d'exhaustivité , nous nour sommes
contentés de faire ressortir un certain nombre de problèmæ liés au passage
mathématique/informatique. La résolution de ces problèmes est indispensable pour mettre
en place une formalisation de la modélisation géométrique des solides.
On constate cependant une stagnation évidente dans les évolutions des modèles. Aucun
modèle actuel ne paralt répondre à lous les be,soins de la CAO. II est donc nécessaire
d'effectuer des conversions entre modèles (cf I.a.6). La prise en compte des surfaces
gauches, comme frontières de solides se heurte à des difificultés uès importantes. Cela tient
sans doute au fait que les surfaces gauches corræpondent à un modèle mathématique assez
bien maltrisé, contrairement aux modèles de solides. Les problèmes liés aux cas
particuliers et à la précision des calculs (pour ne pas dire aux erreurs de calcul) nécessitent
ûoujours des traitements au c:N par cas, ce qui rend impossible la preuve des algorithmes
implantés.

Ces quelques exemples montrent, s'il en était besoin, la nécessité de définir des modèles
mathématiques et de mettre en oeuvre des modèles informatiquæ issus de ces modèles
mathématiquæ.
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tr.lDélinition d,un carreau de Bézier

II.1.1 Définition des polynômes de Bernstein

Soit n un entier fixé m) - 1, soit i dans [0,1]

On appelle polynôme de Bernstein la quantité:

rfrrr=rl u' n.rtt''

où u varie dans I'intervalle [0,1]

La famille { Bom, .. , BmD } forme une base de l'espace vectoriel des polynômes de
degré inférieur ou égal à m

Propriét6 des polynômes de Bernstein

mm
1l  EB"Ïu)= l  Vu

l=0 i
m

2l  Btu l l0  +u.Yi
I

| n ]1
3l B 101.0 ri  i>0 et B l0l=l

i0

| n tn
I fll= o si i< m er B (ll=1
i |n

4) Dérivæion

f mt, m'l m-i
[e;  l (u l  = m [B- (u]  -  B (ul  I

i't i
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5) Récunence

; nrl m'l
Bi (ul  = uB [u] +( l t t lB (ul' i l  i

II.l.2 Définition d'un carreau de Bézier

On appelle caûeau de Bézier la surface définie par

s: [0,11x[0,1] -+ F3

(u,v) '-f i i q, Ei u B: (ut
]4 j4 lJ I i'|

où les P13 sont des points de R3. L'ensemble des P1; est appelé réseau ou polyèdre des

points de contôle.

La surface est de degré m en u et n en v. Par la suite nous dirons ç'elle est de degré
mxn. [BEZ 86]

Remarque : Courbe de Bézier

On appelle courbe de Bézier la courbe définie par

F :  TO, I I  F3

t  Hn( t t=Ë p  eT t t r
i = O l l

où les Pi sont des points de R3 . Ils sont appelés points de contrôle de la courbe.

Propriét6 des carreaux de Bézien

Les propriétés (l) et Q) dæ polynômes de Bernstein entralnent deux propriétés
importantes des carreaux de Bézier

l) Propriété de I'enveloppe convexe
pour tout couple (u,v), S(u,v) appartient toujours à l'enveloppe convexe du réseau
de contrôle {P1.1}
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2)Invariance par changement affine

Soit f : une application affine de R3 dans R3 alors

mnmn
Its(u,vll =â 

,lftPUlBi 
lul 8,, Fl

la propriété 3) des polynômes de Bernstein entralne

3) S(0,0) = P00, S(1,0) = Pmg
S (0,1) = Pgn et S(1,1) = Pmn

Le réseau et le carreau se touchent aux 4 coins.

4) Grâce à la relation (4), on montre facilement que:

ùs (u.u)= ,nî' Ë (E ,: pi r J 4-il, ei tvt
i l ' - ' - ' -  

" ' i = 0  
. j = 0  i ' r ' i  f J -  |  J

È1 (u,vl= nË Ë' (E ,.; Pi i I { tur ei-î"r
F 

.-'-' 
i=O i=0 t'i 't [J - | J

tr.2 Défrnition d'une surface B.spline

tr.2.1 Définition des fonctions de base

Soit m ) = I un entier fixé, soit k un entier compris entre I et (m+ l).
Soit une suite finie de nombres réels {ui}i=g..m*k telle que:

. ui( = ui.r- 1 pour tout i

.uk - l (  um+l

. ui ( ui.u1 pour tout i

Les ui sont appelés les noeuds (ou valeurs nodales), {ui}i=o..m+k est appelé vecteur

nodal (ou table des noeuds) et est noté tndu.

si ui-1(ui= ... =ui+r(ui+r+1, chacun des noeuds ui ... ui+r est de miltiplicité r.

D'après la définition de tndu, la multiplicité maximale d'un noeud est k.
Lorsque ui+ l-ui=constante pour tout i, le vecteur nodal est dit uniforme.
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Lorsçe *u0= ... =uk-l=g
*uiç 1-ui=constante pour ft-l)< = i ( = m
*um+1= . . .  =um+k

le vecteur nodal est dit quasi uniforme.

Les fonctions de base ou B-spline sont notés Nir où r est I'ordre de la B-spline et i varie

de [O,m+k-r].

On peut les définir suivant une relation de récurrence. [BOEH 84]

Soit u un réel quelconque

Nil (o) = I si u dans [ui,ui+t[
Nil(u) = 0 si u n'appartient pas à [ui,ui.r- 1[
pour l (= r (=k

N i (ul = jJ* ru f'l t,rt + ui't - u N 1.1 t"r
Uiot.t-Ui Uiol -  Ule 1

convention : lorsqu'un des dénominateurs intervenant dans la formule est nul, le
quotient corræpondant est nul.

Propri&& des fonctions de base

l)support Nir(u) = 0 si u n'appartient pas à [ui,uia1[

2) Positivité: Nir(u) )0 si u appartient à [ui,ui.r-{
si ui=ui.r-1 Nir est identiquement nulle

3) Partition de I'unité: Si u appartient lur-l,um+k_r+ 1[
m.hl r

à  
N ' i  ( u l=1
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4) Dérivation [BAR 88]:

I rut; itut = 1

Uir3.r-U1

avec la même convention en cas de nullité du dénominateur

" l.t 
*,)r-l

N ;  ( u l(,'1 l.I
U 1 r 3  -  U l o t

5) Ordre de continuité: une fonction de base Nik est (k-ltt dérivable en un noeud u; de
multiplicité d.; (icl<i+k) ( c-àd appartenant à lui,ui.,u1[ ).

6) comportement des fonctions de base au voisinage d'un noeud de
multiplicité maximale

Soit ui un noeud de multiplicité k. On suppose que
ui- l  < ui  = ui+l  = . . . . . .  = ui+k- l  (  u i+k.

Nitk vaut I en ui- et 0 en ui*, Nik vaut 0 en ui- et I en ui+. Les autres fonctions de
base s'annullent en ce noeud.

Si ui n'est que de multiplicité k-1, par exemple si
ui-l < ui = ui+l = .....= ui+k-2 ( ui+k-I, alors Ni_lkvaut I enui.
Les autres fonctions de base s'annullent en ui.

1I.2.2 Définition d'une surface B-spline

so ien tm,Ddeuxent ie rs f i xés  m>=1,n)=1et0  <  k  <  m+zet0  <  11  n t2 .
Soient mdu={ug, ... , um*k}, tndv={v6

Soient (m+l)x(n+1) points de R3 notés Pi; pour i=0..mj=0..n.

On appelle surface B-spline la surface définie par:

S:  [ug . t  ,  u6r !  [X I  v , - ,  . vn . r [

(u.vr -r Ë l
i=O .j=0

{ P11} est le polyèdre (ou réseau ) de conrôle de la surface.

3
tl

Îi Ni t) { (ur

L"s Nik sont associ6 au vecteur nodal {ui}, les nll sont æsociés au vecteur nodal {v;}.
La surface est dite d'ordre k x l, d'ordre k dans la direction u, d'ordre I dans la
direction v.
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La surface est entièrement définie par m,n,k,l,tndu,tndv et le réseau { Pij}.

Remarque: courbe B+pline

Soientunentierm ) 0fixéetkunentiertelque 0 < k ( m*2.
Soient tndu = {u0,...,u..rt} un vecteur nodal fixé et {Pi}i=g...m* 1 une suite de points

de R3. On appelle courbe B-spline la courbe définie par

F :  Iu*.r ,um+lt  -+ R 
3

r ,--**(rr=eïNl (rl
i=O

Les Pi sont appelés points de contrôle.

Propriétés des surfaces B+pline.

1) Polynômiale par morceaux.
sur chaque pavé non vide [ug,ug+ l[ x [vd,vd+ 1[ s(u,v) est un polynôme en (u,v) de'

degré ft-l) x 0-1).

2) Comportement local.

La propriété (1) des fonctions de base entralne lqs résultats suivants:
Si (u,v) appartient à [ug,ug+ 1[ X [vd,vd+ l[,

ed
s (u'vl = 

,=rË*, ;*Ë-,*., T; Ni t' 4 (v)

donc S(u,v) ne dépend que des points représentés par la matrice Agd:

P P
s-k+l,d{+1 s'k+l,d

PP
g,d{+l 9,d

Inversement le point de contrôle Pii n'a d'influence que sur le pavé [ui,ui+k[ x [v1,v1+t[.
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3) Enveloppe convexe

Les propriétés (1) (2) et (3) des fonctions de base éntralnent que la restriction de la
surface à un pavé paramétrique [ug,ug+ 1[ X [v6,v6a 1[ est entièrement incluse dans
I'enveloppe convexe dæ points de la matrice Agd.

4) Invariance par transformation affine.
Soit F une transformation affine de R3 vers R3. La propriété (3) des fonctions de base
entralne que:

{* (u'vl F( s(u.v) l = 
,Ëo ,t o 

t(qi ) Ni ., 4 (vl

5) Dérivation

La forme des dérivées des fonctions de base nous permet de démontrer que:

ùs (u.uJ= (k-11 Ë Ë 
Pi ; -  

Tt ' i  k '1 |

i l . - - '  
'  

i=t  ;=o , i *k- i -  u i  
N'  (u)  N'  (v l

ù=(u.u)=r- lrË i  T' ;-T'+'  k r '1
EE 

-' ' - 
i=o .j- ,;+r-1 - vj 

N' (u) N. (vl

Les dérivées partielles sont donc encore des surfaces B-spline dont les caractéristiques
dépendent de celles de S.

6) Influence de I'ordre k x I

Nous exprimorn brièvement à l'aide d'un tableau, la manière dont évoluent les
propriétâs de la surface lorsque I'ordre crolt.

De menière générale l'élévation de l'ordre "tendn la surface.

ordre calactèle
local

capacité de la suilace
à bien approcher son
réseau de définition

ordle de
continuité

régularité de
la surface

/ \ \ / /
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Remarques importantes

1) Supposons que les noeuds terminaux dans tndu et tndv soient de multiplicité maximale.
C'est à dire que

u0=u l= . . . .=u1-1  (u1

v0=v l= . . . .=v1_1  (v1

um ( um*1.= um*2 = . . . .  = um*k

va (  Vq. lLL = vn*Z= . . . .  =  vn* l

alors la propriété (6) des fonctions de base entralne que la surface passe par les quatre
"coinsn du réseau de définition, plus précisément nous avons:

S(u1-1,v1-1) = P00

S(um+l,vl-l) = Pmg

S(u1-1,vaçl) = Pgn

S(um+l,vn*l) = Pmn

2) Lien avec les carreaux deB&ier
Si les conditions suivantes sont vérifiées:

*k=m* l
*  I  =  n* l
*  u0 = ul  = . . . .  = uk- l  (  um+l = um*2 =. . . .  = Um*k
*  t0  =  v l  =  . . . .=  v l - l  (  vn+ l  =  vn i2  =  . . . .=  vn+ l

Alors la surface B-spline est un c:rreau de Bézier de degré (k-l) x Q-1), ayant {p11}
i=g...m i j=0...n pour réseau de définition.

tr.3 Définition d'une surface B.spline rationnelle

La définition de ce dernier type de surface nécessite I'introduction de deux fonctions
mathématiques.

on appelle H !a lonction: B 
4-+ 

R 
3

(:{,y,z,tl r.-,'+ H(*,y,a,tl =(i,f ,ï)

etTl 'eppl icat ion: F3.+ E4

(x.y.al H T(tt.g,zl = ltt.y.z,ll
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Soit { Pil}i=0...m;j=O...n; un réseau de points de connôle
en 3D .Soient deux tables de noeuds tndu = {u0,...,u6.r-1} et tndv = {vg,...,va11}.

A chaque point de contrôle P est associé un ooids F. . > O
i.i ij

SoitS l'Epplication:

[u  ,u  I x tu  , v  t  -+F4
k-1 m+l l-1 n+l

m n r .
[ u . v l  t - + E  Ë P  T ( P l t t k ( , r l t t l ( u l

i=0 .j=O i.i i.l i -i

S retrtésente une surface B-spline polynômiEle d'ordre k X I
dans l'espace homogÈne

une suface B'spline rationnelle est alors définie de la manière suiuante:

t : [ u  , u  t X I v  , v  t - + F 3
k'1 m+l l'1 n+1

(u ,v l  l - * ( I  (u .vJ=H (S (u ,u ) l

En d'eutles tetmes

r [u .v t=  1  Ë Ëe p  Nk(u) r * r l  (u r
m n k I i=0.j=0 ij i.j i j
E E F  N" (u )N ' (v l
i=0 .i=0 U i .j

Remarques:

Un carreau de Bézier rationnel est défini suivant la même démarche : pondération des
points de contrôle ,puis définition d'un carreau de Bézier polynômial dans I'espace
homogène et enfin projection de celui-ci durs I'espace euclidien.

Iorsque les vecteurs nodaux associés à une surhce B-spline rationnelle sont non
uniformes, celle-ci est appelée surface B-spline rationnelle non uniforme ou NURBS @our
Non Uniform Rational B-Spline).
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Propriét& des surfaces B*pline rationnelles

1) Rationnelle par morceaux
Sur chaque pavé paramètrique non vide [ui,ui+ 11 X [v.;,v;+ 1[, la surface est une

fraction rationnelle en ses paramètres.

2) 3) 4) Les propriétés de comportement local, d'enveloppe convexe et d'invariance par
transformation afEne des B-spline polynomiales sont intégralement conservées
par les B-spline rationnelles.

Les deux remarques importantes concernant les B-spline polynomiales sont encore valables
pour las rationnelles car elles sont liées aux vecteurs nodaux.

II .4 Capacité de modélisation

tr.4.1 Facilités de création de formes libres

Les méthodes que nous comparoru; sont toutes des moyem de création très interactifs,
elles permettent assez frcilement la création et la modification de surfaces quelconques.

*Surfaces de Bézier

La plus simple de,s méthodes que nous décrivons est celle des carreaux de Bézier, elle
permet d'obtenir des surfaces très régulières. La normale et les courbures calculées
en chaque point ne varient jamais brusquement sauf dans le cas où le réseau de poins
de contrôle se recoupe. Si on veut réaliser une forme plus inégulière ou plus
travaillée, on est obligé d'auguenter le nombre de poins de définition et donc
d'élever le degré de la surface car une surface de (n+ l)x(m+ l) points de contrôle qst

un polynôme de degré n+m.

L'æsociation de plusieurs sarreaux de Bézier permet cependant la création de formes
complexes sans élever le degré du carreau. Cette solution soulève le problème du
raccordement qui sera évoqué ultérieurement.
Il est également possible de modifier interactivement un ou plusieurs points de
conEôle de la surface. La modification d'un point de contôle entralne une
modification globale du carreau.
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tSurfaces B.spline

Les difficultés de création de formes complexes peuvent être en partie résoluæ grâce

à I'utilisæion des fonctions B-splines uniformes. Une surface B-spline est en fait
constituée d'un assemblage de careaux polynomiaux dont I'indépendance crolt avec
l'éloignement. Grâce au degré, on confiôle I'ordre de continuité à la frontière de
deux carreaux. Pour un ordre fixé de la surface, les points de définition peuveff etre
aussi nombreux que I'on veut. La création de surfacæ très variées en est grandement
facilitée. On peut renurquer que c'est le principal ajout des surfaces B-splines
uniformes par rapport aux carreaux de Bézier.

Un point de définition n'influence qu'une partie de la surface. Son déplacement
n'entralne qu'une déformation locale.

Les fonctions B-spline non uniformes constituent un outil de modélisation plus riche.
En effet, I'influence respective des différens points de contrôle peut Varier et ainsi
aider à modifier la surface résultante. Il est alors facile de créer des arêtes vives. On
augmente I'influence d'une ligne de points de contrôle en répétant une valeur nodale
dans une des tables de noeuds. Pour conserver au moins une continuité C0, on ne
peut répéter plus de (ordre-l) fois une même valeur nodale. La variation de
I'influence d'une ligne de points de définition est quantifiée. Il est impossible de créer
un point anguleux qui ne soit pas intersection de deux arêtes vives.

r Surfaces B-spline rationnelles

La capacité de modélisation des surfaces B-splines rationnelles est plus étendue
encore. La pondération des points de contrôle, rendue explicite par définition, varie
de 0 à plus l'infini. L'influence de chacun d'eux peut donc être fixée finement,
pennettant entres autres la création de points anguleux.

REMAROUE: Multiplicité spatiate:

Il est toujours possible, quelque soit la modélisation choisie, de donner à plusieurs poins
du réseau la même position spatiale. Cela permet d'aftirer la surface vers cette position.
C'est un moyen de créer des carreaux dégénérés.
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1I.4.2 Approximation et interpolation

L'interpolation et I'approximation d'un nuage de points par une surface sont des
problèmes souvent rencontrés en C.A.O.

L'interpolæion consiste à faire passer une surface par un ensemble donné de points de
l'espace.

Le but de I'approximation est de définir une surface qui soit en moyenne la plus proche
possible de I'ensemble de poins. Les poins donnés n'appartiennent pits nécessairement à
la surface obtenue.
Les différents tlpes de surfaces présentés offrent une solution naturelle au problème de

I'approximation, ces surfaces constituent des approximations de leurs réseaux de contrôle.

*Approximations et interpolation à I'aide de surfaces de Bézier
Un carreau de Bézier est une approximation relativement grossière de son réseau de
points.

On réalise une interpolation de Bézier en définissant autant de points de conrôle que
de points à interpoler. Les points de définition sont obtenus en résolvant un système
linéaire. Si les points à interpoler sont irrégulièrement espacés, la surface résultante
pouna présenter des oscillations parasites. Le degré de la surface est directement lié
au nombre de points à interpoler, alors pour éviter des degrés trop importants, il est
possible d'utiliser plusieurs calreaux de Bézier raccordés entre eux. C'est cette
solution qui est la plus couraûrment utilisée.

*Approximation et interpolation à I'aide de surfaces B+pline
Une surface B-spline collstitue également une approximation de son réseau de
définition. On module la finesse de I'approximation grâce à I'ordre. En diminuant
celui-ci, on rapproche la surface de son filet de points. D'une manière générale,
I'augmentation de I'ordre "tend" la surface.
Pour réaliser une interpolation, le nombre de poins de contrôle doit être égal au
nombre de points à interpoler mais le degré peut être bien inférieur à ce nombre. Les
surfaces que l'on obtient ainsi restent numériquement manipulables.
Une paranétrisation uniforme convient mal lorsque læ poins d'interpolation sont
très irrégulièrement espacés. Si, danq de telles conditions, on réussit à obtenir une
solution, elle peut être très différente du résurtat escompté IDAN g9l.
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Les B-splines non uniformes offrent das possibilitâs accrues tant pour l'interprlation
que pour I'approximation. La possibilité d'augmenter la multiplicité d'un noeud
permet d'attirer la surface vers un point du réseau. Ceci constitue une méthode
d'af,finement local de I'approximation. Une répartition non uniforme des noeuds
permet I'adaptation de la méthode d'interpolation au ciui d'un ensemble de points mal
répartis. Les résultats obtenus sont de bien meilleure qualité qu'avec des B-spline
uniformes.

tApprodmation et interpolation par des surfaces B-spline rationnelles

Les B-spline rationnelles n'apportent pas d'avantages décisifs dans ces domaines.
Toutefois dans le cadre d'une approximation, la faculté de pondération des points

offre un moyen supplémentaire d'attirer la surface vers certains points.

n . 4 .3 Modélisation de quadriques

Les quadriques sont des objets courants en C.A.O. Leurs propriétés sont connues
depuis très longtemps et ils existent déjà dans de nombreux systèmes [SAR ]. Pour
conserver une unité dans la représentation, iI est souhaitable de pouvoir modéliser à I'aide
des même.s outils des surfaces de forme libre et les quadriques. Les surfaces décrites à
I'aide de polynômes ne permettent qu'une approximation des quadriques. Par exemple, il
est impossible de trouver une paramétrisation polynomiale d'une portion de sphère ou de
cylindre. Toutefois, les B-splines non uniformes peuvent donner une bonne
approximation. La méthode B-spline rationnelle propose une paraméffisation exacte de
n'importe quelle quadrique, elle permet même la paramétrisation d'un tore. Mais il faut
éviter de conclure trop vite que ûoutes læ surfaces dont la définition contient une fonction
trigonométrique peuvent être décrites de cette façon [MIL 86]. Par exemple, les surfaces
sinusoidales(tôles ondulées, etc ) ne peuvent pas l'êEe. Il est en effet impossible d'écrire
simultanément x et cosx conrme dqs fractions rationnelles d'une seule variable. La
description du processus de définition d'une sphère est détaillée en annexe.
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1I.4.4 Raccordement

On entend par raccordement toutes les techniques qui pennettent de relier deux surfaces
existantes. Les raccords doivent être le plus lisse possible. Les surfaces doivent vérifier des
conditions aux bords. Ces conditioru sont expriméæ par des systèmes d'équations où
interviennent des dérivées partielles jusqu'à I'ordre 2. Du point de nre mathématique, ces
conditions expriment la continuité des normales et des courbures au passage d'un carreau à
I'autre. A partir de ces équations, on obtient des systèmes linéairæ en les points de contrôle des
surfaces concernées. Dans la pratique, on utilise, soit les {uations de continuité complètes IVER
731, soit un ciut particulier de ces équations IBOH 841. Dans la plupart des cas , læ équations
simplifiées fournissent une solution satisfaisante. Cependant, drns certains cas, il est nécessaire
d'envisager les équations complètes (par exemple raccorder un cylindre par sa bæe à un plan
déforné).

- Résolution à I'aide des équations complètes
Le problème se traite très bien dans Ie cas des B&ier polynomiales t\fER Z3l , mais il n'admet
pas de solutions avec les B-spline polynomiales. Pour contourner cette diffïculté , il sufFrt de
décomposer une surface B-spline en plusieurs carreaux de Bézier. Dans le cæ des surfaces
rationnelles, on ne peut pas envisager de traiter le problème dans l'espace homogène car les
équations complètes, qui expriment la continuité des normales et dcs courbures, n'ont pas de
sens dans celui-ci. Il est donc nécessaire de projeter les surfaces ræionnelles dans l'æpace
euclidien. Les équations ont alors une forme beaucoup plus complexes due à la présence des
dénominateurs. '

- Résolution à I'aide das {uations simplifiées
Les équations simplifiéæ expriment simplement la continuité des dérivéqs partielles jusqu'à
I'ordre 2 à travers la frontière. Elles se résolvent facilement dans le cæ dæ surfaces
polynomiales. N'étant plus liécs à la continuité des normales et des courbtrres, elles conservent
tout leur sens dans l'espace homogène. Il est donc possible de raccorder deux surfaces
rationnelles dans cet espace. L'utilisation des surhces rationnelles n'induit pas de diffrcultâs
supplémentaires dans la mise en oeuvre de cette méthode.

tr . 5ltfimipulation de surfaces

U . 5 .1 Algorithmes fondamentaux
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tr . 5 . | . I Algortthmes de calculs potr les courbes de Bézier
* Algoriftme ûe De Cæteljau

L'algorihme de De Casteljau est l'outil de base de manipulation d'une courbe de
B&ier'. Il sert à calculer pour une valzur u* fixée du paramétre, le point
correspondant sur la courbe.
Grâce aux propriét* de récurrence des polynômes de Bernstein, Paul De Cæteljau
a établi cet algorithme simple et efficace.

Description de I'algorithme

Soit T une courbe de Bézier : T: u ->R(u)

Initialisation

PiO=Pi pour i =0..m

récurrence

Pir(u) = (1-u*) Pi-1r-l + uttir-l

\

"rt

pourrvariantde 1 àm

et ide ràm

Ce processus est parfaitement reprâsenté sous la forme d'un schéma triangulaire.

3
P

3

P;

o
P3

Ps1

\
2

P3

o
P2

2
P2

\
o

q
o

%
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- Propriétés fondamentales de I'algorithme
Cet algorithme est également un très bon outil de subdivision. La courbe {R(u), u:0..1}
est la réunion des arcs {R(u), u:O..u*} et {R(u),u:u*..t}. ces 2 arcs sont des courbes
de Bézier de degré m dont læ polygones de contrôle sont les 2 pentes du schéma
triangulaire. Plus précisément:

{ R(u), u:o..u*} = 1ngo BOm(t) + pll B1m(t)+...*pmm Bmm(t), t:0..1}

{ R(u), u:u*..1; = { pmm Bom(t) + pmm-l B1n(t)+...+pmO Bmm(t), t:0..1}

* Elévation du deeré

Soit T une courbe de Bézier de degré m, définie conrme dans I'introduction. Il est
possible de définir T'une coube deB&ier de degré (n+1) telle que pour tout u
dans [0.. 1], T(u)=f'1u;.

Description de I'algorithme

Initialisation

P'o= Po

Récurrence

Pouri=l..mf I P'i= aiPi-t + (l-af Pi

où ai=Y1ta1;

Remarque: cet algorithme pennet de faire coincider les degrés de deux courbes.
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*@igus

On désire écrire une courbe deBézier R(u) sous la forme
R(u) = Ag + A1u + 4û + .. + Amum

Description de I'algorithme

Initialisation

0
A;  = Pi  Pour  i=0. .m

Récurrence

Ai = AT, - AT-t pour r = 1.. .  m et i= 0..  m'r

Finalement

i  - i
A i  = C m  A g

Exemplepourm=3:

tr.5.1.2 Algorttlttttzs de calculs pour les courbes B-spline

* Algorithme de Cox-De Boor

L'algorithme de Cox-De Boor æt aux B-spline ce que l'algorithme de De Casteljau

est aux Bézier. Son rôle est le calcul de points srr une courbe.
Soit T une courbe B-spline d'ordre k, définie par (m+1) points {PO ..Pr}, de

table nodale {uO .. um+k}. T est décrite par

2
a l
I

at

A"

3ao
2

ao
Iao

aoo

1
a2

AO, AI
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Initialisation

- recherche de I'unique indice d tel que

ud< = u*(ud+ I
Pik = Pi pour i = d-k+l .. d

Récurrence

Pi" : airPf+t + (1-air)Pi-1.*l po* r variant de (k-l) à I

où ç : (u1q)/(q+r-\) pour i variant de (d-r+1) à d

Exemplepourk - 4

I
Pd

/ \

22
P+t Pd

/ \

r; r-i T'
/ \

f p* P-i %i i ,on pon ---* pm
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Cet algorithme touve sa justification dans les propriétés de récurrence et de support
- bomé des fonctions B-sptine.

Redéfinition de la courbe

L'application de Cox-De Boor correspond à I'insertion de u* ft-l) fois dans la table dæ
noeuds. Par conséquent, la courbe peut êEe redéfinie.
Les (m+k) points P0 , .. , Pd_k, pd-k+lk, .. , pdl, .. , pdk, pd+l, .. ,pm et les
(m+2k) valzurs nodales

v0=u0, . . , vd=ud

vd+ l=u* , . .  ,  vd+k- l=u*

vd+k=ud+l , .. ,vp.12k_l=um*k

constituent les nouveaux éléments de définition de la courbe T. On constate que l,ordre
de T n'a pas été modifié. Le nouveau polygone de contrôle a été obtenu en substituant la
base du schéma triangulaire par ses 2 pentes. Cette modification rapproche le polygone de
la courbe. \

Remarque : cet algorithme permet de diviser la couibe f ={u-)R(u),u:uç-1 .. um+ l}
en 2 nouvelles cotrbes Tr={u-)R(u),u:u1_1 .. u* I et
T6  =  {u ->R(u) ,  u :  u * . .um+1} .

Tt ast une courbe B-spline d'ordre k définie par les (d+ l) points
P0, .. , Pd-k, Pd-t+ lk , .. , P6l et par le vecteur nodal
tndw={wg=vg, .. , ryd*k-l=vd+k-l , wd+k=u* }.

T6 est une courbe B-spline d'ordre k défrnie pæ les (m+k{) points
Pi?, ..,Plk , Pd+ l, ..,p1a et par le vecteur nodal
tnds = {so=o*,sl=vd+1, .. ,sft-1=vd+k-l,sk=vd+k, .. ,smd*2k-l=vm+2k_l }

* Algorithme d'Oslo

,, c'est un algorithme de raffrnement IBAR 881. Soit T une courbe B-spline, il
permet l'insertion simultanée de valeurs nodales différentes dans la table des noeuds
de T. L'algorithme d'Oslo fournit un nouveau polygone plus proche de la courbe T.

* Aleorithme de Boehm

C'æt un cas particulier de I'algorithme d'Oslo. Il insère rrns rrniquê valeur nodale.
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lemafw: On purt molger que I'utilisation de l'algorithme de Cox - De P99r revient à
Ép&er ft-l) fois I'algorithme de Boetrm avec la même valeur nodale. On peut

trouver une comparaison de ces différents algorithmes dans IDAN 89].

* Algorithme de calcul des dérivées successives

Cet algorithme dt à Boehm[BOEH 84] pennet le calcul simultané des dérivées
jusqu'à I'ordre k-l d'une courbe B-spline d'ordre k.
Soit T une courbe B-spline d'ordre k définie par les points Po ...Pm. et le vecteur

nodal {uo...um+k}. T est décrite par:

F  t [ r k -1 .u ,o *1 [  - ]  F  
3

r  , - . - .*n(tr=Ë_qNI r t l
i=0 I

Soit u* fixé appartenant à [u1-1, um+ 1[, On désire calculer les dérivées de R en u.

Description de I'algorithme

Initialisation

- Recherche de I'unique indice d tel que u appartient à [ud, ud+ t[.
puis initialisation "base triangle inférieur droit":

Pio = Pi pour i = d-k+ 1...d

Récurrence triangle inférieur droit:

Pir = (fir-t -fi-1r-l;l1ui+k-r-uù pourr = 1...k-1 et

i = d-(k-r)+1...d

Récurrence triangle supérieur gauche:

Pir = Pir-l * (o* -ud+r-g-t;)Pi+lr pourr = 1...k-1 et

i  = d-k+I...d-k+r

La dérivée de rang r est donnée par:

nG\u1 = (k-1xk-2)...(k-r) Pd+r{t-t)k-l pour r = 0...k-1
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Il y a donc 2 schémas triangulaires superposés qui forment un schéma carré. La plus haute
- 

Iigne du carré fournit les rléiivées successives.

k-1
Pd-k*l

k-z
Pd-k*1

k-2
Pd-k*2

k-2
ct'I

k-1
Po

k-2
Po

k-I
P'd-k+z

a

, ï

T
Pa**t

o
Pa-k*t

1
Pu-k*z

0
Pd-**z

1
Pa

0
Po

0
Po-t

tr.5.2 Applications usuelles

11,.5.2. I Echantillonnage d'une surface

Il s'agit de calculer un grand nombre de points de la surface. Echantillonner une surface
aide à la visualisation ou à la modélisation par facettes.

+ Echantillonnage drun carr@u de Bézien

Pour le calcul d'un grand nombre de poins, la méthode la plus rapide est de reécrire
notre caûeau dans la base canonique des polynômes à 2 variables. Ensuite, on utilise
le schèma de Horner pour le calcul de chaque point.

Soit C un caffeau de Bézier défini oonme dans tr.1.2.
Pæsage à la forrre canonique:

s(u.v) = 
F=o Ëo f, 

ei rur ej rur

On veut reécrire S(u,v) sous la fotme:
n
E
.i=tt

A6 ut , i
,n
E
i-0
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, t t  - n

stu.vl=,!' 
"i 

ur (po T;-ej r'r)

on pose e; tvt = 
,% T, ej tvt

Pour i fixé, Qi(v) est une courbe de B&ier qui s'exprime à I'aide de I'algorithme de

passage à la base canonique sous la forme

F^ Di j  t j
.j=O

s(u.v l=Ëo r î  r , ( ;o  Di ;  u i  )

s(u.v)= 
à 

vi ( po o,, i t'r )

Jtl m

on pose Fj [ul = 
à 

ot, Bt (u)

Pour j fixé, R;(u) est également une courbe de Bézier qui s'écrit sous la forme

R., (u)= A ij u' ,i

JIT N

d'où s(u.vl = 
à ,t* 

A ii u' *rJ

L'algorithme de passage à la forme canonique d'un carreau de Bézier consiste à
calculer dans un premier temps les D1; et ensuite les A1;.

Pour le calcul de points d'un carreau de Bézier, on peut égalenent se servir de
I'algorithme de De Casteljau, néanmoins quand le nombre de points est important, la
m4hode que I'on vient de décrire est plus efficace.
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* Echantillonnage drune surface B-spline

Passage à la base canonique pour une courbe B-spline

Soit une courbe B-spline d'ordre de vecteur nodal {uo...um+k} et de points de
confôle Po...Pm. Pour chaque noeud ud tel que k-l = ( d = ( m et tel que [u6,
ud+t[ non vide, on peut calculer toutes les dérivées et donc grâce à la formule de

Taylor-Young obtenir le développement polynomial de la courbe sur l'intervalle
lud, ud+ 1[.

Echantillonnage d'une surface B-spline

Pour échantillonner une B-spline, nous allons également utiliser une méthode qui
va reécrire notre surface dans la base canonique des polynômes. Soit C une surface
B-spline, les notations sont les mêmes que celles utilisées dans l'introduction. Sur
chaque pavé [ui,ui.r- 1[x[vi,v;+ 1[i:0..mj=0..n, notro surface est une polynomiale

en (u,v) de degré ft-l)x(-l).

soit (u,v) dans le pavé [u6,u6+l[x[vg,vg+l[.d et g sont tels que u6(u6.r-1 et
vg(vg* 1. Sur ce pavé, la surface s'écrit

d g ù
S[u,vl  = E E E. N. (u]

i=g'k+1 i=d{+1 rJ I

ds
s (u'v) = 

;=$**r Ni tur ( -,$,*, T.i

r.$ (vl

1} tvr)

Le terme entre parenthèses noté Qi(v) ast une courbe B-spline. En utilisant la

méthode de passage à la base canonique pour une courbe B-spline, on obtient

Q, tvl

s[u,vl

c,, Gl

(v-v"l'I

t-1
=.E

J=o
l-1

= L
.j=o

tu-u"f
d

,'fi*, cu ts) Ni tul )

De même, le terme entre parenthèses peut être reécrit sous la forme
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k-1

i=o
4.. E.d) (u-u .li

r J f l

D'où S(u,v)

sur chaque pavé non vide [u6,u6+l[x[vg,vg+l[, on obtient par ce procédé une
matrice [A1(d,dli=0..k-11=g..1-l des coeffrcients de la forme canonique.

Cas particulier des B-splines uniformes

Pour des ordres k et I fxés, les fonctions de base peuvent êue déduites les unes des
autres par translation. Les k premières fonctions de bases en u et les I premières
fonctions de base en v sont tabulées, ensuite tous les calculs sont remplacés par des
références à ces tabulations. Les algorithmes deviennent alors beaucoup moins
cotteux en temps et en place mémoire.

* Echantillonnage de surfaces &spline rationnelles

Dans I'espace homogène, les B-spline rationnelles sont des polynomiales. La
méthodologie reste la même, les B-splines rationnelles sont traités comme des B-
spline classiques. L'ajout de la quatrième coordonnée augnente d'un tiers les
calculs.

1I.5.2.2 Echantillonnage des normales

Beaucoup d'algorithmes de visualisation nécessitent la connaissance des normales à Ia
surface traitée. Souvent pour chaque point calculé, on désire, connaitre simultanément la
normale associée. Nous venons de montrer que chaque gpe de surface peut être écrit dans
la base canonique des polynômes. La normale est fonction des dérivées partielles en u et v
et une dérivée partielle d'un polynôme est encore un polynôme. On peut donc
échantillonner les dérivées de la même façon çe la surface.
Dans le cas des B-spline rationnelles, læ dérivées partielles sont plus compliquées car on

æt alors obligé de dériver des fonctions rationnelles.

k-1 t-l
EE
i=o .j=o

A- tsdl [u-uo)i t.r-r"l
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n.5.2.3 Subdivisions -Approximations

II.5 .2.3.aTechniques

r Subdivision d'un carreau de Bézier

La subdivision d'un carreau de B&ier consiste à le découper en 4 carreaux de
Bézier adjacents. Les lignes de coupe sont des lignes isoparamétriques. Les 4
carreaux obtenus forment une partition du carreau initial.

Les carreaux obtenus sont de même degré que le carreau initial.

- Calculs des nouveaux réseaux de contrôle

On choisit (o*,nl dans le pavé [0,1]x[0,1]. Le couple (o*,n*) détermine les 2
lignes de coupe: s(u*,v) et s(u,v). IL est commode d'écrire le réseau de contrôle
de C sous la forme matricielle suivante.

Dans un premier temps, nous allons découper C en2 carreaux C'l et C'2 selon la

courbe S(u,v).

C' l  =C1 uC3 c'2 = C2u ca
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Chaçe ligue de la matrice P détermine une courbe de B&îer en v que l*rtn découpe
à I'aide de l'algorithme de De Casteljau en la valeur v*.

Chaque ligne tPùlj=g..n est donc prise à son tour oonme la base du schéma

triangulaire de Casteljau.

Chaque Fûlj=0..o est remplacé par lQij]j=o..zn

Nous obtenons 2 matrices de points qui sont les réseaux de C'1 etC'2.

lEo o noll lEo " 
qorn-'l

ttt l
tIll -_ l l_ l
lQ-o 

O-^l lA-,. '  A rn znlL JL J

c'1 c'z

C'1 et C'2 sont découpés suivant la courbe S(u*,v) : pour j fixé
Chaque colonne [Qijli=0..m est remplacé à I'aide de l'algorithme de De Casteljau
par lRij]i=0..2m

Finalement on obtient 4 nouvelles matrices

lEo o *oll lEo " *orn-l

tIl
|:-" -=l [:-" .,"I
l-'o F;l lF'" *,il
lllr
t|l
[:z'o 

-*il 
[z-" 

tr," r:l

qui représentent les points de contrôle æsociés à C1, C2, C3, C4.
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Remarque:

- On peut s'arrêter à C'1 et C'Z et ainsi découper uniquement en deux parties le

carreau C.

- Le choix de u* et v* est libre. Il est possible d'obtenir des carreaux de taille très
différentes.

- Le point Rro, commun aux 4 matrices, est le point S(u*,v*;.1BAR Sgl.

. Subdivision d'une surface B-spline

Le processus de subdivision d'une surface B-spline est analogue à celui d'un
cameau de Béaier. Soit C une surface B-spline notée comme dans I'introduction,
nous allons construire une partition de C, C = Cl U C2 U C3 U Ca. Les lignes de
coupe sont S(u*,v) et S(u,v), (u*,nl choisi dans [u1-1,um+ l[x[vl-l,vn* l[.

Les 4 surfaces obtenues sont encore des surfaces B-spline de même ordres que C.

- Calcul des nouveaux réseaux de définition:
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Le réseau de contrôle C peut s'écrire sous la forme matricielle

f-*" B'' I
l,tl
It" 3" I
Lt*" 

P*r, 
_l

supposons (u*,n*) choisi dans [ur,ug+1[x[v6,v6+l[, on choisit de découper
d'abord selon la courbe S(u,v*), on obtient les surfaces C'1 et C,Z. C,l: Cl U
C3, C'2 = CZU C4. Chaque ligne [P11]1=0..n est uaité comme suit:

L'algorithme de Cox-De Boor ayant pour donnéæ les I points pi,d_l+1, . . , pi,6,

la table nodale tndv et la valeur v*, rend les (21-l) points Dd-l+l , .. , D6 , .. ,
Dd+t-t.

La ligne lPilli=o..n est remptacée par la ligne tei.;l.;=6..aa1_1
Qio = Pio Qi,d-l = Pi,d-l

Qi,d-l+1 = Dd-l+l ..... Qi,d+l-l = Dd+l-l

Qi,d+l = Pi,d+l ..... Qi,n+l-l = Pi,n

déterminent les réseaux de contrôle de C,1 ûC,z

Les colonnes des maEices vont êue traitées comne le furent les lignes.
L'algorithme de Cox - De Boor remplace les k poins eg-k+lj , ..,egj par las
Qk'l) points Dg-k+t,...,Dg*k-1. Cox-De Boor est utilisé avec u* et la table des
noeuds tndu.

:l [: ;l
Les matrices

lu""
I
lt'.'
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On obtient alors les colonnes [Rilli=0..m+k-l

ROl = QOl ..... Rg_kj = eg-kj
Rg-k+tj = Dg-k+1 ..... Rg+k-Ij = Dg+k-t
Rg+kj = Qg+lj ..... Rm+k-lj = Qmj

Finalement, on obtient 4 nouvelles matrices

lFo o *oll lEo o Fo '.,*r.l
t|l
111,.............Er1
l""o 

*"oJ 
ll"o 

F"'*,1

lE"o 
*"ol 

lE"o *rn'nl
t| lrrr*l
lt*.nn 

0 """""' ****r1J 
[,"**t 

d """ Fm+k.r n+']J

qui sont les r6eaux de contrôle des surfaces C1, C2, C3, C4.

Les tables nodales æsociées à C1 sont:

{u0, .. , ug,ut, .. u* } u* est repété k fois

et

{v0 , .. , 
"6,n*, 

.. ,n*} v* est répété I fois

Les tables nodales associées à C2 sont:

{o*, .. u*,ug+l , .. ,upak } u* est repété k fois

et

{v0 , .. , u6,n*, .. ,v*} v* æt répété I fois
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Les tables nodales associés à C3 sont:

{u0, .. , ug,u*, .. u* } u* est repété k fois

et

{n*, .. ,V*,vd+1, .. ,vn*l} v* est répété I fois

Les tables nodales æsociés à C4 sont:

{u*, .. u*,ug+l r .. ruglak } u* est repété k fois

et

{u*, .. ,v*,vd+lr .. r v1.r-l} v* est répété I fois

Remarque: Rg,d = S(u*,v*;

t Subdivision d'une surface Fspline rationelle

Les surfaces B-spline rationnelles sont étudiées dans I'espace homogène où elles
sont polynomiales conrme les B-spline classiques. Le processus de subdivision est
alors strictement le même.

11.5.2.3.b Objectifs

Les procédés que nous venons de décrire peuvent être réitérés, la surface initiale est alors
décomposée en un arbre quaternaire. Les réseaux de contrôle successifs approchent de
mieux en mieux leurs surfaces associées. Cela constitue un moyen d'approximation
polyhédriçe de la surface. La connaissance de la surface est préservée à chaque étape de
la subdivision récursive. Grâce à la propriété de I'enveloppe convexe oonmune à toutes
les surfaces étudiées, il est possible d'associer à chaque noeud une boite englobante.
Toutes ces informations sont très utiles pour I'intersection d'une surface avec toute autre
entité géométrique.
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[,5 . 3 Conclusion

Les technique.s de subdivision récursive et d'échantillonnage pennettent toutes les
deux de définir une approximation polyhédrique d'une surface. L'échantillonnage
d'une surface est beaucoup moins cotteux en temps et en espace qu'une subdivision
récursive mais elle perd la notion de surface.

Les calculs mis en oeuwe, tant pour échantillonner que pour une subdivision
récursive, sont moins importants pour les surfaces de Bézier que pour les surfaces B-
spline. Car les algorithmes de base manipulant les courbes B-spline sont plus
compliqués que ceux manipulant les courbes deBézier.

* Décomposition d'une surface B-spline en c:trreaux deB&ier
Une surface B-spline est une polynomiale par morceaux, ses paramètres de définition
(u,v) évoluent dam des pavés délicats à manipuler. Par contre, les paramètres d'un
ciureau deBézier évoluent toujours dans le pavé [0,1]x[0.U. De plus, les opérations
que nous venons de détailler, sont plus simples à réaliser avec des Bézier qu'avec des
B-spline. Il qst donc souvent avantageux de décomposer une surface B-spline en une
partition de carreaux de Bézier.

Pour décomposer une surface B-spline en une partition de carreaux de Bézier, il suffit de
subdiviser la surface selon tous les couples (ui,1) i=k..m, j=1..n.

Chaque feuille de l'arbre quaternaire est un careau de Bézier IBAR 8Bl

REMAROT E: De la même façon, une B-spline rationnelle peut être partitionnée en
caffeâux de Bézier rationnels.
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II.6 Conclusion

tr.6.1 Bilan

La forme B-spline est un outil de modélisation plus souple que la forme Bézier. Cette

souplesse est due d'une part au caractère 'polynomial par morceauxn et d'autre part à la

relative indépendance ente le degré et le nombre de poins. La puissance de modélisation

des B-spline est supérieure à celle dæ Bézier. Les B-spline rationnelles étendent encore les

possibilité.s.

La création de surfaces de raccordement est délicate à réaliser quelque soit le type de

représentation choisi.

La nature, plus complexe des B-spline, rend en général les traitements plus cotteux

qu'avec les Bézier.

Une stratégie, conservant la puissance des B-spline et la simplicité des Bézier est de

concevoir les objets à I'aide das B-spline puis lors de traitements délicats ( par exemple:

calculs d'intersection) de transformer cellas4i en carreaux deB&ier.

Pour conclure, nous pouvons affirmer que I'outil de modélisation le plus général, parmi

tous ceux que nous venons d'étudier est la forme B-spline rationnelle. Elle n'apporte pas

de difficultés théoriques nouvelles tout en augmentant considérablement l'éventail des

surfaces modélisables. Son seul inconvénient est d'engendrer un tiers de calculs

supplémentaires dts à I'existence d'une quatrième coordonnée. Il faut tout de même noter

que la pondération des fonctions splines (par la coordonnée homogène) n'est pas simple à

utiliser dans la pratique, il vaut mieux envisager les Nurbs conme un modèle interne.

Toutes ces considérations sont des considérations théoriques, il faut ne pas oublier læ

aspects pratiques tels que la facilité de mise en oeuvre effective.

1I.6.2 Limitations communes

Toutes les surfaces que nous avoilr étudiées, sont @nnues à travers une paramétrisation.

C'est une définition "descriptive": elle permet un échantillonnage facile mais elle ne donne

pas une équation cartésienne de la surface. Une équation cartésienne est indispensable à la

résolution exacte des problèmes d'intersection. Il existe des techniques qui pennettent

d'obtenir une équation implicite d'une surhce polynomiale de degré n selon en u et de

degré m slon v mais le résultat est en général de degré 2nxm . Ces équations sont

rarement utilisable d'un point de we informatique car les degfés sont trop élevâs.
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La connaissance d'une équation implicite du carreau ne pennet pæ de délimiter ce caffeau
sur la surface algébrique définie par ltéquæion.

Tous les qpes de modélisation présentés font appel à la notion de produit tensoriel. Cette
définition enEalne I'existence de deux directions principales en u et v. Plus exactement,
I'existence de deux champs de courbes privilégié.s: les lignes isoparamétriques.

Il n'est pas possible de représenter une courbe arbiuaire inscrite sur la surface comme une
courbe de Bézier ou B-spline alors çe c'est toujours le cas pour une ligne
isoparanrétrique. Cette lacune prend toute son importance lors du raccordement de deux
surfaces le long d'une courbe quelconque. En pratique, il est nécessaire de se ramener à
un raccordement le long de lignes isoparamétriques (au prix de subdivisions).
- La définition par produit tensoriel implique que les surfaces réalisées soient toutes des

rectangles déformés. Elles se prêtent mal à la modélisation de surfaces n'ayant pas quatre
sommets. [GIA 88]
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Itr . llntroduction

Dens le premier chapitre, nous nous sommes intéressés à la modélisation des solides en
C.A.O. Nous avons étudié les fondements mathématiques des différents modèles existants.
Dans le deuxième chapitre, nous nous sommes intéressâs aux différents t)?es de modèles
de surface. Nous avons mené une étude comparative de ces différents modèles en essayant
de mettre en évidence leurs avantages et leurs inconvénients respectifs.
Dans çs6s partie,après un bref rappel des propriétés des Nurbs, nous allons détailler les
différentes possibilités d'intégration des surfaces dans les modèles solides. Nous
terminerons ce chapitre par les essais que nous avons programmés pour valider notre
approche.

m .2 Rappel des propriétés importantes des NURBS pour la modélisation des sotides

m. 2.L Définition paramétrique

Les surfaces rationnelles , coûlme tous les autres modèles surfaciques de la C.A.O sont
connues par I'intermédiaire d'une paramétrisation . C'est une défrnition 'descriptive" : elle
permet un échantillonnage facile mais elle ne donne pas une équation cartésienne de la
surface . Une équation cartésienne serait indispensable à la résolution exacte des problèmes
d'intersection et permetrait de séparer I'espace en deux demi-espaces.
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m .2. 2 Produit tensoriel

Les surfaces rationnelles font , comme les surfacæ polynomiales , appel à la notion de
produit tensoriel . Cette caractéristique entraine I'existence de 2 directions principales en u
et v . Plus exactement , cela induit I'existence sur la surface de 2 champs de courbes
priviliégiés : les lignes isoparamériques . Il n'est pas possible de représenter une courbe
arbitraire inscrite sur la surface cotnme une courbe de B&iet ou B-spline alors que c'est
toujours le cas pour une ligne isoparamétrique . Cette lacune prend toute son importance
lors du raccordement de deux surfaces le long d'une ligne quelconque . La grande facilité
de manipulation des lignes isoparamétriques a donc un gros revers IGIA 881. La défrnition
par produit tensoriel implique que læ surfaces réalisées soient toutes des rectangles
déformés. Elles se pretent mal à la modélisation des surfaces n'ayant pas 4 sommets ; si
l'on considère les surfaces définies par les coordonnées barycentriques, des carreaux
triangulaires peuvent être modélis6, mais la généralité de la modélisation est perdue 13ôrt
84]( les carreaux niangulaires doivent etre traitâs cornme un cas particulier) .

m .2. 3 Réseau de contrôle

Chaque carreau est constnrit à partir d'un réseau de points de contrôle . Tout point du
carreau est une combinaison linéaire convexe (barycenne) du réseau . Cela a plusieurs
conséquences irnmédiates :

- Le réseau de définition constitue une approximation de la surface.

- La surface est touiours contenue dans I'enveloppe convexe de son réseau de contrôle.
Cene propriété permet de définir facilement un volume englobant à une surface
donnée, ce qui est très intéressant dans de nombreux algorithmes.

- Pour effectuer une transformation affrne sur une surface , il sufEt de I'effectuer sur
chacun des points de contrôle . En revanche une transformation perspective ne peut
être directement appliquée sur les points de contrôle.

m.2.4 Les quadr iques

Les Eradriques sont dæ objes courants en C.A.O . Leurs propriétés sont connues
depuis très longtemps et elles existent déjà dans de nombrerx systèmes. pour conserver une
unité dans la reprâsentation , il est souhaitable de pouvoir modéliser à I'aide des mêmes
outils des surfaces de forme libre et les quadriques. Les surfaces décrites par des
polynômes ne permettent qu'une approximation des quadriques. par exemple , il est
impossible de trouver une paraméhisæion polynomiale d'une portion de sphère ou de
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cyJindre. Touælois , les -B-spline non unifonrcsr Beuveut dounerie bonnes approximations.

La méthode B-spline rationnelle propose une paramétrisation exacte de n'importe quelle

quadrique; elle permet même la paramétrisation exacte d'un tore. Les Bézier et les B-spline
rationnelles, par l'intermédiaire de ce procédé, permesent de décrire un grand nombre de
surfaces définies habituellement à I'aide des fonctions trigonométriques ( cf annexe ). Mais
il faut éviter de conclure trop vite que toutes les surfaces dont la définition contient une
fonction trigonométrique peuvent être décrites de cette façon [MIL86]. Par exemple , les

surfaces sinusoidales (tôle ondulée , ondes concentriques sur I'eau ) ne peuvent pas l'être .
Il est , en effet , impossible d'écrire simultanément x et cosx comme des fractions
rationnelles d'une seule variable IROC 87].

m . 3 Différentes approches drintégration des surfaces gauches dans les modèles de
solides

On peut naturellement considérer I'intégration des surfaces gauches dans les modèles de
solides selon I'approche B-Rep ou I'approche CSG.

m.3. l ApprocheB-Rep

Trois grandæ fanilles de modèles sont envisageables [MIL 89]:

- les modèles utilisant des approximations ;
- les modèles par assemblage de faces ou d'objets ;
- les modèles bæés sur des ciureaux restreints ;

m . 3 . 1 . I Mise en oeuwe d'approximations

L'approximation la plus évidente est d'abandonner la notion de surface gauche, pour
I'approcher par un ensemble de facettes planes ou presque planes , en particulier dès
qu'une opération booléenne doit être effecnrée. Pour tous les modèles de surfaces que nous
avons étudiées , la méthode utilisée 'pour facettiser' une surface est la méthode
d'échantillonnage et ensuite de construire le modèle B-Rep æsocié. Le volume de données
à conserver est important si on veut obtenir une approximation précise par contre
l'évaluation des nouvelles frontières est simplifiée car elle se réduit à des intersections ente
objets plans . Le modèle est donc fonction du facteur de polygonalisuion.
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Table des Faces

On peut tenter de corserver des traces de la définition des surfaces gauches, ce qui revient
en quelque sorte, à methe en place une notion d'historique. Pour oonserver la définition
mathématique de la surface, on peut, au lieu de l'échantilloner, la subdiviser récursivement
en quatre carreaux jusqu'à ce que les carreaux soient sufFrsamment nplansn. On conservera
la subdivision dans un quadtree.

Si on conserve en parallèle la définition mathématique de la surface associée à son
approximation polyèdrique , il faut après chaque modification de la surface (par
déplacement d'un point de contrôle) redéfinir entièrement le modèle associé.

On peut toutefois mettre en place une approximation, dont I'objectif est de maintenir une
structure topologique cohérente IFOR 78] : I'objectif est de créer une structure du type
modélisation B-Rep, qui approche le modèle à surfaces gauches .

Ia partie gudv dtt sdt&tu représente Ia surface quc I'on vew mùétiser , la partie droite ,b
t tdèle' grossia' associé.

Table des arêtesTable des points
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La stratégie devient alors de **ttoitr cette structure "grossièren, puis de la lisser pour
aboutir au modèle final. Le modèle grossier est utilisé conme base de la topologie et
comme outil d'évaluation. Cette approche n'est cependant pas généralisable à toutes les
formes st implique une discipline à la constnrction. De plus ce q/pe de modélisation a du
mal à prendre en compte les modifications des solides après lissage .

Itr . 3 . | .2 Assemblage defaces ou d'objets

Il s'agit de décrire un solide comme un assemblage cohérent de faces etlou de définir des
solides complexes par des assemblages cohérents de solides. Les solides sont définis par
collage de facæ le long du arête commune ou par collage de solide le long de faces
jointivas. Le collage permet d'éviter les problème.s liés à la prise en compte des opérations
booléennes dans leur généralité.

Les faces de type surfaces gauchæ peuvent êne prisæ en compte dans la structure B-Rep,
en considérant des solides constitués par des faces gauche.s æsemblées. La ûopologie
FacelArëtelsommet, pouna être maintenue, en gérant les correspondances :

- face = surface gauche
- arête = courbe gauche
- sommet = point

Une face gauche æt considérée de la même façon qu'une face analytique. Elle est limitée
par des courbes (avec éventuellement des courbes internes). La mise en oeuvre d'un tel
modèle, en se contentant d'assembler des faces jointives ne pose pas de problème
insurmontable. Cependant, dès que I'on souhaite mettre en oeuvre des opérations
complexes (booléennes, par exemple), il est nécessaire de définir forrrellement la notion de
careau restreint.

Dans ASM [CAS 85], un solide est défini comme un æsemblage sans recouvrement de
composants solides définis comme des hlryer carreaux. Un hyper caneau est défini sur un
espace solide comme un careau paramétrique (cf figure 4). Un hyper caxreau est la
généralisation d'un caffeau de surface. Le domaine paramétrique du solide a pour axes
urvrw.
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on définit un hyper caneau de degré 3 selon les directions paramétriques par :

Z(u,v,w)=
4-i 4-j 4-k

uvw

(Pi;ù renrésente le réseau de contrôle du solide .

Dans ce cas encore, le modèle utilisé impose une discipline dans la construction des
solides, en mettant en oeuvre, soit des opérations bien adaptées au modèle utilisé (solide
réglé entre deux surfaces gauches, solide correspondant à un solide de base déformé,
extrusion), soit en décomposant le solide à construire en solides qui s'assembleront sans se
recouvrir. Ce modèle ne prend pas en compte la totalité des opérations booléennes. Il gère
uniquement le collage de 2 objets . Cette opération n'est qu'une restriction de I'opération
d'union.

m . 3 . I . 3 Mise en oeuvre de carreaux restreints

Un solide est défini par une collection de faces. Ces faces sont définies paranétriquement
comme des carreaux restreints. Rappelons brièvement qu'un caneau restreint est défini par
la donnée d'un carreau de surface paramétrique et la donnée d'un sous ensemble R de
I'intervalle paramétriçe. Pour définir de façon formelle un careau restreint , on peur
utiliser une stnrchrre hiérarchique de type CSG. L'arbre ainsi définie est un arbre 2D.

444

fffP.
k= l  j = l  i = l  UK
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Espace paramétrique

R

D=Pl n Pzn P3n P4 E=extérieur d'une ellipse

Considérons I'exemple des opérations booléennes [CAS 8Z].

Etant donnés deux solides Sl et S2, définis par des faces de t5rpe carreaux restreints, une
opération booléenne se déroulera de la manière suivante :

Préparer les données ;
on peut dans cette phase metîe en oeuwe les méthùes habinelles pour faciliter et

accélérer les calculs, telles que tests sur les bottes englobanes ...

Pour chaque face Fi de Sl faire

Pour chaque face Fj de 52 faire

calculer l'intersection de Fi et Fj ;
le résultat est wE suite ordonnée de poiws (plusieurs métltodes petment être employées),
pour lesqæls on a déterminé les parottètres (u,v) pour Fi et (u',v') wur Fj. on obtient
donc à lafin de la double boucle, pour charytc face, wt ensemble de segments définis dans
le d,omairc pararnëtriryc de chaqueface.

Pow chaçre face faire

constituer des courbes fermées

cette opéræion consiste à relier les segments dértnis dans chorye espace paronétrique en
courbesfennêes, qui définirow w intérieur et un &értew (figure 5 ).

l-
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L'4

xlnv L,3
L , l  t .

cqrace pararnétrique

associé à F,

espace paratnétrique

associé à F.;

FIGURE 5

- rechercher les portions à conserver
cette opéraion consiste à rechercher quelles sont les ponions (demi-plans) à conserver ,
c'est-à4ire, pour choque courbe fermée dans l'espace paranétrique, I'intërieur ou
I'mérteur. Cette opéræion est explicitée ci4essous. Iz résultæ est un carreau restreint,
qui conespond à la définition du solide utilisée.

Explicitons I'opération"recherche des portions à conserrer" .

Pour effectuer cette recherche, on peut se @ntenter de déterminer la caractéristique d'un
point quelconque, puis de reconstituer par adjacence les parties à conserver. On effectue
donc les opérations suivantes :

un point quelconque est choisi dans I'espace paraméhique ;
on s'arrange tuurefois pour que ce poiw ne soit pas trop proche d'une courbe
paranëtrtEæ

on déterurine lepoint correspondant en 3D ;

on détermine si ce point appartient ou non à I'auEe solide ;

on détermine en fonction de l'opération booléenne considérée et de la classification du point
par rapport à I'autre solide s'il appartient au résultat ou non ; (cffigure 6)
cette opêruion est îès employée dans tous les algorittuæs réalisant les opérations
booléenncs. St B est l'autre solide, elle est mise en oenre Wr :
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si (union) et (P E B) alors négatif

si union et (P É.8) alors positif

si (intersection) et (P EB) alors positf

si (interseetion) et (p /g) négatif

si (différence) et (P E B) alors positif

si (difference) et (pÉ.ù alors négatif

on détermine par adjacence les caractéristiques de chaque îlot ;

NGARE 6

la partic hachurée de la figure de gauclæ reprësente la surface dans I'espace paranétrique
qui est conserrëe suivant la classificaion du point P frci le point P n'est pas conservé). La

figure de droite représente la surface consentée si le point P appanient au domaine .
le passage d'un llot à un autre implique rn changemcnt d'état (quelques cas particuliers
pewent toutelois poser des problèmes)

m .3 .2 Approche CSG

Il pourrait paraltre assez facile sur un plan théorique d'intégrer læ surfaces gauches à un
modèle CSG [MAN 88]: en effet, il 'suffrraitn de considérer un modèle dont les feuilles
seraient des demi-espaces définis par une frontière de t)?e surface gauche.
Malheureusement, un obstacle incontournable ne permet pæ cette approche : une surface
paramétrique (que ce soit une Bézier, une B-Spline, une Nurbs ...) ne définit pas des demi-
espaces I En effet, on ne dispose pas d'une formulæion du type f(x,y,z), qui permettrait de
définir un coté 'positif et un coté "négatif .
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Une telle approche peut donc s'effectuer selon deux méthodes :

- une première méthode consiste à conserver la formulation paramétrique des surfaces, mais
de considérerdes objets de bæe qui sont, non pas dæ demi-espaces, mais des objes
primitifs solides, dont la topologie s'appuie sur des surfaces gauches déformables ;

- une seconde méthode consiste à abandonner la forrulæion paramétrique des surfaces et à
définir des demi-espaces à partir de formes implicites (f(x,y,z)).

m . 3 . 2 . I Objen de bases définis par des surfaces gauches

On considère un arbre CSG, dont le.s feuilles sont des objets primitifs, parfaitement définis
du point de vue de leur topologie. Les faces de ces objes sont définies dans une
représentation par des réseaux de points de contrôle et une définition paramétrique. Le
choix de la définition paramétrique est, à priori, quelconque. Cependant I'une des
représentations Qes Nurbs) paralt la mieux adaptée, dans la mesure où elle pennet de
représenter exactement les quadriques : ainsi les cylindres, sphères ... seront représentés
dans la formulation Nurbs adéquate fflL 831.

L'opérateur pourra donc :
- appeler et placer un objet primitif (par exemple, un cube) ;
- modifier sa forme, puisque les faces seront représentées par des équations
paramétriques

- composer ces objets par opérations booléennes.

On pourra étendre cette clæse d'objets à des objes dont on maltrise les méthodes de
construction, comme des objets par extrusion.
Les problèmes à résoudre ne sont cependant pæ évidenæ. En effet :

- étant donné un arbre CSG composé de la manière décrite cidessus, il faut évaluer cet
arbre pour différentes opérations. On pourra metEe en oeuvre les deux évaluation
classiques :

*évaluation directe de I'arbre (méthode du tracé de rayons) : cette évaluation sera
utile lors d'affichagæ, mais impliquera des temps de traitement æsez imponants
tKAr 821. Nous développerom cette méthode durs le chapitre suivant.
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*évaluation d'un modèle B-Rep : cette méthode pouûa déboucher, soit sur un B-rep

approché @ar exemple, par facettes planes), ce qui sera relativement facile à

effectuer en utilisant des algorithmes déja développés pour les modèles B-Rep

existant, soit un B-Rep "exactn, ce qui implique la mise en oeuvre d'algorithmes

complexes . Une méthode pour résoudre ce problème est d'utiliser une subdivision

récursive des surfaces dont on veut connaltre les intersections. Quand les morceaux

de carreaux sont suffrsamment "plans",on calcule les intersections entre les

différentes parties. Les poins obtenus serviront de point de départ à une méttrode

de Newton. Il faut ensuite recoller les différents fragrnents de courbes obtenus

tHou 8sl.

- Assurer la cohérence d'un objet primitif, après des modifications de sa forme est un
problème ûès complexe. Nous reparlerons de ce problème en Itr.5.3. On peut

cependant considérer, que dans la plupart des cas, I'opérateur ne fait que des
manipulations cohérentes.

Itr. 3 . 2 . 2 Formcs implicites

Il est bien entendu possible de manipuler des objets de base sous leur forme canonique,
sans les "faceBiser'. Ainsi, dans GMSolid IBOY 79], les surfacæ sont des quadriques et
les intersections sont calculées sur ce modèle. Pour chaque quadrique , on utilise un
traitement spécifique pour calculer l'intersection rayon/surface. Là encore l'évaluation du
modèle doit êre faite pour un certain nombre d'opérations et pourra se faire, soit par

ûaversée de I'arbre, soit par évaluation d'un modèle B-Rep.

Dans le cas des surfaces définies par produit tensoriel, il semble qu'il soit possible de
déterminer une forme implicite de toute forme rationnelle [SED 84] en utilisant la théorie
de l'élimination. Il s'agit d'exprimer une condition nécessùe et suffisante pour assurer
qu'un système d'équations algébriques a les mêmes racines que les racines à I'infini d'un
polynôme, appelé le résultant (par exemple, les résultants de Sylvester ou Bezout et
Caylay). Le principal handicap de cene méthode est le degré élevé de l'équation implicite
que I'on détermine. Par exemple, pour une surface paraménique de degré m en u et de
degré n en v , on obtient une équation implicite de degré 2nm.

Chapite i . t7



m.3 . 3 Conclusion

L'étude des différents tlpes de modélisation solide nous a conduit à penser , qu'une
solution à I'intégration des surfaces gauches dans un modèle de solides passserait soit par
un modèle de type B-Rep soit un modèle de tlpe CSG . En effet , I'approche spatiale ne
permet pas facilement de corrserver le modèle mathématique ; I'extrusion généralisée est
limitée dans le type d'objets modélisables facilement. Une modélisation solide de type B-
Rep avec une approximation entralne la perte de la notion de surface, un volume de
données important. Cette structure permet diffrcilement la modification des solides ainsi
modélisés. Il faut tout de même noter que les traitements sont très simples dans la mise en
oeuvre des opérations booléennes. Les techniques de 'modèle grossiern, d'assemblage et de
définition "d'h5per patchæ" ne permettent pas aisément la mise en oeuvre des opérations
booléennes bien que cette voie soit très prometteuse , notre choix s'est porté sur une
modélisation de type CSG avec des feuilles définies oonrme des solides primitifs. Ce qui
nous a séduits c'est la concision de la strucnrre et la "prise en compte naturelle" des
opérations booléenne.s. Les feuilles sont des solides de bæe plutôt que des demi-espacæ car
les méthodes pour définir les équations implicites des surfaces paramétriques induisent des
équations algébriques difficiles à manipuler et à gérer.

m . 4 Lc modèle sotide choisi

En fonction de l'étude que nous avons menée au chapitre précédent , le choix entre un
modèle B-Rep et un modèle CSG s'est orienté vers le second , d'une part parce que sa
définition se rapproche plus des considérations mathématiques pour la modélisation des
solides que nous avons évoqués au chapiEe I et d'autre part afin d'envisager à travers des
manipulations de I'arbre I'intérêt de la conservation de I'historique et de la non unicité de
la modélisation (modification de partie, prise en compte de la conception par
caractéristisque de forme). Il est clair qu'il s'agit d'un choix délibéré, non fondé sur un
critère de qualité diffrcile à définir entre les deux modes de représentation.
Itr . 4 . 1 Définition de I'arbre CSG

Les arbres CSG que nous allons utiliser sont des arbres définis à partir de solide de base
( ils définiront les feuilles) . Un solide sera défini par composition d'opérations booléennes
régularisées (intersection , réunion , différence ) sur les feuilles .
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SOL]DE

Solide de base

Solide de de base

Les feuilles sont la réunion de surfaces gauches modélisés par des NURBS Nous
expliciterons la définition des feuilles dans le prochain paragraphe. A tout momenr , nous
considérons les feuilles comme dæ solides cohérents. Un solide cohérent est défini comme
un sous espace de R3 fermé et orientable. C'est à dire qu'un solide occupe une portion finie
de I'espace et qu'en Ûout point du solide, on définit l'intérieur et I'extérieur. pour réaliser
un solide cohérent, les différentes faces du solide doivent vérifier un ensemble de règles:

I - Toutes les faces doivent être fermée,s
2 - Toutes les faces doivent être bornées
3- Toutes les faces doivent être d'un seul morceau
4 - Chaque face doit être orientable
5 - Les faces du solide ne doivent pas se couper entre elles sauf le long des courbes

frontières.

La condition (4) est une condition supplémentaire par rapport au modèle polyèdrique:
dans le cas de faces planes, une face ne peut se couper elle même.

*Pour assurer la ferneture d'une face , il suffit d'inposer à toutes les lignes ou toutes
les colonnes de points de contrôle d'avoir un premier point égal au dernier.

*Par défuition, les faces décrites par des NURBS sont bornées.

*Pour être stre qu'une NURBS soit d'un seul morceau , il suffit d'imposer aux valeurs
nodales une multiplicité au plus égale à I'ordre de la spline.

0p

/ \

/ \
, / \

/ \

de base Soli

0p booléenne
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tla vérification de la propriété 4 est plus diffîcile à mettre en oeuvre. En effet, une face
sera orienteble si dle te ns'auto-intersecte pas'. D'un point de we màftématique, il
n'existe pas de démarche heuristique qui permettent de prouver l,existence d,une'auÛo-intersection". 

Nous sommes obligé d'utiliser une méthode algorithmique.
Dans rr1 premier temPs, nous décomposons la face en un ensemble de carreaux de

- Bézier (le détail de cette décomposition sera donné au prochain paragraphe). hris nous
échantillonnons les ciureaux jusqu'à obtenir des éléments quasi plans et nous vérifions
I'existence d'une intersection. Notre but n'étant pas de déterminer ûoutes les
intersections, on s'atrêtera dès que I'on en aura détætée une. De plus, nous savons
qu'il suffit de tester I'intersection uniquement sur les careaux dont les réseaux de
contrôle se coupent.

* les faces d'un même solide ne doivent se couper que le long des courbes frontières;
pour vérifier cette condition, nous utiliserons la même méthode que précedemment sur
les carreaux des 2 faces.

En utilisant les opérations pré-citées , nous p,ouvorur garantir la cohérence du modèle .

m . 4 . 2 Implantation de I'arbre CSG

L'arbre CSG est défini par une structure d'arbre binaire. Aux noeuds de l,arbre, on
trouve soit une opération booléenne soit un solide de bæe. une opération booléenne sera
décrite par son nom. Une feuille pointera sur un solide primitif stocké dans un modèle.

twture_rpeud_ClG = (union , intersection , difërence , feuille )
arbre_CSG

noeud CSG

= pointeur sur rceud CSG
= enregistrement

pere: mbre_CSG
si nature_tneud_CSG =

union ,imasectiondifêrence ifg ,fd: arbre CSG
feuille : pointeur sur u solide tlc base

Dans la littérature , beaucoup d'arbre cSG considèrent un troisième qpe de noeud à savoir
les tansformations solidqs. on peut facilement montrer qu'il æt équivalent ,dans un arbre
cSG de tenir compte des transgsrm.,ions solides à un niveau quelconque de l,arbre ou
redæcendre cefie information au niveau des feuilles. hrisque les solides de base sont
définis à partir d'un modèle mathématiques (es NuRBs) qui prend ftès facilement en
compte toutes Iæ transformations solides, nous considérerons çre les transformæio's sont
prises en compte au niveau des feuilles.
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m . 5 Modèle des solides de base

Les feuilles de I'arbre sont définies dans un modèle de type 'Assemblage de faces". Nous
avons créé un lien entre le modèle 'solide CSG"et le modèle 'solide de Base". Les noeuds
terminaux de I'arbre CSG pointent sur les structures du modèle 'solide de Base".

m.5.  I  Déf in i t ion

Actuellement , les primitives de base du modèle solide sont des sphères , des cônes ,des
cylindre, des tores, dqs boltes et des pyramides. Cette définition n'est pas restrictive et
d'autres solides de base peuvent être envisagées. Par exemple, des primitives définies par
révolution ou par extrusion généralisée. Toutes ces primitives sont définies à partir du
modèle mathématiques des NURBS décrit au premier chapitre (on trouvera en annexe le
détail de la définition). Chaque primijiys est constihrée d'l ou 2 ou 3 faces.
Ce nombre de faces suffit à la modélisation de n'importe quel solide. Nous pouvons de

cette façon modéliser tous les solides qui sont intégrés dans les modèles classiques par
arbre de constntction. De plus, trois faces maximum seront suffisantes à I'intégration de
nouvelles primitives (définias par extrusion généraliséo , pil révolution ou 'à la main ").
La première face servira à décrire I'enveloppe du solide ,les deuxième et troisième (si
nécessaire) assureront la compacité du solide. Ces nouvelles primitives dewont également
vérifier les règles de Définition d'un solide cohérent. Une primitive sera constituée :

-1 face si la surface est compact (fermée et bornée) par exemple dans la cas d'une
sphère ou d'un tore

- 2 facæ si la surface est "semi fermée "( cône ou pyramide )

- 3 faces si la surface est ouverte (cylindre ou bofte )
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Pour chaque face , nous conseruons les informations suivantes :

* Définition de la surface B-Spline décrivant la face
- table des points de contôle
- table des noeuds selon u et selon v
- ordre de la surface suivant les 2 paramétres

*Décomposition de la surface de la surface B-spline en une mosalçe de carreaux de
B&ier de même degré que la surface B-spline initiale .

*Définition des carreaux de Bézier dans la base canonique des polynômes .

La définition de la surface sous la forme B-spline rationnelle est utile , au moment de la
créæion de la face . C'est également cette formulation qui est utilisée si I'on déforme les
solides car d'après les conclusions du premier chapitre nous savons que c'est cette
formulation qui est la plus souple. La représentation dans la base canonique est utilisée lors
de la mise en oeuvre du Ray-Casting . Une surface NURBS est une polynomiale par

morceaux , soit S une telle surface. De ce fait, il existe pour chaque intervalle
paramétrique [ui,ui.rr-1]x[v1,vj+1] un système d'équations définissant la surface sur ce

domaine. Pour I'algorithme d'intersection Droite/Surface, il est plus intéressant de
considérer S cornme un ensemble de salreaux définis dans la base canonique des
polynômes. Pour définir cet ensemble de carreaux , on utilise une base intermédiaire : la
base des polynômes de Berstein. Ce changement de base correspond à exprimer la surface
B-Spline en un ensemble de carreaux de Bézier. Ce changement de base sera détaillé dans
le prochain paragraphe.

Chapine 3 .92



S une surface B Spline

S =  81U gZ . . .UBN

S=ClUCZ UCN

La formulation de la surface S dans la base canonique pennet de déteruriner les points
d'intersection entre elle et une droite. Cette détermination est le noyau de I'algorithme du
Ray{asting.

Nous utiliserons un système (A) d'equations pour définfu une droite de I'espace( il existe
toujours deux plans Pl et P2 tels qu' une droite soit égal à pl inter p2).

S
I+

l-B+-+|-cTl-i-

E-E
i

,-ir--t

L-W-J

AX+BY+CZ+D=0

ApX+BpY+CpZ+Dp=0
(A)

La méthode pour déterminer læ points d'intersection entre une surface et une droite
consiste à injecter les différentes équations paramétriçes ( écrites darrs la base canonique)
de la surfaca dans la système (A). Nous décrivons , un peu plus plus tard, le détail de ce
processus (m.6.2.2).
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Nous conservons également la définition de la surface B-Spline sous la forme de Bézier
pour pouvoir définir dix volumes engloban* aux différents-carieaux. Le volume englobant
d'un catreau ou d'une surface est un parallélépipède rectangle (parallèle aux axes) qui
contient toute la surface ou tout le carreau. Le volume englobant du carreau sera défini à
partir de ses points de Bézier. Un carreau de Bézier est toujours contenu flans I'enveloppe
convexe de son réseau de contrôle. Il est intéressant de conserver ces différents volumes
englobants car I'intersection Droite/Surface prend beaucoup de temps , si le volume
englobant n'æt pas coupé par la droite il est inutile d'envoyer le procæsus d'intersection.
Nous connaissons un englobant de S (définis par des points de contrôle B-Spline) mais les
englobants des différents carreaux sont tous oontenus dans englobant de S et donc ils
s'assurent un meilleur filtre à notre algorithme.

ru . 5 . 2 Construction d'un solide de bæe

m . 5 .2 . L hnstntaion d'un solide cowtitué d'une seule face

lére ETAPE : A partir des données intrinséque du solide ( par exemple centre rayon ) le
logiciel génére automatiquement la surface B-spline correspondante Pour ce faire ,le
logiciel utilise la méthode décrite dans le chapitre un . C'est à dire que le logiciel génére
dans un premier temps les points de conuôle et les tablæ des noeuds correspondant à la
quadrique primitive puis il applique à ce solide la transformation affrne adéquate qui le
placera dans I'aspace conformément aux souhaits de I'utilisateur. On trouvera dans læ
annexes Ie détail de ces différentes constructions.

2êrne Ef,APE : consiste à définir les poins de Bézier æsociées à la surface B-Spline.
Pour toutes les surfaces B-Spline, il est toujours possible de déterminer uD nouveau réseau
de conEôle qui, sur chaque intervalle paramétrique [u;ui.r-1]x[v1,vj+1], équivaut à la

définition de ce carreau dans la base des Berstein. Soit S une surface B-spline d'ordrek
dans la direction u et d'ordre I dans la direction v. Pour déterminer ce nouveau réseau de
contrôle, il faut augmenter la multiplicité des noeuds selon u jusqu'à ft-l) et augmenter la
multiplicité des noeuds selon v jusqu'à l(l-l). Notre méthode est fondée sur I'algorithme de
Bôhm t BÔH 84]. Cet algorithme pennet d'insérer une valeur nodale u* et de calculer les
nouveaux poins de contrôle. Cet algorithme a été décrit pour une courbe B-spline mais se
généralise aisément aux surfaces car elles sont définies par produit tensoriel (cfannexe).

description de I'algorithme : Passage B-spline/ B&ier
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PAMMETRES : T

ordre-u

ordrev

nbu
nbv

Tndu

Tndv

matrice des points de eontrôle

: ordre de la surface selon ri'--

ordre de la surfaee selon v
nombre de lignes de T
nombre de colonnes de T

table des noeuds selon u

table des noeuds selon v

P0UR tous les éléments de Tndu FAIRE

IANT QUE multiplicite de u < (ordreu-1) FAIRE

ajouter u à Tndu

calcul de la nouvelle ligne de points de contrôle

nbu = nbu+l

POUR tous les éléments de Tndv FAIRE
t-
I TANT QUE multiplieité de v <(ordrev-t)

tr
|  |  

a jou te rvàTndv

| | calcul de la nouvelle colonne de T

|  |  nbv=nbv+ l
t l
| | nNTANTQUE

l-
I FTNPoUR

FAIRE

FINTANTQUE
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3âne étape : A I'aide des points de Bézier , nolut définissons 2 listes de carreaux de
même degré que la surface S. Une première liste dans la base des polynômes de Berstein et
la seconde dans la base canonique des polynômes. Dans la première étape, nous avons
défini un nouveau réseau de contrôle à la surface B-spline construite par I'utilisateur. Sur
chaque intervalle paramétrique non vide [ui,ui+ 1]x[v;,v1+ 1] les points de contrôle agissant
sur cefre portion de surface sont : Fm,nl pour m variant de (i-k+ 1) à i et n variant de (i-
l+1) à i. Les poins [Pr,o] sont également les points deB&ier de la définition de ce
carreau dans la base des Berstein. Pour la surface NURBS S , nous initialisons une suite
de carreaux qui forment une partition de S dans la base des Berstein. puis, à chacun des
qureaux, nous appliquons le changement de base Berstein / Canonique. On obtient pour
chaque c:ureau une formulation du type :

C(u.v)- f f v j

Cette formulation est mieux adaptên à la résolution de "intersection Rayon / Surface "

A,:  u i
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t
Description de I'algorithms

Paramèt resd 'en t rée :T  :
Tu .  Tv  :

ordreu ,ordrev:

table ààs points établie dans l,étape
tables des noeuds associées à T
ordres de la surface Bspline

Paramètres de sortie : Z listes de carreaux

dans la base de Berstein
dans la base canonique

DEBUT

En résumé, la rnéthode de création d'un solide primitf à une face se décompose de la façon
suivante:

l) Création de la surface NURBS
2) Pæsage @-spline -Bézier) (êtape I)
3) Déconposition en carreaux deB&il'r( étape 2 )
4) Changement de bæe (étape J)
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m . 5 .2 .2 C.onstntaion d'un solide cowtiné de plusieurs faces :

Les solides ayant plusieurs faces ont une face privilégiée : la première face les autres
sont des faces de fermeture. Par exemple , prenons le cas du cône . Nous définissons
comme précédemment une surface cône par la donnée du centre de la bæe, de sa hauteur et
du vecteur de la direction principale . Ce qui définit une matrice tPi 1l des poins de

contrôle et 2 tables nodales.

tndu=[u0 , . . . ,u11 ]
tndv= [vg , . . . . , v51

Pour définir le volume cône , il reste à déterminer les points de contrôle de la surface
Disque qui fermera le cône.

SURFACE DISQUE

SURFACE CONE

[*,

li
t i
l i

li
Lr
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La courbe frontière circulaire de la base du cône est une courbe B-spline définie par la
ligae des points [Pi 2l i=g .. g de la maEice MAT_CONÉ*éI de-la tablè iles noeudS Tndu .
Le Disque sera donc défini comme une surface B-Spline avec les contraintes suivantes:

lére ligne de la matrice disque = dernière ligne de la matrice cône

thdu_disque = Ihdu_cone .

Pratiquement , dans le modèle, le.s matrice.s des points de contrôle sont définies comme des
tableaux d'entier. Chaque entier est une entrée dans la table des points. pour faire corncider
géométriquement 2 points et les lier topologiquement, il suffrt de leur donner la même
entrée dans la table de.s points.

De même, nous avons créé dans le modèle, une table des scalaires qui contient toutes les
valeurs nodales que le système utilise. De la même façon,læ tables des noeuds des surfaces
sont modélisées dans un tableau d'entier, pour lier 2 valeurs nodales, il suffit de leur
donner la même entrée dans la table des scalaires.

De cette façon, on garantit la fermeture du solide cône pendant la phase de déformation.
Ensuite, les étapes de2 et 3 sont éffecnrées pour toute les faces du solide.

Table des points

matrice des points de
contrôle du cône

matrice des points de
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t m . 5 . 3 Déformation des solides primitifs

Le modèle, ainsi défini, ne se différencie pas du point de vue de I'utilisateur d' un
modèle classique intégrant les quadriquss. pans ce paragraphe , nous mettrors en évidence
I' apport de la définition mathémæique des faces.

Note objectif est de pouvoir disposer de solides à' formes libræ" pour la conception de
nouveaux objets . Les surfaces B_spline offrent une grande liberté de création ou de
déformation .

A partir d'un solide de base , I'utilisateur aura ûoute latitude pour concevoir de nouvelles
formes à partir de celles déjà acquises. La déformation se fera de manière interactive par
déplacement ou par définition de nouveaux points de contrôle. L'existence d'un lien
topologique entre les différentes faces d'un même solide permet la répercussion immédiate
de la modification d'une face sur toutes les autres faces du solide. Par exemple, si on
modifie un point de contrôle de la surface cône et que ce point appartienne également à la
définition du disque. Comme ce n'apparalt qu'une seule fois dans la table des points, la
modification de ses coordonnées est immédiatement prise en compte également dans la
définition du disque.

Ensuite,pour toutes les faces modifïées, il faudra reprendre les 2ème et 3ème étapes de la
construction d'un solide. En effet, la liste des carreaux de Bézier et des carreaux
"canoniques'devra être recalculée en fonction des nouvelles tables des poins et des
nouvelles valeurs nodales des faces déformées. Le processus sera évidemment invisible
pour I'utilisateur mais il est essentiel pour la cohérence de I'application en cours.

Réseau de contrôle du disque et du cône
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m . 6 Principes de l'évaluation de I'arbre

Il existe deux façons d'évaluer un arbre CSG;

* une méthode directe , qui consiste à évaluer directement la propriété cherchée sans
évaluer au préalable I'objet par ses frontières. L' analyse se fait directement sur les
branches de I'arbre.

Exemple
- appartenance d'un point à un solide peut se faire directement par appartenancedu point

par raPport à chacun des solides de base puis clæsification des résultas par rapport au
sommet de I'arbre.

- visualisation réaliste : par un méthode de Ray-Casting

* une méthode indirecte, qui consiste à déterminer les frontières du solide puis à évaluer
la propriété cherchée sur le modèle par les frontières.

Exemple

- Appartenance d'un point à un solide : On utilise la méthode de la demidroite. On
compte le nombre d'intersection entre une demi{roite quelconque qui part du point et
le solide. Nous reparlerons ultérieurement (m.6.2.1) de cette méthode.

Pour évaluer les frontières d'un solide, il faut déterminer les courbes frontières en6e les
différentes faces des solides de base qui prennent part à la définition du solide et également,
dans le cas présent, quelles parties de I'intervalle paramétrique de la surface NURBS
æsociée à la face est utile. Pour modéliser formellement ce concept, il faut introduire la
notion de carreau restreint(cf tr ). Cette mise en oeuvre n'æt pæ simple parce que les
NURBS n'ont pas de définition implicite simple. De plus, il est 'Eès délicat" de définir une
courbe frontière qui appartienne aux 2 surhcæ qui se coupent.
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Nous avons priviligiée une méthode directe pour évaluer I'arbre CSG. Nous avout implanté
un Ray{asting pour la visualisation. C'est une ûréthode "naturèlle" pour évaluei ù arbre
de construction. Elle est fondée sur le principe 'Diviser pour Régner'. Elle est implicite au
sem que I'on ne connaft pas explicitement les frontières de I'objet. Nous obtenors, tout de
même, suffisamment de renseignements pour toutes les applications que nous souhaitons
mettre en oeuvre. Pour réaliser cette évaluation, il fallait dans sa premier temps
déterminer les points d'intersection entre un rayon (droite) et une surface, puis déterminer
les portions de la droite qui sont HORS et DANS le solide de bæe, et enfin , combiner les
différents résultats obtenus en respectant læ opérations booléennes mises en oeuvre dans
I'arbre CSG. La méthode du Ray-Casting nous a permis d'éviter de prendre en compte le
problème délicat de l'intersection Surface/Surface et de tenir compte uniquement de
I' intersection Rayon/Surface.

m . 6 . 1 Principe du Ray-Casting IROT 82]

Le principe du Ray-Casting est très simple, il simule I'inverse du processus de la
photographie. Pour chaque élément de I'image (pixeD, on envoie un rayon jusqu'à l'oeil de
I'obsemateur , on calcule toutes les intersections du rayon avec la scène et on les classe
suivant leur distance à I'oeil.

Dehors Dedans, U e d a n s r r l-_.1--r_-T_|

r [1] T[2] T[3] ri+l

Il faut ensuite combiner les résultats en tenant compte des opérations booléennes mises
en oeuwe pour la définition du solide. La techniçe du Ray-Casting pennet entre autres la
visualisation réaliste (avec ou sans emh4ges), la visualisæion au trait, analyse (calcul de
volumes,de cente d'inertie,etc) de solides complexes.
Pour mettre en oeuvre un Ray-Casting dans notre logiciel, nous devions déærminer toutes
les intersections entre une droite et une surhce NURBS.
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m.6.2 Intersection Rayon /Surface

Le problème à résoudre est de calculer les différentes intersections entre une droite et une
surface NIIRBS. Deux méthodes sont possibles : une méthode qui utilise directement les
équations de la droite et de la surface et une autre çi utilise une approximation de la
surface.

m . 6. 2 . L Méthode par apprortmaîon

La méthode consiste à échantillonner la surface en éléments plans puis à détenniner si le
point d'intersection entre la droite et le plan appartient à la restriction considéré.

!'approximation de la surface se fait par une méthode d'échantillonnage (cf I). On obtient
un ensemble de carreaux "quasi-plan" si I'approximation n'est pas trop grossière puis on
triangularise chacun des carreaux pour obtenir des éléments nécessairement plans. On
calcule facilement I'intersection entre la droite et le plan formé par les sommets du uiangle.
Si I'on détecte une intersection , il faut vérifier si le point P obtenu appartient ou non au
triangle. Pour déterminer cette appartenance , il existe 3 techniques classiques et
relativement faciles à mettre en oeuvre [GAR 88].

- Tectrnique de la demidroite : On trace une droite quelconque à partir du point P. Le
nombre d'intersection avec le contour détermine I'appartenance ou non du point au
contour.

nombre d'intersections pair

nombre d' intersections impair

La mise en oeuvre de cet algorithme présente ûout de même quelques difficultés. En
effet,on parle de compter le nombre des intersections, il faut uniquement tenir des
intersections utiles.

Excmple

D'après la règle citée précedemment, le point P doit appartenir au contoru ce qui
manifestement faux, I'intersection 2 doit compter soit 0 fois soit 2 fois.
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- Technique des angles capables: On calcule pour tous les points du polygone les
asgh (PirP,Pi+t) . On caledeta somffie des argtes

si la somme ast égal à 0 -> p est à r'extérieur du polygone
Si la somme æt égal 2nrti --) p est à I'intérieur

L'intéret de cette méthode réside dans sa simplicité et dans le fait que le test sur la somme
n'implique pas une grande précision Qe résultat est, soit proche de 0 soit proche de 2npi).
son inconvénient majeur est I'utilisation d'une fonction trigonométrique.

- Tecbnique aPpartenance d'un point à un convexe (dans ce cas c'est la plus
intéressante)

On tqste pour chacune des droites définies par deux points consécutifs du convexe si p
est du même coté qu' un autre sommet quelconque du convexe par rapport à la droite. Ce
test est très rapide dans le cas d,un triangle.

La diffrculté de mise en oeuvre de cette méthode provient essentiellement du choix du
facteur de triangularisation. En effet, il faut déterminer le nombre de points nécæsaires
pour échantillonner la surface pour que I'approximation ne soit pas trop grossière. Ce
nombre va dépendre et de la position de la surface par rapport à I'observateur (ce nombre
va diminuer si I'observateur n'est pas en face de la surface) et également de la forme de la
surface ( l'échantillonnage doit êne important si la surface est très "courbe "). Il faut donc
adapter l'échantillonnage aux propriétés locales de la surface. Nous avons choisi d,utiliser
pour résoudre le problème d'intersection Droite/Surface directement les équations des
surfaces: d'une part pour se servir pleinement de la définition mathématiques des faces des
solides et d'autre part parce que cette méthode est totalement indépendante du point de vue
et des propriét4s locales des surfaces.

m . 6 .2 .2 Métltodes fondées sur l'équation de Ia surface

Nous avons choisi d'utiliser pour résoudre le problème d'intersection Droite/surface
directement les équations des surfaces. D'une part pour se servir pleinement de la définition
mathémæiques des faces des solides et d'autre part parce que cette méthode est totalement
indépendante du point de rnre et des propriétés locales des surfaces.
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t lére Méthode ISIVE 861

Soit S la surface dont on veut connaltre les iotersections avec ta Oroite p.
Soient Planl et Plan2 deux plans tels que planl plan2 = D

A lx*B ly+Clz*D l=0
(E)

!r2x t B2y +C2z + D2 = 0

Les points d'intersection entre la surface S et la droite D sont déterminqs en injectant
l' équation S (u,v) = (x(u,v) ; y(u,v) ;z(u,v)) dans le système @).

Pour résoudre ce système de 2 équations non linéaire à 2 inconnues, on utilise la Méthode
de Newton. Le gros inconvénient de cette méthode réside dans le choix des valeurs de
I'itération.

2éme Méthode [KAJ 82] :
C'est une méthode qui utilise la technique des Résolvantes. Elle est fondée sur un

algorithme décrit par Kayjia .

,loir,S uræ surface IWIRB^S
[PJ son rêseau de points de contrôIe

Tfu,Tv : ses tables des rneuds en u et v respectivement
k,l ses ordres en u et respectiwmew.

Et soit D wæ droite de I'espace

Pour résoudre le problème, nous considérons la définition de la surface S dans la base
canonique des polynômes (cf m.5.2) et rechercher les intersections de la droite avec les
différents caûeaux.

g=  UC
m

Sl- lD=U,a,"nO,

Quel que soit m. c-= f 0.. ut uj (les poin+.s A sont des points de l'espace homogène)'r ij
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t
quel que soit D ,il existe pll eû pl2 2 plans de l,espace tels que

D = Pllf'l ple

D-

A1X+81Y+C12+D1H=0

A2X +  B2Y +  C2Z +  D2H =  0

Nous considérons les équations des plans dans I'espace homogène.

Le système à résoudre est le suivant :

f  f  u , j t tu i=o
i i

avec aij = A1 X.\;+ Bl yAj+ C fi\; +Dl HAJ
bii : AzX^\r+ B2Y^\r+ %24; +D2H4j

On peut considérer las 2 équations bivariables du système @) comme des équations
monovariables en u (par exemple ) et dont les coefficients dépendent d'un pararnètre v.

f  f  ai j  (v) ur = o

I I  u1j (v) ui  -  o

Grâce à cefte approche, le problème se réduit à à la recherche des solutions communes de
deux équæions polpomiales à une variable. Pour ce faire, nous allons utiliser la méthode
des r&olvantæ.On trouvera en annexe la méthode détaillée pour calculer la râsolvante de
ce système. Nous allons écrire le déterminant de Bezout de la Résolvantede (E") et calculer
ses racines . Nous pouvorur résumer la procédure d'intersection comme suit :

(E)

(E')
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EIAPE I Calcul du déterminant de Bezout R(v) de la résolvante de (E') que I'on
vient de décdre

Ef,APE 2 Résolution de R(v)

Ef,APE 3 Détermination des couples (ui,vj) pour toutes les solutions en v trouvées.

ETAPE 2 : Résolution de R(v)

Le degré de l'fuuation dépend de I'ordre de la surface dans les 2 directions paramétriques,

il est égal à 2xft-l)x(-l). Nous nous intéressons principalement à des NURBS de degré
3x3 ( ordre 4x4) ou de degré 2x2 (ordre 3x3). Ce qui nous amène à déterminer les racines
d'un polynôme de degré au plus égal à 18.
Il existe de nombreuses méthodes pour rechercher les racines d'un polynôme (Newton ,
Bairstow, Laguerre)[RAl 65]. Nous avons choisi la méthode de Bairstol{, car des trois
c'est la plus robuste et la plus rapide TMICAD 881.

Cene méthode consiste à rechercher des polynômes de degré 2 qui divisent le polynôme R
dont on cherche les racines. On divise R par le diviseur trouvé et on réitère le procédé
jusqu'à ce que le degré de R soit inférieur ou égal à 2. Cette méthode permet de déterminer
toutes les racines de R . Le détail de ces calculs est donné en annexe.

ETAPE 3 Détennination des couples (u ,v) qui déterminent les points d'intersection entre
la surface et la droite .

On introduit dans le système (E') les différentes valeurs v déterminées puis on résoud ce
nouveau système qui admet u pour inconnue.
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ALGORITIIME Intersection

Paramètres d'entrée :

Droite / Surface

A,B,C,D,Ap.Bp,Cp,Dp : coefficients des plans qui
définissent la droite

: Définition de la surfaee

Paramètres de sortie : liste des points d'intersection

m . 6. 3 Intersection Rayon / Solide de base

m . 6 .3 .l Prtncîpe de I'algortthmc

Pour déterminer les différentes portions de la droite qui sont HoRs ou DANS dans le
solide , il suffrt d'appriquer à chacune des faces du solide l,argorithme précédent.
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ALGORITIIME Rayon / Solide

Paramètres d'entrée : un solide

: un rayon

: une liste de segmentsParamètres de sortie

m . 6 .3 .2 &éation de la liste de segmcnts

A I'aide de I'algorithme précédent, nous avons déterminé tous les points d'intersection
entre un solide et un rayon. Mais il est clair que certaines intersections ne sont pas à
considérer car elles ne correspondent pas à une entrée Oaris ta matière ou à une sortie. Il
faut tenir compte des portions du rayon qui se ûouve suR le solide.
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t
E)(EMPLES :

Avant de pouvoir créer une partition sur le rayon, il faut déterminer les conditions pour

lasquelles une intersection est significative.

Critère de définition drune intersection significative :

Pour un point P d'intersection donné P=S(u,v), on calcule la normale N à la surface en

ce point ç;r[= produit vectoriel( dS/du, dS/dv).

Si le rayon passant par P n'appartient pas au plan tangent(e produit scalaire du rayon avec

N différent de 0) alors on considère qu'il y a traversée et I'intersection est significative.

Il est plus délicat de décider si I'intersection est significative quand la droite appartient au
plan tangent. Ce problème s'apparente au problème de classification d'un point par rapport

à un contour. Il existe deux méthodes classiques pour résoudre ce t5pe de problème :
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I
I
I - Sur un voisinage d'un point, la surface se comporte comme son plan tângent en ce

point ' L'intersegion sera considérée eomm€ siguificative si fa surface traverse le plan
tangent au voisinage de I'intersection. Les surfaces que nous utilisons sont définies par
produit tensoriel. Ce mode de définition privilégie deux directions : les isoparamétriques.
Pour déterminer si la surface S traverse le plan tangent, nous vérifierons si I'une ou l,autre
des courbes isoparamétriques C1=S(ui,v) ou C2=g1u,vi) coupe le plan tangent.
Pour ce faire, considérons les points pl= S(ui-du,vi), p2-S(ui+du,vi), p3=S(ui,vidv) et
P4=S(ui,vi+dv). P1 etP2 appartiennent à c1, p3 et p4 appartiennent à c2. si les couples
(Pt'Pd et @3,P4) n'appartiennent plus au plan tangent on peut conclure sinon, le
voisinags que nous avons considéré est trop petit pour être significatif et il faut l,élargir
pour pouvoir conclure.

Description de I'algorithme : Clæsification d'une intersection par rapport à une surface
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Paramétres d'entrée

Paramètres de sortie

PUl=S(ui-du,vi)

PV1=S(ui,vj-dv)

S : une surface

PL : un plan

ui,vi : coord paramétriqes de

valide : Vrai si significative

Faux sinon

I'intersection

PU2=S(ui+du,vi)

PV2=S(ui,vj+dv)

TANT QUE (PU1 ET PUz

i=i+ I

PUl=S(ui-idu.vi)

dans PL) FAIRE

PU2=S(ui+idu.vi)
F]NTANTQUE

UM auE (PVlet PV2 dans PL) FAIRE

i=i+ I

PVl=S(ui.vj-idv) pV2=S(ui,vj+idv) FAIRE

NNTANTQUE

!! (PUl et

I vauae
I
IS]NON

| 'nto.
I nNSr

(PUtSI PUZ du même coté de PL) et (lvt et pvz du même cote de pL) AL0RS
= FAUX

ide=VRAI

DEBUT
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RemarEæ: La liste des segments est crée à partir de tous les points d'intersection trouvés
lors de Intersection Rayon /Surface pour toutes les faces du solide. La liste de points est
triée par rapport à sa distance à l'oeil. Le plus le plus proche est considéré comme une
entrée dans le solide si I'intersection est significative sinon le point est rejeté. Le point
suivant de la liste est un point de sortie si , si I'intersection est significative. On réitère le
processus jusqu'à ce que la liste des points intersection soit vide.
C'est une méthode excellente car elle se sert des caractéristiques locales de la surface au
voisinage de I'intersection. Son inconvénient majeur réside dans le choix du "du " et du
ndv'. En effet, le choix du voisinags est crucial, trop grand il n'est pas significatif, trop
petit il oblige à réitérer le processus.

- L'autre méthode pour éviter de décider si une intersection est significative ou non est
de déplacer légerement la droite pour éviter de traiter le problème. C'est l'équivalent de la
méthode de décalage de la droite dans la classification d'un point par rapport à un contour.
Cette méthode oblige à refaire tous les calculs d'intersection. C'est une méthode très
brutale.

m. 6 . 4 Intersection Rayon / Solide_Composite

Par la méthode précédente, pour chacun des solides de base qui compose le solide , nous
obtenons un ensemble de segments qui définissent les ENTREES et LES SORTIES du
rayon. Pour détenniner la partie de la droite dans le solide résultat, il faut combiner les
différents segments en tenant compte des opérations booléennes mises en jeu.

Par définition , un point appartient à I'union de 2 objets s'il appartient soit à I'un soit à
I'autre. En considérant les opérations booléennes régularisées, un point appartient à I'union
de 2 objes s'il appartient à I'adhérence de I'intérieur de (O1 union 02)

Un point appartient à I'intersection de deux objets s'il appartient aux deux en même
temps.En considérant les opérations booléennes régularisées, un point appartient à
I'intersection de deux objes s'il appartient à I'adhérence de I'intérieur de (Ol inter 02)

Un point appartient à la différence de deux objets s'il appartient au premier sâns appartenir
au 2éme.En considérant les opérations booléennes régularisées, un point appartient à la
différence de deux objets s'il appartient à l'adhérence de I'intérieur de (Ol moins 02)
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Nous pouvons résumer dans la table suivante les différentes règles qui régissent la
conbinaison des solides par rappoft aux opéræiom holéennes.

Table de composition des opérations booléennes

0pérateur Gauche Droit Composé

UN]ON DANS DANS DANS

DANS DEHORS DANS

DEHORS DANS DANS

DEHORS DEHORS DEHORS

INTERSECTION

DANS DANS DANS

DANS DEHORS DEHORS

DEHORS DANS DEHORS

DEHORS DEHORS DEHORS

DIFFERENCE

DANS DANS DEHORS

DANS DEHORS DANS

DEHORS DANS DEHORS

DEHORS DEHORS DEHORS
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E)(EMPLE:

Considérons un solide composé des éléments suivants :

Gauche DROIT

L'intersection du ler solide avec le rayon définit une partition du rayon de même pour le

2ème solide

Les opérations booléennes mise.s en oeuvre sont des opérations booléennes régularisées. En
effet, pour éviter que le solide construit par opération booléenne n'ait un intérieur vide ou
une face ou une arête pendante, nous ne considéroas dans la liste des intersections que les
points qui traduisent un changement d'état.

Par exemple, avant I'intersection I, le rayon était considéré comme étant dans le solide,
l'intersection I ne présente pas de changement pour le rayon donc on ne la retiendra pas.
Par contre, l'intersection (I+1) sera conservée et indiErera la sortie du solide pour le rayon
R.
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Pour qu'il y ait changement d'état, il n"faut '"" que le rayon traverse la surface.
Localement, dans un voisinage du point d'intersection, la surface peut être assimilée à son
plan tangent, donc il suffit de vérifier que le rayon traverse le plan Tangent.

La mise en oeuvre du Ray-Casting est maintenant très simple. Il suffit de parcourir I'arbre
de construction et à chaque noeud

si le noeud est terminal ( une feuille) lancer la procédure Rayon / Solide
Si le noeud est une opération booléenne combiner les segments obtenus par le fils gauche

et le fils droit.

ALGORITITME RAY . CASTING

Paramétres d'entrée : un arbre CSG

: un rayon

t interr
lsnon

F.*
lFlNSr

Paramétres de sortie

DEBUT

SI le noeud est

l
intersection

SINON

: partition du rayon en segments

une primitive AL0RS

Rayon/Primitive

bine(RayCasting(fils gauche),RayCasting(fils droit))

O
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m .7 . Mise en oeuvre

la maquette pennet actuellement :

- La création de I'arbre CSG

- La définition des paranètres de visualisation

-L'évaluation de I'arbre

- L' affichage du résultat d'une évaluation:
nous avons implanté cet algorithme pour tester la validité de I'approche.

Nous allons décomposer et détailler ces différentes actions.

m .7 . I Création de I'arbre CSG

La création se fait de manière interactive. L'utilisateur définit les paramétres
caractéristiques des différentes primitives qu'il veut utiliser et indique les opérations
booléennes qu'il veut faire intervenir.

Pour chaque solide de base, le logiciel u& û. sûocke le.s différentes surfaces NURBS
nécessaires à la définition du solide et retourne le numéro du solide qui apparaitra dans
I'arbre CSG.

A la fin de cette étape, les différents solides de bæe seront dans le modèle décrit dans III. 5
et I'arbre CSG est entièrement construit.
Au cours de cette êtape, nous avons aussi calculé le volume englobant de chacun des
solides de base.

Itr . 7. | . I Définition duwlwne englobant d'uneface

Rappelons qu' un solide est défini conme un ensemble de (1,2 ou 3) faces. Les faces
sont définis par des NURBS.

Une surface NURBS est ûoujours contenue dans l'enveloppe conver(e de son polyèdre de
contrôle. Nous défrnissons son volume englobant par un parallélépipède rectangle dont les
faces sont parallèles aux axes du système de référence.
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--On cherche les maxima et les minima en des coordonnées des points de contôle et le
volume englobant est défini par z points : pl= (xmin,ymin,zmin) et
p!=(Xmax,Ymax,Zma:r). Ce parallélépipède est oonvexe et donc contient I'enveloppe
convexe du réseau de contrôle : C'est bien un englobant de la surface. Nous avorur choisi
cet englobant pour sa facilité de définition et le peu de calcul nécessaire à vérifier qu'un
rayon le coupe ou non.

m .7 . | .2 Définition duwrwne engrobant d'un soride de base

Pour chacune des faces du solide, nous définissons un telle boite englobante; le volume
englobant du solide sera alors la bolte englobante contenant chacune de ses boites.

Itr . 7 . 2 Définition des paramètres de la vision tpUC g7I

Les définitions et les primitives du logiciel graphique de base que nous utilisons sont
celles décrites dans IFOL S2l.

Pour une projection, il faut spécifier :

*le plan de projection :
par un point VRp et une normale VpN

*Une fenêtre de projection dans le plan de projection:
L'orientation de la fenêtre est donnée par un vecteur Wp qui indique la direction de
I'axe vertical. La fenêtre est définie par son coin BAS Gauche et son coin HAUT Droit.

* 2 plans de clipping : plan de clipping avant et arrière:
Ceux ci sont parallèlæ au plan de projection; leur position est donnée sur l,axe qui a
\IRP pour origine et VNP comme vecteur directeur.

* Un point de we Q'oeil) :
sa position est donnée relativement à VRp
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* Une clôture écran :
il s'agit de coordonnées écran , la Elôture est donnée par le point bas gauche etTe point
haut droit. On associe également,aux coordonnées écran,une troisième coordonnée Z.
Cette coordonnée dépend de la profondeur du point dans la fenêtre. En effet,le plan de
clipping avant et arrière définissent le maximum et le minimum enZ du cône de vision.
la coordonn&, en Z de la clôture peut êre affectée à la couleur du pixel. Donc pour
définir totalement une clôture, on donnera également un Zmin et un zmax.

A partir de ces données, on initialise les différents paramètres de la projection. On
conserve la transformation perspective et son application inverse.

m .7 . 3 Evaluation de l'arbre

La procédure d'évaluation de I'arbre se déroule comme suit :

Elle admet comme paramètre d'entrée :
* un arbre CSG qui contient le solide à analyser
* un numéro de fenêtre et de clonrre
* la position de I'observateur

ParamèFes de sortie :
AfFrchage du solide

soit au trait soit en vue réaliste

Pour tous les pixels de la clôture, on cherche leurs coordonnées réelles (xr,yr,zr) dans
I'espace utilisateur. Elles sont obtenues grâce à un passage Clôture-Fenêtre mémorisé à
I'initialisation des paramètres de vision.

On parcourt l'arbre récursivement si le noeud est une feuille( ie un solide de base), on
applique la procédure RayorlSolide.

m .7 .3.1 Procêdure Royon_Solide

Avant tout, on vérifie que la droite qui part de I'oeil vers le point (xr,yr,zr) coupe le
volume englobant du solide.

SI il n'ya pas d'intersection le traitement s'arrete là
SINON POUR chaçre face on détermine les points d'intersection avec le rayon.
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m.7 .3 .2 ProcédureRayon_Surface

Paramètræ d'entrée :

un rayon

définition complète de la surface qui contient les 2 décompositions décrites en ltr.3.2

Paramètres de sortie :
la liste des points intersection

Si le rayon ne coupe pas le volume englobant B-spline de la surface le traitement
s'arrete là

SINON POUR tous les cameaux de la décomposition :
SI le rayon ne coupe pas le volume englobant du carreau de Bézier le traitement
s'arrete

SINON

on calcule les paramètres de deux plans qui définissent le rayon
calcule le déterminant de Bezout associé R(v)(cf m.3)
PouR déterminer les racines de R(v),on lance dans un premier temps une

procédure qui recherche vl et v2 tels que R(vl)<O et R(vl) proche de 0 et
R(v2) )0 et R(v2) proche de 0

ceux sont ces valeurs qui vont servir de point de départ à la méthode de
Bairstow (cf annexe) qui détermine les racines de l'équation. On réitère le procédé

jusqu'à ce que le degré de R(v) soit inférieur au égal à2.
Pour toutes les racines de R(v)

sI v n'appartient pas à I'intervalle paramétrique on abandonne la
valeur

sINoN pæ la méthode décrite en III . 3 on calcule les valeurs de u
possibles

POUR ûoutes les valeurs de u dans I'intervalle paramétrique du carreau
on calcule la distance à I'oeil de C(u,v) (arrbda)

on calcule les coordonnées cartésienne (x,y,z)
on ajoute un nouveiau point à liste de point courante.

Aprh avoir dérerminé tous les points d'intersection,on trie selon la profondeur et on
élimine les points doubles (si le point appartient à la frontière en6e 2 carreaux).
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m .7 . 3 . 3 Tableau de Resultats d'intersection

Nous avons choisi pour tester notre méthode pour déterminer les intersections enfie une
droite et une NURBS, d'utiliser une sphère. Avec une sphère, nous connaissons les points
d'intersection thèorique. On les calcule à partir de l'équæion cartésienne de la sphère

(x-xc;2.r-1t1Q2+(z-zc)2=û et de l'équæion paramétrique de la droite
P1P = A P1P2

Nous avons comparé nos résultats avec les poins théoriques et également avec les résultats
obtenus à partir d'une triangulation de la sphère.

Sphère de centre (0r0r0) et de rayon I

Solution théorique:
y=Q,  y= [ r  2= l

DRO]TE $HERE ooet de pol- $ $HERE coer a" pol.l2 SPIIERE coet de Dol= 32 SPHSRE NURBS

"li
"li

x1=0.00000000

yl=0.00000000

z1=1.00000000

E=0.00000000

xl=0.00000000

y1=0.00000000

z1= 1.00000000

E=0.00000000

x1=0.00000000

y1=0.00000000

z1= 1.00000000

E=0.00000000

x1=0.00000000

yl=0.00000000

z1= 1.00000000

E=0.00000000
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Sphère de centre (0r0r0) et de rayon 1
Solution théoriques

x = sqrt(3)/3, y = sqrt(3)/3,2 = sqrt(3)/3
x = -sqrt(3)/3, y = 5q6(3)/3,2 = -sqrt(3)/3

Sphère de centre (0,0,0) et de rayon I
Solutions théoriques :

SFI{ERE ef rle pol: S SP||ERE oqt ac pot 12

"l_i

xl=0.52337290

y1=0.52337290

zl=0.52337290

E=0.093449155

E=0.09349144

x1=0.55437050

y1=0.55437050

z1=0.55437050

E=0.03980207

x2=-0.55437050

y2=-0.5543?060

z2=-0.55437080

E=0.03980201

xl =0.57605200

yl =0.57605200

zl =0.57605200

E=0.00224841

x2= -0.5760521

y2=-0.5160521

E=0.00224841

x1=0.57736290

yl=0.57722500

zl=0.57736280

E=0.00000006

x2=-0.57734640

y2=-0.57?35130

z2=-0.57735650

E=0.00000203

x=112, J=0, z= sqrt(3)/2

X=-1.  y=0.  Z=0
DROITT $HExf @!t dr 9ol- $ çXEnf oa ec pol,lZ SFHER! cçt ac aor. $t PHERE }{URBS

l1 /2pl  
lo
lwz

I t /z
Pz l3 /2

tv5

xt=0.50000000 
|

yl =-0.23205080

z1=0.633e74s0 
|

E=0.15e89800 
|

x2=0.50000000 |
y2=-0.633e2a6J

z2=-0.232050801

E=0.t5ese800 |

'x l=0.50000000

yl =0.000000000

zl =0.86602540

E=0.0000000

x2=0.50000000

y2= -0.86602530

z2=-0.00000005

E=0.00000006

xl=0.50000000 
|

yl=-0.00512251

z1=0.s60s02s0 
|

E=0.00aale7a I

x2=-0.5000000J
y2=-0.860565801

z?=0.00645959 
|

E=0.00470948 |

x I =0.4999896

yl =0.00000431

zl =0.86603140

E=0.00000000

x2=0.50000001

y2=-0.86602590

z2=-0.0001072

E=0.00000048
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Sphère de centre (0r0r0) et de rayon 1
Solutions théoriques :

X=-1, I= 0r Z=0

Sphère de centre (0,0,0) et de rayon 10.
Solution théorique :

x=0, Y=0, z=LQ

x=

DROITE SnEf€ Rt dc pO- $ SHE! coet ac pr.l2 SPHDfiE cl è Dol. 32 SPHERE NURBS

I r /zt t lo
l.rlT/z

lw*rrz
P2 l  0

lvaru,

x1=0.36602540

y1=0.00000000

zl =0.78867510

E=0.13052710

x2=-0.86602540

y2=0.00000000

z2=0.773502?

E=0.13052710

'x1=0.50000000

yl =0.000000000

z1=0.8660254

E=0.0000000

x2= -0.99683790

y2=0.00000000

z2=0.01180080

E=0.00309823

x1 =0.49563530

yl =0.00000000

z1=0.86350540

E=0.00436151

x2=-0.99999900

y2=0.00000000

z2=0.00000004

E=0.00000006

x1=0.49999680

y1 =0.00000262

zt=0.86602720

E=0.00000006

x2= -0.99999990

y2=0.00000660

z?= -0.00000923

E=0.00000012

DROITE SPHEB cf rlc pl- $ gllERS co* ar pol l2 sltEcrdclor- 32 SP|Eru NURES

l o"li

"lî

x1=-0.00000011

yl=0.00000000

zl =10.00000000

E=0.00000000

xl =0.00000000

yl=0,00000000

zl = 10.00000000

E=0.00000000

Chapitre 3 . 123



Sphère de centre (0r0r0) et de rayon l0
Solutions théoriques :

x = L0.sqrt(3)/3, y = I g.sqrt(3)/3, z = 10.sqrt(3)/3
x = -10.sqrt(3)/3, y = -10.sqrt(3)/3, z = -10.sqrt(3)/3

Sphère de centre (010,0) et de rayon 10
Solutions théoriques :

x=5, y=-5.sqrt(3),2=0

x=5, y=0rz=5.sqrt(3)

DROITE SlllRE cæf de pot= $ SPHERE coet Ac pot 12 sllERE cf ac pot= $t SPHERE NURBS

"li
l -rP2 
l_1
l -1

x1=5.23372800

y1=5.23372800

zl=5.23372800

E=0.93491550

x2=-5.23372900

y2=-5.23372900

z2=-5.23372900

E=0.93491550

xl =5.543705000

yl =5.54370500

zl =5.54370500

E=0.39801980

x2=-5.54370600

y2=-5.54370600

z2=-5.54370600

E=0.39801980

x1=5.76052000

yl=5.76052000

z1=5.76052000

E=0.022485?3

x1=5.77362900

y1 =5.577325000

z1=5.577362900

E=0.00000000

x2=-5.577344800

y2=-5.577339500

z2=-5.57735900

E=0.00001526

DROITE gHDnB cocl dr 9ol. $ SFflBE oa ar pot'12 Sr|EnE sf d! pol- 32 SP}IERE NURS'

l 5nrlo
twz

l5
Pzl 3/2

lVd .r

xl =5.00000000

yl=-2.32050800

z1=6.33974600

E= 1.5989800

x2=5.00000000

y2=-6.33974600

z2=-2.3205080d

E=l.5e8es00o I

'x1=5.00000000

y I =0.00000000C

zl =8.66025400

E=0.0000000

x2=5.00000000

y2=-8.66025300

z2=-0.00000005

E=0.00000006

xl =5.00000000

yl = -0.05122493

zl =8.60902900

E=0.04419708

x2=5.00000000

y2=-8.60565800

z2=0.05459618

E=0.M709435

xl =4.99989700

yl=0.00004300

zl =8.66031500

E=0.00000095

x2=5.00000001

y2=-8.66026700

z2=-0.000019?4

E=0.00001144
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Sphère de centre (0,0,0) et de rayon 10

Sotutions théoriques :

x=Sr X=Or z=S.sqrt(3)

X=-10, X=0rz=0

DROITE SHERE co€f O" pof 6 SPHERE co?t Oo pol'12 sPl|EnE coet ae pot- 32 SPHERE NURBS

l o
Pl l  o

I
t\f3/2 r

lw*rr"
P2 l0

lVtrttz

xl =3.66025400

y1 =0.00000000

z1=7.88675100

E= 1.30527200

x2=-8.66025400

y2=0.00000000

z2=7.7350220

E= 1.305?7200

xl =5.00000000

yl =0.000000000

z1=8.660?5400

E=0.0000000

x2= -9.99999900

y2=0.00000000

z2=0.00000095

E=0.0000095

x 1 =4.95635400

y1=0.00000000

z1 =8.63505500

E=0.00436151

x2=-9.99999900

y2=0.00000000

z2=0.000000095

E=0.00000095

xl =4.99995700

y1=0.000009294

z1=8.66026800

E=0.00000000

x2=- 1.00000000

y2=-0.00000061

z2=-0.00000923

E=0.00000095

Sphère modélisée par une surfaae NURBS

On constate avec la méthode qui utilise la sphère comme une surface NURBS que I'erreur

commise est faible et de plus I'erreur ne varie pas beaucoup quelque soit la position de la

droite et quel que soit le rayon de la sphère.

Sphère triangularisée

Si la sphère est assimilée à un ensemble de triangles, L'erreur varie en fonction du rayon

de la sphère et de la position de la droite. Evidemment, I'erreur dépend du coefficient de
polygonalisation.

Tous les points de la sphère ont une courbure constante. Ceci facilite les problèmes liés à la
triangularisation. En effet, pour une surface quelconque, les régions à forte courbure( qu'il

faudrait détecter) nécessitent un facteur de triangularisation beaucoup plus important pour

conserver la même précision.
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m .7 .3 . 4 Créaion de ta liste de segments

Paramétres d'entrée :
la liste des points d'intersection entre un rayon et un solide de base

Paramètres de sortie :
la liste des segments

Pour tous les points de la liste
on calcule la normale du carreau en ce point
SI le rayon appartient au plan tangent de la surface

On vérifie si le point d'intersection est significatif ou non si il n'est pas significatif il
est rejeté

SINON le point détermine l'origine ou I'extrémité d'un segment. (Si le précédenr était
origine (respectivement exEémité) le point courant est exûémité (respectivement origine ))

Cette liste de segments définit tout le solide de base le long du trajet du rayon.

m .7 . 5 Définition complète du solide

Pour chaque solide primitif, nous avoilr défini sa liste de segments caractéristique le long
du trajet du rayon. Récursivement, nous combinons ces différents segments en respectant
les opérations booléennes mises en jeu suivant les règles établies en III . 3
Actuellement, nolxl nous servons de ces résultats uniquement pour I'affichage du solide.
Mais nous pourrions æsez facilement étendre notre application aux calculs d,autres
propriétés du solide (calculs de volume,calculs de centre d'inertie).

m .7 . 6 Affrchage du résultat d'une évaluæion

Actuellement deux modes d'afiFrchage sont implant& :

Affrchage réaliste :

Pour chaçe pixel de la cloture, nous avorur une partition du rayon,donc affrcher un
solide, il suffit de considérer I'origine du premier segment de la partition. C,est le point du
solide le plus proche de l'observateur par rapport à ce rayon. L'intensité lumineuse du
pixel est fonction de la distance à l'observateur et de l'angle de la normale avec le rayon.
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AfEchage au trait :

Pour réaliser un affrchage au trait avec élimination des partiæ cachées, il suffrt de
garder en mémoire le buffer de trame de la ligne précédente. Au lieu de mémoriser la
couleur des pixels, on mémorise dans le buffer de trame le numéro de la face du solide.
Ainsi,lorsque I'on a les buffers de deux lignæ consécutives, bufy et bufy+ I on fait :

Pour x de xmin à xmax-l Faire

Si (bufy[x]< >bu$+1[x]) ou Oufylxl< >buS[x+1]) Alors
afficher le pixel (x,y)

fti

Fpour

m. 8 Améliorations

Actuellement,la maquette, développée en MS.Pascal fonctionne sur PC. les performances
sont catastrophiques d'un point de we d'une utilisation interactive du logiciel. Par
exemple, la visualisation d'un solide prend environ une douzaine d'heures sur un PC AT
avec coprocesseur de calcul. Pour améliorer les résultats, nous allons définir de nouveaux
filtres sur les volumes englobant pour utiliser moins souvent I'algorithme d'intersection
droite/ Surface. C'est cet algorithme qui est très cotteux en temps.
Il existe encore beaucoup de choses à améliorer dans le processus de calcul des racines du
déterminant de la résolvante. La méthode que nous utilisons est la méthode de Bairstow.
Dans cette méthode, les valeurs de départ de I'itération peuvent être quelconques, mais si
elles sont "bien choisies", le nombre d'itérations nécessaires pour parvenir au polynôme
diviseur décrolt. Nos travaux futurs porteront sur la mise en oeuvre d'un algorithme qui
choisira judicieusement les valeurs initiales des itérations. Pour I'affrchage des solides, on
peut limiter la précision des calculs et utiliser une méthode d'incrémentation des polynômes
pour déterminer les racinæ qui nous intéressent[CAu 88].

Par définition , un Ray-Tracing est une méthode longue, son surnom de "Bnrtal Force
Method " est justifiée. Elle est longue et cotteuse mais panrient au résultat demandé. Nous
essayoul d'améliorer nos performancæ en utilisant dæ techniques de subdivision de
I'espace qui ont pour but de minimiser le nombre d'intersection Rayon SOLIDE à calculer
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lcLE 881.

Pour améliorer, les performances du Ray_Tracing, on peut tenter d'utiliser la propriété de
non unicité de I'arbre CSG. Définir un nouvel arbre équivalent qui minimiserait les calculs.
Par exemple,dens un modèle B-REP, la détection d'objet nul (réduit à I'ensemble vide) est
trivial tandis que dans un arbre de construction, cette détection n'est pas simple. pourtant
lancer un grand nombre de rayons sur un solide qui est globalement égal à I'ensemble vide
est très cotteux. Tilove fflL 841 propose une méthode pour détecter de tels objets et
redéfinir un nouvel arbre çi n'en tient plus compte. La prise en compte de cet algorithme
peut améliorer grandement les temps de calculs.

Un autre type d'amélioration est encore nécessaire , il s'agit de la gestion des
"EPSILONS'. Tous les calculs sont éffectu6 sur des nombres réels et nous utilisons des
méthodes de résolution qui sont itératives , leurs conditions d'arrêt portent sur la
proximité de 2 valeurs. Une étude mathématique est nécæsaire pour déterminer les
relations qui existent entre les différents EPSILON.
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Notre exposé voulait faire ressortir un certain nombre de problème.s liés à la représentation
informatique des solides. Pour cela nous avons essayé de souligner la nécessité d'une
approche formelle de leur modélisation. Nous espérons avoir montré la nécessité de définir
dæ modèlæ mathématiques en préalable à la mise en oeuwe dæ modèles informatiques.
Nous pensons avoir également souligné que le passage d'un modèle mathématique à un
modèle informatique n'est pas toujours chose aisée.
Nous voulions également prouver qu'il était possible d'intégrer à un modèle solide des
surfaces gauches sans passer par une "facettisation" de la surface celle-ci ne permettant pas
de conserver les propriétés mathématiques de la surface. Comme pour la modélisation des
solides, nous pensoru; que la modélisation des surfaces doit s'appuyer sur une
représentation mathématique.

Les surfaces couraûrment employées en C.F.A.O sont de,s surfaces paramétriques. Elles
sont particulièrement bien adaptées à l'interaction ce qui est un atout non négligeable car
les bons systèmes de C.F.A.O se veulent interactifs.
Nous pensons avoir souligné les nombreux problèmes (algorithmiques ou liés à la vatidité
des modèles) qu'occasionne la prise en compte des surfaces dans les modèles de solides.
La solution que nous avons proposée, ne se veut en aucun cæ parfaite, elle a néanmoins
pour mérite de conserver intégralement toutes læ propriétés mathématiques des surfaces
qu'elle intégre au modèle solide. Les surfaces que nous utilisons sont des Nurbs, elles ne
cotuttituent pas une repr6entation idéale mais restent suffisamnent générales pour contenir
les autres tlçes de surfaces couramment employés. Nous le considérons comme un modèle
interne complètement traurparent à I'utilisateur en particulier parce que la manipulation de
la coordonnée homogène n'est pas facile pour une personne non avertie.
Les principes énoncés cidessus servent à définir les volumes primitifs d'un arbre CSG. Ce
qpe de représentation repose sur des concepts mathématiques. Il permet la création d'une
grande variété de solides, cette faculté étant encore accrue par l'utilisation de surfaces
gauches pour la définition des volumes de base. On peut ainsi dire çe l'on sait représenter
des solides à formes libres.
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Cette étude pennet d'envisager dans de bonnes conditions les extensions suivantes:

- I'implantation d' un algorithme de passage du modèle CSG à un modèle par les
limites (B-Rep). A cet effet, nous aimerions intégrer à l'actuelle maquette, les
travaux sur les carreaux restreints développés dans as6e laboratoire VID g0l;
cette approche qst un passage obligé si on veut conseryer, lors des opérations
booléennæ, les définitions mathématiquæ des volumes primitifs.

- I'exploitation de la propriété de non unicité d'un arbre CSG: les performancæ de
la maquette doivent être améliorées. Nous pensons que dans cet esprit I'approche
par arbre équivalent est sans doute prometteuse. L'idée est de définir un arbre et
un algorithme par opération. Par exemple, si on veut calculer le volume d'un
solide défini piu un arbre de construction, on peut retranscrire ce dernier sous la
forme d'un arbre (équivalent) qui contient uniquement des opérations d'union (ce
qui n'est pas Ûoujours trivial). Le volume du solide est alors égal à la somme des
volumes des solides primitifs.
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un autre avantage du schéma CSG est de bien se prêter par définition à I'utilisation
des techniques de parallélisme.

la modélisation par arbre CSG tend également à intégrer de nouvelles primitives
cornme les objets définis par des extrusions généralisées: ce sont par exemple les
prismes à bæe quelconque, les obj*s de révolution ou ce qu'on convient d'appeler
les cylindræ généralisâs, définis par le déplacement d,un contour plan selon une
traj ectoire çrel conque.

+
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- nous avoilt également l'intention de nous intéresser à d'autres formes de
représentation de surfaces. En effet, coûrme oo* I'uno* montré, les surfaces
paramétriques classiques ont certes beaucoup d'avantages, mais également des
inconvenients qu'il ne convient pas de négliger. Les surfacæ paramériques
n'offrent pas la possibilité de déterminer facilement des {uations implicites
simples et faciles à utiliser. De plus, on n'inscrit que très diffrcilement une courbe
quelconque sur des surfaces définies par produit tensoriel. Pour ces raisons, la
modélisation des surfaces par des formes algébriques devrait efie étudiée. En effet,
ce mode de représentation a I'avantage d'être fermé pour un certain nombre
d'opérations à savoir: on peut définir I'intersection de deux surfaces algébriques
sou la forme d'une équation algébrique, une surface algébrique sépare I'espace en
deux demi-espaces. Il ne faudrait tout de même pas trop hâtivement conclure que
ce mode de représentation deviendra un modèle idéal de surfaces car nous pensons
qu'il n'a pas la propriété de s'adapter facilement à I'interactivité et à la
progranmation des commandes numériques.
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AI\I{B)(E I
Représentation exacte drune sphère à I'aide des IYIIRBS

Nous allons traiter le cas particulier de la sphère unité, c'est-àdire la sphère de centre
(0,0,0) et de rayon l. Grâce aux propriétés d'invariance par transformation afflrne, la
connaissance des poins de contrôle définissant la sphère unité est suffïsante pour une
sphère quelconque.

- Fleprésentàtion pâr€mÉtrique de tE sphère unité:

l - x t t ,w l=s in rcosw
I

R  ( t , w l =  |  Y ( t , w l = s i n t s i n w
I
I  a ( t .wJ=cos t
L

( t ,w1  E  l0 ,2n t  X l0 .n l

Noustransformonslaparamétrisâtionduleroctànt. os ts n/z et o J w sfl l2
2

T .u
P O S O n S  C O S t = - -

1+u2
2

1 -v
cosw=  -

1+v2

La représentation palamétdque Fl s'écdt maintensnt dens l'espace homogène:

2ugtn t =.........--

1 + u 4

.  2 v
sln w =---

1 + u -

r
I  zv ( t  -u2 l
I
|  4uu

F l (u .v l=  |
I  t t ' "21 (1*u2J

I  t t  *u2)(1+uzr
L

Pour obtenh la folme:
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Il suffrt d'effectuer le changement de base :{ base canonique } -> { bæe des Bernstein }.
Pour ce fâire, il suffit d'égaler les coeff[cients des équations de R(u,v) et S(u,v).

On obtient alors neuf points de contrôle qui déterminent le premier octant de la sphère
unité. Puis par symétrie, on détermine entièrement la surface B-spline rationnelle qui décrit
exactement la sphère unité. Pour définir une sphère quelconque, on fait subir aux points de
contrÔle, la translation (pour définir un centre différent de (0,0,0)) et une homothétie
correspondant au rayon de la sphère.

On détermine facilement des {uations paramétriques, oomparables à celles de la sphère,
pour les autres quadriques. Ensuite, en utilisant la méthode décrite précédemment, on
détermine aisément les points de contrôle de la nurbs équivalente.
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AI\NE)G II
Résolvante de deux équations polynomiales sous la forme d'un

déterminant de Bezout

Soient a(x), b(x) deux polynômes à coefficients réels :

a(x)=aoxn + * an

b(x)=6o*m * *bm

On peut supposer, sans nuire à la généralité de I'exposé,
existe p tel que n=m*p .

Si a et b ont une racine commune r, on a a(r) = b(r) = g

Considérons le système d'équations suivants :

que n> =m. C'est-àdire qu'il

b(r) = g

)a(r)-(q fl-'+ ..)rP u(r; = 9

Si on développe ces différentes équations, nous obtenons un système de n équations à n
inconnues (à savoir l;,r2, .. , rn-l;. Pour que ce système admette des solutions, il faut
que le déterminant du système soit nul. Le d&erminant du système est exactement la
résolvante de a et b.

I uo u(r)-"' rp b(r)

I 

a'-0, )a(r)-(ao

I 
ru, fl-iu, P-'+b

| 
'i'n' ='

[_]rr) 
= o

- 0

+a1 )f
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AI\IYEXE III
Recherche des racines d'un poly'nôme par la méthode de Bairstow

soit à chercher læ racines du polynôme p de degréstrictement supérieur à 2:

Pn (x) = aoxn * alxn-l + * an @quafion I )

Etant donné le trinôme x2 + px +q où p et q sont des constantæ quelconques,
Pn (x) peut s'écrire :

Pn (x) = (x2 * px *q )Osxn-2 * blxn-2 + ... +bo_3x + bn-d + Rx+S

(équaion 2 )

A chaque couple (p,q) correspond un ensemble de valeurs bs, b1, ... ,bn_2,R et S. La
méthode consiste à trouver p et q tels que R=0 et S:0: l'équation (2) montre alors que les
racine's de x2 + px +q sont également les racinqs de Po G). n reste alors à chercher les
racines du polynôme de degré (n-2) :

Pn-Z (x) = [oan-2 * blxn-2 + ... +bo-3x * bn-2

On opère comme précédemnent, d'où deux nouvelles racinæ (réelles distinctes ou
confondues, ou complexes) et ainsi de suite jusqu'à obtention d'un polynôme de degré I ou
2.

La première éape consiste donc à déterminer bs, ..., bn_2 en fonction de p et q, ce qui se
fait en développant l'équation 2 q, ea l'identifiant à l,équation 1. Auparavant, il est
commode de poser :

R=ba-1  e t  S=pbp1 *ba  @qnt ion3 )
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D'où on obtient pour k variant de 0 à n

bk = ak -pbt_t qbt-Z

b-2= b-l = 0 (éqntion4 )
Les relations de récurrence ( équation 4) permettent de déterminer R et S en fonction de p
et q. Pour trouver p et q tels que R =0 et S = 0, on utilise la méthode de Newton
Raphson. A ps et qs arbitraires corespondent R(pe,gd = \ et
S(po,gd =0. On cherche alors dp et dq tels que R(po * dp,Qo + dq) = 0 et S(po+dp ,

9s +dq) = g.

La résolution de système nous amène à poser de nouvelles relations de récurrence.

ck = bk -pck_l -qck_2

c_2= c_ l=0  (ëqua ion  S)

et on peut prouver que :
dp = PID et dq = e/D
D = cn-22 -cn-lcn-3 * bo_1ca-3
P=bn_1cp-2- bncn-3

q = baca-2 - bn-lcn-3_l + bn-12

Pour résrrmer la procédure est la suivante :

Ll Partant de Po (x), on se donne po et go arbitraires
2l On en déduit bs , ... , b1
3/ On calcule ce , ... , ca_l
4l On pose pl = po * dp et q1 = go * dq , et on recommence læ opérations

précédentes jusqu'à obtention d'un couple (pj,qj) sensiblement égal au couple
01-r,e;-r).

5l Larésolution de x2 + pjx + gj donne deux racines de po
6/ on reconmence le processus cidessus à partir du polynôme po_2 dont les

coefficients sont les bo , ... ,bn-2

Antqe t. 140



ANNHXE TV



AT{I\IEXE IV
Génération des points de Bézier dfune surface B-spline donnée

1. Génération des points de Bézier d'une eSurbe B-spline. soit

c(u)= I  P nl  (u)
i = 0  l l

une courbe B-spline d'ordre k et de table des noeuds tndu = {ui}i= 0..m+k

n est facile de montrer que si deux noeuds consécutifs ua et ua11, tels que uo soit
strictement inférieur à un+I, sont tous deux de multiplicité (k-l), la seule fonction B-
Spline ne s'annulant sur I'intervalle [ua , un* 1[ æt précisément la polynomiale de Berstein
définie sur [ua , untl]. Cette constatation permet de calculer les points de Bézier

I 
correspondant à une courbe B-spline donnée, il suffrt d'insérer chaque valeur nodale
jusqu'à ce qu'elle soit de multiplicité ft-l).

2. Insertion d'une valeur nodale

Soit u une valeur nodale æsociée à la courbe C. Il existe un unique intervalle
paramétrique ludelta, udelta+l[, avec, udelta < udelta+1 tel queu appartienne à cet
intervalle. Les seuls points de contrôle qui influencent cet arc de courbe sont :

Pdelta -k*r , Pdefta -k+2 ,.... , Pdelta

on calcule une nouvelle série de points Piu , lnur i variant de detta-k* I à delta grâce à
la première étape de l,algorithme de Cox-DeBoor.

Pio : (l-d Pi-1 * qpi
avec E = (u-tndu[i]) / (firduli-k+U-urdutil)
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La courbe C peut alors être définie par la table tndu à laquelle on a rajouté le noeud u et
par les points :

Pg, ..., Pdelta -k Pudelta -k+ I , Pudelta -kt2 ,.... , Pudelta , Pdelta , ... pm

3. Détermination des points deB&ier d'une surface B-Spline

Les surfaces B-Spline sont définies par produit tensoriel; pour u* fixé, S(u*,v) est une
courbe B-Spline. Pour déterminer les points de B&iet d'une telle surface, il suffit
d'augmenter la multiplicité de toutes les valeurs nodales de la table des noeuds selon u,
respectivement selon v (voir algorithme cidessous).
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Algorithme Transformation B-Splin e[B&ier
Paramètres d'entrée/sortie- . Tp

Tndu

Tndv

ordreu

ordrev

nbptu

nbptv

i = ordreu
TANTQUE i<= nbptu FAIRE

i=i+ 1

FINTANQUE

j = ordrev
TANTQUE j(= nbptv FAIRE

matrice des points de contrôle

table des noeuds selon u

table des noeuds selon v

ordre de la surface selon u

ordre de la surface selon v

nombre de points selon u

nombre de points selon v

TANTQUE multiplicité de Tndu[i]<ordreu-l FAIRE

calculer les nouveaux points de la courbe
insérer ces points dans Tp
insérer la nouvelle valeur dans Tndu

FINTANTQUE

I TANTQUE multiplicité de Tndv[j](ordrev- 1 FAIRE
l l -

| | 
calculer les nouveaux points de la eourbe

| | 
insérer ces points dans Tp

| | insérer la nouvelle valeur dans Tndv

I lpnruNTQUE
t-
I  i=i+ t
IFINTANQUE
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AI\I\IE)G V
Exemples de réalisation

Les illustrations jointes sont des photographies prises directement sur un écran.
L'écrau en question est un écran Secapa g&é par un PC muni d'une carte Galaxy 16
couleurs. C'est ce qui justifie la faiblesse du dégradé. On aurait pu utiliser une technique de
'Dithering' 

IPUC 89] pour améliorer le rendu, mais la qualité de I'image n'était pas notre
objectif.

Une observation de ces images permet une discussion rapide des avantages et inconvénients
de la méthode :

- Soumission aux imprécisions :

Les points parasites violemment illuminés( Planchel.2) correspondent à une non
détection de la première intersection avec I'objet : la première face coupée est
donc celle du fond ce qui justifie l'afifichage d'une arête réduite à un point. Ces
poins reflètent I'instabilité des epsilons dans le calcul des intersections. Ils sont
rejetés cæ ils sont considérés cornme étant "Eop loin" de la surface. Cet
inconvénient peut ehe élimoné par une gestion plus fine des epsilons.

- Absence d'arêtes@anchetr.2) :

Les facettes bordant le cube sont décrites par une même surface et donc les
arêtes n'appartiennant pas à la silhouete ne sont pas mises en évidence.

- L'aptitude de la méthode à la déformation est illustrée par les imâges planchel.2
et planchel.3. Sur la planchel.3, on a translaté dans l'axe du cylindre, le cenhe
de la première base et déplacé un point de la deuxième base perpendiculairement

à cet axe.

- Les inages planchel.4 et planchetr montrent des exemples d'opérations
booléennes.
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RESUME

La modélisation géométrique est un outil fondemental de la C.A.O. Actuellement, le

monde de la C.A.O s'interesse plus particulièrement aux modèles solides. lndépendamment

des recherches consacrées aux modèle.s solides, se sont développés des systèmes fondés sur

des modèlæ de surfaces. Mais de plus en plus, on aimerait avoir un modèle volumique

avec des surfaces gauches pour pouvoir représenter des solides à formqs libre.s. Nous nous

proposons de contribuer à I'intégration des surfaces gauches dans le.s modèles solides.

Après avoir rappelé les principes des différents modèles solides et leurs propriétés, nous

essayons d'expliciter les difficultés liées au pæsage d'un modèle mathématique à un modèle

informatique. Puis nous détaillons et comparons les différents modèles de surfaces. Enfin

nous nous attachons à montrer, à partir de I'existant, par quels moyeili on peut tenter

d'intégrer les modèles de surface dans les modèles solides.

MOTS CLES

B-Rep, B-Spline, C.A.O, CSG, Modélisation Géométrique, Modèle de solides, Modèle

surfacique, NURBS, Surface Gauche, Surface de Bézier,
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