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Depuis plusieurs décennies, on assiste à un développement important de travaux ayant pour

objectif la détermination des lois de comportement macroscopique des solides à partir des méca-

nismes physiques de déformation et de la microstnrcnue (souvent granulaire) de ces matériaux.

Ainsi,le problème des matériaux à comportement linéaire (élasticité, thermoélasticité'...)

abordé dans un premier temps par les solutions de problèmes d'inclusions, a été formulé de ma-

nière générale dans le cadre des théories statistiques des milieux désordonnés. Ces méthodes, ri-

goureuses en soi, sont difficiles et lourdes à mettre en oeuvre. Dans le cas de matériaux à com-

portement non linéaire (élastoplasticité, viscoplasticité, endommagement et rupture...), les mé-

thodes statistiques systématiques sont encore plus complexes à mettre en oeuvre du fait de l'évo-

lution de la microstrucffie avec le chargement. Dans l'état actuel des travaux, ces problèmes sont

traités plutôt dans le cadre de I'approche autocohérente'

Les matériaux étudiés entrent dans la classe des solides microhétérogènes et macrohomo-

gènes teis que :

les polycristaux monoPhasés

les polycristaux multiPhasés

- les composites à renforts discontinus

C", *",griaux présentent une microstructure du type granulaire, c'est-à-dire que leurs

propriétés sont constantes par morceaux. Il existe donc des interfaces appelées joints de glains,

joints de phase, interface ou interphase, séparant les constituants à propriétés unifonnes. La

microstrucgure de cet arrangement granulaire résulte des procédés d'élaboration du matériau (soli-

dification, recristallisation, moulage sous pression...). Au cours d'une déformation ces interfaces

ne sont affectées que par la déformation matérielle. Or, dans de nombreux problèmes de mécani-

que physique et de sciences des matériaux, les interfaces existantes ou créées pendant le charge-

ment thennomécanique sont susceptibles de posséder un mouvement propre différent de la vites-

se particulaire du matériau'

Nous citons quelques exemples qui illustrent I'importance scientifique et technologique de

cemécanisme:

- Dans le cas de 1a recristallisation primaire et secondaire, on assiste à un déplacement des

joins de grains créant une nouvelle architecture granulaire.

- Dans les problèmes de maclage mécanique ou des transformations de phase du ler ordre,

le mouvement de I'interface entro la phase mère et la phase (ou macle) transformée constitue le
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mécanisme essentiel de déformation.

- Certains problèmes plus macroscopiques ("moins métallurgiques") peuvent également

être analysés à partir du concept d'interface mobile. Nous citons I'exemple des bandes de

Ltiders, de la formation et de la croissance de I'endommagement, de la rupnue, etc...

Dans tous ces problèmes, le mouvement de I'interface entre constituants s'avère être d'une

grande importance dans le comportement global du matériau. Ce mouvement peut être présent

de manière isolée ou constituer un mécanisme simultané à d'autres mécanismes (diffusion, g[s-

sement plastique...).

Le présent travail a pour objectif, par une approche micromécanique, d'inclure ce mouve-

ment d'interface dans l'étude du comportement des matériaux hétérogènes. Ce vaste problème

n'est pas résolu ici dans sa généralité ; on se limite à étudier le problème d'inclusion à frontière

mobile.

Dans le chapitre II, on rappelle, en précisant les notations et les méthodes d'érudes des

problèmes de microrhécanique, les résultats classiques des problèmes d'inclusions.

Dans le chapitre III, une analyse globale du problème du mouvement d'interface est présen-

tée et la solution générale du problème d'inclusion à frontière mobile est démontrée. Elle fait in-

tervenir un nouveau tenseur dont les composantes sont calculées par différentes méthodes dans le

chapitre fV.

Une première application des solutions obtenues est proposée dans le chapitre V pour ex-

pliquer, d'un point de vue micromécanique, le rôle de la taille des grains sur la limite d'écoule-

ment plastique des polycristaux métalliques. Dans ce chapire, on souligne également certains ef-

fets liés à la propagation d'une interface sur les variations de I énergie interne d'un matériau.

Pour ne pas trop alourdir le texte principal de calculs et de formules trop complexes, les

méthodes analytiques et numériques des développements théoriques sont présentées dans les

annexes A, B et C.

I
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De nombreux problèmes de mécanique des solides ou de mécanique des matériaux sont ré-

solus par la solution dEshelby du problème d'inclusion plastique et inhomogène : citons.le cas,

pour les solides microhétérogènes, des schémas auto-cohérents tll t2l ou bien le cas, pour

l'échelle plus fine du matériau monocristallin, des modèles de création de précipités ou de forma-

tion de zones de Guinier-Preston.

Les problèmes de base, qui se posent dans de telles études, sont les suivants :

- analyse des contraintes, déformations, rotations dans le cas d'une inclusion plasti-

que considérée comme source élémentaire volumique de contrainæs inæmes ;
- analyse des contraintes, déformations, rotations dans le cas d'une hétérogénéité,

c'est-à-dire d'une inclusion de caractéristiques mécaniques différentes de celles de la matrice

On se propose dans ce chapitre d'introduire le problème de I'inclusion en rappelant tout

d'abord la formulation générale du problème et en utilisant la technique du tenseur de Green ; on

calcule les champs de déformations, de rotations et de contraintes, ainsi que l'énergie élastique

associée à I'inclusion.

Suivant I'hétérogénéité élastique ou plastique, on distingue trois types de problèmes d'in-

clusions : le problème de I'inclusion plastique, le problème de I'inclusion hétérogène et le pro-

blème de I'inclusion plastique et hétérogène. Pour le dernier type de problème, on rappelle l'équa-

tion intégrale démontrée par Berveiller et Taoui [3] et on l'applique à notre problème mixte pour

évaluer les champs de déformations, de rotations et de contraintes, ainsi que l'énergie élastique.

Nous rappelons d'abord les équations de base de la mécanique des milieux continus, puis

par la méthode du tenseur de Green nous donnons la solution de chaque problème d'inclusion.

II.1. Ranpel des éouations fondamentales de la mécanique des milieux continus

Nous nous limions aux transformations infinitésimales (petites déformations et petites rota-

tions), dans I'approximation quasi-statique (les forces d'inerties sont négligées). La condition de

continuité du champ de déformation se traduit par les équations de compatibilité et le principe

fondamental de la dynarnique impose les équations d'équilibre au champ des contraintes. Nous

travaillons toujours dans un système de coordonnées cartésiennes ; dans lequel x1' x2r x3 dési -

I
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gnent les coordonnées d'un point r du milieu ; u, de composantes u1, u2, u3 désigne le champ du

déplacement en un point donné.

Le problème posé consiste à décrire le champ des conraintes et des déformations du milieu

pour une répartition donnée des défomrations inélastiques ; les conditions de chargement à la

frontière du milieu étant précisées. Nous indiquons ci-après les équations du problème.

II.1.1. Cinématique

Le gradient du déplacement est déf,rni par :

g = grâd.ù (tr-1)

solt :

8. .=u. ., u  r , J

(on utilise la notation f,j = ôflôxi).

La parrie symétrique de p donne le tenseur de déformation e et sa partie anti-symérique le

tenseur rotation @ c'est-à-dire :

(rr-2)

(rr-3)

En plasticité (ce qui reste valable pour d'autres déforrnations inélastiques) les quantités Ê, e

et o peuvent être décomposées en parties élastique et plastique pour de petites transformations :

,,,=*1Fi: + Fi,) = 
i (",,, * u:,)

,,:= I(Ê,, - Ê,,) = | (u,,, - u,,,)

E=8"*En
g=E"  +  d

o=@"+eP (II-4)
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I
avec

^ e e e
l l  =9 +91

Ên=d*go

nJ.2. Conditions de compatibilité

Un champ de tenseur $ caractérisant une transformation donnée n'est pas toujours intégra-

ble. Pour que le milieu ne perde pas sa compacité dans I'espace euclidien, il faut qu'il existe un

champ de déplacement u tel que p en soit le gradient. Autrement dit,la différentielle dui = F,.i e:

doit être totale exacte.

Ceci s'exprime par les conditions de Cauchy à I'aide de I'opérateur rotationnel Rot :

Rôt$=g ( I I -5)

soit:

.,s Fir,n = 0

(on utilise, sauf indication conraire, la convention dEinstein de sommation sur les indices répé-

tés).

€ est le tenseur permutation de Ricci :

( 0 si 2 indices au moins sont égaux
I

€ ikt = 
f 

1 si (i,k,l) est une pennutation paire de (1,2,3)

t - I si (i,k,l) est une permutation impaire de (1,2,3)

Une autre forme des relations de compatibilité est donnée par Krôner [4] qui introduit le

tenseur incompatibilité hg et écrit :

bg=0

I

soit:

€ itt €i*r, tl-,t, = o

(tr-6)
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II. 1.3. Incompatibilités plastiques [4.|

* Tenseur densité de dislocations

Considérons une distribution donnée de déformation plastique gP et de rotation gf telle que

la résultante S soit incompatible. Les équations (tr-5) de compatibilité portant sur F ne sont pas

satisfaites G.ot S + 0) et on défrnit alors en tout point le tenseur densité de dislocations g

par :

s = - Rôt ÊP (tr-7)

ou encore :

c [ , . .= -e . - .BP--ij - ikl rjl,k

Il représente la distribution des dislocations à I'origine de I'incompatibilité plastique.

* Tenseur d'incompatibilité

l-orsque la déformation plastique gP n'est pas compatible, on inroduit également le tenseur

du second ordre symétrique q défini par :

q=- Inc€ l (tr-8)

soit :

't1,.i = - € itt €i*r, dt-,t,

On peut exprimer q en fonction de g par la relation :

n,, = 
i 

(',-r, oj-,r, *' j*r, o*r,) (tr-e)

Ces diverses relations portant sur g et q pennettent de ramener à un même problème les si -

uations à g, !, ou g données pour le calcul des contraintes internes.

Elles sont utilisées dans la méthode du potentiel des contraintes qui consiste à calculer les
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I
I

I
I
I

I

con*aintes et les déformations à partir d'une seule fonction dite fonction potentielle des contrain-

tes. Cetæ fonction est déduite par la seule connaissance des incompatibilités plastiques.

Le calcul des contraintes fait I'objet de la statique'

II.1.4. Statique

Considérons un milieu continu fini de frontière âV non déformé, dans un état initial naturel

(contraintes nulles). Si on le soumet à I'action des forces extérieures (de densité volumique F) en

imposant à la surface ôv'une Épartition mixte d'efforts (de densité surfacique T1s) et de déplace-

ment Uis, le milieu sera en équilibre sous le siège de contraintes oij et d'un champ de déplace-

ûlont ui continu sans vide ni recouwement'

L'application de la relation fondamentale de ta dynamique se traduit par :

- l'équilibre des forces : oiji + Fi = 0 GI-10)

- l'équilibre des moments : oij = oli (en I'absence de couples)

et le respect des conditions de frontière nécessite :

pour les efforts : oil nis = Ti 

G_11)

poru le déplacement : u, = gs à la frontière ôv

(ns : normale unitaire extérieure à la surface ôV).

Pour compléær l'étude, il faut préciser la loi de comportement du matériau'
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II.1.5. Comportement élastique du matériau

La déformation élastique ge(r) est associée aux contraintes locales g(r), par la loi de Hooke
locale d'élasticité anisotrope :

ou {i) = c,j" ril {, rô (tr-12)

où Clin(r) désigne les composantes du tenseur d'élasticiré en r.

Dans Ie cas d'un matériau homogène, Ci311 ne dépend pas de r. En générd, C,j" possède

les symétries suivantes :

C , j *=C j *=Co*=C* j (tr-13)

Les équadons ainsi précisées constiruent un système d'équations aux dérivées partielles
pennettant de trouver les contraintes et déformations au sein du matériau pour une répartition
donnée des déformations plasdques et en respectant les conditions de frontière imposées (tr-11).
En règie générale deux méthodes de résolution ont été proposées :

- celle qui exprime le problème en termes de contraintes (ou de potentiel de contraintes),
commentée brièvemenr ci-dessus (tr.1.3) ;

- celle qui pan d'une formulation cinématique que nous nous proposons d.'utiliser en
I'adaptant au problème qui nous intéresse ici (présence d'une déforrration plastique).

tr.1.6. Elastostatique et méthode du tenseur de Green

On considère le cas d'un milieu infîni, les conditions de frontière (tr-l1) sont rejerées à
I'infini et on note :

- pour les contraintes : oij (-) = Eij

- pour le déplacement I ui (-) = Uf

(tr-14)
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Partant de la loi de comportement élastique (tr-12) en utilisant (tr-4) et (tr-13) :

oij (i) = c,jo (ï) (un,, tô - ni, tô) G-ls)

les équations d'équilibre (tr-10) s'écrivent alors pour un milieu homogène (e (r) = I :

cTn, u*.,i (i) - c,:*, Ên,,, til + r, (i) = o (tr-16)

Ce qui constitue un système d'équations aux dérivées partielles dont les inconnues sont les

ui (r)1i=r,z,l1et eu'il faut résoudre en tenant compte des conditions de frontière à I'infini (II-14).

Une résolution avantageuse de (tr-16) fait appel à la technique du tenseur de Green çLpour

le milieu infini homogène de constantes d'élasticité C :

Gt n (r - r') représente le déplacement, dans ce milieu, dans la direction de I'axe k, au point r

quelconque lorsqu'une force unité fi = ôi* ô (r - r') est appliquée au point r'dans la direction de

I'axe m, Gp' est symétrique par rapport à k et m. Il vérifie :

cTn, G*' (i- t.) + ô*ô 1r-- l; = g (tr-17)

avec la condition auxiliaire que G s'annule à I'infini.

ô* est le tenseur de Kronecker et ô (r - r') est la distribution de Dirac à trois dimensions

dont les propriétés pennettent d'écrire :

u, (i) = Ji u*ô (ï -i') u- ti') dv'

u, (i) = -ffa:o- Gor, (r'- i) o- (ri av'

(rr-18)

où dV' est l'élément de volume (dV' = d.xl d*, d*r'), x1 , X2, x3' étant les coordonnées car:té

siennes du point r', et où I'intégrale est étendue à tout le milieu infini.

Soit d'après (tr-17) en substituant ôim ô(r-r') dans (tr-18) :

(tr-le)
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II convient d'indiquer ici les relations entre les dérivées partielles porrant sur Gu,(r-r') à savoir :

(tr-21)

En utiiisant le théorème de la divergence et en tenant compte des conditions à I'infini en

déplacement(Il-14), l'équation (tr-21) s'écrit alors :

cn,; {. - î) =$c,ot;-?') = 
*G*(r--?') 

= - G*r,(r'- ri
J J

on a alors : G;q1(r-r') = Glj'r,(r-r').

(tr-19) devient:

+€

u,(i) = 4rô -JJJ .î.,-,G*,(ri ri u,",,,,,(r')'dV'

L'intégrale de surface est nulle du fait que G s'annule à I'infini.

Soit en utilisant (II-16) :

{rn{i') - ci,,n,, Ê}".,,ti) } av' (rr-23)

Lorsqu'il n'y a pas de forces volumiques, il reste :

u, (i) = JJJ cLn, Go,j,,, (r-- r) u* {ri dv'

u,(ô = 4o * Jf ". 
(i - i')

:

(rr-20)

(rr-22)

u,{i) = ui(r) - 
Û ". 

(i -?') cl,,',, FL,,.(il av' (n-24)

L'intégrale @.-24) permet de trouver le déplacement total u1 pour une distribution de déforma-

tions inélastiques $ donnée. Ce formalisme est utilisé et généralisé à l'élasticité hétérogène dans

le paragraphe suivant dans le cas où la répartition des SP correspond à celle des problèmes d'in-

clusions.
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On aborde ainsi trois types de problèmes, le problème de I'inclusion plastique, le problème de

I'inclusion hétérogène et le problème de I'inclusion plastique et hétérogène dont les solutions res-

pectives trouvées par Eshelby et Krôner seront justifiées à l'aide de la solution intégrale (f-24).

Ir.2.@isu

On considère le cas d'une région (inclusion V1) plongée dans un milieu infini (Iv1arice M).

Par hlpothèse, le champ des déformations plastiques et le tenseur des constantes d'élasticité sont

uniformes dans chaque domaine (V1) et (M).

On note ep,, et Cliin respectivement les composantes du tenseur de déformation plastique et les

composantes du tenseur d'élasticité au sein de I'inclusion, de même EPii et C9ip désignent les

composantes colrespondantes pour la matrice (Fig. II-1).

De cette description, on distingue trois types de problèmes :

1o I-€ problème de I'inclusion plastique GI = f , gP + Ef :

La matrice et I'inclusion ont les mêmes constantes d'élasticité.

L'hétérogénéité ne provient que des déformations plastiques. On défrnit pour cela le tenseur ÂgP

non nul par:

Âd=gP-EP

N.B. :

La solution de ce problème élémentaire a été obtenue par Eshelby [5] lorsque la matrice est élasti-

que. Krôner [1] a généralisé la solution dEshelby au cas où la mauice a subi une déformation

plastique homogène.
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Topologie du problème classique d'inclusion

Fig. II-1 : Inclusion ellipsoidale (g!, d) dans une matrice homogène infinie (E", C).

D OE',e
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I

On indique à tine bibliographique les deux études uniquement pour ce premier problème ; les au-

tres cas seront systématiquement avec EP + 0.

20 LÊ,problème de I'inclusion hétérogène Gp = fp = 0 , CI * 9) :

Il s'agit d'un problème sans plasticité. L'hétérogénéité ne provient que des constântes d'élasticité"

On définit pour cela le tenseur ÂC non nul par :

^c -d _g

3o Le problème de I'inclusion plastique et hétérogène (ÂC * 0 , ÂgP * 0) :

C'est le cas le plus général qui combine les deux problèmes précédents puisqu'on a simultané-

ment une double hétérogénéité.

D'une part, celle de l'élasticité du matériau (ÀC + 0) et d'autre part, celle de I'hétérogénéité plas-

tique (ÂgP * 0).

I i l .2.L. Le prohlème de I ' inclusion plastique d'Eshelhy-Krôner

a - Matrice élastique (Eshelby)

Considérons au sein de la matrice homogène de constantes d'élasticité Coiip une inclusion

de volume Vl limitée par une surface S. Nous supposons qu'à I'interface S, le déplacement est

continu.

Nous supposons que cette inclusion a subi une transformation plastique uniforme $.

A I'aide de la fonction indicatrice dTleaviside ôo,,(r) définie par :

(rr-2s)
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On a pour la partie plastique $P(r) du gradient de déplacement supposée uniforme dans I'inclu-
sion et nulle dans la matrice :

t\
:
;
i
?

r
;

go tô = ÊP ôvo d)

A parrir des équations (tr-12), (II-13) er (tr-4), le tenseur des contraintes s'écrit :

o,, {i) = C,jo (H,, (ïl - Ê0., fill

et les équations d'équilibre donnent, en I'absence de forces volumiques :

(tr-26)

(Ë-27)

Gr-28)o. . . ( rJ=0
U J . -

@,-27) devient alors :

cin, r*,,i tr) - 41n, Ê00,,, ô = o .ry-ze)

Ces équations peuvent être considérées conrme celles d'un problème purement élastique pour un
milieu soumis à une disribution de forces de volume :

f, =- C,j.,Fo*,,, ô (tr-30)

Si I'on connaît la réponse en déplacement de ce milieu, à I'application d'une force ponctuelle fp

appliquée en un point r', soit :

u, (ï) = cu t?-i'l { ril G-31)

on en déduit par intégration la réponse à toute distribution continue de force f :

l@

u, (i) = f f f o' (ii) fr (y') av, $-32)t: lJ J

soit en utilisant (tr-30)

I
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eij d) = JJJ r,:*, (i - ?) 4,"',, ÊL av'
vr

(tr-3e)

I
I

f est le tenseur de Green modifié défini par :

, -  -  |  [ _  . ]  - 1 r ,  n  r i  j , ,  1, , ju(i-?)=-itc",:,t*t i*Gj*ntt-- i l  l  çn-ao)

De même por:r la rotation totale, on procède à une antisymétrisation de ury par rappoft aux indices

ie t j :

or,, {i) = JJI Ài;n, (i -?) cî'*n F}" av' G-41)
v,

où

ri - il = 1 1c*r, ti -î) - cin,o (i - ?') ] cr:*42)

En rappelant que les termes Corm' et FP* sont uniformes dans I'inclusion VI' GI-38) devient

alors :

-  l l l  r
u,, {i) = JJJ G,*,,, (r--i'; dv' {'""FL GI-43)

v,

Il apparaît à ce stade utile de définir le tenseur T d'ordre 4 par :

-  l l l  d  d

r,,o (ô = - JJJ cn;, ti Ô av' GI-44)
v,

On peut effectivement utiliser ce tenne ponr présenter une écriture compacte de uq, et' et co1 à

savoir:

o,,, (ô = Tun, ô 4,-" Fn ̂

q,ô=â tr,,*,,i1 +r1*rô)ci*"Fn" (rI-45)

ru (t) = 
* {r,i" 1ï; - rli* t'l } ci*" pT,,
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r est un point quelconque dans la matrice ou dans l'inclusion.

Iæ calcul de T est en général difficile pour une inclusion quelconque ; Eshelby [fl a montré toure-

fois que la valeur de T est uniforme et accessible à I'intérieur d'une inclusion de forme ellipsoi'da-

le. C'est pourquoi on se propose de concentrer explicitement notre attention sur la situation à I'in-

térieur d'une inclusion ellipsoïdale.

On notera alors pour r e V1 (ellipsoide) : f (r) = 1t.

Dans ce cas on dispose des fonnules suivantes pour trouver les champs cinématiques et statiques

dans lTnclusion ellipsoidale :

a - le gradient du déplacement

b - la déformation totale

c - la déformation élastique

d - la rotation totale

e - la rotation élastique

f - les contraintes

FI,j = Tt,j*, Con-r, 9P,r,r,

Erij= U2 (Tl,ior + Tlliu) Cgn-' FP^r,

t"t,j = d,j - torj (rI-46)

tt,j = l/2 (Triikr- fl1ru) C9n n, F.n

t " t , j= t t , j -d t j

dU = C,j* { tZ 1rt*, + TIçu) C9nn,r,ÊPn'r, - rnno}

La formule (II-46-b) est identique à la formule d'Eshelby [5], reliant la déformation totale elaant
I'inclusion ellipsoidale à la déformation plastique gP qui s'écrit :

el. = S,r*, e[, (n47)

où S est le tenseur d'Eshelby défrni par :

s,j" = i (du,-, * t{,*") 4,*, (tr-48)

De même, on peut introduire le tenseur A pour relier la rotation totale g0laans lTnclusion à la dé-

formation plastique eP par :

oJ = A,r* fo

- 4*") 4*,

I

(tr4e)
ou

Au, = 
* 

(t'u*" (tr-50)
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I
I
l
I
I

Remarques:

* pour calculer explicitement les tenseurs S et À il suffit de connaîte le tenseur f

* les tenseurs S et A possèdent les symétries suivantes :

psurs:
S, ju=S1s=Si3uc

mais en général : Sijn * Snij

P9UTA:

A i j " = A t j t * = - A j *

goCô=So+19. -gn"yolt i l

= &Po + ^gP ô: (ô

Les équations d'équilibre F-29) s'écrivent en tenant comPte de (tr-52) :

On constate ainsi I'importance de connaître le tenseur f. La généralisation au cas d'une matrice

plastifiée est immédiate, on obtient alors les formules d'Eshelby-Iftôner.

b - Matrice plastif,rée (Eshelby-Krôner)

Krôner a généralisé la solution d,Eshelby au cas où la matrice a subi une déformation plas-

tique uniforme. Nous supposons qu'à I'interface S, le déplacement est continu.

pour en rendre compte, on désigne par ÊP (resp. 0f) t" paftie plastique du gradient total de I'in -

clusion u1 (resp. de la matrice Uo1). $P (resp. SF) est supposé uniforme dans I'inclusion (resp.

lamatrice).

Dans ce cas, la parrie plastique du gradient de déplacement total s'écrit à I'aide de (II-25) :

G-51)

(rr-s2)

clioo*,,i 1iy - C1;u Giï . ^Ên, ôi (il),i = 0

{*r aFo*, ol,, cil = ocli*t u*,,5 ô

ou encore :

(tr-53)
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Le terme { - C9*t ^Fn ô"r, (r) } peut être considéré coûrme une distribution fictive de forces
volumiques, et on a en tenant compte du déplacement à I'infini:

lè

o,ô = 4rô - JJJ "" ti 
- i'l 4,*' ̂ pl" ô,r, {r-) dv, (tr-s+; I

On applique les mêmes procédures de (tr-33) à (tr-37), on aboutit à: I

o, tï) = { tô JJJ cki,r d - i') cl*" apfi' av' Gr-ss) |
v'l

et le gradient du déplacement est donné par : 
j

u,, ti) = Ifij ô JIJ cki,rj (; - i) 4,-, ap[,' av' G-so)
VI

enfin pour la déformation et la rotation totales, on les obtient ainsi :

eu {i) = { * JIJ .,,l., (,'- ?) cl,'',, ^pl" dv' (tr-s7)
VI

qj (i) = { * JJI"u" ri - il 4*' ^pl" dv' (tr-s8)
vr

où ET et QT sont respectivement la déformation et la rotation totales à lTnfini.

Ces quantités peuvent être décomposées en parties élastique et plastique, comme :

ET=g"+EP
(tr-5e)

Qt=Q"*d

En voulant indiquer les champs cinématiques uniformes à I'intérieur d'une inclusion ellipsoidale à
I'aide des notations précédentes, on a:

i = 
"i 

* s,in, aFntr = 4 * ruo tdn, - Eerù (tr-60)

(tr-61)i=4 *su*,t{,-rP.,l-du



rl = 4 * Aijn IFP* = ol + n* (t- th

rT=4 *A,jo({,-E'J-4j

et pour les contraintes avec d = C g"I, on a :

I
I
I
I

I

"tu 
= cî* t 

"L 
+ (Soqn - I*n) c{, - nn*,1 }

où I est le tenseur unité dordre 4 défini par :

r,j*=fco,*oo+ôoô.;s)

En défrnissant la contrainte à tinfini E par :

E=e"9"

on obtient enfin pour les contraintes :

ot.i = x,i * ci* (soo* - I*r.r) t{, - re"l

Dans le cas d'un milieu isotrope et d'une inclusion sphérique avec Àflo = 0, (tr-67) devient :

ol.i= E,i + 2P (1 - Êl ePu - dul

ce qui est précisément la loi d'interaction formulée par Krôner avec

^  2 (4 -5v )
l < - -r  15 (1 -v )

U,v sont respectivement le module de cisaillement et le coeffrcient de Poisson.

22

(tr-62)

(tr-63)

(rr-64)

(rr-6s )

(tr-66)

Gr-67)

çn-68)
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11.2.2. Le problème de I'inclusion hétérogène

Nous considérons un milieu infini de constantes d'élasticité eo en tous les points sauf à 1in-

térieur d'une inclusion de volume V1où elles sont égales à C. Comme dans le cas de I'inclusion

plastique, nous supposons qu'à I'interface S, le déplacement est continu.

Nous cherchons le champ de déformation (élastique car nous supposons qu'il n'y a pas de défor-

mations inélastiques) dû à des forces surfaciques qui c:réent un champ uniforme G,0*) dans la

matrice infinie homogène.

Nous cherchons un système d'équations portant uniquement sur le déplacement u (r), en portant

(II-2) dans QI-12) :

{ a l - + r +

or, (r) = C,jo (t) 
i 

(uk r (r) + u,* (r)) = C* (r) u*, (r) (tr-6e)

et en portant GI-69) dans (tr-10) en I'absence de forces volumiques, nous sommes conduits au

système d'équations aux dérivées partielles :

[C* (r) un,, (r)1, = 0

Il est alors avantageux d'écrire C(r) sous la forme :

e(i)=e"+ôe(i)

Dans notre cas, et avec les notations du paragraphe précédent, on a:

I
I
l

I

(tr-70)

(tr-71)

I
I
I

I
I
I

c qi1=s'* d - sï oi r;)
=C+^eô:(r)

(tr-70) devient alors :

(n-72)

ci*,\;i 1i1+tÂc1.;kr al t') 4,, (r)1,,= o (tr-73)

Le terme t^Çlu ôor(r) unr(r)lj peut êue considéré comme une distribution de forces volumiques

fictives. Utilisons le tenseur de Green du milieu infini de constantes d'élasticité e'pour écrire la

solution de (tr-73) ainsi:



{€

o,ô = q ô.IJJ cki (i -i1 llc**,, u^.,, t?t oT 1i11,,' av' @-74)
€

que l,on peut intégrer par parties et en annulant I'intégrale de surface du fait des propriétés à I'in-

fini de G:

soit pour le grad.ient du déplacement et en tenant compte des propriétés de ôo' (r) :

(rr-76)

cette équation intégrale appelée équation L.s.D. par Krôner 16l aêtéproposée sous cette forme

par Dederichs et 7*ller Fl en ce qui concerne la déformation.

La sorution exacte de cette équation pour une incrusion querconque est encore très complexe et

difficile à déduire en général ; nous pensons obtenir une solution approchée en remplaçant dans

l,intégrale (tr-76), la déformation g (r) par sa valeur moyenne gI. (rappelons également que

d'après Eshelby [5], g est uniforme dans une inclusion ellipsoidale)'

On a donc pou le gradient du déplacement dans I'inclusion ellipsoiidale :

b

u, {i) = r4 o . JJJ cki,r (i - ?'; lc**^ ol cil u,",n {i) dv' GI-7s)

u,,, ti) = {; . JJJ cki,rj (i- fl lcnu,- r*,, ti dv'
vI

24

Gr-77)FI, = Fî . JIJ G*,,i' (i- i) rc*,,,* '1" av'
VI

La déformation dans I'inclusion est donc solution de :

^ r  Fe  1 I " r  ,d  
' r  r  

G-7g)t',i = Ei -; t t'u*, * îi* J Àco-,' e'"

et la rotation s'écrit :
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{ t'uo -'4* } oq,-, t (tr-7e)

On voit donc d'après (II-78) et (II-79) que la solution du problème de I'inclusion hétérogène se
ramène également à la déærmination du même tenseur!I qu" celui intnoduit lors du problème de
I'inclusion plastique.

Les deux cas traités dans les paragraphes précédents sont en fait des cas particuliers d'un problè-
me plus général d'inclusions plastiques et hétércgènes, c'est-à-dire une région de volume V1d'un
matériau subissant à la fois une déformation inélastique et ayant des modules élastiques diffé-
rents ; cbst le cas par exemple des transfomrations de phase.

Pour raiter ce problème plus complexe, nous partons d'une fuuation intégrale proposée par
Berveiller et Zaoui [3] et reprise par Berveiller, Fassi-Fehri et Hihi t8l pour résoudre le problème
de la paire d'inclusions, et nous I'appliquons au problème de I'inclusion plastique et hétérogène.
Nous considérons donc un milieu infini hétérogène pour lequel les constantes d'élasticité en un
point r sont Ç (r) et où une déformation sans contrainte gP (r) s'est produite à partir d'un état ini-
tial sans contrainte. Des contraintes ! sont appliquées à la surface du mitisu infini et nous suppo-
sons qu'elles sont telles qu'elles provoqueraient une déformation élastique uniforme E" si le mi -
lieu était homogène.

a) Equation intégrale

La présence des déformations sans contrainæs gP (r), qui a priori sont incompatibles en-
gendre des contraintes internes et des déformations élastiques g" (r) dans le milieu, ælle que la dé-
formation totale g (r) soit compatible c'est-àdire dérive d'un charnp de déplacemenr u (r). On a
alors :

La partie élastique est reliée aux contraintes par la loi de Hooke (tr-12) :

'i = nî,-*

,,j ô = 
* ,u,, (ô * oi,i (i)) = drj (ô * ,i tô
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o,,ô = c,*(ô {cil = c,io(i) (e*,til - {tô) = c*(i) (o",ô - 4"t'll

I-e champ des contraintes g (r) doit être en equilibre (tr-28) :

lci.ir,r cil (%r til - 4, (i))1, = o ctr-80)

Il est alors avantageux d'écrire Ç (r) sous la forme :

c,.i*, (i) = C,jo + ôc* (ô G-81)

nous déduisons alon de GI-80) en introduisant [9] dès maintenant la déformation plastique

I uo'

I
(tr-82)

Le temre fi = - {Cigr(r) ePn,(r) - CoijnEPn - ôC1.;p(r) ekl(r)} j peut être considéré comme une

distribution de forces volumiques fictives. Nous remarquons que le terme C,rnt B" est unifor-

me donc son grad.ient est nul ((C9;rLrEpn); = 0) ; cependant nous le retenons dans l'équation

(II-g2). On peut rerrouver à partir de (tr-82) les deux cas précédents des problèmes d'inclusions,

en effet:

- dans le cas du problème de I'inclusion plastique dEshelby-I(rôner, on a :

ôe=0 i fi = - 4,o t{,til - 4,); = - {o (^{rô:(i)),j

- dans le cas du problème de I'inclusion hétérogène, on a :

d = EP r fi = tôcuo(r)'e*,(i)),

Une {uation analogue à (tr-82) a été rerouvée en utilisant la technique du champ de déplacement

auxiliaire nul à Ïinfrni [101.

La solution de (tr-82) obtenue àpartir du tensetu de Ctreen s'écrit:

c",;*,.*,,;d) - { c,,.cil d-,i;l - c*tl,- ôcûH(ô eo{i) },, = o



27

.lë

o,ô = 4tô - JIJ c"C-l) { cu,,""rrl rl"Gr - e,."El-- ôc.u*,tï,) e-,.t?,) },,, dv,
çl_83)

où Uo; est le déplacement correspondant à la défomration E{.

On peut intégrer par parties (tr-83) pour obtenir, compte tenu des relations (tr-20), le gradient de

déplacement toal:

u,r{i) = 4i JJJc,*ut;-r-') { cn,^,,(i)el"(i') - {,-,E0."- ôckh,,Ë)e,*,ti,) } av,
(tr-84)

Compte tenu de (II-40), l'équation proposée par Berveiller et Zaoai [3] pour les déformations

totales locales s'écrit :

e,,(ô = 4.Jljrijkr (;-;'l { cn,,",, e}" t}')- q*"E,-- ôckh,,d,; e-o(ï,) } uu'
(rr-8s)

Cette équation intégrale contient à la fois celle de Dederichs etZnller [7] pour les milieux hétâo-

gènes Gp(r) = 0) et celle de Mura-V/illis [11] [12] pour un milieu homogène plastique (ôe(r) =

0).

Nous allons I'utiliser dans ce qui suit pour traiter le problème de I'inclusion plastique et hétérogè-

ne située dans un milieu anisotrope.

b) Résolution de I'equation intégrale

Soient ellip les constantes d'élasticité d'une inclusion ellipsoidale de volume V1, limitée

par une surface S et située dans une matrice de constantes d'élasticié c.oip.

Nous désignons parS (resp. Êf) tu partie plastique du gradient du déplacemenr rotal de l'inclu-

sion (resp. de la matrice).9 (resp. pf) est supposé uniforme dans I'inclusion (resp. la matrice).
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A I'aide de la fonction d'Heaviside ôo.', (r) définie par (II-25), on a pour C (r) et ÊP (r) :

En reportant ces expressions dans l'équation intégrale (II-84) et compte tenu de (II-25)' le gra-

dient de déplacement total est donné par :

u,,,{i) = 4,: . Jjjo-',,ti-il { Âc**,,r,n,,f'; + cl,*.t'"",- Cn,*,,d-n } ou'

c(; = e" * d - e"l a; cil = g" + lcôl Ci)

Êo(i) = Ê.Po * 13' - gn") al tô = do + lgP ôi Ô

VI

Ju = 4. i (4-,* c,,*,) { c.,,,* *"- 4,."r0",,,- ocn*,rt^" }

(tr-86)

(tr-87)

(rr-88)

(rr-90)

D'après Eshelby, e est uniforme dans I'inclusion ellipsoidale. Nous pouvons donc remplacer

dans l'intégrale (tr-88), Ia déformation g(r) par la déformation uniforme gI'

On a alors en isolant les termes uniformes hors de la sommation :

soit en utilisant le tenseur T (tr-44)' on a :

u,,,{i) = 4,: + t,,*,(i) t C*,,""d*.- cî,.,'EI; ̂ckh"+^J

u,,,{i) = 4,:- JIIo-,,,,,ii) ov' { "t*,."*"- 
ci,*,FL,.,- ncn,",,.1,} (II-8e)

\

Enfîn, on obtient pour ies déformations et rotations totales dans l'inclusion ellipsoidale en rem-

plaçant T(r) par I uniforme :

rtu = nî. â (d,-, - t*,) t a-"- d,,*- cî*,tî,- nco,,*el" ] (rr-92)

La connaissance des déformations et rotations totales dans I'inclusion permet de calculer les dé-

formations et rotations élastiques à panir de :

e I I p
t . . = 8 . . - 8 .r J ' J {

e I I p
C D . . = O ) . . - 0 I ,

U U U

(rr-91)

0r-e3)
(rI-94)
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et les contraintes dans I'inclusion, comme suit :

"tu=Cuo{=C,,*(rl,-{) (tr-es)

La solution précédente contient évidemment les cas paniculiers examinés de I'inclusion plastique

(II.2.1) et de I'inclusion hétérogène (II.2.2). Toutes dépendent du tenseurf.

tr a été indiqué à chaque fois un calcul des rotations élastiques qui peut pemrttre d'accéder

aux rotations du Éseau cristallin, ou à la modélisation de la formation des textures de déformation

plastique dans les problèmes de plasticité des polycristaux métalliques [2].

Connaissant à présent le champ cinématique des déformations et le champ statique des contain-

tes, il est possible détudier l'énergie élastique du système constitué par I'inclusion dans la matri-

ce. La formulation générale du problème de I'inclusion plastique hétérogène s'accorde parfaite -

ment à I'utilisation de la méthode de I'inclusion plastique équivalente élaborée par Eshelby tl3l.
Les calculs d'énergie élastique constituent en effet un moyen efficace pour évaluer I'occuren-

ce d'une transformation de phase ou du changement de forme d'un grain.

11.2.4. Energie élastioue

Pour déærminer l'énergie élastique associée à la présence d'une inclusion plastique ethétÉ,-

rogène dans un milieu anisotrope, il est commode de remplacer le problème hétérogène et plasti-

que par un problème homogène avec des déformations plastiques fictives qui conduisent aux

mêmes contraintes et déformations totales que dans le problème Éel. Cene méthode de I'inclusion

équivalente a été proposée par Eshelby [13] et exploitée notammenr par O.F. Fehri [14].
Dans les problèmes d'inclusions, on étend cette méthode au cas où la matrice se déforme plasti-

quement et on donne alors les déformations plastiques fictives notées eÉU.

a) Formulation générale [141

Un solide de volume V est soumis sur sa frontière à des contraintes uniformes E,, et est le

siège d'un champ de défonnation plastique eP1 G) créant des containtes internes (o1i(r) - E:).

i

L'énergie élastique dans le milieu s'écrit :
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w = + JIJ "u,ô eirïr av
v G-go)

et d'après les décompositions (II-2) er (II_4) :

w =+ IÏou{i) ru'ri) - {c,ll av
v

l  f f f  r  -  . - -  I  f f f  r  n {
i J J J ou(r) u,r(r) ou - ; J JJ oû(ô duô av Çr_sl)

Vv

Par le théorème de la divergence, on a:

l f f f  . - .  ' i  1 i f  .1  r f f r  r  +Z J J J ou(r) u,r(r) ou = iJJ "u n, u,(i) or _ 
;JJJ "u,,o u,{i) av

vSv

et en tenant compte des équations d'équilibne (tr-2g), il vient:

w=,1 f f  
e  {  ^  l i f f  : ' .  n : '

tJJ ",j(') nu,(r) ot -|JJJ ou(i) d,,{i)av Gr_e8)
S y

où S est la frontière du milieu, et n (x1) le vecteur normal unitaire orienté vers l,extérieur. On a
par les conditions de frontière sur S :

o,jnj = XUn, sur S. 
G_99)

et en repa^ssant à I'intégrale de volume :

V /=1 f f f  
-  I  t f l'. -ZJJJ x,iu,;(r) dv -; JJJ o,,ti) dutit ov (r_100)

V V

EU étant uniforrre, et en posant :

r: = + JJJ r",rr,r + u,,,{r)t avr J 2 t v

I

I

I

(tr-101)

il vient en définitif pour W :

.'w = J Eu ,u + IIIo,,rô duri) ov G_ro2)2-  
v



b) Evaluation du tenseurE*

pour calculer le ænseurE* donné par @-101), on introduit un milieu homogène équivalent

de constantes délasticité C9g1, pour lequel on va évaluer la défomration plastique frctive coÛes-

pondante Et'G) assurant le même champ des déformations totales'

Pourunmilieuhétérogèneetplastique,onrappelleque(voirtr.2.3.)ladéfomrationtotale

locale s,écrit (tr-85) où ËT est la déformation totale à I'infini :

i(r] = 4 . IJJ r,,*, ti-?) t "*,,"Ô 
,["til - q,*""n"",- ôckr*,,(i; e*,,(ï) ] av'

v' Gr_103)

On définit alors la déformation plastiçe fictive ep* telle que :

v ie v , C,in, *nitô = c,p(ô d*,ô - Qr."En'"- oc*ô eo(ô (tr-104)

La déformation totale macroscopique E. donnée par (tr-101) est alors égale à :

4=+JIJ{côau

(tr-10s)

Le milieu fictif éunt homogène, on peut encore écrire :

ou encore :

"; 
= + JJI C+ 1iv + du ('i) dv

I

I
I
I
I
I
l
l
l
I
I
I

I
, ,

I
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I

-* # +d]
"ij 

= tij u

avec:

"î=+JJI'îo* ,t Éu =+lljdotôav

(tr-106)

(tr-107)

En effet, pour un milieu fictif homogène, on a :



t

I
el.fi = f,g, ootô

I'
I 

où Eo est la compliance Q'inverse de C), il vient donc :

I

I +JJJ*ôav-1,în,JJJ" r?ravl \ vv

I et lA/ llJu o1.;(r) dV n'est autre que la contrainte macroscopique Eu, donc :

+ JJJ { d) av = {,m xri
V

enfin sachant que (tr-66) :

sin >s = Ei

on peut écrire alors : E"ù = lN IIf,y e"U(r) dV.

En reportant dans (II-106), on a dans le cas homogène :

ri=Eî++JJJru.riav
v

et donc pour l'énergie élastique :

32

w = ] Ei5Eiv. i rrJJJ*;rô av iJJJ"rO duci av (r-r08)
vv

Appliquons le fonnalisme général précédent à des situations particulières de problèmes d'inclu-

sions afin de détailler les intégrales de (tr-108).



c) Cas Paniculiers

Les résultats précédents sont applicables aux problèmes d'inclusions et pennettent de re-

Eouver par une voie directe les résultats classiques dEshelby.

* Cas de I'inclusion plastique d'Eshelby flI'2'1'a)

Dans ce cas, le champ de déformation plastique gP(r) et le tenseur d'élasticité C(r) s'écri-

vent:

du ô = dij ô: G) et c,:"G') = C,jn,

On obtient pour l'énergie élastique dans le cas où !a matrice n'est pas chargee :

gy' = -; JJJ o,j (i) Ju av
\

(tr-10e)

Si I'inclusion de volume \ est ellipsoidale, oij est uniforme dans l'inclusion ellipsoidale.

Alors, on a:

1 r\{=-ivro'udu

Ceci représenæ l'énergie élastique d'une inclusion ellipsoidale ayant subi une déforrration plasti-

que uniforme et située dans une matrice non chargée'

Ce résultat est identique à celui trouvé par Eshelby'

I-es contraintes internes dans I'inclusion ellipsoïdale (tr-46) sont :

\

I
l
I
I
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otu = Crrn, (Sn-r, - Io*") {r'

Enfin on obtient:

gy' = - 
* u, O* (sn-" - L*") rn 

" 
d,:

(tr-110)

(tr-111)
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* Cas de I'inclusion plastique dEshelby-Krôner OI.2.1.b)

D'après le paragraphe précédent (II.2.1.b), nous avons :

I *u (ô = E, + ÂJ,, ol tô er c,i" ô = cu*,

I
I L^déformation plastique fictive gP* est donnée par (II-1&1) :

I vie v,d;(')= aJ,,oid)

| 
"", 

équations conduisent alors à écrire les intégrales dans l'équation (tr-108) sous la forme :

f f f o r -
I I l{<ilav = v, Âd*

J J J  U . ,  I  U
v

(tr-112)

l"
I
I

JIJ"u,ôduô av = JJJ"rôd,,av + JJJ"rOtlav = v,olud,, * w-v,l"fEou
vr v-vr

avec respecuvement :

- I  l  f f f  . - r . - -  M-  1  f l f - , :
"'u=qJJJ ouG)av er "I=qJlfr(r)dv

La contrainte macroscopique \ est donnée par :

E,:=*Jlj"'riav
= + JJJo,, (ô av + { JJJ "' tô av

vr ff-vr

=vrol+ff-A"i

Donc on tire d,i t

(v - vr) of; = v Eu - v, orl., G-113)
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On a alors potu la deuxième intégrale :

JJJ"TO futi ov = v E,EP' + v,otu rdu - {,1 G-114)
v

et les relations (tr-112) et (tr-l14) donnent pour l'énergie élastique :

w =| v >u (ni- dJ * j v, rru - "l,l rd,, - E|,)

Les contraintes internes sont données par (tr-67) :

otj = x,j * C,i*, (Srrrn,- I"^r,) C{" - gLl

et l'énergie élastique s'écrit :

w =)vr,,(eu- rî) -.1 u, cu*, (sn._- L*.) t{"- nful (d,:- Eî

et en posant :

wo = * u"u Gî, rî

On a alors :

w = wo - * u, cuo {S*r*,,- In*-) (e["- efu rdç nep G-11s)

* Cas d'une inclusion hétérogène ûI.2.2)

Dans ce cas, on a:

d (ô = o er c,jo ô = Cù" * Âc,j" ô: (ô

alors on a pour la déformation plastique fictive gP*, correspondante au milieu homogène équiva-

lent (tr-104) :



I
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vie v'  ci ;*,  {  ô -- À c1;ne" Cô oltd

Les intégrales de I'équation (tr-108) s'écrivent alors dans ce cas :

JJJ ";, 
du- ô dv = - v, aci;o 4,

Y

f f f + É âer JJJ "u 
(ô drj (ô dv = o

v

On obtient alors pour l'énergie élastique :

v/ = 
+ v rtj Eî - Iurr,i dn, ̂c**" ,t*" Gr-116)

* Cas général d'une inclusion plastique et hétérogène tI.2.3)

Dans ce cas, nous avons :

du ô = E|, + mi ol fil er c,:n, ô = C,.1*, + lc,,* ôl ô

la déformation plastique fictive s'écrit alors :

v ie v, ' ci*{tô = [d,*,d*, - cu"4, - ac,j*, q: ] o: ô

D'après Eshelby [6], el,j est uniforme dans I'inclusion Vl et le tenne que multiplie ôo"(r)

dans l'équation précédente est constant.

Ceci permet d'écrire les intégrales de l'équation (II-108), en tenant compte des équations

pÉcédentes, cornme:

JJJq-*ri av = v,({o{,- 4,*Fî,- ^c'o{, )
v

et IJJ"u,i{,ô or = v E,,EP' + v,olu rdç rPp
v
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Ces relations donnent pour l'énergie élastique :

w = wo+ i u,",, I fu*,Cn,-"{,"- nPu- dn ACnr"l* } +v,olurdu- EPul GI-117)

C'est l'énergie élastique globale d'une inclusion homogène de constantes d'élasticité d,

ayant subi une déformation plastique uniforme gP et située dans une matrice homogène de cons-

tantes d'élasticité f,, ayant subi une déformation plastique uniforme Ep et chargée à I'infini.

I I . 3 .  Conc lus ion

Nous avons examiné les trois principaux types de problèmes d'inclusions :

- inclusion plastique

- inclusion hétérogène

- inclusion plastique et hétérogène.

Nous avons exploité la technique du tenseur de Green pour transformer les équations aux déri-

vées partielles de ces problèmes en équations intégrales. Utilisant alors les hypothèses d'unifor-

mité des champs de déformations et conraintes démontrées par Eshelby pour une inclusion ellip-

soidale, nous avons obtenu pour chaque problème les champs de déformation totale gI, de rota-

tion totale gUI et de contrainte oI dans I'inclusion. Nous avons également indiqué le calcul de

l'énergie élastique.

Outre la défrnition du tenseur d'Eshelby $ lié aux déformations et parallèlement celle du tenseur A

lié aux rotations, nous avons signalé l'importance du tenseur fI qoi permet de déduire facilement

S et A, nous avons détaillé son calcul en annexes.

Ce chapitre nous a permis de nous familiariser au formalisme des problèmes d'inclusions

d'Eshelby-Krôner et va à présent servir de base pour introduire une nouvelle formulation qui doit

être considérée comme une extension des problèmes classiques d'inclusions.

I
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CHAPITRE III

EXTENSION DES PROBLEMES D'INCLUSIONS D'ESHELBY.KRÔNER :

LE PROBLEME D'INCLUSION A FRONTIERE MOBILE

III. 1. Introduction

III.2. Analvse descriotive du mouvement d'interface

III. 3. Slrnthèse mathématique

III.4. Problèmes d'inclusion à frontière mobile

III.5. Conclusion
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IfI.1. Introduction

I-es problèmes d'inclusions plastiques ou (et) inhomogènes présentés dans le chapitre pré-
cédent jouent un rôle central dans les méthodes dhomogénéisation du comportement des solides
microhétérogènes. Ils sont utilisés notamment dans les méthodes self-consistentes et fournissent
des résultats intéressants dans la recherche des propriétés effectives de nombreux matériaux mi-
crohétérogènes [1], [2]. Ces résultats sont valables tant que la fraction volumique ou la fomre des
différents constituants (phase ou zone affectée inélastiquement définissant des grains, etc...)
n'évoluent pas au cours de la transformation.

Il existe cependant de nombreuses situations dans lesquelles 1a microstructure du matériau
évolue par I'intermédiaire du mouvement des interfaces séparant les constituants. par constituant
nous entendons ici, les domaines dans lesquels la composition chimique, la cristallographie et la
microstnrcture sont uniforme s.

On peut donner une liste de ces différents problèmes :
- formation et propagation des bandes de "Lûders" : dans ce cas, l'interface sépare deux ré-

gions dont la composition chimique et la cristallographie sont quasiment identiques mais la matiè-
re en arière de I'interface a subi une déformation plastique

- maclage

- transformation de phase par diffusion et précipitation structurale
- recristallisation primaire et secondaire, et croissance des grains
- transformation martensitique.

Nous analysons un peu plus en détail ces deux derniers exemples.

Selon les traitements mécaniques et thenrriques subis par le matériau de départ, on distingue
plusietrrs évolutions possibles de la stnrcnre par rectistaltisation, à savoir :

. la recristallisation primaire [3] : pour un matériau déformé à froid, il y a d,abord un pro-
cessus de germination puis de croissance. I-es cristaux U" tr.ristallisation primaire se développent
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au détriment de la matrice déformée, ils sont d'une taille semblable

. la recristallisation secondaire ta] : à l'issue de la recristallisation primaire, certains cristaux

ont une tendance à une croissance préférentielle qui peut alors s'effectuer avec une grande vites-

se. Le phénomène de resristallisation est érroitement lié au déplacement des joints de grains. I-a

recristallisation secondaire est caractéristique des matériaux ayant été soumis à une forte déforma-

tion à froid (texture de laminage par exemple). Elle apparaît également au cours du traitement de

recuit ; la figure III-1 montre I'influence de la tempéran5e de recuit sur la fomte des grains'

l,es premières études sur le déplacement des joints de grains ont mis en jeu surtout des æsts

de relaxation. Il a été montré que la nature et I'amplitude des causes à I'origine du déplacement

dépendent de nombreux paramètres (structure, chargement'...) et qu'il était nécessaire de complé-

ter la parette des essais expérimentaux. on dispose assez peu de résultats quantitatifs concernant

Ie fluage et très récemmenr des essais de fatigue à chaud ont été entrepris par Raman er c/' [5]' trs

ont obtenu dans un aluminium de haute pureté soumis à une flexion cyclique un déplacement im-

portant du joint de grain : la figure III-2 montre clairement une corespondance entre I'amplitude

des déplacements successifs de la frontière et le nombre de cycles imposés'

2ème exemple : la transformation martensitique

Lors d,un chargement thermomécanique ou sous l'effet d'un vieillissement' l'une des pha-

ses se développe au détriment de I'auue par un déplacement de I'interface phase mère-phase pro-

duit. Des observations expérimentales successives sur des alliages en transforrration martensiti-

que ont été faites par des méthodes cinématographiques, aux rayons X ou au microscope électro-

nique. Elles montrent toutes que la phase produit se développe au sein de |a phase mère par le dé-

placement de linterface phase mère-phase produit :

- z.s.Basinski er J.W. Christian [6] ont étudié la transformation martensitique des alliages

Indium-Thallium, au moyen de méthodes cinématographiques et aux rayons X' Après un recuit

convenable, des monocristaux se ransforment par le déplacement d'une interface d'une extrémité

à I'autre. La frgure III-3 montre I'interface en mouvement.

- E. patoor et al. Fl onr fait des érudes par microscopie élecuonique sur un alliage theimoe -

lastique Cu-Zn-Al en transformarion martensitique. Ils ont obsewé le déplacement de I'interface

entre le variant de martensite formé et I'austénite (Fig. m-a). on présente une schématisation ex-

pliquant le mouvement de I'interface (Fig'm-t'

I
l
I
I
I
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Fig' III-I : structure micrographique d'une tôle mince d'acier extra doux calmée à I'aluminium(photos prises dans la direction transverse D.T. Attaque nital).
a : après un recuir à 650"C (30 mn)
b : après un recuit à 525oC @7 h).

Fig' Itr-2 : observation de la migration de la frontière du grain d'un aluminium polycristallinapÈsScyclesàla:
. température:593"K
. déformation : O.25Vo
. fiéquence :0.013IJZ.
La position initiare de la frontière du grain est marquée par ABC.
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I

Fig' III-3 : Mouvement de I'interface dans I'alliage ind.ium-thallium au cours d,une transforma-
tion marrensitique (X70).

Fig' IrI-4 : Développement d'un variant de mar:tensite par déplacement de lTnterface martensite-
austénite au cours d'une transformation martensitique d'un alliage Cu-Zn-Al.

Itr-5 : Schématisation du mouvement de I'interface. La phase produit tr se développe au dé
triment de la phase mère I par déplacement de linærface s.

tr

s

tr

s
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- Des observations récentes sur le même alliage ont été faites par T. Katata et H. Saka [g] et
mettent en évidence le mouvement de la frontière entre les variants de martensite.

on constate par conséquent, dans le cas de la recristallisation ou le cas de la transformation
martensitique, que l'évolution de la forme des constituants résulte simultanément du déplacement
d'une interface et de la déformation propre des constituants. Les deux exemples décrits sommai-
rement sont fondamentaux et présentent des implications technologiques importantes ; il apparaît
dès lors utile de développer des études qui prennenr en compte les phénomènes liés au déplace-
ment d'interface.

Un certain nombre de travaux ont déjà été proposés et relèvent plus d'une approche de phy-
sique expérimentale. chang et Read [9] observent dès 1951 le déplacement d,interface au cours
d'une transformation martensitique sur un alliage or-cadmium. Basinski et christian [6] ont décrit
également pour d'autres alliages le mouvement d'interface au cours de la même Eansformation.
Les premières études sur la recristallisation signalées par C. Jourdan [10] proposent des modè-
les simples et descriptifs de la vitesse de déplacement des joints de grains en se basant sur des
constatations expérimentales- Mais, conclut Jourdan, ces résultats restent phénoménologiques et
nécessitent de pousser plus loin les investigations à l,échelle microscopique.

Le présent travail a pour objectif, par une approche micromécanique, d,incorporer le dépla-
cement d'interface (ou le changement de forme des constituants) dans l'étude du comportement
des matériaux hétérogènes. on propose pour cela une généralisation des problèmes d,inclusions
précédents (déjà bien adaptés aux milieux hétérogènes) où on inclut explicitement l,évolution de
la géométrie de I'inclusion au cours de la transformation par I'intermédiaire du déplacement de
l'interface inclusion-matrice. Il s'agit, comme dans le chapitre II, d,accéder aux calculs des
champs de contraintes, déformations et rotations.

on élabore un nouveau type de problème d'inclusion pour lequel la méthode adopte, de la
même façon que pour les problèmes précédents, une repartition des déformations et rotations
plastiques uniformes par domaines d pour une inclusion ellipsoi'dale, SPo pouria matrice), mais
la résolution est plus complexe puisque, d'une part la frontière entre ces domaines peut changer
au cours de la transformation et, d'autre part, les valeurs de spet Bpo peuvent évoluer
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se présente comme une extension du problème d'in-

"le problème d'inclusion à frontière mobile"'

outre une bonne connaissance des problèmes d'inclusions dEshelby-Krôner (ch' II), cette

extension se base sur deux approches complémentaires que I'on détaille ci-après' à savoir :

- d'une part (III.2.), une analyse descriptive' du ressort de la métallurgie physique, où on

met en évidence la notion de vi Cette vitesse ProPre est reliée

par une "loi de comportement" à une force thermodynamique associée' Nous ne détaillons pas

cette partie qui est propre à chaque phénomène physique

- d'autre part @I.3.), une synthèse mathématique où on utilise judicieusement la notion de

dérivée propre pour décrire de manière grobare le problème de 'inclusion à frontière mobile'

cette description suppose connue ra ,,loi de comportement" décrivant Ie mouvement de I'interfa-

lÛl.2. Analyse descriFtive du mouvement d'interface

Les métallurgistes concentrent essentiellement leurs efforts sur l'étude de la vitesse de dé-

placement des joints de grains. Nous ne développerons pas en détail les diverses théories qui

visent à construire des ,'rois de comportement" possibles pour décrire le mouvement de i'interfa-

ce. ces théories proposent principalement deux types de relations donnant la vitesse de déplace-

ment de l'interface (notée W) à partir de la force motrice (notée D de ce déplacement :

a )so i tW=MF

b)so i tW=MF (n=cs te )

où M représente la mobilité du joint. Elle peut être décomposée en deux termes : une mobilité in-

trinsèque M1 due aux caractéristiques propres du joint (sa nature' sa courbure'"') et d'une mobi-

lité extrinsèque Mg (impuretés, température, "')'Mr et Mn sont reliés à la mobilité macroscopi-

que Mpar larelation :

111-=-+-
MM,Mt r



I

46

Cette mobilité dépend de la nature du matériau.

La force motrice (appetée quelquefois pression sur le joint) peut être introduite de façon

classique pir une approche thermodynamique : soit 1 et 2 deux cristaux d'enthalpie libre par unité

de volume égate à 91 et 92 et de volume V1 et V2. Soit S et g I'aire et I'enthalpie libre par unité

d'aire du joint. X définit la position du joint (Fig. III-6). L'enthalpie libre du système s'écrit :

G = vr (x) Br +v, (X) 82 + s (X) g

Si X varie de dX à température et pression constantes, on a :

dG
dX èI

dv' dv" ds
E-AZE- EE

r=(ez-r,)*-

Pour qu'il y ait déplacement du joint il faut que dG/dX < 0 ; si on prend pour la force motrice F,

la défrnition usuelle F = - dG/dX et sachant que dV2/dX = - dVr/dX, on obtient alors :

I
dS

odx

t

F est donc formé de deux termes :

Gz - gr) dvl/dx = teme volumique = force volumique = Fy

- g dS/dX = terme surfacique = force surfacique = F5.

Lorsqu'au cours du déplacement I'aire est constante Fs = 0.Fv > 0 si 92 > 91. Cette diffé -

rence entre g2 et 91 provient de la différence d'énergie interne ernmagasinée. Elle provient des

dislocations intnoduites lors de la déformation. La diminution d'énergie emmagasinée entraîne la

croissance du grain le moins déformé vers le plus défomté.

D'une façon générale, on a Fy = 0 lorsque les grains contiennent une densité de défauts

comparable et F5 > 0 lorsque I'aire du joint diminue. En pratique ces deux forces agissent simul-

unément mais elles ne sont ni d'intensité égale ni les seules.
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Fig. III-6 : Représentation schématique du déplacement unidirectionnel du joint de grain S limi-

tant les deux cristaux I etl.
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Au cours de la recristallisation d'un métal écroui, on peut observer l,acdon successive de
ces deux forces Fv et Fg' o"i, un premier temps, les germes des futurs cristaux se forment et
ceux qui atteignent une taille critique se développeront dans la matrice de façon isolée les uns des
autres : Ia force motrice est dans ce cas essentiellement de nature volumique (Fy). Dès que ces
cristaux entrent en contact les uns avec les autres, on observera un réanangement de ceux-ci dû à
une force motrice, cette fois de nature superficielle (F5).

Pour de nombreux autres exemples, il apparaît également que la relation (a ou b) est d,une
grande importance dans la compréhension et la maîtrise du problème de mouvement des interfa-
ces dans les matériaux hétérogènes. Le lecteur, pour plus de détails, devra se reporter aux articles
généraux rassemblés par C. Jourdan [10].

De façon plus générale, on peut remarquer que la loi (a) peut êrre qualifiée de loi de com-
portement linéaire tandis que la loi (b) est non linéaire. De là, on peut naturellement envisager des
lois de comportement autres qui distingueront des mouvements d'interface réversibles (exemple :
réorientation des variantes de martensite par mouvement d'interface entre variantes) ou des mou-
vements à seuil, réversibles ou irréversibles (exemple : plasticité de transformation, plasticité
classique).

Pour le cas de noffe approche micromécanique, nous supposons connue la loi de compor-
tement et nous retenons de l'étude microphysique l'aspect géométrique de Ia vitesse w du dépla -
cement des interfaces. précisons cette notion de vitesse géométrique :

- par exemple, au cours de la transformation martensitique, le déplacement de I'interface
n'est pas accompagné obligatoirement d'une migmtion significative d'atomes. Le déplacement de
chaque atome par rapport à ses voisins est de I'ordre d'une distance interatomique tandis que
celui de I'interface (Fig. III-5) est de I'ordre de ta taille de l'éprouvette. L,interface est donc mu-
nie d'une vitesse propre différente de celle des particules

- de même, dans le cas de la plasticité, I'interface ou le joint de grain est une paroi consti-
tuée de dislocations reparries géométriquement de façon à assurer la compatibilité du champ des
déformations totales (selon Ashby : dislocations géométriquement nécessaires) [11], [12] (dans le
cas de I'inélasticité, on généralise en parlant d'une répartition de quasi-dislocations). par consé-
quent' le mouvement de I'interface est lié à celui de ces dislocations et de fait, sera considéré en
tant que mouvement gômétrique.



49

Enrappelantl'objectifdutravailquiconsisteà'mieuxprendreencomptelechangementde

forme de l,incrusion, simultané à r'évorution du champ des déformations inérastiques, on conclut

de cette analyse descriptive que Ie caractère geométrique du déplacement dinterface est un aspect

essentier du probrème. c,est pourquoi, et sans qu'il soit nécessaire (-dans I'immédiat) de bien dé-

tailler la "loi de comportement" Oil = M F' ou autres)' on se propose de construire un modèle

dont une particularité essentie[e est de faire apparaître dans les calcurs cette vitesse géométrique :

la théorie de la mécanique des milieux continus [13] nous fournit pour cela un outil mathématique

parfaitement adaPté.

I I I .3.  SYnthèse mathématique

Dansleparagrapheprécédent,itapparaîtclairementquel'inclusion(etsafrontière)sontdé-

terminées en ranr que zones caracrérisées par reur déformation plastique (ou inélastique) prgpe

(traductiondeeigenplasticstraind.aprèslaterminologieanglaisesignaléeparMURAetinspirée

du terme allemand initial Eigenspannung issu d'une étude microphysique)'

Ceszonesaffectéesplastiquementdoiventdoncêtreconsidéréescommedesdomaines

géométriquesnonanachésauxparticulesdumilieuqu'ilsrecourrrenL

Dès rors,Ie problème consiste à suiwe r'évorution des contraintes et des défomrations tota-

les dans ces domaines en tenant compte de la combinaison possibre d une parL du changement de

forme de ces domaines (par un déplacement géométrique de reurs frontières) et d'autre pafi' de la

variation de la déformation plastique Propre'

Pourseplacerdansuncontextemathématique,ilsuffitdeconsidérerlescontraintes,dé-

formations et rotations comme des grandeurs A inconnues et la frontière des domaines coûlme

une variété géométrique de vitesse propre W'

Leproblèmeposéci-dessusS,énoncecolnmesuit[13]: ' ' I ls'agitdesuiwel'évolutionde

ces grandeurs A en des points ou sur des variétés ayant un mouvement propre défini par un

champ de vitesse w différent du champ de vitesse u des particules du milieu"'

\
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on introduit pour cela la notion de dérivée propre. c'est une dérivée par rapporr au temps
des grandeurs A définies à partir des domaines où l'une de leurs variétés a un mouvement pro-
pre (notion mathématique de dérivation par rapporr à un champ de vitesse arbitraire I13l ).

En d'autres tennes, il faut procéder à la dérivation propre de A suivanr le champ de vitesse propre
w.

on considère un système de coordonnées cartésiennes, dans lequel x1(t), x2(t), x:(t) dési -
gneront les coordonnées euleriennes d'un point M (X,t) du milieu à l'instant t. Les grandeurs A
et la vitesse seront écrites en variables dEuler (X,t) comme : A (X,t) et w (X,t).

on désigne par ô/ôt la dérivation par rapport au temps, obrenue lorsqu,on suit un point ou
une variété dans le mouvemenr propre défini par W (X,t).

MathématiquemenL la dérivée propre de A (X,t) suivant le champ de vecteurs vitesses
w (X,t) s'écrit, d'après le théorème de la dérivée des fonctions composées [13] :

ô A +_ 1X,t)
ôt

AA
ât

_4- â t

(X,t) + (W

+ 3
(X,t) * T' 

Z-J
Ct= I

(X,t).grad) A (X,t)

w" r*,0 A,o (i,t)
(III-1)

où ô/ôt est la dérivée partieile par rapport au temps t et grad est l'opérateur gradient par rapport à
la position X.

La formule (trI-r) montre que l'évolution de A (x,D provient de deux teûnes :
- le premier terme ôA/ât (X,t) qui représente la dérivée partielle de A (X,t) s,identifie avec

la dérivée de A (X,t) lorsque le domaine est fixe dans le temps
- le deuxième terme (w1x,g-grad) A (X,t) qui est un terme dû au mouvemenr, souvenr

appelé terme de convection, et qui n'est autre que la dérivée de A (X,t) suivant le vecteur w (x,0
à I'instant t considéré.

La grandeur A (X,t) peut être une fonction à valeurs vectorielles, réelles, tensorielles ; cela
ne pose aucune difficulté supplémentaire puisque le repère dans lequel on exprime les coordon-
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nées et les composantes est un repère orthonormé indépendant du point M et du temps t'

Lorsque A (X,t) est donnée par une intégrale de volume qui évolue au cours du temps' on

peut calculer |a dérivée propre de A (X,t) suivant V/ (X't) en tenant compte de |'évolution du vo-

lume noté: D (t).

Alors, soit à calculer ôA/ôt fX,t) avec :

(Itr-2)

où f est une fonction à vaieurs scalaires conrinue dans ra fermeture de D(t) et dérivable dans D(t)'

Lemme Ii3] :

Si le champ des vitesses est continu et dérivable, et si la frontière âD est lisse par mor-

ceaux, la dérivée propre de I'intégrale de volume (Itr-2) est donnée par I'une des formuies :

t).t as

(rrl-3)

où n désigne ia normale unitùe et extérieure à D(t) et dS est l'élément de surface de ôD'

Lestroisexpressionsdonnéessontéquivalentes.onpasseenparticulierdelapremièreàla

seconde en appliquant re théorème de ra divergence. on trouvera res démonstrations plus détail-

lées et plus rigoureuses en [13]'

La deuxième expression est suggestive : I'intégrale de volume ilio,,, aflat dV exprime la

contribution due au fait que f dépend non seurement de X mais aussi de t, c'est le terme que I'on

obtiendrait si ie domaine D(t) était f1;çe quand ]e temps varie' L'intégrale de surface

JIro<,1 f W.n dS exprime la contribution due au mouvement de la frontière de D(t) ; seule la com-

posante normale de w sur D(t) intervient dans re calcul de ce terme souvent qualifié de terme de

convection (Fig. Itr-7).

à  l f  |  -  -

A (X,r) = 
JJJ f 

(X,X',t) dv'
DG)

* d,n = JllË r*,*:,r u".il,,'(*,i;o * ri:

= JJJ# ,*,i;ù dv. Jl^j..* [r d'i:o fr'(i"')]d/'
- 
bio D(Ù

?

= JJJ$ t*,*;o dv'
- 

bio o=l D(t)
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-) _)
<---- W.n ôt dS

Fig. III-7 : Interprétation géométrique du terme de convection dans la dérivée propre.
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I-e résultat s'étend au cas de I'intégrale d'une fonction à valeurs vectorielles ou tensorielles.

* Notons bien que la dérivée paniculaire habituellement utilisée s'écrit :

#=%p.û Ë.ao,

où U désigne la viæsse des particules. tr est clair qu'elle est différenæ de la dérivée propre :

ôo =+.*.s1ao.
ôt c't

L'originalité de nore Eavail intervient ici clairement par le fait que nous utilisons la dériva-

tion propre.

La synthèse mathématique ainsi exposé répond bien à lbbjectif fixé au cours de I'analyse micro-

physique (III.2.) à savoir : faire apparaître explicitement la vitesse W et ce, de façon simultanée

aux évolutions des champs des déformations plastiques.

Même si, rappelons-le, nous ne maîtrisons pas dans I'immédiat la loi de comportement de

I'interface, il apparaît maintenant possible de reprendre les problèmes classiques d'inclusions vus

au chapitre tr et de les généraliserpar cette synthèse au cas des problèmes d'inclusions à frontière

mobile.

III.4. Problèmes d'inclusion à frontière mobile

Les formules générales ([II-1), (III-3) de dérivée propre seront appliquées aux problèmes

d'inclusions (ch. tr) en prenant comme mouvementpropre celui de la frontière inclusion-matrice.

Toutes les formules du chapitre II seront examinées cette fois en tant que grandeurs dépendant du

temps et de la position.

Nous procéderons systématiquement à leur dérivation propre afin de déduire l'évolution des

champs mécaniques. On présente ainsi les équations du problème d'inclusion à frontière mobile

et ce en tant qu'extension du problème d'inclusion (ch. tr).
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Pour cela, reprenons le cas général du problème de I'inclusion plastique et hétérogène.

L'équation intégrale est donnée pour le gradient de déplacement suivant (tr-88) :

u,,r(i =
^  |  |  |  r +

{,i* JJJG'*rr(r-r')
v,

Iac*,*r,r,r,"(i) * cl*"Ee"-- C*,*,r{r- } ov'GII-4)

Cette équation est valable à chaque instant t et on écrit de façon explicite :

I

u,r(i,t) = 4,,ro.JJJc,n,.;,Ëi,){ac"*^(0e,,-d',t)+ci,,",roEo,"tr)-C*,,n,.,(t)d,*{t)}ov'
vd,) (u-s)

Cette écriture générale en fonction du temps prend en compte les grandeurs qui évoluent, à sa-

voir:

a) les déformations plastiques EP(t) (inclusion) et Enig (marrice) : fonctions qui représentent

l'évolution au cours du temps de la transformation inélastique

b) le volume de l'inclusion V1(t) qui représente le changement de forme de I'inclusion au cours

du temps

c) les constantes d'élasticité eI(| (inctusion) et C(t) (matrice) : que I'on peut également considé-

rer, pour êue général, comme des fonctions du temps (certaines transformations de phases,

traitements thermiques, .. .).

On désire à présent suivre l'évolution de u6 en tenant compte simultanément de a), b) et c).

Pour cela il faut considérer dans l'équation (III-5) le domaine d'intéeration V1(t) comme le volu-

me des particules Vto(t) constituant I'inclusion en coihcidence à I'instant t avec le volume géomé -

trique Vlc(t) de la zone plastifiée. A un instant ultérieur t + Ât, les deux volumes Vro(| et V16(t)

auront varié de deux façons qu'il convient de distinguer : V1o(t) est changé en Vp(t) + dVlo(t) en-

gendré par le déplacement dty'dt At des particules tandis eue Vrc devient Vro + ôV16 ce qui traduit

une extension géométrique de la zone plastifiée gP au détriment de EP. Le suivi de cette zone est

assuré par l'évolution de la grandeur gP en des points ayant un mouvement propre défîni par le

champ de vitesse V/ différent de celui du/dt des particules. Mathématiquement cela revient bien à

utiliser la dérivation ô/ôt par rapport au temps lorsque la frontière ôV1(t) du domaine d'intégration

V1(t) s'anime d'un mouvement propre W (Figure m-8).
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Matricc

lnclusiq

P o
(t) , g- (t)

\

Fig. III-8 : Déplacement à la vitesse W de la frontière inclusion-matrice raduisant une extension

de la zone plastique.
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La dérivation propre de uili donnée par (III-5) s'écrit donc à I'aide de (Itr-3) :

I
I
I
I

$ cio = 
+ r .JJJ* [c*,,,r?-i,DJ[co,n{t)e,"tiï)+c[,"alEn "c.>cl*"{t)e}"{t) }av'

v(t)

-l[ cr,"nti-l,o $ {lq,,"tt)r^nd,t) * {,."{t)el"(o - cf,"'"ttl{"ttl } or

vr(0

. ÉJ["*'o,(r1ir) llcn*,,(t)e,,,,,(i',t)+clh"(t)EP,,"(0-d*"rtld,,-tt) ]wo(r"t)dv'
o=tu(,,

. ilJJ Gn,,j, ti-/,o I acn,-,,(t)e.,,(î',t)+clh"(t)EÏ*(t)-C,"-{t)J'',,{t) },o, woG"t)dv'
o=, ukr,

. Éff G *,,j, ri-/,ù { acn ."(t)e-,,t?',t)+{h"(t)EP,*(t) 
-C*,"ttld-"tt) } wo,o, Ë' t) ov'

o=t ui,, (rrr-6)

(I-e tensegr de Green G dépend du temps par l'intermédiaire de q(t)'

Cene équation intégrale fondamentale fait apparaître plusieurs termes qu'il convient de

commenter:

- le terme ôUo;;/ôt représente l'évolution au cours du temps du gndient de déplacement

total à I'infini ; il est lié aux conditions extériegres de chargement

$do 
=+o.JJJ*tc*,;,d-i,,1 {nc*,*"tt)r,,tils+c[""tt)Efua>cl,"tor;ttl]lav'

vr(r)

- ÉfjJfckijr(i-t'-,t) {lco",{t)r,,'Ê,t)+ci,,*tt)nP",tt)cl*"ttl{61}w"t?,gJ,o, dv'
o=1 vrtl

ou encore :
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I

- le temte

JJJ * [co'ti-i,t) [ Âc*,n-19e*,G',t) + {,,,.(t)nfu(,) - C**(t)J","(t) } ] av'
v(tl

exprime le fait que Q, g, gp, d et Ç dépendent du temps t et repÉsentent la dérivée partielle du

gradient de déplacement total u1; eui serait obtenue de façon classique pour un volume d'inclu-

sion Vl invariable (ce qui est traité dans le cadre des problèmes d'inclusions classiques (ch. II) où

la geométrie de I'inclusion ne change pas au cours du temps)

- le terme

3  . .

IJjjt"*uti-io { Âc*,*,,(t)e.,,t?',ù+cl,*"(,)E0,.-to-d*"41d","{0 } woG',ù1,o, dv'
cr=1 Ui,l

exprime 1a contribution due au mouvement.de la frontière de V1(t), souvent appelé tenne de con-

vection (et qui n'est autre que la dérivée par rapport au temps de uqi suivant le vecteur vitesse

w).

Remarque:

Il est facile de généraliser (III-6) au cas où les terrnes d(D .t gP(t) dépendent de la position r'

(grandeurs non homogènes), il suffit de les remplacer dans (Itr-6) respectivement Par C(t,O et

gP(r',t).

En général, la résolution de l'équation intégrale G[-6) est nès complexe et se heurte à de

nombreuses difficultés et ce n'est qu'avec des hypothèses simplificatrices que I'on arrive à obte-

nir des résultats pratiques. La solution exacte de cette équation nécessite des méthodes numéri-

ques très performantes.

Dans la suite, nous allons faire les deux hypothèses simplificatrices :

H1 : L'inclusion est ellipsoidale et les champs des déforrnations plastiques et les constantes

d'élasticité sonr supposés uniformes dans chaque domaine (EP(t) et E(t)) dans la matrice, gp(t) et

d(t) Aans I'inclusion)

Alors, dapÈs Eshelby la déformation totale est uniforme dans linclusion gl(0.
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IH2:Lapremière et la seconde intégrales de la deuxième égalité de l'équation (trI-6) dépendent
du temps par les fonctions g(t), el(t), e(r,t) et eP(t). La dérivée partielle par rapport au temps du
teûne tGtijt (r-r,t) {^cu-"(t)e(r',t) + co*-r(t)Ep*r,(t) - clo,rr,rlt;en-,r(t)} est très difficile à
effectuer. Le tenseur de Green G qui dépend du temps par l'intermédiaire de e"(D n'esr pas

connu explicitement dans le cas où eo est anisotrope, et par conséquent, la dérivée partielle par

rapport au temps de G est très difFrcile à expliciter ; I'intégrale sur âÇ,/ôt sera lourde.

Pour revenir au problème de base, nous considérons par la suite que les constantes d'élasticité 1;o
et $ n'évoluent pas au cours du temps. On a immédiatement ôG/ôt = 0.

Cette hypothèse est cohérente avec la transformation martensitique et d'autres phénomènes métal-

lurgiques (recristallisation. . . ).

En tenant compte alors de ces hypothèses (H1 etH2) l'équation (Itr-6) devient en isolant les ter-

mes uniformes hors de la sommation :

$ rio = uuil'I 
JlJc,.',,ri-i) ov, [o"n'""#n(,)* e,*n ]:'"',t - e,,"n H-"u,l

' 
v(t)

. Ijjj"*;,o,(i-r.)wo(i,t)dv' [aco,,"eln(t) + {,*"Eî"(,1 - d,."d"to I (n-7)
.'=l v(t)

3

. >Jjj"n',(i-r?)wo,o,(i,t)dv' [Âcn,.,,el"to * {,"rfu rtl - {*"d-"ro J
ct=1 v{t)

A I'aide de (Itr-3), il est utile d'indiquer la dérivation suivante :

*JJJ"*';, (i-i)av' = ÉffJt cu''o,êi)wo G,, t) * c*,,, {i-i) wo, o{i, t) J a v,
ôtJ J / 

-- 'J'

v(r) o=1 v(o (III_g)

Par conséquent, l'équation (Itr-7) peut être réduite sous la forme suivante :

* au = u$,,u, . Jjjo-,,,,ri-i)av,[a"*,.#1,(,) *.1,,"n aonî,'t,t - co,nn H,."u, ]ôt ôt 
vio

.'* t JJJcoo<;-,?1dv' ) [lco,nel"to * 4,,""E0.""(,) - co,""{"tt) 1 (o,-e)
v{t)

Le deuxième tenne du second membre de cette équation fait apparaître le tenseur T défini



59

précédemment (tr'44) Par :

'r r3'; 
JJJ ck.j, (irl dv', ig1 t.,, 

Vr<,1

(ru-10)

Le troisième rerme de I'équation (Itr-9) fait apparaître la dérivée propre de I'intégrale

(m-10) notée ôlôt et donnée Par :

ôr'j" 
(it) = - ô [ [ [o,* ,, {irj dv' GrI- 1 1)

ô t  ô I J J J  
t o ' r r '

v,(,)

Soit en utilisant (Itr-8) :

ut5 
(î,t; = É Jfffcn'1o,(i-i; 

wo{i',ù + cn,r,(rlù wo,o,{i,0l dv' (III-12)

| 
-ôt 

"=,iio

a A partir de (III-9), la dérivée propre du gradient de déplacement total s'écrit finalement,

I 
compte tenu des relations @-10) et (III-11) comme suit :

ôu . .  -  ôU: ,  â

I =u 
(r,0 = -ai11; + r,,"(i,t) tcn,*"+,*"u' - 

"i,,""|,tin(t) 
- ac.m" *,t'""u')

t . Y d,r)[C*,."*"to - 4,*"E0,*(t)-Âc*,,,,"4'"(,) ] tilI-l3)

I C'est une équation fondamentale et générale qui gère la solution du probième de I'inclusion

I plastique et hétérogène à frontière mobile.
I

i 
par l'intermédiaire de @-13), cette équation remplit les objectifs que nous nous sonrmes fixés en

! 
faisant apparaître explicitement et simulunément:

I

I
f- . les variations des déformations plastiques eP(t) et Ep(t),
| . la vitesse W traduisant le changement de forme de I'inclusion,

. la variation des champs cinématiques à I'infini Uij"(t).

Ce résultat est donc une étape fondamentale et il faut de plus noter qu'il se présente très pratique-
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Ce résultat est donc une étape fondamentale et il faut de plus noær qu'il se pésenæ très pratique-

ment sous la forme de deux terrnes (à part le terme ôtJo1;/ôt dans (Itr-13)) :

- le premier terme G tg âeP/at - I ôfp/ât - I C ôdla )) est classique et tient compte de
l'évolution de gP(t) et EP(t). On y retrouve le tenseur T qui intervient dans les formules

dEshelby-Krôner des problèmes d'inclusions (voir ch. tr). Il est calculé à chaque instant par les

techniques habituelles dans le cas général d'une inclusion ellipsoidale de fomre quelconque et
pour des anisotropies quelconques de la matrice (voir ch. IV et annexes) ;

- le deuxième terrne ( ôT/ôt I d ep - e" Ep - ̂ Cd ]) est nouveau et provient de l'évolu -

tion de la géométrie de I'inclusion par I'intermédiaire de la dérivation propre ôlVôt. Il est remar-

quable ici de constater que I'aspect "frontière mobile" est concentré de façon pratique dans le ten-

seur ô?ôt. Le calcul explicite de ce tenseur fait I'objet du chapitre IV dans le cas général d'une

inclusion ellipsoi'dale dans un milieu anisotrope.

Ainsi, à part le calcul des tenseurs T et ô]Vôt, la résolution du problème de I'inclusion à frontière

mobile se ramène à des opérations d'algèbre tensorielle courantes et on peut calculer à partir de

l'équation de base (III-13), les évolutions des différents champs de déformations, rotations, con-

traintes et de l'énergie élastique dans I'inclusion.

Détermination des taux de déformations et rotations totales

Notons d'abord par T1i;1n et T1ii1n respectivement la partie symétrique et antisymétrique

du tenseur Ti.p1.

La partie symétrique de ôui/ôt dans l'ftuation (Itr-13) donne le taux de déformation totale :

* Ë,u =+ * r(,jln,r;,,l [co"-+!2 - q,-"ry - acr,",'4,o fôt ôt

.+ tio [co,d,""ro - {r-rp."(t) - ̂ %""el*"c) ]

et lapartie antisymétrique donne le taux de rotation toale :

(m-14)
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ô<u.
_lr
ôt

(it) =+.r,u*tio [4*"# "+!1-Âco*#t
cm-15)

(m-16)

- 
ôtt,,\io 

[co,,-d*,tÙ - c"-',En,,,1,y - oa*""{al 1

Le taux des contraintes s'obtient en effectuant la dérivée propre de la loi de Hooke (tr-12) :

# ên =* ["tô {e tio - eo rio }]

En général, ces champs calculés ne sont pas uniformes et dépendent de la position r dans le mi-

lieu infini (inclusion ou marrice) par l'intermédiaire des tenseurs T et ôUôt. De la même façon

que dans le chapitre II, nous calculons ce champ de contraintes dans une inclusion ellipsoidale

V1(t). Ceci nous amène à déterminer les tenseurs T et ô-Vôt dans V(t)'

. Eshelby a montré que le renseur T est uniforme dans I'inclusion ellipsoidale et ne dépend

que des constantes d'élasticité C et de la géométrie de I'inclusion.

. Nous montrons également que le nouveau tenseur ôUôt est uniforrne dans une inclusion

ellipsoidale (voir chapitre IV et annexes) et ne dépend que des constantes d'élasticité eo et de Ia

géométrie de I'inclusion.

On note alors pour cês deux tenseurs :

V ie Vr(t) : r<?,0=C(,1
Gtr-17)ôr rio =du,

En tenant compte des équations (III-14), (m-15) et CItr-16), les champs des taux de déforma-

tions, rotations et de contraintes sont uniformes dans V(t) et seront notés respectivement

ôrdlo, (0, ôslYôt (t) et ùClôt (t).

Dans ce cas, ces équations deviennent pour I'inclusion V1(t)

ôtôt
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I
+t=+G)*4u,oro [4'*#-e-"ry-Âc**-5,'f Iôt ôt

. td'# 
[4,.d."rt) - {*,rfut,l - oq*""{to J (m-18)

!"c-, u, =S (,) * 4,,,n,(0 [c*-# - q,-" oht" - Âc**-40. fôt ôt

.4'Ë:-*" [c"-"d."tr) - q""ELal - o"*-,.lr,l J (r-le)

(m-20)

Dans la suite, pour condenser l'écriture, on supprime la variable t et les indices des tenseurs

correspondants :

notation indicielle : A1i (t) -> notation tensorielle condensée A.

Pour calculer le taux des contraintes internes, on tire d'abord ôdlOt à panir de (Itr-18) et on trou-

ve en le substituant dans (trI-20) :

et

*u,=c;;nt+r,r-$arI

#=o t t#*r'(e'# r"+).ff'(c'*-e"Ep-oed) ) .
.  - - 1

{r*r'ae}'#] Gtr-21)

où I est le tenseur unité d'ordre 4.

La solution proposée ici du problème d'inclusion plastique et hétérogène à frontière mobile est
générale et contient évidemment les cas particuliers d'inclusion plastique à frontière mobile et

d'inclusion hétérogène à frontière mobile, il suffit de prendre suivant les cas cités :



t'BroUtème d'inclusi : gP = f,P = Q

On trouve à partir des équations précédentes :

le charrp des taux de défonnation totale :

ôeI - ôd -r'o" ti ut' Â Ç eI
ôt ôt= ôt

le champ des taux de rotation totale :

ôsùI = ô4" _foe d ôt' ÂÇEI
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(m-22)

(trr-23)

gn-z4)

ôt ôt ôt ôt

où 1s et T" sont respectivement la partie symétrique et antisymérique de TI'

le champ des taux de contraintes internes :

ôE"
ôt* = * [ 3,^c1[r * rt eJ''

N.B. : Le fait d,étudier uniquement le cas de l'élasticité hétérogène peut paraître contradictoire

avec la notion d'extension de zone plastique (m.4.).Ici Ia zone doit êre considérée comme zone

définie par le mouvement des domaines élastiques'

2o oroblème d'inclusion plastique à frontière mobile, d = ço = C.

Dans le cas où l'élasticité est homogène, les formules précédentes (Itr-18), 6U-19) et (m-

21) sont beaucoup plus'simples (sans avoir à inverser le tenseu U + C ^ CJ, qui vaut alors

l,unite. Dans ce qui suit, on se limitera à I'hypothèse d'homogénéitÉ,des constantes d'élasticité et

on fera apparaître le tenseur dlshelby S qui est égal à T g dans le cas d'une inclusion ellipsoi-

dale. On calculera les champs des taux de contraintes, déformations, rotations ainsi que le taux

d'énergie élastique.



En rappelant les notations du chapitre II :

S=Tte

A=T"C

E=CE"

tenseur dEshelby

tenseur antisymétrique donnant la rotation otale à partir de la défor-
mation plastique

contrainte macroscopique.
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(m-25)

(m-26)

I-e taux de déformation totale s'obtient à partir de (Itr-18) :

ôeI=+.t(# #1 .*(n-Eo)
ôtô

le taux de rotation totale à panir de (Itr-19) :

*=S.^(# #1 .*G'u')

et le taux des contraintes internes à partir de (Itr-21) :

(m-n)

Les équations (Itr-25), (m-26) et (fr-27) ainsi obtenues peuvent être retrouvées par une méthode
directe en partant des équations du chapitre II et en procédant à la dérivation proprc ô/ôt de façon
à tenir compte des grandeurs qui évoluent en fonction du temps (à savoir les déformations plasti-
ques eP et EP). Mais, de plus, pour tenir compte de la variation du volume de I'inclusion \(t) par
déplacement d'interface, il convient également de dériver f, S et A faisant apparaître ôIVôt,
ô$/ôt et ô4/ôt. Pour bien marquer I'originalité du travail, il faut signaler que la plupart des études
précédentes, à notre connaissance, dérivent les équations du chapitre tr par la dérivée particulaire

classique d/dt en gardant C, S et A constants.

Ecrivons par exemple la solution dEshelby-Iftoner en tenne de déformation totale (tr-60) :

eI=Er+s(d-EP)

on procède à la dérivation propre de cene équation et on obtient bien (trI-25).

S=#.e(s-ù(# Hl .e*€.e)
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De même,les contrainæs internes données par (tr-67) :

sI=x,+cG.-Ufd-gPl

fournirait @-27).

Remarques:

Les deux méthodes de dérivation propre que nous avons qualifiées ci-dessus,l'une de mé-

thode directe, I'autre en passant par la dérivée d'une intégrale de volume (trI-6), ne sont équiva-

lentes que si on tient compte des hypOthèses d'uniformité H1 et H2.

Il est nécessaire cependant d'utiliser les formules de dérivation d'une intégrale de volume pour

accéder au calcul de ôIIÆt, ôVôt et ôA/ôt. On le détaille dans le cas général dans le chapitre fV.

Il esr également intéressant de suiwe l'évolution de l'énergie élastique associée aux contraintes

internes dues à la présence d'une inclusion ellipsoi'dale à frontière mobile.

Variation de l'énergie élastique : ôWôt

L'étude de la variation dénergie est un point intéressant pour les phénomènes de croissance

d,une inclusion. Il est en effer utile de rappeler (comme I'a souligné Eshelby) que le calcul de la

variation d'énergie élastique est une étape importante dès qu'il s'agit, par une approche thermo-

dynamique, de prévoir I'apparition (ou pas) du changement de phase, de la recristallisation...

Dans le cas où l'élasticité est homogène et en absence des contraintes macroscopiques, l'énergie

élastique par unité de volume est donnée par (tI-111) :

w --]d c*-rl (r-28)

Alors, par application de la dérivation propre ô/ôt à W, on a :

(d-E) (rtr-29)

d et ôdlôt sont obrenues respectivemenr à partir de (tr-67) et (m-27), le taux d'énergie élastique

s'écrit comme suit :

Y= iè(* "qJ ;*
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t

+= 
'i"uo(to-"- to-") { ('l "L)

ôd
nln

ôt *x*,'q)l
-1 "

2 
-iJrl

ôs*,rn,(s"_- rTJ(*u - r'u) (m-go)

Cette fomtule se présente sous la somme de deux termes. I-e premier est classique et pro-

vient des variations gP(ù et Ep(t). En général, il est positif et traduit une étape de stockage d'éner-
gie.

l-e deuxième terme est nouveau puisqu'il provient de ôVôt. On montrera dans une applica-

tion du chapitre V que ce terme peut devenir négatif ce qui traduit une étape de restitution d'éner-
gie. Notre approche nous permet ainsi d'accéder de façon originale à la compétition entre le sto-

ckage d'énergie et sa restitution : ce point est important dès qu'il s'agit de calculer le seuil d'appa-
rition d'une transformation.

Les formules des problèmes d'inclusions à frontière mobile ainsi exposées, il apparaît clai-
rement que les champs des taux de contraintes, de déformations, de rotations et la variation

d'énergie élastique dépendent, pour leurs calculs, de la connaissance des tenseurs f et ôff61. 1*

calcul de ces tenseurs est complexe en général ; au chapitre IV et dans les annexes, nous donnons

trois méthodes valables pour une inclusion ellipsoidale dans un milieu anisotrope :

- méthode de la transformée de Fourier,

- méthode des fonctions potentielles,

- méthode directe à partir des résultats dEshelby.

Le calcul de II est classique et déjà acquis par de nomb,reuses études U4l, [15], [16] et [17] ; on
y exploite notamment les techniques de calcul précédenæs. Il reste donc à déterminer le nouveau

tenseur:

+ (it) = i JJJ [o,*r,o, êil q d,,t) * cn' G-?) wo,o, 1ï,,e ] av,
ôt 7, vfo

On montrera, ce qui est remarquable, que le calcul peut utiliser les mêmes techniques indiquées
ei-dessus et ce, sans difficulté supplémentaire, et que ce tensenr est uniforme dans une inclusion

lipsoi'dale.

(+ *J.(

ôt
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[ I .5 .  Conc lus ion

La présentation cornpacte des problèmes dinclusions à frontière mobile montre que leur so-

lution passe en fin de compte par le calcul des tenseurs f et ôIVôr

Le modèle de l'inclusion à frontière mobile se présente donc comme un modèle très prati-

que car on tient compte explicitement du mouvement d'interface inclusion-matrice par le tenseur

ôII/ôt calculable (ch. IV) sans avoir à bien connaître la "loi d'évolution" de cette interface (ch.

m).
L'intérêt de ce modèle consiste en 3 remarques :

- sa facilité de mise en oeuwe ; on précise par là que les calculs qu'il induit ne sont pas plus

diffrciles que ceux des problèmes d'inclusions du chapitre II

- son originalité : cela provient du fait qu'on a combiné de façon tout à fait logique la notion

de d.éformation plastique à la notion de dérivation propre. La déformation plastique (ou inélasti-

que) est souvenr qualifiée, à juste titre, de déformation propre (eigenspannungen) ; il est naturel

de lui associer une dérivée propre définie par rapport au champ W de la vitesse d'extension de la

zone plastifiee

- sa pertinence : elle consiste justement à avoir porté son attention plus sur le champ de vi-

tesse W que sur la vitesse des particules. Il est effectivement clù que la compréhension totale de

l'évolution des hétérogénéités nécessite la connaissance du comportement pleple des interfaces :

cet élément d'information est directement lié à W.

De façon brève, on peut résumer le modèle comme une extension des problèmes d'inclu-

sion permettant de prendre en compre à la fois le déplacement d'interface (qui relève d'une loi de

comportement fournie par la microphysique du déplacement), la variation des déformations pias-

tiques (qui obeissenr à une loi d'évolution telle que le critère de Schmid pour la plasticité ou d'au-

tres lois s'inscrivant dans le cadre plus général de I'inélasticité) et les conditions de chargements.

On montre dans la suite, en concentrant notre attention sur le cas général de la croissance

d,une inclusion ellipsoidale dans une matrice anisotrop€, que ce modèle nécessite des calculs tout

à fait accessibles et classiques pour qui connaît bien les problèmes d'inclusion d'Eshelby-

Krôner.
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CHAPITRE rv

DETERMTNATION DES TENSEURS : II, g, À, ôII/ôt, ôvôt et ôÀ/ôt

IV.1. Cinématique de la transformation

IV.2. Méthodes de calcul

IV .2.1. Méthode de la transformée de Fourier

a) Cas de l'élasticité isotroPe

b) Cas de i'éiasricité anisotroPe

IV.2.2. Méthode des fonctions potentielles

lY .2.3. Méthode directe à partir des résultats d'Eshelby

IV.3. Résultats

IV.3.1. Cas de l'élasticité isotrope

a) Inclusion ellipsoidale quelconque

b) Inclusion sPhérique

c) Inclusion aPlatie

d) Bande

e) Commentaires et conclusion

IY.3.2. Cas de l'élasticité anisotrope

a) Inclusion sPhérique

b) Inclusion aPlatie

c) Bande

d) Commentaires et conclusion

IV.3.3. Conclusion
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Dans Ie présent chapitre, nous calculons les tenseurs T et ôUôt que nous rappelons ici : e

et

E T . . . .  r f  -  +  +  +  +- ^ i i t c t f , t )  
=  -  l l  G , - . . , ( r - r ' )Vg( r l t ) .ÉdS '

ô t  J J .  K r ' J r

àvr(r)

( n est la normale unitaire et extérieure à Vl(t) ).

La première intégrale dépend du volume de I'inclusion à I'instant t et la deuxième fait intervenir Ia

vitesse de déplacement de la frontière afin de rraduire le changement de volume Vr(t). Il apparaît

donc nécessaire cie préciser ia cinémarique ciu changement de la lorme de I'inciusion.

IV. l .  C inémat ique de la  t ransformat ion

Nous prenons le cas général d'une inclusion ellipsoidale dans Ia marrice qui se rransforme

en un autre ellipsoide. Ce cas parriculier de la transformation respecte les hypothèses d'uniformité

précédentes (FIr).

On considère alors, à I'instant t, le cas d'un volume ellipsoïdal dont les demi-axes sont

fonctions du temps (a1(t), a,,(0, a_?(t)). Les directions des axes propres de I'ellipsoide définissent

les æ<es du repère d'observation R (on ne considère pas ici une rotadon éventueiie cie I'inciusion

afin de simplifier les caiculs).

Dans ce cas,l'évolution de la zone plastique au sein du miiieu élastique anisotrope est régie

par la vitesse W de comPosantes :

ie ôvdt) \ryo rï,0 = *" 
i3 

ov-l)

(sans sommation sur I'indice grec a)

où âo = âaa/ôt désigne la vitesse d'évolution des demi-a,xes de l'ellipsoide(dans tout ce qui suit,

I'indice grec repété ne fera pas I'objet d'une sommation) .

P F ?t .  l l l ^  Z l l r r . r ''I'ijH (r,i) : - 
JJJ 

to,it (r-iJ sY

vr(r)
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I
I

Nous allons montrer que le calcul de ôI/ôt revient à celui des trois dérivées parrielles ôT/ôa"

(a = 1,2,3). Pour cela reprenons la définition de la dérivation propre en se plaçant dans le cas où |

le gradient des composantes Tilp S'âruule en raison de l'argument d'uniformité dans Ie domaine

<ie l'ellipsoicie tandis qu'en ciehors cie l'inclusion, W'est nulle (cela correspond. à Ia topologie du I

probième d'inclusion à frontière mobile).

Par la formule : I

Àr l=*r l*#.Ëar I
ô t "  d t "

on a pour notre cas :

ôTr.  ôT.- .- (r, t) =;1(I,t)
ôt

(rv-2) 
|

(rv-3)

L'équation (III-12) devient alors :

ôr' i* ' , ; , ,=âr, j*,  
( i t)=-f [o .  ,( ;- ; ,1*cir). i  os' (n/-4)

ô r  ô t  J J .  K r , J r

avr(r)

Si on tient compte de (IV-l), (trI-10) et du théorème de la divergence, (W-4) s'écrit encore:

âT , j * , t .  $ i t ^  l ^  r  r f r  ; i ? .  . - - .1
-;(r,t) 

= Lf tT,;* (t,ù - JJJ G*,,u",(r-r') xodV'J (w-5)
c,=l ct Vdo

ce qui doit êre identique selon la règle de composition des dérivées partielles à :

âTr +ôT-..
f  ( r , t )=  ) ,==( r , r )a  ( iV-6)
d E  - o a  c

9=l cl

puisque (voir Itr-10) T ne dépend, par G et eo, que de la position r, des composantes d.'élasticité

(constantes) et des dimensions ao (t) de l'inclusion.

L'identification entre (IV-5) et (IV-6) permet I'accès au calcul de ô!ôao par :

a t * t2 . , -  |  [ -  i  r ( f  ++  ' l
-?* (r,t) = 

% 
t tu" (t'ù - J{f,,o*,,u",,t-r') xo dv' J (w-7)

Le calcui de ôUôt nécessite en fait I'utiiisation de (W-7) pour substiruer ô!ôao dans (IV-6). Le
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tenne ào ét nt supposé donné par l'équation supplémentaire fournie par la loi de comportement de

l'interface.

Les mêmes arguments (uniformité dans I'inclusion et vitesse W nulle dans la matrice) s'appii-

quent également porir le calcul de ôVôt et ôA/ôt.

De la définition (II-48) du tenseur d'Eshelby S et celle (II-40) du tenseur de Green modifié f, on

a d'une part :

+ (it) = É F { run,cio . JIF,-*o,îi,') c,n,,*, *oN'}
c!=1 cr V(,)

Egalement en terrne du tenseur antisymétrique des rotations A (II-50) :

tTii' 
,i,, : É i {^,-,,,i,) -Jjj+,,"n,o ?i,') Ç,,*, *odv'}

(w-8)

rTV-q)

(rv-i0)

(ry-11)

(rv-r2)

(rv-13)

Cr=l Ct

d'autre part :

$do=i$rio."
C=l  o

et

v(t)

I

et

d'où :

Dans Ia suite, nous indiquons les principes de deux méthodes qui calculent les intégrales

des formules GV-7-12-13). I-es détails seront reportés en annexes.

Une rroisième méthode part directement des formules proposées par Eshelby.

Ces trois méthodes fournissent des résultas identiques mais certaines se révèlent plus pra-

$rio=i$c?,0i"
Ct= I Cl

# (i,t) = ,L { .*, ri,o .JJJrijmna,?,i') q'*,Lry }
cr c vio

ô A , * , -  1  f  +  f f l  + +  , )

fftt,o = i to'," (t,0 *J JJA;.",o, (r-r')Ç* x ô/
c cr vio
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I
I

tiques que d'autres suivant le type de calcul envisagé :

- dans le cas de l'éiasticité anisotrope, on conseiile la première méthode d.ite de Transfor- |
mée de Fourier;

- 1a deuxième méthode, diie des foncrions potentielles, permet d.ans le cas de l'élasticiré iso- |
u.ope, une écriture indicielle complète des résultats.

I
I

IV.2.  Méthodes de ca lcu l

IV.2.1. Méthode de la transformée de Fourier

La d.é:e;;nnatloil Ce T ei ô1"âao (c = 1,2,3) Connés respecdvene:tt p3.r (III-10) er (IV-7)

nécessite le calcul des deux intégrales :

a F a

rijkr (ir) = JJJ o*u, ('ï av'
v(t)

( IV-14)

(w-1s)
v{t)

Avec cette notation, àffiaos'écrit alors en fonction de ces deux intégrales :

== : (T -Tc ' )
daa \ -

d f r

crv-16)

Le caicui de T et f est complexe à cause de la présence du tenseur de Green, qui ne peut être

donné explicitement dans le cas d'une anisotropie quelconque. Une méthode numérique, pour le

problème d'une inclusion ellipsoidale a été proposée pour le calcul de I par Kneer [1] et reprise

par Mura [2], Laws [3] et Gharhemani tal ; elle consiste à utiliser la transforrrée de Fourier du

tenseur de Green et à intégrer dans I'espace k (conjugué de r).

Nous utilisons une méthode analogue pour le caicul des tenserrrs T et f dans le cas d'une inclu -

sion ellipsoidale dans un milieu anisotrope.

A partir des intégraies (IV-14) et (rV-15), on substitue le tenseur de Green G par sa transformée

r,fu tio = JJJ c*,,;,o(ii) x' dv'
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de Fourier, nous obtenons les composantes des tenseurs Ï tn-zs) et f" (A-26) dans i'inclusion

ellipsoidale ; les détails de calcul sont exposés en Annexe A :

et

ttuo = ryJJ r,*, rvr;i rÏi @'rx"r* Jrxl* {x?r>'to as
.t,,1 

s

,,o. -3uur%{ [ | x,xrxrora[ til r*rxl* ]rx?r* 4x?>-to as'i.yrr - 
4n JJ

vrlrir =i {ô,,.-#xn*} =i tô,*- 1 -J,xK}

on obtient les composantes des tenseurs t' (rv-tz) et TIo (1y-18) :

(rv-17)

(rv-18)

(rv-1e)

L'élément différentiel dS de Ia surface unité s et les vecteurs uninires xi sont définis en anne-

xe A.

On note un résultat important, c'est que f .t f" sont uniformes dans I'inclusion ellipsoidale ; ce

résultar a éÉ indioué précédemment par Eshelby au sujet du tenseur TI'

L,évaluation des deux intégrales (IV-17) et (IV-18) dépend du tenseur M-t (Annexe A) qui n'est

connu explicitement que dans le cas de I'élasticité isorrope : on obtient alors des résultats analyti-

ques. par contre, dans le cas anisotrope, les deux intégrales sont calculées par une méthode nu-

mérique classique (intégration par point de Gauss) et on obtient alors des résultats numériques.

a) Cas de l'élasticité isotrope

Appelons (!ro, Io) ou (Iro, vo; les constantes élastiques qui caractérisent le milieu isorro-

pe ; les composantes du tenseur d'élasticité sont données par :

c,l" = i'o ôijôkl + po çônô3,+ ô.;1ôl) '

Alors dans ce Ças la transfomrée de Fourier du tenseur de Green est connue explicitement [5] et

on apourLfl :

r|o = 
#lJ *,r, { 0,*-frf,r- } (4*', * 4x?,*4*1)-"u, (IV-20)
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a

.Io - 3arar\a,'lft,x,xl{0,.,frr4r*} (.îr 1* }rx?r. 4*1\t'u, (rv_zr)^ ijkr - 4n po JJ,

Les intégrales ainsi présentées sont valables quelle que soit la forme de I'inclusion (c'est-à-dire :

Y à1, a2,â3) ; nous envisageons par la suite les formes d'inclusions suivantes :

. Inclusion sphérique

Dans ce cas ai - a,2= â3 i on obtient les tenseurs TI et 1I" :

- I  1  i f  (  o  I  ' t
riin =o*oJJ t,t' t E'* -x:forxtxr j as

tli, = ;fr"JJ *,r' *1 { ô'*' ur*Lf,** } ot

(rv-22)

(rv-23)

Alors, il suffit d'effectuer les intégrales doubles sur 0 et g des fonctions rigonométriques de la

forme cos'0 sinmg ; les déuils de calcul sont présentés en Annexe D. Les résultats sont reportés

au DarasraDhe IV.3.

. inclusion ellipsoïdale

Dans le cas général d'une inclusion ellipsoidale (a1 ) ào ) aa), la déterr.nination des comoosanres

des tenseurs f et fo rc ramène au calcul des intégrales elliptiques :

avec

dy

.  - l
9=srn

) 7
n  â . - â ^

e t  ç ' - . !
, 7

a . -a -
I J

I
I
t

l

I
Ces intégrales ne sont pas connues explicitement dans le cas général d'inclusion (ar > az > a3) i
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on peut obtenir F et E explicitement en prenant des cas particuliers dinclusion, par exemple :

- le cas d'une inclusion aplatie (penny-shapê ! â1 = a2)) a3), on obtient des expressions

polynomiales quand K2 << 1

- le cas d'une bande (a1 + * æ,42 )) ê3), E tend vers 1'

L'annexe C constitue une étude remarquable et complète pour la mise en oeuwe des intégrales

elliptiques : leurs expressions polynomiales dans les cas particuliers d'inclusions, leur dérivée'..

etc.

Nous présentons dans IV.3. et en annexe c les résultats analytiques uniquement pour les ten-

seurs d'Eshelby S, â$/âao, les tenseurs des rotations A, ôA/âao dans le cas général d'inclusion

(ar > az > a:). pour les cas parriculiers (penny-shape et bande), on présente dans IV.3. les résul -

rars pour f, fo, ôTVâao, S, â$/ôao, { et â$/ôao.

ô. r r.É-9i j r-::a le" -ic'.r-.-î nh..-,.q 
"oul les :3nSeU$ II, S, A SC:l: bien :deniques à C:ux CSIC'J-

v i r  é  |  ç ^ ^ l l t  q u \ J  r w ù  t v ù u ^ l b l J  v v t v r r É J  f  
\

lés antérieurement dans les problèmes classiques d'inclusions.

b) Cas de l'élasticité anisouope

pour un milieu anisotrope, Ie tenseur de Green G n'est pas connu et par suite Ie tenseur

M-1 n'est pas connu explicitement : le calcul des intégrales (W-17) et (IV-18) ne peut pas êre fait

explicitement. pour cela, on fait appel à une méthode numérique d'intégration dite méthode de

Gauss qui consiste à remplacer le signe somme dans (IV-17) et (IV-18) par une sommation dis -

crète en utilisant les points de Gauss classiques.

Nous avons mis au point un programme informatique effectué pour déterminer numériquement

touslestenseursdéjàprésentésG,s,A)etleursdérivées(ôf/ôao'ô$/ôao'â$/âao)dansunesi-

ruation générale d'inclusion ellipsoidale dans un milieu anisorope. Le procédé de calcul est le

suivant:

Ie programme calcule d'abord les composantes de M-1 a partk de la formute (A-15) en se

donnant les constantes d'élasticité (isotropes ou anisotropes), puis par la méthode de Gauss, on

peut alors déterminer numériquement les composantes des tenseurs précédents en se donnant les

dimensionS ô1, &2, a3 de I'inclusion.

Dans le cas isotrope, pour valider le programme, nous trouvons des résultats identiques à ceux



i
77

I
I

trouvés analytiquement pour tous les tenseurs précédents et pour des inclusions de la forme :

sphérique, penny-shape, bande. I
Dans le cas anisouope, nous donnons des résuitats pour une inclusion ellipsoidaie dans un mi- |
lieu : I

- cubique (Cu)

- Hexagonal(Zn). I
I
I
I

IY.2.2. Méthode des fonctions potentielles

Dans le cas d'un milieu isocrope infini, le tenseur de Green G esr donné par [5] :

+ J  1  _  1  : : ,, r') = ô.,, _ _ lr_r,l ,ik (IV_24)\:,* (r-r / - ,;;E'x 
- 
ffi,1rrr-r 

Lr!

qui, substitué dans I'intégrale (Itr-10), fait apparaître T sous la forme :

; ' .  -1  -  a '  t t t  1  I  ô4  f f f - -rur1 (',r; =;*" ô*@ Jl,,m dv'+rffi@;q J JJr rt av'
v(r)

(rv-2s)

On note les deux intégrales ci-dessus (IV-25) par :

o cio = JJJ* ou' er v r?,0 = JJJ Ë-il av' (rv-26)
- -:  lr-r I

vjr) V,(,)

ce qui définit les fonctions potentieiles d'Eshelby O et y. Avec ces notations, on a :

- .  - 1  G  :  i .  1  -
Trjn (t,t) =0",r ô,* o;r (r,t) + 

""rf 
,r""r.,rjn 

(r,t) (ry-27)

Le tenseur d'Eshelby S s'obtient compte tenu de (tr-48) et dans le cas de l'élasticiré homogène

(on simplifie i'ésriture : O (r,t)) = O et V (r,ù = V) :

8æ (i-v) s,r*, = v,ijkl- (1-v) (@,.* ôrr* o j* ôo+ o; ôr, * o,o ô*/ - 2u ô*, o,,1

çnr_28)
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I
I
I
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de même pour le tenseur antisymétrique A (tr-50) par :

8r A;;u = g6 ôj, * g,n ô.;r - g;r ôo - g;rôx

Eshelby a calculé explicirement les fonctions potentielles @ et V dans unainclusion elli.psoidale ;

il a montré alors I'uniformité de T au sein d'un ellipsoide.

Dans I'annexe B, on donne les expressioons de O et ry pour une inclusion ellipsoidale quelconque

puis pour le cas particulier d'une sphère.

De la même façon, nous présentons P GV-15) suivant ' 
^

n ) .  -1  .  a '  i f  i  
* ;  

dv ,+  
I  =  =  =ô ' .  .

ir,r (',Ù =;nuoo'*âÇÇ{JIJ 
,tA 

t 
16æpo1r-v";dxp-ilNx

l f  |  â â

JJJ * lr-r'l dv'
v(r)

(rv-30)

(rv-29)

(rv-31)

(rv-32)

GV-3i)

(IV-34)

(w-35)

vr(r)

On définit deux nouvelles tonctions potentieiles par : o o

o" tio = IJJ 3 ou' et v' t?,,i = IJJ .; Ë-it av'
' 'Y l r - r ' l

v(,)' v(,)

Le tenseur f s'écrit avec ces notations.:

4,, (iù = + ô,o ct,^ tio * -+ {.. rio^ ijkl . ' ' ', 
4iclro 

:r! ,jtcr 
' ' ' 

i6npo(i_Uc ;' 
..i jktc '

Dans le cas de l'élasticiré homogène,les tenseurs $c et Aa définis respectivement par :

Sîu, = * tr,î-" + r,i") c-i*
L

- ri-"1 cm,,rr

s'obtiennent en tenant compte de (tV-32) : ',' 
r.

8æ(1-v) So = 
4,o" 

- (1-v) ({n"ô,,*@itoô*+ ôTrô,.*.oI,oô.in)

- z v itpuoôn

et

Aln = 
| ,t,],*

_6c
,jka

aæ Atu = o!oô.;r+ oloô,* ôo- @l,oô* (rv-36)
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I

Les détails de caicul de Oa et f sont présentés en annexe B : Oc er 1Ê sont trouvés explicite I

ment pour une inclusion ellipsoTdale, et on donne leurs expressions dans le cas particulier d'une

inciusionsp4lou". 

ssrrr rv vsr vqqvq'vr u urrv 

I

A l'aide des équations précédentes on a pu caiculer les tenseurs fo, So er Aa. Ces tenseurs sont 
I

uniformes dans I'inclusion ellipsoidaie. I

Ainsi on peut calculer les tenseurs âTI/ôao, âVâaa et ôgiôao à I'aide des relations que nous rap -

pelons ici : 

rrçr rçù rtr'ùsur ù u'\ tudst uo,Ude çL qëJeas a r aruç u'ËJ rsralrens que nous rap - 

|

.-I
OL _ I  , - I  - Icr ,. - :  I  U .= I , 2 ,3
da  a -

f l d

f a 1

; ' o  = -1 .G. -S" )  s .=1 ,2 ,3
d a a

o c

aA -  I  / ^  , rGr
âu-  

= ; ( l \ -A* )  s '=1 ,2 ,3
c e

Des expressions (W-33) et (IV-34), nous avons les symérries :

S9. .=S* . .  =S. .
uKr rJ lK J lKl

6c - Ag... = Ar.. 
GV-38)

^i.;tt - 
rJrK J'*r

De même, compte tenu des symétries des tenseurs S et A et de (IV-38) ; on a :

4s.. . .  4s.. . .  4s.. . .
r - l K l _  u l K _  J r K l-ea -Ta -Ta
.. cr .' 

rTV-3q\
4A. . . .  4A. . . .  4A. . . .l JK r_  u rK_  J rK r-âa --âa---Aa

c t c r c

Par cette méthode on arrive à des intégrales ellipriques du même type que celles obtenues par la

méthode de la transformée de Fourier dans le cas d'un ellipsoide quelconque.

On poursuit les caiculs pour les mêmes exemples que dans tV.2.1.a. (sphère, inciusion aplatie,

bande) en procédant de la même façon aux développements des intégrales elliptiques.

Les résuitats obtenus en [V.2.1.a ou IV.2.2. sont identiques mais les derniers se présentent de

façon plus condensée (IV.3.).

79f '
I

t .

(rv-37)
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I
I

Iy.2-3. Méthode directe à partir des résultats d'Eshelby

La solution du problème d'inclusion plastique a été développée par Eshelby [6] pour ré-

soudre cerrains problèmes relatifs aux champs de contraintes et de déformations des inclusions

dans une matrice infrnie.

Eshelby a calculé le tenseur S pour une inclusion ellipsoidale dans une matrice isotrope pennet-

tant de trouver la déformation totale gI à I'intérieur de I'inclusion, en fonction de la déformation

plastique gP :

g I=SgP ' (rv-40)

La déformation gI dépend de la forme de I'ellipsoide par I'intermédiaire du tenseur S que nous no -

tons S (ay a2, a3).

On a vu au chapitre Itr que I'exrension de ce problème d'inclusion plastique (cas d'une matrice

non chargée) fournit le taux des déformations totales dans une inclusion ellipsoidale :

ôJ .. ôsP , ôs ̂ p
- = u - î - Q

ô t  ô t  ô t -

où ôVôt peut être calculé Par :

ôs=igt
S, .çt dA cr
tJl d,= I ct

(rv-41)

(iv-12)

avec

(rv-43)

Le calcul de ôS/ôao par la fomre intégrale GV-43) est envisagé par les deux méthodes précédentes

(voir paragraphes IV.2.1. etil'l -2.2.).

Notre propos pour cene dernière méthode esr de panir directement pour le calcul de â$/ôa" des

résultats dlshelby relatifs à S pour une inclusion ellipsoidale.

Cela, en effer, se justifie en remarquanr que la formule dEshetby (IV-40) après avoir été écrite à

un instant t donné conrme :

asl-= -
âaa

o c l

dv' )
(  l l l  + r

ts-JJJ qf,o(r-r ')xo
v,
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et (ù = s (ar(ù, ar{ù, ar(ù) eP (t)

fournit par Ia dérivadon propre ôiôt la formuie (IV-41) précé<iente (à condidon cie bien prendre en 
I

compre la variadon de S en fonction du temps par I'intermédiaire des denri-axes ao(t) de I'ellip -

soide). 
I

Il s'agit donc de considérer le tenseur d'Eshelby S sous la forme d'une fonction S (a1(t), a2(t),

a:(t)) de telle sorte que : 
I

ôs=S ,t,
ôr àqt"' I

ce qui revient tout d'abord à calculer les composantes du tenseur ô$/ôao à panir de la foncrion

S (a1(r), a2(t), a3(i)).

Les résultats d'Eshelby fournissent les composantes du tenseur S pour une inclusion ellipsoidale

quelconque. Les expressions de ces composantes sont complexes car elles contiennent les inté-

grales elliptiques E (ao) et F (ao). Ceci nécessite le calcul des dérivées partielles de E et de F par

rapport à ao ; en effet, posons :

S=Y(a ,E ,F)
g

oir Y est une fonction tensorielle à variable réelle.

On obtient, selon la règle de composition des dérivées oartielles :

as aY.aYaE axaF
- :  f _ 3 -

Ea  âa 'âEôa  ôFôa
c l d g o

(rv-44)

Les détails de calcul de ôEiôao (a = 1,3) et ôF/ôao (cr = i,3) sont donnés en annexe C.

On s'aperçoit que ces tennes dépendent à nouveau de E et F. Par conséquent, d'après (ry-44),

les composantes du tenseur ô!/ôao dépendent aussi des intégrales elliptiques E et F (voir

rv.2.1).

Les résultas ainsi trouvés pour les tenseurs â$/ôao son généraux, ils correspondent à une inclu-

sion ellipsoidale quelconque. A ticre d'applications relatives à des formes d'inclusions particuliè-
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res (sphère, inclusion aplatie, bande) nous poursuivons les calculs de la même façon'que pour les

deux autres méthodes en procédant aux développements des intégrales elliptiques E et F (annexe

c).
Nous faisons de même pour le tenseur antisymétrique {donnant la rotation totale dans I'inclu -

sion en fonction de la déformation plastique gP

d=Aeo

Nous donnons â$[ôao à partir des résultats établis par [5].

On présente dans le paragraphe suivant pour ces trois méthodes les résultas pour le cas général

d'une inclusion ellipsoidale (a1 ) d2) a3) puis dans les cas particuliers (sphère, inclusion aplatie,

bande). On s'attache à monrer une bonne cohérence entre tous ces résultats et on met en évidence

des reiations de symétrie si elles existent liées à Ia géométrie de I'inclusion.

Il est à norer que les méthodes F.P. (fonctions porentielles) et D.E. (dérivation directe à partir des

résultats d'Eshelby) ne sonr envisagées que pour un milieu isorrope tandis que Ia méthode T.F.

(tranformée de Fourier) s'applique de plus à un milieu anisotrope pour Iequel nous disposons de

résultats sous forme numérique. Nous avons d'ailleurs tester le programme numérique (adapté

initialement à un miiieu anisorope) en le configurant pour un milieu isorope de façon à vérifier

ses calculs parrappon aux résultats analytiques.

On s'atrache également à vérifier les relations de symétrie induites par la structure H.C. et la

structure C.C.

IV.3.  Résul tats

Les trois méthodes résumées en fV.2. CI.F. : transformée de Fourier , F.P. : fonctions po-

tentielles, D.E. : dérivation directe à panir des résultâts classiques dEshelby) fournissent des ré-

sultats généraux concernant une inclusion ellipsoidale quelconqf (ar ) à2) a3). On donne de

plus des résultats plus explicites pour le cas d'une sphère, inclusion aplatie ou bande @ig. IV-1).
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Le paragraphe IV.3.1. rassemble les résultats analytiques obtenus par T.F., F.P. et D.E.

dans le cas d'un milieu isotrope (voir le tableau suivant).

Nous donnons en fV.3.2. les résultats numériques relatifs à un elliosoide dans un milieu

anisotrope. Ces résultats sont tous issus de T.F.

Le programme numérique correspondant est également appliqué au cas isorrope ; on vérifre

en IV.3.2. que les résultats qu'il donne sont identiques à ceux obtenus par les forrnules analyti-

ques. Nous constatons également que les expressions analytiques relatives à f, S, A sont bien

identiques à celles trouvées antérieurement par les problèmes classiques d'inclusions.

IV.3.1. Cas de l'élasticité isorrope

Les constantes ci'éiasriciré cie i'inciusion et cie la marice sonr cionnées respeciivemeni cians

le cas isotrope par :

clt., = rIô,,ô*, * pI (Qsô;1+ Elôjk)

Clogr = Àoô..ô*,+ po 1ô,*ô,,+ ô,,ô.;*)

où (II, LrI) er (lo, po) sont respectivement les propriétés éIastiques de I'inclusion et de la matice.

On inrroduit les coefficients de poisson défïnis par:

. . I -  L I  o  1oV=-+ -e lV= -
z iII+ pi; 2 (Ào+ pro)

pour écrire Ies constanies d'élasdciié eI et I sous la forme suivalte :

r  T r  ) v Ï  Iqto, = I,' L:+ ô,iô0, * ô,*ôi, * ônô;r.l' (1 -2v')

ci3n = *" [# ô,jô*, * ô,*ôj, * ouôsJ I
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Dans le cas de l'élasticité homogène, nous avons g = d - e en écrivant les composantes dans

le même repère.

a) Inclusion ellipsoldale quelconque (at > a2 ) aj ; isotrope)

On a vu précédemment que ladétermination des tenseurs ârl/ôao, aVAa" et ôA/ôao se ra-

mène aux calculs des composantes des tenseurs 1| 
"t 

1|". Les trois méthodes précédentes nous

fournissent resPectivement :

- T.F. : les comp,osantes des tenseurs TI (n-zS) et Tto (A-26) :

c , = ataz\ 
f Ir,*, \{ld) (4*?r. Jrxf,* 4*1,\- 

'o 
o,^ ijkl 

4n J J 
,"y"t

^  2  -  , - 5 D

dî., = 3arar%ao 
ll *,*g.',Ha]ô (4*?. Jr*?r* 4Ô ds^ i jk r  

4n JJ

L'élément différentiel ds et les vecteurs unitaires T,1 sont déf,rnis en Annexe A. La présence du

tenne (azrxzf ^2zT.3z* *ty tyfr (n = 3 ou 5) dans ces intégrales complique les calculs' Après

plusieurs intégrations par parties sur 0 et y, les calculs se ramènent à des intégrales ellipdques

(annexe C).

L,écrirure des résultats obtenus est très lourde : nous avons vérifié qu'ils étaient identiques à ceux

obtenus par la méthode F.P. qui, eux, se prêtent à une présentation beaucoup plus condensée'

- F.p. : les composantes des tenseurs C GV-Zî et d" GV-32) s'obtiennent par :

r  -1 -  -  I
Ï " - ,= jô , ,  O"+-V , ; ju- ijkl 4nfP'* dr 16æpoql-vo)

dft'=#ô*o,!o. **fu4*"
En utilisant les résultats de l'annexe B donnant les dérivées partielles des fonctions potentielles

@, V, @a et 1Ê intewenant dans les expressions de d et IIo' on obtient :
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a) at > az) àl

c) al = a2)) a3

Fig tV-l : Différentes formes de l'inclusion :

a) inclusion ellipsoidaie

b) inclusion sphérique

c) inclusion aplatie

d) bande.

b) ar -  d2=&3

d) a1 -+ + æ, à2)) a3

Æ\\y
a

I
- l '  l -  '
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I
I t6æpoçr-vo) Cro = - ô,,ô*,(Is- 

"1\*) 
- (ôuô*+ ô,,ôi1)(Ir- tltrr) * 4 1t-vo)ô,*ô,,I1

16æpo(1-v") C,,ï = 4 (l-vo) 
{ 

(ô,1r"* t ô,oô,otoo)

l, 
+( ô,, oo'*r * ô*,ô1In+ ô nôi*I n * ô,*ô.;rltr* ôt,ô*jltr* ôoa, t, *)

-z{(o,roroô*J*o*ô,oônoôj,Iro*ô,oô,oônjlro*ôjoô*oôulro*ô.1oô,oô*Iro*ôroô*oô,iIr.,)

*zu* (0."0;oôol*oo*ôioôroôjrlloo*ô,oô,oôj*Iloo+ô.1oôroô,,Iroo*ô,oô1oô*Iroo*ô,oô.oô,jlroo)

. 
i {u,,u*I*,o* ôn8j*Ino* ô*ôjJrro* ô.;nô,,Irro* ôj,ô*I,ro* ô*,ô,1Irno)'

Les coefficients 11, Irj, Iu* sont donnés en annexes B et C'

Alors, à partir de ces expressions, on peut déterminer en tenant compte respectivement des for-

mules (tr-48), (tr-50), (IV-37) Ies tenseurs S, A, af/ôa.,, â$/âao et ôS/âao'

I
f - D.E. : La dérivation directe par rapport à ao de I'expression de f ci-dessus impJique donc la

dérivation des constantes dEshelby 11,I2,I3.Laprocédure est donnée en annexe C. On obtient

des résultats identiques à ceux trouvés par T'F' ou F'P'

Dans le cas d'une inclusion ellipsoidaie queiconque, nous donnons uniquement d'une façon ex-

plicite les composanres non nulles des tenseurs âvôa" et ôMa".

pour ne pas aiourd.ir l'écriture des formules, nous remplaçons les demi-axes at, à2, î3 respecti -

vement par a, b, c. Nous indiquons ci-dessous les formules reladves à ôS1111/ôa etèA12121-da;

., toutes les autres composantes non nulles étant écrites en annexe C'



88

,)
( a - [- 

s.t* 7{"' 

"* "f ̂ b' 
- 3uo"o. a4b4 + b4c4 * Baau2.2]

L 
-63b2"o-+f""bo\5n

b c (F-E)

,2 ,3 ,  2o ) (a - c

à\ r r ,  
-  bc(F-E)  f  o^a  ̂ z-2.  n .?-2.  ̂ -2-A.  bcE (?^\ ' -b2r2- ]  

"2  
)|  -  r â  -  O  i  !  - ' 5  ^  A  - ' 4  - ^  l I _

da zça2-a\2ça2-cz)3t2\ '/ 
zbz-c\(az-a\ (î-"\3t,

. L  Z

ffiia:+b:-2ci1

Les résultats ainsi présentés concernent une inclusion eilipsoidale quelconque, nous allons passer

par la suite à des cas parriculiers d'ellipsoide.

I



89

b) Inctusion sphérique (a1 - a2 aj, isotrope)

- T.F. : dans ce cas particulier, les composantes des renseurs ! (w-zz) et ro GV-23) s'écri-

vent : 

c',-, =r [[ r * ' ','*] u''l 
ijn = 

^"_" J J x:xt I ôk- 
xrrf)

Cî,=:tt nf '  l=x,x*)as
uKr 4nrro , ,rxixl:" t 

Ôit- 
fr)

Ce sont des intégrales doubles des fonctions trigonométriques du type XiXj ... X,.,' Les détails de

calcul de ces intégrales sont reportés en annexe A. Les résultats de calcul donnant les composan-

tesdestenseursTI ,S,A, I lo ,aL l /âao 'ô$/âaoetô$/ôaosontprésentésàlaf indecet tesect ion

sous forme de tableaux.

- F.p. : Ies composantes des tenseurs 1I et 1'o sont obtenues à partir des fonctions potentieiles

calculées en annexes B et c dans le cas d'une inclusion sphérique :

r 1
C,-, = 

{ te - tovo) ôikôjr - (ô,,ô0,+ ôj*ôn) 
}rJKr gop"(t-v")

Ti.l, =^ ijkl 
Topo çl - vo;

ônjôn*2 ôj*ô,oô,o+2 ôuô*oô,o*2 ô,,ônoôro* 2 ô*,ô,oôjo+2ô.ô  ô  ]
J t  i a  k s J

De même dans re cas de r'éIasticité homogène (eo = c = e), les autres tenseurs s'obtiennent à

panir de f et f" :

I
I
I
I
t
I
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siirr =# iË;i,+ (4-5v) (ô*ôu+ ô,*ôo) ]
A,ro = o

",+:: ,,fu, {c o * 14v) ôuôo+ (10 - lav) (ôkôjr+ ôoôn)

+ (6-42v) ô*,ô,oôjo* 6 ô,jô*oô,o+ (- 15 + 2Iv) (ô,*ô,oô,o*

ô . ,ô .  ô .  +ô . ,ô  ô  +ô . .ô  ô  I  ]! jcl ke tx jcr lo Jt icr kcr' J

âA,,r ,  1 r
a,#=;{ô. ,ô.ô.  +ô. , -ô.ô. -ô. ,ô ô _ô. .ô ô }L dA ) t Jr ic kq, Jr ia la rr ja-kc 

-ik-;cr-la 
Jq

- D.E. : A partir des résultats généraux concernanr une inclusion ellipsoidale quelconque, on
peut obtenir des résultats correspondant au cas particulier d'une inclusion sphérique ; le procédé

de calcul est présenté en annexe C. Les résultats relatifs à t'o sont présentés sous forme d.e ta-
bieaux.

Nous donnons tout d'abord les résultats correspondant aux problèmes classiques d,inclusions,
on trouve les composantes non nulles des tenseurs :

-T

J J J o .t l t l l  =  L i c l i  =  1 3 3 3 3 = ( /  -  I U v  ) T

frrrr=frrrr= 4,r, = 4r,, =frrrt=fttzr= -T

t',.rr.r= 4rr, =lrt r=frrrr= t 'rrr, =lrrt = (9 - 1o vo) 1

lrrr,,= 4rr, =frrrr=ù,,,,r= Cr,r, =lzzzz= -ï

I

30po 11-vo;

Ces résuitars sonr identiques à ceux trouvés par Beweiller et Fassi-Fehri t5l t7l.
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S : (composantes non nulles et respectant les symétries (tr-51))

Srrr r  =  Srrn= Sl : l :  -  A -5  v)  ô

srrr, = szztt = Sl:tt = sttgg = szztg =sgzzz= (5v - 1) ô

Srzr2 = Szzzt= Sr3rg = (4 - 5v) ô

avec

Ces résultats sont identiques à ceux établis par Eshelby [6].

Â=C

Ce résultat est identique à celui établi par Berveiller [5] ; selon la formule

Q I=AgP

reliant la rotation totale de la sphère à sa déformation plastique, on vérifie que la déformation plas-

tique quelle qu'elle soit n'engendre aucune rotation de la sphère lorsque l'élasticité est homogène

isotrope.

Les tableaux qui suivent concernent les résultats successivement pour t'o, ôII/âao, ô$/ôao,

ôUôa".

ô= 
1

15(1 -v )



92

Composantes non nulles des tenseurs fo (s. = Lr23) (at = a2 = aj, isotrope)

Les tabieaux ci-dessous peuvent être obtenus par T.F., F.P. (voir annexes A, B, C).

Pour cr = L,2,3 (exemple t TIlitrr = A, TPt'1 = B, TBttzz = D)
(ijxkl) + I 11
\ l t - -

11 A,B,B c,cp C,D,C

22 C,C,D B,A,B D,C,C

a -
J J C,D,C D,C,C B,B,A

22 33

co--+
iikt I TII TN T13

32

ijkl

^w.r->
TI' lz T13ur(

*
221 C C D

2LT2 C C D

T33L c D c

3113 C D c

2332 D c c

3223 D c c

avec: B = i/[70po(i-vo)]

A=(TI  -42vo)p,  B=(11 -  lav)  p ,  C=-3 Ê
D=-F,  E=(39-42vo)p,  F=(13-14vo)p.

l t Âv
2tz B E F

12 l E B F

3t3 B F E

131 E F B

J L J F B E

32 F E B
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I

Composantes non nulles des tenseurs âf/ôao (a =Lr2r3\(at= ct2= ctjt isotrope)

Les tableaux ci-dessous sont obtenus par : ôTVâao = Uasfft - f9

pour cr = 1,2,3 (exemple : ôT1111/âat = P, aTlrrrr/âa, = Q, âTl113y'âa, = p;

a., r j3
/ . L ' Jqj) kl --> 11

v
11 P,Q,Q R,R,S R,S,R

S'R,R22 R,R,S Q,P,Q

33 R,S,R S,R,R Q,QP

_  r -  I  -  t  ^T t
af/ôa- + ar ôr- d'

u - -

arlaç )
T

aT-
iikl
T

ô. , ay ôt ,

V -
t22! R R S

S

;

;

R

2rt2 R R

1331 R S

3113 R s

2332 S R

3223 s R R

avec :  1= 1/ [105atpo(1-vo)] ,  P = (-  16+28vo)11'  Q=(8 -  14vo)t1

R=1 ' l  ,  S=-2q  ,  T=(15-14vo)n

U=( -27+28vo)q  ,  V=(12-  14vo) t1

#

i

iiF
âu, è^, ôa.

Y -

tz12

2121

T U V

U T V

U

;

1313 T v

3131 U V

2323 V T v
T3232 V U
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Composantes non nulles des tenseurs ô$./âao (a = Lr2r3) (at = d2! dj, isotrope)
Les résultats ci-dessous sonr obtenus par ôVôaa = ôIr/ôaa. Ç ou un développement limité de
â$/âao obtenu pour un ellipsoide quelconque (D.V.L.).

105 a, (1-v) ôS;ip/â", r 
_

(ijxkr) -> i 1 22 33
\r
11 -32+28v 2-2W 2-2W

22 2+L4v i6-14v -4+14v

- ^
J J 2+l4v -4+I4v 6-14v

105 a, (1-v) âS11i/âa2 :

('jxkl) -+ 11 22

v
11 16-i4v 2+l4v -4+l4v

22 2-2W -32+2N 2-2W

a a
J J -4+I4v 2+l4v 16-14v
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J J22

I
I

105 a1 (1-v) ôS1g/âa3:

(rjXkl)-+ 1t

I

I
i '

Y

11 16-14v -4+l4v 2+14v

22 -4+l4v 16-14v 2+I4v

4 4
3 J 2-2N 2-28|/ -32+2N
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Composantes non nulles des tenseurs ô{/ôao (ct, = 1,2,3) (at= e2= ajt isotope)

Les méthodes utilisées sont soit par aA/aac, = âIYôa., ' e ou D'E' ou D'v'L'

5 a1 ôAs;ç/ôa1 :

5 a1 âA;.;s/ôa2:

5 a1 ôAry./ôa3 :

\

I

(ijkr)-+
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c) Inclusion aplatie : (at - a2 )) aj , tsotope)

Nous obtenons les composantes des tenseurs !I S., À To, â$/ôao et ôg/ôao en tenanr-

compte de la géométrie particulière de I'inclusion (àr = az >> a:). On procède à des développe -

ments limités sur les intégrales elliptiques E et F comme indiqués en annexe C. (D.V.L.)

On donne les résultats suivants.

Composantes non nulles du tenseur f

J J (13 - 16 vo;æcr J I -2vo . (4vo- 1) ra
^  

l l l l  
^ 2 2 2 2  

^  ^  r r J J
64po11-vo; 2iro11-vo; Bpoçl-vo;

J J J J -Ics.
tr|zz= Lzzrr= Lrz2r= L2rrz=

64po 11-vo;

J J J J -f iq,
^ r133 ^3311 ^2233 ^3322 

l6po(l_vo)

J J (15 - 16 vo; rccr
't2t2 '212t ',

64po(t-vo)

J  J  C9+8vo) rcc r  1
- : -  L -

I J  I J  L ) L )

16po(1-vo) po

J J J J -18s.
i1331 = ^3113 = '3223= '2332='2J 

t6po(t-v)

J  J  ( 3 - 4 v o ) n a
J I J I  J L ' /

16po1l-vo;
q

â V € C C [ , = i
8l

A notre connaissance, ce résultat n'a pas été établi ultérieurement sous forme analytique.

Dans le cas de l'élasticité homogène (9 = er = e), le tenseur dEshelby S et le tenseur A s'ob -

tiennent à panir de fI :
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$" "=s^^^^=q8v)nc r  ô  <  (2v - l )na
r l l l =Jzzzz=  3 r ( i * )  

' ù3333= l t  
40* )

S  ^  (8v -1 )æs 
.s  -s  (2v -1 )æct

rrzz= ù2211 = 
34r"") 

' ùn33 = ù2233 = 
l-""-

Srr,, = sttzz= 
* 

(t - to" 
13 

"") ,

S""=t#' S"" =szzzz=i(.tff )
â, 2-7

aveC Q. = -/
â t

Résultats identiques à ceux indiqués par Mura [2].

Composantes non nulles du tenseur S (a/ = a2 >> aj ; isoyope)

Composantes non nulles du tenseur L(at = a2 >> aj ;  isotrope)

Arrr,  = At33t =I-1""

Auu-- Arrrr=*-i""

\
a V e C  Q = J

a l

Résultats identiques à ceux indiqués par Berveiller [5].
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Composantes des tenseurs f" (ct = Lr2r3) (aI = a2 >> aj ; isotrope)

pour  c  = I ,2 ,3  (exemple tT i l t r r r  =p ,  T l2 t t t t  =Q,TBt r t t  =o)

i l J J

f

(ijxkl)+
v
1: P,9,0 xrxr0 2,Y,0

22 X,Xr0 Q,P,O Y,2,0

33 2,y,0 Y,2,0 rrrrc

TN

fa
TN

c' TI3

I
I

c' TI3

ijkl
\y

t212 q s 0

2127 s q 0

1313 t V d

3131 u w 0

2323 v t d

w- u 0

iikl
il/

t22r x x 0

2L12 x x 0

1331 z v 0

3113 z v 0

2332 v z 0

3223 v z 0
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I

I
I

avec :

c = (1 - 2vo)/12;to (1 - v")l

À  -  t  h t o
a ,  -  r / | t

ô = rc ar/llzïyto (1 - vo) a1l

p = (57 - 72vo) 6

q= (2I  -  24 vo) ô

r=8( -3+rZvo)ô+C

s=(69-72vo)ô

r=2( -51  +48vo)ô+d

u=2(27-36vo)ô

v =2 (-  51 + 48 vo) ô + d

w=2(9-12vo)ô

x=-3ô

Y=-6ô

z=-18ô

I
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I
I
I
I
I
T
I

Composantes des tenseurs âf/âao (cr = 1'2'3) (at = a2 )) a3, isotrope)

pour a = L,2,3 (exemple : âTlrrrr/ôat = Pl, ôTlrrlr/âa2 = q1, âTI11ztlàaz= zz)

(ijxkl)-+
.L

11 22 33

V

1 Pr'1'o ô,ù0 Yr''2

22 ô,ô,0 l,Pr,0 7,Yr,0

33 Yt'zr'o 'tYr,'o r r r r c
1 1 1

d-*
dls, ,ât'

l?a
ad-aa 

lijkr
* -
t22l

2 t t2

1331

t  :  - . .

d

" i .  1 .
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avec:

ô = æ ad[128 po (1 - vo) a1J

cr=16(4vo-1 )ô

dr=8C9+8vo)ô

pr=( -31  +40vo)ô

er=(5 -8vo)ô

r l=8(1 -4vo)ô

s1  = (9 -8vo)ô

t r= ( -39+40vo)ô

ur =2 (21 -  16 vo) ô

v r :2  ( -  15  +  20  vo)  ô

wr=2  (15  -  16v" )  ô

x r=2(3 -4v" )ô

Yr=10ô

z t= -ô

h .=  -  2ô
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Composantes non nulles des tenseurs à$/âao (a = lr2r3) (at = ct2 )) aj, isotrope)

8 (1 - v) a21læa3ôSi1p/ôa1 :

8 (1 - v) *1/æa3âSiip/ôa2 :

33

(û)Gl) 22 33

l l (-31+2tu)/8 (1-20v)/8 s(r-:Z/-)t4

22 (1+4v)/8 (sav)/8 (2/-r)/4

33 (5+8v)/4 (-1+8v)/4 T-}/

(rjXkl 22

1 i (5-4v)/8 (1+4v)/8 (2v-r)/4

22 (1-20v)/8 (-31+2&)/8 s(L-2u)/4

33 G1+8v)/4 (5+8v)/4 (1-2v)
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(8/æ) (1 - v) ar âS;3p/âa: :

33(ijxkl 22

11 (13-8vy4 (-1+8v)/4 2v-l

22 (-1+8v)/4 (13-8v)/4 2v-I

J J -(1+4v) -(1+4v) 2(2i,-r)
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Composantes non nulles des tenseurs â$/ôao (a = lr2r3) (at = d2 )t aj, isotrope)

l6a12l3ra3 âA1ip/âar :

rc{nm, âA,,*, Da 2:

8arl3æ âA1ir.r/ôa: :
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d) Bande : (a1 + aæ , a2 )) dj, isotrope)

A partir des résultats généraux concernant une inclusion ellipsoidale quelconque, on peut

obtenir les résultats qui correspondent au cas particulier de la bande ; la méthode de calcul est

présentée en annexe C.

Nous donnons les résultats suivants :

Composantes non nulles du tenseur $

(3-2v) u
s.rrr"

2 (l-v) a,

(2v-1) a, v a,
q = e = v - J' 2 2 3 3  

' ) / 1  r , \  ̂  
'  - 3 3 1 1  

1  r ,  / 1  r , \  n
L  \ t - Y  )  a 2  r - Y  \ t - v  )  a 2

s =  
u% 

s  =-L- (1+2v)a,"221r 
(1-v) q 

' '3322 
l-v z(r-v)4

1  a^  1%sr,rr=;-trr, sr:r:=;-;

u
a _ Jurzr2 _ 

4

Résultats identiques à ceux indiqués par Mura [2].

Composantes non nulles du tenseur A

a"
a - ' :" r2rz  2 a

, -
A r . r "  = ;

/

^1%^ -
-1r?l?

z 2 (1-v) y

Résultats identiques à ceux indiqués par Berveiller [5].
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Composantes des tenseurs â$/âao (a = Lr2r3\ (at + t æ, a2 > aj, isotrope)

ôS1;p/ôa1 = 0

2 (1-v) *2/a3âS1ip/âa2 :

2 (1-v) a2 âS1ip/ôa3:

33+
J

22

I 0 0 0

22 -N -3+N T-}/

33 2v l+N t -2v
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Composantes non nulles des tenseurs ô{/ôao (s = Lr2r3)

2 (1-v) *z/EâA1s/ôaz:

4 (1-v) a2 ôA1ip/ôa3 :

On reporte le bilan de ces résultats en fV.3.3.

I



I

I

I
I
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Commentaires et conclusion

Le nombre de résultats exposés est important. Il se pose donc la question de vérifier la co-

hérence de tous ces résultats. Pour ce faire, l'utilisation du tableau initial IV.3.1. permet de cons-

tater que la plupart de nos résultats sont obtenus par des méthodes différentes, ce qui est un élé-

ment de validité ; donnons I'exemple de calcul de â$/ôa., pour une sphère où trois méthodes sont

employées:

t) ôVâa", = ôT/âac, C

il s'agit de reprendre la partie symétrique du tenseur âtl/ôa" calculé à partir de II et fo tel

que : âTlâ U: llacd - f9 et où f et fo sont déterminés par la méthode de la transformée de

Fourier (T.F.) (voir annexe A).

2) F.P. : on détermine les fonctions potentielles O, V, (Do et r1Ê pour calculer f 
"t 

1" (voir an -

nexe B), on calcule ensuite âTVôao = UaaC$ - tbl puis enfin â$/âao = ôTt/âao C.

3) Nous utilisons les résultats d'Eshelby relatifs à S pour un ellipsoide quelconque, on dérive par

rapport aux paramètres as et on applique les résultats trouvés au cas de la sphère.

N.B. : D.E. correspond à un travail en "ligne" dans le tableau tV.3.1. en ce sens qu'on part

d'un résultat situé vers la gauche du tableau et on arive à un résultat situé sur la

même ligne mais à droite du tableau.

D.V.L. correspond à un travail en "colonne" en ce sens qu'on part d'un résultat situé

en haut oour arriver à un résultat dans la même colonne mais sinré plus bas. D.E. et

D.V.L. constituent pour une case donnée deux méthodes qui partent de lieux diffé-

rents mais arrivent au même résultat

La cohérence des résultats ainsi trouvés constitue donc un argument de validité. Un autre moyen,

simple et efficace, consiste à porter son attention sur des propriétés de symétrie du milieu isotrope

: le moyen est efficace puisque ces propriétés sont indépendantes de tout calcul.

Au préalable on a contrôlé que les propriétés classiques (tr-51) :

. 
S,jn = Sj*r = S,j*

I

e)

I
I
I

I
I

(*)
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sont bien respectées par les composantes que nous avons calculées pour S. De même, les ten-

seurs ôSÆa., vérifrent les propriétés suivantes CIV-39) :

as,.;n, - as.;,*, - as,i,*
âa âa âa

(**)

Soulignons ici que ces propriétés sont triviales car directement issues de (*) d'un point de vue

mathématique ; mais cela n'était a priori pas prévisible par nos calculs ; on a là un autre argument

de validité.

En continuant nos remarques sur les symétries, nous découwons des propriétés intéressantes.

Nous avons trouvé par exemple pllAlphère :

âSor,  âsrr ,
= -

âa âa

ce qui s'interprète géométriquement en deux étapes. On indique tout d'abord que les indices 1212

représentent un cisaillement d'une sphère dans la direction 1 (on note m = 1) sur un plan de nor-

I
| ',,,,

En deuxième étape, orr.n.rir.ffi cisaillemeril'itJffi;, h aireÀÏn'2 (m=2) srn te ptan de nor-
male 1 (n = 1) qui engendre ôS = ô52121 /èa26a2et qui par symétrie pour un milieu isotrope infi-

ni doit être le même que le précédent dans la mesure où ôa1 = ôaz. Par conséquent, par illustra -

icn Ce ce cas Ce cisailleneni, on a :

ôs,'',, ôs,,,,
ôu, è^,

et immédiatement la propriété (***) puisque Szrzr = Srzrz.

Plus généralement, on peut constater pour le milieu isotrope et pour une inclusion respectant les

conditions sur ses demi-axes : aa = ap eue :

AS AS-êf*=-# (s'Ê = L'2'3)
c t p

g.= 7,2,3

(***)

s
l2t2

I
t
I

I
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Nous remarquons également que :

ôS," '  às""

T=:ail

ou plus généralement que pour un ellipsoide respectant aû = ap :

AS âS
ccrcrcr - ""BBBB

E--q
qui traduit le fait qu'un allongement suivant aû entraîne une variation de Spppp identique à celle

subie par Soo.,o pour un allongement suivant ap (figure ci-dessous) :

D'autres relations de symérie liées à la géométrie de I'inclusion peuvent exister, par exemple :

I
I

I
I
I
I
I
t

I--" = ôluu'",
ou' d^o

%=âtiuuuu
o^o oug

(uo = uB *./

(a - a^)
c r p

Ces remarques de symétrie sont très utiles car elles constituent d'une part un moyen de vérifica-

tion de nos résultats, et d'autre part elles confortent le fait que notre fomralisme constitue une ex-

tension du problème d'inclusion d'Eshelby au cas d'une inclusion à frontière mobile. En effet,

Eshelby a souligné le fait important que le tenseur S dépend de Ia forme de I'inclusion ; par ex -

tension, nous disons que le tenseur âVôa" s'attache lui à gérer le changement de forme de I'in-

clusion : nous venons de le montrer par les propriétés de symétrie citées ci-dessus car elles s'ap-

pliquent en fait à un cas de figure de déformation d'un ellipsoïde (cisaillement ou traction ; voir

figrses ci-dessus) parfaitement prévisible par des considérations géomériques simples.

Le changement de forme de I'inclusion analysé géométriquement (qualitativement) est bien

quantifié par le tenseur as/aaa.
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Nous avons trouvé des relations de symétriê (*, **, **'{') analogues pour le tenseur antisymétri-

que ôA/âç.

Remarque:

Nous exarrinons à présent la transfomration géométrique particulière d'une inclusion sphérique

en une autre inclusion sphérique :

ao(o) = a(o) -+ ao(D = a(t) s, = 1,2,3

La vitesse de transformation W GV-1) s'écrit dans ce cas :

\

I
I
I
I
I
I

W(it)=x .s s.=1,2,3
s.- " a a(t)

Evaiuons aiors ie renseur ôfliô, dans I'inclusion sphérique traduisant cetre ransformation :

Les composantes des tenseurs II et da s'obtiennent, par exemple, à I'aide de la méthode de la

transformée de Fourier W-22) èt GV-23) et on a alors :

ôc - t,gâ = i,d-d1-t=' i c-*,
Â r  - Q A  q  -  A  A -v! o=1 c O=1 cr q=l

ôd,u, à ff--.r f+-='=' l f  ulxj\LLi-3
ôt 4æpoa J 

3 .,= I

v ésant rn vecteur orthonomé (annexe A). on a alors :

1-3

soit frnalement:

La conribution de cette transformation parriculière est nulle ; ceci exprime le fait qu'une inclusion

sphérique se transformant en une autre inclusion sphérique n'influe pas sur la réponse du

ôd
ôt

É':l*
o=l

Js, ,
.Ll "s
c!=1

3

I
o=l

= Q
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matériau.

De plus, en rappelant que dans un milieu infini, le rayon de la sphère n'intervient pas dans le

calcul des contraintes internes dans I'inclusion (effet de similitude), nous montrons ici de façon

explicite que l'évolution de ces contraintes internes n'est pas affectée au cours même de la varia-

tion du rayon de la sphère.

Par conséquent, nous avons les propriétés suivantes (a + 0) :

É#=o,i$=0,É$=o (x*,**)

Gt=l c o=l ct o(=1 cl

Ces propriétés constituent également un moyen pour tester les formules analytiques et numéri-

ques (voir sphère cians un miiieu isotrope et anisorope).

Nous indiquons ci-dessous une remarque intéressante au sujet du tenseur ôÀ/ôt. On constate en

effet que pour une sphère dans un milieu isotrope on a :

A = 0 mais ôA/ôt * 0 , ceci implique que la rotation dans I'inclusion s'écrit :

ôat-Ag.*Èto=ôaso
ô t  

- ô t  
ô t  ô t

Pour la suite nous donnons des résultats pour le cas anisotrope ; des considérations de symétrie

sont également envisagées.

IV.3.2. Cas <ie i'éiasricité anisotrope

Nous traitons deux cas d'élasticité hornogène anisotrope correspondant respectivement à un maté-

riau à symétrie cubique (cuiwe) et à symétrie hexagonale (zinc).

Pour le cas du cuiw.e, les composantes non nulles du tenseur d'élasticité I s'écrivent :

Cottrt = t76370 N/mm2

Conzz= I292A0 N/mm2

CPtzrz= 75L9ON/mm2
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et pour le zinc :

Corrir = 158250 N/mm2

Conzz= 31510 N/mm2

Cotzrz= 47440 N/mm2

Co3333 = 61600 N/mm2

Col313 = 40000 N/mm2

( les indices ij"k,l des composantes Coijt t correspondent aux mêmes æ(es d'orientation de I'el-

lipsoide; d'autres orientations sont bien sûr envisageables ).

Le programme numérique nous pennet de déterminer les composantet Tl,ra et Tlary1 pour un el-

lipsoide quelconque (ar > az > a3) données par les formules (IV-22) et (IV-23) :

-T  ara"uTl  - - . t . r .  (zz  zz  z^r3n
d,o, = ry | | ,,t, lvr,irxl \arxr+ azxz+ %x) sino d0 ds

.  4 1 8 ; ;

d: = t^,:r*"ii 
*,*,*,,vr;i rir (4*i. t*1. 4*Z)''' sino d0 ds^ i i r r -  -o*  

j  j^ ,^ '^

où les composantes Xi sont des fonctions trigonométriques de 0 et g (voir annexe A) et où

M-l1ft) est donné par :

- r - f . l - l
vt,i ft) = LC,jo X,XrJ

Ce programme cherche les composantes M-li1en donnant les composantes Co,ro,procède à I'in-

tégrale double sur 0 et g. La technique d'intégration utilise la méthode de Gauss en remplaçant le

signe de sommation dans les formules précédentes par une sommation discrète.

Nous obtenons enfin les composantes Tliill et Tloiln. Celles-ci nous permettent I'accès au calcul

à la détermination des aurres tenseurs S, A, ATtAao, ôSÆao et ôA/ôao déduites par les formules

(II-48), GI-50) et (IV-37).

Le programme a été testé en se donnant une structure isotrope. Les résultas qu'il a donnés ont été

comparés avec ceux des formules analytiques (IV.2) ; l'écart relatif mitximal est de 10a.

Nous indiquons les résultats successivement pour une sphère (at = az= â3), une inclusion aplatie

(at = az >> a:) et une bande (at + + æ, t?>> ag).

Les composantes de t', ôII/ôao, a, âA/ôa" sont données en annexe A et nous retenons plus par-
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ticulièrement no6e attention ci-dessous sur les composantes de S et â$/ôao. @Iles se prêtent à

des remarques relatives à des propriétés de symétrie).

a) Inclusion sphériquê (a1 = ct2= 6trjt anisoyope)

* Cas du cuiwe

s  (  i J k r )  :

i j  \ k r  1 1 2 r

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 2 1 9 8 4 7 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .2798415
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2786334

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 2 ? 8 6 3 3 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 2 7 8 5 9 6 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2785964
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-.#

{AAllfaz> o.ooooooo
0 - 0 0 0 0 0 0 0  0 . 2 ? 9 8 4 7 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 2 7 9 8 4 7 5
\ o . r sozea9 ,  o .ooooooo
b - o o o o o o o  o . o o o o o o o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 - 1 2 8 9 5 5 1  0 . 0 0 0 0 0 ' 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2786334

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .2186334
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 8 6 1 4 4 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 8 6 1 4 4 6
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

L 2  1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 8 ? 3 9 9 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 3 2 2 i 1 5

0 . 0 8 7 3 9 9 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0.0000000 -0 .0432245
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

22  23

0 . 1 3 0 9 9 4 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

ffi3:333333?
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 2 7 8 5 9 6 4
0 . 1 2 8 9 3 8 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 1 2 9 4 8 0 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . t 292381
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
qf..fl-{rr:i"ri

! 2

1 1
L 2
1 3

2 T
2 2
2 3

J I

3 2
3 3

a L  â S l â a L  ( i j k l ) :

i j  \ k r  1 1  1 2 1 3 2 1  2 2

0 .0000000  -0 .20 ' 16542
- 0 . 0 4 3 6 0 0 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 4 3 6 0 0 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 8 8 9 8 4 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 6 1 5 2 3 2

1 1
1 2
1 3

2 I
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

- 0 . 3 7 4 0 2 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o 0 o 0 0 0  - 0 . 0 4 3 6 0 0 7  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 2 9 2 0 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 3 6 0 0 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , r 4 4 ? 4 9 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 2 9 2 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 1 4 3 4 6 4 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a L  a s l a a 2  ( l j k l ) :

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 8 6 1 6 6 4

0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 8 6 1 6 5 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 , 0 4 2 9 2 0 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0 .042920 r
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2  3 3

0 .0000000  -0 .20 ' 10257
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 6 3 4 3 6 1
0 . 0 8 6 1 6 6 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 8 6 1 6 6 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 8 5 ? 4 4 8

1 1
L 2
1 ' , l

2 t
2 2
2 3

0 . 1 8 9 0 6 3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 3 ? 9 8 ?
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 3 7 9 8 7
-0 .2078L62  0 .0000000

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
33  0 .0614122  0 .0000000

a !  a s l a a 3  ( i j k l ) :

2 1  2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 4 4 3 3 4 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 4 3 ? 9 8 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 4 3 7 9 8 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 3 1 3 5 9 6 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 2 9 3 3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .0ooo0o0  0 .0000000  -o .0429332

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 { 3 4 1 3 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 t  2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 6 3 3 2 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 8 ? 3 9 9 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o , 0 o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 8 ? 3 9 9 {  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 8 { 5 1 1 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 3 2 3 3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0.0000000 0 .0000000 -0 .0432332
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 2 0 4 9 3 6 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 8 6 1 4 4 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  -0 .0429332

0 . 0 8 6 1 4 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  -0 .0429332
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

i j  \ k r  1 1  L 2

i j  \ k l  1 1

0 . 1 8 4 9 5 ? 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0  0 0 0  0 0

0 .  0 0  0 0 0 0 0
0.  0630669
0 .  0 0 0 0 0 0  0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-c.204931L

0 . 0 6 3 2 8 0 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0 .2069255
0 .  0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 1 8 5 7 0 7 5

1 1
L 2
1 3

2 t
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

- ' 3 1  3 2

0 . 0 0 0 q 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- s . 0 4 3 2 2 4 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o.ooooooo o looooooo
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0.0000000 -o.0q32332

-0 .04322q5 0 .0000000
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 { 3 2 3 3 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 1 4 3 7 4 5 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 1 4 3 4 9 2 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 3 ? 1 4 5 2 3
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* Cas du zinc (a, = 4,, = a,,)

i i

1 1
T 2
1 3

2r

2 3

s  ( i j k 1 )  :

\ k l  1 1

0 . 5 4 8 1  4 2 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 3 1 4 6 9 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  0 . 0 8 6 6 2 ? 0

a I  d s l a a l  ( i j k l ) :

L 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 2 3 i l 1 1 3 7
0  - 0 0 0 0 0 0 0

0  . 2 3 4 1 1 3 ?
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

'1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 2 4 4 8 5 0 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 2 4 4 8 6 0 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2907826

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2907 826
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 9 0 2 2 1 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 9 0 2  2 1 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2148608

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 2 4  4  8 6 0 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

? 1

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 5 4 5 4 2 5

^  ^ ^ ^ ô ^ ^ ^
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 5 4 5 4 2 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2901826

0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .2907826
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 6 3 9 5 4  9
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0526862
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 3 8 0 8 2 1 3

222 1

\ k r  1 1  L 2  1 3

- 0 . 3 1 1 7 8 ? 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 3 2 6 2 1 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 5 4 5 4 2 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0  . 0 3 2 6 2 1 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 1 9 2 8 4 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 5 4 5 4 2 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 1 5 0 4 9 0 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a l  e s / a a 2  ( t J k I ) :

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 2 3 1 1 9 1
0 . 2 3 { 1 1 3 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 2 3 4 1 1 3 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 5 3 1 5 2 2 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 6 9 8 1 0 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 2 5 5 1 3 5
-0 .0326215  0 .0000000

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . c 3 2 6 2 1 8  0 . 0 0 0 c 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 4 8 4 9 5 7
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 5 ? 9 4 8

2 l

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 4 1 ? 5 1 ?

0  . 0 0 0 0 0 0 0

i i

1 1
T 2
1 3

2 L

2 3

3 1
3 2
3 3

? ?J Z222r

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 ? 6 ? 8 1 5
0  , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

Â  ̂ ^ ^ ^ ^ ^ ^
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 2 7 ? 8 3
0 . 0 9 0 2 2 1 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 9 0 2 2 1 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 5 ? 1 8 8 8

i j

1 1
L 2
1 3

2 1
2 2
Z J

3 3

\ k r  1 1  L 2

0 . 1 5 5 4 9 7 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 1 ? 5 1 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 4 1 7 5 1 ?
- 0 . 0 2 5 4 5 4 2  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
v .  v 9 9 9 9 V U  U .  V V V U U U U

0 . 0 0 5 5 5 4  5  0  . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 9 2 4 9 8 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0000 {00

0 . 0 9 2 4 9 8 3
9 .  U U U U U U U

0 . 0 0 0 0 0 0 0

J I3 2J I2 322

i l_::f:l_JliI1,:
i j  \ k r  1 1  1 2  1 3

r 1  0 . 1 5 6 2 9 0 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 ? 4 3 ? 9 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 3 7 9 5 5 8

2 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 7 4 3 7 9 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
? 2  0 . 0 0 6 1 6 9 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 3 7 9 5 5 8
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  - 0 . 1 5 6 0 4 5 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 4 1 ? 5 1 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 3 2 0 9 8 2 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 5 7 2 5 9 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 5 ? 2 5 9 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 6 3 4 1 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 3 4 1 5 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 ? 4 3 ? 9 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 ? 4 3 ? 9 5  o .  O O O O O O O  O . 0 o O O O O O
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . L 1 2 4 8 1 L  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  0 .0000000  -0 .0329623

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  0 .0000000  -0 .0329623
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 5 7 6 1 5 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 23 1z 5222 l

0 . 0 2 2 0 9 9 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 3 6 0 5 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 9 2 4 9 9 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  0 .0000000  -0 .0802224
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 5 7 2 5 9 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 9 2 4 9 8 3  0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 5 7 2 5 9 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 7 8 5 1 1 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 ? 3 1 ? 5 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0  . 0 3 ? 9 5 5 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 ? 7 4 4 4 1
0 .0000000  -0 .0329623  0 .0000000

- 0 . 0 3 ? 9 5 5 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 3 2 9 6 2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 3 3 5 ? 0 0 3

\

I



/

b) Inclusion aplatie (at = az )) aj, anisotrope)

* Cas du cuivre (er = ct-t = 100 az)

s  ( t j k r l  :

t j  \ k l  1 l J J3 2222 ll 2

Lt7

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 1 s 6 5 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 1 5 6 8 7
0 . 4 9 4 9 0 8 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 9 0 8 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 9 9 9 7 3 4 9

3 2  3 3

0 . 0 0 0 c 0 c 3  c . c 0 : . 5 3 9 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 1 5 6 3
0 . 0 0 4 1 4 5 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 1 4 5 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 3 0 7 6 5

2 l
2 2
2 3

? 1

J Z

3 3

1 1
r 2
1 3

2 t
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

1 1  0 . 0 0 8 1 9 3 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
L 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 ? 3 5 8 3
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 7 3 5 8 3
0 . 0 0 1 4 3 4 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 1 2 2 5 8 8 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0

_'1_3:f:1_ltilll:
l j  \ k r  1 1  7 2

- 0 . 0 1  0 7 1 ? 8  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 5 8 7 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 5 8 ? 9
0 . 0 0 1 7 0 1 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 1 0 2 8 2 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a s / a a 2  ( i j k I ) :

\ k l  1 1  1 2

0 . 0 0 2 5 7 6 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 5 E 9 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 5 8 9 0
- 0 . 0 0 3 2 0 3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 6 8 3 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 9 0 8 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 4 9 4 9 0 8 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 5 5 s 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 3 5 5 5 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

t 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 4 1 4 5 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 4 1 4 5 7

0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 9 0 8 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 9 0 8 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 1 4 5 9

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 1 4 5 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 5 5 5 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 5 5 5 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0

? a

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 3 5 5 5 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
U .  U U J J J J J

3 3

- n  n ô ô 1  ( < a

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 1 5 4 0 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
ô  ^ ^ t ô a c ^

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 1 4 3 5 6
0 . 0 0 7 3 5 8 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 7 3 5 8 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 8 1 9 1 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 7 2 2 5 8 8 1

2 7  2 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 2 0 1 9
- 0 . 0 0 3 5 8 7 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 3 5 8 ? 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 2 5 7 5 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 3 6 8 3 9

2 t  2 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 1 6 9 8 9
- 0 . 0 0 3 5 8 9 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 3 5 8 9 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 1 0 7 1 4 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 1 0 2 8 2 6

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 9 0 8 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 4 9 4 9 0 8 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

? 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 5 5 5 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 3 5 5 5 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 t

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 1 4 5 7

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 4 1 4 5 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . ? 0 8 2 5 0 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0  .  ?0  82506
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 1

i i

1 1

1 3

2 r
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

a L  a s l a a 3  ( i j k l ) :- -------- - -- --:--

i j  \ k r  1 1

1 1  0 . 8 1 4 6 1 8 6
L 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 t  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  0 . 1 4 6 8 6 2 5
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  - 1 . 2 9 8 1 9 9 9

2 32 l1 37 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 7 2 2 5 4 7 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 7 0 8 2 5 0 6

0 . 7 2 2 8 4 1 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . ? 0 8 2 5 0 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 4 ? 0 9 3 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 1 2 2 8 4 1 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 1 2 2 8 4 1 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 8 1 4 3 3 8 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . ? 0 8 3 0 6 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
' 0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 7 0 8 3 0 6 ?
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 1 . 2 9 8 2 3 4 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 4 3 7 1 1 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 4 3 9 7 7 6

- 0 . 7 0 8 3 0 6 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 7 0 8 3 0 6 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .0000000  -0 .4105252



\

* Cas du zinc (at = ch = 100 ar)

118

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 1 6 9 7 8
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 2 1 5 9 1
0 . 4 9 4 3 6 2 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 3 6 2 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 9 9 ? 1 6 1 5

s  ( i j k r ) :

i j  \ k r  1 1

1 1  0 . 0 1 5 2 ? 1 2
t 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 t  0 . 0  0 0 0 0 0 0
2 2  - 0 . 0 0 2 5 3 5 3
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

L 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 6 1 4 3 ?
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 6 1 4 3 ?
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

13

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 2 1 4 5 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 1 9 2 1 4 5 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 3 6 2 9

0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 4943629
0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 2 1 4 5 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  4 9 2 1  4 5 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 33 2222 L

3 1
) z
3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 2 2 ? 0 1
0 . 0 0 6 1 4 3 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 6 I { 3 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 1 2 7 3 3 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . ? 5 3 4 7 0 2

a 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 1  326696

a s / a a l  ( l j k r ) :

i j  \ k r  1 1  1 2 1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 6 1 ? 9 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 6 1 ? 9 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 t  2 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 2 5 1 8 0
- 0 . 0 0 2 5 3 3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . c 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- u . u u Z J J J !  v . v v s v g ! v

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 2 3 2 8 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 8 5 5 9

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 4 9 6 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 4 9 6 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 6 1 ? 9 0

^  ^ . ^ ^ ^ ^ Â
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 6 1 7 9 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 4 9 6 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 4 9 6 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

J J

0 . 0 0 2 1 1 0 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ ô a ^ ^ ^

- 0 . 0 0 0 5 2 0 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 0 6 8 5

1 I
T 2
: 3

2 I
2 2
Z J

3 1
J Z

J J

1 l
1 2
1 3

2 i

2 J

3 1
3 2
J J

- 0 . 0 1 7 5 2 1 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 2 5 3 3 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

r J .  U i J U U U ù U  - r J .  v t J Z J J J I
- 0 . 0 0 0 4 1 1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 2 2 0 9 9 5  0  . 0 0 0 0 0 0 0

a I  a S l â a 2  ( i j k l ) :

i j  \ k r  1 1  1 2 3 33 2222 L

0 . 0 0 2 6 5 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 4 5 1 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

c . c 0 c c 0 c 0  - 0 . c c 3 1 6 1 1
0 . 0 0 2 7 8 9 8  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 8 4 7 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a s / e a 3  ( 1 j k 1 ) :

1 3

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 1 1 4 4

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 4 1 1 4 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 4 1 2 6
- 0 . 0 0 3 4 6 1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 3 4 6 1 1  0 .  C 0 0 c 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 1 ' 1 8 3 9 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 2 1 4 5 1 8

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

ô  ^ ô n n ô n ô
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 6 9 5 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 6 9 5 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 1 1 4 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 4 1 1 4 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0 . - 0 . 0 0 0 5 9 1 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 2 5 0 1 5
0 . 0 0 4 6 9 5 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 4 6 9 5 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 4 6 5 1 2

a 1

i J  \ k r  1 1 J JJ ZJ I2 52 22L1 3t 2

I I
T 2
1 3

2 l
2 2
2 3

3 1
1 )

J J

L .49 ' t 66L9
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
-0 .2426030

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 2 . 0 3 4 ? 9 5 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 6 0 3 4 9 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 9 ? 2 1 3 1 0

0  . 6 0 3 4 9 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 9 ? 2 1 3 1 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 2 1 5 6 1 8 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 6 0 3 4 9 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 6 0 3 4 9 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  1 . 2 5 6 4 8 4 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . ? 5 8 6 8 4 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . ? 5 8 6 8 4 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 1 . 9 6 4 6 1 9 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 5 ? 0 0 0 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 9 7 2 1 3 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 2 0 3 0 6 7 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 7 5 8 6 8 4 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 9 ? 2 1 3 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . ? 5 8 6 8 4 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 7 2 8 4 8 5 6
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c) Bande (at + + æ,42)) dj, anisotrope)

* Cas du cuirne (az= 100 as)

s  ( i j k I )  3

119

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 6 1 0 1 5
0 . 4 9 6 3 9 1 L  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 6 3 9 7 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 9 9 8 4 8 8 7

i j  \ k r

1 1
T 2
1 3

2 L
2 2
2 3

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0  0 0 0 0 0  0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 6 4 6 0
0 .  0 0  0 0 0 0  0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 2 1 5 1 9 7

2 L

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 8 1 1 7 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

22

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 1 8 2 9 9 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 47 t7122

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 6 3 9 7 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 4963971
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 0 2 3 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 0 2 3 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

31

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .4942181

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . a942181
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

t 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

I J

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 4942151

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 -  4942787
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 2 2 6 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 5 2 2 5 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 a  1 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . ? ? 5 5 9 8 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  -0 .6296915

0 . ? 7 5 5 9 8 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 ,0000000  -0 .6296915
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

J J3 2

I
I
I
l
I

3 1
3 2
a a

a?_"-1!"_1',__:!lI119

a 2  d s / a a ?  ( i j k i ) :

i J  \ k r  1 1

1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0 - 0 . 0 0 0 7 2 6 6
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - o  . 0 0 0 7 2 6 6
2 2  - 0 . 0 0 0 3 4 8 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  0 . 0 0 4 4 6 4 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a2  aS /aa3  (1 j k l )  :

222 7T2 3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 2 2 6 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 5 2 2 6 8
0 , 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 0 2 3 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 0 2 3 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 5 0 1 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 9 6 2 1 9

0  -  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 7 2 6 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 ? 2 6 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 1 6 6 8 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 5 3 1 5 0

i j  \ k i  1 1

I  I  0 . 0 0 0 0 0 5 ?
L 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  3?  09096
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 5 4 4 6 1 ? 9

2 L
z z
2 3

3 1
3 2
33

2 1  2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . ? ? 5 5 9 8 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . ? ? 5 5 9 8 1  o . O O O O 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  r . 1 1 9 0 6 4 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 4 1 3 5 1 4 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 4 1 3 5 1 4 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 1 . 4 5 3 6 4 4 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

J . !  J I  J J

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- o . 6 2 9 6 9 1 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 5 3 8 1 1 7 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 4 1 3 5 1 4 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 6 2 9 6 9 1 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 4 1 3 5 1 4 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 3 6 8 4 4 8 2
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* Cas du zinc (a, -> t æ, cr.t = 100 a,)

L20

3 2  3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 4 6 5 5
0 . 4 9 4 1 1 6 9 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 4 9 ' r 4 6 9 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 9 9 6 5 4 5 6

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 1 7 5 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 1 7 5 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  ,  000254  I
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 9 s 6 2 6

3 3

i i

1 1
r2
I J

2 l

Z J

s  ( i j k I ) :

\ k I  1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 1 5 2 9 ?

0 .  0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
33  r . 2602199

r 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 8 1 1 7 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .4942186

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .4942786
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 8 1 1 ? 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 .0000000
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

22

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
o.0240972
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 . 2 1 ? 0 5 8 6

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 4 6 9 9

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 4944699
0 . 0 0 0 0 0 0 0

i 1

0  . 0000000
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 4942186

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 4 9 4 2 1 8 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 2  e S / a a l  ( i j k I ) = 0

*_::i:::_ilil l l:
i j  \ k l  1 1  1 2 2 22L

1 1
t 2
1 3

2 L
2 2
2 3

3 1
J Z

J J

0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 7 2 6 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 7 2 6 6
0 . 0 0 0 0 6 8 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 1 2 9 3 1 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 2  a s / a a 3  ( i j k l ) :

\ k l  1 1

0 . 0 0 0 0 1 2 ?
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 ' l 6 s z 4 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 2 2 6 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .0052268
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 7 7 5 5 9 5 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  -0 .6291002

0  . 7 7 5 5 9 6 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0000000  -0 .6297002
3 . 3 : 3 3 3 3 3  a . 3 C 3 C 3 : 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0  . 0 0 0 7 2 5 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

-0 .0001266  0 .0000000
0 .0000000  -0 .0o22L23
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 1 6 6 0 ? 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 3
0 . 7 7 5 5 9 6 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 7 7 5 5 9 6 5  0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  2 . 3 5 7 7 5 2 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .0000000  -5 . t 629288

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 1 7 5 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 1 7 5 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0

Z J

0 . 0 0 0 0 0 0 0
v . v 9 v v v 9 u

0 , 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0 .5164432

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 1  c 1 â L ! 1 )

0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 2 2 6 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 5 2 2 6 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

J I

0 . 0 0 0 0 0 0 0
g . C 9 ! s V V V

-0.6291002

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0.6291002
^  ^^^^^^^
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 1
i 2
1 3

2 T
2 2
Z J

z z. LL Z

3 l  0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ ^ â a ^ ê ^

33  - r . 2291695

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 2 7 5 0 0 5 2

- 0  . 5 1 6 4 4 3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- c . s 1 6 À . 4 2 2  ! . 0 C 0 C 0 0 C
0 .0000000  -0 .6212768
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d) Commentaires et conclusion

Cene partie numérique pÉsente également de nombreux résultats. I-e progra:nme a d'abord

été testé pour un milieu isotrope (Annexe A). Il nous reste alors à examiner les informations que

peuvent nous apporter des considérations de symétrie.

Nous avons au préalable vérifié que la propriété de symétrie (*) Surr = Sjitr = Sijucest au -

tomatiquement vérifiée pour Ie cas cubique et hexagonal compact car cela découle de la défrnition

S,j* = t'rn,' Cnr* ff : partie symétrique en ij de C)

et des propriétés de symétrie de Cn r,11 (voir tableaux ci-dessus).

De même, nous constatons bien que la propriété (**)

â.Stint _ â-Sri*t 
= 

ô=St:*t 
(pour a= !,2,3)-aa  - -âa  -A  \ r v$^e

c ( l g

est vérifiée quelle que soit I'anisotropie (voir tableaux).

L'effet de I'anisotropie nous permet de constater par contre que les autres propriétés de sy-

métries indiquées en (IV.3.1.e.) sont plus ou moins bien respectées suivant que I'on se place res-

pectivement dans le cas du cuiwe ou du zinc.

Portons notre attention plus particulièrement sur la propriété de symétrie :

g--t = ôt-ou.,u
cta da^

c t p

Nous indiquons par exemple le cas a. = 2 et P = 3 en retirant des valeurs des tableaux précé-

dents:



t22 \

CI Ctr Cil CIV CV CVI

La comparaison par couples de colonnes de ce tableau nous perrnet de constater deux effets

d'anisotropie sur les valeurs de â$/ôas:

- I'effet lié à I'anisotrooie élastique est sensible en regardant (CI) et (CII). Pour une même

géométrie sphérique, I'examen des différences relatives (LItr) montre que la plus forte anisotro-

pie élastique du zinc par rapport à celle du cuivre induit de plus grandes différences relatives pour

les valeurs de ôS623/âazet}S.;y;;.l}a3 (égales dans le cas isotrope) ;

- l 'e f fe t l iéà laformedel ' inc lus ion@S'observeencomparant les

coionnes (CI, CItr, CV) entre elles (ou (CII, CIV, CVD) correspondant à une même anisotropie

élastique. L'écart relatif enæ ASææ /àayet ôS63/ôa3 est Eès fort pour une géomérie aussi pro-

noncée que I'inclusion aplatie ou que la bande, et est beaucoup plus faible pour la sphère, geomé-

triquement isorrope. De plus, ie fait que I'on trouve sensiblement la même valeur 1 pour le cuiwe

ou ie zinc montre que la foime de I'incluslcn aplane ou Ce la banCs est tellenxent ecce!.-

tuée qu'elle masque l'effet d'anisotropie élastique.

Signalons que 2323 représente les indices pour un cisaillement dans la direction 2 et un

pian de normale 3 et regardons maintenant le cas pour cr = 1 et F = 3 ; on relève

Sphère (Cu) Sphère (Zn) I. aplatie (Cu) I. aplæie (Zn) Bande (Cu) Bande (Zn)

) c
A^ "" ?-323 I

t -
a _
da

2

-0.0429 -0.0572 0.003s 0.0046 0.00s0 0.0051

a^ aJ23z3 T
L -

r l
da

J

-0.0432 -0.0329 -0.708 -0.7586 -0.4135 -0.5764

r
différence a tfl

relative 
= 

il
0.0063 0.423 I I 1 1
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Inclusion aplatie Bande

CVII CVIII cIX CV

On constate que CVtr et CItr sont identiques ; on passe de2323 à 1313, ce qui revient à changer

uniquement de direction de cisaillement (de 2 à 1). Mais pour l'inclusion aplatie, on a a'2= ày ca

qui fait que la géométrie de cette inclusion est neutre vis-à-vis de ce changement de sollicitation'

Pour le zinc et les colonnes CIV et CVIII la géométrie reste la même ainsi que le changement de

sollicitation ; pourtant ces colonnes diffèrent, ce qui est dû à la forte anisotropie élastique du zinc

qui réagit de façon sensible au changement d'orientation de la sollicitation.

Pour le cas de la bande, cette fois même les colonnes CV et CIX du cuivre faiblement élastique-

ment anisorrope sont différentes. Cela provient du fait que la géométrie de la bande (a3 << a2, a1

= * oo ) n'est plus indifférente au changement de direction de sollicitation.

Le nombre de remarques relatives aux questions de symétrie est considérable et elles proviennent

de I'examen des tableaux des résultats. Pour notre cas, nous avons signalé quelques exemples

afin d'exprimer un sens physique à chaque cas de symétrie.

IV.3.3. Conclusion

Ces résultats issus de I'extension des problèmes d'Eshelby-Krôner sont relatifs à une dé-

formation inélastique qui peut évoluer mais restant uniforme dans un ellipsoide se transformant

en un autre ellipsoide.

On a trouvé les résultats classiques d'Eshelby pour les tenseurs f et S. Les nouveaux résultats

concernant les calculs de ôII/ôao, ôVôao et âS/ôao obtenus par les trois méthodes T.F., F.P.,

curwe zlnc cuirrre z.nc

u, ôs 
"'r

âa
1

0.0035 0.0061 0 0

u, ôstrt,

ôu,
-0.708 -0.972 -0.6296 -0.6297
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D.E. et le programme numérique sont cohérents. Cependant, en dehors de remarques sur les

symétries, ce qui d'ailleurs foumit de nombreux indices sur l'évolution de la géométrie de I'in-

clusion, ces résultats ne sont porteurs que s'ils sont intégrés dans le contexte d'une application

bien précisée et dans cet objectif, les perspectives sont très vastes carces résultats concernent de

nombreux problèmes de mécanique des matériaux présentant une évolution de la microstructure

par I'intennédiahe des mouvements des interfaces séparant les constituants.

I-e chapitre V, à ce titre, indique deux applications empruntées à la plasticité :

- I'effet de la taille des grains sur le comportement plastique des polycristaux métalliques,
- la mise en évidence d'une relaxation dénergie par le déplacement de I'interface.

Ces deux exemples ne sont pas restrictifs, ils sont choisis pour bien montrer I'usage des tenseurs

précédents (notamment ôVô0 et pour inciter à exploiter les résultas du problème d'inclusion à

frontière mobile afin de répondre aux problèmes liés à l'évolution de la microstructure ; ces deux

exemples toutefois, comme de nombreuses autres applications, nécessitent que, outre les résultats

du chapitre IV, d'autres équations soient mises en oeuwe, notamment celles donnant la loi de

comportement qui décrit le mouvement de I'interface.
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CHAPITRE V

APPLICATIONS
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a) Ecrouis sage intracristallin
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V.2. Restitution d'énergie - exemple
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Les résultats précédents du problème d'inclusion à frontière mobile se situent dans le cadre

assez générat de l'évolution d'un champ de déformation inélastique qui s'accompagne simulta-

nément d'un changement de la forme de I'inclusion. Ces résultats peuvent s'appliquer, en ce qui

concerne l'évolution des déformations inélastiques, aux cas d'une déformation plastique, d'une

transformation de phase, d'une recristallisation, ... où, pour chaque cas, il convient de préciser

complémentairement la loi de comportement de I'interface inclusion-matrice..

A tire d'application, nous proposons ici d'examiner le cas où la déformation inélastique est

obtenue par glissement plastique.

Cas du glissement plastique

Pour les métaux, la déformation plastique à froid est due essentiellement à des glissements

sur des plans cristallographiques et dans des directions bien définies dus au mouvement des dis-

locations. Dans le cas des métaux C.F.C., il s'agit des plans (111) et des directions <110> ; il

existe ainsi douze possibilités géométriques de glissement sur les douze systèmes (111) <110>.

Nous utilisons un repère privilégié pour décrire les différentes grandeurs mécaniques associées

au mécanisme de glissement ; il s'agit d'un repère directeur [1] attaché au réseau atomique du

métal dont I'orientation n'est pas affectée par le seul glissement plastique.

Lorsqu'un glissement T a eu lieu sur un système de glissement dont la normale unitaire au

plan de glissement est n et la direction unitaire de glissement rn- la panie plastique du gradient de

déplacement total dans I'inclusion s'écrit dans le repère directeur (o, m, n, m Â n) ayant pour ori-

gine le point o supposé fixe :

a D

Pil = ïminj

Pour la défoimation plastique on obtient alors :

{r:= T(.,1* m,n,) = T R,, (v-2)

en notant R1i= tl2 (minj + m;ni)

\ est appelé tenseur d'orientation du système de glissement (m, n).

La cinématique du glissement plastique étant ainsi précisée, nous envisageons deux applica-

tions qui montrent conrment on peut utiliser la solution fondamentale du problème d'inclusion à

(v-i)
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frontière mobile en reprenant les Quations du chapitre Itr et notaûrment le nouveau tenseur ôVôt

La première application éclaircit I'effet de la taille des grains sur le comportement plastique du

polycristal. On utilise la théorie de I'empilement des dislocations pour établir la loi de comporte-

ment de I'interface inclusion-matrice.

La seconde application met en évidence par un sxsmFle 5imple (cisaillement d'un ellipsoide

aplati) le fait que le mouvement de I'interface peut ête un facteur de relæcation d'énergie.

V.1. EffuLde la tail le des srains sur le comnortement nlastique des nolvcristaux

méta l l iq : res

V. 1. 1. Notions oréliminaires

n est expérimentalement démontré que la réponse à un chargement macroscopique d'un po-

lycristal constitué d'un ensemble de grains monocristallins dépend de la taille de ces grains. Pour

tenter de mettre en évidence le rôle de la taille des grains dans la défonnation plastique des poly-

cristaux, on distingue deux types d'approche possibles :

- La première approche est physique et à l'échelle du grain, elle est donnée par les modèles pro-

posés par Hall [2], Petch [3], Cottrel [a]... ; ils reposent essentiellement sur le calcul des effets

de contrainte dans un grain dus à un empilement de dislocations dans un grain voisin déformé par

glissement.

D'une façon générale, la plupart des auteurs sont d'accord pourreprésenter la variation de la limi-

te élastique et de la contrainte d'écoulement o en fonction de la taille de grain d d'un polycristal

par une loi du type :

i

I

(v-3)

oo(e) et K(e) sont deux fonctions de la déformation e et n est une constante. La valeur de la cons-

tante n donne lieu à certaines controverses et Hirth [5] retient que la plupan des résultats expéri-

mentaux peuvent être approchés avec une valeur de n comprise entre IR et 1, la valeur U2 ayant

été proposée au départ par Hall et Petch. D'autres modèles t6l t7l montrent cependant qu'une

variation en d-l est aussi acceptable.
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L'expérience montre que la fonction oo(e) est toujours croissante et qu'elle a en général une allure

parabolique ; dans certains cas il y a une relation linéaire enre oo et e [8]. I-a variation de la fonc -

tion K(e) est plus complexe et tous les cas possibles ont été observés : constante por:r le cuiwe à

la æmpérature ordinaire [8] ; proponionnelle à e12 pour le moly6ene [9].

Ce type d'approche est d'ordre microscopique car elle tient compte de la stnrcture monocristalli-

ne. Cependant elle ne permet pas généralement de remonter au comportement du polycristal. On

ne peut effectivement pas procéder de façon simple à des opérations de moyenne pour reconsti-

tuer le comportement du polycristal à partir de celui du monocristal sans masquer I'effet de

I'empilement des dislocations.

- Au conrraire, la deuxième approche (exemples : Taylor [10], Krôner [11], Hill t12l) utilise la

solution classique du problème d'inclusion plastique et permet, en se basant sur un procédé

d'homogénéisation, de prendre en compte la structure polycristalline dans le comportement Cu

polycristal. L'inconvénient de cette méthode esl qu'elle ne tient pas compte de I'effet de la taille

des grains : cela est évident pour les modèles de Taylor, Krôner et Hill, du fait que les contraintes

internes sont indépendantes de la taille de "l'inclusion" (effet de similitude, les autres grains en-

tourant I'inclusion sont remplacés par un milieu homogène infini).

Pour pallier à cet inconvénient, il serait nécessaire d'introduire le paramètre taille du grain dans le

comportement in situ du monocristal mais les modèles cités ci-dessus ne s'y prêtent pas facile-

ment.

Le modèle d'inclusion à frontière mobile fournit ici une application intéressante en ce sens que

I'information in siturelative à ta taille du grain est prise en compte facilement par la loi complé -

menraire du comportement de I'interface (W = MF) ; cette loi étant construite à I'aide de la théo-

rie de I'emoilement des dislocations.

D'un point de vue pratique, nous savons que le comportement du polycristal est principalement

conditionné par la répartition des dislocations au sein de chaque grain et aux joins de grains (ceci

est vérifié par les études expérimentales et théoriques citées ci-dessus) ; la taille du grain (ou le

joint du grain) apparaît alors comme un facteur inévitable puisqu'elle agit directement sur la dis-

tribution des dislocations dans le polycristal : la distribution des dislocations conditionne

l'écrouissage du polycristal.

Pour illustrer les mécanismes élémentaires régissant I'influence de la taille des grains sur

l'écrouissage du potycristal, nous présentons brièvement une analyse physique des différentes

sogrces d'écrouissage à panir de considérations sur la répartition des dislocations dans le poly-
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cristai. Cette répanition peut faire apparaître en général trois sous-ensembles de dislocations @ig.

v-1):

- les dislocations "statistiques" [13] responsables de l'écrouissage intracrisrallin (a),

- les dislocations "géométriquement nécessaires" [13] responsables de l'écrouissage intercristallin

et dessinant le joint du grain @),

- à une échelle plus fine, le joint de grain étant un obstacle au mouvement des dislocations, la ré-

partition de ces dernières au voisinage du joint est plus complexe (par exemple I'empilement des

dislocations). Ceci est à l'origine de ce qu'on appelle l'écrouissage au voisinage du joint de grain

(c) .

Les équations ci-dessous sont utilisées dans le problème de l'inclusion à frontière mobile pour

éclaircir I'effet de la taille des grains sur l'écrouissage polyo-istallin.

a) Ecroui ssa ge intracristallin

Dans le cas où la déformation plastique est obtenue pilr le glissement plastique cristallogra-

phique provoqué par le mouvement des dislocations, on observe généralement la formation d'une

microstructure sous forme de paroi de dislocations limitant des cellules à I'intérieur desquelles la

densité de dislocations est beaucoup plus faible.

A une échelie plus fine, les dislocarions "statistiques", prises individuellement, proviennent de la

déformation plastique elle-même ; leur multiplication par source de Frank-Read et leur mobilité

scnt dr3ct3nent liées aux ir.t";acd.ons entre dislocad.ons mobiles et di-clocati.ons uo:nobiles. Ces

dislocations sont liées aux incompatibilités de volume Iy.

En frn de compte, l'écrouissage du monocristal résulte de I'ensemble des mécanismes précédents.

Diverses modélisations [14] ont été proposées pour décrire les interactions entre les dislocations.

Mandel [1] a proposé une approche phénoménologique intéressante pour décrire le comportement

du monocristal en utilisant une matrice d'écrouissage H (théorie du potentiel plastique multiple).

Cette matrice pennet de relier la cission critique trc sur un système de glissement à l'amplitude de

glissement 1 sur le même système de glissement. Cene loi d'écrouissage linéaire :

I
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Fig. V-l : Répartition des dislocations dans un polycristal :

. dislocations statistiques liées aux incompatibilités de volume Iy

. dislocations géométriquement nécessaires liées aux incompatibilités de surface I5

. empilement des dislocations liées aux incompatibilités et représentant la structure

fine du joint de 15.
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1"=To+HT (v-4)

représente en fait la partie locale de l'écrouissage intracristallin due aux interactions de disloca-

tions statistiques ; to est la cission critique initiale. l est choisi positif par une orientation conve -

nable de m. H est la composante diagonale représentant I'autodurcissement d'un système de glis-

sement sur lui-même.

La cission réduite t sur le plan n et dans la direction m vaut :

I
"  

=t  Rt j (v-s)

Selon Ia loi de Schmid, un système de glissement est actif lorsque la cission t y a atteint la valeur

critique t" :

!  - ! c (v-6)

b) Ecrouissage intercristallin

Du fait des désorientations relatives entre les grains, la déformation plastique uniforme dans

chacun d'entre eux est différente ; il en résulte des incompatibilités de surface 15 localisées dans

Ies joints de grains. Ces incompatibilités sont représentées par une répartition géométrique de dis-

locations situées sur la frontière de séparation des grains ; i1 s'agit des dislocations interfaciales

" géométriquement nécessaires".

L'écrouissage intercristallin provient alors de I'incompatibilité des déformations plasdques.

Krôner a montré clairement la nature superficielle de la densité de dislocations liées à I'incompati-

bilité plastique ÂeP. Les contraintes internes à longue distance associées à cette incompatibilité

sont données par la loi d'interaction de Krôner (tr-68) pour un milieu isotrope:

ol = E,i + 2p (r-p) rri - dp (v-7)

Par contre, si on s'intéresse aux effets à courte distance, les incompatibilités Is pourraient

être remplacées par des micro-incompatibilités Ip associées aux empilements de dislocations à

I'intérieur des joints de grains. Ces micro'incompatibilités Ie correspondent en fait à la "structure

fine" des incompatibitités superficielles Is.
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On observe sur la figure (V-2) une répartition de dislocations à I'interface et au voisinage immé -

diat sous forme d'empilement de dislocations [15].

La taille du grain intervient ici fondamentalement en ce sens que le joint de grain apparaît en tant

qu'obstacle au libre parcours des dislocations et de fait organise I'empilement.

c) Empilement des dislocations

l,a théorie de I'empilement des dislocations est très complexe, nous nous limitons ici à une

bÈve présentation des idées de base pour décrire la répanition de ces dislocations au voisinage du

joint de grain, et nous indiquons les résultats importants qui seront utiles dans cette étude.

Soit une source de Frank-Read produisant de nombreuses dislocations situées dans un plan de

glissement. Supposons que la première boucle de dislocation créée soit arrêtée au cours de son

mouvement vers I'extérieur. Un joint de grain peut, par exemple, constituer I'obstacle. Les dislo-

cations situées denière la dislocation immobile vont s'empiler sur elle comme si elles étaient inca-

pables de se mouvoir perpendiculairement au plan de glissement (pas de montée). Dans la figure

(V-3) nous voyons les positions approximatives supposées d'un groupe de dislocations coins

rectilignes paraltèles après que la dislocation de tête ait rencontré I'obstacle a priori infranchissa-

ble. I-es dislocations sont soumises à une contrainte de cisaillement o due aux répulsions mutuel-

les des dislocations et à I'action de I'obstacle.

On peut trouver la position des lignes de dislocations parallèles en écrivant que la force résulglte

agissant sur chaque dislocation est nulle. La somme des forces agissant sur la ième dislocation

est :

. 2po

2r (1-v)

I
I

: -Ob=0
x.- x.

r J
i
j=0
j+i

(v-8)

où n est le nombrre de dislocations empilées derrière la dislocation de tête, désignée par I'indice 0,

et b est la composante du vecteur de Burgers de chaque dislocation. Il est évident que cette equa-

tion ne s'applique pas à la dislocation de tête. L'équation (V-8) a été résolue par Eshelby, Frank

et Nabarro [1O par une mét]rode mathématique très complexe. L'un des plus imFortants résultats

obtenus à panir de la solution de l'équation (V-8) est que la dislocation de têæ subit une contrain-

te due à la présence des autres dislocations et à la contrainte de cisaillement appliquée ;
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Fig. V-2 : Observation par microscopie électronique des empilements de dislocations au voisi

nage de la frontière du grain dans le cuiwe.

I



135

Fig. V-3 : Empilement des dislocations sur I'axe x au voisinage de I'obstacle sous I'effet d'une

contrainte de cisaillement o.

o
-+
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(v-e)
cette contrainte o* est égale à :

ox=no

et la largeurL de I'empilement est donnée par Ia formule :

l = (v-10)

Ce dernier résultat peut être obtenu facilement en utilisant la notion de distribution continue de

dislocations.

Y.1.2. Formulation du problème

a) Equations

L'écrouissage polycristallin résulte donc à la fois d'un écrouissage intracristallin, d'un

écrouissage intercristaltin et d'un écrouissage dû à I'empilement des dislocations au voisinage du

joint de grain.De I'analyse précédente de ce dernier écrouissage, on peut s'attendre à observer

I'effet de la taille du grain sur l'écrouissage global du polycristal.

Pour prendre en compte cette contribution à la stnrcture fine des dislocations interfaciales, nous

utilisons le problème de I'inclusion à frontière mobile. Une remarque préalable nous montre que

le modèle est bien adapté à cette sinration :

- du fait que Ie joint est un obstacle au mouvement des dislocations, nous avons vu aussi que les

dislocations geométriquement nécessaires s'empilent au voisinage du joint.Il vient donc que leur

par.cours libre moyen diminue quand la déformation plastique augmente : dès lors on voit un

grain dont la tailte diminue au fur et à mesure que sa déformation plastique augmente simultané-

ment (cette diminution est non homothétique). Ceci est à I'origine de I'influence de la taille des

grains sur l'écrouissage polycristallin.

On se place ainsi tout à fait dans le cadre de notre modèle de I'inclusion à frontière mobile où on

aura connaissance de la loi de comportement de lTnterface donnant la viæsse lÈ/ de déplacement

de I'interface en fonction ici du glissement plastique à I'aide de la ttréorie d'empilement des dislo-

cations.

npb

æ (1-v) o
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On indique tout d'abord ce que deviennent les équations du chapire III dans le cas du glissement

plastique et on associe la loi Vi (a/aù.

Rappelons I'expression des taux de contraintes internes donnée dans le chapitre Itr dans le cas de

l'élasticité homogène W-27) :

*=*.eo-r(# H).c*rd-e'r ff-ll)

En tenant compte de (V-2) et en prenant EP = 0, (V-11) s'écrit :

(v-12)

où R est le tenseur d'orientation et Test I'amplitude de glissement.

A panir de la définition de t 0/-5) et de (V-12), on obtient la variation de la cission réduite :

ô" =$n+e G-DRn**c+RRï (v-13)
ôt ôt dr ôt

Enfin dans le cas de l'élasticité isotrope de constantes élastiques p et v, et compte tenu de la dé -

composition de ôVôt (tV-10), on a:

ôot

ôt

I
*= Sn+2p(s-DRB#. ,ui$nur+ (v-r+y I

cl=l Cl

Le dernier tenne du membre de droite correspond à la structure fine du joint ; il vient s'ajouter

aiix contraintes inrernes trouvées par Kronercorreçondant aux incorcpatibilités interfaciales. Ce

terrne est à I'origine de la dépendance de la taille des grains avec les contraintes internes.

Pour iilustrer cet effet, on se contentera d'expliciter l'équation (V-14) dans un cas particulier du

glissement simple et pour une inclusion sphérique.

b) Cas particulier

On considère une inclusion sphérique de centre O et de demi-axes à I'instant iniriat (ar(o) =

a2(o) = a:(o)). soit un repère orthonormé (o, ê1, e2,ê3), dans lequel x1, X2, x3 désignent les
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coordonnées cartésiennes d'un point du milieu (Ftg. V-4).

Nous supposons que le glissement plastique y dans la sphère est obtenu par le système de glis-

sement (m,n) tel que :

q + + â t

ml le -  e t  n l l e ^  oum"  I  
' -  

Z (i )(t ) â
e t n

Le tenseur dorientation R pour ce système s'écrit :

*'=â ( ii i)\0  0  0 , /

I

1
I

(v-15)

Supposons que sous I'action d'une cission dans I'inclusion sphérique, des dislocations coins se

déplacent sur les plans parallèles de glissement de normale n. Ces dislocations se propagent vers

la frontière de la sphère jusqu'au moment où elles sont épinglées par celle-ci ; elles forment alors

des empilements de dislocations dans la direction m au voisinage de la frontière de la sphère (Fig.

V-5). Au fur et à mesure que la déformation plastique augmente, le nombre de dislocations cons-

tituant les empilements augmente ; on observe un allongement de ces derniers. I.es dislocations

étant épinglées au voisinage de la frontière de la sphère (uniquement dans la direction de glisse-

ment m), I'amplitude de déformation plastique diminue dans ces zones ; l'étude de l'état de dé-

formation plastique (systèmes de glissement actif, ...) est très complexe.

Nous supposons que cette déformation plastique est nulle dans ces zones d'empilement des dis-

locations. Ceci est observé expérimentalement [17] sur une éprouvene polycristalline @ig. V-6).

Nous voyons donc clairement que Ie parcours des dislocations diminue quand la déformation

plastique augmente.

L'accumulation des dislocations s'effectue suivant I'a>ce e1, ce qui crée une modification de ia

forme sphérique initiale de I'interface. On deduit les fonctions a1(t), az(t), a:(t) respectant les

conditions initiales a1(o) = a2(o) = a3(o) de la forme sphérique en utilisant la loi de comportement

W (aTla$ décrivant le mouvement de l'interface ; il faut s'attendre à Eouver les valeurs de a2eta3

invariables (az(t) = a3(t) = ar(o)) et a1(t) non constant, traduisant ainsi géoméuiquement I'empi -

lement des dislocations suivant I'axe e1.

I
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Fig V-4 : Sphère (o, a1(o)) et repère orthonormé (o, e1, ez, es).

Empilement des dislocations sur les plans de normale n au voisinage de la frontière

de la sphère ; les dernières dislocations empilées sur ces plans constiruent une nouvel-

le interface.

Fig V-5 :
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c) Loi de comportement V/ [âVôt)

La vitesse V/ représente la vitesse géométrique de I'interface dont la structure fine est cons-

tituée par I'empilement des dislocations. Si g désigne le tenseur densité de ces dislocations, on

peut écrhe une relation entre g et Tpar les deux Quations (II-7) et (V-1) :

crij = - .," FT,n G)

PT, (;) =1m,n, ôl {i)

où ôon(r) est la distribution d'Heaviside définie en (II-25) et à I'aide de sa dérivée partielle (tr-

34), on obtient pour crij :

o,j = 'ru mjnr Nk ô(S) ry-16)

où N est la normale sortante unitaire sur la surface de la sphère de composantes Ns = xylat.

pour un empilement de dislocations coins (m ll eyn ll e),la seule composante crij non nulle est

obr. On a alors dans le plan xr = 0 ;

(v-17)

On constate dans cette équation, par la présence de la fonction de Dirac ô(S) de surface, que la

structure fine de I'empilement est en fait approximée par une distribution de surface. A chaque

progression du cisaillement y, I'empilement (otrr) sur I'axe e1 constnrit le nouvel interface. De

plus, puisque obr est la seule composante non nulle du tenseur u, il est clair que le changement

d.e forme d.e la sphere concerne rrniqueff-:rt la fcnction ai(t) et consisæ per l'enpilerne!1t à un

recul de I'interface vers le centre du grain.

On quantifie ce recul en écrivant que le déplacement de I'interface est proportionnel à la densité de

dislocations par [18] :

031 =rlotsl

J*,ôt=-K(1,a,)o'
(v-18)

et les autres composantes W2, W3 de W sont nulles (car q,= et3= 0). Ce qui constitue la loi de

comportement décrivant le mouvement de I'interface.

En remplaçmt obr de (V-17) et en restant sur la surface (xr = 0) :



f - x 1

J w,ôt=-r(ra,)qT

soit en différenciant cette équation :

wl =.("*.i*)+

ce qui donne'W1 sous la forme :

Wl=-F(ï"rr+*

Il convient d'identifier I'expression de W1 donnée par (V-1) :

ôa. x.
wr= : '  

'
ôr âl

de sorte que :

ôa. G
J= -F ( l 1 ,a ' ) ! {
ôr  ^ô t

ôL= pp ôg
ôt  7r (1  -v )o  ô t

T4L

(v-1e)

(v-20)

(v:21)

I

I
I
I
I
I

(v-22)

La forme de la fonction F (1,a1) est explicitée par la théorie de I'empilement des dislocations [16]

qui reprend la formule (V-10) de la longueur de I'empilement sur I'axe e1 :

r  -  nFb

n( i - v )o

Le nombre de dislocations de I'empilement dépend du cisaillementTet de la distance p entre les

lignes de glissement [19] :

nb
^ t -

t - -' p

On écrit L en fonction de ypuis par différenciation :

(v-23)

(Y-24)
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Or I'incrément de la longueur de I'empilement n'est autre que le recul de I'interface sur I'axe e1 :

ôL=-ôar ry_25)
ôt ôt

, d'où en comparant les fuuations (Y-22), (Y-24) et (V-25) on tire F :
It 

p,=g ry-26)
)  r c ( l  - v )o

I
I Par exemple, pour un métal de structure C.F.C., on a approximativement 1y'o = ld et p = 9.1

I 
t * de sorte que la loi déqivant le mouvement de I'interface s'écrit finalement :

I  
" ^  

, ^2
J ôu, = - to' ôr orm) N-27)

ôt  æ(1-v )  ô t

avec pour notre cas :

2(t) = a1(o)

a3(0 = a1(o)

et le champ de vitesse V/ s'écrit alors (IV-l) :

' to2

r  v/ .  =-:*t  ôr

gy '={  * r=on( l  
-v )1ôt  

(v -28)

I- w-=o
J

Immédiatement on peut déduire le tenseur ôVôt (IV-10) :

ôS_Èu.t (v-2e)
ôt ôu, ôt

où âg/ôa1 est déterminé en considérant la transformation d'une sphère en un ellipsoïde (Fig

v-7):
a1(o) + a1(t)

az(o)=a1(o)+a1(o)

a3(o) = a1(o) -+ a1(o)

1
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ce qui a été donné en IV.3.1.b.

La variation de la cission réduite (V-14) s'écrit donc en tenant compte de (V-15) et (V-29) :

cv-30)

ou

G F  ô ' . .

.Qà = 'J R..
ôtô tu

n  2  (4 -5v )
É=E 

(1 -g

as âSrrr ,  ôsr t t ,  ôsrr r ,  âsrr r ,  -5+7v ^ , - , \
: - =  = - = - = -  =  -  ( Y - J r /
ôu, âu, âu, âu, ôu, 105 (1-v) a'

La formule CV-30) exprime la variation de la cission réduite en fonction de la contrainte appli-

quée, de la variation du glissement plastique et simultanément du changement de forme de I'in-

clusion.

A panir de cette équation, on met en évidence I'effet de la taille du grain sur l'écrouissage poly-

cristallin dans la discussion suivante.

*=*-p(1 
-P)*.'uË'+
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Fig V-6 : Eprouvette polycristalline de fer déformée de l,Vo par traction, aspects des lignes de

glissement (x 150).

Changement de la forme de la sphère en un ellipsoïde suivant la direction e1 :

ar (o) + a1 (t)

az (o) + a1 (o)

ag (o) -+ a1 (o).

FigV-7:
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V.1.3. Résultats et discussion

Pour inroduire I'effet de la tailte du grain sur l'écrouissage du polycristal, nous écrivons la

loi de Schmid (V-6) sous la forme différentielle :

-ôg=ôt"=HôI N-32)
ôt ôt ôt

et nous obtenons alors, compte tenu de I'expression de ôt/ôt (V-30) :

-D-p(r-p)**zp$r*=H!ï ry-33)
ôt  

' \ -

Ceci nous permet d'aboutir au taux de contrainte appliquée en tenant compte des équations (V-27)

er (v-31) :

.u,= {r*p(1 - p) *4r-@yF(r,u) } * ry-34)
ôt 105 (1-v) a, 

. 
ôt

Pour v = U3 etla valeur de F donnée par (V-26), nous avons pour Y = 0.005 :

.D,={"**-p9}g (a,enpm) (v-3s)
ôt  

\  .Z  a t  -ô t

et lécrouissage du polycristal s'obtient finalement par :

ê.E = H ** - p 99 (a,en pm) (v-36)
ôTzâr

C'est l'équation de base qui fait apparaître trois teûnes correspondant aux trois sources

d'écrouissage du polycristal, décrites précédemment :

- le premier tenne H représente l'écrouissage intraçIisEllill ff.1.1.a") ; il peut être évalué à partir

des mesures d'écrouissage ; sa valeur corespond à celle obtenue dans le stade tr des monocris-

taux C.F.C, soit ty'250 ;
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- ie deuxième tenne py'2 représente l'écrouissage interqristallin (V.1.1.b.) ; il est dû aux très fortes

contraintes internes telles qu'elles sont prévues par le modèle de Krôner du fait d'une accommo-

dation purement élastique. Ce terme est tempéré par un facteur d'accommodation cr [20] pour

tenir compte d'une accommodation élastoplastique ; I'ordre de grandeur de c est 0.01.

Les deux premiers termes sont indépendants de la taille du grain.

- le dernier tenne 1t0.02la1représente l'écrouissage (V.1.1.c.) dû aux micro-incomparibilités

correspondant à la sûucture fine du joint de grain constituée par les emBilements de dislocations.

C'est là qu'intervient la taille du grain en tant que paramètre agissant sur les contraintes internes et

sw l'écrouissage du polycristal. Le signe de ce tenne dépend de celui de 6n - En) (voir V-7).

En tenant compte des considérarions précédentes (cr = 0.01 et 11= 11250), l'équation (V-36)

s'écrit alors :

(v-37)

D est 1n taille du grain (D = 2ar).

Læ terme ôX/pôryreprésente pour une même déformation de cisaillement le rapport de la variation

de conrainte de cisaillement du polycristal par la variation de contrainte de cisaillement du mono-

cristal ; il constitue une mesure de l'écrouissage du polycristal tenant compte au niveau du grain

des trois sources d'écrouissage précédentes.

Ceci nous amène à tracer les trois courbes caractéristiques de ces trois sources d'écrouissage :

courbe a : écrouissage intracristnllin

courbe b : ésrouissage intercristallin

courbe c : écrouissage dû à I'empilement des dislocations

sur la figure V-8 représentant en abscisse la taille de grain D et en ordonnée le temre ôE/pry.

Il est clair que les courbes a et b sont indépendantes de la taille du grain. Par contre, la courbe c

est une fonction décroissante en D-l ; elle exprime une d.iminution de l'écrouissage (c) quand la

taille du grain augmente. On distingue deux domaines d'évolution de cet écrouissage suivant la

valeurde D :

- lorsque D est inférieur à 10 pm, la grandeur de l'ésrouissage (c) est importante er nettement

supérieure aux deux autres (a) et (b). Dans ce cas, on a une influence importante de la taille du

grain sur l'écrouissage du polycristal ; la contribution associée I'emporte sur celles de l'écrouis-

sage inracristallin et intercristallin ;

ô>= 1* t  -# (D,enpm)
pôf 2s0 240
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- lonque D est supérieur à 10 pm, l'écrouissage (c) devient de plus en plus faible devant les au-

tres écrouissages (a) et (b) (il tend vers zéro lorsque D devient très grand). Alors dans ce cas-là,

I'influence de la taille du grain sur l'écrouissage du polycristal est négligeable.

On montre ainsi que l'écrouissage dû à la structure fine du joint (empilement des dislocations)

devient prepondérant dans le cas de grains fins : pour D < 10 pm, il ne faut plus considérer I'in -

terface comme une distribution purement surfacique de dislocations car cela masquerait la structu-

re fine du joint qui, dans le cas de grains fins, a une contribution importante à l'écrouissage poly-

cristallin.

Ces constatations sont tout à fait cohérenres avec les observations expérimentales [6] qui ont éga-

lement montré l'existence d'une valeur "critique" de la taille du grain (10 pm) et constaté les

mêmes effets de la taille du grain (Fig. V-9).

On peut traduire cela très simplement en disant qu'un grain fin est nettement moins "souple"

(moindre accommodation) qu'un gros grain et confère en conséquence au polycristal une limite

d'écoulement plus gtande. En bref, les résultats ainsi obtenus mettent bien en évidence le fait pra-

tique très important qu'à un affinement du grain correspond une augmentation de la limite d'écou-

lement.

L'utilisation de la solution du problème de I'inclusion à frontière mobile pennet donc de rendre

compte de I'effet de la taille du grain ; on a pu incorporer la structure fine du joint de grain en tant

qu'information in siru donnée par la loi de comportement de I'interface ; cela peut constituer une

perspective intéressante pour les méthodes d'homogénéisation telles que les méthodes self-

consistentes pogr décrire I'effet de la taille des grains sur le comportement macroscopique du po-

lvcristal.
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Fig V-9 : Dépendance de la contrainte d'écoulement q en fonction de la taille des grains D pour

différentes valeurs de déformation.
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V.2. Restitution d'énergie ' exemole

plusieurs processus (nucléation, croissance, coalescence,...) se produisant au cours de la

uansformation d'un matériau font partie des exemples d'applications de la notion générale

d'énergie de déformation.

Comme I'a signalé Eshelby [21], un calcul de la variation dénergie fournit en général par

une approche thermodynamique, une réponse à la question de savoir si une déformation inélasti-

que peut se produire.

Très récemment, Mura et aI.[22] se sont directement inspirés des travaux dEshelby et ont

proposé un modèle pennettant quantitativement de prédire I'initiation d'une microfissure de fati-

gue. Le principe de la méthode est basé sur le calcul à chaque cycle de la différence d'énergie

libre AG =Gz- G1 entre un état initial (G1) corespondant à une bande fine de cisaillement for-

mée par une distribution dipolaire de dislocations et un état final (G) correspond à une microfis-

sure qui serait obtenue par ouverture de la microbande initiale. Ils montrent que la variation de

ÂG par rapporr au nombre de cycles n est positive (ôÀG/ôn > 0) au début des cycles de fatigue

puis atteint un maximum au bout d'un nombre critique n" de cycles de chargement (Fig. ci-

dessous).

Au-delà de n", il y a instabilité de la microbande qui se transforme en une microfissure ; le terme

a^G/an étant alors négatif : le changement de signe de âAG/ân indique que par une restitution

d'énergie on a atteint un seuil de transformation.

I-e calcul de ÂG fait en toute rigueur appel au calcul de l'énergie élastique W et de l'énergie poten-

tielle liée au chargement extérieur.

L'exemple que nous traitons ci-dessous est plus resuictif puisque nous nous intéressons unique-

ment au cas de la variation de l'énergie élastique mais cene restriction ne retire en rien son intérêt

car, à panir de la solution du problème de I'inclusion à frontière mobile, nous mettons en éviden-

I

AG

I
I
I
I
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ce le phénomène de restitution d'énergie élastique par le changement de forme de l'inclusion (on

peut d'ailleurs suggérer un chargement constant induisant le changement de forme de I'inclusion,

ce qui fait que le calcul de ÂG revient à celui de W Lzll.I-e, cas général ferait intervenir en fait le

calcul de l'énergie potentielle totale où apparaîtraient de plus des temres d'interactions avec les

conditions de chargement) .

A titre d'illustration, nous proposons le cas simple d'un ellipsoide aplati (penny-shape) de demi-

axes al - à2)) a3 dans une matrice soumise à une contrainte macroscopique constante de cisail-

lement; on place l'axe2 de I'ellipsoide en alignement avec la direction de cisaillement. L'élasticité

est homogène er isotrope de constantes élastiques p. et v.

Nous reprenons les équations générales du chapitre III et nous regardons ce qu'elles deviennent

dans ce cas pa:ticulier d'une inclusion aplatie cisaillée suivant son axe principal. Nous rappelons

donc la variation de l'énergie élastique par unité de volume (Itr-30) en I'absence d'un chargement

extérieul:

I
I
I
I
I

+= |eG-DY o"'-*e rs-DÂ'PH
-1e9lo'oo'o

L ô t
(v-38)

C'est la formule générale donnant la variation de l'énergie élastique qui résulte d'une part de

l'évoiution des déformations plastiques (premier temre) et, d'aurre part de l'évolution de la forme

de I'inclusion par le tenseur ôVôr (deuxième terme).

Pour examiner le sens de variation de chaque contribution, on explicitera l'équation (V-38) dans

le cas particulier d'un cisaillement et d'une inclusion aplatie.



I

I
Cas particulier

I

I
â,rrè, "t 

Àilè, ou -(:) et - (i)
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A I'instant initial,l'inclusion aplatie est de centre o et de demi-axes a1(o) = a2(o) >> a3(o).

Les æres du repère orthonomré (o, e1, e2, e3) sont confondus avec les directions des axes pro -

pres de I'inclusion aplatie.

Nous supposons que le cisaillement se produit suivant la direction m et sur des plans de normale

n tels que (Fig.V-10) :

I
] de sorte que le tenseur de déformation ÂgP s'écrit :

/o o
o,î=l o o

\ o ^ro,

^})

Léquation (V-38) se réduit alors dans le cas isotrope :

ô\L = 2v (r - 2 Sn'?) 4. 
ôA:4' - +p 

ôS?"' 
( Jn)z ry-39)

ôt

Pour expliciter Ie terlne ôS42y'ôt dans cette équation, nous supposons que le changement de

forme de l'inclusion s'effectue uniquement dans la direction de glissement % (Fig. V-l1) ; nous

avons alors d'après (IV-10) :

ôsrrr, ôsrrr, ôa,
(v-40)

ôt d% ôt

où ô533/ôê2 êst déterminé en considérant la transfomtation d'une inclusion aplatie en une autre

inclusion aplatie :
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Fig V-10 : Inclusion aplatie (ar = àz>> as) dont les axes principaux définissent Ie repère ortho-

normé.

Fig V-11 : Changement de la forrre de l'inclusion aplatie en un autre ellipsoïde suivant la direc

tion e2:

a1(o) -+ a1(o)

a2(o) -+ a2(t)

a3(o) -+ ar(o).

-+
t3

-)
n
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a1(o) -+ a1(o)

a2(o) -+ a2(t)

a3(o) + a3(o) ,

ce qui a été donné en fV.3.2.c.

Nous avons alors pour les tenseurs Sz:æ etàS'2j7j/èa2:

sr'r'= I (t . 
tl 

"tl,l," 
)L - 

4 (1-v) a, 
ry_41)

âSrrr, (4+v) æ q

E=ffi,

La variation de l'énergie éIastique çV-39) s'écrit alors en tenant compte de CV-40) et (V-41) :

ôv/ = p (2-v) nar orl. 
ôo4, _ 

p (4+v) æE 
tad"lr 9

ôt 2 (1-v) a, 
--23 

ôt 8 (1-v) al 
' L)' 

Et

On a généralement pour v :

- l  <v  <L lZ

alors pour les coefficients de l'équation (Y-42):

(2 -v )>o  
e r  

(4+v) ro

2 (1-v) 8 (1-v)

(Y-42)

Examinons les deux termes de droite de l'équation N-42) :

le premier renne (tt(z-v)æ+l[2(1-v)ar] ̂ePæ ôÂePr./ôù est toujours positif au corus du cisaille -

ment (ÂePr, > 0, ôÂen r/ôt > 0) et traduit une phase de stockage d'énergie élastique.

Le deuxième tenne ( p(4+v)na3l[8(1-v)a2r] (&næ)2 ôazlôO est toujous négatif pour une inclu-

sion de plus en plus effilée dans la direction du glissement (Fig V-l1) :

ôa. ôa" ô4"
ar(o)  = g(o)  >> e(o)  +: i= 0,  +)  0,  i=o

ôt ôt ôt

On obtient là une phase de restitution (relucation ou adoucissement) dénergie élastique.

On met ainsi en évidence une compétition entre un processus de sockage dénergie (l'écrouissage
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qui a lieu au cours du cisaillement plastique) et un processus de restitution d'énergie (par chan-

gement de fomre de I'inclusion).

Le résultat de cette compétition est donné par la valeur et le signe de ôWôt résultante ; on I'ob-

tient dans la mesure où on connaît la loi de comportement de I'interface qui donnerait le change-

ment de forme de I'inclusion en fonction de l'évolution de la déforrration plastique.

Nous ne disposons pas actuellement de cette loi de comportement ; quoiqu'il en soit" la forrrule

(V-42) est significative en ce sens qu'elle permet de mettre en évidence I'existence ou pas d'un

seuil pour lequel on peut observer un maximum de variation d'énergie suivant différents cas de

figures:

Si on se réfère aux travaux d'Eshelby, ces cas de figures, exploités par une approche thermody-

namique, peuvent être utiles à indiquer I'occurence ou pas d'une instabilité liée par exemple à une

transformation martensitique, à la création d'une fissure ou peut-être dans notre cas à I'amorce de

la création d'une bande de cisaillement (par une augmentation subite de a).

Une aure information intéressante que I'on peut deduire de la formule (V-38) consiste à savoir

dans quel sens va évoluer l'énergie élastique suivant que I'on observe une croissance de I'inclu-

sion selon l'axe 1, 2 ou 3. Cela peut être indiqué en calculant le gradient de l'énergie par rapport

aux paramèttes â1, &2, î3 i respectivement donc :

aw aw aw
ea1 ' lÇ'4

Par exemple si ôWâa1 < 0 alors cela signifie une diminution d'énergie lorsque ê1 ôugrn€nte (plus

généralement, pour un paramètre I quelconque dont dépend W, Eshelby a montré que ôW/ô( dé-

finit ta force thermodynamique agissant surlTnclusion et associée aux variations de Ç.

Pour calculer ces dérivations partielles, nous reprenons l'équation (V-38) et en tenant compte de

(ry-10) pour un changement quelconque de l'ellipsoide (ôao/ôt + 0 , a = t,2,3) :

EP

M= - leo-o
ô tz

e

^ oôÂeP
A g -

ôt
leo-u ôÀeP aeo- * e i. 3s % ^d^sP
z ôt 'L 

Iï 
o"o ôt

(v-43)
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ce qui doit ête identique selon la règle de composition des dérivées pardelles à :

âw ôÀeP * f 9L 
*" 

ry-44)
ôt a^d ôt Ttduo ôt

L'identification entre (V-43) et (V-44) pelmet I'accès au calcul de âWâç:

#= i"#^eP^eP (v-4s)
ct cl

A titre dilustration, nous reprenons I'exemple précédent du cisaillement dans un milieu isotrope

et d'une inclusion aplatie ; nous avons :

$[ = - 4p (^4")t 
âs-t"'

ôu, 
'r '- -'/3' 

âu,

${ = - 4p (ad.)t 
âlt"'

à^, 
'r x--23' 

èu,
(v-46)

$L=-4p(^d,.)'às-""
âq 

'r \- -'25' 
âu,

Les composantes âS,,6/âao sont données au paragraphe IV.3.1.c. ; nous les rappelons :



r57

On obtient finalement :

aw
ôu,

aw
q

aw

- " 
(4-5v) æa"

- p (Âe")' ,'
8 (1-v) ai

.. o-z (4 + v) æa,
=-p(Âe)

8 (r-v) a]

n ,  (Z+v )n
- p (ae')-

2 (1-v) a,"% I
ce qui emène plusieurs remarques Gl < v < ln) :

. âWôa1 < 0 : il y a une relaxation d'énergie lorsque al augmente,

. èW/èa2< 0 : il y a également relaxation d'énergie lorsque â2 âugffient€,

. âWâa2 = 2 àW/èa1 ce qui signifie que la relaxation est plus forte suivant a2 qui n'est autre que

le sens de glissement et qui, de fait, suggère un effilement préférentiel de I'inclusion suivant le ci-

saillement.

. âWôa3 > 0 : l'épaississement de I'inclusion dans une direction normale au plan de cisaillement

traduit une augmentation d'énergie élastique. Cela est cohérent avec les observations par exemple

d.e plaquettes de martensites qui présentent [23] une énergie minimale pour une forme très mince

(adar + 0).

On montre ainsi par des considérations thermodynamiques, comme le souligne Eshelby,

que le calcul de la variation d'énergie élastique peut être utile dans la théorie de la transformation

martensitique, de I'initiation d'une fissure ou d'une bande de cisaillement ; I'aspect nou-

veau concerne surtout le fait que le problème d'inclusion à frontière mobile nous permet de met-

tre en évidqnce I'influence du changement de forme de I'inclusion sur le processus de stocka-

ge ou de relqx\tion d'énergie. Cela offre de nombreuses perspectives pour les calculs relatifs à

l'évolution et à la stabilité d'un processus de déformation où se combinent à la fois les variations

du champ des déformations inélastiques et l'évolution de la forme des constituants du matériau

hétérogène.
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Dans ce travail, on a présenté la solution du problème d'inclusion à frontière mobile qui

élargit les champs d'applications des problèmes classiques d'inclusion d'Eshelby-Krôner. Cette

solution fait apparaître explicitement la vitesse propre de I'interface entre inclusion et matrice dont

la "loi de comportement" dépend de chaque problème physique susceptible d'être traité à partir de

la solution obtenue. Les deux applications simples qui ont été présentées montrent I'importance

mécanique etphysique des problèmes liés au mouvement d'interface.

Il est évident que pour obtenir des résultats simples et pratiques, nous nous sommes res-

treints aux hypothèses classiques usuelles des problèmes d'inclusion :

- déformation inélastique et comportement constants par morceaux

- forme ellipsoidale de I'inclusion

- pas d'interaction enfe I'inclusion et la surface externe de la matrice (milieu infini)

- la vitesse de I'interface est limitée à la transformation d'ellipsoides en ellipsoides.

En théorie ces restrictions limitent le champ d'application des résultats obtenus mais permet-

tent cependant de traiter un grand nombre de problèmes.

Pour pouvoir être appliqués à des problèmes de comportement des matériaux, les résultats

précédents doivent être complétés par la détermination de la loi donnant le champ de vitesse W à

partir de la physique du processus. Cette loi est propre à chaque cas physique envisagé ainsi que

cEla a été montré dans les applications.

Nous pensons que les résultats présentés dans ce travail ouwent un large champ d'investi-

gations micromécaniques et structurales qui permettront d'apporter un nouveau développement

aux phénomènes cités dans I'introduction : changement de phase, recristallisation, maclage...
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Annexe A

Calcul des tenseurs f et f" par la méthode de la

transformée de Fourier

A.1. Cas général d'une inclusion ellipsoidale dans un milieu anisonope

A.2. Calcul des tenseurs f ef fI" dans le cas particulier d'une inclusion sphérique située dans

un milieu isotrope

A.2.1. Résultats analytiques

A.2.2. Validation du programme numérique

4.J. Résultats numériques concernant une inclusion aplatie et une bande dans un milieu isotrope

A.4. Résultats numériques dans le cas général d'une inclusion ellipsoïdale dans un milieu aniso-

trope

A.4.1.Inclusion sphérique : Cu,Zn

A.4.2.Inclusion aplatie : Cu,Zn

A.4.3. Bande : Ctt,Zn



A.l. Cas générat d'une inclusion etlipso'idale dans un milieu anisotrope

La transformée de Fourier du tenseur de Green G est définie par :

ô= 1il; = JJJ o," ,; "'Ë'-avJn

et sa tansformée de Fourier inverse :

(A-2)

Si kl, k2, k3 sont les coordonnées cartésiennes du vecteurk, ot x1, x2,x3 celles de r alors l'élé -

ment différentiel dV6 est :

dVr = e, dg d\

et Ë.È tr*, + krxr* b*s

de (A-2) on a:

c=, (i = + [[[a'. 1i; 1L,l ,*liau*
Jn,r grr, , rd* r'

et

Gj,'* (i = + JJJ a," tti qq "fr"-du*gn- ,.f*

Le tenseur G présente une singularité d'ordre I r l-1. I-es calculs d'intégration et de dérivation sont

à faire au sens des disributions [1].

De plus la transformée de Fourier de la fonction ô de Dirac est donnée par :

et la transformée inverse :

cj" (i) = 
#JJJc," rô "*:fu*

ôô=#q"utou*

(A-1)

(A-3)

(A-4)

6'cËr = 
{[o*t 

ô (i) av = t

(A-s)

Letenseur de Green qui intervient dans les expressions deTetfestsolutiondeséquations

(tr-17) que I'on rappelle :



al. o,,r* (i * ô" o (ii = o
rJKl JIl,lK 

'- ul

On obtient à la piace de (A-6), compte tenu de (A-4) et (A-D le système linéaire :

C.o-. G. ft] k.k = ô,_ (A-7)_ijkl _jn \--l -_i^a _h

On rappelle les expressions des tenseurs T (IV-14) et f (IV-15) sous la forme suivante :

+  è 2  l l l  + +t,," (r,t) = - 
ffi JJJ o" (r-r') dv'

v(t)

(A-8)

(A-6)

(A-e )

(A-10)

(A-11)

-3

{*Ë,ù=-#.|.|J o" di) *'av'
J I c r v (o

qu'on peut écrire en définissant le tenseur T par :

_ ,_^ ,  Daz l l l .  â+ +t,,. (r,t) = - ;;fr JJJ o" (r-r') f (r') dv'
v(t)

où D est un opérateur différentiel et f une fonction réelle définis par :

1)D= i  e t  f ( r ' )=1  Vr 'eV1  PourT=T

2)D=â/âxo  e t  f ( r ' )=1 'o  Vr 'eV1  pour !=Jc

La fonction f est nulle en dehors de V1.

I

l

N.B. La singularité d'ordre lr la introduite par la dérivation de G (G,r.:rJ ne Pose pas de diffi-

cultés majeures si on veut faire le calcul en un point de I'inclusion ellipsoi'dale [2].

En substiruant le tenseur de Green g par sa transformée de Fourier (A-2) dans l'équation

(A-10), on obtient:

,r ., - t 
"*JJIJJJ e* dr r rô #fidvK dv' (A-12)Î i . is(r ' tr=-tîâ, 

, u(o vK



\

I
Introduisons les cosinus directeurs de k qu'on notera (X1) j = t,2,3 etsoit k le module du vecteur 

I
k. Prenons comme repère le repère R d'origine O, centre de I'inclusion et ayant pour ar<es les 3 |
diamètres orthogonaur de I'inclusion, on a alors :

k j  =kXj  V.  = 1,2,3

avec :

X1 =s in9t9 tq
Xz = titt 0 sin I
r i=coto

k, e, g coordonnées sphériques de k, et tels que :

t= l lË l t  e  [0 ,+" .1  ,  0e  [0 ,æ]  ,  g€  l } ,2 tc l

L'équation (A-7) s'écrit alors :

^ O  ' 2 , : -  i

Ciin, xr ll (k-Gk,, (k)) = ôn

En déhnissant les composantes Mç par

ciit' r1x' = Mik

on a alors :

1 -  +  - l  â

k' cik(k) = Mi (X)

Le tenseur M ne dépend que de la direction de k, c'est-à-dire des angles fixant ceue direction.

Par aiiieurs, en coordonnées sphfiques, l'élément de volume dV1ç s'écrit :

dvK = k2 dk as dl (A-16)

où dS (X) est l'élément de surface sur la sphère (S) dans I'espace k

dS (il = sin 0 d0 dq (A-17)

(A-12) devient, en tenant compte des équations pÉcédentes :

) . -1 D;" 
'r€

t,,o{it) =#rËJJJ 
IIIna;i ô r<ir"'dd-bdkos 12si av' (A-18)

'  
v1';o s

(A-13)

(A-14)

(A-1s)



nous obtenons en effectuant les dérivées panielles D, aÊxj, â/ôx1:

rfu = rylJ r, x, Mi til t"l xl* *,xi* {xN''o ds
rrJt, 

s

2

(A-2s)

..ro _3^t^z%^o1l*,*rrr_*i til t"i xl* Îrx:.4r]l 'to as^ ijtr- 4n J J
(A-26)

Nous remarquons que les deux intégrales sont uniformes dans le cas où r est intérieur à I'inclu-

sion ellipsoidale.

Ce résultat est prévu par Esheiby pour f'

La détermination des renseurs II et !a dépend de la connaissance du tenseur lvfl donné par

(A-15) ; les résultats analytiques sont obtenus dans le cas isotrope puisque Tvfl est connu explici-

tement et les résultats sont numériques dans le cas anisotrope.

A.2. calcur des tenseurs f et fo dans re cas particurier d'une inclusion sphéri-

que située dans un milieu isotroPe

A.2.1. Résultats analytiques

Le calcul des renseurs rl(e-zs) et1|o (A-26) se font de la même manière que dans le cas

du problème élastique traité parFaiwe [3] Beweiller [6] Tiem Fl etFassi-Fehri [8]'

Dans ce cas, le tenseur lvfl s'obtient à pant de (A-1f) :

i=+tu,*-#Lx-)

et par la fansformée de Fourier inverse (A-2), on a lia forme explicite de G :

cikd)= 
1,  o, ' -* l i l . *

4npofi 
u( 

16æpo11-v) 
'a

(A-28)

(A-2e)

Les intégrales (A-25) et (A-26) s'écrivenr alon en tenant compte de (A-28) et en faisantal= 4t=

â 3 i



rli*,=#ljt*, { u,* frt.r* } ot (A-30)

dft= 
#!!*,*,*i{u*-#r,r* } u, (A-31)

Calcul du tenseurf

--, r -i ' i 1 î' iTùu, = 
^^-" 

ôt*J J /1r1sin0 d0 dg -- 
) J xtxtx*r., sino d0 d<p

' v l -  oo  8 rpo11 -v l oo

Les termes

n2æ
t lou = 
I J*t*'sino 

do ds

vZrc
l l

et ^iitt = 
J J xrx,xrxu sino do dq

se calculent r*il"-",i,lt on obti"n, ,

æ 2 n

Ârr = J J t*" "or'9 dodq =+
o o

æ 2 n

Lzz=j J r*tr sinse dode =+
o o

æ 2 æ

Â33 =J J.";t sino dods =+
o o

LLz= Ât3 = Àzs = 0

soit encore de manière condensée :

.  4n -
o j r=Tô j t '



fç.
,-.J-r
tlrfl

Er

12æ

= [  [s in5ecos
JJ
o o

osdode=+

h\tr

â
t/

( '_)De même pour les composantes non nulles A* :

Â,ru

F'i q 4 r2n
Lrrr, = 

J J 
sin-e sin-9 d0 dq = 

T
o o

frztc

arrr, = jJsine .oroe do d9 =+
o o

æ2tc

orrr, =j 
J sir,se .or2q sin2q do d<p =+

o o

r2rc

orrr, =jJ sin3e.or2e ,ortg do d9 =+
o o

re2æ

o,,r, =l 
I sin3e cos2e sin2e de dq = 

+
o o

Soit encore de roanière condensée :

aiju = 
1î 

(uu ôo * ô,*ôj'* ô"ôj*)

Les composantes du tenseur t' s'écrivent alors :

d,jo = 
#;5 

{ t'-'ou"l ô,*ô.i,- (ô,jôo* ôoôj*) }

Calcul des tenseurs IIo (cr = 12,3)

r2rr r2n

dfr = 
#t"l I 

x.ixfi:sino d0 ., 
*fu J J xax-xrr] sine d0 de

(A-32)



Læs termes

æ2n
f I ^

oji=J )xtxrx"sinodods
n2æ
f f  z= 
J J xixjxnxfll.-sin0 d0 dg
o o

rc2æ

^1, = JJ rr"te roros do de =+
o o

n2æ

Llrr=JJ r*tt .or'9 sin29 do dg = 
+i

o o

rc2æ

^1, = JJ rt" .or'o coszgdo dp = +l
o o

l l rLiz= Âis = Àr, = 0

ou encore d'une manière condensée :

--1i=#(u,ntô,,ô,,)

De même, pour les composantes non nulles Âru* ,

^1,,, = J ir"', ,orus do de =+
" *i*

o'rrrr= J J sinTe cos29 sin29 do dg =+
o o

æ2æ
^1 f l  3^  4^  )  4naglgg = 

J J 
sin-0 cos'0 cos-<pd0 dg = 

Ts
o o

et ^i*,

se calculent facilement et on obtient :

-BOurCr=L :



T21E

Llr"r= 
lJ 

sinTe cosatpsinz<p do dq = +

æ2r

^1,r, = jJ rin5e .or2e .orog do d9 =+
o o

n2æ

L)rrrr= I J sin5e .os2e .ortq sin29 d0 dq = 
#

o o

soit de manière condensée:

4111r, = 
f& (uuu-,+ ô*ôu+ ô.sô'+ 2 ô,*ô,jô,,+ 2 ô;rôriô'

+ 2 ô,,ôr,ôrn+ 2 ô"ôr,ôrr+ 2 ôj,ôrnôr,* 2 ôijôlkô')

- pour cr = 2.3 : il suffit de remplacer dans les expressions donnant AIU et Â1* I'indice 1 par cr

1 
afrn d'obtenir Acil et Ao,jo d'une façon condensée :

I

I 
^î = {i (on* z u*u,)

I lî*, = 
# { ô,.iô*,* ô,*ôj,* ô,1ôir+ 2 ô,*ôioô,o* 2 ôj*ô,oô,o

I
I 

*2 ôoô.;oô*o*2 ôoô,oôjo+2 ôuônoô,o* 2 ô,iô*oô,o)

Nous obtenons finalement ies composantes des tenseurs IIo (Cr = !,2,3) :

dfr=+{ttl-t+u";1ô,*ô1r+2ô,*ô.;oô,o)-(ôuôo+ôjkôil)
zop"(t-v") 

(

- 2 (ôjkô.oô,o* ô,jôooô,o* ôoô*oôjo* ôoô,oôjo* ô:rô,..ô*o) 
) (A-33)

I
Les expressions des tenseurs 1| rt f" sont retrouvées en utilisant la méthode des fonctions po-

I ,"ntielles (voir fV.3-1.a).
t

I
I



4.2.2.

Pourvalider le programme numérique, nous avons traité ce cas particulier d,un milieu iso-
trope et une inclusion sphérique ; les résultats sont identiques à ceux donnés ici (à 104 près).
Nous avons pour v = 0.33 et p - 3000 daN/mmz respectivement les composantes des tenseurs
rI, ôtVôao, S., âVâao, A, âd,/âao :



* Cas isotrope (at = az= al)

1 1
T 2
1 3

2 L
2 2
2 3

1 1

3 2

t l

l 2
1 3

Z L

2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

r t { r i t t )  t

I j  \ k r  1 1  1 2 2t  22

o . o o o o o o o  - 0 . 0 0 0 0 0 6 7
- 0 .  o o o o l 6 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o o 9 4 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 o o  0  . 0 0 0 0 6 1 1
o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 o o o 0 o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  - 0 . 0 0 0 0 1 6 ?

3 1  3 2  3 3

o . o o o o o o o  o . o o o o o o 0  - 0 . 0 0 0 0 1 6 ?
ô , ô o o o o o o  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o

- ô .  ô ô o o r s ' t  o .  o o o o o o o  o  .  o o o o o o o

o  .  o o o o o o o  o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  o . o o o o o o o  - 0 . 0 0 0 0 1 6 7
ô . ô ô o o o o o  - o . o o o o 1 5 ?  o . o o o o o o o

o . o o o o 9 4 4  o . o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
ô .  ô ô ô o o o o  o .  o o o o s 4  4  o  .  o o o o o o o
o . o o o 0 o o o  o . o o 0 o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 6 1 1

o . o o 0 6 1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o  0 . 0 0 0 0 9 4 ' l
o .  o o o o o 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o o o o  - 0 . 0 0 0 0 1 5 7
- 0 .  o o 0 1 6 ?  0  . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o 0 o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0

o . 0 o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 o o o o 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

- o . o o 0 1 6 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 9 4 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 1 6 7
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 9 4 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 1 6 7

0 . 0 0 0 0 0 0 0

il-:1'3:1-1llÎi:
i J  \ k r  1 1

- 0 . 0 0 0 0  3 1 7
0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 4 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 4 8

L ?

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 4 9 2
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 4 8
0 . 0 0 0 0 c 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

I J

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 4 9 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ ^ ^ ^ ^ n n
u . v v v v w v v

0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 4 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 4 8

^  â ^ ^ ^ ô ^ n

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 8 4 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ ^ ^ ô ^ n
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0  . 0 0 0 0 0 9 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 3 4 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0

J J

0 . 0 0 0 0 0 4 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  c 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ 4 ô n ^ ô

- 0 . 0 0 0 0 0 9 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 1 5 9

2 1  2 2  2 3

o . o o o o o o o  o . o o o o o 4 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
ô : ô ô ô ô ô i à  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o
ô . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o ' o o o o o o o

- o . o o o 0 8 4 1  o . o o o o o o o  0 . 0 c 0 0 0 0 0
c .  ô ô é ô o o o  c . 3 o o o 1 s e  c .  o o o o o o o
ô . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o . o o o 0 3 4 9
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0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 2 0 0 0 0 0 0

0 . 2 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 c 0 0  0 . 2 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

. L

2 2
2 3
' 1 1

J Z
1 1

L 2r l

1 1

\ 2
1 1

2 r
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3
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A.3. Résultats numériques concernant

milieu isotrope

* Cas isotrope (at = az = 100 as)

t t t i l t  t ) ,

une inclusion aplatie et une bande dans un

i j  \ k r  1 1  1 2  1 3

1 1  0 , 0 0 0 0 0 1 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 3 2 8 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0  0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 - 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a r  a i / a a r  ( i J k r ) :

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  o . o ô o o 0 1 9  o . o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 3 2 8 4

o . o 0 0 o o o o  o . o o o o o 0 0  o . o o o o o 0 o
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 33 22 3222 L 3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 1 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 1 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

2' t
2 2
2 3

3t-
J Z

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 0

- 0 . 0 0 0 0 0 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 1 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 8 4 3

1 l

1 1
T 2
1 J

2r
z z
Z J

\ k r  1 i  1 2

- 0 . 0 0 0 0 0 2 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 .  0 0 0 0 0  0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  0 . 0 0 0 0 0 1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a r  a r ) a a 2  ( i  j k l ) :

1.3

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 4  1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 1 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 - 0 0 0 0 0 0 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 i

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^  ^  ^ ^ ^ n ô ô ^

0 . 0 0 0 0 0 0 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ ^ ^ ^ ô ^ ^  ô  ^ n ô n ^ n ô

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 1 2

0 , 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 4 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 1 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 1 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 1 2  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 2 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 0 3  0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 1 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 2 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 9 2 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 2 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 2 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 1 6 2 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 1 6 2 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 5 2 1

J Zz 3z z

i j  \ k r  1 1  ! 2  1 3

1  1  0 . 0 0 0 0 0 0 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
. r  a  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^  ^  ^ ^ ^ ^ ^ n 1  ^  n ^ ^ n ^ ? É

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3
0 . 0 c 0 c 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  c . 0 c c 0 0 0 0

- 0 .  0 0 0 0 0 0 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 1 8 1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 2 3 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 6 2 8 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 2 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 2 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 2 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 9 2 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 33 23 1222r

a \  a T r / a a 3  ( i j k l ) :

i j  \ k l  1 1  L 2  1 3 2 7

2 T
2 2
Z J

3 1
: z

1 1
7 2
A J

2 I
2 2
Z J

5 Z

3 3

3 33 23 12 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 2 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 2 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 2 3 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 1 8 1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 6 2 8 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 2 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 2 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0



* Cas isotrope (at = az= 100 aj)

s  ( t J k I )  :

1 ' t

0 . 0 1 5 0 1 9 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 2 4 1 4 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 8 1 9 9 2

! 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 6 3 0 2 8
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 6 3 0 2 8
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 1

0 , 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  .  i t 920877

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .4920e17
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 6 3 0 2 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 6 3 0 2 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

22

0 . 0 0 2 4 1 4 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 1 5 0 1 9 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 8 8 1 9 9 2

2 3

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .4920s11

0 . 0 0 0 0 0 0 0
o - 4920s77
0  . 0 0 0 0 0 0 0

? t

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .4920911

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .4920871
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 6 5 5 4 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 6 5 5 4 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

o  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ô n a Q 1 1 9

0  . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ ^ a 4 ^ ^ n

0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 3 8 1 3 8
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

J J32
i j  \ k r

1 1
t 2
1 3

\ k r  1 1  L 2

- 0 . 0 1 ? 3 4 1 2  0  - 0 0 0 0 0 0 0
0 .  o o o o o o o  - 0  . 0 0 3 0 6 2 8
o .  o o o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0

2 r  o . 0 0 o o o o 0  - 0 . 0 0 3 0 6 2 8
a à  o . o o 1 ? 2 9 3  o . o o o o o o o
i l  o .  ooooooo  o  .  ooooooo

o .  o o o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o . o 0 o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 1 1 3 4 6 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a s l a a 2  ( i j k l ) :

i j

1 1
L 1

1 3

3 l  o . o o o o o o o  0 ' 0 0 0 0 0 0 0
3 2  o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 a  ô . o o z e r e g  o  - o o o o o o o

a L  a S l a a 3  ( i j k l ) :

\ k 1  1 1  L Z

o .  o o 2 ? 6 0 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . o o o o o o o  - 0 . 0 0 3 0 6 3 1
0 . 0 o 0 o 0 o o  0 . 0 0 0 c 0 0 0

o . o o o o o o o  - 0 . 0 0 3 0 6 3 1
- c . 0 0 4 0 5 3 0  0 - 0 0 c c 9 3 0

ô . o o o o o o o  o . o o o o o o o

z r  2 2

o . o o o o 0 o o  - 0  - 0 0 4 0 5 ? ?
- 0 . 0 0 3 0 6 2 8  0  - 0 0 0 0 0 0 0

0 . o o 0 o 0 o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 3 0 6 2 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 2 7 6 0 5
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 2 8 1 8 9

2 1  2 2

o . o o o o o o o  0 . 0 0 1 ? 2 9 1
- 0 . 0 0 3 0 6 3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . c o o o 0 o o  0 - 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 3 0 6 3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
û . c o c c c 0 o  - 3 . C i : 3 4 i :
o . o o 0 o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o o 0 o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o , o o o o 0 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o 0 0  0 . 0 1 1 3 4 6 5

o . o o o o 0 0 0  - 0 . 0 0 1 8 8 0 5
o  .  o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  o o o o o o o  - 0 . 0 0 1 8 8 0 5
0 . 4 9 2 0 8 ? ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o  .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 2 0 8 7 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 9 9 9 4 7 4 0

o . o o o o o 0 0  0 . 0 0 2 2 3 0 3
o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  o o o o 0 o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o  .  o 0 o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o 0  - 0 . 0 0 0 5 1 0 2
0 . 0 0 3 8 1 3 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o  .  o o o o 0 o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 8 1 3 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  .  o o o o o o o  0 . 0 0 3 1 3 0 5

o . o o o o o o 0  - 0 . 0 0 0 5 1 0 2
o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o 0  0 .  c c c c 0 0 0

o  .  o o o 0 o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
c . o o o o 0 o 0  0 . 0 0 2 2 3 C 3
o . 0 0 6 5 5 4 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o o o 0 0  0 ' 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 6 5 5 4 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 3 1 3 0 6

2 l
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

a !  e s l a a !  ( ! j k I ) :

J J3 2
i j

I I

l 2
i 3

I J

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 5 5 4 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 6 5 5 4 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ ô i Ê 1 1 1

0  . 0 0 0 0 0 0 0
U . ! U v v u J !

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 3 8 1 3 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  -  0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

o  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 8 1 3 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 3 8 1 3 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ ^ ê . a ^ ^
u . 9 9 U V 9 V v

0 . 0 0 6 5 5 4 3

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 6 5 5 4 3
0  . 0 0 0 0 0 0 0

J I

3 2
J 5

a 1
3 33 2

2 T
22
2 3

I

J J

r Z  1 3

0 , o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 6 1 ? 3 7 9 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  - 0 . 9 7 8 1 8 9 7

o . 6 I ? 3 ? 9 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o o o o o  - 0 . 9 ? 8 1 8 9 ?
o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

21 22  23

o . o o o o o o 0  0 . 2 3 5 0 0 6 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

i::ieuaa 3:3333333 3:3333333
3:3à33133 Î:Î339??3 3:3333333
ô .ôôàôôoo  o .ooooooo  -o ' e7818e?

o .ooooo0o  o .oooo0oo  0 '0000000
Ë :ôôôôôôô  ô .ooooooo  -o ' e7818e7
o :ôôôôô6ô  -1 .360s634  o .ooooooo

o . o o o o o o o  o - o o o o o o 0  - 0 ' L 1 5 2 7 1 9

-3:393î339 3:3333333 3:3333333
3:3333333 3:3333333 -3:Î9339Î3
ô .ôoooooo  -0 .9?81897  o 'ooooooo

-3:333à333 -3:3331339 3:siiiiii
o.ôôôôôôo o-ooooooo -0 . {eos2o?

1 1

i J  \ k r  1 1

1 1  1 . 4 6 9 ? 6 6 0
L 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  0 . 2 3 5 0 0 6 3
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  - 1 . 3 6 0 5 6 3 4



* Cas isotnooe (at = az = 100 a3)

A ( i j k r ) :

i j

1 1
t z
T J

2 I
2 2
2 3

? 1

3 2
J J

a 1

\ k I  1 1  t 2  1 3

g .  gggg000  o .  oooo0oo  o .0oooooo
9 .  g999ooo  o .  ooooooo  ô :  ôôôôôôôo . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o . q ô ô ô i à i
0 _ 0 0 0 0 0 0 0  o . 0 o o o o o o  o . o o o o o o o
9 . 9 9 9 9 9 9 0  o .  o o o o o o o  o .  o o o o o o ôo .  ooooooo  o .  ooooooo  o .  ôôôôôôô
g . g g g g g 0 0  0 . o 0 o 0 0 o o  _ o . 4 e o o 7 e 7
o . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o . o ô o ô 0 6 ô
0 .  0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o  o .  o o o o o o ô

a A / a a l  ( i j k I ) :

i j  \ k I  1 1  1 2  1 3

1 1  0 . 0 0 o o o 0 o  0 . o o o o o o o  o . o o o 0 o 0 0
!?  o .  ooooooo  o .  ooszs i i  ô :  ôôôàôàô1 3  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o  ô : ô ô ; i i à i
2 _ !  0 . 0 0 0 o o o o  - o . o o 5 ? 8 7 1  0 . 0 o o o o o o
? ?  o .  o o o o o o o  o .  o o o o o o o  o .  o o o o ô ô à2 3  c .  o c c o c o c  c .  o o o o o o ô  ô :  c 5 J o 5 ô ô

1 1  0 . 0 0 o o o o 0  o .  o 0 o o o o o  _ 0 .  o o 9 r 1 6 13 ?  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o  ô : ô ô ô ô ô ô ô3 3  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o . ô ô ô à ô ô ô

:1_3if:3_l]]Ill:
i j  \ k l  1 1  1 2  1 3

0 .  0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o  o .  o o o 0 o o o0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 .  o o 5 ? 8 ? r  o .  o o o o o o ô
0 .  0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o  o . 0 0 3 3 2 9 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o . o o 5 7 8 ? 1  o . 0 o o o o o o
9 .  9 g g g g 0 0  o  .  o o o o o o o  o . 0 o o o o o o
o .  o o o o o o o  o .  o o o o o o o  o .  o o o o o ô ô

: 1  0 . 0 0 0 o o o o  o . o o o o 0 o 0  _ 0 . 0 0 3 3 2 e 1
??  o .  ooooooo  o  .  ooooooô  ô :  ôôoôooô2 3  c . o c o o 3 3 o  3 - o o o o c c o  c . c c c i i i J

:1_:11:::_glI1l:
i j  \ k t  1 1  1 2  1 3

] ,  c . 3 3 3 î 3 3 C  c . o o c o o o S  0 . c 0 3 3 0 c 31 2  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o . ô ô ô ô ô ô ôi 3  o . o c o o o o c  o . c o o o c o c  _ : . i e : z à i i

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o 0 o  o .  o 0 o o o 0 o
9.  ggggggq o  .  ooooooo o .  ooooo00o.  ooooooo o  .  ooooooo o .  oooôôôô
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . o o 0 o o o o  1 . 1 8 5 2 9 5 5
9 .  g g g g g 0 0  o .  o o 0 0 o o o  o .  o o o o o o oo . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o . o o o o ô ô ô

2 T

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0  0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 7

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 7 8 7 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 5 7 8 7 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0
n  ^ ô ô n ^ Â ^

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 l

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 5 7 8 7 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 5 7 8 7 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  a ^ ^ ^ ^ ^ ^

2 L

n  n ^ ^ ^ ô ^ ^
o . 0 0 0 0 0 0 0
f ,  ô ^ n ô ^ ^ ^

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

22

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 0 0 ? 9 7

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 4 9 0 0 ? 9 7

0 . 0 0 0 0 0 0 0

22 23

0  . 0 0 0 0 0 0 0  o . 0 o o 0 o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o o o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o 0 o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0 .  o .  c o 3 3 2 9 i

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 3 2 9 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o  -  o o o 0 o o o

2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o 0 o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o 0 o o o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  0 o o o o 0 o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o 0 o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 9 1 1 6 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o 0 o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 9 1 1 6 1
n  ^ ^ ^ ^ ^ a ^

v . r w U J ù ! v

2 2  2 3

c . 0 0 0 0 c 0 c  0 . 0 3 0 c î 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o 0 o o o
0 .  c 0 c 0 0 c 0  c .  o c c c c 0 o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o 0 o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 1 . 1 8 5 2 8 5 s

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  l .  1 8 5 2 8 5 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .4900791

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 4 9 0 0 ? 9 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

32

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 0 0 ? 9 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 4  9 0 0 7 9 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
n  ^ ^ â ^ ^ ^ Â
v .  v v v 9 v v ù

? 1

f 1  ^ n ô ^ ^ ^ ^

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 c 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0

1 1
t 2
1 3

2 L

Z J

2 t
2 2
z 5

3 1
J Z
J J

3 1  3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o o o
0 . 0 0 9 1 1 6 1  0 . o o o o o o o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o 0 o o 0 o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o
0 . 0 c 0 0 0 c c  0 . 0 c 3 3 2 9 1

- 0 . 0 0 9 1 1 6 1  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  _ 0 . 0 0 3 3 2 9 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o o o

3 1  3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o 0 o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 o o o 0 o o
0 . 0 0 3 3 2 9 1  0 .  o o o o o o o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . o 0 o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 9 1 1 6 1

- 0 . 0 0 3 3 2 9 1  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 9 1 1 6 1
c .  c 3 3 0 0 3 c  c .  0 0 c 0 0 c o

3 1  3 2

0 . 0 c 0 c 0 c c  0  _  9 0 o c 0 o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o . 0 o o o o o o- 1 . 1 . 6 5 2 8 5 5  o . 0 o o o o o o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 1 . 1 8 5 2 8 5 5

1 . 1 8 5 2 8 5 5  0 . 0 o o o o o 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  1 .  1 8 5 2 8 5 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o 0 o o



* Cas isotrope (at + + æ, a2 = 100 a3)

I
I
I

I
r  ( i j k r )  :

1 j  \ k r  1 1

1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 t  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 ?

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 5 4
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 3 2 9 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 l

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 33 22 32 2 1 l

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

o  .  o 0 o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 3 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 3 2 7 5

o  .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 0
o . o o o 0 o 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 1  2 2  2 3

o  .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o 0 o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o 0 o o o o 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o 0 o 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 3 7

o . 0 o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o 0 o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 2
o  .  o o o o 0 o o  o .  o o o o o o 2  o  .  o o o o o o o

. .  2 3Z L

o  .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  . ^ ^ ^ Â ^ ^  ^  t ^ n - n î 1

ù - r U i U V ! v

o  . 0 o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . 0 o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o 0 o o o o 0  0 . 0 0 0 3 1 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o 0 o 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 6 0 3 1

^  ^ n â ^ ^ n ^ u . 9 v v v 9 0 u

o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 1 8 3 3
o . o o o o o o 0  - 0 . 0 0 0 1 8 3 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 2 0

- 0 . 0 0 0 0 0 2 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 3 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 8 4 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

*-1u:11g1Ilr9

a 2  a i l a a |  ( t j k l ) :

i J  \ k r  1 1  1 2  1 3

1 l  O . O O O O O O O  0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . o o o o o o 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 3 5

2 r  O .  O O O O O O O  O  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  o .  o o o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  o .  o o o o o o 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  o . 0 o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

f-:1"-:l-li$l'
j . j  \ k : .  lL  12  i3

I  1  o .  O o o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  Â ^ ^ ^ ^ n ^

i . Z  v . U U U V U V V  V . J v U J l / r  v ! J ! e v v e v

1 3  o .  o o 0 o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 4 1 9 8

o .  o 0 o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . c o 0 0 o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 c 0 0 0 0 0

o . o o o o o o o  0 . 0 0 c 0 0 0 c  c . c 0 c 0 0 0 0
o . 0 o o o 0 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

. L

22
z 5

a 1

1 a

3 3

3 1  3 2  J 3

o  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  .  0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 ?

3 1  3 2  3 3

o . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
4  ^ a ^ ^ ^ a ^

i . - J U J g U U  v - U U U U U v J  v . w v ç w ! J J

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 1 8 3 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 1 8 3 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^  4  ^ 1 n ^ a e ^9 . V V V V V V V

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 3 3 3 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 7 8 3



* Cas isotrope (at + + æ, d2= 100 a3)

s  ( 1 j k 1 )  :

i j  \ k l  1 1  L 2

1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 8 1 1 ? 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 r  o .  o o o o o o o  o .  o o 8  1 1 ? o
2 2  0 . 0 0 8 1 1 7 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  0  -  4 9 4 2 7  8 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

:3_::1'_i1i?I1i:9

a 2  a s / a a z  ( t  j k l )  :

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  q942186

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .4942786
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 2 2 6 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

o -0052268
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

22

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 2 8 3 0 4 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  ooooooo
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 8 2 2 0 8 1

23

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 0 3 2 5 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 0 3 2 5 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0055217

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 5 2 7 ?
0 . 0 0 0 0 0 0 0

23

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- e . 9 5 3 3 1 8 C

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 9 5 3 8 4 8 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 4942786

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 4942786
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 2 2 6 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 5 2 2 6 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

J I

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 6 2 9 7 0 1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
4  Â a ^ ^ ^ ^ ^

- 0 . 6 2 9 7 0 1 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

333 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 9 5 3 5
0 . 4 9 0 3 2 5 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 0 3 2 5 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  1 . 0 0 0 6 2 7 9

i i

1 1
T 2
1 3

\ k I  1 1  1 2

0 .  0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 ? 2 6 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 7 2 6 6
- o . 0 0 0 1 2 6 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 0 5 2 2 6 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 2  à s / a a 3  ( l J k I ) :

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 7 7 5 5 9 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 6 2 9 7 0 ! 3

0 . 1 1 5 5 9 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  1 1 ^ î ^ ^ ^  I  ^ 4 ô ^ ^ ^ a

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 6 2 9 ? 0 1 3
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L  2 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 ? 2 6 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 7 2 6 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 o 2 4 8 0 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 6 2 5 4 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 9
0 .  ? 7 5 5 9 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . ? ? 5 5 9 4 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  2 .  6 5 0 9 3 9 1
^  ô 4 ^ ^ ^ 4 a  ^  ^ ^ ^ ^ Â ^ ^

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - L . 1 2 9 4 4 3 5

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 5 2 7 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 5 2 7 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 3 0 0 9
0 .  0 0  0 0 0 0  0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0  0 0 0 0 0
0 . 0 0 9 4 2 6 1

2 7

2 3

3 1
3 2
? ?

i J  \ ^ t  I l

1 r -  0 . 0 0 0 0 1 5 8
1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 1  ^  ^ ô ^ ^ ^ ^ ^

2 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
. Z  U .  /  ' J J Y I J
1 1

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
33  -O .6297046

J J5 2222 71 J

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 ?
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 3 2 4 1 4 8 4

- c . 9 5 3 8 4 8 C  C . i 0 0 C c c 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 9 5 3 8 4 8 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 5 9 6 5 0 s



* Cas isotrope (at + * æ, a2= 100 a3)

A ( t j k ! ) :

i J  \ k r

1 1
t 2
I J

2 L
2 2
2 3

1 1  L 2  1 3

0 . o o o o 0 o o  o . o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
ô . ô ô ô o o o o  o . o o 8 1 1 ? o  o . o o o o o o o
ô .  ô o o o o o o  o .  o o o o o o o  o  .  4 9 4 2 ? 8 5

o .  o o o o o o o  - o  . 0 0 8 1 1 7 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
ô.  ooooooo o .  ooooooo o  -  ooooooo

0 . o o o o o o o  o . o o o 0 o o o  - 0  - 4 9 4 2 1 8 6
o . o o o o o o o  o . o o 0 o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o o  o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

z !

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 8 1 1 7 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0  . 0 0 8 1 1 7 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

zz  23

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  o o o 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o 0  0 .  4  8 6 1 6 1 6

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 0 0  - 0 . 4 8 6 1 6 1 5

o .  o o 0 o 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 4942186

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0 .4942786
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 8 6 1 6 1 6

0 , 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 4 8 6 1 6 1 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

a l

3 2
3 3

a 2  a A l a à l  ( i J k I ) = 0

a 2  a \ l a a z  ( l j k l ) :

\ k l  i 1  1 2

o .  o o o o 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o 0  - 0 . 0 0 0 7 2 6 6
o .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o 0 0  0  ' 0 0 0 ? 2 6 6
o .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o 0 o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

1 t

t 2
I J

2 l
2 2
2 3

3 1
J Z

J J

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o..0052261

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 5 2 2 6 ?
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0  . 0 0 0 ? 2 6 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 ? 2 6 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

' 1 1

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0.00s2261

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0  . 0 0 5 2 2 6 ?
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 9 5 3 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 5 9 5 3 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 2  2 J

o .  o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  o o o 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 5 9 5 3 4

o .  o o o o o 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o 0 o 0 0  - 0 . 0 0 5 9 5 3 4
o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 2  a à l a a 3  ( i j k l ) :

r j  \ k I

1 ' , l

r 2
1 3

2 r
2 2
z 5

1 1  1 2  1 3

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ l  ^  Â ^ ô ^ ^ "
C . C C i U U U U  9 . J 9 9 v v e v  Ù . v v v e w v e

6 . o o o o o o o  o . 1 1 5 5 9 2 2  o . o o o o o o o
o . o o o o o o o  o , o o o o o o 0  - 0 . 6 2 9 ? 0 3 0

0 . o o o o o o o  - 0 . 1 1 5 5 9 2 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0 '
ô . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o
o . o o o o o o o  o . o 0 o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o o o o o  o . o o 0 o 0 0 c  0 . 6 2 9 7 C 3 0
o . o o o o o o o  o . o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  o o o o o o o  o  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 c 0 0 0 0

2 l

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ 4
ù . ù e e w e v v

0 .7155922
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0 .1153922
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  , 0 0 0 c 0 0 c
0  , 0 0 0 0 0 0 0
u . 9 v v 9 v v v

2 2  2 3

^  ê ^ a ô ^ ô ô
! .  u 9 9 V V 9 v

o .  o o 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  o o o o o 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0.0000000 -1 .4052952

o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o 0  1 . 4 0 5 2 9 3 2
0 .  o c 0 o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 l

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ô
s . Ù 9 v v w e w

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 6 2 9 ? 0 3 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .6291030
0 . 0 0 0 0 0 0 0
u r v 9 9 v v v v

3 2

v . 9 Ù v v w v v

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 1 .  { 0 5 2 9 5 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
I .4052952
u . v v v v v v v

3 3

V - v w ! s v v v

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ ^ ^ ^ ô ô
0 . 0 0 0 0 0 0 0
u . v v v v v u v

3 1
3 2
J J

I



4.4. 1. Inclusion sphérique

* Cas du cuivre (a1 = a2 = ar)

r t t i i r t ) ,

i j  \ k l  1 1

0 - 0 0 0 0 3 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 3 0 2
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 7 8
- 0 . 0 0 0 0 0 7 8  0 , 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

^ !  a l t a a 2  ( ! J k I ) :

i j  \ k r .  1 1  1 2  1 3

r 1  0 . 0 0 0 0 i 0 8  0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
L 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 2 3 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 2 8
_ 1

v . u J v v ! v v  v . v V V v v Z E  i . ù i J t u s v

2 2  0 . 0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 o o o o
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 3
3 2  0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 o o o o o
3 3  - 0 .  0 0 0 0 0 5 3  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

I
a L  a T / a a 3  ( i j k l ) :

\ k I  1 1  L 2  1 3

0 . 0 0 0 0 1 0 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 2 8  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 2 3 3

0 .  0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 .  0 0 0 0 0 5 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 7 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0  -  0 0 0 0 0 7 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
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0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 3 0 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 7 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 0 7 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 3 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 3 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 3 0 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 ? 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 ? 8  0 . . 0 0 0 0 0 0 0

2 1  2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 2 3 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 0 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 2 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 ? 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 o o o o 0- 0 . 0 0 0 0 0 7 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 o o o o 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 7 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 ? 8  0 . o o o o o o 0

0 . 0 0 0 0 3 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 3 0 2  0 . 0 0 0 0 o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . c 0 0 0 0 0 0  0 . 0 c c c 3 c 5

3 1  3 2  3 3

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 o o o 0 2 6
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 o o o
0 . 0 0 0 0 0 2 5  0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 o o o o 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 3  0 . 0 0 o o o o 0

- 0 . 0 0 0 0 2 3 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 2 8  0 .  O 0 o o o o 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 0 ?

A .4. Résultats numériques

un milieu anisotrope

dans le cas général d'une inclusion ellipsoidale dans

3 33 231z 5222 Lt 2

1 1
T 2
1 3

2 I

Z J

3 1
5 Z

1 t
t 2
1 3

2 7

2 3

J I

3 2
3 3

1l-3i311-ltllll:
i j  \ k r  1 1  L 2

- 0 . 0 0 0 0 2 1 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 1 0 6
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6
0 . 0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  -  0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

13

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 1 0 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  -  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 2 6
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 33 2222 7 2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 1 0 s

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 2 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 2 3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 2 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0^  ô ^ ^ ô ^ ^ ^
- 0 . 0 0 0 0 0 5 3

^  ^^^^^^^
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 1 2 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

i i

1 1
T 2
L J

2 I
2 2
2 3

3 1
J '

J J

c . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6
v . v v v v g a 0  v . u v 9 u u u u
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 2 1 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 2
- 0 . 0 0 0 0 0 5 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 1 2 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 0 7
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6

3 33 22 22T 3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 2 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 1 0 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 5 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 c 0 c c c
0  .  0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ n n ô ô n  ^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6
0 . 0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 2 3 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 0 ?

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 6
0 . 0 0 0 0 0 2 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 1 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 2 1 5



* Cas du cuirne (at = az = as)

:il111l:
i j  \ k l  1 1  r z

a l  a À l r a l  ( i j k l ) :

i j  \ k l  i i

1  1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  0 , 0 0 0 0 0 0 0

2 T

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 9 3 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 9 3 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

a i

0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 2 1 9 0 8 9 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 , 2 1 9 0 8 9 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

2 2  2 3

o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o - o o o 0 o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  o o o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o . o 0 o o o o o  - 0 . 0 0 0 0 1 5 9

o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 1 5 9
o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
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0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 9 6 6 8 7 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

u . u u u u u u u  u . r t o o o r o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

I J

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 2 2 8 ? 1 0 i

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0.2287tOL
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

2 L

u . v v v v v v v

0 . 1 9 7 8 8 1 4
9 - 9 9 V V V V V

- 0 . 1 9 7 8 8 1 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

v . v u v v v u v

0 . 0 0 0 0 0 0 0
u .  g u g v v 9 9

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 3 8 7 2 0 8

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 3 8 7 2 0 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0

5 Z1 1

3 21 1L2 13

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 3 9 9 3 4 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 3 9 9 3 4 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 l

0  . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 1 9 6 6 8 ? 8

0  . 0 0 0 0 0 0 0

u .  r t o o o  r o

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

2 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

23

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 .2313160

0  . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 2 3 ? 3 7 6 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0

J J

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

l 1
L 2
1 3

Z L

2 2
2 3

1 1

3 2
3 3

1 1
t 2
1 3

aL 2Al?a3 ( i  jk t )  :

\ k l  1 1  L 2  1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 1 1 9 3 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 9 8 ? 7 5 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 1 1 9 3 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 8 8 ? ? 5 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

Z L

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 1 1 9 3 6

0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 1 1 9 3 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

Z J2 2 J I

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 1 8 8 ? ? s 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000

0 . 1 8 8 7 ? 5 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000

J I

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 1 9 8 6 5 5 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 1 9 8 6 5 5 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 1 9 8 6 5 5 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 1 9 8 6 5 5 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0



4.4.2. Inclusion aplatie

* Cas du cuivre (at = az = 100 as)

r t t i i t t l ,

i j  \ k l  1 1  1 2  1 3

1 1  0 .  0 0 0 0 0 0 ?  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 7 6 8

2 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 , 0 0 0 0 0 0 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 ? 6 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  3 2  3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 o o o o o 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . o o o o o 0 o

- 0 . 0 0 0 0 0 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 Q
o .ooooooo  o .ooooooo  -o .oooooo r i
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 o o 0 o o
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 ?  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 5 6 9

\

I
I
I

2 3222 l

3 1
5 Z

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 0 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a r  a r r / aa |  ( i j k l ) :

i j  \ k ]  1 1  t 2

1 1  - 0 . 0 0 0 0 0 0 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 t  ê  ^ ^ ^ ^ Â ^ Â

1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

I
a T / a a 7  ( i j k f ) :

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 0 0 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 23 l222 T

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
v . v v v v 9 v 9  9 . 9 u u v u u u

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 0 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 2
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

v . v w e v s w l  9 . u u s u ! v u

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 9
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2T
2 2
Z J

J I

J Z
J J

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 0 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1

3 1  3 2  3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 o o o o o o

v ! v J e ù v s v  u ! u v v ! u v v  v . ! u u u L U U
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1

a l

i j  \ k I  1 r  1 2  1 3

1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 8

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^  ̂  ^ ^ ^ ^ â ^ ^
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 .  0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

I
a ) ,  a î i a a 3  ( i j k l ) :

i j  \ k r  1 1

0 . 0 0 0 0 7 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 6 6 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 8 7 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 9 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 .  0 0 0 0 0 9 8  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 4 1 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 4 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2227

a 1

22
Z J

3 1
5 2

1 1
I 2
1 3

2 L
2 2
2 3

3 1
3 2
3 3

3 3322 32 22 71 3T2 1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0 r
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 4 1 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 6 6 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 9 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 0 0 9 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 6 6 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 ? 0 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 ? 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 4 1 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 4 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 4 1 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000  o .o0ooooo

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 4 1 0

- 0 . 0 0 0 0 4 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 6 6 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 6 4



I

* Cas du cuiwe (at = a z= 100 as)

À ( i j k l ) :

t j  \ k r  1 1  L 2  1 3

1 1  o . O o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 ' 0 0 0 0 0 0 0
1 2  0 . 0 o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  o .  o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 4 9 2 0 8 6 3

2 t  o . o o o o o o o  - 0 . 0 0 0 0 0 1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  o .  O 0 o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

Z L

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 1 1
0  . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0 0 1 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  , 0 0 0 0 0 0 0

2 l

0  , 0 0 0 0 0 0 0
0 - 0 0 6 0 0 8 1
0  . 0 0 0 0 0 0 0

- 0  . 0 0 6 0 0 8 1
u . u u v 9 u v v

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

22 '

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 2

2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 2 0 8 6 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 4 9 2 0 8 6 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 3

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 2 0 8 6 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 4 9 2 0 8 6 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

J I

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .4920864

0 . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 4 9 2 0 8 6 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

5 5

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ â
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
n  ^ ^ ^ ô ^ ^ ^

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2
3 3

il_3if:l-lltIlI:
i j  \ k r  1 1  ! 2  1 3

1 1  o .  O O O O O O 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
i z  o . o o o o o o o  o . o o 6 o o 8 1  o . o o o o o o o
1 3  o . O o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 6 7 7 1 4

2 t  o . o o o 0 o 0 0  - 0 . 0 0 6 0 0 8 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  0 . 0 o o o o o 0  0 . 0 0 0  0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  o .  c  o  o o  o o  0  0 . 0 0 0  0 0 0  0  0  . 0 c  c  0 0 0 0

o . o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 6 7 7 1 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . o o 0 0 o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

:1_:113:3-ltlIll:
i j  \ k r  1 l  1 2  1 3

1 1  o . o o o o o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 2  0 . o o o o o 0 0  - 0 . 0 0 6 0 0 9 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 3  0 . 0 o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 3 8 3 0 7

2 L  o .  o o o o o o 0  0  . 0 0 6 0 0 9 2  0  . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  o . 0 o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  o .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  o . O O O O O O 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 3 8 3 0 7
3 2  0 . o o o 0 o o 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

i1_:1f::-ltlIlI
t J  \ k l  1 1  L 2  1 3

I -  J . c u v v v J u  w . v u v v v e v

t 2  o . o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 1 0 6 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
t 3  o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 9 9 5 6 8 7 ?

2 t  O . 0 o o o o o 0  - 0 . 0 0 0 1 0 6 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 2  o . O o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
2 3  o . o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  o . O 0 0 o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 9 9 5 6 8 ? 7
3 2  o .  o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
3 3  o . O o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 4 9 2 0 8 6 3
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ Â
u .  u u 9 v v v v  v .  v v v v v v v
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o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 o o o o o o  0 . 0 2 1 1 6 2 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o.ooooooo 0 .0000000 - r .2218682

o . o o o o 0 0 0  - 0 . 0 2 1 1 6 2 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o o 0 o 0 o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  1 . 2 2 1 8 6 8 2
o . o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 r

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 2 1 1 5 2 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-0.o2t1624
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0000000
0  . 0 0 0 0 0 0 0

o  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0.0000000 -1 .L116113

o .  o o o o o o o  o .  o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  1 . L 1 1 6 1 1 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

31

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

-L.2218682

0 .0000000
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .0000000

L.2218682
0 .0000000
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-L.L116713

0 . 0 0 0 0 0 0 0
L.L116713
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

13,

I



4.4.3. Bande

* Cas du cuiwe (at + + æ, ctr2 = 100 a3)

r t t i i r . t ) ,

1 I
L 2
1 3

2 l
2 2
Z J

3 1
3 2
J J

i j  \ k l  1 1 t 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 1 3
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

13

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 ? 6 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 8

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 t  2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 1 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 ? 7 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 !  2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0

o .ooooooo  o .  ooooooo  o .  ooooooo
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 7

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1

2 1  2 2  2 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 1 3 9 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 2 5 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 8 9 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 8 9 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 2  3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 1 0

- 0 . 0 0 0 0 0 1 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 1 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 5 ? 0

a z  à r \ a a t  ( i j k r ) = o

a z  a l r / a a 2  ( i j k 1 ) :

i j  \ k 1  1 1  1 2

1 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1
1 3  0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 _ 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
u , v v u v u u v  u . u u u u u u u

a2  aa ' i aa3  ( i j k l ) :

i j  \ k l  1 1  1 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 L
2 2
z 5

3 1
3 2

1 1
I 2
1 3

2 I

z 5

3 1
J Z
3 3

1 3

3 1  3 2  3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
ô  ô ô ô ô ô n ô  ^  ô ô ^ ^ ô ^ ^  ^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ E

3 1  3 2  3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  ^ 4 ^ ^ ^ ^ ^  ^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

v .  v 9 v v 9 v v  v  r  g 9 u 9 u u u

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 8 9 8
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 8 9 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 1 4 0 9  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 1 7 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . c 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 1 2 0 1  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 9 7 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

I



* Cas du cuiwe (al + + æ, Ct2 = 100 a3)

A ( t j k l t :

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 49421  86

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

-o  . 49421  86
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  , 0 0 0 0 0 0 0

2 l

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . 0 0 8 1 1 ? 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 23 l2 3 3 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

L '

lii'-'
lii

I

o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 8 1 1 7 0
o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 8 1 1 ? 0
o .  o o o o 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o .  o o o 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 - 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o 0 o 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o  . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  4  9 0 0 9 4 4

o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o 0 0 0 0  - 0 . 4 9 0 0 9 4 4

o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 4 9 4 2 1 8 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 4 9 0 0 9 4 4

-o .4942196  0 .0000000
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 4 9 0 0 9 4 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
1 1

3 2
1 3 3

I

a  a 2  a à l e a !  ( i j k } ) = o

l- 
--

.  a 2  a A l a a 2  ( i j k t ) :

t-- ----
r  i j  \ r r  1 1  L 2

3 21 l2 3
I J I L

0  . 0 0 0 0 0 0 0
- 0 . 0 0 0 7 2 6 6

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 7 2 6 6
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

2 L

0  . 0 0 0 0 0 0 0
^  ? ? < q Q l d

0  . 0 0 0 0 0 0 0

- 0 . ? ? 5 5 9 3 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 : 0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ ^ n ^ ^ ^

0  . 0 0 0 0 0 0 0
u . u v v v v s v

J J

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
^  n ô n n n ô ô

0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

â  ̂ ^ ^ ^ ^ ^ ^
0 . 0 0 0 0 0 0 0
u . 9 9 ! 9 v 9 s

1 1  o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 ' 0 0 0 0 0 0 0
1 z  o . o o o o o o o  - o . o o o ? 2 6 6  o . o o o o o o o
1 3  o - o o o o o o o  o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 5 2 2 6 8

o .  o o o o o o o  o  .  o o o ? 2 6 6  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 - o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o o  o , 0 0 0 0 0 0 0  0  -  0 0 0 0 0 0 0

o . o o 0 o o 0 o  0 . o o o o 0 0 0  - 0 . 0 0 5 2 2 6 8
o . o o o o o o o  o . 0 0 0 0 0 0 0  0 - 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o o o  0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

| :z-zY!::'--gtlll:
I

i j  \ k l -  11  12  13

o .  o o o o o o o  o .  o o 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . c c c S c c c  o . ? ? 5 5 9 3 4  0 . c 0 c 0 c c c
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 6 2 9 ? 0 1 4

o . o o o o o o o  - 0 . ? ? 5 5 9 3 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o o  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ô  ^  1 4 ^ n n ô n  c . 6 2 9 1 1 r 4v . 9 v u ! v v w

o ,  o o o o 0 o o  o  .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . o o o o 0 0 o  o . o o 0 o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 T
2 2

r  2 3

I  3 1
- 3 2

3 3

1 1
1 )

1 3

2 L
2 2
2 3

3 1
3 2
J J

o .  o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 5 6 4 5 1

o . o o o o 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o o o 0 0  - 0 . 0 0 5 6 4 5 1
o , o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

2 2  2 3

o .  o o o o o o o  o .  o o o o o o o
^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^  ^  ô ^ n ô n ô ô
Ù . v u s v v v w

o .  o o o 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o 0 0 0 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o o 0  - 1 . 0 7 3 ? 5 6 6

o . o o o o o 0 0  0 - c 0 0 0 0 0 0
o .  o o o 0 0 0 0  1  . 0 ? 3 ? 5 6 6

^  ^ ^ ^ 4 ^ â ^
u .  g u 9 v v v v  v .  v v v v v w v

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o .  o o o 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 5 2 2 6 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0

o . o o 0 o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 o o o o 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o o o o 0 0  0 . 0 0 5 5 4 5 1

- 0 . 0 0 5 2 2 6 8  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . o o 0 o o 0 0  - 0 . 0 0 5 6 4 5 r
0  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1  3 2

o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
c .  o 0 0 0 c c o  0 . 0 0 c 0 0 0 0

-0 .62910L4  0 .0000000

o  . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
o . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 1 . 0 7 3 ? 5 6 6

0 . 6 2 9 1 0 L 4  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  1 . 0 ? 3 7 5 5 6

^  1 n â n i 4 1
u .  J v 9 v 9 9 9



* Cas du zinc (at + + æ, d2 = 100 a3)

r l i i r r 1 ,

i j  \ k l  1 1 3 33 223222L

1 1
T 2
1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 .  0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 1

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

t 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 3 4
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0  . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 2 0 8 4

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 2 2

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0

1 3

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 , 0 0 0 3 2 7 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 2 6 5 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
v .  v v v 9 9 v v  u .  v u u 9 u v u

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  o . 0 o o 0 o 0 o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 .  o o o o o 0 o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . o o o o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 2 7  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 1 8 1 5

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 o o o o
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 4 5
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 4 5  0 . 0 0 o o 0 o o

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 4 5

- 0 . 0 0 0 0 0 4 5  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 6 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 3 2 1 9

2 l
2 2
2 3

J I

J Z

3 3

a Z  a f / a a t  ( i j k l ) = 0

a2  a l r / aa2  ( i j k f ) :

i j  \ k r  1 1  ! 2

1  1  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 o o o o o
1 2  0 . 0 0 0 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0 0 0 3
1 3  0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0 0 0

a 2  a l r / a a 3  ( i j k l ) :

i j  \ k 1  1 l
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* Cas du zinc (al + * æ, d2= 100 a3)

À  ( i j k r )  :

l j  \ k r  1 1  1 2  1 3

1 1  o . o o o o o o o  o . o o o o 0 o o  0 ' 0 0 0 0 0 0 0
i i  ô . ô ô ô ô o o o  o . o o 8 1 1 7 o  o ' o o o o o o o
i i  ô . o o o o o o o  o - o o o o o o o  o ' 4 9 4 2 7 8 6

2 r  o . o o o o o o o  - 0 . 0 0 8 1 1 7 0  0 ' 0 0 0 0 0 0 0
, ;  ô . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o ' o o o o o o o
; i  ô .  ô ô ô ô o o o  o . o o o o o o o  o  '  o o o o o o o

3 1  o . o o o o o o o  o . o o o o o o 0  - o ' 4 9 4 2 1 8 6

i ;  ô .  ô ô ô ô o o o  o .  o o o o o o o  o  '  o o o o o o o
3 ;  o . o o o o o o o  o . o o o o o o o  o ' o o o o o o o

o . 0 o o o o o 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0
o.oooooo0 -0 .4962242
o .  o o o o o o 0  0  . 0 0 0 0 0 0 0

2 l
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0 . 0 0 8 1 1 ? 0
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Annexe B

Détermination des fonctions potentielles O, V, Oo, Vo

et leurs dérivées Partielles

B.1.1. Fonctions potentielles Q et V et leurs dérivées

B.l.2.Fonctions potentielles 0" et r1f et leurs dérivées



8.1. Cas général d'une inclusion etlipsotdate (al > a2 > a3) dans un milieu iso'

troPe

8.1.1. les fonctions potentielles O et ry d'Eshelby dans une inclusion ellipsoidale de demi-axes

â1) à2) â3 solrt données Par [1] :

o (ô = 
|ft 

-x, x, Ip) 
(g_1)

v,i (ô =*,*rll - x.x,I* - ul tr, - x,xJlq)l

où Ij et Ip sont les coeff,rcients d'Eshelby donnés en annexe c.

Dans les expressions (B-1), la règle de sommation sur les indices répétés n'est pas applicable ;

par contre, il faut respecter les conditions suivantes :

"t =.r; ::=; G-2)
uot' == to' 

i:;l 
='

A par:tir de (B-1), nous procédons à des dérivations partielles de O et \',i :

O ,= - * i l r+  @, , j= -ô , j l t

,,ro = L'ri *,*,tl ̂ ? ,i - *,*, \p)l ô,, - x,x, crr- uf lrl G-3)

v,,,* i- x*I* + a? x" I,c) ô,, - (x,6,* + x,ô5ç) G, - u?\r)

V,i jkr=-ô, jô*, ( I r - "?Ir*) - (ô1rôl+ôuô,*)( l r -4\r ) '  
(B-4)



8.t.2. Les fonctions potentielles ôa etrgf dans une inclusion ellipsoidale (ar > az > a3) sont

donnéespar [1] :

o" ô =*^t"*o Go - xrxr l*o)

É ô = - 
* u," i tu - x.x, v*- {,u"- x,x, v*o)l + {

où

y =+çI - x,x,I*)
1

Yr=i(I. - x.xrl*r)

u"=*,Glr- * '* ' IRrl)

Les coefficients Iig sonr obtenus par une permutation circulaire des indices (1,2,3) des relations

suivantes :

) t
Itz3= [L3- Ir3] / @i- ar) ,

7 7
Irrz = Ur2- I'l 1 @-r- ar) ,

7 7
I r r3 = U13- I t l l  /6r-  \ )  ,

5 I,r, = +n/4- Irrr- I,r, .

De même, en procédant à des dérivations partielles de Ôc et rlÊ,i, on trouve :

@îo = - 
{ tu,l,"* 2 ô,oôioloo)

4n," 
= -L+(ôijôr,i*r* ô*,ôjtlrr* ôoô:tlrt+ ô,*ô.;lu+

+ ô,,ô*rlrr+ ô.,ô,.;Ir* ) - 2 +(ô,oôjoôolro* 
ôioôroôj,Iro*

ô,oô,oô*jlro* ôjoô*oôitlro* ô:oô,oô*\o* ô,oô*oôijlloo)

* 2 4(ô,oôjoôolroo* ôioôroôjrl, oo* 
ô,oô,oôj*I, 

oo 
*

ôioô*oônl, oo* 
ô,oô3oô*Iroo* ô,oô.oô,jlroo)

4
a

+ 
; côu0ol*ro* ô,,ôlnlvro* ô*ôjJrro* ôj*ôolrro

x.xo(v1- uft"l

(B-s)

@-6)



I
I
I
I

(B-7) 
|
I
i

* ôj,ô,*Irro* ôoô,1lr* 
o)'

Les composantes de ces tenseurs dépendent des intégrales elliptiques E et F par I'intermédiaire

des coefficients d'Eshelby 11,Ig, Irx (annexe C) dans le cas d'une inclusion ellipsoidale quel-

conque (at> az> ae).

Ces intégrales elliptiques prennent des fomres polynômiales dans des cas particuliers d'inclusions

(sphère, inclusion aplatie, bande). Dans I'annexe C, on trouve les détails de calcul de ces formes

polynômiales et également les calculs qui font passer des résultats concernant un ellipsoide quel-

conque à ceux qui correspondent aux forrres particulières précédentes.

8.2. Cas particulier d'une inclusion sphérique dans un milieu isotrope

Indiquons par exemple cornment nous traitons le cas particulier d'une inclusion sphérique

de rayon a :

après un développement limité des intégrales elliptiques E et F lorsque les demi-a:r€s 81, a2, â3

convergent vers a, les coefficients dEshelby se réduisent à :

r= 4n ] , rr=* , rr, =fr er tu* =* .

En substituant ces valeurs dans les équations (B-3-4-6-7), les dérivées partielles des fonctions

potentielles nécessaires pour calculer les tenseurs f et rlo sbbtiennent par :

@. .=  .4n  ^
,rr 

'Toi.i

v,iju = - ff tuuu*,+ ô-ôo+ ô:,ô*l

. îo=-fru,,*2ô,oôi.,J

(B-8)



4:n,o 
= - * [ô,jô*,* ô*ôj,; iour. 'i 

"o,"in* 
iu',u,ou*o

* 2ônôjoô*o* 2ôoôroô*+ 2ô,*ôroô,o* 2ô*oôjrô,ol

Ces formules sonr reprises pour obtenkTr [V-n) et TIc (IV-32).
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Annexe C

Détermination des tenseurs ag/ado et ô1,/âao à partir

des résultats classiques d'Eshelby

C. 1. Tenseurs dEshelby S et antisymétrique A

C.2. Calcul des tenseurs Ayaaû et ôA/âa"

c.z.|.DérivéespartiellesdesintégraleselliptiquesEetF

C.z.2.Dérivées partielles des coefficients dEshelby ! (i = L,2,3)

C.3. Cas particuliers d'ellipsoides

C.3.1. Développemenr des intégrales elliptiques E et F dans le cas intermédiaire d'inclu-

sion: a1 =d2) î3

c.3.2. Composantes des tenseurs ôvôaa dans ce cas intermédiaire

C.3.3. Cas particuliers d'une inclusion sphérique et d'une inclusion aplatie

l



C.1. Tenseurs d'EsHby S. et antisymétrique {:

Les composanres du tenseur dEshelby S définies par (II-48) sont données dans le cas

d'une inclusion ellipsoi'dale de demi-a"rss â1, a2, a3 par [1] :

8æ (1-v) Srrrr = t al trr + (1- 2v) I'

8æ (1-v) Srrzz = {trr- (1-2v) I '

8æ (1-v) srr33 = 4rrr- (1-2v) I'

16æ (1-v) Srzr2 = t{. }SIrr+ (l-2v) (Ir+ Ir).

(c-3)

et les coefficients du type I13 sont donnés par une per-mutation circulaire de (12'3) des relations

suivantes:

(c-1)

Les autres composantes non nulles sont obtenues par une permutation circulaire des indices

(1,2,3) et par les relations de symétrie (II-51). Les composantes du type Stttz, Stzzg'Stz:z

sont nulles.

11,12,13 étant des coefficients numériques donnés par Eshelby. Pour à1>. î2 ) â3, oll Él !

4n a.a^a^ r 
-l

1=ffi,,rlt (9'K) - E (e'K)l'
(ai- D (ar- %) 

'- 
(c_z)

,,= %. l:"+ 4t'-- u (q,K)],
Ét û) (4- 4)''" 

u1u3

rz= 4rc - Ir- L

où F et E désignent les intégrales elliptiques de la première et deuxième espèce :

fcF (e,K) =l 
ffi 

' E(e'K) =Jtt -K2sirr2rv;''dv '

e=sin-r(r-+)" , YJ=*,
al  a f%



3Ir, + Irr + Ir, = iA*, ,
t  7  2 -

3alrrr*ûTr"*{ I r r -3 l t '  (c-4)
rr- I,

r"=fi '
at- \

ces coefficients peuvent s'exprimer en termes des Ilet par suite des intégrales elliptiques E et F

(c-2).

Donc, les composantes Slikl dépendent par I'intermédiaire des Ii (c-1) des intégrales elliptiques E

et F et des demi-axes acr-

De même, en utilisant ces coefficients (Ii), Berveiller [2] a calculé les composantes non nulles du

tenseur antisymétrique A donnant la rotation totale, il a trouvé :

8n Arrrr= L- Ir

8* Arrr, = L- I, 
(C-5)

8n Arru =\- \

Les autres composantes s'obtiennent par les relations de symétrie (tr-51)'

Nous remarquons aussi que les composantes A1g1 dépendent des intégrales elliptiques et des

demi-axes de i'elliPsoïde ao-

Les tenseurs S et { pewent alors êue représentés par deux fonctions tensorielles à plusieurs va-

riables respectivemeîtY etz I

S=Y( .U,E,F)  (C-6)

A =Z (.U, E, D

C.2. Calcul des tenseurs â$/ôao et ô[/âao :

Nous accédons à la dérivation partielle de S et A parrapport aux demi-axes acl. Pour cela,

en utilisant les écritures (C-6), on obtient d'après la règle de composition des dérivées par:tielles :

I



aa M.àzau ,azàF
â;- = l;*âFF- -âFât

c r o c ! o

pour obtenir les tenseurs ayaa, et ô$/âao, il faut donc calculer les termes ôE/âao et âF/âa.,'

AE AEAK,âEô9
- = - - = - -
d^o dK da., âq ouo

AF aFaK,ôFô9
- =
q-êKâao 

'  
âq âao

c.z.l.Dérivées partielles des intéerales elliptiques : âvôao et âF/âa"

Les intégrales elliptiques définies précédemment (c-3) sont fonction de I et K' leurs déri-

vées partielles s'écrivent :

as aY aYaE,aYaF
E;=âî--âE'âa 

-âF ât- a  
c t  o  c t

aE E-F aE rz
=  '  - = -  - = -

aK K â<oq
aF 1 f E - (1-K2E- 

,"1 G- ô'rf ;F: âR=,ELr ur%'-t  -Y

et les dérivées paltielles de K et I parrappon à ao sont données par :

aK urr*; Q> aK - % aK - \û'4)
K: 

Ë=^ 
,Eq=-æ,i l  

æ

A partir des équations (C-3), on obtient les dérivées partielles de E et F par rappon à <p et K :

(c-7i

(c-8)

(C-e)

(c-10)

aF â1
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En substituant les dérivées partielles obtenues (C-9) et (C-10) dans (C-g), on obtient alors :
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Finalement' compte tenu des relations (C-2) et (C-11), nous avons pour les dérivées partielles
des coeffrcients !:
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A partir des relations (C-1) et (C-5), nous obtenons en définitive les dérivées partielles des

| 
"nsegrs 

S et A pat rapporr aux demi-æres a., en tenânt compte des équations (C-2) et (C-L2).
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Les auUes composantes non nulles Sont obtenues par les relations de symétrie gV-39)'



Composantes des tenseurs â{/âao (u = lr}r3) z (a > b > c, isoçope)

à \ r r r -  bc (F-E)  / ^4  Lz- E _ =aa - ffi(-:'*- *b2+ zbzcz+ ^' "1- 6ffiW
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De même, Ies autres composantes non nulles sont obtenues par les relations de symétrie (tV-39).

I-es résultats ainsi présentés sont généraux car ils correspondent à une inclusion ellipsoiiCale
de forme quelconque (at > az> a3) située dans un milieu isorope ; ceci se manifeste par la pré -
sence des intégrales elliptiques qui apparaissent dloouveau dans les expressions des tenseurs
ôVôa, et ôgôao.

En effet' ces intégrales elliptiques ne sont pas connues explicitement pour des valeurs à1t à2 et \
quelconques. Cependant ces intégrales peuvent avoir des formes explicites pour certains cas par-
ticuliers de I'ellipsoide, c'est ce que nous essayons de faire par la suite.



C.3. Cas particuliers d'ellipsoides

On a vu pÉcédemment, outre Ia présente méthode de calcul, que les deux méthodes précé-

dentes (par la transformee de Fourier ou en utilisant les fonctions poæntielles) convergent vers les

mêmes résultats pour les tenseurs II, S, A, 1'la, âVôao, aé/aa" dans le cas d'une inclusion el -

lipsoïdale (ar > az > a3) située dans un milieu isotrope et que ces résultats dépendent tous des in-

tégrales elliptiques E et F. C'est pourquoi, nous présentons ici la panie cornmune de calcul qui

montre comment on passe des résurtats généraux pour une incrusion enipsoidale querconque à

des résultats pratiques et explicites concernant des ellipsoides particulières ; d'une manière très

précise, ce sont les intégrales elliptiques qui prennent des formes différentes selon les cas envisa-

gés deltipsoides que nous traitons par la suite :

.  sphère  !  â t :  12=â.3 t

. inclusion aplatie "penny-shape" : a1 = à2)) î3,

. bande i â1 4 I æ,12)) à3.

Pour les deux premiers cas, nous prenons le cas intermédiaire suivant :

ît-- îz> a3 ("oblate sphéroide")'

Dans ce cas, nous avons pour K2 (défini en (C-3)) : K2 << 1'

Alors il convient de faire un développemenr limité des intégrales elliptiques E et F au voisinage de

K2 très petit devant 1.

c.3.1.
sion : a1 = az2 ê:

En se référant au liwe [3] sur tes intégrales elliptiques, nous avons les développements li-

mités d'ordre n de F et E :

- nourl:
2

F (9,K) -: Kg - sinqcos<P
1l

I
où

["" *] 
",rir,2e 

. * n#e * ...]



,=?,K,- 1 , ân = â,,-r fî#]t *r"

*'=t['.#.# .#...].
En se limitant à I'ordre 6 :

K' 9Ko 25KuI  = _ r _ r _
o464256

9Ko zsKu^r=@*B

25 ,,6a2= 
7ç 

K

cosq = %
al

on a finalement le développement de F à l,ordre 6 :

F (g,K) = cos-13 [, *5t ' 9K4 , zsx61 a' / ] .rtz
âr- 4*@*fFl  n\ t - ; )

fK'.,_?f(o - zsKu , z (, 4t rn*o ,rit ,iu , "3rr-,LZ- @-B=T\r- i) \7-*B__#1r_;l  J (c_i3)
or a;

I

-  n n r r r  F  .
v v q r  !  .

E (g,K) =1t'* * ring.org [bo
T

où, en se limitant à I'ordre 6 :

, K2 3K4 5K6
O  = - + - J _
o  4  @ '256

, 3 -,q 5K6
ot

, 5K6oz= 86

* i o, sin29 * S u, ,in* *  
* . . .  ]



on trouve le développement de E à lbrdre 6 :

E(e,K)=cos'rît, + +,#f .î(, 'zr)'" ̂

r+. # :# .?(,+, e.-$ i+,, i)'l (c-14)

En substituant les intégrales elliptiques dans les expressions des tenseurt f, S, A' IIo' âVôao'

aA/âao par leurs développements (C-13) et 1 (C-14) et se limitant à I'ordre 0 de K2 10çK2;;' on

obtient des résultats compacts des tenseurs précédents où apparaissent uniquement les ternes

finis : a1 et le raPport a= adar

c.3.2.Composantesdestenseursayaa'danscecasintermédiaire

Pour éviter une écriture trop longue, nous préférons indiquer uniquement les composantes

des tenseurs ôvâao afin de bien clarifier les démarches de calcul. Nous avons alors les compo-

santes non nulles âS;g/ôa":
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+ (1-2v) C

ôs rr,, ôsrr*
Ta! =T

âS,rr ,  âsrr ,
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âsrrr,  âsrr*
T% =f,ç
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6=q? et-zoz) _'s;(5+4q.2) ^^--l*
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s
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æ-Gtfosct
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(c-1s)

Les aurres composanres sonr obtenues par les relations de syménie (rv-rsy. I
Les résultats pour res autres tenseurs d, TIo, s, a, aArôÇ sont de la même forrne et dé- j

pendent du rapport a. = a3/à1, que ceux présentés isi (c-15) pour le tenseur ôg/àao dans le cas
de I'ellipsoide défini par ar = d2) î3.



c.3.3.

Pourpasserdel'ell ipsoide(al=az>az)àlasphère(at=az=âg)ouàl' inclusionaplatie

(at= îz)) a3), il suffit de reprendre les résultats précédents et faire tendre cr dans le cas de :

. la sphère : vers 1 : (a + 1)

. I'inclusion aplatie : vers 0 : (a + 0)'

A titre d,exemple, nous indiquons le passage relatif à la composante âS131y'ôa3 dans les formu-

les (c-15) pour obtenir le cas de la sphère ou de I'inclusion aplatie.

On a :

3cr (1 - cr2) (t + z*) ro.-to
v - -

(t - o')tt'

- cas de la sphère : (a + 1)

I

I

ôS,
4 0 -v) a. lim --1313 = lim H - v lim G'  \- ' '  - r q,_à1 d% cl-+l cl+l

On utilise la règle de lTlôpital que nous rappelons :

N(a)
si H(cr) = et t t(n)(t) = D(n)(l) = 0 pour les dérivées d'ordre n

D(cr)

alors rim H(a)= lim,IP = *l=,lltt'
cr+l crîi p("*1)1cù Otn+1)11;

Dans notre cas, on vérifie que

4 ( l-v)a, 
?=H 

-v G

oùH=
5a (2 * o?> ç - ê)tP- (2 +n o'lzoo) .&

(t - o')'t'

f Ntrl = t$t)(t) = N(2)(1) = N(3)(1) = 0

I otrl = D(t)(l) = D(2)(t) = D€)(1) = 0



48 cos' lcr , D(o)1cr; = 105 (1 - 8s2+ 8cr,a; cos-la
. ,  7 t t

(l - a')'''
Donc:

lim H(a) = 16
cr-+l o-+l

4
21

", $ rrrt'o%
-5+7v

= -
105 (1 - v)

- cas de I'inclusion aolatie : (c + 0)

lorsque cr --+ 0 :

cos-lcr + tcl2

H(g) -+ - æ

G(u.) -> - Tr,/2

et on tnouve finalement :

^  âs r rp  (2+v)æ"'E-=T6

Les résultats obtenus dans ces deux cas de la sphère et de l'inclusion aplatie sont présentés au pa-
ragraphe IV.3.1.

on a aussi traité le cas de la bande (ar + +*, aztt 
"r), 

sans passer par les développements des
intégrales elliptiques E et F. I1 suffit d.'effectuer les opérations suivantes dans les expressions d.es
tenseurs TI et TIo dans le cas d'une inclusion ellipsoi'dare quelconque (ar > az> a:) :
. faire tendre al vers I'infini (a1 + +".;,

' remplacer I'intégrale elliptique E par 1 (E = 1 lorsque â1 -r *oo),
. garder uniquement les termes du premier ordre en ay'a2
pour obtenir les composanres des tenseurs f, Tro, s, a, ayaao, âê/âa.. présentés dans rv.3.1.

- 20 - 48 (1 - o'1t2.or-to

105 (1 - 8a2+ Scra)
De même, on trouve pour G :

tim G(cr) =i
a--rl 15

f,ma-lement, on obdent la composante â5131sna1',
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