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INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g.

Le problème de la construction et la classification des classes de représentations unitaires et

inéductibles de G, c'est-à-dire le problème de la détermination du dual unitaire G d" G u etê

entièrement résolue par A. A. Kirillov avec la méthode des orbites. Plus précisément, il a montré

qu'il existe une bijection entre I'ensemble g. lAd*(G) des orbites de la représentation coadjointe

de G dans le dual g* de g, et le dual unitai." ê d" G (cf' l25l)'

Cette correspondance est très explicite: étant donnée une orbite D dans 9*, on choisit

€o € O et une polarisation b en (s de g, c'est à dire une sous-algèbre telle que

< (0, [b, b] >: o

et de dimension maximale qui est en fait égale à

11
dim(g) - 

U 
oim{o) - 

;(dim(g) 
+ dim(g(€o)))

où g(€o) est le radical de la forme bilinéaire

Beo(X,Y)  -< {0,  [X,  Y]  > '

Comme G est connexe et simplement connexe, I'application exponentielle est un

difféomorphisme entre g et G. Ainsi B : exp(b) est le sous-groupe analytique correspon-

dant à b, et la formule

1s(exP(X))  :  e t€o(x) ,  (X e b)

G

définit un caractère de ce groupe; soit zrD : IÀd Xo la représentation induite de B à G qui est

inéductible et dont la classe ne dépend que de D. Réciproquement, tout r e ô est obtenue par

ce procédé.
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L application ainsi définie

K : g* lAd,*(G) - G, D r----+ zrD

est appellée la bijection de Kirillov. Munissons g* lAd*(G) et ê de leurs structures topologiques

et boréliennes habituelles c-à-d: g*lAd,*(G) de la topologie quotient, et ô de la topologie de

Fell.

Il est bien connu que .I{ est un homéomorphisme de g* f Ad* (G) sur G (cf . [8]). Rappelons

encore que des faits similaires se reproduisent dans le cas des groupes de Lie résolubles exponen-

tiels. Le fait que.I{ est un homéomorphisme de g* f Ad,*(G) sur G aété prouvé antérieurement

par J. Ludwig (cf. [26]).

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe€t simplement connexe d'algèbre de Lie g'

On considèrelareprésentation monomiale z : Indl induite par un caractère unitaire X d'un

sous-groupe analytique H de G. Soit I la sous-â1gèbre de Lie correspondant à H, x s'écrit

sous la forme X(expX) : ei l6) (X e f) avec T eh*.On note p: g* --- b* la projection

canonique et C)1 I'orbite coadjointe de f . Lareprésentation r n'est pas irréductible sauf si ! est

une polarisation en /, on la décompose (ou on la désintègre) en intégrale directe d'irréductibles.

D,après Corwin et Greenleaf t9] et Lipsman [28], cette désintégration centrale de r s'obtient

comme suit:

T N rfi,i,l,ï*,,,,
di étantune certaine mesure naturelle sur I'espace (/+ bt)lH des fr-orbites. D'autre part,

comme dans les travaux de Corwin, Greenleaf et Grélaud [11] et Lipsman 1281,la désintégration

centrale de r s'écrit aussi

r  = [@ *61natt(n),
J G

où la class e de 1-r, est l'image par I'application de Kirillov 0 , g* --+ G de celle de la mesure de

Lebesgue sur / * tlr et *(n) désigne le nombre de I/-orbites incluses dans (/ + br) n flr.

(C,est aussi le nombre des composantes connexes dans (/ + br) |1 f,l1 lorsque presque toutes

les multiplicités sont finies)'

L'un des problèmes les plus importants dans la théorie de la désintégration des

représentations des groupes est de construire explicitement un opérateur qui entrelace 7 et sa

décomposition centrale. La réponse à cette question peut être vue comme l'un des ingrédients

primordiaux pour la résolution de plusieurs problèmes importants, par exemple dans l'étude de la

résolubilité des opérateurs différentiels invariants sur I'espace homogène G lH, ou encore dans
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le problème de la réciprocité de Frobénius des vecteurs généralisés semi-invariants pour lequel

Hidénori Fujiwara a trouvé une solution partielle ([16]' tl8l)'

Dans [29] et [30], Ronald L. Lipsman a déterminé un opérateur d'entrelacement pour la

représentation quasi-régulière dans le cas où les multiplicités sont finies. Dans [20] Gérard

Grélaud a remarqué que la formule de Plancherel sur les groupes de Lie nilpotents con-

nexes simplement connexes permet d'obtenir explicitement un opérateur d'entrelacement entre

la représentation induite et sa décomposition centrale lorsque I est un idéal de g.

Dans le premier chapitre, on va décrire un opérateur d'entrelacement unitaire entre r et

sa décomposition centrale. La nouveauté dans ce travail par rapport aux cas déja connus, c'est

l,obtention d'un tel opérateur d'entrelacement dans le cas génêral. En d'autre termes nous

construisons dans la première partie de cette thèse un opérateur d'entrelacement entre lflaxr

et sa décomposition centrale lorsque I/ est un sous-groupe fermé connexe quelconque, dans le

cadre des groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexes quelconques'

Dans un premier temps, nous généralisons les résultats de Corwin, Greenleaf et Grélaud

[11], Lipsman [28] sur la désintégration des représentations monomiales, nous déterminons de

manière précise des sous-espaces affines [.R,8 de / t !r, ainsi qu'une mesure d),: d),R'E sur

|ÛR,E tels que

r f ;ox,  ru  [ *  t r6d\R'a(6) ,
H  

' "  
J t n , B

-R désigne une famille {Er, . . . , R,} de fonctions affines définies sur 1R&, où k € IN sera précisé

par la suite, et !8 est une base de Malcev relative à f '

Par la suite, nous choisissons pour tout Ô e |0R'a une polarisation B(S,b) en é construite

par J. Ludwig et H. Zahir dans [32], cette polarisation coincide en fait avec celle de M. Vergne.

Notre opérateur U sera défini pour tout ô e E^'* et { dans I'espace de Schwartz S(G lH)

satisfaisant à la relation de covariance par rapport à / par:

tr({)(dxg) : tkh)xo(h)ds@,i l ,a(h),l",r,rr,"*,rrn,
e tcec ipou r tou t  geG.  Lamesure  d " (ô ,h ) , ,  su r l ' espacehomogèn"B(ô ,h ) lB (Ô, f )n I /es t

convenablement normalisée pour que u soit une isométrie.

ce qui est spécial dans cet opérateur, c'est qu'il ne devient plus un opérateur d'entrelacement

si on change la polarisation B(/, b) par une autre (voir I'exemple (I-7.3)).

Nous démontrons par la suite que cet opératzur est inversible, et nous démontrons que son

inverse est l'opérateur V défini pour tout K e 
Jr*,*'l-tnrd^R'E(/) 

à support compact et g € G

Par f f

v (N)(g) : 
J, ̂ ,o J r, 

" 
rr,rrn, 

K (ù(g tùx r (h) d a,s 16,6v(h) d),R'" ( d)'
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La mesure da,a(,,ù(h) sur I'espace homogène HIB(ô,b)î I/ est encore convenablement

normalisée pour que V soit une isométrie.

Nous examinons ensuite quelques exemples et nous décrivons une nouvelle désintégration

(Iisse) de L2(G) pour G groupe nilpotent.

Les résultats de ce chapitre sont démontrés pour des représentations monomiales, mais ils

restent valables si r : ,l!", où o est une représentation unitaire et irréductible de f/. En effet

o étant monomiale, on iàit que si b est une polarisation réelle en un point / e As(o) C h*,

alors elle vérifie la condition de Pukanszky, à savoir que

avec B:  exp(b) ,

(X e b) .  D 'où

B'Ô--Ô+b-

et a est induite par un caractère unitaire y6 défini par Xd(exp X) : eiÔ6)

G G
Illo - t\o*r,

et pour déduire le résultat, on raisonne comme dans la section 5 de [31]'

Comme autre application de la construction de cet opérateur d'entrelacement, on donne une

preuve brève d'un théorème dû à Corwin et à Greenleaf sur la commutativité des opérateurs

différentiels sur les espaces homogènes nilpotents. Expliquons brièvement de quoi il s'agit:

soient

C*(G,")  :  {€ € C-(G),  t jh)  :  x(h- \ t ! ) ,  s  € G, h € H}

et Diff(G) I'algèbre des opérateurs différentiels qui sont C- et qui laissent C*(G,r) invariant'

Soit O"(G/Il) I'ensemble des restrictions DIC*(G,r) des D € Diff(G) qui commutent avec

les translations à gauche de G sur C*(G,r).

Corwin et Greenleaf ont prouvé que I'algèbre Dr(GlH) est abélienne lorsque presque

toutes les multiplicités sont finies (cf. [2]). En examinant de près cette démonstration et de

nombreux exemples, ils ont formulé la conjecture suivante:

Si rn(r') ( oo presque partout, alors l'algèbre D,(GIH) est isomorphe à I'algèbre des

fonctions polynomiales H -invariantes sur T * bL'

plus récemment, ils ont vérifié cette conjecture sous les hypothèses suivantes:

(i) m* < oo pour z' générique dans Support (r)'

(ii) g contient une sous-algèbre b qui polarise tous les éléments génériques de f I : f +b-

et qui est normalisée Par !.

Dans leur preuve, Corwin et Greenleaf ont pleinement utilisé des coordonnées bien adaptées,

des transformations de Malcev-Fourier et des analyses très détaillées des orbites coadjointes.
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Nous nous proposons ici de redémontrer leur conjecture sous les mêmes conditions par une

méthode plus simple que la leur. Notre outil principal est I'opérateur d'entrelacement construit

précédemment, et cette application termine le premier chapitre.

L étude des représentations unitaires montre qu'il existe un très grand parallélisme entre
G

les formules des multiplicités pour la désintégration de r - Iydo où a

désintégration de nllf quand t e G'

e H et celle pour la

Rappelons les principaux résultats connus sur la désintégration des restrictions des

représentations unitaires et irréductibles. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et sim-

plement connexe d'algèbre de Lie g. On considère une représentation unitaire et irréductible

zr associée à une orbite coadjointe ftf : f)r, C g* associée à une forme linéaire f et pr une

mesure finie G-invariante sur f,)-. Si ff est un sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie !,

alors d,après Corwin et Greenleaf [9], la désintégration centrale de r f H s'obtient comme suit

r lH - oegd4t"( I) ,

oùp :g * . - - - f * es t l ap ro jec t i oncanon iqua ,op ( r )  € f l es tassoc iéàp ( / )  € \ *e t  [ p r ]  es t l a

classe de la mesu19 ltn sur I'espace-quotient.

L application de Kirillov-Bernat 0s : b - H induit un isomorphisme borélien de I'espace

des orbites b*lH ru, Ë. On considère ensuite la mesure u = uft : (0a op)*(p'), l'image

d" l"n par l'application 0nop: g* -+ Ê. Pou. o e È, on désigne pat nn(o) le nombre des

I7-orbites contenues dans l(r',o) : C)f np-t(ç)f ); alors Lipsman [28] a démontré que

TIH n"(o)odu(o) .

La deuxième partie de cette thèse consiste à décrire un opérateur d'entrelacement unitaire

entre la restriction d'une représentation unitaire et sa décomposition centrale ainsi qu'un espace

de désintégration concret. Comme dans le cas des représentations induites, nous généralisons

tout d'abord les résultats de Corwin et Greenleaf [9], sur la désintégration des restrictions des

représentations unitaires et inéductibles. Nous construisons à partir d'une base 't de Malcev

relative à [) bien construite à partir d'une suite de Jordan-Hôlder de g des sous-espaces affines

çR,8 de f)1, If -invariants ainsi qu'une mesure invariante d^R'A sur gR'E tels que

TIH o6d\R'a (6).

Ici R désigne une famille R0,.. .R, (r = codim b) d" fonctions polynomiales définies sur

lRÈ où k e N sera précisé par la suite. Nous construisons ensuite un opérateur d'entrelacement

Ë_,,

NI:

ru 
l:^,
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unitaire: on part d'une base de Jordan-Hôlder C de g, nous construisons un algorithme qui nous

fournit à partir de C une base de Jordan-Hôl der D de I et une base lt de Malcev relative à

b. On note B la polarisation de Vergne en / pour la base C et pour tout / e KR'E, B($) la

polarisation de Vergn e en SlIl dans I pour la base O. L opérateur d'entrelacement U sera déf,ni

pour tout ( e S(Gl B) et h € H Par

€(h"s ùxo@)da<ù,Br@)

où go est  I 'un ique é lément  de G te l  que d -  Ad*(gùf  e t  B0:9ô 'B 'gô '

Le choix propice de B et de la base de Malcev relative à I; sont très importants dans cet

opérateur, nous montrefons plus tard dans les exemples (II-5.6) et (II-5.7) que dès qu'on change

la polarisation B ou la base !8 on n'obtient plus un opérateur d'entrelacement.

Nous démontrons par la suite que cet opérateur est inversible, nous explicitons son inverse

et nous examinons des exemPles.

A titre d'application, nous étudions la désintégration du produit tensoriel de deux

représentat ionsuni ta i res:so ientn i ( j :1 ,2)deuxreprésentat ionsuni ta i reset inéduct ib lesde

G associées à deux formes linéaires h,fz; les orbites coadjointes associées à fi et à /2 seront

notées par la suite par O1, et f,lyr. Le produit de Kronecker extérieur de n1 et de n'2, noté

7t1 \ 7t2, correspond à I'orbite ocrc(*r * nr): (0/, ,dlh) c g* o g*' on identif,e G au

sous-groupe Ac de G x G constitué par les éléments diagonaux.

Soit p : p(g6 g,g) : g* e g* --.--+ g* et u : (0c o P)*Qtnr*or), ( l ' tnrxn, étantla mesure

invariante sur I'orbite (flr' Ctlr) c g* O g*). I est clair que

( r r  *  n t ) l t o : r t s - 7 r 2 t

et ainsi d'après [13] et [28]

o,g,qdP'( l ,k)

où rn(zr) est le nombre des G-orbites incluses dans or x clz fl p-t (ct(")).

Nous donnons une nouvelle désintégration lisse de ce produit tensoriel de représentation,

un espace de désintégration concret, ainsi qu'un opérateur d'entrelacement isométrique et encore

lisse.

Nous espérons que nos résultats pourront se généraliser à d'autres classes de groupes

résolubles.

Dans la dernière partie, nous traitons un problème de nature différente. Il s'agit de com-

prendre I'espace des orbites g* lAd*(G) lorsqu'il est équipé de la topologie-quotient. Cet espace

u(€xdxh) : t
J  B (ô \  lB (ô ) ^84

ro  10
r1@n2=  |  mo rdu ( t )  =  |

J G  J Q t x Q z l L e
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est loin d'être un espace de Hausdorff. D'une manière plus précise, on se propose de trouver

une forme explicite du cortex de g*, Cor(g*) qui est I'ensemble des orbites coadjointes qui ne

peuvent pas être séparées au sens de Hausdorff de {0}. Au niveau de G, cet ensemble corre-

spond à I'ensemble des représentations unitaires et inéductibles qui ne peuvent pas être séparées

au sens de Hausdorff de la représentation triviale 76 de G'

Il est bien connu que le cortex peut avoir une structure très compliquée (cf. [2],[3],[6],[7])'

et une description explicite de cet ensemble n'a pas encore été trouvée'

Dans un premier temps, nous calculons le cortex des algèbres de Lie nilpotentes de petite di-

mension, nous remarquons comme on I'a déjà annoncé, que sa structure peut être incroyablement

compliquée, nous avons encofe constaté que pour ces algèbres on a l'égalité

Cor(g*) - -ICor(g*),

où -ICor(g*) est l'ensemble des zéros communs des polynômes G-invariants sur g*.

D'ailleurs dans [7], Boidol, Miiller et Ludwig montrent le même résultat pour des les

groupes de Lie nilpotents qui sont de la forme lRxlR"'

En utilisant ce calcul, nous avons cherché le cortex des algèbres nilpotentes dont la dimen-

sion maximale des orbites est deux. La classification de cette famille d'algèbre est donnée dans

t  11.
D,autre part, Bekka et Kanuith ont trouvé dans [6] une partie dense dans le cortex lorsque

g est une algèbre nilpotente de pas deux, c'est à dire

ls, gl c a(g)'

où a(g) est le centre de g. Plus précisément, il ont prouvé que

Cor(g*)  :  {àd*Xl  :  X e g,  /€  g*  }

où ad* est la représentation coadjointe sur I'algèbre de Lie g'

Nous généralisons également ce résultat en montrant que si g est nilpotente de pas r' (c'est

à dire que la suite descendante d'ordre r est non nulle et est incluse dans le centre de g), alors

{ad , *X1 . . . ad , *X , - l :  X1 , " ' ,X , -L  €  g ,  I  €  g * }  C  Co r (g * )  C  {ad *X l :X  €  g '  /  €  g * } '

Nous démontrons ensuite le théorème suivant:

Soit g une algèbre de Lie nilpotente, telle que toutes les orbites associées aux formes

Iinéaires en position générale soient des variétés linéaires (ceci est évidemment le cas lorsque

g est de pas 2), alors

Cor (g * ) :  :Su77or t ( l c ) ,
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où jc est Ia représentation de coniugaison définie pour tout t e t'2(C) et g,s € G par

rc(gx( ' )  -  { (g- '  's '  g) '

par la suite, nous exploitons ce théorème pour trouver des résultats concernant le cortex

ainsi que des exemples intéressants.

Nous étudions ensuite le cortex des algèbres de Lie nilpotentes de pas 3. Soit S,' le groupe

des matrices symétrique n x n, Sn agit de manière naturelle sur le groupe de Heisenberg de

dimension 2n*7, Hr. Leproduit semi-direct sHn de sn et Hn est un groupe de Lie nilpotent

de pas trois dont le centre est unidimensionnel'

Il a étéprouvé ([39], section 3) que toute algèbre de Lie g de pas trois dont le centre est de

dimension I est une sous-algèbre de 6H, (l'algèbre de Lie de SH) pour un certain n, de telle

manière que les orbites génériques des groupes G,SHn,f/,, soient toutes de dimension2n'

Les é|éments de I'algèbre de Lie 6Hn de SHn s'écrivent de la forme

(A ,u ,u , \ ) ,  A  €  Sn ,  u ,u  € .1R ' ,  )  €  JR '

Le crochet dans 6-Il,, est défini Par

l (A,u,u,  À) ,  (B,u '  , r ' ,  À ' ) ]  -  (0 ,  0 ,  Au -  Bu ' '  , r . t ru '  -  u 'u) ,

pour  tout  (A,u,u,  À)  et  (B, r ' , r ' ,  À ' )  dans 6f l ' , '

Les éléments de 6IIi sont de la forme

(E ,o ,b , c ) ,  E€6n ,  a ,be1R ' ,  c€1R .

La duali té entre 6Hn et g[i  est donnée pour tout (E,a,b,c) e 6Hi et (S,t, A,z) e

6Hn par

l (E ,o ,b , c ) , ( ^9 ,  r ,U , z ) \  :  E 'S  +  1a , t )  *  1b ,U )  I  c z ,

pour  tout  (E,d,b,c)  e  6Hi  e t  (S, r ,a ,z)  €  6I l , , ,  où

E.S :  DEr iSn i  e t  E; i ,S ; i  :  i , i  -  ! , . . . ,n ,
i , i

sont les coefficients de la matrice de E et de S e gn'

Pour deux vecteurs o -- (or,. ' rdn), b = (br,",bn), on note o'&b la matrice dont les

coefficients sont (o;bi), t <i, j < n,

Dans un premier temps nous décrivons le cortex de SHn"



I4 Introduction

Théorème [3]

Le cortex de 6Hi so1ts son action coa.diointe est l'ensemble:

c'r(6*i) 
: ,:';::,:;,*,";:':' ".i",::;1. '

Malheuresement, ce théorème ne nous donne pas le cortex de toute algèbre de Lie de pas

trois et de centre unidimensionnel quoiqu'elles soient toutes injectées dans des algèbres de type

6Hn pourun certain n €IN*, nous établissons alors une coffespondance entre le cortex de SH.

et le cortex de tout groupe de Lie G nilpotent de pas trois et de centre unidimensionnel. Des

exemples terminent ce chaPitre.



Chapitre I

OPERATEUR D'ENTRELACEMENT DES REPRESENTATIONS

MONOMIALES DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

On part d'un groupe de Lie G nilpotent connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie

g, et une représentation monomiale r = IgdX induite par un caractère unitaire X d'un sous

groupe analytique H de G. En fait | étant li sous-algèbre de Lie correspondant à H , X s'ecrit

sous la forme X(exp X): eif{ë) 6 e f) avec T eb*.On note p: g* ---- b* la projection

canonique. Comme aété ditdans I'introduction, d'après Corwin, Greenleaf [9] et Lipsman [28],

la désintégration centrale de z s'obtient comme suit:

nfi,i, (1 )T N

di étant une certaine mesure naturelle sur I'espace (/ + b\lH des I/- orbites. D'autre part,

comme dans les travaux de Corwin, Greenleaf, Grélaud [11] et Lipsman [28], la désintégration

centrale de z s'écrit aussi

m(tr)rdp,(n), (2 . \

où p dénote une mesure finie équivalente à l'image par I'application de Kirillov 0 , g* ---+ G

de la mesure de Lebesgue sur f + bt et m(n) désigne le nombre de I/-orbites incluses dans

( /+br)nf t r .
On commence par donner quelques généralités et quelques notions de base qui nous seront

utiles dans toute la thèse.

I,ï*,,,,

r- l:
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I-1. Généralités.

I-1.1 Notations et raPPels.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g.

En notant exp I'application exponentielle, on écrira G : exP g. Soient V,W des espaces

vectoriels réels de dimension finie tels que W C I/. On note V* I'espace vectoriel dual de I/ et

trVr,l'orthogonal deW dans V*. Etant donnée f e g*, le noyau de la forme bilinéaire B y défrnie

par  B1(X,Y)  :  f (X,Yl )  se note g( / )  :  g( / )  :  {X e g i  B1(X,Y)  :0  pour  tout  Y € g} '

On dit qu,une sous-algèbre de g est subordonnée à / si elle est totalement isotrope pour 81.

On note S(T,ù I'ensemble de telles sous-algèbres et M(T,g) celui des sous-algèbres qui sont

en même temps des sous-espaces totalement isotropes maximaux. Un élémentde M(f ,g) sera

appelé polarisation (réelle) au point /.

Soit ! € SU,g). Donnons-nous le caractère Xy du sous-groupe analytique H : exp b

correspondant à / par, 1y(expX): eil6) quel que soit X e b .
G

Oncons t ru i t l a rep résen ta t i on indu i te r :p ( f , b ,G) : l l r d * rdeG.Pardé f i n i t i onmême

d,une représentation induite, 7 se réalise par translations à gauche dans I'espace de Hilbert'J1,

des fonctions { sur G vérifiant:

t (gh): y71h-1)(,k)

quels que soient g dans G et h dans f/ et de carré intégrable sur G lH pour la mesure

G-invariante. Une telle représentation sera aussi appelée monomiale.

Soit ,I{ : g* lG ----- G la bijection de Kirillov. Pour r e G, on notera f)(z') I'orbite corre-

spondante f)(zr) : K-r(").On munit g.lG et ê de leurs structures topologiques et boréliennes

habituelles. Il est bien connu que K est un isomorphisme borélien, même un homéomorphisme,

de g*lG.u, ê (cf. t8l etl25)). On confondra parfois les classes d'équivalence dans ê uu""

leurs représentantes, et la relation d'équivalence entre deux représentations zr'1 , 7t2 se notera

7Tl  -  1 f  2 .

Lorsque g décrit G, on notera dc(g) ou dg une mesure de Haar sur G et dg une mesure

invariante sur un espace homogène de G-

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie et p I G ---+ End(V) une action

unipotente de G sur tr/. On désigne par

(0 )  :  Vn  CV, tc  . . .  c  V  cVo :Y

une suite de Jordan-Hôlder pour G et E = (rr,..,u,r) une base de Jordan-Hôlder associée

(u1 €V i - t  \  Y i ) .
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Si u € V on êcr i t  p(r) ,  :  r '  upour tout  n € G et  X'  
"  

:  f t {O?xp(tx)) '  u} l r :6 pour

tout X € g.

L ensemble indice eE(u) : {ù

suivant de {1,  . . ,n} :

j eeE(u1e  lXe  g  :  X .ue  %- r \%.

L'entier d,, c-à-d le cardinal de e8(u) est bien sûr la dimension de la G-orbite f) de u et ne

varie pas si u parcourt f).

Fixons d dans N. Pour un sous ensemble e de {1,.., n} avec cardinal de e : d on note

V"lapartie V qui contienttous les éléments u telle que ea(r): e. Pourchaque e il existe un

polynôme P" et une relation d'ordre sur I'ensemble des ensembles indice de longueur d tels que

V":  {u € g;  P"(")  f  0,P",(r)  :  0,  pour tout  e '  > e } '

La partie de V qui contient tous les éléments u telle que la dimension des G- orbites soit

d, est la réunion disjointe des I/".

pukanszky a montré dans [38] qu'il existe un système de n fonctions réelles {pf ,.',pT)

sur IRd xV" avec les propriétés suivantes:

a) pour u € V" fixée, pf(z,u) est une fonction polynomiale en , : (rt,",zd,) et les

coefficients sont des fonctions G-invariantes sur V", i e {1, ",n};

D pn(r ,u)  :  21,  Poûr i  :  i *  e e,u € V";

c) si 1 < i < n, i1, 1i 1ir,+t alots pf;(z,u) ne dépend que de zr,"tzki

d) pour tout u € V" on a

p(G)u : {pa( r , r ) :Ë  n fQ,u )u1  :  ze  IRd i .
j = l

Prenons par exempleV : g* et I'action coadjointe. Soit B : (lt,'.,1n) une base de Jordan-

Hôlder de g*et soit Er : (br ,. . ,bn) la base duale dans g , c-à-d 1l;,bi ,- 6;, i ;  1 < i ,  j  (  n'

on  no repour tou t  j  e  {7 , . . , n } ,9 j : (  b t , . . , b j  > ;  I ' ensemb le ind i ce  
" | 6u ) :  { i r  a  ' .  < ia }

d'un élément / dans g* relatif à E est aussi I'ensemble suivant de {1, .., n}:

i  € eE U) e s(/) + sj iç s(/) + si,

où g(/) est le radical de la forme (r,A) r--+( f ,@,Al ) sur g'

Soit maintenant I dans g*. On peut obtenir une polarisation au point I par la méthode

suivante de M. Vergne [40] .
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soit {0} C gr c 82... C En: g une chaine d'idéaux de g telle que dim g; : j; soit

11 : llgl' Alors 
n

mr:ts/t)  (3)
j = L

est un élément de M(l,g).

Soit t un sous espace de g*, et soit pour chaque I € t, b(/) une polarisation en /, nous disons

que b(/) dépend de façon l isse de / s' i l  existe pour chaque b(l) une base < br(l),br( l),  ",bn(l) >

telle que I ------+ bi(/) soit une application rationnelle de / pour tout j € {1, ..., k}. La proposition

suivante est facile à démontrer.

I-1.2 Proposition

Soit D un sous-espace de g*. Soit pour tout I € t3, b(/) la polarisation en I construite

suivant la méthode de Vergne, alors b(l) est lisse en l'

I-2. Désintégration centrale canonique des représentations monomiales.

I-2.1 Choix des mesures.

Comme plus haut soit ! e SU , g) et X f le caractère du sous-groupe analytique f/ : exP b

correspondant à ! défini par, quel que soit X e fl, X/(exP X) : eif(x) '

On va décrire maintenant une mesure sur (/ +bL)lH due à Pukanszky t38l . Soit E :

{(br,.. ,ô,)} une base de Jordan-Hôlder de g* vue comme ! module, et {(u1 ,.. ,Dn)} sa base

duale, et soit e le plus petit indice tel que g: À (f + br) f 0, soit

rr:  ei n (/  + br)

alors 1l est un ouvert de Zariski non vide dans (/ + bt)'

Nous disons que les éléments de !1 sont en position générale dans (/ + br)'

Soit /  € \I  et )1 : p8(0,/), alors I -- pa(r,Àr) :  Di=tnfQ,Àl)bi pour un certain

z € Rd. En fait )1 est l 'unique élément de H' /  qui vérif ie ) l(ui):0 pour j  e 
" '

Soit

E:5Jn{qe  f  +b t  I  q (b j ) :O ,  V j€  e } (4)

et

V t t l - r l 3x lRd
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qui à i associe le couple (\r, ,), alors cp est un difféomorphisme, en particulier q -'-+ H 'q définit

une bijection de !3 sur tllH.Pour toute fonction continue à support compact k sur / + Ilr on

a que

t  k(q)dq:  t  ̂  * ,k  o eQ,,z) lde(À,2) ld ' \dz
J r+n' 

' Jl3 x R''

où ldp(À, z)l est le déterminant du jacobien de p qui vaut identiquement 1 (voir t38l). De cette

manière on considère une mesure sur l'espace (/ + bL) I H qu'on notera par la suite aussi d) :

pour toute fonction É, continue à support compact sur (/ +bL)lH oî a

f - f "I  nfv '^)d^: I  k())dÀ.
J  f+hL lH  ru

Nous fixons maintenant une mesure de Haar dr sur G.

Soit B - exp b un sous-groupe fermé connexe de G et soit < bt,bz, ' ' '  ,bt ) une base de

Jordan-Hôlder de b. Alors I'application

,b : IRe-*B

( t r ,  " ' , t n )  -  exP t l ô1  " '  exP t6b6

est un difféomorphisme. On choisit une mesure db sur B de la manière suivante: pour toute

fonction C* à support compact h, dans B,

f r
I  nçqaçu1 : I  h(exp(t1br) ' . .exp(t1b6))dh " '  d ' t*.

J B JIR,

Cette mesure est invariante à gauche, donc une mesure de Haar. D'autre part si nousochoisissons

une base de Malcev {.r, . . . ,ca} relative à b, c.à d. g - IR cr O' ' ' O IR 
"a 

O b et ! IR' c* O b
k= j

est une sous-algèbre de g pour tout j, alors la mesure d6,s définie sur GIB pat

[  ,  r ,  / : \  f

J  
" ,  " "G)dc ,B(à)  

:  
Â ,  

a (exp( f1c1) ' ' '  exp( tacr ) )d t1  " '  d ta ,

est aussi invariante à gauche. En renormalisant un des Vecteurs cj, on a que

I  r  f  . ,

J 
"o@)do 

: 
J., 

" 
J 
"u?b)dudc,BG)

pour toute fonction continue à support compact q sur G. Nous choisirons toujours les mesures

invariantes d5r,s sur les espaces quotients GIB de telle sorte que cette identité soit vraie.

19
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Rappelons maintenant un résultat dû à Lion [27].

Soient br, bz deux polarisations au point Ô € g* , et By, 82 les deux sous groupes associés'

On note S(GlB;,ô), i e {I,2),I'ensemble des vecteurs C- des espaces des représentations
G

Iidxa, i e {L,2}, qui sont en fait isomorphes tous les deux à I'espace de Schwartz de
8 ,  " -

pcodim 1b;).

Dans toute la suite on notera rô,8lareprésentation ffdxo'

Si d,sr,srnBl est une mesure sar B2f 82 O B1 invariante à gauche polur 82, alors pour toute

fonction k de S(G I Br, Ô) I'intégrale

. iTB,,a,k(s) : 
Ju,,u,n",k(sb)va(b)da,r",n",(b) 

(5)

converge pour tout g e G et définit un isomorphisme de S(GIB1,/) sur S(G|B2,/) qui se

prolonge par continuité en un opérateur d'entrelacement entfe n6,8, et16,8* et si les mesures

sur les espaces homogènes G lBt et G l82 sont convenablement normalisées, Tef,a, est une

isométrie. On note '11r, respectivement T1f;, I'espace de la représentation r : tldt, respec-

tivement I'espace des vecteurs C- de cette représentation, et on note S(GlH,/) I'espace de

Schwartz de la représentation r. Cet espace est tout simplement I'espace des fonctions / qui

sont C- sur G, qui vérifient f(rh): Xô(h)-ll(r) pour tout r dans G et tout h dans I/ et

dont la restriction à exp($), où $ est un sous-espace supplémentaire à f , définit une fonction de

Schwartz ordinaire sur g. L'espace de Fréchet S(G lH,{) est évidemment isomorphe à I'espace

de Fréchet S(G lH).
par abus de langage on appellera polarisation la sous-algèbre et aussi le sous-groupe associé.

On remarque que I'intégrale

(6)

existe pour toute fonction de Schwartz ( de Hf et g dans G et définit une fonction C- sur G

qui vérifie la relation de covariance pour B(/) et le caractère Xl. On va montrer que 7614;,7r{ est

en fait un élément d" HTr,"rr,, c'est à dire un vecteur C* de la représentation induite rô,a(ô).

l-2.2 Lemme

Soit 6 €E et B: B(ù - expb une polarisationen $. Alors il existe une constante

positive C et une seminorme P continue surl'espace de Schwartz S(GlH,f) telles que pour

Tn@t.u€k) = [  Ë@u)x/o)d"(o),"@).a(r)'  
J  B ( ù / B ( ô ) i H
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tout ( dans S(GlH, f) on a

l lTa,ntll,,(G / D < C P(0,

en particulier Ts,s : S(GlH,f) --, S(GlB,$) est une application linéaire continue et sur-

jective.

Preuve

On montre tout d'abord que pour tout { dans S(GlH,/) on a que

lTa,nt l *  <  ClPl (€)

où C1 est une constante positive et P1 une semi-norme continue sur l'espace de Schwartz

SG I H, T).
En effet soit !B : (Xr ,..,Xr) une base de Malcev de g relative à ! telle que '8 contienne

une base de Malcev (Xtr, ' . .  ,Xin) de b relative à b n b. On a pour tout g € G que

lTuot,oË(e) l  < |  I  u,  
"^rË(gu)xo@)ds,snn(u) l

J B / B n H

t'
=  

/n ,  
l ( (9  exp( f  1  x ; , ) "  'exp(r , ,x ; ) ) ld t , '  '  '  d tn .

En  éc r i van t  g .exp ( t1  X ; , ) .  ' . exp ( t , ,X ; , ) :  exp (41X1) " ' exp (aoXù ' t  où  â  e  f /  a lo rs

les a; sont des fonctions polynomiales en I et en t1 ,"',tn vérifiant

ait : t1 I at;, où al, ne dépend pas de tt,' ' ' ,tn, et de manière générale

61 i i  : t i  *  a ' ; o  où  o l -  ne  dépend  pas  de  t i , " ' , f , ,  pou r  i  e  {L , " ' , n } '

On a que

lTaot ,at (ù l  <  [  l ( (exp(a1Xr)  "  'exp(a oXp) 'h) ld t r  " 'd tn
./R"

f
: / lg(""p( hXr) " 'exp(t1X,;,) " '  exp(tnX;^) " 'exp(bo X))ldh " 'dtn

JR'

(pour certaines fonctions polynomiales ôi, i / {it,"' ,in}, dans les variables (tt, "',f",) )

f "
< P1({) /  I I  ( t  + t2)-t  dt1' . 'd,tn,

JlR, ft=,
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où p l ( { ) :  
, , , î r1" ,  

( [ , t
1 r 1 , . . . " p - r )  

? : I

+ t l ; lE1"xp(" rXt )  . ' 'exp( t1X; , )  '  '  '

exp( tnX ; . ) '  .  .  exp(so- 'Xo )  ) l )  .

Soit maintenant I un polynôme sans zéro sur G f B tel que 
fi 

soit de carré intégrable.

On sait d'autre part ( voir [25]) que I'image de I'algèbre enveloppanie u(g) de g par dtrs,6 est

l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients polynômiaux sur G f B '

Il en découle qu'il existe u € u(g) tel que

Q 'Tn(ù,n(  :  dno(u)Ts@),H(t )  :  Ta@),a(dz(u){ ) '

on obtient que 
f . .n 1

llT n t ot,, Ëll27z 1c 1 B ) : J o, 
"lQ 

@)T B @, a t"( s)l'' 6fu,a 
c, n G)

= I o, "lrsr,t,u@"(,Xxg) 
12 6fua","(o)

S lra@),n(az(u)O1! 1., 
"hd,c,n(!t)

S C?(pr(d,r(u)())2 t + < c'p'(e)pour une nouvelle semi norme
Jcla Q2(g) 

- -

de Schwartz et une certaine constante, ce qui achève la preuve.

I-2.3 Définition

Comme plus haut on note I t : f + br. Soit

( 0 )  :  g "  Cg " -L  C  . . .  C  g i  Cg i - l  C  " '  C  91  :  g

une suite de Jordan-Hôlder de g et soit C : {/r ,' . . ,ln} une base de Jordan-Hôlder de g extraite

de cette suite. On tire de C une suite de Malcev {gl} "t 
une base de Malcev {b,," ',b1} de g

relative à $ de la façon suivante. Regardons les sous-algèbres [1; : Ei *b, i :1,'' ' ' n, de g'

Soit j1 le plus grand indice tel que bi, * bir+r et posons Et : bi, et b1 : li, De proche en

proche, on détermine les indices jr, . . . , j r,-t et si j; est le plus grand indice inférieur à j1-1 tel

gue  b ju  * t ) j r+ r ,  a lo rs  nous  p renons  g r , : b i *bk :  l i o .  Posons  G i :  exp (g i ) ,  j  : 1 , " ' ) r '

Nous utiliserons cette base de Malcev de g relative à | pour déterminer une mesure G-

invariante sw GIH donc pour fixer la nofine sur I'espace de I'induite IndXy. En prenant la
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base duale E :1 ft,... , f, ) des b;, on obtient une base de Jordan-Hôlder de !t pour I'action

de H.

On note IH : {i, < iz 1 ... a ir} c {1,..,r} I'ensemble indice de Pukanzsky relative-

ment à cette action des éléments en position générale dans f1 et JH le complémentaite de IH

dans {1, . . ,  r},  on pose

KH : 
{t 

, JH f presque toutes les }f-orbites en position générale dans f.y ne sont pas

saturées par rapport à gj-1 dans gj, mais presque toutes les Gi- orbites le sont 
)

Finalement soit

LH  :  Jo  \Ko  :  { 1 , . . . , r }  \  { / t  u / { r 1 } .

Nous allons désintéger la représentation tflaXt sur certains sous-espaces affines [,R'E de

fy qui ont la forme suivante. Ici R désigne une famille {ftt,"',R,} de fonctions affines

définies sur iRÈ, où k dénote le cardinal de (LH). Nous exigeons aussi des fonctions -R; que

pour  j  ç  LH,  Ri ( t r , . " , t r , )  ne dépend que de t t , " ' , t i ' ,  où i i '  3  i  l  i i 'a t  e t  que pour  tout

i i  €  LH ,  R ; , ( t t , " ' , t * ) :  t i '  A l o r s

,nR,t :  f  +{ i  Ri(T)bi;  
"  

e Rk }.t?

par définition un sous-espace affine !3 de ly est appelé adaptê à (/, b), si !3 est de la forme

{,R,8. Nous prenons sur qj,R,E la mesure de Lebesgue d,T qere nous noterons d) -- d^R''Û.

Nous seront souvent amenés à faire des changements de base du type

4 :  l i+ t  c i ,k lk ,  i  :  ! , . . ' ,n .
lr> j

Alors la base de Malcev {ôr, " ' ,br} est changée en {b", "' , b'"}, où

b ' j  :  b j+  t  a i , i b i ,  i  :  7 , " '  ) r .
i > j

De même un élément Ô:LÔtÏ; sécrit dans la nouvelle base E', comme
i= l

ë:D,Ô;Ul +D,dr1{D, dp,;  € lR'
i = l  k > i



Ch l-Opérateur d' entrelacement des représentations monomiales

Nous trouvons donc une nouvelle famille de fonctions affines R', telle que pour la nouvelle base

E' les espaces [,R,E et {.R' 'E' coincident de même que les mesures d^R'8 et d^R' '8' '

Remarquons que G .f'R,E O f 1 contient un ouvert de Zariski de 11. En particuliet fR'E

est en position génêrale dans fy.

I-2.4 Notation

Dans toute la suite, on flxe une suite de Malcev relative à [1

b c  g t  c  gz  c . . ' .  C 9 ' - r  c  9 ,  :  E

et lÛ une base de Malcev associée.

prenons g,R,E com*ûe en (I-2.3). Soit / ----- B(ô), ô € t^'* un choix lisse de polarisa-

rions en d. On note ( / \-{.nrd^R,E@D" I'ensemble des applications' Jn* ,8

4; : |ÛR'a -, U L'z G I B(û, ô)
Ôena'*

continues et qui vérifient

llrh@)ll'", rc t ntol,og\(ô)|,b|3: I,^,.
on définit 

l:^ -l{néd^R,a(/) 
comme étant le complété o" ( 

I:^,-}1oôd^R''a(ô) 
)c pour la

norme ll l l2.

I-2.5 Théorème

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement conne)ce d'algèbre de g, soit f e g.

et soit 1.1 une sous-algèbre de g subordonnée à f ,I/ : exP \ étant Ie sous groupe fermé connexe

de G associé à h, r la représentation monomiale induite à partir du caractère unitaire Xt d,

H. SoitE une base d.e Malcev de g relative à1'1 et soitTR'E Cl1 un des sous-espaces ffines

décrits en (l-2.3) et soit d), = d),R,8 sa mesure, alors la désintégration centrale canonique de

r en irréductibles s'écrit :

r = [* tr6il,(g).
JCNR,A

(7 )
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Preuve

On fait une récurrence sur la dimension de g' Ecrivons

A  - -  
{U t , " '  , b , } .

Le sous-espace g6 - vect{f ,  bt," ' , ,b,-t} est un idéal de codimension 1 de g et !$s :

{br,...,b,-7 } est une base de Malcev d" go relative à !. On désigne par !3flo'8. la partie

de fyo obtenue par le même procédé comme plus haut relativement à la sous algèbre 96. En fait

l3Ào,Eo est la restriction de ER'a à 96.
G G G6

On sait que tiAtt : tâ9tÏâ*t et en utilisant I'hypothèse de récurrence sur Go on obtient

C l O G
rff t : l  J 

æ 
Jr^o,oolndzraodÀs(/6),

il nous faut donc étudier les trois cas suivants.

(1) Les If - orbites sont saturées par rappofr à go, donc il en est de même pour les G- orbites

et ffA7r6^ ost irréductible pour presque tout éo ef,Ro'Eo. En plus on a que fB'a : lJRo'Eo
G n

et la mesure dÀ6 Sur 13Bo,18o est la même sur 13R'E d'où le résultat.

(2) Les I/- orbites ne sont pas saturées par rapport à 96 mais les G- orbites le sont, dans

ce cas r - I e I{H et par suite on a de nouveau

gB,tB -  !3Ro, lÛ0.

(3) Les G- orbites ne sont pas saturées par rappofr à go, donc les f/- orbites non plus.

Soit X € g \ go(on peut supposer que y -- b,). On a dans ce cas que

1 rR ,8  r : { q+sX* ,  s€R ,  g€ l3Êo 'ao } ,

donc la mesure d) est exactement d)0 I ds, où ds est la mesure de Lebesgue sur IR, d'autre

part on a que

,ff "r. = ,A*'r,*' y*d,a,

il en résulte que

G 10 1rO 1e
t [o*, = 

Jr^",,, ,  Jn 
r6olsy*da)dÀ6(/s) = 

Jr^,16ù@)
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ce qui achève la démonstration.

I-3. Construction de I'opérateur d'entrelacement '

I-3.1 Construction de polarisations et de bases de Malcev

On reprend la base de Jordan-Hôlder C: {/r ,..',ln) de g et nous construisons une base

de Malcev {b,," 'ô1} de g relative à ! comme en (I'2'3)'

on va construire maintenant pour / e r +[1I une polarisation B(Ô) : exp (b(/)), une base

de Malcev {xr (é) , . . . ,x t (é) )  de g re la t ive à b( / )  e tune base de Malcev {Yr(Ô), " ' ,Y*(ë)}

de b(d) relative à b n b({) et {Ut(ù,.. ' ,Uo@)} de I; relative à t1 n b(d). Les vecteurs

Xi(ù vont nous définir la mesure G-invariante sur GIB(Ô), donc la norrne de I'espace de

n6, les Vi@) la mesure G-invariante sur B(é)lH ^ B(ë), donc I'opérateur d'entrelacement

infinitésimalTe161,s et les vecteurs ui(ù la mesure sw Hf H ^B(ô).Avec ces données nous

pourrons écrire I'opérateur d'entrelacement cherché. Nous procéderons par récurrence sur dim

s * dim s/9'
On part d'une base de Jordan-Hôlder (/1 ,..,1n) de g telle que /," soit central. Notons o(/)

le plus grand idéal de g contenu dans g(/). Si o(/) * g, il existe j dans {1, "',n} tel que

y: l j  n 'appart iennepas ao(d) et Içappart ientà o(/)  pourtout f r  > i .  Supposons d'abord

que (/,",..',/r.-r) appartient à f;, mais que /7, n'appartient pas à [J pour un certain h > i'

Nous prenons f' - Il O IR.l6. Alors !' est une sous-algèbre subordonnée à T et I'hypothèse de

récurrence nous donne B(ù,les d(/), les t/;(/) et les X;(/). Nous ajoutons Y,"(Ô) : ln àla

base de Malcev de b(d) relative à b'n B(ù.Si tous les /6, h: rt," ', j  - 1 sont dans [7, alors

hOIRyesrunesous-a lgèbredeg.  E tpour  ôe  f  +hL,Yn 'appar t ien tpasào(d) 'So i ta lo rs

r  :  max{r '  :1 Ô, lY, I r ' )  > l  0} .

On pose gr :  gr(d) :  {u € g te l  que < f  , lY,u]  >- 0} '

gr(d) est un idéal de codimension 1 dans g. De plus les vecteurs

r l  1  < Ô ' l Y ' l n ] > '  - ^ " - 1 ^ rII -- tr

I I - t  : /7 . ,  pou f  k  e  { r+  1 ,  " ' , n }

forment une base de Jordan-Hôlder de 91(d) (cf.t32l).

T
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Si t; est contenu dans 91(/) l'hypothèse de récurrence nous donne la polarisation b(/) :

b(ôr), où dr : éb,, la base de Malcev {X,(d)} de g1(d) relative à | et la base de Malcev

{y,(d)} de b(/) relarive à b n b(/) et les t[(/). Nous prenons le vecteur X1 -- /'" comme

premier vecteur de la base de Malcev de g relative à b.

Si I n'est pas contenu dans 91, alors Y /b et nous prenons b' : bOgr eRY. Lhypothèse

de récurrence pour b' et gt nous donne de nouveau b(/) : b(Ôbr) et les bases de Malcev

Y@),tilÔ),x;(ù. Comme b(ûlb n b(d) est isomorphe à (b(/) lb,n b(d)) CI R'Y il suffit

d'ajourer le vecteur Y*(ù: Y aux Y,(é).Pour compléter la base des Xr(Ô), nous prenons un

vec reu r  X :X {ù  deb \g r  t e l  que$ lX ,Y ]  : 1 .  Demêmea jou tons  X :U{Ô)  à labasede

Malcev de f '  relat ive à f 'n b(d).

Tous ces choix peuvent être faits de manière lisse en /.

On conrinue cette construction pour gr(d) et Ôr - ëlgt(ù.On obtient ainsi un processus

qui nous permet de construire à partir d'une base de Jordan-Hôlder de g"(d) un idéal g"+t(é)

de codimension l dans g"(ô), une base de Jordan-Hôlder de g'+t(d). Ce processus s'arrête

lorsqu'il existe d e IN tel que

o(ôa ) :  sa (é ) .

Il a été prouvé qu'alors ga@) est une polarisation en Ô @f .1321), et elle coincide avec celle

de Michèle Vergne décrite plus haut en (I-1.1) et donc dépend de manière lisse de /.

Dans toute la suite on note B(ô,t)) le choix lisse de polarisation en $ e f +bt qu'on vient

de décrire.

I-3.2 Théorème

Soit G un groupe de Lie nilpotent connuce simplement connexe d'algèbre de g, soit f e g*

et soit fi une sous-algèbre de g subordonnée à T, H : exp(b) étant le sous Sroupe fermé

connexe de G associé à lJ, r la représentation monomiale induite à partir du caractère unitaire

Xf d, H. SoitE une base de Malcev de g relative àt1, soitER'a Cly un des sous-espaces

affines décrits en (l-2.3) et soit d,\ = d),R,8 sa mesure. Soit $ -'- B(Ô,11) Ie choix lisse de

polarisation en $ e fB'a décrit en (l'3.1)- Alors on a que

(8)

L'application

définie pour tout t e S(G I H, f ) Par :

I / (O(d) :  Ts(ô,b),n€

r  N [ *  t ra ,n@,t )d\ " , * (d) .
J E R , A

u : s(G I H, ï) - I:- .?t*rdÀR'a ç61 (e)



Ch I - O p érateur d' entrelacement drt rrpré t rntotiort *onoù

est un opérateur linéaire isométrique qui se prolonge par continuité en un opérateur

d'entrelacement isométrique de (8), lorsque les mesures sur G lB(S,b) et sur B($,b)lB(Ô,b)'

H sont convenablement normalisées comme dans (l'3.1).

Preuve

Il est clair que I'opératev U du théorème entrelace formellement r et I'intégrale

"ê
l- r6,nç6,61d.\^,*(ô).On raisonne par récurrence sur dim (G)+ dim (GlH) et on va

J E R , 8
pËuu"r que pour le choix lisse de polarisations en /, Ô e fR'8, décrit plus haut, on a que [/

est une isométrie.

On garde la base de Jordan-Hôlder (/1 ,..,1n) de g telle que /,, soit central. On sait qu'il

existe j dans {1,...,n} telque /i - Y n'appartienne pas à o(/) et Ip apparlient à o(/) pour

tout k ) j, on pose alors

h:  {u  €  g  te l  que (  f  , lY ,u l  > :0} .

Alors !1 est un idéal de codimension 1 dans g, et si I/ € ! alors tl c gt. On va étudier les

cas possibles suivants.

Cas  l :  I l  ex i s te  h>  j ,  t e l  que  t ; €h  pou r tou t  i >  he t f i /  b .  So i t  b '  : b  O lR /n .  A lo rs

d'après la construction des bi, on a que lt : bt et donc 7 e LH. Ainsi nous avons que

fr : U f"f,
selR'

où. f "  -  f  +s t l ,où  fy"  :  f  " l t ) 'L :  {d  e  f r ;  Ô( tn) :  f ( ln )+  s} .  So i t  8 '  :  {b r , " ' ,b , }  la

base de Malcev de g relative à b' et soit pour tout i

"R t ( t 2 , " ' , t * ) :  
R ; ( s ,  t z , " '  , t * )  e tR r :  { rE i ,  i } '

Alors
11R,8: U 

gB"'.f.^' ,
selR

d,s d),R",8'. L'hypothèse de récurrence nous dit maintenant que pour tout s € IR,

u, :  s(Gl H',  f)  -  [* .7{nëd^R"'* ' (d)
J cnn",n '

( i0 )

:,4et d),R'a
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est une isométrie. Or pour ( e S(G I H, f),

€ " ( r ) :  [  * " e x p ( f  l 1 ) ) e - 2 i n t ' d t  ( 1 1 )
J R

définit un élément {" de S(G lH' ,Â) et

l l { l l '  :  /  l lc" l l '0"
J R

d'après le théorème de Plancherel. Donc

ll(ll'r"rc t n, : { fi{f.zç 1 a'1d's : 
lnV 

Je\ll'ro'

= [ [  . l lT*(ô,h,),u,( l l2r,Gr B(ô,h,),ô)d^^" '* '  (ô)d,,
JR Jcnn" , r '

= [ l lTnto't),u(llzp,ç1 a(ô,b),ô)dx*'a (ô),
J t n , a

puisque pour / e fR"'E' on a que

B(ë,D -- B(Ô,b') G2)

et

Ts@,lù,n ë : Ts16,g'y,H' t ' ' (13)

Cas  2 :  t l  C  g1  e t  l n , ' ' '  , l i + r  €  h .

On reprend la suite de Malcev relative à I1

bcgr  Cgzc" 'c9 , ,

et la base de Malcev !8: (ôr ,"',b,) de g relative à | avec laquelle on a défini |0R''B'

Remarquons qu' i l  existe k e {1, ' . . ,r} tel que b*+t: x : l* /  91, dans les notations de

(I-3.1). Par suite la base de Jordan-Hôlder {X, /1, ' ' ' ,l'r-t} de g, qui passe Par 9r, nous définit

la nouvelle base de Malcev E' :  {X,btr-r," ' ,b'r} de g relative à ! et !Ûr : {b'r-t ," ' ,bl}

d" g, relative à t1 . Nous avons évidemment que b] : lr*(j) pour tout j, où k(j) dépend de j'

Décrivons maintenant snR,E par la nouvelle base E'. Nous obtenons une nouvelle application

affine .R' telle que ER,E - fR"E' et pour tout ? € lR', il existe un 7' € IR" qui dépend de

façon affine deT, tel que

1 onctl r,:îRr,;(T')Ï l * R1,,(T')X* =.R,(?') + R1,,(T')X*.
i : l  i = l
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Nous remarquons que l'orbite de / est saturée par rapport à 91 et de même la G611-orbite

de f' 
- fbo*, est saturée par rapport à g7r. Donc , € IH'Et et k* L e IH'8. En outre I'espace

[R''E' c gf est la restriction de l3R'a à 91'

Toutélémentg de G s'écritde manièreunique sous laforme g:exp(tX)'g',avec t € lR,

et gt € Gt: exp gr. Pour une fonction.K sur G, on note Kl la fonction sur G1 définit par

Kr(g'): /{(exP(t X)g') Pour tout g' € Gt'

En se reférant à la construction du (I-3.1) du choix lisse de polarisation B(Ô,h), on remarque

que

B(ô ,b ) :B(ô t , I l ) cs t

où dr : ëlç,', on a donc pour tout n € S(GrlH) via I'hypothèse de récurrence

llrt ll'"" <., l r, : 
f , ̂ ,, o, llT n 16,,g1, u rl ll2r, G, I B (ô,,h), ô, ) dÀ o' * ( d )'

Pour ce choix de polarisation on a pour tout { e S(GlH,/) que

^r
llt/(oll? : I l lu({)(d)ll?,(GtB(ô,b),ùd^^'E(ô)

J qJn,a

: I llTn(o,v),u(1127,ç1n(ô3,),ô)d^R'a(ô)
JEn , t

1 1
:  |  |  l l r " ( tu,h),H€t l l ' " , ( . ,1 B(ô, ,h) ,ôùd).R' 'E '@t)dt

J R  " / Û n r ' s t

(on applique I'hypothèse de récurrence sur G1)

:  I  W'fr 'ç,1u)dt
Jn"  "

-  | t | 2_  1 s  1  7 z 1 c  l  H ) .

Cas3:  b  (g ' .

Dans ce cas Y ( gr, on pose [1' : (b n g') O Ry et H' : exp b'. On sait que les induites
G G

Ind x r et Ind X f sont équivalentes. L-opératevr Ts,,s qui entrelace ces deux induites est définie
H ' "  H ' - "

pôur tout Ë e S(C lH, "f) "t s € G Par

( 1 4 \

Tn,,n((s) : 
lr, ,r,nr€(oh)dn 

: 
fu@exp(tY))dt.

(15)
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Cet opérateur est lal-fois une isométrie, où *: f (lX,,Y]), d'après le choix des mesures sur

G lH = GtlH a G1 et G lH' . En outre on vérifie facilement que pour tout / € ÛR''B et tout

4 e S(G lH, /) on a que

Ts (ô,h),H' oTa',a Ë : Tn(ô,i l,n t (16)

et ceci découle d'un calcul intégral direct.

Comme y / b,nous avons que bl : Y. On a évidemment que L € IH . En particulier, la

première composante de .R, la fonction 81, est constante et||R'E est aussi adapté à (/,ll')' En

effet, on peut supposer que les vecteurs /r' de la base C sont tous dans g1 sauf le premier h. Et

alors C définit  la base de Malcev E: {b,,. . . ,bt:Y} de g relative à ! et la base de Malcev

8 '  :  U t ,b r , . . . , b r ]1  de  g  re la t i ve  à  b ' .

Toujours en se reférant à la construction du (I-3.t) du choix lisse de polarisation B(Ô,h),

on remarque que
(17)

T

Nous verrons plus tard par un exemple qu'on ne peut pas prendre n'importe quel choix

lisse de polarisations pour obtenir un opérateur d'entrelacement.

I-4 Ltopérateur inverse

Ce paragraphe consiste à démontrer que I'opérateur [/ est inversible et à décrire explicite-

ment son inverse. Pour cela considérons pour Ô € fn'n I'opérateur Tr,u(ô,b) defini sur les

B(é, t ) :  B(ù,b ' )

où dr : ôlgt Nous obtenons donc que
f

l lu (0lB : I l lu(€Xd) l l2v,ç 1 a(6,ù,ô\d^R'a (Ô)
J E R , 8

: t llTa(o3),n(1127"ç 1 n(ô,h),ô)d^R$ (ë)
J ta ,B

: 
l r^,* 

lol' lr B to,h' ), H' o T a', a Êll2r2 (G I B (ô,h' ),ô) d^R'' (Ô)

(on applique le cas 2)

:  la l  .  l l?1r, , r i€ l l27zç6lH,,r)

-  | È | 2_  1 s 1  r z ( c / H , f ) .

Ce qui achève la preuve du théorème.

éléments

r {e( [@ 'Hnd^R' ' /1d))c
J t lw ,a
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à support compact pour tout I e. G par

(18)

où / -----+ B(ô,1)) désigne le choix lisse de polarisations en d €. nR''6 décrit en (I-3.L), et

da,s(ô,Dn 77 est la mesure sur H lB($,b) 1H décrite en (I'3'1)'

Nous démontrons d'abord que I'image de U est dense.

I-4.1 Proposition

Soit

ô-B(é,b) ,  éeE,

le choix lisse de polarisations en $ décrit en (l-3.1), alors l'image de I'opérateur U, qu'on note

im(U):  u(S(GlH, fD est  dense d'ans |  ^  ̂ L2(GlB(Ô,b),é)d '^^ ' '6(Ô) '
J E R , A

Preuve

Dans toute la démonstration on garde les mêmes notations que dans le Théorème (I'3.2) et

sa preuve et on utilise encore une récurrence sur dim (g) + dim(g/tl)'

Cas  1 :  I  C91  e t i l ex is tek>  j , te lque  Z : l * / \ ,ma is l t ' €b  pour tou t  k '>k '

Onregarde tou jours  h ' :beRZetonno te  H ' :  exp(b ' ) ,  T , :  f  I sZ* ,  onab ienque

comme dans (10)

Tp,s16,61l i(s):  I  x(ù(su)xo(b)dn,unn(ol,r , l (b)
J  H  I  B (Ô ,h )nH

'rR,E : l.,f 8.,,", .
selR'

On rappelle que pour 9 € G et ( e S(G lH, "f), on a que:

u (Ë)(ô+ sy* ) (s; : 
I  
" 
*,,h, ) /  H ̂B (ô ",r, rË(n' 

b)v 6,r, 2. (b) d,b

f  L  . , , - d r o
:  I  l { (9 'exp( iz)b, )xo(b")e- ' t 'db"dt

J  B ( ô , , b , \  /  H '  ̂ B ( ô , , h ' )  / R

:  t  ( (g .b,)y6(b)di" ,
J  B@" ,b t \  I  H '  nB (ô " ,h ' \

où {' est la fonction sur G définie pour tout g €. G par

€"(g) : 
/ 

ef, '  exp(tz))e-its 6'1
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donc finalement t/(()(dr): I/"(€"Xd,) où [/, est l'opérateur Ts16",î,),H,, en plus il est facile

à vérifier que les fonctions {' possèdent la covariance suivant /r.

Soit maintenant.If € im ([/)r, alors

t  t  < K@,),u,(€"Xd") spç/n(ô",h'))  d) 'R" 'E'  ( / )ds :0 '
JR Jt tn"  's '

Soit 7 dans I'espace de Schwartz ,9(exp(Rz)), alors il est facile à vérifier que

G
(Iâa(xrXryX)' : (z*€)" - Î('X'

où * désigne le produit de convolution et 7(s) la transformée de Fourier de la fonction 7 calculée

au point s. Il s'ensuit que

[ +ta [  -  .  < I i (ô,s; '  %(("X ô")  >r"çc1B(ô,,h ' ) )  d ' ) 'R" 'E'($)d 's :0
Jn  JÛn" ' l g '

pour tout 7 € ,9(exp(Rz)), et donc pour tout s € lR

t  .<  K(ô, r ) ,  u , (€" ) (  ô , )  >r ,qc1B(ô" ,h , ) )  d , ) .R" '8 '  (d)  :  0 .
J cnn".* '

En appliquant I'hypothèse de récurrence, on peut en déduire 9ue d, -' K(Ô') est nulle

pour presque tout s € R et donc que -K : 0.

Cas  2  :  l ' 1  C  91  e t  l n , " ' , I i + r  €  b .

Rappelons que

fa' '6lgr : !38' 'Et

Soit maintenant 1{ € im([/)r, alors

f

Jr^,* 
< I i (ô), I /(€)(d) )721çlB(ô, iv,av dÀ(/) :  0

donc

alnsr

t t Wtau((xdxs)aitd^(ô):o
JER,a  J  G  /B (Ô ,h )

I t t -

I I I t<(dX""p txgùÙ(O(dX""p txss)dùsdtil'(S) : s
J '0R. '8  JN J Gr /  B(ô,b)

et par conséquent
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I  I  I  t r@),ko)u(€xd) '(go)dà0dtd^(Ô):0.
J R J r t R , s  J G t I B ( ô , h )

Soit a une fonction de ̂ 9(exp(Rx)), on remplace dans I'intégrale ci-dessus ( par a(, on a bien

(t{), : a(t)tt, i l  s'ensuit que

l * f t ) l  I  K(ù,(so)u(€)(ù,(ss)ds6dt i l ' (Ô):0 '
Jn  J  ûR .a  J  G I l  B (Q '  , t )

pour tout a dans S(exp(RX)) ainsi

1 1

I I K(ù,(go)u ({Xd)'(so)dssil'(S) : Q,
J  NR,a  J  G1 l  B (ô ,  , b )

et en faisant appel à I'hypothèse de récurrence on a K(ùr: 0 pour presque tout I € lR', d'où

le résultat.

Cas3 :  b  (g ' .

Comme dans le cas 3 du théorème (l-3.2) on pose b' : (tl ng') O R'Y et Ht : exp b''
G G

Les induites tnd x r et Ind X f sont équivalentes. L opérateur qui entrelace ces deux induites est
H " t  H ' " "

TH,a, (15), et on a comme dans (16) que

IJ oTs,11 '  -  U '

où t/, est l'opérateur d'entrelacement pour r' : tf,|Xl, qui est une isométrie avec image dense
H t  

- "

d'après le cas précédent. Donc [/ a aussi une image dense'

I

I-4.2 Théorème

On garde les mêmes hypothèses et les notations que dans Ie théorème (l'3.2). Alors

I'opérateur d'entrelacement (J décrit dans ce théorème est inversible. Son inverse U-r est
1 O

donné pourtout I{ € ( I XndÀ"'s(d))ç àsupportcompact et g €G par:
J Û R , a

f
u-l(rr)1s) - I  rn,B(ô,DK(ù(g)d^^'"(d).

J çBR'a

(1e)

(J-r est alors un nouvel opérateur d'entrelacement isométrique de (8) Iorsque Ia mesure sur

H lB(Ô,D n H est correctement normalisée comme dans (l'3'l)'
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Preuve

Une fois qu'on a prouvé que U est une isométrie (théorème (I-3.2)) et vu que son image est

dense d'après la proposition (I-4.1) qu'on vient de démontrer,$ peut déduire qu'il est inversible.

cherchons son inverse, pour cela considérons pour I{ € ( I _ r'GlB(ù,ô)d'^R''6(ù)c à
J T R , 8

support compact et g € G

v(I i)(ù : I  Tn,s(ô,b)K(é)(s)d^*' '  (ô).'  
Jnn,s

r O G
Il esr clair qte V o I n6d.SR'a(6 : Itrd(xr) oV et que V(I{) possède la covariance

J g ^ . s  
. '  

, " *  
H  - .

suivant .f, on va prouver que pour Ii € ( | _ f'GlB(ù,Ô)d,^o''6(ù )c à support compact,
J tR ,a

V ( K\ est un élément de L2 (G I H).

On raisonne comme avant par récurrence sur dim(G) + dim(G lH ) et on garde toutes les

notations du théorème (l'3.2). Pour cela montrons que

l lv (K )l l '" ,  <G t H) -- 
|  * -, * l  I  

r '  ( d ) |  |  ?' r G / B (ô,b)) d ̂^ '* (é)'

Cas 1 : b C gt et il existe k > i, tel que T : In / 17 mais tel que l*' € b pour tout k' > k'

On regarde b, :bOR ?, on note H' :exp(b') et pour tout s e IR, f, : f * s7*, on a

bien comme dans (10) que

'rR,,B : [.,f 13"",*,.
selR'

Alors,

f f

l lv (K)ll'", (G t H) -- J u J 
", 

r, 
I v(/i) ( go . exp(s?)) | 2 dà o d'

1 l ' 1
:  I  I  I  I  ra,s(ô,ùK(é)(go.exp(s?))dxB'aç6112dgods

J N J G / H '  J T R , A

r t ' 1 1
:  I  I  l l  I  rp,,e16;I{(ôùko)"-i ts4s*t '* '(ôr\dtl 'disds

Jw J c t n, JR Jtont 'a'

(on utilise la formule de Plancherel)
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f f f
: I I l l To, ,"(^",n\I{(ô)(go)dÀÊ" 

'a' 16"112 d90d'
JwJc /u ,  J t ^ " , t '

(on applique I'hypothèse de récurrence)

f ^
:  |  -  l l l f  (ù13;G I B(ô,D)d'^^'* (ô).

J n R , 8

Cas2 :  b  Cg t .

On a alors que

llv (K )ll,r., (G t H) -- [^ ttu fn tllzr., tc, t a)dt
Jn

on applique l'hypothèse de récurrence

f f

I  I  l l r(d)rl l2yz1ç;,1a(ô,h))d\^' ' ' ' (ûd't '
J R  J û n r ' a r

: t l l / i(d)l l?,Gt B(ô,b))d,^o' ' (ô)'
J E R , A

Cas3: f  (g ' .

Dans ce cas Y / gr,, onpose f' : (b ng') ORy et H' :exp b'. On sait que les induites
G G

t{aXt 
" 

t#gXl sont équivalentes. Alors, on a comme dans (16) que

TH,H,  o TH, ,B(ô,h, )  :  TH,B(ô,ù,  Ô e tR '8,

d'où V - TH,H,o V,, où I/' désigne I'opérateur du cas précédent, donc on voit tout de suite

que V est isométrique. Ce qui achève la preuve.

En réalité, on a prouvé finalement que v est un opérateur d'entrelacement isométrique,

il nous reste finalement à prouver que U o V : Id. On raisonne encore par récurrence sur

dim(s/b) + dim(g).

Cas 1:  b c gr et  ̂ S:  I*  /b,  ln €b pour tout  le '  > h '

On regarde lrt' : bOR,9 et on note ff' : exPb', T, = T +s'S*, etc'

So i tg€G,onaque :
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U o V(I{)( / r  *  s^9.)(  g)  :  Tn@,*ss*,1ù,HV (f<Xg)

r f l
:  l -  (  l -  l "^, ,o,TP'e(61ss*' t1')

J  B ( ô r + t s *  , h )  l H n B ( ô t * s s * , 1 , )  
r  J n  J r

K (h -t r s*)(sb) d.),R,,8' (u dr) x ô,+,s* Q) db

d,après ce qui  précède et  vu que HIHaB(Ôt *sS*,  b ' )  = H' lH'aB(Ô*sS*,b ' ) ,on obt ient

que

(  t  t  TH'  ,B(o*rs*  ,h ' lLI ov(I i l (ôt+ s '9.xg) --  
I - / "*r*s,s* , t t ) /H'na16,1ss*,h) \ ' /p ' /qs^r ' rs '

K(0 + r S*)(sb. exp(tS))dÀË''E' (d)ds) v6,(b)dbeit ' dt

:  f  t  ( t  , ,rH,,np,*rs*,b,)
Jnz  J  s@r+ss* , t ) lH tnB16r {ss * ,h )  \ . . i l r yn ' , r '  

t r  ' u \w t  '  1u

K(0 + r S.)(gb)eits 
"-itr 

6sRr 'ar (d1)) xo, ft)dbdtdr

(on fait appel à I'hypothèse de récurrence)

:  [ , t tô t  i  rs . ) (g1e i t "e - i t '  d td , r
Jnz

: K(ù + 
"S.Xg) 

d'après la formule d'inversion de Fourier'

Cas2 :  11  Cg r .

So i tX€g \g t .

Soit d €.ÛR''6 et g - exp(tX) ' 9t € G, on a que:

u o v (K)(ë)@ : 
| 
" *,r,,  H n B (ô,h) 

( 
l ,  ^ -T H,s 1s,6v I i  Q)@b)ilJ'" (d)) v 6Q) d'b

:  [  ( t "  ^Tr , " (ô,htKt(û(srb)d^R' ' " ' {d) )  v6q)d 'b
J a1611 non(d) \ JEær 'rsr

(on applique la récurrence)

: I{r(ô)@o) : I{(d)(exp(tX)eo; : r<(d)(o).

Cas 3: tl Ç g'.

on rappelle que b, : l)n g' O IRY, les induites rfio(xr) et rf,Ê(xl) sont équivalentes. Soit

TH,H'I'opérateur (15) qui les entrelace; on sait encore d'après (16) que

TH,H, o TH',8(ô,b) : Tn,a(ô,h),
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d'où V : TH,H,oVt . D'autre part gt - IJ oTs,p'. Alors (J oV : Ut oTs' ,11oTH,H'oVt : Id'

selon le choix de nos normalisations.

Ceci achève la démonstration du théorème (l'4.2)'

I

Une fois qu'on a construit un opérateur d'entrelacement, on va donner une nouvelle car-

actérisation des espaces ER'E et ceci fait I'object de

I-4.3 Proposition.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d'algèbre de Lie g, b e

S(/, g) et H le sous groupe de Lie connexe fermé de G correspondant. Alors les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

i) presque toutes les représentations unitaires et irréductibles qui apparaissent dans Ia

désintégration de r : 171!Xt sont de multiplicités finies'

iil KH :0 et l'erporelf lH des H-orbites dansly est isomorphe aux espaces ER'8.

Preuve

i) --; ; i)

On considère une suite de Malcev relative à |

bChCgzC. . .C9 ,=9 .

On va prouver I'assertion suivante: supposons que presque toutes les représentations uni-

taires et irréductibles qui apparaissent dans la désintégration de r :Ilrd*, sont de multiplicités

finies. Si pour un certain i e {1,...,r} les G;-orbites sont saturées par rapport à g;-1 dans

g|, alors il est de même pour les f/-orbites.

Supposons donc qu'il existe i e {1,...,r} tel que les G;-orbites en position générale

soient saturées par rapport à gl-r dans gf , alors que les f/-orbites ne le soient pas. Soit é € | t

et prenons b,i € gi \ gi-t. On a donc d'une part

(d + nal;  À HÔ: {ë}

à cause du fait que les f/-orbites ne sont pas saturées par rapport à g1-1 dans gf , et d'autre

part, vue la saturation des G;-orbites en position générale par rapport à g;-r dans gf, on a que

d+naï -_r1ÀG$
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Il s'ensuit que pour tout s I t e R, ff(d + sôi) et H($ + tbi) sont deux f/-orbites

disjointes contenues dans fy aGé, ce qui contredit le fait que les multiplicités sont presque

partout finies.

ii) --+ i)

On raisonne par récurrence sur la dimension de G f H, poue cela reprenons la suite de

Malcev relative à 11

ï l cg ; 'CgzC . . .CE" :9 '

Posons  go :g r - r  qu ies tun idéa ldecod imens ion  l  dansgcon tenan tb ,e tGs :exp (g . ) '

Cas 1:

supposons que les G-orbites ne sont pas saturées par rappotr à go dans g*, il en est alors

de même pour les .F/-orbites, donc en particulier on a que KH : K{ :0 où /{fl est le même

ensemble déflni dans 96 et avec la suite de Malcev relative à !

b  c  g r  C  gz  C . . .  C  9 . - r  :  90 .

Soit par ailleurs X e g \ 96, alors on a que

tnR,E :  {q*  sX*,  s€ R,  Ç € !3Êo'ao } ,

où Eo est la base de Malcev de gs relative à ! et Rs la famille de fonctions définies comme

dans le théorème (I'2.5).

D'autre part, la mesure d) sur fR,E est exactement dÀ6 I ds, où ds est la mesure de

Lebesgue sur IR et dÀe est la mesure 5s113Ro'Eo, on a alors que

G 1 0
tà$" t ' -  

/ -  
r6o1ax*dd '

il en résulte que

G GGo  1e  . f@ /o
t [or,  = t iot[orr N 

/"".  r ,(Â 
r6o+...x*da)d)s(/s) :  

Jr*,or6dÀ($)

L hypothèse de récurrence nous informe que les multiplicités des représentatations qui ap-
Go

paraissent dans la désintégration de t[â*t sont finies, et puisque les multiplicités dans ce cas

G

n'augmentent pas, on aura certainement que [hd*, est de multiplicités finies'
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Cas 2:

supposons que les G-orbites sont saturées par rapport à gs dans g*, il en est alors de même

pour les f/-orbites car KH:0, tà$7r40 ost irréductible pour presque tout éo €fRo'Eo' En

plus on a que g,R,E - q3Ro,Eo et la mesure d)6 sur Î3Eo,Eo est la même sur !3R'8, il est claire

dans ce cas qu'on peut appliquer I'hypothèse de récurrence sur Go qui nous donne en fait que

G o
lnhxr esr de multiplicités finies, et par suite d'après [11] et [28] on a que

| f  
. \  J

n

dim Goôo :2 dim H Ôo'

D'autre part et vu la saturation des f/-orbites on a pour tout / € g* tel }ue Ôlgo 
- do gue

dim H6 - 1+ dim H$s,

et par conséquent on a que

d imG$-2+d imGodo

:212d imHëo

:2  (1  - f  d im HÔo)

:2  d im Hô.

Il en résulte que les multiplicités de tfuXt sont finies, ce qui achève la preuve.

Notre objet maintenant est d'étudier une certaine algèbre d'opérateurs différentiels:

soit

C*(G,r )  :  { (  €  C-(G)  :  t@h) :  x (h- ' )€(g) ,  e  e  G,  h  e H}

et Diff(G) I'algèbre des opérarteurs différentiels qui sont C- et qui laisse C*(G,z) invariant'

On pose D,(GlH) I'ensemble des restrictions DIC-(G,r) de D € Diff(G) commutant avec

les translations à gauche de G sur C*(G,r).

Notons que Corwin et Greenleaf ont prouvé que I'algèbre Dr(G lH) est abélienne lorsque

presque toutes le multiplicités sont finies (cf. t10l). En examinant de près cette démonstration

et bien des exemples ils posent la conjecture suivante

Sl rn(n) 1æ presque partout, alors I'algèbre D,(GIH) est isomorphe à I'algèbre des

fonctions polynomiales H -invariantes sur f l-bL. (20)

I
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Et puis plus récement ils ont des résultats positifs sous une hypothèse assez gênante.

Supposons:

(i) m* < oo pour n générique dans Suppot (r).

(ii) g contient une sous-algèbre b qui polarise tous les éléments génériques de f 7 : f +bL

et qui est normalisée Par !.

Sous ces conditions, ils démontrent leur conjecture (cf. [12])'

Ensuire, suivant [10], [12] (voir aussi [15]), décrivons I'algèbreD,(Gl]/)) en termes de

I'algèbre enveloppantes u(g) de gc. Pour g € G ou ,4 e u(g), on note R, ou R(A) (resp. -t,

ou I(A)) I'action à droite (resp. à gauche). Soient u(g, r) I'ensemble des .4. e u(g) tels que

R(A) laisse C*(G,z) stable, o" le sous espace vectoriel de u(g) engendré parY *2nif (Y),

Y parcourant [1, et u(g)o" I'idéal gauche engendré par o'. Alors il vient que

u(s,r)  :  {A e u(g)  , lA,bl  e u(s)0"}

et que I'application A ---+ R(A)|C""(G,r) nous donne un homomorphisme de u(g,r) sur

D"(G lH) avec le noyau u(g)o". En somme,

D,(G lH) ry u(e, r) lu(s)a".

De plus, si le couple (g, b) est réductif dans le sens qu'il existe un supplémentaire m de l1

dans g tel que [b,m] c m, on voit que

u(s, 
") 

- uH (s) * u(s)o"

avec uH (g) : {A e u(g) : lA,Yl: 0, V Y e !}. D'où

D,(G lH) - uH (s) luo(g) n u(g)o".

Nous donnons ici une démonstration brève de la conjecture (20) sous les conditions (i) et

(i i).

Soit alors g une algèbre de Lie nilpotente. Soient f e g*, et soient f , b deux sous-algèbres

de g. Supposons que b soit subordonnée à /, c.à.d. /([b,l)]) : (0) et que b soit une polarisation

en / pour tout / € 11 et que b normalise b. Soit G : exP 9, H : exP I), B : exP b. Supposons

en plus que la représentation z : tirU*, de G se décompose sut ê avec des multiplicités finies.

On remarque d'abord Que c :$ * b est une sous-algèbre de g, comme I; normalise b. Soit

C = exp(c). Alors r: IÈdrs où z6 - I*dX/ etdonc d'après [10, (35)] I'algèbre D"(GlH) est
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isomorphe à l'algèbre O"o. En outre, presque toutes les ff-orbites dans 11 sont saturées par

rapport à c. Donc I'algèbre des fonctions polynomiales l/-invariantes sur f 1 est f/-isomorphe

à l'algèbre des fonctions polynomiales f/-invariantes définies sur /;,+b-L'c C c*. Nous pouvons

donc supposer que G : C. En particulier b est maintenant un idéal de g et g: J1 4- b.

I-5.1 Corollaire

La réciprocité de Frobénius s'établie dans ces conditions.

Expliquons un peu ce qu'est cette réciprocité: pour une représentation unitaire n de G, on

note'17n, ?tf et'11;* respectivement I'espace de zr, I'espace des vecteurs C* den" et I'antidual

de11 f ; .  pou ra  € ' [ 1 ; *  e tôe  ' l l f  
, onno te (  a ,b )  I ' imagedeôparo .  E tdemême1 l f  ag i t

srn 7t;* par

1b ,a  ) :  (  a , b> '

On pose

(11;*) ' ' * t  :  {a  € '11;*  :  n(h)a:  y1(h)a,  pour  tout  h  e H} .

Avec ces donnés il y a (cf. [16]) une question concernant une sorte de réciProcité:

dim(?l;-) H,xt se qualifie -t-elle pour la multiplicité rn(zr) dans la désintégration de r : ITrdr,

? Dans t18l H. Fujiwara et S. Yamagami ont répondu par oui à cette question lorsque b"est un

idéal de g ou que zr admet une polarisation distinguée. Dans notre cas, tout r - Tô: IÊd(XO)

dans le support de r admet une polarisation distinguée qui est b, d'où le résultat.

En outre pour presque tout Ô el t , les espaces glb,  b lb) \ ,  ad*(b)$ et  ad*( f ) /  ont

même dimension, de même que les espaces glb et blb Àb.

Soit maintenant {1r,...,/,,} une base de Jordan-Hôlder de g passant par b, c'à'd' fi -

vect{ / ; , , . . . ,1n} et  ( /1,  " ' , ln- t )  € b.  Nous prenons pour!3 I 'espace

lo  :  {d€ f r l  Ô( t ) :0 ,  V  j  €  IH} .

En appliquant les constructions (I-3.1), nous obtenons la base de Malcev

(X' (d) '  " '  ,  X,(Ô))  c h

de g relative à b, et la base de Malcev {yr,... ,Yr} de b relative à b fl b, qui est la même pour

tout d € E et qui est contenue dans {/1, "',ln}.Les vecteurs X;(/) et Yi ont pour presque

I
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tout S la propriété suivante:

ô( lX{û,Yi l ) :0 , i< i (21)
:  I r i :  j ,

pourpresquerout ô elf, on aque le stabil isateur t1(/) de / dans I estégal à bnb et ainsi

Ad.(H)ô est difféomorphe à H I H O B. Nous pouvons donc identifier I'espace S(G I B, S) :

S(HlH n B,Xù avec I'espace S(Ad*(H)ù des fonctions à décroissance rapide C- définies

sur AdÏ(H)ô par I'application : ( e S(HlB n f/) -+ (, où

(.t a. çn16 = x r(h)€(h), h e H.

De même les espaces L2(GlB,ô),L2(HlH n B) et LZ(AL*(H)/) sont isométriquement iso-

morphes. Ce dernier espace est muni de la norme

ll6ll; : t l€("*p trxlÔ)" 'exp t,x,(ô) ' Ôl'd't' " ' dt,.
J ]R'

Nous pouvons donc transférer la représentation n6 de G sur L2(GlB,û à L2(A{.(H)$) et

nous obtenons les formules :

"6(h)É(,0: e(Ad*(h-t) ,h),  ?b e Ad*(H)$, h e H

et

"ô(ùei./): 
ei'bp)1ç..1'),b e B'

L application !î x H lH 1 B --+ ly:

(/, â mod H I H . B) - Ad.lh)Ô

définit une bijection rationelle d'un certain ouvert Zariski-dense de 13 x H lH t1 B sur un ouvert

Zariski- dense de f r et la mesure de Lebesgue d/ sur 11 se décompose en une intégrale de

mesures orbitales :

r  f  f  . ,
I  g(ùaO : I I  e(Ad.(exp hX{ô). . .exp t,X,(ô))ô)dtr " 'dt" d^(ô),

J f  +hL " / l3 . / lR '

d'après les relations (21). Cette identité nous permet d'identifier l'espace hilbertien -t2(f 1) avec

l 'espace 
ro

L'(8 x H I  H n A) :  
l ,  

L2(G I  B,ùd,^(ù.
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pour cela, nous écrivons pour une fonction L e L'(l ù,1{(ô,h) : L(Ô,t 1 : t 'çU.(h)Ô), ë e

8,h e H lH i  B.  Alors K e L2( l  y)  et  l l / { l l ,  :  l l r l l r .

Pour @ € f.r,h e H,Ë e S(GlH,{) nous avons que

f 1

I *nQy6(b)d,s,"no(b): I tft)xo(h-tbh)xT(h)da,ana(b)
J  n t s n U  J B I B î H

: w6t(Ad.(h)ô),

où f dénote la transformée de Fourier usuelle de la fonction ( € S(hlb n b). L opétateur

u : 12 (G I H,, x ù -- [* Hôd^(ë) : L2 (r r)
J A

est donc simplement donné Par :

u t1D : €@')

et pour l'application réciProque

10
u- ' ,  

J,  
11ôd^(ù :  Lz(r r)  --  t 'z(G I  H,vy)

on obtient pour b e B,',h € tr2(f1), que

u- ' (ù(u) :  I  t , r (ô)Qh)xt(h)da,ana(h)d^(é)
Jç8  J  H /H îB

r
: l rç1:\et'b{u) arb : û?b).

Jr,

Donc si D est un élémentdeD,(G/f/), alors D commute à r(6) pour tout b e B. En

outre D est représenté par un élément de I'algèbre enveloppante u(g) de g, donc il s'écrit

sur S(G lH,1y) comme un opérateur aux dérivées partielles à coefficients polynômiaux. Soit

D, : LI o D o[J-1 I'opérateur correspondant agissant sur .9(f 1). Alors D' est aussi un opérateur

aux dérivées partielles à coefficients polynomiaux et Dt commute à la multiplication avec les

fonctions ei(')(b) ,b e B et donc D' est lui-même un opérateur de multiplication avec une

fonction polynomiale Pp. Comme D commute aussi à I'action de H,la fonction Po doit être

f7-invariante. Donc Pp est un polynôme If- invariant sur 11. D'autre-part, si P est un

polynôme -l/-invariant sur f 1, alors la multiplication avec P définit un opérateur Dt sur S(f 1)

qui permute à I 'action de G. Donc D :(J-t o Dto U est un élément deD,(GlH). Ainsi

nous voyons que Or(G lH) estisomorphe à I'algèbre des fonctions polynomiales f/-invariantes

définies sur f1.
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I-6 Nouvelle désintésration (lisse) de -L2(G).

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d'algèbre de Lie g, on sait
G

que L;+1 est la représentation régulière gauche )6 qui se réalise sur -L2(G) par
{ e J

)6 (s ) ( ( r )  :  { ( s - r r )

pour tout s,r e G et ( € L2(G).

Soit donc une suite de Jordan-Hôlder de g

go  :  { 0 }  C  g r  C  ez  C  . . .  C9n :  E

à laquelle on associe une base de Jordan-Hôlder E: (bt,b2," ' ,br),b; € g; \9;-r '  De même

on considère l,action de G sur g* (vu comme G-module ) relativement à cette base, on note -IG

I'ensemble indice de pukanszky pour cette action. Dans ce cas et suivant la définition (I-2.3) on

a que

(  - . - ^ , ^ ^ , - , ^  \
7ç{"} - 

{.r 
e {f ,..,n} : presque toutes les Gi-r-orbites sont saturées par rapport àGi 

},

il en découle que

fR 'E : {$e l y ,  ôQ) :0 ,  j  e  / { { " i } '

Soit 0 une G-orbite et ô e A C g*, on note Ôt : éb,, soit B(/) une polarisation de

I Vergne en /, on note b(g) lasous algèbre associée à B(ùqui est en fait égale à lgo(d,), on
i = I

sait que

Ad.(B(ù)ô : Ô+ b(d)r : ë + t R 6i,
keK{"}

i l  est clair donc que Ad.(B(ù)Ô ÀfB'a - {Ô}.

on peut de même vérifier que /{{"} c IG et que $(/({"}) : âil(/G). Soit Fc la mesure

de Haar sur G, on obtient la désintégration lisse de L'(G) suivante:

45

(r, G), uc) = l:_, (r'z çc 1 açô), ô)) d,^(ô).
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I-7. Exemples.

l-7.r.

On prend I'algèbre de Heisenberg g engendrée par trois générateurs 1 X,Y, Z > tels que

[X, y] : Z, on désigne nuLr le groupe de Lie associé. Soit ! : R'(X - Y) et I/ : exp([)) et

f : 0. On considè te r : tilt r, prenons comme suite de Jordan-Hôlder les vecteurs {Z ,Y, X} '

Nous obtenons la suite de Malcev

l ) :<  X  -Y  )C  g r  :1  X  -Y ,Z  >C g .

Il s,ensuit dans cet exemple que E : IRZ* et que pour tout Ô € bL, b(d) :< Y, Z > est la

polarisation lisse en /. Soit IJ I'opérateur d'entrelacement décrit dans le théorème (l'3.2).

On a pour tout { € ,2(R2) et g €. G

UG)QZ.)tù :  [  6(eexp({Y)exp(sZ))  "- i " \drr ] t .JR2 A

Montrons directement que cet opérateur est isométrique. En effet pour tout { e S(G lH,0) =

^9(R') on a que

^ f
llti(oll? : I tturc>fOll2,zç 1 n(ôDd^(Ô)

J û

f î o ,
:  

Jn l/ ,  
{{"*ntitx - y))exp(tY) exp(sZ))e-i"^d"dt12dad)..

vu que exp(f(x - y))exp(tY) : exp(tY)exp(f (X - y)) exp(\tZ), on obtient

^  f  f  t n . .  j ^

l lu({ ) l l?  - -  
l^"1 /  ^  C{"*n( lY)exp((s +;)4)e- i "^d 'dt12dod),

J R 2  J R 2

: t | [ {(exp(iY) exp(sZ))e-iù'"-it(-a)d,dtl 'dod^
JR2 JR2

: t lf(exp(-oY) exp(\Z))12 d'ail,
Jn2

r
: 

/n, 
l{(exp(cY) expQ,z))lzdail,

: ll{.1127"ç1û.

L opérateurréciproque V : [* r 'çC 1 a,,^z*)d^ --+ L2G I H)estdonnépourtout g e G
"/n

par

v (N)(s): 
[ [ 

K(\z.)(s' "*o("Gf )d,ril,.
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r-7.2.

Soit g I'algèbre engendrée par quatres générateurs < Xt, Xz, Xs, X+ ) tels que lXt, Xrl --

Xs et [Xr, Xr] - Xa. On désigne par G le groupe de Lie associé'

Les orbites en position génêrale dans g* peuvent être paramétrisées par R* x IR'. En effet

si pour a € IR* et ) € lR, go,À désigne la forme linéaire g.,), -- aXf I ÀXj, alors la G-orbite

f)o,À coffespondante est la partie suivante de de g*

0o,À :  {oxi  +txi+ ()  + *rrr+ 
sxi ,  l ,s e IR}.

A.

So i t ! : vec t . - -Xs

On désire désintégrer r

(r-3.L)

> et H : exp(b) et To - aXf; une forme linéaire sur ! avec t + 0.
G

: lïdXf.. On choisit une base de Malcev relative à ! comme dans

b :  r , ,ect  1  X+)C gr  :  voct  I  Xz,Xa )C 9z :  vect  < Xz,Xt ,X+)C gt  :  voct  < Xt 'X2 'X3 ' )

Pour toute Ô e g* en position génétale, on obtient la polarisation B($):92.

Les G-orbites sont saturées par rapport à 92, alors que les .Fy'-orbites ne le sont pas, ainsi

' oR ,E  - -  
{ ôe  f , +<b> t ,  6 (Xù  -0 } :  aX f  * (RX ïOR 'X i ) :R2 , i l en résu l t eque

G 1 0
,lrd*r. = 

Jr^,rr6ù@).

L opérateur d'entrelacement est donné pour ( e -L2(R'3) par

U ({)(axi + aX{ + bx;)(s) = [ qnexp tX3 exp sX2 )e- 
ita 

"-isb 
416'

J]R

pour tou tgÇG 
ro

L'opérateur inverse [/-1 est exprimé pour tout 7( € ( | ^ ̂  t" (C lG2, Ô)d^(d))c a support
_  

J E R , a

u-l1rr ;1s )  -  [
J R 2

compac te tg€Gpar

I{(axi + txi t sxi)(s)dtds.
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B.

Prenons maintenant  b :  vect  1Xt  )  e t  H:  
"xp(b)  

et  f  B:  PXï ,P +0 'Alors  i l  est

clair que 0.r,, O UB + f 
a 

) est une seule droite qui est en fait une If-orbite. Notre base de

Jordan-Hôlder nous donne la suite de Malcev relative à [1

b :  vect  1Xs )C g,  :  VeCt  l  Xs,XalCgz :  vect  l  Xt rX+,Xz )C gs :  VeCt / -Xs,Xa,X2,)

presque toutes les f/-orbites en position générale sont saturées par rapport à 92, il en est ainsi

pour les G-orbites, donc

,nR,E :  PXî+ < b >r  a{é;ô6r)  :0}  :  gx i  +(RXioRXi)  r :R2

et ainsi
G r\',
tf ixru = 

/n. *nn^,rd\dr'

Un opérateur d'entrelacement est donc donné pour tout ( e -L2(R3) par

U (OWxi + bxi + oxi)(e; -- t "{(s "*p 
tx2 exp sxa)e-ito e-isb 414'

JIR2

pou r tou tg€G 
10

L'opérateur inverse U-t agit sur K , ( 
Jr^,*11(GlG2,Ô,)d,^(Ô))6r 

à support compact par

u-1(ltyis; : t r i@x; -r sxi * rxf(s)dsdr.
J]R2

C.
prenons maintenant b : vect 1 Xz > et H : 

"xp(b) 
et f : Xj. Alors il est clair que

Oo,.x O (T +hL ) est la réunion de deux I/-orbites si a(l - À) > 0. Nous obtenons la suite de

Ma lcev re la t i veà f :

b :  vect  l  Xz )C gr  :  vect  < Xz,X+)C 9z:  vect  < Xz,X+,Xs )C gt  -  vectg '

presque toutes les ff-orbites en position générales sont saturées par rapport à 92, il est en est

ainsi pour les G-orbites, donc

' iR,E :  f+< b >t  n{ë;ô6t )  :  0}  :  X;+(RXï  O RXJ) .

Un opérateur d'entrelacement est donc donné pour tout ( e .L2(R3) par

u (0C ; * axi + bxï)(s) : [ €(g "*p 
tx3 exp sxa)e-ito e-isb 414,

JR2
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pour tou tg€G.

L'opérateur inverse [/-1 est donné pour tout

compac te tg€Gpar

11(G, ô,s2)d^(ô))c à suPPort*,(l:..

n-1(rr;1e ) : I
/ IR2

I{ (X; * sXi + r Xi)(s)dsdr.

D.

Prenons maintenant t] : ]RXï, T :0. Alors nous obtenons la suite de Malcev

g r  :  vec t  1  X t ,Xa  )C  9z :  vec t  <  X t rX+rXs , )C  g t  :  vec t  <  X t ,X+rXs ,X2  )C  9+ :  I '

Ici LH : {1,3} et donc |fR,E : RXI O RXi. Ainsi I'opérateur d'entrelacement

1 O
u :  L2(G l  H,  i l  -  

Jr^,oL2(G 
lG2, ùd^(é)

est donné par

U(t)@Xi + bxi lçs1 : [  {(e exp(tXz) exp(sX3) exp(rXa) )e-i(a'+ut) d,rd"sdt.
J ]R3

10
L opérateur inverse V agit sur -I{ e 

Jr*,oL2(GlG2,$)il,($) 
pat

v(K)(s): K(sxi + tx;)(s exp(rX1))dsdtdr

et ceci pour tout g € G.

I-7.3 Un contre'exemple.

Montrons ici que le choix des polarisations B(/) pour Ô e t! est très important. En effet,

soit g I'algèbre de Lie engendrée par les vecteurs X,P,Y,Q,Z avec les crochets

lX,Y\ :  Z ' lP 'Ql :  Z '

soit b - vect(Z,X -P),T: Z*,et soit C: {X, P,Y,Q,Z} une base de Jordan-Hôlderde g'

Donc E : {Q,Y,X\ esr la base de Malcev de g relative à b. Lensemble LH aun seul élément,

qui est associé à Y. Prenons l3 = IRY* et B - B(ù - vect(Z,X,P) pour tous les / e !3.

Cette algèbre B est une polarisation pour toute forme linéaire Ô e g* en position générale,

,(.
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mais n'est pas une polarisation de Vergne pour la base C. Alors I'opérateur d'entrelacement

infinitésimal t/ définies pour tout ( € S(GlH,f) et g € G par

I / ( { ) (sr . )  G) :  Ta(,v*) ,utçù :  [  ( (gb)x"v.(b)dn,ana(b) :  
[ - rA exp(pP))d 'p

"  J B / B î H  J I R

ne dépend pas de s € IR, et donc [/ ne peut pas être isométrique.

I-8 Cas des groupes non nilpotents.

On va construire maintenant des opérateurs d'entrelacement sur des exemples des groupes

résolubles exponentiels, commençons par en donner un fondamental qui est souvent rencontré.

A.

So i tg  I ' a lgèbre  dear+b ;g :  IRXoRy,  lX ,Y l -Y .  Onprend  r :Y*  e tb  -

RX € MU,ù. Le groupe complètement résoluble G : expg n'a que deux représentations

unitaires irréductibles de dimension infinie ?I'+ associées à deux orbites ouvertes L.G 'Y* - La

représentation monom iale r: Ifid Xf , H: exp !, est équivalente à la somme directe ra @n-.

On réalise 7r+ comme tfiaX+o. où B : exp(RY) et on identifie Îl-* à tr2(lR') par

I'application
( =--+ ((t) - €("*p tX), (t € R).

Soit par ailleurs l'opérateur I/ défini pour un tel ( et pour un g € G par

U((XY.X ù -  [  { (e '  exp(tY)ei tdt
"/R

et

u({X-Y.Xg) :  [  *n 'exp(tY)e - i 'dt.
J R

Lorsque g - exp(bx) ces expressions deviennent

u(€)(v.Xexp(bx)) : 
;[ 

{{"*o (tY)ei"ut et dt : et e@uv)

e t f

u(€)(-v.)(exp(bx)) :  
/- 

{(exp(tY)e 
- ' ;ebt 

"t 
f l t  :  

"È 
(1-ebv)'

On aura donc
f 1

l lr/(€) l l7 : I lei (çebv1l2db + I l"t tr-"bvy2 au
J rR  Jm '



51 Ch I - Op érateur d' entrelac ement des rep ré sentations monomiale s

= 
lu"ult4bY)l2du*,4 "bfç-"bv1f au

: 
lo** 

yfçuv11'zau * l:*1(çuv11'zau
: 

lul€.un)I2 
du : ll{ll27zç 1a).

B.

Soit G le groupe de Boidol, son algèbre de Lie g est engendrée par les vecteurs (4, X, Y, Z)

te ls  que lA,Xl :  X,  lA,Yl :  -Y,  lX,Yl :  Z .  Soi t  I f  :exp(b) :exp( lRAeRZ) le  sous-

groupe analytique de G. Soit encore E: (A,X,Y,Z) we base de Jordan-Hôlder de g , de

cette suite on extrait une base Et : (X,Y) de Malcev relative à l;. Soit 91 : b O IR'X et

Gt: exP(gr), on regarde
G  G G r

r :  I nd l :  I nd lnd l .
H  G 1  H

Comme dans l'exemple précédent, on a qu" ITf L : nY* @ n-Y* et donc

1o
, = 

Ju 
r ,y*+sx* @n-y*1ry*ds.

La polarisation de Vergne en tY* * sX* relativement à la base lÛ est vect(X, Y, Z),I'opérateur

d'entrelacement [/ est défini donc pour { à support compact modulo f/ et pour un g € G par

t / (€X+y. + sx.)(s)  :  [  { (s '  exp(rx)exp(rY))ei 'e+i t"dtdr '
J R 2

Des calculs comme dans I'exemple précédent nous montrent effectivement que [/ est bien une

isométrie.



UNITAIRES DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

ET OPÉRATEUR D'ENTRELACEMENT

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g. On

considère une représentation unitaire et irréductible z' associée à une orbite coadjointe Q? :

0,' C g* d'une forme linéaire /. Si H est un sous groupe analytique de G d'algèbre de Lie !'

alors d,après Corwin et Greenleaf [9], la désintégration centrale de rp s'obtient comme suit.

Soit pl, une mesure finie sur f), qui est équivalente à la mesure G-invariante. Alors

Chapitre II

pÉSNTÉGRATION DES RESTRICTIONS DE REPRESENTATIONS

r O
TTIH = | oorrdp*Q),

J Q "  / H

( rr\

où p: g* -----+ f* est la projection canonique et oolt. € I/ est associé à p(/) e f..

L application de Kirillov 0a : h* -+ H induit un homéomorphisme de I'espace des orbites

b* lH sur ff . On considère finalement la mesure I'/ : u\t = (0n o p)*Gt"),I'image de p'n par

I'application 0s o p: g* ---+ H. Pour o € .â, on désigne par nn(o) le nombre des .Ff -orbites

contenues dans l(z', o) : Ql n p-1(ftf ) alors

n"(o)odu(o) , (23)

ce qui a été démontré par Lipsman [28].

Ce même résultat ù été généralisé par Ronald L. Lipsman dans le cadre des groupes

complètement résolubles (cf. t31l) et par H. Fujiwara pour les groupes résolubles exponen-

tiels (cf. t19l).

r O

"w = J,



ration des restrictions de représentations unitaires

Le but de ce chapitre est de présenter un espace de désintégration concret et un opérateur

d'entrelacement précis pour 7IlH.

unitaires et irréductibles.

[-1.L Mesure sur les orbites .

Comme plus haut soit un sous-groupe analytique H : exp I de G et une représentation

unitaire et irréductible z' associée à une orbite coadjointe flf : o," C g* associée à une forme

linéaire T et pn une mesure G- invariante sur f,l'.

On va décrire maintenant une mesure sur 0r/I/, puis des parties fermées TR'a et une

mesure d^R,8 sur lR,E avec laquelle on va déterminer notre opérateur d'entrelacement.

On regarde g* comme étant un ff -module. Soit l8 : {(rr ,..,D,-)} une base de Jordan-

Hôlder de g* sous I'action de ! et {(b1 ,..,b.)) sa base duale. Soit e le plus petit ensemble

indice tel que t : g! î f,), soit un ouveft de Zariski non vide dans f,),.'

So i t  /  €W et) ,  :  pa(g,  ) ; ) ,  a lors  l :  p8(2,Àr)  :  Di=rnf  Q,À,)u;  :  z  €  IRd'  en fa i t  À1

est l 'unique élément de H' /  qui vérif ie À;(ui):0 pour j  e 
" 'on 

regarde

T: t  n  {q  e  f } -  :  q (u i )  :0 ,  V j  e  e}

qui est un fermé de Zariski dans EÛ. Soit

g :W- *5x lRd

qui à / associe le couple (\t, r), alors p est un difféomorphisme, en particulier I'application

q - - - - -+H .qdé f i n ieuneb i j ec t i onde fdansWlHe tonapour tou te fonc t i onk ,C*asuppor t

compact dans ! t  

I  r(nlor-rq) :  [  .k o s-t  () ,  z)d' \dz.
J w  J g x R d

De cette manière on considère cette mesure dÀ sur les .I/-orbites qu'on notera par la suite )-,

telle que pour toute fonction f continue à support compact dans Q-/ff on a

f - f =
I  t ' (q )d" (q) -  Ik (H 'À)dÀ.

J e "  l H  J t

Soient g un élémenr de G, 6: Ad*(o)Tlb 
"t 

soit B(/): exp(b(d)) une polarisation de

I au point d. On construit une mesure ua(ô),s.B.c-r sur B(ù I B(ù n g ' B ' g-t comme plus

haut. On remarque que I'intégrale
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Tr(ô) ,n . " .n- , ( ( t )  :  [_  ,  . t@ug)xofu)dsro) ,o .a .s- t (u)  ( :24)
"  J  B (ù /B (ô \ ^s .B .s - ,

définie pour toute fonction { de Ttf et â dans f/ est une fonction C* qui vérifie la relation de

covariance pour B(/) et le caractèrc Xô.

Remarquons par un simple changement de variable que

Ts(ô) ,n .s .n- ,€(h)  :  
ln- , .8(ù.s /s- , .8(s) ,snBt@gu)xo(u)d 'n- ' 'a@) 'n ,a( ' ) '  

( '25)

On va montrer queTs16y,s.B.s-\ { est en fait un élément de S(HlB(4),Ô), c'est à dire

un vecteur C* dela représentation induite tTO^*r. Dans toute la suite on note Bs aulieu de
B(ô)

g '  B  '  g - 1 .

II-1.2 Proposition

Soit S: ld*@)f lb e h*, g e G et B(fi une polarisation en $111. Alors il existe une

constante positive C et une semi norme continue P sur I'espace de Schwartz S(GlB,f) telles

que pour tout { dans S(G I B, f) on a

l lTs@),an { l l7zg 1 a@; S CP(O.

En particulier Ts161,s, : s(G I B, il --, S(H I B(ù, $) est une application linéaire continue

et surjective.

Preuve

On montre tout d'abord que pour tout { dans S(GlB,/) on a que

lTa@),nn€1"" < ClP1(()

où Cr est une constante positive et P1 une semi norme sur I'espace de Schwartz S(GlB,f)-

On sait d'après (24) que

Ts161,ant&) --  
[  {hug)xo(u)d,e161,sn(u).

J  B (ù  /B (Ô)^Be

On refait maintenant un raisonnement analogue à celui de Lemme (I'2.2) qui est le suivant:

Soit 13 : (Xt,... ,Xo) une base de Malcev de I relativeùBs nB(d) telle que ls contienne

une base de Malcev (Xnr, . . . ,Xi^)  de B(/)  re lat ive à B(ùÀBs. On a pour tout  â € f /  que
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f
:  

Jn^ 
l{(h exp(t1 x;,) ' '  'exp(t*xù)g)ldtt '  '  '  dt,n'

Enécr i van th .exp ( t1X ; , ) . . . exp ( t *X i - ) : exp (c rX t ) " ' exp (a rX r ) ' 6oùbeBsnB(o )

et les o, sont des fonctions polynômiales en h et entt,'" ,tn vérifi.ant

ctri, : tr I a't, où al, ne dépend pas de ttr"' ,t*, et de manière générale

c r i t  t i * a t ; ,  oùa l  nedépendpasde  t i , , " ' , f *  pou r  i  e {7 , " ' , n } '

On a que

lTs@),sn€(â)l < / lg("*o(orXr)...  exp(aoXp)' bs)ldt1"'dt*
JR*

r
:  /  lg(""p(hX) '  "exp(t1X;,)  " '  exp(t*X;*)  " 'exp(bo X;s) ldt1 " '  dt ,n

JR-

(pour certaines fonct ions polynômiales bi ,  i  4 { i t , " ' , i *}  dans les var iables ( t t ," '  , t*) ' )

f - ^
< P,@ l_ fl (t + *ù-r dû " ' dt*

J R -  * - t
où

& (() : sup
t t  r " ' t ^ , s 1 , " ' 1 3 p  -  m

+ t l ) l { (exp(r tXr)  .  '  'exp(t1X;,  )

.  .  .exp( f  -X  o^) ' '  '  exp(s - -oXr )g) l ) .

Soit maintenanr I un polynôme sans zéros sur H lB(ô)telle que I soit de carré intégrable.
qH

On sait d'autre part que I'image de I'algèbre enveloppante u(!) de I par 
"ô: trlt)f,4 

est

l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients polynômiaux sur H lB(Ô)'

Il en découle qu'il existe u € u(f ) tel que

d'n6@)Ts1ol ,a,(€) :  Te(ô),on(dr(u)O -  A'  Ta@)'sn € '

I

lTs(ù,an€(â)l :  I  J 
"*,, ",nnrn 

((hun)xo@)d"o),Bs (u)l

J a611n167aeo

On a que

llr 
" 

@), n n (1127, 6 1 n wll lQ@)Tsro1,nn t(h)l ' fuor,u(d) 
(â)

([It'
i = l

: 1,,",r,
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: 
I n, "*,lTs161,an 

(d'r(uxxh)|'? 
efuor,"rolh)

1 lr a @),s, (d,n (u)Ol! I * u rr, ffio r, " @)(h)

< clP? ((d"(,X)) 3 c P'z ç11

nouvelle semi norme continue P de Schwattz et une constante C, ce qui achève lapour une

preuve.

II-L.3 Définitions

On note toujours f,)y I'orbite associée à la forme linéaire T.Laparamétrisation de Pukanszky

nous définit un difféomorphisme entre f)y et lRd où d : dim glgU) et toute fonction polynomiale

sur g* définit alors par restriction une fonction polynomiale sur 01.

Soit

(0 )  :  g "  c  g " - t  C  . . . .  C  go  :  g ,

une suite de Jordan-Hôlder de g. Nous en extrayons une base C : (/r ,' ' ' ,In) de Jordan-Hôlder.

A partir de C nous obtenons une base de Jordan-Hôlder O : {hr,"',ho} de I et une base de

Malcev B: {br,...,bt} de g relative à ! de la façon suivante. On regarde gi +b par rapport

à gj-t + b et on suppose qu'on a déja trouvé tous les vecteurs h*,"',h, de la base qui se

trouvent dans I 1.1 gr-r et tous les vecteurs br,. .., ô" qui Se trouvent dans gj-t 1 6.

S ig j 1 \ : g i - r - l f , a l o r s i l ex i s t eh r -1  dansg jnb te l queh r - r : / imodu lounvec teu r

dans gr-1 n b. Si gi + b)gi-t * I) alors l i  / t l  I  gt-t et nous posons b"+t -- I i .

Nous regardons maintenant g* comme un I module et nous prenons comme base de Jordan-

Hôlder  la  base duale dans g*  de la  base {b, , " '  ,br ,hr , " '  ,ho} 'Posons

g i  :  vec t (b ,b r , ' "  , b j ) ,  i  : 7 , " ' ) r '

On note IH : { i ,  < iz 1...  < i"} c {1, ' . ,n} I 'ensemble indice de Pukanszky relative à

I'action de H des éléments en position générale dans Cll et 07 I'ensemble des / dans C)1 qui

admettent .[H comme ensemble indice, f,)r est un ouvert de Zarisky dans 01.
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Soit encore

rH -  rH  -  I  j ,  { t , . . . , r } l pour  p resque  tou td  €  f ) / ,  l aG l  -o rb i te
L E - L  _ I

de Ôlui est saturée par rapport à gi-r).

Nous allons désintégrer la représentation rlË sur certaines parties TR'a de Oy qui ont la

forme suivante. Ici R désigne une famille fto,Br ,..',R, de fonctions polynomiales définies

sur lRfr. où k : cardinal (LH). Pour j > 0, il s'agit de fonctions polynomiales réelles, pour

j : 0, Ro(T),? € lRk, est une expression polynomiale enT d'éléments de I;. Nous exigeons des

fonc t i onsR ;Quepou r j  / LH ,R iU t , . . . , , t r , ) nedépendquede ( t , , " ' , t i , ) , où i ; , 2 i > i i ' - t

et que pour tout i i  € LH ,R;i(t t ," '  , t*) :  t i .  En outre posons

R(r): Eo(?) '  l l  "*p(n ;(r)b;), ? € Rfr,
i = I

et

ra 'a  -  {Ad- (R( r ) ) f lT  €  Rf r } .

Nous remarquons que I'application Re ) ? -- Ad*(R("))/ est injective.

Prenons sur -îÈ,8 |a mesure de Lebesgue dT : dtdt2"'dtt que nous noterons d), :

d^R' '6 .

Nous disons que la famille -R est adaptée à !S'

Dans la suite nous serons souvent amenés à faire des changements de base de type

j

b ' i  :Da i , j b i ,  i  :  L ,  " ' , k ,
i = l

où ay,i : 1. Nous trouverons alors une nouvelle famille de fonctions R', telle que pour la

nouvelle base E' les espaces KR'A et KR' '8' coincident ainsi que leurs mesures.

Soit / -- B(Ô),Ô € KR'a un choix lisse de polarisations en /. On note

rO
( I 

' l1néd^R''B(û)c

J  KR,A

l'ensemble des fonctions ty':',ÇR,E -, Uoeç",s L'z(HlB(ù,/) continues et qui vérifient

57

ll,h ll3 : I 
"^,, 

ll,b @)ll2r." ra t e 1 611 d')'R'" ( d)' -'

on définit 
l:^ -'t1néd^R,a(/) 

comme étant le complété o" ( 
l:,-'l1néd^R'a 

(ôDc pour la

norme ll l l2.
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II-1.4 Théorème

Soit G un groupe d.e Lie nilpotent connexe simplement connexe d'algèbre de Lie g. H

étant un sous groupe de Lie fermé connexe de G de sous algèbre de Lie \, r une représentation

unitaire et irréductible de G liée à une forme linéaire f e g* , soit {ln I'orbite coadjointe associée

à f . Etant donnée une base E de Malcev relative à \ et KR'a Ie Termé de Zariski de Qo décrit

dans (Il-l.L) relativement à cette base, d),R,8 la mesure sur TR'8, alors on a

r O
r 1n l : | _  o6d ,ÀR 'a (ô )  ( 26 )

J ,Ta,8

où pour é €TR,a, oô est la représentation unitaire et irréductible associée à $p €\*.

Preuve

on fait une récurrence sur la dimension de g' Soit Go : exp(go) où go : 9r-7' on a que

HCGoCG.

OndésigneparE6 labase deMalcevde96 re lat ive àf .  S i r  €  LH,onnotepour t  €  IR,  Rl la

famille de fonctions

Rt( t r , " ' , t * - t ) :  R i ( t t , " ' , tk - : , t ) ,  i  :1 ,  " ' ,  r  - r '

définies sur lRÈ-1. Il nous faut étudier les deux situations suivantes:

(l) Les G-orbites en position générales sont saturées par rapport à gs. Alors on a que

r€LH  e t

çf;;" : U"Rçt""o

par suite la mesure ÀR'E sur 5Ê'E coincide avec ÀR"Eo I dl sur UraRl"""o.

D'autre part on sait que, en posant Tt: Ad*(exp(tb"))/1no,f € IR,

/ \
i , T lH  :  ( t l co , ) , " ;

en utilisant I'hypothèse de récurrence sur G6 on obtient

,*1n =,Â.,"o )dt z 
I: l:., ,oo6,1sd),R"to(Q,)d,t
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ordÀR,a(6).

(2) Les G- orbites ne sont pas saturées par rapport à go et donc , ç LH . Il en résulte que

la dernière composante de la fonction .B est constante. Dans ce cas on a que rlco : 71 1o : Ts et

que si po : g* -* gô est la projection canonique, alors po : f)/ -----+ O"fo est un difféomorphisme

qui respecte les mesures. En outre

TR,E - gRo,8o

où Rs :  {Er , ' . . ,R, -7 }  e toù TRo'Eo :  Ad*(R(n*) ) /o  avec /s :  Ad*(exp( f t ' (0)b") / ) ls . '

On a finalement que

= I:^.

= 
l:,,-,o6d,)Ro'o,o @) = 

l: "
r1a  =  ro ln o6d\R'a(S)

ce qui achève la démonstration.

II-2. Constructioq de I'opérateur d'entrelacement .

II-2.1 Construction de polarisations et de bases de Malcev.

Définitions.

Nous partons comme avant d'une base de Jordan-Hôlder C : {h,' ' ' ,l,-} de g, ce qui nous

donne la base de Jordan-Hôlder D : {ht," '  ,ho} de ! et la base de Malcev E : {b,, '"  ,  bt}

deg relative à t l .  On vaconstruiremaintenantunepolarisation B:exP(b), b C g en /, des

polarisations B(/) : exp(b(/)), b(d) C I en ÔVr, Ô e 1rR'8, et finalement une base de Malcev

de I relative à b(/), ainsi q'une base de Malcev de b(/) relative à b(d) O bd où bd est une

polarisation en { qui sera définie correctement plus tard. Ces bases vont nous définir la mesure
H

f/-invarianre sur H lB(ù,donc la norrne de I'espace de la représentation 
\$XOn 

et aussi

I'opérateur infinitésimal d'entrelacement 74 qu'on décrira plus tard.

A.

On va utiliser dans la suite une polarisation B en f construite dans le chapitre I:

Norons o(/) le plus grand idéal de g contenue dans g(/). Si o(/) * g, ll existe alors un

I
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indice j dans {1, . . . , n} tel que /i / ,u) et 16 € o(/) pour tout k > j. Soit alors

rn  :  sup{ i  €  {1 , . . ' , n } te l  que  <  T ,U i , l t ]  > t  0 } .

Alors I 'espace gr(/) : {u e g tel que < f , l.I i ,ul}:0}, est un idéal de codimension I dans

g. De plus, si on pose

tt1,: tç - T!t,ll,iii*"/-, pour k e {L,... ,,rù - r}

I I - r :  / 7 , ,  Pou r  ke {m*1 , " ' , n } ,

alors C' :  { l^,! tr, . .  .  , l tr-r} est une nouvelle base de Jordan-Hôlder de g et C1 : {/ l  , ' '  '  , l tn-r}

est une base de Jordan-Hôlder de gr(/) (cf.l32l).

On recommence cette construction pour gtj) et h : fbrff)' On obtient ainsi un

processus qui nous permet de construire à partir d'une base de Jordan-Hôlder de g"(/) un idéal

g"+r(/) de codimension 1 dans g,(/), une base de Jordan-Hôlder de g"+r("f)' Ce processus

s'arrête lorsqu'il existe d e IN tel que

oTa): saT).

Il a étê prouvé qu'alors Sa(il est une polarisation en T @f .1321), et elle coihcide avec celle

de Michèle Vergne décrite plus haut en (I-1.2) pour la base C et aussi pour la base C'.(cf. t4l).

Dans toute la suite on note B la polarisation qu'on vient de décrire .

B.

Pour chaque ô e lR,E on note bé la sous-algèbre bd = Ad(R(Tô))b, où T6 est I'unique

éléméntde lRÈ, tel que Ad-(R(Tù)/: Ô.Le sous groupe B@ associéàba vérifie

BÔ_RQù,8 .R(Tù_T.

En fait Bô estune polarisation en ô. En outre la polarisation B(/) sera la polarisation de Vergne

en ôlb pour la base de Jordan-Hôlder O de f .

Nous allons déterminer toutes nos bases de Malcev f(/) de I relative à b(d) et p($) de

b(d) relative à b(d) 1 6d par récurrence sur dim I * dim g/b.

Posons Y : I j, où comme plus haut, j est le plus grand indice tel que li / sU).

B-1.

Supposons d'abord que b c gr : {U e gl l(lu,y]) : 0 }. Nous changeons comme en

haut la base C en C'. Alors D : D' et donc B(ù : B'(ù: exp(b'(d)) pour tout / e ÎrB'a '



6l Ch ll-Désintégration des restrictions de représentations unitaires

Il est facile de voir que pour la nouvelle base de Malcev E' de g relative à ! construite à partir

de C', il existe une famille R' : (RL,"',R'*) d'applications polynomiales, qui est adaptée à

I'ensemble indice Lfi,,tellegûeKR"E' :$R''B et telle qure dTt : dT. Nous pouvons donc

oublier la base C et poser C: C'. Donc 12,... ,1,-r € $1 et /1 / 91. Uindice r est maintenant

dans .tH. ainsi

rf;: : U,.R5Ê"8',

où .B1  :  {b r , . ' . , b , - t  }  e t  où  R t :  ( "0 ( - ,  , )  r t ) , " ' ,R , - r ( - , " ' , - , t ) ) , '  €  lR '  Nous

appliquons maintenant I'hypothèse de récurrence aux formes linéaires ft: Ad*(exp(t/1)),flg',

ce qui nous donne les bases X.($) et p(/) pour tout / € fÈ'a dans ce cas.

B.2.

Supposonsmain tenan tqueb  (g t " tqu ' i l ex is te le  > i , te lque l t /b ,  ma is /6 '€ !pour

k, > k. Nous pouvons donc supposer que tous les éléments de !8 se trouvent dans 91 en les

cor r igean ts inécessa i reparuné lémentde f .So i tb ' :bO lR/ * .A lo rsD ' :DU{ / r }e tdonc

B'(ù :  B(ù '  exp(JR/1),  B(ù :  B'(ù .  H.

Nous avons par I'hypothèse de récurrence une base de Malcev X'(é): {Xr(Ô)," '} de b'

relative à b'(d), une base de Malcev D'(ù : {Yi@),"'} de b'(/) relative à b'(/) O bd et

une base de Malcev tl(ù: {Ut,.. '} d" bd relative à bd n b'(Ô),les indices indiquant que

les choix ont été faits pour ['. Nous ajoutons un multiple de /r à tous les vecteurs Xj(d) nour

obtenir des vecteurt Xr(d) dans t1 et nous prenons pour f(/) les vecteurs {Xr (é)," ' , /a}' De

même, nous changeons les Y;(ù en\($) € ! et comme tn ebÔ n b'(d) nous obtenons alors

une base de Malcev D(ù : {Yt(ô),"'} d" b(/) relative à b(/) n bd'

C.

supposonsqueb  (g r ,  e tqueY, l l , €  !pour tou tk  >  j .  Nousprenons f l :  bogr .

Nous remplaçons C pa. C' et nous pouvons donc supposer que h € h. Comme b(/) et b sont

contenus dans 91, I'hypothèse de récurrence pour br et 9r nous procure les bases D@ : Dr@)

etx.l(ô\. En ourre nous prenons pourbase r(/) I'ensemble {/r} u x4(ù.Remarquons que le

vecteur Xt(ù ne dépend Pas de /.

D.

Supposons que b ê gr., que 1i..1,"', ln € o(/) et que Y / b' Soit [ '  : b O ]RY et

D, : O U {y}. Alors la polarisation b'(/) en $p, est contenu dans 91 et le stabilisateur de

d15, est contenu dans I O91. Donc O(d) C I n'est pas contenu dans 91, carY n'est pas dans le

stabilisateur de $6. Ainsi 
/

B(ù  :  ( t ' (ùn  t / )  .exp(Rxe( / ) ) ,
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où Xo(d) est un élément quelconque du stabilisateur de d'' qui vérifie Ô(lX(ô),Yl) + 0. En

ourre nous pouvons supposer que TJ($) etU'(ô) C f . En plus nous savons d'après (ll-2.lrB'2)

que X{(d) d" dépend pas de / et que X}(ù € 91 pour tout j > 1. Ceci nous donne la base de

Malcev X(é):  {XL@), ' " }  d" I ;  re lat ive à b(d) .

Soit h(d) un vecteur du stabil isateur de dtn qui vérif ie ô(Yt(ù,y]) : lalà,6ù a:

ô(\X|(û,YD f  0.  Comme

B(ùlB(ûaBo -

-  (" ' t  ùlB'(ùn u')  'exp(Rlz1(/))

nous pouvons prendre comme base de Malcev de b(/) relative à b(d) n bÔ la base p(/) :

{Y'(d)}  uD'@).

II-2.2 Description de I'opérateur d'entrelacement

Nous allons décrire maintenant un opérateur d'entrelacement [/ pour la désintégration cen-

trale de iT f W.Nous écriv ons oô,8(ô) pour la représentation irréductible 
trït r, de H (Ô e Cll).

Rappelons que pour / € f);, l'opêrateut T6 : Taç61,ar envoie s(GlB,T) sur

s(HlB(ù,ôtù. Pour ( € s(GlB,.f), la fonction T6(, qui est définie pour tout h e H

par  

T6Ë&):  t  t@ugo)xo(u)d,e161,s0(u) ,  (27)
J  B (ù  /B (ô )ÀBé

où 9o : R(Tù et où ?4 est I'unique élément de lRÈ, tel que é : A[*(RQùT) De façon plus

gênérale, on peut définir pour tout g eG et ( € S(GlB,/) la fonctionTn( sur '[/ par

("' @) À H I B' (ë) n BÔ ar/) . exp(Rv'(é))

f  . -
rs{D:  I  t (hug)xo,(u)d"(où,"n(u) ,heH,

J  B (ôs )  I  B (ôs )nBs

où ds : Ad*@)f. On vérifie facilement la relation de covariance suivante

/  2R\

Th,.se(h) :  TcG)(h'  ho), h,hs € H,s e G'

Enonçons maintenant notre théorème principal:

II-2.3 Théorème

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d'algèbre de Lie g et soit H

un sous groupe de Lie fermé connexe de G de sous algèbre de Lie \. Soit T une représentation

unitaire et irréductible de G tiée à uneforme linéaire T e g*. Soit t': {/r,"',ln} une base
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de Jordan-HAlder de g et 8 la base de Malcev de g relative à b. Soit KR'a Ia partie fermée de

Qy décrite dans (ll-1.3) avec sa mesure d^R'8.

Si B désigne I'élément de M(f ,g) décrit en (lI-2,A), et si les mesures sur HIB($) et sur

B(é) I B(ô)ngA sont normalisées à l'aide des bases constuites dans (ll-2,J), alors I'application

r0
U : S(GlB,f) - I  rt"rd^^'E(Ô)

J rR ,a

donnée pour tout ( dans S(G lB0, f) par :

u(0(é) : rot

définit un opérateur linéaire d'entrelacement isométrique de

rO
r1n = |  -  . .or ,"rùd^R'ts@)'

Jr .n,8
(2e)

Preuve

On raisonne par récurrence sur dim G * dim G lH. Notre opérateur U est formellement

un opérateur d'entrelacement. Il suffit donc de prouver que [/ est une isométrie.

On garde la base de Jordan-Hôlder (1r,..,1,) de g telle que /," soit central' On sait qu'il

existe j  dans {1,.. '  ,n} tel que /; :Y / o(/) et ln e sff) pour tout k > j ,  on pose alors

comme avant

h -- {U € g tel  que < f  , lY,Ul >:0},

s1 est un idéal de codimension I dans g. Soit Gr : exp(gl). Par définition de B on a que

B cGr .
Nous allons utiliser les notations du paragraphe (II'2.1)'

On doit étudier les cas possibles suivants:

Cas l :bCgr .

Dans cette situation nous pouvons supposer que presque toutes les G-orbites sont saturées

par rapport 91 et que

Kl"* : U''R9t""' '

Posons pour { € S(G lB, /) et t e JR,

{ ' (gr)  :  { (exp(t /1)er)
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( , (gr  )  :  ( (stexp(t /1 )) ,

9t € Gt En outre soit f i  : (aa-1"*p(tlr))/) 
ln,, 

Br: exp(Ad(exp(t/1))B) et nous écrivons

@1 pour les éléments oe (aa"(B(R*-t * {tt l)/)tn,. Ain,i,

llu6)lB : I lr6tll2 d^R'* (é)
J rR,A

r f
: I I l lrr,{1127,1n1a(ôù,6,)d\R"at1$)dt

J R  / g n t ' l a r

f . . . . . .:  
/ *  l le ' l lL ,G,tB, , i ld t

: I  l l ( ' l l2,,qc, 1 a,r\dt
Jm' .  "

: ll{1127,1c/8,il.

Cas2:  h  Çg,  e t i l  ex is te  k>  j  te l  que t r ,  /b , Iu ,  €b  pour tou t  le t  >  k .

Soit de nouveau b' : b e R/È. Alors E' = {br," ', b"} est la base de Malcev relative à

h,; En outre comme bt : lk,l'application .R est aussi adaptée àtst' Comme T6( : T[Qa pour

tout / e TR,8, t € S(GlB,"f), où Ç désigne I'opérateur infinitésimal pour f/', nous avons

que

l lT o!)ll '", rH t B (ù,ù : | | 
"; 

(€) | | ?, (H, t B, (ô), ô)

ou

B' (ë ) :  B(ù  'exp( lR / ; )

et l'hypothèse de récurrence nous permet d'écrire que

- f

ll u(€) ll7 : J 
"*,,11161127, 

6 / B( ô\,ùd^R'uu @)

: I lTa€ll'r,,<H, /8,(ô),ô)d^R'E' (6)
J 1 ' R ' g '  

-  \ "  t -

-  |  È l t 2_  1 s ç 1 1 1 2 1 c / B ) .
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Cas 3 : b e Er,Y € \ et l* eb Pour tout k > i.

On pose bt : b Ô 91 et Hr : exp(br)'

Nouspouvonsadmet t requeEcgr .So i t ÎB t -_  AU{X}oùX:h€ l ;es t lep remie r

vecteur de la base de Jordan-Hôlder adaptée à 91. Alors Er est une base de Malcev de g relative

à f1 et pour tout t € lR, la famille ltt des vecteurs b\,...,bf, où b'i : Ad("xp(tX))br,(i :

i. . . . . r), est une base de Malcev de g relative à Il' : Ad(exp(tx))b. Nous posons

r

R'(T): f l exp(r?;(")bt) : exp(tX) ' R(T) 'exp(-lX),
j = l

Te Re.  Pour tou t t€ lR ,  (e  S(G lH, f ) ,é€ . fÈ ,a  nousavonspourh l  € I l1  Que

Ta({)(exp ( tx)h) :  [  { (exp(fX )hnso)xo(.u)da(ô),Br@)
J  B(ù  lB(ô) îBÔ

f
= I  { (exp(tx)h1exp(- tX)exp(tX)usùxo@)dB@),84(u)

J  B ( ù / B ( ù À B é

f
= I €r(exp(tX)fuexp(-tX)ugo,)xo,(u)da@,),s0,(u),

J  B ( ô t )  l B ( ô t \ n B a t

où pour ô € r^,n, Ôt: Ad*(exp(tx))é et où (1(g) : €(gexp(tx)). Soit aussi t '(s) :

{ (exp( tx )  .g ) ,g  €  G.

On a donc que

ll(1127, çc 1 a): [^lËrlltn rc, t 8,, r,)dt
J R

on app I iqu" 
] îii: ;;; 

"î,],, 

" * u, ô, d,^,,, ( ô ù dt
. /R  Jçn ' l 8 t

I I llTo€'llt,(HL/B(ô\,ùd^&a(ô)dt
J R . / ç Æ ' a

: [ - lrotll'r,tHrB(ô\,ô)dÀo'*(d)
J T R , A

: l lr/(oll;.

Cas4 bçEt ,Y  / \ma is lueb  pour tou t  k>  i .

Nous pouvons admettre que E c gt. On pose î' :b O RI', H' : exp(br)'
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Comme br :Y,les vecteurs {bz, ... ,br} forment la base de Malcev de g relative à ft. En

outre L € LH,  donc s i  R '  :  (R2,  " ' ,R1) ,  s i

k

f f"* ' :  f lexp(r?i(7')) / , ,s e JR,
j =2

où Ê : Ad*(exp(sY))/, alors
-,ÇR,E : Urçnff; ' ,8' .

Ecrivons /" pour les éléments de 5f;',4' etTR',8' - fl"''. Rappelons que pour tout $ € f)/,

, 4d * (exp (sY ) )ô :ô+ "X*

( ici X* désigne la forme linéaire qui vaut 0 sur 91 et L sur un vecteur X e g pour lequel

T(X,y]): 1). Comme pour s € R,d" : Ad'*(exp(tY))é pour un Ô €fn"'n',  nous voyons

que

f f
To,€(h) :  I  I  { (âexp( fY1(d") ) " rn(?0. ) )

J R  J B ( d ,  ) n G  I  I  B ( Ô s ) n B é  "

x4" (exp(t) '1 (ë,D" t )d s ( ô "),s, " @y) dt

f f
: I I ((âexp(t\ '1(ù)"tR!ù)xo(exp(tl l1(/))ur)da@),Bo(u1)dt

Jw J a67ncr  /B(ô)nno

:  /  xr ( "*p(  sY))e i " tÔJY@)'Yl )
-/n

/  r  . \
I  I  ((hexp(t\($))u1R("6))xa(exp(tY1($))ut)ds61,po(ut) ldt '
\ J a 1 6 1 n c 1  l B ( ô ' t n s o  /

Alors, d'après Plancherel, comme Y@) - aXt(d), où a: lÔ(Xt(d), y])l-*,

f  1  f  f  . f

/ l lro, €llï"rntaro,),ô)ds : 
l.,ô(,x{ô),y])l Jr,"r, Jul J",rr,B,(ô)nBa

{ ( /z exp ( t a X l$)) u 1 R(T oD x o@ t) d s 1 61, e o( exp ( t } '1 ( / )) u t)12 dt d s, B @) (h)

t f:WYD|Jo, , " , ' , , |T,Ôt(h) | ,d 'p , ,B,161(h,) : | | " ; { | | ,

d'après la définition de c. Ainsi

^ f
l lt i({)ll ' : | _ llTo4l'r,<Ht B(ù,ô',dÀR'E(d)

JgR , ' 8
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' [_ . , t  
Vô"e@)12da,a16"7(h)d^R' ,8 '@")d*:  

JnJ*! "n 'Ja/n(Ô")
f I f I: 

J^ J": ' o' Jr'/" '*", Jnl"'€(h)l 'da"B'16"1(h)d'td'ÀR"E' 
(Ô')dt

:  [  
, .n t  t r2  

@),ôrdÀ^ ' , * ' (ô) :  l l ( l l27zç1a,r )
Jçn ' ' , , '  

11 r4Ç l l  7z1Ht  f  B '

d'après I'hypothèse de récurrence. Ce qui termine la preuve du théorèmell'2.3.

I

On va prouver maintenant que l'imag e de U est dense O*, /T - L2 (H I B(ë), ë)d,^R'"(d)
J ra,B

et ceci fait I'object de:

II-2.4 Proposition

On garde les hypothèses du théorème (ll-2.3). L'image de l'opérateur U est dense dans
O

L'z@ lB(ù,6)d,^^,8(ô).

Preuve

On raisonne encore par récurrence sur dim G * dim G lH. On garde toutes les notations

introduites dans le théorème (II-2.3) et on note dans toute la suite im(I/) I'image de U.

Soit 4 un élément de im (I/)t. Nous devons montrer que 4 
- 0.

On rappelle que

gr :  {u € g tel  que < f , lY,ul>: 0}

est un idéal de codimension 1 dans g. Soit Gr : exp(gl), on va étudier les cas possibles

suivants:

Cas  1 :  Y ICU.

On a alors que

donc
f f

Ju J"^,,r, 
1 Tô'Ë'n(Ôù ) u(n I B(ô') 'd') dÀR"*' tÔ'1dt : g'

Soit 7 € ^9(exp(lRX)), on remplace { par 7(, où

(7O(exp(tb,)  .ht)  -  7( t ) { (exp(fb,)  '  e l ) .

I "^, ,  
<Tot,n(ô) >urntB(ô),ô)d)R's14; :  g
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On obtient

f f _
|  \ù I  .  Tô,€r,r t@ù )7z1alB(ô),ô) d\R' 'a ' (Ôr)dt  :0.

Jm J'TRI ' l8 ' .

Donc pour presque tout t € IR on a que

f
I  .Tô,€r,n@ù )r, ,@la@),ô) d\R"a'(6t) :  0

J  TR t  ' a t

eta ins id 'après l 'hypothèsederécurrenceq(ôt ) :0pourpresquetout t€ lR 'd 'où

Cas2 :  b  ( g1 ,  i l  ex i s t e  k>  j  t e l  que  l t , €b  pou r tou t  k ' >  k ,ma i s l p  / t 1 '

On pose b' :  t)e lR/È et Ht : 
"xp(l l ' ) .  

Comme Î 'R'a - ' .7R"a', comme ?4(

comme donc

ro  10
l -  L '?@ l  B(ù,ô)d,^ ' "s :  l  

-_, , ,  
L2(H'  l  B ' (é) ,é)d '^^"* ' ,

J  gn , *  J  fR"$ '

I'hypothèse de récurrence pour f/' nous permet de conclure'

Cas 3  :  h  (  Er ,  In  €  b ,k  )  j ,  e tY eb.

On pose h:b o91 et Hr: exp(llr). Util isant toujours les notations de 3.3 Cas 3,

voyons que

t < ToË,rt(ô) >1,@lB(ô),ô) il!Æç61 : g
J gR,'8

pour tout t e L2(G lB, f). Donc

f 1
I  I  1Tô,&,r t (ôù ) r " (n , /a(ô) ,ôù d\R"E'  (Ô)dt  :0 '

"/R "/çnt 'set

Soit 7 € ,9(exp(1RX)), on remplace € pat f{ et on obtient

f f _
I  4ù I  .  Tô,€r, r t@ù ) pz1tu I  B(ôù,ô) d\R"8' (Ô)dt :  0 '

J R  J g a l  ' n ,

Donc on a pour presque tout t € JR que

le résultat.

: T'oQa et

f
I  a Tô,Ër,r t@ù )  Lr(H, lB(ô),ôù d).R"8'  ($)dt  :  o.

J rRt 'qot
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En appliquant l'hypothèse de récurrence, on trouve gue n(ët): 0 pour presque tout I € IR' et

donc 17 - 0.

Cas  4 :  b  (  g t , l t  €  b , k  >  j ,  e tY  /  11 .

On pose h' : b O Ry, H' : exp(b'). Quite à changer Yt(Ô) en y ajoutant un élément de

o(/), nous pouvons supposer que f (Y1($)) : O. Alors d'après (ll-2.3), Cas 4,

[  .  r r "€ ,n (ô )  2yzqH lB(ô " ) ,é - . )  ds
Jm

: I  |  " - is ta$( [X1@),v))y6(exp(ry1(d)) )J R J  H I B ( ô )

( [  [  { (ôexp(tr1 ({))u1?(r))xo@)d"@),"r(u)dt)
Jw J  a61ncr  /B( i l îBé

.æôMdH,B(ô)&)ds

1 1  I

:  I  I  ( l  ((hexp(tI l1($)u1mQfi)xa(exp(r\@))"r)d"@),nr(" ' ))
Jw J  u  I  a@7 J  a167nc,  I  B@)nBÔ

. q@) (h exp ( tY1 (dD d n,s to) (h) dt

(oo n,@)(h exp( f  Yt (ù)  :  
/  

r t@")(h)s- i " to2 4s,  h  € f I ,  t  e  IR,  
)

:<  T 'ôë ,q (ô )  >  L r@,  lB ' (ô ) ,ô ) .

Donc pour tout ( e S(G lB,.f), on a que

0 :( I/({), rr >- 
f"*,,*, 

.T'ôt,q(é) >L'@'lB'(ô),ô) d'^R"Û'(ô),

nous permet de conclure grâce à I'hypothèse de récurrence que

[* L2 (H' I B' (ô), ô)d,^R' '"' , s : o,
J gp. '  ,a'

et donc aussi que \ :0.

II-3 L'opérateur inverse

Nous allons brièvement indiquer comment on peut décrire I'opérateur inverse V de U. Nous

devons uti l iser une base coexponentielle € : {er,... ,êc, f ctrt" ' , fa) de g relative à B,

T
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c.à d une base telle que I'application

IRd  "  
G  I  B ; ( t r ,  " ' , t a )  -  exp ( ta fa ) " '  exp ( f1  

" t ) '  
B

soit un difféomorphisme bipolynomial qui respecte les mesures. En outre 3= {f "+t,' 
' ' , "fa} est

contenu dans ! et 61 : {"r," ' ,  e"} est choisie dans g \ (b + b) '

Nous déterminerons cette base par récurrence sur dim (G) + dim(G lH).

Cas E-l

Soit er C 91 dérerminée par I'hypothèse de récurrence pour (gt, b). Posons e: {"\i U €t

où e" e g \ gr bien choisi .

Cas E-2

Ici il suffit de prendre 6 : et, où €' est déterminé par I'hypothèse de récurrence pour

(g,b, :  b+ml*) .

Cas E-3

Nous prenons e, : {"r,... ,€c, rc12t... ra} c 9r, déterminée par I 'hypothèse de

récur rence pour  (g ,h r :bn91)  e t  nous  y  a jou tons  fc+r :h  eh '

Cas E-4

I I suffit de prendre €: €', où €'est obtenue pour (g,b' :b +lR/r)'

I ncrivons pour chaque Ts : (ft, ' ' ' , t") € 1R"

1

E(ro) - II exp(t;e;)
i=c

et définissons par récurrence sur dim (G) + dim (G lH) pour chaque 76 une partie fermée

R0(T0) de G et une mesure d)"0 sur Ro("g) telle que

70

^R( lR&):  u Bo("0) .EQo)
?o €R"

d^R'a -  droSdÀ70

et telle que
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où d7o est la mesure de Lebesgue de IR"

Cas E-l

Nous avons Â(R*) : Utem rRr(lRÈ). Il suffit d'appliquer I'hypothèse de récurrence aux -R1

pour  7 f ;  :  ( t 2 , " ' , t " )  €  R ' -1 .

Cas E-2

On prend Ao("0) e.c. obtenu pour (G, f/')'

Cas E-3

On prend no("0) e.c. obtenu pour (G1 ,Ht)'

Cas E-4

On a que R( t r , tz , . . ' ) :  exp(r ly) .  R ' ( t r , . . ' ) .  Nous obtenons pour  tout  76 nos objets

B,o("0) et d^tro de la façon suivante. Il suffit d'écrire no("g) - exp(lRy)'n'o("o) et dX.ro -

c^f"o Br pds, où B 
-- 

f f ,Ut, Y])-t.

Utilisons la notation suivante. Désignons par

r O
s(r^'*) = 

J 
"^,o 

s(H I B(ù, Ô)d,^R''6 (Ô)

I'espace des applications continues

R : KR,a '.-' U S(H I B(û, ù; I{(ù e s(H I B(Ô), ô),vÔ,
a

qui sont contenues dans [. L'z@ lB(ù,Ô)d,^o' '.(Ô)'
J  sR,B

Posons pour  1{  €  S(çÊ'E) ,70:  ( t t ,  "  '  , t " ) ,

V  (K )  (exp (sa l ; ) ' ' '  exp (s "  + t , , c+ )  exp ( t "e . ) '  "  exp ( t1 t r ) '  ô )

: xre-t) [  /{(Ad-(s) Ad.(E(To) )/)(exp(sa 
, 'a). '  .exp(s".,-1/"+1))dÀ"'(s), (30)

' 
J no(ro)

pou r  tou t  t t r .  "  r t . r sça t , , " '  t s i l  €  ]R ,  b  g  B .
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II-3.2 Proposition

Pour tout K e S(iÇR'B),V(I{) € L2(GlB, T) , t  l ly(/{) l l r ' (  GlB,i l :  l l1{ l l r '  En plus'

V oU -  I d ; zç1e , f l .

V est alors un nouvel opérateur linéaire d'entrelacement isométrique de (29).

Preuve

Nous démontrons ici seulement l'égalité V otl - Id7zç1n,fl.On en déduit facilement

que I/ est une isométrie.

Nous procédons comme toujours par une récurrence sur dim G + dim G I H et nous utilis-

erons les notations de la preuve de (II'2.3).

Cas E-l

Rappelons que ff; ,E : l)tTR,,E,. En outre pour t e S(GlB,f),gt € Gt,t € IR,

V  oL rG) (h  ' exp ( th ) ) :V  o  t / , ( € ,Xg r )  :  { , ( g t ) :  { (g r  exp ( t / 1 ) ) ,

où Ut désigne I'opérateur d'entrelacement défini pour (Gt, b) et Ad*(exp(th))/lg1 et où

V1 : S(KR''B') v-+ L'(Gt I B ,,  f  t)

est I'opérateur inverse de Ut d'après I'hypothèse de récurrence.

Cas E-2

Comme U'()W: U(€) pour { € S(GlB,.f),  et comme V(K) : V'(K') pour tout

K e S(iÇR,*),1{ '  € S(fR"a') tels que K'(/) p: K(Ô),é e',ÇR'4, on voit que

V  oU  :V '  oU '  :  I d r r (G /B , l ) .

Cas E-3

soit ur l,opérareur défini pour (G1 ,Hr). Alors pour { € s(GlB,r),K € ^9(çÊ'E)

on a que U(1r: t/r(€r) pour tout t € IR et si Vr désigne I'opérateur inverse de Ur, alors

V(Iiù : V(K)t. Ici Kl est defini Par

Rr(ù(g|  -  / { (d) (exp( t /1)  's t ) ,  sr  ç  Gt ,Ô eT^ '* '
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II-4 Opérateur d'entrelacement pour le produit tensoriel

de représentations irréductibles.

II-4.L Désintéeration du produit tensoriel

Soit G - expg un groupe de Lie nilpotent. Soient ni(i :1,2) deux représentations

unitaires et irréductibles de G associées à deux formes linéaires f r, Tt. Les orbites coadjointes

de fi et /2 seront notées par la suite par 01 et Qz. ln produit de Kronecker extérieur de zr et

de r2 ,no téz r1  xT t2 ,co f iQspond  à laG2 :GxG o rb i te0 ( r1  x  n r ) :  f ) 1  xc )2  cg*eg* .on

identifie G au sous groupe AG : L, de G2 constitué par les éléments diagonaux.

L application de Kirillov-Bernat 0ç : g* -+ ô induit un isomorphisme topologique de

I'espace des orbites g* lG sut ê.

Soit p : g* Og* ----+ g* I'application restriction et u : (0c op)*(p)' où pr désigne la mesure

G2 invariante sur I'orbite 01 x C)2. Alors il est clair que

( t t  
"  

n r ) l n " : r r 6 .7 t2 t

Ains i  V  o  t / ( (Xgy  exp( t /1 ) )  :Vr  oUt ( ( r ) (g t ) :  ( r (g t )  :  ( (g t 'exp( t /1 ) ) '

Cas E-4

Comme pour ( € S(G lB, T),

u(t)(ô,)@) -- [ u'G)@)(hexp(rlz1(d)))xo("* p(tY1($))e-isrÔ(tY'l(Ô)'Y]) d'r
/ lR

et comme V : I V!d,s,où IZj désigne l'opérateur inverse deU', associé à (G, Ht) etf", nous
Jn

voyons que

Vot l ( ( ) (ex p(t t r ) 's l )  :  
t  " ,  

( , (  " - isr$([Y1(s) 'vDUtç61çL)(exp(t /1)  
's1exp(rY1(d)))ro("*p(tv1((

:  [  , '  (  [  " - " 'g 'çdX(X"*p(  
t t ) ' s rexp( rY1(d) ) )xo( " *p( fv r ( /1 )dr )  ds

J R  \ " / R  

"  \ T l \ \ / \ - - - r \ - - r  /  r t  L \  t  ' / " \ Y \  

/

:  V '  o I l ' ( { ) (exp( t l r )  .  gr )  :  { (exp( t / r ) '  g t ) .

Ici Ll' désigne I'opérateur défini pour (G, H' , f).
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et ainsi d'après [13] et [28]

1nO 1e
r r  & rz  = 

J"  
mnrdu( t r )  =  

Jn,xezra,co '11.qdl \ l ,k )

où rn(zr-) est le nombre des G-orbites incluses dans O1 x 02 )p-! (CI(")).

II-4.2 Notation et choix des bases:

(31 )

On pose 92 : gO g, As la sous algèbre de 92 constituée par les éléments diagonaux. On

note fI :7rr x T2 et{111: f,)r x f)z C g* Og*.

On part d'une base de Jordan-Hôldet D : (/r,"',In) de g telle que /,r soit central'

L algèbre de Lie de An possède comme base les vecteurs

f t  :  ( 11 ,  / t ) ,  " ' , k  :  Qn , l n ) '

A partir de la suite de Jordan-Hôlder O de g, on considère la base C de Jordan-Hôlder de

92

6 :  ( {0,  / r  ) ,  (h,  o) ,  .  .  .  ,  (0,  / , ) ,  ( / , ,  o))  ,

on fait fonctionner I'algorithme décrit dans le paragraphe (II-1.3) pour obtenir à partir de C la

base de Jordan-Hôlder de An

D:( i , . " ,k) , (32)

et la base de Malcev relative à An

E :  (ô ,  =  ( In ,o ) , . . . , ,b ,  : ( , , ,0 ) ) .

On pose alors

Ag C s1c uZ c . . . .  c sI :  s" ,

où les sous-algèbres gf sont construites de la manière suivante: pour i e {t,"',n} on pose

s?:Lsefno*,
lc:7

Soit encore G! le sous groupe de G2 associé à la sous-algèbre gf.

(33)

(34)
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Rappelons que -La" est par définition l'ensemble des i dans {1, ' ' ' , n} tels que la Gl -orbite

d" (/, ,fùb? est saturée par rapport àg?-r. Ainsi i e L^" si et seulement s'il existe U € g?

tel que ad. (L\(Tt , {r) : 0 sur gl-, et ad* (U)(f t , /r)(bn) :_L 
,

Ec r i vons  U: (X*X; ,X)avec  X  ege tX ;€Et -  t  IR / i .  A lo rss i0<  n - i * I< i
J = n

on a que

ad'*(x *  x)h j  ad*(x) f2:0 et  ad*(x + xt)r t ( / i )  :0,

et en plus ad*(X -f X;)ft(1,-t+t) : 1. Ainsi

LAc  -  
{ ;  e  1 t ,  . . . ,n } |ad , .  (u ( l , , , - , )  \  s Ï t s ) )  ( / r  +  fùoad* (s ; ) f1  +0} '  (35 )

so i t  .Ro  :  O ,R j ( t t , . . . , t r , ) :  0  s i  j  ç  Lo"  e t  R i , ( t r , . . ' , t x )  :  t ; ,  s i  j ;  € .  L^o , ( i  - -

1 , . . . ,  k  - -  card(Lac) )  e t  so i t

n

R(r): ( il .Ad*(exp(.R iQ)D)f', rlr),r € Rk.
'  
j = 1

Alors la partie KR,a de Qlr,l, définies dans (II-1.3) est ici I'ensemble

rR,E : {(oo. tr(rDft, fr), ? e lRk } 
: (rr-(E(Rft))/', /r)

Il nous reste à écrfte I'opérateur d'entrelacement, cofirmençons par prouver ce

Lemme:

Soient B1 et 82 les polarisations de Vergne en fi et f2 relative à la base D,

81 x B2 est la polarisation de vergne en (f 1' f2) relative à la base t.

Preuve :

Ceci découle immédiatement du fait que pour tout i, i e {I,"' ,n}

o;(. fr  19, )  x si Ïr ts; )  :  (g; x gi)  ( t fr ,  T; ts, "s; ) '

On sait que I'espace de la représentation n'1 S z'2 est I'espace

L2(GlBL, / , )  I  L2(Gl82, fz ) :  t ' (G x  Gl fu  x

(36)

Lemme:

alors B :

I

Br, ( , r ,  fù )
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et donc pour / :  (ôt,fr):  (Â(")/t , fr) € - Ê'E on obtient

U(g(ôr , f r ) ) ( r ) :  t  { ruT(T) , ru)Xô,+r ,@)ds@),so(u) ,  r€G.
J B(ù lB(ô\nBë

Nous remarquons que le produit tensoriel T f, & 7t I sa décompose en une intégrale où in-

terviennent seulement les représentations associées aux formes linéaires ét I Ï2, où dr €

Ad.(Â(Re))f i .

II-4.3-Exemples

1)

Prenons d'abord le groupe de Heisenbetg H1: lR3 avec la multiplication

( * ,a , r ) . ( . r ' , a ' ,2 ' ) :  ( r  I  r ' , u  *  y ' ,2  +  z '  + |@r '  -  * ' ù ) '

soit o : {x,Y, z} la base usuelle de I'algèbre de Lie br de H1, telle que [x, Yl : z.

A lo rs  C :  { (X ,0) ,  (0 ,  X) , (Y ,O) ,  (0 ,  Y) , (2 ,0 ) ,  (0 ,  Z ) }  e t  A  :  {@,0) ,  (y ,0 ) ,  (X '  0 ) } '

Déterminons -ta pour 7r' : zrÀ I zr' où lr,,1 ot zr, sont les deux représentations inéductibles de

f/1 associées aux deux formes linéaires non nulles ): (0,0,À) et F: (0,0,p) de !1.

Supposons d'abord que À + p,+ 0. Nous voyons que I n'est pas dans.La, car sinon on

devrair avoir ad*(U)^(Z): 1, pour un [/ € br, ce qui est impossible. Si 2 € La, il faudrait

que ad,*(tJ + py)(^) + ad,.(U)(F) = 0 et ad*(U + ByXÀXY) : r,pour un É e R et LI € fu.

Mais alors
ad.(U)Q,+ pXY) : -ad,*(1YXÀXY) : 0

et aussi

ad.(u)())(Y) :  1

ce qui est impossible, comme À + f, I 0. Par contre I'indice 3 est dans L^ , il suffit de prendre

U etV dans !1, tels que

ad,*(U + y)À : X* :  -ad*(U)p où X* - (1,0,0) € bi.

Ces conditions déterminent [/ etV de façon unique modulo iRZ.

Nous pouvons donc prendre pour $R'E la partie

gR,E : (aa*1"*p RX)À, p) :1À + JRY*, t),
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où Y* : (0,1,0) € !f . Ceci nous donne pour tout

H n ^ & n u ,

s € JR, 9 € Ht, pour tout { € ,2(lR2) :

U({X(À -  sÀY* ,  p ) (g ) :  { (g  exP(sX) ,  s ) ,

comme pour tout ô e T^'*, B(ù : vec(Y, Z) et B(ù À gÔ - B(û.

Si À + tL,:0, alors 2 et 3 sont dans -La. Alors

et pour tout d € çR'a

ut(t^x. -

2)
Prenons comme deuxième exemple le groupe

G:  { ( on , j ) l on , j  €  1R ,o ; , ;  : L , a i , j : 0 , i >  i , I  < i , i <5 )

des matrices carrées d'ordre 5 triangulaires supérieures. Prenons comme base O de l'algèbre

de Lie g de G la partie D : {E;,jli < j) de g formée par les matrices élémentairet Ei,i :

(6t ,;6t,j)t ,t Identifions I'espace dual de g avec I'espace Çi des matrices carrées d'ordre 5

trianeulaires inférieures strictes à I'aide de

(A, B) ---+ tr(A' B) , A € g, B e iÇi.

Alors la base duale O* de O est formée par les vecteurs D* : {E;,ili > i}

Prenons maintenant pour formes linéaires ft : EsJ et Tz - Ea,2' Alors

ad,* (g) h 
- vect{D2,7, Es,r, E 4 J, E s,2, Es p, E t,t}

et

od* (g)Tz - vect{-E3, z, Enp}.

Ainsi od*(g)Â n 
"d*(g)rz: 

(0) et alors L^ :0, d'après (35). Ainsi r. f ,  I  r l ,  = tt1,19 ast

inéductible.

Cet exemple a été suggéré par Corwin et Greenleaf dans [13]'

KR,E :  ( ^  +  ZL,  _^ ) ,

, B(ù : bt.Alors pour s, t € lR, g € Hr,

f
sÀY-)(g) : I t(g 'exp((u + l)x), s 'exp(ux11"t'x(s(t-u)) du.

"fR
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II-5 Exemples .

il-5.1

Soit g I'algèbre de Lie réelle nilpotente de dimension 4 avec la base (X,U,Y,Z) et les

crochets non nuls lX,Ul - Y,,IX,Yl -- Z . On désigne par G le groupe de Lie associé, on pose

f : Z* et\lasous algèbre de Lie engendrée par (X, Z). Soit H: exp(b).

La polarisation 86 construite suivant le procédé (II-2.1,A) en f - Z* est dans cet exemple

Bo: (U,Y,Z) et la base de Malcev !Û relative à | est formée des vecteurs

E :  {Z ,Y,U} .

Relativement à cette base, on a que

- .ÇR,E -  {exp( t lz ) / , t  €  R}  :  {z*  l tx* , t  €  lR} '

En outre

U(O(exp(yY)/)(exp( zZ) 'exp(rX)) :  
"-o'"n" 

€(v)

pour  tout  t  €  L2(G lBo,  T) :  '2(R,  / ) .

Uopérateur inverse [/-1 est donné pour tout K e I2(m) 
"t 

go € 86 par

U-11r<;(exp(rX)es) :  xVtto.  I  
/  

/ r (exp(vY )  f ) (e)e- i 'u dv '

ll-5.2

Supposons maintenant que b : (U,Z). La base !8 devient alors {Y,X} et f'^ : {2}'

Relativement à cette base, on a que

et donc

gR''6 - {exp(tx)/,t € lR},

U({)(exp(rX)/)(exp ( ,  z) 'exp(ut l ) )  -  
" - iz  "- iS{(exp(rx)) '

pour rour t  e L2(G lBo, r) :  ,2(R, /) .

L'opérateur inverse [/-1 est donné pour tout /( € ( [^* OOr7. et g0 € Bs pat
J]R.

U-1 1r<;1exp(rX)e6) :  x r ' (es)K(exp (rX) f)(e).
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Ir-5.3

Soit g l'algèbre de Lie réelle nilpotente de dimension 5, donnée pat la base (Xt,'' ' ,Xs)

et les crochets non nuls lXu,Xn]- X3,lXu,Xs] : Xz,lXs,Xzl: X1. On désigne pat G le

groupe de Lie associé, on pose f : Xi et \ la sous algèbre de Lie engendrée par le vecteur

(Xz) .Soi t  f /  :  exp(b) .

La polarisation 86 construite suivant le procédé (II-2.1'A) en f - Z* est dans cet exemple

Bo : (Xt,' . . , Xn) et la base de Malcev relative à I;

E :  {X r ,X3 ,Xa ,X5 } .

Relativement à cette base, on a que

1iR' '6 - 
{exp(r5X5)f ,*u € R}.

Soit zr la représentation correspondante à Xi et X.r le caractère de H définit

alors on a que

/  / ,  r r  \  \  2 i z r ) , t
X 1 ( e x P ( t À z ) ) :  e -  )

rO
I  r r

TIH = |  Xxa,n'-
JIR

On a que

t/ ( () (exp( r s X 5) f )(exp(r 2 X 2)) - e; " ' 
u €(exp( r 5 X5 ) )

pour tout  (  e L2(G lBo, T). :  ,2(R, / ) .

L opérateur inverse [/-1 est donné pour tout Â e ( [- C.aq" et go € Bs par
JIR

fr 
- 1 ( r< ) (e xp(r 5 X 5) s o) : x1' Ge ) /{ ( exp ( r u Xr ) / ) (, )'

II-5.4

Supposons maintenant que tl : vect(Xs,X1) et la suite de Malcev relative à [1

!  = vect(Xr,Xs) C vect( l ; ,  Xz) C vect( l ; ,  Xz,Xs) C vect( f ,  Xz,Xs,XE):  g '

On a alors que

TR'8 = {exp(r2X2)T,t, € ]R}: {Xi + *zXl,rz € lR}
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et que 
1e

"E 
= 

Jw 
Xxi+xx;dÀ

où Xxi+rx; est le caractère défini sur I;. On a que

U(O(exp(r  2X2) f ) (exp(rrX) exp(r5Xr))  :  
" - i t r  " ix2xs{(exp(r2X2))

pour tout t e L2(G lBo, r) - tr2(R, "f).

Lopérateur inverse [/-1 est donné pour tout Â € ( [-* OOrTt et tout Çs e. Bs par
./R

U-l  ( r<)(exp(r5X5)eo) :  xr  
t  
{or)  

/  
/ { (exp(r2X r)  T )G)"- i rzr  

s d ' r2 '

II-5.5

Supposons maintenant que,f - Xi +Xï etb - (Xu,Xz,,X1), soit la suite de Malcev

relative à [

I c vect(f , Xr) c vect([1, Xt, X+) : 9.

Nous voyons que KR,E: {/} il en résulte que z'1a est inéductible. Le théorème (II-2.3) nous

oblige de prendre lapolarisation 81 : vect(Xr,X2) dans h en Ï'

Uopérateur d'entrelacement sera donc

U(( ) ( / ) (exp( r rXr  )  exp( t2Xz)  exp( r5Xt ) )  :  
" - i x r  

' i r zxs{ (exp( r5X5) )

pour tout t. € L2(G lBo, i l : '2(R, /).

Lopérateur inverse [/-1 est donné pourtout K e L2(Ul81) et tout 96 € Bs par

U 
-1 

1f<;1exp(r5 X5 )eo ) : x r 
t (ss )K(/) (exp(r5 X5 )).

II-5.6 Contre exemPle.

On va montrer finalement dans cet exemple que le choix de la base de Malcev relative à [1

doit être nécessairement comme dans (II-1.3). On reprend toujours I'exemple précédent, \ étant

la sous algèbre de Lie engendrée par le vecteur central (Xt). Soit f/ : 
"xp(h)'

Prenons la suite suivante de Malcev relative à I;

!  c vec(f  ,Xs) c vect( [1,  Xs,Xz) c vect( f  ,  Xs,Xz,Xe) c vect( f  ,  Xs,Xz,Xt,X+):  g.
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Relativement à cette base, on a que

gR,E - {exp(tx2) f , t  eIR} :  {xi  + tx;, t  € R}'

Avec cette base, notre opérateur d'entrelacement sera donc

I/({)(exp(r 2X2)f)(exp(rrXr 17 : e-i" {(e)

pour tout ( e L2(G lh, f) - tr2(lR, /). Donc [/ ne peut pas être une isométrie.

II-5.7 Contre exemPle.

Soit g I'algèbre de Lie engendrée par les vecteurs X,P,Y,Q,Z,A,B avec les crochets

lx , ,Yl :  lP,Ql:  lA,Bl :  z.

Soi t  9 :  vec t (X ,  P , ,Y ,Q, ,Z) , f  :  Z* ,e t  so i t  C :  {B ,A,X,Y,P,Q,Z}  une base de  Jordan-

Hôlder de g. Donc la base de Jordan-Hôlder associée à11 décrit dans I'algorithme (II-1.3) est

t, : {X,Y,P,Q,Z} et la suite de Malcev relative à | est (b,RA'lRB). I l est clair que les

G-orbites en position générale sont saturées par rapport à la sous-algèbre b O R,4, il en résulte

que la Partie TR'E est isomorPhe à

iexp(bB)/, b e 1R).

La polarisation Bs construite suivant le procédé (II-2.1,A) eî f - Z* est dans cet exemple

B : vect(A,Y,Q,Z), et la polarisation qu'on doit prendre dans b en f est vect(Y, Q,Z).

Notre opérateur d'entrelacement est alors donné pour tout ( e S(GlBo,.f) et h e H par

t / ( { ) (exp(b B)  f ) (h)  :  t (hexp(bB)) '

Vérifions qu'on a bien un opérateur d'entrelacement:

'  
I lu(()(exp(br1f)&)l 'zd,H,s@t(ùaxr"'" rf,l lu@ll: i: J"^,o r HtB(ô)

f f
: 

/_ Â, 
l{(exp(rx) exp(pP) exp(ôB))12 dxdpdb

: llill2y,ç1,t,.
D'autre part, en écrivant G : exp(lRB) .exp(RX).exp(lR P)'Bo,l'opérateur inverse U-1

est donné pour tout * , 
J;-,-L2@ 

lB(û )dÀç"'"(d) et tout ss € Bs par

u-1 (KXexp(bB) . exp(rX) . exp(pP) . eo) : çr @ùK (exp(ôB)/)(exp(zX)' exp(pP)).

81
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On va montrer maintenant que le choix de la polarisation B est important. Prenons par

exemple la polarisation vect(Y, Q, Z, B) en /, I'opérateur d'entrelacement sera donc

u({)(exp(bB)f)(h) --  €(hexp(bB)) :  { (b)

pour tout t e L2(GlB,f) et h e H. Cet opérateur ne dépend pas de b, donc il ne peut pas être

une isométrie.



Chapitre III

SUR LE CORTEX DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

Soit G un groupe localement compact et zr une représentation continue de G sur un espace

vectoriel de dimension finie 13. On dit qu'un point u € E (respectivement sa G-orbite f) :

r(G)u) est infiniment petit par rapport à I'action de G, s'il ne peut pas exister deux voisinages

G-invariants disjoints de 0 et de u.

Autrement dit, en terme de I'espace des orbites 8lr(G) sous l'action n'de G équipé de la

topologie canonique quotient, u est infiniment petit par rapport à I'action de G si f) : zr(G)u et

f)0 : {0} ne peuvent pas être séparées au sens de Hausdorff dans aln@).

L'ensemble des éléments infiniment petits de !3 par rapport à I'action de G s'appelle le z"-

cortex de 0, ou plus simplement le 7r-cortex, et il se note Cor'(!3).

Manifestement u € Cor"(E) si et seulement s'il existe des suites {rr}* C 13 et {g*}* C G

telles que lim u7, : 0 et lim n(gk)uk :1r. 
,

Si G est un groupe de Lie nilpotent et zr est une représentation unipotente de G, on définit

le cortex des invariants de n" et on le note -ICor'(!3) I'ensemble

{u e E: P(0) : P(u) pour tout polynôme G_invariant sur '3}.

Il est clair qu'on a toujours

(37)Cor"(E) c fCor"(E).
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Dans la littérature (cf. [41]) le cortex a été défrni autrement:

soit G un groupe localement compact et G I'ensemble des classes d'équivalence des

représentations unitaires et irréducible de G. G, équipé de sa topologie usuelle, s'appelle l'espace

dual de G (nous allons décrire cette topologie plus tard). En général, ô est loin d'être un espace

de Hausdorff. Le cortex de G,Cor (G), est I'ensemble fermé de toutes les représentations r e G

qui ne peuvent pas être séparées au sens de Hausdorff de la représentation triviale 7c of G.

Si G est nilpotent, connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g, I'homomorphisme

de Kirillov nous pennet de dire que les deux définitions ci-dessus coïncident, mais dans le cas

général il n'est pas clair que ces deux définitions sont liées'

Il est bien connu que la topologie des voisinages de 16 est reliée à la structure du groupe

G. Vershik et Karpushev [41] ont établi des connections entre la cohomologie de G pour les

espaces des représentations unitaires et le cortex. Boidol, Ludwig et Mûller [7] ont étudié le

cortex des groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexe qui sont un produit semi-

direcr de la forme lRxlR". Dans [6] M. Bekka and E. Kaniuth ont étudié cet ensemble pour

différentes classes de grouPes.

Très récemment, Annette Markfort a étudié le cortex des groupes nilpotents de pas deux qui

ne contiennent pas des éléments compacts non-triviaux. En particulier, elle a montré que dans

ce cas le cortex coincide avec le support de la représentation de conjugaison qui sera définie

plus tard.

III-1 Généralités

On introduit d'abord quelques notations. Soit G un groupe localement compact et C*(G)

sa C*-algèbre. On utilise la même notation r pour une représentation unitaire de G et la

représentation correspondante de C*(G), et C*-Ker(r') est le noyau de n dans C.(G).

Si o et r sont deux représentations unitaires de G, alors o est faiblement contenue dans r,

( a< r ) s i

Ker(r) c Ker(o).

pour une représentation unitaire r de G,le support de z- est I'ensemble fermé

Supp( r ' )  -  
{ t  €  G ; r  <n \ '

On va décrire la topologi" su, ê, pour cela on pose

Prim(C*(G)):  {C*-Ker(n),  r  € G},
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c*-Ker (z') est un idéal dans c*(G), un tel idéal est appellé primitif.

Topologie de Jacobson: elle est définie sur I'opération de fermeture suivante: pour tout

5 c erim(C*(G)), C* - Ker (") e Prim(C-(G))

C* - Ker ("') e 5 <+ n C*-Ket(p) c C* - Ker (zr)'

c*-Ker(p)e s

On montre que c'est bien une topologie sur Prim(C*(G)), cette topologie n'est en général pas

séparée.

soit itrr , ê - Prim(c*(G)), v(") : C*-Ker(n), (n e q.

On munit G d" tu topologie image réciproque par Ù, c-à-d les ouverts dans ê sont les

ensembles V-L(O) où (? est un ouvert dans Prim(C.(G))'

La topologie sur ê peut être décrite autrement'

Topo log iedeFe l l :  so i t r "  €G,  Ë€Ho,  l l ( l l  :1 .  Pour tou tcompactK C Get tou te  )  0 ,

on pose

t/(K,ù --  
{o 

€ G :  1r1 € ?{p' , lh l l  :  1 te ls que suPseKl < t (g)€ '€ > -  < p/)n ' ry t  | '  t  
} '

alorsL,l(K,e) est un système fondamental de voisinages de z'€ ê, on a donc que: lim rri: T

si et seulement si pour tout { e'11n, l l€ll : 7, )n; ç7{n;, l l t l ; l l  : 1 tel que

l im <  n(g)n ; , \ ;  ) :1  
" (g ) ( , t  

>  .

Si f/ est un sous-groupe fermé de G,r une représentation de f/, alors on note ff,g" fu
H

représentation de G induite de r, cette représentation est décrite dans le premier chapitre.

Soit maintenant G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie g. Soit z" est une

représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert '11, si'J1* est I'ensemble des vecteurs

C- dans '11, alors la formule

n*(xrc:ftf*texp(rx){))*o, x €s, { e11*

définit une représentation de I'algèbre de Lie g sur ?l-. L'extension de zroo à u(g), I'algèbre en-

veloppante de I'algèbre complexifiée de g sera notée par le même symbole. Si z' est irréductible,

alors il existe un homomorphisme X, du centre Z(g) de u(g) dans C tel que

n."(a) -- X"(a)1, pour tout a e Z(g),

(cf . 1421,4.4.1.6). xtr est appellé le caractère infinitésimal de n.
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[I-1.1 Proposition [6]

Soit G un groupe de Lie connexe et T une représentation dans le cortex de G. Alors r a

un caractère infinitésimal trivial, c-à-d Xr: Xrc.

Si le groupe G est nilpotent connexe

isomorphisme entre Z(g) et I'algèbre I(g-)

G-invariantes sur g* (cf. t42l). Soit T e g*.

et simplement connexe, on sait qu'il existe un

de toutes les fonctions polynomiales complexes

Alors on a la formule suivante:

x *1@) :o ( f ) ,  ae  Z (g ) ,

où o est identifié avec le polynôme correspondant de I(g.) et a(f) sa valeur en ,f. Ceci nous

permet de calculer les représentations de G avec un caractère infinitésimal. Maintenant, il est

clair que pour / € g*, Tl aûn caractère infinitésimal trivial si et seulement si / est un zéro

commun de tout P e I(g. ) avec P(0) :0. Notons

on a alors que

/cor(s*) - n P-t{o},
P€1(g*  )

Cor(g*) c /Cor(g*).

(38 )

(3e)

On suppose dans toute la suite que G est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement

connexe. g étant I'algèbre de Lie de G, on étudiera le cortex de g* sous l'action coadjointe, cet

ensemble sera noté par la suite par Cor(g*).

Plusieurs travaux ont été publiés sur le cortex des groupes localement compacts, mais on

n'en a pas donné une forme explicite, ceci est dû au fait que sa structure est incroyablement

compliquée. Cependant, nous avons calculé dans un premier temps le cortex des groupes de Lie

nilpotents de dimension inférieure ou égale à 6 dans I'espoir de comprendre la structure de cet

ensemble pour les groupes de Lie nilpotents (cf.t2l). Nous avons prouvé le résultat suivant:

III-2.1. Proposition

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe de dimension inférieure

ou égale à six, soit g l'algèbre de Lie de G, alors on a

Co4g*): Icor(g*). (40)
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La preuve de cette proposition est basée sur l'étude des classifications des algèbres de Lie

nilpotentes de dimension inférieure ou égale à six qui sont faites, d'une part par J. Dixmier pour

les algèbres de Lie de dimension cinq, et d'autre part par une série d'auteurs pour la dimension

six tels que V. V. Morozov (1958), T. Skejelberd et T. Sund (1977), K' A. Umlauf (1891) et M.

Vergne (1966).

Nous n'allons pas reproduire tous les calculs du cortex pour ces algèbres, on laisse au

lecteur le soin de les consulter dans [2].

Notons de même que Bekka et Kanuith [6] croyaient que pour des groupes de Lie nilpotents

de dimension six I'assertion

Cor(s*) : G7Z

où Z est un certain sous-groupe de G est vraie, mais lors de la preuve de la proposition ci-dessus,

nous avons alors prouvé que ce n'est pas le cas'

Application: on utilise maintenant ce calcul pour déterminer le cortex de la classe suivante

d'algèbres de Lie nilPotentes

Soit g une algèbre de Lie nilpotente telle que toutes les orbites coadjointes sont de dimension

maximale plus petite ou égales à deux. La classification de cette classe d'algèbres a été faite

par Arnal, Cahen et Ludwig (voir []). Ils ont montré que sous cette hypothèse, g est I'une des

algèbres suivantes:

ug: IR o gr où 91 est un idéal abélien de codimension un.

b)g : go,rs O tl où tl est un idéal central et 96,15 est I'algèbre nilpotente de dimension 6

Aont une base (Xi)r<i<o vérifie

lX t ,X r l -  Xa ,  [X t ,X t ]  
-  X t ,  lX r ,X t ] -  Xs

c) g : gs,a O t/ où t/ est un idéal central et g5,a est I'algèbre nilpotente de dimension 5

dont une base (Xi)1<7<s vérifie

lX t ,Xz l -  Xs ,  lXt ,Xe]  :  Xn ,  lXz,Xs]  :  Xt '

Il en résulte que le coftex de g est I'un des ensembles suivants:

a) si g : lR Ogr où 91 est un idéal abélien de codimension un, alors Cor (g*) : /Cor (g*).

b)  S i  g :  g6, rs  O [ / ,  a lors  Cor  (g*) :  Cor  (gâ, tu)  = vect  (X i ,X; ,X i l '

c) Si g : gs,+O [/,  alors Cor (g*): Cor (gâ,n) : vect (Xi,X;) '

87



88 Ch III- Sur le cortex des groupes de Lie nilpotents

Si g : R 0 g, où g, est un idéal abélien de codimension un, alors Cor (g*) : /Cor (g*)

(cf. t7l). Le calcul du cortex dans [2] nous permet de compléter la preuve.

Pour résumer. on a le résultat suivant:

III-2.2 Proposition

Soit g une algèbre d.e Lie nilpotente telle que toutes les orbites coadjointes de dimension

maximale égales à deux, alors le cortex de g est un sous-espace vectoriel et on a que

Cor (g*) : ICor (g*)'

III-3 Sur le cortex de différentes classes de groupes'

On va rappeller maintenant quelques notions qui sont déja mentionnées dans le chapitre I.

Soit |$ : (h,.., /,r) une base de Jordan-Hôlder de g* et soit Et : (bt,..,b") la base duale

dansg , c -à -d .  1 l ; , b1  > :6 ; , j )  ! 1 i , j  Sn ,  onno tepou f  t ou t  j  € {L , . , , n } '  9 j : vec t<

br,.. ,bj >; I 'ensemble indice 
"8U) 

-- 
{ i t

aussi I'ensemble suivant de {1, .',,n}i

i  e e'6ff) c s(/) + sj-Lç s(/) + s,,

où g(/) est le radical de la forme (*,A) r----+< f ,l',A] > sur g'

on considère la relation d'ordre sur les ensembles indice définie dans le chapitre I, soit e

le plus grand indice pour cette relation d'ordre. Introduisons la fonction polynomiale suivante

A?ff)  = det{(  f , lb ; ,b i l>, i , i  ee}.

ep est une fonction polynomiale invariante et homogène de degré d sur g* et dans toute la

suite, on dira que / est en position générale si Q?ff) + 0'

On notera X f aulieu de ad,. X(f) où ad* désigne la représentation coadjointe sur I'algèbre

deL ie  deG,e tg /  I 'ensemble  {X f ,  X  e  g } .De lamêmefaçon,onnoterapourX,Y e  ge t

f e g* , XY T au lieu de ad* Xad*Y f

Nous allons prouver ce lemme qui va être considérablement important dans toute la suite.

III-3.L Lemme

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g. Soit

T e Cor (g*), alors iI existe (/o)oenv en position générale e/ (ro)o.ry € G tels que

To-0e t f -hmAd* (x ) fo .
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Preuve

Dans le cas où les formes linéaires /o ne sont pas en position génétale, on peut trouver une

suite qo € g" tel que:

qT @ù I o, et Q? Up * e,,qp) # o,

où eo est une suite de nombre réel aussi petit que I'on veut pour que,

lim Ad*(exp(X))fo = lim Ad*(exp(X)X/o + epQp)'

La représentation de conjugaison 76 est définie sur 'L2(G) par

rc@)l@) --  f  @-'  'a 'n)

pour rout r,U € G et f € L2(G). Il est possible de décrire le support of ^lc comme suit (cf.

[24]): pour â € g* on a

z-1, € Supp(fc) <+ I (/") € y*, tn,An e G tel que

a : t im(A d*(*n)T, - 'q,d,.(a)T,)

ehe {Crr-0/ ,  /e  g*} .

En effet, il n'est pas difficile de voir que si A6 est le sous-groupe {(r, r) : r e G} de

G x G,alors 76 est la restriction à Ac de la représentation Îif, tt. .-U-U
A c

1G :7ï l  ,"1t".
A c

Il a êté prouvé dans [24] que le cortex est inclu dans le support de cette représentation pour

tous les groupes moyennables, mais l'êgalité n'est pas toujours vraie'

Soit maintenant / € g* et 01 I'orbite coadjointe associée à I. Alors I'orbite Ol est dite plate

si elle est un sous-espace affine de g* et ceci est équivalent aux conditions suivantes

t) g(/) est un idéal de g.

2)fu: l+s(/) ' .

Rappelons que Bekka et Kaniuth [6] ont montré que si G est un groupe de Lie nilpotent de

pas 2, alors

Cor(g* ) :  W,Xeg, le  g* ) .
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Nous allons maintenant généraliser ce résultat pour une classe plus grande d'algèbre de Lie.

III-3.2 Proposition

Soit g une algèbre de Lie nilpotente de pas r (c-à-d Ia suite centrale descendante d'ordre

r est non nulle et est incluse dans Ie centre d" g), alors:

Cor (g* )c  {X l ,Xe  g ,  I€g* }

en plus

{Xr . . .X , -1 ,  X;  €  g ,  /  e  g* }  c  Cor(g* ) .

Preuve

Soit / € Cor (g*), alors il existe une suite /,, €. g* et f n -'-+ 0, une suite X,' de points

de g telle que:

Ad*(exp(X"))f" --- Ï.

Par suite :

donc

ï, * x,rn +...+ ffi1 
---+ T

X X'_2
Id  +  2 t+ . . . . . .+ ( r_1) !

L opérateur

étant inversible, par suite on a

Cor  (g* )  c  {X l , ,X  €9 ,  I  €  g* } .

D'autre part ,  soi t  Xr, . . . ,X,  €get f  e g*,  Xn=nXr et  fn :  IXt" 'X,- t  
' / '  a lors:

1" ---r 0
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et
Ad*(exP (Xù) f "  :  fn  i  X t " '  X , - t '  f

donc

{Xr ' . '  X , - t '  f ,  X t  €g ,  T  €  g* }  C  Cor  (g* )

puisque Xr " '  X,- t ' " f  :  l im Ad*(exp(X")) f  " .

III-3.3 Théorème

Soit G un groupe de Lie nilpotent connuce et simplement connexe d'algèbre de Lie g, et

supposons que toutes les orbites coadjointes dans g* associées aux formes linéaires en position

générale sont des variétés ffines (ceci est le cas quand G est de pas 2), alors

Preuve

Soit / € g* en position générale et ln

Ad. (G) ln :  In

1- '  ,  n€ IN* ,a lo rs
f',

+ s(/,)r  --  In I  s(/)r

d'où

g( / ) r  :  {X t ,  X  e  g i  c  Cor  (g* ) .

Par conséquent {X/ , X { g, I e g*} C Cor (g*) puisque Cor (g*) est un ensemble fermé'

D 'au t repar t ,  so i t /e  Cor (g . ) .nex is teX, ,  €get f ,  €g*enpos i t ion  généra le  te lque

f n ---.0 et
Ad*(exP X")T" -' f

alors Ad*(exp X,)fn € 0"f, : fn*g(/")I : Tn*1fn,i l enrésulte qu'i l  existe (Y") ,,61,tr.

tel que
Ad*(exp X.) f , :  fn*YnTn -  Ï

et enfin

teffi.
Remarquons que si I € g* n'est pas en position génêrale, alors on peut approcher / par une suite

de formes linéaires en position générale, finalement on obtient

{Xt ,Xeg,  /e  g* }  cCor(g* )  c {X l ,X €  9 ,  /e  g* }
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et puisque Cor (g*) est un ensemble fermé, on a le résultat'

D'un autre côté, on a que

SuPP(rc) : {nnec :  he } '

puisque toutes les orbites en position générales sont des variétés linéaires, donc Cty : 7 + U( T )L ,

et alors

Supp(rc) :  f f i :cor(g*) .
I

D'après (39), on a

Cor(g*) C /Cor(g*),

mais l'égalité (40) n'est pas toujours vraie. En effet, soit g I'algèbre de Lie nilpotente de

dimension 8 engendrée par (X1 ,...,X6,2r,22) avec les commutateurs non triviaux suivants:

[X t ,X t ]  
-  Z t ,  lX2 ,X3 l :  7 t

[xr ,xu] -  zz, lx2,xal :  2,

Il est clair que g est nilpotente de pas 2, donc d'après le théorème (III'3.3) on a:

Cor(g* )  =TXI ,  X€g,  /e  g* ) ,

et un simple calcul montre que

,  . .u
Cor(g*) : {ltnX;,t,; € IR : tst6 : t+ts }.

i = 7

D'autre part, si f : rtXl +... + *uXë * zlZl t z2Zl les uniques polynômes invariants

en / sont les suivants:

Pt ( / )  -  21

PzU) - 22

P3( / ) : 1427 - r sz2

Pn f f )=162 r - r5zz .

Ainsi

Cor(g*) C /Cor(g*).
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Cet exemple à été suggéré par Bekka et Kaniuth dans [6]'

III-3.4 Proposition

Soit G comme dans

vectoriel de g*, alors

le théorème (lll-3.3), supposons que Cor (g*) soit un sous-espace

Cor (g*) :  ICor (g*) :  a(g)-

où AG) est le centre de g.

Preuve

Il est clair que Cor (g.) C /Cor (g*) C i(g)r, supposons que la dimension de a(g) est p,

alors

dim Cor (g.) 5 n - p. (41)

Supposons que dim cor (g*) < n - p. Alors dim cor (g*) : n - p - J pouf un j €

{1,.., n - p). Soit '8r : (Ê ,..., fn-o-r.) une base de Cor (g*). On I'a complète en une base

B :  ( f t , " '  ,  T , -o - i ,h , , " '  , l  j ,Qr , " '  , qo )  de  9* ,  où  U t , " '  ,  f r -p - i , I t , " ' ,  / 7 )  es t  une  base

d" a(g)r .

So i t l t ' : ( f ' 1 , " ' ,Fn -o - j , ,L t , " ' , L i ' ,Q t , " ' ,Q) labasedua ledeE 'Pourk€

{1 , . . , J }onaque  t ' r ,Ça@) .  Donc i lex is te  Xr "eg \a (g )  te lque lLu ' ,Xn l :Yne tYk+0 ' l l

s'ensuit qu'il existe 9* € E* tel que X*gn: h * dp et d'e(Lr) : 0, alors

n-p- j  j  P

xr,gr, : lr, i t a; T; r t 0o I, +D^, n,
i= l  p - -7 ,  p#k  r= l

où a;, Ép, À' € IR..

Puisque Xngx e a(g)r, on aura obligatoirement d7, e a(g)I et par suite À':0 pour tout

r. On peut conclure que:

j  
" - P - j

t **  t  got , - -Xr ,sr , -  t  a t f t€Cor(g. )
p = l  ,  p l k  i = L

puisque X*gr, € Cor (g*) ("n vertue du théorème (III-3.3)) et Cor (g*) est additil donc, on ob-

tient un élément qui est linéairement indépendant avec (/r,' ' ' ,ln-e-i) et ceci est contradictoire

avec (41). 
I
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III-3.5 Remarque

La condition que toutes les orbites coadjointes dans g* associées aux formes linéaires en po-

sition gênérale soient des variétés affines est essentielle dans la proposition (III-3.4). Cependant,

on peut remarquer dans'l'exemple suivant que le cortex peut être un sous-espace vectoriel sans

que toutes les orbites coadjointes dans g* associées aux formes linéaires en position générale

soient des variétés affines.

Soit g : Es,4:vect (Xrr"',X5) avec les crochets non nuls sont

lX r ,X r ]  
-  Xs  ,  [X t ,  X r ]  -  Xq  ,  lX r ,X t ) :  Xu '

Alors, Cor (g*) : vect(Xi, Xf ) (voir [2]) mais a(g)t : vect(Xï , Xl, Xi), par suite

Cor (g*)ca(g)r.
7

III-3.6 Exemples

1) Soit G comme dans le théorème (III-3.3), supposons qu'il existe / € g* telle que

g(f ):3(g). Puisque g(/) :  â(g), on a que g/ :  a(g)r, i l  en résulte que

sf  :  a@)L c U g/ :  Cor (s*)  c a(g) '
"f €g*

et alors Cor (g*) :  a(g)r.

En particulier, s'il existe f e g* telle que la représentation associée à f , Tl est de carré

integrable modulo le centre de G, alors suivantl37l on a g(/) : â(g)'

2) Soit encore G comme dans le théorème (III-3.3), supposons en plus que pour tout

f , k  €  g *onag /  Cgko{ -g l c  C  g f  .  Nousa l l onsmon t re rqueCor (g * )es tunsous -espace

vectoriel et en vertu de la proposition (III-3.4) il coincide avec a(g)r.

En effet, soit /1,/2 € Cor (g*), alors il existe tn,Un e G et T,,9, en position générale

tels que

Ir : lim Ad* (r") f n, f n ----+ 0

lz : lim Ad* (a") gn, gn --+ 0.

On sait que pour tout n € IN , il existe u, € g(TùL et un € g(g")L tels que

Ad* (rn) Tn: f n I rtrn, Ad* (a") 9n : 9n * un
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il s'ensuit que 11 I lz : lim (/" I un I gn I u,) et alors

h * l z€ ,e tenu t i l i san t l e fa i t queg , fCg /oug /Cg f

on peut déduire que /1 * tz € Cor (g*) et alors le cortex est un ensemble additif, par suite un

sous-espace vectoriel.

3) Supposons encore que G est comme dans le théorème (III-3.3) et supposons que dim G (

6. En utilisant la classification des ces groupes de Lie @f . 2D, on peut conclure dans ce cas

que le cortex est encore un sous-espace vectoriel.

Dans ce paragraphe, on note ( .,. ) le produit scalaire usuel de lR'' et ll ' ll tu norrne

correspondante.

III-4.1 Préliminaires

Soit ff,, le groupe de Heisenberg de dimension (2n * 1) d'algèbre de Lie frn, tn élément

de f)n s'écrit (r,yrz), où r,9 € R", z € IR, avec le crochet

l ( * ,Y , r ) , ( r ' ,U ' ,2 ' ) l  :  (0 ,  0 ,1  r ,a '  >  -  1  r ' ,U  ) ) '

Soit flû le sous-espace de fi" défini par

( L)\

t  -  { ( r ,Y ,O) :  r ,Y  €  R"  } ,

alors (42) définit une forme symplectique sur fl0'. Le groupe d'isométrie SPzn de cette forme

agit sur f)n par des automorphismes. Si

D  :  { (0 ,y ,0 ) ' y  €  R"  } ,

alors le sous-groupe ,9,, de SP2n Qrui fixep est un sous-groupe unipotent de SPzn'

Concrètement, ,S, est isomorphe au groupe abélien de toutes les matrices carré d'ordre n,

symétriques, d'algèbre de Lie 6".

Si on forme le produit semi-direct 6Hn de 6n et frn, orr obtient une algèbre de Lie

nilpotente. Un élément de 6Hn s'écrit (S,fr,y,2), où S e 6n, r,U € R',2 € IR. et le crochet

est

[ (S , f ,a , , ) , (S , , , , ,a , , z , ) f : (0 ,0 ,Sx ,_S, , ,1 r , y ,>_<



96 Ch III- Sur le cortex des groupes de Lie nilpotents

III-4.1.1 Théorème [39]

Toute algèbre d.e Lie nilpotente g d.e pas 3 dont le centre est de dimension un est isomorphe

à une sous-algèbre de 6Hn pour un certain n. En particulier il existe une injection J : g -+

6Hn telle que

/ (g )+6" :6H" .

Les éléments de 6ll j  sont de la forme (E,a,b,c), où E € 6n, a,b € IR", c € R.

La dualité entre 6Hn et gH: est donnée pour tout (E,a,b,c) e 6Hi et (S,f, A,z) e

6Hn par

l (E ,o ,b ,c ) , (S , r ,a ,z ) l  :  E '  S  *  <  a , r  )  I  1b ,U  )  *  cz ,

pour tout  (E,o,b, ,c)  e 6Hi et  (S,r ,a,z)  e 6Hn, where

E.S  :  DE4Sry  e t  E ;1 ,5 ; i  :  i , i  -  I , . . ' , f r ,
i , j

sont les coefficients de la matrice de E et de ,9 € gn'

Pour deux vecteurs a : (ot,..ran), b : (br ,..,bn), on note a' I b la matrice dont les

coefficients sont (ofti), 7 Si, j < n.

III-4.1.2 Proposition [39]

Soit (s : (A,0,0, )) e 6Hl avec \ f 0, alors l'orbite coadiointe D A,x dans 6Hi de

(s est décrite Par:

DÀ,À = { (A-  * ,  *a , r ,a , \ )  :  r ,y  €  R"} . (43)

Remarquons que toute orbite coadjointe Dg avec t: (E,a,b,\) et ̂  + 0, est égale à D6o

pour{s  :  (4 ,0 ,0 ,À) ,où A:E+#bSô'

Finalement, il a été prouvé dans [39] que la restriction de J* sur Dgo est un isomorphisme

I  dans D7*1go; .
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structure du cortex pour les groupes de Lie nilpotents de pas 3

Notation: soit i : frn + 6Hn l'injection définie par

i ( * , y , 2 )  :  ( 0 ,  r ,U ,  z )

pour tout (*,y,2) e h, et notons j ,6n - 6Hn I ' injection définie par j(S) : (S,0,0,0)

pou r tou tSe6 " .

Pour deux éléments I{ e fi, et ,9 € 6,,, on note dans la suite par K * '9 l'élément de

6Hn: i(K) + j(s).

III-4.2 Lemme

Soit g une algèbre de Lie nilpotente de pas 3 dont Ie centre est de dimension un, et soit

J : g ----+ 6Hn - 6r, 0 fin l'iniection de Ratclffi alors:

J(s)  :3o D @21

où

$ est un sous-espace de 6n, c-à-d S : vect(St, .., So), p < 3l!'

D - -  vect (Xt  *  Tt ,  . ' ,  XI  + Tt ) ,  Xr , ' . ,  Xt  €  f )n ,  Tt ,  " ,Tt  €  6" '

2! :  vect(Xr*1, . .r Xn,Yt, . . ,Yr, Z) et (Xr, " ' ,  XnrYt, ",Yr' ,  Z) est une base de f) '  tel le que

lX t ,Y i l :  6 ; , j2 .

En plus, les matrices (Sr, .., So,Tr,..,T1) sont linéairement indépendants.

Preuve

Ceci est une consequence immédiate du théorème 3.1 dans [39].

I

III-4.3 Proposition

Soit g une algèbre de Lie nilpotente de pas 3 dont le centre est de dimension un, et soit

J :g -  6Hn-  6 , rO  f1n  l ' i n j ec t i onde  Ra tc l f f i  J * :6H l  +  9 * ,  a lo rs :

J . (Cor(9ï i \  c  Cor(g*) .
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Preuve

Observons tout d'abord que pour un élément f € gHi en position générale, il existe

{o e gni (voir préliminaires plus haut) tel que

Ad* (S H *) f : Ad,* (exp( /(s )) ),ad* (exp( 6' ) XJ : Ad'* (exp(J (g ) ) XJ'

Si / € Cor(6Ili), alors il existe f p'0 et X, e 6If,, tels que:

Ad*(exp(X))T, - f .

En utilisant le Lemme (III-3.L) on peut supposer gte Tp est en position générale pour tout

p€  IN . I l s 'ensu i tqùe / : l im  Ad . (kù€ ï ,où€3 : (Ap ,0 ,0 ,Àe)  e tkoes tunesu i te  deSH" '

Ad.(kù€ï : Ad*(exP(/(Yr))X3, Yp € e,

alors

J * (Ad* (kù €3 ) : J * (Ad'* (exp ( J ( vo ) ) ) € !) : Ad* (exp ( lro ) ) /. ( (fl )'

par suite

J.U): l im Ad,*(exp(Y) )/.(€3) et donc J.U) e Cor(g*)'

I

De cette proposition, on peut obtenir seulement une partie du cortex de g. Cependant, le

théorème suivant et les remarques qui vont le suivre nous disent que

J*(Cor(6fl; )) + Cor(s*)

en général.

III-4.4 Théorème

Le cortex de 6Hi est l'ensemble suivant:

cor(6 H i) : 

::":.' : ";?:,;î: 

. 

;;':,: : 
";,.,

Preuve

Prouvons d'abord ce L,emme.
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III-4.5 Lemme

I) Si r,A sont deuxvecteurs non nuls deRn, alors la matrice r8U + y I r est non nulle.

2) Si a est un vecteur non nul de lllNn, on a

{Sa ,Se  6 , , } : lR ' ' .

Preuve du Lemme

l) Supposons que la matrice r &U * y I r soit nulle, donc tous ces termes'diagonaux sont

nuls, il s'ensuit que r L y.

D'autre part, pour tout { € IR', on a < t,A > t : - 1 t,r > y, donc r et y sont

p ropo r t i onne lse tdonc r :0oua :0 .onabou t i t a lo rsàunecon t rad i c t i on .

2) C'est une simPle construction'

D'après (43), on peut voir que P(4, a,b, \) -- 2^A+b8 6 est un polynôme ,Sff,"-invariant,

donc pour tout (4, a,b,À) e Cor(6flà),on doit avoir ):0 et donc b:0. Par ai l leurs

Co(6 I l j )  c  { (4 ,u ,0 ,0 ) ,  A  €  6n ,  u  €  IR" } .

Calculons maintenant I'action coadjointe de 6Hn:

Ad*(exp(^9,r ,u,"))(E,a,b,\)  :  (n + e, -  À-t l  e r  *  r  s (* -  +),

a -  Sb*  )g  *  l ) .5 r ,ô  
-  Àr ,  À) '

Soit maintenant (,4, u,0,0) dans cor(6fl i), alors i l existe (E*,o*,b,n,\,n) € 6Hi qui

convefge vers 0, et (,9-, tp1lrntz*) € 6If," tels que :

Ad* (exp(.9 m, t  m, a *,  z *))(E rn'r  am't  brn, \  *)  -- t  (  A,z,  0,  0) '

,  b rn  À* r *  - - - : ^^ . -^  t
P o s o n s  h * : î - T  , p u i s q u e  b * - ) . * r *  - ; 0 , o n a q u e  h * - - ' + 0 e t

h*8r * I r *8h* -  A .

On écrit maintenant

h* & r* * r* & h^ : ll*^ll\r*il(ffi s ffi + ffi* ffi)
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Suppoons alors quitte à passer à des sous-suites, qu" th "t lt,an convergent, notons

h*:nmfu, tæ: l im fr* , , .
"  l lh* l l  

'  -  *  l l ' -  l l  
'

Puisque âoo I r**/* I h* + 0, (l-Lemma2.5) alors la sous-suite l lt- l l l lâ-l l converge,

soit r sa limite, alors

A:  r (h *  I  r oo  *  ræ I  ho " ) ,

et donc

Co(6 ; / j )  c  { ( t  I  c *  c&  r ,u ,0 ,0 )  ;  t ) I l ) c  e  IR ' '  } '

Finalement, il est facile de voir que

^2^  c  1  ,  / ,  r  r  r  ^  r  r  d  . r . , r \
l im Ad*(exp(0,nr, ï ,o lxo,0"r .  , r ) :  ( ( . -  ?e;+;  s ("-  z) ,  r ,0 'o1,

et donc

{ r  &  c *  c8  r ,u ,0 ,0 )  :  r ,  u , c  € lR"  }  c  Cor (6 I l i ) '

Calculons maintenant {ad,*Xad'*YI: X,Y e.6Hn , l  €' 6Hn* } '

Pour  X :  (S ' ,  & '  ,b '  ,c t )  e t  Y :  (S,  a ,b,c)  e t  I  - -  (T,u,u,  ) ) ,  on a:

ad* X ad*y,  :  ( *A8 a,  + o,  € l  o) ,  \S,a,o,  o)  ,

et en utilisant (2-Lemme III'4.5) on a le résultat.

I

III-4.6 Remarques

1) On n'a pas pour toute algèbre de Lie nilpotente g de pas 3 dont le centre est de dimension

un que

Cor(g*) : {ad*Xad*Y T : X,Y e g, f  € 9*},

qoique g soit injectée dans 6ff,' pour un n bien déterminé. En effet, soit g : 95,3 :vêct

(Xt,...,X5) avec les commutateurs non triviaux

lXt, Xz] - X+ , [Xr , Xn] : Xu , lXz, Xtl : Xs'
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Cor(g*) :  vect  (Xî,Xî,Xï,Xî)  (voir  [2]) ,  mais {ad*Xad*Yf :  X,Y e g, f  € g*} :

vect(Xf , Xf ). Donc

{ad,* Xad,*Y f : X,Y € g,/ e g*} I Cor(g*).

2)  Si  Cor(g*) :  {ad,*xad*Yf :  x,Y € g,r  € g*} ,a lors J*(co(grrà)) :  cor(g*) .  En

effet, soit k e Cor(g*), alors il existe h e 6Hi tel que

k : ad'* Xad*Y J*(h) : J*(ad* J(X)ad. J(YXa) c J.(cor(6Hi))'

il en résulte que Cor(g*) C J*(Cor( 9 HiD, et en utilisant la proposition (III'4.3)' on a le

résultat.

Nous allons maintenant regarder de très près le cortex des groupes de Lie de pas trois dont

le centre est unidimensionnel. Pour une matrice symetrique,g, on note Sl$ la restriction de la

forme linéaire (S,0,0,0) au sous-espace 3 de /(g)'

[I-5.1 Proposition

Soit g une algèbre de Lie nilpotente de pas 3 dont le centre est de dimension un, et supposons

que

J(ù  :  vec t  (51 ,  . . ,  So ,  Xr ,  " ,  Xn ,Yt ,  " ,Yn ,  Z)  :  S  a  b ' ,

6Hn est I'injection de Ratcliff.

c-à-d J(g) :  vect  (S,Xt, . . , ,Xn,Yr,  " ,Yn, Z),  a lors

Co4g\ :  { (aS ,  u ,u ,O) :  a  €  lR ' ,u ,u  €  R ' ,  (  Su ,u  > :0 } '

Ie cortex Cor(g*) de g contient I'ensemble suivant :

où J: g ---+

S ip - - I

Slp21 ,

w. ;8  w  j+  t  j  I  , n )  , r ,  r ,  r ,  O)
/ /

' rL  wt&wj+rr jsrn)  , r :O
2 *  J : r  /

(  ( .**rBu*uotr , ; ,11 + f  t
\  \  

'  ;+j=k+t

u, U, tO; € IRn

u6 lu /$ :Q  

/

V r  e  { 1 , . . ' , k } '  ( r " 8u *  
uSwr t
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Preuve

Supposonsquep-1 .

Il est clair d'après (43) que pour i € {1,..,p} le polynôme

P(A,u,u ,  ) )  -  2^SA+ 1 Su,u  )

est invariant, donc :

Co r (g * )  C  { ( p ,u ,u ,0 ) :  u ,u  €  R ' ,  (  Su ,u  > :0 , cp  e  lR } '

Soit

l : ( g ,u ,u ,0 )€Cor (g * ) ,

on doit montrer qu'il existe des suites (A*ru*ru*, \*) telles que A* + 0 , u* --+ 't1', 't)rn -è 't)

e t  \ - '  -+  0  avec  
(e  ^  <  su* ,u *>  

rumrum,^_ )  ,  ( g ru ru rÙ) .(Dd-  -  -  
2^^

Si ,9u f 0, alors il existe r € IR" tel que 1 Su, r ): I et on peut prendre

x :1
I )m : ' + ; ,  l tm :u ,  \ ^ -  - : ,  A * :0 '

il s'ensuit que

(sA* - t  t '#:- ' ' ,u*,u*,À-) :  @ + f i  1 sr,r  ) ,u,u * *,-*, '  (9,u,u,0) '

Si,9u : 0, on peut trouver u €lR" tel qrre ç 
-1 Swr?, > ou I - - I Swrtr >, alors

si cp -( Sw,w ), ofl Peut choisir

1
um: '*  # '  

l tm = u '  \ * :  -# '  A* :0 '

Si p - - I Sw,?, >, on Peut choisir

w1
I )m : ' +  

; ,  
I t ' n ' t  - -  U ,  \ * :  

2 * r '  
A * :0

et on a le résultat, d'où le premier cas.

Supposons maintenant que p ) 1, on identifie $ avec IRp à travers la base (St,"',So).

Remarquons que dès que p 2 2la structure du cortex va dépendre fortement des matrices

symetriques qui engendrent I'algèbre de Lie en question. Soit Ê* I'ensemble
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,r)r,

u . i c ,w j+ . , j 8 , r ) , ,

, r r r ,o )

*,),r:o

3!-\
* t l

#) t.Ë #) )
I  k+r tc+1

+*k*L(tft #r,D
\  i = l  l = L

/  *+ r
*, I t  m-u*i)+*+r

\ i ' i '  l+i

E

wj

t l

( ( r r* r8u*,s 'n+r- r I  t  , , i&uj+wj
\  \  

o 
i+j=k+L

u, u, tl; € IRn

u&ul&:o 

/  1  - -
Vre {1, . . . ,n}  '  I r "8u*u&w,+, l ,  

wte
\  

_  
i * j : r

doit prouver que .C1 C Cor(g*). Pour cela, trouvons (u^ , r ^ ,  À - ) -  t e l l es

+. i  I

des suitesOn

um --+ u

^* --+ 0

um --+ u

u* 1't)m ,o (
18- -  [ rn * r8u*u8 t r t+ r

\

Supposons d'abord que k est pair et prenons

que

1s -
+, L-  

i * j=k l I

u i
-
n'L'

&+1
, \ -

U m : U +  ) ,
i = l

\ ^ :  - | * - r - t .
et

Pour une matrice symétrique S, on a que

t / t c + l

_< Su* ,u ,n  >  _  mk+r  ( ,  ( r+  t2 \ *  \  \  i = l

< Sw; , r ,  t )
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"!!9t"frt

/k+r  \
- f  \- rr lk+l-zi l  sw;,.,  t  ) .- \ k " "  \ v w u ' * ' '  

) '

En utilisant les contraintes

Vr € {1,  . . . ,k} ,  
( , , .8u* ur,w,*t ,P-,w;&wi+?r i  8, , )  , r :  o

onobt ien tpourS€Sque

-< su* 'u*)  : (2su,u*+r)*  t  (s . ; , r )+ t  (swt ,w1)m-o+i)+k+1'
L/ \na  i j  j=k l t  i+  j>k+1,

Donc si m -+ *, -ë# tend vers 2(Su,tor+r) * t (Sw;,u1).

Si k est impair, les mêmes calculs sont valables et la lt"tir:ïffit"ue est

2(Su,wr,+t )  *2 t  (Sr ; , . )+ (Sr+,*+) .
j * . i=k* I

Finalement, on a que ,c4 C Cor(g*).

III-5.2 Corollaire

Soit g une algèbre de Lie nilpotente de pas 3 dont le centre est de dimension un, et supposons

que

J (g )  :  vec t  (S r , . . ,  So ,X t  IT t , . ' ,X t  IT t ,X+ t ,  " ,Xn ,Y r , " ,Yn ,Z ) :  S  e  D  AQI

l'écriture de g comme dans Ie lemme lll-4.2. Alors, pour tout k > 7, le cortex Cor(g* ) de g*

contient l' ensemble suivant:

+ r , i  B . , )  , r ,n ,u, , ,0)

w;&wj * r r * r , )

( (  1  s -
I f  r * * t8u*u&wn+r* i  L  w;&wi

\  \  
'  

i+ i -k+ l

u, tl; € lRt

â € l R l ,  r € l R ' - l

u&ul$ :0  
/

Vr€{1 , . . . ,k } ,  ( . ,8u*  u8w,* ;  t
\  

x+  j= r

lS=0
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Preuve

Comme dans le Lemme lll'4.2 on a:

J (g )  :  vec t (S r  , . . ,  So ,X t  *  T7 , . . ,X t  *  T t ,X+ t , . . ,Xn ,Y7 ,  " ,Yn ,  Z )

avec les commutateurs non triviaux suivants:

lS ; ,Xn iTn ]e  vec t ( I z1  , . . ,Y , ) ,  i  e  { 7 , . . ,P ) ,  he  {7 , " , 1 } ,

lxn + Tn,Yl :  6 i ,hz,  i  e  { r ,  " ,n} ,  h  e { r ,  " ,1} '
6;,6 est I'indice de Kronecker.

Les variables attachées aux vecteurs de bases Xt IT7,..,& -lTt sont libres, les indices

de ces vecteurs sont dans I'ensembles indice de Pukanszty .E(/) pour une forme linéaire / en

position générale, en utilisant alors la proposition (III-5.1 ), on obtient le résultat.

III-5.3 ExemPles

Exemple 1

Soit g: g6,b I'algèbre de Lie engendrée par les vecteurs (Xr,"',Xs), avec les commu-

tateurs non triviaux

lX r ,X r l -  X t ,  [X t ,Xn ] - -  Xo  , lXs ,Xs ]  :  Xa ,  lX t ,Xg ]  :  Xs '

En utilisant le procédé de Ratcliff, on peut voir que g s'injecte dans 6112, notons

l )z :  vec t (A1  ,Az ,B t ,Bz ,Z) ,  lA ; ,B i l=  6 i , iZ ,

E t , t  :  
( - ;  : )

Kt,2: (: i)
I Soit ./ I'injection décrite plus haut, alors
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J (X t ) :A t * I { r , z

J(Xr)  :  EL,r

J(Xr)  -  Az

J(Xn) :  g t

/(xs) - Bz
J(X6) :  Z .

Un calcul facile montre que pour tout fr €IN on a

Ê1,:  {wET,r  + b(4,  + Kt,z)*  *  cAi  + hB;,  u) ,b,c,h e R'} '

D 'au t repar t ,onaquecor (g* ) : vec t (x i , x ; , x i , x f ) (vo i r [2 ] ) 'A lo rs

Ên : Cor (9.).

Exemple 2

Soit g I'algèbre de Lie engendrée par les vecteurs (Xt,"',Xr), avec les commutateurs

non triviaux

[Xr ,Xr ]  -  Xs , lXr ,X+ l :  Xu, lX t ,Xu]  :  Xz '  lXn 'Xa l :  Xz '

En utilisant de nouveau le procédé de Ratcliff, on peut voir que g s'injecte dans 6ff2, on

garde la même notation que dans I'exemple 1, et soit

/o o\
Ez .z :  |  |  '

\ 0  L  /

Soit "I I'injection de Ratcliff, alors

J (X t ) :  E r , r

J(Xr) :  82,2

J(Xs)  -  A1

J(Xa)  :  A2

J(X|) -- Br

J(X6)  :  B2

J (X7 ) :  Z .

Un calcul analogue à celui de I'exemple I montre que pour tout k €IN on a

t1, : {wEi.t + Un;,, + cAi + hA;, u),b,c,h € lR, sg(to) : sg(ô)}'
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D'autre part, en utilisant les polynômes invariants on a que

Cor (g*) c vect(Xf ,X;,Xi,Xi) '

Posons f , :  T|Xi + " '+ f IXi ----+ 0 et Xn: rrnXr + " '+ r7,Xz tels que

Ad*(exp(X"))T" ---. T € Cor (g*),

les coordonnées de Ad*(exp(X"))T" dans la base (Xf ,' '' , Xf ) sont

f l+,IfE-i@)'TI '
Tl, + *ITi - l@n")t "u"fl
fl - tt,.fl + rt"TI + 1r1"r3"fl
f* ,+" '" f l -*6"f I
fE - *ITI
ç 6 _ n 4 ç 7

J n ,  * n J n

rT
Soit / - dXI t c XI + bxi -f a Xi e vect(Xf ,X;,XT,Xf;), alors si on choisit les

suites suivantes:

f i - -  f i :  # ,  fL :  # ,  r2n :  -an2,  ran :  *cn2,  r3n : ldn2,  r l , - :  -bn2 a lo rs

Ad*(exp(X"))f" ---+ I e Cor (g*),

et alors
Cor (g*)  :  vect(Xi ,X; ,Xl ,Xï) ,

finalement
,C*CCor (9").

III-5.4 Proposition finale

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g, et

supposons que toutes les orbites coadjointes dans g* associées aux formes linéaires en position

générale sont des variétés ffines (ceci est Ie cas quand G est de pas 2). Alors pour tout p €IN,

le cortex de g contient l'ensemble suivant:

{  f  xt f  i ,  x t ,  ' . ,  xzp-t  € 9,  f r ,  " ,  f  zo-,  € g*,
à!  j :2P

x tT j :0 ,  r€  {2 , . . ,2P- l i  }
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Preuve

Appellons 3o I'ensemble:{  t  X tT i ,  X7 , . . ,Xzp- t  €  g ,  f t , . . , f zo- t  €  g* ,
i t  j=2p

La preuve consiste à montrer

Cor(g*)

ona
2 p - I  2 P - l

l l"'o-nxnltl
i : l  j : l

2p-r

t nzp-(;+i) X;Ti
i : 7 , i = l

: t nzn-Q+i) yny, a t X;f i
i - l  j )2p i t  j=2P

ïi t _
n j J  

-

+ t nze-Q+i)x'f i .
i *  j 1 2 p

D'autre part, on a que

i +  j <2p

. S a r r rpuisque )- Xnf i : 0 Pour r
i t  j = r

2p -1  2P- l

i = l j = 7

finalement 3e C Cor(g*).

2p- t

Dn2n-"  D Xnf i :O,
r :2  i t  j=r

1) .

ç  nzp- ( i *  i )  y ;  f  ;  :
Z- /  

-v  J

€ {2 , . . . ,2p  -

Alors rim If n2o-ixil>, #]
: t X;fi puisque

i l  j=2P

fi

t nzp-(i*i) ytTi _---+ 0,
i * i )2p

I  xJ i  :0 ,  r  e  {2, . . ,2P -  L}  }
i ]  j = r

gue 3p C Cor(g*). En effet, Puisque

:  {ad*X I :  Xe  g ,  l €  g* } , ,



CONCLUSION

Dans les deux premiers chapitres, nous avons construit des opérateurs d'entrelacement d'une

part entre les représentations induites et leurs désintégrations centrales canoniques et d'autre part

entre les restrictions des représentations unitaires et leurs désintégrations. Pour cela, nous avons

employé la méthode des orbites (cf. [8], [25]). Tous nos résultats ont été établis dans un cadre

tout à fait général pour les groupes nilpotents connexes et simplement connexes, la majorité de

nos preuves sont basées sur un raisonnement par récurrence sur la dimension du groupe ou d'un

espace homogène associé, d'ailleurs c'est le type de raisonnement utilisé dans la littérature dans

ce type de problèmes.

Nous pensons actuellement d'étendre ces résultats pour des classes plus grandes de groupes

résolubles. La première espèce de groupes résolubles qu'on désire traiter est ce qu'on appelle

les groupes résolubles exponentiels dont I'application exponentielle est un difféomorphisme sur

leurs algèbres de Lie.

Soit G - exp g un tel groupe, la méthode des orbites dit que le dual unitaire ê est paramétré

par I'espace des orbites coadjointes de G. Plus en détail, pour / € g* quelconque il existe une

polarisation réelle b vérifiant la condition de Pukansky et la représentation monomiale pU,b,G)

de G,induite par un caractère unitaire X/ du sous-groupe B -- exp b dont la différentielle, i/lb,

s'avère irréductible. En plus la classe d'équivalence de p(T,b,G) ne dépend que de I'orbite

coadjointe G.f ,ce qui nous donne une bijection de l'espace des orbites g* lG su. ê.

Soit I/ - expf un sous-groupe fermé connexe de G, X7 étantun caractère unitaire de H'

alors comme dans [17], la désintégration centrale de z : IâdXY s'écrit:

, = 
l" 

m(n)trd,u(n) (44)

où z est I'image par I'application de Kirillov d'une mesure positive finie sur T +ht équivalente

à la mesure de Lebesgu e, et m(tr) est le nombre de I/-orbites contenues dans (/ + bt) n Ct(zr).
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La question qu'on se pose ici est la suivante: peut-on construire une isométrie qui entrelace

cette désintégration. Dans la littérature cette question n'a pas été encore abordée, notre expérience

dans le cas nilpotent nous donne une idée sur I'ordre de difficulté de cette construction dont

I'importance est capitale comme on I'a déja remarqué dans le cas des groupes nilpotents.

Soit 46, As les fonctions modules respectivement de G et de H,la représentation induite

agit sur les fonctions { e L'z(GlH) vérifiant

((gh) :  €@)xr@-l;ai1n;a, . '@). (45)

Soit U I'opérateur défini sur une telle fonction ( qui est en plus à support compact modulo -[/

e t g€Gpar

€(sb)xoft)l; i ,tall iAQ)o",rr,aft), (ô e (/ + bL\lH),

B(ù étantlapolarisation de Vergne en / extraite à partir d'une bonne suite de sous-algèbres et

dt(ù,, une mesure invariante sur I'espace homogène n@) I B(ù ^ H '

Cet opérateur transforme des fonctions qui vérifient la relation de covariance (45) pour

H en des fonctions qui vérifient la même relation pour B(/), et il entrelace formellement la

formule (44). Il en résulte que cet opérateur peut être un candidat sous réserve de convergence,

d,ailleurs les opérateurs des exemples (I-8rArB) sont tirés de laformule de U- Il nous reste à

voir si c'est le bon candidat. Il est à noter que la même question se pose pour les restrictions

des représentations unitaires des groupes résolubles exponentiels.

Revenons maintenant au cas des groupes nilpotents, rappelons I'algèbre D"(G lH) des

opérateurs différentiels qui commutent avec les translations à droite, nous nous sommes intéressé

à démontrer ou à contredire la conjecturc (21) qui affirme que cette algèbre est en fait isomorphe

à l,algèbre C[/+bt]Ë des fonctions polynomiales ff -invariantes sur /*br. Nous avons étudié

des exemples assez compliqués où I'opérateur (9) varie de façon (très rationnelle) en fonction

de /, mais malgré ça, tous les éléments de D"(G lH) se diagonalisent polynomialement'

Autre question concernant cette algèbre et suggérée par Corwin et Greenleaf dans [12] est

de voir la conjecture suivante pour tous les groupes nilpotents:

Dr(GlH) est abélienne si et seulement si toutes les multiplicités sont finies dans la

désintégration de r.

Si cette conjecture est correcte, alors elle ne doit pas sortir du cadre des groupes nilpotents,

un tel contre-exemple dans le cas des groupes résolubles exponentiels est donné dans [12].

I

u(t)@)(g):  I
J s tô\ ln@lnn
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Ajoutons qu'il est intéressant d'obtenir des résultats équivalents sur les opérateurs

différentiels dans le cas de la désintégration des restrictions des représentations unitaires des

groupes de Lie nilpotents.

Enfin, nous comptons revenir sur le problème du cortex évoqué dans le dernier chapitre. Plus

précisement, soit g une algèbre de Lie nilpotente et supposons que toutes les orbites coadjointes

dans g* associées aux formes linéaires en position générale soient des variétés affines (ceci est

le cas quand G est de pas 2). La question importante sera la suivante: est-ce que le cortex de

g* est I'ensemble suivant:

{  f  X ; I i ,  Xr , . . ,Xzpt  €  e ,  f r , . . ,  f ro - ,  €  g* ,
i l  j=2p

L x ' t i :o '  r€ {2 '" 'zP-Û } '
i t  j = r

pour un certain p €IN. Si tel est le cas, alors p ) 2n * 1 où n est la dimension de I'algèbre de

Lie g. Il a été, prouvé que le cortex est contenu dans I'ensemble ci-dessus (Proposition III-5.4)

mais pour I'inclusion réciproque nous n'avons pour le moment ni preuve ni contre-exemple.

Une analyse plus détaillée de la structure du cortex nous laisse beaucoup d'espoir pour savoir

si cette égalité est vraie ou faux. Cependant, malgré les difficultés énormes pour résoudre ce

problème dans cette situation spéciale, on peut se demander quelle peut être la forme du cortex

pour des algèbres de Lie dont le pas est supérieur à deux.
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