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NOTATIONS

1) Opérateur linéaire A
D(A) domaine de A
Im(A) image de A
o(A) spectre de A
D(A) adhérence de D(A)
| p(A) ensemble résolvant de A

I opérateur identité.
2)Ensembles

N ensemble des entiers naturels

Z ensemble des entiers relatifs

R ensemble des réels

@ ensemble vide

C. ensemble des nombres complexes z tels que Re(z) > e.
3)Fonctions

Re(z) partie réelle de z

Qm(z) partie imaginaire de 2

f(.,t) fonction : z — f(z,t)

f'(.,t) dérivée de f(.,t) par rapport a t

f(.,s) transformée de Laplace de f(.,t) par rapport & la variable ¢

Sinh fonction sinus hyperbolique '

Cosh fonction cosinus hyperbolique

O(&(x)) désigne la fonction vérifiant |O(£(z))| < k|é(z)| out k > 0 est une constante indé-

pendante de z.

4)Espaces fonctionnels

L(E, F) espaces des opérateurs linéaires continus de E dans F.

L(E) = L(E,E)

E' =L(E,R ou C) dual topologique de E.

L™(0,7o; E) espace des fonctions mesurables f : (0,79) — E telles que t +— |f(t)|" est
intégrable sur (0, 7o).

L2(0,1) espace des fonctions de carré intégrable sur (0, 1)




H™(0,1) = {f € L2(0,1); % € L2(0,1) pour tout B € N; 8 < m}
H{(0,1) = {f € H*(0,1) | f(0) =0, f'(0) = 0}.
5)Notations particuliéres

X espace d’état choisi
<, >x produit scalaire dans X
<, >w,wr crochet de dualité dans W
| . lIx norme dans X
U espace de controle
Y = L2(0, o0; R9) espace de sortie (q= nombre de mesures.)
O = R9 espace d’observation
vT transposé du vecteur v
6)Convention
6‘1¢ = +00.
7T)Figures

4 figures sous forme de fichiers .ps
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ABSTRACT

We consider linear infinite dimensional skew-adjoint observation systems on a Hilbert
space X. The observation space is assumed to be another Hilbert space O. We consider
also unbounded boundary observations operators and assume exact observability to hold.
We build some Luenberger like observers which guarantee exponential stability of the error

system under the assumption of some system regularity. The situation is more complex on
' the infinite dimension than on the finite dimension because high gain can make unstable
the error system. We present also a rotating body-beam example to illustrate potential
application of our observer. Through that example, we show how to choose decay rate of
the observer. By the method of spectral analysis and by estimating eigenvalues of large
modulus, we can determinate the exponential decay rate of the error system and prove that
spectrum determined growth conditions hold. Therefore we can construct an observer with

an arbitrary convergence rate.

RESUME

On considére des systémes linéaires anti-adjoints de dimension infinie sur un espace de
Hilbert X. L’espace d’observation est supposé étre un autre espace de Hilbert O. L’opéra-
teur de sortie est non borné puisque les mesures sont prises au bord du domaine spatial. On
suppose 'exacte observabilité vérifiée. 1l est alors possible de construire des observateurs de
type Luenberger qui guarantissent la stabilité exponentielle du systéme de ’erreur si une
certaine hypothése de régularité est satisfaite pour les systémes considérés. La situation en
dimension infinie présente une certaine complexité par rapport a la dimension finie, puisque
le gain trop grand peut faire diverger I'observateur.

On présente une application basée sur I'exemple du modéle "corps-poutre" pour illustrer ces
résultats. En particulier, on montre que pour toute vitesse angulaire constante et suffisam-
ment petite, le taux de décroissance du semi-groupe pour le systéme de I’erreur est déterminé
par la borne spectrale de son générateur. Par conséquent on peut régler arbitrairement la

vitesse de convergence pour l'observateur.
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INTRODUCTION GENERALE

Les problémes de modélisation et de contrdle des systémes mécaniques constitués des corps
rigides couplés avec les structures élastiques sont devenus un important domaine de re-
cherche. |

D’une part, ces systémes sont largement utilisés dans la pratique en ingénierie (robots &
bras flexibles controlés, véhicules spatiaux avec antennes, panneaux solaires, etc...)."

D’autre part le mouvement de la plupart de ces systémes est généralement décrit par
un ensemble d’équations différentielles ordinaires (EDO) couplés avec des équations aux
dérivées partielles non linéaires (EDP). Ces types de systémes dits hybrides ont favorisé
I’émergence d’autres théories mathématiques généralisant celles obtenues en contréle des
équations d’évolution en dimension infinie.

Particuliérement, le modéle a étudier représentant la source de nos motivations est le
"Body-Beam System", systéme hybride décrit au chapitre 3.

Le probléme de la Stabilisafion de ce systéme a été beaucoup étudié dans la littérature :

Bailleul et Levi ont montré (cf.[2] ) qu’en présence d’un frottement de type structurel et
en absence de controle, le systéme a un nombre fini d’états d’équilibre en rotation.

Plus tard, Bloch et Titi [3] ont montré dans un cas un peu plus compliqué de frottement
visqueux, I’existence d’une variété inertielle pour le systeme. )

En prenant en compte l'effet d’amortissement visqueux, il a été montré par Xu et
Bailleul (cf. [45]) que pour toute vitesse angulaire constante inférieure & une valeur cri-
tique (déterminée uniquement & partir des paramétres physiques de la poutre), le systeme
est exponentiellement stabilisable par un feedback de type moment de controle seulement
(T1(t) = 0; T2(t) = 0; T3(¢) = —vw(t), v 2 0).

Dans le méme sens B. d’Andréa Novel et J. M Coron ont construit (cf. [1]) une autre loi
de feedback du moment qui stabilise ainsi asymptotiquement et de facon globale le systeme
autour du point d’équilibre (0,0, w,) dans I'espace HZ(0, 1) x L?(0,1) xR, (T'1(t) = 0; I'2(t) =
0; T3(t) = ')'(Id—}-fol u?dz)+2w fol uu, d, y étant bien choisi suivant que w, # 0 ou w, = 0).

Au cours de ces derniéres années, il s’est posé comme probléme : la stabilisabilité du
systéme dans le cas oti les sorties (mesures) aussi bien que les entrées (contréles) sont & la
frontiére (bord du domaine spatial ou une partie du bord). La raison fondamentale de cette

restriction est que dans la pratique, il est plus facile non seulement d’agir (controler) mais
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aussi d’accéder aux mesures a la frontiére.

le probléme de la stabilisation frontiére a 'extrémité libre de la poutre (x=L) a été
largement étudié. En se référant au [21] H. laousy, C.Z Xu et G. Sallet ont établi la stabilité
exponentielle du systéme (sans amortissement) pour deux controles frontiéres linéaires a
extrémité libre de la poutre (I'y(t) = —au (L, t); T2(t) = Buw(L,t) ;0,8 > 0; a+ B # 0)
et un contréle de type moment (I'3(t) = —y(w(t) — w*) ,y > 0).

Plus tard, B. Chentouf et J.F Couchouron ont étendu les résultats du [21] dans [6] par

une classe de controles frontiéres non linéaires ((T1(t) = — fue(L, 8)); Ta(t) = g(ue(L, t));
[3(t) = —y(w(t) — w*) 7, f,g étant des fonctions non linéaires bien définies). -

Dés lors que la stabilisation du systéme est possible pour des mesures et des lois de
feedbacks a I’extrémité libre de la poutre, il se pose alors tout naturellement la stabilisabilité
du systéme pour des mesures recueillies a ’autre extrémité de la poutre (encastrement).

En nous inspirant des travaux de Coron et d’Andréa Novel (cf.[1]), on remarque que la
loi de feedback établie par ces auteurs est non localisée et donc exige la mesure de tous
les états du systéme pour étre utile dans la pratique. Malheureusement I’état du systéme
est de dimension infinie. L’idéal serait donc de construire un observateur sur le systéme
pour en estimer ’état en vue de faire un retour dynamique de I’état estimé par le principe
de séparation (voir Curtain et Pritchard (8], Gauthier et Kupka [11], Sontag [34]). Ceci
constitue Pobjectif de notre travail.

L’observabilité est la propriété a partir de laquelle on peut déterminer de fagon exacte
ou approchée I’état d’un systéme connaissant quelques mesures et controle.

L’observateur est un autre systéme dynamique qui donne une estimation de I'état du
systéme initial & partir des mesures.

La construction des observateurs est d’une importance capitale en controle et appli-
cations (suivi des processus) pour les systémes de dimensions infinies. Bien que I’état du
systéme soit de dimension infinie on en donne une estimation & partir des mesures physiques
qui sont de dimension finie.

On note un grand pas dans I’étude des observateurs en dimension finie avec Celle et al
[5]. En dimension infinie I’observateur de type Luenberger proposée en [5] est aussi valable
dans le cas des systémes bilinéaires dissipatifs avec des entrées réguliérement persistentes
(voir Gauthier et al dans [12]; Xu et al [46]) bien que ces derniéres ne garantissent que la

stabilité au sens faible. La stabilité exponentielle ne peut étre obtenue parce que 'opérateur
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de sortie est supposé continue et de dimensions finie.

Dans ce travail, Nous considérons d’abord des opérateurs de sorties non bornés (puisque
les observations sont faites aux bords du domaine) et supposons ’exacte observabilité vérifiée
pour les systémes considérés . Si ces derniers vérifient en plus une certaine hypothése de
régularité, on montre qu’on peut construire dans ce cas des observateurs de convergence
exponentielle pour des gains plus petits qu’une valeur critique. Dans ce sens, notre travail
constitue une amélioration, donc un avancement des résultats du [5], [12], [46] et [8] pour la
construction des observateurs de type Luenberger en dimension infinie.

Nous présentons ensuite une application de notre observateur sur le "body -beam sys-
tem". Dans ce cas, I’observateur converge exponentiellement pour tout gain et il est possible
vue la nature de ce modéle de régler le gain pour avoir une vitesse de convergence exponen-

tielle aussi grande que 1'on veut.
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Chapitre 1

Généralités et outils mathématiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente briévement la théorie des semi-groupes d’opérateurs li-
néaires, quelques rappels sur le spectre d’un opérateur linéaire et son lien éventuel avec
le taux de croissance exponentielle du semi-groupe . On y présente aussi quelques notions
d’observabilité et d’observateurs et quelques résultats importants d’existence et de régularité

des solutions associées i une classe de systémes .

1.2 Semi-groupes continus d’opérateurs linéaires

Cette partie est consacrée 4 un bref rappel de la notion de semi-groupes linéaires et des
résultats standards pour une classe d’équations d’évolution. Soit X un espace de Banach.

On notera par I 'application identité sur X.

1.2.1 Semi-groupes continus

Définition 1.1 Un semi-groupe continu (C° semi-groupe) d’opérateurs linéaires sur X est
une famille d’opérateurs T'(t),s, vérifiant :

)TO)=1etTHT(r)=Tt+71),Vt7>0.

ii) tl_ig}r Tty =¢, Vo€ X.

14



Définition 1.2 On appelle générateur du semi-groupe T(t), l'opérateur A défini par :

D(A)={¢p€ X; hlirng %_—? existe}
et pour tout ¢ € D(A),
A¢ = lim T_(iiw
h—0t h

Théoréme 1.1 Soit T(t) un C° semi-groupe sur X, A son générateur et ¢ un élément de
D(A). Alors :

1) T(t)¢ € D(A) pour tout t > 0 et ST(t)¢p = AT(t)¢ = T(t)A¢.

2) A est un opérateur fermé de domaine dense dans X.

8) 1l existe deux constantes M > 1 et w € R telles que || T(t) ||< Me“t,Vt > 0. [

Dans la pratique, on s’intéresse au minimum de ces w pour lesquels la condition 3)
du théoréme 1.1 soit réalisée. Ce minimum appelé taux de croissance (ou décroissance)

exponentielle du semigroupe est défini par
wo(A) = inf{w/3 M, ||T(t)|| < Me“* Vt > 0}.
On montre que Ve > 0, il existe une constante M, > 1 telle que
IT@)] < Mot vt > 0.

wo(A) peut étre aussi caractérisé de la fagon suivante :

wo(A) = lim M = inf In ”T(t)”
t—+o0 2 >0 t

Remarque 1.1 wy € [—00, +00).
Définition 1.3 wy est appelé le taux de croissance exponentielle de T(t).
Lorsque wg < 0 on dit que le semi-groupe T'(t) est exponentiellement stable.

Siw =0 dans le 3) du théoréme 1.1 alors le semi-groupe T(t) est dit uniformément borné;

et st de plus M =1 alors il est dit de contraction.

15



1.2.2 Groupe d’opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4 Un C° groupe d’opérateurs bornés sur X est une famille (T(t))er d’opé-
rateurs bornés de X dans X vérifiant :

i) T0)=1I et TA)T(r)=T({t+7),Vt,T €R.

i) mT(t)qﬁ — ¢, Vo€ X.

Théoréme 1.2 (Stone).

Soit X un espace de Hilbert. A est générateur d’un groupe d’opérateurs unitaires sur X si

et seulement si A est anti-adjoint. ‘ |

1.2.3 Equations d’évolution linéaire

Considérons ’équation d’évolution suivante :

o) = Ap(t), Ve >0,
(Z){ #0) = |

o.

Le théoréme suivant assure P'existence globale des solutions de ce probléeme dans le cas

ou P'opérateur est m-dissipatif, ie A dissipatif et Im(A] — A) = X, VA > 0.

Théoréme 1.3 (Hille-Yosida-Phillips).
On suppose A est un opérateur m-dissipatif dans le Banach X, de domaine dense. Alors il
existe un unique semi-groupe de contraction T(t) tel que :
1) Pour tout ¢o € D(A), ¢(t) = T(t)¢po est l'unique solution "forte " du probléme de cauchy
(3> ). De plus,

¢ € C([0,00); D(A)) N C([0, 0); X).

2)Pour tout ¢y € X, p(t) = T(t)¢o est l'unique solution "faible” du probléme de Cauchy
(3" ). De plus, ¢ € C([0,0); X). [
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1.3 Observabilité et observateurs

1.3.1 Notions d’observabilité et de capteurs

En s’inspirant des travaux de A. EL JAI et J. PRITCHARD [9)], on considére un systéme
distribué non excité, décrit par I'équation (> ). L’état d’un tel systéme ne peut pas toujours
étre directement mesuré d’un point de vue physique. Mais il est parfois possible de recueillir
certaines informations sur le systéme et de suivre son évolution pendant un certain intervalle
de temps [0, 7o]. L’intermédiaire physique qui permet de réaliser cet objectif est le capteur;
tandis que le probléme de I'observabilité est celui de la reconstruction de 1’état du systéme
a partir des mesures effectuées pendant le méme intervalle de temps.

Puisque ¢(t) = T(t)¢o, il suffit pour déterminer ¢ & chaque instant ¢, de connaitre la
valeur de la condition initiale ¢y.

Supposons que ’on recueille q mesures sur le systéme, mesures définies par la fonction
de sortie :

) { v(t) = @), w), - u)
= C¢(t),
ot C est un opérateur non borné. Son domaine D(C) C X est supposé invariant par le C°
semi-groupe T'(t),,. De plus y(.) € L*(0, T;R?). On a:

y(t) = CT(t)¢o
= Weo(t).

Le probléme de 1’observabilité revient donc & I'existence d’un opérateur inverse

T:L*0,T;R?Y) — X
y — Ty=¢o

e Si U est inversible, on peut observer tous les états et on pose (¥)~! = T.

e D’une facon générale ¥ n’est pas inversible. On montre dans ce cas sous certaines
conditions que nous ne pourrons pas observer n’importe qu’elle état ¢o, mais observer des
états aussi proches de ¢y qu'on le souhaite. Indiquons une maniére simple de construire
Popérateur T :

A partir de (S), on déduit que

\I/*y = \II*\IJ¢0,
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R

FiG. 1.1 - Principe de I'observateur

ou U* désigne I’adjoint de ¥. Posons
N =00,
N tel que défini étant auto-adjoint. Si N est en plus défini positif, il est inversible et :
¢o = N '0*y.

Dans ces conditions on dit que le systéme est exactement observable. Une définition équi-

valente mais plus commode pour application est la suivante :

Définition 1.5 (observabilité exacte) Le systéme (}_) augmenté de (S) est ezactement
observable sur [0, 7o) si et seulement si il existe des constantes positives o > 0 et M > 0

telles que
T0
M || o %< / | CT ()0 I3 dt < M | o % (1.1)

1.3.2 Notions d’observateurs et de gains

Dés lors que le systéme a étudier est observable, I'étape suivante est celle de la construc-
tion des observateurs en vue d’estimer 1’état du systéme & partir des entrées, des sorties et
du modéle.

La construction de ’observateur est basée sur le principe décrit par la figure (voir FIG. 1.1).
C’est un autre systéme dynamique qui, tout en prenant en compte les mesures effectuées
sur le systéme original, est couplé avec ce dernier en vue de fournir une certaine estimation

de I’état du systéme.
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Remarque 1.2 La condition initiale de U'observateur doit étre proprement bien chotsie. En
effet I’état de observateur est égal & ¢(t) (état du systéme original & Uinstant t) lorsqu’il

prend la condition initiale ¢o du systéme original. |

Pour un systéme excité (ou non) augmenté d’une sortie (S) du type :

$(t) = Ag(t)+ Bu(t)
y(t) = Co(®)
¢(0) = ¢0,

on choisi généralement I’'observateur suivant :

il

P(t) = Ay(t) + Bu(t) + O(R(), Cy(t) — y(1))
R(t) = G(R(t),u(t),y(t))
¥(0) = o

ou ©(R(t),0) = 0.

C’est la copie du systéme avec un terme de correction dépendant du décalage entre les

(Os)

sorties réelles recueillies du systéme original et les mesures faites sur I'observateur. L’opéra-
teur © est défini comme le gain. Il sera choisi et réglé de fagon interne dans 'observateur pour
une vitesse de convergence plus grande que possible de I'erreur. R(t) vérifie habituellement

une équation de type Ricatti.

Définition 1.6 Un observateur sera dit de type exponentiel si le systéme de l'erreur asso-

ciée est exponentiellement stable. |

Le probléme fondamental en contrdle est de fournir une robustesse et une performance
satisfaisante aux systémes qui sont exposés & des problémes de perte de qualité (dégradation
des paramétres, incertitudes de type structurelles, perturbations de types stochastiques),
perturbations ou bruits affectant les mesures ou I'état du systéme.

La construction des observateurs doit donc tenir compte de ces incertitudes dans le
modéle. Pour résoudre ces types de problémes, on dispose de plusieurs approches de solutions
suivant I’aspect qui se présente :

e L’approche L? pour laquelle les bruits ou perturbations sont supposés étre dans une classe
de fonction de L2. Dans ce cas, on essaye de minimiser leur impact sur les sorties en utilisant

les fonctions de transfert.
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e L’approche H? consiste 4 minimiser la norme des fonctions de transfert.
e Dans l'approche H*®, il s’agit de minimiser l'effet des controles pour un pire effet des
perturbations éventuelles.

Dans la suite, on s’attardera sur quelques principes fondamentaux de la théorie du

contrdle H® et de régularité des systémes au sens de Weiss [39}.

1.4 Systémes réguliers

Soit X l'espace d’état. Soit U 1'espace d’entrée. Soit O I'espace de sortie. On suppose que
tous les trois X,U et O sont des espaces de Hilbert munis de leur propres produits scalaires.
Dans cette section, en suivant les travaux de Weiss [39], on considére de fagon générale, en

dimension infinie le systéme linéaire temps invariant décrit par :

o(t) = Ad(t) + Buf(t),
(H) y(t) = Co(t) + Du(t),
¢(0) = ¢o.

¢ est dit état initial du systéme ([]).

#(t) € X est appelé état du systéme ([]) a I'instant ¢.

u(t) € L2([0,00),U) est le contrdle.

y(t) € L%([0, 00), O) est la sortie.

A est en général un opérateur non borné, générateur d’un C° semi-groupe sur X.

Soit 8 € p(A). Le domaine D(A) muni de la norme || ¢ |l1=|| (81 — A)y || x sera noté X,
et le complété de X muni de la norme || ¢ [|-1=|| (8] — A)~'¢ ||x sera désigné X_;. Donc
X; C X C X_;. On peut considérer I'extension de A telle que A € L(X,X_,) et étendre
aussi le semi-groupe (T'(t));>0 sur X_;. Pour tout 8 € p(A), (B — A)~! peut étre étendu
a I’isomorphisme isométrique de X_; dans X. On notera les opérateurs et leurs extensions
par les mémes symboles.

B est dit opérateur de controle, B € L(U,X_;). On convient que B est borné s'il
appartient & L(U, X) et non borné si B ¢ L(U, X).

C communément appelé opérateur de sortie, appartient a L(X;,0). On note par Cy la
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A extension de C défini par :

D(Cy) = {a: € X,Alilf AC(MI — A)™ 'z existe }

(1.2)
Crr = ,\lir_{l AC(M — A) ™'z, Vz € D(Cy).
Soit Mg € R tel que [Ag, 00) C p(A). On muni D(Cy) de norme :
I 2 lea=ll  llx + sup [| \C(AT — A)" 'z lo - (13)
A>Ao

Muni de cette norme, D(Cy) est un espace de Banach. Cy, € L(D(Cy),0) et X; C
D(Ch) C X avec injection continue et X est dense dans D(Cy).

D (ou opérateur feedthrough de G) appartient & L(U,O). G désigne la fonction de
transfert du systéme (J]).

On suppose v = 0. Le systéme (]J]) est dit en boucle ouverte. On le notera pour la suite

(IT°).-

o | @) = Ag(),
JD<{ @) = ce),
¢(0) = ¢0-

1.4.1 Admissibilité

De la premiére équation de (JT°), on déduit que ¢(t) = T(t)¢o est solution (méme faible).
En considérant la deuxiéme équation de (J]°), on remarque que si ¢o ¢ D(A), on peut avoir
o(t) ¢ D(A) et donc y(t) n’est pas définie. Pour contourner cette difficulté, on introduit la

notion de ’opérateur de sortie admissible C pour le semi-groupe (T'(t))¢>0 au sens suivant :

Définition 1.7 [33] On dit que C est un opérateur de sortie admissible pour le semi-groupe
(T(t))>0 ou tout simplement que la paire (A, C) est admissible s’il existe deur constantes

positives M, 1y telles que :
T0
| reT®ens ar < M oo (14)

On suppose u.# 0 dans [].
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Définition 1.8 [{0] Avec les mémes notations, B est dit opérateur de controle admissible
pour le semi-groupe T(t), si pour un certain 7 > 0 et pour tout u € L?([0,00),U) on a

®,.u € X, avec ®,u défini par
b,u= / T(1 — o)Bu(o) do.
0

Propriété 1.1 [{0] Si l'opérateur B est admissible pour le semi-groupe (T(t))¢>o alors, il
. existe une certaine constante k > 0 telle que pour tout compleze s € Cqy pris suffisamment

grand, on a :

k

I-A)™'B <
I (3 ) ”L(U,X)— \/m

1.4.2 Régularité

Définition 1.9 On dit que le systéme ([]) ou le quadruplet (A, B,C, D) est régulier au
sens de Weiss si et seulement st :
i) Les paires (A,C) et (A, B) sont admissibles.
i) Im(A — A)~B C D(Cy), VX € p(A).
i) La fonction de transfert donnée par Cy(sI—A)~' B est analytique et uniformément borné
sur un certain C,. '
iv) La fonction de transfert entrée-sortie définie par G(s) = Cp(sI — A)'B+ D (s € Cy,)
est réguliére :

Yo e, Ra}\i_ql+m G(M\)v existe et est égale ¢ Dv
ou D désigne l'opérateur feedthrough de G.

Autrement dit
lim C\(M—A)!Bv=0, veU

R3A—+o00

1.4.3 Existence et unicité des solutions d’un systéme régulier

Théoréme 1.4 Soit ([]) = (A, B,C, D) un systéme linéaire régulier. Alors pour tout ¢y €
X et pour tout u € L2 ([0,00);U), le systéme :

$(t) = Ag(t) + Buf(t)
y(t) = Card(t) + Du(t)
¢(0) = o,
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admet une solution forte unique
i
6(t) = T(t)do + / T(t - 7)Bu(r)dr
0

vérifiant $(0) = ¢o.
De plus, si u et y sont continues a droite pour tout t > 0, alors ¢(t) € D(Cy). N

On suppose dans cette rubrique que le systéme (J]) est bouclé par la loi de feedback
u(t) = Ky(t) + v(t)

ol K est I'opérateur feedback de sortie, i.e., K € L(O,U) et v(.) est une nouvelle entrée
(voir FIG. 1.2).

Pour pouvoir définir le systéme en boucle fermée on introduit la notion d’admissibilité
de feedback d’aprés Weiss [39)].

Définition 1.10 Soit é(s) une fonction de transfert bien posée. Soit K € L(O,U). On dit
que K est un opérateur de feedback de sortie admissible pour G (s) sil-K G (+) est inversible
dans HX(L(U)), i.e., s’il existe un a € R tel que I — KG(s) est inversible pour tout s € Cq

et que Uinverse (I — KG(s))™! est analytique et uniformément borné sur Ca,.

Proposition 1.1 [39] On suppose que la fonction de transfert G est réguliére et que 'opé-
rateur "feedthrough" D € L(U, O) est tel que :
lim sup ||G(c + 1) — D|| = 0.

0400 §cR

Alors, pour tout K € L(O,U) , K est un opérateur de feedback admissible si et seulement
si I — DK est inversible.

On suppose que le systéme ([]) en boucle ouverte est régulier. Soit K un opérateur
feedback de sortie admissible tel que le systéme (HK) en boucle fermée soit aussi régulier.

Alors le systéme (]—[K) en boucle fermée est gouverné par :

K o) = AK¢(t) + BXu(t),
(D v = CX¢(t) + DXu(t),
¢(0) = o,
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K

FIG. 1.2 — Systéme en boucle fermée [T¥

ol
D(CF) = D(Ca) (1.5)
CEK =(I-DK)'Cy (1.6)
BX¥ = B(I - DK)™! (1.7)

D(A¥) {z € D(Cy),(A+ BK(I — DK)™'Cp)z € X}
AXz = (A+ BK(I — DK)™'Cp)z, Yz € D(AX) (1.8)
CKz = (I - DK) !'Caz, Vx € D(AK)
Théoréme 1.5 [39/
Si (T]) est régulier, K admissible et I — DK est inversible, alors (IT%) est régulier et

{GK(s) = (I-G(s)K)™'G(s),

DX = (I-DK)™'D. (19)

Remarque 1.3 [39, 41]

L’observabilité du systéeme ([]) est invariante par un retour de sortie admissible. Autrement
dit si (J]) est observable et K admissible alors (IT¥) est observable.

1.5 Préliminaires sur la théorie spectrale

1.5.1 Spectre d’un générateur

Définition 1.11 Le spectre o(A) d’un générateur A d’un C° semi-groupe est constitué de

trois parties mutuellement exzclusives :
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e0,(A), spectre ponctuel,

oo (A), spectre contin,

o0, (A), spectre résiduel.

o) € 0,(A) & (M — A) n'est pas injectif.

o) € 0,(A) & (A — A) est injectif, mais Im(M — A) # X et.Im(AI — A) = X

o) € 0,(A) & Im(A — A) est injectif, mais Im(A — A) # X

o(A) = g,(A) Ua.(A) Uaor(A)

Définition 1.12 Un élément non nul x € X est dit vecteur propre généralisé de A, cor-
respondant & la valeur propre A de A, s’il existe un entier positif n tel que (M — A)"x =0.

Le sous espace propre généralisé de A correspondant & A est donné par
Hy = Span{z/3 n,(A] — A)"z = 0}.

La dimension m, de H) est appelé la multiplicité algébrique de A\. Quand my = 1, on dit
que X\ est algébriguement simple.

Sin =1, my est appelé la multiplicité géométrique de X. C’est le nombre de vecteurs propres
indépendants associés a la méme valeur propre A.

Sin=1etmy =1, on dit que \ est géométriguement simple.

Remarque 1.4 Si X est algébriquement simple, alors ) est géométriquement simple.

1.5.2 Résolvante d’un générateur

Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé. On dit que X appartient & l'en-
semble résolvant p(A) de A si Al — A est bijective et (A — A)™' € L(X); dans ce cas
Popérateur R(\, A) = (A — A)™! est appelé la résolvante de A en A. L’ensemble complé-
mentaire de p(A) est le spectre o(A).

Proposition 1.2 Pour qu’un opérateur A soit a résolvante compacte dans un Hilbert X,
il faut et il suffit que p(A) # O et linjection de D(A) (muni de la norme du graphe) dans
X soit compacte. |
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1.5.3 Borne spectrale

La borne spectrale de 'opérateur A est définie par :
S(A) = sup{Re()), A € 0(A)}. (1.10)

Souvent dans les applications en ingénierie, on relie wo(A) & S(A). Il est bien connu que
S(A) < wo(A). Au cours de ces derniéres décennies, beaucoup d’efforts ont été concentré

. sur 'établissement de la condition :
S(A) = wo(A), ‘ (1.11)

cette condition étant d’une certaine utilité dans la pratique pour certains systémes. Remar-

quons par exemple pour le systéme (Voir [31])

(1.12)

Ugp = Ugg + Uyy + VU, —00 < T,y < +00,
w(z + 2m,y) = u(x,y), u(z,y + 2m) = u(z,y),

S(A)=0, w(4)> .

Ce contre exemple nous améne & considérer de maniére beaucoup plus attentionnée la
condition (1.11) dans le cas des systémes linéaires de dimension infinie, particuliérement
les systémes vibratoires pour lesquels (1.11) est satisfait & partir de certaines propriétés
significatives. Parmi ces propriétés, on peut citer fondamentalement le fait que les vecteurs

propres généralisés forment une base de Riesz dans ’espace d’état qui est de Hilbert.

1.6 Bases de Riesz

Définition 1.13 Soit (yn)n>1 une suite dans un Hilbert W. Alors (yn) est une base de
Riesz si elle est équivalente a une base orthonormée (Tn)n>1 de W, i.c., s’il existe un ho-

méomorphisme linéaire L tel que que y, = Lz, Vn 2>1

Caractérisation d’une base de Riesz

Soit W un Hilbert séparable. Soit (z,) une base de W. Alors la suite (Zn)n>1 est une base
de Riesz de W si et seulement si ’espace vectoriel engendré par (z,)n>1 est dense dans W
et il existe c1, ¢ > 0/ ¢1 S, |aul® <l Spq cumi 3y < 2 3oim,y louf* Vno € N*. |
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On se place dans les conditions du théoréme 1.5. A est désigné par ’opérateur en boucle
ouverte et A¥ Popérateur en boucle fermée obtenu par un retour de sortie admissible (K dé-
signe 1'opérateur feedback de sortie admissible). Supposons qu’une suite de vecteurs propres
de A forment une base de Riesz dans X. Le théoréme suivant nous donne des conditions

suffisantes pour que les vecteurs propres de A¥ forment une base de Riesz dans X.

Théoréme 1.6 (48] On suppose que ([]) régulier et K admissible. AX est défini comme
au (1.8). De plus si : |

i) dim Im(B)=1

i) A est anti-adjoint de valeurs propres (iYn)nen et de vecteurs propres correspondant
(¢n)nen formant une base orthonormée de X.

i) Pour (An)nen valeurs propres de AX associés aux vecteurs propres (Yn)nen, on suppose

qu’il existe un entier positif N, et une constante réelle r > 0 telle que :

D (=7 + ivman) = Mal? < o0, (1.13)
neN
Alors il existe des vecteurs @1, 1/;2,. - ,J)N tels que

{151,1,52, e ﬂ/;N} U (¥n)nen

forment une base de Riesz dans X. |
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Chapitre 2

Observateurs des systémes anti-adjoints

de dimension infinie

Dans ce chapitre, on se place dans un cadre théorique général. Nous proposons une
méthode théorique de construction des observateurs dans le cas des systémes anti-adjoints
de dimension infinie.

On considére le systéme linéaire autonome et observé sur ’espace d’état X considéré ici

comme espace de Hilbert :

o(t) = Ag(t)
y(t) = Co(t) (2.1)
¢(O) = ¢0’

ol A est générateur d’'un C° groupe d’opérateurs unitaires sur X et C est un opérateur
linéaire borné de X; dans O. X; désigne I'espace de Banach D(A) muni de la norme du
graphe :

I ¢ llx,=ll (B — A)e l|x

Ici on choisi 8 € p(A) N p(—A).
Les espaces de Hilbert X et O sont identifiés & leur dual topologique X' et O’ respectivement.
X_; désignant le dual topologique de X;, le produit de dualité sur X; x X_;, qu’on notera

< .. >xixX_.1, est défini comme ’extension continue du produit scalaire sur X :
b 1X 17 L

<o, f>xixxa.=<e, f>x, Vo€ Xy, fE€X
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On a aussi les injections suivantes qui sont continues et denses :
XicXcX,

L’espace dual X_; est aussi un espace de Hilbert muni de la norme induite :

I llx_.=Il (BT +A)7 "¢ |Ix -

De plus (81— A) € L(X1, X) et (BI+A) € L(X, X_;) sont des isomorphismes isométriques.
A ici engendre un groupe (e*#),cg qui peut étre étendu comme un C° semi-groupe sur X_;.
Si C* désigne 'opérateur adjoint de C, alors C* € L(O, X_1). On suppose aussi que la paire
(A, C) est exactement observable. L’observateur que nous proposons ici est gouverné par le
systéme :
{ P(t) = [A—kC CAlW(t) +KC™y(t), K> 0, 22)
P(0) = o

Dans ce qui suit on adopte la définition restreinte pour la convergence d’un observateur.

Définition 2.1 L’observateur (2.2) est dit (exponentiellement) convergent ou stable si le
systeme (2.9) est un systéme régulier et si le systéme de Uerreur (. 2.8) est exponentiellement

stable.

2.1 Reésultat principal

Théoréme principal 2.1 Soit A un générateur d’un C° groupe d’opérateurs unitaires sur
X. On suppose que le triplet (A, C*,C) est régulier et (A,C) est exactement observable.
Alors Uobservateur (2.2) admet une solution unigue dans C([0,00), X) pour tout (¢o, %) €
X x X et son état converge dans X, exponentiellement vers celui du systéme (2.1) pour tout
O0<k< ——1— De plus l'observateur (2.2) est exponentiellement instable si k > ?:;7 Les

quantités I?:zz et Knin sont définies par :

Kmez = su lim — A)7IC*CAS 1%, 2.3
o T e BIE-ATCC I (23)
B — +oo
Kpin = inf i —A)7IC*Cuf 1% . 2.4
ot im e BIG- AT I (24)
b — 400
[ |
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Remarque 2.1 On doit noter que la limite supérieure et K., sont toutes finies du fait que
(A, C*) est un systéme de controle bien posé. La limite inférieure et K, sont aussi finies.
Lorsque f € D(A), les limites supérieure et inférieure sont égales (voir les identités dans la
Proposition 2.14). Dans ce cas la conclusion du Théoréme 2.1 reste valable en remplagant
Kae et K par les constantes suivantes :

Kingz = K1+ K72 sup (A"f, ),
fED(A%),|CAflo=1

Kppin = k1 + k72 inf A%f ).
" sepiasioniom A0

Il est intéressant de noter que ces constantes K,z €t Kpin sont indépendantes de k (voir

la preuve ultérieure dans la Proposition 2.14).

Remarque 2.2 En général il est faux que K50 = Kmin = 0. Pour s’en convaincre il suffit
de considérer I'exemple suivant qui a été emprunté de la littérature [41]. Soit le systéme
décrit par I'EDP sur X = L*(0,1) :

W, =W,
W(0,t) = W(1,t) (2.5)
W(z,0) = W%x)

avec ’observation
y(t) = W(0,0). (26)

Il est évident que l'opérateur A = 9, avec son domaine de définition correspondant est le
générateur d’un Cy semigroupe sur X. L’espace d’observation est O = R. L’observateur
d’observation C : X; — O est tel que Cf = f(0). On peut montrer que la paire (A, C) est
admissible et exactement observable. De plus, le triplet (A,C*,C) est un triplet régulier.
D’apreés le principal Théoréme 2.1 I’'observateur Luenberger que nous proposons est gouverné

par PEDP suivante :

Qt = Qz
01, ) = (0, 8) — & [, 0) — W(0,2)] @.7)
Oz, 0) = Q°(z).

11 est aisé de trouver que Kyup = Knpin = % Donc Perreur de I'observateur Luenberger (2.7)

€ = Q— W converge vers zéro si le gain 0 < k¥ < 2. Cependant |’erreur diverge lorsque x > 2.
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2.2 Preuve du théoréme 2.1

Pour raison de simplicité, on considére X comme un espace de Hilbert réel. Les mémes
résultats sont valables via une légére modification de la preuve du théoréme dans le cas o
X est un Hilbert complexe.

ETAPE I . EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS DE L’OBSER‘VATEUR (2.2)
On montre que P'observateur (2.2) admet une solution unique dans C([0, c0), X).
Soit A* = A — k.C*Cj et €(t) = ¥(t) — ¢(t). On considére 'estimation de Perreur qui

vérifie 'equation d’évolution :

E(t) = Are(t) ,k>0, (2.8)
6(0) = £&p
Soit le systéme auxiliaire suivant :
Qi) = AQ *o(t
1 e (t) + Co(t) (2.9)
Z(t) = CAQ(t).

Par hypothése le triplet (A, C*, C) est régulier (avec 'opérateur feedthrough nul). Soit G(s)
la fonction de transfert du triplet (A, C*, Cy) représentant le systéme auxiliaire (2.9). Par
régularité G(s) = Ca(sI — A)~'C* € H*(C,, L(O)) pour un certain o > 0 et

lim G(s)v=0¥v € O. (2.10)

s—++00

On en déduit aussi que Popérateur "feedthrough" est nul pour le systéme auxiliaire (2.9).

Soit la fonction (ou l'opérateur) de transfert G(s) : U — U bien posée telle que G €
H>(Cy). On dit que G(s) est une fonction de transfert réelle positive si G(s)+ G(s)* >0
pour tout s € Cy.

Proposition 2.1 La fonction de transfert du systéme (2.9) est réelle positive.

Preuve de la Proposition 2.1 : Puisque G(s) = Cp(s—A)~!C*, alors son adjoint G(s)* =
CA(3 + A)7I1C*. En effet, soit u,v € U. Soit s € Cy. Par définition et par commutativité

entre opérateurs de résolvante, nous obtenons les identités suivantes :

{G(s)u,v)y = Jm (AC(A = A)7H(s — A)"'C*u, v),,
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= ,\EToo (AA = A) (s — A)'C*u, C*U>X1,X_1
= ’\l_iEoo {(s — A)7'C*u, A(A+ A)'C™),
=‘)\1—i>t-}—100 (u, \CA+ A)7 (3 + A)7IC),, = (u, G(s)*v)y .
Il reste & montrer que G(s) + G(s)* est positif pour tout s € Cy. Par définition, on a
(IG(s) + G(s)*]u,u)y = (Ca [(s — AT + (F+ A)7'] C*u, u),
= ((s +3)Ca(s — A)T (3 + A)"'C*u, u), = 2Re(s) ((s — A)IC*u, (s — A)7'Cu),
= 2Re(s) ||(s — A)‘lC*u”i( >0, VseC,.

Ainsi la preuve de la proposition est compleéte. , |

Proposition 2.2 Soit G‘(s) une fonction de transfert réelle positive. Alors, pour chaque

k > 0 Uopérateur de feedback de sortie K = —kI est admissible pour é(s)

Preuve de la Proposition 2.2 : On présente la preuve de Weiss et Curtain [41] qui dé-

montre un peu plus que 1’énoncée de Proposition 2.2. On démontre I’assertion suivante : si
cI + G(s) est réelle positive pour un certain ¢ > 0, alors, pour tout k € (0,1/c), lopérateur
K = —kI est admissible pour G (s). En particulier, pour ¢ = 0 on obtient que K = —kI est
admissible pour G(s), Y k > 0.

1l suffit de prouver que I — KG(s) est inversible dans H>®(Cy). En effet, I — K G(s) =

k(a + G(s)), ot a = 1/k. Les inégalités suivantes sont évidentes :

Hal + é(s)] ulU luly > K[al + é(s)] u,u>U‘ > |§Re<[aI + é(s)] u,u>U|

B |< [‘” +5 (GO + é(s)*)] > |

En posant T(s) = al + } (é(s) + é(s)*), on peut écrire

| [aI n é(s)] ulU by > (T(s)u, u)y > (a— c)lul?.

Donc, pour tout s € Cy,
I [aI + é(s)] uiu > (a—¢)|uly- (2.11)
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Par (2.11), I'opérateur (af + G(s)) est injectif et 4 'image fermée. Montrons que 'image de
(al + G(s)) est dense. Cela impliquera que (ol + G(s)) est surjectif. Soit £ € U tel que

<[a1 + é(s)] u,§>U =0, Yuel.
Alors, en particulier, <[a1 + @(s)] &€ >U = 0. Par conjugaison cela implique que

< [zaz +G(s) + G(s) ] £, 5>U = 0.
Or,
2a - )lef} < ([201 +Gls) + G| €.6) -
Puisque a > c, on obtient £ = 0. Donc I'image de (a+G(s)) est dense. L’opérateur al+ G(s)

étant a la fois injectif et surjectif admet un inverse continu. A partir de (2.11) on obtient

<
wwy @

y VSGCO.

[aI + 6'(3)] -

Donc [aI + é(s)] - € H*°(Cy). D’apres la définition 1.10, K est admissible pour G(s) pour
tout k € (0,1/c). |

Pour le systéme (2.9), tout opérateur feedback de sortie K = —«I, k > 0, est admissible
(ou I désigne V'opérateur identité dans O). Par conséquent, le systéme suivant obtenu en
boucle fermée par le feedback v(t) = K z(t) + x€(t) est aussi régulier avec "feedthrough" nul
(d’aprés théoréme 1.5).

{ Qt) = [A— KkC*CAQ(t) + KE(E) k>0,
2(t) = CAQt).

Notons que si £(t) = y(t), le systéme en boucle fermée (2.12) n’est rien d’autre que I'obser-

(2.12)

vateur (2.2). Comme conséquence du théoréme 1.4 et du (1.8), 'opérateur A* est générateur
d'un C° semi-groupe en boucle fermée et est défini par :
D(A*) = {p € D(Cp)/(A—KC*Chp)p € X}
{ Atp = (A—kC*Ch)p, Yy € D(A¥)
De plus le systéme d’observation (2.2) est régulier et V(d, 1) € XxX,onay € L2, ([0, ), 0),
¥ € C(|0, ), X) avec

(2.13)

‘ t
Y(t) = eM=ypy + n/ et AC*Cre™ g dr.

0
ETAPE I1. ESTIMATION EXPONENTIELLE DE L'ERREUR
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Proposition 2.3 Pour tout £(0) € D(A*), la solution du systéme satisfait les identités

sutvantes :

1d

s= eIk = < A(),e(t) >x (2.14)

= k) Cas®) 5+ Jim w28 RBACCrclly  (215)

|
Preuve de la Proposition 2.14
L’égalité (2.14) est évidente. _ .
Pour la preuve de I’égalité (2.15), on rappelle que pour tout A € p(A), R(A, A) est un isomor-
phisme de X dans X_;; R()\, A) commute avec A sur D(A) et on a aussi les convergences

suivantes dans X :
,\ll_)nc}o AR\ A)z = z, ,\11{20 AR(\,—A)x =z Vr € X. (2.16)
Soit 8 € p(A) NR* fixé. On remarque facilement que
€+ R(B, A)xC*Cyre = R(B, A) [Be — A%¢] € D(A), Ve € D(A"),
ce qui s’écrit encore
Afe = Ale + R(B, A)sC*Cpe] — BR(B, A)kC*Chpe, Ve € D(A").

Par passage au produit scalaire dans X, on obtient :

(A"c,e)y = (Ale + R(B, A)kC*Che,€) x — (BR(B, A)C*Che,€) x
= (Ale + R(B, A)kC*Che], [e + R(B, A)xC*Che] — R(B, A)kC*Chg) x
— (BR(B, A)kC*Che, €) x
= (Ale+ R(B, A)kC*Cae],[e + R(B, A)xC*Chel) x
—(Ae + R(B, A)kC*Che] , R(B, A)kC*Che)
— (BR(B, A)C*Che,€) x

A étant anti-adjoint ,
(Ae + R(B, A)kC*Che), [e + R(B, A)xC*Che]) x = 0.
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Donc

(A%e,e)x = —(Ale+ R(B, A)rC"Che], R(B, A)sC"Crt) x
— (BR(B, A)C*Che, €) x - (2.17)

D’aprés (2.16), et le caractére anti-adjoint de A dans X on obtient successivement,

—(Al[e + R(B, AJRC"Che], R(B, A)KC"Che)x

= = lim (A[e + R(8, A)JRC"Cael , AR(, A)R(B, AJRC"Cne) x
= ,\EToo ([e + R(B, A)kC*Cpe], —AAR(X\, A)R(B, A)kC*Che) (2.18)

Or, comme A commute avec R(), A), donc
~ MR\, A)R(B, A)kC*Cre = —AR(A, A) [AR(B, A)] kC*Che.
De l'identité

on déduit que
[AR(B, A)] = [-1 + BR(B, A)]. (2.19)

Du (2.19), (2.18) on déduit

— (Ale + R(B, A)kC*Cpel], —R(B, A)kC*Ce) x
= lim_(le+ R(B, AJRC"Che], ~AR(\, A)RC"Che

+BR(B, A)AR(A, A)kC*Che) (2.20)
De méme
— (BR(B,A)kC*Chpe,€) x = — /\_l_i’rfoo (BR(B, A)AR(M, A)KkC*Che,€) x - (2.21)

En substituant (2.21), (2.20) dans (2.17), on obtient

(A%, )y = Alirll (g, —AR(X, A)KC*Cr€) x
+ ,\lirf (R(B, A)KkC*Crg, —AR(X, A)KC*Cpe)
+ ,\lirf (R(B, A)kC*Cre, BR(B, A)AR(N, A)kC*CAE) . (2.22)
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Les limites dans 1’expression (2.22) existent et sont bien définies. En effet,

Jlim (e, =AR(X, A)kC*Cre) = —+ lim (CAR(A, —A)e,Cpe)p = —k || Cac |3, (2.23)

—+00

lim (R(8, A)kC*Che, —AR(\, A)C*Che) - (2.24)

A—+00

= —#? lim (CAR(\, —A)R(B, A)C"Che, Chelp = —K* (G(B)Chc, Cac)o, (2.25)

lim (R(B, A)C*Che, BR(B, A)AR(), A)KC*Cre) x = k28 || R(B, A)C*Cre |% . (2.26)

A—+o00
En récapitulant (2.22), (2.23), (2.24) et (2.26) on obtient I’identité suivante pour tout € dans

D(A*),
(A%e,e)y = —k || Cae || —K* (G(B)Chae, Cat)p + KB || R(B,A)C*Cae ||% . (2:27)

Puisque (2.27) est vraie pour tout 8 € p(A) NR*, en passant 4 la limite quand § — +o0

on a d’aprés (2.10), 'expression (2.27) qui s’écrit encore
(A%e,e)y = —k || Cae |15 +BliT kB || R(B, A)C*Cxe ||% . (2.28)

Ceci achéve la preuve de la proposition. |

1
Kmaz?

D’apreés la propriété 1.1 on a /B || R(8, A)C*Ch¢ || L(0,x) est uniformément borné pour

e Lorsque 0 < k < stabilité exponentielle de 1’erreur

tout B > 0. Ainsi la quantité K., est bien définie. En outre on a d’aprés (2.3)
ﬁliT k28 || R(B,A)C*Cre |%< 62 Kmas || Cae |15 - (2.29)
—+00

Par suite de I'inégalité précédente et de la proposition 2.14, on obtient

1d .
55 1 €(0) IS —R(L = KKomas) | Cae I} Ve € D(A"), (2:30)

et pour tout t > 0 on a,

t
Il e(t) 1<l €0 % —2(1 - nKmaz)/o I Cae(r) I dr (2.31)
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Puisque le systéme en boucle ouverte est exactement observable, le systéme (2.8) est
aussi exactement observable d’aprés remarque 1.3. Cela implique, d’aprés la caractérisation

(1.1), qu'’il existe 2 constantes positives 7 et m telles que :

7o m
[ ncue i a2 gl (2.32)

En substituant (2.32) dans (2.31), on obtient :
Il e(Fo) %< {1 = 171 — 6 Kmaa)] [l €0 Ik -
On vient de montrer que pour tout g € D(A*),
le*¥eo 5 (1—m) |l e II%, (2.33)

avec

m = m(l — KK maz).

Des propriétés de semi-groupe‘,b il découle
@) X< me™™ |l eo IIx,

avec

m= sup [l " |

tG[O,‘T‘o]
et

r =75 n|(1 —m)7.

En conclusion, I'estimation de I’erreur tend exponentiellement vers 0 dans X pour tout

O<k<

Kmaa: '
¢ Lorsque k > K—lf, instabilité exponentielle de ’erreur
L’expression (2.4) nous révéle que

Jim %8 || R(B,A)C*Cac |52 #°Kmin || Cae 15 -

Le raisonnement est similaire & celui du cas précédent. Par (2.15) on obtient

1d

577 [EO% 2 K(sKmin = 1) [Cae(®)]o (2.34)
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En utilisant (2.32) dans (2.34), on obtient

le@)l 2 {1+ m(5Komin = 1)} leol -

(2.35)
En posant m = ﬁz‘(nKmm — 1), I'inégalité (2.35) s’écrit
@)l > (1+7) leol - (2.36)
" Noter que >0 lorsque & > 1/ Kpin-

Soit ¢ > 0. On peut ’écrire sous la forme : t = n7 + 6, ou 6 € [0, 7). En utilisant (2.36)
et la propriété du semigroupe on trouve aisément l’'inégalité suivante :

~ ~\" K
eefl > (147) el
En utilisant (2.36) encore une fois,

(2.37)
(1 + ’f%) |€0|§( < le?oAKE()l; < I? |€0AKE()I§(,
ou
K= sup |4} ..
i | lL(X)
Par conséquent, _
K 2 1 + 'ﬁ:l
e o]y > — leol% - (2.38)
K
Substituer (2.38) dans (2.37) permet d’obtenir
nn _ th(l+m
|€tAE€0|§( > K_l (1 + ’Ffl) |€0|§( > K_le To |€0|§( .
Donc |et4"¢g|x croit exponentiellement vers I'infini lorsque ¢ — oo. La preuve du Théo-
réme 2.1 est compléte. |
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Chapitre 3

Applications pour un systéme hybride :

body-beam

3.1 Présentation du modéle hybride et des observateurs

3.1.1 Présentation du modéle

Le modéle que nous considérons ici est un systéme mécanique de corps-poutre introduit
par Bailleul et Levi [2] pour modéliser certaines structures de l'aérospatial (satellite avec
antenne). Ce systéme est constitué d’une poutre (p) libre & une extrémité et encastrée a
’autre extrémité perpendiculairement & un disque (d). Le disque (d) peut tourner librement
autour d’un axe fixe avec une vitesse angulaire w(t). La poutre est contrainte & se mouvoir
dans un plan fixe perpendiculaire au plan du disque (d) (voir FIG. 3.1). On suppose que la
poutre n’est pas extensible. La formulation Lagrangienne donne les équations dynamiques

du déplacement transversal u(z,t) de la poutre et de la vitesse angulaire w(t) du disque :

pue(Z, 1) + Eluzgee(z,t) + pBuy(z,t) = puw?(t)u(z, t)
wn(t) = O =200 o pula, Dz, 1) do (31)
Ia+ foL pu?(z,t) dx

0<z<L
t>0
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Encastrement

/7
« Extremite libre de la poutre

F1G. 3.1 - body-beam system
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Satisfaisant les conditions frontiéres :

u(0,t) = u,(0,t) = 0 (conditions d’encastrement.)
uzz(1,t) = T1(2) (3.2)

Ot Iy (¢), Ta(t), Ts(t) représentent respectivement le contréle du moment, le controle de
la force et le contrdle du couple. Les constantes Iy, L, EI, p représentent respectivement le
moment d’inertie du disque (d), la longueur, la rigidité élastique et la densité massique
de la poutre (p). L’opérateur B caractérise le frottement présent dans le systeme. Pour
le frottement visqueux, Bu(z,t) = kuy(z,t) et pour le frottement structurel Bu,(z,t) =
ktzzezi(z,t) (voir [32] pour détails).

Pour la suite, on supprime les frottements. On supposera pour raison de simplicité que

L=FEl=p=1

Le systéme simplifié que nous prendrons en compte pour toute la suite, est gouverné

par :
( Ut (T, 1) + Ugeee (T, 1) = Wiu(z,t) t>0, z€(0,1)
u(0,2) = ug(0,t) = 0 t>0,
{ ga(1,t) = Ugga(1,8) = 0 t>0, (3.3)
(0, z) = up(z), ut(0, z) = vo(x) z €(0,1)
| 4() = (0,2, t>0

oll w, est une constante positive quelconque et y(t) est la seule mesure du moment de force
au point d’encastrement.

Posons
H2(0,1) = {f/f, f= € L*(0,1), f(0) = f2(0) = 0}

L’espace d’état pour le systéme (3.3) est 1'espace de Hilbert
X = H;(0,1) x L*(0, 1),

muni du produit scalaire :

< f,g>x= /0 { frz2(%)9122(T) + fo(2)ga(z) — W2 f1(z)g1(2)} dz.
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L’espace d’observation est O = R muni de son produit scalaire usuel.

A l'aide de A défini dans (3.19) on définit 'opérateur A, par :

D(A,.) = D(4) x H3(0,1), (34)
et pour tout u,v € D(A,,)

M(”WP %ﬂng:ym 5)

Pour toute la suite, on désignera par A 'opérateur A,, pour w, = 0.

Remarque 3.1 Il a été montré par XU et BAILLEUL dans [45] que dans le cas w? < Iy
Uopérateur A défini dans (3.4)-(3.5) engendre un C° groupe d’opérateurs unitaires sur X et
que lopérateur de sortie C défini par C(p1,02) = (¢1)z:(0) appartient ¢ L(X;, 0).

3.1.2 Observateurs exponentiels pour le modéle

L’observateur que nous proposons est gouverné par :

A (z,t) = oz, t) — K. F(2)[0241(0,2) —y(8)], £ > 0, > 0, z € (0,1),

Oyba(z,t) = —Ohi (z,t) + Wi (z, t),

§ ¥1(0,8) = 8uth(0,2) =0, (3.6)
Rih1(1,t) = B (1,t) =0,

| (2,0 = ¥0(a), 2(a,0) = ¥4 (2),

ou F(z) est 'unique solution de I’équation différentielle :

F"(z) +w?F(z) =0
F(0)=F"(1)=F"(1)=0 (3.7)
F'(0) =1.

Observateur pour tout gain kK > 0

Théoréme 3.1 On suppose que la constante w? est plus petite que la premiére valeur
propre 1, de Ay, i.e., 0 < w, < V/1;. Alors le systéme 3.3 et l'observateur (8.6) admettent
une solution unique dans C([0,00), X x X) pour tout (uo,vo,¥],¥3) € X x X. De plus

lobservateur (3.6) est partiellement exponentiellement stable pour tout gain k > 0. [
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Remarque 3.2 La stabilité partielle prise en compte dans le théoréme 3.1 est au sens
décrite dans [49]. Il s’aqit de la stabilité exponentielle sur ’espace engendré par les vecteurs

propres de AL et dont les valeurs propres associées sont a module grand.

Preuve du théoréme 3.1 : Il s’agit de vérifier les conditions du théoréme principal 2.1.

L’exacte observabilité du couple (A, C) et la régularité du triplet (A, C,C*) se trouvent
démontrées dans le chapitre 3. On montre aussi & partir du lemme C.1 que Ko, = 0. Ce
qui nous permet d’obtenir la stabilité exponentielle de 1'observateur (3.6) pour tout gain
Kk > 0. [ |

3.1.3 Observateur pour toute vitesse de convergence voulue
Corollaire 3.1 La vitesse de convergence de [’observateur (3.6) peut étre rendue aussi

ng) ] par k. [ F(z) ] + B(z)

grande que l’on souhaite en remplacant la correction k.

0

avec K et B(z) bien choisis.

Preuve du Corollaire 3.1
On donnera la preuve dans le cas w, =0, i.e., F(z) = 2.

Soit B > 0. On cherche a construire x > 0 tel que le taux de décroissance de I’'observateur
(3.6) wo(A®) > —B (i-e. |[e47]| = O(e™?)). Pour cela soit X, le sous espace engendré
par les valeurs propres Aj,..., Ay de A*. Considérons la projection P : X — X, et posons
Xs = (I—P)X. On fixe d’abord « suffisamment grand tel que 25 > 3. D’apreés le Lemme 3.8
et le Théoréme 3.6, on a (I — P)(e!4™) = O(e~t#). Sur X, la paire (A®, C) est exactement
observable. Puisque X, est de dimension finie, il est possible de placer le pole, donc de
choisir et B(z) tels que 4" +BCA) = O(e~P%) (cf. Triggiani {35]). [
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Observateur dans le cas ol la vitesse angulaire w(t) n’est pas constante

Le systéme considéré ici est régis par :

[ Ua(2, 1) + Uooaa (7, 1) = WE(B)u(z,t) t>0, z€(0,1)
u(0,t) = uz(0,t) =0 t >0,

< Ugp(1,t) = Ugga(L,t) =0 t>0, (3.8)
u(0, z) = uo(z), w(0, z) = vo(x) z € (0,1),

| y(t) = ug(0,2), t> 0.

Le lemme suivant nous renseigne sur la régularité des solutions du systémé (3.8) pour
w(t) € L*(R).

Lemme 3.1 On suppose que la fonction w(t) € L= (R). Alors le systéme (3.8) admet une
unique et bonne solution (u,u;) € C(R, X) pour tout (ug,vo) € X. De plus, si (ug,vo) €
D(A) alors l'unique solution (u,u;) € C(R, D(A)) N C*(R, X) et satisfait le systeme (3.8)

pour presque tout t € R. |
Preuve du lemme 3.1
00
Soient ® = (u,u;); By = I o ] qui est un opérateur linéaire borné sur X. Le systéme

(3.8) peut se mettre sous la forme.

{ $ = A® + (1) B®
®(0) = (ug,vo)T.

Le systéme a une unique bonne solution donnée par la formule de variation de constantes :
1
&(t) = 4 ®(0) -I-/ et=42 (1) By®(7) dr.
0

Alors pour tout (ug,vo) € X, on a ® € C(R, X). Si (uo,vo) € D(A), alors B(t) est presque
partout différentiable car ABy € L(X). [

Corollaire 3.2 On suppose 0 < w, < V1; et w(t) € L®(R). Soit € > 0 telle que
lw(t) —w. <€, Vt>0. (3.9)

On peut toujours opérer un choiz sur € tel que l'observateur obtenu en remplagant w, par

tout w(t) dans (3.6) soit exponentiellement stable. ' |
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Preuve du corollaire 3.2
La preuve est essentiellement basée sur le lemme de Gronwall.

L’observateur considéré ici est alors régis par le systéme

([ Bn(x,t) = a(x, t) — £.F(@)[291(0,8) — y(¥)], £ > 0, >0, z € (0, 1),

Ba(z, 1) = —0%1(z, 1) + w2t (z, 1), ', .

S ¥1(0,8) = An (0, t) =0, (3.10)
P (1,t) = B34(1,t) =0, |

| ¢1(z, 0) = ¥3(z), ¥a(x, 0) = (=),

ou F(z) vérifie toujours (3.7).

L’erreur associée vérifie alors le systéme suivant

Y = A 2(4) — w?) B
T W*T + (w (t) w*) 0T (311)
Y(0) = Yo,
Ou Vopérateur A7 est défini par :
D(AZ) = D(A) = D(Ao) x H;(0,1), (3.12)

et pour tout Y = (e1,£2) € D(AE,)

A ( €1 ) (@) [ e2(z) — K.F(z)(€1)2x(0) (3.13)
£

2 —Aoe1(z) + wiei(z)
Les solutions du (3.11) s’écrivent :
t
Y(t) = et4s- Yy + / et~ (WA (1) — WA By X (1) dr-. (3.14)
0
Soit a = e(e+w,). On a |w?(t) —w?| < a. D’aprés théoréme 3.1, il existe M > 0et 8 > 0

telles que || et45+ ||x< MePt. Par suite de 'expression (3.14) on a :

t
1Y) < Mie® || Yo [lx +Mia / =08 || T(r) Ix dr. (3.15)
0

M, étant une constante positive bien choisie.

Posons

olt) = / e || X(7) |Ix dr.
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En multipliant (3.15) par €, on obtient I'inéquation différentielle

g(t) < My Yo ||x +Miog(t).

d
= [e7Mg(t)] = —Miae*elg(t) + eTM0g(2)
My || Yo l|x e”™P d’apres (5.16)

IA

En intégrant (3.17) entre O et ¢, on a:

t
e Mty < My | Yo llx / ¢-MiaT 4o
0

M || Yo llx —Miat
= 2l 2olix 1y —Ma
Moo [1—e e

| Yo ||x_

O

IA

Donc
oft) < 1o lx gt

Du (3.15) et (3.18) on obtient :

Me P | Yo llx +M1ae—ﬁ‘g(t)
| Y

() llx

IN A

My || Yo |lx [e7® + e~ B-Met]

La décroissance exponentielle s’obtient pour 8 > M, ie

e>max(01 —w, + iﬂ%é])

'2
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Mie P || Yo |Ix -I—Mlae‘ﬁt—;—"XeMlat d’apres (3.18)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



oft)

FIG. 3.2 — Allures possibles de w(t) pour éspérer un observateur exponentiel
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3.2 Démonstrations et remarques basées sur le modéle

considéré

3.2.1 Exacte observabilité du systéme pour w, constante quelconque

Pour I’étude de l’exacte observabilité, on propose deux méthodes.

' 1ére méthode : analyse spectrale.

On définit Popérateur Ao sur L2(0, 1) par :

{ D(4) = {f € H*0,1)/f(0) = f2(0) = faa(1) = fazs(1) = 0} (3.19)

Aof(z) = fW(z), Vfe D(A).
Proposition 3.1 L’opérateur non borné Aqy ainsi défini est linéaire et admet une infinité
dénombrable de valeurs propres 0 <1y <lp < ...< 1, <... telles que

lim [, = +oc;
n——+oo

les vecteurs propres correspondants (en)n>1 forment une base orthogonale de L*(0,1). [ |

On se place dans le cas ol w, est une constante trés petite. Puisqu'il est possible d’estimer
asymptotiquement la taille des vecteurs propres de 'opérateur A,,, on montre ’exacte

observabilité du doublet (A,,,C) par Panalyse spectrale et I'inégalité d’Ingham.

Théoréme 3.2 Pour toute vitesse angulaire constante w. < /11, le systéme (3.3) est

ezactement observable. [ |

Preuve du théoréme 3.2
Un nombre complexe v est valeur propre de 'opérateur A,, si et seulement si il existe
(u,v) € D(A,,) non nul vérifiant :

v=rvu

Uzgze — (W2 —VP)u =0
u(0)=u,=0

Uzz(1) = Ugee(1) = 0.

(3.20)
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Alors w? — 12 est valeur propre de opérateur Ao défini au (3.19). Pour tout n € N\{0},

on a l, = w? — V2. En choisissant w, suffisamment petit tel que
0<wW?<h<lg<...<lp..., (3.21)

le spectre de A,,, s’écrit

o(An.) = {Vin — +id e = VI — w2, n € N*} . (3.22)

Les vecteurs propres correspondant sont donnés par :

¢n={ o ] ¢_n=[ n ] vn € N\{0}.

tAn€n —tAn€n

Pour la suite, on choisira (e5)n>1 de maniére a ce que (¢n)nez+ forment une base ortho-
normée de X.
Pour n > 1, on définit

ap =< P, (o, Vo) >x,

Avec ces notations, les solutions de (3.3) s’ecrivent :

(wv) = Y ome g+ ane g,

n>1 n>1
— Zane—i)\nt¢n+ Z ane—‘i)\nt¢n
n21 n<—1
= Y ane g, (3.23)
nez*
y(t) = > anlen)as(0)e" (3.24)
nez*

Nous utilisons le théoréme de Inghame [18] sous la forme suivante :

Théoréme 3.3 Soit ”
f(t) — Z ane—iAnt,
n=N
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ot les \,’s sont réelles et satisfont une relation de la séparation propre telle que pour un
certain y > 0,
An —)\n_1>'y>0 V N<n<N.

Alors, pour chaque e>0etT=n+eil exzste une constante positive C(e) > 0 (indépendante
de N et de N') telle que

2T(11() / |f(t)|2dt<zlanl2 () / £ (). (3.25)

De plus, la conclusion reste valable pour des séries infinies qui convergent uniformément sur
Vintervalle =T <t < T.

Notre objectif est d’appliquer le Théoréme 3.3 d’Ingham (voir pages 368, 371 du [18])
pour montrer 'exacte observabilité du systéme (3.3). Vue la forme (3.24) de la sortie et la
Définition 1.5 il suffit de montrer que (e,);+(0) est borné et minoré par rapport & n et que

I I11m | Ans1 — An| — +o00. Ceci est justifié dans le lemme suivant :
n|—

Lemme 3.2

n}llfoo (en)za(0)] = V2

[Ant1 = Anl = O(nz)

Preuve du lemme 3.2 : Posons
l=pt =w? -2 (3.26)
De la deuxiéme et troisiéme équation du systéme (3.20), u peut s’écrire :
u(z) = 2a (cosh(uzx) — cos(uz)) + 2b (sinh(pz) — sin(uz)),

ol a, b sont des constantes réelles. La derniére condition du (3.20) s’écrit :
coshy +cosp sinhp+sinpu al (0
sinh g —sinp coshp + cos i b 0
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u est solution non triviale du systéme (3.20) si et seulement si :

coshp +cosp sinhp+sinpg | 0
sinh y — sinp  cosh p + cos p

c’est & dire,

coshpcosp+1=0 (3.27)

Remarque 3.3 Les propriétés suivantes sont a remarquer :

e La solution du (3.27) p € iR* UR.

e 11 > 0 est solution du (3.27) & —pu > 0 est solution du (3.27).

e 1 > 0 est solution du (3.27) & ip est solution du (3.27). [

Pour éviter la répétition des valeurs propres de l'opérateur A,, il est suffisant de consi-
dérer le cas u > 0. L’équation (3.27) étant transcendante, on ne peut espérer une résolu-
tion algébrique, mais on peut donner le comportement asymptotique des solutions quand
n — +o00. Il est aisé de constater par Rouché que les solutions positives du (3.27) ont

I’estimation suivante :

1
Ur = pon + O(e™), ton = (n — 5)#, Vn>1. (3.28)

ou g, sont solutions de I’équation cos u = 0.

Les constantes a et b sont liées par la relation

a=knb; kn=_[Sinhun+Sin#n:|.

cosh g, 4+ cos

(en)z2(0) = 4bknp.

En normalisant ¢, dans X : || ¢n [|5= (2ud —w?) || en ||iz<0’1)= 1, on obtient :

1
2

b = |24 — 2|7 | (ha + 1)2‘;2:; — (ko — 1)262:': +8(k% 1)(-1)"3?}2 - % +4k2
D’aprés (3.28),
|kn| ~1,
i e 1|
s~ [2- 03| e+ o)
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On en conclut donc que

Jm |(en)s2)(0)] = V2.
De (3.22), (3.28) et (3.26) on déduit aisément que

l/\n+1 - )‘nl = O(nz)

2éme méthode : méthode des multiplicateurs

Par cette méthode, on généralise le résultat du théoréme précédent a toute vitesse an-

gulaire constante.

Théoréme 3.4 L’ezacte observabilité du systeme (3.3) est vérifiée pour toute vitesse an-
gulaire w, constante quelconque sauf pour une infinité dénombrable ( w2 #l,, Vne N,
l, étant définie comme valeur propre de l'opérateur Ag ;ce dernier étant définie dans la
Proposition 3.1). |

Pour prouver le Théoréme 3.4, on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.3 Avec les notations du Lemme 3.1, on a e (0) # 0 pour tout n € N\{0}.

Preuve du Lemme 3.3 : Supposons par absurde qu’il existe no € N\{0} tel que e (0) = 0.

Alors e, vérifie I’équation différentielle ordinaire :

{%w=%%w,
€no(0) = €}, (0) = el (1) = el (1) = 0.

no

(3.29)

En utilisant e}, (z) comme multiplicateur et en intégrant par partie par rapport a z sur [0, 1],
on obtient, d’aprés (3.29), e,y (1) = 0. Le multiplicateur xe;, () avec la méme méthode nous

conduit a : .
[ [3e2@) + b(eno*@)] dz =0
On en déduit que e, (z) = 0, Vz € (0,1). Ceci contredit le fait que en,(z) est vecteur propre

de Popérateur Ag. |
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Lemme 3.4 Pour toute vitesse angulaire constante w, le spectre o(A,,) de A, s’écrit :
o(A,.) = {Vinh/in =+\wi-1,,Vn=1,2,...,m— 1} U

U{Vianin =4i/Il, —w2,Vn=m,m+ 1,...},

ot m est le plus petit entier positif tel que w? < l,,. De plus les vecteurs propres généralisés
correspondants seront choisis de maniére a former une base de Riesz sur X et les valeurs

propres v, ou V_, avec n # m — 1 sont algébriquement simples. |

Remarque 3.4 La preuve du lemme 3.4 est donnée par Xu et Bailleul dans [45]. Si w? #
I, Vn € N\{0}, toutes les valeurs propres du systéme sont algébriquement simples. Siw? =
ln, pour un certain ng € N\{0}, la valeur propre correspondante vin, est de multiplicite

algébrique d’ordre 2. [ ]

Définition 3.1 Awvec les notations du lemme 3.4, les vecteurs propres généralisés formant

. v ~Y OO
une base de Riesz sur X seront notés {¢} . On pose H™ ! le sous espace vectoriel
k=1

engendré par les 2(m — 1) premiers vecteurs propres généralisés d~5k, k= =1,...,£(m —
1) et soit H® le sous espace fermé engendré par le sous ensemble des vecteurs propres
{qf&ika:m,m-&-l,...}. i

Remarque 3.5 On a la somme directe de la décomposition
X = Hj 1o HY.

De plus H"! et HZ sont invariants par le générateur A,, et le C° groupe et

Lemme 3.5 La restriction du sytéme (3.3) sur H"™' et HY est respectivement ezactement

observable. |

Preuve du lemme 3.5 :
A partir du lemme 3.3, on peut supposer que C(fbin =1lpourtoutn=1...,m—1 La

représentation matricielle du systéme sur H ™1 suivant sa base s'écrit :

C=[11,...,1
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Puisque les valeurs propres v, avec n = %1,...,%(m — 1) sont algébriquement simples ,
la matrice d’observabilité de Kalman est de rang maximal. D’ou I’exacte observabilité du
systéme (3.3) sur H{* 1.

On utilise 1a méthode des multiplicateurs pour montrer ’exacte observabilité sur H;.
Soit (ug, vo) € D(Ay,)

En intégrant par parties, on obtient 'identité :

Heo €t considérons le multiplicateur 2(z — 1)u; dans le systéme (3.3).

T 1 T 1
/ uZ (0,t) dt = 2/ (x — Dugue]g dz + / / [u? + 3u2, + wiu?| dzdt. (3.30)
0 0 o Jo

On définit Iénergie (1, p2) par

1
e, p2) = /0 [Zz + 93 — wivl] da.
Cette énergie ainsi définie est constante le long des trajectoires du systéme (3.3) :
e(u, up) = e(ug, vo)- (3.31)

Remarquons aussi que cette énergie est équivalente & la norme de X : il existe une

constante My > 0 telle que

Mo || (p1,02) I1X< e(r,2) < Mg || (01, 02) IIk> (01, 02) € Hyy (3.32)

11 est aisé de voir que (3.31)-(3.32) impliquent les inégalités suivantes :

T 1 T PpT
/ / [u? + 3u2, + wPu?|dzdt > / | (u, ) | dt
o Jo 0

MoTe(uo, vo)

> M2r || (uo,v0) I (3.39)

v

Des inégalités (3.31)-(3.32) on peut choisir une constante (M; > 0) dépendant de w.

telle que I'inégalité suivante soit valable pour tout u € HZ(0,1) :

T 1
/0 /0 [u? + 3u?, + wu? dadt < My M;*T || (uo, v0) |1k - (3.34)

A partir de (3.31) - (3.32) et de l'inegalité de Cauchy on a :
1
2 [ (o= Dlusudsde| <8357 1 (o) I (339
0
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En substituant (3.33 ), (3.34) et (3.32) dans (3.30), on déduit
(Mo — 8) Mg || (uo, vo) ||§S/ ul,(0,8) dt < 8+ Mim) Mg || (uo,vo) II% - (3.36)
0

Alors le systéme (3.3) restreint sur HZ° est exactement observable pour tout 7 > 8My o |
D’aprés la remarque 3.2.1 , on définit P,, comme la projection de X dans H m=1 suivant

la direction de H. L’opérateur de sortie C s’écrit
C=CPyn+C(l-Pp).

Soient A, et Ay les restrictions de A, sur H* ! et HY respectivement. D’aprés remarque
et Pazy (voir P. 122, [29]) H* ! et HZ sont A,,-admissible et on a :

etAun (ug, v0) = etA'"Pm(UU, vo) + etA°°(1 — Pp)(ug,v0), V(ug,v) € X.

L’observabilité du systéme (3.3) n’est rien d’autre que 'observabilité simultanée des sous sys-
témes (Am, CPy,) et (Ao, C(1 ~P,,)). D’aprés la preuve du lemme 3.5, les paires (Am, CPp)
et (A, C(1 — P,,)) sont exactement observables. Du lemme 3.4, 0(An) N 0(Ax) = 0.
Puisque H"! et I’espace de sortie sont de dimensions finies, d’aprés le résultat de Tucsnak
et Weiss [36] les deux sous systémes sont simultanément exactement observables pour tout
7 > 8CMjy™*. D'ot la preuve du théoréme 3.4. |

Remarque 3.6

e Pour V1; > w, constant, la méthode de construction des observateurs suggérée dans le
théoréme 2.1 n’est plus efficace, puisque A n’est plus anti-adjoint méme si toutes les autres
conditions du théoréme sont vérifiées.

o I’exacte observabilité au sens de l'inégalité de gauche dans (1.1) est aussi vraie dans le cas
ot w, < V1, lorsque la sortie y(t) = uzz(0,t) est remplacée par y(t) = uzqc(0,t) ou bien

y(t) = uiz2(0,1) dans le systéme (3.3). De plus dans ces derniers cas, les opérateurs de sortie

C € L{Xy, O). IT serait alors intéressant de regarder d autres espaces d etats pour les Tendre
admissibles et construire des observateurs. En effet, pour justifier 'inégalité de gauche il

suffit d’utiliser la méthode spectrale décrite pour ’exacte observabilité. En remarquant que

uzzz(oa t) = Z aneiAntenmzz(O);

nez*
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Uiz (0, 1) = Z e (iAnenaz (0));

nez*
pour la condition initiale s’écrivant :

(UO, ’U()) = Z an(»b’ny

nez*

avec
; T o + 2 1 1 *
On = [ena z’\nen] y Den = Ppy An = tliy, bn = (n - 5)7" + O(ﬁr})y n € N,

et

1 sinh i, + sin py,
en(z) = -
V2p2 | cosh py, + cospin

On peut remarquer & partir de

[cosh pinT — €S pin) + sinh ppx — sin ,una:} .

lim eng(0) = V2,
7-—=00
que
M €ngq0(0)n " = V2r,

et

lim |Asln~2 = 72
nN—00

On déduit linégalité de gauche de l'exacte observabilité a partir du théoréme d’Ingham
(page 369 du [18]). [

Remarque 3.7 [24] (pp. 747-748).

Le systéme (3.1) avec la sortie

y(t) = (uzz(o’t):uzmz(o,t)’w(t)) = (yl(t)a y2(t)7y3(t))' (337)

est un systEme plat dans le sens o™ les solutions du systeme (3.1) peuvent étre déterminées

de facon formelle & partir des coordonnées de la sortie (3.37). En effet considérons la forme

du systéme équivalent au sens de Cauchy-Kovalevskaya :

ElUggre(z,t) + puy(z,t) = py3(t)u(z, )
u(0,t) = u(0,t) =0

Uzz(0,t) = 11 (?)

uzzz(o, t) = yZ(t)

(3.38)

56




Posons de facon formelle u(x,t) = 3 1% ai (t)f—: et plongeons cette série dans (3.38). En

identifiant terme par terme, on obtient :
ap=0, a1=0, ax=1t%, a3=1yy
et par itération, on obtient les relations suivantes entre les coefficients :
Elaiq = pysa; — pi; Vi > 0;
Elagis = pysasi—2 — pisi—a Vi > 15
Elagiys = pysasi-1 — phai-n Vi 4
Ay4; = 0 W _>_ 1;

Agi+1 = 0 Vi 2 1.

3.2.2 Régularité du triplet (4,,,C*, C) avec w, constante quelconque

Théoréme 3.5 Le triplet (A,,,C*,C) est régulier. [ |

On consideére le systéme auxiliaire suivant

(0,0 (z,t) = Doz, t) + Flz)ult), ze€(01),
8 (z,t) = =01 (z,1) + w2 (z,1),
0.(0,1) = 8:0(0,8) = 0,

2N (1,1) = 5n(1,) =0,

U (z,0) = (x), %(z,0) = (=),

| () = 30,(0,),

(3.39)

ou F(z) vérifie (3.7).

Remarque 3.8 Dans le cas w* = 0, l'unigue solution de (3.7) est F(z) = z.

Remarque 3.9 Pour montrer la régularité du triplet (4, C*,C) dans le cas w, = constante
quelconque, il est donc suffisant de 1'étudier dans le cas w, = 0. En effet toute fonction F(x)
peut se décomposer de maniére unique comme un vecteur somme de I'élément = et d’une
fonction F(z) € H2(0,1). F(z) € H}(0,1) représente un opérateur de controle borné de
R — HZ%(0,1), donc rend régulier le triplet résultant. |
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L’admissibilité du couple (A, C) étant acquise, on justifie les conditions de régularité du

triplet (A, C*, C) par le théoréme suivant :

Théoréme 3.6 La fonction de transfert G(s) est analytique et uniformément borné sur C.

pour un certain € > 0. De plus

lim G(s)=0.
R3s—+00 .
[ |
Pour montrer le théoréme 3.6, on a besoin des lemmes suivants :
Lemme 3.6 Soit s =z + iy avec x > 0 et y € R. Alors l'inégalité suivante est vérifice,
|¢§ (1 + e-<l+">~/§3) > (22 +17)i (1 - e_<z2+u2)§> . (3.40)
ou /s est désigné par l'unique racine carrée de s da partie réelle positive. [ |
Preuve du lemme 3.6
Soit
Vs =a+if;
alors on a
a = \/% [ :02+y2+:v]
(3.41)
B = sign(y)y/; [\/xz +y? — x]
i\/g (1 n e_(1+i)‘/2_3) = Vs \1 4 e~ (1+i)V2s
> |yl (1-Jem@+vE))
= V3l (1 - emel-oriva)) (3.42)
or

me(—(lﬂ')\/ﬁ) = —V2(a-p)

_Vi&
a+pf’
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et on a aussi les équivalences logiques suivantes :

(a=pB)>>0
& (a+B)P L2+ 5
& a+B <Vl +p

V2 1
& > :
T f @)
e Re (—(1 +i)\/2s) < ﬁ— Ve > 0. (3.43)

De (3.42), (3.43) et du fait que |y/s| = (o? + %)% = (22 +y?)4, on obtient bien la preuve
du Lemme 3.6.

T

Lemme 3.7 Soit g(y) ~ (x?+ y?)i (1 —e <’2+v2);‘) avec z > 0 et y > 0. Alors g(y) >
9(0).

Preuve du lemme 3.7

La dérivée de g(y) par rapport & y est donnée par :

’ Y z ST
= — 1|1+ —— @221 Y 3.44
9'(v) 2(w2+y2)% { ( +(m2+y2)2)e v } ( )

La fonction (r) = 1 — (1 + r)e™" vérifient : 6(0) = 0, §(4+00) = 1 et §'(r) > 0 pour tout
r > 0. Donc 6(r) > 0 pour tout r > 0. Remarquons aussi que g'(y) et 6 ont méme signe
pour y > 0. Alors g'(y) > 0 pour y > 0. On montre bien que

9(y) > 9(0) = Vz(l—e™V"), Vy20

[ |
Preuve du théoréme 3.6
D’aprés (C.9), la fonction de transfert peut se mettre sous la forme
1 V25 _ i~ (14i)V2s | o (i-1)V2s |
G(s) = e e + e + (3.45)

4\/% ' 46_‘/ig + e—2\/ﬂ + e—(1+i)\/§§ + e(i—l)\/ﬁ—s + 1
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Sur Cp, le dénominateur de G(s) n’a pas de zéros et s — /s est analytique. Par suite
G(s) est analytique sur Co. De plus G(s) = G(3). On peut donc réduire I'étude de G sur
{s,9ms > 0}NCj. Dans cette région, toutes les puissances des fonctions exponentielles dans
le numérateur de expression du (3.45) sont & parties réelles strictement négatives. Il suffit
donc de minorer le dénominateur de G par une fonction de = dont I'inverse tend vers 0. Ceci
est possible avec les lemmes 3.6, 3.7 puisque les autres termes du dénominateur peuvent

étre rendus aussi petits que 'on veut en faisant croitre £ > 0. Plus précisément, posons

N(s) = —e™V _ eV | Go(i=DV2s 4 1

et
D(s) =4 [\/2_3‘ (1 n e—(1+¢)~/2“s) 4 V35 (4e—¢2—s Y. e(i_1)m)] .

N(s)
G(s) = D(s)’ (3.46)
Pour tout £ >0,y >0,0n a:

IN(s)| < 4; (3.47)

|D(s)| > 4 [|\/§E (1 + e‘(1+i)‘/2_3) | - |V2s (4e-¢2_s T e“—Wﬂ) |] . (3.48)

En remarquant que

lim |v2s (46"/EE 4+ e("’l)‘/ﬁ) |=0, Vy=>0.

r—+00

On déduit qu’on peut choisir une constante réelle positive ¢ suffisamment grande telle que
1v/2s (46_‘/2_5 FemtVE e(i'“\/ﬂ) |<e¢, Vy20.

1l s'ensuit avec (3.46), les lemmes 3.6, 3.7 et les inégalités (3.47), (3.48) qu’il existe ¢ > 0,

1
Vi (l—eva) —¢

IG(s)| < Vy20. (3.49)

60



3.2.3 Estimation du taux de décroissance exponentielle de I’erreur

pour w, =0
Analyse asyinptﬁtique des valeurs propres de ’opérateur A* associé a ’erreur

On se place & présent dans le cas w, = 0. L’erreur vérifie le systéme :

Oie1(z,t) = ea(x, t) — k.x(€1)2z(0,2), t>0, z€]0,1]

Oiea(x,t) = ey (z, 1), t>0, ze€0,1] (3.50)
€1(0,t) = (1)(0,¢) = 0, t>0
(El)wz(Lt) = (el)xwz(l,t) =0, t>0.

Lemme 3.8 Le systéme (3.50) posséde une suite de valeurs propres (An) (telles que |A,| <
|Ant1l, Vn € N) qui tendent asymptétiquement vers la droite verticale Re()) = —2x
quand n — o0o. De plus il existe un entier positif N et un nombre fini de valeurs propres

81,892,853 .., Sm telles que

< 1
o(A) = {An, Sln = sy + O ( ) = on = (= Dymm e N*} 0

n+ N 2
U{Sl,...,Sm} (351)
o(A4%) 5 { o, | Aalhe = =26 + ivaen + O [ ——
ny n|\n — Yn+N n+N )
2 1 *
Yo = Ugns Mon = (0 — E)w,n e N ;. (3.52)
Preuve du lemme 3.8
On définit 'opérateur A* par :
D(A") = D(A) = D(Ao) x HE(0,1), (3.53)
et pour tout (g1, €2) € D(A)
- K. 2z(0
A" &1 (.’L‘) — 62("1") K .’17(61) ( ) ) (354)
Eg —A(]E](.’I?)
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Un nombre complexe ) est valeur propre de A” si et seulement si il existe (€1,€2) non nuls
dans D(A*) vérifiant :

€9 = A1 + K.2(€1)22(0),

Ote1 + N1 + Ak.z(€1)22(0) =0,
£1(0) = (£1)2(0) =0,

(e1)22(1) = (€1)z2z(1) = 0.

(3.55)

En dérivant la deuxiéme équation de (3.55) deux fois par rapport & la variable z, on obtient

&1 vérifiant

Posons

&er(x) + N282e1(z) =0, z € (0,1)
£1(0) = (€1)2(0) = 0,
(61)3315(1) = (El):m:a:(l) =0.

A= ip? (3.56)

e.(z) = 8e1(l — 1) (3.57)

Alors e, vérifie 'équation différentielle

{ Ble.(z) — ple(z) =0, z € (0,1)
e«(0) = (e4)2(0) =0,

dont les solutions s’écrivent :

e,(z) = ¢, (cosh puz — cos px) + c; (sinh px — sin px) ,

¢ et ¢y étant des constantes réelles.
Du (3.57) on déduit :

Ber(x)

e.(1 —x)
¢1 (cosh (1 — z) — cos p(1 — z)) + c2 (sinh p(1 — z) — sin p(1 — z))
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En intégrant deux fois cette derniére avec les conditions frontiéres exprimées par la

troisiéme équation du systéme (3.55), on obtient
elz) = % [cosh (1 — z) + cos u(1 — z)] + % [sinh u(1 — z) + sin (1 — z)]
€1 . . C2
+ -;a; [sinh g — sin p] + Em [chp + cos p)
- % [cosh p + cos ] — % [sinh p + sin p] .
Reste & déterminer les constantes réelles ¢, et c, telles que la premiére equafion du
systéme (3.55) soit vérifiée.
Ater + —pler +ipPr.z(€1)ee(0) = 0,Vz € (0,1)
¢1 (cosh p1 + cos p) + ¢ (sinh p + sin p)
+ x{c; [ik (cosh u — cos ) — p (sinh p — sin p)]
+ opfik(sinhp —sinp) — p(coshp+cosp)]} =0, Vze(0,1)
¢1 (cosh p + cos ) + ¢ (sinh p + sin ) = 0
& ¢1 ik (cosh p — cos p) — p (sinh p — sin p)] (3.58)
+¢, [ik (sinh g — sin p) — p (cosh p + cos p)] = 0.

c1, C2 étant nontrivials, u est solution de ’équation caractéristique

cosh p + cos sinh p + sin p —0
it (cosh i — cos ) — 1 (sinh po — sin p) ik (sinh g — sin p) — p (cosh p + cos ©)

ie

F(p) =1+ coshpcosp+ z% [cosh g sin p — cos psinh p] = 0 (3.59)
Remarque 3.10
o F(—p) = Fw).
o F(u) =0« F(ip) =0.
o A* étant dissipatif sur X alors Re(u).Sm(p) > 0. [

On peut donc étudier 'equation (3.59) sur le demi-cadran
Coo = {1 € C|Re(n) = Im(u) = 0}.

On rappelle que notre objectif est I’étude du comportement asymptotique des solutions de

(3.59) lorsque |u| — +oo. Il suffit de travailler sur Coo pour Re(p) + Sm(p) — +oo.
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Lemme 3.9 Asymptotiquement, toutes les solutions de (3.59) vérifient :

Sm(u) borné
sur Coo (3.60)
Re(p) — o0

Preuve du lemme 3.9 :

* Supposons par absurde que Sm(u) — +oo sur Coo. Alors

Sm(p) — +oo
sur Cyg
Re(p) — +o0

L’équation (3.59) peut s’écrire asymptotiquement
4 2K
(1+9)p

Ce qui est impossible quand |u| — +oo.

[—i +O(e™ )] = O(e™™).

Considérons & présent un voisinage V (uion) petit de o, dans Coo;
{ion étant défini au (3.28). Sur V (kos) 'équation (3.59) peut se mettre asymptotiquement

sous la forme

cosu-l—ig [sin p — cosp] = O(e™*). (3.61)
On peut toujours considérer [sin u — cosy] borné sur V (ttorn). Dans ce cas (3.61) s’écrit
asymptotiquement

1
cosp = O(-). (3.62)

I

En réinsérant (3.62) dans (3.61) on obtient
1

cosu—i—z'g- sin p = O(;z—) (3.63)

Pour tout résumer, ’équation (3.59) est asymptotiquement équivalent & {(3.62) et (3.63)}.
En appliquant le Lemme de Rouché, on montre que les solutions de I’ équation (3.62) peuvent

se mettre dans Cyg sous la forme
1
fn = pton +O(~) (3.64)
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En injectant (3.64) dans (3.63), on obtient

sin (0(%)) - Zﬁn; cos (O(i—)) = O(;ll-z-)

1 1 1
— =—11-0()|;
Un ,U'On[ (nZ)]

Remarquons que

soit k; tel que
_ 1. _ 1y ki 1
sin (0(2)) = 0() = 22 +0(5)

cos (0(%)) —1-; [ﬁ +0( ]2.

Hon n?

En insérant ces trois derniéres equations dans le (3.65), on obtient

On a donc

kl = IK.

Par suite
1

1K 1
O(n) = o + 0(;),

et d’aprés (3.64)
1K 1
n = tion + — + O(=)-
B Hon Lion (ng)

Par le (3.56), on obtient bien le résultat.

Estimation de la borne spectrale de 'opérateur A"

Lemme 3.10
-2k < S(A%) <0

Preuve du Lemme 3.10
Pour tout (An)nez+ défini (3.52), on a Re(A,) < S(A*) Vn € Z*. 1l s’ensuit que

lim Re(A,) = —2k < S(A").

11 reste & montrer que
Re(V) <0 VAeo(A").
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Du fait que Kpqz = 0 (voir lemme C.1) et de I'inégalité (2.29), on déduit que
ﬁliT k*8 || R(8, A)C*Cre |%=0.

Par suite

€1

Re < A%, e >x= —rle1sa(0)[%, Ve = ( ) € D(A). (3.66)

€2
~ L’opérateur A est donc dissipatif sur X. Pour € vecteur propre de A* dans (3.66) on a
Re()\) < 0 pour tout A € o(A").

Supposons par absurde que Re(A) = 0. Alors de la relation (3.66), on obtient toujours
pour ¢ vecteur propre de A®, €14(0) = 0. Dans ce cas £; est vecteur propre de l'opérateur
Ao. 11 existe donc un entier n; € N* tel que €; = e,, vérifiant le systéme (3.29) augmenté

de la condition e,,4z(0) = 0. Ceci est impossible d’aprés le Lemme 3.3. On en conclut que
-2k < S(A") < 0. [

Théoréme 3.7

i) A® a une suite de vecteurs propres généralisés qui forment une base de Riesz sur X.

#) Il existe un entier N > 0 tel que tous les A, soient algébriqguement simples pour tout
n>N.

ii) Le tauz de croissance exponentielle du semigroupe est déterminé par le spectre du géné-

rateur : wo(A*) = S(A®) pour le C® semi-groupe engendré par A". |

Pour la preuve du i) du théoréeme 3.7, il suffit & partir de la remarque 3.1, du lemme
3.8, d’appliquer le théoréme 1.6 pour 7 = —2«. Il ne nous reste qu’a vérifier que les valeurs
propres de grand module de opérateur A* sont algébriquement simples. Le lemme suivant
concerne la simplicité des valeurs propres de Popérateur A" par une méthode directe. On
achéve la preuve du Théoréme 3.7 & 1'aide des résultats de B.Z. GUO [15].

Lemme 3.11

Les valeurs propres (An)nez+ définis au (3.52) sont algébriquement simples. |

Preuve du lemme 3.11 :

Pour A = iu?, on a d’aprés (3.59) u solution de I’équation




avec

F(u) = 1+coshucosp+ ig [cosh p sin pu — cos psinh y]

= 44 e—(1+i)li + e(l—i)ﬂ + e("“’i)# + e(1+i)#
2K
(1 +9)p

[_e—(1+i)u — el (=14 e(1+i)u] .

En tenant compte de la remarque 3.10, le terme dominant sur Coo est e1~9#, On peut donc

écrire
Fp) = eA=#P(p) (3.67)
ou
P(p) = Pi(p) + RBa(p),
avec
PI(,U,) =14 ezi",
et 5
Ri(p) = 4elV 4 g7 4 2D a +ni)u [-e™ —i+ G210k 2]

vérifie 1a condition :
lim Ri(u)=0.
||—+o00 1( )

Donc e F(p) = P(u) = 1+ e + Ry(u). Notre objectif est de montrer que pour p
solution de (3.59) 4 module grand, on a F'(n) #0, i.e., |F'()| > 0 pour |u| = +oo.

Pour toute la suite de cette démonstration dire que |u| — +oo sous entend d’apres
lemme 3.9 que Sm(y) est borné et Re(p) — +00 sur Cop. Dans sa forme (3.67), en dérivant

F par rapport & la variable , on obtient

Flp) = (1—14)F(u)+etP(p)
= WP/ ()

donc

IF'(u)| = [e®#||P ()]
= RO (y)
e[%eu+8m(u)l| }5'(#)|. -
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Puisque ef®e+Sm®] > 0, i suffit alors de montrer que |P'(u)| > 0 pour y solution &
module grand de 1’équation (3.59).

Pour cela, remarquons que

P'(p) = Pi() + Ry(w)- (3.68)

Un calcul directe donne

Ri(p) = 4(i—1)elD = 2¢7 4 2(i — 1)eX~ %
2 1 .
T + ) [2e7% + 2i(i — 1)e0 VP 4 24 ]

“op g4 520D | 2]

(1+z)ﬂ [~e tre + e, (3.69)
et on montre que
lim () =0 (3.70)
|| =400 ;

En effet e?* est borné pour |u| — +oo donc

dix dik

2ip — ().

lim &P = ,

, lim ————e
lui—+oo (1 + D’ luiotoo (1 4+ 7)u?

de plus tous les autres termes en exponentielle dans I’expression (3.69) ont leurs exposants
a partie réelle tendant vers —oo quand |u| — +00.

En outre,

Pi(p+ i) — Pu(u) = e¥Hh) e
= ) [k _ 1]

En nous inspirant des techniques utilisées par Mifdal dans [25], on peut écrire
%f _ : - ~2 =
e?F =1+ 2ij — Ap°R(f1)

avec

e (2m)F
)= g’ k+2)
On obtient donc
Py(u+ i) — Pi(p) = € [2ifi — 45*R(B)} ,
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ce qui implique

Pulp+ ) = PA)| o o — 4R(i)]

En passant & la limite quand i — 0, on a
|Pi(w)] = 2]e™|.

On en déduit puisque |e%#| est borné pour |u| — +oco qu’il existe une constante ¢ >0 telle
que

lim |P1’(u)| =2¢ > 0. (3.71)
|| —=—+o0

Donc les zéros de grand module de P; sont simples. Montrons qu'il en est de méme pour les

zéros de grand module de P. En effet (3.68) implique
|P'()] = |Pi(w)] = IRy (). (3.72)
Mais on sait d’aprés (3.70) que pour tout & > 0, il existe 75 > 0 tel que
|ul > rs = |Ry(p)| <&

De plus on a démontré d’aprés (3.71) que pour |u| > 7y, il existe d1 > 0 tel que
|P!(1)| > 61 . En prenant r = sup(ry,75) et en posant § = 4 on obtient de I'inégalité (3.72)

~ : 0
|P(p)| = 61— 6 = 51
On vient de montrer que pour tout § > 0, il existe r = sup(ry,7s) tel que
~ )
Il >r = P2 5 >0.

Remarque 3.11 On pourrait remarquer que les valeurs propres de Uopérateur A* sont géo-
métriguement simples. En effet, supposons que ¢ = (¢1, #2), ¥ = (¢1,12) sont deux vecteurs
propres de A" correspondant & la méme valeur propre X. On peut choisir des constantes
1, ¢ non simultanément nulles telles que € = (€1,€2) = 19 + 2y satisfait la condition
€1z2(0) = 0. Dans ce cas, on constate que € est aussi vecteur propre de A" correspondant &
la méme valeur propre \. La condition supplémentaire €122(0) = 0 nous permet de déduire
que €1 est vecteur propre de l'opérateur Ao. D’apres la preuve du lemme 3.3, on a néces-
sairement e; = 0 (et donc ¢ = 0). On conclut que deux vecteurs propres correspondant a
la méme valeur propre sont forcément linéairement dépendants. Par l'absurdité la remarque

est prouvée.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

11 est possible d’obtenir une estimation exponentielle du "body-beam system" en mesu-
rant le moment de force a I'encastrement. A partir de Pobservateur construit au (3.6) pour
des mesures du moment de force & I’encastrement et de la vitesse angulaire du disque, notre
perspective est d’appliquer le principe de séparation suggéré par Gauthier et Kupka dans

[11] par combinaison avec la loi de feedback du [1] pour réaliser la stabilisation du dit sys-
teme. A partir de la remarque 3.6, autre perspective envisageable serait un choix judicieux
de V'espace d’état en vue de construire des observateurs sur le systéme 3.3 augmenté de la
sortie Y(t) = Uzez(0,1) (0u Y(t) = uyz(0,)) et d’en assurer la stabilisation. En se référant
aussi & la remarque 3.7, on peut espérer un observateur du systéme(3.1) avec des sorties de

dimension 3 comme indiquées au (3.37).
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Annexe A

Quelques propriétés des opérateurs Ay, A

A.1 Preuve de la proposition 3.1

A.1.1 A est auto-adjoint sur L*(0,1)

Pour la preuve, on montre que Ag est maximal monotone, symétrique sur L?(0,1) et on
applique la proposition VIL6, page 113 du [4].

e Aj est monotone et positif :

1
(of, Fio = /0 (/"(@))2ds = 0 Vf € D(Ay).

e A est maximal :
On veut montrer par Lax Milgram que Im(I + Ao) = L*(0, 1).
Soit f € L2(0,1). On cherche un élément u € D(Ay) tel que

(I + Ao)u = f. (A1)

(A.1) est équivalent 4 :
U + Ugggr = f
u(0) = u,(0) =0 (A.2)
Ure(1) = upzz(1) = 0.
Soit
l:H}0,1) — R
v fol fudz.
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| est une forme linéaire continue. En effet on a d’aprés Cauchy :

= | ' fode

< 1 fllzzonlivlizzo,0) (A.3)

Or '
o) = [ vele)de wo € Y0,
et ¢

ve(§) = /0 vy (y)dy Vv € H%(0,1);

donc, d’aprés le théoréme de Fubini,

o) = [ f " y) duyde

- /:vyy(y)[ d¢ dy
= /0 z(ﬂc—y)vm,(y) dy.

On en déduit d’aprés l'inégalité de Holder :

o < [/;@: _ dy]% [/0“’ |y 2 dy] 3
SN

2 o
lv(z)| S'3—||U||Hg(o,1)’

ie

impliquant : .
V3 2
llvllz20,1) < Tllvnng(o,n Vv € Hi(0,1) (A.4)
De (A.3), (A.4), on déduit :
V3
ll(v)l < T"f“ﬂ,’{(o,l)||’U||H;°;(o,1) (A.5)

On définit aussi b par :

b: H2(0,1) x H2(0,1) — R

1
(u,0) [y (U0 + UzaVpz) dT =< 4, ¥ >1200) + < UV >HZ(01)
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Il est aisé de remarquer que
- b est une forme bilinéaire

- best H2(0,1) coercitive :

blu,u) = llullizey + el

v

“u"%g(o,n
-b est continue :

b(u,u)

IA

el 220,y vl 220,y + ||U||Hg(o,1)||U||Hg(o,1)

1 .
(1+15) lllgontollzon dopsis (49

IA

D’aprés Lax Milgram (corollaire V.8 page 84 du [4]), I'équation
b(u,v) = l(v)

admet une solution unique u € H2(0,1) pour tout v € HE(0,1).

Par un calcul direct, on montre que u satisfait I’équation suivante : pour tout v €
H%(0,1),

/01 [zm(x) + /13 /1ﬁ u(72) dedTl] Veo() dr — /01 [/lx /ITl f(m) dngTl] Veu () dz = 0.

Ceci implique que, pour tout v € L*(0,1),

/01 [um(x) + /lx /1T1 u(T2) dedTl] v(z)dz — /01 [/lz /lﬁ f(m) d'rzdn] v(z)dz = 0.

Par suite u est solution de ’équation :

Ugz(T) + /j /IT1 u(7y) dredm — /1I /lﬂ f(79) dredmy = 0. (A.6)

Pour z = 1 dans 1’équation (A.6) on obtient u-(1) = 0.

En dérivant une fois encore par rapport & = 'équation (A.6), on a I'identité :
T T
Uaza(@) + / u(r) dr — / f(r)dr =o. (A7)
1 1
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La condition ugzg(1) = 0 s’obtient en posant z = 1 dans (A.7).

On dérive une derniére fois 'équation (A.7) pour obtenir

uzxzz+u=f7

avec u € D(Ap).
o Ay symétrique.

Une double intégration par partie nous montre que
1
< Aof,9 >r200)=< [, Aog >1200,)= / fez9zzdz Vf,g € D(Ao)
0

A.1.2 Aj est a résolvante compacte

Ao défini comme opérateur associé a la forme b du triplet variationnel (L%*(0,1), H%(0, 1), b).
Comme b est H2(0, 1) coercitif, alors A est inversible d’aprés Lax Milgram. Donc 0e p(Ap).
L’injection de H4(0,1) dans L2(0,1) est compacte. De plus D(4o) C H*(0,1). Donc Vinjec-
tion de D(Ap) (muni de la norme du graphe) dans L?(0, 1) est compacte. Le résultat découle

de la proposition 1.2.

A.2 Opérateur A associé au modéle du body-beam

Lemme A.1l

i) L’opérateur A est anti-adjoint sur X c’est -d -dire A* = —A.

i) A est a résolvante compacte sur X.

Alors

#i) iA est auto-adjoint avec résolvante compacte sur X .

w) Il existe une suite de vecteurs propres normalisés de A qui forment une base orthonor-
male de X (cf. [29)]).

v) La multiplicité géométrique de toute valeur propre de Uopérateur A est égale a la multi-
plicité algébrique (cf. [37]).

vi) Toutes les valeurs propres de l'opérateur A sont sur l'axze des imaginaires.
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Annexe B

Quelques résultats d’algébre

Proposition B.1 Soit s € C et a(s) la matrice définie par

o O O =
o o = O
o = O O

Alors

i) La matrice a admet quatre différentes valeurs propres

b= —(1+i)\/§,
b=-inf,

2
. S
l3= —(1—’&) 5,

I = —(1+i)\/§.

ii) a se décompose de la maniére suivante :

a(s) = V(s). diag(ly, lz,13,14)-V7'(s),
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ou

1
]

101 1 1
78 B B
EE R B
|7z g & i
V=1 3 3 1 (B2)
i b I3 4
1 1 11
Pour tout z € (0,1) on a
e® = V(s). diag(e"®, e, e's® el®). V1(s).
Posons
e = (ei;(%, 8))1<ii<4 (B.3)

Les composantes utiles dans notre travail sont :

es3(x,s) = %e~(1+i)\/¥w '(1 + eiﬂg’”) (1 + em””) (B.4)

ess(z,8) = (1+ z) [ie_(l“)\/gm —ieVET 4 (1Y EE e(_1+i)\/§z] (B.5)

ess(z,s) = (1+ z) % [ e~ (V/Fe | UH)VEE _ e (14052 ie(—lﬂ)\/gz](B.ﬁ)
644(51:,8) - —(1+z)\/-z (1 + ez’x/i?m) (1 +e\/—z) (B.7)
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Annexe C

Calcul des fonctions de transfert

C.1 Calcul de la fonction de transfert G(s) de 'entrée &

la sortie pour w, =0

En se référant au théoréme A du [16], il s’agit de définir I'opérateur C(sI — A)C*.

On considére le systéme auxiliaire suivant

( 8,0:(x,t) = Qu(z,t) + z.u(t), 5 € Co, z € (0,1),
8 (z,t) = -8 (, t),

04(0,2) = 8, (0,¢) =0,

2Mn(1,t) = 83(1,t) =0,

(=, 0) = N (2), u(z,0) = B(z),

| v() = 92(0, 2).

Supposons € (z,0) = Q(z,0) = 0 dans (C.1). En prenant la transformée de Laplace

(C.1)

suivant la variable temps, on obtient 1'équation différentielle suivante :

( s(z, s) = Qu(z, s) + z.4(s), s€ Co, z€(0,1)

s(z, 5) = -8 (x, 5),

¢ (0, 5) = 8:4(0,s) =0, (C.2)
82n(1,s) = B (1,5) = 0,

| §(s) = B (0;5).

En substituant la premiére équation dans la seconde, on obtient
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(1 (z, s) qui vérifie le systéme

A (z,8) = —s*(z, 8) + 2.0(s), s € Co,z€(0,1),
(0, 5) = 8.1 (0,5) =0,

B2(1,s) = B3u(1,5) =0,

§(s) = 820(0, 5).

Posons
( 1
oo | 20
82
O
et
0
0
b=
0
1

Alors le systéme (C.3) peut se reécrire sur R* sous la forme :

Yz = ap + bxsi
9= SOS(O)’
Dont les solutions sont données par :

o(z) = e**p(0) + /ow e*==Obg desil.

(a est la matrice définie au (B.1)).

En intégrant par partie Uexpression (C.4)), on obtient 'identité

o(1) = e*p(0) + [—a — I + e*| a™?bst.

Cette identité, combinée avec les conditions frontiéres du (C.3) impliquent :

[ ?) ] = [02x2,12x2] e® [ O2x2 ] [ ‘103(0) :l + [02x2,I2x2] (_a —I+ ea) a2 l: O2x2 :| \:

Irxa ©4(0) J
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Ou

00
-(29) co

En outre Oy et Iox2 désignent respectivement les matrices carrées d’ordre 2 nulle et Identité.

On obtient de (C.5) 'expression de la fonction de transfert

¢3(0)

als) = & C.7)
o | O2x2 -
= [1,0] ([Ozxz,fzxz]e [ Inxs })
X [Opzs ool (a+ 1 — %)™ [02;2] [0] C8)

1 —e VB _ eV iV | Vs
425 4 + e~ V25 + =iV | iV 4 V2

(C.9)

C.2 Calcul de la fonction de transfert : de la condition

initiale a la sortie

Notre objectif ici est de définir I'opérateur C(sI — AL
On considére & nouveau notre systéme (C.1) mais avec u = 0. En prenant La transformée

de Laplace suivant la variable temps, on obtient :

(

s(z, s) — V(z) = N(z,s), s€Co, z€(0,1)
s (z, 5) — V(z) = - (z, s),

Ql(oa s) = 5m§21(0a s) =0,

20 (1,s) = BMN(1,s) =0,

(z,0) = (), Y(z,0) = QB(z),

\ §(s) = 820 (0, 5).

(C.10)
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Par substitution, on a Q4 (z, s) vérifie le systéme

a:ﬂl(.’l,‘, S) = —3201('7‘" S) + SQ?(‘T) + Qg(z)a s € Ca T € (Oa l)a

Ql(O, 8) = 6;,;@1(0, 8) = 0,
2M(1,s) = B3Mn(1,s) =0,
§(s) = 021 (0, 5).

Posons
( 1
| 3
P 63@1
3B

et
0
0
z,8) =
g9(, s) 0
sQ)(x) + ()

Alors le systéme (C.3) peut se reécrire sur R* sous la forme :

{ Y =0pt+g
9= 803(0)’
dont les solutions sont données par :

wuﬁw“¢m+éﬂm*w§$a.

(a est la matrice définie au (B.1)).

En posant z = 1 dans (C.12)), on obtient I'identité

wn=amm+1emﬂm4a@.
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Cette identité, combinée avec les conditions frontiéres du (C.11) impliquent :

|: 0 ] = [02><2;12x2] e |: 02)(2 :| |: 903(0) :|
0] Ioxz ¢4(0)

X . . (C.13)

a(1-¢) | “2x2

+ [ O toale [ J } [snff(s)msw ] %
ol J est défini au (C.6).
0 -1
es(0) = [1,0] ([ozxg,fzle e“[ 2 D
I2><2
1 0 0

2, Ipyg] €160 2x2 d C.14
X/O [O2x2, Iax2] € [ J ][899(5)-{_9%(5)] £ (C.14)

= esa(1, 9) ea(l —&,5) [3 00(€) +Q2(8)] d¢

eas(1, s)eas(1, s) — esa(1, 8)ess(1,8) Jo

_ 644(1,3)
633(1, 3)634(1, S) - 634(1, S

s [euti-e o b s 0] a6 (€19

Les coefficients (e;;) sont définis au (B.3).

Le lemme suivant justifie que Kpqgy =0 :

Lemme C.1 Il existe des constantes positives M, et o telles que pour tout s € Ry NC,

M,
| VSC(sI + A7 |lLx.0)< 3—1 Vs > a (C.16)
"

Preuve du théoréme C.1
D’aprés (C.14),

4(s) = z1(8) — 22(s) (C.17)

ol
Voa(s) = 2 [0 (0360 + 2] o (©19)
Voals) = 2 [ ealo,6) s08(e) + 240)] o (c19)
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avec
ai(s) = —(l—z)eﬁ[ —eV3EH) | oiVE _jeV/30-243) | 8 g]
az(s) = —(1 —i)eVE [ VI | iV g eV/5(240) +e3'\/_]
bi(s) = ba(s) = 2eV? [e V25 4 oVIs(=2+i) 4 foVZs(=141) 4 (VB 4 e\/ﬂ(—1+2i)]
a(s,€) = e~ VE(-149) [e-i\/%(—ue) + eVEQIHO-i-146) | oV EEIHOH(-140) |
+ei\/§("1+9] ’

s 6) = e VIO [e—i\/%<—1+e)_ie\/%(z(—ue)—i(—ue»_e\/§(2<—1+s)+z’(—1+§)) N
rie/FC1#9)].

Pour tout Q2(¢) € HZ(0,1), une double intégration par parties nous donne :

[Fsaome = [ a.omaox (C20)
[ses.om@rde = [ o800 (1)
avec
di(s,€) = e~ VEC1+O) [e—i\/%<—1+a)_e\/%(z(—1+5>—i(—1+a)) 4 eV ER(-1+E+I(-14+6) _
_ ei\/é(—us)] ,
do(s, &) = e~ VE(1+0) [e—i\/é(—w:) 4 jeVEQ-IHO—I-14) _ o/FR-140+(-148) _

— iei\/g(_lﬂ)] .
De (C.17), (C.18), (C.19), (C.20), (C.21), on déduit que

3(s) = / e VIS (s, £) (O2,.(6) + 926)) d, (C.22)

ot pour tout s > 0,

f(s,€) =0(1) (C.23)
En tenant compte du (C.23) et en appliquant l'inégalité de Holder et de Cauchy &
Pexpression (C.22) on obtient bien I'inégalité du (C.16).
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Annexe D

Preuve de l'identité (3.30)

Multiplions la premiére équation du (3.3) par (1 — z)u, et intégrons par rapport a z et
¢ respectivement entre (0,1) et (0, 7). On obtient :

71 - zyug(, Hus(z, t) dtdz + J7 J3 (1 — 2)tooea(@, V)ue(z, t) dadt
= [T [1 w21 — 2)u(s, (s, t) dedt

u(0,t) = u,(0,t) =0

Uge(1,8) = Uzga(1,8) =0,

(D.1)

/ (1 - x)uttux dt
0

[(1 — 2)ugug]g — /OT(I — T)ugugg dt
- (-2 - [ G- DD

/01 /OT(l — Z)upuzy dtdz = / [(1 — z)uu,)g dz — / / ~(1 — z)(u?), dzdt
/ [(1 = z)upu,)g dz — / [;(1 - m)ut] dt (D.2)
- / / —u?dzdt = / [(1 — z)uug]g / / —u? dzdt,

1 1
/ (1 — T)ugggrz dz = [(1— x)umwux](l, + / Uzee (T — V)ug)g dT
0 0

1 1
= / (z = 1)UpgglUszg dT + / UgerlUs AT, (D.3)
0 0
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1 1
[ o= Damstizds = [ G@=D02) e
0 0o 2

1 11 '
= —uiz(O)—/ —uizdx (D.4)
2 o 2 |

1 1
/ Uggalls AT = [umuz]é— / ul, dx
0 0
1
= - / ul, dz (D.5)
0

On déduit alors & partir du (D.3), (D.4), (D.5) :
T 1
/ / (1 - T)uggruy dzdt = / u2,(0,7) dt — / / Eu” dzdt (D.6)
o Jo
1 1,2
/ wi(l - z)uu, dz = / ——2—*-(1 — z)(u?), dz
0 0

1 Yoot
= [—wf(l—x)uz] +/ —wiu?dx
2 A A
'l
= d
/ozw*u T

/ / w?(1 - z)uu, dzdt = / / —w?u? dzdt. (D.7)

De (D.1), (D.2), (D.6), (D.7), on obtient 'identité (3.30).

donc,

84



Annexe E

Résultats numériques sur le

comportement asymptotique du spectre
de A"

Nous allons donner dans ce paragraphe quelques résultats numériques concernant le
spectre de 'opérateur A".

Tout d’abord, on sait que \; = iu2 est une valeur propre de 'opérateur A" si et seulement
si le complexe p; vérifie 'équation F(u) = 0 (voir (3.59)).

Soit px = Ty + iyx OV Tx et Y sont deux réels non simultanément nuls. Dés lors la
condition F(p) = 0 devient R(zx, yx) +iI(zx, yx) = 0, avec R et I deux fonctions réelles qui
dépendent des variables zj et yx . De ce fait, le complexe A\, défini ci dessus est une valeur
propre si et seulement si R(zx, yk) = I(2k, yx) = 0 pour tout zx et yx € R (@2 +y: # 0). En
utilisant le logiciel MATLAB version 6.0, on peut trouver les points d’intersection (T, y)
des graphes des fonctions R(zk,yx) = 0 et [ (zx,yx) = 0. Ensuite on trouve les valeurs

propres A, en utilisant la relation
Ap = ips = —2zyx + i(zh — y2).

En pratique on utilise le sous-programme fminsearch(J, xo) qui consiste & trouver un mi-
nimiseur local z de la fonction cott J partant d’un point initial zo. Pour le calcul du spectre

on définit J de la fagon suivante :
2K

P(z.y) = 1+ €®# + 4eli=D 4 g=2 4 (20-D0 4 7

[—em — i+ ie2C1HOe 4 gP]
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x 10° Les 300 premidres valeurs propres pour k=10
T T

0
X v [ Reciingl
xx *
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Re

FIG. E.1 - Les premiéres valeures propres de A® pour k = 10.

ou i =T+ 1y,
R(z,y) = Re(P(z,y)), I(z,y)=9m(P(z,y)),
J(z,y) = R*(z,y) + I*(z,y)-

Les paramétres physiques étant fixés (EI = p = 1), on fait varier x. Les résultats nu-
mériques qu’on obtient sont illustrés aux figures Fig.E.1- Fig.E.5. On y observe 'asymptote
pour chaque valeur de k. Noter que pour de basses fréquences la forme géométrique varie
en fonction de .

Ci-dessous est présenté le programmé MATLAB permettant la réalisation de ces simu-
lations numériques :

clear all

real k

real z

global k

k=4.25;

for n=1 :100

z(n)=n*pi+pi/2;
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x 10" Les 100 premidres valeurs propres pour k=10
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FiG. E.2 - Les premiéres valeures propres de A* pour s = 10.
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FiG. E.3 - Les premiéres valeures propres de A" pour £ =0.25
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x10* Les 50 premiéres valeurs propres pour k=1.25
T
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F1G. E.4 - Les premiéres valeures propres de A® pour k£ = 1.25.

x10* Les 50 premidres valeurs propres pour k=4.25
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FIG. E.5 — Les premiéres valeures propres de A" pour k = 4.25.
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[x, fval]=fminsearch(@caract, [2(n), 0]);

~ valp(n)=-2*z(1)*c(2)+ i*(z(1)" 2-z(2)" 2); end
valp=valp’

rval=real(valp) ;

wal=imag(valp) ;

plot(valp,’s’) .

title(’Les 100 premiéres valeurs propres pour k=4.25 ’)
zlabel(’Re’)

ylabel(’Im’)

%% %% %% % %6 % % % % %6 %% % % %6 %6 %6 %6 70 % Yo o %o %o Vo
function f=caract(z)

global k

f=exp(2%i*(z(1)+1%2(2)))+1+ 4*ezp((i-1)*(x(1)+i*z(2))) +exp(-2*(x(1)+i*z(2)))...
+(-exp(-2*(x(1)+i*(2)))-i + i*exp(2*(i-1)*(x(1)+i*z(2)))+ ...
exp(2*i*((1)+1*2(2)))) *2%k/(x(1) +i%2(2))/(1+9);

f=real(ff)" 2+imag(ff)" 2;
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