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I

INTRODUCTION GENERALE

Le développement des moyens de calcul a permis au cours des dernières années,

des progrès considérables en calcul des stnrctures. Un des objectifs acnrels consiste à

incorporer des lois de comportement plus fines dans les codes de calcul utilisés. Dans le

cas du comportement plastique des matériaux, ces lois de comportement plastique des

matériaux plus complexes ou plus fines peuvent être obtenues à partir d'essais plus

généraux que les essais de traction simple ; on peut ciær par exemple I'essai qui consiste à

soumettre des tubes minces à une charge axiale, une torsion et une pression interne (ou

externe) combinées. Néanmoins la caractérisation du comportement plastique des

matériaux pose encore des probièmes expérimentaux diffirciles, particulièrement lonique

ceux-ci se présentent sous forme de tôles. Il y a, parallèlement, un développement

important des calculs d'homogénéisation, ou calculs "micro-macro". Les progrès

enregistrés dans ce domaine contribuent en particulier à une prévision de l'évolution des

textures dans les procédés d'élaboration, ainsi qu'à une meilleure appréhension des

instabilités au cours des procédés de mise en forme.

Le présent travail est divisé en deux parties. La première partie a pour objet de

caractériser le comportement plastique de quatre nuances de tôles d'acier, en effectuant

des essais sous différents trajets de défonnation. Quelques essais avec changement du

trajet de défomration ont en outre été réalisés. Cette caractérisation du comportement

plastique a été effectuée à I'aide d'un dispositif de traction biaxiale mis au point au cours

d'un travail antérieur de l'équipe de recherche. Les résultats obtenus ont d'abord été

analysés en compirant les essais sous différents trajets de déformation. Les essais

séquentiels traction biaxiale-traction uniaxiale ont par ailletrs permis de mettre en

évidence le caractère anisotrope de l'écrouissage.

I-a deuxième partie de ce travail traite d'un procédé particulier de mise en forme des

tôles, à savoir le gonflement hydraulique ou essai Jovignot. Par rapport aux "études

antérieures nous avons apporté un soin particulier à I'analyse et la compréhension de

I'influence des différents paramètres caractérisant le comportement plastique sur la

pression de gonfiement, la distribution des déformations et la forme de la membnane

déforrnée. Les inlluences de fécrouissage, de la sensibilité à la vitesse de déformation et

de lia forme de la surface d'écoulement ont ainsi été analy$es, et les prévisions du calcul

ont été confrontées aux résulgts expérimentau de la linérature.

ç



PARTIE A

COMPORTEMENT PLASTIQUE B IAXIAL

DE DIFFERENTS ACIERS D'EMBOUTISSAGE



Chapitre A-I- Etude bibliographique

A-I-1- Introduction

La caractérisation du comportement plastique des matériaux nécessite en particulier

la connaissance ou la détermination de leur surface de charge, et de l'évolution de cette

surface en fonction des contraintes ou des déformations appliquées. Lorsque les surfaces

de charge sont identifiées au potentiel plastique, on connaît alors, à partir du principe du

travail maximal de Hill, les incréments de déformation plastique pour un chargement

correspondant à un point particulier de ces surfaces (loi de normalité).

Les surfaces de charge représentent un élément essentiel, non seulement pour

décrire le comportement plastique et I'anisotropie associée mais aussi pour modéliser

convenablement les procédés de mise en forme des matériaux ainsi que les instabilités qui

peuvent survenir lors de ces opérations de mise en forme (par exemple les strictions et les

bandes de cisaillement, ainsi que les phénomènes de plissement dans le cas de

I'emboutissage des tôles). Toutefois, de nombreuses difficultés sont rencontrées,

lorsqu'on veut suivre I'évolution de ces surfaces, tant sur le plan expérimental que

théorique.

Dans ce qui suit, nous allons présenter I'essentiel des techniques expérimentales

utilisées dans la détermination des surfaces de charge ainsi que les modélisations

développées au cours de ces dernières années et qui pennettent la prévision de ces

surfaces par le calcul.

A-I-2- Détermination exnérimentale des surfaces d'écoulement plastique

A-I-2-1- Enrouvettes et techniques expérimentales

Iæs éprouvdræs utilisées dans les expériences de la plasticité peuvent être classées

en trois catégories selon leur forme : tubes minces, éprouvettes plates minces et

éprouvettes plates épaisses. La méthode qui consiste à soumettre des tubes minces à une

charge æriale, une torsion et une pression interne (ou externe) combinées est la plus

favorable car elle ào*" un état de contraintes quasi-uniforme. Touæfois, des problèmes

peuvent être rencontrés conc"*Tt la précision d'usinage, les effets de bords et

éventuellement une flexion parasiæ de l, _eiqlweaa



En ce qui concerne les produits plats, la figure A-I-1 montre les méthodes

d'obtention d'un état de contraintes combiné en utilisant des éprouvenes plaæs minces et

épaisses. La figure A-I-l(a) indique la méthode d'application d'une traction à des

éprouvettes entaillés ou rainurées. L'état de contraintes combiné est produit dans la

bande. La figure A-I-l(b) présente une méthode de chargement tranwersal de plaques

rhombiques aux angles de l'éprouvette. L'êtatde contraintes combiné est produit dans la

partie cenEale de la plaque par flexion. Pour avoir un état de contraintes unifomte dans

l'épaisseur de la plaque, Hazell et Marin [1] ont proposé I'utilisation de plaques

"composites" constituées d'une zone centrale alveolée sur les surfaces de laquelle sont

collées deux plaques de faible épaisseur. Ceci perrret de considérer la contrainte cornme

raisonnablement uniforme dans l'épaisseur de chacune des plaques. La figure A-I-l(c)

montre la méthode qui consiste à découper des éprouvettes de traction uniaxiale dans

plusieurs directions d'une tôle par rappon à la direction de préchargement en mction

simple. Cette méthode a été proposée par Szczepinski [2] pour la détermination du seuil

plastique dans la nouvelle direction de chargement. La figure A-I-l(d) montre une

éprouvette en forue de croix [3-5] conçue pour être soumise à une traction biaxiale. Une

autre forme d'éprouvette présentant des fentes dans les zones de raccordement avec les

têtes de fxation avait été proposée antérieurement par Monch et Galster [4], elle permet

d'avoir une Égion de déformation homogène de I'ordre de75 Vo (figure A-I-2).
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Fig. A-I-1 : Mëthodes pennettant d'obtenir un état de contraintes combiné, ou un

changement de sollicitation (d'après K. Ikegami [O)
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Fig. A-I-2 : Géométrie de l'éprouvene c-ruciforme prroposée par Monch et Galster [4]

En améliorant l'éprouvette proposée par Monch et Galster, Makindé Fl a prroposé

une aurre éprouvette en fonrre de croix (frgure A-I-3). Elle a été conçue de façon à obtenir

une déformation aussi homogène que possible dans la paftie utile. Pour cela il convient de

prévoir: -

- des évidements longitudinaux le long des bras, afin de diminuer leur rigidité

tranwersale et de réaliser une déformation aussi homogène que possible de la zone située

au cente de la crc,ii.

a

- une diminution d'épaisseur de la partie centrale (pde utile) afïn que la

déformation plastique soit essentiellement concentrée dans cetæ région de l'éprouvetæ.
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Fig. A-I-3 : Géoméuie de l'éprouvetæ cruciformeproposée pal Makindé [7]
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Les figures A-I-l(e) et A-I-1(0 montrent les méthodes qui consistent à utiliser un

empilement de tôles minces ou épaisses collées ensemble tfl.Iâ compression biaxiale de

ces tôles pennet d'étudier tous.les quadrants du plan déviaæur des contraintes. Dans ce

type d'essais, les contraintes mesurées dépendent du rapport entre la hauteur de

l'échantillon et l'épaisseur de I'empilement ; il faut aussi que les faces des tôles soient

planes et parallèles, deux à deux, apÈs collage ce qui est tès difficile à Éaliser.

A-l-2-2- Représentation des surfaces de charge.

La représentation des surfaces de charge dépend du type d'essais. Elle fait

généralement appel à des a:(es corespondant arD( contraintes qui varient dans I'essai

considéré. D'autre part, on utilise aussi fréquemment le plan déviatoire, appelé aussi plan

æ, d'équation ol + oz+ o3 = 0, dans I'espace des contraintes principales.

A-I-2-3- Facterrrs inflrrencant la strrface de charge

En supposant que la déformation plastique est incompressible et indépendante de la

pression hydrostatique, le comportement de la surface de charge est étudié

expérimentalement en fonction des paramètres suivants :

1) Intensité et direction du préchargement.

2) Influence de la temy'erature.

3) Influence du æmps d'application de la déformation (fluage, vieillissement) et de

la vitesse de défomration.

L'anisotropie liée arD( texnues du matériau joue évidemment un rôle essentiel dans

les résultats. En fonction de ces paramètres, les discussions ont porté sur les points

suivants: -

a- Comportement des surfaces de charge : changement de forme, translation et

rotation.

b-.Panicularité de formes des surfaces de charge : effet Bauschinger, effet cross,
a

existence de points anguleux.

I

c- Normaliié des vecteurs incréments de déformation plastique aux surfaces de

charge, ce qui constitue une méthode de v&ification du travail plastique mardmum-
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A-I-3- Mo<lélisation des surfaces d'écoulement nlastiotre

Le seuil de plasticité unidimensionnel définitle domaine d'élasticité dans un espace

de contrainte à une dimension (figure A-I-5). La généralisation de cette notion au cas

tridimensionnel représente le critère de plasticité. Il définit le domaine, dans I'espace des

contraintes, à I'intérieur duquel toute variation de contrainte n'engendre que des

variations de déformation élastique.

fig. A-I-5 : Domaine d'élasticité unidimensionnel

Le moyen le plus simple de mettre en évidence ce domaine dans un espace à deux

dimensions est d'utiliser des essais de traction (ou compression)- torsion sur des tubes

minces.

A-I-3-1- Modèl]es d'écrouissage cinématique

a

Dans le cas le plus général, la surface d'écoulement subit au cours d'une

déformation plastique à la fois une translation, et un changement de forme et de

dimension. Les mbdèles d'écrouissage cinématique mettent en avant la translation de la

surface d'écoulement

--/
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Prager (1955) a proposé un modèle d'écrouissage cinématique dans lequel la

surface seuil ne change ni de forme, ni de dimensions mais se déplace dans I'espace des

contraintes. Cette fonction seuil s'écrit :

f (o i j -a i j )=k (A-r-1)

où K est une constante et cr,ij est une variable tensorielle qui repÉsente la translation de la

surface de charge qui, selon Prager se fait suivant la normale extérieure à la surface

d'écoulement au point de chargemenl Dans ces conditions on a :

oi; = cé1i

où C est une constante.

ti1; = (o;i - €rit tl
avec [ > o.

Ziegl1.y (1959) a modifié le modèle de Prager en supposant que la translation de la

surface de charge, se fait suivant la direction du v€cteur joignant le centre de la surface

d'écoulement au point de chargement, ce qui donne :

(A-r-2)

(A-r-3)

En remplaç4nr la dérivée particulaire cqj par la dérivée de Jaumann o.$ noazinski

[8] a généralisé le modèle d'écrouissage développé par Prager et Ziegler au cas des

grandes déformations.

A-I-3-2- Modèles d'écrouissage isotrope

Ce sont ceux qui supposent une dilatation de la surface de charge . L'équation de la

frontière du domaine fait intervenir a priori toutes les composantes du tenseur des

contraintes et la variable d'écrouissage, qui se réduit à une variable scalaire dans le cas de

l'écrouissage isotnope ; choisissons la variable seuil de plasticité en mcdon simple ot

f(oi;, oj = 0 (A-r-4)

Dans I'hlpothèse d'un matériau initialement isotrope,la frontière du domaine est

invariante par changement de repère, la fonction f ne dépend donc que des trois invariants

du tenseur o:

f(ot, on, og, o) =Q (A-r-5)

Dans le cas des matériaux métalliques, on obsenre généralement I'incompressibilité

plastique et I'ind@ndance du comportement vis-à-vis de la contrainte hydrostatique. Il

sufEt alors de faire intervenir le tensetu déviaæu des contraintes :
1

o'=o-* or l  (A-I-6)
J -
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et les deux invariants du déviateur,
1 r o 1 " r

Sn = 
â Tr (o') et Sp = 

â.Tt 
(o-). La relation

f(Su, Sm, os) = 0 (A-r-7)

est I'expression générale des critères isotropes de plasticité pour un matériau

incompressible. Dans I'espace des contraintes ot, C'2,C3,1a frontière est représentée par

un cylindre dont I'axe est la trissectrice du reÈre. Notons qu'à la place des invariants Sn

et Sg on peut utiliser les invariants homogènes associés :

J2(o) = (3 Sn )rn =p 
"U "t, )

(A-r-8)

(A-r-e)J3(o) = 
ffs"r|tt= Ë "U 

ojk, ok)1/3

Critère de Tresca

Le critère de Tresca prédit que l'écoulement plastique interviendra lorsque la

contrainte de cisaillement maximale aneindra une valeu critique.Iæ critère peut s'écrire :

0 1  - 0 3 = O E o u  q ' 1 - O 3 = 1 , | ç (A-r-10)

og désignant la limite élastique en traction simple, k la limite élastique en cisaillement et

ot et 6i3 étant les contraintes principales extrêmes (classées dans lbrdre ot ) 02 > o3).

læ lieu limite dans le plan æ est un hexagone régulier.

Critère de Von-Misès

Le critère de Von-Misès prévoit que l'écoulement aua lieu lorsque le deuxième

invariant du tenseur déviatew des contraintes J2 atæindra une valeur critique :

b=*

ou en fonction des contraintes principales :

(o1'o212+ (o2 - o3)2+ (ot = or)2 = 6Ê =2 cZE

(A-r-11)

(A-I-12)

Ce critère peut être interprété physiquement en considérant soit que l'énergie de

distorsion élastique emmagasinée dans le matériau aneint une valeur critique, soit que la

contrainte de cisaillement sur les plans octaédriques ateint une valeur critique.

Le lieu limite prévu pr le critère de Von-MiÈs dans le plan fi est un cercle de rayon

f - t
.fzr= ̂l? dB

Y3
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Critères de Hill

Hill t19l a introduit un critère tenant compte de I'anisotopie initiale du matériau. La

fonction seuil s'exprime sous la forme d'une fonction quadratique des contraintes

principales. Dans le cas d'un état de contraintes planes (ot, od il s'exprime :

r4*c4 * H(or - oz)2 =(c + H)7 (A-r-13)

où F, G, H sont des coefficients représentant l'état d'anisotropie du matériau et où la

conEainæ équivalenæîest une mesure de la dimension de la surface de charge.

II a été obsewé que ce critère ne rend pas compte correctement de la surface

d'écoulement, en particulier pour des matériaux ayant un coefficient d'anisotropie r

inférieur à I'unité.Ce coeffîcient d'anisotropie est défini, pour les tôles, coûlme le rapport

des déformations en largeur et en épaisseur dans un essai de traction simple. Hill [9] a

proposé un second critère afin de répondre aux insuffisances de son premier critère.

L'expression de ce nouveau critère s'écrit :

(1+2r) (or - oz)t + (o1 + o2)m = 2(L +r) om (A-r-14)

On remarque que la forme de cette nouvelle fonction seuil n'est plus quadratique,

mais dépend d'un paramètre m qui doit être détemriné expérimentalement. On notera que

m doit être supérieur ou égal à 1 pour que la surface d'écoulement soit convexe.

Critère de BudiansKv

Récenrment, une fonnulation générale du comportement plastique pour des

matériaux présentant une isotropie planaire, a étê proposée par Budiansky [10]. La

surface d'écoulement est décrite sous forme paramétrique, pour un état de contrainte

plane par :

(A-r-15)
g(\t) sinty

où g est une fonction telle que g(0) = {- 
q) = I et 05 et 05 sont respectivement les

e \2)
contrainæs décodàment en cisaillement et en déformuion {uibia,xiale.
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La formulation proposée par Budiansky présente un avantage considérable par

rapport aux critères présentés précédemment, car elle permet de décrire d'une manière

précise la forme réelle de la surface d'écoulement npyennant le choix d'une fonction g(y)

qui décrive correctement les données expérimenales.

On a assisté par ailleurs ces dernières années I u1 important développement des

calculs "micro-macro", qui permettent de déterminer théoriquement les surfaces

d'écoulement et leur évolution lonque les mécanismes élémentaires de déformation sont

supposés connus, ainsi que les données relatives à la texture.

A-I-4- Comportement plastique du polycristal

A-I-4-1- Eouations générales

Un matériau polycristallin déformé est soumis, compte-tenu du caractère

cristallographique de la déformation plastique des grains, à des champs de contraintes o

et de déforrration e non uniformes. Cene hétérogénéité intrinsèque du comportement du

polycristal est modifiée par une éventuelle texture cristallographique, initiale ou induite

par la déformation plastique. I-a texture morphologique, liée à la forme des grains, joue

aussi un rôle important [11].

La résolution rigoureuse du problème devrait respecter deux 6pes d'équations : les

équations d'équilibre qui, en I'absence de forces de volume, s'expriment sous la forme :

oijj = 0

et les conditions de

s'écrivent:

'ft (?Fk)= e- 
[a*j J

(A-r-r6)

compatibilité qui, dans I'hypothèse des petites perturbations

(A-r-17)

où p est le gradient de défomræion otale-

la loi de Schmid est souvent utilisée au niveau microscopique :

t'= mT 
"ri 

< rl (A-I-18)
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où ts et rf designettt respectivement la cission résolue et la cission résolue critique sur le

système de glissement s et où.m1., = Ui nÏ avec n tdésignant la normale au plan de

glissement et b sdésiglant la direction de glissement du système s.

I-es rnodèles qui essaient de prévoir le comportement macroscopique du polycristal

à panir du comportement microscopique prennent en compte de façon plus ou moins

précise les conditions précédentes. Nous allons rappeler brièvement quelques uns de ces

modèles.

A-l-4-2- Le modèle statique

Ce modèle considère que le champ de contraintes dans chaque grain est égal au

champ macroscopique. Dans ces conditions, les conditions de comptabilité ne sont

évidemment pas vérifiées.

A-I-4-3- I e modèle de Tavlor

Proposé par Taylor en 1938 [12] ce modèle considère que la déformation

plastique est uniforme, de sorte qu'en tout point

rl = tl (A-I-le)

oU ef est la défomration plastique macroscopique.

Lin tl1l a généralisé le modèle de Taylor en supposant que la déformation totale

est uniforme :

{='i*'l=ni,+nf=r$ te-r-20)

Compte tenu de I'incompressibilité de la déformation plastique, si I'on suppose

que lélasticité est isotrope on obtient la relation :

oû=à+2p(ni- ' i ;  (A-I-21)

où (Eif désignele tenseur des contrainæs macroscopique-

Une autne Sésentation du modèle revient à exprimer que le gradient Eulérien des

vitesses (Lij = vig, où v désigne la vitesse des particules) est égale à sa valeur
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macroscopique. Il en va alors de même pour les taux de déformation et de rotation,

parties symétrique et antislmÉtrique de L .

L'apprcche de Bishop et Hill [14] rejoint le modèle de Taylor. En tenant compte de

la condition d'incompressibilité plastique cinq systèmes de glissement actifs sont

nécessaires, dans chaque grain, pour assurer la déformation plastique imposée.

I-e modèle de Taylor a repÉsenté la première approche systématique de la plasticité

du polycristal. tr a permis d'aborder de nombreux problèmes jusque là ignorés. Compte-

tenu de sa simplicité, il conduit toutefois à des pévisions qui divergent parfois de façon

significative de la réalité.

Barlat t15l a fait un calcul de surfaces de charge, pour des matériaux isotropes,

basé sur le modèle de TaYlor.

Ces surfaces sont comparées à celles de Von-Misès et de Tresca (fig. A-I-6).

1.5

1 . O

0.5

0.0

-0.5

-  1 .0

0.5

0,0

0.0 0.5

( a )

1 . 5  - 1 . O -0.5 0.0 0.5

( b )

1 .51 .0

fig. A-I-6 : Surfaces de charge calculées avec le modèle de Taylor, pour un matériau c.f.c

(a) et c.c (b) d'aPrès [15]

On obsenre, sur ta fig. A-I-6, et particulièrement pour le matériau c.f.c, que la

courbure de la eurface de charge aux points de traction simple et de déformation

équibiaxiale est plus forte que celle préwe par le crith€ de Von-Msès.

L

Dans sa metËoAe de calcul, Barlat suppose que chaque grain de I'agrégat est souûlis

à la mê,me déformation et que la æxtur-e cristallographique est isotrop€

./

t y ' o

;:â
b c c +
u"-|

i r
Nt i G

/
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A-I-4-4- Les modèles auto'cohérents

Ces modèles ont pour but de résoudre avec plus de réalisme le problème de

I'interaction entre un grain particulier et la matrice environnante, qui présente les

propriétés (à déterminer) du matériau homogénéisé. Les différentes approches en petites

déformations ont été étendues au cas des grandes défonnations, en particulier par

Lipinski et Berveiller [16], Nemat-Nasser et Obata [17] et Molinari et Coll [18]. Ces

derniers auteurs obtiennent, dans le cas d'un comportement viscoplastique, une équation

delaforme:

ttt - tiil = Kijtl Con - otd (A-r-22)

où (si;) et ( sij) désignent respective-rt le. tenseur déviateur des contraintes

microscopique et macroscopique. (DrJ et (D11) désignent les tenseurs des

vitesses de déformation microscopique et macroscopique respectivement et K est un

tenseur d'ordre quatre qui dépend des propriétés du polycristal et de la forme du grain.

Ce type de modèles est très utile pour retracer I'influence de I'histoire du

chargement et peut fournir une modélisation de I'effet Bauschinger, ce qui est impossible

avec les autres modèles [11].

A-I-5- Conclusion

Les résultats expérimentaux concernant la détermination des surfaces de charge

sont encore divergents et parfois contradictoires et leur interprétation dépend foræment de

la définition du seuil d'écoulement plastique et du 6pe d'éprouvettes utilisées. Par

ailleurs,les modèles d'écrouissage, cinématique ou isotrope, fournissent une description

approchée de l'évolution de ces surfaces. Le modèle le plus utilisé est celui où

l'écrouissage est supposé isotrope et où la fonction seuil de Von-Misès (1913) ou de Hill

(1950) est considérée. Nous avons signalé que ces surfaces ne rendent pas correÆtement

compte de la forme de la surface de charge d'un certain nombre de matériaux. D'autres

fonctions, coûtme celle de HiX (1979), ont été proposées pour offrir plus de souplesse.

La fonction seuil proposée par Budianski (1984) ofte une plus grande souplesse, et peut

être utilisée simplement pour ajuster les résultats expérimentalD( ou les prévisions

théoriques des surfaces d'écoulement, lorsque I'anisoropie de l'éctouissage est négligée.
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Chapitre A-II - Etude de l'écrouissage de différents aciers

A-tr-l- fntroduction . i

Après une brève description du dispositif expérimental utilisé dans cette étude, nous

allons pÉsenter, dans ce chapitre, les Ésultats des essais que nous avons réalisés sur quatre

nuances d'acier qui nous ont été fournies par la société SOLLAC. Deux qæes d'essais ont

été effectués :

1- Des essais de traction biaxiale avec différents chemins de déformation :

déformation plane, déforrration équibia,riale et déformation avec un rapport de déformation

p= U2. Ces essais ont été effectués d'abord avec la direction de laminage parallèle à la

direction de plus grande déformation puis avec la direction de laminage parallèle à la direction

de plus petiæ défomtation.

2- Des essais de traction simple. Dans ce q?e d'essais, les éprouvettes de traction

simple ont été prélevées suivant les rois direction à 0o, 45o et 90o par rapport à la direction

de laminage. Enfin des essais de traction simple sur des echantillons prélevés dans des tôles

predéfomrées sous chargement biaxial seront pÉsentés dans le chapitre A-Itr.

A-II-2- Description du dispositif expérimental de traction biaxiale

Pour réaliser les essais de traction biaxiale nous avons utilisé un dispositif qui a été mis

au point par Makindé t7l. Ce dispositif pennet de réaliser à I'aide d'une machine de raction

simple des essais d'expansion biaxiale sur des éprouvetæs cruciformes.

A-II-2-l Principe de fonctionnement du dispositif

Il s'agit d'un mécanisme articulé à biellettes, conçu de manière à découpler I'effort de

traction fourni par la machine d'essai en un système de forces agissant selon deux directions

orthogonales de déplacement imposées. Une we cavalière du dispositif est donné sur la fig.

A-tr-l dans le ca's d'un rapport de déformation de 1. L'éprouvette est fixée sur les quatre

têtes T1, T2,T3,.etT4, à I'aide de plaquenes de serrages. L'ensemble est ensuite positionné

sur la machine de traction par I'inærmédiaire des têæs T1 et T2 et testé en traction. En cours

d'essai, la déformation du cadre "vetrtical" constitué des quatre bielletæs By assure le
t

rapprochement d* deux pièces de liaison LletL2qui entraîne à son totrr la déformation du

cadre "horizontal" constitué des quatres bielleues B5. Dans ce cas, l'écartement des deux
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I

F
t

fig A-tr-l Vue en persPective du dispositif de taction biaxiale
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têtes T3 et T4 est égal à celui des deux têtes Tt et Tz (en supposant négligeables les

défsmations du montage) etl'épnouvetæ est soumise à une déformation equibiaxiale.

Afin d'obtenir des rapports de déformation p = E2{lcompris entre 0 et 1' Malondé

[7] a conçu le même mécanisme avec des geométries différentes pour les biellettes situées

dans les plans horizontal et vertical. Après une étude cinématique simple, il a montré qu'il

sufgrt de reporter les axes des biellettes horizontales sur les pièces Lt etLzpour obtenir un

rapport de déformation de la partie utile de l'éprouvette pratiquement constant en cours

d'essais (fig. A-tr-2).

Une sollicitation correspondant à la déformation plane (p{) est facilement réalisable

en remplaçant le système précédent de biellenes par deux biellettes reliant directement les

têtes T3 et T+ de part et d'autre du plan de symétrie de l'éprouvette (fig. A-II-3)'

L-lI-2-2 Géométrie de l'éprouvette

En ce qui concerne l'éprouvette que nous avons utilisée dans les essais de traction

biaxiale, elle a une forme de croix et elle a été mise au point par Makindé I7l de façon à

obtenir une déformation aussi homogène que possible dans la panie utile. Pour cela il

convient de prévoir :

- des évidements longitudinaux le long des bras, afin de diminuer leur rigidité

transversale et de réaliser une déforrration aussi homogène que possible de la zone située au

centre de la croix.

- une diminution d'épaisseur de la partie centale (partie utile) afin que la déformation

soit concentrée dans cette zone. La frgure A-tr-4 montre une photo de cette éprouvetæ.

' - A-II-2-3 Tlisnositif expérimental

Une vue d'ensemble du dispositif est donnée sur la figure A-tr-s. Il est constitué par :

- une machine de faction àvis ZùIICT( avec sabaie de commande.

- deux conditionneurs de jauge, KWS n3.D4, chacun d'eux alimentant en tension
I

continue et consufite tm capteur de force.
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Fig. A-II-2 : Photo du dispositif monté sur la machine de traction ZWICK. Le rapport de

déformation est P = q/et = |
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Fig. A-II-3 : photo du montage pour p =0. on observe de part et d'autre de l'éprouvette

deux biellettes qui permettent de bloquer tout déplacement relatif des deux

têtes "horizontales" de l'éprouvene.
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- un système d'enregistrement x-t à deux voies, Kipp et Znnen permettant de tracer en

temps réel la courbe force-temps'pour chaque capteur.

- un micro-ordinateur HP 9000 pennettant le pilotage de la machine ZWICK et

I'acquisition des données concernant la machine.

A-II-3- Conditions exDérimentales

Nous rappelons que le dispositif de traction bio<iale que nous avons utilisé permet de

couwir le domaine de I'expansion avec des rapports de déformation p = e2/Et compris entre

0e t1 .

A-II-3-1- Usinage des éprouvettes

I.es éprouvettes ont été usinées :

- par fraisage sur une fraiseuse à commande numérique pour le contour de

l'éprouvette, les perçages et les fentes.

- par électroérosion pour la partie centrale ; cette opération a été réalisée sur une seule

face, afin d'obtenir une bonne uniformité de l'épaisseur de l'éprouvette. Cette technique, par

rapport au fraisage, présente I'avantage de conduire à un écrouissage très faible de la surface

usinée.

Nous avons également réalisé sur la machine ZWICK une compression des bras des

éprouvettes, au niveau des brins reliant les têtes à la panie utile. Cette compression a été

effectuée sous une charge de 15 t correspondant à une contrainte de compression de 75 MPa.

Grâce à cette précaution, nous n'avons pas obtenu de déformation plastique appréciable des

brins lors des essais.

A-II-3-2- Matériaux et traitements thermisues

Tous les 
"rr", 

que nous avons réali#s ont été effectués à température ambianæ et les

éprouvenes n'ont çubi aucun traitement thermique ultérieur. Nous avons laissé les matériaux
r

dans l'état dans lduel il nous ont été fournis par SOLL,AC.



fig. A-tr-4 Photo d'une éprouvette en forme de croix avant déformation



fig. A-II-5 : Vue de I'ensemble de l'équipement expérirnental avec le dispositif de traction

biaxiale sur la machine Zwrck.



Acier à dispersoides

L'examen micrographiquè que nous avons effectué sur ce matériau est donné par la

figure A-tr-6. La taille moyenne des grains est de 16 x 20 pm

échelle : 50 pm

Fig. A-II-6 ; Micrographie de I'acier à dispersoïde
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- Acier solpress

La composition chimique de l'acier Solpress est donnée par le tableau suivant :

læs caractéristiques foumies par SOLI-AC sont résumées dans le tableau suivant :

Sens e A Re Rm A

Vo

Paber Vo

Travers 1 1 5 40 140 325 38,4 0

par ailleurs, I'examen micrographique de I'acier Solpress est donné par la figure A-II-5.

La taille moyenne des grains est de 33 x 35 pm

C Mn P S N Si AI Nb 7r Ca Cu Ni Cr T1

18 184 9 t2 5 11 37 1 43 53 30 r87



C Mn P S N Si AI Nb Zr Ca Cu Ni Cr

39 284 10 11 5,2 7 52 48 54 25

26

- Acier ES

La composition chimique de I'acier E.S est donnée par le tableau suivant :

[æs caractéristiques fournies par SOLI-AC sont données par le tableau suivant :

Sens e ^ Re Rm A

Vo

Paher Vo

Travers r ,52 43,0 170 3r6 41 ,4 0

L'examen nricrographique de I'acier E. S est donné par la figure A-II-6. La taille

moyenne des grains est de 30x27 1tm

!f$j!

Îo"

s$
fri,i

Fig. A-[-8 : Mig,rggryphiç dç I'acier E.S

iil$i
ii
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- Acier Soldur 40

La composition chimique de I'acier Soldur 40 est donnée par le tableau suivant :

Les caractéristiques fournies par SOLLAC sont données par le tableau suivant :

L'examen micrographique de I'acier Soldur 40 est donné par la figure A-II-7. La taille

moyenne des grains est de 10 x 11 Lrm

DuÎ

C Mn P S N Si AI Nb 7f, Ca Cu Ni Cr

58 52L 11 t4 3,4 T3 30 7r 45 46 2 l

Sens e ^ Re Rm A

Vo

Paber Vo

Travers r ,46 8 1 ,3 413 513 23,3 0
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A-II-3-3- Pilotage de la machine de traction

La machine de traction utilisée est une machine à vis ZWICK, composée d'un bâti et

d'une baie de commande interfacée à un micro-ordinateur IIP 9000 qui assure le pilotage et

I'acquisition des données force en fonction du temps. I-es essais ont été effectués à vitesse de

traverse constante: 1 mm/mn.

A-II-3-4 Dépouillement des essais

I-e principe que nous avons adopté dans le dépouillement des essais de traction

uniaxiale et biæriale est le même et il est résumé dans I'annexe A-I.

Il convient de noter que le dépouillement des essais suppose que la déformation est

homogène le long de l'éProuvette.

On notera enfin que pour décrire le comportement plastique des matâiaux énrdiés les

coubes contrainte-déformation ont été ajustées suivant la loi de SWIFT :

6=K(eo+On

où K, Eo et n sont des constantes.

Ceci a été fait pour tous les chemins de défonnation.

A-fI-3-5- Essais de traction unia-iale

(A-rr-1)

Les essais de traction uniaxiale ont permis e_n pafticulier de caractériser l'état

d'anisotropie des matédaux par I'intermédiaire de la mesure du coefficient r (défini comme

étant 1e rapport entre la déformation en largeur et en épaisseur). Ce coefficient, en raison de

I'anisotropie planaire des tôles, dépend du sens de prélèvement de l'éprouvette. Ainsi pour

caractériser de façon satisfaisante I'anisotropie des matériaux étudiés des éprouvettes ont été

prélevées dans les tôles à 0o, 45o et 90o de la direction de laminage. I-e schéma des

éprouvettes est donné sur la fig. A-tr-10.
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50 r&
1 - 1  - r € 7

I

t-=3

Fig. A-tr-10 : Schéma d'une éprouvette de traction unia:ciale

Des sections espacées d'environ 16 mm ont été repérées tout le long de la partie utile

des éprouvettes pour la détermination du coefficient d'anisotropie r. Les coefficients

d'anisotropie ont été déterminés par mesure directe des largeurs et épaisseurs avant et après

déformation, au niveau des repères situés tout le long de la partie utile des éprouvettes. Ces

mesures ont été effectuées à I'aide de deux palmers : un palmer à pointes et un palmer

numérique, les valeurs de dimensions retenues correspondent à une moyenne de plusieurs

mesures pour chaque repère.

L'hypothèse d'isotropie planaire, qui sera ensuite utilisée dans la modélisation du

gonflement hydraulique, conduit à défrnir des valeurs nroyennes dans le plan de la tôle, soit,

porn le paramètne r :

- _rrlJJtslJr, (A-tr_2)

où r est le coefficient d'anisotropie moyen.

A-tr-4- Comnorfement nlastiqrre des différents aeiets

t
t

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats dcs essais de caractérisation du

cornporteûEn1 plas$.glfg des diff&en!: ac1g.s æstés.
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Ces essais comprennent : des essais de traction uniaxiale, des essais de défonnation

plane, des essais de déformation équibiaxiale et des essais à p = 
â "U P = eZlet est le

rapport des déformations principales.

A-rr-4-1-

Les courbes o-e obtenues dans les trois directions de tracÉon sont rePortées sur la

figure A-II-11. Les cogrbes en trait plein correspondent à un ajustement selon la loi de

SWIFT. pour les deux aciers Solpress et ES, les courbes de traction à 0o et 90o coihcident

pratiquement. La courbe de traction à 90o est par contre au dessus de celle à 0o pour I'acier à

dispersoides, et pour I'acier Soldur 40. I-es courbes de traction à 45 o tendent à montrer un

écrouissage plus fort, saufpour l'acier Soldur 40.

Les paramèues de la loi o-e et le coeffrcient d'anisotropie r sont reportés sur le tableau

A-tr-l. On remarque, conforrnément aux prévisions du critère de Hill, que lorsque r45 < r0 <

r9g, alors o0 S Og0 < O45. Ceci est observé pour les aciers solpress et ES' Par contre'

lorsque rg 3 rgg < r45, alors o45 < o0 < og0, conrme cela est observé pour I'acier soldur.

Enfin, I'acier à dispersoides n'est pas cohérent vis-à-vis de ces prévisions. On sait toutefois

[7] que I'identification des paramètres du critère de Hill par mesure de r et par mesure des

niveaux de contraintes pour différentes directions de traction ne conduit pas, dans le cas

général, à des résultats concordants.
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fig. A-II-11 : Coubes expérimenules o - e obtenues en traction uniaxiale sur les quatre

nJ*"", d'acier, dans les trois directions à 0o, 45o et 90o de la direction de

larrinage. Les courbes ( - ) correspondent aux ajustements des points (***)

suivant la toi d.9 q*ift
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TEiêF-SbIFiess

Paramètre
Sens de prélèvement valeurs

moyennes(r 45" 9U

K 527 568 527 548

%
o,w27 0,000E o,0tJz7 0,0017

n o,2251 0,2492 o,2251 0,z3ll

r 1,94 L,43 2,32 l ,7E

Acier ES

Paramètre
Sens de pÉlèvement Valeurs

moyennesu 45" W

K 527 554 527 541

%
0,001 0,0003 0,001I 0,0007

n O,ZZEL o,2287 o,22El 0,2264

r L,94 1,39 2,49 1 ,80

ÂE€r-SoItmF .

Paramètre
Sens de pÉlèvement Valeurs

moyennesu 45" 9f

K 749 679 736 7r0

%
0,0045 0,00I0 0,0004 0,0017

n u, l)91 0,132E 0,13'32 0,1396

r 0,71 l , 5  l 0,71 l , l l

Paramètre
Sens de prelèvement Valetus

moyennesu 45" 9(.r

K 616 66s 620 æz
eo 0,0024 0,01l0 0,0010 0,u)63

n o,l3z3 0,1649 0, l6 IZ 0, I558

r 0,57 0,98 o,7z o,82

Tableau A-II-1 :, Valeurs des paramètres d'éczouissage et d'anisotropie mesurées sur

les différcnts aciers. Iæs paramètres K, eo, n et r sont précisés potu

, les différcntes orientations de l'éprouvete.
b

i
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A-II-4-Z- Caraçtérisation du comnoitement plastique en déformation Plane

Dans le cas de la déforniation plane, deux essais ont été effectués sur les quatre

matériaux : dans le premier, la contrainte principale o1 (avec ot > oZ) a été appliquée

parallèlernent à la direction de la laminage et dans le deuxième essai, o1 a été appliquée

perpendiculairement à la direction de larninage. La défomration e2 étant nulle, les courbes

(ot, oz) ont étêtracés et ajustées en fonction de la défomration principale e1. Les figures A-

II-12 etA-tr-l3 montrent I'allure de ces courbes et le tableau A-ll-2précise les paramètres de

la loi de SWIFT pour les quatre aciers.

On observe sgr ces courbes que le rapport des contraintes principales cr = I , qui
o1

avec le critère de Von-Mises vaut |, "r, 
beaucoup plus faible que cette valeur. On peut

admettre, en raison de l'élasticité des biellettes et des bras de l'éprouvette, que la partie

centrale de l'éprouvette subit un retard de mise en charge, et un léger rétreint. Cet effet est

toutefois tès faible, au moins lorsque les déformations tl deviennent suffisamment grandes,

er ne peut expliquer l'écart avec les prévisions du critère de Von-Mises. Le raPport oZ/ot

obtenu expérimenialement remet donc en cause la forme de la surface de charge prévue par ce

critère.
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I'essai de déformation plane avec I'axe de plus gfande contrainte

perpendiculaire à la direction de laminage. Les courbes (--)

correspondent alD( ajustements des points (**r,*) suivant la loi de Swift.
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Âcier Solpress
Contraintes Paramètnes

K(MPa) % n

atllDl- O1 694 0,(ru34 o,270

o2 3tE 0,0024 0,433

oIIDL O1 794 0,(x)6I o,326

t2 402, 0,0009 0,489

Acier ES
C.ontrainæs Paramètres

K(MPa) %
n

OTIIDL Ot 639 o,oo23 0,253

o2 325 0,0026 U,4U5

ol.IJDL Ol 734 U,U(J(,Y o,262

o2 376 0,0010 o,449

Tc-iêr Solimr rm
C-ontraintes Paramères

K(MPa) eo n

otllDI- ol 95r 0,0143 tJ,zz'J

o2 497 0,0zzl) o,526

oIIDL ol E02 0,0015 U , I ) U

c2 376 0,0014 u ,5 l  J

gcntraintes Paramèues
K(MPa) eo n

ctllDI- Ol 719 0,0001 0 ,161

s2 437 u,( r(ry 0,386

o1-LDL ot 6t4 0,0099 u,L92

o2 509 0,0031 0,463

Tableau A-tr-2: Valeurs des paramètres de la loi d'écrouissage de Swift pour les deux

essais de déformation plane sur les quatres aciers.

Dans le prcmier essai I'axe de plus gfande contrainte est parallèle à la

direction de laminage (DL) alon que dans le deuxième essai, il est

perpendiculafue à la direction de laminage.
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A-II-4-3- Caractérisation de la déformation plastioue nour fr = 
|

i l

Deux essais avec un rapport de déformation p = 
i ont été effectués sur chacun des

quatre aciers : dans le premier, la containæ principale a1aêté prise parallèle à la direction de

laminage et dans le deuxième essai, o1 a été maintenue perpendiculaire à la direction de

laminage.

Les courbes (o1, o2) ont été tracées et ajustées en fonction de la déformation

équivalente e , au sens de Von-Misès.

Les figures A-tr-14 et A-II-15 montrent l'allure de ces courbes et le tableau A-II-3

donne les paramètres de la loi de Swift.

On observe sur ces courbes que la valeur du rapport des contraintes principales qui,

avec le critère de Von-Misès vaut t, "r, 
quasiment respectée pour tous les matériaux, sauf

pour I'acier à dispersoides lorsque I'alçe de plus grande contrainte est perpendiculaire à la

direction de laminage (fig. A-II-13) où les deux contraintes 01 et o2 semblent avoir

pratiquement la mêmevaleurpour une déformation Quivalente e < 0.10.
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Lbntralntes Paramètres
K(MPa) % n

crllDL o1 6n 0,(ruzE 0,291)

o2 59E o,0262 0,353

oIIDL O1 696 0,0067 0,279

o2 55E 0,0020 o,312

q

Tgblggu-Aj[I=?. : , Valeurs des paramètres de la loi d'écrouissage de Swift pour les deux

essais de déformation avec O = 
| no* les quatres aciers.

ç Dans le premier essai I'a:re de plus grande contrainte est parallèle à la

direction de larninage alors que dans le deuxième essai, il est

. fgstttaire 
à la direction de laminage.

ffi
Lbnmtntes Paramètnes

K(MPa) %
n

atllDI- ol 570 o,0uz3 u;216

o2 517 o,or47 o,z5'l

oIIDL Ol 627 0,0065 o,239

o2 542 u,ul65 0,25E

ffi
C.onnaintes Pararnères

K(MPa) %
n

OilIDL ol 818 0 ,0117 U, IOJ

o2 690 0,0040 U , I J 4

oIIDL ol 752 0,000E u, l  l 3

o2 582 U,U(ru! o,rlz

Contraintes Paramènes
K(MPa) % n

arllDL ol 662, 0,001E u , l )  l

o2 576 u, u,  l )d

o1J-DL ol 6EE o,0377 0,228

o2 5 tE 0,0045 (J,92'3
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A-II-4-4- Caractérisation du comportement plastique en déformation

équibiaxiale

Pour ce type d'essai, la déformation imposée est la même selon les deux axes de

l'éprouvette aux déformations élastiques près du montage : la figure A-tr-16 montre les

courbes clt,62en fonction de e1 = e2 pour les quatre matériaux, avec I'axe de la machine de

traction parallèle à la direction de liaminage pour les aciers ES et Soldur et perpendiculaire à la

direction de laminage pour I'acier à dispersoïdes et I'acier Solpress. Le tableau A-tr-4 precise

les paramètres de la loi de Swift.

On observe sur la figure A-tr-14 que les deux courbes relatives aux deux directions de

traction ont tendance à se confondre pour une déformation e > 0.05 et ce pour I'acier Soldur

40 et I'acier à dispersoides, alors qu'elles ont pratiquement confondues pour I'acier ES et

différentes pour I'acier Solpress.

Il convient toutefois de noter que l'élasticité du montage introduit un retard dans le

chargement selon.la direction perpendiculaire à l'ære de la machine de traction. I-.es courbes

contraintes-déformations obtenues peuvent néanmoins être considérées comme fiables à

partir de quelques pour-cent de défomration.
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ÂCiei Solpress

Cbntralntes K %
n

orIDL

O1 789 0,0020 u,2u6

o2 538 0,0(ru9 tJ,l9'z
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.

Tableau A-tr4 :' Valeurs des paramètres de la loi d'écrouissage de Swift pour I'essai de

déformation Quibiaxiale sur les quatres aciers.

p L'ære de plus grande contrainæ est parallèle à la direction de laminage

pour les acien ES et Soldur et perpendiculaire à la direction de

ryyr 
les aciers Solpress et à dispersoïdes.

Contraintes K %
n

orllDt
o1 0,0014 0,270

o2 714,U6 0,0169 U,ZU6

ffi

Cbnmlntes K %
n

atllDI-
ol 9E5 0,0009 0 ,21 I

c2 7E4 0,0062 U,  IJO

@es

Contraintes K eo n

or-LDL
o1 994 0,001E u,'24J

o2 774 0,(ru20 0,149
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Chapitre A-Itr- Analyse des résultats

A-III-1- Introduction

Les résultats obtenus sous différents chemins de déformation ont d'abord été

analysés par comparaison avec les prévisions du critère de Von-Misès et du critère de

Hill. Cette analyse a été effectuée en supposant que l'état du matériau peut être caractérisé

par une variable scalaire correspondant à la défomration équivalente associée à chacun de

ces critères. Constatant que ces critères ne rendent pas compte correctement du

comportement des matériaux étudiés, nous avons été amenés à constnrire des surfaces de

charge dans I'hypothèse d'un écrouissage isotrope .

Nous avons ensuite réalisé des essais de traction simple sur des échantillons

prélevés dans des tôles prédéformées sous chargement biaxial de façon à obtenir des

points correspondant au même état d'écrouissage. Les résultats de ces essais font

ressortir I'aspect anisotrope de l'écrouissage qui ne pouvait pas êtne mis en évidence par

la comparaison des résultats sous différents chemins de déformation.

A-III-2- Critères de Von-Mi$ès et de Hill et leis d'écorrlement associées

Nous rappelons brièvement les expressions associées aux critères de Von-Misès et

de Hill. Ces expressions seront utilisés pour comparer les coubes contrainte-déformation

équivalentes obtenues dans les différents essais.

A-III-2-1- Critère de Von-Misès

Dans le cas d'un état de contraintes planes, I'expression du critère de Von-Misès

s'écrit :

o r= 4- o1o2+ $ (A-m-1)

où ot et or désignent les deux contrainæs principales non nulles, et où la contrainte

Quivalenæ o ts!une ûresurc de la dimension de la strrface de charge.

a

La loi de normalité prescrit, d'autre part, que le vecteur incrément de déformation

plastique est dirig{selon la normale extérieur€ à la surface de charge, soit :

êij=À+'
ooil

(A-m-2)

où f(oi;) = 0 est l'éeuatiol de la surface de charge et 1. est un scalaire positif.
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En posant s.= ozlcbceue loi conduit à :

P =2-2s '  - l

êr  2-a
où e1 et e2 sont définis par la relation (A-Itr-2).

(A-m-3)

La vitesse de déformation équivalente est défrnie à panir du principe d'équivalence

du travail p,lastique, soit :
(A-m-4)

(A-m-5)

On rappelle, enfin, que pour un chemin de déformation linâire, les relations (A-Itr-

3) et (A-I[-5) s'écrivent simplement en remplaçant les vitesses de déformation plastique

par les déformations plastiques cumulées.

A-lIl-2-2- Critère de Hill

Afin de rendre compte d'une anisotropie initiale présente dans les matériaux, nous

considérons le critère de Hill [19], dans lequel nous choisissons d'identifier la contrainte

équivalenæ o à la contrainæ de traction simple dans la direction 1 :

(G+H) o2 - (G+I I )  
4-r tor lz  +(H+n4 (A-m-6)

où F, G, H sont des constantes caractérisant l'état d'anisotropie initiale du matériau et les

indices t et? désignent les axes d'anisotropie initiale, qui sont supposés ne pas changer

au cours de la déformation.

Pour F = G = H = 1, on retrouve le critère de VoryMisès.

La loi de normalité nous donne :

p =2 = (F+H)a-H
ê1 (G+H)-Ha

avec cr = c2/6t.'

Lavitesse de déformation équivalente s'exprime alors :

(A-m-7)

o e = ol  ê,1+ o2ë2

La vitesse de déformation équivalente est alors donnée par :

î = L(4 . êrc2+,,r, )T
13

I

)

o11+ û e'rf
:

t =
(G+H)

(FG+GH+HF)
(F + H) el + ziHer e2+ (c (A-m-8)
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I-es paramètres F, G et H s'expriment en fonction des coefficients d'anisotropie rg

et r9g de la manière suivante :

F_ro F 1
t -

G r90 H r90

I-a contrainæ équivalente s'exprime alors :

t =

r . o J
o = .=L free (l+rs) 

"? 
- 2rsres or Ç2 + ro ( l+res) 

"iE 
(A-Itr-lO)

.fi-oflTtot L ' '.J

et la déformation équivalente (pour un chemin de déformation proportionnel) a pour

expression:

(A-m-e)

lto (t+rgo) el + 2rs r90 el e2 + ree (1 +
L '

,o> r"È

(A-trr-11)

A-III-3- Analys.e des résultats de la consolidation des qluatre aciers sous

les différents chemins de déformation

A-III.3-1- Corrrhes eonfreinte-déformation éouivalentes

[æs figures A-I[-l- et A-III-2 montrent les courbes expérimentales contrainte-

déforrration équivalentes obtenues selon le critère de Von-Misès et ajustées avec la loi

d'écrouissage de Swift. Les courbes de la figure A-ttr-l ont été obtenues avec 01

parallèle à la direction de larninage, alors que celles de la figure A-m-2 ont été obtenues

avec ol perpendiculaire à la direaion de laminage.

Dans cette analyse des résultats, nous avons _choisi de définir la contrainte

{uivalente ,: 
rn utilisant les résultats exffimentaux relatifs à la plus grande contrainte

et cn prenan! pqur rapport des contraintes cr = czl6t les prévisions du critère de von-

Mi$s à savoir 
j:'r'' ; ;r'';s

' ' 
o =2p +l' (A-Itr-lz)

2+p.
On constate tout d'abord que l'écrouissage est plus faible en traction simple (a =

0). Les contraintes équivalentes obtenues en déformation plane (p = 0) sont plus faibles

qu'en déformation'réquibiæciale (p = t) satrf dans le cas de l'acier ES (or I DL).

:. '
..:.
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Pour les aciers Solpress et ES qui présentent des valeun rg et r9g supérieures à 1,

les courbes obtenues en déformation équibia:rialc sont rapidemcnt supérieures à celles

obtenues en traction simple.
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Fig A-III-1 : Courbes o - e des quatres aciers ajustées en utilisant la loi

décrouissage de Swift en adoptant le critè're de Von-Misès
- cotl lb 0: c=0
-cyOel :p-0(or l /or )

-couôe 2:p=1(o,l lPl-)
2

-courk3:P=1(gr / /DL)
. , È l l : : : j t È
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Pour I'acier Soldur qui présenæ des valeurs de rg et r9g inférieures à l, les courbes

obtenues en déformation fuuibiaxiale restent par contre en dessous de celles obtenues en

traction simFle jusqu'à des déformations d'au moins l0 7o.

Enf,rn, dans le cas de I'acier à dispersoides on constate que les contraintes en

déformation équibia,xiale sont rapidement supérieures aux contraintes en traction simple

bien qu'il présente des valeurs de rg et r99 inférieures à 1.

A-III-3-2- Reorésentation des résultats dans le plan des contraintes

Une autre représentation des résultats consiste à reporter pour une déformation

équivalente donnée les couples de valeurs expérimentales (ot, oz) dans le plan

correspondant et à comparer les points ainsi obtenus avec les surfaces de charge

théoriques.

La figure A-m-3 montre ces résultats pour chaque acier et pour deux niveaux de

déformation équivalente au sens de Von-Misès. Ces deux niveaux de déformation ont été

définis de façon à couwir au maximum le niveau de déformation atteint dans les essais.

En raison de I'anisotropie initiale des matériaux, nous avons également reporté les

prévisions du critère de Hill (équation A-m-10). I-e report des points expérimentaux pour

des déformations Quivalentes correspondant à ce critère n'a pas été effectué, compte-tenu

des faibles différences qui en auraient résulté.

Pour les deux matériaux : acier Solpress et acier ES qui présenænt des valeurs rg et

r9g supérieures à 1, on constate que les prévisions du critère de Hill surestiment les

contraintes au voisinage de I'expansion équibiaxiale et que les niveaux de contrainte dans

ce domaine sont en fait intemrédiaires entre les prévisions du critère de Von-Misès et du

critère de Hill. De même, dans le cas de I'acier Soldur qui présentent des valeurs de rg et

r90 < 1, les contraintes au voisinage de I'expansion equibiæciale sont intermédiaires entre

les prévisions des critères de Von-Misès et de Hill. Enfin les niveaux de contrainte

obtenus dans le cas de I'acier à dispersoides au voisinage de I'expansion equibiaxiale se

situent légèreinent au dessus des prévisions des deux critères.

Afin d'obteXir des renseignements plus précis sur les surfaces de charge, nous

avons reconsidéré les points expérimentaux en traçant des surfaces de charge joignant ces

différents pornts, (ngUe ̂t OJ
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Dans la détermination de ces surfaces de charge, nous avons respecté les

prescriptions suivantes :
- Les surfaces doivent êtres convexes.
- La loi de nomralité doit être respectée.
- Un écart de I'ordre de 5 7o sur les contraintes est admis dans le tracé de ces

courbes.

On est ainsi conduit à construire des surfaces qui présentent les particularités

suivantes:

- La courbure de ces surfaces est par:ticulièrement accentuée au voisinage de

I'expansion equibia;ciale et au contraire faible au voisinage de la déformation plane.

- Le rapport des contraintes entre la plus grande contrainte principale en

défomration plane et la contrainte en traction simple est proche de I pour I'acier Soldur et

I'acier à dispersoides pour lesquels les valeurs de rg et r90 sont inférieures à 1, de sorte

que dans ces deux cas les surfaces de charge présentent une allure générale proche du

critère de Tresca-

A-III-4- Analvse des résultats d'essais séouentiels traction biaxiale'

traction uniaxiale

Pour les différents essais de traction biaxiale nous nous sornmes efforcés d'a:rêter

les essais suffisamment tôt (avant rupture de l'éprouvette) afin de pélever dans celles-ci

des éprouvettes de taction simple. Ce prélèvement a été réalisé par découpe str une mini

tronçonneuse, suivie d'un polissage des côtés de l'éprouvette ainsi obtenue.

A-Itr-4-l- Courbes contrainte'déformation équivalentes.

Les résultas sont d'abrd présentés sur la figure A-m-5 sous la forme des courbes

contrainte-déformation de Von-Misès, pour le premier chargement biardal, puis pour la
t

raction simple consécutive à ce premier chargemenl Certains essais ayant conduit à une

ruprure quasi immédiate de l'éprouvette, sans déformation plastique appréciable, n'ont

pas été r€tenus. On obserrre, de façon générale, que les niveaux de contrainte au cours du

second trajet de traction simple sont inférieurs à ceux obtenus à la fin du premier trajet.

Par ailleurs, on note dans la plupart des cas une forte consolidation initiale, suivie d'une

sanration rapide de la contrainæ.
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L-l[l-4-z- Représentation des résultats dans le nlan des contraintes

Les couples de points correspondants aux contraintes à la frn du premier trajet, et à

la limite élastique lors du second trajet de traction simple sont reportés sur la frgure A-Itr-

6. En raison de la forte consolidation initiale lors du second trajet, nous avons porté la

limite élastique pour ce second trajet sous la forme d'un segment : la valeur inférieure

correspond à la perte de linéarité alors que la valeur supérieure est obtenue par une

extrapolation arrière de la courbe après le transitoire de forte consolidation.

Les portions de surface de charge joignant ces couples de points sont tracées en

traits pleins sur la figure A-m-6. Nous avons utilisé ia valeur "supérieure" de limite

élastique en traction simple pour ce tracé. La forme même donnée à cette portion de

surface est largement arbitraire, son tracé servant essentiellement à repérer les couples de

points correspondants.

Les surfaces de charge obtenues préalablement par I'analyse des essais sous

différents chemins de déformation sont également reportées pour comparaison. On

observe, par rapport à ces surfaces obtenues dans I'hypothèse d'un écrouissage isotrope,

que les surfaces obtenues pour un même état de déformation révèlent un aspect

"directionnel" ou anisotrope de l'écrouissage. Ces dernières sont en effet "allongées"

dans la direction du préchargement.

A-III-4-3- Ouantif ication de I 'anisotropie de l 'écrouissage

Afin de quantifier le caractère anisorope de l'écrouissage, nous avons eu reconrs

au pararnètre e défini par Schmitt [20] pou mesurer I'ampleur du changement de chemin

de défonnation.

Q = dep: de
(dep : derlrl2 (de : ds;1/2

où dep et dr sont fes tenseurs incrément de déforrration, pour le prremier et le second tajet

respectivemenl Ce paramèEe, introduit par Schmitt pour rendre compte de I'anisotropie

de l'écrouissage au niveau microscopique (durcissement laænt et effet Bauschinger) est

ici utilisé pour Talyser les résultats "macroscopiques" de changements de trajet de

déformation. On [eut donc s'attendre à cc que I'influence éventuelle de I'anisotropie

microscopique de l'écrouissage soit "obscurcie" par les effes, en particulier, d'évolution

de texture.
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I-es valeurs particulières de 0 rencontrées dans les essais sont :

0 = 0 : prédéformation en déformation plane, suivie d'une traction uniaxiale,

les axes de plus grande contrainte étant orthogonaux-

e =^Fln[7,prédéformation p -- tlz, suivie d'une traction uniæriale, les ætes de

plus grande contrainte étant orthogonalrx.

0 = 0.5 : prédéfomration équibiæriale, suivie d'une traction uniæriale.

e=61fi,

e =6f z,

prédéformation p = ll2, suivie d'une traction uniaxiale, les axes de

plus grande contrainte étant parallèles.

predéformation en déformation plane, suivie d'une traction uniaxiale,

les axes de plus grande contrainte étant parallèIes.

Les valeurs précédentes ont été établies en supposant que le matériau a un

comportement isoEope en traction simple (p = - ll2)-

L'influence de 0 a été examinée sur le rapport des contraintes o/op déftni par

Schmitt. [20] comme le rapport de la contrainte élastique à recharge sur la contrainte

{uivalente de predéformation.

Nous avons pris pour o la limite élastique "supérieure" de contrainte à recharge, et

pour op la contrainte d'écoulement en traction simple monotone, pour la déformation

équivalente de Von-Misès corespondant à celle au monrent du changement de rajet. Les

résultats sont reportés sur la figure A-m-7. L'allure des courbes obtenues montre
' -. I'influence prépondérante du caractère directionnel de l'écrouissage, par rapport à I'effet

du durcissement latent qui devrait conduire à des valeurs de o/op supérieures à 1 pour cr

= Q .
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A-III-5- Conclusion

Les essais de traction biaxiale ont d'abord été analysés en comparant les résultats

obtenus pour différents tajets de déformation sur la base de la déformation équivalente de

Von-Misès. Nous avons ainsi été conduits à tracer des surfaces de charge en supposant

que l'écrouissage est isotrope. Ces surfaces présentent des caractéristiques systématiques

pour toutes les nuances d'acier : forte courbure au voisinage de la déformation

équibiariale, faible courbure au voisinage de la déformation plane.I-es essais séquentiels

permettent, par contre, d'obtenir des points, dans le plan de contraintes planes (ot, o2),

correspondant effectivement au même état d'écrouissage des matériaux. On observe alors

un effet marqué d'écrouissage anisotrope, avec une "distorsion" des surfaces qui a été

quantifiée en utilisant un paramètre introduit par Schmitt [20] pour mesurer I'ampleur du

changement de chemin de déformation. Cette distorsion des surfaces va dans le sens d'un

"allongement" des surfaces, dans la direction de chargement.

Ces résultats posent le problème d'une modélisation des surfaces de charge et de

leur évolution dans les simulations des procédés de formage. Sous réserve que les

différents poins de la stnrcture suivent des trajets de déformation relativement linéaires,

une estimation correcte des niveaux de contraintes aux différents points ou noeuds de la

structure peut être fournie par un modèle d'écrouissage isotrope associé à des surfaces de

charge telles que celles obtenues dans cette étude en comparant les résultats pour

différents trajets de déformation. C'est le point de vue qui a été adopté dans l'étude du

gonflement hydraulique développee dans la partie B. Ce point de vue est justifié pour cet

essai dans la mesure où la portion de surface de charge décrite par les différents points de

la stnrcnre est limitée au voisinage de la naction ftuibiaxiale.
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NOTATIONS

H hauæuraupôledelame,mbrane

K, eo, êo, n constantes du matériau

M exposant figurantdans le critère non quadratique de Hill

N p/pr, rapport des rayons de courbure principaux de la membrane

R coefficient danisotnopie

a rayon de la membrane

aii, b13, cij, 4j coeffrcients de la matrice de rigidité au gonllement

g M rayon polaire du point courant de la surface de charge normalisée f

h épaisseur de la membrane

Kq, K1 coefficients.delafonctiong(V)

m a h 6/ô ln E, coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation

P pression hydrostatique

r,0, z coordonnées cylindriques

s abscisse curviligne le long de la memb'rane

t temps

f surface de charge normalisée Modèle de Budiansky)

ct o2l6tou o'/os, rapport des contraintes

T A h 6/aE, coefFrcient décrouissage

t déformation logarithmique

E déformation {uivalenæ
g penteduprofildelamembrute

p êf, ou ê;/êr, rapport des vitesses de déformation

Pr, Pe rayons de courbure principau:r de la membrane

o contrainædeCauchy

ob contrainæ d'écoulement en déformation équibiaxiale

op. . contrainæ d'écoulement en traction plane

ou , contrainæ d'écoule,ment en traction uniæriale

o, contrainæ d'écoule,ment en cisaillEment simple

ô contrainæ fiuivalenæ

V t angle polairc du point courant de la surfacc de charge nomralisée f

+Ë incréænt de lavqiable Ç durant I'intervalle de æmps Ât

[, aeiir,* p.$ t ppgn a-u temps de la variable (,

9/o,,
o/o,

X

Y
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indices inférieurs

1,2 directions principales dans le plan de la tôle

s, 0 direaionï méridienne et circonférentielle de la membrane

n directionnorrrale àlamembrane

i indice de noeud (i = I, n)

indices supérieurs

o étatinitial
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CHAPITRE B.I

Érunn BTBLTocRAPHTQUE

B-I-1 - fntroduction

parmi les essais simulatifs du formage des tôles, ceux qui font intervenir au maximum

l,expansion bia,xiale du matériau sont effectués soit à I'aide d'un poinçon hémisphérique, soit par

l,action d'une pression de fluide. Dans les deux cas, la tôle peut être bloquée entre la matrice et le

serre-flan, si I'on souhaite éviter tout avalement de la tôle et favoriser ainsi l'expansion biaxiale.

L,essai de formage sous pression hydraulique proposé par Jovignot en 1930 continue à être

étudié, en particulier en France (sous le nom de gonflement hydraulique) et aux Etats-Unis (sous le

nom de bulge-test). par rapport aux autres essais simulatifs du formage, où la distribution des ef-

forts exercés par le poinçon n'est pas connue a priori, il permet une détermination, à partir de

mes'res au pôle, des caractéristiques contrainte-défonnation en expansion équibiaxiale. Un autre

avantage majeur de cet essai est que I'on peut déterminer le comportement du matériau pour des dé-

formations beaucoup plus importantes que dans le cas de I'essai usuel de traction simple. Cette

possibilité d'obtenir les caractéristiques d'écrouissage en grandes déformations est très apprécia-

ble, puisque dans les processus de formage les déformations atteintes sont généralement importan-

te s.

I-e premier objeaif des études expérimentales de gonflement hy'draulique étaitla déterrrina-

tion des caractéristiques contrainte-déformation des métaux en expansion biæriale. Ces recherches

comprennent, entre autres, les travaux de Brown et Sachs [1], Gleyzal [2], Brown et Thompson

[3], Weil et Newmark [4], Mellor [5], nahi, Pamrar et Mellor [O et tra]ri et Paul [4. En supposant

que le matériau constiruant le diaphragme obéit à certains modèles de plasticité, Gleyzal [2]' Hiu

[8], Weil er Newmark [4], v/eil [9], Y/oo [10], storakers [11], Chater et Neale llz'l3l et Kim et

Yang U4,151 ontpar ailletrs considéré les aspects théoriques du problème'

Dans ce chapitre nous rappelons les principales analyses du problème du gonflement hydmu-

lique, ainsi que les résultas de comparaisons entre calcul et expérience. Mais auParavant, nous

allons présenter upe description physique de ce proc€ssus'
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B-l-2 - Descriptiqn physique de I'essai

Un flan est bloqué entre uie matice circulaire, ou elliptique, et un sere-flan (fig. B-I-1). Un

jonc de rctenue peut être utilisé pour emfcher la tôle de glisser radialement. Un fluide sous pres-

sion P gonfle le flan. Au fur et à m€sure du gonflement, la courbure de la tôle déformée croît et

tend à consolider le diaphragme. L'écrouissage du métal fait de même, mais inversement I'amin-

cissement dû à I'expansion affaiblit la structure. On peut considérer avec une bonne approximation

que les effets de flexion sont négligeables lorsque le rapport entre l'épaisseur et le rayon du flan est

suffisamment faible. Dans ce cas la structure peut être traitée cotnme une membrane, en ne consi-

dérant que les effets de traction dans le plan tangent à la tôle.

serre - f lan

motrice

AVA NT PENDANT

-Eig-LLl: Schéma d'un essai d'expansion bia;ciale Jovignot

La rupturemaxque la fin de lessai. Les critères retenus sont :
- la flèche au pôle à la rupture
- lapression maxiryale enregisnée au cours de I'opération.

I

Les figrres B-I-zdt B-I-3 donnent le principe de I'essai, et la photographie d'une éprouvette après

essai. Un dispositif approprié pgr-m€t I'enregistnement de la flèche au pôle de I'embouti en fonc-

tion de la pression
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L'introduction de I'extensomètre biudal llTl arendu possible la détermination précise et ra-

pide des courbes contrainte-déformation bia,riales. Le dispositif automatique de gonflement hy-

draulique équipe d'un contrôle dè la vitesse de déformation a arnélioÉ la fiabilité du test et a mini-

misé le temps de I'essai t181. Cependant, I'essai de gonflement hydraulique n'a pas été, jusqu'à

pÉsent, accspté coûrme un test standard, en raison des imprécisions qui existent encore dans la

procédure dessai [18].

1 Eprouvetæ

2 Mauice

3 Anneau serre-flan

4 Vis de blocage

5 Joints d'étanchéité

6 Arivée d'huile sous Pression
7 Manomèut

8 Palpeur d'enregistrement de la flèche

Fig. B-I-2 : Principe et appareillage

Fig. B-I-3 : Eprouvete emboutie
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B-I-3 - Solution de Hill [41

B-I-3-1 - Equations de base

Nous considérons un diaphragme circulaire de rayon a et d'épaisseur initiale ho, où ho/a est

suffrsamment faible pour que I'on puisse négliger les contraintes de flexion et de cisaillemenl Si le

matériau présente un comportement à isotropie planaire,la membrane sous pression devient alors

une surface de révolution, et nous pouvons utiliser les coordonnées cylindriques pour décrire le

problème (fig. B-I-4).

v
, 7

,d-
r+

f "è

Fig. B-I-4 : Profil de la membrane sous pression

Le rayon courant d'une particule est noté r, l'épaisseur courante est notée h et I'inclinaison

de la normale à la surface par rapport à I'axe de révolution, par 9. Les rayons de courbure princi-

paux de la membrane s'exPriment :

r

sin g

1dr
= - -

cos g dg

(B-r-i)

où pe est le rayon de courbture circonférentiel, et ps est le rayon de courbure tangentiel (ou méri -

dien).

Les rayons de courbure ne sont pas indépendans puisque l'élimination de g à partir de

(B-I-1) conduit à:

]t
-iL

pe

p,

r

Pe

gt
alr

(B-r-2)

D'autre part, les rayons de co.urbure sont égaux au pôle, mais ils ne le sont Pas Pour un point quel-
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conque, sauf si la membrane est localement sphérique.

Si on désigne par o, et o, les contrainæs principales dans le plan de la tôle, les équations

déquilibre d'une nrembrane mince dans les directions normale et ungentielle sont respectivement :

I-es équations peuvent s'exprimer en utilisant (B-I-l) et (B-I-2) comme suit :

(BJ-4)

En particulier, le rapport des rayons de courbure, N = P/P., est lié au rapport des contraintes

a = o/% Par la relation :

c r=2-N (B-r-s)

I.escontraintessontelçriméespar(B-I-4)directernentenfonctiondelap'ressionetdelagéométrie

du diaphragme. Notons que si pr 2 p, alors os S os. Le champ des contraintes vérifie l'équation

de la surface de plasticité :

f (oe,o)=ô(e) (BJ-6)

où 6 est la contrainæ équivalente, E est la déformation équivalente et f est une fonction homogène

des contraintes. Nous négligeons les défomrations élastiques et nous adoptons les relations résul-

tant de la théorie de l'écoulement associées au critère de Von-Mises :

{

{ ",=+*(,pe) =*(r-l)t,

l . % =*0,

D O O
! - j + j
hpop,

â

ËCno, )=ho,

, =S.='or-o' =Y
è, ?9r-o,  2-a

(B-r-3)

(B-I-7)

où % et i sont respectivement les viæsses de déformation circonférentielle et méridienne. La con -



68

dition d'incompressibilité est :

è,+àr**=o

Les conditions aux limites à la périphérie sont :

(B-r-8)

u,v,Z=Q pour r=a (BJ-e)

En pratique, la matrice présente un bord torique afin d'éviter la rupnrre à ce niveau. Les conditions

aux limites définies ci-dessus ne sont donc pas rigoureusement satisfaites, mais lorsque le rayon de

congé de la matrice est inférieur à a/10,Ie désaccord devient négligeable. La condition (B-I-9) im-

plique que la défonnation circonférentielle s'annule à la périphérie. La déformation radiale, par

contre, peut s'annuler ou non à la périphérie, en fonction des caractéristiques du matériau. Quand
le métal est parfaitement recuit, il apparaît intuitivement que la périphérie doit se déformer afin

qu'une contrainte tangentielle suffisante equilibre la poussée de la pression à travers la membrane.

A partir de 1à et selon @-I-6), oe = Lf2 6sà la périphérie. La périphérie peut cependant cesser de se

déformer lorsqu'elle devient suffisamment écrouie parrapport au reste du diaphragme.

B-I-3-Z - Solution particulière

/i
I

ds '

I
t]

o

Fig. B-I-5 : Profil de lamembrane déformê dans un plan rnéridien
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Si on exprime la vitesse d'une particute dans le repère t*?l (voir frg. B-I-5), on obtient :

{ ;

dv v.
=- i+ i '

dso
vv

=Jsssg+Js ing

(B-r-10)

cB-I-11)

où V, et Vn

le.

D'où

sont respectiverrent les composantes des viæsses méridienne et nolrrale de la particu-

I'expression du rapport des vitesses de déformation :

vscosg+\s ing (B-r-12)

En identifiant (B-I-7) à (B-I-12), on obtient l'équation :

solt :

'(#.*)

t.5-\cose-5.ine=oos P, pr pr

e
n= i=r .

€s

v, cos s + v,,sin e -o' (*. 
*) 

= o

(B-r-13)

Hill a choisi de supposer la déformée sphérique à chaque instant, donc les rayons de courbure sont

égaux eton a: -

r
O  = O  = -! s  ' e  

s i ng

N=Pe/Pr=1

Et compte tenu de la relation (B-I-5), le rapport des contraintes c est égal à 1 et le rapport des vi-

tesses de déform$on p est aussi égal à 1.

L éqgatio.n Q:l:l) -açyS.ll .algry i
dv '  ' r " '  ;

#-v,$9=o
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sort :

dv
t' 

= cotang dg
s

puisque 6s = Ps dQ = r/sin I d9.

La solution de (B-I-14) est:

V, = K sin I où K est une constante d'intégration'

En reportant cette expression de V, dans les équations (B-I-10) et (B-I-11), on obtient :

* t o t9 * \p, p,

=11cos9*Vn
p, p,

(B-I-14)

(B-r-15)

(B-r-16){

es

Ks ingcosg+V 's ing

r

Ks ingcosg+Vr ,s ing
è =
0

Ces relations monûent que les vitesses de déformation sont égales et que la déformation est donc

fuuibiæriale.
D'autre part, les conditions aux limites à la périphérie sont :

g=gu lx  ,  v r=O e t  %=o

Cecicondui tà:Kcos{ppro:<=0 etdonc K=0

La vitesse est donc purement normale, à chaque instant, lorsque la déformée est sphédque,

c'est-à-dire portée pax il Les trajecoires des particules sont donc des cercles, situés dans des plans

méridiens et appartenant au faisceau de points limiæs A et B (fig. 8-I-6).

Fig. 8-I-6 : Trajecoires matérielles dans unplan méridicn
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I-es contraintes o, = og sont données par :

Por
o, = oo =# avec Pr=;;î

soit avec %= ln (hlh") :

I
b ô aI  t+*

Pe= P,  =T

.  - : :
i . : - 1 r . : , É  , : . :

Compte ænu de (B-I-19), I'expression de la pression devient :

do r+ordq=0

En expansion equibiæ<iale et avec le critère de Von-Mises on a :

Or=Og=-O e t  %- -E=-2Es- ' zeg

Ce qui donne :

dô-6dE=0

ou par intégration

ô=KeË

où K est une constante dintégration représentant la contrainte d'écoulement initiale.

Il en résulte que :

or=oe=+=ô=Ke-%=K+

D'où

(B-I-17)

,=14-2Kho ("-r-18)
-Po Ps

Le rayon de courbure du diaphragme s exprirc en fonction de la hauteur au pôle H par :

(B-r-19)
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(B-r-20)

En conclusion, la solution de Hill est la solution analytique exacte du problème du gonflement hy-

draulique pour un matériau de Von-Mises dont la loi d'écrouissage est donnée par la relation

(B-I-17). Cetæ loi de comportenrent 6 @ avec concavité dirigée vers le haut ne conespond pas à la

réabté.I-a solution du problème passe par une analyse numérique où I'on se donne la loi de com-

portementdu matériau.

B-I-3-3 - Déformation à I'instabilité

Brown et Sachs [1] ont trouvé que lorsque la pression atteint son maximum, un gonflement

secondaire commence à se développer dans la zone polaire du diaphragme et ce phénomène se

pounuit sous une pression qui ne cesse de baisser. Ainsi,l'instabilité se manifesterait par I'appari-

tion de ce gonflement secondaire.

D'autres résultats monrent le développement d'une striction en épaisseur passant par le pôle.

Ce phénomène est comparable à celui de la striction d'une éprouvette en traction simple.læ critère

d instabilité s'écrit donc, au pôle :

dP dô dh dp.
- = - r - - . . . i = l l

D h^ o r r p o
(B-r-21)

Evaluons séparément les termes de (B-I-21) en fonction d'une seule variable,la déformation equi-

valente e au pôle. Pour un corps se consolidant suivantune loi puissance o = A el :

Par ailleurs :

dô dË
- = l l -

ô ë

, dh
T-=-oe

I

F

Enfin, en utilisantles résultas de la solution cinérnatique de Hill



dp=dè-1r *æ

p 2 4 i* - t

Il s'agit 1à, évidemment, d'une analyse approchée, puisque, comme nous venons de le voir, la dé-

formée n'est sphérique que dans le cas d'une loi 6 = K exp @).

Finalement, la condition d instabilité s'écrit :

(B-r-22)

Un développement limité fournit :

(B-r-23)

On peut conclure qu'un fort exposant d'écrouissage n favorise l'expansion biarciale puisqu'il retar-

de I'apparition de f instabilité. Mais on constate en outre que, contrairement au test de traction, il

est toujours possible d'effectuer une déformation sans instabilité, même avec un corps rigide par-

faitement plastique (ici E= 4lll). Ceci tient à ce qu'au dép.tt, la consolidation par croissance de la

courbure sulpasse toujours I'affaiblissement par amincissement

B-I-4 - Résolution numérique du problème

Plusieurs cherchegrs se sont intéressés à l'étude des procédés de forrrage axisymétriques et

en particulier au ôas du gonflement hydraulique. Les analyses présentes dans la littérature sont

nombreuses. D'une façon générale, on peut les classer en deux catégories, celles qui sont basées

sur la méthode des différences finies (Woo [10], Wang et Shammamy [16], nahi et al.16l) et cel-

les qui sont basées sur la méthode des éléments finis (Iseki et al.ll9l, Kobayashi et Kim [20],

Zrou et Uan t21l)i

* *rf
a l  = -r z IJ

Dans ce paragraphe,
I  . i . , : - . , : g r . i -  ;

résultats.

n  3 l
- = - -  -
Ë z4

elZ
e

rft

è= +(2n + t)

e
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enae

nôus allons rappeler quelques-unes de ces analyses et discuter leurs
.+; '- -."
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B-I-4-1 - Analyse de Woo

riVoo [10] a développé une méttrode d'analyse générale pour l'énrde des processus de forma-

ge a:cisymétriques des tôles métalliques. C-etæ méttrode basée sur la théorie inc:némentale de la plas-

ticité, utilise des approximations successives sur les contraintes et les déformations dans le maté-

riau, en supposant que celui-ci obéit à une loi containte-déformation du type :

^ - n
O = O o + A e (B-I-24)

où 6 etE sont respectivement la contrainte équivalente et la déformation équivalente, A et n sont

des constanæs du matériau et Oo est la contrainte d'écoulement initiale.

'Woo 
a appliqué cette méthode générale au cas particulier du processus du gonflement hy-

draulique. Létude a porté sur deux matériaux qui sont le cuiwe recuit et I'acier doux. Des compa-

raisons entre les résultats expérimentaux et théoriques ont été effectuées. Les courbes contrainte-

déformation de ces deux matériaw( et lesrésultats expérimentaux de Mellor [22] sont présentés sur

les figures B-I-7 et B-I-8. l,es contrainte et déformation équivalentes sont définies à partir du critè-

re de Von-Mises.

i fig. g-I-Z : Courbe contraintedéformation (P.B.Mellor)
Cuinrre doux, épaisscur initiale = 0.0365 in

essai de laminage
: - : . : . L

,'. ., .,.. -., ., i=::::-- essai du gonflement hydraulique
(daprès Woo FOl)

ïs

'9

ts

à'. ulz' 'a.eoz io ?t'
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Fig. B-I-8 : Courbe contrainte-déformation (P.B.Mellor)

Acier doux, épaisseur initiale = 0.0347 in
essai de laminage
essai du gonflement hYdraulique

(daprès V/oo [10])

On peut voir sur la fig. B-I-7, que pour le cuiwe recuit, la courbe contraintedéformation obtenue à

panir de I'essai du gonflement hydraulique ne diffère pas baucoup de celle obtenue par I'essai de

laminage à froid, alors que pour I'acier doux (fig. B-I--8), la différence est appréciable entre les

deux types d'essai.

- Distribution de la déformation

Les figures B-I-9 à B-l-lzdonnent la disribution des déformations et leur évolution pour les

deux matériaux.sur ces frgures on voit que I'accord entre les résultats théoriques et expérimentalx

est assez satisfaisgnt pour les deux rnatériaux, à lexception des déformations en épaisseur, à pres-

sion élevée. On ràmaryue aussi que I'accord est meilletrr, dans le cas du cuiwe recuit, pour les

a.3.?O.5 99;Û]i

4.2 4519.59;osaa

défosnations circonférentielles.
t . , . -
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Distribution de la déformation
circonfénentielle - cuirrye recuit
épaisseur initiale = 0.035 in
- résultats théoriques (Wm)
----- résulas exffrimentaux (Mellor)

(d après Woo [10])

Fig. B-I-10 : Distribution de la déformation
circonférentielle - acier doux
épaisseur initiale = 0.0347 in
- résultaa theoriques (Woo)
----- résulhts ext'rimentaux (Mellor)
(d'après V/oo [10])

Fig. B-I-12 : Disribution de la déformation
en épaisseur - acier doux
épaisseur initiale = 0.0347 in
- résrlats tHaiques (Woo)
---- Ésultals exffrimentaux (Mellc)
(dapês Vroo F0l)

Current r o o r u ! .

Fig. B-I- 9 :

L

Fig. B-I-1 I : Distiibution de la déformation
en épaisseur - cuivre recuit
épaisseur initiale = 0.0365 in
- résultal$ thériques (Woo)
---: résultrç çxp&irçngrx (Mella)

(daprès Woo [l0])

6/inz

I
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- Relation entre le rayon de courbure et la déformation au Éle

En ce qui concerne la relæion entre le rayon de courbure et la déformation en épaisseur au 1Éle, on

voit (figs. B-I-13 er B-I-14) que les courbes expérimentales sont presque identiques pour le cuivre

et I'acier doux. Pour le cuivre recuit, un bon accord entre les résultats théoriques et expérimentaux

a été obtenu (fig. B-I-13) alors que dans le cas de I'acier doux, la corrélation est bonne, seulement

pour les petites déformations en épaisseur correspondant à une faible pression.

o

tr6êat sGl( a!

Fig. B-I-13 : Relation entre le rayon de
courbure et la déformation
en épaisseur au pôle --qrivre recuit
épaiiseur initiale = 0.0365 in
- résultats théuiques (S/oo)
---- résultats expérimentaux Mellofl
(daprès V/oo [10])

B-I-+2- Analyse de Wang et Shammamy

Polor thicknrss slrcio, (! 
,

Fig. B-I-14 : Relation entre le rayon {e
courbure et la déformation
en épaisseur au Pôle - acier doux
épaisseur Lnitiale -- 0.3347 ln
- résrltas ttréciques (Woo)
----- résultas ex$rimentarx (Mellorl

(daprès Woo [10])

Wang et Shammamy [16] ont analysé le problème du gonflement hydraulique d'une tôle sur

la base de deux théories de la plasticité : la théorie incrémentale et la théorie de la déformation tota-

le. Le matériarf constituant la tôle est supposé écrouissable et anisotrope dans la direction de

l'épaisseur. D'après 1analyse de ces auteurs, la ttréorie incrémentale prévoit que la pression atteint

son mærimum pui décroît lorsque la déformation au pôle croît, alors que la théorie de la déforma-

tion totale conduii, s€lon erx, à une défonnation limiæ audelà de laquelle les équations n'ont plus

de solution ntrfsUuer19nt rnterpréable.

-)a', .: '
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La loi d'écrouissage qu'ils ont adoptée est celle d'Hollomon :

ô = K ê t

où ô et e- sont respectivement la contrainæ équivalente et la déformation équivalente correspondant

au critère de Hill et K et n (exposant d'écrouissage) sont des constantes du matériau.

Dans la présentation de leurs résultats numériques, Wang et Shammamy ont pris le cas où R = 1 et

n = 0.2 comme exemple d'illustration. Ils ont ensuite analysé ces résultats en considérant deux

stades de la déformation. Le premier stade est celui où la pression est croissante et le deuxième est

celui où la pression atteint son maximum (instabilité) et le dépasse (post-instabilité).

La figure B-I-15 montre la disribution des déformations équivalentes e.

ry' "iHlHî"ï frfffiiËtrH*Jï'Ëi"ff*'tes vareurs
(daprès V/ang et Sharnmamy [1O)

Cene figuê ûrontre que la périphérie du diaphragme r = ro (où r" est le rayon du diaphrag-

me) est déformée dès les premiers stades du gonflemenr Ce résultat est logique, puisque la mem-

brane doit s'écrouf po* pouvoir supporter la pression appliquée. Aux stades avancés du gonfle-

ment, ta périphérie se décharge. C-ette situation de non chargement ou de déchargement de la péri-

phérie alors que la pression croît encore a été discutée par Hill t8l. Ceci est possible physiquement,

puisque la ffriph,prie pegt pf,fpçtuer une rotation, cortme une charnière, afin de diminuer les rayons

de couôure et supporter des valerrs supérieures de la pression.

.4 .5 .6 .i .S .9 t.C
rlr ̂

R . 1 . 0
n . 0 . ?

l,ieutral Unloaditig
.èt  lhe ldge



79

- comparaison des résultats de Wang et Shammam!' avec d'autres résultats théoriques

I{ill t8l a pu obtenir lvoii S B-I-3) une expression approchée qui relie la déformation en

épaisseur au pôle à I'instabilité, e*1, à I'exposant d'écrouissage n :

+ 2n)

Swift (1952) a d'autre part établi un critère sur I'instabilité de la déforrration plastique en

contrainte plane. En appliquant ce critère au c:N du gonflement hydraulique, Swift a obtenu pour

une courbe contraintedéformation uniaxiale obéissant à la loi ii = K P, une expression approchée

de e*n:

*4
%=n{t

(B-r-27)

Strein-hardening &gonent n

Fig. B-I-17 : Distribution de la déformation en épaisseur, à I'instabilité, en fonction de
Iexposant d'écrouissage n
- résultaa numériques de V/ang et Shammamy [16]
,----résultats numériques de Hill (1950)
.....résultats numériques de Swift (L952)

(d'apÈs Wang et ShammamY [16])

La frgure î-l-tl monrr€ les résultats obtenus avec les deux expressions cidessus de la dé-

formation en épaisseur, au 1Éle, à I'instabilité, et les résultats numériques obtenus par Wang et

Sharnmamy. Cetté figure montre que les analyses de Hill, et surtout de Swift, sous-estiment gra-

verrent la défonmation en épaisseur au pôle à I'instabilité. Avec note modélisation, nous retrouve-

rons pratiquemenl !çç pêmes résultats que ceirx obtenus par Wang et Shammamy (voir fig.

B-m-14, chaP. B-Itr). 
' . ' .r : '  - ' : 'r '

{= - + t#.' -(#-!" * "')'']
. = 7
=  - l

'Ë

4

- r a /. /
^,$ètr'

-  \ \ r ' ' l

..N)'-

.t '  .rqÇ\... ' t""
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B-I-+3 - Analyse d'Ilahi er a/.

' nahi et at. t1lont développé une méthode de Ésolution du problème du gonflement hydrau-

lique d'un diaphragme circulaire et ils I'ont appliquée au cas de llaluminium recuit. Les résultats

obtenus sont en bonne corrélation avec les résultats expérimentaux réalisés par ces mêmes auteurs.

Ils ont montné que le choix d'une surface de charge décrite par le nouveau critère de Hill donne des

résultats satisfaisants.

Pour décrire les caractéristiques d'écrouissage du matériau, ces auteurs ont utilisé la loi

dTlollomon : ti = KEl, où 6 et E désignent respectivement la contrainte équivalente et la déforma -

tion equivalente et K et n sont des constantes du matériau. D'autre part, le critère de Hill (1979) sur

lequel ils se sont basés dans leur analyse a Pour expression :

2 (1  +R) + 2R) l oo - o, lM + l o, * or lt (B-r-28)

où ou est la contrainte d'écoulement en traction uniædale et M est un exposant > 1, R est le coeffi-

cient d'anisotropie et os et oe sont respectivement les contraintes radiale et circonférentielle.

- Résultats expérimentaux

Ilahi er al. ont utilisé une matrice de 10 in de diamètre et une tôle d'épaisseur initiale

0.035 in, ce qui justifie I'utilisation dans les calculs de I'hypothèse de membrane avec une bonne

approximation. Sur le plan expérimental, ce grand diamètre a rendu plus faciles les mesures de la

géométrie du diaphragme et de la distribution des déformations. Pour mesurer les déformations

circonférentielles, Ilahi er al. ontutilisé des cercles gravés sur la tôle par procédé photographique.

Les défonnations en épaisseur ont été aussi mestuées directement, grâce à un système de jauges.

Deux séries de résultats expérimentaux sur la pression, la hauteur au pôle, la défonnation en épais-

senr au pôle et le rayon de courbure au pôle, sont présentées sur les figures B-I-18 à B-I-20.

Résultats théoriques et comparaison avec I'expérience

Uévolutiondelapressioncalculée,avecM =1.7 eilM=2,estFésentéesurlafigweB-I-18

por.n être comparfe aux résultats expérirnentaux. Iæs valeurs de pression calculées sont plus fortes

avec M = 1.7 cedui s'explique par le fait que les contraintes obtenues avec cette valeur sont plus

fortes, dans le domaine compris entre la déforrnation plane et la déformation équibiæriale, que cel-

les Ésultant du critère quadratique de Hill (M = 2). Ce choix de surface d'écoulement est cohérent

avec les résultats expérimcntaux [6] qui montrent que le critère qua&atique de Hill sous-estime les

of=tt
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Fig. B-I-18 : Variation de la pression en

fonction de la déformation en

épaisseur au pôle. Aluminium :

n=0 .269€ tR=0.635
(d'après Ilahi et at. t6l)

o 7

Fig. B-I-19 : Variation de la hauteur au pôle

en fonction de la déformation en

épaisseur au pôle. Aluminium :

n=0 .269€ tR=0.635
(d'après Ilahi et al. t6l)

â

- 3
c

. 3
! ;
c

o
o

G

o o'r o'2 o1,ro,nl ' t  
- , . l i too,.ot 

o' t

Fig. B-I-20 : Variation de la courbure en forrction de la déformation en épaisseur au pôle.

Aluminium : n = 0.269 €t R = 0.635 (dapês tratri et al. t61)
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containtes en déformation fouibiaxiale. I-a figure B-I-19 montre la relation entre la hauteur et la

déformation en épaisseur au pôle. L'accord entre les résultats expérimentaux et théoriques est satis-

faisant avec M = 1.7 eton voit que, pour une hauteur au pôle donnée, le calcul avec M = 2 prévoit

un amincissernent plus fort au pôle de la membrane. l,es courbes, décrivant la variation du rayon

de courbure au pôle en fonction de la déformation en épaisseur au pôle, sont présentées sur la fig.

B-I-20. Il est clair qu'il y a une bonne corrélation entre I'expérience et le calcul théorique avec

M = 1.7. D'autre part, pour de grandes déformations ,lorsque le rayon de courbure au pôle devient

prcsque égal au rayon de la tôle, l'écart entre les deux courbes théoriques devient très réduit.

t . o  t . 5  ? . o  ? . 5  3 . O  3 . 5
Cu r ren t  r od ius  | r om po l c ,  i n .

Fig. B-I-21 : Distribution de la déformation circonférentielle. Aluminium : n=0.269 et R = 0.635

(d'après Ilahi et al. t6l)
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Les figures B-I-21 etB-l-2z montrent, respectivement, les distributions des déformations

circonférentielles et des déformations en épaisseur, pour deux stades de la déformation : eh (o) =

0.18 et eo (o) =O.225.La comparaison entre les résultats théoriques et expérimentarx est établie à

la même déformation en épaisseur. On constate qu'il y a une bonne corrélation entre la théorie et

I'expérience concernant la distribution des déformations circonférentielles (fig. B-I-21) et il appa-

raît que 1a défomration circonférentielle est imposée par la géométrie du processus de gonflement

et ne dépend pratiquement pils de la surface d'écoulement adoptée. Par contre, la fig. B-I-22 mon-

tre que la distribution de la déformation en épaisseur dépend beaucoup de la surface choisie.

B-I4-4 - Analvse de Zhou et Lian

Zhog etlian [21] ont intrduit quatre fornres différentes du nouveau critère de Hill (1979)

dans leurs calculs basés sur la méthode des éléments finis. Ces calculs ont porté sur un matériau

rigide-plastique obéissant à une loi d'écrouissage du type : 6 = KF où 6 etE sont respectivement

la contrainte équivalente et la défomration equivalente et K et n sont des constantes du matériau.

Des comparaisons entre les résultats numériques et expérimentaux ont montré que certaines

forrnes du nouveau critère de Hill pennettent de bien simuler le processus du gonflement hydrauli-

que des tôles métalliques. Une étude numérique de I'influence de la forme de la surface utilisée sur

la déformation a été aussi effectuée. Ils ont trouvé que cette influence peut être analysée par deux

paramètres caractéristiques, Ct et p dont I'expression est donnée plus loin.

poru exarrriner la validité de leur formulation ,Zltou et Lian ont comparé leurs résultats numé-

riques aux résultats expérimentaux et théoriques d'Ilahi et al.16l sur I'aluminium recuit. Les résul-

tats obtenus sont proches de I'expérience et en bon accord avec ceu( d'trahi et al.l2ll.

- Influence de la forme de la surface de charge sur la pression

I-es différences entre les diverses formes du critèè de Hill sont si variées qu'il est difficile de

décrire I'influence de la forme de la surface de charge sur le gonflement d'une tôle d'une façon

complète et pécise. Cependant,Zhouet Lian ont trouvé un moyen simple pour étudier cette in-'

fluence, gâce auparamère cr = oo/oo qui leurpermet dexprimer les caractéristiques géoméuiques

de la forme de la surface de charge. ob et ou sont respectivement les contraintes d'écoulement en

déformation équibiaxiale et en traction unia:riale.

I-a fig. B-l-!3(a) montr€ la variation de la pression adimensionnelle en fonction de la défor-

mation en épaisséur, et ce pour deux valeurs du paramètre ct: c, = 1.166 et o = 0.9Ût- La fig.

B-I-23(b) montre les deux surfaces de charge correspondant aux deux valetrs de a. On peut voir

qu'une pressign éleype est nécessaire pour assurer le gonflement du matériau corespondant à une

grande valeur do patààet e c"
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La fig. B-l-24 rnontre qu'il y a une relation pratiquement linéaire entre la pression adimensionnelle

et le paramètre cr, et ce pour différentes formes du critère de Hill (avec différentes valeurs de M et

différenæs valeurs de R). La relation de linéarité entre la pression et le paramètre o a été établie à

une hauteur au pôle H = 0.5 a.

- Jnfluence de la forme de la surface de charge sur la distribution de la déformation

Afin de décrire I'influence de la forme de la surface de charge sur la distribution des déforma-

tions, Zrou et Lian ont introduit un autre paramètne qui représente les caractéristiques géométriques

de la forrre de la surface de charge. Ce paramètre est défini par :

p=x*f u (B-r-2e)

avec

Kpt=oPr -ou
or - opz

(B-r-30)

où o' et op2 sont respectivement la plus grande et la plus petite contrainte découlement en défor-

mation plane et ob est la contrainte d'écoulement en déformation equibia:ciale.

La signification géométrique de Kp6 est qu'il représente la "pente moyenne" entre le point de

!a déformation plane et le point de la déforrnation équibia:ciale sur la surface de charge, comme cela

est montré sur la fig. B-I-25.

(daprès Ztou etLian [21])
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La figure B-I-26(a) montre la distribution de la déformation en épaisseur pour deux valeurs :

rÉt"n = - 0.4 et eÉI"r, = - 0.2et ce pour deux valeurs du paramètre p : F = 0.1068 et p = 0.2873.

Par ailleurs la figure B-I-26(b) montre les surfaces de charge et les surfaces des vitesses de défor-

mation correspondant aux deux valeurs de B.
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Il est évident que la surface de charge à petitc valcur du paramètre P (p = 0.1068) produit

une distribution de la déformation en épaisseurplus homogène.

porn décrire I'inhomogénéité de la déformation en épaisseur, Ztou et Lian prcposent I'intro-

duction dun troisième paramètre qui est :

{" - rfrinnae (B-r-31)

ft" * 4érinhérie

où eÉ"' et eÉÉebr, désignent respectivement la déformation en épaisseur au pôle et à la périphé-

rie. En introduisant ce paramètre,Iinfluence de la forme de la surface de charge sur I'homogénéité

de la déformation en tennes de p et f peut être obServée sur la fig. B-I-27 où la hauteur au pôle a

été choisie égale à H = 0.5 a.

f =

z  n ?

F

q
a

a

= ^ à
F  V . <

?

E=

Z ^ t=  v . r
I

z
z

0 . 0

0 . 0 0 . 1 0 . 2  0 .  4

l-v.Iu3

u . b0 . 5

(d après Zhou et Lian [21])

La figrne B-l-27 monrr€ que I'inhornogénéité de la déformation croît lorsque F ctoît. Si on se

réfère aux figs. B-I-25 àB-I-n,il est clair que la valeur de p a une influence éminente sur la dis-

tribution de la déformation. Cependant, la dispenion des résultats, visible sur la frg.B-I'Z7, laisse

penser qu'ung Açryçtf{gi p_lus détaillée de la surface de charge est nécessaire pour caractériser la

disribution de la déformation.
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CHAPITRE B-U

FORMULATION ANALYTIQUE DU GONFLEMENT HYDRAULIQUE

B-II-I - Introduction

Ce chapitre a pour objet de mettre au point un calcul par différences finies du gonflement hy-

draulique d'une tôle. Nous nous limitons ici à un comportement à isotropie planaire du matériau,

ainsi qu'au cas d'une matrice circulaire, de sorte que la tôle déformée reste axisymétrique. L'ap-

proximation de membrane sera utilisée dans les calculs : on sait que cette approximation est correc-

te pour un rayon du flan a >> ho. Enfin, la représentation polaire de la surface de charge proposée

par Budiansky t291 sera utilisée, afin de pouvoir étudier de façon détaillée I'influence de la forme

de cette surface.

L'intnoduction d'une surface de charge dont la forme n'est pas fixée a priori constitue l'élé-

ment nouveau de notre formulation par rapport aux études antérieures. De plus peu de résultats

sont présentés dans la littérature concernant I'influence de la viscosité, qui est prise en compte dans

notre modélisation.

B-II-2 - F.quations de hase d'un processus de formage axisymétrique

La forrrulation analytique du problème de gonflement hydraulique que nous présentons ici

est applicable à un maériau rigide-viscoplastique qui a un comportemant à isotropie planake et qui

obéit à la théorie de l'écoulement avec écrouissage isotrope. Les relations de base proposées par

Budiansky [29] dans sa formulation générale de l'écrouissage isotrope (1982,1984) sont utilisées

ici. Nous rappelons que cette formulation s'appuie sur une représentation polaire de la surface

d'écoulement (fig- B-II- I ).

Pour un état de contrainæs planes, cette surface est décriæ sous forrne pararnérique par :

' i  o t *o '=gMcosv

2oo
o;':0;= 

\s:'' :

#*=g(v) srnv
26,

(B-tr-l)
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où o, et <l2 sont les deux contraintes principales non nulles et g M est une fonction représentant le

rayon polaire du point courant de la surface de charge normalisée. Iæs paramèmes de nomralisation

ob et os sont reqpectivement les contrainæs d'écoulement en mcdon equibiaxiale et en cisaillement
et\rest langle polaire associé avec :

Ot-Oz

Or +Oz

2oo

s(o)=s(t1)=r

(B-rr-2)

Fig. B-tr-1: Représentation polaire du lieu d'écoulement plastique suivant la formulation

de Budiansky

On montre, à partir des équations (B-tr-l), que l'angle polaire 1r est lié au rapport des contraintes

principales a ='oy'ct pt :

tgvJY 
1-  a
1+a

I
Y = or/o,

avec

(B-tr-3)
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Le rapport des vitesses de déformation p = èy'êr,obtenu à panir de la loi de normalité, peut être

exprimépar:

g' (sin V + Y cos y) + g (cos y - Y sin y) (B-rr4)
g' (sin ty - Y cos y) + g (cosV + Y siny)

La contrainte d'écoulement en traction uniaxiale ou est choisie pour jouer le rôle de la contrainte

équivalenteQ alors :

Yo ,

P=

O = (B-tr-5)

(B-tr-6)

(B-tr-8)

avec

Xg(s inV+Ycos ty )

X = oo/o,,

La vitesse de déformation plastique équivalente est obtenue à partir du calcul de la puissance plasti-

que:

zx gz e,
(B-rr-7)

g' (sin ty - Y cos ty) + g (cos V + Y sin ty)

Les relations ci-dessus fournissent une description générale du comportement à isotropie planaire.

Pour g (V) = 1 elles se réduisent à celles qu'on applique dans le cas du critère quadratique de Hill

(avec X = \ffl+l$d êr Y = ffi'où R est le coefficient d anisotropie défini comme étant le rap-

port entre les déformations en largeur et en épaisseur dans un essai de traction simple) ou celui de

Von-Mises (avec X = I et y = f3). Les fonctions non quadratiques proposées par Hill t30l et par

Bassani [31] représentent aussi des cas particuliers de la formulation de Budiansky.

Nous supposons que le matériau a un comportement rigide-viscoplastique. La capacité

d'écrouissage et la sensibilité à la vitesse de déformation plastique sont décrites en utilisant une re-

lation entne la contrainte, la déformation et la vitesse de défomration équivalentes du t'?e :

oJrCe) iv;"y'

I'a

Ë =

soit, sous forme différentielle :

cB-tr-9)
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où èo représente une vitesse de déformation de référence, f (E) est la loi d'écrouissagc à êo, T (O =

(l/fxdfldE) est le coefficient d'écrouissage et m est le coefficient de sensibilité à la vitesse de dé-

formation.

B-II-3 - T|éformations

Une tôle mince circulaire de rayon a et d'épaisseur initiale ho, bloquée à sa périphérie entre

une matrice et un serre-flan, est soumise sur I'une de ses faces à une pression nomtale et des for-

ces méridiennes (forces de frottemen|. k géométrie du diaphragme déformé, dans un plan méri-

dien, est donnée par la figure B-II-2.

Les déformations logarithmiques, méridienne et circonférentielle, sont respectivement :

et

t, = ln (ds/dso)

e, = ln (rd)

(B-tr-10)

(B-tr-11)

où ds et dso sont les longueurs d'un tronçon du profil méridien dans la configuration déformée et

la configuration non déformée et r et ro sont les positions radiales d'une particule donnée dans les

deux configurations, déformée et non déformée.

Fig. B-II-2 : Géoméuie du diaphragme déformé dans un plan méridien

4
I

ds '

l

,
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L'épaisscur couriante de la tôle est obtenue, à tout instant, à partir de la condition de I'incompressi-

bilité plastique :

-  . o o . o ,
h = h  r  O S  / r O S (B-tr-12)

B-II-4 - Rayons de courbure

o

Fig. B-II-3 : Rayons de courbure principaux

I-es deux rayons de courbure principaux sont donnés pal:

et

o = ps-= ôs
! s  

â q

Pe=f-=r*

(B-tr-13)

(B-tr-14)

où g est I'angle que fait la nomrale en tout point du diaphragme avec I'axe de révolution oz (fig.

B-rr-3).
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B-II-5 - Equations d'équil ibre

Iæs contraintes méridie*", 
", 

circonférentielles de Cauchy os et oorespectent les équations

déquilibre dans les deux directions, méridienne et circonférentielle, respectivement :

P'  
*9,no)+ho' -oe=o

cosq dr '  s '  r
(B-tr-1s)

(B-tr-16)

(B-rI-17)

cB-tr-18)

et

PN o, 5=o
pohp,

où p11et p, désignent respectivement les forces normale et méridienne (de frottement) par unité de

surface du diaphragme déformé.

8-II-6 - Processrrs tlrr gonflement hyclrauliqtre

Dans le cas particulier d'une pression hydrostatique P (c'est-à-dire, avec Py = P (t) et

p, = 0),I'équation (B-II-15) est avantageusement remplacée par l'équilibre des forces verticales,

ce qui donne :

Pp"
o, =i9

En remplaçant lexpression de q ci-dessus dans l'équation (B-tr-16) on obtient :

o. =*(2- r.o

où N =p{p" est^le npport des rayons decourbureprincipaux.Ainsilerapportdescontraintes

cr = oe/o, ne dépend que du rapport des rayons de courbure ; en effet, daprès (B-II-17) et (B-

tr-18) on a:

c l=2-N (B-tr-19)

Supposons, maintbnant, que les vecteurs position 1\,4> d'un certain nombre de particules' ou

noeuds, qui occupaient initialement la position < fi, t'i ), sort connus à un stade donné du cal -

cul. Alors, les valeurs de tri, €gi, hi, ps et Pgi sont déterminées à cet instant par une disqétisation

des équations (B-tr-10,1B,*14). Si, en plus, la pression P est connue, alors les valeurs de ori,

ogi et % peuvent être déærriiinées facilement à partir des relations (B-tr-17 à B-tr-19).
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Les euations de base du paragraphe (B-tr-3) pewent être utilisées (an prenant comme direc-

tions I et 2, les directions méridienne et circonférentielle respectivement) pour déterminer :

- I'angle polaire Vi (équ. B-tr-2)
- le rapport des vitesses de déformation Pi (équ. B-tr-4)

- et la contrainte @uivalente Q teqo- B-II-5).

Le profil de la membrane est discÉtisé par (n + 2) noeuds (fig. B-tr-a).

Fig. B-II4 : Discrétisation du profil de la membrane

I
tD
t

Le noeud o est synéUiqw du noeud 1, par rapport à I'ure de révolution oz, ainsi :

- '= 
".-" ,- ' ,.- i.1.-_.-

tl = - ti i |f -li . j. ro = - rr et zo= zL par symétrie.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
l
I
I
I
I
I
I

I n+1
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Iæ noeud (n + 1) situé sur la periphérie est bloqué, ce qui donne I

O - O
ri*r = frr+l = â et ùn*t= Zn*l = 0

Remarques:

- Toutes les quantités définies ci-dessus sont calculées pour les noeuds i = 1, n.

- Afin déviter d'avoir des valeurs infinies de p, et ps, nous avons supposé que la forme ini

tiale de la membrane est sphérique, avec une grande valeur du rayon de courture initial :

P r (o )  ' ^=Pe(o) /a=10O

B-II-7 - Calcul incrémental

Le but du calcul incrémental est de déterminer les incréments de déplacement ( Âri, Lri2

pendant I'intervalle de temps Ât, ou pour I'incrément de pression ÂP. Par conséquent, la forrne de

la membrane et toutes les autres quantités (à savoir €rg, tgi, hi, Psi, Pgi, osi, o6i et cri) seront dé -

tenrrinées à I'instant t + ̂ t ou pour P + ÂP.

I nprès quelques dérivations analytiques (voir Annexe B), les incréments Âert; Aegr ; (^ps/psJ ;

(^pe/pa) et (^h/h) peuvent être exprimés en fonction des incréments de déplacement ̂ri et ̂ zj C

= i-1, i, i+1).

Un premier groupe déquations est imposé parla loi derrormalité, Pi = &e/&ri.Le résultat est de
' - laforme:

i+l

I Gl1, *b,iÀ2,) =o
j = i - l

(B-rr-20)

Un deuxième groupe d'Quations est obtenu, en e:rprimant de deux façons I'incrément de la con-

tainæ équivalent*

D'abor4 l'Quation (B-tr-5) donne apÈs différentiation (avec ot = or) :
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g, (sin tlt, + Y cos tttt) + gr (cos tyt - Y sin tf,)

I ' 
8i (sin Vi + Y cos tY)

Ay, (B-rr-21)

où Âou/oo peut être calculé à partir de léquation (B-II-17)' ce qui donne :

*=oo,,
oi or,

D'autre part, AVi peut être exprimée en fonction de Âau par différentiation de l'équation (B-II-2) :

Âvi = - 2 sin \ri cos vi [^ a, / (1 - 
"11

(B-tr-23)

Soit en fonction des incréments des rayons de courbure principaux, par différentiation de l'équa-

tion (B-tr-19) :

Â o, = (prlP,.1 I(^P,/P,J - (^Po/PeJl (B-tr-24)

puisque (^pri/pri) ; (^p0/p0i) et (^hlh1) sont connus en fonction de Âr1 et Lzi,l'incrément

(A-o/dt) peut être exprimé en fonction dr Àri, Lziet (^P/P) en combinant les équations (B-tr-21 à

B-rr-24).
Une autre expression de (16/4) est obtenue à partir de la loi de comporæment sous forme diffé-

rentielle, à savoir:

^ô/ôi=T(q)ÂÈ,+m^e/E (B-tr-2s)

où ̂ Ei est connu dn fonction de ry, et Ârr,, en utilisant l'équation (B-tr-7) exprimée en tennes d'in-

créments de déformation. ÂElE, peut être écrit en fonction des valeurs de ÂEr pendant deux inter-

valles de æmps successifs. La comparaison entre les deux expressions de (À6/o]) conduit finale-

ment à une équation de la forrne :

Ào
j = (^p/p) + (Âpr/pr) - (^h7Tt)
o

si

I
irl ,
) ( c.. Âr. + a.. ̂ 2.) = (€) * -

.4J \-ij -i ' -ti--J/ \ P /
j = i - t  .  : .

(B-\-22)

cB-tr-26)
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I-es équations @-tr-20) et (8-II-26) forment donc un systèrne :

i+1
sr
L@ri&: * b,: Â2,) = o
j= i-t

i+1

I n,, Âr, + d,, Lz,) =(gp ) . -
j = i - l

{

(B-rr-20)

(B-tr-26)

où ur: = Fr (ri, 4, pi) ; bij = F2(ri,4, P1)
cij= Fl (Ti, -, G[q, r1, zi, Âe;) ; 43 = F4(li, û1, (ri, r1, 4, Âti)

I-e système ci-dessus peut être mis sous forme matricielle comme suit :

Marice

de

rigidité

au

gonflement

^rl

: ,

:

^tt

Lzi

:

^t"

Lzî

0

+m

0

AP
r

AP
P

0

+m

Les incémeno au aeprcement sont ainsi déterminés pour chaque incrément de pression ÂP en É-

solvant ce système linéaire de Znéquations. La geomérie de la tôle est ensuite réactualisée, et la

procéùue de calcul est répétée.

I

Pogr résoudie le système ci-dessus, nous avons mis au point un logiciel dont I'organigram-

me est donné en annexe-B.
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CHAPITRE B.III

SIMULATIONS NUMERIQUES DU GONFLEMENT HYDRAULIQI,JE

DISCUSSION ET RESULTATS

B-m-l - fntroduction

Ce chapitre présente les Ésultas de la mise en oeuvïe numérique de la formulation par ditré-

rences finies du problème du gonflement hydraulique exposée dans le chapitre précédent. Tout

d'abord, la précision du programme de calcul est évaluée par rapport à la solution analytique de

Hill, dans le cas d'un matériau rigide-plastique obéissant à la théorie de l'écoulement avec une sur-

face de charge de Von-Mises, un écrouissage isotrope et une loi contrainte-déformation de la forme

6 = K exp (O. Des comparaisons avec des résultats obtenus à I'aide du code de calcul ABAQUS

sont également Pésentées.

Nous présentons ensuite les résultats de simulations numériques, en mettant I'accent sur

I'influence des paramètres décrivant le comportement plastique ou viscoplastique sur I'inhomogé-

néité inhérente au gonflement hydraulique. En effet,les paramètres du matériau qui ont une in-

fluence importante sur la stabilité de l'écoulement plastique (comme par exemple, dans lapproche

de localisation de Marciniak-Kuczinski [27,28]) doivent aussi influencer la distribution des défor-

mations et la forme de la membrane déformée au coun du gonflement hydrauliçe.I-es influences

de la capacité décrouissage, de I'anisotropie, de la sensibilité à la vitesse de déformation et de la

forme de la surface de charge seront donc examinées. Les Ésultats numériques seront aussi com-

pares aux résultats exffrircntaux de la littérature.

B-m-2

Les pas de calcul et le nombre de noeuds utilisés ont été fixés d'une façon définitive lorsque

nous avons condtaté qu'aucune différence significative entre les résultats numériques n'était obser-

vée lorsqu'on augmentait le nombre de noeuds ou de pas de calcul. Les pas de calcul ont été pris

de façon à ce que[e noeud relatif au pôle subisse une flèche additionnelle égale à ÂIVa = 0.005 et

la distance initiale enue noeuds a été prise égale à dro/a = 0.02 (soit 50 noeuds).

La solution analytique dÊ Hill t8J pour un matériau rigide-plastique obéissant à la théorie de

l,écouleûrent ..,,c ilJËico;â#-aËrôË"tion du type 
-o 

= K exp (E) a été utilisée pour valider le
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progranrme de calcul. Nous avons touvé que toutes les quantités calculées au pôle sont à moins de

!,SVo desrésultats analytiques jUsqu à la pression mærimale, c'est-à-dire potu une hauteur au pôle

Wa= l .

Le tableau cidessous résume les comparaisons faites sur trois quantités : la pression adimen-

sionnelle palàhoK; la déformation en épaisset[ au pôle en (o) ; et le rayon de courbure au

pôle p, (o)/a = Pe (o)/a. PourWa = I on a :

Solution analytique de Hill Nos calculs par différences finies

Pann K 1 1,0089

en(o) Zln2 = 1,3862 1,3728

p (o)/a= p (o)/a
se

1 1,0034

Nous rappelons que dans la solution analytique de Hill, les trois quantités ont pour expres-

sion :

Pa 2aIJ 2
= -

2hoK l **f Ë. +
/  H2\

1(o) 72rn (t . 
?/

p, (o; , u= Pe(o) / a =frî|,, = + (Ë. i)

(B-m-l)

(B-Itr-2)

(B-m-3)

I
Iæ programmc a aussi été comparé aux résultats obtenus par la méttrode des éléments finis du

code dc calcul$PAQu$' .

Les figrues B-m-l ct B-Itr-2 mc,ntrent la distibution de l'évolution des déformations méri
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Fig. B-I[-1 : Distribution de la déformation méridienne pour ho/a = 0.005
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Fie. B-m-Z : Disuibution de la déforrnation méddienne pour ho/a = 0.025
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diennes en fonction du rayon initial de la tôle, et ce pour un matériau obéissant à la loi puissance

6=K(eo+9"avecn =0.2;€o=0.02€tR= l .Lescalculsontétéeffecnréspar laméthodedes

éléments finis (ooo) et par la méthode des différences finies ?.

Dans le cas des calculs par la M.E.F., les calculs ont été effectués sur des éléments de co-

ques axisymériques dépaisseur I mm dans un premier temps (fig. B-m-l), puis sur des éléments

d'épaisseur 5 mm (fig. B-m-2) et pour un rayon a=200 mm. Lépaisseur n'intervient pas dans le

résultat pour le calcul de membrane que nous avons mis au point ; on peut dire que la conélation

entre les deux méthodes de calcul est bonne dans le premier cas (fig' B-m-l' hola= 0'005)' no-

tamment dans les premiers stades du gonflement (Wa = 0.2 à 0.4). Cependant, pour une hauteur

au pôle Wa=0.6, un écart de ZVo estobservé au fôle entre les deux méthodes.

Dans le deuxième cas (fig. B-m-2) où le rapport hoh = 0.025, l'écart entre les deux méttro-

des appamît beaucoup plus tôt et ce pour une hauteur au pôle Wa= 0.4 par exemple. Néanmoins,

l'écart entre les deux méthodes ne dépasse pas 5,57o sw les valeurs au pôle. On peut conclure que

I'approximation de membrane utilisée dans notre méthode des différences finies donne des résul-

tats très proches du calcul par éléments finis utilisant des éléments de coque, lorsque le rapport ho/a

est suffr samrnent faible.

B-m-3 -

Une des quantités les plus sensibles pour analyser I'influence des pararnètres rhéologiques

du matériau sur la distribution des déformations et son évolution au cours du gonflement hydrauli-

que est donnée par le rapport des rayons de courbure principaux en tout point de la membrane,

N = p/p, t261. '

pour N < i, la membrane est localement "allongée" (par rappon à la sphère prise comme ré-

férence) ; poru N > l, elle est "aplatie" (fig. B-m-3). D'après l'équation (B-II-19) "l'aplatisse-

ment" est associ$,à des valeurs du rappon des contraintes ct = o/o, inférieures à I'unité, tandis

que "l'allongement" est associé à des valeurs de A supériegres à 1.

membrane
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On rappelle que I'on se place dans le cas où le matériau présente un comportement à isotropie

planaire, de soræ que la membrane déformée soit de révolution autour de I'axe oz et que la défor-

mation soit entièrement caractérisée par l'étude dans un plan méridien. La symétrie de révolution

auto'r de l'æce oz et les conditions d'encastrement impliquent que le matériau est dans un état de

défomrations (ou de contraintes) équibiocial au pôle, et en état de déforrration plane à la périphérie.

En conséquence, 61 doit varier de la valeur I au pôle à la valeur 0.5 à la périphérie (dans le cas de la

surface d'écoulement de Von-Mises) et donc N doit varier entre I et 1.5. Une exception corres-

pond au cas où la périphérie ne se déforme pas dans la direction méridienne. I-es valeurs de a et de

N à la périphérie ne peuvenr alors être déterminées à partir de la condition de déformation plane.

Cette situation est obse,rv'ée en particulier dans I'analyse de llill [8].

Il convient ici de rappeler que I'analyse de Hill s'appuie sur I'hypothèse cinématique selon

laquelle le diaphragme se déforme en une membrrane spliérique. Cetæ analyse représenæ la solution

exacte pour un marériau rigide-plastique obéissant à la théorie de l'écoulement avec une surface de

charge de Von-Mises, un écrouissage isotrope, etune loi contrainte-déformæion, ô = K exp (O (ce

qui correspond à un coefficient d'écrouissa EeT =d ln ô/d E = 1 quel que soit le niveau de ta dé -

formation). Cette solution de Hill sera notée par la suite "la solution à coeffrcient d'écrouissage

constant" (C.E.C.) ; on I'utilisera conrme référence pour comprendre coûrment la distribution des

déformations et la fomre de la membrrane déformée sont liées aux paranètes rhôlogiques du ma-

tériau. L
t

La figrrre B-Itr4 montre l'évolution de la forme de la membrane pour un matériau insensible

à la viæsse de déformation, obéissant à une loi décrouissage de Swift de formepuissance,

6=K(eo+E)n .
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Fig. B-III-4 : Evolution de la forme de la membrane en fonction du rayon courant

La figure B-III-5 montre, pour interprétation des résultats, les courbes contrainte-

déformation équivalentes pour ce matériau etpourle matériau C.E.C.

r À w
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_  
-o=K(eo+-e) "

a v e c n = 0 . 2 ; e o = 6 . 9 2

4
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0.

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80

e

Courbes contrainte-déformation équivalentes des deux matériauxFig. B-III-5 :
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On observe, pour le matériau obéissant à la loi puissance (fig. B-Itr4), que la membrane est

"aplatie" pour de faibles valeqs de la hauteur au pôle Wa = 0.2). Toutefois, pour des valeurs

crcissantes de la hautern au pôle, la membrane devient "allongée" sur la majeure panie de sa srrfa-

ce, à I'exception d'une région étroite près de I'encastrement où la membrane reste "aplatie". Ce

compofiement peut être analysé par comparaison avec celui observé pour le matériau C.E.C. Au

début du gonflement, la forte capacité d'écrouissage du matériau entraîne une répanition des dé-

formations moins hétérogène que dans le cas du matériau C.E.C. avec, en particulier, une légère

déformation méridienne à la périphérie, alors que celle-ci reste nulle au cours du gonflement pour

le matériau C.E.C. (frg. B-Itr-6).

VON-MISES
- - - - -  G=Kexp(O

6=K(eo+E)n

avec n =0.2i €o = 0.02

(^)- 0.25

0.00

0.50
o ,

r l a

0.00

Fig. 8-III-6 : Distribution et évolution de la déformation méridienne

En rclation fvec cette distribution des déformations tout le long du profil de la membrane, le

rapport dcs contraintes cr = o/o, varie de façon rnonotone de la valeur 1 au pôle à la valeur 0.5 à

I'encastrement (fig. B-m-4r lVa =,9,2). foptefois, en raison de la déforrration plus forte près du

Élp, h capg( d'Égt-oJiç$gg gç IÊ ,9": $.-* déÆrdt plus fontement que celle de la périphérie

au ftrret à mesure du gonflc,ment,tË qoi'rônaoit à ure arnplification de la déformation prés du pole

0.50

1.00
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et oblige la partie externe de la membrane à se déformer plus rapidement dans la direction circonfé-

rentielle que dans la direction n-réridienne. Cene tendance vers une stagnation de la déformation

méridienne ts pour la partie externe de la membrane est visible sur la figure B-m-6 ftI/a = 6.q.

Cetæ évolution correspond à une croissance du rapport des vitesses de déformation p -- êyêr, qui

se Eaduit par I'internrédiaire de la loi de comportement, par une croissance du rapport des con-

traintes a = o/%, de sorte que la membrane devient de plus en plus "allongée".

Une autne conséquence de cette évolution est que le rayon de courbure au pôle, pour une hau-

teur au pôle donnée (fig. B-III-7) ou pour une déformation en épaisseur au pôle donnée (fig.

B-m-8) est plus faible pour la loi puissance ô = K (eo +E)" que pour le matériau C.E.C., du

moins dans les stades avancés du gonflement.

VON-MSES
-o=Kexp(O

6=K(eo+€ )n

avec n -- 0.2; €o = 0.02

\ - - -

0.50
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1.00

' a

Fig. B-III-7 : Evolution de la courbure en fonction de la hauæur au pôle
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VON-MISES
-o=Kexp(O
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Fig. B-III-8 : Evolution de la courbure en fonction de la défomration en épaisseur au pôle

Les différences entre le matériau obéissant à la loi puissance et le matériau C.E.C. représen-

tentd des tendances générales pour des matériaux rccuits, qui présenænt une capacité d'écrouissage

initialement élevée mnis rapidenrent déqoissanæ en fonction de la défomation.

u-écarî à la iphéricité, qui peut devenir imFortant lorsqu'on considère le rapport des rayons

de courbure prinôipaux, est également visible quand on examine la forme de la membrane défor-

mée (frg. B-m-9).
I
t

i

Une analyse détaillée sur la forme de lia membrane déformée a été effectuée par Shang et al.

[26].I-eun résultats sur des tôles de cuivre (fig. B-Itr-l0) montrent le même comportement que

ccfui dc b ftg. B-Itr*. Çependang les auteurs n'ont pas ryécifié les paramètres du matériau, ce qui

a rcndu impossible une comparaison quantitæive.
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B-m-4 - rnfluence de Ia capacité d'écrouissage

L'influence de la capacité d'écrouissage du matédau a été analysée en utilisant la loi de Swift,

6 = K (eo +-e)". Le coefficient d'écrouissage 1à déformation nulle a d'abord été choisi égal à 10

pour tous les matériaux, de sorte que €o est alors lié à I'exposant d'écrouissage n par la relation

eJn=0.1.I-egonflementaégalementété érudié pour un matériau rigide-parfaitement plastique

(n = 0).

I-es courbes contrainte-déformation équivalentes des matériaux étudiés sont présentées sur la

figure B-m-l1.

0.20 0.60 0.80

Fig. B-Itr:l1 : Courbes contrainte-déformation {uivalentes des matériaux étudiés

La décroissance du coefficient d'écrouissage l est plus lente pour les matériaux présentant

une forte valeur d{l'exposant d'écrouissage n. Ceci a pour cons{uence de retarder l'évolution dé-

crite précédemment. Ainsi on observe, à hauteru au pôle donnée et pour les fortes valetrs de n,

que "Iallongement'l dç la membraqçgst moins prononcé (ou pas encore apparu) pour n grand (fig.

B-Itr-l2). $1 o.bservç aql$ gfg B {Éf9*O* au pôle est plus faible et que la répartition des

déformations méridiennes est moins hétérogène (fig. B-m-13).
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Fig. B-Itr-12 : Evolution de la forme de la membrane en fonction de n
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Conrme cela a été noté parV/ang et Shammamy [6], la périphérie de la membrane cesse pra-

tiquement de se déforrrer dans les stades avancés du gonflemenl La déformation méridienne subie

par la membrane, à la périphérie, croît depuis la valeur zéro pour le matériau parfaitement plastique

jusqu'à e, - 0.09 pour n = 0.4. En accord avec I'effet stabilisant du durcissement, la hauteur au

pôle à I'instabilité (P = Puex) croît de la valeur Wa = 0.50 pour n = 0 jusqu'à la valeur Wa =

0.715 pour n = 0.4 (fig. B-m-14).

2.50

2.00

0.50

0.00

0.00 0.50

Hla

1.00

Fig. n-m-t+: Influence de I'exp,osant d'écrouissage sur la hauteur au pôle à I'instabilité (P =

Pua:<)
I

i

La figure B-m-15 montre par ailleus l'évolution de la déformation en épaisseur au pôle, à

I'instabilié, en fonction dç 
1 ,
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Fig. B-Itr-IS : Evolution de la déformation en épaisseur au pôle, à I'instabilité, en fonction de n

I-es résultats obtenus indiquent des valeurs de en (o), à I'instabilité, nettement plus fortes que

ceUes deduiæs analytiquement par Hill t8l. En particulier, la valeur trouvê pour le matériau partai-

tement plastique (n = 0) est de 0.515 (alors que I'analyse de Hill prévoit la valeur e6 (o) = 4lLL -

0.36) tandis que la valeur trouvée pour n = 0.4 est % (o) = 0.771. Pat contre, nos résultats sont en

très bon accord avec ceux obænus par Wang et Sharnmamy [16].

B-III-5 - Inftugnce rre eo

L'influence de eo pour une valeur donnée de I'exposant d'écrouissage n a également été éu-

diée pour simulerle comportement de matériaux pré-écrouis (ou n'ayant pas subi de recuit final,

matériaux "mi-drrrs" ou "durs"). Pour une hauteur au pôle donnée, I'allongement de la membrane

et I'inhomogénéité des déformations méridienncs sont plus prononcés lorsque eo augmente. En

fait,le co-m-po-rtem€nl ob99rvj? pîT 9:1gpple, 
pour n = 0.2 et €o = 0.18 est proche de celui obtenu

pour n = 0.1 et ro = 0.01 (fig. B-Itr-16 et fig. B-m-17).

0.30
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Fig. 8-III-16 : Influence de eo sur la forme de la membrane à une hauteur au pôle Wa = 0.6
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Fig. B-III-17 : Influence de eo sur la distibution dc la déformation méndienne



Les deux couples de valcun conduisent à des courbes conminte-déformation équivalentes

assez proches entre Ë - o.t etE - 0.a (fig. B-m-18).
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Fig. B-III-18 : Courbes connainte-déformation equivalenæs des deux matériaux étudiés

B-m-6 - Influence de la sensibilité à la vitesse de déformation

En raison des conditions aux limites du processus de gonflement hydraulique, les gradients

de vitesses de déformation ne sont pas très prononcés à travers une partie importante de la mem-

brane et ne se déræloppent pas de façon significative durant le gonflement L'influence de la viæsse

de déformation, qui tend à ralentir le développement des gradients de vitesses de déformation, est

de ce fait très faible pour des valeurs faibles du coefficient de sensibilité à la vitesse de déforma-

tion, caractéristiques du comportement à basses æmpéranres (m - 0.01 - 0.02) et ne devient signi-

ficative que pour des valeurs de m assez élevées.

La distribution dcs déformations méridiennes est pr'ésentée par la figure B-III-19 pour un

matériau parfaitement pl$fgg.e.!t pgur un matériau sensible à la vitesse (m = 0.2) mais non

écrouissable.
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Fig. B-III-19: Influence de la vitesse de déformation sur la distribution de la déformation

méridienne

Pour cette forte valeur de m, la distribution des déformations méridiennes devient plus uni-

forme que pour le matériau parfaitement plastique dans les stades avancés du gonflement. Cepen-

dant, contrairement aux matériaux érnouissables, on n'observe pas de déformation appréciable à la
:

periphérie.

B-trI-7 - fnfluence de I'anisotropie

Iæ critère riuadratique de Hill [32] est utilisé ici avec I'h1ryothèse d isotropie planaire. L'ani-

sotropie est caractérisée par le coefficient R, défini conrme éunt le rapport entre les déformations

en largeur et en éfaisseur dans un essai de traction simple. L'influence de I'anisotropie peut être

expliquée par les variations de la forme de la surface de charge de HiIl en fonction de R. En effet,

I'ellipse de Hill dans le plan (or, o2) (où or = % etoz= oo pour le problème du gonflement hy -

drautque) gql a[.ong* Setp.ff lig+e or = o2 pour des valeurs de R plus grandes que 1 (respective-

ment, contractée pour R plus p,etit que 1), figrue B-m-20.

1.00
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Fig. B-Itr-2O : Evolution de la forrne de la surface de charge de HiU en fonction de R

.
Il en résulte tout d'abord que les contraintes, dans le domaine de sollicitations rencontrées

dans I'essai du gbnflement hydraulique (c'est-àdire entre la déformation équibiaxiale et la défor-

mation plane), augmentent par rapport à la contrainte de référence o correspondant à la traction

uniaxiale lorsque $ augmente. Il s'ensuit que la p'ression nécessaire pour assurer le gonflement de

la tôte augmente lorsque R augmenæ, figure B-m-21.

Unç autre conséquencc de l]q$ggtro.pie est obscrvée sur la distribution des déformations et
i . .  . -  : .  " . - i : . i  r ; : i  . ; :  

_ .  
'  

-

son évolution, figure B-m-22.
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Fig. B-Itr-22 : Influence de I'anisotropie sur la distribution de la déforrration méridienne
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Dans les premiers stades du gonflement, la distribution des déformations méridiennes est

plus uniforme pour les fortes valeurs de R. Ce résultat est également associé à la forme de la surfa-

ce de charge. En effet, la courbure de la surface de charge au voisinage de la traction équibiaxiale

augmente lorsque R augmente (ou, de façon équivalente, le rapport entre la plus grande contrainte

principale en déformation plane et la contrainte en déformation équibiaxiale opr/ob =

.Ei@diminuelorsqueRaugmente).ceciapourrésultatderendreladéformationplus

homogène, et en particulier de favoriser la déformation méridienne près de l'encastrement pour de

fortes valeurs de R. Toutefois, toujours pour de fortes valeurs de R, lorsque le gonflement pro-

gresse, la partie externe subit à la fois un plus fort durcissenoent nnécanique (écrouissage) et géomé-

rique (c'est-àdire présente de plus faibles rayons de courbure dans le plan méridien), de sorte que

la déformation est transfér,ée à la partie centrale de.la membrane dans les stades avancés du gonfle-

ment.

B-III-8 - fnfluence de la forme de la surface de charse

Linfluence de la forme de la surface de charge a également été étudiée pour une valeur fixée

de R, en utilisant des surfaces de charge corespondant à des fonctions non quadratiques des con-

traintes. Quelques tendances générales sont maintenant bien établies dans le cas des polycristaux

C.F.C. ou C.C. Ces résultats qui sont obtenus ou bien expérimentalement, par comparaison des

courbes conrainte-déforrration sous différents chemins de chargement [33,34], ou bien par des

calculs micro-macro utilisant te modèle d'homogénéisation de Taylor-Bishop-Hill [35-37], indi-

quent que la surface de charge (par comparaison avec lellipse de Hill) pÉsenæ une faible courbure

près de la déformation plane et une forte courbure dans le voisinage de la traction équibiaxia-

le.Nous avons également obtenu les mêmes tendances pour les différents aciers énrdiés dans la par-

tie A (Fig. A-Itr-4). Une ælle modification dans la foræ de la srrface de charge peut être obtenue,

en utilisant lare,présentation pararrrétrique de Budianslsy (équs. B-tr-l) avec g M de la forme :

g M = 1 +k, [cos (2 Y) - cos (6t|l)]

L
I

(B-m-4)

avec k1 < 0. La surface de charge correspondant à I'expression ci-dessus (avec kl = - 0.025) est

présentée sur la frgrre B-{ ?3::9,?)pour 
R = 1, en même temps que I'ellipse de Von-Mises-
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Fig. B-III-23(a) : ----- Surface de charge de Budiansky correspondant à
g M = 1 - 0.025 [cos (2 ty) - cos (6 V)1

- Surface de charge de Von-Mises_

On peut observer que la surface décrite par l'équation (B-m4) s'acco'rde bien avec la surface

de charge calculée par Barlat [3O en utilisant le modèle d'homogénéisation de Taylor-Bishop-Hill

slr des métaux C.F.C. avec une texture cristallographique isotrope. Lhypothèse d'écrouissage

isorope utitisée âans ce travail revient à négliger le développement de la textue.

En compara$on, avec le matériau de Von-Mises, la distribution des déformations méridien-

nes est plus unifonne pour de faibles hauteurs au pôle avec la surface décrite par (B-m-4). Pour

des hauteurs au pôle assez élevées, la déforrration tout près du pôle devient importante et la dé-

prcssion des déformations méridiennes est plus prononcée dans la zone intermédiaire entre le pôle

et la périphérie (fig. B-m-æO)).

1.00

/

VON.MISES

BUDIANSKY :

kr = - 0.025

/é=--> R=1

l'\
I
I
I
I
I

I
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---- BUDIANSKY:

kl = - 0'025

R=1

0.00

0.00 0.50

o ,

r la

Fig B-III-23ô) : Influence de la forme de la surface de charge sur la distribution de la déformation

Ce comportement est le mêrne que celui prévu, pour de grandes valeurs de R, avec le critère

quadratique de Hill, et s'explique de la même façon, par la forte courbure de la surface de charge

au voisinage de la traction équibiaxiale.

Afin de metre en évidence la non-linéaité des chemins de déformation suivis par les diffé-

rentes particules, ceux-ci sont représentés porr plusieurs points à différentes positions radiales sur

les figures B-trI-24(a) et B-Itr-24(b) pour les deux matériaux. On peut observer que la non-

linéarité des chemftrs de déformation est particulièrement accen$ée, Ixtur les positions radiales in-

termédiaires, avec la surface décrite par (B-Itr4). Cetæ facilité de déviation du chemin de défomn-

tion est elle-aussi liée à la forte courbure de la surface décrite par @-Itr4), au voisinage de la trac-

tion {uibiæciale.

a

OJ 0.25

1.00
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Fig. B-Itr-24(a) : Chemins de déformation de quelques particules, obtenus avec la surface de

charge de Von-Mises
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Fig. B-III-24 ô) : Chemins de défomration de quelques particules, obtenus avec la surface

décrite par l'équation (B-m-4).
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B-III-9 - Comoaraison avec les résultats expérimentaux de la littérature

B-m-9-1 - Relation entre la pression et la déformation en épaisseur au pôle

En considérant que les caractéristiques d'éclouissage et de sensibilité à la vitesse sont généra-

lement connues avec une bonne précision,le principal paramètre qui peut modifier le calcul de la

pression est lié à I'estimation des contraintes au voisinage de la traction équibiaxiale parrapport à la

contrainte de référence unia,xiale ou = 6. Avec le critàe quadratique de Hill, le rapport entre la con -

trainte d'écoulement en traction équibiaxiale et la contrainte d'écoulement en traction uniaxiale est

égal à : ob/ou = {IM. Le désaccord entrre I'expérience et le calcul de la pression de gonflement

provient surtout d'une estimation non satisfaisante de ce rapport des contraintes.

Une illustration de I'influence de ce rapport 1oo/oo) est fournie par des tôles d'aluminium,

avec des valeurs de R inférieures à 1. Dans ce cas, le rapport (q/o") déterrriné expérimentalement

est plus grand que celui préw par le critère quadratique de Hill [38]. En accord avec ce comporte-

ment, des calculs effectués par Ilahi et al.16l montrent que la pression calculée avec le critère qua-

dratique de Hill est plus faible que celle déterminée expérimentalemenL Finalement, Ilahi et al.16)

ont obtenu une bonne prévision du comportement expérimental en utilisant la forme suivante du

critère non quadratique de Hill :

( l  +2R)  lo ,  -o r lM+ lo ,  *o r f l=2 (1  +R)  o tv t (B-rtr-s)

qui conduit à un rapport 1o/ou) croissant pour M décroissant. Cependant, cette surface de charge

présente un inconvénient, qui est celui d'une courbure infinie au point de traction équibia,riale pour

M <2. Pour cette raison, une fonction g (V), qui conduit à une surface de charge très proche de

celle fournie parl'équation (B-m-5) est adoptée ici :

g M: I + ko [1 - cos (4V)]

la valeur de Ç dêvant êue ajustée à celle de M dans (B-Itr-s).

(B-m-6)

Une compa+fison enue les résultats expérimentaux dllahi et al. t67 et la variation théorique

de la pression en fonction de la déformation en épaisseur au pôle est présentée par la figure

B-trr-25.
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Fig. B-Itr-25 : Résultats de comparaison calcul-exffrience sur la variation de la pression

en fonction de la déformation en épaissegr

Les dimensions et les paramètres du matériau sont :

a=5in ;  ho=0.035in ;  K=19166[bf / : l rP n=0.269 et  R=0.635.

La valeur âe ko adoptée dans (B-m-O Cfu = - 0.025) a été ajustée pour fournir une surface

de charge tnès proche de la valeur de M donnée par Ilahi et al. (M = 1.7). La corrélation satisfaisan-

te entre l'expérienle et le calcul basé sur I'adoption de la surface décrite par la relation (8-III-6) est

une conséquence du rapport 1o/o") ésulunt du choix de cette surface : oo/o., = 1.005, alors que

ce rapport est de 0.904 dans le cas du critère quadratique de Hill.

x J-""! '-o-

I

X o .

ox

xr

x
o

I
I

t /

I

I

x

I

it oXDPERTMENT [7]
HILLquadratic : 6 = Kën ; R = 0.635

BUDIANSKY:ko=-0.025

6=K f l ;R=0 .635

B-m-9-2 -
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Cette relation est tout à fait importante pour les essais expérimentaux où la loi contrainte-

déformation en traction équibiaxiale est déterminée à partir de mesures effectuées au pôle de la

membrrane. I-es résultats exSrimentaux d trahi et al. 16l sur I'aluminium recuit sont comparés (fig.

B-Itr-2Oavectroissimulationsnumériques.Lacourbecalculéeavec6=Kexp(ë),R:1etBM
= 1, reproduit la solution analytique de Hill. Comme nous I'avons discuté au paragraphe @-Itr-3),

le rayon de courbure au pôle est plus faible lorsqu'une loi puissance contraintedéformation est uti-

lisée. Avec le critère quadratique de Hill, un bon accord avec I'expérience est obtenu pour les

grandes déformations. Avec le modèle de Budiansky, cet accord est également amélioré pour les

petites déformations en adopunt la fonction g (tp) donnée par la relation (B-m-O.

3.60

a 2.20

0.80

q  - ' -

f HILL quadratic : 6= KEn; R = 0.635

11 ----- BUDIANSKY:h=-0.025

À\  G=Kë ' ;R=0.635
rl

h
\ r\\r\'N\

r\_
\Nr_-_

OXDGERIMENT t7]

_ . _ VON-MISES : 6=K exp G) ; R= 1

0.00 0.35

th

0.70

fig. P-III-?9 : Résultats 4t -p.Eqt ison calcul-expérience str la variæion de la courbure en fonc-

tion de la déformæion en épaisseur
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B-III-10 - Conclusion

Le problème du gonflement hydraulique d'une tôle a été analysé sur la base d'une méthode

de différences finies, dans le cas d'un matériau rigide-viscoplastique à isotropie planaire. Une série

de valeurs de n (exposant d'écrouissage) et de m (coeffrcient de sensibilité à la viæsse de déforma-

tion) a été examinée. Des changements réalisæs de la forme de la surface de charge ont également

été considérés, en utilisant les relations proposées par Budiansky dans sa formulation générale de

l'écrouissage isotrope [29]. I-es résultats sont résumés comme suit :

I - La pression nécessaire pour assurer le gonflement hydraulique d'une tôle, augmente avec

I'exposant d'écrouissage n eVou avec le rapport enEe la contrainte d'écoulement en traction

Quibiaxiale et la contrainæ d'écoulement en traction uniaxiale o/O,r.

2 - La sensibilité à la vitesse de déformation tend à diminuer I'inhomogénéité de la déforma-

tion,mais cet effet ne devient significatif que pour les fortes valeurs de m et dans les stades

avancés du gonflement.

3 . La membrane déformée devient de plus en plus allongée avec la progression du gonflement.

Il en résulte que le rayon de courbure au pôle est plus faible que celui Prévu par la solution

cinématique de Hill qui suppose que le diaphragme est sphérique.

4 - La distribution des déformations méridiennes et en épaisseur est plus uniforme dans les pre-

miers stades du gonflement, pour de fortes valeurs de la courburre de la surface de charge, au

voisinage de la traction ftuibia,xiale (ou porn de petiæs valetrn du rapport entre la plus gran-

de contrainte d'écoulement en déformation plane et la contrainte d'écoulement en déforma-

tion équibiaxiale). Ce comportement est inversé dans les stades avancés du gonflement

5 - Un accord quantitæif avec les expériences effectuées sur l'aluminium a été trouvé sur la base

dune améfioration réalisæ de la surface de charge.

Dans la me*re où les caractéristiques d'écrouissage et de sensibilité à la vitesse de déforma-

tion sont généralement déterminées avec une bonne précision, il apparaît clairenænt que ce sont les

camctéristiques pe la fogme de la surface d'écoulement, encot€ insufFsamment connues, qui doi-

vent êûe pdrticulihernent étudiées, afin d'obænir des prévisions colrectes dans les simulations nu-
"  - :  

: . ,  ' .  .  . a  t  . ' '  
' i . '  ' r j . r . : . . r - . i r - - . . .  '

mériques des procédés de fomnge.
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CONCLUSION GENERALE

Une étude expérimentale du comportement plastique des tôles métalliques sous

sollicitation biaxiale a tout d'abord été réalisée sur quatre nuances d'aciers

d'emboutissage, grâce à un dispositif original de traction biaxiale. Les essais sous

différents trajets de déforrration ont été analysés dans I'hpothèse d'un écrouissage

isotrope. [æs surfaces d'écoulement obtenues montrent un certain nombre de tendances

systématiques pour toutes les nuances étudiées : la courbure de ces surfaces est importante,

au voisinage de I'expansion equibiaxiale, et faible au voisinage de la déformation plane.

Le rapport des contraintes en déformation plane est d'autre part plus faible que prévu par

les critère classiques de Von-Misès ou de Hill. Les essais s{uentiels traction biaxiale -

traction uniaxiale monffent toutefois, par rapport à cette première analyse, que

l'écrouissage présente un caractère directionnel ou anisotrope, les surfaces d'écoulement

étant en fait "allongées" dans la direction du chargement. Cet effet dewait être modélisé

pour rendre compte du comportement des matériaux pour des chemins de déformation

fortement non-linéaires. Dans le cas de chargements faiblement non linéaires, il est

raisonnable de penser que les surfaces obtenues avec I'hypothèse d'écrouissage isotrope

pennettent de prévoir avec une bonne precision les contraintes dans le matériau.

Dans la seconde partie de ce travail, nous avons mis au point un programme de

calcul par différences finies d'un procédé particulier de mise en forme des tôles, à savoir

le gonflement hydraulique. Dans la mesure où les chemins de déformation sont

faiblement non linéaires pour cet essai, nous avons introduit dans ce programme un

modèle décrouissage isotrope permettant de rendre compte avec une grande flexibilité de

différentes formes de surfaces d'écoulement. Une analyse systématique de I'influence des

paramètres d'écrouissage, de sensibilité à la vitesse de déformation et de forme de la

surface d'écoulement a été réalisée. En même temps, les résultats ont été interprétés

compte-tenu des conditions aux limites et de la géométrie particulière de l'essai de

gonflement hydraulique. Des confrontations entre les prévisions du programme et des

résultats expérimentaux de la littérature ont enfin montré qu'un bon accord

calcuVexpérience pouvait êue obtenu grâce à une prise en compte plus réaliste des

caractéristiques de fomre de la surface d'écoulemenc '

Les énrdes expérimentales du t1rye de celle éâlisées dans la première partie de ce

travail sont assez peu nombneus€s, en particulier #, t" domaine de l'expansion.tl noo,

semble utile de les porrsuinre, à la fois en relation avec une caractérisation métallurgique

du matériau (densité de dislocations, taille et forme dcs cellules de dislocations...) et par

compamison avec les prévisions du calcul. Un auue prolongement de ce travail, en cours
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de développement, consiste à s'intéresser aux conditions d'instabilité dans les tôles

déformées dans le domaine de I'expansion. En effet,la plupart des analyses théoriques de

I'instabilité en expansion se réfèrent à une tôle sollicitée dans son plan, alors qu'un

étirage biaxial pouvant conduire à une stiction survient dans les procedés de formage par

un chargement latéral de la tôle, comme cela est le cas dans le gonflement hydraulique, ou

dans divers essais de poinçonnement. Il est donc souhaitable d'examiner les conditions

d'instabilité pour ces divers essais "hors-plan", et de comparer les résultats avec ceux

obtenus avec les modèles de localisation ou de pernrbation, où la tôle est supposée être

sollicitée dans son plan.

' ,
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ANNEXE.A. l

DEPOUILEMENT DES ESSAIS DE TRACTION

Le dépouillement des essais de traction s'appuie sur une décomposition de l'allongement

total en allongement élastique et en allongement plastique. Dans le cas d'un essai de traction sim-

ple, I'allongement total est repÉsenté par le déplacement de la traverse, et I'allongement élastique

incorpore les comportements du montage de traction @âti, tiges de traction et cellule de mesure de

la force) et de l'éprouvette. Pour un essai de traction biaxiale par contre, le comportement élastique

suivant chaque axe de l'éprouvette dépend du rapport des déformations principales , p = e1ler, im-

posé, et du système de mise en charge du dispositif. Ainsi, dans un essai biaxial, I'allongement

élastique de la "machine" incorpore les comportements du dispositif et de la machine de traction.

Nous écrivons alors que :

^l= Âlm + Al" + Âlo (A-A-l)

où les indices m, e et p désignent respectivement la machine, et les contributions élastique et plasti-

que de l'éprouvette. Pour un essai de traction biaxiat Âl* dépend de I'axe de l'éprouvette considé-

rée.

I-e comportement élastique de la machine est caractérisé par une souplesse S*, telle que ÂÇ

= SmF = S- Ao o" où F désigne la charge, Ao la section initiale et oc la contrainte de Kirchhoff.

cette souplesse peut êre facilement déterminee à I'aide d'une éprouvette dont la montée élastique

est bien définie et dont le module dYoung est connu. La déformation plastique ep de l'éprouvette

(ou suivant chaque axe de l'éprouvette bia,xiale considérëe) étant définie sous forme logarithmique,

Âf est donné par :

8_-= l  (e ' -1 )
p .

où lo désigne la longueurinitiale de l'éprowetæ.

Enfin, la déformqion élastique e. de l'éprouvette (qui en toute rigueur dernait être exprimée sous

forme logarittrmiq:ue pour respecter I'additivité des déformations élastique et plastique) est utilisée

sous forme conventionnelle dans la loi de Hooke :

(A-A-2)
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ot 
too

-E ' (A-A-3)

(A-44)

où ! 
= L * Âb, o la contrainte définie dans la configuration déchargée (on considérera qu'elle re -

présente très sensiblement la contrainte de Cauchy en raison des faibles déformations élastiques),

e t :

où cr = oy'o, est le rapport des contrainæs principales, v est le coeffrrcient de Poisson et E le modu-

le d'Young.

Avec ! = lo eQ el o = o" €tP (cette dernière relation découlant de I'incompressibilité plastique),

nous obtenons :

ar"=!3 # (A-A-s)

La relation (A-A-1) peut êue réécrite sous la forme d'une équation du second degré en eeP :

g.,= E (directionverticale)'  1 -  c tv

'  r rE i
Er= 3 (direction horizontale)

c r -v

+"4*r%-(t*ut-
o

E'=

(A-A-6)

Le couple (o, eJ est finalement obtenu à partir des valeurs expérimentales (o", Âl) par les relations

suivantes:

-1+ I  +45;

'n=t f (A-A-7)

I
F,

%
9=o"e '
' ' ,

A or
Sf  =g

1. r
o

l
et

2 (6!E)

(A-A-8)
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La vitesse d'allongement plastique 1o s'obtient par dérivation de l'équation (A-A-1). La vitesse de

déforrnation plastique en=\/.nest donnée par:

i- (r- n" *!.4) o;
(A-A-e)

l e%
o

en négligeant le temrc

(z$*+;,)

La figure (A-A-l) montre l'évolution de eopour I'aluminium A5 en traction uniaxiale dans le cas

où la vitesse de traverse I = v est de 0,5 mm/mn.

Fig. (A-A-l) : Evolution de en en fonction de eo pour I'aluminium A5 en traction à I'arnbiante. La

vitesse de traverse est de 0,5 mm/mn (d'apès [8])
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ANNEXE.A.II

CALCUL DE LA SECTION EFFICACE DE L'EPROI.IVETTE

Nous donnons sur la figrne ci-dessous une schématisation de l'éprouvette avec les forces de

traction dans les deux axes de l'éprouvette.

F^

Nous désignons par % et b, respectivement, I'épaisseur et la longueur de la zone AB ou CD

et par e et l, respectivement, l'épaissetu et la longueur utiles de la partie centrale amincie, BC.

Nous considérons d'abord la force F1.

1o Dans les directions AB et CD, l'éprouv"O,,r, supposée être en défonnation plane (la

largeur AB est supposee constante) et la section de cene partie (AB + CD) est donnée par :

So = 2ln eo (A-A-10)

? Dans la zone BC, l'éprouvette est en traction biociale et sa s€ction est donnée par :

Sr= là (A-A-11)

Soit sl la contrainte {aqs fg zone BC et s'les contraintes dans les zones AB et CD (voir schéma

cidessous), alors f'gquruËÈ doni'è pour la force appliquée :

U
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Ft=2ln en cos (45) ' o'+ I e ' o, (A-A-12)

A
ci

En posant cl, = o7o, ; la contrainæ dans la partie utile sous I'action de la force F1 est donnée par :

F l
(A-A-13)or=

Jl treo cr, + I e

Cela donne conrme section "efficace" dans la direction de F1 :

t " r= f  lneoc l r+1e

Un calcul analogue pour la force F2 donne, avec g2= o'lo2i

(A-A-14)

F2
ra -A -15 \cz=

$ r repc2+le

Cela donne comme section "efficace" dans la direction de F2:

s  =J1,1  e  c l^+ le
%  I  P P  Z

Ainsi, pour un gratériau isotrope sous déformation équibiæciale, le qitère de Von-Mises donne

ol = 62 er ct = %.=216. ne ce fait, la scction efEcace est la même dans les deux directions, à

savoir ! ,
F
t

(A-A-16)

(A-A-17)
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D'une façon générale, pour un chemin de déformation différent de la déformation équibiaxiale, il

faut recalculer cr, et a2et donc la section efficace.

Ainsi, dans le cas de la déformation plane, et toujours avec le critère de Von-Mises : 02 = orl2. On

trouve alors cr, = 1 et %,=2.
Alors que, dans le cas d'un chemin de déformation caractérisé par un rapport de déformation p =

U2, ettoujours avec le critère de Von-Mises : <r2 = 415 ot- on trouve alors cr, = z"l1t5 at o'2=

^[1t2.
Le tableau ci-dessous regroupe tous les résultats cidessus en donnant I'expression de la "section

efficace" pourchaque chemin de déformation.

Mode de déformation cr
1

ct,
2

Section efficace dans
la direction de F 1: S 

".,

Section etficace dans
la direction de Fr: S 

".

équibiaxiale: P= 1
2

./3
2

{3
z.€toep

-5+ 
+ .e

zElço
-€-  + le

p lane :P=0 1 2 fil ep + le
p 2El  e  + lepp

p=a
2

2,fl
5

rn
2

2^m
5

loeo+ le
.ffi

2
l e  + l e
PP

Si I'on fait une erreur dans I'estimation de o'/o, ou o'lo2en raison de I'utilisation du critère de

Von-Mises, I'erreur sur la section efficace est faible en raison de la section relativement faible des

. zorres AB et CD par rapport à celle de la zone BC. Par exemple, le rapport leS{Zteest de I'ordre

de7,SVo.Uneerreur del}Vo surcl ou%conduitalonàuneereurinférieureà 17opourlasec-

tion efficace.



Dimenslonnement des tableaux
de valeurs

cond.  in i  :  dé f  o rmée c l rcu la i re
entrée de la géométr ie et  du
chargement,  . . .

Ca lcu l  des  coef f  i c ien ts  de  la  mat r ice
de r ig id i té  au  gonf  lement

Assemblage de  la  mat r lce  de  G.H.

Réso lu t ion  +Âr t , ^z t

IPAC= IPAC* l

l nc rémenta t lon :

I  r r  =r ,*Â.r i
L  z t  =zr*ô,2,
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e i  I
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