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INTRODUCTION

. Soit G un groupe de Lie connexe, g son algèbre de Lie, g* 1" dual de g, le problème

de la détermination de I'ensemble ê des représentations unitaires et irréductibles de G est
en général difficile. On dispose cepedant de procédés systématiques qui, pour certaines
classes de groupes, sont exhaustifs ou "presque exhaustifs".

. Il s'agit essentiellement de la méthode des orbites imaginée par Kirillov [23] pour

les groupes nilpotents, généralisee par Auslander et Kostant 1241 d'une part, Pukan-
szky [29] d'autre part aux groupes résolubles enfin par Duflo [16] et Khalgui [22] aux
groupes algébriques. Cette méthode consiste à construire, à partir d'une orbite W de la
représentation coadjointe de G, une ou plusieurs classes d'équivalence de représentations
unitaires et irréductibles de G, en induisant de façon unitaire ou holomorphe une
représentation "simple" de dimension finie d'un sous groupe D fermé de G.

. Cette méthode est très proche de la procédure de quantification gômétrique d'un système
mécanique classique. Rappelons brièvement cette thôrie due à Kostant et Souriau. L'objet
fondamental d'un système classique est I'espace des phases qui est une variété symplectique
C- (notee l7), les observables physiques sont des fonctions réelles C- sur W et un état
physique est un point de W ou, plus généralement, une mesure de probabilité sur 17.
L'évolution du système est décrite pax un champ de vecteurs ha^sriltoniens X, dont la
fonction génératrice.EI est l'énergie du système. L'évolution d'une quantité physique p est

donnee par l'équation:
à

âo 
:  {H,  ç}

où { , } est le crochet de Poisson sur C-(I4z).
Un groupe G est un groupe de symétrie du système s'il agit sur 17 par des transformations
canoniques.

. Dans la mécanique quantique, le rôle de I'espace des phases est assuré. pax un esPace
projectif P(y) où V est un espace de Hilbert, les observables physiques sont des opérateurs
autoadjoints sur V. L'évolution du système est donnée pa,r un groupe à un paramètre

d'opérateurs unitaires sur I/ de la forme :

rI(t): 
"tt*o.

où h est la constante de Pla^nck et A un opérateur autoadjoint. L'évolution de la quantité

B est alors donnee p* l'équation

([ , ] est le crochet des opérateurs).

Un groupe G est un groupe de symétrie du système s'il agit sur I/ par des tra^nsformations

unitaires.
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. La construction de modéles quantiques repose sur le principe de conespondance qui

afrrme que chaque modèle quantique peut être construit à partir d'un modèle classique

"correspondarrt"; la mise en oeuvre de ce processus est ce qu'on appelle la quantification.

. La méthode de qua.ntification géométrique suit le shéma suivant :

. Partons de I'espace des pha^ses l7 du système cla.ssique qui est une variété symplectique
pour une 2-forme symplectique ar.

. Si p est un obserrrable cla.ssique, on lui associe un opérateur <p (observable qua^ntique)

tel que :
la correspondance : g ê ffç soit (au moins pour un sous espace d'observables) un

homomorphisme d'algèbres de Lie:

{ûçr} =r# Iq,çzl (1)

et
i = Idv. (2)

. L'idée de base de cette méthode est la correspondance :

pêLu*,-r,

qui vérifie la relation (1), mais pas (2). On lui apporte donc une correction en posant:

, : * * r *ç*o(xr ) ,  (3 )

où a est une l-forme sur 17. (2) est alors vérifiée et la condition (1) est équivalente à

da: u; at doit donc être exacte.

. En général, c.; n'est pas exacte et on doit remplacer I'espace des fonctions sur 17 par

un espace de sections d'un fibré en droites .t au dessus de W, æ qui n'est possible que

si la classe de cohomologie de Rham de 2ru est, lorsqu'elle est vue dans la cohomologie

de Cech, une classe entière. Les seules variétes (Wrr) quantifiables sont donc les variétés

pos#da^nt cette propriété.

. Supposons que (W,r) soit qua.ntifiable. Alors I'application g H tp est une

représentation de C-(W) dans I'espace f(.[) des sections du fibré .D au dessus de W.

Cependant on ne retrouve pas la qua^ntification usuelle, I'espace f(I) est "trop grand"l on

doit se restreindre à un sous espace.



Considérons I'exemple W -- T.(N), où N est une variété connexe C-. La quantifica-
tion usuelle consiste à prendré pour V I'espace L'(N) sur lequel chaque fonction sur lZ
dépendant seulement de la projection sur N ('Tonction des seules .rari.bt"" g") agrt par ra
multiplication ordinaire et les fonctions dépendant localement linéairement des variables
de la fibre ("va^riables p") agissent comme des champs de vecteurs. On peut donc quantifier
toute fonction affine en ces variables p.

En choisissant la distribution lagrangienne .t' engendrée iat la fibration canonique de

".(N) 
et en ne considérant que les sections du fibré I polarisées pa,r F, c,est à di."

annulées par la dérivee covaria^nte paa un champ quelconque de tr', oJretrourre un espace
isomorphe à un espace de fonctions sur N, comme V. On dir. ulom qu'une fonction g est
quantifiable si <p laisse cet espace de sections stable.

La quantification gômétrique d'un système quelconque est une généralisation de cette
construction.

En particulier, on est amené à considérer des polarisations que nous appellerons
geométriques -F, c'est à dire des distribution" lagranliennes complexes et intégrables: en
chaque point ( de W,, -F6 est un sous-espace de rifwf et à se resireindre aux sections an-
nulées par la dériv"e corrariante par tout champ d" f. Pour être.complet, nous exposerons
cette méthode au chapitre I.

. Revenons maintenant au problème initial.

' Soit 17 une orbite de la représentation coadjointe d'un groupe de Lie G, connexe et
simplement connexe. L'action de G sur W engendre une ,"piér.ot"tion de g âurr, I'espace
des champs de vecteurs sur W:

X t+X-  où  
s(x-lxe) : fif (eæn - rx.€)1,:0.

Les xf engendrent Tçw,la 2-forme canonique @ sur 17 est définie par:

ue(X- ,Y-) : .  €, [X,Y] >, VX, ï  € g.

(4)

(5)

Cette 2-forme est bien définie et inrrariante par G. Elle fait de 17 une \rariété symplectique.
Les fonctions:

X , ('--*< e,X > (xes)
sont des fonctions hamiltonniennes des champs X-. Elles vérifient:

1*, i,y : t{yl.

' No-t-o-ns G(€o) le stabilisateur d'un point (e de 17 
"t 

g(€o) son algèbre de Lie. La condition
que W soit quantifiable (la 2-forme c.r est entière) 

"it'Cq"i*f"rri" 
uo fait qu'il existe (au

moins) un homomorphisme:

x:  G(€o)  -+ O -  {0}
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de différentielle:

I  x t+ 2in ( {s,X ),  x e g(€o). (6)
I

Si cette condition est satisfaite, on dira que W est entière.

1
| . Une façon de construire une polarisation geométrique F sur l7 est la suiva^nte:

I 
Soit h une sous algèbre de gt, isotrope maximale pour la forme bilinéaire sur g

I

I  "€,(X. ,Y): (  
€, lX,Yl  >

J contenant E(€o) et stable par G(€o). Une telle sous algèbre est appelee une "polarisation
algébriqueo"r €0. Ces polarisations algébriques existent "presque toujours" (voir [22],
par exemple). Prenons pour d6o le sous espace de Toço(W)o engendré p"t les vecteurs

(Adgx)-lc{o où X décrit h. Par construction, F est une polarisation géométrique G-

invariante et les fonctions Î sont quantifiables.

Une fois la quantification achevée, on obtient une représentation naturelle de $, puis de G

dans un espace de Hilbert, cette représentation est en général irréductible.

Cette méthode a donné entre autres les résultats génériques suirrants :

Théorème ï241:

Soit G un gnoupe de Lie connexe et simplement connexe Ésoluble de type I (c'est à dire

toute orbite W de Ia coadjointe est ouverte dans son adhérence et est entièrc), alots toutes

les représentations inéductibles de G sont obtenues par la construction ci-dessus, à partir

des orbites de Ia représentation coadjointe de G. A ehaque orbiteW, on fait cortespondre

une famille de rcprésentations inéductibles de G paramétrée par les caractèrcs du groupe

fonda.mental q(W).

En particulier, si G est résoluble exponentiel (en particulier s'il est nilpotent), aùors toute

orbite de la représentation coadjointe de G dans g* est homéomorphe à un espace euclidien,

G est de type I et ô est en bijection avec g* f G.

Théorème (Borel-Weil-Bott) [35] :
Toute repréæntation unitaire et inéductible d'un groupe de Lie compact connexe et

simplement corrrtexe s'obtient par quantifrcation d'rxte orbite entière dans g.. Cette

méthode détermine une bijection entre l'ensemble des classes de représentations unitaires

inéductibles de G et l'ensemble des orbites entières dans g*.

Notons que Dufo [16] et Khalgui [22] ont générali# cette méthode à de gros ensembles de

représentations d'un groupe de Lie algébrique quelconque.

. Par ailleurs, on connaît une autre méthode de qua^ntification: h quantification par

déformation [aj. Oecrivons-la d'abord dans le cas plat, où ]7 est IR2t et @ : Ddp A dq-



On sait que la quantification usuelle de ce cas peut s'obtenir en utilisant la transformée de
Weyl. Soit u une fonction sur IR2& dont la transformée de Fourier û, est C* et à support
compact. Posons:

où P et Q sont les opérateurs d'impulsion f Ê ", 
de position g agissant sur.Dz(IR*). On

obtient ainsi un opérateur B(u) de ,'(n.*). D'autre part, si Â est le 2-tenseur qui définit
Ie crochet de Poisson ({",r} : Niî;uôju), on pose:

P '  (u ru )  :  f i r t ' r t . . . [ t r J r  ô r r . . . d ,  u01 . . . i , u .

La composition B(u)"B(:) peut s'écrire B(tr.') où:

I
B(u) : 

J*,,tt(€,,rt) 
exp i((P + nQ) dtdrt

, jry- u*r1 - uu +î,frr,rt,r,

-e- Iu,ul*: Ëtri 
Pz'+t(u,u).

(7 )

(e)

(10)

(8)

r=1

si z: *.f" série convergeant simplement et dans I'espace des distributions tempérees.
De même, fr fois le commutateur de B(u) et B(u) s'écrit B(u.') ori:

Les formules (9) et (10) définissent une déformation de la structure canonique d'algèbre
associative et de Lie de C-(IR't). Otr appellera respectivement ces deformations produit
et crochet de Moyal.

Par analogie, on posera:

Déffnition:

Soit lV une algèbre associative et de Lie de fonctions pour un croehet de Poisson. Un
produit-* est une déîonnation formelle de N, c'est à dire, une application de lV x N vers
I'espace E(iV, v) des séries forrnelles en u à coefficients dans N:

n  *  t )  : l u rCr (u ,u )
r )0

ayant les prcpriétés:
i) * prolongé à .E(.lf, v) est associative,
i i) Co(u,u) = uu,
i i i )  Ct (u,r)  :  {u,u},
iv)  C'(u,u) -  ( -1) '  C'(u,u),
v)  C'( l ,v)  :  C"(u,1) :  0,  r  > 1,
vi) les C' sont des opérateurs bifinéaires.



Si les C' sont tous bidifférentiels, on dira que le produit-* est différentiel. Dans la suite,
on s'intéressera à des produits-* non formels, définis en général par des formules intégrales
pour une valeur particulière du paramètre formel z. Les conditions (iii) et (iv) impliquent
que:

[u ,u]* :* r "*u-u*u)

est une deformation formelle du crochet de Poisson. (v) et (vi) assurent que 1 reste
I'unité de la structure associative et que * est distributif par rapport à I'addition. Si z est

"imaginaire pur", ?r - Z est une involution de I'algèbre associative obtenue.

Théorème [13]:

Snr toute variété symplectique W , il existe des produits-* différentiels et formels

. La quantification d'un système mécanique classique apparaît alors comme une
déformation (formelle ou non) de la structure d'algèbre involutive associative et de Lie
de I'ensemble des observables (C-(IV) ou d'une de ses sous algèbre .4) du système clas-
sique. Les observables et les états du système ne changent pas de nature, c'est seulement
la structure de leur ensemble qui se modifie. Le formalisme hilbertien usuel apparaît dans
les représentations de cette algèbre involutive.

Comme pour la quantification gômétrique, cette méthode de quantification par
déformation permet de construire beaucoup de représentations unitaires et irréductibles
d'un groupe de Lie G connexe et simplement connexe.

On procéde de la façon suivante:

. Soit W une orbite de la représentation coadjointe du groupe G, A un sous espace de
C*(W) stable paf, un produit-* non formel qu'on suppose covariant, c'est à dire tel que:

I*,i '1.: {f,,f} (: [x,r]) vx,Y € g. (  11 )

Suivant les idees de Flonsdal [17], on suppose que:
i) î i l-F.T :û * û Y u,u €.4,

r
ii) / u * û d{ est un produit scalaire sur .,4 (d( est une mesure G-invariante sur W),

J W
iii) La représentation / de g dans ",4 définie par :

t (X)u- - iX*u (Xeg)

est intégrable (i.e: il existe une représentation notée Ew de G dont la différentielle est l).
On posera alors:

Ew(g ) ( " ) :Ew(g ) *u  (13 ) .

. Généralement E*(g) peut être vue conrme une distribution sur 17 définie par:

,: l*

(12)

1  En@) ,u Ew(g-') 
" 

u d(. (14).



Formellement, on peut écrire:

41;t,(enp tX) - exp * it* VX € g (15)

et on verra que dans de nombreu:K ca,s, cette équation a un sens précis, non formel. Pour
toutes ces raisons, on posera:

Déffnition:

Ew est Ia rcprésentation-* ou 1'ezqtonentielle-* associée à l'orbite W.

. Soit maintenant ? une représentation de I'algèbre involutive (4,*), pa,r exemple une
sous représentation de la représentation régulière de "4 sur elle-même, munie du produit

I
scalaire I u *6 d€. S'il existe une représentation r de G telle que:

J

. Un procédé pour obtenir un tel résultat est de prendre une sous représentation de la
représentation régulière gauche dans ",4 dont I'espace portant I/ est défini par:

r@w@)*u) -  r (s)"T(u),

r sera dite associee à I'exponentielle-*.

V : {u e ,,{ tel que u * f : /(€o)" Vf e B}

t(ù: [ ç@)n*@-t) dg (de est la mesure de Haar de G).
J G

t(g) sera appelee la transformée de Fourier adaptee de g et bien sûr on a:

t(ç * 'h): t(ù * t('.b),,

si x est le produit de convolution dans Cf(G).

. La distribution Xs7 définie sur Ci(G) p*'

(16)

(17)

(18)

( le)

(20)

où B est un sous espace bien choisi de ,4. tr/ est alors stable par / et zr est son exponentielle.
Un tel choix est appelé par Flonsdal une polarisation-*. Lorsque 17 est une orbite de la
représentation coadjointe admettant une polarisation algébrique h en €0, on peut choisir
pour B, I'ensemble des -f,, pour X dans h.

. Dtautre part, pour de nombreuses cla^sses de groupes, si g est une fonction de C"-(G),
on définit une fonction ou une distribution €(ù sur 17 par:

I
xw(p): I t(ùG) aÊ

J W

7



est, lorsqu'elle existe, le caractère associé à t. et àW.

. L'avantage de cette transformée de Fourier adaptée est qu'elle associe aux fonctions p

de Ci(G) des fonctions ou des distributions sur g*, qui sont des objets plus "naturels"
que les champs d'opérateurs usuels.

. Un autre avantage est une formule du caractère plus simple, en effet: si on veut écrire
une telle formule avec la transformation de Fourier usuelle entre g et $*, on doit multiplier

g patj-l anant de calculer sa tra.nsformee de Fourier, où j est lafonction

r  sh  ad4 ' t r l z
i ("rp X): ld"t +lL adi

Ici, cette fonction n'apparaît pas, la trace de n(ç), da,ns les cas étudiés est I'intégrale de
la transformee de Fourier adaptée de p sur I'orbite 17 associee à zr.

. De même, si g est un coefficient ou un "paquet de coefficients" de représentations
irréductibtes de G, sa transformée de Fourier n'est en général pa.s supportée par les orbites
coadjointes correspondantes, même dans le cas nilpotent. Par contre sa tra^nsformee de
Fourier adaptee est portee par les orbites [6].

. Ce progr&mme introduit par C. Flonsdal, [17], a été réalisé par D. Arnal et J.C. Cortet,
dans [3] dans le cas où G est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe:

Pour chaque orbite W de la représentation coadjointe, on peut définir des produits-* non
formels covariants sur .02(17). Ces produits admettent une et une seule représentation
fidète irréductible (à équivalence près) et ces représentations, du type décrit ci-dessus,
permettent de retrouver la représentation nw de G associee par Kirillov à I'orbite 17.

De plus, si G est de dimension n et ses orbites de dimension 2lc, on sait [34] qu'il existe
un àuvert O, dense da^ns $*, G invaria^nt, de la forme 0 =V x IR2e où V est un ouvert de

Zariski 6" 6n-2È tel que toute orbite W de O soit diffeomorphe à {À} X R'&, avec À € V.
La tra^nsformée de Flourier adaptee t est bien definie sur O Ï4. e est définie sur I'espace

S(G) des fonctions C- à décroissa^nc," rapide sur G et est à valeur dans C- (V,S1n'*1).

Elle apparait comme une déformation de la transformée de Fourier usuelle sur IR', et son
expression est la suivante:
pour p dans 5(G), € : (À,p, q) e O, (À e V, (p,q) e R'n),

-ic(X,€) 
g@xpX)d.Xr(e)(o : Ir" (21)

et
(22)

où o(X,{) est une fonction réelle polynomiale en X, p et e, rationnelle en l, admettant
des pôles en dehors de V. t se prolonge en un o;Érateur unitaire de L2(G) su .[2(g-)

e@xpX) : 
I 
""io(x,E) 

g 7rx€)d€



et permet de retrouver la mesure de Plancherel de G. Toute cette construction s'étend

au cas des groupes exponentiels [a] et au cas du groupe {D, revêtement universel de
E(2) - S0(2) x IR2 mais on associe alors une famille de représentations à chaque orbite
de O (voir [5]).

. Dans le cas où G est un groupe de Lie compact, ce prograrnme a été réalisé par D.
Arnal, M. Cahen et S. Gutt dans [7] en utilisant la procédure de déquantification définie
par \Mildberger [37]. n s'agit d'un calcul symbolique qui associe aux opérateurs de I'espace
d'une représentation irréductible nÀ de G (le paramètre À est ici un poids dominant donc
par une extension naturelle un point d" g') des fonctions sur I'orbite coadjointe WÀ de À.

En effet l'espace de zrÀ est un espace de sections holomorphes d'un fibré .Dr en droites au
dessus de W^ munie d'une structure de variété kâhlerienne inva,riante compatible avec le
choix d'une chambre de Weyl contenant À. On utilise alors une méthode d'états cohérents
et un calcul symbolique de Berezin (voir par exemple [30] et [10]). Ce calcul revient à définir
un nouveau produit, dit produit-* de Berezin, sur I'espace des symboles. Avec ce produit,
on construit une représentation-* .O1 associée à I'orbite W^ et une transformation de
Fburier adaptee. Cette construction s'étend au cas des représentations de la série discrète
holomorphe d'un groupe semi-simple.

Nous avons cherché à établir deux types de résultats:

1- Dans le cas d'un groupe de Lie G nilpotent : nous avons étudié les propiétés de régularité
et de densité pour la tra^nsformée de Fburier adaptee du type de celles de la transformee
de Fourier usuelle. Nous voyons cette transformation corrme une déformation de la trans-
formée de Fourier usuelle et cherdrons à la rendre aussi efficace que cette dernière.

Nos résultats montrent que cette transformation de Fourier naturelle entre G et g* est

continue de .5(G) dans C-(y,S(IRze)) munis de leurs topologies usuelles. Ce qui éclaire

bien la gra^nde régularité de la partie régulière V de G vu comme glo.

D'autre part, pour passer à des tra^nsformées de Flourier de distributions par transposition,
il est nécessaire d'étudier la densité de I'image de 5(G) paf, t dans C-(y,S(IR2È)). C'est
ce que nous faisons dans la partie III.

2-Dans le ca.s où G est compact:

- Pour que la theorie puisse s'étendre au cas de groupes quelconques, il est nécessaire
d'unifier les deux constructions (celle du cas G nilpotent et celle du cas G compact) puisque

les deux produits-* utilisés sur les orbites de la représentation coadjointe sont de nature
complètement différente. C'est ce que nous ferons da^ns la pa.rtie fV, en définissant un
produit-r, de Moyal sur les espaces hermitiens symétriques.

- Nous nous sommes aussi intéressés à la description de la représentation régulière d'un
groupe G compact en qua.ntifia^nt par deformation T.(G). Nous decrivons ?*(G) comme

une va,riété de Stieffel. I1 existe dans la littérature deux produits-* sur ce type de variété. Ils

sont tous deux conaria^nts. Nous les avons donc étudiés dans I'optique de leur utilisation



pour décrire la représentation régulière de G et montré que I'un d'eux permet bien de
réaliser cette représentation, tanrlis que I'autre n'est pas adapté à ce type de problème.

Plus précisément, ce travail sera présenté de la façon suivante:

. Dans le chapitre I, on rappellera en détail les principes de la quantification géométrique
et ceux de la méthode des orbites. On mettra en lumière les liens entre ces deux méthodes.
Ensuite, on réalisera explicitement la méthode des orbites pour un groupe de Lie nilpotent,
connexe et simplement connexe.

Cette méthode donne bien sûr tout ô à I'aide de représentations induites unitaires, as-
sociées à des polarisations algébriques réelles des orbites W de la représentation coadjointe
de G. On verra qu'il n'existe en général pas de polarisatio* geométrique kâhlerienne G-
invariante sur W et parallèlement qu'on ne peut pas réaliser G au moyen de représentations
induites totalement holomorphes. Cependa^nt, il existe des polarisations géométriques
kâhleriennes .F' non invariantes.

. Da,ns le chapitre II, on décrira la quantification par déformation des orbites de la
représentation coadjointe d'un groupe de Lie nilpotent et on montrera qu'elle permet de
reconstruire explicitement G, en utilisant pour chaque orbite une polarisation géométrique
kâhlerienne non invariarrte. On rappelera la construction de la transformée de Fourier
adaptee t dans le ca.s nilpotent.
Comme notre but est d'abord d'étudier les propriétés de régularité de cette tra^nsformation,
on montrera alors que t s'écrit:

-;d(x,Ê) 
Oç"æpX)dX

et :  
I

S-r(f)(eapX): |  " io(x'€') /(€)d€.
JE'

Puis on donnera une formule intégrale explicite de la fonction a (polynomiale en X
tionnelle en €) sous la forme:

(rr'r) G): lr"

a(x,p,s, )) : 
lr ' 

X (o,rh{"rrt-f (0, d-r (q), r;;, r)at (22)

( X, ô et ry' sont définis dans les propositions (II, 2 ,2) et (II,2, 3)).

. Dans le chapitre III, on'utilisera ce résultat pour démontrer certaines propriétés de t,
entre-autres.
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Théorème:

Lorsqu'on munit S(G) et C*(U, S1m'el) O" Ieurs topologies usueJl es, |'application:

S : E(G) - C* (Y,S(o, o))

est continue.

Ce résultat est essentiel pour une analyse de Fourier sur les distributions au moyen de t.
Au passage, on montrera une propriété importante dans cette a.nalyse de Fourier qui est
la suivante:
Si Ao,o est un opérateur différentiel à coefficients polynomiaux en (p, g) € R'*,
indépenda^nts de À € V sur C*(V,,5(p,q)), alors il existe un ogÉrateur différentiel A,
snr Cf;(G) à coefficient polynomiaux en c € G (G étant muni de la carte exponentielle)
tel que:

Ao,o€(ç)(p, {, À) : t a;,1(À)t(A,9) (la somme est finie). (23)
i , j

Puis on s'intéressera à I'image de S(C) pa.r t dans C-(r,t(IR,'*)). On introduira

I'hypothèse (II):

(H)

1 si P(c) est un polynôme en c, alors il existe

I un operateur différentiel â1,0,0 sur C-(O) à coefficients

\ polynomiaux en p,e et rationnels en ) tel que :

I  e("r 'p) :Ax,p,o€(e),

et on montrera que:

Théorème

Si |'hypothèse (If ) est vraie pour G, t(S(G)) est dense da.ns C* (V,S(n'o)).
\  \  t l  

\  
,  t /

. L'hypothèse (If) apparait cornme une hypothèse technique da^ns la démonstration du
théorème plus précisèment, elle permet d'établir une réciproque du resultat (23) cité plus
haut. On s'est donc intéressé à déterminer de grandes classes de groupes G pour laquelle
elle est vérifiee, on en construit un certain nombre. En fait, nous.faisons la conjecture
suivante:

Conjecture:

L'hypothèse (II) est vérifree pour tout groupe nilpotent corytexe et simplement connexe.

. On a vu que les produits-* utilisés dans la theorie des représentations des groupes
compacts sont de nature très différentes que ceu:K utilisés pour les groupes nilpotents.

11



Dans le but de trouver un formalisme commun à ces deux théories de deformations, on
construit, dans la quatrième partie un produit-* dit de Moyal sur les espaces symétriques

hermitiens et compacts.

En effet, sur les orbites de la coadjointe d'un groupe de Lie nilpotent, on a vu qu'il

nty a pas de structure kiihlerienne G-inva,ria,nte, donc on ne peut pas construire de
produit-* de Berezin sauf dans certain cas, dont celui du groupe de Heisenberg. Pour

ce dernier, on construit le produit-* de Berezin sur les orbites de sa représentation coad-
jointe. L'opératetu d'entrelacement entre les deux produits-* (celui de Moyal et celui de

Berezin) est précisement e*a où A est I'opérateur de Laplace sur I'orbite. On donnera

une interprétation geométrique de cet opt4rateur, qui fait intervenir la symétrie géodesique

autour de chaque point de W. Une telle symétrie avait été envisagée par Moreno l27l et

Unterberger [32].
Puis on étendra cet entrelacement aux espaces symétriques hermitiens compacts, ce qui

permettra de définir un produit de Moyal sur ces espaces donc en particulier sur les orbites

des groupes de Lie compacts simplement connexes. On finira ce chapitre pax I'exemple
de .92 (la sphère da^ns IR3), pour qui, comme pour tout espace symétrique de rang 1,

I'opÉrateur d'entrelacement des deux produits-* est une fonction de A que I'on calcule.

. Dans le chapitre V, on construit la représentation-,r. régulière d'un groupe compact G

réalisé courme sous groupe de GL(V), où V est un espace vectoriel réel de dimension n.

T.(G) (te fibÉ cotangent de G) peut être décrit comme une orbite de la représentation
coadjointe du groupe produit semi-direct de G avec (n - 1) exemplaires de V,, munie de

sa structure symplectique ca^nonique. On étudiera des produits-* proposés l'un pax A.

Lichnérowi cz l21j,l'autre paf, S. Gutt [19] sur cette vaxiété. Le produit-* de S. Gutt nous

a semblé plus approprié que celui de Lichnérowicz pour notre problème. On montrera
qu'il admet en fait une représentation intégrale et qu'il permet de décrire agreablement la

représentation régulière de G.
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I RAPPELS

. Dans ce chapitre on rappellera les principes de la qua^ntification geométrique, ceux de la
méthode des orbites et les liens entre ces deux méthodes puis on réalisera la méthode des
orbites pour un ensemble dense d'orbites génériques de la représentation coadjointe d'un
groupes de Lie nilpotent connexe et simplement connexe. On donnera ensuite un exemple
de groupe de Lie nilpotent G, où les orbites génériques de la représentation coadjointe
n'admettent pa^s de polarisation, qui soit à la fois kdlherienne et G-invariante.

(r, 1) QUANTTFTCATTON GÉOMÉTRTQUE

.Soit (ilr,ar) une varieté symplectique. Da,ns cette partie, on décrira le processus de Ia
quantification géométrique de W. On traitera en détail le cas holomorphe où on a une
polarisation kdlherienne et on peut définir des états cohérents, ensuite on rega^rdera le cas
où il existe un groupe de Lie agissant transitivement sur 17.

I PRÉOUANTTFTCATTON [24]

Comme nous I'avons vu dans I'introduction, le cadre naturel de cette première étape de
la qua"ntification géométrique est la construction d'un fibré en droites complexes au dessus
de W . Décrivons ces objets:

On considère un fibré linéaire complexe r : L - W, et une connexion V sur.t. Pour
tout champ de vecteurs X sur 17, V;ç est une application linéaire de I'espace des sections
f(I) de .t dans lui-même telle que:

Vx(p.") -  eY ys * (Xe)s,

pour toute fonction g C* sur V7 et toute section s dans f(r). La courbure R de V est
une 2-forme complexe sur 17, définie par :

n(X,Y).s : [V7ç, Vy]s - V1x,v1s.

(X et I/ sont des champs de vecteurs sur 17 et s est dans f(I)).

. Notons .Ds I'ensemble L - {section nulle}. Il existe alors une unique l-forme complexe c
sur .ts (a est la l-forme de connexion deV) telle que :

i) Vxs :2in ( s*a,X ).r, pour tout champ de vecteurs X sur W et toute section s.

i i)  zr.R :2irda.

. Afin de définir un produit scalaire sur I'espace des sections, on introduit une structure
hermitienne sur .t:
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Une structure hermitienne lz sur .t est une fonction sur I'ensemble des couples (g, g') dans
L x L tels que r(q) - o(q'), telle que Iz induit une structure d'espace de Hilbert sur chaque
fibre Z" : r-1(u ), ici c décrit W. L'évaluation de h définit sur f(I) x l(I) la fonction:

lz(s ,  s ' ) "  :  h(s(c) ,  
" ' ( " ) ) ,

si s et s' sont dans f(Z). lr sera dite une structure hermitienne o-invariante, si pour tout
champ de vecteurs X sur W,, et toute section s, s' darts f(.L):

Xh(s, " ' )  :  lz (V;ç .s ,  s ' )  +  â(s ,  Vx.s ' ) .

On construit un produit scalaire sur f(I) en posant:

( r , " ' ) -  t  h(s(c) ,  s ' (x) )dpr(x) ,
J W

où dp(o) est la mesure de Liouville sur 17. Notons T{(L) le complété de I'espace des
sections s dans l(.0) telles que:

^1
l l" l l '  :  J*n(s@),s(a))dp(a) 

< oo.

Pour la norme ainsi définie,11(L) est un espace de Hilbert.

Proposition (I, 1, 1) [24]

Une condition nécessaire et suffsante pour I'existence d'une structure hermitienne h
a-invariante est que la 7-forrne rceIIe Zir(a - d) sur L soit exacte. Dans ce cas, h est
unique à une constante positive près et satisfait:

2ir(a -d) : d.Iogh.

La cotnbure ft est alor:s une 2-forrne réelle, dont la classe da,ns Ia cohomologie de Cech
est à valeurs entières.

. Notons (L,a,h) un fibré linéaire au dessus de W muni d'une l-forme de connexion c et
d'nne structure hermitienne a-invaria,nte h. Soit L(W) I'ensemble de ces fibrés. On deûnit
une relation d'équivalence è sur É(17) par:

(L r ,a r ,  h r )  -  (L2 ,a2 ,h2 )

s'il existe un diffeomorphisme r : (L1) - (Lz) qui envoie fibre à fibre, est linéaire sur
chaque fibre et tel que:

T'Q.2 -- q, , h2sT = h1 et TfZoT :7r1.
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Dons ce cas R1 - Rz, la courbure d'un tel fibré ne dépend donc que de sa classe
d'équivalence. Soit Ê(W,c.r) I'ensemble des classes d'équivalences des fibrés (L,e,h) dans
E(W) de courbure R : 2iru.

Déffnition (I, 1, 2)

On dira que (W,u) est préquantifrable, si t(W,w) n'est pas vide.

Rappelons que I'idée de la formulation de la mécanique hamiltonienne est d'associer à
chaque fonction g dans C*(w) un champ de vecteurs hamiltonien X, tel que:

i(Xrb - de.

(on sait que f(X)c.r est la l-forme sur 17 definie par: f(X)c.r(y) : ,(X,Y) pour tout champ
de vecteurs Y sur W).

. Si on note U(WS,.r) I'ensemble des champs de vecteurs X tels que la l-forme f(X)t r soit
exacte, par construction, I'application :

j :C * (W)+U(W, ,u )

9 -Xç

est surjective et K er j est réduit à I'espace des fonctions consta.ntes sur W . La suite :

0  +IR+ C*(W) 
'  

,  t / (W,u. t )+ 0 (1)

est donc une suite exacte d'algèbres de Lie.

Décrivons maintenant ce qu'est la préquantification de (W,w)z

La préqua^ntification de (W,u) est la donneé de I'analogue de cette suite en terme de
groupes. Plus précisément :

Soi t ,  pour  i :1 ,2,  un é lément  (L; , ,a ; ,h ; )  de t (W,u)  et  r  :  ( t r r )o  + (Lz)o un
diffômorphisme de fibrés. Il existe alors un difféomorphisme unique i de W, tel que
le diagramme :

( I r )o  
'  

,  (Lz)o

",J I",
w"w

soit commutatif (les deux fibrés .t; sont équivalents si i - Idw).

Notons E(Lra,h) le groupe engendré p"r les diffômorphismes de fibres r de .ts vers
lui même. Et soit Dt(W) I'ensemble des difiômorphismes i de W définis par un r de
E(L,a,r l).  Si r appart ient àE(.D,a,Iz) alors i*tt :u. Dp(W) est doncunsousgroupe
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du groupe des difféomorphismes symplectiques de W q* ne dépend en fait que de la classe
de L.

La correspondance , 
'' 

, i est surjective par construction. On montre que, si ,91 est
I'ensemble des constantes de module 1,, Kerj,'-.Sr. Par consequent la suite:

1 -+ .Sr -- E(L,a,h) 
i '  

,  Dr(W)---r 1 (2)

est une suite exacte. Elle est I'analogue de la suite (1) dans le sens suivant:

Si r appartient à E(L,,a,,h) et s à f(r), on pose:

r s  -  r oso i - I .

Alors on a:

Théorème ( I ,  1 ,  3)  [241

Si g est une fonction C* sur W, et o1 Ie gtoupe à un paramétre local qu'engendre X* si
u est un point de W , 01 est un difféomorphisme local défrni au voisin age de chaque point
pour des petites valeurs de t tel que:

{ç,rb}(r) : X çth(a) : 
frrb"orçc) lt=o

pour tout $ de C*(W ), alors iI existe un unique relévement local 11 de o1 daas E(L,a,h)
tel que i,t: or et pour toute section s:

. d
ô(p)"  :  

* ( r ts)V=o 
:  Yx,s  *2 i rps.

Puisque E(Lra,â) agit canoniquement sur f(^L), 6 est une représentation de I'algèbre de
Lie (Cæ(W),{ }) sur l(^t). Si g est réelle etrh est c-invaria^nte,6(ç) est un oçÉrateur
a^ntisymétrique non partout défini sur f(I).

2 POLARISATION

. Supposons que (W,r) soit une variété préquantifiable. Comme on I'a vu dans
I'introduction, I'espace f(I) n'est pas I'espace des états quantiques usuels. On doit donc
le réduire en introduisa^nt des polarisations.

Déffnit ion (I,  1,4)

Une polaisation geométfique de (W,r) est la dowtee d'un sous frbé F de T@(W), c'est à
dfue d'un sous espace F, de Tr(W)" pour tout æ de W tel que:
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i )  w(X,f)(t) :  0 pour tout X,Y dans F"
i i) d,img F,: ldimW
iii) -iw,(X,F; > 0 pour tout X dans F"
iv) Si X et Y sont des champs tels que X" et Y, appartiennent à F" alors IX,YI,

appartient à F,

. Soit F' une polarisation géométrique de (W,@), on pose :

B(W) -- 
{p e C* telle que XV :0 VX e ^F'}.

Par le f) de la définition précédente {ç,rb}: 0 pour tout p et ty' dans B(W).
Considérons I'ensemble:

CiW): {ç e C* telle que lç,rh} e B(W) Yrb e B(W)}.

Il est clair que les fonctions g de CiW) sont telles que [Xe, X] appartient à F poru
tout X de F. On dira dans ce cas que g présérve la polarisation géométrique F. Par
con#quent, si l/(Wr@, F) désigne I'ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens sur 17
dont le crochet de Lie présérve F, la suite:

0 -rIR+ CiW) +U(W,u,F) .+ 0

est une suite exacte d'algèbres de Lie. Pour avoir I'analogue de la suite (3) en termes de
groupe, posons:

D1(W,F) :  {o  e  DL(W)  te l  que  o *F  :  F } ,

et
E (L ,a ,h ,F ) :  { z  €  E (L ,a ,h )  t e l  que  i *F :  F } .

Avec les notations précédentes la suite:

1 ---+ sr -, E(L,a,,â,F) -r D'(W,F) + I

est alors une suite exacte de groupes. E(L,a,h,F) agit canoniquement dans I'espace des
sections pa,r s t+ Tossi-r, cette action laisse I'espace:

fr(r) - {s € f(tr) telle que V;ç.s :0, VX e f}

invariant. Cet espace est appelé I'espace des sections polarisées. On obtient donc une
représentation 6 de Cf;(W) dans fp(I):

6(p) t  -  $xes l2hgs.

. L'espace des états quantiques noté 't{r@) est le complété de I'espace des éléments s de
fr(.L) verifiant:

l l  " l l , :  /  t r . (s(c) ,s(o) )dp(o)<oo
J W

Notons que cette construction ne nous donne pas la quantification de toutes les fonctions
C- sur W: on ne sait construire 6(9) dans ?{r(L)) que pour des observables (des éléments
de C*(W)) préserva^nt la polarisation.
Dans ce qui suit, nous allons traiter un cas important qui est le cas des polarisations
kâhleriennes où on peut quantifier aussi des fonctions C- sur I4l qni ne présenrent pas la
polarisation, en utilisant une méthode d'états cohérents.

(3)

(4)
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3 LE CAS HOLOMORPHE

a) Polarisation kâlherienne

Déffnition (I, 1, 5)

TJne polarisation F de (W,u) sera dite kâlhefienne, si F nF - {0}.

. Dans ce cas f O F : T(W) puisque dimnF, : f,d;mW. I1 existe alors une seule

structure complexe /, ed admet corrme valeur propre i (resp -i) sur F (resp F). .I est
intégrable puisque F est involutive (voir iii de la déûnition). D'autre part, pour tout X
et Y de T(W)",

u (JX ,JY)  -w (X ,Y) ,

ce qui entraine que g(X,Y) : ,(Xr"IY) est une métrique kâlherienne. I1 est clair que, si
W esl munie de cette structure complexe, le fibré .t est un fibré holomorphe, fp(.[) est
I'espace des sections holomorphes. L'évaluation en un point étant continue pour la norrne
deî{y(L),les éléments de cet espace de Hilbert sont tous des sections holomorphes et 6(9)
pour g dans Cp(Vtl) est un otrÉrateur antiadjoint sur ?{e(L).

b) Etats cohérents [31]

. La quantification des fonctions p ne préservant pa"s la polarisation F (qu'on suppose
kdlherienne) impose une modification de I'opérateur 6(9), pour qu'il opère sv T{p(L).
Pour cela, on introduit une projection sur ?/p(.0) par la méthode des états cohérents. Plus
précisément:

. Soit zr : L + 17 le fibré de la qua"ntification géométrique construit plus haut. Le fait
que, dans la quantification holomorphe, l'évaluation des sections est continue s'écrit:

Si g appartient à Ls et si s est une section holomorphe de .t, on pose:

,("(q)) - s(q)q.

L'application s -+ .6(q) est aùors une fonctionnelle linéaire continue sur'l{p(L). Et par le
théorème de Riesz, il existe un élémemt eo de 'llr(L), appelé état cohérent, tel que:

3(q) :< s,eo )  .

. Supposons qu'il existe une section ss de tr q,ti ne prend pas la valeur 0 sur un ouvert
U dense deW. A chaque point a deU, on associe l'élément êx: eeo(c). L'ensemble

{", e't{r(L), æ e U} forme ce qu'on appelle, un système d'états cohérents sur }7.

Fixons so. Si s est une section de .L, on lui associe une fonction 3 sur U par:

s(c) :  . ï (c)s6(c).
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s est holomorphe si et seulement si .3 I'est. Comme zr(ss(c)) : z, alors:

. i(c) :a s,e, ): I O!fu),",(y))dp(a)
J U

t T

:  I  s(y)e,(ùh( 'o(v),so(y))d/r(y)
J U

I: 
J u 

s(y)@,, ("0 (y), 
"o(v)) 

d p(y).

On voit donc appa,raître un noyau reproduisant:

K ( r , y )  : 4 ,ey  >h ( to (y ) ,  
"o (y ) ) .

On pose alors:

(6'(e)s)(c ):  [  (oGôrXy) K(x,y)dp(y).
J U

Par construction, 6'(ç)" est holomorphe même si 6(g)s ne I'est pas. 6'(p) agit donc sur
'llr(L) (il n'est pas nécessairement partout defini).

4 ACTION D'UN GROUPE DE LIE

.Soit G un groupe de Lie, d'algèbre de Lie g, agissant sur 17. Notons cette actiott ow.

Déf fn i t ion ( I ,  1 ,6)

On dira que (W,u) est un G-espace symplectique ou que l'action de G est symplectique si
la 2-fonne symplectique w est G-inuariante.
On dfua que l'action de G est fortement symplectique sur W , si elle est symplectique et si

o*.(g) est contenu dans l'espace des eJnarnps hamiltoniens sur 17.
On dira que L'action est fortement hamiltonienne, sTI existe un morphisme d'algèbres de
Lie X t+ X de g dans C*(W) tel que ow*(X): Xx pour tout X de g.

. Soit (W,r) un espace G-symplectique, I'image de os7 est donc une partie de D{W).
Cherchons à relever ow e\ une action o; du groupe G dans .t de façon à rendre le diagrame
suivant commutatif:

I  - r  S '  -+ E(L,a,h)  + DL(W) + I

\ a r ,  l ow

G

Pour cela on a vu dans la proposition (I, 1, 1) qu'il faut déjà que la classe [r] d" la forme
(, vue dans la cohomologie de Cech soit entière.
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Thèorème (I, 1, 7) l24l

Supposons que (W,u) est un espace G-symplectique tel que [c.r] soit entière et soit l(L,a,h)l
un élément de î,(W,,u).
Alors, o1ry peut être relevée d'une manière C* en o1: G ----, E(Lrarh), si et seulemenf
si I'action de G est fortement hamiltonniewte (donc sII existe un morphisme d'algèbres de
Lie À deg vers C*(W).
Lorsqu'elle existe, o7 est uniquement détérminn p* Ia relation

dor - 6"\.

. Si les conditions du théorème ci-dessus sont vérifiees pour (17,o), on dit que W est
préquantifiée de façon G-invariante. Dans ce cas, G agit sur l(.t) par:

(g"Xr)  :  o  r (g)s(o*(g- '  ) * ) .

Prenons une polarisation géométrique .F sur W. Si cette polarisation est G-invarinte, alors
G opère sw ?{p(L). Si de plus .F est une polarisation kâlherienne et eo k e L) sont les
états cohérents de .t, construits ci-dessus. On a alors:

Proposition (I, 1, 8) [3U

7) 
""0 

- 7-'"o por;rl. tout nombre complexe c non nu|
2) g"c : ênr(s)q pouu. tout g dans G.

C'est cette dernière proprieté qui est à I'origine du nom d'états cohérents donné aux sections
eq2 si G est un groupe d'évolution, les évolutions classique et quantique des états eo
coihcident.

(r, 2) LA MÉTHOpE pES ORBTTES

. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe, g son algèbre de Lie, g* le dual
de g et 17 une orbite de la représentation coadjointe de G dans g*. Or veut Jonstruire
une (ou des) représentation(s) unitaire(s) et irréductible(s) r de G associée(s) à I'orbite
W p* la méthode des orbites évoquee dans I'introduction. Pour cela:

. On choisit un point {s dans }7. On note:

E(€o) : {X € g tels que < €0, [X,.] >: 0]

G(€o) : {g e G tels que g€o : €o}.

G((o) est alors le stabilisateur de {s, c'est un sous groupe de Lie fermé de G d'algèbre de
tie g({s). La restriction de la forme 2ir 1(0,. ) à g(€o) est un ca,ractère d" g(€o).
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Cherchons à exponentier ce caractère en un caractère unitaire de G({6):

Déftnit ion (I, 2, 1)

{s est dit entier si et seulement si iJ existe un caractère unitaire XÊ, de G(€o) tel que:

(  € 0 , . ) .dX6o :2ir

. Da^ns le cas où G((o) est connexe, il existe un voisinage de l'élément neutre dans G({s),
difféomorphe à un voisinage V de 0 dans g((s) par I'application eap, et qui engendre G((e).

. Dans le cas où G(€o) n'est pas connexe, soit G(€o)o sa composante connexe de l'élément
neutre, G(€o)' le sous groupe des commutateurs dans G({s), on pose:

G( (o ) ' ô  :  G (€o ) /G(€o ) ' ,  Q  i c (€o )  -  G(€o ) ' ô .

D'après ([9], chap.III), €0 est alors entier si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites:
i )  i lex is teunhomomorphisme Xo:  G(€o)o +O *  te l  que dxo:Zi r  1€0, .> lg(co) ,

ii) il existe un homomorphisme io : G(€o)s -+ G(€o)o/G(€o)'n G(€o)', tel que:

Xo :  Xooû lo (eo )o

Remarque (lr 21 2)

Si un point €o de W est entier, tout point de W I'est. Ce qui signifie que cette condition
porte sur I'orbit e W et non sur un point (s paûiculier de W . Si cette condition est remplie,
on dira donc que W est entière

. SupposonsW entière et choisissons un caractère 1, c'est une représentation de dimension
1 de G((s). On pose:

": :?lrT"
Cette représentation induite n n'est pas irréductible en général (sauf si G est abélien). On
va donc agrandir E(€o) dans g et chercher à prolonger la forsre 2ir 1€0,. ) à une sous
algèbre h de ga, tout en lui imposant de rester un caractère de cette algèbre (c'est à dire
que I' on cherchera h telle que ( €0, [h,b] >- 0).

On dira qu'une telle sous algèbre h est subordonn& à €0. Bien sûr, si on prend un autre
point € : g€o de W (; est un point de G), Ad(g)hest alors une sous algèbre suborJ.onnée
à€ .
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Déffn i t ion ( I ,2 ,3)

Si h est une sous algèbre subordonnée en (s et de codimension |dimW, alors on dira que
h est une polafisation algébrique en €0.

Thèorème (I, 2,4) [14]

Pour chaque { dans g* ri g est résolubfte, ou pour les éhéments réguliers d" g* au sens de

[1a] dans le cas gén&al, il existe une sous algèbre h de gt, telle que :

i) h +E est une sous algèfue de g@,
ii) Ad(G(€))h c h,
iii) h est isotrope maximale pour Ia forme bilinéaire défrnie sur g@ par:

u(X,Y):< e,, lx,Yl>,
iv) h est positive, c'est à dire:

i < {w,Nl >> 0 vx e h.

.Soit fs un élément entier de g*, 17 son orbite et h une polarisation algébrique en {s.
On pose d : g fl h, on appelle Ds le sous groupe connexe de G d'algèbre de Lie d et D
I'ensemble G(€)Do. D est alors un sous groupe de Lie férmé de G et le caractère X s'étend
d'une manière unique en un caractère ( notè aussi X) de D, dont la différentielle est la
forme 2ir < €0,. ).

Considèrons la représentation induite holomorphe:

r - Hol;<.

Elle se réaùise ([9], chap. V) dans I'espace des fonctions C* sur G à support compact
modulo D et vérifiant:

f @g) : Lc,o(d)-+ x@T@ (g e G,, d, e D), (5)
où A6,p représente ldetAdplç(d)1,

I f i l " : I  l f fdpc,o<* (6)
Jp \c

où dpc,o est une mesure semi-invaria.nte sur D \ G, définie par:

Ie(ùas: [ [  ç@ùt6,p(d)d(t)dp
J G  J D \ G  J D

pour toute fonction g continue, à support compact et:
d t  t / ^ - -  r r . - \ - / - ' ,  

1

7lt=of kap - tXg) - (i < €o,X > -;"rà\sa ad'(x)f (s)) VX e h, (7)

où on a noté un peu abusivement:
d  

" ,  " a ,  
.  . ! r  \  

t l  t l

frf {"rn - t(X, + ixz)s) : fif kan - tX:,.e) + ifif (eap - tXzs).
Remarquons que si X est réel, la relation (7) est une conséquence de la relation (5).
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Notons Tl(X,h) le complété pour la norme (6) de I'espace des fonctions C- sur G verifiant
(5) , (6) et (7), la représentation zr se réalise alors sur ?l(1, h) par :

("olr)(g) : r(gs'),
elle est unitaire et irréductible.

(r, 3)

. Soit W une orbite de la représentation coadjointe d'un groupe de Lie connexe et simple-
ment connexe G, d'algèbre de Lie g. Si X est da,ns g, on pose:

(x-lx€) : f i1,--ot@xp-tx() et Î(€) :. x,(> .

Pour tout ( dans 17, I'ensembe {xç, * a g} engendre re(w).Et la 2-forme

.e (X-  ,Y-) : (  { ,  [X,  Y]  > ,

est une 2-forme symplectique G-invariante.

. Nous allons comparer les différentes étapes de la quantification géométrique, et la
méthode des obites sur VIl:

1. Préquantiffcation - Intégralité

Le premier pas de Ia méthode des orbites est la donnee d'un caractère 1 de G((s) le
stabilisateur de €o, d" différentielle 2ir ( €0,. ) sur I'algèbre de Lie E(€o) de G((6). Le
premier pas de la quantification gémétrique, est la donnée d'un fibré linéaire avec connexion
au dessus de W de courbure 2irw. Da^ns ce cas, on a vu que W est préquantifiable de
façon G-invariante, c'est à dire qu'on a les diagrarlmes commutatifs suivants :

0 + IR -) C*(W) + U(W,\e,) 0

\ )  l dow
g

1+ Sr  - )  E (L ,a )  +  Dr , (W,ge)  1

\o r ,  l ow
G

do,(X): (6.ÀXX) 
"t  

À(X) :  X.
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En fait ces deux notions sont équivalentes, et on a:

Théorème (I, 3, L) l24l

Soit (s daas W. Alors (o est entier si et seuJement si W est préquantifiable de façon
G-inva,riante.

2 Polarisation

. Soit h une polarisation algébrique en (s dans g. Or peut, à partir de h, construire une
polarisation géométrique F C T(W)a, G-invariante sur lI/ .

Proposition (I, 3, 2)

Soit h une polarisation algébrique en {0. II existe aJors une unique polarisation (complexe)
F, G-invaiante telle que:

4o : t  Xl,-. ,  X € h < .

Preuve

Par construction, F6o est un sous espace isotrope maximal de Tar(W)'. posons:

Fceo: > (Adgx)f, , ' ,  X € h < .

Ceci est bien défini, car ,4d(G(€0))h c h. Ce sous-espace est aussi isotrope maximal. La
distribution F est G-invaria^nte par construction, et elle est intégrable:
Si X et Y sont dans h, on a :

,l
[x-, Y-]t, o 

: 
î, b=o(Ad(exptx)r) ;. € trio.

Et par construction, ceci se transporte en tout point ( de W.

(r, a) cAS D' UN GROUPE DE LIE NILPOTENT.

Si G est un grouPe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, la méthode des
orbites permet de décrire tout le dual unitaire de G. On na le faire ici pour un ensem-
ble dense d'orbites génériques, ufin d'avoir une expression rationnelle de la mesure de
Plancherel. Cette construction due à Kirillov et Dixmier, utilise des polarisations réelles
([23]' [15]). On verra da^ns la quatrième partie qu'on peut parfois utiliser des polarisations
kiilheriennes. Cependent ceci n'est généralament pas possible: on donnera à la fin de ce
pa^ragraphe un exemple de groupe de lie nilpotent G dont aucune des orbites génériques
de la représentation coadjointe n'admet de pola^risation qui soit à la fois kilhàrienne et
G-invariante.
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1 Orbites de la représentation coadiointe

. Soit g une algèbre de Lie de dimension n. On pose:

Ct(g)  -  [g ,g] , . . . ,  C*(g)  = [g ,Co- t (g) ] .

On dit que g est une algèbre de Lie nilpotente, s'il existe un entier m tel que:

C^@)fo et  C-* tG):o.

Fixons une telle algèbre, il existe alors une suite d'ideaux de g:

{0 }  :Eo  CE,  C . . .  Cg , ,  : g  avec  d img .  : i .

Une telle suite est dite une suite de Jordan-Hôlder d'idéaux. D'autre pa,rt, si t(s) est
I'algèbre des matrices triangulaire d'ordre s, on peut raliser g comme une sous algèbre
de Lie de (s) pour un certain s grâce au théorème d'Ado.( voir par exemple Bourbaki,
Algèbres de Lie, Chapitre I).

Soit G I'unique groupe de Lie connexe et simplement connexe, d'algèbre de Lie g on sait
que I'application erp : g - G est un diffeomorphisme global. Le produit de G s'écrit
alors:

eæpXeæpY : eapZ(X,Y)

oi:, Z(X,Y) est une fonction polynomiale. L'action adjointe de G da^ns g s'écrit:

Ad(eapX)Y = e"dxY où ad(X)Y :IX,Y\.

Soit { un point du dual g* d" g, I'action coadjointe de G dans g* s'écrit:

1 g.€,X >-< {,Adg-r.X > VX € g,Yg e G.

.Soit Z./(g) ( respectivement S(g) ) I'algèbre enveloppante (respectivement I'algèbre

symétrique) d" g. S(g) s'identifie à I'ensemble des fonctions polynômia'le. y g*l qui est

une algèbre de Lie pour le crochet de Poisson { , }. Notons f(g) I'anneau des polynômes

G-inrrariants sur $*r c'est à dire:

; l -
P e I (g)  ae (X-PX€) :  

f iP(eap 
- tX€) t ,=o:  {X,P} :0 ,  VX €g

et /(g) le corps des fractions rationnelles inrrariantes sur g*. J(g) est le corps des fractions
de /(g).
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Les orbites de la représentation coadjointe de G dans g* sont des variétés algébriques qui
se prétent à une paramétrisation agréable:

Théorème (1.  4 .1)  I34 l

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g et
de dimension n. Alors iI existe un entier k 1r, un ouvert de Zariski G-invariant 0 C g*,
2lc fonctions rationnelles pi, ei U : 1, ...,k) défrnies sur 0, n-2k fonctions rationnelles
\* (*: 1,..., n - 2k) G-inuariantes sur O et wt ouvert de Zariski V C IR"-2k t"I" qu",

i) |'application: O ---, V x IRzË qui à ( associe (f(€),p((), q(€)) est un difreomorpfiisme,

ii) chaque orbite Wx C 0 est, par cette application, difféomorphe à {}} X R'&,

iii) pour tout X dans g et ( dans 0

Ë
< x, (  > :  Î (À,p,8)  :  D or (^ ,  ùp i  *  oo (À,  s) ,

i t=l

où o; (À,q)  e  n1.U \q i+t , . . . ,sÊ] .

. La démonstration de ce théorème se fait par récurence sur la dimension deg, en remontant
une suite de Jordan-Hôlder de g, et en étudiant les deux cas possibles du passage de g, à

&*, [14]:

1"' Cas

I(q*r) ( S(S) alors f(g-) c /(Et+,) et il existe À dans l(gr*r) - I(gi) tel que:

À, j+,  :  a .Xi+r*  0  avec a € / (g- ) ,  0  e Sç91.

On prend donc comme nouvelle paramétrisation (p'rq'r\t) ,

p ' : p  ,  q ' =q  ,  À ' : (À ,À i+ t )

i.e.: I'orbite de Gi dans El n'a pa,{i augmenté de dimension mais on a un invariant À'r*,

de plus (Vi est strictement inclus dans V ,+l ).

2"^" Cas

/Gi*r) c S(gi) alors /(g-*r) c /(Sr) et il existe Y dans /(gi) - /Gi*r) tel que :

{X i+ t , ,Y} :Z  ,  Z€ l (g-* r )  e t  Z+0.

On pose:

Pki,.r = *i*r,,  P';:  eaP - gk;aPd1,)(Î i+t)Pi

9tc; 1r : Y Z-r , ql; : etP - q*i +radl)(* i*r)q,
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si 4d1,1(/)g: {f,g}. O" a donc un invariant Y de moins (y i+t CVi) et la dimension
de I'orbite a augmenté de?. On démontre que les trois propriétés du théorème sont waies
dans les deux cas [34].

. Maintenant, si W est une orbite de la représentation coadjointe de G, W est alors une
variété symplectique, si elle est munie de la 2-forme canonique:

ue(X- ,,Y-):( {, ïX,Yl >: {N,! '}e :1{V1r,,

ceci pour tout X, Y dans g, et € dans 17. La 2-forme a.rg s'ecrit dans la carte donnée par
le théorème précédent :

, :É  dp ;Adq ;
d= l

2 Méthode des orbites

. Soit € durrt O. Puisque G(€) : erpg(€) est connexe et simplement connexe, toute orbite
dans g* est entière. Considérons le paramétrage (p, g, À) de I'ouvert O -ELzk x V donné
par le théorème (I,4, 1) et notons lIl À I'orbite d'un point €o = (0,0,À), À e V.

Si on pose :
h -  {X e g te l  que . t (À,p,0) :  f , ( l ,o ,o) } ,

h est alors une sous algèbre de g isotrope maximale en (s pour la forme bilinéaire induite
pil o€o sur g. On definit un caractère Xl sur ! par:

xr (X)  :2 i r<€o,X )  s i  X  eh,

qu'on exponentie à If = eap h en posant :

Ys(exPX) - ' i ({o'X)'

La méthode des orbites associe àW la représentation induite unitaire:

r^  :  ind x .
HlG

nÀ se réalise dans I'esp ace T(. des fonctiottr / t G -- CI telles que:

\ îkD : xx(h-t> î(g)
I

2) I valf dg < +*
JclH

pax:
("^(g) i) (g') - i(s-ts').
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Soit X1 ,"',Xk une base coexponentielle de h dansg,tout élément g deG se décomposed'une ma^nière unique en:

g: go ho avec ho € H et go _ expt1X1...expt1rX6 (tr, . . , ts) eIRÈ.
A toute fonction i de Tt, on associe alors une fonction

f :G /H+A

définie par:

f  @o):  f  kù.
zr se réalise donc sur L2(G/H) = trr(n.* ) puisque (G/H) = expR"X1...eapIRX1s.

Proposition (f, 4, 2) tl]

Pout tout,x de g, si rt(p,g,À) = Drf=roi(À, q).pi +oo(À, q) et pour toute fonction
f e Û1ntÈ 1,

(tr  ̂ (expx)/)(t) : erp(i [ '  ool"rpsx-t)d,s)f (expx-t),
Jo

où t € IR& - G/H et x- est Ie ehamp canonique de vectews sw Gf H:

x- -i.,t,l*
i = l  

uo  t

En particuliet, on en déduit:

&â

"À(x): t" i@#.*ias(t) .
j : l  u o  t

La démonstration se fait par induction par étage, en suivant la suite de Jorda^n-Hôlder.

Théorème (I, 4,8) [29]

On a une correspondance bijective entre |'ensemble des orbjtes de la représentation coad-jointe de G et I'ensemble des cla^sses de représentations unitaires et inéductjbJes de G.L'orbite W^ associée à une représentation i^ 
"tt "*à"teasée 

pæ ta formtlle du caractère:

rr r\(e): I Vù G) dp(€)
JWx



où g est une fonction C* à décroissance rapide sur G, f la transfortnee de Fourier usuelJe
entre G identifré à g et g. , dp(() est la mesure de Liouville sur J'orb ite W\ @p(€) : ffi
si ( : (p,q,\)), enfrn r\(g) est |'opératersr à trace défrni sur.L2(IR&) p*,

n\(e) u: 
Ioe@)r^(s)u 

ds.

Rappelons aussi que:

Théorème (1.4.4)  t281

i) Pour toutefonctiong dans S(G), 
"^(g) 

est un opératew borné,

ii) si x est Ie produit de convolution sur G, alors, pour tout couple de fonctions g, th
dans 5(G),

o^(ç * rh): n\(ù.o^(,r),

jr| 
"i ç*k) -@ alors n^(9.) : (n^(p))*,

iv) si u est dans r'(R.') et g dans5(G) alors r^(g)u est un vecteur C* de plus L'ensemble
des vecteurs C- de r^ noté (L2(IFct))- coincide avec 5 Gt*),

v) On a la formule d'inversion de Plancherel:

çk): I rr Qr\(e)) r(À)dÀ
J V

où Ia fonction rationnelle r(À) sur V est défnie de la façon suiva.nte:
si d,g (: exp'dX ) est la rnesure de Haar de G, sa duale pour la transformée de Fourier est
notée d( (c'est une mesure de Lebesgue) et elle se décompose en:

d€:  dPx(Or(À)d) '

3 Un contre exemple

Ici, on va donner un exemple d'une algèbre de lie nilpotente g dont les orbites générique
n'admettent pas de polarisation .F, qui soit à la fois kâIherierure et G-inva,riante.
En effet, soit g I'algèbre de Lie nilpotente, engendrée par {X0, Xr,XzrY} avec:

[ r 'x ' l  :Xi - r  ,  i )0,  ,  lY,xo]  : [X; ,X; ]  -Q.

Soit 17 I'orbite du point (À,0,0,0) (À f 0), alors:

*oln : \, et zxoÉz - (f,r)'|,r, = 0



Donc, dimW -- 2 et on a :

f ,o : ) ,  i r : \q ,  Xr :X{ ,  t :p .

Si F était une polarisation sur 17 telle que .F n .F' : {0}, pour tout point de coordonées
(À,p, q) de W, on aurait:

F :  )  a (p ,q )ôp*b (p ,q )Ac  <  avec  a (p ,q ) .b (p ,q )  -A@,q ) . \p ,ù  t0  Vp ,q .

Supposons que.F soit G-invaria,nte, alors puisque I'action de X2- est -qôp, il doit exister
une fonction complexe B de la variable t telle que, pour toute fonction C* f sur 17,

(o (p+ tq ,q )ôo+ô(p* tq ,q ) î t ) f k , * ,0 , , . , : p ( t ) (a (p ,q )Ôp*b (p ,q1a ) Î (n+ tq ,q ) -

Donc:

Si /(p, q) : p, alors au point g : 0 on doit avoir:

o(p,0) :  g(t)  ("(p,0) + tô(p,0)).  (1)

Si /(p, q) : q, alors au point g : 0 on doit avoir:

ô(p,0) : p(t)b(p,o). (2)

Et donc, B est constante et tegale à I car ô n'est jamais nulle, par conséquent la première
équation est impossible.

Dans un cadre tout différent, celui des groupes G compacts semi-simples, on peut décrire le
duat unitaire de G au moyen cette fois d'induites holomorphes: les orbites sont des variétés
kâilheriennes et I'espace des sections polarisees admet un système d'états cohérents. Tout
ceci sera développé dans la quatrième partie.
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II

COADJOINTE D'UN GROUPE DE LIE NILPOTENT ET TRANSFOR.

-prÉn on rouRrnR aon prÉp

. Gardons les notations précédentes. Soit G un groupe de Lie nilpotent, réel, connexe et
simplement connexe, d'algèbre de Lie g.t g* le dual d" g.

. Rappellons que:

- La représentation coadjointe de G dans g* est définie par :

1  g€,x  >-< ( , ,Adg-r  X >,  VX € g,  V€ € g.  ,  Vg € G.

- Si W est une orbite de cette représentation, W est alors une sous variété de g*,
I'application: X ----+ Xa de g vers Te(W),, où X- est le champs de vecteurs défini par :

rl

(x-lX€) : frlGxn 
-,x€)t,=o

est surjective.

- Il existe une structure symplectique sur I;|/ donnée par la 2-forme symplectique:

o€(X- ,Y-):(  { ,  [X, Y] >, VX € g, V€ € g' .

Et pour tout X dans g, il existe une fonctiot .f, sur 1I/ définie p* Î(€):( €,X >, telle
que:

d* -  - i (x-) ,  et  {* , t } :  X- t t r : (  €,  lX,Yl>,
ce qui caractérise le crochet de poisson sur C-(W).

. On munit 17 d'une paramétrisation particulière ( dite carte adaptee)

Déffnition (II, O, 1)

IJn diffeomorphisme c : W -IR2&, noté: ( + (p, g) est une carte adaptée, s'il vérifre:

È
. \ f '
a) uc-r(o,q) -  

Lt lpi IVlq;,
j=1

ii) Ies fonctions (pi,qi) 0 :7,..,1e) sont polynomiales en les vafiables

0 j ( € ) : (  X j , (  ) ,

ici {Xi,i : 1,.., k} est une ba,se de g,
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iii) Pour tout X dans g, Ia fonction X s'écrtt:

É

*oc-r(p,,ùry:X@,,q) : D aik).pi + oo(q) avec ai € IR[q;*r;..,{}1.
j = l

. On montre dans [1] qu'il existe toujours des cartes adaptées sur [7. Remarquons aussi
que le théorème (I, 4, 1) donne une carte adaptee pour toute orbite 17, contenue dans un
ouvert O dense et G-invariant de g*.

. Le premier pas de la quantification par déformation de W est de definir un produit-'F sur
W. On réalise ceci sur une carte adaptee, en transportant le produit-* de Moyal depuis

IR2e sur 17. Le produit-* obtenu est covaria^nt (proposition (II, 1, 4)). On peut do{rc
construire une représentation-* .Esz, puis une représentation unitaire et irréductible zrf
de G, associée à I'orbite W et qui dépend de la carte c.

. On restreindra ce produit-* de Moyal sur un espace convenable, qui est I'espace S(W)
des fonctions C- à décroissance rapide sur 17. Ceci permet une construction canonique
des représentations unitaires et irréductibles de G construites au paragraphe précédent par

la théorie de Kirillov.

. Le plan de ce chapitre est le suivant :

1 - On définira le produit-* de Moyal surlR2t, on donnera une formule integrale de ce
produit-*,. Par une carte adaptée c, on transporte ce produit-* sur 17 et on montrera qu'il
est covaria"nt.

2 - On définira une structure de g-module sur 5(I4z) à partir de laquelle on déduit une
représentation-* Esr.

3 - Grâce à la structure d'algèbre de (S(W),*), on a une représentation I de (S(W),*)
définie par:

! . ( u )u : r t r * v  (u ,  o  €  S (W) ) ,

qui n'est pas irréductible et, par une polarisation-* kâlherienne (non invariante), on con-
struit une représentation ? irréductible et fidèle de (5(I7),*), dans unespace de Hilbert
isomorphe à r2(IRt). Sur cet espace, on construit une représentation rw d" Ç-unitaire,
irréductible qui coincide avec celle de Kirillov et telle que ? entrelace Ew et rw .

4 - Par le theorème (I, 4, 1.), on definit le produit-* de Moyal sur un ouvert G-invariant O,
dense de g*, puis une transformèe de Fourier adaptee f:

t est definie sur 5(G) à valeur dans I'espac e C*(V, S1n'o)) a"t fonctions C- sur V à

valeur dans 5 (R'* ). O" montera que:

pour / dans 5(G), € (: (À,p,q)) dans O (À dans }/ et (p,q) dans IR2e),

-ic(X,f) 
f@apx) d,x
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Soit (pi, ù U: 1,...r,t) un système de coordonnees de IR2e.

la 2-forme symplectique sur IR2È arrec:

et

f  (expx): [ ";a(x'Ê)g71x() 
d€,

Jo
où o(X,O est une fonction reelle polynomiale en X,p,g, rationnelle en À, admettant des
pôles en dehors de V.

(II. 1) PRODUIT-*

È

Notons pæ P: t dpiAdqi
i

&

0G,€'): f(ri 8'i - p'i l) où ( : (p,q), €' : (p',,q').
j = l

: lt' ' ' 0;u.0iu.

On pose:

P '  (u ru )  -  1 i t r t . . . . n ; ' i ' ô i r  . . . i , u .  ï i r . . . i . u .

P' est un otrÉrateur bidifférentiel nul sur les constantes.

Déffnition (II, 1, 1)

Pour u et u dans C-(IR'*),

t !  * \  u  -  uu  * t  
( - ] ) "  

P ' (u ,u )- - '  
?_ r !

défrnit un pr',oduit-* sur IR2È appelé produit-* de Moyal.

Si on pose:

ô i u - { - - -

t6r r*s? 'c<J<

le crochet de Poisson de u et u dans C-(IR.'&) est alors:

{,,,}:Ë @#-##)

2k,

33



Remarque (II, 1, 2)

De Ia défrnition précédente, on voit immédiatement que:

qj *u :  l iu *  ^#,  u* 8i  :  q iu -  ^#,

pi*u:piu- ^ y-  ,  u*pi :p iu*^ 
#

Rappelons (voir I'introduction) que le produit-* de Moyal est lié à la transformation de

Weyl. Il admet donc une écriture sous forme intégrale. Plus précisément:

Si on désigne par F la transformee de Fourier symplectique sur IR2È

f (u) (()  :  (2r)-k [-^," 'u" 'c ')u(C') dC'' Jm."
et par xp le produit de convolution symplectique srrr IR2e défini par :

(u xp r)  ( ( )  :  (2n)-k [ -^,"- 'u ' ( ' ( ' ) r1çr;  u((  -  1ç ' )  d4ç' ,
"/IR,*

on a:

Proposition (II, 1, 3) [20] [26]

Si S (R'*) est l'espace des fonctions C- à décroissance rapid.e sur IR2e et si u et u

appaûiennent à S (R"),

i) F"F: .[d",p.,. , .

ii) F(u) x F(u) : F(uu) (x est la convolution usuelle)'

ir, (S( tR'*)*p) est une algèbre associative et involutive pour Ia conjugaison (ie:

u*a :  u*u) .

iv) Si on pose:
r! * t):  r '(F(u)x p F(r)),

utot",

(, . ,)(() : (2n)-zk 
IU,, lU,,u((')r(C") 

eilg(C'C")*F(c"'ç")+P(c"c\l de'dde".

v) Si la transformee de Fourier de u et de u est à support compact, alors Ia série:

Itî '"* 
Pn(u'u)



converge simplement et d.ans S' (m.'*) vers u*u, (S' (R'o) est Ie dual topologique de
\ ' /

s (R'o) )

. On peut étendre ce produit-* aux cas où u ou u est rur polynôme en (P, g) par:

s- ,  - i  1
u,1,7) : 

L(;)"; P"(u,u) ( la somme est finie).
n ) 0

. Maintenant, si W est une orbite de G da^ns g*, et si c est une carte adaptee de lIl, on

définit S(W) conune étant I'espace des fonctions u sur W tel que u o c-l est dans 5 (m.'* ).

P ropos i t i on ( I I , f , 4 )

i) Le produit-* de Moyal sur IR2&, transporté surW ptr c, défrnit un produit-,r sur W qui

est G-covariant.

ii) Si u et u sont dans S(W) alors:

1r
I fu .,) (€) d€ : I u({)u({) d{.

Jw  JW

iiil S(W) est indépendant du choix de Ia carte adaptée c.

Preuve

i) Si X est un élément de g, la fonction Î({) :a €, X > est un polynme de degré 1 en p.

Donc, pour tout X et Y dans $,

P'(X, f ) :o  . i  r )1.

car P'est un opérateur bidifférentiel où apparaît dans chacun des termes une dérivation
en p d'ordre au moins deux sur X ou Y. Ceci entraine que :

x *i' - Xi' - Itx,tt.2

'  D'où' 
x*t-t*x:- i{x, i ,} .

La preuve de ii) résulte du calcul suiva^nt:

I
I @ *rx€)d€ : rk F(u * o)(0) - rÈ (F(u) xp F(D))(o)

J W
1 1

- I F(u)({)r(DX-€)d€: / r(u)(Or(,)(€)d€
J w  J W

:< F(u), F(u) >7,1w):< u,,u )pz1w): I u({)o(()d{
J W
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iii) découle directement du fait que tout changement de carte (p,q) - (p',q') entre deux
cartes adaptées est polynomial et d'inverse polynomial.

Q.E.D

(rr. 2) AcTroN pu GRoUPE G

. On garde les notations précédentes et on fixe une carte adaptee c de W.

Si X est dans g et u dans S(W), on pose:

L(X)u -  i f t  *u ,  R(X)u-  - iu*  i ,  D(X)u: i (X *u  - " *  i ) .

Propoeition (II, 2, 1)

i) Pour chaque X dansg, les opérateurs L(X), R(X), D(X), sont antisymétriques pour le

produit scalaire dar,s L2 (W,, 8,*r+l
it ((5(W), *) est un g-module pour chaatne des applications L, R et D.

Preuve

i) Soient u et u dans $(I4z). Alors:

<L(x)u,u ): Eh l*(,r*u*a)(O d,e :# 
l*rr*i.t*u)(O de

L ':  
ù J*@ 

* iX * u)(() d€ :< u,L(-X)u > .

De même pour R et D.

ii) En effet, da.ns I'algèbre End(S(W)) 
"" 

a pour Xet Y dans g:

(4x).r(v) - L(Y)"L(x)),  :  -(x *t - t  * i1*u
- i{X,t} * u - L(lx,,rl)".

De même poru .B et D.
Q.E.D

. On cherche à exponentier ces trois actions de g dans 5(W), au groupe G. Faisons-le

pour .L, le cas de R et D est tout à fait similaire.

Pour.t:



On va d'abord dorrner une expression de L(X)u pour u dans .S(W) et X dans g :

L(x)u: i t  *(J : rD # P'(* ,Q.
,'>o

Et:

( -1) ' r !  ô '* ' ô'uP'(ft,,u): t #
o=1fl..,or'1 or!"'at! (Ôqr)"' " '(Ôqr)"' (ôpi)"' " '(1nx)"'

l o  l : "

(-r ;"- t(r  -  1)!  A"X' ôru
/J '  L art . . .akt ( f lqr)" , . , (ùq*) ' rôpt (ôqt)(ôp;)ot. . . (0pr1"r
t = l  c = ( a 1 r . , . , o 1 )

l a  l : r -  I

Mais 
*

X(p, ,q) :  D o ik)p i  *  a , (9)  avec a;  €  IR[q;+r , . . . ,  Qe] .
j = l

Ce qui entraîne que:

( i ) '+t  ô 'o ik) ô'uL(x)u:Eà,.I.,ffiffi0i
(ôpt)", . . .(ôp*)",

l c l= r
&

+ \-  5- ç 
( i ) ' - t  ô.- ,oi(q) ô 'u

'  
42 L _ Z,ar! . . .ar !  (ôqr)" , . . . (0q*)" ,  )q i ( f lpr)" ' . . . (ôp*)" ,j=r r2o 

1îi:;3J
r ; \- \- (i) '  A'a"(q) 0'u
- '4,2- 

.-2mrl. .o*lMM'r2o ("î;l:l ')

. Si on désigne la transformee de fourier usuelle partielle pa,r rapport aux variables

P:  (Pr , . . ,Pt )  Pa, t  Fp,  on a:

Fr(piu) (r,q): i  
& 

Fr@) (r,q\

et
1ô  \

f ,  lû") @,ù - i  * i  Fn@) (",q).

Alors :
Fn @(x)u) (r ,q)  -
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* i i f t (-,1)"-'= .- a'-t.,}iù /g\" / '&\ o* ô-tkk 
,?"u; '1..-=;T @ (l l  " ' \z )  dqjFn@)(*,o)
l o l= " -  t

* o à,.I-, ;ffi ffi H"' (i)"'',(u) (',q)
lo l="

/  r  
,  t \  a  1  &  

\: ( - Do, ('-;) & .; 
,.8 

oi (q -;)+ . n.(a - t))f,o@)@,a)

/  r  
,  , \ (  a  la \  /  , r \:  (  ,E ", (q -;) 

(-É .;&) t ia.( '- ;)) F,@)(x,q)

. Posons:

t fXl :  Fp"L(X)"f;t  :  X + ;oo(q - 
;)

t
: 

à 
,, (o - ;) (- *.; +) * ias('- î)

On a alors:

Proposition (II, 2, 2) [B]

X est un champ de vecteurs sur IR2Ê. Son fot est:

g( t ) :  exptX(x, ,a)  -  ( r , , , ,?, , , )

avec

FF:  æ3 -  t c ,p  ,1k , t :  e r  + )

et, par induction,

k

D
i= l

Fi,t :  , ,  - 
lo' 

o,(01" - 
|0,,")a" ( i  < j)

l i,t : qt +; 
Io' 

o,(Ur," - 
!0,,")a, (i < i).
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Preuve

On cherche / :IR + [t2È tele que:

d . k

*ô@:Tto*t :  i  o i (q -  
| ) { -a, ,  +}ao;  *  d(0)  :  ( , ,q) .

j = l

Posons:
,  j (ô@) :  a i ( t ) ,  q i@@) :  z i \ ) .

Alors:

) t

floro: E # *,,,,,* #*r,,u,
avec:

# 
:  aiQe) -* l  et  y i(o) -  r i .

Puisque 03 est une consta^nte, on a:

Vr(t) : -ta1, ! x 1, et zr(t) : 
f,o* 

* Or.

D'où:

! ' f ft>- -c&-r ("x(t) - 
*l et yr-r(o) : tk-t.

Ce qui entraine que:

Q.E.D

Théorème (II. 2.3) I3l

Soit X € g. Alors, pow tout u dans 5(IR2k1, I'équation :

a(*) & rU,x,8): (rtxl.r; (t,r,8)

avec Ia condition au bord F(0, c, q) : u(a,q), admet une unique solution:

F(t,æ,r): expi 
Io' 

oo(rt{urr s:x(æ,e)))a"u (exvtÏ(',q)).

où Ia fonction $:IRe xIR& --IRÈ est défrnie par $(p,q) : q - l.

ur-r( t) :  cÈ-r -  
l r '  

o3-1(23(sl  -  
f )ar.

De même pour zfr-r. Et, par itération, on a prouvé la proposition.
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Et si on pose :

(* e,x)") @, q) : F(t, x, q),,

on défrnit ainsi un opérateur sur 5( R.2e) qui admet une unique extension unitaire sur
, '(m.'*).

Preuve

. De I'expression de W) (: * +ioo(q-il) et d'après la proposition précédente, F(t, c, g)
vérifie I'equation différentielle (*), et on a bien

F(0,  c ,  q)  :  u(x ,q) '

L'unicité de F découle de I'unicité de la solution d'une éouation différentielle avec condition
initiale.

D'autre part, si u est une fonction de Z2(IR2È;, ulor",

llw(t, x)u1127"1w, : 
I* | u(exptY(r,q) 12 ffi

Mais, courme I'application (c, q) - 
"xpiX(a,q) 

est de Jacobien I (proposition (1I,2,2)),
alors:

l lw (t, X)ull p : l l , l l  r,,
ce qui montre que lV(t,X) est un ogÉrateur unitaire sur .L2(IR2t).

Q.E.D

L'application t r----r W(t,,X)u de IR vers.t2(IR,") étant continue, et puisque:

W(t, + t2,, X)u : W(tr, X)"W(t2,, X)u,

alors lV(t, X) est un groupe à un paramètre d'oçÉrateurs unitaires sur .t'(IR,'*) qui admet
comme générateur infinitésimaI F,"L(X)"f;t sur 5(IR2È).

Posons:
U (t, X) : F-,;r W (t, X) oF,'

On a alors:

Proposition (II. 2. 4) t3l

Pour tout X dansg, il existe un unigue groupe à un paramètre unitaircU(t,X) sur L2(W)
tel que:
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1) S(W) est inclus dans Ie domaine du générateur deU(t,,X) et stable sousU(t,X).
2) Sur E(W), on a:

d_

arU(r,X)1,=o 
- L(X).

3) IJ existe une unique représentation unitaire L de G dans Lz(Ws) telle gue, sur S(Wx),

,l
u f /

4 
L(exptX)t,=o - L(X), (X e g).

Corollaire (II, 2, 5) [2]

Pour u dans S(IR'&), et X dans g:

ro (r,ç"rptnu)@,q): etpi 
Io' 

oo(,t,{u*o - fr@,t))) ar.çroQ(u*p - t*(æ,ù).

Déffnition (II, 2, 6)

Pour g dans G et u dans E(W), on définit Ia représentation-* Ey pan

Ew(s)*L t , :  L (s ) " .

Comme, par définition,
(t6)u) ,k'0 : t(x)(u r, u),,

alors:
(nk) " ) *u :  L(g) (u*a) .

D'autre part, r et D ont les mêmes propriétés que l, on définira donc de même les
représentations .D(g) ef D@) de G dans S(W) et on posera:

R(s)" : Lt, * nwk-') D(g) - Ew(g) * u * Eyy(s-r).

Enfin' par construction' 
u,* R(g)u- ft(g)(u * u)

et D(9) est un automorphisma de (S(W), *).
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(II. 3) POLARISATION-*

. Fixons une carte adaptee c, considérons les deux représentations régulières I et r de
S(W) définies par:

( . (u )v  -  u , *u t  r (u )u :  u * ' . t r .

On a vu que, pour g dans G et u dans E(W),

t(E*(g) * u) : L(s)"(,(u).

Enfin, il est clair que si V est un sous-espace de S(ty) /-invariant, alors V est G-inva,riant.
On va maintena^nt chercher V tel que la restriction de (. à V soit irréductible.

Si on pose O - 2k e/Tl '- ,  on a alors:

Proposition (II, 3, 1) [3]

i )  O€S(W),  O:O,  FQ:0,  l l f ) l l r ,  : !  e t0*O: f l ,

ii) t(u) et r(u) sont des opérateurs bornés pour Ia norme d" Lt(R'k, W),

iii) r(O)I' (W) est L-invariant.

Preuve

i) S'obtient par un calcul direct.

ii) si u et v sont dans .9(IlI/), alors:

ll/"(r)ll?, = 
# I*** u[, * u) d'e : 

# I*'. u '1r, *Ed'{
L IL l

= g J ii'' .;" :l: : -, t i' ::. -:"::,,-,= 
ù J*@ 

* r)(u * u)d( -- 
6- J*r@ 

* o)(OF(z * u)( -{)d(

s # I*rrrr* u)l(€)lF(u *o)l(od{.

Mais:

lF(u *dx€)l - lF(u) xp r(o)(Ol

s f*)- \ I *lr(u)({) l'?d q\ 
I *lr(u)({; l'z a61 I .

D'où

llt "(r)llï, ! é" llull21, .

De même pour r.



iii) Soit u dans r(A)LZ(W). Il existe alors u dans Lz(W) telle que u --l.t* O, et donc si t"
est dans S(W),

(.(u')u : u' * u : (u' * u) * g : r(O)(u' * u)

Ceci est vrai pour tout u'dans 5(IlI/). D. plus r(O).0'(W) est non vide, il contient O.

Q.E.D

Proposition (II. 3. 2) I3l

Pour I : (lr, ..., lr) danslNe, on pose:

o1 : *j=r( pi *iq;)*ti .ofu

On a aJors:
i) Ar e L"(W) et O1 r, 

-{l,n 
: 61,*,

ii) Ie système {O1 *O-, I et m dans INe} est une base hilbertienne de Lz(W),
iii) Ie système {Or, t € ['{*} est orthonorrné dans L2(W) et maximal dans r(A)I2(W),
iv) à équivalence près, iI existe une seuJe représentation T de (S(W),*) qoi est frdèIe et

inéductible; essentiellement T est la réstriction de t. à r(A)L2(W).

Remarques (II. 3. 3) t2l

7) Considércns bs fonctions de Hermite dans .[2(IRe):

. (- i) lr l  4 6lt l  _î2h1(c): 
f f iet ; ;  "-" ' ,  I  e INe'

lh, t € f'{t} est une base hilbertienne de.D2(IRI) et si on pose :

t t  :r(Q)L2(ur) - tr '(m.*),
Q1 r+ h1,

11 est un isomorphisme. Par conséqænt T se r"aJise sur.Lz(IRÈ) de la façon suivante:

s iu€ S(W),  /e t r21Rr ; ,

(rt"l l)ttl : ((a"r{")"u-')l)trt.

De plus, puisque :

(pi + iqù -Of - (2(tj + r))*Or+tj l et (pi - iqi) *Qr - (2li))*O,-trt

alors: 
A

U(qi * O-XC) : Ci h," (e) et U(pi * O-) = -tæ h-(C).



2) Soit S Ia transformation sur .S(I4z) défnie par :

(^9u)(t, s) - (Fou)(f - 
", $l

Alors:

S(u r, uxp, q) - (2n)+ 
Iur 

tr@,t)Su(t,q)dt.

De plus, si f est dans .02(lRÈ),

(tt"lr)rr I : l*{s 
z)(r, s) /(s) ds.

3) La construction pftcédente cotrespond à un ûoix d'une polarisation (complexQ
kâJherienne non invariante en général. En effet soit p : > & , i :1,..,k (, où

ft est le ehamp hamiltonien associé à Ia fonctiorr 21 : pi t iqi. Considérons L'ensemble:

K : {u e S(W) telle que u * zi : zi(€o)u Yi : L,.., &}.

Comme r-t(0,0) : €0, I'équation u * zi : zi(€o)u s' ecrit:

u * (P i * iq i )  :g  Pouu .  i  : t , . . ,1e

et ad.met donc comme solution u(p,q) - f @ * iq)e-b'+c2'). Pæ conséquent:

puisque parmi res vecteursol *o-, i;;i,'::'1"!, o*,, K sontres o1.
. D'autre part, si on choisit une polarisation algébrique rcelle en {s : c-l(0, 0) prr exemple
I'algèfue h C g défrnie en (1, 4, 2), aJors la polarisation-* est L'espace:

v:{u€S(w) \  ,* Î -0 (xeh)}
:  { u  €  S (W)  \  , ,  *  8 j  : 0  ( i  :  L , . . k ) } .

Donc les fonctions u de V sont les fonctions de la forme:

u:  f (q)e-z;v t

où /(q) est C* en q. On obtient donc des fonctions qui ne sont pas dans Lz(W).

. Maintenant, soit (7,7t) la représentation fidèle, unitaire et irréductible de (S(W), *). Il
existe une représentation unitaire unique r de G dans ?l telle que:

T(Ew(g) * u) - r(s)"T(u) Yg e G et Vu € S(W).
Alors:

T (Ew(g) * u * Ey7(s'-t )) :  r (s)"T(u)"n(s'-L).

Prooosition fiI. 3. 4) t2l

La rcprésentation r de G défnie cidessus coîncide avec la rcprésentation unitaire et
inéductible rw aswciee à I'orbite W par Ia méthode des orbites de Kirillov.



Preuve

Considérons la réalisation de (7,11) donnée dans la remarque (II, 3, 3):

Tt: Lz(IF(h), r@)f : çu"til)r.

Soit {h1 , I e['{È} la base de .02(IRe), formee par les fonctions de Hermite lzs.
a) Puisque:

æih1(x) : 
#U.r + 1)+ h,*tit + {Ui>+ hçut -- u(q5 * Qù

et comme ei * g; : giq; pour tout i et j , alors, pour tout polynome o(q) en g, on a:

u ( " (q ) *O1)  :  a (x )h { t ) .

b) Puisquet/(pi * O-) : -i& h*(r) et, si nz * i, on voit que:

l l (p i  *9-  *  Q-)  :  - ; r^*  h^@).' orj

D'où, si X appartient à g et

È
X(p,q) :  t  a i (ùp i  +ao(q)

i = l

et si z appartient à Lz(W) et

" : I o t ,m f ) l *O - ,
I , m

a) et b) entraînent que:

T(L(x)u) .hn =u( ix *  (u *  o ' ) )  -  Dot ,^ î r ( î  *u* o1 *O- *  o.)
I ,m

&
: t io',,LtÏD@ik)pi +ao(q)) *o1l

,  i : t
&

: t i  ",@&* 
ia6(r)l? (u)h, :1trw (X)"?(u)1h".

j = l

En effet, on a vu dans la proposition (I, 4, 2) que:

&

nw (x): i  ",f,)&* ias(c).
j=1
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. Maintenant, si rr' est une représentation de G vérifiant la relation

r \@)ul:  r ' (g)"T(u),

alors, pour Of, on a:

TIL@)A1lho : [zr'(e).Z,/](ftr) : n' (s)h,

donc:
T ' ( g ) :T (g ) - "w (ù '

Q.E.D

Remarque f i I .3. 5) t2l

. Considérons la rcprésentation unitaire de G x G réalisée dans Lz(W) p*,

(L e R)(h, ez)u : L(sr).R(sr)u

où:

L(X)u= i**u ,  R(X)u: - iu* t  Xe g .

Vu Ies e:qcressions de L(X) et de n(X) données dans Ie corolaire (II, 2, 5) q"i sont des
opérateurs diff&entiels à coefficients polynomaux en (p,q), aJors une fonction u de L2(W)
estnn vecteurC* deLARsietseulementsi Duappartientà L'(W),pourtoutopérateur
differentiel D à coefrcients polynomaux, ce qui est équivalent à dire que u est dans S(W)
ou encole gue, si:

, r :  Dc f , -O t  
*d ) - - ,

I rm

Ia suite (or,-) est à décroissance rapide: pour tout polynome Q d. deux variables:

suplQQ,m)at,^ l  < oo.

. Enfin da,ns toute la construction précédente on a supposé la carte adaptee c fixée, mais:

Pronosition (II. 3. 6) t2l

Deux cartes adaptées distinctes défnissent deux stnrctures d'algèbres isomorphes sur
5(w).
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(O1*O-) r .  (O1, *O-,  :61, ,*{ I I  *O-,  et  O1 *0- :  (O- *Or),

alors g est I'isomorphisme recherché:

s(u * u\ : p@) *'  ç@) et ç(û) =6

Preuve

Soit ct une autre carte adaptee et *', Oi les objets définis par la carte c'. On pose:

P(Or *O-) :  O!  * -O' - .

Alors g est un opérateur unitaire de L2(W) sur lui-même et si u s'écrit:

" - to t , -Ot*O-,
I , m

u est dans 5(I4l) si et seulement si la suite (or,-) est à décroissance rapide. Donc

eQWD: s(w).
Et puisque:

Q.E.D

(rr, 4) TRANSFOR,MÉE pE FOURTER ADAPTÉE

Considérons la ca,rte C, donnee par le théorème (I, 4, 1). C est une carte adaptee pour un
ensemble 0, G-invariamt, dense dans g*. Posons C(€): (À,P,9) et notons 17À I'orbite du

point  C-r() ,0,0).

Déflnition (II, 4, 1)

Pour u et u dans C*(O), on pose:

(u * u)(p, g, À) : (rt,o^ * ut,o^ Xp, q) : ttr.t) + E(;) ' ir ' ior*r , u1-r ).
' ) r

Ceci défnit un produit-* sur 0, qu'on appellera produit de Moyal sur 0.

Remarque(Il, 4, 2)

I) Si ug,n,r et u1*x sont dans S(W^), aJors (u * u)l.,,^ converge et est dans 5(17À).

2) Ce produit-* est tangentiel. Cette propriété signife qve u * ulw À ne dépend gue de u 1," ̂
, ' t  de ol-^. F'nparticutier,pourtoutefonction f G-invarii lntesur 0, f *71:n*f - fu,
puisque f est constante sur chague orbiteW^.
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. Soit (o^,,H) la représentation unitaire et irreductible de G associée à I'orbite W'À. Notons
?l- I'espace des vecteurs C- de la représentation nÀ, et HS('l() I'espace des opérateurs
de Hilbert-Schmidt sur ?/. On pose pour A dans IIS(11) 

"t 
(gr,9z) dans G x G:

P^(gt ,9z)A:  T À(91)o,4 
"o^(gî t ) .

pÀ est une représentation unitaire de G x G dans HS('lt), notons HS('lt)* I'espace des
vecteurs C* de p^.

D'autre part, soit (T^,Tt) la réalisation de la représentation de (5(I4zÀ), *) définie da.ns la
proposition (II, 3,2), on a alors:

Proposition (II. 4. 3)

i) Pour u dans.S(I4zÀ);

Tr (T\(u)):  I  u(p,q) y
Jw^  t2o )È '

ii) T)^ est une transformation :uu:,i'taire de L2(Wy) dans H S(17) en particufier:

l l  T^(") l l ," = l l u l lps;,

rïi) Si (r 8 n)À est la représentation de G x G dans S(W\1 défrn;e plvs b.aut, alorc pow
u dans 5(I4ZÀ):

rr(tr a E)^(g, ,sù") : p\(sr,oz)T\(u1.

Preuve:

i) Soit u da^ns S(W^). Posons:

" :  t  cr , -  Or *O-.
I 'm

Alors
: r r (?À(u;)  :  D <T^1u1h,,hn).

,,€INr

Et puisque:
T^ 1u1h^ - U t(uY-' hn : Il (u * Qn),

on a:

Mais:

rr(rÀ1u;) : t I o,,', ( o1r,O- *o,,,o," ) .
n lrm

O-*Or , : 6 - , r rQ  e t  O1  *O :O t .
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Donc :

rr(r^1.r;) :D E o,,- < or,o,, ) 6^,n:E o,,* [-_. o1*F dpdq
n t,tn ,i Jw^ "* 

{2o7r

f  ,  \dpdq:  
J*^u\P' I)  W.

ii) On a bien sûr:

ll"^(")ll?r, : r, (r\p1"r^(r).) : Tr(r^1";.r^1zy)

: r,(rÀ{u *z)) : l*^@*u)(p,ù #
: l*^w@,q)l' ffi: lr , I'r,<*^t

et il est facile de voir que ?À a une image dense dans If,9, en utilisant les fonctions h.r,.

iii) Si u est dans S(ty^), alors u est un vecteur C- de (r B R)À et on a:

r t  ( tz a R)^(g, ,oùu): ?À ((rr (gr)"Rx(gù") :  n^(sr;o?r(u).zr^(g;t)

:  p^(gr,gz)T^(u).

Q.E.D.

Corollaire (II. 4. 4)

u appartient à S(WÀ) si et seulement si f^(") appartient à H S(?t)*.

. Maintenant, soit / dans I'espace 5(G) des fonctions C- à décroissance rapide sur G,
I'o5Érateur oÀ(/) defini dans (I, 4, 3) est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur ?1. De plus
par construction 

"À(/) 
est un vecteur C- de p^.

Donc ("r1-t ("^(l)) est un vecteur C- de (t I R)À, il est donc dans 5(I4zr).

Déffnition (II. 4. 5)

Pour f dans 5(G), on pose .'

\ f lb^: ({r^); '"^)/ .

{lors €(f) est wte fonction sur 0 telle que pour tout ) dans V, €(f)b^ est dans 5(W^).
On appellera cette fonction t(f) la llansformæ de Fburier adaptæ dd'f . On notera S(f)x
Ia rcstriction t(f)l*^ de eU) à W\.
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Proposition (II. 4. 6)

i) Soit f  "t  f 'dans5(G). Sion désigne par(x)Ieproduit deconvolution défrnipar:

$ x r,)@): I" lks,-r) r,(g,)dg,,

on a aJors:

tU " f '): €U) * €(f').
ii) si on note par j Ia fonction i@) :ffi, aJorc:

c(h:m

Preuve

i) Puisque * est un produit-* tangentiel sur O, il se restreint aux orbites. Il suffit donc
de vérifier la formule ci-dessus pour la restriction aux orbites 17À, lorsque À décrit V. En
effet, on a:

€(f 
".f ') t*^ 

: (TÀ)-'  ("^(l " / ')) :  (T^)- '  ("^(/)""^(/ '))

- (?À)-' ("^111) * (?^)-' ("^tf ' l)
:  t(f)W^ * t(/ ') t ,"^.

ii) Ce résultat découle de:

"^(r(l)) 
: "À(l) - ("^(/))'
: ("À(s(/)). : r^(W).

Q.E.D

. On peut donner une formule intégrale de cette transformée de Flourrie adaptée, qui
généralise le cas abélien, plus précisement:

Théorème (II. 4.71 l2l

1) IJ existe une fonction ræLle a(X,€) surg x0, qui, si 0 est identifré à V x IR2È, est
polynomiale en X, p et g, rationnelle en \, réguJière sur V, et telle que :

e|)@,,s, À) : I U""rr) (X) e-;"{x 'P'1'\)i)(
Jg

et

f (expX) : 
lo "ia(x,p,q,\')8(f)(p,q, À)r(À) 

ffio^,
2) tU) est C* sur 0.



Preuve

Dans le theorème, les mesures dX , d€, dg sont normalisées de la façon suivante:

d(expX) : exp* d(X) ,, ae : r|)ffial

et la transformée de Fourier usuelle entre (L'(g,d,X) et (L'(g* d() est unitaire. r(À)dÀ
est alors la mesure de Plancherel (voir la proposition(I, 4, 4)). Rappelons qu'en effet la
formule de Plancherel s'écrit:

f  (eapX): (L1""p-xt/) (") :  
lrr{x)rr(o^çr'1",p-x)/)) 

d)

: 
lrr0)r, (o^1"rp- x)",r^(.f)) a,l.

Mais:

Tr(n\@rp - x). "^(/)) 
: rr(n^Gxp - x)" t^ (etll))

(1) : r,("^ (r'1"*e- x)t(t))
1 t= Iu", (r'1",p-x)s(/)) (p,q,À) ffi

Donc :

f(expx)-- I" Iu,. '(À).(rp,p-x)t(/))(p,q,À) ffi o^

: lr,Q) Iu, ,, (r,1",p- x)s(/)).(0,e, n ffi at.

D'aprés le corollaire (II, 2, 5), on peut écrire ceci sous la forme:

f (eapx) : 
lr,r^, Iu-"roo lo' 

oo(,t {"rn"X(o, q, À)))ds

(r,t1>)("'px1o, q, À)) 
&o^,

si -f : DiZ, ai k) pj + CIo(q).
Avec les notations de la proposition (II, 2,2), on en déduit:

expiF (x ,e ) : (Fi,,, ?,,r) ,=r,...,0
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ou:

Fi; : - 
Io' 

o,(4 t"rn"x(o, q, À))ds, Tî : qi - ; Ir' 
.,i(,b{"*n"X(o, s, ̂))r"

Et alors :

f (eap x ) : I r, r^, I *,, "rn;, I o' 
oo (,h t"rn"T (o, e,À) )) ds

.erp - i <F,p > S(f)@,4, ^)ffiL^.

Donc:

f (expx) : 
Ir,r^, I^,, ",n; lo' [Ë ", 

(+{",n"x(o, q, À)))pi

+ oo(ç("*psx(o, o, ̂)))l ds€(f) @,a,\1ffias.. J

Vu I'expression de {, le changement de variable g ,-r ô(q) =4 a I comme jacobien (voir
proposition (II, 2,2)), ce qui entraîne que:

, 
L ^. ", 

Ë * (t,*k,n"7(0,ô-r(c),À),^)o"r(r) (p, q, À)r(,\ lÆax.f (erpX) : 
Ju Jn., 

- "" " /  t(1) (p,q, À)r(À) 
\.^ ) ,

Et donc, la fonction a(X.,p,q, À) définie par:

a(x,p,s, À) = 
Irt 

X (n,rb("rpfr(0, d-'(q), À)), r)a"

est polynomiale en X, p et g, rationnelle en À et régulière sur O.

. D'autre part, pour tout À fixé da"ns V, on pose:

i[l(p, ù : I f@opX)e-ia(x'P'q'\)4X.
Jg

La fonction ilt est C-, bornee sur ]7À puisque la fonction a est polynomiale en X, p, q.
Mais pour I et m danslN È:

.  Vt, Or *O- >l;z1wry: 
Irtr"ro, I*^" '^*,P,g,r)Q1 

.f^ff iL*.

Mais d'apês le calcul (1) plus haut, si z est dans 5(ll/r):

I*^@("rp 
- x)uX p,,,8,^\ffi - TrT^(L("rp -x)r).



Donc:

( ùt, O1 * O,,, ) yzlwxy : I f ç"rox) dX
Jg

r: 
Irf {""+x)"r[(rÀ( erp - x)"?À(o1 * O-)1ax.

Or:

Trltr^(L(eap- x).?^(o1 *O-)l : t . ?^(O, *O-;h,,, r^(enpX)Ir,. ),z1lftr;

= 
P 

<U(epO* * en),r^(etpx)hù ,z1lf tr ;

: 
T 

6,n,n t h1,r^(expx)h, )1z1tftr;

- q ht, r\ (expX)h- )4z1lftr;
-< hr,è@xpX)h- ) ;z1l f t r ;  .

D'où :

(  Vt ,  Q1 * O- )  yzlw>) :  
I  f { "*ox) < r \ (eryX)h*,h1 }  dX

,tg

:<  r^çy1h*, ,h1 ) :1r^(s( / )^ )  h^ , ,h1 )

(2)
:a ( l /"( .( t !)x)"U-')h,n,fu >:< l(€U)r)O-, O1 I

1 -; 'dPdq:< t(/)r * o-,ot ): 
J*^e{f)^ 

* o* * çr,@

: l*^r(/)À0r ffi 
-< r(.f)r, o1 * o- > .

Onadoncb ien t lu î= t ( /h .

2) Evidemment:

S(f)(p,s, À) : [ 6o"re1 (X) e-i"(x,nt,\)41ç
Jg

est C- en (p, g, À) sur 0 puisque la fonction a est polynomiale en X et / € S(G). 
e.E.D
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III PROPRIÉTÉS DE '

Dans le chapitre précédent, on a vu que la transformation t s'écrit:

(tfl)(€) : Ir"-'t*,r) f(erpx)dx

et

t - t  (e)@xpq : [  " ;a(x'Ê) e(()d(.
Jg'

où la fonction c est polynomiale en X, rationnelle en (, régulière sur O.
Si G est aMlien, 

"(X,,e) 
est ( €,X > et on retrouve la transformee de Flourier usuelle. t

apparaît ainsi comme une deformation de la transformée de Fourier atÉlienne. Il est donc
naturel de voir ce qu'il advient de la régularité de f et de la densité de I'image de 5(G)
pax g. Par exemple si on veut étendre t à des espaces de distributions, on a besoin de
propriétés de régularité et de densité

Gardons les notations précédentes. Dans la première partie de ce chapitre on va établir
certaines proprietés de régularité de f,, entre autres:

t :5(G) --  C*(r, t (n. '*))

est continue. Dans la deuxième partie, on s'intéressera à la densité de I'image de 5(G)

dans C- (v, s1m.'01).

(rrr, 1) nÉcuranrrÉ on a

Théorème (III,1 ,1)

Si on munit S(G) et C*(V,.S(n")) de leurs topologies usuelles, alors l'application:

f , :  S(G) ---  C-(V,5(R'o))

est continue.

Avant de démontrer le théorème, on va établir quelques résultats préliminaires qui ont un
interêt en soi:

Fixons À et notons t(/)r la restriction de t(/) à l;lrÀ. Soit pÀ la repnésentation de G x G
dans II^9(Z'(IR*)), définie da^ns la proposition (II, 4, 3):

P\ (gr, 9z)A : rÀ(gr ).4"rÀ(92 )-r

si gr, f2 sont dans G et A dans IIS(L2(IR&)).
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On construit une représentation de G x G qu'on notera encore pÀ sur L'(IR,'* ), considéré
comme espace des noyaux des oçÉrateurs de H S(L2(IRF)) par :

p^ (g r, gz) K lAl : K lp^ (g t, sr) Af

si /f[A] est le noyau de I'opérateur A de I/S((I'(no)).

Considérons la représentation (, I E)À de G x G da"ns L'(W^) définie par:

(r 8 n)À (or,or)u: Lx(gr)" Rx(gz)u (u e Lz(w\) (n,,or) e G x G)-

Notons (P,Q) (P eIRt,8 €nÈ) un point delR2e. Une fonction K de L2(n2È) est donc
fonction de P et de Q. Nous noterons également (r^)r (resp. ("^)O) I'action du groupe
G sur les fonctions K qui se déduit par o5Ération de la représentation zrÀ sur les variables
P seulement (resp. Q seulement), alors on a:

Proposition (III, 1, 2)

1) Si K est dans L' (R'o), alors:

(p^( gt ,  tz).K)(P,Q): " l (  
gt)""à( e)T(e,q1,

pour tout 9r, Oz dans G et (P,,Q) de IR2e.
2) p\ et (.f O n)) sont unitairement équivalentes et pour tout u dans .S(IR) , et gr, 92 dans

G:
KIT^(r o n;À1 gr, gz).u)l = pÀ( gr, oz).K [r^(")],

Preuve
S"it a da^ns I/^S(I'(IRo)) , K(P,Q) *r noyau dans .L2 (m.'*), u et v deux fonctions dans

tr' (n*), alors:

< (p^( $, sz)A)u'u ) :(  
!  ""^k;t) t ' , t^(gr-t)"

: l_ ̂ ,K(p,AX"à( s;'1"1çq1( aeaq
"/IR,

1 -

: l_. < "à( s;t)u,R(p,.) > ("à( s;r)u)e)de
JIR'

1 -

- I ., . ("à( ez)lF),a > ("à( s,-r;u;1r;ar
JIR,

1 -

: l_.,. ("à( sùR)u(QX"à( er-l)ùXP)dPdQ
JIR,

: Iur
:t

JIR"

. ("à( gùE), ("à( g'-'), > 
"(Q)d'Q

"à( 
g' ) ("à ( gù-R)e, Q)u(Q)o(P)dP dQ



Donc:
Klp^( h, gz)A1: "l( s'y/@.

2) Les espaces de réalisation de p\ et (L I R)À sont isomorphes à ,' (IR,'*). Et puisque:

p^( gt, oz)T^(u) - t tÀ( 9r)"?À(u) "o\( 
gît):  ?À (L^( gt)"ftr( 'z)u)

: T\ ((r e R)^").

et que:
p^( sr,, gz)KlAl: xlp^( h, s2)A),

on a alors I'entrelacement annoncé.

Q.E.D

Remarque (III, 1, 3)

Soit Lo 6np R), la représentation réguliere gauche (resp droite) de G dans Lz(G) défnie
pN:

(Lof)(s ' ) : fk- 'g) ,  (RoUD(g') -  f (g 'g)) , ,  (seG, 7 et"çc11.

Puisque:

r\(L{s1e(/h) : o^(s)"r^(g(/)^) : 
"^(g) ."À(/) : r^(Lsf)

:  TÀ (e(Lof)^) ,

et que ?À est une représentation frdéIe, a/ors :

Lx(gpff)^ : t(Lol)x, Rxig)eff)x : €(Rcf)x.

Donc, si 91 et 92 sont dans G et f dans L'(G)) et si nous notons r(h,gz) I'opérateur
Lo, o Ro, alors:

L x(gr)"ftr(gz)t(/)r : t(Lo,"Ro, f)x : t (r(gr, gr)f) x.

Donc tx entrelace les deux représentations r et (L I R)À de G x Ç iens S(G) et 5(17À).

Proposition (III. 1. 4)

Si .A, est un opérateur différentiel à coefficients polynomiaïx en P et Q sur L2 (R'*), aJors:

,4: D a;,i(\)p\(V;,V) (somme frnie),
i r i

où %, Vi sont des éIéments de l'algèbre enveloppanteU(g) de get cd,j(À) est une fonction
rationnelle sur V admettant des pôIes en dehors de V.
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Preuve

On prouve ceci par récurrence sur la dimension d" g.
Si d.img: 1, c'est evident. Supposons que I'assertion soit vraie pour d,img I n - 1. Soit:

9: 8r, f  gr,-r f  " '  f  Eo = {0}

une suite d'ideaux de g, {X; e Ëi 
-Ei_r,i : 1,...,r}} une base de g. On notera les objets

contruits sur g. pa^r un exposant (i). Soit ?r : g: --- 
El_r, Ia projection canonique, /(q)

I'anneau des polynômes invariants sur gi, S(gr) I'algèbre symétrique de 9..

Deux cas sont alors possibles: [14]
l"t  cas:

r(g.) ( S(g^-r), alors /(g"-r; c /(g") et il existe 7 dans /(g^) - /(g,-r) tel que:

.y : txn+p a€ / (g ,_r ) ,  ÉeS(g"_r )  e t  d+0.

Dans ce cas, on pose:

oo : v-rçgn-t) n {€ e gi\o(€) I  o}

e t :  
1 (æ)  -  (À ( ' - r ) , r ; ,  p (n )  : p ( ' - r ) ,  g ( ' ) :  o (n - r ) .

L'espace de réalisation des représentaiorrr rrl(') est le même que celui 6" oÀ('-r). Donc

touf opérateur différentiel à coefficients polynomiaux en (p(o), q1")) sur .L2 (IRr") est

un opérateur difiérentiel à coefficients polynomiaux en 1O(æ-t), g("-l)) sur -L2 (nt'-',

(kn:,br-r). L'hypothèse de recurrence permet alors de conclure.

2ième 
""".

/(g,) c S(g"-r), alors /(g") c /(g,-r) et il existe une fonction Y dans /(g,-r) - I(g,)

tel que:

{* , ,Y}:Zfo,  ze / (g") '

On choisit Y tel que @('-tl n tg\y(g) : 0) ne soit pas vide. 5i ;(n-t) est une fonction

rationnelle invariante sur E,'_r, la fonction:

À(")(€) - ;(a-r) on(exp -ffi*"r,

est rationnelle invaria.nte sur g,, 
"t 

identiquement nulle .i 1(n-t) est la fonction Y. On
pose:

g(') - {( e gi\?r ("rp -ffi*"r, ç g@-r) et zG) + o}

o ,



et

pt) : in, o|i' =I, ,!", :plî-')"rp-I*,, o[*, : q[i-D"rp-[*-.
Par-construction, O@) est un ouvert de Zariski invariant, V(') est l,image 4" gG) par lesapplicatio6 1(n) et, avec ces notations,

o i t ' '  =  Ind6,_r16.  7À( ' - r )
se réalise dans Z2 

\R, 
t, (Itt.-r )) q"i est isomorphe à .02 (IR*" ), puisque kn : hn_r * !de la façon suivante:

(o^( ' )  Tr" rpsX, . )9)@,t )  :  (7r ( " - ' )  ç" rpuxocetp _ uX,)p)(u*  s ,  t ) ,  ( * )
si c est dans G,r-r, (",r) dans IR2, t dans IR[.-, et g dans tr, (IR*").
D'où :
a )pou rs :0 :

(o ̂ '" '  
@)o)@, t) :  (,rÀ( " - r ) 

(ea pu X nx er p _ uX ̂ )9)@, t).
Maintenant soit a I'opération de symétrisation compl.ète j9 s(e") 

9?1. ,/(g,), avec laconvention o(x) : -ix si x esr da,ns g,,, ulors pour? € (g"_iT;"ii; 
"rt 

Eéhtra aarr"
Ll(g._r) et rÀ('-" ("(f)) est scalaire et prend la valeur f(À). D,où:

(o^t ' '  ( " (Y))ù(u, t )  -  
1rr( ' - ' )1a (Ad(expuX..)y))ù(u, t )  -  v\@-,,  (o(y *  uZ)g)@,t)

-  ( r1 l t " - t ) )  + uz(^(n-t)))e(u , t ) :  uz(À@))ç@,t)

car lt(À(n-t)) est par construction nul et Z(\i*-r1,, est Z(\@)1.
b) si on pose r : 1, puis on dérive par rapport à s au point s : 0 la formule (*), onobtient:

(dzrÀ(")1x *)ç)@,q -- 
fig@,t).

D'autre part, on a vu que:

p^'"'(u,v)K(p,e):(n^'"')r(ulGx"f e-6trF(p,e),
pour tout V, Vi dT tzG.) et K da^ns .t2 (Rzt") et que tout optérateur différentiel àcoefficients polynomiaux eîies variables (p, à) peut s'écrire sous la forme:

Dr,e: D Db"Dta,
l r J

où Di (top ail 
"tt 

un opérateur difiérentiel à coefficient polynomiaurc en les variables pseulement (resp Q seulement). D" a) et b) on déduit:



La multiplication par Pr, (resp Q1, ) est donnee par:

p1,^K (p, e) : Z-r çXù10^t"' ((o(y),0)K (p, e),

Q *^ K (P, Q) : z-r çx@1r^t'' ((0, o(y))K(p, e).
Et

â

ftrcçn,Q) 
: p^'^' (x",0)K( P,e),

n
ft * çr, e) : p^'"' (0,, x,)K (p, e).

. Il reste à exprimer les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux da,ns les variables
restantes. Mais si on pose:

P :  (P ' ,Px^) ,  Q :  (Q ' ,Qr . ) ,

I'hypothèse de recurrence entraîne que, avec des notations évidentes :

(D" ' ,q 'K)(P,Q): 'o i , j (À(n- l ) ;1oÀ("- ' ) )evwe,Q)
l r J

où Yd et V; sont dans Z/(g"_r). Donc:

(Dr' ,e,K)(P,Q) :

: 'o , , i (À( " )Xn^, " ,1 ,ç" ,P_Qx^ad 'X, (V; ) )e ,Q)
; , i

: D o,,i(\b))p^'"'[IgP: (+\'1odx.y,q7,),t(?'f "!I l) ' . .-- ...--.1
;,i lk-il\o1o1, 

"Lr_oT\ô) 
@dx")"(v;)l '

et on achève la démonstration en remplaça^nt la multiplication par P3. ou Qr" p* son
expression calculee plus haut en fonction de oÀ(").

Q.E.D

Proposition (III, 1, 5)

Si A est un opératear différentiel à coefrcients polynomiarx en (prq), indépendant de ) strr
C*(V,S(R'^)), pour chaque À deV iI existe alors un op&ateir àitréru*;d à coefficients
polynomiaux A^ strr ̂ 02(IR2k), tel que:

Klr^ÇAu)f - A^x [r^(")]
pour tout u e C* (V,.9(Rr.)).



Preuve

Soit z une fonction de C*(V,S(n'o)), alors on peut l'écrire:

u(p,q,À) :  t  o1,-(À)O1 * O-,
l rm

ôv€c d1,- dans C-(I) et pour chaque ) fixé, la suite (or,,,n(À)) est à décroissance rapide
en (1,  n l ) .
Fixons À dans V, si U est I'application de la rema,rque (II, 3, 3):

("À(u)â")(€) = t/(u * o"X€) :u(E o,,-(À)o1 *O- * o")(€)
l .m

ce qui entraîne:

K["À(u)]( €, rù = D o,,-(Àyt (aùGY(O- Xz).
l ,m

D'autre part, on sait que 
"^ 

(t/(g)) est I'algèbre des opÉrateurs différentiels à coefficients
polynoniaux sur tr'(n*), donc tout opérateur différentiel A à coefficients polynomiaux en
(p,, q) s'écrit d'aprés la remarque (II, 1, 2):

Au: DPi  *u*Qj
l r J

ori Pi'et QrT sont des polynômes * en (p, g). D'après la remarque (II, 3, 3),

u(qi *o-X€) = €ih-(€) et l l(pi *0*)(€) : -&u^r$

Alors:

KIT^(Au)l(€, t) : E o,,-(À) u(Pi * Or)(€) u(A^ * 8î)(rr )
i , i , l , tn

:  D o1,^(D ç.hrX€XD?Ï-X?)
l rm

- (Dç"D,t1r [rÀ1u;](€, 'r) : A\K [r^(")]({,'r),
où D6 (resp Do) est un opératetr différentiel à coefficients polynomiaux en { (resp 7).

Q.E.D

= t as,,"())lzs({) : (t o1,-())h1(€)) 
A. 

h,QùE^Oùdrt
I  l ,m

î  s r -  / \ \:,/m.. Lr,,o''^(  ̂\h {€) h ̂ (' l) h 
"(q) 

dn'



Corollaire (III. 1. 6)

Si A est un opérateur différentiel à coefficients polynomiaux en (p, q), indépendant de )'
sur C- (Y, .S( IR2É )), rlor"t

Au(p,s, À) : D or,i(À)((.t e R)^(yr, V)u)(p,q,, \)
i r j

où V;, Vi sont dans U(g) et o;,;()) est une fonction rationnelle sur V admettant des pôfies
en delrors de V et Ia somme est faûe.
En particulier, il existe des opérateurs différentiels Ar,i,i à coefficients polynomiaux sur G
muni de la carte exponentielle tels que:

Ao,o€ U) : t a;,i(\)t (A",i,i f)
i , j

et la somme est finie.

Cette propriété est en un certain sens la généralisation du résultat suivant bien connu: la
transformée de Fourier abélienne transforme un opérateur différentiel à coefficients poly-
nomiaux en un oçÉrateur du même type.

Démonstration du théorème (III, 1, 1)

On considère sur C*(V,S(p, q)), la famille des semi-normes:

P(u) : P,,Dr,q,Dx,r(u) : sup-sup l(1 + p2 + q2)'Dp,c(Drr)(p, q, À)1,
\C .K p ,q

où K est un compact de V, Dn,o, D\sont des opérateurs différentiels à coefficients constants
da^ns les rrariables À, p et g. Si on écrit:

t(f)(p,s, À) : I U."ro) (X) s-;'tx 'P'Q'\)4Y,
Jg

un calcul direct donne I'estimation:

P@UD s c t sup sup l(l + p2 + q\M D;,q€(Rj(x)f)@,q, À)1,
Tî \cK p,q

ici, M est un entier, Di,o * opérateur différentiel à coefÊcients constants et Ej * poly-
nome sur g. Le corollaire (III, 1, 6) entraîne que:

(L + p2 + q\M D;,ot(f): t a7,i,(\)(L I R)À(vi" vil€(r).
i t  , i t

Et d'après la remarque (III, 1, 3), si X est un élément de g:
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t(X- f) : Lx(x)tU), s6+ f): EÀ(X)t(/)

où les opérateurs X-, X+ sont définis par:

x- ftc : fif {"ro - txs)p=o, x+ fto : fit{nenptx)p--o.
Ils sont à coe.fficients polynomiaux en æ : erpX t puisque le produit sur G est une fonction
polynomiale.
Il existe donc un entier rn et un opérateur difrérentiel D" coefficients polynomiaux en
x€Gte lque :

P(s(f)) < c,QU),

avec:

QU) : sup l(1 + *)^ D,f l .
xe,G

Q.E.D

Prooosition (III, 1, 7)

t se prolonge en une transformation unitaire entre L'(G) et Lz(g') qui entrelace les
représentations r et [@ (t'B R)Àr(À) d\ de G g G dans L2 (G) et L2({) ("(À) a été défraie

"\ 
(I) et donne Ja mesure de Planeherel). € est une isométrie entre les espaces L2(G)* et

tr'(g')- des vecteurs C- de ces deux représentations.

Preuve

La formule de Plancherel [28] pour G décompose I'espace L'(G) portant la représentatiou
r de G 8 G en une intégrale directe 1@ n SlX,r)r(À)dÀ où chaque H S(?{x) porte la
représentation pÀ de G8G. On a vu que l/,5(?lr) peut être identiûê à L2(W\ (proposition
(II, 1, 2)) et qu'avec ces identifications, la formule de Plancherel s'éscrit:

llt(/)ll?,rg .r: 
lril("^)-'("^6))ll?,1wy"(À)dÀ 

- 
/ tt"^tfl) ll'rr1r,1*11r())dÀ

: 
Ir?r(rÀ11;"rÀ(/).)r())dÀ 

: l l/ l l?,<ot.

t s'etend donc en une transformation unitaire entre L'(G) 
"t JTl n21W\)r1À)dt qui est

L'(g.). f entrelace donc r et Ia(LO R)Àr(À)dÀ et est une isométrie entre les espaces
L'(G)*,I'(g.)- de vecteurs C- de ces représentations. 

e.E.D



Tous ces résultats sont bien sûr des généralisations du cas de la tra,nsformée de Fourier
abélienne.

(rrr, 2) L'TMAGE DE L' ESPACE DE SCH\MARTZ DE G PAR t
\ r t -

On garde les notations précédentes. Considérons la suite des idéaux de g:

{0}  cE,C . . .  C9, ,  :g  (d img.  :  x ) .

L'ensemble {X;\X; € gi - 
Ei_r ,i : 1,.., n} est une base de g et tout éléments g de G

s'écrit :

s :e rpË " , " , .
i = l

Choisisson" (rr, ...,tn) courme coordonnées sur G. On va montrer que t("t"1) est dense

dans C-(r,t(O,C)) ro,rr I'hypothès" (If) suivante sur la paramétrisation de I'ouvert

0cg*:

1 Pour tout i = 1r...rn, il éxiste un opérateur différentiel

I en les variables \rp,g noté ,,4!,o,0, à coefficient rationnels
(H) 

{ 
en À, polynomiaux enp,e tel que:

I( t(r;f): A'^,o,ot(l).

Notre approche consiste à montrer q"" e(S1C)) 
"ontierrt 

I'espace tf (r,.S(IR'?È)) des

fonctions C- à support compact sur V à valeurs dans S(IR2È).

Proposition (III. 2 .1)

Sous l'hypothèse (H), si A, est vn opérateur différentiel à coefficient polynomiaux sur G
alors :
IJ existe un opérateur différentiel Ay,p,q à coefrcients polynomiaux en prq rationnels ea À
tel que :

t  @".f) :  Ax,p,c€(f) .
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Preuve

Soit X- le champ de vecteurs sur G défini par:

tl

(X-l) (g) : f i  f  {rrn -tXs)t,=o, si/ € C-(G).

Alors:

aa
xr  :  

A* ,  
e t  ^ i  :  

A* i+ I  Pr(æn," ' , ' r *ù* ,  pour  i  :  ! , " ' ,n ' ,
t<i

où p1 est un polynôme. Mais puisque (remarque (II, 1, 2)):

pi * u=piu-t#, Qi * y:Qi"*i#,

et si on écrit:

&
* i@,s ,  À )  :  D  o r  (X i ,Q ,À)p r  +  ao (X  j ,Q ,  À ) ,

i = l

alors :

S6i f): i*i * t(/) : Bi,o,ot(f),

où Bi,o,o est un o5Érateur différentiel à coefficients polynomiaux en (p, g), rationnels en À,

et par récunence su j, il existe des polynômes p!(c) et des otrÉrateurs différentiel" B'l,o,o
à coefficients polynomiaur< en p, g et rationnels en À tels que:

t(*t) : €6; i l- 
à 

€Q,;@*,...,od+, >*r)

: B'i*,0 € (P'i( '  n,"'ci+r )-f ),

ceci pour tout j :1,..., n. Le résultat découle alors de I'hypothèse (I/).
Q.E.D

Proposition (III, 2, 2)

On suppose I'hypothèse (II) vérifree. Soit o une fonction C* à support compact sur V,
on pose pour X dans g, s et n dans INt:

{:(ecpX): 
I" "ia(x,p,q,\)a(À) 

O" * O- r())dÀ 
W

r/t est alors drn.o S(G).



Preuve

Remarquons gue {: est une fonction C- bornnée sur G. On va montrer que û appartient
à Lz(G) et que D$ appartient à L'(G) pour tout opérateur différentiel D àcoefficients
polynomiaux.

1 Soit <p un élément de 5(G) alors:

<,b,9)p1e):|"æ(I,,IR,.edo(x,l, l ,À)o1;; '(À)o"-a^d^ff i)o*.

or d'aprés les calculs (l) et (2) dans la preuve du théorème (II, 4, z):

Iu,r"ia(x'p'q'\)a" *d^ffi : I*^L(exp- x)e" .a^ffi
: Tr(r^ (t 1"rn- x)Q" - O-))
-q h",r \ (expX)h- ) ; r1IR.)  .

D'où:

< rb,e > L2G) :  
I"@)(1"^rr(À) < h",r^(expx)h^>r2(rRr) at)ax

: 
lr,(^),ç^1 0*o^

, )

: lror^)"1.11 @.1.
Mais d'aprés le calcul (2) dans la preuve du thôrème (II, 4, 7):

< T\(g)h^, â" ) :(  t(p)x,O" *O- > .

Et alors :

,1
<r / : ,p ) ;41c1:  /  e (À) " (À)  <  O"  *  O_ €@)x  >  dÀ

J V

-<  o (À)e"  *  O- ,  t (9 )>y ,61y .
D'où :

|  < rb,e >L2.c)  I  s  l ls(e) l l l ,1eyl lco" *  O- l l r ro l

< c{ llçllu<ct,
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puisque t est unitaire et o(À) est à support compact dans V. La forme linéaire
g ê< ,h,g t est donc continue sur .02(G), et par le théorème de Riesz, ry' est dans
L,(G).

2 Soit g da^ns S(C). On remarque que si â, est un opérateur différentiel à coefficients
polynomiaux en o : erpX r I'adjoint Ai de A, est aussi un opérateur différentiel à coeffi-
cients polynomiaux, et alors si D est un opérateur différentiel à coefficients polynomiaux,
le même calcul que dans f entraîne que:

|  <  D  { ,p  }p1c l  |  =  I  <  rb ,D*g  >Lz (G) l  :  |  <  a (À )O"  *O- ,  € (D .ç )x  >  l .

Et, par la proposition (III, 2, 1), on a:

|  <  Drh,g )yz1c)  |  :  |  <  Ax, r ,o€(g) ,  a(À)O" *0-  >; r1oy I

: | < t(ç), As,o,oa(\) O, * O- >12@) |

S Co+llçllz,(c).

D$ est donc dans L'(G), et finalement ry' est un élément de 5(G).

Q.E.D

Théorème fi I I .  2 .3)

Soit G un gnoupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe. Supposons que
l'hypothès. (I/) est vérifiee. Alors :

e(s1c1) est dense dans C*(r,5(Rt*)).

Preuve

Soit E I'espace Cf(V) I S(lR2t). Par la proposition (II, 2,2), E c €(tt"l). Comme

C?(V) est dense da^ns C-(V) et que C-(y) I S(IR2I) est dense dans son complété, on a
alors le théorème, puisque: [32]

c-(Y) o s1n2Ë; = C* (Y,s(o,o)).

Q.E.D

. Bien sûr I'hypothèse (If) est vérifiee dans le cas abélien. D'autre part, si on reprend la
construction des variables \,p,g on peut déterminer t(a"f) dans tous les ca"s. Avec les
notations pÉcédentes:
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Proposition (III, 2, 4)

Soit

{0} :go c . . .  CE, , :E

Ia suite des idéaux donnée précédemment,

ntg : -E l_r

Ia projection canonique et f un éIément de 5(G). Alors:
. Si dim W\ : dimwn$), il existe a dans C-(y) telle que:

t@*f l (p,q,À) :  - tCI(À); î  €U)@,q,^)  (À e u).

. Si dim Wx :dim W4sy * 2,

t(r. i l : -r*trrr.

Preuve

Soit (p, g, )) (resp . (p' , q', )')) la paramétrisation des orbites de G,. dans g* (resp de

Go_r dans go_1).
On a deux possibilités :

1"" cas:

I(g*) Ê S(g"_r),alors f(g,"-r; C /(g") et il existe À" da,ns /(9,.) - fG.-r) tel que:

À, : a Xn + p (a e I(g" _r), 0 e S(g,._r))

et (P, t) 7 (e', Q'), À - (À', À').

En utilisant la construction de (/I) de la fonction tl, Pour tout X da,ns g:

d(x,,p,s, À) : [ '  X (n,+("rptX(0, d-t(q), r), l))at
J o

et comme

X(p,q, t )  :  - f '  *  xn*n:  i  a i (X ' ,q ' , \ ' )p ' i+  ao(X ' ,  8 ' , \ ' )+  o , , (À,  -  g)o- t ,
i=L

avec X' d"o* grr_r, on obtient:



Donc:

Et finalement

\r,fl: Iro * "6,p,q,,\)e-io(X,P,q,)) f @xpX)d,X : ;cr|)æ

/G.) c S(E*_r) , il existe alors Y da^ns f(g,n_r) - I(9") tel que:

{*n,Yl r :2 ,  ZeI(g*) ,  z+o sur  g* .

On pose:

p*:  Ï (n,  qr  - -YZ-r ,  p i :  eîp- % od *rp ' ; ,  q i :  erp- grad X.qi-

Et puisque:

t

*(p,q,À) :  D ai(X, q,\)  pi  * os(X,s, À),
i= l

.o ,avec 0È :0n êt ? :0, alors:

a
fi{*'' 'e'À): c"'

ffi:o , #:o Kr*,p,e,\):e-Ln'.

€@,fl: -O U#!'

Q.E.D

Malheureusement, on ne peut pas poursuivre cette récurrence pour déterminer directement

4, i f) pour j < n afin de prouver (I/) en toute généralité.

(III, 3) Exemples

Dans ce paxagraphe on donnera des exemples où I'hypothès" (IJ) est vérifiee.

1 Ltalcèbre de Heisenberq

Soit g I'algèbre de Heisenberg, notons les éléments X de g:
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X : ærXr * æ2X2 * csXs avec lXt,Xrl 
- Xt, Xlcentral

et les éléments € d" g*

€ : (r/r * €zfz * €s"fs avec ( f;,,Xi >: 6;,i,

I'ouvert 0 de g* du theorème (I, 4, 1) est défini par:

0 :  {€  €g*  te l  que  (1  l 0 }

et on a:

* r (p,g,  À)  :  €r  :  À,  * r (p ,g,  ) )  :  Àg,  i t (P,q, \ )  :  P.

D'orf:

* (p ,q ,À ) :  r rp  *  \ xzq*  ) c r  :  - a (X ,p ,9 , ) ) .

Puisque, pour.f da,ns ̂ S(G):

1i l ip.,g, À) : [  "- 'o{* 'o'e'À)/(exP 
X)dX,

Jg

on obtient alors:

4,,i l@,s, À) : (* . ;r&)r(/xp,q, À)

t(,rf)(p,s, À) = -i&trrxp, q, À)

€@ril6.,s, À) = 
&trf lg.,q,^)

et (If) est vérifiee.

2 Ltalgèbre g,n

Soit g I'algèbre de Lie nilpotente engendrée par : {Xr,Xz,Xs,X+} avec les relations de
commutations:

[Xr,Xs] : Xr, [Xs,Xt] :  X2, [Xt,Xn] 
- -Xs.

L'appellatior gu,u est due à Dixmier et cette algèbre est le contre-exemple classique pour

des questions similaires.



On définit I'ouvert O C g* parl.

0 : {Ë € g* tel que {1(2 I 0 (€i :< €, Xi >)}

et on a:

f , r :  Àr ,  Xz:  \2 ,  îg :  Àrg,  i+=p,  f ,b  - ,1 ,  + 
fn 

- )0" .

Un calcul direct montre que:

a(X,P,s, À) : -X(p,q, À) + Ernr, + firrrl * *ri.
On a finalement:

â

aXr"(X'P' 9' À) : cs

n
ù o ( X , 0 , , g ,  

) )  :  t a  |  \ 2 x g

n.Àr

ûo (X ,O ,g ,  
À )  :  \ 1ns  -  j x t

A  D  ) " "  I
a4"{X,,, {, À) : t2 * f, ' tt * O'i * f iæaas
A 1 .  l o
a4"6,P, 

g, À) : cr * Qxs * =z4,I,u - '^TzPxs

-,i(f)'"r
On en déduit t(rtf) puis t(cal) ,..,f("tf) en inversant un système triangulaire, on obtient
ainsi des fonctions du type Ax,o,ot(f). Ce qui montre que (I/) est vériûee avec le même
argument que pour I'algèbre de Heisenberg.

3 Algèbre super-spéciale

On étudie ici une classe d'algèbres de Lie appelee "super-spéciale" où I'hypothèse (I/)
est vérifiee. De plus, toute algèbre de Lie nilpotente peut être plongee da,ns une certaine
algèbre super-spéciale.

Construction

On se donne un entier n et pour 1 < i < j 1n, on notera:
. E;,i la matrice n x n avec E;,i: (ot,r) où c1,1 -- 6;,p6i,t
. (") I'espace des matrices engendrees par {Ei,; ,1 ( i < j < nl.



Soit B le vecteur
1< i< j 1n ,

On definit un ordre total sur IN x IN par:

( i , i )  = (k, t )  s i  ( i  S f r )  ou ( i  :  k et  j  > I ) -

(8r,,... ,B,) dansIRP (.B1 appartient àIR'-e+l). On pose, pour

X i , i  =  (B r r " ' rB , - )

où B" : 0 si s I i et B; : t(0, . . . , 0, 1,0, . . . ,0) où le "1" est à la (i - ; * l)ième place. Si

A est dans t(n), on définie par récurrence:

Ar=4 ,  A ;=

Notons (A,B) la matrice :

(A, B) :

(g o:, )

lï)[ ï ï ï

L'espace:

g : {(4, B) tel que A e !(r), B € IR,rlP}

est une algèbre de Lie nilpotente de dimension n2, avec le crochet:

l(A, B), (A', B' )l : ([,{, A'1, h Bl - A', B r, . . ., AnB'n - A'nB n) -

D'ori les relations de commutation sur la base {E;,i, Xi,1} de g:

[(0, X1,1y(0, X",")] - (0, 0)
' ( .E","oXo,xr,;)J :{[o'xr, ' )  

: l ;" :o 
* r)te

( (8 , ; ,b )  s is :& e t  r+ i
[ (8 , , " ,0 ) , (Er , ; ,0 ) ]  : {  - (Er , " ,0 )  s i r : i  e t  

"+k( 0 sinon

(3 .1 )

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Remarques

I) Si (r,s) < (fr,/) alors:
(h, t) ( (r, s) et (r,t) < (t, 

")
2) Puisque(n) est Jo'sous algèbre des matrices (4,0) de g, toute algèbre de Lie nilpotente

est une sous algèbre d'une certaine aJgèbre supet-spéciale.

Pour 1 < i <n et l, < i < i 1 n,on aPPelle:
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g-,- I'algèbre de Lie engendrée par {(0,Xr,r) pour k ( i},

Ei,; I'algèbre de Lie engendree p* {(0,Xt,r) pour (,b,t) > (t'i)}

gl,, I'algèbre de Lie engendr"" p* {(Et,r,0) et (0,.B) avec (k,") < (t'i)}'

Ceci etant posé, vu les exprèssions (3.2 ), (3.3) et (3.4)' la suite:

{0 }  cEr , ,  C  E r , ,C  " 'CEo , 'C& , , - r , , ,  CEn-z ,n -1CEn-2 , ,

c Err-1,r,-,  C En-r,r-, C Err-r,r C "" " c Er,r, C g' l , t  c " '

c dr , ,  C dr ,oc . . .  c  Elr , ,  c . . .  c  E' , - r , ,  :  E

est une suite d'idéaux de $ gu'on notera, pour simplifier les notations,

"r!ry
"=9,

tr:9+L, 4:ry*2, ...,, tk:n2

Zd, : \;, Z.; : gi,, Zh = P;,

(3.5)

{0}CErC. . .Ct , , ,=9.

On pose:

i"(€) :  É; , i (€)  =1(E;, i ,0) ,€ > s i

f,,({) : Î;, i(() :( (o,Xi,i),€ ) si

et si (i, j) est le s-ième indice dans la suite (3.5).

L'ensemble 0 c g* est alors:

O :  { {  €8 .  te lque  X , (€ )  +0 ,  i -  1 , .  . . ,n2 } ,

V est inclus danslR" et 0 - y tRn(n-l)

Proposition (III ,3 ,1)

Avec les notations précédentes, la paramétrisation de l'ouvert 0 donnee par Ie théotème
(I, 4, 1) admet Ia propriété suivarûe:
Si on pose:

dt :1 ,  dz :2 ,  . . . ,  dn : f l ,  Ck: r t *1 ,  c f - r  :n*2 ,  . . . ,  C l :  
ry ,

et:

alors, pour i  - 1r. . .  rtu2,
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Xr(\ ,p,ù :  t ; (z)  :  z ;T;(za) *  g;(2r , . . . ,  z i - r ) ,

où fi est une fonction rationnelle Égulière sur I, et g; est une fonction polynomiaJe en les
væiables Z",,Zc rationnelle en Z4 et régulière sur 0.

Preuve

Elle se fait par récurrence sur m - dimg, en remontant la suite (3.5):

- 
Er.r, est commutative alors on pose pour i  :  !r. . . ,9,

*i = zn,.
- Pour 8I,,., on .t

r(gi,.) c /(gr,,) et *r,, e /(gr,") - /(g'r,,).

D'autre part :

[Et , " ,Xr , ' ]  :  X l , l

qui est central.
On pose alors:

z, : (zL, z'", z'ù
les éléments de la proposition pour E-_r. Alors:

Zr, : Êr,n et 2", : *r,nZîr'

70,  ̂  été deûni plus haut pour j - 1,..., "(Tt) - 1.
- Supposons maintenant que la proposition soit waie pour gi, i ( nz et soit:

r(g-) c r(g--,) et *n-t,n e /(g--r) - r(g-).

En pa,rticulier:

l *^ , *n- t ,n l :  *n ,n

qui est central. On pose alors:

24 : **: Ên-r,n, 2", :  *,.-r,n(*rr,rr)-t

Z; : exp -Z"rad4r\X*zi pour i * "r 
et i * t*.

Maintenarrt, on rûa écrire X;(Z) dans les nouvelles coordonnées Z : (Za,Z.,Z2), mats
I'hypothese de récurrence entraîne que:

X;(Z') : Zif i(ZL) + g;(Z'r,. . . , Zi-) avec *rQ') - Zl.
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D'où:

zi : x;T!(*,,,,. .., *ù + gi(rtr,. . .,Î,-r)

où fl et g! sont des fonctions rationnelles en.fa, polynomiales .n *.,,X2,.

Finalement:

Si i < c1 alors Z; est dans /(g) donc Z; : Z';,

Si i > c1 alors lX*, Z:l: Q;Q'r,.. . , Z';-r), où 8i est une fonction rationnelle en Z'a,
polynomiale en Z'", Zl.
Puisque exp - Z 

"*ad"çy*,nZj 
est polynomiale, alors:

Z ;  :  Z ' ; *  h ; (Z ' ; r . . .  rZ ' ; - r )  " t  
h  :  Z l .

Ce qui entraîne:
Z ' ;  :  Z ;  *  h ' ; (Zt , .  .  . ,  Z i - r ) ,

avec h'; rationnelle et 24,, polynomiale en 2",22 et donc;

x ;(z) : z;f! '  (z a) + gi ' Qt,. . ., z;-r).

Q.E.D

Proposition (III, 3, 2)

A,.vec les notations précédentes et pour rn: n2,

a(X,Z):  Ë x;Z; f ; (Za) *  D r l '  . . .æi ; {  fo, . . .o^(z) ,
i = l  ( o r , . . . , o - )

si:

m

7ç :  I c ;X ;  e t  fo i , . . . ,o^ (Z)  :  9 (h , . . . ,  Z i - r ) ,
i :1

avec g rationnelle en 24 polynomiale en 2",22.

Preuve

. Considérons la suite {0} : q C ... C E,," 
- g d'idéaux de g.

L'ensemble {Xt € Ei -Ei-r,f = 1,..,m} est une base de g. D'après la proposition
précédente, on a:

*(4-  Ë x;z; f  (Za)+ Ë a;e;(Z; , .  .  .  ,2; - r ) ,  (3.6)
i= l  i= l
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&

X(Z) : D oi(X, Z)Zti + o,o(X, Z),
j : l

avec oj e R(Zd)lZcr. *rr . . ., Z.rl,, alors:

ai(x, z) :  r t i  f  t ; (za) + t  a;9;(2t,  "  '  ,2",  *,) '  (3'7)
i ) t5

Calculons la fonction o:

s l
a(x, z) : | *(zr,r/(expX(0 ,ô-t (2"), za)), zy)dt (3.s)

Jo

Pour  i  -  1 , .  . . , l c  - -  
#  : Id imWÀ,

,h(Zt, Z") : z" - +, e*pX( 0,2", za) = (ër(221,ôr(2")),

où

l r l
é{2".) : 2", * ; J" 

o;(exp sX(O, 2", Za))ds

1t
ér(Z+) : - 

;lo 
o;("*n X(0,2", Za))ds

enfin /-r( 2",) :  ôrt(2",). Puisque:

't ft

{;("xptï(0, ô-'(2.),za)) = ô-'(2",) *; 
Jo ";@("xpsT(o, ô-t(2"),Za))ds

et vu I'expression des ai, (3.7), alors on a:

{;(exptÏ(0, ô-'(z.),Za)) : 2", + E ";, ' i i '  
. . ." '# f ;(4 r...r 2",*,). (3.9)

4 la+ t  r . . . r o ^

Finalement, si on.remplace Les 2", dans (3.6) par les ,h(X,Z) de la relation (3.9), on

obtient: m
a(X,  Z) :  D a;Z; f  i (Za)  *  D r 'T '  . . . t *  f  o , , . . .o^2,

d = l  8 t  r . . . r o m

otr "foi ,...,o^(Z) : g(2r,. . . , Zi-r). g est donc rationnelle en Za, polynomiale en (2", Z2).

Q.E.D
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Proposition (III, 3, 3)

Avec les notations précédentes, pour tout polynôme Q(q,...,æ*) : e(x) sur G, il existe
un opérateur différentiel A2 à coefficients ratiotnels en 24, polynomiaux en 2", Zt tel que:

€@(,)f): Azt(I).

Preuve

Il suffit de prouver la proposition pou Q@) : r;, i :1, . . . , m. Vu I'expression de a(X, Z)
darrs la proposition (III, 3,2), on a:

W 
: x^r^(za) soit W 

: r*(zd)€(r*f).
Appliquons une récurrence descendante. Supposons que t@;il) soit de la forme AzS(f)
pour tout f tel que i > j. Alors:

ôa(X, Z)
0Zi 

' : aif i(Za) *

Ce qui entraîne que:

D 'Ti*r '  " 'xl i  fo;+,,.. . ,o^(2r,. .  .  ,  zi-r).
Q i * t  r . . . r o m

at(f) : fi?d)t(rif) + A'z,i€(f).ozi
Et donc t@if) a la forme voulue.

Q.E.D.

4 Algèbre de Lie nilpotente à 3 pas

Cette catégorie d'algèbre de Lie nilpotente à été étudi* p* Ractlif dans [30].
. Soit Hnle groupe de Heisenberg de dimension 2n*L, d'algèbre de Lie h,r. Considérons
le sous groupe S du groupe symplectique SP2n:

(  r t  o \  -  L ,L ,  d  .  , . .  )S : { ( 
" 

", l, I est I'identité, ^S est une matrice symétrique n x n },
[ \ "  

t /  
) '

et notons s I'algèbre de Lie de S. Alors le produit semi-direct de g pæ h,, noté sh,, est une
algèbre de Lie nilpotent à 3 pas.
on représente un élément de ùr, pax (s, x,Y,z), où x, Y sont da^ns IRt, z dalcrs IR et
^9 est une matrice symétrique n x n, le crochet de Lie s'ecrit:
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[{s, x, Y, z), sx' - stx, xY' - x'Y).

On pose:

B; : (0,.. .0,1,0,.. .0), où le 1 est à la ireme place,
S;,j : (ot,r) est la matrice n x n symétrique a;vec o,k,t: 6i,È 6i1* 6;1 6i,k,
X ;  :  ( 0 ,8 i , 0 ,0 ) ,  y i  -  ( 0 ,0 ,  B ; ,0 ) ,  Zs  :  (0 ,0 ,0 ,1 )  e t  E ; , i :  (S i , i , 0 ,0 ,0 ) .

Alors le système {Zo,X;,Y,8i,j,, t < i S j < n} est une base de Eh,, avec pour seuls
crochets non nuls:

lE; , j ,X; l :Yi ,  IE; , i ,XÀ:Yi ,  IX; ,YI  -  Zo.

On définit un ordre total sur IN xIN en posa^nt:

( i , j )  <  ( r , s )  s i  ( t  <  t )  ou  ( i : r  e t j  <  s ) .

So i t pou r l< i< j 1n
q I'algèbre de Lie engendrée par Zn
g- I'algèbre de Lie engendrée par 20,Y1..., Yr,-i+r
g'. I 'algèbre de Lie engendrée par Zo,Ytr.. . ,Yn,Xrr...rX;

Ëi, i  l talgèbre de Lie engendr* p* Zo,Ytr.. .rYn,Xr,.. .rXn,Er," ( i , , j)  < (r,r).
Alors la suite:

{0} :Ëo CEr c. . .  cË, ,  Cgl . . .c  {c t r , ,  C. . .CË, . , , . :E

est une suite d'idéaux de sh,". Remarquons que:

(s"x"Y' , z')f : (0, o,

En effet:

. r(gi) c /(g^) et Y' e /(9.) - /(gi),

. r(g:) c /(gl-,) ut r; e /(gl-,) - r(el),

. r(g',.) c r(8,,r) avec À1,1 : Er,tZ, +f,ti € /Gr,r) - /(4),

. /(g,",") c I(g*,,) si (r, s) < (fr,l).

[x;'x;] : o '

etp-ft "atxl*,--t

etpour j> i ,

[X i ,Y i ]  :6 i , i  Zo ,

, ,  e rp - *ad (X ; )X i -  x i .

On peut alors paramétrer I'ouvert:
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0 : {t € g* tel que Zo(0 f 0}

par (À,p, g), où :

- ç', i/2
\ t  :  Zo, or:  

â,  
p; :  * ; ,  Ài , i  :  Ér, i  Zo +f  i | ' i  s i  i  t ' j  et  À; , ;  :  É; , ;20 + 

+.  
(4.1)

Donc, si X appartient à sh,. et X est z Zo *f {",X, + y;Y)+ t î i, i  Ei, i,alors la
i : l  i< j

fonction Î est:

*(p,q,À):zÀr+ftr,v;q;*l ;p;)*D',, ,@+i+,,a?r
i : r  i< i  À1 

'  
? : ,  Àr : (Àt ' t  

* i )

Comme da^ns I'exemple précédent, si on écrit:

t

*(p,q,,À) : t oi(X, q,, \)pi + ûo(X, 9, À),
ô= l

alors ay : rj pour j :7r..., k, et on obtient:

o(x,p,s,À) : *(p,q,À) - 
# Ë ",,, '? 

- 
*; D r,,,, , , , .

Proposition (III. 3. 4)

Pour l'algèbre de .Lie gh,n, I'hypothèsu (H) est vérifree.

Preuve

Puisque :

ô o  , u

6, 
(X'n'9' À) : s; '

oa /1,
A[ 

(x'P's '  ))  :  c i ' i '

ôo

fi {x,n,s, À) = \'vi *D_ ',,, o,
isi

et
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Kr*,p,e,\) 
- z *f,r,o, +{ 8",,,(^,, i * e;ei)

* Ë", , , (À, , ,  .4)-  *  f  r ; , i r ; :D j
r : i  

\  z '  Lz  
i < r . -

r ')- *L t; ' ;x? I '
i : l  t

on prouve la proposition avec le même argument que pour les exemples précédents.

Q.E.D

. Maintenant, soit g une algèbre de Lie nilpotente à 3 pas quelconque avec un centre de
dimension l; dans [30] Ractliff a montrer qu'il existe une injection ./ de g vers sh," pour
un certain n tel que /(g) est un idéal de sh,, et:

/(g) +s =.ù,".

Soit V un sous espace de s tel que g = h,, * V et {"t, ..., e-} une base de V. On choisit
une base {"t, ..., e-, } de g telle que:

{ " t , - . - r ^ }  c  { " t  , . . . e ^ ' } .

Donc, si on appelle comme ci-dessus:
. g I'algèbre de Lie engendrée par Zs
. g I'algèbre de Lie engendrée pæ Zo,Yr,,...,Y,r-i+r
. g1 I'algèbre de Lie engendrée pîn Zo, h, ..., Yn, Xr, ..., Xi
.  { ' ;  I 'a lgèbre de L ie engendrée par  Zo,Yrr . . . rYnrXl , . . . ,  X, ' ,e1r . . .e1,

puisque [s,s]:0, alors:

{0}  c& cE,  c . . .  cE, ,  Cgl  c . . .Cg'"  cg" t . . .C{ ' - :g

est une suite d'idéaux de g. Et on a donc une pa,ramétrisation (p, q, À) de O, avec des
fonctions invariantes de la forme:

l " :D B; , j \ ; , i

où B;,1 est reel et );,i sont les fonctions définies dans (4,1).
Finalement la construction de la fonction c sur g en utilisant I'injection J prouve comme
précédemment:

proposition (III, 3, 5)

Soit g une algèbre de Lie nilpotente à 3 pas dont le centre est de dimension 7, alors
l'hypothèse (H) est v&ifree.
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. Dans cette partie, on construit un produit-* dit "de Moyal" sur les espaces symétriques
hermitiens. Pour cela, on compare le produit-* de Moyal sur les orbites de la représentaiion
coadjointe du groupe de Heisenberg au produit-* (équivalent) de Berezin sur ces mêmes
orbites. Ceci s'explicite bien à I'aide du symbole de la symétrie géodésique. On applique
la même tra"nsformation sur un espace hermitien symétrique, ce q=ui s'écrit en fonction du
Laplacien dans le cas d'espace de rang 1. Enfin, on calcule explicitement ces transforma-
tions pour la sphère usuelle.

(IV, 1) Ltexemple du groupe de Heisenberg

.- Soit Hz*+t le groupe de Heisenberg de dimension 2le + L, hrr+, son algèbre de Lie et
{Xt,..., XrrYr,...rYkrZ} une base de hrr+, avec les relations de càmmutations:

IX;,Yil - 6;,i Z.

. La structure des orbites de ll21a1 dans hi1*, est bien connue. Avec les notations de (I)
et (II), on a:

0 : {€ € hir+r, tels que 2@ * Ot V :IR*.

L'orbite I7À d'un point ( de 0 tel que 2G) : À, est para^rnétrée par:

piî): &(e)

. Soit 1 le caractère défini sur le centre Z(Hzx+r) de If21a1, pil:

xGxp cZ) - ei"\.

. D'après le theorème de Stone et Von Neumann, il existe, à équivalence près, une et une
seule représentation unitaire irréductible do If21..1 telle que sa restriction à Z(H2pa) soit
un multiple de 1. R^appelons gu'on peut obtenir cette représentation de deux manières: soit
comme une induite unitaire (on la notera alors nÀ), soit comme un induite holomorphe ( on
la notera UÀ). Nous allons construire explicitem"rrt 

"". 
deux représentations et I'opérateur

d'entrelacement qui les relie.

Par ailleurs, I'orbite l7r, munie de sa structure symplectique naturelle c.r:

we(X- ,Y-) :  -  (  €, [X, f ]  >, VX,Y € bzr+r,

est symplectomorphe à m.2t muni de la 2-forme ca.nonique dp A dq. On sait [18] qu'à
équivalence près, il n'y a gu'un produit-* sur (17À, a.'): le produit-* de Moyal,'aé3lin-
troduit, avec toutes ses propriétés en (I) et (II). On notera ici ce produit-* par *M pour

qi(€):ry
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la circonstance. On construira d'autre part le produit-* de Berezin, noté *g sur 17À,
grâce à I'existence d'une structure kâhlerienne invariante. Enfin on donnera explicitement
I'opérateur d'équivalence et on terminera ce paragraphe en donnant une interprétation
geométrique de cet opÉrateur.

(V, 1, 1) La représentation unitaire induite rr

. Soit {s le point de WÀ de paramètres:

Pi(€o) : e.r(€o) :0'

Nous choisissons la polarisation reelle -b C hzr.+r en (6:

h : )  Z r y t r . . . , y t ( .

zrÀ est alors définie pa,r: 
,^ : 

"roJf"1.*, 
*

où X est le ca^ractère défini sur ecpft par:

x (rrp (bY +cz1): e;"x.

nÀ se réalise sua L2 (R*) de la façon suivante:

/  , /  r  \
(n \ ( " "p  (ax  *by  +  c ) ) / )  ( r )  :  r i ) [ c *ôr+* l  yç t+a) ,  v f  e  L2  (R* ) .
\ \ . / /

Les opérateurs infinitésimaux de rÀ sont alors:

(,rÀ1xr;1)1t1 : fr("^krn aix)f)(t) tcj=0 _ ftt{t),
("À14;y)1t; : fq("^ç"rp biy)f)(r);a,=o : i^til(t),

Qr^çz1y)qt1: !*(n^(exp cZ)f)(t)b=s: iÀ/(r).

(V, 1, 2) La représentation induite holomorphe UÀ

Choisissons maintena^nt une polarisation positive [9] h C hrx+rt,

h: )  Z,x i  *  * r ,  . "  .

La polarisation gômétrique sur 17À qu'elle definit est engendrée par:

FA C Tç(W)c, avec 4 : > ùpi * iôqi <" .
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Proposition (IV, 1, 2, t)

i )ChaqueéIémentg  deHfT* r (n :  exp(aX+bY+cZ) ,a ,b  e  O t , "aO 
)  

s 'éc r i td 'une

façon unigue sous Ja forme:

s : erp* 6 - 
|v1 ",p l*, r** *"1 + pzl

oùc: -Àô+ io ,  g :Àô+ ia ,  l r - " -# .

ii)W^ est isomorphe à Hfi*rl"rpbet est donc muni d'une structure complexe invariante.
Avec cette stracture, si nous posons (, : p + iq), W\ est isomorphe à CI e. Avec ces
notations, I'action de Hfç, sur WÀ est:

gz :  z *  Àb- ia ,  s i  g  -  e tp  (aX +bY +cZ) .

Preuve
i) Est un calcul direct dans IIfs*, qui est, par I'application exponentielle, isomorphe à

hï**t '

ii) On prolonge I'action d" hztr+r G -linéairement. Puisque:

x; : +, Yi- : -^!
oqi '  

-  t  Ôpi '

alors: ;  ._ a .a =2i*^(xi  -  
i t , ) -  

:  
ù*,ù ozi

(xi+it)- =*-,+:-rn*.
Donc: 

B ;  e.  r- .

" ,p *(x + |v7., :  '  et  " ,p ; i (x 
-  

*r) . , :  z -  e.

On en déduit que 17À est isomorphe à IIfl* rl"rphet à O o p""t

sap t*tt- i t)r,  -1",p -*t*- i" l f  +2.

Finalement, on montre par un calcul direct que I'action de flfl*l sur W^ a la forme

annoncée' 
e.E.D



La représentation induite holomorphe U\,, se réalise dans I'espace ?l des sections holomor-
phes d'un fibré en droites complexes sur WÀ. Plus précisément, nous considérons le fibré
principal

HT**, - Hl*+r /"*ph - W^ .

Nous lui associons le fibré en droites:

tLw^

où .t - HT*+, x E I -, €t - est la relation d'équivalence définie par:

(g,r)  -  (g ' ,2 ' )  où Ig,r l :  lg ' , / l<+ l lz  €.  eap\ te l  que (g ' , r ' )  :  (gh,X(h-t)r) .

Avec:
r(Io,,l) [g] - go.

Posons:

o(z):  erp -  
*nf"  

-  
i r l

o est une section holomorphe du fibré principal Hl*+, - Wx; toute section holomorphe s
de .t s'écrit:

s(z) = lo("),r(r)1,

où F(z) est une fonction holomorphe sur CI e. Notot r I I'espace des sections holomorphes
de -0. Le groupe Hlx+, agit sur I pa,r:

(g")(r) :  ss(e-rz)  s i  g lo(") ,F(") l  :  lgo(r) ,F(r) | .

Proposition (IV, 1, 21 2)

Soit z un point de W\ et g - eæp (aX + bY + cZ) w point de Hlp*, aJors iI existe wt
éIément c(g,z) de exp\ tel que

(g")(r) - lo(r),,r("(0, 11) rçs-t 
"11,

c(g,z) - etpry (x+ *t l  explc*( b+ia)(??: ^b+to)rt.

et
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Preuve

En effet:

(g") ( r )  :  lso(s- '  z ) ,  F(s- r  z) l  =  [o(z) (  o(z) ) - t  so(g- t  . r ) ,  F(g- ,  , ) ] .

On pose:

c(g,  r )  :  o- r  @)go(g-L r ) .

un calcul direct donne alors I'expression del'élément c(g.,2) deetp\et on a:

(g")(r) : lo(z),, x(c(g, z))F(s-r z)1.

. Soit î{p l'espace des fonctions holomorphes 3f sur 17À, telles que:

^1
l l/ l l '  : J*^Vt4l' "-t dzdz < +æ.

On définit alors la représentation UÀ de l/zr+r sur llp pa.r:

(U^ ("ro (aX + by + 
"Z)) f)k) - f  (z - Àô + ia) , icÀ*{ (Àà*da) (22-\b*ia) .

Remarques:

1) t/^ est unitaire si on munit htr dr produit scalaire:

< 1,f 'r :  I  f@re e'f  dzdz.
JW\

2) ?tr contient toutes les fonctions polynomiales en z et:

1  z t ,z-  )  :0  s i  I  lm dars [ .1e.

3) Si / est une fonction polynomiale alors:

4) Pour tout z deW^ :

f@): (u\1"*pq rrnz x - + n) /) (o) ef .
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En particulier si / est une fonction polynomiale:

lf(")lSffi "+
Ceci entraîne que, si / est da"ns le complété (ponr ll ll) a" I'espace des fonctions polynomi-
ales, on peut trouver une suite de fonctions polynomiales (/") qui converge uniformément
vers /, sur tout compact K C W\. Donc / est holomorphe.

5) Comme toute fonction holomorphe admet un développement en série entière, alors,
d'après 2) et 4),le système {rt, I €tr''[*] est une base orthogonale de'l{r.

. Les générateurs infinitésimaux de la représentation UÀ sont:

/ - - r . - - . - \ .  / . .A  i  . - r .
(uf (xi)/ )(z) 

--\(i-A + 5zi)f )(z)

(uir", lr) e) : (n ̂ * + ), iu)r") .

(ulttlt)e):i\f (z)

(V, 1, 3) Ltentrelacement entre les rerrrésentations zrÀ et UÀ

Soit {h1, t enVÊ} la base de .02(IR&) où h1 est la fonction de Hermite:

htr , . . . , t r ( t r , . . . , r r )  :  i ( t i  -  
f t rOrr , . . . , fy-1, . . . , t . ( t r , . . . , t r ) ,  

ho(t )  :  
" -Ê ,

Pronosition (V, 1, 3, 1)

L'application:

r : .02(lRt) - Tte ,(hù -2-âo-â 
"t

est unitaire. De plus:

(u^tol t) r,l: ((^"^(g).'-') r) t,l.
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Preuve

Pour l :  (1r , . . . , t r )  dans INË, on pose:

I  -  Ul :  ( l r ,  . . . , ,1 i  -  1,  . . . ,  l r ) .

Alors:

tzr(r) : i(ti - 
&)n,-r,r<t) 

:1-;ylr 
U,rft 

-tù',ho(r).
t : l  

- ' l

On voit donc, par récurrence sur l, que:

u? - #rh1 
- (2t;+ 1)h,'

D'autre part, pour chaque j, on a:

"I(xi+ir j) :  &-r,,  "I(xi- ir i) :  &*rt,
UI6i + iYj): izi, UI6i - iYi): -zizu,-

Posons:
çs :2-E v- l l -  .

Alors: 
;

rh1 :(-i\r"r! (X ; + i fj)lzr-tt

:"nr,: (-i)ui( xi * |v,1^r,-til 
.

=(-i)ui(x i  + |vi l"rhp4l
Donc:

r",rlçx1* itrl 
: u\(xi + ]v;", vl.

Par ailleurs,

nl(xi - !^v;n" - u\(x i - ]vi1no 
: s.

Et par récurrence sur t, on obtient:

,.o!1x i - *r)u,-(-r)z.zr] (x? + ir:+ f ;n,-1,1
-(-t) 

[-{rtr, 
- t) + t)rh1-14 - 

"'r-H]
-(-i) lul<r? * |v11",hr6 * |v!121",h,-rr]
:(-i) (uit", - it)","r\;l. i+ f 4ynr-,0)
:ul(xi - 

|vi i"rt ,.
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Enfin, le choix de notre constante donne:

ll"hollu, _ cslllllz, : llt ollz.
Et on prouve par récurrence, comme ci-dessus, que r est unitaire:

ll"(lrr)lln, : llhrll, Vr.

Q.E.D

(V, 1, 4) Calcul svmbolique et oroduit-* de Berezin sur 17À

. Soit L L W^ ir-fibré linéaire déûni en 2, ss la section (qui ne s'annule pas) de .[:

"o(r)  
:  lo(z) , l l

où:

o(z) -erp-* f * - * "1 .

Comme dans (I, 1), on definit les états cohérents sur l7À ainsi:

Si s est dans l, z dans W\ et g dans P-t(r), on pose:

r(P(q)) :  E(q)q.

L'application s - 5(q) est alors une fonctionnelle linéaire continue sur l. D'après le
théorème de Riesz, il existe une section holomorphe eo (l'état cohérent) dans I telle que:

3(q) -< s,eo ) pour tout s de T{r.

Bien entendu, f/21..1 agit sur I (proposition (IV,1,2,1)) et on a:

Vc € CI  \  {0} ,  ê .q ô-req,  Yg € H2p11,  gec:  esq.

Posons, pour z, z dans l7):

e"o7)(u) : [a(r), E"(u)|,

E, est alors dans T{r et toute section de carré integrable s de .t s'écrit:

s(z) :  [o("),F(r) l :1 F,E, ]u, lo(z),Ll
et

F(z) -a F,E, )?tp .

Proposition (IV. 1. 4. 1)

7) Pour z et u dansW^:
E,(u) - (2r)-keY .

2) Si F6,ol(t) : ,-'(En+;ù(t), alors:

Fn,o(t) - 2-+ r-1r"-*b-ie)', 
"-t('-rb)' 

.
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Preuve

1) Calculons E0. Comme, pour tout /, polynôme de ?lp, on a:

/(o) -< f ,Eo ),

on déduit que:

. f(0):< f , ,Es):#

Donc:
Eo: l l l l l t?r -  (2r)-&.1.

Si z : p*i8, d'aprés la proposition ([V, 1, 2, 1):

z:  g.0 où s :  erp(-qx + T" l

Ce qui implique que:
gso(O) :e[o(0),1]  :  [s,1]

: lo(z)o-r  ( t )g,L)
=lo(z),,xk@,"))11.

où c(g, z) est donnee dans la proposition (IV, 1,2,2), avec:

x(c(g,z)): "rpï@ 
- iq)(22 - p - iq): 

"rnl"z.

Donc:
gro(0)  :  s l 'z lo(z) ,11 :  

" * "  
to(" )

et comme e.q: c-leo, on a:

( " )  eo"o1o;(u)  :  e-* 'z  e"o( , ) (u)  :  [o(u) , . * "  E"(u) | .

D'autre part, puisqve esq: gêqi

er"o1o;(u) :(g",o1oy)(r) - g. lo(g-r u), Eo(g-'  u)l

:lso(s-r u), (Zr)-etl - lo(u)c(s, u), (2r)-Èl

-(ztr)- k 
lo(u), 1(c(e, u) )1.

Mais: 
I _

xkk,u)) : 
"rp;@ 

- iq)(2u- (p + iq)): eap(f,Qu - z).

Donc:

(ô) es".1o;(u) - 1zr)-t[o(u),"r0-f,12u - 
")1.
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En identifia,nt (a) et (b), on obtient:

E, (u) :  (2 t r ) -keX .

2) On a:

es". 1o; (z ) = (9e"o(o) )(, ) - lo (u), xk@, u)) Es(s-r u)l
: Io(u),(Ut(e)EoX")l

et, grâce à la relation (.), on obtient:

E 
"(u) 

: sI "' çU\(g)EoX").

D'autre part:

rhs -- cs.l : cs(2r)k Es - 2* nâk Eo,

donc:

r-t Eo - 2-+ î-t*"-* - Fo,o(t).

Par conséquent, pour z:p{, iq: g.0 avec g:eæp(-qx +XY),

Le résultat s'en déduit, vu I'expression de nÀ.

Fr,o(t) :1r-r E,)(r) : (r-1 çel',iu\(slro)(t)
__sL,' p' * e" ((o^(g). "- 

t 
).ro ; 1ty.
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Déffnition (IV, 1, 4, 2) [r0]

. Posons e, : e"oe). Si A est un opérateur borné sur Hp, on définit son symbole (au

sens de Berezin) cofirrrre étant Ia fonction Â sur W t

On définit aussi:

1 , ,  l A e r r e " )
J L l p ,  -

1 ê z r ê z  )

i r  \  <  A e r r e o )
r l t p . w t  -  -

.î admet un seul developpement â au voisinage de la diagonale qui soit antiholomorphe
en la première variable et holomorphe en la seconde variable. La donnee de A est donc
érquivalente à celle de A. D'autre part on peut écrire I'opérateur A à partir de la fonction
A comme un opérateur à noyau [12]:

(A.ù(r) - (2tr)k 
ln ,v@)Â@,,r1"P duù.

On a donc une corresponda^nce bijective entre I'espace des opérateurs bornés L(î{r) et

I'espace @t des symboles. Ce dernier espace est dense da^ns C- (W^).

Déffnition (W, 1, 4, 3) [10]

Si A et B sont deux opérateurs sur Hy, on pose .'

fÂiÊl e): Çn @).

On definit ainsi un produit-r, sur I'espace des symboles des opérateurs bornés sur Tlp qui

sont des fonctions C- sur 17.

Remarques

i) La formule intégrale de ce produit-* s'écrit [12J:

(Â *,4 Q) :  (2r)sk 
"- ' f  [  ÉQ,u) Â@,,2) 

" l  "- t  
dudt.

Jw^

it Si Â et Ê sont des fonctions polynomiales, alors Â *"Ê est aussi une fonction poly-

nomiale.
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(IV, 1, 5) Lien entre le produit-* de Moval et celui de Berezin

. On va construire I'opérateur d'équivalence entre ces deux produits-*. I[2r1r est
évidemment un groupe àe Lie nilpotent et son orbite 17À est isomorphe à n2È. Nous
gardons donc les notations des parties (II) et (III).
Soit ?À la réalisation de la représentation de (5(I4r)), *,ra) définie en (If, 3 , 3). Si u est
darrs 5(I4zÀ) dorr f^(") est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur -t2(IRk) - r-r(7lr\.

Proposition (IV, 1, 5, 1)

. Si u appa,rtient à S(WÀ), alors, avec ftes notations précédentes:

fi"1çe,q) - (e*a ù@,q)

où A est l'opérateur de Laplace.

Preuve:

On a:

rQr16, o1 - 
< T!@)Fns'' F'-'o > .1/ 1 Fr,o, Fp,c )

mais:

1 Fp,q,Fp,c >:< r - ' (Er) , r - r (8 , )  > :  E"(z)  -  (zr ) -ke- t t  -  
Qr) -Ée-4 .

D'autre pa,rt I'opérateur f^(r) est un opérateur a noyau S (voir la remarque (II, 3, 3)),
donc:

< ?À(,r)r ] ,  ,q,Fp,q, :  I  T\: ,1fr,rçù-4 . , , ;r11dt
Jnr

1 1
, s(u)(t, r)Fn,o(")^F'o ,oQ)dtd,s(2r)* J*"

- 2-tr o-zx I S(u)(t, s)e-*("'+t') 
"l{f 

-f) 
"ip(t-t\ "q(e+') 

d"dt.
Jp.2b

Effectuons le changement de variables:

r,:t - s, ,:+,
alors:

@yp, q) - 2-i r-r I Fr@)(x,y)e-I@'+tv2) 
"-ipz "-t'\ "zav 

oro,
Jn2r

- 2-L" o-* [ Fr@)(a,y1e-inx 
"-(a-ù' 

u-I,' 4r4,
Jn2*

^ 1
_ 2-*o-l* |  u(t,yyei"(t-ù u-Q-ù' 

"-trr '  
drdydt.

"/nsr
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En écrirmnt u sous la forme F(F-r(z)) et en développant .F-l(u), on obtient:

Donc:

Or:

Mais:

Théorème (fV. 1.5.2)

Si u et u soat dans Cf;(WÀ), alors :

Q.E.D

fir11e, q) -- 2-' r o* 
4,. 

f (u) (a, b) e- ; ot 
"- 

;o a 
"i 

x (t - o7 
"- 

Q - t\' 
"1 

dx dv d,t fu d'b

: 2* n'r 
.k^,F(u)(a,,b)e-iat "-;ov "-Q-ù' 

hodadbdt

. t "4."1'-ù 
d' , -' fu. " etr)*'

frr)1p, q) :2-* n-'* L F@)(a,b)e-iot"-;tv"-(-t)2 
"-(v-ù2 

614yd,ad,b
.IR.r

: 2# o-t* L F@)(a,,b)e-;o(t-ù e-ib(c-ù.-(t-p)' 
"-tu-ù2 "-i(ap+bù 

ùdydadb.
.ilRnr

de même pour les termes en U, on obtient alors:

ft,p, q1 - Qr)-* A,,f(u)(a,b)e-ion"-;00"4 "* aoau

: ,"'-t (rp1."-#)(p, a) - 1ela.u) (p,q).

" Io (u* r ru )  
:  

" *ou* "e lau .
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Preuve

Puisque :

T^(C,u) : rr1ufr.l1u; : frr; -"?&r),
le résultat découle de la proposition (IV, 5,1 , 2). Q.E.D

(IV, 1, 6) fnterprétation géométrique de ltoperateur e*a:

. On va donner une interprétation geométrique de I'opérateur d'équival"rr"" 
"*o, 

en suivant
la méthode d'Unterberger et de Moreno [33], [27 ].
Soit G I'extension de II21a1 par %z:

G-  %zxp i l z *+ r :  { ( e ,h ) ,  e :  t l ,  â  €  Hzx+ t } ,

où :
p (e )h :  p (e )exp (aX*bY+cZ)  -  e rp@(aX  +ô f )+cZ ) .

La multiplication de G est alors:

(e ,g )  (e ' , g ' )  -  ( ee ' , gp (e )  g ' )  e t  (e ,g ) :  (1 ,g )  (e ,1 ) .

bn considérant I'action du groupe G sur 17À définie par:

(1 ,g )  (p ,q )  :  g . (p ,q )  e t  ( t , 1 )  (p ,8 ) :  e  . (p ,q ) ,

on définit une représentations de G sur ?lp, qui est une extension de la représentation UÀ,
pa,r:

(u^(r, ù f) @ - ,icÀ*# Qz-\b*ia) 1Ge - Àô + ro)).

. Maintenant, si 0, est la symétrie geodésique autour du point z : p * iq de W^, alors 0,
s'écrit comme un élément de G:

0" (p' +iq') - 2p - p' + i(2q - q') :( - r, eap(-2qX* T n) (p' + iq').

et donc I'o5Érateur A" sur Îlp associé à cet élément est défini par:

(n,f)@): (uÀ14"; f) f" l  - 
"z(u-z) 

yÇu *22).

Proposition (IV, 1, 6, 1)

Si Â., est Ie symbole au sens de Berezin de Ar, alors:

î, @) 
- s-l '-u12.
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Preuve:

On a:

Mais:

Â"@):.!:i::!"!

1 A"êu,êo ) :  < t l \10,1eu,êo )= (UÀ1e,;r , ) {")

: ceo ( -u  *  z ) sz ( r - ' )

:gg-zZIuz* lz- f f

(  ê n t ê a  ) :  
" a #  

.

Â"  @) 
-  

" - l ' -u12 
'

Q.E.D

Proposition (IV, 1, 8r 2)

Si / est dansî{p, alors:

Preuve

En effet: î^r
J*^ t{") Â'@) dzdz = 

J*^ tt') "-tz-42 
6"42

:F-'(rçn"-+)p1
:("1a1)1"y.

Ce qui prouve la proposition. 
e.E.D

Si on pose alors:

et:

Donc:

on a:

l*^ r{4 Â,@) d'zdz : (.*" r) t"l.

I
o(/)(") : I t@> â,(u) dzd.z,

J W \

o(u.-u) _ (o(")) ."(o(r)) .
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(rv, 2 )

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, soit g son algèbre de

Lie. Chaque orbite W de la représentation coadjointe de G est diffeomorphe à IRze. Nous
pouvons donc considérer 17 comme une orbite d'un groupe de Heisenberg "exterrre" et
réaliser sur 17 la construction précédente. Nous savons que le produit-* de Moyal *,14 sur
W n'est plus invariant mais seulement cova,riant:

ii.uit - it*uii - q{Y1,, vx, I/ e g.

Considérons maintenant la construction du produit-* de Berezin {<B sur }I/, muni de
la stmcture complexe définie ci-dessus. Les "états cohérents" ne sont plus reellement
cohérents sous I'action de G mais seulement sous I'action du groupe de Heisenberg "ex-
terne". De plus, la propriété de covariance n'est en général pas vérifiee pour le produit-*
de Berezin. Il est donc impossible de relier à ce produit-* une construction raisonuable de
représentations de G.

. Nous concluons de ces rema,rques, que le bon objet pour écrire I'analyse harmonique
des groupes de Lie nilpotents (ou même exponentieh [a]), est le produit-* de Moyal.
D'autre part, pour les groupes compacts, les seules constructions de représentations-* con-
nues utilisent le produit-*. de Berezin. Da^ns cette partie, nous allons donner une déûnition
d'un produit-* de Moyal sur des orbites coadjointes de tels gsoupes, en généralisa^nt la
réalisation gômétrique de I'oçÉrateur d'équivalence étudiée ci-dessus pour IR2t (voir [2?]).
Il sera ainsi possible de construire une théorie unifiée des representations-* pour les cas
exponentiels et compacts semi-simples.

Rappelons d'abord les constructions connues pour les groupes de Lie compacts semi-
simples.

Soit G/K un espace hermitien symétrique compact. Nous pouvorrn supposer G /K ir:.e-
ductible, le cas général se déduisant de ce cas particulier par produit. Nous choisissons
donc G simple et compact, connexe et simplement connexe, K est alors le centralisateur
d'nn tore de G ([21]). Notons o le point K de G/K.On peut alors definirun calcul sym-
bolique et un produit-* de Berezin sur I'espace des symboles sur GIK ([3U, [7]). Tout
d'abord, on construit un fibré en droites complexes .t1 sur G lK. Pour cela, on choisit une
chambre de Weil dans le dual de I'algèbre de Lie du tore dont K est le centralisateur et
on exponentie un poids entier de cette charnbre, prolongé trivialement à I'algèbre de Lie k
de K, pour obtenir un ca,ractère À de K.

. Soit 11 I'espace des sections holomorphes de .t1. On definit les états cohérents 
"c 

(q
dans .D \ { section nulle }), les symboles et le produit-* de Berezin comme dans (tV, 1).
Le theorème de Borel-Bott nous dit alors que l1 est de dimension finie et que I'action de
G sur cet espace definit une représentation unitaire irréductible nÀ, de poids domina^nt À
([35], par exemple). G agit donc sur I'espace V1 des symboles des opérateurs sur 11.

. La symétrie gôdésique 0r, autour d'un point z de G lK est définie pax un élément de G,

que nous noterons aussi d". Soit A) -- T\(0 r) I'o5Érateur corresponda.nt sur l1 et A) son
symbole.
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Deffnition [27]

Soit f wt symbole dans Vs, on pose:

(t^ ul) (,) : 1",* r@ 4 @) p(,)

où pr est une mesure invafiante sw G f K, qui sera norrnaJisée plus tard.

Sur chaque V1, on definit le produit-* de Moyal *|n par:

oÀ(/.i f) : o^(/)."o^(/').

Lernme (IV, 2, 1)

Pour ehaque z et u de G f K, on a:

4r"l:4@).

Preuve

Fixons u, pour chaque z dans un voisinage geodésique U de u, il existe un point u dansU

tel que:
0oz :  u .

Soit ss une section de .L qui ne s'annule pas sur l,/. Alors:

1 r , , r  _  
(  A)  e"o(r , ) ,e"o(o)  )  _  1A)  e"oe"ùre"o(e"ù )

A;  \u) :  <  
" " r ( " ) ,  

ers l r ;  )  1  ê"o(eur) reas le,zy )

Mais:
€so(e,ù -- 0,1.ep-r co)(r) :  zrÀ(dr)(e"61ry)

où:
s[ - (d,-rssxz)

et:
o^7er0,oo1:  T\ (ee"z) :  rÀ(d, , )  -  A) .

Donc:

4t > -1 AI " 'oQ)'""ù' \  > :4@).
(  € " o ( r ) , e r 6 ( z )  )

Comme GIK est connexe et Q (u) est a^nalytique err z,l'égalité ci-dessus est vraie sur
tout G I K.

Q.E.D



Lemme (l\1, 2, 2)

Soit Lo l'action réguJière gauche de L'éftément g de G dans Lz(G lK), alors:

Lo(v^) c v^ et ,eooÀ - o^oLc.

Preuve:

.Soit z un point de GIK et g" un élément de G tel qlre gzo: z. Puisque:

A) :  n^b,)"A:"o^(gl t ) ,

alors, pour tout g de G,

r r  ̂ (g)  "  A) 
"n^ 

(g -  t  
)  :  o^ (g o. '  ) "  A) "  

t r  À1 
e o )  : ' l | . , .

D'où:

$,{"):4 (g- 'r).

Maintena^nt, par définition:

Q.E.D

Corollaire (fV,2,3)

Si Ie rang de L'espace symétrique GIK est un, alors '!DÀ est une fonction Ô du Laplacien L
sur GlK.



Preuve

Dans ce cas, les composantes isotypiques de la représentation régulière.t sv L2(G|K)
sont de multiplicité un et contiennent seulement des fonctions C-. D'autre part, I'espace
des opérateurs différentiels invariants sv G /K est I'espace des polynômes en Â. Ces com-
posantes sont donc #parees par A (t21]). Le corollaire découle donc du lemme précédent.

. Maintenant, on peut identifier I'espace G /K avec I'orbite W de la représentation coad-
jointe d'un multiple de À de telle façon que le symbole de I'opérateur zrÀ(X) soit, pour
tout X de S, la fonction X -< X,. ) sur I'orbite W. Leproduit-* de Berezin est alors

covariant strr 17. D'autre part, puisque G est simple, I'espace des fonctions Î, pour X
dans g est invariant sous la représentation Z et irréductible. Si, de plus, G est de ra,ng 1,
cet espace est une composante isotypique de -D et il existe donc une constante C1 telle que:

O(X) : Cx*, VX € g.

On peut alors choisir la normalisation de la mesure pr de telle façon que C1 soit égale à 1

Proposit ion (IV. 2.41

.Pour un bon choix de la mesure p, Ie produit * de Moyal est covatiant:

i**u;t-r| ' .*;x : l lx,Yl, vx, Y€g.

t]n exemple:

.Soit 52 la sphère de rayon 1 dans IR3. On sait que 52 est I'espace symétrique hermitien
SU(2)lK où:

* : { ( " ' '  0  \  )

( \  o " l ' '  ) '  t ' IRi '

52 est aussi une rariété kâhlérienne, si on I'identifie à SL(z, O )/II où:

,,: { (,;' 3) , ",'. o , oto\

On choisit courme carte de 52 la projection stéréographique:

S2 11pote nord) - O .

La structure complexe de 52 est, dans cette carte, la structure complexe usuelle de O
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Soit g nn élément de SL(Z. O ). L'action de g sur 52 s'écrit da.ns la carte:

s-z:#, si  n:( i2) etz€o, cz*d' t ' l '

Les fibrés holomorphes en droites complexes sur 52 sont paramétrés par IN et sont trivialises

strr notre carte ainsi:
Pour chaque m deIN, on définit le caractère 1 de If par:

*(d-' 9):,--
\  c  4 /

et le fibré L* par:
L*  :  SL2(A )  xr0 -  SLz(A YH.

Toute section holomorphe s de L* s'écnt alors dans notre carte:

sç21: (  1^ 1\ .  rr , l l- , \ 0  
t ) t ' t -

où .F est une fonction polynomiale de degre au plus m eî z. En particulier, on notera ss

la section deûnie par la fonction F constante, égale à 1.
Notons f- I'espace de ces sections holomorphes. SU(z) agit ainsi sur l- qu'on identifie

à I'espace des fonctions polynomiales de degré au plus rn:

(o-(g) r) (,) : (a * F,)^ F fffit, si n: (!p E)
On munit f- du produit scalaire invaria.nt:

ou:

1F,F' ,= [ Fe)re he)r,
J a

h(z): (L + zz)-^ et tr: * ffi
(p est la mesure normalisee de S2).

Les états cohérents sur .L- sont alors:

e,o1";(u) :  
t  (â ï) ,  "" ," , ] .

Proposition (IV, 2, 5)

E,(u) -- (m + lxl + zu)*.



Preuve:

Le cacul se fait comme dans le cas du groupe de Heisenberg, le résultat est dans [7] et [37]'

. Soit u un point de notre carte, posons:
' l ù

n,:(qÉ),
\ (t+"")T o+";T /

g,, est alors dans SU(z) et, guo: u.

Si d" est la symétrie geodésique sur 52 autour du point z, on aura:

o,(u): s" oo slr.u - 
W_ ra.

Pronosition (IV, 2,6)

0, est défrnie comme un éIément de SU(2):

P  (a -  P \7 2  _  
\ - p  " )

où a :  i  # t ,  g :2 i  ;$ .
D'autre part, si A! désigne r^(0r\, alors:

B @) - ( -i )- la'" \{ ? ial]'iï)-?a- "') r
Preuve

L'écriture de 0" comme un élément de SU(2) est un simple calcul utilisant la section
trivialisa,nte de notre carte.
D'autre part:

8@):o@"11u>:#
_tr*(0,)8,(u)

Er(u)

et I'expression de 8@) découle de celles de r* et de Er.
Q.E.D

. Notons eiQ)lasect ion z i  ss(z):  t (â "r) ,  t t r .  Le système {ei , i :0r . . . rnz} est  a lors

une base de I- et:

Lemme (\1, 2, T)

.SiV* est l'espace des symboles des opérateuns sur f-, alors :
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,  {F i , " , ( r )  :  #d# i , i :L, . . . ,m} est  une ba^se dev*.

ii) SU(2)x SU(z) agit surV,n par:

(g, s') Fi,", (") : F;2,,0,.,{r)

et Ie vecteur depJus haut poids de cette représentation inéductible .st F#*^.

Preuve

i) Soit s un élément de l-, si on pose:

ff,",  (s) :( sr e; ) eit

a lors  {Pf , " ; ,  i r j :0 , . ' . ,n4}  est  une base de É( | - )  ,  e t :

fri,ra:W
1 e " o ? ) r ê i  ) 1  e i r e s o e )  )

1 eco2)r ers(z) )

=#&
puisque:  

" ; ( r )  
:  . -ê i te"o( , )  )  e t  h(" ) :  <  so(z) ,ss(z)  > .

ii) Comme:
((g, g'  )Pi, . ,  )(r)  :(s '  Pl," ,g-t)(")

:  (  sr  ge; )  g 'e i  :  Pï i , , ' , . i ,

et
gei :  

" i(^-zi)eei '
.  ( " i ,  0  \  / e i ç '  0  \ - , - - - ^ - - - .t i  o : ("0 

"Jr, )"t 
e' :  ("0 

" i4 ) 
alors on voit que :

@, g' ) €", : ei1^ 
-2 c)e-(m-2tl''l 

8..,

ce qui prouve le lemme.

. Maintenant, la représentation régulière de SU(z) sur V- se décompose en somme de

représentations irréductibles: 
rn

D r*,
&:0
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par construction F!o,", est un vecteur de poids domina^nt dans V-, ctest donc le poids
dominant de Dp, 

""iilù" 
à un multiple scalaire près. De plus le laplacien A sur 52 s'écrit:

A:(1 +ut\ ' ! ! .- \ -  r  " " ,  
ô u ù x .

On a donc:

11Fj",",;12; : -k(k + r) Fj,,"*12;.
Enfin:

Proposition (IV, 2, 8)

La transformation lb^ a Ia fonne suivante:

O- lo .  :  a( rn,k) Id lP,

avec:

[ 0  
s i  l c>mourn -k impa i r

a(m,k) :  
I  zrt- t)-*r , ,T!,  =. 

(+)!
(  '  ( ** f t+ l ) iæisrnon'

Preuve
Puisque Q- commute avec .t et donc scalaire sur chaque D1:

(o* F:o,,,)(r) : a(m, k) F!o,",(r),

alors, pour z : 1, on a:

t(-i)- [ ^+ (zz)#:5;ffi J,"7ffia'az
_ (-i)'"+' (+)!
-  

( f r+ l ) (ne+k+t) !  (#) ! '
Mais:

F!o,,r(l):"fo
ce qui nous donne le résultat.

On déduit finalement de ce qui précède I'expression de la fonction { telle que O- soit

d(a)'

Ô: rh"w

o ù : l l

,(A) : -;+ 
itr 

- 4L\+ et ,h(k) = a(m,k).
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COMPACTS

. Dans cette partie, on construit la représentation-* régulière d'un groupe de Lie compact
G. On montrera qu'on peut toujours réaliser G comme un sous-groupe de .9O(V) où V
est un espace vectoriel euclidien de dimension n * 1.

. On réalise le fibré cotangent T.(G) de G coûlme une orbite O, de la coadjointe du
groupe produit semi-direct de G avecVn:V x...xV nfois. A part ird'unproduit-*
sur T.(G), on construit la représentation-* associée à I'orbite O. Puis, on en déduit la
représentation-* régulière du groupe G.

. Sur T*(G), deux produits-* ont été construits, I'un par A. Lichnerowicz, I'autre par S.
Gutt. Da,ns cette partie, on utilisera le produit-* de S. Gutt, les polarisations naturelles
de celui de A. Lichnerowicz définissent en effet un espace de fonctions polarisees réduit à
0.

(V, 1) Rappel sur les qroupes compacts

1) G éta,nt un groupe de Lie compact, soit ? un tore maximal dans G, t son algèbre de Lie,
Â le système des racines de la complexifiee g" d" g par rapport à !a et D(g) le diagramme:

pG) - {H € t tel que a(//) e 2h T',, pour un certain o € A}

. Notons t" : ! - O(g) et fixons une composante Ps de !" telle que 0 € Fo.

Si on pose :
C:  Ad(G)Po

où Ad est I'action adjointe de G, alors [21], I'application :

GlTxPo-G,

(gT,H),- g"rpïg-r

est une bijection sur son image qui sera appelé G" I'ensemble des points reguliers dans G.
G, est dense dans G. Par construction, I'applicatioî etp : C - G" est bijective.

. Pour X fixé dans C. soit:

Dx:  
{ " .  

C te !

D 'x : { " .c  te l

Cx:C-Dx

D'apres ce qui précède, les applications:

que eop - XeapY / G,\

que eîp-YeæpX /G,\

,, C'x - C - D'x.

103



,b(X, . ) :Csç ->C et  l : ( . , ,X) :C '2ç + C où t r (X,Y) :  eûp-  XeapY sont  des in ject ions

à image dense. De plus:

,h(X,Y)  :  -û(Y,X)  s i  Y € Cx îC 'x .

2) Soit G un groupe compact connexe et réel, g son algèbre de Lie. On a 8.-- ZO s où

E: [g,g] et z est le centre de g. Posons dimg: p.

Soit G' la composente de I'identité dans le qloupe des automorphismes linéaires sur g et é'

son revétement universel. Le centre Z de G'est alors un sous groupe fini. Si CardZ : r,

considérons le tore T:IRl Vet un sous groupe cyclique E d'ordre r de ce tore. Si on

désigne pax G" le groupe produit de G' par p exemplaires de ?, et par N le sous groupe

Er....EoZ de G" chaque .E; est une copie de E, il existe alors (voir pax gxemple le livre de

Pontrylgin, section 64 exemple 106), un sous groupe fini central Il de G tel que G/.tri soit

de la form. G" lx.

Soit 1; z T O le caractère x;(o) : 
"2irrz 

de ?i, alors OI=r x; @ Ad est une

représentation fidéle de G" f y. Mais on sait (voir par exemple: Hochschild 'Structure

des groupes de Lie'), que pour tout h dans I/, il existe une représentation r7, de dimension

finie telle que zr6(ft.) + Id. La représentation

p:  @P;=rX;@ Ad* D "o
heH

est donc une représentation fidéle de G sur un espace de dimension fini V. Cosrme G est

un groupe de Lie compact, il existe alors une forme quadratique sur I/ invariarrte Pæ G,

il rËnsuit que p(G) 
"rt 

.rn sous groupe compact de O(V), donc de SO(V) puisque G est

connexe.

(V ' ,2) Réalisation de T'(G\ comme une orbite de G x V-

ongardelesnotationsprécédentes. Soit V*:V x...xV mfois, G agit alors surV- par:

g (e t r . . . r e - )  :  ( g " r r . . . r ge* ) ,  e ;  € .V  e t  g  € .  G .

Notons O- I'orbite d'un point ("r,..., e-) dans V- sous G.

Lemme (V, 2, 1)

Si m : n et {e1,...,en} un système libre deV alors On est inmoryhe à G-

Preuve

Soit (e1,...,en*r) une base de V. Si g appartient au le stabilisateur G("t,..,er,) de

("r, ..., e,.), alors 
'gei 

: ei pour i : 1,..., n, mais puisque g est da,ns SO(V), alors g stabilise

) €1,..., ê, <L et son orientation donc er..r1 d'où g : Id. Et par conséquant :

On = G lG(ey ... ,  en) - G.
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. Considérons le groupe produit semi-direct G x Ç qu'on réalise matriciellement par :

(s o Y,\

G xVn: {(g,Yt, . . . ,n)  :  
I  O s % l ]
\o ô L/

Le produit dans G x Ç secrit :

(g , ,Yr , . . . , ,Y. ) (g ' ,Y| , . . . ,V i l  =  @g'  ,gYl  *Yt , . . . ,gY: ,  +  f " ) .

L'action adjointe de G x V,, est donnée par :

Ad(g,1r,. . . ,  Y*)(X,Tr,. . . ,Tn): l r+aeX,-(AdgX)Y * gTt,, . . . , , -(AdgX)% + nf, ] .

Par conséquent, si (€,1r,...,?r) sont les coordonnées sur la base dual de g* xVÎ alors:

Ad*(g,,h, . . . ,  f"X€, r l r , . . , ,q,-)  :  (€' ,  r l i  , . . . , r1'*)

o ù t

€' = g€ + D gq; AY; , q'i: gqi
i = l

la forme q AY etant définie sur g par:

( ? A Y,X > : 11,XY > (XY est I'action de g dansV).

. Si {e1, ..., e.} un système libre de V . Prenons le point (0, er, ..., en) dans g* xVn. Notons
O I'orbite de ce point sous G x V, .

Proposition (Vr 2,2)

O est symplectomotphe à 
".(G).

Preuve

T- (c ) :  
{ ( r ,a )  

avec  s  eG e t  a  €  4 (q}  =  G xg . .

Tout d'abord I'application :
O + 

" . (G)
(o,g("r ,  . . . ,  

""))  
,_ (g,  a)

est bijective, vu le lemme précédent.
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D'autre part, soit À la L-forme de Liouville sur T*(G)z

À10,o;(X, T) - a(X) si X € g et T e g*

alors:

dÀ1e,o; ({x, ?), (x', 
"')) 

: (x, l)À6,,y(x' ,T') - (x' ,T')\1o,oy(x, ?;

À(g,o) ( [ t", T), (x',r ') ]  ).

Remarquons que :

1) Si X est dans gr on peut voir (X,0) comme un champ de vecteurs sur G xg* et la

fonction (X,0)- sur I'orbite est définie par:

(x,O)G,' l  : (  (x,0),  (o, s '(er," ' , t"))  1: a(x) = À(g,o)((x,0)) '

2) Si V e fiG) vu comme un vecteur tangent à la fibre de ?.(G) en (9, a), on a:

À(r ,o) (0,  Y)  :  0 .

. Soit ar la 2-forme symplectique sur O :

,({x, Y),(x' ," ')) : {(x, r)-, (x' ,Y')-I

où {, } est le crochet de poisson sur O.

on va montrer que: 
@(c,o) - dÀ1e,o).

En effet, il sufrt de voir que :

c)d)1e,c; ({x, o), (x',0)) : (x' ,O).o(x) - (x,O).c(x') + " ([x, x' l)

-  {(x,0)-,  (x ' ,0)-}(c,o) :  @(s,o) ({x, o),  (x ' ,0)).

ô)d)1o,oy ({x, o),  (0,f  ))  :  (0, r) .o(c) -  (x,0).À10,,y(0, v) + }(c,o) ( [ t" ,0),  (0, x)])

:  (0, f) .(X,0)- :  {(X,0)-,  (0, Y)-}1o,oy,

puisque 
[(",0)-,(o,r)-] 

: (0, x.Y)-.

c)

dÀ10,o; ({0, r), (0, y')) : 0 : @(s,o) ({0, r), (0, y')),

puisque [(o,t),(o,r';] 
: o.
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(V, 3) L'induite unitaire

On choisit la polarisation algébrique reel h - {0} xVn, et on deûnit un caractère X sur h
pa,r:

X (0 ,u r ,ù2 t . - - , t o . , ) : rÉa  e i , a l )  ( { r r , . . . , u ,n )€  Vn  e t  ( r r , . . . , e , , )  dans  yJ f i xé ) .

i= l

On exponentie X au sous groupe H : {I} x Vr, par :

X(I, ur, ..., an)- rt Di=' ' ei 'Ùi ) .

L'induite unitaire

" : ,i\lu-x
se réalise alors sur I'espace :

x - {p : G xvn- (E ( L)F(L'A) :x(h)r(A) si h e H 
7[_' 

r . x y,t r_-+ u/ avec 
t 2) ïu\orv,lF(A)l2dA < æ I

par, si A et A' sont dans G x V"

("1a;.r)(A,) : F(A, A).

O., r\G x Ç est canoniquement isomorphe àG. Considérons eneffet lasectionr:

r :  G  +  G  xVn ,  g  -  ( g ,0 , . . . , 0 ) .

Alors à chaque F de 7{ on associe une fonction / sur G définie par:

f (ù : r('to)) Ys e G.

Donc zr se realise sur L'(G), pour f dans Z2(G), (g,Ytr...rY") da,ns G xVn et g' dans G
on aura:

(" @,Yr, ...,,n )f) (o' ) : x(L, s' 
-r Yr, ..., s' 

-r Y,,) f (s' g).

Les générateurs infinitésimaux de r sont:

si x e g ('(",0)/)(g') : fif{n' "xptx)p-o

si Y eVn ("(o,n/) (s'): x(I,s'-rY)f@')
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Remarquons que I'on peut écrire:

x(I ,g-r .1,)  =;D. 
" i ,e- ' .y i  ) : ; l f ikeù - i tçs1 (y:  ( r r , . . . , r " ) ) .

j = l  j = l

Donc zr((0, Y)-) est la multiplication par une fonction qui ne dépend que des variables de
la base G du fibré ?.(G).

(V. 4) Reorésentation-r.

. Soit C I'ouvert de g defini dans (V,1).

Déffnition (V. 4. 1):

Soit / une fonction C* à support compact sur ?.(G) et g une fonction de L2(G), on pose:

(A ff)(g) : l. [ _. ";'(x) 7 (s ero+, a)e@ eæpX)dX da.
JC Jg,'

Ainsi déflur,i, A1 est un opérateur linéaire sur.[2(G).

Notons pax B I'ensemble des fonctions de C* (f'çq), t"tt" que la transformée de Fourier

partielle de / par rapport à la variable da,ns la fibre ç'f) ait un support lc compact et
inclu dans (G x C)

Proposi t ion (V,4,2)

Si / est datr B aJorc

ù A1 est un opérateur de Hilbert Schmidt sur .t2(G) et on a une estimation:

llArllas < C(k)llflh'"

(C(k) est une constante qui dépend de k)

ii) L'adjoint de I'opérateur A1 est A] : AT.

iii) TrAl : ïr.G) f @,e)dsda.
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Preuve

i) Soit / un élément de B, et g une fonction de L2(G) :

(Aff)(g) : [. [_.";a(x) f (sero+,a)ekexpx)d,Xd,a
JC Jg'

rr(: 
J rV" f)(g"'Pï, x)ekexPx)dx

Si A(X)dX est une mesure de Haar invariante à gauche sur ecID C, on pose:

Q ilg, expX) : çf,il@"ro+,x)A(X)-r.

ôy est C- sur G x G, et à support compact inclus dans G x exp C.

Alors si dg est la mesure de Haar sur G on a:

I
(A ff)(g) -- J rr, @, expx)e@ eapx) L,(x)dx

:  I  ork,g\çkg')
Je

:  I  oi lg,g-tg)ç(g')ds'.
Jc

Donc Ay est un opÉrateur de noyau Kt(g,g'): Qt@,,g-rg').

D'otr :

llA rll,r r : to *ol* r@, e' )l' aeds' : 
Io,olr,re, e-' e)l' dgdg'

I  1 1  1 2: l^ l^lot(o,o')l asas'
J G  J G I

I  1 1  1 2: | _ I -la ̂g, eæpY)l L(Y)dY ds
J G  J C I

: [^ [.lrr' 
.lxn",oT,rY 

l'a-r 1r )dY d's.
J G  J C I

Mais , comme f e B, erf) est à support compact fr da^ns G x C, ce qui entraine que :

llA At'r, s c (k) l. l rl{r, n{n",of, ,nl' av ao
| t 1 2

S c(fr) 
I o, ol{r" 

f)(g, r) | 
dY ds : cqnstantellf 1121",

puisque A(Y) est bornée sur la projection de lc sur C.
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Donc :

Mais:

ii) Si lf1(g,g') est le noyau de I'opératevr A1, alors I'adjoint A*t de A1a conrmenoyau:

E  r (g '  , ù  -6  ^g '  , g ' - t g ) .

. Posons g : erpXrg' : expY avec X et Y da^ns C tels que g'-1g € enpC, alors :

g- rg '  €  exPC et  g- 'g '  :  enPû(X,Y) .

R r(s', n1 : (F1h (n' ",rry,,h(x,r)) A (,r(Y, x))

çTT)@,x) : (f"T)(s,-x) et ,b(Y,x): -rh(x,Y).

E r (s', g) : (F,T) (o""nff ,,,b(x,r1) a (+f x, r))
: %(n, exp{:(x,r)) : %fu,g-ts')
_ Kfo,,o,).

D'où
(At)* -- Ar.

iii) Se déduit du fait que le noyau de Al est continu donc que

11
TrAl : 

JoK r@,g)dg : 
Jor,@,r)On

11- 
I G(f"f)k,o)dg 

= 
J r. r"rf(o, 

a)dsda.

Q.E.D

. Maintenant, si / est dans BrIa formule :

l lA{ l ' r t :Tr (AtoA7)

definit un produit scalaire da^ns B par :

< f , f '>- -Tr(At"AV).

Notons L2* le complété de B pour cette norme.

Proposition (V, 4, 3)

L'application A qui à f associe A1 est une bijection d.e L2* sur I'espace nS(f"çq) a*

opérateurs de Hilbert Schmidt sur L2(G)).
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Preuve

D'une part, I'injectivité découle du fait que :

llAill'at : lffnl

D'autre part, soit K C n' C C, deux compacts, p,E une fonction C- telle que :

p.(x):{â :l TEâr,,,
et0(e* (X)<t .

Si A est un oçÉrateur dans H S (L'z G)), au noyau K, on définit la fonction f* dans B pa.r:

(f ' f*)@"ro+,,x) : K(s,sexpx)Â(x)p,.(x) (si x e rc',  0 ai l leurs),

et donc le noyau:
K h(g,, g') = tb !"(g, g- '  g').

Si g-tnt s'écrit eapX, avec X da^ns C, alors g' -- geapX , et:

K r*(s,s') :  (F,f *)(g"ro+,X)A-r(X ) : K(s,,sexpX)p*(X) : K(g,,g')p*(X).

D'où :

[^ ̂ lr" - Kr")@,0')l'aods' :
J c x c

[ - on | [., -l* A, s expx) - K (g, s etp x) p *(x I l' a1x px]
J G t . /C\æ '

l f t t 2 t 1 2
s l^ l-. lx(o,seapx)l l{t - r,,{x))l tçxlaxao

J G  J C \ æ  |

t [^ [-. l*k,s",px1l't;x)dxdsJc Jc1æ t

s l^ [.__,.,., l"(n, o'\l'asas'.
JG Jczp(C\æ' )  |

Maintenant si rcr, est une suite de compacts dans C tel que r,. C rrr*, et Uæ,. : C, alors
la suite K1". converge vers K dans L'(G x G). ce qui entraîne que .f^, est une suite de
Cauchy dans B. Elle converge donc dans .Dl vers une certaine fonction f ef K - K 1.

Q.E.D
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Déffnition (V. 4. 4)

S f et f' sont deux éIéments de L2*, on pose ;

A1*f :  AtoA|.

Ce qui definit un produit associatif dans .Dl. On va montrer que ce produit est celui
associé au produit-* défini pa,r S. Gutt sur T.(G) dans [19]. Rappelons la définition de ce
produit-* :

Soit g I'algèbre de Lie de G, S(g) I'algèbre symétrique de g et U(g) I'algèbre enveloppante
d" g.

- Si P et Q € S(g), alors:

P*Q:o- t ( "1r1 ' "1q1)

Où a est I'application de complète symétrisation de S(g) dans t/(g).

- Si "f, /'sont des fonctions de G seulement, on a:

f* f '=f f ' -

- Si / est da^ns C*(G), /' dans C*(T-(G)) et r est la projection ca,nonique T-(G) -, G
alors:

, -U) *  f '  :  r*$)f '+ t  ( - \ - ) ' , . (  x ' - . . .x i , f )z; , . . .2; , f ' ,'  
?-o rl 

' \ '*rr

où les X; sont des champs de vecteurs sur G et les Z; ær,rt des champs de vecteurs verticaux
de ?. (G) te ls  que a(Zi ,X j ) :  6 ; , i .

Il existe alors un et un seul produit associatif formel sur ?*(G) - G x d. q"i vérifie ces
trois relations.

Proposition (V. 4. 5)

On peut étendre la tansformation A à L2* A (g x %) d'une façon unique en posant:

A* : -ir(x) Vx € gx v".

Preuve

Il suffit de montrer que la relation qui definit Ay peut être étendue au)c éléments d'une
base de gx Vn.
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Si Xj est un élément de g, on notera le nombre (X,0)-(g, o) pa X@,o). Alors

* i :  o i '

donc si g est C* sur (G) et si supp g est un compact inclus dans genpC, posons

ô ( r ) :  ç (gexp | r t * t )
t

alors / est une fonction C* à support compact danslR- et:

(Ax,ù@): [  [  " io(x)oi?(seæpX)dXdaJC Jg,.

r: 
Jo'oi(F$)(a)do'

Par conséquent :

(Ax,ùk) :T (oiq,ol) rol : -;fi0{o1
'  

l r -o  .

: -;(r1xV)fol

De même, si (0, Y) est un élément de {0} xV,. C ExVn, alors la fonction (0, y)- que nous
notons i est une fonction des variables de G seulement. Mais si g' est une fonction des
variables de G seulement et g a les mêmes propriétés que ci-dessus alors:

I
(An,ù(g) : 

Jo.F(ô'û(")dn 
:f (rç6,61)101

où on a pose:

ô'(r): ç'@"rp*) et /(c) - e(sexpX).

Ce qui entraîne que:
(Ar'ç)@) : v'k)çk).

Et, vu I'expression de r((0, Y)), (voir (V, B)) on a:

(Avù@): -; (,r(10,y))e) (g).
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Remarque (V, 4,6)

7) * "est" Ie produit de S. Gutt [19]. Puisque (proposition pÉcédente), le prolongement
de Ia transfotmation A à L2* O g x V" défrnit un produit a,ssociatif sur un sous-eqpace de
z3 o s(g) tel que:
- Si P et Q sont dans ^9(g), aJors:

P*Q:o-t("1rp1qy)

Où o est Ia symétrisation de ^9(g) dans U(g). ceci se démontre par induction en utilisant
A et le fait que r est une rcprésentation de U(g).

- Si f est f' sont des fonctions C* des variables de G seulement

1*f ' : f f ' ,
d'après Ia preuve ci-dessus.

- Un caJcul simple en utiJisant la transformation A et la proposition précédente montre
que Ia troisième condition du produit-* de S Gutt est vérifree.

2) Rappelons gue A. Lichnerowicz dans [25] avait déf:uri un produit-* sur T*(G) de lafaçon
suivante:

On considère G conrme une sous vadété dentn+l x ..... x IRn+r , n fois, donc T *(G) se
réalise conme une sous variété de E:

E :  ( I g '+ r  x  . . . . .  x  IRn+r  -  {0 } )  x  (nù "+ r  x . . . . .  x  IR '+ l ) .

Soient {gt,..., g"} , {py...,pr} deux systèmes fibres delR'*l , p; ) 0 , oi,i , .fi,j et,
ui,i U, j :1,..., n) des nombres r&[s, on défrnit des transformations linéaircs sur E par :

ql :  Æqr
qL-n.kz*ntqr )

qln: p,(q,- i  
'Yq, i t i )

d= l

,  -7 ,  .3
P'":  Pi '  (P' + Lr",rPt)

i= l

, -1 / ,aa
P'n-r : p"!{p"-r * on-r,rp" + Lun-r,;gi)

d= l

P'r : Prr(r, + | or,;Pi+ 
" Ë ur,i1i).

i= l  i= l
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Si on impose dp A dq - dp' A dq' on défrnit alors un groupe Gs engendré par ces tuansfor-
mations qui agit sur -E en présewant la stntcture symplectique et la connexion plate de E.
De plus, I'espace des orbites de E sous Gs est isomorphe àT.(G). On considère donc le
frbré principal r : E + T-(G) de groupe stnrcturel Go et Ie produit-* de Moyal usue|,1114
sur E. AJors on pose, pour f et f' des foactions C* sqr T*(G):

,c* f *u r* f ' : n*(f * f ')

Ce produit-* posséde une polarisation-* réelfte naturelle:

{/ tels que f * qi :0 Vi}.

Malheureæment cette pola,risation-* est reduite à 0. C'est pourquoi on ne considèrera pas
ici Ie produit-* de Liehnerowicz.

3) Notons gue ces deux produits-* (celui de S Gutt et celui de A. liehnerowicz) sont
différents (voir [11]).

Soit / da,ns .Dl et 7 un élément de G x Vo. r(7) est alors un opérateur unitaire, ce qui
entraîne que ?q(7).4; est dans H S (L'zG)) . ni"ri de I'action de G x v, dans n s (n, çc1) ,
on déduit une action de G x Vr, dans L!,, notêe EQ) * .

Déffnition (V, 4, 7)

Pour 1 dans G x Vo et f dans L2* :

Ar(r)* t :  r (7)"Ay.

Proposition (V, 4, 8)

Les relations suivantes sont vérifrées:

i) E(z-') - m
i i) *(nProtr) - /)1,=o : i i * f

Preuve

i) Résulte des égalités suirrantes:

Aslr-t1*f : n(.f

Vf€ExV' " ,YfeB.

- ' )  o At : r r ( , , t )*oA, :  (O]"  "(r))
: Aï*eh): LtTù- A75.f'
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ii) Si / est dans 8,, Al est de Hilbert-Schmidt et est un vecteur C- pour la représentation
de G sur HS(L2(g)) aefinie par (7, A) - r(1)"A. Donc / est un vecteur C- pour la
représentation E(7)* et :

*, o rr. "orr) *t I t=o : * (* r",o,r) "ât) l,=o 
: tr (r) " A y

:  A;i* 1 
: AXlel.rptr)*11 lt :o

Q.E.D

. D'autre part, on peut définir E(1) corrme une distribution sur B. Plus préci#ment, à
partir du produit scalaire sur B défini précédemment, on definit une forme bilinéaire reelle
sur B par:

<< f ,-f '  >>: Tr(A7"A1,),,  (t i  /  et / '  sont dans B).

Avec les notations précédentes, on a:

. 1
<< f, f '  >> :  I  Ktk,g')Kf(g' ,g)dgdg'

J G x G

:  I  Q ̂g,g- 'g ' )Q t , (g '  ,g ' - r  g)dgdg'  -
J G x G

Le changement de variable g-'g' : g" entrîne que:

I
11 1,1 '  >> :  I  Qt@,g") tbr ' (gg", ,g"- t )dgdg"

J c x G

: 
I o *r(r, t l@ *pT, x)(F. f ' )(g "rpT,-x )A( -x )ds d,x

: 
I o,r(r, 

y1çs, nfr(g, x)a( - x)-t ilsdx.

Rappelons que A est définie par :

1 1

J of @)ao - 
J, fGxnx)a(x)dx.

Si f' est une fonction de B, F,Tk, X)A(-X)-l est un élément de I'espace 2 des fonctions
C- à support compact inclus dans G x C et réciproquement. On identifie donc les duaux
de ces derur espaces en disarrt qu'une forrne ? strr B est une distribution sur B (un élément
de B') si et seulement s'il existe une distribution S de D' telle que:
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<T, f  )B: (  S,F"TLGX)- '>o Yf  e  B.

En particulier toute fonction f de B definit une distribution Q sur B par:

1 Tf,, f' >a:<< f, f' )):< (f,f),F.TLex)-' >, .

- Si X €C,La distribution E(eæpX) existe et s'écrit alors:

< E(eapX), f  )a: TrQr(eapX)"At).

Or, le noyau KxJ de I'opérateur r(expX)oAy est

K xJ(g, g') : K /geaPx, g')'

Donc :

< E(expX\,f >n: I K*,r@,g)ds: I xi lgexpX,s)d,s
J G  J G

: 
loV ilsexpX,êrp - X)dg

: 
lo{rùk",p|, 

-x)a(- x)-'dg : 
l.rrtXg, x)a(- x)-'dg

:( lc I  6x, (f ,7)^( _ X)-t >, .

Ce que I'on écrira formellement:

E(eæpX):  fo(Lc O 6x)  :  lc  I  
" io(x) :  

lc  I  ed i .

- De même si Y € {0} x Vn,,la distribution E(expY) existe et s'écrit alors:

< E(expY),"f >: Tr(tr(Y)"A1) Yf e B.

("1v7.t,v)@ : 
"'r (4ç)k).

Ce qui entraîne que le noyau Ky; de I'opérateur r(Y)"41 est:

KvJ(g, g' ) : "'' 
K r(g, g').
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Et alors

< E(expY),f >: 
fo.'ttorKr(n,,s)dg 

- 
lo"'nrrr r1g,t)dg

1 -
:  I  ";v<e)(f,Tk,o)dg:(( "t" 

g 60,(f, j)L( x)-t >>.
Jc

Ce qui implique :

E(expY) = Fo(rtr o 6o(o)) : 
"i i1o1o 

ls..

Remarque (V.4. 9)

. On peut défrnir Ie produit-* d'une distributionTde B' par une fonction f de B en posant:

1T*  f , , f '  t a :<T , f  *  1 '  )a  Y f '  e  B

quand ceci a un sens. En particufier si T : expl, (l € gO %), Ia formule ci-dessus a un
sens car.'

< E (eæpl) * f , f' ) B : Tr (tr @æpl) " 
A 1 " 

A y,) : Tr(A ekzpr)* y o A y,)

: ( (  E(expl)*  f  , f ,  ) )  .

Ce qui montre que les deux défrnitions de E coîncident.

(V, 5) ïlansformée de Fourier adaptée

Soit g dans C"-(G x V") alors d'après [36] I'oçÉrateur:

n@): [ çe)n(t),tt
J G x V n

est un ogÉrateur de Hilbert Schmidt sur .[2(G) qui est I'espace de la réalisation de zr. Si
on Poss 

,r(ç) - Ae@)

on définit ainsi une transformation :

S:Cf ; (GxV,) -L2*

ç-€@)
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Proposition (\/, 5, 1)

Pour g et g' dans C?(G y V") on a :

i) E(ç * g') -- t(ù * t(p') (où x est Ie produit de convolution)

i i) s(ù:M (ot t:A(F))

iii) frr(fi : [ €@)dp (où d,p une mesure invaiarûesur 1.(G))
J T . ( G \

iv) Si onpose < t(ç),f >:fr(n@)"Ar), Vou, f e B on défrnit une distribution qui au
sens des distributions peut s'écrfue:

4ç):  [  ç(ùE(ùh.
J G x V n

Preuve

i) Est une conséquence des définitions puisque:

r(ç x g'):  Ae@xç,): Aek)oAÊ(ç) = Aqel*e1e,y

ii) Découle de la relation
t ( ç " )=n (P ) t :A6 .

iii) La proposition (V,4,2) nous prmet en effet d'écrire:

Trr(e): TrA6ç): I  S(ùdtr.
J T . ( G \

iv) Si on pose < t(ç),f >- fr(tr@)"Ar), et .i {p*} est une base de L'(G) alors:

< t(ç) , f  >=t  .  r (e)"Aryn, ,en )=r ,  [  _.  e(ù < r(ùo A1,en,en )  d" l
T 

:[ çh)y;7),",;:,,,,e,,d^,
J Gxvn , r

: 
L *o!'t)rr ("61 .,e,,) a1

:  I  p0)<r'6),1>ih.
JGxV^

. Maintena^nt si on se restreint à G, r coihcide avec la représentation Égulière droite de
G (voir la preuve de la proposition (V, 4, 5)), on a donc obtenu ici une représentation-*
associée à la représentation regulière droite de G.
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Remarque (V.5.  2)

Pour obtenir la représentation Égulière gauche de G il suffit de ehanger Ia défrnition de
I'opérateur A1 comnte suit :

(Arç)(g) : 
[ .  [_.e-id(x) f 

(erp -;s,a)e@xp - xs)dxd,a.
JC Jg,'
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