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NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisees sont, dans la plupart des cas, définies dans

le texte. Néanmoins, quelques notations ou définitions "standardstt ont été volontairement

omises. Nous les rappelons ci-dessous.

- Pour O C Rt, on note

ôO la frontière de O,

' 
l0l la mesure (de Lebesgue) de O,

et on dit que O est un domaine de Ro, si f,) est un ouvert l-régulier de R' (cf. [R'T']

def. 1.3-1, p.22).

- Pour O un domaine de R,', on note

(1) Wt,-(O; R-) I'espace (de Sobolev) des fonctions u : O + R* telle que u et sa

dérivee (au sens des distributions) Vu : Q -+ R-x' soient mesurables au sens de

Lebesgue et essentiellement bornées sur O;

(2) Wi,*(O;R-) I'ensemble des fonctions u € l7t'-(O; R*) telles que u : 0 sur ôf);

(3)  Wt, - (Q) :  Wl ,o"(o; I t )  e t  w01' - (O) :  lTot ' - (o ;R) .

(cf. [G.r.] et [B.M.]).

- Une triangulation d'un domaine borné et polygonal O C R', est une décomposition finie

du type

R: [J r
'  KET

telle que

(i) chaque élément K e T est un polyèdre de R' d'intérieur non videl

(ii) les intérieurs de deux polyèdres de 7 sont disjoints;

(iii) toute face d'un polyèdre de 7 est soit face d'un autre polyèdre de T, soit une

partie de ôO.

(cf. [R.r.]).
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- Pour n et m deux entiers naturels, on note

Rmxn I'ensemble des matrices réelles à nz lignes et n colonnesl

Mt  :  Ro* t ;

Mi le sous-ensemble de M" constitué des matrices à déterminant positif;

GL(ft') le sous-ensemble de M' constitué des matrices inversibles;

Oi le groupe des matrices orthogonales de déterminant 1'

- Pour une matrice g e R-x', on note gr Lumatrice transposée de 0.

- Pour une matrice a € M', on note Tr(a) sa trace et det(a) son déterminant.

- Pour ,4 C R-"', coA désigne I'enveloppe convexe de A'

- Pour A,,B i-R", d(A,B) est la distance de.,4, à B, i.e.

d(A,, B) : inf . la - bl
a€A
beB

en particulier, si c € R', on note d(æ, A) : d({s} , A).

- pour r € R' et e ) 0, B(nre) et B-(r, e) sont respectivement la boule ouverte et la boule

fermée de centre o et de rayon €.
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INTRODUCTION

Dans la première partie de ce travail, nous nous sommes proposés de généraliser cer-

taines estimations numériques dues à M. Chipot, C. Collins et D. Kinderlehrer concernant

un problème de Calcul des Variations.

Le problème classique suivant

. Inf  [  ç@* Vu(c))  dc ,
u€Wo' ' - (O;R-)  JO

(0 .1)

(où o c R', a € R-x' et tp : R xn ----> R) n'admet pas en général de solution

u e. W],*(O; R-) si I'on n'impose aucune condition de convexité sur rp.

Dans [Ch.r], [Ch.r] et [Ch.C.K.], les auteurs s'intéressent au problème "approché"

déduit ae (b.f ) é" t"*fi"ç-rjt Wot'-1ii;R-) par un espace d'éléments finis Vi10, et_1u^com.

portement des suites minimisantàs de (0.1). Or la quantité (0.1) n'est autre que l0lQp(o)
où Qp est I'enveloppe quasi-convexe d. 9.

Nous décidons alors de noter

Qnç@):

quantité que I'on peut considérer corune une enveloppe quasi-convexe "approchée" de 9.

Dans un premier temps, nous montrons que

Va € R'nxn ,, QnV(o) -+ Qç@) quand â -+ 0

(cf. theorème 1.1 p.14), après quoi nous nous proposons d'obtenir des estimations de

Qnp(o) - Qp@).

Tout d'abord, après avoir énoncé les résultats de [Ch.1] et [Ch.C.K.] avec ces nouvelles

notations, puis obtenu une première estimation, nous étudions successivement les cas

n : rn: 1 puis rrù : t ,  n 22 et enfin nrm ) 2.

Dass les deux premiers cas, là où les notions de quasi-convexité et de convexité coinci-

dent, nous obtenons des résultats satisfaisants et relativement complets; dans Ie cas vec-

toriei -le problème étant plus ardu- nous donnons des estimations sous des hypothèses

techniques (en fait troprestrictives) et examinons quelques situations typiques.
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On trouvera, d'autre part, dans [Ch.C.], [Ch.r] et [C.K.L.] une approche numérique

du problème modifié suivant

. Inf I fr@+ vu(c)) + g(u(x))) i tæ
u€IVo' ' * (O;R^)  JA

Dans la deuxième partie, on s'intéresse, da,ns le cadre de I'hyperélasticité, à des

matériaux cristallins pour lesquels la densité d'énergie W associée vérifie une propriété

d'invaria.nce du type :

W(QFH):w(F), VF e Mî, v8 e o, Vlr e H (o'2)

où O et H sont certains sous-groupes du groupe Mi des matrices réelles nxn àdéterminant

> 0. On montre I'existence de densités 17 vérifiant (0.2), positives, continues et ne

s'annula^nt que sur I'ensemble O.H; on étudie également le problème de minimisation

corresponda^nt.

Da^ns la troisième partie on montre que la densité d'énergie I4l associée à un matériau

de Saint Venant Kirchhoff n'est pas rang-1-convexe, puis on donne une condition suffisante

pour que l'égalité suivante ait lieu :

w(r\ :  . inr  : tw@*Vu(r))dc.'\- '/ u€wor;;-1o;R'1 lf,)l Jo
det(Fleo(z))>0 p.p.

Certains des résultats qui sont donnés ici ont été obtenus en collaboration avec M.

Chipot.

L'essentiel des Parties I et II est traité dans [Br.ch.1], [Br.ch.2] et [Br.ch.3].

Les trois parties sont indépendantes et, sauf mention explicite, les références chiffrées

sont internes à chaque partie.



PARTIE I

APPROXIMATION ET PROBLEMES NON CONVEXES
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APPROXIMATION ET PROBLEMES NON CONVEXES

1. Introduction. Premiers résultats.

a. Position du problème. Notations'

Soient n et m deux entiers strictement positifs, O un domaine borné de R', que nous

supposerons polygonal, et

I tIl-* xn ---r R'

(R*"" désigne I'ensemble des matrices réelles à rn lignes et n colonnes.)

Soit Qg I'enveloppe quasi-convexe d" 9, c'est-à-dire:

Qg: sup{/ : R-*' - R; ty' quasi-convexe et tb < ç}'

Rappelons ici que ry' est dite quasi-convexe si, pour tout domaine borné D C R" et pour

tout  u  eW; '* (D;R*)  on a

I
Vc € R-x', I ,p@ * Vu(c)) dc > lDl 'h(ù, 

"f' [D'] et [B'M']'
J D

On sait que I'on a:

va € R***, Qç@): ,..0,,I{n,*-) Ë lrr@ 
+Yu(x)) i lx ,

le second membre étant indépendant de O, 
"f. [D.].

Dans le cas où rn : l, les notions de quasi-convexité et de convexité coîncident, si

bien que I'on noterù g** au lieu d" Qç-
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Soit maintenant, pour lr > 0, T1,(O) un ensemble de triangulations de f) tel que

Vh > 0 etVT € Tâ(O) on ait :

VK e T, K est un n-simplexe (  1 .1 )

pff (hx) :h (1.2)

YK eT ,  bo* =,  ( ,  > o)  (1.3)

où â6 désigne le diamètre du n-simplexe K et py la rondeur de K (i.e. le diamètre

maximum des boules contenues dans .I{).

On associe ensuite, à chaque K eT,l'élément fini de Lagrange (K,PL(K),E6) où

h(K) désigne I'espace des polynômes de degré 1 sur K, et où E6 est I'ensemble des (n+ 1)

sommets de K.

Ainsi, si pour tout lz ) 0, 71, € T6(O), la famille {Tn; h > 0} est une famille régulière
de triangulations de fl; cf. [R.T.].

Pour 7 € T1,(O), notons alors :

V f (T )  -  
{ r rO -+R-  con t i nue l  , ' l r  e  P t (K ) ,  VK  €  T ,V i  -  1 , . . . , f f i  e t  u :0su rôO}

puis posons enfin

On a 0 3 Qç < Qnç 1p; et on désire obtenir une estimation de Qnp - Qç.

Q6g dêpend de O et de T; ot ne fait pas paraître ces dépendances ca.r :

(i) on supposera O fixé une fois pour toutes

(ii) les estimations que I'on obtient pour Qnp - Qg sont indépendantes de 7.

Dans toute la suite 7 désignera donc un élément quelconque de T6(O), gue I'on pourra
considérer conune fixé, et on notera V10 pour Vf g).

1 1
Qnç@): ,.|,fi", FT /" ç@ *Yu(x)) dæ , t € R'nx'"-
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On supposera en outre que p est bornée inférieurement par une fonction quasi-a.ffine
(cf. [D.]), c'est-à-dire qu'il existe

g : R**n -r R quasi-affine, telle que p ) g. (1.4)

Remarque 1.1 : Pour tout o € R*"', et pour toute application quasi-affine
g :R 'n  +Rona

d'où

Q@-s) :Qp-g

et de même on montre que

Qn(v -  s ) :  Qnç -  g-

Par conséquent

Qnç -  Qp :  Qn(ç -  s)  -  Q@ -  g) .

Q(ç -gxo) : 
,.*;,I{n,*-r Ë lrf, 

- g)(a +Yu(x)) dx

:,.,"0,,1:,[,*_,1ù 
Lr@+vu(u)) d,x -r(Ë, 

l,a+vu(r)) 
," 

)]

[ r  r  I: 
o.*o''{n,*-, ltt t Jn'@ + vu(r)) da - rt")l

: Qç@) - g(o)
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b. Un théorème de convergence.

Avant d'énoncer le résultat de convergence qui va justifier la recherche d'estimation

polua Q6g - Qg,, démontrons le lemme suivant :

Lemrne 1.1 : Soit u € Wl'-(O;R*) et u7, son interpolé sur une triangulation

7 e T6(O) . Alors il existe une constante c) 1 ne dépendant que de n, m et v telle que

lVt '6(z) l  S c l lvu l l ;æ(e.Rmxn) p.p.  dans Q

(où I'on note

1Bl: Tr(gr 0)1/2 , pour 0 eP'**" et l lVull l*(o;R-x,) : l l  lVrl l lr*1ny ).

Preuve : Soient c € O et K €. T telsque o e ft. Co*pte tenu de (1.1) il existe une

application a,ffine injective f'r définie sur le n-simplexe unité K de R' par

vû e k  ,  Fx(û) :  Bxû *bx où Br  € GL(R")  ,  bx € R'

et telle que I'on ait .Fr((Ê) - K.

Montrons tout d'abord deux inégalités concerna"nt 86.

Soit (e1, ...,en) la base canonique de R'. Notons h et p le diamètre et la rondeur de K.

Par définition de p, on a

Vj : 1, . . .  )n 1fi1,2i e k tels que î" j  :  Ûi - 2i

d'où
Bxî,ei = Bxai - Br2i: Fx(ûi) - Fx(zi)

qui donne lBxp"il t hx. Par suite

vi : 1, ...,Ttr (Dt"al,\ ' ' '  s+ (1.b)
l=1

Intervertissant les rôles de K er k on obtient

, f ,  t l / Z  h
Vi :  1,  .  . . , r2 ( I t r ; ' )?i)  

'  
s 

eK. 
(1.6)

t= l



.  Ôu ' .  A . :vi,i 
6Q): f i;(u'o F'r)(y)

3  ô rd .: L'=' 6'@)'@x)u

d'où utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwa;rz) il vient

vi, j tffirat = (E H(u)),)''' (frt *);,)'''

qui donne avec (1.5)

u . '  r ô * ' , ,  h "
Vi, i  l17;, l lz-rrr)  S 

ï l lVul l l , -1r;Rmxn;. 
(1.7)

Ensuite, il est clair que uà o F6 est a,ffine et coincide avec ur en les sommets de Ê.
Notons

0:Y(unoFx) (a) ,  YyeK.

Ona  0  €  R -x ' e t

vi, i  10;11 : t  l r '  {rr | t , , . . ,  t , . . . ,û^) d.t I

d'où compte tenu de (1.7) on obtient

h.u
Vi,,  j  l0;)  3 î l lVrl l r-11ç;p- '" ; .  (1.8)

p

t2

Soit maintenant ?n :,t) o Fx. En notant y : Fx(û), on a

Enfin, l'égalité

0 : Y(un o 16)(ô) : Yun(a).B x
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vi, i  
Hg: Ë 

ga.(Bi\t i

qui donne

,,^. ^. ,0,i,^,1= (Ë o?,)''' .(;r";' ,7,)'' 'v c t J  | a t j \ e )  
r = 1  l = l

puis compte tenu de (1.6) et (1.8),

vi,i lffifOt I ntP+f"llVulll*1r;Rmxn;.

En élevant au carré les deux membres et en sommant sur tous les indices i et j, on obtient,

à I'aide de (1.3)

lvu;(r) l  < *t  / '  rr2l  lVul l ;-1o;Rmxn;p"

entraine que I'on a

d'où le lemme.

Dans ce qui suit, nous dirons que u : O + R* est affine par morceaux s'il existe

des ouverts disjoints Or, . . . , O" en nombre fini tels que :

(,) o: 
ûo,

(it) Vu est constant sur chaque f);

Giù At Ù n, est de mesure nulle;
i=1

.{. [D.] ch.2, $ 2.L p.27 et [E.T.] ch.X, $ 1.2 p.276.
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Théorème 1.1 : Supposons que g soit bornée sur les sous-ensembles bornés de R-x'.

Soit a € R-x'. On a

F"r ( sup Que(")) - Qç@)h+0 \7ç1,itol ' /

Preuve : Soit e ) 0. On sait que, si Af fo(A;R-) désigne I'ensemble des applications

afrnes par morceaux de O à valeurs dans R-, nulles sur ôO, on a :

1 f
Qv@) : , . r r j$rn,n-)  

ù Jnr@* 
vu(c))  dr ,  a  € R'nxn '

(Cf. [D.] ch.5, $ 5.1 (23) p.206).

D'où il existe u, €. Af fo(O;R-) telle que

1 1  e
Qv@)slol  Jnr@*Yu,(a))tu 

sQv@)+i (1'e)

u. étant affine par morceaux, il existe des ouverts Oî, . . . , O: tels que

O: Ûq , lol  :5fUl et u. est affne sur chaque of '
i : l  i= l

Posons
' ' : 

ru-.',=îoo,.,,r- 
o(É)

puis
F.:O\ U o:.

I  ( i ( c

F. est un compact de mesure nulle; alors il existe un ouvert O. tel que

F, c O, er lo.l < #.

Ensuite posons
ho: d(F,,R \ o.).

Puisque O \ O. est fermé et F. compact, on a hs ) 0. Soit alors

7eT1 , (O)  pou r  0<h<ho .
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Notons u.,6 I'interpolé de o€ sur 7. Puisque u. est a,ffine sur chaque Qf , les fonctions u6,6 et

t,. coïncident sur O\O.; en effet, les n-simplexes rencontrant .fl, sont entièrement contenus

dans O.. Par conséquent,

, f  I
t  jnv@ * vu.,6(c)) d, - 

Jnr@ 
* vu.(c)) dc I

: l  [  ç@ *vu. ,6(r) )  d,  -  [  ç@ *vu.(c))  dc I' Jo ,na  Joc î î l

. l  I  v@*vo.,6(c)) a" l+l  I  v@*vu.(z)) du I- '  
Jo ,nn  

' Jo .nQ

<2lo,lc,

(compte-tenu d1 lemme 1.1 et de la définition de C.)

<zul0l n4d"'

=+
D'où (1.9) entraîne que

1r
Qç@) = 

tnt Jrr@ 
!Yu,,6(x)) dx < Qç@) + e

puis
Qç@)<Qnç@)3Qe@)+e

et ceci étant .rrat YT € T1(O), on a

Qv@) S sup Qnp(") < Qe@) + e.
7€Tr(o)

Le théorème en résulte. tr
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c. Premières estimations.

Théorème L.2: Soit 9 : R-*' -----+ R vérifiant (1.4). Supposons que (9 - g)-t ({0})

soit non vide et qu'il existe p € [0,1[ tel que

vB eR*'", O S ç@) - s(p) 3 crl7le + cz (1.10)

(où Cr et Cz sont deux constantes positives, 
"ù lBl :Tr(0rg)tl').

Alors si o € R-*' on a

Qç@):  s(o)  e t  0  3 Qnç@) -  g(o)  3  Cht-P

pour une certaine constante C dépendant de O, C1,,C2rp et a.

Preuve : Compte tenu de la remarque 1.1 on peut supposer que g - 0. Notons

ensuite
f,)r, : {r e Q; d(n,îdl) > h}

et considérons

u(c)  :  ( ,  -  d( ' ' : ; )  
* , ,  

-  a) .æ avec &,  e  (ç  -e) - ' ( {0} ) .

\n l
Clairement

u e W;'*(s); R-) et si c € O6 on a 
"(x) 

-- (w - a).æ .

Soit alors u1 I'interpolé de u sur T ; on a:

d(x,ÔQ) 2 2h 4 26(s)  :  (w :  a) . t

et donc pour lz assez petit

lvu6(c)l S+ où Ca est une constante dépendant de O et de a.
h

Ensuite

f 1
I ç@ + Vt'p,(c)) dx : I v@ *Vu1,(x)) h

Ja Je-ezh

< lO - O21,l. sup (Crlo * Vur,(r)lo * Cr)
c€O-Qzr .

s 2hlaal.(c,(*l * +)o + c")

oir lôOl désigne la mesure (n - l)-dimensionnelle de ôQ

I Cuhr-n.
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D'où I'estimation désirée et par suite l'égalité Qp@) = 0.

Dans toute la suite, nous noterons, pour g ) 0, Wç : P-t({0}).

Théorème 1.3 : Supposons que m:!, que g soit positive, et bornée sur les sous-

ensembles bornés de R'. Soit o € R', tel que a €. coW, (enveloppe convexe de W, ),
alors

9**(o)  :  o  et  QnP(")  3  Cht lz

où C est une constante dépendant de f), g et a.

Preuve : Cf. [Ch.1] $ Z.

Théorème L.4: Supposons que g soit positive, bornée sur les sous-ensembles bornés

de R*x', et que u)rt.  . .  ,o1 soient des éléments de Wç tels que Vi + i ,  rang(u; -ui) :1.

Soi t  o  € co{a1, .  . . ,ar6} ,  a lors

Qp@) -- 0 et Qnç@) 3 Chrlz

où C est une constante dépendant de O, g el a.

Preuve : Cf. [Ch.C.K.] $ Z.

Remarque L.2 :

(i) Dans le cas où nz ) 1, on ne sait rien (ou presque) si les a.r; ne sont pas deux à

deux rang-L-compatibles (sauf si on a (1.10) ).

(ii) Dans le cas où rn : 1, et si (1.10) n'est pas vérifié, alors on n'a pas d'estimation
si a ( coWr. Dans ce qui va suivre, on va obtenir des estimations dans un bon nombre de

cas, tout d'abord lorsque n:7, puis pour n22. La méthode uti l isée pour n: 1ne se

généralise que partiellement au cas n 2 2.

(iii) On trouvera dans [Ch.2] une preuve du théorème 1.3,lorsque a € co{w1,t..r2}, avec

u)r,@2 €Wo ("two wells problem").

tr



18

Le théorème suivant montre que le problème "approché"

1r
trouver un eVf réalisant I'infimum 

,I.Sf iOT Jrr@ 
* Vu(c)) dr

admet une solution.

Lt ,
Tni /, 

ç@ *Yu6(a)) dx : Qnç@)'

Preuve : Cf. [Ch.1] $ 2, pour le cas m:1. La démonstration dans le ca;s n1) 2 est

identique.
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2. Estimation de Qnç - g** pour g : R - R.

a. Deux lemmes.

Lemme 2.L:  Sôi t  / :  R - r  Rcont inue.  Soi t  a  € Rvér i f iant  f ** (o) :  T@).
Supposons qu'il existe ô e [-oo, *oo] tel que :

Vx €)a,b[  (ou lô , " [ )  on a / ** ( " )  <  f@).

Alors /** est a.ffine sur ]4, ô[ (ou ]ô, "[ ).

Preuve : Quitte à remplacer "f par i , * ,- l?ù,on peut supposer que ô €]4, *oo].

(i) Supposons tout d'abord que ô ( *oo.

Soit g : R + R continue, coïncidant avec /** sur R\lo, ô[ et afrne sur [4,6].

On a:
g est convexe et g > f**. (2.1)

Notons
't: :!LUQ) 

- g("))'

Remarquons que
z É lo,,ôl + fQ) - g(z) : f(") - f**k) > 0,

puis que f@) - g(a):0, d'où

n: ,è t j r ( f ( " ) -g(z) ) :  f ( "0) -  s(zo) ,  pour  un zs € la ,b l '

Pourz€Rona

s(z) + q s g(z) + r@) - g(z) : rQ)

d'où
g +n <.f qni donne, puisque g+rl est convexe, g *q S f** (2.2)

f**ko) > g(zo) * q : TQo) 2 f**(zo) et donc zs /la,bl.

Puisqu'enfin,

f  @)  -  e (a) :  o  e t

/(ô) - s(ô) > "f-.(ô) 
- g(b) : 0'

i l  vient 1 :0.

puis
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D'où (2.2) s'écrit g < f** qui donne avec (2.1) g -- f**.

Ainsi /** est a,ffine sur [4, ô].

(ii) Si ô : *oo, en utilisant (i) on peut a,ffirmer que /** est a,ffine sur tout intervalle

lo,o + kl, k > 0, et par suite sur ]4, *oo[.

D'où le lemme. rl

Remarque 2.L: Le résultat du lemme 2.L est cité dans [M.S.] et [Ma.], mais nous

n'avons pas trouvé de démonstration de celui-ci.

Lemme 2.2 : Supposons que p soit positive et bornée sur les sous-ensembles bornés

de R. Soit o1 ( t12 deux éléments deW, et o € Ïrt,rrl. Alors on a

e**(o): o et Qnç@)= fro

ori C est une constante dépendant de g et a.

Preuve : Tout d'abord on montre facilement que, quitte à remplacer I par

Q.0-.-e@+0),

on peut supposer que r:0. Ensuite, si 0 € {c,.r1,u2}le problème est trivial, si bien que

I'on exclura ce cas. Notons O :]yr, gz[, puis soit u : O + R définie par :

u(æ) : min(c.r2.(u - ar),u1.(" - y")).

La triangulation 7 de O définit

z , s1æ1  1 . . . 1x0  âvec / s :A1 ,  xo :Uz  e t  l c ;  - r i - t lSn '

Soit ensuite u6l'interpolé de u sur T; un et u coïncident, sauf éventuellement sur un

intervalle lrr,r*+r[, et si u'n(r) - B sur ]"t,"t+tIon a

f  | î t+r

I e@'6@\ dx : I e@'1,@)) dx 3 v(0)h.
Ja  Jx t

Le lemme est ainsi demontré.

Remarqu ) ,.r: Le lemm e 2.2 anéliore donc, dans le cas n : lrle résultat du

théorème 1.3. De plus, I'estimation obtenue est optimale. En effet :



puis soient 
1

h>0e t l €N*  t e l sque  h : f f i .

Soit maintena,nt la triangulation de Q definie par

b
tk :Th,  o(k<21+L'

Siuae ly ' f ,ona :

supposons que

où

De plus,

2L

O :]0,1[ et que et : -1, wz : Li

a *  :  u 'h (x ) ,  V"  € ] " r - t , t k l ,  k  -  1 , " ' , 21  +L '

2l+r

Doo-o'
lc=l

1 zllr -t 2I+r

Jnv@'/.-D d'" : 
E tTT p@*) : 'E ç@*) (2.3)

(2.4)

Supposons que {1,  . . . ,21+ 1}  :  hU Iz  avec

Vke .Ir,,akE] -r- #,-1 *frt

e t  
v L c . r ^  n ,  

-  1  
,  

1  
[Ylc e 12,  or  € ] t  -  

5f t , t  i  2t+LL

Notons  n i : ca rd / i ,  i : l r 2 ;  on  a  n r *nz :21*  1  e t  I n1  -nz l2 l '

Puis si n2 - n1 / l,

2l+t

I"*:tar,*Eoo
lc:l &€fr k€,Iz

>',(-1 -fr1 *n2(L-fr1
- n2  n1  -1 ' ) 0



2l+r
qui donne I o* ) 0 et contredit (2.4).

|  &=1

Si n1 - nz 21, un calcul identique aboutirait à la même contradiction. On peut donc

affirmer qu'il existe fro € {1,. . . ,21 + L} tel que

11
loro- t l  >Z+r et  loro+11 >2t+1.

Considérons alors s ) 0. et

ps :  R -  R+ déf in ie  par  ç"@):  mi t t (Jr  -  11" , l r  +  11") .

On a donc A"(a*r) 2 h" d'où compte tenu de (2'3) il vient

I
I e"@'1,@)) dx

J A

Pa,r suite, I'estimation du lemme 2.2 ne peut être améliorée en général.



b. Nouvelles estimations.

Notons
Aç :  {a  €  R ;  p (a )  -  ç * *@) } ;

,4 est fermé et Ae - We-r.,.
Le théorème suivant est le résultat essentiel du $.2 :

Théorème 2.L: Supposons que g soit continue. Si o € coAr, alors

o < enç@) - ç**@)= Ën

où C est une constante dépendant de g et a.

Preuve : Elle va resulter des lemmes 2.t et 2.2.

Si o € A, c'est trivial; supposons donc que a € coAr\,4r et plus précisement a €la1ra2[

où 41, az Q Aç sont tels que

Va €]41 ,az\  ,  9**(o)  < ç(a)

En vertu du lemme 2.1. on a

g** est a,ffine sur [o1,o2].

D'autre part, notons g I'application a,ffine coincidant avec <p** sur [41,42]' On u y** > 
-g

et si I 'on pose 4, - 
ç,-g i1 vient û > 0 et{:(a):û(a2):0. On peut alors appliquer le

lemme 2.2; d'où
e

Qn,h@) = 
Ë0. 

(2.5)

Maintenant utilisant la remarque 1..1 on peut écrire

Qnrh@): Qn(ç - gxo) - Qnp(o) - g(a)

qui donne avec (2.5), puisque g(a) : g**(a),

Qnv@)- P**(o) s *n.
l r ,  I
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Corollaire 2.1 : Supposons que g soit continue et vérifie

rprÏT- ffi:**'

osenç@)-p. . (o)=Ëo

(2.6)

Alors Vo € R on a

où C est une constante dépendant de g et a.

Preuve : La condition (2.6) entraîne que g est bornée inférieurement, si bien qu'on

peut supposer g ) 0. Ensuite compte tenu du théorème 2.1, il suffit de montrer que

coAo: R. Supposons donc que co.,4,, t' R.

Quitte à remplacer p par ,it , 0 ,---. ge/), on peut supposer que

par conséquent on a

VP > ar, g**(0) < g@) et puisque A, estfermé 9**(or) : 9(aù

d'où appliquant le lemme 2.L, g** est a,ffine sur [41, **[, c'est-à-dire

VP >- ar, V**(0) : À(É - ot) * ç(or), avec À > 0.

Or (2.6) entraîne qu'il existe az 2 0 tel que

02az+e(0)>(À+1)8.

D'où

0 1 oz==+ (À + L)(P - or) S o S e(0)

et  g)  oz + ( )+ lXB -or)  S (À+ t )0Se@\

Ainsi

VÉ e R,  (À+ r ) (P -az)  3e@) + VÉ e R,  (À+ 1)(P -or)  <ç**(0) ;

en particulier on aura:

VP >_ ar , () + lXB - ot) < ^(P - ot) * ç(ar)

PS(^*L)a2-Àar  *ç@r)
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ce qui est absurde, le second membre étant constant. Par conséqtent coAr: R, et le

.orollu,ir" est démontré. 
!

Compte tenu des résultats précédents, la question qui se pose maintenant, est de savoir

ce qui se passe pour I'exPression

Qnç@) - e**(a)

lorsque coAr l R et que a Ç coAo. On va donner dans la suite de ce paragraphe quelques

éléments de réponse.

Supposons donc que coAo I R. Comme on I'a fait au cours de la démonstration du

corollaire 2.1, on peut supposer que coAe C] - *,o1] avec a1 e Ae, et donc qu'il existe

)eR te lque

Vp  > -  a t , ,  p * * (g ) :  ^ (P  -  o r )  *  P ( " r ) '  Q '7 )

On a la proposition suivante :

Proposition 2.1 : Supposons que g soit contin-ue et telle qrue coA, C] - -, a1] avec

a1 € Ae. Si ç@)10 possède une limite finie quand 0 - f oo, alors

tim ç(0) - _p--(0) _ ,. (2.s)
9-+æ p

Preuve : Tout d'abord si

t_ rim ry,
9-*æ lJ

alors, compte tenu du corollaire 2.\, I est frni. Comme de plus, (2.7) entraîne que

, .  9**(p) \
U m  1 : À t

F-læ p

il vient

l im ç(0)- -ç- - (0)  - r -À.
g-{* 0
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puis 9 ) g** + I- À > 0. Supposons que t - À > 0; soit alors e €]0,, - À[, il existe

a2 )0 te l que
VP>-az,  ç(g)-e- . (P)  > ( l -  ^- " )0

d'où

VÉ e R, e@) - e.*(0)> (l  - ^ - r)(0 - or)

e@) >- e..(P)+ (l  - À - 'XÉ - oz)

et puisque la fonction du second membre est convexe' on a

VÉ e R, e**(P) 2 p*.(0)+ (l  - ^ - r)@ - oz)

qui donne
VÉe  R ,  ( , - ^ - r ) ( 0 -42 )S0

ce qui est absurde; d'où I - À : 0 et la proposition en résulte'

Remarque 2.3: La condition (2.8) est réalisée, s'il existe Ct ) 0 et p € [0,1[ tels

que

?(P)  -  e*- (P)  -  Ct?P' ,  0 '  *æ

et dans ce cas

lCz >0 tel que Yg 2 ar , p@) - v*'(P) S Crlgle * Cz

Cependant cette dernière condition n'est pas nécessaire pour avoir (2.1'0) comme on

le voit en considérant Bh(g):fu, p>t.

On a:

Théorème 2.2: Supposons que g soit continue et telle que coAo C] - -,o1] avec

ar € Aç, et
Yfl 2 or , e@) - ç**(0) < ClglP + Cz (2'9)

oùC1,  Cz)0e tP€ [0 '1 [ .

so i ta )41 'a lo rs  
0  3env@)-p* * (o )  schr -p

pour une certaine constante C dépenda^nt de O, ClrC2rp et a'

û



27

Preuve : Quitte à remplacer g pax

Q,0,-p@+0)

on peut supposer que c:0, et donc que o1 ( 0.

Comme on I'a déja vu, g** est afÊne sur [o1, *oo[. Notons O :]yr ,Uzl et 'h : I - g,

où g est I'application a,ffine coîhcidant avec rp** sur [41, **[. on a r/ 2 0 et ,h@r):0.

Soit u définie sur O par

* € lAr,Uz - hi + u(æ) : a{x - Yt)

puis
u(vz):0 et u est a,ff ine sur [Y2 - h,Yzl

Soit ensuite u6 I'interpolé de u sur 7, alors u1, € Vf et

(Yx elyr,Az - 2hl ,  u'1.(x) :  ot

t

I Vt e1u, - 2h,azl , a1 I u'u(x) = #

D'où, compte tenu de (2.9), il vient

I 1v2

I ,h("'u@D a* - I rlt(u'6@)) da
J o  

' - '  
J y 2 - 2 h

- . .  l O l
szh(c{l), +c,)

l  csht-n

donc
1  1  1  r  .  . .  ,  - - - 1 - ^

FT /" 
ç@'n@)) dx - 

FT /" 
s(u't (x)) dæ 3 cht-p

et puisque g est affine, il vient

QnçQ)- r(Ë In"'ut"> 
a") s ch'-P

soit
Q nçQ) - e(0) 3 Chr-P .

Le thôrème est donc démontré, car g(0) : P**(0). tr
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Remarque 2.4: Si g ne vérifie ni (2.9) ni (2.6), nous n'avons pas d'estimation pour

Qnç@) - V**(o) lorsque a ( coAr.

Nous allons voir, qu'en général, on ne peut espérer d'estimation en h". Pour cela

considérons la fonction g : R -+ R, définie par

Il est clair que

que p ne vérifie

Dtautre par

s**(*) :  {  â t "  + 1) '  s i

Io si

pas (2.9) et que coA, : Aç:] - oo, -

t, on voit facilement que p est Cl sur

.. tft'+rl
ç'@): 

I  ,nç**ez)_l
t@

x  1 -L

x ) -7 ,

-11.

R,e tona

s i  r (0

s i  c )0 .

Soient maintenant f,):]0,1[, I € N* et â > 0 tels que

Puis notons T la triangulation de O définie par

h:+.

Si u6 evf  ,on a alors :

,o:ï ,  os kst.

1 l
ç@,n@))d,x : ; tçex)

È = lT
ou

Vr  € ] c1 -1  ,a1 ,1 , ,  u ' 1 r (æ)  :  b * ,  &  :  1 ,  . . . , L
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Par suite t

QnçQ): t .;2f"I r(a*) (2'10)
Ë = l

où  P  :  { ô  e  R r ;  b r  * . . . *  ô r  - 0 } .

Puisque V@) - f oo quand ltl t *oo, I'infimum en (2.10) est atteint pour un élément

a € p. La fonction g éta-nt de classe Cl sur R il existe un multiplicateur de Lagrange

1: À(t) tel que

P ' (o * ) :  À  ,  V l c :  1 ,  " ' , 1 '  ( 2 ' 11 )

D'autre part, on voit aisément que o + }rdonc le fait que a € P entraîne que certains des

oÈ sont ) 0 et d'autres < 0.

Par conséquent (2.11) montre que 9'-l({À}) doit contenir au moins deux éléments;

or, étudiant ç,, onrràit qrr" celle-ci 
"roit 

a" loo'à | sur R- et décroît de | à 0 sur R1,

si tien que nécessairement À e ]0, |[ et

p ' - t ( {À ( r ) } ) :  { 21 ( l ) , "2 ( l ) }  avec  -  1<  
" t ( l )<0  

<  z2 ( l ) '

Remarquons alors, puisque g est croissante sur ] - 1; *oo[, que

eQz) > p(zù. (2'12)

Ensuite, notons j le nombre des ap Qui sont égaux à z1 (donc I - j des oP sont égaux à

z2); on a i  : j( l)  et L S i < t - 1. D'où (2'10) s'écrit

QnçQ) : h(je@1) + (l - i)ç@z))

>- V@) comPte tenu de (2'12)'

Par suite le théorème 1.1 entraîne gue 
,li- 9@{l)):0 qui donne

,Ii- 
z1(I): -1, (2'13)

puis (2.11) entraîne qt" 
,Il- 

À(l) : 0 et donc

. t ip z2(I): !æ. (2't4)
l ++æ
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Par conséquent, utilisant (2.13) et (2.1a) on obtient :

I  -  j ( t )  _  
-a ( I \  1

i(I) ,rff 
- 

44 
quand I - +oo

et aussi

4 : ,r1,'Q) ,r, -' quand I -+ foo,
I z2Q) - z{t)

d'où

e np(o) : *r@, (r)) + #rt,,(t))
I  -  i ( I \  i ( I \

> #'TçQ'UD car e ) o
J \ t )  r

_ p(n_\!r)) quand I -+ *oo
zz( r )

qui donne

Qnl(o)aff i  quandl+*oo' (2'15)

Or z2 S (l  - j)"t  :  - i  a 1l d'où Ln(22(l)) 3 Ln(I) et (2.15) entraîne que

QnçQ)th Pour h assez Petit

ce qui montre que l'on ne peut espérer avoir une majoration de Qlg(0) p* une quantité

du type Ch".
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3. Le problème pour g : R' - R, n ) 2.

On note encore Aç : {o € R'; V@) : p..(a)} .

a. Déffnitions et résultats classiques de convexité.

Soit C un convexe de RN. On note af f(C)r l'enveloppe affine de C, c'est-à-dire
I'intersection des sous-espaces a,ffines de RN contenant C, el on appelle dimension de C
I'entier dim C : dim(o//(C)).

Un point interne de C est un point x € C tel qu'il existe un segment ly,tl c C avec
a €ly,zl.

Un point de C qui n'est pas interne à C s'appelle un point extremal de C .

Une demi-droite extremale de C est une demi-droite incluse dans C qui n'est
tttraversée" p* aucun segment inclus dans C.

Un point exposé de C est un point æ e C tel qu'il existe .E[, un hyperplan d'appui
à C en c, vérif iant H ÀC: {t}.

Tout point exposé est extremal, mais la réciproque est fausse.

On appelle intérieur relatif d'un convexe C,, I'ensemble ir(C) des points qui sont
intérieurs à C pour la topologie de af f (C).

Si  d im C:  N a lors  i r (C) :  ô .

L'ensembl.e - ir(C) est appelé frontière relative de C.

Enonçons maintenant quelques résultats classiques :

Proposition 3.1 : Soit C un convexe fermé de RN ne contena,nt aucune droite, et
soit ,9 I'ensemble de tous les points extremaux et demi-droites extremales de C. Alors

C - co(S)

Preuve : Cf. [Ro.] Part. IV, $ 18, th. 18.5, p. 166.

Proposition 3.2 : (Théorème de Straszewicz) Pour tout convexefermé C de RN,
I'ensemble des points exposes de C est dense dans I'ensemble des points extremaux de C.
Donc tout poiut extremal est la limite d'une suite de points exposés.

Preuve t Cf. [Ro.] Part. IV, $ 18, th. 18.6, p. 167.



32

b. Quelques contre-exemples.

Une généralisation possible, ou tout au moins partielle, du lemme 2.1 pourrait être le

résultat suivant :

f  S i  o1 t . . . ;ah € /1  sont  te ls  que
I
I

{  Vu e i r (co{ay, . . . ,@r})  on ai t  . f . . ( " )  < l@)
I
(  a lors  / **  est  a , fÊne sur  co{41 , . . . ,a*} .

Examinant les deux fonctions suivantes, on va voir que (3.1) est faux en général.

( i)

f , Rt -----+ R telle que f @,ù : (*2 - l)' I y' ,

pour laquelle

(3-1)

r** ,  ,  f  T@,v) s i  l r l  2 1
I  \n ,u) :  

l  r ,  s i  l r l  S r

qui donne At: {@,v) e R2; l t l  2 t} .

On a ensuite

V(",  y)  e i r (co{(- l ,  0) ,  (1,0),  (1,  1)}) ,  / . . ( "  , ,y)  < f  (* ,y)

et .f** n'est pas a,ff ine sur co{(-l,0), (1,0), (1, 1)}.

(ii)

f , R' --r R telle que

f (pcoso,  psino) -  
{ ' fe ' :  

o s P < 1
'  

lp  s i  p>L

pour laquelle

f**(pcos|,, psin9) - p, Yp

qui donne At :  {@,v)e R2; r '  +y'  > 1} u {(0,0)}.
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Puis on a

Y(* ,y)  e  i r (co{(0,0) ,  (1 ,0) ,  (0 ,1) } ) ,  / . . (  æ,a)  1  T@,v)

et -f** n'est pas a,ffine sur co{(O,0), (1,0)' (0' 1)}.

Compte tenu de ceci, on peut se demander si on a le résultat :

I  
Poru a € coAy\Ay i l  ex is te ar t . . . ,ak €. '41 te ls  que

(  (3.2)

I  o e ir(co{a1,. .  .  ,  o1}) et /** est aff ine sur co{o1 ' , '"  ,ak}

(3.2) est vrai pour les fonctions / définies en (i) et (ii) ci-dessus, et. permettrait de

gétté.utir"r porr, r, à 2 le théorème 2.1. Malheureusement, (3.2) est faux en général;

construisons un contre-exemple.

(iii) Soit f ,7"' ---+ R définie Par

f  @,Y) :  max (2x  -2 , (æ *  e -v ' z ;+ ;

Remarquons que,

x  1  7  *  2x  -2  <0  +  / (o ,  a )  :  @ *  e -u21+

(en particulier si x (--L, alors /(c,y) :0)

et

c  23+ (c *  " - o ' ) * :æ*e -s '  
1o+1  12 t -2+  f (æ ' 'A ) : 2x -2 '

Considérons alors g iR2 ---+ R définie par

[o  
s i  o (0

g(æ,y) : { r  s i  03a52

l2x-2  s i  2Sx

Il est clair que g est convexel et on a

[ "<O 
+ s(x,v) :0( l@,a)

{  OS æ 12  +  s (x ,v ) -  æSx*e-v2  S  f ( * , y )

I rS" + s@,v):2x-2<f@,a)
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d'où g S / p"is g < f**.Par conséquent

f  0 :  g ( - r ,0 )  <  / . ' - ( -1 ,0)  <  / ( -1 '0) :0
I

1"'
[ 4 : g(B, o) ( .f**(B, o) < /(3,0) : 4

d,où (-1,0) et (3,0) sont deux éléments de A7 et donc (0, 0) e coAT-_ Ensuite on voit

facil"àei q,r" "fi. est nulle sur {0} xRet que "f > 0 sur {0} tR; donc (0,0) e coAT \/f '

Enfin, puisque

f * * :0  su rR-xR e t  f * *>0  surR ixR

on voit que -f** n'est affine sur aucun convexe contenant (0,0) et non inclus dans {0} x R.

Si bien qu'on ne peut avoir (3.2) puisque {0} " 
R ne contient aucun élément de 47.
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c. Points extremaux de epi(g**).

Ra,ppelons que si / est une fonction de R" dans R, on appelle épigraphe de /
I'ensemble

epi ( f ) :  { (c ,y)  €  R"  x  R;  y  > / ( " ) } .

On sait que epi(/) est fermé si / est continue; et

ePi(P**) :æ(ePi(P)),

oùcoA désigne I'enveloppe convexe fermée de A (cf. [E.T.] ch.I, $ 3.2, prop.3.2 p.15).

La propositon suivante donne une condition nécessaire (mais non sufÊsante) pour

qu'un point de epi(g**) soit extremal.

Proposition 3.3 : Supposons que g soit continue. Alors tout point extremal ("' 0)
de epi(g**) vérifie

0 :g * * (o ) : p (o ) .

Preuve : Tout d'abord, epi(g**) est un convexe de dimension n * 1, de R' x R; donc

si (a, B) est un point extremal de epi(g**), c'est nécessairement un point de sa frontière

(topologique), d'où

0 :  g**(o) .

Maintenant supposons que

e**(o) < ç@) (3.3)

Soit If un hyperplan d'appui à epi(g**) en (o, p..(o)); alors il existe une application a,ffine

g : R' -+ R telle que
H : { (æ ,g ( * ) ) ;æ€R" }

e tona
g 3 g**  et  g(a) :  P**(o)

Puisque g, gr g** sont continues, on peut affirmer qu'il existe e > 0 tel que Yt eE@re)
on ait

(3.4)
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?: ,  in {  (ç**e) -g( r ) ) ;
lz-d l=c

ona rT )0 .
Soit ensuite tb : mil(g**, g + n); r/ est convexe et

,b ) g**. (3.5)

De plus,

-si r € B(a,e) alors, utilisant (3.4) il vient

g(x) + q < g(r) + p**(t) - g(z) pour un z tel que lz - al : 6

sg(*).ry
< g(r) + ç@) - s(x)

d'où g(c) * q < 9@) et contme p** S tp on a

Yx eE(a,,e) ,  ,h(") S ç@) (3.6)

-s i  x  ÇE(a,e) ,a lors  fz  te l  que l "  -  o l :  €  et  z  €) t ,o [ ,  i .e .  z  :  \x+ (1 -  À)o,  )  € ]0,1[ '

Donc

V** (")  (  )9**(r)  + (1 -  À)p. . (*)

puis,

s**(*) r-\{*..{r) - (1 - r)g("))

1
j (c . . ( r )  -g(z)+)e(c))

2 g(î)* in

2 g(x) + rt

d'où
Væ ÇE(a,e) , ,  ,b(r) :  P**(*) < ç@). (3' i )

Puis (3.6) et (3.7) entraîne que d I g, et donc, puisque / est convexe' il vient ,h 1 9**
qui donne avec (3.5) l'égalité ,h : g**.
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vc€R ' , ,  g (æ)+qSP** ( r )

et en particulier

g**(o) : g(o) 19**(o) - rl avec ? ) 0, d'où il vient ? : 0'

Pa rsu i t e ,pu i sque {z€R , ' ; l ' - " 1 :e }es t compac te tqueg* * -ges t con t i nue ' i l
existe zs tel que

I to  -  o l :  €  €t  g**( to) :  g(zo) '

Puisque g** -g est convexe, positive et nulle en a et QD zs, on a (9** - 9Xc) :0'

pour tout , ë 16,,, zsi; et donc le segment (non réduit à un point) d'extrémités (o, p..(o))

It 1"0,p..(ro)iest contenu dans H nepi.g**), d'où (o,p**(o)) n'est pas un point exposé

de epi(p**).

De ce qui précède on déduit donc que tout point (t,p*.(t)) qui est exposé dans

epi(ç**) vérifie p**(r) -- 
ç@).

Maintenant, en vertu de la proposition 3.2, puisque (a,9**(a)) est un point extremal

du convexe fermé 
"pi(p**), 

il existe une suite (g*,ç(9,,)) de points exposés de epi(9**)

tels que
(g*,p(g^)) -.- (*, p**(o)) dans R" x R

d'où B- + a dans R', qui donne, puisque g est continue, 9@"r) - 9@)' Par suite on

obtient g**(a): ç(a) ce qui contredit (3.3). La proposition en résulte. tr



38

d. Estimation de QnP - 9**.

Le premier résultat de ce paragraphe va provenir presque immédiatement du théorème

1.3 .

Théorème 3.1 : Supposons gue g soit bornee sur les sous-ensembles bornés de R'

et soit o € R'. Supposons qu'i l  existe Qrt...rdk €,4r tels que

a € .  i r (co{Q1t . . . ,  de} )  e t  9**  es t  a f f ine  sur  co{o1 , ' '  '  ,4 r }  (3 '8 )

Alors
0 3 Qnç@,) - p..(o) S Chttz

ori C est une constante dépendant de dl,g et a.

Preuve : Soit I/ un hyperplan d'appui à epi(9*\ en (4, p..(o)) et g 
" 

R" -----+ R

affine telle que
H :  { ( x ,g (c ) ) ; c  €  R ' }  ,

g(a)  :  pn*(o)  e t  g  1 P** .  (3 '9)

D'autre part (3.8) entraîne que

g.\
a : lÀ;a; avec Àt > 0

i=1

È

g**(o) :  t  Àig**(or).
i=1

supposons maintenant qu'il existe I € {1,..., tc} tel que g(41) ( 9**(or); alors, puisque

À1 ) 0, il vient

k k

s(o,) :D Àrg("r) . t \ is** (o;) : v**(a) - s(a)
i = l  d= l

d'où la contradiction; par suite (3.9) montre que I et g** coihcident en a' ar't"',41 donc

sur tout co{a1,. . .  ,  dt}.

Notons ensuite ,h : g - g. On a clairement

Û>0  e t  a ;eWrp ,  Y i - 7 , " " , k '



39

Appliquant alors le théorème 1.3, on obtient

Qnrb(o)  3 Cht lz .  (3 .10)

Or, compte tenu de la remarque 1.1, on peut écrire

Qn h@):  Qn(ç -  s) (a)  -  Qnç@) -  g(a)

et donc, puisque g(a): g**(o), (3.10) devient

Qnç@) -P* * (o )3Chr l z

et le théorème est démontré. tr

La condition (3.S) est une hypothèse technique; nous allons voir un cas où celle-ci est

réalisée pour tout o € R'. Tout d'abord montrons la proposition suivante

Proposit ion 3.4 : Soient ,h:Rn + R une fonction convexl, arr.--. ,dk € R', et
k

Àr, . .  . ,  Àr )  0 te ls q"e D ) i  :  1.
i=1

Si
È È

"l À,o,) : t À;rh(";) (3.11)
"l=, d=l

alors t /  est a, f f ine stu co{a1 , . . . rakl ; .

&

Preuve : Notons o : D À;a;. Soit ensuite g e ir(co{art...,de}), y + a. On a alors
i :1

s  d i  t  l . r i >0 ,  t  F ; : 1 .a - 2-/ Pi 
i=l

Puisque t/ est convexe on a 
k

,h@) Sl u;,b(";). (3.12)
i : l

Soit  p € {1, . .  . ,  f r }  te l  que
) ,  À i

ltp L<i3k 1t;
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Ona
on:*( r - I  p ,o; )

Pp \ -i4o

d'où

o:IÀ;a;* +(r-t p,o,)
i+P l'P \ A

: br+ I(À; - \r,)o,.
ltp 6 ltp

Puis,
-Àr . ,g ,  sr_btr :  (Àr  _à)rn = o
l tp Fp 

'Pi  
Fp'

et

^o * D(r, - iu,): +()n + pn})r - Àp Dr,)
Fp 7, ltp ltp' 7+p i*p

1
:  

; (Àn  
+  pp ( \ -  Àn )  -  Ào (1  -  po ) )

: l

d'où utilisa^nt la convexité de t/ il vient :

,h@) < b,t@)+ I(r, - bp,),b@,)
Fp 7+o FP

qui donne avec (3.11) )

t

,b(ù>i(E \;,h(a;)- 
à,^' 

- 
!,u),t{"))

&
S  ' /: 
àP;'l'@i)

d'où, compte tenu de (3.12) il vient

È

,h(ù: lu;rh@ù.
i=1
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Ainsi ry' est affine sur co{a1 ,...,ak} , et la proposition est démontrée.

Théorème 3.2: Supposons que g soit continue et que epi(ç**) ne contienne aucune

demi-droite extremale; alors Vc € Rn, on a

0<Qnç@)-p* . (o)  3Chr lz

où C est une constante dépendant de dlrp et a.

Preuve : si a € Ar, c'est trivial, si bien gue I'on supposera que a 4 Ao. Compte

tenu du théorème 3'1 il suffit de montrer qu'il existe Qrt'' ' 'ak € '4t tels que

a € ir(co{drt..  . ,  ae}) et 9** est aff ine sur co{a1, " ' ,ak}'

Puisque epi(p**) ne contient aucune demi-droite extremale, il ne contient aucune

droite; comme de plus c'est un fermé, on peut appliquer la proposition 3.1 et affirmer que

(org**(o) ) est dans I'enveloppe convexe des points extremaux de epi(g**). D'où utilisant

la proposition 3.3, il existe art... rak € A* en nombre minimum, tels que

k

(o, p**(o)) :  D À;(or, p("r))
i :1

tr

avec

À;)0 , 1 (et  k >2 car 0 # A") ;

d'où
k

S .
o  :  )  l l i a ;  +  t  € . i r ( co {a1 , . . . , oe } )

i=1

et de plus 
h

g**(o) :  t  À;p**(o i ) .
i=1

Appliqua^nt alors la proposition 3.4 on obtient 9** est affine sur co{41,...,dÈ}' Le

theorème est ainsi entièrement démontré. tr

&

D^' -
i = l
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Corollaire 3.1 : Supposons que g soit continue et vérifie

rerli1-ffi:**. (3.13)

Alors Vo € R', on a
O < Qnp(a) - p..(o) S Chrlz

où C est une constante dépendant de {lrg el a.

Preuve : La condition (3.13) entraîne que p est bornée inférieurement, si bien qu'on

supposera g > 0. Ensuite supposons qtrc epi(g**) contienne une demi-droite extremale,

alors il existe une demi-droite D CRn telle que g**lo soit a,ffine.

Soit a € A* l'origine de D. Quitte à remplacer (P par

Ç' 0 ' -*  v(Q' |  + a1

oùQes tunece r ta i nema t r i cedeOf ,onpeu tsuppose rqueD: [0 ,+oo [ x {0 } x . . . x {0 } ,
et donc que 0 € Ao.

D'où il existe À > 0 tel que

V9 :  (Êr ,0 , . . . ,0 )  €  D on a  g** (P)  -  \h+p(0) .

Puis (3.13) entraîne qu'il existe ô > 0 tel que

lp l>b + e(P)>(À+1)lÉl

donc, en part icul ier ,  s i  g:  @r, , . . . ,0n) vér i f ie h2b on aura l | l>b et  donc

e(il> (.\ + 1)lpl > (À + 1)8,.

Par suite,
h<b -  (À+t)(&-b)<0Sv@)

et
h>b -  ( )+1)(8, -b)S(À+1)8,  Sç@)

donc
VPeR", (À+lXÉ'-u)<ç@)

qui donne, puisque la fonction du premier membre est affine

VB e R",  (À+ 1X0t -  b)  < ç. . (0)
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Y0 e D,  (À+ 1)(0 '  -b)  < À0'+p(o)

VÉr20,  h<ç@)+()+1)ô

ce qui est absurde, le second membre étant constant.

Par suite, epi(ç*\ ne saurait contenir de demi-droite extremale. La conclusion résulte

alors du théorème 3.2. tr

Remarque 3.1 : L'intérêt du corollaire 3.1 réside dans le fait que les hypothèses

portent uniquement sur p - contrairement aux théorèmes 3.1 et 3.2 - qui, à priori, est la

seule donnée qui soit entièrement connue. g** est précisément ce qu'on essaie d'estimer à

I'aide d. Qnç.

Neanmoins la condition (3.13) n'est qu'une condition suffisante pour que epi(g**) ne

contienne aucune demi-droite extremale. Elle n'est pas necessaire comme on le voit en con-

sidérant, en dimension lrpour p une fonction dont Ie graphe est une branche d'hyperbole

(par exempL, ç(0) : \/7 + P2). En effet, da"ns ce cas

:1

et epi(g**) ne contient aucune demi-droite extremale.

e@)
tpl
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4. Quetques remarques dans le cas quasi-convexe'

Nous supposerons ici que r?, m ) 2, si bien qu'en général, I'enveloppe quasi-convexe

et I'enveloppe convexe de g iR^Xn ---) R seront distinctes'

a. De la rang-l-convexité à la convexité.

Pour ry' . Rrnxn -r R on définit les notions de polyconvexité et de rang-l-convexité

comme suit :

(i) t/ est dite polyconvexe, s'il existe f zP''(n,*) ) R convexe telle que

Va e R-x' on ait ,h@) = /(f("))

où ?(a) :  (o ,  ad , j2ar . . . ,ad innroa) ,n  Am:min(n ,  m) ,  ad j "aes t  la  mat r ice  de  tous  les

m i n e u r s s x s d e a e t

(Par exemple, lorsque n : m : 2 on a ?(a) : (o, deta) et lorsque n : nt : 3 on a

T(a) : (a,cof a,d,eta) où cola est la matrice des cofacteurs de o')

(ii) ,i est dite rang-l-convexe si

,h(^"+ (1 - À)B) < ){(") + (1 - ^)rl,(P)

pour tout À e [0, 1] , a,0 € Rrnxn avec rang(" - 0) < l-

On montre que les implications suivantes sont vraies :

,h convexe =+ ry' polyconvexe è û quasi-convexe à ls rang-l-convexe . (4'1)
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De plus, on sait que

,h quasi-convexe + rh polyconvexe f ,h convexe .

Enfin la question de savoir si r/ rang-l-convexe entraîne ry' quasi-convexe ou non, est
une question ouverte; ("f. [D.], ch.4).

On definit ensuite, naturellement, les enveloppes polyconvexe et rang-l-convexe d'une
fonction d, gue l'on note respectivement P$ et fuh. Compte tenu de (4.1) on a

th**  < Plh <Qrb SRh <,b.  e.2)
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b. Principales difficultés.

Mis à part le théorème L.2le seul résultat donnant une estimation de Qnp(")-Qç@)
est celui du théorème 1.4. Ce que I'on pourrait espérer, à ce stade, c'est obtenir une

généralisation du même type que celle que nous avons obtenue en prouvant le théorème

3.L à partir du théorème 1.3.

L'énoncé de ce nouveau résultat serait alors celui du théorème 3.1, avec les modifica-

tions nécessaires dues au fait qu'ici m ) 1,, et où on ajouterait la condition suivante de

compatibilité sur les o; :
V i+ i ,  r ang (a ; -a i ) : L .

Seulement, le premier argument que I'on utilise dans la démonstration du théorème

3.1 consiste à considérer un hyperplan d'appui à epi(g**) pour obtenir une fonction afÊne

g qui coïncide avec g** sur co{a1 ,,. . .rak}.

L'existence d'un tel hyperplan provient de ce que I'on a

g** : sup{d : R' + R; .h affine et th S ç}'

Dans le cas vectoriel, lorsque I'on considère la fonction

sup{d ' Rrnx'r + R; r/ quasi-a,ffine et / < g},

on obtient Pg et non pas Qg; @ela provient, entre autre, du fait que les trois notions :

polyaffine, quaslaffine et rang-l-affine coïncident). Cf. [D.], ch.4, pour un aperçu plus

complet sur ce point.

On voit donc, que les techniques employées dans les paragraphes 2. et 3. sont in-

adaptées ici.

Une autre généralisation possible du théorème 1.4 consisterait à essayer de supprimer
- ou d'a,ffaiblir - les conditions de rang-l-compatibilité portant sur les c,.r;.

L'exemple suivant, dû à D. James et R. Kohn, montre qu'une généralisation en ce

sens serait agréable.

On considère g ' R2x2 + R , positive et telle que

ç@r )_ . . . :  ç (un )_0

où
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Si pour a €F.zxz, on note

alors les matrices u)!, . .. , @4 sont

suivants

avec

a_(t  o\  a_(r  o\  a_(- t  o \  o_(-L o\
or : fo  L) '  / rz : \o  _L) '  Ps: \o 4) '  t ra : \o  L)

Notons queVi / j , rang(w; - ri): 2. On a alors

g** : Pg : Qg : Rg - 0 dans tout le cané fuB2BsBa (4.3)

Prouvons en effet ces égalités :

Compte tenu de @.2) et du fait que g > 0, il sufrt de montrer que Rg : 0 sur le carré.
Ona

(  on  a r z \
o : l  L

\ dzr azz /

représentées dans le plan (0, arr ,ozz) par les points

, 1
0a: 

-rua 
+ ifu 

et rang(ua - 0t): L
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Rç@n) =},or(,n) *!^AB,) : Jne1B,;

puisque 0 < Rg(wa) S p(rn) : O.

De même on obtient I
Rç(0') < iRv@r)

Rç@ù =L^orB,t

Rç@s) =*r*rB,l

qui donne avec (4.4)

Rç@ù S tf,)^ nc{Où , vi :7,. . .,,4

et donc
Rç(0; )  :0 ,  V i  :1 , , . . . ,4 .

Pa,r suite, utilisant à nouveau la rang-l-convexité de Rg,, on obtient R?:0 sur le bord

du carré (et aussi sur les segments lg;,,u;| ,  i :1,.. . ,4) puis R?:0 à I ' intérieur; (4'3)

en résulte.

(4.4)
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c. Quelques réponses.

Soit toujours g ' R/nxn ---+ R. Notons Aç: {a € R-x"; 9@) = Qç@)}'

Pour  o  :  ( c l  r . . .  r t ^ )€  R-  e t  y  -  (Y t , . . . , ,Y " )€  R ' ,  on  no te  æ I  U  l a  ma t r i ce  de

R'',xn définie par

Vi, i  (x & a); i  
- x'ai .

On sait que toute matricç de rang 1 est de ce type. De plus I'application (r, A) - r I A

est bilinéaire.

Nous allons tout d'abord donner deux lemmes, puis obtenir une première généralisa-

tion du théorème 1.4.

Lemme 4.1 :  Soient  11,  . . .  t rk  €  R-  et  Ut , , . . . ,Ak € R'  te ls  que les matr ices r i  8g l

soient deux à deux rang-l-compatibles, c'est-à-dire

V i  +  j ,  r ang (a ;&y ;  -  r i  &y i )  : 1 .

Alors

V i  : 2 , .  . .  , l e  x ;  l l  q  ou  Y i  =  2 ,  "  ' , l e  Y ;  l l  Y t

où ll désigne la relation de colinéarité.

Preuve : Cf. [Ch.C.K.].

Lemme 4.2 : soient o1, .. . ,ak, (k >2) des matrices de R-x' tel les que

Vi+ i ,  rang(a; -a) :L .  (4 '5 )

Alors, si r/ : Rmxæ -r R est une fonction rartg-1-convexe' on a

,r(i Àio;) < f ^,rto,) (4'6)
i : l  i = l

k

pour tout 1r,..., Àr ) 0 vérif iant 
! 

f i  : t.
: 1
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Preuve : On montre ce résultat par récurrence sur /c. Par définition de la rang-l-

convexité c'est vrai pour fr = 2. Ensuite, on suppose que I'on a (4.6) à I'ordre k - 1.

Puis
k k

i . f,o, : Àrrlr + (1 - Àr) E *r,.
i= l  i :2

Notons
&  \ .

ô:I4a;.
u  L -  ^ 1
i=2

Ona
k  r .

b-  a t :  t  * (on-  o r )
- -  L - À 1
i -2

(4.7)

car
È \ 1 f t

I r  
^ t .

.?__rL-s,  1-Àt3

Ut i l isant  (4 .5) ,  on vo i t  queles matr ices b i :  a ; -ar t  i :2 , , . . . , ,k  sont  de rang 1et

deux,à deux rang-l-compatibles, puisque

Vi+ i ,  b ; -b i :a ; -a i ;

ainsi, pour tout i  e {2,.. . ,  k}, i l  existe c; € Rm et y; € R' tels que b; :  x; I  y; et

appliqua^nt le lemme 4.1, il vient

Vi  :  3 ,  . . . ,k  x ;  l l  æz (4 .8)

ou
Vi  :  3 ,  . . . ,1c  v ;  l l  yz  (4 .9)

Sans perdre de généralité, on peut supposer que I'on a (4.8), d'où

V i  : 2 r . . . r k  b i :  x i@y i  :  1 - t ; x z@a; ,  avec  p i  €  R '

Alors (4.7) entraîne que

È \
b - ar: 

E f-srr,*z & vi : rz &(f ftrtu,)
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qui est de rang 1, d'où utilisant la rang-l-convexité de,h, il vient

È

,b(>,À;a;) - û(\rar+ (1 - Àr)ô)
i :1

< Àrd(ar) + (1 - À')d(ô)

& r .
- À1r/(o1) + (1 - À'),r(E ft",)

qui donne (4.6), en utilisant l'hypothèse de récurrence. Un calcul identique donne égale-

ment le résultat lorsqu'on a (a.9). tr

Théorème 4.1: Supposons que g soit bornée sur les sous-ensembles bornés de R-"'

et soit a € R-xt. Supposons qu' i l  existe drt.--,ak Q,4r tels que

a €. ir(co{att . . ., oe}) , QP est quasi-a,ffine sur co{a1,' ' ' ,ak} (4'10)

et
V i+ i ,  r ang (a ; -a i ) : 1 .  ( 4 ' 11 )

Supposons de plus qlue Qq(a): P9@). Alors

o3Qnç@)-Qç@)SChr tz

où C est une constante dépendant de CI,9 et o.

Preuve : Soit .f : R'("'-) ) R convexe telle que

Ps- foT.

soit ensuite Il un hyperplan d'appui à epi(f) en (?(o), /(r("))); il existe donc une ap-
plication afrne g:R'(n'm) - ) R telle que

s<1 e t  g( " ( " ) )= / ( " (o) )

D'autre part (a.10) entraîne que

È
S ,

a:  )  
'À;a;  

avec ) i  >  0
i=1
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puis, utilisant (4.11), le lemme 4.2 et le fait que I'application d t+ ?(a) est rang-l-affine,

(.f. [D.] ch.4, lemme 1.2 p.102) on obtient

È
?(o): !À;r1";;. (4.r2)

i : l

De plus

s  < f  +  soT  l  f  oT -  Pe<Qp .  ( 4 .13 )

Supposons maintenant qu'il existe I e {1,...,lc} tel que

g(T("t)) < Qç(ot);

alors grâce à (4.12), (4.13) puis (4.10) il vient

k k

sQ@D: t À;e("(a;)) . t  \ ;Qp@i) : Qç@) : Pç(a) : s(T(a))
i : l  i : l

d'où la contradiction.

Ainsi g oT et Qç coihcident en o, d1t...ra&i pæ suite utilisa,nt à nouveau le lemme

4.2 on en déduit que g o ? et Qg coihcident sur tout co{o1,. ' . ,ok}.

Notons ensuite ,h -- ç - g oT. Clairement on a

th> -0  e t  a ;€Wp ,  V i - 1 , . . . , k .

Compte tenu de ceci et de (a.11) on peut appliquer le théorème 1.4, et a,ffirmer que

Qn'h@) 3 Chtlz '

soit

Qn(v-so"X")  3Chr tz

qui donne, grâce à la remarque 1.1, et car (g o 
")(o) 

: Qç@)

Anç@) - Qç@) S chrtz '

D'où le théorème. tr
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Remarqu e 4.L: Les hypothèses (4.10) et (4.11) qui ont été faites da.ns le théorème 4.1

sont des hypothèses techniques difÊcilement maîtrisables. Par contre la conditio-n Qç@) :

Pç@) esi satisfaite pour certaines classes defonctions; par exemple, si g: R2xn --> R

est définie par

v@) :  {L 
+ lpl 'z s i '  B^+ o

[o s iB:s

"ù lBl' 
-- Tr(gT g), alors, pour n à 2 on a

g* *  <  Pg :  Qç  -  Rç ;

cf. [D.], Appendice, lemme 2.7,P.283. Voir aussi [D.], ch.5, th. L.3,p. 217'

Montrons maintenant un deuxième résultat de nature quelque peu différente; il va

résulter du corollaire 3.1.

soit o € Rmxn et c € R-; notons po,", I'application de R' dans R définie par

aop (Y ) :9 (a+ r8Y) '

Puisque Qg est rang-L-convexe, I'application (Qç)o,, définie de R" dans R par

(Qà"," (y) :Qp@+ssa)

est convexe et ( go,, (car Qp S g). Pur suite,

(Qç)" , ,  3  (9o, , ) ** '

On a la théorème suivant

Théorème 4.2: Supposons que g soit continue et vérifie

lim e,V,) : +*.
lÉl*+- lpl

Alors si a € Rmxn est tel que

Qp@):  (Po, ' ) * * (o ) (4.14)

pour un c € R*, alors
0<Qnç@)-Qç@)SChr tz
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où C est une constante dépendant de O,9 el a.

Preuve : Compte tenu du corollaire 3.1, on a

O 3 Q nç,,,(0) - (Po,')**(0) < C ttt t '

qui s'écrit en vertu de (a.14)

o I Qnso,"(o) -  Qv@) 3 chrtz. (4.15)

Notons, le temps de cette démonstration, Vuo'- I'espace défini au paragraphe 1.a (et Vu0'1

celui correspondant au cas scalaire). On a

la dernière inégalité résultant du fait que pour tout u e V:'t, I'application ô : f,) ---+ R*

définie par

V i  -  1 ,  . . . , f f i  e t  V t  e  O  O i l t ;  :  x i u ( t ) ,

est un élément de Vf'* vérifiant YÛ : c I Vu.

Ensuite, utilisant (4.15), il vient

Qnp(o) -  Qç@) 1Qneo,"(0) -  Qç@) < Chtt ' ,

Qnvo,'(o): 
"J,rT,,ù I e,,,(Yu(t)) d't

: 
,.'ff,, ù I ç@ *c I Vu(t)) dt

2 Qnç@)

d'où le théorème. tr
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Remarque 4.2 : Les théorèmes 4.1 et 4.2 ne s'appliquent pas à I'exemple de James

& Kohn du paragraphe précédent.

Nous allons maintenant examiner un exemple intermédiaire entre celui de James &

Kobn et les situations des théorèmes ci-dessus, dans lesquels les hypothèses sont relative-

ment fortes.

Considérons g : p2x2 --'+ R , positive et telle que

p@r) : . . . :  ç ( r t ) :0

ou

.",: (à î) , ,,: (à it) , ,,: (T -tt) , ',: (T Î)

Les matric€s &)1, ...,u)4 ne sont pas deux à deux rang-1-compatibles, mais néanmoins on a

rang(u1 - ,r) : rang(u2 - ,r) : ro'ng(us - ,n) : rang(u4 - @r ) : 1.

Utilisant Ia rang-l-convexité d. Qç on a immédiatement qlre Qg: 0 dans tout le carré

u1ti2tastu4. En particulier QçQ): 0; on 'ra maintenant donner une estimation de Q69(0).

SoientO C R2 undomainepolygonalborné,  h  > 0et0 (  s  (  1 .  Ensui te ,  so i t
w6 : R2 -r R2 definie de la manière suivante :

pour o1 € [0,t]"] et æ2 e R on pose

( , '

u.'l(c; : {
[ -cr + lz'

puis on prolonge rl à tout R2, de sorte que tol soit h"-périodique par rapport à cl;
prolongement étant possible puisque

Yxz , ul(0, *) : . 'h(h",*') -- o;

puis on definit uzn parl'égalité

- 'n(r '  ,x2) :  uruçxz, ,xr1.

sio(, =l

, tT= xL<h'
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On pose alors u6 - rlhlo. Remarquons que

Vu;,(z) € {rt,Q2,us,u4]'  P.P. dans O

et que

Vc€o, o<u,,( ')S+ e.f i)

Soit maintenant unetriangulation T eT6(Q) et soit u6 I'interpolé sur T de lafonction

î ê (min(d(i, âO), ul(c)), min(d(r, ACI), ufr(r))).

Alors un € Vf et compte tenu de (4.17) on a

Yun reste borné indépendamment de h. (4'18)

D'autre part, si on note N(lr") le nombre de carré du type

h s  h s  h E  h " -
lk ; , ( f r  + 1); l  "Uî,(r  + 1); l

(4.16)

(4.1e)
qui recouvre O, on a

N(tr") S Crl0l tz-2"

où Cr est une constante indépendante de h et de O.

Ensuite ut et u6 coincident sauf éventuellement sur un voisinage Sr de ôO et sur

I'ensemble ,S2 des triangles de 7 qui rencontre les côtés des carrés

W+,@ + r)Tl * Itl,(l + 1)11 recouvrant f,l'

Compte tenu de (4.17) on a l,S1l < Czh"; d'autre part

lszl S 2h".N(h').zh

< 4?rl0lt t-" d'après (4.19).
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Par suite, utilisant (4.16), on voit que

Vu; , (c )  €  { r t ,u2 ,@s,@4}

sauf éventuellement sur ^9: ^91 U.92 dont Ia mesure est S Ct(h'+ Izl-"); d'où

1 l
I  ç(v"u(a)) da: I e(Yun(æ)) dæ

Jn Js

< CnlSl comPte tenu de (4'18)

3 C+Cs(hs + hr-')

si bien que

QnçQ)1'r'ol,'u"7-ffi 
;::âI-")

or min(s,1 - t) est maximum pour 
" 

: t, de sorte que I'on a

QnçQ) s chrtz '
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5. Conclusion.

Comme cela apparaît dans les paragraphes précédents, il existe une différence essen-

tielle entre le cas vectoriel et le cas scalaire. Celle-ci consiste en I'impossibilité, pour le

cas vectoriel, de construire une fonction a,ffine par morceaux pour laquelle les gradients

prendraient certaines valeurs da^ns un ensemble de matrices non rang-l compatibles (voir

par exemple $ 4.b et $ 4.c, remarque 4.2).

Ce qui a été fait dans [Ch.1], [Ch.r] et [Ch.C.K.] pour obtenir les résultats énoncés ici

dans les théorèmes 1.3 et 1.4 ne peut se généraliser à I'exemple de James & Kohn.

Les théorèmes 4.1 et 4.2 démontrés plus haut, ne s'appliquant malheureusement pas

dans ce cas, constituent des résultats provenant essentiellement de ce qui se passe dans le

cas scalaire.

Dans la remarqte 4.2, la démonstration est directe, mais encore une fois elle est

possible (sous cette forme) car il existe certaines relations de rang-l-compatibilité entre les

"puits" de la fonction considérée.

L'étude des suites minimisantes associées au problème non discrétisé

Inf
u€wol ' * (o;R-)

dæ avec a €. coW,
Ë I ç@*vu(r)) (5 .1 )

montre dans le cas scalaire, que les gradients de celles-ci sont choisis alternativement voisins

des "puits" d" I (ie. des éléments d" %); cf. [Ch.l]' [Ch.2].

Pour voir comrnent se comporte les suites minimisantes pour le problème (5.1) lorsque

g est la fonction de R2x2 + R définie par 

4
VB err2*2 , ?(p): II lg - r,l '

i= l

où les c.r; sont les matrices de I'exemple de James & Kohn, nous avons effectué quelques

calculs numériques, en utilisant des codes classiques (cf. [Co.]). Les résultats obtenus sont

donnés en appendice (p.86).
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PARTIE II

DENSITES D'ENERGIE ET MATERIAUX CRISTALLINS



60

DENSITES D'ENERGIE ET MATERIAUX CRISTALLINS

1. Introduction.

soit o un domaine borné de IÙ', g ewr,*(o;R"). on désigne par M* I'ensemble

des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels et I'on pose :

M i : { ^F 'eM" lde tF>0} .

Aa(p):  {u € l Izt ' - (O;R')  lVu(c) € Mî p.p.  dans Q, u:9 sur ô0}

On s'intéresse ici au problème suivant :

( Tbouver u e Aa(ç) tel que

(P) {  .  I' 

t " 
minimise l'énergie 

Jnr\u(x)) 
dx sur As(g)

or i  17 'Mi  +  R.

on note oi le groupe spécial orthogonal et GLh(Z") le groupe des matrices à coef-

ficients entiers et de determina.nt 1-

On suppose gue W : Mi + R vérifie :

W>}e tWcont inue ,  (1 '1 )

w(QF):w(F),  vF € Mî,  vq € oî,  (1 '2)

(principe de I'indifférence matérielle, cf' [Ci'])'

W(I):0, où .[ est la matrice identité de M'' (1'3)
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Pour tenir compte du caractère cristallin du matériau considéré, on suppose de plus

que :

W(FH):W(F) ,  V.F € Mî ,  VH € H :  LGL+(Z")L- \  (1 '4)

où ^t est une matrice dont les vecteurs colonnes constituent une base du réseau définissant

la structure atomique du cristal. Le cas physiquement intéressant est bien sûr le cas n:3,

O est alors la configuration de référence du corps considéré (cf. [Ci.]). D'un point de vue

mathématique le cas général ne présente pa^s plus de difficulté et c'est pourquoi nous nous

sorlmes placés ici dans ce cadre.

Remarque 1.1 : La condition (1.4) entraîne que 17 n'est pas nécessairement rang

l-convexe (cf. tch.K.l). Ceci exclut les méthodes directes du Calcul des Variations pour

résoudre le problèm" (P).

Pour F € Mi, notons F la fonction définie par

F1*7: Pr.

Le résultat suivant a été obtenu indépendamment par I. Fonseca ([e.t]) et M. Chipot,

D. Kinderlehrer ([Ch.K.]) :

Théorème 1.2: Soit O un ouvert borné de R' tel que lAOl : 0 , alors

Ee(F) z- Inf - [ wçvuçr)) d,a - lol /..(det F)
a€.Ac.(F) Ja

où,f est definie pour t ) 0 par

ô(t): ."!fr.=rw(G)

et d** est I'enveloppe convexe de d. lAOl désigne la mesure n-dimensionnelle de ôO.

Preuve : Voir [F.t], [Ch.K.l ou [Ch.s].
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Une question d'importance est de savoir s'il existe un élément u €. Ae(F) réalisant

I'infimum Eo(^F'). Il est ctair (d. (1.2) à (1.4)) que

W(F):  g  VF' :  QH,  Q € Oi ,  I /  €  H

et donc pour
Fçr1: QH"

.É réalise I'infimum naf) lequel est égal à 0.

Supposant
W(F) :s  <+ F:QH (1 '5)

il est naturel de se demander si pour

F@) + QHx

naf) est atteint. Nous donnerons dans le paragraphe 2 une réponse partielle à cette

question.
Bien sûr, il importe alors de construire des densités d'énergie vérifiant (1.1) à (1.5)'

c'est ce que nous ferons dans une troisième partie.
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2. Un résultat dtexistence pour le problème (P).

Pour ce qui est de I'existence d'un t'minimizer" i.e. d'un élément réalisant I'infimum

Eo(.F) on a le résultat suivant :

Théorème 2.L : supposons que w vérifre (1.1) à (1.5). soit F € Mi telle que

det F: 1. Soit V un ouvert connexe inclu dans O et tel que :

0V n 0Q ne soit pas entièrement contenu dans un hyperplan de R' (2.1)

Si F # Q.Il alors il n'existe pas d'élément u € ,qai@) réalisant I'infimum,Ee(F) et

qui soit de classe Cl sur 7.

Preuve : Supposons donc que I'on ait :

I wçvuç,)) tu: naf) Q.2)
J O

où z € ao(É) et où u est de classe Cr surT aue" V vérifiant (2'1)'

Par  (1 .3)  e t  par  déf in i t ion de /  on u d(1) :0et  comme Ô>0 i len résul te  que

d. . (1)  -  b .  Pni rq le  d,et  F:1,  on a donc Uo(F ' ) :0 .  Compte tenu de (1.1) ,  (1 .5) '  (2 '2)

on a alors:
Vu(æ) - Q(x)H(x) p.P. da"ns O.

@(*) € Oi., H(r) € H). Il en résulte,

Yu(x)rYu("): H(æ)rH(æ) p.p. da.ns O.

La fonction o H H(n)T H(x) qui est continue de V dans un groupe discret fermé est alors

constante. On a donc pour un certain II e H

Vu(o)TVu(")  :  Hr  H Va eV

d'où
(Vu(c)II-r ;r  1vr1')H-r) -  /

et donc
Vu(o)II-r  € Oî Yx eV.
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Ainsi il existe Q(") e Oi tel que

Vu(c) :  Q@)H Vx eV. (2.3)

Soit u , fr1V1+ R' la fonction définie par

, t (y)  -  u(H-ty)

Ona
vr(y)  -Q(H- 'y)  e o i .

D'où Vu est constante (cf. [F.2], appendice, prop. A.1) et donc Q également.

De (2.3) on tire donc

Vz(c) :  QH Yr eT aa 7(z) -  QH" + C Vx eT

où C est une constante de Rt.

Les applications afrnes F et u doivent coihcider sur ôV n ôO, donc, d'après (2.1) en

particulier en n * 1 points non coplanaires. On a donc nécessairement

C:0e tF :QH

ce qui est contraire à nos hypothèses. Ceci termine la démonstration.

Remarque 2.L: Le théorème 2.1 n'est pas entièrement satisfaisant, en ce sens qu'il

ne répond pas à la question de savoir s'il existe ou non, dans Ae(F), une solution de (P)
- ne vérifiant aucune condition au voisinage du bord de O - lorsque F + QH.

Néanmoins, on peut a,ffirmer que si le problème (P) admet une solution, alors celle-ci

ne saurait être Cl dans aucun voisinage du bord de O vérifiant (2.1).

A ce jour, nous n'avons pu aller plus loin. Cependant, si I'on supprime I'hypothèse f)

borné, nous pouvons apporter une réponse. Nous avons obtenu I'exemple suivant avec G.

Brfitazzo. Considérons

On voit facilement que F ç O'*.H (car si F : QH , alors ?r(F'F) : Tr(nr H) devrait

être nn entier, ce qui manifestement n'est pas le cas dans notre exemple) et que det F :7.

D

H: GL+ (2, )  ,  O: ]  -  1 ,1[xR et  
" :  

( l  Î )



65

Notons ensuite u : f,) -+ R2, I'application définie par

-1  <u1  (0  +  u (Q : ( ^  
11  

' \
\ - r**r+I)

o(æ1 (1  +  u (x ) : ( ^ "  \
\*2++)'

Il est clair que u e ao(.t'). De Plus

_1 <11 (o + vu(c) : ( l  î )

occ l<1 + vz(r ) : ( t^  9) ,
\o  I  ) '

si bien que Vu(r) € OI.H p.p. dans CI. D'où

f

Jr*F"(æ)) 
dn : r

qui entraîne, puisque W > 0, que u est une solution de (P)'

Notons que nous ne pouvons, ici, utiliser le théorème 1.1 pour calculer -Ee(F), car

dans ce théorème, l'hypothèse O borné est essentielle.
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3. Densitéi aténergie ne stannulant que sur Oi.H.

Dans cette section nous voudrions montrer qu'il existe bien des densités d'énergie
vérifiant (1.1) à (1.5). Des densités d'énergie vérifiant (1.1) à (1.4) ont été exhiMes dans

[F.3]. Nous voudrions montrer ici qu'il est possible de faire en sorte que les puits ou zéros
de W soient exactement réduits aux éléments de I'ensemble Oi.H.

On a en effet :

Théorème 3.1 : Soit O un sous groupe compact de Mi et fI un sous groupe fermé
de Mf . Alors il existe une fonction W t Mi + R telle que :

(") W ) 0 et W est continue,

(b )W(QFH) :W(F)  pou r  t ou t  .F  €  M i '  Q  eo  e t  I /  €  H ,

(c )W(f l :0  e  F :QH €o.H.

Preuve : Sur Mi on considère la relation 7t définie par

F r7P-Fz  +=+  1 (Q , I / ) e  OxH ,  F2 :Q \H .

Puisque O et H sont des sous groupes., R est une relation d'équivalence.

On munit Nryrc de b topologie quotient.
La surjection canonique s r Mi + M+lR est alors continue. Le théorème résultera

des lemmes suivants :

- Lemme 3.1 : s est ouverte et le graphe Ç de?- est fermé. M\lR est donc séparé.

- Lemme 3.2 : JÙfilR est un espace normal .

- Lemme 3.3 :

v.F € M[, {s(r)} : f-l u*
È>1

ori [[ est un ouvert de lÙ'[il?-.
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En effet, utilisant le lemme 3.3, on peut écrire

{t(f)} : n U1 , où [/t est ouvert'
k>1

Notons Ar le complémentaire deU* dans Mf /R
Ar 

"f {"(4} Jont deux fermés disjoints (ifu {t(4} cela provient du fait que M+lR

est séparé, cf. ié**e 3.1). Ensuite, fuisque M\lTest normal (cf. lemme 3'2) on peut

appliquer un des théorèmâs de Tietze-iJry"ohtt 1i. 1S.1 T.2, XXI1,2i L, p' 3a5) et conclure

à I'existence d'une application ft z M\117 * [0;1], continue et telle que :

/r("(/)) : 0, "ft 
: L sur Ak

Posonsa lo rs :  
, _ \ - / e.r - i!_t 2k.

Comme somme d,une série gniformément convergente de fonctions continues, / est continue

et vérifie :

/>0 '  J (s ( / ) ) :0

/ ( r (4) :0  +  Vk>1,  /6 (s(F) ) :0
+ Vk 2 1, s(.F) / A*,

+Vf rà1,s(F)eUr

et donc
s(r) e 1'l Uo : {"(D} soit s(F) : s(/)'

e>r

On vérifre alors sans peine que W -- f os est I'application cherchée. Le théorème est ainsi

demontré. 
- il

Reste à montrer les trois lemmes ci-dessus :

(i) Démonstration du lemme 3'1 :

soit u un ouvert de Mi. s-l(s(t/)) est le R-saturé de u, c'est-à-dire

s- l (s(u)) :  U QUH.
Q'H

Mi éta^nt un groupe topologique, QUH est ouvert V (Q,II) e_O.1H. Il s'en suit que

,-i1"1U;;.rt Jrrrrot a"r. ff,ii-et donc s(U) est *n ouvert de1,711 17?,' par definition de la

topologie quotient. Ainsi s est ouverte'
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D'autre part,

Ç = {(Ft ,Fz) € Mî 
"  

Mi I  FyRF2 } '

Soit (Ff",.Ej') une rrrit" d'éléments de I qui converge vers (Fr,fr). O" veut montrer que

( \ ,F2) e 9.
Ona

FfRFi Vrn Z 0'

D'où f  (Q*,H*) eO x H tel  que :

Fi : Q^F{ H*'

on a donc 
H*:(, , i ' ) - '  aTFi

de sorte que la suite (Ir*) est bornée, puisque les suitet (Fi"), (Fn et (Q*) le sont' Il

existe alors une sous-suite rn1 telle que

H*r -HeI l I ,  Q^ r+QeO'

Comme FT* - Fi, il vient

4 - l ip Fî' : l imQ-.Fi'k Hm* : Q4H

d'où (.F1,.Fr) € Ç, qti est donc fermé'

comme s est ouverte et Ç estfermé, M+|1?'est séparé (cf. [Bo'] ch'I, $ 8, n0 3,

prop. 8).

(ii) Démonstration du lemme 3'2:

Pour montrer que v'Ïrcest un espace normal,9l t. montrer que {!/7?estlocale-
ment compact et dinombrable à I'infini (cf. [S.] T.2, XXII, 5;2 et 4, p' 357 et 359)'

Soit s(F) e M+IÎ-. M$ est localement compact, donc il existe un ouvert O et un

compact K de Mf tels que
FeOcK

d'où
s(F)€s(o)cs( I ( ) '
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Or s est ouverte donc s(O) est ouvert, s est continue donc s(K) est compact et s(F)

posêde un voisinage comPact.

NIil?w étant séparé (cf. lemme 3.1) il est localement compact.

D'autre part, Mi est dénombrable à I'infini et donc

Mi= U o-
rn)0

avec K^ compact.
D'où :

rtirc:,(!, **): 
!,"(K*)

et pour tout rn ) 0, 
"(K*) ""t "o*f"t. 

C""i t.ftave de montrer que M[/7l est

dénombrable à I'infini et le lemme 3.2 en résulte. E

(iii) Démonstration du lemme 3.3

Soit ;i' € Mi. Notons B* la boule ouverte de M[, de centre .t' de rayon f,. On a

| ,o : {r'} d'où s(F) .'(n Bo) . [l '(B*).
f t21 

'È>l  '  i>r

Réciproquement, soit

s(G) e fl s(Br).
&>r

alors pour tout k > 1, il existe Fk e Bt tel que s(lre) : s(G). Or Fe + F quand

/c + *oo, d'où

s (G) : t ( p ' t ) +s (F )

et donc

s(G):  " ( r ) .
Finalement,

{r( f)} :  f l  f f r  avec(Jr:s(Bt)
&>r

et chaque [/r est ouvert car Bil'est et s est ouverte. D'où le lemme. tr
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Remarque 3.1

(1) On peut définir Ir[ Par

w(F) : (det r)-rl(s(r))

de sorte qrrc W vérifie, en outre,

,"rlil lo* 
w(F): *oo

ce qui est physiquement souhaitable.

(2) Si W1 etWz sont deux fonctions vérifia^nt les hypothèses (a), (b) et (c) du thé9rème

2.2,i ién est de même pour À117r *\zWz pour tout (Àt, Àr) € R+ x R.., (Àt,  ̂ r) f  (0'0) '

L'ensemble de ces fonctions est donc un cône convexe.

(3) n serait intéressant de voir s'il est possible d'obtenir une formule explicite pour

W (d.pax exemple les formules trouvées dans [F.t]).
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DE SAINT VENANT KIRCHHOFF

1. Introduction.

En présence d'un matériau élastique, homogène et isotrope, dont la configuration de

référence est un état naturel, on montre que la réponse associée au second tenseur des

contraintes de Piola-Kirchhoff s'écrit

t(r) : À(TrE)I *2p,8 + o(E)

pour F € MI, voisin de .I la matrice identité de M3, et où

(  1 .1 )

E:E(F)- | { r ' r -D. (1 .2)

Les deux constantes À, pl étant ) 0 et appelées constantes de Lamé du matériau considéré

(cf. [Ci.] pour un point de vue complet sur ces notions).

On appelle matériau de Saint Venant Kirchhoff un matériau élastique, homogène

et isotropà, dont la réponse Ê associée au second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

est donnée par (1.1) où I'on a négligé le terme 
"(E), 

c'est-à-dire telle que

vr e M|,  i ( r )  -  ) , (TrE)I  +2pE

On montre alors qu'un tel matériau est hyperélastique et sa densité d'énergie est la fonction

IÎr : M| -r R définie par

vr e uf , w@): ){rr")2 + prrçr',1. (1 .3)

(Cf. [Ci.] th. 1.4.7, p. 76).

"... Les matériaux de Saint Venant KfucIùotr sont les modèIes non linéaires les p/us

simples possihles, puisque leur Loi de comportement est laplus simple qui soit compatible

avec (1.1) ... Mais le:uu- relative simplicité d'emploi est compensée par des inconvénients :

Ùn inconvénient, de natute théorique, reside dans I'absence de polyconvexité de Ia

densité d'énergie a.ssociée. .." (P.G. Ciarlet).
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D'autre part, si W : M! -+ R est la densité d'énergie associée à un matériau

hyperélastique quelconque, il est souhaitable pour des raisons physiques, que I'on ait

,",1i!o* w(F): *oo (1'4)

(cf. [Ci.]). On peut alors prolonger ]7 en une fonction continue de M3 dans R U {+oo}
en posant

W(F): *oo si d'etF < 0;

un tel prolongement étant utile pour considérer, par exemple, I'enveloppe quasi-convexe

de W, c'est-à-dire I'application QW définie par

QW --sup{g:  M3 -  RU{*oo} ;  g  quasi -convexe et  g  <W} '

(Notons ici que, si Q désigne un domaine borné de R3, la quantité

ne donne Qe@) que lorsque g est à valeurs dans R; cf. [D.])'

La densité d'énergie de Saint Venant Kirchhoff ne vérifiant pas (1.4) on ne peut obtenir

de prolongement coulme ci-dessus.

,, ... Au mieux, les matériaux de Saint Venant Kirchhoff ne peuvent être utilisés que

dans Je domaine des petites déformations E (et J'une des diffi.cultés est bien srîr de ttaduire

mathématiquement cette restriction) conlmele suggère leur défrnition; .. ." (P.G. Ciarlet).

Reste que (1.3) constitue une définition de Û valable non pas uniquement sur un

voisinage def, mais sur tout M| (qui peut d'ailleurs s'étendre, par cette même expression,

à tout tVft; 
"t 

qu'on peut s'interroger sur d'éventuelles propriétés de convexité de W.

Lf
,ewo,lg{o;n") loi Jno@ 

*Yu(x)) dx
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2. Non rang-l-convexité de la densité de Saint Venant Kirchhoff.

Comme on I'a dit plus haut la densité d'énergie de Saint Venant Kirchhoff, Û, n'est

pas polyconvexe dans Mf (cf. [R".]).

On va montrer qu'en fait I'absence de convexité de triV est plus forte, et plus précisement
qu" fr n'est pas rang-1.-conxexe dans Mf .

Nous allons tout d'abord nous placer dans Mi (avec 
" 2 2) et définir Û par les

formules (1.3) et (1.2) pour toute matrice .F' e Mi..

Ensuite, on dit queW :U + R, où U est un ouvert de M', est rang-l-convexe
sur U si

VF,G eU te l les  que [F ,G]cU e t  rang(F  -  G) :  t

o n a

VÀe [0,1]  ,  w(^F+(1 - r )QS^W(F)+(1 -^)w(G).

On sait que si W est de classe C2 dans [/, alors W est rang-l-convexe sur U si et seulement

s i ona

t  reai{okbl>o ,  Yo,b€R' ,  vFe(J.
;ft,1or;ior *t

(Condition de Legendre-Hadamard dans U)

(Cf. [B.]). Remarquons que Mi est un ouvert de M'.

Introduisons maintenant quelques notations : pour F,G e M" on pose

F : G : Tr(Fr G) le produit scalaire euclidien des matrices

lFl : (F : F)rlz 1a norme âssociée.

Puis si a,b e R' on note o I ô Ia matrice de M" définie par

(a8 ô) ; i  -  a 'br  i



ê F

I D

ainsi, si les vecteurs @ et ô sont des matrices colonnes on a

a8b :  abT

et le produit scalaire dans R' s'écrit

a .b :  aTb .

(2 .1 )

(2.2)

utilisa;rt (2.1) et (2.2) on vérifie alors aisément que, pour F € M" et, a,b,,c,d e R', on a

les formules suivantes

(a8ô ) " : b&a

F ' (a8ô ) : (Fa )8ô

(a@ô)^F ' : a8 (F ' b )

(a I ô)(c I d) :  (ô.c)(a I d)

T r (a&b ) :  a .b

F  :  (a8  ô )  :  Fb .a :  F ra .b

(o  8  ô ) '  ( "8  d )  :  ( a . c ) (b .d )

loBô12: la l2 lb lz

(2.3)

(2.4)

(2-5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.e)

(2.10)

Théorème 2.1 : La densité d'énergie W associée à un matériau de Saint Venant

Kirchhoff n'est pas rang-l-convexe sur Mf .

Preuve : Puisqu'il est clair q,r" Û est de classe C- sur M[, on ,ra monlr"r que la

condition de Legendre-Hadamard n'est pas satisfaite pour certaines matrices F de Mi.

Tout d'abord remarquons que

vr e M[ ,  w(p):  ] { r r " ) '  + t lnP car E:  Er

Ensuite, soit F € Mi. Puisque fVfi-"rt ouvert, il existe e ) 0 tel que B(F,e)C Mi;

si bien que si ff € M' est telle que lHl ( e, alors W(F + I/) est bien définie. Pour une
telle matrice H ,la quantité

1 - a2w( F\ -- def. 1-"-
2 .+.ÔF;;0Fu-- ' r - -^ '  2 '

l t ! t n r '

est le terme d'ordre 2 en H dans le développement de Taylor ae Wçf + II).
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Orona

E(F + H):*<r ' ,  -  I  +  FrH + HrF + HrH) (2.11)

d'où

r r (E(F+ f / ) )  : |QrP -  n *2F :  H + l r l ' )

et le terme d'ordre 2 en H dans (?r(.E(f, + I/)))2 est donc

1k , : H)2 * 21F1'- ,)lr/l ') .
4 \ .  '  '  \ r  |  / ,  , , 1

D'autre part utilisant (2.11) et l'égalité lA + Bl2 : lAl' + lBl' + 2A: B on voit que la
terme d'ordre 2 en H dans lE(F * ff )12 est

1 t

)( t r '  n + Hr tr12 +z(Fr F- /) ,  r '  r )

d'où on déduit, que pour toute matrice I/ € M', on a

wr(H): à(zr, :  H)2 *6rl '  -  ' ) lnl ' )
(2.r2)

+ *(V 'n + HrFl2 +z(FrF -  I ) ,^r r ta) .' 2 \ '  '  |  '  \  '  /

Maintenant, pour a,b e R' et H : a$b , (2.L2) s'écrit

wr(oo b) : à(rrr: (o I ô))' + (Fl' - n)lo o ô1'?)

+ f , ( r ' faa ô) *  (aa b) 'Fl '+2(FrF -  / )  , (ao ô)"(a *  a l )

qui donne en utilisant les égalités (2.3) à (2.10)

wr(oo ô) : àPrrr".b), +6r'1, - nylolrlalr)
(2 .13)

r $(tfr'o I ô + ô o (FÎo)l' + zçtrr tr- 4' lol'(b* al).
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et

Orona

l (rto) a ô+ b e (Fra) 12 : l(Fr a) I bl '  + lb8 (F' ") l '  + z((Fra)8 6) : (ô e (rro))

:ZlFralzlôl '  + Z(Fr a.b)2

(Fr F- / ) '  l " l ' (bo ô) :  laf1rr  r  :  (ô a b) -  I  :  (ôs b))

:  l@12(Fô l ' -  lb l ' )

si bien que (2.13) devient

wr(oo ô) : (jf ftf '  - n)lbl ' + p(lnbl' - lal '))l" l '
(2.14)

+ (À + pt)(Fr a.b)" + plFr ol ' lbl '  .

Choisissons alors F:tI avec t € R+, puis a,ô € R" \ {0} tels que a.ô:0; d'où

lFlz : nt' , lf lblz - *lbl' , lF'ol" -- t ' lol' , Fr a'b:o'

Ainsi pour ces valeurs on a, d'après (2.14)

wr(oo b) : (à"fr' - 1) + p(2* - t)) lol'lul'

qui est < 0 pour t < Ll1Æ:. La condition de Legendre-Hadamard n'est donc pas satisfaite

pour de telles matrices F; d'où le théorème. u
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3. Le minimum de lténergie dans le cas linéaire.

Nous allons ici donner quelques résultats à propos du minimum de l'énergie corres-

pondant à un problème aux limites avec une donnée au bord linéaire.

A partir des égalités (1.2) et (1.3) on obtient facilement, pou F e Mi,

w@): ] lrf + Lnlrrrl" -n^!n"lr l '+ ry. (3.1)

Dtautre part, si otr...,u. sont les valeurs singulières de F (i.e. les valeurs propres de

F'F) on peut écrire

lF l '  :  u? + .  . .+ u7 et  lF 'Fl '  :  ,1 + . . .+ , I  (3.2)

si bien que (3.1) devient

w@) : *t 1 + ... +,I) - ry@? + ... +,,,)
u + 

(3 'J)

r |t '?r3 + ulu!+ ... + olu?) *" ^ lr 'nr -

Soit maintenant O un domaine borné de R'. Posons, pogr .F € Mi,

Q*w(r) : -.,.,,*ïQ;R.) ù I 
w@+ Vu(r)) dr.

det(ole{Jo@))>o P.P.

On montre que le second membre de cette égalité est indépendant du domaine borné f,)

choisi, et que Q*w est rang-l-convexe sur Ml. (Cf. [ch.3] prop. 3.1 et 3.2).

Remarque 3.1 : Si on définit Û ..tt tout M' par les formules (1-3) et (1.2) (ou

encore (3.1) ou (3.3)), on peut considérer son enveloppe quasi-convexe QW et on a

vF e M' ,  Qw(F) : , . r0, , , {e;R")  
ù I  

wg *  Yu(x))  dx

et donc
vreM|,0<aw@)sQ+w(4sÛ(F). (3.4)
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Remarque 3.2 : On sait (et on le voit aisément) que

V-F € Mi , YR1,R2 € Oî on a WçArf Arl - Û1f;

(Oi désignant le groupe special orthogonal) et I'on montre qu'alors Q*W vérifie la même

propriété d'invariance (cf. [Ch.sl prop. 3.3).

Dans ce qui va suivre on va donner une condition sufrsante sur F pour que I'on ait

l'égalité Q*w@) : wçr1' Tout d'abord on a le lemme

Lemme 3 .1  :  so ien t  g :  R+  -Re t  / :  M*  - rRdé f in iepax / ( r ) : g ( lF l ) .  ona

/convexe ç f polyconvexe <+/quasi-convexe ç f rang-l-convexe

e g convexe et g(0) - info o(r)

Preuve : Cf. [D.] Ch. 4, th. 1.10 (iii)' p. 133-134'

Proposition 3.1 : Soit F e Mi telle que I'on ait :

2u,  t  1z (B.b)l r l

alors Q..Û(r) : W@).

Preuve : Tout d'abord écrivons, à I'aide de (3.1), W a"la manière suivante

Vr € MÏ , w(P): e(lFl) + to(r)

où

vt e R1 , sG): àtn 
- n\ !n2P r'

et

vF € Mi , ,(F,) : f,lr 'rf +n2^!82n\.
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util isant (3.2) on voit que r(r) : Ô(ur,...,u,) a,vec $ r(R+)'-+ R symétrique,

convexe et croissante par rapport'à chaque variable; par suite to est convexe (cf. [Il.] th'

5.1, p. 363).

D,autre part, la fonction g est décroissante sur [0, @ ++)tl'] o*, croissante sur

[('+ T)''', +-[.
Considérons alors I'application f : R+ - R definie par

[sG) sit2 @++)'/ '
Vt e R.. ' ô(t): {'  J' 

I o(@*T)'' ') si t ( @++)'p

c la i rement f res tconvexee tvér i f i eô (0 ) : ig foû( r ) 'Donc 'enver tudu lemme3 '1 '

I'application

h: F t -> t ( l r l )  + to(r)

est convexe et vérifie h sw ("* 0 < g). D" plus, si Lr désigne l'ensemble des matrices F

de Mf, qui satisfont (3.5), on voit, par définition de f

YF eU , w(p) - â(r). (3.6)

Ensuite, soient F eU et u € lTot'-(O;R") telle que

det(F* Vu(z)) > 0 P.P. dans O. (3'7)

Ona

ù I 
wg* Vu(c)) dc - 

ù lrorr* 
vu(c)) dc car h sw

> h(F) car h est convexel
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d'où prenant I'infrmum sur I'ensemble des u e W]'* (O; R") vérifiant (3.7), il vient

Q*w(p) > h(F)

qui donne compte tenu de (3.6) et (3.a)

w@) -- Q+w(F).

D'où la proposition.

Remarque B.B : Bien entendu la condition (3.5) n'est pas suffisante puisque, pour

E€O| ,ona

lll' : fr(nr R) - Tr(I) : n I " *+

0 < Q+w(ft) < w@) - 0 + Q+w@) -- w(R)'
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APPENDICE

Nous allons, ici, nous intéresser à I'exemple de D. James et R. Kohn (d. p. 46 à 48)

et plus précisément considérer la fonction g z Pc2*2 + R définie par

4

YB en2*2 ,, e@): f l lg - r, l '
d= l

ou

Ona
ç@):o<+ 0e{" , " " ,uc} '

Comme on I'a uu Qg est nulle dans tout le carré h/z/sfu, où

^ l t  o \  ^  (1 o\  
"  

( - t  o \  o  - ( -L o\
0 ' : [ô  1) '  f lz : \o  - t ) '  nr : \o  ; ) '  Pr : \o  t )

En particulier, Qp(0) :0 et Qç(7r) :0. Compte tenu du théorème 1.1, on sait que

fgiQr,r(o) 
: o et li+Qnv@r) 

: o.

Dans ce qui suit, on va donner quelques résultats numériques concernant les problèmes

11

,tY* Fi JnvF"@)) 
d'x (A'1)

et
11

'I.9* n Jnv@' 
+ vu(c)) dæ (A'2)

où O : [0,1] x [0,1], et où on c.hoisira successivement

.1h :  
*  ,  avec  JV :  10 ,  20 , . . . ,  80
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et sur O la triangulation classique définie par les N2 carrés de côtés parallèles aux axes et
de sommets

, t
c i j  :  (F , avec  0< i r j<N

qu'on partage ensuite en 2N2 triangles en considérant la diagonale parallèle à la deuxième
bissectrice dans chacun d'eux.

Pour chacun des deux problèmes (4.1) et (4.2) on va mettre en oeuvre une méthode
de descente par gradient conjugué pour obtenir une approximation de I'infimum et I'allure
des suites minimisantes.

Nous avons, pour cela, adapté les codes FORTRAN que M. Chipot et C. Collins ont
utilisés dans le cas scalaire (cf. [Ch.t] et [Co.]).

Le tableau suivant donne les valeurs obtenues pour Q6g(0) et Qnp(|r) en effectuant
fr itérations dans la méthode du gradient conjugué à partir de la valeur initiale us :

fr'

Ug

k

QnvQ

o,

300

0

b

300

0r

b

500

0r

c

300

Êr

N

20

10 625 365,962 355,343 355,343

603,599 280,179 284,575 284,575

595,160 260,559 264,LL6 262,116

590,659 255,67L 252,38t 252,377

50 587,883 247,869 245,,5t3 245,4L6

60 585,991 252,349 238,135 230,095

70 584,683 245,563 240,780 22L,765

244,596

b et c, étant définies par leurs valeurs aux noeuds intérieurs à O,

30

80

les fonctions initiales a,
de la manière suivante

pour  0< i , j<N
rnod 2).h

mod 2).2h
I  

ar(x;;) - ( i

\ o2(r;;) = 1Y
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et

pour  0< i , j<N

pour  0< i , j<N

Le choix de la fonction initiale us a élé fait de sorte que le premier calcul de I'intégrale
dans (A.f ) ou (A.2) donne des valeurs "pas trop grandes", c'est-à-dire de sorte que I'on ait

Vus(c) € {rt , .  .  .  ,  @n} pour (A.1)

et

h *Vus(r )  e  {ar1 , .  . . ,  a+}  pour  (A.2)

(A.3)

pour c dans un sous-ensemble de O le plus grand possible, sans gue les autres gradients
soient de norme trop elev,ée. Le choix uo : 0 n'a pu être fait car la méthode du gradient
conjugué ne ttdémarrait" pas.

Observa,nt les deuxièmes et troisièmes colonnes du tableau précédent, on voit que les
résultats obtenus dépendent du choix de us.

D'autre part, Ies troisièmes et quatrièmes colonnes montrent que plus .lf est grand, plus
les résultats obtenues sont meilleurs avec 500 itérations au lieu de 300. Pour N : 10, . . . ,50
les différences sont moindresl (il serait bien sûr agréable, de poursuivre ce type de calcul
avec N et lc bien plus grands, mais les temps de calcul deviennent alors très importants).

Les figures des pages suivantes montrent, dans les cas N : 20 ou 40, et k : 300,
I'allure de ul6o et uloo respectivement, selon le choix de us (où u36s est la fonction de Vf
obtenue après 300 itérations dans la méthode du gradient conjugué).

Les solutions, comme on le voit aisement, présentent de fortes oscillationsl en fait,
pour minimiser l'énergie, I'ordinateur modifie la fonction initiale de sorte à obtenir des
fonctions dont les gradients sont de plus en plus comme en (4.3).

Je tiens, ici, à exprimer mes vifs remerciements à V. Lecuyer, sans lequel ces quelques
calculs n'auraient pu aboutir.

I 
br(a;i) - o

t a'(",r') - (j mod,2).h

I 
cr(x;) - o

t "'(t,i) 
: Q mod 4).h
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Problème : (4.1)

N :40  e t  l c :  300

g5oç 1fltral : u10j = h(l rnodulo 2)

Valeurs extr€mes du résultat :
-l,4.lO-2 < u1 < +l,5.lO'2

Chotx lntttal : u2(tJ) = 2h0 modulo 2)

Valeure extrêæ du résultat :
- 1,4. lû2 < u2 < +1,5. 1û2

I
o

o

lo
o
r.
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Problème : (A.2)

N:20  e t  Ë :300

Cholx tnitlal: u1(lJ) = O

Valeurs extr€rnes du Ésultat :
-2,3.10-2 < u1 < +2,6. lO-2

Cholx lnltlal : u2(t$ = h(J sndub fO)

Valeurs extrêrm€s du résultât :
-O ,16<u2<rO, l3

al
o

o

ôl

+

0

J'à
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Problème: (A.2)

N:20  e t  f t :300

Cholx tnjtflâl : ul(U) = O

Valeurs extr€rcs du Ésultat :
- 1 , 4 . 1 Û 2  < u 1  < + 1 , 5 . 1 û 2

Chotx lnlËat : u2(U) = h(l modulo 4)

Vdeure o<tr€æ du Éeultat :
- Q l  < u 2 < r O , l

c{
o

o

ôl
d+

+

N

to


