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NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisées sont, dans la plupart des cas, définies dans
le texte. Néanmoins, quelques notations ou définitions “standards” ont été volontairement
omises. Nous les rappelons ci-dessous.

— Pour 2 C R", on note
0N la frontiére de 2,
' 19| la mesure (de Lebesgue) de 2,

et on dit que § est un domaine de R™, si {2 est un ouvert 1-régulier de R" (cf. [R.T.]
def. 1.3-1 p.22).

— Pour © un domaine de R", on note

(1) Wh°(Q; R™) l'espace (de Sobolev) des fonctions u : Q — R™ telle que u et sa
dérivée (au sens des distributions) Vu : @ — R™*" soient mesurables au sens de
Lebesgue et essentiellement bornées sur ;

(2) Wy'°(Q; R™) I'ensemble des fonctions u € Whoo(Q; R™) telles que u = 0 sur 9
(3) WHo(Q) = Whoo(Q; R) et Wy (Q) = W' (% R).
(Cf. [G.T.] et [B.M.]).

~ Une triangulation d’un domaine borné et polygonal 2 C R", est une décomposition finie

du type
Q= J K

telle que
(i) chaque élément K € T est un polyedre de R" d’intérieur non vide;
(ii) les intérieurs de deux polyédres de T sont disjoints;

(iii) toute face d’un polyédre de 7 est soit face d’un autre polyédre de 7, soit une
partie de Of2.

(Cf. [R.T.)).
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— Pour n et m deux entiers naturels, on note
R™*" ’ensemble des matrices réelles & m lignes et n colonnes;
Mn — Rnxn.
?
M} le sous-ensemble de M" constitué des matrices & déterminant positif;
GL(R™) le sous-ensemble de M™ constitué des matrices inversibles;

O} le groupe des matrices orthogonales de déterminant 1.
— Pour une matrice 3 € R™*", on note A7 la matrice transposée de S.
_ Pour une matrice a € M", on note Tr(a) sa trace et det(a) son déterminant.
— Pour A C R™*", coA désigne ’enveloppe convexe de A.
— Pour A, B C R, d(A, B) est la distance de A z‘a,’B, i.e.
d(A,B)= inf |a—b]

a€ A

be B
en particulier, si z € R™, on note d(z, A) = d({z}, A).

— Pour z € R" et € > 0, B(z, €) et B(z, €) sont respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre z et de rayon e.
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INTRODUCTION

Dans la premiére partie de ce travail, nous nous sommes proposés de généraliser cer-
taines estimations numériques dues 3 M. Chipot, C. Collins et D. Kinderlehrer concernant
un probléme de Calcul des Variations.

Le probléme classique suivant

Inf /cp(a+Vv(a:)) dz (0.1)
veW) @ (;R™) Ja

(ot 2 C R™, & € R™*" et p : R™*" — R) n’admet pas en général de solution
u € WE*°(Q; R™) si 'on n’impose aucune condition de convexité sur ¢.

Dans [Ch.;], [Ch.;] et [Ch.C.K/], les auteurs s’intéressent au probléme “approché”
déduit de (0.1) en remplagant W3 °(Q; R™) par un espace d’éléments finis V?, et au com-
portement des suites minimisantes de (0.1). Or la quantité (0.1) n’est autre que |Q|Qy(a)
o1 Qi est 'enveloppe quasi-convexe de .

Nous décidons alors de noter

1
= Inf — +V d
Qupl) = Inf, on | ola+ Vo(a) de

quantité que ’on peut considérer comme une enveloppe quasi-convexe “approchée” de ¢.

Dans un premier temps, nous montrons que

Va € R™" | Qup(a) — Qp(a) quand h—0

(cf. théoréme 1.1 p.14), aprés quoi nous nous proposons d’obtenir des estimations de
Qnrp(a) — Qp(a).

Tout d’abord, aprés avoir énoncé les résultats de [Ch.;] et [Ch.C.K.] avec ces nouvelles
notations, puis obtenu une premiére estimation, nous étudions successivement les cas
n=m=1puism=1, n>2et enfinn,m > 2.

Dans les deux premiers cas, la ou les notions de quasi-convexité et de convexité coinci-
dent, nous obtenons des résultats satisfaisants et relativement complets; dans le cas vec-
toriel -le probléme étant plus ardu- nous donnons des estimations sous des hypotheses
techniques (en fait trop-restrictives) et examinons quelques situations typiques.
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On trouvera, d’autre part, dans [Ch.C.], [Ch.2] et [C.K.L.] une approche numérique
du probléme modifié suivant

veEW: °°(Q R™) ,/ (p(a + Vo(z)) +¥(v(z))) dz .

Dans la deuxitme partie, on s’intéresse, dans le cadre de I’hyperélasticité, a des
matériaux cristallins pour lesquels la densité d’énergie W associée vérifie une propriété
d’invariance du type :

W(QFH)=W(F), VFe M%,VQ €O, VH ¢ H (0.2)

o1 O et H sont certains sous-groupes du groupe M7 des matrices réelles n xn a déterminant
> 0. On montre ’existence de densités W vérifiant (0.2), positives, continues et ne
s'annulant que sur ’ensemble O.H; on étudie également le probleme de minimisation
correspondant.

Dans la troisiéme partie on montre que la densité d’énergie W associée & un matériau
de Saint Venant Kirchhoff n’est pas rang-1-convexe, puis on donne une condition suffisante
pour que |’égalité suivante ait lieu :

W(F) = inf / W(F + Vv(z)) dz.
vewb=@ry |9
det(F+Vv(z))>0 P.P-

Certains des résultats qui sont donnés ici ont été obtenus en collaboration avec M.
Chipot.

L’essentiel des Parties I et IT est traité dans [Br.Ch.,}, [Br.Ch.;] et [Br.Ch.s].

Les trois parties sont indépendantes et, sauf mention explicite, les références chiffrées
sont internes a chaque partie.



PARTIE 1

APPROXIMATION ET PROBLEMES NON CONVEXES
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APPROXIMATION ET PROBLEMES NON CONVEXES

1. Introduction. Premiers résultats.
a. Position du probléme. Notations.

Soient n et m deux entiers strictement positifs,  un domaine borné de R", que nous
supposerons polygonal, et '

p:R™" — R.

(R™*" désigne I'ensemble des matrices réelles 4 m lignes et n colonnes.)
Soit Qp I’enveloppe quasi-convexe de o, c’est-a-dire:

Q¢ = sup{1p : R™*" = R; 9 quasi-convexe et ¢ < p}.
1

Rappelons ici que 1 est dite quasi-convexe si, pour tout domaine borné D C R" et pour
tout v € Wy°(D;R™) on a

Vo € R™*", /Dz,b(a +Vu(z)) dz > |D| ¥(a), cf. [D.]et [B.M]

On sait que l'on a :

VaeR™", Qoa)= Wi oo [ plat Vo) de
vewd=@rm) [ Jo

le second membre étant indépendant de Q, cf. [D.].

Dans le cas o m = 1, les notions de quasi-convexité et de convexité coincident, si
bien que l’on notera ¢** au lieu de Q.
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Soit maintenant, pour A > 0, T4(f) un ensemble de triangulations de §2 tel que
Vh > 0 et VT € Tp(2) on ait :

VK € T, K est un n-simplexe (1.1)
max (hx)="h (1.2)
hx
VKeT, —<v (v>0) (1.3)
PK

ol hy désigne le diameétre du n-simplexe K et px la rondeur de K (i.e. le diametre
maximum des boules contenues dans K).

On associe ensuite, & chaque K € 7, ’élément fini de Lagrange (K, Pi(K),Xk) ou
Pi(K) désigne I’espace des polyndmes de degré 1 sur K, et o X est I'ensemble des (n+1)
sommets de K.

Ainsi, si pour tout & > 0, T3 € Tr(Q), la famille {7j; h > 0} est une famille réguliere
de triangulations de ; f. [R.T.].

Pour T € T4(R), notons alors :
VAT) = {v:9Q — R™ continue; v'|x € Pi(K), VK € T,Vi=1,...,m et v =0sur 00}

puis posons enfin

1
= Inf — +Vo(z)) dz , a € R™¥™,
Qupla) = Inf o | etatv@yde  a

On a0 < Qp < Qe < p; et on désire obtenir une estimation de Qnp — Q.

Qry dépend de Q2 et de T; on ne fait pas paraitre ces dépendances car :
(i) on supposera {2 fixé une fois pour toutes
(i1) les estimations que 'on obtient pour Qe — Q¢ sont indépendantes de 7.

Dans toute la suite 7 désignera donc un élément quelconque de Tx(2), que I'on pourra
considérer comme fixé, et on notera V0 pour V;X(7T).
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On supposera en outre que ¢ est bornée inférieurement par une fonction quasi-affine
(cf. [D.]), c’est-a-dire qu’il existe

g: R™*® — R quasi-affine, telle que ¢ > g. (1.4)

Remarque 1.1 : Pour tout a € R™*", et pour toute application quasi-affine
g:R™*" — Rona

Ap-@)= It o (o= g)at Vu(e) de

vewgv”(n;nm)ﬁ

o 1
= vewg,gl(fn;nm) ﬁ L p(a+Vu(z))dr —g (W lz(a + Vu(z)) dz )]

Inf lle—l /9 o(a+ Vo(z)) de — g(a)]

vEW® (R™)

= Qy(a) — g(a)
d’ou .
Qp—9)=Qp—g

et de méme on montre que
Qule —9) = Qnyp — 9.

Par conséquent

Qup — Qv = Qr(p —g9) — Q¢ — 9)-
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b. Un théoréme de convergence.

Avant d’énoncer le résultat de convergence qui va justifier la recherche d’estimation
pour Qrp — Qp, démontrons le lemme suivant :

Lemme 1.1 : Soit v € W1°(Q;R™) et v, son interpolé sur une triangulation
T € T4(R) . Alors il existe une constante ¢ > 1 ne dépendant que de n, m et v telle que

|Voi(z)| < ¢||Vv||Lo(@;rmxn) P-p. dans 2

(ot ’'on note

18] = Tr(876)/? , pour B € R™*" et ||Vo||zo@mmxn) = || 1V0} || poo(qy )-

Preuve : Soient z € Q et K € T tels que z € K. Compte tenu de (1.1) il existe une
application affine injective Fi définie sur le n-simplexe unité K de R™ par

Vje K, Fx(j)=Bkj+bx ouBk€GLR"), bk €R"

et telle que l'on ait FK(K' )=
Montrons tout d’abord deux inégalités concernant By.
Soit (ep,...,en) la base canonique de R". Notons h et p le diamétre et la rondeur de K.
Par déﬁmtlon de p,on a
Vi=1,...,n 39;,%; € K tels que pe; = §j — Z;
d’ou
B pej = Bxyj — B2 = Fx(§;) — Fx(%;)

qui donne |Bgpe;| < hi. Par suite

Vi=1,...,n (z(BK)%j)l/2 < hTK. (1.5)
=1

Intervertissant les roles de K et K on obtient

. LIS V. I
Vi=1,...,n (;(BKI)?J.) < (1.6)
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Soit maintenant w = v o F. En notant y = Fg(g), on a
ow* o, ;
s W O i R
VZ,] 3:1:,- (y) 6(1)1 (v o K)(y)
= Z (y) (Bx)ij

d’ou utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
Vi i n Bu? 1/2
Wi lge Y 5)l < (Z( wr)" .(;( K)%)

qui donne avec (1.5)

. hy
Vi, j ”0:1:, 2oy < —,:)—”V’UIILoo(K Rmxn). (1.7)

Ensuite, il est clair que v, o F est affine et coincide avec w en les sommets de K.
Notons

B=V(vyoFk)(j), Vj€K.

OnafeR™*" et

X | = g1, ™ dt
Vi, ':Btjl | A 69:,( 5 ) d I
d’oll compte tenu de (1.7) on obtient
. hi
Vi, j 18i;] < THV"’“LW(K;R"‘X")- (1.8)

Enfin, Pégalité
B = V(vp 0 Fg)(2) = Vup(z).Bg



13

entraine que 'on a

. v} . -1
Vi, j aTj(w) = ; Bi-(Bx )i

qui donne

R OTE (zﬂ ) ()

=1

puis compte tenu de (1.6) et (1.8),

. vt hx h
Vi, j | h($)|< 1/2_’)";—”V””L°°(KR'"X")

En élevant au carré les deux membres et en sommant sur tous les indices ¢ et j, on obtient,
a l’aide de (1.3)

~

h
[Vun(z)| < ml/znl/;HV?)HLw(n;Rmxn)

d’ou le lemme. 0

Dans ce qui suit, nous dirons que v : {2 = R™ est affine par morceaux s’il existe
des ouverts disjoints ,,...,, en nombre fini tels que :

8
=0
=1
(121) Vv est constant sur chaque (;

(331) Q\ U Q; est de mesure nulle;

=1

cf. [D.] ch.2,§ 2.1 p.27 et [E.T'] ch.X, § 1.2 p.276.
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Théoréme 1.1 : Supposons que ¢ soit bornée sur les sous-ensembles bornés de R™*™.
Soit « € R™*™, On a

lim ( sup )thp(a)) = Qy(a)

h—0 \reT, (2

Preuve : Soit € > 0. On sait que, si Af fo(2; R™) désigne 'ensemble des applications
affines par morceaux de Q 3 valeurs dans R™, nulles sur 0, on a :

1
a) = Inf — a+Vu(z))de , a€ R™*™
)=, Bt o [ ot Vota)

(Cf. [D.] ch.5, § 5.1 (23) p.206).
Dot il existe v, € Af fo(2; R™) telle que

1 €
Q@) < g [ plat Vo)) de < Qule)+3 (1.9)
v, étant affine par morceaux, il existe des ouverts §2f,..., Q¢ tels que

Q= Uﬁ: , 9= Z || et ve est affine sur chaque 2.

=1 i=1

Posons

Cc=  sup o)
|B—a|<Lc||Vve||Le
puis
F.=0\ |J .
1<i<s

F. est un compact de mesure nulle; alors il existe un ouvert O, tel que

€|
<
F.C O et |0 < 77"

Ensuite posons

ho = d(F,Q\ O,).
Puisque \ O¢ est fermé et F, compact, on a ho > 0. Soit alors

T € Ti(Q) pour 0< h < hg.
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Notons v, 5 I'interpolé de v, sur 7. Puisque v, est affine sur chaque ¢, les fonctions v et
Ve c01nc1dent sur 2\ O; en effet, les n-simplexes rencontrant F, sont entiérement contenus
dans O.. Par conséquent,

‘/ﬂcp(a + Vo p(z)) dz — /Q<p(a + Vve(z)) dz I

=| /o . e(a + Ve p(z)) dz —/ o p(a + Vve(z)) dz |

€

<| /OmQ ¢(a + Vv p(z)) de I + I [)gnn p(a+ Vve(z)) dz l

<2|0|C.

(compte-tenu du lemme 1.1 et de la définition de C)

D’ou (1.9) entraine que
Qo(a) < 77 [ plat Voen(e) ds < Qole) +¢

puis

Qp(a) < Qrp(a) < Qp(a) +e€

et ceci étant vrai VT € T3(2), on a

Qp(a) < s Qnp(a) < Qp(a) + ¢

Le théoréme en résulte. O
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c. Premiéres estimations.

Théoréme 1.2 : Soit g : R™*" — R vérifiant (1.4). Supposons que (¢ —g)~'({0})
soit non vide et qu’il existe p € [0, 1] tel que

VB € R™", 0< ¢(B)—g(B) < CrlBP +Cs (1.10)
(ot C et C; sont deux constantes positives, ol |3} = Tr(BTB)!/?).

Alors sia € R™*" on a
Qp(a) = g(a) et 0 < Qupl(a)— gla) < CH'~?

pour une certaine constante C dépendant de §2,C4,Cs,p et a.

Preuve : Compte tenu de la remarque 1.1 on peut supposer que g = 0. Notons
ensuite ‘

U = {z € Q; d(z,09) > h}

et considérons
+
v(z) = (1 — il-(-x;hQL)) (w—a).z avec w € (¢ —g)~'({0}).

Clairement
veWH®(R™) etsi t€Qona v(z)=(w—a)z.

Soit alors vy 'interpolé de v sur 7 ;on a :
d(z,00) > 2h = vp(z) = (w — a).z

et donc pour h assez petit

|Vur(z)| < ghi ou Cj; est une constante dépendant de Q et de a.

Ensuite

/ e(a + Vuu(z)) de = / e(a + Vou(z)) dz
Q Q—Qap

< |92 —Q2n]. sup (Cl|01 + Vop(z)|P + C2)

z€N—y,
Cs
g%wnwﬂﬂ+fy+@)
ot |09 désigne la mesure (n — 1)-dimensionnelle de 99

< Cyh*P.
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D’ou Pestimation désirée et par suite I’égalité Qp(a) = 0. O

Dans toute la suite, nous noterons, pour ¢ > 0, W,, = ¢~1({0}).

Théoréme 1.3 : Supposons que m = 1, que ¢ soit positive, et bornée sur les sous-
ensembles bornés de R™. Soit a € R", tel que a € coW,, (enveloppe convexe de W,, ),
alors

P* (@) =0 et Qup(a) < Ch'/

ou C est une constante dépendant de Q, ¢ et a.
Preuve : Cf. [Ch,4] § 2.

Théoréme 1.4 : Supposons que ¢ soit positive, bornée sur les sous-ensembles bornés
de R™*™ et que wy,...,wy soient des éléments de W, tels que Vi # j, rang(w; —wj) = L.

Soit a € co{wy,...,wr}, alors

Qu(a) =0 et Qup(a) < Ch'/?

ou C est une constante dépendant de 2, et a.
Preuve : Cf. [Ch.C.K\] § 2.

Remarque 1.2 :

(i) Dans le cas ot m > 1, on ne sait rien (ou presque) si les w; ne sont pas deux a
deux rang-1-compatibles (sauf si on a (1.10) ).

(ii) Dans le cas ot m = 1, et si (1.10) n’est pas vérifié, alors on n’a pas d’estimation
si a ¢ coW,,. Dans ce qui va suivre, on va obtenir des estimations dans un bon nombre de
cas, tout d’abord lorsque n = 1, puis pour n > 2. La méthode utilisée pour n = 1 ne se
généralise que partiellement au cas n > 2.

(iii) On trouvera dans [Ch.z] une preuve du théoréme 1.3, lorsque a € co{w;, w2}, avec
w1,w2 € W, (“two wells problem”).
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Le théoréme suivant montre que le probleme “approché”

trouver up € V,? réalisant 'infimum  Inf -—1—- / o(a + Vu(z)) dz
vev? Q] Jo

admet une solution.

Théoréme 1.5 : Supposons que ¢ soit positive, continue et vérifie

Iﬂllir{ll- @(B) = +oo. Soit a € coW,,. Alors il existe up € V) telle que
- OO0

|—§12—| /Q <p(d + Vup(z)) dz = Qrp(a).

Preuve : Cf. [Ch.,] § 2, pour le cas m = 1. La démonstration dans le cas m > 2 est
identique.
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2. Estimation de Qnp — o™ pour o : R — R.
a. Deux lemmes.

Lemme 2.1 : Soit f : R — R continue. Soit a € R vérifiant f**(a) = f(a).
Supposons qu'’il existe b € [—o0, +00] tel que :

Vz €]a,b[ (ou ]b,a]) ona f**(z)< f(z).

Alors f** est affine sur |a, b[ (ou |b,a ).

Preuve : Quitte & remplacer f par f : £ — f(—z), on peut supposer que b €]a, +o0].

(i) Supposons tout d’abord que b < +oo.

Soit g : R — R continue, coincidant avec f** sur R\|a, [ et affine sur [a, b].

On a:
g est convexe et ¢ > f**. (2.1)

_Notons
n = inf (f(2) —9(2)).
Remarquons que
z ¢ [a,b] = f(2) — g9(2) = f(2) = f*(2) 2 0,
puis que f(a) — g(a) =0, d’ou

n= inf (f(2)—g(2)) = f(20) — 9(20), pour un 2z € [a,b].

z2€[a,b)
Pourze Rona
9(2) +n < g(2) + f(2) — 9(2) = f(2)
d’ou :
g + 1 < f qui donne, puisque g + 7 est convexe, g + 7 < f** (2.2)
puis
f**(20) 2 9(20) +n = f(20) 2 f**(20) et donc zo ¢]a, b[.
Puisqu’enfin,

f(a)—g(a)=0cet
f(b) — g(b) = f**(b) — g(b) = 0,

il vient n = 0.
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D’olt (2.2) s’écrit g < f** qui donne avec (2.1) g = f**.
Ainsi f** est affine sur [a, b].

(ii) Si b = 400, en utilisant (i) on peut affirmer que f** est affine sur tout intervalle
[a,a + k], k > 0, et par suite sur a, +oo.

D’ou le lemme. O

Remarque 2.1 : Le résultat du lemme 2.1 est cité dans [M.S.] et [Ma.], mais nous
n’avons pas trouvé de démonstration de celui-ci.

Lemme 2.2 : Supposons que ¢ soit positive et bornée sur les sous-ensembles bornés
de R. Soit w; < wy deux éléments de W, et a € [w;,w;]. Alorson a

#"(@)=0 et Qupla) < i

ou C est une constante dépendant de ¢ et a.

Preuve : Tout d’abord on montre facilement que, quitte & remplacer ¢ par

¢ : B p(a+B),

on peut supposer que « = 0. Ensuite, si 0 € {w;,w;} le probleme est trivial, si bien que
’on exclura ce cas. Notons Q =ly;, y2[, puis soit u : 2 — R définie par :

u(z) = min(wz-(z — y1),w1(¢ — y2))-
La triangulation 7 de €2 définit
To <1 <...<T, avec To =Y, Tp =Yz €t |z; — ziz1] < h.

Soit ensuite up l'interpolé de u sur 7; up et u coincident, sauf éventuellement sur un
intervalle |zg, zg4+1[, et si u)(z) = B sur |zk, zk41[ on &

[ ot de = | " () de < p(B)h.
Q z

k

Le lemme est ainsi demontré. O

Remarque 2.2 : Le lemme 2.2 améliore donc, dans le cas n = 1, le résultat du
théoréme 1.3. De plus, I’estimation obtenue est optimale. En effet :
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supposons que ,
Q=]0,1] et que w; = —1, wy =1;

puis soient
" 1
h>0etleN* tels que h—m.
Soit maintenant la triangulation de 2 définie par
=k 0<k<2l+1
R AT T '
Siup€eV? ona:
241 2141
’ dr = = h a
[t de = 32 gl = hY el
ou
ax = uh(z), Vz €lzk—1,zi[, k=1,...,21+ 1.
De plus,
2141
3o =0
. k=1

Supposons que {1,...,2l+1} = I, UI; avec

1

Vk e L, akG]—l————21+1,—1+—2l+1[
t
© 1 1

Vk €I, a € 1= g 1+ gl

Notons n; =cardl;, i =1,2; onan; +ny =2[+1et [ng —n2[ 2 1.

Puissing —ny 2 1,

2041

Zak=zak +Zak

k=1 kel kel,
> (=1 = =)+ mp(1 = 5)
™ 2l+1 2 A +1

=n2—n1—120

(2.3)

(2.4)
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21+1
qui donne Z ar > 0 et contredit (2.4).

k=1 .
Si n; — ng > 1, un calcul identique aboutirait & la méme contradiction. On peut donc
affirmer qu’il existe ko € {1,...,21 4+ 1} tel que

1
—1>
lako =1 2 577

1
t > —_—.
et lak +11 2 57
Considérons alors s > 0, et
¢s: R — R, définie par ¢,(z) = min(jz — 1|°, |z + 1|°).
On a donc ¢4(ak,) > h° d’oit compte tenu de (2.3) il vient

/ @o(uh(z)) dz > R'F? | et ceci Vu, € Vy.
Q

Par suite, Pestimation du lemme 2.2 ne peut étre améliorée en général.
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b. Nouvelles estimations.

Notons
A, = {a € R; p(a) = ¢**(a)};

A est fermé et A, = Wg_ .
Le théoréme suivant est le résultat essentiel du §.2 :
Théoréme 2.1 : Supposons que ¢ soit continue. Si o € coA,, alors
*k C
0 < Qup(a) - ¢"*(@) < b

ou C est une constante dépendant de ¢ et a.

Preuve : Elle va resulter des lemmes 2.1 et 2.2.
Si a € A, c’est trivial; supposons donc que @ € coA, \ A, et plus précisement a €|a;, az|
ol ay,az € A, sont tels que

Va €la1, az[ , ¢™(a) < p(a)

En vertu du lemme 2.1, on a

** est affine sur [ay,as].

D’autre part, notons g 'application affine coincidant avec ¢** sur [a1,a2]. On a o** > ¢
et si l'on pose 1 = p — g il vient 1 > 0 et ¥(a1) = ¥(az) = 0. On peut alors appliquer le
lemme 2.2; d’ou :

Quih(a) < <-h.

o (2.5)

Maintenant utilisant la remarque 1.1 on peut écrire
Quip(a) = Qu(yp — 9)(@) = Qup(@) — 9(@)

qui donne avec (2.5), puisque g(a) = ¢**(a),

*k C
Qup(e) =" (@) < i
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Corollaire 2.1 : Supposons que ¢ soit continue et vérifie

#(B)

1m = +o00. 2.6
jBl—+o0 Iﬂl ( )

AlorsVa € R on a c
0 < Quple) ~ 9™ () <

ou C est une constante dépendant de ¢ et o.

Preuve : La condition (2.6) entraine que ¢ est bornée inférieurement, si bien qu’on
peut supposer ¢ > 0. Ensuite compte tenu du théoréme 2.1, il suffit de montrer que
coA, = R. Supposons donc que cod, # R.

Quitte a remplacer ¢ par ¢ : f — ¢(—f), on peut supposer que

a; =sup A, < +oo d’out coA, C|]— oo, a]
par conséquent on a
VB > a1, ¢**(B) < ¢(B) et puisque A, est fermé ¢**(a1) = p(a1)
d’ou appliquant le lemme 2.1, ¢** est affine sur [a;,+00[, c’est-a-dire
VA > a1, ¢™(8) = NB—ar) +pla), avec A 0.
Or (2.6) entraine qu’il existe a; > 0 tel que
B> a = ¢(8) = (A +1)8.
D’ou
B<ar=(A+1)(B—a2) <0< ¢(B)
e Ba= (+1)(B-a) <(A+DE< p(B).
Ainsi

VBER, (A +1)(B—az) < o(B)=>VBER, (A+1)(8—az2) < o™ (B);

en particulier on aura :

VB2 ar, (A+1)(8 - az) < A(B—a1) +p(an)
B < (A +1)az — Aax + (@)
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ce qui est absurde, le second membre étant constant. Par conséquent cod, = R, et le
corollaire est démontré. O

Compte tenu des résultats précédents, la question qui se pose maintenant, est de savoir
ce qui se passe pour l’expression

Qre(a) — 9™ (a)

lorsque coAd, # R et que a ¢ coA,. On va donner dans la suite de ce paragraphe quelques
éléments de réponse.

Supposons donc que coA, # R. Comme on ’a fait au cours de la démonstration du
corollaire 2.1, on peut supposer que coA, C] — 0o, a;] avec a1 € A,, et donc qu'il existe
A € R tel que

VB > a1, ¢™(8) = B — a1) + ¢la1). (2.7)

On a la proposition suivante :

Proposition 2.1 : Supposons que ¢ soit continue et telle que coA, C] — 00,a;] avec
ay € A,. Si p(B)/B possede une limite finie quand 8 — 400, alors

. o(B) =™ (B) _
ﬂll’r_‘r_loo 3 =0. (2.8)

Preuve : Tout d’abord si

il vient
him ‘P(:B)_SO**(ﬂ) =1—=2
B—+oo B )
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Puis ¢ > ¢** == 1 — X > 0. Supposons que ! — A > 0; soit alors € €]0,1 — A[, il existe
as > 0 tel que
VB>a;, ¢(B)— ¢ (B)Z(1-A—€)f

d’ou
VBER, p(B) - ¢™(8) 2 (I - A~ €)(B — az)
@(B) 2 @™ (B) + (I — A= €)(B — az2)

et puisque la fonction du second membre est convexe, on a
VBER, o™(B) 2™ (B)+ (-2 —¢€)(—a2)

qui donne

VBeER, (I-X—¢€)(f—a2) <0

ce qui est absurde; d’oi | — A = 0 et la proposition en résulte. O

Remarque 2.3 : La condition (2.8) est réalisée, s'il existe C; > 0 et p € [0,1] tels
que

o(B)— @™ (B) ~C1B?, B — +0o0
et dans ce cas

3C, > O tel que VB > a1, ¢(B) —¢™(B) < C1|BIP + C2

Cependant cette derniére condition n’est pas nécessaire pour avoir (2.10) comme on
le voit en considérant 8

On a:

Théoréme 2.2 : Supposons que ¢ soit continue et telle que coA, C] — 00, ay] avec
a; € A,, et
VB> a1, @(B)—¢™(B) < ClBP +Co (2.9)
o C;, C, >0etpe[0,1]
Soit a > a,, alors

0 < Qnp(a) — 9™ (a) S CH?

pour une certaine constante C' dépendant de 2, C1, Cs,p et a.
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Preuve : Quitte a remplacer ¢ par

¢:Br— p(atp)
on peut supposer que a = 0, et donc que a; < 0.

Comme on I’a déja vu, ©** est affine sur [a1,+0o[. Notons Q =|y1,y2[ et ¥ = — g,
ou g est ’application affine coincidant avec p** sur [a;,+o0o[. On a ¢ > 0 et ¥Y(a1) =0.

Soit u définie sur {Q par
T € [y1,y2 — b} = u(z) = a1(z — 1)

puis
u(y2) =0 et u est affine sur [y2 — h,y2]

Soit ensuite uj, ’'interpolé de u sur T, alors up, € VY et
Vz €]y1,y2 — 2k, up(z) = ay

—a;|9|

Vz €ly2 — 2h,y2[ , a1 Sup(z) < -

D’ot1, compte tenu de (2.9), il vient
| Y2
[ vy = [ phe) de
Q y2—2h

—ai 10 )
< 271(01(—9’12—l‘|)‘D + C»)
< Csh~?

donc

1 1 ]
€2 /(;(p(u'h(z)) dz — 19 /ﬂg(u,h(l‘)) dz < Ch'™?
et puisque g est affine, il vient
—1 -
Qh‘P(O) - g(|9| /Qu'h(a:) dx ) < Chl-?

soit

Que(0) — 9(0) < CRTP.

Le théoréme est donc démontré, car g(0) = ¢**(0). O
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Remarque 2.4 : Si ¢ ne vérifie ni (2.9) ni (2.6), nous n’avons pas d’estimation pour
Qryp(a) — ¢**(a) lorsque o ¢ coA,,.

Nous allons voir, qu’en général, on ne peut espérer d’estimation en h°. Pour cela
considérons la fonction ¢ : R — R définie par

%(z+1)2 si <0
T) =
#(z) (z + €?) 1 — 4¢? G 250
Ln(z + €2) 8 PE=t
Il est clair que
l(a:+1)2 siz< -1 L
(,9**(-‘17) — 8

0 st z 2> -1,

que ¢ ne vérifie pas (2.9) et que cod, = A, =] — o0, —1].

D’autre part, on voit facilement que ¢ est C! sur R, et on a

, %(z +1) si <0
vl7) = Ln(z +€?) -1
n(z + )P

si z20.

Soient maintenant Q =]0,1[, Il € N* et h > 0 tels que h = %

Puis notons 7 la triangulation de 2 définie par

Nl?r‘

L0<k<L

IA

T =

Siu, € V,?, on a alors :

l
[ etuhia) de = 3300
Q k=1

Vz €)zp—1,zk], up(z) =bi, k=1,...,1L
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Par suite

l
Que(0) = h-égg,;@(bk) (2.10)

ouP={beR, by+...+b=0}

Puisque ¢(z) — +00 quand |z] — +00, I'infimum en (2.10) est atteint pour un élément

a € P. La fonction ¢ étant de classe C* sur R il existe un multiplicateur de Lagrange
A = A(1) tel que

Plar)=X, VE=1,...,1L (2.11)

D’autre part, on voit aisément que a # 0, donc le fait que a € P entraine que certains des
ar sont > 0 et d’autres < 0.

Par conséquent (2.11) montre que ¢’ ~1({)\}) doit contenir au moins deux éléments;

or, étudiant ¢', on voit que celle-ci croit de —oo & ] sur R_ et décroit de ; & 0 sur Ry,

si bien que nécessairement X €]0, 5[ et
O THHAMDY) = {z21(D), 22(1)} avec —1< z1(1) < 0 < z3(1)-
Remarquons alors, puisque ¢ est croissante sur ] = 1; +oof, que

p(22) > ¢(21)- (2.12)

Ensuite, notons j le nombre des ax qui sont égaux & 2z (donc [ — j des ar sont égaux a
z);onaj=j(l)et1<j<I-1 D’ou (2.10) s’écrit

Qre(0) = h(jp(z1) + (I — J)p(22))

> ¢(z1) compte tenu de (2.12).
Par suite le théoréme 1.1 entraine que lli+m ¢(z1(1)) = 0 qui donne
—+00
1 = — 1
Jim a()=-1, (2.13)
puis (2.11) entraine que 'liin A(1) = 0 et donc
—+4o0

l_l§+m°° z2(l) = 4o0. (2.14)
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Par conséquent, utilisant (2.13) et (2.14) on obtient :

(—j(l) _ =) 1
i =) =0

quand | — +oco

et aussi
MO0
T = 20 -a0) ~1 quand [ — 4o,
d’ou
@ue(0) = W) + =)
> HL (1)) car 20
~ (P—Zl((l;l quand [ — 400
qui donne

1
Qth(O) > m quand ! — +o0. (2.15)

Or z; < (I —j)z = —jz1 < I d’ou Ln(22(1)) < Ln(l) et (2.15) entraine que

Qrp(0) 2

1
2T % ) pour h assez petit

ce qui montre que 'on ne peut espérer avoir une majoration de Qrp(0) par une quantité
du type Ch®.
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3. Le probléme pour o : R®" — R,n > 2.
On note encore A, = {a € R"; p(a) = ¢**(a)} .
a. Définitions et résultats classiques de convexité.

Soit C un convexe de RY. On note af f(C), 'enveloppe affine de C, c’est-a-dire
I'intersection des sous-espaces affines de R contenant C, et on appelle dimension de C

Pentier dim C = dim(af f(C)).

Un point interne de C est un point = € C tel qu'il existe un segment [y, z] C C avec
T €ly, 2.

Un point de C qui n’est pas interne & C s’appelle un point extremal de C .

Une demi-droite extremale de C est une demi-droite incluse dans C qui n’est
“traversée” par aucun segment inclus dans C.

Un point exposé de C est un point ¢ € C tel qu'’il existe H, un hyperplan d’appui
a C en z, vérifiant H N C = {z}.

Tout point exposé est extremal, mais la réciproque est fausse.

On appelle intérieur relatif d’un convexe C, ’ensemble ir(C) des points qui sont
intérieurs a C pour la topologie de af f(C).

Si dimC = N alors ir(C) = 6
L’ensemble C — ir(C) est appelé frontiere relative de C.

Enoncons maintenant quelques résultats classiques :

Proposition 3.1 : Soit C un convexe fermé de RM ne contenant aucune droite, et
soit S I’ensemble de tous les points extremaux et demi-droites extremales de C. Alors

C = co(S5)
Preuve : Cf. [Ro.] Part. IV, § 18, th. 18.5, p. 166.

Proposition 3.2 : (Théoréme de Straszewicz) Pour tout convexe fermé C de RV,
I’ensemble des points exposés de C est dense dans I’ensemble des points extremaux de C.
Donc tout point extremal est la limite d’une suite de points exposés.

Preuve : Cf. [Ro.| Part. IV, § 18, th. 18.6, p. 167.
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b. Quelques contre-exemples.

Une généralisation possible, ou tout au moins partielle, du lemme 2.1 pourrait étre le
résultat suivant :

Siay,...,ar € Ay sont tels que
Vz € ir(co{ai,...,axr}) on ait f**(z) < f(z) (3.1)

alors f** est affine sur co{ay,...,axr}.

Examinant les deux fonctions suivantes, on va voir que (3.1) est faux en général.

(1)
f:R? — R telle que f(z,y)=(z*—-1)*+¢?

pour laquelle
" f(z,y) si |g[21
f (w,y)={

y? si |z| <1

qui donne A; = {(z,y) € R?; |z]| > 1}.

On a ensuite
Y(z,y) € ir(co{(—1,0),(1,0),(1,1)}), f**(z,y) < f(z,y)

et f** n’est pas affine sur co{(-1,0),(1,0),(1,1)}.

(ii)
f:R?— R telle que

VP st 0<p<1
p s p2

f(pcosb, psinf) = {

pour laquelle
F**(pcosb, psind) = p, Vp

qui donne A; = {(z,y) € R?; 22 +y% > 1} U {(0,0)}.
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Puis on a

Y(z,y) € ir(co{(0,0),(1,0),(0,1)}), f**(z,y) < f(=,y)
et f** n'est pas affine sur co{(0,0),(1,0),(0,1)}.

Compte tenu de ceci, on peut se demander si on a le résultat :

Pour a € coA; \ Af il existe ay,...,ar € Ay tels que
(3.2)
a € ir(co{a,...,ar}) et f** est affine sur co{ai,...,ax}

(3.2) est vrai pour les fonctions f définies en (i) et (ii) ci-dessus, et permettrait de
généraliser pour n > 2 le théoreme 2.1. Malheureusement, (3.2) est faux en général;
construisons un contre-exemple.

(iii) Soit f: R? — R définie par

| f(z,y) = max(2z — 2,(z + e_”2)+)

Remarquons que,

z < 1=_>2a:—2§0=>f(a:,y)=(:c+e"y2)+
(en particulier si z < —1, alors f(z,y) = 0)

et
z23=>(a:+e_y2)+=a:+e_y2Sz+1§2m—2=>f(a:,y)=2:c—2.

Considérons alors ¢ : R2 — R définie par

0 si <0
gz, y) =4 = si 0<z<2
2r —2 si 2<«z

Il est clair que g est convexe; et on a

z<0 = ¢(z,y) =0< f(z,9)
0<z<2 = g(zy)=c<z+e? < f(z,9)

2<z = g(z,y) =2z —2< f(z,y)
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d’ou ¢ < f puis g < f**. Par conséquent

0= g(—l,O) < f**(—].,O) < f(""].,O) =0
et
4 =g(330) < f**(3’0) < f(3a0) =4

d’ol (—1,0) et (3,0) sont deux éléments de Ay et donc (0,0) € coAs. Ensuite on voit
facilement que f** est nulle sur {0} x R et que f > 0 sur {0} x R; donc (0,0) € coAy\ Ay.
Enfin, puisque

f*=0 sur R_ xR et f**>0 sur RL xR

on voit que f** n’est affine sur aucun convexe contenant (0,0) et non inclus dans {0} x R.
Si bien qu’on ne peut avoir (3.2) puisque {0} x R ne contient aucun élément de Ay.
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c. Points extremaux de epi(p**).

Rappelons que si f est une fonction de R" dans R, on appelle épigraphe de f
I’ensemble

epi(f) = {(z,y) €ER" x R; y > f(x)}.

On sait que epi(f) est fermé si f est continue; et
epi(p™*) =o(epi(p)),

ou oA désigne I'enveloppe convexe fermée de A (cf. [E.T.] ch.I, § 3.2, prop.3.2 p.15).

La propositon suivante donne une condition nécessaire (mais non suffisante) pour
b} 3 N &k 3
qu’un point de epi(p™**) soit extremal.

Proposition 3.3 : Supposons que ¢ soit continue. Alors tout point extremal (o, 5)
de epi(p**) vérifie
B =¢"(a) = p(a).

Preuve : Tout d’abord, epi((**) est un convexe de dimension n+1, de R" x R; donc
si (o, B) est un point extremal de epi(¢**), c’est nécessairement un point de sa frontiere
(topologique), d’ou

B =¢"(a).

Maintenant supposons que
(@) < p(a) (33)

Soit H un hyperplan d’appui & epi(¢**) en (a, p**(a)); alors il existe une application affine
g:R" — R telle que
H = {(=,9(z));z € R"}

et on a
g <™ et gla)=¢"(a)

Puisque g, ¢, ¢** sont continues, on peut affirmer qu'il existe € > 0 tel que Vz € E(a, €)
on ait (@) (a)
ok pra) — glo
o™ () - g(a) < A=A
(3.4)

o) = ofe) > ED=IE)
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Soit
n=_inf (¢**(z)—9(2));
jz—a|=e
onan2>0.
Soit ensuite ¢ = max(¢**, g + n); ¥ est convexe et
P 2™ (3:3)
De plus,

-si z € B(a, €) alors, utilisant (3.4) il vient

g(z) + 1 < g(z) + ¢**(2) — g(2) pour un z tel que |z —al=¢

¢(a) —g(a)
S9(@)+ =5

< g(x)+ o(z) — 9(z)

d’ou g(z) +n < ¢(z) et comme p** < pona
Vz € B(a,e), ¥(z) < p(x) (3.6)
-si = ¢ B(a,¢), alors 3z tel que |z — a| = e et z €]z,af,ie. z=Az+(1 - Na, A €]0,1].

Donc

() < Mp™ (@) + (1= V™ (@)

puis,
(@) 2 1™ () = (1 - Ng(@)
= 3(6™(2) — 9(2) + 2g(2))
> g(z)+ %n
29(z)+n
d’ot _ |
vz ¢ (o), $(@) = 9"(2) < plo). (37)

Puis (3.6) et (3.7) entraine que 3 < ¢, et donc, puisque 3 est convexe, il vient ¥ < **
qui donne avec (3.5) I’égalité p = p**.
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D’ou
vz e R", g¢(z)+n <™ (2)

et en particulier

¢**(a) = g(a) < p**(a)—n avec 7 >0, douil vient n = 0.

Par suite, puisque {z € R"; |z — a| = €} est compact et que ©** — g est continue, il
existe zo tel que
|20 — a| = € et ¢**(20) = 9(20)-

Puisque ¢** — g est convexe, positive et nulle en o et en 29, on a (p** — g)(z) =0,
pour tout € [, 2; et donc le segment (non réduit & un point) d’extrémités (o, p**(a))
et (20,9**(20)) est contenu dans H N epi(p**), d’otr (a,p**(a)) n’est pas un point exposé
de epi(p**).

De ce qui précéde on déduit donc que tout point (z,9**(x)) qui est exposé dans
epi(p**) vérifie p**(z) = p(z).
Maintenant, en vertu de la proposition 3.2, puisque (a, ©**(a)) est un point extremal

du convexe fermé epi(p**), il existe une suite (Bm,¢(Bm)) de points exposés de epi(p**)
tels que

(ﬂm’ So(ﬂm)) — (a,so**(a)) dans R" xR

d’ott B, — a dans R™, qui donne, puisque ¢ est continue, @(Bm) — ¢(a). Par suite on
obtient p**(a) = () ce qui contredit (3.3). La proposition en résulte. O
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d. Estimation de Qnp — ¢**.

Le premier résultat de ce paragraphe va provenir presque immédiatement du théoreme
1.3.

Théoreme 3.1 : Supposons que ¢ soit bornée sur les sous-ensembles bornés de R"
et soit « € R™. Supposons qu'il existe aj,...,ar € A, tels que
a € ir(co{as,...,ar}) et ** est affine sur co{ay,... ,ak} (3.8)

Alors
0 < Qrpla) —¢**(a) < Ch/?

ou C est une constante dépendant de §2,¢ et a.
Preuve : Soit H un hyperplan d’appui & epi(¢**) en (a,¢**(a)) et g : R* — R
affine telle que
H = {(z,9(z));z € R"},
g@) = g™ (@) et g<p™ (3.9)
D’autre part (3.8) entraine que
k
o= Z/\,-a,- avec A; >0
=1
et

k
o (0) =D hig™(ai).

Supposons maintenant qu'’il existe | € {1,...,k} tel que g(a;) < ¢**(ar); alors, puisque
A1 > 0, 1l vient

k k
gla) =) Nig(a:) < Z Aip™(ai) = ™ (@) = g(@)

=1

d’ott la contradiction; par suite (3.9) montre que g et ¢** coincident en a, ay,...,ak donc
sur tout co{ay,...,axr}.

Notons ensuite 9 = ¢ — g. On a clairement

>0 et a; €Wy, Vi=1,... k
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Appliquant alors le théoréme 1.3, on obtient
Qry(a) < CRY/Z. (3.10)

Or, compte tenu de la remarque 1.1, on peut écrire
Qr¥(e) = Qn(p ~ 9)(@) = Qnp(a) — g(a)

et donc, puisque g(a) = ¢**(a), (3.10) devient

Qup(a) — p**(a) < Ch'/?

et le théoréme est démontré. 0

La condition (3.8) est une hypothése technique; nous allons voir un cas ot celle-ci est
réalisée pour tout o € R". Tout d’abord montrons la proposition suivante

Proposition 3.4 : Soient ¢) : R® — R une fonction convexe, aj,...,ar € R", et

k
Aly..., Ak > 0 tels que ZA,- =1.

=1
Si
k k :
PO Niai) =Y Aip(ai) (3.11)
=1 i=1
alors ¢ est affine sur co{a1,...,ax}.
k
Preuve : Notons a = Z \ia;. Soit ensuite y € ir(co{ay,...,axr}), ¥y # a. On a alors
i=1
k _ k
y=)Y piai, pi>0, Y pi=1
=1 =1
Puisque 1 est convexe on a
k
b(y) < 3 pi(ai): (3.12)
=1
Soit p € {1,...,k} tel que
: )‘P }
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On a
=—(y Zu:aa)
i#p
d’ou
a—Z)\a,+—( ZH: )
i#p i#p
=—y+2(/\ ~ 2
P i#p He
Puis, A ) XA
2p == (2 -2y >0
up>0’ 4 P (ui #p)u .
et

2 +) (N —_P'z)_‘_()‘ Fap ) N= A ) hi)

P zp i#p i#p

= 100 ap(1 = A) = A1 — p1p)

=1

d’ou utilisant la convexité de 1 il vient :

¥(a) < ”d)(y) +y (- ;-u-)%b(az)

i#p

qui donne avec (3.11)

Y(y) > k2 (Z A(@) = S = S2)(e)

i#£p

k
= pi(as)

i=1

d’ou, compte tenu de (3.12) il vient

k
¥(y) = Z piv(a:)-
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Ainsi 9 est affine sur co{a,,...,ax} , et la proposition est démontrée. O

Théoréme 3.2 : Supposons que ¢ soit continue et que epi(**) ne contienne aucune
demi-droite extremale; alors Ya € R", on a

0 < Qup(a) - ¢™(e) < CH/?
ou C est une constante dépendant de Q,¢ et a.

Preuve : Si a € Ay, c’est trivial, si bien que I'on supposera que « ¢ A,. Compte
tenu du théoreéme 3.1 il suffit de montrer qu'il existe ai,...,ar € A, tels que

a € ir(co{ay,...,ar}) et ¢** est affine sur co{as,...,ar}.

Puisque epi(p**) ne contient aucune demi-droite extremale, il ne contient aucune
droite; comme de plus c’est un fermé, on peut appliquer la proposition 3.1 et affirmer que
(o, p**()) est dans I’enveloppe convexe des points extremaux de epi(p**). D’otr utilisant
la proposition 3.3, il existe a1,...,ar € A,, en nombre minimum, tels que

k
(o, p™(0)) = Y Milais p(a:))

avec
k
Ai >0, ZA,-:I (et k>2 car o ¢ A,);
=1
d’ou
k
a= Z)\ga; = a € ir(co{ay,...,ar})
=1
et de plus
k
@™ (@) =) Nip™(a:)-
=1
Appliquant alors la proposition 3.4 on obtient ** est affine sur co{ay,...,ar}. Le

théoreme est ainsi entiéerement démontré. 0O
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Corollaire 3.1 : Supposons que ¢ soit continue et vérifie

e(8) _
Iﬂlin-ll-oo 8] = +00. (3.13)

Alors Va € R", on a
0 < Qup(a) — ¢**(a) < CR'/

ou C est une constante dépendant de 2, ¢ et a.

Preuve : La condition (3.13) entraine que ¢ est bornée inférieurement, si bien qu’on
supposera ¢ > 0. Ensuite supposons que epi(p**) contienne une demi-droite extremale,
alors il existe une demi-droite D C R" telle que ¢**|p soit affine.

Soit a € A, l'origine de D. Quitte a remplacer ¢ par
@: 08— p(Q.B+a)

o1 Q est une certaine matrice de O, on peut supposer que D = [0, +00[x{0} X ... X {0},
et donc que 0 € A,.

D’ou il existe A > 0 tel que

VB = (p1,0,...,0) € D ona ¢™(8)= A + (0).

Puis (3.13) entraine qu'il existe b > 0 tel que

1Bl 2 b = »(B) 2 (A +1)|5]

donc, en particulier, si 8 = (B4, ..., Bs) vérifie 1 > b on aura |3| > b et donc

e(B) 2 (A +1)IBl 2 (A + 1)1

Par suite,
Br<b = (A+1)(B1—b) <0< p(B)

et
Br=2b = (A+1)(B—b) < (A+1)B1 < ()

donc

VBER", (A+1)( —b) <(B)
qui donne, puisque la fonction du premier membre est affine

VBEeR", (A+1)(1—b)<¢™(B)
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et en particulier

VBeD, (A+1)(B1—b) < A8+ ¢(0)

i.e.

V120, B <p(0)+(A+1)b

ce qui est absurde, le second membre étant constant.

Par suite, epi(p**) ne saurait contenir de demi-droite extremale. La conclusion résulte
alors du théoréme 3.2. O

Remarque 3.1 : L’intérét du corollaire 3.1 réside dans le fait que les hypotheses
portent uniquement sur ¢ - contrairement aux théorémes 3.1 et 3.2 - qui, & priori, est la
seule donnée qui soit entierement connue. p** est précisément ce qu’on essaie d’estimer a

laide de Qrep.

Neanmoins la condition (3.13) n’est qu'une condition suffisante pour que epi(¢**) ne
contienne aucune demi-droite extremale. Elle n’est pas necessaire comme on le voit en con-
sidérant, en dimension 1, pour ¢ une fonction dont le graphe est une branche d’hyperbole
(par exemple, ¢(3) = y/1 + B2). En effet, dans ce cas '

- . p(B)
=¢p, lm ——=1
YT it 18|

et epi(p**) ne contient aucune demi-droite extremale.
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4. Quelques remarques dans le cas quasi-convexe.

Nous supposerons ici que n,m > 2, si bien qu’en général, P’enveloppe quasi-convexe
et I’enveloppe convexe de ¢ : R™*"® — R seront distinctes.

a. De la rang-1-convexité a la convexité.

Pour ¢ : R™*"® — R on définit les notions de polyconvexité et de rang-1-convexité
comme suit :

(i) ¢ est dite polyconvexe, s'il existe f : R7(m™) __, R convexe telle que

Yo € R™*™ onait ¥(a)= f(T(a))

ot T(a) = (a, adjza,...,adjpama), R AMm = min(n, m), adj,a est la matrice de tous les
mineurs 8 X s de « et

B0 = ()

s=1

(Par exemple, lorsque n = m = 2 on a T(a) = (a,deta) et lorsque n = m = 3 on a
T(a) = (a,cofa, deta) ou cofa est la matrice des cofacteurs de a.)

(ii) 9 est dite rang-1-convexe si
Pp(Aa + (1= N)B) < Mp(e) + (1 — A)P(B)
pour tout A € [0,1], a,8 € R™*" avec rang(a — ) < 1.
On montre que les implications suivantes sont vraies :

Y convexe =>1 polyconvexe => 1 quasi-convexe => 3 rang-l-convexe . (4.1)
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De plus, on sait que

% quasi-convexe # 1) polyconvexe # 1) convexe .

Enfin la question de savoir si ¢ rang-1-convexe entraine ¢ quasi-convexe ou non, est
une question ouverte; (cf. [D.], ch.4).

On définit ensuite, naturellement, les enveloppes polyconvexe et fang-l-convexe d’une
fonction 1, que 1’on note respectivement Py et Ry. Compte tenu de (4.1) on a

P < Py < QY < Ryp < 9. (42)
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b. Principales difficultés.

Mis & part le théoréme 1.2 le seul résultat donnant une estimation de Qrp(a) — Qp(a)
est celui du théoréme 1.4. Ce que I'on pourrait espérer, a ce stade, c’est obtenir une
généralisation du méme type que celle que nous avons obtenue en prouvant le théoreme
3.1 & partir du théoreme 1.3.

L’énoncé de ce nouveau résultat serait alors celui du théoréme 3.1, avec les modifica-
tions nécessaires dues au fait qu’ici m > 1, et oul on ajouterait la condition suivante de
compatibilité sur les q; :

Vi#j, rang(a; —aj) =1

Seulement, le premier argument que 'on utilise dans la démonstration du théoreme
3.1 consiste a considérer un hyperplan d’appui & epi(¢**) pour obtenir une fonction affine
g qui coincide avec ¢** sur co{ai,...,ar}.

L’existence d’un tel hyperplan provient de ce que I'on a

o** = sup{y : R" = R; ¢ affine et o < }.

Dans le cas vectoriel, lorsque ’on considére la fonction

sup{®) : R™*" — R; ¢ quasi-affine et ¢ < ¢},

on obtient Py et non pas Qy; (cela provient, entre autre, du fait que les trois notions :
polyaffine, quasi-affine et rang-1-affine coincident). Cf. [D.], ch.4, pour un apergu plus
complet sur ce point.

On voit donc, que les techniques employées dans les paragraphes 2. et 3. sont in-
adaptées ici.

Une autre généralisation possible du théoréme 1.4 consisterait a essayer de supprimer
- ou d’affaiblir - les conditions de rang-1-compatibilité portant sur les w;.

L’exemple suivant, dit 4 D. James et R. Kohn, montre qu’une généralisation en ce
sens serait agréable.

On considére ¢ : R2*2 — R, positive et telle que

pwi) =...=p(ws) =0
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Si pour a € R?*2, on note
Q11 Q12
a= ,
a1 Q32

alors les matrices wy,...,ws sont représentées dans le plan (0, 11, a22) par les points
suivants

*2A

1%
K3 1 B,
0 1 -
11
33 32 7)2
o, b

avec

a=(3 ). m=(3 %) m= (3 %) a= (3 0).

Notons que Vi # j , rang(w; —w;) = 2. On a alors

p** =Pp=Qp = Rp =0 dans tout le carré 85,8384 (4.3)

Prouvons en effet ces égalités :

Compte tenu de (4.2) et du fait que ¢ > 0, il suffit de montrer que Ry = 0 sur le carré.
On a 0

1
Bs = 3w + 5,31 et rang(wy—p1)=1
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d’ou

Ri(B2) < 2 Rop(ws) + 3 Rol(fr) = 5Re(B) (4.4)

puisque 0 < Rp(wy) < p(wyg) = 0.

De méme on obtient

Ro(B1) < 5 Rolf)
Ro(s) < 5 Ro(fs)
Ro(Bs) < 3 Re(84)

qui donne avec (4.4)

Ro(B) < (51 Re(Bs) , Yi=1,...,4

et donc
Rp(B:)=0 , Vi=1,...,4

Par suite, utilisant & nouveau la rang-1-convexité de Ry, on obtient Ry = 0 sur le bord
du carré (et aussi sur les segments [8;,w;] , i =1,...,4) puis Rp = 0 a l'intérieur; (4.3)
en résulte.
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c. Quelques réponses.

Soit toujours ¢ : R™*® — R. Notons A, = {a € R™*"; ¢(a) = Qp(a)}.

Pour z = (z!,...,2™) € R™ et y = (¥*,...,y") € R", on note z @ y la matrice de
R™*" définie par
Vi,j (z®Yy)ij = 2yl

On sait que toute matrice de rang 1 est de ce type. De plus l’application (z,y) — T QY
est bilinéaire.

Nous allons tout d’abord donner deux lemmes, puis obtenir une premiére généralisa-
tion du théoréme 1.4.

Lemme 4.1 : Soient z;,...,zx € R™ et y1,...,yr € R™ tels que les matrices z; @ y;
soient deux & deux rang-1-compatibles, c’est-a-dire

Vi#j, rang(z;®yi —z; ®y;) = 1.

Alors
Vi=2,....k z;||z1 ou Vi=2,....k yilln

ot || désigne la relation de colinéarité.
Preuve : Cf. [Ch.C.K.].

Lemme 4.2 : Soient ay,...,ar, (k> 2) des matrices de R™*" telles que

Vi#j, rang(a; —a;)=1. (4.5)

Alors, si 3 : R™*® — R est une fonction rang-1-convexe, on a

k k
¢(Z hia;) < Z Aith(as) (4.6)

k
pour tout Aj,...,Ax >0 vérifiant Z/\,- =1.

i=1
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Preuve : On montre ce résultat par récurrence sur k. Par définition de la rang-1-
convexité c'est vrai pour k = 2. Ensuite, on suppose que 'on a (4.6) a l'ordre k—1.

Pus
Z,\ ai = \ia; +(1—)\1); — Al
Notons
Yo
b= ; T a;
Ona
k A
b—alzig;l_/\l(a,-——al) (4.7)
car
k k
i 1
,21—,\1 1-X Z’\"l
1=2 1=2
Utilisant (4.5), on voit que les matrices b; = a; —a;, ¢ = 2,... ,k sont de rang 1 et

deux & deux rang-1-compatibles, puisque

Vi#j, bi—bj=ai-aj

ainsi, pour tout ¢ € {2,...,k}, il existe z; € R™ et y; € R” tels que b; = r; ® y; et
appliquant le lemme 4.1, il vient

Vi=3,....,k z;|| =2 (4.8)

ou

Sans perdre de généralité, on peut supposer que l'on a (4.8), d’ou

Vi=2,...,k bj=2z;®yi=piz2 ®Yi, avec ui € R.

Alors (4.7) entraine que

b—a = Zl— y,$2®y.—zz®(21 u.y;
=2
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qui est de rang 1, d’ot utilisant la rang-1-convexité de 9, il vient

k
PO Miai) = $(har + (1= M)b)

< Mp(ar) 4 (1 — A)(d)

Ai
1-

k
= Mgp(ar) + (1= A)e(D

=2

a;)

qui donne (4.6), en utilisant ’hypothése de récurrence. Un calcul identique donne égale-
ment le résultat lorsqu’on a (4.9). O

Théoréme 4.1 : Supposons que ¢ soit bornée sur les sous-ensembles bornés de R™ xn

et soit @ € R™*", Supposons qu'’il existe aj,...,ar € A, tels que
o € ir(co{ay,...,ar}), Qg est quasi-affine sur co{as,...,ar} (4.10)
et
Vi#£j, rang(a;i —a;)=1. (4.11)

Supposons de plus que Qp(a) = Pp(a). Alors
0 < Quy(a) — Qp(a) < Ch'/?

ou C est une constante dépendant de Q,¢ et a.

Preuve : Soit f: R™™™) — R convexe telle qué
Pp=foT.

Soit ensuite H un hyperplan d’appui & epi(f) en (T(a), f(T(a))); il existe donc une ap-
plication affine g : R™(™™) — R telle que

9<f et g(T(a)) = f(T())

D’autre part (4.10) entraine que

k
a=zx\,-a,- avec A; >0

=1
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puis, utilisant (4.11), le lemme 4.2 et le fait que I’application a — T(«) est rang-1-affine,
(cf. [D.] ch.4, lemme 1.2 p.102) on obtient

k
T(a) =Y AiT(as). (4.12)
i=1
De plus
g<f=>goT<foT=Py<Qp (4.13)

Supposons maintenant qu’il existe [ € {1,...,k} tel que
9(T(ar)) < Qp(ar);

alors grace & (4.12), (4.13) puis (4.10) il vient
k k
9(T(@) =Y~ Xig(T(a)) < D_ XiQu(a) = Qp(a) = Po(e) = ¢(T(e))

d’oti la contradiction.

Ainsi g o T et Q¢ coincident en «, a;,...,ax; par suite utilisant & nouveau le lemme
4.2 on en déduit que g o T et Q¢ coincident sur tout co{ai,...,ar}.

Notons ensuite ) = ¢ — g o T. Clairement on a
>0 et a; €Wy, Vi=1,...,k.
Compte tenu de ceci et de (4.11) on peut appliquer le théoreme 1.4, et affirmer que
Quip(a) < Ch'/2,

soit

Quly — g0 T)(a) < ChM?
qui donne, grice 3 la remarque 1.1, et car (g o T)(a) = Qp(a)

Qnp(a) — Qp(a) < Ch'/2.

D’ot le théoréme. O
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Remarque 4.1 : Les hypothéses (4.10) et (4.11) qui ont été faites dans le théoreme 4.1
sont des hypothéses techniques difficilement maitrisables. Par contre la condition Qp(a) =
Pyp(a) est satisfaite pour certaines classes de fonctions; par exemple, si ¢ : RZX* — R

est définie par
L+]8P siB#0
w(B) = {0 G B=0

ot |82 = Tr(BTB), alors, pour n > 2 on a

@™ < Pp=Qp = Rp;

of. [D.], Appendice, lemme 2.7, p. 283. Voir aussi [D.], ch.5, th. 1.3, p. 217.

Montrons maintenant un deuxiéme résultat de nature quelque peu différente; il va
résulter du corollaire 3.1.

Soit & € R™*" et z € R™; notons ¢, , 'application de R™ dans R définie par
Pa,z(y) = pla+z®Y).

Puisque Qq est rang-1-convexe, l’application (Q¢)q,. définie de R" dans R par
(Qso)a,z(y) = QQO(G +zQ® y)

est convexe et < @4,z (car Qp < ). Par suite,

(Q‘P)a,z < (‘Pa,z)“-

On a la théoréme suivant :

Théoréme 4.2 : Supposons que ¢ soit continue et vérifie

v(8)
= 400
lsl—too |B]
Alors si a € R™*™ est tel que
Qp(a) = (¢a,2)™(0) (4.14)

pour un z € R™ alors
0 < Qup(a) - Qp(a) < Ch'/?
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o C est une constante dépendant de 2, ¢ et a.

Preuve : Compte tenu du corollaire 3.1, on a

0< Qh‘Pa,t(O) - (‘Pa,z)**(o) < Chl/?

qui s’écrit en vertu de (4.14)

0 < Qrpaz(0) — Qp(a) < Ch'/2. (4.15)

Notons, le temps de cette démonstration, V,? "™ Jespace défini au paragraphe 1l.a (et V,? )1
celui correspondant au cas scalaire). On a

1
Arpas® = It 1o [ pan(V(0) d

vEVho'l

1
= Inf — a+ z @ Vo(t)) dt
vevo! [ ng( 1)

> Qrp(a)

la derniére inégalité résultant du fait que pour tout v € V,? 1 Papplication % : @ — R™
définie par

Vi=1,...,m et VteQ 6i(t)=ziv(t),

est un élément de V,? ™ vérifiant Vo = z @ V.

Ensuite, utilisant (4.15), il vient

Qnp(a) — Qp(a) < Qrpa,z(0) — Qp(a) < ChM/%;

d’ou le théoréme. O
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Remarque 4.2 : Les théorémes 4.1 et 4.2 ne s’appliquent pas a I'exemple de James
& Kohn du paragraphe précédent.

Nous allons maintenant examiner un exemple intermédiaire entre celui de James &
Kohn et les situations des théorémes ci-dessus, dans lesquels les hypothéses sont relative-
ment fortes.

Considérons ¢ : R2*2 —s R, positive et telle que

pw1) =...= p(wq) =0
ou
w_lO (1 0 _ (-1 0 w_——lO
150 1) %% \0o 1) “*T\o -1/ **7\o0 1/
Les matrices wy,...,ws ne sont pas deux a deux rang-1-compatibles, mais néanmoins on a

rang(w; — wy) = rang(w; —w3) = rang(ws —w,) = rang(wy —w;) = 1.

Utilisant la rang-1-convexité de Qy on a immédiatement que Q¢ = 0 dans tout le carré
wiwawawy. En particulier Qp(0) = 0; on va maintenant donner une estimation de @rp(0).

Soient  C R? un domaine polygonal borné, k > 0 et 0 < s < 1. Ensuite, soit
wy, : R? — R? définie de la maniére suivante :
pour z! € [0,h%] et z2 € R on pose
L]
{ 2! sig<z! < —
wh(z) =

L)

2
) 1 h’ 1 3
—zl +h? s1?§w <h

puis on prolonge w} a tout R?, de sorte que w}, soit h°-périodique par rapport a z!; ce

prolongement étant possible puisque
Va? | wh(0,2?) = wh(h*,a?) =
puis on définit w? par Iégalité

wi(e',2%) = wh(z?, ).
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On pose alors v, = wp|g. Remarquons que

Vup(z) € {wy,w2,ws,ws} p.p. dans (4.16)

et que
L]

' h
Ve, 0<u(e)< > (4.17)
Soit maintenant une triangulation 7 € Tp(S2) et soit u; 'interpolé sur T de la fonction
z +— (min(d(z, 89), vi(z)), min(d(z, 0Q), vi(z)))-

Alors uj, € V) et compte tenu de (4.17) on a

Vu, reste borné indépendamment de h. (4.18)

D’autre part, si on note N(h®) le nombre de carré du type
hs hs hs hS
k< (k+ D51 x 15, T+ 17 ]

qui recouvre §2, on a

N(Rr®) < C1|Q|h72° (4.19)
ou C; est une constante indépendante de h et de (2.

Ensuite uj et v, coincident sauf éventuellement sur un voisinage S; de o) et sur
'ensemble S des triangles de 7 qui rencontre les c6tés des carrés

h? h* h* h*
[k?, (k + 1)—2—] X [l?,(l + 1)-2—] recouvrant 2.

Compte tenu de (4.17) on a |S;| < C2h*; d’autre part

|S2| < 2h°.N(h®).2h

< 4C, QR d’apres (4.19).



57
Par suite, utilisant (4.16), on voit que

Vuh(z) € {wl,w2aw3’w4}

sauf éventuellement sur S = S; U S, dont la mesure est < C3(h® + h'7*%); d’ou

[ oVun(e)) do = [ p(Tur(z) do
Q S
< Cs|S| compte tenu de (4.18)

< CiCs(h* + h'~°)

si bien que
Qrp(0) < 2|2~ C4Cs max(h®, h'™*)
— 2|Q|—1 C4Cghmin(s’1—3)

or min(s,1 — s) est maximum pour s = %, de sorte que ’on a

Qup(0) < Ch2.
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5. Conclusion.

Comme cela apparait dans les paragraphes précédents, il existe une différence essen-
tielle entre le cas vectoriel et le cas scalaire. Celle-ci consiste en 'impossibilité, pour le
cas vectoriel, de construire une fonction affine par morceaux pour laquelle les gradients
prendraient certaines valeurs dans un ensemble de matrices non rang-1 compatibles (voir
par exemple § 4.b et § 4.c, remarque 4.2).

Ce qui a été fait dans [Ch.,], [Ch.2] et [Ch.C.K.] pour obtenir les résultats énoncés ici
dans les théorémes 1.3 et 1.4 ne peut se généraliser & '’exemple de James & Kohn.

Les théorémes 4.1 et 4.2 démontrés plus haut, ne s’appliquant malheureusement pas
dans ce cas, constituent des résultats provenant essentiellement de ce qui se passe dans le
cas scalaire.

Dans la remarque 4.2, la démonstration est directe, mais encore une fois elle est
possible (sous cette forme) car il existe certaines relations de rang-1-compatibilité entre les
“puits” de la fonction considérée.

L’étude des suites minimisantes associées au probléme non discrétisé

Inf i/ p(a+ Vu(z)) dz avec a € coW, (5.1)
vewh=(@;rm) [ Jo

montre dans le cas scalaire, que les gradients de celles-ci sont choisis alternativement voisins

des “puits” de ¢ (ie. des éléments de W,,); cf. [Ch.1], [Ch.2].

Pour voir comment se comporte les suites minimisantes pour le probléme (5.1) lorsque
¢ est la fonction de R?*? — R définie par

4
VBeR®? | o(B) =] 18— wil’
i=1

ou les w; sont les matrices de ’exemple de James & Kohn, nous avons effectué quelques
calculs numériques, en utilisant des codes classiques (cf. [Co.]). Les résultats obtenus sont
donnés en appendice (p.86).
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PARTIE II

DENSITES D’ENERGIE ET MATERIAUX CRISTALLINS
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DENSITES D’ENERGIE ET MATERIAUX CRISTALLINS

1. Introduction.
Soit € un domaine borné de R™, p € WH°(Q;R"). On désigne par M" Pensemble
des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et I’on pose :

M? = {F € M" | det F >0}.
Ag(p) = {v € WHe(Q;R™) | Vu(z) € M} p.p. dans @, v=¢ sur N}

On s’intéresse ici au probléeme suivant :
Trouver u € Aq(yp) tel que
(P) e
u minimise I’énergie / W(Vv(z)) dz sur Ag(yp)
Q

oﬁW:M1—>R.

On note O7% le groupe spécial orthogonal et GL.(Z") le groupe des matrices & coef-
ficients entiers et de determinant 1.

On suppose que W : M} — R vérifie :
W > 0 et W continue, (1.1)
W(QF)=W(F), VF e M}, VQ € O}, (1.2)
(principe de lindifférence matérielle, cf. [Ci]),

W(I) =0, ou I est la matrice identité de M". - (1.3)
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Pour tenir compte du caractére cristallin du matériau considéré, on suppose de plus
que :
W(FH)=W(F), VF € M}, VHe H= LGL.,.(Z")L_1 (1.4)

ot L est une matrice dont les vecteurs colonnes constituent une base du réseau définissant
la structure atomique du cristal. Le cas physiquement intéressant est bien siir le cas n = 3,
Q) est alors la configuration de référence du corps considéré (cf. [Ci.]). D’un point de vue
mathématique le cas général ne présente pas plus de difficulté et c’est pourquoi nous nous
sommes placés ici dans ce cadre.

Remarque 1.1 : La condition (1.4) entraine que W n’est pas nécessairement rang
1-convexe (cf. [Ch.K.]). Ceci exclut les méthodes directes du Calcul des Variations pour
résoudre le probléme (P).

Pour F € M}, notons F la fonction définie par

F(z) = Fz.
Le résultat suivant a été obtenu indépendamment par I. Fonseca ([F.;]) et M. Chipot,

D. Kinderlehrer ([Ch.K.]) :

Théoréme 1.2 : Soit  un ouvert borné de R" tel que |0€}| = 0 , alors

EQ(F‘) := Inf W(Vv(z)) dr = |Q| ¢**(det F)
vEAq(F) JQ

ou ¢ est définie pour ¢ > 0 par

o0 = o WO

et ¢** est 'enveloppe convexe de ¢. |0€| désigne la mesure n-dimensionnelle de 952.

Preuve : Voir [F.;], [Ch.K.] ou [Ch.3].



62

Une question d’importance est de savoir s’il existe un élément v € AQ(F ) réalisant
Pinfimum Egq(F). 1l est clair (cf. (1.2) & (1.4)) que

W(F)=0 YF=QH, QecO}, HeH

et donc pour 3
F(z)=QH«z
F réalise l'infimum Eq(F) lequel est égal & 0.

Supposant
W(F)=0 < F=QH (1.5)

il est naturel de se demander si pour
F(z)# QHz

Eq(F) est atteint. Nous donnerons dans le paragraphe 2 une réponse partielle a cette
question.

Bien siir, il importe alors de construire des densités d’énergie vérifiant (1.1) a (1.5),
c’est ce que nous ferons dans une troisiéme partie.
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2. Un résultat d’existence pour le probleme (P).

Pour ce qui est de I’existence d’un “minimizer” i.e. d’un élément réalisant 'infimum
Eq(F) on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1 : Supposons que W vérifie (1.1) & (1.5). Soit FF € M} telle que
det F = 1. Soit V un ouvert connexe inclu dans Q et tel que :

OV N AN ne soit pas entiérement contenu dans un hyperplan de R" (2.1)

Si F # QH alors il n’existe pas d’élément u € AQ(F) réalisant ’infimum EQ(F) et
qui soit de classe C! sur V.

Preuve : Supposons donc que l'on ait :

/Q W(Vu(z)) dz = Eq(F) (2.2)

ot u € Ag(F) et ol u est de classe C? sur V avec V vérifiant (2.1).

Par (1.3) et par définition de ¢ on a ¢(1) = 0 et comme ¢ > 0 il en résulte que
¢**(1) = 0. Puisque det F =1, on a donc Eg(F') = 0. Compte tenu de (1.1), (1.5), (2.2)
on a alors:

Vu(z) = Q(z)H(z) p.p. dans Q.
(Q(z) € O, H(z) € H). 1l en résulte, |
Vu(z)TVu(z) = H(z)TH(z) p.p. dans Q.

La fonction £ — H(z)TH(z) qui est continue de V' dans un groupe discret fermé est alors
constante. On a donc pour un certain H € H

Vu(z)TVu(z) = HTH Vz eV

d’o
(Vu(z)H )T (Vu(z)H ') =1

et donc

Vu(z)H ' €O} VzeV.
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Ainsi il existe Q(z) € O} tel que

Vu(z) = Q(z)H Vz € V. (2.3)

Soit v : H(V) — R" la fonction définie par-

v(y) =u(H'y)

Ona :
Vo(y) = Q(Hy) € O

D’out Vv est constante (cf. [F.z], appendice, prop. A.1) et donc @ également.
De (2.3) on tire donc |

Vu(z)=QH Vz €V <> u(z)=QHz +C Vz €V

ou C est une constante de R".

Les applications affines F' et u doivent coincider sur 8V N 082, donc, d’apreés (2.1) en
particulier en n + 1 points non coplanaires. On a donc nécessairement

C=0et F=QH

ce qui est contraire & nos hypothéses. Ceci termine la démonstration. O

Remarque 2.1 : Le théoréme 2.1 n’est pas entierement satisfaisant, en ce sens qu'il
ne répond pas & la question de savoir 8'il existe ou non, dans AQ(F), une solution de (P)
- ne vérifiant aucune condition au voisinage du bord de Q - lorsque F # QH.

Néanmoins, on peut affirmer que si le probléme (P) admet une solution, alors celle-ci
ne saurait étre C! dans aucun voisinage du bord de § vérifiant (2.1).

A ce jour, nous n’avons pu aller plus loin. Cependant, si I'on supprime I’bypothése Q
borné, nous pouvons apporter une réponse. Nous avons obtenu I’exemple suivant avec G.
Buttazzo. Considérons

H=GL.(Z}), Q=]-11[xR et F=(} ‘1’)

2

On voit facilement que F ¢ O%.H (car si F = QH, alors Tr(FTF) = Tr(HTH) devrait
étre un entier, ce qui manifestement n’est pas le cas dans notre exemple) et que det F' = 1.
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Notons ensuite u : 8 — R?, I’application définie par

~1<2; <0 = u(a:):( = )

1
(L'1+$2+-2'

1l est clair que u € Ag(F). De plus

1<z, <0 = Vu(:l:)=( 0)

0<z; <1 = Vu(z)=<(1) 0),
si bien que Vu(z) € O2.H p.p. dans Q. D’ou
+

/ W(Vu(z)) dz =0
Q

qui entraine, puisque W > 0, que u est une solution de (P). ;
Notons que nous ne pouvons, ici, utiliser le théoreme 1.1 pour calculer Eq(F), car
dans ce théoréme, I’hypothése {2 borné est essentielle.
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3. Densités d’énergie ne s’annulant que sur O H.

Dans cette section nous voudrions montrer qu’il existe bien des densités d’énergie
vérifiant (1.1) & (1.5). Des densités d’énergie vérifiant (1.1) a4 (1.4) ont été exhibées dans
[F.3]. Nous voudrions montrer ici qu’il est possible de faire en sorte que les puits ou zéros
de W soient exactement réduits aux éléments de I’ensemble O} .H.

On a en effet :

Théoréme 3.1 : Soit O un sous groupe compact de M} et H un sous groupe fermé
de MZ. Alors il existe une fonction W : M} — R telle que :

(a) W > 0 et W est continue, 7
(b) W(QFH) = W(F) pour tout FEe M}, Q€ Oet Hc H,
() W(F)=0 < F=QH € OH.

Preuve : Sur M} on considere la relation R définie par

FiRF, <= 3(Q,H)€OXH,F2=QF1H.

Puisque O et H sont des sous groupes, R est une relation d’équivalence.
On munit M% /R de la topologie quotient.

La surjection canonique s : M} — M /R est alors continue. Le théoreme résultera
des lemmes suivants :

— Lemme 3.1 : s est ouverte et le graphe G de R est fermé. M /R est donc séparé.
~ Lemme 3.2 : M} /R est un espace normal .

— Lemme 3.3 :

VF € M%, {s(F)} =[] Ux
k>1

ou Ui est un ouvert de M7 /R.
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En effet, utilisant le lemme 3.3, on peut écrire

{s(I)} = ﬂ Ui , ou Ui est ouvert.
k>1

Notons Aj le complémentaire de Uy dans M3 /R

Ay et {s(I)} sont deux fermés disjoints (pour {s(I)} cela provient du fait que ML /R
est séparé, f. lemme 3.1). Ensuite, puisque M} /R est normal (cf. lemme 3.2) on peut
appliquer un des théorémes de Tietze-Urysohn (cf. [S.] T.2, XXII, 2; 1, p. 345) et conclure
3 Pexistence d’une application fix : M}/R — [0; 1], continue et telle que :

fr(s(I)) =0, fi =1 sur Ai

f=y L

k>1

Posons alors :

Comme somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues, f est continue
et vérifie :

f20 , f(s(I))=0
f(s(F)) =0 = Yk > 1, fi(s(F)) =0
= VE> 1, s(F) € Ax,
= Vk>1, s(F) € Us

et donc

s(Fe (YUx = {s(D)} soit s(F) = s(I).

k>1

On vérifie alors sans peine que W = f o s est I’application cherchée. Le théoréme est ainsi
demontré. O

Reste & montrer les trois lemmes ci-dessus :

(i) Démonstration du lemme 3.1 :
Soit U un ouvert de M%. s7*(s(U)) est le R-saturé de U, c’est-a-dire
s7Y(s(U)) = | J QUH.
QH

M7 étant un groupe topologfque, QUH est ouvert V (Q,H) € O x H. 1l s’en suit que
s~1(s(U)) est ouvert dans M} et donc s(U) est un ouvert de M} /R par définition de la
topologie quotient. Ainsi s est ouverte.
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D’autre part,
g= {(Fl,Fz) (S M: X M1 | FRF, }

Soit (Fy*, F3") une suite d’éléments de G qui converge vers (Fy, F). On veut montrer que
(F1,F2) €.
On a
F'RF Vm 20.

D’ott 3 (Qm,Hm) € O x H tel que :

F* = QuFHo.

On a donc
Hy, = (F")'QLE"

de sorte que la suite (H,,) est bornée, puisque les suites (Fy"),(F3") et (Qm) le sont. 1
existe alors une sous-suite m; telle que

Hmk —HeH ’ ka —>Q€0
Comme F™* — Fj, il vient

F, = lim Fy™* = lim Qm, F{™ Hm, = QP H

d’ou (Fy, F;) € G, qui est donc fermé.

Comme s est ouverte et G est fermé, M7} /R est séparé (cf. [Bo.] ch.l, § 8, n® 3,
prop. 8). O

(ii) Démonstration du lemme 3.2 :

Pour montrer que M /R est un espace normal, on va montrer que M} /R est locale-
ment compact et dénombrable & linfini (cf. [S.] T.2, XXII, 5; 2 et 4, p. 357 et 359).

Soit s(F) € M3 /R. M} est localement compact, donc il existe un ouvert O et un
compact K de M} tels que

FeOCK
d’ou

s(F) € s(0) C s(K).
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Or s est ouverte donc s(Q) est ouvert, s est continue donc s(K) est compact et s(F)
posséde un voisinage compact.
" /R étant séparé (cf. lemme 3.1) il est localement compact.

D’autre part, M7} est dénombrable & l'infini et donc

2= U K

m>0
avec K,, compact.
Dou :

M:/R=s( U Enm ) = | s(&m)

m2>0 m2>0

et pour tout m > 0, s(Kp) est compact. Ceci achéve de montrer que M3 /R est
dénombrable 4 I'infini et le lemme 3.2 en résulte. O

(iii) Démonstration du lemme 3.3

Soit F € M%. Notons By la boule ouverte de M?, de centre F' de rayon 3. Ona

(N B = {F} dot s(F) € s( By) C () s(Bw)-
k>1 k>1 k>1
Réciproquement, soit
s(G) € [ s(Bx)-

k>1

alors pour tout k > 1, il existe F* € Bj tel que s(F*) = s(G). Or F¥ — F quand
k — 400, d’'ou

s(G) = s(Fk) — s(F)
et donc
s(G) = s(F).

Finalement,

{s(F)} = n Ui avec Ur = s(Bx)
k>1

et chaque Uy est ouvert car By 'est et s est ouverte. D’ou le lemme. 0
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Remarque 3.1
(1) On peut définir W par

W(F) = (det F)™ f(s(F))
de sorte que W vérifie, en outre,

lim W(F)=+oo
det F—0+

ce qui est physiquement souhaitable.

(2) Si W; et W, sont deux fonctions vérifiant les hypotheses (a), (b) et (c) du théoréme
2.2, il en est de méme pour A\; W; + A W2 pour tout (M1, 22) € Ry xRy, (A, A2) # (0,0).

L’ensemble de ces fonctions est donc un cone convexe.

(3) 11 serait intéressant de voir s’il est possible d’obtenir une formule explicite pour
W (cf. par exemple les formules trouvées dans [F.3]).
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PARTIE III

MATERIAUX DE SAINT VENANT KIRCHHOFF
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MATERIAUX DE SAINT VENANT KIRCHHOFF

1. Introduction.

En présence d’un matériau élastique, homogene et isotrope, dont la configuration de
référence est un état naturel, on montre que la réponse associée au second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff s’écrit

S(F) = XNTrE)I + 2pE + o( E) (1.1)
pour F € Mi_, voisin de I la matrice identité de M3, et ou
E=E(F) = %(FTF - 1. (1.2)

Les deux constantes ), u étant > 0 et appelées constantes de Lamé du matériau considéré
(cf. [Ci.] pour un point de vue complet sur ces notions).

On appelle matériau de Saint Venant Kirchhoff un matériau élastique, homogene
et isotrope, dont la réponse ¥ associée au second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
est donnée par (1.1) ol l'on a négligé le terme o E), c’est-a-dire telle que

VFeM% , 5(F)= MNTrE)I +2uE

On montre alors qu’un tel matériau est hyperélastique et sa densité d’énergie est la fonction
W : M3 — R définie par

VFeM} , W(F)= %(TrE)2 + uTr(E?). (1.3)

(Cf. [Ci] th. 1.4.7, p. 76).

« . Les matériaux de Saint Venant Kirchhoff sont les modéles non linéaires les plus
simples possibles, puisque leur loi de comportement est la plus simple qui soit compatible
avec (1.1) ... Mais leur relative simplicité d’emploi est compensée par des inconvénients :

Un inconvénient, de nature théorique, réside dans I’absence de polyconvexité de la
densité d’énergie associée ...” (P.G. Ciarlet).
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D’autre part, si W : M3 — R est la densité d’énergie associée & un matériau
hyperélastique quelconque, il est souhaitable pour des raisons physiques, que I'on ait

1 = 14
detllg‘ﬂo*' W(F) oo ( )

(cf. [Ci.]). On peut alors prolonger W en une fonction continue de M3 dans R U {400}
en posant
W(F) =400 si detF <0;

un tel prolongement étant utile pour considérer, par exemple, I’enveloppe quasi-convexe
de W, c’est-a-dire 1’application QW définie par

QW =sup{g: M® — RU{+00}; g quasi-convexeet g < w}l.
(Notons ici que, si  désigne un domaine borné de R3, la quantité

Inf —Sli_/ o(F + Vu(z)) dz
vewl=(@;R3) ] Jg

ne donne Qp(F') que lorsque ¢ est & valeurs dans R; cf. [D.}).

La densité d’énergie de Saint Venant Kirchhoff ne vérifiant pas (1.4) on ne peut obtenir
de prolongement comme ci-dessus.

“ ... Au mieux, les matériaux de Saint Venant Kirchhoff ne peuvent étre utilisés que
dans le domaine des petites déformations E (et 'une des difficultés est bien siir de traduire
mathématiquement cette restriction) comme le suggére leur définition; ...” (P.G. Ciarlet).

Reste que (1.3) constitue une définition de W valable non pas uniquement sur un
voisinage de I, mais sur tout M3 (qui peut d’ailleurs s’étendre, par cette méme expression,

a tout M?) et qu'on peut s’interroger sur d’éventuelles propriétés de convexité de W.
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2. Non rang-1-convexité de la densité de Saint Venant Kirchhoff.

Comme on I’a dit plus haut la densité d’énergie de Saint Venant Kirchhoff, W, n’est
pas polyconvexe dans M3} (cf. [Ra.]).

On va montrer qu’en fait ’absence de convexité de W est plus forte, et plus précisement
que W n’est pas rang-1-conxexe dans M3.

Nous allons tout d’abord nous placer dans M%} (avec n > 2) et définir W par les
formules (1.3) et (1.2) pour toute matrice F' € M}.

Ensuite, on dit que W : U — R , ou U est un ouvert de M", est rang-1-convexe
sur U si

VF,G e U telles que [F,G]CU et rang(F—-G)=1

oIl a

VA€E[0,1], WOF+(1—X)G) < AW(F)+(1- \W(G).

On sait que si W est de classe C? dans U, alors W est rang-1-convexe sur U si et seulement
sion a

OPW(EF) i iyl
1 > n i
inBFijaFk’ab’ab >0, Va,be R, YVFeU

(Condition de Legendre-Hadamard dans U)
(Cf. [B.]). Remarquons que M} est un ouvert de M™.

Introduisons maintenant quelques notations : pour F,G € M" on pose
F:G=Tr(FTG) le produit scalaire euclidien des matrices

et

|F| = (F: F)/? la norme associée.
Puis si a,b € R™ on note a ® b la matrice de M™ définie par

(a®b)i; = a'b’ ;
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ainsi, si les vecteurs a et b sont des matrices colonnes on a

a®b=abT (2.1)

et le produit scalaire dans R™ s’écrit

a.b=aTb. (2.2)

Utilisant (2.1) et (2.2) on vérifie alors aisément que, pour F' € M" et a,b,c,d € R", on a
les formules suivantes

(a®b)T =b®a (2.3)
Fa®b)=(Fa)®b (2.4)
(a@b)F = a® (FTb) (2.5)
(a®b)(c® d) = (b.c)(a®d) (2.6)
Tr(a®b) = a.b (2.7)
F:(a®b)=Fba=FTab (2.8)
(a®b): (c® d) = (a.c)(b.d) (2.9)
la ® b2 = |a|?|b|? (2.10)

Théoréme 2.1 : La densité d’énergie W associée & un matériau de Saint Venant
Kirchhoff n’est pas rang-1-convexe sur M.

Preuve : Puisqu’il est clair que W est de classe C™ sur M”, on va montrer que la
condition de Legendre-Hadamard n’est pas satisfaite pour certaines matrices F' de M}.

Tout d’abord remarquons que

VFeM" , W(F)= %(T'I"E)z +p|E]*? car E=ET

Ensuite, soit F € M7}. Puisque M} est ouvert, il existe € > 0 tel que B(F,e) C MY%;

si bien que si H € M™ est telle que |H| < ¢, alors W(F + H) est bien définie. Pour une
telle matrice H, la quantité

W (F) def. 1.
2;16F,,6FHHUHH - _Q-WF(H)

est le terme d’ordre 2 en H dans le développement de Taylor de W(F + H).
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Orona
(2.11)

E(F+H) = %(FTF—I+FTH + HTF + HTH)

d’ou

1
Tr(E(F + H)) = 5(|F|2 —n42F:H+|H?)

et le terme d’ordre 2 en H dans (Tr(E(F + H )))2 est donc

:11 (@F : HY +2(FP ~n)HP).

D’autre part utilisant (2.11) et ’égalité |A + B|? = |A|* + |B|*> + 2A : B on voit que la
terme d’ordre 2 en H dans |E(F + H)|? est

1
Z (|FTH +HTF? +2FTF - I): HTH)
d’ou on déduit, que pour toute matrice H € M™, on a

We(H) = 5 (2(F : HY +(FP - n)|HP)
(2.12)

E (|FTH +HTF|? + 2FTF - I): HTH).

T3

Maintenant, pour a,b€ R" et H =a® b, (2.12) s’écrit

Wr(a@b) = 5 (2(F: (a® b)) + (IF — n)|a @ b]?)

+

IR N>

(|FT (a®@b)+(a@b)TF* +2(FTF - 1) : (a@b)T(a® b))

qui donne en utilisant les égalités (2.3) & (2.10)

Wr(a®b) =5 (2(FTab)? + (|FP - n)lal*[b?)
(2.13)

(I(FTa) @b+ b@ (FTa)l? + 2(FTF - I) : [af (b @1)).

IR N>

+
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Orona
(FTa) @b+ b® (FTa)]? = |(FTa) @ b* + [b® (FTa)[* + 2(FTa) @ b) : (b® (F"a))
= 2|FTa|?|b)? + 2(FT a.b)?

et
(FTF —1): |a*(b®b) = [a*(FTF : (0®b) —I: (b®))

= lal*(|1Fb[* — [b]*)

si bien que (2.13) devient

« A
We(a@b) = (SUF? — ) + (S = 167)) lal
(2.14)
+ O+ p)(FTab) + ulFa b
Choisissons alors F = tI avec t € Ry, puis a,b € R™\ {0} tels que a.b = 0; d’ot
\F? =nt?, |Fb? =42, |FTa|*=¢*|af*, FTab=0.
Ainsi pour ces valeurs on a, d’apres (2.14)

We(a®b) = (Sr( - 1) + w2t = 1) laP bf

qui est < 0 pour t <1/ V2. La condition de Legendre-Hadamard n’est donc pas satisfaite
pour de telles matrices F'; d’ou le théoreme. O
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3. Le minimum de P’énergie dans le cas linéaire.

Nous allons ici donner quelques résultats a propos du minimum de I’énergie corres-
pondant & un probléme aux limites avec une donnée au bord linéaire.

A partir des égalités (1.2) et (1.3) on obtient facilement, pour F € M3,

nA+2p n? X + 2np

- A
W(F) = 2|F + £ iFTRp - 22 2B P2 22— (3.1)
8 4 8
D’autre part, si vy,...,v, sont les valeurs singulieres de F' (i.e. les valeurs propres de
FTF) on peut écrire
IFR=v2+...+v2 et |FTF>=0vi+...4v, (3.2)
si bien que (3.1) devient
. A + 2u ni + 2
W(F) = 2B @+ 4 0h) = 2l 4+ o)
(3.3)
IA+2
+ (”1”2+”2”3 +- ”i”f)*‘n—_-ls_ﬂ-
Soit maintenant  un domaine borné de R"™. Posons, pour F' € MY},
QW(F)= inf / W(F + Vu(z)) dz.
ewt=@nrm) [0

det(F+Vv(z))>0 P.p.

On montre que le second membre de cette égalité est indépendant du domaine borné {2
choisi, et que QW est rang-1-convexe sur M%. (Cf. [Ch.;] prop. 3.1 et 3.2).

Remarque 3.1 : Si on définit W sur tout M™ par les formules (1.3) et (1.2) (ou
encore (3.1) ou (3.3)), on peut considérer son enveloppe quasi-convexe QW etona

VFeM® , QW(F)= inf  — / W(F + Vu(z)) de
vewd>@rn) @ Ja

et donc

VF e M2 , 0<QW(F)<Q4W(F)<W(F). (3.4)
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Remarque 3.2 : On sait (et on le voit aisément) que

VF € M” , VR;,R, €0} ona W(RiFRy)=W(F)

(O% désignant le groupe spécial orthogonal) et I’on montre qu’alors Q+W vérifie la méme

propriété d’invariance (cf. [Ch.3] prop. 3.3).

Dans ce qui va suivre on va donner une condition suffisante sur F pour que 'on ait

Pégalité QW (F) = W(F). Tout d’abord on a le lemme

Lemme 3.1 : Soient g: Ry — R et f: M™ — R définie par f(F') = g(|F]). On a

f convexe <= f polyconvexe <=> f quasi-convexe <= f rang-1-convexe

<= g convexe et ¢(0) = iI;f;) g(z)

Preuve : Cf. [D.] Ch. 4, th. 1.10 (iii), p. 133-134.

Proposition 3.1 : Soit F € M} telle que l'on ait :
2
Fl > (n+ )Y

alors QW (F) = W(F). |

Preuve : Tout d’abord écrivons, & I’aide de (3.1), W de la maniére suivante

VFeM? , W(F)=g(|F])+w(F)

VieR, , g(t)_—_-ét‘i_mt?
8 4
et
Z)
VFeM® , w(F)=§|FTF|2+"——;2"—“.

(3.5)
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Utilisant (3.2) on voit que w(F) = ¢(v1,...,vn) avec ¢ : (R4+)"® — R symétrique,
convexe et croissante par rapport & chaque variable; par suite w est convexe (cf. [B.] th.
5.1, p. 363).

. . 2 . .
D’autre part, la fonction g est décroissante sur [0, (n + —”)1/ 2] puis croissante sur

A
2
[(n+ )", ool
Considérons alors P’application § : Ry — R définie par
2
g(t) sit> (n + T“)lﬂ

VieRy, ()= 2u\1/2 2p1/2
g((n+Tﬂ) ) sit_é(n-i-T“)

Clairement § est convexe et vérifie §(0) = iI;f;) §(zr). Donc, en vertu du lemme 3.1,
z—

I’application

h: F s §(|F)) + w(F)

est convexe et vérifie h < W (car § < g). De plus, si U désigne ’ensemble des matrices F
de M7 qui satisfont (3.5), on voit, par définition de g

VFeU , W(F)=h(F). (3.6)

Ensuite, soient F € U et v € Wol (S R™) telle que

det(F + Vo(z)) >0 p.p. dans (. | (3.7)
On a
—1—/ W(F + Vu(z)) dz > —1-/ h(F + Vu(z)) dz car h<W
122 Ja 1€ Ja

> h(F) car h est convexe;
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d’ou prenant I'infimum sur ’ensemble des v € Wy °(; R™) vérifiant (3.7), il vient

Q+W(F) 2 h(F)

qui donne compte tenu de (3.6) et (3.4)

W(F) = QW (F).

D’ot1 la proposition. a

Remarque 3.3 : Bien entendu la condition (3.5) n’est pas suffisante puisque, pour
Re O}, ona
2
et X X R R
0< Qi W(R) < W(R) = 0= Q4 W(R) = W(R).
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APPENDICE

Nous allons, ici, nous intéresser & I’exemple de D. James et R. Kohn (cf. p. 46 a 48)
et plus précisément considérer la fonction ¢ : R?*2 — R définie par

4
VBeR>? | o(B) =[] 18- wil’
=1

ou

(p(ﬂ) = 0<=>,B€ {wl,...,w4}.

Comme on I’a vu Qg est nulle dans tout le carré 8 828384, ou

1 0 1 0 -1 0 -1 0
:Bl=(0 1)1ﬂ2=(0 _1)7:33:(0 _1))ﬁ4=(0 1)

En particulier, Qp(0) = 0 et Qp(B1) = 0. Compte tenu du théoréme 1.1, on sait que

lim Qup(0) =0 et lim Qup(B1) =0.

Dans ce qui suit, on va donner quelques résultats numériques concernant les problemes

1
vIen‘.,f;? EL¢(V0(z)) dz | (A1)
et . B
vIGI‘l;,f‘ -I-ﬁ_l L o(f1 + Vu(z)) dx (A.2)

ot © = [0,1] x [0,1], et ou on choisira successivement

h= avec N =10, 20,..., 80

1
N 2
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et sur § la triangulation classique définie par les N2 carrés de cotés paralleles aux axes et
de sommets

_(i 3
"N’ N

Tij ) avec 0<i, j <N

qu’on partage ensuite en 2N2 triangles en considérant la diagonale paralléle 3 la deuxiéme
bissectrice dans chacun d’eux.

Pour chacun des deux problémes (A.1) et (A.2) on va mettre en oeuvre une méthode
de descente par gradient conjugué pour obtenir une approximation de I'infimum et ’allure
des suites minimisantes.

Nous avons, pour cela, adapté les codes FORTRAN que M. Chipot et C. Collins ont
utilisés dans le cas scalaire (cf. [Ch.;] et [Co.]).

Le tableau suivant donne les valeurs obtenues pour Q,¢(0) et Qrp(fB1) en effectuant
k itérations dans la méthode du gradient conjugué a partir de la valeur initiale u, :

o a c b b

k 300 300 300 500
tho(-) 0 B B Ji3)

N

10 625 365,962 355,343 355,343

20 603,599 280,179 284,575 284,575
30 595160 260,559 264,116 262,116
40 590,659 255671 252,381 252,377
50 587,883 247,869 245513 245416
60 585991 252349 238,135 230,095
70 584,683 245563 240,780 221,765
80 - 244,596 - ;

les fonctions initiales a, b et ¢, étant définies par leurs valeurs aux noeuds intérieurs a {2,
de la maniére suivante

a'(zi;) = (i mod 2).h

pour 0<si, j< N {
a?(z;j) = (j mod 2).2h
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bl (zi;) =0

pour 0<z, <N {
b2(a:,-j) = (] mod 2)h

cH(zij) =0

pour 0<z, 3 <N {
c?(zi;) = (j mod 4).h

Le choix de la fonction initiale uo a été fait de sorte que le premier calcul de l'intégrale

dans (A.1) ou (A.2) donne des valeurs “pas trop grandes”, c’est-a-dire de sorte que I’on ait

Vug(z) € {w1,..., we} pour (A.1)
et (A.3)

B1 + Vue(z) € {wy,..., ws} pour (A.2)

pour z dans un sous-ensemble de  le plus grand possible, sans que les autres gradients
soient de norme trop elevée. Le choix ug = 0 n’a pu étre fait car la méthode du gradient
conjugué ne “démarrait” pas.

Observant les deuxiémes et troisiémes colonnes du tableau précédent, on voit que les
résultats obtenus dépendent du choix de uy.

D’autre part, les troisiémes et quatriemes colonnes montrent que plus N est grand, plus
les résultats obtenues sont meilleurs avec 500 itérations au lieu de 300. Pour N = 10,...,50
les différences sont moindres; (il serait bien siir agréable, de poursuivre ce type de calcul
avec N et k bien plus grands, mais les temps de calcul deviennent alors trés importants).

Les figures des pages suivantes montrent, dans les cas N = 20 ou 40, et k = 300,
I’allure de ul,, et u2,, respectivement, selon le choix de uo (ol uzgo est la fonction de V)
obtenue apreés 300 itérations dans la méthode du gradient conjugué).

Les solutions, comme on le voit aisément, présentent de fortes oscillations; en fait,
pour minimiser ’énergie, l'ordinateur modifie la fonction initiale de sorte a obtenir des
fonctions dont les gradients sont de plus en plus comme en (A.3).

Je tiens, ici, & exprimer mes vifs remerciements & V. Lecuyer, sans lequel ces quelques
calculs n’auraient pu aboutir.
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Probléme : (A.1)
N =40 et k=300

\'Jf;v bl 4 [///;
il ’.f////////////
.waw@

L
'////// ////

#
N
I

///// /,/////yf

b

qz:&
, I ' 0'

I
L

Choix initial : u,(i,§) = h{i modulo 2}

Valeurs extrémes du résultat :
-1,4.102 < u; < +1,5.102
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Choix initial : usl,j) = 2h(j modulo 2) §.

Valeurs extrémes du résultat : ©
-1,4.102 < uy < +1,5.102

0
i

(o} so‘o+

S0°'0-



91

Probléme : (A.2)
N =20et k=300

Choix initial : u,{i,j) =0

Valeurs extrémes du résultat :
-2,3.102 < u; < +2,6.102

WY NN~
PN NN~
PO NNz
AN AN 222

N ‘iﬂu

W\

Choix initial : us(i,j) = h(j modulo 10)

Valeurs extrémes du résultat :
-0,16 < u, < 40,13

S0‘0+

S0°0-
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Probléme : (A.2)
N =20et k=300

Choix initial : u,(i,)) =0

4] T0'0+

Valeurs extrémes du résultat :
-1,4.102 <u; < +1,6.102

20'0-

\“‘{\\\‘\ YoV

Chotx intial : uy(Lj) = h{j modulo 4) R

S

A i?tv A

TGN

Valeurs extrémes du résultat :
-0,1 <uy <+0,1




