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INTRODUCTION

Le passage d'une analyse relativement simple en une analyse complexe par suite de
l'absence de quelques informations est un probléme auquel de nombreux statisticiens
se consacrent activement depuis ces derniéres années. 1l est évident que la meilleure
maniére de traiter les problémes en présence d'information manquante est encore de ne
pas avoir de données manquantes. Cependant, des circonstances malheureuses se
présentent parfois dans lesquelles 1'information est manquante et son remplacement
s'avere difficile. Comme les accidents, 1'absence d'information ne peut étre prévue
mais doit étre gérée quand elle est présente. Cette absence peut étre imputable a
diverses raisons : erreurs de saisie, erreurs d'expérimentation, choix de I'échantillon,
impossibilités matérielles, refus de réponses, etc...

Devant ce probléme, nous ne pouvons éviter de nous poser la question concernant les
causes de 'apparition des données manquantes : sont-elles dues a un hasard ou, au
contraire, & des raisons déterministes ? Little et Rubin (1987) ont distingué deux types
de données manquantes dont ils donnent les définitions suivantes :

-Données Manquantes au Hasard (DMH) lorsqu'elles peuvent étre considérées pour
une méme variable comme un sous-échantillon de I'échantillon initial.

-Données Manquantes Complétement au Hasard (DMCH) lorsqu'elles constituent un
sous-échantillon aléatoire des valeurs prises par 'échantillon initial. '

Exemple. Considérons une population décrite par deux variables, I'dge et le revenu.
Si la non connaissance d'un revenu n'est pas li€e i sa valeur, 'occurence de son
absence est alors indépendante de sa valeur et la donnée manquante est de type DMH.
Si de plus, 'absence de l'information n'est pas liée a I'dge de la personne interrogée,
la donnée manquante est alors de type DMCH car l'occurence de son absence est
indépendante de toutes les valeurs que prend l'individu qui présente cette donnée
manquante.

Divers mécanismes peuvent étre a I'origine des données manquantes. La connaissance
ou l'ignorance de ces mécanismes est un €lément de choix dans l'analyse et
l'interprétation des résultats.
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Ces mécanismes peuvent étre sous le contrdle du statisticien et, dans ce cas, peuvent
dépendre par exemple de la sélection de I'échantillon. Si I'échantillonnage est réalisé
par probabilité, alors le mécanisme est sous le controle du modele et est dit "ignoré”.
Les analyses de données sont alors dépendantes des présomptions du mécanisme qui
se doit d'étre expliqué. D'autre part, les données censurées dépendent d'un événement
bien précis. Nous rencontrons par exemple ce type de données dans les analyses
médicales, biologiques ou épidémiologiques. Méme censurées, ces données sont
prises en compte dans l'analyse afin d'éviter les résultats biaisés. Dans ce cas, le
mécanisme n'est pas sous le contrdle du statisticien mais est connu. De nombreux
ouvrages sont consacrés a l'analyse statistique 3 partir des données censurées tels que
celui de Kalbfleish et Prentice (1980).

Dans de nombreuses analyses, le mécanisme n'est malheureusement pas introduit
clairement. Ainsi, nous présumons que ce mécanisme est "ignoré”. Il est cependant
possible d'inclure le mécanisme dans un modele statistique en introduisant une
distribution R de variables d'indicateurs de réponse qui prennent la valeur 1 si I'item
est observé et 0 sinon. Notons que le processus de la création des données
manquantes ne peut généralement pas étre ignoré. Ainsi, 'absence de réponse dans
une enquéte sur les revenus est souvent volontaire car leur montant n'est pas ignoré.
L'expérience montre que ces données peuvent apporter beaucoup d'informations si
nous les considérons comme des modalités de réponses au méme titre que les autres
modalités (Lebart, Morineau et Tabard 1977, Van der Heijden et Escofier 1988).
Apres classification des données qualitatives, Facy et Lechevalier (1978) réalisent des
tests statistiques de maniére 2 déterminer I'éventualité qu'une donnée manquante soit
considérée comme une modalité absente ou comme une nouvelle modalité.

Soit Y un échantillon de taille n d'une variable reélle  valeurs dans RP et index¢ par
des parametres inconnus 6. Notons Y les paramétres inconnus qui indexent la
distribution d'indicateurs R. Le modgle complet (pour les données et le mécanisme des
données manquantes) spécifie une distribution f(Y ; 0) et une distribution f(R ; Y, y)
appelée distribution des données manquantes ol Y est connu. En posant Y =(Yo, Ym)
od Y, représente les valeurs observées et od Yy, représente les valeurs manquantes,
Rubin (1976) définit les données manquantes comme DMCH si f(R ; Yo, Y, W) =
f(R ; ¥ ), c'est-a-dire si I'absence de données ne dépend ni des valeurs observées ni
des valeurs manquantes de Y. De plus cet auteur définit une condition plus faible
concernant le mécanisme des données manquantes et reconnait ces données comme
étant de type DMH si f(R; Yo, Ym, W) =f(R; Yo, ¥ ), c'est-2-dire si I'absence de
données ne dépend pas des valeurs manquantes Yp, de Y mais peut dépendre des
valeurs observées. Rubin montre également que, si les données manquantes sont de
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type DMH et si 0 et y sont distincts, les inférences sur 8 peuvent €tre basées sur
f(Y,; 0) qui ignorent le mécanisme des données manquantes. La vraisemblance est

alors obtenue comme suit :

f(Yo;0) = I f(Yo, Ym ;0) dYm

Les performances des méthodes traitant des données manquantes dépendent fortement
des mécanismes qui régissent 'apparition de ces données. Les méthodes dites rapides
et fréquemment utilisées dans les logiciels sont seulement appropriées aux
présomptions fortes, c'est-a-dire lorsque les données sont de type DMCH (Little et
Rubin, 1987). Dans ce cas, Dixon (1983) estime le vecteur moyenne et la matrice de
covariance et Little (1988) propose pour ce type de données manquantes, un test
statistique pour des données multivariables. En général, ces méthodes ne sont donc
pas appropriées lorsque les données ne sont pas de type DMCH mais sont de type
DMH. Au contraire, les méthodes basées sur la vraisemblance sont appropriées aux
présomptions plus faibles, c'est-a-dire lorsque les données manquantes sont de type
DMH. Cet avantage est d'une réelle importance dans de nombreux cas pratiques.

Plusieurs stratégies d'approche sont utilisées pour le traitement des données
mangquantes. Le plus souvent, les individus sur lesquels certaines variables n'ont pas
été relevées, sont supprimés, risquant ainsi de réduire considérablement la taille de
1'échantillon et d'introduire certains biais si les observations ne sont pas de type DMH.
Une autre méthode, fréquemment employée dans le cas quantitatif, consiste a
remplacer toute observation manquante par la valeur moyenne des observations
disponibles sur la variable concernée. La encore, I'échantillon sur lequel se pratique
l'analyse peut étre biaisé.

Parmi les nombreux articles consacrés 2 ce sujet, nous pouvons distinguer deux sortes
d'approche :

La premitre approche consiste a reconstituer les données manquantes sans se
préoccuper de l'usage qui en sera fait ultérieurement. Nous pouvons ainsi citer les
méthodes utilisant une formule de reconstitution apres une analyse factorielle des
correspondances (Nora-Chouteau 1974) ou aprés une premicre analyse en
composantes principales (Dear 1959, Gleason et Stealin 1975). Pour reconstituer une
valeur manquante sur un objet, Buck (1960) et Frane (1976) utilisent, quant a eux, des
régressions de la variable manquante sur une ou plusieurs variables disponibles.
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La deuxieéme approche consiste 3 estimer les paramétres, ou plus généralement les
coefficients du modele utilisé, par une technique d'analyse de données ou par la
méthode du maximum de vraisemblance.

A partir des données incomplétes dont ils disposaient, Afifi-Elashoff (1966),
Anderson (1975), Dear (1959), Frane (1975) et Haitovsky (1968) ont estimé les
parametres de la régression, Christofferson ( 1974) et Lacourly (1974) ont estimé,
quant 3 eux, les composantes et les axes principaux de I'analyse en composantes
principales.

Dans le cadre de la méthode du maximum de vraisemblance, de nombreuses
techniques se sont développées pour estimer les parametres des densités. Anderson
(1957) développe l'une d'elles lorsque I'échantillon est extrait d'une population
normale et lorsqu'une seule variable comporte des données manquantes. Marini, Olsen
et Rubin (1980) donnent une illustration numérique du maximum de vraisemblance
dans le cas particulier ou les cases correspondant aux données observées de chaque
variable sont emboitées. Citons également Beale et Little (1975) qui ont estimé les
parametres d'une loi normale multidimensionnelle par la méthode du point fixe et qui
ont organisé un algorithme de reconstitution. Ces auteurs se sont basés essentiellement
sur le principe de 'Information Manquante (IM) développé par Orchard et Woodbury
(1972) et ont organisé une procédure cyclique jusqu'a la convergence a partir de
valeurs initiales du vecteur de moyenne et de la matrice de covariance. Un algorithme,
construit en deux étapes, Estimation et Maximisation et dit de type EM, accomplit la
méme tache.

Le terme EM est introduit pour la premiére fois par Dempster, Laird et Rubin (1977)
bien que ce processus ait déja été utilisé auparavant par McKendrick (1926). Ce type
d'algorithme consiste a : (1) remplacer la valeur manquante par son estimation, (2)
estimer les paramétres, (3) réestimer les valeurs manquantes en connaissant les
nouveaux parameétres, (4) réestimer les parametres jusqu'a la convergence. L'étude du
comportement théorique de cet algorithme est difficile. Les résultats les plus
significatifs sont ceux de Wu (1983) pour l'aspect algorithme d'optimisation, et ceux
de Redner et Walker (1984) pour l'aspect "maximum de vraisemblance”. Un premier
exemple intéressant d'application de cet algorithme est présenté par Grundy en 1952.
L'article fondamental de Blight (1970) traite des familles exponentielles en général, et
reconnait explicitement l'interprétation 3 deux pas de chaque itération de EM. Efron et
Morris (1967) proposent l'algorithme EM pour les données uniquement censurées et
Turnbull (1974, 1976) étend I'approche d'Efron aux données arbitrairement censurées
ou tronquées. Pour ce type de données manquantes, nous pouvons également citer les
travaux de (Hartley 1958, Irwin 1959 et 1963). Apres estimation des parametres des
modeles log-linéaires en présence de données incompletes par I'algorithme EM, Fuchs
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(1982) propose de rendre cet algorithme plus efficace en considérant des tests
d'ajustement.

Cependant, I'algorithme EM ne sert pas uniquement lorsque les données de
'échantillon sont incompletes. En effet, il est aussi utilisé dans le cadre de la
reconnaissance de mélanges  laquelle nous nous intéressons €galement dans ce
travail. Les probleémes de mélanges finis peuvent étre considérés comme des
problémes d'information manquante car le probléme de l'appartenance & un composant
est une information manquante. Nous pouvons citer les travaux sur I'algorithme EM
simple ou auquel est ajouté une étape Stochastique (algorithme SEM) de Celeux et
Diebolt (1985, 1986, 1988), et de Redner et Walker (1984). En utilisant le principe
IM, Orchard et Woodbury (1972) estiment également les parametres du modele de
mélanges finis.

Comme nous nous intéressons plus particuli¢érement au probleme de la classification
automatique en présence des données manquantes, nous sommes confrontés a deux
types de données manquantes qui sont dues d'une part a la structure du mélange
( appartenance aux classes ) et d'autre part aux valeurs non observées de I'échantillon.
La prise en compte des données manquantes en classification est peu envisagée.
Citons Fevre (1980) qui a développé des méthodes de classification dans le cas
continu. Quelques méthodes de classification adaptées aux données manquantes sont
également proposées par Ok-Sakun (1975), Diday (1975) et Hartigan (1975). Dans le
logiciel SICLA (Systeéme Interactif de Classification Automatique), il n'existe pas de
commandes permettant de classifier en présence de données manquantes. Par contre,
Celeux (1988) propose dans les cas quantitatifs et qualitatifs, plusieurs stratégies
d'attributions de valeurs aux données manquantes en tenant compte des différents
types de ces données. Puis, il étend ses résultats en utilisant I'algorithme SEM.

Pour aborder le probléme de la classification, nous nous basons essentiellement sur la
notion de modele probabiliste qui est souvent située derrietre une méthode de
classification. Ceci permet d'interpréter certaines méthodes existantes et d'en
développer d'autres. Nous nous limitons dans ce travail aux cas des données binaires
et qualitatives nominales.

Avant de citer bri¢vement les contenus des chapitres de notre travail, nous tenons a
donner une vue générale sur la démarche entreprise qui est basée essentiellement sur le
processus de l'algorithme EM. Pour cela, nous notons P une partition de I'ensemble a
classifier, X I'ensemble des données manquantes et 0 les paramétres qui indexent la
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vraisemblance V. La maximisation de cette vraisemblance V(0) est remplacée par la
maximisation de la "moyenne" des vraisemblances classifiantes VC(0, P) pour tous
les P possibles. Rappelons qu'en classification, l'objectif est la maximisation de
VC(0, P). Selon le méme mode de raisonnement que précédemment, cette
maximisation peut étre remplacée par la maximisation de la "moyenne" des
vraisemblances classifiantes "reconstituantes” VCR(O, P, X) pour tous les X
possibles. Cette maximisation s'appuie sur la maximisation d'une espérance
conditionnelle.

Nous pouvons aborder cette démarche d'une manitre légerement différente en
cherchant A maximiser la vraisemblance "reconstituante” VR(O, X) et en utilisant
également la maximisation de la vraisemblance VCR(®, P, X) pour tous les X
possibles. Ainsi, bien que l'objectif de notre travail soit la classification automatique,
nous nous intéressons également au probléme de la reconstitution des données
manquantes. De cette fagon, nous nous situons dans les deux grandes approches
décrites précédemment. Dans le graphe ci-dessous, nous résumons les différentes
étapes envisagées dans cette démarche.

/ \

Le premier chapitre comporte des rappels sur les deux approches estimation et
classification utilisées dans le cadre de I'estimation des parametres du mélange. Dans
le deuxidme chapitre, nous €laborons une méthode de classification en utilisant les
trois variantes du modele associé aux données binaires (Govaert 1989) et en faisant
des hypotheses sur les données manquantes. Dans le troisi¢me chapitre, nous
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une méthode de classification avec reconstitution des valeurs non observées. Dans le
quatriéme chapitre, nous élargissons 1'utilisation de 1'algorithme EM a notre situation
dans le cadre de l'estimation des parameétres du modele de mélanges puis nous
utilisons les estimations des parameétres en vue de rechercher une partition. Dans le
cinqui¢me chapitre, nous montrons comment adapter la méthode des nuées
dynamiques dans le cas quantitatif (MNDQAN) (Celeux et al. 1989) a notre probléme.
Les trois derniers chapitres sont consacrés aux données qualitatives. Dans le sixi¢me et
le septieme chapitres, nous faisons une extension des différentes méthodes
développées dans le cas binaire et dans le dernier chapitre nous proposons une variante
de la méthode MNDDIK (Méthode des Nuées Dynamiques sur un tableau DIsjonctif
complet et utilisant la distance du Khi2) (Marchetti 1989), en utilisant une variante de
la distance du Khi2. Les différentes méthodes proposées dans cette étude sont
présentées ci dessous.

MNDM

méthode des nuées dynamiques en présence de données manquantes qui sont
supposées ne pas suivre le modele (Chapitre 2). )

MNDMIN

une variante de la méthode MNDM lorsque les données manquantes suivent le
modele (Chapitre 3).

MNDMRE

méthode des nuées dynamiques avec reconstitution des données manquantes
(Chapitre 3).

EMDM
une variante de l'algorithme EM lorsque les données manquantes sont dues
d'une part 2 la structure de mélange et d'autre part aux valeurs non observées
de I'échantillon (Chapitre 4).

MNDKIDM

une variante de la méthode MNDDIK utilisant une variante de la distance du
Khi2, adaptée aux données manquantes (Chapitre 8).

Les programmes qui correspondent & ces méthodes ont ét€ €crits et intégrés au logiciel
d'analyse des données SICLA développé par I'équipe de "classification automatique et
reconnaissance des formes" de I'INRIA.
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CHAPITRE 1

CLASSIFICATION ET MODELES
PROBABILISTES

INTRODUCTION

Les modeles probabilistes étant notre principal outil pour étudier et proposer des
solutions au probléme de la classification en présence de données manquantes, nous
commengons donc, dans ce premier chapitre, par rappeler comment la classification
peut étre vue comme une solution 2 un probleme d'estimation de parametres d'un
modéle de mélanges.

De nombreuses méthodes de classification reposent essenticllement sur la définition
d'une distance ou plus généralement sur celle d'une mesure de dissimilarité et d'un
critére associé, sans faire référence explicitement 2 des modtles probabilistes. En
réalité, comme Celeux le propose (1988), et en particulier dans le cas du modele
gaussien, il est souvent possible de montrer qu'il existe un modele sous-jacent. Celui-
ci permet alors de donner une interprétation du critere et de justifier de son choix.
Ainsi, le critére d'inertie interclasse est associé aux mélanges gaussiens. Dans le cas
binaire, Govaert (1988) a montré que, lorsque les données sont binaires, la
classification utilisant la distance L correspond 2 'hypothése d'une population issue
d'un mélange de distributions de Bernoulli avec le méme paramétre pour toutes les
classes et pour toutes les variables.

Nous rappelons ici cette approche, en particulier dans le cas des données binaires. Au
dela des liens existant entre les critéres A optimiser dans le cas du mélange
(vraisemblance) et de la classification (vraisemblance classifiante), il est possible
d'associer a l'algorithme EM ( Estimation, Maximisation ) un algorithme CEM
(Classification, Estimation, Maximisation) pour estimer les paramétres du mélange
(Celeux et Govaert 1991).

Dans le premier paragraphe, nous précisons rapidement les modeles de mélanges, puis

nous abordons le probléme du cas binaire pour lequel plusicurs variantes peuvent &tre
proposées (Govaert 1988). Dans le second paragraphe, nous rappelons comment
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l'algorithme EM peut résoudre le probléme de I'estimation des parametres du modele
de mélanges, et nous étudions en particulier ce que devient cet algorithme pour les
différents modeles de Bernoulli associés aux données binaires. Enfin, dans le
troisiéme paragraphe, nous rappelons comment la classification peut €tre vue comme
une solution au probléme d'estimation des paramétres d'un mélange, puis comment
nous pouvons définir un algorithme de classification CEM 2 partir de 'algorithme EM
utilisé pour la résolution du probléme initial. Ainsi, I'algorithme CEM correspondant
au modele de mélanges gaussiens avec des variances €gales et des proportions
constantes est simplement celui des centres mobiles. De méme, sous la contrainte de
proportions égales, l'algorithme CEM correspondant au modtle de mélanges de
Bernoulli dont nous avons parlé, est la Méthode des Nuées Dynamiques dans le cas
des données BINaires ( MNDBIN ) (Marchetti 1989).

1. MODELE DE MELANGES

Soit © un ensemble de n individus {xi, ..., X5} mesurés par p variables binaires
(x1, .., xP}, I={1,.,n}et]={(1,..0p} correspondent respectivement aux
indices des n individus et p variables. Nous notons X la matrice de données (nxp).

1.1 MODELE GENERAL

Le tableau de données initial de dimension (nxp) et noté X, est considéré comme un
échantillon  de taille n d'une variable aléatoire 2 valeurs dans {0, 1}P, et dont la loi
de probabilité admet la distribution de probabilité f.

Pour tout x;e €2, nous avons :

K
fx)= Y px f(x;; ax)
k=1

K
avec Vk=1,K pel0,1[ e Ype=1

ou f(. ; a;) est une distribution de probabilité sur {0, 1)P appartenant a une famille de
distributions de probabilités et py est la probabilité qu'un point de I'échantillon suive la
loi £(_ ; a), c'est-2-dire le poids spécifique du composant dans la population générale.
Nous appelons ces py les proportions du mélange, K étant le nombre de composants
de ce mélange.

11
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Remarque :

Le paramétre ay, peut définir aussi bien le centre de groupement des observations
correspondantes ( auquel cas il s'interpréte comme un paramétre de localisation)
que le degré de leur dispersion aléatoire (il est alors interprété comme un paramétre
d'échelle). Cette définition permet souvent de simplifier le modéle de mélanges en
imposant des contraintes sur le paramétre de dispersion (constant, forme précise,
etc...). Ainsi, dans l'algorithme des centres mobiles, sous la contrainte des
proportions égales, nous supposons de plus que les lois associées a chaque classe
ont une matrice de variance égale a l'identité.

1.2 LOI DE BERNOULLI

pour chaque composant du mélange, nous supposons que les p variables sont
indépendantes et que chacune d'elles suit une des deux lois de Bernoulli suivantes
(Govaert 1988) :

{1 avec la probabilité 1- € et 0 avec la probabilité €
1 avec la probabilité € et O avec la probabilité 1- €

oun €€ ]0, % [ ; c'est-a-dire les lois de Bernoulli respectivement de paramétre (1- €)

et de parametre €.

i_ gl
IX- - akl

p Ixi- all 1-
xl k (1-8) 1

Nous pouvons alors écrire : f(x;; a) =] €
=1

(1.2.1)

ou ag= (a;, ey aﬁ) etou les ai indiquent la distribution retenue :
{a{ = 1 pour la premiére distribution

a{ = 0 pour la seconde distribution

Nous pouvons généraliser en remplagant la valeur réelle de € par un vecteur de p
valeurs €i dépendant de chaque variable ou des valeurs q'( dépendant 2 la fois des

classes et des variables. L'expression (1.2.1) s'écrit alors respectivement :

i g 1 - e
-l (gl B (122)
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j_ gl

(1-5)

i_ gl

£(x;; ) = ﬁl el 1.2.3)
-|=

Govaert (1988) et, Celeux et Govaert (1989) ont montré qu'il existe un lien étroit entre
le modele associ€ aux données binaires dans le cas le plus général (les paramétres du
modele dépendant 2 la fois des classes et des variables) et le modele des classes
latentes que nous rappelons ci-dessous.

L'hypothese du modele des classes latentes (Goodman 1974, Everitt 1981) est la
suivante : il existe une variable qualitative "cachée” 2 K modalités telle que
conditionnellement 2 la connaissance de l'une de ces modalités, les p variables soient
mutuellement indépendantes.

Les paramétres de ce modele sont les fréquences relatives (px, k=1, K) des K
modalités de la variable cachée ou latente et les probabilités ai (probabilité que

I'individu x; présente 1 pour la variable xi c'est-a-dire que x;' = 1 sachant que cet

individu présente 1a modalité k de la variable latente).
Ce modele revient 2 supposer (Everitt 1981) que les n vecteurs binaires a p
coordonnées décrivant les individus sont un échantillon du mélange de densités.

i
i

j
Pour toutx; f(x;)= E pf(xi; o) avec fx, o) =TI (o) g (1-0 ;)

k=1 jeJ
oll ox=(0;,j€J)
et f(x; ; o) est la densité d'une loi binomiale multivariée de parametre O.

Pour mettre en évidence le lien dont nous avons parlé, nous reprenons l'expression de
(1.2.3) et celle de f(x;, ox) et nous constatons que pour retrouver le modele des

classes latentes, il suffit de poser :

sig e (0,12 =g etaf=0
sioell2,1]  g=1-q;ecal=1
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Le probleéme posé est I'estimation des paramétres inconnus {px- &/ k =1, K} auvu
de I'échantillon. Nous étudions dans le paragraphe suivant l'utilisation de I'algorithme
EM pour résoudre ce probleme.

2. APPROCHE ESTIMATION

Cette approche, bien que trés ancienne, présente l'intérét d'étre directe. Les principales
techniques d'estimation utilisées pour estimer les paramétres d'un modele de mélanges
sont celles des moments (Pearson 1894) et celles du maximum de vraisemblance (Day
1969, Wolfe 1970). Ces derniéres consistent & résoudre itérativement les équations de
vraisemblance et, A des variantes prés, les algorithmes les plus efficaces sont de type
EM.

2.1 ALGORITHME EM

Soit Y un échantillon de taille n d'une variable réelle A valeurs dans {0, 1}r.
Supposons que nous ayons un modele pour des données completes Y avec la densité
£(Y/6) ot 0 est un parametre inconnu. Nous notons Y =(Y,, Ym) ol Y, représente les

données observées et Yy, représente les données manquantes. Nous supposons que les
données manquantes sont de type DMH (Données Manquantes au Hasard) et notre
objectif est d'estimer la vraisemblance :

f(Y,; 0) =I f(Yo, Ym:0)dYnm (2.1.1)

La distribution des données complétes Y peut s'écrire :

f(Y; 6) = (Yo, Ym; 8) = f(Yo; 6)f(Ym /Yo, 0)

ou

{ (Y, ; 0) est la densité des données observées
f(Ym/ Yo, 0 ) est la densité de la loi conditionnelle de Y, sachant Y, et 6

La décomposition du Log-vraisemblance correspond a :
Log f(Y ; 8) =Log f(Yo, Ym; ) =Log f(Yo; 0) + Log f(Ym/ Yo, 0)

L'estimation de () qui maximise Log f(Y, ; ) pour Y, fixe est difficile 4 obtenir par
des calculs directs. En revanche, si les données manquantes sont reconstituées, il est
bien plus facile de trouver'é qui maximise Log f(Yo, Ym/ 0).

Nous avons : Log f(Y,; 8) = Log f(Y ; 6) - Log f(Ym/ Yo, 0)

14
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Fixons maintenant une valeur de 6 (Soit 8© cette valeur) ce qui nous permettra de
définir complétement la densité Log f(Ym/Y o, 6). L'espérance conditionnelle s'écrit :

Log f(Y,; ) = Q(®, 6®) - H(e, 6)

ol Q(8, 6©) = E[Log (Yo, Ym ; 6)/ Y0.6M)]
et H(®, 6©) = E[Log f(Ym/ Yo, 0)/ Yo,89)]
Notons que H(6, 8) < H(0Y, 8%) par I'inégalité de Jensen (voir Rao 1972, p 47).

L'algorithme EM remplace la maximisation de la vraisemblance des données
completes, inobservées, par celle de son espérance conditionnelle aux observations.
Nous décrivons les deux étapes qui constituent cet algorithme :

Etape d’estimation :
Recherche de I'espérance conditionnelle Q(6, 0") sachant les données observées et

l'estimation courante du parametre ©.

Etape maximisation :

Recherche des estimations 0! maximisant Q(6, 6).
Notons que pour tout 6, nous avons : Q(6*+), 6%) 2 6, aY).

Nous allons étudier maintenant I'application de cet algorithme dans le cadre de
l'estimation des parametres d'un modele de mélanges. Dans ce cas, les données
considérées manquantes sont les composants d'odr sont issus les individus x;.

2.2 MODELE DE MELANGES

L'algorithme EM est utilisé pour estimer le paramétre 6 qui, dans ce cas, est Px> ),
en considérant Y = (Y,, Ym) ot Y, représente les données observées c'est-a-dire
toutes les données de 1'échantillon et ot Yy = (21, ..., Zn) avec z; appartenant a
{1, '..., K} et indiquant le composant du mélange duquel x; est issu. En notant
p(z) = Px si z;=k, la vraisemblance s'écrit :

15



Classification et modéles probabilistes

f (Y ; 0) = IT p(zf(x;;; a(z)) oi  a(z)=agsiz=k

iel

avec a(z)) = (aj(z);je Netag=(g;,j€))

Dans tous les chapitres et pour tout x appartenant a [0, 1], les notations xy ; et x{ sont

équivalentes. Par commodité, nous opterons pour l'une ou l'autre de ces notations
suivant la situation rencontrée.

La vraisemblance des données complétes s'écrit :

f(Y ; 0) = I1 p(z)f(x;, a(z))

iel
Notons qu'a partir de (2.1.1) nous avons :

f(Y°;9)=jz f(Yoe,Z2;0) dZ

Nous pouvons alors écrire :

K
f(Yo;0) =11 X pxf(xi, ap)

jel k=1

Remarque :

L'algorithme EM présente les caractéristiques suivanies :

-1l fonctionne pour un grand nombre de composants et dans le cas
multidimensionnel.

-1l fournit en général de bons résultats si le nombre de composants est connu.
-Malheureusement, il converge extrémement lentement. Cette lenteur peut rendre
son utilisation redhibitoire. C'est en particulier le cas lorsque la solution initiale est
éloignée de la solution limite accessible

Nous développons dans le paragraphe suivant I'algorithme EM pour les différents
modeles de mélanges associés aux données binaires.
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2.3 MODELES DE BERNOULLI

11 nous reste 2 caractériser les deux étapes de cet algorithme. Dans I'étape d'estimation,
nous donnons la forme générale de I'espérance conditionnelle. Par contre, dans I'étape
de maximisation, nous distinguons les cas des trois variantes du modele de Bernoulli.

Etape estimation :

Dans cette étape, nous calculons l'espérance conditionnelle Q(o, 6(‘)).

Q@®, 8"  =E[Log f(Yo, Ym;6)/ Yo, 6©)
E[Log ITp@)f(x;; a(z))/ Yo, p, al]

iel
= zIEnng p@)f(x; ; a(z)) / Yo, O, 2
‘1€
= 3 E[Log pz) / Yo, p, a1 + ¥ EfLog f(x;; a(z) / Yo, p’
i€l iel :

En notant _s,(:)(xi) la probabilité conditionnelle qu'un individu x; soit issu du composant

k, nous en déduisons I'écriture de Q(8, 8®) :

K K
Q6,6M= 3 3 ’(xl) Logpx + X P sO(x;) Log f(xi; ax ) (2.3.1)

iel k=1 jel k=1

Py £(xi 5 a})

avec s (xi) =
>: p{ £(xi 5 al)

Etape de maximisation :

Cette étape consiste 2 trouver p"*", a*!) maximisant Q( 6“1, 6©),
Calcul des p,f"”

" Le lagrangien (Lag) de ce probléme s'écrit :
- _ K .
Lag= Q(6*V,69)-A 3 A" -1)

T s©xi)
—ael

d Lag
(t+1) (t+1)
opy Py
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¥ s{x)
-l

d Lag
—— =0 & A=
ap(;+l) pl(:“)
> s (xi)
(3 p(kt+1) __LEI—-—

A

K
De ¥ pP=1 e ): Y Px)=n nousentirons A=n

=1 k=1 jel
oy = s (xi)
1N — icl
don p, = o

Calcul des q,( +1)

Les vecteurs aét D qui maximisent Q( 8**V, 8®) sont ceux qui maximisent :
K o @®+1)
2z ): s (xp) Log f(xi; ) 2.3.2)
e =

Nous allons considérer en détail les trois variantes du modele de mélanges de
Bernoulli afin de connaitre I'estimation des paramétres ax de chaque modele.

2.3.1 ¢ paramétre fixe

A partir de (1.2.1), nous pouvons écrire :

J _a(t+1) j (t+1)|

Logf(xl; q((|C+l)) =L0g( I_I e(t+1)|xi ak’j . (l_e(t"'l))l lx -ak_] )
jeJ
e(t+l)
=Log e ¢ (Z | xi-afs" )+ p Log(1-e®+D)
Le terme (2.3.2) & maximiser s'écrit :
e(t+l) K
log—— 3 S X Ixl-at+p 3 >: sOx;) Log(1-6¢+D)
1-8("’ ) iel k=1 JEJ iel k
(2.3.1.1)

o

ey 3 Sf)(xi) =n, I'expression (2.3.1.1) peut également s'écrire :

iel k=1

(t+1) K
£ ) >: O 3 |xd- “*"I +1p Log(1-e<t+1>) (2.3.1.2)
1-e@+) iel k=1 jel

Log
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Puisque Log(e®+1)/1-e(+*D) est négatif (e®+D) € 10, 1/2[), maximiser (2.3.1.2) revient

A minimiser :

00 T 1x 4

1 jeJ

M=

iel k

ou encore A minimiser chacun des termes suivants :

L =% 00 [ -a(7)

iel
Les solutions de ce probléme sont définies par :
Vk=1, K Vjel

a’*" = médiane binaire de I'ensemble (o, O, ie 1.

Pour une variable j et un k fixés, nous pouvons considérer les {s,(:)(xi)), i € I} comme
des pondérations de chaque valeur O ou 1. La valeur a](:}l) est alors simplement la

valeur majoritaire de ces valeurs 0 et 1 pondérées.

Les composantes al((t}'l) étant définies, si nous notons

K .
=3 3o T 140N,

iel k=1 jeJ

nous pouvons alors écrire 2 partir de (2.3.1.2) :

g(t+l)
e(t"’l) 140
eD

+ np Log(1-®D) = D(et+D) (2.3.1.3)

La valeur €¢+1) qui maximise (2.3.1.3) est alors définie par :

dD e(t+1)

Je(t+l) =

0 = eD=

2.3.2 ¢ paramétre dépendant de chaque variable

A partir de (1.2.2), nous pouvons écrire :
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i (t+) (t+1)
Ix -ay 1 -ay 5l
Log f (xi; 4*") =Log(Il &*"" L (1- D) Al
jel
eJ§:+1)
1
| = z Log D l t+1‘ + z Iaog(l e(H— ))
_]EJ I-EJ ]GJ
Le terme (2.3.2) s'écrit alors :
(I:+1)
) 2 3 57x) Log - = -+ 3 z > s57(x) Log(1-g"")
iel k=1 jeJ ielk=1 jeJ
(2.3.2.1)

(t+1)

Nous pouvons en déduire que les al'"" qui maximisent Q( 6®*V, 0" sont les

vecteurs dont les composantes minimisent chacun des termes correspondants :

=3 sPx) 1« a1

iel
Nous avons comme précédemment :
Vk=1, K,Vjel al(::l) médiane binaire de 'ensemble {(xg , sg)(xi)), ieI).
Les composantes ak”l) étant définies, si nous notons c(”l) Z 3 )(xl) | x? -a,(:“;l

nous pouvons alors écrire 2 partir de (2.3.2.1) :

8'(t+1)
D S Log—rps + 103 Logle™)) =3 Fe™) (2322
jeJ l—t:j jeJ j€l

Les valeurs (ej(m), j €J) qui maximisent (2.3.2.2) sont alors définies par :
SF e(jt+1) n- e(t+1)
=0 = =0
aej(t+l) Eg&l) 1- e(t+l)
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(t+1)
8-(t+1) =

11 est facile de vérifier que les e appartlennent a 10, 1/2[ sauf dans les cas trés

particuliers et trés rares ol ej(”l) =0ou ej(m) =n/2.

Pour pallier & cet inconvénient, lorsque la valeur &‘j(”l) est égale A 0 ou 1/2, il suffit de
prendre la valeur du parametre ej(') calculée dans I'étape précédente et dans ce cas, nous

ne maximisons pas le critére mais nous I'améliorons.

2.3.3 ¢ paramétre dépendant de chaque classe et de chaque variable
A partir de (1.2.3) nous pouvons écrire :

(t+1 )I

(t+l
Ix,’ | ll)c" -ay
| Log f (x;; a,(:”l)) =Log (I1 e(”l) .1 e(m)

jeJ
(t+1)
&.j 1
=Y Log—(rl)— |Xl (Hl)l + Y Log(l- E(H ))
jel 1- ek'.l jel

Le terme (2.3.2) s'écrit alors :

(t+1)
+J
5 3 30w Log oy Ix-aj 1+ = > 3 ) Log(t-elt)

iel k=1 jeJ ij iel k=1 jeJ

(2.3.3.1)

Nous pouvons en déduire que les agﬂ) qui maximisent Q( 6¢*), 8®) sont les

vecteurs dont les composantes minimisent chacun des termes correspondants :

Lij =3 sOxp | -a,(::-ln

iel

Vk=1, K, Vjel afD =médiane binaire de ensemble (¢ , 5, (x)), i € I).

Les composantes a,(‘m) étant définies, si nous notons €, (”1) 3 s(t)(xi) I x - a(‘”)I
iel
La quantité 3 maximiser s'écrit alors :
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PN + 3 s0x) Log(1-68D) = G(el™?) (233.2)
iel

Les valeurs (eﬁ‘}l), jelJ, ke {1, .., K}) qui maximisent (2.3.3.2) sont définies par:

(t+1)

G (t+1) k.j
= 0 = L=
aeﬁt_‘}” . Y s(;)(xi)

iel
11 est facile de vérifier que les e(ktjl)appartiennent a [0, 1/2[ sauf dans le cas tres

particulier et trés rare ot qﬁ"’;l) =0ou el(:,‘;” =n/2. La stratégie citée précédemment peut

étre adoptée pour traiter ces cas.

3. APPROCHE CLASSIFICATION

3.1 PROBLEME

Dans ce paragraphe, nous rappelons comment I'approche "classification” peut €tre
utilisée pour identifier un mélange de lois de probabilités (Scott et Symons 1971,
Schroeder 1976).

Dans cette approche, le probléme initial d'estimation est remplacé par le probleme
suivant :

Rechercher une partition P = (Py, ..., Px), K étant supposé connu, telle que chaque
classe Py soit assimilable a un sous-échantillon qui suit une loi f{., a).

L'espace de représentation L d'une classe étant I'espace de définition des paramitres a

dont dépendent les densités f(., a), la méthode vise a maximiser le critére de
vraisemblance classifiante suivant :

K
W, a) = k_Z_',lLog L(P,, a,) (3.1.1)

ot a est le p-uplet (ay, ..., ag) et L(Py, ay) est la vraisemblance du sous-échantillon Py
suivant la loi f(./ay) :
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L(Py, a) = IT f(x;; ag).

ie Pk
Notons que I'approche classification ne s'attaque pas directement a I'estimation des
parametres du mélange mais qu'elle présente surtout I'intérét d'étre rapide.

3.2 ALGORITHME CEM

Pour maximiser le critére précédent, nous pouvons utiliser l'algorithme CEM (Celeux
et Govaert 1991) construit  partir de EM en ajoutant une étape de "classification”.
Nous décrivons ci-dessous les différentes étapes en utilisant les notations précédentes.

(1) Estimation des probabilités conditionnelles s.

(2) Classification : les individus x; sont rangés dans la classe k qui maximise
sk(x;). Cette étape supplémentaire revient  remplacer le vecteur :

s(xi) = (sk(x;) ; k=1, ..., K)

par le vecteur binaire dont l'unique composante non nulle et égale a 1 correspond au
plus grand des sk.

Ex : s(x;) = (1/3, 1/4, 5/12) alors le vecteur binaire associé est (0, 0, 1) et I'individu x;
est affecté a la classe 3.

(3) Macximisation : calcul des proportions py et des parametres ay.

Si les proportions py sont fixées (égales 2 1/K), nous retrouvons un algorithme du
type de l'algorithme des nuées dynamiques construit 3 partir de deux étapes.

- une étape de représentation caractérisée par :

une fonction g définie par gP) = gy, ..., Pk) = (ai, ..., aK) o ax est I'estimation

du maximum de vraisemblance du parametre de la densité associée au sous-échantillon

Py.

- une étape d'affectation caractérisée par :

une fonction h définie par h(a) = h(a;, ..., ak) = (P1, ..., Pk) od
Py = {xie Q / f(xi/ay) 2 f(xi/am) avec k<m en cas d'égalité}.
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Cet algorithme fait croitre le critére & chaque itération et nous avons le résultat de
convergence suivant :

Théoréme :
Sous I'hypothése que la famille de densités f(x, a) soit bornée supérieurement pour
tout x € RP et pour tout a € L, la suite v, = (L", P") converge dans LixPyen un

nombre fini d'itérations et atteint sa limite : la suite réelle u, = W(vy) converge en
croissant vers un maximum local.

Nous obtenons 2 la convergence une partition P et une estimation des parametres ay.
Les proportions px du mélange supposées constantes dans l'algorithme peuvent €étre
alors estimées par les quantités (Card( Py)/n, k =1, K).

3.3 DONNEES BINAIRES : MNDBIN

L'application de I'algorithme précédent a des modeles de mélanges est alors simple
(Govaert 1988). Nous decrivons ci-dessous la méthode MNDBIN en distinguant les
trois variantes du modele de Bernoulli.

3.3.1 ¢ parameétre fixe

Le critere de vraisemblance classifiante s'écrit :

€ K ..
WP, a,6)]l=Log— ¥ ¥ I |x!-a| +npLog(l-e)
1-€ k=1 jep, jeJ

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Lors de cette étape nous affectons I'individu x; 2 1a classe Py qui minimise :

2 |x’; -aﬂ

jel
Etape de représentation : ( recherche des aL )

Les af‘ maximisant le critére sont les valeurs majoritaires de chaque classe pour chaque

variable. Le paramtre € n'intervient pas dans les deux étapes, et son estimation ne

nous semble pas nécessaire.
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Remarque :

Nous avons noté que dans I'algorithme EM les probabilités conditionnelles s
dépendaient du paramétre € dont l'estimation & chaque itération était par conséquent
nécessaire contrairement @ l'algorithme MNDBIN. En paralléle, nous rappelons
que dans le cas gaussien, lorsque les matrices de variance sont supposées
identiques pour toutes les classes, elles ne jouent aucun réle en classification
contrairement a l'approche estimation.

3.3.2 ¢ parameétre dépendant de chaque variable

Le critére de vraisemblance classifiante s'écrit :

K
WP, a,e)= - Y Y dexja)+A
k=1 je Py

16, ;i :
ot dexpap=YLlog —|xi-al et A=n 3 Log(l-€).
jel & jel

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Lors de cette étape, nous affectons x; 2 la classe Py qui minimise :

dg(Xi, ak)

Etape de représentation : ( recherche des aiet g)

Les a{(qul maximisent le critére sont les valeurs majoritaires de chaque classe pour
K o

chaque variable. En posant ;= kzl ZP | x! -aj| qui exprime le nombre de fois ol la
=1 iePy

valeur majoritaire n'a pas été prise dans une classe, les valeurs € qui maximisent le

critére sont définies par :

. €
=-S5
e n

Les € appartiennent i 0, 1/2[ sauf dans le cas trés particulier ol les e; correspondant
sont nulles. Cette approche est similaire 2 la méthode des distances adaptatives avec
une distance unique (Govaert 1975, Diday et Govaert 1977).
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3.3.3 ¢ paramétre dépendant de chaque classe et de chaque variable

Le critére de vraisemblance classifiante s'écrit :

K
W(P’ a, e) = 2 z {‘dex(xi: a‘k) + Ak}

k=1 je Pk
g
ob  de(xpa)=YLog —Ix-g] et Ax=3 Log(l-g).

jeJ El'( jel

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Lors de cette étape, le terme Ay n'est pas constant. Nous affectons x; 2 la classe Py
qui minimise dex(xi, ay) - Ay.

Etape de représentation : ( recherche des aiet ef‘ )

Les aJk maximisant le critére sont. les valeurs majoritaires de chaque classe pour chaque

variable. En posant i = 3 | x’; -a{l qui exprime le nombre de fois ou la valeur
ie Py _
majoritaire n'a pas été prise dans la classe k et pour la variable xJ, les valeurs q’( qui

maximisent le critére sont définies par :

ny
ou ny est I'effectif de la classe Py.

Remarques :

1-Cette approche revient @ imposer aux noyaux des classes la méme structure que
les données initiales : les données étant binaires, chaque noyau peut étre considéré
comme un élément de {0, 1}P, on p représente le nombre total de variables. Ceci
permet la description et l'interprétation des classes obtenues. En effet, chaque
classe est ainsi résumée par un vecteur binaire.

2- Nous avons noté dans ce chapitre les liens étroits existant entre les algorithmes

EM et CEM. De cette facon, l'algorithme des centres mobiles s‘avére étre un cas
particulier de la version classification de l'algorithme EM.
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CHAPITRE 11

DONNEES MANQUANTES
UNE PREMIERE APPROCHE

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous plagons dans le cas ou le probléme de la classification
automatique se rameéne 2 un probléme d'optimisation d'un critére de classification.
Dans notre situation o toutes les données binaires du tableau initial ne sont pas
observées, le probléme est impossible & résoudre. Néanmoins, nous pouvons noter
que I'ensemble des valeurs manquantes appartient 2 un ensemble fini et par conséquent
l'ensemble des valeurs du critére est fini. Ainsi, dans ce chapitre, aprés avoir fait une
hypothése sur la distribution des données manquantes, nous proposons de remplacer
le critere de classification par son espérance. Nous étudions cette approche dans le
cadre du critére de vraisemblance classifiante rappelé dans le premier chapitre.

Dans le premier paragraphe, nous présentons cette approche et les hypothéses émises
sur les données manquantes. Nous proposons dans le deuxiéme paragraphe une
méthode adaptée A notre situation qui utilise un algorithme itératif pour chercher la
partition optimale. Dans le troisiéme paragraphe, nous analysons et comparons les
différentes mesures de dissimilarité qui définissent les divers critéres métriques
obtenus. En particulier, nous montrons les liens qui existent entre notre travail et celui
de Fevre (1980). Enfin, le dernier paragraphe contient des résultats de classification
obtenus 2 partir de données simulées et réelles ayant subi une destruction au hasard.

1. APPROCHE PROPOSEE

1.1 DONNEES

Nous reprenons les notations du chapitre précédent. Soit £ un ensemble de n
individus {xi, ..., Xn} mesurés par p variables binaires {xl, ..., xP}. Nous notons
I={1,..,n}et]={l,..p} les ensembles qui désignent les indices correspondant
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respectivement aux n individus et p variables. Nous notons X la matrice de données
(nxp). Cette matrice comportant des données non observées, nous utilisons les
notations suivantes:

Soit x; un élément de Q. Nous écrivons x; = (x> X;) od

x;  représente les valeurs observées.
m
X; représente les valeurs manquantes.

Soit O; I'ensemble des indices j pour lesquels les valeurs du vecteur x; sont observées
et M; I'ensemble des indices j pour lesquels les valeurs du vecteur x; sont manquantes.

Nous avons évidemment pour tout x; élémentde Q : O;U M;=J

Nous notons m le nombre total de données manquantes et mi le nombre de données
mangquantes pour la variable xi.

1.2 PROBLEME

Nous cherchons une partition P = (P, ..., Px) de Q en K classes "homogenes”
sachant que certaines variables n'ont pas été relevées sur certains individus.

L'utilisation des critéres de classification habituels est impossible. Nous aurions pu
alors envisager de définir de nouveaux critéres adaptés aux données manquantes.
Cependant, nous avons préféré nous appuyer sur les criteres existants pour les
données completes. Ainsi, nous pouvons remarquer que le tableau initial peut étre
reconstitué d'un nombre fini de fagons. En effet, il y a 2™ fagons de reconstituer les
données manquantes ; il en découle alors tout un ensemble de tableaux de données
possibles X noté H.

H = (X, /qe(1, ..., 2m}}

Pour chacun des tableaux reconstitués, nous pouvons alors rechercher la partition
optimale pour le critere de classification. Nous obtenons donc non pas une valeur du
critére mais une distribution de valeurs. Il suffit alors de retenir comme critere de
classification pour les données manquantes une caractéristique de cette distribution.
Par exemple, le minimum, le maximum, la moyenne, etc...
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Dans la suite de notre chapitre, nous retenons comme critére, l'espérance de cette
distribution. Ceci nécessite une hypothése sur la distribution des données manquantes.

1.3 HYPOTHESES SUR LES DONNEES MANQUANTES ET DESCRIPTION

Tout d'abord, nous supposons que les données manquantes sont de type DMH
(Données Manquantes au Hasard) et indépendantes. Chaque valeur non observée ne
pouvant appartenir qu'a {0, 1}, nous supposons alors que les données manquantes
suivent la distribution de Bernoulli de paramétre o connu a priori. Nous avons alors :

.f(xg=1)=a et f(x{=0)=1-a pourje M;

Nous verrons que le paramitre o peut étre remplacé par un vecteur dont les
composantes dépendent de chaque variable.

Le critére de vraisemblance classifiante WP, a) (voir I.3.1;1) peut étre considéré
comme une variable aléatoire de H dans R, et son espérance existe. Ainsi, nous
remplagons le critére de vraisemblance classifiante par son espérance.

m
Chaque échantillon X, reconstitué est pondéré par une probabilit€ 8= JT pa. ol pa
. L a=1

désigne la probabilité associé A chaque valeur de I'ensemble des données manquantes.
Nous avons alors :

pa=f(d=1;je Mj)=a ou  p,=f(¥=0;je M;)=1-a.

2m
1l est alors facile de montrerque ¥ 64= 1.
g=1

Nous allons étudier maintenant le modgle binaire le plus simple et décrire la Méthode
des Nuées dynamiques dans le cas des Données Manquantes (MNDM).

2. METHODE MNDM

Dans ce paragraphe, nous décrivons la méthode de classification dans le cas binaire en
présence de données manquantes. Cette méthode présente plusieurs variantes qui sont
dues d'une part au choix du modele et d'autre part au choix du parameétre a. Nous

considérons tout d'abord le cas le plus simple c'est-a-dire lorsque le parametre du
modele de Bernoulli € est fixe et lorsque o est un réel.
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2.1 EXPRESSION DU CRITERE

La proposition suivante donne I'expression du critere dans notre cas.

Proposition 1 :
E[W(P X,a,a,€)] = Log—- z (3 /x’a’k/ + ¥ la-d}l) + npLog(1-¢)
1-€k=1 ieP, jeO; jeM;

Preuve :

E[WP, X, a, o, €)] =E[ Z Log { IT f(xisap}]

ie Py
=E[E 2 (Log f(xi; a)) ]
k=1 jePy
K
2, I Ellogfi:a

~

Y X E[ Log(f (x{, x; ;2)]
k=1 jePy

= Z Y E[ Log(f (x{; a0 f (x5 &))]

k=1 jePg

(hypothese d'indépendance a l'intérieur des classes)

MR

ZP( Log f (x;; a) + E[Log f (" ; ap)]) (2.1.1)

k=1

Explicitons le terme E[Log f (x;" ; ay)]

ElLogf(™;a)] =ELog I f(d; al)]

€M;

=E[ 3 Logf(d;a)]

jEMi

= 3 E[Log f(<; a)]

j€ Mi
Le terme E[Log f(xf *'i'()] peut s'écrire :

ElLog f(x; &))] = f(x}=1) Logf(x=1;4) + f(xi=0)Log f(Xf 0;2))

30



Données manquantes : une premiére approche

Sia=1 E[Logf(x;a)] = (l-a)Loge+a Log(l-€)
Sial=0  E[Log f(x;a)] =aLoge+ (1- @) Log(1-€)
Nous pouvons écrire : E[Log f(x'; &)] = | a-all Loge + ( 1-| a-a}l ) Log(1-€)

ou €ncore

ElLog f(d; ] =Log - |o-al] +Log(1-€)

Nous en déduisons la forme générale de E[Log p(x;"; a)]:

EfLog f™; a)] =Log— T |a-ajl + m;Log(1-e)
1-€ eM;

ot m; désigne le nombre de données manquantes pour l'individu x;.

Explicitons maintenant le terme Log f (x” ; ay).

xd -adj 1-xd -all

A partir de (1.1.2.1), nous pouvons écrire : f(x{ ;)= [I € *i %k % %
j€ Oi

(1-€)

Nous en déduisons le logarithme de f(x ; ay) :

o ng -a{l
Log f (x; ; ay) =Log( I €

€0

=Log— ( ¥ |x!-all )+(p-m;) Log(1-)
1-€  jeo;

j_al
l'lxi 'akl

. (1-e) )

D'ou :

e K o .
EWPXane)l=log— ¥ X ( I Ixl-dl+ X |a-all)+npLog(i-e)
1-€ k=1 ieP, jeO; jeM;

#

Remarques :

1- Lorsque toutes les valeurs sont observées, Y. /a-a’,;l= 0 et nous retrouvons
jeM;
l'expression du critére de vraisemblance classifiante dans le cas ol toutes les
variables suivent une loi de Bernoulli de paramétre € (Govaert 1988).

2- Tout se passe comme si les données manquantes étaient reconstituées par la valeur

« qui n'est pas binaire, contrairement aux valeurs observées du tableau de
données. Nous exploiterons cette remarque dans le chapitre V.
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L'expression E[W(P, X, a, a, €)] montre que les recherches de € et des ay sont
indépendantes. Pour un € fixé appartenant a ]0, %[, Log(e/(1-€)) est négatif, et

maximiser I'espérance du critére revient donc 2 minimiser :

K .. .
CP,a)=3 T (X Ix-al+ 3 la-all)

k=1 jePy jeO; je M;

2.2 MINIMISATION DE C(P,.)

Pour les besoins de cette minimisation, nous complétons les notations en appelant :

mi le nombre de données manquantes pour la variable xidans la classe k,
tli( le nombre de 1 pour la variable xi dans la classe k, et

qi le nombre de O pour la variable xi dans la classe k.

Nous avons donc mi'( + tl" + q’k = Card(Py) =nx ol ny est 'effectif de la classe Py.

Proposition 2 :

Les composantes des ay éléments de { 0, 1}P minimisant C(P, a) sont définies par :

pourk=1,..,Ketj=l,..,p,

lorsque ac € [0, %[ lorsque o = % lorsque a € ]% A]
d=0 si m\> =0 si g)>", d=0 si m,< ¢
4=l si miSC (4:1 sinon dk=1 si miZC

4 - 4

o E=——m

¢ 1-2a

Preuve :

Minimiser C(P, a) revient A chercher pour toutk=1,..,Ketj=1, .., p les a{(

minimisant :

5 Ielal) + o o= o - ool

ie Pk
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Nous noterons : B{ = tl" + (q{; - tf()ai+ m," | a-a{l
Comme a{( € {0, 1}, il suffit de comparer les deux termes :

('ii: + m{‘ a) et (qli( + m{ (1-ar) ) qui correspondent respectivement a B{‘ lorsque
a{ =0et a’k =1. Pour cela, nous étudions le signe de ( vi -qi )+ rq'( Qo -1)= D{ .
Lorsque a € [0, % [, nous avons :
d=0oDl<0em2t,
d=1oDl>0cm <t
Lorsque a € ] % , 1], nous pouvons en déduire :
d=0oDl<0om <,

d=1oDl20em 2t

Dans le cas ol & = 1/2, le signe dépend uniquement du terme ( l’k -qi ) et nous avons :

z‘l"=0siqi>tf(eta{=lsinon.

Nous notons que le choix des & est arbitraire dans les cas suivants :

a¢1/2avecn{=§,eta=1/2avccq{=({.

Remarque :

Quand le paramétre a est différent de 112, il a une influence sur le calcul des

noyaux lorsque le nombre des données manquantes est important. D'autre part,
lorsque o est égal @ 112, son réle est passif et tout se passe comme si lors de la

recherche des noyaux, les données manquantes de chaque classe pour chaque
variable étaient reconstituées par le noyau correspondant.

Nous définissons dans le paragraphe suivant I'algorithme utilisé.
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2.3 ALGORITHME

Comme dans la méthode MNDBIN, nous utilisons un algorithme itératif caractérisé
par deux étapes : affectation et représentation.

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Le terme npLog(1-€) de l'expression de E[W(P, X, a, o, £)] est constant lors de cette

étape. Puisque nous cherchons 4 maximiser E[W(P, X, a, a, €)], nous affectons x; a
la classe Py qui minimise

> Ixidl+ 3 laal

€05 jeM;
Etape de représentation : (recherche des af; )

Nous associons A chaque classe Py le vecteur ay défini dans la proposition 2.

Notons que la valeur € n'est pas intervenue dans cet algorithme qui minimise le critére
C(P, a). S'il est nécessaire d'estimer &, il suffit de maximiser I'espérance du critére.

K o .
Si nous notons e=Y (z Ix -aﬂ + % lo-al),
k=1 jeP, jeO; jeM;

la valeur du critére obtenu 2 la convergence de l'algorithme est :
E[W(P, X, a, a, £)] = (np-e)Log(1-€) + e Log(€) (2.3.1)
Le parametre € qui maximise (2.3.1) est défini par :

JE[WP. X, 3,0, 8)] _ _, _¢€
de P

La convergence de l'algorithme se démontre de la méme fagon que pour les
algorithmes de type Nuées Dynamiques.

Remarque :

Dans le cas o & = 1/2, la mesure de dissimilarité utilisée apparait comme une
"pseudo distance” L. Les écarts sont calculés uniquement sur les composantes
observées simultanément. Nous traiterons ce cas particulier dans le paragraphe 3.
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2.4 EXEMPLE SIMPLE D'APPLICATION

Pour illustrer cette méthode, nous la développons sur un exemple trés simple a partir
d'un tableau de données binaires croisant 10 individus identifiés par les lettres a & j et
10 variables identifiées par les nombres 1 3 10 ( tableau 1).

1121314 6 7189 [10]
al]0]0JO0JO0]T[I[1][1][0]0
b]O0[0 (0[O0 1 [1]1[1]0]0
c0]O0JO0JO0[T[I[1]1]0]O
d{ 1 [T (T[T [0f0[0[O0[T1][1
e [T 11| 1[O0[ T[0T [T1][1

T{T[1[1[0]0[0|0[1][1
g {11 (1|1 (0] 1001 ]]1
h T[T {0[0{1[O0[1[1[0]1
T {00 0[O0 [T [1[T1[1][0]0

(JII] T [TJT[0[0JO0JO[T]0

Tableau 1: tableau initial.

Nous appliquons la méthode MNDBIN rappelée dans le chapitre I en demandant trois
classes. A la convergence, la meilleure partition obtenue est : A = {{a, b, c,i}, (h},
{d,e, f,g,j}}. Dans le tableau 2, nous présentons les noyaux associés
respectivement aux trois classes.

T[2[3[4[516[7[8[9]i0]
a1 |0 |O|OJO|T|T[T[T[O]O
ay| 1 [T [OJO|T|OJT[TIJO]I
a3 1 |1 | T[1TJOJOJOJOJT]1

Tableau 2 : tableau des noyaux.

A partir du tableau initial, pour obtenir un tableau comportant des données
manquantes, nous détruisons au hasard 20% des données (tableau 3).

T 3]4]3]617[8 10]
alOJOTOJO[IlNI[I(I1I[OT0
blolOJOJO|1]1}l1]7101]0
cloJOlTOl I ITIT?II[010
dl 11|21 [O0JO[OJOJTT]?
eli1 |2l 1lTlOJTIlO[?7[?
T 11111 J11?210]7J0(1[1

Tl1|(1]1]O[1[7jO00?]1
'%1?00101101
HEBEALILIEABEBY BN AR
JI I T [TJTT[7[OJOJT]7]

Tableau 3 : tableau obtenu avec 20% de données manquantes.
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Nous appliquons notre méthode MNDM en demandant trois classes. Nous prenons
comme valeur de o la fréquence des 1 calculée sur les valeurs observées dans le
tableau des données. Dans notre cas, la valeur du paramétre o est égale a 0.53. Dans

les tableaux 4 et 5, nous représentons respectivement le tableau initial réordonné et le

tableau des noyaux.

1 3[4 6 819 [10]
alojJoJOJOJ1fJ1]1]1}10]O
pbjojJOJOJO]l1T]1}J1}?]O]O
clOoOJOJOT?2l1J1]1?]1]OfO
il2joJoOl?2l1J1]1]?]O0]JO
h|1]?210]0}]1 1 0]1
d]1]1]17]1]0J]0J0]JO0]1]"
e|l1|?[1]1TJOJ1}fO}f?]?]?
rir 1 j1fif?fof?JoJ1}]1

| 2 1111 fol1]?jO0]?]1
FIESEENENNEAEALY 0]J1]?

Tableau 4 : la meilleure partition obtenue.

La valeur du critére est 10.13 et 1a meilleure partition n'est autre que A.

T[2[3[4[35]6 9 10
2, |00 JOJO|T|ITJTJT[O]O
ap| 1|1 ]0JO|T|OJTJT]O]!
a3[ 1 [1 | T|T]OJTJOfOJ1]1

Tableau 5 : tableau des noyaux.

2.5 GENERALISATION

L'algorithme précédent peut étre développé avec les deux autres modeles binaires. En
outre, nous avons noté que nous pouvions étendre I'hypothése sur la distribution des
données manquantes en considérant a comme un vecteur formé de p valeurs o
dépendant de chaque variable. Il en résulie ainsi six possibilités dont la premiére a été
étudiée dans le paragraphe précédent. Nous décrivons rapidement deux autres
situations avec o, un vecteur dont les composantes dépendent de chaque variable.

2.5.1 ¢ parameétre dépendant de chaque variable

Nous considérons que chaque variable xi suit une distribution de Bernoulli de
paramétre €). L'espérance de vraisemblance classifiante s'écrit dans ce cas :
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X -6l 1-6| .
E[WI(P,X,a,a,e)] =3 z {'( 2z Log . I X{ ‘%I + X Log - l w'ajkl )}
k=1 jepy jeO; © ieM; e

+n Y Log(l-¢)
je

- 3T T dmam+A (2.5.1.1)

k=1 je Pk

1-6) ; 1-8i, . ; .
ot de(xjpa) = Y Log —|x-all + ¥ Log —la-all etA=n I Log(l-€))
€04 & jeM; & jeJ

Etape d'affectation (recherche des classes)

Lors de cette étape, le terme A est constant. Nous affectons x; 2 la classe Py qui
minimise dg(X;, ak).

Etape de représentation (recherche des a}c et &)

Quelles que soient les valeurs &), les af‘ sont nécessairement celles calculées dans la

proposition 2. Il ne reste plus qu'a déterminer les valeurs ¢ maximisant (2.5.1.1).

E[W;(P, X, a, a, €)] s'écrit également :

EIW)(®. X, 0, 8] = £ QLog -"2)ej+ 3 (Log 1B +n 3 Log(1-2)

jeOi jEMi jeJ
=Y F(e) (2.5.1.2)
jel
K ..
ol ¢ = > I Ix-4l pour j€ O;
k=1 iePg
K L .
B = Y ¥ laia pour j € M;
k=1 jePy

Les composantes (&}, j € J) qui maximisent (2.5.1.2) sont définies par :

oF _ 5 ej+£i_n-°jjﬁi=0
oel €l 1-&i
= ei=—-‘—1€':B'
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2.5.2 & paramétre dépendant de chaque classe et de chaque variable

Nous considérons que dans chaque classe k, chaque variable xJ suit une distribution
de Bernoulli de parametre EL Dans ce cas, I'espérance du critére de vraisemblance

classifiante s'écrit : _ .
K l'ei( . l-ell: o
E[W(PXa0e)] =3 3 (-( TLog —Ix-gl+ 3 Log —-laigl)

1 je Py j€0; % j€M; %
+ 3 Log(1-€}) }
j€
K
= 3 X (-de(xia) + Ay} (2.5.2.1)
k=1 ie Py .

e e |
ol de (x;a)= X Log —|x!-g|+ X Log Elw'-a;‘let Ay=3 Log(l-g).

j€0O; GL jeM; je)

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Lors de cette étape, le terme Ay n'est pas constant. Nous affectons x;  la classe Py
qui minimise de (x;, ay) - Ay

Etape de représentation : (recherche des aL et e’,.c)
Quelles que soient les valeurs q'(, les ai" sont nécessairement celles calculées dans la

proposition 2. Il ne reste plus qu'a déterminer les q{ maximisant, pour chaque classe

Py et chaque variable xJ, la quantité :

& & .
C =iezp{apgl__,)|xg-a;|+ (Longqi;ﬂ oi-gl] + Log(1-¢) }

. & -
_ a‘ongei‘_)qlﬁ (Log Q)ﬂi + ny Log(1-8)

=G(e) - (2.5.22)
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ol q'( = _2‘1,’ |xf-ai| pour k=1,..,Ketje O
. 1€ k .
By = > |ai-all pour k=1,..,Ketje M;
ie Py

Les composantes (t:li(, k€{l, ..., K},j €J) qui maximisent (2.5.2.2) sont définies
par : » .

%t B
= g = ™

LA
g

Remarque :

Les & ( respectivement e;c ) maximisant E[W (P, X, a, a, €)] ( respectivement

E[W>(P, X, a, o, €)]) appartiennent & O, -é— [ sauf dans les cas trés particuliers
e+ ﬁj= Oetej + [3] =n/2 (respectivemente,’;'+ [3;: 0ete£ + ﬂk = m/2 ). Comme
nous l'avons noté dans le premier chapitre, pour remédier a cet inconvénient, il

suffit de prendre dans I'algorithme les valeurs de ces parametres calculées dans
I'étape précédente.

Nous présentons 1'organigramme qui décrit I'algorithme.

(0) Initialisation
a/ tirage d'une partition initiale
b/ calcul des fréquences de 1 pour chaque variable ou pour le tableau
entier.
(1) Représentation

a/ calcul des noyaux
b/ calcul des parametres des lois de Bernoulli

(2) Affectation
(3) Etude de la convergence

Si non convergence retour a (1).

39



Données manquantes : une premiére approche

3. INTERPRETATIONS DES MESURES DE DISSIMILARITE

Comme toutes les méthodes de type Nuées Dynamiques, notre méthode s'appuie sur
une mesure de dissimilarité entre un vecteur x; et un noyau. En effet, nous avions eu a
optimiser un critére qui s'écrivait sous la forme : '

K
CP,a)= ¥ X D(xia)

k=1 je Pk

Dans notre situation o il y a des données manquantes, il peut étre intéressant d'étudier
la mesure de ressemblance D que notre démarche nous a conduite 2 utiliser.

Lors de I'étape d'affectation, nous avons vu précédemment, que dans le cas le plus
simple, les individus sont affectés aux centres les plus proches au sens de 1a mesure de
dissimilarité suivante :

dxpa)= ¥ Ix-al + T la-all
je 04 jeM;

Signalons tout d'abord que cette approximation n'est pas une distance. Cette mesure
se calcule entre un vecteur qui peut étre incomplet et un vecteur complet. Rappelons
qu'en classification et en particulier pour la méthode des Nuées Dynamiques, il est
moins utile de connaitre les valeurs exactes des distances que leurs grandeurs relatives.

Exemple :

Soient x;=(1,1,7,1,0,M,2;=(1,0,1,0,0, 1) et a2= (0,0, 0, 0, 0, 1). En
prenant o = 0.6, nous avons :

d(x;, a;) = (1-1) + (1-0) + (1-0.6) + (1-0) + (0-0) + (1-0.6) =2.8
d(x;, a2) = (1-0) + (1-0) + (0.6-0) + (1-0) + (0-0) + (0.6 -0) = 4.2
Ainsi le vecteur x; est plus proche du vecteur complet aj que du vecteur complet a;.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons au cas oll o =1/2. Notre mesure de
dissimilarité s'écrit alors, entre deux vecteurs : un vecteur X; qui peut étre incomplet et
un vecteur complet ay :
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dxpa)= T Ix-3)

j€ Oi

Cette "pseudo-distance” L; est la somme en valeur absolue des écarts entre les
composantes relevées simultanément sur les deux vecteurs. Ainsi, nous admettons que
deux vecteurs qui sont proches dans l'espace des variables mesurées, le seront aussi
pour des variables non mesurées. Il est raisonnable d'accepter cette approximation au
vu de l'information présente.

Exemple :

Soient x;=(1,1,2,1,0,7), a1 = (1, 0,1,0,0, Detay=(0,0,0,0,0, 1).
La 3%me et 6éme composantes ne seront pas prises en compte :

d(x;, a3) = (1-1) + (1-0) + (1-0) + (0-0) =2
d(x;, ap) = (1-0) + (1-0) + (1-0) + (0-0) =3

Le vecteur incomplet x; est plus proche de a; que de az.

Dans le cas des données continues, Fevre (1980) projette le vecteur x; incomplet,
élément de RP, sur un sous-espace vectoriel de RP isomorphe a R oil q désigne le
nombre de composantes observées du vecteur x;. En associant un projecteur a chaque
individu, la distance euclidienne est approximée par une "pseudo-distance” euclidienne
définie uniquement sur les composantes observées simultanément. L'algorithme
utilisant cette mesure a donné des résultats satisfaisants. Le tableau 6 donne un apergu
sur les points communs entre la méthode de Fevre et la méthode MNDM dans le cas
otl 1a mesure est la "pseudo-distance" L;. Notons que si nous imposons la contrainte
que les noyaux soient binaires, les deux méthodes sont identiques.

Nous pouvons ainsi donner une interprétation de la méthode de Fevre en tant que
modele de mélanges qui est la suivante : dans ce cas, le critére métrique défini par cette
pseudo-distance euclidienne s'interpréte comme une vraisemblance induite par un
mélange fini de lois gaussiennes dont les variances sont supposces connues et fixes et
px = 1/K. Quant aux variances des données manquantes, elles sont supposées infinies.
Ainsi, dans les deux cas continu et binaire, cela revient en sorte que la partie
"localisation" (voir chapitre I) du paramétrage n'intervient pas.
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Données quantitatives Données binaires
Pseudo-distance euclidienne Pseudo-distance L
xigd= T (g2 doxpad = 3 Ixi-al
j€ 04 j€ 04

e ntation E ntation
Les noyaux sont des pseudo-centres | Les noyaux sont des pseudo-centres
de gravité. Les composantes sont médians. Les médianes sont calculées
calculées sur les valeurs observées de sur les valeurs observées de chaque

Les individus sont affectés aux centres Les individus sont affectés aux centres

les plus proches au sens de de. les plus proches au sens de d.

Tableau 6 : comparaion de la méthode de Fevre et de la méthode MNDM lorsque o=1/2

Nous avons considéré la "pseudo-distance"” L; sous sa forme la plus simple.
Rappelons qu'elle découle du modele suivant une distribution de Bernoulli de
parametre identique pour toutes les variables. Dans le cas ol les parametres dépendent
de chaque variable, la mesure de dissimilarité apparait comme une distance L;
pondérée par les quantités ( Log ((1-€i)€) ; j €J) et s'écrit :

l-el

dx,a)= 3 Log( j)lx{-af;l

j€ 04

Dans le cas le plus général, la mesure s'écrit :

-6
d(x, a) = 3 Log —{Ix{ 3|+ 3 Log(1-g})

€0, je)

En imposant aux coefficients de la mesure la contrainte [] (l-e{‘) = constante, la
jel

mesure obtenue est une pseudo-distance L; pondérée avec un terme additif constant

qui ne jouera aucun rdle. Le critére métrique obtenu est alors équivalent a un critére

métrique défini uniquement 2 l'aide d'une pseudo distance Ly pondérée (sans terme
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4. EXPERIENCES NUMERIQUES

4.1 APPLICATIONS A UN TABLEAU CONSTRUIT SUIVANT UN MODELE

G. Govaert (1988) a montré comment l'identification d'un mélange de distributions de
Bemoulli avec le méme paramétre pour toutes les classes et pour toutes les variables
correspond au critére de la méthode MNDBIN (méthode des nuées dynamiques sur
tableau binaire). Le programme HASBIN a été construit pour générer de tels tableaux.
Celui-ci permet de choisir le nombre d'individus, de variables, de classes, les effectifs
de chaque classe ainsi que le paramétre de la loi. Ce dernier correspond alors 2 la
probabilité d'avoir la valeur idéale définie par le noyau. De cette maniére, nous créons
un tableau de données complet 100x10 que nous nommerons XER. Ce tableau ainsi
que les données correspondant aux mesures de 10 variables sur 3 classes sont
présentés ci-dessous.

Classe 1
{1, 2, 3,9, 16, 17, 22, 23, 27, 31, 33, 34, 35, 36, 40, 41, 44, 50, 51, 52, 53, 55,
57, 59, 63, 65, 67, 83, 84, 95, 96, 97, 99}

Classe 2
{8, 15, 18, 21, 25, 26, 28, 30, 43, 46, 49, 54, 56, 58, 62, 68, 70, 71, 74, 717, 78,
79, 80, 82, 85, 86, 87, 88, 90, 92, 93, 94, 98, 100}

Classe 3
{4, 5, 6,7, 10, 11, 12, 13, 14, 19, 20, 24, 29, 32, 37, 38, 39, 42, 45, 47, 48, 60,
61, 64, 66, 69, 72, 73, 75, 76, 81, 89,91}

1 0000111100 26 1100001101 51 0000111100 76 1110000011
2 0000111100 27 0000111110 52 0001111100 77 1110001101
3 0000111100 28 1100000100 53 0000111100 78 1100000101
4 1111000011 29 1111100011 54 1101001100 79 1100001001
5 1111010111 30 1100101101 55 0000101100 80 1100101101
6 1111000011 31 0001111100 56 1100001101 81 1111100011
7 1111010011 32 1111010011 57 0001111100 82 1100001101
8 1100101101 33 0000111100 58 1100001101 83 0000111100
9 0000111100 34 0000111100 59 0000111100 84 0000111100
10 1111000010 35 0000111100 60 1111000011 85 1100001101
11 1110000011 36 0010111100 61 1111000011 86 1100001101
12 1111000011 37 1111000011 62 1110001101 87 1100001101
13 1110000111 38 1111000010 63 1000111100 88 1100001101
14 1111000011 39 0111000011 64 1111000011 89 1111000011
15 1100001001 40 0000101100 65 0000111100 90 1100001101
16 0000111100 41 0000111101 66 1111000011 91 1111100011
17 0000111100 42 0111001011 67 0000111100 92 1000101111
18 1100000111 43 1100001101 68 1100001101 93 1100001101
19 1111000011 44 0010111100 69 1111000001 94 1100001101
20 1111100011 45 1011000011 70 1100001111 95 1000111100
21 1101001101 46 1100001101 71 1100001100 96 0000111100
22 0010111100 47 1111000011 72 1111010111 97 0000111100
23 0000111100 48 1111000011 73 1111000001 98 1100101101
24 1111000011 49 1100001001 74 1100001101 99 0000111100
25 1100001101 50 0000111100 75 1110000011 100 1100001101
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A partir de ce tableau, nous avons simulé des données manquantes de fagon aléatoire et
progressive pour tous les essais. Nous appliquons ensuite notre méthode MNDM avec
différentes options. Ces derniéres dépendent des parametres o et du modele choisi. 11

nous est donc facile de juger de la qualité des classifications que nous obtiendrons par
rapport 2 la classification idéale. En effet, il suffit de calculer le nombre d'objets mal
classés et d'en déduire les pourcentages de ces objets. Nous verrons ainsi I'évolution
de ces pourcentages dans les différents cas.

4.1.1 Lorsque o est un réel estimé sur toutes les données observées
du tableau

Nous avons représenté les résultats dans le tableau 7. Le paramétre o est estimé par la
fréquence f des 1 calculée sur les valeurs observées du tableau :

f = nombre des 1 dans X / (nxp -m).

pourcentage dobjets mal classés

% de destruction

W

0
8
12
16
20
24
28
£y
36
40
44
48
50
5
56

****gsr\oo\wwwr»—ooo ™
****ﬁﬁH\omwNwh—ooc ]
ﬁgoomhamwjd~coo

Tableau 7 : évolution des pourcentages d'objets mal classés.

* 11 nous est impossible d'avoir 3 classes.

Nous constatons que lorsque le pourcentage des données manquantes est en dessous
de 36 %, la méthode MNDM avec les trois variantes donne des résultats presque
identiques. D'autre part, lorsque le taux de destruction atteint 40 %, 1'algorithme
utilisant la mesure de dissimilarité adaptative pour chaque classe et pour chaque
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variable donne des résultats satisfaisants. Notons toutefois que la convergence dans
ce cas est lente. Par contre avec les deux premiéres variantes, la convergence est rapide
mais le pourcentage d'objets mal classés est important. En effet, deux classes tendent a
se confondre d'olt une augmentation brusque du taux d'objets mal classés.

4.1.2 Lorsque o est un vecteur dont les composantes dépendent de
chaque variable

Les composantes de o correspondent aux fréquences fj des 1 pour chaque variable :
fj = nombre des 1 pour la variable xi / (n - mj).

Les résultats sont présentés comme précédemment dans le tableau 8.

pourcentage d objets mal classés

% de destruction € & 91':
0 0 0 0
8 0 0 0
12 0 0 0
16 0 2 0
20 1 3 1
24 2 3 1
28 1 3 2
32 3 3 4
36 4 4 4
40 6 7 5
44 7 9 5
48 8 8 5
30 5 10 g
52 12 12 6
56 17 20 5
64 28 31 14

Tableau 8 : évolution des pourcentages d'objets mal classés.

Les résultats sont nettement meilleurs que dans le cas ol & est le méme pour toutes les
variables. Comme précédemment, la troisi¢me option donne de meilleurs résultats.
Ceci est illustré dans la figure 1 en notant MNDM i (i = 1, 2, 3) la méthode MNDM
correspondant aux trois options associées respectivement aux différents choix des
parametres de la distribution de Bernoulli (g(1), € (2) et q';(?o)).
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% d'objets mal classés

4 [ 18 .
.4!4'1-411141111/
0 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 50 52 56 64
Taux de destruction (%)

“Figure 1 : comparaison des trois variantes d¢ MNDM.

Nous présentons ci-dessous le tableau de données comportant 50 % de données
manquantes XER50. Les données manquantes sont codées "9". Les pages qui suivent
contiennent les résultats de la méthode MNDM avec les trois variantes.

1 0009111190 26 1100909109 51 0909191199 76 9199090991
2 9090111990 27 0909919110 52 0999911990 77 9110999999
3 9099919909 28 1199000909 53 0009919190 78 9199900931
4 1199000919 29 1199900991 54 1901999199 79 9999091909
5 9999090999 30 1109191191 55 0900991190 80 9100191101
6 1111999011 31 9091991190 56 1909901909 81 9191190999
7 1111019091 32 9199910911 57 9091919900 82 9990991101
8 9900991191 33 9000111900 58 9900009199 83 9990191190
9 9009111900 34 9000111100 59 0990999990 84 0909111999
10 1919990019 35 9990111199 60 9999909919 85 1190091991
11 9999990019 36 9919191109 61 9119909919 86 1999901109
12 1919000091 37 1991099911 62 9119901999 87 1100099991
13 9190990991 38 9919909999 63 9999999999 88 9109999901
14 9199000091 39 0119900991 64 9911009099 89 9911990999
15 9990991009 40 0009909909 65 9909991190 90 1190091199
16 9990999990 41 9090119999 66 1119999019 91 9991109091
17 9099199909 42 9919909911 67 0900191909 92 1900101991
18 1990090191 43 9199909999 68 1100901999 93 9909001191
19 1191000919 44 0010191900 69 9191000991 94 1990099191
20 9919999099 45 1099099919 70 9900091119 95 1909111909
21 1901991999 46 1199009101 71 9190999109 96 9909919909
22 0010199109 47 9911999999 72 9199019199 97 9000191100
23 0999111909 48 9919990911 73 9199900009 98 9909909909
24 1119009099 49 1100001001 74 1990901999 99 0999191190
25 9990999109 50 0999191190 75 9199090911 100 1990901901



COMMANDE : MNDM <> utilisant une mesure sans ponderation.

valeur du critére obtenu 257.1028000
Partition
classe ‘1 : 38 elements
8 15 18 21 25 26 28 30 36 38 43 46 47 49 5S4
71 72 74 77 79 80 82 85 86 87 88 90 92 93 94
classe 2 : 31 elements
4 5 6 7 10 11 12 13 14 19 20 24 29 32 37
64 66 69 73 75 176 78 81 89 91
classe 3 : 31 elements
1 2 3 9 16 17 22 23 27 31 33 34 35 40 41
57 59 65 67 83 B84 95 96 97 99
Objets mal clagses = {36, 38, 47, 63, 72, 78}
TABLEAU DES VALEURS IDEALES
VVWWVWVVWVWY
AAAAAAAAAA
1
1234567890
11 111
2 111 11
3 1111
TABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUANTES
v v v \' v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 ] 9 0
1 54,0 50.0 49.0 52.0 49.0 49.0 39,0 54.0 53.0 51.0
TABLEAU DES ALPHA
v v v v v v v V' v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 0.65 0.68 0,39 0.29 0.49 0,37 0.66 0.70 0.34. 0.61
TABLEAU DES ECARTS
v v v v v v v v v
A A A A A A A A A
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 6.96 7.04 11.67 7.37 14.29 8.82 7.51 7.48 8.15
2 7.61 4.84 10.94 15.13 9.84 7.22 7.87 13.22 11.55
3 10.78 10.88 7.49 6.67 6.12 9.78 3.79 5.17 6.45
TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI
v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 L} S 6 7 8 9 [+]
1 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0,27 0.27 0.27 0.27 0.27
2 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27
3 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27
TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION
v \'4 v v \'4 V' \' v \'4 v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 L} S 6 7 8 9 0
1 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1,0 1.0 1.0 1.0
2 1.0 1,0 1.0 1.0 1.0 1.0 1,0 1.0 1.0 1.0
3 1,0 1,0 1.0 1.0 1.0 1.0 1,0 1.0 1.0 1.0

56

98

39

44

58
100

42

50

62

45

51

63

48

52

68

60

53

70

61

55

47



Données manquantes : une premiére approche

COMMANDE : MNDM <> utilisant une mesure ponderee (ponderation differente par variable)

valeur du critere obtenu 566.6147000

Partition

classe 1 : 42 elements
8 15 18 21 25 26 28 30 36 37 38 43 45 46 47 49 54 56 58 60 62
63 68 70 71 72 74 77 79 80 82 85 86 87 88 90 92 93 94 96 98 100

classe 2 : 30 elements
1 2 3 9 16 17 22 23 27 31 33 34 35 40 41 44 50 51 52 53 55
57 59 65 67 83 84 95 97 99

classe 3 : 28 elements
L} 5 6 7 10 11 12 13 14 19 20 24 29 32 39 42 48 61 64 66 69
73 75 76 78 81 89 91

oblets mal classes = (36, 37, 38, 45, 47, 60, 63, 72, 78, 96}
TABLEAU DES VALEURS IDEALES

VVVVVVVWVW

AAAAAAAAAA

1

1234567890

11 11
2 1111

3111 11

TABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUANTES

v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 54.0 50.0 49.0 52.0 49.0 49.0 39.0 54.0 53.0 51.0
TABLEAU DES ALPHA
v v v \' \'4 v v v v v
A A A A A A A A A A
: 1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 0.65 0.68 0.39 0.29 0.49 0.37 0.66 0.70 0.34 0,61
TABLEAU DES ECARTS
v v v v v \'/ v v v v
A A A A A A A a A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 7.65 9.00 12.84 9.25 15.27 10.57 8.89 8,70 11.15 10.47
2 10.13 10.20 7.49 6.38 5.6l 9.78 3.44 4.87 6.45 6.73
3 7.26 3.20 9.12 13.54 9.35 6.47 5.90 11.13 11.55 5.04
TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI
v v v v \4 v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 0.25 0.22 0.29 0.29 0.30 0.27 0.18 0.25 0.29 0.22
2 0.25 0.22 0,29 0.29 0.30 0.27 0.18 0.25 0.29 0.22
3 0.25 0.22 0,29 0.29 0.30 0.27 0.18 0.25 0.29 0.22
TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION
v v v \'4 \4 v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 1.1 1.2 0.9 0.9 0.8 1.0 1.5 1.1 0.9 1.3
2 1.1 1.2 0.9 0.9 0.8 1.0 1.5 1.1 0.9 1.3
3 1.1 1,2 ©¢.9 0.9 0.8 1.0 1.5 1.1 0.9 1.3



Données manquantes : une premiére approche

COMMANDE : MNDM <> utilisant une mesure ponderee (ponderation differente par variable et par classe)

valeur du critere obtenu

S 6 7 10 11 12
48 60 61 64 66 69
classe 2 : 32 elements
15 21 25 26 30 43
85 86 87 88 90 92

classe 3 :

classe 1 :

Partition

36 elements

32 elements

2 3 9 16 17 22
57 59 65 67 83 84

549.0522000

14 18 19 20 24 28

29 32 37 38 39 42 4
7% 76 77 78 81 89 91

49 54 56 58 62 63 68 70 7 72 74 79 80

94 98 100

27 31 33 34 35 36 40 41 44 50 51 52 53

96 97 99

objets mal clasges =-{18, 28, 63, 72, 77, 78}

TABLEAU DES VALEURS IDEALES

VVVVWVVWW

AAAAAAAAAA

1

1234567890

1111 11

2 11 11
3 1111

TABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUANTES

v v v v v v A v v
A A A A A A A A A
: 1
1 2 3 q 6 7 8 9 0
1 54.0 50.0 49.0 52.0 49.0 49.0 39.0 54.0 53.0 51.0
TABLEAU DES ALPHA
A v V' v \' v v v v
A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 6 7 8 9 ]
1 0.65 0.68 0.39 0.29 0.49 0.37 0.66 0.70 0.34 0.61
TABLEAU DES ECARTS
v v \' v v v v v v
A A A A A A A A A
1
1 2 3 S 6 7 8 9 0
1 8.65 5.80 12.16 16.71 11.31 8.33 9.84 17.00 15.19 7.37
2 5.57 5.76 6.88 5.50 11.82 7.33 4.48 6.26 6.79 7.37
3 11.43 11.56 8.49 6.96 6.12 10.41 3.79 5.17 6.45 7.96
TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI
v v v v v v v v v
A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 6 7 8 9 0
1 0.24 0.16 0.34 0.46 0. 0.23 0.27 0.47 0.42 0.20
2 0.17 ©0.18 0.22 0.17 O. 0.23 0.14 0.20 0.21 0.23
3 0.36 0.36 0.27 0.22 0. 0.33 0.12 0.16 0.20 0.25
TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION
v v v v v v \4 v \4
A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 7 8 9 0
1 1,2 1.6 0.7 0.1 0.8 1.2 1.0 0.1 0.3 1.4
2 1.6 1.5 1.3 1.6 0.5 1.2 1.8 1.4 1.3 1.2
3 0.6 0.6 1.0 1.3 1.4 0.7 2.0 1.6 1.4 1.1
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Données manquantes : une premiére approche

4.1.3 Lorsque o est égal a 1/2

Comme nous l'avons noté, lorsque o = 1/2, la mesure de dissimilarité utilise
uniquement les composantes observées simultanément. Dans ce cas, la méthode
MNDM se présente sous la forme la plus simple. Le parametre o n'a aucune influence
sur les étapes d'affectation et de représentation qui caractérisent la méthode MNDM.
Nous procédons de la méme maniére en demandant trois classes. L'évolution du
pourcentage d'objets mal classés est présentée pour les trois options dans le tableau 9.

pourcentage d objets mal classés

% de destruction

oL

0
8
12
16
20

24
28
32
36
40
y.v.)
43
50
52
56
64 13

mquawwuw%—oooo m
momuhwhuujwoooo )
;mmhhw4umj4wooco

[a—
[

Tableau 9 : évolution des pourcentages d'objets mal classés.

Les résultats dans ce cas sont meilleurs que dans les cas précédents et la convergence
est trés rapide. C'est cette option que nous retiendrons. La mesure de dissimilarité
utilisée semble étre la plus raisonnable. Nous réutiliserons cette mesure sous sa forme
1a plus généralisée dans le chapitre IV. Comme précédemment, dans la figure 2, nous
comparons les trois variantes de la méthode MNDM lorsque o = 1/2.
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Données manquantes : une premiére approche

% d'objets mal classés

0 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 50 52 56 64
Taux de destruction (%)

Figure 2 : comparaison des trois variantes de MNDM.

Dans la figure 3 nous comparons la méthode MNDM3 lorsque chacune des
composantes de o dépend des variables (A) et MNDM 3 lorsque a =1/2 (B).

w-
B B
B A
£ 60
4
[*]
=
E w-
2
F-}
_°
= -
® 2
n A 4 '
Va/dd 4 A A A4 Ad AL

0 8 1216 20 24 28 32 36 40 44 48 50 52 56 64
Taux de destruction (%)

Figure 3 : comparaison de MNDM 3 lorsque o. dépend des variables et lorsque
o=1/2.

Les trois pages qui suivent contiennent les résultats de la méthode MNDM (avec les
trois variantes) appliquée sur XERS0.
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Données manquantes : une premiére approche

COMMANDE : MNDM <> utillisant une mesure sans ponderation
valeur du critere obtenu 29.0000000
Partition
classe 1 : 35 elements

1 2 3 9 15 16 17 22 23 25 27 31 33 34 35 36 40 411 44 50 51
52 S3 55 57 59 63 65 67 83 84 95 96 97 99

classe 2 : 37 elements

4 S 6 7 10 11 12 13 14 19 20 24 28 29 32 37 38 39 42 43 45
47 48 60 61 62 64 66 69 73 75 76 77 78 81 89 91

classe 3 : 28 elements

8 18 21 26 30 46 49 54 56 58 68 70 71 72 74 79 80 82 85 86 87
88 90 92 93 94 98 100

ablets mal classes = {15, 25, 28, 43, 62, 72, 77, 78}
TABLEAU DES VALEURS IDEALES

VVVVVVVWVW
AAAAAAAARA
1
1234567890
1111
11 11

TABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUANTES

v v v v v v v v \'4 v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 54,0 50.0 49,0 52.0 49.0 49.0 39.0 54.0 53.0 51.0
TABLEAU DES ALPHA
v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
TABLEAU DES ECARTS
v v v \' v v \4 v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 1.00 0.00 3.00 2,00 0.00 1.00 0,00 1.00 1.00 0.00
2 1.060 1.00 0.00 2,00 2.00 2.00 1,00 0.00 2,00 0.00
3 0.00 0.00 0.00 2,00 3.00 1,00 1 1.00 1.00 90.00
TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI
v v v \4 v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 0.27 0.27 0.27 0.27 0,27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27
2 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27
3 0.27 0.27 0,27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27 0.27
TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION
v v v v v v v v \J \
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
2 1.0 1,0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
3 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0



Données manquantes : une premiére approche

COMMANDE <> MNDM utilisant une mesure ponderee (ponderation differente par varilable)

valeur du critere obtenu 188.1551000

Partition

classe 1 : 33 elements
8 15 18 21 25 26 30 43 46 49 54 56 58 62 63 68 7 N 72 74 79
80 82 85 86 87 88 90 92 93 94 98 100

classe 2 : 35 elements

4 5 6 7 10 11 12 13 14 19 20 24 28 29 32 37 38 39 42 45 47
48 60 61 64 66 69 73 75 76 77 78 81 89 91

classe 3 : 32 elements
1 2 3 9 16 17 22 23 27 31 33 34 35 36 40 41 44 50 51 52 53
55 57 59 65 67 83 84 95 96 97 99

Objets mal classes = (28, 63, 72, 77, 78}

TABLEAU DES VALEURS IDEALES

VWVVWWW

AAAAAAARAA

1

1234567890

111 11

2 1111 11
3 1111

TABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUANTES

v \' v v v v v v \4 v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 o]
1 54.0 50.0 49.0 52.0 49.0 49.0 39.0 54.0 53.0 51.0
TABLEAU DES ALPHA
v \J v A v v \4 v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
TABLEAU DES ECARTS
v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 1]
1 0.00 0,00 1.00 2,00 3.00 1.00 1,00 2.00 1.00 0.00
2 1.00 1,00 0.00 2.00 2.00 2.00 0,00 0.00 2.00 0.00
3 1.00 0.00 3.00 2,00 0,00 1.00 0,00 0.00 1.00 0.00

v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 [}
1 0.02 0.01 0.04 0,06 0.05 0.04 0.01 0.02 0.04 0.25
2 0.02 0,01 0,04 0,06 0.05 0.04 0.01 0.02 0,04 0.25
3 0.02 0.01 0.04 0.06 0.05 0.04 0.01 0.02 0.04 0.25
TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION
\'4 v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 3.9 4.6 3.2 2.8 2.9 3.2 4.6 3.9 3.2 1.1
2 3.9 4.6 3.2 2.8 2.9 3.2 4.6 3.9 3.2 1.1
3 3.9 4.6 3.2 2.8 2.9 3.2 4.6 3.9 3.2 1.1



COMMANDE :

valeur du critere obtenu

Partition

classe 1 : 34 elements

108.9583000

Données manquantes : une premiére approche

MNDM <> utilisant une mesure ponderee ( ponderation differente par classe et par variable)

1 2 3 9 16 17 22 23 25 27 31 33 34 35 36 40 41 44 S0 51 52
53 S55. 57 59 63 65 67 B3 84 95 96 97 99
clagsse 2 : 34 elements
§ 13. 15 18 21 26 28 30 43 46 49 54 56 58 62 68 70 71 72 4 T
79 80 82 85 86 87 88 9 92 93 94 98 100
classe 3 : 32 elements
4 5 6 7 10 11T 12 14 19 20 24 29 32 37 38 39 42 45 47 48 60
61 64 66 €69 73 75 76 78 81 89 91
Qbjets mal classes = {13, 25, 72, 78)
TABLEAU DES VALEURS IDEALES
VVVVVWWYW
AAAAAAARAR
1
1234567890
1 1111
211 11
3 1111 11
TABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUANTES
v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 [
1 54.0 50.0 49.0 52.0 49.0 49.0 39.0 S4.0 53.0 51.0
TABLEAU DES ALPHA
v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
: 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
TABLEAU DES ECARTS
v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 1,00 0,00 3.00 2.00 0.00 1,00 0.00 0,00 1,00 0.00
2 0.00 0,00 2.00 2,00 3.00 1,00 3,00 2.00 1,00 0.00
3 1.00 1.00 0.00 0.00 2.00 2.00 0.00 0.00 1.00 0.00
TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI
\' v v v v \'4 v v A V'
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 0.03 0.09 0.09 0.06 0.13 0.03 0.02 0.02 0.03 0.16
2 0.14 0.14 0.06 o0.06 0.09 0.03 0.09 0.06 0.03 0.19
3 0.03 0.03 0.03 0.03 0.06 0.06 0,03 0,11 0.03 oO.18
TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION
v \'4 v \' \'4 \' \'4 v \' v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 0
1 3.5 2,3 2.3 2.8 1.9 3.5 3.7 3.7 3.5 1.6
2 1.8 1.8 2.8 2.8 2.3 3.5 2.3 2.8 3.5 1l.4
3 3.4 3.4 3.6 3.5 2.7 2.7 3.6 2.1 3.4 1.5
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Données manquantes : une premiére approche

4.2 APPLICATIONS AUX DONNEES REELLES

L'ensemble de données est constitué de 59 plaques-boucles sur lesquelles ont été
relevées la réponse ou l'absence d'une sélection de 26 criteres techniques de
fabrication, de forme et de décor. En demandant deux classes, l'algorithme MNDBIN
(Marchetti 1989) nous permet de constater une nette différence entre deux grands
groupes de plaques-boucles. En effet, la valeur du critére égale 3 224 traduit le fait
que 84.5% des données initiales sont égales aux valeurs idéales fournies par les
noyaux. Les deux classes sont les suivantes :

Classe 1 = {01, 02, 06, 08, 10, 12, 13, 16, 18, 19, 29, 37, ..., 45}
Classe 2 = {03, 04, 05, 07, 09, 11, 14, 15, 17, 20, ..., 28, 30, ..., 36, 46, ..., 59}

Nous énumérons les caractéres les plus explicites des classes 1 et 2 :

Classe 1 : damasquinure par place prédominante (identifiée par C25),
damasquinure bichrome (C23),
fixation par clous de fer (C16),
fond plaqué argent (C37).

Classe 2 : damasquinure par incrustation dominante (C24),

damasquinure monochrome argent (C22),
fixation par bossette de bronze (C15).

Nous avons détruit 50% de ces données, en les tirant au hasard parmi 59x26 = 1534
observations possibles. La méthode MNDM avec les trois variantes, est ensuite
appliquée 2 ces données incompletes avec les différents choix du parametre o. Les
classes obtenues sont 2 un élément pres identiques (seul I'élément 25 quitte sa classe,
et cela représente 1,6% d'objets mal classés). Dans la page qui suit nous présentons
les classes obtenues en appliquant la méthode MNDM utilisant la premiére variante
lorsque o = 1/2.
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Données manquantes : une premiére approche

COMMANDE <> MNDM utilisant une mesure ponderee {ponderation differente par varlable)

valeur du critere obtenu 110.0000000

Partition

classe 1 : 39 elements
03 04 05 07 09 11 14 15 17 20 21 22 23 24 25 26 27 28 30 31 32
33 34 35 36 46 47 48 49 S50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

classe 2 : 20 elements

01 02 06 08 10 12 13 16 18 19 29 37 38 39 40 4 42 43 44 45

TABLEAU INITIAL REORDONNE

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCcecece
01111122222223333333333444
14567923456890123456789012

03 1 9999199999 9 99 9

04 919 9999 9199 9 999 99
05 1 991919 19 9999 9991

07 99 199 991 99999999 1 911
09 9 999 19991 999999 1191
11 91191999 9999 999
14 99 9919999 9 99 1999
15 191 991 9999 99999 9 99
17 1 91 9 199199 9999 9 9
20 9999 1 999999 99 9 919 9
21 91 91 99 999 9199 199
22 1199 19 999 91 9911 99
23199 91 1999 9999 9 9
24 99 1 1999 199999 9911 9
25 9991 99 1 999 91 99119 9
26 11 99191 99 999999 11 99
27 191 919199 19919999
28 91 91 19 999 199 11999
30 99 19 91991 99 1199
31 9999919199 9991 9 11 91
32 1 9191 919 999 9 99

33 99 1 1 1999199 999991199
34 19199 19 99 9999991999
35 1999999 99 991 9
36 999 199 9 199 9 9 11 99
46 19991 19 99 9 19 9 11 99
47 1 19999 9 91 99 999 9 99
48 91 199999 999 991
49 1 1 9919999 991 9 9199
50 1 99191 199 19919999 19
51 19 99 199999 1 9 9
52 1 9 9999999999 9 911999
53 19111 999999999 99911 9
54 9999 1199 99 9 99 9 99
55 1 99911999 1999 9 99 9999
56 1 19911 9 1999 9 9 9 9999
57 191 9991999 9 9999999 99
58 1919911 1991 999 999 9 9
59 91 91 91991999 999 1999

01 9 199919199 93999 99 99 9
02 9 19991 99 9 99 9911 993
06 9 199 19199991999 9199999
08 99 99999919 99999991 9 99
10 1 199 999 99 199 19 99
12 999 91 999 9999 91 911
13 91 91 199 19999999 119
16 119 1 9 99 9999911 191
18 9 199 991 99999 991 9119
19 1911999991991 19
29 9119 1 1999 1999 999991
37 9999 91 11999 9 99199

38 1 99999 9 99999 91 99
39 191 999919 919 99199 1
40 999 999 9199 99 119 1
41 9999999 11 99 19 11 91
42 1 9999119999199 19 91
43 9 99999999 9919 199 1
44 91 199999999 99 1
45 999 11 99999 991 99 1
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CHAPITRE III

DONNEES MANQUANTES
LIEN AVEC LE MODELE

INTRODUCTION

Dans l'algorithme EM, la maximisation de la vraisemblance est remplacée par la
maximisation d'une espérance de vraisemblance, plus facile a réaliser. Elle est obtenue
en considérant certaines données, telles que l'appartenance des individus aux
composants, comme manquantes.

Notre probléme consiste 2 maximiser un critére de vraisemblance classifiante. Dans le
chapitre précédent, en présence des données manquantes, nous avons choisi comme
crittre d'optimisation I'espérance de vraisemblance classifiante. Cette approche bien
que présentant des similitudes avec l'algorithme EM, en différe cependant par
l'utilisation dans le calcul de I'espérance de vraisemblance classifiante, d’hypotheses
supplémentaires sur les données manquantes. La distribution de ces données ne
dépendait pas du modele et pouvait paraitre injustifiée. Dans ce chapitre, nous allons
appliquer l'algorithme EM 2 notre situation, ce qui revient a considérer que les
données manquantes suivent le modele.

Comme précédemment, nous cherchons a classifier des données binaires en présence
de données manquantes. Soit le couple (P, 0) ou P désigne la partition (Py, ..., Px)
avec K supposé connu et 0 = (a, €) correspond aux parametres du modele associé aux
données binaires. Notre objectif, difficile a réaliser par des calculs directs, est de
maximiser le critére de vraisemblance classifiante (VC). Ainsi, nous proposons de
maximiser la "moyenne" des vraisemblances classifiantes "reconstituantes”
VCR(P, 6, X) pour tous les X possibles. Pour cela, aprés avoir fixé les paramétres 0
et P, nous proposons de maximiser I'espérance de la vraisemblance classifiante
conditionnelle. Rappelons que c'est exactement la position de 1'algorithme EM. En
respectant les notations précédentes, nous pouvons écrire :

QI(P, 9), (P®, 6®)] = E[LogVCR(P, 6, X)) / PO, 6] = E[W(P, 6, X) / PO, 60)]
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Données manquantes : lien avec le modéle

Notons toutefois que lors de I'étape de maximisation nous allons chercher uniquement
i améliorer le critére et non 2 le maximiser. Nous reconnaitrons dans cette étape les
deux fonctions, d'affectation et de représentation. ‘

Dans les trois premiers paragraphes, nous proposons une variante de la méthode
MNDM pour les trois types de modele de mélanges associés aux données binaires.
Dans le quatrieme paragraphe, nous décrivons cette méthode & partir du modele des
classes latentes. En utilisant les liens existant entre ce modele et le modele associé aux
données binaires dans le cas le plus général, nous proposons dans le dernier
paragraphe un algorithme de classification avec reconstitution des données
manquantes.

Nous conservons les notations utilisées dans les chapitres précédents, sauf indication
de notre part.

1. € PARAMETRE FIXE

Pour tout x; élément de Q, le modele s'écrit :

K
f(xp) = k>—:1 px f(x;; ak)
K
avec Vk=1,K pel0,1[ e Xpx=1

j .
P Ixi‘ ak'Jl

et f(x; ;ap=]] €
j=1

j .
)l'lxi - ak'Jl

(1-e (1.1)

Nous allons expliciter I'expression de E[W(P, &, a, X) / PO, €0, a®]. Les parametres
€®, a® désigneront par la suite les valeurs respectives de € et a & l'itération (t).

1.1 EXPRESSION DE L'ESPERANCE
Sachant P®), €® et a®, nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Proposition 1:

E[W(P, €, a, X) / PO, g(l) al] =

g-—): 2 (X |X, ad+ T e a(t)l ayj| )+ np Log(1-€)
1-€x=1 iePy jeO; jeM;
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Données manquantes : lien avec le modéle

Preuve :

D'apres (II 2.1.1) nous pouvons écrire :

K .
E[W(P, ¢, 2, X) /6] = k)f.l T ( Log f (x; a) + E[Log f(x{"; ay )/ €M,a®])
=1 jePy

Explicitons le terme E[Log f (x;" ; ay) / P®), e®), a(®]
ElLog f (™ ; )/ P9, e®, a’]= ¥ E[Log f(x ; ar;)/ PO, €9, a’ ]
jeM;
Le terme E[Log f (xg ; axj ) / PO, g®), al(:;] peut s'écrire :
ElLog (¢ aj )/ PO, al) e®] = foxd=1/PO, 50 e ) Log f(d=1; &)
+ fd=0/PO, 3" e®) Log f(x=0; ay )

or  Logf(d=1; ag;)=(1- a; )Log (e)+ a; Log (1-€)
e  Logf(d=0;ac;)=ac;Log (€) + (1-ac )Log (1-€).

En distinguant les deux cas sur al(g nous avons :

Si al) =1 EfLog f(d; ;) /PO, e, a{)] = (1-e®)Log f(x=1; a,)
+ €0 Log f(x=0; a;)
Si ak3= 0 ElLog f(x; acj) /PO, €0, 31(3] = e®Log f(d=1; ay))

+(1-e0 ) Log f(x= 0 ; a;)

Pour donner une forme simple de 'expression E[Log f (xii ; ax,j) / PO, ), a(l:')j 1,

nous envisageons les quatre possibilités dépendant des choix de ag; et de a,(:)J Ces

possibilités sont représentées dans le tableau 1.

agi=1 (1- e®)Log (1-e)+ e®Log (€) €WLog (1-€)+ (1-eM)Log (€)
ai=0 | (1-e®)Log (e)+e®Llog (1-e) | eYLog (e)+ (1) Log (1-€)

Tableau 1 : différentes expressions de cette espérance conditionnelle.
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Données manquantes : lien avec le modéle

Nous pouvons alors écrire :

i ®7
E[l.aog f(xil ’ ak,_] ) / Ht)’ e(t), ak.j] -
le®- lay; .a® || Log (e)+ (1-1€®- |ag; .all )Log(1-e)

ou encore

E[Log f(x}; a; ) / PV, €0, &)1 =LogIe—e |e©4ay; . a®l| +Log(1-€)

Notons que | e®-ay; . aﬁl |= 11e®. ag)J |- ay;

Nous en déduisons la forme générale de E[Log f (x;“ ; ap) / PO, g0, ai((‘)] .

E[Log f™ ; a ) / P9, €0, al(:)]=Log1i T 11e0.a-ag;l + m; Log(i-€)
—£ jE Mi

ol m; désigne le nombre de données manquantes pour l'individu x;.

Nous avons vu dans le deuxi¢me chapitre que le terme Log f (xl° s ag) s'écrit :

ixd -a | 1-xd -ay ;I
Log f (x; ; ay) =Log( IT e PR e )
j€0; g
—Log—= (¥ |xi-aj )+ (p-my) Log(1-e)
—€ jeO;

D'ou :
E[W(P, €, a, X) / PO, e®,a0] =
e X j ®
Log— 3 I ( X Ixdagl+ T llew. ak.jl-ak,jl)+ np Log(1-€)

1-€k=1 jeP, jeO; jeM;

#
Remarque :

Nous constatons que cette expression s'écrit de telle maniére que les données
manquantes semblent étre reconstituées par le terme [€"). a,(;,)-/ qui est égal @ €9 ou

)

a 1-¢*) suivant que afj est égal a 0 ou ay ;est égal @ 1 respectivement . Ces

probabilités jouent le méme réle que les probabilités conditionnelles sy déja vues
dans le premier chapitre.



Données manquantes : lien avec le modéle

L'expression E[W(P, &, a, X)] montre que les recherches de € et des ay sont
indépendantes. Pour un € fixé appartenant 2 ]0, %[, Log(e/(1-€)) est négatif et

maximiser l'espérance du critére revient donc & minimiser :

K :
CP,a)= 3 I (X Ixl-aj+ 3 ||e(‘)-al(3|-ak,j|)
k=1 jePy jeO; jeMj

Notons que cette expression dépend des valeurs €0 et aﬁ qui sont connues. Comme

dans le chapitre précédent ot la recherche des noyaux dépendait du parametre a., ici
elle dépendra de €V et 3, ) .

1.2 RECHERCHE DES NOYAUX

Proposition 2 :

Les composantes des ay éléments de { 0, 1}P minimisant C(P, a) sont définies par :

pourk=1,.,Ketj=1l, ..,p,

lorsque a(‘g =] lorsque af} =0
agj=0 si mis axj=1si miS—C
ap;=1 simiz aj=0 simiz-
% -t
g E=——
b = e
Preuve :

Nous nous basons essentiellement sur la proposition 2 du chapitre II en nous limitant
au cas ol la parametre o est inférieur a 1/2 ( car € est inférieur & 1/2). Dans notre

situation al(g joue un rdle important dans la détermination de ay j. En effet, il existe

quatre possibilités qui sont résumées dans le tableau 2, et il s'agit de choisir les ay;
qui appartiennent 2 {0, 1} et qui minimisent C(P, a).
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Données manquantes : lien avec le modéle

® _ © _
L= 1 ak_-—O

ag;= qi+ m{g(t) qi+ m{(l-e(t))
aj=0 r,i(+ n{(l- e®) ‘i"’ n{e(l)

Tableau 2 : différentes valeurs de C(P, a) dans la classe k et pour la variable xi.

A partir des différentes expressions, nous pouvons déterminer de la méme maniere
que dans le chapitre I les valeurs ay jrecherchées. En effet, si nous posons :

Di=- ) +ml(1-26) @«  E= q)+m(260-,

les ay j dépendent des signes de ces deux termes. Par commodité, nous présentons les
résultats dans le tableau 3.

o= T
agj = Di20eom2t E>0em <t
agj=0 Dl <0 m < E<Ocom2-t

Tableau 3 : solution du probléme.

1.3 METHODE

La méthode MNDMIN que nous proposons est une variante d¢ MNDM et est
initialisée par P(® et (€(?), a(?). Les vecteurs aio) sont estimés sur les données

observées et I'étape de maximisation est décrite a I'itération (t+1).
Etape d'estimation :
Calcul de Q[(P, 8), (P(, 6()] (voir proposition 1).

Etape de maximisation :

Recherche des aﬁ” : (recherche des noyaux)

Les al(:,;l)qlﬁ maximisent Q[(P(t+1), 9(+1)), (P(), (V)] sont définies dans la

proposition 2.
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Données manquantes : lien avec le modéle

K .
Enposant ettD= ¥ 3 ( X Ix’i- ak'j|+ v |lew. ag’)jl-ak’jl), e+ qui
k=1 jeP, jeO; jeM;

maximise l'espérance conditionnelle est défini par : €t+1) = e+)/np.
Recherche de la partition P(t+1) : (recherche des classes)
Nous affecterons x; a la classe P,(‘M) qui minimise :

> Ixd-qP1+ 5 11e0ad)l-al7Pl

1
j€ 04 jeM;

2. € PARAMETRE DEPENDANT DE CHAQUE VARIABLE

Pour tout x; élément de Q, le modéle s'écrit :

K
fx)= ¥ px f(xi; ax)
k=1

- K
avec Vk=1,K pce]O,1[ et Ypr=1
k=1
p Ixd- agl 1-1xd - a 4
o fa=1l g 0 o (g @
j=1

Dans ce qui suit, nous nous passerons des démonstrations qui se déduisent
immédiatement 2 partir du premier paragraphe, nous donnerons uniquement les
résultats. Nous notons W la vraisemblance classifiante reconstituante.

2.1 EXPRESSION DE L'ESPERANCE

Proposition 3 :
E[WI(P €, a, X) / PW, M, a®] =

Z Y ( XLog —“‘—|xf afl+ X Log—Llle(‘) (')I -agjl)+n ¥ Log(l-g)
k=1 iePy JEO 1-€ J ‘ jeM; 1-e jel

Preuve :
La démonstration est identique 2 celle de 1a proposition 1.# '

Cette expression peut également s'écrire :
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Données manquanites : lien avec le modéle

E[W1(P, g a, X) / PM, €O, a®)] = 2 Y de(xi,a) +A (2.1.1)
k=1 i€ Pk

1-ei| ;
de(xipa) = T Log —Ixl-al + 3 Log ||£(') (?il-ak,jl
j€0; e jeM; e
et A=n Y Log(l-¢&).
jel

2.2 METHODE

Etape d'estimation :
L'expression Q[(P, 8), (P, 6®)] est définie dans la proposition 3.

Etape de maximisation :
Recherche des a,(:;l ): (recherche des noyaux)

al(:’;l) sont définies dans la proposition 2. Il ne reste plus qu'a déterminer les aj(t+1)

maximisant (2.1.1). La quantité Q[(P(t+D), t+1)), (P(), 6®)] peut s'écrire :

D gt
€ §
QI(Pt+D), 9(+1)), (PM), OW)] = jeZ‘.o(Log ¢ (t+l) )°J+ Z (Log (t+l))BJ
i M;
+n Y Log(l- e(”l))
jeJ
=3, Fe"") 2.2.1)
jel
. X (t+l .
ot =3 3 |x-a"} pour je O.
k=1 je Py
K
Bi=2 X |le(') al(s ak':l)l pour j€ M,
k=1 je Pk
Les valeurs (", j €J) qui maximisent (2.2.1) sont définies par :
2 -0 = . =0
ae(jt+l) e(jt+l) 1- e(t+l)
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a+1) _ S+ Bj
= & T

En distinguant les différents cas rencontrés, nous pouvons montrer que les e(‘“)

appartiennent a ]0, 1/2[.
Recherche de la partition P(t+1) ; (recherche des classes)

Puisque nous cherchons & maximiser Q[(P(t+D), 6(t+1)), (P(®), O(1)], nous affecterons
Xx; a la classe Pl({m) qui minimise :

dg(Xi, ak)'

3. € PARAMETRE DEPENDANT DE CHAQUE CLASSE ET DE
CHAQUE VARIABLE

Pour tout x; élément de €2, le modele s'écrit :

K
f(x;) = k}_Zl Pr f(xi; ax)
K
avec Vk=1,K pel0,l[ et Ipx=
k=1

IXJ- akJI 1-|x{ - ak,jl

et f(Xi; ak) = 12[1 ek'j ! (l'ek’j) (3.1)
j=

Comme précédemment, nous nous baserons sur les résultats développés dans le
premier paragraphe. Nous notons W, la vraisemblance classifiante reconstituante.

3.1 EXPRESSION DE L'ESPERANCE

Proposition 4 :

E[Wz(P, g, a, X) / PO, e®), a®] =-

S 3 ( ZlogSlxa+ ¥ Log—“—lle,(‘g al)| ak,,l+zLog(1 )
k=1 iePy jeO; ‘ek,] jeM; 1-¢

Cette expression peut également s'écrire :

K
E[W2(P, €, 3, X) / PW, e®), a¥] = 2 I (dexi o)+ Aud (3.1.1)
=1 je Py
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Données manquanies : lien avec le modéle

‘ol
l-e, ., ;- 1-g, :
de(xi, a) = 3 Log —%d|xi-ay |+ 3 Log —%i||e-al) |-ay |
j€0; %] j€M; €x.j
et A=Y Log(l-ek'j).

jel
3.2 METHODE

Etape d'estimation :
I'expression de Q[(P, 0), (PW, 6()] est définie dans la proposition 4.

Etape de maximisation :

Les al(:}l) sont définies dans la proposition 2. Il ne reste plus qu'a déterminer les qﬁ'}l)

qui maximisent la quantité C suivante :

1.e+D 10D
IJ . 'J
1 1 1
C= 3 {Log—p-Ix- s+ Log —le-a) -af:) + Log(1-¢5) }
ie Py Jj sk_j
(t+1) (t+1)
&.j B

_ . . (t+1
= (]-Dgl_es‘_gl))e]'(“' (Log I—Sl((tfl))ﬁjk +nk IDg(l-th'J ))

J

=G} (3.2.1)
ol . |
= Y | xd - (tfl)l pour k=1,Ketje O,
e P 1 akv] i
. 1€y
f- X Il pow k=L Kaje M
1€ k

Les composantes (e,(:,‘;l), k e{l, .., K}, j €J) maximisant (3.2.1) sont définies par :

4 pi

aG (t+1) el" k

—_— =0 = ., =

2elt+D) €. ny
g

(t+1)

En distinguant les différents cas, nous pouvons montrer que les &, i appartiennent a

10, 1/2[. Les classes sont définies en affectant chaque individu x; & la classe P,(‘“l) qui
minimise :

dex(xi» ak)-
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Remarque :

Nous avons rappelé dans le chapitre I les liens étroits existant entre ce modéle et
celui des classes latentes. Notons toutefois que le modéle des classes latentes est
plus aisé a utiliser car, dans les calculs, la manipulation d’un unique paramétre
s'avere plus facile. Nous pouvons ainsi donner une analyse du "comportement”
des cases vides correspondant aux données manquantes.

4. MODELE DES CLASSES LATENTES

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé le modtle des classes latentes. Dans
notre cas, 0 joue 2 la fois le role de € et celui de a, nous le notons o. D'apres ce qui

précéde, nous pouvons décomposer Q[(P, a), (P®, a®)] en :
kZ T ( Log f (x{ ; ou)+ E[Log f (x]"; ay / PO, aV] )
= ie Py

Explicitons maintenant les deux termes de cette expression. Le premier s'écrit pour
tout k appartenant a {1, ..., K} :

Logf('; )= 3 (X Log o+ (1-x) Log (1- ;) )
j€ 04

et le deuxiéme terme s'écrit pour tout k appartenant a {1, ..., K} :
E[Log f (x{"; oy ) / PO, a(®)]
R =T 3 Efd;0)/PO,ad]

ie Py je M;

Y {fod=1/P0,a ) Log fd =1 ; ¢ ;)
ie Py je M ) _
+ fd=0/PO, o ) Log f(x=0; o ;)}

> 3 {of) Logq+ (-0 Log (1- 4 p)

ie Py je M;

L'expression de l'espérance du critére de vraisemblance classifiante conditionnelle est
la suivantepour0<okj< 1:

E[WP, X, o) /PO, a®] =

(ak.j) © ((lk.j)
E >{ X xLog + X oy, Log + 3 Log (1-q )} (4.1)
k=1 jePy JEOI’d (1-%j) jeMiakJ (l-q") jel at,
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Données manquantes : lien avec le modéle

Nous allons chercher a calculer les (o ; k = 1, .., K) qui maximisent 4.1).

proposition § :

Les composantes de o, élément de RP maximisant E[W(P, X, o) | P, of?)] sont
définies par : pour toutk =1, ...Ketj=1, ..,p

(¢)
t;c+ o m,‘

*pj = ni

Preuve :

Maximiser E[W(P, X, o) / a(")] revient & minimiser chacun des termes Ly ; :
(o )

(1-0 ;)

Lij= (§ + o} ml) Log +my Log (1- g ;).

Pour toutk =1, ...,Ketj=1, .., p nous remarquons que Ly ;<0 car 0 < o ; < 1.

Nous avons :
(l) (t) j V _j
2l = + =
0 oy ; ®y.j 1- oy ; oy (1- oy ;)

Les o ; qui maximisent Ly ; sont alors définies par :

ti + a(')

ny

OLlui 0=’°&,
9 ay ;

Lorsque (ﬂ‘+ a(’) mb tend vers O ou t]" tend vers ny, le terme Ly ;tend vers 0. La
solution du probléme est donc toujours celle que nous venons de donner. #
Remarques :

1. Lors de I'étape de maximisation, tout se passe comme si les données manquantes
de chaque variable étaient reconstituées par le paramétre correspondant et estimé
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auparavant. En effet, pour k =1, ...,K etj =1, ..., p, les & ; désignent les centres

de gravité calculés sur les valeurs observées et les données manquantes
reconstituées par le paramétre o{'j de chaque classe pour chaque variable.

2. Lorsque ni = m’,nousavonst’ Oet g ;= afj

4.1 METHODE

Elle est initialisée par une partition initiale P(O) et les centres de gravité
{(ocl((o)l, (0)) k =1, ..., K} calculés sur les valeurs observées. L'étape de

maximisation est décrite a l'itération (t+1).

Etape d'estimation :

Lors de cette étape, nous calculons Q[(P, o), (P®, a)].
Etape de maximisation :

Nous associons a chaque classe Ii'((t) le vecteur qt(m) défini dans la proposition 1.

Lors de cette étape, l'individu x; est affecté 2 la classe Pl(‘"l) dont le noyau est le plus

proche. Les classes sont alors définies de la fagon suivante :

Vk=l,.,K
(akt+1)) (akt+1))
PV =(ni/ 3 + 3 o Log—+ 2 Log (1- ¢ ) 2
Jeo,x: g(1 al((‘:l)) jeMiak-J a- (t+l)) g(l-a;
(a(t+1)) (a(l+'1))
® _m__ (t+1
Jezo,x:Log(l a(“'l)) Z am-j Log f:ujl)) + 2 Log (1- 'j)) V m#k }

Remarque :

Les liens existant entre ce modéle et le modéle utilisé dans le troisiéme paragraphe
sont exactement ceux déja vus dans le cas o toutes les données sont observées.
Néanmoins, ils dépendent de deux itérations successives.
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4.2 EXEMPLE SIMPLE D'APPLICATION

Nous disposons d'un tableau de données binaires croisant 10 individus identifiés par
les lettres a 2 j et 10 variables binaires identifiées par les nombres 1 a 10 (tableau 4).

112134 617181910
alO0lOJO[OJI[ITJTFIJO]O
bl T[O0[ZTOJI(TJIJT[?]0
clotolol i1 J1[?]1]0O]?
dl1 (1 [?7]TlOJOJO[?7[1]?
el 21212102 JO0[ T 7[?
T |1 (1|11l ?2[?J?2fJ0]J1]1
g [T{T[T[TJOJIT?[0f?]1
h|1llolO|1J?J1]JT1]JOT1
i1 7tolol 2111 7]0710O
JI T T[T T [?[?J0fOfJ1]?

Tableau 4 : tableau de données.

Nous appliquons notre méthode MNDMIN en demandant deux classes. Dans les
tableaux 5 et 6, nous représentons respectivement le tableau initial réordonné et le
tableau des noyaux.

TT213 1315161718109 [10]
al0l0lO0lO0[T[1I[1]1I]0]0
bl 7101?10 [T [1l1[7] 10
clTOolo0lO0[ Tl TII1T[T]0]?
A1l 71010117 [T1]1[0[1
T 171010l 111111171010
d11=?=‘.1=LT0 0 2111
el 71 2111710121011 717
EARENE B BENAEEEE LB E

TTT{1[1]0|1] 2101711
f1111??001?

Tableau 5 : meilleure partition obtenue.

La valeur du critére obtenu est -9.46. La partition obtenue est la méme que celle
obtenue sur le tableau initial avant la génération des données manquantes.

1 3] 4[5 ][6[7[8]9
a; | 0.60] 020 | 0.20] 0.40] 1.00 | 0.90]0.80]0.60 | 0.20 | 0.40
[a; [ 0:87]0:80 [ 0.80] 0.80] 0.40 { 0.80] 0.40] 0.40 | 0.60] 0.55

Tableau 6 : tableau des noyaux.
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5. EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous appliquons notre méthode MNDMIN sur les données simulées utilisées dans le
premier chapitre en demandant 3 classes. Les résultats sont présentés dans le tableau 7.

% de destruction % de mal classés objets mal classés
0 0 [7]
8 0 []
12 0 [4]
16 1 77
20 3 , 71, 18
24 3 13,77,78 i
28 4 13, 73, 71, 18
32 4 13 , 11,
36 4 18, 38,77, 78
40 4 75,75,77,78
44 4 72,73,71,7
48 4 13, 28, 72, 18
50 5 113,25, 43, 3. 18) |
52 6 (13, 43, 7%)_‘,7, 957 ]
56 5 {43, 72, 78, 82, 95
64 12 {18, 21, 25, 43, 71, 73, 18, 19,
81, 82, 91, 95}

Tableau 7 : évolution des pourcentages d'objets mal classés.

La méthode MNDMIN donne de bons résultats. Notons toutefois la lenteur de la
convergence de l'algorithme. Nous présentons ci-dessous le tableau de données
XER56 comportant 56 % de données manquantes sur lequel nous appliquons notre

méthode.
1 0009111190 26 1100909109 51 0900191199 76 9199090991
2 9090111990 27 0909919110 52 0909911990 77 9110999999
3 9099919109 28 1199000909 53 0009919190 78 9199900991
4 1199000919 29 1111100991 54 1901999199 79 9999091909
5 9999090999 30 1109191191 55 0900991190 80 9100191101
6 1111999011 31 9091991190 56 1909901909 81 9191190999
7 1111019091 32 9199910911 57 9091919900 82 9990991101
8 9900191191 33 9000111900 58 9900009109 83 9990191190
9 9009111900 34 9000111100 59 0900999990 84 0909111999
10 1919990019 35 9990111199 60 9919909919 85 1190091991
11 9999990019 36 9919191109 61 9119909919 86 1999901109
12 1919000011 37 1991099911 62 9119901999 87 1100099991
13 9190990991 38 9919909999 63 9999999199 88 9109999901
14 9199000091 39 0119900991 64 9911009099 89 9911990999
15 9990991009 40 0009909909 65 9909991190 90 1190091199
16 9990991990 41 9000119999 66 1119999019 91 9991109091
17 9099199900 42 9119909911 67 0900191909 92 1900101991
18 1990090191 43 9199909909 68 1100901999 93 9909001101
19 1191000919 44 0010191900 69 9191000991 94 1990099191
20 9919999099 45 1099099919 70 9900091119 95 1909111909
21 1901991999 46 1199009101 71 9190999109 96 9909919909
22 0010199109 47 9911999099 72 9199019199 97 9000191100
23 0999111909 48 9919990911 73 9199900009 98 9909909909
24 1119009099 49 1100001001 74 1990901999 99 0999191190
25 9190999109 50 0999191190 75 9199090911 100 1990901901
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Nous appliquons la méthode MNDMIN en demandant 3 classes :
Commande <> MNDMIN methode de classification ( modele des classes latentes)

ANALYSE DU MEILLEUR TIRAGE

valeur du critere obtenu -183.8517000

Partition

classe 1 : 31 elements

8 15 18 26 28 30 46 49 54 56 58 62 68 70 71 72 74
17 79 80 85 86 87 88 20 922 93 94 95 98 100

classe 2 : 34 elements

4 5 6 7 10 11 12 13 14 19 20 24 29 32 37 38 39
42 43 45 47 48 60 61 64 66 69 73 75 76 78 81 89 91

classe 3 : 35 elements

1 2 3 9 16 17 21 22 23 25 27 31 33 34 35 36 40
41 44 50 51 52 53 55 57 59 63 65 67 82 83 84 96 97

Objets mal classes = (43, 72, 78, 82, 95}

TABLEAU DES NOYAUX A L'ETAPE "CONVERGENCE -1"

v v \ \ v \ v v \' v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 0.07 0.00 0.13 0.25 1.00 0.93 1.00 1.00 0.06 0.00
2 1.00 1.00 0.13 0.00 0.21 0.07 0.94 0.86 0.08 1.00
3 0.91 0.94 1.00 0.91 0.14 0.13 0.00 0.00 0.91 1.00
TABLEAU DES VALEURS IDEALES A LA CONVERGENCE
v v v v \' v v \ \Y \'
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 0.61 0.42 0.12 0.15 0.65 0.51 0.97 0.94 0.07 0.32
2 0.97 0.97 0.43 0.29 0.18 0.10 0.44 0.61 0.35 1.00
3 0.57 0.59 0.66 0.61 0.53 0.45 0.57 0.40 0.52 0.46
TABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUANTES
V' Y \' \' v \' v \ \ \
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 ] 5 6 7 8 9 0
1 58.0 56.0 57.0 57.0 56.0 56.0 44.0 61.0 60.0 55.0

Nous appliquons notre méthode sur le tableau de données "méro" qui a subi une
destruction de 50%. Seul I'individu 25 a quitté sa classe. Les résultats figurent dans la
page suivante. ‘
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ANALYSE DU MEILLEUR TIRAGE

valeur du critére obtenu -464.0053000

Partition

classe 1 : 21 elements

08 10 12 13 16 18 19

38 elements

05
36

21
53

07
46

09
47

11
48

14
49

15
50

17
51

20
52

TABLEAU INITIAL REORDONNE

cceceeegeeecccecececccececececcece

01111122222223333333333444
14567923456890123456789012

9 199919199 99999 99 99 9
9 19991 99 9 99 9911 999
9 199 19199991999 9199999
99 99999919 99999991 9 99
1199 999 99 199 19 99
999 9 1 999 9999 91 911
91 91 199 19999999 119
119 1 9 99 9999911 191
9 199 991 99999 991 9119
1911999991991 19
9991 99 1 999 9 1 99119 9
9 119 1 1999 1999 999991
9999 91 11999 9 99199
1 99999 9 99999 91 99
191 999919 919 99199 1
999 999 9199 99 11 9 1
9999999 11 99 19 11 91
1 9999119999199 19 91
9 99999999 9919 199 1
91 199999999 99 1
999 1 1 99999 991 99 1

1 9999199999 9 99 9
919 9999 9199 9 999 99
1 991919 19 9999 9991
99 199 991 99999999 1 911
9 999 19991 999999 1191
911919999999 999
99 9919999 9 99 1999
191 991 9999 99999 9 99
17 1 91 9 199199 9999 9 9
9999 1 999999 99 9 919 9
91 91 99 999 9199 199
1199 19 999 91 9911 99
199 91 1999 9999 9 9
99 1 1999 199999 9911 9
11 99191 99 999999 11 99
191919199 19919999
91 91 19 999 199 11999
99 19 91991 99 1199
9999919199 999 1 9 11 91
19191 919 999 9 99
99 1 1 1999199 999991199
19199 19 99 9999991999
1999 999 99 9919
999 199 9199 9 9 11 99
19991 19 99 9 19 9 11 99
119999 9 91 99 999 9 99
91 1 99999 99 9 991
11 9919999 991 9 9199
1 99191 199 19919999 19
19 99 199999 19 9
52 1 9 9999999999 9 911999
53 19111 999999999 99911 9
54 9999 1199 99 9 99 9 99
55 1 99911999 1999 9 99 9999
56 1 19911 9 1999 9 9 9 9999
57 191 9991999 9 9999999 99
58 1919911 1991 999 999 9 9
59 91 91 9 1991999 999 1999

48
49
50
51

29

54

.)
37 38 39 40 41 42 43 44 45
22 23 24 26 27 28 30 31 32 33
55 56 57 58 59
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6. METHODE DE CLASSIFICATION AVEC RECONSTITUTION

6.1 INTRODUCTION

Dans le paragraphe précédent, nous avons noté que le processus est tel que les
données manquantes sont reconstituées a chaque itération. Par analogie et en utilisant
les liens étroits qui existent entre le modele associé€ aux données binaires dans le cas le
plus général (les parametres du modéle dépendent 2 la fois des classes et des variables)
et le modele des classes latentes (voir chapitre I), nous proposons la méthode
MNDMRE (MNDM + REconstitution). A partir d'une reconstitution initiale, nous
disposons d'un tableau complété. Ainsi, le crittre & maximiser est celui de la
vraisemblance classifiante dans le cas ou toutes les valeurs de I'échantillon sont
observées. Ce critere s'écrit : .
K 1‘5;: o :
WP, a,e) =3 I (-3Log Elx{-aih ¥ Log(1-g) }

k=1 jeP, jeJ jel
K

=3 X (-de(xi a0 +Ag) (6.1.1)
k=1 jePy

1
od  de(x,a)=YLog —|xi-al et Ac= 3 Log(l-e)).

el & jel

La méthode MNDMRE est de type Nuées Dynamiques. Elle contient une étape de
reconstitution qui est intercalée entre les étapes d'affectation et de représentation.

6.2 METHODE

Les données manquantes sont initialement reconstituées par les valeurs majoritaires
estimées sur les données observées de chaque classe pour chaque variable.

Etape de représentation :(recherche des a}c et e;;)
Quelles que soient les valeurs eli(, les ai sont nécessairement les valeurs majoritaires de

chaque classe pour chaque variable. Par ailleurs, les (e’.k, ke{l, .., K},jel)

maximisant (6.1.1) sont les valeursn—k ol e';‘= pA |x{-a{| .
i€ Pk
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Etape d'affectation :(recherche des classes)

Lors de cette étape, le terme Ay n'est pas constant. Nous affectons x; 2 la classe Py
qui minimise dex(xi, ay) - Ag.

Etape de reconstitution :(reconstitution des données manquantes)

Le but de cette étape est de reconstituer les données manquantes (par 0 ou 1)
maximisant le critre. Il est clair qu'une donnée non observée pour une variable xi de
Yindividu x; et se trouvant dans la classe k sera reconstituée par q'( En effet, le critére

W(P, a, €) peut s'écrire :
l-g g

K .. .. R
WP, a,68)=3 I {- ZLog —Ix-a|l- ¥ Log —Ix}all+3 Log(1-e)},
k=1ijeP, jeO; % jeM; elk jel

et les données manquantes qui maximisent W(P, a, €) sont celles qui annulent :

le
3 Log ——|x{-ai| .

ieMi &

Ainsi la décroissance du critére augmente. Cette convergence se démontre de la fagon
suivante :

Notons DM I'ensemble des données manquantes. A l'itération (t), nous avons :
W(Pt, Lt, DMY) < W(Pt, Lt, DMt1),
et, par suite, a l'itération (t+1) nous avons :
WP+, L+l DM < W(Pt, Lt, DM!)
d'ot1 1a convergence de 'algorithme.
7. APPLICATIONS DE LA METHODE MNDMRE

Dans ce paragraphe, nous étudions les deux tiches de cette méthode : classification et
reconstitution.
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7.1 CLASSIFICATION

Nous appliquons notre méthode MNDMRE sur les données simulées utilisées dans les
chapitres précédents en demandant trois classes. Le tableau 8 présente le Taux de
destruction "T" dans la premiére ligne et le Pourcentage d'objets mal classés "P" dans
la seconde.

T en % 0] 8]12]16]20]24]28]32|36]40]| 44| 48
Pen % 0] 01} 1 316|678 8 | 11] 16| 27

Tableau 8 : pourcentages d'objets mal classés.

Nous présentons dans la figure 1 I'évolution de ces pourcentages.

30
]

§ -
=
=
]
2

£ 101
<
®

0

0

Taux de destruction (%)

Figure 1 : évolution des pourcentages d'objets mal classés.

Nous constatons que cette méthode donne des résultats assez satisfaisants bien qu'elle
accomplisse deux rdles : celui de la classification et celui de la reconstitution.

Sur le tableau XER36 présenté dans la page suivante, (Tableau binaire comportant

36% de données manquantes codées '?") nous appliquons la méthode MNDMRE en
demandant trois classes. )
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1 0000111100 26 110020721072 51 0200121100 76 21200200721
2 20201112720 27 0202112110 52 0202??1172720 77 21102222272
3 0002112102 28 1122000102 53 0002?12?120 78 21222002721
4 1121000212 29 11111007221 54 1101022122 79 220200120?
5 ?2?21202022? 30 1102121121 55 02001211720 80 1100121101
6 1111222011 31 2021221120 56 110?200120°? 81 21211202722
7 1111012071 32 2112010211 57 20217211200 82 2200221101
8 1200171101 33 2000111200 58 22000071072 83 22?01?1120
9 2002111200 34 2000111100 59 0000111120 84 0200111222
10 1111220012 35 0220111122 60 1217200211 85 1120021201
11 1220220012 36 0212121100 61 2112202212 86 1122201107
12 1212000011 37 1221002011 62 21120011722 87 11000272121
13 2120220221 38 221220722720 63 22227222122 88 21002227201
14 2122000021 39 0112200221 64 2211002021 89 22112202272
15 22200271001 40 0000202102 65 020?71?211720 90 112007211272
16 0020211220 41 0000111102 66 1112022012 91 12111020721
17 20272112100 42 2112201011 67 0000171200 92 1000101111
18 1220020111 43 2122202201 68 110000127272 93 1702001101
19 1111000212 44 0010121100 69 11210000721 94 1120022121
20 1211222012 45 10220222172 70 21000211172 95 12021112072
21 1201201122 46 1102007101 71 21207202100 96 200221727207
22 0010112102 47 22112000721 72 1111012121 97 0000121100
23 0200111200 48 2212?20?11 73 112220000°? a8 1202207101
24 1112002022 49 1100001001 74 1220201201 9? 0000121120
25 2120222107 50 0222171120 75 2112020211 100 1220201101
Les classes obtenues sont :
4 1111 11 1 1111 8§11 1111
5 11 1 2 1111 15 11 1 1
6 1111 11 3 1111 21 111 11
7 1111 1 1 9 1111 25 11 11
10 1111 11 16 1111 26 11 11
11 111 11 17 1111 28 11 1
12 111 11 22 1111 3011 1111
13 11 1 23 1111 311 1 11
14 11 1 217 11111 46 11 11 1
18 111 111 33 1111 49 11 1 1
19 1111 11 34 1111 54 11 1 11
20 1111 11 15 1111 56 11 11
24 111 1 36 1111 58 11 11
29 11111 1 40 1 11 62 111 11
32 11 1 11 41 1111 63 11 11
37 1111 11 44 1111 68 11 11
38 11 50 1111 70 11 111
39 11 1 51 1111 71 11 11
42 11 111 52 1111 74 11 11 1
43 11 1 53 1111 79 11 11
45 1 1 11 55 1111 80 11 1 11 1
47 111 1 57 11111 82 11 11 1
48 11 11 59 1111 83 11 1 11
60 111 11 65 1111 85 11 11 1
61 11 11 67 1111 86 11 11
64 111 1 84 1111 87 11 111
66 111 11 95 1 1111 90 11 11
69 1111 1 96 1111 92 1 1 1111
72 1111 111 97 1111 93 11 11 1
73 111 1 99 1111 94 11 11 1
75 11 11 98 11 11 1
76 11 1 100 11 11 1
77 11 1
78 11 1
81 1111 1
88 1 1
89 111 1
91 11111 1
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7.2 RECONSTITUTION

Considérons maintenant le probléme de I'estimation de la qualité de la reconstitution
des données manquantes par la méthode MNDMRE. 1l est certes trés difficile
d'introduire un critére formalisé de cette qualité. Nous proposons comme critére de
qualité de cette méthode, la somme des écarts en valeurs absolues entre les valeurs
véritables et les valeurs reconstituées. '

Comme nous disposons d'un tableau initial complet, le processus de destruction nous
permet de comparer les valeurs reconstituées par la méthode MNDMRE avec les
véritables valeurs qui sont celles du tableau initial.

Soit D = {1, ..., m} ol m est le nombre total des données manquantes. Notons Vp, le
vecteur dont les composantes correspondent aux m valeurs véritables v . Soit Ry, le
vecteur dont les composantes correspondent aux m valeurs reconstituées r. Notons E
I'écart en valeur absolue entre les deux types de valeurs. Nous écrivons

E-= 2 I Vj - r‘l
jeD
Notons QR la valeur indiquant la qualité de la reconstitution. Elle s'exprime par :

m-E
QR ==

Cette quantité correspond au pourcentage de ressemblance entre les valeurs véritables
et les valeurs reconstituées.

Le tableau 9 nous donne un apergu de cette qualité suivant le terme T qui indique le
taux de destruction.

Ten % 0 8 12| 16 ] 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40

QRen% | 100] 97 | 95 | 96 90 | 92 | 90 | 90 | 76 | 68

Tableau 9 : qualité de la reconstitution.

L'évolution de cette qualité est présentée dans la figure 2.
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110

100

QR

60 v T v L) v T hf ) o 1
0 10 20 30 40 50

Figure 2 : évolution de la qualité de reconstitution.

Nous constatons que pour un pourcentage " raisonnable” de données manquantes cette
méthode reconstitue convenablement les valeurs non observées. Les valeurs mal
reconstituées sont tres souvent les valeurs correspondant aux objets mal classés.

Remarques :

1-Dans ce dernier paragraphe, nous pouvons nous demander quel est le critére que
nous cherchons @ maximiser. Pour développer la méthode MNDMIN nous avons
avons cherché @ maximiser la "moyenne” des vraisemblances classifiantes
"reconstituantes” VCR(0, P, X) pour tous les X possibles en nous appuyant sur la
maximisation d'une espérance conditionnelle. Dans notre cas, le fait d'ajouter une
étape de reconstitution' revient simplement @ chercher @ maximiser une
vraisemblance "reconstituante” (VR) qui dépend de (P, X ) ok P désigne la
partition (Py, ..., Px) avec K supposé connu et X désigne l'ensemble des données
mangquantes. Pour cela, nous nous basons également sur la maximisation de
I'espérance conditionnelle E[VCR (P, 6, X) | P’, €)]. En effet, cela consiste a :
(1) remplacer la donnée manquante par son estimation (binaire) c’est-a-dire
initialiser 6, (2) chercher une partition P maximisant VCR avec 8 et X connu, (3)
Chercher @ maximisant VCR, (4) chercher X qui maximise VCR, (5) réestimer les
paramétres jusqu'a la convergence.

2-Nous avons également utilisé dans cette méthode la distances L; sans
pondération et la distance L; pondérée et identique pour toutes les classes et nous
avons remarqué que les résultats sont moins bons que ceux présentés dans le
tableau 9.
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CHAPITRE IV

ALGORITHME EM EN PRESENCE DE
DONNEES MANQUANTES

INTRODUCTION

Dans notre situation, la méconnaissance de l'appartenance d'un individu & un
composant du mélange peut étre considérée comme une information manquante qui
vient alors s'ajouter aux données non observées de I'échantillon. Dans ce chapitre, en
utilisant le modele des classes latentes, nous €largissons l'utilisation de l'algorithme
EM 2 cette situation. Pour les autres variantes du modele de mélanges de Bernoulli,
c'est-3-dire lorsque le parametre de la distribution est fixe et lorsque celui-ci est un
vecteur dont les composantes dépendent de chaque variable, les étapes d'estimation et
de maximisation de I'algorithme EM se déduisent de la méthode MNDMIN développée
précédemment. )

Dans le premier paragraphe, nous présentons notre travail qui consiste en la
description de l'algorithme EM sur un échantillon en présence de Données
Manquantes (EMDM). Les liens qui existc:_nt entre les deux approches "estimation” et
“"classification" sont étudiés dans le troisiéme paragraphe. Enfin, le demier paragraphe
est consacré a l'appiication de notre algorithme & des données simulées et a des
données réelles.

1. EM EN PRESENCE DES DONNES MANQUANTES

Nous reprenons les notations précédentes I={1,..,n}etJ = {1, ..., p}. Le vecteur
x; se décompose en deux vecteurs : )g" qui représente les données observées et x‘i1 qui

représente les données manquantes. Notons O; I'ensemble des indices j pour lesquels
X, est observé et M; l'ensemble des indices pour lesquels x; est manquant. Dans ce
contexte, nous avons : -Yo= ()q.' ;J€0;;ie )

Ym=DxzZolD=(x;jeMi;ie DetZ=(z; i€ D).
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11 est convenable d'écrire Y = (Y,, D, Z) avec D € D = R™ ( m est le nombre total des
données manquantes) et Ze Z = {1, ..., K}".

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que l'estimation de 6 qui maximise la
vraisemblance Log f(Y,; 0) était difficile A réaliser. Par ailleurs, il est plus facile de
maximiser E[Log(f(Y ; 6) / 6™)].

1.1 HYPOTHESES SUR LES DONNEES MANQUANTES

Nous supposons que les données manquantes sont de type DMH et indépendantes.
Nous supposons comme précédemment que les données manquantes suivent le
modele. Ce qui est équivalent a écrire :

f( x{=1; x; est issu du composant k ; j € M;) = 0y

et f(xii=0;xiestissuducomposantk;je M;) = 1- oy

La vraisemblance des données completes s'écrit :

(Y ;0) = I1p@f(x, x} , o(z))

iel

Notons qu'a partir de (I.1.1) nous avons :

f(Y,; 0) =J‘sz f(Yo,D,Z;0)dDdZ

- -[Z ( fD f(Yo,D,2;0)dD) dZ
Nous pouvons alors écrire :

K
f(Yo;0)=11 X pxf(xi, o)
iel k=1

Nous décrivons maintenant les étapes de I'algorithme EM. A partir d'une solution
initiale (p,(‘o), aio) : k = 1, K), I'algorithme est le suivant :

1.2 ETAPE ESTIMATION

Dans cette étape, nous calculons l'espérance conditionnelle Q(8, ).
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Q(®, 6®)  =E[Log f(Yo, Ym; 0)/ Yo, 69)

=E[Log II p@)f(x, x3; 0z)) / Yo, B, o ’1

iel

= 3 E[Log p(z)f(x{, x}; (z)) / Yor BO,
iel
= ¥ E[Log p@)/ Yo, p°, a1 + T ElLog £(<; 0(z) /Yo, B, 0
iel i€l
+ ¥ E[Log f(x3; 0z /Yo, U, 0]
iel

D'apres (1.2.3.1), nous pouvons écrire :

® L) K o 0
Q®,0%) =% Z (x)Logpx + X §1 s, (x) Log f(x; ; ok )

iel k=1 iel

~

z L ® (x;) E[Log f(x¥; o]

ol cette fois-ci, les probabilités conditionnelles indiquant que l'individu x; est issu du
composant k sont définies par :

pl Elf(x;, 0]

(t)
x) =
z p{ E[f(x; )]

En effet, le troisieme terme Y, E[Log f(x‘i‘; o(zy) Yo, pf:), (kt)] qui vient s'ajouter

iel ’
dans I'expression de Q(6, 09) 2 cause des données manquantes de I'échantillon, peut
s'écrire sachant que 0y(z;) est (0(z)) ; j€ J):

S ElLogfech: az) /Yo, p o) = 3 ELog 1 £ ; 04z)) /Yo, B, 0]

iel iel jEeMj
=¥ X ElLogf(x; j(z0) /Yo, P 0]
iel jeMj

En considérant f(xii; a;(z;)) comme une variable aléatoire définie de l'ensemble
(£(x; o(z)} dans Tensemble {f(d; o) s d € {0, 1} ; o e {arj, -, ax I}

nous pouvons alors écrire :
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% Ellog £ ; 0i(z) /Yor BY> )]
1€
=3 [): {Pr [ £0d; o(z)) = (15 o) / Yo, B, 0] Log £(1; 0ucj)}

iel

K
+ 3 {Prifed; ay(a) =10, o)) / Yo B o] Log (05 o)} |

=3 [>: {Prix=1;04z) = o / Yo, B, o) Log £(1; o))
ie

+ 21 (Pr[ xi=0; 0z = 0 / Yo p, 0] Log £(0 5 o))} |

En décomposant ces deux termes, nous obtenons :

3 E[Log f(x; 0@)) / Yo s a]

iel

-z[; {Pr(x=1/Y0,p, o)) Log £(1, a,) )

iel k=1

+Pr(d=0/Yo,p?, o) Log 0, ak,,) )}

« Pr [oy(z) = 0 / Yo, ps ] ]

K
S ¥ Priog@) = o/ Yo, o, o] E[Log f(x] ; ay)]

iel k=1

K .
Y s (x) E[Log f(x] ; ou,j)]

k=1

d'ou

K
Y, E[Log f(x¥; 0:z:) /Yo, pO, 0] = 3 RS ® (x;) E[Log f(x;, 0x))] #

i€l iel k=1

1.2 ETAPE MAXIMISATION

Cette étape consiste 3 trouver H?H), a(k”l) maximisant Q( 6¢+1, 6®),

Calcul des nﬁ"”:

Nous avons montré dans le premier chapitre que pour tout k =1, K, nous avons :
> s (x)

(1) _ 1
K = n
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Calcul des o"*"
3 E[Log f(xi, &4 )]
Elles sont solutions de I'équation : =0
Jd o

(t+1) g(v)
o 3 PO 0

0 pourk =1, K.
el d a,

En utilisant la décomposition de x; en x; et x{l cette équation s'écrit :

3 E[Log £(x, a{*1)] 9 E[Log f(x, {1

S0(x) + 3 ) =0
iel d oy iel d o,

Tout d'abord explicitons les deux termes E{Log f()g-" ; “1(:+1))] et E[Log f(x;l ; “1(:+1))]-

ElLog o ; of )] = Log f(x; o)
= 3 xLogofi" +(1-x) Log (1- o)
j€0; ’ ’
a -
E[Log fx ; of "] = T Log f(x; o)
jeM;j
= 3 {fd=1)Log f(d=1; 03"
jeMj ,
o i 0. (1)
+ fd=0)Log f(xd=0; 047 ")}
_ ® (1+1) ® (1+1)
-z (o Log og ;7 + (1-0q ;) Log (1- 0. ;) }
1
Nous obtenons alors :
ool - oy
s x){ X + X }=0
- o aYP(1-af T jemy oV (1-afY

Rappelons que pour chaque composant les p variables sont mutuellement

indépendantes. De ce fait, chacune des composantes du vecteur o,("“) est solution de

I'équation Ly ;=0 ol
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® (t+1) ))

Lj =% Sf)(xi) { X X‘,' (M)) + z(akd Ay j

i€l 1eRJ 1€S i
d'ou
sV + TP o
(H’l) ie Rj i€ Sj
k
> s®x)

iel
ol R;j={iel; xgest observée} et Sj={iel; xf n'est pas observée}.

Nous avons évidemment pour tout j € J=(1, ...,p} : RjU §;=1L

Dans le tableau 1, nous proposons un récapitulatif des estimations des parametres du
mélange dans le cas ou les données de 1'échantillon sont toutes observées et dans le
cas ol certaines valeurs sont manquantes.

Toutes les données de I'échantillon sont | Les données de I'échantillon comportent
observées des données manquantes
Etape d'estimation
Py f(x;,0f Py Elf(xiey )]
sOx) = sP(x) =
>: Pl foxi0) z P ELf(x;, (]
Etape de maximisation
oy 2SO oy Z s§ (xi)
= el = —i
¥ sPxi) x] T sV £sO(x) o,
aﬁu:l) = iel (t+1) ie R, i€Sj
g 3 sEx) ! > sPx)
iel iel

Tableau 1 : comparaison des expressions des estimations des parametres du modele de
mélanges obtenues par l'algorithme EM lorsque les données sont observées et par
I'algorithme EMDM lorsque les données de 'échantillon ne sont pas toutes observées.
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Remarque :

Lors des étapes d'estimation et de maximisation, le processus est tel que les données
manquantes sont reconstituées @ chaque étape. En effet, pour une variable 3/ les
données non observées des individus issus d'un composant k sont reconstituées par
le paramétre oy j qui est estimé dans I'étape précédente. Dans le chapitre précédent

nous avons relevé la méme remarque.

1.3 EXEMPLE D'APPLICATION

Soit un tableau de données binaires comportant des données manquantes codées "?",
croisant 10 individus et 10 variables (tableau 2). Nous supposons toujours que les
données manquantes sont de type DMH.

T[2[3J4[5]6[7[8]9[10
al0]O0[0JO| T (1[I |1[0]0
b 710|710 (T [T[T[7[7]0
cJO0JO0 Ol 7T [T 7[1]0[?
O I I O N A
e [ 7| 27| 1| 7[00 7[00 7| 7[7]
BN NARA AL B!
g [T [T T[1[O0 1[0 T[]
h [T [ 7] 0[O0l T[T [1[0][1
I O O O O
JIT [T T[I[ T[]0 ]0]1][?

Tableau 2 : tableau de données.

Nous appliquons la méthode EMDM (I'algorithme EM avec Données Manquantes) en
demandant deux composants du mélange. Les résultats figurent dans le tableau 3.

k=1 k=2 |

[P« 0.5 0.5
ay 1 . 1.00

ay 2 0.00 | 1.00 |

ags | _0.00 | 1.00
ax 4 0.00 1.00

ay s 1.00_[_0.00
a6 1.00 | _0.50
a7 100 | _0.00 |
a8 .00 _|_0.00
a9 0.00 1.00

akx.10 0.23 1.00

Tableau 3 : estimations des parametres des 2 composants.
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La convergence est atteinte en 31 itérations et 1a valeur du critere est -16.2017.

Nous notons que pour les autres variantes du modele associ€ aux données binaires les
démonstrations sont identiques et se déduisent de celles développées dans le chapitre
précédent.

Remarques :

Dans le chapitre Il1, nous avons montré qu'en présence de données manquantes, lq
valeur ',‘;-1) (pour une variable X et dans un composant k) dépendait de a,(:; , de m;c

S,

et de £ on £ = (g}- 1) /(1- 2e). Le choix de " est défini dans la proposition 2 de
ce méme chapitre.

Dans l'algorithme EM, lors de l'étape de maximisation nous pouvons montrer que

pour la variante la plus simple, la valeur a(,:;-l ) sera définie comme dans la

proposition 2 du I, il suffit en effet de poser :
E={ SsPx) - PR} 3 P 2em)
ieAj ieBj ieCj
ol ' _
Aji={iel;xXl=0}, Bj={iel;x =1}etCj={iel;x n'est pas observée}.

Les valeurs 1 et 0 apparaissent comme pondérées par les probabilités s,(:) (xi).

Rappelons que dans le premier chapitre, nous avons développé en absence de
données manquantes, l'algorithme EM pour les trois variantes du modéle de

mélanges de Bernoulli. Nous avons ainsi noté que la valeur a(,:,‘;-l ) calculée a

l'itéfdtion (t+1), apparaissait comme la médiane binaire de l'ensemble suivant :
{ (x:- , sg)(x,-)), i € I}. Nous pouvons retrouver ce résultat a partir de l'expression de

&. En effet, dans ce cas le terme du dénominateur n‘apparaitra pas et € désignera le
signe de la différence des valeurs 0 et des valeurs 1 pondérées.

2. EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous disposons d'un tableau de données binaires simulées croisant 100 individus et
10 variables. Nous appliquons la méthode EMDM en demandant trois composants du
mélange 2 partir du tableau initial qui a subi différents taux de destruction (T). Les
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résultats sont présentés dans les tableaux 4 2 11. Ces résultats correspondent aux
estimations des parameétres du modéle.

[ T=0% | k=1] k=2 | k=3 T=12%]| k=1 | k=2 | k=23
Pi 0.330 | 0.340 | 0.330 " 0.331 | 0.340 [ 0.329

ay.1 0.939 [ 1.000 [ 0.061 ak.1 0.936 | 1.000 | 0.062
ax.2 0.970 | 0.971 | 0.000 oK 2 0.967 | 0.964 | 0.000

ag 3 1.000 | 0.060 | 0.091 oy 3 1.000 | 0.062 | o0.111
Q.4 0.880 | 0.059 | 0.091 0.4 0.890 | 0.067 | o0.111

oL 5 0.121 [ 0.147 | 1.000 oL 5 0.143 | 0.175 1.000

oK 6 0.121 | 0.000 | 0.939 o6 0.142 | 0.000 | 0.928

oK 7 0.030 | 0.910 | 1.000 ay.7 0.032 | 0.962 | 1.000
ax.8 0.090 | 0.912 | 1.000 oK. 8 0.105 | 0.929 | 1.000
k.9 0.939 | 0.089 | 0.031 aK.9 0.924 | 0.102 | 0.032
TRT) 0.939 [ 0.912 [ 0.031 oK. 10 0.963 | 0.903 [ 0.036
Tableau 4 : 0% de destruction Tableau 5 : 12% de destruction
T=20% [ k=1 k=2 [ k=3 T= k=T k=2 [ k=3
,gk 0.338 0.333 0.329 Bk 0.338 0.332 0.330

ag 1 0934 | 1.000 | 0.072 ag 1 0927 | 1.000 | 0.040
a2 0.965 | 0.956 | 0.000 ay | 0963 | 0958 | 0.000

0k .3 1.000 0.046 0.111 k.3 1.000 0.048 0.111
Ok.4 0.879 | 0.075 | 0.083 o 4 0.868 | 0.078 | 0.087
k.5 0.127 0.160 1.000 ax. 5 0.132 0.165 1.000
QK. 6 0.145 0.000 0.923 k.6 0.145 0.000 0.913
a7 0.035 | 0.898 | 1.000 o 7 0.037 | 0.894 | 1.000

‘ ok 8 0.052 0.925 1.000 oK 8 0.054 0.923 1.000
) 0928 | 0.133 [ 0.034 ax 9 0917 | 0.138 | 0.039
k.10 0.960 0.892 0.038 k.10 0.957 0.888 0.040
Tableau 6 : 20% de destruction Tableau 7 : 32% de destruction
T=0% [ k=1 [ k=2 [k=3] [T=30%]k=1]k=2]k=3
0.326 0.347 0.327 k 0.341 0.325 0.335

Qg 1 0941 | 1.000 | 0.033 oy [ 0920 | 1.000 [ 0.092
k.2 0.953 1.000 0.000 k.2 0.950 1.000 0.000
Ok.3 1.000 0.058 0.152 ok.3 1.000 0.091 0.159
ax4 | 0.790 | 0.090 | 0.100 ag4 | 0.888 | 0.068 | 0.165

ay s 0.177 | 0221 | 1.000 oK s 0.129 | 0.206 | 1.000
k.6 0.103 0.070 0.935 ak.6 0.107 0.079 0.932
a7 0.004 | 0.867 | 1.000 ax.7 0.001 | 0.889 | 1.000
ak.8 0.000 0.909 1.000 ok.8 0.000 0.882 1.000
k.9 0.948 | 0.090 | 0.053 k.9 0.906 | 0.071 | 0.061

0k 10 0.960 1.000 | 0.000 ok 10 1.000 | 1.000 | 0.000
Tableau 8 : 40% de destruction Tableau 9 : 50% de destruction
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=5 k= k=2 ] k=3 =6d% | k=1 | k=2 ] k=3
gk 0.335 0.327 0.338 0.311 0.346 0.344
ag.1 0910 | 1.000 | 0.001 ok 1 0.883 | 1.000 | 0.001
0k 2 0.942 1.000 0.000 ok.2 0.923 1.000 0.000
ax .3 1.000 | 0.103 | 0.139 oy 3 1.000 | 0.000 | 0.168
ak.4 0.871 0.071 0.204 k.4 0.746 0.103 0.103
ag s 0.142 | 0.225 | 1.000 oy 5 0.123 | 0.264 | 1.000
oK 6 0.140 | 0.072 | 0.903 0k 6 0.327 | 0.000 | 0.878
ok 7 0.000 | 0.899 | 1.000 ok 7 0.000 | 1.000 1.000
ok 8 0.000 | 0.852 | 1.000 0.8 0.000 | 0.615 | 1.000
) 0.893 | 0.081 | 0.065 ) 1.000 | 0.120 | 0.082
k.10 1.000 1.000 0.000 Ok 10 1.000 1.000 0.000
Tableau 10 : 56% de destruction Tableau 11 : 64% de destruction

Nous constatons que les estimations des parametres du modele sont assez similaires
méme lorsque le pourcentage des données manquantes est important.

3. LIENS AVEC L'APPROCHE CLASSIFICATION

Dans l'approche "estimation”, le probléme de la recherche des classes n'est qu'un
sous-produit de l'estimation des parameétres du modele. Cependant, pour I'approche
classification auquelle nous nous intéressons dans ce paragraphe, les estimés de ces
paramétres sont un sous-produit de la décomposition en classes de 1'échantillon.
Ainsi, a partir des parametres estimés par I'algorithme EMDM, nous nous proposons
de chercher une partition en K classes. Pour cela, nous nous servons des liens existant
entre le modele associé aux données binaires dans le cas le plus général (les parametres
du modéle dépendent 2 1a fois des classes et des variables) et le modele des classes
latentes (voir chapitre I).

Nous disposons par le méthode EMDM de I'estimation des (oax: k=1, ..., K). Ces
derniers nous permettent de composer des noyaux binaires (a; ; k = 1, ..., K). L'étape
de représentation est ainsi définie. Il nous reste a caractériser I'étape d'affectation.
Pour cela, nous proposons d'utiliser la mesure de dissimilarité vue dans le chapitre II.
Celle-ci s'écrit entre un vecteur Xx; qui peut étre incomplet et un vecteur complet ay
comme suit :

d(x;, ax) = de, (xi, ax) - Ag

ou encore .
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1-g
d(x;, ) = ¥ Log El xi-a)| + ¥ Log(1-€})

j€ 04 jel

Cette mesure utilise uniquement les composantes observées simultanément. Le choix
de cette mesure n'est pas au hasard. En effet, comme le processus est tel que les
données manquantes de chaque variable sont reconstituées par les parametres oy j
correspondants, cela revient dans notre approche a reconstituer ces données par les
noyaux binaires af‘ correspondants. Ainsi, I'influence des données non observées est

nulle lors de I'étape d'affectation. Nous avons noté également dans le chapitre II que la
méthode MNDM utilisant cette mesure a donné de bons résultats.

Ainsi, avec les différents taux de destruction réalisés, nous récupérons les estimations
des parameétres du modele par la méthode EMDM et nous utilisons la mesure
d'adéquation citée ci-dessus pour caractériser I'étape d'affectation. Nous notons :

EMDM+ = EMDM + étape d'affectation.

Les résultats présentés dans le tableau 12 correspondent a I'évolution du pourcentage
d'objets mal classés.

% de destruction % de mal classés objets mal classés
0 0 [4]
8 0 7]
12 0 %
16 1 {77
20 3 13, 7_7'];78
24 3 13, T_js
28 3 18, 77, 78
32 4 18, 38, 77,78
36 4 18, 38, 77, 18
40 3 12, 11,78
44 % 72, 11, 18
48 72,71, 18
50 5 (25, 63, 72, 71, 1
52 7 |
56 6 (ii 33 ’75 ’7’7 ’73 gii
64 12 {3, 18, 23, 38, 43, 63, 11, 73,
78, 79, 82, 95}

Tableau 12 : pourcentages d'objets mal classés et énumération de ces objets.
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Les résultats sont trés satisfaisants. Une comparaison avec la méthode MNDM3,
lorsque o =1/2, est illustrée par la figure 1. '

37 EMDM+

% d'objets mal classés

{
|

VA 4 A A A AAAAAAA

0 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 50 52 56 64

Taux de destruction (%)

Figure 1 : comparaison des méthodes EMDM+ et MNDM3 lorsque a:=1/2.
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CHAPITRE V

METHODE MNDQAN ET DONNEES
MANQUANTES

INTRODUCTION

Dans le deuxi¢éme chapitre, nous avons vu que I'écriture du critére métrique est telle
que le paramétre o semble substituer les données manquantes. Ce parametre o, qui

peut étre un réel ou un vecteur dépendant de chaque variable, est supposé connu.
Ainsi, nous avons développé plusieurs variantes de la méthode des nuées dynamiques
MNDM. Dans ce chapitre, en exploitant cette contatation, nous montrons comment
utiliser la méthode des nuées dynamiques sur données quantitatives MNDQAN afin de
trouver la meilleure partition.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons la méthode de classification MNDM sous
sa variante la plus simple (¢ parametre fixe et o un réel). Dans le second paragraphe,
nous montrons sous quelles conditions la méthode MNDQAN peut étre appliquée et
nous établissons les relations existant entre les méthodes MNDQAN et MNDM. Dans
le troisiéme paragraphe, nous présentons une étude comparative des deux criteres
associés 2 ces deux méthodes et appliquons celles-ci sur des données binaires dans le
dernier paragraphe.

1. METHODE MNDM

1.1 RAPPELS ET NOTATIONS

Dans les paragraphes faisant 'objet de ce chapitre, nous utilisons les mémes notations
que précédemment.

Q étant un ensemble de n individus {x;, ..., X5} mesurés par p variables binaires
{x1, ..., xP}, nous cherchons une partition P = (Py, ..., Px) de Q en K classes
"homogenes" sachant que certaines variables n'ont pas €té relevées sur certains objets.

92



Méthode MNDQAN et données manquantes

1.2 METHODE

Lorsque les variables suivent une distribution de Bernoulli de parametre identique et
lorsque les données manquantes suivent une distribution de paramétre a, nous avons
montré qu'en remplagant le critere de vraisemblance classifiante par son espérance, le
probléme de la recherche d'une partition P = (P, ..., Px), ot K est supposé connu, et
ol chaque classe Py est assimilable & un sous échantillon qui suit une loi f(./ay),
revient & minimiser le critére de classification W(P, L) :

K .. .
WP, L)=3 X( X Ix-al + T |a-all)

k=1liePy jeO; jeM;

La mesure de dissimilarité apparait comme une distance L; et les composantes non
observées des vecteurs incomplets semblent étre complétées par le paramétre o. Le

crittre W(P, L) peut également s'écrire :

K . .
WP, L=3 (X Ixl-al),

k=1iePy jeJ

avec xf € {0, 1} si x{est observée et x: = o sinon.

Le critere étant ainsi exprimé, nous ne pouvons que constater la possibilité de
transformer le tableau initial, ol les données binaires cotoient des valeurs non
observées, en un tableau dont les valeurs possibles appartiennent a {0, 1, a}. Alors,
les données manquantes sont toutes reconstituées par la valeur o.

2. LIENS ENTRE LES METHODES MNDM ET MNDQAN

2.1 METHODE MNDQAN

L'échantillon étant connu, nous pouvons nous demander, quelle est la probabilité
qu'une donnée du tableau soit égale 2 1 ? Pour une variable xJ la réponse est donnée
dans le schéma suivant sachant que a est connu :

Prixd=1)=1 sixl =1
Pr(x=1)=0 six=0
et Pr()é =])=osi xgest non observée.
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Ainsi, nous pouvons donner une interprétation "probabiliste” des données du tableau
initial malgré la présence de données manquantes. Notons que, dans le cas otl toutes
les données sont observées, aucune modification n'intervient sur ces données initiales.

Exemple :

Soit un tableau de données représentant 4 individus {a, b, ¢, d} décrits par 4
variables binaires (1, 2, 3, 4}. Le tableau initial, od "?" représente la valeur non
observée, est présenté dans le tableau 1 et son interprétation probabiliste est présentée
dans le tableau 2.

1712 4 1234
all1]J]O0]?]0 ajl1]O0fja]O
b|[O]1]1]? b|]OJ1]1]a
c|1 71 c|1]a]l1]O
djojJoJ1]? d|]0]JO]1]a

Tableau 1 : tableau initial. Tableau 2 : interprétation probabiliste.

Ainsi, nous avons transformé notre tableau de données binaires en présence de
données manquantes en un tableau de probabilités. Ce tableau peut étre considéré

comme un tableau de données quantitatives puisque ses valeurs appartiennent 2
{0, 1, a}.

Soit P une partition en K classes de 'ensemble des individus. Le critere associ€ 2 la
méthode MNDQAN lorsque les matrices variance des composants sont connues et
identiques, s'exprime par :

K
WgP,Lg= 3 3 d(x; g)
k=1 je Py

ou d. représente la distance euclidienne,
et Lg = (g1, ..., &) I'ensemble des centres de gravités.

11 s'agit du critere de la version la plus simple et la plus utilisée des Nuées Dynamiques
(algorithmes des "centres mobiles" ou de "réallocation-recentrage”).

Le centre de gravité gy d'une classe Py est défini par :
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En respectant les notations déja utilisées, nous pouvons écrire :

' g +aml
Vi=l,p g=
. n,
Ce critere peut s'écrire également :
K
Wg@P,Lg) = Z Y 3 (xlg)
k=1jePy jeJ
K
=3 3 (= g+ s (xg{y)
k= lnePk j€ 04 _]E
-3z (3 odgye 3 (a-g{)Z)
k=1jePy jeO; je Mj

La méthode des nuées dynamiques repose essentiellement sur le choix de la nature du
noyau. Si nous imposons aux noyaux d'appartenir a {0, 1}’ nous aurons

K
WePlg = X 3 (z Id-gl+ 3 (a g)?)

j€ 05 jeM
Nous allons chercher les liens existant entre les critéres W(P, L) et Wg(P, Lg) lorsque

les noyaux sont des éléments de {0, 1}P.

2.2 LIENS

Proposition 1 :

Lorsque les noyaux des classes appartiennent & {0, 1}P nous avons :

W(P, L) = Wg(P, Lg) + constante,

et les deux criteéres sont alors dits équivalents.

Preuve :
K
we,L) =3 ):( > Ixd-dl + § la-all)
k=1iePy jeO; je M;
K . . . .
=3 3 ( X Ix-dl+ 3 [a(l-a)+ (1 -o)a] }
k=1jePy jeOj jeM;j
K . . .
=3 T ({2 Ix-dl+ 3 [A-20+a]}
k=1jePy jeO; jEeMj
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K . . .
=3 ¥ { XIx-dl+ T [ ((1-0)2-02)+a?+(x-02)]}
k=1iePy jeO; jeMj
K R . . .
=3 (3 Ixl-dl+ ¥ [(-0)%) +02(1- &) + (@ - a2)] }
k=1iePy jeO; jEM;
K . . .
=3 ¥ (XIx-dl+ T @-4)2)+ I [(@-od)]
k=1iePy jeO; j€M; je Mj
=WgP,Lg)+ I [(a-a2)]
ieM;

Les méthodes MNDM dans le cas le plus simple et MNDQAN sont équivalentes. En
effet, sous la contrainte que les noyaux sont de méme nature, les deux fonctions
d'affectation et de représentation sont identiques.

3. ETUDE COMPARATIVE DES DEUX CRITERES

Dans ce paragraphe nous comparons les critéres Wg(P, Lg) ol les noyaui gx sont
les centres de gravité des classes et le crittre W(P, L) ou les noyaux ay
appartiennent a {0,1}P.

Proposition 2 :

Pour k = 1, ..., K, lorsque ai € {0, 1}P et gr€ RP nous avons :

K
W(P,L) = Wg(P, Lg) + 3 nkd’(ay, gi) + constante
k=1

Preuve :
K .. .
WP,L) =3 3( 3 Ixl-al+ 3 la-all)
k=1iePy jeOj j€M;
K . .
=Y X( X Ixlal+ 3 (c-a)?) +A
k=1iePy jeOj je Mj
ol

K . .
A= 3 I X (la-afl- (o-g)?)
k=1ie Py jeMj
Comme ay € {0, 1)}P le terme A peut s'écrire :
K

A= ¥ ¥ Y a(l-a)=ma(l-o)
k=1iePx jeM;
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ol m est le nombre total des données manquantes.

Le critere W(P, L) peut s'écrire également :

K ..
WP, L= ¥ ¥ I (x-a)2+ma(l-a)
k=1jePy jeJ

ol xf appartient a {0, 1} siest xf observée et égal A o sinon.

La relation dHyguens dans RP muni de la distance euclidienne permet d'écrire.

> depa)= T a3, g + mday, g
ie Py ie Py

ou encore : . ' . .
T X (d-ad)2=3 3T -g)?+mdiay g0

xe Py jeJ xe Pk jeJ

nous en déduisons :

K
W(P,L)=Wg(P,Lg) + ¥ nkd>(ap, g0 + mo.(1- o)
k=1

Cette relation montre la différence entre le probléme d'optimisation de W(P, L) et celui
de I'optimisation de Wg(P, Lg).

Remarques :

K
1 Lorsque a=1/2 W(P,L) = Wg(P, Lg) + ¥, nkdi(ak, 8 + ‘17 m.
k=1

2 Lorsque o est un vecteur dépendant de chaque variable nous avons :
K . . -
W(P,L) = Wg(P, Lg) + kEInkdi(ak, g+ X ma(l - o)
= jeJ

Exemple :

Pour illustrer cette demiére proposition, nous proposons une application de ces deux
méthodes A partir d'un tableau de données binaires (avec données manquantes)
croisant 10 individus identifiés par les lettres a 2 j, et 10 variables identifiées par les
nombres 1 A 10 ( tableau 3).
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1 3[4 6178910
al0JO0JO[O [T [T[T[1]0]0
b 710?70 T [I[1[7[710
c[0JO0 O[T I [T[T[1[0]?
0 I I I I I N el I
e [ 717117107077
AN RN AN AL BN
e [T [T [ T[T [0l 1[ 7|07 ][]
h [T 7(O0J0[ T[T 101
i [ 7[00 7|1 [1[I1[7[0]0
I I [T{I[ 7[00 17

Tableau 3 : tableau de données.

Nous appliquons les deux méthodes MNDM et MNDQAN sur ce tableau en
demandant 3 classes. Les tableaux réordonnés résultant sont respectivement présentés
dans les tableaux 4 et 5.

T121314[5]6 89}) 112314316 89})
aJOlOJOJOIT[I[1]1I[0]0] [aJOo[OJO[O(I{T{T[Tl0]0
bl2lo]?Tol1T1l1T2]2To] [wl2lol2lol1i{1f1[2[2(0
clofofol 211l 2T1Tol?2] [clolofol2li]1l2[1]0]
i[?2fofJol 21112100l [mli[2lofof1[2[1[1[0o]1
h[1] O[T 7[1]1 ij210jol2[1{1[1]2]0f0
dj1]1]2]1]J0Jojor1211172t1 [dII[1]?]1]0]0JOf211]17]
e[2l2TiT2Tol 2ol 2121 2) lefl2l 21|20 2[of2[2]?
flefifafu[2f2f2fol1l1]| [FJLlilil1il 7] 22101111
g [ T[T TITIo 7o 7|1]| [glT{T|T[T{OfT]7[0]7[]
LTIy ool QITIi(iIr{riojo[1[?

Tableau 4 : tableau réordonné par MNDM. Tableau 5 : tableau réordonné par MNDQAN.

Les noyaux correspondant a ces deux partitions sont respectivement présentés dans les
tableaux 6 et 7. |

1 [2 [ 3JAd[S5[6[7TT8T9 [10]
a; | 0 0[O0 [ O[T [T [T[T 0[]0
a | T 1T [O0 [0 [T [ T[T T[0T
ST I O O O

Tableau 6 : tableau des noyaux binaires (MNDM).

(1T [ 2 [ I [4dT 561 T7T[8T9T110]
04370111 0.11 [ 0.23]1.00 | 0.91] 0.91] 0.83 | 0.11| 0.31
0.79]0.79]0.79 | 0.79]0.00 | 0.29] 0.00] 0.57 | 0.79 | 0.57
1.00]1.00]71.00 [ 1.00] 0.38 ] 0.71] 0.38] 0.00 | 0.86 | 0.86

plefe

Tableau 7 : tableau des noyaux non binaires (MNDQAN).
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Remarque :

Cette méthode représente un inconvénient. En effet, la présentation du critére
Wg(P, Lg) explique clairement le fait, constaté expérimentalement, que cette
méthode ait tendance a donner des classes sphériques de méme volume. Friedman,
Rubin (1967) et Govaert (1975) ont proposé un algorithme de type Nuées
Dynamiques capable de reconnaitre des classes ayant le méme type de dispersion
mais possédant des directions d'allongement inconnues. Celeux (1988) a montré
que le critére utilisé par ces auteurs correspond a I'hypothése d'une population issue
d'un mélange de lois gaussiennes dont les matrices variance des composants sont
identiques mais inconnues.

4. APPLICATIONS

Nous appliquons la méthode MNDQAN dans le cas le plus simple avec les trois
options qui dépendent du parameétre a. Celui-ci est représenté, par la fréquence des 1
dans le tableau dans la premiére colonne, par un vecteur dont les composantes
dépendent des variables dans la deuxiéme colonne et par la valeur 1/2 dans la
troisitme. Nous verrons ainsi I'évolution des pourcentages d'objets mal classés dans
les différents cas suivant le taux de destruction T ( en %). Le tableau 8 illustre
I'évolution des objets mal classés sur les données simulées.

12
16
20

28
32__
36

48
S50

56

[ b
vhooxllslqﬂlhwwwnrwr-ﬂdooh

=] o] of \of ool N o N W N I~ Dy O] S R
AN NN~ il w o] =] —l SOl OO R.

Tableau 8 : pourcentages d'objets mal classés.



Méthode MNDQAN et données manquantes

En comparant avec les résultats obtenus dans le deuxiéme chapitre, nous remarquons
que la méthode MNDQAN donne de meilleurs résultats que la méthode MNDM. Dans
les figures 1, 2 et 3 nous présentons respectivement I'évolution du pourcentage des
objets mal classés suivant les deux méthodes MNDM et MNDQAN lorsque o est un

réel, a est un vecteur puis o =1/2.

% objets mal classés

444 -
" 4'"'4"d 4 4 ddAddddd/

0 8121620 24 28 32 36 40 44 48 50 52 56 &4
Taux de destruction (%)

- Figure 1 : comparaison de MNDM et MNDQAN (. réel).

% d'objets mal classés

Il
A'A'/AAAAAAAAA/
0 8 1216 20 24 28 32 36 40 44 48 50 52 56 64
Taux de destruction (%)

Figure 2 : comparaison de MNDM et MNDQAN (at vecteur).
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a)-
50 - B MNDM
40-

% objets mal classés

|f\§§%

/|¢l
A4 d A A 4 44444 d/
0 8 1216202428323640444850525664

Taux de destruction (%)

Figure 3 : comparaison de MNDM et MNDQAN (o =1/2).

Lorsque a = 1/2, nous constatons que les pourcentages d'objets mal classés sont
sensiblement égaux. Nous avons appliqué les deux méthodes MNDQAN et MNDM
sur le fichier de données méro aprés avoir généré des données manquantes avec des
taux de destruction atteignant 64%, nous avons remarqué que lorsque o # 1/2 la
méthode MNDQAN donne toujours de meilleurs résultats. En effet, A partir de 50% de
données manquantes seul 1'individu 25 quitte sa classe.

ﬂ‘f‘L\
: "’(;;‘

o
;\\A~ o
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CHAPITRE VI

EXTENSION DES METHODES MNDM,
MNDMIN ET EMDM

INTRODUCTION

Nous avons proposé précédemment des modeles associés aux données binaires avec
données manquantes. Dans le premier chapitre, les données non observées de chaque
variable suivaient une distribution de Bernoulli dont le paramétre est identique pour
toutes les variables. Nous avons généralisé ce modele en prenant des paramétres qui
dépendaient des variables. Ces parametres étaient supposés connus €t nous avons
proposé dans ce cas la méthode de classification MNDM. Dans le deuxiéme chapitre,
les paramétres associés aux données manquantes dépendaient du modele et nous avons
proposé la méthode de classification MNDMIN. Dans le troisiéme chapitre, nous
nous sommes intéressés davantage au probléme de I'estimation des parameétres du
modele, et nous avons proposé la méthode EMDM qui est une extension de
l'algorithme EM. En suivant la méme démarche, nous proposons dans ce chapitre une
extension de chacune de ces méthodes lorsque les données sont qualitatives
nominales.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons bri¢vement le modele des classes latentes
lorsque les données sont qualitatives. Dans le deuxiéme paragraphe, nous proposons
un modele dans le cas oi les données qualitatives comportent des données manquantes
qui dépendent de paramétres connus et indépendants du modele. Dans le troisi¢éme
paragraphe, nous traitons le cas ol ces paramétres sont inconnus et dépendent du
modele.

1. APPROCHE CLASSIFICATION ET MODELE DES CLASSES
LATENTES

Dans ce paragraphe, nous supposons que toutes les valeurs du tableau de données
dont nous disposons sont observées.
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1.1 NOTATIONS

Soit Z(I, Q) le tableau de modalités croisant un ensemble I = {1, 2, ..., n} de n
individus et un ensemble Q = (1, 2, ..., p} de p variables qualitatives nominales.
Nous notons :

Z1, Q=[]
ou z? représente la modalité de la variable q choisie par l'individu z;.

A chaque variable q correspond 1'ensemble de modalités Jq = {1, 2, ..., mq}. Nous
définissons alors I'ensemble E comme le produit J1xJ2x...xJp.

Notre objectif est de chercher une partition P = (Py, ..., Pg) de Z(, Q) en K classes
"homogenes".

1.2 MODELE DES CLASSES LATENTES

Pour obtenir une partition en K classes d'une population de n individus décrits par des
variables qualitatives, une méthode classique consiste A raisonner a partir du tableau de
données mis sous forme disjonctive compléte et 2 chercher des individus qui, croisés
avec les variables, maximisent le critere %2 de contingence. Cela revient a rechercher la
partition d'inertie interclasse maximum pour la métrique du %2. Cette méthode peut
s'interpréter comme une méthode d'identification du modele des classes latentes
(Celeux 1988).

Les parametres de ce modele sont les fréquences relatlvcs (pk, =1, K) des K
modalités de la variable cachée ou latente et les probabilités ( , ol q(j) correspond

2 la modalité j de la variable q. q(j) est I'indice de J = {1, ..., m} ol mest le nombre
total de modalités ) que x 9021 sachant que l'individu présente la modalité k de la

variable latente.
Nous avons biensir 3 x a0 - 1 pourtout j=1,..,petpourtoutk=1,..,K

Jelq
Ce modele revient A supposer (Everitt 1981) que les n vecteurs binaires & m

coordonnées décrivant les individus sont un échantillon du mélange de densités :

fxp= 3 Pif(xi, aK) avec f(xi, a0 = [T 1T @29) <"
k=1 qeQ jeJq
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ol ay = (az(j) ; q(j) est l'indice de J correspondant A la modalité j de q) avec Y, az(j)=l )
' i€lq

f(x;, ay) est la densité d'une loi multinomiale multivariée de paramétre a .

2. MODELES ASSOCIES AUX DONNEES QUALITATIVES AVEC
DONNEES MANQUANTES

2.1 NOTATIONS

Nous gardons les mémes notations que précédemment mais cette fois-ci notre tableau
Z(1, Q) comporte des données manquantes.

O; est I'ensemble des indices q pour lesquels les valeurs du vecteur z; sont observées.
M; est I'ensemble des indices q pour lesquels les valeurs du vecteur z; sont
manquantes.

Nous avons pour tout z; appartenanta Q: O, UM, = Q

Notons : d : nombre total des données manquantes.

Soit X(I, J)a,m) le tableau de codage disjonctif "complet" (Jambu 1978)(nous
effectuons le codage sur les valeurs observées seulement) du tableau de

x39 = 1 si I'individu posséde la modalité j
V je Jq

x;‘(j) = 0 sinon

ou q(j) est I'indice de J correspondant a la modalité j de q. q(j) est défini par :

91 .
q()= Y myg+j
k=1

Exemple :

Soit le tableau représentant 5 individus (1, 2, 3, 4, §} décrits par deux variables
qualitatives v; & 3 modalités {m: .m;.m; } et v2 3 3 modalités {mf.m%.mg }. Le

tableau 1 représente le tableau initial et le tableau 2 représente le tableau de codage.
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1
v my | mp
1 T [ 2| 1 1 0
2 1] 3 211 0
3 3| 7 | 31010
4 211 410 1
51712 517 [
Tableau 1 : tableau initial. Tableau 2 : tableau de codage.

Soit x; un élément de X(I, J). 11 est convenable d'écrire x; = (xi°. "?) ou
X

d

X; représente les valeurs non observées.

représente les valeurs observées.

2.2 HYPOTHESES SUR LES DONNEES MANQUANTES

Dans les cas des données manquantes, le calcul de la vraisemblance est trés difficile. Il
yab= ]I (mq)d‘l (ot dq correspond au nombre de valeurs non observées par la
€Q

variable q) fagons de reconstituer les données manquantes, il en découle alors tout un
ensemble de tableaux de données possibles Xg, noté H.

H={Xe/0€{l,..Db}

Nous supposons que les données manquantes sont de type DMH (Données
Manquantes au Hasard) et indépendantes. Chaque valeur non observée du tableau X
ne pouvant appartenir qu'a {0, 1} avec la contrainte que la somme sur l'ensemble des
modalités soit égale A 1, nous supposons que les données manquantes de chaque
variable q suivent une distribution multinomiale de paramétre ad0) qui est supposé

connu 2 priori.

Nous avons alors : f(x?(j) =1)= ad® V je Jq (ge M;)
Nous notons : o =(ad®; je Jq; qeQ)

Le critere de vraisemblance classifiante W(p, a) peut étre considéré comme une

variable aléatoire de H dans R et son espérance existe. Comme précédemment, nous
proposons alors de remplacer W(P, a) par son espérance E[ W(P, X, a, o)l.
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2.3 EXPRESSION DU CRITERE

La proposition suivante donne I'expression du critére dans notre cas.

proposition 1:

K . . ) .
EWPXa0]=3 {3 % Loga® + 3 3 o Log(al”)]
i=l jePy qe€0; jelq qeM; jelq

preuve :

K
E[WP,X,a,a)] =E[ X Log II f(xi;apl
k=1 - jePg

K
=E[ ¥ Y (Log f(x;;ay)]

k=1 jePg
K
=Y Y E[Logf (xj; ay)l
k=1 jePyg
K
=¥ 3 E[Log(f G, x{;a))]
k=1 jePg
K
=3 3 E[Log(fG5a)f(a)))
k=1 jePg
K
=3 X(Logfodsad+ ElLogf ¢ al)

ie Pk

Explicitons le terme E[Log f ( xf ; a)]

Ellogf(<;a)] =ElLog I [ f§?; 8}

qeM; jelq
= I 3 E[Logf(x?;al®
qeMj jeJq

Explicitons maintenant le terme : E[Log f(q““) ; aﬂ“’)]

E(Log f0<X?; )] = fx39 = 1)Log <39 = 1; a3®) + £(X = O)Log f(x}¥ =0 ; o]%)

o0 Log(al®) car f(x1?=0; afP) =1
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Nous en déduisons la forme générale de E[Log f(x‘ii ;a)]

ElLog f(x{;agl= ¥ 3 oi®Log@al?
qeM; jelq

Explicitons le terme Log f (xlo; ag).

R ()
Nous avons : Logf(x);a) =Log[IT TI (ag(’)) %1
qe0; jelq

=3 3 xPLog&”
qe0; jelq

Nous en déduisons l'expression du critere :

K . . ) .
EWEPXam]=3 3 {2 T xPLog@® + ¥ I at®Logai®} (2.3.1)
i=1 jePy qeOjjelq qeM; jelq

Remarque :
Dans le cas on toutes les valeurs sont observées, nous avons alors :

> 3 o) Log(af?) = 0 et E[W(P, X, a, @)] = W(P,a)
q€M; jelq

K . .
on Wp.a)= 3 3 3 3 2% Loga®®) (Celeux 1988).
=l jePyqeQ jelq

2.4 RECHERCHE DES NOYAUX

Nous allons chercher & calculer les (a; ; k = 1, ..., K) qui maximisent (2.3.1).

proposition 2 :

Les composantes de g, élément de R™ qui maximisent E[W(P, X, a, a)] sont définies
par : pour tout k = 1, Ketql)=1,..,mq

xz(j) + qu aq(i)

) _
ay’ = —
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Preuve :

K . : . .
3 {2 Tx¥Logal® + T 3 0%Log” )
i=] jePy qeO; jelq 9eM; jelq

K j i " o
3 (2 2 xPLogel® + 3 3 dior0Logel?)
i=1 qe0; jelq qeM; jelq

E[WP, X, a, a)]

x;:(l) = 3 xqi(J)
dﬁ = nombre de données manquantes pour q dans la classe k

A partition fixé, la recherche des ay maximisant E[W(P, X, a, o)] se rameéne, du fait
que les p lois multinomiales sont mutuellement indépendantes, a la recherche des
paramétres : al = @3V, .., qlfmq)) qui maximisent chacun des termes L ol :

L= ¥ x?(j) Log(ag(i)) + ¥ dial® Log(az(i)) sous contrainte Zakq(j)=1
jelq j€lq j€lq

Ce terme peut s'écrire également d'une mani¢re plus simple :

L= 3 (xﬂ(j) +d} o0 Log(a;(j)) sous contrainte Y, az(i)=1
j€lq jelq

Le lagrangien de ce probleme s'écrit alors :

Lag=Lj -A( 24°-1)

j€lq

x2(i) + d4 a1
olag _ Y
aakCI(l) a;:(J)

x3@ 4 49 oW
La k k
—5.) =Qalors A = aa(i) pour tout j appartenant 2 J,.

q@

> P
“P

De Y ag(i) =let} aﬁG) =1 Ontire A=ng oungestl'effectif de la classe k.
jelq j€lq
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Et par suite, nous en déduisons que :

q() q .90)
X, o+ dka

a() _

Remarques :

q(j)
x
, ; k .
1 Dans le cas on toutes les valeurs sont observées az(’) = autrement dit ag est le

centre de gravité de Py,

2 Les valeurs non observées du tableau de codage disjonctif complet semblent étre
reconstituées par les parametres de la distribution associée aux données manquantes.

2.5 METHODE MNDM

La méthode que nous allons proposer n'est autre qu'une version de MNDM dans le
cas le plus général appliqué sur un tableau de codage (lorsque @ est un vecteur et les

parametres du modele dépendent des variables et des classes).
Etape de représentation : (recherche des noyaux)

Nous associons a chaque classe Py le vecteur ay défini par :
xg(j)‘ + d‘}‘ a1

aqu)= o~ pour tout j appartenant 2 Jq.

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Nous associons chaque individu x; a 1a classe Py dont le noyau est le plus proche. Les

classes sont alors définies comme suit :
Vk=1,..,K

Pe=(xi/ 2 I x¥Loga®) + ¥ 3 a®¥Log(ad)2
q€0; jelq qeM; jelq

> I P10l + ¥ 3 oWLoga®®) Vmek)
qe0; jelq qeM; jelq
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3. LORSQUE LES DONNEES MANQUANTES SUIVENT LE MODELE

Dans ce paragraphe nous rejoignons le chapitre III dans lequel les données
manquantes suivent le modele. Ainsi les parametres o sont inconnus et dépendent des

classes et des modalités. Plus formellement nous avons en respectant les notations

précédentes :
Vke {1,..K} Vjelg az(i) - az(j)

Nous avons constaté que le probléme de la maximisation de l'espérance de la
vraisemblance classifiante était difficile & accomplir. Ainsi, nous avons proposé la
méthode MNDMIN qui, a partir d'une valeur initiale de a, organise une procédure
cyclique jusqu'a la convergence. L'extension de cette méthode au cas qualitatif est trés
simple. En effet, en considérant le modele des classes latentes, chaque modalité joue le
role d'une variable binaire et l'estimation des paramétres a dans chaque classe est
identique. Elle correspond pour chaque variable au centre de gravité calculé sur les
données observées et les données manquantes reconstituées par une estimation de o
calculée dans I'étape précédente. Nous nous passerons des démonstrations qui sont
exactement celles réalisées dans le chapitre II. Dans le paragraphe suivant, nous
décrivons rapidement les étapes qui caractérisent la méthode MNDMIN.

3.1 METHODE MNDMIN

Elle est initialisée par une partition initiale P(0) et par les centres de gravité

{ (afg)l, v (0)) k =1, ..., K} calculés sur les valeurs observées. L'étape de

maximisation est décrite a l'itération (t+1).

Etape d'estimation :
En respectant les notations du troisiéme chapitre, I'espérance de la vraisemblance
classifiante conditionnelle s'écrit :

E[W(P, X, a)/ PO, a®W] =
S 3{ 3 T OLgy+ I 3l Logby))

k=1 jePy qeO; jelq qeM; jelq

Nous allons décrire maintenant les étapes d'affectation et de représentation
caractérisant I'étape de maximisation. Cette description se fera a l'itération (t+1).
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Etape de maximisation :
Recherche des noyaux

Nous associons 2 chaque classe P le vecteur ol*D défini par :

i) (3}
(t+1) xg(’ + i
+ 3
Oy q) = T pour tout j appartenant 2 Jg.

Recherche des classes

Nous associons chaque individu x; 2 la classe Pl(‘”l) dont le noyau est le plus proche.

Les classes sont alors définies comme suit :

Vk=l,.,K

) .
F=(x/ 2 T PLogofy) + T T afgloseiiy) 2
: -qe0; jelq - ’ ‘ qeM; jelq

T 2 Loge®® + 3 SofPLog@l?) Vmek)
qui jelq . qeMjjelq

4. METHODE EMDM

Les deux méthodes décrites précédemment consistent en la recherche des classes.
- Lorsque nous nous intéressons uniquement 2 I'estimation des parametres du modele
(les px et les oy ; k = 1, K), la méthode EMDM s'étend facilement au cas des données
qualitatives et la dcscriptioh y est identique (voir chapitre IV). Nous rappelons que la
recherche des classes, n'est qu'un sous produit de ce probleéme.

5. REMARQUES

Nous avons vu que l'extension de ces méthodes est trés simple. Et comme
précédemment tout se passe comme si les données manquantes dans le tableau de
codage sont reconstituées par le paramtre @, supposé connu dans la méthode MNDM
et par le paramétre o, calculé dans I'étape précédente dans les deux méthodes
MNDMIN et EMDM.
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Lorsque le paramétre o est supposé connu, nous avons vu dans le chapitre V,
comment transformer les données du tableau initial en données définissant la
probabilité d'avoir 1. Ainsi, nous avons appliqué la méthode MNDQAN (méthode
des nuées dynamiques sur données quantitatives) qui a donné de bons résultats. Nous
pouvons procéder de la méme maniére dans le cas des données qualitatives nominales,
en considérant le tableau de codage comme un tableau binaire comportant des valeurs

non observées. De cette fagon, les données manquantes pour une modalité j de la
variable q sont remplacées par o@ et, A partir de ce tableau, nous pouvons appliquer

la méthode MNDQAN.
Dans ce chapitre nous n'avons pas proposé une extension de la méthode MNDMRE
pour la simple raison que nous ne disposons pas d'un critere numérique défini par une

mesure adaptative et par conséquent d'un modele probabiliste. Le chapitre VII est
consacré a ce probléeme.
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CHAPITRE VII
EXTENSION DE LA METHODE MNDMRE

INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons constaté que dans la méthode MNDMIN le
processus est tel que les données manquantes sont reconstituées a chaque itération.
Dans le deuxiéme chapitre, les liens existant entre le modele des classes latentes et le
modele associé aux données binaires dans le cas le plus général, nous ont permis
d'élaborer la méthode de classification avec reconstitution des données manquantes
(MNDMRE). Le critere utilisé est défini par une mesure de dissimilarité variable et
dépendant de chaque classe. Cette mesure définit un critére métrique obtenu a partir du
modele de Bernoulli dans le cas le plus général. Dans ce chapitre notre démarche est
réciproque, elle consiste a trouver une mesure variable et dépendant de chaque classe
qui définit un critére métrique associé A un critére probabiliste. A partir de cette mesure
nous proposons une extension de la méthode MNDMRE.

Pour ceci, nous nous basons exclusivement sur les travaux de Govaret (1989) qui
montre sous quelles conditions un critére métrique est associé un critére probabiliste
dans le cas continu. Ces travaux sont rappelés et étendus dans le cas discret dans le
premier paragraphe. Dans le deuxiéme paragraphe, nous proposons un modele associé
aux données qualitatives. Dans le troisitme paragraphe, nous décrivons I'extension de
la méthode MNDMRE.

1. CRITERES METRIQUES ET PROBABILITES DANS LE CAS
DISCRET

Tout d'abord nous définissons les notions de critéres métriques et probabilistes et
établissons les liens qui existent entre les deux types de critéres. Nous ne donnons ici
que les principaux résultats. Nous utilisons le tableau de modalités Z(I, Q).
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1.1 CRITERE METRIQUE

Les algorithmes de type nuées dynamiques que nous avons élaboré ont été destinés a
minimiser le critére de la forme :

K .
Y2 X Dz a)
k=1 jePk

Ce critére qui dépend de la mesure de dissimilarité D et 'ensemble des noyaux L, est
appelé€ critere métrique. La mesure D étant définie de 2xL dans R et nous notons ce
crittre CM(Q, L, D).

1.2 CRITERES METRIQUES EQUIVALENTS

Définition 1 :

Deux critéres métriques sont dits équivalents si et seulement s'ils sont définis sur les
mémes ensembles (2 et L et s'il existe une bijection ¢ sur R strictement croissante

vérifiant .
CM(2,L,D1)= ¢o CM(, L, D7)

o Dj et D3 sont les mesures de dissimilarité associées aux deux critéres.

A partir de cette définition nous pouvons déduire immédiatement la proposition
suivante :

Proposition 1 :

Vae R*etB € R, les crittres CM(S2,L, D) et CM(L2, L, aD + B) sont
équivalents.

1.3 CRITERE PROBABILISTE

11 s'agit alors de maximiser le critére de vraisemblance classifiante :
K
W(P, a) = ¥ Log L(Py, ay)
k=1

ol a est le p-uplet (ay, ..., ag) et L(Py, ay) est la vraisemblance du sous-échantillon P,
suivant la loi f(., ay). Ce critére qui dépend de la famille F des distributions de
probabilités définies sur € est appelé critére probabiliste et noté CP(S2, L).
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A partir de ces deux définitions nous pouvons en déduire une relation évidente entre
ces deux critéres.

1.4 CRITERE METRIQUE ASSOCIE A UN CRITERE PROBABILISTE
proposition 2 :
. CP(Q,F)=-CM(©,L,D)
on L est l'ensemble de définition des paramétres de la famille F et D est définie par :
Vzie Q Vae L D(z,a)=-Logf(zi, a)

Le critere métrique ainsi défini A partir d'un critére probabiliste est appelé critere
métrique associé.

1.5 CRITERES PROBABILISTES ET METRIQUES EQUIVALENTS

Définition 2 :
Deux critéres probabilistes sont équivalents si leurs critéres métriques associés sont
équivalents.

Un critére probabiliste CP; et un critére métrique CM sont équivalents si le critére
métrique CM; associé a CP; est équivalent au critére métrique CM3.

Ces propriétés ont été utilisées dans les chapitres précédents. Dans la proposition
suivante nous établissons la condition nécessaire et suffisante pour qu'un critére
métrique soit associ€ a un critére probabiliste.

1.6 CONDITION POUR QU'UN CRITERE METRIQUE SOIT ASSOCIE A UN
CRITERE PROBABILISTE

Proposition 3 :
Un critére métrique CM(£2, L, D) est associé a un critére probabiliste si et seulement si

VaelL y e D - |

zie Q2
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Preuve :

En effet nous avons : D(z;, a) = - Log f(z;, a) et f(z;, a) = exp(-D(z;, a)). Comme nous
avons Y f(z;, a) =1 alors :
zje Q

Te PEV_q #

zje Q

Dans ce qui suit, I'ensemble Q est supposé étre le produit cartésien d'ensembles
Qj, ..., Qp et la distance D peut se "décomposer " en une somme de p termes
correspondant aux p ensembles €.

D(z,a)= X Dq(z], a9
*Q

proposition 4 :
S'il existe un réel positif r tel que pour tout j = 1, ..., p ; les quantités :

s rDalz;, o%)
z:{eﬂq
soient indépendantes de ad alors il existe un critére probabiliste équivalent au critére
métrique défini par la fonction D. De plus, ce critére probabiliste correspond a un

produit de distributions sur les $2; définies par :

Sq=

q
fidh, @) = Ly D )
q
Enfin si sq = 1, alors le critére métrique est associé au critére probabiliste.
Preuve :
En effet, le critére métrique associé a la famille proposée est défini par la fonction D' :
D'(Zi, a) =- LOg f(Zi, a)
= - Log{ 1 f(z],a9))

eQ
=- 3 Log f(z], a9
Q
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-3 Log 1 r -DQ(Z?. aq)
qeQ

=1 ¥ Dqo(z,a9) + T Log (sq)
qeQ ¢eQ
=rD(z,a)+ 3 Log(sq)
€Q

La proposition 1 permet d'affirmer que les critéres métriques associés a D et D' sont
équivalents.

q
Lorsque sq= 1 nous avons f(z}, a%) =r -Da(z;, 29) o, f(z], a9) = exp (-Da(z], a9)Log(r)).

Cela entraine que Log(r)Dq(z}, a9) = -Log [f(z], a%)] et comme r >1 alors le critére

métrique défini A partir de Dq(z], a9) est associé 2 un critére probabiliste.

2. MODELE ASSOCIE AUX DONNEES QUALITATIVES

2.1 METHODE MNDDIJ

Cette méthode de classification proposée par Marchetti (1989), respecte le principe
d'’homogénéité, les noyaux sont des modalités. La distance utilisée D, est égale au
nombre de composantes différentes entre deux individus considérés. Son expression
sur €2 est 1a suivante :

V(x,y) e Q2 D(x,y) = Y 8%4x4q, y9)
qeQ
ol 8%xq, ya) = { L sixazys

Nous définissons 1'espace Y réduit aux seuls vecteurs binaires de modalités. Les
éléments de Y résultent du codage des vecteurs de modalités de l'espace Q. En

munissant l'espace Y de la distance en valeurs absolues d, nous constatons un lien
entre d et D. En effet, en considérant deux individus z, et z; de 'espace €2, de codage

respectifs x; et Xz nous avons :
d(xli X2) = 2D(Zl, z2)

Dans ce qui suit, nous utilisons la distance D qui nécessite pas le codage du tableau de
modalités. Nous savons d'aprés ce qui précéde que les critéres métriques associ€s aux
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distances d et D sont équivalents et par conséquent leurs critéres probabilistes sont
équivalents.

Rappelons que notre but est de proposer une mesure de dissimilarité dont les
coefficients de pondérations dépendent des classes et des variables.

2.2 MESURE VARIABLE ET DEPENDANT DE CHAQUE CLASSE

Nous supposons que la métrique dépend de chaque classe.
D(z;, ak) = z xzsq(z?’ az) + Bk
q€Q

Pour que ce critére soit associ€é & un critére probabiliste, nous devons avoir la
condition de la proposition 3 c'est-d-dire ¥ e” 2@ ¥ = 1,

z;e Q
1 = 2 e- D(Zi, Bk)
zie Q
=exp(-B T exp(- T Ajd%zla)))
zje Q qeQ

exp(-B) X IT exp(-Ald%z,a)))

zje Q qeQ

exp(-P) T X exp(-A}8%z a)))

exp(-B) IT {1+ (mg-1)exp(-A})}
€Q

Nous en déduisons que By = ¥ Log{1+ (mq-1)exp (-A})).
q€Q

La proposition 4 permet d'affirmer que le critére métrique défini a partir de D est
associé au critére probabiliste correspondant & un mélange ol pour chaque composant,
les variables sont indépendantes.

Nous pouvons écrire que :

D@z,a)= T A}d%zla})+ T Log(l+(mg-1)exp(-Af))
q€Q qeQ
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mq - 1
exp (A}) + mq - 1
pas fixes et dépendent de chaque classe) la distance D s'écrit :

Soit €] appartenant 2 ]0, 1/2[. En posant €] = , (les €] ne sont

1-ef
D(z, &) = X Log( —- (mg- D) 8%z, ap) - T Log(l - &)
€Q & aeQ
= dEK(zh ak) - Az
1-e}
od de (zi, a) = X Log{ — (mg- 1)} 8%z}, a}) et Al= T Log(l -€}).
®Q & ®Q

Remarques :

I1- Dans le cas binaire, my = 2 et nous retrouvons la mesure de dissimilarité dans le
1-&
k

cas le plus général : D(z;, ar) = Y, Log( —— ) /z? -aq,‘/ - Y Log(l- 81).
qeQ 3: q€Q

2- Si nous notons z; et ay deux individus de l'espace £2, de codage respectifs x; et

Ag dans l'espace Y nous avons :

D(z;, ax) = 2d(x;, A) + (1 - 2mg) Log(1 - €1)

Nous pouvons affirmer que les deux critéres métriques sont équivalents.

Nous pouvons montrer que le modeéle correspond, pour chaque variable, 2 une
distribution oi: les probabilités des my modalités de la variable q sont les valeurs :
& &
9
[l'eks mq -1 mq -1 }

prises dans un ordre quelconque. La modalité prenant la probabilité 1- 82 étant celle qui

est prise par le noyau aﬁ. En effet, & partir de la proposition 4 nous avons :

p(z], a}) = exp (-8%z], a) ).
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&

mq-l'

Et si z}'= a] alors p(z}, aj) = 1 - €], sinon p(z], ap) =

3. EXTENSION DE LA METHODE MNDMRE

Nous nous proposons ici d'élaborer un algorithme de classification et de
reconstitution. Nous avons vu dans le chapitre précédent que tout se passe comme si
les données manquantes étaient reconstituées a chaque étape par les parametres de
localisation correspondants calculés dans 1'étape précédente. L'algorithme que nous
allons décrire est une extension de la méthode MNDMRE dans le cas qualitatif. Le
critére 3 maximiser s'écrit dans ce cas :

1-¢l
K k
WP, a,e)=3 XT{- X Log(—;~(mq -3l + 3 Log(l€]))  (3.1)
k=1ijeP, qeOj & qeQ

_ Etape de représentation : (recherche des af et €])

Quelles que soient les valeurs 5‘11:’ les aﬁ sont nécessairement les valeurs majoritaires de

chaque classe pour chaque variable. Par ailleurs, les (t—:‘l'(, ke{l, ..., K},qeQ)
ek

maximisant (3.1) sont les valeurs - ol c‘]“ = ie}_‘i’k 8q(z‘i1, a‘]“) exprime le nombre de

fois ol la valeur majoritaire n'a pas été prise dans la classe k.

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Lors de cette étape le terme Ay n'est pas constant. Nous affectons z; 3 1a classe Py qui
minimise d;x(zi, ay) - Ay. )

Etape de reconstitution : (reconstitution des données manquantes)

Le but de cette étape est de reconstituer les données manquantes de chaque variable par
les modalités que présente cette variable en maximisant le critere. Il est clair qu'une
donnée non observée pour une variable q, de l'individu z; et se trouvant dans la classe
k sera reconstituée par aj. En effet, le critére W(P, a, £) peut s'écrire :

121



Extension de la méthode MNDMRE

WP, a, €)=
1-€} 1€}
2 >{- = LOg(—(mq 1)8%z,a}) - ZLOg(—(mq -1)8%z],
k=1 jeP, qeO; ek qe M; Ek

+ X Log(1-€p)}
e€Q

et les données manquantes qui maximisent W(P, a, €) sont celles qui annulent :

1- eq
Y, Log( z‘(mq -1)) 8%z} , ap).

qe M;

Ainsi la décroissance du critére augmente. Cette convergence se démontre de la fagon
suivante :

Notons DM l'ensemble des données manquantes. A l'itération (t) nous avons :
W(Pt, Lt, DM < W(P, Lt, DM*1).

et par suite, a l'itération (t+1) nous avons :
W(P+1, L1, DMY) < W(P, Lt, DMY)

d'ou la convergence de l'algorithme.

Remarque :

Pour retrouver la méthode MNDMRE 7dans le cas binaire, il suffit de poser mg = 2.
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CHAPITRE VI
EXTENSION DE LA METHODE MNDDIK

INTRODUCTION

Dans le cas ol toutes les valeurs du tableau des modalités sont observées, Marchetti
(1989) a proposé une méthode de classification sur les profils des individus en
utilisant la métrique du Khi2 et en respectant le principe d'homogénéité c'est-a-dire
que les noyaux ont la méme structure que les individus. Par ailleurs, Ralambondrainy
(1988) a développé la méthode MNDQAL dans laquelle les noyaux des classes sont
des centres de gravité.

Dans ce chapitre, 4 partir de la distance du Khi2 légérement modifiée, nous proposons
un critére métrique associ€ A un critére probabiliste. Nous étendons ces résultats au cas
ol certaines valeurs du tableau de données ne sont pas relevées.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons la Méthode des Nuées Dynamiques sur
un tableau DIsjonctif complet utilisant 1a métrique du Khi2 (MNDDIK). En nous
basant sur les propositions du chapitre précédent, nous montrons que le critére
métrique de cette méthode n'est pas associ€ a un critére probabiliste et nous proposons
alors une modification sur la métrique permettant 'association de ces deux criteres.

Dans le chapitre VI, le codage des modalités s'est effectué uniquement sur les données
observées. Dans le deuxiéme paragraphe, les données manquantes sont codées par un
vecteur dont toutes les composantes sont égales & 0. Le tableau résultant est dit
disjonctif "incomplet" et la distance du Khi2 n'a alors plus aucun sens. Ainsi, nous
proposons d'utiliser une distance du Khi2 avec "marge imposée" (Escofier 1981) et
nous obtenons alors une variante de la méthode MNDDIK o 1'une des marges du
tableau de données est remplacée par une marge imposée. Appliquée au probleme
posé, cette variante permet une analyse qui posséde la plupart des propriétés de la
classification des tableaux disjonctifs complets. En modifiant 1égérement cette
distance, nous montrons que le critére métrique correspondant est associé a un critére
probabiliste.
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1. METHODE MNDDIK

Dans ce qui suit, sauf indication nous gardons les mémes notations.

1.1 RAPPELS ET NOTATIONS
A partir du tableau disjonctif complet X(I, J) nous définissons les valeurs suivantes :

i

Xj
fi.=2fij=nizxg=% ):fj-——}:x{—— f= EZf
jel P s iel i€l jeJ
ol nJ=Z)€

Nous définissons un ensemble de profils. Un individu i est représenté dans cet

f..
ensemble par son profil ligne {f—_11 ,j €J}. Le nuage des individus N(I) est l'ensemble
1.
des profils lignes affectés des poids p; =f; .
1.2 DISTANCE DU KHI2
La méthode de classification MNDDIK utilise la distance du Khi2 entre deux profils

associés a deux individusi eti'.

DX, i) = £ — (—L —*)2
X JeI

Cette distance apparait comme une dxstance L1, en effet nous pouvons écrire :
2 ... n 1,5 _j
D,2G,i) = = % =Ix-x|
X p jeJ n
Dans ce qui suit nous notons D cette distance.

1.3 PROBLEME ET METHODE

1l s'agit de déterminer une partition de I'ensemble I des individus en K classes, K
étant fixé a priori. Dans cette méthode nous respectons le principe d'homogénéité en
imposant aux noyaux d'avoir la méme structure que les individus. De cette fagon, une
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variable est caractérisée, dans une classe, par une modalité. Chaque classe est résumée
par un vecteur de modalités. Notons B I'espace des vecteurs binaires de modalités.

Le probléme 2 résoudre est le suivant :

trouver une partition P = (Py, P, ..., Px) et un ensemble Lg=(a, ay, ..., ax) de K
noyaux appartenant d B tels que le critére :

K
W(P: La)= 2 Z p‘D(l! ak)

=1 iGPk

Soit minimum.

11 nous reste A construire les fonctions d'affectation et de représentation caractérisant
l'algorithme MNDDIK.

Etape d'affectation :

Nous affectons chaque individu i 2 1a classe Py dont il est le plus proche au sens de
cette distance.

Etape de représentation :

La solution est de choisir pour composante égale 2 1, celle correspondant 2 la modalité
s de la variable q (notée q(s)) et minimisant la quantité :

n, - 2nq,§s)
@
n = Card(Py)
n®= 3 0¥ nombre d'individus dans la classe k présentant la modalité .
ie Py
i) = ¥ n?(’) nombre d'individus présentant la modalité s.
iel
1.4 CRITERE PROBABILISTE

Dans ce paragraphe, I'ensemble Q est supposé étre le produit cartésien fini Q,, ..., Qp
et la distance que nous notons dorénavant D, peut se "décomposer” en une somme de
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p termes correspondant aux p ensembles Q. Chaque ensemble q est formé des mg
uplets ol mg est le nombre de modalités de la variable qualitative nominale q.

Exemple :

Soit q une variable nominale a 3 modalités dans {1, 2, 3}.

!
w

Qq={(1,0,0); (0, 1,0); (0,0, 1)} ; mg
La distance du Khi2 peut s'écrire :

D@, ax) =3 odIxd-xll avec o=
jel i pr’

ou encore ‘
Dh,a= 3 T oP1x¥0- 00
qeQjelq

ot q(j) est l'indice de J correspondant 4 la modalité j.

nous pouvons écrire aussi :

DG, ad = I D ad) ob Dfah = T ot@1xP- a0
9€Q j€lq

posons sq= 3, exp (-Dg(x, ap))
x‘ileﬂq

sq dépend de aﬁ et les conditions de la proposition 2 dans IV ne sont pas vérifiées. Le

critére métrique correspondant 2 cette métrique n'est donc pas équivalent 2 un critére
probabiliste.

En utilisant la proposition ci-dessous nous pouvons proposer une nouvelle métrique
voisine de la précédente qui elle sera associée 2 un critére probabiliste.

proposition 1 :

Etant donné D de SXL dans R, le critére métrique CM(S2, L, D’) on D’ vérifie
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D'i,a)= 3 {D(x%a%) + Log( I exp(-Dy(x,al)) )}
q€Q xzef)q

est associé au critére probabiliste défini par la distribution p(i, ax) = exp(-D'(i, ay))
Preuve :

Le terme ajouté 2 la distance D, qui n'intervient que lorsque nous affectons un point &
une classe, joue un role de normalisation des différentes distributions définies a partir
des K noyaux. Ce terme aura un effet correcteur et de cette fagon la proposition 1 dans
chapitre VII est vérifié. En effet, nous aurons pour tout i D'(i, ay) = -Log p(i, aw). #

Nous pouvons proposer ainsi une nouvelle distance voisine de la précédente qui elle
par contre, sera associée a un critére probabiliste.

VieQ,Vakel

DG, a) = 3 {Dex%, ad) +Log T exp(-Do(xf, ad) }
q€Q X?Eﬂq
D'(,a) = Y Dgxd a))+
qeQ
oifl= Y Log 3 exp(-Dqlx},a})
9€Q x?eﬂq

Le critére métrique défini 2 partir de cette nouvelle distance D' est associé ;u critére
probabiliste défini par la distribution p(i, a) = exp(-D'(i, a)) .

pGi, a) = exp(DG, a) { [T exp(Daccd e } !
€Q x‘ilegq

Exemple :

Prenons le cas d'une variable 2 3 modalités. Si nous notons B I'expression suivante :

B= I exp(Dqixf,ap),
x(ilenq
les distributions de probabilités qui correspondent aux trois vecteurs de modalités
possibles de aﬂ sont les suivantes. Par commodité d'écriture nous notons les vecteurs

de modalités par leur modalité correspondante.
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=1
p(1,)=1/B p2,=e @+ ) g 3. 1yme “00+a™) g
avec B =1l+e '(aq(l)"' aq(z)) +e -(aq(1)+ a(I(3))
=2
2
p(1,2)=e “@ P+ p(2.2)=1/B p(3.2)=¢ (@ P+ g
avec B =1+e -(aQ(l)+ aq(z)) +e _(aq(2)+ aq(3))
o =3
3
p(L e (@) g p23y=e @ P+ ) p(3,3)=1/p

avec B =1l+e -(aQ(z).', aq(3)) +e _(aq(1)+ aq(S))

Nous pouvons dire que le modele correspond pour chaque variable a une distribution
ot les probabilités des mq modalités de la variable q sont définies par :

p(x, ad) = exp(-Da(x}, ad))/ T exp(-Da(x], ap))
x?eﬂq

2. DONNEES MANQUANTES

2.1 PROBLEME DES NON REPONSES

Soit Z'(1, Q) le tableau de modalités avec données manquantes. X'(I, J)n, m) €st le
tableau de codage disjonctif "incomplet” du tableau de modalités Z'(I, Q)n, p)- Les
données manquantes associées 2 la variable q sont codées zéro sur I'ensemble des
modalités Jq de cette question.

Exemple :

Soit I un ensemble de 5 individus décrits par une variable nominale q 3 3 modalités
dans {m1, m2, m3}. Le tableau des modalités comportant des données manquantes est
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présenté dans le tableau 1. Le tableau de codage disjonctif "incomplet" associé est

présenté dans le tableau 2.
q mi | m2 | m3
1 1 1 11010
2 | 2 2 0 [1 0
3 31010 1
417 4 [0 [0]0
5 ? 51000
Tableau 1 : tableau initial. Tableau 2 : tableau de codage.

2.2 INCONVENIENT DE LA DISTANCE DU KHI2

Dans un tableau disjonctif incomplet, la distance du Khi2 n'a plus aucun sens car si
deux individus i et i' n'ont pas donné le méme nombre de réponses ( f; #f;) ; une

modalité j choisie simultanément par ces individus augmente leur distance car le terme

£ ) fiiy ) . - . .
( f ) n'est pas nul ; ce qui pose un réel problme d'interprétation. Cette métrique

i. i'.

est donc inadaptée i I'étude du tableau disjonctif incomplet. Cependant, nous pouvons
y remédier en remplagant la marge f; par la marge constante 1/n partout ol elle

intervient : profil et poids. Le profil ligne de l'individu devient {nf ,jeJ}.

2.3 DISTANCE DU KHI2 AVEC MARGE IMPOSEE

la distance du Khi2 avec marge imposée entre deux profils associés a deux individus

entre i et i' s'exprime de la fagon suivante :

2 ., 2
DG, i) = Y —(nf - nf; )
X ]EJf
x

1
avec fij =npr ol r est le nombre total des données manquantes.

Cette distance peut s'écrire alors :
2 v DpT xj xf 2

iy =
2(" ) =n JGZJ o (np-r nP-r)

ou

Diz(l, i') = mz |Xf Xf'

Jel
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La distance du Khi2 avec marge imposée entre deux profils, apparait alors comme une
distance L, pondérée. Dans ce qui suit, nous notons cette distance d.

2.4 PROBLEME ET METHODE

Si B est I'espace des vecteurs binaires de modalités, les profils des noyaux devront
étre de la forme % a ol a est un vecteur binaire de modalités de B.

Le probléme 2 résoudre est alors le suivant :
trouver une partition P = (P, P3, ..., Px) et un ensemble Lg=(ay, ay, ..., ax) de K
noyaux appartenant d B tels que le critére :

K
W(P,Ly)=3 3 p;d(i, ap soit minimum.
k=1 ieP,

L'expression du critére & minimiser est alors la suivante :

n K 1 ..
WEPL)= -3 3 % in-adl

BPT 01 iep, jeJ

11 nous reste A construire les fonctions d'affectation et de représentation caractérisant
cette variante de méthode MNDDIK que nous nommerons MNDKIDM.

Etape d'affectation :
Elle est définie 2 partir de la distance du Khi2 avec marge imposée.

Etape de représentation :
Comme dans le cas précédent La solution est de choisir pour composante égale 2 1,
celle correspondant 3 la modalité s de la variable q (notée q(s)) et minimisant la
quantité :
n, - 2nqk(s)
n9®)

ol ny = Card(Py)

n,‘:(’) = ¥ 0¥ nombre d'individus dans la classe k présentant la modalité s.

ie Pk

ni® = 3 n¥* nombre d'individus présentant la modalité s.

iel
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Dans l'expression du critére il apparait que seules les composantes différentes de celles
du noyau ont une contribution non nulle au critére. Nous notons que les données
manquantes ont toujours une contribution non nulle.

Exemple :

Soit un tableau de données croisant 10 individus {1, ..., 10} et 5 variables
qualitatives nominales {a, ..., €} (tableau 3). Sur ce tableau nous appliquons la
méthode MNDDIK en demandant 3 classes et la partition obtenue est présentée dans le
tableau 4.

al|b]ec d|] e a|lbl]cj]jd}]e
1|1 |1 ]2[2712 1 [ T[1 2 | 2
2 1 1] 2 1 | 2 2 1 1 2] 1} 2
3] 2 1 1 1 1 6 1] 2121212
4 | 31311 112 1 1 1
51 21313 1|2 71212)12}1 1
6 [ 1 212212 T[22 |
7121212 1 1 '3 1] 2
§ {1 2221 N 31 3 [ 1] 2|
T [ 3 [ 1 [ 312 9 | 1 [ 3 [ 1|32 ]
10| 3 | 3 | 3| 3 [ 2 10| 31 3 1 31 3] 2|
Tableau 3 : tableau initial. Tableau 4 : partition obtenue.

Nous détruisons au hasard 22% de données (tableau 5). Dans le tableau 6 nous
présentons la partition obtenue par la méthode MNDKIDM.

a b c d e a b c d e
T 111117121 2] T 1111|7212
2121 2] 212 212121212
3212121111 6 11212212
g | 331 2] 2 ) 1
s 2133 [1]? sl 213]3f1]?
6 | 1|2 "2 | 2 | 7 | 212|217
71 21212]1]°? 8§ | 1 21?211
sl 1 [2]2]21]1 4 1
91 7| 311132 9 | 71 31| 1131 2|
10| 3 | 31 27| 3 [ 2| 10| 3 [ 3 | 7 2 |
Tableau 5 : tableau initial. Tableau 6 : partition obtenue.

Nous constatons que seul I'individu S a quitté sa classe.
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Remarque :

Dans la méthode MNDKIDM, nous notons que les données manquantes jouent un

réle passif. Nous pouvons comparer cette méthode a la méthode MNDM lorsque
a = 1/2. En effet, la distance utilisée peut étre remplacée par une "pseudo-

distance” du Khi2. Cette "pseudo-distance” entre deux vecteurs exprime des écarts
pondérés calculés sur les composantes relevées simultanément. Lors de V'étape de
représentation, nous avons noté que les noyaux sont calculés uniquement sur les
données observées.

2.5 CRITERE PROBABILISTE

Dans ce cas chaque ensemble Qq est formé des mq+1 uplets. En effet, pour une
variable nominale 4 3 modalités qui présente des données manquantes I'ensemble Cq :

Qq={(1,0,0);(0,1,0); (0,0, 1) ; (0, 0, 0)}

Rappelons que la distance entre deux profils s'exprime de la fagon suivante :

dd, i') =E2—Ix: x|
- i jo_
= jeZJ o | x - x| avec O pa—

Nous sommes exactement dans la situation ol toutes les données sont observées. En
effet, seul 'ensemble q change. Le critére métrique correspondant a cette métrique

n'est donc pas équivalent 2 un critére probabiliste. En utilisant la proposition 1, nous
pouvons proposer comme précédemment une métrique voisine de la précédente dont le
crittre métrique correspondant sera associé a un critére probabiliste.

diag= T dyxfap+§  avec Lf= 3 Log 3 explda(x], )
€Q q€Q xti]e Qq

Exemple :

Prenons le cas d'une variable 3 3 modalités présentant au moins une donnée
manquante. Si nous notons P I'expression suivante :

B= 3 exp(-da(xsap),
x‘ilenq
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Extension de la méthode MNDDIK

les distributions de probabilités qui correspondent aux trois vecteurs de modalités
possibles et au vecteur (0, 0, 0) qui définit qu'aucune modalité n'est observée, sont les
suivantes.

Par commodité d'écriture nous notons les vecteurs de modalités par leur modalité
correspondante et le vecteur (0, 0, 0) par "*".

g
pLD=1B pDy=e @ D pa 1= @40 p 1= d g

avec B =1+¢ (084 92 re (¥4 0‘q(3))+ . -3

=2
p(1.2=c @D b1 peA=e @D e 2=

avec B=1+e @O+ a1y | (034 01 01D

=3

p(1,3)=¢ -((z‘1(1)+a‘1(3))/B p (2’3)=c_(a<1(2)_,_a<l(3))/|3 bBI=1B p(*3)=e -d®

avec ﬁ - 1+ e _(aQ(1)+ a‘l(3)) e _(aq(2)+ a‘l(s))+ e _aQ(s)

Nous pouvons dire que le modele correspond pour chaque variable & une distribution
o les probabilités des mq modalités et la donnée manquante (qui pourra étre
considérée comme une modalité définissant la non présence d'aucune modalité de la
variable q) sont définies par : ’

p(cf, ad) = exp(-da(xf, ad)) /T exp(-da(x], a})
q
X ienq

Remarque :

Nous constatons que la probabilité associée a la donnée non observée est la plus
proche de celle associée a la modalité choisie. Nous pouvons penser d réaliser une
variante de cette méthode qui comporte une étape de reconstitution. Celle-ci
consistera a reconstituer les vecteurs binaires non observés par les vecteurs
binaires des noyaux correspondants.
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Dans ce travail, nous avons traité du probléme de l'estimation des parameétres du
modéle de mélanges finis en présence de données manquantes sous 1'approche
estimation et sous l'approche classification. Ainsi, pour estimer ces parameétres, nous
avons utilisé respectivement des algorithmes de type EM et des algorithmes de type
nuées dynamiques. Notons toutefois que la méthode MNDMIN développée dans le
chapitre III, bien qu'elle soit basée essentiellement sur le processus de l'algorithme
EM, peut étre considérée comme une méthode des nuées dynamiques. En effet, nous
reconnaissons les deux fonctions d'affectation et de représentation dans 1'étape de
maximisation. Ainsi, cette méthode ne s'attaque pas directement a l'estimation des
paramétres du mélange.

En faisant une hypotheése sur la distribution des données manquantes, nous avons
constaté que la méthode MNDM avec ses trois variantes et lorsque o = 1/2 donne des
résultats trés satisfaisants et que la convergence de l'algorithme est rapide. Il est en de
méme pour la méthode MNDKIDM dans le cas des données qualitatives nominales.
Nous avons aussi montré comment transformer un tableau de données binaires
comportant des données manquantes en un tableau complet de probabilités. Ainsi,
nous avons appliqué la méthode MNDQAN et avons constaté que les résultats sont
meilleurs que ceux obtenus par la méthode MNDM. Notons toutefois que cette
méthode doit étre utilisée avec prudence car elle a tendance a donner des classes de
méme volume.

Sous I'hypothése que les données manquantes suivent le modéle, nous avons
remarqué que les méthodes MNDMIN et EMDM donnent de bons résultats. Dans le
cadre de la reconstitution des données non observées, la méthode MNDMRE se
comporte de manitre satisfaisante tant que le pourcentage des données manquantes est
raisonnable.

Ces méthodes ont été appliquées sur des données simulées et réelles qui ont subi des
destructions de fagon aléatoire et progressive. Ainsi, nous avons pu juger leur qualité
en étudiant I'évolution des pourcentages d'objets mal classés. Nous avons constaté
que ces objets présentent souvent des données manquantes pour les variables les plus
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discriminantes mais montrent une faible proportion de données manquantes pour les

variables les moins significatives.

Nous avons également noté que toutes ces méthodes pouvaient s'étendre facilement au
cas des données qualitatives nominales. De plus, nous pouvons noter que les critéres
numériques des méthodes proposées sont associés a des critéres probabilistes
permettant ainsi d'apporter une interprétation de ces méthodes de classification.

Ainsi, ces nouvelles méthodes, bien que ne prétendant pas étre les méthodes absolues
dans le cadre des données binaires et qualitatives nominales en présence de données
manquantes, permettent cependant de classifier 'ensemble des individus de maniere
stable avec ou sans reconstitution des données non observées. Cette stabilité reste a
étudier rigoureusement comme le fit Benali en 1985 pour l'analyse factorielle des
correspondances multiples en présence de données manquantes.

Toutes les méthodes proposées dans notre travail présentent deux limitations. En effet,
le nombre de composants est supposé connu et la solution obtenue dépend de la
position initiale de 1'algorithme. L'algorithme que nous pourrons envisager d'utiliser
est I'algorithme SEM qui répond en grande partie & ces deux limitations. Cet
algorithme repose sur un principe de tirage aléatoire des données manquantes suivant
une loi conditionnelle aux observations. Pratiquement, il se comporte plus
efficacement que EM, et évite notamment les convergences vers des points "selle" ou
des "méplats” de la vraisemblance en raison de l'effet apporté par la perturbation
aléatoire.

Dans notre travail, nous avons supposé que les données manquantes étaient de type
DMH. 11 serait intéressant d'étudier le cas ol les données manquantes ne sont pas de
type DMH. Nous pourrons éventuellement étudier le cas des données censurées pour
lequel le mécanisme des données manquantes n'est pas ignoré. Enfin, en utilisant les
mélanges gaussiens, une extension aux données quantitatives serait nécessaire.
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Face 2 un probléme pratique de traitements de données, il arrive souvent qu'un certain
nombre desdites données se trouve manquer, et dont I'absence peut €tre imputable a diverses
raisons comme une erreur de saisie ou d'expérimentation ows un refus de réponses. Notre
travail a consisté 2 classifier un ensemble d'individus décritss par des variables binaires ou
qualitatives nominales sachant que certaines de ces variabl s n'ont pas été relevées. Les
modeles probabilistes étant notre principal outil pour étudier et proposer des solutions au
probleéme de la classification automatique en présence de s données manquantes, nous
commengons par rappeler comment la classification peut étre> vue comme une solution a un
probléme d'estimation de paramétres d'un modele de mélznges et comment associer a
l'algorithme EM (Estimation, Maximisation) un algorithme CEEM (Classification, Estimation,
Maximisation). En nous appuyant sur les modeles de Bernouwxlli et en faisant une hypothese
sur la distribution des données manquantes, nous retenons comme critére, I'espérance de la
vraisemblance classifiante. Ensuite, nous utilisons le processus de l'algorithme EM en
supposant que les données manquantes suivent le modele de Bernoulli choisi. De plus
l'extension de cet algorithme est étudiée dans ce travail. N«us proposons également une
autre approche qui consiste A transformer un tableau de donmées "incomplet” en un tableau
de probabilités "complei". Ainsi, nous pouvons utiliser la mméthode des nuées dynamiques
sur des données quantitatives. Nous nous sommes aussi int<ressés A la reconstitution des
données non observées. Toutes les méthodes proposées dans cette thése ont été
programmées et intégrées au logiciel d'analyse de données SICLA (Systeme Interactif de
%?ssification Automatique, INRIA) et ont été appliqu€es sur des données simulées et
réelles.

MOTS CLES

Classification, données binaires, données qualitatives norninales, données manquantes,
modele de mélanges, algorithme EM, algorithme CEM, méthede des nuées dynamiques.






