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INTRODUCTION

Le passage d'une analyse relativement simple en une analyse complexe par suite de

I'absence de quelques informations est un problème auquel de nombreux statisticiens

se consacrent activement depuis ces dernières années. tr est évident que la meilleure

manière de traiter les problèmes en présence d'information manquante est encqe de ne

pas avoir de données manquantes. Cependant, des circonstances malheureuses se

présentent parfois dans lesquelles I'information est manquante et son remplacement

s'avère diffrcile. Comme les accidents, I'absence d information ne peut être prévue

mais doit être gérée quand elle est présenæ. Cene absence peut ere imputable à

diverses raisons : ereurs de saisie, emeurs d'expérimentation, choix de l'échantillon,

impossibilités matérielles, refus de réponses, etc...

Devant ce problème, nous ne pouvons éviter de nous poser la question concernant les

causes de I'apparition des données manquantes : sont-elles dues à un hasard ou, au

contraire, à des raisons déærministes ? Liale et Rubin (1987) ont distingué deux tlpes

de données manquantes dont ils donnent les définitions suivantes :
-Données Manquantes au Hasard (DMH) lorsqu'elles peuvent être considérées pour

une même variable cornme un souséchantillon de l'échantillon initial.
-Données Manquantes Complètement au Hasard (DMCH) lorsqu'elles constituent un

sous-échantillon aléaoire des valeurs prises par l'échantillon initial

Exemple. Considérons une population décrite par deux variables, l'âge et le revenu.

Si la non connaissance d'un rcvenu n'est pas liée à sa valeur, I'occurence de son

absence est alors indépendante de sa valeur et la donnée rnanquante est de type DMH.

Si de plus, I'absence de I'information n'est pas liée à lâge de la pcrsonne interrogée,

la donnée nranquante cst alors de typc DMCH car I'occurence de son absence est

indépendante de toutes les valeurs que prend l'individu qui présente cette donnée

manquanrc.

Divers mécanismes peuvent êre à I'origine des données manquanæs. I-a connaissance

ou I'ignorance de ces mécanismes est un élément de choix dans I'analyse et

I'interprétation des résultats.
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Ces mécanismes peuvent être sous le contrôle du statisticien et, dans ce cas' peuvent

dépendre par exemple de la sélection de l'échantillon. Si l'échantillonnage est réalisé

par probabilité, alors le mécanisme est sous le contnôle du modèle et est dit "ignoré".

Les analyses de données sont alors dépendantes des pésomptions du mécanisme qui

se doit dêtne expliqué. D'autre part" les données censurées dépendent d'un événement

bien précis. Nous rencontrons par exemple ce tlpe de données dans les analyses

médicales, biologiques ou épidémiologiques. Même censurées, ces données sont

prises en compte dans I'analyse afin d éviter les résultats biaisés. Dans ce cas, le

mécanisme n'est pas sous le contrôle du statisticien mais est connu. De nombreux

ouvrages sont consacrés à I'analyse statistique à panir des données censurées æls que

celui de Kalbfleish et Prentice (1980).

Dans de nombreuses analyses, le mécanisme n'est malheureusement pas introduit

clairement. Ainsi, nous présumons que ce mécanisme est "ignoré". Il est cependant

possible d'inclure le mécanisme dans un modèle statistique en introduisant une

disnibution R de variables d'indicaæurs de réponse qui prennent la valeur I si I'item

est observé et 0 sinon. Notons que le processus de la création des données

manquantes ne peut généralement pas être ignoré. Ainsi, I'absence de réponse dans

une enquête sur les revenus est souvent volontaire car leur nrontant n'est pas ignoré.

Lexpérience montre que ces données peuyent apport€r beaucoup d'informations si

nous les considérons conrme des modalités de réponses au même tire que les autres

modalités (Lebart, Morineau et Tabard 1977, Van der Heijden et Escofier 1988).

Après classification des données qualitatives, Facy et læchevalier (1978) réalisent des

tests statistiques de manière à déterminer l'éventualité qu'une donnée manquante soit

considérée comûre une rnodalité absente ou oomlp ute nouvelle modalité.

Soit Y un échantillon de taille n d'une variable roélle à valeurs dans Rp et indexé par

des paramètres inconnus 0. Notons ry les paramètres inconnus qui indexent la

disribution d'indicaæun R. Iæ modèle complet (pour les domées et le mécanisme des

données manquantes) spécifie une distribution f(Y ; 0) et une distribution f(R; Y' V)

appelée disribution des données manquanæs où Y est connu. En powrt Y = (Yo, YJ

où Yo représente les valeurs observées et où Y,,, représente les valeurs rnanquantes,

Rubin (1976) définit les données uranquantes comme DMCH si f(R i Yo, Y-, V) =

f(R; V ), c'est-à-dire si I'absence de données ne dépend ni des valeurs observées ni

des valegrs manquantes de Y. De plus cet auteur définit une condition plus faible

concernant le mécanisme des données uunquantes et reconnaît ces données comrne

éunt de rype DMH si f(R i Yo, Y-, v ) = f(R ; Yo, y ), c'cst-àdire si I'absence de

données ne dépend pas des valeurs manquantes Yr de Y mais peut dépendre des

valeurs observées. Rubin montre également que, si les données rnanquantes sont de
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type DMH et si 0 et rf sont distincts, les inférences sur 0 peuvent être basécs sur

f(Y.; 0) qui ignorent le mécanisme des données rnanquantes. La nraisemblance est

alon obtenue comme suit:

f
f(Yo; 0) = 

J f(Yo, Y", ; 0) dY.

I-es performances des méttrodes raitant des données nunquantes dépendent fortement

des mécanismes qui régissent I'apparition de ces données. Iæs rnéthodes dites rapides

et fréquemment utilisées dans les logiciels sont seulement appropriées aux

présomptions fortes, c'est-à-dire lorsque les données sont de type DMCH (Little et

Rubin, 1987). Dans ce cas, Dixon (1983) estirne le vecteur moyenne et la matrice de

covariance et Little (1988) propose pour ce type de données ûranquantes, un test

statistique pour des données multivariables. En général, ces méthodes ne sont donc

pas appropriées lorsque les données ne sont pas de tpe DMCII mais sont de type

DMH. Au contraire, les méthodes basées sur la vraisemblance sont appropriées aux

présomptions plus faibles, c'€st-àdire lorsque les données manquantes sont de type

DMH. Cet avantage est d'une réelle importance dans de nombreux cas pratiques.

Plusieurs stratégies d'approche sont utilisées pour le traitement des données

ûranquantes. Le plus souvent, les individus sur lesquels certaines variables n'ont pas

été relevées, sont supprimés, risquant ainsi de réduire considérablement la taille de

l'échantillon et dintnodufue certains biais si les observations ne sont pas de type DMH.

Une autre méthode, fréquemment employée dans le cas quantitatif, consiste à

remplacer toute observation manquante par la valeur moyenne des observations

disponibles sur la variable concernée. Lià encore, l'échantillon sur lequel se pratique

l'analyse peut être biaisé.

Parmi les nombreux articles consasés à ce zujet, nous pouvons distinguer deux sortes

d'approche:

La première approche consiste à reconstituer les données manquantes sans se

préoccuper de I'usage qui en sera fait ultérieurement. Nous pouvons ainsi citer les

méthodes utilisant une formule de rcconstitution apès une analysc factorielle des

conespondances (Nora-Chouteau 1974) ou après une première analyse en

composantes principales (Dear t959, Gleason et Stealin 1975). Pour reconstituer une

valeur marquanæ sur un objet, Buck (1960) çt Frane (1970 utiliscnt, quant à eux, des

rÉgrassions de la variable manquante sur urrc orl plusieurs variables dispottibles.
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La deuxième approche consiste à estimer les paramètres, ou plus généralement les

coefficients du modèle utilisé, par une technique d'analyse de données ou par la

méthode du marcimrrm de rnaisemblance.

A partir des données incomplètes dont ils disposaient, Afifi-Elashoff (1966),

Anderson (1975), Dear (1959), Frane (1975) et Haitovsky (196E) ont estimé les

paramètres de la régression, Christofferson ( 1974) et Lacourly ( 197D ont estimé,

quant à eux, les composantes et les axes principaux de I'analyse en composantes

principales.

Dans le cadre de la méthode du maximum de vraisemblance, de nombreuses

techniques se sont développées pour estirner les paramètres des densités. Anderson

(1957) développe I'une d'elles lorsque l'échantillon est extrait d'une population

normale et lorsqu'une seule variable compcte des données manquanæs. Marini, Olsen

et Rubin (1980) donnent une illustration numérique du maximum de waisemblance

dans le cas particulier où les cases correspondant aux données observées de chaque

variable sont emboîtées. Citons également Beale et Little (1975) qui ont estimé les

paramères dune loi nonnale multidimensionnelle par la méthode du point fixe et qui

ont organisé un algorithme de reconstitution. Ces auteurs se sont basés essentiellement

sur le principe de I'Information Manquante (IM) développé par Orchard et Woodbury

(L972) et ont organisé une procédure cyclique jusqu'à la convergence à partir de

valeurs initiales du vecteur de myenne et de la matrice de covariarrce. Un algorithme,

construit en deux étapes, Estimation et Maximisation et dit de tyrye EM, accomplit la

rnême tâche.

I-e terme EM est introduit pour la première fois par Dempster, Laird et Rubin (1977)

bien que ce processus ait déjà été utilisé auparavant par McKendrick (1926\. Ce type

d'algorithme consiste à : (l) remplacer la valeur manquante par son estimation, (2)

estimer les paramètres, (3) réestimer les valeurs manquantes en connaissant les

nouveaux paramètres, (4) réestimer les paramètres jusqu'à la convergence. Uétude du

comportement théorique de cet algorithme est diffrcile. Les résultats les plus

signifrcatifs sont ceux de Wu (1983) pour I'aspect algorithme d'optimisalien, et ceux

de Redner et \il/alker (1984) pour l'aspect "modmum de rnaisemblance". Un premier

exemple intéressant d'application de cet algorithme est présenté par Grundy en 1952.

L'article fondamental de Blight (190) traite des familles exponentielles en général, et

reconnaît expliciæment I'interprétation à deux pas de chaque itération de EM. Efton et

Monis (1967) prcposent I'algorittrme EM pour les données uniquement censurées et

Turnbull (1974,1976) étend lapproche dEfton aux données arbitrairement censurées

ou tronquées. Pour ce typo dc données manquantes, nous pouvons également citer les

rravaux de (Hartley 1958,Invin 1959 et 1963). ApÈs estimation des paramètres des

modèles log-linéaires en pésence de données incorylètes par I'algcithme EM, Fuchs
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(1982) propose de rendre cet algorithme plus efficace en considérant des tests

d'ajusæment.

Cependant, I'algorithme EM ne sert pas uniquement lorsque les données de

l'échantillon sont incomplèæs. En effet, il est aussi utilisé dans le cadre de la

reconnaissance de mélanges à laquelle nous nous intéressons également dans ce

travail. Les problèmes de mélanges frnis peuvent être considérés comme des

problères dinfqrmtion marquante car le problère de I'apparænallee à un corrposant

est une information manquante. Nous pouvons citer les mvaux sur I'algorithme EM

simple ou auquel est ajouté une étape Stochastique (algorithme SEM) de Celeux et

Diebolt (19E5, 1986, 1988), et de Redner et Walker (1984). En utilisant le principe

IM, Orchard et Woodbury (1972) estiment également les paramèFes du modèle de

mélanges finis.

Comme nous nous intéressons plus particulièrement au problème de la classification

automatique en présence des données ûranquantes, nous soûrmes confrontés à deux

types de données manquantes qui sont dues d'une part à la structure du mélange

( appartenance aux classes ) et d'autre part aux valeurs non observées de l'échantillon.

La prise en compte des données manquantes en classification est peu envisagée.

Citons Fèvre (1980) qui a développé des méthodes de classification dans le cas

continu. Qrælques méthodes de classifrcation adaptées aux données manquantes sont

égalenænt proposées par Olc-Sakun (1975), Diday (1975) et Hartigan (1975). Dans le

logiciel SICLA (Système Interactif de Classification Automatique), il n'existe pas de

commandes perættant de classifier en présence de données manquanæs. Par contre,

Celeux (1988) proposc dans les cas quantitatifs et qualitatifs, plusieurs stratégies

d'attributions de valeurs aux données rnanquantes en tenant compte des différents

types de ces données. Puis, il étend ses résultats en utilisant I'algorithme SEM.

Pour aborder le problèæ de la classification, ffxrs nous basms essentiellement sur la

notion dc modèlc probabilistc qui est souvent situéc derrièrc une méthode de

classifrcation. Ccci permct d'interpréter ccrtaines méthodes cxistantes et d'en

développer d'auues Nous nous limitons dans cc travail aux cas dcs données binaires

et qualitativcs nomhabs.

Avant de citer brièverent lcs contenus dcs chapitres de notre travail, nous tenons à

donner ure vue générale sur la démarche enreprisc qui est basée essentiellemnt sur le

ptocessus de l'alguithme EM. Pour cela, nous ndons P unc partition & I'ensemble à

classifier, X I'cnse,mble dcs donnécs nunquantcs et 0 lcs paramèucs qui indexent la

6



Intrfution

vraisemblance V. La ma:rimisation de cetæ waisemtlance V(0) est remplacée par la

maximisation de la "rnoyenne" des vraisemblances classifiantes VC(O, P) pour tous

les p possibles. Rappelons qu'en classification, l'objectif est la maximisation de

VC(o, P). Sclon le même mod€ dc raisonnement quc précédemment, cette

maximisation peut être remplacée par la maximisation dc la "moyenne" des

vraisemblanccs classifiantes "reconstituantes" VCR(0, P, X) pour tous les X

possibles. Cette maximisation s'appuie sur la maximisation d'une espérance

conditionrplle.

Nous pouvons aborder cette démarche d'une manière légèrement différente en

cherchant à maximiser la waisemblarpc "reconstituante" VR(O, X) et en utilisant

également la maximisation de la waisemblance VCR($, P, X) pour tous les X

possibles. Ainsi, bien que I'objectif dc notre travail soit la classification automatique,

nou$ nous intéressons également au problème de la rcconstitution des données

manquantes. De cette façon, nous nous situons dans les deux gfandes approches

décrites précédemment. Dans le graphe ci-dessous, nous résumons les différentes

éapes envisagées dans cette démarche.

vcR@,Px)

Lc premier chapitrc comporte des rappels sur les deux approchcs estimation et

classification utilisées dans le cadre dc I'estimation dcs paramètres du mélange. Dans

lc deuxièmc chapitnc, nous élaborons une méthode dc classifrcation en utilisant les

uois varianæs du modèle associé aux données binaircs (Govaert 1989) et en faisant

des hypothèses sur lcs données manquantes. Dans le troisième chapitre, nous
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une méthode de classification avec reconstitution des valeurs non obs€rvéÆs. Dans le

quatrième chapitre, nous élargissons I'utilisation de I'algorithme EM à notre situation

dans le cadre de I'estimation des paramètres du modèle de mélanges puis nous

utilisons les estimations des pararnètres en vue de rechercher une partition. Dans le

cinquième chapitre, nous montrons comment adapter la méthode des nuées

dynamiques dans le cas quantitatif G/f{DaAN (Celeux et al. 1989) à nore problème.

Les tnois derniers chapitres sont consaÉTés aux données qualitatives. Dans le sixième et

le septième chapitres, nous faisons une extension des différenæs méthodes

dévelop@s dans le cas binaire et dans le dernier chapite nous proposons unc varianæ

de la méthode MNDDIK (Méthode des Nuées Dynamiques sur un tableau Dlsjonctif

complet et utilisant la distance du Khi2) (Marchetti 1989), en utilisant une variante de

la distance du Khi2. [æs différentes méthodes proposées dans cette étude sont

présentées ci dessous.

MNDM

méthode des nuées dynamiques en présence de données manquantes qui sont
supposées ne pas suivre le modèle (Chapitre 2).

MNDMIN

une varianæ de la méthode MNDM lorsque les données nranquantes suivent le
modèle (Chapitre 3).

MNDMRE

méthode des nuées dynamiques avec reconstitution des données manquantes
(Chapitre 3).

EMDM

une variante de I'algorithme EM lorsque les données manquantes sont dues
d'une part à la strucûre de rnélange et d'autre part aux valeurs non observées
de l'échantillon (Chapiue 4).

MNDKIDM

une variante de la méthode MNDDIK utilisant une variante de la.disunce du
Khi2, ûaptén aux données manquantes (Chapiue 8).

Iæs programmes qui curespondent àces dtlrodcs ontété écrits etintégrés au logiciel

d analyse des données SICI-A développé par I'Quipe de "classification auomatique et

reconnaissance des formes" de I'INRIA.





CHAPITRE I

CLASSIFICATION ET MODELES
PROBABILISTES

INTRODUCTION

Les modèles probabilistes étant notre principal outil pour étudier et proposer des

solutions au problème de la classification en présence de données manquantes, nous

conrmençons donc, dans ce premier chapitre, par rappeler comment la classification

peut être vue comnre une solution à un problème destimation de paramètres d'un

modèle de mélanges.

De nombreuses méthodes de classification reposent essentiellement sur la définition

d'une distance ou plus généralement sur celle d'une mesrue de dissimilarité et d'un

critère associé, sans faire référence explicitement à des modèles probabilistes. En

réalité, comme celeux le propose (1988), et en particulier dans le cas du modèle

gaussien, il est souvent possible de montrer qu'il existe un rrndèle sous-jacent- Celui-

ci permet alors de donner une interprétation du critère et de justifier de son choix.

Ainsi, le critère dinertie interclasse est associé aux mélanges gaussiens. Dans le cas

binaire, Govaert (1988) a montré que, lorsque les données sont binaires, la

classification utilisant la distance L1 colrespond à I'hypottrèse d'une population issue

d'un mélange de distributions de Bernoulli avec le même paramètre pour toutes les

classes et pour toutes les variables.

Nous rappelons ici cette approche, en particulierdans le cas des données binaires. Au

delà des liens existant €ntre les critères à optimiser dans le cas du mélange

(waisemblance) et de la classification (rrraisemblance classifiante), il est possible

d'associer à I'algorithme EM ( Estimation, Maximisation ) un algorithme CEM

(Classifrcation, Estimation, Maximisation) pour estimer les paramètres du mélange

(Celeux et Gova€rt 191).

Dans le premierparagraphe, nous précisons rapidement les modèles de mélanges, puis

nous abordons le p,roblème du cas binaire pour lequel plusieurs varianæs Peuvent être

proposées (Govaert 1988). Dans le second paragraphe' nous rappelons comment

r0
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I'algorithme EM peut résoudre le problème de I'estimation des paramètres du modèle

de mélanges, et nous étudions en particulier ce que devient cet algorithrne pour les

différents modèles de Bernoulli associés aux données binaires. Enfin, dans le

troisièrne paragraphe, nous rappelons coûrment la classification peut être vue comme

une solution au problème d'estimation des paramètres d'un mélange, puis conrment

nous pouvons définir un algorithme de classification CEM à partirde I'algorithme EM

utilisé pour la résolution du problème initial. Ainsi, I'algorithme CEM correspondant

au modèle de mélanges gaussiens avec des variances égales et des proportions

constantes est simplement celui des centres mobiles. De même, sous la contrainte de

proportions égales, I'algorithme CEM correspondant au modèle de mélanges de

Bernoulli dont nous avons parlé, est la Méthode des Nuées Dynarniques dans le cas

des données BlNaires ( MNDBIN ) (Marchetti 1989).

r. MODELE DE MELANGES

Soit O un ensemble de n individus {xl, ..., xrr} mesurés par p variables binaires

{x1,..., xp}, I = (1, ..., n} et J = (1, ..., p} correspondent respectivement aux

indices des n individus et p variables. Nous notons X la matrice de données (nxp).

I.1 MOOPIN GENERAL

I-e tableau de données initial de dimension (nxp) et noté X, est considéré comme un

echantillon Cl de taille n d'une variable aléatoire à valeus dans (0, 1)p, et dont la loi

de probabilité adnrct la distribution de probabilité f.

Pour tout xi€ O, nous avons :
K
I  pr  f (x i ;  ar )

k=1

pre 10, l[ et

f(x) =

avec  Vk=  l ,K
K
Ipr= I

k=l

où f(. ; ar) est une disribution de probabilité sur {0, 1}P appanenant à une famille de

disuibutions de probabilités et pk est la probabilité qu'un point de l'échantillon suive la

loi f(. ; at), c'est-à-dire le poids spécifique du composant dans la population générale'

Nous appelons ces Pr les proportions du mélange, K étant le nombre de composanS

dece mélange.

1 l
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Remarque:

Lc paranètre oppeut dfinir awsi bien le centre de groupernent des obserttations

correspondantes ( ouqrcl cas il s'interprète conme unparatnètre de localisation)

qrc le degré de leur di.spersion aléanire (il est alors interprété comrnc mporMtètre

d'échetle). Cene d$nitionpennct souvent de sbnplifier le nndèle de mélanges en

imposant des contraintes sw le paranètre de dispersion (corstant,forrme précise,

etc...). Aiwi, dans l'algoritlme des centres mobiles, sous la contrainte des

proponions égales, nous strpposow de plus que les lois assocâes à chquc classe

orû une matrice dcvariarce égale àTifuntité.

I.2 LOI DE BERNOULLI

pour chaque composant du mélange, nous supposons que les p variables sont

indépendantes et que chacune d'elles suit une des deux lois de Bernoulli suivantes

(Crovaert 1988):

f t avec la probabilité 1- e et 0 avec la probabilité e

[1 avec la probabilité e et 0 avec la probabilité 1- e

I
où ee 10, f [ ;c'est-àdirelesloisdeBernoullirespectivenrentdeparamère(1-e)

etdepararÈtre e

Nous pouvons ators écrire : f(x;; aù = fi ,txi 
- artl 

tt-r;l-lxi 
- uil (1.2.1)

j=1

où as= (d, ..., uil t, où les { inAiquent la distribution retenue :

d = t pour la première distribution

4 = O pour la seconde distribution

Nous pouvons généraliser en remplaçant la valeur réelle dc e par un vecteur de p

valeurs Odépendant de chaque variable ou des valeurs {aepenaant à la fois des

classes et des variables. L'expression (1.2.1) s'écrit alors respectivement :

(r.2.2)f(xi; ap = fi 
' rxl - artr 

1r-riyl-rd 
- ti;

j=l

12
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et

uJklP
f(xi; af = 11

j= l
,'a'4- <r-r111-l*i 

- 
""t (r.2.3)

Govaert (1988) et, Celeux et Govaert (1989) ont montrré qu'il exisæ un lien étroit entre

le rnodèle associé aux données binaires dans le cas le plus général (les paramètres du

modèle dépendant à la fois des classes et des variables) et le modèle des classes

latentes que nous rappelons cidessous.

Lhypothèse du modèle des classes latentes (Goodman 1974, Everin 1981) est la

suivante : il existe une variable qualitative "cachée" à K modalités telle que

conditionnellement à la connaissance de lune de ces modalités,les p variables soient

munrellernent indépendanæs.

Les paramèfes de ce modèle sont les fréquences relatives (pt, k=1, K) des K

modalités de la variable cachée ou latente et les probabilités cL (probabilité que

l,individu xi pÎésente I pour la variable xj c'est-à-dire que xj = 1 sachant que cet

individu présenæ la modalité kde la variable latenæ).

Ce modèle revient à supposer (Everitt l98l) que les n vecteurs binaires à p

coordonnées décrivant les individus sont un échantillon du mélange de densités.

K
Pour tout x; f(4) = L Prf(xi; ar)

k=l

. .* i.. . l-*i
avec f(x1, ofl = I tctr; ) ' (1-%; )

je I

où crk= (ok' ; , j  eJ)

et f(xi ; aù est la densité d'une loi binomiale multivariée de paramètre c4.

pour mette en évidence le lien dont nous avons padé, nous rcprenons I'expression de

(1.2.3) et celle de f(x; od et nous constatons que pour retrouver le modèle des

classes latentes, il suffrt de poser :

-ri q.j e îO,lf2I 4= o1j et{=g

: i-ti %j e llÏ2,11 4 = t- ofu 
"t 4 = t'

13
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Le problème posé est I'estimation des paramètres inconnus [pt, atl k =1, K] au vu

de l'échantillon. Nous étudions dans le paragfaphe suivant I'utilisation de I'algorithme

EM pour résoudre ce Problème.

2. APPROCHE ESTIMATION

cette appnoche, bien que très ancienne, présenæ I'intérêt dêre directe. Les principales

techniques d'estimation utilisées pour estimer les paramètres dun modèle de mélanges

sont celles des moments (Pearson 1894) et celles du maximum de vraisemblance @ay

lg1g,Wolfe 19?0). Ces demières consistent à résoudre itérativement les équations de

waisemblance et, à des variantes près, les algorithmes les plus efricaces sont de type

EM.

2.I ALGORITHME EM

Soit y un échantillon de taille n d'une variable réelte à valeurs dans {0' 1}n'

Supposons que nous ayons un modèle pour des données complètes Y avec la densité

f(f/e) où 0 est un paramète inconnu. Nous notons Y = (Yo, YJ où Yorepésenæ les

données obserrrées et ym représenæ les données manquantes. Nous supposons que les

données manquantes sont de type DMH (Données Manquantes au Hasard) et notre

objectif est d'estinrer la waisemblance :

f(Yo; t) = 
J f(Yo, Ym ; 0) dY-

La distibution des données complètes Y peut s'écrire :

f(Y; 0) = f(Yo, Y-; 0) = f(Yo;Q)f(Y-/Yo' 0 )
où

I f(yr; 0) est la densité des données observées

1 r1y. / yo, 0 ) est ta densité de la loi conditionnelle de Yn, sachant Yo et 0

Ia décomposition du Ing-waisemblance correspond à:

Iog f (Y ;0)= Ipg f (Yo"Y- ;0 )= I rg f (Yo;0)+Logf (Y- /Yo,0)

Uestimation de ô qui maximise log f(Yo; 0) pour Yo fixe est dimcile à obtenir par

des calculs directs. En revanche, si les données manquantes sont rcconstituées, il est

bien plus facile de uouverô qui marcimise Log f(Yo, Y^/ 0)'

(2.r.r)

Nous avons : Iog f(Yo; 0) = Log f(Y ; 0) - I,og f(Y-/ Yo, 0 )

t4
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Fixons maintenant une valeur de 0 (soit 0(t) cette valeur) ce qui nous pennettra de

définircomptèrement la densité log f(YrlYo, 0). L'espérance conditionnelle s'écrit :

Log f(Yo; 0) = Q(e, e(t) - H(0, O(o)

où Q(e, e(t) = E[-oB f(Yo, Y^ ; 0) / Y.,e(t)]

er H(0, 6(t); = E[,og fG,,,/ Yo, 0) / Yo,e(')]

Notons que H(0, S\ g ydt), #)1 par I'inégalité de Jersen (voir Rao 1972, p 47).

L'algorithme EM remplace la maximisation de la waisemblance des données

complètes, inobservées, pû celle de son espérance conditionnelle aux observations.

Nous décrivons les deux étapes qui constituent cet alguithme :

Etape d'estimation :

Recherche de l'espérance conditionnelle Q(0, g('l; sachant les données observées et

I'estimation courante du paramètre 0.

Etape maximisation :

Recherche des estimations 0(t*l) maximisant Q(0, 0(t).

Notors que pow tout 0, nous (Norrs : Q(dt+l) , dt\ >Q@,6t\.

Nous allons étudier maintenant I'application de cet algorittrme dans le cadre de

I'estimation des pararnètres dun modèle de mélanges. Dans ce cas, les données

considérées manquantes sont les composants doù sont issus les individus xi.

2.2 MODELE DE MELANGES

L'algorithme EM est utilisé pour estimer le paramètne 0 qur, dans ce cas, est (pt, ad,

en considérant Y = (Yo, Y.) où Yo représente les données observées c'est-à-dire

toutes les données de l'échantillon et où Ym = (21,..., z") avec zi appaftenant à

[1, ..., K] et indiquant le composant du mélange duquel xi est issu. En notant

P(d = pr si z;= k, la waisemblance s'écrit :

15
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f (Y ; 0) = 
Ilp("ùf(t; a(d) où a(z) = a1 si 4 = g.

avec a(z) = ( a;(d ; j e J) €t âs = (q , I e J)

Dans tous les chapitres et pour tout x appartenant à [0, 1], les notations xgl et {, *nt

équivalentes. Par commodité, nous opterons pour I'une ou I'autre de ces notations

suivant la situation renconFée.

I-a vraisemblance des données complèæs s'écrit :

f(Y; 0) = [I p(df(xi, a(a))
ieI

Notons qu'à partir de (2.1.1) nous avons :

f (Y. ;  e l=lzf(Yo, z;Q) dz

Nous pouvons alors écrire :

K
f(Yoi0)=[| I prf(xi, ar)

iel k=l

Remarque :

L'algorttfume EM présente les caractérist'tques suivantes :
-Il fonctionne pour un grand nombre de composants et dans le cas

multid.bnewionncl.

Jlfournit en général de bons résultats si le nombre de composants est cowu.
-Malheureusernent, il converge ertrêmcmcnt lentement. Cette lenteur peut rendre

son wilkatbn redhibinire. C'est enpaniculier le cas lorsqrc la sohaion initiale est

éloignée de la sohttionlimite rccessibb

Nous développons dans le paragraphe suivant I'algorithme EM pour les différents

modèles de mélanges associés aux données binaires.

16
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2.3 MODELES DE BERNOULLI

Il nous reste à caractériser les deux étapes de cet algorithæ. Dans l'étape destimation,

nous donnons la forme générale de I'espérance conditionnelle. Par contre, dans l'étape

de maximisation, nous distinguons les cas des uois varianæs du modèle de Bernoulli.

Etape estimation :

Dans cette étaq,nous calculons I'espérance conditionnelle Q(0, 0(t)).

Q(e, e(t) = Etl-og f(Yo, Y.; o) / Yo, e(t))
= E[.og ft p(z)f(4 ; a(q))/Y", Pf), {I

= E E[-B p(df(xi ; a(d) / %, n[0, uf\
ieI

= L EII-og p(4) tYo, p[0, o[\ * L Etlog f(xi; a(zJ) / %' p[0' uf)]
iel iel

En notant {Dt*tl la probabilité conditionnelle qu'un individu xi soit issu du comPosant

k, nous en déduisons l'écrinue de Q(0,0(t) :

Q(0, e(t) = à "i 
,fk*J loe pr . 

à Ë, 
,[')t*ù l,oe r(xi; at ) Q.3.r)

iel k=

p[) r(xi ; all)

"ne" {'){*ù=-

.ân['rlxi 
; af;))

Etape de mafimisation :

ceae étape consiste à uouver ilt*t', a[*l)maximisant Q( o(t+l), 9(t)1.

Calcal des p{c*tt

Le lagrangien (tag) de ce problè,me sécrit :

r-ag= e( e(t*rr , e(,) ) : ̂ l .1 
p['-t, - r)

(l) 
{*i)âLag  -  à t .  - l

apl*t) n['*t'
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atfi=o € ^=È'i:],I.r
api pù'' ^'

E t Î )  ( * i )
(+ p[t*t) = itl 

^

K  / . . r \  K

De 
à  

p [ ' * t l= l  e t  
à ,à t [D(* )=n  

nousent i rons  l .=n

d'où P['*'l = 
'I- sï) (xi)

Calcul des 4t+1)

Les vecteurs {t*t'qoi maximisent q1 g0+tl, oc) ) sont ceux qui maximisent :

K

161 k=l

Nous allons considérer en détail les trois variantes du modèle de mélanges de

Bernoulli afin de connaîtne I'estirnation des paranètres at de chaque rnodèle.

2.3.1 e paramètre fixe

A partir de (1.2.1), nous pouvons écrire :

Iog f (*,; u['*') = r,og ( II et,*rJ*i 
-"tit'l 

. (r-e(t+r);l- r*i -a[il)r 
,

j eJ

- t(t*t r=rpsffi 
là 

l*l-a['j"l )+ plog(1-6(t+r))

Le terme (2.3.2) à manimiser s'écrit :

I-s# 
à -Ë,,[')t*J j.l, l.i-{:]'l 

* o à f,'ft,., 
Iog(1-e(t+r1;

(2 .3 .1.1)

K ri'
Cwrme 

à à 
sft*J = n, I'exptpssion (2.3.1.1) peut également s'écrire :

- s(t+r) 
t Ë. ,[')t*J >, | *'i-.[:jt'l + np log(1-s(t+1); (2.3-r-2)l-g 

l-e(t*t) iç1k=t 
- 

jel
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Puisque log(e(t+rf1-s(t+l)) est négatif (e(t+11 e 10, lf2|), maximiser (2.3.1.2\ revient

àminimiser

K ,r\> ift*,lE l*i-{:i"l
i61 k=l jel

ou encore à minimiser chacun des termes suivants :

LH =2, slot*rl l.i-.ff'l
ieI

I-es solutions de ce problèrne sont définies par :

Vk=1 ,  K ,V jeJ

4t+1) = maiane binaire de I'ensembl" t(4 , ,{f){*J), i e I}-

Pour une variable j et un k fixés, nous pouvons considérer tes 1{')1x;), i e I} cornme

des pondérations de chaque valeur 0 ou 1. La valeur o[Jt) ttt alors simplement la

valeur majoriairc de ces valeurs 0 et I pondérées.

Les composantes {'lt)ettot définies, si nous notons

K
s(t+l)=> t{\. i l : ,  l4-t[: ] t ' l  '

i61 k=l je J

nous pouvons alors ês:rire à panir de Q.3.1.2):

s(t+l) r og 
# 

+ np log(1-g(t+1)) = D(s(t+l); (2'3't'3)

La valeur g(t+l) qui maximise (2.3.1.3) est alors définie par :

aD =o + s( t*r l -e! l l )
)6(t+1) 

- " np

2.3.2 e paramètre dépendant de chaque variable

A partir de (1.2.2),nous pouvons écrire :
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Log f (*, ; {*') ) = Ing ( rl- ,1*" 
r*j -a[]l)r 

. (l- e{t*rl rr-r{ 
-"fil)r 

,
j eJ

rf'*t)
=,à *try l.i-{:T'l *n?, *t1t-'j'*'\

I-e ærrne (2.3.2) s'écrit alors :

^(t+l)

r ,Ë. >-{)t*,lr-s# l4-4:i"l * p,!. >- {')t*Jroglt-ef'*r))
; .1r+;.  

^ 
l -ej-  

- '  - rr  
; .1k=l;eJ

(2.3.2.r)

Nous pouvons en déduire que les ulf*l) qui maximisent q1 g(t+tl , e(t) ) sont les

vecteurs dont les composantes minimisent chacun des ærmes curespondants :

Lki =à {)(*'l l,.i-.[:T'l

Nous avons coûrme précédemment :

v k = 1, K, v j e J u[:jt' = médiane binaire de rensembre t(4 , sf;){*J), i e I}.

I-es composantes {ît)e*, définies, si nous notons gt'*t'= 
à .itf',,.J 

| *i -a['il)l

nous pouyons alors écrire à partir de Q.3.2.t) :

f'*t, >r4fu + n:_r.og1r-ejt*r) =.q F(rj'tb Qs.2.2)9 
' 
nZrt-o8ry 

* nÈ r-os(r-tsi , = 
Ê, 

'q

Les valeurs ({t*t', j eJ) qui maximisent(2.3.2.2) sont alors définies par:

e(t+l) n- 
"(.*r)r lX*=o + "f- "-f

a$'-', ,5t*rl-@=o

,(t+1)
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+ elt*l)= ":*-- J n

Il est facile de vérifier que les er('*t) opputtiennent à 10, l/2[ sauf dans les cas très

particuliers et tnès rares où {t*t' 
= O oo ft' 

= n[2.

Porr pallier à cet inconvénient, losque la valeur {t*t'"t, égale à 0 ou V2, il suffit de

prendrc la valeur du pararnèue {t) calculée dans Ïéape précédenæ et dans ce cas, nous

ne maximisons pas le critèrc mais nous I'arnéliorons.

2.3.3 e paramètre dépendant de chaque classe et de chaque variable

A partir de (1.2.3) nous pouvons écrire :

r.og r(*,; d*,)) =*, (,T, ,lljt, r{ 
-a[..')r 

. (t-.fjt) ,r-r{ 
-afit)r,

r[Tt'
=,à *t 

4,1u 
|,.i -'[:i'l *nl, **r-e['i') I

Le temre (2.3.2) s'écrit alors :

K .[:j" K

- ta ;. 
^ 

^-.t,j 
-rJ 

161 k=l je

(2.3.3.r)

Nous pouvons en déduire que les a[t*l) qui ma:rimisent Q( e(t+l) , eG) ) sont les

vecteurs dont les composantes minimisent chacun des termes correspondants :

Lt; =x_ {)t*,1 l .i -'[:j"l
ieI

v k = 1, K, v j e J .[:jt' = nrédiane binairc de I'ensembre t(4 , s[f)(*J), i e I].

Les composantes {tît'ron, définies, si nous notons .d:ît'= 
,à 

tff)t*J l*1 -"[']tl ,

La quantité à manimiser s'écrit alors :

2 l
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{ij" *r# * à'f)(*J l-s(l-e[:]" 1 = ct'[lj" )

-  t -eù ' i '  i e l

Clas siticuion et modè lc s probabili s tes

(2.3.3.2)

I-es valeurs ({:it,, j e J, k e { l, ..., K}) qui ma,rimisent (2.3.3.2) sont définies par:

,t:"
ffi=o + '[1i"=

ieI

Il est facile de vérifier que les e[tlt) upprttiennent à [0, 1l2[ sauf dans le cas très

particulier et très rare où {it'= 0 ou q[t1t) =nf2.I-a stratégie citée précédemment peut

êre adoptée pour traiter ces cas.

3. APPROCHE CLASSIFICATION

3. T PROBLEME

Dans ce paragraphe, nous rappelons comment I'approche "classification" peut être

utilisée pour identifier un mélange de lois de probabilités (Scott et Symons 1971,

Schroeder 1976).

Dans cette approche, le problème initial d'estimation est remplacé par le problème

suivant:

Reclrcrcher unc partition P = (Pt, ..., PK), K étant sttpposé connlt, telle quc chaqrc

classe P 2 soit assimilable à un sotu-éclantillon qui suit ttnc loi fl ., af .

L'espace de représentation L d'une classe éunt I'espace de définition des paramètres a

dont dépendent les densités f(., a), la méthode vise à ma:rimiser le critère de

vraisemblance classifiante suivant :

K
W(P, a) = I Log L(P1, a1)

k=l
(3.1.1)

où a est le p-uplet (al, ..., ad et L(Pk, ad est la vraisemblance du sous-échantillon Pr

suivant la loi f(./ad :
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L(Pr, aù = f[ f(xi ; at).
iePl

Notons que I'approche classification ne s'attaque pas directement à I'estimation des

paramètrres du mélange mais qu'elle présent€ surtout I'intérêt d'être rapide.

3.2 ALGORITHME CEM

Pour maximiser le critère précédent, nous pouvons utiliser lalgorithme CEM (Celeux

et Goyaert 1991) constnrit à panir de EM en ajoutant une étape de "classification".

Nous décrivons cidessous les différenæs étapes en utilisant les notations précédentes.

(f ) Estimation des probabitités conditionnelles s1.

(2) Classification : les individus xi sont rangés dans la classe k qui maximise

s(xJ. Cetæ étape supplémentaire revient à remplacer le vecteur :

s(x) = (sr(xJ ; k =1, ..., K)

par le vecteur binaire dont I'unique composante non nulle et égale à 1 correspond au

plus grand des ss.

Ex:s(x)-(113,114,5t12)alorslevecteurbiruireassociéest (0,0,1)etl ' individuxi

est ffiecté à la classe 3.

(3) Maximisation : calcul des proportions llket des pararnètres ak.

Si les proportions pk sont fixées (égales à l/K), nous retrouvons un algorithme du

tlpe de I'algorithme des nuées dynamiques construit à partir de deux étapes.

- une étape de représentation caractérisée par :

une fonction g défrnie par g(P) = g(Pr, ..., Pr) = (ô1, ..., aK) où at est I'estimation

du malrimum de nraisemblance du paramètre de la densité associée au sous{chantillon

P3.
- une étape d'affectation caractérisée par :

une fonction h définie par h(a) = h(ar, ..., 8K) = (Pr, ..., PK) où

4= fxie O / f(x/ad > f(x/a-) avec k<m en cas d'égalité].
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Cet algorithme fait croître le critère à chaque itération et nous avons le résultat de

convergence suivant:

Théorème :

Sotts l'hypothèse que tafamille de dcnsités f(x, a) soit bornée supérieurement pour

tout x e RP et pour tout a e L, la suite Yn = (Ln, F) converge dans L$Ppen un

rcmbre lini d'itérations et otteint sa limite : la suite réelle un = lV(v) converge en

croiss ant vers un maximwn local.

Nous obtenons à la convergence une partition P et une estimation des paramètres ak.

I-es proportions pl du mélange supposées consumtes dans I'algorithme peuvent être

alors estimées par les quantités (Card( Pd/n, k =1, K).

3.3 DONNEES BINAIRES : MNDBIN

L'application de I'algorithme précédent à des modèles de mélanges est alors simple

(Govaert 1988). Nous decrivons ci-dessous la méthode MNDBIN en distinguant les

tnois varianæs du modèle de Bernoulli.

3.3.f e paramètre fixe

Iæ criÈre de rraisemblance classifiante s'écrit:

w(P,a,e)l=Loei É E t l- i-41 +npl-og(l-e)
l - €  k= l  i epg  j e  J

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Lors de cette étape nous affecOns I'individu xi à la classe PlQui minimise :

j e J

Etape de représentation : ( rechercne aes dr)

f-es {maximisant le critène sont les valeurs majoritaires de chaque classe pour chaque

variable. Iæ paramètne e n'intenient pas dans les deux étapes, et son estimation ne

nous semble pas nécessaire.
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Remarque :

Nous alr,orrs noté que daw I'algoritbtæ EM les probabilités conditionnelles st

dépenfuient ùtparonène edont l'estbnation à clnqrc itératbnéwit pr conséquent

nécessaire contrairement à I'algoritlane MNDBIN. En parallèle, nous rappelors

que dans le cas gaussien, lorsqtre les matrices de variance sont supposées

idcntiques pour toutes les classes, elles ne jouent aucun rôle en classification

contrairqne a à hppræ he estinutio n.

3.3.2 e paramètre dépendant de chaque variable

Iæ critère de nraisemblance classifiante s'écrit:

K
W(P,a,e)= -  E

k=l ie pk

et A=n ELoe( l -eJ).
j e J

ei=+

où 4(xi, ad = I rrg I llcj -41
i ' I  et 

I ^

Etape d'affectation: (reclurche fus classes)

Iors de cette étape, nous affectons xi à la classe Prgû minimise :

d.(x; a,t)

Etape de représentation : ( recherche des dret ei )

Les {qui maximisent le critère sont les valeurs majoritaires de chaque classe pour

K
chaque variable. En posant ti = .i. I | *i -.ll qui exprime le nombre de fois où la

x=r ie pk

valeur majoritaire n'a pas été prise dans une classe, les valeurs e qui manimisent le

critère sont définies par :

Les er appartiennent à 10, 12[ sauf dans le cas très particulier où les ej correspondant

sont nulles. Cetæ apprcche est similaire à la méthode des distances adaptatives avec

une distance unique (Govaert 1975, Diday et Gova€rt tn}.
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3.3.3 e paramètre dépendant de chaque classe et de chaque Yariable

Le critère de nraisemblarrce classifianæ s'écrit:

K
W(P, a, Ê) = 

À ,3. 
t-dr.(xi, ad + Ar)

r-4
où de*(xi, u*) = 

.àhg j l.i-41 et Ar= I I-og(1-{).
jeJ €t jeJ

Etape d'affectation : (reclurche des classes)

Lors de cette étape, le terrne A1n'est pas constant. Nous affectons xi à la classe P1
qui minimise d,e*(xi, aù - Ar.

Etape de représentation : ( reclærche des drrt ër)

Les d maximisant le critère sont les valeurs majoritaires de chaque classe pour chaque

variable. En posant { =
ie P1

majoritaire n'a pas été prise dans la classe k et pour la variable ;j, les valeurs 4 qoi

rnaximisent le critère sont définies par :

E =+ ::,
où nl est I'effectif de la classe Pr.

Remarques :

lCene approcln raien àimposer urx noyaux fus classes bmênæ stnrcture que

Ies funnées initbles : les dondées énnt biruires, chqrre noyouWtrt ête considéré

comrne w élément fu {0, l}p, oùp représente le rumbre tuatl de vartabks. Ceci

pemtet la fuscription et l'interprétation dcs classes obtenucs. En effet, claErc

classe est airci résutnée pw unvectew biruire.

2- Notts (NorB noté futs ce clupitre les liew étroits uistat etre les algoithtnes

EM et CEM. De cettefaçon,l'algortthnu des centres mobiles s'aùre être un cas

prticdier fu b versbn classificæbn fu l'a$orttfurc EIul .
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CHAPITRE II

DONNEES MANQUANTES
UNE PREMIERE APPROCHE

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous plaçons dans le cas où le problème de la classification

automatique se ramène à un problème doptimisation d'un critère de classification.

Dans notre situation où toutes les données binaires du tableau initial ne sont pas

observées, le problème est impossible à résoudre. Néanmoins, nous pouvons noter

que I'enselnble des valeurs manquantes appartient à un ensemble fini et par conséquent

I'ensemble des valeurs du critère est fini. Ainsi, dans ce chapitre, après avoir fait une

hypothèse sur la disribution des donnees manquantes, nous prcposons de remplacer

le critère de classification par son espérance. Nous étudions cette approche dans le

cadrre du critère de nraisemblance classifiante rappelé dans le prcmier chapiue.

Dans le premier paragraphe, nous présenons cette approche et les hypothèses émises

sur les données manquantes. Nous proposons dans le deuxième paragraphe une

méthode adaptée à notre situation qui utilise un algorithme itératif pour chercher la

partition optimale. Dans le troisième paragraphe, nous analysons et comparons les

différentes mesures de dissimilarité qui définissent les divers critères métriques

obtenus. En particulier, nous montnons les liens qui existent entre noEe travail et celui

de Fèvre (1980). Enfin, le dernier paragraphe contient des résultats de classification

obtenus à partir de données simulées et réelles ayant subi une destruction au hasard.

I. APPROCHE PROPOSEE

I . I  DONNEES

Nous reprenons les notations du chapiue précédent. Soit f,l un ensemble de n

individus [xl, ..., xrr] mesurés par p variables binaires (xl, ..., p]. Nous notons

I = { 1, ..., n} et J = ( 1, ..., p} les ensembles qui désignent les indices correspondant
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respectivement aux n individus et p variables. Nous notons X la matrice de données

(nxp). Cette matrice comportant des données non observées, nous utilisons les

notations suivantes:

oxi

mxi

Soit xi un élément de Q. Nous écrivons xi = ( *i' xi) oU

représente les valeurs obseryées.

représente les valeurs manquantes.

Soit Oi l'ensemble des indices j pour lesquels les valeurs du vecteur xi sorlt observées

et I$ I'ensemble des indices j pour lesquels les valeurs du vecteur xi sont manquantes.

Nous avons évidemment pour tout xi élément de Q : Oi U ltrli = J

Nous notons m le nombre total de données manquantes et mi le nombre de données

ûranquantes pour la variable xl.

I .2 PROBLEME

Nous cherchons une partition P = (Pr, ..., P6) de Q en K classes "homogènes"

sachant que certaines variables n'ont pas été relevées sur certains individus.

L'utilisation des critères'de classification habituels est impossible. Nous aurions pu

alors envisager de défrnir de nouveaux critères adaptés aux données manquantes.

Cependant, nous avons préfêré nous appuyer sur les critères existants pour les

données complètes. Ainsi, nous pouyons remarquer que le tableau initial peut être

reconstitué d'un nombre fini de façons. En effet, tly a2n façons de reconstituer les

données manquantes ; il en découle alors tout un ensemble de tableaux de données

possibles \, noté H.

H =  (Xc  /qe  (1 , . . . ,2m) )

Pour chacun des tableaux reconstitués, nous pouvons alors rechercher la partition

optimale pour le critère de classification. Nous obtenons donc non pas une valeur du

critère mais une distribution dc valeurs. Il suffit alors de retenir coûrne qitère de

classification pour les données nranquantes une caractéristique de cetæ distribution.

Par exemple, le minimum, le nnximum, la moyenne, €tc...
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Dans la suite de notr-e chapitre, nous retenons comme critère, I'espérance de cette

distribution. Ceci nécessiæ une hypothèse sur la distribution des données manquantes.

1.3 HypoTHEsEs suR LEs DoNNEEs MANQUANTEs ET DEscRrPTroN

Tout d'abord, nous supposons que les données manquantes sont de type DMH

(Données Manquantes au Hasard) et indépendantes. Chaque valeur non observée ne

pouvant appartenir qu'à {0, I }, nous supposons alors que les données manquantes

suivent la disribution de Bernoulli de paranère o connu à priori. Nous avons alors :

f(4 = l) = s et f(4= 0) = l-c pourj e M

Nous verrons que le paramètre or peut être remplacé par un vecteur dont les

composantes dépendent de chaque variable.

Le critère de waisemblance classifiante \il(P, a) (voir I.3.1.1) peut être considéré

comme une variable aléatoire de H dans R, et son espérance existe. Ainsi, nous

remplaçons le critère de waisemblance classifianæ par son espérance.

Chaque échantillon Xoreconstitué est pondéré par une probabilité 0n = P" où P"

désigne la probabilité associé à chaque valeur de Ïensemble des données ûranquantes.

Nous avons alors :

p"=f(4=1 ; i€M;)=s ou p"=f (4=0; j€  Mi )= l -a .

Il est alors facile de monterque f ,o= r.
9=1

Nous allons étrdier mainænant le modèle binaire le plus simple et décrire la Méthode

des Nuées dynamiques dans le cas des llonnées Manquanæs (MIrtDM).

2; METHODE MNDM

Dans ce paragraphe, nous décrivons la méthode de classification dans le cas binaire en

p'résence de données manquantes. Cetæ méttrode présente plusieun variantes qui sont

dues d'une part au choix du modèle et d'autre part au choix du paramètre ot. Nous

considérons tout d'abord le cas le plus simple c'est-à-dire lorsque le paramètre du

modèle de Bernoulli e est fixe et ltsque cr est un réel

m
n
a=1
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2.I ExpnnssroN DU CRITERE

La proposition suivante donne I'expression du critère dans notre cas.

Proposition I :

E[W(PX,a,a,e)] =Ing* Ë > (
t - , r= r  i ePk  i eO i  j eM i

Preuve :

EFv(P,X,aqe) l  =E[  Ë l -og{  [ I  f (x i ;a r ) ] l
k=l ie p1
K

=E[  I  I ( Iog f  ( x i ;a r ) ) ]
k=l ie p1

K

k=l ie p1

K
= I > Et lpg(f (*i', *T; ak) )l

k=l ie P1

K

k=l ie p1

ftypothèse dindépendance à I'intérieur des classes)

K

k=l ie p1

Explicitons le terme E[Log f (\- ; ar)l

EtI-g f (t3; at)l = E[,oE II rt*i ; dr t
j e M i

= E[ I r^og r<4; 4)]
j e  M i

= I Etr.oe r<4; {lt
je  Mi

Le terre Etlog f(4; {.lt peut s'écrire :

Etl,osr(4; 4)t = f({= l)Logr(4= r; { + rG=slIngf({=o ; ai)
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Si {=f Etlog (4; 4 t = (l-ct) Loge + a Log(l-e)

Si 4{ Etl-oe (4; dt = ct LoBs + (1- c) Iog(l-e)

Nous pouvons écrire : E[,og rtf ; dlt = I o-ullLoge + ( r- | cr-{ ) I-og(l-e)

ou enconc

Etl.oe rt4; d,tt = -t * | 
"-ull 

+ Ioe(l-e)- 
l-e

Nous en déduisons la fomrc générale de E[.og p(xl; at)] :

Etlos r(*1"; at)l = Lts 
* jàl "-"'J 

+ mi Loe(l-e)

où mi désigne le nombre de données rnarquantes pour lindividu xi.

Explicitons maintenant le temte Log f (q" ; ay).

A paltir de (r.1.2.1), nous pouvons écrirc : f(\" ; ak) = 11 ,rxl 
-artr 

1t-e;l-l*i 
-"'tt

j e o i

Nous en déduisons te logarithme de f(4t; at) :

tog f (xi ; +) = Log ( [I ,rxl 
-art'l 

. {t-e;l-l*i 
-artt 

,
je oi

= Iôsft t 
,à,1 

*i -41 Xp-.J loe(l-e)

D'où :

E[W(P,X,a,o,e)l=*ri 5 t (
I-€ k= I ie Pk je Oi je Mi

#

Remarques:

I' Lorsquc toutes les valeurs sont obsemées, I la'd!=o et nous retrouvons
j eM i

l'expression da crttère fu vraisemblance classifiante funs le cas où toutes les

variables suivet mc loi de Bernoulli & pronètre e (Gwaen I9æ).

2- Tout se passe aofnne si tes fumées fnanqwntes éuient reconstiaÉes pu la valeur

a qui n'est pas binaire, contrairemcnt nltx' valeurs obserttées du nbleau de

bnnées.Nous qloiterons cette rernar(W funs le chqitreV.
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L'expression E[W(P, X, â, a, e)] montre que les recherches de e et des a1 sont

indépendantes. Pour un e fixé appartenant à 10, j, t oglet(l-e)) est négatif, et

maximiser lespérance du critère revient donc à minimiser :

c(P,a)=.Ë. I(  I  l* i  -{ l  *  pla-u'* l )
k=l ie P1 je oi 

- 
je Mi

2.2 MrNrMrsarroN DE c(P, .)

Pour les besoins de cette minimisation, nous compléons les notations en appelant :

{ te nombre de données manquantes pour la variable xidans la classe k,

{ te nombre de I pour la variable xj dans la classe k, et

q[ le nombre de 0 pour la variable xl dans la classe k.

Nousavonsdonc 4 * {*d= Card(Pf =4 où4estl'effectif delaclassePl.

Proposition 2 :

Lcs composantes des arélérnents de { 0, l}P minimisant C(P, a) sont d$nies par :

pour k = I, ..., K et j =1, ..., p,

|  .  I  - l  - -
lorsqucae[0,-2[ lorsquca=i lorsqueae]7,11

fdr=o si nJp( fdr=o si fr>ir fdr=o si nJ2< Ç
{ ,

l4=t 
si nl*s Ç l4=, sinon lrr=, 

si n/2>Ç

lr- d*
où ê=.-'  

I -2a

Preuve :

Minimiser C(P, a) revient à chercher pour tout k = 1, ..., K et j =1, ..., p les i

minimisant:

ie Pg
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Nous noteronr' 4 = { * (d - d)ui.. { | c-{l

C-omnre d = {0, 1}, il suffit de comparer les deux tennes :

td * "{ 
cr ) et (d . -i tt-o) ) qui correspondent respectivement à Bd lorsque

ul = o et { =1. Pour cela, nous étudions le signe o" ( { -d I. 4 tzo -t) = 4 .

I
Lorsque cl e [0, | [, nous avons :

4=oon{so<+-i>Ë,

4=ton{ào<+-1s6.
I

Lorsque a e I i,ll, nous pouvons en déduire :

4=oo{soc+-i<6,

4=to{ào<+t" l>É.

Dans le cas où s.= lï2,1e signe dépend uniquement du ærnre ( t -qi ) et nous avons :

4=ot idtd",4= l  s inon.

Nous notons que le choix des {est arbitraire dans les cas suivants :

a* lf2avec r{ = Ç, et a = lt2 avec q1 = 4.

Remarque :

Qwnd le paramète a est différent dc Il2, il a urc influence sw le calcul des

rroyoux lorsquc le rcmbre des fuwÉes nunquontes est imponanl. D'autre part,

lorsque a est égal à Il2, son rôle est passif et tout se passe comnûe si lors de la

recherclv des noyatn,les données ma,nqwntes de claquc classe pour clnque

variùle énient reconstituées ry le noyut conespndant.

Nous définissons dans le paragaphe suivant l'algonithre utilisé.

#
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2.3 ALGORITHME

Comme dans la nÉthode MNDBIN, nous utilisons un algorithme itératif caractérisé

par deux étapes : affectation et représentatiolt.

Etape d'affectation : (recherche des classes)

I-e terme nplog(l-e) de I'expression de E[W(P, X, 4 o, e)] est constant lors de cette

étape. Puisque nous cherchons à maximiser E[W(P, X, a, c[, e)], nous affectons xi à
la classe Pl eui minimise

I  l l t i - { l  + I lc-ai l
je  Oi  je  Mi

Etape de représentation : (recherche des de )

Nous associons à chaque classe Pl le vecteur at défini dans la proposition 2.

Notons que la valeur e n'est pas intervenue dans cet algorithme qui minimise le critère

C(P, a). S'il est nécessaire d'estimer e, il suffit de ma:rimiser I'espérance du critère.

Si nous notons e = I

la valeur du critère obtenu à la convergence de I'algorithme est :

E[V(P, X, a, c, e)] = (np-e)Ipg(1-e) + e log(e) (2.3-l)

Iæ paramètre e qui maximise (2.3.1) est défini par :

âE[]V(P, X, a,  a,  e) l  _O + e=9"
âe nP

La convergence de I'algorithme se démontre de la même façon que pour les

algorittrmes de tlpe Nuées Dynamiques.

Remarque :

Daw le cas où d = It2,la nùesure de dissimilarité ruilisée qpuatt cornrne unc

"psegdo distance" L1. Les écarts sont calculés uniqwnunt sur les composontes

obsemées simultanhsrt. Nous trairerons ce cæ partictiier dans le paragrryhe 3.

i E ( r l*i -41 + r I
k=l ie P1 je oi je Mi

I  la-aia-ull),
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2.4 Exg}tpLN SIMPLE DIAPPLICATION

Pour illustrer cette méthode, nous la développons sur un exemple très simple à panir

d'un tableau de données binaires croisant 10 individus identifiés par les lettrres a à j et

10 variables identifiées par les nombres I à f0 ( ableau 1).

Tableau 1: tableau initial.

Nous appliquons la méthode MNDBIN rappelée dans le chapitre I en demandant trois

classes. A la convergence, la meilleure partition obtenue est : A = { {a, b, c, i}, {h},
(d, e, f, g, j) ). Dans le tableau 2, nous présentons les noyaux associés

respectivement aux tois classes.

Tableau 2: tableau des noyaux.

A partir du tableau initial, pour obtenir un tableau comportant des données

manquantes, nous détnrisons au hasard 2O% desdonnées (tableau 3).

I z 3 4 5 6 7 E I l 0
a (, 0 0 0 t I I I 0 U
b 0 0 0 0 I I I 0 0
c 0 0 0 0 I I I I 0 0
d I I I I 0 0 0 0 I I
e I I 0 I 0 I I I
f I I I 0 U U 0 I I
g I I I 0 I 0 0 I I
h I 0 0 I 0 I 0 I

0 0 0 (, I I I 0 0
I I I 0 0 U 0 I o

I z 5 4 5 6 7 E 9 t0
8 r 0 0 0 0 I I o 0
a2 I I U 0 I 0 I I (, I
a 1 I I I I 0 U 0 0 I I

I z 5 4 5 6 7 E 9 l0
a 0 0 0 (, I o 0
b 0 0 U 0 I I I 'l 0 (,

c 0 o 0 'l I I
' l I 0 0

d I I 'l 0 0 0 0 I
'l

e I 'l I I 0 I 0 'l ? ' l

f I I I t ' l 0 'l 0 I I
g I I I 0 I 'l 0 ? I
h I 'l 0 0 I (, I I 0 I
I

'l 0 u 7 I I I 'l 0 o
I I I I 'l 0 0 I 'l

Tableau 3 : tableau obænu avæ?û% de données nanquantes.
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Nous appliquons notre méthode MNDM en demandant trois classes. Nous prenons

coûlme valeur de u,la fréquence des 1 calculée sur les valeurs observées dans le

tableau des données. Dans notre cas, la valeur du pararnètre o est égale à 0.53. Dans

les tableaux 4 et 5, nous représentons rcspectivement le tableau initial réordonné et le

tableau des noyaux.

Tableau 4 : la meilleurc panition obtenue.

La valeur du critère est 10.13 et la meilleure partition n'est autt€ que A.

Tableau 5 : tableau des noyaux.

2.5 Gnnnur,IsarloN

L'algorithme précédent peut être développé avec les deux autres modèles binaires. En

outre, nous avons noté que nous pouvions étendre I'hypothèse sur la disfibution des

données manquantes en considérant o conrme un vecteur formé de p valeurs a.l

dépendant de chaque variable. Il en résulte ainsi six possibilités dont la première a été

étudiée dans le paragraphe précédent. Nous décrivons rapidement deux autres

situations avec o, un vecteur dont les composanæs dépendent de chaque variable.

2.5.1 e paramètre dépendant de chaque variable

Nous considérons que chaque variable xj suit une distribution de Bernoulli de

paramètre el. Uasperance de nraisemblance classifiante s'écrit dans ce cas :

I z 3 4 5 6 7 U I l 0
a 0 0 0 0 I I I I 0 0
b 0 0 U o I I I o 0
c 0 0 0 'l I I

'l I 0 0
I

,I 0 0 ? I I I
' l o 0

h ? o 0 I 0 I 0 I

d I I 'l 0 0 0 0 ?
e I f I o I 0 ? ,I

l I I I - l 0 'l 0 t I
q I I I I 0 I I 0 7 I

J I I I ? 'l 0 0 I ?

I z 3 4 5 6 7 ù v l 0
a l 0 0 0 0 I I I o 0
a, I I 0 0 I 0 I I 0
a1 I I I 0 I 0 0 I I
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Elwr(p,X,a,or,e)l = 5, E t-( Lloglgl-i-dl * E loelgtr-.lt lt
r-=t iâr 

' i .o i  
ë jeMi El

* 
" ,}r*s(l-€r)

K

k=l i€ pk

où d6(x;,af = EIng lgt. i-r l l  * I  Logtglt i-r i l  etA=n ILoe(l-et)
i .oi 

e 
sJ I I '  

iâitt el ^ j.J

Etape d'affectation (recherctæ des classes)

Lors de cette étape, le terme A est constant. Nous affectons 4 à la classe P1 Qui
minimise 4(x; ad.

Etape de représentation (reclerclv acs dret a1

Quelles que soient les valeurs eJ,les { *nt nécessairement celles calculées dans la

proposition 2. Il ne reste plus qu'à déterminer les valeurs Êl modmisant (2.5.1.1).

E[W1(P, X, a, q' e)] s'écrit également :

EIV/r(P,X, a, cr, e)l = I Oog Api* E G.oe $pr*n I,Log(l-er)
je Oi l-el 

- 
je Mi l-e' - je J

= > F(€r) Q.5.r.2)
j e J

où e; = 
âJr_'-i-d,l
K

Fi=i. k=l ie pk

I-es composantes (el, j e J) qui rnaximisent (2.5.t.2) sont définies par :

ôF=o + gj_+_n-r ' ;9i=o
aÊJ ej l-er

+ .,r=3ip

pour j e Oi

pourj € lvq
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2.5.2 e paramètre dépendant de chaque classe et de chaque variable

Nous considérons que dans chaque classe k, chaque variable xl suit une distribution

de Bernoulli de paramètre {. Dans ce cas, I'espérance du critère de waisemblance

classifiante s'écrit

E[Wz@,X,a,o,e)l = Ë
k= l  iePk  jeo i  € t  jeMi  %

+ I IÆs(1-4) )
j e J

K
= 

À ,3r* 
(-d'*(xi, aù + At) Q'5'2'l)

r-4 r-4
où d6*(x;, ud = 

,]fr E 
l.i -41 * 

,àïr Tl 
t-+ et A1=,à tor,l-d*).

Etape d'affectation : (recherche des classes)

Lors de cette étape, le terme Ag n'est pas constant. Nous affectons xi à la classe P1
qui minimise de*(xi, +) - Ar.

Etape de représentation : (recherche des drrt ip

Quelles que soient les valeurs {, t"r ri *nt nécessairement celles calculées dans la

proposition 2. Il ne reste plus qu'à déterminer bs { madmisant, pour chaque classe

Pl et chaque variable xl,la quantité :

c =,àJ**tl.i-41+ G'osâ o'-41 + r'oetr-4) )

E{
= (Log- ;)4* Ct-g-Jp|. + q I-og(1-{

r-l r-€l

(2.s.2.2\= c(q.)
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Les composantes

par:

=
ie Pt

=
ie P1

( .1 ,k€{1, . . . ,K} , jeJ)

19 =o
a4
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pour  k= l , . . . ,Ke t je

pour  k= l , . . . ,Ke t je

qui ma,.rimisent (2.5.2.2) sont définies

oi

Mi

4*Ê'r
4= n.

Remarque:

Les d ( respectiver*nt if ) maximkant EIWIF, X, (t, a, e)] ( respectivement

E[W2Q, X, o, d, e)]) appartienncnt à P,, I satt dans les cas ffès parrtcùiers

ei + Fi= 0 et ej + Bj =n t2 (reswctivernent dr * Fr= 0 et d* * F*= nil2 ). Corrune

notts l'ovons noté funs le premier clupitre, pow remédier à cet inconvénient, il

sffit de prendre darc l'algoritbrc les valews de ces pararnètres calculées dnns

l'étape précédcnte.

Nous présenons I'organigramme qui décrit I'algorithme.

(0)

(r)

Initialisation

al traged'une partition initiale
ry calcul des fifuuences de 1 pour chaque variable ou pour le tableau

entier.

Représentation

dcalcut des noyaux
b/ calcut des paramètes de.s lois de Bernoulli

Affectation

Etude de la convergence

Si non convergence retour à (l).

(2 '

(3)
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3. INTERPRETATIONS DES MESURES DE DISSIMILARITE

Comme toutes les méthodes de type Nuées Dynamiques, notre méttrode s'appuie sur

une mesurg de dissimilarité entre un vecteur xi at un noyau. En effet, nous avions eu à

optimiser un critère qui s'écrivait sous la forme :

K
C(P,a )=  I  ID(x i ,a t )

k=l ie p1

Dans notre situation où il y a des données manquantes, il peut êue intéressant détudier

la mesure de ressemblance D que notre démarche nous a conduite à utiliser.

Lors de l'étape daffectation, nous avons vu précédemment, que dans le cas le plus

simple,les individus sont affectés aux centres les plus proches au sens de la mesure de

dissimilarité suivante :

d(xi, afl =
j e o i j e  M i

Signalons tout d'abord que cette approximation n'est pas une distance. Cette mesure

se calcule entne un vecteln qui peut êue incomplet et un vecteur complet. Rappelons

qu'en classification et en particulier pour la méthode des Nuées Dynamiques, il est

moins utile de connaître les valeurs exactes des distances que leurs grandeurs relatives.

Exemple :

Soient xi = (1, 1, ?, 1, 0, ?), a1 = (1, 0, 1, 0, 0, 1) et a2= (O,0, 0, 0, 0, 1). En

prenant c = 0.6, nous avons :

d(xi, ar) = (1-1) + (1-0) + (l-0.6) + (1-0) + (G0) + (l-0.6) = 2.8

€t

d(xi, az) = (l-0) + (l-0) + (0.G0) + (1-0) + (0{) + (0.6 -O) = 4.2

Ainsi le vecæur xi est plus proche du vecteur corylet al Que du vecteur complet a2.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons au cas où O =U2. Notre mesure de

dissimilarité s'écrit alcs, entrc deux vect€u$ : un vecteur xi gui peut être incorylet et

un vecteuroorylet a1:

q
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d(xi, ad = E
je oi

Ixi-Ll

Cette "pseudo-distance" L1 est la somme en valeur absolue des écarts entre les

composantes relevées simultanément sur les deux vecteurs. Ainsi, nous admettons que

deux vecteurs qui sont proches dans I'espace des variables mesurées,le seront aussi

pour des variables non mesurées. Il est raisonnable d'accepter cette approximation au

vu de I'inforrnation pésenæ.

Exemple :

Soient x i  = (1,  1,  ?,  1,0,  ?) ,  ar  = (1,0,  1,0,0,  l )  etaz= (0,0,  0,0,0,  1) .

I-a 3è*" et 6ème composantes ne seront pas prises en compte :

d(xi, ar) = (l-1) + (1-0) + (1-0) + (G0) - 2

et
d(xi, ad = (1-0) + (1-0) + (1-0) + (G0) --3

Le vecteur incomplet xi est plus proche de a1 que de a2.

Dans le cas des données continues, Fèwe (1980) projene le vecteur x; incomplet,

élément de RP, sur un sous-espace vectoriel de RP isomorphe à Rq où q désigne le

nombre de composantes observees du vecteur xi. En associant un projecteur à chaque

individu, la distance euclidienne est approximée par une "pseudo-distance" euclidienne

défrnie uniquement sur les composantes observées simultanément. L'algorithme

utilisant cette rnesrue a donné des résultats satisfaisants. Le tableau 6 donne un aperçu

sur les points communs entre la méthode de Fèwe et la méthode MNDM dans le cas

où la mesure est la "pseudo.distance" L1. Notons que si nous imposons la contrainte

que les noyaux soient binaires, les deux méthodes sont identiques.

Nous pouvons ainsi donner une interprétation de la méthode de Fèvre en tant que

modèle de mélanges qui est la suivanæ : dans ce cas, le critère mérique défrni par cette

pseudo-distance euclidienne s'interprète comme une vraisemblance induite par un

mélange fini de lois gaussiennes dont les variances sont supposées connues et fixes et

pr = l/I(. Quant aux variances des données manquantes, elles sont supposées infinies.

Ainsi, dans les deux cas continu et binaire, cela revient en sorte que la partie

"læalisation" (voir chapire I) du paramétrage nÏntervient pas.

4 l



Données quantitatives Données binaires

Pseudo-distance euclidienne

dl(xi, Bd =
je oi

Pseudo-distance L1

d(x; af =
je oi

Eape de représentation

I-es noyaux sont des pseudo-centres

de gravité. Les composantes sont

calculées sur les valeurs observées de

chaoue classe pour chaoue variable

Etape de représentation

Les noyaux sont des pseudo-centres

médians. I-es médianes sont calculees

sur les valeurs observées de chaque

classe Dour chaque variable

Etape d'affectation

Les individus sont affeaés atx centres

les plus proches au sens de d".

Etape d'affectation

I-es individus sont affectés aux centres

les plus proches au sens de d.

Doméesman4nntes : utæ pranière approclu

Tableau 6 : comparaion de la méttrode de Fèrme et de la méthode MNDM lorsque a=12

Nous avons considéré la "pseudo-distance" L1 sous sa forme la plus simple.

Rappelons qu'elle découle du modèle suivant une distribution de Bernoulli de

paramère identique pour toutes les variables. Dans le cas où les paramètres dépendent

de chaque variable, la mesure de dissimilarité apparaît cornme une distance L1

pondérée par les quantités ( I-og ((l-e/€J) ; j e J) et s'écrit :

d(x; af = T
j e o i

Dans le cas le plus général, la mesure s'écrit :

r.etEJl-i-all

1-4
d(x;, ai) = E l.og , l4 -4.1* > I,og(l-{)

je oi €t jeJ

En imposant aux coefficients de la mesure la contrainæ n (l-dk) = constante, la
j eJ

ûresure obænue est une pseudo-disunce L1 pondérée av€c un temr€ additif constant

qui ne jouera aucun rôle. Lc critèr€ métrique obænu est alors équivalent à un critère

métrique défini uniquement à I'aide d'une pseudo disunce L1 pondérée (sans terme

odditi0.
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4. EXPERTENCES NUMERTQUES

4.I APPLICATIONS A UN TABLEAU CONSTR,TIIT SI,JIvANT UN MoDELE

G. Govaert (1988) a nnntré @nrment lidentification d'un mélange de distributions de
Bernoulli avec le même paramètre pour toutes les classes et pour toutes les variables

correspond au critère de la méthode MNDBIN (méthode des nuées dynamiques sur

tableau binaire). Le programme IIASBIN a été constnrit pour gén&et de tels tableaux.
C-elui-ci pennet de choisir le nombrc dindividus, de variables, de classes, les effectifs
de chaque classe ainsi que le paramètre de la loi. Ce dernier correspond alors à la
probabilité d'avoir la valeur idéale définie par le noyau. De cene manière, nous cÉons
un tableau de données complet l0ùrl0 que nous nommerons XER. C-e tableau ainsi
que les données correspondant aux mesrues de l0 variables sur 3 classes sont
présentés cidessous.

Classe I
(1, 2, 3, 9, 16, 17, 22, 23, 2'1, 31, 33, 34, 35, 36, 40, 41, 4, 50, 51, 52, 53, 55,
57, 59, 63, 65, 67, 83, 94, 95, 96, 97, ggl

Classe 2
{8,  15,  18,21,25,26,29, 30, 43, 6,  49,  54,56, 59, 62, 69,70,71, '14, ' , | ' | ,79,
79, 80,82, 85, 86, 87,88,90, 92,93, 94, gg, 100)

Classe 3
14, 5, 6,7, lO, l l , 12, 13, 14, lg, ?n,24,29,32,37,39, 39, 42, 45, 47, 49, ff i,
6L, 64, ffi, 69,'12, 73,',| 5, 76, 81, Eg, gl )

1 0 0 0 0 1 1 1 - t - 0 0
2  0 0 0 0 1 . 1 1 1 0 0
3  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
4  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
5  1 1 1 1 0 1 0 1 1 1
6 1 r - 1 L 0 0 0 0 1 1
7 1 r . 1 1 . 0 1 0 0 1 1
8  1 1 0 0 1 0 1 1 0 1
9  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0

1 0  1 1 1 1 0 0 0 0 1 0
1 1  1 1 1 0 0 0 0 0 1 1
1 2  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
1 3  1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
1 4  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
15 110000r .00r .
1 6  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
1 ?  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
1 8  1 1 0 0 0 0 0 1 1 1
1 9  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
2 0  1 1 1 1 1 0 0 0 1 1
2 1  1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
2 2  0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
2 3  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
2 4  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
2 s  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1

2 6  1 1 0 0 0 0 1 1 - 0 1
2 7  0 0 0 0 L 1 1 1 1 0
2 8  L L 0 0 0 0 0 1 0 0
2 9  L L L l t  0 0 0 t  t
3 0  1 1  0 0 1  0 1  1 0 1
3 1  0 0 0 1  1 1 1  1 0 0
3 2  1 1  1 1 0 1 0 0 1 1
3 3  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
3 4  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
3 5  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
3 6  0 0 1 0 L 1 1 1 0 0
3 7  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
3 8  1 1 1 1 0 0 0 0 1 0
3 9  0 1 1 1 0 0 0 0 1 1
4 0  0 0 0 0 1  0 1 1 0 0
41 00001,1-110t
4 2  0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
4 3  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
4 4  0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
4 5  1 0 1 r . 0 0 0 0 1 1
4 6  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
4 ?  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
4 8  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
4  9  1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
5 0  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0

5 1  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
s 2  0 0 0 1 1 1 1 r . 0 0
5 3  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
5 4  1 1 0 1 0 0 1 1 0 0
5 5  0 0 0 0 1 0 1 1 0 0
5 6  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
5 7  0 0 0 1 1 1 1 1 0 0
5 8  1 1 0 0 0 0 1 1 0 r .
5 9  0 0 0 0 r . 1 1 1 0 0
6 0  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
6 1  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
6 2  1 1 1 0 0 0 1 1 0 1
6 3  1 0 0 0 1 1 1 1 0 0
6 4  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
6 5  0 0 0 0 1 1 1 1  0 0
6 6  1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
5 7  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
6 8  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
6 9  1 1 1 1 0 0 0 0 0 1
? o  1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
7 1  1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
7 2  1 1 1 1 0 1 0 1 1 1
7 3  1 1 1 1 0 0 0 0 0 1
? 4  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
? 5  1 1 1 0 0 0 0 0 1 1

7 5  1 1 1 0 0 0 0 0 1 1
? ?  1 1 1 0 0 0 1 1 0 1
7 8  1 1 0 0 0 0 0 1 0 1
? 9  1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
8 0  1 1 0 0 1 0 1 1 0 1
81 111r . r .000r -1
8 2  t  t  0 0 0 0 l - L 0 L
8 3  0 0 0 0 1 1 1  1 0 0
8 4  0 0 0 0 1 1 t  1 0 0
8 5  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
8 6  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
8 7  L 1 0 0 0 0 1 1 0 1
8 8  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
8 9  L L 1 1 0 0 0 0 1 1
9 0  1  1 0 0 0 0 1 1 0 1
9 1  L l . L 1 L 0 0 0 t  1
92 10001-0 t  LLL
9 3  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
9 4  1 1 0 0 0 0 1 1  0 1
9 5  1 0 0 0 1 1 1 1 0 0
9 6  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
9 ?  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
9 8  1 1 0 0 1 0 1 1 0 1
9 9  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0

1 0 0  1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
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A partirde ce tableau, nous avons simulé des données manquantes de façon aléatoirc et

progressive pour tous les essais. Nous appliquons ensuite notne rÉthode MNDM avec

différentes options. Ces dernières dépendent des paramètres c et du modèle choisi. Il

nous est donc facile de juger de la qualité des classifications que nous obtiendrons par

rapport à la classification idéale. En effet, il suffit de calculer le nombre dobjets mal

classés et d'en déduire les pourcentages de ces objets. Nous verrons ainsi l'évolution

de ces pourcentages dans les différents cas.

4.1.1 Lorsque cr est un réel estimé sur toutes les données observées
du tableau

Nous avons représenté les résultats dans le tableau 7. I-e paramètre o est estimé par la

fréquence f des 1 calculée sur les valeurs observées du tableau :

f = nombre des I dans X / (nxp -m).

Tableau 7 : évolution des pourcentages dobjets mal classés.

* Il nous est impossible d'avoir 3 classes.

Nous constatons que lorsque le pourcentage des données nnnquantes est en dessous

de 36 %,la méthode MNDM avec les rois variantes donne des résultats presque

identiques. D'autne pafi, lor$que le taux de destruction atteint & %,I'algorithme

utilisant la mesure de dissimilarité adaptative pour chaque classe et pour chaque

pourcentage dobjets mal classés
7o de destruction e EJ 4

0 0 (, 0
E 0 0 0
TZ 0 0 0
l 6 I I I
2t) 2 z 2
24 z 2 z
26 3 3 3
32 6 6 t
36 9 9 6
4IJ zz 37 4
4 3E 4L E
4E ï :13 9
50 rl3 lË 9
52 t t 2 l
56 :r z3

M



Donttécs manqtuiles : wc panièrc qprocltc

variable donne des ésultats satisfaisants. Notons toutefois que la convergence dans

ce cas est lente. Par contre avec les deux premières variantes, la convergence est rapide

mais le pourcentage d'objets mal classés est important. En effet, deux classes tendent à

se confondre d'où une augrcntation brusque du taux dobjets mal classés.

4.1.2 Lorsque cr est un vecteur dont les composantes dépendent de
chaque variable

Iæs composantes de cr correspondent aux fréquences f1 des I pour chaque variable :

fJ = nombre des I pour la variable i | (n - û1,).

Iæs Ésultats sont présentés comme précédemnænt dans le tableau E.

Tableau 8 : évolution des pourcentages dobjes mal classés.

Les ésulats sont nettenrent rneilleurs que dans le cas où cr est le rnême pour toutes les

variables. Comme précédemment, la troisième option donne de meilleurs résultas.

Ceci est illustré dans la figure I en nount MNDM i (i = 1, 2,3)la méthode MNDM

correslnndant aux trois options associées respectivement aux différents choix des
pararnèues de la distribution de Bernoulli (e(1), €r (2) et4(3)).

pourcentage dobjets malclassés
7o de destruction e E, 4

0 0 0 0
U o o 0
tz 0 0 0
l 6 o 2 o
zo I 3 I
24 2 3 I
2E I 3 z
32 3

'5 4
36 4 4 4
4t) 6 7 5
4 7 9 5
4U E E 5
50 6 l0 6
52 tz t2 6
50 t7 20 5
& ZE 3 l L4
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Trux dc dc$ruction (%)

Figure I : comparaison des trois variantes de MI{DM.

Nous présentons ci-dessous le tableau de données comportant 50 % de données

manquantes XER50. Les données manquantes sont codées "9". L€s pages qui suivent

contiennent les résultats de la rnéttpde MNDM avec les nois varianæs.

€60
E
l,

el

=40
o
b-
-9
It

sn

1  0 0 0 9 1 1 1 L 9 0
2  9 0 9 0 1 1 1 9 9 0
3  9 0 9 9 9 1 9 9 0 9
4  1 1 9 9 0 0 0 9 1 9
5  9 9 9 9 0 9 0 9 9 9
6  1 1 1 1 9 9 9 0 1 , 1
7  1 1 1  1 0 1 9 0 9 1
I  9 9 0 0 9 9 1 1 9 1
9 90091r . r .900

1 0  1 9 1 9 9 9 0 0 1 - 9
L 1  9 9 9 9 9 9 0 0 1 9
r . 2  1 9 1 9 0 0 0 0 9 1
t  3  9 1 9 0 9 9 0 9 9 1
t  4  9 1 9 9 0 0 0 0 9 1
L 5  9 9 9 0 9 9 1 0 0 9
1.6  9990999990
1 ?  9 0 9 9 1 9 9 9 0 9
1 8  1 9 9 0 0 9 0 1 9 L
1 9  1 1 9 1 0 0 0 9 1 9
20 99t9999099
2 1  1 9 0 1 9 9 1 9 9 9
2 2  0 0 1 0 1 9 9 1 0 9
2 3  0 9 9 9 1 1 1 9 0 9
2 4  1 1 1 9 0 0 9 0 9 9
2 5  9 9 9 0 9 9 9 1 0 9

2 6  1 1 0 0 9 0 9 1 0 9
2 ?  0 9 0 9 9 1 9 1 1 0
2 8  1 1 9 9 0 0 0 9 0 9
2 9  1 1 9 9 9 0 0 9 9 1
3 0  1 1 0 9 1 9 1 1 9 1
3 1  9 0 9 1 9 9 L 1 9 0
3 2  9 1 9 9 9 1 0 9 1 1
3 3  9 0 0 0 1  1 1 9 0 0
3 4  9 0 0 0 1 1 1 1 0 0
3 5  9 9 9 0 1 1 1 1 9 9
3 6  9 9 1 9 1 9 1 1 0 9
3 ?  1 9 9 1 0 9 9 9 1 1
3 8  9 9 1 9 9 0 9 9 9 9
3 9  0 1 1 9 9 0 0 9 9 1
4 0  0 0 0 9 9 0 9 9 0 9
4 1  9 0 9 0 1 1  9 9 9 9
42 99199099rL
4 3  9 1 9 9 9 0 9 9 9 9
4 4  0 0 1 0 1 9 1 9 0 0
4 5  1 0 9 9 0 9 9 9 1 9
4 6  1 1 9 9 0 0 9 1 0 1
47 99tL999999
4 8  9 9 1 9 9 9 0 9 1 1
4 9  1 1 0 0 0 0 L 0 0 1
5 0  0 9 9 9 1 9 1 1 9 0

5 1  0 9 0 9 1 9 1 1 9 9
5 2  0 9 9 9 9 1 1 9 9 0
s 3  0 0 0 9 9 1 9 1 9 0
5 4  1 9 0 1 9 9 9 1 9 9
5 5  0 9 0 0 9 9 1 1 9 0
5 6  1 9 0 9 9 0 1 9 0 9
5 ?  9 0 9 1 9 1 9 9 0 0
5 8  9 9 0 0 0 0 9 1 9 9
5 9  0 9 9 0 9 9 9 9 9 0
6 0  9 9 9 9 9 0 9 9 1 9
6 1  9 1 1 9 9 0 9 9 1 9
6 2  9 1 1 9 9 0 1 9 9 9
63 9999999999
6 4  9 9 1 1 0 0 9 0 9 9
6 5  9 9 0 9 9 9 1 1 9 0
6 6  1 1 1 9 9 9 9 0 1 9
6 ?  0 9 0 0 1 9 1 9 0 9
6 8  1 1 . 0 0 9 0 1 9 9 9
6 9  9 1 9 1 0 0 0 9 9 1
7 0  9 9 0 0 0 9 1 1 1 9
7 1  9 1 9 0 9 9 9 1 0 9
't2 9r990L9I99
7 3  9 1 9 9 9 0 0 0 0 9
? 4  1 9 9 0 9 0 1 9 9 9
? 5  9 1 9 9 0 9 0 9 1 1

? 6  9 1  9 9 0 9 0 9 9 1
77 9LtO999999
? 8  9 1 9 9 9 0 0 9 9 1
7 9  9 9 9 9 0 9 1 9 0 9
8 0  9 1 0 0 1 9 1 1 . 0 1
8 L  9 1 9 1 L 9 0 9 9 9
8 2  9 9 9 0 9 9 1 1 0 1
8 3  9 9 9 0 1 9 L 1 9 0
8 4  0 9 0 9 1 L 1 9 9 9
8 5  1 1 9 0 0 9 1 9 9 1
8 6  1 9 9 9 9 0 1 1 0 9
8 ?  1 1 0 0 0 9 9 9 9 1
8 8  9 1 0 9 9 9 9 9 0 1
8 9  9 9 1 1 9 9 0 9 9 9
9 0  1 1 9 0 0 9 1 1 9 9
9 1  9 9 9 1 L 0 9 0 9 1
92 1900101991.
9 3  9 9 0 9 0 0 1 L 9 1
9 4  1 9 9 0 0 9 9 1 9 1
9 5  1 9 0 9 1 1 1 9 0 9
9 6  9 9 0 9 9 1 9 9 0 9
9 7  9 0 0 0 1 9 1 1 0 0
9 8  9 9 0 9 9 0 9 9 0 9
9 9  0 9 9 9 1 9 1 1 9 0

1 0 0  1 9 9 0 9 0 1 9 0 1

0  t  1 2 t 6 2 0 2 4 2 t 3 2 3 6 4 0 U 4 t  5 0 5 2 5 6 6 4
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CCIO|ÀNDE : MNDM <> utlllsant une nesure sâns ponderaÈlon.

valeur du crltère obÈenu 257.1028000

Part  l t ion

c l âsse  1 :  3Se lemen ts

8 15 18 2L 25 26 2A 30 36 38 43 46 47 49 54 56 5E 62 53 68 ?0
7L 72 74 ?'t 79 80 E2 85 85 e7 88 90 92 93 9'l 98 100

c lasse  22  3 l e l e tnen t s

4 5 6 7 10 11 L2 13 1,1 19 20 24 29 3? 37 39 42 45 48 60 61
64 65 69 73 75 76 78 81 89 91

c lasse  3 :  3 l e l emen ts

r  2 3 9 16 L7 22 23 21 31 33 3{  35 40 t |1 44 50 51 52 53 55
57 59 55 67 E3 84 95 96 97 99

,-  f  36,  38,  47,  63,  72,  781

ÎABLEAU DES VÀIEURS IDEAIES

wwvwvw
ÀAÀÀÀÀÀÀÀÀ

1
123 45 678 90

1 1 1  1 1 1
2  111  11
3  1111

ÎÀBI,EÀU DES EFFECÎIFS DES DONITEES !{ÀNOUÀNTES

v v v v v v v v v v
À À À A À À A À A A

1
! 2 3 4 5 6 7 A 9 0

1  5 4 . 0  5 0 . 0  4 9 . 0  5 2 . 0  4 9 . 0  4 9 . 0  3 9 . 0  5 4 . 0  5 3 . 0  5 1 . 0

TÀBLEÀU DES AI,PHA

v v v v v v v v v v
À À À À A À A À A À

1
r 2 3 4 5 6 7 A 9 0

1  0 . 6 5  0 . 6 8  0 . 3 9  0 . 2 9  0 . 4 9  0 . 3 7  0 . 6 6  0 . ? 0  0 . 3 4  0 . 6 1

TÀBLEAU DES ECARTS

v v v v v v v v v v
À À A À À À À À À À

1
L 2 3 4 5 6 1 8 9 0

1  5 .95  ? .04  11 .6?  7 .37  L4 .29  A .E2  ? .51  7 .48  8 .15  9 .31
2  7 .6L  4 .84  10 .94  15 .13  9 .8 / t  7 . 22  7 .87  L3 .22  11 .55  5 .82
3  1 0 . 7 8  1 0 . 6 E  7 . 4 9  6 . 6 7  6 . L 2  9 . 7 A  3 . 7 9  5 . 1 7  6 . 4 5  ? . 3 5

TABIEÀU DES PARÀI'ETRES DE IÀ IPI DE BERNq'ILLI

v v v v v v v v v v
À À À A A À À À À À

1
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

L  O . 2 7  0 . 2 1  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 1  0 . 2 7  0 . 2 7
2  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7
3  0 . 2 ?  0 . 2 7  0 . 2 1  0 . 2 1  0 . 2 7  0 . 2 1  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7

TÀBI.EAU DES COEFFICIENÎS DE PCIDER.ATION

v v v v v v v v v v
À À À À À À A À À Â

1
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0
2  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0
3  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0
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L  2  3  9  1 5  L ?  2 2  2 3  2 7  3 1  3 3  3 4  3 5  4 0 ' t l  4 4  5 0  5 1  5 2  5 3  5 5
5? 59 65 67 83 84 95 9',t 99

c l asse  3 :  2Se lemen ts

Donnêesmanqunus : tuu panière apryoclw

cCUl,lÀt{DE : MNDM <) uÈlllsant une mesure ponderee (FDnderatlon dlfferënte par varlâble)

valeur du clltere obtenu 566.6147000

Pert lÈlon

c l a a s e  1 :  4 2 e l m e n t s

8 15 lE 2L 25 26 28 30 35 37 38 43 45 46 47 49 54 56 58 60 62
63 68 70 71 72 74 77 79 E0 A2 E5 86 A7 8E 90 92 93 94 96 98 100

c lasse  2a  30e lenen t s

= {35,  37,  38,  45,  47.  60.  63,  72,  78,  961

TABLEAU DES VÀTEURS IDEAI,ES

vwwwvw
ÀÀAÀÀÀÀÀÀÀ

1
1234567E90

1 1 1  1 1 1
2  1111
3  1 1 1  1 1

TÀB!EAU DES EFFECÎIFS DES DONNEES I{ÀIIOUÀNTES

v v v v v v v v v v
À  À  . À  À  A  À  À  À  À  I
L 2 3 4 5 6 7 8 9 ô

1  5 4 . 0  5 0 . 0  4 9 . 0  5 2 . 0  4 9 . 0  4 9 . 0  3 9 . 0  5 4 . 0  5 3 . 0  5 1 . 0

TÀBLEAU DES ALPHÀ

v v v v v v v v v v
À À À À À A À À À À

L 2 3 4 s 6 7 8 9 ô
1  0 . 6 5  0 . 6 8  0 . 3 9  0 . 2 9  0 . 4 9  0 . 3 7  0 . 5 6  0 . 7 0  0 . 3 4  0 . 6 1

TÀBLEÀU DES ECÀRTS

v v v v v v v v v v
À À À À À À À À À À

t 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1  7 .65  9 .00  12 .E r l  9 . 25  L5 .27  10 .5?  8 .89  8 .70  11 .15  LO .47
2  1 0 . 1 3  1 0 . 2 0  7 . 4 9  5 . 3 8  5 . 6 1  9 . 7 8  3 . 4 4  4 . 8 1  6 . 4 5  6 . 7 3
3  7 . 2 6  3 . 2 0  9 . I 2  1 3 . 5 4  9 . 3 5  6 . 4 7  5 , 9 0  1 1 . 1 3  1 1 . 5 5  5 . 0 4

TÀAI,EN' DES PÀAAUETRES DE LÀ IPI DE BERNq'ILLI

v v v v v v v v v v
À À À À À À À A À À

1
L 2 3 ' t 5 6 7 8 9 0

1  0 .25  0 .22  9 .29  0 .29  0 .30  O .2 ' t  0 . 18  O .25  0 .29  0 .22
2  0 . 2 5  0 . 2 2  0 . 2 9  0 . 2 9  0 . 3 0  0 . 2 7  0 . 1 8  0 . 2 5  0 . 2 9  0 . 2 2
3  0 . 2 5  0 . 2 2  0 . 2 9  0 . 2 9  0 . 3 0  0 . 2 1  0 . 1 8  0 . 2 5  0 . 2 9  0 . 2 2

TÀBI,EAU DES COETT.ICIEIITS DE PONDERÀÎION

v v v v v v v v v v
À À A A À À À À À À

1
t 2 3 { 5 6 7 A 9 0

1  1 . 1  L . 2  0 . 9  0 . 9  0 . 8  1 . 0  1 . 5  1 . 1  0 . 9  1 . 3
2  l . t  t . 2  0 . 9  0 . 9  0 . 8  1 . 0  1 . 5  1 . 1  0 . 9  1 . 3
3  1 . 1  t . 2  0 . 9  0 . 9  0 . 8  1 . 0  1 . 5  1 . 1  0 . 9  1 . 3

4  5  6  7  10  11  t 2  13  14  19  20  21  29  32  39  42  48  61  64  66  69
73 ?5 75 78 81 89 91
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E 15 2L 25 26 30 43 46 49 54 56 5E 62 63 68 ?0 7L 72 74 79 60
82 85 E6 8? 88 90 92 93 94 98 100

classe 3 a 32 elenents

Doméesmntquantes : wæ prenière approclu

Cot1fiANDE : MNDÈ| <> utllisant une nesure pondèree (ponderatlon dlfferente par varlable et par classe)

valeur du critere obtenu 549.0522000

Part l t lon

c l asse  1 :  36e lenen t s

4 5 6 7 10 11 L2 13 14 lE 19 20 24 2A 29 32 37 38 39 42 45
47 4E 60 51 64 66 69 73 75 76 77 78 El  19 91

c lasse  2z  32e lenen t s

L 2  3  9  16  77  22  23  27  31  33  34  35  36  40  41  44  50  51  52  53
55 57 59 65 6't 83 84 95 96 97 99

ob le ts  ml  c lasses  -118,  28 ,  63 ,  72 ,  77 ,  781

TÀBLEÀU DES VÀI,EURS IDEAIES

wwwww
ÀÀAAAÀÀA,AÀ

1
' L234567890

1  111  11
2 t t  1 1 1
3  1111

TÀBL,EAU DES EFFE TIFS DES DONNEES }IÀNQUÀNTES

v v v v v v v v v v
À À À À À À À A À À

L 2 3 4 s 6 7 8 g ô
1  5 4 . 0  5 0 . 0  4 9 . 0  5 2 . 0  4 9 . O  4 9 . 0  3 9 . 0  5 4 . 0  5 3 . 0  5 1 . 0

TÀBLEÀU DES ÀLPHA

v v v v v v v v v v
A À À À À À À À À À

1
r 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  0 . 5 5  0 . 6 8  0 . 3 9  0 . 2 9  0 . 4 9  0 . 3 7  0 . 6 6  0 . 7 0  0 . 3 4  0 . 6 1

ÎÀBI,EAO DES EGARÎS

v v v v v v v v v v
A À À À À À À À À À

1
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  8 . 6 5  5 . 8 0  1 2 . 1 6  1 6 . ? 1  1 1 . 3 1  8 . 3 3  9 . 8 r t  1 ? . O O  1 5 . 1 9  1 . 3 7
2  5 . 3 7  5 . 7 6  6 . 8 8  5 . 5 0  L L . A z  7 . 3 3  4 . 4 8  6 . 2 6  6 . 7 9  7 . 3 7
3  1 1 . 4 3  1 1 . 5 6  8 . 4 9  6 - 9 6  6 - L 2  1 0 . 4 1  3 . 7 9  5 . 1 7  6 . 4 5  7 . 9 6

TÀELEAT' DES PÀ.RÀI{EIRES DE IÀ IOI DE BERNCI'ILLI

v v v v v v v v v v
À À À À À À À À À À

r 2 3 4 s 6 7 8 9 ô
L  0 . 2 4  0 . 1 6  0 . 3 4  0 . 4 6  0 . 3 1  0 . 2 3  0 . 2 7  0 . 4 7  0 . 4 2  0 . 2 0
2  0 . L 7  0 . 1 8  0 . 2 2  0 . L 7  0 . 3 ?  0 . 2 3  0 . 1 4  0 . 2 0  0 . 2 1  0 . 2 3
3  0 . 3 6  0 . 3 6  0 . 2 7  0 . 2 2  0 . 1 9  0 . 3 3  0 . L 2  0 . 1 5  0 . 2 0  0 . 2 5

IABI,EAU DES CPEFEICIENTS DE PA|DERÀTIoII

v v v v v v v v v v
À À A À À À À À À À

1
L 2 3 ' 1  5 6 7 e 9 0

L  L . 2  1 . 6  0 . 7  0 . 1  0 . 6  1 . 2  1 . 0  0 . 1  0 . 3  1 . 4
2  L . 6  1 . 5  1 . 3  1 . 6  0 . 5  1 . 2  1 . 8  1 . ' l  1 . 3  1 . 2
3  0 . 6  0 . 6  1 . 0  1 . 3  L . 4  0 . 1  2 . O  1 . 6  l . t l  1 . 1
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Données motqnntes : wæ prntière approclv

4.1.3 Lorsque cr est êgal à U2

Comme nous I'avons noté, lorsque s, = tl2,la mesure de dissimilarité utilise

uniquement les composantes observées simultanément. Dans ce cas, la méthode

MNDM se prés€nte sous la forme la plus simple. Le paramètne cr n'a aucune influence

sur les étapes d'affectation et de représentation qui caractérisent la méthode MNDM.

Nous procédons de la même manière en demandant rois classes. L'évolution du

pourcentage dobjets mal classés est présentée pour les trois options dans le tableau 9.

Dourcentage dobies mal classes
7o de destruction e eJ 4

0 0 0 0
8 0 0 0
t2 0 0 0
16 0 0 0
20 I 2 3
24 z 2 2
2E z 3 2
32 3 3 4
36 2 4 3
n 2 3 2
4 4 4 3
4E 4 5 4
50 E 5 4
52 7 9 6
56 U E 6
æ l 3 1 l 13

Tableau 9 : évolution des pourcentages dobjes mal classés.

Les résultats dans ce cas sont meilleurs que dans les cas précédents et la convergence

est très rapide. C'est cette option que nous retiendrons. La mesure de dissimilarité

utilisée semble êre laplus raisonnable. Nous éutiliserons cette mesure sous sa forme

la plus généralisée dans le chapiue W. Comme précédemment, dans la figure 2, nous

comparons les trois variantes de la nÉthode MNDM lorsque u'= lfz-

50



Données nanquntes : wæ pranière apryoclu

m

60

40

n

0

Figure 2 : comparaison des Eois variantes de MNDM.

Dans la figure 3 nous comparons la méthode MNDM3 lorsque chacune des

composantes de c dépend des variables (A) et MNDM 3 lorsque a=lt2 (B).

m

60

40

n

0

Figrre 3 : comparaison de MNDM 3 lcsque c déperd de.s variables et lorsque

a= l fL.

Les trois pages qui suivent contiennent les résultas de la méthode MNDM (avec les

uois varianæs) appliquée sur XER50.

a
r{,
6e
€
E
o
o
b-
-ê.tt

s

6ra)
0
a-
E

a
Ê
a
o
b-
-9
€
a

0 t 12 t6 20 24 2t 32 36 40 44 4t 50 52 55 64

Teur dc destruction (%)

0  t  1 2 1 6 2 0 2 4 2 t 3 2 3 6  4 0 4 4 4 t 5 0 5 2 5 6 6 4

ftux dc dcstnrction (%)



Domées nanquanus : tw pemière approche

CCIIMÀIIDE : t4NDÈl <> utlllsanc une læsure sans Pondêratlon

veleur. du critere obtenu 29.0000000

Partltlon

c l asse  1 :  3se lemen ts

r  2 3 9 15 16 L7 22 23 25 27 31 33 34 35 36 {0 41 44 50 51
52 53 55 57 59 63 65 67 E3 84 95 96 97 99

c lessê  2 r  3Te lenen t s

4 5 6 7 10 11 L2 13 14 19 20 24 2g 29 32 37 38 39 42 43 45
47 48 60 61 62 64 66 69 73 75 76 77 7A 81 89 91

c lesse  3 :  2Se lenen t s

8 18 27 26 30 46 49 5 ' t  56 5E 68 70 7L 72 74 79 80 82 85 86 g7

88 90 92 93 94 98 100

- l I5,  25.  28.  43,  62.  72,  77,  7Al

TÀBI,EÀU DES VÀIEURS IDEAIES

vwwwvw
ÀÀÀÀAÀAÀÀA

1
123456?890

1  1111
2  1111  11
3 1 1  1 1 1

ÎÀBI,EAU DES EFFECÎIFS DES DONNEES I{AI'IOUÀNIES

v v v v v v v v v v
À À À À À A A A À A

1
L 2 3 4 5 6 1 8 9 0

1  5 4 . 0  5 0 . 0  4 9 . 0  5 2 . 0  4 9 . 0  4 9 . 0  3 9 . 0  5 4 . 0  5 3 . 0  5 1 . 0

TÀBLEAU DES ÀI,PIIÀ

v v v v v v v v v v
À À A À À À A À À A

1
] - 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . s 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0

TÀBI.E,AU DES ECÀRTS

v v v v v v v v v v
À À A À A A À À À À

1
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  1 .00  0 .00  3 .00  2 .00  0 .00  1 .00  0 .00  1 .00  1 .00  0 .00
2  1 . 0 0  1 . 0 0  0 . 0 0  2 . 0 0  2 . o o  2 . o o  1 . 0 0  0 . 0 0  2 . o o  0 . 0 0
3  0 . 0 0  0 . 0 0  0 . 0 0  2 . 0 0  3 . 0 0  1 . 0 0  1 . 0 0  1 . 0 0  1 . 0 0  0 . 0 0

TABI,EN' DES PÀR,AMETRES DE IÀ I,OI DE BERNCX'ILLI

v v v v v v v v v v
À A A À À À A À À A

1
t 2 3 { 5 6 7 8 9 0

r  o . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 1
2  0 . 2 ?  O . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 1  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7
3  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 7  0 . 2 1  O . 2 1  0 . 2 7

TÀBI.EÀU DES COEFFICIETfTS DE POTDERÀÎION

v v v v v v v v v v
A À À À À À À À À A

1
r 2 3 t 5 6 7 8 9 0

1  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0
2  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0
3  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0
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CO!ilÀNDE <> MNDM utlllsant une mesure ponderee (Fonderâtlon dlfferente par vârlâble)

valeu! du crltere obtenu 188.1551000

Partltlon

c l asse  1 :  33e lenen t s

8 15 18 21 25 26 30 43 46 49 5{  55 58 62 63 68 70 71 72 14 79
80 82 85 86 8? 88 90 92 93 94 98 100

c l , asse  2 i  35e lenen t s

4 5 6 7 10 11 !2 13 1{  19 20 24 2e 29 32 3 ' t  38 39 42 45 47
4E 60 61 64 66 69 73 ?5 76 77 78 81 E9 91

c lasse  3 :  32e lenen t s

L 2 3 9 16 r7 22 23 27 31 33 34 35 36 40 41 44 50 51 52 53
55 5? 59 65 67 83 84 95 96 97 99

- 128,  63,  72,  77,  781

TÀBLEN' DES VA',EURS IDEAI,ES

wvwvww
ÀÀAÀÀÀÀÀÀÀ

1
L234567990

1 1 1  1 1 1
2  1111  11
3  1111

ÎÀBLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MANQUÀNÎES

v v v v v v v v v v
À À À A A À A A À À

1
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  5 4 . 0  5 0 . 0  4 9 . 0  5 2 . 0  4 9 . 0  4 9 . 0  3 9 . 0  5 4 . 0  5 3 . 0  5 1 . 0

TÀBI,EAU DES AI,PHA

v v v v v v v v v v
À À À À À A À À À À

I
r 2 3 4 5 6 7 A 9 0

1  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0  0 . 5 0

TÀBI,EAU DES ECARTS

v v v v v v v v v v
A A A A À A À À A À

L 2 3 4 s 6 7 8 9 ô
1  0 .00  0 .00  1 .00  2 .oo  3 .00  1 .00  1 .00  2 .00  1 .00  0 .00
2  1 . 0 0  1 . 0 0  0 . 0 0  2 . 0 0  2 . 0 0  2 . o o  0 . 0 0  0 . 0 0  2 . o o  0 . 0 0
3  1 . 0 0  0 . 0 0  3 . 0 0  2 . o o  0 . 0 0  1 . 0 0  0 . 0 0  0 . 0 0  1 . 0 0  0 . 0 0

ÎÀBLEAU DES PÀRN{ETRES DE IÂ IOI DE BERNq'ILII

v v v v v v v v v v
À A À À À À À À À A

1
! 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  0 . 0 2  0 . 0 1  0 . 0 4  0 . 0 6  0 . 0 5  0 . 0 4  0 . 0 1  0 . 0 2  0 . 0 4  0 . 2 5
2  0 .02  0 .01  0 .04  0 .05  0 .05  0 .0 ' l  0 . 01  0 .02  0 .04  0 .25
3  0 .02  0 .01  0 .04  0 .06  0 .05  0 .04  0 .01  0 .02  0 .04  0 .25

TÀBI.EAU DES COETTICIENTS DE PONDERÀTIO}I

v v v v v v v v v v
À A À À À À A À À À

1
L 2 3 4 5 6 7 E 9 0

1  3 . 9  q . 6  3 . 2  2 . A  2 . 9  3 . 2  4 . 6  3 . 9  3 . 2  1 . 1
2  3 . 9  4 . 6  3 . 2  2 . A  2 . 9  3 . 2  4 . 6  3 . 9  3 . 2  1 . 1
3  3 . 9  4 . 6  3 . 2  2 . A  2 . 9  3 . 2  4 . 6  3 . 9  3 . 2  1 . 1
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CCI,O{ANDE : MNDM <> utlllsant une nesuEe ponderee ( ponderatlon dlfferênte pâr classe et par varleble)

veleu! du crltere obtenu 108.9583000

Part l t lon

c l asse  1 :  34e lemen ts

I  2 3 9 16 L7 22 23 25 27 31 33 34 35 36 40 t t l  44 50 51 52
53 55 57 59 63 65 67 83 84 95 96 97 99

c lesse  2 i  34e lenen t s

E 13 15 18 2L 26 28 30 43 46 49 5{  56 58 62 58 70 7L 72 74 7 ' l
79 80 82 85 A6 A7 88 90 92 93 94 98 100

clâsse 3 a 32 elementa

4 5 6 7 10 11 L2 14 19 20 24 29 32 37 38 39 42 45 4 ' t  48 60
61 64 66 69 73 75 76 78 81 89 91

- l I3,  25,  72.  7Al

TÀBI,EÀU DES VÀLEURS TDEAI,ES

www\ rw
ÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀ

1
1234557890

1  1111
2 t t  1 1 1
3  1111  11

TÀBI,EÀU DES EFFECÎIFS DES DONNEES MANOI'ANIES

v v v v v v v v v v
A À À À À À À À À À

r
t 2 3 4 5 6 ? 8 9 0

1  5 4 . 0  5 0 . 0  4 9 . 0  5 2 . 0  4 9 . 0  4 9 . 0  3 9 . 0  5 4 . 0  5 3 . 0  5 1 . 0

TÀBIEAU DES ÀI,PHÀ

v v v v v v v v v v
À À À A À À À À À À

1
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0  o . 5 0

TÀBI,EÈU DES ECÀRTS

v v v v v v v v v v
A A À À À À À À À A

I
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  1 .00  0 .00  3 .00  2 .oo  0 .00  1 .00  0 .00  0 .00  1 .00  0 .00
2  0 .00  0 .00  2 .00  2 .00  3 .00  1 .00  3 .00  2 .00  1 .00  0 .00
3  1 .00  1 .00  0 .00  0 .00  2 .00  2 .00  0 .00  0 .00  1 .00  0 .00

TABLEAU DES PÀR,AI'IEIRES DE IÀ IPI DE BERNCI'IIÀI

v v v v v v v v v v
À À A À À À À À À À

1
1 2 3 4 5 6 7 A 9 0

1  0 . 0 3  0 . 0 9  0 . 0 9  0 . 0 6  0 . 1 3  0 . 0 3  0 . 0 2  0 . o 2  0 . 0 3  0 . 1 6
2  0 . r 4  0 . 1 4  0 . 0 5  0 . 0 6  0 . 0 9  0 . 0 3  0 . 0 9  0 . 0 6  0 . 0 3  0 . 1 9
3  0 .03  0 .03  0 .03  0 .03  0 .06  0 .05  0 .03  0 .11  0 .03  0 .18

TÀBI,EAU DES CIEFFICIENTS DE POT{DERÀTIOI

v v v v v v v v v v
À À À À A À À À A À

1
L 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1  3 . 5  2 . 3  2 . 3  2 . 8  1 . 9  3 . 5  3 . 7  3 . 7  3 . 5  1 . 6
2  L . 8  1 . 8  2 . 8  2 . A  2 . 3  3 . 5  2 . 3  2 . A  3 . 5  1 . 4
3  3 . 4  3 . ' l  3 . 5  3 . 5  2 . 1  2 . 1  3 . 6  2 . 1  3 . ' l  1 . 5
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4.2 APPLICATIONS AUX DONNEES REELLES

L'ensemble de données est constitué de 59 plaques-boucles sur lesquelles ont été

relevées la réponse ou I'absence d'une sélection de 26 critères techniques de

fabrication, de forme et de décor. En demandant deux classes, I'algorithme MNDBIN

(Marchetti 1989) nous pennet de constater une nette différence entre deux grands

groupes de plaques-boucles. En effet, la valeur du critère égale à224 traduit le fait

que 84.5% des données initiales sont égales aux valeurs idéales fournies par les

noyaux. Les deux classes sont les suivantes :

Classe 1= {01, 02,06,08, 10, 12,13,16, 18, 1g,29,37,. . . ,451

Classe 2 = [03,04, 05, Ul, @, lL, 14, 15, 17, 2O, ...,28, 30, .-., 36, 6, ..., 591

Nous énunrérons les camctèrcs les plus expliciæs des classes I et2:.

Classe I

Classe 2

damasquinure par place prédominanæ (identifiée par C25),

damasquinure bichrome (e3),

fixation parclous de fer (C16),

fond plaqué argent (C37).

damasquinure par incnrstation dominante (C24),

damasquinure rnonochrome argent (C22),

fixation par bossette de bronze (C15).

Nous avons détruit 5O% de ces données, en les tirant au hasard panni 59106 = 1534

observations possibles. La méthode MNDM avec les rois variantes, est ensuite

appliquée à ces données incomplètes avec les différents choix du paramètre o. I-es

classes obtenues sont à un élément près identiques (seul l'élément 25 quitte sa classe,

et cela représente 1,6% toblets mal classés). Dans la page qui suit nous présentons

les classes obtenues en appliquant la méthode MNDM utilisant la premiè,re variante

lorsque g,= 14,^
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Cc!4tÀNDE <> MNDM utlllsanÈ une tæsure ponderee (ponderatlon dlfferente pâr vârlablel

valeu! du crltêre obtenu 110.0000000

Part l t lon

c l ass€  1 :  39e len€n t s

15
'19

07  09
3 5  4 6

05
35

03
33

04
34

classe

11  14
47  48

L7
50

18

20 2L 22 23 24 25 26 27 2g 30 31 32
51 52 53 54 55 56 57 58 59

2 a 20 elenents

06  08  10  L2  13

TABI,EAU INIÎIÀI REORDONNE

01 9 199919199 99999 99 99 9
02 9 19991 99 9 99 9911 999
05 9 199 19199991999 9199999
08 99 99999919 99999991 9 99
10 1 199 999 99 199 19 99
L2 999 9 1 999 9999 91 911
13 91 91 199 19999999 119
16 I  19 1 9 99 9999911 191
18 9 t99 99I 99999 991 9119
1 9  1 9 1 1 9 9 9 9 9 1 9 9 1 1 9
29 9 119 1 1999 1999 999991
37 9999 91 11999 9 99199
38 L 99999 9 99999 91 99
39 191 999919 9L9 99L99 I
40 999 999 9199 99 11 9 I
'11 9999999 11 99 19 11 9 1
42 1 9999119999199 19 91
t3 9 99999999 9919 199 1
44 9 1 199999 99 9 99 I
/t5 999 1 1 99999 991 99 1

4 544434 241403 938372 91 9l 6

cclccccccccccccccccctcccccc
ot I I IL222?2 223333333333 44 4
1 45 6?9234 56E 90L234567A90L2

03 I 9999199999 9 99 9
04 919 9999 9199 9 999 99
05 I  991919 19 9999 9991
o7 99 199 991 99999999 1 911
09 9 999 19991 999999 1191
1 1  9 1 1 9 1 9 9 9 9 9 9 9  9 9 9
1' l  99 9919999 9 99 1999
15 191 991 9999 99999 9 99
I7 1 91 9 199199 9999 9 9
20 9999 L 999999 99 9 919 9
21 9 1 91 99 999 9199 t99
22 1199 19 999 91 9911 99
2 3 L 9 9  9 1  1 9 9 9 9 9 9 9 9  9
24 99 1 1999 199999 9911 9
23 9991 99 I  999 9 1 99119 9
26 11 99191 99 999999 11 99
2 7  1 9 1 9 1 9 1 9 9  1 9 9 1 9 9 9 9
2A 91 91 19 999 199 11999
30 99 1 9 9199 r  99 1199
31 9999919199 999 1 9 11 91
3 2  1 9 1 9 r . 9 1 9 9 9 9 9 9 9
33 99 1 I  1999199 999991199
34 19199 19 99 9999991999
3 5  1 9 9 9 9 9 9  9 9  9 9 r 9
35  999  199  9  199  9  9  11  99
46  19991  19  99  9  L9  9  11  99
47 | 19999 9 91 99 999 9 99
4 8  9 1  1 9 9 9 9 9 9 9 9  9 9 1
4 9  1 1 9 9 1 9 9 9 9 9 9 1  9 9 1 9 9
50 1 99191 199 19919999 19
51 19 99 199999 1 9 9
52 r 9 9999999999 9 9LL999
53 19111 999999999 99911 9
54 9999 1199 99 9 99 9 99
55 I  99911999 1999 9 99 9999
5 6 1 1 9 9 1 1 9  1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
57 191 9991999 9 9999999 99
58 1919911 1991 999 999 9 9
59 9 I  91 9 1991999 999 1999
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CHAPITRE III

DONNEES MANQUANTES
LIEN AVEC LE MODELE

INTRODUCTION

Dans I'algorithme EM, la maximisation de la vraisemblance est remplacée par la

ma:rimisation d'une espérance de nraisemblance, plus facile à réaliser. Elle est obtenue

en considérant certaines données, telles que I'appartenance des individus aux

composants, comme manquantes.

Notre problème consiste à ma:rimiser un critère de nraisemblance classifianæ. Dans le

chapitre précédent, en présence des données manquantes, nous avons choisi cornme

critère d'optimisation I'espérance de rnaisemblance classifiante. Cene approche bien

que présentant des similitudes avec I'algorithme EM, en diffère cependant par

I'utilisation dans le calcul de l'espérance de nraisemblance classifrante, d'hypothèses

supplémentaires sur les données manquantes. La distribution de ces données ne

dépendait pas du modèle et pouvait paraître injustifiée. Dans ce chapitrre, nous allons

appliquer I'algorithme EM à notre situation, ce qui revient à considérer que les

données manquantes suivent le modèle.

Comme précédemment, nous cherchons à classifier des données binaires en présence

de données rnanquantes. Soit le couple (P, e) où P désigne la partition (P1, ..., Pr)

avec K supposé connu et 0 = (a, e) conespond aux paramètres du modèle associé aux

données binaires. Notre objectif, diffrcile à réaliser par des calculs directs, est de

maximiser le critère de vraisemblance classifiante (VC).Ainsi, nous proposons de

maximiser la "moyenne" des vraisemblances classifiantes "reconstituantes"

VCR(P, e, X) pour tous les X possibles. Pour cela, apÈs avoir fixé les paramènes 0

et P, nous proposons de maximiser I'espérance de la vraisemblance classifiante

conditionnelle. Rappelons que c'est exactement la position de I'algorithme EM. En

respectant les notations précédentes, nous pouvons écrir€ :

Q[(P, e), (P(0, 0(t))] = EtLogVCR(P, 0, X)) / ptO, e(t)l = EIW(P, e, X) / P(0, e(t)l
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Notons ouæfois que lors de l'étape de ma:rimisation nous allons chercher uniquement

à améliorer le critère et non à le maximiser. Nous reconnaîtrons dans ceue étape les

deux fonctions, d'affectation et de rcprésentation.

Dans les trois prcmiers paragrcphes, nous proposons une varianæ de la méthode

MNDM pour les trois types de rnodèle de nÉlanges associés aux données binaires.

Dans le quanième paragraphe, nous décrivons cene méthode à partir du rnodèle des

classes latentes. En utilisant les liens existant entre ce modèle et le modèle associé aux

données binaires dans le cas le plus général, nous proposons dans le dernier

paragraphe un algorithme de classification avec reconstitution des données

uranquantes.

Nous conservons les notations utilisées dans les chapitres précédents, sauf indication

de noue part

1. E PARAMETRE FIXE

Pour tout xi élérnent de (}, le modèle s'écrit :

K
f(ry) = 

à 
n. f(xi; ar)

K
avec V k = 1, K pre 10, 1[ et 

oX=,nr 
= t

r(*i ; ud = Ë. ,lxi- 
at';l (t-r)l-l*i 

- ak'jl
j= l

(1 .1 )

Nous allons expliciær I'expression de E[W(P, 8, 4, D /P(t), e(t), a(t)]. I-es paramètres

e(t), a(t)désigneront par la suite les valeurs respectives de e et a à I'itération (t).

1.I EXPRESSION DE L'ESPERANCE

Sachant P(t), e(t) et a(,), nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition l:

E[w(P, e, a, X) /P(t), e(t),a(t =

l let,l- 
"$t- ".jl)+ 

np Log(l-e)
c K

t"ei  I
l-€ k=l ie  Pj  jeOi j e M i
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Preuve :

D'après (II2.1.1) nous pouvons écrire :

EIW(P,e,a,X)/O(t) l= I E( Iogf (xi;ad+ Etlogf (*l ;+)/ s(t),a(t) l)
k=l ie p1

Explicitons le terme Etl,og t (rrt ; ak) / P(D, e(t), 1(t)l

Etlrgr(oi ; as)/P(O, s(t), a[0] = I, Etlog f(4 ; 
"q ) 

/ p<0, €(t), a8 l
j e M i

Le ternæ Etlog f (4 ; 
"g: ) 

/ Pto, e(,), 
"E 

I peut s'ésrire :

Etlosf({; at; )/rlt0, a[],et,l I = f(4= I /I(t),4],e(o ) Log f({= t ; açi)

+ f(d=O/P(ù, 4,e(,) ) r,oe f(4=0 ; aU)

or log f({= I ; ahj ) = (1- ak.; )I.oB (e)+ aLjlog (1-e)

et Log f({= 0; atj ) = akjlog (e) + (l-a&j )Iog (l-e).

En distinguant les deux cas r* u[3 nous avons :

Si {  =t Et logf(4;a*,:) /P(t),e(, \  a$l =(1-6(t))Logf(d= l ;at j)

+ (l-e(t) ) Log f(4= 0 ; ar;)

Pour donner une fomre simple de I'expression E[.og f (4 ; *,) lP(t), e(t), uf], l,

nous envisageons les quatne possibilités dépendant des choix 4s aH a Ae a[t]r. Ces

possibilités sont représentées dans le tableau 1.

tf i=t {ll =o
8 t i =  I (1- e9l,os (l-e)+ 6(t)tpg (s) €(t)tpg (1-e)+ (la{D[^og (e)

a r i=0 (1- e{t)[,og (e)+ e{tlng (l-e) e(t)tpg (e)+ (l-e{0)Iog (1-e)

+ e(t) Log f(4= 0 ; ar;)

Si {=O Etlrgf(4;.q)/P(0,r(,), 4', l l  = g(t)Logf(4= l;a4;)

Tableur I : différenæs expressions de ceue esffrance conditionnelle.
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Nous pouvons alors écrire :

Etlog f(4; .q ) / P(0, e(t), 4t]l =

ou enconE

lstt) - luk"j _ 43llrng (e)+ (l- | e(.L luq - 4ll )r-og(r-e)

Etlogr(4; aq )/P(t),e(,), aE, =tos* le(tLlaqi -q$ll +Iog(l-e)

Notons que I e(t)-lu*, - {t}ll= | ;s(tl- o[t] l- uçi I

Nous en déduisons la formc gén&alede E[.og f (iP ; a1) / P(t), s(t), dol :

Etrrsr(nP ; ak ) /p(0, e<,), uf;)l =Log*,à, I le<'l-"fl l- us; | + .; Iog(l-e)

I ,ogf14';ar)

où mi désigne le nombrc de données marquantes pour l'individu x;.

Nous avons vu dans le deuxième chapitre que le tenne Log f (1o; ar) s'ésrit :

= rog ( [I ,lxi 
-aql 

. (r-e)l-l*i 
-u:t' 

)
j e o i

= I-osft f 
,à,1 

*i-"qil )+ (p-mJ lpe(l-e)

D'où:

E[W(P, e, a, X) lflt), g(t),s(t)] =

Ê K lr.B 
r_ulà,àr,,àj 

.l-*r, *,à, | | ear- 
"[] 

t - q | )+ np Ine(l-e)

#
Remarque :

Nons cotrstato$ quc cette expression s'écrtt de telle manière quc les données
nanqluntes semblent ête reconsrttuées par le tennc td0-41 qui est égal à dt) ou

à l-dt) suivant q* d;liest égal à 0 ou aflrrtt égal à I respectiverrùent . Ces

profubilités jouen le nûnu rôle quc les probabilités conditionnelles s2déiàvncs

fuw lc prnier chryitre.
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L'expression E[]V(P, E, î, X)l montre que les recherches de e et des a1 sont

indépendantes. Pour un e fixé appartenant à 10, fr,1-og{el(l-e)) est négatif et

ma:rimisrer I'espérance du critère revient donc à minimiser:

C(P' a) = X ( > l*i -"i,;l +
ie P1 je Oi

Notons que cette expression dépend des valeurs e(,)et 4qui sont connues. Comme

dans le chapitre précédent où la recherche des noyaux dépendait du paramètre c, ici

elle dépendra de e(t) 
",4t], 

.

I.2 nECHERCHE DES NOYAUX

Proposition 2 :

I*s composantes des atélémcnts de { 0, I}P minimisant C(P, a) sont définies par :

pour k = I, ..., K et j =1, ..., P,

lorsqtrc dfl= t

[or,=o si nJr<(
{

lor,i=, si n/2> Ç

d*'  l r
où €=

l -)s(t)

Preuve :

Nous nous basons essentiellement sur la proposition 2 du chapitre II en nous limitatrt

au cas où la paramètre c est inférieur à ln (car e(t)est inférieur à ln). Dans notre

situation 4 
joo" un rôle important dans la déærmination de a&i.En effet, il existe

quatne possibilités qui sont résumées dans le tableau 2, et rl s'agit de choisir les aç;

qui appartiennent à {0, l} et qui minimiscnt C(P' a).

K
T

k=l ,à, 
lle(')- a(D l- 

".; 
I )

torsquc d;l= o

[ar;=1 
sr nJrs-(

lort=o si n/p> - Ç
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4.]=t f,=o
a t j - l ql+ n{ettl d,+ r{t-e<tl;

ahi= o {+ r{tt- e<,D {+ r{eto

Tableau 2 : différentes valeurs de C(P, a) dans la classe k et potn la variable xl.

A panir des différentes expressions, nous pouvons déterminer de la même manière

que dans le chapiæ II les valeurs aqrecherchées. En effet" si nous posons :

4= (d- dl *t4( I -2€(t)) û. 4= (d- -d,.1 *4(2€(r) - r),

les aq dépendent des signes de ces deux ærmes. Par commodité, nous présentons les

résultats dans le tableau 3.

4,]=t {l1 = o
at j=  I {>0<+"4>Ë {>oë4<-6

aqi= o {  <o<+'4s É nl<0.â"{>-ç

Tableau 3 : solution du problème.

I .3  METHODE

La méthode MNDMIN que nous proposons est une variante de MNDM et est

initialisée par P(0) et (e(0), a(0)). Les vecteurs 
"[0) 

ront estimés sur les données

obsenréeset létape de maximisatiqr est décrite à I'itération (t+l).

Etape d'estimation :

Calcul de Q[@, 0), (P(0, $(t))] (voir proposition l).

Etape de maximisation :

Reclvrctu acs dljl): (recherclu fu.s noyaux)

L"r qÎit)qui maximisent Q[(P(t+l), e(t+l)), (P(t), Q(t))] sont définies dans la

proposition 2.

62



Enposant  e( t+r )= Ë-  I  (  >  l * i -a i , ; l+  t  l ls t t l - t f ] l -a t , j l ) ,s ( t+r )qu i
k=l ie Pk je oi je Mi

ma,{imise I'espérance conditionnelle est défini par : ec+l) = s(t+lynp-

Reclurclu de lapartitbnp@t) ; techerche des classes)

Nous affecterons xi à la classe P[t+l)qui minimise :

je oi

Données nanqunas : Iien awc Ie nndèlc

,à, 
l let')-aE l -{i" l

2. € PARAMETRE DEPENDANT DE CHAQUE VARIABLE

Pour tout x; élément de f,), le modèle s'écrit :

K
f (4)= 

à n. f(xi ;  ar)

avec Vk=1,K p1e l0 ,1 [  e t  fp*=t
k=1

et rt*i; ad = 
iÛr 

,' 
lxi- a'I 

{t-r,yl-l*i 
- anjl (2.r)

Dans ce qui suit, nous nous passerons des démonstrations qui se déduisent

immédiatement à paltir du premier paragraphe, nous donnerons uniquement les

résultats. Nous notons Wr la vraisemblarrce classifianæ reconstituante.

2.I EXPNNSSTON DE LIESPERANCE

Proposition 3 :

E[Wr(P, e, a, X) / P(0, s(t), a(t)] =

Ë r ( r,Loe 
Ë14-.*;1. ,à,*rËlrt j ' )-{.] l-"ul)+n 

!Los(l-€t
1=l ie pl je Oi l

Preuve :

La démonstration est identique à celle de la p'roposition l#

Cene expression peut égaleænt s'écrirc :

63



Données nunqwntcs : Iicnanc le nndèlc

K
E[Wle, e, a, X) / P(t), g(t), a(t)]

1=l ie pt

où

d,(xi, aù = 
j.>oïr Tl*j- "s;l *,à,Tr T,'rjo-'[3]-..,i I

et A=n ILoe( l -€J).
j e J

2.2 METHODE

Etape d'estimation :
L'expression Q[(P, 0), (P(0, e(t))] est défrnie dans la proposition 3.

Etape de maximisation :
Reclærche aes dfjl): (reclerche des noyaux)

Les {'1tl sont définies dans la proposition 2. Il ne reste plus qu'à déterminer les E(t*tl

maximisant (2.1.1). La quantité Q[(P(t+11, Q(t+l);, (P(t), e(t))] peut s'écrire :

,(t+1) t(r+l)

Q[(p(t+rl, e(r+l)), (p(0, 0(r))l = 
,à:*t r*,a.3 

lei * 
,à,{t-s *r,_r/Fi

où

* n.,àtor1t-ei('*t\

=p tr'1e!'*r)) (z.z.t)
j eJ

" j=,_Ë. >_14-{ : î t ' l  pour jee.- .k=l ie pk

p, =.Ë.
k=l ie pk ,

I-es valeurs tg(t*t), j eI) qui rnùdmisent(2.2.t)sont définies par :

ft=o + -,t#-ffiP=o
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Données manquntes : Iienavec le dèle

(r+l)_ ej + pj
- €i =-;-

En distinguant les différents cas rencontrés, nous pouvons montrer que les ejt*l)

appartiennent à 10, 12[.

Recherche dc la Wrtitbn N+t) : (reclvrclv des classes)

Puisque nous cherchons à maximiser Q[1P(t+t1,O(t+l)), (P(t), e(Ù], nous affecterons

xi à la classe 4*t) qoi minimise:

de(xi, ad.

3. E PARAMETRE DEPENDANT DE CHAQUE CLASSE ET DE
CHAQUE VARIABLE

Polr out xi élérnent de f,l, le modèle s'écrit :

K
f(x) = E pr f(xi; ar)

k=1
K

avec V k = l, K p1e 10, l[ et prnr = t

. e lxl- as.1l .l-lxi - a1;l
et f(xi; af = 11 t1,, 

.--t -^r'' (l-eU)- I --À'r (3.1)
j= l

Comme précédemment, nous nous baserons sur les résultats développés dans le

premierparagraphe. Nous notons lV2 la waisemblance classifiante reconstituanæ.

3.I EXPRESSION DE L'ESPERANCE

Proposition 4 z

E[Wz(P, e, a, X) / P(t), g(t), {t)] ='

â *J,àït tr | {-'.;l .,à,-t 
tr | l'g-'fl} | -ar;l 

?*ttt-€r;))

Cene expression peut égalerent s'écrire :

E[]Vz(P, €, a, X) / P(0, s(t), 4(t)1 = i-
1=l ie p1
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où

= (tog. ,rJ4i-t+. cr."c --u--:-,;Fi * t.læg(r-e['it)
t-4,i r-rà'j

Domées nanquantes : licnavec le modèle

(3 .2 .1)

pour  k= l ,Ke t je

pour k = 1, Ketj e

d.*(xi, r =,àï, 
iï 

| *i -,ql *,àTr 
il 

l'[]-"f.? | -uril

Ar= E Log(l-eq).
je r

3.2 METHODE

Etape d'estimation :
I'expression de Q[(P, e), G'(t), Q(t)] est défrnie dans la proposition 4.

Etape de maximisation :
*r {lit'sont définies dans la proposition 2.llneresæ plus qu'à détenninet t"t e{Il)

qui maximisent la quantité C suivanæ :

1-.[:j" 1-{:j"
Q = : { I-"s # | ,.i - .[:T'l + Los ̂i-jJ | 'f]-"8 | -"[i"l + r^og1r-e['j') ](t+l) 'fiie P1 a,j t+l)

{:j" r[i"

= c(€[:j')

ou

4 = >_ t4 - {:j"t
ie P1

Pi = 
,àrl l{.]-"8 l-"f.i"l

I-es composantes dït', k e { l, ..., K}, j e J) maximisant (3.2.1) sont défrnies par :

ft=o+
En distinguant les dlfférens cas, nous pouvons montrer que les e{lJl) appaniennent a

4*Pi
-(t+1) _ct,i rt1

lO,lf2[.Les classes sont définies en affectant chaque individu x; à la classe Pdt*l) qui

ûunrmse:
d"*(xi, at).



Données tuanquantcs : Iienavec le ntdèlc

Remarque:

Nous (nons rappelé furc le chapitre I les liens étroits existant entre ce rnodèle et

celui des classes latentes. Notots nutefois quc le nndèIe fus cluses latentes est

plus aisé à tttiliser car, funs les calculs,la manipulation d'un wique paranètre

s'cvère plus facile. Notts potmotts ainsi funner une arulyse du "comportement"

des cases vidcs conespndant aux bnnées nailquûrtes.

4. MODELE DES CLASSES LATENTES

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé le nrodèle des classes latentes. Dans

notre cas, 0 joue à la fois le rôle de e et celui de a, nous le notons o. D'après ce qui

préæède, nous pouvons décomposer Q[(P, a), (P(Ù, s(t))] en :

K
t  L(  Iogf  (n" ;aù+Et logf  (x i " ;ak lF0,s( t ) l )

k=l ie p1

Explicitons maintenant les deux tennes de cette expression. I-e premier s'écrit pour

tout k appartenant à { 1, ..., K} :

Loef(d;ad=
j eo i

et le deuxième tenne s'écrit pour tout k appartenant à { l, ..., K} :

Etlog f (xi ; aù lP(t), a(t

Et(4;%j) lNo,a[ . ' } l

tf(4= 1 /Fo, 4.] I -r f(*i = I ; %.i )

+ f(+ 0 / P(0, 
"[] t Loe f(r'= 0 ; oq )]

1 "[,? 
I^os ot', + 1r-a[]) Loe (1- %)]

L'expression de I'espérance du critère de vraisemblance classifianæ conditionnelle est

la suivanæ pour 0 . %'. I ,

E[W(P, X, a) / P(t), 6i(t)] =

i  >t 24r 
(%'i)

r=r iàr roi '  "g( l-ot/

(%.i)

,à$3 
I-s*; *,à -t tl-ot'j)) (4'r)

=
ie Pl je Mi

=I I
ie  Pl  je  M;

i e  P l  j eMg
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Données nn4nnus : lienavec Ie ndèlc

Nous allons chercher à calculer les (o1; k = l, .., K) qui maximisent (4.1).

proposition 5 :

Lcs composontes de o1élément de RP maximisutt E[W(P, X, a) | PO, ùlt)] sont

définies par : pour tout k = I, ..., K et j =1, ..., p

lr + af) ^ir
ak j=  

t tk

Preuve :

Mærimiser E[W(P, X, a) / a(t)] revient à minimiser chacun 6", rcrmss I rj :

Lr,; = 11 * cl[} 4y r.g9 + 4 Log (1- o[,i).

Pour tou tk=  1 , . . . ,  Ke t  j  =1 , . . . ,p  nOuSr€mafquonsque l ' - , j<0Carga%;a l .

Nous avons :

â o*,j ot,j 1- crr,j a.,r(l- %;)

Ltt oh qui maximisent I.j sont alors définies par :

d. . .  {+cf }ml
a - 

-r'J 
nkô oa,j 

-r'J D1

Lorsque ft* 
"[? 

t4) ,"na vers 0 ou { tend vors n1, le terme Lq;tend vers 0. La

solution du problème est donc toujoun celle que nous venons de donner. #

Remarques :

I . Iars dc l'étape de maximisation, tout se passe conùtue si les ùmées rnonqwntes
de chque varioble étaient reconstinées par le paranètre conespondant et estimé
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Domées nryuntes : Iienavec le modèle

auparavant. En effet, pour k =1, ..., K et j =1, ..., p, les qdésigncnt les centres

de gravité calculés sur les valeurs obsemées et les données manquantes

reconstituées par le puanèn 4 de chque classe pour chqrc variable.

2. Lorcquc nr= ni*, notts cvotrs lr= 0 et 4j= d;lj .

4. I  METHODE

Elle est initialisée par une partition initiale p(0) et les centres de gravité

t(4:1, ..., "(*1I); 
k =1, ..., K) calculés sur les valeurs observées. L'étape de

maximisation est décrite à l'itération (t+1).

Etape d'estimation :

Lors de cette étape, nous calculons Q[(P, c), (P(0, cr(t))].

Etape de maximisation :

Nous associons à chaque classe {" t" vecteur qtt*t'déRtti dans la proposition 1.

Lors de cette étape, tindividu x1 est affecté à la classe n[*l) aont le noyau est le plus

proche. Iæs classes sont alors définies de la façon suivanæ :

V k =1, . . . ,  K

p['*')={ xi',à,4*r#;*,à, 4 *',ffi * n?, Ioe (r- oh) >

("$T) ("fiÏ)
,àj*sa4,$* ,à,aHj 

I-sGb.,à loe(1-4T) vm+k )

Remarque :

I*s liew exisunt entre ce nodèlc et le nodèle utilisé dons le troisiàtu patagraple

sont exoctement ceux déjàvtts futs le cas où toutes les bwées sont obsemées.

Néamoirc, ils dépendent de fuux itératiors strccessives.
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4.2 EXEMPLE SIMPLE DIAPPLICATION

Nous disposons d'un tableau de données binaires croisant 10 individus identifrés par

les lettnes a à j et l0 variables binaires identifiées par les nombnes I à l0 (tableau 4).

Tableau 4 : tableau de données.

Nous appliquons none méthode MNDMIN en demandant deux classes. Dans les

tableaux 5 et 6, nous représentons respectivement le tableau initial réordonné et le

tableau des noyaux.

Tableau 5 : meilleure partition obtenue.

I-a valeur du critère obtenu est -9.46. La panition obtenue est la même que celle

obænue sur le tableau initial avant la génération des données nrulquantes.

I z 5 4 5 6 7 t 9 l0
a (, 0 o 0 I I 0 0
b ' l (, ' l 0 I I I I

' l 0
c 0 0 0 ,I I I

,| I 0 ,I

d I I ' l I 0 0 0 ' l I

e 'l ,I I ? 0 ,I 0 I
'l ?

f I I I I ' l 'l 0 I I
g I I I I 0 I ' l 0

'l I
h I ,I 0 0 I I I I 0 I

0 0 ? I I I I 0 0
I I I I 'l ? 0 0 I ' l

I z 3 4 5 6 7 E I t0
a (, 0 o 0 I I I o o
b ,I 0 0 I I I ,I - l 0
c U 0 o 'l I I o ,I

h I 'l U U I 'l I (,

l
' l 0 0 ,I I I ? 0 0

d I I
' l I o 0 0 ,I I

,|

e ? 'l I ,I 0 ' l 0 ? 'l 'l

T I I I I ,| 'l 'l 0 I
g I I I I 0 I ' l 0 ,| I

J I I I I ,I ' l 0 0 I ' l

I z 3 4 5 6 7 E I I t t
a l 0.@ 0.20 0.20 0.40 1.00 0.90 0.80 0.60 0.20 0.40
8t 0.87 0.E0 0.80 0.80 0.40 0.t0 0.,m0.,m0.@ 0.5s

Tableau 6: tableau des noyaux.
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5. EXPERTENCES NUMERIQUES

Nous appliquons notne méthode MNDMIN sur les données simulées utilisées dans le

premier chapire en demandant 3 classes. Les résultats sont présentés dans le tableau 7.

% de destrucuon Uo Oemûl Clôsses objets mal classés
0 0 a
E 0 I
lz o g
l6 I 177 |
20 3 13,77, 7E
24 3 13,77,7E
2E 4 15 ,  l J ,  I  I ,  16

32 4 13 .73 ,77 ,78
36 4 IU ,  3U ,  77 , ' lE
40 4 1 2 , ' l ' 5 , ' l  I ,  l é

4 4 l ' 2 ,  15 ,  I  I ,  l é

4E 4 13,zE,72,7E
50 5 l13,  25,  43,7 'J ,761
52 6 l l3,  43,73,7E, EZ,95l
56 5 143,72,78, 82,951
& lz I  lu ,  21,  ZJ,  4-5, ' l  L , '15

E1,  82,  91,951
16, ly,

Tableau 7 : évolution des pourcentages dobjets mal classés.

La méthode MNDMIN donne de bons résultats. Notons toutefois la lenteur de la

convergence de I'algorithme. Nous présentons ci-dessous le tableau de données

56 % de données manquantes sur lequel nous appliquons notre)GR56 comportant

méthode.
1  0 0 0 9 1 1 1 1 9 0
2  9 0 9 0 1 1 1 9 9 0
3  9 0 9 9 9 1 9 1 0 9
4  1 1 9 9 0 0 0 9 1 9
5  9 9 9 9 0 9 0 9 9 9
6 1 1 1 1 9 9 9 0 r . r .
7  1 1 r . 1 0 1 9 0 9 1
I  9 9 0 0 1 9 1 1 9 1
9 9009 i l .1900

1 0  1 9 1 9 9 9 0 0 L 9
1 1  9 9 9 9 9 9 0 0 r . 9
12 191900001.1-
13  9190990991,
t  4  9 1 9 9 0 0 0 0 9 1
L 5  9 9 9 0 9 9 1 0 0 9
1 6  9 9 9 0 9 9 1 9 9 0
1 7  9 0 9 9 1 9 9 9 0 0
18 19900901.91
1 9  1 1 9 1 0 0 0 9 1 9
2 0  9 9 1 9 9 9 9 0 9 9
2 1  1 9 0 1 9 9 1 9 9 9
2 2  0 0 1 0 1 9 9 1 0 9
2 3  0 9 9 9 1 1 r . 9 0 9
2 4  1 1 1 9 0 0 9 0 9 9
2 5  9 1 9 0 9 9 9 1 0 9

l -  100909109
0 9 0  9 9 1  9 1 1 0
l . 1 9 9 0 0 0 9 0 9
1 1 L 1 1 0 0 9 9 1
1 1 0 9 1  9 1 1 9 1
9 0 9 1  9 9 1 1 9 0
9 1  9 9 9 1 0 9 1  1
9 0 0 0 1  1 1  9 0 0
9 0 0 0 1 1  1 1 0 0
9 9 9 0 1 1 1 t  9 9
99191 9r .109
1 9 9 1 0 9 9 9 1 1
9 9 1  9 9 0 9 9 9 9
011 9900991
0009909909
90001 I  9999
911 990991 1
919990990 9
00101 91  900
1 0 9 9 0 9 9 9 1  9
1  19900910 1
9911999099
991 9990911
1  1 0 0 0 0 1 0 0 1
0 9 9 9 1  9 1  1 9 0

5 1  0 9 0 0 1 9 1 1 9 9
5 2  0 9 0 9 9 1 1 9 9 0
5 3  0 0 0 9 9 1 9 1 9 0
5 4  1 9 0 1 9 9 9 1 9 9
5 5  0 9 0 0 9 9 1 1 9 0
5 6  1 9 0 9 9 0 1 9 0 9
s 7  9 0 9 1 9 1 9 9 0 0
5 8  9 9 0 0 0 0 9 1 0 9
5 9  0 9 0 0 9 9 9 9 9 0
60 991.9909919
61 91 .19909919
6 2  9 1 1 9 9 0 1 9 9 9
63 9999999199
6 4  9 9 1 1 0 0 9 0 9 9
65 9909991r .90
6 6  1 1 1 9 9 9 9 0 1 9
6 7  0 9 0 0 1 9 1 9 0 9
6 8  1 1  0 0 9 0 1 9 9 9
6 9  9 L 9 1 0 0 0 9 9 1
? 0  9 9 0 0 0 9 1 1 1 9
? 1  9 1 9 0 9 9 9 1 0 9
72 9t990L9L99
7 3  9 1 9 9 9 0 0 0 0 9
7 4  1 9 9 0 9 0 1 9 9 9
? s  9 1 9 9 0 9 0 9 1 1

? 6  9 1 9 9 0 9 0 9 9 1
7 ?  9 1 1 0 9 9 9 9 9 9
7 8  9 1 9 9 9 0 0 9 9 1
? 9  9 9 9 9 0 9 1 9 0 9
8 0  9 1 0 0 1 9 1 1 0 1
81 919r . r .90999
8 2  9 9 9 0 9 9 1 1 0 1
8 3  9 9 9 0 1 9 1 1 9 0
8 4  0 9 0 9 1 r . 1 9 9 9
8 5  1 l - 9 0 0 9 1 9 9 1
8 6  1 9 9 9 9 0 1 1 0 9
8 ?  1 1 0 0 0 9 9 9 9 1
8 8  9 1 0 9 9 9 9 9 0 1
8 9  9 9 1 1 9 9 0 9 9 9
9 0  1 1 9 0 0 9 1 1 9 9
9 1  9 9 9 1 1 0 9 0 9 1
9 2  1 9 0 0 1 0 1 9 9 1
93 9909001101.
9 4  1 9 9 0 0 9 9 1 9 1
9 5  1 9 0 9 1 1 1 9 0 9
9 6  9 9 0 9 9 1 9 9 0 9
9 7  9 0 0 0 1 9 1 1 0 0
9 8  9 9 0 9 9 0 9 9 0 9
9 9  0 9 9 9 1 9 1 1 9 0

1 0 0  1 9 9 0 9 0 L 9 0 1

2 6
2 7
2 8
2 9
3 0
3 1
3 2
3 3
3 4
3 5
3 6
3 ?
3 8
3 9
4 0
4 1
4 2
4 3
4 4
4 5
4 6
4 7
4 8
4 9
5 0
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Données manquantes : lien awc le mdèle

Nous appliquons ta méthode MNDMIN en demandant 3 classes :

Commsde <> MNDMIN methode de classification ( modele dee classes lstcntes)

ÀNÀLYSE DU MEILLEUR TIF,AGE

va leur  du  c r i te re  ob tenu -183.851?000

Par t i t ion

c l a s s e  L :  3 1 e L e m e n t s

8  1 5  1 8  2 6  2 8  3 0  4 6  4 9  5 4  5 6  5 8  6 2  6 8  7 0  ' t L  7 2  7 4
' t7  79  80  85  86  87  88  90  92  93  94  95  98  100

c l a s s e  2 :  3 4 e l e n e n t s

4  5  6  ' t  1 0  1 1  L 2  1 3  7 4  t 9  2 0  2 4  2 9  3 2  3 ' t  3 8  3 9
4 2  4 3  4 5  4 ' t  4 8  6 0  6 1 ,  6 4  6 6  6 9  7 3  7 5  7 6  7 8  8 1  8 9  9 L

c l a s s e  3 :  3 5 e l e m e n t s

|  2  3  9  1 5  1 , 7  2 1  2 2  2 3  2 5  2 ' t  3 t  3 3  3 4  3 5  3 5  4 0
41 44  50  51  52  53  55  5?  59  63  65  6 ' t  82  83  84  95  9 ' l
9 9

Obje ts  ma l  c lasses  =  {43 ,  72 ,  78 ,  82 ,  951

TABLEÀU DES NOYAUX A L'ETÀPE "CONVERGENCE -]."

V V V V V V V V V V
À A A À A A À A A A

L 2 3 4 5 6 ? 8 9 ;
t  0 . 0 ?  0 . 0 0  0 . 1 3  0 . 2 5  1 . 0 0  0 . 9 3  1 . 0 0  1 . 0 0  0 . 0 6  0 . 0 0
2  1 . 0 0  1 . 0 0  0 . 1 3  0 . 0 0  0 . 2 t  0 . 0 ?  0 . 9 4  0 . 8 6  0 . 0 8  1 . 0 0
3  0 . 9 1 .  0 . 9 4  L . 0 0  0 . 9 1  0 . 1 4  0 . 1 3  0 . 0 0  0 . 0 0  0 . 9 1  1 . 0 0

TABLEAU DES VALEURS IDEALES A LA CONVERGENCE

v v v v v v v v v v
A À A À A À A À À 1

r 2 3 4 5 6 7 8 9 ;
r .  0 .  6 1  0  . 4 2  0  . L 2  0 . 1 5  0 .  6 5  0  . 5 1  0  . 9 ?  0 .  9 4  0 . 0 7  0  . 3 2
2  0 . 9 7  0 . 9 ?  0 . 4 3  0 . 2 9  0 . 1 8  0 . 1 0  0 . 4 4  0 . 6 1  0 . 3 5  r . . 0 0
3  0 . 5 ?  0 . 5 9  0 . 5 6  0 . 6 1  0 . 5 3  0 . 4 5  0 . 5 ?  0 . 4 0  0 . 5 2  0 . 4 6

ÎABLEAU DES EFFECTIFS DES DONNEES MÀNOT'ANIES

v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A

L
L 2 3 4 5 6 ? 8 9 0

1  5 8 . 0  5 5 . 0  5 7 . 0  5 ? . 0  5 6 . 0  5 6 . 0  4 4 . 0  6 L . 0  6 0 . 0  5 5 . 0

Nous appliquons notre méthode sur le tableau de données "méro" qui a subi une

destruction de fi%. Seul l'individu 25 a quitté sa classe. Les résultats frgurent dans la

page suivante.
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Cmendc o MNDMIN mahodc dc chrritrcetio ( noddc dÉ cL..É. Lt!ttc.)

N{ÀLYSE DU MEII,I,EUR TIRAGE

veleur du crltère obtenu -46'1.0053000

Pel-tlt lon

c l a s s e  1 :  2 l e l e t n e n t s

classe 2 a

08  10  L2

3E elements

11 1 ' l  15 L7 20 2L 22
48 49 50 51 52 53 54

ÎABI,EÀU INITIÀI REORDONNE

ccccccccccccc]ccclccccccccc
0rttrr 222 22223333333 333 4 4 4
I 45 67 923 4 5 68 90r 23 43 67 E90r 2

01 9 199919199 99999 99 99 9
02 9 19991 99 9 99 9911 999
05 9 199 19199991999 9199999
08 99 99999919 99999991 9 99
10  1  199  999  99  199  19  99
t2 999 9 L 999 9999 91 911
13 91 91 199 19999999 LLg
16 1 19 1 9 99 9999911 191
18 9 L99 99L 99999 991 9119
1 9  1 9 1 1 9 9 9 9 9 1 9 9 1 1 9
25 9991 99 r 999 9 I 99119 9
29 9 119 1 L999 L999 99999L
37 9999 91 11999 9 99199
38 L 99999 9 99999 91 99
39 191 999919 919 99199 1
40 999 999 9L99 99 11 9 I
41 9999999 11 99 19 11 9 1
42 I  9999119999199 19 91
43 9 99999999 9919 199 I
44 9 I  199999 99 9 99 I
45 999 1 1 99999 991 99 1
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27 28 30
58  59

45

33

4 4434 24140

26

39

57
24

38

23

3?

55

29E1 9181 6

04  05  07  09
35  35  46  47

03
34

03 1 9999199999 9 99 9
04 919 9999 9199 9 999 99
05 I  991919 19 9999 9991
07 99 199 991 99999999 1 911
09 9 999 19991 999999 1191
1 1  9 1 1 9 1 9 9 9 9 9 9 9  9 9 9
14 99 9919999 9 99 1999
15 191 991 9999 99999 9 99
!7 1 91 9 199199 9999 9 9
20 9999 L 999999 99 9 919 9
2L 9 1 91 99 999 9L99 199
22 1199 19 999 91 9911 99
2 3 L 9 9  9 1  L 9 9 9 9 9 9 9 9  9
24 99 1 1999 199999 9911 9
26 11 99191 99 999999 11 99
2 7  1 9 1 9 1 9 1 9 9  1 9 9 1 9 9 9 9
28 91 91 19 999 r99 11999
30 99 I  9 9199 1 99 1199
31 9999919199 999 1 9 11 91
3 2  1 9 1 9 1 9 1 9 9 9 9 9 9 9
33 99 1 1 1999199 999991199
34 19199 19 99 9999991999
3 5  1 9 9 9 9 9 9  9 9  9 9 1 9
36 999 199 9 199 9 9 11 99
46 19991 19 99 9 L9 9 11 99
47 L L9999 9 91 99 999 9 99
t t 8  9 1  1 9 9 9 9 9 9 9 9  9 9 1
4 9  1 1 9 9 1 9 9 9 9 9 9 1  9 9 1 9 9
50 1 99191 199 19919999 19
51 19 99 199999 1 9 9
52 1 9 9999999999 9 911999
53 19111 999999999 99911 9
5'l 9999 1199 99 9 99 9 99
55 I  99911999 1999 9 99 9999
5 6 1 1 9 9 1 1 9  1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
5? 191 9991999 9 9999999 99
58 1919911 1991 999 999 9 9
59 9 1 91 9 1991999 999 1999
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6. METHODE DE CLASSIFICATION AVEC RECONSTITUTION

6.I INTRODUCTION

Dans le paragraphe précédent, nous avons noté que le processus est tel que les

données rnanquantes sont reconstituées à chaque itération. Par analogie et en utilisant

les liens éuoits qui exisænt ente le modèle associé aux données binaires dans le cas le

plus générat (les paranÈtes du dèle dépendent à la fois des classes et des variables)

et le modèle des classes latentes (voir chapitre I), nous proposons la méthode

MNDMRE (MNDM + REconstitution). A p Lr d'une reconstitution initiale, nous

disposons d'un tableau complété. Ainsi, le critère à maximiser est celui de la

vraisemblance classifiante dans le cas où toutes les valeurs de l'échantillon sont

observées. Ce critère s'écrit:

K l-4
W@, a, e) = -t

k=l ie Pk jeJ Et 
- 

jeJ

K
= . à

k=l ie pk

1-4
où Q*(xi, ad = I Log j | *i- d/ 

"t 
Ak=

jeJ %

) )

(6.r.r)

j e J
roglr-{).

La méthode MNDMRE est de type Nuées Dynamiques. Elle contient une étape de

reconstitution qui est intercalée enue les étapes daffectation et de rcprésentation.

6.2 METHODE

Les données manquantes sont initialement reconstituées par les valeurs majoritaires

estimées sur les données observées de chaque classe pour chaque variable.

Etape de représentation :(reclerclu aes dret êr)

Quelles que soient les valeurs i, t"r { *nt nécessairerent les valeurs maixitaires de

chaque classe pour chaque variable. Par ailleurs, les Gi, k e{1, K}, j e J)

j

maximisant (6.1.1) sont les ,,rrr*fr où + à l lci - Ll .
ie P1
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Etape d'affectati on :( reclarc he des classes )

Lors de cette étape, le terme A1 n'est pas constant. Nous affectons xi à la classe Pg
qui minimise de*(xi, ad - Ar.

Etape de recpnstitution :(reconstitution des funnées manquantes)

Le but de cette étape est de reconstituer les données manquantes (par 0 ou l)
maximisant le critère. Il est clair qu'une donnée non observée pour une variable p de
I'individu xi €t s€ trouyant dans la classe k sera reconstituée par 4.En effet, le critère

lV(P, a, e) peut s'écrire :

K r-4 1-4
w(P,qe)=.2,- > t- E_Ing . l-i-4t- :r,os _, l*i-rll+L Ine(1-4)),

k=l iePk jeoi  q.  jeMi {  jeJ

et les données rnanquantes qui maximisent w(B 4 e) sont celles qui annulent:

1-4
I l-oe , lxl-a{l .

j e M i  %

Ainsi la décroissance du critère augmente. C-ette convergenc€ se démonne de la façon
suivante:

Notons DM l'ensemble des données manquantes. A l'itération (t), nous avons :

w(P,, Lt, DMt) < W(F, Lt, DMt-l).

et, par suite, à I'itération (t+1) nous avons :

w(Pt+t, LJ+I, DM) < W(Pt, Lr, DMr)

doù la convergenoe de I'algorithrne.

7. APPLICATIONS DE LA METHODE MNDMRE

Dans ce paragrôphe, nous étudions les deux tâches de cetæ métMe : classification et
ræonstitution.
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7 . I  CLASSIFICATION

Nous appliquons notre rnéthode MNDMRE sur les données simulées utilisées dans les

chapitres précédents en demandant tnois classes. Le tableau 8 présenæ le Taux de

destnrction "T" dans ta première ligne et le Pourcentage dobjets mal classés "P" dans

la seconde.

Iableau 8 : pourcentages dobjets mal classés.

Nous présentons dans la figure 1 l'évolution de ces pourcentages.

Tur dc dcstructioo (%)

Figure I : évolution des pourcentages dobjets mal classés.

Nous constatons que cette méttpde donne des résultats assez satisfaisants bien qu'elle

aocwrplisse deux rôles : celui de la classification et celui de la reconstinrtion.

Sur le tableau )GR36 présenté dans la page suivante, (fableau binaire comportant

36% de données nranquantes codées'?') nous appliquons la méthode MNDMRE en

demardant trois classes.

q
ra)
6

Ê20
I

6l
E
a
€,.-
F l 0
rt

s

T en% 0 8 t2 16 20 24 28 32 36 N 4 48

P en% 0 0 I 3 6 6 7 8 E l l l 6 n

0
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I-es classes obtenues sont :

1 0 0 0 0 1 1 1 . 1 0 0
2  ? 0 ? 0 1 1 1 ? ? 0
3  0 0 0 ? 1 1 ? 1 0 ?
4  1 L ? 1 0 0 0 ? 1 ?
5  ? ? 1 ? 0 ? 0 ? ? ?
6  1 1 1 1 ? ? ? 0 1 1
7  1 1 1 1 0 1 ? 0 ? 1
I  L ? 0 0 1 ? 1 1 0 1
9  ? 0 0 ? l - L t  ? 0 0

1 0  l . 1 t  L ? ? 0 0 1 ?
L 1  1 ? ? 0 ? ? 0 0 1 ?
l - 2  1 ? 1 ? 0 0 0 0 1 1
t  3  ? 1 ? 0 ? ? 0 ? ? 1
t  4  ? 1 ? ? 0 0 0 0 ? 1
1 5  ? ? ? 0 0 ? 1 0 0 1
1 6  0 0 ? 0 ? 1 1 ? ? 0
1 7  ? 0 ? ? 1 L ? 1 0 0
1 8  1 ? ? 0 0 ? 0 1 1 1
1 9  1 1 1 1 0 0 0 ? L ?
2 0  1 ? 1 L ? ? ? 0 1 ?
27 L?OL?OLL??
2 2  0 0 1 0 1 1 . ? l - 0 ?
2 3  0 ? O 0 1 1 1 ? 0 0
2 4  1 t - 1 ? 0 0 ? 0 ? ?
2 5  ? L ? O ? ? ? L O ?

4  1 t  t - 1  L L
5 1 1  L
6  1 1 1 1  1 1
?  1 1 1 1  1  1

1 0  1 1 1  1  1 1
t l  1 L L  1 1
L 2  1 , 1 1  1 L
1 3  1 1  L
1 4  t l  1
1 8  1 1 1  l L l
1 9  1 1 1 , L  1 1
2 0  1 1 1 1  r . r -
24 Irt  1
2 9  1 1 1  1 1  I
3 2 1 1 1 1 1
3 ?  1 1 1 1  L L
3 8  1 1
3 9 L 1 L
4 2  1 1 .  1  1 1
4 3  1 1  1
4 5 1 1  l L
4't  L 1.1 I
4 8  1 1  L l
6 0  1 1 1  1 1
6 1  1 1  1 1
6 4  1 1 1  1
6 6  1 1 L  1 1
69 1 .11 .L  1
? 2 L L 1 1 1 1 1
7 3  1 1 1  1
7 5  1 1  1 1
76 1 .1  1
7 7  1 1  1
7 8 1 1 1
8 1  1 1 1 1  1
8 8  1  I
8 9  1 1 1  L

1 1 1 1 1

2 6  1 1 0 0 ? 0 ? 1 0 ?
2 7  0 ? 0 ? 1 1 ? 1 1 0
2 8  1 L ? ? 0 0 0 1 - 0 ?
2 9  1 1 1 1  1 0 0 ? ? L
3 0  1 , 1 0 ? 1 ? 1 1 ? 1
3 1  ? 0 ? l - ? ? 1 1 ? 0
3 2  ? 1 1 ? 0 1 0 ? 1 1
3 3  ? 0 0 0 1 1 1 ? 0 0
3 4  ? 0 0 0 1 1 1 1 0 0
3 5  0 ? ? 0 1 1 1 1 ? ?
3 6  0 ? 1 ? 1 ? 1 1 0 0
3 7  1 ? ? 1 0 0 ? 0 1  1
3 8  ? ? 1 ? ? 0 ? ? ? 0
3 9  0 1 1 ? ? 0 0 ? ? 1
4 0  0 0 0 0 ? 0 ? L 0 ?
4 1  0 0 0 0 1 1 1 1 0 ?
4 2  ? 1 1 ? ? 0 1 0 1 1
4 3  ? 1 ? ? ? 0 ? ? 0 1
4 4  0 0 1 0 1 ? 1 1 0 0
4 5  L 0 ? ? 0 ? ? ? 1 ?
4 6  1  1 0 ? 0 0 ? 1 0 1
47 ??1,L?OOO?L
4 8  ? ? 1 2 ? ? O ? L L
4 9  1 1 0 0 0 0 l - 0 0 1
5 0  0 ? ? ? 1 ? L L ? 0

5 1  0 ? 0 0 1 ? 1 1 0 0
52 o?O??LL??O
5 3  0 0 0 ? ? 1 ? 1 ? 0
5 4  1 1 0 1 0 ? ? 1 ? ?
5 5  0 ? 0 0 1 ? 1 1 ? 0
5 6  1 1 0 ? 0 0 1 ? 0 ?
5 7  ? 0 ? 1 ? 1  1 ? 0 0
5 8  ? ? 0 0 0 0 ? 1 0 ?
5 9  0 0 0 0 1 1 1 - 1 ? 0
6 0  1 ? 1 ? ? 0 0 ? 1 L
6 1  ? 1 1 ? ? 0 ? ? 1 ?
6 2  ? 1 1 ? 0 0 1  1 ? ?
a 1  a ? a a a ' r a 1  , ,

6 4  ? ? 1 1 0 0 ? 0 ? L
6 5  0 ? 0 ? 1 ? 1 1 ? 0
6 6  1 1 1 ? 0 ? ? 0 1 ?
6 7  0 0 0 0 1 ? 1 ? 0 0
6 8  1 1 0 0 0 0 1 - ? ? ?
6 9  1 1 ? 1 - 0 0 0 0 ? 1
? 0  ? 1 0 0 0 ? 1 . 1 1 ?
? 1  ? 1 ? 0 ? 0 ? 1 0 0
? 2  1 1 L 1 - 0 1 - ? t  ? 1
? 3  1 . 1 ? ? ? 0 0 0 0 ?
'14  l??o?o l?o l
7 5  ? 1 1 ? 0 ? 0 ? 1 1 -

? 6  ? 1 ? 0 0 ? 0 0 ? 1
' t1  ?LLO?2????
? 8  ? 1 ? ? ? 0 0 ? ? 1
? 9  ? ? 0 ? 0 0 1 ? 0 ?
8 0  1 1 0 0 1 ? 1 1 0 1
8 1  ? L ? 1 1 ? 0 ? ? ?
8 2  ? ? 0 0 ? ? 1 1 0 1
8 3  ? ? ? 0 1 ? 1 1 ? 0
8 4  0 ? 0 0 1 - 1 1 ? ? ?
8 5  1 L ? 0 0 ? 1 ? 0 1
8 6  1 1 ? ? ? 0 1 1 0 ?
8 ?  1 1 0 0 0 ? ? 1 ? 1
8 8  ? 1 0 0 ? ? ? ? 0 1
8 9  ? ? 1 1 ? ? 0 ? ? ?
9 0  1 1 ? 0 0 ? 1 1 ? ?
9 1 . 1 ? 1 1 1 0 ? 0 ? 1
9 2  1 0 0 0 1 0 1 1 . L 1
9 3  1 ? 0 ? 0 0 1 1 0 1
9 4  1 1 ? 0 0 ? ? 1 ? 1
9 5  1 ? 0 ? 1 . 1 1 ? 0 ?
9 6  2 0 0 ? ? l ? ? 0 ?
9 ?  0 0 0 0 1  ? 1 1 0 0
9 8  1 ? 0 ? ? 0 ? 1 0 1
9 ?  0 0 0 0 1 - ? 1 1 ? 0

1 0 0  l . ? ? 0 ? 0 1 1 0 1

1  l l L L
2 177L
3  1 1 1 1
9  l L 1 L

1 6  l L L L
1 1  1 1 1 1
2 2  1  1 1 1 1
2 3  l L  1 L
2 ' t  1 1 1 1 1
3 3  1 , 1 1 1
3 4  1 1 1 1
3 5  1 1 1 1
3 6  L  L l , l l
4 0  1  1 1
4 1  1 1 1 1
4 4  1  1 1 1 1
5 0  1 1 1 1
51 1 ,111
52 11.l .  L
5 3  1 1 1 1
5 5  1 1 1 1
5 ?  1 1 . 1 1 1
5 9  1 1 1 1 .
6 5  1 1 1 L
6 7  1 1 1 1
8 4  1 1 1 1
95 I  r .111
9 6  1 1 1 1
97 1111_
9

I  t _ 1  1 1 1  L
1 5  t L  1  L
2 T L I I  1 1
2 5  1 1  L L
2 6  \ L  1 - 1
2 8  1 1  1
3 0  t _ 1  1 l L  1
3 1 1  1  1 1
4 6  1 L  1 1  1
4 9  1 1  1  L
54 L1  1  11 .
5 6  1 1  1 1
5 8  1 1  L 1
62 LLL LL
6 3  t L  l - L
6 8  L 1  1 1
? 0  L 1  1 1 1
7 1  1 t  1 1
' r 4  t L  L 1  1
? 9  t l .  1 1
80 11  r -  11  1
82 r r  11 .  1
83 1.1- 1 11
85 l t  L1-  1
86 11 l-1,
8 7 1 1  1 1 1
90 11 r.r.
92 r  1 r .111
9 3 1 1  1 1 L
9 4 1 1  1 1 L
9 8 1 1  1 1 1

1
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7.2 RECONSTITUTION

Considérons mainænant le problème de I'estimation de la qualité de la reconstitution

des données manquantes par la méthode MNDMRE. Il est certes très difficile

dintroduire un critère fomralisé de cette qualité. Nous proposons conrme critère de

qualité de cette méthode, la somme des écarts en valeurs absolues entne les valeurs

véritables et les valeurs rcconstiurées.

Comme nous disposons d'un tableau initial complet,le processus de destruction nous

pennet de comparer les valeurs reconstituées par la méthode MNDMRE avec les

véritables valeurs qui sont celles du tableau initial.

Soit D = [ l, ..., m] où m est le nombre total des données rnanquantes. Notons V- le

vecteur dont les composantes correspondent aux m valeun véritables v . Soit R- le

vecteur dont les composantes correspondent aux m valeurs reconstituées r. Notons E

l'écart en valeur absolue entre les deux types de valeun. Nous écrivons

E= E lv j - i l |
jeD

Notons QR la valeur indiquant la qualité de la reconstitution. Elle s'exprime par :

aR=#

Cetæ quantité correspond au pourcentage de ressemblance entre les valeurs véritables

et les valeurs reconstituées.

I-e tableau 9 nous donne un aperçu de cene qualité suivant le terme T qui indique le

tau de destruction.

78

T en% 0 8 t2 16 20 u 28 32 36 N

QRen% 100 97 95 96 90 92 90 90 76 68

Tableau 9 : qualité de la reconstitution

Uévolution de cetre qualié est préseiltée dans la figurc 2.
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T

Figrre 2 : évolution de la qualité de reconstitution.

Nous constatons que pour un pourcentage " raisonnable" de données manquantes cette

méthode reconstitue convenableûrent les valeurs non observées. L,es valeurs mal

reconstituées sont très souvent les valeurs correspondant aux objets mal classés.

Remarques :

L-Dans ce dernierparagrryhe, nous potmora nous demandcr qrcl est le critère que

notts cherctuns àmaximker. Pow développer laméthode MNDMIN rtotts (Notts

ovons cherché à maximiser la "moyenne" des vraisemblances classiftantes

"reconstittÆntes" VCR(O, P,X) portl totÆ les X possibles en nous oppuyottt sur la

maximisatbn d'urw espérance conditionnelle. Dans toîe cos,le lait taioutcr me

étape de reconstitution revient simplement à chercher à maximiser une

vraisemblance "reconstituante" (VR) qui dépend de (P, X ) où P désigne la

partition (Pr, ..., Py) wec K sttpposé cottryu etX désigne l'ercenble des données

manqwntes. Pour cela, nous trous basons également sur Ia maximisation de

l'espérance conditionnelle EIVCR (P,0,X) I P', f)]. En effet, cela cowiste à :

(1) remplacer la funnée monqrÆnte por son estimation (binaire) c'est'à-dire

initialiser e,e) chcrcher urc putitionP maximisantvcR cvec ïetx connu, (3)

Cherclur 0 maximisantVCR, (4) clurcherX qui maximiseVCR, (5) réestimer les

parunènes jusqu'à b cowergence.

2-Noru avoilt également utilisé dans cette méthode la distances Lr sans

pondéruion et la distance L1 pondérée et identique pour toutes les classes et notts

avorut remarqué qrc les résulnts sont moins bons qtre ceux présentés dans le

tùleau9.

&
d
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CHAPITRE IV

ALGORITHME EM EN PRESENCE DE
DONNEES MANQUANTES

INTRODUCTION

Dans notre situation, la méconnaissance de l'appartenance d'un individu à un

composant du mélange peut être considérée coûrme une information manquante qui

vient alors s'ajouær aux données non observées de l'échantillon. Dans ce chapitre, en

utilisant le modèle des classes latentes, nous élargissons I'utitsation de I'algorithme

EM à cene situation. Pour les autes variantes du modèle de mélanges de Bernoulli,

c'est-à-dire lorsque le paramètre de la distribution est fixe et lorsque celui-ci est un

vecteur dont les composantes dépendent de chaque variable, les étapes d'estimation et

de maximisation de I'algcithme EM se déduisent de la rnéthode MI{DMIN développée

précédemment.

Dans le premier paragraphe, nous présentons notre travail qui consiste en la

description de llalgorithme EM sur un échantillon en présence de Données

Manquantes (EMDM). I-es liens qui existent ente les deux approches "estimation" et

"classification" sont étudiés dans le uu-isième paragraphe. Enfin, le demierparagraphe

est consacré à I'application de notre algorithme à des données simulées et à des

données réelles.

l. EM EN PRESENCE DES DONNES MANQUANTES

Nous reprenons les notations précédentes I = { l, ..., n} et I = { l, ..., p}. I-e vecteur

x, se d@ompose en deux vecteurs : xi lui représente les données obsenées et xf qui

représenæ les données manquanæs. Noons Oi I'ensemble des indices j pour lesquels

xi est observé et Mil'ensemble des indices pour lesquels xiest manquanl Dans ce

oontext€, nous avons i -Yo= (4 ; j eOi ; i e I)

-Ym=pxZoùp=(4 ; jeMi ; ie  I )  Q tZ=(z i ;  i e  I ) .
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Ilestconvenabled'écrfu,e Y = (Yo, D,z)avec De D = Rt (m estle nombrp total des

données manquantes) et z e Z = {1, -, K}".

Dans le chapitre précédent, nous avons yu que I'estimation de 0 qui maximise la

waisemblance Log f(Y.; 0) était difficile à réaliser. Par ailleurs, il est plus facile de

maximiser EtI-og(f(Y; 0) / 0(t)1.

l.l HvpornEsns suR LEs DoNNEES MANQUANTES

Nous supposons que les donnéæs rnanquantes sont de type DMH et indépendantes.

Nous supposons comme précédemment que les données manquantes suivent le

modèle. Ce qui est équivalent à écrire :

f( {=1; xiest issu du composant k; j e M;) = aq;

et f( 4=0; x;estissuducomposantk; j € I ' t i) = 1- c*;

La vraisemblance des données complèæs s'ésrit :

f(Y ; 0) = II p(zJf(*i', *1, a(zJ)

Notons qu'à panir de (I.l.l) nous avons :

f(Y.; 0) = 
Ir*, f(Yo, D, z ie) dD d z

1. f= J, ( Jo f(Yo, D,z i e) ap) a z

Nous pouvons alors écrire :

f (Y. ;0)=[ |  Ë * f (x i ,  cr)
i6t k=l

Nous décrivons maintenant les étapes de I'algorithme EM. A partir d'une solution

initiale (p[t, o[o'; k = 1, K), I'algorithme est le suivant :

I.2 ETAPE ESTIMATION

Dans cette étape, nous calculons lbspérance conditionnelle Q(0,09.

8 l
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Q(0, e(t)) = E[-og f(Yo, Y. ; o) / Yo, e(t))

= E[,oB II p(zJr(d, x! ; a(z)) / v., P[Ù, crf\

= I, Etlog p(df(\9,x!; cr(zJ) I V., n[Ù, crft
ieI

= I, E[og p(d / Yo,p[0, 
"f\ 

* I, Etlog f(xi'; a(d lv", p[0, ctffl
iel iel

+ L Etl-oe f(xf ; cr(zJ lV., p[0, ctfj)]

D'après (1.2.3.1), nous pouvons écrire :

K /^\ K /l\

Q(e, O(t) = > t {) (*,1t.oe pt + ! .t {) t*J Iæg f(d ; ar )
iel k=l i€I k=l

K
+ E t {) (*,1Etlos f(*l ; atll

iel k=l

où cette fois+i,les probabilités conditionnelles indiquant que l'individu xi est issu du

composant k sont définies par :

p[) e1r1*i,o[f)t
sf) {x; =

ànf'etr(xi,afh

En effet, le troisième tenne 
à"f*t 

f(xf ; cr(zù /lfo, Pf;), crlil qui vient s'ajouter

dans I'expression de Q(0, e(') à cause des données manquanæs de l'échantillon, Peut
s'ésrire sachant que c(4) est (ol(d ; j e J) :

> Etlogf(xf ; cr(z) Ito, pf;), afl = L E tl-oe n (4 ; a;(zJ) nr", {0, o['],t
iel 

= i > 
"dt({; 

a;(zJ) lv., f), o[,],t
ie l  je  M;

En considérant f({; a;(zJ) comme une variable aléatoire définie de I'ensemble

{rt4; a(zù)} dans lensemute {(xi ; akj) ; { e {0, l} ; ct; e {cti, ..., ari)} },

nouspowons alors écrirc:
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I Etl-og f(4; ad"J) /Yo, nf', "[.,}tieI

iet k=l

. 
.i tpr t (4; a;(zù) = f(0, ua) lYo, pf;),"[']J r-"e rto; ar,.i)] I

= 
à 

tË, tnt{= 1; q(zJ=ctbj /Yo,pf;),ofi} r,oef(1; ar;)}

+ i  tPrt4=0;aj(zJ=crk";  /Yo,pf;) ," [ ]1 r ,ogrtO;cqd)]  l
k=l

En décomposant ces deux termes, nous obtenons :

E Etlog ft{ r o;1"t1) / Yo, nf', "[TtieI
r K l= > [.à {n t 4= r / yo, p[),"[]t me f(r, c4;) )

iel k=l

+ Pr I d= o/ Yo, P[Ù, "[t]t 
r'"e f(0, cç) )]

. Pr [a;(zJ = crhi/ Yo, pf;), 
"[']t I

K ,^\ /.\

iel k=l

K /r\= I r[)(*J Etl-oe f(4 ; aç)l
k=l

d'où

L Etloe f(xî ; a(zJ Æo,p[Ù, c{\ = I .5. tlu (xJ Etlog f(xi, ad)] #
iel 

- 
iel k=l

I.2 ETAPE MAXIMISATION

oette étape consiste à trouver p[*t', of*t)maximisant Q( e(t+l), o(') ).

Calcul des dt*l) ,

Nous avons montné dans le prcmi€f chapitre que pouf tout k =1, K nous avons :
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Catcul des 4t+t)

â Etl-oe r(*,,{*t))l
Elles sont solutions de l'équatio" - 

, o.

Algoritrtne EM enprésence fu bnnéesrunqruntcs

= Q

ou pr f ) t * ,1  aQ(o!* l ) 'e( t ) ) -0 pourk=l ,K.
i e l  

-  
â o a

En utilisant la décomposition de xi en 4o et xf cette équation s'écrit :

â E[Log r1xi, crf*t)l ô E[Log r1x!, a[*t)l

E{)(*,1 -  *2{)t*ù = Q

i e l -  â o *  i e l -  â a *

Tout d abord explicitons les deux tennes Etlog rt*i ; {.t))l et E[-og q*f ; dt*lh.

Etlog rt*i ; ol'.t)lt = rog f(d ; 4*t)
= 

,à, 
4 t oe 4:it'+ (1-4Ipe (l- 4:it')

Err-os r1*! ; o{'*'))l = 
,àTr 1t4; 

41i',t
=

j e  M i

+ f(4'= 0) Loe f({ = O; o{']t)l}

=
je  Mi

Nous obænons alors

E {)(*J { > ,,1,',- "ti'],-,, *
ier jeoi 

"t l l i '( 
r- atlt) 

- 
i lui "t l] i t) 

( t- 
"t l i t) 

'

Rappelons que pour chaque composant les p variables sont mutuellement
indépendanæs. De ce fait, chacunc des cmposantes du vocæur {t*t' est solution de

l'équation Ia;=goi
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d'où

Lkj =à {)t*,1 (,}*,t{- a[] 'rI +,]*t 4,] - o[i ') I I

o[',]t '=
.p sf)t*J *i + :.'11)<*l "f.'],

I sf){*i)
ie I

où Rj= [  ieI ;  {estobservée} et  Si= {  ieI ;  {n 'estpas observée}.

Nous avons évidemmrcnt pour tout j e J =[ l, ..., p] : R; U Si = I.

Dans le tableau l, nous proposons un récapitulatif des estimations des paramètres du

mélange dans le cas où les données de l'échantillon sont toutes observées et dans le

cas où certaines valeurs sont manquantes.

Tableau I : conparaison des cxpressions dcs estimatims des paramètras du modèle de
mélanges obtenues par I'alguithrc EM lorsque les données sont observées et par
I'algorithme EMDM lorsque les données de l'échantillon ne sont pas toutes observées.

Toutes les données de l'échantillon sont

observées

Les données de l'échantillon comportent

des données ûranquantes

Eaoe d'estimation
pf) r1*;,af)

sf;)(x) =
K

k=l
plJ) r(*,,o[))

pf)n1r1*1,o[j\]
rf){*t; =

Ë,nf'ntr(xi,cfh

Etaoe de maximisation

41j" =
> r[)t*il *i
i e I

E
ieI

r[)t*i)

p '[)t*l{+ psf)1*l crf],
^(t+l) ie Rj ieSi 

-
*k,j

ieI
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Remarque :

Lors des étqes d'estinution et de moximisation,le processus est æl que les données
rrurnqwrntes sont reconstituées à chqrc étape. En effet, pour une variable i les

funnées non obsenées dcs indiviùn isstts d'un comrysant k sont recotstituées par
le parurète &,; lui est estimé dans l'étqe précédcnte. Dans le chqitre précédcnt

nous (Notts relaÉ lamîernc renttrquc.

1.3 ExEMPLE DIAPPLICATIoN

Soit un tableau de données binaires comportant des donnês manquantes codées "?",

croisant l0 individus et l0 variables (tableau 2). Nous supposons toujours que les

données manquantes sont de tlpe DMH.

Tableau 2 : tableau de donnês.

Nous appliquons la méthode EMDM ('algorithme EM avec Données Manquantes) en

demandant deux composants du mélange. Les résultats figurent dans le tableau 3.

k = l k=Z
Pk u.) 0.5

ô t t 0.33 I.(ru
ak.2 o.(ru r.00
8t-l 1 .00 I.tru
A k L 0.00 1.00
ôr-s l .w U.(ru
a k 6 r.00 0.50
Ak_7 r.00 0.00
A k n r.00 (r.(r(,
8 rs (r.00 l.(ru
ôt-to v.z) l.(ru

I z 5 4 5 6 7 E 9 t0
a 0 0 0 o I I I I 0 U
b

' l (, 'l 0 I I I ' l ' l 0
c 0 0 0 'l I I 'l I 0 'l

d I I ' l I 0 0 0 ,I I 'l

e ,| I ,| 0 ,| 0 'l - l 'l

f I I I I ,I ,I ,I 0 I I
E I U 0 I
h I ,I 0 0 I ,I I I 0 I
I ? 0 0 I U (,

I I I I 'l ' l 0 0 I 'l

Tableau 3 : estimations des paramèues des 2,coryosans.
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La convergence est atteinte en 3l itérations et la valeurdu critère est -16.2017.

Nous notons que pour les autres varianæs du modèle associé aux données binaires les

démonstrations sont identiques et se déduisÊnt de celles développées dans le chapitre

précédent.

Remarques :

Dans le chapiffe III, notts avors montré qu'enprésence de fumées nun4uantes,la
not * $I) @o* une variable i et dans w conposant k) dépenfuit ae a!, , fu tr

et dc Ë, où Ç = (4- lrl ttt- 2d0). Lc cttoix ae d;;tt est d$ni dans lapropsition2 dc

ce mêrne chapitre.

Dans l'algoithtne EM,lors de l'étape dc naximisation nous pota,otrs nurntrer quc
pour la variante la ptus simple, la valeur 

"'ir:i'sera 
définie conute dans la

proposition2 duIII,il sffit en fiet de poser :

Ë ={ Z t'ltrtl I - > t?trtl l,} r > t?trtltt- 2dt))
ieAi  ieBj  ieci

où
Aj= { i eI ; li= 0}, Bj = { i eI ; li= Il etCi- { i eI ; in'rtt pas obserttée}.

I-cs valews I et 0 apparaissent convne pondérées par les probabiUtes {)G).

Rappelons quc dans le premier chapitre, nous gvout développé en absence de

données monquantes, l'algorithme EM pour les trois variantes ùt rnodèle de

mélanges de Bernoulli. Nous ovons ainsi noté quc la valeur o0r:l) cabulée à

I'itération (t+I), apparaksait corrne la nÉdiane biruire de l'ensemble suivant :

11i, , s(!{xil, i e I}. Nons pwons retrotver ce résulnt à panir de l'eryression de

Ç. En fre4 dans ce cas le tennc ùt dénomirutew n'appualtra pas et Ç désignera le

stgne de la différence dcs valeurs 0 et des vdeurs I pondérées.

2. EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous disposons d'un tableau dc données binaircs simulées croisant 100 individus et

l0 variables. Nous appliquons la méthode EMDM en demardant rois coryosants du

mélange à partir du tableau initial qui a subi diffélents taux de destnrction (T). I-es
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résultats sont pésentés dans les tableaux 4 à 11. Ces résultats corespondent aux

estimations des paramètes du modèle.

L '=  lZ% K = l R = 2 k=3
Dt 0.331 0.340 9.5z9

ck - l u.yJo t.uxt 0.062

ctk ). o.967 0.964 0.000
ck-3 1.000 o.062 0 . l l l

o .kL 0.t90 0.067 0 . l l l
( l t ( 0.143 0.175 1.000
t k 6 o.r42 0.000 9.9126

uk-7 o.o32 o.962 1.000
(lk-fl 0.105 o.929 l.ooo
ak-9 o.924 0.102 0.o32

c k - t o 0.963 0.903 0.036

Tableau 4:Mo de destruction Tableau 5 : L27o de destruction

Tableau 6 : 2O% de destnrction Tableau 7 :32% de destruction
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= U"lo f t = k = ' 2 K = J

Pt 0.330 0.340 0.330

otk- | 0.939 1.000 0.061
ak-2 0.970 0.971 0.000

ck-3 1.000 0.060 0.091
ok-4 O.EEO u.u)y o.o9t
o k 5 0.  l2 l o.r47 1.000
(Ik-6 0 . 1 2 1 0.000 0.939
ak-7 0.030 0.910 1.000
ak.8 u.uy(, o.9t2 l .OOO

0tk-9 0.939 0.089 0.031
c k  1 0 0.939 0.9r2 0.031

I' ='2lJUh . [ < = l k = 2 k = J

Pk o.338 0.333 o.329
c k r 0.934 r.000 0.o72
(lk-2 0.965 0.956 0.000
o k l r.m0 0.046 0 . l l l
ck-4 0.879 0.075 0.083
o k 5 o.t27 0.160 1.000
c k 6 0.145 0.000 0.923
dk-7 0.035 0.898 r.000
(lk-fl 0.052 0.925 1.000
(Ilr q 0.928 0.133 0.034
ok-t  o 0.!)60 0.892 0.038

l '='5-27o k = l K = ' 2 K = J

Pk 0.338 o.332 0.330
c k l 0.927 1.000 0.(X0
ak-2 0.963 0.958 0.000
o k l 1.000 0.048 0 . l l l
ck-4 0.86E 0.078 0.087
c k 5 0.r32 0.165 1.000
ok-6 0.145 0.000 0.913
o .k7 0.037 0.894 1.000
ck_8 0.054 0.923 1.000
( l k s o.9r7 0.138 0.039

clk- 10 o.957 0.888 0.040

I =4lt"h K = l R= 'z K = J

Pr 0.3?Â 0.347 0.327
ck - l 0.94l 1.000 0.033
ok_2 0.953 1.000 0.000
ck-1 1.000 0.058 0.r52
ak.a 0.790 0.090 0.100
C | . r o.r77 0.221 l.m0
crk-6 0.103 0.070 0.935
ek-7 0.004 0.E67 l.m0
ck,8 0.000 0.909 1.000
c t 9 0.%8 0.090 0.053
(trt to 0.960 r.000 0.000

l' = 5U% k =  I k = ' 2 k = 5

Dr 0.341 0.325 0.335
ck - l o.920 1.000 0.æ2
uk.2 0.950 l.0m 0.000
ck_3 1.000 0.091 0.159
ok-4 0.888 0.068 0.165
(llr 5 o.r29 0.?ffi 1.000
ck-6 0.107 0.079 0.932
rtk 7 0.001 0.889 1.000
c k 8 0.000 0.E82 l.m0
ak-9 0.906 0.071 0.061
ok to 1.000 1.000 0.000

Tableau 8 : 4O% de destnrction Tableau 9 :50% de desruction



|  =JO% K =  I K = Z K = J

Dk 0.335 0.327 0.338
ck - l 0.910 1.000 0.001
CTK 2 0.%2 1.000 0.000
ck-3 1.000 0.1o3 0.139
ck-4 0.871 0.071 o.2u
ck-5 o.142 0.225 1.000
CIt A 0.140 0.072 0.903
ak_7 0.000 0.899 l.m0
c k n 0.m0 0.852 1.000
ck-9 0.893 0.081 0.065
otr .1o 1.000 1.000 0.000

Algoritttne EM enpréserce & bnwéesnanquntes

Tableau l0:56Vo de destruction Tableau ll : &7o de destruction

Nous constatons que les estimations des paramètres du modèle sont assez similaires

même lorsque lepourcentage des données manluanæs estimportant

3. LIENS AVEC L'APPROCHE CLASSIFICATION

Dans I'approche "estimation", le problème de la recherche des classes n'est qu'un

sous-produit de I'estimation des paramètres du modèle. Cependant, pour I'approche

classification auquelle nous nous intéressons dans ce paragraphe, les estimés de ces

paramètres sont un sous-produit de la décomposition en classes de l'échantillon.

Ainsi, à partir des paramètnes estimés par Ïalgorithme EMDM, nous nous proposons

de chercher une partition en K classes. Pour cela, nous nous servons des liens existant

entre le modèle associé au données binaires dans le cas le plus général (les paramètres

du modèle dépendent à la fois des classes et des variables) et le modèle des classes

laænæs (voir chapire I).

Nous disposons par le méthode EMDM de I'estimation des (cr1; k = 1, ..., K). Ces

derniers nous pennettent de composer des noyaux binaires (ar; k = 1, ..., K). Létape

de représentation est ainsi définie. Il nous reste à caractéris€r l'étape d'affectation.

Pour cel4 nous proposons d'utiliser la rnesune de dissimilarité vue dans le chapitre II.

Celle-ci s'écrit entre un vecteur xi eui peut être incomplet et un vecteur complet a1

cornre suit:

l ' =64% k =  | k = Z k = J

Pk 0.311 0.w 0.w
ok- l O.EE3 1.000 0.001
a v t 0.n3 1.000 0.m0
c k l 1.000 0.000 0.168
(lk-4 o.76 0.103 0.103
(llr 5 o.r23 o.2Â4 1.000
( I t ( 0.327 0.m0 0.87E
ak-7 0.000 1.000 1.000
ok-8 0.000 0.615 1.000
ak_9 1.000 0.1æ 0.082

Ot t n 1.000 l.m0 0.m0

ou encor€ :

d(xi, ad = dsr(x;, +) - Ar
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1-4
d(xi,  a1; = I  Log, lx i-{ l+ E IÆg(l-{)

je oi €t jeJ

Cette mesune utilise uniquement les composantes observées simulunérnent. Lc choix

de cette mesure n'est pas au hasard- En effet, cornme le processus est tel que les

données manquantes de chaque variable sont reconstituées par les paramètres cq

correspondants, cela revient dans notne approche à rcconstituer ces données par les

noyauK binaires { rortrrpondants. Ainsi, I'influence des données non observées est

nulle lqs de létape d'affectation. Nous avons noté également dans le chapitre II que la

méthode MNDM utilisant cette nresure a donné de bons résultats.

Ainsi, avec les différents taux de destruction réalisés, nous récupérons les estimations

des paramètres du modèle par la méthode EMDM et nous utilisons la mesure

d adéquation citée ci-dessus pour caractériser létape d affectation. Nous notons :

EMDM+ = EMDM + étape d'affectation.

I-es résultats présentés dans le tableau 12 correspondent à l'évolution du pourcentage

dobjets mal classés.

% de destnrction % dem,al classés obiets mal classés
U 0 I
E 0 g
t2 o g
t6 I 177 |
zo 3 L3,  77,7E
24 3 13,77 ,78
ZE 3 18 ,77 ,76
32 4 18 ,3U ,77 ,78
36 4 1E,3E,77 ,78
4tJ 3 72,77 ,7E
4 3 72 ,77 ,76
4E 3 72.77 ,7E
50 5 125, 63,72,77,7E1
52 7 lz5. 63. 72. 77. 7E. 82, 95 |
56 6 lzl, 63, 72,77,78, éZl
æ tz t4 ,  lu ,  25,36,4 '5 ,6 '5 , ' l  L , ' l ' J ,

78,79,82,951

Tableau 12 : pourcentages dobjets mal classés et énum&ation de ccs objets.
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Les résultats sont très satisfaisants. Une comparaison avec la méthode MNDM3'

lorsque a"=lt2,est illustrée par la figure 1.

0  8  1 2 1 6 2 0 2 4 2 1 3 2 3 6  4 0 4 4 4 8 5 0 5 2 5 6 6 4

Taur de dcstruction (%)

Figure I : comparaison des méthodes EMDM+ et MNDI\fi} lorsque uÂfL
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CHAPITRE V

METHODE MNDQAN ET DONNEES
MANQUANTES

INTRODUCTION

Dans le deuxième chapitre, nous avons vu que l'écriture du critère métrique est telle
que le paramètre cr semble substituer les données manquanæs. Ce paramètre c, qui

peut être un réel ou un vecteur dépendant de chaque variable, est supposé connu.

Ainsi, nous avons dévelopff plusieurs varianæs de la méthode des nuées dynamiques

MNDM. Dans ce chapitre, en exploitant cette contatation, nous rnontrons conrment

utiliser la méthode des nuées dynamiques sur données quantitatives IvIIIIDQAN afin de

trouv€r la meilleurc partition.

Dans le premierparagraphe, nous rappelons la méthode de classification MNDM sous

sa variante la plus sirnple (e paramère fixe et cl un réel). Dans le second paragraphe,

nous montrons sous quelles conditions la méthode MNDQAN peut êEe appliquée et

nous établissons les relations existant entre les méthodes MNDaAN et MNDM. Dans

le troisième paragraphe, nous présentons une étude comparative des deqx critères

associés à ces deux méthodes et appliquons celles+i sur des données binairés dans le

dernier paragraphe.

I. METHODE MNDM

I.I RAPPELS ET NOTATIONS

Dans les paragraphes faisant lobjet de ce chapitne, nous utilisons les rnêmes notations

qwprécédemmenr

O étant un ensemble de n individus {xl, ..., xr,} mesurés par p variables binaires

{x1,..., xP}, nous cherchons une partition P = (Pr,..., Pr) de f,l en K classes

"hormgènes" sachant que certaines variables n'ont pas été relevées sur certains objets.
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I .2 METHoDE

Lonque les variables suivent une distribution de Bernoulli de paramètre idenÉque et
lorsque les données manquantes suivent une distribution de paramène o, nous avons

montré qu'en remplaçant le critère de vraisemblance classifiante par son espérarrce, le
problème de la recherche d'une partition P = (Pr, ..., Px), où K est supposé connu, er
où chaque classe Pl est assimilable à un sous échantillon qui suit une loi f(./ad,
revient à minimiser le critère de classification ÎW(P, L) :

w(P, L) =
je oi j e M i

La mesure de dissimilarité apparaît cornme une distance L1 et les composantes non
observées des vecteurs incomplets semblent êne complétées par le paramètre a.I;-,

critère W(P, L) peut également s'écrire :

lv(B L) = | *i- {l l,

on* { e [0, 1] si {est observée et d = o sinon.

I-e critère étant ainsi exprimé, nous ne pouvons que constater la possibitité de
transformer le tableau initial, où les données binaires côtoient des valeurs non
observées, en un tableau dont les valeurs possibles appartiennent à (0, 1, a). Alors,
les données rnanquantes sont toutes reconstituées par la valeur o-

2. LIENS ENTRE LES METHODES MIYDM ET MNDQAN

2.1 METHoDE MNDeaN

L'échantillon étant connu, nous pouvons nous demander, quelle est la probabilité
qu'une donnée du tableau soit égale à I ? Poru une variable xl la réponse est donnée
dans le schéma suivant sachant que c est connu :

Pr ( {= l )=  1  s i {=1

k(d=U=0 sid=O

K

k = l  i e p k

K

k = l  i e P k  i e J

"t 
Pt(d =l) = c si { est non obseiruée.
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Ainsi, nous pouvons donner une interprétation "probabiliste" des données du tableau
initial malgé la présence de données manquantes. Notons quc, dans le cas où toutes
les données sont observées, aucune modification n'interrrient sur ces données initiales.

Exemple:

Soit un tableau de données représentant 4 individus (a, b, c, d) décrits par 4
variables binaires (.1,2,3,4). Le tableau initial, où "?" représente la valeur non
observée, est présenté dans le tableau I et son interpréation probabiliste est présentée
dans le tableau 2.

Tableau I : ableau initial. Tableau 2:nterpÉtation prcbabilisæ.

Ainsi, nous avons transformé notre tableau de données binaires en présence de
données manquantes en un tableau de probabilités. Ce tableau peut être considéré
comme un tableau de données quantitatives puisque ses valeurs appartiennent à
{0,  l ,  a,} .

Soit P une partition en K classes de l'ensemble des individus. Le critère associé à la
méthode lû.IDaAN lorsque les matrices variance des composants sont connues et
identiques, s'exprime par :

Wg(P, Lg) = a](xi, st)

où dure,présenæladistanceeuclidienng

et Lg = (gr, ..., 91) I'ensemble des centres de gravités.

Il s'agit du critère de la venion la plus simple et la plus utilisée des Nuées Dynamiques
(algorithmes des "centes mobiles" ou de "réallocation-recentrage").

Lc cenup de gravité g. d'une classe Pt est défini par :

Vj= l ,p d= 
t  t  * i

nk i€ Pk

K

k=1 ie pk

I 2 3 4
a I 0 U
b (, I I ,I

c I 'l I 0
d 0 0 I 'l

t z J 4
a I 0 0t 0
b 0 I c
c I c I 0
d 0 o I c
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En respecant les notations déjà utiliÉes, nous pouvons écrire :

ti +cr -j.
v j  = t ,p  g l=-

nk

Ce critère peut s'écrire également:

K
wg(P, Lg) = 

È, ,3. È, 
t*iel)'

K= i r ( x rxi-elP+
k=l  ie  Pk je  Oi  je  Mi

Métlodc MNDQAI,I et bnnée s manqunæs

1.j-{,lz )

K
=

k = l  i e P k  i e o i  j e M i

La méthode des nuées dynamiques rcpose essentiellernent sur le choix de la nature du

noyau. Si nous imposons aux noyaux d'appartenir à {0r l}p nous aurons

K
wg(p, Lg) = 

Ë, ,3. 
( 

,à, 
l.i- sil * 

,à, 
1cr - t'*lz )

Nous allons chercher les liens existant entre les critères W(B L) et Wg(P, Lg) lcsque

les noyaux sont des éléments de {0, 1}n.

2 .2  L IENS

Proposition I :

Lorsquc les rcyaux fus classes qpartiennent à {0, I}p notts (Norut :

W(P, L) = Wg(P, Lg) + cottstante'

et les dew critères sont alors dits é4uivalenæ.

Preuve :

K
w(P, L) =

k = l  i e P k  i e o i  j e M i

E l.i-41 + ! [a(l-aN + tt +)4,1 ]
k= l  iePk  jeOi  jeMi

K
=

k = l i e P k  i e O i  j e M i

K
=
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MétMe MNDQAI,I et fumées manqwntes

= Ë
k = l  i e P k  j e O i  i e M i
K r : : ,=i

k = l i e P k  i e o i  i e M i
K=t

k = l  i e P k  j e O i  j e M i  j e M i

= V[g(P, Lg) + I t(a - a2)]
j e  M i

Les méthodes MNDM dans le cas le plus simple et MNDQAN sont équivalentes. En

effet, sous la conrainte que les noyaux sont de même nature, les deux fonctions

daffectation et de représentation sont identiques.

3. ETUDE COMPARATIVE DES DEUX CRITERES

Dans ce paragraphe nous companons les critères Wg(P, Lg) où les noyaux g1 sont

les centres de gravité des classes et le critère W(P, L) où les noyaux a1

appartiennent à {0rl}P.

Proposition 2 z

Pour k = I, ..., K, lorsque ape {0, I}P et gÉ RP nous (Norut :

K )
w(P' L) = Wg(P, Lg) + 2 

,n*di@r' 
gù + cottstnnte

Preuve :

K
W(P,L)  = I  E(

= i >(
k = l  i e P k  i e O i  i e M i

I ( la-alJ - 1cr-{121
k = l  i e p l  i e M i

Comme a,k € (0, I )p le t€nne A peut s'écrire :

K
[ =

k = l  i e p l  i e M i

k = l  i e P k  j e O i  j e M i
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où m est le nombrc total des données manquantes.

Le criÈre W(P, L) peut s'écrire également :

v[(P, L) = Ë
k=l  ie  Pk je  J

où {appartient à [0, l] siest {observéeetégalàasinon.

La relation dTlyguens dans Rp muni de la disunce euclidienne permet d'écrire.

ie P1 ie P1

ou encore :

x e P l j e f  r e P l j e J

nous en déduisons :

K ? ,

\V(P, L) = Wg(P, Lg) + ), 
rntdi(+, 

gù + ma (l- a)

Cece relation rnontre la différence entrc le problème d'optimisation d€ W(P, L) et celui
de I'optimisation de V/g(P, Lg).

Remarques :

[  .2 .  I
I Inrsquc æI2 W(P, L) = Wg(P, Lg) + p=rn*d'"(at, g,ù + 7 n.

2 Lorcquc aest unvectew dépendant de chaquevariable nous (n.orrs :
K ,

w(P,L)=Wg(P,Lg)+ 
Èrnd'"@k,gt)+ Èr*r( I  

-  a i )

Exemple :

Pour illustrer cette dernière proposition, nous proposons une application de ces deux

méthodes à panir d'un tableau de données binaircs (avcc données manquantes)

croisant l0 individus identifiés par les letres a à j, et 10 variables identifiées par les

nombres f à f0 ( tableau 3).
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Tableau 3 : tableau de données.

Nous appliquons les deux méthodes MNDM et MNDQAN sur ce rableau en
demandant 3 classes. Les tableaux réo'rdonnés résultant sont rcspectivement pésentés

dans les tableaux 4 et 5.

Tableau 4 : tableau réqdonné parMNDM. Tableau 5 : tableau réordonné paTMNDQAN.

I-es noyaux correspondant à ces deux partitions sont respectiverrent présentés dans les

tableaux 6et7.

Tableau 6: tableau des noyaux binaires (l,tr{DM).
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I z 3 4 5 6 7 E I l 0
a 0 0 0 (, I I I 0 0
b

' l (, ,, o I I I 'l ? 0
c 0 0 0 'l I - l I 0 I

d I I ' l I (, 0 0 ,I I ,I

e ' l
I 0 'l 0 'l ' l ' l

t I I I I ,I 'l 'l 0 I I
s U 'l (, ' l I
h I 0 0 I ,I I I 0 I
t ? o 0 ' l I I ' l 0 (,

I I I I 'l ,I 0 0 I ,I

I 2 3 4 5 6 7 U 9 I
0

a 0 0 0 0 I I 0 0
b ,l 0 ? 0 I I 1 ,l ,l 0
c 0 0 0 ? I I ,l I 0 ,l

I
,l 0 0 ,l I I 1 ,l 0 0

h I ? o u I t (, I
d I I -l I 0 0 0 ,I I 'l

e ,l ,l I "l 0 ,l 0 ,l ,l ?
f 1 I I I ? ,l ? 0 I I
g I I I I 0 I 'l 0 ,I t

I I I I 'l
f U 0 I

'l

I z 3 4 5 6 7 E I I
0

a 0 0 0 0 I I I I 0 0
b ? 0 ? 0 I I I ,l ,l 0
c 0 0 0 ? I 1 ,l I 0 ,l

h I ,l 0 0 I ? I I 0 I
l

,l 0 0 ? I I I ,l 0 0
d I ,| U (, 0 I

e ? ? I ? 0 ? 0 ? ? ?
f I I ' l -l - l (, I I
s I I 0 I ' l U ' l I

I I I I 'l ' l 0 0 I ,I

I z J 4 5 6 7 E I t0
A l 0 0 0 (, I I I I (, (,
l c I I 0 o I I I I 0 I
A l I I I I (, I 0 0 I I

I z 5 4 5 6 7 E I lo
8 l 0.43 0. l l 0. l l 0.23 1.fi) 0.91 0.91 0.E3 0. l l 0.31
î t o.79 0.79 0.79 0.79 0.00 0.29 0.00 0.57 0.79 0.57
a3 l.m 1.00 1.00 1.00 0.38 0.71 0.3E 0.00 0.86 0.t5

Tableau 7 : tableau des noyaux non binaires GôIDaAIV).
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Remarque :

Cette méthode représente un inconvénient. En $et, la présentarton ùt critère
Wg(P, Lg) exnlieue clairement le fait, constaté expérimentalement, quc certe

méthode ait tendance à funner des classes sphértqucs de nêne vohtne. Friednun,

Rubin (1967) et Govaert (1975) ont proposé un algoritlune de type Nuées

Dynarniqucs capable dc reconruttre des classes cyant le mênæ We de dispersion

mais posséfunt des directions d'allongerment inconnræs. Celeux (1988) a montré

que le crttère utilisé par ces auteurs conespond à lhypothèse d'we population issrc

d'un mélange fu lois gaussiennes dont les matrices variance des composonts sont

ifu ntiqucs mais inc oruues.

4. APPLICATIONS

Nous appliquons la méthode MNDQAN dans le cas le plus simple avec les nois
options qui dépendent du paramère a. Celui-ci est représenté, par la fréquence des 1

dans le tableau dans la première colonne, par un vecteur dont les composantes

dépendent des variables dans la deuxième colonne et par la valeur 1/2 dans la

troisième. Nous verons ainsi l'évolution des pourcentages dobjets mal classés dans

les différents cas suivant le taux de destruction T ( en %). Le tableau 8 illustre

l'évolution des objets mal slassés sur les données simulées.

'l'
c s) tn

o 0 0 0
E 0 0 u
tz o o 0
l 6 I 0
?n 2 I z
?A z I z
z8 3 z 3
32 6 3 3
36 6 4 3
4tJ 0 5 4
4 E 3 7
4U 9 7 7
50 I 6 7
52 9 6 7
56 l l 6 E
æ L7 t7 l4

Tableau 8 : pourcentages dobjes mal classés.
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En comparant avec les résultats obtenus dans le deuxième chapitre, nous remarquons

que la méthode MNDaAN donne de meilleursrésultats que la rnéthodc MNDM. Dans

les figures 1,2 et 3 nous présentons respectivement l'évolution du pourcentage des
objets mal classés suivant les deux méthodes MNDM et MNDQAN lorsque c est un

réel, cr est un vecteur puis c =12.

t 12 16 n u n n % n 44 48 50 52 56 64
Trgr de destruction (%)

Figure I : comparaison de MNDM et MNDQAT.I (aréel).

0  t  12 t620242 t t 2 t6  40444 t50525664

Tru dc dccmdion (S)

Figure 2 : comparaison de MI{DM et I{I{DQAI{ (a vecæur).
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8 1 21 6202428323 6404 44850s2s 664

Trur dc datruction (%)

Figure 3 : comparaison de MNDM et MNDQAIT 1a=1p).

Lorsque q, = 12,, nous constatons que les pourcentages d'objets mal classés sont

sensiblement égaux. Nous avons appliqué les deux méthodes IVSIDaAN et MNDM

sur le fichier de données méro après avoir généré des données manquantes avec des

taux de destruction atteignant 64%, nous avons remarqué que lorsque a+ llZla

méthode MNDQAN donne toujoun de rneilleus résultats. En effet, à partir de 5M de

données rnanquantes seul I'individu 25 quiue sa classe.
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o
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-
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bg 20
ê
s lo

t$

101



DONNEES QUALITATIVES



CHAPITRE VI

EXTENSION DES METHODES MNDM,
MNDMIN ET EMDM

INTRODUCTION

Nous avons proposé précédemment des modèles associés aux données binaires avec

données manquantes. Dans le premier chapitre,les données non observées de chaque

variable suivaient une distribution de Bernoulli dont le paramètre est identique pour

toutes les variables. Nous avons généralisé ce modèle en prenant des paramètres qui

dépendaient des variables. Ces paramètrres étaient supposés connus et nous avons

proposé dans ce cas la méthode de classification MNDM. Dans le deuxième chapitre,

les pararnères associés aux données manquantes dépendaient du modèle et nous avons

proposé la méthode de classification MNDMIN. Dans le troisième chapitre, nous

nous soûrmes intéressés davantage au problème de I'estrmation des paramètres du

modèle, et nous avons proposé la méthode EMDM qui est une extension de

I'algorithme EM. En suivant la même démarche, nous proposons dans ce chapitre une

extension de chacune de ces méthodes lorsque les données sont qualitatives

nominales.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons brièvement le rnodèle des classes latentes

lorsque les données sont qualitatives. Dans le deuxième paragraphe, nous proposons

un modèle dans le cas où les données qualitatives comport€ntdes données manquantes

qui dépendent de paramètres connus et indépendants du modèle. Dans le troisième

paragraphe, nous traitons le cas où ces paramètres sont inconnus €t dépendent du

modèle.

I. APPROCHE CLASSIFICATION ET MODELE DES CLASSES
LATENTES

Dans ce paragraphe, nous supposons que toutes les valeurs du tableau dc données

dont nous disposons sont observées.
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l . l  Norlrroxs

Soit Z(I, Q) le tableau de modalités croisant un ensemble I = 11,2,..., n) de n

individus et un ensemble Q = {1, 2, ...,P} de p variables qualitatives nominales.

Nous notons:

z(I, Q) = l'il

où zf renrésente la modalité de la variable q choisie par lirdividu 4.

A chaque variable q correspond l'ensemble de modalités Jq = [1,2,..., mq]. Nous

définissons alors I'ensemble E coûrme le produit J1xJ2x...xJp.

Notre objectif est de chercher une par:tition P = (Pt, ..., Pd de Z(I' Q) en K classes

"homogènes".

I.2 MODELE DES CLASSES LATENTES

Pour obtenir une partition en K classes d'une population de n individus décrits par des

variables qualitatives, une méthode classique consiste à raisonner à partir du tableau de

données mis sous forme disjonctive complète et à chercher des individus qui, croisés

avec les variables, maximisent le criÈre 12 de contingence. Cela revient à rechercher la

partition d'inertie interclasse maximum pour la métrique du X2. Oette méthode peut

s'interpréter cornme une méthode didentification du modèle des classes latentes

(Celeux 1988).

Les paramètres de ce modèle sont les fréquences relatives (pr, k = 1, K) des K

modalités de la variable cachê ou laænte et les probabilités ( .*ff) , où q() conespond

à la modalité j de la variable q. q() est I'indice de f = ( l, ..., m) où m est le nombre

total de modalités ) que *10=l sachant que I'individu présenæ la modalité k de la

variable latenæ.

Nousavons biensûr L 4ti l= l pourtout j = 1, " ',petpourtoutk= 1, "" K'
jeJq

Ce modèle revient à-supposer @veritt 1981) que les n vecteurs binaires à m

coordonnées décrivant les individus sont un échantillon du mélange de densités :

K
t

k=l
nII
cFQieJc

f(x) = p1f(6 ai) avec f(x; af = tqto't#'
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où ar = (44' ; q0) est Ïindice de J correspondant à la modalité j de q) avec I #)=t.
jeJq

f(xi, ad e.st la densité d'une loi multinomiale multivariée de paramère a1.

2. MODELES ASSOCTES AUX DONNEES QUALTTATTVES AVEC
DONNEES MANQUANTES

2.1 Norlrroxs

Nous gardons les mêres notations que précédemment rnais cette fois-ci notre tableau
Z(I, Q) cqnporte des données manquantes.

01 est I'ensemble des indices q pour lesquels les valeurs du vecteur 4 sont observées.
M; est I'ensemble des indices q pour lesquels les valeurs du vecteur zi sont
manquantes.

Nous avons pour tout 4 appartenant à O : Q (JIV[ : Q

Notons : d: nomb're total des données nranquantes.

Soit X(I, J)(",-) le tableau de codage disjonctif "complet" (Jambu l978Xnous

effectuons le codage sur les valeurs observées seulement) du tableau de
rnodalités Z(I,Q)(np>

v je Jq {tri::= 
I si I'individu possède la modalité j

[*la'= o sinon

où q(i) est I'indice de J correspondant à la modaliÉ je q.qC) est défini par :

e0)=Ër**i
k=l

Exemple :

Soit le tableau représentant 5 individus (1,2,3,4,5) décrits par dcux variables
qualitatives v1 à 3 modalités {nl ,.1 ,.1 } et vz à 3 modalités {mf ,^?,^?}. Iæ

tableau I représenæ le tableau initial et le tableau 2 représenæ le tableur de codage.
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Tableau I : tableau initial. Tableau 2 : tableau de codage.

Soit x; un élément de X(I, J). tr est convenable décrire xi= (4 {) ot

xi représente les valeurs obsenées.
dxi représenæ les valeurs non observées.

2.2 HyporHEsns suR LEs DoNNEES MANQUANTES

Dans les cas des données manquantes, le calcul de la vraisemblance est très difficile. tr
y a b = [I (mcldl (où dq correspond au nombre de valeurs non observées par la

çQ

variable q) façons de reconstituer les données ûranquantes, il en découle alors tout un

ensemble de tableaux de données possibles )fu, noté H.

H =  ( )b  /0  e  {1 , . . . ,  b }

Nous supposons que les données manquantes sont de type DMH (Données

Manquantes au Hasard) et indép,endantes. Chaque valeur non obsenée du tableau X

ne pouvant appartenfu qu'à [0, I ] avec la contrainte que la somme sur I'ensemble des

modalités soit égale à 1, nous supposons que les données ûranquantes de chaque

variable q suivent une distribution multinomiale de paramègç slc) qui est supposé

connu à priori.

Nous avons alors : txq<tt = t) = se(i) V je Jq ( qe Mi )

Nousnorons: o=(æ01; je Jq;  q€e)

I-e critère de vraisemblance classifianæ W(p, a) peut être considéré conune une

variable aléaoire de H dans R et son espérance exisæ. Comme précédemment, nous

proposons alors de remplacer l\r(P, a) par son espérance Et W( P, X, a, c)1.

V1 v2

I 2
2 I 3
3 3 .|

4 z
5 .| z

-f '4 "'j -f 2ry *?
I I (, 0 o I 0
2 I 0 0 (, 0 I
3 0 0 t
4 0 I (, 0 0
5 'l .| 0 I U
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2.3 ExpnnssroN DU CRITERE

La proposition suivante donne I'expression du critùe dans notre cas.

proposition l:

E [W(P,X,a ,a)J -  Ë  >  {
i=I  iePk qeoi ierq qeM;ielq

preuve :

EIW(P, X, a, cr)l = nf 5 f.og n f (xi; at)l
k=t ie p1

K
=E[  > E( Iog f  (x i ;ar ) ) ]

k=l ie p1

K

k=l ie p1

K
= t > Et l.og( r (*i-,*1; ak) )l

k=l ie p1

K= i > Et l-oe( r 1xi; ad r(*l; rt) n
k=l ie p1

K

k=l ie p1

Explicitons le terme Ell,og f ( xl ; as)l

Etl-os f (xl ; ar)l = E[,oB 
rl}, ,llnn#) 

; #)t

= I I Etlog f(\so; as)t
qe Mi je Iq

Explicitons mainænant le rcrme : E[Log fd(l' ; tqo) ]

Eg,og f(\ff) ; {)1 = f6|(il = l)LoB f(*sO = f; {0) + f(1ff)= 0[,og f(xlo = O ; .10)

= se(i)1eg({q ttt f1q0 = 0 ; qla) = I
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Nous en déduisons la forme générale de E[.og f(xf ; a1)l :

Etlog f(xf ; a1; =
qsMi.ie&

Explicitons le terme Log f (1o; ar).

Nous avons : Ioef(d; +) = -rt#o 
jlln(da') 

.f!

çQ ie Jq

Nous en déduisons I'expression du critère :
K

E[W(P,X,a,cr)]=.i- > t > > *fl)r,"g(ul0)*
i=l iePk qeoiie& qeM;ieJq

Remarque:

Daw le cas où nutes les valeurs sont obsemées, nous (Nons alors :

qeMi jeJq

où W(P, a)= g
i=I iePkqeQ ierq

2.4 RECHERCHE DES NOYAUX

Nous allons chercher à calculer les (a.; k = l, ..., K) qui maximisent (2.3.1).

proposition 2 z

I*s composantes dc qélérænt de P qui naximisent EM@,X, (t, a)l sont définies

por : pour nw k = 1, ..., K et q(j) = I, ..., mq

#) + dck acÇ)
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Preuve :

Elv/(P,X,a, cr)l = Ë > t > I #)r,og(ulot *
i=l iePk ceQi€Jq çMiieJq

=Ë t> >-1, ' rog(ql0)* E I ,d[cl t i l6s(#b]
i=l qeQ jeJq qeMi jeft

f4o'=
où {  iePi

L4 
= nombre de données manquantes pour q dans la classe k

A partition fixé, la recherche des ar maximisant E[W(P, X, a, a)] se ramène, du fait

que les p lois multinomiales sont mutuellement indépendantes, à la recherche des
pararnèmes : a[ = (u$t), ..., 4-n) qui ma:rimisent chacun des termes r*noù t

Lrq = E *|c) Log(r*oa) *
.ieJq

! d[cc(i)Leg("$ souscontrainte 2q(i)=1
je Jq

Extension dcs métlw&s MNDM, MNDMIN et EMDM

jeJq

Ce terme peut s'écrire également dune manièrc plus sirnple :

Ll= > t*lo * dloo0)r,"g(.la\ souscontrainte !*nc)=1
jeJqjeJq

Le lagrangien de ce problènre s'écrit alors :

Lag=t l  -U I t lo-  r l
jeJq

\, 4c) + d[crrtil
dLrE I

tF= ** 
-^

q+=oalors^= 
*lo' + d[crro)

a4u,4d-pour tout japparænantàJn.

De I +tr) = 1 et E c,[O = t On tire l=nr où qest I'effectif de la classe k.
jeJq jeJq
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Et par suite, nous en déduisons que :

x[a) + df, ssa)
{0) =

Remarques:

-c0)
I Dars lê cas où nutes les valews sont obsertées 4' = 

ft 
o*r^"nt dit azest le

centre de gravité de Pr.

2 Les valeurs non observées du tableau de codage disjoncrtf complet semblent être
recorstituées par les paramètres de la distribwion associée aux bnnées rurnquntes.

2.5 METHODE MNDM

La méthode que nous allons proposer n'est autr€ qu'une version de MNDM dans le
cas le plus général appliqué sur un tableau de codage (lonque c est un vecteur et les

paramètres du modèle dépendent des variables et des classes).

Etape de représentation z (recherche des rcyaw)

Nous associons à chaque classe Pk le vecteur a1défini par :

#, * d! crtlr
#'= nk pour tout j apparænant à Jq.

Etape d'affectation : (reclærche des classes)

Nous associons chaque individu xi à la classe Pl dont le noyau est le plus proche. Les

classes sont alors définies cornme suit :
V k =1, . . . ,  K

Pr =[ xil 2
çMiieh

#

E >*lo'r.oet#)l* E psr6\-og(4Û) Vm*k)

n0

çOr jeJq

qeQ jeJq qeMi jeJq
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3. LORSQUE LES DONNEES MANQUANTES SUTVENT LE MODELE

Dans ce paragraphe nous rejoignons le chapitre III dans lequel les données
manquantes suivent le modèle. Ainsi les par,amères c sont inconnus et dépendent des

classes et des modalités. Plus formellement nous avons en respectant les notations

précédentes:

Vke (1, . . . ,K)  VjeJo #)=44)

Nous avons constaté que le problème de la maximisation de I'espérance de la

waisemblance classifiante était difficile à accomplir. Ainsi, nous avons proposé la
méthode MNDMIN qui, à panir d'une valeur initiale de c, organise une procédure

cyclique jusqu'à la convergence. L'extension de cette méthode au cas qualitatif est trrès

simple. En effet, en considérant le modèle des classes latentes, chaque modalité joue le
rôle d'une variable binaire et I'estimation des paramètnes cl dans chaque classe est

identique. Elle correspond pour chaque variable au centre de gravité calculé sur les

données observées et les données manquantes reconstituées par une estimation de a

calculée dans l'étape précédente. Nous nous passerons des démonstrations qui sont

exactement celles réalisées dans le chapitre II. Dans le paragraphe suivant, nous

décrivons rapidement les étapes qui caractérisent la méthode MNDMIN.

3. I METHODE MNDMIN

Elle est initialisée par une partition initiale p(0) si par les centres de gravité

t t"[oT, ..., o[oJ); k=1,..., K] calculés sur les valeurs observées. L'étape de

maximisæion est décrite à litération (t+1).

Etape d'estimation :

En respectant les notations du troisième chapitre, I'espérance de la nraisemblance

classifiante conditionnelle s'écrit :

E[W(P, X, a) / P(t), s(t)1 =
K

à àl ,]o, ,.T, 
*P r'oe(%n') * 

nà,,]r{',.ci, 
r'oe(%<i/)

Nous allons déqire maintenant les étapes d'affectation et de représentation

caractérisant l'étape de rnaximisation. Cetæ description se fera à I'itération (t+1).
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Etape de maximisation :

Reclvrclu des rcyatn

Nous associons à chaque cliasse r.f) re yecteur o{*t) aentti put ,

x[ti) + oI 
"f]ocr4it]= pourtout j apparænant àJq.

Reclerclu dcs classes

Nous associons chaque individu xi à la classe f[*t) Aont le noyau est le plus proche.

Læs classes sont alors définies comme suit :

V k =1, . . . ,  K

p['*') ={ xi / 
À ià*ft 

l-s('[ili, . 
È,,À4?n<iÈoerdTl) 

=

qeOi jeJq qeM; jeJq

4. METHODE EMDM

Les deux méthodes décrites précédemment consistent en la recherche des classes.

Lorsque nous nous intéressons uniquement à I'estimation des pammètres du modèle

(les pl et les ar ; k = 1, K), la méthode EMDM s'étend facilement au cas des données

qualitatives et la description y est identique (voir chapitre IV). Nous rappelons que la

recherche des classes, n'est qu'un sous produit de ce problùne.

s. REMARQUES

Nous avons vu que I'extension de ces méthodes est très simple. Et comme

précédemment tout se passc coûrûre si les données manquantes dans le tableau de

codage sont reconstituées par le paramètne o, supposé connu dans la méthod€ MNDM

et par le paramètre c, calculé dans l'étape précédente dans les deux méthodes

MI{DMINetEMDM.
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Lorsque le paramètre o est supposé connu, nous avons w dans le chapitre V,

comment transformer les données du tableau initial en données définissant la

probabilité d'avoir l. Ainsi, nous avons appliqué la méthode MNDaAN (méthode

des nuées dynamiques sur données quantitatives) qui a donné de bons résultats. Nous

pouvons procéder de la mêre manièrc dans le cas des données qualitatives nominales,

en considérant le tableau de codage comnre un tableau binairc comportant des valeun

non observées. De cette façon, les données manquantes pour une modalité j de la

variable q sont remplacées par aff) eL à partir de ce tableau, nous pouvons appliquer

la rnéthode IvINDaAN.

Dans ce chapitre nous n'avons pas proposé une extension de la méthode MNDMRE

pour la simple raison que nous ne disposons pas d'un critère numérique défini par une

nresure adaptative et par conséquent d'un modèle probabiliste. Le chapitre VII est

consacré à ce problème.
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CHAPITRE VII

EXTENSION DE LA METHODE MNDMRE

INTRODUCTION

Dans le chapitre précédenq nous avons constaté que dans la méthode MNDMIN le
processus est tel que les données manquantes sont reconstinrées à chaque itération.
Dans le deuxième chapitre, les liens existant entre le modèle des classes latenæs et le
modèle associé aux données binaires dans le cas le plus général, nous ont permis
d'élaborer la méthode de classifrcation avec reconstitution des données manquantes
(MNDMRE). Iæ critère utilisé est défini par une mesune de dissimilarité variable et
dépendant de chaque classe. Cette rnesure définit un critàe ménique obtenu à panir du
modèle de Bernoulli dans le cas le plus général. Dans ce chapitre noûe démarche est
réciproque, elle consiste à tnouver une mesurc variable et dépendant de chaque classe
qui définit un critère mérique associé à un critère probabiliste. A partir de cetæ n1gsure
nous proposons une extension de la méthode MI{DMRE.

Pour ceci, nous nous basons exclusivement sur les travaux de Govaret (19E9) qui
montre sous quelles conditions un critère métrique est associé un critère probabiliste
dans le cas continu. Ces travaux sont rappelés et étendus dans le cas discret dans le
premierparagraphe. Dans le deuxième paragraphe, nous proposons un modèle associé
aux données qualitatives. Dans le toisième paragraphe, nous déctivons I'extension de
la méthode MNDMRE.

I. CRITERES METRIQUES ET PROBABILITES DANS LE CAS
DISCRET

Tout d'abord nous définissons les notions de critères mériques et probabilistes et
établissons les liens qui existent entre les deux tlpes de critères. Nous ne donnons ici
que les principaux résultats. Nous utilisons le tableau de modalités z(I, e).

tt4



Enension de la méthodc MNDMRE

l . l  Cnrrnnn METRTeUE

Les algorithmes de type nuées dynamiques que nous avons élaboré ont été destinés à

minimiser le critère de la forme :

K

k=l ie pk

Ce critère qui dépend de la mesure ds fissimilarité D et I'ensemble des noyaux L, est
appelé critère métrique. La mesure D étant définie de OxL dans R et nous notons ce

critère CM(Q, L, D).

1.2 Cnrrsnns METRreuEs EeuryaLENTs

Définition I :

Dew crttères métriqucs sont dits équivalents si et seulement s'ils sont dqnis sur les
mêmes ensembles Q et L et s'il existe une bijection Q sur R stictement croksante

vénftant
cM(Q, L, Dù- @ CM({z, L, Dz)

où D1 et D2 sont les rnesures fu dissimilarité associées a.w deux cigères.

A partir de cette définition nous pouvons déduire immédiatement la proposition

suivante :

Proposition I :

V  ae  R+ e tF  e  R,  les  c r i tè res  CM(O,L ,D)e tCM(dz ,L ,aD +  p)  sont

équivalents.

I.3 CRITERE PROBABILISTE

Il s'agit alors de maximiser le critère de rraisemblance classifianæ :

K
W(B a) = 

È "ot 
L(P1, a1)

où a est le p-uplet (al, ..., ap et L(Pr, a1) est la vraisemblance du souséchantillon P1

suivant la loi f(., ar). Ce critère qui dépend de la famille F des distributions de
probabilités définies sur O est appelé crità€ probabilisæ et noté CP(fà L).
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A partir de ces deux définitions nous pouvons en déduire une relation évidente entre

ces deux critères.

1.4 cRITERE METRTQUE assocrn a lrN cRrrERE PRoBABILISTE

proposition 2 :

CP({l, F) = -CM(O, L, D)

oùL est I'ensentble de définitionfus puwnètres dc bfunille F et D est définie par :

V zi e (2, V a e L D(zi, a) -- -Log fQi, a)

I-e critère ménique ainsi défini à partir d'un critère probabiliste est appelé critère

métrique associé.

1.5 cRITERES pRoBABrLrsrEs ET METRTQUES EQUIVaLENTS

Définition 2 :

Deux crttères probabilistes sont équivalents si leurs critères métriqrcs usociés sont

équivalents.

Un critère probabiliste CPl et un critère métrique CM2sont équivalents si le critère

métrique CM1 associé à CPr est équivalew au crttère métriquc CMz.

Ces propriétés ont été utilisées dans les chapitres précédents. Dans la proposition

suivante nous établissons la condition nécessaire et suffisante pour qu'un critère

mérique soit associé à un critère probabilisæ.

1.6 CONDITION POUR QU|UN CRITERE METRIQUE SOIT ASSOCIE A uN
CRITERE PROBABILISTE

Proposition 3 :

IJn crtère métr@ CM(Q,L, D) est associé à m citère probabilisæ si a seulenent si

vae L 2e 
D(zt 'a)  = I

zie Q
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Preuve :

En effet nous avons : D(A, a) = - bgf(q,a) et f(zi, a) = exp(-D(a, a)). Comme nous
avons E f(zi, a) = 1 alors :

zie (l

E e- D(ri' r) = l. #
zie O

Dans ce qui suit, I'ensemble O est supposé être le produit cartésien d'ensembles
(ll, ..., OO 

"t 
la distance D peut Se "décompgser " en une somme de p termes

correspondant aux p ensembles Çln.

D(4, a) = I h(d acl
çQ

proposition 4 :

S'il existe un réel positif r tel quc pour tout j = 1, ..., P ; les quantités :

. q

to= 
-P 

,-otQi' û)

soient indéperdantes fu û abrs tl;";n critère probobitiste équivalent au critère
métriErc défrni par lafonction D. De plus, ce citère probabiliste correspond à un
produit de distribwiors sw les {\défrnies par :

leqi, û) = ! r-oad at .sq

Etfin si sq = I, alors le citère métnque est associé au citère probùiliste.

Preuve :

En effet, le critère métriqre associé à la famille poposée est défini par la fonction D' :

D'(z; a) = - [09 f(zi' a)

= - I,os[ tt f(d ar)]

çQ
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qGQ "q

- r L &(zl,ae)+ ! Ioe(sc)
q€Q q€Q

= r D(4, a) + I Log (sq)
çQ

La proposition I pennet d'affirmer que les critères métriques associés à D et D' sont

équivalents.

Losque sc= I nous avons f(zf, al) = 1-D(zrl' d) ou f({, ac) = exp (-Dq("l, aq)Iog(r)).

Cela entraîne que Log(r)Dq(zf, al) = -l.og [f(z!, al)] et corilne r >l alors le critère

métrique défini à panirde Dq(zl, xe) est associé à un critère probabiliste.

2. MODELE ASSOCTE AUX DONNEES QUALTTATTVES

2.I METHoDE MNDDIJ

Cene méthode de classification proposée par Marchetti (1989), respecte le principe

d'homogénéité, les noyaux sont des modalités. La distance utilisée D, est égale au

nombre de composantes différentes entre deux individus considéés. Son expression
sur O est la suivante :

où

V(x ,y )e  O2

ôq(xe, Yq ) =

D(x, y) - I ôq(xq yq)
çQ

s i  xq#  yq
srnon{l

Nous définissons I'espace Y réduit aux seuls vecteurs binaires de modalités. Les
éléments de Y résulænt du codage des vecteurs de modalités de I'espace f,1. En

munissant I'espace Y de la distance en valeurs absolues d, nous constatons un lien
entre d et D. En effet, en considérant deux individus zl at z2de I'espace f,I, de codage

respectifs x1 Gt x2 nous avons :

d(x1, x) =?)D(zr,zù

Dans ce qui suit, nous utilisons la distance D qui nécessite pas le codage du tableau de

modalités. Nous savons daprès ce qui précède que les critères métriques associés aux
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distances d et D sont quivalents et par conséquent leurs critères probabilistes sont

équivalents.

Rappelons que notre but est de proposer une mesure de dissimilarité dont les

coefficients de pondérations déperdent des classes et des variables.

2.2 MESURE vaRraBLE ET DEnENDANT DE cHAeuE cLAssE

Nous supposons que la mérique dépend de chaque classe.

D(z; ag = t Xlôo("|, a[) + Fr
q€Q

Pour que ce critère soit associé à un critère probabiliste, nous devons avoir la
condition de la proposition 3 cbst-à-dire I e- X"i' a) = l.

zie îl

| = 2 g- D(zi' at)

zie O

= exp(_Êù
zge f,l çQ

= exp(-Fù
zie O q€Q

= exP(-fu) tI
æO qtot

=expCfu) II [1 +(mc- 1)expCll)]
q€Q

Nousendéduisonsque p3 = E lpg{t +(ms- l)expCl,l)}.
çQ

La proposition 4 p€rmet d'affirmer que le critère métrique défini à panir de D est

associé au critère probabilisæ ccrespondant à un mélange où pour chaqtre composant,

les variables sont indépendantes.

Nous pouvorur écrire que :

çQ .rQ

119



Enension dc la métlndc ùIINDMRE

Soitefl appartenant à ]0, lt2l.Enposant d = 4, (les eflne sont- k  
exp( [ [ )+Dq-  r

pas fixes et dépendent de chaque classe) la distance D s'écrit :

t-rI
D(a, ad = I Log[ o 

(rr - l)] ô(zf, a[) - s: I^og(1 - el)
çQTçQ

dt*(a, ad - Al

t-rl
où de*(a, a*) = L log{ -q 

(.0 - l)} ô\zf, ol) 
", 

Al= à l-e(l - el ).
qeQ €Ë çQ

Remarques :

1- Dans le cas biruire, ffiq= 2 et nous reîotmora lamesure de dissimilarité funs le
I'{*

casleplussénéral:D(z;,"ù= 
Èf* E 

)lzci-"oJ - >obe(t-éù.

2- Si nous ttotons zi et ok deux individns de l'espace d), de codage respectifs x;et

A*dans '^**'r,ÏÏo*;r,, 

Aù + 1t - 2mq) r^og1t - é*)

Nous pormors ffiinner quc les deux critères métriques sont équivalents.

Nous pouvons montrer que le modèle correspond, pour chaque variable, à une

distribution où les probabilités des rq modalités de la variable q sont les valeurs :

.l 4
{l-sl,Ë-, -r ...' m;T}

prises dans un ordre quelcorque. [a modalité prenant la probabilité 1- e[éant celle qui

est prise par le noyau a!. nn effet, à partir de la proposition 4 nous avons :
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rl
Et si zf = a[ abn X4, ol) = 1 - el, sinon p("l,al) = 

'',o;1 .

3. EXTENSION DE LA METHODE MNDMRE

Nous nous proposons ici d'élaborer un algorithme de classification et de

reconstitution. Nous avons vu dans le chapine précédent que tout se passe comme si

les données ûranquantes étaient reconstituées à chaque étape par les param,ètres de

localisation correspondans calculés dans l'étape précédente. L'algorithme que nous

allons décrire est une extension de la méthode MNDMRE dans le cas qualitatif. Le

critère à maximiser s'écrit dans ce cas :

K
W(P,â,e)= E f  t -

k=l i€Pk

t-'l

,àTt, .l 
(mq-t)lôq("l'ull + Eotnc(l-e[)] (3'1)

Etape de représentation : (reclærche des aq*et {o)

Quelles que soient les valeurs e[, les a[ sont nécessairement les valeurs majoritaires de

chaque classe pour chaque variable. Par ailleurs, les (e[, k e { 1, ..., K}, q€ Q )

.q

maximisant (3.1) sont les valeurs ;T "O "l 
= 

. à ôo(rl, a[) exprime le nombre de
ie P1

fois où la valeur majoritaire n'a pas été prise dans la classe k.

Etape d'affectation: (recherche fus classes)

Lors de cette étape le terme A1 n'est pas constant Nous affectons a à la classc Pt qui
minimise de*(a, ad - Ar.

Etape de reconstitution z (recowtitution des funnées nanqwnæs)

Le but de cene étape est de rpconstituer les données marquantes de chaque variable par

les modalités que présente cette variable en maximisant le critère. Il est clair qu'une

donnée non observée pour une variable q, de I'individu 4 et sc trouvant dans la cliasse

k sera reoonstituée par al. En effet, le critèrc S/(P, q e) peut s'éstire :
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W@, a, e) =

K
t-rl t-.1

t >{- LIog( " 
(ûh-l)ôc(rl,.D - LLog( " 

(q-tltæt"1,ul)
1=l iePk qeoi ç qeMi EË

+ L Log(t-e[)]
çQ

et les données manquantes qui mærimisent Y[@, q e) sont celles qui annulent :

t-rl

,àTt, * 
tt-t)1ôr(zf ,a[).

Ainsi la décroissance du critère augûrente. Cene convergence se démonne de la façon

suivanæ:

Notons DM I'ensemble des données rnanquantes. A I'itération (t) nous avons :

w(Pt, Lr, DMr) S w1P,, Lr, DMr-l).

et par suite, à I'itération (t+l) nous avons :

w(Pt+r, 1t+r, pMt) s v/1rr, Lr, DMt)

d'où la convergence de I'algorithme.

Remarque :

Pour retrorner laméthodc MNDMRE drltts le cas biruire, it sffi dc poser mq = 2.
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CHAPITRE VIII

EXTENSION DE LA METHODE MNDDIK

INTRODUCTION

Dans le cas où toutes les valeurs du tableau des nrcdalités sont observées, Marchetti

(1989) a proposé une méthode de classification sur les profîls des individus en

utilisant la métrique du Khi2 et en nespectant le principe d'homogénéité c'est-à-dire

que les noyaux ont la même structure que les individus. Par ailleurs, Ralambondrainy

(1988) a développé la méthode MNDQAL dans laquelle les noyaux des classes sont

des centres de gravité.

Dans ce chapitre, à partir de la distance du Khi2 légèrement modifrée, nous proposons

un critère métrique associé à un critère probabilisæ. Nous étendons ces résultats au cas

où certaines valeurs du tableau de données ne sont pas relevées.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons la Méthode des Nuées Dynamiques sur

un tableau Dlsjonctif complet utilisant la métrique du Khi2 (MNDDIK). En nous

basant sur les propositions du chapitre précédent, nous montrons que le critère

mérique de cette méthode n'est pas associé à un critère probabiliste et mrus proposons

alors une modification sur la métrique permeftant lassociæion de ces deux critères.

Dans le chapitne YI, le codage des modalités s'est effectué uniquement sur les données

observées. Dans le deuxième paragraphe, les données manquantes sont codées par un
yecteur dont toutes les composantes sont égales à 0. Lc tableau résultant est dit

disjonctif "incomplet" et la distance du Kh? n'a alors plus aucun sens. Ainsi, nous

proposons d'utiliser une distance du Khi2 avec "marge imposée" @scofrer 1981) et

nous obtenons alors une variante de la méthode MNDDIK où I'une des marges du

tableau de données est remplacée par une marge imposée. Appliquée au problème

posé, cette variante permet une analyse qui possède la plupart des propriétés de la

classification des tableaux disjonctifs complets. En modifiant légèrement cette

distance, nous urontrons que le qritèr€ métrique correspondant est associé à un critère

probabitsæ.
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I. METHODE MNDDIK

Dans ce qui suit, sauf indication nous gardons les mêrnes notations.

I.I RnppuS ET NOTATIONS

A panir du tableau disjonctif complet X(I, D nous définissons les valeurs suivantes :

*i
fri = 

np

f . = 5 . f . . = 1 = - j  I  
"  s r - l  - i - n j-, .  ---rr np. ' l r4=; tr=àtu=*à4=ô f=rnTrtu=t

où n'= >4
ieI

Nous définissons un ensemUf ae profils. Un individu i est représenté dans cet

ensemble par son profil tigt" (fI, j e Il. I-e nuage des individus N(I) est I'ensemble

des profils lignes affectés des poids pi = fi..

I.2 DISTANCE DU KHI2

La méthode de classification MNDDIK utilise la distance du Khi2 entre deux profils

associés à deux individus i et i'.

tz$,i')=Ea(F-Ff* jeJ f . ;  
^ i '  ' i "

Ceue disance apparaît comûre urp distance L1, €o effet nous po1ryons écrire :

{rl, i) = 3> |r4-4'rP ç y  n '

Dans ce qui suit nous notons D cette distarpe.

I.3 PROBLEME ET METHODE

Il s'agit de déterminer une partition de l'ensemble I des individus en K classes, K

étant fixé a priori. Dans cette méthode nous rcspecùons le principe dhomogénéité en

imposant aux noyaux d'avoir la même stnrcture que les individus. De cetæ façon, une
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variable est caractérisée, dans un€ classc, par une modalité. Chaque classe est résumée

par un vecteur de modalités. Notons B I'espace des vecteurs binaires de modalités.

Le problèrne àésotrdre est l€ suivant:

trouver uile partition P = (Pr, Pz, ..., Pà et un ensenrble Lo=(a1, a2, ..., aà de K

noyailxrywrtenuttàB tels que le critère :

K
W(P,L)= Z 2 P;D(i,aP

k=I iePt

soit minimurn.

Il nous reste à construire les fonctions d'affectation et de représentation caractérisant

I'algorithme MNDDIIC

Etape draffectation :

Nous affectons chaque individu i à la classe P1 dont il est le plus proche au sens de

cette distance.

Etape de représentation :

I-a solution est de choisir pour composante égale à 1, celle correspondant à la modalité

s de la variable g (notée q(s)) et minimisant la quantité :

n. - 2nI')
fls)

où
nr = Card(Pr)

4o'=
ie P1

nq(s) = L nfG) nonrUrc dindividus présentant la modalité s.
ie I

I.4 CRITERE PROBABILISTE

Dans ce pardgraphe, I'ensemble f,l est supposé être le produit cartésien fini (11, ..., fà

et la distance que nous notons dorénavant D, peut se "décompos€,r" en une somme de
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p tennes correspondant aux p ensembles f\. Chaque ensemble f,h est fomÉ des mq

uplets où mq esr le nornhe de modalités de la variable qualitative nominale q.

Exemple :

Soit q une variable nominale à 3 rnodalités dans ll,2,3l-

f , lc={( l ,0,0) ;  (0,  1,0) ;  (0,0,  l ) }  ;  mq = 3

La distance du Khi2 peut s'écrirc :

D(i ,ar)=I  a j f  4-x i , l  u . , r "  d=4
j e r  

. l ' - r '  
p r t '

ouencorc
D(i,af l= ;  t  oe01*1o-#' ,

qsQieJq

où q0) est I'indice de J correspondant à la modalité j.

nous pouvons écrire aussi :

D(i, af = E DqGl, al) où Dn(xf, ap = E_ oq0l | \so - do I
çQ je Jq

posons h= I erç 1-oo(xf, a[))
*T'&

sq dépend de a[ et les conditions de la proposition 2 dans IV ne sont pas vérifiées. I-e

critère métrique correspondant à cette métrique n'est donc pas équivalent à un critère

probabiliste.

En utilisant la proposition ci-dessous nous pouvons proposer une nouvelle métrique

voisine de la précédentequi elle sera associée àun ctitke p'rcbabilisæ.

proposition I :

Eunt funné D de (ùL fu6 R, le critère méçiquc CM(d2, L, D') où D'véifte
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D'(i, a! = \ {D6',,aqp + Log( | exp(-Ddxq,, op) )}
qeQ ,4i.&

est associé au critère probabiliste déJini par l4 distributionp(i, aù = ery(D'(i, a*))

Preuve :

Le ærme ajouté à la distance D, qui n'intervient que lorsque nous affecons un point à

une classe, joue un rôle de nomralisation des différcntes distributions définies à partir

des K noyaux. Ce ærræ aura un effet correcteur et de cetæ façon la proposition 1 dans

chapitre VII est vérifré. En effet, nous aurons pour tout i D'(i, a*) = -Log p(i, a&). #

Nous pouvons proposer ainsi une nouvelle distance voisine de la précédente qui elle

par contre, sera associée à un critère probabiliste.

V  ie  Ç l ,V  a1e  L

D'(i, ad = 2 {on{xT, "l) 
* t g I expGh(xf, a[) ]

çQ *leru
D' ( i ,ar )= !Dn(x! ,u [ l+4 

r  r

q€Q

oùÇ[=
qee *1.&

i - r

Le critère métrique défini à partir de cette nouvelle distance D'est associé au critère

probabilisæ défrni par la disribution p(i, a) = exp(-D'(i, a)) .

p(i ad = exp(-D(i, aù) { II E exp(-h(*1,.[l ]-1
ce *l.t

Exemple :

Prenons le cas d'une variable à 3 modalités. Si nous notons p I'expression suivante :

p = X erç (-Dq(*|, 
"1)) 

,
*T.&

les distributions de probabilités qui correspondent aux uois vccteurs de modalités

possibles de a[ sont les suivanæs. Par commodité décriture nous notons les vecteurs

de modalités par leur rnodalité curespondanæ.
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{=t

p(l,t)=17p p(2,1)=e -(as(l)+cr(z) 
rU p(3,1)=e -1cr(l)+o$); rU

avec p = l+ e 
-(a(1)+ aq(2) a s 

-(o'q(l)+ oc(3)

*. =z

p(r,2)=e -{a(r)+cr(z) 
ru pe2)=r tF p(3,2)+-(s(2461s(')) /F

avec p = 1+ e 
-(c1e(l)+ aq(2) 1" 

-(ct'q(2)+ aq€\

1q =3

p(r,3)=e -{octr)+actr) 
rU p(2,3)=s-(a@)+a(3)rp il3,3)=17p

avec p = 1+ e -(cle(2)+ aq€) a s 
-(cte(l)" aq€)

Nous pouvons dire que le modèle correspond pour chaque variable à une distribution

où les probabilités des mq rrpdalités de la vuiable q sont définies par :

p(*1, 
"l) 

= exp(-Dq(xf, a!)) / I exp(&(x!, a[))
'Ï.&

2. DONNEES MANQUANTES

2.I PROBLEME DES NON REPONSES

Soit Z'(I, Q) le tableau de modalités avec données manquantes. X'(I, I)(n -) est le

tableau de codage disjonctif "incomplet" du tableau de modalités Z'(1, Q)ttt p> kt

données manquantes associées à la variable q sont codécs zéro sur I'ensemble des

modalités Jq de cetæ question

Exemple :

Soit I un ensemble de 5 individus décrits par une variable nominale q à 3 modalités

dans (mr, m2, m3). Le tableau des modalités comportant des données uranquantcs est
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présenté dans le tableau l. Le tableau de codage disjonctif "incomplet" associé est

présenté dans le tableau 2.

Tableau 1 : tableau initial. Tableau 2 : tableau de codage.

2.2 INCONVENIENT DE LA DISTANCE DU KHI2

Dans un tableau disjonctif incomplet, la distance du KhD n'a plus aucun sens car si

deux individus i et i' n'ont pas donné le même nombre de réponses ( fi * f1.) ; une

modalité j choisie simultanément par ces individus augnentc leur distance car le tenne
f.. f...

( rtl - f ; n'est pas nul ; ce qui pose un réel problème d'interprétation. Cette mérique
^ i .  ^ i ' .

est donc inadaptée à l'étude du tableau disjonctif incomplet. Cependant, nous pouvons

y remédier en remplaçant la maxge fr. par la marge constante l/n partout où elle

intervient : profil et poids. I-e profil ligne de I'individu devient {nf' , j e I}.

2.3 DISTANCE DU KHI2 AVEC MARGE IMPOSEE

la disance du Kh2 avec ntarge imposée ente deux profils associés à deux individus

entr€ i et i' s'exprime de la façon suivante :

tzl,i') = I l( nt,, - nf'i )2ù jeJ f..,

*j
avec fU = 

*; 
où r est le nombre otal des données ûranquantes.

Cetæ distance peut s'écrir€ alors :
xl xl,

D?,zG,i ' )  =n2 I ry ( ' - t  -  +)2'e i;j ni 
'nP-r nP-r'

ou

4rl,i1 = S::r4-4'r'P-r 
16 J lf

(l

I I
2 z
3 3
4
5 'l

ml m2 m3
I I 0 0
z (, o
3 0 0 I
4 o 0 o
5 o 0 0
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La disUnce du Khi2 avæ marge imposé,e entre deux profils, apparaît alors cornrrp une

distance L1 pondérée. Dans ce qui suit, nous notons cette distance d.

2.4 PRoBLEME ET METHODE

Si B est I'espace des vecteurs binaires de modalités, les profils des noyaux devront

être de la forme 
# " 

où a est un vect€ur binairc de modalités de B.

I-e problème à résoudre est alors le suivant :

trouver we partition P = (Pt, Pz, ..., PK) et un ensemble La=(a1, (12, ..., ax) de K

tny^uxapwrtenott àB tels qrc le critère :

K
W(P, L) = | 2 pid(i, ar) soit minimum.

lc=l iep*

L'expression du critère à minimiserest alors la suivante :

w(Pr - )=  n  
ËvY \r ' !y' np-r 

,=-r iâ,p. j;i d 
--t

Il nous reste à construire les fonctions d'affectation et de représentation caractérisant

cetæ variante de méthode MNDDIK que nous noûErerons MNDKIDIvL

Etape d'affectation :

Elle est définie à partir de la disunce du Khi2 avec marge imposéÆ.

Etape de représentation :

Comme dans le cas précédent La solution est de choisir pour composante égale à I,

celle correspondant à la modalité s de la variable q (notée q(s)) et minimisant la

quantité :
n. - 2n{')

n(s)

où nr = Card(h)

4o' = E nfG) rlombredirdividus dans laclassekpréscntant lamodalité s.
ie P1

fls) = 2 ne(s) no-O* dindividus présenunt lamodalité s.
ie I
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Dans I'expression du critèrc il apparaît que seules les composantes différentes de celles

du noyau ont une contribution non nulle au critère. Nous notons que les données

manquantes ont toujours une contribution non nulle.

Exemple :

Soit un tableau de données croisant l0 individus [1,..., 10] et 5 variables

qualitatives nominales {a, ..., e} (tabteau 3). Sur ce tableau nous appliquons la

méthode MNDDIK en de,mandant 3 classes et la partition obænue est présentê dans le

tableau 4.

Nous détruisons au hasard 22% de données (tableau 5). Dans le tableau 6 nous

pésentons la panition obtenue par la méthode MNDKIDM.

a D c d e
I I I z z 2
2 1 1 2 I 2
3 2 I I I 1
4 3 3 I I 2
5 2 3 3 I 2
6 I z z 2 z
7 2 2 2 I I
E I z z 2 I
v I 3 I 3 z
l 0 3 3

.J 3 2

Tableau 3 : tableau initial.

a b c d e
I I 2 2 2

2 I 1 2 1 2
6 I 2 2 2 2
5 2 I I I I

7 2 2 2 I I
t z z z I

4 3 3 I t 2
5 z 3 3 I 2
I I 3 I 3 2
l { l

'5 3 3 3 2

Tableau 4 : partition obtenue.

a b c d e
I I I

'l 2 z
2 I ,l 2 ,l 2
3 2 ,l ,l I I
4 3 3 I ? 2
5 2 3 3 I ?
6 I 2 2 2 z
7 2 2 2 1 tl

8 I 2 2 ,l 1
I

'l .J I 3 2
I t 3 3 'l 3 z

Tableau 5 : tableau initiat

a b c (l e
I I I -l z 2
2 I ? 2 ? 2
6 I 2 2 2 2
3 2 ,I 'l I I

5 2 3 3 1 ,l

7 z z 2 t 'l

t I 2 2 ? I
4 3

.J I 'l z
9 'l 3 I 3 2
l0 3 3 'l 3 z

Tableau 6 : panition obænue.

Nous constatons que seul I'individu 5 a quiné sa classe.
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Remarque :

Dans la méthode MNDKIDM, nous notor,s qrc lcs bnnées rnanqwntes joucnt un

rôle passif. Nous potnons comparer cette méthode à la métlnde MNDM lorsquc

a = ll2. En e{fet, la distance utilisée peut être remplacée par une "pseudo-

distance" dttKhi2.Cette "pseudo-dktonce" ertre deuxvecteurs qrtnæ des écarts

pondérés calculés sur les composantes relaÉes similtanément. Lors de l'étape de

représentation, nous (Norrs noté qrc les rcyaux sont calculés wiqucment sur les

données obsemées.

2.5 CRITERE PROBABILISTE

Dans ce cas chaque ensemble (lq est formé des rnq+l uplets. En effet, pour une

variable nominale à 3 rnodalités qui pésente des données manquantes I'ensemble Clq :

(h={(1,0,0)  ;  (0 ,  1 ,0)  ;  (0 ,0 ,  1)  ;  (0 ,0 ,0) }

Rappelons que la distance ente deux profils s'exprime de la façon suivante :

d( i ,  i ' ) = #n?,i'q-q''
= p cr j t4- ,1, t

j eJ
ate" crj =, n', 

,
(np-r)rP

'Ï.&

Nous sonrmes exactement dans la situation où toutes les données sont observées. En

effet, seul I'ensemble f,lq change. Iæ critère métrique correspondant à cette métrique

n'est donc pas équivalent à un critère probabilisæ. En utilisant la proposition 1, nous

pouvons propos€rcoûxne préoéde,mment une mérique voisine de la préoédenæ dont le

critèrc méuique correspondant sera associé à un critère probabilisæ.

d(i,af = I Q(*T,.1)*4 r q -
b k - I,

çQ

Iog L exp(dq(xf, ap)
ç Q

Exemple :

Prenons le cas d'une variable à 3 modalités présentant

manquantc. Si nous notons p lexpression suivante :

p = I exp (4('l,a[)) ,
*1.&

au moins une donnée
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les distributions de probabilités qui correspondent aux trois vecteurs de rnodalités

possibles et au vecteur (0, 0, 0) qui définit qu'aucune modalité n'est obssryée, sont les

suivantes.

Par commodité d'écriture nous notons les vecteurs de modalités par leur modalité

correspondante et le vect€ur (0,0,0) par "*".

{= t

p(1,1)=17p p(2,1)=e-(clq(t)*oe(z)^ p(3,1)=e-(cq(t)+aq(3,F p(*,t)o-on(tlp

avec p = 1+ e 
-(se(l)1 cq(2) + 

" 
-(oq(l)+ 6p(3);* r 

-ce(l)

4. =z
p(r,2)=e-(aq(tl*aq(2,F p(2,2y=119 p(3,2)="-(aq(z)+a(l);rp p(*,2)=e 

-o'@lp

avec p = l+ e 
-(oc(l)1crq(2) .' 

" 
-(ae(2\ s9(3);*, -cre(2)

tq =3

p(r,3)=e 
-(cr(l)+cr(3)rp p(2,3)=e-(aq(2)16r(r)rp p(3,3)=17p p(*,3)=e 

-oo(')p

avec p = 1+ e 
-(c1e(l)a clc(:l' .' 

" 
-(ae(2)+ 6$3);*. -ae(3)

Nous pouvons dire que le modèle corrcspond pour chaque variable à une disribution

où les probabilités des mq modalités et la donnée manquant€ (qui pourra être

considérée coûrme une modalié définissant la non présence d'aucune modalité de la

variable q) sont définies par :

p(*1, al)= expGù(xl, ul))l > e,ç(dc(xl' aD)
*?.&

Remarque :

Notrs constcttotut qrc ta probabilité associée à la fuwée non obsemée est l4 pltts

proche dc celle associée à Ia nodolité cltoisie. Notts pwons Wnser à réaliser urc

variante de cetæ méthode qui comporte u,ne étape de reconstitution. Celle'ci

consistera à recorctittg les vecteurs binaires non obsertés pu les vectetts

biruires fus noyaux corresPonfunts-
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Dans ce travail, nous avons traité du problème de I'estimation des paramères du

modèle de mélanges finis en présence de données manquantes sous I'approche

estimation et sous I'approche classification. Ainsi, pour estimer ces pararnèæs, nous

avons utilisé respectivement des algorithmes de type EM et des algorithmes de type

nuées dynamiques. Notons toutefois que la méthode MNDMIN développée dans le

chapitne ITI, bien qu'elle soit basée essentiellement sur le processus de I'algorithme

EM, peut être considérrée comme une méthode des nuées dynamiques. En effet, nous

reconnaissons les deux fonctions d'affectation et de représentation dans l'étape de

maximisation. Ainsi, cette méthode ne s'attaque pas directement à I'estimation des

paramères du mélange.

En faisant une hypothèse sur la distribution des données manquantes, nous avons

consfirté que la nÉthode MNDM avec ses uois variantes et lorsque (tr = l2 donne des

résultats très satisfaisants et que la convergence de I'alguitlrme est rapide. Il est en de

même pour la méthode MNDKIDM dans le cas des données qualitatives nominales.

Nous avons aussi montré comment transforrrer un tableau de données binaires

comportant des données manquantes en un tableau complet de probabilités. Ainsi,

nous avons apptiqué la méthode MNDaAN et avons constaté que les résultats sont

meilleurs que ceux obtenus par la méthode MNDM. Notons toutefois que cette

méthode doit être utilisée avec prudence car elle a tendance à donner des classes de

mêûre volume.

Sous I'hypothèse que les données manquantes suivent le modèle, nous avons

remarqué que les méthodes MNDMIN et EMDM donnent de bons résultats. Dans le

cadre de la reconstitution des données non observées, la méthode MNDMRE se

comporte de manière satisfaisante tant que le pourcentage des données rnanquantes est

raisonnable.

Ces méthodes ont été appliquées sur des données simulées et réslles qui ont subi des

destnrctions de façon aléaoire et progrcssive. Ainsi, nous avons pu juger letrr qualité

en étudiant l'évolution des pourcenages dobjets mal classés. Nous avons constaté

que ces objets présentent souvent des données ûunquantes pour les variables les plus
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discriminantes mais montr€nt une faible proportion de données nranquantes pour les

variables les moins significatives.

Nous avons également noté que tout€s ces rnéthodes pouvaient s'éterdre facilement au

cas des données qualitatives nominales. De plus, nous pouvons not€r que les critères

numériques des méthodes proposées sont associés à des critères probabilistes

peNmetant ainsi d apporær une interp,rétation de ces méth&s de classification.

Ainsi, ces nouvelles méthodes, bien que ne préændant pas êue les méttrodes absolues

dans le cadre des données binaires et qualitatives nominales en présence de données

manquanæs, permettent cependant de classifrer I'ensemble des individus de manière

stable avec ou sans reconstitution des données non observées. Cette stabilité reste à

étudier rigoureusement comme le fit Benali en 1985 pour l'analyse factorielle des

correspondances multiples en pésence de données manquantes.

Touæs les méthodes proposées dans notre tavail présententdeux limitations. En effet,

le nombre de composants est supposé connu et la solution obtenue dépend de la

position initiale de I'algorithme. L'algorithme que nous poulons envisager d'utiliser

est I'algorithme SEM qui répond en grande partie à ces deux limitations. Cet

algorithnæ repose sur un principe de tirage aléatoire des données rnanquantes suivant

une loi conditionnelle aux observations. Pratiquement, il se comporte plus

efficacement que EM, et évite notamment les convergences vers des poins "selle" ou

des "méplats" de la waisemblance en raison de I'effet apporté par la perturbation

aléatoire.

Dans notre travail, nous avons supposé que les données manquantes étaient de type

DMH. Il serait intéressant détudier le cas où les données manquantes ne sont pas de

type DMH. Nous porurons éventuellement étudier le cas des données censurées pour

lequel le mécanisrne des données manquantes n'est pas ignorré' Enfîn' en utilisant les

mélanges gaussiens, une extension aux données quantitatives serait Écessair€.
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Face à un problème pratique de traitements de données, il arrive souvent q9'uncertain

nÀ-Ut" à"sAit"r données se trouve rnanquer, ct dont I'abscnce peut êqe imputable à diverses

raisons comme on" érèuide iaisie ou'd'expérimentation orlun refus de réponses. Notre

travail a consisté à classifier un ensemble d'in

sur la distribution des données manquantes' nol
,ËG,oUiunô" ctoriinaniC. Êntuitri nous'utilisons le proe€-ssus de I'algorithme EM en

ivent le moôèle de Bernoulli choisi. De plus
s ce travail. Nous proposons également une
ableau de donrréps t'inèomplet" en un tableau
rs utiliscr la rnéthode des nuées dynamiques
nmes aussi in rcssés à la reconstitution des
odcs proposées dans cette thèse ont été

Drosrammées et intégrées au logiciel d'analysc de tioniées SICI-A (S-ystème Interactif de

ôËffffiil;; âilffi;iiqoi iNliÀ) et oni été appliquécs sur des données simulées et
réelles.

MOTS CLBS

Classification, données binaires, données qualitqliv_es nominales, donné-es manquantes'
;"dèËà;;iCrong6,âigoiittr*c EM, algorith'nre CEM, méthode des nuées dynamiques-




