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INTRODUCTION

A I'heure acoelle les modèles mathématiques ont reçu leurs lettres de noblesse dans
de nombreux domaines des sciences et des techniques, mais certains esprits,
notamûrent des médecins, des sociologues, des économistes affirment encore que les
phénomènes étudiés sont trop complexes pour êtrc adéquatement exprimés par des
méthodes mathématiques.

I-e mdèle mathématique est une représcntation sinptifiée de la réalité. Tout lart de la
modélisation est de savoir quoi, où, quand et comment simplifier. Létude d'un
modèle pnobabilisæ peut êû€ ærduiæ de deux façons :
Par les méthodcs mathématiques issues de la théonie des probabilités et de la
sutistique, ou par la reprodrction du fonctionnemcnt de ce modèle sur ordinateur ; le
sccord procédé s'appelle simuluion statistiqrrc.

La simulation statistique est un puissant outil de manipulation des modèles
probabilistes à touæs les étapes de la recherchc. En théonie dcs files d'attente, par

excmple, c'cst la principalc méthode de résolution des systèmes complexes. En
statistique classique, cbst I'unc des méthodes d'étude de la stabilité des estimations
par rapport au fluctuations des hypothèses de base ; elle est utilisée seule ou
conirinæment à des méttrod€s analytiques asyrytotiques.

Les modèles probabilisæs sont un puissant instrument de description qualitative des
relations liant les phénomènes et faits observés, d'énrde des propriétés des systèmes
envisagés, de choix d'un appareil statistique pour le traitement des données et
I'organisation de la collecte des données. Tout modèle mathématique est une
représentation simplifiéc dc la réalité et tout l'an du chercheur est de conjuguer la
paramétrisation la plus simple du modèlc à une description adQuaæ de la réalité, en
d'autre tcnnes, il doit " compresser " au ma:cimum la réalité sous une forme
mathématique siryle.

La procédure de modélisation peut être conventionnellement partagée en cinq étapes
prhcipales:ro

o



o

o

o

o

o

o

o

o

o

Inndrction

l/ Définition des objectifs de la rnodélisation, des variables du modèle et de leur rôle .

? Analyse de la nature physique du phénomène étudié, collecæ et formalisation de
I'information initiale.

3/ Modélisation proprcment diæ (détermination de la forme générale du modèle).

4/ Analyse statistique du modèle : estimation des paramètres participant à la
description du modèle.

5/ Vérification du modèle.

Une condition nécessaire pour le bon fonctionnem€nt d'un modèle est la réalisation
d'une analyse minutieuse de la nature du phénomène étudié afin de recueillir une
infamation initiale fiable et d'en tirer lc mcilleur parti pour la déduction (ou le choix)
de la foræ générale du modèle cherché.

Un nombre croissant d'auteurs comrnencent à s'intéresser aux rapports de ces modèles
avec les méthodcs dc classification automatique. Ces méthodes donneng à paltir d'un
échantillon multidimensionnel, une description de la population qui doit ensuiæ êtne
interp'rétée par le paticien et le statisicien ; selon la technique utiliséc, cette description
peut être un graphe d'analyse factorielle ou bien une partition ou encore une
arborescence issue d'une classification. On distingue grossièrement deux æchniques
dc classification:

- Tcchniqucs dc classification hiérarchique (Johnson 196i|, Lance et Williams 1967,
Iadinc ct Sibson 196E, Sokal et Michner 1968, Lerman 1981).

- Tcchniçes dc classification non hiérarchique (Ball ct Hall 1965 et 1967, Forgy
1965, Régnier 1965, Mac quccn 1967,Diday ln2,Anderberg L973).

Ces méthodes ont étés conçues dans un cadre gômérique sans référence en général à
des modèles probabilisæs.

D'auft part, lc problème peut être posé, d'adapter par une technique convenable un
modèle stochastiqrrc à un ptÉndrrc observé.

Par exemplc, si K cst le nombre de composants d'un mélangc et ( f(., X)/ À e L ) est
la famille & lois de p'robabilité à laquelle appartiennent les distributions des différents
composants, la dcnsité du mélange s'écrit :

o

,o

3
o



o

K
IPr

k=l

o

Inndrction

f (x )= f (x /td

où f (x / Xd est la densité de la kÈttt composante du mélange et f (x) esr la densité de
la loi de probabilité résultante, lrrest la probabilité à priori d'apparition dans un
échantillon aléatoire d'une observation de la loi f (x/Àr), (c'est à dfue le poids

spécifiquc de telle obsenation dans la population générale ), k est le nombre de
composantes du mélange .

L'analysæ est confronté à de ælles lois de probabilité lorsque, par exemple, il est
amené à analyser une population générale composée de plusieurs sous-populations qui
tout en étant hcnogènes dans un certain sens (ce qui peut s'exprimer par exemple, par
la nature unique de la loi de probabilité f(x/ld sont fondamentalement différenæ I'une
de I'auûe ( par exemple, par la valeur du paradtre L ). Iæ paramètre L peut définir
aussi bien lecenûp dc rcgrouperent des obsenations correspondanæs (arquel cas
il s'intcrpèæ comnrc un paramère de localisation) que le degré de leur dispersion
aléatoire (il est alcs inærpété cornme un paramère d'échelle). On peut trowerde plus
amples infamations sur les mélanges de lois dans @iday E. ct collaborateus 1980).

Lc problèæ consisæ àestimer le nmbre de composans du mélange et les paramètes
inconnus ((pk, U) k = l, K) au w dc l'échantillon. Ce problèmc a été étudié par de
nombreux auteun sous des hypotlÈses plus ou moins restrictives et sous deux
appochcs foncièrement différenæs.

L approche la plus ancienne et la plus répandue consisæ à voir là un simple problème
destimation dc paramètres,le problème ainsi posé est celui dans les articles angle
saxons traitent sous le nom de " Mixtrrtts Résolution ". Un nombre important de
æchniques existent pour résoudre les " Mixtures ". On distingue grossièrement deux
tlPes:

- Iæs techniques d'estimation, qui posant à priori le modèle cidessus, en cstiment les
paramètrcs à I'aidc d'estimnteus calculés sur les obseivations : citons la méthode des
momnts (Fearson l8%) avec cstimaæurs du maldmum de rraisemblanoe, @ao 1948,
Day 1969) avec estimaæur du Khi2 minimun" Ces méthodes s'appliquent cn général
aux mélanges gaussiens ct sont souvçnt rcstreintes aux distributions
unidimensionnelles.

o

o

o

o

o

o

o

o
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Intrdtrction

La méthode de Cooper et Cooper (1964), estiment les paranètres inconnus du rnodèle

à panir des moments de la distribution globale observée, cette approche est

sensiblemcnt différenæ duproblème d'estimation du modèle précédenr

- Les techniques de type bayesien, d'apprentissage, etc... qui procède par

approximations successives, liées à I'introduction des observations pour estimer le

mdle précédent. Cions les travaux de Patrick et Hancock (1966), Patrick et Costello
(1970), Agrawala (1970) qui sont des æchniques d'estimation bayesienne et les

trayaux de Agrawala (1970), Patrick QnZ), Duda et Hart Qn3) qui formalisent le

problème de la ésolution des rnélanges en tennes d'apprcntissage avec ou sans maître.

Dans le cas particulier des mélanges gaussiens unidimensionnels, Benzécri (1972)

prCIpos€ une méthode baséÊ sur une série de déconvolutions successives.

I-a deuxième approche considère qu'il s'egrt d un problèmc de classification, citons les

travalrx de Scott et S)'mons (1971). Wolfc (1970) formalisc dc façon originale le
problèrc dc la classification en tennes d'analyscs de mélanges, Schroerder (\974)

proposc une m,étlrodc itératif détccunt parallèlement une partition en classes de

léchantillon obserr,é et des distributions associées à ces classcs.

Cetæ idée de la recherche simultanéc d'une partition et de "noyaux" caractéristiques

des classcs & cene partition a été initialeænt utiliséc en classificuion automatique non

hiérarchique : il s'agit de la méthodc des Nuées Dynamiqucs dûe à Diday ; les noyaux

sont alors des élémcnts d'un échantillon à classer. Diday QnD expos€ la méthode et
propos€ I'utilisatiolt du mêrc schéma avec des noyaux de diverses tlrycs cn vue de

ésoudre des problèmes spécifiques : par exemple, en prenant cornrne noyaux les

éléments principaux dinertie des classes, la méthode fournira des analyses facorielles

læales à fqtes inertie (Analyse factcielle typologique (Diday E, Schroeder A et OK Y

1974n. Si les noyaux sont des polynômes d'interpolation d'un point moyen des

classcs, lalgorithmc permet de reconstituer les données manquantes d'un tableau en

tenant compte des donnês préscntes pour regouper les observations cn classes et
réduire ainsi le nombrc d'interpolation à effectuer. Les noyaux peuvent être des
métriques (Classification avec distances adaputives (Diday et Goya€rt 1977)) ou des

distributions de probabilités (A new approach in mixed distributions detection (Diday

et Schroder 1976)).

L'algorithme proposé par Schroeder (1974) utilise des méthodes d'estimation

classique, intervient cn particulier celle du maximum de vraisemblance qui permet
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I'optimisation dun critère de waisemblance. La méthode aété généralisé de façon à

pouvoir optimiser ce mêmc critère dans les mélanges de disnibutions dont les

palamètres inconnus ne peuvent être calculés par le maximum de nraisemblance, par

exemple les mélanges de lois gamma (Schrceder lnq-

Dans notre travail, nous insisterons particulièrement sur I'approche " Classification ".

Cetæ approche présenæ bien des avantages car elle p€nmet de voir d'un angle nouveau

les méthodes de classification automatique et de justifier de manière rigoureuse des

constatations faites de manièrcs empirique. En revanche elle pésente quelques

inconvénients, car elle induit, en général un biais qui peut être important dans

I'estimation des paramètnes du fait de la connexité des classes. Ce biais persiste

lorsque la taille de l'échantillon ænd vers I'infini (Bryant et rililliamson 1978, Marrion

1975). Pour que ce biais soit négligeable, il faut, d'une part, que les composants du

mélanges soient asscz séparés, d'autne part, quc les féquences d'apparition des

coryosants du mélanges soicnt du même oûdt€.

Lcsqu'il est possible de trouver un modèle dc lois dc probabilité tel que I'estimation

dcs paramètres du modèle par I'approche classificuion (Scott L971, Schroeder 1976,

Celeux lgtE, Govaert 1988) conduisent à I'optimislissl d'un critke numérique de

classification, on obtient un éclairage nouvcau dc ce critère et de la métrique sous-

jacenæ p€nm€ttant de les justifier ou évenurcllænt dc les rcjct€r; par exemple Celeux

(1988) a donné une signification au critère d'inertie interclasse, utilisé pour la

classification d'individus décris par des variables quantitatives, pour le modèle de

mélangc gaussien où les matrices dc variances covariances ont toutes la dme forme

T.h où Tcst un réel et h la matrice identité. Il a aussi apputé une interprétation en

tennes probabilistes pour le critère d'information utilisé pour la classification

dindividus déqits par de.s variables qualitatives, pou le modèlc des classes laæntes.

Dans le mêre cadrt, Bock (1986) montrc que les critères classiques d'information

s'inærprètent coûrme des vraiscmblances classifianæs de modèles log-linéaires et

Govaert (1988) rmntre que le critùe optimisé par la méthode MNDBIN pour les

dmrÉes binaircs carespona à un dlange issu de bi de B€ntoulli ; cn faisant varier le

paramèue dc tirage de cette loi, il proposc une extensiolt de I'algcithæ MNDBIN qui

utilise des distancca edeptatives dc type L1. Govaert s'est aussi intéressé aux

liens qui exisænt cntne les critères métriques et les critères p'robabilistcs et a w que la

coryaraison de ces critèr€s apporte un éclairaç nouveau sur dc nombrpuscs méthodes

de classifrcation. Cela à permis dc justificr a posteriori certaines contrainæs imposées

souyent pour des raisons techniques d'optimisation, de proposer de nouveau critères,

mais peut êtrc encorc plus, cettc comparaison pennet d'expliquer l'intérêt et la

souplesse dc la métlrodc des NrÉes Dynamiques dont I'idée essentielle était Ïutilisation
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de la notion de noyau associé à une classe ; ce noyau correspond lout naturellement,

avec le critère probabilisæ, aux paramètres de la loi de probabilité associé à chaque

classe.

Lc travail que nous présenons dans cette thèse sc situe à mi-chemin entre I'approche

géométrique (dthodes de classification automatique) et I'approche probabiliste (les

modèles). Nous proposons une application des liens existant entre ces deux types

dapproches, sur quelques méthodes de classification automatique. Nous généralisons

ces liens au cas où les données nr€ttent en jeu dcux ensembles ; c'est le cas de la

classification croisée.

Dans le premier chapitre, nous rappelons le princrpe général de la méthode des

Nuées Dynamiques (Diday 1972). Nous examinons ensuite une application de cette

méthode aux p'roblème des mélanges Schroeder (1974). Nous terminons ce chapitre

par unc généralisation des liens exisunt entne l'apprcche géométrique et I'approche

probabiliste aux cas où les données sont continues Govacrt (19E9) ou discrètes

Crovaert (1990).

Le &uxième et le roisière chapitrc pqæ srr l'éude de la notion de modèle darrs le cas

de la classificæion siryle.

Dans le deuxième chapitre, nous proposons des interprétations en tennes
probabilistes de quelques critères liés à la classification dc données décrites par des

variables qualitativcs. Nous étudions, dans un premier tcmps, les tableaux disjonctifs

complets ct la méthode MIIDaAL (Ralambondrainy 1988) qui est une méthode de

classification sur tableau disjonctif complet utilisant la métrique du Khi2 pour classer

les dqnnées. Nous proposons plusieurs approches pour cette méthode suivant

l'optique statistique dans laquelle on se place ; si nous travaillons sur I'ensemble des
profils que l'on plonge dans l'espace continu RtE ( où m est le nombre total de

modalités ) munie de la métrique du Khi2 (que I'on considèrc conrme une métrique

quadratique), nous montrons que le critèr€ du Khi2 cst lié à un mélangc de lois

gaussiennes multidimcnsionnclles de dmc matricc dc variances covariances ayant
toutcs la forme t Ia où T est un réel ct Io est la mauice identité. Si maintenant nous

travaillons direcæment sur les données du tableau qui sont des vecteurs binaires de

modalités apparænant à I'espace discret {0, l}t, nous urontrons qu'il n'existe pas

de modèle prrobabiliste lié au critère du Khi2 minimisé par la méthode MNDaAL.

Celeux (lgEE), cn travaillant sur les mêmes données (initiales), à apporté une

inærprétation en tennes probabilistes au critère dinformation qui est une quantité

prrochc de celle du Khi2. Nous éurdions ensuiæ la méthode MNDDU (Marcheni l9E9)

o
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qui s'applique à un tableau de modalité, ut'lisp la distance prcpoÉ par Marcheui (1989)

qui permet de prrendre comme distance entr€ deux modalités la valeur 0 si on a la même

mdalité et I sinon. Contrairement à la méthode MNDaAL, la méthode MNDDIJ

utilise des noyaux ayant la même stnrcture que les données initiales c'est-àdire que

nous imposons aux noyaux dêtre des vecteurs binaires de modalités. Nous montrons

alors que dans, ce cas nous pouvons supposerque les données du tableau proviennent

dun mélange de produit de p lois binomiales (où p est le nombre total de variables
qualitatives que I'on suppose mutuellement indépendanæs).

Le troisième chapitrc comporte essentiellement une étude comparative entre les

algaithmes adapatifs et les alguithæs non adaptatifs. Ceue sera faiæ en

utilisant la notion de modèle pnobabilisæ appliqué à un tableau binafu€ ; nous rappelons

tout d'abord le modèle proposé par Govaen (1988) poru la méthode MNDBIN ; ce

dernier à non seulercnt pennis de justifier, d'une part le choix du critère, dautre part

I'utilisation de la distance Lt et des noyaux binaires, mais aussi de proposer par son

extension un nouvel algorithme utilisant des distances adaptatives de tlpe L1. Nous
présentons donc ce nouvel algorithæ appelé algorithme MI\IDBIN adaptatif qui

n'cst autre que I'ancien algorithme MNDBIN ruquel s'ajouænt deux varianæs pou la

distance ; la première consiste à pondércr la distance par des coefEciens dépendana

dcs variables, la seconde par des coefficients dépendant des variables et des classes ;
ce dernier système dc pondérations favorise les variables déséquilibrées. Nous
prcposons ensuiæ d'appliquer les tnois varianæs de I'algorithme MNDBIN adaptatif

sur deux t'ryes de données, des données réelles et des données simulées, et de

comparer les partitions obænues. Nous rcmaquons alors que quelques problèmes de

dégénérescence apparaissent au niveau du calcul du critère. Nous proposons des
méthodes pour les résoudre, et nous verrons I'avantage quc pÉsente I'algorithme

MNDBIN adapatif en paniculier sur les données simulées.

Nous prloposons dans les rois derniers chapitres de ce travail, détendre les liens qui

exisænt entr€ les méthodes de classification et les modèles probabilistes au cas où les

données meuent en jeu deux ensembles.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons aux liens qui existent entre les
modèles probabilistes et les méthodes de classification croiséc. Ces méthodes

consisænt à subdiviscr la population des individus et la population des variables en un
petit nombre de groupes ou classes homogènes dans un certain sens.

Nous monmns comnrent la méthode de classification croiséc (Govaert 1983) peut êEe
vue coûrmc une solution à un problèmc d'esnmation dc paramètrcs d'un modèle de
mélange croisé. Il s'en est suivi l'établissement des liens entre les méthodes de

I

o
I

o

I,o

8
o



o

o

o

o

o

o

o

o

Innduction

classification c:roisée et les modèles probabilistes. Cette étude nous permettra

dapporter un éclairage nouveau sur les méthodes de classification croisées.

Lc cinquième chapitre est consacré à l'étude de la notion de dèle lié à la

classification croisée de données binaires. Nous montrons que la méthode CROBIN

(Govaert 19E3), qui est une méthode de classifrcation croisée sur des tableaux binaires

correspondant à un mélange de lois dc Bernoulli ayant le même paramète qui mesure

l'écart d'une classe à son centne et ne tient compte ni de la partition en lignes ni de la

partition en colonnes. ce qui, dans certaines situations, peut s'avérer irréaliste. Nous

proposons une extension de ce modèle en considérant trois autres mélanges, le

mélange Mz (dont le paradtre dépend de la partition en lignes), le mélange M3 (le

paramèue dépend dc la partition en colonnes) et le mélange Ml (le paradre dépend

dc la partition en lignes et en colonnes) ; en outre, en nous appuyons sur des varianæs

de ce modèle, nous proposons de nouvsaux algorithmes de classilication croisée

utilisant des distances adaptatives binaires. Quelques problèmes de

dégénéresccnce apparaissent alors au niveau du calcul des critères. Nous ferons une

énrdc dc ces problèmcs et nous prcpoeons dcs solutions pour les ésoudre.

Dans le sixiènre chapitre nous inærpréons la méthode CROEUC (Govaert l9E3)

qui est une méthode de classification ctoisée sur tableaux décrits par des variables

quantitarives, une approche modèle est proposée où nous montrons que le critère

dinertie associé à la méthode CROEUC correspond à l'hypothèse d'une population

issue d'un mélange dc lois gaussiennes unidimensionelles.

Io
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CHAPITRE 1

CLASSIFICATION AUTOMATIQUE ET
MELANGES

INTRODUCTION

fusqu'à présent, deux ændances parallèles se sont dégagées dans le développement et

la pratiqw du traitcment statistique des données analysées. I-a première met en jeu des

dthodes qui envisagent la possibilité d'une interprétation probabiliste des

données traitées et des ésultas statistiques fournis par le traitement. La deuxième

ændancc fait inærvenir une classc assez vaste de méthodes de traiæment statistique de

I'information initiale, plus exactement I'ensemble des méthodes qui à priori ne

s'appuient pas sur la nature probabilisæ des données traitées, telles les méthodes de

classification eutomatique qui ont été conçues dans un cadre géométrique sans

faire awune référencc à la notion de modèle.

Wolf (1970), Scon et Symons (1971), Diday et Schrocder (1976), Celeux (1988) ont

exploités ces deux tendances pour transformer lc prcblème de la classification

automatiqrrc en un problème de statisique inférentielle.

I-e pnoblèmc de lareconnaissance des composants d'un mélange, s'il est constamment

posé dans la pratique, est loin dêtne résolu complètemenr Lalgorithme proposé par

Schroeder (1974) présenæ vis à vis des techniques existantes un€ certaine souplesse

dans le choix du nombre dc composants, du type de lois recherchécs dans le mélange,

et dans la dimension de la population observée. Cet algorithme p€rmet de détecter,

dans un échantillon donné, I'existence possible de sous-ensemblcs qui seraient

échantilons de lois de probabilité dun type connu ; oette app'roche a été d'une grande

utilité pou beaucoup dc chercheurs du mêmc domainc qui sc sont servis de cet

algorithrc pour apport€r dcs éclairages nouveaux sur de nombreuses méthodes de

classification aurcmatique.
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Ce chapire coûrnence par un rappel des méthodes de classification auomatique. Nous

avons rctenu la méthode des Nuês Dynamiques @iday 1972) pour le rcste de notre

travail pour les nombrpux avantages qu'elle présenæ.

Dans le deuxième paragraphe, nous montrons courment la méthode des Nuées

Dynamiques à été utilisée par Schroeder pour proposer une solution à un problème

d'estimation de paramètres d'un mélange, en proposant une méthode de

reconnaissance des composants dun mélange. Celle-ci nous à permis de remarquer

que souvent il exisæ un lien énoit entre les méthodes de classifrcation auomatique et

lcs modèles probabilisæs conc€rnant le choix des critàps numériques optimisf,s par ces

dthodes. Govaert (1989 et 1990) a orploité cete idée pou faire une étude détaillée de

ces liens; cete étrde fera I'objetdu dernierpragraphe & cæ chapiue.

l. LA CLASSIFTCATION AUTOMATTQUE

Par classification auomatique, on entend essentiellercnt I'ensemble des æchniques

qui fournisscnt directeûrent une ou plusieurs partitions d'un cnsemble ; certaines

d'cntrc clles, ditcs de classification hiérarchique, pennettant d'obænir des partitions

qui sont pésentées sous forme d un arb're de classification. Les grands calculaæurs

ont été à I'cigine de la p,rolifération dcs méthodes de classification automatique qui se

révèlent très utiles pour appréhender les gros fichiers de données ; elles penneûent de

fractionner l'enscmble des individus considérés en lots grossièrement homogènes que

l'on peut analyser ensuiæ plus finement à I'aide d urc analyse factcielle par exemplc.

Iæ but de la classification automatique est de définir sur un ensemble d'objes une

sutrcturc qui respecæ au mieux les ressemblances enure ces objes. Les structures qui

sont envisagées peuvent êue uès variées :

- Recherche de hiérarchie (Sokal et Sneath (1963), Roux (1968), Jambu (1971)).
- Rcctrerche de partition (Ball et Hdl (l%5), Regnier (1965), Diday (1972)).
- Reclrerche de classes eryiéanæs.

Dans notne travail, nous nous lrommes limités à la recherche dc partitions. Les

méthodes de classifrcation auomatique quc nous envisageons sont des méthodes

portant sur Ïensemble des individus (ou cclui des variables). Nous nous intéressons

en particulier à celles dont la mise en placc docssite la définition d un critère rn€surant

laqualité dc laputition obtcnue.
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Plusieurs dthodes ont été proposées pour résoudre le problème de la classification :

des méthodes qui recherchent la partition qui optimisc une fonction numérique définie

sur l'enscmble des partitions, appelée en général critère de classification ( Regnier

(1!)65), Ruspini (1969), Jensen (1969)), ou encor€ des méthodes algorithmiques, telle

que la mértrode de Ball et Hall (1965) qui dépend d'un certain nombrc de seuils donnés

à pnori. Ou celles de Forgy (1965) et Macc QUeen (1967). Ces dernières méthodes

nresurent la qualité d'une partition par la somnr€ des inerties des classes par rapport à

leur centre de gravité. Rappelons que ce critère ne pennet pas de comparer des

partitions n'ayant pas l€ mêræ nombre de classes.

Sous le nom de méthode des Nuées Dynnmiques, Diday (1972) a proposé une

technique de classification qui présente de nombreux avantages. Lidée de base de

cetc méttrcde est la suivantc :

Au lieu de regrouper les élérens de I'ensemble I à classifier autour d'élémens, qui

n'appartiennent d'ailleurs pas nécessairement à I'enscmble I comme c'est le cas pour

les méthodcs proposées par les autcu$ cités précédemment, on fait un rcgrioupenrent

autour d'enscmble délércnts, appelés noyaux, qui seront des parties de I. Une classe

dunc partition de I, au lieu d'êtnc représcntée par un scul élércnt, tcl son ccntre de

gravité, le scra par plusieurs de scs éléments 0e noyau dc la classe) ; s'ils sont bien

choisis, ces éléments seront "tlpiques" de la classe et en forme,ront un résumé plus

riche que peut l'être un centre de gravité. Cette façon de procéder, qui admet de

nmbrcuses variantcs, pésente bicn des avantages, prircipale'ment :

- Une grandc souplesse : des contraintes peuvent êtne imposées aux noyaux dont les

élércnts parexemple peuvent êue choisis parmi des éléments paniculiers de I.

- Des facilitées au niveau de I'interprÉtation des résultats qui peut être faite en

examinant les seuls noyaux.

Pour ces raisons, la plupan des méthodes de classification automatique proposées

jusqu'à présent r€poscnt sur le principc dcs Nuécs Dynamiques. Ce prfurcipe a été

rcpris par Diday ct al (19E0) sous la fqmc suivanæ :

I.I. NOTATIONS

On suppose dans tout cc uavail quc les données initiales sont fournies sous la forme

d'un tableau r€ctangulaire de n lignes et p colonnes contcnant les valeurs prises par n

individus définis parp variablcs.
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Soient:

I: un sous-ensemble fini de Rp contenant n éléments.

Pr : L'ensemble des partitions de I en K classes, les éléments de Pr seront appelés

k-partitions et notés P = (Pr,..-Pd.

L : Uespace des noyaux qui seront associés arrx sous-ensembles de I comme une

carætéristique de ces sous-ensembles variant selon I'application de I'algoithme.

L1 : L'ensemble des K-uples délément de L, noté : L = ( Xr, ..., Ir)

où V k e (1,..., K) Ire L

1.2. Lt METHoDE DEs NUEES DYNAMTQUES

Considénons un ensemble I de n individus re,présentés pax un ensemble de n points

inclus dans un espace E (par exemple Rp). On définit I'ensemble des noyaux L, une

distance D enre les éléments & E et les noyaux dc L. I-e critère TV de la classification

est alqs le suivant :
K

W(P,L)= E l, D(x,Xd
k=l repl

or) P = (Pr,...,Pd une partition dc I'cnsemble I.
L = (Ir,...,14) I'enscmble des noyaux dcs classcs de la panition P.

L'algorithme construit itérativement une suite de F, Lo, Pl, Ll, ..., F, Ln de

partitions et_de noyaux en minimisant à chaque étape le critère. Cene construction

reposc sur la définition des deux fonctions suivantes :

La lonction d'qlfectation I : consiste à affecter chaque individu à I'une des

classc dc la partition dc manière à optimiser, à chaque fois, le critère W(f(L), L). Elle

dépent bien sûrre du choix de la disance D.

Nous obtenons :
f(L) = f(Ir, ..., Xd = P = (Pr, ..., Pd).

où P1= (xe I / D(xÂd S D(x/l&) avec kck' en cas d'égalité)

La classc P1 sÊra donc constituée des élércnts de I qui seront plus proche de L au

sens dc la distance D que de tout autre noyau dc L.

Lt lonctlon de représcntation g .' pcnnet de déterminer les noyaux de la

partition do manièrc à optimiser, à chaquc fois, lc critère W(P, g(P)).

B(P) = g(PI,.., Px) = ( Àr,..., Xd = L.

t4



o

o

o

o

o

o

o

o

Classifuuion autonatiquc et mélange s

1.3. L'er,GoRrrHME

L'algorithme utilisé dans la méthode des Nuées Dynamiques consiste en la

constnrction de 2 suites:

t  V" /  neN ) :  su iæde LrxP i ,c 'es tàd i reque:Vn Vn =(L t ,F) .

t U"/ n e N ) : suite éelle de valeurs du critère sur les Vr,, c'est à dire :

Vn IJn  =V[ (L ' ,F )=W(%) .

Si Po est une panition initiale quelconque prise au hasard ou choisie, et si Lo est

I'ensemble des noyaux qui lui sont associés (Lo = g(F')) alors :

v6 = (Lo, Po ) = (g(F), Po)).

La suite (VJ estensuiæ définie prrécrrrence :

si Vr, = (Ln, F) alors Vn+l = Pn+I, Pol )

où F+l = f(Ln) ct Ln+l = g(F*l) = gof(Lt).

On montre que sous cefiaincs conditions (Diday ln2, Schroeder 1974, Govaert

195), la suiæ Un = T9(Vn ) décront, converge et atteint sa limite :

3  Me N:  VnàM Un=U* .

le couple V* = (Lt, P* ) æl que V9(V*) = U* sera appelé qtimum local.

Poru abo'rder le problème des mélangcs de distributions de probabilités, le même

schéma que celui des Nuées Dynamiques scra à nouveau utilisé en prenant comme

noyaux dcs disributions de pobabilités. Dans nou€ étudc nous nous somnres limités à

une fqme particulière de I'algoithme utilisant la méthode d'estimation du maximum

de vraisemblance et optimisallt un critère de vraisemblance.

2. LES MELANGES

On désigne par I l'ensemble des n individus que nous considérons comme un

échantillon de taille n à valeurs dans Rp. Nous chcrchons donc àdétecterdans

cet échantillon lbxisænce possible dc sous+nsembles qui se,raient échantillons de lois

dc probabilité dun type sonnu , dont la disribution globale aura la forme suivanæ :

lo
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f (x) = f (x / l t )

Dans laquelle f (x ll,ù et f (x) sont les densités (dans le cas continu) ou les

polygones de @uence (dans le cas dismet ) respectivement de la klme composante

du mélange et de la loi de probabilité ésultante.

pk: I-a probabilité à priori d apparition dans un échantillon aléatoire dune observation
de la loi f(x/â&), (cbst à dire le poids sffcifique de ælle observation dans la population

générale ), k le nombre de composans.

2.I. FORMALISATION DU PROBLEME

L'ensemble I défrni précédemment représente un ensemble de n observations sur
lesquelles p ûresurcs ont été effectuées ( I g Rp). On se donne une famille de densités

de probabilités f(., X) r.L à laquelle on supposc que les distributions des

différents composants appartiennent : l, est un paradtne éel ou vectoriel et L son

espace de définition L Ç Rr ( par exemple si p = l, la famille f(., X) peut être celle des

distributions gaussiennes unidimensionnelles avec I = ([r, o) ; s = 2 | -

RxR+ ç R2 ).

I-e problèmc à résoudre est al6s le suivant :

On chcrclu à trouver un couple (P, L) où L = ( LI, ..., A"ç) avec A,2eL pour tow

k et P = (Pt,...,Px) où les P2fonnent unc partition de I tel que : Pour tout
ke {1,..., K} ; Ptpuisse être considérée en un sens statistiquc à préciser comrne

m éclutuilbnvraisqnbloble dc la distribwion de la loif(., A*).

Ce problèmc peut être résolu par l'algorithme des Nuées Dynamiques étudié au
paragraphe l.l, en prenant corûrre noyaux les paramètres inconnus l, ; il suffit pour

cela de sc donncr une fonction D mesurant la distancc d'une obsen ation xe I à une

distribution f(., l).Le choix de cctæ fonction peut s€ fairc de diverses façons selon

I'optique statistique dans laquelle on se place.

2.2. Ls METHODE DE RECONNAISSANCE DES coMPosANTs DIU N

MELANGE

Pour résoudre le problème posé ci-dessus, Schroeder (L974) propose de prendre

cqûnedéfinition de lafonctionD la quantité suivanæ:

o

o

o

o
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o
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D(x,t)-Logtnfr;L

Cene définition exprime qu'une observation x sera d'autant plus proche du noyau l,

que de la densité f(., l) sera grande en x. Pour que cette définition conduise à un

ensemble de valeurs pour D qui soit borné inférieurement, il faut choisir la constante

f* de façon àce que:
f* 2 max (f(x,l.) lLe L et xe I).

Nous venons par la suite qu'une valeur explicite de f* n'est pas nécessaire au

déroulement de I' algorithme.

Nous allons voir ce quc deviennent les fonctions VÏ, f et g :

2.2.1. Définition de TV

Lbxpression du criÈre à optimiserdevient :

K
W(P,L)= E

k=l xePr t=l

où L(hl X*) = II f(xnd qui est la rnaiscmblancc de l'échantillon Pt pour la loi
xePl

dc probabilité f(., L).

|.a minimisation du critère W(P, L) revient donc à la maximisation du critère de

vraisemblance classifiante suivant :

vc(P, L) = 5, *, L(Pk/ U).
k=l

En utilisant lcs deux fonctions f et g défrnies cidessous,l'algorithrc nous conduit à

une solution localc du problème.

2.2.2. DEFINITION DE f

f(L) = (Pr,..., Pd.

où 4 = (xe I / D(x/fd s D(x/â&ù avec k*k'et k<k' en cas d égalité)
= (xe I / f(x^ù > f(xÂr) avec k*&' et k<k' en cali dégalité).

r ! t
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2.2.3. DnrrmrroN nE g

g(P)=L=(Xr , . . . ,Xr )  :

où t* minimise pour chaque classc la quantité : ry.Log f* - Log IÆr/Àr).

I-og L(PIA*) = rnar( I-(P4) ; ce qui signifie exacteûrent que Xl est I'estimateur du

l€L

maldmum de nraisemblance de I pour l'échantillon Pr.

Pour plub de détail sur I'existence de cet cstimateur qui n'est pas toujours assué on

pourra consulter Schroeder (1974).

On est assuré que oet algorithmc rÈne à un minimum local du critère et à un couple
(L*, P*) æl que :

si L* = (Ir*, ..., Xr*) et P* = (Pr*,..., PK*) V k e (1, ..., K), X,1* est

I'estimatcur du ma:rimum de rnaisemblance de l, pour l'échantillon P1*.

VxeI, xePl* câ f(x, L*) 2 f(x, Xr*) avec k*k'et k<k'en cas dégalité.

Lcs méthodes dcs Nuées Dynamiques reposent sur I'optimisation d'un critère

numâiqw lui mêrc défini à partir d'une distance. La méthode de reconnaissance des

composants dun mélange proposée par Schroeder à montré que souvent il existe un

lien cntrc ces méthodes et les modèles probabilisæs. Nous remarquons donc que le

passagc au critère probabilisæ peut appqter unc arguæntation ooncernant le choix du

critèr€ num&ique oPimisé.

Nous proposons dans la dernièr€ partie de ce chapine une étude des liens qui existent

enu€ les criÈres méuiques et les critères probabilisæs ; nous étudie,rons tout d'abord

ces liens dans lc cas continu (Govaert 1989) puis dans le cas discret (Govaert 1990) et

nous urontnons dans les dcux cas conxnent ces &ux critères peuvent se rejoindre.

3. GENERALISATION

3.1. Erupn DEs LrENS ENTRE LES CRTTERES METRTQUES ET LES

CRITERES PROBABILISTES DANS LE CAS CONTINU

On supposc toujours que les données initiales sont fournies sous la forme d'un

tableau rcctangulaire de n lignes ct p colonnes contenant les valeurs priscs par n

individus pour p variables quantitativcs. Nous envisageons ici deux types de critèrcs :

le prremier que nous appelerons critère métrique, utilise la notion de mesure de

o

o
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dissimilarité, le second que nous appelerons critère probabiliste utilise la notion de

mélange probabiliste. Nous définissons tout d'abord ces deux types de critères, nous

étudions ensuite les liens qui exisænt entre eux, puis nous montFons coûlment les

mélanges de lois gaussiennes sont liés aux distances quadratiques et les lois

exporrcntielles aux distances de type L1.

3.1.1. Critère métrique

Dans cette approche, nous représentons le tableau de données sous la forme d'un

ensemble I de n individus de RP. Chaque classe d'une partition va être représentée

par un élément de I'ensemble L qui resrc à préciser et qui sera appelé ensemble des

"noyaux" ; enfin on se donne une fOnCtion D de RPXL danS R+ qui mesureta la

"dissimilarité" enu€ un élércnt de RPet un noyau .

I-e p'roblème que I'on cherche à résoudre est de touver la partition P = (Pr, ..., P$ de I

en K classes et un K-uples (lr, ..., fd de noyaux (un par classc) minimisant le critère :

I D(x,Ir)
xePl

Ce critèrc qui dépend dc la mesure de dissimilarité D sera appelé critère nÉtrique et

noté CM(RI, Lr I)). Lcs méttrodes des Nuées Dynamiques rappelées au début de ce

chapitre Fopos€nt une solution à cc problème en construisant de maniù€ itérative une

suiæ de partitions-noyaux faisant décroître le criÈre cn utilisant toujours les deux

fonctions f et g de rcprésentation et daffectation défini au paragaPhe 1.2.

On peut sans difFrculté, en conservant le mêrc critère, modifier le problème posé en

ajoutant unc contraintc au K-uples de noyaux (lr, ..., ld reche'rché. Par exemple, si

le noyau est défini comrne un couple (a, b), on peut imposer que le premier terme du

couple soit identique pour tout les noyaux du K-uple recherché l, = ((a, bt),(a,

bz),..., (a,bd).

Définition 1.1 (Govacrt 1989)

On dira qrc deux critères nétiqrcs sont équivalents si et seulement s'ils sont dSnis

sw les mênus ensembles RP et L et s'il uiste wu bijection 0 de RP strtuemcnt

croissantc vérifutt :

C M ( R2,L, Dt) - 0 o C M (Rr,L, Dz)

I
lo
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où Dr et Dz sont les ûrcsures de dissimilarité associées aux deux critèrcs. Si on

remplace D par une fonction linéaire croissante de D, on obtient un critère métrique

équivalent:

Proposition 1.1 (Govaert 19E9)

V a e R+ et Pe R ,les citères C M(RP, L, D) et C M(RP, L, oD+p) sont

équivalents.

3.1.2. Critère probabiliste

On reprend ici la représentation de Celeux (1988).

3.1.2.1. Identification d'un mélange

Le tableau de données de départ de dimension (n, p) ( où n est le nombre d'individus

et p est le nombre de variables) est cottsidérré corrune un échantillon I de taille n d'une

variable aléaoirc à valeurs dans RP dont la loi dc probabilité adæt la fonction de

densité suivantc:

f(x) = pr f(x/l.r) (1 .1 )

K
avec V k = I,K p1e l0,l[ et 

finr 
= t (r.2)

où f(Â) appartient à une famille dc fonctions dc densité dépendant du paramètre I

élémcnt de Re, où s est un enticr suffrieur ou égal à I et pk est la probabilité qu'un
point de l'échantillon suive la loi f(.Âd. On appclera ces p1 les proportions du

mélange.

Lc problème posé est l'estinution du rcmbre K de composants et des paranètres

inconnus {pu 4l k = I, K} au vu dc l'échantillon.

3.1.2.2. Approche classification

Dans I'approche classificatbn (Scon et Symns 1971, Schroeder ln4), on remplace

le p'roblème initial d'estimation par le problèmc suivant :

Rechcrclvr urc putitbn P = (P 1,..., PK), K étant supposé corrnr, tellc qrc chaque

classe P2soit assimilùle à un souc-éclafiillon qui suit une loifl., A$.

K

k=l

)r
)
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tr s'agit alors de maximiser le critère de vraisemblance classifiante :

K
VC(P, I.) = I Log L(Pr, 1,1)

k=l
(1.3)

où l, est le puplet (Xr,..., Xd et L(Pk, h) est la nraisemblance du sous{chantillon
Pl suivant la loi f(.^d : L(P1, Id = fI f(Vld.

xePl

Ce critère qui dépend de la famille F de fonctions de densité définies sur RP sera
appelé critère probabiliste et noé CP(Rp, F).

Pour maximiser oe critère, on utilise I'algorithme de type Nuées Dynamiques qui

constnrit à partir d'une partition Fen K classcs une suite de panitions en appliquant
les fonctions f et g décrites aux paragraphe.s2.2.2 et 2.2.3.

On pcut alors montner que sous certaines hypothèses, cet algorithæ est convergent.
Ott obtient à la convergenoe une partition P et une estimation des paramètres Xa. Les

propctions pl du mélange sont fournies par les fréquences des classes P1.

De la mêrc manièrc que pour les critèrcs métriques, on p€ut modifrer le problème en
iryosant une contraintc aux paramètres dc la fonction de densité associées aux classes
d'une partition ; par exemple, si lia famille F est I'ensemble des lois gaussiennes

sur RP, on pcut imposer que toutcs les lois gaussiennes associées aux classes d'une
partition aieqt la mêæ marice de varianccs.

3.1.3. Etude des liens entre les deux critères

Govaert (1989) a défrni dcux t1ryes dc liens cntres les critères métriques et les critères
probabilistes. Le premier pennet d'associer à tout critère probabiliste un critère
métrique appelé critère métrique associé au critère probabilisæ, le second permet

déændrc la notion de critères équivalens définis dans le cas de critères métriques et
probabilisæs.

3.1.3.1. Critère métrique associé à un critère probabiliste :

Proposition 1.2 (Govacrt 19E9)

CP(RP, F) = CM(Re, L, D)

où L est l'ercenble dc définition des puotrètes de lolanille F et D est dffinie par :

)
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V xe RP,V A,e L D(x, 2") - -Log f6, ),)

I-G critère métriquc ainsi défini est appelé critère métrique associé.

La démonstration de cetæ proposition est facile à faire. tr suffit d'utiliser la définition

des deux critères. En outre, le fien existant entre les deux sritères pennet d'affrmer

que la maximisation d'un critère probabiliste cst équivalente à la minimisation du

critère métrique associé. Ce résultat perrct donc de considérer que tous les critères

probabilistes sont des critères métriques, mais on peut s'interroger sur le problème

inverse qui est le suivant : un critère métrique donné est-il associé à un critère

probabiliste ? Cette propriété n'est pas vraie en général mais nous allons nous

intéresser à l'énr& des conditions nécessaircs et suffisanæs pour qu'elle soit vérifrée.

3.1.3.2. Critères probabilistes et métriques équivalents

Définition 1.2 (Govacrt 1989)

Deta critères probabilistes sont équivalents si les crttères métriqucs usociés sont

équivalens.

Un critère profubilisæ CPt et wt critère métriqrc CM2 sont équivalens si le critère
métr@ CM I assæié à CP 1 est équivolcrrt u critère métnque CMz.

3.1.33. Condition pour qu'un critère métrique soit nssocié à un
critère probabiliste

Proposition 1.3 (Govaert 19E9)

Un critère nétriqrc CM1R?, L, D) est ossocé à un critère probabiliste si a seulemew

si V As L lafonctbn x q eWx,L) estcontiruu etvérifie I e-o{,,L1 dx = I.

*

3.1.3.4. Critère probabiliste équivalent à un critère métrique

En utilisant la proposition (1.1), on peut obænir unc condition plus faible permenant de
nrontnerqu'un critè,rc mérique est équivalent (et non assæié) à un critère pnobabilisæ.

o
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Proposition 1.4 (Govaert 1989)

Emnt funné le critère méniquc CM(RP, L, D), s'il qiste m réel r>I tel qre la qwntité

s = J r'DF,L) dx soit indépendante dc L, alors le crttère probabiliste CP(RI, F ) où

f
F est définie par lesfonctbns de densitéf :

f(x, h1= rD(x'A)

est n r critère équivale nt.

Prcuve

Iæ critèr€ mérique associé à la famille proposée est #finie par la forrction D' :

D'(x,X,)=-I,ogf(x,1,)=-Log ( + r-D(x,I) ) =s+r.D(x,l).

I-a proposition (l.l) permet d affimer que les critères mériques associés à D et D'

sont équivalents. D'où le ésultat annoncé.

Après avoir étudié les deux t)?es de critèrcs et les conditions dans lesquelles ces

criêrcs p€uvent sc rejoindre, nous nous intéressons maintenant aux liens existants

entre les lois gaussicnnes et les distanccs quadratiques et les lois exponentielles et les

distances Lt.

3.1.4. Métriques quadratiques et lois gaussiennes

3.1.4.1. Métrique quadratique fixe et identique pour toutes les classes

L'ensemble à classifier est inclus dans RR, les noyaux sont aussi des éléments de

Rp (L - Rp), la foncrion D est définie à partir d'une matrice M définie symétrique

positive fixée à prid.

Vxe t  l4eRP D(x ,  l . ù=c r . (x - Id .M. (x - Iù  Vc leR+ e tVpeR

Qtrelles que soient les valeurs a et P,les criêres scront tous équivalents (proposition

1.1) nous nous limiærons donc au critère le plus simple qui correspond à la fonction

D ' :

D'(x, l.j) = t(x - l,f.M.(x - trr)

L
s

I

lo
I
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La proposition (1.4) pennet d'affirmer que le critère métrique définie à partir de la

disunce (1.4a) est équivalent à un critère pnobabilisæ car :

J 
p-D(x,X$ 6 =vvt2.lUl-n est une quantité indépendante de À1,Ia

RP

fonction de densité s'écrit alqs :

V x et 14 e RP f(x, l.ù = v+t2. lU I ra . s-(x-XÙ'M'(x-l't)

qui correspond à une loi gaussienne de centre L et de matrice de variance z.M-r .

3.1.4.2. Métrique quadratique variable et dépendante de chaque classe

La mérique M n est pas fixe et dépend de chaque classe :

nænierJst- D(x, (a6 Md) = (x - ad.Mr.(x - +) (1.4b)

14 = (a1, Mf

ce critère métrique est associé à un cdtèrc probabitisæ si la condition ltr,t ;= tEP est

vérifréc. I-e critère probabilisæ qui lui est associé est alors défini par la famille de

fonction de densité F correspondant aux lois gaussiennes dont les matrices de

variances sont de détenninant oonstant.

Deuxième cas : D(x, (ar, lvlk, ad) = (lk * (x - +).Mr.(x - +) (1.4c)

14 = (a1, IvIr, ad

si o. = 
llogr 

- 
àI-g llvrrl, le critèreméuiqucdéfinie à I'aidede laménique

(1.4€) est assæié a un criÈre probabilisæ dont la fonction de densité est définie par :

V x et ar e Rp f(x, (ar, Fd) = (2n)-ptz. lf. | 4n .e-T'\x-ap'F*f '(x-at)

où fr = 
â. M.t . Cest lc cas le plus général des lois gaussiennes.

Nous allons voirmainænant oomnr€nt les mériques errclidiennes sont elles aussi liées

aux lois gaussicnnes :

to
I
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I
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3.1.5. Métrique euclidienne et lois gaussiennes

Premier cas : les noyaux sont de la forre (a tvtl où ae RP et M est une matrice

symétrique définie positive; on impose aux noyaux d'avoir la même matrice M.

D(x, (at, M)) = (x - ad.M.(x - aù (1.5a)

si lM l=æ alors le critère métrique définie à taide de la métrique euclidienne (1.5a)

est associé à un critère probabilisæ dont la fonction de densité s'écrit :

f(x, a1) = ,- ,!.t(x-af.f-1.(x-aL)

où r=+.M-r.

Deurtème cas : D(x, (at, M, a)) = (tr + (x - ad.M.(x - ad (1.5b)

.  D -
sr u= ir.ogzE 

- 
il-"gltrtl on obtient un critère probabiliste éqrrivalent au

critèrc métrique définic par (1.5b) en pr€nant coûune forrction de densité :

f(x, (ar, F)) = (zæ)'ptz. lf l-ra ."- |.t{*-n ).f-r.(x-a1)

où f = 
â. M-l ; dans ce cas là on n'impose aucune contrainte au déterminant de la

matrice lvl

On remplace maintenant la métrique euclidienne par la distance L1 ou la distance city-
block.

3.1.6. Métrique de type L1

Dans le cas de la distance L1, le centre de gravité est remplacé par la notion de
médiane.

3.1.6.1. Distance fixe et identique pour toutes les classes

L = RP D(x, 11) = Ë 
", 

f*r- f{f (1.6a)
j= l

où les al sont des constantes réelles et positives.
P

si la condition [I @= T est vérifiés, le criêre métrique définie par (1.6a) est
j= l

associé au critère probabilisæ définie par la fonction dc densité suivantc :

yo
I
I
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f(x, l$ = s-D(x,1,1) =
"-aj 

lx.i - l,J. r

qui corespond pour chaque composante du mélange à un produit de p lois

e)cponentielles biluérales L(ti, aJ) (en supposant bien sûr I'hypothèse d'indépendance

muhrelle vérifiée entre les p variables).

3.1.6.2. Distance L1 variable et dépendante de chaque classe

D(x, (1,r, ct, Fr)) = 4 l*J-4r * pt (1 .6b)

o

o

o

o

si fi oi =, alors Êr= p.Iog 2 - i,IÆg 4= 0 i on obtient ainsi une distance
j= I j=l

o

o

)

lo
I
I

lO

lo

L1 pondérée. Danseecas f(x, l,ù = 
,Ût,^i, 

4,

où L(4, 
"l) 

est uno loi exponentielle bilaté,rale.

Nous venons dorrc dc rappcler les différents liens qui exisænt entre les critères utilisés

en classification automatique et les modèles probabilistes dans le cas où I'ensemble à

classifier constitue un enscmble continu, nous allons voir ce que deviennent ces liens

dans le cas où les données sont fini ou irrclus dans un espace discret" c'est le cas des

tableaux décris par &s variables binaires où qualitatives.

3.2. ETUDD DES LIENS ENTRE LES CRTTERES METRTQUES ET LES

CR,ITERES PROBABILISTES DANS LE CAS DISCRET

L'ensemblc à classifier est maintenant inclus dans un espace fini E, nous allons

reprendre toutes les définitions et propositions qui ont étés établi dans le cas continu

mais cetæ fois-ci appliquées à un ensemble disset. Nous ne donnons ici que les

prirrcipaux Ésulats.

Lc critère méuique CM(RP, L, D) défini dans le cas continu est remplacé ici par le

critère métrique CM(E' Lr D)r où E est un ensemble fini, par exemple E = {0,

llp dans le cas dun tableau binairc à p variables.

La définition (1.1) et la proposition (1.1) rpstent les mêmcs dans le cas discret où I'on

remplace I'ensemble Rppar I'enscmble E. L€ critère probabilisæ que I'on note par

CP(E, F) est lui aussi défini de la même manièrc quc dans le cas continu, mais les

fonctions de densités sont rcmplacées par des distributions de probabilités sur E ; les

liens existant entnc les critères métriques et probabilistes dans le cas discret sont les

o
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C lassifrcation autonati4u et mélan ge s

mêmes que ceux obtenus dans le cas continu, mais notons que les conditions

d'association et d'équivalenc€ entre ces deux types de critères diffèrent dans le sens où

I'on remplace I'intégrale par la sommation ; nous allons rappeler quelques uns d'entre

eux.

3.2.1. Critère métrique associé à un critère probabiliste

Proposition 1.5 (Govacrt 1990)

CP(E' F) = CM(fi, L, D)

où L est l'ewenble de dfinition des paronètres de lalanitle b et O est dfinie par :
V xe E, V AÊ L D(x, L) - -Log p(x, L)

3.2.2. Condition pour qu'un critère métrique soit associé à un critère
probabiliste

Proposition 1.6 (Govaert 1990)

Un critère nétriryc CM(E, L, D) est associé à un citère profubiliste si a seularcnt si

V tÉ L lafonction x a s-D(x,L) estcontinttc etvérifte 2e-D(r,L) dx = I.
xeE

3.2.3. Critère probabiliste équivalent à un critère métrique

En utilisant la proposition (l.l) appliquée dans le cas discret, on peut obtenir une
condition plus faible p€nnettant de montner qu'un criÈre métrique est {uivalent (et

non associé) à un critère probabilisæ.

i' 

'r':"::';"' 

,::::,,Ï)"rr,", L, D) , s,it existe un réet r>r tet q,,c ta
qwrntité s = | s'D(x,L) soit irùépendante de lL, alors le critère probabiliste

zeE

r I CP(E, F ) où F est définie pu la distibntiors fu profubilités suivanes :

Pçx,fi= | 7Dft'îu)

est un critère équivalent.
Io

o
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Proposition I.t (Govaert 1990)

Etant donné lafonction D de ExL darrs R , le citère métriquc CM(E, L, D') où D'

vérifie:
D'(x, )v) = D(x, A,)+ I-og ( | e-D(x,L) 1

reE

est associé au crttère probabiliste dfini par la distibution ilx,\) = s-D'(x,îv) .

Si E est le produit cartésien d'ensemble finis E1, ..., Eo alors D peut se

décomposeren une somnr de p termes corrcspondant aux p ensembles E1.

L=L1x . . . xL ,  D(x ,  l , )=  Ën1* , f1j= l

où xl et U correspondent à la décomposition de x et de 1, sur les espace El et L1 .

Proposition 1.9 (Govaert 1990)

S'il eriste un réel positif tel qrc pott tout j = I, ..., P ,les quantités si =

2 s'Di(r,L) sont indépendantes dc A/, alors il existe un critère probabiliste
xeEl

équlvalcnt au critère métrique défini par la fonction D. De plus, ce critère
probabilisæ correspond à w proùit dc dktribwions sur les El dfinies par fli, N)
= !- ,-U(r,L). Erfrnsi sy = I, le critère métnque est associé au crttère probabiliste.

3.2.4. Métrique Ll et distribution de Bernoulli

Nous allons étudier un c€,îtain nombre de critères issus de la distance L1 et définis sur
un ensemble de données binaires.

3.2.4.1. Distance Ll fixe et identique pour toutes les classes

IgE={0 ' l }P  L=E

Vxet I leE D(x ,Xg=Ëa, fx r -X{ r  +p (1 .7a)
j=l

où les cu sont des constantes réelles positives et p un réel quelconque. On va se
limi6x à l'énde du crithe défini par (1.7b) qui est {uivalent ur critèrre (1.7a) .

Vxet  tqeE D(x , Id=Ëa 'm- f { l  (1 .7b)
j=1

o
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Comme
xje El

qu'il existe un critère probabiliste équivalenr Celui-ci consiste à considérer que pour

chaque composante du mélange les p variables sont indépendanæs, et que chacune

d'enres elles suit une loi de Bernqrlli de distributions:

[eJ, l-Er] ou (l-et, et ] où €j = I

l+e-d

3.2.4.2. Distance L1 variable et dépendante de chaque classe

D(x, (1.1, ar, Fr)) = 
Ë,4 

m-Ii l * P* (1 .7c)

o

I

io
I

lo

o

lo

D

si fo = Ë r,"g (1+ c-4), on retrouve une varianæ de Govaert (1988) qui suppose
j= l

que pour chaque composante du mélangc les p variables sont indépendantes et que

chacune dbntnes elles suit une loi dc Bernoulli de distribution ({, 1- eJk} ou [ 1-{,

t

dt où d=*.
r+e-al

3.2.4.3. Distance adaptative Lt identique pour toutes les classes

D(x, (X.1, o, F)) = Ë t rxr- fir + p (1.7d)
j=1

p

En prenant F = i t og (1+ r-crl1 on obtient un critère probabilisæ équivalent défini
j=l

à I'aidc de la loi de Bernoulli dont les distributions dc probabilités sont {e, l-€J } où

[ l -et ,e, ]  où t i=#.

3.2.5. Données qualitatives nominales

I g E = Elx...xEp où E1 est I'ensemble des q; modalités de la variable

qualiutive j. Nous utilisons la distance prcposée par Marchetti (1989) :

D(x,y)= Ë t (x ,y)
j=l

où ô r (x ,y )=0s i  x l=y je t  d (x ,y )= l  s i  i * y i .
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3.2.5.1. Distance fixe et identique pour toutes les classes

L=E D(x ,  11)= Ët .ôr ( * ,Xd+F
j= l

Cbssification aarmwiquê et mélanges

(1 .8a)

(1.8b)

(1 .8c)

V Ê e R le critère mérique défini à l'aide de (1.8b) est {uivalent à celui défini par
(1.8a) :

D(x, Xd = Ë t.ôr (x, Ir)
j= l

V 4. Er
xje El

Cetrc quantité est indépendante d" Xi ; il existe donc un modèle probabiliste qui

consisæ à considérer que pour chaque composantc du mélange, les p variables sont

indépedanæs et chacune d'enue cllcs suit une loi multinomiale de paramètre

1 - ,  € J  e '  r  r r
{ l-er , 'F , ..., ;.- } où la modalité prcnant la probabilité l-e éant celle qui

cstpriseparlenoyauX{ a r, el = ml-I

* i - l  +  co i

3.25.2. Distance variable et dépendante de chaque classe

o

)
t -

,

I

io

).

D(x, l.r) = 
,â 4 .ôr (x, If + P1

si Êr = Ë *t ( 1+ (m; -l) + e-ol ), il existe alors un critère probabiliste qui
j = l

consiste à prendre pour chaque oomposante du mélange une distribution de probabilité

fqmée dun produit de p lois multinomiales funt les probabilités sont :

dd,
{ t-d. , ;p , ..., ;F } où h modalité prenant la probabilité 1-{ étant celle

quiestpriseparlenoy.oXi avec 4= 4 .
mj-1  +  coJ r

3.2.6. Données qualitatives ordinales

L = E I g E = Elx...xEp où E1 cst I'enscmblc des g; modalités de la

variable qualitative j.

o
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D(x, 1,1) = Ë qJ txr - fil * p
j= l

D(x,Xd= Ë,  fx r - f { f
j=1

Classifrcation autonutiquc et n'élange s

(1 .9a)

(r.eb)

(1 .9c)

V F e R le critère mérique défini à I'aidc de (1.9b) est équivalent à celui défini par

(1 .9a) .

La quantité 
,i.Ir,l 

s-cj lxj - x'.1 aep"nd de X{ . Par conséquent il n'existe pas de

critère probabilisæ équivalent au critère défrnie par (1.9a) ou (1.9b) ; mais en utilisant

la proposition (1.a) qui reste vraie dans le cas discret on peut se ramener au cas où :

D(x, Xd =!, rr - {t + Log ( 
.r.E" 

ç-cr,j lxj - fil I

I-e critèr€ mérique définie à l'aide de cene distance est associé à un critère probabiliste

qui correspond pour chaque comlpsante du mélange où les p variables sont

indépendantes au produit de p distributions qui ont cette fois-ci une forme assez

coryliquée.

Nous venons donc de voir quc la comparaison des crières métriques et probabilistes

pennet d apporter un éclairage nouvcau sur certains critères optimisés par les

méthodes de classification. Cette comparaison va nous pernettre d'interpréter

quelques méthodes de classification étudiées dans ce travail en tennes probabilistes.

Nous propocons cettc étudc dans le chapire qui suir

)

jo
I
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CHAPITRE 2

cLAssrFrcârroN"TJff i??+'iiti'HË

INTRODUCTION

Dans le cadre des liens existant entre les méthodes de classification et les rdèles de

statistique inférentielle, nous nous soûrnes intéressés dans ce chapitne à l'étude des

modèles probabilistes liés à la classification dc &nnées qualitatives nominales.

Les tableaux étudiés ici sont les tablcaux de modalités et les tableaux disjonctifs

complets qui résulænt de la transformation par le codage disjonctif complet d'un

tabbau dc Dodalité, croisant individus a variablcs qualitatives nominales.

Plusieurs méthodes de classification pour ces données ont été proposées, souvent

basées sur lc prhcipe dcs Nuées Dynamiques (Diday et all 1980). Cions par exemple

la méthodc MNDQAL (Ralambondrainy 1988) qui s'applique à des tableaux

disjonctifs comples et utilisc la métrique du Khi2 pour classer les donnécs, mais ls5

noyaux qu'elle fournit ne sont pas dc la mêmc forme que les élémens à classifier, et la

méthode MNDDU (Marcheni 1989) qui s'applique à un tableau de modalité et qui

p€nnct de classifrer les données en tenant coryte de leur strucnue initiale particulière,

dont les composant€s codcnt les modalités.

I-a premièrc partie de ce chapitre est consacrée à l'étude des tableaux disjonctifs

cmplets, ur particulierà léndedu lien exisantentrelaméttrode Nff\[DaAL (Méthode

des Nuées Dynamiqucs utilisant la mérique du Khi2 et dcs noyaux sous forme de

profrls) et la notion de modèle probabilisæ. Nous étudierons dans un premier æmps la

méthode I\nDaAL et I'algorithæ de classificuion qui lui est associé ; nous rmntrons

ensuiæ à I'aide de I'approche "classification" (Scon et Symons 1971, Schrocder 1976

et Oeleux 1988) eomrrcnt on peut identifier ce mélange. Nous proposons un modèle

lié à cetæ méthode permettant d'inærpréter le critèrc du Khi2 ; celui-ci consiste à

considâer qræ les données du tableaux prroviennent d'un mélange de lois gaussiennes

o

I

lo
I
I

I

)o

o

o
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Classifuubn e t nodèles sur fu mées qulitative s

multidimensionnelles, nous rappelerons enfin le modèle proposé par G.Celeux (1988)

pour la même méthode et permettant d'interpréær le criÈre d'information quantité

proche dc celle du Khi2.

La deuxième partie de ce chapitre traite la notion de modèle lié aux tableaux de
modalités. Nous nous intéressons en particulier à la méthode MNDDU (Méthode des

Nuées Dynamiques utilisant la distance proposée par Marchetti (1989) et des noyaux

de modalités). En utilisant les liens existant entre les critères métriques et les

critères probabilistes dans le cas discret qui ont étés étudiés par G.Govaert (1990)

nous ûrontrons que lcs données du tableaux p'roviennent d'un mélange de produit de
lois binomiales ; nous apportons ainsi une inærprétation en tennes probabilistes au

critèrc optimisé par la méthode MNDDU.

I. LES TABLEAUX DISJONCTIFS COMPLETS

I.I. EXEMPLE

Considérons un enscmble de 6 individus identifiés par les chiftes I à 6. Ceux-ci sont

décrits par 3 variables qualitatives nominales idcntifiées par les lettres a, b et c.

Supposons que les modalités des variables soient U,2,3) pour a, [ 1, 2, 3, 4] pour

b et ( 1,2,3,4, 5) pour c. Les valeurs obscrvées sur les individus sont représentées

sous lia forme d'un tableau dc modalité indiqué dans la figure l. Lc tableau de codage
disilrctif complet est indiqué dans la figrne 2. Celui-ci est obtenu à partir du tableau de
la frgure I en ransformant les modalités en variables binaires codées par les valeurs 0

et l.dc sorte que : la valeur I signifie que la modalité a été choisie, la valeur 0 qu'elle

ne I'est pas. On peut errcore considérer quc lc tableau de codage e.st celui croisant
l'ensemble des individus et I'ensemble des indicarices de touæs les modalités. Nous

avons choisi d'identifier une variablc binaire (associée à une modalité) par

I'identificaæur de la variable suivi, en indice, de la modalité (par exemple, la variable

binair€ associée à la modalité I de a est identifiép par ail.'o
I

o
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o

I  00
2 01
3 00
4 00
s 00
6 l0

o

abc

l  323
2 241
3 315
4 332
5 334
6 t3  3

figure I

Tableau de modalités

I

ry
f . . - -,u_np

81 82s3 br  bzbrb l  c1 c2 G3 C4G5

1010000100
0000110000
1100000001
1001001000
1001000010
0001000100

figure 2
Tableau de codage

o

o

o

o

o

o
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I.2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit X(I, JXn, nl le tableau de codage disjonctif complet du tableau de
dalité ZO, QXnp).

I-a somme des éléænts du tableau binair€ ne dépend que du nombre d'individus n et
du nombre dc variables p puisquc:

I  >d=l E I#)=I I( t)=np
iel jel iel qeQ jeJq iet çQ

où q(i) est I'indice de J conespondant à la modalité j de la variable q et fq est
lbnsemble des modalités de la variablc q ; Q est I'enæmble des variables.

On définit également les valeurs suivantes :

l j
I
I

ri =nlr' = #n14 = *

-1 i rur;=,àrt i  = ;ï,à4 = 
Ë où t=à4

Le profil de findiyidu i, noté fi (et apparænant à Rn), est alors défini par :

rt=t*,*,...,f;t
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(2.1)

o
I

I

o

o

Si on noæ xi le représentant de I'individu i dans I'espace Bm = {0, I }m, nous avons :

Iri=* (d,*1,...,*l)
P

1
f i=n  * i

D'autre part, une pondération pi est associée à chaque profil fi ; elle est définie par :

P '= f ' ' = *

A partir du tableau X(I, J), nous définissons ainsi un nuage de n profrls Nf(f) par :

Nf ( I )=  (  ( f i , | ) , i . f  )

I.3. CRITERES DE CLASSIFIcATIoN

lJ.f. Critère d'information

Uinfonnation mutrælle d'rm tableau X s'écrit pardéfinition (cf Benzécri l9flï:

*i s*i
îLs2F

où x1= ! xi et
j eJ

Soit P = ( Pr, ..., Pr) une partition des individus. Si nous considérons P comme
un résumé dc I'information apportée par les données, nous pouvons substinrer au
tableau:

lc tableau

K= (1 , . . . ,  K) .

X  = (d , t=  1 , . . . ,n  e t  j=  l , . . . ,p )

(4 ,k=  1 , . . . ,  K  e t  j=  1 , . . . ,p )

L'information conscrvée par P s'écrit donc :

a

o

o

o

H(X) = E
k I  j eJ

xl  = X d=".
ieI

lo
I
I

io

H(P) = E
k€Kj€J

s xJk
Iogz 

F.

l.

o
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ixk=  ) -  xL .
j eJ

o

o

o

a

o

o

Dans ce cadre, il est naturel ( cf Benzécri 1973 ) de rechercher la partition qui

maximise I'information H(P). Par des transformations algébriques simples, H(P)

s'écrit :

H(P) = xt Log2 xt .

H(P) = I
keKjeJ

1.3.2. Critère du Khi2

(2.3)

L'algorithme utilisé cst basé sur la méthode des Nuées Dynamiques ; il fournit une
partition en K classes, K étant fixé à priori, de I'ensemble I des individus en

optimisant lc critère :

W(P, Lg) =

iA,l 4 *o* +Log2s-1,3

Ë p, f1.a]"1r1, gp
k=l ieh

Ë,,à ri.) *, q - d.r'

,4
4 Log2 xk

(2.4)

où P = (Pr, P2, ..., Px) est une partition sur I en K classes et Lg = (81,..., gfl est

I'ensemble des noyaux des classcs.

1.3.3. Etude du lien entre les deux critères

Nous avons tenu à préciser le lien qui exisæ enre le critère dinformation et le critère

du Khi2 car il n'existe pas dalguithre permet&mt doptimiser le premicr critère qui

cst peu utilisé malgré son caractère nanrcL On lui préfèrc le critère du Khi2 ; Benzécri
(193) en exprime tnès bien la raison : I'expérimentation nrontre que I'emploi du

critère d'information ou du critère du Khi2 conduit pratiquement aux mêmes

classifications et le deuxièmc induit des calculs beaucoup plus simples. Ce

comporternent quasi identique des deux critèrcs a également été souligné par Govaert
(1983), qu'il I'a introduit dans son programme de classilication simultanée des lignes

K

k=l iepk

.i 4,(o -  * . ) -
rr xi
L t i

jeJ lC

I
lo

)
o

o
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et des colonnes d'un tableau de nombres positifs. Sur les nombreux exemples qu'il a

analysé, il a constaté que I'information croissait systématiquement.

1.4. u, MBTHoDE MNDQAL

La méttrode MNDaAL (Ralambondrainy 1988) est une méthode de classification sur

tableaux décris par des variables qualiadves nominales. I-es noyaux qu'elle fournit ne

sont pas de la mêre forme que les éléænts à classifier ; cette méthode travaille sur

les tableaux disjonctifs complets et utilise la métrique du Khi2 qui convient

particulièrenænt alrx profils.I-es noyaux fournit sont les oentres & gravité des classes

et chacun d'eux est caractérisé par un yecteur de RD (où m est le nombre total de

modalités).

Le problèrc àésoudreest alcs le suivant:

Trouver une partition P = (Pt, ..., Pil de I'ensemble I en K classes, K fué a

prbrt, tel qrc le critère :

o

o

o

o

o
K

W(P,Lg)= X E
k=l iepk

K

ri.alrtfi, st)

o =PT T
k=r ieh je J

*,#-d,,' (2.5)

io
I

ro

I
o

K
w(P, Lg) = .1. 2, ri.irr(fti, sk)

k=I iepL

soitminùruL.

Explicions I'expression du critère :

où P = (Pr, P2, ... , Px) est une partition sur I en K classes,

ct Lg = (gr, 82, ..., 91ç) est I'ensemble des noyaux des classes.

1.4.1. L'algorithme

Les fonctions caract&isant l'alggrithme I\,II\DaAL smt les suivanæs :

-La lonction d'qflcctation A.' qui minimise le critère W(f(Lg), Lg) en

afrectant chaque individu à la classe Pl du noyau gl duquel il est le plus proche (au

scns de la distance fu Khi2).

o
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-h fonction de représentation (gl z qui permet de déterminer les K noyaux

minimisant le critère W(P, g(P)). On peut facilement rnontrer que ces noyaux sont
les centres de gravité des classes. Si nous notons (gr, 92,..., gç| I'ensemble de ces
centres, on a:

V  k= I , . . . ,K  V  jeJ  d=  *

où nr est le nombre d'individus appartenant à la classe Pç et 4= > { "rt 
le nombre

i€ P1

dirxilividus de Pr ayant choisi la modalité j.

Ces noyaux ne sont pas ici directement interprétables par rapport aux données
initiales.

1.4.2. Autres expressions du critère

On reprend ici Ïexpression (2.5) du critère minimisé par I'algoithre lvIItlDQ{L :

K  t  d  . 4
W(P,Ls)=p> à >;tt-d) '

t= l  ieh j€  J . -  
E

K= P à ,à ?-* t 1- dr' (2.6)
l€ft j€ J--

J
: 5

où q= F.

On définit une matrioe M diagonale de teræ général 
# n* représenæ la métrique des

poids. Cest une matrice définie positive et de déteirrrinant constanL

P I
lMl=rgr i l=","  car nt=14

ieI

L'elçression (2.6) peut alors se nreurc sous la formc :

w(p,r-gl=pË E (f i-d.M.(f i-d (2.7)
k=l iepk

o

o

o

o

o

o

o

o

o
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En posant X{ = 
Ë 

où Xrk est la fréquence de la variable j dans la classe P1

Classiftcatbn e t modèles sw furnées qualitativv s

alors gJk = si on remplace mainænant la nouvelle expression d" d dans

I'expression du critère (2.5), on obtient :

1 l
' - K

î ;o

o

o

o

o

o

o

rO

o

W(P' LD = (4- ̂i)'i.i,à,.?,ii

l.ie
qui peut encore se ûrettr€ sous la forme suivante :

W(P' LD = t(xr Xù.M.(xi - Xr) (2.8)

I.5. APPROCHE MODELE

Ce paragnphe comporte une étude des liens s'ils existent entre les critères opumisés

par la méthode MNDaAL et les modèles probabilistcs en s'appuyant essentiellement

sqr l'étude faiæ par G.Govaert (1989 et 1990) et rappelée dans le chapitre l. Cene

étude sera faiæ en trois étapes. I-a première consiste à travailler sur I'ensemble des

profils associés aux données du tableau que I'on plonge dans I'espace continu Rm

(où m est le nombre otal de modalités) muni de la métrique du Khi2. La deuxième

approche travaille direcærent sur les données du tableau qui forment un ensemble

inclus dans l'espace disclet {0, l}- que I'on munit de la méuique du Khi2.

Dans la dernière approche on rappelle le rnodèle proposé par G.Celeux (198E) ; celui-

ci est direcærnent lié au critère d information. Nous étudierons ensuite le lien qui

exisæ entrle oes uois approches.

1.5.1. Première approche

Lcs données du tableau sont prises sous la forme d'un ensemble de profrls inclus dans

I'espace continu Rm. Nous munissons oet espaoe de la mérique du Khi2 qui est une

méuique quadratique et qui se présentc pour les tableaux disjonctifs coryles sous la

forme d'une rnétrique quadratique fixc et identique pour toutes les classes (voir

I'cxpression (2.7)>. En se basant su l'étude fairc par G.Govaert (1989) sur les liens

entr€ les critères méniques ct les critères p,robabilistes dans le cas continu, on poura

o
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dire que le critène métrique (2.7) est équivalent à un critère probabiliste si la quantité

J "-otteO 
df est indépendante de 91.

RP

Calculons cetæ intégrale :

J "-o{tsd 
df = J e-(f-srl.M.(f-gù df = æ-pt2. | 1,4 | r/2.

RP RP

. Cette quantité est constante car lu I 
P | :=gt =cte où t=r3r*i  Les

conditions de la proposition (1.4) sont vérifiées. Il existe alors un critère probabiliste

équivalent au critère métrique (2.7); ce critèrc probabiliste consiste à prendre comme
fonction de densité sur I'espace RE une loi gaussienne de centre FIc et de matrice de

variance F= 2.M-1, où M est la marice définie précédemnænt et de tenne géréol *

f (fi / Fr ) = 7:ptz .lU lt2. e-(frttd.M.(frttd

Dans le cas d un mélange gaussien, les paramères ( Xr , k = l, ..., K ) s'écrivent :

l* = ( [rt, Fr) ; avcc :

Ft : espérarrce du composant numéro k.
It: matrice de varianoc du cornposant nurnéro k.

Dansnotrecasonprend Ft= F v k=1,...,K et F connu.

L€ critère de nraisemblancc classifianæ s'écrit alors :

VC(P, h) = I L log {rpn lr"r Irn.s-(fi-}rd.M.(fruù}- 
k=l iepr

vc(p, r1) = - ryIoer * |r-og lrvr l .Ë. .I (fi - Fr).M.(fi - pù
k=l iepl

Les deux premiers tennes de cette expression sont constants. Maximiser YC(P, Lp)

revient donc a minimiscr l'expression suivante :

K
C(P, t4r) = 

à ,à 
(t, - Pr).M.(fi - ttt)

Il est fæile de vâifier que lbstimaæur du maximum dr lt n'est aute que le centrc de

gravité des p'rofils fl de la classe P1. Il est cstimé par :

o

o

o

o

o

o

o
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)

a
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Fk= 8k=

d'où v  j=  1 , . . . ,P 4 =d =

W(P' Lg) = I' (fi - er).M.(fi - er)
ie P1

qui correspond, à une constante multiplicative pês, à I'expression (2.7) du critère

minimisé par la méthode MNDQAL ; ainsi nous avons apporté dans cette première

approche une interprétation en tennes probabilistes du critère du Khi2 minimisé par

I'algorithme MNDQAL, et cela en travaillant sur I'ensemble des profils que I'on

considère comrne ensemble continu. Mais il serait intéressant dans ce travail d'essayer

de voir si on pcut trouver un modèle qui s'appuie directernent sur les données initiales,

lesquelles se présentent sous la forme d'un ensemble discret. Nous allons essayer de

voirce que devientla notion de modèle dans ce cas.

1.5.2. Deuxième approche

Cene approche travaille direcæment sur les données initiales du tableau en prenant

comrne ensemble à classifier les vecteurs binaires appartenant à I'espace discret

t0rf). que l'on munit toujoun de la métrique du Khi2. En utilisant l'étude faite par

Govaert (1990) sur les liens entne les critères métriques et les critères probabilistes

dans le cas discret, on va essayer de voir si les conditions de la proposition (1.7) sont

remplies.

L'ensemble à classifier appartient à I'espace E = {0, l}n . Les noyaux sont ici des

éléments de Rn et leur naûrrc est différenæ de celle des données à classifier.

E={0 r l }n  E=E1r . - tEp  où  E1  = {0 r f } .V j=1 , . . . ,P

L = Rn ,la fonction D n'est autrp que la métrique du Khi2 définie par:

V  xeE V  Le  R ' t r

o

o

o

o

o

o

o

I  s r .
nr i.ip*

t4i l .j _ s

nr  i#*  P nrP

K

L=l

I,o
)

rO

o

D(x, l.ù = diz(f, eù = I, f;r o- 4r2=,3, ;h ( *j'4)'

o

j € J
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où nt= card Pt.

Iæ critère métrique (2.8) est équivalent à un critère probabiliste si la
quantité L e- (x-1*)'M'(x-X'd est indépendante de X,r (proposition 1.7) ou encore

xeE

si la quantité s; = 
*i]"J"*p 

t 
# 

(*i - 4)2) est indépendante a" 4 (proposition

1.e).

o' 
*r?"J.xp t -;h,t-4t'l = exp[ ft.(xlPl.[ 1+exp t -#(r-24)]1.

o

o

o

o

o

o

o

o

io

o

Ceue quantité dépend de li . La proposition (1.9) n'est pas vérifrée. Par conséquent

il n'existe pas de modèle probabilisæ qui soit lié directement au critère du Khi2
optimisé par la méthode MNDQAL dans le cas où I'on travaille directement sur les
données initiales plongées dans I'espace discret E = {0, l}n .

G.Celeux (1988), en travaillant srn les mêre.s données (initiales), a mntré qu'il existe
un modèle sous-jacent pennettant d'apporter un éclairage nouveau au critère
dinformation. L'éurde de ce modèle fera I'objet de la troisième approche.

1.5.3. Troisième approche

1.5.3.f . Notations

Soit x le tableau disjonctif complet à n lignes etm colonnes où m = > mq ( mq est
çQ

le nombre de modalités de la variable q ).

On note f te ærme générique du tableau X. xf vaut 1 si I'individu i présente la

modalité j de la variable q et 0 sinon. On pose :

xr i= lx f l  ;  x i=
iel æQ jemq

s=I,  X Ixf l=np.
ielqçQ jemq

De plus, si Pl est une classe d'une partition P = (Pr, ... , Pd) des individus, on note :

xlt= lxf l  €t x1=
ie Pf eSQ jernq

1.5.3.2. Modèle de Celeux

Iæ modèle proposé par Celeux (1988) consisæ à considérerque les données du tableau
proviennent d'un mélange de goduit de p lois multinomiales multivariês soit :
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f(x/l.d= ft ff f4*1'
çl j=l

où  I r= ( \ . d , j =  l , . . . , r nq  ê t  q=  1 , . - , p )

S o  q i  ravec  ) ^ î ,  = l  v  k=1 , . . . ,K  e t  q=1 , . . . , p .
J=t

Iæ critère de rnaisemblance classifianæ s'écrit alors :

K P m c
VC(P, L) = -E-

1=l x€Pk g=l j=l

K D - ' - := I t :,Tr,"eôfl).
k=l Fl Frnq 

_

En maximisant le critère VC(P, L) en ænantcmlptede lacontrainte E ll = I on

obtient: Lî=Ë 

r€ns

x n k

autr€ment dit & = (À,1 , ..., l,Pk ) est le centre de gravité de la classe P1. Il s'en suit que

le critè,re dc nraisemblanoe classifianæ s'écrit

KP- rx f l
vc(P,L)= I  t

k=l q=l ç6n

Xtor nk = 
i 

.I"e critère (2.9) se réduit :

Kp^.*f l
W(P,L)= E t-  

kaF- t  j €A  r  - xk

qui ccraspond à la constante multiplicative ptèr 
# 

au critère dinformation donnée

par I'expression (2.3).

1.6. coNclusroN

Nous venons donc, par l'étude de ces trrois approches d'apporter des éclairages
nouveaux sur les deux tlpes de critères optimis(is par la méttrode IVII{DaAL. Selon

43



o

o

o

o

o

o

o

a

o

I,o
I

Classifuubn et modèles sw donnêes quliturives

I'optique statistique dans laquelle on se place, on retrouve à chaque fois I'un des deux
critères ; dans la première approche, où I'on gayaitts sur I'ensemble des profils, on
montre que la méthode MNDaAL est liée à un mélange de lois gaussiennes
multidimensionnelles ; cette méthode n'est qu'un cas particulier de la méthode
MNDaAN ( Méthode des Nuées Dynamiques sur des données quantitatives) dans le
sens où elle s'applique à des données particulières @onnées binaires) ; or Celeux
(1988) à montné que la méthode I,II\DaAN était elle aussi liée à un mélange gaussien.
On retrouve donc un résultat déjà connu. D'autre part, on montre que si I'on travaille
sur les données initiales du tableau qui constituent un ensemble discret , qu'il n'existe
pas de modèle équivalent au critère métrique défini à I'aide de la métrique du Khi2,
mais on peut Eouver une interprétation en tennes prrobabilistes du critère dinformation
qui est une quantité proche du Khi2.

Nous proposons maintenant de voir ce que devient la notion de modèle dans le cas où
les données sont décriæs par un tableaux de modalités et où les noyaux ont la même
stnrcurrc que les données initiales.

2. LES TABLEAUX DE MODALITES

2.I. NoTATIoNS ET DEFINITIoNS

Soit Z(r, Q) le tableau de modalités croisant un ensemble r = (1,2,..., n) de n
individus ei un ensemble Q = 11,2,..., p) de p variables qualitatives nominales. On
note :

z(L Q) = (z!)

où z! rcprésente la rnodaliré dc la variable q choisie par rindividu i.

A chaque variable q correspond I'ensemble de modalités Jo = 11,2,..., mq). Nous
définissons alors I'espacc E comme le produit J1xJ2x...rJp que nous munissons de la
distance ds, égalc au nombre de composantes différentes entre les deux poins
considérés ; son exprcssion sur E est la suivante :

V (x, y) e E2 G(x, y) = I
çQ

ôq(x, y)

ô1x, yy = 
{ 

to'j,ïol* t'

o

où
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iO A panir du tableau Z(I, Q), nous définissons le nuage N"(I), inclus dans I'espace E,

'  n " t t
NzG)= [4 , ie  I ]

I

où ,i= (4, â, ... , *,)

Soit Xfl, J) le tableau de codage disjonctif complet du tableau de modalités Z(I, e).
C'est un tableau binaire d'ordre (n, m), où m est le nombre total de modalités.
L'ensemble J = [ l, 2, ..., m] contient les indices des colonnes de X(r, J). on note :

X(I, J) = (*i)

vqeQ,vje rn . lo,={ I  s i  j  = z l
( u srnon

où q(i) est l'indice de J correspondant à la modaliÉ j e h variable q.

Nous définissons I'espace F commc I'espacc des vecteurs binaires de modalités. Les
élémens de F résultent du codage des vecteurs de modalités de I'espace E. De même,
à tout élément & E corrcspond un élément de F.

Nous munissons F de la disunce L1, notée d. Les distances d et de sont liées par une
relation très simple. Si x, Y sont deux vecteurs de modalités (appartenant à E) de
codage x, y (apparænant à F), cetæ relation srexprime par :

d(x' Y) =2 dE(X, Y)

A partir du tableau x(r, J), nous définissons le nuage N(I), inclus dans F, par :

N(I) = [ x,, i e I ] où \ = (\t, \', ..., *T")

Ainsi, à tout point xi du nuage N(I) conespond un unique point a de Nz(I) et
réciprroqucment

2.2. LI, METHoDE MNDDU

La méthode MNDDU (Marchetti 1989) pennet de déærminer une par:tition de
lensemble I des individus en K classcs, K éunt fixé a priori. Chaque individu i est
représcnté par un point xl du nuage N(I). Celui-ci est inclus dans F. Les noyaux
doivent apparænir à ce même espace F.

o

o

),o
)
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Le problème à résoudre est alors le suivant :

Trotner unepanition P=(Pt,...,P*) fu I'ensemble I et un ensemble
L = ( Lt, ..., k) de K noyatn de F tels qrc le critère :

K K
W(P,L)= \  2 d(xi ,Lr)= 2

k=I iePt k=I ieP*iel

soit mininul.

On peut encone représenter chaque individu i par un point z, du nuage Nz(I) inclus

dans I'espace E,les noyaux doivent aussi apparænirà ce même espace.

I-e problème à ésoudre peut aussi s'énoncer de la façon suivante :

Trower urc partition P = (Pr...,P) de I'ensenble I et un ensernble

o

o

o

o

L = (At, ..., Ai de K noyouc dc E tels qrc le crttère :

K
W(P,L,)= | | d"(z;,A2)

bI ieP2

soit mininul.

O 
Il est clair que : W(P, L) =2 W(P, Ls) .

Il s'agit maintenant de défrnir la fonction d'affectation f, telle que W(f(L), L), ou
encore W(f(Le), LB), soit minimal, et la fonction de représentation g telle que
W(P, g(P)) soit minimum.

o
Fonction d'alfectation f :

L'individu i est affecté à la classe h du noyau I duquel il est le plus proche , au sens
I de la disunce L1 sur le tableau binair€, ou au sens de la distance dg sur le tableau des,o
, modalités.

I r
Fonction dc représentdtion g :

rf Il s'agit de déærminer I'ensemble L des K noyaux optimisant le critère W(P, g(P)).
Pour cela, il suffit de rechercher pour oute classc Pr, le noyau I1 appartenant à F et
minimisant la quantité :

L d(t, \.)
o 

iePl

o
6
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Soit Ar appartenant à E, le vecteur de modalités codé par X&. Les distances ds sur E et

d sur F éunt liées par la relation suivante :

d(xi, \) = 2 d"(zi, A1)

Iæ pnoblème est alors de trouver le point l* de E minimisant :

Ld"(2i,4)= E I ôq(q,{)
ie P1 iePl çQ

ce qui revient à déterminer, polu tout q, la conrposante e[ minimisant la quantité :

; ôq(2,Â1)
iePl

qui représente le nombre d individus de P. n'ayurt pas choisi la modalité {.

La solution est de choisir pour composantes q du point Ar, la modalité de la variable q

qui est majoritaire relative dans la classe considérée. Cette composante est donc

déterminée de la façon suivanæ :

4 = moOatité majoritaire relative de (, zi,iePs ).

Finalement, le noyau Ir recherché est le transformé du vecteur de modalités dont les

composanæs sont les modalités majoritaires relatives des variables dans la classe P1.

L algorithme ainsi constnrit fournit un ensemble de noyaux du même type que les

élémcnts à classifier. Il représente la rnodalité la plus souvent choisie par les individus

de la classe considérrée.

Le critère représentc le nombre d'éléments binaire du tableau X(I, J) qui sont

différens des éléments du tableau correspondant à la situation "idéîle" ( situation où

tous les individus sont identiques aux noyaux des classes auxquelles ils

appartiennent).

2.3. APPROCHE MODELE

2.3.1. La formule générale

Iæ modèle que I'on va propos€r portera sur le tableau de modalités. Potu cela on

considère que les données initiales forment un échantillon de taille n d'une variable

alâtoire à valeurs dans Np dont la distribution de p'robabilité f cst orrjours définie par

o

o

o

o

o

o

I,o
I

l'

o

o
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(1.1) et (1.2) ; mais ici p(.^ù est une distribution de probabilités sur NP apparrenant

à une famille paramétrée de distributions de probabilités.

En suivant I'approche "classification", rappelée dans le chapitre I pour identifier le
rnélange, on se rarnène à ma:rimiser le critère de waisemblance classifiante VC(P, L)
défini par (1.3).

On peut alors utiliser le même algorithme que dans le cas des données continues. A
partir d'une partition Po en K classes de l'échantillon, on applique successivement les
deux fonctions g et h définies aux paragraphes 2.2.2 ea 2.2.3 (chapitre 1) jusqu'à

I'obæntion d'une partition stable.

2.3.2. Choix de la famille de distribution

I-e modèle que I'on proposÊ pour interpréter la méthode MNDDU suppose que pour
chaque composant du mélange, les p variables sont indépendanûes, et que chacune
dbnte elles suit laloi binomiale suivante:

l- e est la probabilité d'avoir la modalité du noyau, e est la probabilité d'avoir une
modalité diffârenæde celle du noyau.

avec e€P, i[

On peut alors écrirc :

P(r'1ù =

où p(z/Al) = (t- e)l- $e(z' As). (e) ôc(z' l.;

o

o

o

O

o

o

o

o

a

o

ft.p(z.{l
9=r

(  1  s izq*n!
avoc ô\2, eg ={

L 0 s inon
t.10, X

I-e critèæ de vraisemblance classifiante s'écrit alors :

K
YC(P' L) =

k=l
x

æPt
Iog p(z/,lr)
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I

1 0  -  K  o  - .
VC(P, L) = E I l,og { n tr- e;l- ôe(z' A1).6 ôl(z' As)}

k=l æpr çl

= rÆs<*l 5
l - A k=l æpr g=l g=l

Pour e fixé appartenant à l0, l[, Iæg= est négatif. l2 splimisation du critère
r -€

VC(P, L, e) est équivalenæ à la minimisation du critère W(P, L) associé à la méthode

MNDDU, ce qui rnontre l'équivalence des deux approches.

Il est facile de voir que la valeur e maximisant le critère VC - - e(P, L, e) est i-p , où e est

la valeur du critère W(P, L) obtenue à la convergence. Notons que I'estirnaæur du
mædmum de nraisemblance classifianæ de a[ est atteint pour la valeur qui correspond

pour chaque classe et chaque variable à la modalité rnajcitaire.

o
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CHAPITRE 3

CLASSIFICATION BINAIRE ET DISTANCE
LT ADAPTATIVE

INTRODUCTION

Dans la plupart des méthodes de classification proposées jusqu'alors, la mesure de
ressemblance est supposée connue au dépan et fixée définitivement. parconû€, dans
les rnéthodes & discrimination, on ctrerchc une nresure de ressemblance bien adaptée à
une partition donnée au départ et qui variera suivant les classes de cette partition.
Govaert (1975) a exploité cene idée pour la rpcherche de panitions. Il a proposé un
algorithme original où la mcsure de ressemblance n'est pas la même pour toutes les
classes et de plus évolue au cours du déroulenrcnt de I'algorithme en s'adaptant aux
classes.

Or s'intéresse dans cc chapite à une étude comparative entrc les algorithmes utilisant
une mcsur€ de ressemblance fixe pendant leur déroulenrcnt et les algorithmes utilisant
une mesurc dc ressemblance qui varie losque les donnês sont binaires. Cere dernière
fait intervenir un systèrrp de pondération pour classer les données.

L'extension du modèle proposé par G.Govaert (1988) pour les données binaires a
permis de proposer un algorithme nouveau utilisant une distance de tlpe L1 munie
d'un systèrn de pondération qui varie avec les variables puis avec les variables et les
classes. Nous rappelons, dans un premier rcmps, le modèle associé aux données
binaires (Govaert 1988), puis nous examinons commcnt un système de pondération
Peut inÛervenir Pour classer les données. Nous proposons ensuitc une étude théorique
des éventuels problèmes de dégénérescence. Nous terminons par des applications
pratiques faiæs sur detx qpes de données et nous nrontrons I'avantage que présenæ
I'algorithme MI\IDBIN adaptatif en particulier sur des données simulées qui suivent
à chaque fois urp des variantes du modèle.
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I. LA METHODE MNDBIN

La méthode de classification des Nuées Dynemiques (Celeux et alL 1989) repose
essentiellement sur I'utilisation de la notion de noyau associé à chaque classe. La
nature de ce noyau peut être tnès diverse. Dans le cas le plus simple, et si les
variables sont quantitatives, le noyau est un élément de I'espace RP contenant
I'ensemble à classifier. Lorsque les variables ne sont pas quantitatives, les noyaux
fournis par la rnéthode des Nuées Dynamiques habituellement utilisés dans ce cas ont
alqs une stnùcture différenæ des données initiales. La méthode MNDBIN que nous
allons énrdier utilise des noyaux de même naune que les données à classifier.

Les n individus de I'ensemble I à classifier sont mesurés par p variables binaires et
notés:

I D :
x i= ( \ , . . . , * i )  av€c  {e {0 ,  1 }  V i=1 , . . . ,D  V  j=1 , . . . ,p .

On note ! = (Q,l)n I'ensemble des vecteurs binaires à p composantes. Tous les
élémens xi de I appartiennent dorrc à8. Iæs noyalrx sont aussi des vect€urs binaires,
mais ne sont pas nécessairement des éléments de I. tr suffit donc de prendre une
distance sur B. On a rcænu celle qui consisæ à prendre le nombre de fois où les
coordonnées ne sont pas identiques. On peut I'exprim€r à I'aide de la distance L1, ou
distance " City Block ", sur I'espace {0,1}p.

Lc problème que lbn ctrerche à résoudre est alors le suivant :

Trotmer wn putition P = (Pt, ..., PK) dc I et wr ewemble de K éléments de B ,
soit L = (Lt, ..., Ld , tels qrn :

w(P, L) =
xeP2

soit mininul..

Lalgorithmc se constnrit alo'rs de la manière habituelle suivanæ :

-constraction dcs classcs Çonction fl : Cctte fonction ne pose aucun
ptoblèmc. On range chaque élément de I dans la classe du noyau duquel il est le plus
proche.

-Constraction des noyaax $onction gl: La fonction g va dépendrc du choix
de la mesure de dissimilarité. On associe à chaque classe P1 le vecteur binaire
fuminimisant :

o

o

o

o

o

r !

o

o
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T
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I d(x,h) = X
xePl xePl

rxr-r{r = 
oI ,3". rr-{r

o

À{ 
"tt 

donc l'élément majoritaire pour la variable j dans la classe pp (on retrouve la

notion de médiane). La constnrction du noyau est donc très simple.

A la convergence, le noyau étant fonction de la panition, on peut expriær le critère
uniqwment par rapptrt à la partition. On obtient :

W'(P) = Vg(P, L) = W(P, g(P))

hi - ril

où ,q est le nombre délfuna minoitaircs dans la classe & pour la variable j.

Ce critère représcnæ lc nombre de fois où la solution obtenue s'écarte de la situation
"idéalc".

Pour illustrer le principe de cet algorithme, nous proposons de l,appliquer sur
I'exemple suivant:

l.l. Exnupr,n

Soit un ensemble de l0 micro-ordinateu$ identifiés par les lettres de a à j et
caractérisés par un ensemble de l0 propriétés identifiês par les nmbses de 1 à 10. On
rcpésente les données initiales (figure 1) sous forme d'un tableau binaire où un I
indique que la propnété est vérifiée et un 0 qu'elle ne I'est pas.
si on applique I'algorithme précédent en demandant 3 classes, on obtient comme
partition de I'ensemble des micro-ordinateurs I'ensemble des classes
((a'd,h),(b,e,fj),(c,g,i)). on peut représenter cette partition sur les données
initiales (figurc 2) en réordonnant simplerncnt les lignes de manière à respecter la
partition. I-cs noyaux obtenus sont indiqués dans la figrgc 3 et le tableau des écarts:
A{ à la valeur idéale dans la figure 4. La valeur du critère est égale à 15, ce qui

fudiqæ que sur lfi) valeun initiales du tableau, 15 ne sont pas égales à la vale'r idéale
repésentê Frle noyau corrcspordant

K D=À 
FI 

Al
K P

k=l j=lo
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o

o
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L2345678910

a  1010100101

b  010 r_011010

c  1000000110

d  1010000100

e  0101111010

f  0100111010

s  0100000101

h  1010110111

i  1001_000001

j  0101001000

fig. I

Tableau initial

1010100101

0101011010

1000000101

fig.3

Les noyaux

Classifrcatbn bdnaire et distance L1 daptative

L2345678910

a  10L0100101

d  10L0000100

h  101011_01_L1

b  0101011_010

e  01011 -11 -0L0

f  010011L010
j  0101001000

c  10000001L0

s  0L00000101

i  100L000001

frg.2

Tableau réordonné

0000110011

000r210010

1r_01000111

frg.4

Tableau des écarts

A
B
c

A
B
c

o

lo

to

Les données initiales sont résumées par K vecteurs binaires très facilement
interprétables. La qualité du résultat" qui est fournie par la valeur du critère à la
convergence, est simple à comprendre puisqu'il représente, nous I'avons vu, le
nombre dc différences entne les vecteurs binaires de départ et les yecterurs binaires
caract&isant leur classe.

On rappcllc mainænant coûrment I'algorithrne MI{DBIN que nous yenons de décrire
peut êtr€ interprété et justifié en temre de modèle pnobabiliste.

2. MODELE ASSOCIE AUX DONNEES BINAIRES

En suivant I'approchc classification rappelée dans le chapitre l, Govaert (19E8) a
proposé le modèle suivant

o
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2.I. LII FORME GENERALE

On considèrc dans ce modèle que les données initiales forment un échantillon de taille
n d'une variable aléatoire à valeurs dans {0,1}n dont la distribution de probabilité f est
toujours définie par les expressions (l.l) et (1.2) ; mais ici p("/Àù est une distribution

de probabilités sur {0,t 1n appartenant à une famille pararnétrée de distributions de
probabilités.

En suivant I'approche "classification", rappelée dans le paragraphe 3, chapitre I pour
identifier le mélange, on s€ rarnène à maximiser le critère de nraiseinblance classifiante
VC(P, L) défini par I'expression (1.3).

On peut alors utiliser le même algorithme que dans le cas des données continues. A
panir d'une partition F en K classes de l'échantillon, on applique successivement les
deux fonctions f et g jusqu'à I'obtention d'une partition stable.

2.2. CnOTx DE LA FAMILLE DE DISTRIBUTIoN

on suppose que, pour chaque composant du mélange, les p variables sont
indépendantes, et que chacune d'entre elles suit une des deux lois de Bernoulli
suivantes:

Jt avec la probabilité l-e et 0 avec la probabilité e
1 -
I avec la probabilité e et 0 avec la probabilité l-e

où e e 10,I, c'est-àdire la loi de Bernoulli de paranÈtre (l-e) et la loi de Bernoulli

de pararÈtre a

I-c critère dc nraisemblance classifianæ s'écrit alon :

VC(P, L, e) = Loe ( tî ,lxj-{t . (r-r)l-l*j-41 I
j= l

VC(P, L, e)= ( I-og* )
Kx

k=l xePl j=l

Donc, pour e fixé appanenanr à 10, *[, *t* est négatif. La maximisarion du

critère VC(P, L, e) est équivalenæ à la minimisation du critère W(P, L) associé à la
méthode MI{DBIN, cç qui montr€ l'équivalence des deux approches.

o 54



!.
l

l.

Classifuuion tiruire et distonce L1 ùptative

Il cst faciledc voirque lavaleure mardmisantle critère VC ,- - e
€, L, e) est i-p , où 

" "rt
la valeurdu critèr€ W(P, L) obtenue à la convergence.

Ce premier mélange (noté Mr) de lois de Bernoulli multivariées dépend du paramètre
e qui mesure l'écart d'une classe à son oentre ct ne dépend ni des variables ni des
classes ce qui, dans certaines situations, peut s'avérer iréaliste ; ce fait est à
rapprocher de celui de.s distarrces adaptatives dans le cas continu, lmsque le choix de la
métrique M est fixé (M = Id. Mais ce choix à tendance à donner des classes
sphériques dc mêræ volume, ce qui limiæ son champ dapplication. On se retrouve
devant un critère simple utilisant une distance non pondérée. Certains auteurs ce sont
attachés à dépasser cene limitation (Chernoff ln0, Friedman et Rudin l96fl,Govaert
1975) en supprimant la contrainte pour la métrique M dêtre frxée tout au long de
I'algaithre tout en r€stant dans le cadre euclidien dc façor à obænir une dissemblance
qui s'adaprc aux données traitées. Ces auteurs ont été obligés de fixer des contraintes
sur la métriquc M ; la solution proposée est l'utilisation de la méthode des Nuées
Uynamlques avcc la distance adaptative dy unique ælle que lU l= I ; en effet, cene
conrainæ est asscz naturelle, néanmoins on pourrait en envisager d'autres.
Dans le cas où les classes ont le mêrc type de dispersion mais possédant des
directions d'allongement inconnues, ils utilisent à chaque itération la métrique

M= llV llæ.W-r où \V = -Ë I (xi - gr)(xi - gk) et g1 est le cenre de gravité de
k=l ieh

la classc P1.

Par ailleurs, le critère de I'algorithæ des distances adaptatives (Govaert lnréhboé
dans un cadre géométrique pour p€nnettre de reconnaître des classes de "formes"
différ'enæs, associe à chaque classe P1 et pour chaque itération la métrique suivanæ
lW. ; t ryWr l  où  lV1= ! ,  (x i -g rXx i -g r ) .

iePl

Ainsi Govacrt (1988) s'appuie toujours sur le modèle précédent pour proposer
d'autnes critères où le paramètre € peut dépendre des variables et des classes. tr
considère deux autres mélanges de Bemoulli (noté reqpectivement M2 et M3) que I'on
proposc détudier:

2.3. Etude du mélange M2

Lc mélange M2consisæ à p'rendre des mélanges de Bernoulli dont le paramèUe e cst
remplacé par un vccteur e formé de p valeurs O dépcndant de chaque variable. Ia
vraiscmblance classifianæ associé à ce rnélange s'écrit :

o

o

o

o

o

o

o

o

o
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VC2(P, L, e) = (3.2)

Maximiser le qitère (3.2) revient à minimiserlbxpression :

Cz(P, L, e) = Ë 2, ds(x, ld - A
k=l xepr

(3.3)

où de est une distance de qpe Ll pondérée par les coefficients I-# qui sont des

quantités positives et A est la quantité n. Ë f-gtf-ul.
j= l

I fonction d'allectation (rccherche des chsscsl

Le second terne A est constant lors de cett€ étapc. Puisqu'on cherrche à manimiser le
critère VCz(P,I-, e), on affectera les points aux"centres" les plus proches au sens

d'une distance Ll pondérée par les valeurs I.o#

o lonction de représentation (rechcrche art 4 et dcs et)

Quelles que soient les valeurs el obtenues, il est facile de voir que les X{, sont

nécessairpment les valeurs majoritaires de chaque classc pour chaque variable. Il ne
resæ plus qu'à déærminer les g . Il faut donc maximiser VCz@, L, e).

VCz(P,L,e1= I X Ë ( G.oe*l l*41 * r,oe(l-e) )
f=t ,.p, ;=t 

- 
l-Si 

- I

= Ë (Gog*lo + nJ-oe(t-e))
j=l l-el

K
où ei = .à à lxi-1j l. O, peur facilement vérifier que la valeur e = 

I ,
k=l rch

correspord à un marimum qui appartient bien à I'intcrvalle IO jt sauf dans le cas tnès

paniculier où ei = 0. ei est le nombre de fois où la valeur majoritairc n'a pas été prise
pour la vuiable j.

I Ë,{ G-oeftl 1.,-{l * r,oe(t-e) }
xePl j=l l-ei

56



)

o
Classifrcation tinaire et distarlcc L 1 daptuive

2.4. Etude du mélsnge M3

Ceue fois les paramèE"t d, vont dépendre à la fois des classes et des variables. Le

critèr€ que lbn cherche à minimiser se nret alon sous la forme :

c

o'

o

G

o

K
C3(P, L, e) = I

k=l xePl
{ ar.{*, xù - ,r. } (3.4)

r4

a

o

)
O

i
I
rJ

o

où dqest une distance de type L1 pondérée par les quantités *t 
4 

gui dépendent

du vecteur ft des { (l<l<n) et A,k est la quantité ËLg(l-d) qui dépend de k.
j=1

ds. (x, ̂ O - 
*Ë, 

r-og(l - d)

o

Cetæ fois le socond terre dépend de k et aura donc une influence. On affectera x à la

classc k qui minimisc laquantité suivantc :

Rnlranottr I

Comme dans le cas du modèle gaussien où, rappelons-le, la différence entre les

distances adaptatives et I'approche modèle proposé par Anne Schroeder (1976)

reposait sur I'cxistencc d'un terme additif, on pourrait s'intéresser à I'annulation de ce

terrc pour obænirun critè,le qui ne dépend que dc ladistance d"

P : P
Sachant$æ: .i- lng(t - 4) = IÆg f[- (1 - dk), si on imposc aux coefficients de la

j=l j=l

distance la contrain" fi (1 - 4) = Ctc, on obtient alon une affectation qui dépend
j= l

uniquement de la distance ùg, et on se netrouve exactenrent dans la situation

habituelle des Nuées Dynamiques. Pour déterminer les nouvelles valeurs des {,, on

procède commc nous I'expliquons cidessous.

Il s'agit dun p'roblèrnc classique d'optimisation sous contrainæ. Iæ I-agrangien de ce
problème s'écrit:

e
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K
Iag= I

k=l y6p, j=l

où p est le multiplicaærn de Lagrange.

La résolution de cette équation est Quivalent€ à la résolution des p.K équations :

*=o  pour  j=1 , . . . ,P  e t  k=1 , . . . ,K .
d e'k

ôLas a  r  -  
14 

i

ffi 
= 

#[ 
r."eT E -n1 log(r-41 t -u (,Û,(r -d.)-cæ)] =e

o1-4D

3n *i , 
*t 

4 
l*-r1 | - r,"etr-d)l -p (,Û ,t - d.l - c,"l

où 4= I l .r-t i l .
re Pr

!E
On obtient d. = 

".* lr.rc 
. Si on applique la oonrainte, on obtient:

n1+p.cte{

,û,t-4) 
=,| , t"*,"-)=cte (3.s)

On peut nemarquer qu'il est impossible de trouver par des méthodes analytiques une
solution à l'équation (3.5). Seules des solutions obtenues par des méthodes
numériques peuvent être proposées. ces dernières sortent du cadre de notre travail.
Nous nous limiterons donc au cas où la fonction d'affectation dépcnd du second

P
terme l- hg(t - {).j = l

o @ign (rechcrclu dcs N* ct des îJ)

Commc dans les situæions précédenæs, quels que soient les valeurs {, l"r meilleurs

d *m, les médianes par classc et par variable. On peut alqs monrer que :

j

d =a-t _nk

o
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où 4 est le nombrc de fois où la valeu majoritaire n'a pas été prise dans la classe k

pour la variable j, et nl le cardinal de la classe Pr. Le paramètre { appartient bien à

I'intervalle 10, fi sauf dans le cas tnès particulier où { = g.

Proposition t 
,4,

I-c système de pondération {Iog r j = 1, ..., p et k = 1, ..., K} correspondant
E

au mélange M3 favorise pour chaque classe, les variables déséquilibrées.

Preuve

Posons nia : le nwrbre de I se trouyant dans la classc Pr pour la variable j.

et rfi : b nombrc de 0 se tnouvant dans la classe P1 pour la variable j.

Sijoestlindiceccrespordantàunevariabledéséquilibréealcs r t{l .ç nio. , 
"t

si j est I'indicc d'une variable quilibrée alors ni.= 4, ( i." proche de + ). Iæs

coeffrcients dc pondération s'écrivent :

. nkd nr{

4t =Loffi et 4=L--
{  

r  v d

j

oomnrc { . .n 'g  e t  n i . -ù  a lors  { .4  d 'où } t t  e t
{

a

a

o

o

o

o

o

a

n.- i ro  ex l {  E n. -Jno^ ,  
> l .Or  

^ r  
> l  d 'où

n* - " i  
' L ' vL  

r *pc r i  
- { ' na - r i  z r ' \ J exp4 >exp4

parconséquent 4 t 4 ( c.q.f.d).

3. PROBLEMES DE DEGENERESCENCE

Nous venons de voirque les coefficiens de pondérations obtenus sont tous exprimés
en fonction de e.l (poru le rnélange Mz) et 4 tpo* le mélange Mg) ; on a rcmarquéo

o
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que certains d'entre-eux ne sont pas définis pour les el nuls où 4 nuls. On peut donc

s'interroger sur la validité des critères vC2(P, L, e) et vC3(p, L, e) dans ce cas de
figure.

a

a

a

o

o

o

o

o

Soit: "=*rT
14 nr{

4=Log1;=6ry€i ek

- n-eJ=rægE (3.7)

(3.8)

i ) Supposons que pour jo, tous les éléments de chaque classe pr ( k = l, ..., K)
pr€nnent la même valeur (0 ou 1), d* { est nul pour tout k ce qui entraîne que

eiO est nul, et par conséquent la pondération cJO n'est plus définie par la forrrule
(3.7).

ii ) supposons que pour jo il cxisæ koe .[], ..., K] tel que tous les éléments de ho
prennent la mêmc valeur (0 ou l). Alors {, ert nul et par conséquent la pondération

oif n'"rt pas définie par la formule (3.8).

Pour éviter ces problèmes de dégénérescence, on propose à chaque fois qu'on se
retrouve dans la situation (i) ou (ii) de garder les anciennes valeurs de qJb ou 4
(c'est-àdire les valeurs qui carcspondent à litération précédente) ; en procédant'ainsi
on fait augnenter les valeurs des critères mais on ne les optimise pas. On peut
rcmaryuer que le fait de prendre ces valeun n'a aucune influence sur la convergence
des criÈre vcz(P, L, a(e), e) et vCs@, L, a(e), e) dont le calcul devient possible.

i ) si ei0= 0 alors eP= 0 er oro non définie

C2(P, L, a(e), e) = Ë (o',.eJ - n.Iog(t-o))
j= l

' 
,à {r.er - n.Log(l-er)}+ {(cn "r0 

- n.rog(t- # rf (3.9)
J*JO

ra

I
lo

quclque soit la valeur que I'on donne à la pondération cro, la deuxième partie de
I'expression (3.9) est oujours nulle, et le calcul du critère est possible.
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i i ) s i {  =Q
o

C3(P, L, cr(e), e) =

a

a

o

o

o

a

o

a

o

o

=I
j*io

alors 4 = O et C3 non définie.

FË=, t 4.E -n.l-oe(r-4)l

{4.4. - n.Iog(r-{,)}+ {(4 4i - n.rog(l- * ,, (3.r0)

quelçe soit la valeur que I'on donne à la pondération ofl, la deuxième partie de

I'expression (3.10) est toujours nulle, le calcul du critère est alors possible.

Nous venons de voir que I'identification d'un mélange de Bernoulli avec le même
paramètre pour toutes les classes et toutes les variables conespond au critère de
classification optrmisé par la méttrode MNDBIN. La généralisation de ce modèle en
considérant différents paramètres p€rmct de proposer un nouvel algorithme utilisant
une distance adaptative que nous appelerons algorithme MNDBIN adaptatif qui
n'est autre que I'ancien algorithmc MNDBIN auquel s'ajoute deux varianæs pour la
distance ; la p'remière consiste à pondérer la distance par des coefficiens dépendants
des variables (mélange M2), la seconde par des coefficients dépendants des variables
et dcs classes (mélange M3), mais à ccue &rnièrc disarrce s'ajotrte le terme :

P :- 
.I. tog(l - {) qui dépend de k.
J=l

Au cours des différ''entes itérations de I'algorithnæ, la distance évolue en s'adaptant
localement à la stnrcture de lbspace dans lequel on travaille jusqu'à la convergerrce en
faisantdéctoître un ærtain critèr€ qui exprime bien ætæ adaptation. L'utilisuion de ce
type de distance améliore la partition et permct par conséquent de mettre I'ancien
algorithme MNDBIN à défaur L'extension de ce modèle pour les données binaires a
permis aussi d'expliquer les bons résultats que nous avions obtenus à I'aide de cet
algorithme stu des données simulées qui suivent à chaque fois une des variantes du
modèle. On p,ropose maintcnant de comparer les résultats obtenus en appliquant
succcssivement les tnois variantes de I'algorithrnc sur des données réelles et des
données simulées ; potu ces dernières on a réalisé un programme de simulation de
domées binaires que nous étudierons en détail dans le paragraphe 5.2.
Pour pouvoir comparer les différenæs partitions obtcnues à I'aide des trois variantes
de I'alguithme MI{DBIN adaptatif sur les mêmc données, nous avons procédé de
deux manières:
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1/Appliquer successivernent les trois variantes de I'algorithrne aux mêmes données en
demandant à chaque fois 20 tirages ; I'algorithme retient donc le meilleur tirage pour
chaqw vriante.

2/ Appliquer les varianæs 2 et 3 de I'algorithrne en les initialisant par le meilleur tirage
obtenu par la variante l. C-eae deuxième méthode est baucoup plus intéressante dans
le sens où outes les varianæs sont initialisées par la même partition.

On s'intéresse par la suite et dans les deux cas aux variations des panitions, des
noyaux, et des coefficiens de pondérations, du critère et de l'écart

4. APPLICATION ET COMPARATSON DES METHODES

4.I. DONNEES REELLES

4.1.1. Description des données

on aappliqué I'algaittrrc MNDBIN adaptatif sur les donnês nommées :
" fnformation and storp choice " traité par Croldstein et Dillon (1978). Il s'agit de
412 irxtividus caractérisés par 4 variables binaires.
Iæs @uenccs obserrrécs sont:

l l l l  :91
lll0:?/l
1100:  15
10fi): E
0000: 23
1101 :38
l0 l1 :  6
l0 l0 :  7
l00 l :  7
0111 :37
0100: 17
00 l l :  l0
f i)10: 9

0001 :40
0 l l0 :  14
0l0 l  :56

a

o

C

o

o

o

o

o

a
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Pour ces donnês réelles, nous avons procédé de trois manières différentes que nous

présentons.

4.1.2. Première stratégie

Iæ premier essai consiste à appliquer d'abord la variante I de I'algorithme MNDBIN

adaptatif en dernandant deux classes et 20 tirages, puis on applique successivenrent les

varianæs 2 a3 en les initialisant par la æilletre partition obænue par la varianæ I ; on

procède ensuite à une comparaison des partitions des variantes 2 et 3 par rapport à la

partition de la variante l. On peut résumer les résultats obtenus par les tableaux de

confusions ci-dessous :

Variantel-Variante2 Varianæl-Varianæ3

P1

F1 20t

P2 68

P2

0
r%

P2

0
136

P1

P"l 242

P"2 y

o

où ( Pr, Pz), (Pr, P'2), (P"1, P"2) sont respectivement les partitions obtenues par

les varianæs l, 2 et 3 ; on p€ut voir dans cet essai que 68 élémens ont été classés

différemrcnt dans la varianrc 2 parrapport à la variante I ; de même 34 éléænts mal

rangés dans la variante 3 (toujours par rapport à la partition de la varianæ 1). Iæs

valeurs des écarts entre le tableau réordonné et le tableau idéal obtenus pour chaque

variantes sont rcspectivement 375,375 et 351 ; on peut r€marquer que les variantes 2

et 3 ont donn& des écara plus faibles ou égaux à celui de la varianæ l.

Lcs résultats #taillés de ce premier essai se trorvent en anrexe 1.

4.1.3. Deuxième stratégie

Cette fois on applique la variante 2 de I'algorithme en demandant 20 tirages. La

varianæ 3 est initialiséc par la meilleure partition de la variante 2. On compare là aussi

la partition de la varianæ 3 et celle de la variante2, on obtient :

Varianrc2 - Variante3

P1

P"l 208

P"2 0

P2

r9
185
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De la même manière que dans I'essai précédent , 19 éléments ont été classés

différemment dans la variante 3 par rapport à la partition de la varianæ 2. Uécan enne

le tableag Éordomé et le tableau idâl éant de 37 5 pour la variante 2 et &' 366 pour la

varianæ 3.I-cs résultas détaillés de oet essai frgrrrent en annexe 2

4.1.4. Troisième stratégie

I-c troisièrnc essai consiste à appliquer la varianæ 3 de I'algo'rithnre en demandant 20

tirages. On a retenu le meilleur tirage possédant un écart de 375 ( voir annexe 3 pour

plus de détails sur cet essai)

Si maintenant on procède à une comparaison entre les rneilleures partitions obtenues

parmi 20 tirages pour chaque variante, on renurque que la variante 2 compte 68

élémnts classés différemrnent par rappqt à la variante 1, que la variante 3 coryte 60

éléments classés ditréremnpnt par rapiporrt à la variane 1 et que la variante 3 coryte 8

élémens classés ditr&emænt par rapport à la varianæ 2; cette coryaraison est moins

intÉressanæ que celle fairc ci-dessus. cela est dû au problème du choix de la panition

initiale qui en gên&al n'est pas le même pour les trois variantes ; l'écart entre le

tablcau Éqdonné et le tableau initial étant le mêæ pour les tnois variantes.

Nous rcmarquons tout de même, sur les quelques applications qui ont étés faiæs sur

des données réelles; que les varianæs deux et trois arrivent toujours à modiFrer la

panition obænue par ta variantc l.l,acomparaisondespartitionsobtenuesdansles

uois approchcs est délicate. Il cst dorrc probable que I'algorithme MNDBIN adapatif

ait ainsi mis cn évidence une structure difficile à découwir. Pour cette raison nous

p'roposons de nous appuyer sur des modèles probabilisæs pour simuler des données

sur lesquelles on à pu approfordir notre comparaison

4.2. DonNgps SIMULEES

Ia simutatiqr des donnês à &é faiæ en utilisant les rcis dèles probabilisæs décris

précédemment, ces derni€,fs tlous ont p€fmis d'écrirc le programme suivant.

4.2.1. Le programme

Ce programme constnrit un tableau de données plus ou moins proches d'un tablcau

idéal structuré en colonne de I et 0. Pour cela il faut fournir le nombrp de classes en

lignes,le nombrrc délémena de chacune des classes,le tableau des valeurs idéales et

I
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enfin la probabilité avec laquelle le tableau ainsi ëfini va s'approcher du tableau idéal.

Nous proposons aussi trois varianæs pour cet algorithæ :

Variante I : La même probabilité de tirage e pqr tout les éléments du tableau.

Varianæ 2 : hobabilité différentÊ pour chaque variable (colonne ) du tableau eJ ;
j = l, ..., P, où p est le nombre de variables.

Varianæ 3 : hobabilité différcnæ pourchaque couple variable*las* t ql pour

k =1,..., Ket j = l, ..., P, où K est le nombrc de classes.

Chaque valeur du tableau est obtenue en faisant un tirage de Bernoulli des deux
nombres0et l aveclesprobabil itéseet (l-e), silavaleuridéaleest l; (1- e)et€si

la valeur idéale est 0 (€ . I0,I ) ; à la fin du prcgramme le tableau est p€rmuté de

manièrc aléatoire en ligne.

4.2.2. Les trois fichiers de données

Lcs paramètnes ayant s€rvi à la simulation dc tnois fichicrs de données que I'on note

par simul l, simul 2 et simul 3 correspondant respectivement aux trois variantes

citées ci-&ssus sc Eouvent en annexe 4.

4.2.3. Résultats obtenus

Pour ces données simulées on procède pratiquement de la mêrc maniùe que pour les

données précédentes (données éelles) mais cene fois le premier essai consiste à

appliquer les trois variantes de I'algorithnre en demandant 20 tirages pour chaque

variante. On comparc ensuiûe ces trois meilleures partitions à la partition de la

simulation. Lc deuxième essai consistc à appliquer les varianæs 2 et 3 de I'algorithme

çn les initialisant à la ræilleure partition obænue parmi 20 tirages de la varianæ 1 et on

comparc torlturs oes trois partitions avæ la partition de la simulation. Lc demier essai

consisæ à appliquer la varianæ 3 de lalgorithæ en I'initialisant à la meilleure partition

obtcnue parmi 20 tirages dc la variante2, on oompar€ aussi ces deux partitions avec la

partition de la simulation, ensuiæ on sélcctionne dans chaque essai la varianrc qui a

fourni la partition qui sc rapp'roche le plus de celle qui à servi à la simulation. Ces

nois essais ont été faits sur les uois qpes de données simulées (Simul l, simul 2 et

simul3 )
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4.2.3.1. Les données simul I

On constaûe que pour les données simul 1, toutes les partitions obtenues par les
différcnæs variantes et dans les trois essais sont toutes les dmes et différent de
deux éléments par rapport à la partition dc la simulation ; il est clair que les variantes 2
et 3 de l'algorithme n'ont pas amélioré cene partition puisque les données ont été
simulées suivant le modèle 1, la variantc I de I'algorithme est censée donner la
partition qui se rapp'roche le plus de la partition simul&.

4.2.3.2. Les données simul 2

Première stratégie

Dans ceûe première stratégie on applique les trois variantes de I'algorithme MNDBIN
adaptatif en demandant 20 tirages , on tetient ensuiæ la rcilleure partition pour chaque
varianæ ensuiæ on Fooède à une comparaison de ces partitions avec la panition ayant
servi à la simulation" on obtieirt :

Var ianæ1: r i l=178

l0 élémcns ont étés classés différemment .

Les éléments lt, 95, 98 de la classe 3 sont dans la classe l.

Les éléments 9, 39, 66 ct 89 de la classe 3 sont dans la classe 2.

Lélércnt 34 de la classc 2 est dans la classc l.

Lélément 70 de la classe I est dans la classe 3.

Lélércnt 7l de la classe 2 est dans la classe 3.

Variante 2: W=399.61

3 élémens ontété classés différernment

Uélémcnt 66 de la classe 3 est dans la classc 2.

Lélément 96 de la classe 3 est dans la classe 1.

L'élément 51 dc la classc I est dans la classe 3.

Varianæ 3: W=4O4.55

4 éléænts classés différemnrcnt.

Lcs éléments l8 et 98 de la classe 3 sont dans la classe l.

L'élérent 66 de la classc 3 est dans la classe 2.

L'élércnt 6 de la classc I est dans la classe 3.

On peu voir ici que la varianæ 2 a donné la partition qui se rapprroctre le plus de celle
qui à s€rvi à la simulatim.
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Deu-ième stratégie

On initialise cette fois<i les variantes 2 et 3 de I'algcithrne à la meillegre partition de la
varianæ I ; on comparc ouirurs les partitions obænues avec celle de la simulation.

Variante 2: W=4(X.15

3 élémens classés diff&emment.
Lélément 66 de la classe 3 est dans la classc 2.
I-es éléments 18 et 98 de la classe 3 sont dans la classe l.

Variante 3 : W=409.m
Dans cette variante on à obtenu la mêre partition que celle de la variante 2. Les
données sont simulées suivant le modèle2,la varianæ 3 n'a pas amélioré cette
partition.

Troisième stratégie

ùt initialise maintcnant la variante 3 dc I'algorirhme à la meilleure panition obtenue
parmi 20 tirages de la varianæ 2.Onobtient :

Varianæ 3: !V=444.9
4 éléments classés différcrnænt.

Conclusion

On peut rcmarquer que la panition qui se rapproche le plus de celle qui à servi à la
simulation est obtenue par la variantc 2 dc I'algorithme. Ceci vient du fait que les
données simulées suivent aussi le modèle 2. On peut voir ici déjà I'avantage que
présenæ I'algorithme MNDBIN adaptatif sur les données simulées. tr permet en effet
de reconnalue la nature des donnécs ( données simulées de type M1, de tlpe M2 ou
en@rc de q'pe M3).

Dans le dernier exerrple qui resæ à énrdier (celui qui curespond au modèle 3) on verra
encore mieux I'amélioration des panitions à panir de la variante I jusqu'à ce qu'on
arrive à la varianæ 3 qui donne la partition la plus prroche de celle de la simulation.

4.2.3.3. Les données simul 3

Première strntégie

On dcmandc Z) tirages pour chaque varianæ et l'on retient la rneilleure panition pour
chacune d'ente elle ; on prrocède ensuiæ à la coryaraison av€c la partition simulê.
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Varianæ I : W=165

8 élémens classés différemnænt.

I-cs élémcnts 9, 38, 39, 6,48,58, 93, 100 de la classe 2 sont dans la classe 3.

Variante 2:1V417.03

6 élémens classés diff&e, ment

Les élérnents 9, 38, 39,46,58 et 93 de la classe 2 sont dans la classe 3

Variante 3: lV=360.47

I seul élément àété rangé différemrcnr

Lélément 94 de la classe 3 est dans la classe 2.

On peut voir là aussi la décroissance du nombre d'éléments classés différemment ce
qui intiqrrc le rapprocheænt des partitions à la partition de la simulation.

@ie

Les vuiantes 2 a3 sont initialisées à la meilleure partition de la varianæ l:

Variante 2: Vr/417.03

On a obtenu la même panition que oelle dc la variante 2 dans I'essai l.

Varianrc3:lY=386.83

4 éléments mal rangés .

Lcs éléments 17, 48, 58, 100 de la classe 2 sont dans la classe 3.

Troisième stretégie

Ia varianæ 3 c.st initialiséc à la mcilleure partition de la varianæ 2.

Varianæ 3 : W=4Ol.l8

On obtient exæteûrent la mêrc panition que oelle de la simulation.

Nous allons généraliser les résultats obtenus sur les rois fichiers de données simul l,

simul 2 et simul 3 sur d'autres données simulées. Pour cela nous avons simulé 20

fichiers de donnécs de chaque varianæ du programme de simulation. Nous avons

ensuiæ appliqué la méttrode MI{DBIN adaptatif en prccédant de la mêre manière que

pour les donnécs simul l, simul 2 ct simul 3.

Les tableaux cidessous résument I'ensemble des résultats obænus. En colonne nous

avons les données Ml, M2, M3 qui suivent respectivement les modèles 1,2 et 3 ; en
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ligne les trois variantes de I'alguithme MNDBIN adaptatif ( Vt, V2, V3 ). I-es valeurs

des tableaux (situés à gauche) indiquent la moyenne des 20 valeurs qui sont pour

chaque fichier le nombre déléments classés différemment par rapport à la partition

ayant servi à la simulation ; les valeurs des tableaux situés à droite indiquent l'écart -

typ,e de ces mê'mes valeurs.

U On dernande 20 tirages pour chaque variante :

2/ I-es varianæs 2 et 3 sont initialisées à la meilleure partition de la varianæ 1 :

Vr
Yz
Vg

Vr
Y2
V3

Yz
Vs

Mr
2.3
3.1
r.9

Mr
2.3
2.5
1.9

M1
2.2
2.2

Ma
t2. l
3.4
4.2

Mz
12.l
3.2
3.2

M2
3.4
3.3

M3
8.9
5.7
l . t

V1

Y2
V3

M1

0.9
t.4

0.9

M2

L.7

1.3

t .7

M3

1.5

t .2
t . l

M3

8.9

5.7
4.0

V1

Y2
Vr

M1

0.9
0.8
0.1

M2

1.9

1.6

1.9

M2
1.3

1.0

M3

1.5

1.5

r.9

M3

t .2
0.3

3/ I-a varianæ 3 est initialisée à la meilleure partition de la variante 2:

Mr
5.7
o.2

Yz
V3

M1

0.E
0.6

o
t

i'

io

5. CONCLUSION

On remarque que sur les deux types des données utilisées, I'algorithme MNDBIN

adaptatif modifie plus ou moins la panition obtenue par la variante I de lalgorithme

(ancien MNDBIN), les valeurs des différents coeffrcients de pondérations sont

raisonnables pour les deux cas de pondérations ( variable, variable-classe ), I en

revanche l'algorithme MNDBIN adaptatif présente un grand ayantage pour les

données simulées, car chaque varianæ dc I'algotithæ perm€t de donner la partition la

plus p,roche de celle qui a servi à la simulation du tableau de données suivant le modèle

de la variante en question. Sur plusieurs essais qui ont été faits sur des données

simulées, on a constaté ce qui suir

o
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En appliquant les tnois variantes de I'algorithme sur des données simulées suivant le

rnodèle l, les trois partitions sont en général identiques ; sur des données simulées

suivant le dèle 2, la variante 2 nous donne le tirage le plus proche de celui qui à

servi à la simulation ; par contre sur les donnécs simulées suivant le modèle 3 , la

varianæ I fournit une certaine partition,la varianæ 2l'adliore et la variante 3 nous

donne la partition qui s€ rapproche le plus de cclle qui a servi à la simulation.

Lalgorithme MNDBIN adaptatif p€rmet donc daméliorer les résultats obtenus par

I'ancien MNDBIN ( varianæ I de lalgorithme MNDBIN adaptatif ) dans lequel on ne

tient pas cqnpte des pondérations, c'est à dire qu'on donne à outes les variables et les

variables-class€s le mêrne poids, ce qui statistiquement peut êre w comnre un défaut
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CHAPITRE 4

CLASSIFICATION CROISEE ET MELANGES

INTRODUCTION

Jusqu'à présent les liens qui exisænt €ntr€ les dthodes de classifrcation automatique
et les modèles de statistiques inférentielles ont surtout été étudiés lorsque les données
mettent en jeu un seul ensemble (Scott et S)'mons 1971, Schroeder L974, Celeux
1988, Govaert 1988). Nous proposons ici de le faire lorsque les données rn€ttent en
jeu deux ensembles. Nous éodierons alors les liens qui existent ente les méthodes de
classification croisée et les modèles de statistiques inférentielles en
proposant une m,éthode de reconnaissance des composants d'un mélange dans le cas
de la classification croisée.

Nous rappelons dans le premier paragraphe, lc principe général de la classilication

croisée et l'un des algorithmes qui lui est associé (Govaert 1983). Dans le second
paragraphe nous introduisons la notion de dlange "croisé" et nous posons le
problème de ces mélanges. Nous essayons dans le paragraphe trois de résoudre ce
problème par I'approche classification, nous remarquons alon que la résolution de ce
p'roblème correspond exacteûrent à un problème de classification croisée. Nous nous

intéressons dans le paragraphe quatre à la transformation d'un problème de mélange

"c-roi$é" en un problème de mélange simple ; nous rernarquons que ce passage

corrcspond exactsnent à cclui qui perrct de transfamer un problèrc de classification

croisée en un p'roblème dc classification simplc qui a été étudié par Govaert (1983).

Cetæ analogie enrc ces deux transfcmations s'eryrime par le fait que la connaissance

d'une partition dc I'un des deux enscmbles, pou le problème de la classification

correspond à la connaissanee dc tout les composants de I'un des deux échantillons
pour le problèmc dcs mélanges.

Nous terrrinons ce chapitre par une application des résultats obtenus dans le
paragraphe quatne sur deux t)?es de fonctions de densités. Nous ûxlntrons alors que

losque le nombre de conposants du mélange dun échantillon coincide avec la taille
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de l'échantillon, on retrouve exacteûrent le modèle de la classification simple (Celeux

1988 et Govaert 1988).

I. LA CLASSIFICATION CROISEE

1.I. RIppELS ET NOTATIONS

Les données sont toujours fournies sous la forre d'un tableau rectangulaire X de

dimension (n, p) où n est le nombre d'individus et p est le nombre de variables

décrivant les n irdividus.

Les deux ensembles I et J sont respectivement I'ensemble des individus et

l'ensemble des variables,la valeur { r" trootant à I'intersection de la ligne i avec la

colonne j repnésente lia valeur prise par I'individu i pour la variable j.

Soient:
- I, un sous cnsemble fini & Rp, contenant n élémcns.
- J, un sous enscmble fini de Rr, @ntenant p éléments.
- P1, I'ensemble des partitions de I en K classes, les éléments de Pt senont appelés

K-partitions et notés P = (Pr, ..., Pd.
- Ç!-,I'cnsemble des panitions de J en M classes, les élémenæ de Qn scront

appelés M-partitions et notés Q = (Q1,..., QY).
- L, Iensemble des noyaux, ces noyaux scront associés aux partitions des deux

ensemblesletJ ; L = {( Xf), r= 1,..., K et m = 1,..., M)}.

I.2. LE PRINCIPE DE LA CLASSIFICATION CROISEE

La position générale du problèrc de la classificæion soisée consiste à suMiviser la

population des individus et la population des variables en un petit nombre de groupes

ou classes homgènes dans un certain sens. Nous ne ferons pas de distinction entre

les objes et les variables à classer en raison de I'identité de la position des problèmes

et de la prirrcipale méthode déude ; le problème à résodre en classification croisée est

alors le suivant : essayerde trouver unc partition P de I'cnsemble I des individus en K

classes et une panition Q de l'ensemble J en M classes, tels qu'on réordonnant les

lignes et lcs colonncs suivant les deu partitions, on obtient des classes homogènes.

La rpcherche dc ce mcilleur couple de partitions (P, Q) correspond à I'optimisation

d'un certain critèrc noté \il(PxQ, L).

Lcsque le tableau envisagé est un tablcau de contingcnce, un tableau de variables

qualitatives ou encore un tableau de variables quantitatives, la méthode de

classification croisée repose sur la notion de mesure d'information associée à un
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tableau. Cene nresure peut être le Khi2 de contingence, dans le cas de tableau de
contingence, ou I'inertie, dans le cas de données quantitatives ; la méthode fournit un
tableau résumant le tableau initial et maximisant cetæ mesure d'information. Elle
procède de façon itérative en recherchrtt, à chaque é,up", une classification sur
I'ensemble I ou I'ensemble J. Dans les deux cas l'algorittrme intermédiaire est alors le
rnême et il maximise, à chaque fois, la resure dinfamation.

1.3. L'IT,GoRITHME

Plusieurs algorithmes de classification croisée existent, on a rctenu I'algorithme
suivant développé par Govaert (19E3) ; celui-ci utilise deux algorithmes voisins I'un
de I'autre et tout deux basés sur le pnncipe des NrÉes Dynamiques.
Cet algorithme se déroule en trois étapes :

(0) Partition initiale P0 et Qto (quelconque).

n=0
(l) On associe le rrcyau Lnminimisant W(PtxQp, Ln).
(2) QP et Ln fixés, F+l est lapartition minimisanr W(F+lxQp, Ln;
(3) pt+t et Ln fixés, QP*l es la partition minimisant Vtr(F+taqn+1, Ln)

si F = pn+l et QP = Qln+l alors fin.

sinon n = n+l et aller en l.

Iæ principe général de cet algorithme est le suivant : a partir d'une partition initiale
(P"xQo) cn K.M classes, on construit une suite de partitions en appliquant
successiveænt les trois fonctions suivantcs :

I-a lonction dc représentation g :

Cetæ fonction perrct de déærminer les K.M noyaux minimisapt le critère
W(P,(Q), g(b(O).

g (Pr (Q=L= t ( f { ) ,  k=  1 , . - ,  K  e t  m= 1 , . . . ,M) } .

La lonction d'affectation I

Cene fonction permet de détermin€r, à Q et L fixés unc partition P de l'ensemble I
améliorant le critère W(f(Pr(Q), L), en affectant chaque individu ieI à la classe Pl du
noyau de laqwlle il est le plus proche.
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I-a lonction d'allectation h

Cetæ fonction perm€t de déærminer, à P et L fixés, une partition Q de I'ensemble J
amélicant le critàe W(h(kQ), L), en affectant chaque individu jeJ à la classe Qn du
noyau de laquelle il est le plus proche.

La définition de ces trois fonctions entraîne que la suite W(pnxer, Ln) est
décroissante ; on retrouve les propriétés habituelles de convergence des Nuées
Dynamiques. Nous développons cet algorithme dans les chapitres cinq et six où son
application est faite sur deux tableaux bien particuliers. On verra alors mieux le rôle
des trois fonctions g de représentation, f et h d'affectations.

2. MODELE DE MELANGE "CROISE"

2.I. Exnrrpln ILLUSTRATIF

Nous désignons par P = (pr, ..., Ê,)un ensemble de n pnrduits que peut fabriquer un
système, lequel cst composé dun enscmble M = (mr, ..., mplde p machines ; nous
supposotls que les échantillons P et M sont tous les deux formés respectivement de
R et S sotrs4chantillons (appelés respectivement famille de produis et de machines).
Soit h une fonction perrnenant d associer à chaque couple (pi, mj) e Px M une valeur
h (p;, m;) qui mesure la "l€ssemblance" entre les deux objes pi et m; . Par exeryle si
h (p, m;)e R, h (Pu q) peut indiquer le nombre d'heures passé par la machine m1
pour la fabrication du produit p;. Si maintenant h (p;, m;)e {0, l}, la fonction h peut
associer au couple (pi, mj) la valeur I si le produit p est fabriqué par la machine mi, la
valeur 0 sinon.

La fonction h est définie sur I'enscmble Px M qui est le produit cartésien des deux
ensembles P et M. On remarquc que l'ensemble Px M cst lui aussi formé de R.S
souséchantillons (appelés famille de produis-machines).

Supposons maintenant qu'un produit pi soit issu d'une certaine famille r (noté Cpr),
de même, on suppose connu la famille s à laquelle la machine ml est issue (on note
cette famille par CMs), la fonction h définie précédemmcnt suir alon la densité de
probabilité fG/f) où \'est le paramètne caractérisant la densité de probabilité de la

(r.s;èmc famille du mélange auquel le couple (pi, mj) appanient. Lc modèle
correspondant à c€t exeinple s'écrit alors :

o

o

R S
T
r l  s=lo

o

f(h) =
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f(h / ff) : repésenrc la densié de la (r.s)h" famille du mélange.

f(h) : rep,résenæ la loi de probabilité résulanæ.
pi : probabiliÉ d appanenance à priori à chacune des familles.

Si on rcprend l'exemple précédent où h (g, m;)e R, f(h / {) peut représenær la densité

d'une loi gaussienne unidimensionnelle, le pararnètre Xf s'écrit :

4=( d'oit

où d : espérance du coryosant (r. s)

{: l'écart-type du composant (r.s).

.  (h -F : )

r(h/4 )=(21)-12.({yr.exp -l 
h-1,

Iæ modèle (4.1) s'écrit alas:

(r,)=ïào:.(2ævirrz.e*p{ 
#l 

<+.2>

Il s'agit de résoudre un problèrc classique d'estimation des paradtres. Nous avons

retenu la méthode d'estimation du maximum dc rnaisemblance qui permet d'estimer

les nombres R et S de composants du mélange et des paramèt€s inconnus
( C = ( C, 04, q) ) lr= 1,...,R et s= 1,...,S) au w de l 'échantil lon PxM.

Après résolution du pnoblème on obtient:

" lp'= 
"* o,.l"r, ,,1.1r*' 

-.,,

v. '=:+ L I  G(pi,mi)-dP-r rr.9r piJcp, ,;&n, "'-

n'= *ff

lrf est la moyenne de la disribution f(h/{ ), ort représcnte sa variance.

pf = reprÉsenæ la probabilité dapparition du cmposant r.s dans le mélange.
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nr : représente le nombre de produits constituant la famille Cltflr.

ns : r€prés€nte le nombre de machines constituant la famille Cnils.

2.2. Iù.I',ODELE GENERAL

L'exemple que nous venons dc voir peut nous conduire à considérer que les tableaux
de données habituels (contingence, binaire, qualitatif, quantitatif) qui sont tous décrits
par deux ensembles que I'on note par I et J peuvent êtne replacés dans le même cadre
que celui défini pour I'exemple, c'est-àdire que I'on peut toujours définir une variable
alâoire Z qw penn€t d'associer à chaque couple (i, j)e Ix.I la valeur se trouvant à

I'intersection de la ligne i avec la colonne j.

Dans la suiæ de ce travail, on suppose que I'ensemble I constitue un échantillon de
taille n d'une population f,1, de même on suppose que I'ensemble J constitue un
échantillon de taille p d'une population (l'. Soit T = Ix.I le produit cartésien des deux
ensembles I et J ; I'ensemble T peut être considéré conurrc un échantillon de taille
(n, p) d'une population Çlx(l'.

2.2.I. IonrrrrNCATION DIUN MELANGE 'cRoIsE''

Le tableau de données de dépan de dimension (n, p) est considéré comme un
échantillon T = Ix.I dc taille (n, p) d'une variable aléatoire à valeur dans R dont la loi
de probabilité adrct la forrction de densité :

f(x) = (x / rf) (4.3)

Vxe R Vk=1 , . . . ,K  e t  m=1, . . . ,M 0Sp[< l  e t

Uespace probabilisé sru lequel la variable aléaoire Z est définie, est de la forme
(IxJ, P(IxJ), p), la probabilité p définie sur I'espace probabilisé P(IxJ) est
détenninéeparladonnêdesnombrer {f } pour k= 1,.-,K et m= 1,...,M.

La formule (4.3) décrit le modèlc d'un mélange de tlpe donné f(., Xi) qui est une

fonction de densité sur R appartenant à une famille paramétrée de forrctions de densité
dépendant du pararnètne 1,, et f est laprobabilitédapparitiondel'observation

f(., Ii) dans le mélange.

o

o

o

o

K M

À ^":, f

o

o

)
I

l.

l.

K M

À 
",:,Ë 

= t'

lo

o
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2.2.2. Pnonlnun a RESoUDRE

Problème 7

Iæ problème consiste à estirner les nombres K et M de composants dumélange et les
paranùtres inconnus ( {= ( t, Li ) ; k= 1,...,K et m = 1,...,M ) au vu dc

l'échantillonT = Ixf.

Il s'agit d'un problème d'estimation de paramères. Nous ne traitons pas par I'approche

"cstimation" du problème, nous nous concentrerons sur I'approche "classification" pour

I'identification d'un mélange "crcisé".

3. APPROCHE CLASSIFICATION

Dans oetæ approche on remplace le problème I destfunation par le problèrc 2 suivant :

Problème 2

Reclurclærunc pttition PxQ= { P*U k=I,...,K et m=I,...,M} ,Ket M étant
snpposés cotunts, telle qu chaquc classe P*U soit assimilable àun sous-échnttillon
qui suit we loif(., X{ ).

En suivant'lbpproche modèle propo$ée par Sclroeder (1974) et la repr€sentation de

Celeux (1988) qui transforme le problème d'optimisation de critère de
vraisemblence en un problème d'optimisation de critère de vraisemblance

classifian_t9, on se ramène également, dans lc cas de mélange "croisé", à la

naximisation du critère de vraisemblarrce classifiantc suivant :

VC(PXQ, L) Log L(P1x@, f[ ) (4.4)

où L est le r.u-uple ( ti , k=1, ..., K et m=1, ..., trl ) et L@1xQm, l,f ) la

nraisemblance du sous{chantillon PrxQP qui suit la loi f(., lf ).

On peut alqs écrirc :

L( PrxS,Àf ) =

K M
=E

k=l m=l

n f(x/
rePlxQm

lo
)

)

lo

I
I
to

I
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Enfin le critèrc de vraisemblance classifiante s'écrit :

VC(PxQ, L) = I Loe f(4/Xf )
je@

(4.6)

On peut remarquer que la résolution du problème (4.6) correspond exactement à la

résolution dun pnoblème de classification croisée (Govaert 1983) rappelé au début de ce

chapitre. Nous proposons dutiliser le même algorithme que celui défrni pour la

classification croisée et rappelé dans le paragraphe 1.3. Cet algorithme, que nous allons

reprendrc pour I'adapter à notre problème, utilise deux algorithmes voisins I'un de
I'autne, et tout deux basés sur le principe des Nuées Dynamiques.

3.I. ALGOR,ITHME

I-e prfuripe de cet algorithme cst le suivant

En partant dc deu nmbres K et M et d'une partitbn initiale ( Pr(O" en K.M classes,

I'alguithmc constmit une suiæ dc partitions jusqu'à l'obæntion d'une partition stable

en appliquant sucæssiverpnt les rois forctions suivantes.

Unc fonctlon dc regrésentation g définie commc sait :

Cette fonction p€nnct de déterminer les K.M noyaux minimisant le cdtère VC@xQ,
g(PlcO). On peut facilercnt voir que ses noyaux sont les estimateurs du maximum de
vraiscmblance des paramètres associés aux sous échantillons [ft.x$] ; k=1,..., K et
m=1, .-, M ).
g(PnQ)=g((hx@) ; k=1...,K et m=1,...,M ){ Ë ; *=1,..., K et m=1, -.,M ) =L.

Une fonction d'qllectation I définic comme suit :

Cette fonction p€rm€t de déærminer, à Q et L fixés, une partition P de l'échantillon I

am,éliorant le critèr€ VC(PI(Q, L). Iæ critère (4.Q s'écrit alms :

VC(Pr(Q, L) Log F(xiÂr) (4.7)

K M
I

k=l m=l iePl

l '
)
I

I

lo

t
l .

K=E T
k=l iepg

où F(x/tr&) = n f(xj,Ii ))
jeQ-

On retouve ainsi la forrc du critère de vraiscmblance classifiante dans le cas de ta

classification simple. Les éléæns dc chaque classe ft seront définis conrnre suit : \,,

Pr={ieI /F(xi/l,ù à F(xi/lr) avec k<k'en cas dégalité }

fir
m=l

(4.E)
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Ilne fonction d'afiectation h définie commc suit :

Cette fonction permet de déterminer, àP et L fixés, une partition Q de l'échantillon J

améliorant le critère VC(Pr(Q, L). D€ façon symétrique, le critèr€ de waisemblance

classifianæ s'écrit:o

o

o

o

o

o

o

o

VC(PxQ' L) =

K .
où F(xrâp) = ii ( n f(xi , ri ))

k=l ie p1

M

m=l çqm
F(xiÂm) (4.e)

(4.10)

lo
t

;

lo

Lcs élércnts de la partition Q de l'échantillon J seront déærminés comnæ suit :
qm ={jeJ / F(xr ̂ mPF(xr /lm') av€c m<m' en cali d'égalité}.

On peut rnonær que sous certaines hlpothèses, cet algorithme est conyergent. On

obtient à la convergence une panition hrQ et une esnmation des paramètnes ff. rct

prcportions f Au mélange sont fournies par les fréquences des classes hx@.

Nous proposons maintenant dc développer sur l'échantillon T = fx.f, I'approche

mélange simple et de voir sous quelles conditions cette approche et lapproche

mélange "s"oisé" aoincidcnt

3.2. POSTTION INTERMEDIAIRE

Nous supposons toujours que l'échantillon T = Ix.f est le produit cartésien des deux

enscmbles I et J de tailles rcspcctives n et p. Léchantillon T de taille (n, p) provient

d'une variable aléatoire à valeurs dans R, dont la loi de probabilité admet cene fois-ci

la forrction de densité suivante :
N

f(x)= I p"f(xÂ,.)
n=l

N
avcc V n = l,N poe J0,1[ et I pr, = 1

- n=l

où f(.4) appartient à une famille de fonctions de densité dépendant du paramètre l"

élément de R, et h est la probabilité qu'un point de l'échantillon suive la loi f(./îr).

On appellcra ces Êr les propctions du mélange.

Problèmc I'

t0
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Iz problèrne Wsé est I'esrtmation du nombre N de composants dtt rnélange et dcs
paramètres inconnus {p* Lrl n = I, N} auvu de l'éclnntillon.

Dans I'approche classification (Scon et Symons 1971, Schroeder 1974), on remplace

le problèmc 1'd'estimation par le problème 2' suivant :

Problème 2'

Reclerclur une partition R = (Rt,...,Rrr), N étant supposé conrut, telle quc choquc
classe Ro soit assimilable à un sow-éclantillon qui suit une loi fl., A).

tr s'agit alors de maximis€r le critère de vraisemblance classifiante :

N

YC(R, l - )=I l -oeL(&4,)
n=l

où L est le N-uplet (Ir,...,lx) et UR", L) est la vraisemblarrce du sous-échantillon

R,, suivant la loi f(.f[-): L(Ro, Xr) = f[ f1Vlr).
x€&

Pour maximis€r cc critère, on utilise I'algorithme de tlpc Nuées Dynamiques qui

constnrit à partir d'unc partition Rocn N classes une suite de panitions en appliquant

les fonctions f et g décrites aux paragraphes 2.2.2 et 2.2.3. du chapitre 1. Nous

rcmarquons qu'cn utilisant cet algorithæ, on obtient une partition R de l'échantillon

T = IxJ en N classcs, cette partition ne correspond à aucune panition sur l'ensemble
I ni sur I'ensembleJ. Ce problème ne correspond pas à un problère de classification

croisée, là est la différencc entrre le modèle de mélange "croisé" proposé dans le
paragraphe 2 etle modèle de mélange simple que I'on vient de développer. Ces deux

modèles sont définis sur le même ensemble T formé de couples d'élémens. La

différ,encp esscntielle entre ces deux appnoches vicnt du fait que si I'on a une partition

P de I'ensemble I et une partition Q de lensemble J, on à automatiquement une
panitiolt htQ de I'enscmble T = IxJr mais la réciproque n'est pas rraic. Pour cene

d€rniù€ raison on est arnetÉ à poscr une condition sur la recherche de la partition R en
N classes posé dans le problème t. Cetæ condition s'exprime par la recherche

sépaéc de deux panitions P et Q correspondant respoctivement aux deux ensembles

de dépan I et J en K et M classes.

On peut alors écrire R = PttQ et N = ICM. I-c problème ? est donc remplacé par le
p'roblèmc 2. Ainsi nous nous retrouvons dans le cas de l'identification d'un mélange
"croisé", et nous pouvons utiliser le même algorithrne que celui développé dans le
paragraphe 3.1.

[t

lo

o

o
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Nous venons de voir, comment la méttrode de classification croisée (Govaert 1983),

p€ut être vu cornme une solution à un problème d'estimation de paramètres d'un

modèle de mélange "croisé". Ce problème est à rapprocherde celui de la méthode des

Nuées Dynamique @iday L972) qui a été ut'rlisée par Schroeder Onq pour propos€r

une solution à un problème d'estimation de paramètres d'un modèle de mélange

simple. Mais il serait intéressant dans la suirc de ce travail détablir s'il y en des liens

ent€ le problèrc de mélange "sroisé" et le problème de mélange simple ; nous savoûls

que Govaert (1983), s'est intércssé aux rapports qui existent entre les méthodes de

classification croisée et les méthodes de classification simple, il a remarqué que la

comparaison des partitions obtenues par ces deux tlpes de méthodes était nès délicaæ.

Néanmoins I'algorithme qu'il a proposé lui permettait de passer d'un problème de

classification croisée à un problème de classification simple. Nous allons essayer de

suivre le mêrnc chemin que celui de Govaert (1983), pour transform€r le p'roblèrc de

mélange "croisé" en un problèrne de mélange simple. Nous verrrons alors cotûIrent

s'interprètc le passage d'un problèmc dc classification croisée à un problème de

classification sinrplc en temrs de modèle pobabilisæ.

4. TRANSFORMATION DU MODELE DE MELANGE "CROISE" EN

I,JN MODELE DE MELANGE SIMPLE

Pour éviter d'intnoduirc de nouvelles nourtions pour indiquer les composants du

mélange IxJ, qui risquerait de rendre diffrcilc la cmpéhension de cc paragraphe,

nous avons tcnu de garder la notation [PrxQ-] pour indiquer le composant du

mélange ayant porn forrction de densité la loi f(. / lfl. Rappelons que oetæ notation à

été utiliséc dans lc paragraphe tnois pour désigner une classe. Dans ce paragraphe,

l'écriture (PrxQn)indique plutôt le composant k m du mélange IxJ. De nÉme Ppet

Qp irdiquent respective,nent les colryocants k du rnélange I et m du mélange J.

Rappelons rapidcmcnt le dèle associé à un nÉlange "ctoisé",2 étant une variable

alâtoire définic sur le produit cartésien I x J, dont la loi de probabilité f admet la

fonction de dcnsité suivanæ:

f(x) = pf t.ltt

l'

lo

l

o

K M

k=l m=l

-i#,r

o

ou encore V (i, j) e Ix.I

f( z(i,j)) =

82
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La valeur Z(i, j) ne peut provenir que de I'un des K.M composants suivants

[PtxS) pour k =1, ..., K et m =1,..., M ; les p[ sont les proportions du mélange :

^m - llk'Q
Pi;'=Ë=P (Prx@).

nk : r€présente le nombre d'élérents i e I constiûant le composant P1.
qn : rcpésenæ le nqnbre déléments j eJ constituant le composant Qn

i ) Supposons que I'on connaisse le composant Qm(i) auquel un élément je J
appartient, que devient alors le modèle donné par la fcmule (4.1l) ?

Dans ce cas la valeur z(i, j) sachant eue j e @o ne peut provenir que de I'un des K
composants suivants (PrxQfOt lFl,... r . I-e modèle (4.11) s'écrit alors :

K
f (z ( i , j ) /QPO)= I

k=l
fo' rt zl,il/Uo) @.n)

p1 f( z(i, j)/ryo) V j = l, ..., p.

o ii ) On suppose mainænant que I'on connait tout l'échantillon J de O'de taille p.I-e
composant dont chaque élément je J cst issu est connu. Notons par @() ss
composanL On peut définir une variable aléatoire ( de dimension p ælle que :

Ç: IâRr

i  +  t ( i )=  (ç , t { i ) , . . . ,ËP( i ) )  =  ( t t ,  .  .  . ,  x f )  =x i

On peut alors écrire ( q,t{i), . . . , qp(i)) = (Z(i, L),2(i,2), ..., Z(i, p)).

K
Comc f( z(i, j) / QPO ) = X

k=l

o

io
L

I

I
io

I
o

alors f(xilQ) = f((Z(i, l), ..., Z(i,p))/Qn(l), ..., QPO))

K
= .t pk((z(i, t),..., z(i,p))/(t l(t), ..., I i(p))

k=l

K

k=l

o E3
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En suppose qu'à I'intérieur de chaque classe, les p variables aléatoire, ( Et, ..., 6P)
sont mutuellement indépendanæs. On peut éqire :

f(xi / (xu Q)) =fi ( 4l rfol
j=l

(4.r4)

(4.1s)

(4.r6)

)

)

ù

)

t

t

D

D

t

D

on considèrc deux cas :

Premicr cas

Tout les composants auxquels les éléments j de l'échantillon J appartiennent sont

distirrcts, dans ce cas,le nombre de conrposants du mélange J coincide avec la taille

dc féchantillon. On obtient:

Ë0 * x[a)

on peut alors écrirc , L*' = d

I-a formule (4.13) s'écrit : f(x) =

v j * j'

v j=1, . - . ,P

K
I pt f(xiÂt)

k=l

et la formule (4.14) devient :

Deuxième cas

Passons mainrcnant au cas le plus général où I'oo suppgsc que plusicurs éléments de

l'échantillon J peuvent provenir d'un même composant ; soit M le nombre de

composans dans lesquels sont répartis tout les éléments de léchantillon J. On

suppose toujours connu le composant auquel appartient chaque élément j de

f&hantillon J qrc I'on notc pr Q-(i) .

Posons tfti '=?*f Vje Qmo=Qg

si on remplace rnainænant dans I'expression (4.13) on obtient :

f(xi/rd= fi. r< 4 l4t
j=1

M
f(xi/(xr,Q))= i|. n (4/Xf)

m=l 
çqm

84
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Remarque :

Que l'on soit dans le premier ou le deuxième cas, on se retrouve toujorus avec une

expression du modèle qui correspond à celle dun mélange simple (4.13) et (4.15).

Pour approfondir létude que I'on vient de faire, on se propose de l'appliquer à deux

tlpes de forrctions de densités.

5. APPLTCATTONS PRATIQUES

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de voir ce que deviennent les expressions

données par les formules (4.16) et (4.17) en I'appliquant à deux types de familles de

fonctions de densité ; on suppose dans tout ce paragraphe qu'on se trouve dans la

situation (ii ).

5.I. LOIS GAUSSIENNES UNIDIMENSIONNELLES

o

o

Premicr cas F(x / lrù =

F(x/ lù =

P
II
j= l

p

n
j= l

f( xt / fl)

(2ævi'fn.

avec 4 = (lri, vL )

(xj - p{)z

exp[--zr, 'r1

-(*-pd.vrr.(x-pd
F (x / Xr ) = Qù'PIz. lV.l-rn. exp I

I1= (p1, Vf

p1: espérance du composant nurnéro k

V1: matrioe de vuiarpe du cmposant num&o k.

F (x / lr ) rcprésente donc la densité d'une loi gaussienne multidimcnsionnelle. On

r€trouye ainsi le modèle de mélange gaussien proposé par Celeux (1988) pour la

classification siryle de tablearx décrits par des données quantitatives.

Deurièmc cas f (x / ld= n f(xr / x[)
J€QP

M
n

m=l

= fi. n (2æ v[ rrz. e*p [ -
_=, jaq_

(xj - pflz
_l
2.vi '
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F(x / It) représente aussi la densité d'une loi gaussienne multidimensionnelle. Par

analogie au premier cas, on peut déduire que ce modèle correspond lui aussi à la

classificatiqn simFle de données quantitatives, dont les éléments j e J sont répartis en

M classes.

5.2. LOIS DE BERNOULLI

La famille analysé'e est définie par :

p(x/ t ) -  , lx - l ;  .  ( t -sy l - l * - r l

où  ee lO, i t ;  xe{0 ,  l }  e t  Ie [0 ,1 ] .

p(x / l) désigne la distribution d'une loi de Bernoulli de paramètre ( 1-e) ou de
paramèrce.

Premier cas

P(x/ l t )=

p(x / Xd rcprésenrc alors le produit de p lois de Bernoulli. Ce modèle correspond

exacteûEnt à celui proposé par Govaert (1988) pour la classification simple de tableaux

binaires (cf. chapiue uois).

Deaxîèmc cas

p(x/xd= fi g p(xrlrfy= fi trlx^-q'"'1'[' . (r-.)*-lxm-q-'l'fl1.
m=l

J€ aT 
- tn=l

Il est facile de vérifier que la disribution p(x / &) ainsi uouvée correspond au modèle

de mélange sirnple assæié à la classification croisée de données binaires en supposant

connu et fixe lapartition Q en colonncs de I'ensemble J (cf chapiue cinq).

Conclusion

Létude pratique que I'on vient dc fairc nous conduit à conclure que lorsqu'on se

remuvc dans le pre,mier cas, on retrouve cxactqnent le nêmc modèlc que celui qui a

été proposé pour la classification simple (Celeux (1988) et Govaert (19EE)). Si

mainænant on se trouve dans le deuxièmc cas, on npntre que le modèle de mélange

p( xr T ti) = 
É, 1, 

l*r-41 
. (r-r)l-1il-41).Pn

j= l

)o
)

I
)
)

lo
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tnouvé conespond aux rÉthodes de classifications croisées en supposant fixe et @nnu

une partition.

Ainsi, la connaissance d'une partition d'un ensemble s'inærprète en tennes de modèle
parla connaissance des composants d un échantillon, et nous venons de montrer par

les deux applications faiæs ci-dessus que le lien qui existe entre les méthodes de
classification simple et les modèles de mélanges simples est le même que celui qui

exisæ entre les méthodes de classification croisée en supposant connu une partition et
les modèles de mélanges croisés en supposant connu les composants d'un échantillon.
(voir figure ci-dessous).

fication croiséeMélange croisé

lassification simpleMélange simple

È
ir(È
!
Ê
I

B.
:t

I
È
È
È(È

3
È È
S È
i8
13rËs
k r t
x l l
: t Ë
È Ê
8.8
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CHAPITRE 5

CLASSIFICATION CROISEE ET MODELES
SUR DONNEES BINAIRES

INTRODUCTION

Suivant la nature des données, Govaert (19E3) a proposé plusieurs méthodes de
classification croisées, ælle la méthode CROKD destinée à la classification crroisée de
tableaux de contingence optimisant le critère du Khi2, la dthode CROBIN pour les

tableaux binaires, la méthode CROEUC pour les tableaux de mesures, enfin la
méthode CROMLJL pour la classification croisée d'un questionnaire qui peut être
considéré cqûne un tableau de contingence multiple.

Nous avons monré dans le chapitre précédent que souvent il existe un lien éuoit entre
les méthodes de classification croisée et les modèles de mélange "croisé". Nous
proposons dans ce chapitre d'étudier ces liens dans le cas des tableaux binaires. Dans

tout ce chapitre, I'ensemble I et I'ensemble J décrivant le tableau de données binaires

seront considérés et traités de manière identique. Dans le cas où un seul des ensembles
pcut être considéré comme un ensemble où on a des variables binaires, on poura

oujours appliqucr les résultats du chapitre précédent, car ces variables binaires sont

toules de même nature (variables qualitatives à deux modalités) et peuvent donc être

considérées coûune un ensemble d'individus.

Dans le prcmier paragraphe, nous décrivons la méthode CR.OBIN (Govaert 1983) qui

ost un€ méttrode de classification croisée de données binair€s a I'algorittrme qui lui est

associé. Dans lc second paragraphe, nous nrontrons comment la méthode précédente

peut être inærpétée comme I'apprcche classification associée à un mélange de

distribution de Bernoulli avec le mêrc paramètrre pour toutes les classes; ce modèle

correspond au critère de classification croisée binaire utilisant la distance L1 et des

noyaux binaires. Nous étudierons dans le paragraphe rois une extension de ce modèle

o

o
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au cas où le paramètre varie suivant les classes en ligne,les classes en colonne, puis

suivant les classes en lignes et en colonne : c'est le cas le plus général . En outre, en
nous appuyons sur des variantes de ce modèle, nous proposons de nouveaux
algorithmes de classification croisée utilisant des distances adaptatives
binaires.

Le paragraphe quatre comporte une étude théorique des éventuels problèmes de
dégénérescerrce, et I'on proposc des solutions pour les résoudre. Enfrn nous terminons
par linærprétation les bons résultars que Govaert (1983) avait obænu en appliquant la
méthode CROBIN surdes données simulée.s.

I. LA METHODE CROBIN

I.I. LE PROBLEME

Soit X(I, J) un tableau croisant un ensemble I de n individus et un ensemble J de p
variables binaircs. I-a méthode CROBIN (Govaert 1983) fournit une solution læale au
problèrc doptimisation suivant :

Trotmer une prtition P de I en K classes, wæ panitbnQ de J en M classes et wr
tobleau biruire à K ligrcs et M cobnnes, tel quc le critère :

W(PxQ, L) =

o

o

o

o

o

o

o

o

K Mt t.
El  m = l  ie& jeqm

(5.1)

lo
I

soit mininal.

L'objectif est de trouyer des blocs binaires homogènes, c'est-à-dire des classes
remplies soit de l, soit de 0. On associe à chaque couple (k, m) dc classes une valeur
binair€ (1 ou 0). On obtient ainsi un tableau binair€ que I'on appelle noyau. On cherche
alors à 6ilimisç1 le nombre de fois où la valeur associée à un couple (i, j) est
différenæ de la valeur idéale associée au couple de classes auxquelles appartiennent
rcspectivement i et j. Ceue quantité, qui représentc l'écart entre le tableau initial et le
tablcau idéal, est le qitèrc T9. L optimisation dc ce critèrre reflèæ bien la recherche de
partitions tendant à donner au tableau la structure représentée par la figure A.
Lalgorithæ CROBIN décrit cidessus permet doptimiser localement ce critère.
La partition obænue pour lbxemple de la figure A est la suivante :
P = {(A, C, H), (B, F, J), (D, G, I, E)).

Q= {(1,4),  (3,  5,7),  (2,  6)} .

Cané noir : indique la valeur l.

Carrré blanc : indique la valeur0.

I
I
t"

l j
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Réorganisation d'un tableau binaire

figure A

A
c
H
B
F
J

D
6
I

E

A

B
c
D

E
F

G
H
I

J

o

A
I

n

B

F
J
|.\

G
I

E

Tableau initial

Tableau des noyaux

I.2. L,ALGORITHME

Lalgorithme utilisé dans la dthode CROBIN est le suivant : partant dun élément (P,

Q, L) initial, on fixe Q et on cherchc à améliorer P et I- puis on fixe P et on cherche à

améliorer Q et L on constnrit ainsi une suite (Pn, Ql, Ln) qui fait décroîrc le critère

\lV. Lalgorithme est donc constnrit à partir de dcux étapes intermédiaires que nous

allons préciser. Remarquons que cet algorithmc diffèæ légèrement de celui qui a été

proposé dans le chapire quatc (paragraphe 1.3) puisque ce dernier se dérule en trois

étapes.

Tableau réor&urisé suivant Tableau rÉsganisé suivant
les deux partitions P et O.

o l
o2
o3

)o

)o

I

o

o

P r p2P3
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1.2.1 Etapes intermédiaires

Soit P et Q un couple de partitions et L un noyau. Fixons Q et cherchons à arnéliqer la
partition P et le noyau L, c'est à diæ cherchons une partition Iv et un noyau L' tels
que:

W(PxQ, L) > W(ItxQ, L')

Onpeutécrirc:
K M

o

o

= Q

= l"={T.,o

o

Y9(PxQ, L) =

Posons xI = I xl et qm=Card(QÎ)
j€q,

et noûons B la quantité :

i > ( î r r4-rpr )
k=l iepr n=l i6qm

si  r [

si r i

D'ou I'expression du critère :

K M
o

Onpeutdorrc écrir€ g = l1P- qr.ffl.

W(P,(Q, L) =

o

)o

.t, I, > kl-q-.fil
k=l iep, m=l

Considérons I'algorithme des Nuées Dynamiques ( Diday 1979 ) suivant :
- Lc tableau dc données.est le tableau (I, Q) défini par les xf. I-es individus sont en

lignes et les variables en colonnes. On a donc un ensemble de n éléments et M
variables.

- Iæs noyaux sont dc la forme ( ql.d, q2.I1,..., qM.ff ) avec tf e (0,1).

Chacune des composantes du noyau ne peut être que le minimum ou le maximum
attcint par le r€groupement des colonnes du tableau initial, cbst à dire les valerns 0 ou
qr" puisque les valeurs initiales étaicnt 0 ou l, et qu'il n'y a que qr' colonnes réunies
pour formerla classe Qp.
On notera L la matricc des composantes I[ qoi définissent I'ensemble des noyaux

précédens.
- La disunce est la distance " City - block " ou distance L1.

o 9 l
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Le critère habituel de la méttrode des Nuées Dynamiques défrni à partir des éléments

que I'on vient de donner est alors la fonction W(PxQ, L ) que I'on cherche à

optimiser. Il suffit de préciser cc qu€ deviennent les fonctions f et g.

Fonction d'qlfectation (rechcrche des classesl :

La forrction f d affectation est totrjours la mêrne, chaque élérnent i est affecté à la classe

du rrcyau de laquelle il est le plus pés.

Fonction dc renrésentation (recherchc dcs noltauxl :

On cherche pour toutes les classes P1, les élémens (ql.Ii, q2.L?,..., gM.ll I

minimisant r 
*,

iePl m=r

Ccla revient à chercher les élérnens q,,,.Ài minimisant :

I t{- q-.ril
iePl

f  >xi  si  À-k = o
onobtient: { 

iePl

t J ( q- -*T ) = rk.9m -.x,rr.i si t,! = I

Posons B' = E \lt nr= Card (Pr)
kPr

Il suffit de prendre sornnre mh comlnsantc du noyau k, la valeur 0 si B' est plus

petit que (nr.q- - B') et qn, sinon.

Rcmarquons que oette fonction correspord aussi à la rectrerche du noyau tf associé à

un couple de classe PrxQ.. En effet, les éléments l,[ définis suivant la régle

précédenæ seront 0 ou I selon que la sornme des éléments intervenant dans la classe

Prx@ scra proche de 0 ou proche du maximum , c'est à dire nr.gm. Orr retrouve

ainsi la régle majoritaire. On notera U (P, Q) le rcyau ainsi obrcnu.
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1.2.2. Convergence de I'algorithme

Lalgorittrme CROBIN est le suivant:

A panir d'un triplet (Po,Qo, 1-0) on applique alternativement les deux étapes

intermédiaircs; on déftnit ainsi une suiæ (F, QF, L") qui vérifie :

W(Po x O, Lo) > W(Pl x Qr , Lr) >

On peut établir à partir de là les propriétés de convergence habituelles. La suite (F,

Q., L.) est stationnaire et la valeur du critère associé YY(Pnx QP, L") décroît

stricæment jusqu'à la stationnarité. On obtient ainsi une solution localement optimale

qui dépend de l'élérnent de départ choisi. De plus on a montré qu'à chaque étapele

noyau Lnest forrné en associant à chaque couple de panitions la valeur binaire

majoritaire du bloc de 0 et I défini par chaque couple de classe. On utilise cette
propriété pour simplifier la détermination de l'élénænt (F, QF, L') : il suffit en

effet d'avoir un couple (P0, Qp), le noyau L0 est alors construit à panir de ces
partitions.

Pour illusrer le principe de la méthode CROBIN, nous proposons de I'appliquer sur

l'exemple suivant

1.3. Exnuplr

Soit un ensemble dc 10 micreqdinateurs identifiés par les lettres a à i caractérisés par

un enscmble de l0 propriétés identifiées par les nombres I à 10. On représente les

données initiales (figure l) sous forme d'un tableau binaire où un I indique que la
propriété est vérifiée et un 0 qu'elle nc I'est pas.

Si on applique I'algorithme CROBIN en demandant trois classes en ligne et deux

classcs en colonne, on obtient comme partition de I'ensemble des micro'ordinateurs

l'ensemble des classes:

P = { (a, d, h}, (b, €, f, j}, {c, g, i} }

et comnr€ panition de lensemble des propriétés lensemble des classes:

Q =  ( [ ,  3 ,  5 ,  8 ,  10 ] ,  12 ,4 ,6 ,7 ,911
On peut rpprésenter les partitions su les données initiales (figurc 2) en réordonnant

simpleænt les lignes et les colonnes de manière à respecter les partitions. Les noyaux

obænus sont indiqués sur la figure 3 ; la valeur du critère est égale à 16 ce qui indique

que sur 100 valeurs initiales du tableau, 16 ne sont pas égales à la valeur idéale

représcntéc par le noyau correspondanr
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On peut voir que les micro-ordinateurs de la classe A posÈde en général les propriétés

1 mais pas 2 ; ceux de la classe B les propriétés 2 mais pas I et ceux de la classe C

aucune propriété. On a résumé le tableau de 100 valeurs par un tableau de 6 valeurs.

Les valeurs du tableau des écarts (frg-4) représenænt le nombre de fois où la valeur

majoritaire n'a pas été prise pour chaque classe, la somme de ces valeurs représenæ la

valerndu critère.o

o

0

L234567891-

a  L01 -0100L01 -

b  0 r . 0101L01 -0

c  L000000110

d  L0L0000L00

e  0101 .L l - L01 -0

f  0L00L11010

g  0100000L0L

h  10L0 l -1 -011 -L

i  100100000L

j  0101001000

ftg. 1

Tableau initial

t2
A10
B0l
c00

fig.3

Tableau des valeurs idéales.

frg.2

Tableau réordonné

t2
A 22
B 03
c 63

frg.4

Tableau des écarts.

0

1358r-

L11_1 l_

1_10L0

24679

00000

00000

b

e

f

o

c

g

i

00000

00000

00000

11LL1

L1_1_1_1_

101L r -

c 10010

00011

10001.

0000r .
10000
01000

o

o

lj

o

o

2. MODELE ASSOCIE AUX DONNEES BINAIRES

En suivant I'approche classification proposée dans le chapitre quatre pour identifier le

mélange, on propos€ alors le modèle suivant.

o
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2.I. LI, FORMULE GENER,ALE

On suppose dans ce nrcdèle que les données initiales forænt un échantillon dg taille
(n, p) d'une variable aléatoirc à valeurs dans {0, I }et dont la distribution de probabilité
f est toujours définie par (4.3) et (4.4). Mais ici p(., Xi) est une distribution de

probabilité sur (0, I ) apitarænant à une famille paramétrée de distributions de
probabilités.

En suivant I'approche " classification", rappeléc dans lc paragraphe trois du chapitre
quatre pour identifier un mélange, on sc ramène à la maximisation d'un critère de
nraisemblance classifiante VC(PrQ, L) défini par (4.7). On peut alo,rs utiliser le même

algorithrne que celui proposé au paragraphe 3.1 du chapitre 4, à partir d'un couple de
partition (F, Qp) en K et M classcs de l'échantillon en utilisant alternativ€ment les trois

étapes de l'algorithmc jusqu'à I'obtention d'une panition stable.

2.2. CHOIX I,E LA FAMILLE DE DISTRIBUTIoN :

ûr suppose que la variable aléaoire Z suit une des deux lois de Bernoulli suivantes:

f I avec la probabilité l-e et 0 avec la probabilité e
{
[1 avec la probabilité e et 0 avec la probabilité l-e

où e e 10, àt ; Cest à dire la loi de Bernoulli de paramène ( 1-e) et la loi de Bernoulli

deparamèue e

On peut alqs écrire :

r*-I$ l-tx-l,lll
p(*/{  )  = e'^- 'vkr ( l -e; ' - '^-^t

où Ài indique quelle est ladisuibution retcnue:

t = t pour la première distribution

t = O pour la seconde distribution

Les paramères à estiær sont donc les tf et b valeu e

o

o

o

o

o

o

b
I

)
)
I

)o

o

o
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L'expression du critère devient alqs :

K M
VC(PxQ, L, e) = .à I-

k=l m=l iepr jeqm

c K L' ( I-g:) .t- E- r
l-e k=lm=l;6p, çqm

où d(4, xi) = l4-Àfl .

Donc, pour un e fixé appartenant à ]0, t , ^tr*t 
"" 

négatif. L^a maximisation du

critàe VC(Pr(Q, I- e ) revient donc à la minimisation du critère W(PxQ, L) présenté
dans le paragraphe l, ce qui mntre l'équivalence des deux approches.
Il est facile de voirque la valeure maximisant le critère VC(Pr(e, L, e ) est

e est la valeur du critère obænu à la convergence.

K M
e=

k=l m=l;6p, çqm

Classifuatbn croisée etmodèles nr domées bùuires

(s.2)

e
n-4-' OU

o

a

o

o

o

)o

Ce premier mélange (noté M1 ) de lois dc Bernoulli déperd du paramètne e qui mesure
l'écart d'une classc à son ccntre, ne dépend ni de la partition en lignes ni de la partition
en colonnes ni dc la partition en lignes ct en coloûEs, ce qui" dans certaines siûrations,
peut s'avércr irréalisæ. Ainsi nous proposons d'autnes critères où le paramètre peut
déperdre de la partition en lignes, de la partition en colonnes et de la partition en lignes
et en colonnes. On considère alors trois autres mélanges de Bernoulli (notés
respectiverent M2, M3, Ml) que I'on sc propos€ détudierdans le paragraphe suivant.

3. EXTENSION DU MODELE BINAIRE

3.2. EIUDE DU MELANGE M2

Iæ paramètre varic suivant la partition en ligne. On remplace ici la valeur e par les
valeus qqui dépendent de chaque classe en lignes meis qui sont toujorns les mêmes
pour les classes en colonnes.

p1x/(tf,et)l = r.'*-^l' . (r-r.rl-lx-tfl l

lo

)

o

o
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Iæ critàe de nraisemblance classifiante va alors s'écrire :

Classifrcatbn croisée et modèles sr fumées biruires

qui appartient bien à I'intervalle 10,f, sauf

VCr (exQ, L, t) = .Ë- T >
k=l m=l;.4pqn I-€r

Fonction de représentation (recherchc dos îviet dos eù

kt ff sont toujours les valeurs majoritaires de chaque classe Ptx@.I-es valeurs

des er seront définis comme suit :

vCr 1rnQ, L, e) = .l.tt r-ogg) ( f. f
I=l l -bk m=liePr jeQm

M
Posons e1=

-=liehieem

e1: est le nombre de fois que les valeurs majoriaires n'ont pas été prises pour la classe
P1.

vCr (elce, L, E) = i t ( r-q+) e1+p.nf.og (r-et))
k=l l-tt

I  r ,  r  K
= 

À t(p.nr- er)Log (l-es)+es.I-og er l =], V(er)

Il fautdonc maximiscrla fonction ty.

V'(€r l  =-9@ + ek -  er-P'nt .sr  -O
l-er Gr (l-er ).er

Iæmaximume.stattcintpour er - ;h
dans le cas tnès particulieroù er= 0.

)

to

I
G

Fonction d'affectation (rechcrchc des classesl

- On fixe lapartition O :

l'

vCr (hrQ, L, Ê) = 
,â à '"Ë, {f 

rr"-er ) t > {-rfD +qn.rog (1- er)}
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Posons xP = E -i et pf = q..ff.
j€qn

ycr p,re, r., e) = 
.i,à {, r-*, , -Ë, rn:"-r.fl1 +p.r,os (l- er)}

=- 5 I t tr .r ! : l ) .d(xi,pr)-Ar)
k=l kpr t1

d : est une distarrce de type L1 et A1 est la quantité p.Log (l- er) qui dépend du
point xi.on affectera donc l'élément xi à la classe Pr gd minimise la quantité :

o

o

I

o

o

( hg9 ) d(xi, pù - p.Log (t- er )
€1

- OnfixelapartitionP:

vCr (Bre, L, e) = i. I .Ë.t t r-s+) ( X t4-1fl )+ry.r.og (l-ek))
m=l jeem k=l l-€t ieh

b
I

)

I
)o

a

d6 est une distance de typc L1 pond&ée par les quantités Idg qui dépendent du
t1

vecæur e ct A' est la quantité p.. $, n t-og ( l- er ) qui ne dépend pas du point xj.
k=l

3.2. ErUDE DU MELANGE M3

Dans ce mélange le paramètne varie suivant la panition en colonnes. On se place
exactement dans les mêmes conditions que dans le mélange MZ. On obtient des
Ésulats symétiques.

98o

=,Ë,- t- t'$, t-ri) r4-îËt +i nr.r.oe (r- er ))
M=- I

m=lçqrn

où 4=
iePt
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':ant la partition en rignes et en colonnes ; c'est le
cas le plus général .

I

o
p(* / (rf, e[ l] = { 

lx-l'fl 
. (r- ei ,l-lx-{l

Lc critère de vraisemblance classifianæ devient :

a

o

o

O

o

^m

vcr rrxQ, L, e) = Ë -Ë,.r- . Lt ( h+ I 4-rpr +Los (t- fl) (5.4)
k=l m=lppr;6qm l-€i'

Fonctlon de renrésentation (recherche des Lî et dcs ei )

kr lf sont toujours les valeurs majoritaires pour les classes Ptx@.Il resæ donc à

maximiser le critère VCe (PxQ, L, e ) pour trouv€,r les valeurs des { .

K  M ,  {  :
VCe (PnQ, L, e) =.à t. t ( Loffi ) ( > I l4-Àil )+ry.q-.Log (1- €i ))

k=l m=l l-€i' ieplje@

Posons el! = E
ie&FQln

où 
"[ 

esifé nomb,re dc fois quc la valeur malrritaire n'a pas été prise dans une classe

PrxQt.

K  M -  {
VCI (PxQ, L, e) = .à l.tf mS. _,,, ) { +n1.q,". Log (t- { )}

k=l m=l l{t-

= 
.Ë, #,t 

( nr'q- -cf ) ros (1- eÏ )+ eli lÆs { } = 
Ë, Jf ,+

Il fautdorc mædmis€r la fonction g :

i j

I

io

o I  ( {) = (nt.q"'-{ l . t  e ( l- e[) +{.I-s{
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Le maximum est atteint pour ef = 
# 

qui appartient bien à I'intervalle 10, f ,

sauf dans le cas trrès particulier ou ef = O.

Fonction d'qlfectation ( recherche des classes ,r :

- On fixe la partition O :
^m

vca(pxe,L,e) = 
.ia i,t ,*rà)( > t4-tfr1+qn.r-os(t- eil))

o

o

o

o

o

o

^m

=.â À t<i,t*+ )r+p'lx#,*-s(1-ef ))
K r M

= -.t- > { ao ( xi, pù - >-qrr-g 1r- ef )}
k=l iePr m=l

Cetæ fois-ci, le sccond terrc dépend de k et aura donc une influence. On affectera x; à
la classc ft. qui minimise :

M
der ( xi, pd - I q-Jrg ( l- ei )

m=1

- On fixe mainænant la partition P :
_m

vcr(p,rQ, L, e) = 
,Ë,À{ â ,*r,.*) 4-Ë. Ë, 

nr.Loe tr- el )}

M - K
= - t- >,_ { d€rn ( xj ,l- ) - -ï- nt.Iog (l- r,f )}

m=l j€QP k=l

On se retrouve là aussi dans la même situation que dans le cas précédent. Le second

tenne dépend de m et aura donc unc influence. On affectera xt à la classe QP qui

minimise:

K
d€P(* , , f r )

L=l

l'
I

l'

o

o
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K 1-{

où d€p ( xi r-) = 
È, 

( Lo?- ) t4-Ë .

Comme on a pu le constater, l'extension du modèle proposé pour la méthode CROBIN
pose un problème de dégénérescence au niveau du calcul des coefficients de
pondération ; nous proposons dans le paragraphe quatre d'étudier ces problèmes et
d'essayer de les ésoudre.

4. PROBLEMES DE DEGENERESCENCE

Ot rematque, dans l'étude que I'on vient de faire, que les coefficiens de pondération
obtenus sont tous exprimés en fonction de e1 (pour le mélange Mz), e- (pour le
mélange Mr) et { tpo* le mélange Mn) ; on a remarqué que certains d'enre eux ne

sqlt pas définis pour les €1 ruls, ou en nuls ou cncorc pour les e[ nuls. On peut alors

s'interroger sur la validité des critères VCz(Fxe, L, e), VCr(pxe, L, e) er
VCI(kQ, L, e) dans se car de figrrc.

Posons: ct =LgE
€k

om=*rT

=r."slg

=r-s%g

(s.5)

(5.6)

(s.7)
t-qi nr.q^-{

"i=I-I{ =Lef

lo

I

o

i ) Supposons que pour h (respectivement mo), tous les éléments de chaque classe
Prox$ (m = 1, ..., M) ((respectivement PlxQmo (k = l, ..., K)) prennent la même
valeu (0 ou 1), alon { 

( rcspectivement f) est nul pour tout m (respectivement

tout k) ce qui entraîne eu€ €se (respectivenr€nt Gno) est nul, et par conséquent les
pondérations qooet crttfo ne sont plus définies par les formules (5.5) et (5.6).

ii ) Supposons maintcnant qu'il exisæ un Çet un mo æl que tous les élémens de la
classc Pro:rQ-o prenncnt la mêmc valeur (0 ou l), alon eff est nul et par suite la

pondération off n'est plus définie par la formule (5.2).

r"F
l0lo



)

I

)

o

o

o

o

o

o

o

Classification crrisée ct nodèlcs sw fumées binaires

Pour éviter ces problèmes de dégénérescence, on propose comme solution, à chaque

fois qu'on se retrouve dans la sinration (i) où (ii) de garder les anciennes valeurs des
coefficients de pondération, c'est-à-dire les valeurs de at, ctm et a[ q"i corrcspond à

I'itération précédent le point de dégé#rescenc€. On mnre alors qu'on præédant ainsi

on rcnd le calcul du critère possible en I'augmentant mais on ne I'optrmise pas. Comme

nous allons le voir ces valeurs n'auront aucune influence sur la valeur du critùe.

cko

K

k=l

o
i )Si ( l1o=0 alors

VCS(FxQ, L, c(e), e) =

non définie.

{cl1.% - nk.p Log(l-et)}

lo
I

I
)o

I

o

{ar."r - nr.p log(l-er)}+[aro.oko - ry.p log(l- 
ftrt

(5.8)

second tenne est

k#ko

quelle que soit la valeur que I'on donne à la pondération cl1o, le

torjorns nul, le calcul du critère cst possible.

ii ) si eff = 0, alors qff n'est Pas défrnie.

VCcPnQ, L, o(e), r) = 
.l i, , "i."i 

- nkq,m.Log(1-fl)

= 
.t*,à.{ 

oi.{-n"q-.I-oe(ref) } *t (at.{%nko.q,mo.I-os<r- s; I I (s.e)

quelque soit la valeur que I'on donne à la pondération 4, t" deuxième panie de

I'expression (5.9) est toujours nulle, le calcul du critèr€ devient possible.

5. INTERPRETATION DES BONS RESULTATS OBTENUS PAR LA
METHODE CROBIN SUR DES DOI\INEES SIMULEES

Afin de compar€rles ésultats obænus par les deux algorithres CROBIN et CROKI2

sur des données binaires, Govaert (1983) a réalisé un programme de simulation de
données. Ce p'rcgramme construit un tableau de données plus ou moins proche d'un

tableau idéal structué en blæs de I et dc 0.

Pour cela, il faut fournir les nombrcs de classes des partitions en lignes et en colonnes,
le nombre déléments de chacune des classes des dcux partitions, le tablcau des valeurs
idéales dc chaque bloc, et enfin la probabilité avec laquelle le tableau ainsi défini va
s'approcher du tableau idéal. Chaque valcur est obtenue en faisant un tirage de

o t@
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Bernoulli des deux nombres 0 et I avec les probabilités p et (1-p) si la valeur idéale est
0, (1-p) et p si la valeuridéale est l. A la fin du programme,le tableau est pennuté de
manièrc alâtoire en ligne eten colonne.

Dans ce paragraphe, nous ne nous intéressons pas à la comparaison des résultas
obtenus par CROBIN et CROKI2, nous nous limitons aux résultats obtenus
uniquerrent par la méthode CROBIN. On reprcnd alors les deux exemples traités par
Govaert (1983) :

E-emnle | : données simulées I

A I'aide du programmc pécédent, Govaert a simulé un tableau binaire de dimension
100x30. Il correspond à une probabilité de tirage de chaque valeur idéale de 0.9 et au
tableau des valeurs idéales srivant :

101  l

0 r  00
I  I  l0
0 l0 l
1000
001 I

Les dcrx partitions corrcspondant à la simulation sont les suivantes :
P= { (6 ,9,23,33,U,58,69,79,  t0 ,  t l ,  t7 ,90,91,98,  100) ,  (3 ,8 ,  l l ,  12,  18,
20, 27, 28, 29, 34, 39, {7, fi, 61, 70, 71, 77, g2, gg, g7), (4, 5, 25, 30, 32, 35,
37, &, 46, 51,56, 59, 63,74,94, gg, g3), (2,7, 13, 16, 17,21, 22, ?A,31, 41,
43, 48, 54, 55, &, ffi,76,95), (1, 14, 15, 26, 39, 42, 45, 52, 53, 57, 65, ffi, .1-5,

E3, 85, 86, 96, 99), (10, 19, 36, 49, æ, 61, 62,72,73,79, 92,94)1.

Q = ( (2 ,  5 ,9 ,  12,  17,?n,22,23) ,  (1 ,4 ,7,E,27,2t ,30) ,  (3 ,  10,  13,  14,  15,  18,
t9, 24, 29r, (6, I l, 16, 21, 25, 26)1.

E'emple 2 : données simulées 2.

I-es données sont simulées à partir des mêmes paramètres, à I'exception de la
probabilité de tirage qui passe dc 0.9 à 0.8. Les classes sercnt donc un peu plus
floues. Le couplede partition ayant s€rvi à la simuluion est:

o

io

I
lo

I

o
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P =  ( (6 ,9 ,23 ,33 ,M,sE,69 ,79 ,80 ,81 ,87 ,90 ,98 ,  100) '  (3 ,  t ,  11 ,  12 , t8 ,20 ,

27 ,28 ,29 ,34 ,39 ,  47 ,  f l ,  6 '1 ,70 ,71 ,77 ,  t2 ,88 ,  97) ,  (4 ,  5 ,25 ,  30 ,32 ,35 ,37 ,

&, 6,51, 56, 59, 63,74, E4,89, 93),  (2, '1,  13,  16, 17,21,22,24,31, 41, 43,

4E,54,55, 64, 6t ,  76,  95),  (1,  14,  15, 26,38,42,45, 52, 53,57,65,66,75,83,

85, 86, 96, 99), (10, 19, 36, 49,60, 61, 62,72,'13,7E,92, 94)1.

Q = [(2, 5, 9, 12, 17, ?n, 22, 23), (1, 4, 7, 8, 27, 28, 3O), (3, 10, 13, 14, 15, 18,

19,24,29), (6, l l , 16, 2t,25,2Â)1.

En appliquant le prograrnme CROBIN sur les mêres données (données simulées I et

données simulées 2) avæ,le même nombre de classes, Govaert a obtenu les résultats

cidessous,les tableaux situés à gauche corespondent à I'exemple l, ceux de droite à

I'cxemple 2.

Tableau (P. O) Tableau (P. O)

o

o

o

o

I
2
3
4
5
6

I
2
3
4
5
6

o

I
2
3
4
5
6

4

0

0

I

I

I

0

3
0
I
0
I
0
I

2
I
0
0
0
I
I

I

0

I

1

1

0

0

I

I

0

0

1

I

0

I
2
3
4
5
6

t2
n6
18 14
22 10
r40 13
r28 79
18 93

34
94

138 17
ll t25
rat no
8 rr2

109 9

t2
23 l l3
72 99
100 n
58 18
22 109
18 25

34
20 42
26 ltz
110 4r
r7 81
9E 126
los 39

o

Tableau dcs valeurs idéales Tableau des valeun idéales

lo
I

I

4

0

1

0

I

I

0

3
0
0
I
0
I
I

2
I
I
0
0
I
0

lo

o
104
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homogénéité parclasse homogénéité par classe

1234
190928988
290899490
386919187
492E790EE
595889293
6EE919293

I
t79
280
383
4E8
578
684

234
7tu74
83 75 83
83 79 77
80 78 E2
E0 82 82
E4 79 77

Le couple dc partition (P, Q) obænu par I'algorithmc CROBIN sur I'exemple I est

strictement ideirtique à celui ayant s€n'i À la simulation. Pour I'exemple 2 les ésultats

sont légè,lrercnt différents : en colonnes on obtient la même partition que celle de la

simulation en lignes, nous remafiluons qu'il y a uniquement derx éléments qui ont été

classés de manièrc différenæ.

Govært à donc supposé, à partir de ces bons résultats, que l'algorittrme CROBIN est

bien adapté au modèle qui lui a servi à simulerles donnécs. Cetæ supposition devient

une affirmation si on rcmarquc qu€ ge modèle n'est autrre que celui qui nous a permi

dTntcrpréter la méthode CROBIN au paragraphe 2 de æ, chapitre ; nous justifions ainsi

la bonne qualité de oes résultats.

6. CONCLUSION

Après avoir vu quc la méthode CROBIN peut s'intcrpréter comme I'approche

classification associé à un mélange de distribution dg Bcrnoulli avec le même paramèue

pour toutes les classes. La généralisation de ce modèle en considérant différents

paramètne permet dc pnoposer un nouvel algorithmc de classification croisée binaire

utilisant des disances adaptatives binair€s appelé algorithnÊ CROBIN adaptatif qui

n'cst autre que [ancien algorithme auquel s'ajouæ fois variantcs pour la distance qui

curespondent rcsp€ctivement aux mélanges étudiés péoédcmænt .

Lc lien qui exisæ entne la méthode de classification croisée et le modèle probabiliste

pcrmet aussi d'expliqucr les bons résultats que Govacrt (19t3) avait obtenu à I'aide de

cct algorithæ sr des données simulées qui jusæmcnt suivaient ce modèlc. Il resterait

à test€r les nouvcaux algorithmes utilisant ces distances adaptatives sur des données

simulées qui elles urssi suivent à chaque fois une dEs varianæs du modèle.

)
rO
I

I

I
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CHAPITRE 6

CLASSIFICATION CROISEE ET MODELES
SUR DONNEES QUANTITATIVES

INTRODUCTION

Contrairement aux tableaux binaires sur lesquels portait le chapitre précédeng les
tableaux dc mesutes préscntent une dissymétrie. Lcs lignes sont formées "d'unités
ayant un caractère répétitif' : oe sont les individus. Les colonnes peuvent être plus
hétérogènes : ce sont les variables. Ces variables corrcspordent à des rnesures. On les
appelle en général variables quantiatives

La méthode de rcconnaissance des composants d'un mélange "cîoisé" développée
dans lc chapitre quatre, nous pcnnct d'interpétcr des méthodes de classification
croisée qui traiænt les deux ensembles I etJ de manière identique. Nous avons alors
r€marquer que oette rnéthode s'appliquait parfaiæment aux tableaux binaires car les
deux ensembles décrivant ces tableaux sont considérés conune étant de même nature
(cf chapiue cinq).

Iæs tableaux de mesures posent un problème, car sonune nous venons de le signaler
les enseinbles désrivant ces tableaux sont dc nature diff&enæ ; pourpouvoir appliquer
la méthode de reconnaissance des cmrposants d'un mélange "c:roioé" dévelo@ dans
lc chapire quatre à des tableaux dc mcsurcs, nous nous sornûres efforcés dans tout ce
chapitre de considércr avec un peu " d'tbus" que l'enscmble J des p variables
quantitatives constitue un échantillon de taille p d'une certaine population O, (où Q'
est I'ensemble de toutes les variables possibles). Nous pormons alors appliquer tous
les résultas obænus au chapite quatre sur les tableaux de mesures.

)o

o
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I-a méthode CROEUC (Govaert 1983) a étê, développée pour ce rype de rableaux.
Nous nous intéressons dans ce chapire à Ïinterpréûation de cetæ méthode en termes de
mdle.

I-a méthode CROEUC corrcspond à la classification croisée de tableaux de mesure
optimisant un critère défini à I'aidc d'unc disunce Euclidienne ; l'étude détaillée de
cette méthode fera Ïobjet du premier paragraphe de ce chapitre où I'on précisera le
critère dinertie innaclasse optimisé par cette méthode. Nous montrons dans le
deuxièæ paragraphe que la métHe précédente peut s'interpréter conrme I'approche
classification associée à un mélange de lois gaussiennes unidimensionnelles ; suivant
différentes hypothèses sur les variances des différents composants du mélange, on
rietrouve à chaque fois le critère d'inertie utilisé pour la classifrcation de données
quantitatives.

I. LA METHODE CROEUC

Lobjectif de la méthode dc classification croisée sur données quantitatives est la
recherche d'un couple de partitions, tels que la " perte d'information " dûe au
r€grcupemcnt soit minimale ; c'est-à-dire ælle que la différcnce entre I'information
appctée par lc tableau initial et aelle apportéc pr l€ tableau obænu apès regrurpeænt
soitminimale.

L algorithme proposé par G.Govaert (1983) pour la classification simultanée adapté à
cc t'?e dc donnécs utilisc deux varianæs voisines I'une de I'autre et basées toutes les
deux sur la méthodc des Nuées Dynamiques. Ellcs sont encor€ appelées " algaithme
des Centres Mobiles " @enzécti 1973) qui représente l'un des algorithmes de
partitionnemcnt le plus utilisé ; sa grarde popularité tient à sa simplicité ct à sa rapidité.
Ainsi,ilestparticulièrement efficacepour classerdeuèsgrandableaux de &nnée,s
(Irbart, Morineau, Tabard, ln[. Ce type dalgorithme, ou unc classe est représentée
par son c€ntr€ de gravité, à été étudié par différents aut€urs ( Thorndike 1953, Bonner
lg6/,,Forgy l!)65, Ball etHall 1965, Mac Qgeen 1967 r.

l.l. NorrrroNs

Soit I un ensemble de n individus décrits par p variables ou caractères quantitatifs. I-as
données sont rangécs dans un tableau de description X à n lignes et p colonnes.

X=(d)  ie l  e t  j eJ

où d rtt la valeur de la variable j pour I'individu i .

o

o

o

o

o

I;o

o

;
I
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D'autne part on supposera que les individus sont munis de poids pi tels que :

p.ni=t

Associons à chaque individu i le vecteur xi = ( \t, ..., xf ) ae Rp corrcspondant à la

ligne i du tableau X. L'ensemble des xi munis des pondérations pi forme un nuage
N(I) contenu dans RP.
De la dme façon, à chaque variable j est associé le vecteur xj = ( 4, ..., /,, )

correspondant à la colonne j du tableau X. L'ensemble des xt munis de pondérations

ql forment un nuage N(J) conænu dans Rn.

Pour mesurer la proximité entne individus, on munit I'espace des individus de la
métrique quadratique définie par la matrice diagonale de terme général q;
curcspondant à I'iryctance doûÉe à la variable j.

On adorc:

d2(xi, xi') = I qt t4 - d,)'
j - 1

dc même Pour mesurcr la p'roximité cnfe variables, on munit I'espace des variables de
la méuiquc des poids Dp.

o

o

o

o

o

On a: 6211, xj1= Ë p, t4 - 4'1,
i - 1

I.2. Ln PR,OBLEME

Laméthodc CROEUCfournituræ solution locale auproblèæ dbpimisation suivant:

Il s'agit de trouver une partition P de I en K classes, urc partition Q de f en M
classes tcl qrc le citère dincrtie ùwdasse suivant :

I
rO
I

I
)

)o

I

o

W(PxQ,L)= Ë y, I E pi(t j(1,-eiP
k=I ttr-l iep* jep

soit minùrcL

ef : éantle centne de gravité de laclasse Prx@.

(6.r)

o
10t
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1.3. t t l ,t GoRrrHME

On utilise le même algorithme que celui proposé dans le chapitre quatre au paragraphe
1.3. On peut préciser cet algorittrme dans le cas de la méthode CROEUC en associant
à chacune des trois étapes les fonctions f et h d'affectation et la fonction g de
représentation.

La lonction de représentation g :

Cette fonction pennet de déterminer les K.M noyaux minimisant le critère
W(PxQ), g(h(O).On peut facilement voir que ces noyaux sont les centres de gravité
desclasses. Sinousnotons t(gi ) ; t= 1, . . . ,K et  m= 1, . . . ,M )  I 'ensemble de ces

cenres, on a:

o

o

o

o

gi=
(  > Epi .q j )
ie  PjeQm

E I ni.q;*i
ie P1 je Qm

I-a lonction d'qffgctation I :

Cette fonction minimise le critère \il(f(PxQ), L) en affectant chaque individu à la
classe P1 du noyau gr de laquelle il est le plus proche (au sens de la distance
euclidienne) en supposant que la partition Q et le noyau L sont fxés. Considérons le
nuage des individus obtenus après regroupement des variables selon la partition Q ; il
est définie par :

(  x i=({ , . . . ,* f  ) , i .  r }  où

Consi&rons I'algorithme des Nuées Dynamiques (Diday 1979) suivanr :
Le tableau de données est le tableau X(I, Q) défini par les xf, les individus sont en

lignes et les variables en colonnes. On a donc un ensemble de n éléments et M
variables.
-L€s vecteurs sont les lignes du tableau X(I, Q).
-Les pondérations des individus sont toujours les pi.
- Les noyaux sont de la forme Gl, gi, ..., gY) qui représentent le centre de gravité de

la classe P1.
-La métriquc associée à ce nouveau tableau X(I, Q) est définie par la marrice diagonale
de terme générale:

x3=n,on, 
'à 'q4

Ifo
I

I
I

)o

o

o
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g'm où I'm= I qt .
jeQm

La fonction d'affectation f range alors chaque élément i à la classe Pl du noyau de

laquelle il e.st le plus prés.

In lonction d'affectation h :

Cette fonction minimise le critère W( h(hQ), L) en supposant que la panition P et le

noyau L sont frxés. On applique la méthode des Nuées Dynamiques sur le tableau
X(P, D défini par les 4..t*r individus sont en colonnes et les variables en lignes. On

obtient un ensemble de p élércnts et K variables. La fonction d'affectation h range
alon chaque élémcnt jeJ à la classe @ du noyau gt = Gl, ET, ..., gi) ae hquelle il

est le plus pés au sens de la métrique diagonale dont la diagonale à pour tenne général
P'k = E Pi.

ie Pg

I.4. CAS PARTICULIER

On reprrcnd Ïoçression du critèr€ optimisé par la méttrode CROEUC :

W(PKQ,L)= Ë i
k=l m=l iepl jee!

où g[ est le aentre de gravité de la classe hxQP.

posons p,= l  q j= l  V ieret  VjeJ

Lc critère (6.1) s'écrit :

K M I .
vv(pxe, L) = 

à È, ,à ,.à #, q - si p 62)

m lavoc gi = ;fu . à . àJi où nr = Card(h) et qn = Card(Q-)
ie P1 je Qm

Cornme le gnæ 
# 

t 0, la minimisation du criÈre (6.2) revient à la minimisation du

critèrc (6.3) suivant:

W(B(Q,L)= Ë i I
k=l m=l ie& jeef
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Classificuion croisée et nodèles sw donÉes quniutives

Iæ critère (6.3) cqrespotd à la version la plus simple et la plus utilisé de la méthode
CROEUC.

2. MODELE ASSOCTE AUX DONNEES QUANTITATTVES

En suivant I'app'roche classification proposée dans le chapitre quatre pour identifier un
mélange dans le cas de la classification croisée, on propos€ le dèle suivant:

2.I. LA FOR,MULE GENERALE

On considère dans ce modèle que les données initiales forment un échantillon de taille
(n, p) d une variable aléatoire à valeurs dans R dont la distribution de probabilité f est
toujours définie par (4.3) et(4.4).

En suivant I'approche " classification", rappelée dans le paragraphe 3 du chapitre 4
pour identifrer un mélange, on se ramène à la maximisæion du critère de vraisemblance
classifranæ VC(E(Q, L) défini par (4.7). On peut alors utiliser le même algoithme que
celui proposé dans le paragraphe 1.3 du chapitre 4, à panir d'un couple de partition
(Po, Q9) en K et M classes de l'échantillon en utilisant alternativegrcnt les uois étapes
de I'algdthme jusqu'à l'obæntion d'une partition stable.

2.2. CnOTx DE LA FAMILLE DE DISTRIBUTIoN

On considère dans ce modèle que les &nnées du tableau proviennent d'un mélange de
lois gaussiennes unidirncnsionnelles,les paramètres lf nour k = l, .-, K et m = 1,..., M

s'écrivent I[ = ( [,[ , 
"f 

) où :

;f : espérance du composant (k, m)

{: écan-type du composant (k, m).

Ia fætion de densité associê à la variable alâoire Z estdéfinie par:

Soit Vi = (o[P qui représenæ la variance du composant (b m) .

r(* Â[ ) =(2fi-t|. ( of )-r. exp - + t(. 
-:i'} 

p
o [ t

(* - pl)2
=(Zrcvf y-n. exp - -' 2.vÏ

o nt
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Les paramètrqs à estim€r sont donc les É et bs Vfl .

Le critère de vraisemblance classifiante s'écrit :

K  M (4 -P i ) t

VC (P,(Q, L ) =.E- E-
t=t m=t i.P* pqm 2.Vi

= -\rnszo -;Ë, 
#,,3- j.à{ T 

+r-oevil}

0n remarque que le premier terme de cetæ expression est constant ; la maximisation du
qitèr€ vc ( h(Q, L ) rcvient donc à la minimisation de I'expression suivante :

C(Pr(Q,L)= Ë ik=l m=ri.p* i.rc-t 
"r 

+Iog Ë l (6'4)

Pour optimiser ce critète, on va devoir étudier trois cas différents en faisant plusieurs
hypottÈses sur les vuiances V[ des composanrs du mélange.

Prcmier cas

ût suppose dans ce premier cas que les variances dc tout les composans du mélange
sont les mêres ct supposécs connues.

V [=V Vk=1 , . . . ,K  e t  m=1, . . . ,M

Iæ critèrc à minimiserdwient alors :

cr(hcQ,L)=+.5. T Iv k=l m=liePr jee|m

Cmme V>0,lecritère àminimis€r se résurræ à:

Cr,(hre,L)=.Ë. i  E I  (4-rr l lz (6.6)
k=l m=lkP1 jee!

Les partitions étant frxées, I'estimateur du maximum dc rnaiscmblance classifiante de
p[ est la moyenne de la classe hxQP ( son cenue de gravité ).

rO

o

o
It2



L

7

o
Classficuion croisée et modèles sw dornées quntintives

)
t

o

)
o

o

pi= e[= n*q; nt_nà 4

Le criÈre prend alon la fqrne :

w (PxQ,l- t = .5. ik=l m=l ieP1 jeem

Ce critère correspond bien au critère minimisd par la méthode CROEUC dans le cas le
plus simple (expression 6.3).

Deurième cas

Cette fois-ci les variances de tous les composants du mélange sont les mêmes et
supposées inconnues .

cz(pxQ,L)= +.i i IY k=l m=lkpr ieem

Notons par lV l'expression Ë i I
k=l m=l ieP1 jeem

I-e cT itèr€ à minimiser s'écrit alm sous la foræ :

Cz ( PxQ, 
" 

) = 
+ .Vf + n.p IngV

â C(PxQ, L) I  r

a v 6in( t  ' lv+n'PlogV)=0

doù V = -5 . Cclui-ci neprésente I'estimateurdumaximumdenraisemblance
n .p

de V ; si on remplace maintenant la valeur de V dans I'expression du critère à
minimis€r on obtient :

Cz ( PxQ' L ) = n.P + n.p Log W - n-p Log n.p

Minimiser Cz ( hcQ, L ) revient aussi à minimiser l'expression :

Cz ' (PnQ,L)=LogW (6 .8)

Il est facile de vérifier que la minimisation de I'exprcssion (6.8) est Quivalente à la
minimisation de I'expression suivante :

o

o

c

o

i

rO
)

I

)o

l

o

o 113



)
o

o

Classificuion craiÉe etmodèIes wr données quntiutives

o

w(PxQ,L)=!r= Ë i  E
k=l m=l iepl  jeem

Là aussi I'estimateur de pf = g[ n'est autre que le centre de gravité de la classe

$.x@; on se r€trouve exacternent dans la mêm€ situation qrrc dans le cas précédent.

Troisième cas

On suppose cette fois que pour chaque composante du mélange, les variances sont

différentes entre elles et inconnues.

cr(pxQ,L)= f Ë> ,{t4.l i"+rogvfl] (6.e)
k=l m=l ie4 ;6tlnt Vi

PosonsC(F, (Q,L)  =  Ë Ët l
k=l m=l

t4 - pir'
où L [=- 

iePl je@ Vi

A partition Pr(Q fixée la recherche des paramètres V[ et p i se fait par la

maximisati* dc Lf .

Posons I{ = . E- . I- t{ - 412 d'ou ,f =+ + nk.qm r-og vi.
iePr jeQP 

^ 
Vk

al.i a , lvl - -.m\ \vi
= --t Ë +nk.qmt"gvi)=o d'ou vl = ;-av i  av l  Yk ' '  a '  r  rk .gm

1r r ' ,  lvioLk  a

*.- 
= 

tr_( 
nt'q' +nk'qm I-s;ù ) = o

onobtient:

p[= ei= fr; *T.nà d
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Le critèrre s€ nret alors sous la forme :

Cr(PxQ,L)  =  n .p+ nk.qm t og Vf

Minimiser Cr ( PxQ, L) revient à minimiser I'exprcssion :

K M

k=l m=l

o

o

o

o

o

I

rO

o

lo

Remarque

On sait que le critère utilisé dans I'algorittrme des Nuées Dynamiques avec k distances
adaptatives ( Govaert 1975 ) dans le cas de la classifrcation simple élaboré pour
perrettre de reconnaître des classes de formes différcntes s'écrit :

K M
Cr ' (BrQ,L)=

L=l m=l

K K
w(P,L)=

K M K M
W(h(Q,L)= . I , .

k=l m=l k- l  m=l

(6.10)

(6.13)

(6.il)
k=l k=l

V1 : Matrice de variances associée à la classe P1

Ce critère est très proche du critère : V9@, L ) = i nklog lVr I (6.r2)
k=1

En pratique, il s'avère que les deux méthodes (6.11) et (6.12) donnent des résultats
quasi-identiques ( &vaert lnl).

Il est facile de vérifier que l'exprcssion du critère donnée par la formule (6.3), où les
mériques des poids sont toutcs les deux de la forme T.h, où Ia est la matrice identité
et Test un réel, pcut s'écrire sous la foræ suivante :

Nous rcmarquons que lorsquon frxc I'une ou l'autre des deux partitions P et Q, les
deux critènes (6.10) et (6.13) sc comportent respectiveûrent comrne les critères (6.12)

et (6. 1 1). Nous pouvons alors suppos€r quc les critères (6. l0) et (6. 13) peuvent à leur
tour donner des résultats quasi-identique. Il reste tout de même à tester ces deux
méthodes.

o
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3. CONCLUSION

Nous venons de voir dans ce chapitne comrnent les algorithmes de partitionneûrents

simulunés utilisant un critère dinertie peuvent se présenter connne des méthodes pour

identifier un mélange gaussien à l'aide d'une classification. Suivant différentes
hypothèses sur les variances des différents composants, on retrouye à chaque fois le

critère d'inertie utilisé pour la classification de données quantitatives. Nous avons
aussi remarquer que dans les deux premiers cas étudiés où I'on suppose que les
varianoes sont toutes les mêmes pour tout les coryosanB, corduisent au même critère
qui curespotxil à la version la plus simFlç et la plus utilisée de la méthode CROEUC.
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CONCLUSION

Les liens existant entre la notion de mélange et la classification automatique nous ont

arnenés à conclure que si la théorie des mélanges liwe à I'analyste un ensemble de

modèles mathématiques imitant les mécanisæs de fonctionnement de phéromènes réels

hypothétiques ou dc systèrnes de nature stochastique, l'une des principales vocations de
la classification automatique est le choix fondé, au sein d'un ensemble de modèles
erlmis5illçs, du modèle qui répond le mieux (dans un certain sens) aux données initiales

caractérisant le comporæment Éel du sysÈmc analysé.

Donc, la meilleure méthode de classification de données est un problème dont la

résolution dépend en premier lieu de la connaissanoe de modèles convenables et de

l'habileté de I'analysæ à "les ajusær" à la éalité étudiée, et au besoin, à constnrire un
nouveau modèle reflétant les trais qpécifiques du problèæ énrdié. Ces trais se résuænt

dans la qualité de la partition obtenue qui est mesurée par une fonction qu'on appelle

souvent critèrc. Ce critèrc ne fait aucune éférence à la notion de dèle, n'a donc
jamais été justifié en tcmrs & modèle probabilisæ.

La méthode dc reconnaissance des compopsants d'un mélange Shnceder (1974) à permi

de voir que, souvcnt le passage d'un critère métrique à un critère probabiliste peut

appqt€r une arguæntation cqlgemant le choix du critèr€ et de la mérique utilisée. Cetæ

néthode a été utile pour bcaucoup de che,rcheurs du même domaine qui sc sont servi de

cet algorittrrc pour apporter un éclairage nouveau de quelques criêres & classification.

Ccst en utilisant cette méthode que l'on à pu nous aussi dans ce travail apporter un

éclairage nouveau sur les deux méthodes MNDQAL et MNDDU destinées toutes

deux à la classification de tableaux décrits par des variables qualitatives. Nous ayons

alqs mntÉ qu€ oes méthodes s'interpèænt cn tenn€s dc modèles probabilisæs et I'on à
justifier du choix des critères optimisés par oes méthodei.

En restant oujours dans le cadre de la notion de modèle, nous ayons repris le modèle
proposé par Govaert pour les donrÉes binaires pour faire une éttdo coryarative entre les

algorithæs adaptatifs et les alguithæs non adapatifs. Ce modèle à p€rmis de proposer

de nouveaux algorithmes utilisant des distances adaptatives de t1rye L1(MNDBIN

adaptatif). Comrne nous I'avons déjà vu au chapitne trois, ces algorithmes permettent

d'améliorer la qualité de la partition et prennent I'ancien algorittrme non adaptatif en
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Conclusion

défaut, ce dernier ne tient pas compte des pondérations des variables, ce qui
statistiqwment peut êue w @nrûre un dffauL

Nous avons ensuite généralisé les liens qui existent entre les modèles probabilistes et
les méthodes de classification automatique au cas où les données rnettent en jeu deux
ensembles, dans le but dinterpréær les méthodes de classification croisée et d'établir
un lien entre ces méthodes et la notion de modèle. La méthode de reconnaissance des
composants d'un mélange que nous avons proposé daqs le chapitre quatre, peut être
considérée coûrme une extension de celle proposée par Schroeder (1974) et de la
re,préscntation de Celeux (1988).

Comme le principe de la classification croisée consiste à suMiviser la population des
individus et celle des variables en un petit nombre de groupes ou classes homogènes
sans faire aucune distinction entr€ les individus et les variables à classer, le problème des
mélanges "sroisé" à été résolu de façon analogue, c'est à dire que I'on à traité les deux
ensembles décrivant le tableau de la même façon. Ainsi nous avons pu estimer les
paramètres dun modèle de mélange "croisé" par la méthode d'estimation du maximum
dc vraisemblarpe classifianæ.

k méûtode popoeée nous à permis dinterpréter deux méthodes de classificæion croisée
très utilisées actuellement et intégrées au logiciel Sicla, la méthode CROEUC
(Classification croiséc d'un tableau de mcsure utilisant la métrique Euclidienne) et la
méthod€ CROBIN (Classification croisée d'un tableau binairc utilisant la distance Lj.
Nous avons remarqué que le modèle que I'on a proposé pour la méthode CROBIN
coincidc parfaitement avcc celui qui a servi la simulation des données binaires sur
lesquelles Govaert (1983) avait obtenu dc très bons résultats en utilisant la méthode
CROBIN. Nous justifions ainsi la bonne qualité de ces résultas. De plus ce modèle par
son cxtcnsion nous à permis de ploposer de nouveaux algorithmes de classification
croisée utilisant dcs distances adapatives de tlpe L1 (CROBIN adaptatif). Il serait
donc intéressant de tester ces nouveaux algorithmes sur des données simulées qui elles
aussi suivent à chaque fois une des variantes du modèle. Ce qui semble également
important est d'essayer détablir les liens qui exisænt entre les critè,res mériques et les
critères probabilisæs dans le cas de la classification cloisée. Ceue étude nous permettra
peut êtne dinærpréter d'autres méttrodes de classification cloisée ælle que la méthode
CROKI2 (classification croisée d'un tableau de contigence) et la méthode CROMLJL
(classificæion croisée d'un questionnaire).
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Amexz I

C O M M ^ N D E  :  M N D B I N  < >  n r J c c s  d y n a m i q u e s  s u r  v a r l . r b l e s  b l r r a l  r c . s

va r i ab .Les  se lec t . l onnees  :

V À 1 V A 2 V A 3 V À 4

Va leu rs  des  Pa râme 'L res

nombre  de  c l asses
m o d e  d '  i n i È i a l i s a t . i o n
nombre  de  È i r ages  au  hasa rd
c l a s s e  v i d e  p o s s i b l e
s o r t i e  u n i q u e n e n t  d u  m e i l l e u r  r e s u l È a L
impress ion  t àb leau  l n iÈ ia I  r eo rdonne
cho i x  de  I a  d i sÈance

V a l e u r  d u  c r i L e r e  o b E e n u  a  c h a q u e  t . i r a g e  :

2
I
2 0
o u i
o u i
non
1

3 7 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 7 5 . 0 0 0 c 0 0 0
3 ? 5 . 0 0 0 0 0 0 0
6 2 7 . 0 0 0 0 0 0 0
3 7 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 7 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 7 5 .  0 0 0 0 0 0 0
3 ? 5 .  0 0 0 0 c 0 0
3 ? 5 .  0 0 0 0 0 0 0
4  9 1  .  0 0 0 0 0 0 0
3 ? 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 7 5 . 0 0 0 0 0 0 0
6 2 ? . 0 0 0 0 0 0 0
4  9 1  . 0 0 0 0 0 0 0
3 ? 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 7 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 7 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 ? 5 . 0 0 0 0 0 0 0
3 ? 5 . 0 0 0 0 0 0 0
6 2 ? . 0 0 0 0 0 0 0

conve  r9ence
conve  r9ence
conve rgence
conve r9ence
conve rgence
conve rgence
conve  r9ence
conve rgence
conve r9ence
conve r9ence
conve rgence
conve rgence
convergence
conve rge nce
conve r9ence
conve  rgence
conve r9ence
conve rgence
conve rgence
convergence

a È t e i n ! e l
a L t e l n È e )
a È È e l  n È e )
à L  t e l  n È e  l
a t È e i  n c e  l
â t ' r e
à c L e
a t  È e
à È t e
à c  L e
a È t e
a È  L e
à È  È e
e t . È e
a È t e
â L È E
A L È C
a È È e
à È  È e

a È È e

n t e  I
n t  e ,
n c e l
n t e l
n È e  )
n È e  )
n c e  I
n t e )
n t e  )
n È e  I
nLe  l
n t e  )
n È e  I
n t e I
n t e l

ÀNALYSE DU MEILLEUR TIRÀGE

v a l e u r  d u  c r i t e r e  o b È e n u  3 ? 5 . 0 0 C 0 0 0 0

P à r È i È i o n

c l a s s e  I  : 2 7 6  e l e m e n t s

b

a

I

o

i 0 0 1  1 0 0 2  i 0 0 3  1 0 0 4
i 0 1 7  i 0 1 8  i 0 1 9  i 0 2 0
i 0 3 3  i 0 3 4  i 0 3 5  i 0 3 5
i 0 4 9  i 0 5 0  i 0 5 1  i 0 5 2
i 1 0 3  i 1 0 4  i 1 0 5  i t s 5
i I 6 8  1 1 6 9  i l ? 0  i t 7 1
i 1 8 4  i 1 8 5  i 1 8 6  i 1 8 ?
1200 i20r  i202 1203
L 2 L 6  t 2 t 1  i 2 1 8  i 2 1 9
1 2 3 2  L 2 3 3  i 2 3 4  i 2 3 5
i , 2 4 8  L 2 4 9  i 2 5 0  i 2 5 1
i264 L265 i ,266 i267
i 2 8 0  i 2 8 1  i , 2 8 2  i 2 8 3
i296 i291 t 298 1299
i 3 1 2  i 3 t 3  i 3 1 4  i 3 1 5
t 3 2 8  i , 3 2 9  i 3 3 0  i 3 3 1
i 3 4 4  i 3 4 5  i 3 4 6  i 3 4 7
i 3 9 5  i 3 9 6  i 3 9 ?  1 3 9 8

i 0 0 9  t 0 l 0  i 0 l l
i 0 2 5  i 0 2 6  i 0 2 7
i 0 4 1  i 0 4 2  i 0 4 3
i 0 5 7  i 0 5 8  i 0 5 9
i l 5 0  i 1 5 1  i 1 6 2
l l 7 6  i l ? ?  i 1 7 8
i 1 9 2  1 1 9 3  i l 9 4
i 2 0 8  i 2 0 9  i 2 1 0
L224 i225 i226
i .240 L24L i ,242
i 2 5 6  i 2 5 7  i 2 5 8
i . 2 7 2  i 2 1 3  t 2 1 4
i 2 8 8  i 2 8 9  i 2 9 0
i 3 0 4  i 3 c 5  i 3 0 6
i320 t327 i322
i 3 3 6  i 3 3 7  i 3 3 8
i 3 8 7  i 3 8 8  i 3 8 9

i 0 7 1  : c 7 2  i c 7 3
i 0 r t 7  i 0 8 t r  i 0 8 9
i 1 0 8  i l c 9  i 1 l 0
i l24  i l25  iL26
i 1 4 C  i 1 4 1  i 1 4 2
i 3 5 1  i 3 5 2  i 3 5 3
i 3 6 ?  i 3 6 8  1 3 6 9
i 3 8 3  i 3 8 4  i 3 9 9

t2r

i 0 1 4  i 0 1 5  i 0 l 6
i 0 3 0  i 0 3 1  i 0 3 2
i 0 4 6  i 0 4 ?  i 0 4 8
i 0 6 2  i 1 0 1  1 1 0 2
i 1 6 5  i 1 6 5  i 1 6 7
i 1 8 l  i 1 8 2  i 1 8 3
i 1 9 7  i 1 9 8  i 1 9 9
i 2 l 3  i 2 r 4  i 2 1 5
i229 1230 i23I
i245 i246 124 ' l
i26I i262 i263
i21 ' t  i278  i ,219
1293 i294 i ,295
i 3 0 9  i 3 1 0  i 3 1 1
i 3 2 5  i 3 2 6  i 3 2 7
i  3 4 1  i 3 4 2  i 3 4 3
i 3 9 2  i 3 9 3  i 3 9 4

c l a s s e  2 z  1 3 6 e l e m e n r s

i 0 0 5  1 0 0 6
L02t LO22
i 0 3 ?  i 0 3 8
i 0 5 3  i 0 5 4
i 1 5 6  i l 5 ?
i  1 ? 2  1 l  ? 3
i l 8 8  1 1 8 9
i 2 0 4  i 2 0 5
: .220 i22 l
i236 t231
L252 L253
i268 1269
i 2 8 4  1 2 8 5
i  3 0 0  i  3 0 1
i 3 1 6  r 3 l ?
i  3 3 2  i  3 3 3
i 3 1 8  I 3 4 9

i 0 6 ?  i 0 6 8
i 0 8 3  1 0 8 4
1 0 9 9  t r 0 0
i l 2 0  1 1 2 1
i 1 3 6  i 1 3 7
i 1 5 2  i 1 5 3
i 3 6 3  i 3 6 4
i 3 7 9  i 3 8 0
1 4 0 9  1 4 1 0

i 0 0 7  i 0 0 8
i 0 2 3  i 0 2 4
i c 3 9  i 0 4 0
i 0 5 5  i 0 s 6
i l s s  i l 5 9
i 1 7 4  i l 7 5
r l 9 0  i r 9 l
1206 L207
1222 i223
i 2 3 8  i 2 3 9
i 2 5 4  i 2 5 5
1  2 7 0  i 2 1 I
i 2 8 6  i 2 8 7
i 3 0 2  i 3 0 3
i 3 l 8  i 3 t 9
i 3 3 4  i 3 3 5
i 3 8 5  i 3 8 6

i 0 6 9  i 0 7 0
i 0 8 5  i 0 g 6
1 1 0 6  1 1 0 7
tL22 LL23
i 1 3 8  i 1 3 9
i 1 5 4  i 3 5 0
i 3 6 5  i  3 6 6
i 3 8 l  i 3 8 2
l 4 l l  i 4 l 2

1 0 1 2  r 0 1 3
i 0 2 8  i 0 2 9
i 0 4 4  r 0 4 5
1 0 6 0  i 0 6 r
1 1 6 3  i l 6 4
i l 7 9  r l 8 0
i 1 9 5  i 1 9 6
t2L I  t2 r2
122't i228
t243 L2q4
i 2 5 9  i 2 5 0
i275 i2 ' t6
L29t 1292
1 3 0 ?  i 3 0 8
i  3 2 3  i  3 2 4
i 3 3 9  i 3 4 0
i 3 9 0  i 3 9 1

i 0 7 4  i 0 7 5
i 0 9 0  i 0 9 l
i t 1 1  i l l 2
i l 2 7  i l 2 8
i 1 4 3  i 1 4 4
i 3 5 4  i 3 5 5
i  3 ? 0  i  3 ? l
i 4 0 0  i 4 0 1

i 0 7 6  i 0 7 7
i 0 9 2  i 0 9 3
i l  l 3  i 1 l 4
i l 2 9  i l 3 0
i 1 4 5  i 1 4 5
i 3 5 5  i 3 5 7
i 3 7 2  i 3 ? 3
i 4 0 2  i 4 0 3

i 0 6 3  i 0 6 4  i 0 6 5  i 0 6 6
i 0 7 9  i 0 8 0  i 0 8 1  i 0 8 2
i 0 9 5  i 0 9 6  i 0 9 ?  i 0 9 8
i 1 1 6  i 1 1 ?  i l l S  1 l l 9
i 1 3 2  i 1 3 3  i 1 3 4  i 1 3 5
i 1 4 8  i 1 4 9  i 1 5 0  i 1 5 1
i 3 5 9  i 3 6 0  i 3 5 1  i 3 6 2
i 3 7 5  I 3 ? 6  i 3 ? 7  t . 3 7 8
i 4 0 5  t 4 0 6  i 4 0 ?  1 4 0 8

i 0 7 8
! c 9 4
i 1 1 5
i l 3 1
i l 4 7
i  3 5 8
i  3 7 4
i 4 0 4

o
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HOMOGENEIÎE PÀR CLÀSSE

o

v
À

4
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v
À

2
8 2
5 3

v v v v
À À À A

L 2 3 4
1 8 0 4 7 6 8 7 1
2 0 6 3 0 { 0

o

t
1  ? 1
2  1 0 0

v
À

3
7 5

1 0 0

ÎÀBLEÀU DES ECÀRÎS

ÎÀBLEÀU DES PÀRÀI{EIRES DE IÀ LOI DE BERNOUILLI

v v v
À A À

L 2 3
1  0 . 2 ?  0 . 2 7  0 . 2 1
2  0 . 2 1  0 . 2 7  0 . 2 1

v
À

{
0 . 2 1
0 . 2 1

v v v v
A À À À

L 2 3 4
1  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0
2  1 . 0  1 . 0  1 . 0  1 . 0

TÀSLEÀU DES COEFFICIENTS DE PONDERÀÎION

Ecr iÈure  du  cons t lÈuant  No I  sur  I  â rch ive  :score .sâr
Nom du consti tuânÈ : cRBlclasses obÈenues avec MNDBfN

b
t

o

)

o

o t22
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o
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o

o

o
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Annexe I

COM|{ÀNDE :  MNDBfN <> nuees dynarnlques sur var iables binalres

va r i ab les  se lecg lonnees  :

v À 1 v À 2 v A 3 V À 4

va leu rs  des  Pa ramec res

nombre de c lasses
node  d '  l n l .È i a l i sa t l on
nonbre de t i rages au hasard
c lasse  v i de  poss ib l e
so r t i e  un iquemenÈ  du  ne i l l eu r  r esu l t àÈ
lmpress ion  t ab leau  i n iÈ ia I  r eo rdonne
cho i x  de  I a  d i s t ance

2
2
'I

ou i
ou i
non
2

LecÈu re  du  consÈ i t uânÈ  No  1  su f  I  a r ch i ve  : s t o re . sà r
Nom du  consÈ i t uànÈ  :  CRBIC Iasses  ob tenues  avec  MNDBIN

Valeur du cr lÈere obtenu a chague Èirege :

828 .2286000  ( conve rgence  aÈ te l nÈe )

ÀNÀLYSE DU IIEILLEUR ÎIRAGE

ve l cu r  du  c r i t e r c  ob t cnu  828 .2286000

Per t  l t i on

c l asse  I  : 208  c l enæn ts

O

o

b
I

i .001  1002 1003 1004
1 0 4 {  1 0 1 5  1 0 4 6  t 0 { ?
1 0 6 0  1 0 6 1  1 0 6 2  1 1 0 1
1 1 6 3  i l 6 4  1 1 6 5  1 1 6 6
i 1 ? 9  1 1 8 0  i 1 8 1  i 1 8 2
1 1 9 5  1 1 9 6  1 1 9 ?  1 1 9 8
L?LL L2L2 1213 1214
L227 L228 t229 L230
L243 L244 L24S L246
1259 1260 r26L 1262
1 3 1 5  1 3 1 ?  t 3 r 8  1 3 1 9
i 3 3 2  1 3 3 3  1 3 3 4  t 3 3 s
i 3 4 8  1 3 4 9  1 3 8 5  1 3 8 6

1 0 0 8  1 0 0 9  1 0 1 0  1 0 1 1
i024 1025 ' .026 1033
i 0 6 8  i 0 6 9  i 0 ? 0  1 0 ? 1
i 0 8 4  1 0 8 5  1 0 8 6  1 0 8 7
i 1 0 0  1 1 0 6  i 1 0 ?  l t 0 8
1 1 2 1  1 1 2 2  1 1 2 3  1 1 2 4
i 1 3 ?  i 1 3 8  i 1 3 9  1 1 4 0
i153 1154 L263 1264
L211 i218 i279 1280
i293 i294 1295 L296
1 3 s 5  i 3 s 6  1 3 5 ?  1 3 5 8
1 3 ? 1  i 3 ? 2  1 3 7 3  1 3 7 4
i 4 0 1  i 4 0 2  i 4 0 3  1 4 0 4

1 0 0 5  1 0 0 6  i 0 0 7
10t |8  1049 1050
1 1 0 2  1 . 1 0 3  1 1 0 4
i 1 6 ?  1 1 6 8  1 1 6 9
1 1 8 3  1 1 8 1  t 1 8 5
r 1 9 9  1 2 0 0  i 2 0 1
1 2 1 5  1 2 1 6  i 2 l ?
i 2 3 1  i 2 3 2  1 2 3 3
L247 L248 1249
L297 L298 L299
L320 L32L L322
i 3 3 6  1 3 3 ?  i 3 3 8
i 3 8 ?  t 3 8 8  1 3 8 9

i 0 1 2  1 0 1 3  1 0 1 4
1 0 3 4  1 0 3 5  1 0 3 6
t 0 7 2  t 0 ? 3  i 0 ? 4
1 0 8 8  i 0 8 9  1 0 9 0
1 1 0 9  1 1 1 0  i 1 1 1
1 1 2 5  i 1 2 5  1 1 2 ?
i 1 { 1  i 1 4 2  i t 4 3
i265 i266 L267
1 2 8 1  i 2 8 2  i 2 8 3
i 3 0 4  1 3 0 5  i 3 0 5
i 3 5 9  i 3 6 0  i 3 6 1
t 3 ? 5  i 3 ? 6  1 3 7 7
i 4 0 5  i 4 0 6  i 4 0 7

t 0 2 ?  i 0 2 8
t 0 5 l  1 0 5 2
i 1 0 5  i I 5 5
1 1 7 0  1 t ? 1
i 1 8 6  1 1 8 ?
1 2 0 2  1 2 0 3
1 2 1 8  1 2 1 9
t 2 3 {  1 2 3 5
r 2 5 0  i 2 5 1
i 3 0 0  t 3 0 t
i 3 2 3  i 3 2 {
i 3 3 9  i 3 4 0
i 3 9 0  i 3 9 r

1 0 1 5  i 0 1 6
i 0 3 ?  i 0 3 8
i 0 ? 5  t 0 ? 5
r 0 9 1  i 0 9 2
i 1 1 2  i 1 1 3
i 1 2 8  i 1 2 9
i 1 4 4  i 1 4 5
i 2 6 8  i 2 6 9
i 2 8 {  1 2 8 5
i 3 0 ?  i 3 0 8
i 3 6 2  i 3 6 3
i 3 ? 8  t 3 7 9
t 4 0 8  t { 0 9

1 0 2 9  1 0 3 0
1 0 5 3  i 0 5 4
1 1 5 5  1 1 5 ?
1 1 7 2  1 1 7 3
1 1 8 8  1 1 8 9
1 2 0 4  i 2 0 5
i220 t22r
t236 L231
i 2 5 2  1 2 5 3
1 3 0 2  1 3 0 3
i 3 2 5  1 3 2 6
i 3 4 l  i 3 1 2
1 3 9 2  1 3 9 3

i 0 t ?  1 0 1 8
1 0 3 9  i 0 4 0
t 0 ? ?  1 0 ? 8
1 0 9 3  1 0 9 {
i  1 1 4  1 1 1 5
1 1 3 0  i 1 3 1
r 1 4 6  i 1 { ?
i 2 ? 0  t 2 ? 1
i 2 8 6  i 2 8 ?
i 3 0 9  i 3 1 0
i 3 6 {  1 3 6 5
i 3 8 0  1 3 8 1
i 4 1 0  i 4 1 1

i031 1032 i041
1055 1056 105?
1 1 5 8  t l s 9  1 1 5 0
t l ? 4  1 1 ? 5  1 1 ? 6
1 1 9 0  1 1 9 1  1 1 9 2
t206 i20? 1208
1222 t223 L224
1 2 3 8  1 2 3 9  t 2 4 0
1 2 5 1  1 2 5 5  1 2 5 6
1 3 1 1  1 3 1 2  i 3 1 3
1 3 2 ?  1 3 2 8  i 3 2 9
i 3 t 3  i 3 4 4  i 3 4 5
139{  1 .395 i396

r 0 1 9  t 0 2 0  1 0 2 1
1 0 6 3  1 0 6 {  1 0 6 5
i 0 ? 9  i 0 8 0  1 0 8 1
1 0 9 5  1 0 9 6  1 0 9 ?
i l l 6  i 1 1 ?  i l l 8
1 1 3 2  1 1 3 3  i 1 3 {
1 1 { 8  i I { 9  1 1 5 0
L212 L273 L214
1 2 8 8  1 2 8 9  i 2 9 0
i350 1351 1352
1 3 6 6  t 3 6 7  i 3 6 8
1 3 8 2  i 3 8 3  1 3 8 4
i 4  1 2

1 0 4 2  t 0 { 3
1 0 5 8  1 0 5 9
1 1 6 1  1 1 6 2
1 r ? ?  1 1 ? 8
i 1 9 3  1 1 9 4
1 2 0 9  i 2 1 0
1225 1226
L24t L242
1 2 5 ?  1 2 5 8
1 3 1 1  1 3 1 5
i 3 3 0  1 3 3 1
i346 13 i l? -
1 3 9 ?  i 3 9 8

L022 tO23
1 0 6 6  1 0 5 7
1082 1083
1 0 9 8  r 0 9 9
i l 1 9  r 1 2 0
1 1 3 5  1 1 3 6
1 1 5 1  i 1 5 2
L215 1276
I29r L292
i353 i35 ' l
1 3 6 9  1 3 7 0
1 3 9 9  i 4 0 0

c l a s s e  2 z  2 0 4 e l e m e n t s

t23
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3 2 0
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v v v v
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À À

3 4
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1
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o

o
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o

o

o

o

v
À

4
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v
À

4
5 4
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I
2

0 . 3 6  0 . 2 7  0 .  1 ?  0 . 2 8
0 . 3 6  0 . 2 1  0 . 1 ?  0 . 2 8

ÎABLEÀU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION

v v v v
À À À À

L 2 3 4
0 . 6  1 . 0  1 . 6  0 . 9
0 . 6  1 . 0  1 . 6  0 . 9

Ecr i t u re  du  cons t i t uanÈ  No  2  su r  I  a r ch i ve  : s t oEe .3a r
Nom du consÈi tuànt .  :  CRBIClasses obcenues avec t {NDBIN

I
2io

I

o
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o
Annexc I

l. COHHÀNDE :  MNDBIN <> nuees dynamiques sur var iables binâires

o

o

o

o

o

o

va r l ab les  se lecE ionnees  :

v À 1 v À 2 V A 3 V A 4

Va leu rs  des  Pa rame t res

nombre de c lasses
m o d e  d ' i n i c i a l i s a t i o n
nonbre de t i rages au hasard
c lasse  v l de  Poss ib l e
so rÈ ie  un lquemenc  du  rne l l l eu r  r esu lÈaÈ
inp ress ion  t ab leau  i n iÈ ia l  r eo rdonne
cho i x  de  l a  d i scance

2
2
1
o u i
ou i
non

LecÈu re  du  cons t i t uen t  No  I  su r  I  a r ch i ve  : s t o re . sa r
Nom du  consÈ l - cuanÈ  :  CRBIC lasses  obÈenues  avec  MNDBIN

Va leu r  du  c r iÈe re  obEenu  a  chaque  t i r àge  :

? 8 4 . 8 6 6 4 0 0 0  ( c o n v e r g e n c e  â t È e i n c e l

ÀNALYSE DU MEILLEUR TIRÀGE

va leu r  du  c r lÈe re  ob tenu  ?8 t1 .856 t1000

Pâr t  l t i on

c l asse  1  : 2 t l 2  c l emencs

i 0 0 1  1 0 0 2  1 0 0 3  1 0 0 4
t 0 1 ?  i 0 1 8  i 0 1 9  i 0 2 0
t 0 { 1  I 0 { 2  1 0 4 3  1 0 4 {
r 0 5 ?  1 0 5 8  t 0 5 9  i 0 6 0
i 1 6 5  1 1 6 6  1 1 6 ?  1 1 6 8
1 1 8 1  1 1 8 2  1 1 8 3  1 1 8 4
1 1 9 ?  1 1 9 8  1 1 9 9  1 2 0 0
1 2 1 3  1 2 1 4  i 2 1 5  1 2 1 6
t229 L230 L23L L232
i245 1246 L247 t248
L26L t262 L263 t264
t211 L278 r2?9 1280
L291 1294 t295 L296
t 3 1 6  1 3 1 ?  1 3 1 8  i 3 1 9
i 3 3 2  i 3 3 3  1 3 3 4  i 3 3 s
1 3 4 8  i 3 l 9

i 0 3 4  i 0 3 5  1 0 3 6
r 0 ? 2  t 0 ? 3  1 0 ? 4
1 0 8 8  i 0 8 9  t 0 9 0
i 1 0 {  1 1 0 5  1 1 0 6
i 1 2 0  l 1 2 l  1 1 2 2
i 1 3 6  1 1 3 ?  i 1 3 8
i 1 5 2  i 1 5 3  i 1 5 {
t 3 5 5  1 3 5 ?  1 3 5 8
1 3 7 2  i 3 7 3  i 3 7 4
i 3 8 8  1 3 8 9  i 3 9 0
i 4 0 4  i 4 0 5  i 4 0 6

c l a s s e  2 z  1 ? 0 e l e n e n t s

t 0 0 5  t 0 0 6
i 0 2 1  i 0 2 2
t 0 1 5  1 0 4 6
r 0 6 1  1 0 6 2
i l 6 9  I 1 7 0
1 1 8 5  1 1 8 5
L20L L202
1 2 1 ?  t 2 1 8
1 2 3 3  t 2 3 4
1 2 4 9  t 2 5 0
L265 L266
L28L 1282
L297 t298
i 3 2 0  i 3 2 1
1 3 3 6  1 3 3 ?

i 0 3 ?  t 0 3 8
i 0 ? 5  r 0 7 6
r 0 9 1  i 0 9 2
i 1 0 ?  r 1 0 8
i 1 2 3  i l 2 4
1 I 3 9  i 1 { 0
i 3 0 4  i 3 0 5
i 3 5 9  1 3 6 0
i 3 ? 5  i 3 ? 6
i 3 9 1  i 3 9 2
i 4 0 ?  i 4 0 8

i 0 0 ?  i 0 0 8
i 0 2 3  i 0 2 1
1 0 4 ?  r . 0 4 8
t l 5 5  i 1 5 6
1 1 ? 1  i 1 ? 2
1 1 8 7  1 1 8 8
r 2 0 3  t 2 0 4
t2I9 L220
i 2 3 5  r 2 3 6
L23t 1232
L261 L268
i 2 8 3  r 2 8 4
1 2 9 9  1 3 0 0
L322 L323
t 3 3 8  i 3 3 9

i 0 3 9  i 0 4 0
I 0 7 7  l 0 ? 8
1 0 9 3  i 0 9 4
r 1 0 9  i 1 1 0
i 1 2 5  i 1 2 6
i 1 4 r  i 1 4 2
i 3 0 6  t 3 0 ?
1 3 6 1  i 3 6 2
1 3 7 7  i 3 7 8
1 3 9 3  i 3 9 4
i 4 0 9  i 4 1 0

i 0 0 9  i 0 1 0
i 0 2 5  1 0 2 6
i 0 4 9  1 0 5 0
i 1 5 7  1 1 5 8
1 1 ? 3  1 1 ? 4
t l 8 9  1 1 9 0
1 2 0 5  i 2 0 6
L22t 1222
r 2 3 ?  i 2 3 8
t 2 5 3  i 2 5 {
i 2 6 9  t 2 ? 0
1 2 8 5  1 2 8 5
i 3 0 r  i 3 0 2
i 3 2 {  i 3 2 5
i 3 4 0  i 3 { 1

i 0 6 3  1 0 6 4
i 0 ? 9  1 0 8 0
i 0 9 5  i 0 9 6
i 1 1 1  i 1 1 2
1 1 2 ?  i 1 2 8
r 1 4 3  i l { 4
i 3 0 8  i 3 0 9
i 3 6 3  i 3 6 4
i 3 ? 9  1 3 8 0
i 3 9 5  i 3 9 6
i 4 l l  t 4 1 2

i 0 1 1  i 0 1 2  i 0 1 3
i 0 2 ?  i 0 2 8  i 0 2 9
1051 1052 i053
1 1 5 9  1 1 6 0  t 1 6 1
1 1 ? 5  i 1 ? 6  i 1 ? ?
1 1 9 1  r 1 9 2  i 1 9 3
1 2 0 ?  1 2 0 8  1 2 0 9
L223 L221 L223
1 2 3 9  1 2 { 0  1 2 { l
1 2 5 5  1 2 5 6  i 2 5 ?
L21L t272 L273
i 2 8 ?  1 2 8 8  1 2 8 9
1 3 0 3  i 3 1 1  1 3 1 2
1 3 2 6  I 3 2 ?  i 3 2 8
i 3 4 2  1 3 4 3  t 3 { 4

1 0 6 5  i 0 6 6  1 0 6 ?
i 0 8 t  1 0 8 2  1 0 8 3
t 0 9 ?  i 0 9 8  i 0 9 9
i 1 1 3  1 1 1 {  i 1 1 5
1 1 2 9  i 1 3 0  t l 3 1
i l 4 5  i l { 5  i I t ?
i 3 1 0  1 3 5 0  i 3 5 1
i 3 5 s  1 3 6 6  i 3 5 ?
1 3 8 1  i 3 8 2  i 3 8 3
t 3 9 ?  i 3 9 8  i 3 9 9

i 0 1 4  1 0 1 5  i 0 1 6
t 0 3 0  i 0 3 1  1 0 3 2
1 0 5 {  1 0 5 5  1 0 5 6
1 1 6 2  1 1 6 3  1 1 6 ' l
i 1 ? 8  1 l ? 9  i 1 8 0
1 1 9 {  1 1 9 5  1 1 9 6
1 2 1 0  1 2 1 1  r 2 r 2
L226 t221 L228
L242 L243 L241
t258 1259 1260
L211 L273 L216
L290 L29t L292
1 3 1 3  1 3 1 {  i 3 1 5
r 3 2 9  1 3 3 0  1 3 3 1
1 3 { 5  i 3 4 6  i 3 4 ?

1 0 6 8  1 0 5 9  i 0 7 0
1 0 8 4  i 0 8 5  1 0 8 6
i 1 0 0  i 1 0 t  1 1 0 2
1 1 1 5  1 1 1 ?  1 1 1 8
i l 3 2  i 1 3 3  1 1 3 4
i 1 4 8  i l 4 9  i 1 5 0
i 3 5 2  1 3 5 3  1 3 5 {
1 3 6 8  1 3 6 9  i 3 ? 0
1 3 8 {  i 3 8 5  1 3 8 6
i { 0 0  i 4 0 1  i 4 0 2

b

o

lo

t 0 3 3
i  0 ? 1
i 0 8 ?
I 1 0 3
i  1 1 9
1 1 3 5
i  1 5 1
i  3 5 5
i 3 ? 1
i 3 8 ?
i { 0 3

o t25



o Annexe I

l.
)

ÎABLEÀU (P,J)

v v
À A

L 2
1  1 8 1  2 2 9
2 1 5 7 3

o
ÎÀBLEAU DES VALEURS IDEALES

t/vw
ÀÀÀÀ

1 2 3 4
1  1 1 1 1
2 L

o

HOMOGENEIlE PÀR CLÀSSE

v v v
À À À

2 3 4
9 4  ? 8  1 5
57  88  66

ÎABLEAU DES ECARÎS

o ÎÀALEAU DES PARÀ|{EIRES DE LÀ LOI DE BERNOUILLI

v v v v
À ,  À  À  À

L 2 3 r
1  0 . 2 5  0 . 0 5  0 . 2 2  0 . 2 5
2  0 . 0 9  0 .  { 3  0 .  1 r  0 .  3 4

ÎÀBLEÀU DES COEFFICIENTS DE PONDERÀIION

Ecr l tu re  du  cons t l t ' uânE No 3  sur  I  a rch ive  :score .ser
! Nom du consÈltuenÈ : CRBICIasses obtenues àvec HNDBIN

v v
A A

3 4
1 8 9  1 8 2

1 9  1 1 3

v
À

1
I  ? 4
,? t

o

v v v v
A À À À

L 2 3 {
1 6 1 1 3 5 3 6 0
2 1 5 1 3 1 9 5 ?

o

o

v v v v
À A A À

L 2 3 ' l
1  1 . 1  2 . 9  1 . 3  1 . 1
2  2 . 3  0 . 3  2 . 1  0 . ?

)
rO

I

o
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o
Annexe 2

t , -CMÈnNûE :  MNDBIN <> nuees

v a r i a b l  e s  s e l e c t i o n n e e s  :

V A l V À 2 V A 3 V A 4

Va leu rs  des  Pa rameÈres

dynan rques  su r v a r i a b l e s  b i n a i r e s

o

o

O

o

o

o

o

nombre de c lasses
m o d e  d '  i n i t , l a l i s a È i o n
nombre  de  È i r ages  au  hasa rd
c lasse  v i de  poss ibLe
6o , r t i e  un iquemen t  du  me i l l eu r  r esu l t a t
imp ress ion  Èab leau  i n i t i a l  r eo rdonne
cho i x  de  l a  d i sÈance

Va leu r  du  c r i t e re  obÈenu  a  chac iue  t . i r age  :

2
I
2 0
ou t
ou i
non
z

7 8 5 .  0 6 3 0 0 0 0
? 8 8 .  3 1 2 ? 0 0 0
? 8 5 . 0 5 3 0 0 0 0
? 8 8 .  3 1 2 ? 0 0 0
? 8 8 . 3 1 2 7 0 0 0
? 8 8 . 3 1 2 ? 0 0 0
? 8 8 .  3 1 2 7 0 0 0
? 8 8 . 3 1 2 7 0 0 0
? 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
7 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
? 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
7 8 8 .  3 1 2 7 0 0 0
? 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
? 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
? 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
7 8 8 . 3 1 2 ? 0 0 0
? 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
8 3 4 . 2 5 9 4 0 0 0
7 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0
7 8 8 . 3 1 2 7 0 0 0

conve rgence
convergence
conve rgence
conve rgence
conve rgence
conve rgence
convergence
conver9ence
convergence
conver9enee
conver9ence

(.convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(conve rgence
(conve rqence
(conve rgence
(conve rgence

à È È e i n C e )
a L  È e i  n È e  )
a t  t e i n È e )
a l t e i n c e )
a t c e i n È e  )
à t È e i n c e  )
a È t e i n t e  )
aÈ  ce i  nÈe  )
a È È e i n t e )
âÈ te i n te  )
a t È e i n t e )
e È È e i n t e )
e È c e i n È e )
a c È e i n È e  )
â ! t e i n È e )
â t t e i n È e )
a t t e i  n È e  )
à È r e i n t e )
a t . t e . i nÈe )
â c È e i n t e )

ÀNÀLYSE DU I , !EILLEUR TIRÀGE

v a l e u r  d u  c r i È e r e  o b t e n u  ? 8 5 . 0 6 3 0 0 0 0

P e r t i t i o n

c l a s s e  1 :  . 2 0 g e l e m e n t s

I,o
I

o

i 0 0 1  1 0 0 2  i 0 0 3
i 0 4 4  i 0 4 5  i 0 4 6
i 0 6 0  i 0 5 1  1 0 6 2
i 1 6 3  i 1 5 4  1 1 6 5
i 1 7 9  i 1 8 0  i 1 8 1
1 1 9 5  1 1 9 6  1 1 9 ?
i 2 1 1  i 2 1 2  i 2 1 3
i227 L'228 i229
t243 L244 i245
i 2 5 9  1 2 6 0  i 2 6 1
i 3 1 6  i 3 1 ?  i 3 1 8
i 3 3 2  i 3 3 3  i 3 3 4
i 3 4 8  i 3 4 9  i 3 8 5

c l a s s e  2  z ,

i 0 0 8  i 0 0 9  1 0 1 0
i 0 2 4  i 0 2 5  1 0 2 6
i 0 6 8  i 0 6 9  i 0 ? 0
i 0 8 4  i 0 8 5  i 0 8 6
i 1 0 0  i 1 0 6  i 1 0 ?
Lt2L rt22 tL23
i 1 3 7  i . 1 3 8  i 1 3 9
i 1 5 3  1 1 5 4  i 2 6 3
1211 i278 L219
1293 1294 L295
i 3 5 5  i 3 5 6  i 3 5 ?
i 3 ? 1  i 3 ? 2  i 3 7 3
i 4 0 1  i 4 0 2  i 4 0 3

i 0 0 4  i 0 0 5  1 0 0 6
i 0 4 ?  i 0 4 8  i 0 4 9
i t 0 1  i 1 0 2  i 1 0 3
i t 6 6  r 1 6 7  i 1 6 8
i 1 8 2  i 1 8 3  i l 8 4
i 1 9 8  i 1 9 9  i 2 0 0
i 2 1 4  1 2 1 5  i 2 1 5
1230 i23L L232
L246 i241 L248
i262 i29't i298
i 3 1 9  t 3 2 0  i 3 2 1
i 3 3 5  i 3 3 6  i 3 3 7
t 3 8 6  i 3 8 7  i 3 8 8

204 e lemenÈs

i 0 1 1  i 0 l 2  i 0 1 3
1 0 3 3  i 0 3 4  i 0 3 5
t 0 7 1  i 0 7 2  1 0 7 3
t 0 8 ?  i 0 8 8  i 0 8 9
i 1 0 8  1 1 0 9  i 1 1 0
1 1 2 4  1 1 2 5  i 1 2 5
i 1 4 0  t l 4 1  i 1 4 2
L26q L26S L266
i . 2 8 0  i 2 8 1  i 2 8 2
i 2 9 5  i 3 0 4  i 3 0 5
i 3 5 8  i 3 5 9  i 3 6 0
i 3 7 4  1 3 7 5  i 3 ? 6
1 4 0 4  i 4 0 5  i 4 0 6

i 0 0 7  i 0 2 ?
i 0 5 0  i 0 5 1
i 1 0 4  i 1 0 5
i 1 6 9  i 1 ? 0
i 1 8 5  i 1 8 6
L20L L202
1 2 1 7  i 2 1 8
i 2 3 3  i 2 3 4
i 2 4 9  i 2 5 0
i 2 9 9  i 3 0 0
i322 1323
i 3 3 8  i 3 3 9
i 3 8 9  i 3 9 0

i 0 1 4  i 0 1 5
i 0 3 6  1 0 3 ?
i 0 ? 4  i 0 ? 5
i 0 9 0  i 0 9 1
i 1 1 1  i 1 l 2
i,L21 ir28
i 1 4 3  i 1 4 4
1261 1268
i 2 8 3  i 2 8 4
i 3 0 6  i 3 0 7
i 3 6 1  i 3 6 2
i 3 ? ?  i 3 7 8
i 4 0 ?  i . 4 0 8

i 0 2 8  i 0 2 9
i 0 5 2  1 0 5 3
i 1 5 5  i 1 5 6
1 1  7 1  i 1 ? 2
i 1 8 7  i 1 8 8
i 2 0 3  i 2 0 4
i2L9 i220
1 2 3 5  i 2 3 6
L25t i252
i 3 0 r  i 3 0 2
i 3 2 4  i 3 2 5
t 3 4 0  i 3 4 1
r 3 9 1  i 3 9 2

i 0 1 6  i 0 1 ?
i 0 3 8  1 0 3 9
i 0 ? 6  i 0 ? ?
i 0 9 2  1 0 9 3
i  1 1 3  i  1 1 4
i 1 2 9  i 1 3 0
i 1 4 5  i l 4 6
L269 L210
i 2 8 5  i 2 8 6
i 3 0 8  i 3 0 9
i 3 6 3  i 3 5 4
i 3 ? 9  i 3 8 0
i 4 0 9  i 4 1 0

1 0 3 0  i 0 3 1  1 0 3 2
i 0 5 4  i 0 5 5  1 0 5 6
i 1 5 ?  i 1 5 8  i 1 5 9
i 1 7 3  i 1 ? 1  i 1 ? 5
i 1 8 9  1 1 9 0  i l 9 1
i 2 0 5  i 2 0 6  i 2 0 7
i22L 1222 1223
L231 L238 1239
i 2 5 3  i 2 5 {  1 2 5 5
i 3 0 3  1 3 1 1  i 3 1 2
i 3 2 6  1 3 2 7  i 3 2 8
i 3 4 2  1 3 4 3  i 3 4 4
1 3 9 3  i 3 9 4  I 3 9 5

1 0 1 8  i 0 I t  1 0 2 0
1 0 4 0  i 0 6 3  1 0 6 4
1078 10 .?9  i080
i 0 9 4  i 0 9 5  i 0 9 6
i 1 1 5  i 1 1 6  i t l ?
i 1 3 1  i 1 3 2  i 1 3 3
i 1 4 7  1 I 4 8  i 1 { 9
L21L L212 1273
i 2 8 7  1 2 8 8  1 2 8 9
i 3 1 0  1 3 5 0  i 3 5 1
i 3 6 5  i 3 6 6  i 3 6 ?
i 3 8 1  i 3 8 2  i 3 8 3
i 4 1 1  i { 1 2

i 0 4 1  i 0 4 2  i 0 4 3
i 0 5 7  1 0 5 8  i 0 5 9
i t 6 0  t I 6 1  i 1 6 2
i 1 ? 6  i l ? 7  1 1 7 8
i l 9 2  i 1 9 3  i 1 9 4
i 2 0 8  1 2 0 9  1 2 1 0
L224 t22S t226
1240 L24L L242
i 2 5 5  t 2 5 ?  i 2 5 8
i 3 1 3  i 3 1 4  i 3 t 5
1 3 2 9  1 3 3 0  i 3 3 1
1 3 4 5  i 3 4 6  i 3 4 ?
i 3 9 6  i 3 9 ?  i 3 9 8

t02L L022 L023
1 0 6 5  i 0 6 6  1 0 6 ?
i 0 8 1  1 0 8 2  1 0 8 3
1 0 9 ?  1 0 9 8  i 0 9 9
i l 1 8  i l l 9  1 1 2 0
i 1 3 4  i l 3 5  1 1 3 6
11.50  1151 1152
i214 1215 1276
L290 L29L L292
i 3 s 2  i 3 5 3  i 3 5 4
1 3 6 8  i 3 6 9  i 3 7 0
1 3 8 4  1 3 9 9  i 4 0 0
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Annexe 2

coMuÀNDE :  MNDBIN <> nuees dynamiques sur var iables bLnalres

t
a

o

o

o

o

o

va r i ab les  se lecg tonnees  :

v À t v A 2 V A 3 V À 4

va leuEs  des  Pa rameÈres

nonbre de c la lses
m o d e  d ' i n l t l a l i s a t i o n
nombre de t i rages au hasard
c lasse  v i de  poss lb l e
so r t i e  un iquemenÈ  du  rne i l l eu r  r esu l ca t
imp ressLon  l ab leau  i n iE ia l  r eo rdonne
c h o l x  d e . l a  d i s t a n c e

2
2
I
o u l
o u i

J

LecÈu re  du  consÈ l t , uanc  No  4  su r  I  a r ch i ve  : sÈo re . sà r
Nom du  cons t i t uen t  :  CRBIC Iasses  obcenues  avec  MNDBIN

Va leu r  du  c r l t e re  obÈenu  a  chaque  È i r àge  :

? 9 2 . 3 8 7 4 0 0 0  ( c o n v e r g e n c e  a B È e i n È e l

ÀNÀLYSE DU I{EILLEUR ÎIRÀGE

va leu r  du  c r lÈê re  obÈenu  ?92 .38?4000

Par t  i  È i on

c l a s s c  1 :  2 2 ? c l e n e n t s

)
)
)

1 0 0 1  1 0 0 2  1 0 0 3  I 0 0 l
r 0 1 ?  1 0 1 8  1 0 1 9  1 0 2 0
t 0 { 5  t 0 { 6  t 0 { ?  1 0 4 8
1 0 6 1  1 0 6 2  1 1 5 5  t 1 s 6
1 1 6 9  1 1 ? 0  r 1 ? 1  t 1 ? 2
1 1 8 5  t r 8 6  i 1 8 ?  1 1 8 8
t20t 1202 1203 t20{
121? 1218 L2r9 1220
1 2 3 3  1 2 3 4  1 2 3 5  r 2 3 6
r 2 { 9  i 2 5 0  1 2 5 1  i 2 5 2
L265 i266 L267 L26S
i 2 8 1  i 2 8 2  i 2 8 3  t 2 8 4
1 3 1 5  1 3 1 6  1 3 1 7  1 3 1 8
1 3 3 1  i 3 3 2  i 3 3 3  1 3 3 4
i 3 4 ?  i 3 4 8  i 3 4 9

i 0 2 3
10 67
I  0 8 3
i 0 9 9
1 1 1 5
i  1 3 1
i 1 4 ?
t294
1 3 5  5
L312
i  3 8 8
i 4 0 4

i 0 2 4  1 0 2 5  1 0 2 6
1 0 6 8  1 0 6 9  1 0 ? 0
r 0 8 4  1 0 8 5  i 0 8 6
1 1 0 0  1 1 0 1  i 1 0 2
1 1 1 6  i 1 1 ?  1 1 1 8
1 1 3 2  1 1 3 3  1 1 3 4
i 1 4 8  1 1 4 9  r 1 5 0
i 2 9 5  1 2 9 6  1 3 0 4
i 3 5 ?  1 3 5 8  1 3 5 9
1 3 7 3  i 3 7 4  1 3 ? 5
1 3 8 9  1 3 9 0  i 3 9 1
1 4 0 5  1 4 0 6  i 4 0 ?

c l a s s e  2 z  l S 5 e l e n e n c s

1 0 0 5  1 0 0 6
r 0 2 1  1 0 2 2
1 0 4 9  1 0 5 0
1 1 5 7  1 1 5 8
t l ? 3  1 1 7 4
t l 8 9  1 1 9 0
i 2 0 5  1 2 0 6
L22L L222
i 2 3 ?  i 2 3 8
r 2 5 3  i 2 5 4
i 2 6 9  i 2 ? 0
r 2 8 5  i 2 9 ?
t 3 t 9  t 3 2 0
I 3 3 5  i 3 3 6

i 0 3 3  1 0 3 4
t 0 ? 1  1 0 ? 2
t 0 8 ?  r 0 8 8
i 1 0 3  1 1 0 4
1 1 1 9  1 1 2 0
1 1 3 5  1 1 3 6
i r 5 1  i 1 5 2
i 3 0 5  i 3 0 6
i 3 6 0  1 3 6 1
t 3 7 5  1 3 7 ?
i 3 9 2  i 3 9 3
i 4 0 8  1 4 0 9

1 0 0 7  1 0 0 8
1 0 2 ?  i 0 2 8
1 0 5 1  i 0 5 2
i 1 5 9  1 1 6 0
l 1 ? 5  t 1 ? 6
1 1 9 1  i r 9 2
1 2 0 ?  i 2 0 8
L223 L224
i 2 3 9  i 2 { 0
i 2 5 5  i 2 5 6
L21r L212
1298 L299
i32L L322
1 3 3 7  i 3 3 8

1 0 3 5  i 0 3 6
t 0 ? 3  1 0 7 4
1 0 8 9  i 0 9 0
i 1 0 5  i l 0 6
LL2L LL22
i l 3 7  i 1 3 8
i l 5 3  i 1 5 4
r 3 0 ?  1 3 0 8
i 3 6 2  i 3 6 3
1 3 ? 8  i 3 7 9
1 3 9 4  r 3 9 5
i 4 1 0  1 4 1 1

1 0 0 9  t 0 1 0
1 0 2 9  i 0 3 0
1 0 5 3  1 0 5 4
l r 6 l  i 1 6 2
1 1 ? ?  1 1 ? 8
1 1 9 3  r t 9 4
i 2 0 9  i 2 1 0
L225 L226
l24l L242
i 2 5 ?  i 2 5 8
i,213 t21q
i 3 0 0  1 3 0 1
i 3 2 3  i 3 2 4
1 3 3 9  i 3 4 0

i 0 3 ?  i 0 3 8
i 0 ? 5  i 0 ? 6
i 0 9 1  i 0 9 2
i 1 0 ?  i 1 0 8
r 1 2 3  i l 2 4
i 1 3 9  i 1 4 0
i 2 8 6  i 2 8 ?
i 3 0 9  i 3 1 0
i 3 6 4  i 3 6 5
t 3 8 0  t 3 8 l
1 3 9 6  i 3 9 ?
1 4 1 2

1 0 1 1  1 0 1 2
1 0 3 1  1 0 3 2
i 0 5 5  1 0 5 6
1 1 6 3  i 1 6 {
i i ? 9  1 1 8 0
1 1 9 5  1 1 9 6
L?LI L2L2
i221 L228
i 2 4 3  i 2 { {
i 2 5 9  1 2 6 0
t213 L276
i 3 0 2  i 3 0 3
i 3 2 5  1 3 2 6
i 3 4 1  i 3 4 2

1 0 3 9  i 0 { 0
i 0 ? ?  1 0 ? 8
1 0 9 3  1 0 9 4
i 1 0 9  i 1 1 0
i 1 2 5  i 1 2 6
1 1 4 1  i 1 4 2
i 2 8 8  i 2 8 9
i 3 5 0  i 3 5 1
I 3 6 5  1 3 6 7
i 3 8 2  r 3 8 3
i 3 9 8  i 3 9 9

1013 t0 l ' l
t 0 { 1  t 0 { 2
105? 10s8
1 1 6 5  1 1 5 6
1181 1r82
1 1 9 ?  1 1 9 8
t 2 l 3  1 2 1 {
L229 L230
1 2 t 5  t 2 1 6
L26I t252
L217 1278
i 3 1 1  1 3 1 2
t 3 2 ?  i 3 2 8
i3 {3  l3 l ' l

r063 i05{
1 0 ? 9  i 0 8 0
1 0 9 5  1 0 9 6
1 1 1 1  1 1 1 2
1 1 2 ?  r l 2 8
i t 4 3  1 1 { 4
i 2 9 0  i 2 9 1
i 3 5 2  1 3 5 3
1 3 6 8  i 3 6 9
i 3 8 4  1 3 8 5
t 4 0 0  i { 0 1

1 0 1 5  1 0 1 6
1 0 4 3  1 0 4 {
1 0 s 9  1 0 6 0
i 1 5 ?  1 1 6 8
i 1 8 3  1 1 8 4
i r 9 9  1 2 0 0
1 2 1 5  1 2 1 6
L23I L232
L247 I24g
L263 L264
t 2 ? 9  i 2 8 0
1 3 1 3  i 3 1 4
i 3 2 9  1 3 3 0
1 3 4 5  1 3 4 6

1 0 6 5  i 0 6 6
1 0 8 1  1 0 8 2
1 0 9 ?  1 0 9 8
1 1 1 3  1 1 1 {
1 1 2 9  1 1 3 0
i l 4 5  i l 4 6
L292 L293
i 3 5 4  i 3 5 5
i 3 ? 0  1 3 ? 1
1 3 8 6  t 3 8 ?
i a 0 2  i 4 0 3

o

)

o

o
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4
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Ecr i tu re  du  consc iÈuànB No 5  sur  I  a rch lve  :sÈore 'sà !
Nom du cons t iÈuant  :  CRBIClasses  obÈenues avec  MNDBIN

v v v
À A À

L 2 3
1  1 . 0  2 . 8  1 . 6
2  1 . 6  0 . 1  2 . 2
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C O M V À N D E :  y N D B I N  < >  î u e e s  c . v n a î : . s u e s

v a r : a b i e s  s e i e c a i c n n e e s  :

v A i v A 2 v À 3 v 4 4

V a l e u r s  i e s  ? a r : m e c : e s

nombre  Ce  c l asses
m o c e  i '  : n i : : a l . : s â a i c n
n o m b r e  d e  : : r a g e s  à u  : à s â r :
c l a s s e  v i d e  p o s s i b l e
s o = : i e  u n i q u e r n e n c  d u  n e l l . L e u r  : e s u ; c a c
i , m p r e s s i o n  c a b L e a u  i . ^ j . a i a :  r e o r i o n n e
c h o i x  d e  l a  C i s : â n c e

V a l e u r  d u  c r i È e r e  o b c e n u  a  c h a q u e  a i : a g e  :

o

o

o

o

o

o

) a

)

ÀNÀLYSE DU MEILLEUR T IRÀGE

v a l e u r  d u  c r i t e r e  o b È e n u  ? 6 1 . 3 8 7 9 0 0 0

P à r t i È i o n

c l a s s e  1  :

8 0 0 . 6 9 2 8 0 0 0
7 6 1 . 3 8 ? 9 0 0 0
7 9 2 . 6 0 6 8 0 0 0
7 6 4 . 3 5 8 9 0 0 0
8 2 3 . 0 9 3 3 0 0 0
? 8 4  . 8 6 6 4 0 0 0
8 2 2 . 3 9 9 3 0 0 0
8 2 3 . 0 ? 5 5 0 0 0
? 9 5 . 2 9 0 3 0 0 0
? 9 3 . 3 6 4 9 0 0 0
8 r 4  . 4 1 0 6 0 0 0
7 9 2 . 3 8 7 4 0 0 0
8 0 2 . 0 8 8 I 0 0 0
? 6 1 . 3 8 ? 9 0 0 0
8 1 4  .  4  1 0 6 0 0 0
? 9 3 .  6 9 4 0 0 0 0
7 9 5 . 1 9 8 7 0 0 0
7 6 1 . 6 5 7 8 0 0 0
8 0 2 . 6 8 9 3 0 0 0
? 8 4 . 8 6 6 4 0 0 0

i 0 0 1  i 0 0 2  i 0 0 3
i 0 1 7  i 0 1 8  i 0 1 9
i 0 3 3  i 0 3 4  i 0 3 5
i 1 6 3  i 1 6 4  i 1 6 5
i l 7 9  i 1 8 0  i 1 8 l
i 1 9 5  i 1 9 6  i l 9 ?
i 2 1 l  i 2 1 2  i 2 l 3
i,221 i228 i229
1243 i244 i245
L259 i260 i26l
i275 1276 i271
î29r i292 i293
i 3 0 ?  i 3 0 8  i 3 0 9

c o n v e  r 9 e n c e
c o n v e r 9 e n c e
c o n v e  r g e n c e
c o n v e  r g e n c e
co nve r9e  n  ce
conve rgence
c o n v e  r g e n c e
c o n v e r 9 e n c e
conve rgence
co nve rgen ce
co nve rgen ce
c o n v e  r 9 e n c e
co nve rgence
c o n v e  r 9 e n c e
conve rgence
conve r9e  nce
conve r9e  nce
conve r9ence
conve rgence
c o n v e  r g e n c e

i 0 0 4  i 0 0 5  i 0 0 6
i 0 2 0  i 0 2 l  i 0 2 2
i 0 3 6  i 0 3 7  i 0 3 8
i 1 5 6  i 1 6 ?  i l 6 8
i 1 8 2  i t 8 3  i 1 8 4
i 1 9 8  i 1 9 9  i 2 0 0
i 2 l 4  i 2 1 5  i 2 l 6
i23O i23l  1232
i246  i 241  i 248
i262  i 263  i 264
i218 i219 i280
i294  1  295  i 296
i  3 1 0

â È c e i n È e )
à È È e j . n C e )
à t È e i , n È e )
à C t e i n c e )
a c È e i n È e )
à t È e i n È e )
a c È e i n c e )
a t  t e i  n È e )
à È È e i n t e )
e È t e i n t e l
à t . L e i n t e l
a È t . e i n È e )
a t  c e i  n È e  )
a t t e i n È e )
â È È e i  n È e  )
a t t e i n È e )
a È È e i n L e )
a È L e i n L e )
à È È e i n t e )
à t t e i n t e )

o

i 0 4 1  i 0 4 2  i 0 4 3
i 0 5 7  i 0 5 8  i 0 5 9
i 0 ? 3  i 0 ? 4  i 0 7 5
i 0 8 9  i 0 9 0  i 0 9 1
i 1 0 5  i 1 0 5  i 1 0 7
i 1 2 1  i 1 2 2  i 1 2 3
i t 3 7  i 1 3 8  i 1 3 9
i 1 5 3  i 1 5 4  i 3 l 1
i 3 2 5  1 3 2 6  i 3 2 7
i 3 4 1  i 3 4 2  i 3 4 3
i 3 5 7  i 3 5 8  i 3 5 9
i 3 ? 3  i 3 7 4  i 3 7 5
i 3 8 9  i 3 9 0  i 3 9 1
i 4 0 5  i 4 0 6  i 4 0 7

c l a s s e  2  :

2 1 6  e l e m e n t s

i 0 4 4  i 0 4 5  i 0 4 6
i 0 6 0  i 0 6 l  i 0 6 2
i 0 7 6  i 0 7 7  i 0 ? 8
i 0 9 2  i 0 9 3  i 0 9 4
i 1 0 8  i 1 0 9  i t l 0
i l 2 4  i 1 2 5  i r 2 6
i l 4 0  i 1 4 1  i 1 4 2
i 3 1 2  i 3 1 3  i 3 1 4
i 3 2 8  i 3 2 9  i 3 3 0
r 3 4 4  i 3 4 5  i 3 4 6
i 3 6 0  i 3 6 1  i 3 6 2
i 3 7 5  i 3 ? 7  i 3 ? 8
i 3 9 2  i 3 9 3  i 3 9 4
i 4 0 8  i 4 0 9  i 4 1 0

1 9 6  e l e m e n c s

i 0 4 7  i 0 4 8
i 0 6 3  i 0 6 4
i 0 ? 9  i c 8 0
i 0 9 5  i 0 9 6
i 1 1 1  i 1 1 2
i 1 2 7  i 1 2 8
i 1 4 3  i 1 4 4
i 3 l 5  i 3 r 5
i 3 3 l  i 3 3 2
i 3 4 ?  i 3 4 8
i 3 6 3  i 3 5 4
i 3 7 9  i 3 8 0
i 3 9 5  i 3 9 6
i 4 1 1  i 4 1 2

i 0 0 7  i 0 0 8
i 0 2 3  i 0 2 4
i 0 3 9  i 0 4 0
i I 6 9  i t 7 0
i l 8 5  i 1 8 6
i 2 0 r  i 2 0 2
i 2 1 7  i 2 r 8
i233 i234
i 2 4 9  i 2 5 0
1265 i266
i28t i282
i291 i298

i 0 4 9  i 0 5 0
i 0 6 5  i 0 6 6
i 0 8 1  i 0 8 2
i 0 9 7  i 0 9 8
i l l 3  i 1 1 4
i l 2 9  i 1 3 0
i 1 4 5  i 1 4 5
i 3 1 7  i 3 1 8
i 3 3 3  i 3 3 4
i 3 4 9  i 3 5 0
i 3 6 5  i 3 6 6
i 3 8 l  i 3 8 2
i 3 9 7  i 3 9 8

i 0 0 9  i 0 l 0
i 0 2 5  i 0 2 6
i 1 5 5  i 1 5 6
i l T l  i 1 7 2
i r 8 7  i t 8 8
i 2 0 3  i 2 0 4
i2r9 :.220
i 2 3 5  i 2 3 6
i25t i252
i267 i268
i 2 8 3  i 2 8 4
i 2 9 9  i 3 0 0
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i 0 5 l  i 0 5 2
i 0 6 7  i 0 6 8
i 0 8 3  i 0 8 4
i 0 9 9  i  1 0 0
i 1 1 5  i l 1 6
i 1 3 1  i l 3 2
i 1 4 7  i 1 4 8
i 3 1 9  i  3 2 0
i 3 3 5  i 3 3 6
i 3 5 r  i . 3 5 2
i 3 6 ?  i 3 6 8
i 3 8 3  i 3 8 4
i  3 9 9  i  4 0 0

i 0 l 1  i c 1 2
i 0 2 ?  i 0 2 8
i 1 5 ?  i 1 5 8
i 1 7 3  i 1 7 4
i 1 8 9  i 1 9 0
i 2 0 5  i 2 0 6
i22r  i ,222
i 2 3 7  i 2 3 8
i 2 5 l  i 2 5 4
1269 i210
i 2 8 5  i 2 8 6
i 3 0 1  i 3 0 2

i 0 5 3  i 0 5 4
i 0 6 9  i 0 7 0
i 0 8 5  i 0 8 6
i l 0 1  i 1 0 2
i 1 1 7  i 1 1 8
i l 3 3  i . 1 3 4
i I 4 9  i l 5 0
i32t  1322
i 3 3 ?  i 3 3 8
i 3 5 3  i 3 5 4
i 3 6 9  i 3 ? 0
i 3 8 5  i 3 8 6
i 4 0 r  i 4 0 2

i 0 l 3  i 0 1 4
i 0 2 9  i 0 3 0
i l 5 9  i l 5 0
i 1 7 5  i 1 ? 6
i t 9 1  i 1 9 2
i 2 0 7  i 2 0 8
i223  i 224
i . 239  1240
i 2 5 5  i 2 5 5
i 2 7 L  1 2 7 2
i 2 8 7  i 2 8 8
i 3 0 3  i 3 0 4

i 0 5 5  i 0 5 6
i 0 ? l  i 0 ? 2
i 0 8 7  i 0 8 8
i l 0 3  i 1 0 4
i 1 l 9  i 1 2 0
i 1 3 5  i l 3 6
i 1 5 t  i l 5 2
i323 i .324
i 3 3 9  i 3 4 0
i 3 5 5  i 3 5 6
i 3 7 1  i 3 7 2
i 3 8 ?  i 3 8 8
i 4 0 3  i 4 0 4

i 0 l 5  i 0 1 6
i 0 3 1  i 0 3 2
i 1 6 1  i l 6 2
i 1 7 ?  i 1 ? 8
i 1 9 3  i 1 9 4
i209 i2L0
1225 1226
L24L  i 242
i 2 5 7  i 2 5 8
i273  1274
i 2 8 9  i 2 9 0
i  3 0 5  i  3 0 6
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TABLEAU ( P ,  J }

v v v
A À A

1 2 3
1 0 1 3 4 8 0
2 t96 l .68 128

o

v v v v
À À À A

t 2 3 4
L  1 0 0  6 2  6 2  7 0
2 100 85  65  ' t2o

v v v v
À À À À

r 2 3 4
1 0 8 2 8 0 5 3
2 0 2 8 6 8 5 4

v v v v
À A À À

L 2 3 4
L  2 . 3  0 . 5  0 . 5  0 . 9
2  7 . I  1 . 8  0 .  6  1 . 0

À

4
1 q ?

I 42

o

o

o

a

o

TABLEÀU DES VALEURS IDEALES

ww
AÀÀÀ

L234
1 1 1
2  1 i 1 1

HOMOGENEITE PÀR CLÀSSE

ÎÀBLEÀU DES ECÀRTS

ÎABLEAU DES PÀRÀMETRES DE LÀ LOI DE BERNOUILLI

v v v
À À A

r 2 3
1  0 . 0 9  0 .  3 8  0 .  3 ?
2  0 . 2 5  0 . 1 4  0 . 3 5

À

4
0 . 2 9
o . 2 8

)o

TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDEP"AIION

E c r i t u r e  d u  c o n s È i t u à n t  N o  6  s u r  I  a r c h i v e  : s t o r e . s a r
Nom du  cons t i t uàn t  :  CRBIC Iasses  ob tenues  avec  MNDBIN
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o Annexz 4

COHIIÀNDE :  t lÀSBIN <> creat ion de tableaux binaires

VALEURS OES PARATETRES
o

nonbre d'individus
rpobre de vaciables
nanbre de classes

O oarametre de la loi binoniale

EFFECTIF t|ES CLASSES

claEse I : 33
classe 2 z 33
classe 3 : 34

TASLEAU l)€S VALEURS IOEAI-Es

vv\ ,vvvvvvv
A A A A A A A A A A

I
|  2  3  +  5  6  7  E  I 0

1 t 1 1 0 1 t 0 1 1 1
2  0  0  t  1 0  0  0  0  0  0

3 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0

o
TABLEAU t|ES PARA}FTRES T€ LA LOT EINOTIALE

vvvvvvvvvv
o  A .  A  A  A  A  A  A  A  ' â  A

7?34567891
1 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0 '10 0 '10 0 '10 0 '10
2 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0 ' t0  0 '10 0 '10 0 '10
3 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0 '10 0 '10 0 '10 0 '10

100
10
3
t

o

o

o

)o
PARTITION SERVI A LA SIIil-ATIOII

classe nunero : I

-  t  ?  5  {  7  I  t 0  t 3  t 5  t ô  1 8  m  2 3 ' t 5  2 6 . 2 7  4 0  4 5  4 7  5 8
t' 

68 7t 74 7t zB 79 81 83 85 89 92 93 9{

.'las:e numero ! 2

s 6 I 11 7? 17 2l n 31 35 Tr 39 {3 44 46 {E 49 50 5t 51

O 5s 57 5? ô0 6t 62 63 h+ 69 72 ?3 87 95

classe nunero 3 3

14 19 22 24 2S 30 32 33 34 36 38 4t 42 52 53 56 65 ô6 67 70
75 ?6 E0 E2 84 86 E8 90 91 ?6 i7 96 99 tm
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Annexe 4

o

o

o

o

o

o

COMMANDE :  HÀSBIN  <>  c rea t i on  de  t ab leaux  b i na i r es

VALEURS DES PARÀMETRES

nombre  d ' i nd i v i dus  100

; ; . b ; ;  àe  va r i ab le=  19

nombre  de  c l asses  r

Ë " i i ^ " t i à  à "  r "  r o i  b i nom ia le  2

v v v v v v v v v v
A À A À À À À À À À

L 2 3 4 5 6 ? 8 9 ô
1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1
2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
3 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0

o

EFFECTIF DES CI.ÀSSES

c l a s s e  1  :  3 3
c l a s s e  2  z  3 3
c l a s s e  3  :  3 4

ÎÀBLEAU DES VÀLEURS IDEÀLES

ÎABLEAU DES PAR,AMETRES DE IÀ LOI BINOMIALE

o

v v v v v v v v v v
À À À À À À À À A À

L  ' 2  3  4  5  6  7  I  9  ô

O  1  o . ô 1  o . i o  o . o 1  0 . 4 8  0 - 0 1  0 . 3 0  0 ' 4 0  0 ' 2 0  0 ' 0 1  0 ' 2 0
2  o . 0 1  o . 2 0  o . 0 1  o . 4 8  o . 0 r  0 - 3 0  0 . 4 0  0 ' 2 0  0 ' 0 1  0 ' 2 0
3  o . 0 1  o . t o  o . 0 1  o - 4 8  0 ' 0 1  0 . 3 0  0 ' 4 0  0 ' 2 0  0 ' 0 1  0 ' 2 0

l1
PÀRTITION SERVI À IÀ SIMULÀTION

c lasse  numero  :  1

2 3 4 5 6 7 1 0 1 1 | 2 1 5 1 ? 2 0 2 2 2 3 2 4 2 6 2 . | 2 8 3 1 3 3
3 t  5 1  5 9  6 1  ? o  1 3  7 5  ? 8  8 3  9 1  9 2  9 3  9 ' l

c lasse  numero  :  2

1  8  1 3  1 4  2 L  3 0  3 2  3 4  3 5  3 8  4 0  4 1  4 3  4 4  4 5  4 6  4 7  4 8  4 9  5 2

5 3  5 4  5 5  5 6  5 ?  5 8  6 2  5 5  6 8  7 1  1 7  8 2  8 ?

classe nunero : 3

9  1 6  1 8  1 9  2 5  2 9  3 6  3 9  4 2  5 0  5 0  6 1  6 3  6 4  6 6  6 9  1 2  1 4  7 6  1 9
g ô  B i  g q  8 s  8 6  8 8  8 9  9 0  9 4  9 s  9 6  9 8  e s  l o o

o t37
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o

o

o

o

o
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CoilliAlii,Ê : HÊ581N (,. $:ation de ti,hleaux binaires

VALEiiRS iES PAi:ATETFES

nonbra d' individuE
ncnbre de variabies
ncmbre de rlasses
Daranetre de la lai binoniale

EFFECTIF TIES CI-ASSES

cle=se 1 : 33
classe 2 z 33
classe 3 ; 34

ïABLEAU t'ES VALEURS I|€ALES

TA?.I-EAU tlES PARAIIITRÊS I}E LA LOT BIN'|.TIALE

vvt /vvvvvvv
A A A A A A A A A A

I
1 2 3 1 5 6 7 8 9 0

1 0 .m 8 .10  0 .?0  0 .01  c .?0  0 .01  D.sB 0 .30  0 .01  0 . :0
?  c .10  0 .1c  0 .0 i  0 .30  c . r0  0 .10  0 . i0  0 .50  0 .35  0 .æ
3 0 .50  0 .01  0 .01  0 .3c  0 .01  0 .20  0 .50  0 .01  0 .01  0 .01

FÂrlTtT;S-'l gEn.rl A LA SIiLI-ATIr}N

cl3s::  nunarc :  I

Annexc 4

1t0
1 t
3

vvvvvvvvvv
A A A A A A A A A A

I
1 2 3 4 5 6 7 E 9 0

1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0
2 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
3 0 1 0 0 r 1  1 0 0 0 0

)a^

o 3 5 7 10 11 1? 16 1g ?0 it ?s ?z 30 31 33 -ï7 40 42 43 47
54 5A é{ Â5 6ô 67 73 8C E2 65 Ê7 90 95

classe runero : 2

1 4 g I t7 19 29 35 36 39 39 4t 44 45 45 18 4? 50 5? 53
37 58 60 ô1 62 7l t'4 n 79 E9 93 99 1G9

classe numero : 3

2 6 13 14 15 22 23 ?4 26 27 s2 51 5s 59 ô3 68 6? 70 7? 75
76 78 81 83 8{ 86 6E 9t n 94 96 97 96
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Résume :

t dégagées fuw lc ûveloppeænt et la pratiqrc
ière ntet en jeu des métlodes qui envisagent la'euxiènufait htemenir unc clasæ asseiz vaste de
es funs wt cùre purern'ent géonétr@uc. Notre
>proclus ; en efret les liens qui uistent entre
lre t otts ont permis d'interpréter des méthodes
babilistes, de iwtifier à posteriori certaines
s tecluiqtres d'optimisation et de proposer de
de loWrtition; notts ghtéralisons ensuiæ fétude

de ces liens aux cas où les funnées nùettent en jeu deux ensembles. Notts nantrons comnùent la
lwion à w problème d'estimatbn de paramètres
æ néthodc de reconnaissance des composants
zrpréter des méthdes de clusification croisées
classification croisée utilisant des distances
s ce tranil ont été progronmées et intégrées au
me Interæfif fu Cbssifîcation Automatiquc,

rNRIA).

Mots clés

Données binaires, données qualitatives, données quontitatives, distance L1, classification
aunmatiqrc, mélange fu lois dc profubilité, mélange croisé-

Abstract

tlu belopenvnt andprrctice of statistical dau
lut corcidcr tlc possibility of a probabilistic
le group of aunnuic clusteringmcthds qplied
Our study ds set lw$way betwen those two
r tlu probùilistic ryproach and thc geornetrical
ric chtstcing methods in probabilktic terms, to
sed for technical optimization reosons and to
ity of tfu partition ; we then extend tle sndy of
sets ; we slnw Inw thc cross clwtering can be

seen as a solution to a problemfor thc estimation of tlu parar?ûeters-of a model with crossed
t of crossedmixure ; this methodwill enable us'!f ',ï'Toru*tri";Ji';::i:;::ïim,f i#
'.A (Interactif Systeme of Automartc Chstering,

INRIA)

Key vords

Binary data, qualitative data , quontitative data, Ll distance, automatic clustering, mixture,
cross mixntre.
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