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INTRODUCTION

A Theure actuelle les modeles mathématiques ont regu leurs lettres de noblesse dans
de nombreux domaines des sciences et des techniques, mais certains esprits,
notamment des médecins, des sociologues, des économistes affirment encore que les
phénomenes étudiés sont trop complexes pour étre adéquatement exprimés par des
méthodes mathématiques.

Le modele mathématique est une représentation simplifiée de la réalité. Tout I'art de la
modélisation est de savoir quoi, oil, quand et comment simplifier. L'étude d'un
modele probabiliste peut Etre conduite de deux fagons :

" Par les méthodes mathématiques issues de la théorie des probabilités et de la
statistique, ou par la reproduction du fonctionnement de ce modele sur ordinateur ; le
second procédé s'appelle simulation statistique.

La simulation statistique est un puissant outil de manipulation des modeles
probabilistes 2 toutes les €tapes de la recherche. En théorie des files d'attente, par
exemple, c'est la principale méthode de résolution des syst¢mes complexes. En
statistique classique, c'est I'une des méthodes d'étude de la stabilité des estimations
par rapport au fluctuations des hypothéses de base ; elle est utilisée seule ou
conjointement & des méthodes analytiques asymptotiques.

Les modgles probabilistes sont un puissant instrument de description qualitative des
relations liant les phénomenes et faits observés, d'étude des propriétés des systémes
envisagés, de choix d'un appareil statistique pour le traitement des données et
I'organisation de la collecte des données. Tout modéle mathématique est une
représentation simplifi€e de la réalité et tout l'art du chercheur est de conjuguer la
paramétrisation la plus simple du modele & une description adéquate de la réalité, en
d'autre termes, il doit " compresser " au maximum la réalité sous une forme
mathématique simple.

La procédure de modélisation peut étre conventionnellement partagée en cinq étapes
principales :
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1/ Définition des objectifs de la modélisation, des variables du modele et de leur role .

2/ Analyse de la nature physique du phénomene étudié, collecte et formalisation de
I'information initiale.

3/ Modélisation proprement dite (détermination de la forme générale du modgle).

4/ Analyse statistique du modele : estimation des paramétres participant 2 la
description du modele.

5/ Vérification du modeéle.

Une condition nécessaire pour le bon fonctionnement d'un modele est la réalisation
d'une analyse minutieuse de la nature du phénomeéne étudié afin de recueillir une
information initiale fiable et d'en tirer le meilleur parti pour la déduction (ou le choix)
de la forme générale du modele cherché.

Un nombre croissant d'auteurs commencent 2 s'intéresser aux rapports de ces modeles
avec les méthodes de classification automatique. Ces méthodes donnent, 3 partir d'un
échantillon multidimensionnel, une description de la population qui doit ensuite étre
interprétée par le praticien et le statisticien ; selon la technique utilisée, cette description
peut éue un graphe d'analyse factorielle ou bien une partition ou encore une
arborescence issue d'une classification. On distingue grossi¢rement deux techniques
de classification :

- Techniques de classification hiérarchique (Johnson 1967, Lance et Williams 1967,
Jardine et Sibson 1968, Sokal et Michner 1968, Lerman 1981).

- Techniques de classification non hiérarchique (Ball et Hall 1965 et 1967, Forgy
1965, Régnier 1965, Mac queen 1967, Diday 1972, Anderberg 1973).

Ces méthodes ont €tés congues dans un cadre géométrique sans référence en général a
des modeles probabilistes.

D'autre part, le probléme peut étre posé, d'adapter par une technique convenable un
modele stochastique a un phénomeéne observé.

Par exemple, si K est le nombre de composants d'un mélange et ( f(., A)/ A € L ) est
la famille de lois de probabilité 3 laquelle appartiennent les distributions des différents
composants, la densité du mélange s'écrit :
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K
f0)= T P fx/A0

o f(x /Ay estladensité de 1a k¥me composante du mélange et f (x) est la densité de
la loi de probabilité résultante, py est la probabilit€ A priori d'apparition dans un
échantillon aléatoire d'une observation de la loi f (x/Ay), (c'est A dire le poids
spécifique de telle observation dans la population générale ), k est le nombre de
composantes du mélange .

L'analyste est confronté a de telles lois de probabilité lorsque, par exemple, il est
amené 2 analyser une population générale composée de plusieurs sous-populations qui
tout en étant homogenes dans un certain sens (ce qui peut s'exprimer par exemple, par
la nature unique de la loi de probabilité f(x/Ay) sont fondamentalement différente I'une
de l'autre ( par exemple, par la valeur du parameétre Ay ). Le parametre Ay peut définir
aussi bien le centre de regroupement des observations correspondantes (auquel cas
il s'interpréte comme un paramétre de localisation) que le degré de leur dispersion
aléatoire (il est alors interprété comme un parametre d'échelle). On peut trouver de plus
amples informations sur les mélanges de lois dans (Diday E. et collaborateurs 1980).

Le probléme consiste 3 estimer le nombre de composants du mélange et les parametres
inconnus ((px, Ax) k = 1, K) au vu de I'échantillon. Ce probleéme a été étudié par de
nombreux auteurs sous des hypothe¢ses plus ou moins restrictives et sous deux
approches foncie¢rement différentes.

L'approche la plus ancienne et la plus répandue consiste 2 voir 13 un simple probléme
d'estimation de parametres, le probléme ainsi posé est celui dans les articles anglo-
saxons traitent sous le nom de " Mixtures Résolution ". Un nombre important de
techniques existent pour résoudre les " Mixtures ". On distingue grossiérement deux

types :

- Les techniques d'estimation, qui posant 2 priori le modele ci-dessus, en estiment les
parametres A l'aide d'estimateurs calculés sur les observations : citons la méthode des
moments (Pearson 1894) avec estimateurs du maximum de vraisemblance, (Rao 1948,
Day 1969) avec estimateur du Khi2 minimum. Ces méthodes s'appliquent en général
aux mélanges gaussiens et sont souvent restreintes aux distributions
unidimensionnelles.
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La méthode de Cooper et Cooper (1964), estiment les parametres inconnus du modéle
A partir des moments de la distribution globale observée, cette approche est
sensiblement différente du probleme d'estimation du modele précédent.

- Les techniques de type bayesien, d'apprentissage, etc... qui procéde par
approximations successives, liées a I'introduction des observations pour estimer le
modele précédent. Citons les travaux de Patrick et Hancock (1966), Patrick et Costello
(1970), Agrawala (1970) qui sont des techniques d'estimation bayesienne et les
travaux de Agrawala (1970), Patrick (1972), Duda et Hart (1973) qui formalisent le
probléme de la résolution des mélanges en termes d'apprentissage avec ou sans maitre.

Dans le cas particulier des mélanges gaussiens unidimensionnels, Benzécri (1972)
propose une méthode basée sur une série de déconvolutions successives.

La deuxi¢me approche considere qu'il s'agit d'un probléme de classification, citons les
travaux de Scott et Symons (1971). Wolfe (1970) formalise de fagon originale le
probléme de la classification en termes d'analyses de mélanges, Schroerder (1974)
propose une méthode itératif détectant parallélement une partition en classes de
I'échantillon observé et des distributions associées a ces classes.

Cette idée de la recherche simultanée d'une partition et de "noyaux" caractéristiques
des classes de cette partition a €€ initialement utilisée en classification automatique non
hiérarchique : il s'agit de la méthode des Nuées Dynamiques diie & Diday ; les noyaux
sont alors des é€léments d'un échantillon 2 classer. Diday (1972) expose la méthode et
propose l'utilisation du méme schéma avec des noyaux de diverses types en vue de
résoudre des problémes spécifiques : par exemple, en prenant comme noyaux les
éléments principaux d'inertie des classes, la méthode fournira des analyses factorielles
locales 2 fortes inertie (Analyse factorielle typologique (Diday E, Schroeder A et OK Y
1974)). Si les noyaux sont des polyndmes d'interpolation d'un point moyen des
classes, I'algorithme permet de reconstituer les données manquantes d'un tableau en
tenant compte des données présentes pour regrouper les observations en classes et
réduire ainsi le nombre d'interpolation a effectuer. Les noyaux peuvent étre des
métriques (Classification avec distances adaptatives (Diday et Govaert 1977)) ou des
distributions de probabilités (A new approach in mixed distributions detection (Diday
et Schroeder 1976)).

L'algorithme proposé par Schroeder (1974) utilise des méthodes d'estimation
classique, intervient en particulier celle du maximum de vraisemblance qui permet
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l'optimisation d'un critére de vraisemblance. La méthode a €té généralisé de fagon 2
pouvoir optimiser ce méme critére dans les mélanges de distributions dont les
parametres inconnus ne peuvent étre calculés par le maximum de vraisemblance, par
exemple les mélanges de lois gamma (Schroeder 1976).

Dans notre travail, nous insisterons particuli¢rement sur I'approche " Classification ".
Cette approche présente bien des avantages car elle permet de voir d'un angle nouveau
les méthodes de classification automatique et de justifier de maniére rigoureuse des
constatations faites de maniéres empirique. En revanche elle présente quelques
inconvénients, car elle induit, en général un biais qui peut ére important dans
l'estimation des parametres du fait de la connexité des classes. Ce biais persiste
lorsque 1a taille de I'échantillon tend vers l'infini (Bryant et Williamson 1978, Marriott
1975). Pour que ce biais soit négligeable, il faut, d'une part, que les composants du
mélanges soient assez séparés, d'autre part, que les fréquences d'apparition des
composants du mélanges soient du méme ordre.

Lorsqu'il est possible de trouver un modele de lois de probabilité tel que I'estimation
des parametres du modele par l'approche classification (Scott 1971, Schroeder 1976,
Celeux 1988, Govaert 1988) conduisent & 1'optimisation d'un critére numérique de
classification, on obtient un éclairage nouveau de ce critére et de la métrique sous-
jacente permettant de les justifier ou éventuellement de les rejeter ; par exemple Celeux
(1988) a donné une signification au critere d'inertie interclasse, utilisé pour la
classification d'individus décrits par des variables quantitatives, pour le modele de
mélange gaussien od les matrices de variances covariances ont toutes la méme forme
v.Id o Yest un réel et Ig la matrice identité. Il a aussi apporté une interprétation en
termes probabilistes pour le critere d'information utilisé pour la classification
d'individus décrits par des variables qualitatives, pour le modele des classes latentes.
Dans le méme cadre, Bock (1986) montre que les criteres classiques d'information
s'interprétent comme des vraisemblances classifiantes de modeles log-linéaires et
Govaert (1988) montre que le critére optimisé par la méthode MNDBIN pour les
données binaires correspond 2 un mélange issu de loi de Bernoulli ; en faisant varier le
parametre de tirage de cette loi, il propose une extension de l'algorithme MNDBIN qui
utilise des distances adaptatives de type Lj. Govaert s'est aussi intéressé aux
liens qui existent entre les crittres métriques et les criteres probabilistes et a vu que la
comparaison de ces critéres apporte un éclairage nouveau sur de nombreuses méthodes
de classification. Cela & permis de justifier a posteriori certaines contraintes imposées
souvent pour des raisons techniques d'optimisation, de proposer de nouveau critéres,
mais peut étre encore plus, cette comparaison permet d'expliquer l'intérét et la
souplesse de la méthode des Nuées Dynamiques dont I'idée essentielle était I'utilisation
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de la notion de noyau associ€ a une classe ; ce noyau correspond tout naturellement,
avec le critére probabiliste, aux parametres de la loi de probabilité associ€ a chaque
classe.

Le travail que nous présentons dans cette theése se situe 3 mi-chemin entre I'approche
géométrique (méthodes de classification automatique) et 1'approche probabiliste (les
modeles). Nous proposons une application des liens existant entre ces deux types
d'approches, sur quelques méthodes de classification automatique. Nous généralisons
ces liens au cas ol les données mettent en jeu deux ensembles ; c'est le cas de la
classification croisée.

Dans le premier chapitre, nous rappelons le principe général de la méthode des
Nuées Dynamiques (Diday 1972). Nous examinons ensuite une application de cette
méthode aux probleme des mélanges Schroeder (1974). Nous terminons ce chapitre
par une généralisation des liens existant entre 'approche géométrique et I'approche
probabiliste aux cas ol les données sont continues Govaert (1989) ou discrétes
Govaert (1990).

Le deuxiéme et le troisi¢me chapitre porte sur 1'étude de la notion de modele dans le cas
de la classification simple.

Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons des interprétations en termes
probabilistes de quelques criteres liés 2 la classification de données décrites par des
variables qualitatives. Nous étudions, dans un premier temps, les tableaux disjonctifs
complets et la méthode MNDQAL (Ralambondrainy 1988) qui est une méthode de
classification sur tableau disjonctif complet utilisant la métrique du Khi2 pour classer
les données. Nous proposons plusieurs approches pour cette méthode suivant
l'optique statistique dans laquelle on se place ; si nous travaillons sur 'ensemble des
profils que l'on plonge dans l'espace continu R™ ( oll m est le nombre total de
modalités ) munie de la métrique du Khi2 (que I'on consideére comme une métrique
quadratique), nous montrons que le critere du Khi2 est li€ 2 un mélange de lois
gaussiennes multidimensionnelies de méme matrice de variances covariances ayant
toutes la forme .14 ol Y est un réel et Ig est la matrice identité. Si maintenant nous
travaillons directement sur les données du tableau qui sont des vecteurs binaires de
modalités appartenant a l'espace discret {0, 1}® , nous montrons qu'il n'existe pas
de modele probabiliste li€ au critere du Khi2 minimisé par la méthode MNDQAL.
Celeux (1988), en travaillant sur les mémes données (initiales), & apporté une
interprétation en termes probabilistes au critere d'information qui est une quantité
proche de celle du Khi2. Nous étudions ensuite la méthode MNDDIJ (Marchetti 1989)
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qui s'applique a un tableau de modalité, utilise la distance proposé par Marchetti (1989)
qui permet de prendre comme distance entre deux modalités la valeur O si on a la méme
modalité et 1 sinon. Contrairement A 1a méthode MNDQAL, la méthode MNDDIJ
utilise des noyaux ayant la méme structure que les données initiales c'est-a-dire que
nous imposons aux noyaux d'étre des vecteurs binaires de modalités. Nous montrons
alors que dans, ce cas nous pouvons supposer que les données du tableau proviennent
d'un mélange de produit de p lois binomiales (ou p est le nombre total de variables
qualitatives que I'on suppose mutuellement indépendantes).

Le troisi¢eme chapitre comporte essentiellement une étude comparative entre les
algorithmes adaptatifs et les algorithmes non adaptatifs. Cette comparaison sera faite en
utilisant la notion de modele probabiliste appliqué a un tableau binaire ; nous rappelons
tout d'abord le modele proposé par Govaert (1988) pour la méthode MNDBIN ; ce
dernier A non seulement permis de justifier, d'une part le choix du crit¢re, d'autre part
l'utilisation de la distance L) et des noyaux binaires, mais aussi de proposer par son
extension un nouvel algorithme utilisant des distances adaptatives de type L. Nous
présentons donc ce nouvel algorithme appelé algorithme MNDBIN adaptatif qui
n'est autre que 'ancien algorithme MNDBIN auquel s'ajoutent deux variantes pour la
distance ; la premiére consiste 3 pondérer la distance par des coefficients dépendants
des variables, la seconde par des coefficients dépendant des variables et des classes ;
ce dernier syst¢me de pondérations favorise les variables déséquilibrées. Nous
proposons ensuite d'appliquer les trois variantes de I'algorithme MNDBIN adaptatif
sur deux types de données, des données réelles et des données simulées, et de
comparer les partitions obtenues. Nous remarquons alors que quelques problémes de
dégénérescence apparaissent au niveau du calcul du critere. Nous proposons des
méthodes pour les résoudre, et nous verrons l'avantage que présente l'algorithme
MNDBIN adaptatif en particulier sur les données simulées.

Nous proposons dans les trois derniers chapitres de ce travail, d'étendre les liens qui
existent entre les méthodes de classification et les modeles probabilistes au cas ol les
données mettent en jeu deux ensembles.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons aux liens qui existent entre les
modeles probabilistes et les méthodes de classification croisée. Ces méthodes
consistent & subdiviser la population des individus et la population des variables en un
petit nombre de groupes ou classes homogenes dans un certain sens.

Nous montrons comment la méthode de classification croisée (Govaert 1983) peut étre
vue comme une solution 2 un probleéme d'estimation de parametres d'un modele de
mélange croisé. Il s'en est suivi 1'établissement des liens entre les méthodes de
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classification croisée et les modeles probabilistes. Cette étude nous permettra
d'apporter un éclairage nouveau sur les méthodes de classification croisées.

Le cinquiéme chapitre est consacré a I'étude de la notion de modele li€ a la
classification croisée de données binaires. Nous montrons que la méthode CROBIN
(Govaert 1983), qui est une méthode de classification croisée sur des tableaux binaires
correspondant 3 un mélange de lois de Bernoulli ayant le méme parameétre qui mesure
I'écart d'une classe 2 son centre et ne tient compte ni de la partition en lignes ni de la
partition en colonnes. ce qui, dans certaines situations, peut s'avérer irréaliste. Nous
proposons une extension de ce modele en considérant trois autres mélanges, le
mélange M (dont le parametre dépend de la partition en lignes), le mélange M3 (le
paramétre dépend de la partition en colonnes) et le mélange M4 (le paramétre dépend
de la partition en lignes et en colonnes) ; en outre, en nous appuyons sur des variantes
de ce modele, nous proposons de nouveaux algorithmes de classification croisée
utilisant des distances adaptatives binaires. Quelques problémes de
dégénérescence apparaissent alors au niveau du calcul des criteres. Nous ferons une
étude de ces problémes et nous proposons des solutions pour les résoudre.

Dans le sixiéme chapitre nous interprétons la méthode CROEUC (Govaert 1983)
qui est une méthode de classification croisée sur tableaux décrits par des variables
quantitatives, une approche modele est proposée ou nous montrons que le critére
d'inertie associé a 1a méthode CROEUC correspond a I'hypothése d'une population
issue d'un mélange de lois gaussiennes unidimensionelles.
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CHAPITRE 1

CLASSIFICATION AUTOMATIQUE ET
MELANGES

INTRODUCTION

Jusqu'a présent, deux tendances paralieles se sont dégagées dans le développement et
la pratique du traitement statistique des données analysées. La premiére met en jeu des
méthodes qui envisagent la possibilit€ d'une interprétation probabiliste des
données traitées et des résultats statistiques fournis par le traitement. La deuxi¢me
tendance fait intervenir une classe assez vaste de méthodes de traitement statistique de
l'information initiale, plus exactement I'ensemble des méthodes qui & priori ne
s'appuient pas sur la nature probabiliste des données traitées, telles les méthodes de
classification automatique qui ont ét€ congues dans un cadre géométrique sans
faire aucune référence 2 la notion de modele.

Wolf (1970), Scott et Symons (1971), Diday et Schroeder (1976), Celeux (1988) ont
exploités ces deux tendances pour transformer le probleéme de la classification
automatique en un probléeme de statistique inférentielle.

Le probléme de la reconnaissance des composants d'un mélange, s'il est constamment
posé dans la pratique, est loin d'étre résolu completement. L'algorithme proposé par
Schroeder (1974) présente vis 3 vis des techniques existantes une certaine souplesse
dans le choix du nombre de composants, du type de lois recherchées dans le mélange,
et dans la dimension de la population observée. Cet algorithme permet de détecter,
dans un échantillon donné, I'existence possible de sous-ensembles qui seraient
échantillons de lois de probabilité d'un type connu ; cette approche a été d'une grande
utilité pour beaucoup de chercheurs du méme domaine qui se sont servis de cet
algorithme pour apporter des éclairages nouveaux sur de nombreuses méthodes de
classification automatique.
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Ce chapitre commence par un rappel des méthodes de classification automatique. Nous
avons retenu la méthode des Nuées Dynamiques (Diday 1972) pour le reste de notre
travail pour les nombreux avantages qu'elle présente.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous montrons comment la méthode des Nuées
Dynamiques 2 été utilisée par Schroeder pour proposer une solution 3 un probleme
d'estimation de paramétres d'un mélange, en proposant une méthode de
reconnaissance des composants d'un mélange. Celle-ci nous a permis de remarquer
que souvent il existe un lien étroit entre les méthodes de classification automatique et
les modeles probabilistes concernant le choix des critéres numériques optimisés par ces
méthodes. Govaert (1989 et 1990) a exploité cette idée pour faire une étude détaillée de
ces liens ; cette étude fera I'objet du demier paragraphe de ce chapitre.

1. LA CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

Par classification automatique, on entend essentiellement I'ensemble des techniques
qui fournissent directement une ou plusieurs partitions d'un ensemble ; certaines
d'entre elles, dites de classification hiérarchique, permettant d'obtenir des partitions
qui sont présentées sous forme d'un arbre de classification. Les grands calculateurs
ont été A l'origine de la prolifération des méthodes de classification automatique qui se
révelent trés utiles pour appréhender les gros fichiers de données ; elles permettent de
fractionner I'ensemble des individus considérés en lots grossi¢rement homogenes que
l'on peut analyser ensuite plus finement & I'aide d'une analyse factorielle par exemple.

Le but de la classification automatique est de définir sur un ensemble d'objets une
structure qui respecte au mieux les ressemblances entre ces objets. Les structures qui
sont envisagées peuvent étre trés variées :

- Recherche de hiérarchie (Sokal et Sneath (1963), Roux (1968), Jambu (1971)).
- Recherche de partition (Ball et Hall (1965), Regnier (1965), Diday (1972)).
- Recherche de classes empiétantes.

Dans notre travail, nous nous sommes limités a la recherche de partitions. Les
méthodes de classification automatique que nous envisageons sont des méthodes
portant sur 'ensemble des individus (ou celui des variables). Nous nous intéressons
en particulier a celles dont la mise en place nécessite la définition d'un crittre mesurant
la qualité de la partition obtenue.

12
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Plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre le probleme de la classification : '
des méthodes qui recherchent la partition qui optimise une fonction numérique définie
sur 'ensemble des partitions, appelée en général critére de classification ( Regnier
(1965), Ruspini (1969), Jensen (1969)), ou encore des méthodes algorithmiques, telle
que la méthode de Ball et Hall (1965) qui dépend d'un certain nombre de seuils donnés
a priori. Ou celles de Forgy (1965) et Macc Queen (1967). Ces derniéres méthodes
mesurent la qualité d'une partition par la somme des inerties des classes par rapport 2
leur centre de gravité. Rappelons que ce critére ne permet pas de comparer des
partitions n'ayant pas le méme nombre de classes.

Sous le nom de méthode des Nuées Dynamiques, Diday (1972) a proposé une
technique de classification qui présente de nombreux avantages. L'idée de base de
cette méthode est la suivante :

Au lieu de regrouper les €léments de I'ensemble I a classifier autour d'éléments, qui
n'appartiennent d'ailleurs pas nécessairement a I'ensemble I comme c'est le cas pour
les méthodes proposées par les auteurs cités précédemment, on fait un regroupement
autour d'ensemble d'éléments, appelés noyaux, qui seront des parties de L. Une classe
d’'une partition de I, au licu d'étre représentée par un seul élément, tel son centre de
gravité, le sera par plusieurs de ses €léments (le noyau de la classe) ; s'ils sont bien
choisis, ces éléments seront "typiques” de la classe et en formeront un résumé plus
riche que peut I'étre un centre de gravité. Cette fagon de procéder, qui admet de
nombreuses variantes, présente bien des avantages, principalement :

- Une grande souplesse : des contraintes peuvent étre imposées aux noyaux dont les
€léments par exemple peuvent étre choisis parmi des éléments particuliers de L.

- Des facilitées au niveau de l'interprétation des résultats qui peut €tre faite en
examinant les seuls noyaux.

Pour ces raisons, la plupart des méthodes de classification automatique proposées
jusqu'a présent reposent sur le principe des Nuées Dynamiques. Ce principe a été
repris par Diday et al (1980) sous la forme suivante :

1.1. NOTATIONS

On suppose dans tout ce travail que les données initiales sont fournies sous la forme
d'un tableau rectangulaire de n lignes et p colonnes contenant les valeurs prises par n
individus définis par p variables.

13
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Soient :

I : un sous-ensemble fini de RP contenant n éléments.
Py : L'ensemble des partitions de I en K classes, les éléments de P seront appelés
k-partitions et notés P = (P, ... Pk).
L : L'espace desnoyaux qui seront associ€s aux sous-ensembles de I comme une
caractéristique de ces sous-ensembles variant selon I'application de I'algorithme.
Li : L'ensemble des K-uples d'élément de L, noté : L = (A, ..., AK)
ot Vke {1,..K} Axe L

1.2. LA METHODE DES NUEES DYNAMIQUES

Considérons un ensemble I de n individus représentés par un ensemble de n points
inclus dans un espace E (par exemple RP). On définit I'ensemble des noyaux L, une
distance D entre les éléments de E et les noyaux de L. Le crittre W de la classification

est alors le suivant :

K
WP, L)=Y I Dx A
k=1 xe Pk

ol P=(Py..Pg) une partition de I'ensemble L.
L = (A,..., Ax) l'ensemble des noyaux des classes de la partition P.

L'algorithme construit itérativement une suite de P°, Lo, P1, L1, .., Pn, Ln de
partitions et de noyaux en minimisant 2 chaque étape le critere. Cette construction
repose sur la définition des deux fonctions suivantes :

La fonction d'affectation f : consiste & affecter chaque individu a l'une des
classe de la partition de mani¢re & optimiser, a chaque fois, le crittre W(f(L), L). Elle
dépend bien siire du choix de la distance D.

Nous obtenons :
f(L) =f(Aq, ..., AR) =P = (Py, ... Pk).

od Py={xel/D(x/A) < D(x/Ay) avec k<k' en cas d'égalité)

La classe Py sera donc constituée des €léments de I qui seront plus proche de Ay au
sens de la distance D que de tout autre noyau de L.

La fonction de représentation g : permet de déterminer les noyaux de la
partition de maniére & optimiser, & chaque fois, le crittre W(P, g(P)).

gP) = gPy...Pg) = (A, Ag) =L

14



Classification automatique et mélanges

1.3. L'ALGORITHME

L'algorithme utilis€ dans la méthode des Nuées Dynamiques consiste en la
construction de 2 suites :

{ Vn/ neN } : suite de Lgx Pk, c'estadireque:V n V,= (" Pn),
{ Un/ neN } : suite réelle de valeurs du critere sur les Vy,, c'est a dire :

Va Up,=W(@L"Pr)=W(V,).

Si Po est une partition initiale quelconque prise au hasard ou choisie, et si L° est
I'ensemble des noyaux qui lui sont associés (L° = g(P°)) alors :

Vo = (Lo, P°) = (g(P°), P)).
La suite (V) est ensuite définie par récurrence :
si Vp = (@A, P) alors Vyy = (L0t], Prl)
ou Pntl=f(1n) et Lnt+l=g(Pntl) = gof(Ln).

On montre que sous certaines conditions (Diday 1972, Schroeder 1974, Govaert
1975), 1a suite U, = W(V,,) décroit, converge et atteint sa limite :

I MeN: Vn2M U,=U*

le couple V* = (L*, P*) tel que W(V*) =U* sera appelé optimum local.

Pour aborder le probleéme des mélanges de distributions de probabilités, le méme
schéma que celui des Nuées Dynamiques sera 3 nouveau utilisé en prenant comme
noyaux des distributions de probabilités. Dans notre étude nous nous sommes limités a
une forme particuliere de I'algorithme utilisant la méthode d'estimation du maximum
de vraisemblance et optimisant un critére de vraisemblance.

2. LES MELANGES

On désigne par I l'ensemble des n individus que nous considérons comme un
échantillon de taille n 2 valeurs dans RP. Nous cherchons donc 2 détecter dans
cet échantillon l'existence possible de sous-ensembles qui seraient échantillons de lois
de probabilité d'un type connu , dont la distribution globale aura la forme suivante :
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K
f@= 3 P f&/A

Dans laquelle f (x / Ax) et f (x) sont les densités (dans le cas continu) ou les
polygones de fréquence (dans le cas discret ) respectivement de la k*¥me composante
du mélange et de la loi de probabilité résultante.

Px : La probabilité a priori d'apparition dans un échantillon aléatoire d'une observation
de la loi f(x/Ay), (c'est A dire le poids spécifique de telle observation dans la population

générale ), k le nombre de composants .

2.1. FORMALISATION DU PROBLEME

L'ensemble I défini précédemment représente un ensemble de n observations sur
lesquelles p mesures ont ét€ effectuées (I S RP). On se donne une famille de densités
de probabilités f(., A) acL, 2 laquelle on suppose que les distributions des
différents composants appartiennent : A est un paramitre réel ou vectoriel et L son
espace de définition L C R ( par exemple si p = 1, la famille f(., A) peut étre celle des
distributions gaussiennes unidimensionnelles avec A =(4,0) ; s=2 L=
RxR+ G R2).

Le probléme 2 résoudre est alors le suivant :

On cherche a trouver un couple (P,L) o L = ( Ay, ..., Ax) avec A €L pour tout

k et P=(Py...Pg) o les Py forment une partition de I tel que : Pour tout
ke{l,..., K} ; Py puisse étre considérée en un sens statistique Q préciser comme
un échantillon vraisemblable de la distribution de la loi f{., A3).

Ce probleme peut étre résolu par l'algorithme des Nuées Dynamiques étudi€ au
paragraphe 1.1, en prenant comme noyaux les paramétres inconnus A ; il suffit pour
cela de se donner une fonction D mesurant la distance d'une observation xeI 2 une
distribution f(., A). Le choix de cette fonction peut se faire de diverses fagons selon
l'optique statistique dans laquelle on se place.

2.2. LA METHODE DE RECONNAISSANCE DES COMPOSANTS D'UN
MELANGE

Pour résoudre le probléme posé ci-dessus, Schroeder (1974) propose de prendre
comme définition de la fonction D la quantité suivante :
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f*
f(x, A)

D(x,A) =Log [ 1.

Cette définition exprime qu'une observation x sera d'autant plus proche du noyau A
que de la densité f(., A) sera grande en x. Pour que cette définition conduise 2 un
ensemble de valeurs pour D qui soit borné inférieurement, il faut choisir la constante
f* de fagcon a ce que :

f* 2 max {f(x,A) /A e L et xe I}.

Nous verrons par la suite qu'une valeur explicite de f* n'est pas nécessaire au
déroulement de I'algorithme. '

Nous allons voir ce que deviennent les fonctions W, f et g:
2.2.1. Définition de W

L'expression du critére & optimiser devient :

K K
WEL=3Y X D(x A)=nLogf*- kf_llLogL(Pkfkk)-

k=1 xePy

ot L/ M) = [I f(x/Ay) qui est la vraisemblance de I'échantillon Py pour la loi

X€ Pk

de probabilité £(., Ay).

La minimisation du critere W(P, L) revient donc 4 la maximisation du critére de
vraisemblance classifiante suivant :

K
VC®,L)= ki_llLOg L(Pw/ A).

En utilisant les deux fonctions f et g définies ci-dessous, I'algorithme nous conduit a
une solution locale du probléme.

2.2.2. DEFINITION DE f

f(L) = (| ST Pg).

ol Py = (xe I/ D(x/Ay) < D(x/Ay) avec k#k'et k<k' en cas d'égalité}
= {xeI/f(x/Ay) 2 f(x/Ay) avec k#k' et k<k' en cas d'égalité}.
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2.2.3. DEFINITION DE g
gP) =L =1 ..Ax)
ol Ay minimise pour chaque classe la quantité : ny.Log f* - Log L(Py/Ay).

Log L(Py/Ay) = max L(Py/A) ; ce qui signifie exactement que Ay est I'estimateur du
AcL
maximum de vraisemblance de A pour I'échantillon Py.

Pour plus de détail sur l'existence de cet estimateur qui n'est pas toujours assuré on
pourra consulter Schroeder (1974).

On est assuré que cet algorithme mene & un minimum local du critere et 2 un couple
(L*, P*) tel que :

si L* =% ..., Ak*) et P*=P1* .., Pk* Vkell,.. K]}, Ac* est
l'estimateur du maximum de vraisemblance de A pour 1'échantillon Py *.
vxel, xe P * & f(x, A*) 2 f(x, Ap*)  avec k#k' et k<k' en cas d'égalité.

Les méthodes des Nuées Dynamiques reposent sur l'optimisation d'un critére
numérique lui méme défini a partir d'une distance. La méthode de reconnaissance des
composants d'un mélange proposée par Schroeder 3 montré que souvent il existe un
lien entre ces méthodes et les modeles probabilistes. Nous remarquons donc que le

passage au crittre probabiliste peut apporter une argumentation concernant le choix du
critdre numérique optimisé.

Nous proposons dans la derniere partie de ce chapitre une étude des liens qui existent
entre les critéres métriques et les criteres probabilistes ; nous étudierons tout d'abord
ces liens dans le cas continu (Govaert 1989) puis dans le cas discret (Govaert 1990) et
nous montrons dans les deux cas comment ces deux critéres peuvent se rejoindre.

3. GENERALISATION

3.1. ETUDE DES LIENS ENTRE LES CRITERES METRIQUES ET LES
CRITERES PROBABILISTES DANS LE CAS CONTINU

On suppose toujours que les données initiales sont fournies sous la forme d'un
tableau rectangulaire de n lignes et p colonnes contenant les valeurs prises par n
individus pour p variables quantitatives. Nous envisageons ici deux types de criteres :
le premier que nous appelerons critére métrique, utilise la notion de mesure de
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dissimilarité, le second que nous appelerons critére probabiliste utilise la notion de
mélange probabiliste. Nous définissons tout d'abord ces deux types de critéres, nous
étudions ensuite les liens qui existent entre eux, puis nous montrons comment les
mélanges de lois gaussiennes sont liés aux distances quadratiques et les lois
exponentielles aux distances de type Lj.

3.1.1. Critére métrique

Dans cette approche, nous représentons le tableau de données sous la forme d'un
ensemble I de n individus de RP. Chaque classe d'une partition va €tre représentée
par un élément de l'ensemble L qui reste 2 préciser et qui sera appelé ensemble des
"noyaux" ; enfin on se donne une fonction D de RPxL dans R* qui mesurera la
"dissimilarité" entre un élément de RP et un noyau .

Le probléme que l'on cherche a résoudre est de trouver la partition P = (Py, ..., Px) de 1
en K classes et un K-uples (Aj, ..., Ak) de noyaux (un par classe) minimisant le critere :

]2(2 X D(x,Ap

k=1 xeP;
Ce crittre qui dépend de 1a mesure de dissimilarité D sera appel€ critére métrique et
noté CM(RP, L, D). Les méthodes des Nuées Dynamiques rappelées au début de ce
chapitre proposent une solution 2 ce probléme en construisant de maniére itérative une
" suite de partitions-noyaux faisant décroitre le critére en utilisant toujours les deux
fonctions f et g de représentation et d'affectation défini au paragraphe 1.2.
On peut sans difficulté, en conservant le méme critére, modifier le probleéme posé en
ajoutant une contrainte au K-uples de noyaux (A, ..., A) recherché. Par exemple, si
le noyau est défini comme un couple (a, b), on peut imposer que le premier terme du
couple soit identique pour tout les noyaux du K-uple recherché A = ((a, b1),(a,

b2),..., (a,bk)).

Définition 1.1 (Govaert 1989)

On dira que deux critéres métriques sont équivalents si et seulement s'ils sont définis
sur les mémes ensembles RP et L et s'il existe une bijection ¢ de RP strictement

croissante vérifiant :

CM(Rre,L,D1)=¢oCM(Rr,L,D2)
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ou D1 et D2 sont les mesures de dissimilarité associées aux deux critéres. Si on
remplace D par une fonction linéaire croissante de D, on obtient un critére métrique
équivalent :

Proposition 1.1 (Govaert 1989)

V aeR* et Be R, les criteres CM(RP,L,D) et C M(RP,L, aD+p) sont
équivalents.

3.1.2. Critére probabiliste
On reprend ici la représentation de Celeux (1988).
3.1.2.1. Identification d'un mélange

Le tableau de données de départ de dimension (n, p) ( ol n est le nombre d'individus
et p est le nombre de variables) est considéré comme un échantillon I de taille n d'une
variable aléatoire & valeurs dans RP dont la loi de probabilité admet la fonction de
densité suivante :

K
f(x)= Y, px f(x/Ay) (1.1)
k=1
K
avec Vk=1K pxelOl[ et Spk=1 (1.2)

ou f(/A) appartient A une famille de fonctions de densité dépendant du parametre A
élément de RS, ol s est un entier supérieur ou égal 1 et py est la probabilité qu'un
point de I'échantillon suive la loi f(./Ax). On appelera ces pi les proportions du
mélange.

Le probléme posé est l'estimation du nombre K de composants et des paramétres
inconnus {py, Ax!/ k = 1, K} au vu de l'échantillon.

3.1.2.2. Approche classification

Dans l'approche classification (Scott et Symons 1971, Schroeder 1974), on remplace
le probléme initial d'estimation par le probléme suivant :

Rechercher une partition P = (P,,..., Pg), K étant supposé connu, telle que chaque
classe Py soit assimilable @ un sous-échantillon qui suit une loi f{., Ay).
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Il s'agit alors de maximiser le critére de vraisemblance classifiante :

K
VC(P,L)= Y Log L(P,, A,) (1.3)
k=1

ol A est le p-uplet (A4,..., AY) et L(Py, Ay) est la vraisemblance du sous-échantillon
Py suivant la loi f(/Ay) : L(P, A = [T f(x/A).

xe Py,

Ce critere qui dépend de la famille F de fonctions de densité définies sur RP sera
appelé critére probabiliste et noté CP(RP, F).

Pour maximiser ce critére, on utilise l'algorithme de type Nuées Dynamiques qui
construit 2 partir d'une partition P° en K classes une suite de partitions en appliquant
les fonctions f et g décrites aux paragraphes 2.2.2 et 2.2.3.

On peut alors montrer que sous certaines hypothéses, cet algorithme est convergent.
On obtient a la convergence une partition P et une estimation des paramétres Ay. Les

proportions px du mélange sont fournies par les fréquences des classes Py.

De la méme mani¢re que pour les criteres métriques, on peut modifier le probléme en
imposant une contrainte aux parametres de la fonction de densité associées aux classes
d'une partition ; par exemple, si la famille F est I'ensemble des lois gaussiennes
sur RP, on peut imposer que toutes les lois gaussiennes associées aux classes d'une
partition aient la méme matrice de variances.

3.1.3. Etude des liens entre les deux critéres

Govaert (1989) a défini deux types de liens entres les critéres métriques et les critéres
probabilistes. Le premier permet d'associer a tout critere probabiliste un critére
métrique appel€ critére métrique associé au critére probabiliste, le second permet
d'étendre la notion de criteres équivalents définis dans le cas de critéres métriques et

probabilistes.

3.1.3.1. Critére métrique associé a un critére probabiliste :

Proposition 1.2 (Govaert 1989)

CP(Re, F) = CM(R?, L, D)

ol L est l'ensemble de définition des paramétres de la famille F et D est définie par :
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V Xe RP+V Ae L D(x, A) = -Log f(x, )

Le critére métrique ainsi défini est appelé critére métrique associé.

La démonstration de cette proposition est facile a faire. Il suffit d'utiliser 1a définition
des deux critéres. En outre, le lien existant entre les deux critéres permet d'affirmer
que la maximisation d'un critere probabiliste est équivalente a la minimisation du
critere métrique associé. Ce résultat permet donc de considérer que tous les critéres
probabilistes sont des crittres métriques, mais on peut s'interroger sur le probleme
inverse qui est le suivant : un crittre métrique donné est-il associ€ 2 un critére
probabiliste ? Cette propriété n'est pas vraie en général mais nous allons nous
intéresser A 1'étude des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'elle soit vérifiée.

3.1.3.2. Critéres probabilistes et métriques équivalents
Définition 1.2 (Govaert 1989)

Deux critéres probabilistes sont équivalents si les critéres métriques associés sont
équivalents.

Un critére probabiliste CP] et un critére métrique CM2 sont équivalents si le critére
métrique CM ] associé @ CP| est équivalent au critére métrique CM>.

3.1.3.3. Condition pour qu'un critere métrique soit associé a un
critére probabiliste

Proposition 1.3 (Govaert 1989)

Un critére métrique CM(RP, L, D) est associé a un critére probabiliste si et seulement
si V Ae L lafonction x — eP(xA) est continue et vérifie I eD(xA) dx =1].

R°

3.1.3.4. Critére probabiliste équivalent & un critére métrique

En utilisant 1a proposition (1.1), on peut obtenir une condition plus faible permettant de
montrer qu'un critére métrique est équivalent (et non associ€) a un critere probabiliste.
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Proposition 1.4 (Govaert 1989)

Etant donné le critére métrique CM(RP, L, D), s'il existe un réel r>1 tel que la quantité

s= j eD(xA) dx soit indépendante de A, alors le critére probabiliste CP(RP, F ) on
RP
- F est définie par les fonctions de densité f :

fix, A) = % rD&2)

est un critére équivalent.

Preuve
Le critére métrique associé a 1a famille proposée est définie par la fonction D' :

D'(x, A) = - Log f(x, A) = - Log { -:- r-D(x, A) } =s + r.D(x, A).
La proposition (1.1) permet d'affirmer que les criteres métriques associés a D et D'
sont équivalents. D'ol le résultat annoncé.

Apres avoir étudié les deux types de criteres et les conditions dans lesquelles ces
crittres peuvent se rejoindre, nous nous intéressons maintenant aux liens existants
entre les lois gaussiennes et les distances quadratiques et les lois exponentielles et les
distances L.

3.1.4. Métriques quadratiques et lois gaussiennes
3.1.4.1. Métrique quadratique fixe et identique pour toutes les classes

L'ensemble 2 classifier est inclus dans RP, les noyaux sont aussi des €léments de
RP (L = RP), la fonction D est définie 2 partir d'une matrice M définie symétrique

positive fixée 2 priori.
Vxet Aye RR DX, A)=a. Yx-APM(x-24) V aeR* etV BeR

Quelles que soient les valeurs a et B, les critéres seront tous équivalents (proposition

1.1) nous nous limiterons donc au critére le plus simple qui correspond 2 la fonction
D':

V xet A€ RP D'(x, A) = Ux - A).M.(x - Ay) (1.4a)
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La proposition (1.4) permet d'affirmer que le critére métrique définie 2 partir de la
distance (1.4a) est équivalent a un critere probabiliste car :

e D(X,Ax) dx =np2.|M|-12 est une quantité indépendante de Ay, la
RP
fonction de densité s'écrit alors :
Vxet Are€ RP f(x,A) =xP2, |M[12, e-'(x-Ax).M.(x-Ay)

qui correspond 2 une loi gaussienne de centre Ay et de matrice de variance 2M1,

3.1.4.2. Métrique quadratique variable et dépendante de chaque classe
La métrique M n'est pas fixe et dépend de chaque classe :

premier cas : D(x, (ax, My)) = Yx - ax).My.(x - ay) (1.4b)

xk = (ay, My
ce critére métrique est associé A un critére probabiliste si la condition |My |==P est

vérifiée. Le critere probabiliste qui lui est associé est alors défini par la famille de
fonction de densité F correspondant aux lois gaussiennes dont les matrices de
variances sont de déterminant constant.

Deuxiéme cas : D(x, (ax, My, o)) = Oy 4 Y(x - ap). My.(x - ay) (1.4¢c)
A = (ag, My, 0y)

si ox= BLogn- JLogIMl, le crittre métrique définie A l'aide de la métrique

(1.4c) est associé a un critere probabiliste dont la fonction de densité est définie par :

1 -
Vxet age RP f(x, (a, T) = @r)»2 . | Ty |-12 e 34 (x-a) T} (x-a)
o Iy = % M,"l . Clest le cas le plus général des lois gaussiennes.

Nous allons voir maintenant comment les métriques euclidiennes sont elles aussi liées
aux lois gaussiennes : '
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3.1.5. Métrique euclidienne et lois gaussiennes

Premier cas ; les noyaux sont de 1a forme (a, M) o ae RP et M est une matrice
symétrique définie positive ; on impose aux noyaux d'avoir la méme matrice M.

D(x, (ax, M)) = Y(x - ay). M.(x - ay) (1.5a)

si IM|=nP alors le critére métrique définie a I'aide de la métrique euclidienne (1.5a)
est associé A un critére probabiliste dont la fonction de densité s'écrit :

f(x, ag) = e- % Y(x-ay).I-1.(x-ag)

s =1 M.
ol I‘—Z.M

Deuxi¢me cas : D(x, (a, M, @)) = o+ Yx - ay) M.(x - a) (1.5b)

si_ a= PLogn- 1LogIM| on obtient un crittre probabiliste équivalent au
crit¢re métrique définie par (1.5b) en prenant comme fonction de densité :

f(x, (ag, T)) = 1) P2 . |T|-172 e 3 {x-ax).T1.(x-ay)

oh I'= % . M1 ; dans ce cas 12 on n'impose aucune contrainte au déterminant de la

matrice M.

On remplace maintenant la métrique euclidienne par la distance Lj ou la distance city-
block.

3.1.6. Métrique de type L

Dans le cas de la distance L, le centre de gravité est remplacé par la notion de
médiane.

3.1.6.1. Distance fixe et identique pour toutes les classes
P

L =RP D(x, Ay) = Y, o Ixi- Al (1.6a)
=1

ol les o sont des constantes réelles et positives.

P .
si la condition J] o =2P est vérifiée, le crittre métrique définie par (1.6a) est
=1

associé au critere probabiliste définie par la fonction de densité suivante :
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f(x, lk) = C-D(x’xk) = IPI % c'aj Ixj - Xil

=1

qui correspond pour chaqqe composante du mélange a un produit de p lois
exponentielles bilatérales L(%,’(. o) (en supposant bien siir I'hypothése d'indépendance

mutuelle vérifiée entre les p variables).

3.1.6.2. Distance Lj variable et dépendante de chaque classe

D(x, (A, 0, Bi) = il o bxi- Al + By (1.6b)
j=

P . P :
si [1aj =2 alors Py=plog2- 3 Logoy =0 ;on obtient ainsi une distance
j=1 =1

p . .
Lj pondérée. Dans ce cas  f(x, Ay) = n1 LA, o)
J=

ol L(l{. a’;‘) est une loi exponentielle bilatérale.

Nous venons donc de rappeler les différents liens qui existent entre les critéres utilisés
en classification automatique et les modeles probabilistes dans le cas o I'ensemble a
classifier constitue un ensemble continu, nous allons voir ce que deviennent ces liens
dans le cas ol les données sont fini ou inclus dans un espace discret, c'est le cas des
tableaux décrits par des variables binaires ol qualitatives.

3.2. ETUDE DES LIENS ENTRE LES CRITERES METRIQUES ET LES
CRITERES PROBABILISTES DANS LE CAS DISCRET

L'ensemble 2 classifier est maintenant inclus dans un espace fini E, nous allons
reprendre toutes les définitions et propositions qui ont étés établi dans le cas continu
mais cette fois-ci appliquées 2 un ensemble discret. Nous ne donnons ici que les
principaux résultats.

Le critere métrique CM(RP, L, D) défini dans le cas continu est remplacé ici par le
crittre métrique CM(E, L, D), ob E est un ensemble fini, par exemple E = {0,
1}P dans le cas d'un tableau binaire a p variables.

La définition (1.1) et la proposition (1.1) restent les mémes dans le cas discret ou 'on
remplace 1'ensemble RP par I'ensemble E. Le critere probabiliste que I'on note par
CP(E, F) est lui aussi défini de la méme maniére que dans le cas continu, mais les
fonctions de densités sont remplacées par des distributions de probabilités sur E ; les
liens existant entre les critéres métriques et probabilistes dans le cas discret sont les
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mémes que ceux obtenus dans le cas continu, mais notons que les conditions
d'association et d'équivalence entre ces deux types de criteres different dans le sens ol
I'on remplace l'intégrale par la sommation ; nous allons rappeler quelques uns d'entre
eux.

3.2.1. Critére métrique associé a un critére probabiliste

Proposition 1.5 (Govaert 1990)

CP(E,F)=CM(E,L,D)

o L est l'ensemble de définition des paramétres de la famille F etDest définie par :
V xe E:+V Ae L D(x, A) = -Log p(x, A)

3.2.2. Condition pour qu'un critére métrique soit associé 2 un critére
probabiliste

Proposition 1.6 (Govaert 1990)

Un critére métrique CM(E, L, D) est associé & un critére probabiliste si et seulement si
V Ae L lafonction x —; eD(x.A) est continue et vérifie ¥ eD(XA) gx = 1.

xeE

3.2.3. Critére probabiliste équivalent & un critére métrique

En utilisant la proposition (1.1) appliquée dans le cas discret, on peut obtenir une
condition plus faible permettant de montrer qu'un critére métrique est équivalent (et
non associ€) 2 un critére probabiliste.

Proposition 1.7 (Govaert 1990)

Etant donné le critére métrigue CM(E, L, D) , s'il existe un réel r>1 tel que la
quantité s= ¥ eD(xA) soit indépendante de A, alors le critere probabiliste

x€E

CP(E, F ) o F est définie par les distributions de probabilités suivantes :

pix. )= L rDx )

est un critére équivalent.
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Proposition 1.8 (Govaert 1990)

Etant donné la fonction D de ExL dans R , le critére métrique CM(E, L, D’) ou D’
vérifie :
D'(x, A) = D(x, A)+ Log (3, eD(x.4))

xeE

est associé au critére probabiliste défini par la distribution p(x,\) = eD'(x.A)

Si E est le produit cartésien d'ensemble finis E,, ..., E; alors D peut se
décomposer en une somme de p termes correspondant aux p ensembles E; .

L = Lyx...xL, D(x, A) = _)El Di(x , A)
J=

od xiet A correspondent 2 la décomposition de x et de A sur les espace E;et L.

Proposition 1.9 (Govaert 1990)
S'il existe un réel positif tel que pour tow j = 1, ..., p .les quantités sj=

3 e-Di(x,A)  sont indépendantes de A, alors il existe un critére probabiliste
xcEj

équivalent au critére métrique défini par la fonction D. De plus, ce critére
probabiliste correspond a un produit de distributions sur les EJ définies par p(x¥/, )
= ;I’- r-Di(x,3), Enfin si sj = 1, le critére métrique est associé au critére probabiliste.

3.2.4. Métrique Lj et distribution de Bernoulli

Nous allons étudier un certain nombre de criteres issus de la distance L et définis sur
un ensemble de données binaires.

3.2.4.1. Distance Lj fixe et identique pour toutes les classes

ICE = {0, 1}» L=E
Vxet A €E D(x, W) = 3 ilxi-Adl + B (1.7a)
j=1

ol les ai sont des constantes réelles positives et § un réel quelconque. On va se
limiter A I'étude du critére défini par (1.7b) qui est équivalent au critére (1.7a) .

Vxet A €E D(x, Ao = )'fl o Ixi- Adl (1.7b)
J=
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Comme ¥ e-9x-Al=1+ e la proposition (1.9) permet d'affirmer
xie EJ

qu'il existe un critére probabiliste équivalent. Celui-ci consiste & considérer que pour

chaque composante du mélange les p variables sont indépendantes, et que chacune

d'entres elles suit une loi de Bernoulli de distributions:

1
1+e )

(e, 1-ei} ou {1-€i,&i} ou & =

3.2.4.2. Distance Lj variable et dépendante de chaque classe

Dx, (x» &, BY)) = >’i1 o Ixi- Ml + By (1.7¢)
J= .

P .
si By = Y Log (1+ e'oi), on retrouve une variante de Govaert (1988) qui suppose
i=1

que pour chaque composante du mélange les p variables sont indépendantes et que
chacune d'entres elles suit une loi de Bernoulli de distribution (g}, 1- €]} ou {1-¢],

el) ob &= —

j
1+e- %

3.2.4.3. Distance adaptative L1 identique pour toutes les classes
P ..
D(x, (Ak, @, B)) = 21 ol Ix) - A{I +PB (1.7d)
]=

P .
En prenant B= ¥ Log (1+e"%) on obtient un critére probabiliste équivalent défini
i=1

A l'aide de la loi de Bernoulli dont les distributions de probabilités sont {€i, 1-€i } ot

. . , 1
1-8),e} ob & = - .
l } 1+e- o

3.2.5. Données qualitatives nominales

ICE = Eix..xE, ou Ej est I'ensemble des qj modalités de la variable
qualitative j. Nous utilisons la distance proposée par Marchetti (1989) :

D(x, y) = _il & (x, y)
=

ot 8i(x,y)=0si xi=yiet Si(x,y)=1si xi=#yi.
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3.2.5.1. Distance fixe et identique pour toutes les classes

L=E D(x, Ax) = f‘,l -8 (x,Ax) + B (1.8a)
j=

V B € R lecrittre métrique défini a I'aide de (1.8b) est équivalent 2 celui défini par
(1.8a):

D(x, A = il od - 8 (x, Ay) (1.8b)
j:

VMeE 3 8= (14 m-1).e0)
xie EJ
Cette quantité est indépendante de A} ; il existe donc un modele probabiliste qui

consiste & considérer que pour chaque composante du mélange, les p variables sont

indépendantes et chacune d'entre elles suit une loi multinomiale de paramétre

. &i .
(1-¢, mj"’_’l + s s } oD 18 modalité prenant Ia probabilié 1-6) étan celle qu

est prise par le noyau Al avec & = —m-l
m; -1 + e

3.2.5.2. Distance variable et dépendante de chaque classe

Dx, M) = 5, ol -8 (x, M) + By (1.80)

j=1
P .
si PBc= Y Log{ 1+ (m;-1) + e-% }, il existe alors un critére probabiliste qui
=1

consiste A prendre pour chaque composante du mélange une distribution de probabilité
formée d'un produit de p lois multinomiales dont les probabilités sont :

& &

{1, —— ... ==} oit la modalité prenant la probabilité 1-g} étant celle
J J

m;-1

qui est prise par le noyau A," avec q{ = ;
mj-1+ e%%
3.2.6. Données qualitatives ordinales

L=E ICE = Ejx...xEp, ob Ej est 'ensemble des gj modalités de la
variable qualitative j.
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D(x, M) = )El wixi-Al + B (1.92)
J=

D(x, A = il o - All (1.9)
j=

V B € R le crittre métrique défini a 1'aide de (1.9b) est équivalent a celui défini par
(1.9a).

La quantité¢ 3 -0 Ixi - li' dépend de Xi . Par conséquent il n'existe pas de

xic EJ
critére probabiliste équivalent au critére définie par (1.9a) ou (1.9b) ; mais en utilisant
la proposition (1.4) qui reste vraie dans le cas discret on peut se ramener au cas ou :

D(x,lk)=-§l ai Ixi- all + Log ( Z, e-aiIxi - Al ) (1.9¢)
= xJe

Le critére métrique définie a l'aide de cette distance est associ€ a un critére probabiliste
qui correspond pour chaque composante du mélange ou les p variables sont
indépendantes au produit de p distributions qui ont cette fois-ci une forme assez
compliquée.

Nous venons donc de voir que la comparaison des criteres métriques et probabilistes
permet d'apporter un éclairage nouveau sur certains critéres optimisés par les
méthodes de classification. Cette comparaison va nous permettre d'interpréter
quelques méthodes de classification étudiées dans ce travail en termes probabilistes.
Nous proposons cette étude dans le chapitre qui suit.
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CHAPITRE 2

CLASSIFICATION ET MODELES SUR
DONNEES QUALITATIVES

INTRODUCTION

Dans le cadre des liens existant entre les méthodes de classification et les modeles de
statistique inférentielle, nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a I'étude des
modeles probabilistes liés 2 la classification de données qualitatives nominales.

Les tableaux étudiés ici sont les tableaux de modalités et les tableaux disjonctifs
complets qui résultent de la transformation par le codage disjonctif complet d'un
tablean de modalité, croisant individus et variables qualitatives nominales.

Plusieurs méthodes de classification pour ces données ont été proposées, souvent
basées sur le principe des Nuées Dynamiques (Diday et all 1980). Citons par exemple
la méthode MNDQAL (Ralambondrainy 1988) qui s'applique & des tableaux
disjonctifs complets et utilise la métrique du Khi2 pour classer les données, mais les
noyaux qu'elle fournit ne sont pas de la méme forme que les éléments a classifier, et la
méthode MNDDLJ (Marchetti 1989) qui s'applique a un tableau de modalité et qui
permet de classifier les données en tenant compte de leur structure initiale particuliere,
dont les composantes codent les modalités.

La premitre partic de ce chapitre est consacrée a I'étude des tableaux disjonctifs
complets, en particulier 2 'étude du lien existant entre la méthode MNDQAL (Méthode
des Nuées Dynamiques utilisant la métrique du Khi2 et des noyaux sous forme de
profils) et 1a notion de modele probabiliste. Nous étudierons dans un premier temps la
méthode MNDQAL et l'algorithme de classification qui lui est associé ; nous montrons
ensuite A I'aide de I'approche "classification” (Scott et Symons 1971, Schroeder 1976
et Celeux 1988) comment on peut identifier ce mélange. Nous proposons un modele
lié A cette méthode permettant d'interpréter le critere du Khi2 ; celui-ci consiste 3
considérer que les données du tableaux proviennent d'un mélange de lois gaussiennes
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multidimensionnelles, nous rappelerons enfin le modele proposé par G.Celeux (1988)
pour la méme méthode et permettant d'interpréter le critere d'information quantité
proche de celle du Khi2.

La deuxi¢me partic de ce chapitre traite la notion de modele li€ aux tableaux de
modalités. Nous nous intéressons en particulier a 1a méthode MNDDIJ (Méthode des
Nuées Dynamiques utilisant la distance proposée par Marchetti (1989) et des noyaux
de modalités). En utilisant les liens existant entre les crittres métriques et les
crittres probabilistes dans le cas discret qui ont étés étudiés par G.Govaert (1990)
nous montrons que les données du tableaux proviennent d'un mélange de produit de
lois binomiales ; nous apportons ainsi une interprétation en termes probabilistes au
critére optimisé par la méthode MNDDIJ.

1. LES TABLEAUX DISJONCTIFS COMPLETS
1.1. EXEMPLE

Considérons un ensemble de 6 individus identifiés par les chiffres 1 2 6. Ceux-ci sont
décrits par 3 variables qualitatives nominales identifiées par les lettres a, b et c.
Supposons que les modalités des variables soient {1, 2, 3} pour a, {1, 2, 3, 4} pour
bet {1, 2, 3,4, 5) pour c. Les valeurs observées sur les individus sont représentées
sous la forme d'un tableau de modalité indiqué dans la figure 1. Le tableau de codage
disjonctif complet est indiqué dans la figure 2. Celui-ci est obtenu 2 partir du tableau de
la figure 1 en transformant les modalités en variables binaires codées par les valeurs 0
et 1 de sorte que : la valeur 1 signifie que la modalité a ét€ choisie, la valeur 0 qu'elle
ne l'est pas. On peut encore considérer que le tableau de codage estcelui croisant
I'ensemble des individus et I'ensemble des indicatrices de toutes les modalités. Nous
avons choisi d'identifier une variable binaire (associée & une modalité) par
l'identificateur de la variable suivi, en indice, de 1a modalité (par exemple, la variable
binaire associée a 1a modalité 1 de a est identifiée par aj).
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abc ajazaz by bsbsbg ¢ ¢2¢c3c4C5
1 323 1 001010000100
2 241 2 010000110000
3 315 3 001100000001
4 332 4 001001001000
5 334 5 001001000010
6 133 6 100001000100

figure 1 figure 2

Tableau de modalités Tableau de codage

1.2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit X(I, J)(n. m) le tableau de codage disjonctif complet du tableau de
modalité Z(I, Q). p).

La somme des éléments du tableau binaire ne dépend que du nombre d'individus n et
du nombre de variables p puisque :

=% 3 -3 ¥ m=np

iel jelJ iel qeQ jelq iel qeQ

ol q(j) est l'indice de J correspondant 3 la modalité j de la variable q et Jg est
I'ensemble des modalités de la variable q ; Q est I'ensemble des variables.

On définit également les valeurs suivantes :
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Si on note x; le représentant de I'individu i dans I'espace B®™ = {0, 1}™, nous avons :

1 ;
fi=p (X7, ey X)

1
fi=5 Xi

D'autre part, une pondération p; est associée a chaque profil f; ; elle est définie par :

A partir du tableau X(T, J), nous définissons ainsi un nuage de n profils Nf(I) par :

NED) = { (£i, 1), ie1)

1.3. CRITERES DE CLASSIFICATION
1.3.1. Critére d'information

L'information mutuelle d'un tableau X s'écrit par définition (cf Benzécri 1973) :
xJ

HX)=3 ¥ — Log

il jes S Xix)

j
$ X3

2.1)

ol xi=2xg et xi=2xg=ni.
jel iel
Soit P = ( Py, ..., Px) une partition des individus. Si nous considérons P comme

un résumé de l'information apportée par les données, nous pouvons substituer au
tableau :

X=(x,i=l..n et j=1,..p)

le tableau (x,k=1,..K et j=1,..p)
K= {1,..., K}.

L'information conservée par P s'écrit donc :

x3 s X}

HP) = I ~ Lo
keKje J

Xe % 22)
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avec xi= Y xf et Xk =Y x’k

iePx jel

Dans ce cadre, il est naturel ( cf Benzécri 1973 ) de rechercher la partition qui
maximise l'information H(P). Par des transformations algébriques simples, H(P)
s'écrit :

1 i 1 . .
HP) = s Z)Cl" Logz-ﬂ'+Logzs- s Y, x)Logy xJ.
keK jelJ jeJ

11 s'en suit que maximiser H(P) revient & maximiser I'expression :

. Xy
HP) = 3 3 x Log — . 23)

keK je J Xk

1.3.2. Critére du Khi2

L'algorithme utilisé est basé sur la méthode des Nuées Dynamiques ; il fournit une
partition en K classes, K étant fixé a priori, de I'ensemble I des individus en
optimisant le critére :

K
We.Lp =3 3 £i.47, (6, 80

K 1 . ‘2
=3 3 63 7(f-g)

k=1iePy jeJ

-3 3 }:"—i(i"i ﬁ.)2 2.4)
K=lich jeJ ¥ O Xk '

on P=(P, Py ..., Pk) est une partition sur I en K classes et Lg = (gy,..., gk) est
I'ensemble des noyaux des classes.

1.3.3. Etude du lien entre les deux critéres

Nous avons tenu 2 préciser le lien qui existe entre le crit¢re d'information et le critére
du Khi2 car il n'existe pas d'algorithme permettant d'optimiser le premier critére qui
est peu utilisé malgré son caractére naturel. On lui préfere le critére du Khi2 ; Benzécri
(1973) en exprime trés bien la raison : I'expérimentation montre que I'emploi du
crittre d'information ou du critere du Khi2 conduit pratiquement aux mémes
classifications et le deuxieme induit des calculs beaucoup plus simples. Ce
comportement quasi identique des deux criteres a également été souligné par Govaert
(1983), qu'il I'a introduit dans son programme de classification simultanée des lignes

36



Classification et modéles sur données qualitatives

et des colonnes d'un tableau de nombres positifs. Sur les nombreux exemples qu'il a
analysé, il a constaté que I'information croissait systématiquement.

1.4. LA METHODE MNDQAL

La méthode MNDQAL (Ralambondrainy 1988) est une méthode de classification sur
tableaux décrits par des variables qualitatives nominales. Les noyaux qu'elle fournit ne
sont pas de 1a méme forme que les €léments 2 classifier ; cette méthode travaille sur
les tableaux disjonctifs complets et utilise la métrique du Khi2 qui convient
particuliérement aux profils. Les noyaux fournit sont les centres de gravité des classes
et chacun d'eux est caractérisé par un vecteur de R™ (ou m est le nombre total de
modalités).

Le probléme a résoudre est alors le suivant :

Trouver une partition P = (Py, ..., Px) de I'ensemble I en K classes, K fixé a
priori, tel que le critére :

W(P, Lg) = >: P fid, s 80
Iiepy
soit minimal.

Explicitons I'expression du critére :

K
WE Lp) =3 T fdy,( 80
k=1 je Py

X
3 s 3 5o @5)

k=1 lEPk i€ ]
ou P=(Py,P,, ..., PK) est une partition sur I en K classes,

et Lg=(g1, g2 ..., gx) est I'ensemble des noyaux des classes.

1.4.1. L'algorithme
Les fonctions caractérisant I'algorithme MNDQAL sont les suivantes :

-La fonction d'affectation (f) : qui minimise le crittre W (f(Lg), Lg) en
affectant chaque individu 2 la classe Py du noyau gy duquel il est le plus proche (au
sens de la distance du Khi2).
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-la_fonction de représentation (g): qui permet de déterminer les K noyaux

minimisant le crittre W(P, g(P)). On peut facilement montrer que ces noyaux sont
les centres de gravité des classes. Si nous notons {g;, g2,..., gk} 1'ensemble de ces
centres, on a :

j
ny

vV k=1,..K V jel - g{= P

ol ng est le nombre d'individus appartenant  la classe P et "ii:= 3 xf est le nombre
i€ Py
d'individus de Py ayant choisi la modalité j.

Ces noyaux ne sont pas ici directement interprétables par rapport aux données

1.4.2. Autres expressions du critére
On reprend ici I'expression (2.5) du critére minimisé par I'algorithme MNDQAL :

8
WeLo=pX 3 I S(i-g)?

k=1 lEPk Je J

K
=pX X ):—(F-g,") (2.6)

.ot
ol i= -
On définit une matrice M diagonale de terme général # qui représente la métrique des

poids. C'est une matrice définie positive et de déterminant constant.

M| = l'll-=cte car ni= 3«

=1V iel
L'expression (2.6) peut alors se mettre sous la forme :
K
WE,Lg)=p ¥ I ufi-gw-M(fi-go (2.7)
k=1 jepy
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n

En posant )\1" = ol l{ est la fréquence de la variable j dans la classe Py

M

alors g = 7 ; si on remplace maintenant la nouvelle expression de g dans

I'expression du critére (2.5), on obtient :

K
WP, L)) = 2_‘,

k=1

RIS o

o -

qui peut encore se mettre sous la forme suivante :

K
T ¥ t(xi- A).M.(xj- Ax) (2.8)

1
WP, Ly) = )
=1liePy

1.5. APPROCHE MODELE

Ce paragraphe comporte une étude des liens s'ils existent entre les criteres optimisés
par la méthode MNDQAL et les modeles probabilistes en s'appuyant essentiellement
sur I'étude faite par G.Govaert (1989 et 1990) et rappelée dans le chapitre 1. Cette
étude sera faite en trois étapes. La premi¢re consiste a travailler sur I'ensemble des
profils associés aux données du tableau que l'on plonge dans I'espace continu R™
(od m est le nombre total de modalités) muni de la métrique du Khi2. La deuxi¢me
approche travaille directement sur les données du tableau qui forment un ensemble
inclus dans l'espace discret {0, 1}™ que I'on munit de la métrique du Khi2.

Dans la dernitre approche on rappelle le modele proposé par G.Celeux (1988) ; celui-
ci est directement 1ié au critére d'information. Nous étudierons ensuite le lien qui
existe entre ces trois approches.

1.5.1. Premi¢re approche

Les données du tableau sont prises sous la forme d'un ensemble de profils inclus dans
I'espace continu R™. Nous munissons cet espace de la métrique du Khi2 qui est une
métrique quadratique et qui se présente pour les tableaux disjonctifs complets sous la
forme d'une métrique quadratique fixe et identique pour toutes les classes (voir
I'expression (2.7)). En se basant sur I'étude faite par G.Govaert (1989) sur les liens
entre les critéres métriques et les critéres probabilistes dans le cas continu, on pourra

39



Classification et modéles sur données qualitatives

dire que le critere métrique (2.7) est équivalent a un critére probabiliste si la quantité
I e-D(E.g0) df est indépendante de gy.
RP

Calculons cette intégrale :

[ eDEg) af= [e'(Fa0M(F-g0 of = mp2. M |12
RP ' RP

. P 1 \ . i
Cette quantité est constante car [M| = [ o = cte o n=Y x{ . Les
‘ =1 iel

conditions de la proposition (1.4) sont vérifiées. Il existe alors un critére probabiliste

équivalent au critere métrique (2.7) ; ce critére probabiliste consiste A prendre comme
fonction de densité sur 'espace R™ une loi gaussienne de centre Yy et de matrice de

1
variance I'=2.M-1, o1 M est la matrice définie précédemment et de terme général -

f (fi /i) = P2 | M |12, e-'(fi-hi)-M.(fi- i)

Dans le cas d'un mélange gaussien, les parameétres (Ay,k=1,..,K) s'écrivent:
Ak = (Mk, k) ; avec:

Mk : espérance du composant numéro k.
I'k : matrice de variance du composant numéro k.

Dans notre cas on prend I'y=TI" V k=1,...,K et I" connu.
Le critére de vraisemblance classifiante s'écrit alors :

VC(P, Ly) = § Y Log {=P?2, IM |12, e-‘(fi-p.k).M.(fi-uk)}

=1 iEPk

K
VCP, L) = - P Logn+3LogIMI - T 5 6~ b M(hi- o

k=1 ie Pk

Les deux premiers termes de cette expression sont constants. Maximiser VC(P, Lp)
revient donc a minimiser 'expression suivante :

K
C(P, Ly = kz Y Ufi- e )M(f; - )

=1 iEPk

11 est facile de vérifier que I'estimateur du maximum de py n'est autre que le centre de
gravité des profils f; de 1a classe Py. Il est estimé par :
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1
M=8k= o~ X fj
nk iePk '
dt = V . J _d -— L z ﬁ - njk
ou ji=lL..p u'k = = ng Py p = ny p
Le critere & minimiser prend alors la forme suivante :
K
WE,Lg)= X X Yfi-g)M.(fi-g)
k=1 iePk

qui correspond, a une constante multiplicative pres, a I'expression (2.7) du critére
minimisé par la méthode MNDQAL ; ainsi nous avons apporté dans cette premiére
approche une interprétation en termes probabilistes du critére du Khi2 minimisé par
l'algorithme MNDQAL, et cela en travaillant sur I'ensemble des profils que 1'on
considére comme ensemble continu. Mais il serait intéressant dans ce travail d'essayer
de voir si on peut trouver un modele qui s'appuie directement sur les données initiales,
lesquelles se présentent sous la forme d'un ensemble discret. Nous allons essayer de
voir ce que devient la notion de modele dans ce cas.

1.5.2. Deuxiéme approche

Cette approche travaille directement sur les données initiales du tableau en prenant
comme ensemble 2 classifier les vecteurs binaires appartenant a 1'espace discret
{0,1}™ que I'on munit toujours de la métrique du Khi2. En utilisant 1'étude faite par
Govaert (1990) sur les liens entre les critéres métriques et les critéres probabilistes
dans le cas discret, on va essayer de voir si les conditions de la proposition (1.7) sont
remplies.

L'ensemble 2 classifier appartient a I'espace E = {0, 1}™ . Les noyaux sont ici des
éléments de R™ et leur nature est différente de celle des données a classifier.

E={0,1)® E=E;x.xE, o8 E;={0,11.Vj=1,.,p

L = Rm | la fonction D n'est autre que la métrique du Khi2 définie par :
V xeE V e Rm

DM = = 3 g (fgb 3 go(al)
€3 €1
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Le critere métrique (2.8) est équivalent 4 un crittre probabiliste si la

~quantité Y, e- "(x-A). ML(X-Ai) est indépendante de Ay (proposition 1.7) ou encore
XeE

si la quantité s;= Z exp { - nJ (xi- l.,j()z} est indépendante de )\1’( (proposition

xicEJ pl
1.9).

or 3 exp{- 2 '-k{)z}=exp[-n,’-'—.p.(k{)2].[ L+ exp { - (1-22)) ]

xieEl

Cette quantité dépend de 7\1" . La proposition (1.9) n'est pas vérifie. Par conséquent

il n'existe pas de modéele probabiliste qui soit lié directement au critére du Khi2
optimisé par la méthode MNDQAL dans le cas ol 1'on travaille directement sur les
données initiales plongées dans l'espace discret E = {0, 1}m .

G.Celeux (1988), en travaillant sur les mémes données (initiales), a montré qu'il existe
un modele sous-jacent permettant d'apporter un éclairage nouveau au critére
d'information. L'éwde de ce modele fera I'objet de la troisi¢éme approche.

1.5.3. Troisieme approche

1.5.3.1. Notations
Soit X le tableau disjonctif complet & n lignes et m colonnes o m = ¥ mgq ( mg est

qeQ
le nombre de modalités de la variable q ).

On note x?j le terme générique du tableau X. x;‘i vaut 1 si l'individu i présente la

modalité j de la variable q et 0 sinon. On pose :

xi=3$xP 5 x= 3% TxF=p e s=33 Sx¥=np.
iel qeQ jemq ieIqeQ jemg

De plus, si Py est une classe d'une partition P = (Py, ... , Px) des individus, on note :
xﬁi = Y x?j etxx= Y Y x‘f = p.ny ol ny = card Py.
ie Pk qeQ jemg

1.5.3.2. Mode¢le de Celeux

Le modele proposé par Celeux (1988) consiste a considérer que les données du tableau
proviennent d'un mélange de produit de p lois multinomiales multivariées soit :
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o= fl T oy
q=l i=1
ou Xk=(lgj,j=l,...,mq et q=1»----P)

'nq .
avee Y AY =1 V k=1,..K et q=1,...p.
=1

Le critére de vraisemblance classifiante s'écrit alors :

VCE,L) = >: Y Log I ﬁ‘ ATy

k=1 xePy =1 j=1

= E Z qu’LOg('/\%'

En maximisant le crittre VC(P, L) en tenant compte de la contrainte ¥, lﬂj =1on

: je
xy h
"
obtient : AY = rm

autrement dit Ay = (}1: - l,‘: ) est le centre de gravité de la classe Py. Il s'en suit que

le critere de vraisemblance classifiante s'écrit :

aj
Xy
VCE, L) = ): ); z x,?Log =t (2.9)
or ng= ’—I‘,k.Lecﬁtere(zs)seréduit:
X
W,L)= ): 5 P x‘”Log—

qui correspond 2 la constante multiplicative pres —— Lo 2 au critére d'information donnée

par l'expression (2.3).

1.6. CONCLUSION

Nous venons donc, par I'étude de ces trois approches d'apporter des éclairages
nouveaux sur les deux types de critéres optimisés par la méthode MNDQAL. Selon
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l'optique statistique dans laquelle on se place, on retrouve chaque fois 1'un des deux
criteres ; dans la premiére approche, o l'on travaille sur I'ensemble des profils, on
montre que la méthode MNDQAL est liée & un mélange de lois gaussiennes
multidimensionnelles ; cette méthode n'est qu'un cas particulier de la méthode
MNDQAN ( Méthode des Nuées Dynamiques sur des données quantitatives) dans le
sens ol elle s'applique 2 des données particuli¢res (Données binaires) ; or Celeux
(1988) a montré que la méthode MNDQAN était elle aussi liée 3 un mélange gaussien.
On retrouve donc un résultat déja connu. D'autre part, on montre que si l'on travaille
sur les données initiales du tableau qui constituent un ensemble discret , qu'il n'existe
pas de modele équivalent au critére métrique défini 2 l'aide de la métrique du Khi2,
mais on peut trouver une interprétation en termes probabilistes du critére d'information
qui est une quantité proche du Khi2.

Nous proposons maintenant de voir ce que devient la notion de modéle dans le cas ot
les données sont décrites par un tableaux de modalités et oil les noyaux ont la méme
structure que les données initiales.

2. LES TABLEAUX DE MODALITES

2.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit Z(1, Q) le tableau de modalités croisant un ensemble I = {1,2,...,n}den
individus et un ensemble Q={(1,2,..,, p} de p variables qualitatives nominales. On
note :

_ Z0,Q=(z)
ol z‘il représente la modalité de la variable q choisie par l'individu i.

A chaque variable q correspond I'ensemble de modalités Ja=1{1,2, ..., mg}. Nous
définissons alors I'espace E comme le produit JyxJax. ..xJp, que nous munissons de la
distance dg, égale au nombre de composantes différentes entre les deux points
considérés ; son expression sur E est 1a suivante :

Vx.y)e E dyx,y)= T 8%x,y)
q€Q

i x4 q
b 8%x,y) ={ IOsslir’l(on# d
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A partir du tableau Z(I, Q), nous définissons le nuage N,(I), inclus dans I'espace E,
par:
Nl = (z,ie 1)

ol zi=(zil, zi2, e Z)

Soit X(I, J) le tableau de codage disjonctif complet du tableau de modalités Z(I, Q.
Clest un tableau binaire d'ordre (n, m), ot m est le nombre total de modalités.
L'ensemble J = (1, 2, ..., m} contient les indices des colonnes de X(I, J). On note :

X(1, J) = (x))

) s _ . q
quQ,VjeJq x‘il(l)___{ 1sij=2z;
0 sinon

ol q(j) est I'indice de J correspondant 2 1a modalité j de la variable q.

Nous définissons 1'espace F comme I'espace des vecteurs binaires de modalités. Les
éléments de F résultent du codage des vecteurs de modalités de I'espace E. De méme,
a tout €lément de E correspond un élément de F.

Nous munissons F de la distance L,, notée d. Les distances d et d sont liées par une
relation trés simple. Si X, Y sont deux vecteurs de modalités (appartenant 2 E) de
codage x, y (appartenant a F), cette relation s'exprime par :

d(x,y) =2d: (X, Y)
A partir du tableau X(1, J), nous définissons le nuage N(I), inclus dans F, par:
ND=(x,iel} ob x=0x%..,x™
Ainsi, & tout point x; du nuage N(I) correspond un unique point z; de N,(I) et
réciproquement.
2.2. LA METHODE MNDDILJ

La méthode MNDDIJ (Marchetti 1989) permet de déterminer une partition de
I'ensemble I des individus en K classes, K étant fix€ a priori. Chaque individu i est
représenté par un point x; du nuage N(I). Celui-ci est inclus dans F. Les noyaux
doivent appartenir & ce méme espace F.
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Le problé¢me a résoudre est alors le suivant :

Trouver une partition P = (Py,...,Px) de I'ensemble I et un ensemble
L=(A4,..,Ax) de K noyaux de F tels que le critére :

K K , .
WP,L)=3 T dx,A)=3% 3 3 /5 -47

k=1 icP, k=1 iePyjel

soit minimal.

On peut encore représenter chaque individu i par un point z, du nuage N,(I) inclus

dans I'espace E, les noyaux doivent aussi appartenir 3 ce méme espace.
Le probléme 2 résoudre peut aussi s'énoncer de la fagon suivante :

Trouver une partition P = (P;,...,Pyx) de [I'ensemble I et un ensemble
L= (A} ..., Ax) de K noyaux de E tels que le critére :

K
W(P’ LE = Z Z dE(zi: Ak)
k=1 ieP,

soit minimal.
Il est clair que : WP,L)=2W(P,Lgp).

1l s'agit maintenant de définir la fonction d'affectation f, telle que W(f(L), L), ou
encore W(f(Lg), Lg), soit minimal, et la fonction de représentation g telle que
W(P, g(P)) soit minimum.

Fonction d'affectation f :

L'individu i est affecté 2 1a classe Py du noyau Ay duquel il est le plus proche , au sens
de la distance L sur le tableau binaire, ou au sens de la distance d sur le tableau des
modalités.

Fonction d ssentati .

11 s'agit de déterminer I'ensemble L des K noyaux optimisant le crittre W(P, g(P)).
Pour cela, il suffit de rechercher pour toute classe Py, le noyau Ay appartenant 3 F et
minimisant la quantité :

3 d(x;, M)

ie Pk
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Soit Ay appartenant 3 E, le vecteur de modalités codé par Ay. Les distances dg sur E et
d sur F étant li€es par la relation suivante :

d(x;, Ay) =2 dg(z;, A

Le probléme est alors de trouver le point A, de E minimisant :

Tdi(z,A)=2X X aq(zi, A)
iePy iePy qeQ

ce qui revient a déterminer, pour tout q, la composante Az minimisant la quantité :

z sq(zi»Ak)
i€ Pk
qui représente le nombre d'individus de P, n'ayant pas choisi la modalité A‘k‘.

La solution est de choisir pour composantes q du point Ay, 1a modalité de la variable q
qui est majoritaire relative dans la classe considérée. Cette composante est donc
déterminée de la fagon suivante :

AJl = modalité majoritaire relative de { z,, i€ P, }.
Finalement, le noyau Ay recherché est le transformé du vecteur de modalités dont les

composantes sont les modalité€s majoritaires relatives des variables dans la classe Py.

L'algorithme ainsi construit fournit un ensemble de noyaux du méme type que les
éléments a classifier. Il représente la modalité 1a plus souvent choisie par les individus
de la classe considérée.

Le critere représente le nombre d'éléments binaire du tableau X(I, J) qui sont
différents des éléments du tableau correspondant 2 la situation "idéale" ( situation ou
tous les individus sont identiques aux noyaux des classes auxquelles ils
appartiennent).

2.3. APPROCHE MODELE
2.3.1. La formule générale

Le modele que 'on va proposer portera sur le tableau de modalités. Pour cela on
considére que les données initiales forment un échantillon de taille n d'une variable
aléatoire a valeurs dans NP dont la distribution de probabilité f est toujours définie par
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(1.1) et (1.2) ; mais ici p(/Ay) est une distribution de probabilités sur NP appartenant
a une famille paramétrée de distributions de probabilités.

En suivant 'approche "classification", rappelée dans le chapitre 1 pour identifier le
mélange, on se rameéne A maximiser le critere de vraisemblance classifiante VC(P, L)
défini par (1.3).

On peut alors utiliser le méme algorithme que dans le cas des données continues. A
partir d'une partition P° en K classes de I'échantillon, on applique successivement les
deux fonctions g et h définies aux paragraphes 2.2.2 et 2.2.3 (chapitre 1) jusqu'a
I'obtention d'une partition stable.

2.3.2. Choix de la famille de distribution

Le modele que I'on propose pour interpréter la méthode MNDDLJ suppose que pour
chaque composant du mé€lange, les p variables sont indépendantes, et que chacune
d'entre elles suit la loi binomiale suivante :

1- € est la probabilité d'avoir la modalité du noyau, € est 1a probabilité d'avoir une
modalité différente de celle du noyau.

avec €€]0, l[

On peut alors écrire :
P
p(Z/AY) = l'Ilp(z/Ag)
q=
ol p@ A) = (1- €)1- 3%z, Ay, (¢) 3%z AY)
i 20 49
avec 8q(z.Ak)={ LosiEi A e€l0, 5l
0 sinon

Le critére de vraisemblance classifiante s'écrit alors :

K
VCP,L) = k§l Yi’ Log p(z /Ay)

k
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VCEP, L) = kgl Ep Log { qlill (1- €)1- 8%z, Ay) ¢ 89z, Ap)}
€ K P P

=Log(—) X 3 8%z A) +np I Log(l-¢)
1- € " k=1 4ep, g1 q=1

€
Pour € fixé appartenant a ]0, %[, Logl—- est négatif. La maximisation du critére
-€

VC(P, L, €) est équivalente a la minimisation du critére W(P, L) associé€ A la méthode
MNDDIJ, ce qui montre I'équivalence des deux approches.

11 est facile de voir que la valeur € maximisant le critére VC (P, L, €) est ne_p , oll e est

la valeur du critere W(P, L) obtenue 2 la convergence. Notons que 1'estimateur du
maximum de vraisemblance classifiante de Aj est atteint pour la valeur qui correspond

pour chaque classe et chaque variable 2 la modalité majoritaire.
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CHAPITRE 3

CLASSIFICATION BINAIRE ET DISTANCE
L1 ADAPTATIVE

INTRODUCTION

Dans la plupart des méthodes de classification proposées jusqu'alors, la mesure de
ressemblance est supposée connue au départ et fixée définitivement. Par contre, dans
les méthodes de discrimination, on cherche une mesure de ressemblance bien adaptée a
une partition donnée au départ et qui variera suivant les classes de cette partition.
Govaert (1975) a exploité cette idée pour la recherche de partitions. Il a proposé un
algorithme original od la mesure de ressemblance n'est pas la méme pour toutes les
classes et de plus évolue au cours du déroulement de lalgorithme en s'adaptant aux
classes.

On s'intéresse dans ce chapitre  une étude comparative entre les algorithmes utilisant
une mesure de ressemblance fixe pendant leur déroulement et les algorithmes utilisant
une mesure de ressemblance qui varie lorsque les données sont binaires. Cette derniére
fait intervenir un systéme de pondération pour classer les données.

L'extension du modele proposé par G.Govaert (1988) pour les données binaires a
permis de proposer un algorithme nouveau utilisant une distance de type L1 munie
d'un systéme de pondération qui varie avec les variables puis avec les variables et les
classes. Nous rappelons, dans un premier temps, le modele associé aux données
binaires (Govaert 1988), puis nous examinons comment un systéme de pondération
peut intervenir pour classer les données. Nous proposons ensuite une étude théorique
des éventuels problmes de dégénérescence. Nous terminons par des applications
pratiques faites sur deux typesde données et nous montrons l'avantage que présente
l'algorithme MNDBIN adaptatif en particulier sur des données simulées qui suivent
a chaque fois une des variantes du modale.
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1. LA METHODE MNDBIN

La méthode de classification des Nuées Dynamiques (Celeux et alt. 1989) repose
essentiellement sur I'utilisation de la notion de noyau associé a chaque classe. La
nature de ce noyau peut &we trés diverse. Dans le cas le plus simple, et si les
variables sont quantitatives, le noyau est un élément de l'espace RP contenant
I'ensemble 2 classifier. Lorsque les variables ne sont pas quantitatives, les noyaux
fournis par la méthode des Nuées Dynamiques habituellement utilisés dans ce cas ont
alors une structure différente des données initiales. La méthode MNDBIN que nous
allons étudier utilise des noyaux de méme nature que les données 2 classifier.

Les n individus de I'ensemble I A classifier sont mesurés par p variables binaires et
notés :

Xi=(X ,..x;) avec ¥ € {0,1} Vi=1l,..n V j=1,..,p.

On note B = {0,1]P l'ensemble des vecteurs binaires  p composantes. Tous les
éléments xj de I appartiennent donc 2 B. Les noyaux sont aussi des vecteurs binaires,
mais ne sont pas nécessairement des éléments de 1. 1 suffit donc de prendre une
distance sur B. On a retenu celle qui consiste 3 prendre le nombre de fois oi les
coordonnées ne sont pas identiques. On peut I'exprimer a I'aide de la distance Ly, ou
distance " City Block ", sur I'espace {0,1}P.

Le probléme que I'on cherche A résoudre est alors le suivant :

Trouver une partition P = (P, ..., Px) de I et un ensemble de K éléments de B ,
soit L = (4, ..., Ag) , tels que :

WP, L)= §‘. Y D(x, A

k=1 XEPg
soit minimal..

L'algorithme se construit alors de la mani¢re habituelle suivante :

-Construction des classes (fonction f): Cette fonction ne pose aucun

probléme. On range chaque €lément de I dans la classe du noyau duquel il est le plus
proche.

=Construction des noyaux (fonction g): La fonction g va dépendre du choix

dela mesure de dissimilarité. On associe 3 chaque classe Py le vecteur binaire
Ay minimisant :
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3 dooh = § wial = é’:

xeP, xePk =1 xeP,

Ixi-Adl

l.i est donc I'élément majoritaire pour la variable j dans la classe Py (on retrouve la

notion de médiane). La construction du noyau est donc trds simple.

A la convergence, le noyau étant fonction de la partition, on peut exprimer le critére
uniquement par rapport 2 la partition. On obtient :

W!(P) = W(P, L) = W(P, g(P))

ol A,’( est le nombre d'éléments minoritaires dans la classe Py pour la variable j-

Ce critere représente le nombre de fois ou la solution obtenue s'écarte de la situation
"idéale".

Pour illustrer le principe de cet algorithme, nous proposons de l'appliquer sur
I'exemple suivant :

1.1, EXEMPLE

Soit un ensemble de 10 micro-ordinateurs identifiés par les lettres de a A j et
caractérisés par un ensemble de 10 propriétés identifiées par les nombres de 1 & 10. On
représente les données initiales (figure 1) sous forme d'un tableau binaire ol un 1
indique que la propriété est vérifiée et un 0 qu'elle ne I'est pas.

Si on applique 1'algorithme précédent en demandant 3 classes, on obtient comme
partition de I'ensemble des micro-ordinateurs I'ensemble des classes
{{a,d,h},{b,ef,j},{c,gi}}. On peut représenter cette partition sur les données
initiales (figure 2) en réordonnant simplement les lignes de maniere 2 respecter la
partition. Les noyaux obtenus sont indiqués dans la figure 3 et le tableau des écarts
Ak 3 la valeur idéale dans la figure 4. La valeur du critere est égale 3 15, ce qui

indique que sur 100 valeurs initiales du tableau, 15 ne sont pas égales 2 la valeur idéale
représentée par le noyau correspondant.
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123456789 10 1234567889 10
a 1010100101 a 1010100101
b 0101011010 d 1010000100
c 1000000110 h_ 1010110111
d 1010000100 b 0101011010
e 0101111010 e 0101111010
£ 0100111010 £ 0100111010
g 0100000101 3 0101001000
h 1010110111 ¢ 1000000110
i 1001000001 g 0100000101
3 0101001000 i 1001000001
fig. 1 fig. 2
Tableau initial Tableau réordonné
A 1010100101 A 0000110011

B 0101011010 B 0001210010

C 1000000101 C 1101000111
fig. 3 fig. 4

Les noyaux Tableau des écarts

Les données initiales sont résumées par K vecteurs binaires trés facilement
interprétables. La qualité du résultat, qui est fournie par la valeur du critére 2 la
convergence, est simple 3 comprendre puisqu'il représente, nous l'avons vu, le
nombre de différences entre les vecteurs binaires de départ et les vecteurs binaires
caractérisant leur classe.

On rappelle maintenant comment I'algorithme MNDBIN que nous venons de décrire
peut étre interprété et justifi€ en terme de modele probabiliste.

2. MODELE ASSOCIE AUX DONNEES BINAIRES

En suivant I'approche classification rappelée dans le chapitre 1, Govaert (1988) a
proposé le modele suivant.
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2.1. LA FORME GENERALE

On considere dans ce modéle que les données initiales forment un échantillon de taille
n d'une variable aléatoire a valeurs dans {0,1}P dont la distribution de probabilité f est
toujours définie par les expressions (1.1) et (1.2) ; mais ici p(./Ay) est une distribution
de probabilités sur {0,1}P appartenant & une famille paramétrée de distributions de
probabilités.

En suivant l'approche "classification”, rappelée dans le paragraphe 3, chapitre 1 pour
identifier le mélange, on se raméne 3 maximiser le critere de vraisemblance classifiante
VC(P, L) défini par I'expression (1.3).

On peut alors utiliser le méme algorithme que dans le cas des données continues. A
partir d'une partition P° en K classes de I'échantillon, on applique successivement les
deux fonctions f et g jusqu'a I'obtention d'une partition stable.

2.2, CHOIX DE LA FAMILLE DE DISTRIBUTION

On suppose que, pour chaque composant du mélange, les p variables sont
indépendantes, et que chacune d'entre elles suit une des deux lois de Bernoulli

suivantes :

{1 avec la probabilité 1-e¢ et 0 avec la probabilité €
1 avec la probabilité € et 0 avec la probabilité 1-¢

ol €€ ]0, %[, c'est-2-dire la loi de Bernoulli de parametre (1-€) et la loi de Bernoulli
de parametre €.

Le critére de vraisemblance classifiante s'écrit alors :

" i
VCE, L =35 3 u)g[ﬁl R e
L

k=1 X€ Pk

VC®,L, £)=(Log-le—e) § s 3 i-Ml + npLog(l€)  (3.1)

k=1 xe Pk j=l

Donc, pour € fixé appartenant 3 ]0, -;-[, Logl—e- est négatif. La maximisation du
.e

crittre VC(P, L, €) est équivalente a la minimisation du critere W(P, L) associé 2 la
méthode MNDBIN, ce qui montre I'équivalence des deux approches.
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11 est facile de voir que la valeur € maximisant le critere VC (P, L, €) est n_ep_ , Ol € est

la valeur du critere W(P, L) obtenue a la convergence.

Ce premier mélange (noté M) de lois de Bernoulli multivariées dépend du parametre
€ qui mesure I'écart d'une classe a son centre et ne dépend ni des variables ni des
classes ce qui, dans certaines situations, peut s'avérer irréaliste ; ce fait est i
rapprocher de celui des distances adaptatives dans le cas continu, lorsque le choix de la
métrique M est fixé (M = I4). Mais ce choix A tendance 2 donner des classes
sphériques de méme volume, ce qui limite son champ d'application. On se retrouve
devant un critere simple utilisant une distance non pondérée. Certains auteurs ce sont
attachés a dépasser cette limitation (Chernoff 1970, Friedman et Rudin 1967, Govaert
1975) en supprimant la contrainte pour la métrique M d'étre fixée tout au long de
I'algorithme tout en restant dans le cadre euclidien de fagon a obtenir une dissemblance
qui s'adapte aux données traitées. Ces auteurs ont été obligés de fixer des contraintes
sur la métrique M ; la solution proposée est l'utilisation de la méthode des Nuées
Dynamiques avec la distance adaptative dm unique telle que |M |= 1 ; en effet, cette
contrainte est assez naturelle, néanmoins on pourrait en envisager d'autres.

Dans le cas ol les classes ont le méme type de dispersion mais possédant des
directions d'allongement inconnues, ils utilisent 3 chaque itération la métrique
M=|W|P-W-1 od W= k'z(‘,l sz Yxi - gk X(Xi - k) et gx est le centre de gravité de

=1l ie

la classe Py .
Par ailleurs, le crittre de l'algorithme des distances adaptatives (Govaert 1975) élaboré
dans un cadre géométrique pour permettre de reconnaitre des classes de "formes"

différentes, associe a chaque classe Py et pour chaque itération la métrique suivante
Wi [P Wil od We= 3 Yxi- g )(xi- &)

ieP,
Ainsi Govaert (1988) s'appuie toujours sur le modele précédent pour proposer
d'autres criteres oll le paramétre € peut dépendre des variables et des classes. Il
considere deux autres mélanges de Bemoulli (noté respectivement M3 et M3) que l'on
propose d'étudier :

2.3. Etude du mélange M,

Le mélange M consiste 3 prendre des mélanges de Bernoulli dont le parametre € est
remplacé par un vecteur € formé de p valeurs & dépendant de chaque variable. La
vraisemblance classifiante associé€ A ce mélange s'écrit :
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VOGP Lo=3 3 _z{ ang——) Ixi-adl + Log(1-e)) (3.2)

k=1 XEPk j=1

Maximiser le critére (3.2) revient 2 minimiser I'expression :

K
CP,L,e)= T T de(x,M0)-A (3.3)

k=1 X€ Pk

Lei
ol dg est une distance de type L; pondérée par les coefficients Log—f'l qui sont des
€

P ,
quantités positives et A est la quantité n. 3 Log(1-¢i).
=1

o fonction_d'affectation (recherche des classes)

Le second terme A est constant lors de cette étape. Puisqu'on cherche 3 maximiser le
crittre VC2(P, L, €), on affectera les points aux"centres” les plus proches au sens

d'une distance L, pondérée par les valeurs LogE

¢ fonction de représentation (recherche des l,, et des €J)

Quelles que soient les valeurs € obtenues, il est facile de voir que les X’k sont

nécessairement les valeurs majoritaires de chaque classe pour chaque variable. Il ne
reste plus qu'a déterminer les & . 11 faut donc maximiser VC2(P, L, €).

VCPLe)=3 3 5 {aag—) |xi-d | + Log(1-€) )

k=1 XGPk J-l

= 3 {(og-2-)ei + nLog(l-€))
j=1 1-e

ol ei= Z pA | xi- 2.’ |. On peut facilement vérifier que la valeur & = =
k=1 xep

correspond 2 un maximum qui appartient bien 2 I'intervalle 10, %[ sauf dans le cas trés

particulier ol ei = 0. ej est le nombre de fois ol la valeur majoritaire n'a pas été prise
pour la variable j.
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2.4. Etude du mélange M3

Cette fois les parainéues q" vont dépendre 2 la fois des classes et des variables. Le

critére que I'on cherche A minimiser se met alors sous la forme :

K
CP.Le) = X = { 4 xh- A (3.4)
k=1 XEPk k
l—ei

ou dekcst une distance de type L1 pondérée par les quantités Log—— qui dépendent

. P .
du vecteur g des € (1<j<p) et Ay est la quantité YLog(1-g)) qui dépend de k.
=)

o foncti I'affectation (recherche d L )
Cette fois le second terme dépend de k et aura donc une influence. On affectera x 2 la

classe k qui minimise la quantité suivante :

de, (%, M) - zp;l Log(1 - &)
J=

REMARQUE 1

Comme dans le cas du modele gaussien oll, rappelons-le, la différence entre les
distances adaptatives et 'approche modele proposé par Anne Schroeder (1976)
reposait sur l'existence d'un terme additif, on pourrait s'intéresser a I'annulation de ce
terme pour obtenir un critére qui ne dépend que de la distance d.

P . p .
Sachantque: Y Log(l- q'() =LogIl (1- ei), si on impose aux coefficients de la
j=1 j=1

P .
distance la contrainte [ (1 - e’k) = Cte, on obtient alors une affectation qui dépend
=1

uniquement de la distance dg,, et on se retrouve exactement dans la situation

habituelle des Nuées Dynamiques. Pour déterminer les nouvelles valeurs des l—:l, on

procede comme nous l'expliquons ci-dessous.

11 s'agit d'un probléme classique d'optimisation sous contrainte. Le Lagrangien de ce
probléme s'écrit :
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1-¢

K . , :

Lag=3 X ZP‘. {Log—— |xi-Al| - Log(1-¢)} 'l»l(f[ (1-¢)- Cte)
=1 xeP, j=1 & j=1

ol M est le multiplicateur de Lagrange.
La résolution de cette équation est équivalente 3 la résolution des p.K équations :

a_Le;g_ =0 pour j=1,..,p et k=1,..,K
d €y
1-¢ !
aLag_ _ a [ m —é . . p .
£ == g—— .} -m Log(1-e) } - (T (1-€))-Ce)] =0
dep OdEg & =1

ol e'k = 3 |xJ-)\1" |.
xePy )
On obtient al =——— . Sion applique la contrainte, on obtient :
ng+ U.Cte
nk+p..Cte—e'k
p : p
IT (1 -g) = [[(————)=Cte 3.5)
j=1 j=1 nx+ p.Cte

On peut remarquer qu'il est impossible de trouver par des méthodes analytiques une
solution a l'équation (3.5). Seules des solutions obtenues par des méthodes
numériques peuvent étre proposées. ces derni¢res sortent du cadre de notre travail.
Nous nous limiterons donc au cas ol la fonction d'affectation dépend du second

terme f;l Log(1 - €)).
-

¢ fonction de représentation (recherche des A} et des g)

Comme dans les situations précédentes, quels que soient les valeurs q’;, les meilleurs
l{ sont les médianes par classe et par variable. On peut alors montrer que :

ng’
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ol e'k est le nombre de fois ol la valeur majoritaire n'a pas été prise dans la classe k

pour la variable j, et ny le cardinal de la classe Py. Le paramétre e," appartient bien a

l'intervalle ]0, %[ sauf dans le cas trés particulier ol cl =0.

Proposition :
1-€

Le syst¢me de pondération {LogE- j=1,..,p et k=1, .., K} correspondant
au mélange M3 favorise pour chaque classe, les variables déséquilibrées.

Preuve

Posons n-}k : le nombre de 1 se rouvant dans la classe Py pour la variable j.

et n{k : le nombre de 0 se trouvant dans la classe Py pour la variable j.

Si jo est lndice correspondant 2 une variable déséquilibréc alors : ) << nd , et
si j est I'indice d'une variable équilibrée alors n{kz n{,k ( i.e proche de % ). Les

coefficients de pondération s'écrivent :

ek ed
of? = LogT et o =Log——

d
il

comme nﬁ<<nj& et n{ksnf,k alors «{°<c," dou c:‘o >1 et
nk-e‘:’ exp oy e nk-eio . .
—)>1.0r - =——, ——— >1 dou expaf‘o >exp0‘1’(
ny - e} expog e np-el

par conséquent (x:’ > a." ( c.q.f.d).

3. PROBLEMES DE DEGENERESCENCE

Nous venons de voir que les coefficients de pondérations obtenus sont tous exprimés
en fonction de ei (pour le mélange M>) et e,'( (pour le mélange M3) ; on a remarqué
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que certains d'entre-eux ne sont pas définis pour les ei nuls ot ('1" nuls. On peut donc

s'interroger sur la validité des criteres VC2(P, L, €) et VC3(P, L, €) dans ce cas de
figure.
n-el

, = Log 18 _ 1001
Soit : o) =Log o =Log p 3.7

. l—é nk—ei
o) =Log—— =Log—, (3.8)

& &

i ) Supposons que pour jg, tous les €léments de chaque classe Py (k =1, ..., K)
prennent la méme valeur (0 ou 1), alors tio est nul pour tout k ce qui entraine que

el est nul, et par conséquent la pondération 00 n'est plus définie par la formule
3.7).

i) Supposons que pour jo, il existe ko€ {1, ..., K} tel que tous les €léments de Pyq
prennent la méme valeur (0 ou 1). Alors ek’g est nul et par conséquent la pondération
ajkg n'est pas définie par la formule (3.8).

Pour éviter ces problémes de dégénérescence, on propose a chaque fois qu'on se
retrouve dans la situation (i) ou (ii) de garder les anciennes valeurs de aio0 ou ai‘())

(c'est-a-dire les valeurs qui correspondent 2 I'itération précédente) ; en procédant ainsi
on fait augmenter les valeurs des critéres mais on ne les optimise pas. On peut

remarquer que le fait de prendre ces valeurs n'a aucune influence sur la convergence
des crittre VC(P, L, a(e), €) et VC3(P, L, a(e), €) dont le calcul devient possible.

i)si e®=0 alors €°=0 et o0 non définie

C2(®, L, 0e), €) = _)'fl {ai- ¢ - n.Log(1-g}))
2

- . L j0
= 3 (o -nlog(l)}+ {(@oeP -nLog(l-5)} (39)
i#i0
quelque soit la valeur que l'on donne & la pondération 0, la deuxi®me partie de
I'expression (3.9) est toujours nulle, et le calcul du critére est possible.
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ii)sig =0 alors =0 et 0g0 non définie.
C3(®, L, ofe), €) = Jil { ol.el - nLog(l-e)))
y . o o e
= %0 {05} - nLog(1-g) }+ { (o) .62 - n.Log(1- n)l 610
)

quelque soit la valeur que I'on donne a la pondération ai%, la deuxi¢me partie de

I'expression (3.10) est toujours nulle, le calcul du critére est alors possible.

Nous venons de voir que l'identification d'un mélange de Bernoulli avec le méme
parametre pour toutes les classes et toutes les variables correspond au critere de
classification optimisé par la méthode MNDBIN. La généralisation de ce modele en
considérant différents parametres permet de proposer un nouvel algorithme utilisant
une distance adaptative que nous appelerons algorithme MNDBIN adaptatif qui
n'est autre que l'ancien algorithme MNDBIN auquel s'ajoute deux variantes pour la
distance ; la premiere consiste & pondérer la distance par des coefficients dépendants
des variables (mélange M2), la seconde par des coefficients dépendants des variables
et des classes (mélange M3), mais 2 cette derniére distance s'ajoute le terme :

p .
- ¥ Log(1-¢) quidépend dek.
=

Au cours des différentes itérations de I'algorithme, la distance évolue en s'adaptant
localement 2 la structure de I'espace dans lequel on travaille jusqu'a la convergence en
faisant décroitre un certain critére qui exprime bien cette adaptation. L'utilisation de ce
type de distance améliore la partition et permet par conséquent de mettre l'ancien
algorithme MNDBIN 2 défaut. L'extension de ce modele pour les données binaires a
permis aussi d'expliquer les bons résultats que nous avions obtenus 2 l'aide de cet
algorithme sur des données simulées qui suivent a chaque fois une des variantes du
modele. On propose maintenant de comparer les résultats obtenus en appliquant
successivement les trois variantes de l'algorithme sur des données réelles et des
données simulées ; pour ces derniéres on a réalisé un programme de simulation de
données binaires que nous étudierons en détail dans le paragraphe 5.2.

Pour pouvoir comparer les différentes partitions obtenues 2 I'aide des trois variantes
de l'algorithme MNDBIN adaptatif sur les méme données, nous avons procédé de
deux maniéres :
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1/ Appliquer successivement les trois variantes de I'algorithme aux mémes données en
demandant a chaque fois 20 tirages ; 1'algorithme retient donc le meilleur tirage pour
chaque variante.

2/ Appliquer les variantes 2 et 3 de I'algorithme en les initialisant par le meilleur tirage
obtenu par la variante 1. Cette deuxiéme méthode est beaucoup plus intéressante dans
le sens ob toutes les variantes sont initialisées par la méme partition.

On s'intéresse par la suite et dans les deux cas aux variations des partitions, des
noyaux, et des coefficients de pondérations, du critére et de 'écart.

4. APPLICATION ET COMPARAISON DES METHODES
4.1. DONNEES REELLES
4.1.1. Description des données

On aappliqué l'algorithme MNDBIN adaptatif sur les données nommées :

" Information and store choice " traité par Goldstein et Dillon (1978). 1l s'agit de
412 individus caractérisés par 4 variables binaires.

Les fréquences observées sont :

1111:91 .
1110:24
1100: 15
1000: 8
0000 : 23
1101 : 38
1011: 6
1010: 7
1001: 7
0111:37
0100: 17
0011:10
.0010: 9

0110: 14
0101 : 56
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Pour ces données réelles, nous avons procédé de trois mani¢res différentes que nous
présentons.

4.1.2. Premiére stratégie

Le premier essai consiste A appliquer d'abord la variante 1 de 1'algorithme MNDBIN
adaptatif en demandant deux classes et 20 tirages, puis on applique successivement les
variantes 2 et 3 en les initialisant par la meilleure partition obtenue par la variante 1 ; on
proceéde ensuite & une comparaison des partitions des variantes 2 et 3 par rapport a la
partition de la variante 1. On peut résumer les résultats obtenus par les tableaux de
confusions ci-dessous :

] ! ) 1-1 ! 3 Z ! ! . - l_V - 3

P P P P,

Py 208 0 P 242 0
P> 68 136 P 34 136

ou ( Py, Py), (P'1, P'2), (P"1.P"2) sont respectivement les partitions obtenues par
les variantes 1, 2 et 3 ; on peut voir dans cet essai que 68 éléments ont été classés
différemment dans la variante 2 par rapport 2 la variante 1 ; de méme 34 éléments mal
rangés dans la variante 3 (toujours par rapport 2 la partition de la variante 1). Les
valeurs des écarts entre le tableau réordonné et le tableau idéal obtenus pour chaque
variantes sont respectivement 375, 375 et 351 ; on peut remarquer que les variantes 2
et 3 ont donnés des écarts plus faibles ou égaux a celui de la variante 1.

Les résultats détaill€s de ce premier essai se trouvent en annexe 1.

4.1.3. Deuxi¢me stratégie

Cette fois on applique la variante 2 de I'algorithme en demandant 20 tirages. La
variante 3 est initialis€e par la meilleure partition de la variante 2. On compare 12 aussi
la partition de la variante 3 et celle de la variante 2, on obtient :

P Py
P";, 208 19
P2 O 185
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De la méme manitre que dans l'essai précédent , 19 éléments ont ét€ classés
différemment dans la variante 3 par rapport a la partition de la variante 2. L'écart entre
le tableau réordonné et le tableau idéal étant de 375 pour la variante 2 et de 366 pour la
variante 3. Les résultats détaillés de cet essai figurent en annexe 2

4.1.4. Troisi¢me stratégie

Le troisi®me essai consiste 3 appliquer la variante 3 de I'algorithme en demandant 20
tirages. On a retenu le meilleur tirage possédant un écart de 375 ( voir annexe 3 pour
plus de détails sur cet essai)

Si maintenant on procéde a une comparaison entre les meilleures partitions obtenues
parmi 20 tirages pour chaque variante, on remarque que la variante 2 compte 68
éléments classés différemment par rapport 2 la variante 1, que la variante 3 compte 60
éléments classés différemment par rapport 3 la variante 1 et que la variante 3 compte 8
éléments classés différemment par rapport a la variante 2 ; cette comparaison est moins
intéressante que celle faite ci-dessus. cela est dii au probleéme du choix de la partition
initiale qui en général n'est pas le méme pour les trois variantes ; I'écart entre le
tableau réordonné et le tableau initial étant le méme pour les trois variantes.

Nous remarquons tout de méme, sur les quelques applications qui ont étés faites sur
des données réelles ; que les variantes deux et trois arrivent toujours a modifier la
partition obtenue par la variante 1. La comparaison des partitions obtenues dans les
trois approches est délicate. Il est donc probable que 'algorithme MNDBIN adaptatif
ait ainsi mis en évidence une structure difficile & découvrir. Pour cette raison nous
proposons de nous appuyer sur des modeles probabilistes pour simuler des données
sur lesquelles on A pu approfondir notre comparaison.

4.2, DONNEES SIMULEES

La simulation des données 2 été faite en utilisant les trois modeles probabilistes décrits
précédemment, ces derniers nous ont permis d'écrire le programme suivant.

4.2.1. Le programme

Ce programme construit un tableau de données plus ou moins proches d'un tableau
idéal structuré en colonne de 1 et 0. Pour cela il faut fournir le nombre de classes en
lignes, le nombre d'éléments de chacune des classes, le tableau des valeurs idéales et
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enfin la probabilité avec laquelle le tableau ainsi défini va s'approcher du tableau idéal.
Nous proposons aussi trois variantes pour cet algorithme :

Variante 1 : La méme probabilité de tirage € pour tout les €léments du tableau.

Variante 2 : Probabilité différente pour chaque variable (colonne ) du tableau & ;
j=1,..,p, ol pestle nombre de variables.

Variante 3 : Probabilité différente pour chaque couple variable-classe : el pour

k=1,.,Ket j=1,..p, ot K estle nombre de classes.

Chaque valeur du tableau est obtenue en faisant un tirage de Bernoulli des deux
nombres 0 et 1 avec les probabilités € et (1- €), sila valeuridéaleest1; (1-€)etesi

la valeur idéale est 0 (e € ]O, %[ ) ; & la fin du programme le tableau est permuté de
maniére aléatoire en ligne.

4.2.2. Les trois fichiers de données

Les parametres ayant servi a la simulation de trois fichiers de données que I'on note
par simul 1, simul 2 et simul 3 correspondant respectivement aux trois variantes
citées ci-dessus se trouvent en annexe 4.

4.2.3. Résultats obtenus

Pour ces données simulées on procéde pratiquement de la méme maniére que pour les
données précédentes (données réelles) mais cette fois le premier essai consiste a
appliquer les trois variantes de l'algorithme en demandant 20 tirages pour chaque
variante. On compare ensuite ces trois meilleures partitions a la partition de la
simulation. Le deuxi®me essai consiste 2 appliquer les variantes 2 et 3 de l'algorithme
en les initialisant & la meilleure partition obtenue parmi 20 tirages de la variante 1 et on
compare toujours ces trois partitions avec la partition de la simulation. Le dernier essai
consiste a appliquer la variante 3 de l'algoﬁthme en l'initialisant 3 la meilleure partition
obtenue parmi 20 tirages de la variante 2, on compare aussi ces deux partitions avec la
partition de la simulation, ensuite on sélectionne dans chaque essai la variante qui a
fourni la partition qui se rapproche le plus de celle qui a servi 2 la simulation. Ces
trois essais ont été faits sur les trois types de données simulées (Simul 1, simul 2 et
simul 3)
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4.2.3.1. Les données simul 1

On constate que pour les données simul 1, toutes les partitions obtenues par les
différentes variantes et dans les trois essais sont toutes les mémes et différent de
deux €éléments par rapport 2 la partition de la simulation ; il est clair que les variantes 2
et 3 de l'algorithme n'ont pas amélioré cette partition puisque les données ont été
simulées suivant le modéle 1, la variante 1 de l'algorithme est censée donner la
partition qui se rapproche le plus de la partition simulée.

4.2.3.2. Les données simul 2
p i@ tratéei

Dans cette premiére stratégie on applique les trois variantes de I'algorithme MNDBIN
adaptatif en demandant 20 tirages , on retient ensuite la meilleure partition pour chaque

variante ensuite on procéde A une comparaison de ces partitions avec la partition ayant
servi 2 la simulation, on obtient :

Vari 1 W=178
10 éléments ont étés classés différemment .

Les €léments 18, 95, 98 de la classe 3 sont dans la classe 1.

Les éléments 9, 39, 66 et 89 de la classe 3 sont dans la classe 2.
L'élément 34 de la classe 2 est dans la classe 1.

L'élément 70 de la classe 1 est dans la classe 3.

L'élément 71 de la classe 2 est dans la classe 3.

Variante 2 : W=399.61

3 éléments ont été classés différemment
L'élément 66 de la classe 3 est dans la classe 2.
L'élément 96 de la classe 3 est dans la classe 1.
L'élément 51 de la classe 1 est dans la classe 3.

Variante 3: W=404.55

4 éléments classés différemment.

Les €éléments 18 et 98 de la classe 3 sont dans la classe 1.
L'élément 66 de la classe 3 est dans la classe 2.
L'élément 6 de la classe 1 est dans la classe 3.

On peut voir ici que la variante 2 a donné la partition qui se rapproche le plus de celle
qui & servi a la simulation.
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Deuxie cratéoi

On initialise cette fois-ci les variantes 2 et 3 de I'algorithme 2 la meilleure partition de la
variante 1 ; on compare toujours les partitions obtenues avec celle de la simulation.

3 éléments classés différemment .
L'élément 66 de la classe 3 est dans la classe 2.
Les €léments 18 et 98 de la classe 3 sont dans la classe 1.

Variante 3 : W=409.00

Dans cette variante on 2 obtenu la méme partition que celle de la variante 2. Les
données sont simulées suivant le modele 2, la variante 3 n'a pas amélioré cette
partition.

Troisi: cratéei

On initialise maintenant la variante 3 de I'algorithme 2 la meilleure partition obtenue
parmi 20 tirages de la variante 2. On obtient :

Variante 3 : W=4449
4 éléments classés différemment.

Conclusion

On peut remarquer que la partition qui se rapproche le plus de celle qui 4 servi A la
simulation est obtenue par la variante 2 de I'algorithme. Ceci vient du fait que les
données simulées suivent aussi le modele 2. On peut voir ici déja l'avantage que
présente l'algorithme MNDBIN adaptatif sur les données simulées. II permet en effet
de reconnaitre la nature des données ( données simulées de type Mj, de type M3 ou
encore de type M3).

Dans le dernier exemple qui reste 2 étudier (celui qui correspond au modgle 3) on verra
encore mieux I'amélioration des partitions 2 partir de la variante 1 jusqu'a ce qu'on
arrive 2 la variante 3 qui donne la partition la plus proche de celle de la simulation.

4.2.3.3. Les données simul 3
p i@ tratéei

On demande 20 tirages pour chaque variante et l'on retient la meilleure partition pour
chacune d'entre elle ; on procéde ensuite 2 la comparaison avec la partition simulée.

67



Classification binaire et distance L | adaptative

1: W=
8 éléments classés différemment.
Les éléments 9, 38, 39, 46, 48, 58, 93, 100 de la classe 2 sont dans la classe 3.

6 éléments classés différemment
Les éléments 9, 38, 39, 46, 58 et 93 de la classe 2 sont dans la classe 3

Variante 3 ; W=360.47
1 seul €lément A été rangé différemment.
L'élément 94 de la classe 3 est dans la classe 2.

On peut voir 12 aussi la décroissance du nombre d'éléments classés différemment ce
qui indique le rapprochement des partitions a la partition de la simulation.

Deuxis tratéei
Les variantes 2 et 3 sont initialisées a la meilleure partition de la variante 1:
Vaii 2. W=417.03

On a obtenu la méme partition que celle de la variante 2 dans l'essai 1.

Variante 3 : W = 386,83
4 éléments mal rangés .
Les éléments 17, 48, 58, 100 de 1a classe 2 sont dans la classe 3.

Lroisi? tratéei
La variante 3 est initialisée a la meilleure partition de la variante 2.
Variante 3 : W=401.18

On obtient exactement la méme partition que celle de la simulation.

Nous allons généraliser les résultats obtenus sur les trois fichiers de données simul 1,
simul 2 et simul 3 sur d'autres données simulées. Pour cela nous avons simulé 20
fichiers de données de chaque variante du programme de simulation. Nous avons
ensuite appliqué la méthode MNDBIN adaptatif en procédant de la méme maniére que
pour les données simul 1, simul 2 et simul 3.

Les tableaux ci-dessous résument I'ensemble des résultats obtenus. En colonne nous
avons les données M1, M3, M3 qui suivent respectivement les modeles 1,2 et 3 ; en
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ligne les trois variantes de I'algorithme MNDBIN adaptatif ( V1, V2, V3 ). Les valeurs
des tableaux (situés a gauche) indiquent la moyenne des 20 valeurs qui sont pour
chaque fichier le nombre d'éléments classés différemment par rapport a la partition
ayant servi a la simulation ; les valeurs des tableaux situés a droite indiquent I'écart -
type de ces mémes valeurs.

1/ On demande 20 tirages pour chaque variante ;

M My M3 M; M> M3
Vi 23 12.1 89 Vi 0.9 1.7 1.5
Va2 3.1 34 57 \') 14 1.3 1.2
V3 1.9 42 1.1 V3 0.9 1.7 1.1

M M2 M Mp M M3
Vi 23 12.1 89 Vi 0.9 1.9 15
Va2 25 3.2 5.7 V2 038 1.6 1.5
V3 1.9 3.2 40 V3 0.1 19 1.9

M; Mz M3 M, M> M3
Va2 2.2 34 5.1 V2 0.8 1.3 1.2
V3 22 33 0.2 V3 0.6 1.0 0.3

5. CONCLUSION

On remarque que sur les deux types des données utilisées, 1'algorithme MNDBIN
adaptatif modifie plus ou moins la partition obtenue par la variante 1 de I'algorithme
(ancien MNDBIN), les valeurs des différents coefficients de pondérations sont
raisonnables pour les deux cas de pondérations ( variable, variable-classe ), ; en
revanche l'algorithme MNDBIN adaptatif présente un grand avantage pour les
données simulées, car chaque variante de I'algorithme permet de donner la partition la
plus proche de celle qui a servi 2 1a simulation du tableau de données suivant le modele
de la variante en question. Sur plusieurs essais qui ont été faits sur des données
simulées, on a constaté ce qui suit.
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En appliquant les trois variantes de 'algorithme sur des données simulées suivant le
modele 1, les trois partitions sont en général identiques ; sur des données simulées
suivant le modele 2, la variante 2 nous donne le tirage le plus proche de celui qui a
servi A la simulation ; par contre sur les données simulées suivant le modele 3, la
variante 1 fournit une certaine partition, la variante 2 'améliore et la variante 3 nous
donne la partition qui se rapproche le plus de celle qui a servi a la simulation.

L'algorithme MNDBIN adaptatif permet donc d'améliorer les résultats obtenus par
I'ancien MNDBIN ( variante 1 de l'algorithme MNDBIN adaptatif ) dans lequel on ne
tient pas compte des pondérations, c'est & dire qu'on donne a toutes les variables et les
variables-classes le méme poids, ce qui statistiquement peut étre vu comme un défaut.
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CHAPITRE 4

CLASSIFICATION CROISEE ET MELANGES

INTRODUCTION

Jusqu'a présent les liens qui existent entre les méthodes de classification automatique
et les modeles de statistiques inférentielles ont surtout été étudiés lorsque les données
mettent en jeu un seul ensemble (Scott et Symons 1971, Schroeder 1974, Celeux
1988, Govaert 1988). Nous proposons ici de le faire lorsque les données mettent en
jeu deux ensembles. Nous étudierons alors les liens qui existent entre les méthodes de
classification croisée et les modeéles de statistiques inférentielles en
proposant une méthode de reconnaissance des composants d'un mélange dans le cas
de la classification croisée.

Nous rappelons dans le premier paragraphe, le principe général de la classification
croisée et I'un des algorithmes qui lui est associ€é (Govaert 1983). Dans le second
paragraphe nous introduisons la notion de mélange "crois€" et nous posons le
probleme de ces mélanges. Nous essayons dans le paragraphe trois de résoudre ce
probléme par I'approche classification, nous remarquons alors que 1a résolution de ce
probléme correspond exactement 2 un probléme de classification croisée. Nous nous
intéressons dans le paragraphe quatre 2 la transformation d'un probléme de mélange
"crois€" en un probléme de mélange simple ; nous remarquons que ce passage
correspond exactement a celui qui permet de transformer un probléme de classification
croisée en un probléme de classification simple qui a ét€ étudié€ par Govaert (1983).
Cette analogie entre ces deux transformations s'exprime par le fait que la connaissance
d'une partition de I'un des deux ensembles, pour le probléme de la classification
correspond a la connaissance de tout les composants de 1'un des deux échantillons
pour le probléme des mélanges.

Nous terminons ce chapitre par une application des résuitats obtenus dans le
paragraphe quatre sur deux types de fonctions de densités. Nous montrons alors que
lorsque le nombre de composants du mélange d'un échantillon coincide avec la taille
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de I'échantillon, on retrouve exactement le modele de la classification simple (Celeux
1988 et Govaert 1988).

1. LA CLASSIFICATION CROISEE
1.1. RAPPELS ET NOTATIONS

Les données sont toujours fournies sous la forme d'un tableau rectangulaire X de
dimension (n, p) o n est le nombre d'individus et p est le nombre de variables
décrivant les n individus.

Les deux ensembles I et J sont respectivement l'ensemble des individus et
I'ensemble des variables, la valeur x"' se trouvant 2 l'intersection de la ligne i avec la

colonne j représente la valeur prise par l'individu i pour la variable j.

Soient :

- I, un sous ensemble fini de RP, contenant n éléments.

- J, un sous ensemble fini de R®, contenant p éléments.

- Py, I'ensemble des partitions de I en K classes, les éléments de Py seront appelés
K-partitions et notés P = (P, ..., Pg).

- O™, l'ensemble des partitions de J en M classes, les éléments de Qm seront
appelés M-partitions et notés Q = (Q!, ..., QM).

- L, I'ensemble des noyaux, ces noyaux seront associés aux partitions des deux
ensembles IetJ; L ={(A), k=1,..K et m=1,..,M)}.

1.2. LE PRINCIPE DE LA CLASSIFICATION CROISEE

La position générale du probleéme de la classification croisée consiste & subdiviser la
population des individus et la population des variables en un petit nombre de groupes
ou classes homogenes dans un certain sens. Nous ne ferons pas de distinction entre
les objets et les variables a classer en raison de l'identité de la position des problémes
et de la principale méthode d'étude ; le probleéme a résoudre en classification croisée est
alors le suivant : essayer de trouver une partition P de I'ensemble I des individus en K
classes et une partition Q de I'ensemble J en M classes, tels qu'on réordonnant les
lignes et les colonnes suivant les deux partitions, on obtient des classes homogenes.
La recherche de ce meilleur couple de partitions (P, Q) correspond a 1'optimisation
d'un certain critére not¢ W(PxQ, L).

Lorsque le tableau envisagé est un tableau de contingence, un tableau de variables
qualitatives ou encore un tableau de variables quantitatives, la méthode de
classification croisée repose sur la notion de mesure d'information associée 3 un
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tableau. Cette mesure peut étre le Khi2 de contingence, dans le cas de tableau de
contingence, ou l'inertie, dans le cas de données quantitatives ; la méthode fournit un
tableau résumant le tableau initial et maximisant cette mesure d'information. Elle
procéde de fagon itérative en recherchant, & chaque étape, une classification sur
I'ensemble I ou I'ensemble J. Dans les deux cas l'algorithme intermédiaire est alors le
méme et il maximise, & chaque fois, la mesure d'information.

1.3. L'ALGORITHME

Plusieurs algorithmes de classification croisée existent, on a retenu I'algorithme
suivant développé par Govaert (1983) ; celui-ci utilise deux algorithmes voisins I'un
de I'autre et tout deux basés sur le principe des Nuées Dynamiques.

Cet algorithme se déroule en trois étapes :

(0) Partition initiale PO et Q® (quelconque).
n=0
(1) On associe le noyau L» minimisant W(P" xQ®, Ln).
(2) Q7 et Ln fixés, P+l est 1a partition minimisant W(Pn +1xQn, Ln)
(3) P+l et Ln fixés, Qu+l est la partition minimisant W(Pn +1xQn+1, Ln)
si Pn = Prtl et Qn = Qo+l alors fin.
sinon n =n+1 et alleren 1.

Le principe général de cet algorithme est le suivant : a partir d'une partition initiale
(P°xQ°) en K.M classes, on construit une suite de partitions en appliquant
successivement les trois fonctions suivantes :

Lo fonction de représentation  :

Cette fonction permet de déterminer les K.M noyaux minimisant le critere

W(PxQ), g(PxQ)).
gPxQ =L={(A]),k=1,..K et m=1,.., M)).

Cette fonction permet de déterminer, a Q et L fixés une partition P de I'ensemble I
améliorant le crittre W(f(PxQ), L), en affectant chaque individu ieI A la classe P, du

noyau de laquelle il est le plus proche.
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La fonction d'affectation I

Cette fonction permet de déterminer, a P et L fixés, une partition Q de I'ensemble J
améliorant le crittre W(h(PxQ), L), en affectant chaque individu je J 2 l1a classe Q™ du
noyau de laquelle il est le plus proche.

La définition de ces trois fonctions entraine que la suite W (P»xQn, Ln) est
décroissante ; on retrouve les propriétés habituelles de convergence des Nuées
Dynamiques. Nous développons cet algorithme dans les chapitres cinq et six ol son
application est faite sur deux tableaux bien particuliers. On verra alors mieux le role
des trois fonctions g de représentation, f et h d'affectations.

2. MODELE DE MELANGE "CROISE"
2.1. EXEMPLE ILLUSTRATIF

Nous désignons par P = {py, ..., pa}un ensemble de n produits que peut fabriquer un
systéme, lequel est composé d'un ensemble M = {my;, ..., mp}de p machines ; nous
supposons que les échantillons P et M sont tous les deux formés respectivement de
R et S sous-échantillons (appelés respectivement famille de produits et de machines).
Soit h une fonction permettant d'associer a chaque couple (p;, m;) € Px M une valeur
h (pi, m;) qui mesure la "ressemblance” entre les deux objets p; et m; . Par exemple si
h (pi, mj)e R, h (p;, my) peut indiquer le nombre d'heures passé par la machine m;
pour la fabrication du produit p;. Si maintenant h (p;, m;)e {0, 1}, 1a fonction h peut
associer au couple (p;, m;) la valeur 1 si le produit p; est fabriqué par la machine m;, la
valeur 0 sinon.

La fonction h est définie sur I'ensemble Px M qui est le produit cartésien des deux
ensembles P et M. On remarque que I'ensemble Px M est lui aussi formé de R.S
sous-échantillons (appelés famille de produits-machines).

Supposons maintenant qu'un produit p; soit issu d'une certaine famille r (noté CPr),
de méme, on suppose connu la famille s a laquelle la machine m; est issue (on note
cette famille par CMs), la fonction h définie précédemment suit alors la densité de
probabilité f(h /A) ol A est le parametre caractérisant la densité de probabilité de Ia

(r.s)*me famille du mélange auquel le couple (p;, m;) appartient. Le modele
correspondant a cet exemple s'écrit alors :

R S
f(h) = E,l El p; f(h /X)) 4.1)
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f(h / ) : représente la densité de la (r.s)*™ famille du mélange.

f(h) : représente 1a loi de probabilité résultante.
p: : probabilité d'appartenance a priori & chacune des familles.

Si on reprend I'exemple précédent ot h (p;, mj)e R, f(h/ Z:) peut représenter la densité
d'une loi gaussienne unidimensionnelle, le parametre k‘s s'écrit :

A=(K,0;7)

Ly

ol M : espérance du composant (r. 5)
o} : 'écart-type du composant (r.s).

Posons V; =(0})? : variance du composant (r. ).

R
f(h /) = @ny12. (o} yLlexp -5 [—— ]2
ol’
Le modele (4.1) s'écrit alors :
R § . (h - )2
fh=3 X p.@uv )12 exp{ - ———} 42)
r=1 s=1 2.Vt

11 s'agit de résoudre un probléme classique d'estimation des parameétres. Nous avons
retenu la méthode d'estimation du maximum de vraisemblance qui permet d'estimer
les nombres R et S de composants du mélange et des paramétres inconnus
(q¢=(g', .V));r=1,..R et s=1,..,8) au vu de I'cchantillon PxM.

Aprés résolution du probléme on obtient :

1
s -—
By = Nr.qs

)X Y h(p;, m)
PieCPr mje CMs

Vicoe I3 Gum) -w P
™% pijeCPr mjeCMs

n;.qs
P = n.p

1 est la moyenne de la distribution f(h /A; ), G; représente sa variance.

p: = représente la probabilité d'apparition du composant r.s dans le mélange.
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n; : représente le nombre de produits constituant la famille CMr.
ng : représente le nombre de machines constituant la famille CMs.

2.2. MODELE GENERAL

L'exemple que nous venons de voir peut nous conduire a considérer que les tableaux
de données habituels (contingence, binaire, qualitatif, quantitatif) qui sont tous décrits
par deux ensembles que 1'on note par I et J peuvent étre replacés dans le méme cadre
que celui défini pour I'exemple, c'est-a-dire que I'on peut toujours définir une variable
aléatoire Z qui permet d'associer 2 chaque couple (i, j)e IxJ la valeur se trouvant 2
I'intersection de la ligne i avec la colonne j.

Dans la suite de ce travail, on suppose que 1'ensemble I constitue un échantillon de
taille n d'une population 2, de méme on suppose que l'ensemble J constitue un
échantillon de taille p d'une population Q'. Soit T = IxJ le produit cartésien des deux
ensembles I et J ; I'ensemble T peut étre considéré comme un échantillon de taille
(n, p) d'une population QxQ'.

2.2.1. IDENTIFICATION D'UN MELANGE " CROISE"

Le tableau de données de départ de dimension (n, p) est considéré comme un
échantillon T = Ix]J de taille (n, p) d'une variable aléatoire 3 valeur dans R dont la loi
de probabilité admet la fonction de densité :

K M
fx)=3 X pp fix/AD) (4.3)
k=1 m=1
K M
VxeR Vk=L,..Ketm=l,..M 0<p<l e ¥ ¥ pp =1
k=1 m=1

L'espace probabilisé sur lequel la variable aléatoire Z est définie, est de la forme

(IxJ, P(IxJ), p), la probabilité p définie sur l'espace probabilisé P(IxJ) est
déterminée par la donnée des nombres {p; } pour k=1,..K et m=1,..,M.

La formule (4.3) décrit le modele d'un mélange de type donné f(., X:') qui est une

fonction de densité sur R appartenant & une famille paramétrée de fonctions de densité
dépendant du parametre A, et H‘m est la probabilité d'apparition de 'observation

f(., Ay) dans le mélange.
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2.2.2. PROBLEME A RESOUDRE
Probleme 1

Le probléme consiste a estimer les nombres K et M de composants du mélange et les
paramétres inconnus ( ¢ = (p, Ag ) ;k=1,..K et m=1,..,M) au vu de

l'échantillon T = Ix].

I1 s'agit d'un probléme d'estimation de parametres. Nous ne traitons pas par l'approche
"estimation” du probléme, nous nous concentrerons sur l'approche “classification” pour
I'identification d'un mélange "croisé".

3. APPROCHE CLASSIFICATION

Dans cette approche on remplace le probléme 1 d'estimation par le probléme 2 suivant :

Brobléme 2

Rechercher une partition PxQ = { PxQ™ k=1,...K et m=1,..M} ,Ket M étant

supposés connus, telle que chaque classe PxxQ™ soit assimilable @ un sous-échantillon
qui suit une loi f(., Ay ).

En suivant I'approche modele proposée par Schroeder (1974) et la représentation de
Celeux (1988) qui transforme le probléme d'optimisation de critére de
vraisemblance en un probléme d'optimisation de critére de vraisemblance
classifiante, on se raméne également, dans le cas de mélange "croisé", 2 la
maximisation du crittre de vraisemblance classifiante suivant :

K M
VC(PxQ, L) = k2=21 m2=‘.l Log L(PxQm, A’ ) 4.4)

oL estle KM-uple (A, k=1, .., K et m=l,.,M)et LPxQm AL )la
vraisemblance du sous-échantillon PyxQ™ qui suit 1aloi f(., A" ).
On peut alors écrire :

L(PxQm.0) = IT f(x/ AT) 4.5)
xe PgxQm
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Enfin le critere de vraisemblance classifiante s'écrit :

VC(PxQ, L) = z >: ¥ X Logf(d/A" (4.6)
k=1 m=1 IePk jGQm

On peut remarquer que la résolution du probléme (4.6) correspond exactement a la
résolution d'un probléme de classification croisée (Govaert 1983) rappelé€ au début de ce
chapitre. Nous proposons d'utiliser le méme algorithme que celui défini pour la
classification croisée et rappelé dans le paragraphe 1.3. Cet algorithme, que nous allons
reprendre pour l'adapter & notre probleme, utilise deux algorithmes voisins l'un de
I'autre, et tout deux basés sur le principe des Nuées Dynamiques.

3.1. ALGORITHME

Le principe de cet algorithme est le suivant.

En partant de deux nombres K et M et d'une partition initiale ( PxQ)° en K.M classes,
I'algorithme construit une suite de partitions jusqu'a I'obtention d'une partition stable
en appliquant successivement les trois fonctions suivantes.

Une fonction d ssentati 1éfini it

Cette fonction permet de déterminer les K.M noyaux minimisant le crittre VC(PxQ,
g(PxQ)). On peut facilement voir que ces noyaux sont les estimateurs du maximum de
vraisemblance des paramétres associés aux sous échantillons {PgxQm} ;k=1,...K et
m=l, ..., M). ~
g(PxQ)—g([kaQ“‘} k=1,..K et m_,.,M)=(xk 1,...K et m=l, M)—L

Cette fonction permet de déterminer, 3 Q et L fixés, une partition P de 'échantillon I
améliorant le crittre VC(PxQ, L). Le critere (4.6) s'écrit alors :

VC(PxQ, L) = z Y Log F(x;/Ay) 4.7
= lEPk
od F(x/Ay) = n( M o, AT)) (4.8)
m=1  jeQ™

On retrouve ainsi la forme du critere de vraisemblance classifiante dans le cas de la
classification simple. Les éléments de chaque classe Py seront définis comme suit : \

Pr={ieI /F(x;/A\) 2 F(x; /Ay) avec k<k' en cas d'égalité }
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onction d'affectation b défini it -

Cette fonction permet de déterminer, 3 P et L fixés, une partition Q de I'échantillon J
améliorant le critere VC(PxQ, L). De fagon symétrique, le critére de vraisemblance
classifiante s'écrit :

M
VC(PxQ,L) = ¥ X Log F(xi/Am) 4.9)
m=1 jeQm
. K 1
od Fxim) =TT ( T1 fod,AM)) (4.10)
k=1 ie Pk .

Les éléments de la partition Q de I'échantillon J seront déterminés comme suit :
Q™ =(je J / F(xi /Am)>F(xi /Am") avec m<m' en cas d'égalité}.

On peut montrer que sous certaines hypothéses, cet algorithme est convergent. On
obtient 2 la convergence une partition PxQ et une estimation des paramétres lk'“ Les

proportions p:' du mélange sont fournies par les fréquences des classes PgxQm.
Nous proposons maintenant de développer sur I'échantillon T = IxJ, I'approche

mélange simple et de voir sous quelles conditions cette approche et I'approche
mélange "croisé€"” coincident.

3.2. POSITION INTERMEDIAIRE

Nous supposons toujours que I'échantillon T = IxJ est le produit cartésien des deux
ensembles I et J de tailles respectives n et p. L'échantillon T de taille (n, p) provient
d'une variable aléatoire 2 valeurs dans R, dont la loi de probabilité admet cette fois-ci
1a fonction de densité suivante :

N
fx)= ), Pn f(x/An)
n=1

N
avec Vn=1N pa,elOl[ e Ypn=1
- n=1

ot f(./A) appartient & une famille de fonctions de densité dépendant du parametre A,
élément de R, et py, est la probabilité qu'un point de I'échantillon suive la loi f(./Ay).
On appellera ces py, les proportions du mélange.

Probléme 1’
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Le probléme posé est l'estimation du nombre N de composants du mélange et des
paramétres inconnus {pp, An/ n = 1, N} au vu de l'échantillon.

Dans l'approche classification (Scott et Symons 1971, Schroeder 1974), on remplace
le probléme 1' d'estimation par le probleéme 2' suivant :

EEQ&[E‘ME 2'

Rechercher une partition R = (R,,..., Ry), N étant supposé connu, telle que chaque
classe Ry, soit assimilable @ un sous-échantillon qui suit une loi f{., A,).

11 s'agit alors de maximiser le critére de vraisemblance classifiante :

N
VCR,L) = ) Log L(R./A,)
n=1

ou L est le N-uplet (A4,..., AN) et L(R;, Ay est la vraisemblance du sous-échantillon

Ry suivant la 1o f(/An) : LRn, An) = [] f(x/An).
xeR,

Pour maximiser ce critére, on utilise 1'algorithme de type Nuées Dynamiques qui
construit 2 partir d'une partition R°en N classes une suite de partitions en appliquant
les fonctions f et g décrites aux paragraphes 2.2.2 et 2.2.3. du chapitré 1. Nous
remarquons qu'en utilisant cet algorithme, on obtient une partition R de 1'échantillon
T =IxJ en N classes, cette partition ne correspond a aucune partition sur I'ensemble
I ni sur I'ensemble J. Ce probléme ne correspond pas a un probléme de classification
croisée, 12 est la différence entre le modele de mélange "croisé" proposé dans le
paragraphe 2 et le mode¢le de mélange simple que I'on vient de développer. Ces deux
modeles sont définis sur le méme ensemble T formé de couples d'éléments. La
différence essentielle entre ces deux approches vient du fait que si 1'on a une partition
P de I'ensemble I et une partition Q de I'ensemble J, on 2 automatiquement une
partition PxQ de I'ensemble T = IxJ, mais la réciproque n'est pas vraie. Pour cette
demitre raison on est amené A poser une condition sur la recherche de la partition R en
N classes posé dans le probleme 2'. Cette condition s'exprime par la recherche
séparée de deux partitions P et Q correspondant respectivement aux deux ensembles
de départ I et J en K et M classes.

On peut alors écrire R =PxQ et N = K.M. Le probléme 2' est donc remplacé par le
probléme 2. Ainsi nous nous retrouvons dans le cas de I'identification d'un mélange
"croisé€", et nous pouvons utiliser le méme algorithme que celui développé dans le
paragraphe 3.1.
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Nous venons de voir, comment la méthode de classification croisée (Govaert 1983),
peut étre vu comme une solution 2 un probléme d'estimation de parametres d'un
modele de mélange "croisé". Ce probléme est a rapprocher de celui de la méthode des
Nuées Dynamique (Diday 1972) qui a ét€ utilisée par Schroeder (1974) pour proposer
une solution A un probléme d'estimation de parametres d'un modele de mélange
simple. Mais il serait intéressant dans la suite de ce travail d'établir s'il y en des liens
entre le probléme de mélange "croisé"” et le probléme de mélange simple ; nous savons
que Govaert (1983), s'est intéressé aux rapports qui existent entre les méthodes de
classification croisée et les méthodes de classification simple, il a remarqué que la
comparaison des partitions obtenues par ces deux types de méthodes était trés délicate.
Néanmoins 1'algorithme qu'il a proposé lui permettait de passer d'un probléeme de
classification croisée a un probléme de classification simple. Nous allons essayer de
suivre le méme chemin que celui de Govaert (1983), pour transformer le probléme de
mélange "croisé” en un probléme de mélange simple. Nous verrons alors comment
s'interpréte le passage d'un probleme de classification croisée 2 un probléme de
classification simple en termes de modele probabiliste.

4. TRANSFORMATION DU MODELE DE MELANGE "CROISE" EN
UN MODELE DE MELANGE SIMPLE

Pour éviter d'introduire de nouvelles notations pour indiquer les composants du
mélange IxJ, qui risquerait de rendre difficile la compréhension de ce paragraphe,
nous avons tenu de garder la notation {PyxQ™} pour indiquer le composant du
mélange ayant pour fonction de densité 1a loi f(./ )\,"“). Rappelons que cette notation a

¢é1€ utilisée dans le paragraphe trois pour désigner une classe. Dans ce paragraphe,
l'écriture {PyxQm}indique plutdt le composant k.m du mélange IxJ. De méme Py et
Qm indiquent respectivement les composants k du mélange I et m du mélange J.

Rappelons rapidement le modele associé A un mélange "croisé", Z €tant une variable
aléatoire définie sur le produit cartésien I x J, dont la loi de probabilité f admet la
fonction de densité suivante :

K M n
fx)=3X I p fx/A)

k=1 m=1
ouencore V (i,j) € IxJ

K M
£( Z(i,j))=k§l 2_21 P f(2G )/ AD) 4.11)
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La valeur Z(i, j) ne peut provenir que de I'un des K.M composants suivants
{PxxQ™) pour k=1,..,K et m=l1,.,M; les p? sont les proportions du mélange :

Pp = %‘L;m = p (PxQm).

ny : représente le nombre d'éléments i € I constituant le composant Py.
Qm : représente le nombre d'éléments j € J constituant le composant Qm,

i ) Supposons que l'on connaisse le composant QmU) auquel un élément je J
appartient, que devient alors le modele donné par la formule (4.11) ?

Dans ce cas la valeur Z(i, j) sachant que j € Qm0) ne peut provenir que de I'un des K
composants suivants {PyxQm0@)) ;—; k. Le modele (4.11) s'écrit alors :

Li)/QuO )= 3 gm0 gz, i) / ARO
26,/ Q)= 3 5P (26, /7D “.12)
aveo p0 = Jlo ML - - = i

ii ) On suppose maintenant que l'on connait tout I'échantillon J de Q' de taille p. Le
composant dont chaque élément je J est issu est connu. Notons par QmG) ce
composant. On peut définir une variable aléatoire ¢ de dimension p telle que :

£: I—Rp
i = ED=(E@, ... =(x,....xN=x

On peut alors écrire ( £1G), . . ., EP()) = (ZG, 1), ZG, 2), ..., Z(, p)).

K .
Comme f(2(i,j)/ Q)= 3 px (26, NI Vij=1,..p.
alors f(x;i /Q) = f((Z(, 1), ..., Z(i, p)) /Qm), ..., Qm))

K
= 2 nf@ZGD, .. 26,0) /0P, .. A7)

K
k§1 Px f(x;/ (A, Q) 4.13)
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En suppose qu'a l'intérieur de chaque classe, les p variables aléatoires ( El, ..., E_;P)
sont mutuellement indépendantes. On peut écrire :

f(xi / (i, Q) =ﬁ f(xd/ A1) (4.14)
J=
on considére deux cas :

Premier cas

Tout les composants auxquels les éléments j de 'échantillon J appartiennent sont
distincts, dans ce cas, le nombre de composants du mélange J coincide avec la taille
de I'échantillon. On obtient :

agU N 1Y)
on peut alors écrire : xf‘“’=x,f Vi=1,.,p
K
La formule (4.13) s'écrit : fx)= T px fxi/A 4.15)
k=1
et la formule (4.14) devient:  f(x; /M) = 11 £( xi /) (4.16)
=1
Deuxiz

Passons maintenant au cas le plus général ol 1'on suppose que plusieurs €léments de
I'échantillon J peuvent provenir d'un méme composant ; soit M le nombre de
composants dans lesquels sont répartis tout les éléments de I'échantillon J. On
suppose toujours connu le composant auquel appartient chaque €élément j de
Téchantillon J que 1'on note par QM) .

Posons )f(j) = Vje Qm@)=Qm

si on remplace maintenant dans l'expression (4.13) on obtient :

M .
fxi/ A Q)=TT I f(X{/lz') (4.17)
m=1 ;e qm
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Remargque :

Que l'on soit dans le premier ou le deuxiéme cas, on se retrouve toujours avec une
expression du modele qui correspond 2 celle d'un mélange simple (4.13) et (4.15).
Pour approfondir 1'étude que I'on vient de faire, on se propose de I'appliquer a deux
types de fonctions de densités.

5. APPLICATIONS PRATIQUES

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de voir ce que deviennent les expressions
données par les formules (4.16) et (4.17) en l'appliquant a deux types de familles de
fonctions de densité ; on suppose dans tout ce paragraphe qu'on se trouve dans la
situation (ii ).

5.1. LOIS GAUSSIENNES UNIDIMENSIONNELLES
P . . . . .
Premier cas  F(x/M) = IT f(xi/X) avec N =(i, Vi)
J=
(xi - p)2

p .
F(x /Ay = Qr V)2 e e
(x / Ax) jl=-ll k Xp [ 2-v'|l‘ ]

“x-p). Vi (x-px)
2

F(x/Ag)=Cr)p2.|Vil-12.exp [

A= (i, Vi)

My espérance du composant numéro k.

Vi : matrice de variance du composant numéro k.

F (x / Ay ) représente donc la densité d'une loi gaussienne multidimensionnelle. On
retrouve ainsi le mode¢le de mélange gaussien proposé par Celeux (1988) pour la
classification simple de tableaux décrits par des données quantitatives.

M
Deuxiéme cas fx/M) =TT T f(xi/ A7)
m=1 .
j€Qm
M (x] - ""'kn)z
=TT M @rVP)yY2 exp|- —
m=l jeqm 2.Vy
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F(x / Ax) représente aussi la densité d'une loi gaussienne multidimensionnelle. Par

analogie au premier cas, on peut déduire que ce modele correspond lui aussi 2 la
classification simple de données quantitatives, dont les éléments j € J sont répartis en

M classes.
5.2. LOIS DE BERNOULLI
La famille analysée est définie par :

ZUNPRIRE LS

p(x/A) = elx . (1-
ol €€ ]0,%[; xe {0,1} et Ae({0, 1}.

p(x / A) désigne la distribution d'une loi de Bernoulli de parametre ( 1-€) ou de
parametre €.

Premier cas
o Ixi-Ad| 1-Ixi-Ad|
p(x /M) = _lgllp(xJ/%{)= _IPIl {e -l . (1-8) x”‘“}.
)= )=

p(x / Ax) représente alors le produit de p lois de Bernoulli. Ce modele correspond

exactement 2 celui proposé par Govaert (1988) pour la classification simple de tableaux
binaires (cf. chapitre trois).

Deuxiéme cas

Ixm-qm. AL Qm-IxM-qm AL )

M om. M

px/M =TT M pw/AD= 11 {e
m=1 eqQm m=1

1l est facile de vérifier que la distribution p(x / Ay) ainsi trouvée correspond au modele

de mélange simple associé 2 la classification croisée de données binaires en supposant

connu et fixe la partition Q en colonnes de 'ensemble J (cf chapitre cinq).

. (1-8)

Conclusion

L'étude pratique que l'on vient de faire nous conduit 2 conclure que lorsqu'on se
retrouve dans le premier cas, on retrouve exactement le méme modele que celui qui a
été proposé pour la classification simple (Celeux (1988) et Govaert (1988)). Si
maintenant on se trouve dans le deuxi¢éme cas, on montre que le modele de mélange
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trouvé correspond aux méthodes de classifications croisées en supposant fixe et connu
une partition.

Ainsi, la connaissance d'une partition d'un ensemble s'interpréte en termes de modéle
par la connaissance des composants d'un échantillon, et nous venons de montrer par
les deux applications faites ci-dessus que le lien qui existe entre les méthodes de
classification simple et les modeles de mélanges simples est le méme que celui qui
existe entre les méthodes de classification croisée en supposant connu une partition et

les modeles de mélanges croisés en supposant connu les composants d'un échantillon.
(voir figure ci-dessous).

Mélange croisé Classification croisée

anuuod uoyind sun

composants d'un
échantillon connus

Mélange simple Classification simple
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CHAPITRE 5§

CLASSIFICATION CROISEE ET MODELES
SUR DONNEES BINAIRES

INTRODUCTION

Suivant la nature des données, Govaert (1983) a proposé plusieurs méthodes de
classification croisées, telle la méthode CROKI2 destinée 2 la classification croisée de
tableaux de contingence optimisant le critére du Khi2, la méthode CROBIN pour les
tableaux binaires, la méthode CROEUC pour les tableaux de mesures, enfin la
méthode CROMUL pour la classification croisée d'un questionnaire qui peut étre
considéré comme un tableau de contingence multiple.

Nous avons montré dans le chapitre précédent que souvent il existe un lien étroit entre
les méthodes de classification croisée et les modeles de mélange "croisé”. Nous
proposons dans ce chapitre d'étudier ces liens dans le cas des tableaux binaires. Dans
tout ce chapitre, I'ensemble I et I'ensemble J décrivant le tableau de données binaires
seront considérés et trait€s de maniére identique. Dans le cas ol un seul des ensembles
peut étre considéré comme un ensemble ou on a des variables binaires, on pourra
toujours appliquer les résultats du chapitre précédent, car ces variables binaires sont
toutes de méme nature (variables qualitatives 3 deux modalités) et peuvent donc étre
considérées comme un ensemble d'individus.

Dans le premier paragraphe, nous décrivons la méthode CROBIN (Govaert 1983) qui
est une méthode de classification croisée de données binaires et 'algorithme qui lui est
associé€. Dans le second paragraphe, nous montrons comment la méthode précédente
peut étre interprétée comme l'approche classification associée a3 un mélange de
distribution de Bernoulli avec le méme paramétre pour toutes les classes ; ce modele
correspond au critere de classification croisée binaire utilisant la distance L; et des
noyaux binaires. Nous étudierons dans le paragraphe trois une extension de ce modele
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au cas ol le parametre varie suivant les classes en ligne, les classes en colonne, puis
suivant les classes en lignes et en colonne : c'est le cas le plus général . En outre, en
nous appuyons sur des variantes de ce modele, nous proposons de nouveaux
algorithmes de classification croisée utilisant des distances adaptatives
binaires.

Le paragraphe quatre comporte une étude théorique des éventuels probleémes de
dégénérescence, et I'on propose des solutions pour les résoudre. Enfin nous terminons
par l'interprétation les bons résultats que Govaert (1983) avait obtenu en appliquant la
méthode CROBIN sur des données simulées.

1. LA METHODE CROBIN
1.1. LE PROBLEME

Soit X(I, J) un tableau croisant un ensemble I de n individus et un ensemble J de p
variables binaires. La méthode CROBIN (Govaert 1983) fournit une solution locale au
probléme d'optimisation suivant :

Trouver une partition P de I en K classes, une partition Q de J en M classes et un
tableau binaire a K lignes et M colonnes, tel que le critére :

K M .
WPxQ,L)= 3 3 X I kA7l (5.1)

k=1 m=ll€ jeQ‘n

soit minimal.

L'objectif est de trouver des blocs binaires homogenes, c'est-a-dire des classes
remplies soit de 1, soit de 0. On associe a chaque couple (k, m) de classes une valeur
binaire (1 ou 0). On obtient ainsi un tableau binaire que 1'on appelle noyau. On cherche
alors 3 minimiser le nombre de fois ol la valeur associée 4 un couple (i, j) est
différente de la valeur idéale associ€e au couple de classes auxquelles appartiennent
respectivement i et j. Cette quantité, qui représente I'écart entre le tableau initial et le
tableau idéal, est le crittre W. L'optimisation de ce critére refléte bien la recherche de
partitions tendant 3 donner au tableau la structure représentée par la figure A.
L'algorithme CROBIN décrit ci-dessus permet d'optimiser localement ce critére.

La partition obtenue pour I'exemple de la figure A est la suivante :

P={(A,C,H), B,F,)), (D, G LE)}

Q=1{(1,4), (3,5, 7), 2, 6)}.

Carré noir : indique la valeur 1.

Carré blanc : indique la valeur 0.
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Réorganisation d'un tableau binaire

figure A
123 4567 12 3 456 7 143 5 72 6
A A A
B C C
C H H
D B B
E F F
F J J
G D D
H 6 G
! | |
J E E
Tableau réorganis€ suivant anisé suivan
1a partition P. les deux partitions P et Q.
_ P1P2P3
Q1
Q2
Q3
- - Tableau des noyaux

1.2. L'ALGORITHME

L'algorithme utilis€ dans la méthode CROBIN est le suivant : partant d'un élément (P,
Q, L) initial, on fixe Q et on cherche & am€liorer P et L, puis on fixe P et on cherche 2
améliorer Q et L on construit ainsi une suite (PR, QR, L) qui fait décroitre le critere
W. L'algorithme est donc construit 2 partir de deux étapes intermédiaires que nous
allons préciser. Remarquons que cet algorithme differe 1égérement de celui qui a été
proposé dans le chapitre quatre (paragraphe 1.3) puisque ce dernier se déroule en trois

étapes.
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1.2.1 Etapes intermédiaires

Soit P et Q un couple de partitions et L un noyau. Fixons Q et cherchons & améliorer la
partition P et le noyau L, c'est a dire cherchons une partition P’ et un noyau L' tels
que:
W(PxQ,L) > WP'xQ, L")
On peut écrire :
WExQ,L) = >: z ( >: z, b-AT )

IE Pk m=1 JE

Posons x;" = ¥ xf et  Qqpm=Card(Qm)
#€Qn

et notons B la quantité :

m .
X -si A} =0
qm-x; si A} =1

On peut donc écrire B = Ix."- gmA.l. D'ou l'expression du critére :

WEQ L= T 3 zlx - Gm A

k=1 lepk m=1

Considérons l'algorithme des Nuées Dynamiques ( Diday 1979 ) suivant :
- Le tableau de données est le tableau (I, Q) défini par les x;". Les individus sont en

lignes et les variables en colonnes. On a donc un ensemble de n éléments et M
variables.

- Les noyaux sont de la forme ( ql.l,l(, qz.li,..., qM.lr ) avecAy €{0,1}.

Chacune des composantes du noyau ne peut étre que le minimum ou le maximum
atteint par le regroupement des colonnes du tableau initial, c'est i dire les valeurs 0 ou
Qm puisque les valeurs initiales étaient 0 ou 1, et qu'il n'y a que q,, colonnes réunies
pour former la classe Q™.

On notera L la matrice des composantes A, qui définissent 'ensemble des noyaux

précédents.
- La distance est la distance " City - block " ou distance L.
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Le critere habituel de la méthode des Nuées Dynamiques défini A partir des éléments
que l'on vient de donner est alors la fonction W(PxQ, L ) que l'on cherche a
optimiser. 1l suffit de préciser ce que deviennent les fonctions f et g.

Fonction_d'affectation (recherche des classes) :

La fonction f d'affectation est toujours la méme, chaque €lément i est affecté a la classe
du noyau de laquelle il est le plus prés.

Foncti ; ssentation (recherche d )
On cherche pour toutes les classes Py, les éléments (ql.ki, qz.Ki, s QM .lhkd )
inimisant :

M m m,
p lexi '%M'

ie Pk m=

Cela revient 2 chercher les éléments gmA; minimisant :

2 I gnAy
iePk
T x} si A =0
on obtient : i€Py
Y (gm-xT ) =nrqm - T X} si AT} =1
iGPk iGPk

Posons B'= ¥ x'  ng=Card (Py)

ieP,

1l suffit de prendre comme m®me composante du noyau k, la valeur 0 si B' est plus

petit que (ng.qn - B') et gy, sinon.
Remarquons que cette fonction correspond aussi 2 1a recherche du noyau A;“ associé€ a

un couple de classe PyxQ™. En effet, les éléments A définis suivant la régle

précédente seront 0 ou 1 selon que la somme des éléments intervenant dans la classe
P,xQm sera proche de 0 ou proche du maximum , c'est & dire ng.qp, . On retrouve
ainsi la régle majoritaire. On notera L' (P, Q) le noyau ainsi obtenu.
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1.2.2. Convergence de l'algorithme

L'algorithme CROBIN est le suivant :
A partir d'un triplet (P0,Q0, L%) on applique alternativement les deux étapes
intermédiaires ; on définit ainsi une suite (P, Qn, L") qui vérifie :

WEOxQY,192 WPl xQ!l,L)2...2WEPrxQLn) ...

On peut établir a partir de 12 les propriétés de convergence habituelles. La suite (Pn,
Qn, Ln) est stationnaire et la valeur du critére associé W (P"x Qn, Ln) décroit
strictement jusqu'a la stationnarité. On obtient ainsi une solution localement optimale
qui dépend de I'élément de départ choisi. De plus on a montré qu'a chaque étape le
noyau Lnest formé en associant 2 chaque couple de partitions la valeur binaire
majoritaire du bloc de 0 et 1 défini par chaque couple de classe. On utilise cette
propriété pour simplifier la détermination de I'élément (Pn, Qn,Ln) : il suffit en
effet d'avoir un couple (P9, QP), le noyau L0 est alors construit & partir de ces
partitions.

Pour illustrer le principe de la méthode CROBIN, nous proposons de I'appliquer sur
I'exemple suivant.

1.3. EXEMPLE

Soit un ensemble de 10 micro-ordinateurs identifiés par les lettres a 2 i caractérisés par
un ensemble de 10 propriétés identifi€es par les nombres 1 & 10. On représente les
données initiales (figure 1) sous forme d'un tableau binaire ol un 1 indique que la
propriété est vérifi€e et un 0 qu'elle ne I'est pas.

Si on applique l'algorithme CROBIN en demandant trois classes en ligne et deux
classes en colonne, on obtient comme partition de I'ensemble des micro-ordinateurs
I'ensemble des classes:

P = ([a’ d’ h]’ [bl e’ f’ j}’ {c, g’ i}}
et comme partition de I'ensemble des propriétés I'ensemble des classes:

Q=1{{(1,3,5,8,10}, {2,4,6,7,9}}
On peut représenter les partitions sur les données initiales (figure 2) en réordonnant
simplement les lignes et les colonnes de maniére a respecter les partitions. Les noyaux
obtenus sont indiqués sur la figure 3 ; la valeur du critere est égale & 16 ce qui indique
que sur 100 valeurs initiales du tableau, 16 ne sont pas égales 2 la valeur idéale
représentée par le noyau correspondant.
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On peut voir que les micro-ordinateurs de la classe A posséde en général les propri€tés
1 mais pas 2 ; ceux de la classe B les propriétés 2 mais pas 1 et ceux de la classe C
aucune propriété. On a résumé le tableau de 100 valeurs par un tableau de 6 valeurs.
Les valeurs du tableau des écarts (fig-4) représentent le nombre de fois ol la valeur
majoritaire n'a pas été prise pour chaque classe, la somme de ces valeurs représente la
valeur du critére. |

0 0
1234567891 1358124679
a 1010100101 a 1111100000
b 0101011010 d 1101000000
c 1000000110 b 111111001071
d 1010000100 b 0000011111
e 0101111010 e 0000011111
f 0100111010 £f 0000010111
g 0100000101 3 0000011010
h 1010110111 c 10010000001
i 1001000001 g 0001110000
37 0101001000 i 1000101000
fig. 1 fig. 2
leau initi Tableau réordonné
1 2 1 2
A 1 0 A 2 2
B 0 1 B 0 3
C 0 O C 6 3
fig.3 fig.4
Tableau des valeurs idéales. Tableau des écarts.

2. MODELE ASSOCIE AUX DONNEES BINAIRES

En suivant l'approche classification proposée dans le chapitre quatre pour identifier le
mélange, on propose alors le modele suivant.
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2.1. LA FORMULE GENERALE

On suppose dans ce modele que les données initiales forment un échantillon de taille
(n, p) d'une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1}et dont la distribution de probabilité
f est toujours définie par (4.3) et (4.4). Mais ici p(., l';') est une distribution de

probabilité sur {0, 1} appartenant & une famille paramétrée de distributions de
probabilités.

En suivant I'approche " classification”, rappel€e dans le paragraphe trois du chapitre
quatre pour identifier un mélange, on se raméne a la maximisation d'un critére de
vraisemblance classifiante VC(PxQ, L) défini par (4.7). On peut alors utiliser le méme
algorithme que celui proposé au paragraphe 3.1 du chapitre 4, & partir d'un couple de
partition (P°, Q°) en K et M classes de I'échantillon en utilisant alternativement les trois
étapes de l'algorithme jusqu'a I'obtention d'une partition stable.

2.2, CHOIX DE LA FAMILLE DE DISTRIBUTION :

On suppose que la variable aléatoire Z suit une des deux lois de Bernoulli suivantes:

{1 avec la probabilité 1-e et 0 avec la probabilité €
1 avec la probabilité € et 0 avec la probabilité 1-¢

ou g€ |0, %{ ; C'est & dire la loi de Bernoulli de parametre ( 1-€) et la loi de Bernoulli
de parametre €.

On peut alors écrire :

am x-A™
o /AR = A XA

ol XL“ indique quelle est la distribution retenue:
2,":' = 1 pour la premiére distribution

Ay = 0 pour la seconde distribution

Les parametres 2 estimer sont donc les A" et la valeur €.
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L'expression du crit¢re devient alors :
K M
VCPQLe) = ¥ 3 I

PP d(x), A" +n.p Log (1-€) (5.2)

on d(d, Al = ix-A .

Donc, pour un € fixé appartenant & 10, 51[ , Log l—e- est négatif. La maximisation du
-€

critere VC(PxQ, L, & ) revient donc 2 la minimisation du crittre W(PxQ, L) présenté
dans le paragraphe 1, ce qui montre l'équivalence des deux approches.

11 est facile de voir que la valeur € maximisant le crittre VC(PxQ, L, € ) est H% , ol

¢ est la valeur du critére obtenu 2 la convergence.

K M .
e= ¥ ¥ ¥ ¥ -l

k=l m=licp, jeQm

Ce premier mélange (noté M ) de lois de Bernoulli dépend du parametre & qui mesure
I'écart d'une classe a son centre, ne dépend ni de la partition en lignes ni de la partition
en colonnes ni de la partition en lignes et en colonnes, ce qui, dans certaines situations,
peut s'avérer irréaliste. Ainsi nous proposons d'autres criteres ol le parametre peut
dépendre de la partition en lignes, de la partition en colonnes et de la partition en lignes
et en colonnes. On considere alors trois autres mélanges de Bernoulli (notés
respectivement Ma, M3, M) que I'on se propose d'étudier dans le paragraphe suivant.

3. EXTENSION DU MODELE BINAIRE

3.2. ETUDE DU MELANGE M,

Le parametre varie suivant la partition en ligne. On remplace ici la valeur € par les
valeurs € qui dépendent de chaque classe en lignes mais qui sont toujours les mémes
pour les classes en colonnes.

Ix-A 1-x-A

Pix/ (A . &)) = & . (1)
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Le criteére de vraisemblance classifiante va alors s'écrire :

K M
VC3PxQ,Le)= 3 £ 3 3 {(Log% )lx,’x“‘l+Log(1-ek)} (5.3)
k=1 m—liekaeQ“ 1

Fonction de représentation (recherche des Apet des &x)
Les A, sont toujours les valeurs majoritaires de chaque classe PyxQ™. Les valeurs

des & seront définis comme suit :

VC3 (PxQ, L, €) = z{< Log—)( >: Y ¥ -AM)+p.mlLog (1- )}
—6 m=ljep, jeQm

M
Posons ex= Y ¥ lx" Al
’“‘llel’ueQ‘“

€ : est le nombre de fois que les valeurs majoritaires n'ont pas été prises pour la classe
Py.

K
VG Q. Le)= 3 {« Logl—e’;—) e +p.nLog (1-6) }
= <k

K K
2 {enc- ) Log (leelogen} = 3 weer)
11 faut donc maximiser la fonction .

Vi) =—PMk-€) | € _ Ok PNy

-€x €x (1-g¢ ).ex

Le maximum est atteint pour €& = ;i% qui appartient bien i l'intervalle 10, %{, sauf

dans le cas tres particulier ol e = 0.

Fonction d'affectation (recherche des classes)
- On fixe la partition O :

VC3 (PxQ,L, €) = >: b >: {(Log=2%-)( ¥ IK-AM) +qnLog (1- &)}
iep, m=1 - jeqm
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Posons x;" = ¥ xf et My =qmAp-
€Qm

M
VC3 (PxQ, L, €) = >: »3 {( Logl—f{:—) ( T g +pLog (1- &)}
k=1 k m=

K
-z zp {(Log™%%) dex;, o) - A}
k=1 k

d : est une distance de type Lj et Ay est la quantité pLog (1- ) qui dépend du
point x; . On affectera donc I'élément x; 2 la classe Py qui minimise la quantité :

(Lo%) d(x;, 1) - p.Log (1- &)
k

- On fixe la partition P

4

K :
VC3PxQLe)= ¥ T >{(Lo —ek—) ( T bg-A71 )+ Log (1-6) }

m=1 jeQm k=1 —€ ieP,

[]
Mz

K 1- : K
> {- T (Log—%) M+ 3 neLog (I- & )}
ljeQm k=1 Gk k=1

M
=X X de(xi,ym)+A
m=1 jeQm

ol x’k =3 x;' et ¥ =mAp
i€ePx
de est une distance de type L) pondérée par les quantités Logl—.ek qui dépendent du
€

K
vecteur € et A’ est la quantité p.kz ngLog (1- &) qui ne dépend pas du point xi.
=1

3.2. ETUDE DU MELANGE M3
Dans ce mélange le paramétre varie suivant la partition en colonnes. On se place

exactement dans les mémes conditions que dans le mélange M. On obtient des
résultats symétriques.

98



Classification croisée et modéles sur données binaires

3.3. ETUDE DU MELANGE M4

Le parametre varie cette fois-ci suivant la partition en lignes et en colonnes ; c'est le
cas le plus général .

m
m Ix-ALl

1-Ix-A
pix/ A, &)} = g Koa-e) A

Le critere de vraisemblance classifiante devient :

e
M
VC(PxQ L= 3 3 T 3 {(Log:) bd-AFl +Log (1- €0} (5.4)

k=1 m=ljePp, jeQm

Fonction de représentation (recherche des A; et des €} )
Les KL" sont toujours les valeurs majoritaires pour les classes PxQm. Il reste donc a

maximiser le crittre VC4 (PxQ, L, €) pour trouver les valeurs des €] .

&
VC4(PxQ, L, €) = 2 Z { (Log—) (X X le’ lm| )+nx.qmLog (1- & )}
k=1 m=1 l_ek ieh, jeQm

Posons e} = .Z&'%nlxii-lfl
ieP je

ol e;' est le nombre de fois que la valeur majoritaire n'a pas été prise dans une classe

PxQm .
&

K M
VC4PxQ.L.e)= ¥ 3 {(Log—) ¢ +ncqm. Log (1- ') }
k=1 m=1 l—ek

M
E m};{(nkqm e} ) Log (1- 7 J+ ¢ Log ey } = ;1 3 0 )

11 faut donc maximiser la fonction @ :

Q( & )=(nkqm-¢ ).Log (1- € ) + ¢ Loge]
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m

"
- qui appartient bien a l'intervalle ]0, l[,
k-dm
sauf dans le cas trds particulier ot ef' = 0.

Le maximum est atteint pour € =

Fonction d'affectation ( recherche des classes ) :

_ On fixe la partition O -

&

VC@PQLe =3 3 34 (Log—2) >: IK-AT) +qmLog (1- €M)}
k=1jep, m=1 —ek

m

>=: z {(m>; (Log— )i -u:'1)+>:qmlng(1 &)}

>:1 zpk{dex(x.uk) zquog(l =)}

Cette fois-ci, le second terme dépend de k et aura donc une influence. On affectera x; a
la classe Py qui minimise :

M
dex (%10~ T dmlog(1-€)
- On fix

r { 5 (Log—) lxiv‘“l+ z nLog (1- ') }
m-l_,eQm k=1 _ek

M
VC4(PxQ,L, €) =

M : K
=-3 3 {dem(xi,m)-3 nk.Log(l-eL“)}
m=1 jeQm k=1

On se retrouve 12 aussi dans la méme situation que dans le cas précédent. Le second

terme dépend de m et aura donc une influence. On affectera xi a la classe QM qui
inimise -

K
dem (1) - 3 mcLog (I-€]')
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1-€™

) K .
o dem(xhym = 7, (Log) bl

Comme on a pu le constater, I'extension du modele proposé pour la méthode CROBIN
pose un probleéme de dégénérescence au niveau du calcul des coefficients de
pondération ; nous proposons dans le paragraphe quatre d'étudier ces problémes et
d'essayer de les résoudre.

4. PROBLEMES DE DEGENERESCENCE

On remarque, dans I'étude que I'on vient de faire, que les coefficients de pondération
obtenus sont tous exprimés en fonction de e, (pour le mélange M»), em (pour le
mélange M3) et e,"" (pour le mélange My) ; on a remarqué que certains d'entre eux ne

sont pas définis pour les e, nuls, ou em nuls ou encore pour les e, nuls. On peut alors

s'interroger sur la validité des crittres VC2(PxQ, L, €), VC 3(PxQ, L, &) et
VCq(PxQ, L, €) dans ce cas de figure.

Posons : oy = Logﬂ =Log&.—clg (5.5)
& €
m = Logt €0 = Log Mdm-€™
am =Log o= =Log om .6)
m l'alkn Nk.Qm-€,
o =Log? =Log‘ekT 5.7

i ) Supposons que pour k, (respectivement m,), tous les éléments de chaque classe

PoxQ™ (m = 1, ..., M) ((respectivement PixQmo (k = 1, ..., K)) prennent la méme
valeur (0 ou 1), alors ez ( respectivement ek'“") est nul pour tout m (respectivement

tout k) ce qui entraine que ey, (respectivement eMo) est nul, et par conséquent les
pondérations oy, et ™o ne sont plus définies par les formules (5.5) et (5.6).

ii ) Supposons maintenant qu'il existe un ket un m, tel que tous les éléments de la
classe Py,xQ™Mo prennent la méme valeur (0 ou 1), alors ekm: est nul et par suite la

pondération (x;": n'est plus définie par la formule (5.7).

<«

%

1%
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Pour éviter ces probleémes de dégénérescence, on propose comme solution, & chaque
fois qu'on se retrouve dans la situation (i) ou (ii) de garder les anciennes valeurs des
coefficients de pondération, c'est-a-dire les valeurs de oy o™ et a;‘“ qui correspond 2

I'itération précédent le point de dégénérescence. On montre alors qu'on procédant ainsi
on rend le calcul du critére possible en I'augmentant mais on ne l'optimise pas. Comme
nous allons le voir ces valeurs n'auront aucune influence sur la valeur du critére.

i)Si ¢,=0 alors oy, non définie.

K
VC3(PxQ, L, a(e), €) = kF:‘.l {oy e, - n.p Log(l-gp))

= T {0 e - nep Log(1e0)}+{04q €k, - mep Log(1- —£2-)) (5.8)
kxko ko-P

quelle que soit la valeur que I'on donne 2 la pondération o, le second terme est
toujours nul, le calcul du critere est possible.

mo mo

ii ) si %, =0, alors o n'est pas définie.

K M
VC4@PxQ L. afe), &)= ¥ 3 { oq.ef - ngm.Log(1-g7)}

mo _mo o )}

=3 3 {m;;',e;(“.n,d;,,,.1.og(1e:',:‘)}+{(czko €y, “Nko.Gmo-Log(1- NkoQmo

k+k om#mo

(5.9

quelque soit la valeur que I'on donne 2 la pondération aio » la deuxiéme partie de

I'expression (5.9) est toujours nulle, le calcul du critére devient possible.

5. INTERPRETATION DES BONS RESULTATS OBTENUS PAR LA
METHODE CROBIN SUR DES DONNEES SIMULEES

Afin de comparer les résultats obtenus par les deux algorithmes CROBIN et CROKI2
sur des données binaires, Govaert (1983) a réalisé€ un programme de simulation de
données. Ce programme construit un tableau de données plus ou moins proche d'un
tableau idéal structuré en blocs de 1 et de 0.

Pour cela, il faut fournir les nombres de classes des partitions en lignes et en colonnes,
le nombre d'éléments de chacune des classes des deux partitions, le tableau des valeurs
idéales de chaque bloc, et enfin la probabilité avec laquelle le tableau ainsi défini va
s'approcher du tableau idéal. Chaque valeur est obtenue en faisant un tirage de

102



Classification croisée et modéles sur données binaires

Bemoulli des deux nombres O et 1 avec les probabilités p et (1-p) si la valeur idéale est
0, (1-p) et p si la valeur idéale est 1. A la fin du programme, le tableau est permuté de
maniére aléatoire en ligne et en colonne.

Dans ce paragraphe, nous ne nous intéressons pas a la comparaison des résultats
obtenus par CROBIN et CROKI2, nous nous limitons aux résultats obtenus
uniquement par la méthode CROBIN. On reprend alors les deux exemples traités par
Govaert (1983) :

Exemple 1 : données simuiées 1

A l'aide du programme précédent, Govaert a simulé un tableau binaire de dimension
100x30. 11 correspond a une probabilité de tirage de chaque valeur idéale de 0.9 et au
tableau des valeurs idéales suivant :
1011
0100
1110
0101
1000
0011

Les deux partitions correspondant 2 la simulation sont les suivantes :

= {(6, 9, 23, 33, 44, 58, 69, 79, 80, 81, 87, 90, 91, 98, 100), (3, 8, 11, 12, 18,
20, 27, 28, 29, 34, 39, 47, 50, 67, 70, 71, 77, 82, 88, 97), (4, 5, 25, 30, 32, 35,
37, 40, 46, 51, 56, 59, 63, 74, 84, 89, 93), (2, 7, 13, 16, 17, 21, 22, 24, 31, 41,
43, 48, 54, 55, 64, 68,76, 95), (1, 14, 15, 26, 38, 42, 45, 52, 53, 57, 65, 66, 75,
83, 85, 86, 96, 99), (10, 19, 36, 49, 60, 61, 62, 72, 73, 78, 92, 94)).
Q=1{25,9, 12, 17, 20, 22, 23), (1, 4, 7, 8, 27, 28, 30), (3, 10, 13, 14, 15, 18,
19, 24, 29), (6, 11, 16, 21, 25, 26)}.

Exemple 2 : données simulées 2,

Les données sont simulées 2 partir des mémes paramétres, & I'exception de la
probabilité de tirage qui passe de 0.9 a 0.8. Les classes seront donc un peu plus
floues. Le couple de partition ayant servi a la simulation est :
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P = {(6, 9, 23, 33, 44, 58, 69, 79, 80, 81, 87, 90, 98, 100), (3, 8, 11, 12, 18, 20,
27, 28, 29, 34, 39, 47, 50, 67, 70, 71, 77, 82, 88, 97), (4, 5, 25, 30, 32, 35, 37,
40, 46, 51, 56, 59, 63, 74, 84, 89, 93), (2, 7, 13, 16, 17, 21, 22, 24, 31, 41, 43,
48, 54, 55, 64, 68, 76, 95), (1, 14, 15, 26, 38, 42, 45, 52, 53, 57, 65, 66, 75, 83,
85, 86, 96, 99), (10, 19, 36, 49, 60, 61, 62, 72, 73, 78, 92, 94)}.

Q=1{(2,5,9, 12, 17, 20, 22, 23), (1, 4, 7, 8, 27, 28, 30), (3, 10, 13, 14, 15, 18,
19, 24, 29), (6, 11, 16, 21, 25, 26)).

En appliquant le programme CROBIN sur les mémes données (données simulées 1 et
données simulées 2) avec le méme nombre de classes, Govaert a obtenu les résultats
ci-dessous, les tableaux situés a gauche correspondent a I'exemple 1, ceux de droite a

I'exemple 2.
Tableay (P. Q) Tableau (P. Q)

1 2 3 4 1 2 3 4
1 97 66 9 4 1 23 113 20 42
2 18 14 138 17 2 72 99 26 112
3 22 10 11 125 3 100 27 110 41
4 140 13 107 120 4 58 18 17 81
5 128 79 8§ 112 5 22 109 98 126
6 18 93 109 9 6 18 25 105 39

Tableau des valeurs id€ales Tableau des valeurs idéales

1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 1 0 0 1 0 1 0 0
2 0 0 1 0 2 1 1 0 1
3 0 0 0 1 3 1 0 1 0
4 1 0 1 1 4 1 0 0 1
5 1 1 0 1 5 0 1 1 1
6 0 1 1 0 6 0 0 1 0
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homogénéité par classe homogénéité par cl
1 2 3 4 1 2 3 4
1 90 92 89 88 1 79 78 84 74
2 9 8 94 9 2 80 83 175 83
3 8 91 91 87 3 83 83 79 77
4 92 87 9 88 4 88 80 78 82
5 95 88 92 93 5 178 80 82 82
6 88 91 92 93 6 84 84 79 77

Le couple de partition (P, Q) obtenu par l'algorithme CROBIN sur 'exemple 1 est
strictement identique 2 celui ayant servi 2 la simulation. Pour I'exemple 2 les résultats
sont légérement différents : en colonnes on obtient la méme partition que celle de la
simulation en lignes, nous remarquons qu'il y a uniquement deux éléments qui ont été
classés de maniere différente.

Govaert 2 donc supposé, 2 partir de ces bons résultats, que l'algorithme CROBIN est
bien adapté au modele qui lui a servi & simuler les données. Cette supposition devient
une affirmation si on remarque que ce modele n'est autre que celui qui nous a permi
d'interpréter 1a méthode CROBIN au paragraphe 2 de ce chapitre ; nous justifions ainsi
la bonne qualité de ces résultats.

6. CONCLUSION

Apres avoir vu que la méthode CROBIN peut s'interpréter comme l'approche
classification associé a un mélange de distribution de Bernoulli avec le méme parametre
pour toutes les classes. La généralisation de ce modele en considérant différents
paramétre permet de proposer un nouvel algorithme de classification croisée binaire
utilisant des distances adaptatives binaires appel€ algorithme CROBIN adaptatif qui
n'est autre que l'ancien algorithme auquel s'ajoute trois variantes pour la distance qui
correspondent respectivement aux mélanges étudiés précédemment .

Le lien qui existe entre la méthode de classification croisée et le modele probabiliste
permet aussi d'expliquer les bons résultats que Govaert (1983) avait obtenu a l'aide de
cet algorithme sur des données simulées qui justement suivaient ce modele. Il resterait
A tester les nouveaux algorithmes utilisant ces distances adaptatives sur des données
simulées qui elles aussi suivent 3 chaque fois une des variantes du modele.
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CHAPITRE 6

CLASSIFICATION CROISEE ET MODELES
SUR DONNEES QUANTITATIVES

INTRODUCTION

Contrairement aux tableaux binaires sur lesquels portait le chapitre précédent, les
tableaux de mesures présentent une dissymétrie. Les lignes sont formées "d'unités
ayant un caractére répétitif” : ce sont les individus. Les colonnes peuvent étre plus
hétérogenes : ce sont les variables. Ces variables correspondent 2 des mesures. On les
appelle en général variables quantitatives.

La méthode de reconnaissance des composants d'un mélange "crois€" développée
dans le chapitre quatre, nous permet d'interpréter des méthodes de classification
croisée qui traitent les deux ensembles I et J de maniére identique. Nous avons alors
remarquer que cette méthode s'appliquait parfaitement aux tableaux binaires car les
deux ensembles décrivant ces tableaux sont considérés comme étant de méme nature
(cf chapitre cing).

Les tableaux de mesures posent un probléme, car comme nous venons de le signaler
les ensembles décrivant ces tableaux sont de nature différente ; pour pouvoir appliquer
la méthode de reconnaissance des composants d'un mélange "croisé” développée dans
le chapitre quatre A des tableaux de mesures, nous nous sommes efforcés dans tout ce
chapitre de considérer avec un peu " d'abus" que l'ensemble J des p variables
quantitatives constitue un échantillon de taille p d'une certaine population Q' (od Q'
est I'ensemble de toutes les variables possibles). Nous pourrons alors appliquer tous
les résultats obtenus au chapitre quatre sur les tableaux de mesures.
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La méthode CROEUC (Govaert 1983) a été développée pour ce type de tableaux.
Nous nous intéressons dans ce chapitre 2 I'interprétation de cette méthode en termes de
modele.

La méthode CROEUC correspond 2 la classification croisée de tableaux de mesure
optimisant un critere défini 2 l'aide d'une distance Euclidienne ; 1'étude détaillée de
cette méthode fera 'objet du premier paragraphe de ce chapitre ol l'on précisera le
crittre d'inertie intraclasse optimisé par cette méthode. Nous montrons dans le
deuxi¢me paragraphe que la méthode précédente peut s'interpréter comme l'approche
classification associée 2 un mélange de lois gaussiennes unidimensionnelles ; suivant
différentes hypothéses sur les variances des différents composants du mélange, on
retrouve a chaque fois le critére d'inertie utilisé pour la classification de données
quantitatives.

1. LA METHODE CROEUC

L'objectif de 1a méthode de classification croisée sur données quantitatives est la
recherche d'un couple de partitions, tels que la " perte d'information " die au
regroupement soit minimale ; c'est-3-dire telle que la différence entre 1'information

apportée par le tableau initial et celle apportée par le tableau obtenu apres regroupement
soit minimale.

L'algorithme proposé par G.Govaert (1983) pour la classification simultanée adapté a
ce type de données utilise deux variantes voisines l'une de 1'autre et basées toutes les
deux sur la méthode des Nuées Dynamiques. Elles sont encore appelées " algorithme
des Centres Mobiles " (Benzécri 1973) qui représente 1'un des. algorithmes de
partitionnement le plus utilisé ; sa grande popularité tient 2 sa simplicité et A sa rapidité.
Ainsi, il est particulirement efficace pour classer de trés grand tableaux de données
(Lebart, Morineau, Tabard, 1977). Ce type d'algorithme, ou une classe est représentée
par son centre de gravité, a été étudié par différents auteurs ( Thorndike 1953, Bonner
1964, Forgy 1965, Ball et Hall 1965, Mac Queen 1967 ).

1.1. NOTATIONS

Soit I un ensemble de n individus décrits par p variables ou caractires quantitatifs. Les
données sont rangées dans un tableau de description X 2 n lignes et p colonnes.

X=) iel et jeJ
od x! estla valeur de la variable j pour lindividui.

107



Classification croisée et modéles sur données quantitatives

D'autre part on supposera que les individus sont munis de poids pj tels que :

Xpi=1

iel
Associons a chaque individu i le vecteur x; = ( )gl s eeey x’i’ ) de RP correspondant a la

ligne i du tableau X. L'ensemble des x;j munis des pondérations p; forme un nuage
N() contenu dans RP,
De la méme fagon, 2 chaque variable j est associé le vecteur xi = (x], ..., X}, )

correspondant 3 la colonne j du tableau X. L'ensemble des xi munis de pondérations
qj forment un nuage N(J) contenu dans R,

Pour mesurer la proximité entre individus, on munit l'espace des individus de la
métrique quadratique définie par la matrice diagonale de terme général g;
correspondant 2 I'importance donnée 2 la variable j.

Onadonc:

p .
d2 (xj, xi' ) = _2‘,1 qj (- x. )2
]a

de méme pour mesurer la proximité entre variables, on munit I'espace des variables de
la métrique des poids Dp.

. . n 1 s
Ona: @2 (d,x)= I pi - 2

i=1

1.2, LE PROBLEME
La méthode CROEUC fournit une solution locale au probléme d'optimisation suivant :

Il s’agit de trouver une partition P de I en K classes, une partition Q de J en M
classes tel que le critére d'inertie intraclasse suivant :

K M .
WPxQ,L)= S 3 3 3 pigj(x-gfp 6.)

k=1 m=1 iep, jeQ™m
soit minimal.

g, : étant le centre de gravité de la classe PxQm,
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1.3. L'ALGORITHME

On utilise le méme algorithme que celui proposé dans le chapitre quatre au paragraphe
1.3. On peut préciser cet algorithme dans le cas de la méthode CROEUC en associant
a chacune des trois étapes les fonctions f et h d'affectation et la fonction g de
représentation.

La fonction de représentation  :

Cette fonction permet de déterminer les K.M noyaux minimisant le critére

W(PxQ), g(PxQ)). On peut facilement voir que ces noyaux sont les centres de gravité
des classes. Si nous notons {( gz' );k=1,..,K et m=1,..,M]} l'ensemble de ces

Ccntres,ona:
m 1 )
& = Y X Ppigjx;
ET (T 2pig)) ich, e
ie P je QM
La fonction d'affectation f :

Cette fonction minimise le crittre W(f(PxQ), L) en affectant chaque individu 2 la
classe Py du noyau gy de laquelle il est le plus proche (au sens de la distance
euclidienne) en supposant que la partition Q et le noyau L sont fixés. Considérons le
nuage des individus obtenus aprés regroupement des variables selon la partition Q ; il
est définie par :
{xi=(xil,...,xhid),iel} ou X; = 1 — ¥ qx
24qj jeQm
jeQ™

Considérons I'algorithme des Nuées Dynamiques (Diday 1979) suivant :
Le tableau de données est le tableau X(I, Q) défini par les x;“, les individus sont en

lignes et les variables en colonnes. On a donc un ensemble de n éléments et M
variables.

-Les vecteurs sont les lignes du tableau X(I, Q).

-Les pondérations des individus sont toujours les p;.

- Les noyaux sont de la forme (gI:, gﬁ, - gf) qui représentent le centre de gravité de

la classe Py.

-La métrique associée A ce nouveau tableau X(I, Q) est définie par la matrice diagonale
de terme générale :
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qdm ol dm= 2 Gj -
jeQ™
La fonction d'affectation f range alors chaque élément i a la classe Py du noyau de

laquelle il est le plus prés.

La fonction d'affectation h_:

Cette fonction minimise le crittre W( h(PxQ), L) en supposant que la partition P et le
noyau L sont fixés. On applique la méthode des Nuées Dynamiques sur le tableau
X(P, J) défini par les x," Les individus sont en colonnes et les variables en lignes. On

obtient un ensemble de p €léments et K variables. La fonction d'affectation h range
alors chaque élément je J 2 la classe Q™ du noyau g™ = (g}, g5, ..., gx) de laquelle il

est le plus prés au sens de la métrique diagonale dont la diagonale a pour terme général
Px= X Pi
ie Py

1.4. CAS PARTICULIER

On reprend 1'expression du critére optimisé par la méthode CROEUC :

K M R
WPxQ L= ¥ X ¥ I piq(x-gr)?

k=1 m=1 iR, jeQ™

ol g} est le centre de gravité de la classe PyxQm.

posons pi=% qj=15 Vielet Vje]
Le critére (6.1) s'écrit :
K M 1 A
WEPxQL)= 3 ¥ X I o(x-g ) 62)

k=1 m=1 jeP, jeQM n.p

avec g = o-o- iezpk jeZmel ol ng=Card(Py) et @m=Card(Qm)

Comme le terme an > 0, la minimisation du criteére (6.2) revient 4 la minimisation du

critere (6.3) suivant :

K M .
WPQL= 3 ¥ I I (d-gty 63)

k=1 m=1 jcp, jeQm
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Le critere (6.3) correspond 2 la version la plus simple et la plus utilisé de la méthode
CROEUC.

2. MODELE ASSOCIE AUX DONNEES QUANTITATIVES

En suivant I'approche classification proposée dans le chapitre quatre pour identifier un
mélange dans le cas de la classification croisée, on propose le modele suivant :

2.1. LA FORMULE GENERALE

On considere dans ce modéle que les données initiales forment un échantillon de taille
(n, p) d'une variable al€atoire 2 valeurs dans R dont la distribution de probabilité f est
toujours définie par (4.3) et (4.4).

En suivant I'approche " classification”, rappelée dans le paragraphe 3 du chapitre 4
pour identifier un mélange, on se raméne a la maximisation du critere de vraisemblance
classifiante VC(PxQ, L) défini par (4.7). On peut alors utiliser le méme algorithme que
celui proposé dans le paragraphe 1.3 du chapitre 4, & partir d'un couple de partition
(P9, QO) en K et M classes de I'échantillon en utilisant alternativement les trois étapes
de l'algorithme jusqu'a I'obtention d'une partition stable.

2.2. CHOIX DE LA FAMILLE DE DISTRIBUTION

On considere dans ce modele que les données du tableau proviennent d'un mélange de
lois gaussiennes unidimensionnelles, les parameétres ).:' pourk=1,...K et m=1,...M

s'écrivent A" =( p ,0p ) ou:
My : espérance du composant (k, m)

o} : écart-type du composant (k, m).

Soit V} = (0})? qui représente la variance du composant (k, m) .

La fonction de densité associée 2 1a variable aléatoire Z est définie par :

L x- Hy)
f(x /k:' ) =) 12, ( 0;" Yl exp - 3 [T ]2
x
(x - ug P
@RI exp - —
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Les parametres 2 estimer sont donc les u,"" etles V' .

Le critere de vraisemblance classifiante s'écrit :

. o - uTy2
VCPxQL)=3 I T I Log{@rVQ)2 exp[- ———1]}
k=1 m=1 jeP, jeQM 2.V,
) < o - np)?
=-—§‘BLog21t-%k§1m§ 2 X {——5— +Lg V}}

liePy jeQm Vi

On remarque que le premier terme de cette expression est constant ; la maximisation du
crittre VC ( PxQ, L ) revient donc 2 la minimisation de I'expression suivante :

< M (- p])2
C(PQL)= ¥ X X I {——+LogVy} (6.4)

k=1 m=1ieP, jeQm Vi

Pour optimiser ce critére, on va devoir étudier trois cas différents en faisant plusieurs
hypotheses sur les variances V;' des composants du mélange.

Premier cas

On suppose dans ce premier cas que les variances de tout les composants du mélange
sont les mémes et supposées connues .

v;“=v Vk=l,..K et m=1,.. M

Le critere 2 minimiser devient alors :

K M .
Ci(PxQL)=--3 3 3 ¥ -u™)2 +npLogV (6.5)
V' k=1 melicp, jeQm

Comme V> 0, le crittre 3 minimiser se résume 2 :

K M .
Ci'(PxQL)=F X 3 X (f-u')? (6.6)
k=1 m=lieP, jeQm

Les partitions étant fixées, I'estimateur du maximum de vraisemblance classifiante de
e est la moyenne de la classe PyxQ™M ( son centre de gravité ).
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Le critere prend alors la forme :

K M .
WEPQL)=F X ¥ I (- g )

k=1 m=1jeP, jeQm

Ce critere correspond bien au critére minimisé par la méthode CROEUC dans le cas le
plus simple (expression 6.3).

Deuxiéme cas

Cette fois-ci les variances de tous les composants du mélange sont les mémes et
supposées inconnues .

K M .
C2(PxQL)=—-- 3 ¥ 3 ¥ (K-p™)2+nplogV (67
V k=1 m=1i¢p, jeQm

K M .
Notons par W l'expression 3 ¥ ¥ ¥ -y )2
k=1 m=liePy jeQm

Le critére 3 minimiser s'écrit alors sous la forme :

Cz(PxQ,L)=VL.W+n.pLogv

dCPxQ,L) _ 9 , 1_ _
3V = a—v( N W+npLogV)=0

doid V= n_wp— . Celui-ci représente I'estimateur du maximum de vraisemblance

de V ; si on remplace maintenant la valeur de V dans l'expression du critére a
minimiser on obtient :

C2 (PxQ,L)=n.p+npLogW-npLognp
Minimiser C3 ( PxQ, L ) revient aussi A minimiser 'expression :
C2' (PxQ,L)=LogW (6.8)

1l est facile de vérifier que la minimisation de I'expression (6.8) est équivalente 2 la
minimisation de 'expression suivante :
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‘ K M .
WEQL)=W= ¥ ¥ ¥ I -2
k=1 m=1ieP, jeQ™

LA aussi I'estimateur de u'k" = g',"' n'est autre que le centre de gravité de la classe

PyxQ™; on se retrouve exactement dans la méme situation que dans le cas précédent.

Troisié

On suppose cette fois que pour chaque composante du mélange, les variances sont
différentes entre elles et inconnues.

< M (5 - 1§ )2
C3(PxQL)= 3 £ 3 X {——— +LogV"} 6.9)
k=1 m=1jep, jeQm Vk

K M
Posons C (PxQ,L) = kg,l glLl"“
(o - np)2
ou m - y I { — +Long}
b ieP; jeQM Vi k

A partition PxQ fixée la recherche des parametres V' et p'y se fait par la

maximisationde L, .
wm
: k
Posons W= 3 I (g-p)? dou Ly=—— +nrqyLog V.
iePx jeQm Vi
oLy 3 Wy Wy
= ( +npquLog VN )=0 dou VI =
aVE vy~ VP Im L8 Vi) £ negp
oLy 3 wi
= ( nk.qqm +nk.q, Log )=0
o 1y R Ty fm % PG Nk.Qm
on obtient :
m m 1
=& = a" 2 X X
kO Pedm (fpom
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Le critére se met alors sous la forme :

K M
C3(PxQL) = np+ 3 3 nkdmLogVy
= m=

Minimiser C3 ( PxQ, L) revient & minimiser 1'expression :

K M
C3y' (PxQL)= X }:l ny.q, Log Vi (6.10)

k=1 m=

Remarque

On sait que le critere utilisé dans l'algorithme des Nuées Dynamiques avec k distances
adaptatives ( Govaert 1975 ) dans le cas de la classification simple élaboré pour
permettre de reconnaitre des classes de formes différentes s'écrit :

K K
W(P,L)= 3 |Wkllp= ¥ nglVk|th 6.11)
k=1

V : Matrice de variances associée 2 la classe Py
K

Ce critere est tres proche du crittre : WP, L) = kz nx Log | Vk| 6.12)
=1

En pratique, il s'avére que les deux méthodes (6.11) et (6.12) donnent des résultats
quasi-identiques ( Govaert 1975 ).

11 est facile de vérifier que I'expression du criteére donnée par la formule (6.3), ot les
métriques des poids sont toutes les deux de la forme .13, ot I est 1a matrice identité
et 7yest un réel, peut s'écrire sous la forme suivante :

K M K M o
W(PxQ,L)= k§l m{.l W = 3 Zl nk.Qm Vi (6.13)

k=1 m=

Nous remarquons que lorsqu'on fixe 'une ou l'autre des deux partitions P et Q, les
deux criteres (6.10) et (6.13) se comportent respectivement comme les critéres (6.12)
et (6.11). Nous pouvons alors supposer que les criteres (6.10) et (6.13) peuvent 2 leur

tour donner des résultats quasi-identique. Il reste tout de méme a tester ces deux
méthodes.
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3. CONCLUSION

Nous venons de voir dans ce chapitre comment les algorithmes de partitionnements
simultanés utilisant un critére d'inertie peuvent se présenter comme des méthodes pour
identifier un mélange gaussien a l'aide d'une classification. Suivant différentes
hypotheses sur les variances des différents composants, on retrouve a chaque fois le
critere d'inertie utilisé pour la classification de données quantitatives. Nous avons
aussi remarquer que dans les deux premiers cas €tudi€s ol 'on suppose que les
variances sont toutes les mémes pour tout les composants, conduisent au méme critere
qui correspond 2 la version la plus simple et la plus utilisée de la méthode CROEUC.
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CONCLUSION

Les liens existant entre la notion de mélange et la classification automatique nous ont
amenés A conclure que si la théorie des mélanges livre a I'analyste un ensemble de
modeles mathématiques imitant les mécanismes de fonctionnement de phénomenes réels
hypothétiques ou de systémes de nature stochastique, I'une des principales vocations de
la classification automatique est le choix fondé, au sein d'un ensemble de modéles
admissibles, du modele qui répond le mieux (dans un certain sens) aux données initiales
caractérisant le comportement réel du syst¢me analysé.

Donc, la meilleure méthode de classification de données est un probléme dont la
résolution dépend en premier lieu de la connaissance de modeles convenables et de
I'habileté de I'analyste a "les ajuster” 2 la réalité étudiée, et au besoin, a construire un
nouveau modele reflétant les traits spécifiques du probléme étudié. Ces traits se résument
dans la qualité de la partition obtenue qui est mesurée par une fonction qu'on appelle
souvent critere. Ce critere ne fait aucune référence a la notion de modele, n'a donc
jamais ét€ justifi€ en termes de modele probabiliste.

La méthode de reconnaissance des compopsants d'un mélange Shroeder (1974) a permi
de voir que, souvent le passage d'un critére métrique 2 un critere probabiliste peut
apporter une argumentation concernant le choix du critere et de la métrique utilisée. Cette
méthode a éi€ utile pour beaucoup de chercheurs du méme domaine qui se sont servi de
cet algorithme pour apporter un éclairage nouveau de quelques critéres de classification.
Clest en utilisant cette méthode que 1'on & pu nous aussi dans ce travail apporter un
éclairage nouveau sur les deux méthodes MNDQAL et MNDDIJ destinées toutes
deux 2 la classification de tableaux décrits par des variables qualitatives. Nous avons
alors montré que ces méthodes s'interprétent en termes de modeles probabilistes et I'on 2
justifier du choix des critéres optimisés par ces méthodes.

En restant toujours dans le cadre de la notion de modele, nous avons repris le modéle
proposé par Govaert pour les données binaires pour faire une étude comparative entre les
algorithmes adaptatifs et les algorithmes non adaptatifs. Ce modele & permis de proposer
de nouveaux algorithmes utilisant des distances adaptatives de type L; (MNDBIN
adaptatif). Comme nous I'avons déja vu au chapitre trois, ces algorithmes permettent
d'améliorer la qualité de la partition et prennent I'ancien algorithme non adaptatif en
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défaut, ce dernier ne tient pas compte des pondérations des variables, ce qui
statistiquement peut étre vu comme un défaut.

Nous avons ensuite généralisé les liens qui existent entre les modeles probabilistes et
les méthodes de classification automatique au cas oll les données mettent en jeu deux
ensembles, dans le but d'interpréter les méthodes de classification croisée et d'établir
un lien entre ces méthodes et 1a notion de modele. La méthode de reconnaissance des
composants d'un mélange que nous avons proposé dans le chapitre quatre, peut &tre
considérée comme une extension de celle proposée par Schroeder (1974) et de la
représentation de Celeux (1988).

Comme le principe de la classification croisée consiste & subdiviser la population des
individus et celle des variables en un petit nombre de groupes ou classes homogenes
sans faire aucune distinction entre les individus et les variables 2 classer, le probleme des
mélanges "croisé€” A ét€ résolu de fagon analogue, c'est A dire que 1'on 2 traité les deux
ensembles décrivant le tableau de la méme fagon. Ainsi nous avons pu estimer les
parametres d'un modele de mélange "croisé€” par la méthode d'estimation du maximum
de vraisemblance classifiante.

La méthode proposée nous 2 permis d'interpréter deux méthodes de classification croisée
trés utilisées actuellement et intégrées au logiciel Sicla, 1a méthode CROEUC
(Classification croisée d'un tableau de mesure utilisant la métrique Euclidienne) et la
méthode CROBIN (Classification croisée d'un tableau binaire utilisant la distance L).
Nous avons remarqué que le modele que I'on a proposé pour la méthode CROBIN
coincide parfaitement avec celui qui a servi la simulation des données binaires sur
lesquelles Govaert (1983) avait obtenu de trés bons résultats en utilisant 1a méthode
CROBIN. Nous justifions ainsi la bonne qualité de ces résultats. De plus ce modgle par
son extension nous A permis de proposer de nouveaux algorithmes de classification
croisée utilisant des distances adaptatives de type L} (CROBIN adaptatif). Il serait
donc intéressant de tester ces nouveaux algorithmes sur des données simulées qui elles
aussi suivent & chaque fois une des variantes du modéle. Ce qui semble également
important est d'essayer d'établir les liens qui existent entre les critres métriques et les
criteres probabilistes dans le cas de la classification croisée. Cette étude nous permettra
peut étre d'interpréter d'autres méthodes de classification croisée telle que la méthode
CROKI2 (classification croisée d'un tableau de contigence) et la méthode CROMUL
(classification croisée d'un questionnaire).
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ANNEXE 1



COMMANDE :

variables selectionnees :

VA 1 VA 2 VA 3 VA 4

Valeurs des Parametres

nombre de classes
mode d’initialisation
nombre de tirages au hasard
classe vide possible
sortie uniquement du meilleur resultat
impression tableau initial reordonne
choix de la distance

Valeur du critere obtenu a

375.0000000
375.0000000
375.0000000
627.0000000
375.0000000
375.0000000
375.0000000
375.0000C00
375.0000000
491.0000000
375.0000000
375.0000000
627.0000000
491.0000000
375.0000000
375.0000000
375.0000000
375.0000000
375.0000000
627.0000000

{convergence
{convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
{convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
{convergence
{convergence
(convergence
{(convergence
{(convergence
(convergence
(convergence

ANALYSE DU MEILLEUR TIRAGE

valeur du critere obtenu

Partition

classe 1 :

276 elements

1004
i020
i036
1052
i155
il71
i187
i203
i219
1235
i2s1
i2e617

i005
i021
i037
i053
i156
i172
ilses
1204
i220
i23e6
i252
i268

iQ06
i022
i038
i054
i157
1173
1189
1205
i221
i237
i253
i269

chaque tirage

atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)

375.00900000

i007
i023
ic39
i055
il58
i174
i190
1206
1222
i238
1254
i270

i008
1024
i040
i056
i159
1175
1191
1207
1223
i239
i255
i27n

i009
i025
i041
i0s57
i160
i176
il92
i208
i224
1240
i256
1272

i283
1299
i315
i331
1347
1398

ioe6
ios2
ig9s
1119
i135
i151
i362
1378
iq08

i284
1300
i3le
i332
i348

i0e67
1083
1099
il20
i136
i1s52
i363
i379
1409

1285
i3o01
1317
i333
i349

136 elements

ioes
ios4
{100
i121
1137
1153
i364
i380
1410

i286
i302
i3is
i334
i385

i069
i085
1106
i122
il3s
i1514
1365
i3sl
i411

i287
1303
i319
i335
i3ge

i070
i08s
1107
i123
i139
i350
i3e6
i3g2
i412

i288
i3014
i320
i336
1387

i1
isB7v
i108
i124
i140
i351
1367
i383

20
oui
oui

non

i010
i026
i042
i058
ilel
i177
i193
i209
i225
i241
1257
i273
i289
i305
i321
i337
i388

ig72
iges
i1C9
1125
il141
i352
iles
i384

121

i011
i027
i043
1059
ile2
i178
i194
1210
i226
i242
1258
i274
i290
1306
1322
i33s
i389

iC73
i083
i110
i126
il4z
i353
ile9
i399

i012
ioz2g
i044
i060
ile3
i179
i195
i211
i227
1243
i259
i275
i291
1307
i323
1339
i390

i074
1090
illl
i127
il43
i354
i370
1400

MNDBIN <> nucces dynamiques sur variables binaires

io13
i029
1045
i0sel1
ile4
i180
i196
i212
i228
i244
i260
i276
i292
i308
i324
i340
i391

i075
i091
il12
i128
1144
i355%
i371
1401

i014
i030
i046
i062
i165
ilsl
1197
i2l13
i229
i245
i2el
i277
1293
i309
i325
i341
i392

i076
i092
i113
1129
i145
i356
i372
1402

i015
i031
i047
ilo0l
il66
il82
il198
i214
i230
i24e
i262
i278
1294
i310
i326
i342
i393

i077
ic93
1114
i130
ilde
i357
1373
1403

i0lé
i032
i048
1102
il67
i183
i199
i215
i231
i247
i2e3
i279
i295
i31l
1327
1343
i394

io78
iC94
ill5
i131
i147
i358
1374
i404

Annexe 1



TABLEAU (P, J)

1 196 229 20
2 0 73

TABLEAU DES VALEURS IDEALES
vwwvwv
AAAA
1234

1 1111
2 11

HOMOGENEITE PAR CLASSE

\' v \' v
A A A A

1 2 3 4

1 71 82 15 72
2 100 $3 100 70

TABLEAU DES ECARTS

v v v \4
A A A A
1 2 3 4
1 80 47 68 77
2 0 63 0 40

TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI

\' v v v
A A A A
1 2 3 4

1 0.27 0.27 0.27 0.27
2 0.27 0.27 0.27 0.27

TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION

v v v v
A A A A
1 2 3 4
1 1.0 1.0 1.0 1.0
2 1.0 1.0 1.0 1.0
Ecriture du constituant No 1 sur 1 archive :store.sar

Nom du constituant : CRBIClasses obtenues avec MNDBIN
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COMMANDE

MNDBIN <> nuees dynamiques sur variables binaires

variables selectionnees

VA1 VA 2 VA 3 VA 4

Valeurs des Parametres

nombre de

classes

mode d’initialisation
nombre de tirages au hasard
classe vide possible
sortie uniquement du meilleur resultat
impression tableau initial reordonne

choix de la distance

Lecture du constituant No

Nom du constituant

1 sur 1 archive
: CRBIClasses obtenues avec MNDBIN

Valeur du critere obtenu a chaque tirage :

828.2286000

ANALYSE DU MEILLEUR TIRAGE

valeur du critere obtenu

Partition

classe 1

(convergence atteinte)

828.2286000

: 208 elements

1003 1004
1046 1047
1062 1101
1165 il66
1181 il82
1197 1198
1213 i214
1229 1230
1245 1246
1261 1262
1318 1319
1334 1335
1385 1386

1005
1048
il02
ile7
i183
1199
1215
i231
1247
1297
1320
il3e
1387

i006
1049
i103
ile68
i184
1200
i2l6
i232
1248
i298
1321
i337
i3es

: 204 elements

1010 1011
1026 1033
1070 1071
1086 1087
1107 i108
1123 1124
1139 il140
1263 1264
1279 1280
1295 1296
1357 1358
1373 1374
1403 1404

iol2
1034
1072
ioss
i109
1125
ilql
i265
i281
i304
i359
1375
i405

1013
1035
i073
i089
i1io
il26
i142
i266
i282
i305
i360
i37e
i406

i007
i050
1104
1169
1185
i201
i2117
1233
1249
1299
i322
i33s
1389

1014
i036
1074
i090
i111
1127
il43
i267
i283
i306
i36l
1377
i407

i027
i051
il05
i170
i186
1202
i218
i234
1250
i300
i323
i339
i390

1015
1037
i075
i09%1
i112
i128
ila4
i2é68
i284
i307
ile2
i378
i408

i028
1052
il55
i171
i187
1203
1219
i235
i251
1301
1324
i340
i39l

i016
i03s
i076
i092
i113
i129
i145
i269
1285
i3os
i363
i379
1409

123

NN

oui
oui
non

:store.sar

1029
i053
il5e
1172
i18s8
i204
1220
1236
i252
1302
i325
i3ql
i392

i017
1039
1077
1093
ille
i130
il46
i270
i286
i3o09
il64
i380
i410

1030
1054
1157
1173
i189
i205
i221
i237
i253
i303
i326
il42
i393

iols
i040
i078
1094
i115
i13l
il4?
i271
1287
i310
i3e6s
i3sl
iq11

i031
1055
i158
il174
i190
i206
1222
1238
1254
1311
1327
i3
i394

1019
ioe63
i079
1095
ille
1132
i148
1272
jiags
1350
1366
1382
i412

1032
1056
i159
1175
il91
1207
i223
1239
1255
1312
1328
i344
i395

1020
i064
i080
i096
i117
i133
i149
1273
1289
i3s1
1367
ile3

i041
1057
i160
i176
i192
i208
1224
i240
1256
i313
1329
1345
i396

1021
1065
1081
1097
il1s
il34
1150
i274
1290
1352
i3e8
i384

i042
1058
ile6l
i17
i193
1209
1225
i241
1257
1314
i330
i34¢
i397

1022
i066
1082
io9s
il119
1135
1151
1275
1291
i3s3
i3e69
1399

i043
1059
il62
il78
1194
i210
1226
1242
1258
1315
i331
i34
i39s

io23
1067
i083
1099
i120
ille
i152
i276
i292
i354
i370
1400

Annexe 1



TABLEAU (P,

v
A

J)

2

1
1 128 176 20
2 68 126

TABLEAU DES VALEURS IDEALES

vvvVv
AAAA
1234

1 1111
2 11

HOMOGENEITE PAR CLASSE

v
A

1

1 61 84

2 66

v v
A A
2 3

100
61 100

TABLEAU DES ECARTS

v

A

1
1 0.36
2 0.36

v v v
A A A
1 2 3
1 0.6 1.0 1.
2 0.6 1.0 1.

oocw »a&

\'
A

4
74
69

> <

o
Wb

PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI

v
A
2
0.27
0.27

COEFFICIENTS DE PONDERATION

v v
A A
3 4
.17 0.28
.17 0.28

Ecriture du constituant No

Nom du constituant

2 sur 1 archive :store.sar

CRBIClasses obtenues avec MNDBIN
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COMMANDE : MNDBIN <> nuees dynamiques sur variables binaires

variables selectionnees :

VA1 VA2 VA 3 VA4

Valeurs des Parametres

nombre de classes

mode d’initialisation

nombre de tirages au hasard

classe vide possible

sortie uniquement du meilleur resultat
impression tableau initial reordonne
choix de la distance

Lecture du constituant No

1 sur 1 archive

Valeur du critere obtenu a chaque tirage :

784.8664000 (convergence atteinte)

ANALYSE DU MEILLEUR TIRAGE

valeur du critere obtenu 784.8664000

Partition

classe 1 : 242 elements

i001 1002 1003 1004 1005 1006 i007 i008
$017 1018 1019 1020 1021 1022 i023 i024
1041 1042 1043 1044 1045 1046 1047 i048
1057 1058 1059 1060 1061 1062 1155 il56
i165 1166 1167 1168 i169 1170 4171 il172
1181 1182 1183 1184 1185 1186 1187 il188
$197 1198 1199 1200 i201 1202 1203 1204
§213 1214 1215 4216 1217 1218 41219 1220
1229 1230 1231 3232 1233 1234 1235 1236
1245 1246 1247 1248 1249 1250 1251 1252
1261 1262 1263 1264 1265 1266 1267 1268
1277 1278 1279 1280 1281 1282 1283 1284
1293 1294 1295 1296 1297 1298 1299 1300
i316 1317 1318 1319 i320 i321 1322 1323
$332 1333 1334 1335 1336 1337 1338 1339

170 elements

§033 i034 1035 1036 i037 i038 1039 i040
1071 1072 1073 1074 1075 1076 1077 i078
1087 1088 i089 1090 i091 1092 1093 i094
1103 1104 1105 1106 1107 i108 1109 ill0
1119 1120 1121 1122 1123 1124 1125 il26
{135 i136 1137 1138 1139 1140 i141 il42
1151 i152 i153 i154 i304 i305 i306 i307
1355 1356 1357 1358 i359 1360 1361 il62
i371 1372 1373 i374 1375 1376 1377 1378
1387 1388 1389 1390 i391 i392 1393 i394
1403 1404 1405 1406 1407 1408 1409 i410

i009
i025
1049
i157
i173
1189
1205
i221
i237
1253
1269
i285
i3ol
1324
i340

i063
1079
1095
i1l
1127
i143
ilos
i363
i379
i395
i411

125

NN

oui
oui
non

:store.sar
Nom du constituant : CRBIClasses obtenues avec MNDBIN

i010
i026
i050
1158
i174
i190
i206
i222
1238
i254
1270
1286
i302
1325
i3a

i064
ioso
i09¢6
il12
i128
ila4
i309
i364
1380
i396
1412

ioll
i027
i0S1
1159
1175
i191
1207
i223
i239
1255
i271
1287
1303
1326
i342

1065
iosl
i097
il113
1129
i145
i31o
i365
i3sl
i397

i012
i028
1052
il160
il7e6
i192
1208
i224
1240
1256
i272
i2es
i3l1
1327
i343

i066
iog2
io9s
ill4
i130
il46
1350
1366
i382
i398

i013
i029
i053
ile6l
im
il93
1209
1225
1211
1257
i273
1289
1312
i3zs
1344

1067
i083
1099
i115
1131
i147
i3s51
i3e?
1383
i399

iol4
i030
1054
ile62
i178
1194
1210
1226
1242
1258
i274
i290
1313
1329
1345

ioes
1084
i100
ille
i132
il48
i3s52
1368
1384
i400

1015
i031
1055
i163
1179
1195
1211
1227
1243
1259
1275
1291
1314
1330
1346

io69
i085
i1o0l
1117
i133
il49
1353
1369
i385
iq01

iolé
i032
1056
ile4
i1so0
il96
i212
1228
1244
1260
1276
1292
i315
1331
i347

i070
i086
il102
i118
1134
i150
i354
i370
1386
iq02

Annexe 1



TABLEAU (P, J)

v
A

1

v v v
A A A

2 3 4

1 181 229 189 182

2 15

73 19 113

TABLEAU DES VALEURS IDEALES

\a'a'A
AARA
1234

11111
2 1

HOMOGENEITE

\'4
A

1
1 74
2 92

TABLEAU DES
v
A
1
1 6l
2 15
TABLEAU DES
v
A
1
1 0.25
2 0.09

Ecriture du constituant No
Nom du constituant : CRBIClasses obtenues avec MNDBIN

PAR CLASSE

v v v
A A A

2 3 4
94 718 75
57 88 66

ECARTS

v
A

2
13
73

-0
oww P
(LY.
NOos PS

PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI
v v v

-~ A A A
2 3 4

0.05 0.22 0.25
0.43 0.11 0.34

COEFFICIENTS DE PONDERATION

3 sur 1 archive :store.sar

126
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ANNEXE 2




© ZOMMANDE

variabl es selectionnees

VA 1 VA 2 VA 3 VA 4

Valeurs des Parametres

nombre de classes
mode d’initialisation
nombre de tirages au hasard
‘classe vide possible
sortie uniquement du meilleur resultat
impression tableau initial reordonne
choix de.la distance

valeur du critere obtenu a

785.0630000
' 788.3127000
- 785.0630000

788.3127000

788.3127000

788.3127000

788.3127000

788.3127000

785.0630000

785.0630000

-785.0630000 .

788.3127000

785.0630000

785.0630000
785.0630000
788.3127000
185.0630000
834.2594000
785.0630000
788.3127000

ANALYSE DU MEILLEUR TIRAGE

(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
{(convergence
(convergence
(convergence
{(convergence

{(convergence

{convergence
{(convergence
(convergence
(convergence
(convergence
{convergence
(convergence
(convergence

valeur du critere obtenu

Partition

classeril :

.. 208 elements

" MNDBIN <> nuees dynamiques

chaque tirage

atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)

atteinte)

atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)

785.0630000 -

i004
i047
il01
il66
i182
il98
i214
1230
i246
i262
1319
i335
1386

i011
1033
1071
1087
iio8
i124
il40
i264
1280
i296
i358
i374
iq04

i005
1048
i102
1167
1183
i199
i215
i231
i247
1297
1320
i336
i387

i012
1034
i072
i088
1109
1125
£141
1265
i28l
i304
1359
1375
i405

1006 -
i049
i103
iles8
i184
1200
i2le
1232
i248
i298
i321
1337
i3ss

204 elements

i013
1035
1073
i089
il10

4126

i142
1266
i2g2
i305
i360
1376
i406

1007
1050
1104
i169
1185
1201
1217
1233
1249
1299
1322
1338
1389

iol4
i03e
i074
1090
il1l
i127
i143
i267
i283
1306
idel
i37
1407

1027

i051
il05
i170
ilge
i202
i218
i234
1250
i300
1323
i339
i390

i015
1037
1075
i09l
i112
il28
il44
1268
i284
1307
ile62
i378
i408

sur variables binaires

1028

1052
i155
i171
i18?7
i203
i219
1235
i251
i301
i324
1340
i391

i0le
i038
i076
iQ92
ill3
il29

1145

i269
i285
i308
i3e63
i379
i409

20

oui
oui
non

1029 i030
i053 1054
1156 1157
1172 i173
1188 1189
1204 1205
1220 1221
1236 1237
1252 i253
1302 1303
1325 1326
i341 i342
1392 1393

i0l7
1039
1077
1093
i114
1130
1146
12170
1286
1309
i364
1380
1410

i018
ic40
i078
1094
ill1s
i131
il47
izn
i287
i310
i365
i3sl
1411

128

i031
i05s
i158
i174
i190
i206
1222
i238
i254
i3l
i327
i343
i394

019

1063
1079
1095
i116
1132
1148
1272
1288
1350
1366
1382
i412

1032
1056
i159
i175
i191
1207
i223
i239
i255
i312
ias
i344
i395

1020
1064
1080
i09¢
i117
i133
i149
i273
i289
1351
1367
1383

io41
i057
ile0
i176
il92
i208
i224
1240
i256
1313
1329
i345
i39s

io21
1065
i0sl
i097
il11s8
i134
1150
i274
i290
i352
1368
i384

iog2
i058
ilel
i177
i193
1209
i225
i241
1257
i3l4
1330
i34e
i397

1022
1066
i082
i098
il19
i135
1151
i275
i291
i353
i369
1399

i043
1059
ile2
1178
i194
i210
i226
i242
i258
i315
i331
i347
i398

i023
1067
o083
i099
i120
il36
1152
i276
1292
1354
i370
1400
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Annexe 2

TABLEAU (P, J)
\J \4
A A

1 128 176 20

\'
A

1 2 3 4
8

2 68 126 0

TABLEAU DES VALEURS IDEALES
VAAAS
AAAA
1234

1 1111
2 11

HOMOGENEITE PAR CLASSE

v v v v
A A A A

1 2 3 4

1 61 84 100 74
2 66. 61 100 69

TABLEAU DES ECARTS

v v v \'
A A A A
1 2 3 4
1 80 32 0 54
2 68 78 0 63

TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI

v v v v
A A A A
1 2 3 4

1 0.36 0.27 0.08 0.28
2 0.36 0.27 0.08 0.28

TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION

1 2 3 4
1 0.6 1.0 2.4 0.9
2 0.6 1.0 2.4 0.9
Ecriture du constituant No 4 sur 1 archive :store.sar

Nom du constituant : CRBIClasses obtenues avec MNDBIN
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COMMANDE : MNDBIN <> nuees dynamiques sur variables binaires

variables selectionnees :

VA1 VA 2 VA 3 VAU

Valeurs des Parametres

nombre de classes

mode d’initialisation

nombre de tirages au hasard

classe vide possible

sortie uniquement du meilleur resultat
impression tableau initial reordonne
choix de.la distance

Lecture du constituant No

4 sur 1 archive

Valeur du critere obtenu a chaque tirage :

792.3874000 (convergence atteinte)

ANALYSE DU MEILLEUR TIRAGE

valeur du critere obtenu 792.3874000

Partition

classe 1 227 elements

4001 1002 1003 1004 5005 1006 1007 i008
1017 1018 1019 1020 1021 1022 1027 i028
1045 1046 1047 1048 41049 1050 1051 i052
1061 1062 1155 4156 1157 1158 il59 1160
1169 1170 1171 1172 4173 1174 175 1176
1185 1186 1187 1188 1189 1190 i191 il92
1201 1202 1203 1204 1205 1206 1207 ia08
1217 1218 1219 1220 1221 1222 1223 1224
1233 1234 1235 1236 1237 1238 1239 i240
1249 i250 1251 1252 1253 1254 1255 i256
1265 i266 1267 1268 1269 1270 i271 i272
1281 1282 1283 1284 1285 1297 1298 1299
1315 1316 1317 4318 1319 1320 i321 i322
1331 1332 1333 1334 1335 1336 1337 1338

classe 2 : 185 elements

1023 1024 1025 1026 i033 1034 1035 i036
1067 1068 1069 1070 i071 1072 1073 1074
1083 1084 1085 1086 i087 1088 1089 i090
1099 1100 1101 1102 1103 1104 il105 il06
1115 1116 i117 1118 41119 1120 1121 il22
1131 1132 1133 1134 1135 il136 1137 il138
i147 1148 1149 1150 i151 i152 i153 il54
1294 1295 1296 i304 i305 i306 1307 i308
1356 1357 1358 1359 1360 1361 1362 i363
1372 1373 1374 1375 41376 41377 1378 i379
1388 1389 1390 i391 1392 1393 i394 1395
1404 1405 1406 1407 i408 1409 1410 i4q11

io09
1029
1053
ile6l
1177
i193
i209
1225
1241
i257
1273
i300
i323
1339

i037
i075
iog1
i107
i123
i139
i2geé
i309
ile4
1380
1396
iq12

:store.sar
Nom du constituant : CRBIClasses obtenues avec MNDBIN

io10
i030
1054
ilé62
i178
1194
i210
1226
i242
i2ss8
i274
i301
i324
i340

iQ3s
io76
i092
ilos
il24
il140
i287
i310
1365
i381
i397

130

i011
io3
i055
i163
i179
i195
i211
i227
i243
i259
i275
1302
i32s
i341

1039
i077
i093
i109
i12s
1141
i28s
i350
1366
i3s2
i398

i012
i032
i056
il64
i1e0
1196
1212
i228
i244
i260
1276
i303
1326
i342

i040
i078
i094
illo
i12¢6
i142
i289
i351
i367
i383
i399

1013
1041
1057
1165
i181
1197
i213
1229
1245
i261
12717
i3l
i327
i34l

ioe3
1079
1095
iiln
i127
i143
i290
i352
i3e8
i3s4g
i400

i014
i042
1058
1166
i182
i198
1214
1230
i246
i262
i278
1312
i32s
i344

ioe4
ioso
1096
il112
i128
il44
i291
i353
i369
1385
iq01

1015
1043
1059
i167
i183
i199
1215
i231
i247
i2e63
1279
1313
i329
1345

i065
josl
1097
i113
i129
i145
i292
i354
i370
i386
i402

iole
1044
i060
ile8
ilseq
i200
i21e6
i232
i248
i264
i280
i314
i330
i346

i066
ios2
io9s
ille
i1l30
i146
i293
1355
i37nl
i387
i403
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Annexe 2

TABLEAU (P,J) .

v v \'4
A

v
A A A

1 2 3 4

1 166 214 189 182
2 30 88 19 113

TABLEAU DES VALEURS IDEALES
VvV
AAAA
1234

1 1111
2 1

HOMOGENEITE PAR CLASSE

v Vi v v
A A A A
1 2 3 ]
1 13 924 83 80
2 83 52 89 61

TABLEAU DES ECARTS

v v v \']
A A A A
1 2 3 4
1 61 13 38 45
2 30 88 19 72

TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI

v v \4 v
A A A A
1 2 3 4

1 0.27 0.06 0.17 0.20
2 0.16 0.48 0.10 0.39

TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATICN

v v v v

A A A A N
1 2 3 q
1 1.0 2.8 1.6 1.4
2 1.6 0.1 2.2 0.5
Ecriture du constituant No S sur 1 archive :store.sar
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CCMMANDE

variatcles selecticnnees

VA 1 VA 2 VA 3 VA 4

Valeurs des Paramecres

nompre de classes
mode &’iniciallisacticn
nombre de tirages au
c_asse vide possible
sor-ie unigquement cu m
impression tableau initial
choix de la distance

nasara

Valeur du crit

800.6928000
761.3879000
792.6068000
764.3589000
823.0933000

ere obtenu a chagque tlrage
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)
atteinte)

(convergence
{convergence
(convergence
(convergence
(convergence

784.8664000 (convergence atteinte)
822.3993000 (convergence atteinte)
823.0755000 (convergence atteinte)
795.2903000 (convergence atteinte)
793.3649000 (convergence atteinte)
814.4106000 (convergence atteinte)
792.3874000 {(convergence atteinte)
802.0881000 {(convergence atteinte)
761.3879000 (convergence atteinte)
814.4106000 (convergence atteinte)
793.6940000 (convergence atteinte)
795.1987000 (convergence atteinte)
761.6578000 {convergence atteinte)

802.6893000
784.8664000

ANALYSE DU MEI

valeur du critere obtenu

Partition

classe 1

atteinte)
atteinte)

(convergence
(convergence

LLEUR TIRAGE

761.3879000

216 elements

1044
1060
i0o76
1092
i108
il24
i140
i312
i328
1344
1360
i376
i392
iq08

i045
io6l
1077
i093
1109
i125
i141
i313
i329
1345
i3el
i377
1393
i409

i04e
ioe2
io78
1094
il10
il26
i142
i314
i330
i346
i362
1378
i394
i410

i047
ioe3
i079
i095
illl
i127
i143
1315
i33l
i347
ile3
i379
i395
iq11

i04s
ioe64
icso
1096
i112
i128
i144
i316
i332
i348
i364
1380
i396
i412

196 elements

1004
1020
i03e
i166
ilg2
i198
i214
i230
i246
1262
i278
i294
i310

i005
1021
i037
ile?
i183
i199
i215
1231
i247
i263
i279
1295

i006
i022
i038
ile8
ils4
i200
i216
1232
1248
i264
1280
i296

i007?
i023
i039
ile9
i185
i201
i217
i233
i249
i265
i281
i297

ioo0s
i024
i040
i170
i186
i202
i218
1234
1250
1266
i282
i298

1049
i0es
1081
1097
i113
i129
1145
i317
1333
i349
i365
i381
i397

i009
1025
i155
ilin
ils7
1203
i219
i235
i2s1
i2e67
i283
1299

133

Ny

SN}
(&)

oui

aon

1050
1066
ios2
i098
i114
i130
il46
i31s8
i334
i350
i366
i3g2
i398

i010
i026
1156
il72
ilss
i204
i220
i236
i252
i268
i284
1300

i051
i067
1083
i099
i115
i131
i147
i319
1335
i351
1367
i383
1399

i0ll
i027
i157
i173
i189
1205
i221
1237
1253
1269
i285
1301

i052
io6e8
i084
i100
i116
1132
il48
i320
i336
1352
ileés
il84
i400

it12
i028
1158
1174
i19Q
1206
1222
1238
1254
i270
i286
1302

MNCBIN <> nuees dyramigues sur variabies cinaires

i053
i069
i085
il01
i117
i133
il49
i321
i337
1353
ile9
i385
1401

i013
i029
1159
i175
i191
i207
1223
i239
1255
i271
i287
i303

1054
i070
i08e
il02
i118
1134
1150
i322
i338
1354
i370
1386
1402

i014
iQ30
il160
il76
il192
i208
1224
i240
1256
1272
1288
i304

i0ss
i071
i087
il03
i119
i135
i1s1
i323
i339
i35S
i37n
i3s?
i403

i01s
i031
ilel
i1m
i193
i209
i225
i241
i257
i273
i289
1305

i056
i072
ioss
i104
i120
il136
i152
i324
i340
1356
i372
i3ss
1404

iole
i032
1162
i178
i194
i210
i226
i242
i258
i274
i290
1306
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TABLEAU (P, J)

v v v v
A A A A
1 2 3 4
1 0 134 80 153
2 196 168 128 142

TABLEAU DES VALEURS IDEALES

\A'A'AS
AAAA

1234
1 11
2 1111

HOMOGENEITE PAR CLASSE

v \Y v v
A A A A

1 2 3 4
1 100 62 62 70
2 100 85 65 72

TABLEAU DES ECARTS

v \Y v \'
A A A A

1 2 3 4
0 82 80 63
0 28 68 54

N =

TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI DE BERNOUILLI

v v v v
A A A A
1 2 3 4

1 0.09 0.38 0.37 0.29
2 0.25 0.14 0.35 0.28

TABLEAU DES COEFFICIENTS DE PONDERATION
v v v )

A A A A

1 2 3 L]
1 2.3 0.5 0.5 0.9
i.1 1.8 0.6 1.0

Ecriture du constituant No 6 sur 1 archive
Nom du constituant : CRBIClasses obtenues avec MNDBIN
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COMMANDE :

VALEURS DES PARAMETRES

nombre d’individus

nombre de variables
nombre de classes

parametre de la loi binomiale

EFFECTIF DES CLASSES

classe 1 : 33
classe 2 : 33
classe 3 : 3

TABLEAU DES VALEURS IOEALES

>
>
>
>
>
>

Ll Ny -

- D me e
OO =N
b = b [
[~ B — B o
- 0 - un

[= =B -

> <

- 00~

> <

D ee OO

> <

OO0 - 0

OO0 -0 <

TABLEAU OES PARAMETRES DE LA LOI BINOMIALE

1 2 3 4

5

&

7

100
10

8

HASBIN <> creation de tableaux binaires

-— > <

0

1 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.0 0.10 0.10
2 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10
3 0.40 0.0 0.i0 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10

PARTITION SERVI A LA SIMULATION

classe nusero ¢ 1

clasze numero ¢ 2
5 6 9 1#11 12
S5 57 89 &0 61

classe numero ¢ 3

———— e e e e e s

1% 19 22 2 28
75 75 80 82 8

17
62

&8

10
81

32
838

-

13
83

:3

15

85

3
69

. 34

M

16
a9

35
72

36
95

18
92

38
97

136

39

87

L)

%

23
9%

R

A

b

44

52
100

2 21 40 45 47 58
4 48 49 SO 51 54

53 56 6 66 67 10



Annexe 4

COMMANDE : HASBIN <> creation de tableaux binaires '

VALEURS DES PARAMETRES

nombre d’individus 100
nombre de variables 10
nombre de classes 3
parametre de la loi binomiale 2

EFFECTIF DES CLASSES

classe 1 : 33
classe 2 : 33
classe 3 : 34

TABLEAU DES VALEURS IDEALES

v v Vv v v v v v v v

A A A A A A A A A A

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1
2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
3 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0

TABLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI BINOMIALE

v v v v v v v v v v

A A A A A A A A A A

1

1 ¢ 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1 0.01 0.20 0.01 0.48 ©0.01 0.30 0.40 0.20 0.01 0.20
2 0.01 0.20 0.01 0.48 0.01 0.30 0.40 0.20 0.01 0.20
3 0.01 0.20 0.01 0.48 0.01 0.30 0.40 0.20 0.01 0.20

PARTITION SERVI A LA SIMULATION

classe numero : 1

1 8 13 14 21 30 32 34 35 38 40 41 43 44 45 46 417 48 49 52
53 54 55 56 57 58 62 65 68 7 17 82 87

9 16 18 19 25 29 36 39 42 50 60 61 63 64 66 69 72 74 76 79
80 81 84 85 86 88 89 90 94 95 96 98 99 100
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COMMANTE : HASBIN (> craation de tableaux binaires

Annexe 4
VALEURS D55 PARAMETEES
nombra d’individus 130
ncabre de variabies 10
nombre de classes 3
parametre de la lai binomiale 3
EFFECTIF DES CLASSES
clezse 1 : 33
clesse 2 : 33
classe 3 : 3
TABLEAU DES VALEURS ITEALES
v v v v v v v v v v
A A A A A A A A A A -
1
1 2 3 4 5 6§ 7 8 9 0
{1 ¢+ 01 0 ¢+ 0 1t 1 10
2 00 0O O 1 ¢t 1 1 ¢
s 0 {1 0 0 01 0 O O @
TARLEAU DES PARAMETRES DE LA LOI BINTCMIALE
Vv v Vv v v v v v Vv v
A A A A A A A A A A
1
1 2 3 4 5 ) 7 8 9 0
1 0.00 0.10 0.20 0.0¢ 0.20 0.01 0.50 0.30 0.01 0.70
2 0.10 0.19 ©.0f 0.30 0.10 0.10 0.i0 GC.50 0.35 0.20
3 0.0 0.01 0G.01 0.30 0.0 0.7 050 0.01 0.01 0.01
FARTITION SERVI A LA SIMitATION
clasz2 numera @ 1
3 5 7 10 11 12 16 18 20 ¥ 25 28 0 3 3 37 40 42 43 47
D4 56 bh A5 b6 47T 73 80 82 85 &7 90 95
classe numero ¢ 2
32 &3

1 4 8 9 17 19 29 35 36 383 39 41 44 ’45 L 48 47 S0
57 53 &8 6 &2 N THh 7T 19 & 93 9 10

clesse numeroc ¢ 3

2 b6 13 14 15 2 23 2% 26 27 32 51 55 59 &3 &8 &9 W 2 75
7% 78 81 83 B84 8 8 N 92 % 9% 97 98

13R
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Résume :

Jusqu'a présent deux tendances paralléles se sont dégagées dans le développement et la pratique
du traitement statistique des données ; La premiére met en jeu des méthodes qui envisagent la
possibilité d'une interprétation probabiliste, la deuxiéme fait intervenir une classe assez vaste de
méthodes de classification automatique congues dans un cadre purement géoméirique. Notre
travail se situe @ mi-chemin entre ces deux approches ; en effet les liens qui existent entre
I'approche probabiliste et I'approche géométrique nous ont permis d’interpréter des méthodes
de classification automatique en termes probabilistes, de justifier @ posteriori certaines
contraintes imposées souvent pour des raisons techniques d'optimisation et de proposer de
nouveaux critéres pouvant améliorer la qualité de la partition ; nous généralisons ensuite l'étude
de ces liens aux cas oid les données mettent en jeu deux ensembles. Nous montrons comment la
classification croisée peut étre vu comme une solution a un probléme d'estimation de paramétres
d'un modéle de mélanges, nous développons une méthode de reconnaissance des composants
d'un mélange "croisé"” qui nous permettra d'interpréter des méthodes de classification croisées
et de proposer de nouveaux algorithmes de classification croisée utilisant des distances
adaptatives. Certaines méthodes proposées dans ce travail ont été programmées et intégrées au
logiciel d’Analyse de Données SICLA (Systéme Interactif de Classification Automatique,
INRIA).

Mots clés

Données binaires, données qualitatives, données quantitatives, distance L}, classification
automatique, mélange de lois de probabilité, mélange croisé.

Abstract

Up to now, two parallel trends have emerged in the developement and practice of statistical data
processing. The first one involves methods that consider the possibility of a probabilistic
interpretation ; the second one uses a rather large group of automatic clustering methods applied
within a purely geometrical framework. Our study is set halfway betwen those two
approaches ; Indeed the links that exist betwen the probabilistic approach and the geometrical
approach have enabled us to interpret automatic clustering methods in probabilistic terms, to
justify a posteriori some constraints often used for technical optimization reasons and to
propose new criteria that can improve the quality of the partition ; we then extend the study of
these links to cases were the data involve two sets ; we show how the cross clustering can be
seen as a solution to a problem for the estimation of the parameters of a model with crossed
mixture , we develop a method of identification of crossed mixture ; this method will enable us
to interpret cross clustering methods and to propose new cross clustering algorithms using
adaptative distances. Some methods proposed in this study have been programmed and
integrated into the data analysis software SICLA (I nteractif Systeme of Automatic Clustering,
INRIA)

Key words

Binary data, qualitative data , quantitative data, L] distance, automatic clustering, mixture,
cross mixture.





