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Introduction

1. Soit G un groupe de Lie connexe, g son algtbre de Lie et g* 'espace vectoriel dual de
g.

La méthode des orbites (Duflo, Kirillov, Kostant) se propose de donner une description
du dual unitaire G du groupe G (ensemble des classes d’équivalence de représentations
unitaires irréductibles de G) & partir des orbites coadjointes de G, l'action coadjointe de
g € G sur € € g* étant donnée par:

< g6, X >=<€,Adg™ X > Xeg.

Cette méthode est directement inspirée du cas abélien ou les représentations unitaires
irréductibles de G sont des caractéres, c’est & dire des représentations de dimension un.

Si par exemple G est le groupe additif R, g et g* s'identifient & R™, I'application
exponentielle de g dans G devient 1'identité et tout caractére x de G est du type:

x(expX) = e'<¢X> Xeg

pour £ € g*, ce qui détermine une bijection entre G et g*. D’autre part, les caractéres
de G permettent de construire la transformation de Fourier F (outil essentiel de I’analyse
harmonique euclidienne!), isométrie de L%(G) dans L?(g*) définie par:

1) (Fe)€) = / £ <EX> (eapX)dX

8

ol £ € g* et ¢ est une fonction continue & support compact sur G.

Si G est le tore T" = (R/27Z)" alors g et g* s’identifient également & R", I'application
exponentielle devient la surjection canonique de R® dans T" et il faut remplacer dans ce
qui précéde g* par ’ensemble des éléments £ de g* entiers c’est & dire tels que:

ezpX r— ' <EX>
définisse effectivement un caractére de G, ce qui équivaut alors a:

EeZ”

et la transformation de Fourier est unitaire entre L2(G) et L?(Z"). Toutes ces remarques
s'étendent au cas d’un groupe abélien quelconque ie. du type G = R" x T™.

La tentative de généraliser immédiatement cette construction au cas ou le groupe G
n’est plus abélien échoue bien siir, ne serait-ce que parce que, pour § € g*, 'application de
g dans C:

X—ri<{, X >
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‘n’est en général pas une représentation de dimension un de g, la propriété:
(2) 1<§[X)Y]>=1< X >i<€V > —i<Y >i< X >=0
n’étant pas vérifiée, ce qui, puisque:

<&[X Y] >=<X7(6),Y >

X7(6) = % (exp(—1X).Hlemo

équivaut au fait que ’orbite coadjointe de £ n’est plus réduite & {£} comme dans le cas
abélien.

D’ou les idées de base de la méthode des orbites que nous rappelons ici pour simplifier
dans le cas - historiquement le premier abordé [22] - ol le groupe G est nilpotent (connexe)
simplement connexe:

1) remplacer le point ¢ € g* par son orbite O(§)

2) introduire une sous algébre §) de g, appelée polarisation, contenant ’algebre de Lie
g(€) du stabilisateur G(£) de £ et maximale pour la propriété:

<&, [h,h] >=0

3) remarquer que 'orbite O(£) est entiére, c’est a dire telle qﬁe pour:

(X1, Xs, ., Xi) € 9(6)"
Végalité:
expXi.expXs...expXi =1

entraine:
ei<E,X1+X2+...+Xk > — 1

ce qui est bien une propriété de 'orbite et non du seul point £, et que I'on peut donc
exponentier la représentation de k:

Xr—i1<EX >

en un caractére y, uniquement déterminé par £, du groupe H = exph.
4) induire unitairement x & G pour obtenir une représentation unitaire irréductible
7o de G dont la classe d’équivalence ne dépend que de P'orbite O = O(§).

On obtient ainsi une bijection entre G et Pensemble g* /G des orbites coadjointes de
G, la bijection réciproque étant donnée par la "formule du caractere de Kirillov”: pour
toute représentation unitaire irréductible = de G il existe une unique orbite coadjointe O
telle que:

3) Tru(p) = /O (Fo)(€)duo(£)
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ou:
.p est une fonction de classe C*° & support compact sur G et:

(Fo)(€) = / o(eapX)e<6X>dX

L}

pour £ € g* (dX désignant la mesure de Lebesgue de g).
.on a posé:

m(p) = /G m(g9)p(g9)dg

pour T € G (dg désignant la mesure de Haar de G), I’application:

"

pr— ¢

G (p)

pouvant alors étre considérée comme une généralisation de la transformation de Fourier
euclidienne.
wo désignant la 2-forme symplectique naturelle de I'orbite O:

(Wo)e(X7(6),Y™(£)) =< &,[X, Y] >

pour { € 0,X €getY ey,
duo est la mesure définie sur O par:

dpo = —J%wg (2N = dimO)
Introduisant la mesure dm définie sur G =~ g*/G par:
[ @d= [ ([ fo©dno)im(©)
g* g*/G JO

ou d¢ est la mesure de Lebesgue de g*,
on peut déduire de la "formule du caractére ”précédente la formule de Plancherel de G[32):

[ Trao(eyim(©) = ¢(o
8*/G
qui s’écrit également:
[e@itdg= [ Imo(@)lisdm(0)
G 9*/G

Des résultats analogues ont été obtenus pour d’autres classes de groupes, en particulier
dans le cas résoluble (Auslander et Kostant), compact (Kirillov) ou encore semi-simple
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(Duflo, Gutkin) au prix de certaines complications dans le programme de construction des
représentations & partir des orbites coadjointes (introduction de polarisations b complexes,
considération de tous les caractéres x du stabilisateur G(£) de différentielle i£) et dans la
"formule du caractére”, dans laquelle il faut généralement se restreindre aux fonctions ¢ a

support "assez petit”(i.e. inclus dans un voisinage donné de l'identité), et corriger ¢ o exp

par un facteur j ! ol:

sh(adX/2)

1(X) = Det(= 773

) Xeg.

2. Une nouvelle version de la méthode des orbites a été proposée & la suite des travaux de
F.Bayen, M.Flato, C.Fronsdal, A.Lichnérowicz, D.Sternheimer [8] et C.Fronsdal [14] sur
la quantification par déformation.

L’idée est de remplacer dans la relation (2) le produit usuel des fonctions sur Porbite
coadjointe O par un produit associatif noté  tel que, pour tout X et Y de g:

(2" iX #i¥ — iV «iX =i[X,Y)
X désignant la fonction définie sur O par X € gt
X =<&X> .

Remarquons que, notant { } le crochet de Poisson associé a la structure symplectique de
O introduite plus haut, la relation (2’) s’écrit:

iX «i¥ =iV «iX = i{X,¥V}.

Un tel produit associatif peut étre obtenu & partir d’un produit sur 'orbite O (8],
c’est & dire d’une déformation formelle du produit usuel de C*°(0), de la forme:

(4) u*v =u.v+ h{u,v} +Eh"Cn(u,v)

n>2

ol u * v est une série formelle en A & coefficients dans C*(0), et pour n > 2, Cp, est un
opérateur bidifférentiel nul sur les constantes tel que:

Cpn(u,v) = (-1)"Cp(v,u).
En effet si le produit * considéré est de plus covariant:
C2n+1(‘i’,?)=0 XEQ’YEB

et si la série (4) converge pour i = 3, au moins pour u = X et v =¥, on obtiendra bien
la relation (2’).



Une fois introduit un tel produit associatif, les étapes suivantes consistent, de fagon
trés schématique, d’une part & retrouver la (ou les) représentation(s) = de G attachée(s) a
O par la méthode des orbites traditionnelle en extrayant de (C*°(0), *) une sous algebre
A contenant les fonctions X (X € g) et admettant une (ou des) représentation(s) T telle(s)
que:

f

pour X € g et f € A, et d’autre part & définir une application Eo de G dans un espace
de fonctions ou de distributions sur O vérifiant au moins formellement:

dr(X) o T(f) = TG X « f)

L FEo(exptX) = Eo(exptX)x iX
E(1) = 1

et possédant la propriété:
Eo(g)* Eo(g") = Eo(g-9')

pour g et ¢' éléments de G, le produit associatif * étant éventuellement supposé étendu
aux distributions.

L’application Eo appelée exponentiellex ou encore représentation* de G permet de
généraliser de facon trés naturelle la notion de transformée de Fourier euclidienne en in-
troduisant la transformation de Fourier adaptée £o:
si ¢ est une fonction C™ & support compact sur G, £o(¢p) est la fonction ou la distribution
sur O définie par:

Eolp) = /G o(9)Eo(g)ds.

La "formule du caractére” prend alors la forme trés simple:

Trro(e) = [ Eolp)duo

et de plus on obtient une transformation de Fourier globale £ en notant £(y), pour ¢
fonction C* & support compact sur G, la fonction ou la distribution définie sur le dual
entier de g (i.e. la réunion des orbites coadjointes entieres de G) par:

E(p) lo= Eol(p).

La transformation £ permet, comme nous le verrons ultérieurement sur des exemples
précis de donner une écriture particuliérement élégante de la formule de Plancherel de G.

Dans le cas ot le groupe G est nilpotent simplement connexe, ou plus généralement
exponentiel, D.Arnal et J.C.Cortet ont donné une réalisation de ce ”programmex” (5],[6]
en utilisant: '

1) Pexistence sur I'espace symplectique (R?%*, ) o:

k
o= Zdzj ANdzjyk

i=1



d’un produit * en quelque sorte canonique appelé produit * de Moyal (voir par exemple
(8]) et défini par:

1 L
U*v= E ;—iu'A”“...A"”a,-,.,,-,uajl,_j,v
r>0 '

pour u et v appartenant a C>(R?F), A désignant le 2-tenseur associé ao.
2) le fait que chaque orbite coadjointe O de G admette dans ce cas une carte globale
T : R?** — O telle que: :
a) ¥ est un difféomorphisme symplectique, c’est & dire tel que: ¥*(wo) = 0.
b) pour X € g la fonction X o0 est, lorsque (Tk+1, -+, T2k ) est fixé, un polynéme
en les variables z1, Z2, ..., x de degré au plus égal a 1.

Alors Papplication ¥ permet de transporter sur O le produit associatif obtenu a partir
du produit * de Moyal sur R?* (en posant v = %) ce qui donne un produit associatif sur
O vérifiant la relation (2°).

3. Une alternative & la démarche précédente consiste & commencer plutét par définir un
calcul symbolique adapté au dessus de l’orbite coadjointe O, c’est 3 dire une correspondance
linéaire bijective f — A; entre une classe A de fonctions sur O appelées symboles et une
classe d’opérateurs telle que, pour X € g, la fonction X soit un symbole, et:

(5) Az = %dw(X)

= désignant une représentation de G associée a O et I'égalité précédente signifiant qu’il
existe un sous espace dense de ’espace de la représentation 7 sur lequel pour tout X€eg
les opérateurs A 3 et %dﬂ(X ) soient définis et coincident.

Remarquons que, partant d'un tel calcul symbolique, il est possible de retrouver un
produit associatif sur A en posant pour f; et f éléments de A:

(6) Apspy =Ap 0 Ag,
ce produit * vérifiant alors la relation (2’) d’apres (5).

Un exemple important de tel calcul symbolique est le suivant:
Le (célebre) calcul de Weyl sur R2F est la correspondance f — Wy définie par:

Wie(u)(y) = / /m - ') f(y + g,q)U(y + p)dpdg

ol u est une fonction C nulle & l'infini sur R¥, y € R*, dp et dg sont des mesures de
Lebesgue convenablement normalisées de R* et ( , ) est le produit scalaire habituel de R*.
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'Le produit associatif sur R?* obtenu & partir du calcul de Weyl par (6) coincide en fait
avec le produit associatif sur R?* déduit du produit * de Moyal ([8] par exemple).

1l n’est donc pas surprenant que, dans le cas ou G est nilpotent, on obtienne un calcul
symbolique adapté au dessus de l'orbite coadjointe O en transportant le calcul de Weyl a
’aide de la carte ¥ introduite plus haut [40],[7].

Un autre exemple important est I'utilisation du calcul symbolique de Berezin sur une
variété kahlerienne [11],[30] par D.Arnal, M.Cahen et S.Gutt dans le but de définir les
représentations * associées aux représentations unitaires irréductibles d’un groupe semi-
simple compact connexe et aux représentations de la série discrete holomorphe d’un groupe
semi-simple [3],[(4].

4. Le présent travail propose une construction de calcul symbolique adapté, dans le cas ou
G est semi-simple, au dessus des orbites coadjointes O associées a la série principale de G.
Le point de départ est le paramétrage d’un ouvert dense de l'orbite O par le produit
T*N x 0" ot T*N est le fibré cotangent d’un groupe nilpotent N et O’ une orbite coadjointe
d’un groupe compact.
~ Ce paramétrage est un symplectomorphisme pour les structures symplectiques usuelles
de ces variétés. La construction du calcul symbolique au dessus de O utilise alors d’une
part le calcul symbolique de Berezin mentionné plus haut au dessus de O', et d’autre part
un calcul symbolique sur T*N qui apparait en fait comme une généralisation du calcul de
Weyl. Par ailleurs, ce calcul symbolique sur T* N définit un produit associatif qui coincide
avec le produit associatif obtenu & partir du produit * construit par S.Gutt sur le fibré
cotangent d’un groupe de Lie [16]. Le calcul symbolique f — Ay ainsi obtenu au dessus
de O est symétrique, i.e. pour tout symbole f:

7 =Ajf

et induit une isométrie de Pespace des symboles de carré intégrable sur O dans l'espace
des opérateurs de Hilbert-Schmidt d’un espace de Hilbert.

Ce calcul symbolique permet de retrouver les représentations unitaires de G associées
A l'orbite O (ici une famille finie de représentations appartenant a la série principale de G)
et, pour chacune de ces représentations, de définir une représentation * et une transformée
de Fourier adaptées associées.

Dans le cas oit G est par exemple un groupe complexe, la transformation de Fourier
globale alors obtenue réalise une isométrie entre L?(G) et un espace de fonctions de carré
intégrable définies sur le dual entier de G.

5. Les orbites coadjointes d’un groupe produit semi direct G = V x, K ou V est un
espace vectoriel réel, K un groupe de Lie connexe et 0 : K — GL(V) ont été décrites par
J.H.Rawnsley [33].

On dira que G est un groupe de Poincaré généralisé lorsque K est semi-simple non
compact et que l’algébre de Lie ¢ de K admet une décomposition de Cartan € = & © p
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“telle que:
dim(p) =dimV —1

Dans ce cas, une orbite coadjointe O de G dont le ”petit groupe” [33],[35] est un sous
groupe compact maximal de K peut étre paramétrée par le produit T2 x O' ou Z est un
K espace homogéne difféomorphe a R¥ et O' une orbite coadjointe du "petit groupe”.

1l est alors possible d’utiliser ce paramétrage pour construire comme au paragraphe
précédent un calcul symbolique adapté au dessus de ’orbite O supposée entiére.
Toutefois, la situation est ici plus délicate (Z n’étant pas un groupe), et du coup la con-
struction obtenue est moins heureuse, bien que 13 aussi le calcul symbolique obtenu per-
mette de définir une représentation * et une transformée de Fourier adaptée associées a la
représentation unitaire (irréductible) de G attachée a I'orbite O.



I.Calcul symbolique au dessus d’une orbite coadjointe d’un groupe semi-simple

1.Préliminaires-notations.

Dans tout ce chapitre, G est un groupe de Lie réel connexe semi-simple non compact
de centre fini. Soit g I'algébre de Lie de G, 6 une involution de cartan de G dont on notera
également 6 la différentielle et g = EDp la décomposition de Cartan associée. On note K le
sous groupe connexe (compact) de G d’algebre de Lie €. Soit a une sous algébre abélienne
maximale de p, M le centralisateur de a dans K et m l'algebre de Lie de M. On peut
décomposer g en sous espaces poids relativement a a:

g=adme ZEA
AEA

g={Xeg [HX)=XMH)X VHea} pour A€a’
et: '

A ={rea\(0)/ax #(0)} -

On choisit un ordre sur A et on pose :

n=>ax =) o

A>o A<o

On note A le sous groupe connexe (abélien) de G d’algebre de Lie a, N et N les sous
groupes connexes (nilpotents) de G d’algebres de Lie respectives n et .
Toutes ces notations sont trés classiques : voir [37] par exemple.

2.Paramétrage d’un ouvert dense d’une orbite coadjointe de G.

La forme de Killing 8 de g permettant d’identifier g* et g, il est indifférent de parler
d’orbites adjointes ou coadjointes de G.

Posons £o = £1 +&; ou & est un élément régulier de a (i.e. A(§1) # 0 pour tout A € A)
et &g €m.

Soit O(&) V'orbite de £, sous I'action de G. Les faits suivants sont bien connus [37] :

1) Si £ € a ®m est tel que det(ad £|a) # 0, alors I'application 2z +— Ad z. { - ¢
est un difféomorphisme de N dans n.
2) N.N.M.A est un ouvert dense de G, son complémentaire dans G étant une
réunion finie de sous variétés de G de dimensions strictement inférieures a dim g.
D’autre part, on a :



Lemme 1.

Le stabilisateur de & dans G est : G(&) = M(€2).A ou M(&;) désigne le stabilisa-
teur de €, dans M.

Preuve: partant de la décomposition g = a®m@®n@, on vérifie sans peine que 'algebre

de Lie de G(&o) est :
{ 8(60) = {X € g/[X,&] = o}
= a ® m(2)

ou m(§;) désigne l'algébre de Lie de M(&2).

Soit alors B le normalisateur de g(§p) dans G.
Si g = k exp X appartient & B avec k dans K et X dans p (exp désignant bien sir
’application exponentielle), alors 8(g) = k exp(—X) appartient & B et 6(g)~'g = exp(2X)
également.
Donc ad(2X), diagonalisable, de mémes sous espaces propres que e?4(2X) = Ad exp(2X),
normalise g(&o)- :
En particulier: [X,&o] appartient & g(§o) = a @ m({2), d’'ou :

Xe(admnp=a et exp(2X) € A.

Ainsi exp X appartient au suos groupe A de B, donc B = (BNK).A et, comme G(§) C B:
G(&) = (G(é)NK).A

Soit alors k un élément de G(&) N K; Ad k laisse stable g(o) et p donc a(o)Np=naetk
appartient au normalisateur de a dans K. D’autre part : Ad k.&y = & d'ou Ad k.6 = &
Comme £; est supposé régulier on a donc : k € M, ce qui termine.

La proposition suivante donne un paramétrage d’un ouvert dense de l'orbite O(&o)
par N x ii x O(&;) ot O(&;) désigne l'orbite de £, sous I'action de M et peut étre identifiée
a l’aide de B a une orbite coadjointe de M.

Ce paramétrage avait déja été utilisé du reste par M. Duflo pour établir une ”formule
du caractére” dans le cas semi-simple [12].

Proposition 1.
L’application:
P (y,2,p) — Ad y(& + o +0(2))

est un difféomorphisme de N x fi x O(§2) dans un ouvert dense O(&o) de I'orbite O(&o).

Preuve: d’aprés la remarque préliminaire 2), O(&) = Ad(N.N.M.A).& est un ouvert
dense de O(&o).
Soit alors:

€ = Ad(y z m a).bo

olyeEN,ze N,me MetacA.
On a:
§E=Ady Ad z Ad m.§

et comme:
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det(ad(Ad m.£o)la) = det(ad &ola) # 0,
on peut écrire d’aprés la remarque préliminaire 1) :
¢ = Ad y(Ad m.& + 6(Z)) ot Ze€h

s[)it encore:

¢ = Ad y(&, + Ad m.& +6(2)) .

D’autre part Pinjectivité de I’application ¥ se déduit du lemme 1 et la régularité de
U est une conséquence immédiate de la proposition 2 suivante.

Proposition 2.
Notons respectivement § et w les 2-formes symplectiques naturelles des orbites O(&p)
et O(£2) et identifions N x n au fibré cotangent T*N par :

d i
< 2) % exp(tY)y|t=0>= B(8(Z),Ad y'Y) ot yeN, Zeh, Yea.

Si \ désigne la 1- forme de Liouville de T*N, alors :

T (Qpey) = —dA®w.

Preuve: ce résultat peut se vérifier par un calcul direct :
1) (Calcul de d)) Soient Y et T deux éléments de 1.

Notons w le champ défini sur N x f =~ T*N par:
d
w(y,Z) = = (exp(tY)y, Z + tT) L::o .
Alors: p
Moy (w(y, 2)) =< (4,2), 7 exp(tV ] _ >
= B(8(2), Ad y"lY).

Définissant de méme le champ w' & partir de (Y',T') on a :
1 d ! !
w' (Mw))(y, 2) = (-ﬁﬂ(Ad(exp(tY W)8(Z +1tT"),Y) |t=0
= B(Ady 6(Z),[Y,Y']) + B(Ad y 6(T"),Y").

D’autre part :

M[w, w')(y, Z2) = -B(8(2), Ad y [V, Y]).

D’ou :
dA\(y,2) (w(y, Z),0'(y, 2)) = B(Ad y 6(T),Y") - B(Ad y 6(T"),Y) — B(Ad y 8(2), [V, Y"]).
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2) (Calcul de ¥*(Q2) = Q') Soient Y et T' deux éléments de 1 et ¢ un élément de m.
Notons W le champ défini sur N x i x O(§;) par:

W(y, Z,p) = < (xp(tY )y, 2 +1T, exp(td)y)|

t=0

l/e champ W se transporte par ’application ¥ en un champ W défini sur O(&) par :

W(2(y, Z,¢)) = %Ad(exp Y y)(& + (exp 1) +0(Z +1T)|
= Ad y([¢, ] + 6(D)) + [¥, (v, Z, 0)]

Pour tout Z dans fi privé d’une réunion finie d’hyperplans, on peut trouver U dans a tel
que :

t=0

[U,6(2)) = 6(T) - [¢,6(2)) -

Posons:

V=¢+U.

On obtient alors : 3
W(¥(y,Z,¢)) =[Ady V +Y,¥(y, Z,¢)].

Définissant de méme un champ W' & partir de (Y',T", ¢') puis U’ et V' comme ci dessus,
ona:

QZy,Z,ga) (w(y, Za ‘P)’ w,(y1 Z) ‘P)) = Q‘Il(y,Z,qp) (W(\I’(y, Z) 90))’ W, (\I’(ya Z7 50)))
= B(U(y, Z, ), [AdyV +Y, AdyV' +Y")).

Soit encore:

Uy 2.0 (W (Y, 2,9), W' (y, Z,9)) = B(¥(y,Z,¢), [V, Y"])
+B(¥(y, Z,9),[Ad y V,Y'])
+B(¥(y, Z,¢), [V, Ad y V'])
+ B(¥(y, Z,¢), Ad y [V, V']).

Notant respectivement (1), (2), (3), (4) les termes précédents, on a :

(1) =B(&1 + ¢+ 6(2),Ad y ' [Y,Y']) = B(6(2), Ad y ' [V, Y"])
(2)=B(&+ ¢ +6(2),[V,Ad y~'Y"))

=-B([V,&1+ ¢ +6(2)],Ad y'Y")

= —B([¢, o] + 6(T), Ad y~'Y")

= _ﬂ(a(T),Ad y“Y’).

De méme :
3) = /3(0(T'),Ad y‘lY) .
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"Enfin :

(4) = B(&1+ o +8(2),[V,V']) = B(&r + ¢ + 6(2),[4,4]) = Ble,[4,¢'D)

car:

V,\V'l=[¢+U,¢'+U')=[¢,¢'] .

D’ou:
Dy, 2.0) (W (: Z,9), W'y, Z,)) = B(Ad y 8(2),[Y,Y"]) + B(4d y 6(T"),Y)

—B(Ad y 6(T),Y") + B(», (4, 8'])-

Ceci prouve que Q' est —d\ ® w donc achéve la preuve de la proi)osition 2 et, par
suite, de la proposition 1.

3.Représentations associées aux orbites.

3.1 Le groupe M n’est en général pas connexe mais s’écrit : M = Z'My ot My est la
composante connexe de ’identité dans M et Z' un sous groupe fini du centre de M [27].
Par suite, si o € M alors o, € M. :

Inversement, oq € My étant donnée, ’ensemble des représentations o de M telles que
o|mM, = 0o est une famille finie (0,) paramétrée par I’ensemble des caracteres x de Z'
satisfaisant a la condition de compatfi)ilité:

X{Z'nMo = 00|Z'nM, -

On peut par ailleurs toujours supposer que les représentations o, sont toutes réalisées dans
le méme espace, celui de oy.

3.2 Ce qui suit est essentiellement une version géométrique du théoréme de Borel-Weyl-
Bott (voir [37] par exemple).

Supposons que I’élément £; de m du paragraphe 2 soit de plus choisi régulier c’est a dire
tel que le stabilisateur My (€2) soit un tore maximal de My. On peut alors considérer, m(&z)
désignant P’algtbre de Lie de Mp(¢;), le systéme de racines A(m€ m(£2)C) et Pordonner
en choisissant une chambre de Weyl dans :m({2)*. Posons:

A =16(&,.) € im(&)”
et supposons que A soit analytiquement intégral, c’est a dire exponentiable en un caractere

de M(£2), et dominant relativement a A(mc,m(fg )C), c’est & dire dans la fermeture de la
chambre de Weyl considérée.
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Alors, A permet de définir une représentation oy unitaire irréductible de M, réalisée
dans ’espace de dimension finie E des sections holomorphes du fibré:

p: L= MoXCAC/Mo(ég) — Mo/Mo(fg)

ou My /My(€2) s’identifie & 'orbite O(&2).
Plus précisement, ’action de M; sur L étant définie par:

m'[m,u] = [m'm,u]
oum € My, m' € My, u € C et o [m,u] € L désigne la classe d’équivalence:

{(mh, (") (R)u) ke My(&2)},

on a:

(0o(m)s) (p) =m. s(Adm™ ¢) meM, ¢€O0&) s€E.
A partir de la structure hilbertienne de L donnée par :
< [m,u],[m,u']>=uu’ meM, ueC v eC,

on définit la structure hilbertienne de E :

<s,8' >= /O(E < s(¢),8'(¢) > dpoe,)(¢) s€E,s'€E
2
1, 1,
duo(ey = w"  (r=3dim 0(6))

est la mesure de Liouville de O(&3).

3.3 Si o, appartient a M est telle que 0, |a, soit la représentation oo précédente et si
v = B(&,.) (avec les notations du paragraphe 2) appartient & a*, on considére alors la
représentation induite unitaire:

. G ,
7ty = Ind MAN (oy @exp(iv)®1).

Rappelons que 7, peut étre réalisée dans H complété de ’espace suivant:
{F: K+ E continue F(km) = o0,(m)"'F(k) Vk € K,Ym € M}
pour la norme:
I FIP= [ 1P I dé
K
ou dk désigne bien siir la mesure de Haar de K et E est |’ espace de o, i.e. 'espace de oy.
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‘Dans cette réalisation, on a:
(Fr(9)F) (k) = e~ (PHIogdG6™ M p(f(o=1k)) geG ke K,
ou @ désigne la "projection” sur A dans la décomposition d’Iwasawa de G:
G =KAN

et p € a* est la demi-somme des racines positives. X

L’ensemble des représentations 7%, de G lorsque v décrit a* et o, décrit M est la série
principale de G.

D’autre part, y décrivant I’ensemble des caractéres de Z' vérifiant la condition du 3.1,
(ix)x est la famille des représentations de G associées a I'orbite O(§,) par la "méthode

des orbites” de méme que (6X)X est la famille des représentations de M associées a ’orbite
O(&2) : voir, par exemple, {12].

3.4 En fait, on utilisera surtout ici une réalisation "non compacte” [25),[37] de la série
principale de G : soit L2(N, E) l'espace de Hilbert complété de I’espace :

{¢: N — E continue, a support compact}

pour la norme:
hele= [ 1ewIF d

dy étant la mesure de Haar de N.

On note 7, la représentation de G d’espace L*(N, E) définie par:

(mx(9)9) (y) = e~ P+)1o8 26T g, (m(g71y)) ™ $(A(g™"y))
avec la notation :
g =n(g)m(g)a(g)n(g) o  f(g) € N,m(g) € M,a(g) € A,n(g9) EN .

Alors 7, est unitairement équivalente & 7, I'opérateur d’entrelacement étant
Visométrie I : H — L?(N, E) définie par:

(IF)(w) = e *+0 08 20) P (k(y))

ol @ et k sont les "projections” respectives sur A et K dans la décomposition d'Iwasawa

de G.

3.5 (Calcul de drm,) On aura besoin plus loin de connaitre I’expression de la différentielle
drm, de la représentation , ; le calcul se fait au moyen du lemme suivant:
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Lemme 2.
Soient Py, Py, Py et P; les projections relatives a la décomposition:

g=a®médndn.
AlorssiX cgetye Nona:

f d _ Pd g
Ea(exp tX y)lt=0— Py(Ad y™' X)
-(—i-m(ex tX y)l = Pn(Ad y~1X)
dt P t=0 "

d_ ’ -
—Aexp tX y)|t=o= (Ad y Pi(Ad y™* X))* ()
avec la notation : p
=; €XP 11%4 glt_o= Wt(g) Weg g€@G.

Preuve:
Soit: _ .
¢p: NxMxAxN — NMAN

Papplication définie par:
' (y,m,a,n) ~— y.m.a.n

et soient Y, U, H et Z des éléments de, respectivement, i, m, a et n.
Si y appartient & NV, on a, e désignant I’élément neutre de G :

(Tyeeer?)Y (), U, H, 2) = %e:tptY.y.ea:th.e:z:ptH.e:z:ptZ|t=0
= (Y + Ad y(U + H + 2)) " (y).
D’ott lon déduit, en posant X =Y + Ad y(U + H + Z):
(T, o) (X*(y)) = H = Po(Ad y* X)
(T, m)(X*(y)) = U = Pu(4d y7'X)
(T, ) (X* () = Y*(v) = (4d yPa(Ad y ™1 X)) (v) .
On obtient alors immédiatement :

Lemme 3.
La différentielle de la représentation 7, est donnée, dans notre réalisation, par:

(d73(X)$)(v) = (p + iv) (Pa(Ad y ™1 X)) $(y)
+ doo(Pn(Ad y71 X)) $(y)
— T, ¢(Ad y Pi(Ad y™'X)*)(v)
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ott X est un élément de g,y de N et ¢ est un vecteur différentiable de .

La preuve du lemme précédent résulte directement de I’écriture de w, donnée plus
haut et du lemme 2. Il est alors clair que ’espace des fonctions ¢ de classe C*> a support
compact dans N est inclus dans I’espace des vecteurs différentiables de 7, et on remarque

e 'expression de dr, sur cet espace ne dépend pas de x. L’espace des vecteurs C* de

x dépend de x par le choix des ”conditions au bord” provenant de la ”compactification”
du fibré trivial N x E — N en K x, E/M — K/M.

4.Calcul symbolique au dessus de ’orbite O(¢2)

Dans le but de construire un calcul symbolique adapté au dessus de ’orbite O(&p) on
peut commencer, compte tenu du ”paramétrage” de O(&p) utilisé, par construire un calcul
symbolique adapté au dessus de 'orbite O(£;). On dispose alors du calcul symbolique de
Berezin [3],[11],[30] dont on rappelle ici la définition et les principales propriétés.

On reprend les notations des paragraphes précédents.
Pour tout ¢ € L\ {section nulle}, on définit £, € E* par:

s(p(9)) =4y(s)g s€E,

puis e, € E par:
£,(s) =< s,eq > s€EE.

Si A est un opérateur de E, on définit une fonction A sur O(£2) & valeurs dans C,
appelée symbole de A, par:

<Aege>

Ap) =
(Lp) < €g,€q >

n, p€0(&) gep{e}\{0}.
Cette définition a bien un sens car :

eug =8 ¢ pour u€ C* g€ L)\ {section nulle} .

Proposition 3. ([11] par exemple)

1) L’application A+~ A est un isomorphisme de I’espace L(E) des opérateurs de E
dans espace des symboles.
2) (symétrie du calcul symbolique) Si A* est I'opérateur adjoint de A, alors:

A* = A

3) (invariance du calcul symbolique) Si m € M et ¢ € O(&;), alors:

-

A(Ad m ¢) = (ox(m) 0 Ao ay(m))(p):
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4) ("formule du caractére”) Pour A € L(E):

Tr A= E/ AdﬂO(Eg)
O(¢2)

O,L‘x ¢ est une constante liée & I'orbite O(¢z).

Preuve:

1) Le "symbole double” A défini dans un voisinage de la diagonale de O(&2) x 0(&2)
par :

< Aeg, ey >

Alp, ") =
(p,¢") <epoy >

ou g€p e} \ {0}, ¢ €ep™ eI\ {0}, < eq ey >#0

est une fonction holomorphe en <p et antiholomorphe en ¢’ donc déterminée par sa restric-
tion a la diagonale:

Alp,0) = A().
D’autre part pour s dans E, ¢ dans O(£2) et ¢ dans p~*{¢} \ {0}, on a:
(As)(p) =< As,eq > ¢
=<‘s,A*eq >q

- / < s(¢), (A%eg)(¢') > ¢ dpogen(e')
O(&2)

= / <eg, A% ><s(¢'),d > q dpow)(¥)
O(¢€2)

Or:
<ey,A%eq >=< Aey,eq >= A, 0) < €q',€q >
pour, g étant fixé, tout ¢’ tel que < ey, e, ># 0 (¢’ € p~1(¢') \ {0}), i.e. pour tout ¢’

n’appartenant pas a une partie discréte donc finie de O(&3).
Donc:

(As)(¢) = /O (e )fi(%cp) <s(¢'),q ><eg,eq > duoe,)(#')
2

ce qui montre que 'opérateur A est déterminé par A donc par A.

3) 1l suffit de vérifier le résultat pour m € My, ce qui vient de la propnete suivante
de o:

em.g = 0o(m)(eq), m € My, g€ L.
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4) Soit (sx) une base orthomormée de E ; on a :

Tr A=) < Asi,s >

k

= Z/ < (Ask)(v), sk(w) > dpoe,) ()
k 0(52)

- Z/ << Asg,eq > q,< 8k, €0 > q > dpoe,)(¥)
r JO(2) '

= E/ < sp, A%y >< €4, 8k >< ¢,9 > duo(e,)(¥)
k JO(&)

= / <eg,A%eq >< q,9 > dpo(e,) ()
O(&2)

= 6/ A d”O(Ez)
O(¢2)

car la fonction € =< ¢4, €, >< ¢,q > est invariante par M donc constante sur O(¢2).

Proposition 4.

Soient ¢ appartenant & O({) et X appartenant a m, alors :

——
doy(X) = iB(X, ).

Preuve:
D’apres la proposition 3.3) on a:

S S .
(1) doo(X)(Ad m ) = doo(Ad m™ X)()

oum € Mo, X e m, pcE 0(62)
Il suffit alors de montrer que :

@) doo(X) (&) =i B(X,&) X €m
Or (2) est déja vérifiée pour X € m(§;) car on a:

(G0(m)eq)(€2) = €"(m)eq(£2)

pour m € M(&2), g € L.
D’autre part, en dérivant (1) on obtient :

D
dO'x[fz,X](gz) =0 Xem.
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Comme ad £3(m) est I'orthogonal de m(&;) dans m pour la restriction de # & m x m, (2)
est vérifiée pour tout X € m.

5.Calcul symbolique au dessus de ’orbite O(&)-

5’1 Un symbole au dessus de O(£o) sera ici une fonction f: O(&) — C telle que pour tout
(v,2) € N xi, lafonction ¢ — (f o ¥)(y, Z, p) soit un symbole dans le calcul symbolique
de Berezin au dessus de O(Eg) symbole dont on notera f (y, Z) 'opérateur de E associé.
Soit f un symbole tel que f: N x@ — L(E) soit de classe C* et polynomiale en Z.
On dira alors que le symbole f est polynomial en Z. Pour un tel symbole, on définira un
opérateur A par son action sur ’espace Cg° (N, E) des fonctions ¢ : N — E de classe
C, nulles & 'infini (c’est & dire telles que ¢oexp : i — E soit nulle a Vinfini, 'application
exponentielle exp étant un difféomorphisme de n sur N).

L’action de Ay sur ¢ est donnée par la formule intégrale suivante:

(1) A= [ [ Ty e 5 L 24y exp T)aTdz

ol (, ) désigne le produit scalaire de fi défini par:
(T,Z2)=B(T,0(Z2)) Ten Zen. «

Dans cette formule, dZ (ainsi que dT') est la mesure de Lebesgue sur i normalisée comme
suit:
soit (E}) une base de i orthonormale pour ( , ) ; posons:

Z= szEk
k

alors:

a7 = o /2dZ1 dZ...dZ,

ou n est la dimension de 1.

Remarquons que la formule intégrale (1) constitue une généralisation a un produit
N x i (avec N nilpotent) du traditionnel calcul de Weyl sur R” x R".
On obtient alors, par analogie avec le calcul de Weyl (voir [36] par exemple):

Lemme 4.

Soit u une fonction de classe C® sur N et Z* le monéme Zi" Zy*...Z3" ol « est le
multiindice (a;, @z, ...a,) de N*, alors la formule intégrale (1) associe au symbole f défini
par:

(f o ¥)(y, Z, ) = w(y)Z2°®
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lopérateur différentiel invariant & gauche Ay défini par:

(Asd)(y) = (_%)Ial (-a—af)a[u(y exp %) #(y exp T)) T=0
ou:
0\ 0 \oys 0 \22 9 \on
f (ﬁ) = (a—Tl) (éﬁ) ...... (BT,,) et |la|l=art+tar+..tan.
Preuve:

En effet, on a, pour ¢ € C°(N, E):
(Asd)(y) = //ei(T’Z)U(y exp %)Z" é(y exp T)dTdZ

1ylely 0\, T
= = — i(T,2) D —
= //(z) (aT) (e Ju(y exp 2)qu(y exp T)dTdZ.
En intégrant par parties, on obtient :

(As8)(¥) = / / (i(T.2) (_l)'“'(.a.%)“(u(y exp %)(}S(y exp T))dTdZ.

?

Dot le résultat, en utilisant la formule d’inversion de Fourier.

Remarque:

On déduit du lemme précédent I’expression de 'opérateur Ay dans deux cas partic-
uliers importants :

1) si f est tel que:
(fo¥)y,Z,¢) =u(y)
alors:
(Aré)(y) = u(y)é(y)
2) si f est tel que:
(fo¥)y,Z,¢) = (v(y),2)
ouv: N — fi est C* alors:

(4030 = 3 (-3 ) ((Brooty exp 540 exe 1))

k

T=0

~H[E (B o 520)]| s+ ot e o]

k

5.2 On se propose de montrer ici que la formule intégrale (1) permet d’étendre le calcul
symbolique & une classe de symboles non polynomiaux en Z.
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Dans ce but, on introduit le vocabulaire suivant : on dira qu’une fonction u de N x @
dans C est de type S (respectivement de type L, L?) si la fonction @ définie par: 4(Y,Z) =
u(exp Y, Z) est un élément de l’espace de Schwartz S(fi x #i) (respectivement de L'(# x 1),
de L?(fi x @) ol # x 7t est muni de la mesure de Lebesgue dT'dZ du paragraphe 5.1) .

On définit de méme les fonctions de type S, L!,L? de N x N dans C.
Ces définitions s’étendent a des fonctions de N x i ou N x N dans un espace vectoriel
e dimension finie.

Remarquons par ailleurs que, 'application exponentielle étant un dlffeomorphlsme de
fi sur N qui transforme la mesure de Lebesgue de fi en la mesure de Haar de N, dire qu’une
fonction de N x N dans C est par exemple de type L! revient a dire que cette fonction est
intégrable pour la mesure de Haar produit sur N x N.

On dira enfin qu’'un symbole f est de type S, L* ou L? si c’est le cas de la fonction f
de N x #i dans L(E).

Remarquons aussi qu’un symbole f est de type L2 si on a:

[ [ 1w 28 duz < +o0
N xun

ou ||f(y, Z)||2 désigne la norme de Hilbert-Schmidt de f(y, Z) € L(E) et dy la mesure de
Haar de N : en effet, si f(y, Z) a pour matrice ( f,](y, Z)) dans une base hilbertienne
de E, alors :
1w, 2)I3 = 1fiiw. 2)P .
1,]
L’espace des symboles de type L? est d’ailleurs un espéée de Hilbert que ’on notera A, la
norme de cet espace étant donné par:

112 = / /N . I dyez.

Notons log le difféomorphisme réciproque de exp et posons, pour t € N:
1/2 1
e = exp(§ log t)
Posons également pour f symbole de type S:
@NwT) = [ "D fw 2z yeN Tew

Ks(y,t) = (SF)(y(y™)/* log(y™'t)) ye N teN

On a alors :
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‘'Lemme 5.
Soit f un symbole ; il y a équivalence entre :
i) f est de type S
ii) Sf est de type S
iii) Ky est de type S .

Et dans ce cas , on a:

1908 = [ [ W15 d at.
NxN )

Preuve:

L’équivalence i)<> ii) provient d’une propriété bien connue de la transformée de Fourier
usuelle de R".

L’équivalence ii)«> iii) découle du fait que 'application

(¥, t) — (y(y~'t)!/%, log(y™'t))

est un difféomorphisme ”polynomial” et d’inverse ”polynomial” de N x N sur N x fi.
Enfin, la derniére égalité se vérifie au moyen de changements de variables et de la
formule de Plancherel de N qui s’écrit ici:

1F = [ [ 187D dy ar.

On peut alors énoncer la :

Proposition 5.

1) La formule intégrale (1) permet de définir une isométrie f — Ay de I’espace des
symboles de type S, sous espace dense de I’espace hilbertien A, dans ’espace L, (L2(JV ,E ))
des opérateurs de Hilbert-Schmidt de L?*(N,E), laquelle se prolonge en une isométrie
bijective de A dans L, (Lz(JV, E))

2)(formule d’inversion)

Pour un symbole f de type S, on a:

fy,2)= /Ive'i(T'Z)Ii'f (y exp(-—%T),y exp(%T))dT.

3) (symétrie du calcul symbolique)
Pour f € A, on a:
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"Preuve:

1) Partant de la formule intégrale (1) on peut écrire pour tout symbole f de type S:

(4r0)w) = [@D) (v exe(3).T) ety exp Tya
= [ @) thlogtysty ot
N
= /N Ky(y,t)o(t)dt.

Et en appliquant le théoréme de Mercer a 'opérateur A;A} on obtient :

14718 = Tr(asdp = [ [ 15w 0I5 dvde = 151"
. NxN
2) D’apreés la définition de Ky on a, pour f symbole de type S:

Kp(yt™/2,y1"/%) = (3f)(y,log 1)

pouryGN,tGN.
D’ol le résultat d’apres la formule d’inversion de Fourier.

3) I suffit d’établir ’égalité pour tout symbole f de type S, ce qui se déduit de 2) et
du fait que le noyau L de A} est donné par:

L(y,t) = Ks(t,y)"

Remarques.

1l résulte de la proposition 2 que si du désigne la mesure de Liouville de I'orbite O(&o)
alors on a, & une constante multiplicative pres:

U™ (deloe,)) = 4y dZ duoe,)

ol dpop(g,) est la mesure de Liouville de 'orbite O(¢2).

Par suite les symboles de type L! (respectivement de type L?) sont les symboles
intégrables (respectivement de carré intégrable) pour la mesure du.

Si le symbole f de A est alors de type L! et tel que ’opérateur Ay soit a trace, on a:

T ay = [T Ky du= [Tr([ o 212)dy = ¢ [( 000, 2,0)042 duoce

d’apres la proposition 3.
Il existe donc une constante C telle que:

Tr A;=C o )f dy.
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On supposera dans toute la suite que la mesure du est remplacée par la mesure Cdy,
de sorte que la constante C disparaisse de la formule précédente.

6.Calcul symbolique et représentations (7y), .

Revenant & notre probléme, on veut montrer ici que le calcul symbolique sur l'orbite
O(&o) construit au paragraphe précédent est adapté a la description des représentations
7, associées a l'orbite O(&) au sens donné dans I'introduction.

Proposition 6.
Soit X un élément de g et X la fonction définie sur lorbite O(£&y) par X € g:

X(€) = B(X,8) €€ O(&).

Alors X est un symbole ”polynomial en Z” et 'opérateur A % est, avec les notations des
paragraphes précédents, donné par:

(Ax$)(w) = 3 (v + )(Pu(Ad y™ X)3(v) + doo( Pa(Ad y™ X)6(0)

~T,4(Ad yP(Ad y™ X))* (v)]
pour toute fonction ¢ de C$°(N, E).

Preuve:

Ona:

(X o¥)(y,Z,p) = ﬂ(Ad y(&+o+ G(Z)),X)
= B(&1 +¢ +6(2),Ad y~' X)
= (&1, P(Ad y™' X)) + B(p, Pu(Ad y1 X)) + B(6(Z), Pa(Ad y~' X)).

D’aprés la proposition 4 et la remarque consécutive au lemme 4, il vient :

(Ag9(y) = B(&r, PulAd y™ X)) 9(y) + 7 doo(Pa(4d y™X))4(v)

+ % [% Z(Ek,Pﬁ (Ad exp(%Ek)Ad y_lX)) L=0¢(y)
k

+ -(;itcb(y exp(—tP:(Ad y'lX)))L=o].

Le deuxiéme terme a l'intérieur des crochets s’écrit:

2 6(v exp(—t Pu(ad y X))y™y)| _ = Zo(exp(~t Ady Pu(Ad v X)) |

t=0

= ~T,¢(Ad y Py(4d y™'X))" (v).

t=0
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Et le premier terme intérieur aux crochets s’écrit :

5 (B0 Pa(51Be,4d y7131) Jot0) = =5 32((P o adad y™ ) (B, Bx) 600

k

_ _% Tr(Pﬁ o ad(Ad y~1 X)| ) #(y).

f

Pour terminer, on a alors besoin de calculer :
(YY) == Tr (Pioad Yl|s)

pour un élément Y de g.

Mais si Y appartient a i, ’endomorphisme P; 0 ad Y|z = ad Y|i est nilpotent donc
£(Y') s’annule.

Si Y appartient & n, les éléments de ad Y (g,) n’ont pas de composante selon gy pour
chaque A < 0 d’ou 4(Y) = 0.

Si Y appartient & m alors P; 0 ad Y| est ad Y|z car [m,n] C 0 et, comme ad Y est
antisymétrique pour ( , ), on a encore: £(Y) =

EnfinsiY € a:

(Y)=3 Tr (ad ¥]a) = 5 3 A(¥) = —p(¥),
A<0

On déduit de ces calculs Pexpression de A 4:

(Ax#)(y) = B(&r, Pa(Ad y—IX))¢(y)+ dog (Pn(Ad y™' X)) é(y)
[ (Pu(A4d y™1X))9(y) - Ty $(Ad y Pa(Ad y™ X)) (v)]
(iv + p)(Pa(Ad y™' X)) + doo (Pu(Ad y™ X)) é(y)

— Ty¢(Ad y Pi(4d y™' X)) " (v)]-

s|p—l‘-°
—

Ce qui est bien le résultat annoncé.

Compte tenu du lemme 3, on obtient alors 1'égalité formelle suivante valable au moins
sur P’espace des fonctions de C*°(N, E) a support compact :

| s

Ag == : dr(X) X €g.

Pour préciser davantage en va introduire, un sous espace commun aux domaines des
opérateurs A 3 et dr,(X) ou X € g.
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Soit D, I’espace des fonctions ¢ qui sont des vecteurs I-finis de la représentation
(i.e. telles que 7,(K).¢ engendre un sous espace de dimension finie).

En utilisant P'opérateur d’entrelacement I du paragraphe 3.3, on remarque que les
éléments de D, sont du type:

d(y) = e (iv+p) log ‘-‘(y)F(ic(y))

ou la fonction F est un vecteur K-fini de la représentation 7,.
Il est possible de déduire du théoréme de Peter-Weyl la caractérisation suivante des
vecteurs K-finis de la représentation 7,:

Si § € K est une représentation d’espace V', on obtient en décomposant 6|y :

Ve = @ V? (somme hilbertienne)'
o€Js

ou1 J; est une partie finie de M et ot la restriction de [pr & V,? est un multiple de o € M.
Alors les vecteurs K-finis de #, sont les combinaisons linéaires finies de fonctions F' du
type :

F(k) = ps,q, (6(k)"'v) ke K
o § € K est telle que [6|pr : 0,] > 0, ot v € fo, et ol ps o, désigne la projection
orthogonale de V4 sur fo dans la somme directe précédente.

Ainsi, on peut construire l'espace D, directement a partir de la donnée de x, et les
éléments ¢ de D, sont des fonctions de classe C*°, ce qui pouvait étre également déduit
de [31].

Compte tenu de ’écriture des fonctions ¢ de D, donnée plus haut, I'inclusion de D,
dans C§°(N, E) sera une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 6.
Soit H la fonction de classe C™® définie par:

H(y)=log a(y) ye€N.

Alors la fonction:
y — e—p(H (y))
est nulle & 'infini.

Preuve: elle se fait en plusieurs étapes :
1) Pour X € a* notons H) ’élément de a tel que A = B(H}y,.)|q.
Alors en posant:

(A v) = B(Hx, Hy),

on définit un produit scalaire sur a*et, pour toute racine positive A, on a :
(pyA) >0
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(voir [25] p 94 ou [34] V,15 par exemple).

2) Soit y un point de N; si H(y) est nul, alors: y =e.

En effet, supposons que y = kn avecy € N, ke K,n€ N.
On munit g du produit scalaire :

< X,Y >=—-B(X,6(Y))

qui est K-invariant.
Dans une base de g relative a la décomposition:

g=ndadmdn

et orthonormale pour <,>, Ad y a une matrice unipotente inférieure, Ad n une matrice
unipotente supérieure et Ad k une matrice orthogonale.
De ’égalité: Ad y = Ad k Adn on tire alors: Ad y = id.
Autrement dit, y appartient au centre de G, donc & K, donca K NN qui est {e}.
3) Soit y un point de N; si p(H(y)) est nul, alors y = e.
En effet d’apres [21]p 438, on peut écrire:

L

H(y) =) a; Hy

i=1

ol les \; sont les racines simples et o1 : a; >0 j=1,2...0

Comme: .

4 .
p(H(y)) = Z aip(Hy) =Y aj(p,)s),

J=1

il est clair d’aprés 1) que p(H(y)) =0 entraine a; = 0 pour j = 1,2...¢ donc H(y) =0 et
y=e.

4) Soit (E))a<o une base de f telle que Ey € gy et || || la norme de f définie par:

IS wEIR=Y i

AL0 A<0

On pose, pour y € N: |ly|| = || log y]|.
Remarquons quesiy =exp YouY = Z yrE\ et sia=exp H ou H € a alors:
A<0

aya~! = exp(Ad a.Y)
et:

AdaY = Ad(exp H)Y =) Xy, E,.
A0
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'Soit alors Hp fixé dans a* = {H € a/\(H) > 0 VA > 0}.
Pour tout y € N tel que ||y|| > 1 il existe un unique réel positif #(y) tel que :

|l exp(t(y)Ho) y exp(—t(y)Ho)ll = 1.

Cela découle simplement du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction h
définie sur [0, +oo| par:

h(t) = |lexp(t Ho) y exp(—t Ho)|l> =) ¥ Holy3,
' A<0

De plus, s1 on pose:

on remarque que: p(t) > 1 des que: ¢ < % ce qui montre que:

D’aprés le lemme 85 [19] p 101 on a :

exp p(H (exp(t(y)Ho)y exp(~t(y)Ho))) <1+ eXP(—';‘t(y) B(Ho) + p(H(v)))

B(Hop) = r§1>1{)1 MHo) > 0.
Posant enfin:

m = inf p(H(y))

llyll=1

on obtient:
(e™ — 1)ed tBH) < o(HW)

Comme m > 0, d’apres 3), on a:
si ||ly]| — oo alors {(y) — +oo et p(H(y)) — +00, ce qui termine.

On vient ainsi d’établir la:

Proposition 7.

L’espace D, est un sous espace vectoriel de C°(N,E)etona:
1 - -
Axlp, == dry(X)lp, X €g.

Ce résultat montre que le calcul symbolique permet de retrouver la famille (7rx)x de
représentations associées & 1'orbite O(£). En effet, pour tout y, I'application x — A, %|p,
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"est une représentation de g par des opérateurs antisymétriques laquelle s’intégre d’apres
[13] par exemple, en une unique représentation unitaire de G, la représentation .

Exemple:
Dans le cas ou G = SL(2,R), posons:

K = 50(2)
{( )
i) zER}

0
1) ye€ R}
g est 'algébre de Lie engendrée par:

_1(1 0 _1(0 1 L _L(o0 1
e1=3\0 -1 2=3\1 0 3T3\-1 0

avec les relations de commutation habituelles:

||
—
/N
[

r—’\—\
N
L

[61, 62] = €3 [61,63] = €2 [62, 63] = —eq.

La forme de Killing permettant d’identifier g 4 g* est donnée par:

B(z1e1 + z2e2 + T3€3, Y161 + Y22 + Y3e3) = 2(Z1y1 + T2y2 + T3ys).
Soit v € R; §; = ey définit une représentation de a = R.e;:
AV
H+— Zﬂ(zel,H)

qui s’exponentie en un caractere de A:

(t 0)'_)t1-,
0 4

Ici, M = {Id,—1d} et M est réduit & deux éléments (Xe)e=0,1 définis par:

Xe(=1d) = (-1)".

Par suite, & I'orbite coadjointe de & = & + €2 = e, est associé un couple (Tu,e) =0,1
de représentations unitaires de SL(2,R), irréductibles & P'exception de g ;[25], réalisées,

comme N s’identifie & R, dans I’espace L(R) par:

(70, $)(y) = sgn(=by +d)°| — by + d| ™~ ¢(

by+d)
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2), y € Ret ¢ € LE(R).

D’autre part, D,, est 'espace engendré par la famille (¢2m),,cz €t Dy, est I'espace
engendré par la famille (#2m+1)pmez 00, pour n € Z et y € R:

oug =

¢n(y) —_ (1 + yZ)_l—i% einArctany.

Le calcul symbolique -ici le calcul de Weyl sur R? x R?- permet alors via la proposition
précédente de retrouver les représentations (dm, ¢, Dy, ) définies par:

dm(e3)dn = %inqﬁn
dr(e1)dn = -}I((l +iv4n)pnt2 + (1L +iv — n)dn_2)

dr(ez)dn = -4%((1 + v + n)ppt2 — (1 + v — n)q&n_g).»

7.Calculs symboliques et produits associatifs.

7.1 On dispose, sur P’espace des symboles du calcul de Berezin au dessus de 'orbite O(¢2),
d’un produit associatif noté *' obtenu simplement & I’aide de la composition des opérateurs

de E: .
. . N~
A ¥ B= AB A€ L(E) BeL(E)

Les propriétés du calcul de Berezin (propositions 3 et 4) donnent immédiatement lieu a
des propriétés correspondantes du produit *':

1) (symétrie du produit *') Si a et b sont des symboles de Berezin, alors:

axb="b+'a

2) (M invariance de *') Si a est un symbole et m appartient & M, on définit un symbole
ap par:

am(p) = a(Adm™lp) ¢ € O(&)

Alors, pour les symboles a et b et tout m de M:
am ¥ by = (a *' b)m.
3) (covariance de *') Notons, pour X € m, X la fonction définie sur O(&;) par :
X(p) = B(w, X)
Alors X est un symbole et, pour tout couple (X,Y) d’éléments de m, on a:
X« Y — ¥V #' i X = i[X,Y].
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7.2 On définit de la méme maniére un produit associatif noté * sur 'espace des symboles
au dessus de l'orbite O(§y) polynomiaux en Z, introduits au paragraphe 5.1.

De méme que le produit associatif ”de Berezin” *' (propriété 3) ci dessus, ce produit
associatif est covariant.

Par restriction du produit associatif * aux symboles indépendants de la variable ¢, on
obtient un produit asssociatif que I'on notera également * sur I’espace des fonctions u:

(y,2) — u(y,2)

de N x i dans C, de classe C® et polynomiales en la variable Z , ce produit étant alors
associé au calcul symbolique u — B, défini par la formule intégrale:

(2) B = [ [ T Duy exp 3,20y exp T)iTAZ
fixi
ol yeN et o€ CP(N).
7.3 Pour tout symbole f au dessus de O(&,) on peut écrire:
(Fol)y,Z,0) = > w(y,Z)ar(e)
finie

oli, pour tout k, ar est un symbole de Berezin et u; une fonction sur N x .

Remarquons que le symbole f est polynomial en Z si tous les u; sont polynomiaux
en Z.

Soient alors les symboles f et g polynomiaux en Z définis par :

(fo¥)(y,Z,p) = u(y,Z)a(p) et (g0P)(y,2Z,¢)=ruv(y,Z)b(ep).

En passant aux opérateurs associés, on obtient:

((f*9) 0 ¥)(y,2) = (u* v)(y, Z).(a %' b)(p)

Ainsi, le produit associatif * au dessus de O(&) peut étre interprété comme étant le
prodult” du produit associatif défini sur N x par (2) et du produit de Berezin au dessus

de O(&2).

7.4 On va a présent donner une interprétation du produit associatif précédent sur N x @
en utilisant le produit étoile construit par S. Gutt sur le fibré cotangent d’un groupe de
Lie [18] donc en particulier sur le fibré cotangent T*N supposé identifié & N x fi comme
au paragraphe 2.

On reprend les notations utilisées au paragraphe 5.1 ; de plus, si Y appartient & fi, on
note ¥ 'opérateur différentiel invariant & gauche défini par:

(F9)6) = oy exp 1)) _
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A I'application de compléte symétrisation qui associe a tout élément Y1Y5...Y;, de I'algebre
symétrique de f 'opérateur différentiel:

1 ~ ~ ~
ANY2..Ym) = — > Yo Yoy Yoim)

eﬁ X lisomorphisme linéaire de Palgeébre des polynémes en Z,, Z,...Z, dans ’algebre en-
veloppante de n défini par : :

XZ;, Zj,--Zin) = MEj, Ej,...E;,).
Enfin, on notera également Z la fonction C™ sur (N x fi) définie par:
(y,2) — Z°.
Le produit étoile de S.Gutt, noté ici *,, est alors caractérisé par :
) 2%, 28 =1 R X1 (A(Z2%) 0 M(Z)) a1

ou l'indice indique que ’on prend la composante homogeéne de degré |a| + |8] — 1 au sens
de la graduation usuelle de I’algébre enveloppante de .
ii) pour u € C®(N) et v € C°(N x n):

w@) e v5:2) =Y 2(-5) Y BB u))(Za 2, 0)(0:2)

r!
r>0 $1..00p

la sommation étant effectuée sur tous les (i;...i,) et Z; désignant aussi la dérivée d’une
fonction de Z = Z Z;E; par rapport a la variable Zj.
J

Réécrivons alors la formule (2) en y introduisant le paramétre de déformation h:
(2" (Bu¥)(y) =h"" / / er (T 2y(y exp %,Z)d)(y exp T)dT'dZ

oy €N, € C(N) et n est la dimension de N.

Le calcul symbolique u +— B, ainsi obtenu associe a la fonction u telle que:
u(y, Z2) = w(y) Z* ou w € C°°(N) l'opérateur B, défini par:

(Ba $)(w) = i () (wly exp 3y e D)),

comme on le vérifie en procédant de la méme maniére que pour le lemme 4.
En particulier :

si u(y,2)=w(y) alors (Buy)(y)=w(¥)¥(y)
2)si u(y,Z)=2° alors (Buy)(y)= (i B)*I(NEP Ef*...Ez~ ) (v)-
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La proposition suivante montre que ce calcul symbolique est lié au produit étoile *,:

Proposition 8.

Le calcul symbolique u — B, étant supposé étendu a I’espace des séries formelles

E k" u, (les u, étant des fonctions sur N X i) on a, si u et v sont des combinaisons linéaires
r>0

(ﬁnies) de fonctions du type w(y)Z* (w € C®(N) :

~ ~

Buv,v = B. o B,

Preuve:
a) On considére tout d’abord le cas ol u(y, Z) = Z° et v(y,Z) = VA
Posons:

MES..ES) o NEP..ES") =) MEP..ET")

~eJ
ou J est une partie finie de N™.
L’opérateur:
B, o B,=(iR)l*HEIN"\EP..ET)
~€J
est alors obtenu a partir du symbole :
(i ﬁ)|°‘|+|ﬂ| E(, ﬁ)—|‘7| Z7=(i h)lal+lﬂ| Z G R~ Z 77
~€J s>o lvl=s
=Y (i hleltlfl=e 371 (3(2%) 0 NZP)),
s20

qui est précisément :  u *, v.
b) On examine ensuite le cas ol u(y, Z) = u(y) et v(y,2) = Z; Zj,.Zj,, -
On peut écrire :

(u % v)(y,Z) = EZ(—%)T(A(Eil...Eir)u)(y) Ziy T,

la sommation étant effectuée sur toutes les partitions de {j;...jm} en {z1...ir} et {ir41..-tm}.
Par suite:

Buo D) = 2 (-5) G R

r>0
0 0 T
(3252 01850 o Dty )
. evm 1., 1.,
=i mm>(-3) 3 =By, Ei,)
r20 partitions en 2 defir41...im}

)\(E,‘1 ...E," )’u(y)/\(E,'a',_'_1 ...E,’a' )‘l,b(y)
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"On remarque alors que la contribution des termes "en A(E

{iaps1--ia, } est fixé différent de {j;...jm} est nulle.
Par exemple, si ’on considére, pour fixer les idées, les termes "en (y)” on obtient:

T T €7

(i ﬁ)mZ('%)rzm_r (MEi, g1+ Ei A Eiy By, Ju) (y)9(y)
= (-2_) 3 (=17 (M Ei, yy o Ei )M Eiy .. Er, Yu) ()
(%)m Zo(_lyz;{—r)! %.m!(A(EiI---Eim)u)(y) P(y)

= 0 pour m >0.

En définitive, on trouve donc :

(Bu s, v ¥)¥) = (0 B)™ u(y)(ME;j, --Ej, ) (v) ,

ce qui montre bien que:

~

éu,,v=ﬁu o B,.

c) Pour calculer 'opérateur associé a u *, v ou u(y, Z) = u(y) et v(y,Z) = w(y)Zﬂ, on
procéde d’une maniére analogue a celle utilisée ci dessus.
Enfin, on passe au cas général de la méme maniére que dans la preuve du théoreme p

256 [18].

Remarques:

1) Le résultat précédent n’est pas véritablement surprenant si I'on pense que le calcul
symbolique (2) ou (2’) généralise, comme on I’a dit plus haut, le calcul de Weyl sur R™ xR"
et que d’autre part le produit étoile *, généralise le célebre produit étoile de Moyal sur
R™ x R", lequel est 1ié au calcul de Weyl [8].

2) 11 est intéressant de noter que si 'on considére le calcul symbolique v —— C, défini
par la formule intégrale:

i) =7 [ [ FTOuy, 2oty exp TyiTaz

alors on retrouve les propriétées :

csi u(y,Z)=u(y) ona: (Cu¢)(y)=uy) ¥(y)

.si w(y,Z)= Z%ona: (Cu¥)(y)=( h)INEM..ES))(y)
Donc on obtient:

Cu*,v=Cu o Cv

pour: u(y,Z2)=2% et v(y,Z)=
Mais cela ne va pas plus loin, comme le montre ’exemple suivant :
supposons que:  u(y,Z) = u(y) et v(y,2) = Z;
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"Alors: h
(u % V), Z) = u(v) 2k — 5 (Eeu)(y)

et C, ., » est défini par :

(Curva v D)B) = h (@) Ex #)() ~ - (Be w)ly) $(w).

D’autre part : 5
(Cu o Cy) % (y) =1 hu(y)(Exb)(y)-

Ce type de considérations conduit & penser que la formule intégrale (2’) est véritablement
”]a” formule intégrale associée au produit étoile *,.

8.Représentations * de G.

8.1 (Représentations * de M)

Le calcul symbolique de Berezin au dessus de O(€;) permet de définir immédiatement
une représentation * de M [3],[14] associée & la représentation o,, a savoir, avec les nota-
tions des paragraphes 4 et 7.1, ’application E, définie par :

——
Ey(m)=ay(m), meM.

La propriété:

d I
7 E,(exp tX)=1iX *' E,(exp tX)

montre que ’application E, joue le réle d’une exponentielle pour le produit associatif *' sur
’espace des symboles de Berezin et, de plus, posant pour tout 3 appartenant a C*°(M):

E) = [ pm) Bym) dm.
on obtient une "transformée de Fourier” de M.

Introduisons les notations:

(%1 % h2)(m) = / P1(m m' ™ Ypg(m')dm!
M
Yy (m) =1 (m™)
pour %1 € C®(M) 13 € C°(M).

On a alors:
Ex (1 2) =Ex (1) ¥ Ex(t2)
Ex(¥1”) =Ex(¢1)-
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"‘D’autre part 'opérateur:

oy (¥) = /M PY(m) o (m) dm (P € C™(M))

admettant pour symbole de Berezin &x(¥), la formule du caractére de Kirillov prend la
forme trés simple suivante, cas particulier de la proposition 3:

Tr oy($) = € /o E(¥) dowyy ¥ € C¥(M).

&2

8.2 Pour définir les représentations x de G associées aux représentations 7, de la série
principale de G, on ne peut pas procéder directement comme dans le cas compact, les
operateurs 7rx(g) (9 € G) n’étant alors pas des opérateurs du calcul symbohque ie. du
type Ay ol f est un symbole au dessus de O(&,).

On est ainsi amené & considérer plutét des opérateurs du type 7x(g) 0 Ay ou g appar-
tient 3 G, f a A et, s’inspirant de ce qui a été fait dans le cas exponentiel [6], on définira la
représentation * de G associée & m, comme une application de G & valeurs dans un espace
de distributions au dessus de O(&p).

Dans ce but, on introduit I'espace A~'D des symboles f € A tels que 'opérateur Ay
admette un noyau Ky de type D i.e. de classe C* & support compact, et on commence
par étendre le produit associatif * du paragraphe 7 & des symboles non nécessairement
polynomiaux en Z :

Proposition 9.
1) On définit un produit associatif noté également * sur 'espace A des symboles de
type L? en posant:
Afg=A5 0 A;, feA geA

En particulier, si les symboles f et g sont de type S (respectlvement appartiennent a
A™'D), alors le symbole f * g est de type S (resp. appart1ent aA™D).

2) Si f est un symbole polynomial en Z et g appartient 4 A~'® alors la composition
des opérateurs permet de définir de méme deux symboles f * g et g * f appartenant &
A71D,

Preuve:

1) découle simplement de la formule de convolution des noyaux ; le noyau K de 1'opérateur
Ay o Ag est obtenu & partir des noyaux respectifs K5 et K, des opérateurs Ay et A, par:

K(y,z) = /N Ks(y,t) Ky(t,2)dt yeN z¢€N.

2) On remarque en effet que le composé d’un opérateur différentiel, obtenu & partir d’un

symbole polynomial en Z, et d’un opérateur 4 noyau de type D est un opérateur 3 noyau
de type D.

Introduisons a présent des ouverts qui nous seront utiles dans la suite :
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D’autre part I'opérateur:

oy(¥) = /M P(m) o, (m) dm (Y € C°(M))

admettant pour symbole de Berezin &, (%), la formule du caractére de Kirillov prend la
f?rme trés simple suivante, cas particulier de la proposition 3:

Tr o) =¢ [ &) duoey € C¥(M).

(&2)

8.2 Pour définir les représentations * de G associées aux représentations , de la série
principale de G, on ne peut pas procéder directement comme dans le cas compact, les
opérateurs m,(g9) (g € G) n’étant alors pas des opérateurs du calcul symbolique i.e. du
type Ay ou f est un symbole au dessus de O(&).

On est ainsi amené & considérer plutét des opérateurs du type my(g) 0 Af ou g appar-
tient & G, f a A et, s’inspirant de ce qui a été fait dans le cas exponentiel [6], on définira la
représentation * de G associée & 7, comme une application de G & valeurs dans un espace
de distributions au dessus de O(&).

Dans ce but, on introduit 'espace A™'D des symboles f € A tels que 'opérateur Ay
admette un noyau Ky de type D i.e. de classe C™ & support compact, et on commence
par étendre le produit associatif * du paragraphe 7 & des symboles non nécessairement
polynomiaux en Z :

Proposition 9.
1) On définit un produit associatif noté également * sur l’espace A des symboles de
type L? en posant: '
Ajeg=Aj 0 Ay, f €A geA

En particulier, si les symboles f et g sont de type S (respectivement appartiennent &
A™1D), alors le symbole f * g est de type S (resp. appartient &4 A™'D).

2) Si f est un symbole polynomial en Z et g appartient 4 A~'® alors la composition
des opérateurs permet de définir de méme deux symboles f * g et g * f appartenant a
AT1D,
Preuve:
1) découle simplement de la formule de convolution des noyaux ; le noyau K de I’opérateur
Aj o Ay est obtenu & partir des noyaux respectifs Ky et I, des opérateurs A5 et Ay par:

K(y,z)=/1v Ky(y,t) K, (t,2)dt yeN zeN.

2) On remarque en effet que le composé d’un opérateur différentiel, obtenu a partir d’un
symbole polynomial en Z, et d’un opérateur & noyau de type D est un opérateur a noyau
de type D.

Introduisons a présent des ouverts qui nous seront utiles dans la suite :
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Lemme 7.
1) Posons, pour g € G: U, = gNMANNN et:

U={(9,y)€ GxN [ye Ug}.

Alors i1, (g9 € G) est un ouvert dense de N dont le complémentaire est de mesure nulle
ur la mesure de Haar sur N, et i un ouvert dense de G x N dont le complémentaire a

une mesure nulle pour la mesure de Haar sur G x N.

2) Soit g € G ; I’application oy : y — 7i(¢g~'y) est un difféomorphisme de {1, dans i ,-1.

3) L’application o : (g,y) — (g,ﬁ(g"ly)) est un difféomorphisme de Y dans:

' ={(g,y) € GxN Jy€ i1}

Preuve:

1) provient du fait que NM AN est un ouvert dense de G dont le complémentaire est de
mesure nulle pour la mesure de Haar de G, laquelle s’écrit alors:

dg = €2?°9 M7 dm da dn.

2) L’application ay(g € G) est de classe C™ sur I'ouvert U, bijective de U, dans { -1, la
bijection réciproque étant I'application ay-1.

3) L’application a est de classe C* sur l'ouvert {l, & valeurs dans {l' ; & est une bijection,
la bijection réciproque étant Papplication : (g,y) — (g,ﬁ(gy)) de Y’ dans Y.

Proposition 10.

1) Si f est un élément de A~'D et g de G, alors my(g) o Ay admet un noyau de type D.
2) Soit f élément de A~'D et ¢ de C(G) ; on note m, () I'opérateur [, ¥(g) my(g)dy;
alors, 'opérateur m, (¢ o Ajs) admet un noyau de type D.

Preuve :

1) Pour f dans A™'D et g dans G, l'opérateur 7,(g) o Ay est un opérateur de Hilbert-
Schmidt qui, compte tenu de ’expression de I'opérateur 7,(g), admet pour noyau la fonc-
tion K(g,.,.) définie par :

{K(g, y, 1) = e~ (pt+iv)log “(9—1y)a(m(g_1y))_le(ﬁ(g_ly),t) pour y € Y,,t € N
K(g,y,t)= 0 poury¢ilg,t€]v.
Comme K est une fonction de classe C* & support compact de N x N dans E, il en est
de méme de K(g,.,.), d’aprés le lemme 7.

2) Pour f dans A7™'D et ¥ dans C®(G), opérateur m, () o Ay est un opérateur de
Hilbert-Schmidt, admettant le noyau K donné par : '

K(y,t) = /G ¥(9) K(g,9,t)dg ye NteN.
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Le lemme 7 montre alors que (9,y,t) — ¥(9)K(g,y,t) est nulle en dehors d’un compact
de G x N x N donc K est & support compact, de classe C™, par dérivation sous le signe
d’intégration.

On munit I'espace A™1D de la topologie suivante : une suite (f,,) d’éléments de A™1D
sera dite convergente vers 0 si la suite (K, ) converge vers 0 dans D c’est a dire si tous les
5 ont leurs supports inclus dans un méme compact, et convergent uniformément, ainsi
que leurs dérivées, vers 0 sur N x N.
De méme, les espaces de symboles de type S, de fonctions de type S de N x N dans E (ou

de N x #i dans E) sont munis des topologles induites par la topologie usuelle de l'espace
de Schwartz S(R?").

Définition 1. (représentation * de G associée & m, )

Soit ¢ € G ; on définit une distribution Er (g) sur Iespace A719, i.e. une forme
linéaire continue sur A~'® en posant :

< E(g)7f >= A Tr I{wx(g)o Ag (y’ y) dy

ott Ky (g)o A, désigne le noyau de l'opérateur my(g) o Ay dont I'expression a été donnée
plus haut.

- Cette définition a bien un sens car la fonction y — Kr (4)0 4,(Y,y) est en particulier
continue a support compact, donc intégrable.
La forme linéaire E, (g) est bien continue pour la topologie de A~ 19: en effet si la suite
(fa) converge vers 0 dans A~ 19, la suite (K7, ) converge vers 0 uniformément sur N x N, les
Ky, ayant leurs supports contenus dans un compact indépendant de n ; le lemme 7 permet
d’en déduire que la suite de fonctions y — K (g)0 4, (y,y) converge uniformément vers
0 sur N, donc que < Ex (9), fn > tend vers 0.

Remarques:
1) La définition précédente a été choisie de sorte que, au moins formellement, on aie la
propriété:

% Er, (exp tX) = Er (exp tX)x i X

pour tout X dans g, le produit associatif * étant supposé étendu aux formes linéaires sur
A71D par :

<Dxf h>=<D,f+h> hecA™'D
oi D désigne une forme linéaire sur A™!D et f un symbole tel que f x A € A™'D pour
tout h € A~'D (par exemple f € A™1D).
2) Supposons que f € A~1D est tel que l'opérateur Ay soit & trace (c’est le cas en particulier:
si f est une combinaison linéaire finie de symboles du type h; *h; ol h; et h2 appartiennent

a A719D).

Alors, pour chaque g de G, l'opérateur =, (g) o As est également & trace et on a:

< Er (9),f >=Tr(my(g) 0 Ay)
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Définition 2.

Soit un symbole f de A tel que f *h € A™'D pour tout h € A™1D.
On définit une distribution sur A~'D, également notée f, en posant :

<f,h>=/ frh dy
O(&o)

Le deuxiéme membre ci dessus est bien défini, tout élément de A~1D étant en parti-
culier un symbole de type S, donc de type L!.
Notons que d’aprés une remarque du paragraphe 5, on a:

< f,h>=Tr Afep = Tr (Af o Ah)

Vérifions & présent la continuité de h —< f,h > sur A™'D. Si (h,) est une suite de
A~ qui converge vers 0, la suite (K}, ) converge vers 0 dans D donc dans L? et la suite
d’opérateurs (A, ) converge vers 0 pour la norme de Hilbert-Schmidt || ||z ; utilisant alors
I’égalité: ‘

1 . 1 . i - d -
Tr(Ag o An,) = ZllAs + A3l — Z1A7 — ALIE + S1A; +idil - £ ll4s — iAfl

on obtient:
lim < f,h, >=0.
n

Soient 2 formes linéaires D et D' sur A™!® ; on suppose que pour tout h de A™!D
la forme linéaire D' * h définie plus haut est égale & la forme linéaire obtenue comme dans
la définition 2 & partir d’un symbole appartenant & A~'® qui sera également noté D' * h.
On définit alors une forme linéaire D x D' par:

<D*D' ,h>=<D,D'xh> heA™'D.

Proposition 11.
Notons (A~'D)' I'espace des distributions sur A™'® ; on a :
1)SigeGet f e A™'D alors:

Er (9)*f= A7 (my(g9) 0 Ay) dans (A™1DY.
2)SigeGetyg €@, alors:

E”x(g) * E"x(g') = E"'x(gg')'
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Preuve:
1) En effet, pour h € A™1D:

< Er (9)* f,h >=< Eq (g), f * h>= Tr(my(g)o Asun)

et d’autre part:

/

2)Pour he A7'D, on a:

< A7l (m(g) 0 Af),h>= Tr(my(g)o A o A)

< Egr (9) * Ex (¢'),h >=< Ex (9),Ex (¢') * h >

oi:: Ex (g') * h désigne le symbole associé a my(g') o As.
D’ou:

<Ex(9)* Ex(¢'),h >= /NTT K (g)omy(g")0An (U5 Y) dy.

D’ou le résultat.

Définition 3: (Transformée de Fourier adaptée)

Soit 1 appartenant & C°(G) ; I'opérateur (1) étant de Hilbert-Schmidt [38], on
définit un symbole Ex, () de A par:

Aty = Tx(%)-

Ex, (¥) sera appelé transformée de Fourier adaptée de 3.

D’aprés la proposition 10, si k appartient & A™'D alors £x (%) * h appartient aussi a
A1, si bien que le symbole Ex, (%) permet d’obtenir, comme dans la définition 2, une
distribution sur A™1D :

<E&n, (¥),h>= / Ex (¥) * h dp =Tr(my() o An).

&o
On obtient alors immédiatement les propriétés suivantes de &y, :

Proposition 12.

1) Pour ; € C®(G) et ¢, € C(G) définissons ¥, * ¢ et Y] comme dans le cas
compact (paragraphe 8.1) ; on a :

Ex (V1) * Ex (Y2) =En, (1 % ¢2)

Emy(}) =Eny (9.
2) Pour 4 € C*(G), on a:
£ )= [ 9(0) Br(oMg dans (471D
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8.3 Remarque importante:

Si G est un groupe de Lie complexe, alors tout le contenu de ce chapitre reste valable
a la seule condition de remplacer la forme de Killing 8 de g par sa partie réelle.
Le groupe M étant dans ce cas connexe abélien [38], 'orbite O(£2) est alors triviale ce
%Ji simplifie le paramétrage de l'orbite O(&p) (on paramétre un ouvert dense de O(&g) par
x 1) et la construction du calcul symbolique au dessus de O(&): T'utilisation du calcul
symbolique de Berezin disparait, et on retrouve le calcul symbolique au dessus de N x #
du paragraphe 7.

8.4 Application.

Supposons ici que le groupe G posséde une unique classe de sous-algebres de Cartan.
Alors le groupe M est connexe, ce qui implique qu’a chacune de nos orbites O correspond
une unique représentation o de la série principale, et seules interviennent dans ’écriture
de la formule de Plancherel de G les représentations de la série principale [37].

Notons alors g* nt la réunion des orbites condjointes O associées aux représentations
de la série principal]e, et si F est une fonction définie sur gfnt posons :

I F 1P = [l Ro I dm(0)
ou dm désigne la mesure de Plancherel lue sur ’ensemble des orbites O identifié a G et ol:

1B |I? = /O 1, Pduo

dupo étant la mesure de Liouville de O.
Définissons enfin £(v) pour ¢ € C°(G) par :

g("/")lo = Eno (¥)

Alors, avec ces notations, la formule de Plancherel s’écrit simplement :

/ ke(9)[* dg = )1
G

i.e. la transformation £ construite est unitaire de L?(G) sur L2(gi*nt).

42



I1. Calcul symbolique au dessus d’une orbite coadjointe d’un produit semi direct

1.Préliminaires.

/
Les notations suivantes s’inspirent beaucoup de celles de [33] et sont indépendantes
de celles du précédent chapitre.
Soit K un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie €.
On note k. f ’action coadjointe de k € K sur f € €*.
Soit o une représentation de K dans un espace vectoriel réel V de dimension finie, et do
la représentation de £ associée.
On note o* la représentation de K dans V* contragrédiente de o:

< a*(k)p,v >=< p,o(k™)v >

oukeK,peV*etvelV.
On obtient, par dérivation:

< do*(A)p,v >= — < p,do(A)v >

pour A € &
On note alors, si v appartient &4 V et p & V*, v A p I’élément de & défini par:

<vAp,A>=<p,do(A)v >.

On utilisera parfois s’il n’y a pas risque de confusion les notations k.v, k.p, A.vet A.pala
place de, respectivement: o(k)v, o*(k)p, do(A)v et do*(A)p.

Soit alors G le groupe produit semi direct V' x K dont la loi est donnée par:
(v,k).(v', k') = (v + a(k)v', kK').
G est un groupe de Lie dont I'algébre de Lie g s’identifie, en tant qu’espace vectoriel, a
gn@ ifl;zntiﬁe également g* a V* @ £* en posant:
<(p,f),(a,A)y>=<p,a>+< f,A>
pourpe V* aeV, fet et Act

Lemme 1.
1) (crochet de Lie de g) Soient X = (a,A) et Y = (b, B) deux éléments deg =V @ ¢.

43



Alors:
[X,Y] = (do(A)b — do(B)a,[A, B)]).

2) (action coadjointe de g) L’action coadjointe de (v,k) € G sur (p,f) €eg*=V* D ¢*
est donnée par:

f

Preuve:
1) Remarquant que:

(v, k).(p, f) = (™ (K)p, k.f + v A o™ (k)p).

exp(tX) = (/08 o(ezp(rA))adr,ezxp(tA)) ,
on obtient:
dd,
X, Y]= Ea(ezp(tX)e:cp(sY) — exp(sY)exp(tX)) |t=s=0 .
= (do(A)b— do(B)a,[A, B))

2) Soient g = (v, k) un élément de G et X = (a, A) un élément de g.
Formant gezp(tX)g~!, on trouve:

Adg(X) = 2 (gezp(tX)g™) e
= (o(k")a + o(k~1)do(A)v, Adk~1 A).

Ecrivant alors pour £ = (p, f) dans g*:
< Ad*g.£, X >=<§,Adg A) >,

on obtient:
< Ad*¢.£, X >=<o*(k)p,a>+ < k.f+vAoc*(k)p,A>

Pour p € V, on pose:
K,={ke K o"(k)p=p).

K, est un sous groupe de K d’algebre de Lie:
t,={Act do*(A)p =0}.
Si on introduit I'application 7, de € dans V* telle que:
p(A) = —do*(A)p, A€E,

il est clair que:
Kerty, = &,.
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‘D’autre part, 'application transposée de 7, est I'application 7; de V**, canoniquement
identifié a V', dans &* définie par:
<1, (v), A >=<v,7(A) >
=— < do*(A)p,v >
=<vAp A>.
Ainsi:
T, (v) = v Ap.

Notons alors Eg Vorthogonal de ¢, dans €*; on a:

(V) C Eg

et:
dim7; (V) =dimy(¢)
=dimt — dimKert,(t)
=dimt — dimk,
Donc:
& =7, (V).

Dans [33], J.Rawnsley associe a toute orbite coadjointe O du groupe G le fibré F
obtenu de la fagon suivante:
si (po, fo) est un point de O, F est le fibré associé au fibré principal de base:

Zp, ={o*(k)po k€ K}

d’espace total K (dont la fibre au dessus du point po de Z,, est K,,) par l’action de Kp,
sur l'orbite coadjointe Y;,, de fo |¢, € 299

F est donc un fibré de base Z,,, de fibre type Y}, la fibre au dessus d’un point p de Z,,
s’identifiant & 'orbite Y, de fo | €, sous I’action coadjointe de K, groupe conjugué de Kp,.
F ne dépend que de l'orbite O (pas de I’élément (po, fo) de O considéré) et, inversement,
la donnée de F détermine O.

On dispose d’une "projection” de O dans l'espace total de F, 'application « telle que:

afp,f)=f |9p .

Déterminons les "fibres” ou ”lignes de niveaux” de ’application a:
si:

a(p, f) = a(p', f')
alors:

p=p
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‘et

Fle="1"1l, -
Donc:

ff-feg=m(V)

et il existe v € V tel que:

f'=Ff+vAp.
D’ou: v

(. f') = (p, f + v Ap) = (v,e).(p, f).

Les fibres de a sont donc les orbites, dans O, de V' considéré comme un sous groupe de G.
Si ¢ € Yy, choisissons f € €* tel que f | €, = ¢; alors:

alp,f)=¢

et les éléments de la fibre a~!(p) sont du type (p, f + f') avec f' € €.
Remarquons d’autre part que si p = o*(k)po, alors:

K, = kK, k™

d’ou:
£, = Adk &,

et:
0 _ * 1. p0
Ep = Ad k.Epo.

On peut alors avoir I'idée d’introduire un ”paramétrage” de l'orbite coadjointe O
par Z,, X Ego x Yp,, & condition qu'il soit possible de définir sur chaque "fibre” ay)
une “origine naturelle” permettant de considérer a~1(p) comme un espace affine d’espace
vectoriel associé Eg.

Dans le cadre ol I’on va désormais se placer, cette condition sera automatiquement satis-
faite, et, de plus, Eg s’identifiera a un hyperplan de V.

Dans toute la suite, K sera un groupe de Lie connexe semi-simple non compact de
centre fini et on supposera que, pour po fixé dans V*:

1) K,, est un sous groupe compact maximal de K conduisant a une décomposition
de Cartan de &

E=¢,0p
2) Yorbite Z = {o*(k)po k € K} est de codimension 1 dans V'*.

Ces hypothéses étant vérifiées pour les orbites de masse carrée positive du groupe
de Poincaré, on dira, si ces conditions sont réalisées, que G est un groupe de Poincaré
généralisé et que O est une orbite de masse carrée positive.
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L’application (T, k) — (exzpT')h est alors un difféomorphisme de p x K,,, dans K [37],
ce qui implique immédiatement que exp réalise un difféomorphisme de p dans son image
expp, et que 'application k — o*(k)py est un difféomorphisme de expp dans 'orbite Z.
Pour p € Z, on note M(p) 'unique élément de expp tel que:

do*(M(p))po = p-

Remarquons que, pour p € Z et k € K,,;, on a:

M(k.p) = kM(p)k™!.
Compte tenu de ce qui précéde, ’hypothése 2) ci dessus peut s’écrire:

dm 7, (V)=dim t~dimt,, =dim Z =dimV -1 ;

ce qui équivaut a:

dim Kert, (V) =1.
Comme po n’est pas nul (sinon on aurait: K,, = K !), espace:

Voo = {v € V/ < po,v >=0}

est un hyperplan de V.

Lemme 2.

1) V* = 1,(8)  Ropo
2)V =YV, ® Kerr,,

Preuve:
1) Comme dim7,,(€) = dimV — 1, il suffit de montrer que py n’appartient pas a 7,,(€).
Supposons qu’il existe A dans ¢ tel que:

do*(A)po = po-
On peut toujours supposer que A appartient & p et, pour tout B de €,,, on a:

do*([A, B])po = do*(A)do*(B)po — do*(B)po.

D’ou:

[A’ B ] € EI’o
et comme d’autre part:

[A4,Bl€p
car:

[p’ E1’0] C pa
on obtient:

[4,B] =0.
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Soit § la forme de Killing de &.
Pour B € §,, et C €p,on a:

B(B,[A,C]) = B([B, A},C) =0.

Alors [A, C], orthogonal pour 8 a tout B € €,,, appartient & p.
[”autre part, comme [p,p] C &,,, on a:

[A,C] €ty

Donc:

[A, C] = 0.

Ainsi A appartient au centre de €, donc A = 0 et py = 0, ce qui est une contradiction.
2) Comme:
dim Vp =dimV -1
et:
dim Kerr, (V) =1,
il suffit de vérifier que:
Voo N Ker,, = (0).

Soit alors v appartenant a V tel que < pg,v > et v A py soient nuls.
Alors, pour tout A de &:

< do*(A)pe,v >= 0.

D’aprés 1), on obtient: v = 0.

Si ¢ est un point de &,, on note également ¢ I'unique prolongement de ¢ a € iden-
tiquement nul sur p.On obtient ainsi une injection linéaire de ¢, dans & compatible avec
l’action coadjointe de K.

Soit O(§o) V'orbite coadjointe du point & = (po, o) de g* olt o est dans € .
On va paramétrer O(&o) par Z x Vp, X O(o) ot O(ype) désigne 'orbite de g sous ’action
coadjointe de K.
Proposition 1:
L’application:
¥ : (p,v,0) — (p, M(p).(¢ + v Apo))
est un difféomorphisme de Z x V,, x O(po) dans O(&).

Preuve:
1) ¥ est injective: en effet, si:

U(p,v,p) =Y, v',¢")

alors:



et:
p—¢' ="' -v)Apo
Comme ¢ — ¢' s’annule sur p, et (v' — v) A pp s’annule sur &,,, (v —v) A po = 0, ce qui,
puisque v' — v appartient & V},,, implique v' = v.
2) ¥ est surjective:
( Remarquons tout d’abord que pour k€ K,ve Vet pe V*:

k(v Ap) =o(k)vAo*(k)p.

Soit alors £ = (w, k).§o un élément de O(&o).
On peut écrire £ sous la forme ¥(p,v,¢) ot p = a*(k)po, ¢ = M(p) k.o et ol v est le
projeté de (M (p))~'w sur V,, parallélement & K ert,,, d’ou le résultat.
3) Le stabilisateur de §o dans G est Kerry x Kp, o, 0t Kp, o, est le stabilisateur de o
dans K,,. D’ou: '

dimO(&) = dimZ + dimVpy + dimO(po).

Par suite, et compte tenu de I'action de G sur ’orbite, il suffit pour pouvoir conclure que
¥ est un difféomorphisme de vérifier que ’application linéaire tangente de ¥ au point
(Po,0,¢0) est injective, ce qui se fait aisément.

Remarque 1:

La forme de Killing B de & permet d’identifier €* a ket & a¢,,. L'injection de ¢, dans
£* introduite plus haut correspond alors & l'injection canonique de &,, dans £, et ’espace
€, = 7, (V) s’identifie & p.

2.Représentations.

O(&o) désignant toujours 'orbite coadjointe de & = (po, o) O po est un point de
V* qui satisfait aux hypothéses du paragraphe précédent, on supposera de plus que la
restriction de ipo & 1'algebre de Lie &, ., du stabilisateur K, ,, de ¢o dans Kp, définit une
forme A analytiquement intégrable - dominante sur Egm% qui peut alors étre considérée
d’apres le théoréeme de Borel-Weyl-Bott comme le plus haut poids d’une représentation
unitaire inéductible p de K, réalisée dans 'espace E des sections holomorphes du fibré
en droites complexes L = K, X.a C/Kp, , au dessus de 'orbite coadjointe O(ypo) C €,
comme au paragraphe 3.2 du chapitre I.

On forme alors la représentation unitaire de G:
G ] .
T = IndeKpo (et<po, > ® p).

La représentation 7 est réalisée dans I’espace de Hilbert H complété de I’espace des
fonctions ¢ : Z — E de classe C* & support compact pour la norme:

l|l? = /Z < $(0), 8(p) > du(p)
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ou < , > désigne le produit hilbertien de E et ou du est une mesure K-invariante de Z
(on montrera plus loin I'existence d’une telle mesure):

(7(w,k)¢)(p) = &P p(M(p) "'k M(k™'p))é(k™"p)

pour (w,k)eG , p € Z.
La représentation 7 peut également étre obtenue en utilisant la construction exposée

ans [35] ou le procédé de quantification géométrique des orbites O(pg) et O(§y) donné
dans [33].

D’autre part, d’aprés un résultat de Mackey [35], la représentation 7 est irréductible
car la représentation p l’est.

La différentielle de la représentation = est donnée par :

(dn(w, A)¢)(p) =i < p,w > ¢(p) + dp(L(p, A)) () — T,$(A.p)

ou(w,A)€E g , p € Zet avec la notation:

L(p, 4) = S (M(p)™ exp(tA) M(exp(~tA))

t=0

L’application L de Z X & dans £, ainsi définie est linéaire en sa deuxieme variable et
posséde d’intéressantes propriétés de symétrie qui seront utilisées au paragraphe suivant.

Proposition 2.
i)Pourpe Zet Act:

L(M(p)4) , Ad M(p)™'A) = L(p, A).
ii)Pourp € ZetA € p:

L(M(p)~'po , —A) = L(p, A).

Preuve : Notons 6 le difféomorphisme (T, h) — (ezp T)h de p x K,, dans K, pr; la
projection canonique de p x K,  sur K,, et posons:

p;‘z =prqp 0 9_1.

Si X € & (respectivement X € ¢,,), notons Xt le champ invariant & droite sur K (respec-
tivement sur K, ) associé.
Utilisant I’expression bien connue de la différentielle de ’application ezp, on obtient :

d
Tawd (S,U* (k) = = exp(T +1S5) eap(tU) h|t=o

wd T 1-— e—ad T +
= |e -W—-.S + U )| (exp T.h)
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‘ou (T,k)ep x Kp,, S€p etUcect,.
D’ou , différentiant I'application p7, 0 8 = pry:

1_e—adT

—QadT 7 U))+(6$PT-h) = U*(h).

TezpT.h PF2 (Ad ezp T(

En particulier pour expT = M(p) et h = e, on trouve :
e—ad T +

Cette derniére égalité va nous permettre de calculer L(p,A) (p€ Z , A€ ®).
En effet remarquant que, pour k dans K:

M(p)™' k M(k™" p) = pis (k' M(p)) ™"

on a d’une part:

L(p, 4) = 7 (exp(~tAM(p) "] _ = (Turpra) (47 (M(2)))

et d’autre part, si T est fixé dans p, pour tout A' € & il existe un unique couple (S,U)
appartenant a p x &, tel que:

l_eadT

’——
A = 7T S+ U

En effet cette égalité s’écrit:

shadT l1—chadT
T .S +__adT S+U

Al =

ce qui équivaut a :

{ P"'p(A’) — sh ad T S

pre,, (A) = =G F S +U

ol pry et pre, sont les projections respectives de € sur p et €,,.
Soit encore : i ’
— _ad T
{ S = weairrr(4)

U =pre, (A") + th(% ad T)pry(4').
Ainsi, on trouve, si M(p) = expT :

L(p, A) = pre,, (Ad M(p)™*.A) + th(% ad T) pry (Ad M(p)~ A).
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- En écrivant:
A =pry,, (A)+pry(4)
et

Ad M(p)™' = Ad exp(-T) = ¢ ** T = —sh(ad T) + ch(ad T) ,
0{1 obtient aussi:

L(p, A) = pre,, (A) - th (% ad T) pro(A) .

La propriété ii) résulte immédiatement de cette derniere expression de L(p, A) pour A € p
et la propriété i) des deux expressions de L(p, A) pour A € &.

Remarque 2.

La méthode utilisée dans la preuve de la proposition précédente permet également de
trouver l’expression de la mesure invariante de Z dans la carte T +— ezpT.po de Z.
Notons en effet pr; la projection canonique de p x K, sur p et posons p7; = pr; o 6-1.
L’action de k de K sur Z induit une action T +— p71(k .exp T) de k sur p dont on va
calculer le jacobien Jx(T).

Posant k.expT = expT'.hou T' €pet h € K,,, on obtient pour V dans p:

d & (kezp(T +tV T sy [4d keepT (222 Y (h eap T
'CEPH( .exp(T +t ))'t=0 = ( k.eszPﬁ)[ -€Tp -(_—a_dT_ )] (k exp T)
. 1— e—-ad T +
_ , ~ ad T 7]
= (TepTr 1D1) [e Ad h(—a — V)] (ezpT'.h)
ad T' 1—e-24T
~ shad T PTp (Ad h. ad T V)
ad T' shad T
= ————— Ad h. .
shad T A ad T v
D’ou, posant:
shadT
§(T) = Det( —=1,);

on trouve :

J(T) = §(T")"! §(T) ou T' = pi(k ezp T).

Par suite, I'image réciproque par ’application T'— exp T.py de la mesure K- invariante
de Z est la mesure §(T)dT ou dT' désigne la mesure de Lebesgue de p ce qui est bien le
résultat donné dans [20] par exemple.
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3.Calculs symboliques.

3.1 Au dessus de l'orbite O(¢pg), on considére le calcul symbolique de Berezin qui a été
introduit au paragraphe 4 du chapitre 1 ol ’on a donné ses principales propriétés. Rap-
pelons que ce calcul associe & tout opérateur A de E une fonction A sur O(po) appelée
symbole, 'application A — A étant alors un isomorphisme de L£(E) dans I’espace des
symboles.

En particulier si X € ¢,,, le symbole de l'opérateur dp(X) est la fonction iX ou X
désigne la fonction définie sur O(pg) par:

X(p)=<p, X >.

Cette propriété montre que le calcul symbolique permet de retrouver dp donc, puisque ici
le groupe compact considéré, K,,, est connexe, de retrouver p.

3.2 Un symbole au dessus de 1'orbite O(&p) est ici une fonction f : O(&) —— C telle que,

pour tout (p,v) de Z x V,,, la fonction ¢ +—— (f o ¥)(p, v, ) soit un symbole du calcul de

Berezin au dessus de O(pg), symbole dont on note f(p,v) l'opérateur de E associé.
Etant donné un symbole f au dessus de O(p), on définit, lorsque cela a un sens, un

opérateur Ay par la formule intégrale suivante qui utilise une ”dualité” entre p et Vj, :
(1) (Ar¢)(p) =
// y ei<T’”>f(p,v)p(M(p)_le:cpTM(e:cp(—T)p))d)(M(p)e:va po) 6(T)%dT dv
px
ou :

. p € Z et ¢ est une fonction de Z dans E
. on a posé pour T dans p et v dans V},;:

<T,v>=<vApy,T>.

. dT et dv sont des mesures de Lebesgue de p et V,,, convenablement normalisées et

6 désigne la fonction sur p introduite dans la Remarque 2 ; on a en particulier : §(0) =1
et To 6=0.

La formule (1) permet d’associer a tout symbole f polynomial en v, c’est a dire tel
que la fonction f o ¥ soit de classe C* et polynomiale en la variable v, un opérateur Ay
agissant sur ’espace des fonctions ¢ Z — E de classe C™ a support compact.

En particulier, en utilisant la méme méthode que pour le lemme 4 du chapitre 1, on obtient
le résultat suivant:

Lemme 3.

1) Si f est un symbole tel que f o ¥, donc f, soit indépendant de la variable v, on a :

(As )p) = f(p,.) ¢(p) pour p€Z et ¢ € C®(Z,E)
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- 2) Si f est un symbole tel que : (f o ¥)(p,v,p) =< u(p),v > ou u est une fonction
C® de Z dansp,on a:

(Ar $)p) = = [do(L(p.u(p))) (2) + (T $)(M(p)-u(2) 20))]
pour pE€ Z et e CFP(Z,E). |

On peut alors énoncer la propriété principale de ce calcul symbolique :

Proposition 3.

-Si X appartient & g, notons X la fonction définie sur O(&;) par: X’(f) =<&,X >
Alors X est un symbole polynomial en v et:

Ag ¢= dr(X)p

pour ¢ € CP(Z,E).

Preuve:

Soit X = (w, B) un élément de g.
Posant:
B'= Ad M(p)™'B = B; + B,

ou B, €&y, et B€p,ona:

(X 0o ¥)(p,v,0) =< p,w >+ < M(p).(¢p +vApo), B>
' =<pw>+<p,By>+<v,B;> .

Remarquons d’autre part que:
M(p).(Bz-po) = M(p).(B'.po) = B.(M(p).po) = B.p.
Do, en utilisant le lemme 3 puis la proposition 2 :
(Ag $)p) =< p,w > +7dp(B1)B(p) - = [4o(L(p, B2))$(p) + (T, ) (M(p)-(Ba20))]
= %[z <p,w> +dp(L(M(p)'1 PO,BI)) é(p)
+dp(L(M(p) o, B2) ) #(p) — Ty4(B-p)]
= %[z <pw> +dp(L(M(p)‘1 po,B'))¢(p) - T,qs(B.p)]
= %[i < p,w > +dp(L(p, B))$(p) — T,¢(B.p)] |

- (dm(X)8)(p).

1
(e
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De méme qu’au chapitre 1, le calcul symbolique s’étend & la classe des symboles de ”carré
intégrable” :

Proposition 4.

La formule intégrale (1) permet de définir une isométrie bijective de I’espace de Hilbert
A complété de 'espace des symboles f continus a support compact pour la norme

[ .
117 = / /Z 1@ duto)o

dans 'espace Lo( H) des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H.

Preuve:

Soit f un symbole continu a support compact; on pose :

EH@T) = / ei<Tv> F(p. ) do.

Veo
La formule intégrale (1) s’écrit pour ¢ € C.(Z, E) :

(418)0) = [@HEDo(ME) " ezp T M(cap(~T)p))$(M()eap T ps) 6(T)} oI
A D'aide des changements de variables successifs ¢' = ezp T.po et ¢ = M(p).¢', on obtient :
(4rd)o) = [ Ky(pi9) (o) dutg)

ou l'on a posé : h

K(p,q) = FF)(p.log M(p)™'q) p(p,q) §(log M(p)~q) ™"/

la notation log ¢ désignant, pour ¢ € Z, 1'élément de p tel que exp(log q) = M(q) et la
notation p(p, ¢) étant évidente.

On a également :

Tr(Ag A}) = / /Z ) ZTT Ks(p,q) Ks(p,a)" du(p) dp(g)
= / /Z xZTr(Sf (p,log M(p)~'q)3F(p, log M (p)“q)*) §(log M(p)~q) ™" du(p)du(q)
= / /Z Tr(3f(p,T) 3f(p,T)*) du(p) dT.

X p

On voit ainsi la raison d’étre du facteur 6(T)'lf dans la formule intégrale (1). Utilisant la
formule de Plancherel pour la transformée de Fourier partielle §, on trouve :

42 = / /Z o V.9 dutp) o
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Par suite Ay est un opérateur de Hilbert Schmidt de H et ||Af||2 = ||f|]|- La proposition
en résulte.

Remarque 3.

L’action de G sur 'orbite O(&,) peut s’écrire, a travers le paramétrage ¥ :

f (k)Y (p,v, ) = U(k.p, o + 0", hap)

h = M(k.p)™' k M(p) € K,,

et ou v' est le projeté de M(k.p)~'w sur V},; dans la somme directe:
V =V, & Ker 7.

On peut en déduire que la mesure du(p) dv dp ou dy désigne la mesure de Liouville
de O(¢po) est I'image par ¥ de d€, mesure G invariante de 'orbite O(&p).

Remarque 4.

Si le symbole f est tel que Popérateur Ay soit a trace et que la fonction f soit
intégrable, on obtient de méme qu’au paragraphe 5 du chapitre 1 en utilisant la remarque
précédente : :

Tr Af = dt.
; /o BR(GE:

4.Applications.

Tout comme au chapitre 1, le calcul symbolique construit au paragraphe précédent
peut étre utilisé pour définir une représentation * de G associée a la représentation =, ainsi
qu’une transformée de Fourier adaptée.

La composition des opérateurs dans L2(H) permet de définir un produit associatif
noté * sur ’espace A.

Notons A~!%D ’espace des symboles f de A tels que I'opérateur Ay admette un noyau
Ky de classe C* a support compact. La formule de convolution des noyaux montre que
I’espace A~1D est stable pour le produit *.

Lemme 4.

1) Si f appartient 4 A7'D et g & G, 'opérateur n(g) o A; admet un noyau de classe
C® & support compact.

2) Si f appartient 4 A™'D et 3 & C.(G) , 'opérateur w(1) 0 Ay admet un noyau de
classe C*™ & support compact.
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Preuve:

En effet w(g) o Ay admet pour noyau, si ¢ = (w, k) :
K(p,q) = e "> p(M(p)™" k M(k™'.p)) K;(k7.p,q)

Et, pour ¢ € C.(G), I'opérateur 7(¢) o A5y admet pour noyau :
K'(p,q) = / / P(w, k) e <P p(M(p) "k M(k™ p))K¢(k™" p,q) dw dk
VxK

qui est bien & support compact, puisque la fonction: (w,k,p,q) — ¥(w,k) Ks(k~! p,q)
’est.

Définitions.

1) (Représentation * de G associée & ) Pour ¢ € G soit E(g) la distribution de
Pespace A~'D définie par:

< E(9),f > /Z Tr Kr(g)oa, (P,p) dp(p)

ot Kr(g)0s, désigne le noyau de I'opérateur w(g)o Ay.

2) Soit f un élément de A~'®. On note égalemenf f la distribution de ’espace A~'D
définie par
< fih >=Tr(Afo Ap).

3) (Transformée de Fourier adaptée) Pour ¥ € Cc(G) soit £(v) la distribution sur
Pespace A~'% définie par :

< EW), f >=Tr(n() o Ay).

Comme dans le chapitre précédent, on obtient avec les mémes arguments:

Proposition 5.

1) Si g appartient 4 G et f 8 A~'D, la distribution E(g)* f sur A~1D est la distribution
définie par la fonction de A~1D, symbole de 'opérateur w(g) o Ay.

2) Pour g et ¢' éléments de G : E(g) * E(¢') = E(g9').
3) Pour v, et 12 éléments de C(G) :

E(Yn) x E(h2) = E(Pr * o).
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4) Pour 1 dans C¢(G) :

E(w) = /G %(g) E(g) dg.

5.Un exemple : le groupe de Poincaré.

On considére ici le produit semi direct G =V x K ot K = SL(2,C) agit sur V = R*
via le recouvrement SL(2,C) — SO(3,1) [29]

5.1 Identifications.

V étant rapporté a sa base canonique (e, ez, e3,¢€4) on identifie V* 4 V au moyen de
la forme bilinéaire K-invariante sur V' définie par:

< p,p' >= —p1 p} — p2 Py — p3 P + P4 Py

Les éléments de & = si(2,C) ~ s0(3,1) sont des matrices du type :

Uu

(tB Z) B € so(3) ueR:.

Il est bien connu que so(3) s’identifie & R® par 1’isorno'r1$hisme:

p o -T g
q | — r o —-p
r —q P o

le crochet de Lie de 50(3) correspondant alors au produit vectoriel usuel de R3.

De méme, £ s’identifie & ’espace des 2-vecteurs A2V par application
UAwW— Aynw
ol Ayayw est 'élément de & défini par:
Aurw-v =< w,v > u— <v,u >w.
La forme bilinéaire de V induit une forme bilinéaire sur A%V :
<pAgq,p'ANg >=<p,¢d ><p',g>~-<p,p><g,q>
laquelle correspond a la forme de Killing de & et permet d’identifier &* a €.

58



Notons que :
<UvAp, uAw >=Lp, Ayauv >,

ce qui montre que le 2-vecteur v A p correspond bien & I'élément de €* noté v A p au
paragraphe 1.
Enfin l'action coadjointe de K est donnee par l’actlon naturelle de K sur A%V :

[ k(uAw)=ku A kuw.

5.2 Orbites.

L’orbite coadjointe de G considérée ici est celle de §, = (po, o) ol po = ¢4 et
o = ney A ea, 2n € N* (orbite de masse carrée positive et de spin n dans la terminologie
de [33]).

Le "petit groupe” K,, est alors SU(2), Z est I’hyperboloide

{peR'/<p,p>=1 psy>0},

V), est le sous espace vectoriel engendré par e, ez,e;3 et on a Ker 75, = R.eq.
Les hypothéses du paragraphe 1 sont vérifiées et la décomposition de Cartan de € est donnée
par £y, = su(2) =~ s0(3) ~ A?V,,, et p = {v A ey/v € V}, les éléments de p s’exponentiant
en des "transformations de Lorentz pures”.

Enfin l’orbite O(yp) s'identifie & la sphére S2 de rayon n de l'espace vectoriel ayant
pour base canonique ez A e3,e3 A e1,e1 A ez, laquelle sphére s’identifie 8 CU {o0} par la
projection stéréographique de pole g.

L’action coadjointe de (_aﬁ Eﬂi) € SU(2) s’écrit alors :

+ﬁ

[

B

Notons aussi que : Kpy o, = SU(1).

5.3 Calcul de Berezin au dessus de O(o).
On consideére ici le fibré L : SU(2) x, C/SU(1) — O(¢q), x étant le caractere de

SU(1) défini par :
e o ;
X( o e—iﬂ) — e'_’znO-
Trivialisant L a 1’aide de la section sy donnée par :

so(z) = [(1 +2z)7 1 (_1 i) (1+ zE)'“] :

on identifie I'espace des sections holomorphes de L & 'espace des polynomes f(z) de degré
inférieur ou égal a 2n muni du produit hilbertien :

< fi, fa >=/Cf1(z)?2(_3) (1+22)7" du(z)
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ou: .
dv(z) = ~———— d:= d=
est "la” mesure invariante de I'orbite O(pyp).

Pour 0 < j < 2n notons s; la section définie par s;(z) = 27 so(z) et posons:
d[,- =< sj,5; >~1/2. Alors (d; s;j); est une base orthonormée de E.

Avec les notations du paragraphe 4 du du chapitre 1, on a :

Proposition 6.

1) Les "états cohérents” e, sont donnés par :
Coate)(t) = (14 2 £ s0(2).
2) Si opérateur A de E a pour matrice (a;;) dans la base (s;) alors :
A(z) = (14227 Z Cl. aij 27
t,j

3) La composition des opérateurs de E permet de définir un produit associatif noté x!
sur I’espace des symboles au dessus de O(po)-
Plus précisement, si e;j désigne le symbole défini par :

€ij = A Ej(]. + ZE)_Zn

ona:

4) La représentation p est donnée par:
(p(R)-f)(2) = (Bz + @)*" f(h™".2)

ot h=<_°‘ﬂ g) € SU(2) et f € E.

5) On définit une représentation * de SU(2) associée & p (voir le paragraphe 8 du
chapitre 1) en posant :

~~
Ey(h) = p(R)
pour h € SU(2). Alors :

E, (h) (2) =(1+22)7*"(@zz + Bz — pz + a)*"
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Preuve:
1) Ecrivant :
S]'(Z) =< 8_,‘,630(:) > 50(2)7

on obtient :

lﬁ’oﬁ :

2 =< 8j,€50(2) >

2 _j
€s0(z) = Z dJ z! S5
J

et:
< €454(2)1Esp(2) == Z d;')- (zz)’.
J
D’autre part :
< €50(2)s €ao(z) >= € < S0(2),50(2) > .
D’ou: . |
Z d_";(z’z')J =e(1+ zZ)®" et d? =¢eCj,.
J

En revenant & I’expression précédente de e,,(.) on trouve :
eso(s)(t) =D € C, 7 sj(t) = e(1 + 2 )" s0(2).
J

2) Soit E;; Popérateur de E défini par : Ejj sp = bij i
Comme:
€so(z) = Z dl,:. zF s
3
on a:
E:: —< d? 57 s &2 3* _dzfi-j__ Ci izl
< Lij €50(2) » Cso(z) >=< dj =7 S, k2 Sp>=4djz 20 =€y, 20 2.
- _

D’ou : _ o
Eij(z) =(1+ ZE)—2nC‘21n A

Le résultat en découle.
Enfin, 3) 4) 5) se vérifient sans difficultés.

Remarquons que, partant de 2), on peut retrouver ’égalité :
Tr A= 6/ A(z) dv(z)

pour A € L(E).
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En particulier en prenant pour A 'opérateur identité on obtient :

n+1
f (ll/(z)'

m

5{4 Les symboles au dessus de O(&p) sont les fonctions f de O(&p) dans C telles que :

(fol)p,v,2) = (1+25) Y Cl, fij(p,v)7'%.

0<i,j<2n

La formule intégrale (1) définissant le calcul symbolique n’est pas véritablement plus simple
dans ce cas particulier. Signalons toutefois que la fonction § est donnée par :

ou T appartient & p et s’écrit (,Ou':)
Les résultats des paragraphes 3 et 4 précédents s’appliquent alors et permettent en
particulier de définir un produit associatif * sur 'espace A des symboles f tels que:

et o ||ul| est la norme euclidienne de u € R®.

[ [ 1000518 duto) do < oo

la mesure invariante sur Z étant ici :

dp; dpa dps

du(p) = e

et donc de définir une représentation * de G associée a la représentation 7.



Références

[1) D. Arnal " The * exponential” in M. Cahen and M. Flato (eds) ”Quantum Theories and
seometry” Kluwer Academic Publishers, 1988 .

[2] D. Arnal, B. Cahen, M. Cahen et S. Gutt "Une classe d’orbites coadjointes qui sont
symplectomorphes & un fibré cotangent” C.R.Acad.Sci.Paris, t 312, Série I (1991) p.127-
130.

[3] D. Arnal, M. Cahen and S. Gutt "Representation of compact Lie groups and Quanti-
zation by deformation” Acad. Royale de Belgique Bull. de la classe des Sc. 3'e™e série t.

LXXIV, 45 (1988) p.123-141.

[4] D. Arnal, M. Cahen and S. Gutt 7* exponential and holomorphic discrete series”
preprint U.L.B, 1988.

[5] D. Arnal and J.C Cortet "Nilpotent fourier Transform and Applications” Lett. Math.
Phys 9 (1985) p.25-34.

6] D. Arnal et J.C Cortet ”Représentations * des groupes exponentiels” J. of Funct. Anal
g
92,1 (1990) p.103-135.

[7] D. Arnal et J.C Cortet ” La notion de * produit et ses applications aux représentations
de groupes” Conférence aux Journées Relativistes, Angers 1979.

[8] F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnevowicz and D. Sternheimer "Deformation
Theory and Quantization” Ann. of Physics 110 (1978) p.61-151.

[9] P. Bernat et al. "Représentations des groupes de Lie résolubles” Dunod, Paris 1972.

[10] B. Cahen "Représentations * associées a la série principale d'un groupe de Lie semi-
simple” Preprint Université de Metz (soumis pour publication a Bull. Soc. Math. Fr.).

[11) M. Cahen, S. Gutt and J. Rawnsley ”Quantization of Kahler manifolds I : geometric
interpretation of Berezin’s quantization ”J. of Geometry and Physics 7,1 (1990) p.45-62.

[12] M. Duflo ”Fundamental-series representations of a semi simple Lie group” Funct. Anal.
and Appl. 4,2 (1970) p.38-42.

[13) M. Flato et al. "Simple facts about analytic vectors and integrability” Ann. scient.
Ec. Norm. Sup 4'*™¢ série t5 (1972) p.423-434.

63



[14] C. Fronsdal "Some ideas about Quantization” Reports on Math. Physics 15,1 (1978)
p.111-145.

[15] V. Guillemin and S. Sternberg ”Symplectic techniques in physics” Camb. Univ. Press.

[16] E.A. Gutkin "Representations of the principal series of a complex semi simple Lie
goup” Funct. Anal and Appl. 4,2 (1970) p.32-37.

[17] S. Gutt ”Some aspects of deformation theory and quantization” in M. Cahen and M.
Flato (eds) ”Quantum Theories and Geometry” Kluwer Acad. Publ. 1988.

[18] S. Gutt ”An explicit * product on the cotangent bundle of a Lie group” Lett. Math.
Phys 7(1983) p.249-258.

[19] Harish-Chandra "Discrete series for semi simple Lie groups II” Acta Math. 116 (1967)
p. 1-111.

[20] S. Helgason "Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces” Acad. Press.
[21] S. Helgason ”Groups and Geometric Analysis” Acad. Press 1984.
[22] A.A. Kirillov ”Eléments de la théorie des représentations” Ed. Mir, 1974.

[23] A.A. Kirillov "Method of orbits in the theory of unitary representations of Lie groups”
Funct. Anal and Appl 2,1 (1968) p.96-98. -

[24] A.A. Kirillov "The characters of unitary representations of Lie groups” Funct. Anal
and 2,2 (1968) p.40-55.

[25] A. W. Knapp "Representation theory of semi simple groups. An overview based on
examples” Princeton Math. Series 36, 1986.

[26] B. Kostant ”Quantization and Unitary Representations” in Lect. Notes Math. 170
Springer 1970.

[27] C. Moore ” Compactifications of symmetric Spaces” Amer. J. Math 86 (1964) p.201-
218.

[28] C. Moreno and P. Ortega-Navarro ”* products on DY(C), S? and related spectral
analysis” Lett. Math. Phys. 7 (1983) p.181-193.

[29] M.A. Naimark "Les représentations linéaires du groupe de Lorentz” Dunod 1962.

[30] A. Perelomov ”Generalized Coherent States and Their Applications” Springer-Verlag.

64



[31] N. S Poulsen "On C°- Vectors and Intertwining Bilinear Forms for Representations
of Lic Groups ” J. of Funct. Anal 9 (1972) p.87-120.

(32] L. Pukanszky "Legons sur les représentations des groupes” Dunod, Paris. 1967

[33] J.H. Rawnsley " Representations of a semi-direct product by quantization” Math. Proc.
(famb. Phil. Soc. 78 (1975) p.345-350.

[34] J. P. Serre ” Algebres de Lie semi simples compiexes” Benjamin, New York 1966.

[35] D. J. Simms "Lie groups and quantum mechanics” Lect. Notes. Math 52 Springer
1968.

[36] A. Voros ”An Algebra of Pseudodifferential Operators and the Asymptotics of Quan-
tum Mechanics” J. of Funct. Anal. 29 (1978) p.104-132.

[37] N.R. Wallach »Harmonic Analysis on Homogeneous Spaces” Dekker, New York 1973.
(38] G. Warner "Harmonic Analysis on semi simple Lie Groups LII” Springer 1972.

[39] N.J. Wildberger "On the Fourier transform of a compact semi simple Lie group”
Preprint Univ Toronto, Canada.

[40] N.J. Wildberger ”Convexity and unitary representations of nilpotent Lie groups” In-
vent. Math. 98 (1989) p.281-292.

65



Introduction.

Table des matiéres

I Calcul symbolique au dessus d’une orbite coadjointe d’un groupe semi-simple.

0N OO W

Préliminaires-notations. .........oeeeiiiierennennaeannns e 9
Paramétrage d’un ouvert dense d’une orbite coadjointede G. ................. 9
Représentations associées aux orbifes. ............oooiiiiiiiiiii 13
Calcul symbolique au dessus de Porbite O(£2). +..covvvevnivniiiiiiia e 17
Calcul symbolique au dessus de Porbite O(£p). «v.-vvvvvevrniiiniiiiines 20
Calcul symbolique et représentations (7rx) ................................. 25
Calculs symboliques et produits assocw,tlfs .................................. 31
Représentations * de G oo P 36

IT Calcul symbolique au dessus d’une orbite coadjointe d’un produit semi di-

rect.
1. PreliIimaireS. « o vt eete e tetnaneaaeenesanarteana et e e 43
2. Représentations. ...........oiiieeeiarnriiaiiiiiiiii i 49
3. Calculs symboliqUeS. . .....cuuinirinereramininniiii it 53
4. ApPPHCAtIONS. . ..vnieuieinti it i 56
5. Un exemple: le groupe de POIICATE. e eeeennte e annaeeeeeaeeaeeneenn 58
Références bibliographiques. ........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 63

66



