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INTRODUCTION

Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Existe-il des structures d'algèbre ou

d'algèbre de Lie sur V ? Si oui ces structures sont-elles équivalentes? Si on munit I'ensemble

des structures d'algèbre ou d'algèbre de Lie sur V d'une topologie, un point A6 donné de

cet ensemble est ii rigide c'est à dire existe -il un voisinage de ce point qui ne contient

que des structures équivalentes à Ao ? Une manière d'aborder ces questions est de partir

d'une structure As sur I/ et d'essayer de la déformer, c'est à dire d'introduire I'espace V,

\ des séries formelles en z à coefficients dans V et de chercher I'existence et l'éqivalence de

\J structures du type/'  
A , :Ao*uA t+u2Az+ . . .

du même type que 46. Cette idée a été développée par Gerstenhaber [11]. A. Nijenhius et

R. Richardson [26] ont posé des questions analogues en géometrie différentielle: Un espace

topologique donrrJ peut-il être muni d'une structure de variété différentiable?...

Q

\

t

Rappelons très rapidemant quelques définitions de cette théorie des déformations. Soit

V un espace vectoriel sur ccnp6 K. Considérons M(V): Op)-r M'(V) I'espace vectoriel

gradué Jes applications multilinéaires sur I/ et notons par A(V) : Op2-1 Ap(V) son image

par l,opérateur d'antisymétrisation . M(V) et A(V) peuvent être muni de deux structures

â,dgèbt" de Lie respectives A et [, ] telles que I'ensemble des solutions de l'équation de

déformation
AL .A :  O  A  E  MI (V )

(respectivement

lA, ;+1:g A c  A t (V) )

soit l,ensemble des structures d,'algèbres associatives sur V ( respectivement I'ensemble des

structures d'algèbres de Lie sur V).

Considérons Vr l'espace des series formelles à coéficient dans I/.

\
Définit ion
Une application multilinéaire sur V, est dite. formelle si

suite (,4..)">6 d'éiéments de M"(V)relle que/ V ,l,o) ,...,,\ l) €.
I

oo

e,@\lt  , .-- ,ry\ :  Dr^
È:0

et seulement s/ it existe une

vr.

a,"("!1), ...,'!:) ).
r * s o * . . . * s . : k

4
I t

l*

È

I
I

I
I

Déffnition
Une déformation formelle d'une structure d'algèbre ou d'algèbre de L\e A sur V est

une structure d'algèbre associative ou de Lie A, sur V, telle que/

1- A, est formelle,
2 -  (A , )o :  A .

Nous ne nous poserons pas ici le problème de la convergence de ces séries et nous

resterons au niveau formel.



Dans [5] F Bayen, M. Flato, c. Fronsdal, A.Lichnerowicz et D. Sternheimer ont

proposé ,rrr"'for*rrl.tion de la mécanique quantique utilisant cette théorie. En effet, Ia

mécanique classique est bien décrite par l'algèbre des observables: les fonctions C- sur

l,espace d", phu,.à. M. M est de façon naturelle une variété symplectique donc I'algèbre

des observables est à la fois une algèbre associative et une algèbre de Lie pour le crochet de

poisson. Le problème de la quantification d'un système classique est celui de construire un

modèle mathématique pour le système quantique satisfaisant le " principe de correspon-

dance ,, c'est à dire tef que si I'on suppose le quantum d'action " nul " ou " infinément

petit ", on retrouve le système classique de départ. Dans [5] les auteurs traduisent cette

problèmatique en utilisant la théorie des déformations. Plus précisément, ils traduisent le

principe de correspondance en imposant que les espaces des observables classiques respec-

iirr.*ànt quantiques coincident et que cet espace commun soit muni, dans le cas quantique,

d'une structure d'algèbre associative formelle * avec â ou un multiple comme paramètre

de déformation telle que * soit une défomation du produit usuel et

7

2 r l " *u -u *u )

soit une déformation du crochet de Poisson. Ils ont donc introduit la notion de produit-

star, déformation formelle de la multiplication de C*(M) pilotée par le crochet de Poisson'

Depuis les questions d'existence et d'èquivalence de produits-star sur les variétés symplec-

tiques ont été largement étudiées. M. Gerstenhaber [11] avait montré que les problèmes

de déformation ,Jrrt lié. à des problèmes de cohomologie. J. Vey, A. Lichnerowicz, O'M'

Neroslavski et A.T. Vlassov ont montré I'existence de produits-star sur M si fu(M ) : 0.

S.Gutt et A. Lichnerowicz ont déterminé les cohomologies de Chevalley et de Hochschild

associées à ce problème[l2]. P.B.A Lecomte et M. De Wilde ont repris ces calculs [14]

et ont prouvé 1ff1 t'"*itlnàe d'une déformation formelle du crochet de Poisson solution

d.'une équation dans le sous-espace des éléments formels de A(V")' Ils ont déduit alors

I'existence d'un produit-star sur une variété symplectique quelconque. Ils ont étudié à la

fin de leur article les problemes d'équivalences. En 1988 H. Omori, Y Maeda et A. Yosh-

ioka ont proposé une deuxième démonstration de I'existence de produit-star en recollant

des produits-star construits sur les ouverts d'un recouvrement de la variété [21]' Cetle

dernière démonstration a été simplifié1par P.B.A Lecomte et M. De Wilde dans [16]' Elle

a été écrite d'une façon encore pius élémentaire par D. Arnal J. Ludwig et moi même dans

t4l

Par ailleurs, à partir de l'étude des transformations canoniques, A. Lichnerowicz fut

amené à introduire la notion de variété de Poisson[18] comme généralisation contravari-

ante de celle de variété symplectique. Une structure de Poisson est définie sur une variété

différentiable par un 2-tenseur contravariant antisymétrique A vérifiant [^' ^] : 0 au

sens du crochet d.e Schouten [28]. Si le rang de Â est constant la variété de Poisson

sera dite régulière. Dans ce cas Â détermine sur la variété un feuilletage symplectique'

Dans [1g] A. Lichnerowicz généralise la notion de produits-star sur les variétés de Pois-

son. Ô"ti" généralisation est possible et représente le cadre naturel de ces déformations

car I'existence d'une structure d'algèbre de Lie locale sur I'espace des fonctions C- sur

une variété différentiable est équivalent à I'existence d'une structure de Poisson sur cette

variété. Dans le même article il définit les produits-star tangentiels sur une variété de

poisson régulière. Ce sont les produits-star qui se restreignent au feuilles symplectiques'
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Signalons qu'un exemple fondamental de variété de Poisson est le dual g* d'une algèbre

de-Lie, les feuilles symplectiques sont alors les orbites de la représentation coadjointe. Nos

résultats permettent dL prourrer I'existence, sur I'ouvert dense des feuilles {. d" dimension

maximale, d'un produit-star qui se restreint à chaque feuille, objet essentiel dans I'analyse

harmonique par déformation. Puisqu'on connait des exemples où aucun produit-star sur

g* entier peut se restreindre aux feuilles [33], ce résultat est dans ce cas le meilleur possible'

Finalement, les méthodes de quantification gèomètrique sont très fructueuses lors-

qu'elles sont appliquées à la construction de représentations unitaires de groupes de Lie

G, gro,rp". d"-ry*ètrie du système. Les produits-star sont aussi très utilisés en analyse

hurtorriqrre. Pour ce faire, on cherche à construire sur les orbites W de la représentation

coadjointe de G, qui sont des variétés symplectiques, des produits-star covariants [2] c'est

à dire tels que, pour tout x el, Y dans I'algèbre de Lie g de G, on ait

1 -
^ (.t. l , - Y-x): [x, Y) : {x,Y}
2u '

où Î est l'élément de C*(W) défini par

Î (4): .  e,x> v(e w.

Dès qu'un tel produit-star est donné, on peut en effet construire une représentation de G

[3]. La condition d.e covariance est un problème de déformation relative portant sur une

so,ts-atgèbre de Lie de dimension finie de C*(W) qui n'est pas aisé à traduire en termes

de condition sur des opérateurs différentiels.

Dans la première partie de ce travail, nous avons essayé de généraliser les idées et les

techniques deP.B.A Lecomte et M. De Wilde [15] [16] concernant les variétés symplectiques

pour éiablir deux démonstrations différentes de I'existence de produits-star tangentiels sur

une variété de Poisson régulière. Dans la deuxième partie, j'ai détaillé les travaux fait

par D. Arnal J. Ludwig et moi même dans [4]. Dans ce dernier article on propose une

àémonstration plus élémentaire de I'existence de produits-star sur une variété symplectique

et on prouve I'existence de produits-star covariants sur une orbite de la représetation

coadjoite d'un groupe de Lie connexe, si celle ci admet une polarisation réelle [7]. Plus

précisément ce travail est divisé en cinq chapitres:

Chapitre I

Dans les deux premiers paragrapes de ce chapitre j'ai rappelé quelques définitions et

propositions de base de la théorie des déformations. La notion de symbole a été définie

âut. t" paragraphe 3. Dans le paragraphe 4 on a défini les variétés de Poisson et les

variétés de Poisson régulières et on a rappelé quelques propriétés dues à A. Lichnerowicz

de ces dernières variétés, enfin on a défini la notion de tangeniialité pour les applications

multilinéaires d'un produit de fibrés vectoriels sur ces variétés dans un autre. Dans le

paragraphe 5 on a essayé d.e rassembler les définitions et les propriétés des produits-star

sur les variétés de Poisson.



Chapitre II

Dans ce chapitre on a commencé par généraliser quelques résultats concernant

l'équivalence des produits-star et des produits-star faibles au cas d'une variété de Poisson

régulière. On a obtenu:

Théorème: II-1-1
Tout produit-star faible tangentiel M, est tangentiellement équivalent à un ptoduit-

sta^r tangentiel Mtr.
Plus pricisément iI existe un élément tangentiel de (M0(l/)),;

T , : ( r+u2p (u2 ) ) l d

où p est une série formelle à valeur dans I:

p(r) : ior r*  a*  € I
k=0

te| que
M, - ri@).

Après avoir défini les outils p* ,8 el 0" , on établit quelques unes de leurs propriétés qui

.ront êtr" utiles pour généraliser la première démonstration de I'existence de produits-star

sur les variétés symplectiques. En particulier' on a

Proposit ion: I-4-3
Les deux assertions suivantes sont vraies:

(i) Au",t,n (nt lltz;, n1M)) c B,
(iii) A1 o,",.1,..( N ) : p* ( A t o",t,nr ( n 1 

ç ll,4 ;,,nrt I ) .

A la fin des ce chapitre on a calculé les trois premiers groupes de cohomologie de

Chevalley tangentielle d'une variété de Poisson régulière:

Théorèmez II-4-2
Soit f une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage de (M,À)' AJors,

(i) Tout 7- cocycle différentiel est 7- différentiel,

iil fout 2- cocycle C tangentiel et ditrérentiel n - c s'ecrit sous la forme:

g:aSl tCr*08

où a € I, C1 est un 2-cocycle l-différentiel tangentiel n-c et B €. Aoonf f ,r,n"(N).

Théorème: II-4-3
Supposons que rg /\ :2n > 2,
Sojt I une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage' alors,

tout S-cocycle différentiel n - c et tangentiel C s'écrit sous ia forme:

c : si ALx -rÀ(Ti - ct) + cr i oB.



où X €. L1,), € I , Cl est une }-cochaine l-différentielle tangentielle n-c, Cl est un 3- cocycle

l-différentiel tangeÀtiel n-c et B est une 2- cochaine différcntielle tangentielle n-c.

plus précisément, pour que À4 (À I 0) apparaîsse dans la décomposition d'au moins un

J-coiycle ditrérentiel tangentief n-r, i] faû et j/ surfrt qu'il existe un À dans I tel que Àp- (,)

soit un cobord.

Chapitre III

A l,aide des outils introduits dans le chapitre II, on a pu construire une application

O[ qui a les mêmes propriétés que celle construite dans le cas symplectique [15] et qui

luirr" en plus stable le sous espace des éléments tangentiels de Au",n"(N). On a donc pu

énoncé comme dans le cas symplectique la proposition suivante

Proposit ion: II I-2-1
L'équation 

l
( rD,  + id)L,  *  t " l  

(L , ,  L , )  :  0 '  ( * )

admet une so/ution unique L, telle que

Lo :  P,  L1 :  p*(T)  + aE T € Z?o, , t , , , (Â(nt (M),  l / ) ,  a" )ÀTt(M) '  E e A0to" , t , , " ( l / )

et L2: +(D" +id)Oî(Lr,Lr) + aSfl ,  a € I .  De plus,

O cétte solution est une déformation formelle tangentielle de P,

(ii) si a:0 et E :0 cette déformation est 7-diffétentielle,'(iii) 
s; Lr : 0 aJors Vk > 7, L21ç11 : 0. De plus L', -- 

DËo uk Lz* est |'unique

solution de l'équation:

( 2uD, + id)L', + lo'nçr',, L',) : o,

avec L's:  P,  L\ :  oSf l .

1 Comme dans le cas symplectique on a pu déduire de cette propsition deux propositions

n inter&àntes:

Proposit ion: II I-2-3
Toute déformation formelle tangentielle d'ordre k > 0 de (/f , P) s'étend à une

déformation formelle tangentielle de (,nf, P).

Proposition: III-3-I-
Tout produit-star tangentiel ou produit-star faible tangentiel d'ordre 2k (k 2 2) est

prolongeable en un produit-star tangentiel ou un produit-star faible tangentiel'

Ceci achève la preuve de I'existence.

Chapitre IV

La deuxième démonstration d'existence de produits-star sur une variété symplectique

consiste a recoller des produits-star construits sur des ouverts Uo, domaines de cartes de

Darboux et formant un recouvrement contractiie de ia variété. Ce recollement est possible



si on montre I'existence d'une famille ToB d'isomorphismes entre ces produits-star vérifiant

m- l
l o p  :  t p a t

et
TogoTp roT^ ,o : i d .

Dans ce chapitre on montre que cette méthode se généralise sans beaucoup de diffi-

cultés aux variétés de Poisson régulières et on obtient essentiellement:

Théorème: IV-4-1-
Soit (t/r), eA un recouvtement contractile de M tel que les (Jo soient les domaines de

cartes 
"dàptéi"-((Io,go). 

Alors, iI existe une collection d'applications tangentielles:

To : N,(Uo) -i l{,(t/"),

telle que To - id" soit formel, differentiel, tangentiel et n-c et telle que

T:M" - TôMB,

sur chaque intersection non videUoB - (JoÀUB.

Donc, si on défrnit M, sur M Par

M' : T:M" sut Uo'

alors M, sera un produit-st ar tangentieJ sur (M' A)'

Chapitre V

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, on a rappelé la définition des produits-

star covariants sur ,rrrl orùt" de la représentation coadjointe d'un groupe de Lie' Dans le

deuxième paragraphe, on a proposé une autre démonstration de I'existence de produits-

star sur une varié1é symplectique. En s'inspirant des travaux de N.V. Pedersen l27l er

dans le but de I'utiliser dans la démonstration finale on a établi:

Théoreme: V-3-1 [a]
Soit W : GlGeo une otbite de G dans g* de

une polarisation réelle Il 
"n 

(o . A)ors, jJ existe-un

Darboux (U;,Vù tel que pour tout X dans g, X lu

dimension 2n. Supposons qu'i| existe

recouvrement de W Par des cartes de

s'écrit sous la forme:

Xl r (€ )  :  É  r . i (ùp i+ao(q ) .
1 : l

où

P ; ( € )  :  ( P t ,  " " , P n , Q t ,  " ' ,  Q , - )

et crsr...ren sont des fonctions C* en q.

De plus, ces ouverts apparaissent comme des ouverts d'un frbré affin L au dessus de G I H '



si It satisfai t Ia condition de Pukanszky, alors (ç;(Ut))t recouure le fibré affin L en entier'

Enfin, dans le dernier paragraphe de ce chapitre on a prouvé le théorème suivant'

Théorème: V-4-1
soit G un gloupe de Lie connexe et soitw : G lQ o une otbite de G da'ns g* admettant

une pola.risailàn rielle b "t €o . Alors, iI existe un produit-star covariant sutW '



I- GENERALITES

Dans ce chapitre, on précise les notions et les notations que nous allons utiliser' Il

s'agit de notions classiques dues à Gerstenhaber, Lichnerowicz, Lecomte et De Wilde, les

notations sont essentiellement de Lecomte et De Wilde [15]'

1- Algèbres de Lie graduées associées à un espace vectoriel

a- Algèbre de Lie graduée

Définit ion: I-1-1

IJne algèbre graduée du type '1, est un espace vectotiel gradué du type 7x"

E - @ne VE" muni d'une application bilinéaite:

o;  E  x  E  - .  E ,

vérifrant:
Yn,p € T'

E " o E p C E " - t p .

Définit ion: I-1--2

IJne algèbre de Lie graduée du type 'il, est une algèbre graduée du type 'l', (E,o)

v&ifiant:
( i )VAÇEo ,VBeEb

AoB : ( -1 ) "b+ rBoA .

( i rvA € 8", vB € Eb, VC € 8", on a

( - 1 ) " "4  o  (B  o  C )  +  ( - 1 )b "B  o  (C  o  A )+  ( - l ) " bO  o  (Ao  B )  :  0 .

" Identité de Jacobi graduée ".

Remarque: I-1-1

Cette définition n'est valable que dans Ie cas orf -E est un espace vectoriel sur un

corps K de caractéristique différente de 2 et 3. Si la caractéristique de K est égale à 2, la

définition sera changée et si elle est égale à 3 il faut ajouter à la définition:

( i i i )  VA  e  E ,  (Ao  A )  o  A :  0 .

Dans la suite, on ne considère que des espaces vectoriels sur un corps de caractéristique

différente de 2 et on note en général les éléments homogènes de E par des lettres majuscules

et leur degré par les lettres minuscules correspondantes.



Proposit ion: I-1'-1
Soit (8,.) une algèbre graduée du type 'IL védfrant une des deux conditions suivantes'

(i) . est associative.
( i i )  vA e E" ,VB €.  Eb,VC € E ' ,on a

A.(B.c)  -  (A.B) .c  :  ( - l )b" (A . (c .B)  -  (A.c) .B) .

Alors, I'espace vectoriel gradué E muni du produit l,l défrni par

lA ,B l :  A .B -  ( - r ) "uB 'A,  vA €  Eo,VB € Eb,

est une algèbre de Lie graduée.

Démonstration
Dans le cas (ii) l'identité de Jacobi graduée peut se déduire de la façon suivante'

La condition (ii) peut s'écrire sous la forme:

( -7)" " (A.B) .C -  ( -1 ; ( '+a)c  @.c) .8  :  ( -1)" 'A. lB,c l ,

de même on a

( -1) ' "  (B.C) .A-  ( - r ; t '+" ) "  ça. '+) .C :  ( - r )b"  B 1C,  A l ,

eD"b(C.A).8 - (- t ;( '+ ')a Q.B).A :  (-r) 'bC.lA, Bl.

En considérant la somme de ces trois relations, on aura

( -1) ' " [4,  Bl .c + ( -1) 'ô[ .B,  C] .A + (- \b" lc ,Al .B

:  ( - r )" '  A. lB,  c l+ ( -1)ô"B . lc ,  Al+ (-1)"ùc. lA,  Bl .

Soit encore,

(  -  1 ) ' " (A.  I  B,  Cl-  (  -  1 )  " ( '+ u)  p,  c l .  A)  + (  -  1 )  
b '  (  B . \c , ,  A]-  (  -  r  ;  

at '+ ' )  1c,  4.  n1

+(-l)"b(c . lA, Bl - (-t; ' t '+b)lA, Bl.c) : 0.

D'orf le résultat.
Dans le cas ou le corps est de caractéristique 3, si A est dans Eo avec a pair alors:

[A, A1 : g,

si non
lA, Al -  2A.4,

et la condition (ii) écrite pour A : B : C sera

[A, A] : g.



b- Algèbres de Lie graduées associées à un espace vectoriel

soit v un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique 0' on note M"(V)

l,espace des applications (a*1)-linéaires de V dans V. L'opérateur d'antisymétrisation a

sttr M"(V) est défrni Par:
VA  e  M" (V ) ,Yno1 . . . , r a  e .  V ,

a (A ) ( r s '  " ' ' r o ) :  
G i ' , à ,  

s i gnoA( to (0 ) I  " ' :  r o ta ) ) '

où P"+r est le groupe des permutations de {0,.. . ,c} et signo désigne la signature de a'

On note AP(V) l 'espace d(Me(V)).
Considérons les deux espaces vectoriels gradués:

M(v )  :  oe> - rMe(V)  e t  A (V) :  Op) - l  Ap (v ) .

Dans [26], Nijenhuis et Richardson ont pu munir les deux espaces M(V) et A(V)

de structures d'algèbre de Lie respectives a et [, ] telles que I'ensemble des solutions de

l 'équation de déformation 
AL,A:0. A e ML(v).

(respectivement,
lA ,  A1:  g '  A e Ar(V)  ) '

soit l,ensemble des structures d'algèbres associatives sur I/ ( respectivement I'ensemble des

structures d'algèbres de Lie sur V).

L'aPPlication 
a : M(v) x M(v) -- M(v)

est définie par
VAe M"(V) ,VB e Mu(v)

A^ 'B :  i (B)A+ ( -1)"u*14e1A.

or)
i (B )A :0s i  AeM- t (V) ,
t (a1 ,1 ,ç ro , . . . , ro1 .b) :  D i=o( - t )ebA( ro  , . . . ,8 ( " * , . . . , tpaa) ,  " ' , to*b) ,  s i  ' 4 '  €  M"(V)  avec

a> -7  e t  B  €  Mu(V) .

L'application: 
[, ] , A(v) x A(v) --+ A(v)

est définie par
vA€ A(V) ,VBeAb(V) ,

lA, Bl: , (' T.?,I 1)l ., a(AL,B).
(a  + 1) ! (b  + 1) !  

-
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Le fait que (M(V),4) soit une algèbre de Lie, et par suite que (A(V),[, ]) soit une

algèbre de LiL, est une'conséquence directe de la proposition I-1-1 et du lemme suivant

Lemme: I-1-1.
vA  €  M" (V ) ,VB  €  M, (V ) ,VC €  M" (V ) ,  on  a

i ( i (c )  B) A - i (c) i(B)A : (  -  1 ) 
b" 

çtçtça1q A - i (B)i(c) A)

Proposition: I-1-2
(i) Si B est une (b+l)-forme surV ,1 est une (c*l)-forme sutV et r,y sont deux

éIéments de V , alors on a

1,0 g r ,78 e1 :  ( r  A t (v) i le  z  *  ( -1)"u* t (P n i ( r ) l )  ev '

En particulier, si A € A(V) et r Ç.V, alorsfA,nl est le.produit intétieur i(r)A'

( i i)  Si A e Mo(v) : A0(y) et si B e Mb(v) ou Ab(V), aJots on a

V:lco, . . . ,  16 € V,

b

A o  B( rs , . . . , ru )  :  A (B( to ,  " ' ,  zà ) )  -  
t  B ( *0 ,  " ' ,A ( 'n ) ,  " ' , r t ) '
r = 0

où o désigne A ou [, ].
Il enrésulte que,q,'-- A,oB est I'extensionnaturelle de I'action adjointe de A sur Mo(.V)'

(iii)
*  S i  ,4  e Mr(V) ,ona

AL ,A( r ,  A ,  z )  :  z (A (A( t ,ù ,  z )  -  A ( r ,  A (Y ,  z ) ) )

xS iAeAr (V ) ,ona

lA, Al(r,  a, z) :  2( A(A(r,  a),  z) + A(A(v, 
") ,  

r)  - l  A(A(z' ' ) ,  ù) '

En particulier (V,A) est une algèbre associative si et seuJement sj ALA: 0 et une algèbte

de Lie si et seule ment si A e Ar (V) et lA, A1 : g .

c- Cohomologie associée à une algèbre de Lie graduée'

Proposit ion: I-1-3
Soit (8, o) une algèbre graduée et soit F un idéal gradué de E ( i.e. un sous-espace

gradué vèrifrant E o F C F et F o E C F). Notons n Ia projection canonique de E sur

nlf . Alors, il existe une unique structure d'algèbre graduée sur Ef p telle que n soit un

homomorphisme d' algèbres graduées.
Si de ptui (e,o) est une algèbre de Lie graduée, alors cette structure défrnit sur Ef p une

structure d'algèbre de Lie graduée'

11



Proposit ion: I-1--4

Soit (E,o) une algèbre de Lie grad.uée du type T, et soit A e Er tel que l'on ait

AoA :0 .

Alors |'application,

0e :  E - -E

BeEb , - ( - I ) bAoB ,

est homogène de degré 7 et vérifre

( i ) ô "o0a :Q ,

(i i)VB e E,VC € E',

ôe(B o C) : (-t) '(ôeB) o C * B o (ÔaC)'

I1 en résulte que o ind.uit, sur l'espace de cohomologie H(E,A|) : ker?nf 6*0A, un"

structure d'algèbre de Lie graduée.

Démonstration

Les deux égalités vérifiées par 0e sont des conséquences directes de I'identité de Jacobi

graduée. De (ii) on déduit qtle'ker0n: z(8,ôa) est une sous-algère de Lie graduée de 'E

Jt qrr" im1a': 'B(8,ôa) est un idéal de Z(8,Ôa). La deuxième part ie de Ia proposit ion

est donc une conséquence de la proposition I-1-3'

Si.E: M(V) et A€ Ml(.V) est tel que AAA:0, alors I 'opérateur de cohomologie

ôa est l,opérateu, d".ohornologie de Hochschild de I'algèbre associative (V,A)'

Si.E: A(V) et A € At(V) est tel que [A,A] :0, alors l 'opérateur de cohomologie

âa est I'opératàur de cohomot"fi" de Chevalley de la représentation adjointe de I'algèbre

de Lie (V, A).

2- Déformation formelle

a- Applications multilinéaires formelles

Soit V un espace vectoriel. On note par V,l'espace des séries formelles:

Drr** ("n eV).
f t=0

L2



Déffnition: I-2-l'
IJn élément A, de M"(V,) est dit formel si et seulement si iI existe une suite (Ar),>-o

d'é\éments de M'(V)teIIe que I'on ait

v "! l)  , . . . ,r1:) € V,,

A,@f) ,...,*y\ : Ë,* t e.("!1),..., r!:)).
t = 0  r * s o * . . . * s o : f t

A, est appelé ]a composante d'ordre r de A,. on noteta dans la sujte:

A, : luk Ar,
&=0

Proposit ion: I-2-1-

IJn élément A, de M"(v,) est formel si et seulement si on a

,A,@f;) , . . . ,*Y)) :  A,@f,) ,  " ' , '* l j )  ,  " ' , '11)) '

pour tout i  1 a 
"t 

*! l)  , ' . . ,*f,) dans V,.

Démonstration
Il est clair que la condition est necessaire'

soit A, un élément d,e M"(v,) vérifiant la condition de la proposition. Pour tout r €lN

on définit l'élément A, de M"(V) Pat
V  zo r  . . . r r o  €  V ,

A , ( *o ,  . . . ,  r  o )  - -  (A " ( ,0 ,  " ' ,  r  o ) ) , ,

(la composante d'ordre r de la sêrie A,.(ro, "', ro ))'

Soit k un élément delN et soit *l:),...,"!') 1"+f;-éléments de V, alors on a

k k

(A,@ll) , . . . ,*y)))* :  (A,( t  ," .r !0.),  . . . ,  t  u'" r lo"))1* :
s o = o  9 o : 0

t A.('!1) ,...,r\2)).
r+  so+ . . .+  34  =  f r

Corollaire: I-2-1
Si A,,Af) , . . . ,AY) sont des éléments respect i fs de M"(V,) ,Moo(V') ," ' 'M'"(V')

(o,po,...,po €IN U {-1}) formels, alots l 'élément de 14no+"'+n"(V,)

A,@f) ( . . . ) ,  . . . ,  At ' )  ( . . . ))

est aussi formel.
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Propositionz T'2'2
Si f; e Mo (V,) est une application formelle, alors |'application id * uT, est bijective

e t o n a  o o

(id + ,T,)-' : I(-t)rr*TI .
k :0

En particulier, si la premiète composante T6 d'un éIément formel T, de Mo (V') est bijec-

fivà, alors l,aplicafiàn T, est bijective, et si To rT, -- id + uT', alors on a

7,, | : f ( -t)nrrr',rr;' ._ U  
L '
fr:0

Remarque: I'2'1
On peut considérer la série formelle

oo

\ - r - r ) f t r f t r .1.
L t  

/  v '

k : 0

car pour r, dans V,,lai"*" composante de ukT!(tr) est nulle pour k > i et par suite

celle de
\-
Let)r"rrl@,)

est égaie à
z

\ - l  
1 \ 9 i l ' F s l -  \ \  '

z - r \ - L )  \ L u \ e v ) ) x - s '

0

Démonstration
soit T, comme dans la première partie de la proposition' Pour déduire le résultat il

sufrt d.e remarquer que pr-ri"qu. ?, est formelie, pour tout æ, dans Vr,lai"*" composante

(1 + ur,)(D( - r)0, r rl @,))
lc:0

est égale à celle de 
I

(7 + ur,)(D( - t)* " 
u rX @,))',

k = 0

qui est égale à celle de r,.

La deuxième partie de la proposition est simple à vérifier.

D'aprés la défrnition, I'ensemble des éléments formels de Mn(Vr) ou de Ao(V,)

s'identifie naturellement à (Mo(V)), ou (Ae(V))".

T4
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Proposition: I-2-3

@(VD, et (A(V)), sont des sous-algèbres de Lie graduées respectives de (M(V"), L)

et  (A(V"),  [ ,  ] ) .
De plus, si oo

A, : l "k  Ar ,
È = 0

est un élément de(M(V))v oude(A(V)), et sio désigne A ou l, l ,  alotson a

(A ,oA , ) * :  |  ' l ' t o ' 14 '
i +  j : k

Démonstration
D,après le corol lairel-2-7 (M(V)), et (A(V)), sont stables par A et [ , ] '

b- Déformation formelle

Définit ionz I-2-2
Soit (V, A) une algèbre associative ou de Lie'

(i) tlne déformation formelle A, de (v, A) est une sttuctute d'algèbte associative ou

^ de Lie çus V, telle que

\ t- A, #fonnelle,
2-  (A" )o :  4 .' 

(iii IJne déformation formelle d'ordre,k (k e IN) A, de (V,A) esf un élément fotmel

de M(V") ou de A(V,) tel que

(A ,L ,A , ) , :g  V  lSk '

( lA , ,A , l )1  :0  V  l<k '

Rernarquez I'2'2
une déformation d,ordre k de (v, A) induit sur v, I ,x+rv, 

un structure d'algèbre

associative ou de Lie.

Propositionz I-2'4
Soit-(V,46) une aJgèbre associative ou de Lie. Une application formelle bilinéaite

A,  : î ,n  o ,
i :0

est une déformation formelle d'ordre k de Ao sj et seu]ement si on a

2ÔnoA i : J ;  V  i <k '

ou
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ou
J; : t A,LA". ou J'i - t lA,, A"l'

r ls=i r,sfÙ

De p/us dans ce cas on a
ônoJpy1 :  o '

Démonstration
on notera par o le produit a ou [, ]. sachant que pour tout B dans M'(V) ou Ar(V)

ona  
ô , . oB : -AooB '

on déduit facilement que

V i  <k  (A ,o  A , ) ; :  J ; -20aoA; ,

d'où le résultat.
D'autre part d'aprés l'identité de Jacobi graduée pour toute application formelie A' on a

A ,o (A ,oA , ) : g

or, si A, est une défomation formelle d'ordre k àe As,la composante d'ordre i ( /c de

(A', o Ar) est nulle et donc la composante d'ordre k + t de

A ,o (A roA , )

est égale à

2An o( t A.i  o Ai) - 2Ao o Jn+t - 20'a'oJr+t '

i+ j-k+t

car d'aprés I'identité de Jacobi graduée écrite pour A6 ,As,AIe|1 orl a

As  o  (Aso  A t+ r )  :  Aoo  (A r+ r  o  As )  :  g '

Supposons qu'on ait construit une déformation formelle d'ordre ,k

A,  : î  ,n  on
L
i=0

d'un élément As vérifiant

On considére

r*s=i  r ,s#O

. 4 6 o A s : Q '

s.-
J*+r :  L, A; o 41.

i * 1 : k t r  i ' j lÙ
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2ÔaoAp11 :  J*+r '

Et donc A, * uk*tA*+t sera une d.éformation formelle d'ordre k + 1 de A0' II en résulte

donc que l,obstruction au prolongement d'une déformation à I'ordre le + 1 est la classe

de cohomologie de..1611 po.rt ôo.. Remarquons que Ap41 est déterminé à un cocycle

près et qrr" l" fait que ..1112 soit un cobord ou non (donc la possibilité de prolonger cette

àéformation à l'ordre k+2 ou non ) peut dépendre du choix de 41.'1'

D'après la proposition précédente, Jk-pr est un cocycle pour ôao ' Si ce cocycle est un cobord

on feut choisir 4611 dans Mt(V) ou Ar(V) tel que

c- Equivalence entre déformations formelles

Soit V un espace vectoriel. On note G,(V) le groupe formé par les éiéments de

(Mo(V))" de premier terme égal à I'identité

G , (V ) :  { 7 ,  €  (M ' (V ) ) , 1Q , )o :  i d } .

Pour f l ,  dans G,(V) et A, dans (M'(V)),,  on note T;A,l 'action naturel le de G,(V) sur

(M(v)), :
V r to) , . . . , r1, ' )  €V,

Tj A,@f,)  ,  . . . , rY))  :  T,A,(T; '@9)) ,  . . . ,7; t  ( "1, ' )  ) )

Remarquons que

(T jA , )o  :  (4 , )0 .

Définition: I-2-3

Soient A, et A', deux déformations
(v, Ao)'

(i) A" et A', sont dites équivalentes si

formelles d'une algèbre associative ou de Lie

et seulement s'il existeT, dans G"(V) tel que

A' : Ti A',

(ii) A, et A', sont dites équivalentes jusqu'à l'ordre k pout un cefiain k danslN si et

seuJement s'il existeT, dans G,(V) tel que

(A , \ : (T jA ' , ) t  V  i<k .
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Proposit ion: I-2-5
Soient k+r È+1

A,:Drnln et  A ' , :D 'nA'n
i=O t=O

d,eux d.éformatins formelles d'une algèbrc associative ou de Lie (V, As) équivaJentes jusqu'à

un ordre Ie . Il existe donc T, dans G,(V ) teJ que

(A,) , : (T iA ' , ) ,  v  i<k.

posons 
A, i*r :  (TlA,r)*+r.

Alors,si Ar11 - A,l+, est un cobord pour \ao, A, et At, sont équivalentes jusqu'à l'ordte

k+L .

Démonstration
Supposons qu'ii existe B dans Mo (V) tel que

Ar+t - A' l*t -- AA,B'

D'aprés la proPosition I-2-2 on a

oo

( I  +  uk+L8) - t  :  I ( - f  ) n r ( k+ r ) i  3 t  '

i=0

Il est ciair que
( (1  + r k+ tB ) *A , )n : (A , )n  v  i <k ,

et  que 
( (1 + ,k+ 'B)*  A, ) r1r  :  A*+r  I  B o As,

(o désigne A ou [,]).
On a donc

( I  + uk+r  B)*  A,  :  A,  + uk+L B o As

jusqu'à I'ordre (k + 1).

Ma i s  ona  
BoAs -  - o , ' o / ' :  A ' l + r -  A *+ ,

et par suite
(1 + uk+r  B)*  A,  -  A ' ,

jusqu'à l'ordre (k + 1)'

Remarquez I'2'3
An+r - A'l*, est un cocYcle car on a

A ,  o  A ,  -T ; (A ' , ) oT i (A ' , ) : 0  ( * ) '
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sachan tque  
v i<  k  (A , ) r : (T i (A ' , ) ) t

la composante d'ordre k * 1 du premier membre de (*) est égale à

7eo(An+t - A'| ,*t) '

3- Connexions et opérateurs différentiels

Soit M une variété différentiable connexe à base dénombrable de dimension n' on

désigne par N l'espace des fonctions C- sur M. On note H(M) I'espace des champs de

,rectËur ,t, M 
"t iu,, Ap (M) I'espace des p-formes sur M' On pose

A(M) :  Ope IN  AP (M) '

a- Applications locales et symboles

Soient E',. . . ,8p etF, (p f 1)-f ibrés vectoriels sur M defibres respectifs E[ '"" 'E[et

fb O;-;;(t') 1r""p".iirrl*"rri f(F)) I'espace des sections C- sur 'E' (respectivement

sur F).

Déffnition: I-3-1 [3I-]
[Jne aPPlication mu]tilinéaite

C  :  f ( 81 )  x  . ' .  x  f (Eo ) - -+  f (F ' )

est dite locale si et seuiement si on a

V  t r  €  f (E ' )  p

Supp C(rr,  . . . ,  sp) c n SuPP s;,
; - 1

où Supp s désigne le suPPort de s'

Théorème: I-3-l '  (Peetre) [31]
si 

c :  f(El) x " '  x f(Ee) -- f(r ,)

est une application multilinéaire locaJe, alorc C est localement un opérateur

multidifférentiel:
si (u, g)est une carte de M avec g: (t l  , . . . ,rn,) et(J telativement compact, ef si on se

dorrn" ine tfivialisation de Er,.",EP et F sur U, alots:

v  s '  €  f (En )  
c ( " r ,  . . . , sp ) r r :  t  Aa1 , . . . , ap , x (D î '  , r , , . . . ,D î 'Ep ) ,

où Fl est l,expression locale de s; et Arr,...,op,x rest une application p-linéaite de El x "' x EI

dans F6. De plus cette somme est frnie'
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Déffnit ion: I-3-2 [31]
IJne application locale C est dite k-ditrérentielle si et seulement si pout tout ouvett

relativement compact (J, |'opérateur d.ifférentiel associé à C ne fait apparaitre que des

dérivés d,ordre au pJus k. Elle sera d.ite différentielle si elle est k-ditrérentielle pour un

certain k e IN.

Si C est locale on définit I'ordre total 16: de C, sur un certain [/' comme étant le

maximun des lal l + ... * lopl tel que

a  + +  A q r , . . . , c  p 1 x

n'est pas identiquement nulle sur [/.

Il est bien connu [31][f5] que si C est locale et d'ordre total 16r sur un certain U,

I'application définie par

Vr e U

o c , r ( € t ,  " ' ,  ( r )  : ( ( r ) ' '  " ' ( ( o ) " "  A o 1 , . . . , a . p , r  € ;  e  T I M '

est intrinsèque et appelée le symbole total de C.

on définit de la même façon I'ordre lexicographique F6: d'une application locale c

comme étant le plus grand dans I'ordre lexicographique des p-uplets (la1 l, "', loo l) vérifiant

l " r l+ . . . *  lap l : rc ,

et

ç  v - +  A q r , . . . , e p 1 x

n'est pas identiquement nulle sur [/.

Le symbole lexicographique de C,76: est défini par

Y r  €U ,  V€ t , . . . ,  { o  eT }M

dc, r (€ r ,  " . ,  €p)  : ( { t  ) ' '  . . . ( € o ) "  4 o 1 , . . . , " . o , r .

Dans la suite, lorsqu'il n'y aura aucune ambiguité, on omettra d'indiquer le point en

lequel le symbole est considéré'

Remarques: I-3-L

(i) pour les applications différentielles, le symbole est défini globalement sur Ia variété

M.
(ii) Une application p-linéaire k-différentielle est d'ordre total au plus pk.

t
l o 1  l 1 . . . 1 l a o  l : r s

t
( l o 1 l , . . . , l o o l ) : 7 6 :
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Exemples
(i) soit ? un p-tenseur contravariant non nul sur M, définissons I'application c de

/f x ... x N dans l/ Par
Vz t r . . . ,  uo  €  N

C(u r ,  " ' , up )  :  T (d 'u t ,  " ' ' duo ) '

Alors C est l-différentielle d'ordre total p et on a

V€r, .. . ,  €o e nrçu1,
oc (€ t ,  " ' ,  €o )  :  T ( ( , ,  " ' '  ( o ) '

De même on a
7c  :  ( 1 , . . ' '  1 )  e t  dc  - -  oc '

(ii) La différentielle extérieure est un opérateur 1-différentiel d'ordre total 1 et de

symbole défini par

v{ e nl(M), v, e Ae(M),,

"a (€Xr )  
- (AcP.

(iii) Le crochet de Lie de I'algèbre des champs de vecteurs de M est un opérateur

l-différentiel de H(M) x H(M) --+-H(M) d'ordre total 1 et de symbole défini par

v  â ,  €z  €  L r  (M) ,Y  X1,  X2 e  H (M) , ,

o1 ,1 ( ( r ,€zXXt  ,Xz ) :1  Xr ,Ëz  )  Xz -  I  Xz ' ( r  )  X r '

Cas particulier
considérons le cas Er : . . .  :  Ep : F :M xIR, M xIRétant lef ibré tr ivial '  Dans ce

cas une section C- est un élément de l/. De plus, dans ce cas Es1 : "': Et: f'o :IR^et

donc .Aor,. . . ,dp,rsera définie par la donnée d" Ao, ,".,or,,(L,. ' ' ,1) " l  
on peut donc i ' identif ier

à un élément de$ oc sera ulor. 
"" 

polynôme en (r,"",€p à coefficients dans /f '

on étend Ia notion de symbole comme suit si r est plus petit ou égal à l'ordre to-

tal d'une application locale C, on définit le symboie d'ordre r sur un ouvert [/comme

précédement si non le symbole d'ordre r sera I'application identiquement nulle' De Ia

La*" façon on définit ie symbole lexicographique d'ordre 7.

Proposit ion: I-3-1
Soit C une application p-Iinéaire locale et soient Ar,..., Ap, p applications a;-Linéaires

Iocales telles que la comPosition

c  (A t ( . . .  ) ,  . . . ,  A r ( . ' . ) )

ait unsens. Alors , ]e symbole d'ordre rç * r e, + ... + r 4, de I'application déduite de cette

composition est

o c ( û  +  . . .  +  € o r , ' . . ,  € o r + . . . + o r - r * 1  *  " '  *  € a r + . . . t a p )
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l:':;i:l:i:::::i::;i,::::::::;::"",::i ," même rormure en rempraçan, os e, o4,

b- Connexions sur M

soit I une connexion sur M' on note par v la dérivé covariante associée à f. on
désigne par vo(M) (*rp;di";;"; vo(M)tl,"ro; des p-renseurs covariants sur M,*tiiïil:nt I'espace des p_tens",rr, .orrrravarianrs sur M).

V:V r (M) -Vp+ t (M)

par

vT(xr, ' . . ,  xp*t)  :  *  I  or ,  T(xr,  . . . , î ,  . . . ,xp+t) ,p+  r  a  - \ '

où

v yT(x1, . . . ,  xo)  :  x(T(xt , . . . ,  xp))  _ É T(xr , . . . ,v  xxr , , . . . ,  xo) .

Il est clair que Vp envoie ry' sur vr(M)et que ,"" ir=lro"le est donné par

( ( r ,  . . . ,  (o )  *  ( r  v  . . .  v  {p

où V désigne le tenseur de complète symétrisation.

l. folr,î 
résulte qu'un élément k-différentiel c d,e xro(N)s,écrit d,une façon unique sous

C(u) -Ë .  To,vpu >,  vz € . ty ' ,
P = 0

avec To € Vp(lW).
De même, un élément C différentiel de Mp(N)s,écrit sous la forme

C(u , ,  " ' , up )  -  
.  f ,  

q  T *o , . . . , kp )V rouoa  . . .  a  Vk rup  )
k o , . . . , k ,

où 4o'"''Èo est un fro 
l.' * k, - tenseur contravariantsymétrique par rapport à tous lesarsumenrs (&o+.. .+ki)+ j  i  e { t , , . . , ; ; ; ; }  iËi i i r j ) .Dans la suite

?ï A,' " ( N ), e,,, 1fiiî= rll; \:::,i'.y::'f'Jl; M' " ( N ), M u ", n " ( N ),élémenr s ro caux, âiÈe,*t i "i; ) ;Ji.,;, i; :.fi ;"* ;Xï:r;:î,:",#fJ *î,flil] .*:



4- Variété de Poisson et opérateurs tangentiels sur une variété de Poisson

régulière

a- Variété de Poisson

Soit M une variété différentiable de dimension rn. Soient E et E' deux espaces vec-

toriels. On note par A'(8, -E') I'espace des applications r-linéaires alternées de -E dans E'

et on pose
A(E ,  E ' )  :  Or)o A '  (E ,  E ' ) .

On définit I'application
p* :  A(41(M),N)  - -+ ,4 , . (N) ,

par:
vr € A"(^t (M), N),,

p . (T ) ( " t , . . . , u , )  :  T (du r , . . . , du , ) ,  Vu t ,  " ' ,  u "  €  ' | y ' '

Il n'est pas difficile de vérifier que le sous espace gradué de ,4.""(/f) formé des éléments qui

sont images des tenseurs contravariants sur M,i.e les éléments de.41o",'"(lf) vérifiant

Vug  ru l ,  . . . r l J r  € -  N ,

C  (usu  1 ,  u2 ,  . . . ,  r , )  :  u  sC  (u1 ,  u2 ,  . . . ,  u  r )  t  u1C  (us ,  u2  ) '  -  - , ,  u  r )

est une sous algèbre de (,4(,n/), [,]). De même, il n'est pas difficile de voir que la restriction

d" p* au sous espace des tenseurs contravariants sur M est un isomorphisme. Il en résulte

que p* induit sur le sous espace gradué des tenseurs contravariants st::^ M une structure

d'algèbre de Lie graduée qu'on note toujours par [,].O" retrouve ainsi le crochet de

Schouten sur les tenseurs [28]. En effet si A est un r-tenseur et B est un s-tenseur, alors

lA,Bl est un (r * s f l)-tenseur qui peut être défini de la maniere suivante
Pour toute (" + 

" 
f 1) forme fermée B on a

i(lA, Bl) 0 : ( - 1 ; "( "+' ) t'G\aqn)É + 1 - t ;' i(B) di(A) P,

(voir [1e]).

Déffnit ion: I-4-1
IJne structure de Poisson est défrnie sur M par la donnée d'un 2-tenseur contravariant

lt vérifrant

[Â, Â] : g.

EIle est dite tégulière si Â est de ta'rtg consta^nt 2n' Dans ce cas Q : m - 2n est appelé Ia

codimension de Ia variété de Poisson.

La donnée d'une structure de Poisson A sur M induit sur N une structure d'algèbre

de Lie définie par
Vu,u  €  N,

{ r , r }  :  P (u ,u ) :  lY (du ,du) '



Inversement, une structure d'algèbre de Lie locale

{ , } 'N  x  N  *  N ,

vérifiant

{uu ,u }  :  u {u ,? , , }  +  u {u ,w}  Vu ,u ,u . '  €  N ,

définit sur M une structure de Poisson.

Les variétés de Poisson régulières ont été introduites pa,r A. Lichnerowicz dans [18]
comme généralisation naturelle des variétés symplectiques. En effet, considérons une
variété symplectiqte (M, F), F étant une 2-forme fermée de rang 2n. On note

p t , :TM +T*M,

I'isomorphisme de fibrés vectoriels défini par:

p(X)  :  - i (X)F,  VX e TM.

On note p l'isomorphisme inverse de pr.
Les isomorphismes p el p s'étendent aux fibrés tensoriels. Si on note par Â le 2-tenseur

contravariant image de F par p alors on a:

[4, Â1 : g.

Une variété de Poisson régulière (M, L) admet un feuilletage [19] en variétés symplectiques
de dimension2n,les feuilles étant les variétés intégrales maximales. Ces variétés possedent

la propriété énoncée dans le théorème suivante:

Théorème: I-a-1 [19]
Soit (M,A) une variété de Poisson régulière. Alors M admet des atlas de cattes

canoniques ou naturelies dans lesquelles Jes seuJes composantes non nuJies de Â sont:

6 i , i * n  - -A i+ ' , i : 1 ,  i e  { 1 , . . . , n } .

Ces cartes seront dites de Darboux ou adaptées au feuilletage (ou adaptées tout court
I'orsqu'il n'y a pas d'arnbiguité).

Exemple de variété de Poisson.
Un exemple simple de variété de Poisson non régulière est fourni par Ia représentation

coadjointe d'une algèbre de Lie: Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur $ on
note par g* I'espace vectoriel dual de g. Considérons le 2-tenseur A de g* défini par
v€eg. ,vx,Y€8,

Âc(X, Y) :< €, [X, Y] >

On vérifit facilement que, compte tenu de I'identité de Jacobi sur g, le 2-tenseur À
détermine sur g* une structure de Poisson dont les feuilles symplectiques sont les orbites
de la représentation de G dans g.
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La donnée d'une structure de poisson Â sur M permetde définir un morphisme

p : Al(M) -- H(M),

a r-+ i(a)lt.

, 
t" 

ïll"'ffii;:':Ïi:iune 
application de n(H(M), ̂(M))dans A(A, (M), ̂ (M)).

l t * : p * o p , ,

j  où p'  est la restr ict ion de p à n(H(M),1/) .

Déffnition: I-4_z
; 'soit u un élément de N ' on appelle champ d.e vecteur hamiltonien associé à u, Iechamp

Hu -  p(d") :  [Â,  u ] .

b- Connexions sur une variété de poisson régulière.

Soit (M, Â) une variété de Poisson régulière. soit I une connexion sans torsion sur/11. Considérons la l-forme a" .or_"*ion associée à f:

Déffnit ion: I-a_B [19]
I est dite adaptée iu fluilletage si et seulement si dans toute carte adaptée on a

rf,a : o,

Pour  tou t  a  )  2n ,  i  I  2n  e t  k  e  {1 , . . . , , * } .

Soit V la dérivation covariante associée à f.

Définitionz I-4_4
I est dite de porsson si et seulem ent si:

VÂ:9.

Les deux propositions suivantes on été étabries par A.lichnerowicz dans [1g].
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Proposit ion: I-4-1
Toute connexion de Poisson est adaptée au feuilletage'

Propositionz I'4-2
Sur toute variété de Poisson régulière, il existe des connexions de Poisson. Par testric-

tion à une feuille, une telle connexion d.éfinit une connexion symplectique sut la feuille'

c- opérateurs tangentiels sur une variété de Poisson régulière

Soit (M, Â) une variété de Poisson régulière et soit I une connexion adaptée au feuil-

letage. Notons par V la dérivation covariante associée à f . Soit C une application r-linéaire

d" ,ù dans l[, alors d'aprés (I-3) pour tout ouvert relativement compact, domaine d'une

carte adaptêe (J,, il existe une famille de tenseurs contravariants Tkr,...,k, symétrique pax

rappor t  aux ind ices (kr  + . . .+  kù + i  i  €  { i ,  . . ' ,k ;+t }  te l le  que:

C (u t , . . . , u , )  : t
k t r , . . r k

1 T k r , . . . , k , ,  V * t r t  A  . . .  A  Y k " u ,  >

Définit ion: I-a-5 [19]
C est dite tangentiàlle si et seulement si da.ns tout ouvert relativement compact do-

maine d.'une carte"adaptéeU, Jes tenseurs Tk,.,..,,k, sont tangentiels, c'est-à-dire sont des

sections convenables des puissances tensoriellàs de Tf . TF étant le sous-frbté vectoriel

deTM défrni par les vecteurs tangents aux feuilles'

Cette définition est indépendante du choix de la connexion adaptée au feuilletage l,

comme Ie prouve le lemme suivant

Lemme: l-4-L
Soit I une connexion adaptée au feuilletage, alors dans toute carte adaptée

(UrrLr...,r*), les compo.santes tangentielles V;r,'..,i,u de la déti.vé covariante d'un

élément u da,ns.lf sur (J ne s'exprime qu'en termes des dérivés partielles tangentielles:

#" 
h 3 r ,  i r , . . . , i , "  e {1,  . . . ,2n}.

Soient 8r,...,8" et 3' (r+l)-fibrés vectoriels sur Mdefibres respectift Egl, ...,8i et F0

admettant des bases respectives (e]);ç1' , . ' . ,(el)rcr '  "t  
(. / i)rer '

soit c une application r-linéaire locale de r(-81) x ... x f(E') dans f(F).

Soit t/ un ouvert relativement compact domaine d'une carte adaptée, alors il existe une

famille d'applications r-linéaires (cr.)i67 de I.(Er) x... x f(E') dans ltl telle que I'on ait

Vs;  €  f (En) ,

t
t  in ie

0r"

C(" t r . . . ,  s r )  l v  :
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Donc si pour tout ir €

alors on a

ou

I t r . . . r i ,  €  I ' e t  u 1 , . . . r u ,  €  - l {  o n  P o s e

C i t ' " ' ' i '  ( r r , . . . ,  u r )  :  C i @ t " I r ,  " ' , u r e I , ) ,

C('r ,  " ' ,  s ' )  :  t
f  i n i e  i y e l à , . . . , i , € 1 6

sk:  D tT" ! r .
i ke rS

Définit ion: I-4-6
c est dite tangentielle si et seujement si pour tout j € J

I' appliction C'j""' "' est tangentielle'

Remarque: I-4-1
Il est évident que cette définition ne clépend pas du choix des

5- Produit-star et déformations de I 'algèbre de Lie

variété de Poisson

a- Déffnit ions et ProPriétés

Soit (M, A) une variété de Poisson (L + 0). I' 'espace lf des fonctions C* stlJ M

est muni d'une structure d'algèbre ...o.iàti'," définie par Ie produit habituel rn et d'une

structure d'algèbre de Lie définie par le crochet de Poisson P. On note par '[ le centre de

l,algèbre de Poisson (l{, P): les élZments de -I sont les fonctions / satisfaisant à

) t

ce qul peut s'ecrrre

{ r , / } :  o  Vu  €  - l { ,

HuT :0  Vu  €  N ,

où f/,, est Ie champ de vecteur hamiltonien associé à u( cf définition I-4-2). On les appellera

donc les fonctions invariantes cle lÙ ou les invariants.

Sachant que rnAp : 0 (P est un cocycle pour la cohomologie de Hochschild de ('n{' rn))

ia définition suivante a un sens.

e t  i 1  e  I r  , . . ' , i ,  e .  I ' ,

bases des fibres.

de Poisson sur une

Définit ion: I-5-1
IJn produit-star faible est une cléformation formelle M, de m de la forme

M,:mluP+tukM*
k > 2

vérifiant
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I

2.

( i )  M1,(u,u)  :  ( -1)k  Mp(u,u) ,  Vu,u € ly ' ,

(ii)Mk est locaJ,

iii'i1 lrtu est nulle sur /es constantes ( 
"-') 

pout k impair'

Il sera d.it produit-star si et seulement sj M* est n-c pouÎ tout k plus grand ou égal à

Dans ce paragraphe, on se propose de généraliser quelques résultats proposés dans

[15] dans le cu,s symplectique concernant les produits-sta,r faibles.

ProPosit ion: I-5-1

Si M, est un produit-star faible, alors on a

Mz* - M!r1, + aPm Vk e IN'

où
arc € I et M[1, € M|"",*"(N).

La démonstration de cette proposition utilise le lemme suivant

Lemme I-5-1
Soit A un élément de Ml,,(lf) alors:

(i) mLA est n-csi et seulËment si A: A' f- ctnt avec a € lf et A' e Ml.r,'.(N)'
' ç i g ru , : 0s j e t seu ]emen t , s j i j e x j . s t eaQ l te l queA :am.

Démonstration du lemme I-5-1

(i) On a
Vu. u. tr.r € .lf

,  f f i L 'A (u ,u ,u )  :  A (u ,u )w  -  uA(u ,w)  +  A (uu 'w )  -  A (u 'uw)  ( * )

Si A: A' I  am alors on a

mL,A(u ,u ,u ) :  A ' (u ,u ) ro  -  uA ' (u ,w)  - l  A ' (u1 ) ,w )  -  A ' (u 'uw)

I et donc si A' est n-c , il en ait de même de mLA '

Inversement si nzAA est n-c on définit A' pat

A ' ( u ,u ) :  A (u ' u )  -  uuA( I ' l ) '

En prenant u: u : L dans (*), on aura

A(1 ,  1 ) to  -  A (1 ,  u r )  :  0 ,

et donc 
A,( 1, to ) :  0.

De même, en prenant u : w : l dans (*) on aura

A ' (u ,1 )  :  0 .
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(ii) n s'agit de montrer que si pa.4 : 0, alors A est d,ordre zéro etdonc de la forme

A: art l ,

avec a € -Ày'.
supposons oue A,1t d'ordre- (ro,rt) sur un ouvert rerativement compact quelconq ue d,e M
et notons par a le_svmbore tàJ;o;;aphiqu.e J,.;;;i;.,11) de,4 r,r. 

""t 
o,rrr"rt. D,après:xiJîtî:i:î-'"'#ffî*:f Èïr*i,j:ïî*"*i,çi:l;",**"dep,ushu.,,d"g,r

Â ( € t  + { 2 , ( s ) o ( € r , € r )  - Â ( ( , ,  
€ z  - t  ( s ) o ( ( 2 , ( g )

+^((r  ,$)o(1,  *  (2,  (s)  _ Â((r ,  (s)a(1r,  (z *  f3)= Â((r ,  €r)o(6,  €r)  +Â((, ,  &)o(gr* (2,  €s) *  Â(€r,  (s)a(6r,  6r ,-^(€ '  ,€z *  €t)o(€r,{r)  -  L(€,r ,€e)a(6r,  €z *  (3) .+ Supposons que 11 ) 1, alors ce terme est

\ (€r ,  (s)o(  û ,  €z) ,
on aura donc a: I* Supposo". f":î:-: î'Ji:J:;"r.,-" ",r

Â(€t,  ( : )o(6r,  €z) + Â(( ,  ,  €z)a(E,,  6r , .
En prenant (z : (3 on aura

Â(€t, €z)o(1r, (z) = 0.
1e qui n'est pas possible.
(Jn a donc nécessairement

x Supposons que 16 )
r t =0 .
1 alors ce terme est

Â (€ ' , ( z )o (6 , ,6 r ; ,

ce qui est absurde aussi.
On a donc (ro,rr.):  (0,0) et par suite i l  existe a € -^1I tel que:

A :  am.

D'autre part pour tout u, u dans Iy' on a

et donc

et par suite:

pAA(u ,o ,  1 )  =  [ ,

P(u ,au) :  ap(u ,u)  Vu,u  Ç N,

o ,€  I .
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Démonstration de la proposition I-E-1
Soit ,t €IN*. Supposons que pour tout p < k il existe ao € I tel que

Mzp:Mlo+aom,

avec

ulo e Mlo",n"(N).

Du fait que la composante d'ordre 2k de M,LM, est nulle, on déduit que mL,M2È est n-c
et donc d'aprés le I-5-1, il existe ap dans l/ tel que

Mzk :M lp+a1 ,m ,

avec

ML* € M|",,.,(N).

D'autre part en calculant la composante d'ordre (2k+I) de MrL,M, on déduit que PA,M21,
est n-c. On aura donc

(PLapm) (u ,u , I ) :  P (u ,a *u )  -  a6P(u ,o )  : 0  Vu ,u  €  N ,

et par suite

a *€L

Soit
oo

M, : D"r twr
rb:0

un produit-star faible, alors, 
oo

p,  :Luk Mz*+t
&:0

est une déformation formelle de (l/,P). En effet, puisque la composante d'ordre 2k*2 de
MrLM, est nulle, on a

\ (twrn*1a,M2ia1) * t (M2aa,M2) : o.
i +  j : k  i I  j : k * t

Il suffit alors de remarquer, que si Aet B sont des éléments symétriques de M1(.1{), on a

a(AA'B)  :  g .

On a aussi:
1

P, : 
1o(Mx)f ,:s",

a(Ma+ t ) :  Mz ;+ r ,

car



e t  
a (M 'n1 :  g '

On dira que P, dérive de Mr'

b- Cohomologie de Hochschild de (N' rn)

on note par 6 l'opérateur de cohomologie de Hochschild correspondant à rn' on a

donc
vA € M"(N) '  

6 (A) :  ( - r )mLA'

Il est simple de voir que les sous-espaces M1o-"(N), Mur,,,r(tl),,Mqt'rt(N)

el M6;yy,n"(I{) sont stables par 6' On notepar É1o"(lÙ)' Êrc"'n"(^/) '  f ldtt l( 'n\r)

et Êa;1y,n"(.lf) les groupes de cohomologie de Hochschild associés à ces espaces vectoriels'

La description de ces groupes est due à J' Vey [19]' En effet il a obtenu le théorème

suivant

Théorème: r-5-1 
- -. r,^--^^^ )^- ^-+ 

'tnts alternés sur
r;.rpu"" HItr /N) est isomorphe à l,espace des p-tenseurs contravanz

M.

Remarque: I-5-1

La cohomotogi. de Hochschild est définie sur une variété différentiable quelconque'

mais si cette variété est paracompacte le théorème sera vrai pour l/lr"(l{) aussi'

Les deux propositions suivantes permettent de déduire le symbole de A à partir de

celui de 6A lorsqul A est dans Min11(lf) ott Màntt@)'

Proposit ion: I-5-2 [6] [15]
Soit A un eli^"nt âJ4;'nrr(/f ), si 6A est d'ordre s > 1 alors A est d'ordre s et on a

oa(() : 
-4aao(t,€)'

Démonstration
supposons que l'ordre de A est s ) 1, alors le symbole d'ordre s de 6A est défrni par

oee(Ët , tz) :  oe(û)  -  
"a(€t  

+ €z)  + oe( tz)  ( * ) '

Il est clair qu,en développant oA((1 *(2),.les-termes d'ordre (s,0) ei (0,s) se simplifrent

"t 
qrr" 1".yàbol. lexicographique-de 6A d'ordre (" - 1'1) est égal à

d

âooct 
t  t tz) lr=o (**) '
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Si I'ordre de 6A est plus petit que s alors d" (*) on déduit que oA : 0 ce qui est absurde'

D'autre part, en prenant â : tz dans (**) on aura

oe(Ë):  laro(€, €).
5

Proposit ion: I-5-3 [6] [15]
Soit A un éIément de M)nrr,,"(/f ) d'ordre (to,"t); aJots,

(, Si 11 ) I ,  6A est d'*âiè uupi,rs (rs,rr - 1,1). De plus si 064 est Ie symbole de

6A corcespondant à cet otdre, on a

6 e($, €z) :  la ,  o(€, ,  Cz, tz).' T 1

(i, si rr : 1 et si 6A est d',ordre plus petit que (rs - 1,1,7), il existe un éIément T

d" IÀjnrr,."(N) tel que A - 6A soit d'ordte plus petit que (16, 1)'

Démonstration
Le symbole d'ordre 16 * rr de 6A est donné par

oe(€2,€r)  -  oe($ *  €2,€s)  *  oa(( r  , tz  *  € t )  -  oa(( r '  €z) '

Si r; ,1, en développant oa({r,€z I €r), on déduit que les termes d'ordre (t0,"r,0) se

simplifient et que les termes d'ordre ("o,tt - 1,1) sont

d _

aru oît, €z I ttt) I ,=0.

En prenant tz: €s on déduit la premiere partie de propositrion.

Si 11 - 1, on vérifit facilement que les termes d'ordre (t0,1,0) se simplifient de même

ceux d'ordre (16,0,1) et que Ie symbole d'ordre ("0 - 1' 1,1) est donné par

d d .-iru oG' r t€2,€t)f ,=o * îr'(er,€z * tt'") I ':o (*)

où D est le terme d'ordre (ro - 1,2) de oa. II est facile de voir que

est symétrique en €z,ts.
S.rpposons que 64 soit d'ordre plus petit que (16 - 1,1,1) alors (+) sera égal à zéro et par

I suite
-*u orr, * t€2,(s)/'=o

sera aussi symetrique en {2, (3.

Soit ? un élément de Mlnr r,,"(l{) de symbole

oe( ( r ,  € r  ) .
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Le symbole de 6? est égal

si, - sfl

où Ar,ret .B7 sont les deux éléments de

A7 ,y (u ) l u :

dd- 
*"o(€,  *  t tz,Û + t (2) l r=o = -Eoa((r  + t€z, ts) l r=olcr=e, -  oe(t t ,Ëz)

d:  -  
*oo(€r 

*  t ( r ,€z)f  , :o -  oe(€t , {z)  :  - ( ro + 1)"e(t t ,b) .

Il en résulte que A + #6? est d'ordre plus petit que (16,1).

c- Ltinvariant cohomologique universel dtune structure de Poisson

Soit (M, Â) une variété de Poisson. L'opérateur de cohomologie de Chevalley ô cor-
respondant à la représentation adjointe de (l/, P) est défini par
vA € A'( l / ) '  

oA:(-1).  ïp,Al.
Cet opérateur laisse stable les sous-espaces de A(,n{) Au"(N),, Au",n"(N), Aa;yy(N) et
Aa ; |1 ,n " (N) .

Soit I une connexion linéaire sans torsion de M. Considérons la 2-cochaine Si de
(Itr, P), définie localement, dans toute carte ([/, e) @ : (*t, ..., r*))par:
Vu ru  €  N

Si(",  u) I  ry :  -  trk,t  1LçH")f) i ,k(r(f / ,) t) i , r
où .L désigne la dérivation de Lie.

En utilisant les propriétés de la dérivation de Lie, un calcul direct nous prouve que
Sfl est un cocycle de Chevalley.

Dans [19] A. Lichnerowicz a prouvé que ce cocycle est un invariant de la structure de
Poisson de la variété et qu'il n'est jamais exact. Voici ses résultats proposés à ce propos
avec leur preuves sans calcul explicite.

Proposit ion: I-5-4
La 2-classe B de cohomologie, éIément de Hlnr r(N) (deuxième groupe de cohomologie

de Chevalley associé à Aa;tf W), défrnie par ie 2-cocycle Sfl est indépendante du choix de
la connexion f.

Démonstration
Soient f et l' deux connexions sans torsion et notons 7 le 2-tenseur définissant leur

différence. Alors un calcul direct prouve que

1:0(Ar,r  *  i "")
Alnll(N) définis par

- Lr, ' Tl,r(L(H 
")t)i,r.
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Br(") lu - -^n' '4. kQ(H,)T)i . t ,

Théorème f-5-1
Sur toute variété de Poisson (M,L), la 2-classe B de cohomologie, l'éIément de

HSnrr@) défrni par les 2-cocycles Sfl, est un invafiant toujours / O a" la structure de
Poisson A.

Démonstration
Supposons tout d'abord que (M, L) est régulière et que I est une connexion de Poisson.

Considérons une carte adaptée (U,ç) (ç : @, ,. . . ,r*)). Puisque lî ,* :0 pour a ) 2n,
ona

L(H")l i ,k :0 Va ) 2n, Vz € l / .

Il en résulte que ̂ 9fl peut s'ecrire sur [/,

,S i ( " ,  ù lu  :  - l y r , J@(H" ) f  ) l , r (  L (H , ) t ) r i , t  k , I , i ,  j  12n ,

et ne fait intervenir que les connexions symplectiques sur les feuilles induites par f . D'autre
part d'aprés [12], on peut écrire

sf l  ( " ,  ù  I  u  :  Âf t  ' , l r  lyk  2,1 2 Tyte s , I .  (  r ( f l "  ) f  )  * , , * r , * " (L(H u) l )  t  r , t  
" , t " ,

ori tr(f/")f est vu comme un 3-tenseur complètement symétrique.
Dans ce cas Sfl est tangentielle de type (3,3).
Dans [18] A. Lichnerowicz a établi que si A est un endomorphisme local de lrl tel

que ôr4, soit une 2-cochaine s-différentielle, A est nécessairement un opérateur différentiel
d'ordre s. Par suite si ̂ 9fl était exact, il serait le cobord d'un opérateur différentiel d'ordre
3, or un tel cobord n'est jamais de type (3,3).

Si (M' Â) est non régulière, on désigne par 2n le rang maximum de A. Soient IJ et U'
deux domaines de M tels qrr" 7 CU' et A" est partout f 0 sur (J'. Larestriction À7 de
^ à U définit s.tr U une structure de variété de poisson régulière.

^ Supposons que Sfl est exact, il existe alors un opérateur différentiel ,4 sur IrI tel que
sl: ô'q'.

Si u et u sont deux fonctions C- r,t.7, alors on peut les prolonger sur M et on a

Si( " ,  u ) l t :  ( {A( r ) ,  u }  +  {u ,a( r ) }  -  A( {u , "D lv  ( * ) .

Si Au est la restriction de A à (J, et f7 la restriction de | à 7 alors d'aprés (*) on a

Slo: ÔA6 sur t'

ce qui contredit la première partie de la démonstration.
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II- PRODUITS-STAR TANGENTIELS ET DEFORMATIONS TANGEN.
TIELLES DE L'ALGEBRE DE LIE DE POISSON SUR UNE VARIETE DE
POISSON REGULIERE

Soit (M, Â) une variété de Poisson régulière de dimension rn. On suppose que les
feuilles sont de dimension 2n et de codimension g, on a alors rn : 2n * q. Les notations
sont celles de I. On indexera les sous-ensembles formés par les éléments tangentiels par Ia
lettre t.

1- Définitions et propriétés

Déffnit ion: II-1-1
Une application formelle sur ly',

A,  :  î rn or
È:0

est dite ta^ngentielle si et seulement si pour tout lc )_ 0, Ap est tangentielle.
En particulier, puisque la multiplication m et Ie crochet de Poisson P sont tangentiels,

un produit-star faible
mtuP +t  ukMt ,

k>2

est dit ta.ngentiel si et seu/ement si pour tout k > 2, Mx est tangentielle, et une déformation
formelle de P

P +\"k r*
È>1

est dite tangentielle si et seulement si pour tout Ic ) I, Pp est tangentielle.

Définit ion: I I-1-2
Soit As une application 2-linéaire de.l{ dans N tangentielle définissant sur ly' une

structure d'algèbre associative ou de Lie.
Detsx déformations formelles tangentielles équivalentes de As A, et A', sont dites

tangentielJement équivalentes sj et seuJement si I'opérateur d'équivalence T, est tangentiel.

Théorème: II-1-1
Tout produit-star faible tangentiel M, est tangentiellement équivalent à un produit-

star tangentiel Mt,
PIus précisément, iI existe un éIément tangentiel de (Mo(N)),

T , : ( I +u2p (v2 ) ) i d ,

où p est une série formelle à valeurs dans I

Stp(u)  :  Lo* r *  ap  e  I ,
È=0
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tel que
M, - Ti@i)

Démonstration

Soit M,: t riM; un produit-star faible tangentiel et soit fr € IN*. Supposons
i - o  

2 & - r )

qu'il existe un produit-star tangentiel d'ordre 2(k - I), t ui M! et (k - 1) éléments

de f  b1 , . . . ,bk-L te ls  que la  re la t ion 
i :0

& - 1  2 ( k - 1 )

M, - ( i  + t bpzi) t , i  M'i (*)
i : l  i = 0

soit vraie jusqu'à I'ordre 2(k - L).
D'après la proposition I-5-1, il existe ca € I et A1, e M|",,,,(lf) tels que

Mz* : c l r n lAp '

Remarquons que, puisque Mz* et rn sont tangentielles, Ap est nécessairement tangentielle.
Posons 

ft-r
MLr-r :  Mzk-r  -  

I  brMl t  -z ; - t ,
? = l

f t - 1

M|,: A1, -Dbnrtr-rn,
i : 1

b* :  ck .

Mlo-t et Mlo sont manifestement tangentielles. On vérifie sans beaucoup de difficulté que

2 k

L,nu:
Z : T

est un produit-star tangentiel d'ordre 2k et que la relation

k 2 k

M,:(1 +tbpr i )D"nul
i = l  i : 0

est vraie jusqu'à I'ordre 2k. Sachant que la relation (*) est évidente pour k : 2 on a
prouvé I'existence d'un produit-star tangentiel M, et d'une suite d'éléments de .I (ô6)1;'1
tels que: 

oo
M,:"( I+tb;u2i1M' , .

l : l
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Notons (1 + D aiu2i) l ' inverse de (1* Dbnr").
z : 1  i = l

Sachant que.Iest une sous-algèbre de (/f ,-) et que at: -bt et pour tout k 22, ax
s'exprime d'une façon polynômiale en o; (i < k) et b; (i ( k), on déduit que o,c est dans 1
pour tout & > 1. Posons 

æ
T, : (L+to ; rz i ) id , .

t : 1

En remarquant que Mt, est tangentiel, donc .I-bilinéaire, on voit facilement que

M, : T;(M).

2- Cohomologie De Hochschild tangentiel le de (N,^)

m étant tangentiel, l'opérateur de Hochschild laisse stable le sous-espace des éléments
tangentiels de M;""(l[).

Pour étudier I'existence des produits-star Tangentiels sur les variétés de Poisson
régulières on aura besoin d'une version tangentielle du théorème de Vey en dimensions 2 et
3. A. Lichnerowicz a étudié cette question dans [19] et il a démontré d'une façon explicite
la proposition suivante

Proposit ion: II-2-1-
Pour fr:2 ou 3, les espaces de cohomologie de Hochschild tangentiel le Êlnrr,rçw1

sont isomorphes aux espaces des ,b-tenseurs contravariants antisymétriques tangen[iels.

Mais comme dans le cas,général puisque la variété est supposée paracompacte, cette
proposition reste vraie pour Êf.",r(N) et Êfo",r,n"(lf).

3- Le terme M2 d)un produit-star tangentiel

Le terme M2 d'tn produit-star tangentiel doit être local tangentiel n-c verifiant

6Mz |PAP:0 .

Le symbole de PAP est égal à

2^(( ' ,  {z)Â16' ,6r ,  (*)

(*) est le symbole de 6? si le symbole de ? est égal à

+(^(€ ' ,  ( r ) ) ' .

De la proposition I-5-3, on déduit que, quitte à le corriger par un cobord, on peut choisir
M, tel que son symbole soit

a(A(€ '  , ( r ) ) ' .
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Soit I une connexion de Poisson sur (M, Â). Introduisons I'opérateur Pf défini sur
chaque domaine U d'une carte adaptée par

p3@,u) f s : lvik l t i tY ûuV *p (2, u € l /).

Pp2 est manifestement tangentiel.

Comme dans le cas symplectique on a la proposition suivante

Proposit ion: II-3-1
Le terme M2 d'un produit-star tangentiel d'ordrc au moins 2 est de Ia forme

t ^
M2-;Pf+6r ,

où f est une connexion de Poisson sur (M,A) et T est un é\ément de M1,..r.,"(l/).

Démonstration
Soit (U, cp) une carte adaptée. Rappelons que V;;u est la composante d'ordre (i,7) de

V2u dans la  base (d* ,8 drs) , ,se{r , . . . ,n} .
Considérons le 4-tenseur contravariant Â2 défini par

(^ t ) i '  iz i t iq  -  r1 i r  i r  r l iz  i r  .

Alors Pf peut s'écrire sous la forme

P\ ( " ,u )  : (  1 \2 ,V2u  I  V2u  > ,

et par suite on a

u'r':' -?.: nî,'J,; Jà; ï I ;î'-' r;:',X;': ;,: :,'' 
-'

où V désigne le tenseur de symétrisation.
D'autre part, | étant de Poisson, on a

P(u ,u )  : (  À ,  Vu  I  Vu  )  .

Et donc

PL,P(u,D,w) lu  - -  z ( rçeçu,U) ,u)  -  P(u , r@,w\)  lu

:zL i jv  i (Â&lVl ,zV;  u)Y iu  -  z l t i jV;uVi (ÂÈrVs uV p) .

Or, I est sans torsion, et par suite

v i j u  ] {ono r ,  *  V7V;u )
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on déduit donc que
1p1p: ;0p3.

Soit

Mr - rn *uP+u2M,

un produit-star tangentiel d'ordre 2. D'après la propositionl-2-4,2PLM2 est un cocycle
pour la cohomologie de Hochschild tangentielle. Puisque M2 est symetrique a(PA,M2) : 0
donc PA,M2 est un cobord et par suite on peut étendre M, à I'ordre 3. Pour pouvoir
I'etendre à I'ordre 4, on doit choisir Ms te| que 2P A,Ms + M2LM2 soit un cobord. puisqu'il
est un cocycle pour qu'il soit un cobord il faut et il suffit que

soit

et par suite M3 est un

a (PA ,Ms+M2LM2) :0 ,

lP ,  Mt1:  g ,

cocycle pour la cohomologie de Chevalley tangentielle.

4- Cohomologie de Chevalley tangentielle de (.n/, p)

a- Déffnitions et propriétés

L'opérateur de cohomologie de Chevalley ô correspondant à la représentation adjointe
de (l[, P) est défini par
vA € A(N) '  

ôA :(-1)"  rp,Ar.
on pourra vérifier facilement que A1o.,1,r"(N) est stable par ô. on notera H1o.,1,n.(N) re
groupe de cohomologie de Chevally correspondant à Aro",t,n"(N). Dans la suite, on notera
par H{M) I'espace des champs de vecteur sur M tangents aux feuilles.

Nontons ô' I'opérateur de cobord de Chevalley-Eilenberg [10] associé à la représenta-
tion de H(M) définie par la dérivée de Lie sur l'espace A(M) des formes C- sur M.
On a donc

p

atc(x0, . . . . . . ,xù:  I ( - r ) iLy,c(xo, . . . , î , . . . ,x0)+ D(-1)n* jc( [xn, ,x i ] , . . . , î , . . . , i , . . . ) ,
i = 0 i < j

ou

,  î  .  r .
et ? rndlque l 'omrsslon

Lx : ixd -l dix

du champ de vecteur X;.

on établit comme dans le cas symplectique [1b] la proposition suivante
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Proposition : II-4-1
vc e  ̂ (H(M),N)

Qfoô ' ) (C )  : ( ôop . ) (C ) .

Démonstration
II suffit de remarquer que si C est dans Âp (n@),/û), on a

V  20 , . . . ,  up - t  €  N
p* (C ) (uo , . . . . , up - r )  :  C (H ,0 ,  . . . ,  Hu " - , )

et que pour tout u dans /f, on a
Ls , / \ : 0 .

Dans la proposition suivante on montre que tout vecteur tangent aux feuilles est image
par p d'une forme sur M.

Proposit ion: fI-4-2
Soit X un élément de H{M), alors il existe a dans Ar(M) telle que

x :  p(u) .

Démonstratron
Soient  (U,* ' , . . . , * * )  e l  (U '  ,U| , . . . ,y - )  deux car tes nature l les de M te l les que

u.u'+a
Ona

xf v:ïr,# et xf ,,:ï"t*
t = l  i : 7

Considérons les deux formes

2 n

( t(r  :  D( 
-t)"" ( i )+r x 

"1;1d,r i ,
; -  1

et  
2n

u)1|r :  D(-t)"" 
(n)*,  x,"rr)don,

i = 1

où X" ,  est  la fonct ion caractér is t ique de {1, . . . . . ,n}  e t  r ( i )  :  { :1 :  : : : : :/  
|  t - n  s z  r > n

ery et c,ru, sont deux formes définies respectivement sur U et (J' telles que

p(uu) :  xlu et p(, ' :u ')  :  x lu,.

De plus si
rn

dyn : D, fiia*i sur IJ À [J' ,
j : 7
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alors des relations:
2 n  2 n

I rndri : t X'ndan sur (J a(J,,
?--t 

- 
r=r

et  
2n

Ë(-t)"" 
u) Tr, iT,,,1i) :  / \(d.ak,da'): { 

(-t)"1*' 
."0 

r : s(fr)

on déduit ati":"-",r, o,r" 

' " ' --\--ù ) -o 't 
[ 0 si non 

''

(r(J : u)(Jt su7 U n U' .

Pour établir le théorème d'existence de produit-star tangentiel, en généralisant la
méthode utilisée dans [15] dans le cas symplectique, on aura besoin de décrire les espaces
de cocycles

Zlo",r,n"(N) : {A € Ae;:r,, .(N) I 0,1,: g}

pour p ( 3. Pour les variétés de Poisson, cette description ne se fait plus à I'aide de p*
et les espaces de cocyle de A1o"(nQq,A@)) pour ô'comme dans le cas symplectique
mais à I'aide d. p* et les espaces de cocyles d'un sous-espace de 43o.,1 (nt(U),//) pour un
opérateur de cobord ô" qu'on définera ultérieurement.

On pose

lE :  p  ( n (A (m\ . ^ (M) ) )' \  \  \  / '  '  ' , , /

et on définit sur lE un opérateur de cohomologie ô" par
VT e IE si ?: p(C), alors

0, ,7  :  p(A,C) .

Cette définition est indépendante du choix de C car, si C et C' sont deux éléments de
^p (H(M), ^(M)) tets que

C(o@t ) , . . . ,  p ( r ) )  :  C ' (p ( r ' ) , . . . ,  p@) )

pour tout u)rt. . . tc,.ro dans nl(M), alors

0 'C (o@t) ,  . . .p(ap+r) )  :  ô 'C '  (p( r t ) ,  . . .p( .o+t  ) ) ,

pour  tout  u) r t . . . . . t rerp4r  dans A,(M).

Déffntion: II-a-1 [19]
Nous dirons qu'une 7-forme u est transverse si et seulement sj e/Je est nulle sur Jes

champs de vecteurs tangents aux feuilles.

On note Atoc,t,nt(nt(lZ), A(M)) l'espace des applications multilinéaires locales tan-
gentielles de Ar(M) dans A(M) nulles sur les formes transverses. On a alors la proposition
suivante
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Proposit ion: fI-4-3
Les deux assertions suivantes sont vtaies.
( i )  Au. , t ,n t (n l (u1,n(M))  c  B,
(i i)  A6",1,n"(l f  ) :  p* (A r o",t,nt(n I ( M), .n{) ) .

Démonstration
(i) On choisit un sous-espace supplémentaire de H{M) dans f/(M) et on I'appelle V.
Soit T un élément de Af,".r..r(nt(M),A(M)). Du fait que T est nulle sur les formes

transverses, I'application C définie par

C(Xr , ,  1 '  \  (T ( ' t ' " ' ' up )  s i  V i  X i€  H^M)  e t  p ( ' t ) :  X ' i
",4P, : 

I  0 si un des X; est dans V

est bien définie. De plus on a bien
T  :  p (C) .

(ii) On note par:

Vr : l'espace des l-formes exactes

V2 : I'espace des l-formes transverses

et par I/s un supplémentaire de Vt *Vz dans A1(M).
Soit C un élémenl de Ap,o,.r.""(l/). On définit I'application 7 par

m t . .  \  f  C ( r0 , . . . . , r p )  s iV iu - t ; - du t
I  ( .o '  " " 'ap) :  

t  o  s i  un des cd;  est  dans V2t- )Vs.

Cette construction est possible car si du est transverse alors u est invariant et par suite
C(",.. .):0 car C est tangentiel n-c. I l  est bien clair que T e A1o",1,,,r(n1(M),N) et que

P*(T)  :  C.

b- Autre façon de défini, Si.

On peut construire le cocycle de Vey ,Sfl d'une manière intrinsèque: Soit I une con-
nexion linéaire et notons par V sa dérivation covariante. On note par LxY la dérivée de
lie de V dans la direction de X:

( , [xVXY,  Z) :  lX,YvZl  -  V1x,v l  Z  -Yv lX, ,Z l .

Considérons I'application

Qp :  H (M)  x  H(M) -+  ^2 (M) ,

définie par

Qr(Xo, x, X% ,yr) :  !rrr1r*,v(yo).Lx,v(rr) -  LxoV(y1)Ly,V(%)l

On a alors la proposition suivante
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Proposition: Ir-4-4 [1s] l24l lIs) l2zl
( i) Or est un cocyle non exacte ae (n(n@),^(M)),â,)
(ii) le symbole total de Op est donné par

oo  (€0 ,€ r ) (Xo ,X r ) :  t r (Xs  8€o .X r  A ( r ) . ( o  A€ r .

(iii) Si on se limite à des connexions I sans torsion, la classe de cohomologre [ôp] esf
indépendante de la connexion choisie.

(iv) Sil est adaptée au feuilletage p(Or) est tangentiel.

Définissons I'application locale ,9fl sur N2 par

Si ( " ,  r )  : (  A,  p(Or ) (d ,u,d.u)  ) : (  Â,  ôp( f / , ,  H, )  > .

Un calcul direct de â.9fl prouve que

(ô^Sfl)(us, ut,uz)

De la relation (*) on déduit directement les résultats énoncés dans la proposition I-b-4
et le théorème I-5-1. De même, de la relation (x) on déduit facilement que Ie symbole de
.9fl est défini par

os,  (€0,  { r  )  :  ( l (€0,  ( ,  ) ) t .

Enfin rappelons la construction de I'opérateur S qui sera utile pour déterminer les 3-
cocyles de Chevalley tangentiels sur M. On note pai Av l'opérateur différentiel de H(M)
dans les champs d'endomorphismes deTM défini par

Av  :  X *+ lY -VyX ] .

Défi nissons l'application

Ti : H (M)3 -- ly',

par

h(x,y, z): i 
". 

tn. 
r* oo (x){lAv (\, A" (z)l + sr(y, z)},

où,5 désigne la somme sur les permutations circulaires de X,Y,Z et R est Ie tenseur de
courbure de f. Considérons I'application

T3 : 1y'3 -- ly',

définie par
Yl t ru r t l  €  N

f3@, u, w) :  Tr(H u,,  H,,  H.).
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Proposition:Il-4-b [1b] [24] [1e] [22]
(i) L'applicationTy est une B- cochaine d. (n@(tut\,A(M)),ô,), dont le cobord est

Ia4- formeferméer donnéepat  
\  '  \  / '  \  ' /1-  / '  

-

, (Xo ,  X r ,  Xz ,  Xs )  :  
*  f  eo t rR(Xoo ,  X " , )R (Xoz ,  Xo , ) .

(ii) Ie symbole de Tp est donné par

o r  (€0 , ( r ,  €zXXo ,  X t ,  Xz )  :  t r (XoO (o .X r  &  * .XzS  €z ) .

(iii) la c/asse de cohomologie de Rham de r est indépendante de la connexion choisie.
(iv) Ie symbole total de la J-cochaine Tf est donné par

or" (€o, Û , €z) : -Â((0, (r )Â160, €z )À11t , 6r;.

(v) si f est adaptée au feuilletage, arors p(Tr) et Tf sont tangentiels.

c- Calcul de Hlo.,r,n"(N)rH?"",r,n"(N) et Hfo",r,n.(N)

Dans ce sous-paragraphe on se propose de calculer les 3 premiers groupes de coho-
mologie de Chevalley tangentiel de (l/, P). La méthode utitisée porr, ..ùrrler ces groupes
de cohomologie est celle utilisée par D. Arnal, P. Lecomte, M. De Wilde, S. Gutt et D.
Melotte pour calculer les espaces de cohomologie de Chevalley dans le cas symplectique
et dans le cas où M est le dual d'une algèbre àe Lie munie de la structure de variété de
Poisson déduite de la représentation coadjointe.

Par une récurence basée sur I'ordre lexicographique et I'ordre total on corrige succes-
sivement un cocycle en lui soustrayant un cobord ou un cocycle de type connu de façon
à diminuer son ordre. Aprés un nombre fini d.e corrections, on 

"rt 
..À"ré à un cocycle

d'ordre au plus 1.
Mais commençons par décrire rapidement les étapes de la démonstration d'une propo-

sition (énoncée et démontrée en t33].t24]) qui va fournir une description assez restrictive
du symbole principal d'un cocycle tangentiel et par suite elle ,ra pàrmettre de réduire Ie
nombre d'étapes de cette récurrence.

Plaçons-nous dans un domaine d'une carte adap tée tl . Pour tout r dans IJ , onappelle
I/ le sous-espace de TiM engendré par les vecteurs (d,æi(r))ielr,...,2nJ. En tout point
x € U, Â est non dégénéré et donc symplectique sur V, o" 

"oi" 
rp'ffi I'algèbre de Lie

symplectique correspondante.
Il est bon de remarquer qu'en tout point de [/ le symbole d'une cochaine tangentielle

est un polynôme en (i avec (; dans I/. Les démonstrations des deux propositions suivantes
sont données en [24].

Proposit ion: ff-4-6
sj p, désigne |'opérateur de duarité associé à Â, /es endomorphismes p(€) s ( (( e v)

de V engendrent l'algèbre sp(V).
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Proposition: II-4-Z
Tout polynôme homogène de degré 2 en (1....(" ((; € V) antisymétrique et à valeurs

dans un espace vectoriel E s'identifre à une application' s-linéLire a.ntisyméirique sur sp(V)
à valeurs da.ns E.

La représentation naturelle (v, p) du groupe linéaire général GL(v):

s'etend à l'espace des polynô-". ,'rî?.,, il:l l,homomorphisme de groupe de Lie
p défini par la relation

(v@) P) ((,, ....., (" ; : p (/ - '  ({, ),, ...., A-'((" ) )

La représentation correspondante p-* de I'algèbre de Lie gt(V) de GL(V) et par suite
de la sous-algèbre sp(V), est définie par

V-@)(p): lra @æptA)pf p,.

Dans le cas particulier où A est I'application p(() g € on obtient

v-(p(€)s ()p(€r, .. . . ,  (,) :  i  ^((r, (xDc,p((r, .. . . ,  (,),
i : 1

(voir I I-5-3 pour la notation €De , p(€, ,  . . . . ,  (" ) ).

Pour la cohomologie de Chevalley-trilsnberg associée à la représentation (p(y),F_)
{".-'f(V)' une p-cochaine est une application l-[rré.ir" antisymétrique de 

"àf 
ùl'â;;;

P(v). L'opérateur de cobord associé à cette coliomologie a est défini par

p

LC(A,, . . . . ,  Ao) :  t  e[ iv-@r)c(As, . . . . , î , . . .Ao)
r :0

+ t ( -  \ i+ i  c(Ai ,  A j1 , . . . , î , . . . . , j , . . . . ) ,
i < j

où [ ] désigne le commutateur des endomorphismes d,e V.

Maintenant considérons une p-cochaine de Chevalley tangentielle nulle sur les con-
stantes d'ordre lexicographique

( "0 ,  . . . . ,  r  k r  - t  t 2 ,  . . . , 2 , t 11 ,  
1 ,  

. . . ,  1 ) .

D'après la proposition II-4-6 pouru e IJ, €*r, ....€p_r € Z fixés, le symbole lexicographique
o-" peut être vu comme étant l'évaluation en pr((;) g (,; (k; < t < k2) d,une cochaine de
sp(v) à valeurs dans I 'espace des polynômes 

"" l ; ; . . . ,{*,-,  qu'on note toujours pard".
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Un calcul direct nous prouve la proposition suivante

Propsotion: II-a-8 [2a]
Si C est un cocycle tangentiel n-c non l-différentiel d'ordre lexicographique:

alors on a

( " 0 , . . . . ,  T k r - t r 2 r . . . . 1 2 ,  1 , . . . . 1 ) ,
(kz )

dac :  *Aoc.

L'algèbre sp(V), est simple et on a d'après [g],

Ke rA , -  P i ,&Cr ,@imA, ,

où 4", est l'espace des polynômes invariants par I'action du group e Sp(V) et Cn l,espace
des cochaines scalaires inva^riantes sur sp(V).

D'autre part d'après [30], un élément d,e P;, ou de C6n évahÉ en des A6 de la forme
pr(€;) S (; est un polynôme en ̂ ((r,6i).

Notons P l'ensemble des polynômes en A({;, €i) d" degré ) 2 en chaque {;, c I'ensemb-
le des polynômes en Â((6,€,i) d" degré z en ch.qn" (n 

"tQ 
l'"rrr"*ble àes fonctions en r

et €,, C- en c ei_polynômiales en (; et de degré < i"r chaque {;.
Notons P gC I Q I'enveloppe linéaire des polynômes

(60 , ' . . ' , €e - t )  H  o (€ " (o ) , . . . . , ( " ( ; ) )  ô ( ( , t , + r1 r . . . . , { e ( i ) )  c ( ( " t i + r1 , . . . , { e (p_ r ) )

où  a  €  P ,  b  e  C  e t  c  €  Q  e te  es t  une  pe rmu ta t i on  de  {0 , . . . . , p_  1 } .
on a alors, comme dans le cas symplectique la proposition suivante

Proposit ion II-4-9 [24][sB]
Soit C un cocycle de Cheva\Iey tangentiel n - c alors C peut s'écrire sous ja forme

C:C'+AE' ,

où E' est une cochaine tangentielle n - c et C' un cocyle tangentiel n - c d,ordre au pius
égal à celui de C, dont le symbole total appartient à .P g C e A

Démonstration
si a6 est de degré au plus 1 en chaque (, il n'y a rien à démontrer.
Si C est d'ordre

( ro ,  . . . . ,  Tk r  - t 12 ,  . . . r 2 r , *1 ,  
, ,  

. . . ,  1 )  ( r * ,  _ ,  >  2 ) ,

on a vu que pour t € U, €kr,....,(p-r € I/ fixés dcr peut être vu comme étant l'évaluaiion
en p((';) A €;(&r < i < k2) d'une cochaine d,e sp(V) â ,raleurs dans I'espace des polynômes
en (0,"",€r,-t.  Mais puisque C est un cocycle et d'après l .  propo.it ion (II- -Z J, cette



cochaine est un élément de kerL. Donc pour r, €kr,....,(p_r fixés il existe un élément p
de P;n 8 Cn et une cochaine E de sp(V) tels que:

dc (€o , . . . ,  { o_ r )  :  ( p  +  LE) (p (& , )  g  € r ,  , . . . . ,  t r (€ * ,_ r )  I  € r ,  _ , ) .

Maintenant il suffit de corriger C p* le cobord d'une cochaine tangentielle dont le symbole
est égal à l'évaluation de la cochaine E en p(€r)g€; (Pour les {; cànvenables k, < i a kz).

Sachant laforme des éléments de p;," &Cn et enfaisant varier €ur,....,(p_r on déduit
le résultat par récurence. Enfin remarquons que si I'ordre de C ne càntient pas des 1 ou
des r; ) 2Ia démonstration reste la même et s'il ne contient pas des 2rdc sera vu comme
une O-cochaine de sp(V).

Etablissons un lemme classique:

Lemme II-4-1
un p-cocycle tangentieln - c ne peut être d'ordre lexicographique (r0,..., rp_r) avec

ro- t  )  3 .

Démonstration
Remarquons que d'après la proposition I-3-1 et puisque A est bilinéaire, le symbole

totai d'ordre rs * ... i rp_l* 2 de 0C est donné par

oac((0, . . . , (o)  :  ! { - r ; ,Â((n,  €) loc( . . . . ,€r  L  € i , , . j  . . )
i <1  U )  

'

oc( . . . . ,  € i ,  . j  . )  -  o " ( . . . . j  . . . ) )  ( * ) .
( r )

supposons que rp-1 > 3. En considérant les termes d'ordre (r0,..., rp-r - 1,3) dans (*) 
"tsachant que C est un cocycle on aura

1 ,12
A( (p - r , e r ) ;  

*  
( acGo , ( r , . . . . , €p - r  *  t ( ù ) f  , : s : 0 ,

ce qui est absurde car ceci veut dire que oo - 0.

Notons pat Ll la sous-algèbre de Lie des champs de vecteurs tangents aux feuilles X
vérifiant

Ly / \ : 0

et par .L* celle des champs hamiltoniens et posons

Lt :L*Otrs .

Le lemme suivant est utile pour la description des 2-cocycles tangentiels n - c.
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Lemrne: II-4-2
,si /e symbole total d'un cocycle ta,ngentiel c est de Ia forme

/ . ^ ( (0 ,  ( r  ) 3 ,

alors f est dans I.

(Remarquons qu'il n'y a pas de différence entre symbole total et symbole lexicographi-
que dans ce cas).

Démonstration
Pour i  € {1,. ' . ,  2n} on note par [ i ]  le 2n-uplet (0,.. . ,r]1,0..) et on définit  s par

s[i] :  { lo*"1,( [ ? -n l  s? ,  z>n

x,' désigne toujours la fonction caractéristique de {1,...,n}. Ainsi, avec ces notations, si
on se place dans le domaine d,une carte adaptée IJ, on a

Â((0, (r ) :  É,-rr*"t ' ;)+r€l i1(it t l .
l= l

Il existe un opérateur différentiel sur U,Du d'ordre total au plus 5 tel que
pour tout uo,,Itt dans l/ et z dans [/, on ait

C(uo,ar) I  u(*) :  t  C,,B@)DiusDP,a, I  Du(as,u)(*)

l;l: I
plus précisément Co,B est le produit de / par un entier, et si a6 : 3[1] et go: 3st1] :
3[n + 1] alors:

Coo ,go :  f  .

Pour tout ?to, ?-trr, u2 dans l{ et r dans [/ on a

)C(as,û, tz) lu( r )  :

:  i t -1)x ' ( i )+rpf r (  t  co,BDoù6 Deu,  *  Du(ùs,nr ) )D" t i ta ,r rorur ruz  3 ,  
l ; l : l

\ - / 1  ^ '

L. -,,p(r)Di(Df-tl"'(i)+1 pliluopsl;la)nfa2
l o l :  lB l :3  i=1

n

-pu(f(-1)x ' ( i )+r  p l i )uop" l t l t r ,ùzX") :  0 (xx)
r = l

soit k € {1, . . . ,2r}, en considérant les termes d'ordre (oo,go,"[k]) €rr u6,,ttr7t112 dans (**,1
on aura

DI l lC, ,po :  D* l f  :o  vr  €u.
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et par suite / € -f.

Théorèmez II-a-2 l22l
Soif f une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage de (M,L) aJors:
(i) Tout 7- cocycle différentiel est J- diff&entiel.
(ii) Tout 2- cocycle C tangentiel et différentiel n - c s'ecrit sous Ja forme:

C :aS l *C t *08 ,

où a € I,Ct est un 2-cocycle l-dif férentieltangentieln-c et B e Aoontt,r, ."(N).

Démonstration
(i) Soit C un 1-cocycle différentiel quelconque, on a alors,

oac (€0 ,€ r )  :  - ^ ( (0 , ( r ) (oc ' (6 r  +  ( r )  -  oc ($ )  -  oc (€ t ) )  :  o .

Remarquons que puisqu'on n'a pas supposé C tangentiel, (s et {1 sont des éléments quel-
conques deTiM.

Mais puisque le polynôme Â({0,(r) n'est pas identiquement nul, on a

oc( to + ( r  )  :  oc((o)  *  oc(( ,  )  V(o ,û  e T|  M.

Ceci n'est possible que si o6 est un polynôme de degré 1 en chacunes de ses variables.
(ii) Soit C un cocycle différentiel tangentiel d'ordre (ro,rr). V" l'antisymétrie de C,

on a toujours 16 ) 11.
D'après la proposition II-4-8, quitte à corriger C par un cobord, on peut supposer que

son symbole total est dans P e C A 8. En particulier son symbole lexicographique sera
dans P8C8Q. Mais comme tout élément de P ou de C est un polynôme à au moins
2 arguments,dç est soit un élément de P soit un élément d" Q. Dans ce dernier cas le
cocycle est l-différentiel. D'autre part d'après le lemme II-4-1, rr ( 3.

- Si 11 :3, alors ro :3 et oç est de la forme:

oc (& ,  ( r )  :  oÂ( (0 ,  € r ) t ,

avec a € N. Mais d'après le lemme II-4-2, a € I et pa suite oc coincide avec le symbole
du cocycle tangentiel n-c a.9fl. Donc C - aSl sera un cocycle d,ordre total < 6.

- si 11 : 2, alors les seuls éléments possibles de c sont de la forme

6A(€0 ,  { r  )2 ,

qui ne peuvent pas être le symbole d'une cochaine antisymétrique puisqu'ils sont
symétriques en €0,(r.

Le lemme suivant est utile pour la description des 3- cocycle tangentiels n - c.



et par suite / € f.

Théorème; II-a-z 122)
soit I lrne connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage de (M ' L) alors:

(i) Tout 7- cocycle diffétentiel est 1- diffétentieL

(ii) Tout 2- colycle C tarryentiel et différentiel n - c s'ecrit sous la forme:

g:aS l *Ct *08 ,

où a € I,C, est un 2-cocycle l-différentielta,gentiel n-c et B € Aoonll,r,n"(N)'

Démonstration
(i) Soit C un l-cocycle différentiel quelconque' on a alors'

oac( to,€ ' )  :  -À((o '€ t ) (oc(€o + €r)  -  oc(€o)  -  
"c( ( t ) )  

:  0 '

Remarquons que puisqu'on n'a pas supposé c tangentiel, {s et (1 sont des éiéments quel-

conques de TiM.

Mais puisque le polynôme A(€0,(r) n'est pas identiquement nul' on a

oc( to + €r)  :  oc(€o)  + oc(€r)  V(0,  ( r  €  T;M'

ceci n'est possibie que si os esl un polynôme de degré 1 en chacunes de ses variables'

(ii) Soit C un.o"y"1" difiérentiàl àngentiei d'ordre (ro,rr)' Vu I'antisymétrie de C'

on a toujours 16 ) 11'

D'après la proposition II-4-8, quitte à corriger c par un cobord' on peut supposer que

son symbole total Lrt dans p s c g ô. B" p.iti"rrri"t son symbore lexicographique sera

dans pscgg. Mais comm" torri  éiément-de P ou de c est un polynôme à au moins

2 arguments,,6çest soit un élément de P soit un éiément de 8' Dans ce dernier cas le

cocycle est l-différentiel. D'autre part d'après le lemme II-4-1, rr s 3'

-  S i  11 :3 ,  a lors  ro :3  etds est  de ia forme:

oc ($ , ( r )  :  oÀ (€0 , ( t ) t '

avec o € N. Mais d'après Ie lemme II-4-2, a €. I et pa suite o6; coincide avec le symbole

du cocycle t."g""ti"i-rr-" o5i Donc C - à57 sera un cocycle d'ordre totai < 6'

- Si 11 : 2, alors l"' '""1t éléments possibles de C sont de la forme

bA(€' ,  €,  ) '  ,

qui ne peuvent pas être le symbole d'une cochaine antisymétrique puisqu'ils sont

symétriques en €0,€r.

Le lemme suivant est utile pour la description des 3- cocycle tangentiels n - c'
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Lemme: II-4-3

7l i;-t" symbole d'un S-cocycle tangentiel n - c est de la fotme

16c(to,€r,(z)  :  À({o '€ ' )3 < x '€z )  x e Ht(M) '

ilorc X est dans L1'

(iù Si Ie sYmbole

+
Notons

d'un 3 cocycle tangentiel n - c est de la forme

6c&u ( r ,  €z)  :  ÀÂ(€0,  €r )4160,  (z)Â(€t '  €z) '

alors \ est dans I.

Démonstration ':^^-' lâ ?êmârnrre se place dans le
Afin de simplifier les calculs, faisons la remarque suivante : sr on

domaine d'une carte adaptée et si on associe à chaque cochaine c tangentielle n - c un

polynôme pc obt"n, à,furti, a" i'"*pr"rrion lo".le de C en remplaçant Dltu' Par €lt'

alors un calcul direct nous prou\r" qrr" le poiynôme associé à ôc s'obtient par la formule

Pac((0,  . . . . ,  €o)  :  ! { - r ; ' ^ (€n,  € i ) [Pc("" '  €r , r+ ,  ( i ' ' ' ' " î " " )

i < j

-Pc1. . . . - ,  e  , ,  " " ' i  " ' )  -  Pc("" ' 'J"  '  ' ) l
( i )

p ^

+ t ( - l )n  '  ' ( (n)^ ,  dPc("" ' i ' " " )  >  '

i=0

où d'Pç est le polynôme obtenu en dérivant les coefficients de Pc'

Dans le cas P:3, cette formuie s'écrit

Pac(Êl,  t t ,  (u (s)  :  À((o '  ( r  *  (z + €e)Pc((r '  €z '  (e)

-Â( ( r ,€o  *  €z*  t "ùPc( (o ,€ ' '€ ' )  *  A(€ ' ' (o  *  ( r  +  (s )

Pc(€0,€r ,€s)  -  ^ ( ( r ,€o  *  $  *  l z )Pc(€o ' ( r ' ( z )

-Â((0, €r )Pc((o * tt,€z',(s) + A(€o' €z)Pc(€o * €z' €r ' €s)

-A(€0, (s)Pc(€o t €s, {r, (z) * À(€,, t ')Pc(to' €r * {z' (g)

-A(€t, {e)Pc((0, €r -| €s' tz) - À((' '  €s)Pc(€o 'tt ' tz + €g)

+  <  i (€o)A ,dPc( t r , (2 , {s )

< i (€z)À, dPc(€0,(r ,  {s)

parD l lesé lémentsd 'o rd re (3 ,2 ,1 )e tparD2 lesé lémentsd 'o rd re (4 '1 '1 )

considérant les termes d'ordre (3,3,1,1,) de (*) on déduit que

-À(€r ,  €o)D,1gt ,  €0 ,  €s)  *  À(€z '  € r )Dr ( (o '  € r '  €s )
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Soit

*Â (€ t ,  (o )D t16 t ,  €0 ,  €z )  -  ^ (€ t ,  ( r )D1( (0 ,  € r ,  €s )

t ,12
-Zn(gt ,€t)fr;nr(€o + t€r,€2,€e)/ '=o - A(€o ,€z)Dt(€r, €o' €e)

*A((0,  € t )at (€t ,  €0,  (z)  + Â(€t ,  €z)Dt(€0,  ( r ,  (s)

- ^ (€ , ,€ r )Dr ( {0 ,€ r ,€z )+  <  i ( { r )Â ,  d ,<  X , ( ,  >  À (€0 , { t ) t  >

-  <  i ( € r ) ^ ,d  1  X ,€z  >  Â (€0 ,  € r )3  > :  g .

1 à 2-rntgr ,€t)fr;Or(€o + t€r,(2, €s)f ,=o * À((0,€r)3

(<  ; (€ r ) r r ,  d  I  X , (e  >> -  <  i (€ r ) ,d  <  x ,€z  >)  :0 .

À ( € 2 ,  ( o ) D r ( ( 0 ,  € t ,  ( t )  +  Â ( € r ,  ( r ) D r 1 1 o '  € r '  { t )

- Â ( ( t ,  € o ) a t ( ( 0 ,  ( r ,  * )  -  Â ( € g ,  ( t ) D z ( € l ,  { r ,  € z )

,  L  / '  .  t ' l
+^(€0,ër)  arDzGo 

* i ( r ,  €2,€s)f  '=o

+^(€0 ,  €z)Dr (€0 ,  { r ,  (s )  -  A(€0 ,  (a )D1( (0 ,  € r ,  (z )

Â(€ r ,  €z )Dz (€0 ,  € t ,  ( t )  -  Â (€ t ,  ( t )Dz (€0 ,€ t ,  ( z )  :  0 '

d
Â((0,  € t )  arDz(&, t€r , tz ,  

( r ) / t :o  :  o '
Soit

Dtou,

Et par suite on a

et donc

En effet, d'après la formule énoncée
.tt si et seulement si

Mais en considérant les termes d'ordre (4,2,I,1) d" (*) on aura :

Dz:  0 .

<  i (€z)^ ,  d  <  X ,  {3  ) )  -  <  i (€e)A,d  1  X , (2  ) ) :  0 ,

XeL t .

au début de la démonstration du lemme, X est dans

- ^ ( (0 , ( tX<  X ,€o  *  ( r  >  -  l  X , t t

+  <  i ( ( 0 ) ^ , d  1  X ,€ t  >>  -  <  i ( € t )A ,d  <  X , (6  ) )

: <  i ( €o )Â ,d  1X ,€ r  >>  -  <  i ( € t ) ^ , d  <  X ,€o  > ) : 0 '

(ii) Notons par D3 les termes d'ordre (2,2,I) de Pc. En considérant les termes d'ordre

(2,2,2,1) dans (*,) on aura

-Â(€r ,  €o)4r16 ' ,62 ,  (o )  +  Â(€ t ,  € r ) .o r160,  €2 ,  ( r )
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-^(€r,€z)^ar16o,(r ,€z) -  Â(€0, e)f inrco * (r  , t r ,€t)1r:o

ll

+À((o ,Er)f iDr(Lo * i€2, €r,  (s)7'=o - A(€o' ( t)Ds(€" (z '  €o)

+^(€, ,b)fio't€o'€r * t€z'ts)t':o

+^(€r,  {e)Dr11o, €z ' ,  t t )  -  ^(€ ' '  €r)D3160'  ( r '  €z)

-  < i ( { r )^,  dÀ(4.(€0, (r )Â160, €z)Â11' ,  €z))  >:  0 '

-A((r ,  dÀ)^(€0, ( ,  )Â(€0, (z)Â(( '  ,  (z )  -  Â((0,  €r  )

frnrrcr* t€r, €2,€t) 1r=o+ À(€o ,&)frnrç€o * t(z ' (,, €a)7,:o

+^(€, ,U)ftn'l€o' €r * t€z'Êt) tt:o : o'

pour {3 fixé on peut voir D3 comme une cochaine de sp(v) et l'équation

-Â(€r ,  dÀ)^(€0,  €r )Â(€0,  ( r )^( ( t ,  €z)  *  VDe((0,  Ë ' ,€2,€s)  :  g

Mais comme Cn est en somme directe avec imY on aura

Soit

Maintenant,
devient

et donc

Â(€r, dÀ) :  s,

Àe/ .

Théorème: II-4-3
Supposons que rg lY:2n > 2'

Sojt f une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage' Alorc,

tout S-cocycle différentiel n - c et tangentiel C s'éctit sous la forme:

C :  S i  A Lx+ À(4 -  C\ )  *  Ct  t  08,

où x e L1), € I, C'' est une S-cochaine l-différentielle tangentielle n-c' ct est un 3- cocycle

7-différentiel tangentiel n-c et B est une 2- cochaine diffétentielle tangentielle n-c'

Plus précité^";i-;;t que À?3 (À l0) apparysse dans Ia décomposition d'au moins

un 3-cocycle différentiel tangentiel n'-c'il fâ"i àt ;I suffit qu'il existe un À dans I tel que

)lr-(") soit un cobord.

Remarque: II-4-1
Si p.(r) est un cobord alors pour tout À dans /, Àp.(t) est un:"P"tg Mais il se peut

qu,il existe un À dans .I tel que )lr.(") soit un cobord sans que p.(t) soit un cobord' En

effet, il suffit de considérer les deux exemples suivant

(i) soit M1 une variété symplectique telle qrre p.(r1) est un cobord et M2 une autre telle que

tt*(rz) n,est pas rrn 
"obord. 

Pour la variélé de Poisson M :]0,1[x(M1 U Mz), p.(r) n'est
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pas un cobord bien que, si on consdère la fonction invariante À qui vaut 1 sur ]0,llxM1

"t 
0 ,rlr l},,llxM2, alors Àpr*(r) est un cobord'

(ii) Soit M, unevariété sympiectique connexe telle que pr*(r') n'est pas un cobord, et soit

u un ouvert contractile de M. Considérons la variété de Poisson

M: (M'xB\ (M' \U)* l  -  oo ,0 l '

pol1- M, p*(r) n'est pas un cobord bien que, si ) désigne la fonction invariante qui vaut

l sur u;i  _'-,0] et ô s..r M, x]0,oo[ alors )pr*(z) est un cobord.

Démonstration du Théorème II-4-2

Rappelons qu'on effectue une récurence basée sur I'ordre

lexicographique et que d'après la proposition II-4-8' on peut

p g Ce Q. D'autre part rappelons la formule

total et I'ordre
supposer qlue d6 est dans

oac(to,tr ,€2,€s) :  A((0, ( t  - l  tz t  ( ' )"c((t  ' tz '€s)

-^ ( { r ,€o *  tz* ts )oc(€0,€r ,€s)  *À( { ' , (o  +( r  +(s)

oc(6, { r ,  { r )  -  ^ (€r ,€o *  â  I  €z)oc(€0,€ ' ,  { r )

- ^ ( (0 ,€ r )oc (€o  *  € r ,€2 ,€s )  +  Â (€o '  €z )o6ç1o  *  ( z ' ( r ' €s )

A(€0,  (s)oc((o *  (s ,  €r ,  €z)  *  À({ t ,  t r )oc( to , ( r  *  €z '  €s)

-Â ( ( r , €a )os11 . , { r  *  ( s , ( z )  -  ^ ( ( r , ( r ) oc (€o '€ r , ( z  *  €s )  ( ; )

supposons que c est d'ordre ("0,"r,r2). Par Ie lemme 6-1 on peut supposer que rzs3'

a) si 12 : 3 alors {2 est i'un des .rirr*"rrt, d'un polynôme élément de P' Puisque les

éléments de P sont des polynômes en n((,,€i) avec i ( j, ceci n'est possible que sio-c est

dans p. vu que 66 esl homogène 
"" 

(;; â"et tz et que 16 ) 11 ) r2t les seuls éléments

possibles sont des multiples par des fonctions de

a (€0 , { r ,Ëz ) :  À (€0 ,€ r )PA(10 ,6 ' ; r  (P  2  3 ) '

É (€0 ,  € ,  , t z )  :  A ( {0 ,  € t )oÀ( {0 ,  { r ) 'Â (€ t ,  € ' )  ( p  2  2 ) '

( i )  a"  :  À.o.
Notons par D Ie terme d'ordre (p*3,p -I,4) de oç. ce terme peut être non nul car

pour des raisons de symétrie 
"n 

(1,i2, p->3 b''autre part, d'après la proposition II-4-8

D est dans P.
En cherchant les termes d'ordre (p*3,p - 1,3,3) dans (l) on aura

}n,r, , tùfia "(€0 , €' * ttz,€a ) 7'=o - 
i n('" *' )

#u "tro,(r 
* t€s, tz) f t:o - Tnt r, €ù#

D(€0 ,  ( r ,  ( z  *  i €s ) / r=o  =  o  ( x  x  x )

ou de



Puisque rg L -- 2n ) 2, on peut choisir €0, tr,tz,€s linéairement indépendants' Le

premier terme de (***) vaut

p (p  -  1 ) '  ^ ' € r ,  
€z )À ( (0 , { r ) e -21 ( (0 ,€ ' ) 2À (€o '€ ' ) t '-T- ^.tr\

et c,est le seul monôme de ce type dans (***). Puisque P ) 3., on déduit que

À :0 ,

et par suite: 
dc :0.

( i i )  S i  6c :  \ . 0 .
Notons par D1 les termes d'ordre (p+ t '  p+2'3) et par Dzles termes d'ordre

, (p + 7,P + 1,4) dans o6' '  On a donc:

Dr(€0,  €r ,  €z)  :  -oc(€t ,  €0,  €z)  :  -ÀÀ(€r ,  €o)e.A.11t ,  €z)24160,  611 '

Cherchons les termes d'ordre (p-17,p* 1,3,3) dans (l) '

S i p>2ces te rmesson t

ln,ro, e;fiatt€o r r€z'€r'€s)7':o - 
in('o'")

fia "Gr* 
t(a , €t , €z) /r:o * i n(g' , (' )

ff ior(€0, €r * t€2,€r)7,=o - 
àn(€,, *r)

f irr((0, (, * t(e, tz) 1t=o- ln(rr, rr)

#', t  ' ,€ ' , t '  *  t€t)  t ' :o(x * +x)

Si p:2 i l  faut ajouter

t À 2-tn((', ilfr;ac(€o * t{r '€''€")f ':o'

Cherchons le coefficient du monôme

Â((0,  { r  )o- 'À(€0,  €z)A(€0,  ( r ) 'A(€t ,  ( r ) 'Â(( t ,  ( t ) '

En prenant €0,€r,(2,{3 linéairement indépendants, dans les deux cas ce monôme

n,apparaît qu'en développant le premier teme-de (****).avec un coefficient égal-à àfp(p- t)

et,le 4"*" terme u,t". * coefficient égal à -+(-ÀX- L)'-'p(p - 1) On aura donc

^r9(r+1-r;r) :o
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si À # 0 alors p est impair et par suite Â((s : e)p+z est antisymétrique' Il peut être

donc Ie symbole d'une 2-cochaine tangentielle,'plus précisément si B est une 2-cochaine

tangentielle n-c de sYmbole

t \

6T;fuÂ(€o'(')o+''
alors le symbole lexicographique de ÔB est F6'

b) Commençons par traiter le cas 12 : ! avant cehi 12 :2'

51 ,2:1, alàrs C est ou bien l-différentiel ou bien ac est de laforme:

? .c (6 ,â ,€z ) :  A ( (0 ,  € r )P  <  X , t z  >  @ > -2 ) '

où X est un éIément de H{M).

Pour des raisons de symétiie en €o et {r, p est impair. D'autre part si on suppose que

11 ) 3 (p > 3), alors en considérant les termes d'ordre (p,p' '3'1) dans (l) '  on aura

r ô
1  à L

,n tg t  ,Ëz) f - *aç(€0,€r  * t€2,€s) / ' :o  :  o '

l nen résu l t edoncqueP :3 'Ma i s ,d ' ap rès le l emme l l - 4 -3 'Xes tdans 'L1 'Danscecas
J5, coincide avec lasymbole du cocycle tangentiel n-c .Sfl A Lx.

c ) 1 2 : )

Dans ce cas il n'est pas difficile de voir qlue os ne peut être que de la forme

o c(€o' €" €z) :^ïi,;i;]lli' (' )A((" {' )

Mais, pour que le symbole de )ff coincide avec celui d'un 3-cocycle tangentiel il faut

et il suffit qu'il existe une 3-cochaineiangentielle ci dlordte 1(2,2,2) telle que

Ô(^73 - c', ') :0,

soit 
Àâp.("r) : ôc'r '

ou encore et d'après la proposition II-4-1,

) ,Pr ' . (0 'TY):  ÀPr*(r)  :  ACI '

Mais, cette égalité implique que cl est l-differentielle car r est une 4-forme'

Maintenant, si au lieu de considérer les cochaines différentielles tangentieiles, on con-

sidère les cochaines locales tangentielles, localement les résultats seront identiques et un

simple raisonnement de globaliàtion comme celui de [24] prouve la proposition suivante

Proposit ion: II-4-10
Pour k 3 3:

Hfo".r.*,(N, ô) = HIn1y,r, ,"  ( l { '  a) '



Dans la suite on note r@) l'espace des tenseurs-contravariants antisymétriques sur

M et par T1(M) ie sous-esptt" â"t éléments tangentiels de ?(M)'

D,aprés les théorem", iI-+-Z et II-4-3 et les pr-opositions II-4-1 et II-4 et vu la définition

de ô", on a la ProPosition suivante :

Proposition II-4-1-1

z lo " , r , n " (N ,ô ) :  P*  ( z î ' " , ' , " ( (A t  (M) 'N ) ' ô " )  n  T '@) )

z1o",r,n"(N,,0) :  (o * (Z?.",r ,-r(( t ' (M), N), a") n Tr(M)) * B?o",r,n.(N'a)) O r si

zlo",r ,n"(N,0): (e* (21,. ,r , , ,((A'(M),N),ô") n Tr(M)) * Blo", ' ,n"(N'a))esf l  n ' r" '

5- Le terme M3 dtun produit star tangentiel '

Soit I une connexion de Poisson'

Proposition: II-5-1
Toui produit-star tangentiel d'ordre 3 est de la fotme

1  -  ^ . 1  - ,
rn t uP + r'zç)rf + 68)+ "3(tsfl + aB+ p.(?))

où B est da.ns M?o",r,nr(N): Aoto",r,'.(l{) etT est un 2-tenseur contravariant tangentiel

sur M.
ce prod.uit-star est prolongeable à l'ordre 4 si et seulement si T est un cocycle (pout

a" ).

Démonstration
Rappelons que le terme M2 d'utproduit-star tangentiel est de la form" +P3 * 6El où

B est dans M1oo",t,rr.(N).
Le terme 1.y'g"â'rrrr'produit-star tangentiel doit être tel que

PLM2 I  mL 'Ms :0 '

D'une part un calcul direct prouve que

11

3!, rzAsf l  
+ ;PLP{ 

:0 '

Et d'autre part on a

mL,0B  +  PL6B:  - (mL lP ,B l+  Pô l ( rnAB) )  : 0

II en résulte donc que

,?z^(+si +ar)*PL,M,:o

oo



et par sulte 1 -
rn \ (Mr-  Ot l *ôB) :0 '

Donc, Ms - 
*Si + ôB est un cocycle de Hochschild tangentiel, il est donc de la

forme p-(T). ? est un tenseur contr.rr.riant tangentiel. On a vu que ce produit-star est

prolongeable à I'ordre 4 si et seulement si Ms est un cocycle de Chevalley et donc' si et

seulement si ? est un cocYcle'

6- Relations entre produit-star tangentiel et déformation formelle tangen-

t iel le de (N, P)

Soit

M, : î , r  r r ,
&:0

un produit-star tangentiel alors,

p ,  : î r k  Mzr+ ,
lc=0

est une déformation formelle tangentielie de (l{, P). En effet, puisque pour tout /c danslN

la composante d'ordrc (2k * 2) de M,LM, est nulle on a

I  l twrn*r lMzi+r) * t  (M2;L,M21) :  o'

i+  j=k i+  j :k+r

Mais, puisque pour tout i, M"; est symétrique, alors

a lM2 iLM2 i )  : 0 '

P, peut s'écrire aussi sous la forme

p,:  !o(M\)1,:x, .^

On dira que P, dérive àe M,.

Proposit ion: II-6-1
IJne déformatioon formelle ne peut dériver qu'au plus d'un produit-star tangentieJ

faible, i.e. l'application 1
M,, r-+ io(Mx\1,=x- ^

est injective.

Démonstration
Soit P, une déformation formelle tangentielle de (N, P)' Supposons que P' dérive de

deux produits-star tangentiels faibies M, et M'r'
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I Posons

A, :Mi -M"
alors, on a

oo

A,:Drrr l r .
Ie=l

I n s'agit de démontrer que: A, :0.
On a la relation suivante:

ZM.LA, + ArLA, _ M'.LM', _ M,AM, : Q (*).

supposons que A,10. soit Alr le premier terme non nul de Ar.La relation (x) écrite à l,ordre 2k + t devient

PA ,A7 :  g .

Donc, d'après la proposi tion I_4_2, il existe o6 dans 1 tel que

Ak :  a*m.

D'autre part en considérant les termes d'ordre 2k + s d" (*) on aura

PA,A6a1 *  apM3A,m: e.

Mais,

(M"LM,)g :2(mLMs -t pA,Mr) : g.

Donc,

PL(Ap1-1 -  a1,M2):  e .

Et par suite, et toujours d'après la proposit ion r-4-2il existe a141 dans r tel que

Ak+ t : a *Mz to ,411m.

Maintenant l'équation (*) écrite à I'ordre 2k + Z devient:

2apmA,M2 - Q.

Or,

mA,M2:-PLP+0,

donc,

oÈ  : 0 .

Ce qui est absurde car on a supposé que Alr l 0. D,or) le résultat.
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Proposit ion: If-6-2
Une déformation formelle t angentielle

' ,  :  
î /  L * ,
È : 0

de (l{, P) dérive d'un produit-star tangentiel faible sj et seuJement si on a

Lr: trsi + p.(") + an,
J I

où f est une conexion de Poisson, T est dans Zlo".r..r((nt (M ), N), A") n fr(M) et E est

dans Alo",r,r"(N).

Démonstration
On reprend la méthode de [15].

Les remarques suivantes sont utiles pour la démonstration:
Pour tout A et B dans M\(l/).

( i)  ALB(u,u,u) est symétrique en u,u si I 'une des deux applications A et B est
symétrique et l'autre est antisymétrique.

(ii) AAB(u,u,u) est antisymétrique er u)lD si les applications A et B sont toutes les
deux symétriques ou antisymétriques.

Soit -L, une déformation formelle de P de premier terme Lt : *Si + p-(T) + AE.
Nous savons déja que m*uP +u'z(|Pl +68)+us Lt est un produit-star tangentiel d'ordre
3 .
Supposons que pour un certain k > 2 on a pu construire un produit-star faible tangentiel
d'ordre 2le , M, : D?!o ri M6 lel que

Considérons:

Azn+r est un cocycle de ia cohomoiogie de Hochschild tangentielle tel que

a (Az*+ t )  :  0 .

Il est donc un cobord et par suite, il existe Czn+r dans M/o.,r(l/) tel que:

Azx+t  :26C2*+r .

Mais d'aprés (i), on peut choisir Czx+t antisymétrique et par suite M', : Mrlu2k+7Cz*+t
sera un produit-star faible tangentiel d'ordre 2k + L. Il existe donc R dans ft(M) tel que

a((M,  LM' , ) r *+r)  :  p .  (R) .

k k

a((M',LM',)zn+z): t t  ,z i*tLi , l . rzi+r t ' r l  -  20Cz*+t.
i :0  i :0

Mu+t :  L t  V i  <  k '

Az*+t : (M,LM,)zx+r :  t  M;L ,Mi .
i l  j =2k l t , i , i * 0

Ot,
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Puisque on a

lL , ,L , l :0 ,
alors,

a((Mt ,LM'" )z*+z)  :20(Lx -  Czr+t ) .

Donc -R est un cobord. Il existe donc 7' dans T1(M) tel que

R : ô" (T').

Cz*+t - L*- p.(T') est un cocycle de la cohomologie de Chevalley tangentielle. Sachant
la forme de Ms, on peut écrire la formule suivante:

Czx+r :  L *  I  aMs  *  p . (T )  +  AE .

or\ a € L, T e Tr(M) et E € A?"".r.."(N).
On vérifie bien que

M, *  r2k- '2o*  + u2k(aM, + 6E) I  u2k+7 Lr

est un produit-star faible tangentiel d'ordre 2k + 7 tel que

Mu+t - Lr Vi < k.

Maintenant supposons que pour un certain k > 7 on a pu construire un produit-star faible
2k+7

tangentiel M, : 
L "n 

Un tel que:
i :0

Mz*r :  L t  V i  <  k '

Alors,
a((M"LM,)zr+z) --  (1L, ,  L" l )x :  0,

et par suite il existe Mz*+z dans M,ro. ,(l/) tel que

D'après (ii) on peut choisir M2p12 symétrique et par suite M, 1 u2k*2 Mrk+2 sera un
produit-star faible tangentiel d'ordre 2k + 2 tel que

Ma+t - L; Vi < k.

7- Produit-star de Moval

Supposons que la variété de Poisson régulière (M, L) est plate alors il existe un produit-
star tangentiel sur M appelé produit-sta.r de Moyal. En effet, si f est une connexion de

(M'  LM')2k+2 :  
n*,  : rL*r ,n,r*oM 

nLM' -  26 Mz*+z'



Poisson plate sur M et V sa dérivation covariante, alors on peut munir M d'une carte

adaptées globale (M,"' , . . . ,r*) tel le que

- / ,  0u
v  i \ u )  :  F ; .' o y

Définissons les opérateurs différentiels P(fr) sur M par

n(k \  t  t  \ -P\ * ' \ u ru  )  :  L
i t  , , . , , i x , i t , . . . , 1 *

Alors on a la proposition suivante

Proposit ion: II-7-l- (Produit-star de Moyal) [32]
L' appli c at ion formelle

M,, -Ë 1f 
",*,.

'^' - 
?o kl- '

défrnie sur Ja variété de Poisson régulière plate (M,L) un produit-star tangentiel appelé
produit-star de Moyal.

Démonstration
Il suffit de remarquer que

p( t+ t ;  :  p .p * )

où . désigne le produit habituel des opérateurs différentiels sur M.

^ ir ,ir rrir,i,, Ô 0u 0 Ôu

\ x i ,  " '  ô x i n  Ô r j '  
" ' ï r j r '
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III. UNE PREMIERE DEMONSTRATION DE L'EXISTENCE DE
PRODUITS-STAR TANGENTIELS SUR UNE VARIETE DE POISSON
REGULIERE

Soit (M, Â) une variété de Poisson régulière. On conserve les notations de II.

1- L'application Oi

Considérons
r :  A1o" ,n. ( l / )  *  Aro"(At(M), l f )

un inverse à droite d" p* sur A1o"(At (M),1/).
Soit (t / ,  ç) ç: (*t, . . . ,r*) une carte adaptée contracti le de M. Soit Fu la 2-forme

définie sur U par 
rL

Fu:Dorn Adr i*" .
? = 1

Fg étarrt fermée et U contractile, il existe donc une 1-forme sur [/, try telle que

Fu : dt'su sur U.

Remarquons que ary est caractérisée par la relation

Plu  :0p ( ru ) -

On définit I'application

@'6:  A1oç,n ( l / )  
"  

Au. ,n"(N)  -  A1o" ,n"(N) ,

par
VA e Ato",,.(N), VB e. A?o",n"(N),

@"n(A, ,  B)  I  u  :  p* i (uu)r ( lA,  BD -  ( -1)b[p. t ( " . 'u) r (A) , ,  B l  -  lA,  p .  i (au)r (B) ] '

cette définition a un sens car elle ne dépend pas du choix de wur' En effet si [/ et [/' sont

deux domaines de deux cartes adaptées contractiles alors sur U fl U' on a

ÔP( 'u)  :  ÔP( 'u ' ) ,

et par suite si u6 est un élément de t/ aut I existe un voisinage de *o,U" domaine d'une

carte adaptée et un élément u de l{ tels que

@Il - t lgt : f lP sur U" ,

et donc on aura

(o l ( ,4,  B) lu -  o i (4,  B) lu,)1u, ,  -  i (u) lA,Bl  -  ( -1)b1;çr7. t ,Bl- lA, i (u)Bl  :0
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d'aprés I'identité de Jacobi sur I'algèbre de Lie (A(/f ), [,]).

La proposition suivante est simple à démontrer.

Proposit ion: II I-1-1
Soieni A e. Alo",n"(l{) , B € Auro",n"(I{) et C e Alo",,"(-l/) alors on a

(i) @"^(A,n1 e li,+"b;"rçw1,
( i i )  o"^(A,B) :  ( -1 ; 'a+t  oL(B,A) ,
( i i i )  5o,6,"(- l ) ' "(Oi(1A,, Bl,C) - lA,Oi(B, C)l)  :  O,

"ù 
S.,a," désigne Ia somÀe cyclique sur toutes les permutations cycliques de {a,b,c}.

On construit à partir de Of,, l'opérateur

D'  :  A7o" ,n"( / f )  -  Au" ,n"(N)

A r-+ @"n(A, P).

La proposition suivante est utile pour établir quelques propriétés àe D".

Proposit ion: II I-1-2
Soit (U,,ç) p: ("t,..., r*) une carte adaptée de M et soit a une 7-forme défr.nie sur

U telle que ù's - Fu Alors on a
( i )Yu e N

lp(r) ,  H ul  :  H p(.)(u) - .H u,

( i i )  S i?  e  B  n  A ' (Ar (M) ,1 { )  e t  T  :  p (C) ,

( i i i )Vu,u € N,

Lo14p* (T ) :  p . (p (Lp@)C) )  -  rp * (T ) ,

L oç1Fu(H u,  H,)  :  -  Fu (H u,  H u)  :  -  /Y(du,  du) ,

Lp ( . )  o  ô :0  o  Lo .u l  -  Ô '

Démonstration
(i) Pour tout X tangent aux feuilles on a

Fu(H ,@11u),  X) :  -d(p(r)(")XX) :  -L op1d"(X)

: L olqi(H ") 
Ftr (X) : Fu (lp(a), H,l,X ) + L p@7 Fu (H u, X)'

Ot,

Puisque tous les champs
aux feuilles on en déduit

(i")

Lr61Fv : di(p(a))Fu : Fu.

de vecteur apparus dans les égalités précédentes sont tangents
directement Ie résultat.



(ii) Conséquence directe de (i).
(iii) n suffit de remarquer que

Lrç1P - -P.

Proposition: III-1-3
Soit r un inverse à droite de p* tel que

r (Ato. , t ,n" (N))  :  An. , t ,n t (A(M),  N ) ' ,

et soient (U,ù ? : (xr ,...,n^) une carte adaptée de M et u une 7-fotme défrnie sur U

telle que ù's : Fry. Alors, on a
VA e ATo",r,n.(N),

D ' (A ) :  - (a+  1 )A  +  p . i ( u ) (O" r  - rÔ)A .

Démonstration
Pour tout A € ATo",r,,,"(-1y'), on a

D" (A) :  p*i(u)r([A, P]) * lp. i (u)r(A), Pl -  lA, p. i (u)r(P)1.

Puisque
r(P) : lY,

on  a  

P - i (a ) r (P ) :  L , ç ) '

et par suite,
D"(A) :  (Lp@) -  0p* i (u) r  -  p . i (a) r?)A

:  p* i (w)(ô"r  -  rô)Al -  (Lo1.y -  p*ô" i (u) r  -  p* i (w)O"r)p-( r (A)) .

Or si
r (A ) :  p (C ) ,

ona
(L p@) - p* 0" i(u)r - p* i(u)ô" r) p. (r(A))

:  p *  o  p (Lop1(C)  -  ô ' i ( p (w) )C  -  i p (w) } 'C )  -  (o  *  L )A :  - ( c  +  1 )4 .

Grâce aux outils qu'on a introduit (lB, p ,...), nous pouvons maintenant construire,

comme dans le cas symplectique [15], un r particulier afin de simplifier D'.

Proposit ion: II I-1-4
II existe un inverse à droite d" p*, r tel que

r(Ato"3,n"( l / ) )  :  Ato" , t , . , r (A(  M),  N) ,
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et vérifrant:
(i) r o p* : id sur T(M) l'espace des fenseurs contravariants antisymétriques sur M,

(i t i)  p*i(a)(O", - r0) :0 sur Zlo",r,n.(N,ô) pour p < 3 et sur 81o",1,n.(N,0),

(iii) p-i(t':)(O", - r0) : -id, sw /Sfl et sur ^Sfl A Ls.

Démonstration
On reprend la méthode de [15].

Pour p: 1 ou p ) 3, on décompose Ap,l"7r,n"(N) de la façon suivante

Ao,o" t r .n" (N)  :  p . (Tr(M))  @ p*(a"  E)  O p. (F) ,

ori 
"1(M) 

est I'espace des tenseurs tangentiels et E et.F' sont tels que

p-(B ' , (M))  @ p*çA" E)  :  p . (B l " " , r , , " r ( (A1(M),N) ,A") ) ,

Bl@) étant I'image de T!-r (M) par Ô" .
Considérons:

V : un inverse à droite d" p* : E --+ p"(E),
o: un inverse à droite de ô: p.(E) --+ O(p.(E)),
12 i tJrr inverse à droite d" p* : F --- p-(F).
Pourp:2 ou p:3 onremplace successivement  p. (F)  par  /^Sf l  Op.( .F ' )  ou ( .9 f l  A

Zs) o p*(F').
Dans ces cas on choisit

"r(Si) 
:(  Â, P(Qr) >,

et on pose
r2(oSfl) : o"r(Sfl) Ya € I,

e t  

" r (s i  
x  Lx) : (  A,p(or)  )  ALv vx e S '

On définit donc r par
* I'inverse d" p* :71(M) --+ p"(?;(M)) sur p.(Tr(M)),
* 0" o i lr  o o sur p*(â"(E)),
* 12 sur p-(F).

Proposit ion: II I-1-5
Si r est comme da"ns la proposition III-1-4, alors |'application D" vérifit les propriétés

suivantes
( i )D "oÔ:0oD" -0 ,
( i i)  D' + k. id: 0 sur Bfo",r,n"(N,0) pour tout k )- L,

( i i i )  D '  +  id :0 sur  ZÏo" , r , , " (N,0) ,

( iv )  (D"  + 2. id) (D"  + 3. id) :  0  sur  Z\o, , r ,n" (N,0) ,

(") (D" + 3.id)(D" + 4.id): 0 sur Zlo.,r,n"(N,0),

("i) (D" + id)2 : 0 sur Alo",r,n"(N),

(vi i )  (D" + 2. iq2(D" + 3.;d1: 0 sur AI*",*"(N),
(D" + 2. iù2 :  0 sur AI-ony 1,r,n ( l / ) ,
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(v i i i )  (D '  + 3. iù2(D" + 4. id) :  0  sur  A?o" , r , . " (N) ,

(D"  + 3. iq2 :  0  sur  A?-ont  r , r ,n" ( l i ) .

Démonstration
(i) D'aprés la proposition III-1-1 pour tout A dans A1o",n"(N) on a

2O"^(A, pl, P) - lA,Ol(P, P)l - zlP,,o"^(P, A)l : 0.

Sachant que Oi(P,P): D'(P) - -2P, cette relation devient

D"  o0 (A ) -  ôo  D" (A )  +  ô (a ; :  g .

(ii) n suffit de remaxquer que sur Bb",t,n"(N,0), p"i(a)(0", - r0) :0 sur tout ouvert

[/ et pour toute 1-formet.l sur U v&ifr,anl ù's: Fu.
(iii) D'aprés la proposition II-4-11 on a

z lo" , r ,n" (N,  ô)  :  p*  ( (z lo" , r ,n  ( (n t (M),  N) ,  ô")  À Tt (M)) .

Mais  s i  U et  u  sont  comme dans ( i i ) ,  a lors  p* i (a) (0"r  -  
"q :  

0  sur  p*( (21o" . r* r ,0")À
r,(M)).

(iv) (v) Toujours d'aprés la proposition II-4-11 on a

z1o",r ,n"(N,0):  p*((z7o", t ,nr(nt(M),1/) ,4")  . lTt(M))t  B7o",r ,n"( l / ,4)  O/si .

Et,

zTo"Jfi"(N, ô) : p*((zlo",r,n (nt(u),1\I), a") ÀT{M)) * Bîo",r,n"(lf, a) o (si n trs).

Ot,
D" +z . id - -  0  sur  p* ( (Z \o" , ,  (A t (M) , l f ) ,ô " )  aTt (M) ) ,
D"  +3 . id , :0  sur  /S f l  e t  sur  p" ( (21" . , t , " , r (Ar  (M) ,N) ,A" )aTr (M)) ,
D" + 4. id, :0 sur Sf l  n . fs.
(vi) (vii) (viii) D'après (i) et (ii) sttr Ap,o",*"(lf) on a

0 o (D" + (p + \ ) . id)  :  (D" + (p + 2). id)o ô :  0,

et donc
(D" + (r + t;. ;a;(Ao,o",r,n"(N)) c ZiJi,, ,"(N,ô),

et par suite (vi), (vii) et (viii) seront des conséquences directes de (iii), (iv) et (v).

2- Existence de déformations formelles tangentielles de (.n/, P)

Déffnit ion: I I I-2-1
Une déformation formelle d'ordre k de P est dite Ia dircctrice d'une déformation

formelle de P, L, si et seulement si eIIe est égale à L, jusqu'à l'ordre le .
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Si I/ est un espace vectoriel on note par D, l'application:

D, :V, --  V,

oo oo

Drruo '-  t  lcuk-ru1,.
È:0  l c : l

Proposit ion: If I-2-I-
L'équation

(rD, + id)L, * *"1 (L,,  L,) :  o (*)

admet une soJution unique L, telle que:
Lo :  P ,  L r :  p . (T )+  AE T  e  Z?o" , r , , , r ( (A t (M) ,N) ,ô " )  ÀT{M) ,  E  e  A0 ,o " , r , , " ( l / )

et L2 :  +(D" + id)Oi@t,Lr)+ a^9i,  a € I .
(i) Cette soJution est une déformation formelle tangentielle de P.
(i, Si a:0 et E :0, cette déformation est l-différentielle.
(iii) Si Lt : 0 alors Vk > 7, L2p,4 : Q. Dep/us L', : tËo ukLz* est |'unique

solution de L'équation

(2uD, + id)Lt, + l}"nçr',, L',) : o

L 'o :  P ,  L \ :  aS l .

Démonstration
Nos résultats précédents permettent de suivre la méthode de [15]
a) L'équation (*) est vérifiée à I'ordre 0 et 1. En effet,
à l'ordre 0:

11
t'o + iOî(Lo, 

Lo) : P + ;D" 
(P) : o,

à I'ordre 1:
11

2Lr  I  
àg 'n ] ' o ,L t )  

+  
;O"^ (L l ,  

Lo )

:  (D '  +  2 . id)L1 :  (D '  +  z . id) (p . ( ) )  +  (D"  + 2. iù(AE) :  0 ,

car  
D,  +  2 . id , :0 ,

sur  Z?o" , t ,n  ( (n t (M),N) ,â")  aTt(M) et  sur  87o"J, . " (N,A) .
b) Le terme .[2 doit être tel que

(D" + 3. id)L2+ ]O;1r"  t r r )  :  o.

Il est simple de voir que, puisque p.(7) est l-différentiel, àO'nQ.Q), p.("))
est l-différentiel. Or sur A|_onyy,r,n"(l[) on a

(D', + 3.id)(D" + id) + id : (D" r 2.id)2 : g.
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Et par suite

1  1  _ .

ig"n7" Q), p-(")) :  -(D' + B.id)(D" + id);o'^(p" (T), p- (T))-

Désignons par A la quantité p"(T) ou 08. Il s'agit de montrer que

o|(A, aE) : -(D" + 3.id)(D' + id)o"^(A,aÛ).

En effet en écrivant cette relation pour p*(?) et ô8,, et en considérant la somme avec Ia

relation précédente on aura

(D" + 3. id)L2+ ]o i1z,1,  z ' )  :  o ,

avec .l

L2 :  
;@' 

+ id)Oi(  Lr ,  Lt) .

Mais puisque pour tout a dans /, (D' + 3.id)(aSfl) : 0 la relation reste vraie si on ajoute
à Lz osi.

D'aprés la proposition III-1-1 on a

o"^(A,aE):  ao"^(E,A)  + D"( lE,Al )  + lD' (A) ,El )  + lA,D' (E) l '

Dans les deux cas on a D" (A) : -2A. Et par suite on aura

oi(A, aE) : aol(E, A) - (D' + s.id)(lA, El) + [(D" + id)(E)' A]) '

(D' + id)(E) est un cocycie car 0(D" + id)(E) : (D" + 2.iù(AE) : 0, il est donc 1-

différentiel. Par suite [(D" + id)(E),A] est ou bien un cobord si A : ÔE ot bien un

cocyc le l -d i f férent ie l  s i  A :  p*(T) .Dans les deux cas,  (D '+z. id) ( l (D"  + id) (E) ,A] ) :  O

de même (D" + z. iù(@o,^(A,, E)): 0 et donc on peut écrire la relation

a@'^(A, E) - l(D" + id)(E), Al : (D' + 3.idxao"^(A, E) - [(D', + id)(E), A)),

et par suite on aura la relation

oi.(A, 0E) : (D' + 3.i4(aol (A,, E) - l(D' + id)(E), Al - lA, E)).

Finalement on a
(D', + 2.id)2 (o"^(A, 0E)) : g,

car (D'+2.id)2Q' +3.id): 0 sur AtLo,,r.n"(N). E" uti l isant le fait  que (D' +3.id)(D' +

id) + id: (D" + 2.id)2, on déduit le résultat.
D'autre part, on vérifie bien que Lz est le deuxième terme d'une déformation formelle

de P. En effet d'aprés la proposition III-1-1 on a

ôoi(I1, trr) :  -D" ( lrt ,  trr l) * 2lD" (Lt), trr l  :  -(D' + 4.id)(lLr, trt l).



Cette formule peut s'écrire sous la forme

(D',  + 4. id)( lL\,  rr l )  -  20L, :  g,

car

-20L2 : A(D" + lxOl(rr, trr)) : (D" + 2-iù(@O'n(Lt, Lt) : -AO"^(Ly, Lt)'

Mais on a

lLr, Lr) : lp* (T), p. (T)l + 0(12p. (T) + AE, El.

Donc,
(D" + 3.id)(lLt, tr ' l )  :  o'

Et par suite, la relation devient

lL t ,  L t l  -  20L,  :  g .

c) L'équation (*) admet une solution unique si on se donne L1 et L2. En effet sup-

posons qtrc L, : Df-;t ui Lt est une solution d'ordre k - I (k > 2) alors a l'ordre k

l'équation s'écrit

(D" + (k + I). id)(re) + +( t  o"n(Lr, L)) :0 (**) '
'  

ia i=k i , j f \

Mais puisque (D" +2.id)2(D" +3.id):0 sur A'to.,,n.(N) alors pour tout p différent de

2 et 3 (D" + p.id,) esr inversible sur A1o",r,,,"(N) et par suite l'équation (xx) admet une

solution unique dans Alo",r,rr"(N).
d) La solution 

"rt ""Ë 
aeformation formelle de P.En effet supposons que c'est vrai

jusqu'a I 'ordre k - 1 (k > 2).
Ona

(, D, + 2.i d)(\L,, L,l) : 2l(u D, + id)(L,), L,l : -loi(L 
", L,), L,l

:  -oi([r , ,  L,f , tr ,)  (***)
car, on a

l@'n(L, ,L , ) ,L , l  -  o 'n( \L , ,L , f ,L , )  :  o .

Sachant  que,  pour  i  <  k  ( lL , ,L , ] ) t :0 ,  le  terme d 'ordre k  de (*  *  * )  est

(D" + (k + 2). id)((\L,, tr"1), t)  :  0,

puisque (D" + (k +2). id) est inversible sur A?o",r,n"(N ), on aura

(L , ,L , l )e :0 .

e) Si a:0 et E:0, alors.L, est dans Al-0n11,n.( l /r).  Pour prouver cette assaert ion

il suffit de remarquer que si A et B sont l-différentiels alors lA,B) et O[(A,B) sont

1-différentiels.
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f) Si r l  :0, alors Lzt +r:0 pour tout k dans IN. Supposons que cette assert ion soit

,rru, i" jrr"qu'à I 'ordre k-l pour un certain k > 2. L'équation (*) écrite à I 'ordre 2k+I

devient

(D '  +  (2k  +2) . id ) (L2k+,  )+  j (  t  @"nTn, t r r ) )  :  0 '
-  

i * j : z k * t  i , i #o

Sachant que si la somme de deux entiers est impair alors un de ces entiers est impair on

déduit
(D"  +  (2k  +2 ) . i d ) (L2k+r )  :  0 ,

et par surte
Lz r+ t  : 0 .

Maintenant il est clair que L', : DTo rk Lz* est solution de l'équation

(2uD, + id)L', + f,o"nçr',,L',) 
:0,

L 'o :  P ,  L \ :  aS l '

Déffnitionz III-2'2
(Jne déformation (multi-parametrée) de P est une série fotmelle:

t  uu  Lo ,  u  :  (u t ,  " ' ,  uç , ) ,

o€ INP

défrnissant une structure c)'algèbre de Lie sur |'espace N, des series formelles

rroLtro, uo € .|y'.

On pose
p

uDr :Lrnr r ,
i : 7

et on note par (tr,  . . . ,  eo) la base cauonique delRp.

La démonstration de la proposition suivante se déduit facilement de celle de la propo-

sition précédente.

Prpositionz III'2'2
L'équation 

l
( rD,  +  id )L , * , "1(L , ,L , )  :  0

admet une solution unique L, telle que

Lo : P,, L", : p.(Tt) + AEi

t
o € N '
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(T re  27 , " . r . . r ( (A t (M) ,1 / ) , 4 " )  aT t (M) ,  E ;€A?o" , t , ' " ( l / ) )  e t L " , q . , : + (2 -6 i j ) (D '+

id)O"^(L. t , ,L" , )  *  o , ; iS i ,  @; i  €  I ) .
(i) cette'solution esf une déformation formelle tangentielle de P.

(i;S Si pour tout i, j ot j : 0 ef E; : 0, cette déformation est 7-différent'ielle'

De même L'équation

(2pDr  t  uD ,1 id . ) L r , , *  l " l  
( L t " , , , L r , , ) : 0 ,

admet une soJution unique telle que
Lo,o : P, L"r,o : crsi @; e I)

L0,", I  p-(Tn) +"'AEi (f,  e Z7o",t,nt((At(M),1tr),4") ÀTt(M), E,i € All ,", , , ,"(N)) et

Lo, . ;+" :  :  +(2 
-  6r i (D"  + id)O"^(Ly,e i ,  Lo,e j )  +  o; i .9 f l  ,  (o ; i  e  I ) '

Proposit ion: II I-2-3
Toute déformation formelle tangentielle d'ordre k > 0 de (l/, P) s'étend à une

déformation formelle tangentiel/e de (.n/, P).

Démonstration
Soit .L, : DËo ,iL; un" déforrnation formelle tangentielle de (l/,P) jusqu'à I'ordre

k .
.t1 étant un cocycle tangentiel, il est de Ia forme

L1  :  p * (Ty )+Ah  +o r ,S i ,

où ?r € Z7o.,t, ,^t((At(M),1/), ô") ÀTlM), E1 € A01o,, ' , , .(N) et a1 € I.

Considérons la solution fl1) cle l'équation

(2pD r  *  uD,  + id)L p, ,  +  ;O'^(L p, , ,  L  r , , )  :  0 ,

tel le que Lt,o : or^9i et .Lo,r :  P.(Tt)

déformation formelle de P telle qrr", -Llt)

Lz -L \ t ) : p

+ Ah pt',u €F'" Alors f'l)) : tr!]) 
"tt "n"

- Lt. Par suite L, - L\D est de la forme

" (Tr )+7Ez*azS l ,

or) ?2 e z?o.,t,nt((At(M),N),ô") aTt(M), E2 € Ao1o,-J,,o.(N) et a2 € I '

Considérons maintenant la solution L(,7), à" l'équation

(2pD , * uD, + id)L t",, + lo"nçr r,,, L 1",,) : o

telle que: L.,,0 -- a;Sfl et L0,", : p.(T;) + AEi (i : 1 ,2) et p,u €IFl2' Alors il est simple

de vérifier qu" Ll:) : L@,,2),(u,uz) est une déformation formelle tangentielle de P égale à

-L, jusqu'à I'ordre 2.
Supposons qu 'on a i t  const ru i t  de cet te  façon ar , " ' ,d le- r ,Tr ' ' " ' rTk- t rEt , " ' ,Ey-y et

Lf-tl, alors on a
Lr - Lf 

- t '  :  p*(To) + AEk + rr1Sfl .
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Par suite si on considere la solution t(,!:,I a" l'équation

(2pD,  t  uD,  a  i t t )Lr , , *  l " l t  Lr , , ,  L1, . , )  :  0 ,

t e l l e  que  Le ; ,o :  o ; ^9 f l  e t  L0 , " ;  :  p " (T t )  +  AE i  ( i : 7 , . . . . , k )  e t  1 t ,u  € IRÈ.  A lo rs  f , l | )  :
L(v,r2,.. . ,vb),(v,v2,... ,uk) est une déformation formelle tangentiel le de P égale à -t,  jusqu'à
I'ordre k.

3-Existence de produits-star tangentiels sur une variété de Poisson
régulière.

Proposit ion: II f-3-1
Tout produit-star tangentiel ou prcduit-star faible tangentiel d'ordre 2k (k à 2) est

prolongeable en un produit-star tangentiel ou un produit-star faible tangentiel.

Démonstration
a) Soit M, rn produit-starfaible tangentiel d'ordre 2fr alors t, :Df: i  uiM2;11 est

une déformation formelle tangentielle de P d'ordre k -I. Elle est donc prolongeable en une
déformation formelle de P, tr'r. Mais nolls savons que L', dérive d'un produit-star faible
tangentiel M'" et que M', est égal à A,I, t au2k-2çn-r a u2M2) + u2k6Û @ e I) jusqu'à
l 'ordre 2k. Pour un choix convena,ble de a et E, ( id- au2k-2)(id.- u2kE1*M,, coincide
avec M, jusqu'à I'ordre 2k.

b) Soit M, un produit-star tangentiel d'ordre 2k. D'après a) il est prolongeable en un
produit-star faible tangentiel, mais ce dernier est équivalent à un produit-star tangentiel
égal à M, jusqu'à I'ordre 2k.
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IV - UNE DEUXIEME DEMONSTRATION DE L'EXISTENCE
DE PRODUITS-STAR TANGENTIELS SUR UNE VARIETE DE
POISSON REGULIERE

Soit (M, Â) une variété de Poisson régulière [19] de dimension 2n * Q (n, g € IN),
(" > o).

On va maintenat donner une seconde preuve de I'existence de produits star tangentiels
sur M en suivant la méthode de De \Milde et Lecomte [16] qui est une simplification des
idées de Maeda, Omori et Yoshioka [21] qui consistent à recoller des produits star locaux
équivalents à ceux de Moyal définis sur des domaines de cartes contractiles.

1 - Définit ions et propriétés

Soit (t/, g) une carte adaptée de (M, Â).

Définit ions: IV-1-1
Soit rs un point de U. On défrnit sur U le champ de vecteur (rs par

2 n ^

( ,0 : f t " - rùn*.
t = l

Déffnit ion: IV-1-2
Pour rs dans U on défrnit L'appliction 0'o sur N,(U) par

0 'o  - -z id+4uD, lLe ,o .

On définit enfin sur [/ le crochet de Moyal P, comme dans le chapitre précédent par

P , : fu ' 'P (z '+ t1 '
u  1 . 1

, "

Proposit ion: IV-1-1
0'o est une dérivation de (N,(U),P,).

Démonstration
Il suffit de remarquer que, pour tout u et u de ,nt(U),

p (z t+ t ) ç t re " ' ( u ) ,  
l +  p (z r '+ t ) (u ,Lc ,o ( r ) )  :  Lu ,oP , ' r * t ) ( r , r )  +2 (2k+1)p (2È+ t ) (u , r ) .

Proposit ion: IV-1-2
Si Hl(U): 0 aJors I'espace des dérivations tangentielles de (N,(U), P,) est la somme

de I(U)î'o et de l'espace des dérivations intérieures.
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Démonstration
On reprend la méthode de [16]
Soit D une dérivation tangentielle de (,nf,(U), P"). Un raisonnement semblable à celui

du cas symplectique [17] montre qu'il existe a, dans I'espace I"(U) des séries formelles à
coefficients dans I(U) ef une dérivation formelle tangentielle,

ôo

n' :LroD'*,
k = 0

tels que
D :D ' l a ,oD ,

où o désigne le produit de séries formelles.
En effet,

U étant non compact, I'algèbre de Lie (N,(U),P") est toujours égale à son idéal dérivé.
On note Ent P,l'ensemble des éléments T de Ml"",r(N,(I/)) vérifiant

T (P , (u , ,u , ) )  :  P , (T (u , ) ,u , ) :  P , (u , ,7 ( r " ) )  Vu , , , ' u ,  e  N" (U) .

I l  est simple de voir que pour tout ? et ?'dans Ent Pr, lD,T) est dans Ent P, et lT,T' l
s 'annule sur I ' idéal dérivé de,n/"(U) et par suite sur N,(U).De plus, puisque z1 est dans
Ent Pr, pour tout T de Ent Pr, on a

T (uu " ) :  uT (u , )  Vu ,  €  N , (U ) ,

donc ? est formel. Maintenant, il n'est pas difficile cle prouver que, si A est une application
tangentielle de ,nf(U) dans l/(U) vérifiant

A (P (u , r ) )  :  P (T (u ) , u ) :  P (u , r ( r ) )  Vu ,u  €  N (U) ,

alors il existe c dans /(U) tel que
A :  c . i d .

Donc une démonstration par récurence prouve que, si ? : DËo ukT1, est un élément de
Ent Pr, alors il existe une suite d'éléments de /(t/), (ou)*.1q telle que

Tr :  a * . i d  V /c  e  IN '

Donc, si on pose a, : DTo rk ot , alors on a

T( ' r )  :  av o ' t ' t ' v  Yu,  €  N,(U) '

En particulier, il existe a, dans I,(LI) tel que

D(uu" )  -  uD(u , )  - -  au  o 'L tu  Vu ,  e  N , (U) ,

d'où le résultat.
Remarquons que D(1) est dans 1,(U). Donc quitte à remplacer D par D - D(I)0"o,

on peut supposer que les D'1, sont n-c.
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Pour tout u, u dans l{(U), on a

D(P , (u ,u ) )  :  P , (D (u ) ,u )  +  P , (u ,D( r ) )  ( * ) '

En considérant les termes d'ordre 0 de (*) on a

Do( {u ,u } )  +  oo } r t t )1 r ,  u )  :  {Do ( r ) ,  u }  +  {u ,Do( ' ) } '

p(r) ,r'61unt pas un cocycle exact pour la cohomologie de Chevalley tangentielle, on en

déduit eue as est nul et que Ds est un cocycle de Chevalley tangentiel n-c, mais puisque

Hi(U):0, alors D6 est un cobord et par suite i l  existe /6 dans l/(t /) tel le que

Do@) :  { f o ,u }  Vu  e  , n / (U ) .

En considérant les termes d'ordre 1 de (*) on a

1  . ^ .  1  . - ,  1  1
D{{u, r } )  +  or i " ' t ' (u , r )  1Do( i t ' t ' , r , r ) )  : iP t t ) ( ,0 (  u) ,u)  +  gP(3t {z ,Do(u) )

*  {D t ( " ) , r }  - r  { , ,D t ( ' ) } '

Mais puisque

Do1firt3r(u, r)) : f i"t ' ,(Do(r),r) + f ir( ') ir, D61r;;,

on voit Que 01 : 0 et que D1 est un cocycle de Chevalley'

Maintenant, le résultat final se déduit facilement d'une démonstration par récurrence.

2- L'algèbre I(tJ)0"0 O l/"([ i  ) .

Soit l{,(t/) l'espace des séries formelles eî nu à coefficients dans lf (U). On définit

sur I 'espace A,,,o(U): I(U)ï 'o e l{"(U) le crochet suivant

[Àd 'o  +  u , ,1 "0 'o  au , )  ) , 0 ' o (u , ) -  pe 'o ( , r , )+  P , (u , ,u , )  (u , ' , u ,  €  l / , ( t / )  ,  \ , | f ,  €  I (U ) ) '

Au,ro(U) muni de ce crochet est une algèbre de Lie, et si ge est un autre élément de u,

A,,,0(U) est équivalente à A,,ro(U).En effet, puisque

Le,o :  Le,oo *  ad,  pro-so,

où r.

p,@) :  Dçui  * i+n -  un*n * ' ) ,
i--7
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I'application
J ro , ro ,  A r , ro ( t / )  -  A r ,oo (U)

^e"o + ?..1u è ^eYo + u, I  Àpro-yo

est un isomorphisme d'algèbres de Lie.

D'autre part, zÈ.0{,(I/) est un idéal de A,,,o((I).  On note p",, l !})"(U)le quotient
A , , "0 (U) luk  N" (U) .

Proposit ion: IV-2-1
Le centre de A,,,0(U) est réduit à zéro.

Démonstration
Soit z : )0'o {2, un élément du centre. Soit ys un point de[J, alors dans A,,no(U),

ona

l0"o -  p ,o-uo,  z l  :  e2 id *  4uD,  *  L€oo)@" *  )p ,o_oo)  :  0 ,

c ' es tàd i r e ,pou r i>0 :

( - 2+4 i t  L1 ,oX r , ) : 0 ,

et donc en particulier

u i ( ao )  : 0 ,

et, pour i  :  0, on a
uo(yo)  :  -  \ (yo)  p ,o - ro(yo) ,

d'où

Vr € IJ ,  ,o(* )  :  ) , (x)p"o@).

Puisque 0"o(uo) - -us, on a

[ \0 ' o  +  uo ,uo ] :  -Àzo  :  0 ,

donc

À2 pro :  o ,

et par suite

uo  : 0 ,

c* t  pxs ne dépend que de t r r . . . ræ2n et  À ne dépend que de r2n+t , . . . , t2n1Q.

Proposit ion: IV-2-2
Les dérivations tangentielles de A,,,o(U) sont des dérivations intérieures.

Démonstratron
Soit D une dérivation tangentielle de A,,,'([J). D étant f(u)-linéaire elle est de la

forme

D( \9 'o  I  u , ) :  (Àa  *  a (u , ) )0 'o  +  Tçu , )  +  ^d , .
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où a est un élément de 1(I/), d, tn élément de N"(I/) et

a:  N,(U)  - -+ I ,  T :  N,(U)  - - .  N, (U) .

T étant tangentielle.
Ona

D(1" " ,u ,1 )  : a (u , )0 "o  (u "S  -  a (u , )? 'o  ( " , )  +  ïT (u " ) , , u ,1  *  l u , ,T (u " ) l
: d ( l u , ,  r , l ) 0 "  o  *  T  ( f u  

" ,  
u , ] ) .

Puisque (N,(U),P") est égal à son idéal dérivé, on en déduit que a est identiquement nulle
et par suite que ? est une dérivation tangentielle de ,n/"(U). On a donc

D(À0""  *  u , )  :  aÀî 'o  + ^d,  - f  T(u, ) .

Si on se restreint à un ouvertW inclus dans U tel que HI(W):0, alors on a

T: ad, fY +bYo,o,

où fy appartient à N"(W) et bf à I"(W).
Mais on a

0 " o ( u , )  -  
l 0 ' o , r , ] ,

donc,

lTy ,0 ' " ("" ) l  + bf ;  0""(0"o(u, ; )  : [ad"o I  d, ,u, ]  I  l0 'o , l fy  ,u, l  *  uf ;  e ' "çu,11
:cr ï 'o(" , )  + [d, ,u, ]  + 0"oMy ," , ] )  + 0 ' " (bY Q (" , ) ) .

Soit encore,

lTy ,e""@,)]  + bf;  9""(0'"(" ,))  : laï 'o I  d, ,u, l  *  P""Uy),u,1* î fy ,e""@,) l
+ bY Q""(0""(u,)))  ï  auD,(bf;)o 'o(u,) .

D'où

aï"o (u,) * ld,,  u, l  *  P' "  f fy ) ,  u,) I  au D,(bf;  )0"o (u,) :  e,

ou encore,

(a  |  4uD,(bYDï ' " ( r , )  +  ad( ï 'ouy)  *  d , ) (u , ) :  g .

Pour u, : v) or1 obtient
a  I 4uD , (bY  )  : 0 .

a est donc identiquement nulle et bf;' se r-éduit à bs qui est dans I(W). Donc

ad( ï 'o (Ty)*d , )  =0.

Et par suite
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o',ffy) * d, : k, k, e I,(w).
Enfin on a

D l .  :  adA , , , o1w1(aw 0 "o  +  gY  ) ,

avec aw : 6o et gY : fY + k,,, oit kt, est un élément d,e I,(W) vérifiant

o 'o (k ' , )  -  - k , '

En effet. on a

D lw(^q'o a u,) -^d, + ad,f f  (u,) r  bsï"o(u,)
: \ ( -o 'oUY) + k , )  t  ad, fw çu, )  *  bso"o(u, )
:boo"o(u, )  -  \ ( -o"oUY + k , , ) )  +  l fY + k , , ,u , )
: adA , , , o1w1(ow 0 ,o  +  g f  yçsÉ ,o  a  u , ) .

Maintenant,, si W1 et W2 sont deux ouverts de U tels que H|(W1) : Hl(Wz) : 0 alors
aw' et aw' d':une part, gf, et gY, d'autre part coincident sur wr)w2 et par suite il
existe a dans I(U) et g, dans N"(U) tels que

D :  ad4, , ,o(u)(a? 'o *  gr ) .

3- Les automorphismes principaux tangentiels.

Soient (U,ç') et (U,gB) deux cartes adaptées de M. On indexe par a les objets
correspondants à (U,çr), Par exenple on notera,

0 o : 0 ' o ,  A o , r , r . ( U ) .

Notons N[r)  çU1,I 'espace N,(U) l  uk N,(U).

Définit ion: IV-B-1
un isomorphisme principal tangentiel d'ordre k > 0 cte N,(u) ou de u[k') çuS &, > k)

est un isomorpliisme

T :  (N , (U) ,P" ) - -+  (N , (u ) ,Pp)

OU,

T : w[k')çU1 --. t t [k')çr]1,
du type

T: id+ukT ' , ,

avec T', formel, local, tangentiel et n-c.

78



Un raisonnement semblable à celui du cas symplectiique ([16]) nous montre que, si
a : p et si f/rr(U) : 0, ? est de la forme

T : eæpukad(ur),,

pour un certain u, de N,(U) ou lfje')1U;.

Déftnition: IV-3-2
Un isomorphisme principal tangentiel Q d'ordre k > 0 de Ao,r,ro(u) dans A0,,,,u([J)

,  , ( k ' \  , .  t L ' \' 07) de A[,,i,r.(u) dans Ai.j.r^(u) est un isomorp]iisme tangentiel tel queou de AY,,),,.(U) dans Af,l,,u(u) est un isomorphi,

QQù: ep (modN,(U))  ou lmoaN[k ' )çU)) ,

et tel que Qlr't,(u) ouQ/xr<*,>çuy soit un isomotphisme principal tangentiel d'ordre k.

Proposit ion: IV-3-1
Si HI(U):0, alors tout isomorphisme principal tangentiel d'ordre k > 0 de N,(tJ)

(respectivement de Ntk') (U)) peut être étendu en un ismotphisme principal tangentiel e
défrni par

où q, est caractérisé par

odBk , ) - - 0B iTo0 ,oT - r ,

et est unique mod I,(U) (resp mod I,(u) + ukN,çU7 1.

Démonstration

Q étant défini comme dans la proposition est un isomorphisme principal tangentiel
qui prolonge ? si et seulement si pour tout À, pr dans I(U) et pour tout ,u,, ,t)u dans l/,(U),

Q([^0" *  u, ,  p0* + u,))  :  [QQ|^ I  u,) ,Q0'0,  *  , , ) ] .

Soit

T Q,0 "(u,)  
-  f t î . (u ")  *  lu, ,  u, l )  : ) ,0 p I  \q,  *  T (u,) ,  p0 B I  pq,  + f  @ ) l

: \o B(pq, + T(u,))  -  po B(Àq, + T(u,))

*  lq, ,  \T (u,)  + p,T (u,) l  - r  lT (u,) ,  T (" , ) ) .

En particulier pour À : 1, p, el u, nuls, on a

ad BQ")(T(r,)) :  -0 p(T(u ")) + rçe "p "77.
Et donc

n. [0 .  ' -  oB*q,
= ' t r ,  r - l  T(u , )



odBG) - -0p *To0ooT- r .

Inversement,, -0p*T o0ooT-7 est une dérivation tangentiel le formelle de (.^f"(U) ,PB) et
puisque Hl(U):0, alors i l  existe q, unique (modulo i ,(U)) tel que

-0p *  T o 0o oT-L :  adB(q, ) .

Proposit ion: IV-3-2
Si U est connexe, Ies automorpfiismes principaux tangentiels d'ord.re k de Ar,ro(U)

sont de la forme

eæp ad ,n , , " "e ) ( f , )  U "e  N , (U) ,he  I  pou r i  <k ) .

De plus si erp o,dA,,-,oe)U") et erp o,dA,,,oe)k) sont deux automorphismes principaux
tangentiels d'ordre k et si

êrP adA, , , r ( .q( f , )  o  erp adA, , ,o@)k)  -  erp adA, , ,oe)(h, ) ,

alors, on a
l r ,  :  . f  ,  *  g , ,  mod ,k t r .

Démonstration
Soit Q un automorphisme principal tangentiel d'ordre k. Donc Q est de la forme

o. lg ,  * '  0Btq ,
o '1 , r ,  H  u r+ukT r (u r )

où, T, est tangentiel.
Puisque

ad , (q , ) :  ( 1  +  , kT , )  o  g ,o  o  ( I  +  ukTù-L  -  0 ,0  ,

alors, on a

ad,(q, )  : -  0  mod ukr l  .

En effet soit u, : D,>o u'r.t; rlr't élément cle,n{,(U). Il est bien clair que pour i ( k les
termes d'ordre i de

(1 + ukT)  o ï ' ,o  o ( r  +  ukT)- t  (u , )  -  0"o ( r , ) ,

son tnu l s .  Dep lus les te rmesd 'o rd rekde (1  + rkT , ) -1 (2 , )  son t  u1 , -Ts (us )e tdoncceux
de

(r  + ukT)  o 0 'o  o ( t  +  ukTù-r ( r , ) ,
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sont

0""  (u*)  -  0"o (To("0))  *  Ts(0"o ( "0)) ,

et par suite ceux de ad"(q,)(z,) sont

-0 "o (Ts (uo ) )  +  To (0 "o ( , ro ) )  : 0 ,

car ils sont les termes d'ordre k de

Q ( [0" ,  u , ] )  -  IQ (0"  ) ,  Q ( " , ) ] .

On déduit donc que
V i<k  qn€ I (U) .

Considérons

D, Io "o  
H  0 ,o*ukq*' ' \ u ,  
H  u k T o ( u , )

Il est bien clair que D induit une dérivation tangentielle ,", ,+f,)"1u1. Il est donc de la
forme

adA, , ,oe)Qk q ' * )  mod uk+r  ,

et par suite

k- r

Q :  erpado,, ,owf\uic;  + ,k q'x) mod, uk+7 ,
z : l

où les c; sont telles que

0 ' o  ( u ' c ; )  :  u ' Ç i ,

soit encore

c ; : ( - 2+4ù -1q i .

Considérons

& _ 1

Q o erp -  adA, , ,o(u)( t  , i r t  +  rkq 'n)
t : l

c'est un automorphisme principal tangentiel d'ordre k * 1. En appliquant de nouveau le
même raisonnement et par récurence on déduit I'existence d.'une suits (O')ir_r telle que

k _ l  N

Q : erpad.A,,"o(u)( I  , i r r  +Dr,  n,)  mod, uNtt  V,n/  > k,
z = l  j : k

et par suite
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& _ 1

Q :  e rpadr , , ,o1r , ( )_ -  , i " r  +L" ,  n ) .
z : f  j > k

S iona

€rPad A,,, o @ff ,) o enpad 4,,, o e)(g r) :  erpad, 4,,,  o e) (h r),
o n a

0"  o t [s , ,  0"  o ]  *  IT , ,  0 ,  o ]  *  ] tn , ,  [s , ,  0 ,  o ] )  +  [ f  , ,  lg , ,  0 ,  o  ] l+  . . .  _

0 'o  + [h , ,  0 ,o)  *  *w, ,  [h , ,  0 ,0) ]  +  . . .
L

et donc on a

9, * . f  ,  :  h, mod uk*l

car  !s ,  . . . ,  gk,  fo ,  . . . ,  /1 ,  sont  dans 1(U) .

Lemme: IV-3-1
Soit

S :  erP adA, , ,o@U) et  T :  erp adA, , ,oe)(g, )

où f , et g, sont dans N,(U) 
"t fo, gs dans I(U). Alors on a

S oT -  ex :p  adA, , ,oe) (h r ) ,

pour un certain h, de Nr(U).

Démonstration
D'aprés la proposition précédente, on a

stpadA,, ,o@Ur) o erpcrÀa,, ,o@)(g,)  :  erpad4,, ,o(u) (T, + gr) mod. u.

supposons qu'on puisse construire R : erpad,A,,,o(u)(hr) tel que s o T et .R induisent le
même automorphisme tangentiel sur ,+!fl"1U5 pour un certain k > L Alors on a

S oT o  -B-1(o)  :  a  - t  ç@)  ya  e  A , , , " (U) ,

où

? :  A , , ,o (U)  -  , k  N,ç t11 .

Par construction, cp induit une dérivation sur effi') 1U1. Elle est donc de la forme

g :  ddA, , ,op1!kh ' * )  mod,  uk+r ,
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donc

S o  T  o  -R-1  -  c td ,A , , ,o@)(uk  h ,k )  mod ,k t t  ,

et par suite

S o T :  adA,, ,oe)(h, + uk h'r1 ,nod ukt l  .

4- Existence de produits-star tangentiels sur une variété de poisson
régulière

Soit (Ur).€,4 un recouvrement contractile de M tel que les 7o soient les domaines de
cartes adaptées (uo,?o).on note More produit de Moyal dans la carte Uo,

Mo - L4rn'.
r ) 0  "

Théorème: fV-4-1
II existe une collection d'applications tangentielles

T" :  N"(Uo)  - -+ N,(Uo) ,

telle que To - id soit formel, differentiel, tangentiel et n-c et telle que

T:M" - TËMB,

sur chaque intersection non vide [Joy : Uo ÀUB.
Et donc si on défrnit M, sur M par

M, : T:M" sut Uo,

alors M, sera un produit-star tangentiel sur (M,L).

Démonstration
Fixons un ordre total sur A et notons(JoÊ...t  I 'ouvert UoÀUpn... n U., qui est, par

hypothèse, contractile.
Si U,B n'est pas vide, Mo et MB sont tangentiellement équivalents sur U,B [Ig]. Il existe
donc

Rog:  id ,+ uzTLs. , ,

où TIp,r, est formel, différentiel, tangentiel, n-c, tel que

RoF i  (N,(U"B) ,  MB) -  (N,(U,p) ,  M,)

soit un isomorphisme [19]. Donc Tog: id*zTLB,, est un isomorphisme de (N,(jrp),pB)
dans (,n/"(U,B), Po ).
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Pour tout o dans A on fixe un Ja dans [/o et on pose

A. ( t i . ;  :  A , , , o (U" )

On choisit ?oB pont a < B et on définit Tpo par

Tp" : Tr/.

Puisqus ToÊ est un isomorphisme principal tangentiel d'ordre 1 il peut être prolonger enun isomorphisme principal tangentiel d'ordre 1

QaB :AB( t l "B ) -A* (U .ù .

] Posons encore

QB" :  Q r tB .

] Si U.Bt 10, alors

Qog t :  QoBQBtQw
est un automorphisme principal tangentiel d'ordre 1 de A.(U,B).D,apres la proposition
IV-3-2, Qoh est de la forme

Qo| t  
-  e IP  r rd t - (q . , t l . . , ) .

où

Qogt:L"nnLu-, eZB^, e I(U,B^).
r : 0

Il sagit de montrer que QroB,, est complètement antisymétrique en a, 8,1. potrtout 6 dans
A, puisque

IQ.p(qp^,a) ,u ,1  :  e ,p( [qna,e p, (u , ) )  vu,  €  A. (U,) ,
alors on a

Q "BQ BraQ Ba :  erp ade"(Q op(qg-,a)).

D'autre part on a

Q ogt  :  Q.BQ g taQ poQ opaQ 
" )u .

Donc d'apres la proposition IV-3-2 on a

Qogt :  Q"BGtr ' ta) I  c lopa - Qc,16 mod u2.

Mais puisque

Q.B(qBt t )  :  qp^ ,a  mod u2,

o n a

qorB., : qopta * lorBa - UXle
et

qLB, : af,^1a -f qt,pa - ql,ra (*).
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Puisque QoÊo: id on a:  QLB,:0.  Si  on pose 6:  a dans (x)  on a

q' . ,B-r :  abrr .

De plus Q;tpr: Qo1B, donc

qtrBr : -qt 
rB'

On a aussi Qogt:  QrBQgtoQBo et donc

q'oB^, : eb-rr.

Il en résulte que QaBl est antisymétrique en a,0,,7.
Soit (9')'64 une partition de I'unité localement finie subordonnée à (t/,),ça. On a

q'oB^, :  tà- ,  *  
" t ,B 

-  t t r ,

où

"1oB 
: I  vr lLB*'

P e A

Remarquons que sfp est antisymétrique en oB.
On définit QLB var

Q'*B :  erp ad, l ,e i t t "ù o Qog o erp oae.çf , r 'B).

On a bien

Qh,: (e'"ù-' ,
et

Q'"8^, - erq ade,(Q'opt),

où

Q'oBt :  Q<t tu *  ,QtB,  a s l - r  +  r lB)  mod u2.

Et donc on a

QtoBl e I,(U,B) tnod u2.

Et par suite Qfr, est un automorphisme principal ta.ngentiel (car on a modifié QoB pat
erp ada.(.) q"i est tangentiel) d'orclre 2.
Par récurrence on peut construire une famille d'isomorphismes tangentiels d'ordre k + I,
Qlp telle que

Vk e IN QLp:  AXtr t  mod ukt l .
On définit QtoB par

Q',B: QLB mod, uk*r  Vk e IN,

et on considère la restricti on T'.u de Q'op à N"(U.fi. On a donc construit ainsi une famille
d'isomorphismes tangentiels telie que

T' 'uT'ur: ;6,
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et

T[pT'prTi,:  id.

Posons

So, ,  :  \  v rT* . .
p € A

Alors

So , r : i d l uS 'o , r ,

où ,9!,, est formel différentiel n-c et tangentiel et on a

T, ,B :  5 , , I ,5B, , ,

et donc

(sB, ' , ) *Po:  (s ;1, ) .P,  sur  LtoB.

Soit encore
(S p, 'r"). M B : (S o) r)* M, sur (J oB .
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V- PRODUIT-STAR COVARIANT SUR LES ORBITES D'UNE
ALGEBRE DE LIE

1- Déftnitions

Soit G un groupe de Lie réel connexe et soit g son algèbre de Lie. Notons par g* le
dual de g. Le groupe G agit sur g* par la représentation coadjointe

Gxg*  - -+  g *

(g , ( )  *  s . t : ( oAds_ t .

g* est munie d'une structure de Poisson par la donnée du 2-tenseur contravariant
antisymétrique Â défini par

Âe (X,  Y)  :<  t , [X ,Y]  >  VX,Y e  g ,V{  e  g* .

Soit I'7 : Gf Geo une orbite de G dans g* (Ggo étant le stabilisateur de (6 dans
G)- La 2-forme ,F déduite de la restriction de A définit sur IrZ une structure de variété
symplectique

F(X* , f  - ) (€ )  : (  { ,  [X ,  Y ]  >  VX ,Y  e  g ,V (  e  W,

où x* est le champ de vecteur fondamental associé à x défini par

d
X. (O  :  _ (e rp  -  tX .€ ) l t : o  :  (  o  ad (X) .

d t '

Déffnit ion: V-1-1 [2]
Unproduit-star surW est dit covaila,nt si ef seu/ement si,  pour tout X,Y de g,

*t* .y - i ' -x):  [x;r ]  :  { î ,  i , } :  L(dx,di ,) ,2u '  /

où * est I'élément de C*(g*) défrni par

X(€) : .  €,x > v€ e s. .

Cette notion est essentielle si I'on veut utiliser le star produit sur I'orbite pour con-
struire des représentations de G. En effet, dès qu'elle est remplie, I'application de g dans
I'espace des dérivations de * définie par

x,, '  j1x*.-.  *X),
2u '
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est une représentation de g qui peut d'ailleurs toujours être intégrée au groupe connexe
et simplement connexe d'algèbre de Lie g. L'utilisation de star produits en analyse har-
monique passe donc toujours par la définition de star produits covariants sur d.es orbites
de la représentation coadjointe.

2- Existence de produits-star sur une variété symplectique

La preuve de [6], [20] d'existence de produits star sur une variété symplectique par
recollement de produits chacun équivalent à celui de Moyal sur un ouvert contractile, plut
être exprimée de façon élémentaire (c'est à dire en évitant les calculs de la cohomoiogie
de Chevalley de la première partie) en utilisant la cohomologie de ôech de la variéié.
Nous allons exposer ici cette façon de voir les choses d'aborà parce qu'elle permet de
trouver de manière naturelle les premières conditions nécessaires d'existence de star produit
(H'\W) : 0) [25], ensuite parce qu'elle nous permettra de prouver I'existence de star
produit covariant dans la seconde partie du chapitre.

Théorèmez Y-2-L fa)
Soit (M,F) une variété symplectique telle eue Hb""n(M) : 0, alors il existe en produit-

star sur M.

Démonstration
On se donne un recouvrement contractile loca,lement fini ({/r)re e de M telque chaque

[/. est le domaine d'une carte de Darboux, et, pour tout r dans'lN *, on pose

uor . . .o ,  -  uot  ç1 uaz n . . . .  n  ur . .

Soit fr un élément deIN *. Supposons que sur chaque t/. il existe un produit-star *o

? . 1 ,  *  d l ) :  Ë  
u ,  C , , o ( u , u ) ,

r=0

tel que pour tout o, B dans A sur (Jo,B on ait

Cr,o : Cr,g Vr < 2k (*).

On note pat C,l'opérateur globalement défini sur M dont la restriction à chaque Uo est
C,,o et on cherche à modifier les produits-star *o sur chaque Uo pour que la ,àt.tior, 1*;soit vraie jusqu'à l'ordre 2k + 2. Sur [Jop, Cz*,B - Czk,o est un .o.y"l" de Hochschilâ
symétrique il est donc un cobord . Il existe donô une application linJaire de C- (U,p)
dans C-(U,B), AoB tel le que pour chaque u, u d,e C*(U,ù,on ait

Cr* ,p(u, r )  -  Czt r , * ( r ,  r )  :  6A. . ,B(u,  u)  :  tLAoB(u)  -  ArB@u) *  Arg(u)u.

Crk+t,o-Czt+r,p-QAag est alors aussi un cocycle de Hochschild mais antisymétrique.
Il existe donc une 2-forme a"B [r2] telle que pour chaqu.e rtr),u) on ait



(Cr t+ t ,o  -  Cz*+r ,B  -  1Arp) (u ,u )  :  aoB(Hu,  H, ) .

En écrivant la relation de Jacobi pour les crochets déformés

l u , u l * .  :  * r " *o  
u  -  u  *o  u ) ,

et

îu,r l ' .0 : *.*p 
-r 'k Aop ("*p ,2k AoBçu1*B exp ,2k A,B(ry

- exp ,2k AoBçry *B exp ,2k AoB(u)),,

on en déduit

du- tag (Hu,  H, ,  H-)  :0  Vu,  u ,u € C*(U,ù.

La 2-forms aag est donc fermée et il existe un champ de vecteur XoB sur IJoB, tel qtse

aop(Hu,  H,)  :  f lLx,o(u, r )  Vu,u € C*(Urù.

On pose

H o g :  A o g  *  L X , p .

Ona

6 Hog : 6Aog : Cz*,g - Cz*,o

et

AHag : 0AoÊ I 7Ly,u : Cz*+r,B - Czr+t,r.

Donc, on peut modifier les 2 produits-star *o et *B sur [JoB pour les faire coincider jusqu'à
l 'ordre 2k+t  inc lus.
Choisisson" Hog pour a < g et Hpo: -Hog.
Posons alors

Ho | t -HoB IHBr IH to .

On définit ainsi sur (JoB, tn objet totalement antisymètrique en aBl tel que

6Hoh  -  $Hog  +6Hh l6Hro :0  ( * * ) ,

et

ôHoh -  AH,p + AHp.y l0Hro:0 (x  *  * ) .

De (x*), on déduit que Hop, est un champ de vecteur et de (* * x), on déduit qu'il est
hamiltonien. Il existe donc une fonctio:n hoB, telle que

H"B{u ) :  )hog r (u ) :  {hoB t ,u }  Vu  e  C* (U ,p ) .
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Cette fonction hoB, est déterminée à une constante prés. On la choisit pour o < g < I .t
pour les autres possibilités, on choisit hop, complètement antisymétrique en aB1.
On a enfin par construction

Hog t  -  HoÊ6  *  Ho t6  -  Hp r6 :0  su r  ( Jog$ .

Donc il existe une constante coBr5 telle que

ho7 t  -  hopa  *  ho td  -  hp rd :  cag t6 .

On peut alors considérer la donnée des coBr6 comme une 3-cochaine de Ôech: elle est
complètement antisymétrique et par construction on a

caÊt6  I  coB l ,  -  cc tÊ6e I  c " ' t6 "  -  cB1ôe :  0 .

C'est donc un 3-cocycle et puisque HL""t"(M) est nul, il existe une 2-cochaine dop-, telle
que

cogt6 :  dogt  -  dog6 *  dot6 -  dpra.

On remplace alors les fonctioîs ha0.y pat

gog t :  hoh  -  dog -y .

On a toujours pour tout a,  g, .y dans A:

Hoh:0gop- ,  sur  Urg t .

Mais de plus, on a

golSt  -  9o96 I  9o16 -  9pt6 :  0 ,

ce qui nous permet de définir

s.,Ê : D rhrn.UT sur (Jog,
7 e A

où /o est une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (Ur). Par construction,
ces fonctions vérifient, pour tout a, p,1 dans A,

9o0t :  saÊ * sB^, * s1a sur Uogt.

Donc si on pose

G o g : H o Ê - ô s o p ,

6G,0 -- 6HoF,

)C i , p : }Hog ,
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et
Gop t  GBr l  Gro :0 .

Cette relation nous permet de définir sur chaque Uo I'opérateur différentiel

Ko: DG*^,r l t- , .
t € A

Ces opérateurs sont tels que pour tout a, B de A,

Gog:  KB -  I (o  sur  Uop.

On a donc

C2k,o - 6K. : Czk,g - gHoÊ - 6Ko

: Czk,g - 6(G.B + /(,)
: Cz*1j - 6KB

Czk1r . ,o  -  7Ko:  Cz t+ t ,p  -  ôKB.

Donc, si on pose sur chaque Uo

'u, * 'o ' t )  -  exp ,2k Ko(exp -r2k I{r(z) *  exp u2k K*(u))

:  
t  u 'C'r ,o(u,u) Vu,u Ç C*(Ur),
r>o

on a quel que soit a, p,

C ' r , r :C ' r , p  V  r<2k *2 .

Ce qui achève la preuve, par induction sur r.

Théorèmez Y-2-2 lal
Soit (M,,F) une variété symplectrique, alors il existe un produit-star sur M.

Démonstration
Conservons les notations de la démonstration précédente. En particulier partons des

produiis star xo sur chaque Uo, coïncidant jusqu'à I'ordre k. La donné de *o permet de
définir une application linéaire

Q o :  C* (U") rh. -  Der(*  o) ,

(où Der (*") désigne I'ensemble des dérivations de (l{,(U,), *o) par

o, ( / ) ( r )  :  
* r ,  

*a  u  -  u* ,  f ) .

On considère I'ensemble Co des charnps conforme sur t/o:
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Co:  {€ .1  Le .F  :  F  sur  U, } .

Cet ensemble est un espace affine d'espace vectoriel directeur C*(Ur)fu,, puisque si (o et
(i sont deux tels champs, le champs €l - {, est hamiltonien

LeL-C. f ' :  0 ,

et il existe une fonction -f, définie à une constante prés, telle que

€ l - { ' -H1 .

Fixons un point d'origine et des coordonnées canoniques (rt) dans [/o et considérons le
champ:

€:1S''g :!,9'  2  ?__r-  ar '  
-  

2 '  0r '

(2n est la dimension de M). t est un champ conforme.
D'autre part, soit g une fonction C- sur [/o alors la seule solution C- de l,équation

Lep+Qp-7)ç :g  (p>0)

est

ç \ r )  :2  f t  ,n r - rg (s r )d ,s .
J o

Si (' est un autre champ conforme, on a

Le,?  *  (2p  -  I )ç  :  Lcç  +  Qp -  1 )ç  +  { f  ,p }
-s-açU)

On suppose donc que, pour chaque (Jr, on se donne, en plus du produit star ,ko, une
application affne

D o :  C o + D e r ( * o )

telle que

1) D"((.) - uD, t Le. + r Dr; (€.)
r ) 0

2) D.(€,  + H r ) :  D,( ( , )  + o"( / ) .
On va prolonger simultanément le recollement d.es *o et Ia définition des Do.
Remarquons que ces hypotheses imposent déjà que, si €oB est conforme s11r (Jog,

D p(€.ù - D,(€* p) : I "2, (D28, G.g) _ nZ, G.ù)
r ) 0
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est à I'ordre 2lc près une dérivation de *o ou xd,i.e.,

t @3" - o'J)G.ù(c,(u,,)) :
2s* t=r

c, ((DrB" - DT ) G " ù @), u) + c 1 (", (DrB' _ Dr; ) G "B Xr) )
(Dans cette formrsle, C1désigne soit C1,o soit C1,B). pour r : 2, on trouve

6(D 'B-D?) (€*p ) :0

et pour r :3, on obtient

a@rp_n?)G" ,ohap) :Q.

Il existe donc une fonction f|B durr" C*(U,ù telle que

(D'p -  n?)G"ù: ôf2,8.

Remarquons que fZB " 
dépend pas de €aB car, si €'og est un autre champ conforme

sur [/op, alors

(D,p - DTG.ù: (Drp - nZ)G"ù.
On peut donc écrire

(DB -  D.)(€.ù:  r '  e, ( f ï f i  + u4o!(( .8)  +. . . .
supposons que pour un certain f < L o'ait pu écri 'e (DB - Dr)((,p) sous laforme:

t _ 7

(DB - D')(t .ù: t  u2' eo (TzD + u2tD! '  ,(€,p) |  v2t+z D?'-\ '  (€,p) +.. . . . .
r : f

avec des fonctions fl'B n dépendant pas de (oB, pour tout r ( t. En écrivant que

, - 1

(DB - D")(€,ù - I ""a.UZb)
r = I

est une dérivation à I'ordre 2k près de *o et *p, on obtient

aD?lr{,f i : 6 D?!r((,B) : o
et donc il existe TlrB dun C*(U.p) telle que

(DB -  D, ) (€ ,ù :  É  , r ,Q, ( f3 , ,p )+  u2 t+zp: r * r (€ .8 )  + . . .

Le raisonnement ci-clessus-r.". or:;:e clue .fl'B n"clépencl pas de {op. Il en résulte que
(DB - D.)(€,p) est de la forme
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k - 1

(DB - D")( t"ù: I
r : l

""a.(f|b) + u2k D2,rB + .....

Maintenant.

D.(ë.p)  -  exp - r2k H o9 o D p(€,p)

si HoB sont les opérateurs différentiels introduits plus
2k +2 près de *o. On a donc:

o exp , 'k HoB,

haut, est une dérivation à l'ordre

o',r(€,ù - n2Bk(€*ù - (Le,uHop * 2kF..,p) : I I 
'2'Q'(r"h)],r*

fr-l 'r

t,,2'o,( fZDl' I

r = l  J

Ê ^
\ o l t '

agZhG"ù.

r L:.1 I
"ù l- f ,"*,(f'"Dl désigne les termes d,ordre zt d.l-

L =i  
' -  )zn -  

L
est un élément de C*(U,p) qui, cette fois, peut dépendre de
Précisément, si on change €od en €.p I H1, on a

et sZhG"B)

DZr(€"p + Hù :D?k(t,ù t czr,+r,,(f , .),
D'Bu G,B + H ù :D'B* G.ù I Czr,+t,BU, .)

d'où

D'.0(€.8 + Hù-D'ur{e,u + Hù - (LÇu+a1HoB + zkH,p) :

n'JG"ù - Dhr(t ,ù - (Le.uï-p *2kH,p) - ôH,BU,.) -  Ln,Hor.

Donc, on a

0s|hG.,B + Hù:\g'^!pÇ.,ù - @H,ùU,) - {f ,H,s} + H,B(f ,.})
:  a(gïhï,ù-r H"BUD-

On choisira donc un (oB pour chaqu.e(JoB @ < 0),un g\kp pour ce (aB et on posera

sZuB(€"p + Hù: s?rB + H,pU) vf e c*(u,ù.
Si {.Bz est un champ conforme sur (JoB.r, on aura alors

(DB - D.)(€"8) + (D-,  -  Dù(€.8) t  (D, -  Dr)(€,Br)  :0.

Ceci implique par induction que

fZp + T3., + Tlo : ,',p-, €IR
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T:r;-,, + râf-,) + rlf,-tt : "!t;" €rR
et donc

-(L c, u^, H o h + 2k H o p.) : 0gZh.,(1, B-).

Mais on a vu que Hoh est de la forme 7hoh et on a

-(Le^u.,ôhoÊ-y ! 2k0h,B) : -ô(Le^B-,h,Êt + Qk - I)h"p).

Donc, si çoh est la solution C- de I'equation

-(Lc.o^,? + (2k - t)p) :  s?ko"(t ,B),

on aura

(Le.u- , (voB,  -  h ,B)  + Qk -  l ) (ç ,8^,  -  hoBt) )  :0 ,

ou

LË.u.,(v,B-, - h.B) + Qk - r)(p"B-, - h.Bt) :  c'op..t-

La seule solution C- de cette équation est constante, donc

H o h  : 0 p o p ^ y .

Mais gop, ne dépend pas du choix de €oBr puisque, si on considère un autre champ
conforme €LB, : €oh * H y on a l'équation

- (Lg^u-ç+Qk -  t )p)  :  g2,kp^,(€ ' .p^,) :  gZBl€,B)+ H*prT).

Soit encore

-(Le' .u,p + Qk -  t )e)  -  { f  ,ç}  :  eTkBr(€,o) *  {ç,8^, ,  f } ,

dont une solution C- est bien sûr: g : gagt et c'est la seule.
Maintenant, pour tout champ conforme ÊrÊt6 st;l- (J19.16,

g?kB 4€ * B ̂, 6) : s'^h G o e $) + gh\, G " Bra ) * g?,2,G " 8., a) .

Donc,

s":B -,(€. B -, u) - g?rB u G o 0 $) + s7\, u ( Ç Bro ) - gzp\ a G, 8., d) : 0

et, par construction, si

9a0'16 :  9o9t  
-  

9o96 t  pa16 -  
90t6,

alors
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(Le.B.,oP,Bta -t (2k - r)poBrt) :  o ( 
** 

)t  
* * '

Donc la seule solution C- de ( ll ) est zéro.
Mais alors on est ramené à la fin de la preuve précédente puisque

H o h : ) g o p t ,

et

g a g t ô  : 0 '

On pose donc commme ci-dessus

s..Ê :D , 'Ur rb,  sur (Jog
7

G o g : H o B - ô s o B

Ko:DG,- , rh,
7

et on change les produits-star en

r..,, *'o ,ù - exp ,'k I( o (exp -u2k K au * a "*p 
-r2k K .,r)

:  
I  urC,r ,o(uru) .
r ) 0

Alors on a

CLr, , :  CL*,8,
et

CLo+r,o:  CL*+r .s .

Enfin, on pose

D' , (€ , )  -  exp  ,2k  Ko o  D, ( ( . )  oexp - r2k  K. , ,

et on a poussé la recurrence à I'ordre k+ 1. Ce qui achève la preuve du thérème.

3- Parametrisation des orbites de la représentation coadjointe

Soit G un groupe de Lie connexe. On garde les notations de 1 et on rappelle d'abord
des constructions de Pedersen 1271. Pour tout ( dans g*, oD définit la forme bilinéaire

BC:gxg -+S
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et

par

Be(X, ,Y)  :<  e  , [X,Yl  >  VX, ,Y e g.

Soit (6 un élément de g* et soit W : GlG.o I'orbite de G dans g* passa.nt par (0.
Supposons qu'il existe une polarisation réelle en-40 ( c'est à dire qu'il existe une sous-

{Sèbre Ad'(Ga)-invariante ! de g telle que b soit un sous-espace isotrope maximal pour
Bao). soit r/o le sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie f . on pose

H :  Gû .Hs ,

H et Hs sont deux sous-groupes fermés de G.
Pour tout point € : g.(o de W, on note

be : Ad(s)911.,

Hc :  g .H .g -1 .

Considérons

4: {Xâ,X€ha} .
-F6 est une polarisation géométrique invariante de W, pour tout s dans G, si on note 7(s)
l'application de I4l dans I4l définie par:

"Y("X() :  s.( ,

alors on a:

f(s).I le : .F".€.

Le sous-groupe fr définii une structure de fibré sur w : G I G_o de base G l n,

I I :W:GlGe"--Gln

9.€o è 9.H

(t i  g.(o : g'. to alors g-1gl est dans Gqo et par suite clans I/.)
Les fibres sont difféomorphes à H I G e, 

= H .€o. En effet, la fibre passant par 4 : s.€o
est

, (€ )  :  { r . h . (o  l h  €  H} .

En particulier f6 : b€, si ( 
"t 

(' sont dans la même fibre, on le notera parfois par Il[(€).
On considère les deux sous-espaces de C*(W)

€iW):  {ç  €  C*(W)/çG.h.€) :  p(s . { )  Vs e G et  Vh e H} , ,

et
t 'FW) : {p e C*(w)l {ç, T} € slv) vf e s}F(W)}.
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Remarques: V-3-1
(i) Le crochet de Poisson de deux éléments de SI(W) est dans ti\) car celui-ci est

le normalisateur pour le crochet de Poisson de SÙF(W). On appelle parfois le sous espace
ti,W) I'espace des fonctions (géométriquement)-quantifiables sur I,l/.

(ii) 4 étant invariante, on peut montrer que, pour tout X dans g, la restriction de Î
à l,tr/ qu'on note toujo.rr. -f est dans tb[)

Soit m un suplémentaire de 17 dans g

g: !Om (en tant qu'espaces vectoriels),

et soit Xr,...,,X,, une base de m contenant n éléments, si 2n : dim I4l. Considérons

O*: {t e W1Xr,.. . ,Xn soient l inéairement indépendants modulo be },

alors on a les deux lemmes suivants

Lernme: V-}-L l27l
O* est un ouvert F-invariant de W .

Lernme: V-3-2 l27l
Si on note (G I g)* f image de O* pæ n, alors I'application

O i O* -*IR' , (Gln)^

€ -  (<  ( ,  Xr  ) ,  . . . ,  (  € ,  X,  ) , I I (€) )

est un difféomorphisme sur un ouvert de IR' 
" 

(G I ù*
De plus I'image de (Gl g)* est égal à IR" x (G I H)^ si et seu/ement si 11 satisfait la

condit,ion de Pukanszky.

Soit (V, r), ,  :  (r '  , . . . ,r ' ) ,  une carte de G f g tel le qte

V c(Glg) " , .

Considérons [ / :  I I - t (y).  On déf ini t  alors les fonct ions t t , . . . , tn et q1t. . . tgn sur [ /  par

t ; (€)  :< €,  x;  >
qr ( ( )  : ' i (n (€ ) )

pour tout i de 1 à n et tout point ( de U.

Lemme: V-3-3 [27]
Si  o :  ( t t , . . . ,  tn,gt , . . . ,Qn),  a lors (U,o) est  une carte de O^.

Il est bien évident qu'on peut définft tlQ) et SIFQ) pour chaque ouvert O de W.



Lernme:
Ona

v-3-4 l27l

t ï (u):{ç

str(u1 :1,

€

€

â,nC*(U)1f i :o Vi € {1,. . . , ' } }
â 2 , nc*(u)1ffi : o vi ' i  e {1'"' ' '}} '

Lernme: V-3-5 [27]
Tout éIément g de tLr(u) s'écrit d'une façon unique sous la forme

ê  J - - ,

9 :  Lg t x t / u  i  9o .

où po, ?rt.. . ,?n sont des éléments de S$(tJ).
Enpart icul ier, pour tout X de g, i I  exjste ùo, e7,... ,  en dans tf i( tJ) fels que

f t  l ,  : f ,*nun* ao.
i = 7

Soit V un voisinage de zéro dans t1 tel que I'application exp soit un difféomorphisme
(de )/ dans un ouvert de I/6). Définissons l'application

X  :expV  - -  (D  ,

par

X(exPX) :  
"<fo 'X)  

'

Soit G6 un ouvert de G de la forme expl,l.exp V. Considérons

E:  {ç  :  G6 - -+  C lp@.h) :  x (h - ' )e ( r )  Vr  €  Go,Vh e  exp f  te ls  que r .h  e  Gs} .

Posons

Vo :  Gol  H.
Remarquons qu'à toute application C-

f  :%--0
(qu'on peut voir comme élément de t$(U)), on peut associer un élément g d,e E en posant

p(exp X. exp Y) : x(exp -Y)/(exp X.H).

On définit localement un objet p (une représentation locale de G) de la façon suivante
Pour tout a et r de Go tels que a-lz soit'encore dans Go et pour tout cp dans .8, on définit
(p(a)e)@) par
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G@)ù(*)  :  e(a- lx) .

Si a, ô et z sont dans Go et tels que aô, (ab)-ræ et a-rx appartiennent à G6, alors on a

(p(ab)e)@) :  (p(o)  o  p(b)e)@).

On a aussi, si h et z sont assez près de I'identité

p ( rh )  :  ç ( rh r - t  . r )  :  X (h - t ) ç@) .

Pour tout h dans exp V r'l ("-t. exp )/.r), on pose:

X , ( r h r - r  )  :  X (h - t ) '

O n a

(p ( rh - r r - t )pX" )  :  p ( rh r - t r )  :  ç@h) :  y , ( rh r - ' ) ç@) :  x (h - t ) ç@) .

Définissons maintenant dp(X) sur E par

d.p(x)e@): ftvGrp 
- tX.r)f t=0.

Remarquonsgue  dp (X)ç  es tdé f i n ien tou tpo in t  rdeGs  e tpou r tou tXdansg ,quece t te
fonction appartient à .E et qu'on a bien

dp(lX,vl)  :  dp(x) o dp(Y) - dp(Y) o dp(x) vx,Y e s.

dp est une représentation de g. Calculons cette représentation sur C*(V). Soit X dans f .
Puisque

p(exp tX. r ) :  X(exp - tX)ç@) -  
" - t1(o,x 'ç@),

alors on a

(dp(Ad,( -x) )eX")  : (  €0, -X )  ç@).

Donc si  Y:  Ad,(-X) est  dans bc.çs,  on a

@p(V)v) ( r )  :1  {s ,  Ad. , - 'Y  >  ç@): (  ( ,  Y  >  ç@) ( (  :  ' .€o) .

Mais s i  on écr i t  Y sous laforme t :Dl=r*n* +os, alors on a

a ; ( I I ( ( ) ) : s  V i>0 .

En effet, 
n

Yi("): ta;(r({))xi(,) : o,
i = 1

soit
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a i ( t l ( € ) ) : 0  V i  e  { 1 , . . . , n } ,

car les Xf engendrent I'espace tangent en n({) e G I n. Donc, on a

i ' (€) :  
"o(n(€))

et par suite

(d  p (Y )ç ) (z )  :  ao  ( I I ( ( ) )e ( "  )

Maintenant si  Y est dans m:) Xr r . . . rXn (,  alors,  on a

17: + - i- Z_.a;Xt avec a; €IR
1

donc,

(dp(Y)ù(4 : lv(exp -fY.II(())/,=o : r i(rXr).' d t

Notons Dif ft(V) l'espace des opérateurs différentiels d'ordre au plus l sur V et
définissons I'application

6 :  t rF(U)  - -+ DiT f1(v) ,

par

ô(u): iO,rr*go
i = l

SI

=a
u : >_ li;Xr i 0o.

z : l

Le fait qte dp soit une représentation nous permet de généraliser à notre situation le
résultat suivant de Pedersen

Proposit ion: V-3-L [271
L'application 6 est un isomorpfiisme d'algèbrcs de Lie.

Démonstration
Soient

" : I  
gr*r*go et  r : t t ;Xr*n

l : l  i = l

deux éléments de |tr(U).Alors,
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{u,r} :  {D g;xr  + go,Dt ix i  + n}
i = l  j = l

:  Ë @;@;, ;xi + gnixî(x) - t i6i 0)xn). Ë g;xîto- Ë 11xi go.
i , i : l  i : l  j : 7

O n a

6(z) o 6(,)ç: (t 0Âî + BrXt .,,çxiù * r'p)
i : I  j : l

ê  ^ , - ' *  \ r ' *  .  ^  
n

: L g{xi1)xiv + gni(xi.xiù+ t gnoxîç
i , j : 7  i = l

n r L

+ t \txîto.e + t gonxîe t go^toe.
i : l  j = 7

Donc,

(6(u)  o  6(r )  -  6(u)  o  6(" ) )p

est égal à

\ {&{xîùx; -  1t@i gr)xi  + gni lxr,x i l . )p + t  gnoxîp- t  t igoxîç
i , i : 7 i : l  j : l

TI TL TL

r / \ -  n . v * -  \ -  v * D  \  ,  \ . -  n  L - *  S ^ .  o  r r . . ^  

I

t -  \Lpt t t^ to  -  
L1 i , r i  l to)p + L l to^ t i^  jg  -  

L^topt^ ;g
i = !  , : 1  j = L  i : I

c'est à dire à

6(t gnortn- t ngofti+ t g{xîln")- t y@i go)+ t gotifti- I n\J;)ç
i : l  j = t  i = l  j = L  j = l  i = l

n n

+ 6( t @,@|rt1xj - y(xi Br)x;))ç + \ gnilxr, xil*ç.
i , i = l  i , i - - l

Puisque lx,lXil est dans t]-(U), on a

6(x;xiD : dp(lx;, xil) : d.p(xr) o dp(x) - dp(x) o dp(x;)
: 6(*) o ô(xi) - 6(Î i) o o(-f;).

D'autre part, on a
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6( t goti[xoixiJ) : ! grri6(lxrixi])
i , j : t  i , j : t

car Bi et 7i sont dans t$(U). O" en déduit

ô ( z )  o  6 ( r )  -  6 (u )  o  6 (u )  : 6 ( {2 ,  u } ) .

Le fait que 6 est surjective est évident. D'autre part si 6(u):0, alors on a

É;( I I (€) ) :0  V i>0 '  v {eU

u est donc nul.

Théorème: V-3-1 [a]
Soit W : G f Geo une orbite de G dans g* de dimension 2n. Supposons qu'il existe

une polafisation réelle b "n to. Alors il existe un recouvrement de W par des cartes de
Darboux (U.,g,) tel que
pour tout X dans g, X lu" s'écrit sous la forme

* I u.(() : Dotk)oj + ao(q),
J = 7

or)

P " ( O  :  ( P t  ;  " ' , P , ,  Ç t ,  " ' , 8 " , ) ,

et ots,..., an sont des fonctions C- dépendant seuJement des variables q.
De plus ces ouverts apparaissent comme des ouverts d'un fibré affin L au dessus de

Gln.
Si t1 satisfait la condition de Pukanszky, alors (go(U"))" recouvre le frbré affi.n L en

entier.

Démonstration
Considérons une carte (U, o) autour de (s comme dans le lemme V-3-2 alors pour tout

i dans {1,.. . ,"},  & est un élément de Dif fr(V). Notons p; l ' image de cet élément par
I'application inverse de 6

p;  :6 -119f  .' d t ; '

(U, (pt , . - . ,Pn, ,g1t . . . ,9 ' ) )  est  une car te deW autour  de (6 te l le  que

{p ; ,q i }  :  6 ; i  e t  {p ; ,p i }  :  { g r ,  a i }  : 0 .

Si u est un élément de Slr(U), alors

, ( ( )  :  6 - ' (Ë  * , ( t )+*  ao( / ) )  :  Ë  ar (q)pr+ ao(q) .
r = 1  

' o t l  
? '
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En particulier pour chacune des fonctions X.
Cette construction peut se faire autour d'un élément quelconque de W. On a donc un

atlas de telles cartes sur I4l.
Maintenant, si on se place dans une intersection U r-) U' , on a un changement de cartes

q -  q '  :  r l r (q)  p  è p '  :  @(p,q) .

Mais p' est dans tI,(U ÀU') comme p, donc

e' : iAt(q)Pt + Ao(q) '
z : l

Les fonctions

(p ,q )  -  (p '  , q ' )

définissent alors un fibré affin -L au dessus de Glg et W. u,ppu,ruît comme un ouvert de
ce fibré.

La fin de la démonstration est une conséquence directe du Iemme V-3-2.

4- Existence de produit-star covariant

Soit I4r : Gf Geo une orbite de G dans g* de dimension 2n admettant une polarisation

réelle b.t {0. Considérons un ouvert U deIU qui est le domaine d'une carte de I'atlas
défini dans Ie théorème V-3-1.

Définit ion: V-4-1
Soit

T :  N(U) x  . . .  x  N(" )  - -+ l / (z)

une application r-Iinéaire. On dira que T possède Ia propriété P4 pour lc danslN si et
seuJement si:

T (u r ,  . . . , u , )  e  c * (q )d '+ " '+d ' - kb l  v ( r r ,  . . . , u , )  e  c * (q )o '  [ p ]  t  x  c * (q )d ' l p l ,

où C*(q)d[p] est I'espace des fonctions C* sur IJ polynômia/es en p de degré inférieur ou
égé1 à d.

Si t désigne le plus grand des Ic tels que T possede Pp, on dira que T est d'ordre t.

Lemrne: V-4-1
Soit T : DTor,...,o,Do' I ... A Do'' ttne application r-linéaire différentielle alors T

est d'ordre t si et seulement si, pour fous les multi-indic€s a1,..., tr, on a

To,,... ,o, e c-1q;D:: '  D;=' " i- ' lpl
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(s i  a ; :  ( * l  , . . . ,a7 , . . . ,o?" ) ) ,

Démonstration
Supposons que ? soit d'ordre t et supposons qu'il existe er,..., a" tel que

To,,...,o, É c* (,t)Dl:' D;=, "t' -' lol.
Appelons (ao,r,. . . ,oto,r) le plus petit  (pour l 'ordre lexicographique) des 2rn-uplets véri-
fiant la propriété précédente et considérons les fonctions 1tr7,..., u" définies par

ur,(P,ù : pît 'r  . . .pîï 'r  .nî l- 'r '  . . .qîï:r .

Alors, on a

T(u r , . . . , u r )  -  Too ,L , . . . , d0 , r  /  C* (q )D ;= ,  D ; : ,  4 , ' - 'W l ,

ce qui contredit le fait que 7 est d'ordre t. La réciproque est évidente.

Proposit ion: V-4-1
Rappelons que 6 désigne L'opérateur de cohomologie de Hochschild. Soit T une appli-

cation linéaire de N(U) dans N(U) ditrérentielle, n-c et telle que 6T soit d'ordret. Alors,
quitte a Ia corriger par un cocycle, T est d'ordre t.

Dérnonstration
Soit ? : Do ToDo comme dans la proposition et supposons que ? ne soit pas d'ordre

d'ordre f . Il existe alors a tel que:

T. / c*(ùD::, ' '- ' [p].

Si lol : 1 alors ToDo est un cocycle, on peut donc le retrancher de ?.
Supposons maintenant qu'il existe o iel que

T, /  C*(q)Dt '  ' '  - 'Wl er l " l  t '  t .

Appelons as le plus grand des 2n-uplets vérifiant cette propriété, et i6 le plus petit des
entiers tel que

"'ot + o'

Alors le coefficient des termes d'ordre (oo - [io], [io]) dans 6? est

Too /  C'"(q)Dt '  oà- ' [P] ,

ce qui contredit le fait que 6? est d'ordre f .

Déffnit ionz Y-4-2
Soit Ar: Dr>o uk A* une application r-Iinéaire formelle de N"(U) x ... x N,(U) dans

Nr(U), A, est diticonecte si et seuJement si pour tout lc danslN, Ap est d'ordrc au p/us
k .
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Théorème: V-a-1 [a]
Soit G un groupe de Lie connexe et soitw : G I Geo ,r" orbite de G dans g* admettant

une polafisation réelle b "r €o . Alors il existe un produit-star covariant sur W.

Démonstration
Remarquons tout d'abord que si un produit-star sur I4l est correct, il sera covariant,

puisque les fonctions X sont a.ffines dans les variables p.
La démonstration de ce théorème reste identique à celle du théorème V-2-2. En effet

il suffit de considérer un recouvrement ([/.).ç a de W comme dans le théorème V-3-1 et
de choisir une partition de I'unité tho ne dépendant que des variables q subordonnée à ce
recouvrement et de faire les remarques suivantes

i) On peut choisir les produit-star (xo) corrects car ceux de Moyal dans les variables
p et q Ie sont.

ii) On peut choisft AoB correcte de même q:ue Ly,o et par suite f/oB sera correcte.
iii) On peut imposer à D.((o) d'être correcte, mais puisque HoB est correcte, alors:

D,(€,ù -  exp - r2k Hog o D B(Çù o exp ,2k H,g

sera encore correcte.
iv) Puisque la partition de l'unité est fonction des seuls q, .I{o sera correcte et par

suite *! et Di({,) seront aussi corrects.

106



REFERENCES

[1] D. Arnal Differential Cohomology of C*(G*) Journ. of Geometry and Physics, Vol 4,
p. 43e-467 (1e87)

[2] D. Arnal, J.C. Cortet, P. Molin et G. Pinczon Covariance and Geometrical invariance
inx quantization J. Math. Phys. 24 (2) p. 276-283 (i983).

[3] D. Arnal, M. Cahen et S. Gutt Representation of compact Lie groups and Quantisation
by deformation Acad. Royale de Belgique LXXIV 45 ,p. I23-I4I (1938)

[4] D Arnal J. Ludwig et M. Masmoudi Covariant star-products a paraitre

[5] F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer " Deformation and

Quantization" Ann. of Phys. 111 p. 61-151 (1978)

[6] R. Berger "Cohomologie différentiable des algèbres de polynomes, de leur localisées ou
de leur complétées et des variétés" Public. Univ. Lyon 5/A (1982).

[7] J. Dixmier Les algèbres enveloppantes Gauthier-Villars,Paris (1972)

[8] M. Cahen, M. De Wilde et S. Gutt Local cohomology of the algebra of. C* functions
on a connected manifold Letters in Mathematical Physics, p. 157-167 (1980)

[9] P. Cartier Théorie des aJgèbres semi-simples Exp. Séminaire Sophus Lie, Ecole Nor-
male Supérieure, Paris 1954-1955

[10] C. Chevalley et S. Eilenberg Cohomology theory of Lie groups and Lie algebra Trans
of the American Math. Soc 63, p.85-124 (194S)

[11] M. Gerstenhaber On the deformations of rings and algebras Ann. of Math., 79, p.
5e-103 (1e64).

[12] S. Gutt Déformations formelles de |'algèbte des fonctions différentiabies sur une variété
symplectique, Thèse, Université de Bruxelles;

[13] S. Gutt An explicit *-product on the cotangent, bundle to a Lie group Lett. Math.
Phys. 7 p. 249-258 (1983).

[14] M. De Wilde, S. Guit et P.B.A. Lecomte A propos des deuxjème et troisième espaces
de cohomologie de I'algèbre de Lie de Poisson d'une variété symplectique Ann. Inst. H.
Poincaré, Vo1.40,1, p.77-83 ( 1984).

[15] M. De Wilde et P.B.A. Lecomte Formal deformations of the Poisson Lie algebra of
a symplectic manifold and star-products, existence, equivalence, derivations. NATO ASI
Series, C247,, p.897-960 (1988)
et
M. De Wilde et P.B.A. Lecomte Existence of star-product and of formal deformations of
the Poisson Lie algebra of arbitrary symplectic manifold Lett. Math. Phys. 7, p. 487-496

107



(1e83) .

[16] M. De Wilde et P.B.A. Lecomte Existence of sta"r products revisited Preprint Université
de Liège.

[17] M. De Wilde et P.B.A. Lecomte Existence of star-products on exact symplectic man-

ifolds Ann. Inst. Fourier, Grenoble 35,2, p.!L7-143 (1985).

[18] A. Lichnerowicz Les variétés de Poisson et Leurs algèbred de Lie associées J. of Diff.

Geom . p.253-300 (1977)

[19] A. Lichnerowicz Variétés de Poisson et feuilletages . Ann. Fac. Toulouse p. L95-262

(1e82)

[20] A. Lichnerowicz Sur Jes algèbres formelles assiciées pa.r déformation a une vafiété

symplectique Ann. di Matem, t723,p.287-330 (1980).

[21] H. Omori, Y. Maeda and A. Yoshioka "Weyl manifolds and deformation quantization"

To be published in Advances in Mathematics.

l22l M. Masmoudi Tangential fiorma| clelormation of the Poisson bracket and tangential

star-product on a regular Pojsson manifold (a paraitre) ,J.G.P

[23] M. Masmoudi (Jne deuxième démonstration de I'existence de produits-star tangentiel

sur une varété de Poisson régulière (a paraitre) Cont. Aca. Des. Scien

l24lD. Melotte Cohomdogie de Chevalley associée aux variétés de Poisson thèse Université
de Liege (1988-1989)

[25] O.M. Neroslavsky et A.T. Vlassov "Sur Jes déformatio.ns de l'algèbre des fonctions
d'une variété symplectique" C.R. Acad. SC. Paris, Serie I, 292 p. 77-73 (1981)

[26] A. Nijenhuis et R. Richardson Deformation of Lie algebra structures J. of Math. and

Mechanics, 17, p.89-105 .(1967)

[27] N.V. Pedersen On the symplectic structure of coadjoint orbits of (solvable) Lie groups

and applications,IMath. Annalen 281 p. 633-669 (1988).

[28] J.A. SchoutenOn the differential operators of frrst order in tensor calculs Conv. Int.

Geom. Diff.  I tal ia (1953).

[29] J. Yey Déformation du crochet cle Poisson sur une variété symplecfique Comment.
Math. Helv. 50, p. 427-454 (1975).

[30] H. Weyl The classical groups, their invariants and representations Princeton Math .

(1e46).

[31] J. Peetre fJne caractérisation abstraite des opérateurs différentiels Math Scandinav-
ica,8,  p .  116-120.

[32] J.E. Moyal, Proceedings Cambridge Philosophical Societyl45, p.99 (1949)'

108



[33] D. Arnal, M. Cahen et S. Gutt Deformations on coadjoint orbits J.G.P Vol 3 n. 3
(1e86).

109


