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0
- Introduction

Dans cette thèse on s'intéresse au problème de la stabilisation, par retour d'état,

de certains systèmes non linéaires.
- Dans tout ce qui suit le point d'équilibre sera I'origine et les systèmes csnsidérés seront

définis sur IR' ou sur un voisinage ouvert de I'origine dans IR'.

Le premier chapitre est consacré à des rappels de définitions et résultats classiques

de stabilisation, dont certains seront illustrés par des exemples.

Dans le second chapitre on s'intéresse d'abord aux systèmes de la forme

t r=P(t)+Bu
t r a R',u € R"-1

(0 .1)

où P est un champ polynomial homogène et B une matrice de rang n-1. On donne une

coudition nécessairé ei suffisante, portant sur le champ P et la matrice B, de globale

stabilisabilité, Le feedback stabilisant étant explicitement calculé. (l'essentiel de cette

pa.rtie a été publié dans [30]).
It est à remarquer qu", 

"i""ption 
faite des systèmes linéaires, il y a très peu de systèmes

non linéaires pour lesquels une C.N.S. de globale stabilisabilité a été donnee.

. Les systèmes de la forme (0.1) ont déjà été étudiés dans [1], sarrs aucune restriction

sur le nombre d'entrées, mais seulement da,ns le cas où P est de degré impair et le

résultat de [1] donne la condition suffisante de stabilisabilité suivante :

3 Q matrice définie positive telle que Br Qc : 0 + (P(t)' Qt) < 0



0. Introduction

On peut remarquer que cette condition revient à dire que (0.1) admet une fonction de

Lyapunov contrôlée quadratique ce qui n'est pas toujours facile à trouver.

Dans la fin de ce chapitre, on étudie les systèmes homogènes plans

I  t  -  x(x,u)
I r e lR2,u € R

(0.2)

(0.3)

(0.4)

(0.5)

où X est un champ polynomial homogène impair et on donne une condition suffisante

de globale stabilisabilité. Comme conséquence, on donne un feedback stabilisateur

homogène du fameux exemple des cubiques :

(  i=u"

I i t=z"
I  z :u

Dans le troisième chapitre, on étudie les systèmes analytiques affines en contrôles

I r=x(r)+Ër,v,( ')
I  i=l

I  "eR",u i€ lR
Ix1o;=o

où I'on suppose que les champs contrôlés I{ sont linéairement indépendants à I'origine.

On commence par donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les champs

Y; pour que le système (0.4) soit feedback équivalent au système

ùr = Xr(xuæz\

ùz=u

c1 € R'-- ,  c2 € Rn

xr(0,0)  :0

On utilise ensuite cette écriture et les résultats du second chapitre (légèrement modifiés)

pour stabiliser localement les systèmes de la forme :

I r=x(c)+i,,,x(')
1 i=r

Ic€R" ,u i€R.

(0.6)



Cette dernière partie a été exposée au NOLCOS'92 (Bordeaux, France) [31].

Le chapitre 4 (constitué d'un article [29] présenté au Seconil IFAC Workshop on

System Stlucture ànil Control, Prague 1992) s'intéresse à l'étude, du point de vue de

la stabilisation, de la relation qui existe entre

! r = 1@''")
t raR",u€IRP

(0.7)

et le système avec ttintégrateurn

ù -  f  (x ,v)

ù=u

c€ lR ' , y€RP

Il est bien connu ([47], [35]) que si (0.7) est globalement asymptotiquement stabilisable

(G.A.S) avec un iàed-back de classe C' (r 2 l) ators le système (0.8) est G.A.S. Dans

i+21, t"r auteurs donnent une démonstration constructive de ce résultat, montrant que

si on sait stabiliser (0.7) et si on connaît une fonction de Lyapunov stricte pour le

système bouclé alors on peut construire une loi de commande stabilisante pour (0.8).

Malheureusement, il n'est pas toujours facile de trouver une fonction de Lyapunov

stricte même quand on sait qu'un système est G.A.S, c'est le cas' Pax exemple, des

systèmes à dérive dissipative du type Jurdjevic-Quinn. Notre contribution consiste à

montrer, en utilisant là principe d'invariance de LaSalle [38] qu'on n'a pas besoin de

connaitre une fonction de Lyapunov stricte pour (0.7) mais seulement d'une fonction

de Lyapunov tlarget. On montre aussi que pa,rfois, on peut se contenter de trouver

une fonction k telle que le sYstème

(0.8)

(0.e)

(0.10)

i  = f (s,fr(r))

admette I'origine comme point d'équilibre stable (pas nécessairemell asymptotique-

ment stable) lo,r, construire un feedback qui fait de lbrigine de IR" x IRP un point

d'équilibre globalement asymptotiquement stable pour (0'8)'

Au chapitre b ([11]), on étudie la stabilisation locale des systèmes plans

i -X( r ' ) *uY(x)

c € IR2,u € R. X(0) = Y(0) : 6

Le cas Y(0) + 0 a fait I'objet de beaucoup de travaux. Pa^r contre, il y a peu de

résultats quand Y(0) : g.



0. Introduction

on commence par rappeler les résultats obtenus dans [12] qui consistgnt à- donner des

conditions sufrsantes'àe shbilisation en se basant sur l'étude du système bilinéaire

s :Aa*uBæ

e:ffO),, B:ffOl
Dans ce travail, on étudie, en utilisant les techniques de la variété centrale, une classe

de ces systèmes pour lesquels le bilinéarisé ntapporte pas de réponse.

Dans le chapitre 6, on considère des systèmes de la forme :

( i r=Ax*But f@,u)

lv=C, (0 '12)
I

Ic€R" ,  u€Rp,  u€ lR* ,  AeMn,n(R ' ) ,  B  eMn,^(R) ,C eMo," (R ' )

où (,4,.8) est contrôlable et (A,c) observable, et / un champ qui est lipschitzienet

qui vérifie en plus :

lfi(r,u)l S r llpr(")ll Vc € IR", Vu € F'"

où p; : [L' + ]R' est la projection canonique'

On démontre que cette classe de systèmes est globalement exponentiellement stabilis-

able par feedback linéaire que I'on construit explicitement I ensuite en supposant que

j'p,ï) : f;(q,,. . . ,t1,0, . .'. ,0, u) (i.e. fi ne depend que des i premières coordonnées)

ln construit un observateur pour ces systèmes qui converge exPonentiellement et on

montre que I'on peut stabiliser (0.12) par retour d'état estimé par I'observateur con-

struit.
Il est à remarquer que cette classe de systèmes a été étudiée par Tsinias dans [49]'

dans le cas mo'o-entrée-mono-sortie. Sa démonstration est compliquée et en plus elle

o" p"nt se généraliser facilement aux systèmes multi-entrées, multi-sorties.

Le dernier chapitre montre que la méthode développee au chapitre.6 continue

à s'appliquer aux systèmes stochastiques dont le champ de vecteurs (de la pa'rtie

aéterministe) et le bruit aléatoire vérifient des conditions analogues à celles du

chapitre 6.

(0.11)

(0 .13)
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RAPPETS ET GENERATITES

L.1 Formulation du Problème

On considère un système dont l'évolution peut être décrite par Ie système différentiel

(  t ( t ) -x(c(r ) ,u( t ) )
(  

_  - -  \ _ \ - , r ,  _ \ _ , r / ,  
( 1 . 1 )

I t€M,u€.U

où M est une variété différentiable connexe appelee espace d'état et U C IR- espace

des contrôles, c(t) représente l'état du système à I'instant t et x est un champ de

vecteurs défini sur M. Dans ce travail, M seta I'espace ]R* ou un ouvert convexe de

IR".

Le problème auquel on s'intéresse est le suivant : étant donné Io Ç M', trouver

un feedback u = u(c; tet que le point os soit un point d'équilibre asymptotiquement

stable pour le système bouclé :

t ( t ) - x (c ( t ) ,u (c ( t ) ) )  (1 '2 )

Pour cela, rappelons les définitions suivantes'

L.2 Notions de stabilité

L.2.L Définitions

Définition I Etant d'onné un système diférentiel

( t = xçæ'1 (  1 '3)
I  t€  M,  X(as) : l
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on ilira eue as est un point il'équilibre stable si :

Ve >0,3a>0,  te lque l l t - to l l  (aâ Vt>0,  l lX t ( t ) - to l l  < '

où x{x) d,ésigne la solution d,e (1.s) cornmençant au point c à l'instant t = 0 i'e,

ryl - x@\ et xs(r): æ
dt lr=o

Définition2 xs est attractif siYæ €.IJ ooisinage d'e æs, X{a) eoiste pourtout ' > 0

et .lim Xr(a) - so.
t-+Oo

ts est globalement attractif sf Vr € M' 
,lif- 

Xr(') - rs'

Définition 3 ca est asymptotiquement stable s'il est stable et attractif.

t6 est globalement asymptotiquement, stable s'il est stable et globalement attractif'

Définition 4 Si æs est un point d'équi.libre asyrnptotiquernent stable pour (1'3) et s'il

eciste d,eux constantes posi'tiaes K et \ telles que I'on ait :

l l&( ' )  - 'o l l  < K l l ' -  'o l l "-^ '

pour tout c oppar-tenant à un ooisinage ile as et tout t ) 0, alors on ili'ra que (1'9) est

etponentiellernent stable ên, rs.

On remarque que pour montrer qu'un point d'équilibre admette une des pro-

priétés ci-dessus en utilisant les définitions, on doit résoudre explicitement le système

àifférentiel (1.3) ; ce qui est, en général diffcile voir infaisable. En fait, on utilise plutôt

les théorèmes suivants dus à Lyapunov ([25])'

L.2.2 Fonctions de LYaPunov

Théorème 1 STI eaiste une fonction V : (J -> 8", conti'nue sur un toisinage U ile

as et d,ifrérentiable sur IJ - {to} telle que :

( . )  v (c6 )=g  e t  v ( r )>o  s ix t ' r s ,

(b) 'ù1ry = x.v(a)S 0 vc € u où x.v(a): *,(*,('))1,=. 
= (VV(c),x(')i

alors æs est un point d'éqaitibre stoble pour (1'3)'
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Si de plu,s la tonction V est telle qae

( " )  i r ( r ) .o  VceU-bs\

alors as est asymptotiquernent stable'

Définition 5 (Jne fonctionv qui satisfai,t (a) et (b) est appelée lonction ile Lyapunoa

pour (1.9) ên îs. S; 1"1 est aé,rifié alors V est appelée fonction de Lyapunou stri'cte

pour (t.9) êrù ûs.

Théorème 2 (version globale) S'iI existe V z M + R. d'éfinie positiae,e.t,propr'e

(c,est-à-ilire l,image ,éàproqui il'un compact ile IR+ est un cornp,,ct de M ) telle que

X.V(x)<  0  Vc  e  M - { to } ,  X 'V(æs)  :  Q

alors xs est un point il'équili,bre globalement asymptotiquement stable.

on a aussi le théorème inverse suivant (Massera [39], Kurzweil [37]).

Théorème B Si X est continu et si xs est un point il'équilibre asyrnptotiquement stable

alors (1.3) ailmet une fonction ile Lyapunoa stricte qui est de classe c* d'ans un

voisinage ile xs.

Les théorèmes précédents prouvent que pour montrer qu'un point d'équilibre est

asymptotiquement stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov stricte mais

ce n,est pas une chose facile et il nty a pas de méthodes constructives qui permettent

de trouver de telles fonctions. ceci dit, en général, il est plus facile de trouver une

fonction V définie positive qui vérifie :

X.V(o) < 0

Une telle fonction sera appelée fonction de Lyapunov la'rge pour le champ X en rs'

euand X admet oo" foo"iion de Lyapunov large, on a le résultat suivant qui permet

de conclure à I'asymptotique stabilité'

Théorème 4 (Principe d'iova.riance de Lasalle [38]) soit v une fonction ile Lyapunou

large, de classe Cr, piu, (1.9) en xs. Alors toutes les-traiectoirea bonÙées pour t > 0

teident uers O, te'p[us gronil ensernble inaariant par X et contenue ilans

E={aeMlx.v(æ)-0}.
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Si en plus V est ProPre (lim11rgg*+* V(a) : *oo) alors toutes les trajectoires sont

bornées plur t 2 0 et donc toutes les trajectoires tendent vers O. Pour montrer Que os

est un poiot d'équilibre asymptotiquement stable, il suffit de montrer que O = {oo}.

Dorénavant, on prendra cs:0I'origine de ]R"'

L.2.3 Variété centrale

Soit le système

( t  _  Ax*  f@,y)
{ _  

. - _ , . , \ _ , r :  
( 1 . 4 )

[  û= By*s(s ,y )

où s € R", g € lR-, Aet B deux matricesrespectivement nxnetmx rn vérif iant:

e toutes les valeurs propres de A ont une partie reelle nulle ;

o toute valeur propre de B admet une partie réelle strictement négative.

I ef g sont deux applications de classe C2, respectivement de IR"+- dans IR" et de

R'+- dans IR*, vérifiant :

/ (0 ,0)  =  0 / ' (0 '0)  :0

Définition1 Soit lz : lR" .+ lR- une application sffisarnment régulière. La sous

aariété y - h(æ) est une aariété centrale pour le système (1.1) si' elle est inaariante

pour (1.1) et si h(0) :0 et â'(0) - 0.

Théorème b (cf. [10]) /t eciste une aariété centrale pour Ie système (1.i) donnée par

v : h(x) pour llæll < 6 aaec h de classe C2 et 6 > 0'

Le flot de (1.a) sur la variété centrale est gouverné par le système

à=Az+f?,h(z) \  (1.5)

9(0,0) -  0 s'(0,0) = 0

où "f,(0,0) et g'(0,0) sont respectivement les jacobiennes de / et g en (0' 0).



1.3. Stabilisation

Théorème 6 a) Si la solution nulle de (1.5) est stable (asymptotiquernent stable) (in-

stable) alors il en est ile mêrne pour la solution nulle ile (l-il.

b) Supposons que la solution nulle ile (1.5) est stable. Soit (r(t),y(t)) Ia solution

de (I.l) auec ll(c(0),V(O))ll sufi,samrnent petite, alors il eæiste z(t) solution d'e (1.5)

telle que pour t + +oo on ait :

(  * ( t ) =z ( t ) *O (e - r t ;

t ,it; = heg\* o (e-rr; 
(1'6)

où 1 est un réel strictement positàf.

1.3 Stabilisation

Revenons au système contrôlé

(1  .7 )

où U est un ouvert connexe de R", tl CW et X : II xtl + IR' est de classe Cl

(resp. C*, C') tel que X(0' 0) = 0.

Définition7 On dira que (1.7) est stabilisable s'il eaiste un feeilback u: u(a), au

moins continu, tel que le système bouclé :

ù =  X(æ," ( r ) )

ad,m ett e I' origin e cornrne point il' é qui,libre asymptotiquem ent stable.

Rappelons que le problème de stabilisation est complètement résolu pour les sys-
tèmes linéaires (X(rru) = Ax * Bu) mais c'est loin d'être le cas pour les systèmes non

linéaires, même les plus simples comme pa,r exemple les systèmes bilinéaires

i :As , *uBæ

On va rappeler les principaux résultats (essentiellement ceux qu'on utilisera par la

suite) qui datent des quinze dernières années.

l1

I r 
-- x(x,u)

t re IJ ,u€l , l



t2 1. RAPPELS EÎ GENER,ALITES
I

1.3.1 Conditions nécessaires

Le theorème suivant dû à Brockett ([8]) donne des conditions nécessaires de stabil-
isation.

Théorèm e 7 Si le système (1.7) ad,rnet un leeilback stabilisatear ile classe Cr dans un
aoisinage ile 0 C. R* clors .'

(i) Le système linéarisé n'ad.met pas ile modes incontrôlables associés à des aaleurs
propres stri,ctement positioes.

(ii) /l eciste un aoisinage N ile (0,0) tet que pour tout ( € N, il existe an contrôle
ua(.) définf sur [0,*oo[ qui ramène le système ile l'état æ : e en t :0 à l'état
c : 0 en t : æ. En il'autres terrnes, si x(t) est une solution ile i: = X(r,uç)
aerif,ant o(0) - ( alors,lif"" o(t) : g.

(iii) ,'application
" f i  Ux lR-  - lR '

(* ,u)  t -> X(æ,u)

est surjectiae sur un aoisinage de I'origine de R" .

Par la suite, nous utiliserons le vocabulaire suiva,nt :

Définit ion I un système 
à: x(s,u)

aérifiant Ia conilition (ii) du théorèm,e ile Brockett sera dit stabitisable en boucle ouaerte
ou encore asymptotiquernent contrôlable à l'origine.

Remarques :

l. La condition (ii) est évidemment une condition nécessaire de stabilisabilité quelle
que soit la régularité qu'on exige du feedback.

2. Pa^r contre, la condition (i) n'est pas nécessaire si on se contente d'un feedback
continu comme le montre I'exemple suivant (dû à Kawski [3a]) :

(  i , r - -u
T

t  l ' -  sz-a?
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qui est stabilisable avec

u(a\ :. -ct * ,, +f,r! - rl.

B. La condition (iii) est également une condition nécessaire à l'existence d'un feedback

stabilisateur continu (cf Sontag [45]).

4. Les conditions de Brockett sont loin d'être suffisantes pour I'existence d'un feedback

stabilisateur continu. Par exemple,le système défini dans B, par

ù=1(r , r ) -ut r i r l

vérifie bien les conditions de Brockett :

o f est de classe C2 (avec /(o'0) : g;.

r 0 est un point accessible à partir de tout point de lR.

o L'application (c,u) r--- u6sin1 est surjective., u

Cependant, il n'existe pas de feedback continu u(c), avec u(0) : 0, tel que

i : , r ( æ ) 6 t i o * (1 .8 )

soit asymptotiquement stable.

En effet, pour toute fonction continue u et pour tout a > 0, il existe k e % tel que

0 < È . "(") 
(si u(a) > 0). Pa.r continuité de u,1x €]0,a[ tel que u(e) - i, soit

* : kr, et donc c est un autre point d'équilibre pour le système (1.8).
u\o)

Dans la suite de ce chapitre on rappelle les résultats classiques de stabilisation des

systèmes non linéaires.

L.9.2 Systèmes afrnes à dérive dissipative :
méthode de Jurdjevic-Quinn

Historiquement, un des premiers résultats significatifs est dri à Jurdjevic et Quinn
qui ont utilisé le principe d'invariance de La Salle pour donner une condition suffisante

de stabilisabilité pour les systèmes afines en contrôles et dont la dérive est linéaire

dissipative.

13
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Théorème I (Jurdjevic-Quinn [33]) soft

(  t=x(r )  +uY(x)  ( t .e)
I  t . lR ' ,  u€ lR

où X(æ\ : Ax auec A une matrice n x n &aec n ualeurs propres imaginaires distinctes.

Si

{aakXv(r), È e ['[] = IR" Vc € IR" - {0}

alors (1.9) est G.A.S aaec

u :  - ( " , y ( r ) )

Ce résultat a été ensuite génératisé à des systèmes a,ffines quelconques par plusieurs

auteurs, notamment dans [23] [41] sous la forme suivante :

Théorème I ([41]) soit

6 -  X(a) +iu;Yt(æ\ (1 '10)
d=1

unsys tèmeC*dé f in i su rR, 'auecX(0)=0 .s , f l e r i s teune tonc t ionV: IR ' - r IR
défi,nie positiae et ptopre telle que :

( i )  X .V(c )So  Vs€ lR ' .

(ii) ,'ensemble

W = {r€ IR'  I  Xk+rV(x) :  XkYiV(t)  :  0,  f r  € [ ' [ ,  i  :  1," ' ' * ]

est réiluit ô {0}.

Alors le systèrne (1.10) bouclé aaec u;(a) = -YiV (x's est globolement osymptotiquement

stable à I'origine.
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Pour la clarté de la lecture, on rappelle ici la démonstration de ce résultat. Le

champ bouclé est

z = x -i1vtv1vt
d=l

Ona

V1r'1 - Z.V(æ'1= X.V(æ) -f;t 'r(t)) ' < O
d=1

Le système est donc stable. D'après le principe d'inva,riance de La Salle, toutes les

solutions bornées tendent vers O, le plus grand ensemble invariant par Z et contenu

dans

E = {æ eWlz.v(c) -  0}

Remarquons que V étant propre et Z.V(æ) ( 0, Vo € R', toutes les trajectoires sont

bornées.

D'autre pa.rt, soit r € O, alors pour tout t ) 0 on a Zr(r) = Xr(x) (puisque

sur O, Z : X) et, comme O est Z-invariant, on a

X.V (X{x)) -Yiv (x'(')) - 0 Vt 2 0

ce qui implique que pour tout k € lN

Sk Sh

h*, (x,(')),=o = o et hr', (&(o)),=o: o

Mais, par définition de la dérivee de Lie, on a

x.v(a) = frv(x,(r))t=o
donc

xh+rvçx1 = #rr(x,(c)),=o 
= 0 et xkvivlx1 = fiv'v(x,(r))*o 

: 0

Ceci montre que Q C W , ce qui termine la preuve. r

15
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1.3.3 Fonctions de Lyapunov ttcontrôléestt

(Arstein [3J, Sontag [aa])

. 
Etant donné un sYstème

(  t  =  X (a ,u )
(  

-_  1_ )  _ , ,  
( 1 .11 )

I  t€R* ,  u€ lR-

et V z R" -, R. une fonction définie positive et propre, on dira que V est une fonction

de Lyapunov contrôlée pour le système (1.11) si

"1S-(vY(æ)',X(t,")) 
< o, Vc € R,"\{o}

On peut rema,rquer que si (1.11) admet un feedback stabilisateur continu alors, d'après

le théorème inverse de Lyapunov ([39], [37]), (1.11) admet une fonction de.Lyapunov

stricte de classe C* et donc (1.11) admet une fonction de Lyapunov contrôlée.

Sontag (1441) a démontré que si un système affine en contrôles admet une fonction

de Lyapunov contrôlée, alors ll est stabilisable avec un feedback C* sur IR' - {O} ;

"o 
piui il a donné une formule explicite du feedback stabilisateur. On rappelle son

résultat pour un système mono-entrée. Soit

I  t_ / ( r )+us(x)  (1.12)
t  t . lR ' ,  u€ lR

Supposons qu'il existeV : IR' -r lR+ de classe C-, définie positive et propre telle

que :

p[(vv(r),/(') + ue(c)) < o, vc € R"\to]

en dtautres termes :

(VV(c),g( '))  = 0 + (vv(c) ' /(c)) < 0

Posons

o(o) :  (VV(c) , / ( ' ) )  e t  ô(c)  = (VV(a) 'g( ' ) )
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alors

T7

u(c) =

i stabilise (1.12). En outre, u sera continue si Ve ) 0 36 > 0 tel que

æe8(0,6)- {0}  + fu€lR' l l " l l  (e  et (VV(c) ' / ( ' )+us(c))  <0 '

1.3.4 Méthodes indirectes

première approximation

Il s'agit de méthodes qui consistent à remplacer un système (S) p* un système

plus simple (S') de telle façon que l'étude de (S') permette d'avoir des renseignements

concerna,nt le système initial (S).

La méthode classique consiste à considérer le linéarisé de (S) en I'origine, c'est-à-

dire, si (.9) est donné par

;  =  f  (a ,u )

"f(0, o1 - g

on étudie

(  i :  Aa t  Bu
(s') 

{ o: Hro,o), B: ff{o,o)
On sait alors que si (S') est stabilisable, (S) I'est aussi, et avec le même feedback.

Dans le chapitre 2, on donne une généralisation de ce résultat Pour une classe de

systèmes analytiques où, au lieu de considérer la partie linéaire, (S') sera donné par Ia

première partie homogène qui apparaît dans le développement analytique de la dérive.

Il est à noter que cette méthodologie ne permet de conclure que localement.

ô( ')

0

si ô(c) I 0

si ô(c) - I

(s) t

-a (x \ - t lo ' ( * ) *ôa( r )
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Linéarisation et méthodes analogues

Cela revient à transformer un système de la forme

i  -  f (a ,u )

en un système équivalent du point de vue de la stabilisation par diffeomorphisme (local

ou si possible global) dans I'espace dtétat et/ou dans ltespace des contrôles, ou Pax
reparamétrisation du temps. On peut alors citer les méthodes de linéa'risation ou de

linéarisation partielle par diffeomorphisme et feedback (cf. [40]' pp. 176 - 205).

Etude dtun sous-système

Quand on a un système

i  -  f (æ,u)

qui peut s'écrire

(  1 .13)

avec r = (rr, æz), ît € ]R'-P, c2 € IRP' la question qu'on peut se poser est la suivante.

Existe-t-il /c: R"-p + [lP telleque ô1 = fi(c1'&(tt)) soit stable, asymptotiquement

stable ou globalement asymptotiquement stable? Que peut-on alors en conclure pour

la stabilisation du système complet (1.13)?

La réponse est qu'en général on ne peut rien dire. Ceci dit, des résultats significatifs

ont été énoncés quand

Tz (a2 'u ) :Aaz *Bu '

notamment dans [42], concernant la stabilisation globale de

( \ -- f1(q',æ2)

I  t ,= A"+Bu

On peut noter aussi que, parfois, I'utilisation des techniques de variété centrale
permet l'étude de la stabilisation locale de (1.13).

I o, = ft(xt,xz)

I ;, = fz(a2,u)



2

SYSTEMES POTYNOMIAUX
HOMOGENES

2.L Introduction

Dans ce chapitre, on considère les systèmes non linéaires de la forme :

!r=x(æ)+Bu
t  te  R ' ,  u€ lR"- l

(2.1)

où X : IR' - IR" est un champ de vecteurs polynomial homogène de degré fr € IN* -

N - {0} (i.e toutes les composantes du champ sont polynomiales homogènes de même

degré k) et B est une matrice n x (n - 1) de rang n - 1.

Le but de ce travail est de donner une condition nécessaire et suffisante pour que

ces systèmes soit globalement asymptotiquement stabilisables (G.A.S) par feedback

régul-ier (C-) et de construire explicitement le feedback stabilisateur. On montre ainsi

qtt" l" ryrtè*" (2.1) est (G.A.S) si et seulement si il est asymptotiquement stabilisable

en boucle ouverte.

Cette classe de systèmes non linéaires est intéressante cal d'une pa^rt les modèles

mathématiques de certains systèmes mécaniques (pa,r exemple les éqrrations de la

vitesse angulaire d'un satellite avec deux contrôles) sont de la forme (2.1)' d'autre part

les techniques de linéarisation ne peuvent pas s' appliquer pour stabiliser localement

ce type de systèmes.

19
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2.2 Notations

On notera < ., . > le produit scalaire usuel dans R', det le déterminant d'une

famille de vecteurs et, pour (tr,...,s'-r) une famille de n - 1 vecteurs de IR", on

notera or A ... A c,n-r le produit vectoriel i.e. I'unique vecteur qui vérifie la relation

suivante :
det (qr . . .  t tn- r t r )  =(  or  Â " '  A or , -1 ,  æ )  Yæ€ lR"

Soient bzr..., ôr, les vecteurs çslenn€s de la matrice B et fu le vecteur défini par

bt=bz^. . .Aô, , .  Commele rang de B est  égal  à  n- ! r (b t ,br , . . . ,ô , , )  est  une base de

IR'.

2.9 Stabilisation des systèmes polynomiaux pairs

Théorème! Le système (2.1), où X est un charnp de aecteurs hornogène pair, est

G.A.S si et seulement si le polynôme < X(c) ,, br ) change ile signe'

Preuve :
X est un charnp polynomial homogène de degré lc = 2p, p € ['{*. On va désigner par

(u r r . , . r un ) lescomposan tesdeue tpa r (c r , . . . r ï n ) l escoo rdonnéesdecdans labase
(br,,br,. . ., ô,,). Dans cette base, le système (2.1) s'écrit :

ôr =( X(c)' fu >
ù2=  P2 (æ) !u2

'ùn=P, . (a ) *u , ,
(2.2)

où &, . . . ,, Pn sont des polynômes homogènes de degré k :2P.

La condition est nécessaire :

En effet, si P1(r) =< x(r), ôr ) ne change pas de signe alors I'application

f  z  R ,n*Pn- r

(t '  u) H f @,u) = (< X(c),  h ) ,  Pz(x\  I  u2, . . . ,P"(c)  av un)r
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ne peut être surjective sur un voisinage de I'origine dans R" et donc, d'après le théorème

de Brockett, le système (2.2) ne peut être stabilisable pa.r feedback de classe Cl. En

fait, il n'est même pas stabilisable en boucle ouverte car I'origine ne peut être ni

accÉssible ni asymptotiquement accessible à partir de ntimporte quel point de I'ensemble

{r ,  > 0 > 0} (ou {c1 1-a < 0}) .

La condition est sufÊsante :

On suppose que P_r(*) =< X(c) , br ) change de signe donc il existe deux éléments 61

et e2 tels que P1(fu).Pr("2) < 0.
Soit f/ : ImB --Vect(b2,...,9n), f/ est d'intérieur vide donc on peut supposer que

61 n'appartient pas à I/. Soit 62 un élément de I'intersection de I/ et du plan défini

p* 6r-Ët ê2, ot peut toujours choisir 6, d" t"llu façon que (b, . :. ,!^) soit une base de
-H. 

La matrice de passage entre les bases (br,,bz,. . . , ô,,) et (fu, br,b"" ' , ô,,) est :

T-

où o1, o,2t. . . rdnr92r. . . rgn sont déf inis pa.r  les relat ions:

6r:Ë a;b;et t r : i9 ,U,

2I

e1  0  0  . . .  0
a2  0z  0  . . .  0
d3  9 "  1  . . .  0

' , .n  
p* b . . .  I

d=1 i=2

ôv€c  01  /0  e t  0 r#0

La matrice inverse de ? est :

7.-r -
I _

Dans la  base ( fu ,  h ,h , . . . , ô")

(2.3)

:
/  A ,  t - t  -

în : P"(ft) *'louz * un
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ot a(;) = LPr(rz)
d,1

', h change de signe dans le plan ([,6r; doo" on peut écrire :

I  n 

P'( î )  = Q(î t tz\  *  R( i t '  " ' ' f rn)

"ù 
n(t) = I îiR;(û,. . . ,to) est un polynôme homogène de degré 2p er Q@u â2) est

une fonctioFf,otyoomiale paire des deux variables fi el i2.

Q(îrrô2) change de signe donc peut s'écrire :

Q(î t , f t2)  = Li 'LTi  " 'Lf ,e P^t  " '  DT'

les .t1, . . . ,, Lo étant g formes linéaires indépendantes et Dy. .. , D" des polynômes ho-

mogènes irreductibles de degté 2.
Comme Q(û,â2) change de signe, il existe au moins deux exposants r; ei 15 qui sont

impairs ; qnitt" â, réordonner l'écriture ci-dessus on peut supPoser que i : 1 et i :2.

Lt et.Lz sont linéairement indépendants donc on peut supposer que L2 - Àh * pl,

avec p, f 0.

Considérons maintenant le feedback suivant :

. . .DT' +Lu;)
l . t p ' t t

ue(ft) : -fts - F"(t) - tsuz(i) - frfis(î) e.4)

u^',(ï) : -frn - F*@) - t,uz(î) - îfi*(t)

On va montrer que ce feedback stabilise le système (2.3). Pour cela, introduisons la

fonction suivante :

v - l ; z -  I  I  
, *La ',  -  

2* ,  ,  r2 f iL?* '  * ; "*  " '+  1x ' , "

V est une fonction polynomiale, définie positive et propre. Le long des trajectoires du

système bouclé (2.3-2.4) on a :

V - dv(i.(t\\ :<vv(î), x(r) >' d t
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où X(ô) est le champ bouclé avec le feedback donné par (2.a).

vv(î) --

2  t  l l . 1 2
; , l 'T . \ t t2

ITLtr
fts

in

On a donc :

v = (', + ̂ Li\h@) + trltrér@) + u2(r)l B2) + Ë *,(hG) * t;uz(i)+ u;(ô))
d=3

= (r, + ̂ L?)n@) - Ltr(^i',L(f) + frùi',L:. -..Li'DT', ...DT' + L7)

= frJi(î) - L?@Ji'L'; "'Li'nT' "' DT') - L7" -i'l - 'rf ',A,
d=3 d=3

: ftJi(î) - ftrQ{ê) - i:fi(î) - LZ" -irl
d=3

d'où: rL

V = -L2,, -D;'? S0 (2.5)
d=3

Comme la fonction V est Propre et que

V(t) S0 Vâ e IR"

toutes les trajectoires du système bouclé sont bornées et donc, d'après le principe

d'invariance de Lasalle, tendent vers O le plus grand ensemble invariant inclus dans

E - {i € IR" 1 
',ù1e1 -- O1

Pour conclure il sufft donc de montrer que O = {0}.

On a E = {â € lR" /Àôr *  pûz:  0,  ôs :  0,  .  . . , f tn:  0}  (c 'est  une droi te)  et  sur E

le système s'écrit :

f t r=0
a

z  P 2 -  , ? r  tfrz = --IrL7' L? "' Li' DT' "' D:'' p

à"  = - î1Rs( î1,ô2,0, . . . ,0)  (2 '6)

;^  =  - i tL . ( f r r ,ô2,0, . . . 'o )

23
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Ceci montre que le seul ensemble invariant inclus dans E est I'origine, ce qui termine

la démonstration du theorème 1. B

Exemple 1:
Pour illustrer la méthode développee ci-dessus, on va I'appliquer à la stabilisation de la

vitesse angulaire d'un satellite symétrique (deux des moments principaux d'inertie sont

égaux) avec deux contrôles. Les équations d'Euler s'écrivent sous la forme simplifiée :

[  ù :vz
I

{  i=  -sz*uz  Q.7 \
I
I  z : u3

où (c ,  yrz)  €  R3 et  u :  (uz, ,u3)  e R2

Ce système rentre bien dans la catégorie étudiee avec P1(a,Urz) = yz. On peut prendre

|  1 \  |  0 \
ôr: l -1 |  " t  e2: ir=l  1l

\- t l  \ - t l

On a bien R(ar)..Pt(tr) .0.
la matrice de changement de base est :

Son inversees t :  
l l  0  0 \

r- '= |  1 I o I
\z r t l

Dans la nouvelle base le système (2.7) s'écrit

(  ùr :  ( - r t  + sz)(-q -  ' .2+ q)
I

I  i t r : ( - t r+  rz ) ( -s r - î z *cg)+cr (c r  *æz-xs ) *uz  (2 '8 )
I
[  ô r  -  2 ( - r t+c2x-3 r  - ' . z * t r ) *o r (c r  *xz - t t ) *  uz*us

On prend (en utilisant les notations de.la preuve) :

h: -r,r* t lz Lz = -ar - tz Re - -sr * 8z

':(-iii)
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Ce qui donne

I 
u, : -r1 - t2 - 4a! + 2xl * 3c1ca - 2x2xs

t  , r :  s r *  sz -  sa  *  2 "?-2a1a2

soit, avec les coordonnées initiales

| ,, - -2a - y + ty * az - ZYz

I  u .= -z-2aY

D'après la démonstration du theorème 2, une fonction de Lyapunov (non sticte) pour

le système (2.7) bouclé avec le feedback ci-dessus est

v = 
t (*' * (2r t v)' + (2a * u + z)'?)

Sa dérivée le long des trajectoires est

ir = -(2a + v)2 - (2* + y + ")2 
< o

Le principe de Lasalle permet alors de conclure.

Exemple 2 :
Le système

25

[ù- -æ(r -y ) t+ryz2+za
\  u=uz

[ ; = , .

est globalement stabilisable avec le feedback suivant :

I  u, -  -(* '  +(r -  y)t  * x(æ-y)s + ayz2 * ro)

I  r . -  -z -xz , -æzyz

2.4 Stabitisation des systèmes polynomiaux im-
pairs

Théorème 2 Le système (2.1), où X est un champ polynornial homogène i,rnpair,est

G.A.S si et seulement si,la conilition suioante est ftali,sée :
(t) II existe.tr = (À2,...,À,,)" € R"-1 tul que < X(ôt + B)),ôt ) < 0
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Remarque :
Si on note Pr(r):< X(c), ôr ) alors la condition (a) est équivalente à la condition (ô)

suivante :
(ô)  3À :  (À2,.  . . ,  À, , ) r  € R"-r  k l  que Pr( l ,  Àr, . .  . ,  À, ' )  < 0

Preuve
Dans la base (fu,..., ô,) le système (2.1) s'écrit :

i t=1X(c) '  fu  >

az :  Pz ( * )  *  uz

' ùn=Pn(a \+un

Pour montrer que la condition (o) est sufrsante on va prouver la proposition suivante

qui donne le feedback stabilisant :

Proposition I .9i la conilitio" (o) est réalisée alors le système (2.0) (et ilonc Ie

systèrne (2.1)) est G.A.S à I'aiile d'u feedback ilonné par :

Pour  i  e  {2 , . . . , n }  :  u ; ( c )  :  ) ;P1 (c )  -  x rg ; ( x ) -  ( t t  -  } ; c r )  -  h ( " )  (2 ' 10 )

où :
g;( r )  :  

I " '  #Or, t (a2, . . . ,&n)+ 
cr( l  -  rXÀr,  . . . ,^ , ) )dt  (2.11)

Remarque :
Oans Ia formule du feedback ci dessus -(c; - Àisr) peut être remplacé par toute

] 
"xpression 

de la forme f@; - Àtcr) où f une fonction vérifiant zl/) ( 0 pour tout
j téel non nul z. Pa.r exemple si on veut un feedback,homogène de même degré que le

champ X il suffira de remplacer -(c; - Àrcr) Par -(ci - Àict)e.

Démonstration de la proPosition :
Considérons la fonction g définie par :

q i l )  :  &( t r ,  tæz+( l  - t )À2r1" ' ,  t xn+(1  - t )À"c1)

= P, (rr, t(r, - Àzcr) * )zor, . . . rt(rn- ) 'or) * À^c1)

26
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On a :
P(1) : Pr(*rrazt '  " rc' , .) = Pt(t)

P(0)  :  Pt ( t t ,  Àzcr , .  .  . ,  À, 'or )

p(1) :e(0)+ fie'(t)dt

Ceci montre qu'on peut écrire :

Pr(cr ,  î2 t . . . , în)  =Pr( t r ,  \z .zr , " '  ,  Àr , t r )  +  i ( t ,  
-  ' \ ;c1)g; (c)

i=2

Introduisons alors la fonction suivante :

v(rr,t2,. . . ,  s,.) : i(-r+ É(", - À,' ,) ')

V est une fonction définie positive et propre. Sa dérivée le long des trajectoires du

système bouclé (2.9 - 2.10) est :

i l  :  c1P1(c) * Ë(r, 
- );c1)(u;(r) - \Pr(t))

' - 2 n  
n

: c1P1(c) - crD(c; - À;c1)g;(c) - D(tr 
- À;nt\2

i=2 
n 

t=,

:  s tPr(ar , \2r r , . . . ,  À, ,0r )  -  D( t ,  
-  À ior )2

n 
i='

- rf+tPr(l, À2,..., À,,) - D(tr - À;cr)2 (où fr est le degré de Pr, k est impair)
i=2

On a donc :
Ù(r) .o vc€R"-{o}

Ceci prouve que I'origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable
pour le système bouclé (2.9 - 2.10).

Montrons, maintenant, que la condition (a) est une condition nécessaire pour que

le système (2.9) soit stabilisable :
Srrjporoos que'P1(l ,r2,...,an) 2 0 Pour tout (c2,...,o*) € R"-r alors pour tout 11

strictement positif et tout (rr,. . . ,în) € n"-1 on aura :

Pr(xt,î2t. . . ,ïn) : rf a (1, 1,. 
.. , T) = o

et donc I'origine ne porura être ni accessible ni asymptotiquement accessible à partir

de tout point du demi-espace {tt > a > 0}. tr

27
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Exemple 3 :
Considérons le système suivant défini dans F,3 :

(  ù  - r2v :P(a ,Y ,z )

I

1 1 
=u2

I  z  - ug

(2.r2)

On peut rema,rquer que ce système ntest pas contrôlable ca,r le plan c : 0 est invariant

sous I'action de ce champ et ce quels que soient les contrôles utilisés. Cependant on

a P(1,-f ,0) ( 0, la condition (o) du theorème 2 est satisfaite et donc ce système est

G.A.S. Un feedback stabilisateur est :

tu r - -û-v-a2y-a3
t "=-'

Exemple 4 :
Le système

i  - x2y *23=P(a ry , z )

ù  = 7 t 2

à :us

est G.A.S avec :

(  u r : - y - î 3
t

t  r,  = -t - z - az2 - xz\ I  æ22 - a3 - z3

2.5 Stabilisation linéaire des systèmes homogènes
dans IFP

Ici on s'intéresse aux systèmes de la forme :

[  
; :  rQ'u)

I r=(r ,y)€f f i ,u€R. 
(2 '13)

où / : F.2 x R -* IR2 est un champ polynomial homogène de degré lc impair. On posera

r(,,v,ù = (11'' '' "1 )'  
\  Q@,v,u) I



2.5. Stabilisation linéaire des systèm es homogènes dans lR2

Le but est de trouver un feedback linéaire u(x,y) = aI + fu qui stabilise (2.13). On

peut rema,rquer que si un tel feedback stabilise (2.13) localement alors il le stabilise

aussi globdément vu que le système bouclé sera homogène. On a le résultat suivant

qui donne une condition suffisante de stabilisation par une commande linéaire :

Proposition 2 S'il eciste ttois nombres réels arbrc tels qu'on ait :

( , t )  Q ( l , c ,a *bc )  =  cP( l , c ,a *bc )

( i i )  P(L,c ,o *  ôc)  < 0

/^ . ; : \  Ak l taæ+bv)-cP(a, ,y , " "+fu)-<0 V(c,y)  €R,  Iy*" ,\?'?'x)rc

ators (2.13) est G:A.S à I'aiile ilu feeilback u(a,y) = aæ * bY

Preuve :
Si on fait le changement de coordonnées Y = y-cæ et X = c,le système (2.13) s'écrira

avec les nouvelles coordonnées :

(  * :  P(x ,Y +cX, (a*bc)X +ôY)
l ' : . \p .14)
I  r  = Q(x,Y tcx,(a*bc)x + ôv) -cr(x,Y +cx,(a*bc)x +bY)

la condition (f) entraine que la droite A : Y = 0 est une droite invariante pour le

système (2.1a) ca,r le champ défini par (2.1a) est tangent à cette droite en tout point.

(iii) implique que cette droite est attractive :

En effet

d(Y2(t) )  -2Y(Q6,Y *cx,(a+bc)x+ ôy) -  cP(x,Y *  cx,(a+bc)x + bv))
dt  

- " ' \

: 2(y - cr)(Q@,U t@t * @ - cP(x,y, 
", 

+ W))

Mais, d'aprés (iii), cette dernière expression est strictement négative pour tout (r,y) e

* "u ly#uronadonc

W.o
cequi montrequeY(t) tend vers 0 quand t + *ooet doncladroitea : Y = 0 est

attractive.

29



30 2. SYSTEMES POLYNOMIAUX HOMOGENES

Maintenant, sur la droite A le système est donné par :

* = e(x,cx,,(a+ ôc)x)

Comme P est homogène de degré lc on a

P (x,, cx,,(a+ ôc)x) = xk P(r, c, a r bc)

Ceci montre, en tenant compte de (ii) et du fait que lc est impair' que le système

unidimensionnel (2.15) admet 0 comme point d'équilibre asymptotiquement stable.

En résumé, le système (2.13) admet une droite (qui passe pa^r I'origine) invariante,

attractive et sur laquelle le système est asymptotiquement stable ; on en déduit ([43])

que I'origine (0,0) est un point d'équilibre asymptotiquement stable pour (2.13) et

comme le champ bouclé est homogène le résultat est global' tr

Exemple 5 :

(2.15)

I t  
=Yg

I I  =u'3

On cherche à stabiliser ce système pax un feedback linéaire u(a,y) : aæ * bU.

Appliquer la proposition ci-dessus revient à chercher trois réels a,brc vérifiant :

( i )  (a*bc)3 :  ça

( i i )  c (0

,:....\ (ax * bYf : tY"- 
< OV,?,2) 

A_ul

Or

défini positif

donc, pour que (iii) soit satisfaite il suffit de prendre :

t  
b- crls : -1

I  o  =c

On peut donc prendre a: c : -1 et ô : -2. Ces trois nombres vérifient bien les trois

cooàitioot ci-dessus et donc u(a,,y) = -t - 2y stabilise (2.16).

(2.16)

+1"'rcr')
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Corollaire I Si les conilitions de la proposition 2 sont réalisées alors le systètne

31

(2.r7)

où P et Q sont iles polynômes homogènes ile même ilegré impair k, est L.A.S à I'aiile

d,u teed.back :

[  
ù  :  P(a ,y ,z )

1 1 
- Q(''v"\

I  z  :u

u(î ,U, z)  - -  (ax + bu -  z)  + aP(æ,y,  z)  *  bQ@,y, z) (2.18)

Preuve :
Avec le changement de coordonnées suivant :

(  
"  

= t '

I

1" 
-Y

I  t ,  : z - (ac*bY\

le système (2.I7) s'écrit

(  f ,  :  P(ar,o.2tr ,s * axt *  bx2)

I  t ,  = Q(ay,û2tûs * aæt t  bx2)

It '  --îs

On conclut en utilisant le theorème de la variété centrale [10].

(2 .1e)

Corollair e 2 Si les conilitions ile la proposition 2 sont réalisées alors le système (2.I7)

est G.A.S à l'aiile ilu feeilback :

u (a ,y ,z ) :  (aa  +by  -  , ) k  +  aP(æry ,z ) *bQ@,yrz ) (2.20)

Preuve:
La démonstration est la même et I'homogènéité du feedback (et donc du c.hamp bouclé)

permet le passage du local au global.
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- y 3  - 2 2 3

(2.21)

(2.22)

I  r  :Yg

{  I  :23
I
|  2  =n

u( ï ,y ,2 )  =  ( -x  -2y  -  , ) "

Exemple 6 :
Le système

est G.A.S avec:
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Abstract In this paper, we investigate the local stabilization of a,ffine analytic sys-

tems i = f@)+ Dî=i urgr(*)with n - I inputs. We state a sufficient condition on the

first approximation of l tot which the local asymptotic stabilizability can be achieved;

furthermore, ïve give explicitly the stabilizing feedback.

3.1 Introduction

In this paper, we propose a simple sufficient condition for local stabilization, bY

means of state feedback, of a class of a,ffine systems in the form:

n-l

a - f@)+ D urg,(*) c € R',ui  € R
d=1

(3 .1)

where:

L. f ,, gt, . . . t gn-r are analytic vector fields defined in a neighborhood of the origin

2. /(0) : 0, i.e. the origin is an equilibrium point

3. vectors gr(0),...,g,,-r(0) a^re linearly independent
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g4 3, STABILIZATION OF A CLASS OF ANALYTIC SYSTEMS

We shall say that system (3.1) is locally asymptotically stabilizable (L.A.S.) if there

exists (locaily) a continuous feedback control u : R' -t R'-r such that the origin is

an asymptotically stable equilibrium point for the closed-loop system

n-l

t= f@)+tu;(c)s;(c)
i=1

Planar systems of form (3.1) have been studied by many authors : one can cite

Kawski[34], Dayawansa-Martin-Knowles ([16]'[1?])' Boothby-Marino ([0]) and Hermes

[22]. Foi such systems, since g(0) + 0, one can rectify vector field g, so after a change

of coordinates, system (3.1) can be written:

( â,, = h(ar,æ21
( (3.2)
[  ô,  = f r ( r r , ,az) *  u

which is easier to study than system (3.1).

When the dimension of the system is greater than 2, it is well known that vector

fields gr, . . . t gn-r àre not, in general, simultaneously rectifiable.

The plan of this paper is as follows. In section 2 we give a necessary and suffcient

condition for an afrne system:

ù:/( ' )  + iu,s,@) (3.3)
i=l

to be feedback equivalent to the following system:

(  q  :  h (æt ,az )
{  .  ( * " * ' ) € l l l " - - xR ' -
( cz  =  u

This kind of system is simpler to stabilize, one can proceed by direct inspection or by

stabilization of the reduced system:

a1: f1(a1ra)

(see [42], [9] or [35]).

In section 3, we use this ideas to locally stabilize,when ræ = n - 1, systems of the

above type. Our result is a generalization of the one given by Boothby and Marino for

planar systems (see [6]) and our conditions are weal<er.



3.2. Preliminaries and basic results

3.2 Preliminaries and basic results

The Lie bracket of two vector fields X and Y is denoted by IX,YI; for lc given

vector fields Xr,.. .rXh, we denote by Lie(Xr,...,XË) the Lie algebra generated by

Xt , . . .  rX* '

Consider the following system defined on a neighborhood of the origin in R":

ù, = hr(r)

35

'it,.-* :

:

h"-,"(æ)

Dn-m*l

(3.4)
An-m+l =

9n : u n

where /rt : V C lR' -r IR are analytic functions such that h;(0) = 0 and u =

(ro-*+rr. . . ,un) a,re the controls.
We shatl say that system (3.1) is feedback equivalent to system (3.4) if there exists a

transformation th : u, è u = a(s) + g@)u with a(0) = 0, o and P analytic and B is

a n1, x m matrix inversible in a neighborhood of the origin and a diffeomorphism cp

such that under the action of these transformations in the input space and state space

system (3.3) can be written under form (3.4).

Proposition 1 Vector fietds grr... rg^ being linearly i,nilepenilent at the origin, o, nec-

essary anil sfficient conilition for system (9.9) to be feeilback equitsalent to system (9.1)

is that Lie(g, ...,g^) has a constant ilimension equal to m in a neighborhood, of the

origin.

Remark Our condition is weaker than the well known condition of simultaneous

rectifiability of vector fields ([Aa]):

Lemma I If aector fiekts gt,,. . . tgm are linearly inilepend,ent at the ori'gi'n

and if  lgr,gi l :-0 for atl i , j  -  1,.. .rm thenthere edsts a chart on which

0g'= 
6, '

Proof of proposition Suppose that Lie(gr , . . . ,g^) has a constarlt dimension equal

to m in a neighborhood g of the origin, then Lie(9rr...rO-) is an integrable m-

dimensionat distribution on O and so by the Frobenius integrability theorem (see [48])'
there exists a chart (ç,U) of the origin such that:



36 3. STABILIZATION OF A CLASS OF ANALYTIC SYSTEMS

e(o) : o
p (U \ :  ( - e ,€ )  x  " '  x  ( - e ,e )

for each c!,, . . . ,Q,-m with al l  lci  l< e, the set

{æ e U |  ç t@) : '  c l t - . . ,?n-^(a)  :  
" ' - * }

is an integral manifold of Lie(glr...:g-) and any other connected integral man-

ifold of this distribution restricted to U is contained in one of these sets.

Consider now the transformation g z t â A : g(a), under this transformation, system

(3.3) becomes:
y : Dçù 

(3.5)
_ p.f @) + Diir u;p,g;(U)

In the new system of coordinates, the integral manifolds oILie(g*glr... r 9*9^\ are the

sets:
N "=  {U€  ( -e ,€ )  x  " '  x  ( - e ,  e )  I  Ws  c l r '  " ,Un - ^  =  cn - ^ }

for y €. (-., .) x...  x (-., .),  the vector g-gi(y) is tangent to a set N", so then-m

first components oI ç*g;@) are zero and system (3.5) can be written:

lrt(y)

'h^-^(y)

fn

hn-^+r(a) + D "t1?--+t 
(Y)

i=1

(3.6)

' ^

= h"(ù +lu;o?@)
d=1

where theit; arethecomponentsof g*gi.Vectorfields gr,...,9-beinglinea"rlyinde-

pendent in a neighborhood of the origin, the same is true for vector fields p+lJrt - . . ,9*9^
and the matrix (ti(y)) is locally inversible, then there exists a transformation

th :  u r-+u = a(o) *  9@)u, (u = (u1, .  -  -  ru^\ , ,  v = (un-^+r, . . . ,u ' ) )

such that t)n-m*i: Dii, urgi-^*i(y) - â*-*+i(y). Under this last transformation

system (3.6) ta,kes form (3.4)

O

o

a

Ar :

Yn-m

ùn-m+r :

Un
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Suppose now that system (3.3) is feedback equivalent to system (3.4), then g.gy is

a linear combination of the vector fields 0l7\n-^+r, . . . ',Ô lÙyr,, namely :

mn

e.si@) = t gii@-'(y))#
i=l uVn'm*i

where the p;i are the coefficients of matrix B. Since this matrix is inversible in a

neighborhood of the origin, the Lie algebra generated by vector fields 9*9rr' ' ' t9*9^
is of dimension at least m in the same neighborhood; moreover' the Lie bracket of

two vector fields p*gi and, g*gr is clearly a linea^r combination of the vector fields

0/0y,-*+1,...r 010U", therefore the dimension of Lie(9*gr,"',9*9^) is exactly rn in

a neighborhood of the origin.
No*, since [9;,9j]: V;'lç*git9*gil, the dimension of Lie(91, "',9*) is also equal

to nc in a neighborhood of the origin.

Example Consider the following system defined on R3t

37

2

t=  f@)* f  u ;g i (c )  t :  (a1 , ,æ2,xs )
i=l

(3.7)

where 
r 

-r" 
) ( 

-ru,* t) 
),'('):'[.;,l o,('):l i ,|

and "f 
= (h,, h, fù is an analytic vector field.

Vectors 91(0) and gz(0) are linearly independent but Iyr,gzl(x) 
-- -2(xz + 1)91(c)

is not identically nul so lemma I cannot apply but since l1a,gzl is colinear with 91,
Lie(g1,gz) has a constant dimension equal to 2 so $'e can apply proposition l. Consider

the local cbange of coordinates given by:

and the transformation

û, (ur,ur) * (o, =/r(p-t(v)) * exp(y1 - 2yzys - Zys)q,us = 1s(9-t(y)) + 
"r)

e(xur'îs)= (" 
*'*'ir""*2as 

): Ill )
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In the new system of coordinates system (3.7) is expressed by:

: /'(e-t(v)) +2vsfz(v-t(v)) + Z(vr+ t)"f'(e-'(v))

= 4 2

: ù g

3.3 Affine systems with n - 1 controls

In this section, we consider system of kind (3.1) with rn = n- 1, we place ourselves

under the assumption of proposition 1, so a,fter suitable transformations, system (3.1)

can be written:
ùt : hr(v)

ùz = u2

il" : un

(3.8)

lr1 is an analytic function and so can be written:

h,(y) =i etrl
i=r

where the 4 are homogeneous polynomials of degree i.

we denote by ("r, . . . ,en) the basis of IR" related to the coordinates (yr,. . .ran).

According to the eveness of r, we shall study the problem of the stabilization of system

(3.8).

3.3.1 Case where r is even

theorem I If the polynornial P, takes both positiae ond negatiae aalues, then system

(9.8) is stabilizable.

Proof
Since P,(y) changes its sign, there exist vectors ê1 and ô sucÀ that p,(ëù 'P'(ô) is

negative. Let I/' : span(ezr. .., er), I/ has an empty interior so we can suPpose that

êr does not belong to H. The plane spaned by vectors ê1, and ô intersects I/ through

ùt

Uz

Us
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Râz and without loss of generality$'e can assumethat (ê2,€3r...,e,') is abasis of H'

The transformation matrix between the basis ("rrerr.. ., e') and (ê1, é2re3,..., e,,) is:

T=

d1 0  0  . . .  0
d2 9r 0 0
aa  0s  1  . . .  0

;^  p-  ô. . .  I

6.,r t . . . renr02,. . . r f lnbeing such that û =D!=rd;Q and éz=D!=20;e;  (o,r ,Êz# 0) '

We have:

w-l -
! ê

L lo t  0  0  . . .  0
-azlÊzar ll0z 0 0

*  ^ l s  1  . . .  0

;  ; ^  ô  . . .  1

In the new basis (4,é2,ê$. .., e,,) system (3.8) is given by the set of equations:

û, = irr(û)

û, : irr(û\*uzlgz

û" = 7r"@)*"lsuz*us

û^ = ir^(g) *.tnuz * un

(3.e)

- 1
where hr!) = !nt(fû),ft1 can be written:

qL

Lr(û) = t(û,,ûr) +ill,{a)
d=3

n âL,
where lr(û) : 

l" 6{Ar,ûz,tûl. 
. . ,tû") dt

and l(f1, ûz) =irr(ûr,û2,g,,...,0) : Ën(Er,f2) the -P; b"iog homogeneous polvno-
d=r

mials of degree i. Moreover, P, havin-É a nonconstant sign in the plane spanned by

(ér,ëz),,.P" takes both positive and negative rnlues.
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We focus our attention on the system:

[ û' _ t(ûr,Ûù - n(fu,Ûz) + P,+(Ûr,Ûù * "'
1
lÛz :  rD2

P,@r,Ûù cæ be written:

h(gr,ûz) = Li' Lf ... Li'ef' . . . eT,

(3.10)

where Lt, Lz,, . . . ,, Lo are linea,r forms two by two linearly independant and Qu. ' ' ,Q "
are irreductible homogeneous polynomials of degree 2. Since P" changes its sign, at

least two exponents r;and ri ateodd; we can assume that i = 1, i:2 and since 'Lr

and Lz a^re linearly independant, we can suppose that Lr : Àfu* ttÛz with p 10. Ler

-Àûr * ^rl-r+rln
k(ût) =

4 -

p

ûz - k(û')

h(h,ûz,z) = Ir '  f ;Wr,fr2-tz)dt
and consider the feedback law:

wz(ût , ,ûz) :

together with the positive definite function:

v(û,,û,) :f,(j/l * *l

Taking into account that l(Ûr,Ûz) -- l(Ûr,e(Ût)) * zh(fit,Û2,"), arl easy computation

.ho*r1hat Û, the derivative of V along the trajectories of closed-loop system (3.10)'

is equal to:
V =ûl (ûr ,k(ûù\ - r '

In order to show that 0 i.. an asymptotically equilibrium point for closed-loop system

(3.10), it suffices to prove that one can choose'y in such a manner that:

ûr l (ûr ,k(ûr) )  <o vh+0

Since fot i / 1, .L; is linearly independant of .Dr and the Q;'s are irreductible, we have

P,(gr,È(tt)) =.y" AûI+t + o(ii*t)

(3 .11)
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with A a nonzero constant. For s ) r* 2, P"is a homogeneous polynomial of degree

sso
F"(ûr,k(ût))  = o( i i - ' )  = o( i i+t) ,  Vs )  r  *2

and 4+r can be written:

r*1

P,+r(Ûr, Ûz) = D o,giÛi*' -'
i=0

r r i  f  , '  z l l r r l r * r - i

h*r(ûr,e(û,)) = Ë o,ûi*'[ 
-^ +'7Yi' - 

I
; -a\Pl

therefore, one can write:

t(ûr,k(û)) : (1" A+ {gi+t + o(ii*')

hence if 7 is chosen such that {,A+ B ( 0, inequality (3.11) holds in a neighborhood

of the origin because r * I is odd.

Let us return now to system (3.10) and consider the following feedback law:

uz(il _ - p, (hr@\ + wz(ûr,ûz\)

,"(û\ : -hr(il - tsuz(û) - 
#r"rg, 

- n"

u"(i) = -n^(il - t*rz(û) - 
ffir^@\ 

- A^

together with the positive definite function:

w(û\ = v(û,,ûz) +f,i/," * ... + û")

Clea^rly the derivative of W along the trajectories of closed-loop system (6) is:

W = ûrl(ûr, &(û')) - 22 - g3 - ... - g'"

which is obviously negative definite in a neighborhood of the origin. This proves that

47

the above feedback stabilizes system (3.9).
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Example Let us return to the example in section 2, here we take

/r(r) : it,r, *2xs!2a24)2 - *'rl+6(", + 2a2as* 2ca)g

lr@) = 
f,O, 

- îz * 2as * 2x2xs\

"fs(r) _ o

After the change of coordinates described in section 3, we get the system:

(  T , ,

I t, 
= 

;(r? 
- yï + vs(h - v2) + 6vl

1 .  (3.12)
lY,  

= u2

IU, = us

following the notations of the proof of theorem I we have:

h(yrrvzr r) = -vz + 1,

e(vt)  = n-w?
z  =  yz-k (yù

v(w,yz) = f,Ul**1
The feedback law defined by:

usz(yt,uz) -- (t - ztvr)fï<tl - y3\+ 6si) - y{-yz * ;) 
- ,

stabilizes the system , 

'

[  ù'  :  i@?-vn+67?
lO = u)2

provided that 7 + 6 < 0, so the feedback law:

uz(y) = wz(h,Yz)

,r(v) = -(Y, - vr)ffi- v,
stabilizes system (3.12).

Remark If the polynomial P" is defiriite (positive or negative), then system (3.8) is
not stabilizable at all because â1(y) is of one sign in a neighborhood of the origin.
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9.9.2 Case where r is odd

theorem 2 I ! there enists ( I r , . . . ,À*)  € R"-r  such that P,(L,^z, . . . ,À*)  10 then

system (S.S) is stabilizable.

Proof Consider the following system derived from system (3.8) :

itt = P,(y)

ù r=u2

ù" = It,-

(3.13)

We claim that the following feedback law stabilizes system (3.13):

u;(æ) :  ^ ;P,(y)  -  y$;@) -  @, -  ) iyr)" ,  i  = 2, . . .  )n

rr âP-
where gi (y)  = 

J"  f f i@r, t (yr , . . . ,en) 
*yr(1 - r ) (Àr,  . . . ,À"))dt-

Indeed if we introduce the positive definite function :

1 /  "  , \v(v) -; (.tT + D(Y' - t's') 
)

taking into account that p'(y) : P,(h,Àzrr,.. ., À,,yr)*Di=z(y;-\;yt\g;(y), we obtain
that the derivative of V along the trajectories of closed-loop system (3.13) is :

v : yi* 'h(r, Àr,.. . ,  À,) - Ëtr, - À;yr) '+t
i=2

which is negative definite. Now, one can remark that the u; are homogeneous poly-

nomials of the same degree as P' so a Massera's theorem ([39]) permits to conclude

about L.A.S. of closed-loop system (3.8) with the feedback given above. I

Remarks

l. For planar systems, Boothby and Marino proved in [6] that a sufficient condition
for system (3.8) to be stabilizable is that polynomial P"(1, V) has at least one real

root of multiplicity one and they asked the following question: Is the existence
of a real root of odd multiplicity sufficient to ensure the stabilizability of system
(3.8)? In sections 3.1 and 3.2 we ânsurer poitively to this question. Moreover, in

the case where r is odd or r is even and P"(l,y) has a real root of multiplicity
one, the feedback law given in'sections 3.1 and 3.2 a,re analytic.
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2. The results of section 3 generalize somewhat the well known theorem: if the

linearized of the system i = f(a,u) is stabilizable, then the system itself is

stabilizable in the sense that, for analytic afine systems x : f @) * Bu, if the
ufirst approximation" is stabilizable then so is the afine system itself.

Conclusion et quelques remarques

Dans la dernière section de ce chapitre on a étudié le système analytique

( ù., : l 'r(Y)

t': : :'
[0 " : ' , n

(3.14)

ou

h,(y) = D A(u)

On a montré que si le système à dérive n"*=*arr"

( ù' -- P,(Y\

t; = 
uu"

(3.15)

est stabilisable alors le système analytique (3.14) est aussi stabilisable.
Ce résultat est analogue au théorème classique concernarlt ltétude du linéa.risé d'un

système non linéaire mais il y a quand même une différence importante entre les deux

résultats qu'on va préciser ici :

Soit

un système non linéaire et

son linéarisé à I'origine.

î t = r@,,u)
I /(o,o) = o

i : :  As *  Bu

(3.16)

(3.17)
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si (3.17) est stabilisable pa,r un feedback linéaire u(æ) : Ko alors le système (3.16) est

localement stabilisable pa^r le même feedback.
Pour les systèmes (3.14) et (3.15) on a la même conclusion si r est impair (tout feedback

homogène de degré r qui stabilise (3.15) stabilise aussi (3.14) ) mais quald r est pair

ceci nlest plus vrai ou du moins les feedback donnés au chapitre2ne stabilisent pas,

en général, les systèmes analytiques (3.14).
Pour illustrer cela rePrenons I'exemple étudié dans la dernière section

(  r ,  o
| û' : ,@Î - vl) + vs(h - v2) + 6vl

I ,i, : "', (3'18).
[ 9 s  

=  t l 3

Le système homogène associé est

( .  1

I 
tt.' = 

,{u? 
- vï + vs(h - vz)

I Uz = u2 
(3'19)

I rit -- as

D'après le second chapitre un feedback stabilisant (3.19) est
(  \ /  U z  \

I " ,  
= -(yt+vz)-(vt-vr)(vr+i*va) (s.20)

[ ,r = -us - y{ar - Yz)

et une fonction de Lyapunov est donnée pa"r

v-v?+@tlY2)2+YZ2
on a (d'aprés chap 1) ;

V: -(y, + yz)2 - vZ s o
Le principe de LaSalle permet alors de conclure que (3.19) bouclé avec (3.20) est G.A.S.

Maintenant, on va montrer que le système (3.18) avec uz et ug donnés pa^r (3.20) n'est

pas asymptotiquement stable :

Avec le changement de coordonnées

( '=v,
1 , 

= ar*uz
I  z=y3

45

le système (3.18) s'écrit

I t = IyQr- v) + z(Za -v) + 6o3

f O :  -n- | ,Pr-ù-z(2æ-v)+603 (3 '21)

[ ;  :  - z - x (2a -y )
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(3.22)

(3.24)
(3.25)

(3.26)

I

D'après le theorème de carr [10], (3.21) admet une va,riété centrale

I y = â'(r)
\ z = hz(x)

La stabilité de (3.21) est équivalente à celle de

t:f,t r14Q* -â,(')) + hz(a)(Zs- 1,,( ')) * 6æ3 (3.23)

Pour étudier (3.23) on commence par déterminer des équivalents de h1 el h2 au voisi-

nage de 0 en écrivant

Àt( r )  :  d2t2 *  . . .  e t  hr ( r )  -  br* '  +  . . .

et en utilisant le fait que la courbe y : fu(x) t z : hr(r) est invariante par le système

(3.21) on obtient :

à t ( c )  = - r 2 * o ( a 2 )

h2(x )= -2æ2+o(* )

Le système (3.23) s'écrit alors :

ô :5c3*o(c3)

qui est manifestement instable et donc (3.21) est instable.
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.A.bstract: In this communication, we study the global stabilization, bY means of

smooth state feedback, of systems (.9) obtained by adding an integrator to a general

nonlinea,r system (D).W" show how to compute the stabilizing feedback for (S) when

a stricte Lyapunov function for (D) is difrcult to find.
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4.L Introduction

In this paper we deal with the global stabilization of nonlinear control systems of

the form:

{ ' .  
= l@'v)

lU=u
(4 .1 )

where c € R',g € Rp,u € Rp and "f is asmooth vector field such that /(0'0) :0 . It

is well known[36, 42,471that if the subsystem:

ù = f(x,,v) (4.2)

where y is the input,is globally asymptotically stabilizable (G.A.S) by means of feed-

back law y - k(x)rwhere lc is of class C',r 2 1, and if there exists a Lyapunov function

V such that
1YV, f(r ,k(a) > < 0 Vc € IR",r + 0

47
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(V is said a strict Lyapunov function for system (4.2) ) then system( .1) is G.A.S and

ihe stabilzing feedback u(x,y),which depends on lc and V, is explicitly given- However

it is not 
"."y 

to find a function V satisfying (4.3) even if one knows that the origin is

a globally asymptotically stable equilibrium point for the closed loop system

rt - f  @,k(a))

The goal of this paper is to weaken these hypothesese.Theorem I shows that, to

find a stabilizing feedback for system(4.l) , we do not need to have a strict Lyapunov

function for (+.2).Theorem 2 shows how to asymptoticatly stabilize system(4.l) without

stabilizing system(4.2).
We recall that the relationship between the stabilizability of. @.2) and (4.1) is an

open problem when system (4.2) is stabilizable by means of continuous feedback (not

Ct ).inis problem was treated in [15] and [17] from the local stabilization point of

vie*.The authors proved that the local stabilizability of (a.2) is equivalent to the local

stabilizability of (4'1) if n: P: 1 and / is a real analytic function'

4.2 Main results

Before given the first theorem we introduce the following notations and definitions:

Definition I We shall say that systent (i.2) is of LA SALLE-Type Q-f) if there

exi,st:

1) a lunction k : lR' -r W of class C'(r >- l\ with fr(O) - 0

2) a lunction V z IR' -+ IR o/ class Cr,ilefinite positive anil proper such that:

i)X.V(æ) < 0 Væ € lR" where X(x\ : /(o, k(o)) and X.V is the Lie-ileriaatiae

of V along the traiectories of the uector f'eld' X

(here:X.V(s) :( YV,X(r) ) where ( .,. ) is the inner proiluct in]F'tn )

ii)The largest inoariant set containeil in E - {c € R"lx'v(a):0} is the origi'n

o/lR'.

Definition 2 A scalar function V : R" -+ R is a weok Lyapunov tunction for

ù = X(x)

if V is positiue defi,nite proper anil

(4.4)

X .V(a \ (0Vc€ lR"
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By a proper function $'e mean a function

V:  R"  -+  lR

such that {c e lR"/ V(*) S {} is compact for each { > 0.

Through this paper ll. ll will denote the usual Euclidian norm in lRP, Xt(.) is the
flow of the vector field X defined on lR'.

Remarks:
1) System (a.2) is of (LT) (*ô = f (x,k(æ)) is globally a"symptotically stable (see[38]).

2) It is often èasier to find V satisfying (i) and (ii) then a function V satisfying (4.3)
(it is typically the case for mechanical systems for example).

Theorem I If system (4.2) it of (L-f) then so is system (1.1) and. the stabilizing
feed,back is

u = -U + fr(o) + dk(x).f (s,,y) - G(x,y)r.YV(æ) (4.b)

(:transpose)
where

l@,y): f (æ,,r( ')) * G(x,y).fu - fr( ')) (4.6)

Remark: One can take for G the matrix:

r r  â f
G(*,y): l" 6{*,ty 

* (1 - t)e(CI))dr (4.2)

Proof
(4.2) is of L-T so there exist fr and V satisfying i and ii of the above definition. Let us
denote O the largest invariant set by X contained in E = {c € W lX.V(x) = 0}. By
hypotheses O: {0}
Let

z(x,y \ :  /  / ( ' ' ' )  \, r - \u (s ,V) )

where
u(æ,y) = -y + e(c) + dk(x\ . f  ( r ,y)  -  G(a,y)r .YV(x\

and define (see[a7])

w(,,ù = v(æ)+ | lv 
- k( ') l l ,

17 is of class Cr , definite positive and proper

w(r,y) :  z .w(a,a) :  x .v(a)  -  l ly  -  tc(o) l l2 < 0

49
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Note that all trajectories of the closed-loop system are bounded because W is proper

and its derivative is nonpositive.
Let 

Ê = {(c,y) e n"+e lz.w(æ,ty): o}
: {(c, y) € R"+P I'y : k(æ) and X.V(x) = 0}

According to Lasalle's theorem (see [f8] pp66-67) all solutions tend-to Ô.tne largest

invariant set by Z contained in .É.To prove theorem 1 we show that O is the origin of

IR'r+p.
On Ô the vector freldZ is given bY :

z(r,k(r\)= f li '] )\  "  \Y ( t )  /

where Y(a) = dk(a).f (a,k(t)) - G(*,k(r\)r.VV(c) and X(x) -- f (a'k(r))

Ir=f(x,k(æ))-x(x)
t ri = ttk(c).f(a,fr(')) - G(r,e(c))r.VV(c)

Ler (c(r), g(t)) be a solution of the above system with (c(0), y(0)) = (æ,tc(c)) e o.

Since Ô i, Z-iorr.riant we have (c(t), y(t)) e Ô for all t ) 0 but we have

4oç11- x(c(t))
dt'

so c(t) - Xr(r) where &(.) ir the flow of the vector field X defined on IR".

Consider,now,the following set :

M = {a € R"/(o,  k(c))  e O}

I f  o € M then_(x,e("))  e Ô and(t( t ) ,y( t ) )  € Ôsince0is inuar iant , th is impl ies
(X'('), 3/(t)) € O but v(t) : r(X'(t)).

So we have shown : r € M + (Xr("),k(&(t))) e Ô =+ Xr(r) e M.

This proves that M is X-inva^riant and since M is contained in E we have M = {0}
and then Ô: {(0,0)} which completes the proof of theorem 1. tr

Example 1. Consier the following system which evolves in Ra :

(  Ot:  azas* hU

) 
,, = -îrîs * bzU

lô.-hy
I(  V=u

(4.8)
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where

51

where b" + 0 and (ô1, b2) + (0,0)
The subsystem

[ 
i l -  l .zss*bra

7 
Or: -aras + bzy

I  ig=hy

/ ; \  P

( ;  /  
:  z(s,v) + B@,,v).v :  z(, ,ù+D,'s,

(4.e)

is the 'famous' system of the angula^r velocity of a symmetric rigid body . In [4], 4T] it
is shown that (a.9) is smoothly globally asymptotically stabilizable.F,rrinermotepo [+t]the stabilizing feedback ,t is explicitly given ,as well as, a weak Lyapunov function V
such that all the assumptions of theorem 1 are satisfied so our result can be applied to
construct the stabilizing feedback for system (4.8).Note that a strict Lyapunov function
for-system (a.9) has never been found and may be difficult to construci so the results
of [36, 42,47] can not be applied to stabilize system (4.S).

For the following result we suppose that f is a smooth (i.e. C-) vector field.

Theorem 2 If there eaist a smooth 
{eedlaclc k (not necessarily a stabilizing one) forsystetn (4.2) and a smoothfunctionV ,which is ilefinite positiue and proper,such that :

i)X.V(x) ( 0Vc € IR" uthere X(r): f (r,Ê(r))

ii)The set

S:  {c  € lPc" f  X"+ ' .V( r ) :  X" .V .V( r )  =  0 ,  s  €  lN , f  :1 . .p }

where U -- *U(r,k(r)), is reduced to theset {0}oY; '
then system (j.1) is G.A.S and the stabilizing feeilback :

u = -u + k(x) + dk(x).f (r,y) - G(x,y)r.yv(x)

where G is defi,ned by the forrnula (7).

Proof
we take u - d'k(æ)-r@,y) - G(r,y)r.vv(t)* u where u is a new input so system(4.l)
can be written :

z (., ù : (,f;ii;1,;f!.;1..,|i;Jïà, )
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and @(c, y) = eo+;

Introduce

w(r,ù = v(a) +;Iy- e(r) l l ,
W is smooth,definite positive and proper

Z.W(a, ,y)=X.V(o)  <0

According to [41], the above system is globally asymptotically stabilizable by the feed-
back

u :  _B.W(r ,y )

if the set

A :  { ( t ,y)  e R"+p fZ"+r.W(x,y)  = Z".B;.W(a,y) :0,s € IN,f  -  l . .p}

is reduced to the origin of R"*P.
Since Z.W(t,U) = X.V(c) and B.W - V - k(x) u,e can write :

A:  { (s,y)  € n"+,  lV :  k(æ) and, a € C}

where:

C:  {a  e lP  f . - lX .V( r ) :  Z "+ r .W(u ,e ( r ) )  :  Z " .B ; .W(c , ,b (æ) ) :0 ,s  )  t , i : 1 . .p }

We shall show that C = S.
we have

B.W:y -k (x )

z.Bi.w : Z.(y; - ei(r)) =1 Z,V(y, - fr;(r)) >
For (c, y) e A the vector freldZ is (since y: k(x)):

/
z=( x(*) \

\  de( ') . /(  t ,k(r))  -  G(r,k(x))r.vV(r) )

so

< Z,Y(y; - &;(c)) > =
- 1 x,vk;(c) > + < dk(x).f (a,fr(o)) - G(x,k(a))1.vv1c;, ?n+i )

But
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where

Z.B;.W(æ,y) = -\.V(a)

53

< dk(o).f (æ,k(a)) _ G(r,k(a))r.VV(c), e,,..; >_

EPro, r i @, k(a) - 
E#rx, re qxy 

ff61
_ < Vfu(c), X(*)> + < yV(r),{*tr,e(r)) >

Thus

n: Ho,e(,))
Now

Z2.B;.W (a, y) : Z.(Z.Bi.W)(r, y) : - Z.(y.V (a)\

Since Y.V(x) is independent of y we have :

z.(Y.V(x)) = X.Y.V(I)
so

22. B;.w (x, y) = - x.Y.v (x)

and by induction lve prove that for any integer s ) | and any (rry) €. A z

Z".B;.W(x,y) :  -X"- ' .V.V(r) , i  -  t . .p (4.10)

A similar computation shows that we have also for any integer s and any (o, y) e A:

Z"+r.W(x,u) = X"+r.V(x) (4.11)

The equalities (4.10) and (a.ll) show that C = s so theorem 2 is proved. tr
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Example 2. Consider the following system :

(  ù:  s in(cy) = f  @,y)
I

I 
y -u (4.r2)

[ (r,y) € R', u € R.

To stabilize this system we can try to stabilize first the system

6 = sin(rU)

where y is considered as the control. This system is obviously asymptotically stabiliz-
able by a smooth function y = k(x) and after u'e câ.n use theorem I to stabilize system
(4.L2) but the feedback resulting is complicated.
Alternatively we can stabilize system (4.12) by a simpler smooth feedback if we apply
theorem 2 as follow :
Introduce :

V(x) = 
f,a' ond ,t(c) - g

we have

X.V(c) = g

v=U*o,,b(c))_s

Y.V(x) :0  (+  c  =  0
This shows that V and & satisfy the hypotheses of theorem 2 so system (4.12) is (G.A.S)
by means of the feedback law:
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5.1 Introduction

This paper is a contribution to the local stabilization problem of two dimensional
nonlinear systems.

The classical approach is to consider the linea^rized system at the origin. Bacciotti
and Boieri [4] studied the critical case when the linearized system has a simple zero
uncontrollable eigenvalue. Here we consider control affine systems of the form:

i - f ( x ) *us ( r )  (b . t )

where a c U is a neighborhood of the origin in lR2, z is a scalar input md -f, g arc
smooth vector fields such that /(0) = 0. Several authors ([?],[6],[16],[17],[22],[82],[84])
investigate the stabilizability problem when g(0) + 0. However few results are known
([5],[12],[13],[l4J) in the case where g(0) = 0. The principal difrculties arise from the
fact that the linearized system is independent of the control and the vector field g is not
locally rectifiable. To investigate the stabilizability properties (negative or positlve) of

oo
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such systems a bilinear approach were introduced by Chabour, Sallet and Vivalda in
[12], they define the bilinear approximating system of (b.l):

ù :Ac*uB t (5.2)

where A : H @) antt n = ff fol.

The goal of this paper is to investigate the Cr-stabilizability of system (5.1) when
its bilinear approximating system (5.2) cannot be used to achieve Crlocal stabilization
of system (5.1). As an example consider the following system defined in IR2:

[ 
ù : 8s * 2v - I@' * av - 2v2) + 2ux

I i = c - 6y - à@' * xy -2u\ - uy
(5.3)

(5.4)

One can remark that this system is not linear stabilizable and that its bilinear approx-
imating system is not asymptotically controllable to the origin (see [12]). However, we
shall show that it can be stabilized thanks to the following feedback law:

u = -5* 
it' +2y)

In the second section an algebraic classification from the Ct stabilization point of view
is given and the critical cases axe identified. In the third section, center manifold's
techniques are used to study some critical cases.

5.2 Clstabilizability: Bilinear approach

For any Cr feedback u t IR' - IR the linear approximation of the closed-loop
s'stem 

t  -  ï (s)+u(æ)s(x)
i s  i  =  (A+u(0 )B)c .

It follows from theorems of stability in the first approximation that :

i) If system (5.1) is Cr stabilizable, then there exists ) e R such that the eigenvalues
of the matrix A + ) B have non positive real parts.

ii) If there exists ) e lR such that atl the characteristic roots of the matrix A + ^ B
have negative real parts, then system (5.1) is localy stabilizable by constant feedback.

Definition 1 .4 systern is said critical if it satisfies condition (i) but not conilition
(;i).



5.2. Crstabilizability: Bilinea,r approach

The study of the sign of det (A + À ̂ B) and Tr (A + À B) permits to characterize the
critical cases. Here attention is restricted to the two dimensional systems for which
A#crB fo ranya€R.

det(,A + À B) = À2detB + À(Tr Ah B- TrAB) * der A
and Tr(A+ À B) = TrA* ÀTrB so we get the following classification:

a) Case when B has no real eigenvalues

TrB + 0 : (5.1) is stabi,lizable by constant f eedback
Tt B :0 Tt À < 0 : (5.1) is stabilizable by cqrstant f eedback
TrB:0 Trâ > 0:  (5.1) is not Ct stabi l izable
TrB : 0: Crit iæ,l ense (a1)

b) Case where the eigenvalues of B are real without B being diagonalizable
TrB l0: (5.1) is stabil izableby constant feedback
Tr B :0 TrA > 0 : (5.1) is not Cr stabil izable
TrB = 0 Trâ < 0 Tr AB + 0: (5.1) is stabilizableby constant feedback
TrB:0 TIA ( 0 Tr AB -- 0 detA > 0: (5.1) is stobil izablebg ænstant f eedback
TrB =  0  Tr /  <  0  Tr  AB= 0  de t  A<0:  (b .1 )  i sno t  c r  s tab i l i zab le '
TrB : 0 TrA < 0 Tr AB =0 det A= 0 : Crit iæ,l case (b)
TrB = 0 TrA = 0 Tr AB + 0 : Critical cnse (b2)
TrB:0 TtÂ = 0 Tl  AB:0:  (5.1) is not Cr stabi , l izable

c) B diagonalizable TrB > O B + O

We set:

7 - (Tr ATr B - Tr AB)2 - 4 det Adet B
J :TTABTTB-TrATt (82)
K _- J +bBrt
L:TrAT)B-TrAB

A : 2Tr ATr BTr AB - Tr (A2)(Tr B), - (Tr A)2Tr (82)
and we get:

detB > 0: (5.1) is stabilizableby constant feedback
detB < 0 / < 0 : (5.1) is not Cr stabilizable
det B < 0 / = 0 J < 0 : (5.1) is stabilizable by ænstant feed,back
detB < 0 / : 0 J ) 0 : Critical case (c1)
detB <0 /  >0 K >0: (5.1) is stabi l izableby constant feedback
detB < 0 / > 0 K < 0: (5.1) is not Cr stabilizable
detB < 0 1 > 0 K : 0 : CritiæI æse (c2)
detB =0 L < 0: (5.1) is stabil izobleby ænstant feedback

O J
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detB =0 L > 0 A > 0 : (5.1) is stabilizableby ænstant feedbactc
de tB :0  L  >0  A  <0 :  (5 .1 )  i sno t  C r  s tab i l i zab le
detB : 0 L > 0 A -- 0 : Critiu,I case (cs)

From this classification, it appears that we have six critical cases.'We denote them
(ot), (ôt), (ôr), ("t), ("r), ("r). The critical cases are interesting because one cannot
say anything about the stabilizability problem directly from the linear or the bilinear
approximation.

* the cases (41), (ôr) 
"* 

be indirectly solved by the results of [l2].Indeed there
exists Ào € lR such that for a suitable choice of coordinates

(A +  )^  B\ :  (o  a \
' t t " / - \ _ a  

0 )

so det(A*ÀoB) > 0 and Tr(A+ÀsB) = O.With these hypothesis CHABOUR, SALLET
and VIVALDA [12] proved that system (5.1) can be locally stabilized by homogeneous
feedback of degree zero. For the convenience of the reader, we recall their results. Let
P be a symetric positive definite matrix such that

1  æ,P(A+ ÀoB)s  )  :  0  Vce  IR2

the stabilizing feedback is :

r -b .PBx \'#+Ào i f  x l  ou ( a ) =  |  ( a , ,  )  * 1
( 0 otherwise

*For the subcases (cr,,J = 0),(cz), (cs,L > 0) there exists Ào € R such that for a
suitable choice of coordinates

(A + )oB) = (3 â)
The bilinear approximation (5.2) is not asymptotically controllable to the origine
[13].For the moment we are not able to say anything about the stabilizability of there
systems.

* To summarize,it remains three subcases not considered: (fu), (cr, J ) 0), (ca,.t -
0) For these subcases there exists Ào € R such that for a suitable choice of coordinates

(,4+ÀoB)=(3 j) a(o

The goal of the third section is to address the Cl stabilizability of such systems.
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5.3 Cl-stabilization of some critical cases
Here we consider the cases:

case a) , -- (3 !1) ""aB 
= (l,,ill) ,n"," os11hs1 ) 0

.  /n  n \
Caseb)  r=  (ô  _ " ,  )andB=0

Case a : One can rema,rk that the bilinea^r approximating system doesn't permit to
conclude about stabilization of system (5.1), so lve rewrite it using Taylor expansion
of f and g, in the neighborhood of the origin as follows:

à = azær? * aozoy2 * anog,g*

airrlas * cosog3 * a:,nsyx2 * ansny2 * anoay2 *, . .

*u(as11y * azott2 * aozrgz * anfiU + .. .)

ù = -y + bzooxz * hzo1z I hrcxU*

ôsoors * hs0g3 * b21sya2 * b12sag2 { ...

*u(ô1s1c * hrrU * bzofi2 * bozfl2 * blrlxy+ ...)

(5.5)

Let us introduce the polynomial expression:

P(r) = b1ûas11l2 * (ô1e1411s * azor* as11ô2oo)l* asoo * booarro

with its discriminant

A(P) : (horarro * azor* as11ô26s)2 - 4bnlasrr(a3* * ôzooorro)

In the case where aorrôror ) 0 we have the following result:

Proposition 1 ,4 necessary conilition for Cr stabilizability of system (5.5) is that:
a2oo=0 and, A(P) > 0.

If or*:0 and A(P) )0 then (5.5) k stabilizable withu(a,y1-- î.a where P(i) < 0

Proof
First we have to choose u such that u(0) = 0 because if u(0) I 0 then the linea^rized
system of (5.5) admits two eigenvalues with real parts of opposite sign so (5.b) cannot be
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asymptotically Cr stabilizable. Since lve a,re interested in Cl stabilization, we replace
u by the expression

u: la * my * higher order terms (5.6)

After this substitution,we call the right-hand side of (5.5) respectively g@ry) and
,h @,y). According to the results of J. Carr [10J, system (5.5) admits a center manifold,
which can be identified in a neighborhood of the origin with a graph of a function â
such that ,l(0) : (DâX0) : 0. This function has an asymptotic expansion

(5.7)y - h(x) -- c2f2 + cscs a caæa * .. .

and satifies, locally, the equation:

(Dh) (x)  .e (a, l r ( t ) )  -  t l :  @,h(æ)) :  g (5 '8)

The flow on the center manifold is governed by the one-dimensional equation:

e@,h(a)

azær2 * [l(42s1 * aotcz) * anocz+ csoo]r3 + ...
(5.e)

It is well known [10] that asymptotic stability of (5.9) is necessary and sufrcient for

asymptotic stability of (5.5). lf. azæ I 0 then system (5.9) is unstable and so is system
(5.5) .

Now suppos€ c2so : 0; taking into account (5.7) and (5.8) an easy computation shows

that cz = bzoo + lhol and system (5.9) becomes:

i {ô1s1aerrl2 + (ôrororro * azor* aorrôzoo)l + csoo* arroôzoolo3 + ... 
(b.10)

=P( t ) .c3  +  . . .

If A(P) < 0 then P(t) > 0 for all I e R (since ôrorool > 0) so system(5.I0) is
obviously unstable.
If A (P) ) 0 then one can choose i such thatP (i) . 0. The corresponding system is

ù -p ( i )o3+ . . .

which is asymptotically stable. This shows that the feedback u -- î , stabilizes system
(5.5).
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For system (5.3), one has :

.  18  2 \  / '  0 \,:(. i  Jo), ,:(.o -tt
By applying the feedback law i n : -5+u with u a{r a ne$' input, system (5.3) becomes:

I  a:2r-r+y)- ] t "*  ,y -2y ' )*2uo

{ 1s' t t ;
I  r ,
I  r ;  = a -y -  

i@' + ry -2y')  -  ry

/ - ,  I  \
Matrix 

" 
= (., J, ,; 

n* two eigenvalues: 0 and -3.

In the proper basis of C, system (5.11) is given by:

(  X : \XY -2aY
{ '  (5 '12)
IY= -3Y+u(-X+Y)

with :
r l

X=r(æ+zy) Y=i?x+u)

System (5.12) has the sameform as system (5.5) with P(t) - 12 -3' l ;P(l):  - l  < 0
hence one can apply proposition L : a : X is a stabilizing feedback for system (5.12)

and this shows that the feedback law u: -g * 
àtr 

+2y) stabilizes system (5.3).

When aorrôrro : 0 and e2æ :0 the flow on the center manifold is governed by the
equation:

i  -  ( (ô ro ro r ro *azo r  *  os11ô200) ) l *  o roo*ouoôzoo) t t+ . . .  ( 5 .13 )

A similar analysis as above permits to establish the following result:

Proposition 2 i) If hgpno* azor * aorrôzoo l0 then system (5.5) is stabi,lizable by

rnel,ns of teedback u: Ix where (ôrororro * azor * oorrôzoo) I * aeoo * orroôzm ( 0

ii)If hûa1ro * ozor * aorrôzoo -- 0 and, agm * anohoo 10 then system (5.5) is

stabilizable by u: 0

iii) If ôrororro * azot * oorrhoo :0 and rlsgo * anobzoo) 0 then system (5.5) is not

Cr stabilizable.
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Case b :
'  (o o-) B:o^: l .o  -L/

System (5.1) can be written:

ù: azoar2 * aozoyz * anorU* agooo3 * aosogs * azto?a2 * *ansayz + ...

*u(a2s1a2 * aozty2 * anfiU* asorss * aoinUs * anrsg2 * azta2y + . . .)

ù : -y  *bzææz *bozoy2 *bnoîu*  ôoooc3 + hsoys *bzro!æz *hzoayz * . . .  
(5 '14)

1u(b2s1a2 * hz:tli'2 * ônlxy* ôgoræ3 * ôoary3 * bntcA2 * bzna2y + . . .)

and  
u= I l px+qa+ . . .

If we introduce the polynomial

Q (l) = b2ûa11J2 * (o*t * crrrôzoo * orroôzor) I * arrohoo * caoo

we establish:

Proposition 3 i) I[oro, :0 anil azoo * 0 then system (5.10 is not Ct stabilizable

ii) It a2û : @2û : 0 then sgstem (5.1il is Cr stabilizable i.f there eaists Io € R such

that Q (lo) < 0 . In this case the stabilizing teedback is u = Ioa

ii i)  I fa2orl0 then system (5.1i l  is stabi, l i ,zabte byu:î+fræ whereî: -o'* ood
Q2ot

fi satisfies q (\ * fra2rn 10

Proof
Since u : l*px*gg* higher order terms, system (5.14) has a center manifold y - h(n).
On this manifold the flow is governed by:

ù- ( la2û*a26\x2 + [8( t )  *pazor lc3 +. . .  (5.15)

Remark: When the three propositions of this section do not give an answerto the
Cl stabilizability problem one has to compute higher order terms of h and to use a
similar analysis as above.The algorithm has to be repeated until an a,nswer (negativè
or positive) is obtained.
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6. EXPONENTIAL SÎABILIZATION AND OBSERVERS

6.L Introduction

We consider a nonlinear system of the form :

t r :ÂætÉu*f(r ,u)
I c € IR", u € R*, Â e M^,^(4.), É € M",-(n)

where M,,-(R) is the set of the matrix with n rows and m columns and the map

64

(6 .1)

(Â, a) i'

M^,"(W)

f = (1r,.., f,)r : IR' x IR- + lR'

is Lipschitz continuous such that /(0,0) = 0. We assume that the pair
controllable.

Lemma r [46] If (Â,Êt) * controlloble, then there ecistT e GL(n),F e

anilV eGL(m) sachthatT-'(Â+ ÉF)f = A anil T-|BV = B where

A=(f*'..0 )",rr:(u; ' . . .0o 
" t)

\ Ar,l \ ô*,0 o l

uthere each Ae, hos size lci x k; anil is of the form

(0  I  0  0 \

lo o I ol
Ap,= l i  :  I

l: 1l
\o o ol

anil each bp, is a column of length k; and is of the forrn

/0 \
l : lô*,:lôl
\r/

(6.2)

(6.3)

According to this lemma, system (6.1) can be written :

ù=Ax*Bu ig (x ,u )

where A and B arc of the form (6.2) and g(c, u) - T-r f (Ta,FTx * u)



6.1. Inttoduction

Taking into account the form of B

fJ -

In this paper, we study nonlinea.r systems of the form
property :

(f/) There exists a positive constant K such that for
holds :

lg;(r, r)l J /r lp,(o)ll Vt € R"
where pi : R' + lR' is the canonical projection and ll
on lR'.

(6.3) which have the following

any i  -  1 , . . . ,n  the fo l lowing

, Vu € IR" (6.4)

ll is the usual Euclidean norm
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ïve can suppose that u € lR' and

ï; :: :: :lf; ; ;.)

In section 2, we shall see that if condition (I/) is satisfied , then system (6.3) is
globaly exponentially stabilizable (G.E.S.) at the origin by means of a linear feedback.
This is a generalization of a result of Tsinias [a9] who studied the single input systems,

our proof is different from its one and it is based on arl idea from [24].

In  sect ion 3,  we suppose in  addi t ion that  g ; (c ,u) :  g ; (x1, . . . t r i t0 , . . . ,0 ,u)  so we

can construct an observer for system (6.3) with the output

U=Cx (6.5)

where

This observer is of the form :

à : Aâ: * Bu* g(î),u) - EQe - y)

; )

o)

,  = ( ' ; '  
:

\ ;

Cr, = ( l  0

(6.6)

We show that the error will tend to zero with an exponential rate of convergence and we
construct a dynamic feedback which globally exponentially stabilizes system (6.3-6.5).
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6.2 Stabilization

Let a € R, o ) I and consider the following matrix :

("' 9":" 9\ (': i :" 9\,:l i ".' :: ; l:li :: ::: ; I
\  0 0 a-nl  \  O 0 tD*, |

where
7a- (er - r+ t )  0  0  1

- | o '.. : I
ol

\ ô "' o q-G;-t+ki)f

and f ro -0

Using the above decomposition, a simple computation can prove the following:

Lemma 2 Matrices A, B anil Q defineil abooe satisfy :

i )  aQ- rAQ =  A

ii)VF € M",,,(4.) there erists.É e M","(R) such that

BF-oo-rBFo

and F is giaen by the following formula :

F :oBrQ-LBFo

i i i)Ya € IR' i e-n lltll S llo'll S o-t ll ' l l

We can now prove the main result of this section.

Theorem I If the assu,mption (H) hotds then the system (6.9) is G.E.S. at the origin
by means of a linear feeilback

u:  F*

where. F X d"lned by (ii) and F is such that (A + BF) hos oll its eigewalues with
negatiae real port.



6.2. Stabilization

Proof
Since the pair (A, B\ is controllable there exists F e M","(R) such that (A * BF) has
all its eigenvalues with negative real part. Let M - A+ BF, there exists a symmetric
positive definite matrix ,S such that, Mr S + SM = -Q, Q symmetric positive definite

Now consider the function :

V (x )=x rQSQt

V is positive definite and proper (V is a quadratic Lyapunov function). Let us evaluate
its derivative along the trajectories of the closed-loop system

ù = (A+ Bfr)æ * g(x,Ffl = fuæ * s@,Fr) (6.7)

V(r) :*r(oSo M_+M' o^5o)r+2rr  oSo s@,fr 'u)
where M -- A+ BF

Tacking into account (i) and (ii) we have

frf : A + Bfr' : o,ô-r Atb* oo-rBFo

Ii[ : oD-t(A+ BF\O = aL-r MQ

Therefore :
' i 1 r \  -aæT(o  SMo+oMr  ^5o)c  +2ærQSog(c ,F r )

'Ù1"7 - -a xrtD Q Q r + 2xrtD s Q g@, Fx)

The matrix Q is symmetyric definite positive so there exists a positive constant a such
that :

areqox Z c l l o" l l '

where a: inf {"'Q" f , e Sn-' the unit sphere in IR"}

And then :
ir(*) S -a a llo'll ' + 2llooll 11s 11 lloelr, É')ll

According to (H) we bave

lltn(', p')ll' : 
Ë $s?@, Fù srr Ë i,ol+ "' + cf)
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< Kzi f+), (r + .r r
f-=1\at / 7 +'" + ;d;]I) 

< nK'l lotl l '

So
Û(') S (-oo +2\6 K 11s111 ;1o';1'z

If we choose o > uor(t,,z\frKllsll) ,o"o v < -4lotll 'where c is a positive
\ -a I

constant.
1

Since llOrll > ," llcll it follows that :

'ù@) s -c llrll'
where / is a positive constant , and this completes the proof of theorem 1. tr

6.3 Construction of the observer and stabilization
using a state estimation

Theorem 2 If the conilition (f/) is satisfieil then there esists Ê e M^,o(R) such that
the system (6.6) is an etponential obsertter for (6.3-6.5).

Proof
The error e = î - r satisfies the following equation :

è : (A - Éc1" + s(û,u) - s(r,u) (6.8)

since (A,C) is observable, there exists E e Mn,o(lR) such that (A - EC) has all its
eigenvalues with negative real part.
Remark that :

lg;(* ,u)-  s;(â,u) l  S Kl lp.(r-  â) l l  = Kl l ( t ' , . . , " i ) l l

So if we take

E:oo-rE]ocr

then , according to the proof of theorem 1, there exists a quadraticlyapunov function
I,f such that for c large enough :
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w(")  <-ô l l r l l ' ,ô>0

Now we use the above results to achieve the stabilization of system (6.3) with the

state estimation given by the observer (6.6). Consider the following system defined on

R"xIR" :

(6.e)

Theorem 3 If the assumption (H) holds then (6.9) is globally exponentially stable i.el
the closed,- loop systern (6.9-6.5), with the state estimation giuen by the obseraer (6.6)
is G.E.S.

Proof
Since e -- â - o, system (6.9) becomes :

(ù=Ar*gÉa+s@,fr 'â ') '
I
t -

[  é = (A - EC)e+ s(î),râ) - s(r,Fû)

( i - (A + BF)a * BFe I s@,fi'î:)
t

I a = 1a - Êc1" * g(â, Fù - s@, fr'ù
(6.10)

According to the proofs of theorem I and theorem 2, there exist two quadratic Lya-
punov functions V and W such that :

(VV(c), (A+ nfia+e(o,re)) S -" '  l l " l l '
(yw(e),(e - Êc)e * g(ô, Fù - s@, fr,ql s -ô ll"ll',

where (.,.) it the usual Euclidean inner product on IR'.

Let U be the function defined on R" x R" by :

U(a ,e )  -  pV(a )  +W(e) ,  B  >  0

U is positive definite and proper and we have :

ù@,e) = p(vv(x),(e+ afr)x * s(a,re)) + p(vv(a),9fr'el

+(vrry(e), @- ÊQe+ g(ô, Fq - s@,,Ffl\

So

Û@,e) s -Bc ll"l l '+2 P I(' l l ' l l  l l"l l - ô ll"l l '
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where K' is a positive constant defined by :

(vV(c) ,  BFe) <2f<' l lc l l  l le l l

If we choose p such that 0 < P < 
fi 

rn oÙ@,e)is negativedefiniteon R'x IR'
and so theorem 3 is proved
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Introduction

The aim of this paper is to study the existence of stabilizing control laws for multi-
inputs control nonlinea^r stochastic differential systems.

The case of single-input deterministic systems of the form

7r
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gr(or)
sz(æ:,sz)

T n ( h r . , r æ n )

010 '.[;,)..I.0

: ô
.1
.0

where the functionals g; , 1 ( i I n, are Lipschitz continuous has received considerable
attention in the literature.

The practical importance of single-output systems of this type is due to the fact that
they a^re observable for any input and that a lot of concrete systems like mechanical
systems or bioreactors are of this form (see [22], [24], [18]).
This kind of single-input deterministic systems has been studied from the point of view
of the stabilization by means of a linear feedback law (see [49], [18]).

Our contribution in this paper, is to study multi-inputs systems of this type the state
of which is corrupted by noise.
Actually, only few results on the stabilization by means of feedback laws of control
stochastic diferential equations can be found in the literature (see [20], [50], [19]).
Our approach in this paper is based on the stochastic Lyapunov Theorem which gives
stability in probability.

This paper is divided in four sections organized as follows. In section 1, we recall
some definitions and results on the Lyapunov stability in probability of the solution
of a stochastic differential equation proved by Haz'minskii [26]. In section 2, we in-
troduce the class of control stochastic differential systems ïve are dealing with in this
paper. In section 3, we state and prove the main result of this paper on the feedback
stabilization of the class of control stochastic differential equations introduced in the
previous section. In section 4, we discuss the relations beetween our work and the
related literature.

7.1 Stochastic stability

The aim of this section is to recall the main definitions and results proved by
Has'minskii [26] (chapter V) for the zero state of a stochastic differential equation to
be stable in probability.

Let (O, FrP\ be an usual probability dpace and denote by w a standa,rd R--valued
Wiener process defined on this space.

0



7.1. Stochastic stability

Denote by (ft)r>o the complete right-continuous fi.ltration generated by the standard
Wiener process $'.

Let æ6 € R" be the stochastic process solution of the stochastic differential equation
written in the sense of Itô,
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(7 .1 )

where b and op,,I 1 k 1m, are Lipschitz functions mapping R" into R" such that

1 .  ô (0 )  =0 ,  o r (0 )=0 , I<  k1m.

2. There exists a non-negative constant K such that

la(")l + Ë lor(') l s /((1 + l"l)
&=l

for every x in IR".

Furthermore, for any s ) 0 and c € lR', denote by *î'', s 1t, the solution at time t
of equation (7.1) starting form the state x at time s.

Then, the main notions of stochastic stability we a,re dealing with in this paper may
be defined by

Definition 7.1.1 The solution t1 z 0 of the stochastic ilifferential equation (7.1) is
saiil to be stable in probability il for any I )- 0 anil e ) 0

*, = 
I"' b(x,)ds *Ër l"' op(x,)dw!

r,,qP (ïr''t"' '.) = o.

Moreoaer, if for any s ) 0,

l,rq P (,$_ lrî,'l : o) : t

the solutiorù tt:-0 of the stochastic ilifferential equation (7.1) is saiil to be asymptot-
icallg stable in probability. It is globally asyrnptotically stable in probability (G.A.S.P)
ir

/ \
P ('lip"" l'i'"|= oJ : I vr € lR"

Definition 7.1.2 The solution û1 - 0 of the stochastic iliferential equation (7.1) is
saiil to be exponentially stable in mean squarne if for some positioe constants A anil o

Elrrl2 1Alæsl2exp(-at), Vco € n"



74 7. STOCHASTIC STABILIZATION

Therefore, denoting by L the infinitesimal generator associated with the stochastic
differential equation (7.1) defined for any function ilr in C2(lR") by

(7.2)

where ai,i(r): DiL, oi@)d1,@), | 1 i, j I n, one can prove the following stochastic
Lyapunov Theorem (see [2], [26]),

Theorem 7.1.3 Let D be a neighbourhooil of the point c = 0 which is contained in
R" together with its bounilary and,, assurne there exists a Lyapunoa function V d,ef,ned,
in D (i.e. a proper function V positiae ilefinite mapping D into B") such that

LV(x) 3 0 (respectiaely LV(x) < 0) Vc € D,æ f 0

Then, the solution û1-0 of the stochastic ilifferential equation (7.1) is stable (respec-
tiuely asyrnptoticolly stable) in probability. It is G.A.S.P if

LV(x)<0 Vc€1R",  æ+0

The solutiorr ï1- 0 of the stochastic difrerential equation ('1.1) is erponentially stable
in mean square if there ecists a Lyapunoa functi,on V such that

k t l * l '<V(r \<kr l r l '

LV(t) < -k ' l r l '

for certain positiae constants k1, k2, ks.

In this paper, we shall malce use of the latter Theorem in order to prove that the
class of nonlinear stochastic differential equation introduced in the following section is
exponentially stabilizable in mearr square by means of a linea.r feedback law.

7.2 Setting of the problem

In this section, we introduce the class of control stochastic nonlinear systems we
are dealing with in this paper.

Denote by (O, FrP) an usual probability space and by w a standard Wiener process
defined on this space with values in IR'.
Lelt (Ft)t>_o be the complete right-continuous filtration generated by the Wiener process
w.

rv(c) = Ë b,@H@) - ; Ë o,,i {ùffi{,)



7.2. Setting of the problem

In this paper, we consider the stochastic process or € lR" solution of the following
multi-inputs stochastic differential equation written in the sense of Itô,

I C

where

,, = 
lo (Ar, + Bu * f (*",u)) a" + to' s(x,,u) dw, (7.3)

1. u is a R"-valued control law.

2. A and B are matrices in vV"(R,) and Mny,(R) in Brunovsky canonical
form, i.e.

- A is a block-diagonal matrice of the form

A-

where Ax,,I < i < r, is a matrice in Mpr(R) given by

A k . :

010 0

.0
0 01
00

- B is a block-diagonal matrice of the form

br, 0
0

B-

0 .0

0

ô
b*,

where ô1,, I ( i 3r, is a column-vector in Ret given by



76 7. STOCHASTIC STABILIZATION

/o\
t lô*,=l I
l0l
\1 /

f and g are Lipschitz-continuous functionnals mapping lR' x R' into IR'
such that

-  / (0,0) -  e(0,0) :  0.
- There exits Â ) 0 such that for any i, I < i < n, n €lR" and u € R",

l / r ( ' , " ) l *  lg i (c," ) l  < Àl ln; (c) l l

where zr; denotes the canonical projection of lR* onto IRi and, ll.ll d"-
notes the usual Euclidian norm in IR'.

On the other hand, introduce the following definition of a stabilizing feedback law for
the system (7.3),

Definition 7.2.1 A control law u mapping Rî into R' fs saiil to be a stabilizi,ng

feeilback law for the control stochastic systern (7.9) if the zero state of the closeil-loop
system

I t - | t
*, = 

lo 
(Ar, + Bu(x") * f (r","(r"))) ds + Jo 

g(x",,u(a")) d,u" (7.4)

is eaponentially stable in rnean square.

7.3 Stabilization

In this section, we prove the main result of this paper on the stabilization by means
of linear feedback laws of the class of nonlinear systems introduced in the previously.

The main result of this paper is the following,

Theorem 7.3.1 The control stochastic iliferential equation (7.9) is exponentially sta-
bilizoble in mean square (so it is G.A.S.P) by means of a linear feedback law.

Proof of Theorem 7.3.1 Let o be a real number, a ) 1, and denote by O the
diagonal matrice in .,t4"(R) given by



-:; -.{". --z- "- '---'j

7.3. Stabilization t t

o:

t-t

0

ô

0

0

0

: : ô
. 0 a-'l

0
tYJcr

Note that the matrice O can be written as the block-diagonal matrice

orr 0
0

0

O=

.0

where Or,, 1 S i S r, is the matrice in vt'{r,(R) defined by

and,, R is ilef,ned by

(Here * ilenotes the

t - ,=[

with /co - g.

Moreover, for our proof, we need the following auxiliary result which can be proved by

an easy computation,

Lemma 7.9.2 The following three properties holil,

1. a0-r AQ = A.

2. For any matrice K i,nll,r,(R), there ecists a motrice R in M,* (lR) suclz

that
BR _- a@-I BKQ

R : aB'tl-r BKO.

trunsposition of matri'ces)

(7.5)
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9. For any x dæ IR',
o-" l lc l l  S l lor l l  < o- ' l l ' l l .

Turning back to the proof of Theorem 7.3.1, we know, since the pair of matrices (A,B) is
completely controllable, that there exists a matrice K in ,,V1"(R) such that the matrice
A + BK is asymptotically stable.

Setting M : A + BK, one can deduce easily from properties 1 and 2 in Lemma 7.3.2
that there exists a matrice R in M,r (R) given by (7.5) (see [2S]) such that

A + nR = o,0-r MQ. (7.6)

In the following, \ile prove that the linear control law u defined for any o € IR" by

u(x\  -  Rx (7.7)

is a stabilizing feedback law for the system (7.3).

Therefore, according with Definition 7.2.1, we need to prove that the zero state of the
closed-loop system

| t ,  .  f t
*, : Jo (ta + B[t)x" * f (r,, Rù) ds + Jo s(x,,Rc") d,wo (7.8)

deduced from (7.3) when the control law u is given by (7.7) is asymptotically stable in
probability.

LeI Ql be a symmetric and positive definite matrice in .,t4"(lR). Since the matrice M
is asymptotically stable, it is well-kno$'n that the Lyapunov equation

M*P, + hM = -Qr (7.9)

admits a unique symmetric positive definite solution Pr.

Therefore, the function V mapping R" into R defined for any c in IR" by

V(t)  =< OPrQc,o > (7 '10)

is a Lyapunov function.

Furthermore, denoting by L the infinitesimal generator associated with the closed-loop
system (7.8), yields

LV(a)  =  < ( r {+BR)x* f@, ,Rx) ,DV(x \>  (? .11)
1

+ rrr (o@,,I{r)s@,Rx)*D'v@)) .



7.3. Stabilization

Taking into account the expression of v into (7.11) gives,

Lv (a) = 
; J f Jffi;:?'i :'jf,8 

.ui.il' 
;: ;,à, u ., 

(7 12)

I Then, according with (7.6), it holds,

LV( r \  :  a<Q(M*h*P1M)Qn,a )  (7 '13 )

+2 < P1Q f (a, R x), Q r > + < \Q g(æ, l( a),, Q g(æ,, K *) > -

Moreover, since P1 solves the Lyapunov equation (7.9), yields

LV(a) = -a l  QrQr,Oc )  +2 < PlQf (a,Rr) , ,6æ > (7 '14)

* < hLg(a, Rx).,Qg(r, I(r) > .

Hence,

LV(x)  :  -a<QrQr ,Oc)  (7 '15)

+llP,l l  (zl lol(",R') l l  l lo ' l l  + l los(c, r ' ) l l ' )  .

Furthermore, to conclude the proof of Theorem ?.3.1, one needs the following result,

Lemma 7.3.3 IJniler the hypothesis on functions I and g stateil in section 2, for any

c € IR" Yields,

. lôr@,, R")ll 3 lfrLllÔrll,

. llôg@,R')ll S ,frttllÔrll.

Proof of Lemma 7.3.3 For any c € lR" yields,

79

llôrr,,,R*)ll' = i $V,@,,R,)l'.

Therefore, according with the hypothesis stated in section 2, it holds

l lôf @,R,)lt' = n'Ë *"Ol+ ... + cl).

Then, one has

rôr"",fr'')lt' = ̂ 'Ë (#)' (t * # + ... + rb)
which implies
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llôf @,, R r)ll' < ntt2ll6æll2 .

Hence, the proof of the first inequality in Lemma 7.3.3 is complete.
The second inequality is proved by similar computations.

This concludes the proof of Lemma 7.3.3.

On the other hand, since Q1 is a symmetric and positive definite matrice, there exists
a posit ive constant n (tr - inf {< Qû,2 > l" € IR", l l" l l  -  1}) such that

r t l l0 r l l  1<Q$a,Oo) .  (7 .16)

Then, according with (7.15), (7.16) and Lemma 7.3.3 yields,

Lv (æ) s (-ot, + (2\frL + n2 Lz)llPt I l) I lo'l |',. (7 .r7)

Thus, choosing a > rnaî {L,Ylpt ll} one has,

Lv(æ) (  -Àr l lo ' l l '  (?.18)

where À1 is a positive constant.

Moreover, by means of the left hand side of property 3 in Lemma7.3.2, yields

Lv(t)< -$tt ' t t ' .  (2.1e)

Therefore, LV is negative definite and, according with Theorem 7.1.3, the zero state of
the closed-loop system (7.8) is asymptotically stable in probability.

This completes the proof of Theorem 7.3.1.

7.4 Related results

The aim of this section is to situate our work with respect to related results already
published in the literature.

The stabilization of the deterministic part of the class of systems considered in this
paper (i.e. assuming that g : 0) has been investigated when the number of blocks
in the Brunovsky form of the matrices in the linear part of the system equals 1 by



7.4. Relatedresults

Tsinias [a9] and Deza, Busvelle, Gauthier and R^akotopaxa [18] and, for general indices
by Iggidr and Satlet [28].

The existence of stabilizing feedback laws for control linear stochastic systems deduced
from (?.3) (i.e. .f = 0 and g(c) : Ds where D is a lower-triangular matrice in
I4.r"(R)) has been studied by Gao and Ahmed [20] in the case of matrices D of the
form À.I, À e R, (the condition on matrice D given in [20] leads to matrices of such
form). A more general condition on the matrice D which would allow to consider more
general matrices than lower-triangular ones in our application is provided in [21] but,
the proof of Lemma 3.3 leading to the stabilization result contains an error which seems
to be untractable.
Note that by using a different method of proof, one can allow the matrice D to be more
general than lower-triangula"r (see for exemple [50]). In these latter work, the proof is
based on the existence of a solution to a stochastic Lyapunov equation which contains
a nonlinear term involving the matrice D and do not allow to rescale the solution as
we axe doing in this paper.

81
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