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CHAPITRE T

L1l. Généralités sur les composites: [1] [2] [3] [4]

Un milieu composite est un matériau hétérogene, comme par exemple les
bétons, les plastiques armés, les papiers synthétiques, les métaux renforcés;
comme leur nom l'indique, ils sont composés du produit désiré, surtout en
ce qui concerne ses propriétés mécaniques ou thermiques ou diélectriques...
On utilise essentiellement les matériaux composites obtenus par renfort de
fibres ou de particules, isotropes ou anisotropes; ils sont souvent composés
de deux constituants, ayant des propriétés mécaniques différentes, une
matrice et un renfort sous forme de particules ou fibres (inclusions)...

L'idée est d'associer deux matériaux ayant chacun des propriétés
différentes de maniére 3 ce que le- composite ait les propri€tés désirées; il
s'agit de définir un compromis pour satisfaire les criteres de  légéreté,
rigidité, résistance a la traction, a la torsion, tenue en fatigue et au
vieillissement... Le renfort est le plus souvent a base de verre, de silice, de
bore, d'alumine, de graphite, de polymeéres spéciaux; les matrices sont le
plus souvent constituées de matiéres plastiques, de métaux, ou de
céramiques [1]. La figure I-1 illustre un résultat expérimental selon lequel
les constantes élastiques (ici le module d'Young suivant la direction x,),
croit avec la fraction volumique de la fibre...

Les problemes de mécanique des composites sont essenticllement de deux
ordres:

- d'une part, il s'agit de fournir aux spécialistes de calculs des structures,
une loi de comportement homogénéisée représentant la réponse d'un
élément de volume considéré comme macrohomogéne.

- d'autre part, il est essentiel d'évaluer les contraintes locales dans chacun
des constituants et a l'interface entre fibre €t matrice pour préciser les
limites d'emploi de tels matériaux en évitant la rupture ou la décohésion...

A ces problémes de caractire fondamental, il faut ajouter ceux qui sont liés
a la conception des pit¢ces en matériaux composites et 4 leur fabrication...
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Fig. 1-1 Exemples de propriétés mécaniques obtenues avec des

composites industriels [1]

La courbe ci-dessus fournit les variations du module d'Young dans Ia
direction (1) des fibres en fonction de la fraction volumique des fibres, pour
un composite métallique, aluminium renforcé de fibres de Bore, et tel que
les caractéristiques des fibres et matrice soient:

E(fibre) = 390 000 MPa et E(matrice) = 68000 MPa

Dans ce chapitre nous nous intéresserons essentiellement a 1'étude
bibliographique des différentes méthodes qui peuvent nous permettre
d'encadrer le comportement effectif d'un matériau composite constitué de
deux phases différentes.

Les premiers travaux dans ce domaine sont ceux de Voigt [5] qui,
moyennant des approximations fortes, fournit des bornes supérieure et
inférieure pour les constantes €lastiques effectives ainsi que l'a montré Hill

[6].



Eshelby [7] propose des modeles plus performants mais limités aux milieux
faiblement dilués, a partir de la solution du probléme de l'inclusion
hétérogene.

Les premiers travaux significatifs, qui s'écartent des approximations fortes -
précédentes, sont l'oeuvre d'Hershey [8] et de Kroner [9] qui ont introduit
en mécanique le modeéle autocohérent , dont les premiéres utilisations
étaient apparues en physique dans les années 1930 (théoriec des champs
moyens).

Parallelement, des méthodes variationnelles plus performantes que
celles de Hill sont dues 2 Z. Hashin et S. Shtrikman [10]. Elles ont permis
d'avoir de meilleurs résultats et de resserrer les bornes obtenues a partir
des modéles de Voigt et de Reuss. Ce n'est que récemment grice a
Dederichs et Kroner [11], [12] en particulier que des méthodes statistiques
systématiques ont permis d'aborder le probleme général en introduisant
des fonctions de corrélation des modules élastiques qui décrivent
complétement la structure; ces méthodes restent toutefois complexes.

Dans ce qui suit, nous proposons une revue bibliographique des  différents
travaux, qui utilisent une formulation mathématique basée sur le principe
variationnel, et sur les fonctions de corrélations.

On s'intéresse essentiellement au calcul de la conductivité effective d'un
biphasé. Diverses méthodes ont ét€ utilisées:

1- Méthode autocohérente

2- Meéthode de bornes



1.2. Approche autocohérente de Landauer:

Un des premiers modeles proposés pour décrire la conductivité électrique
d'un biphasé, a été formulé par Lichtenecker [13]. Dans ce modéle, la
conductivité effective k' d'un biphasé est donnée par 1'équation suivante:

K =k, k"2 (1-1)
k,, k, sont les conductivités des deux phases
x1. xo  sont les fractions volumiques des deux phases

I1 s'agit d'une formule empirique qui donne d'assez bons résultats quand
I'hétérogénéité du comportement est faible et qui échoue dans le cas d'une
forte hétérogénéité du comportement.

Landauer a développé une approche autocohérente pour estimer la
conductivité d'un biphasé. Afin de valider son calcul, il I'a confronté avec
beaucoup de résultats expérimentaux correspondant a des matériaux
biphasés [14], [15], [16], [17] et [18].

On considére un biphasé dont chaque phase a une conductivité isotrope k;
et k,. En faisant les hypothéses suivantes:

* la cellule 1 (hachurée), est considérée comme une inclusion dans un
milieu uniforme infini de conductivité k*

* les cellules ont toutes une forme sphérique

on note par vi(= V;/V) et v, (= V,/V) la fraction volumique des deux
phases

V; volume de la phase 1
V, volume de la phase 2

V (=V; + V,) le volume total



Fig. 1-2 La cellule 1 est entourée par un milien formé de
cellules de type 1 et 2, ce milien va étre remplacé par le milieu
homogeéne équivalent (MHE) de conductivité k*.

Landauer montre que le comportement effectif (voir annexe A) peut étre
traduit par l'équation suivante:

—k* - k*
k-k* oy, Ka-k @1)

Vi 2 T . x
kq + 2k* k, + 2k*

D'od , on peut retenir parmi les racines de (2-1) celle qui a un sens
physique (kLA):

KA = 1/4 { Bvy-1) ky + 3vi-1) Ky + [((Bva-DDk; + Gv-1k;)2+8k ko1 }

Ce modele a été comparé avec des résultats expérimentaux (voir figures
(I-3-7)). Ces figures représentent la variation de la résistivité p*=1/k*
du biphasé en fonction de la fraction volumique v, de la phase 2. Les
points représentent les résultats expérimentaux. La ligne continue
représente le résultat fourni par l'équation de Landauer.



Tableau récapitulatif

figure auteur biphasé référence
3 Matthiessen Pb-Sb 20
4 Matthiessen Cd-Pb 20
5 Ruer et Fick Cu-Fe 21
6 Stephens Cu, Sb-Sb 22
7 Herold Bi-Bi Bb 23
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Fig. I-3  La variation de la résistivité p* en fonction de
la fraction volumique vy de la phase 2.

Modetle de . Landauer

RITELER LI L L L résultat de Matthiessen [20]
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Fig. 1-4 La variation de la résistivité p* en fonction de
la fraction volumique v, de la phase 2.
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Conclusion

Pour des coefficients d'hétérogénéités R égal a k;/k,, de valeur inférieure 2
5, l'approche autocohérente de Landauer conduit donc -4 des résultats qui
sont trés proches de I'expérience.

figure biphasé R
3 Pb-Sb - 25
4 Cd-Pb 2,85
5 Cu-Fe 3,2
6 Cu, Sb-Sb 3,56
7 Bi-Bi b 5
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I.3. Recherche de bornes:

1.3.1. Modéle de Z. Hashin t _S. Shtrikman:

Hashin et Shtrikman ont développé une approche variationnelle permettant
de déterminer des bornes de la perméabilité magnétique effective des
matériaux polyphasés localement et macroscopiquement isotrope.

Leur travail a consist¢é en la résolution du probléme suivant: peut-on
déterminer théoriquement les bornes de la perméabilité magnétique d'un
tel matériau polyphasé, en fonction de la fraction volumique et des
perméabilités de chacune des phases ?

La réponse apportée par Hashin-Shtrikman consiste a proposer une
méthode qui fournit les bornes optimales compte tenu de l'information
disponible [10] et [27].

Si des informations supplémentaires sont disponibles, par exemple la
morphologie, la distribution spatiale des phases, il est possible de resserrer
les bornes [25] [26] et [31].

Soit un matériau constitué de m phases pi, hy , ..., By
My = inf ()
Hm = sup (1uy)

les fractions volumiques v, des phases sont telles que:
m
Evt = 1
t=1

Hashin et Shtrikman ont montré au moyen d'une méthode variationnelle,
que la perméabilité magnétique effective du matériau polyphas€ L* peut
étre encadrée par des bornes supérieure et inférieure, ule et umHS telles

que:
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A

HS
=l + (3-1)
i M o A
m
= -1 - Vi
avec o = (3 Hy) et A= L 4-1)
(He-ly)  +oy
t=2
HS A
Mo = Hp+ —=B—  (5-1)
1- Om Am
m-1
-1 Vi
avec o, = (3 Uy) et Ay = E 1 (6-1)
(ut_um) + Oy
t=1
Donc, on peut écrire:
*
THE TR TR (7-1)

Pour des raisons d'analogie dans les équations, les résultats obtenus dans
la cas de la perméabilité magnétique sont aussi valables pour la résistivité
électrique et pour la résistivité  thermique.
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I1.3.2. __ Application aux matériaux biphasés:

Considérons un matériau macroscopiquement homogéne et isotrope
constitué de 2 phases isotropes, dont les perméabilités magnétiques sont

ML; et By, En remplagant dans les équations ci-dessus m par 2, la
k
perméabilité magnétique | se trouve encadrée par ulHS et qus (les

limites supéricure et inférieure de la perméabilit€ magnétique) telles que:

A\

™ =+ (8-1)
219+ V2
3pi(ua—p1)  3p

" =y + AL (9-1)

2u0+y _ Vi
3pa(ni-H2) 3,

Ces équations sont le meilleur encadrement de la perméabilité magnétique
du matériau biphas€é macroscopiquement homogéne et isotrope, obtenu
avec la seule connaissance des fractions volumiques des phases et des
perméabilités des deux phases. '

On peut noter que le résultat expérimental de Matthiessen [21] se situe
dans les bornes de Hashin-Shtrikman (voir figure (I-8)). Les bornes sont

assez resserrées du fait que l'hétérogénéité du comportement est faible
(R =12)5).
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Fig. I-8 La résistivité p*= 1 / k* d'un biphasé varie en

fonction de la fraction volumique v, de la phase 2. Les points
sont les résultats expérimentaux (Pb-Sb) de Matthiessen a 24°
C [20]. La ligne continue représente le résultat fourni par

I'équation de Landauer. Les lignes discontinues représentent les
bornes de Z. Hashin et S. Shtrikman.
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1.3.3. Conclusion:

Les limites proposées par Hashin-Shtrikman, si elles permettent de borner
le comportement effectif, ne donnent pas toujours une bonne précision
quand 1'hétérogénéité du comportement est forte. Cette imprécision est due
au fait que n'est pas incluse une information sur la distribution et la
morphologie des phases. L'introduction de cette information dans la
modélisation constitue une amélioration importante de 1'approche de
Hashin-Shtrikman.
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1.3.4. Modele de Miller:

Nous avons vu dans le paragraphe précédent, que la donnée de la fraction
volumique des phases ¢était une information insuffisante pour obtenir des
bornes précises. Dans le calcul de Hashin-Shtrikman, on n' introduit qu'une
fonction de corrélation a un point, relative a la fraction volumique.

Miller [25], [26] a introduit dans sa description du comportement effectif
une information supplémentaire, traduite par le facteur G qui tient compte
de la morphologiec. De ce fait, le développement actuel nécessite
l'introduction d'une fonction de corrélation a 3 points.

Pour ce faire, Miller a d'abord classé les matériaux en deux classes, les
matériaux symétriques, et les matériaux asymétriques.

Les matériaux symétrigues:

Le matériau est constitué de surfaces fermées appelées "cellules". Les
matériaux dits symétriques doivent vérifier les hypothéses suivantes:

-1-  le matériau doit étre complétement couvert par les cellules.

-2- les cellules sont distribuées de telle fagcon que le matériau soit
statistiquement homogéne et isotrope.

-3- la propriét€é du matériau k dans la cellule est statistiquement
indépendante de la propriété dans toute autre cellule.

-4- les probabilités conditionnelles pour que n  points soient et m points
ne soient pas dans la méme cellule d'un matériau particulier, sachant
qu'un point est dans une cellule de ce matériau, sont les mémes pour
chaque matériau.

Les matériaux asymétriques:

Le matériau est subdivis€ en régions appelées "cellules Les matériaux
dits asymétriques vérifient les trois premiéres hypothéses mentionnées
ci-dessus, mais pas la quatrieme.

Dans les chapitres qui vont suivre, on va travailler uniquement sur des
matériaux symétriques. C'est pourquoi 1'étude bibliographique est limitée
a ces derniers.
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1.3.5. Calcul des bornes de Miller:

Un exemple de matériaux symétriques est le matériau de Poisson,
différents types de ce matériau ont été considérés par Gilbert [28],
Frisch [29] , Johnson et Mehl [30]. Miller a montré, dans le cas de ces
derniers, et au moyen de fonctions de corrélation a 3 points, que les
limites supérieure et inférieure, qui encadrent un comportement effectif
donné k*, dépendaient uniquement du coefficient « égal a k;/k,, de la
fraction volumique v et d'un paramétre G caractéristique de la morphologie.
_(+via-1) v(a-1)2(1-v)

kM = 1- 10-1
! \/'(; ( 3{1+v(a-1)] [1+v(a-1)+3(a-1)(1-2v)G]) (10-1)

K Va 5 (11-1)
4 (@=DA-v)v
3(1+04+3Q2v-1o-1)G) -

[ - v(a-1)-

avec l'encadrement:

*
kM < L

kK,

Le facteur G, traduisant la morphologie doit vérifier 1'inégalité suivante:

1/9< G < 1/3

et toute valeur de G qui n'appartient pas a cet intervalle, ne peut pas
correspondre 4 une forme géométrique réelle. Les valeurs de G dépendent
de la forme des grains, telles que:

G=1/9 (pour les sphéres)
G=1/3 (pour les pastilles)

G=1/6 (pour les cigares)



20

Comme nous pourrons le constater sur les figures 1-9 et I-10, en
prenant G égal a 1/9  (respectivement G égal A 1/3) dans les équations
(10-1) et (11-1), ces dernieres donnent des résultats asymptotiques aux
limites de Hashin-Shtrikman pour les faibles ou fortes fractions
volumiques (v proche de 0 ou 1). On remarque ainsi que pour v égal a
0.5, les limites données par Miller sont indépendantes de G.
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Fig. 1-9 Limites de la permitivité effective ( o =10)

Modéle de Hashin-Shtrikman

......... Modele de Miller (pastille) G=1/3
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Fig. 1-10 Limites de la permitivité effective ( o =100)

Modéle de Hashin-Shtrikman

e e . Modtle de Miller (pastille) G=1/3

A Modé¢le de Miller (sphére) G=1/9



23

Les bornes de Miller sont naturellement plus précises que celles de
Hashin-Shtrikman. On rappelle que les limites de Hashin-Shtrikman, pour
un biphasé statistiquement homogéne et isotrope, dépendent uniquement
de o (= k;/k;) et de la fraction volumique v. Ces limites peuvent aussi
étre écrites:

ks =\/;(1+w ) (12-1)
v+0o(3-V)

s 1 (. 3v-D 13-1
2 Vo ( 3+(1-v)(a-1) (3D
De méme:

1*
K< < k' (14-1)
ki ky

Une comparaison des deux approches formulées précédemment est
présentée sur la figure 11: les résultats de la théorie autocohérente de
Landauer sont compris dans le domaine limité par les bornes de Miller pour
G égal a 1/9 (spheéres) elles-mémes encadrées par les bornes de Hashin-
Shtrikman.
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S-m Ll L 1 ) L]

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

fraction volumique v

Fig. I-11 Limites de la permitivité effective ( a =20 )

‘Modéle de Hashin-Shtrikman
......... Modéle de Miller (sphére) G=1/9
deckkeckkckckkckkkkkkk Modé]e de Landauer

L'équation de Landauer dans le cas des sphéres est en parfait accord avec
les modeles de Miller et Hashin-Shtrikman.
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L.3.6. Modéle de Elsayed [31]:

Nous avons vu dans le premier paragraphe que l'on pouvait encadrer le
comportement effectif d'un matériau statistiquement homogeéne et isotrope,
en tenant compte uniquement de la fraction volumique; et dans le cas des
matériaux  symétriques dans le deuxi¢me paragraphe, en tenant compte de
la fraction volumique et de la morphologie.

Dans les deux cas, nous avons pu constater que les résultats
expérimentaux sont en parfait accord avec les bornes calculées. Le
probléme qui persiste est celui de la précision, qui est intimement liée a la
connaissance des fonctions de corrélation.

Pour Hashin-Shtrikman, par exemple, la fonction de corrélation introduite
est une fonction de corrélation a un seul point, car seule est prise en compte
la fraction volumique.

Par contre, Miller, en considérant des fonctions de corrélation d'ordre
supérieur (jusqu'a l'ordre 3), prend en compte la morphologie et améliore
considérablement la précision des bornes.

Elsayed [31] a développé une nouvelle méthode en introduisant une
troisi¢éme information, celle liée aux parameétres topologiques (packing
parameter) M; et M,, qui nous renseignent sur la probabilit¢ que telle
cellule soit dans la phase (i) sachant que telle autre cellule voisine est
dans la phase (j).

Elsayed utilise 2 nouveau les principes variationnels pour obtenir des
bornes supéricure et inférieure de k*. Les fonctions tests mises en oeuvre
sont des développements asymptotiques poussés a un ordre élevé pour
améliorer le résultat de Miller. Les résultats obtenus sont comparés

analytiquement 2 ceux de Miller et de  Hashin-Shtrikman, dans les
deux cas: celui des faibles hétérogénéités (M = ki/k, -1 << 1) et celui des
fortes hétérogénéités (M = k;/k, -1 >> 1).



26

Cas des faibles hétérogénéités (1 << 1):

Dans I'hypotheése des faibles hétérogénéités, cas des milieux faiblement
hétérogenes (N << 1), Elsayed a établi la relation (15-1), ot la conductivité
k®" est donnée par un développement asymptotique par rapport a 1, les
paramétres G, G, et G sont li€s a la morphologie, et les paramétres M;, M,
sont liés a la topologie. Ce degré d'approximation met en oeuvre des
fonctions de corrélation a 3, 4 et 5 points. Les valeurs des paramétres
topologiques et morphologiques sont:

pour les sphéres: G=1/9, G,=1/27, G3=1/81, M;=1/27 et M,=4/81
pour les pastilles: G=1/3, G,=1/3, G3=1/3, M;=-2/9 et M,=-33/81

pour les cigares: G=1/6, Gy=1/12, G3=1/24

EL
kK 1+ -% VT‘|2 +GvT‘|3-G2vT]4 +G3VT|5+ .....

k,

% v?n2+ (% -3G) v2 1> + (4G2G-M ) vt + (3G,-5G3+My)vinSs .

+(-%+2G)v3113+(—:1+6G-6G2+2M1)v3'r|4+(3G-12G2+3M1+10G3-4M2) v’
1 4.4 1 2,5
+ 2~ 4G 43G; - M)v*n*4( - 9G+18G5-6M,-10G3+5Mp)v"n s...

- % + 6G-9G; + 3M; +4G3 2Mp) v° 1’ + ... (15-1)

Pour pouvoir valider cette approche, Elsayed a repris les équations de
Hashin-Shtrikman et de Miller, en leur appliquant I'approximation des
faibles hétérogénéit€s (N << 1), c'est-a-dire en faisant le développement
limité pour M petit.
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En développant les limites de Miller pour les petites valeurs de M, on
trouve:

Ky’

K, =1+ —% VT]2 + GVT]3 - 3G2v’r'|4 + 9G3V'I']5 + ...

1 2.2

+ovn 4 (-31- -3G) v’n® + (15G° + 2G)v* n* + (9G” - 3GV 1+

+(-% +2G) v’ 4. (16-1)

M
% - 1+vn-% wm? +Gvn’ + (% G- 2G+(—15 wn? +i (9G>-15G%+11G-1) vn° + ..

1.2 2 1 2.3 19 15 .2 2 4
+-v +(=-3G)v + (- =+8G-=G)v +
3 n (3 yvm (18 5 wvm

B 154,875 %"iG3)v2 o+

+(
12 12 4

+(--;- +20) v 4+ (17-1)

De méme, les bornes de Hashin-Shtrikman, pour les petites perturbations,
sont:

HS
L _=1+wn -1v1f+1vn3+~+1v2n2- 4—v2113+...-%v3113+... (18-1)
k, 33 3 9 3
K e lvfelvmde o dvenz. 23y s Luinda L do1)
k, 39 3 9 3

Nous pouvons donc remarquer que les bornes de Hashin-Shtrikman (18-1)
et (19-1), coincident avec celles d'Elsayed a l'ordre 2 en T, alors que celles
de Miller (16-1) et (17-1) coincident avec celles d’Elsayed a l'ordre 3 en

n.
En rappelant que la solution de l'équation (2-1), s'écrit:

k™ = 1/4 { Bvy-1) ky + Bvy-1) k; + [(Bvy-Dky + Bvi-1k;)*+8k k,1'2 )
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En remplagant k; par k,(1+ 7n), et en faisant le développement
asymptotique de cette derniére pour les petites valeurs de TN a l'ordre 2,
on trouve :

kLA
k2

=1+nv+31n2 2 - v) (20-1)
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Cas des fortes hétérogéméités (m >>1):

Dans 1'hypothése des fortes hétérogénéités, cas des milieux fortement
hétérogenes (m>>1), Elsayed n'a pas donné la forme explicite des limites
supérieure et inférieure pouvant encadrer un comportement effectif, mais
il s'est uniquement limité a les comparer avec celles de Hashin-Shtrikman
et de Miller.

On peut alors constater sur les différentes figures (I-12 & I-18) que les
bornes d'Elsayed sont plus précises que celles de Hashin-Shtrikman et
Miller.

En examinant en détail les différentes courbes présentées correspondant
aux différentes valeurs de m (n =10, n=100 et m=1000), Elsayed a
remarqué que dans le cas des sphéres et pour m égal a 10 (figure I-12), la
surface limitée par ses bornes représente 28% de celle de Miller, et que
plus le coefficient n  augmente, blus cette amélioration diminue comme
on le constate sur les figures (I-12 a 1-14). Il a trouvé que cette surface
présentait 80% de celle de Miller pour n égal a 1000 (figure I-14). 11
a fait les mémes constatations pour les pastilles. En effet, il a trouvé que
pour n égal a 10 (figure I-15), la surface limitée par ses bornes représente
29% de celles de Miller, et que plus le coefficient n augmente plus cette
amélioration diminue. |

Ainsi, il a trouvé que la surface limitée par ses bornes présentait 88%  de
celle de Miller  pour n égal al000 (figure -I-17)—---

Sur la figure I-18, nous avons représenté les différentes courbes
correspondant aux sphéres et aux pastilles, pour i égal a 100.

Nous pouvons émettre, ici encore, les mémes constatations relatives 2a
I'amélioration apportée par l'introduction du facteur de voisinage M
(packing parameter).
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de Miller et d'Elsayed sont comparées, dans le probleme de conductivité
thermique, pour deux types de géométrie (sphéres et pastilles G égal a 1/9
et 1/3), pour des petites fractions volumiques de 0.05 et 0.1, le facteur

d'hétérogénéité étant m égal a 100.

Limites de la conductivité thermique

M M E E Géométrie
Kinf Ksup Kinf Ksup v G M1 M2 de
K, K2 K2 K, l'inclusion
1.2 1.6 - - 5 | 1/9 |1/27 | 4/81 Sphere
2.4 3.3 - - 5% | 173 |-2/9 |-33/81] Pastille
13 3.0 1.4 1.7 10% 1 1/9 1727 | 4/81 Sphere
2.7 1.7 4.6 7.4 10% | 173 |-2/9 |-33/81 Pastille
Nous désignons par kinfM, ksupM, kinfE et kEmp les bornes inférieures et

supérieures de Miller et d'Elsayed.

lusion:

Parmi toutes les limites que nous avons étudiées,

limites les plus précises.

celles

d'Elsayed sont les
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CHAIPITIRE I

L1 r ion
Dans ce chapitre , on se propose de calculer la conduction électrique d'un milieu hétéroge-
ne , 4 l'aide du modele auto-cohérent .
I1.2. Généralités:
I1.2.1. Matériaux hétérogénes :
L'étude des matériaux hétérogénes met en jeu différentes approches :
- Celle des physiciens, qui étudie les mécanismes élémentaires de déformations de matériaux
(mouvement de dislocation , maclage ,diffusion , transformation de phase )
Celle des mécaniciens, qui est en général phénoménologique
-Celle qui combine les études mécaniques et physiques en se limitant a I'échelle des héterogén€ités
c'est-a-dire 2 une échelle ou les théories continues sont encore applicables mais ou on tient compte
directement des mécanismes physiques de déformations ; dans ce contexte les travaux de mécani-
que physique jouent un role considérable .
I1.2.2. La conduction électrique :
Dans ce chapitre , on se propose de déterminer la conduction €lectrique effective d'un matériau
hétérogéne , par la méthode autocohérente . La détermination de la conductivité €lectrique est un
probleme-type que I'on rencontre dans beaucoup d'autres applications .
Le calcul dela conduction électrique effective k , obtenue & partir des relations locales de pro-
portionnalité j =k E entre courant et champ, se transpose immédiatement & de nombreux pro-
blémes ou existe une relation linéaire semblable entre flux et force .
- mélanges diélectriques

D=¢ E (D étant le déplacement électrique )



- conductivité thermique 6 de composites
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Jq=-0 VT (Loi de Fourier entre le flux de chaleur Jq et le gradient thermique VT )

- élasticité ( Relation de Hooke entre contraintes et déformations )

c=C¢®

Le paralléle entre ces différentes propriétés de transport est développé par Batchelor [1] . Les déve-

loppements des modéles de conductivité électrique ont d'ailleurs utilisé largement et directement

des résultats obtenus dans des problémes magnétiques et di€lectriques (voir tableau 1).

Tableau 1
Sujet physique D E=Vo D Kij
Conduction température gradient flux de cond. thermi-
thermique thermique chaleur que D=-KE
Conduction potentiel champ densité ond. électri-
électrique électrique | électrique |decourant |jque D=KE
. . constante
Electrostatique potentiel champ déplacement didlectri
électrique | électrique | électrique clectrique
D=KE
Magnétostatique | Potentiel champ déplacement | Permeéabilité
magnétique | magnétique | magnétique gaggif'que
. . constante
Mécanique déplacement | 9radient contrainte | - tique
déplacement D-KE




I1.2.3. La méthode autocohérente :

Sur le plan théorique , I'étude de la conduction €lectrique illustre la variété des méthodes qui ont été
utilisées :

- Calcul des bornes correspondant 4 des comportements limites de systdmes réels .

- Méthode autocohérente , qui sera décrite plus loin .



Considérons un milieu infini dont la conductivité locale kj; () dépend de la positionr. 11 s'agit par
exemple de polycristaux , de polyphasés, de composites , de matériaux endommagés ou de cé-
ramiques supraconductrices. Ce milieu est soumis 3 une action extérieure qui est le potentiel
U(r), qui crée une densité de courant J(r) variable dans le milieu & cause de I'hétérogénéité des
propriétés électriques.

I1.4. _ Loi constitutive lycris

Localement , laloi de comportement du milieu est donnée par I'équation (1-2)

1 = k u -
=% Y (1-2)
La démarche principale est la suivante: on impose au polycristal un gradient potentiel macroscopi -
que homogene U ;° dont résulte une densité de courant vérifiant la relation de stationnarité sui-

vante (conservation de la quantité de courant dans un probléme stationnaire):

=0 (2-2)

Nous cherchons un systtme d'équations portant uniquement sur le gradient du potentiel local
u;(r) . On utilise la stationnarit€ de la densité de courant vérifiée dans tout le polycristal (2-2) , et
la valeur de j; donnée en (1-2) dans I'équation (2-2).

Nous sommes alors conduits au systéme d'équations aux dérivées partielles:

k. -
(k; u ), =o (3-2)
Nous représentons la loi constitutive macroscopique par le comportement suivant:
ff
ke
UER U @-2)

U;° le vecteur gradient potentiel électrique appliqué,
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kijeff le tenseur de conductivité électrique macroscopique,
Ji  le vecteur densité de courant surfacique.
Nous décomposons alors le tenseur "conductivité électrique locale kij(r)" en une somme d'une par-

tie uniforme kijeff et dune fluctuation spatiale dk;(r).

eff

kij (r) = kij + 8kij(r) 5-2)
En utilisant cette décomposition, 'équation (3-2) devient :

eff
kij u,ji + { Skij(r) u,j },i =0 (6-2)
Le terme ( 8k;(r) uj(r)); peut étre considéré comme une densité volumique fictive du courant.
On pose:
i(r) = (Bky () u;); (7-2)
1'équation (6-2) s'écrit alors :

eff .
kij u,ji +i(r)=o0 (8-2)

Tout d'abord, écrivons les transformées inverses de Fourier des fonctions gradient potentiel et

densité fictive. La transformée de Fourier de i(r) est:

A . +3 3

i@=[im ei8r §p ©9-2
Vr

Sa transformée de Fourier inverse:

i =—1 [ i &% at (102
@m3ve

avecvr=v§=R3

De méme pour u(r), sa transformée de Fourier inverse est :

u(r) =U(zr) +—L (4 ©® eisr dsg (11-2)
Q2P ve
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Le second terme du second membre est la partie fluctuante du potentiel . L'idée est de se ramener

a I'équation (8-2). Pour cela, calculons d'abord u; (r):

20 U0 1 3] g i
T o3 g

1

Fuy) S 1 & j A

RN ¥ F e

le gradient potentiel macroscopique étant uniforme:

—é? 0
d'al alorsA%ExZ Il‘; glu(g)e'lﬁrdga)
J
0 =ligig; G 15 dg

(E)e &

—3

Remplagons (16-2) et (10-2) dans (8-2), ce qui donne:

e pctenio} ¢ Tdg = o
la relatlon suivante en résulte
)

U@ =—7
u 3 kijff %

(122

(13-2

(B-2
(152

(6-2)

(172)

(18-2)

En remplagant dans I'équation (11-2) G(E) par la valeur donnée dans (18-2), on obtient:
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N

@ =U"0+—L | i@f A& (192)
i i &

Compte tenu de la définition de 1la transformée de Fourier de i (r') donnée en (9-2), 'équation
(19-2) s'écrit :

Zy 3
u(r)= U(r)+ JC] l(r)e1§(r ) dr') d§ (20-2)

(2")3V§ " &

soit avec (7-2):

48e-1) 3
JC] i St A dr') dt (21-2)
(QJt) ve vr E_pkﬁfq

I'indice k' représente la dérivation par rapport 2 la k*™® composante de r'. En notant :

I = S‘id(r)u(r)] AEE-T)
vr E_pdeE.q

on obtient ;

Skkl(r') u ') e'ig(r'f)
=J( i v
%'m &

ur)=U (r) +—

d r 22-2)

3 1]
),lédr

- %'l&'ﬂ) k.d3r' @32)

En utilisant le théoréme de la divergence, il apparait que le premier terme est nul compte tenu
du fait que le gradient potentiel est nul a l'infini .

ﬁ(r-l’) ,
J ¢ HOu ) dr' =0 24-2)

‘. Hg x
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I'équation intégrale (21-2) s'écrit alors :

" JEET) ,
u(r)=[(I)(r)' 1 J félid( D u,l(r ) i i 1(dr'
v G

Dérivons par rapport a . On obtient alors

u (0 =U,°i(r) + j G, (1) 8k @) u @ dr

avece

n——=1 & gk -i&(r-r) ;
Gik(r,r)— 13 J e d§
ev’r Bk

L'équation (26-2) peut s'écrire :

u () = U0 + | 6@ Em dr'

avec .

" __ ' '
F, )=k, () u ()
Le milieu étant infini, il résulte de (27-2) que:
Gik(r,r )= Gik(r-r)
et que G s'annule a l'infini. L'équation (28-2) devient:
=U +G F
Ui= Y 7 M * Ny

ou le symbole * représente le produit de convolution :

G, *F =l g 1) K@) dr

3

d

252

26-2)

(27-2)

(28-2)

(29-2)

(30-2)

(31-2)

(32-2)

Siketf est connue |, les équations (26-2) constituent un systéme linéaire d'équations intégrales

dont les inconnus sont les gradients potentielsuj .
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IL.S. _ Approche autocohérente :

Cette approche a ét€ développée dans le cas €lectrique par plusieurs auteurs notamment par Lan-
dauer [ 2 ], et reprise dans des problémes de mécanique par Hill { 3 ], Hutchinson [ 4 ] , Kroner
[5] , Berveiller et Zaoui[ 6 ], Hershey [ 7 ] , Molinari et Canova[8].

Le but de ce paragraphe est d'utiliser cette méme approche pour 1'étude de la conductivité électri-
que dans les matériaux hétérogénes .

Pour la résolution de I'équation intégrale (26-2) , nous faisons une approximation qui consiste a

prendre le gradient potentiel uniforme dans chaque grain . Cela se traduit par :
u() = 2, u® Ag@)
-k 5 ok (33-2)
ol Ag(r) est la fonction caractéristique du grain g définie par :
1 sirevg

Ag(r) = . (34-2)
O sirevg

u, est le gradient du potentiel supposé uniforme dans le grain g de volume vg. De méme, nous
écrivons pour Fy
F(r)= ZFi Ag(r (35-2)
. g
F® étant aussi supposé uniforme dans le grain g'.

En remplacant Fi(r') donné en (35-2) dans (28-2) , on obtient :
! 3
v, =Um+[ G a1) D Ag) dr (36-2)
? 2 vr' gl

0,0 =0m + 2 F (G, @) Ag@) dr) (37-2)
, AT LT



51

3 3
[G, @) age) dr = [ G, ) dr (82)
vr' vg'
avec vg' le volume du grain g' .

Finalement 1'équation (37-2) devient :
w0 =0+ zg F 5_[ G, (r-r) dr) (39-2)
g

u; (r) donné par I'équation (39-2) est en général non uniforme . Pour étre cohérent avec 1' appro-
ximation d'uniformité, on définit le gradient du potentiel uniforme ué; comme la moyenne

volumique de u; (r) dans le grain g .

1
e fun wa

Aprés le calcul de la moyenne de u y(r)  partir de 1'équation (39-2) , on obtient :

1 u i(r) d?’r = —1— J'U)i(r) (13r

vg ng

Ve g ' ' 3 3
AL {Z 3kE u’( [, @1 dridr @1-2)
vg~ & ve

ve

L'équation précédente s'écrit alors:

= [u® dr-—— jtj’(r) dr

Vg ve

ZSkkl {1 | (_[ G, -r) dr) dr} (42-2)
8 vgvg'
On introduit le tenseur I'88’ de couplage entre les grains g et g', défini par :

g_ 1 J‘ j‘ N e G
l"igk = Gik(r r') dr dr (43-2)
vg ,
vg vg
En précisant que U ;° est uniforme , et par suite :
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L[ @ dr=U; (442
Vg ve

I'équation (42-2) pourra s'écrire alors :

g _° g g .8 &
u;= U,i+§‘ rigk ok, u (45-2)
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En supposant que keff est connue , le systéme d'équations (45-2) , pour un polycristal infini , est un
systtme d'équations 3 une infinité d'inconnues u ;8 .

Nous allons maintenant considérer I'approximation autocohérente & 1 site , ou il est possible d'ap-
proximer les solutions de ce systéme , en considérant I'interaction de chaque grain avec son voi-
sinage que l'on suppose occupé par le milieu homogene équivalent (MHE) . En d'autres mots

tous les grains g' différents de g sont remplacés par le MHE .

IL.5.1. _Le schéma autocohérent a 1 site :

Initialement di & Hershey [7] et Kroner [9] qui l'ont développé pour les polycristaux , il consiste &

remplacer les interactions entre une hétérogénéité particuliére (I'inclusion) et le milieu réel envi-

ronnant par celles existantes entre une inclusion et un milieu homogéne ayant les propriétés effec-

tives du polycristal .

L' équation (45-2) peut étre écrite comme suit :

g _ gggzg'g'g'
u,=U,+ r“lgJ Sk UL+ rﬁ Sk U (46-2)
g+ 8

En négligeant le troisi¢éme terme du second membre de I'équation (46-2), c'est-a-dire:

zr“gg Skg ® .o (47-2)

g% g K |
le systéme d'équations (46-2) s'écrit :

g _11° gg g g
ot = U+ TS 8k8 ol (48-2)
i s,
avec T=L ] G, (r,r) dr dr (49-2)
vg

vgvg
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s

schéma auto-cohérent

1site

S

@

e
R S

lyeristal

Pour résoudre le systéme d'équations (48-2) , il faut d'abord évaluer le tenseur d'interaction . Or

l'évaluation du tenseur T'88 est complexe a cause de la présence du tenseur de Green.

Une méthode numérique , pour le probléme d'une inclusion ellipsoidale (calcul I'88 ) a été pro-

posée par Kneer [10 ], Faivre [11] et reprise par Mura [12] , LawS [13] et Gharhemani [14] ,

Tiemet al [15] .

Elle consiste a utiliser la transformée de Fourier du tenseur de Green et & intégrer sur I'espa-

ce d'onde k . Une fois le tenseur d'interaction T"88 calculé , le systéme d'équations (48-2) peut alors

étre résolu . Les propriétés effectives sont détérminées en encadrant la condition d'autocohérence .

g 0
< u’i> - U’i
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I1.5.2. Le schéma autocohérent 3 n si

Reprenons 'équation (45-2)

g  +© gg' g g
u,= U,i+§’ I ok v (45-2)

?

En supposant que k&ff

est connue, le systéme d'équations (45-2) , pour un polycristal infini , est
un systéme d'équations & une infinité d'inconnues u ;£.

11 est possible d'approximer les solutions de ce systtme en considérant l'interaction de chaque
grain avec les couches des voisins les plus proches , et en remplagant le reste du milieu par le mi-
lieu homogene équivalent (MHE) dont le comportement est identique au comportement macros-
copique du polycristal (Le choix de la couche des voisins sera discuté dans le chapitre 4 ).

On néglige alors dans le systéme d'équations (45-2) la contribution de E donné par (50-2) pour les
grains g' qui sont loin du grain g :

gg ¢, .8 &

g=ngr+1

Du fait que les tenseurs d'interaction T8&" tendent vers zéro quand la distance entre g' et g aug-
mente et que la moyenne de Ok,® s'annulle , nous pouvons considérer alors que 1'approximation

précédente est raisonnable .

ngr
g _11° g g g
uy=U;+ gz;l Figk ok, u; (51-2)

L'évaluation du tenseur I'88" est trds complexe en général . Ce tenseur est dépendant de la forme
des grains g et g' ainsi que de leur position relative .

Le probléme de la paire d'inclusions constitue une des bases de I'approche n sites . Ce probléme a
fait 'objet de quelques études et applications [6 -16 -17] . Une méthode de calcul de T"8€ dans le

cas de deux inclusions ellipsoidales, a été proposée par Fassi Fihri [16] . Une nouvelle méthode de
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calcul a été proposée pour des cubes [ 18 ] . Une fois les tenseurs d'interaction 82" calculés, le sys-
téme d'équations (51-2) peut alors étre résolu .
1L.5.3 Détermination de I'88’
Le milieu est supposé infini, et & l'infini le tenseur Gy est égal & 0. Pour un espace infini, les ten-
seurs de Green vérifient la propriété suivante :
Gik (r,r') = Gik(r-r )
Prenons la transformée de Fourier du tenseur de green Gy (r,r')
A . _ 3 3
(%k(g) =[ | le(r-r') elg(r ) dr dr

vr vr'
Sa transformée de Fourier inverse est définie par :

3
Gik(r,rv) =_ J. G (&_,) lg(l' r') dg
(2ny’
Rappelons 1'équation (27- 2)
! 1 085  -iten
G, (6r) = 2 n)3 i c dg
P P9 °q
donc on peut déterminer :
A & &
G, (E)=——_1 % (52-2)
ik £ l(eff £
P Pq °q

Comme le tenseur d'interaction T88" est 1ié au tenseur de Green Gy par la relation suivante

(43-2), en remplacant Gii(r,r') par sa valeur, on obtient :

rff_ '1 jjj eff R P

V vg vg v§ n
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La relation donnant le tenseur d'interaction I'88" occupe une place centrale dans le problime
posé ; dans ce qui va suivre, on va essayer de détailler le calcul de I'88" dans les différents cas qui
nous intéressent .

En développant encore davantage le calcul , on remarque qu'en introduisant les cosinus directeurs
de £ qu'on notera y, le tenseur de Green s'exprimera uniquement en fonction des angles 6 et ¢

qu'on déterminera ci-dessous.

%
En effet soit § le module du vecteur &
- -
cesta-direque: E=§ VY
Vi=123 &=¢ Y
avec VY, = sind cos
VY, = sin@ sing
Y, = cosb
€, 6, ¢ coordonnées sphériques du vecteur d'onde &, et telles que :

€ € [0,4e0] ,0 € [0,n] et ¢ € [0,2n] . Le tenseur de Green :

(A}ik(%: _ gie ff"‘
E k&

P PQ °q
s'écrit
A 2 S 4
G @®=—-ouK (54-2)
i1k keff \V
WP Pq q

Le tenseur Gy ne dépend que de la direction de &, cest-a-dire des angles fixant cette direction,

B et . Par ailleurs, en coordonnées sphériques, I'élément de volume d%¢ s'écrit :

3
dt= & sin0 do do dt (552)
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D'ol , en remplacant d€ dans l'expression du tenseur d'interaction , l'expression de ce demnier
devient :
'3

T 2R +eo
eg_ 1 : 2 . [-Er 3 [ +HEMS
ré=—— [sin6 do !Gik do [ dE_,ng'e dr [e" *dr (562

ST v 0 o vg
Posons alors :
o0
- i€ 3
F(e,cp)=_[§2 dg_[ e ST d% j e Y (57-2)
o vg vg'

c'est cette fonction que I'on va chercher & déterminer dans les deux cas qui nous intéressent; celui

des ellipsoides et celui des cubes. Le calcul de T'88 est traité en détail dans I' annexe (2) .
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I1.6. Conditions autocohérentes:

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les conditions d'autocohérence
dans le cas particulier de l'approche autocohérente a 1 site.

Dans l'approche autocohérente a 1 site, nous avons abouti a 1'équation
suivante:

uf = U,‘i’ + l'i‘jgg 8kjkg u’kg (48-2)

avec uf le gradient du potentiel dans l'inclusion
U,‘i’ le gradient du potentiel macroscopique appliqué
r.se le tenseur d'interaction

i
Dans cette approche, il est possible d'approximer les solutions de 1'équation
(48-2), en considérant l'interaction de chaque grain avec son voisinage que

nous supposons occupé par le milieu homogéne équivalent (MHE). Nous
avons alors abouti a 1'équation (58-2):

uf = U,li“HE + Ii’jgg Skjkg uf (58-2)

avec uf le gradient potentiel dans l'inclusion
UMHE  le gradient du potentiel macroscopique appliqué par le MHE
e le tenseur d'interaction

On cherche & exprimer u§ en fonction de U}™™E, TI'équation (58-2) peut

s'écrire:

uf - l'ijgg 8kjkg u’kg= U”i“HE (59-2)

Ensuite, l'équation (59-2) s'écrit:

uf= (I - 28 8k, &)1 U (60-2)

- En posant:

T8 = (I - T#8 k8 ) (61-2)
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I'équation  (60-2)  s'écrit:
u$= T8 UME (62-2)

Pour satisfaire les conditions autocohérentes, il faut vérifier les équations
suivantes:

<uf>=U¢ et <jg>=J° (63-2)

En tenant compte de l'équation (62-2) liant le gradient du potentiel
microscopiqueu$ et le gradient du potentiel UMHE, la moyenne des

potentiels microscopiques u§ s'écrit:

<> - <TU JE> ©4-2)

Comme U,llz’ﬂ{E est uniforme, 1'équation (64-2) devient:
<ug> = < TE>UME (65-2)

En égalant les éqﬁations (63-2) et (65-2), on obtient:
<Tg> U™E=U9 (66-2)

L'équation (66-2), s'écrit:

UMIE_ TS U? (67-2)
avec:
T = (< T >)! (68-2)

La loi de comportement local du milieu est donnée par l'équation:

7 =ki§ ug (69-2)

alors que la loi de comportement macroscopique est traduite par:
£f

Aprés avoir appliqué la moyenne aux deux membres de 1'équation (69-2),
on obtient:
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<pP=<k§ uf > (71-2)

En remplagant le gradient du potentiel microscopique ug par la valeur
donnée dans (62-2) dans I'équation (71-2), on trouve:

<f=<ik§ T UME> (72-2)
Comme U,Q’H{E est uniforme, 1'équation (72-2) devient:
<p=<kf Tg>UMF (73-2)

Si on remplace dans l'équation (73-2) U,]"“ par la valeur donnée dans (67-2),
cela donne d'uvne part:

<pP=<i§ TE>T; U? (74-2)

d'autre part, en rappelant que:

<= 5 <u§ > (75-2)

on peut écrire également:

<= K" U3 (76-2)

En égalant les équations (74-2) et (76-2), on obtient:
* ff

Cas particulier:

Pour une inclusion sphérique, ou des inclusions ellipsoidales de mémes
orientations et de mémes formes, T,& est indépendant de l'inclusion g, et

par suite:
<Til§> =T (78-2)
d'ou, l'équation (67-2) s'écrit:

UMAE=L, U? = Up (79-2)
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I1.7. Méthode de calcul:

Le but de ce paragraphe est de présenter une méthode de calcul des
propriétés effectives. Ces propriétés sont déterminées par itération, de
facon a réaliser la condition d' autocohérence selon laquelle la moyenne
des gradients potentiels microscopiques est égale au gradient potentiel
macroscopique.

En tenant compte du fait que le volume représentatif est formé de n grains,
et que le cluster est formé de n. grains (voir figure 2), l'ensemble des
grains g' qui interagissent avec le grain g, est caractérisé par Igc, tel que:

Ig={ g tel que vy appartient au "cluster” attaché a v, }

L'espace entier est recouvert en reproduisant le volume représentatif par
périodicité. Dans le cas de grains représentés par des cellules de VORONI,
on pourra se reporter a la publication de Canova et al [19] pour voir de
quelle fagcon le volume représentatif est construit. Dans les applications qui
suivront, la situation sera plus simple puisque nous travaillerons avec les
cellules cubiques toutes identiques.

En posant:
gl _ gg' gl
cG =T &, (80-2)

I'équation (45-2) s'écrit:

uf= U+ D, Cy¥ uf (81-2)
g=lg
En posant:
O sige Ig
AZE_ (82-2)

ij '

C.gg

q SIgE€ Ig
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2

grain g de volume Vg

cluster formé volume représentatif
de nc grains formé de n grains

I'équation (81-2) devient:

»1

n
gg'. g 0 )
g;( 8y 8- Ap ) U =U, (83-2)

Cette formule est valable pour tous les grains g dont le cluster associé est
inclu dans le volume représentatif. Dans le cas contraire, la signification de
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g' est expliquée dans la figure ci-dessous. Les indices g' peuvent concerner

-~

des grains obtenus par périodicité a partir de ceux du volume représentatif.

Le volume représentatif est formé par
16 grains(1,2,...,16) de formes carrées de coté "a"

Cluster(1)

16 13 4 15 16'

R (OIS
5 5 6 pabee] 7 ks s
12 o] Exfoli 12 Ei
16 13|  EEpafEs 55::;33:’::;;::;; 2 T i
@ 1 2 3 4

La sitvation est commentée dans un cas a deux dimensions pour ne pas
compliquer 1'écriture de I'équation (83-2).
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Pour le cluster associé au grain 11, tous les éléments du cluster sont inclus
dans le volume représentatif.

Ecrivons l'équation (83-2) pour le grain 11:

16 7., 118 110 10 nn 11 12..12 1n4.. 14
All u l A All l.l l A +(]11 Al.l ) l.l l.l.l = 3 l.l.l T eecscces
A711 11 All 16 16_ U°
A

.......

Pour le cluster associé au grain 1, certains des éléments du cluster sont
extérieurs au volume représentatif, la condition de périodicité permettant
de définir les éléments extérieurs au volume représentatif.

Ecrivons 1'équation (83-2) pour le grain 1:

(I-Al )ul All ul Oﬂul Oﬂu’l AP u’l Aff ul ..... -AR ul All u'l All ul
A6, 16 yo

------------ il

AR =18 562 alors que A= 56,3

avec Ty un tenseur dépendant de la distance d(18) = -a i - a j
et l“ﬂls un tenseur dépendant de la distance d(1,8) = -a i +3a j

En réécrivant l'équation (83-2) pour tous les grains, nous avons le systeme
suivant:

(Ill Al.l ) l.l All 2 = AilB u'l3 T ceesccssscssnces - Ailln l.l'ln = U'?
A ul+ @G- AP) w2 AP up -AfPu = US
~ATT U A2 w2 - ApP) u -AM uft = US

.............................................................................................................................
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Ce systeéme peut €tre écrit sous la forme matricielle suivante:

Ensuite, en adoptant les notations suivantes:

- 1 1..,1, I U |
X J) J=13n= (“,1’ Ug U3 ,Uy" Uy, Uy )

YDigsn= U U U ..,UDUQ UD)
ou €ncorc:

M;;X;=Y; (I=1,3n;J=1,3n)

et apres identification, on trouve:

_Aig}g si i#j ou g#g’
My g 134, 3(g - 1045 =

LA i et omg

-Ay; S11F) et g=g

avec 1<i<3 et 1<j< 3

» ' 2 b a3 ! I 1n
A 1 -A | -A S I -A
I I I I
AU AT o AR | AT
I | I I
ki Lk Lkl ok
L Lo o
! | I I
I | I 1
| I | [
L |
S r T T AT T T
nt | n2 | l | nn
- | A - oo : I-A
_ ! 1 I I -

-,

TR

(84-2)

(85-2)

(86-2)

(87-2)
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Pour vérifier la condition d'autocohérence, il faut faire la moyenne sur les

gradients potentiels microscopiques.  Pour cela, inversons le systéme
linéaire. Si le déterminant est non nul, la solution est:
-1
M.X=Y=>X=M_Y,. (88-2)
j ] i ] j 1
On pose Bj; = -31 (89-2)

Les gradients microscopiques s'écrivent:

1 o (] 0 ]
u,l— BI.J U,J + Bl-J"‘3 U.J + Bl.ﬁﬁ U-J Foririiiinninnn, + B1.3(n—1)+3 U-J
2 _ o o o o
u’i—Bi+3'jU'j +Bi+3.j+3 U.J +Bi+3.j+6U,j o +Bi+3,3(n—1)+j U-J
3_ o o o o
u'i = Bl+5,_] U._] + Bl+6,J+3 U.J + Bl+6,_]+6 U.J Foirienannne. + Bl+6,3(n—1)+J U,J
n_ o] o o
u,i — Bi+3(n_1).j U,j + Bi+3(n—1)’j_+3 U,j + + ooooooooooooo + Bi+un_l)'xn_l)+j U'j

ou d'une facon plus contractée:

n-1

uf = Z Biygimizksj Uj (90-2)
k=0

Posons ensuite:

n-1
AE=D B (91-2)
U k=0 3D+, 3k+H

o

Compte tenu de l'uniformité de U,

on peut é&crire:
g __ g o __ g 0 -
<u;>=<Ap Ui>=<A;> U, | (92-2)

D'autre part, la condition d' autocohérence conduit a la relation:

g o
<ui>=Ui

g -
< Aij > — Sij =0 (93-2)
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D'ou le critére d' autocohérence:

3
g
i,Jz=“1 A%>-8)" =0

n-1

g=1 ( k=0 B3 (g-D+i, 3k +j )

(94-2)

(95-2)
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HAPITR I

Le développement de la méthode autocohérente, dans le cas électrique, a conduit
(chapitre 2) a une équation d'interaction (45-2) qu'il faut résoudre pour
déterminer la conduction effective et les gradients potentiels microscopiques.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous présentons une bréve étude
bibliographique sur les céramiques supraconductrices élaborées par compression
et extrusion a chaud.

La seconde partie va étre consacrée a la discussion des effets de texture
cristallographique et morphologique sur les propriétés de conduction de ces
céramiques.
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III.1. Etude bibliographique
II1.1.1. Propriétés générales des céramiques [1]:

Les céramiques sont souvent de trés mauvais conducteurs de 1'€électricité et de la
chaleur; c'est la raison pour laquelle on les utilise fréquemment comme
diélectrique et comme isolant thermique. De plus, elles ont une faible résistance a
la rupture en traction; leur comportement est par contre meilleur en compression.
Récemment, la potentialité d'emploi des céramiques a connu un développement
considérable grace aux céramiques supraconductrices.

I11.1.2. Les céramiques et la supracon ivi

Historigue [2 :

La supraconductivité a été découverte, presque par hasard en 1911, par le Suédois
Kamerlingh Onnes, grand spécialiste des techniques du froid. Le premier, il
réussit a liquéfier 'Hélium & -269°C(soit 4°K) donnant ainsi accés aux
températures les plus basses ; et c'est en étudiant du mercure a 3°K qu'il constata
la disparition de toute résistance électrique.

A Tépoque, on savait que les métaux ont une résistivité qui décroit de
facon pratiquement linéaire avec la température. Pour pouvoir étudier le
comportement de la résistivitt a 1 approche du zéro absolu, il a
d'abord disposé de métaux trés purs (mercure) pour obtenir des résultats
dépourvus de toute ambiguité. C'est ainsi, en refroidissant du mercure a trés
basses températures, qu'il a pu mettre en évidence la supraconductivité.

Peu de temps aprés, on a trouvé la méme transition a l'état supraconducteur
dans d'autres métaux (Plomb,Niobium). A partir de 1930, la supraconductivité
a été également observée dans des corps composés (Alliages
intermétalliques). L'explication de la supraconductivité ne fut donnée qu'en 1957
par trois physiciens: John Bardeen, Leon Cooper et John Shrieffer. La théorie
BCS qui porte leurs noms n'a pas entrainé de progres notables dans les matériaux.
On essaya de nombreux alliages, mais les températures critiques ne progressaient
que trés lentement, atteignant péniblement 23°K en 1973, sans parvenir a les
dépasser jusqu'en 1986.

C'est au printemps 1986 que les deux physiciens Alex Miiller et Georg Bednorz
percent enfin la barriere des 23°K, 1'échantillon d'Oxyde de Cuivre et de Lanthane
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dopé au Baryum (Ba La Cu O) qu'ils ont fabriqué perd toute résistance dés 30°K.
Et en remplagant le lanthane par 1'Yttrium, ils ont trouvé une transition a 92°K
dans un syst¢tme multiphasé YBaCuO.

Intérét de 1la upraconductivité:

L'événement scientifique vedette de I'année 1987 fut sans conteste le grand bond
en avant de la supraconductivité a haute température. La supraconductivité est la
faculté de laisser passer le courant électrique sans aucune résistance, donc sans
perte. Autrefois, cet exploit n'était possible qua des températures extrémement
basses, proches du zéro absolu ; or dans les nouveaux "supra" la température
critique s'est brusquement élevée.

Ce qui a motivé la recherche sur ces matériaux, ce sont sans doute les
innombrables perspectives d'application des supraconducteurs a haute température
dans 1'électronique, 1'électrotechnique, I'informatique, les transports.

Propriétés des matériaux supraconducteurs:

Une résistivité nulle n'est pas un indice suffisant pour conclure l'existence
de la supraconductivité, dans la mesure ou plusieurs autres phénomeénes
peuvent en étre a l'origine. Ce qui caractérise clairement un
supraconducteur, ce sont ses propriétés magnétiques. La véritable signature
de la supraconductivité consiste alors a observer le diamagnétisme qui se
traduit par une susceptibilité magnétique négative par rapport a l'aimantation
induite et le champ extérieur.

Finalement, les deux propriétés de la supraconductivité sont:
** RESISTIVITE NULLE

** DIAMAGNETISME
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111.2. Modes de mise en forme [4]:

Nous allons étudier deux modes d'élaboration des céramiques
supraconductrices: l'extrusion et la compression a chaud.

Les textures cristallographiques et morphologiques seront différentes selon
le mode de déformation considéré.

Extrusion [4]:

Les premiers travaux concernant les textures de déformations se sont portés
sur les textures de déformations uniaxiales telles que: l'extrusion, 'étirement,
le tréfilage, la traction et la compression. La représentation des textures de
déformations est relativement simple du fait de la symétrie axiale de ce type
de test.

Lorsqu'un test axisymétrique est effectué sur un polycristal, on obtient
généralement une texture de fibre ot une direction cristallographique
<UVW> est allignée avec la direction de traction ou de compression. Les
orientations cristallines se déduisent alors 1' une de l'autre par rotation
aléatoire autour de 1'axe <UVW>.

Les résultats de Hibard [5,6] concernant I'étirement du Cu, Ag, Au, Ni, Pb et Al
décrivent la texture par la fibre <111>, et pour certains alliages de cuivre, par un
mélange de deux fibres <111> et <100>. Dans le méme temps, Calnan et al [7,8]
décrivent la texture de la traction pure de l'aluminium comme un mélange de
fibres <111> et <112>.

Récemment, I-WEI CHEN et al [9] ont prouvé l'existence de textures trés
prononcées, dans une extrusion a chaud des céramiques en poudre YBayCu3Oy
(orthorhombique). Les céramiques en poudre YBaCuO (orthorhombique) sont
préparées en utilisant différentes méthodes. L'échantillon est d'abord chauffé
dans l'air, puis déformé entre 850° et 950° sous une contrainte constante entre

Omin €gale 2 10 MPa et O, égale a2 40 MPa. Les échantillons sont ensuite

refroidis dans l'air ou dans l'argon, afin de contrbler la transformation
orthorhombique - tétragonal. Les échantillons sont ensuite examinés, au moyen
des RX (rayons X).
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Compression 3 chaud:

En général les matériaux & mettre en oeuvre se présentent sous forme de
poudre. Les étapes de fabrication sontles suivantes:

- malaxage
- pressage
- frittage (permettant la coalescence des grains).

Dans le cas général, cette méthode s'applique soit & chaud ou soit A froid
(hot pressing, cold pressing), et dans ces deux cas les opérations de
pressage et frittage se font simultanément [10], [11].

Récemment et dans le cas de production des céramiques supraconductrices, I-
WEI CHEN et al ont pu aussi mettre en évidence par pressage a chaud (hot

pressing) sous une pression de 40 "MPA et une température de 900°C, une
forte texture des poudres YBayCuzO,.

-



FIG I1-2. Montage expérimental du preSsage a chaud
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II1.3. Conclusion

L'état supraconducteur est un état tres instable, et il suffit d'avoir un champ
magnétique ou électrique pour le modifier fortement. On obtient alors une
conduction fortement anisotrope. Les techniques mises au point pour I'étude des
matériaux polycristallins s'appliquent aussi 2 l'étude de Ia conductivité électrique.
En particulier, nous allons étudier Iinfluence des textures cristallographiques et
morphologiques sur la conduction macroscopique dans ces céramiques. Ces études

trouvent leur intérét dans le cas ol les conditions de supraconductivité ne sont pas
tout a fait réalisées.
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IIL.4. Résultats et discussion

La méthode autocohérente appliquée a un milieu conducteur hétérogeéne, a
conduit a une équation d'interaction (45-2), qu'il faut résoudre pour
déterminer la conduction effective du matériau et les potentiels
microscopiques. On rappelle que 1'équation d'interaction s'écrit:

ué=Ug+ 2 I, 8k uf (45-2)

avece

re - j [ _[ eff e"é“'”dg dr dr' (532)
V vg vgvg

et que V§-= 03

Les effets morphologiques apparaissent dans le tenseur d'interaction par
l'intermédiaire des intégrales portant sur les volumes v, et vg.

Les effets cristallographiques apparaissent dans dk au travers de la propriété
locale k dependante des angles (vy,0,p) donnant l'orientation des axes

principaux de conduction (voir figure  III-3).

Les effets topologiques sont représentés dans le tenseur d'interaction
I'®® par la distance r-r' entre le grain g et le grain g'
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N
o

BUNGE: ¥ =—¢o
0 =-
p =—01

Ce chapitre est uniquement consacré a l'étude des effets de texture
cristallographique et morphologique sur la conduction effective. Les effets
topologiques feront l'objet du chapitre suivant.



82

I111.4.1 - Développement u _calcul numérique:
En préambule, il est important de préciser les points suivants:

- il faut vérifier la validité du calcul numérique en testant le programme
sur un cas simple dont on peut prévoir la réponse. Ce cas est celui du
"monocristal".

- il faut trouver le nombre de grains adéquat du polycristal qui nous
permettra d'avoir, d'une part un volume représentatif, et d'autre part un
temps de calcul raisonnable. = Nous devons aboutir a un compromis
permettant d'obtenir les propriétés effectives sans toutefois avoir a faire un
calcul coiitant cher en temps CPU (computer process unity).
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Un_ test du programme numérique

Pour valider notre programme numérique, nous avons choisi le cas simple
d'un monocristal ou la texture est parfaitement ordonnée, et ou le tenseur
de conduction local est fortement anisotrope.

Nous savons que le comportement macroscopique du monocristal est
identique au comportement microscopique. Le tenseur de conduction
macroscopique anisotrope est égal au tenseur de conduction local.

Si I' on suppose que dans la grain g le plan (a,b) est 310 fois plus
conducteur que l'axe c, le tenseur de conduction local dans le repére
cristallographique s'écrit:

| 31,0 0,0 0,0
°_1 00 31,0 00
L 00 00 01

Le calcul numérique a été conduit pour un polycristal constitué de 300
grains tous identiques et de mémes orientations. Globalement, il s'agit d'un
gros grain dont les propriétés de conduction sont celles d'un monocristal.
Le test numérique donne des résultats conformes a ce que l'on attend.

résultat résultat
théorique numérique
1ere composante
dela 31,0 31,0
conductivité
2eme composante
dela 31,0 31,0
conductivité
3eme composante
de la 0.1 0.1
conductivité
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Détermination du nombre de grains optimal dans le volume
représentatif:

Nous avons procédé au calcul de la conductivité effective pour différents
nombres de grains. Nous recherchons le nombre de grains qui présente
un bon compromis entre la précision et le temps de calcul. Nous appelons

précision la valeur €, telle que:

e—i AE> -5.)
=R i)

avec Ajj défini dans le chapitre 2 (équation 95-2).

Nous nous sommes limités a la morphologie suivante (a=b=1,c=2)
correspondant a des grains allongés. Les axes cristallographiques et les
axes principaux géométriques sont confondus. Donc, les textures
cristallographique et morphologique sont identiques. L'approche utilisée
est celle du modele autocohérent a 1 site. La texture est supposée isotrope.

axes du laboratoire
N

Nous avons dressé le tableau suivant ol sont exprimés, le nombre de
grains, les trois composantes principales de la conductivité, la précision
ainsi que le temps de calcul. Nous remarquons, qu'a partir de 250 grains,
la précision ainsi que les résultats ne changent pas considérablement.

ellipsoide (a,b,c)
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D ‘oul'intérét de travailler avec un nombre de grains égal a 250 pour ne
pas faire inutilement de longs calculs.

ngr 0;1' (1,1) (‘_)'ij (2,2) Gij (3,3) précision cpu(s)
50 27,731 | 25,737 26,592 0,0245 2,6
150 25,021 | 27,101 27,242 0,0157 7.7
250 26,733 26,563 26,114 0,0112 12,9
350 26,622 26,506 26,616 0,0105 18,1
450 26,759 26,437 26,506 0,0101 23,2

Tableau ou sont représentés le nombre de grains du polycristal, ainsi que

les différentes conductivités principales, avec le temps CPU correspondant
a chaque manipulation.
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Le seuil de convergence du programme numérique:

La condition d' autocohérence (chapitre 2) selon laquelle la moyenne des

gradients microscopiques est égale au gradient macroscopique a conduit a
I'équation:

3

g 2 _
Y (<AB-8.) =0
i,j=1 1) 1
On s'est alors limité A vérifier la condition suivante:
3 2
Y (<«A%-5.) <1%
=1 v

Une erreur relative de l'ordre de 1 % a été retenue, car nous avons
remarqué que pour une meilleure précision, il n'y a pas de changement
considérable des résultats.
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111.4.2. Effet de la texture cristallographique:
Simulation de xtur 12]:

Nous avons établi un programme qui nous permet de générer différentes
textures en tenant compte de la désorientation observée
expérimentalement, car la texture d'un polycristal est rarement constituée
d'orientations idéales.

Ainsi l'exemple, présenté dans la figure III-5 pour I'Aluminium, est une
figure présentant une texture cubique observée expérimentalement par
Liicke et al [13] (voir aussi Rose et Stiiwe [14] et Althoff et Wincierz [15]).
Une texture trés prononcée a composante unique présente quelques ilots
autour des orientations idéales. Une répartition angulaire réguliere donne
des courbes de niveau d'autant plus resserrées que le maximum considéré
est plus voisin du centre de la figure.

D'autres remarques similaires ont été reportées dans le cas des
monocristaux (Al et Cu) avec une désorientation de 2° par la technique de
Briggman. D'un autre cdté, Van Houte [16] et Liicke et Al [13] ont remarqué

~

des désorientations trés larges (10° a 15°) dans des polycristaux.

Pour pouvoir modéliser ces différentes textures, il est possible de les
représenter par l'intermédiaire de la distribution de Gauss, malgré le fait
qu'elles ne peuvent pas étre réalisées physiquement. L'approche adoptée
par Bunge [17] [18] est traduite par l'introduction de la densité de
distribution de 1'orientation g telle que:

f(g) = f(go) exp(- @?/w?) (1-3)

f(g) et f(go) étant les intensités correspondantes aux orientations g et go, ®
étant définie en détail en-dessous.

Considérons deux repéres orthogonaux différents: dans le cas présent, (voir
figure III-6), il est toujours possible de passer du premier repére au
deuxidme par la rotation ® autour de l'axe d paramétré par les angles (3,V).
Ces angles ne doivent pas é&tre confondus avec ceux d'Euler.

La distribution de Gauss de la désorientation ®, peut €tre générée
aléatoirement de la fagon suivante:
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)] la position de l'axe de rotation d (i.e. en se donnant des valeurs
aléatoires de cosd et y, dans l'intervalle [0,1] et [0,2%])

(ii) I'angle de rotation @, suivant la distribution gaussiénne indiquée
ci-dessous:

2

p(@)=p(0,) exp(-02 ©,2)  (2-3)

Les figures III-7a et III-7f montrent 1'évolution de la figure de pdle {100}

correspondante a la distribution gaussienne en augmentant la
désorientation ®, Le nombre d'orientations est 200, et la désorientation

®, prend les valeurs 0°,5°,10°,15°,20° et 45°.

Les figures de pble {111} pour les désorientations ® égale a 5°, 10° et 15°
sont aussi montrées dans les figures III-8a et III-8¢c. Cette représentation
avec les lignes de niveaux pouvait étre comparée avec la figure de pbéle
expérimentale de la figure III-5, dans laquelle nous pouvons voir une
dispersion expérimentale autour de 10°.



RD

< TD
Fig. III-§ figure de pdle (111) de I'Aluminium recuit de haute
pureté.

Fig. III-6 représentation de la différence d'orientations entre
deux grains ; la rotation d est exprimée par les angles (3 et y) et
par la o.



(g) random

FI1G III-7 représentation des figures de pdles (100)
correspondantes aux différentes séries de

Gauss (a) ®@4,=0°
(monocristal) , (b-f). w,=5° , 10° , 15° , 20° 45° , (g) cas aléatoire
(polycristal)
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F"ﬂ~ I11-8 représentation de la différence d'orientations entre
dwx erains ; la rotation d est exprimée par les angles (5 et V) et
pat & @ . ’ |
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111.4.3. Exploitation des résultats:

Nous allons maintenant appliquer le modele autocohérent a 1 site pour la
détermination des effets de texture morphologique et cristallographique.

Le polycristal est représenté par 250 grains (le choix du nombre de grains a
été justifié auparavant) orientés suivant une texture créée artificiellement,
la morphologie étant variable et définie par le paramétre suivant A (c<< a
(pastille) et ¢ >> a (cigare)). On rappelle que le facteur de forme est défini
par:

(3-3)

>
ll
o |0

Sur la figure III-9-1, la désorientation ®, est égale a 0° ce qui est le cas
d'un monocristal. Nous remarquons que les conductivités effectives
principales sont les mémes que les conductivités locales. En effet, comme la
texture est parfaitement ordonnée, le polycristal a un comportement
identique au monocristal. C'est donc tout a fait normal que les deux
comportements, local, et global, soient indiscernables par 1'approche
autocohérente a 1 site.

Sur la figure III-9-2, nous avons représenté la figure de pble {100}
correspondante.

Sur la figure III-10-1, la désorientation ®w, est égale 2 25° on n'apergoit
pas de différence marquée avec le cas du monocristal sinon  une
dépendance du facteur de forme, contrairement au cas précédent. Si on s'
intéresse uniquement au comportement global, on remarque que 1a aussi, la
tendance est toujours la méme, c'est-a-dire que l'anisotropie est toujours
présente mais moins forte. Le plan (a,b) conduit toujours plus que Il'axe c.

Sur la figure III-10-2, nous avons représenté la figure de péle {100}
correspondante.

Sur la figure III-11-1, la désorientation ®, est égale & 50°; l'anisotropie
est de moins en moins forte; on n'apergoit pas de différence marquée, mis
a part que les conductivités principales ont tendance A se rapprocher de
plus en plus, c'est-a-dire qu'on tend de plus en plus vers un comportement
isotrope, l'anisotropie étant néanmoins toujours présente.
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Dans la figure III-11-2, nous avons représenté la figure de pdle {100}
correspondante.

Dans la figure III-12-1, la désorientation ®, est égale a 90° les

conductivités principales sont les mémes. Le comportement global est
alors isotrope.

Dans la figure III-12-2, nous avons également représenté la figure de pble
{100} correspondante.

Dans la figure I1I-13-1, la désorientation ®, est égale a 180° c'est le cas
d'un polycristal ou tous les grains sont orientés d'une fagon aléatoire. On
remarque alors que les conductivités effectives principales sont les mémes.
En effet, comme la texture est aléatoire, le polycristal a un comportement
isotrope alors que le comportement local est fortement anisotrope.

Dans la figure III-13-2, nous avons représenté la figure de pble {100}
correspondante.

Dans la figure III-14, nous considérons un polycristal représenté par 250
grains, de mémes formes sphériques, c'est-a-dire une morphologie fixée; la
désorientation ®, varie alors de 0° a 180° partant du monocristal
parfaitement ordonné, au polycristal tout a fait aléatoire ou tous les grains
sont orientés d'une fagon aléatoire. On remarque alors que les conductivités
effectives principales sont les mémes au-dela d'une certaine valeur seuil
®, (90°). En effet, quand la texture est aléatoire, le polycristal a un
comportement isotrope. Par contre, quand la texture est de plus en plus
ordonnée, le polycristal a alors un comportement global de plus en plus
anisotrope.
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Fig. III-9-1 variation de la conductivité effective en fonction
du facteur de forme.

Fig. 1I1-9-2 figure de pdle

correspondante a ®,=0.
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Fig. III-10-1 variation de la conductivité effective en fonction
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CHAPITRIE IV

Préambule

Dur ou mou ?
Conducteur ou isolant ?

Lorsqu'un matériau est formé en associant un élément dur et un élément mou,
ou bien un élément conducteur et un élément isolant, on imagine aisément que
la réponse a ce genre de question n'est pas évidente. Il existe bien un large
éventail de méthodes classiques, développées depuis plus de cinquante ans, pour
décrire les propriétés physiques de structures hétérogeénes. Il est trés difficile
cependant de décrire convenablement le comportement réel dans le cas de
matériaux ou coexistent, de fagcon désordonnée, des phases de propriétés trés
différentes. C'est pourquoi des chercheurs se sont attachés a développer une
approche nouvelle du probleéme. Reposant sur I'utilisation du concept de
"percolation”, cette nouvelle approche vient tout juste de connaitre ses premiers
grands succes.

En quoi consiste-t-elle exactement ?

Et & quoi peut-elle étre appliquée ?
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IV.1. Percolation:

Le concept de percolation avait été entreva en 1941 dans les travaux
de Paul Flory [1] sur la transition conduisant a la formation des gels, avant
d' étre décrit par les mathématiciens Broadbent et Hammersley [2] en 1957,
dans le probléme du passage d'un fluide dans un filtre partiellement
obstrué.

Par ailleurs, la description mathématique de la percolation met 1'accent sur
la notion de seuil. Cette notion peut &tre illustrée a partir d'un exemple
simple: imaginons qu'on mélange deux poudres, physiquement
indiscernables, a ceci prés que l'une a une grande conductivité électrique et
l'autre est isolante. Les grains de poudre sont trés petits et remplissent de
facon compacte un trés grand volume. De la sorte, nous pouvons considérer
que le nombre de grains est infini. Il est évident que, si I'on a mis trés peu
de poudre conductrice, I'ensemble se comporte comme un isolant ; si, au
contraire on a employé une trés faible quantité de poudre isolante pour un
méme volume de mélange, on a un milieu conducteur. Le caractére original
de la percolation réside dans le fait que le passage d'un état a l'autre se fait
brusquement pour une valeur précise du pourcentage de poudre
conductrice dans le mélange. Ce pourcentage marque le seuil de

percolation.

Cet exemple, que nous aurons l'occasion de détailler au cours de ce
chapitre, souléve un grand nombre de questions, qui, pour une bonne part
ne sont pas résolues a l'heure actuelle. Nous en aborderons quelques unes
dans le cadre de ce chapitre.

Les articles de revue de Shante et Kirkpatrick [3] et Kirkpatrick [4] ont servi
d'introduction a la percolation au nombre croissant des chercheurs
intéressés par le probleme dans la derniére décennie. Ces articles relatifs a
des problémes de seuil ou de conductivité restent largement valables. Plus
récemment, la revue de Stauffer [5] s'appuyant sur les statistiques d'amas
(un amas est un ensemble d'éléments connectés), et celle d'Essam [6], ont
apporté des points de vue complémentaires. Signalons aussi, a un niveau
plus élémentaire, les revues de Domb et al [7], Hammersley et Welsh [8].

L'intérét qui est actuellement porté a la théorie de la percolation, est
pleinement apparu lorsqu'on a pu montrer que les phénomeénes qu'elle
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décrit rentraient dans le cadre plus général des transitions de phases,
bénéficiant ainsi de 1'énorme arsenal théorique accumulé dans ce domaine
depuis les années 1960 (voir " la percolation: un concept unificateur " [9]).
Depuis, elle a permis d'éclairer de nombreux problémes de la matiére
désordonnée concernant les matériaux hétérogeénes.

Aussi, il existe une grande analogie entre le probléeme de la perméabilité
d'un milieu poreux et celui du passage du courant électrique dans un milieu
désordonné. Sans chercher a étre exhaustif, signalons quelques exemples
dans lesquels la percolation est invoquée:

- Dans un alliage magnétique tel que Rb, Mg; Mn_  F, [10], une fraction x
d'atomes (magnétiques) de  Mn remplace aléatoirement des atomes (non
magnétiques) de Mg. Quand x est petit, les atomes de Mn forment
seulement des amas magnétiques petits car les interactions entre les
atomes magnétiques dans cet alliage sont a courte portée. Pour des
valeurs de x supérieures a une valeur critique x;, un amas macroscopique
s'étend a travers Il'échantillon.

- Des problemes de percolation anisotrope sont rencontrés dans des
milieux composites comportant des inclusions de forme anisotrope
(fibres de carbone allongées dans une matrice isolante [12]). L'anisotropie
du milieu peut également résulter, dans des systemes géométriquement
isotropes, de l'anisotropie des propriétés physiques des constituants. Trés
fréquemment, ces deux types d'anisotropie coexistent. Citons, par exemple
les expériences de Troadec et al [13] qui effectuent des mesures de
conductivités électrique et thermique sur des empilements compacts.

Plus que jamais, la percolation apparait donc aujourd'hui comme une notion
conceptuellement riche. Aussi est-il intéressant de la présenter étape par
étape en examinant d'abord comment elle s'applique dans le cas d'un
systtme simple a deux dimensions.

Observons la figure [IV-1 dessinée par une table tragante asservie a un
ordinateur ; elle décrit une succession d'états dans un réseau. Un
programme d'ordinateur détermine quels sont les sites actifs (conducteurs)
avec la fraction x (0< x <1); la table tracante dessine ces sites sous formes
d'étoiles dont les branches sont jointives lorsque les sites sont plus proches
voisins. Tant que la fraction de sites actifs x est inférieure & x; (seuil de
percolation), on n'observe que des sites isolés ou des amas de deux ou



106

plusieurs sites voisins dont l'extension reste inférieure a la taille du réseau.
Lorsque x croft, ces amas grossissent et se soudent entre eux jusqu'a ce
que, pour une valeur particuliere de x (x est égale a 0.5 dans l'exemple de
la figure IV-1), un des amas touche les bords opposés de I'échantillon. Si
I'on transpose cet exemple au cas d'une simulation sur un échantillon dont
la taille est infinie, c'est la formation d'un amas dans les différentes
directions de l'espace, pour une valeur critique X., qui est la caractéristique
essentielle du phénomeéne de percolation.
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IV-1 Les différentes figures correspondent a des valeurs
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IV.2 Conductivité électrique de systéemes désordonnés:

La détermination de la conductivité électrique de systemes désordonnés occupe
une place centrale dans I'étude des phénomenes de percolation:

i- elle est d'une utilisation facile et souple.

ii- a la solution du probléme de la conductivité effective, k* obtenue partir
de relations locales de proportionnalité j = k E entre courant et champ (k
tenseur), on peut associer les solutions de nombreux problémes oili existe
une semblable relation linéaire entre flux et force jointe a une équation de
continuité (chapitre 2). '

Les développements des modeles de conductivité électrique ont d'ailleurs
utilisé largement et directement des résultats obtenus dans des problémes
magnétiques et diélectriques.

Sur le plan théorique, l'étude de la conductivité électrique illustre la variété

~

des méthodes qui ont été  utilisées a l'étude des systémes aléatoires
macroscopiques:

a- méthode de bornes (cf. chapitre 1)

b- méthode autocohérente (cf. chapitre 2)

c- enfin, diverses approches plus directement liées aux méthodes de
percolation. ‘
IV.2.1. uelques modeles d'étude de lIa conductivit es

composites:

* modele de Landauer [15]

L'étude comparée détaillée des méthodes de bornes a fait 1'objet du
premier chapitre. On pourra se reporter, en particulier, au travail de
Landauer [15]. Dans une approche historique, & partir du travail original de
Faraday et Mossoti en 1837 sur la constante diélectrique d'inclusions
sphériques dans un milieu homogéne, il a montré de fagon trés claire les
développements des méthodes autocohérentes, et leur bon accord avec les
résultats expérimentaux.
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Dans ce qui suit, nous ne considérerons que le cas de mélanges biphasés,

dont les grandeurs caractéristiques seront indicées par 1 et 2 ; les fractions

volumiques seront désignées par x; et les conductivités ou résistivités du

milieu et de ses constituants seront appelées respectivement keff, peff, k; et

p;. Bienque les premiers calculs aient été effectués sur les permittivités,

nous raisonnerons en terme de conductivité, les démonstrations étant
d'ailleurs identiques, compte tenu de l'existence de relations linéaires entre
J et E d'une part, et entre D et E d'autre part (cf. tableau 1, chapitre 2)

* el Raylei 9 14

N

L'approche la plus simple consiste a remplacer le probléme aléatoire par un
autre présentant des régularités qui permettent d'obtenir une solution.
Rayleigh considére le cas de sphéres de méme diameétre et de conductivité
k,, placées sur tous les noeuds d'un réseau cubique. Il analyse, au

~

voisinage d'une sphére, l'effet sur le potentiel dii 4 ses proches voisines.

La recherche des solutions de problémes périodiques se retrouve
actuellement dans les méthodes dites " d' homogénéisation Dans cette
méthode a deux échelles, on traite d'abord la solution du probléme
(électromagnétique, mécanique) au niveau de la "maille élémentaire " du
systtme périodique. Puis, on recherche a 1l'échelle du probleme global la
solution de formes homogénéisées.

Se prétant a des traitements rigoureux, ces méthodes décrivent bien les
problemes limites ou existe justement une telle régularité: propriétés
mécaniques de composites de fibres alignées noyées dans une matrice o
les propriétés €lectriques de fibres supraconductrices sont régulierement
distribuées dans une matrice conductrice [17]. Le modeéle de Reighley a été
généralisé par Zuzovsky et Brenner [16].
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1V.2.2. Comportements limites:

Lorsque l'on n'a qu'une connaissance incompléte de la distribution spatiale
des phases constitutives du matériau hétérogéne, nous ne pouvons pas
déterminer avec exactitude le comportement effectif. Lorsque l'on dispose,
pour le comportement étudié, de théorémes énergétiques débouchant sur
des approches variationnelles, on peut parvenir a établir des bornes
délimitant le domaine pour les grandeurs décrivant le comportement
effectif, et méme établir les bornes optimales (i.e. les plus rapprochées
possibles) compatibles avec l'information disponible: les modules effectifs
d'un matériau réel dont on n'a qu'une connaissance partielle peuvant alors
se situer n'importe ou a l'intérieur du domaine limit€é par ces bornes
optimales. La méthode de bornes joue un rdle important. Nous avons déja
vu (cf. chapitre 1) que les bornes telles que celles de Hashin-Shtrikman
[18-19], Miller[20-21] et Elsayed [22] permettaient d'encadrer le
comportement réel des matériaux hétérogénes. D'autres limites, plus
anciennes et plus simples, ont cependant elles aussi leur propre intérét,
comme celles qui ont été présentées par Wiener (23] (équivalentes aux
limites de Voigt et Reuss en mécanique) . Elles correspondent a des couches
alternées de matériau 1 et 2 empilées parallelement ou
perpendiculairement aux lignes de courant (figure IV-2).

Ces deux dispositions correspondent a4 des bornes grossiéres pour la
conductivité d'un mélange aléatoire ; la variation de ces bornes avec x, (la
fraction volumique de la deuxiéme phase) est représentée sur les figures
IV-3 et IV-4, pour deux valeurs 107! et 1010 du rapport k;/k, Nous
remarquons que quelle que soit la valeur du rapport k,;/k, les bornes de
Hashin-Shtrikman sont plus resserrées que celles de Wiener. Comme nous
l'avons vu au chapitre 1, il est possible d'affiner les bornes jusqu'a se
rapprocher de la limite réelle d'un matériau hétérogéne parfaitement
désordonné. Une expérience due a Deutsher et Rappaport [24] souligne
bien les domaines de validité de ces différentes approches, par rapport a la
percolation.
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k1W=(X1/k1 + Xz/kz)-l i k2w= X1 kl + X2k2

Fig.IV-2 Modele de Wiener, correspondant 4 un comportement
limite trés simple de couches alternées.

avec:

K"V << kY
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Fig. IV-4 Variations de la conductivit¢ d'un composite en
fonction de la concentration en matériau 2.
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1V.2.3. Modéle autocohérent:

Si, dans un milieu de conductivité k;, on place des éléments de conductivité
k, chaque élément de conductivité k, est environné par un mélange
d'éléments 1 et 2. Le modele autocohérent revient A supposer i]ue ce
milieu environnant est homogéne et que sa conductivité est keff.

Les méthodes basées sur le modtle autocohérent sont trés puissantes. Une
application de ce modéle 4 la mesure des constantes élastiques d'un
composite a €t€ proposée par Gubernatis et Krumhansl [26], qui ont
montré l'excellent accord du modéle et des expériences sur des matériaux
polycristallins.

Elaborée par Landauer pour évaluer la polarisation des diélectriques, la
théorie du modéle autocohérent est transposable a la conductivité.
Bruggeman [27-28-29-30] établit une théorie autocohérente, reprise
ensuite par Bétcher [31] et, in&épendamment par Landauer [32]. Les
figures IV-3 et IV-4 illustrent les résultats de ce dernier modéle.

Dans la premiére partiec de ce chapitre, nous avons indiqué plusieurs
approches théoriques capables de décrire le comportement effectif d'un
biphasé, ces méthodes s'accompagnant souvent de calculs numériques.
Dans cette partie, nous décrirons I'utilisation d'une méthode numérique que
nous avons mis en oeuvre, et qui a été utilisée récemment par Canova et Al
[33].

Les résultats de cette simulation numérique fournissent les valeurs de la
conductivité effective et une estimation du seuil de percolation. Avant de
détailler cette simulation, nous allons parler d'une caractéristique nouvelle
introduite pour décrire le comportement des matériaux aléatoires.
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Les nombre 1éatoires:

La simulation d'un probléme de percolation commence par l'activation
aléatoire des phases duales (pour un biphasé par exemple: deux phases
conductrice et isolante). Ceci impose l'utilisation d'un ensemble de valeurs
ayant les propriétés d'une variable aléatoire. Nous donnons a ces valeurs
le nom de "nombre aléatoire". En fait, l'origine de ces nombres importe peu
; ce qui est nécessaire c'est qu'ils satisfassent le test qui permet d'espérer
raisonnablement que leur choix n'introduira aucun biais, ni aucune erreur
dans la simulation.

Le procédé généralement adopté consiste a générer une suite de nombres
par l'ordinateur en lui faisant exécuter un programme bien spécifié. La
suite obtenue est parfaitement déterminée. L'avantage du programme
réside dans le fait que l'on peut reproduire la suite identique a elle-méme
lorsque nous avons besoin de faire des tests.

Le programme " RANDOM " que nous avons choisi est classique, disponible
dans tous les manuels du langage FORTRAN. II  assure une faible
corrélation, condition nécessaire pour notre simulation.

Nous avons vérifi€é cette suite de nombres aléatoires en procédant a des
tests simples (périodicité), et nous n'avons pas trouvé de corrélation, ce qui
est indispensable dans notre étude.
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Organisation hémati rogramme:

Nous allons décrire notre méthode dans le cas particulier d'un réseau
cubique. Le volume représentatif est un cube d'aréte a que l'on subdivise
en n° cubes d'aréte a/n. Le cluster est formé de m° cubes d'aréte a/n.
Pour un tel réseau on génére une suite de n® nombres aléatoires qui
peuvent prendre les valeurs 1 ou 2. 1 représentera la phase conductrice,
2 la phase isolante. Ensuite, ces nombres sont affectés aux n’ cubes
formant le volume représentatif. Le résultat de cette simulation est un
biphasé ou les phases 1 et 2 sont distribuées de fagon aléatoire. Une fois 1la
topologie du probléme bien définie, nous pouvons résoudre notre
probléme, en passant par la résolution de 1'équation d'interaction suivante:

& _1° Z g8’ .8 &
u=U;+ = Iy Okg v, (45-2)
Le tenseur d'interaction I 8 dépend de la forme du grain et de la

propriété effective, le calcul des coefficients de ce tenseur est donné en
annexe B. Le tenseur d'interaction I'8% dépend de la forme des grains g et
g', de la position du grain g' par rapport a2 g ainsi que de la propriété
effective. Ce tenseur est calculé pour la moitié des (m3-1)/2 paires
d'inclusions (g,g'). Si les positions des inclusions g' et g" sont symétriques
par rapport & g, nous avons alors:

e -’

Afin d'utiliser une moins grande capacité de mémoire, nous avons procédé
au calcul des tenseurs d'interaction entre les différents grains constituant le
cluster en ne conservant que (m3-1)/2 tenseurs d'interaction en mémoire
pour des raisons de symétrie. Puis nous avons transposé le résultat sur tous
les grains constituant le volume représentatif.
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En préambule, il est important de souligner que le phénoméne de
percolation est en parfaite corrélation avec le coefficient d'hétérogénéité R
défini par:

R = kl / k2
ou encore avec le coefficient introduit par Elsayed [22]:
n-= kl / k2 -1

Et par suite, I'étude de la percolation est d'autant plus intéressante que R et
n sont importants, de l'ordre des centaines.

IV.3 Approche autocohérente 1  site:

Nous allons appliquer le modéle autocohérent a 1 site, proposé au chapitre
2, pour l'étude de l'effet de la morphologie sur le seuil de percolation.
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I1V.3.1 In n la morphologie s 1 il ercolation:

Pour cela, nous avons considéré une distribution de 216 grains cubiques
dans l'espace (d'autres formes de grains seront pris en compte: spheéres,
pastilles et cigares). Nous avons considéré que tous les grains du volume
représentatif ont une solution & 1 site. Les résultats sont présentés comme
suit:

K, ko géofr(r)lré?r?que figure
30 1 cube figure 5
30 1 sphére figure 6
30 1 pastille figure 7
30 1 cigare figure 8

On remarque alors que le seuil de percolation varie chaque fois qu'une nouvelle
forme du grain est prise. Dans cette étude, nous ne nous intéressons point a la
valeur du seuil de percolation comme dans un probléme de percolation pure. Par
contre, on s' intéresse qualitativement a la variation du seuil en fonction de la
morphologie prise en compte.
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I1V.3.2 Etude de I1'hétérogéndéité

Nous allons entamer cette étude en comparant notre modeéle (autocohérent)
avec celui d'Elsayed (approche variationnelle), pour les faibles
hétérogénéités. Elsayed a montré (cf. chapitre 1) que pour un milieu

biphasé macroscopiquement homogéne et isotrope, la conductivité effective
s'écrit:

EL
K 1+ % M2 +Gvn - Gy + G 4
2
% vn2+ (% 3G) v2 2 + 4G,-2G-Mp vt + (3Gy-5G3+M)vin’+

+(_;+2G)v3n3+(—;+6G-602+2M1)v3n4

+(3G-12G,+3M;+10G3-4M,)v’1n°

+(—; -4G+3G2-M1)v4n4+(% - 9G+18G,-6M;-10G3+5SM)v>n1+...

+- % + 6G-9G + 3M; +4G3 2M, ) v° ° + .. (15-1)

pour les spheres: G=1/9, Gy=1/27, G3=1/81, M;=1/27 et My=4/81
pour les pastilles: G=1/3, Gp=1/3, G3=1/3, M;=-2/9 et M,=-33/81
pour les cigares: G=1/6, Gp=1/12, G3=1/24
v est la fraction volumique, m est défini par:

n=k/k,; -1

Pour cela, nous avons considéré une distribution de 125 grains sphériques
dans l'espace. Les résultats sont résumés dans le tableau suivant:
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ki ko n I.VIodéle Modél’e
d'Elsayed auto-cohérent
1,1 1 0,1 figure 10 figure 10
1,3 1 0,3 figure 11 figure 11
1,5 1 0,5 figure 12 figure 12
1,7 1 0,7 figure 13 figure 13

En étudiant les différentes courbes, nous pouvons d'ores et déja affirmer
que pour les faibles hétérogénéités, le modele autocohérent est en parfait
accord avec celui d'Elsayed obtenu a partir d'une méthode variationnelle
(cf. chapitre 1), pour des coefficients d'hétérogénéités inférieurs a 0,5.
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IV.3.3 Comparaison modéle tocohéren ec les

méthodes variationnelles:

Certains comportements limites permettent d’'encadrer la valeur réelle de la
conductivité d'un systeme aléatoire. Cependant, en augmentant le contraste
entre les deux phases, on peut remarquer d'une part que le comportement
réel est difficile a décrire, d'autre part que les limites obtenues par des
approches variationnelles sont d'autant plus larges, donc moins précises,
que le contraste est fort (cf. chapitre 1).

La raison en est que toutes les limites, entre autres celles que nous avons
étudiées (Hashin-Shtrikman, Miller et Elsayed) dépendent étroitement du
coefficient d'hétérogénéité.

Cela rejoint en quelque sorte l'analyse faite par Landauer (cf. chapitre 1),
qui compara son résultat (modéle autocohérent) avec des résultats
expérimentaux pour un coefficient d' hétérogénéité  inférieur ou égal a 5.

Cependant, dans cette partie, nous allons comparer notre résultat avec tous
les calculs a base de méthodes variationnelles, Hashin-Shtrikman, Miller et
Elsayed, et ceci pour différents coefficients d'hétérogénéités.

Les résultats concernant la comparaison avec le modéle de Hashin-
Shtrikman sont résumés dans le tableau suivant:

ki1 ke Modéle Approche Géométrie
auto-cohérent variationnelle des grains
L
11 1 figure 14 figure 14 sphére
101 1 ﬁgure 15 ﬁgure 15 sphére

1001 1 figure 16 figure 16 sphére
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Comme on l'a déja précisé, ce modéle ne dépend pas de la morphologie des
grains (cf. chapitre 1).

Les résultats concernant la comparaison avec le modele de Miller sont
résumés dans le tableau suivant:

ki ke Modele Approche Géomé'frie
auto-cohérent variationnelle des grains
11 1 figure 17 figure 17 sphére
101 1 figure 18 figure 18 sphere
1001 1 figure 19 figure 19 spheére

Les résultats concernant la comparaison avec le modele d' Elsayed sont

résumés dans le tableau sutivant:

ki ko Modeéle Approche Géomé'frie
auto-cohérent variationnelle des grains
11 1 figure 20 figure 20 sphere
101 1 figure 21 figure 21 sphere
1001 1 figure 22 figure 22 sphere
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La comparaison des modéles de Hashin-Shtrikman et de Miller avec le

modeéle autocohérent est résumée dans le tableau suivant:
Modeéle Modéle de Modele de
k1 k2 ) . .
auto-cohérent Hashin-Shtrikman Miller

Conclusion:

Dans chacune de ces figures, nous avons tracé la conductivité effective,les
limites supérieure et inférieure  données par chacun des modeles,en
fonction de la fraction volumique. On remarque sur toutes les figures que
le comportement effectif est bien encadré par les limites citées
précédemment, ce qui nous permet d'affirmer que le modele
autocohérent est en accord avec les limites obtenues a partir des méthodes
variationnelles. On rappelle que ces limites ont ¢été obtenues
progressivement en considérant des fonctions de corrélations d'ordre
supérieur et ceci afin de les affiner davantage.
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1V.3.4 Comparaison avec des résultats expérimentaux:

Dans ce paragraphe, nous allons comparer nos résultats avec des résultats
expérimentaux, entre autres ceux de Matthiessen [34], Ruer et Fick [35],
Stephens [36], Herold [37] que nous avons prélevés dans l'article de
Landauer [32]. Ces résultats expérimentaux concernent I'étude de la
variation de la résistivité d'un biphasé, en fonction de la fraction
volumique.

Cette comparaison est résumée dans le tableau ci-dessous, oil est indiqué
R le coefficient d'hétérogénéité défini au chapitre 1.

figure biphasé R
24 Pb-Sb 2,5
25 Cd-Pb 2,85
26 Cu-Fe 3,2
27 Cu2$b-Sb 3,56
28 Bi-Bi 2Pb 5
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Conclusion:

Nous pouvons remarquer que, pour des coefficients d'hétérogénéités R, de
valeur inférieure a 5, l'approche autocohérente a 1 site conduit a des
résultats trés proches de I'expérience.
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1V.4 Approche autocohérente a mn _ sites:
IV.4.1 Résultats du modéle autocohérent:

Nous avons testé cette approche dans le cas d'un matériau biphasé
macroscopiquement homogene et isotrope. Pour cela, nous avons pris une
distribution périodique de grains cubiques dans l'espace.

Dans l'approche autocohérente a n sites, il faut tenir compte de l'interaction
de chaque grain avec le milieu environnant. Or, il y a plusieurs fagons de
procéder:

- nous pouvons considérer que les grains qui sont a la surface du volume
considéré ont une solution a 1 site, alors que ceux du coeur du volume ont
une solution a n sites, qui peut €tre éventuellement une approche a 6 sites
ol seule est prise en compte l'interaction des premiers voisins tangents au
grain considéré dans les trois directions 1, 2 et 3, ou encore une approche a
26 sites ou seule est prise en compte l'interaction des premiers voisins

entourant le grain considéré Ahzi [38].

- dans ce chapitre, on va rappeler alors la définition du cluster qui est
défini comme étant l'ensemble des grains qui interagissent avec le grain en
question. Et on précisera, dans chacune des applications, le nombre des
grains constituant le volume représentatif et celui représentant le cluster.

Les différents cas de figures que nous pouvons rencontrer dans cette
partie sont résumés dans le tableau:
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Nvolume Ncluster
27 27
64 27
125 27
125 125
216 27
216 125

Comme précisée auparavant, la morphologie est fixée, et dans un premier
temps on étudie I'apport de l'effet topologique.

Conclusion:

Nous avons pris en compte les interactions entre les grains en considérant
I'approche a 26 sites puis l'approche a 124 sites. Les résultats trouvés
apportent une petite correction aux résultats de l'approche a 1 site ; c'est ce
a quoi on pouvait s'attendre, car d'aprés la loi d'interaction, le terme
correctif est du second ordre.
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I1V.4.2 Comparaison du modéle autocohérent avec les
méthodes variationnelles:

Nous nous proposons de comparer cette fois-ci 1'approche autocohérente
a n sites avec les résultats de l'approche variationnelle que nous avons
étudiée ( celles de Hashin-Shtrikman (tableau 1), Miller (tableau 2) et
Elsayed (tableau 3)).

Les résultats concernant l'approche autocohérente a n sites pour différents
coefficients d'hétérogénéités entre autres (11, 101 et 1001) sont résumés
dans le tableau suivant dans le cas d'un polycristal constitué de 125 grains
et dont le cluster est constitué de 27 grains:

k1 k2 Figure
11 1 29
101 1 30

1001 1 3
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Les résultats concernant cette comparaison avec les approches
variationnelles sont résumés dans les tableaux suivants:

Tableau 1
k1 k2 Figure
11 1 32
101 1 33
1001 1 34
Tableau 2
k1 k2 Figure
11 1 35
101 1 36
F
1001 1 37
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Tableau 3
ki1 k2 Figure
11 1 38
101 1 39
|
1001 1 40

On rappelle que la forme des grains est cubique, alors que les limites de
Miller et d'Elsayed correspondent a une morphologie sphérique, car nous
avons remarqué que pour le cas 1 site, le comportement effectif pour les
spheéres était identique a celui des cubes. Le méme calcul a été fait avec un
cluster comportant 125 grains, les résultats sont résumés dans les figures
(41-52).
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IV.4 E statistique:

Nous avons montré que les effets topologiques peuvent é&tre tres
importants. Ces effets sont d'autant plus importants lorsque les deux
phases sont en égales proportions. Dans ce paragraphe, nous allons étudier
le comportement d'un milieu biphasé ou on fixe les deux phases, et on fait
varier uniquement la distribution des natures par le biais du programme
RANDOM (voir paragraphe IV.2.3.).

A chaque fraction volumique X;, nous avons construit une distribution

constituée de conductivités effectives, correspondant a des tests pour
lesquels seule la distribution spatiale des natures des grains change. C'est-
a-dire que pour chaque répartition donnée I, nous avons calculé la
conduction effective ki}. Cette distribution présente la totalité de
l'information contenue dans la série numérique étudiée. Mais pour peu que
cette série soit importante, le tableau ci-dessous de valeurs de la
distribution des conductivités devient peu maniable. Nous avons donc
cherché A en présenter les caractéristiques essentielles sous une forme plus

N

concise, a l'aide des parameétres statistiques.

moy

X = 0% K
1

X = 10%
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La moyenne de cette distribution, symbolisée kijnoy est la moyenne

arithmétique, c'est-a-dire la somme, rapportée a leur nombre N, des
composantes des valeurs de la distribution définie par:

N
I
kignoy = 2 kij

I=

Pour i, j donnés, on s' intéressera uniquement aux conductivités principales
(i,j égal al1,2,3). On constate que kijmy, qui  indique l'ordre de
grandeur de la distribution, ne renseigne cependant en rien sur la fagon
dont les différentes conductivités de cette distribution se regroupent plus
ou moins étroitement autour de cette moyenne. Si l'on veut caractériser
plus complétement cette distribution, il est donc nécessaire d'associer aux
indications fournies par la moyenne un indice qui renseigne sur cette
"dispersion” des conductivités autour de la moyenne. Il s'agit donc de
caractériser de fagon globale I'écart (K!-K™Y) plus ou moins important
de l'ensemble des valeurs de la distribution par rapport a la valeur
moyenne. Nous avons donc été amenés a envisager les carrés des
écarts, soit (kl—km°y)2, pour lesquels le signe n'intervient pas. La somme
de ces carrés, encore appelés << écarts quadratiques >>, pour les N valeurs
de la distribution, se symbolise par:

N
2( kij '~ kijmoy)z
I=1

Cette somme donne bien une idée de la dispersion globale des valeurs de la
distribution par rapport a leur moyenne. Toutefois, comme on veut
comparer entre elles différentes distributions (correspondant aux
différentes fractions volumiques) comportant un nombre différent de
valeurs, il convient de rapporter cette somme au nombre de ces écarts, qui
est évidemment égal au nombre de valeurs de la distribution.

On est donc amené a définir un paramétre appelé "variance” (ou encore
3 3 3 . yd 2 - P4 ~
"dispersion” ou encore “fluctuation") symbolis€é par O°, qui est égal a la

somme, divisée par leur nombre, des carrés des écarts:



La variance est un carré. C'est ainsi que puisque la variable étudiée est une
conductivité exprimée en (cm—Q_l), la variance sera exprimée en <<
(cm-Q"1
dimensionnelle que la conductivité, c'est-a-dire qui puisse s'exprimer dans
la méme unité que cette derniére, on est amené a considérer la racine
carrée de la variance, qui est homogéne avec la conductivité et qui

) au carré >>. Afin d'avoir un indice de méme équation

constitue 1'écart type O, encore appelé << écart quadratique moyen >>

N
1 - mo
0=\ X (k! k™)
I=1

Dans le tableau ci-dessous, nous avons rapporté les résultats de cette étude.
Pour chaque fraction volumique, nous avons calculé la moyenne, la
variance et 1'écart-type des conductivités effectives.
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X N kr:;oy o? o

0% 50 1,00 0 0
4% 50 1,00 | 4E32 | 2E-16
28% 50 228 |1,226-3 |3,49E-2
44% 50 374 |1,22E-2 |1,10E-1
52% | 100 4,70 |2,67e2 |1,63E-1
60% so | 549 1,776-2 |1,33E-1
76% 50 | 761 |1,72E-3 }4,15E-2
92% 50 9,83 | 3E-30 },77E-15
100% 50 11,00 0 0

En rapportant sur les figures (53-54), la variance O 2 et I'écart type O en
fonction de X;, nous remarquons que pour de fortes ou faibles fractions
volumiques, la variance et 1'écart type sont faibles. En effet, le
comportement macroscopique du polycristal est conducteur ou isolant selon
la phase prédominante, et par suite toutes les valeurs sont resserrées
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autour de leur moyenne, alors que pour des proportions de phases égales,
la variance et l'écart type sont importants, ce qui peut €tre expliqué par
une fluctuation plus importante des conductivités individuelles autour de
leur moyenne.

IV.4.4 Comparaison avec des résultats expérimentaux:

Dans ce paragraphe, nous allons comparer nos résultats avec des résultats
expérimentaux Matthiessen [34], Ruer et Fick [35], Stephens [36], Herold
[37]. Cette comparaison est résumée dans le tableau ci-dessous, ou est
indiqué R le coefficient d'hétérogénéit€é défini au chapitre 1.

figure biphasé R
55 Pb-Sb 2,5
56 Cd-Pb 2,85
57 Cu-Fe 3,2
58 Cu28b-Sb 3,56
59 Bi-Bi 2Pb 5

On peut remarquer que, pour des coefficients d'hétérogénéités R, de valeur
inférieure a 5, l'approche autocohérente a n sites conduit a des résultats
trés proches de l'expérience.
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IV.S Comparaison des résultats avec un calcul analytique:

Dans cette derniére partie, nous allons essayer de comparer les différents
résultats correspondant a I'approche autocohérente 1 site et n sites pour
valider les effets topologiques. On se propose d'étudier quelques cas limites.
Nous introduisons une anisotropie topologique en simulant un condensateur
électrique et un fil électrique. Pour cela, nous avons considéré un milieu
de 64 grains ol nous avons une succession de plans conducteurs et isolants

(voir figures ci-dessous).

Nous avons considéré que tous les grains ont une solution a 27 sites (125
sites). Nous avons pu d'une part dégager l'aspect topologique dans
I'approche a n sites, en le comparant avec l'approche & 1 site.

D'autre part, nous avons pu comparer notre calcul avec un calcul analytique
tres simple, dont la mise en évidence est la suivante.

Nous avons assimilé chaque grain a trois résistances, chacune dans une
direction bien déterminée, comme le montre la figure suivante:
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__I]

Les grains conducteurs ont une résistance r;, ceux qui sont isolants ont une
résistance r, (avec 1; >> 1y).

Dans un premier temps, nous allons travailler sur des matériaux
faiblement hétérogénes, ce qui nous donnera la possibilité de pouvoir
comparer nos résultats avec ceux d'Elsayed. L'introduction d'une anisotropie
macroscopique montre l'inefficacité du modéle 1 site ainsi que celui
d'Elsayed qui donne un résultat isotrope. Par contre, un calcul similaire,
dans le cas de l'approche autocohérente a n sites, montre que l'anisotropie
macroscopique est bien prise en compte.

Dans un deuxi¢me temps, nous allons tester notre modele sur des matériaux
fortement hétérogenes.

Les résultats de ces différents calculs sont détaillés dans ce qui va suivre.
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Cas des faibles hétérogénéités:
1°" cas

La phase conductrice a une conductivité isotrope égale a K, égal a 1.5; la phase
isolante a une conductivité K, égal a 1.0; le coefficient d'hétérogénéité M est
égal 4 0.5. Le polycristal est formé de 27 grains, dont 18 sont conducteurs
et 9 sont isolants. Le calcul d'Elsayed est toujours valable car nous avons M
inférieur 4 1. Le calcul n sites va se faire en deux temps pour deux types
de "cluster" : le premier en supposant que tous les grains du polycristal
ont une solution a 26 sites, le deuxiéme en admettant que tous les grains du

polycristal ont une solution a 124 sites. Les résultats de cette étude sont
résumés dans le tableau suivant:

La 1ere La 2eme La 3eme
composante de composante de | composante de
la conduction la conduction la conduction
o v | —
calcul
calcul
dElsayed 1,32 1,32 1,32
calcul 1 site 1,32 1,32 1,32
calcul n sites
1,3232
cluster de 26 1,278 1,3232
calcul n sites
cluster de 124 1,2851 1,3341 1,3341
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;éme c

C'est le méme cas que précédemment, en inversant les proportions des
conducteurs et isolants (9 conducteurs, 18 isolants); les résultats de ce test
sont résumés dans le tableau suivant:

La 1ere La 2eme La 3eme
composante de composante de | composante de
la conduction la conduction la conduction
1 {
calcul
analytique 1,125 117 117
calcul
d'Elsayed 1,15 1,156 1,15
calcul 1 site 1,15 1,15 1,15

calcul n sites

1,163
cluster de 26 1,1 1,163

calcul n sites

1,17
cluster de 124 1,125 1,17
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Cas des fortes hétérogénéités:

1°"  cas

La phase conductrice a une conductivité isotrope égale a3 K, égal a 31; la phase
isolante a une conductivité k2 égal a 0.1; le contraste entre les deux phases
est égal a 310. Le polycristal est formé de 64 grains, dont 32 sont
conducteurs et 32 sont isolants. Le calcul n sites ' va se faire en deux temps
pour deux types de "cluster” : le premier en supposant que tous les
grains du polycristal ont une solution a 26 sites, le deuxiéme en admettant
que tous les grains du polycristal ont une solution a 124 sites. Les résultats
de cette étude sont résumés dans le tableau suivant:

La 1ere La 2eme La 3eme
composante de composante de composante de
la conduction la conduction la conduction
calcul
15,55
analytique 0,199 15,55
calcul 1 site 7,11 7,11 7,11
eesss—
calcul n sites
cluster de 26 1,4799 13,10 13,10
.
calcul n sites
14,65
cluster de 124 1.29 14,65
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R

La phase conductrice a une conductivité isotrope égale & kK, égal a 31; la phase
isolante a une conductivité k2 égal a 0.1; le contraste entre les deux phases
est égal a 310. Le polycristal est formé de 64 grains, dont 48 sont
conducteurs et 16 sont isolants. Le calcul n sites va se faire en trois temps
pour trois types de "cluster' : Le premier en supposant que tous les
grains du polycristal ont une solution a 26 sites, le deuxiéme en admettant
que tous les grains du polycristal ont une solution & 124 sites, le troisiéme
en admettant que tous les grains du polycristal ont une solution & 342 sites.
Les résultats de cette étude sont résumés dans le tableau suivant:

La 1ere : La 2eme La 3eme
composante de composante de | composante de
la conduction la conduction la conduction
caleul 15,59 15,59 23,275
analytique
calcul 1 site
15,20 15,20 15,20
calcul n sites
cluster de 26 16,3752 16,3752 22,8304
calcul n sites
cluster de 124 16,4004 16,4004 23,29046
calcul n sites 16,33065 16,33065 23,33779
cluster de 342 X
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0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fraction volumique

‘Fig. IV-§ La variation de la conductivité électrique effective en
fonction de la fraction volumique pour des grains cubiques.
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Fraction volumique
Fig IV-6 La variation de la conductivité électrique effective en

fonction de la fraction volumique pour des grains sphériques
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0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
Fig 1V-7 La variation de la conductivité électrique effective en

fonction de la fraction volumique pour des grains sous formes de
' pastilles (a;=b,=1) .
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Fraction volumique
Fig 1IV-8 La variation de la conductivité électrique effective en

fonction de la fraction volumique pour des grains sous formes de
cigares (a;=b;=1) .
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Fraction volumique
* sphere et cube
e cigare (c=10)
m pastille (¢=0,1)
Fig 1V-9 La variation de la conductivité électrique effective en

fonction de la fraction volumique pour différentes formes
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Fraction volumique
modele autocohérent
sk ook kR Rk modele  d Elsayed
Fig IV-10 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig IV-11 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig IV-12 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig IV-13 . La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig 1V-14 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig IV-15 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig IV-16 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig 1V-17 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig 1V-18 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique .
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Fig IV-19 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig 1IV-20 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig IV-21 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique
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Fig 1IV-22 La variation de la conductivité électrique effective

en fonction de la fraction volumique



160

11.00

8.80

6.60

k*

4.40

2.20

0.00 -0.20 © 040 0.60 0.80 1.00
Fraction volumiqué
Modele de Hashin-shtrikinan
------- Modele de Miller

sk ok e e ke sk ke ke ke Modeéle autocohérent

Fig IV-23 La variation de la conductivité électrique effective en
fonction de la fraction volumique



161

60.00 1 ¥ i T

52.00}

44.00
p*
36.00
28.00
20.00 . : . 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Pb
- modele autocohérent
sk Aok kR points experimentaux
Fig IV-24 Comparaison du modéle autocohérent avec le

résultat experimental de Matthiessen [34]



162

25.00 ; T T

21.00F

17.00
p*
13.00
9.00
5.00 : : - .
0.00 0.20 0.40 0.60 - 0.80 1.00
Fraction volumique de Pb
- ‘modeéle autocohérent
S points experimentaux
Fig IV-25 Compafaison du modéle autocohérent avec le

résultat experimental de Matthiessen [34]



163

13.00 L L} Ll L)

11.00

9.00
p*
7.00
5.00
3.00 . : - .
0.00 0.20 0.40- 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Cu
" modele autocohérent
ek o o ok kR K Rk ok points experimentaux
Fig IV-26 Comparaison du modele autocohérent avec le

résultat experimental de Ruer et Fick [35]



164

43.00 T T T T
R=3,65

ngr=216

1200k CuzSb-Sb _

p*
21.00 J
10.00 L 1 1 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Sb
modele autocohérent
Rk kKRR R KKK pOintS experimentaux
Fig IV-27 Comparaison du modéle autocohérent avec le

résultat experimental de Stephens [36]



165

300.00

200.00

p*
100.00
0-00 L L 1 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80- 1.00
Fraction volumique de Bi;Pb
modeéle autocohérent
ek ok Kok ok KK points experimentaux
Fig IV-28 Comparaison du modéle autocohérent avec le

résultat experimental de Herold [37]



166

11.00 T T T T ¥
R=11 |
880F pgr=125 ? i
nvs=27 .
6.60 f -
k* '
4.40 F | 1
T
-.
[
220} ] -
g 1
g
O‘m 1 1 1 ]
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fraction volumique

* 1ere composante

e 2eme composante

m 3eme composante

Fig IV-29 La variation des composantes principales de

tenseur de conductivité électrique , calculées par le modele
autocohérent a n sites



167

101.00 Y T T T F
R=101
| 3

80801 ngr=125

nvs=27 !
60.60 -

K+ y
40.40 + -
]
20.20 -
f
i
OOOL . 1 L 1 L
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fraction volumique
* {fere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig IV-30 La variation des composantes principales de

tenseur de conductivité électrique , calculées par le modéle
autocohérent a n sites



1638

0.10E+04 T T T Y T
R=1001
nvs=27 !
0.60E+03 .
k* ]
0.40E+03 | .
. |
0.20E+03 F .
0.00E+00 - 8——8——8—1 L L

0.00- 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
* 1ere composante

e 2eme composante
m 3eme composante
Fig IV-31  La variation des composantes principales de

tenseur de conductivité électrique , calculées par le modele
autocohérent a n sites



11.00

8.80

169

6.60
k*
4.40
2.20
0.00 1 1 1 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
- Hashin-Shtrikman
* 1ere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig 1IV-32 Comparaison du modele autocohérent avec

mode¢le de Hashin-Shtrikman

le



170

k*

- 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
- Hashin-Shtrikman
* iere composante

e 2eme composante

m 3eme composante .

Fig IV-33 Comparaison du modele autocohérent avec le
modéle de Hashin-Shtrikman



171

0.10E+04

0.80E+03

0.60E+03

k*

0.40E+03

0.20E+03

0.00E+00

0.00 0.20 - 040 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique -
- Hashin-Shtrikman

lere composante

e 2eme composante

m 3eme composante

Fig IV-34 Comparaison du modele autocohérent avec le
modéle de Hashin-Shtrikman .



172

11.00

8.80F

6.60
k*
4.40
2.20
0‘00 1 1 1 1
0.00 0.20 - 040 - 0.60 - 0.80 1.00
Fraction volumique
- limites de Miller
* 1ere composante
e 2eme composante
a 3eme composante
Fig IV-35 Comparaison du modéle autocohérent avec le

modeéle de Miller



173

k*

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fraction volumique
- limites de Miller

* 1ere composante
@ 2eme composante

m 3eme composante

Fig IV-36 Comparaison du modele autocohérent avec le
modele de Miller



174

0.10E+04
0.80E+03 |
0.60E+03

k *

0.40E+03

0.20E+03

0.00E+00
1.00

0.20 0.40 0.60 0.8

0.00

Fraction volumique
- limites de Miller
* lere composante

e 2eme composante

m 3Jeme composante

Fig 1V-37 Comparaison du modéle autocohérent avec lé

modele de Miller



175

11.00

8.80

6.60
k*
440
2.20
0.00 1 L 1 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
- Limites d'Elsayed
* 1ere composante
e 2eme composante
s 3eme composante
Fig IV-38 Comparaison du modéle autocohérent

modéele d'Elsayed



176

101.00

80.80 |-

60.60
k*
40.40
20.20
0. - ey SN 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
rraction volumique
- Limites d'’Elsayed
* lere composante
o 2eme composante
m 3Jeme composante
Fig 1V-39 Comparaison du modéle autocohérent avec le

modele d'Elsayed



177

0.10E+04

0.80E+03 [

0.60E+03
k*
0.40E+03
0.20E+03
0.00E+00 _
' 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
- Limites d'Elsayed
* 1ere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig IV-40 Comparaison du modeéle autocohérent avec le

modele d'Elsayed



178

11.00 T T T T —i
R=11 a
880F ngr=125 | .
nvs=125 L
6.60 |- ] i
k* !
440} h -
%,
]
5
220+ . i -
g ¢
0.00 L 1 L i 1
0.00. 0.20 0.40 0.60 0.80 . 100
Fraction volumique
* lere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig IV-41 La variation des composantes principales de

tenseur de conductivité électrique , calculées par le modele
autocohérent a n sites



177

0.10E+04

0.80E+03 F

0.60E+03
k*
0.40E+03
0.20E+03
0.00E+00 _ -
' 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
- Limites d'Elsayed
* {ere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig IV-40 Comparaison du modéle autocohérent avec le

modeéle d'Elsayed



178

11.00 T T T T 4‘
R=11 [ |
880 ngr=125 | .
nvs=125 L
6.60 | -
k* '
440} 1 ]
L |
|
s -
220 i -
g 1
] ]
000 1 | 1 . 1
0.00. 0.20 0.40 0.60 080 . 100
Fraction volumique
* 1ere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig 1V-41 La variation des composantes principales de

tenseur de conductivité électrique , calculées par le modéle
' autocohérent a n sites



179

101.00 T Y Y T F
R=101
nvs=1235 !
60.60 | 4
k* g
4040 F -
f
20.20F -
|
]
0_00L.L | I 1 1 1
0.00 0.20 0.40 0.60 . 0.80 1.00

Fraction volumique
* 1ere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig 1V-42 La variation des composantes principales de

tenseur de conductivité électrique , calculées par le modele
autocohérent a n sites .



180

0.10E+04 . n T T T -
R=1001
0.80E+03 |+ ngr:lzs ' -
nvs=125 ‘
0.60E+03 | | :
k* ;
0.40E+03 | | E
f
0.20E+03 .
o.oos+oo¢-l - L L
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
* 1ere composante
e 2eme composante
m 3eme composante
Fig 1V-43 La variation des composantes principales de

tenseur de conductivité électrique , calculées par le modéle
autocohérent a n sites



181

11.00 . . . .

R=11
880F ngr=125
nvs=125

6.60

k*
4.40

2.20

0.m [} L 1 1 .
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fraction volumique
- Hashin-Shtrikman
* 1ere composante

e 2eme composante

m 3eme composante

Fig 1V-44 Comparaison du modéle autocohérent avec le
modéle de Hashin-Shtrikman



182

101.00 , T T r j
R=101
80.80F ngr=125
nvs=125
K*
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 | 1.00
Fraction- volumique:
- Hashin-Shtrikman
* lere composante
e- 2eme composante
m 3eme composante
Fig IV-45 Comparaison du modele autocohérent avec le

modele de Hashin-Shtrikman



183

- 0.10E+04

0.80E+03

0.60E+03

k*

0.40E+03

0.20E+03

0.00E+00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volunﬁque
- Hashin-Shtrikman

* {ere composante
@ 2eme composante

m 3eme composante

Fig IV-46 Comparaison du modéle autocohérent avec le
modéle de Hashin-Shtrikman



184

11.00 T 4 » T T

R=11

880 ngr=125

nvs=125
6.60 ¥
k*

4.40 .

2.20 -

0.00 1 'L L !

0.00 020 0.40 -0.60 0.80 " 1.00
Fraction volumique
- limites de Miller
* 1lere composante
e. 2eme composante
m. 3eme composante
Fig 1V-47 Comparaison du modéle autocohérent avec le

modele de Miller



185

101.00
80.80

60.60

k*

40.40

20.20

0.00 0.20 0.40 060 - 080 1.00

Fraction. volumique.
- limites de Miller
* iere composante

e 2eme composante

m 3eme composante

Fig IV-48 Comparaison du modele autocohérent avec le

modeéle de Miller

o~



- 186

0.10E+04

0.80E+03

0.60E+03
k*
0.40E+03
0.20E+03
0.00E+00 , -
| 000 020 0.40 0.60 080  1.00
Fraction volumique
- limites de Miller
* 1ere composante
e 2eme composante.
m. 3eme composante
Fig 1V-49 Comparaison du modéle autocohérent

modele de Miller .

avec le



187

11.00 1] ] 1] L 1
R=11
880F ngr=125

nvs=12§
6.60

k*
4.40

2.20

1 ] 1 1 L

0.00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80
Fraction volumique.

- Limites d'Elsayed

* iere composante
e 2eme composante

m 3eme composante

1.00

Fig IV-50 Comparaison du modéle autocohérent

modéle d'Elsayed



188

101.00 T ; T r
R=101
80.80 ngr=125§ .
nvs=125
60.60 .
k*
40.40 .
20.20 .
0.00 . L 1 L
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
- Limites dElsayed
* lere composante
o 2eme composante
m 3eme composante
Fig IV-51 Comparaison du modele autocohérent

modele d'Elsayed



189

0.10E+04

0.80E+03 F

0.60E+03

k*

0.40E+03

0.20E+03

0.00E+00
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80" 1.00

Fraction volumique
- Limites d'Elsayed
* {ere composante

@ 2eme composante

m 3eme composante

Fig IV-52 Comparaison du modele autocohérent avec le
modéle d'Elsayed



190

0.03 . r '
R=11

0.02

G2
0.01
0.008-
000 020 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
Fig 1IV-53 Yariation de la variance en fonction de la fraction

volumique



191

0.20 ' r . r r

0.16

0.12
0)
0.08
0.04
0. i 1 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique
Fig IV-54 Variation de l'écart-type en fonction de la fraction

-~ volumique



192

60.00 L4 N T ¥ ‘T

R=2,5

ngr=125,nvs=27
50.00 |- .

Pb-Sb

o 40.00 .
30.00 4
ZO.OOT L L 1 - L
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 - 1.00-
Fraction volumique de Pb
modéle autocohérent
ko ke e skok Kk points experimentaux
Fig IV-35 Comparaison du modéle autocohérent (n sites)

avec le résultat experimental de Matthiessen [34] .



193

25.00 ¥ ] T 1

R=2,85

21.00F  ngr=125,nvs=27 ]

Cd-Pb

17.00
p*
13.00
9.00
S.m [ 1 L 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 - 1.00
Fraction volumique de Pb
modele autocohérent
sk okok o kskok ok K points experimentaux
Fig IV-56 Comparaison du modéle autocohérent (n sites) avec

le résultat experimental de Matthiessen [34]



194

13.00 L T L § T

R=3,2

11.00F ngr=125,nvs=27

Cu-Fe

P
3.00 . - - . :
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Cu
modele autocohérent‘
**#******** points experimentaﬁx
Fig 1V-57 Comparaison du modéle autocohérent(n sités) avec

le résultat experimental de Ruer et Fick [35]



195

43.00 — . . —

R=3,56
ngr=125,nvs=27
32.00 } CuZSb-Sb

p*
21.00 F S
%
10.00 : . - 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Sb
modéle autocohérent
stk ko ok ok % points experimentaux
Fig IV-58 Comparaison du modéle autocohérent(n sites) avec

le résultat experimental de Stephens [36]



196

300.00 T T T '
R=35
240.00 ngr=125,nvs=27"
Bi-Bi,Pb
180.00
o*
120.00
60.00 -
0.00 . . : -
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fraction volumique de Bi;Pb

modele autocohérent

e 4 Kk e e K K K points experimentaux

Fig 1V-59 La comparaison du modele autocohérent avec le
résultat experimental de Herold [37]



197

60.00 — , .
R=2,5

52.00F ngr=125,nvs=125

- Pb-Sb
4400 -
p*
36.00 J
28.00 .
20.00 . . - 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Pb
modele autocohérent
- points experimentaux
Fig IV-60 Comparaison du - modéele autocohérent (n sites)

avec le résultat experimental de Matthiessen [34]



198

25.00 T T T T
R=2,85

210 ngr=125,nvs=125

Cd-Pb

o*
5.00 : : : 1
0.00 0.20 0.40 0.60 - 0.80 1.00
Fraction volumique de Pb
modele autocohérent
Aok RAek ek k% points experimentaux
Fig 1IV-61 Comparaison du modéle autocohérenf (n sites) avec

le résultat experimental de Matthiessen [34]



199

13.00 T T T T
R=3,2

11.00F  npgr=125,nvs=125

Cu-Fe

p*
3.00 . . . 1
0.00 0.20 040 - 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Cu
modéle autocohérent
Aok kR KK points experimentaux
Fig IV-62 Comparaison du modele autocohérent(n sites) avec

le résultat experimental de Ruer et Fick [353]



200

43 ‘00 ¥ T 1 ¥

R=3,56

ngr=125,nvs=125
3475 F .

Cu,Sb-Sb

e 2650 .
18.25 1
10.00 . L . -
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Sb
modeéle autocohérent
Fok ek ok ok ok " points experimentaux
Fig IV-63 Comparaison du modeéle autocohérent(n sites)

le résultat experimental de Stephens [36]

avec



201

300.00

R=S§
ngr=125,nvs=125§ |
Bi-BisPb

P* 180.00

120.00

0.00 ) ! 1 ] 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fraction volumique de Bi;Pb

modele autocohérent

sk ke ok s ko o points expérimentaux

Fig. IV-64 La comparaison du modéle autocohérent avec le
résultat expérimental de Herold [37].



202

Références:

1- P.J.Fory , J. Am. Chem. Soc.,63,3083,1941

2- S.R. Broadbent, J.M. Hammersley -Proc. Camb. Phil. Soc.,1957,53,629
3- V.KS. Shimte, S. Kirkpatrick - Adv. Phys., 1971, 20, 325

4-  S. Kirkpatrick, Rev. Mod. Phys., 1973,45, 574

5- D. Stauffer Physics Reports,1979,54

6- J.W.Essam Rep. Progr. Phys., 1980, 43, 833

7-  C. Domb, E. Stoll, T. Schneider - Contemp. Phys. 1980,21,577

8- J.M. Hammersley Welsh (D.J.A.)- Contemp. Phys.. 1980,21,593

9- La recherche N° novembre 19\76

10- J. Nielson, R.J. Birgenau, H.J. Guggenheim, G. Shirane - Phys, Rev. B,
1975,12,4963

12- F. Carmona, F. Barreau, P. Delmaes, R. Canet -], Phys.
Lett.,1980,41,L.531. T

13- J.P. Troadec, D. Bideau, E. Guyon -J. Phys. C, 1981,14,4807

14- J.P. CLERC et al la percolation modeles, simulations analogiques et
numériques.

15- R. landauer, Electrical transport and optical properties of
inhomogeneous media AIP Conf. Proceeding, 1978

16- M. Zuzovski, H. Brenner -J. Appl. Math. Phys. 1977,28,979
17- J. F. Burgat, H. Lanchon, Euromech. Bath G.B. 1976 71

18- Z. Hashin, S. Shtrikman, a Variational Approach to the Theory of the
Effective Magnetic Permeability of Multiphase Materials, Journal of Appl
Phys. vol(31), 3125 (1962)

19- Z. Hashin, S. Shtrikman, Conductivity of polycristals, Physcal. Review
vol(130), 129 (1963)



203

20- M. N. Miller, Bounds for effective Electrical, Thermal and Magnetic

Properties of heterogeneous Materials, Journal of Math. Phys vol
10,1988,(1969)

21- M. N. Miller, Bounds for effective Bulk Modulus, Thermal and Magnetic
Properties of of heterogeneous Materials, Journal of Math. Phys vol
10,2005,(1969)

22- M. A. Elsayed, Bounds for effective Thermal, electrical and magnetic
Properties of heterogeneous Materials wusing high order statistical
information, Journal of Math. Phys vol 15,2001,(1974)

23- O. Wiener Abh. Sichs Ges(ahad) wiss,1912,32,509

24- G. Deutsher, M. L. Rappaport - J. Phys. Lett. 1979,40,L219

25- S. Kirkpatrick -P.R. Lett., 1971, 27, 1722

26- J.E. Gubernatis, J.LA. Krumhansl - J. _Appl. Phys.,1975,46,1875

27- Bruggeman

Ann. Phys. 1935,24,636

28- Bruggeman - Ann. Phys. 1935,24,665

29- Bruggeman

Ann. Phys. 1936,25,645

30- Bruggeman - Ann. Phys. 1937,29,160
31- CJ.F. Botcher - Rec. Trav. Chem. (pays Bas), 1945,64,47
32- R. Landauer, J. _Appl. Phys. 23, 1514 (1955)

33- G.R. Canova, A. Molinari, neighbhour effect on the grain response in a
self-consistent modelling.

34- A. Matthiessen, Pogg. Ann. 110, 190 (1860)

35- Ruer and Fick Ferrum 11,39 (1930)

36- E. Stephens, Phil. Mog. 7, 161 (1929)

37- W. Herold, Z anorg. U. allgem. Chem. 112, 131 (1920)

38- S. Ahzi Thése de l'universite -metz-1987



204

ONCLUSION

Au terme de ce travail, nous avons illustré l'application de la méthode
autocohérente dans deux études différentes:

1-__ Premiére étude:

Dans le but d'explorer les matériaux hétérogénes, nous avons mis au point
une méthode autocohérente, permettant de calculer la conduction
effective d'un milieu hétérogéne en régime permanent. Cette méthode
permet de prendre en compte les effets des textures cristallographique,
morphologique et topologique (cf. chapitre 1).

A titre d'application, la méthode autocohérente a été appliquée au cas d'un
monocristal ou la conduction est fortement anisotrope, avec une conduction
suivant l'axe c¢ nettement inférieure aux conductions suivant les autres
axes.

* Une analyse a 1 site (effets topologiques négligés) a montré une
conduction effective croissante en fonction du facteur de forme A .

* Une acuité croissante de la texture semble inhiber les effets
morphologiques. Il est possible de quantifier l'acuité des textures de
fibre par un paramétre: la_désorientation.

Pour bien cerner l'intérét, ainsi que l'importance des effets topologiques,
nous avons étudié le phénoméne de percolation, dou le but de la
deuxieme étude

2- Deuxiéme étude:

Une premiére analyse a été faite, permettant d'estimer les effets
topologiques. Nous avons considéré le cas du composite conducteur/isolant,
ou les conductions locales sont isotropes.

Analyse a 1 site (effets topologiques négligés)

* Une analyse a 1 site a été réalisée pour estimer l'importance des effets
morphologiques sur la percolation. Nous avons notamment montré que le
seuil de percolation varie dés qu'une forme de grain est considérée.

* Les résultats de la comparaison de notre modele avec le modéle
d'Elsaved (calcul variationnel),pour de faibles coefficients d'hétérogénéités
(n << 1), sont trés encourageants. Ceci permet de conclure a une premiére
validité du modéle.
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* Une autre confrontation avec le modéle de Miller et celui de Hashin-
Shtrikman s'est avérée trés satisfaisante.

* Une derniére comparaison avec l'expérience pour des coefficients
d'hétérogénéités inférieurs a 5 s’est averée trés encourageante. En effet, les
résultats expérimentaux auxquels nous nous sommes référés pour valider
notre modele, ont été obtenus pour des facteurs R inférieurs a 5.

Anal a_n_sites

* Une étude analogue a celle du 1 site a été réalisée pour des grains ayant
une forme cubique présentant un réseau périodique.

* Les résultats de l'application de la__méthode autocohérente sont en
parfait accord avec alcul variationnel de Miller, de Hashin-
Shtrikman et  d'Elsayed, pour différents coefficients d'hétérogénéités
(R=11,101,1001).

* Nous avons montré par une étude _statistique que les _effets
topologiques peuvent étre trés importants. L'effet maximum se produit
lorsque les deux phases sont en égale proportion.

* Nous avons validé la__méthode autocohérente en la comparant avec
U'expérience pour des coefficients d'hétérogénéités inférieurs a 5. Nous
avons obtenu des résultats trés encourageants.

* Nous ne nous sommes pas préoccupés d'une fagon détaillée de l'effet de
la_taille du cluster. Cependant en se contentant de varier la taille de ce
dernier, les résultats en ont été  améliorés.

Calcul anglytigue

Nous avons simulé deux réseaux se présentant sous la forme d'un fil
électrique et d'un condensateur, ensuite nous avons calculé pour de tels
réseaux, grice a uncalcul analytique. la conductivité effective  qui
s'exprime de maniére fort simple en fonction des conductivités locales des
phases constitutives. Nous avons montré que l'approche autocohérente a 1
site ne permettaient pas de tenir compte de l'anisotropie, alors que

l'approche autocohérente a n sites permet de prendre en compte cette
anisotropie introduite.
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ANNEXE A

Le but de cet annexe est de retrouver le résultat de Landauer [1], a partir
de notre modele autocohérent (1 site). On montre dans l'annexe B que le
tenseur d'interaction entre deux grains sphériques [2], pour une

conductivité isotrope kpq°, s'écrit:

) T
T
rge=— [ae fsine g; de (A-1)
4n o

avece

A XX

G 9= L ]

1] k

Xp %a Xq

Si la conductivité kpq° est isotrope, on peut écrire que:
o _ . . T
kpq = ke IPq avec ( Ipq matrice identité)

et par suite:

Xp Kpg Xq = K Xp Ipq Xq

caryj =1 puisque X, = (sind cosp, sin sing, cose)

G:. (09 =- XiXi (A-2)

ij Kk ©
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D'ou, la relation (A-1) peut aussi étre écrite:

2n

T
-1 i
T3 = TS [ sine de fxi Xj do
Y 0
T 2n
l“ﬁg -1 J sin’0 de Jcosz(p do = -1 (A-3)
ank° 5 3 k°
T 2%
1-.22gg -1 J sin’6 de fsin2<p do = =1 (A-4)
47 k° 5 3 k°
1 r 2 1
1“3§g = f cos’0 sin® do f dog = — (A-5)
4 kO 0 0 3 ko
T 2R
rg._-1 f sin’0 de 31029 44 = 0 (A-6)
47 k° 2
0

et de méme pour les autres composantes (Ipre, I35, I35, T30 et [35)
Finalement, on trouve que:

l"iﬁzg = L

3 k°
Avec I ;; matrice identité, reprenons l'équation de I'approche 1 site du
chapitre 2:

I,

j (A-7)

g _+° g g g
u;=U. + rﬁ Skjk u, (48-2)

En posant Elg = uig, EIO = U.io

I'équation (48-2) devient:
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EE = EP° + [ (kg -k ) EZB A-9)

En multipliant les deux membres de I'équation par (I‘ifg )1, on trouve:
(T8 )" (EE-EP)= (k¥ -ky) ) ESB (A-11)

et en utilisant la relation (2), 'équation s'écrit:
(-3 k®8)(EE-E®) = (ky# - k) ) EB (A-12)

3 k° (E# - EP)= (k& - k2) EfS+ (kg - k2 ) E°

-3 k° (Ejg - Ejo) = kﬁ(g ES5- kjl? Ekg"'kjko E°- kjko E°

En remplagant k2 E.# par j# et kjk° E,° par jj°

3 k° (EE-EP)= j® -k Ef+k° EO°- j° (A-13)
et en remplagant kjk° par k° 8jk I'équation précédante devient :
-3 k° (Ef-E?)= jE-j°+k° (E°-E®) (A-14)
2 k® (Ef - EP) = KEEE - k° E°

Or kjk°= ke Sjk et kjkg= ke 8jk , donc:

2 k° E#f - K Ef=-2 k°EP-k° E®

(-2 k° - k8)E$E = -3 k°Ej°

E&= 3 k° E.° (A-15)
£= § -
( 2 k°+k 8)




209

Rappelons que les conditions autocohérentes citées au chapitre II sont:
<uf >=U} et <jg>=j° (63-2)

ouencore: <EE>=E° et <j8>=j°

Or <jg8>= ) f88

g
= Z FEkyt E®
g
BWIITE X (A-16)
g
<EE>- ) fEE:® (A-17)
g

En écrivant que < j#> = k° <E# >, on peut en déduire k°

ngkg E; ¢

_ g
D fEE;®
g

pour un biphasé, nous avons:

ko

(A-18)

_fk4E;"+f2k,E;?
fl Ej1+f2Ej2

ko

En introduisant la relation (A-15) , relative a Ejl et Ejz

El=— 3 K po g p2=__ 3K  po
T2 k) ! P2 vk,
Et en remplagant dans 1'équation précédente, on trouve:
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fik, S K popg, 3 K go

1.0 o J
KO = 2k +]: 1 2k +(l); 2 (A-19)
f 1 3 k EJ 0+ f 2 3 k EJ o
2k%+k 4 2k%+k ,
En simplifiant par 3 k° E;® , on trouve:
flkk, ., f%k,
o o
KO _2k"+k 1 2k7+k 5 (A-20)
f! f?
2k®+k ; 2k%4+k ,
Cette relation peut aussi s'écrire comme suit:
1 2 1 2
k° ( f + f ) = fk +_Ll_<_2_ (A-21)
2k°+k 1 2k%°+k 5 2k%+k ; 2Kk%+k 5,
En remarquant que:
flk®  fk, __ f*k, __f2k°
2k%°+k ; 2Kk%°+k 4 2k%+k 5 2k%+k o
cela permet d'écrire:
o o
ok L@ K-k (A-22)

k1+2k° k2 + 2](0

~

Cette équation est identique a celle de Landauer, ou il démontre que le
comportement effectif peut &€tre traduit par 1'équation suivante:

E
X-k* o, ky-k (2-1)

Vi 2 T %
kq + 2k* k, + 2k*

Vi, Vo sont les fractions volumiques, des deux phases. On retient parmi les
racines de (8-1), celle qui a un sens physique (kLA):

kYA = 14 { GBvy-1) Ky + Gvi-1) Ky + [(Gvy-Dky + Gvg-Dkp) 48k kgl Y2 )
Références:

1 - R. Landauer, J. Appl. Phys. 23, 1514 (1955)

2 - O. Fassi Fihri, Thése d'état, Metz, (1987)
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ANNEXE B

On a vu que pour un espace infini, les tenseurs de Green vérifient la propriété suivante :
" !

Gik(r,r) = Gik(r r')

Prenons la transformée de Fourier du tenseur de green Gy (r.r')

A . i&@-r) 3 3

6= [ Gar) e ar' dr
V.V,

sa transformée de Fourier inverse est définie par:

j & @ " de

Gik(r,r) =
en)’
Rappelons 1'équation (29-2)

1 J (-)ﬁ-eff SiEE) d3&
en’ & K

P P q

Gik(r, r') =

donc on peut déterminer :

f}.ké’): 55 (52-2)
1 g 1(e:ff F,
P PqQ °q

Comme le tenseur d'interaction 88" est lié au tenseur de Green Gy par la relation suivante :
gg'_ 1 j‘ j‘ N
l"ik == | Gik(r,r) dr dr
A\
V Vv
en remplagant Gik(r,r') par sa valeur, on obtient :

rigf_ '1 J'J'j e 50 ) G dr dr 532

V vg' vgvE
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Dans ce qui va suivre, on va détailler le calcul de T'88’ qui occupe une place centrale dans
cette étude.
En introduisant les cosinus directeurs de £ qu'on notera v, le tenseur de Green s'expri-

mera uniquement en fonction des angles 8 et ¢ qu'on déterminera ci dessous .

....)
En effet soit & le module du vecteur g

> >
Cest-a-direque: & =E V¥
Vi=123 Ei=E Y;
avec :
V., = sinb coso
Wz = sin6 SlIl(P
V3 = cosd
€,0, ¢ coordonnées sphériques du vecteur d'onde &, et telles que :

€ € [o,400],0 € [0,n] et ¢ € [0, 2], le tenseur de Green :

A —> - gl &k
G. €)=
ik & kcsff g
P PqQ °q
s'écrit :
A -y, ¥y
G 9= 1k (54-2)
ik keff "
\I’p PQ 'q

le tenseur Gy ne dépend que de la direction de &, clest-a-dire des angles fixant cette direc -

tion Oet @.Par ailleurs, en coordonnées sphériques, 1'élément de volume, s'écrit :

3
dé= & sind do do de
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D'ol, en remplagant d3¢ dans l'expression du tenseur d'interaction, ce derier devient :

T 2n +oo
g 1 ifr +HEr'3
¥ gjsmedefG do [€at [e drj dr (56-2)
8T V o 0 vg vg'

Posons alors :

+co

¥ {Er 3

FO,9) = & dt [ ' at [ ey (57-2)

0 vg vg'

Clest cette fonction que I'on va chercher a déterminer pour le cas des cubes .
Une méthode de calcul de I'#¢ |, dans le cas de deux inclusions ellipsoidales a
été proposée par Fassi-Fihri [ 1 ] . Une nouvelle méthode de calcul a été déve-
loppée pour des cubes par Adams et Al [2] .
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a X i ion lipsoi :

Nous supposons que g et g' sont deux inclusions ellipsoidales , voir figure ci-dessous :
ml

2I

DEUX INCLUSIONS (G) ET (G') ELLIPSOIDALES QUELCONQUES

Fassi [1] a calculé 28 dans le repere principal d'inertie de l'inclusion
g , d'origine confondue avec 1le centre O;; notons R® ce repere; les
axes de l'inclusion g sont a;,b;,c;;ceux de l'inclusion g' sont a,,b,,c, ; son
centre est O,, tel que :

- -
0102 = R0
Notons R&' le repere principal de I'ellipsoide g';
V, 6, ¢ les angles d'Euler qui fixent la position de R&' par rapport a3 RE ;
o;; la matrice de passage de RE a RE'; elle est donnée par :
0 ;=+COSY cosQ — siny sing cosO
0Lyp=+siny cosQ + cosy sing cosd
0;3=+sin0 sinQ
0Oy ;=—COSY SinQ —siny cos¢ cosd
Oyp=—Siny sing +cosy cos@ cosd
0y3=+sin6 cosQ
O3;=+siny sin@
0Ol3,=—Cosy sind
a33=+COSG
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Fassi [1] montre que le tenseur d'interaction peut s'écrire :

2 o
I‘.g]f = Tiz*(az b, c,) jd(P j sind *e‘ik + F(0.0) «
° o
de
3

2 2 2 2 2 2 3
2 2 2\2 2 2 =
(@, W+ by +c; ¥)? «(a) (oz1j ¥)2+b, (oc2j ¥)?+c) (o \|;j)2)2
* Cas de l'inclusion ellipsoidale ( approche 1 site )

On montre que : F(0,¢) == 216

Avec :

1
2 2 2 N
a=(a1\|1%+ b, \|I§ + ¢, \|t§)2

ol a;,b, etc,; sont les paramétres de l'ellipsoide et vy, , ¥, et y; sont les
cosinus directeurs définis précédemment . Approche Isite donc : a;=a,,
bl = b2 et Cl = CZ

2r W 3
re = (a,b,c)f do [ sind 6. &2y~ de
I 42 : 567 s
o)

ou encore .
2n n
ree 1 (alblcl)jd(pjsine 8 1 de
1 4T S o 3 a3
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* Cas de l'inclusion sphéri h i
De la méme fagon , on montre que :F0,9) = R3/6 , avec R rayon de la sphére .

I"gg-— J'd(p J. sin® G de
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Cas de deux inclusi biques :

Nous supposons que get g' sont deux inclusions cubiques, voir figure ci-dessous :

02 .
rc
@]
rc 1 7/
2 Rc' /
7
1 - X s "
rooo~ 4

Onest donc amené A calculer T8> qui est donné par:

T 2 +o0
g 1 ) A 2 4€r 3  HED'3,
réf=—— [sing do [6, ap [€at [~ dr [e™~"dr 562
8T V o 0 0 vg vg
qui peut s'écrire en introduisant la fonction F(0 , @)
T 27
g 1 . A
e =—— [sine d6 |G, do ( F6,0))
81 Vv o o
avece
“+oc0
. p g
Fe,0)=[€de [ e dt [ " dr (57-2)
(0] vg vg'
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et
A -y v
G pp=—-1_K (54-2)
i 1(eff v
\IIP Pq q

od Vi et Yk sont des composantes de  qui décrit I'espace RS tout entier, ob r ap -
partient 2 I inclusion C, r' appartient 2 I' inclusion C', et ol Gik est la transformée de
Fourier du tenseur de Green.

Commencons d'abord par calculer les integrales Ic et Ic' définies par :

f e-IE"r dr et J elgr dr'
vg vg '

Pour évaluer lintégrale sur vg, nous pouvons la transformer en une intégrale sur le
cube de centre Op et de cot€ A, en effectuant le changement de variable suivant :

[ x [ xc =x - XC]
R -
r =Y %rC= yc=y-YC
| Z ) | zc=z- ZC
De méme pour celle sur Vg':
[ ' ] . ' ' -
X xc =x- XC'
— ' -—)v
r =|Y %rc =] yc'=y'- YC'
i Z'J ‘ | zc'=2z'- ZC'

Nous calculons I dans un repére qui est paralléle au repére principal du cube C; notons
R ce repére, Oy, O, centres respectifs des cubes C et C'. Les deux cubes sont identiques ,
mais de centres différents . De ce fait , on a :

VMe(C) >0M=r
VPe(C)=0P =1

02P =I'c'
O1M =,
001 =R

002 = R‘C
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La distance relative entre les centres des deux grains est R®:

—> — S¢' =S¢
0102=R0=R - R

- 0.
Rl

-0 — 0

R =0102= R2

On peut remarquer que :
OM = 0071 + O1M
OP = 002 + O2P
Donc r=R; +1;
r =R, +
dod : &= dPry et Pr=d’r,

-i€r 3
Posons d'abord I o =j c dr

vg
En effectuant le changement de variable ci-dessus , on peut écrire :
-i¢gr 3 -i‘t’Rc -iérc 3
je : dr=c¢e J e d r

vg \{®
de méme pour l'intégrale sur vg' :
iep 3 i R'C ir c 3
J. e : dr'= ¢ I e dr;

vg vc'

'
vC

+oco
F(O,(p)=_[§2d§ e1§(RC-RC) J'e-l«‘,rc cfrc J'eu‘,rc darc'
(0 Ve
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Commengons d'abord par effectuer l'intégrale suivante :

J' lgrdr—f e—i&rc d:}c

vg cube(0q,A)
On note I; cette intégrale, et aprés avoir effectué le calcul , on trouve :
] g,A g,A §3A

sin( > ) sin(T) sin(T)

I =
c
e EE,
Et de méme pour l'intégrale suivante:

j eigr'dal"_j ei&rc' darc'

vg cube(0y,A)
que l'on note I¢' cette intégrale, on obtient aprés calcul:
g  EA  EA  EA

s1n( ) s1n(—) s1n(—)

I1.=
‘TEEE

Le produit des deux intégrales s'écrit alors:

| 26 § A 5 EA §3A
IcIc' = s1n (7) sin (—) sin (T)

€ 5 E)
On remarquera que :

. 2 1
sin (9)=--5(cos(29)——1)

ce qui permet d'exprimer le produit ci-dessus par:

Ic Ic' = — =9 5(cos(§,A)-1) (cos(§,A)-1) (cos(€,A)-1)
€, 5,8)

ou d'une fagon plus condensée par:
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- 3 '

IcIc' = 8 > 1 (cos(E.A)—1)
=1 i
(RN

D'od, en effectuant le changement de variable suivant :

- -

E=t v
on trouve :

8§ r 3
F= 5 j cos(¢ WRo) il_ll(cos(F, TVNESD) %—
(W, W,¥,) o i &
- —=¢' o€

Enposant: g=y(R -R) et &=y, A

+c0
_ 3
F = 8 5 Icos(& qQ JI (cos(gd) - 1) -‘%—
(‘Ill\lfz‘l’?,) 0 =1 &

Cette derniére intégrale s'écrit , alors :

g ' cosEq) cos(Ed,) cos(ED,) cos(§3,)

F= j{ 4

cos(Eq) cos(§81) cos(&82) cos(Eq) cos(F,Sl) cos(§83)
3 e’
cos(§q) cos(§82) cos(§83) cos(Eq) cos(§81)
§4 + §4
1. cos(Eq) cos(ES,) . cos(€q) cos(ED,) _ cos(8q) 1

4

e’ 3 £

pour simplifier le calcul, on introduit les notations suivantes I,,Is,1; et I; telles que:
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I _cos(&q) cos(£d,) cos(£3,) cos(ES,)

4 §4
8
! cos(§ ti)
473 gf e?

avec t1=q+d; + 8, + &
th =q+0; -8, - §
3=q-081 + 08, + 8
4=q- 981 - 6, - &
t;=q+08; + 3, - &
t=q+08; -3, + &
t7=q- 81 + 9, - &
tg=q- & — 3 + &

) cos(€q) cos(&D,) cos(ES,)  cos(Eq) cos(&d,) cos(€3,)

3 4 + 4

~cos(§q) cos(§8,) cos(E3,)
| =

12
1 cos(€ ui)
L, = 4 121' §4

avec uy=q + &, - &,
u=q - 8 - &
B=q - & + &
uy=q +61+62
us=q+ 8 - §
us=q - 8 - &
w=q - + &
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ug= q +81+53
w=q+ & - &
up=q - & - &
uy=q- 8+ 4

up=q + 0, + &

cos(§q) cos(§8.) cos(§q) cos(E3,) cos(§q) cos(E3,)
e

6
1 cos(§ wi)
2 Z §4

avec w;= q + 9
wo=(q - O
W3=q+ 82
w=q - O
W5=q+ 83
wWe=q - 03

[ = cos€q)
1 §4

Le calcul de cés différentes intégrales se fait aisément, en utilisant la formule suivante :

400
cos( _cos(oe) o sin(ee) o2 cos(og) o3 [ sin(a&)
j ) g -S0N0E) _ - I dé
BF "6 7 e e "6l ¢
€

Cette équation peut se réécrire, en utilisant les développements limités des fonctions cos et sin
au voisinage de zéro:

J‘ cos(g dE
€

+o0
1 o3 [ sin(o &)
Ly 0+ | £ o

ou encore
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+-c0

J‘ sin(a&)

0

dg =1 sgn(oc)

d'ou finalement :

F(o,9)=

(\If\If\Il)2 g{ Zt sgn(t)-—zu sgn(u) +
17273
- 2rn

31 _ _[sine de jéik do ( F(6,9) )
ST Vv 0 0

g_
Figk -

Références :
1- O. Fassi Fihri, thése d'état , Metz , 1987

2 - Adams, G. R. Canova and A. Molinari (1989) Textures and microtextures .





