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Pase 49:

Dérivons par rapport à i ... Dérivons par rapport à x, ...

Paoe 53.  équat ion (47-2) :

01 vecteur nul de dimension n, tel que i=i=n.

Paoe 58:

en remplaçant dg ... en remplaçant d3E

Paee 59.  équ4t ion(60-2I :

u,P= ( lir - [.;ss otirs )-1 U,y".

Paee 59.  équat ion(61-2):

TrY = (l ir - çjnn ôkjks )-1

Paee 60.  équat ion(62-2\ :

u,fl= Tr? U,ynt

(60-2)

,  i ,

. -

(6r-2)

(62-?)

Page 136 :

IV.5 comparaison des résultats avec un calcul analvtio,ue:

IV.s C Itats a la
( cas tridimensionnel):
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Un milieu composite est un matériau hétérogène, corrme par exemple les

bétons, les plastiques armés, les papiers synthétiques, les métaux renforcés;

courme leur nom I'indique, ils sont composés du produit désiré, surtout en

ce qui concerne ses propriétés mécaniques ou thermiques ou diélectriques...

On utilise essentiellement les matériaux composites obtenus par renfort de

fibres ou de particules, isotropes ou anisotropes; ils sont souvent composés

de deux constituants, ayant des propriétés mécaniques différentes, une

matrice et un renfort sous forme de particules ou fibres (inclusions)...

L'idée est d'associer deux matériaux ayant chacun des propriétés

différentes de manière à ce que le composite ait les propriétés désirées; il

s'agit de définir un compromis pour satisfaire les critères de légèreté,

rigidité, résistance à la traction, à la torsion, tenue en fatigue et au

vieillissement... Le renfort est le plus souvent à base de verre' de silice, de

bore, d'alumine, de graphite, de polymères spéciaux; les matrices sont le

plus Souvent constituées de matières plastiques, de métaux' ou de

céramiques tU. La figure I-1 illustre un résultat expérimental selon lequel

les constantes élastiques (ici le module d'Young suivant la direction xr),

croît avec la fraction volumique de la fibre"'

Les problèmes de mécanique des composites sont essentiellement de deux

ordres:

- d'une part, il s'agit de fournir aux spécialistes de calculs des structures,

une loi de comportement homogénéisée représentant la réponse d'un

élément de volume considéré comme macrohomogène.

- d'autre part, il est essentiel d'évaluer les contraintes locales dans chacun

des constituants et à I'interface entre fibre ét matrice pour préciser les

limites d'emploi de tels matériaux en .évitant 
la rupture ou la décohésion"'

A ces problèmes de caractère fondamental, il faut ajouær ceux qui sont liés

à la conception des pièces en matériaux composites et à leur fabrication...
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400.00

320.æ

?40.00
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160.00

80.00

0.00

0.20
Fract ion volumique

Fig' I'1 Exemples de propriétés mécaniques obtenues avec des
composites industriels tlI

La courbe ci-dessus fournit les variations du module d,young dans ladirection (l) des fibres en fonction de Ia fraction volumique des fibres, pourun composite métallique, aluminium renforcé de fibres de Bore, et tel queles caractéristiques des fibres et matrice soient:

E(riure) = 390 000 Mpa et E(matrice) = 6g000 Mpa

Dans ce chapitre nous nous intéresserons essentiel lement à l 'étudebibliographique des différentes méthodes qui peuvent nous permettred'encadrer le comportement effectif d,un maÉriau composite constitué dedeux phases différentes.

Les premiers travaux dans ce domaine sont ceux de voigt tsr qui,moyennant des approximations fortes, fournit des bornes supérieure etinférieure pour les constantes élastiques effectives ainsi que l,a montré Hillt6t.

1.00



Eshelby t7l propose des modèles plus performants mais limités aux milieux

faiblement dilués, à partir de la solution du problème de I'inclusion

hétérogène.

Les premiers travaux significatifs, qui s'écartent des approximations fortes

précédentes, sont I'oeuvre d'Hershey t81 et de Krôner [9] qui ont introduit

en mécanique le modèle autocohérent , dont les premières utilisations

étaient apparues en physique dans les années 1930 (théorie des champs

moyens) .

Parallèlement, des méthodes variationnelles plus performantes que

celles de Hill sont dues à Z. Hashin et S. Shtrikman [10]. Elles ont permis

d'avoir de meilleurs résultats et de resserrer les bornes obtenues à partir

des modèles de Voigt et de Reuss. Ce n'est que récemment grâce à

Dederichs et Krôner [11], l,l2l en particulier que des méthodes statistiques

systématiques ont permis d'aborder le problème gênéral en introduisant

des fonctions de corrélation des modules élastiques qui décrivent

complètement la structure; ces méthodes restent toutefois complexes.

Dans ce qui suit, nous proposons une revue bibliographique des différents

travaux, qui utilisent une formulation mathématique basée sur le principe

variationnel, et sur les fonctions de corrélations.

On s'intéresse essentiellement au calcul de la conductivité effective d'un

biphasé. Diverses méthodes ont êtê utilisées:

1- Méthode autocohérente

2- Méthode de bornes
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I.2. Approche autocohérente de Landauer:

Un des premiers modèles proposés pour décrire la conductivité électrique
d'un biphasé, a êté formulé par Lichtenecker t131. Dans ce modèle, la
conductivité effective kLI d'un biphasé est donn ée pat l'équation suivante:

kLI  -k r * l  kz*2  ( l - I )

k 1, k2 sont les conductivités des deux phases

xr,xz sont les fractions volumiques des deux phases

Il s'agit d'une formule empirique qui donne d'assez bons résultats quand
I'hétérogénéité, du comportement est faible et qui échoue dans le cas d'une
forte hétérogénéité du comportement.

Landauer a développé une approche autocohérente pour estimer la
conductivité d'un biphasé. Afin de valider son calcul, il I'a confronté avec
beaucoup de résultats expérimentaux correspondant à des matériaux
biphasés [14],  [5],  [16],  [17] et [8].

On considère un biphasé dont chaque phase a. une conductivité isotrope kl
et k2. En faisant les hypothèses suivantes:

{< la cellule 1 (hachurée), est consid&é,e comme une inclusion dans un
milieu uniforme infini de conductivité k*

* les cellules ont toutes une forrre sphérique

on note par vr(= Or /1J) et vz(= 1;2 /1;) la fraction volumique des deux

phases

ù 1 volume de la phase I

D2 volume de la phase 2

ù (= 1)1 + 1)2) le volume total
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Fig. l-2 La cellule 1 est entourée par un milieu formé de

cellules de type I et 2, ce milieu va être remplacé par le milieu

homogène équivalent (MHE) de conductivité k*'

Landauer montre que le comportement effectif (voir annexe A) peut être

traduit par l'équation suivante:

v1 kt-k* +nr,k '- l l r=o- r  
k1+ 2k* 

'  
k ,  + 2k*

(2-r)

D'où ,
physique

kL^ = ll4

on peut retenir parmi les racines de (2-l) celle qui a un sens

(kto)t

{ (3vz-1) kz + (3vr-l) kr + t((3vz-1)k2 + (3vr-l)kr)2+Sk rkrl ' ' '  I

Ce modèle a êtê comparé avec des résultats expérimentaux (voir figures

(I-3-7)). Ces figures représentent la variation de la résistivité P *= I / k*

du biphasé en fonction de la fraction volumique v2 de la phase 2. Les

points représentent les résultats expérimentaux. La ligne continue

représente le résultat fourni par l'équation de Landauer.



Tableau récapitulat i f

figure auteur biphasé référence

3 Matthiessen Pb.Sb 20

4 Matthiessen cd-Pb 20

5 Ruer et Fick Cu-Fe 21

6 Stephens Cu, Sb-Sb 22

7 Herold Bi-Bi Eb 23
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v2 la fraction volumique de Pb

Fig. I-3 La variation de la résistivité p * en fonction de

la fraction volumique Y2 de la phase 2'

Modèle de Landauer

************** résultat de Matthiessen t20l

*
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Fig. l-4 La variation de Ia résistivité p * en fonction de
la fraction volumique v2 de la phase 2.
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***********{s** résultat de Matthiessen l20l

9.00
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Fig. I-5 La variation de la résistivité p * en fonction de

la fraction volumique v2 de la phase 2'

Modèle -"-de:'-'Landauer

************** résultat de Ruer et Fick [21]

*

*
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v2 la fraction volumique de Sb

Fig. I-6 La variation de la résistivité p * en fonction de
la fraction volumique y2 de la phase 2.

Modèle -.- de - Landauer

************** résultat de Stephens [22]
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Fig. I,-7 La variation de la résistivité p * en fonction de

la fraction volumique Y2 de la phase 2'

Modèle de Landauer

************** résultat de llerold t23I

*



t2

C on c lu  s i  on

Pour des coefficients d'hétérogénéités R
5, I'approche autocohérente de Landauer
sont très proches de I'expérience.

égal à k1lk2, de

conduit donc à

valeur inférieure à
des résultats qui

Cq Sb-Sb

Bi-Bi Bb
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I-3. Recherche de bornes:

I.3.1. Modèle de Z. Hashin et S. Shtrikman:

Hashin et Shtrikman ont développé une approche variationnelle permettant

de déterminer des bornes de la perméabilité magnétique effective des

matériaux polyphasés localement et macroscopiquement isotrope.

Leur travail a, consisté en la résolution du problème suivant: peut-on

déterminer théoriquement les bornes de la perméabilité magnétique d'un

tel matériau polyphasé, en fonction de la fraction volumique et des

perméabilités de chacune des phases ?

La réponse apportée par Hashin-Shtrikman consiste à proposer une

méthode qui fournit les bornes optimales compte tenu de I'information

disponible [10] et 1271.

Si des informations supplémentaires sont disponibles, par exemple la

morphologie, la distribution spatiale des phases, il est possible de resserrer

les bornes [25] [26] et [31].

Soit un matériau constitué de m phases p1, V2, ... , Fm

Fr = inf (pt)

Fm = suP (Pt)

les fractions volumiques v, des phases sont telles que:

Hashin et Shtrikman ont montré au moyen d'une méthode variationnelle,
que la perméabilité magnétique effective du matériau polyphasé p * peut

être encadrée par des bornes supérieure et inférieore, plHs et F-"t telles

que:

m

Int=1
E7



t4

p,"t=pr+4 (3-ty-  
1 -crAr

m

âvec cr1 = (3 [rr)-l et A1 =

E2

F,ott = lrm (5-l)
1- oh" A*

m-1

avec crm = (3 [r*) 
- êt A- = t (6-l)

^LJ ([rt-[r-)-'] 0m
E1

Donc, on peut écrire:

Ir,"t s p* < p-tt (z-t)

Pour des raisons d'analogie dans les équations, les résultats obtenus dans
la cas de la perméabilité magnétique sont aussi valables pour la résistivité
électrique et pour la résistivité thermique.
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I.3.2. Application aux matériaux biphasés:

Considérons un matériau macroscopiquement homogène et isotrope
constitué de 2 phases isotropes, dont les perméabilités magnétiques sont
ltr et ILz. En remplaçant dans les équations ci-dessus m piu 2, la

perméabilité magnétique p* ," trouve encadrée par lrr"t et p2"t 11",
limites supérieure et inférieure de la perméabilité magnétique) telles que:

HS (8-1)Fr = l t t *
tf2

ZltûItz

3prGrz-trr)
YZ

3ttr

ItzHs = ltz *

On peut noter que le résultat expérimental
dans les bornes de Hashin-Shtrikman (voir
assez resserrées du fait que I'hétérogénéité
(R = 2,5).

(e-1)

de Matthiessen l2ll se situe
figure (I-8)). Les bornes sont
du comportement est faible

\fl

Vt

3ttz

Ces équations sont le meilleur encadrement de la perméabilité magnétique
du matériau biphasé macroscopiquement homogène et isotrope, obtenu
avec la seule connaissance des fractions volumiques des phases et des
perméabilités des deux phases.

3ttzfttrttz)
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P * 4o.oo

60.00

50.00

30.00

20.00

,aa
t

7 a

.x

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

v2 la fraction .volumique de Pb ( p lpz=2,5)

Modèle de Landauer

Modèle de Hashin-Shtikman

****** {€*  résu l ta t  de Mat th iessen

Fig. I-8 La résistivité p *= 1 | k* d'un biphasé varie en
fonct ionde la f rac t ionvo|umiqueY2de|aphase2.Lespo in ts

sont les résultats expérimentaux (Pb-Sb) de Matthiessen à Z4o
C t201. La ligne continue représente le résultat fourni par
l'équation de Landauer. Les lignes discontinues représentent les
bornes de Z. Hashin et S. Shtrikman.
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I .3.3.  Conclusion:

Les limites proposées par Hashin-Shtrikman, si elles permettent

le comportement effectif, ne donnent pas toujours une bonne

quand I'hétérogénêité du comportement est forte. Cette imprécision

de borner
précision

est due

au fait que n'est pas incluse une information sur la distribution et la

morphologie des phases. L'introduction de cette information dans la

modélisation constitue une amélioration importante de I'approche de

Hashin-Shtr ikman.
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r.3.4. Modèle de Miller:

Nous avons vu dans le paragraphe précédent, que la donnée de la fraction
volumique des phases était une information insuffisante pour obtenir des
bornes précises. Dans le calcul de Hashin-Shtrikman, on n' introduit qu'une
fonction de corrélation à un point, relative à la fraction volumique.

Miller [25], 126l r introduit dans sa description du comportement effectif
une information supplémentaire, traduite par le facteur G qui tient compte
de la morphologie. De ce fait, le développement actuel nécessite
I'introduction d'une fonction de corrélation à 3 points.

Pour ce faire, Miller a .d'abord classé les matériaux en deux classes, les
matériaux symétriques, et les matériaux asymétriques.

Les matériaux symétriques:

Le matériau est constitué de surfaces fermées appelées "cellules". Les
matériaux dits symétriques doivent vérifier les hypothèses suivantes:

-1- le matériau doit être complètement couveft par les cellules.

-2- les cellules sont distribuées de telle façon que le matériau soit
statistiquement homogène et isotrope.

-3- la propriété du matériau k dans la cellule est statistiquement
indépendante de la propriété dans toute autre cellule.

-4- les probabilités conditionnelles pour que n points soient et m points
ne soient pas dans la même cellule d'un matériau particulier, sachant
qu'un point est dans une cellule de ce matériau, sont les mêmes pour
chaque matériau.

Les matériaux asymétriques:

Le matériau est subdivisé en régions appelées "cellules ". Les matériaux
dits asymétriques vérifient les trois premières hypothèses mentionnées
ci-dessus, mais pas la quatrième.

Dans les chapitres qui vont suivre,
matériaux symétriques. C'est pourquoi
à ces derniers.

on va travailler uniquement sur des
l'étude bibliographique est limitée
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I.3.5. Calcul des bornes de Miller:

Un exemple de matériaux symétriques est le matériau de Poisson,

différents types de ce matériau ont êtê considérés par Gilbert 1281,

Frisch t}gt , Johnson et Mehl t301. Miller a montré, dans le cas de ces

derniers, et au moyen de fonctions de corrélation à 3 points, que les

limites supérieure et inférieure, qui encadrent un comportement effectif

donné k*, dépendaient uniquement du coefficient a égal à k1lk2, de la

fraction volumique v et d'un paramètre G caractéristique de la morphologie.

r. .r ,r  ;1+v1ict '1)I rr- u(o-l) ' ( l - I l  , , , ,  ^ .=, ) (10-1)^r  t -  3  t  1+v(a-  1) l  [  1+v(c-  1)+3(a-  1) (  l  -2v)G]
l c r  

J L r  r  v \ e  r " l

(1 r-1)kj'!

ls _ v(s_rr_ 4 (a-1)2(1-v)y -.. l
t1+a+3(Zv_1)(a_l)G)

avec I'encadrement:

r-*
ki" <+-< krM

l krkz

Le facteur G, traduisant la morphologie doit vérifier I'inégalité suivante:

1/9< G < 1/3

et toute valeur de G qui n'appartient pas à cet intervalle, trê peut pas

correspondre à une forme géométrique réelle. Les valeurs de G dépendent

de la forme des grains, telles que:

G=ll9 (pour les sphères)

G=ll3 (pour les pastilles)

G=1/6 (pour les cigares)
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comme nous pourrons le constater sur les figures I-9 et I-10, en
prenant G égat à Ll9 (respectivement G égal à l/3) dans les équations
(10-1) et (ll-l), ces dernières donnent des résultats asymptotiques aux
limites de Hashin-Shtrikman pour les faibles ou fortes fractions
volumiques (v proche de 0 ou l). on remarque ainsi que pour v égal à
0.5, les limites données par Miller sont indépendantes de G.
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Les bornes de Miller sont naturellement plus précises que celles de

Hashin-Shtrikman. On rappelle que les limites de Hashin-Shtrikman, pour

un biphasé statistiquement homogène et isotrope, dépendent uniquement
de a (- k1/k2) et de la fraction volumique v. Ces limites peuvent aussi

être écrites:

k,"t =Gtr* 3(1-v)(1-g) .,

v*0(3-l.) 
/

kjrs + {t I 3v(u-t) ," r/o 3+(1-v)(c-1)

De même:

' *
tft=p< tt"t

t /krkz

Une comparaison des deux approches formulées précédemment est

présentée sur la figure I 1: les résultats de la théorie autocohérente de

Landauer sont compris dans le domaine limité par les bornes de Miller pour

G êgal à ll9 (sphères) elles-mêmes encadrées par les bornes de Hashin-

Shtr ikman.

(r2-r)

(13-r)

(14-1)
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*********!F***** Modèle de Landauer

L'équation de Landauer dans le cas des sphères est en parfait accord avec
les modèles de Miller et Hashin-Shtrikman.
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I.3.6. Modèle de Elsayed t31l:

Nous avons vu dans le premier paragraphe que I'on pouvait encadrer le

comportement effectif d'un matériau statistiquement homogène et isotrope,

en tenant compte uniquement de la fraction volumique; et dans le cas des

matériaux symétriques dans le deuxième paragraphe, en tenant compte de

la fraction volumique et de la morphologie.

Dans les deux cas, nous avons pu constater que les résultats

expérimentaux sont en parfait accord avec les bornes calculées. Le

problème qui persiste est celui de la précision, qui est intimement liée à la

connaissance des fonctions de corrélation.

Pour Hashin-Shtrikman, par exemple, la fonction de corrélation introduite

est une fonction de corrélation à un seul point, car seule est prise en compte

la fraction volumique.

Par contre, Miller, en considérant des fonctions de corrélation d'ordre

supérieur (usqu'à I'ordre 3), prend en compte la morphologie et anéliore

considérablement la précision des bornes.

Elsayed t3l I r développé une nouvelle méthode en introduisant une

troisième information, celle liée aux paramètres topologiques (packing

parameter) M1 et N.d2, qui nous renseignent sur la probabilité que telle

cellule soit dans la phase (i) sachant que telle autre cellule voisine est

dans la phase ().

Elsayed utilise à nouveau les principes variationnels pour obtenir des

bornes supérieure et inférieure de k*. Les fonctions tests mises en oeuvre

sont des développements asymptotiques poussés à un ordre êlevé pour

améliorer le résultat de Miller. Les résultats obtenus sont comparés

analytiquement à ceux de Miller et de Hashin-Shtrikman, dans les
deux cas: celui des faibles hétérogénéités (Tl = krlk2 -l << 1) et celui des

fortes hétérogénéités (q = kr/kz -1 >> 1).
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Cas des faibles hétérogénéités (q << 1):

Dans I'hypothèse des faibles hétérogénéités, cas des milieux faiblement
hétérogènes (n
kEL est donnée par un développement asymptotique par rapport à q, les
paramètres G, G2 et G3 sont liés à la morphologie, et les paramètres M1, M2
sont liés à la topologie. Ce degré d'approximation met en oeuvre des
fonctions de corrélation à 3, 4 et 5 points. Les valeurs des paramères
topologiques et morphologiques sont:

pour les sphères: G=119, Gz=1127, G3=1/81 , Mt=1127 et lldz=4181

pour les pastilles: G=113, Gz=113, Gt=113, Mt=-219 et Mz=-33l81

pour les cigares: G=116, Gz=lllZ, Gz=1124

, E L
5-=l+vr l
K2

-l r' + Gvr13 - Gzurf + G3vqs +.....

4 ,'n' * é -gcl u2 ,13 + (4G2-2G-Mr) n2rl4 * (3c2-5c3+M2)v2qs+ ..
33

<lzc)v'n' *(*6G- 6G2+2M 1 )v3q 
a+(3 G- 1 2G2+3M1 + r 0G3 -4rurz) u3q s

-( 
; 

- 4G +3G2- Mr)tano*r|- 9G+18G2-6M1-10G3+5M2)v2ns*...

.(- 
1 

+ 6G-9G2+ 3M1 +4G3 -2Wr)u5 ,15 *....

Pour pouvoir valider cette approche, Elsayed a repris les équations de
Hashin-Shtrikman et de Miller, en leur appliquant I'approximation des
faibles hêtérogénéités (q
limité pour rl petit.

(1s-1)
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En développant les limites de Miller pour les petites valeurs de n, on
trouve:

k tM 
= l+v r . l

k-
_1

3
un2 * Gun3 - 3Gzvrf + 9G3vqs + ...

2G) v3n3 *... ( r6-1)

Y 
= r+vq-l vtz *Guq3 * efl-zc+|)uq4 +| tec'-rs G2+rlc-l) urts *...

*!u'r'. (l - 3G; v2q3.,- 1;+sc-11 c21,2rf +

. (l Eo*T e Tc3),,2rls*...
.(- 

; 
+ 2G) u3n3 *...

*lat.-.1 n2rt2 - !rzvp. -?v3n3 *... (18-l)

*l  t ,  -  - .  
I  

u2rl2 - ?uzqt*.. .*1 v3q3 * . . .  (19-l)

Nous pouvons donc remarquer que les bornes de Hashin-Shtrikman (18-1)

et (19-1), coïncident avec celles d'Elsayed à I'ordre 2 en Tl, alors que celles
de Miller (16-1) et (17-1) coïncident avec celles d'Elsayed à I'ordre 3 en

n.
En rappelant que la solution de l'équation (2-l), s'écrit:

kLA = l t4 { (3vz-1) kz + (3vr-1) kr + t((3vz-1)k2 + (3vr-1)k1)2+8krkrl t ' '  I

De même, les
sont :

k," t  =t*nn-1
k,3

kj t t  -  t  *un -1
k23

*In'n'. (1 3G) v2q3 + (r5G2 + 2G)v2 r'la + ecz - 63c3)v2 ns*..

(i+

bornes de Hashin-Shtrikman.

(17-r)

pour les petites perturbations,
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En remplaçant k1 par k2(1+ n ),  et en faisant le développement
asymptotique de cette dernière pour les petites valeurs de q à I'ordre 2,
on trouve :

kto =r+rrv+Ln'  (u2-u) (20- l )
k"3
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Cas des fortes hétérogénéités (t'l >>1):

Dans I'hypothèse des fortes hétérogênéités, cas des milieux fortement
hétérogènes (n>>1), Elsayed n'a pas donné la forme explicite des limites

supérieure et inférieure pouvant encadrer un comportement effectif, mais
il s'est uniquement limité à les comparer avec celles de Hashin-Shtrikman
et de Miller.

On peut alors constater sur les différentes figures (l-12 à I-18) que les
bornes d'Elsayed sont plus précises que celles de Hashin-Shtrikman et
Miller.

En examinant en détail les différentes courbes présentées correspondant
aux dif férentes valeurs de n (n =10, î=100 et q=1000), Elsayed a
remarqué que dans le cas des sphères et pour n égal à 10 (figure l-I2), La

surface limitée par ses bornes représente 28% de celle de Miller, et que
plus le coefficient q augmente, plus cette amélioration diminue comme
on le constate sur les figures (I-12 à I-14). Il a trouvé que cette surface
présentait 807o de celle de Miller pour q égal à 1000 (figure I-14). Il

a fait les mêmes constatations pour les pastilles. En effet, il a trouvé que
pour rl égal à 10 (figure I-15), la surface limitée par ses bornes représente
297o de celles de Miller, et que plus le coefficient q augmente plus cette
amélioration diminue.

Ainsi, il a trouvé que la surface limitée par ses bornes présentait 88Vo
celle de Miller pour n égal à1000 (figure I-t7).-' ''

Sur la figure I- 18, nous avons représenté les différentes courbes
correspondant aux sphères et aux pastilles, pour n égal à 100.

de

Nous pouvons émettre,
I'amélioration apportée
(packing parameter).

encore, les mêmes constatations relatives à
I'introduction du facteur de voisinage M

rcl

par
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de Miller et d'Elsayed sont comparées, dans le problème de conductivité

thermique, pour deux types de géométrie (sphères et pastilles G é,gal à ll9

et ll3), pour des petites fractions volumiques de 0.05 et 0.1, le facteur

d'hétérogénéité êtant q égal à 100.

Limites de la conductivité thermique

M
K. ^

lnr

Ç

_-M
--sup

K
2

F

K inf

K
2

_&
K2

v G Ml M2
Géométrie

de
I'inclusion

r.2 r.6 5clo Lt9 y21 4t8L Sphère

2.4 3.3 57o U3 -49 -33t8r Pastille

1.3 3.0 1.4 r.7 l0Vo U9 un 4t8l Sphère

2.7 7.t 4.6 7.4 I0Vo U3 -u9 -3318r Pastille

Nous désignons par \rrM, k",rpM, \oE et k"rp E les bornes inférieures et

supérieures de Miller et d'Elsayed.

Conclus ion:

Parmi toutes les limites que nous avons étudiées, celles d'Elsayed sont les
limites les plus précises.
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CIHIA.IPIITIR.IE ITII

II.1. Introduction

Dans ce chapitre , on se propose de calculer la conduction électrique d'un milieu hétérogè.

ne , à l'aide du modèle auto-cohérent

II.2. Généralités:

Il.2.l. Matériaux hétérosènes :

L'étude des matériaux hétérogènes met en jeu différentes approches :

- Celle des physiciens, qui étudie les mécanismes élémentaires de déformations de matériaux

(mouvement de dislocation , maclage ,diffusion, transformation de phæe )

-Celle des mécaniciens, qui est en général phénoménologique

-Celle qui combine les études mécaniques et physiques en se limitant à l'échelle des héærogénéités

c'est-àdire à une échelle où les théories continues sont encore applicables mais où on tient compte

dirætement des mécanismes physiques de déformations ; dans æ contexte les travaux de mécani-

que physiquejouentun rôle considérable .

II.2.2. La conduction électrique :

Dans ce chapitre , on se propose de déterminer la conduction électrique effective d'un matériau

hétérogène , par la méthode autocohérente . [a détermination de la conductivité élecrique est un

problème4ype que lon rencontre dans beaucoup d'auftes applications .

Iæ calcul de la conduction élecrique effætive k , obtenue à pattit des relæions locales de pro-

portionnalité j = k E entre courant et champ, se transpose immédiatement à de nombreux pro-

blèmes où exisæ une relation linéafue semblable entre flux et foræ .

- mélanges diélecriques

D = r E ( D étant le déplæement électrique )
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- conductivité thermique o de composites

Jq = - o VT (Loi de Fourier entre le flux de chaleur Jq et le gradient thermique VT )

- élæticité ( Relation de Hooke entre contraintes et déformations )

o=C€e

Le parallèle entre ces différentes propriétés de transport est développé par Buchelor [1] . Iæs déve-

loppements des modèles de conductivité électique ont d'ailleurs utilisé largement et directement

des résultats obtenus dans des problèmes magnétiques et diélecfiques (voir tableau 1).

Tableau I

Sujet physique o E =VO D K..
U

Conduction
thermique

température gradient
thermique

flux de
chaleur

cond. thermi-
que D=-KE

Conduction
électrique

potentiel
électrique

champ
électrique

densité
de courant

rcnd. électri-
que D=KE

Electrostatique potentiel
électrique

champ
électrique

déplacement
électrique

constante
diélectrique
D=KE

Magnétostatiquepotentiel
magnétique

champ
magnétique

déplacement
magnétique

peméabilité
magnétique
D=KE

Mécanique déplacementgradient
déplacement

contrainte
constante
élastique
D=KE
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II.2.3. La méthode autocohérente :

Sur le plan théorique , l'étude de la conduction électrique illustre la variété des méthodes qui ont été

utilis&s:

- Calcul des bornes conespondant à des comportements limiæs de systèmes reÊls .

- Méthode autocohérente , qui sera décrite plus loin .
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II.3. Equation intégrale pour les milieux hétérogènes linéaires :

Considérons un milieu infini dont la conductivité locale k1(r) dépend de la position r. Il s'agit par

exemple de potycristaux , de polyphæés, de composites , de matériaux endommagés ou de cé-

ramiques supræonductrices. Ce milieu est soumis à une ætion extérieure qui est le potentiel

U(r), qui crée une densité de courant J(r) variable dans le milieu à cause de I'hétérogénéité des

propriétés électriques.

II.4. Loi constitutive du polycristal :

Localemenl, laloi de comportement du milieu est donnée pæ l'équation (1-2)

i .=k.u.-r { s
(r-2)

La démarche principale est la suivante: on impose au polycristal un gradient poæntiel mæroscopi-

que homogène Ugo dont résulte une densité de courant vérifiant la relation de stationnarité sui-

vante (conservation de la quantité de courant dans un problème stationnaire):

(2-2)

Nous cherchons un système d'équations poftant uniçement sur le gradient du potentiel local

u,i(r) . On utilise la st*ionnarité de la densité de courant vérifiée dans tout le polycrisal (2'2) ,et

la valeur de ji donnée en (1-2) dans l'équation (2-2\.

Nous sommes alors conduits au système d'équæions aux dériv&s partielles:

(k.. u .). =o (3-2)'U  'J ' ,1
Nous représentons la loi constitutive mæroscopique pæ le comportement suivant:

J. = k:.ff u".
r rJ ,J

i ..=o-  
l r l

Ulo le vecteur gradient potentiel électrique appliqué,

(4-2)
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kleff le tenseur de conductivité électrique macroscopique,

Ji le vecteur densité de courant surfacique.

Nous dfoomposons alon le tenseur "conductivité électrique locale k1i(r)" en une somme d'une par-

tie uniforme kleffet d'une fluctuation spatiale &1G).

off

k..(r)=kL^ + ôk,,(r) (5-2)
U.. U U.-

En utilisant cette décomposition, l'équation (3-2) devient :

,e f f  (
k..^ u .. + { ôk..(r) u . } . = e^*ij *ii ' ( -^i3t^' -,j t ,t ( 6-2)

Le terme ( ôkijG) u;(r)),i peut êfie considéré comme une densité volumique fictive du courant.

On pose:

i(r) - 1 ôk'(r) rj ),, (7_2)
l'équation (6-2) s'écrit alon :
- eff
k;;- u,,*i(r)=e (S-Z;

rJ ,Jl

Tout d'abord, écrivons les transformées inverses de Fourier des fonctions gradient potentiel et

densité fictive. La transformée de Fourier de i(r) est:

î,g = Jt(r) "*i€t 
d, @-D

vf

Sa transformée de Fourier inverse:

i(r) =J= J î(O éi6t d'€, (10-A
Qn)s "1

aVeC vr = vÊ= R 3

De même pour u(r), sa transfonnée de Fourier invene est :

o(r)=uïr)*+" JO el ei€r d'€ Gr-z)(Znf "q
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Le second terme du second membre est la partie fluctuante du poæntiel . L'idée est de se ramener

à I'equation (8-2). Pour cela, calculons d'abord ul i (r):

arG) aft'l ,l^+J ûrO ,i€'dËE--â,xr 1 Anf 4"e
(l?-2)

(r3-2)
/)n

a'uAl_/rfttl , I
=--ù.âx-5ir

J I J'1 @ù3
le gradient potentiel mæroscopique

^2o
SD=s
o*j *i

2

2
d [^

JU

t4.
étant uniforme:

q ;ifr o'g

d'cùarus,q,g,=f \iq t$ oi€r âe<r"t'

(A-D

Grq

(5-D

Remplaçons (16-2) et (10-2) dans (8-2), ce qui donne:

[{<q, ft €,x+G))+ îto} ;te'o'€ - o
{ ._L.-1 U 1. ' (- t \s/Fr(9/J 

e ug:u (LTz)

u rlntioo suivante en résulte

(r82)

par la valeur donnfu dans (18-2), on obtient:

u,xe) = 
It E:iefrgl e i€r âe<ra-t
:

e. r.i.rr g
U1

En remplaçant dans léquæion (ll-2) û(Ë)
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u(r)=Uo(r)**^ J
@tf "e

^

iG)
" 

i€t aq (LLD
r.ufi r.:1 U:J

Comptetenudeladéfinition de latransforméedeFourierde i(r') donnée en(9-2),1'équation
(19-2) s'écrit :

(T2)ouG)=u-<,r -& {r:ffi di' ) d:q
soit avec (7-2):

(r)=uTr)* 1= J { , 
t dfue)".rG')lr, é6G-t') 

d'r,) âErna>
@O3ie;, +#A

I'indiæ k' représente la dérivæion par rapport à h Ène composante de r'. En notant :

I = , 
[ ôquc') o.t('') ]n'e-iË(t-1) 'r, (22-2)# +sq

on obtient :

1=J (ôhG') q(o ui6(t-t') 
) ,:d,r,

vr, F katr F 
'rK

:p trl "q
_ ,ôhG')Jl(r')r^-i(r-r) 

3- 
* bgu^== 

-'lk*' Qta)

En utilisant le théorème de la divergenæ, il apparaît que le premier tÊrme est nul compte tenu
du fait que le gradient potentiel est nul à linfini .

1$f)",É';"iË{'r)" 
3

" bsh 
'*dr'=o (%D
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l'équation intégrale (21-2) s'écrit alors :

Dérivons pæ rapport à ;. On obtient alors

3

o,,(r) = d,ttl * 1 G*(r,r) ô\,(r') uJ(û e' eezl
vr'

avec

G/r,r') = -1= J €t 5n e-i6(r-t' ) d€ (n-2)Itc ' a'ù3:Effiet
L'équation (26-2) peut s'écrire :

r,,(r) = u:(r) + J G,u(r,r') f,(r') d}' W32)
vr'

avec :

Fn(r')=ôk*(r') u,r(r') (D2)

Le milieu étant infini , il résulte de (27-2\ We:

G. n(r,r') 
= Gin(r-r')

et que G s'annule à l'infini. L'équation (28-2) devient:

u,i= u: + G* * Fn

où le symbole x représente le produit de convolution :

q.* &=J qtrr-r') Fr{r') d'r'
\ T '

5i fteff est connue , les équations (26-2) constituent un système linéaire d'équæions intégrales
dont les inconnus sont les gradients potentiels u,i .

QU2)

QI.2)

(32-2)
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II.5. Approche autocohérente :

Cette approche aétÉ, développee dans le cæ électrique par plusieurs auteun notamment par Lan-

dauer l2l , et reprise dans des problèmes de mécanique par Hill [ 3 ] , Hutchinson [ 4 ] , IGôner

[ 5 ], Berveiller etZaouil 6 ], Henhey 17 l, Molinari et Canova [ 8 ] .

Iæ but de æ paragraphe est d'utiliser ætte même approche pour l'étude de la conductivité électri-

que dans les matériaux hétérogènes .

Pour la résolution de l'équæion intégrale (26-2), nous faisons une approximation qui consiste à

prendre le gradient potentiel uniforme dans chaque grain . Cela se traduit par :

"'ft)r k  g  ' l

où Âg(r) est la fonction caractéristique du grain g définie par :

l

l1 si rG vg
Âe(r) =l^ (y-2)

10 si re vg

ugl ost le gradient du poæntiel supposé uniforme dans le grain g de volume vg. De même, nous

écrivons pour F1

ç'

4(ù= >4 le111 es-2)À t À (''
, o

Fe éant aussi supposé uniforme dans le grain g'.

En remplaçant Fr(r') donné en (35-2) dans (28-2), on obtient :

o,,(r) = {,ftl * 1 eo{r-r) > FË' Âe'(r') cit (36-2)
vr' gt 

'ô'

o,,(r) = tf,ctl - 
? "ï' $ 

G,o(r,r') Âg (r') o"r g7-2)
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f  3  1_  3 .

J G.u(r,r') Âg'(i) dt'=J Qo(t,t') dr' (s.41
vr' 'tng'

avec vg' le volume du grain g' .

Finalement l'équation (37-2) devient :

u,(r)=tl(r)+E d'd Qu(r-r)dr) Gs-z)
,t" ,1 - - -g K 

v.g

u,i (r) donné par I'equæion (39-2) est en général non uniforme . Pour être cohérent avec I' appro-

ximation d'uniformité, on définit le gradient du potentiel unifonne ug,i coflltrlo la moyenne

volumique de u,i (r) dans le grain g .

slfsrl :* I u,(r) dt @O-21, 7  Vg  J  , l t '- V o
è

Après le calcul de la moyenne de u;(r) à partir de l'équation (39-2) , on obtient :

1 JujG) di = I Jd,al ol
ntu, vgv' 

,
.a J{àô4 "i,,JG,u(r-r) dl'}di (41-2)

urw D 
vg

L'équation précédente s'écrit alors:

I J,r,,(r) dr=a j{c'l o"
Vo Voovg  ovg

.Ëuoï,"T'rtJjl *o-r) dr') d") @2-2)
On introduit le tenseur fgg';e couplage entre les grains g et g', défini pæ:

ryf'=l J J G.u(r-r) dl dr' @3-2)
vg 

vg vg
En précisant que U;o est uniforme , et pæ suite :
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' 
[ .littl dr = u,]

vg 
'ng

I'equation (42-2) pouna s'&rire alors :

'T=":-? ryf' unï; ,,1'

(44-2)

(4s-2)
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En supposant que ktffest connue, le système d'équations (45-2\, pour un polycristal infini, est un

système d'équations à une infinité d'inconnues u;8.

Nous allons maintenant considérer Tapproximation autocohérente à I siæ , où il est possible d'ap-

proximer les solutions de ce système , en considérant I'interætion de chaque grain avæ son voi-

sinage que I'on suppose occupé par le milieu homogène équivalent (MHE) . En d'autres mots

tous les grains g'différents de g sont remplæés par le MHE .

II.5.1. Le schéma autocohérent à I site :

Initialement dû à Henhey [7] et lftôner t9l qui I'ont développé pour les polycristaux , il consiste à

remplacer les inærætions entre une hétérogénéité particulière (l'inclusion) et le milieu réel envi-

ronnant par celles existantes enfte une inclusion et un milieu homogène ayant les propriétés effec-

tives du polycristal .

L'équation (45-2) peut être écrite comme suit :

'T = r,",* {* ôoï "I*rà$n u\I "l
En négligeant le troisième terme du second membrc de I'equation(46-2), c'est-àdire:

àF''ôC 4 = o,
le système d'équations (46-2) s'écrit :

"l = tl, * rff ônï "s*
avec rff 1

vg
JJ

vgvg

G*(r,r')
3

dr

(46-2)

(47-2)

(48-2)

(4e-2)
3

dr'
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sehémna auto-oohénent
n sûte

p@[y@ntstaI

Pour résoudre le système d'équations (48-2) , il faut d'abord évaluer le tenseur d'interaction . Or

l'évaluation du tenseur fBB est complexe à carse de la présence du tenseur de Green.

Une méthode numérique , pour le problème d'une inclusion ellipsoïdale (calcul fgg ) a été pro-

posée par Kneer U0 L Faivre [11] et reprise par Mura [12] , LawS [13] et Gharhemani t14l ,

Tiem et al t15l .

Elle consiste à utiliser la fransformée de Fourier du tenseur de Græn et à intégrer sur I'espa-

ce d'onde k . Une fois le tÊnseur d'interaction f88 calculé , le système d'équations (48-2) peut alors

être résolu . les propriétés effectives sont détérmineqs en encadrant la condition d'autocohérencp .

so
<ul>=u,i
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II.5.2. Le schéma autocohérent à n sites :

Reprenons I'equation (45-2) :

'l=":.}, rff' ôufl ":; (4s-2)
En supposant gue keff est connue , le système d'équations (45-2) , pour un polycristal infini , est

un système d'equations à une infinité d'inconnues uj8.

Il est possible d'approximer les solutions de ce système en considérant I'interætion de chaque

grain avec les couches des voisins les plus proches , et en rcmplaçant le reste du milieu par le mi-

lieu homogène équivalent (MHE) dont le compoftement est identique au comportement macros-

copique du polycristal (læ choix de la couche des voisins sera discuté dans le chapitre 4 ).

0n néglige alors dans le système d'équations (45-2) la contribution de E donné par (50-2) pour les

grains g' qui sont loin du grain g :

E =^,à fff' ôoÏ; ,fr
g-ngr+l ^ 6o-z)

Du fait que les tenseurs d'interaction f88' tendent vers zéro quand la distance entre g' et g aug-

mente et que la moyenne de ôkoe s'annulle , nous pouvons considérer alors que I'approximation

préddente est raisonnable .

ngf

, ,9-rro ,tur= u, t  ^L,
t L  , L  

g = l

' ôç; "T (st-27
de la forme

ryf
L'évaluation du tenseur f88' est très complexe en général . Ce tenseur est dépendant

des grains g et g' ainsi que de leur position relative .

Le problème de la paire d'inclusions constitue une des bæes de I'approche n sites . Ce problème a

fait l'objet de quelques études et applications [6 -16 -I7l . Une méthode de calcul de f88 dans le

cæ de deux inclusions ellipsoidales, a été proposée par Fæsi Fihri [16] . Une nouvelle méthode de



56

calcul a été proposée pour des cubes I 18 I . Une fois les tenseurs d'interaction f88' calculés, le sys-

tème d'équations (51-2) peut alon ême résolu .

II.5.3 Détermination de f88'

Le milieu est suppo$ infini, et à Ïinfini le tenseur G11 est égal à 0. Pour un espace infini , les ten-

seurs de Green vérifient la propriété suivante :

Gro(r,r') = Gir.(r-r')

Prenons la transformée de Fourier du tenseur de green Gn (r,r')

9r{O:J J cftlr-r')i€(r-/) d'r' ,i,
vr vd

Sa transformée de Fourier inverse est définie par :

1
G.u(r,r,)=j_ .3 J ô*t6l 

-i((r-r') 
dL

rB' 
(2n)' i, 

rs'

Rappelons I'equation (27 -2)

:l#riq(r'r')J6\z n) v( çp *nn çq

donc on peut déterminer :

^ + -EiËkG.k(6')=#fu 62-2)
-p pq -q

Comme le tenseur d'interaction f88' est lié au tenseur de Green Git par la relation suivante

(43-2), en remplaçant Gik(r,t') par sa valeur, on obtient :

rf'= +- J J J ,, 
€ioË*,, e-iË(r-r')o'€.i, dr'(srz)- ik 

8 ,,3 n- u-B' ne n6 q- 
{: 

qo
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La relation donnant le tenseur d'intpraction 188' occupe une place centrale dans le problème

posé ; dans ce qui va suiwe, on va essayer de détailler le calcul de f88'dans les différents cas qui

nous intéressent.

En développant encore davantage le calcul, on remanque qu'en infioduisant les cosinus directeurs

de ( qu'on notera V, le tenseur de Green s'exprimera uniçement en fonction des angles 0 et g

qu'on déterminera cidessous.

En effer soit Ç le module Ao n".t"* {
-) -)

c'est-à-direque: Ë=E V

V È1,2,3 (i = Ë Vi

avec Vr = sin0 cosg

% = sin0 sing

% = coso

Ë , 0, g coordonnées sphériques du væteur d'onde (, et ælles que :

( e [0,+o"1 , 0 e [o,n] et q € lo,2nl. [p tenseur de Green :

7?
^  - \  - ( . .  (
l''t rl' . 

-l 
*G.,_(E )t*'-'-e 

krff e
? pq-q

s'écrit :

A -Vi Vk
G ro r!\
ik'- " 

\U ktff U,'p pq 'q

(*2)

[æ tenseur Gs ne dépend que de la direction de Ë, c'est-àdire des angles fixant cette direction,

0 et q. Par ailleurs, en coordonnées sphériques, l'élément de volume d3( s'écrit :

d'q- e2 sino de dg d6 (st2)
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D'où , en remplaçant d€, dans l'expression du tenseur d'interaction , l'exprcssion de ce dernier

devient:

It 2n foo

f9's'=+JsinedeJG.koqJq,oqJ.-'.'o.,J,-,Ê';r,(56.2)
Ufi  V-o o o vg v$

Posons alors :

+oo

F(o,g) = IE' dq J e-i 6'oT 
J e*i 6 ''d'r' (57-z)

o vg vg'
c'est cette fonction que I'on va chercher à déterminer dans les deux cæ qui nous intéressent; celui

des ellipso'rdes et celui des cubes. Iæ calcul de f88'est traité en détail dans I annexe (2) .
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II.6. Conditions autocohérentes:

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les conditions d'autocohérence
dans le cas particulier de I'approche autocohérente à I site.

Dans I'approche autocohérente à I site, nous avons abouti à l'équation
suivante:

u,f = U,Ï + tr'ss ôkjks u,f (48-2)

avec u,f le gradient du potentiel dans I'inclusion

U,i le gradient du potentiel macroscopique appliqué

fiff le tenseur d'interaction

Dans cette approche, il est possible d'approximer les solutions de l'équation
(48-2), en considérant I'interaction de chaque grain avec son voisinage que

nous supposons occupé par le milieu homogène équivalent (MHE). Nous

avons alors abouti à l'équation (58-2):

u,F = u,yo * Ess ôkns u,f (58-2)

avec uf le gradient potentiel dans I'inclusion

U'tt" le gradient du potentiel macroscopique appliqué par le MIIE

fiff le tenseur d'interaction

On cherche à exprimer u.f en fonction de U,|t"", l'équation (58-2) peut

s'écrire:

u,f - \ieeôbut u,Ë = u,Y"" (59-2)

Ensuite, l'équation (59-2) s'écrit:

rl = ( I* t* ôkirs )-1 uïlFIE 60-2)

En posant:

Tir.g = ( Itk - E;s ôtj.s )-1 (6r-2)
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l'équation (60-2) s'écrit:

uf = Tilrs U,llHE 62-2)

Pour satisfaire les conditions autocohérentes, il faut vérifier les équations
suivantes:

( r,f ) = U! et < j,* ) = Jf (63-2)

En tenant compte de l'équation (62-2) liant le gradient du potentiel
microscopiqueu,f et le gradient du potentiel U,|[HE, la moyenne des
potentiels microscopiques u,f s'écrit:

<$> - <r# u,yFrE> (64-2)

Comme U,llHE est uniforme, l'équation (64-2) devient:

<4> = < riË>uiÆrE (6s-2)

En égalant les équations (63-2) et (65-2), on obtient:

<TË) u]Æ=u3

L'équation (66-2), s'écrit:

U,l *=Tkl Uro

avec:

T*T = (< Tif >F

(66-2)

(67-2)

(68-2)

La loi de comportement local du milieu est donnée par l'équation:

.f = h5,r5 6e-2)

alors que la loi de comportement macroscopique est traduite par:

Jio = nri*t ui QU2)

Après avoir appliqué la moyenne aux deux membres de l'équation (69-2),
on obtient:
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<fr><t{ u,T > Qr-2)

En remplaçant le gradient du potentiel microscopique ul par la valeur
donnée dans (62-2) dans l'équation (71-2), on trouve:

< f> < t13 rd u}nD > Q2-2)

Comme U,lÆ{E est uniforme, l'équation (72-2) devient:

<.F<$ r** ) uiÆD Q3-2)

Si on remplace dans l'équation (73-2) U.i par la valeur donnée dans (67-2),

cela donne d'une part:

<f,><\T rf > rtJ u; Q4-2)

d'autre part, en rappelant que:

(6)= r!;tt (u{ ) (75-z)

on peut écrire également:

(.fl>= rq;tt u," (76-2)

En égalant les équations (74-2) et (76-2), on obtient:

< \5 rd > r*l = k,i"t

Cas particulier:

Pour une inclusion sphérique, ou des inclusions ellipsoïdales de mêmes
orientations et de mêmes formes, To,8 est indépendant de I'inclusion g, e t
par suite:

<rf ) =Iir

d'où, l'équation (67 -2) s'écrit:

U,F" = Iki U,l = U,ko

(77-2)

QE_2')

(7e-2)
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II.7. Méthode de calcul:

Le but de ce paragraphe est de présenter une méthode de calcul des
propriétés effectives. Ces propriétés sont déterminées par itération, de
façon à réaliser la condition d' autocohérence selon laquelle la moyenne
des gradients potentiels microscopiques est égale au gradient potentiel
macroscopique.

En tenant compte du fait que le volume représentatif est formé de n grains,
et que le cluster est formé de nc grains (voir figure 2), I'ensemble des
grains g' qui interagissent avec le grain g, est caractérisé par I;, tel que:

IË = { g' tel que vg' appartient au "clttster" attachê à v* }

L'espace entier est recouvert en reproduisant le volume représentatif par
périodicité. Dans le cas de grains représentés par des cellules de VORONI,
on pourra se reporter à la publication de Canova et al t19l pour voir de
quelle façon le volume représentatif est construit. Dans les applications qui
suivront, la situation sera plus simple puisque nous travaillerons avec les
cellules cubiques toutes identiques.

En posant:

(80-2)

l'équation (45-2) s'écrit:

gg t  oo t  g t

q -fff' ôç ,

(81-2)

(82-z)

r,î= Uï* I"u*,rJ'
g= Ig"

En posant:

^i'={
O si g'e I,

dt' s g'e Is



grain g de volume Vg

cluster formé
de nc grains
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fig2 Le schéma de calcul

volume représentatif
formé de n grains

l 'équation (81-2) devient:

n
sr gg' s' o
à(ô"n,ô'-Ai-)  u; =u, i
g'=1 ëë

Cette formule est valable pour tous

inclu dans le volume représentatif.

(83-2)

les grains g dont le cluster associé est

Dans le cas contraire, la signification de
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g' est expliquée dans la figure ci-dessous. Les indices g' peuvent concerner

des grains obtenus par périodicité à partir de ceux du volume représentatif.

Le volume représentatif est formé par
16 grains(1,2,...,16) de formes carrées de côté "a"

Cluster(1)

Cluste(l 1)

- - -

I I '

- - a

La situation est commentée dans
compliquer l'écriture de l'équation

un cas à deux dimensions
(83-2).

- - -

pour ne pas
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Pour le cluster associé au grain 11, tous les éléments du cluster sont inclus
dans le volume représentatif.

Ecrivons l'équation (83-2) pour le grain 11:

- A#u,r,1-A,Ttnl- Ai,ttEul- - Aoltto,tto+(Iir- Auttt),rT -A,|l',tf -A,!t14u,1r4-

nrTttrÏ - Autt 16u:f = Uï

Pour le cluster associé au grain l, certains des éléments du cluster sont
extérieurs au volume représentatif, la condition de périodicité permettant

de définir les éléments extérieurs au volume représentatif.

Ecrivons l'équation (83-2) pour le grain l:

(I'-Ail) ul - n,f u3 - ouri - o'.r4- Arfui - A"tfu,î n,P 
",? 

- AJt u! - Aula u,a -
- A,lto',rru - U,î

Ait'= r# A"*? alors que Arlt = ftit ô",.7

avec ff8 un tenseur dépendant de la distance d(l,E) = -n i - a j

et ffE un tenseur dépendant de la distance d(1,8) = -fl i +3a j

En réécrivant l'équation (83-2) pour tous les grains, nous avons le système
suivant :

(Ii, - Airtl l .t,i - Aut' u,r2 - Auo r,i ..- Aut',r,r' = uî

- Ar?t .t,rt+ G' - A'2) u,i - Aou rJt...............- Au'" n,r" = u:

- Au" ,r,i- Air32 ,t,r2 + (Ii, - Air" ) .,i .- Ao* rJ' = Ui

- A,lt u,f - Ao" ,r,i - Ail'3 u'3 ................ + (Iu - A'* ) uJ' = uî
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Ce système peut être écrit sous la forme matricielle suivante:

' 1 , ^ l rg l l 1n

1 1  .  1 2
l -A" |  -4 |  -A t . . . . . . . . . . . . . . . I  -n

l l lg
- - rJ - - - l - - - l - - - l - - -

2 1 . 2 2 2 3 . 2 n-A I t-A | -A !..................1 -A

Y;
T]
{

yi'
\â"

f{"

l r l
- i -+- i - - l -F- l r - - l - i - .

I
I
I
I

I
I
I
I

I
I
I
I

: l ! l : l l
- _ - - - - - r - - r r - r - r' r l r l

I
I
I
I

- | n
Yt

n

%
n

%

Yi
\à"

\t"

Ensuite, en adoptant les notations suivantes:

(X.)u+,rrr= (n,l, t,l uJ ..........., uf'u,f, u,f )

(Yù=r,rrr= {U,1, u,t'u,3 ,.........., u,1'u,ro,u,ro )

ou encore:

MI r Xr = YI (I=1,3n ; J=1,3n)

et après identification, on trouve:

Mse-rxi3(g'-r)+j = 

{

-Ag8' si i+j ou g+g'

l-Aïf si i=j et g=g'

(84-2)

(8s-2)

(862)

(87-2)

avec 1< i<3 e t  1< j<  3
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Pour vérifier la condition d'autocohérence, il faut faire la moyenne sur les
gradients potentiels microscopiques. Pour cela, inversons le système
linéaire. Si le déterminant est non nul, la solution est:

M.. x. - Y. = X. = u..1 Y. (88-2)
{J IJUI

On pose Bi: = À4i $9-2)

Les gradients microscopiques s'écrivent:

r]i= Bi,.l U,i *Br,j*, U^,o+B'*u U,i* ..+Birrr,-rxj U,j"

r,? = Bi*r,j U,jo * Bi*r,i*l U,i * Bi*r,j* U,j" + ............. + Bi*l,1rr-r)*j U,jo

tl = Bi*o,j u,i* Bi*o,j*s u,jo* B,*,ju, u,i* + Biæ,{rr-r)*j uJo

rï = Bi*c(rr_t),j U,jo + Bi*s(rr_o,j*, U,jo * + ............. * Bi*s(r,_t),s(r,_Drj U,3

ou d'une façon plus contractée:

n-1
sr

t5 = À Br<rrxi,r**i u,3 Qo-z)
k=O

Posons ensuite:

n-1

^g=t B Or-2)
U [=ô 3(g-1)+i, 3k +j

Compte tenu de I'uniformité de U,f, on peut écrire:

E p O e O
. " : t= .^ ;  U,  t=<^;>  U;  (92-2)

D'autre part, la condition d' autocohérence conduit à la relation:

so
.u : i t=U, i

<^l> ô,,=o (9&2)
{ {
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D'où le critère d' autocohérence:

3

à (.^l'- u,,)' = o Q+2)
ij=1

'^l '=1 
àt Htr(e-1)+i,3k+3 ) es-z)
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Le développement de la méthode autocohérente, dans le cas électrique, a conduit
(chapitre 2) à une équation d'interaction (45-2) qu'il faut résoudre pour
déærminer la conduction effective et les gradients potentiels microscopiques.

Dans la première partie de ce chapitre, nous présentons une brève étude
bibliographique sur les céramiques supraconductrices élaborées par compression
et exffusion à chaud.

La seconde partie va être consacrée à la discussion des effets de texture
cristallographique et morphologique sur les propriétés de conduction de ces
céramiques.
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III.1. Etude bibliographique

Iil-l-l - Pronriétés sén6rales céramioues tll:

Les céramiques sont souvent de très mauvais conducteurs de I électricité et de la
chaleur; c'est la raison pour laquelle on les utilise fréquemment comme
diélectrique et comme isolant thermique. De plus, elles ont une faible résistance à
la rupture en traction; leur comportement est par contre meilleur en compression.
Récemment, la potentialité d'emploi des céramiques a connu un développement
considérable grâce aux céramiques supraconductrices.

III.1.2. Les céramiques et la supraconductivité

Historique [2] I3I:

La supraconductivité a été découverte, presque par hasard en 1911, par le Suédois
Kamerlingh Onnes, grand spécialiste des techniques du froid. Le premier, il
réussit à liquéfier I'Hélium à -269"C(soit 4"K) donnant ainsi accès aux
températures les plus basses ; et c'est en étudiant du mercure à 3oK qu'il constata
la disparition de toute résistance électrique.

A l'époque, on savait que les métaux ont une résistivité qui décroît de
façon pratiquement linéaire avec la température. Pour pouvoir étudier le
comportement de la résistivité à I' approche du zêro absolu, il a
d'abord disposé de métaux très purs (mercure) pour obtenir des résultats
dépourvus de toute ambigûté. C'est ainsi, en refroidissant du mercure à très
basses températures, qu'il a pu mettre en évidence la supraconductivité.

Peu de temps après, on a trouvé la même transition à l'état supraconducteur
dans d'autres métaux (Plomb,Niobium). A partir de 1930, la supraconductivité
a êtê également observée dans des corps composés (Alliages
intermétalliques). L'explication de la supraconductivité ne fut donnée qu'en 1957
par trois physiciens: John Bardeen, Leon Cooper et John Shrieffer. La théorie
BCS qui porte leurs noms n'a pas entraîné de progrès notables dans les matériaux.
On essaya de nombreux alliages, mais les æmpératures critiques ne progressaient
que très lentement, atteignant péniblement 23"K en 1973, sans parvenir à les
dépasser jusqu'en 1986.

C'est au printemps 1986 que les deux physiciens Alex Mûller et Georg Bednorz
percent enfin la barrière des 23oK, l'échantillon d'Oxyde de Cuiwe et de l,anthane
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dopé au Baryrm (Ba La Cu O) qu'ils ont fabriqué perd toute résistance dès 30"K.
Et en remplaçant le lanthane par I'Yttrium, ils ont trouvé une transition à 92"K
dans un système multiphasé YBaCuO.

Intérêt de la supraconductivité:

L'événement scientifique vedette de I'année 1987 fut sans conteste le grand bond
en avant de la supraconductivité à haute temffrature. l-a supraconductivité est la
faculté de laisser passer le courant électrique sans aucune résistance, donc sans
perte. Autrefois, cet exploit n'était possible qu'à des températures extrêmement
basses, proches du zéro absolu ; or dans les nouveaux "supra" la température
critique s'est brusquement éleve'e.

Ce qui a motivé la recherche sur ces matériaux, ce sont sans doute les
innombrables perspectives d'application des supraconducûeurs à haute æmpérature
dans l'électronique, l'électroæchnique, I'informatique, les ffansports.

Propriétés des matériaux supraconducteurs:

Une résistivité nulle n'est pas un indice suffisant pour conclure I'existence
de la supraconductivité, dans la mesure où plusieurs autres phénomènes
peuvent en être à I'origine. Ce qui caractérise clairement un
supraconducteur, ce sont ses propriétés magnétiques. La véritable signature
de la supraconductivité consiste alors à observer le diamagnétisme qui se
traduit par une susceptibilité magnétique négative par rapport à I'aimantation
induite et le champ extérieur.

Finalement, les deux propriétés de la supraconductivité sont:

** RESISTIVITE NULLE

** DIAMAGNETISME
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Ill.2. Modes de mise en forme l4lz

Nous allons étudier deux modes d'élaboration des céramiques
supraconductrices: I'extrusion et la compression à chaud.

Les textures cristallographiques et morphologiques seront différentes selon
le mode de déformation considéré.

Extrusion [4]:

Les premiers travaux concernant les textures de déformations se sont portés
sur les textures de déformations uniaxiales telles que: I'exffusion, l'étirement,
le tréfilage, la traction et la compression. La représentation des textures de
déformations est relativement simple du fait de la symétrie axiale de ce type
de test.

Lorsqu'un test axisymétrique est effectué sur un polycristal, on obtient
généralement une texture de fibre où une direction cristallographique
<UVV/> est allignée avec la direction de Eaction ou de compression. Les
orientations cristallines se déduisent alors I' une de I'autre par rotation
aléatoire autour de l'ære <UVW>.

Les résultats de Hibard [5,6] concernant l'étirement du Cu, Ag, Au, Ni, Pb et Al
décrivent la texture par la fibre <111>, et pour certains alliages de cuiwe, par un
mélange de deux fibres <111> et <100>. Dans le même temps, Calnan et al [7,8]
décrivent la texture de la traction pure de I'aluminium comme un mélange de
fibres <111> et 412>.

Récemment, I-'WEI CIIEN et al t9l ont prouvé I'existence de textures rès
prononcées, dans une extrusion à chaud des céramiques en poudre YBa2Cu3Oa
(orthorhombique). [æs céramiques en poudre YBaCuO (orthorhombique) sont
préparées en utilisant différentes méthodes. L'échantillon est d'abord chauffé
dans I'air, puis déformé entre 850" et 950o sous une contrainte constante enEe
Omin égale à 10 MPa et O."* égale à 40 MPa. [æs échantillons sont ensuite
refroidis dans I'air ou dans I'argon, afin de contrôler la transformation
orthorhombique - tétragonal. I-es échantillons sont ensuite examinés, au moyen
des RX (rayons X).
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FIG III-1 Montage expérimental de I'extrusion à chaud
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Compression à chaud:

En général les matériaux à mettre en oeuwe se
poudre. læs étapes de fabrication sont les suivanres:

- malaxage

- pressage

- frittage (permettant la coalescence des grains).

présentent sous forme de

Dans le cas général, cette méthode s'applique soit à chaud
(hot pressing, cold pressing), et dans c.es deux cas les
pressage et frittage se font simultanémenr [10], [11].

Récemment et dans le cas de production des céramiques supraconductrices, I-
wEI CHEN et al ont pu aussi mettre en évidence par pressage à chaud (hot
pressing) sous une pression de 40 -MPA et une tempéranrre de 900"C, une
forte texture des poudres YBa2Cu3O1.

ou soit à froid
opérations de
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FIG ttr-z Montage

I

t'i

expérimental du Pressage à chaud
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I I I .3. Conclusion

L',état supraconducteur est un état très instable, et il suffit d,avoir un champmagnétique ou électrique pour le modifier fortement. on obtient alors uneconduction fortement anisstrsps. Les techniques mises au point pour l,énrde desmatériaux polycristallins s'appliquent aussi à l'étude de la cànductivité électrique.En particulier, nous allons érudier I'influence des textures cristallographiques etmorphologiques sur la conduction macroscopique dans ces céramiques. ces étudestrouvent leur intérêt dans le cas où les 
"ooaitioos 

de supraconductivité ne sont pastout à fait réalisées.
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III.4. Résultats et discussion

La méthode autocohérente appliquée à un milieu conducteur hétérogène, a
conduit à une équation d'interaction (45-2), qu'il faut résoudre pour

déterminer la conduction effective du matériau et les potentiels
microscopiques. On rappelle que l'équation d'interaction s'écrit:

uf= Uf

avec

ç g '

f:' =
rK

et que v

E, k'rr E,-m mn -n

.-t 
q (r - r') dq ,it dr' (srz)

Les effets morphologiques apparaissent dans le tenseur d'interaction par
I'intermédiaire des intégrales portant sur les volumes vg ot vg'.

Les effets cristallographiques apparaissent dans ôk au travers de la propriété
locale k dependante des angles (V,0,p) donnant I'orientation des axes
principaux de conduction (voir figure III-3).

Les effets topologiques sont représentés dans le tenseur d'interaction
1"" par la distance r-r' entre le grain g et le grain g'

(4s-2)

8n3uB

Ë=H3

qi €k-1 J JJ
vg' vg v(
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2

Fig. III-3

BUNGE: Y =-02

0 --0

P =-0r

Ce chapitre est uniquement consacré
cristallographique et morphologique sur
topologiques feront I'objet du chapitre

à l'étude des effets de texture
la conduction effective. Les effets

suivant.
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III.4.1 - Développement du calcul numérique:

En préambule, il est important de préciser les points suivants:

- il faut vérifier la validité du calcul numérique en testant le programme

sur un cas simple dont on peut prévoir la réponse. Ce cas est celui du

"monocristal".

- il faut trouver le nombre de
permettra d'avoir, d'une part un

temps de calcul raisonnable.
permettant d'obtenir les propriétés

calcul coûtant cher en temps CPU

grains adéquat du polycristal qui nous

volume représentatif, et d'autre part un

Nous devons aboutir à un compromis
effectives sans toutefois avoir à faire un
(computer process unity).



83

Un test du programme numérique

Pour valider notre prograrnme numérique, nous avons choisi le cas simple
d'un monocristal où la texture est parfaitement ordonnée, et où le tenseur
de conduction local est fortement anisotrope.

Nous savons que le comportement macroscopique du monocristal est
identique au comportement microscopique. Le tenseur de conduction
macroscopique anisotrope est égal au tenseur de conduction local.

Si I 'on suppose que dans la grain g le plan (a,b) est 310 fois plus
conducteur que I'axe c, le tenseur de conduction local dans le repère
cristallographique s'écrit:

iilJ,,* =[ 31,0 0,0
0,0 31,0
0,0 0,0

Le calcul numérique a êté conduit pour un polycristal constitué de 300
grains tous identiques et de mêmes orientations. Globalement, il s'agit d'un
gros grain dont les propriétés de conduction sont celles d'un monocristal.
Le test numérique donne des résultats conformes à ce que I'on attend.

résultat
théorique

résultat
numérique

lere composante
de la

conductivité
31,0 31,0

2eme composante
de la

conductivité
31,0 31,0

geme composante
de la

conductivité

0,1 0,1
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Détermination du nombre de grains optimal dans le volume
représenta t i f  :

Nous avons procédé au calcul de la conductivité effective pour différents
nombres de grains. Nous recherchons le nombre de grains qui présente
un bon compromis entre la précision et le temps de calcul. Nous appelons

précision la valeur t, telle que:

.1  c2
E=à,( .^;> -0i : )

U=t

avec nij défini dans le chapitre 2 (êquation 95-2).

Nous nous sommes limités à la morphologie suivante (a=b=l ,c=2)
correspondant à des grains allongés. Les axes cristallographiques et les
axes principaux géométriques sont confondus. Donc, les textures
cristallographique et morphologique sont identiques. L'approche utilisée
est celle du modèle autocohérent à 1 siæ. La texture est supposée isotrope.

ellipsoirde (a,b,c) a(es du laboratoire

Nous avons
grains, les
ainsi que le
la précision

dressé le tableau suivant où sont exprimés, le nombre de
trois composantes principales de la conductivité, la précision
temps de calcul. Nous remarquons, qu'à partir de 250 grains,
ainsi que les résultats ne changent pas considérablement.
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D 'où I'intérêt de travailler avec un nombre de grains êgal à 250 pour ne

pas faire inutilement de longs calculs.

ngr o (1,1)
'j

o (2,2)
rj

o (3,3)
û

précision cpu(s)

50 27,731 25,737 26,592 0,0245 2,6

150 25,O21 27,101 27,242 0,0157 7,7

250 26,733 26,563 26,114 0,0112 12,9

350 26,622 26,506 26,616 0,0105 18,1

450 26,759 26,437 26,506 0,0101 23,2

Tableau où sont représentés le nombre de grains du polycristal, ainsi que

les différentes conductivités principales, avec le temps CPU correspondant
à chaque manipulation.
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Le seuil de convergence du programme numérique:

La condition d' autocohérence (chapitre 2) selon laquelle la moyenne des
gradients microscopiques est égale au gradient macroscopique a conduit à
l 'équation:

(*,Tt - u,, )' = o

On s'est alors limité à vérifier la condition suivante:

à 
(-,T'-ôu)2 (1To

3

ij=l

Une effeur relative de I'ordre de I Vo a été retenue, car nous avons
remarqué que pour une meilleure précision, il n'y a pas de changement
considérable des résultats.
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III.4.2. Effet de la texture cristallographique:

Simulation de texture [12]:

Nous avons établi un prograrnme qui nous permet de générer différentes

textures en tenant  compte de la  désor ientat ion observée

expérimentalement, car la texture d'un polycristal est rarement constituée

d'orientations idéales.

Ainsi I'exemple, présenté dans la figure III-5 pour I'Aluminium, est une

figure présentant une texture cubique observée expérimentalement par

Lticke et al tl3l (voir aussi Rose et Stii\ile [l4] et Althoff et Wincierz tl5D.
Une texture très prononcée à composante unique présente quelques îlots

autour des orientations idéales. Une répartition angulaire régulière donne

des courbes de niveau d'autant plus resserrées que le maximum considéré

est plus voisin du centre de la figure.

D'autres remarques similaires ont êtê, reportées dans le cas des

monocristaux (Al et Cu) avec une désorientation de 20 par la technique de

Briggman. D'un autre côté, Van Houte [16] et Lûcke et Al [13] ont remarqué

des désorientations très larges (10o à l5o) dans des polycristaux.

Pour pouvoir modéliser ces différentes textures, il est possible de les

représenter par I'intermédiaire de la distribution de Gauss, malgré le fait

qu'elles ne peuvent pas être réalisées physiquement. L'approche adoptée

par Bunge U7l tlSl est traduite par I'introduction de la densité de

distribution de I'orientation g telle que:

f(g) = f(go) exp(- a2 ra!) ( l -3)

f(g) et f(go) étant les intensités correspondantes aux orientations g et go, o)

étant définie en détail en-dessous.

Considérons deux repères orthogonaux différents: dans le cas présent, (voir

figure III-6), il est toujours possible de passer du premier repère au

deuxième par la rotation cù autour de I'axe d paramètré par les angles (ô,V).

Ces angles ne doivent pas être confondus avec ceux d'Euler.

La distribution de Gauss de la désorientation c) o peut être gênêrée

aléatoirement de la façon suivante:
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(i) la position de I'axe de rotation d (i.e. en se donnant des valeurs
aléatoires de cosô et{, dans I'intervalle [0,1] et [0,2æ])

(ii) I'angle de rotation o), suivant la distribution gaussiènne indiquée
ci -dessous:

p(co)=p(oro) expl-a212 ro2) (2-3)

Les figures III-7a et III-7f montrent l'évolution de la figure de pôle {100}
correspondante à la distr ibut ion gaussienne en augmentant la
désorientation c)o. Le nombre d'orientations est 200, et la désorientation
(ùo prend les valeurs 0o,5o,l0o,l5o,20o et 45o.

Les figures de pôle {lll} pour les désorientations atoégale à 5o, 10o et 15o

sont aussi montrées dans les figures III-8a et III-8c. Cette représentation
avec les lignes de niveaux pouvait être comparée avec la figure de pôle
expérimentale de la figure III-5, dans laquelle nous pouvons voir une
dispersion expérimentale autour de 10o.
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Fig. III-5
p ure té .

figure de pôle (111) de I'Aluminium recuit de haute

x
o

représentation
la rotation d

de la différence d'orientations entre
est exprimée par les angles (ô et V ) et

,

,
x

Fig.
deux
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II I .6
grains

(D.

,
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(o)

représentat ion
aux différentes

Q:0 '  oo=5o ,  1oo

(c )  û ro  = loo

( r Jo=20 " (  f )  u i o=  45  o

(g)  rqndom

des f igures de
séries de Gauss

, 15o , 20o 45o ., G)

( d  )  c d o  = t 5 o r ,o \
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III.4.3. Exploitation des résultats:

Nous allons maintenant appliquer le modèle autocohérent à 1 site pour la
détermination des effets de texture morphologique et cristallographique.

Le polycristal est représenté par 25O grains (le choix du nombre de grains a
êté: justifié auparavant) orientés suivant une texture créée artificiellement,
la morphologie étant variable et définie par le paramètre suivant l, (c<< a
(pastille) et c >> a (cigare)). On rappelle que le facteur de forme est défini
par:

I=9
a

(3-3)

Sur la figure III-9-1, la désorientation

d'un monocristal. Nous
principales sont les mêmes
texture est parfaitement
identique au monocristal.
comportements, local, et
autocohérente à I site.

c)o est égale à 0o, ce qui est le cas

que les conductivités effectivesremarquons
que les conductivités locales. En effet, comme la
ordonnée, le polycristal a un comportement

C'est donc tout à fait normal que les deux
global, soient indiscernables par I'approche

Sur la figure lll-9-2, nous avons représenté la figure de pôle { 100}
correspondante.

Sur la figure III-10-1, la désorientation c)o est égale à 25o; on n'aperçoit
pas de différence marquée avec le cas du monocristal sinon une
dépendance du facteur de forme, contrairement au cas précédent. Si on s'
intéresse uniquement au comportement global, on remarque que là aussi, la
tendance est toujours la même, c'est-à-dire que I'anisotropie est toujours
présente mais moins forte. Le plan (a,b) conduit toujours plus que I'axe c.

Sur la figure III-10-2, nous avons représenté la figure de pôle { 100}
correspondante.

Sur la figure III-11-1, la désorientation (Do est égale à 50o; I'anisotropie
est de moins en moins forte; on n'aperçoit pas de différence marquée, mis
à part que les conductivités principales ont tendance à se rapprocher de
plus en plus, c'est-à-dire qu'on tend de plus en plus vers un comportement
isotrope, I'anisotropie étant néanmoins toujours présente.



Dans la figure lll-ll-2, nous
correspondante.

Dans la figure lll-12-1, la

conductivités principales sont
alors isotrope.
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avons représenté la figure de pôle { 100}

désorientation û) o est égale à 90o; les

les mêmes. Le comportement global est

Dans la figure lll-12-2, nous avons également représenté la figure de pôle

{ 100} correspondante.

Dans la figure III-13-1, la désorientation c)o est êgale à 180o; c'est le cas

d'un polycristal où tous les grains sont orientés d'une façon aléatoire. On

remarque alors que les conductivités effectives principales sont les mêmes.

En effet, comme la texture est aléatoire, le polycristal a un comportement

isotrope alors que le comportement local est fortement anisotrope.

Dans la figure lll-13-2, nous avons représenté la figure de pôle { 100}

correspondante.

Dans la figure III-14, nous considérons un polycristal représenté par 25O

grains, de mêmes formes sphériques, c'est-à-dire une morphologie fixée; la
désorientation (ùo varie alors de 0" à 180o, partant du monocristal

parfaitement ordonné, au polycristal tout à fait aléatoire où tous les grains

sont orientés d'une façon aléatoire. On remarque alors que les conductivités

effectives principales sont les mêmes au-delà d'une certaine valeur seuil
(ù s (90'). En effet, quand la texture est aléatoire, le polycristal a un

comportement isotrope. Par contre, quand la texture est de plus en plus

ordonnée, le polycristal a alors un comportement global de plus en plus

anisotrope.
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Préambule

Dur ou mou ?

Conducteur ou isolant ?

Lorsqu'un matériau est formé en associant un élément dur et un élément mou,
ou bien un élément conducteur et un élément isolant, on imagine aisément que

la réponse à ce genre de question n'est pas évidente. Il existe bien un large
éventail de méthodes classiques, développées depuis plus de cinquante ans, pour

décrire les propriétés physiques de structures hétérogènes. Il est très difficile
cependant de décrire convenablement le comportement réel dans le cas de
matériaux où coexistent, de façon désordonnée, des phases de propriétés nès
différentes. C'est pourquoi des chercheurs se sont attachés à développer une
approche nouvelle du problème. Reposant sur I'utilisation du concept de
"percolation", cette nouvelle approche vient tout juste de connaître ses premiers
grands succès.

En quoi consiste-t-elle exactement ?

Et à quoi peut-elle être appliquée ?
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IV.1. Percolation:

Le concept de percolation avait été entrevu en l94l dans les travaux
de Paul Flory tll sur la transition conduisant à la formation des gels, avant
d' être décrit par les mathématiciens Broadbent et Harnmersley t2l en t957,
dans le problème du passage d'un fluide dans un filtre partiellement
obst rué.

Par ailleurs, la description mathématique de la percolation met I'accent sur
la notion de seuil. Cette notion peut être illustrée à partir d'un exemple
simple: imaginons qu'on mélange deux poudres, physiquement
indiscernables, à ceci près que I'une a une grande conductivité électrique et
I'autre est isolante. Les grains de poudre sont très petits et remplissent de
façon compacte un très grand volume. De la sorte, nous pouvons considérer
que le nombre de grains est infini. Il est évident que, si I'on a mis très peu

de poudre conductrice, I'ensemble se comporte comme un isolant ; si, au
contraire on a employé une très faible quantité de poudre isolante pour un
même volume de mélange, on a un milieu conducteur. Le caractère original
de la percolation réside dans le fait que le passage d'un état à I'autre se fait
brusquement pour une valeur précise du pourcentage de poudre

conductrice dans le mélange.
percolat ion.

Ce pourcentage marque le seuil de

Cet exemple, que nous aurons I'occasion de détailler au cours de ce
chapitre, soulève un grand nombre de questions, eui, pour une bonne part
ne sont pas résolues à I'heure actuelle. Nous en aborderons quelques unes
dans le cadre de ce chapitre.

Les articles de revue de Shante et Kirkpatrick [3] et Kirkpatrick [4] ont servi
d'introduction à la percolation au nombre croissant des chercheurs
intéressés par le problème dans la dernière décennie. Ces articles relatifs à
des problèmes de seuil ou de conductivité restent largement valables. Plus
récemment, la revue de Stauffer t51 s'appuyant sur les statistiques d'amas
(un amas est un ensemble d'éléments connectés), et celle d'Essam [6], ont

apporté des points de vue complémentaires. Signalons aussi, à un niveau
plus élémentaire, les revues de Domb et al [7], Hammersley et Welsh [8].

L'intérêt qui est actuellement porté à la théorie de la percolation, est
pleinement apparu lorsqu'on a, pu montrer que les phénomènes qu'elle
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décrit rentraient dans le cadre plus général des transitions de phases,
bénéficiant ainsi de l'énorme arsenal théorique accumulé dans ce domaine
depuis les années 1960 (voir " la percolation: un concept unificateur " t91).
Depuis, elle a permis d'éclairer de nombreux problèmes de la matière
désordonnée concernant les matériaux hétérogènes.

Aussi, il existe une grande analogie entre le problème de la perméabilité
d'un milieu poreux et celui du passage du courant électrique dans un milieu
désordonné. Sans chercher à être exhaustif, signalons quelques exemples
dans lesquels la percolation est invoquée:

- Dans un alliage magnétique tel que Rb, Mgr_*Mn* Fo [10], une fraction x

d'atomes (magnétiques) de Mn remplace aléatoirement des atomes (non
magnétiques) de Mg. Quand x est petit, les atomes de Mn forment
seulement des amas magnétiques petits cat les interactions entre les
atomes magnétiques dans cet alliage sont à courte portée. Pour des
valeurs de x supérieures à une valeur critique xc, un amas macroscopique

s'étend à travers l'échantillon.

- Des problèmes de percolation anisotrope sont rencontrés dans des
milieux composites comportant des inclusions de forme anisotrope
(fibres de carbone allongées dans une matrice isolante îI2l). L'anisotropie
du milieu peut également résulter, dans des systèmes géométriquement
isotropes, de I'anisotropie des propriétés physiques des constituants. Très
fréquemment, ces deux types d'anisotropie coexistent. Citons, par exemple
les expériences de Troadec et al tl3l qui effectuent des mesures de
conductivités électrique et thermique sur des empilements compacts.

Plus que jamais, la percolation apparaît donc aujourd'hui comme une notion
conceptuellement riche. Aussi est-il intéressant de la présenter êtape par
êtape en examinant d'abord comment elle s'applique dans le cas d'un
système simple à deux dimensions.

Observons la figure IV- 1 dessinée par une table traçante asservie à un
ordinateur ; elle décrit une succession d'états dans un réseau. Un
programme d'ordinateur détermine quels sont les sites actifs (conducteurs)
avec la fraction x (0< x <1); la table traçante dessine ces sites sous fonnes
d'étoiles dont les branches sont jointives lorsque les sites sont plus proches
voisins. Tant que la fraction de sites actifs x est inférieure à x. (seuil de
percolation), on n'observe que des sites isolés ou des amas de deux ou
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plusieurs sites voisins dont l'extension reste inférieure à la taille du réseau.

Lorsque x croît, ces amas grossissent et se soudent entre eux jusqu'à ce

que, pour une valeur particulière de x (x est égale à 0.5 dans I'exemple de

la figure IV-l), un des âmas touche les bords opposés de l'échantillon. Si

I'on transpose cet exemple au cas d'une simulation sur un échantillon dont

la taille est infinie, c'est la formation d'un amas dans les différentes
directions de I'espace, pour une valeur critique xc, qui est la caractéristique

essentielle du phénomène de percolation.
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IV.2 Conductivité électrique de systèmes désordonnés:

La détermination de la conductivité élecrique de systèmes désordonnés occupe
une place centale dans l'étude des phénomènes de percolation:

i- elle est d'une utilisation facile'et souple.

ii- à la solution du problème de la conductivité effective, k* obtenue à partir
de relations locales de proportionnalité j = k E entre courant et champ (k
tenseur), on peut associer les solutions de nombreux problèmes où existe
une semblable relation linéaire entre flux et force jointe à une équation de
continuité (chapitre 2).

Les développements des modèles de
utilisé largement et directement des
magnétiques et diélectriques.

conductivité électrique ont d'ailleurs
résultats obtenus dans des problèmes

Sur le plan théorique, l'étude de la conductivité électrique illustre la variété
des méthodes qui ont êté utilisées à l'étude des systèmes aléatoires
macroscopiques:

a,- méthode de bornes (cf. chapitre l)

b- méthode autocohérente (cf. chapitre 2)

c- enfin, diverses approches plus directement liées aux méthodes de
percolat ion.

IV.2.1.  Ouelques modèles d 'é tude de Ia  conduct iv i té  des
compos i tes :

* modèle de Landauer f15l

L'étude comparée détaillée des méthodes de bornes a fait I'objet du
premier chapitre. On pourra se reporter, en particulier, au travail de
Landauer tl5l. Dans une approche historique, à partir du travail original de
Faraday et Mossoti en t837 sur la constante diélectrique d'inclusions
sphériques dans un milieu homogène, il a montré de 

-façon 
très claire les

développements des méthodes autocohérentes, et leur bon accord avec les
résultats expérimentaux.
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Dans ce qui suit, nous ne considérerons que le cas de mélanges biphasés,
dont les grandeurs caractéristiques seront indicées par I et 2 ; les fractions
volumiques seront désignées par xi et les conductivités ou résistivités du

milieu et de ses constituants seront appelées respectivement t"ff, p"ff, k, et

P i . Bien que les premiers calculs aient étê effectués sur les permittivités,

nous raisonnerons en terme de conductivité, les démonstrations étant
d'ailleurs identiques, compte tenu de l'existence de relations linéaires entre
j et E d'une patr, et entre D et E d'autre part (cf. tableau 1, chapitre 2)

* modèle de Ravleish (18921 f l4l

L'approche la plus simple consiste à remplacer le problème aléatoire par un
autre présentant des régularités qui permettent d'obtenir une solution.
Rayleigh considère le cas de sphères de même diamètre et de conductivité
k 1, placées sur tous les noeuds d'un réseau cubique. Il analyse, au
voisinage d'une sphère, I'effet sur le potentiel dû à ses proches voisines.

La recherche des solutions de problèmes périodiques se retrouve
actuellement dans les méthodes dites " d' homogénéisation ". Dans cette
méthode à deux échelles, on traite d'abord la solution du problème
(électromagnétique, mécanique) au niveau de la "maille élémentaire " du
système périodique. Puis, on recherche à l'échelle du problème global la
solution de formes homogénéisées.

Se prêtant à des traitements rigoureux, ces méthodes décrivent bien les
problèmes limites où existe justement une telle régularité: propriétés
mécaniques de composites de fibres alignées noyées dans une matrice où
les propriétés électriques de fibres supraconductrices sont régulièrement
distribuées dans une matrice conductrice tl7]. Le modèle de Reighley a étê
généralisé par Zuzovsky et Brenner tl6l.
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IV.2.2. Comportements limites:

Lorsque I'on n'a qu'une connaissance incomplète de la distribution spatiale

des phases constitutives du matériau hétérogène, nous ne Pouvons pas

déterminer avec exactitude le comportement effectif. Lorsque I'on dispose,

pour le comportement étudié, de théorèmes énergétiques débouchant sur

des approches variationnelles, otr peut parvenir à établir des bornes

délimitant le domaine pour les grandeurs décrivant le comportement

effectif, et même établir les bornes optimales (i.e. les plus rapprochées

possibles) compatibles avec I'information disponible: les modules effectifs

d'un matériau réel dont on n'a qu'une connaissance partielle peuvant alors

se situer n'importe où à I'intérieur du domaine limité par ces bornes

optimales. La méthode de bornes joue un rôle important. Nous avons déjà

vu (cf. chapitre 1) que les bornes telles que celles de Hashin-Shtrikman

[18-19], Mil ler[20-21] et Elsayed l22l permettaient d'encadrer le

comportement réel des matériaux hétérogènes. D'autres limites, plus

anciennes et plus simples, ont cependant elles aussi leur propre intérêt,

comme celles qui ont êtê présentées par Wiener î231 (équivalentes aux

limites de Voigt et Reuss en mécanique) . Elles correspondent à des couches

al ternées de matér iau I  e t  2  empi lées para l lè lement  ou

perpendiculairement aux lignes de courant (figure IV-2).

Ces deux dispositions correspondent à des bornes grossières pour la

conductivité d'un mélange aléatoire ; la variation de ces bornes avec x2 (la

fraction volumique de la deuxième phase) est représentée sur les figures

IV-3 et lV-4, pour deux valeurs 10-1 et 10-10 du rapport k1/k2. Nous

remarquons que quelle que soit la valeur du rapport k1/k2, les bornes de

Hashin-Shtrikman sont plus resserrées que celles de Wiener. Comme nous

I'avons vu au chapitre 1, il est possible d'affiner les bornes jusqu'à se

rapprocher de la limite réelle d'un matériau hétérogène parfaitement

désordonné. Une expérience due à Deutsher et Rappaport l24l souligne

bien les domaines de validité de ces diffèrenæs approches, par rapport à la

percolat ion.
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k1w=(x1/k 1 + x2lk21-r kr*= *, kr + xzkz

Fig.IV-2 Modète de Wiener, correspondant à un comportement

limite très simple de couches alternées.

avec:

krw( oefr4 krw
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Si, dans un milieu de conductivité k1, on place des éléments de conductivité
k2, chaque élément de conductivité k2 est environné par un mélange
d'éléments I et 2. Le modèle autocohérent revient à supposer que ce
milieu environnant est homogène et que sa conductivité est ktff.

Les méthodes basées sur le modèle autocohérent sont très puissantes. Une
application de ce modèle à la mesure des constantes élastiques d'un
composite a. êté proposée par Gubernatis et Krumhansl 1261, qui ont
montré I'excellent accord du modèle et des expériences sur des matériaux
polycristal l ins.

Elaborée par Landauer pour évaluer la polarisation des diélectriques, la
théorie du modèle autocohérent est transposable à la conductivité.
Bruggeman I27 -28-29-301 établit une théorie autocohérente, reprise
ensuite par Bôtcher t3ll êt, indépendamment par Landauer t32]. Les
figures IV-3 et IV-4 illustrent les résultats de ce dernier modèle.

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons indiqué plusieurs
approches théoriques capables de décrire le comportement effectif d'un
biphasé, ces méthodes s'accompagnant souyent.__dg__calculs numériques.
Dans cette partie, nous décrirons I'utilisation d'une méthode numérique que
nous avons mis en oeuvre, et qui a étê utilisée récemment par Canova et Al
t33t.

Les résultats de cette simulation numérique fournissent les valeurs de la
conductivité effective et une estimation du seuil de percolation. Avant de
détailler cette simulation, nous allons parler d'une caractéristique nouvelle
introduite pour décrire le comportement des matériaux aléatoires.
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Les nombres aléatoires:

La simulation d'un problème de percolation commence par I'activation
aléatoire des phases duales (pour un biphasé par exemple: deux phases

conductrice et isolante). Ceci impose I'utilisation d'un ensemble de valeurs
ayant les propriétés d'une variable aléatoire. Nous donnons à ces valeurs
le nom de "nombre aléatoire". En fait, I'origine de ces nombres importe peu

; ce qui est nécessaire c'est qu'ils satisfassent le test qui permet d'espérer
raisonnablement que leur choix n'introduira aucun biais, ni aucune erreur
dans la simulation.

Le procédé généralement adopté consiste à gênêrer une suite de nombres
par I'ordinateur en lui faisant exécuter un prograûIme bien spécifié. La

suite obtenue est parfaitement déterminée. L'avantage du programme

réside dans le fait que I'on peut reproduire la suite identique à elle-même
lorsque nous avons besoin de faire des tests.

Le programme " RANDOM " que nous avons choisi est classique, disponible
dans tous les manuels du langage FORTRAN. Il assure une faible
corrélation, condition nécessaire pour notre simulation.

Nous avons vêrifiê cette suite de nombres aléatoires en procédant à des
tests simples (périodicité), et nous n'avons pas trouvé de corrélation, ce qui

est indispensable dans notre étude.
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Organisation schématique du programme:

Nous allons décrire notre méthode dans le cas particulier d'un réseau
cubique. Le volume représentatif est un cube d'arête a que I'on subdivise

en n3 cubes d'arête aln. Le cluster est formé de m3 cubes d'arête aln.

Pour un tel réseau on génère une suite de n3 nombres aléatoires qui
peuvent prendre les valeurs 1 ou 2. I représentera la phase conductrice,

2 la phase isolante. Ensuite, ces nombres sont affectés aux n3 cubes
formant le volume représentatif. Le résultat de cette simulation est un
biphasé où les phases I et 2 sont distribuées de façon aléatoire. Une fois la
topologie du problème bien définie, nous pouvons résoudre notre
problème, en passant par la résolution de l'équation d'interaction suivante:

'T =":.à rif'ônï; 'l (4s-2)

Le tenseur d'interaction f ss dépend de la forme du grain et de la
propriété effective, le calcul des coefficients de ce tenseur est donné en
annexe B. Le tenseur d'interaction psd dépend de la forme des grains g et

E', de la position du grain g' par rapport à g ainsi que de la propriété

effective. Ce tenseur est calculé pour la moitié des (m3 -t)tZ paires

d'inclusions (g,g'). Si les positions des inclusions g' et g" sont symétriques
par rapport à g, nous avons alors:

1-sd - fud'

Afin d'utiliser une moins grande capacitê de mémoire, nous avons procédé

au calcul des tenseurs d'interaction entre les différents grains constituant le

cluster en ne conservant que (m3 -t)tz tenseurs d'interaction en mémoire
pour des raisons de symétrie. Puis nous avons transposé le résultat sur tous
les grains constituant le volume représentatif.
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En préambule, il est important de souligner que le phénomène de

percolation est en parfaite corrélation avec le coefficient d'hétérogénéité R

défini par:

R=k t l kz

ou encore avec le coefficient introduit par Elsayed [22]:

I  =  k1 lk2 ' l

Et par suite, l'étude de la percolation est d'autant plus intéressante que R et

n sont importants, de I'ordre des centaines.

IV.3 Approche autocohérente 1 site:

Nous allons appliquer le modèle autocohérent à I site, proposé au chapitre

2, pour l'étude de I'effet de la morphologie sur le seuil de percolation.
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IV.3.1 Influence de la morphologie sur le seuil de percolation:

Pour cela, nous avons considére
dans I'espace (d'autres formes
pastilles et cigares). Nous avons
représentatif ont une solution à I
suit :

une distribution de 216 grains cubiques
de grains seront pris en compte: sphères,

considéré que tous les grains du volume
site. Les résultats sont présentés coûlme

k.' k2
forme

gârmétrique figure

30 1 cube figure 5

30 1 sphère figure 6

30 1 pastille figure 7

30 1 cigare figure I

On remarque alors que le seuil de percolation varie chaque fois qu'une nouvelle
forme du grain est prise. Dans cette étude, nous ne nous intéressons point à la
valeur du seuil de percolation cornme dans un problème de percolation pure. Par
contre, on s' intéresse qualitativement à la variation du seuil en fonction de la
morphologie prise en compte.
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IV.3.2 Etude de I'hétérogénéité

Nous allons entamer cette étude en comparant notre modèle (autocohérent)

avec celui d'Elsayed (approche variat ionnel le),  pour les faibles
hétérogénéités. Elsayed a montré (cf. chapitre l) que pour un milieu
biphasé macroscopiquement homogène et isotrope, la conductivité effective
s'écrit:

.EL  .k:= 1+vn - l  t t l '+Gvq3 -GzuTla +G3vqs+. . .
k23

4 u'n' * L1 -:c) ,2 rl3 + (4G2-2G-MI) n2rl4 * (3c2-5}3+M2;v2qs*
33

<lzc) v3 n 
3 *r ! 6G - 6 G 2+2M 1)v3 rf

33

+(3 G- 1 2G 2+3M ft | OG 3- 4M2)n3tl s

+(-1 -+c+3 G2-M 1 )v 
o rlo * (!- 9G+ I 8G z- 6M 11 0G3+5 M r)r' rlt *...

*C I + 6G-9G + 3M1 +4G3 -ZMz) ns ,15 *... (15-1)
3

pour les sphères: G=I19, G2=1127, Gl=l/81, Ml'..--ll?7 et lvdz=4181

pour les pastilles: G=113, GZ=113, G3=113, Mt=-219 et |1lZ=-33181

pour les cigares: G=L16, G2=lll2, Gg=I124

v est la fraction volumiguê, I est défini par:

î  = kr/kz -1

Pour cela, nous avons considéré une distribution de 125 grains sphériques
dans I'espace. Les résultats sont résumés dans le tableau suivant:
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En étudiant les différentes courbes,
que pour les faibles hétérogénéités,
accord avec celui d'Elsayed obtenu
(cf. chapitre l), pour des coefficients

nous pouvons d'ores et déjà affirmer
le modèle autocohérent est en parfait

à partir d'une méthode variationnelle

d'hétérogénéités inférieurs à 0,5.

kr kP n Modèle
d'Elsayed

Modèle
auto-cohérent

1,1 1 0'1 figure 10 figure 10

1'3 1 0'3 figure 11 figure 11

1'5 1 0'5 figure 12 figure 12

1r7 1 or7 figure 19 figure 13
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rv-3.3 Comnaraison du modèle eutocohérent âvec les

méthodes variat ionnel les:

Certains comportements limites permettent d'encadrer la valeur réelle de la
conductivité d'un système aléatoire. Cependant, en augmentant le contraste
entre les deux phases, on peut remarquer d'une part que le comportement
réel est difficile à décrire, d'autre part que les limites obtenues par des
approches variationnelles sont d'autant plus larges, donc moins précises,
que le contraste est fort (cf. chapitre l).

La raison en est que toutes les limites, entre autres celles que nous avons
étudiées (Hashin-Shtrikman, Miller et Elsayed) dépendent étroitement du
coefficient d'hétérogênêité.

Cela rejoint en quelque sorte I'analyse faite par Landauer (cf. chapitre l),
qui compara son résultat (modèle autocohérent) avec des résultats
expérimentaux pour un coefficient d' hétérogênéitÉ, inférieur ou égal à 5.

Cependant, dans cette partie, nous allons comparer notre résultat avec tous
les calculs à base de méthodes variationnelles, Hashin-Shtrikman, Miller et
Elsayed, et ceci pour différents coefficients d'hétérogénéités.

Les résultats concernant la comparaison avec le modèle de Hashin-
Shtrikman sont résumés dans le tableau suivant:

kt TQ
Modèle

auto-cohérent
Approche

variationnelle
Géométrie
des grains

11

101

1001

1

1

1

figure 14

figure 15

figure 16

figure 14

figure 15

figure 16

sphère

sphère

sphère
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Comme on I'a déjà précisé, ce modèle ne dépend pas de la morphologie des
grains (cf. chapitre l).

Les résultats concernant la comparaison avec le modèle de Miller sont

résumés dans le tableau suivant:

kr le. Modèle
auto-cohérent

Approche
variationnelle

Géométrie
des grains

11

101

1001

1

1

1

figure 17

figure 18

figure 19

figure 17

figure 18

figure 19

sphère

sphère

sphère

Les résultats concernant la comparaison avec le modèle d' Elsayed sont

résumés dans le tableau suivant:

kt l<2
Modèle

auto-cohérent
Approche

variationnelle
Géométrie
des grains

11

101

1001

1

1

1

figure 20

figure 21

figure 22

figure 20

figure 21

figure 22

sphère

sphère

sphère
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modèle autocohérent
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modèles de Hashin-Shtrikman et de Miller avec

est résumée dans le tableau suivant:

le

Modèle de
Miller

Modèle de
Hashin-Shtrikman

Modèle
auto-cohérent

figure 23figure 23figure 23

Conclus ion:

Dans chacune de ces figures, nous avons ftacê la conductivité effective,les

limites supérieure et inférieure données par chacun des modèles,en

fonction de la fraction volumique. On remarque sur toutes les figures que

le comportement effectif est bien encadré par les limites citées

précédemment, ce qur nous

autocohérent est en accord avec

variat ionnel les. On raPPelle

progressivement en considérant

supérieur et ceci afin de les affiner davantage.

permet d'affirmer que le modèle

les limites obtenues à partir des méthodes

que ces l imites ont êtê obtenues

des fonctions de corrélations d'ordre
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IV.3.4 co-pa""iror 
"".. 

d.r 
"ér,tlt"tr "*pé"i-.ot"o*,

Dans ce paragraphe, nous allons comparer nos résultats avec des résultats
expérimentaux, entre autres ceux de Matthiessen [34], Ruer et Fick [35],
Stephens [36], Herold t37l que nous avons prélevés dans I'article de
Landauer 1321. Ces résultats expérimentaux concernent l'étude de la
variation de la résistivité d'un biphasé, en fonction de la fraction
volumique.

Cette comparaison est résumée dans le tableau ci-dessous, où est indiqué
R le coefficient d'hétérogênéitê défini au chapitre l.

qr Sb-Sb
2

Bi-Bi Pb
2
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Conclusion:

Nous pouvons remarquer que, pour des coefficients d'hétérogénéités R, de
valeur inférieure à 5, I'approche autocohérente à I site conduit à des
résultats très proches de I'expérience.



r26

rv.4 Aoorocheautocohérenteàn s i tes :

IV.4.1 Résultats du modèle autocohérent:

Nous avons testé cette approche dans
macroscopiquement homogène et isotrope.
distribution périodique de grains cubiques

le cas d'un matériau biphasé
Pour cela, nous avons pris une

dans I'espace.

Dans I'approche autocohérente à n sites, il
de chaque grain avec le milieu environnant.
procéder:

faut tenir compte de I'interaction
Or, il y a plusieurs façons de

- nous pouvons considérer que les grains qui sont à la surface du volume
considéré ont une solution à 1 site, alors que ceux du coeur du volume ont
une solution à n sites, qui peut être éventuellement une approche à 6 sites
où seule est prise en compte I'interaction des premiers voisins tangents au
grain considéré dans les trois directions l, 2 et 3, où encore une approche à
26 sites où seule est prise en compte I'interaction des premiers voisins
entourant le grain considéré Ahzi t381.

- dans ce chapitre, on va rappeler alors la définition du cluster qui est
défini comme êtant I'ensemble des grains qui interagissent avec le grain en
question. Et on précisera, dans chacune des applications, le nombre des
grains constituant le volume représentatif et celui représentant le cluster.

Les différents cas de figures que nous pouvons
partie sont résumés dans le tableau:

rencontrer dans cette
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Jlvolume llcluster

27

M

125

125

216

216

27

27

27

125

27

125

Comme précisée auparavant, la morphologie est fixée, et dans un premier
temps on étudie I'apport de I'effet topologique.

Conclus ion:

Nous avons pris en compte les interactions entre les grains en considérant
I'approche à 26 sites puis I'approche à 124 sites. Les résultats trouvés
apportent une petite correction aux résultats de I'approche à I site ; c'est ce
à quoi on pouvait s'attendre, cr d'après la loi d'interaction, le terme
correctif est du second ordre.
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IV.4.2 Comparaison du modèle autocohérent avec I e s
méthodes var ia t ionnel les:

Nous nous proposons de comparer cette fois-ci I'approche autocohérente
à n sites avec les résultats de I'approche variationnelle que nous avons
étudiée ( celles de Hashin-Shtrikman (tableau 1), Miller (tableau 2) et
Elsayed (tableau 3)).

Les résultats concernant I'approche autocohérente à n sites pour différents
coefficients d'hétérogénéités entre autres (11, 101 et 1001) sont résumés

dans le tableau suivant dans le cas d'un polycristal constitué de 125 grains

et dont le cluster est constitué de 27 grains:

k1 lre Figure

11 1 29

101 1 30

1001 1 31



r29

Les résultats concernant cette comparaison avec les approches
variationnelles sont résumés dans les tableaux suivants:

Tableau I

Tableau 2

k1 te Figure

11 1 32

101 1 33

1001 1 34

k1 l<2 Figure

11 1 35

101 1 36

1001 1 37
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Tableau 3

kl ae Figure

11 1 38

101 1 39

1001 1 40

On rappelle que la forme des grains est cubique, alors que les limites de
Miller et d'Elsayed correspondent à une morphologie sphérique, câr nous
avons remarqué que pour le cas I site, le comportement effectif pour les
sphères était identique à celui des cubes. Le même calcul a êtÉ, fait avec un
cluster comportant 125 grains, les résultats sont résumés dans les figures
(4r-s2).
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IV.4.3 Etude statistique:

Nous avons montré que les effets topologiques peuvent être très

importants. Ces effets sont d'autant plus importants lorsque les deux
phases sont en égales proportions. Dans ce paragraphe, nous allons étudier

le comportement d'un milieu biphasé où on fixe les deux phases, et on fait

varier uniquement la distribution des natures par le biais du programme

RANDOM (voir paragraphe IY.2.3.).

A chaque fraction volumique Xi, nous avons construit une distribution

constituée de conductivités effectives, correspondant à des tests pour

lesquels seule la distribution spatiale des natures des grains change. C'est-

à-dire que pour chaque répartition donnée I, nous avons calculé la
conduction effective kUI. Cette distribution présente la totalité de

I'information contenue dans la série numérique étudiée. Mais pour peu que

cette série soit importante, le tableau ci-dessous de valeurs de la

distribution des conductivités devient peu maniable. Nous avons donc

cherché à en présenter les caractéristiques essentielles sous une fonne plus

concise, à I'aide des paramètres statistiques.

I 1 2 N k 
toy

ij

x,= Oo/o
I

etf
K..

U

X = 1V/o
I

I
I
I

x =1(X)7o
i



132

La moyenne de cette distribution, symbolisée k rj** est la moyenne

arithmétique, c'est-à-dire la somme, rapportée à leur nombre N, des
composantes des valeurs de la distribution définie par:

Pour i, j donnés, on s' intéressera uniquement aux conductivités principales
(ij êgal à1,2,3). On constate que krj*o , qui indique I'ordre de

grandeur de la distribution, ne renseigne cependant en rien sur la façon
dont les différentes conductivités de cette distribution se regroupent plus
ou moins étroitement autour de cette moyenne. Si I'on veut caractériser
plus complètement cette distribution, il est donc nécessaire d'associer aux
indications fournies par la moyenne un indice qui renseigne sur cette
"dispersion" des conductivités autour de la moyenne. Il s'agit donc de
caractériser de façon globale l'écart (kI - kmov) plus ou moins important

de I'ensemble des valeurs de la distribution par rapport à la valeur
moyenne. Nous avons donc êtê amenés à envisager les carrés des
écarts, soit (kI - k*ov)2, pour lesquels le signe n'intervient pas. La somme
de ces carrés, encore appelés << écarts quadratiques >>, pour les N valeurs
de la distribution, se symbolise par:

N

>(\it-h*"")2
I=1

Cette somme donne bien
distribution par rapport

N
-s t
k,j""" L k ut

I=1

à leur moyenne. Toutefois, comme on
comparer entre elles différentes distributions (correspondant

différentes fractions volumiques) comportant un nombre différent
valeurs, il convient de rapporter cette soûrme au nombre de ces écarts,
est évidemment égal au nombre de valeurs de la distribution.

une idée de la dispersion globale des valeurs de la
veut
aux

de
qui

On est donc amené à définir un paramètre appelé "variance" (ou encore

"dispersion" ou encore "fluctuation") symbolisé par O2, qui est égal à la

somme, divisée par leur nombre, des carrés des écarts:
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ot= + >( qj I- h*ov )2

La variance est un carré. C'est ainsi que puisque la variable étudiée est une

conductivité exprimée en (cm-Cl-l;, la variance sera exprimée en <<
(cm-Q- l )  au car ré

dimensionnelle que la conductivité, c'est-à-dire qui puisse s'exprimer dans
la même unité que cette dernière, on est amené à considérer la racine
carrée de la variance, qui est homogène avec la conductivité et qui

constitue l'écart type O, encore appelê << écart quadratique moyen >>

N

moyenne, la

I t \ I -hi*"Y)2

Dans le tableau ci-dessous, nous avons rapporté les résultats de cette étude.
Pour chaque fraction
variance et l'écart-type

volumique, nous
des conductivités

avons calculé la
effectives.
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x
I

N kTo,
U

o2 o

t/" 50 1,00 0 0

4o/" 50 1,09 4E-32 2E-16

28o/" 50 2,28 1,228-3 3,498-2

44o/" 50 3,74 1,22Ê.-21 ,10E-1

52o/o 100 4,70 2,678-2 | ,63E-1

600./" 50 5,49 1,778-2 1,æE-1

760/o 50 7,61 1,72E-3+,158-2

92o/" 50 9,83 3E-30 ,T7E-15

lOOo/o 50 11,00 0 0

En rapportant sur les figures (53-54), la variance C2 et l'écart type 0 en

fonction de Xi, nous remarquons que pour de fortes ou faibles fractions
volumiques, la variance et l 'écart type sont faibles. En effet, le
comportement macroscopique du polycristal est conducteur ou isolant selon
la phase prédominante, et par suite toutes les valeurs sont resserrées
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autour de leur moyenne, alors que pour des proportions de phases égales,

la variance et l'écart type sont importants, ce qui peut être expliqué par

une fluctuation plus importante des conductivités individuelles autour de

leur moyenne.

IV.4.4 Comparaison avec des résultats expérimentaux:

Dans ce paragraphe, nous allons comparer nos résultats avec des résultats

expérimentaux Matthiessen 1341, Ruer et Fick [35], Stephens [36], Herold

1371. Cette comparaison est résumée dans le tableau ci-dessous, où est

indiqué R le coefficient d'hétérogénêitê défini au chapitre l.

figure biphasé R

55 Pb-Sb 2,5

56 cd-Pb 2,85

57 Cu-Fe 3,2

58 Cu Sb-Sb
2

3,56

59 Bi.Bi Pb
2

5

On peut remarquer que, pour des coeffïcients
inférieure à 5, l'approche autocohérente à n

très proches de I'expérience.

d'hétérogénéités
sites conduit à

R, de valeur
des résultats
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Dans cette dernière partie, nous allons essayer de comparer les différents
résultats correspondant à I'approche autocohérente I site et n sites pour
valider les effets topologiques. On se propose d'étudier quelques cas limites.
Nous introduisons une anisotropie topologique en simulant un condensateur
électrique et un fil électrique. Pour cela, nous avons considéré un milieu
de 64 grains où nous avons une succession de plans conducteurs et isolants
(voir figures ci-dessous).

Nous avons considéré que tous les grains ont une solution à 27 sites (125
sites). Nous avons pu d'une part dégager I'aspect topologique dans
I'approche à n siæs, en le comparant avec I'approche à I site.

D'autre ptrt, nous avons pu comparer notre calcul avec un calcul analytique
très simple, dont la mise en évidence est la suivante.

Nous avons assimilé chaque grain à trois résistances, chacune dans une
direction bien déterminée, comme le montre la figure suivante:

i
J--.-*k
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Les grains conducteurs ont une résistance r1r coux qui sont isolants ont une
résistance ry (avec 11 >> r2).

Dans un premier temps, nous allons travailler sur des matériaux
faiblement hétérogènes, ce qui nous donnera la possibilité de pouvoir

comparer nos résultats avec ceux d'Elsayed. L'introduction d'une anisotropie
macroscopique montre I'inefficacité du modèle I site ainsi que celui
d'Elsayed qui donne un résultat isotrope. Par contre, un calcul similaire,
dans le cas de I'approche autocohérente à n sites, montre que I'anisotropie
macroscopique est bien prise en compte.

Dans un
fortement

deuxième temps, nous allons tester notre modèle sur des matériaux
hétérogènes.

Les résultats de ces différents calculs sont détaillés dans ce qui va suivre.
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Cas des faibles hétérogénéités:

L "t cas

La phase conductrice a une conductivité isotrope égale à kt egat à 1.5; la phase

isolante a une conductivitê k2égal à 1.0; le coefficient d'hétérogénéité q est

égal à 0.5. Le polycristal est formé de 27 grains, dont 18 sont conducteurs

et 9 sont isolants. Le calcul d'Elsayed est toujours valable car nous avons Tl
inférieur à l. Le calcul n sites va se faire en deux temps pour deux types
de "cluster" : le premier en supposant que tous les grains du polycristal

ont une solution ù 26 sites, le deuxième en admettant que tous les grains du
polycristal ont une solution à 124 sites. Les résultats de cette étude sont
résumés dans le tableau suivant:

La lere
composante de
la conduction

La 2eme
composante de
la conduction

La 3eme
composante de
la conduction

calcul
analytique 1,285 1,334 1,334

calcul
d'Elsayed

1,32 1,32 1,32

calcul 1 site 1,32 1,32 1,32

calcul n sites
cf uster de 26

1,278 1,3232 1,3232

calcul n sites
cfuster de 124 1,2851 1,3341 1,3341
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^  è m ez cas

C'est le même cas que précédemment, en inversant les proportions des
conducteurs et isolants (9 conducteurs, 18 isolants); les résultats de ce test
sont résumés dans le tableau suivant:

La lere
composante de
la conduction

La 2eme
composante de
la conduction

La 3eme
composante de
la condustion

calcul
analytique 1,125 1,17 1,17

calcul
d'Elsayed

1,15 1,15 1,15

calcul 1 site 1,15 1,15 1,15

calcul n sites
cluster de 26 1,11 1,163 1,163

calcul n sites
cfuster de 124 1,125 1,17 1,17
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Cas des fortes hétérogénéités:

1 "" 
""t

La phase conductrice a une conductivité isotrope égale à kt egal à 3l; la phase
isolante a une conductivité kregal à 0.1; le contraste entre les deux phases

est êgal à 310. Le polycristal est formé de 64 grains, dont 32 sont
conducteurs et 32 sont isolants. Le calcul n sites va se faire en deux temps
pour deux types de "cluster" : le premier en supposant que tous les
grains du polycristal ont une solution à 26 sites, le deuxième en admettant
que tous les grains du polycristal ont une solution à 124 siæs. Les résultats
de cette étude sont résumés dans le tableau suivant:

La lere
composante de
la conduction

La 2eme
composante de
la conduction

La 3eme
composante de
la conduction

calcul
analytique 0,199 15,55 15,55

calcul 1 site 7,11 7,11 7,11

calcul n sites
cluster de 26 1,4799 13,10 1 3,10

calcul n sites
cluster de 124

1,29 14,65 14,65
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2è-" 
"as

La phase conductrice a une conductivité isotrope égate à k, egA à 3l; la phase
isolante a. une conductivité k2 égal à 0.1; le contraste entre les deux phases
est égal à 310. Le polycristal est formé de 64 grains, dont 48 sont
conducteurs et 16 sont isolants. Le calcul n siæs va se faire en trois temps
pour trois types de "cluster" : Le premier en supposant que tous les
grains du polycristal ont une solution à 26 sites, le deuxième en admettant
que tous les grains du polycristal ont une solution à 124 sites, le troisième
en admettant que tous les grains du polycristal ont une solution àL 342 sites.
Les résultats de cette étude sont résumés dans le tableau suivant:

La lere
composante de
la conduction

La2eme
composante de
la conduction

La 3eme
composante de
la conduction

calcul
analytique

15,59 15,59 23,275

calcul 1 site
15,20 15,20 15,20

calcul n sites
duster de 26 16,3752 16,3752 22,8304

calcul n sites
cfuster de 124 16,4004 16,4004 23,29046

calcul n sites
cf uster de 342

16,33065 16,33065 23,33779
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CONCLASION

Au terme de ce travail, nous avons illustré l'application de la méthode
autocohérente dans deux études différentes:

1- Première étude:

Dans le but d'explorer les matériaux hétérogènes, nous avons rnis au point
une méthode autocohérente, permettant de calculer la conduction
effective d'un milieu hétérogène en régime perrnanent. Cette rnéthode
permet de prendre en compte les effets des textures cristallographique,
morphologique et topologique (cf. chapitre 1).

A titre d'application, la méthode autocohérente a été appliquée au cas d'un
monocristal où la conduction est fortement anisotrope, avec une conduction
suivant I'axe c nettement inférieure aux conductions suivant les autres
axes.

* Une anabse à I site (effets topologiques négligés) a montré une
conduction effective croissante en fonction du facteur de forme î" .
{< Une acuité croissante de la texture semble inhiber les effets
morphologiques. Il est possible de quafiifier l'acuité des textures de
fibre par un paramètre: la désorientation.

Pour bien cerner l'intérêt, ainsi que I'importance des effets topologiques,
nous avons étudié le phénomène de percolation. d'où le but de la
deuxième étude

2- Deuxième étude:

Une première analyse a été faite, permettant d'estimer les effets
topologiques. Nous avons considéré le cas du cornposite conducteur/isolant,
où les conductions locales sont isotropes.

Analyse à I site (effets topologiques négligés)

{< Une analyse à I site a été réalisée pour estimer I'irnportance des effets
morphologiques sur Ia percolation. Nous avons notamment monté que le
seuil de percolation varie dès qu'une forme de grain est considérée.

* Les résultats de la comparaison de notre rnodèle avec le rnodèle
d'EJsgJe,L (calcul variationnel),pour de faibles cofficients d'hétérogénéités
(q
validité du modèle.
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:f€ (Jne autre confrontation avec le modèle de MLJISL et celui de Hashin'

Shtrikman s'est avérée très satisfaisante-

* (Jne dernière comparaison avec l'expérience pour des coefficients

d,hétérogénéités inférieurs à 5 s'est avèrée très encourageante. En effet, les

résultati expérimentaux auxquels nous nous somrnes référés pour valider

notre mod,èlà, ont été obtenus pour des facteurs R inférieurs à 5.

* (Jne étude analogue à celle du I site a été réalisée pour des grains ayant

une forme cubique présentant un réseau périodique'

* Les résultats de l'application de la méthode autocohérente sont en

parfait accord avec te catcut variationA de Miller, de Hashin-

Shtrikman et d'Elsayed, pour diffërents coefficients d'hétérogênéités
(R= 1 1 ,101 ,1001 ) .

* Nous avons montré par ane étude statistique que les effefi

topologiques peuvent être très irnportants. L'effet maximum se produit

lorsque les deux phases sont en égale proportion'

* Nous avons validé la méthode autocohérente en la cornparant avec

Iktp,éri,g,fis3Jour des coefficients d'hétérogénéités inférieurs à 5. Nous

avons obtenu des résultats très encourageants.

* Nous ne nous sornrnes pas préoccupés d'une façon détaillée de l'effet de

la taille d.u cluster. Cependant en se contentant de varier la taille de ce

d.ernier, les résultats en ont été améliorés.

Calcul analltique

Nous avons simulé deux réseaux se prësentant sous la forme d'un fil
électrique et d'un condensateur, ensuite nous avons calculé pour de tels

réseaui, grôce à un gg!9il-gLglllig-Ug- la conductivité effective qui

s'exprime de manière fort simple en fonction des conductivités locales des

phises constitutives. Nous alons montré que l'approche autocohérente à I

site ne permettaient pas de tenir compte de I'anisotropie, alors que

l,approchà autocohérente à n sites permet de prendre en cotnpte cette

anisotropie introduite.
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AI\NBXE A

Le but de cet annexe est de retrouver le résultat de Landauer [1], à partir
de notre modèle autocohérent (l site). On montre dans l'annexe B que le
tenseur d'interaction entre deux grains sphériques l2l, pour une
conductivité isotrope k*o, s'écrit:

.2n T
r,qe = -l- [ aq J sine 4 de (a-t)r J  

4n  J  o

avec:

^ -Xt Xt
G  / n r n \ -  

- l  - J _

uykor
np'pq nq,

Si la conductivité k*" est isotrope, on peut écrire que:

k*" = k9 I* avec ( I* matrice identité)

et par suite:

xp kof Xq - o l(n I* Iq

=p xp xp

= l P  r y 2,!p

=l f

car yfi = 7 puisque Xp = (sin0 cosg, sinO sing, cosO)

cii (o,q) - - xixi (a-2)
ko



207

D'où, la relation (A-l) peut aussi être écrite:

r,ff= -1 
f"trde f*rxidç- r J  

4 rko  o  o

r,f = + I sin3e de J "or'e de = -1 (a-3)
4nko o  o  3ko

rr f  = -1 - Is in3e do Jr in2e de = - l  (a-4)&'  
Aæko o  o  3ko

1l

f# = .== i "o"', "r, de T ur - -l (a-s)
4rko o  o  3ko

rt 2n

r ' f f= -1 - Isin3odo f 
t i ïzq de=o (a-6)' '  4rko o J 2

o

et de même pour les aures composantes (f ,rs, frff, frfl, frff et rrf )
Finalement, on trouve que:

rrf  =* tu (A-z)

Avec I 11 matrice identité, reprenons l'équation de I'approche I site du
chapitre 2:

o|, = tl,* tt t-,? 'I
En posant Eis - uj8, Ef = U,f

l'équation (48-2) devient:

(48-2)
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Ef = nf + rtfs ôk.;rs Er*

Ef = Ef +f,3*(kd -r f  )  e*e

Ef -  Ef =rt fc(kd -k"f  )  Ers

En multipliant les deux membres de l'équation par (frff )-t

( f,f )-t ( Eis - Ef ) = ( k,f - kr*o ) Ere

et en utilisant la relation (2), l'équation s'écrit:

( -3 ko ôs) ( Eis - Ei" ) = ( kj** - kd'} ) Ers

(a{)

(a-e)

(a-10)

, on trouve:

(a-11)

(a-12)

-3  ko lErs-  E. ;o)= (k j r t  -  k r*o )  Er .s+(k ; ro  -  kr*o)  Ero

-3 ko 1 E.s - E3o ) = kr*t E*u - k.il.o Ert * \;jo Ero - k-ko Ero

En remplaçant kng E*8 par ii* et kSso Eso par jj"

-3 ko lErc- Eio)= i j r  -  kr*" Ere+kx.o Ero- i jo (a-13)

et en remplaçant k,jo put fto ô* l'équation précédante devient :

-3  ko lErs-E io)= j i t - j f  +ko(Ef -E j t )  (A-14)

-2 ko l Ers - E5o ) = kj*t E*t - k.,*o E*o

or kno = le ôg et kr** = lçs ôe , donc:

-2  ko  E j t - keE js=-Z  koE jo -koE jo

( -2  ko  -  kc )Erc  =  -3  kop jo

3koEju =
(  2  ko+ke)

Ejo (A-ls)
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Rappelons que les conditions autocohérentes citées au chapitre II sont:

(r , f )=Uf et(. te)=jf  (6,3a7

ou encore: ( Eis > - Ei et < ùt ) = ù'

sr
Or <j is> = Lf  s i is

g

g

g

(a-16)

\.r
<Ef )= Lf sEis (a-17)

g

En écrivant que < jis ) = kP ( Eie >, on peut en déduire ko
F't

L f  s ks E. s

ko = g- (A-lS)

LrtEj
e

pour un biphasé, nous avons:

ko=f l  k rE,  1+f2kzEr2
.ô,

f tE j r+r2Erz

En introduisant la relation (A-15) , relative à Ejt et E,2

E,r= 3 ko E,o et Er2= 3 ko E,o
"  (  2  ko+k1 )  

J  r  ( 2  ko+k2 )  
' '

Et en remplaçant dans l'équation précédente, on trouve:



ko=

2ro

r r t rS-Eio*  f2kz 3 k"-8."
' 2ko+k1  

2ko+k2

1t  3  ko E,o+ gz  3  ko B.o
2ko+k1 "  2ko+k2 u

En simplifiant par 3 ko Ejo , on trouve:

ftk ,  ,  f rk,

po -2ko+k r  2ko+k z^
1 1  ç 2

2ko+k |  zko+k 2

Cette relation peut aussi s'écrire cornme suit:

ko(  f  t  ,  f '  
)=  

f tk r  ,  f ' k ,

2ko+k 1  2ko+k2 2ko+k 1  2ko+k2

En remarquant que:

f lko  _  f lk r  =  f ' k ,

2ko+k 1 zko+k |  2ko+k 2

cela permet d'écrire:
^ l  k r - ko  2  ke  -  koË r -  - - A

k1 + 2ko k2 + 2ko

(A-1e)

(A-20)

(a-21)

("A-22)

il démontre que
suivante:

(2-r)

f2ko

Zko +k 2

Cette équation est identique à celle de Landauer, où
comportement effectif peut être traduit par l'équation

k, -k*  k r  -  k*  ^
1 1  7 ?  7 = r t^ 

k1 +2k* 
' 

k2 + 2k*

y1, y2 sont les fractions volumiques, des deux phases. On retient parmi les

racines de (8-1), celle qui a un sens physique (kto)t

kLA = l l4 { (3v2-\ kz + (3v1-l)  kr + t((3vz-l)k2 + (3vr-1)k1)2+8k tkzlt t2 }

Références:

I - R. Landauer, J,lpp!,-PhE 23, I5l4 (1955)

2 - O. Fassi Fihri, Thèse d'êtat, M.etz, (1987)
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ANNEXB B

On a w que pour un espace infini, les tenæun de Green vérifient la propriété suivante :

Gro(r,r') = Git(r-r')

Prenons la transformée de Fourier du tenseur de grcen Gn (r,/)

ô*t€,1 = J J G*(r-r') "i 
( (r - r') o?' ox

v  v .r r '

sa transformée de Fourier inverse est définie par:

G-"(r,r')= 1â 
tô,"{6) e-i€(r-r') Otq

rrl 
(2n)" 

'nE rrL

Rappelons l'équæion (29 -2\

z 
€k - i ((r-r ,)  lG,,(r.r ';= 

1 
1r-lgi-ik\-'-i' 

(znf ,t ffi 
e oç

donc on peut déterminer :

'-6k
ê 'td'--- rrk-  

É Oeff  E-p pq -q

Comme le tenseur d'interætion fB8' est lié au tenseur de Græn Gn par la relation suivante :

r,ï'=+ J J qoo,r1 drâr,
v- E g'

vv
en remplaçant Gik(r,r') par sa valeur, on obtient :

r:j' = + J J J j$ eig(r-r') of a &, r,"a'K 
8r-v-ng'neuÉ ç-Ë Ëo

(s2-2)
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Dans ce qui va suivre, on va détailler le calcul de fB8' qui occupe une place centrale dans

cette étude.

En introduisant les cosinus direcæun de ( qu'on notera V, le tenseur de Green s'expri-

mera uniquement en fonction des angles 0 et rp qu'on déterminera ci dessous .

En effet soit ( le module du vecte*B

++
c'est -à-d i reque:  €=Ë V

VFl ,2,3 Ëi=Ë Vi

avec :

Vr = sinO cos<p

Vz = sinO sing

V3 = cose

€ , e , q coordonnées sphériques du vecteur d'onde (, et telles que :

( e [0,+o"1 , 0 e [o,n] et q € lo,Znl,le tenseur de Green :

A r E,6k
G G')= 

-l--
rK- 

É neff  Ë-p pq -q

s'écrit :

A -Vi Vk
G rg o\=_
ik 

'-' " 
\1, neff V'p pq 'q

(s4-2)

le tenseur Gi1 ne dépend que de la direction dr Ë , c'est-à-dire des angles fixant cette dire.c -

tion 0 et g. Par ailleurs, en coordonnées sphériques, l'élément de volume, s'écrit :

3 1

d€= E' sinO de dq dÊ
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D'où, en remplaçant d3( dans Ïexpression du tenseur d'interaction, ce dernier devient :

-- ' | 'TT^+oo
#r'= +, - Jsino de Jêik oq JqtoB J.-t6'o', J'.t6'ir 66-2)

U7C V-o o o vg v$

Posons alon :

foo

F(e, e) = I f dË J e-i Ë'oI 
J e*i€ ''d'r' (s7 -2)

o vg vg'
C'est ceffe fonction que I'on va chercher à déterminer pour le cas des cubes .
Une méthode de calcul de fee' , dans le cas de deux inclusions ellipsoi'dales a
été proposée par Fassi-Fihri t I I . Une nouvelle méthode de calcul aêté déve-
loppée pour des cubes par Adams et Al [2] .
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Cas de deux inclusions ellipsoidales :

Nous supposons que g et g' sont deux inclusions ellipsoïdalæ , voir figure ci-dessous :
FG'

DEUX TNCLUSTONS (G) Er (c) ELL|PSO|DALES QUELCONQUES

Fassi tl] a calculé f88' dans le repère principal d'inertie de I'inclusion
g , d'origine confondue avec le centre 01; notons Rg ce re1Ère; les
axes de I'inclusion g sont &1,b1,c1 ; ceux de I'inclusion g' sont â2,b2,c2 i soû
centre est 02, tel que :

Notons Rg' le repère principal de I'ellipsoide g';

V, e, g les angles d'Euler qui fixent la position de R8' pfi rapport à Re ;
oij la matrice de passage de Re à R8' ; elle est donnée par :
011=*cos{ cosg-siny sing cos0
012=*sin{ cosq + cosy sing cosO
0r=*sin0 sinq
021=_cos{ sinq - siny cosg cos0
uzz=-sin\r sinq + cosy cosrp cos0
dzt=tsin0 costp
0lr=*sinv sinO
dtz=-cosV sinO
0t:=*COS0

2',

+-+
OtOz = Ro
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Fæsi [U montre que le tenseur d'interaction peut s'écrire :
2n IE

r88'- 6 ,Jsoe*êit * F(o,g)sr ff = 
fiz*62 

b, c) J d,l
o

z ^  z  ^  2 ^*  2 ^  2 n 2.  ^J
qq*b;q+ ci fi)2 *@;(a,, v3)2 +ar(cr.v3)2 + cr{at v)\-z

* Cas de I'inclusion ellipsoi'dale ( approche I site \

On monhe que:  F(0 ,g)=r f  t6

Avec:

2  ^  2  ^  2  ^*
u = (al Vi + bl rrj + c, v;)"

où ô1,b1 et c1 sont les paramètres de I'ellipsoide et Vr ,{2at V3 sont les
cosinus directeurs définis précédemment Approche lsite donc i rf \,
br  =bz et \=c,

2n rE

*t = 6 
= (a,b,.,{ oq J sino ô,, ,?ll oe

u 4nz o o u- o 
a6

ou encore :
2rc rE

f,s Jlurbr cr)J dq J sino ê',f, de
u 4n o o a
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* Cas de I'inclusion sphérique ( approche 1 site )

De la même façon, on monte que : F(O,g) =r R3 / 6, avec R rayon de la sphère .

-.gg 1 f , Tr .. =- | o.p I sin0 ê.. derr 4n J j u



2r7

Cas de deux inclusions cubiques :

Nous supposons que g et g' sont deux inclusions cubiques, voir figure ci-dessous :

DEUX TNCLUSIONS (C) ET (C) CUBIQUES

On est donc amené à calculer pæ" qui est donné pæ :

n 218 +oo

r€B'= 1 
Jsino do Jêik oq JE'oq J.-tt'u'; Jr*t 

6'lr' 66-2)- ik 
8ru3u8o o o vg vg

qui peut s'écrire en introduisant la fonction F(0 ,9)

rE 2n

*l'=+ flsinedeJêikde ( F(o,e) )-ik 
8æ3u*j 

- 
d-

avec
{oo

F(e,e)= ItdqJ e-i€'oI J
o vg vg'

,*, € t'd.r, (s7 -2)
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et

G (e.p)=
-vi vk

ik 
--' '' 

\1, kdf u,'p  pq 'q

yl +?=lr.=y-yc

(s4-2)

où V i et V k sont des composantes de V qui décrit I'espace R3 toot entier, où r ap -
partient à l'inclusion C, r' appartient à I' inclusion C', et où G1 est la transformée de
Fourier du tenseur de Green.
Commençons d'abord par calculer les integrales Ic et Ic' définies par :

f  - i ( r  f  ie- '

J e'' ' dr et J e"' dr'
vg vg '

Pour évaluer I'intégrale sur vg , nous pouvons la transformer en une intégrale sur le
cube de centre 01 et de côté Â , en effectuant le changement de variable suivant :

xc=x-XC

t

x
tv
I

z

Jr

r=

-t

r=

zc=z-  ZC
De même pour celle sur Vg':

t t

+,i'=
xc=x-XC'

yc'= y'- YC'

zc'= z'- ZC'

Nous calculons Itc'dans un repère qui est parallèle au repère principal du cube C; notons
R ce re$re, Ol , 02 centros respectifs des cubes C et C'. Iæs deux cubes sont identiques ,
mais de centres différents . De ce fait, on a :

VMe (C) +0M=r
VP e (C' )+OP =/

OzP =t '
O1M - r.

OOt = Rt
OOz - R'.
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La distance relæive enfie les centres des deux grains est R0:

++ic '+c
OtOZ=Ro=R -  R

->o +
R =OrOr=

o
R1

oq
oq

On peut remarquer que :
OM= OO1 +OrM
OP =0Oz +O2P

Donc ,=& *rc
r '=R'c *  tc '

d'où : d3r'= d3rc' et d3r - d3t

Posonsd'abordrr=J e-i 6 t u?
vg

En effectuant le changement de variable ci-dessus , on peut écrire :

f  - iË ,  1  -3  
- i€R"  

f  
- i € t " .3

Je-dr=e Je dt,
vg vc
de même pour Ïintégrale sur vg' :

[ ., 
q r, 

dî,= ,,6 
*; 

[ ,t 
6 r; 

oîr
J ,  J ,  C

vg vc
fæ

F(e,g) = I e' ue ei €' (RJ- Rc) 
J ,-t''" dî, J,"t 

'"' dl,'
Ovcvc
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Commençons d'abord par effectuer I'intégrale suivante :

J ài€'di=J ,iqrc d'r"
vg cube(O1,Â)

On note Ic ætte intégrale, et aprÈs avoir effectué le calcul , on fiouve :

I = 8 l'n' E"L E"L
c Er'r€f 

th(:r I sin(L2) sinÇ)

Et de même pour I'intégrale suivante:

l ' .t6''dl,- f "t6 
ri Oi;

J ,  
v  v r  -  

J
vg cu b e(O2,Â)

que I'on note Is'cette intégrale, on obtient après calcul:

f.= 8 ( ' l  ErL ("1

c ErEr6;"n(Ë) 
sinf) sinÇ)

Le produit des deux intégrales s'écrit alors:

Ic Ic' = ?.u , ,rrin'(61^t ,6'f'!1 ,in'1$y
(\EzE)" z z

On remarquera que :
21

sin (0) - - a ( cos (20) - I )

ce qui permet d'exprimer le produit ci-dessus par:

IcIc,=*(cos(|,A)-1)(cos((,^)-1)(cos(Ë,l^)-t)
(EtezE)' r

ou d'une façon plus condensée par:
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Ic Ic' = 
-8 ..- 

;, û, ( cos(Ç.^) - I )
rF F F \" r-r
\b1 b2 b3,t

D'où, en effectuant le changement de væiable suivant :

Ê--€ il
on trouve t 

*oo

F-

p=

+J cos(qvRo)Ê(cos(6 v,o - r, 5(v,vrvr)- ; 
'I-r E

En posant ' o=û 1Ét'- i"l et ôi = vi Â

F=- 
- 8 

r 
.i.orfet) 

fr. (cos(€,ôi) - r) 5
(v,vrvr)" ; i=l E

Cette dernière intégrale s'écrit, alors :

-8 i,- cos([q) cos(Çô,) cos(6ôr) cos(6ôr)
[  

- -o\ :Y/ vvu\>-| ,  -""r4-2, ---r>-3l

L-4J
o

EOt

\o

cos((q) cos(Çôr) cos(Çôr) cos((q) cos(Çô,; cos(Çôr)
- -

(v,vrv,

EO
cos(Çq) cos(Çôr) cos(Çôr)

EO
cos(Çq) cos(Çô,)

cos((q) cos(Çôr) cos(Ë,q) cos(Çôr) cos(Eq)
ÏdE

EO EO {

pour simplifier le calcul, on infoduit les notations suivantes LJsJz et Il telles que:



cos((q) cos((ô,) cos([ôr) cos((ôr)
ro

ro

avec

EO

- 1\q-Efi cos(( ti)

eo

t1  =q+ô1 + ôz + ù
t2 =q+ô1 -  ô2 -  ô3
t l=q-  ôr  + ôz + ô,
ta=q-  ô1 -  ôz -  ù
t5=q+ô1 + ôz -  ù
1u=q+ô1 -  ôz + ù
t7=q- ô1 + ôz -  ù
ts=q-  ô1 -  ôz + ù

cos((q) cos((ôr) cos((ôr) cos((q) cos((ô,) cos((ôr)
[3=

EO EO

I,
.12

=rt4fi

cos((q) cos((ô1; cos((ô3)

EO

cos(€, ui)

94
b

âvec u1= q + ôl - ô2
tJz=e -  ô l -  ô2
u3= g - ôr + 62
u+=g +ôt+ 62
u5= q + ôt -  ô3
uo= g - ôl  -  ô3
uz= g - ôr + ô3
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u8=Q +ô1+ ô3
rb= q + ô2 - 83
uro= Q - ô, - ô3
u1= Q - ô2 + ô3

ur2= g + ô2 + D3

cos(Çq) cos(Eôt) cos((q) cos(Eô2)cos((q) cos(Eô3)

EO
++12=

EO

cos(Ë, wi)

94
\t

EO

t2=+2
itv90 w1= q + ôl

wz=g -  ô l
w3= Q *  ô2
w+= g - ô2
w5= q +  ô3
wr= g -  ôq

T _ cos(Eq)
-1 

,4
F

b
Iæ calcul de ces différenæs intégrales se fait aisément, en utilisant la formule suivante :

+oo - *oo

; 
cos(qÉ) d( 

cos(ae) - o sin(ae) a2 cos(qs) , a3 f tt@..€,

; E4 
-T-67-6 

e -?f-Ë -7

Cetæ equation peut se Éécrire, en utilisant les développements limités des fonCions cos et sin

+oo

+ 1 + o(t) *9 [ sin(a €') o,
3e3 

- '- '  
6 

: 1

au voisinage de zéro:

+oo

I cos(q€) .tz - a2
rTJ 14 

-  2e
e

ou encore
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{oo

JrydË=f sgn(a)
ob

d'où finalement:

F(e,e)=ffi i{*à,i ,gn<,,) +à'l sgn(u)+
r€3 '

U à-f 
sgn{*,) - q' ten(q) }

*9'=+ T,*, o, h- oq ( F(o,çr )^ ik  
gæ3ui  o o
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