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INTRODUCTION

En calcul des structures élastiques, oD connait depuis Lagrange-
Dirichlet le critère de la seconde variation et la détermination de la
charge critique de flambage. Les développements du potentiel élastique
ont permis d'obtenir le comportement post-critique des structures
minces, telles que des systèmes de poutres, de plaques et de coques
minces élastiques. Celui-ci a, fait I'objet d'importantes recherches tant

théoriques (Koiter [Kz], Budiansky ïB,51, Potier-Ferry tP5]) que numériques
(essentiellement la méthode des éléments finis). On peut considérer que
la théorie a fourni une base satisfaisante pour la plupart des applications
pratiques

La situation est différente dans le cas des structures
élastoplastiques. La présence des déformations plastiques conduit à des
non-linéarités plus difficiles à appréhender car les méthodes d'analyse
basées sur le potentiel élastique ne sont plus valables.
Les études feldamentales de Von-Karrnan [V] et de Shanley lSz I ont

clairement précisé la position du problème de bifurcation qui doit être

séparé du problème de stabilité En 1947, Shanley I Sz ] montra qu'une

bifurcation d'équilibre à charge croissante ( et non plus constante )
pouvait avoir lieu sans décharge élastique, avec seulement un point de
charge neutre. Ce résultat établissait définitivement la charge critique
du module tangent. Il restait à exprimer le critère de bifurcation en
termes mathèmatiques et pour des conditions suffisamment générales,

ce qui fût fait par Hitt en 1958 t Hg l. Il a donné des critères de stabilité

et de non-bifurcation à partir d'une condition suffisante d'unicité pour la
réponse en vitesses du milieu élastoplastique. Pour I'instant, elle est
considèrée comme la méthode de calcul optimale de la charge critique.
Une réflexion est menée depuis quelques années sur les travaux de
HitttHrl, dans le cadre des milieux standards généralisés. Ngzyen I N2 I,

tN3l ( à partir de 1981 ), Léger et Potier-Ferry lLtl,U2l ,tbl, Cimetière

[C4], [C5 ], [Co ] ont montré que le problème en vitesses pouvait se mettre

sous la forme d'une inéquation variationnelle, ce qui conduit à une
formulation simple du critère de Hill.

Le criêre de Hitt ne permet pas de calculer la charge maximale
supportée par la structure car la solution bifurquée existc toujours au-
deià de la charge critique, ce qui n'est pas le cas en flanbage élastique.
Pour calculer la charge maximale, il est nécessaire de mener une étude
post-critique qui, en principe, exige des moyens numériques.
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Cetæ analyse difficile est due ù Hutchinson I H+ ] qui montre que, juste

après la bifurcation, une zone de décharge élastique se développe à
partir du point initial de charge neutre. Le développement de cette zoîe
de décharge est essentiel pour calculer la branche bifurquée.

Récemment Nguyen I Ns ], [Ns], Léger et Potier-Ferry lLzl,lLsl ont

proposé des axes différents pour réexaminer ces problèmes et les
mettre en oeuvre. L'intérêt théorique de ces travaux a êtê de prendre
en compte le fait qu'il s'agissait de problèmes à frontière libre ot, en
conséquence, d'établir le lien entre la méthode de résolution de ces
problèmes et la théorie des inéquations variationnelles. Ces analyses
donnent une première approximation de la solution ( par exemple par
des courbes charge/flèche ( cf.Fig.l) ).

Fig.l: Courbe charge-flèche

Dans la plupart des cas étudiés la charge maximale ne semble guère
supérieure à la charge critique du module tângent.

De multiples arguments montrent que le critère du module tangent
est véritablement le critère de bifurcation plastique. Il est utilisé avec
des aménagements divers: par exemple, dans les codes de calcul une loi
" élastique " de type déformation donne d'excellents résultats
uniquement en chargement proportionnel. Néanmoins, son application
pose des problèmes délicats dans le cas d'un chargement non uniaxial.
ôeci est dû au fait que les lois de comportement plastiques habituelles
ne sont guère adaptées pour rendre compt€ de bifurcations.

Un problème demeure
de la bifurcation plastique
savoir que la loi de la
estimation plus exacte de la

pourtant jusqu'à nos jours, lors de l'étude
des plaques et des coques comprimées, à
déformation fournit paradoxalement une

charge critique que la loi incrémentale.
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Une conséquence en est un débat qui dure depuis 40 ans, sur les causes
de cet apparent paradoxe I H* ], I H6 ]. D'un côté l'écart entre la théorie et

I'expérience est attribué à des imperfections expérimentalement
inévitables et dont la théorie des bifurcations élastiques nous a appris
qu'elles modifiaient les charges critiques. On se contente alors dans les
codes de calcul d'ajuster les rigidités pour améliorer les résultats.
D'un autre côté, on affirme que les causes de l'écart ne sont pas à
chercher dans les imperfections, mais plutôt dans l'évolution de la forme
des surfaces seuils au cours de la déformation. Ce dernier point de vue a
fortement êtê êtayê par I'introduction de modèles de comportement
comprenant le développement de Coins sur les surfaces seuils et qui
semble susceptible de modifier sensiblement les charges critiques.
Ces modèles de lois sont définies par des relations monotones de degré
un entre les vitesses de déformation et de contraintes qui sont générales
alors que les lois incrémentales classiques qui ont été remises en cause,
sont définies par une relation linéaire en charge et une autre en
décharge. Il faut noter que les modèles polycristallins I Hs ]' I là ], I F]

conduisent naturellement à ce type de comportement. C'est pourquoi

Christoffersen et Hutchinson tCbl ont introduit  une loi

phénoménologique de ce type dont les principales caractéristiques sont
de faire intervenir un convexe de plasticité présentant un Coin au point
actuel de charge et trois zones pour la vitesse de déformation plastique;
une zone de décharge élastique, une zoîe de charge plastique totale et
une zone intermédiaire de charge plastique partielle.

L'objectif de la thèse est
l'éprouvette cruciforme dans le
définir des critères de flambage
critique.

de discuter le flambage plastique de
cadre de ces lois, en particulier de
et de décrire le comportement post-

Le mémoire est organisé en deux parties.

La première fixe le cadre de l'étude et rappelle quelques notions
utiles. Dans un premier t€mps, on revient sur les aspects fondamentaux
du flambage élastique. On rappelle sur un modèle simple un nombre de
notions et résultats concernant les bifurcations, en particulier sur la
liaison qui existe entre perte de stabilité et critère de la seconde
variation. Les différentes types de bifurcations sont données et
I'influence des imperfections est soulignée. La réduction de Lyapounov-
Schmidt est présentée comme méthode de calcul du comportement
post-critique. Puis, dans un deuxième temps on donne une introduction
au flambage plastique et aux problèmes de fond qu'il pose. Aprés un
bref rappel de la loi de plasticité classique à un seuil, des milieux
standards généralisés et de la théorie de la déformation sous forme
incrémentale, le flambage par flexion d'une poutre élastoplastique
circulaire est discuté d'abord dans le cadre de la théorie de la
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déformation, puis dans celui de la théorie incrémentale. Aprés le rappel
du critère de Hill lH, l, et sa confrontation aux différentes charges

critiques utilisées dans la littérature ou dans les codes de calcul, ce
chapitre introduit la spécificité du problème de l'éprouvette
cruciforme.
Les charges critiques sont alors franchement différentes dans le cas du
flambage en torsion de l'éprouvette cruciforme, celle donnée par la
théorie incrémentale surestime nettement la valeur expérimentale et ne
fait paradoxalement intervenir que le module de cisaillement élastique.
Pour ces raisons, la loi d'écoulement plastique classique est rejettée et la
loi " J, avec Coin " est mise en rapport avec la nature polycritalline des

matériaux. Le cas particulier de la loi " J2 avec Coin " de Christoffersen

et Hutchinson est présentée en détail.

La deuxième partie rassemble les principaux résultats originaux
de ce mémoire et comporte deux volets. Le premier est consacré au
flambage plastique de l'éprouvette cruciforme avec lois de
comportement complexes. Aprés avoir défini la loi de comportement par
une fonction potentielle de vitesse de contraintes, fonction homogène de
degré deux, strictement convexe et présentant une symétrie naturelle.
On montre que les réponses en vitesses de déplacement sont données
par les points stationnaires d'une fonctionnelle, dont la forme fait
penser au critère de l'énergie potentielle en élasticité. Dés lors, il est
naturelle d'essayer de caractériser la charge critique par un critère de
type seconde variation. C'est ce qui est fait, d'abord dans le cas de la loi "
Jz avec Coin ". Le critère de flambage est associé à la perte de convexité

stricte du potentiel, ce qui se traduit techniquement par la perte de
positivité stricte de sa dérivée seconde. Le calcul explicite de la charge
critique conduit à une valeur trés intéressante, car inférieure à la fois
aux charges critiques données par la loi incrémentale et la loi de la
déformation. Une telle valeur est liée au module de cisaillement tangent
est susceptible d'être en trés bon accord avec la valeur expérimentale.
Lorsqu'il existe une zone de charge totale la bifurcation est transverse
dans le cas contraire elle est tangente. La caractérisation de la charge
critique est reprise ensuite dans le cas général de lois de comportement
complexes. La situation est maintenant plus délicate et la caractérisation
n'est menée à bien que sous une hypothèse assez restrictive sur la
forme du potentiel.

La fin du mémoire est consacrée au post-flambage de l'éprouvette
cruciforme. Le comportement est le modèle " 12 avec Coin ". On S'assure
qu'il existe bien une branche bifurquée à partir de la charge critique,
celà en appliquant une æchnique asymptotique introduite par Léger et
Potier-Ferry LI2 I , I h 1. La bifurcation transverse s'effectue par

développement des zones de charge partielles.



13

PREMUÈne PAR,TFTE



t4

INTRODUCTION

La première partie reprend les diffêrentes
notions nécessaires à la compréhension da phénomène
d.e flambage des structures et fixe le cadre d.e l'étude.

Nazs rappelons dans un premier temps, le
modèle de la tige rigide qai nous permet une
description simple du phénomène d'instabilité et une
introduction spécialisée aux concepts qui lui sont
associês. Nous abord.ons ensuite la thêorie générale de
la stabilité des structures êlastiques.

Dans un deaxûème temps, on présente une
introduction détaillêe ou flambage plastique et tux
problèmes de fond. qu'il pose. On rappelle les critères
usuels de bifurcation , êfr particulier le critère de Hill

I Hg I et les charges critiques utilisées d,ans la

littêrature ou dans les codes de calculs. Ensuite, on
introduit la spécifité du problème de l'éptouvette
cruciforme et on montre sar cc ûPe de modèle de
structure les écarts et pardoxe obtenus lors du calcul
de la charge critique.
La fin de cette partie est consacrée à la mise en
rapport de la loi " J 2 avec Coin " avec la nature
polycristalline des tnatériaux.
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r FLAMBAGE ÉlEsrreuB

Nous rappelons brièvement les
de comprendre la bifurcation dans
sommes inspirés de queloues textes
Potier-Ferry (1987) [  Ps].

principales notions qui permettent
le domaine élast ique. Nous nous

récents :  Dami l  (1990)  [  Dr  ]  e t

I.1 INTRODUCTION

Le flambage est un phénomène d'instabil ité qui apparaît dans les
structures et qui peut entraîner soit la ruine de celles-ci,
(comportement de type coque, voir  Fig. l  -b) ,  soi t  c ies déformat ions
impor tan tes ,  (compor tement  de  type  p laque,  vo i r  F ig .1 -a) .  Ce
phénomène survient lorsque I'une au moins des dimensions est petite
par rapport aux autres

tF
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Sous I'action de cet effort la poutre se raccourcit en restant droiæ si
la force est petite. En augmentant la charge, l'êtat non courbé devient
instable et un nouvel êtat d'équilibre apparaît : la poutre commence à

flamber.La charge Fsà partir de laquelle ce phénomène se produit est
appelée charge de bifurcation oa charge de flambage . La courbe charge-
déplacement est donnée par la figure (Fig.2-b).
Les points situés sur la première branche (verticale) correspondent à un
êtat non courbé de la poutre et ceux sur la branche bifurquée
(horizontale) à un état flambé.

Dans cett€ étude nous allons tout d'abord étudier le modèle simple
de la tige rigide afin de définir les concepts de base:

bifurcation, post-bifurcation,

imper fect ions,

s tab i l i té  des branches b i fu rquées

Ensuite nous aborderons la théorie gênêrale du flambage classique.
On se limite au cas des systèmes conservatifs, c'est-à-dire des systèmes
soumis à des chargements dérivant d'un potentiel. Les équilibres sont
alors les points stationnaires de l'énergie potentielle. Le critère naturel
de stabilité d'un équilibre est le principe du minimum de l'énergie
porentielle qui permet de discuær la stabilité des équilibres à partir des
considérations statiques.

{
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Dans Ies théories d'instabilité, en particulier le flambage, des

modèles très simples peuvent i l lustrer certaines caractérist iques

essentielles des systèmès complexes. Certains auteurs par exemple

Budiansky ( lg '7g) t  B: I  ,  Potier-Ferry (1987) [  Ps ]  commencent leur

exposé sur la théorie de la bifurcation par I'exemple élémentaire de Ia

tige rigide (cf.Fig. 3)'

1.2.1 Modèle de la tige rigide

Considérons une t ige r igide de longueur L dont I 'extrémité

supérieure est soumise à une force de module l ' constant et dont la

direction reste verticale (charge conservative). A I'extrémité inférieure,

un ressort élastique exerce un moment de rappel f(a), fonction de

I'angle a entre la barre et la direction initiale'

I.2 MooÈr,g Ér,ÉunutArRn DE FTTAMBAGE

,1,,^

Fig. 3 : Modèle simPle ( Parfait)



( t&-  + f (a)  -  I  L  s in î

I ot'

I 
o,t

I

[ r1a;=  Kra +  K242 + K3a3+

et I désigne le moment d'inertie de la tige.
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l.2.l.l Bifurcation - Post-flambage.

L'équilibre de la tige s'écrit :

Les états d'équilibre sont alors solutions de :

f(a) = ?tL sin a G.3)

L'équation (I.3) donne deux familles de solutions distinctes dans le
plan (a, X) (cf.Fig 4)

-  La so lu t ion  fondamenta le  a  =  0  va lab le  pour  ( I .4 )

toute  charge 1 , .

-  La so lu t ion  secondai re  donnée par
( I .s)

?r = - t ( , t )  pour  a *  o
Lsina

Ces deux branches se coupent au point critique (0, Ir) appelé point de
bifurcation. La deuxième branche s'appelle branche bifurquée.
La charge de bifurcation, ou charge critique, est donnée par:

fu = &. (r.6)
L
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Remaro ue

En généra7,  cet te  charge est  obtenue Torsque
7'équat ion d 'équiT ibre (1.3)  L inéar isée admet  au moins
une soTut ion non nu77e.

Après développement par rapport à a, et (À - [r) , l'équation
d'équilibre (I.3) devient :

-  ( ) r  - I . )  a  t  c2  a2 t  ca  a3 +  t -o-  s=o

Les termes d'ordre supérieurs (t - o - s) sont tels que :

(r.7)

(r.8)

t -o -s  =  0  (aa)+0(a3 (X- I r ) ) .

La branche bifurquée est alors donnée par le développement suivant :

? [= ] ,c+ czr  + .caa2+ '

Les constant€s cz at ca sont données par :

cz=? , c3=f.T

La nature de la bifurcation dépend du rang du premier coefficient non
nul de la série (I.8). Le passage de la structure de l'êtat fondamental
(I.4) à l'êtat secondaire (I.8) s'appelle flambage par bifarcation. On
distingue deux types de bifurcation (cf.Fig. 4) :

(  -  Une b i fu rcat ion symétr ique (cz  =  0)  (c f .F ig .4 .b) ,  (c f .F ig .4 .c ) .
t -
I  pour  un ressor t  symétr ique (Kz =  0)

J
I
l -  Une b i fu rcat ion asyménique (cz  *  0)  (c f .F ig .4 .b)

L  la  réponse du ressor t  es t  a lors  asymétr ique (Kz *  0  )



(a): asymétrique
(c2* O I
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(b): symétrique
(%=o,cr>o)

(c) :  symétr i  que
(%=o,cs<o)

1,

Fig.4 : Types de la bifurcation

I.2.L,2 Inf luence des imperfect ions

Les structures réelles ne sont jamais parfaites. Nous allons alors

examiner I' influence d'une imperfection initiale ao (cf.Fig.5) sur le

comportement des solutions pour le modèle étudié.
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,f^

structure à l 'état initial structure à l 'état déformé

Fig.5 : Nlodèle imParfait

Les états d'équilibre doivent satisfaire

f(a) = l" L sin (a+ao) ( I.9)

et dépendent de 1., a et de la déviation initiale ae .

Ces équilibres sont représentés d'une façon schématique (cf.Fig.6) dans

le cas 
'(cZ 

< 0) pour des valeurs positives et négatives de I'imperfection

ô 6 .

.v1^
"'lk

fu>0

: Branches
(cz < o)

,l i'

â

ao<0

le modèle imparfaitFig.6 d'équilibre pour
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En présence d'une imperfection initiale ôo É 0, nous avons cette

fois deux braiches différentes Lorsque âs tend vers zêro, les deux

branches perturbées tendent vers les branches parfaites

(en pointillés (cf Fig.6)). Pour une valeur positive suffisamment petite de

âs, il appaftît une charge maximale Àm < Àç qui dépend de ao'
pour X> À*, l'équilibre statique est impossible au voisinage de âs1 Êt uD

processus dynamique apparaît , pouvant entraîner la rupture de la

i t ructure.  L 'état  srat ique f inal  (s ' i l  est  possible) ne peut exister au

voisinage de a6. La charge 1.6 est la charge de flambage de la stnrcture

imparfaite. Ce genre de flambage associé à une charge maximale est

appelé ftambage par point l irnite , et s' i l  est associé à un saut vets une

uu i t .  côn f igura t ion  ,  i l  es t  appe lé  "  snapthrough"  ou  "s f t  ap-buck l inS"

(claquage) (cf.Fig.7).

\ - . -  

- - - t 2

am

Fig.7 :  C laquage

Ce phénomène n'apparaît pas dans le cas âe < 0 de la figure 6. D'autres

cas, selon les uitèuts des coefficients ci, peuvent se présenter. En

développant l 'équation (I.9) PaI raPPort à (À - Xc), on obtient I'équation

d'amplirude suivante i

{,i:
-  Xc)  a  +  cz  az  +  ca a3 -  Ic  âo +  t .o .s .  =  0

où

= 0(a4 +a3 + ( t  -  xù  a2 *  ôo ê 'F  t te  ( f  -  Ic ) )

( r .10)



Dans une
supérieurs
(selon que

(  ca

{
I
1.,
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première approximation, on néglige les termes d'ordre

dans (I.10) et on obtient l 'équation d'amplitude approchée

I'on a une bifurcation symétrique ou asymétrique):

^3  - (1 , -Àc)a - l . câs=  0  ( I .11 )

ou

az  -  (X  -  I . )  a  -  l . c  âe  =  0  ( I .12 )

(b)

I
I

I
t

I
,

/

a ^
./ Æn

(a)

(c)

Fig.8:  Branches

(d)

imperfectiond' équilibre 
-:l--t""r',:ii: 

d'une

ins tab le
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On obtient une charge maximale plus
le cas des figures 8-b et 8-c. Le
l'équation d?u/da = 0, ce qui donne:

charge critique dans
est caractérisé par

petite que la
point limite

{ ;

csaj-( f , .  -  x")  = o

ou

c2rm -  ( I *  -  Ic )  =  0

( r .13)

(r .14)

{ : :

Ce qui conduit à
respectivement par :

une réduction de la charge cri t ique donnée

- [m=3( ]uc to_
2

y2t3 (  lcg l  yr t3 (r.  1s)

( r .16)-  Àm =  2  ( -  ?uc  âs  c2 ) l l 2

La réduction de charge, en première approximation, est proportionnelle

ù uo'ft pour une bifurcation symétrique (respectivement %r/z povt une

bifurcation non symétrique). Les structures pour lesquelles cette
réduction existe sont qualifiées de sensibles eux imperfections. Pour les
structures admettant une non-linéarité stabilisante (cg > 0, (cf.Fig.8-a))
I' imperfection n'entraîne pas de modification importante du
comportement de celles-ci. On dit alors qu'elles sont insensibles aux
imperfections.

Remarque

L'êtude de la stabilité des branches de solutions dans le
cas d'une imperfection initiale est la mêrne que celle dans le cas
parfait. Les résultats sont donnés sur la figure 8.

Il faut rernorquer que les corclusions faites ici sont basées
sur l'approximation a, a6 êt ( L' luc ) sont des paramètes très
petits. Ce qui a conduit à négliger les tennes d'ordre supérieurs
dans ( IJ0).



[væ0, 
3q(e)>0, vu(o), l lo(o) - oo1 . 

l l  *0, l l  
.n imprique

{

ll",t)-uoil 
.ll *,, 11 .'
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1.2.1.3 Stabilité

L'analyse de bifurcat ion permet une compréhension du
comportement post-critique. Cependant d'un point de vue pratique, la
stabilité des branches de solutions est un point crucial. Ce qui nous
amène à préciser la notion de stabilité.

a- Stabilité au sens de LYaPounov

Une position d'équilibre us est stable relativement à la

norme ll.ll si :

En d'autres termes, une position est stable si pour tout écart initial et
pour toute vitesse initiale suffisamment petits, le système reste au
voisinage de la position d'équilibre.

b- Théorème de Lejeune-Dirichlet

Pour les systèmes conservatifs le criêre naturel de la stabilité est
le principe du minimum de l'énergie potentielle ( théorème de Lejeune
Dirichlet).

Un êtat d'équilibre u6 ost stable s'il réalise un minimum local
strict de l'énergie potentielle totale du système. Cette notion de
minimum local implique également le choix d'une nonne.

Remarque

Ces définitions sont d'un emploi peu commode
puisqu'elles dépendent de la topologie choisie. Les utilisateurs
lui préfèrent le critère de la seconde variation (ou Critère de
l'énergie).



28

c- Critère de la seconde variation

La position d'équilibre us êst stable si la seconde variation de
l'énergie potentielle P est définie positive, elle est instable dans le cas
contraire.

Remarque

Dans 7e cas non consetvat i f  ,  on ut ' i7 ise 7e
principe de stabiTité | inéarisé. vn état d'équiTibre est
st,abTe (ou inst.able) par rapport aux équations non
7 inéa i res  s ' i 1  7 ' es t  pa r  r appo r t  aux  équa t i ons
7inéarisées.

Pour une étude compTète de 7a stabiTit,é éTastique'
nous renvoyons aux travaux de Potier-Ferry t Pll , I Pz], t Pl

et I P].

Application au cas de la tige

L'énergie potentielle totale s'écrit :

Les positions d'équilibre (I.4) et (I.8) sont solutions de:

p(a,)u) = L{ - (},, -  ̂ .r +. %+ * q"}* ,- o- r } 
(I.r7)

?l=0
aa

(r.18)

La condition de stabilité est satisfaiæ si :

azP ,^ t
#  

=  - ( I - I . )+?*2a+3csa2+ t -o-s>O ( I .19)

La tige est instable si:

#<o (r.20)
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Il est facile de vérifier que la solution fondamentale a = 0 est stable
pour l, < ?t. et elle est instable pour ?u > ?r," , où l,r est la charge de
bifurcation On remarque ainsi qae le point de bifurcation coïncide avec
le point où la solution perd sa stabilité. La stabilité des branches
bifurquées est indiquée sur la figure (Fig.9) où les courbes en pointillés
représentent des solutions instables. Quatre cas peuvent se présenter
selon les valeurs des coefficients c2 at ca . Pour une bifurcation
symétr ique(cz=0) , labranchebi furquéeests tab les iC3>
instable si ca < 0 . Pour une bifurcation asymétrique, la solution
bifurquée est stable povr a < 0 (si c2
(si cz > 0).

(cz < o) (cr > o)

I
l rc

(cz > o)
Fig.9 : Stabilité des branches

(cr < o)
bifurquées

Stable
Instable

Àr
I
I

l?,
I+^

l o



30

Conclusion

Nous venons de
description simple du
qui lui sont associées.

voir à travers I'exemple
phénomène d'instabilité et

simple de la tige une
les principales notions

gênérale de la stabilitéNous abordons dans ce qui suit la théorie
des structures.

I.3 THÉORIE CITASSIQUE DE IJA BIFURCATION POUR IJES

sYsrÈMEs Ér.asrrQuss

Depuis les travaux de Koiter I Kz ], les problèmes liés à la stabilité

des structures élastiques dont la base est le principe de stationnarité de
l'énergie potentielle ont fait I'objet d'importants développements
théoriques et numériques I Kzl, I Ps ]. Pour un cadre mathématique précis

nous renvoyons aux travaux de Potier-Ferry I Pr ], lPZl, [P5 ] L'étude

précédente sur I'exemple élémentaire de la tige a montré que le
problème possédait  deux branches de solut ions, une branche
fondamentale et une branche secondaire :

{^

a = o ( r .21)

(r .22)l l , c  +  czr  +  caa2*

Le premier coefficient non nul de la série (1.22 ) donne la nature de la
stabilité des solutions bifurquées. Pour les structures sensibles aux
imperfections il y a réduction de la charge critique de flambage.

On verra dans ce qui suit le contexte gên&al de la stabilité des
structures élastiques.

I.3.1 Critère de l'énergie pour la stabilité et critère de
bifurcat ion.

A l'équilibre, l'énergie poæntielle P d'une structure élastique est
stationnaire sur l 'ensemble des déplacements cinématiquement
admissibles noté C.A. Nous supposons que l'énergie potentielle P est une
fonctionnelle qui dépend du déplacement u et du paramètre de
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charge î, mesurant I'intensité des forces extérieures appliquées au
système. Une position u cinématiquement admissible est un état
d'équilibre si et seulement si elle est solution de l'équation
variationnelle :

[0e1u,t ;  = P' (u,?r , )  ôu = P1(2u,u,ôu) = 0
I

I  (  r.23)
I
I
[noot  toute var ia t ion ôu c inémat iquement  admiss ib le .

On sait que la stabilité d'une position d'équilibre est donnée par le
théorème de Lejeune-Dirichler (critère de l'énergie ) qui stipule qu' un

équilibre uo est stable s'il réalise un minimum strict de l'énergie

potentielle. La forme pratique de ce critère de stabilité est obtenue à
partir de (1.23) et se traduit Par:

Is i  Vôue C.A. , (ôu*0)  P2(?u,uo,ôu)  > 0 a lors  uo est  s tab le

I t r.24)
I
[s i  =ôu *0 . ,  P2( ] ' , ,us ,ôu)  <  0  a lors  uo es t  ins tab le

D'après ce critère, la valeur de À à partir de laquelle l'équilibre est

instable est obtenue dès que la forme quadratique P2 cêsse d'ête

définie positive.

(r.2s)
[v0uec.A., P2(] ' ,ue,ôu) > 0
I
1
[=ôu = f I#O,  P2( ] , , ,ue ,U)  =  0

C'est la stabilité neutre.

La valeur critique ?uc est la plus petiæ valeur
satisfaiæ. Comme U réalise le minimum de P2
celui-ci est nulle et s'écrit:

ôPz = Pr r ( Ic ,uo,U,ôu)=Q VôueC.A.

de I telle que (I.25) soit
(I, uo , . ), la variation de

(r.26)

L'équation (1.26) montre que les équations d'équilibre linéarisées
admettent une solution non triviale U appelée mode de flambage.
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L'équation (1.26) est aussi une condition nécessaire pour que la branche
de solution (uo , ?t) rencontre une autre au point (uo , lr,ç ), qui est alors
le point de bifurcation

Remarque

En é last ic i té ,  i1  est  connu que 7a per t ,e  de
stabil i té coLncide avec 7a bifurcation voir par exempTe

Pot ier -Ferry  (1,978)  [  P1J.ce résuTtat  n 'est  pJus va labLe en
pTast ic i té ,  on 7e verra pTus Toin sur  7 'exempTe de 7a
tige de Shanley.

Le paragraphe suivant est consacré à une présentation de
réduction de Lyapounov-Schmidt comme méthode de calcul
comportement post-critique.

1.3.2 Post-flambage: réduction de Lyapounov et Schmidt

Le phénomène de flambage a êté étudié précédemment sur une
structure simplifiée à un degré de liberté. Il s'agissait de trouver la
(flèche) I'angle a en fonction d'une force de compression. Ce problème
d'équilibre possède deux branches de solutions données par (1.21) et
(1.22). Les objectifs des théories de post-flambage sont les suivants:

é tab l i r  que les formules ( I .21) ,  (1 .22)  restent  va lab les pouf  une

st ruc ture  que lconque avec une déf in i t ion  convenable  de a .

montrer  comment  ca lcu ler  les  coef f ic ients  Ci ( re la t ion (  I .3 l ) ) .

éva luer  I ' in f luence des défauts  géométr iques.

Principe de la méthode

La charge critique de flambage d'une structure élastique
quelconque î êtê caractérisée par le problème aux valeurs propres
(1.26). On va voir qu'il y a bien une branche bifurquée à partir de cette
charge et on discutera la nature de la bifurcation. A cet effet on cherche
les extrémums de l'énergie potentielle P(I,u), c'est-à-dire les solutions
de l'équation variationnelle (1.23). On suppose que la solution
fondanentale ( valable pour toute charge À ) est :

la
du

u = 0, V ôue C.A. Pt(I,0, ôu) = Q
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et que le mode U est unique à une constante multiplicative près. Pour
exposé détaillé, nous renvoyons au livre [Pr].

Le principe de la méthode consiste à minimiser P d'abord dans les
directions supplémentaires. On décompose donc I'espace vectoriel en un
espace vectoriel de dimension un engendré par le mode propre U et un
sous- espace supplémentaire V.

u=aU*v,  aeR,  ve V (r.27)

une minimisation dePour (?',a) fixés et voisins de (?'c , 0),
l'énergie potentielle P sur le sous-espace

Min P(?u, aU+v)
veV

Plutôt que de travailler avec la charge ?' on
charge F = l, - Ic Après un travail technique
Taylor, théorème des fonctions implicites ) on a
û(p,a). Par suite on parvient à calculer toutes les
I'inconnue u, à I'exception d'une seule î. Puis on
paramère de charge p. On reporte la solution
l'énergie potentielle. On définit ainsi une énergie
ne dépend plus que de I'amplitude a et de la charge

( r.28)

F( p, a ) = P( ?'c + P, aU + û(P' a)) (r.2e)

est stationnaire parfait que l'énergie

on tente
V:

utilise I'incrément de
( développements de

localement la solution
variables caractérisant
relie l'inconnue a au

partielle û(p, a) dans
potentielle réduite qui

F :

L'équation reliant a et p traduit le
rapport au déplacement

Ë<u,a) = o
âa

En théorie, le problème est résolu.

L'équation de bifurcation est obtenue après avoir effectué
développement de Taylor dans (I.30). On obtient les termes utiles
développement de Taylor de l'énergie potentielle réduiæ :

(r.30)

(r.3 r)

un
du

+ r"+( uazF(p,a)=Co.l -7
L

+ c,4* c,t4' 3  0  4



34

(  Co = -  2P'2 (U)
I

avec: { cs' ct= 3P3 ru)
I
[%.Cz= 4(P(U)  -  Pr (v1) )

On peut enfin préciser I'expression de (I.31)

co{ -pa +  cru2+cz a3+ 0(p2a*paz+ a4)  }  G32)

et par suite, une discussion sur la nature de la bifurcation est donnée à
partir de l'équation (\.32).

Remaroue

Dans un cadre génêra| un problème d'instabilité de
structures peut se rarnener à l'étude d'une seule équation
algébrique (1.32) où les coefficients C6, C1, C2 peuvent être

obtenus facilernent.

Dans le cas où il existe n vecteurs propre Ui, on doit
modifier la décomposition de Lyapounov et Schmidt comme
suit:

i=n
u= }o f ( J i t v ,  veV .

i=1

On obtient alors n équations de bifurcations-



35

I.4 CONCLUSION

Nous venons de rappeler sur le modèle simple de la tige
rigide les différentes notions nécessaires à la compréhension
du phénomène de flambage des structures élastiques. Ensuite,
nous avons abordé la théorie de stabilité et de bifurcation des
structures élastiques basée sur le principe de l'énergie
potentielle, en particulier sur le lien qui existe entre perte de
stabilitê et critère de la seconde variation et l'influence des
irnperfections est soulignée. La réduction de Lyapounov-
Schrnidt est présentée cofnfne méthode de calcul du post-

f lambage. Le problème se complique singul ièrement
lorsqu'apparaît la plasticité et I'analyse de stabilité est
nettement distincte de celle des structures élastiques. Ceci est
dû au fait que les méthodes d'analyse basées sur le potentiel
élastique ne sont plus valables.

IJne introduction détaillée au flambage plastique et aux
problèmes de fond qu'il pose fera l'obiet de la deuxièrne étape
de cene première partie



36

rFrANdutsAGE PLASTIQUts
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II FLAMBAGE PLASTIQUE

Dans la section précédente nous n'rvons parlé que du

flambage élastique. Pour ce genre de problèrne, les résultats de

flambage (charges critiques de structures simples) existent
depuis longternps et sont formulés dans des cadres
mathérnatiques généraux. On peut considérer que la théorie a

fourni une base satisfaisante pour la plupart des applications
pratiques.

Les résultats concernant le flarnbage et les instabilités
plastiques sont plus récents, incotnplets et posent encore des
problèmes dfficiles. Si pour des structures sirnples, la valeur
de la charge crttique a fait I'obiet d'un débat de plus de 50 ans
a été donnée sans ambiguité en 1947 par Shanley t Sz l. On sait
par ailleurs que l'on peut obtenir dans le cadre théorique de la
plasticité incrémentale des valeurs des charges critiques trés
éloignées de l'expêrience lorsque les structures sont un peu
plus complexes.

Dans ce qui suit, nous rappelons les principales notions
qui permettent de comprendre Ia bifurcation dans le dornaine
plastique en tenant cornpte des progrès récents réalisés dans ce
domaine (voir par exernple les travaax de Cimetièref CaJ, Léger

et Potier-Feny I L3l et Nguyen t Ntt l.

II.1 INTRODUCTION

L'intérêt des mécaniciens pour le flambage des
structures élastoplastiques est ancien. Les premiers résultats
signiftcatifs remontent à 1889 avec les travaux d' Engesser

I Ez ] sur les poutes. Cependant, il a fallu attendre 1947 et

l'étude de Shanley I Sz ] pour comprendre la véritable nature du

flambage élastoplastique. Il restait à exprimer le critère de
bifurcation en termes mathématiques et dans des conditions
suffisarnments générales, ce qui fut fait par Ëhll en 1958[ ft|.
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Les principaux aspects théoriques liés à ce problème sont
donnés de façon détaillée, notarnrnent par Hutchinson / Hn ],
Needlemîn et Tvergaard I Ni,

Depuis quelques années, une réflexion est rnenée sur les
travaux de Hill, dans le cadre des milieux standards généralisés
( voir Nguyen I NzJ, Lêger et Potier-Feny [ 4 ],....). Ces auteurs
ont montré que le problème en vitesses pouvait se rnettre sous
la forme d'une inéquation variationnelle, ce çtrui conduit à une
formulation simple du critère de Hill. Les principaux résultats
donnés dans la littérature sont évoqués en tenant cornpte des
progrès récents réalisés dans ce domaine.

Un problèrne relatif à l'étude de la bifurcation plastique
des plaques et des coques cornprimées demeure pourtant
jusqu'à nos jours, à savoir que la loi de la déformation fournit
paradoxalernent une estimotion plus exacte de la charge
critique que la loi incrémentale.

Dans ce paregraphe, nous nous limiterons à présenter au
niveau bibl iographique un résumé sur les lois de
cornportement plastique à un seuil et sur l ' interaction
flambage-plasticité. On discutera le flambage par flexion d'une
poutre élastoplastique circulaire d'abord dans le cadre de la
théorie de la dëformation, puis dans celui de la théorie
incrêrnentale. Ensuite, nous prësenterons les études axées sur
les critères usuels de bifurcation suivies de cornmentaires pour
situer le contexte de notre étude qui s'inscrit dans la continuité
de ces travaux. Enfin, après avoir mis en cause les lois
classiques basées sur le critère de Von-Mises et sitaé le
paradoxe, on présente une loi phénoménologique de type
Christoffersen et Huæhinson I Cz].
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rr.2 Lors DE CoMPoRTEMENT CLASSIQUES EN PLASTICITÉ A
UN SEUIL*

La littérature sur le flambage plastique traite du délicat problème
du choix de la loi constitutive appropriée pour décrire le comportement
du matériau dans la zone plastique.
Dans ce paragraphe nous rappelons brièvement les lois de
comportement plastiques à un seuil

ll.2.l Comportement élastoplastique: seuil, normalité'
écrouissage

Dans le cadre de l'élastoplasticité, la déformation T en un point peut

être considérée comme étant la somme de deux parties, T 
E I a

déformation élast ique réversible, TP la déformation plast ique

irréversible, ce qui s'écrit :

T=TE + TP (tr.1)

Le tenseur des déformations élastiques est celui qui est déduit du
tenseur des contraintes obéissant à une relation univoque décrite par la
loi de Hooke. Quant à la relation déformations plastiques- contraintes,
elle fait I'objet de plusieurs théories.

Fonction seuil, critère de charge-décharge

Dans les modèles élastoplastiques intervient une surface seuil qui
pernet de dissocier les chargements élastiques, des chargements
élastoplastiques (cf.Fig.l.a). Supposons que la frontière S du domaine
élastique est régulière et on définit celui-ci par une fonction scalaire

"f(o, A) qui dépend de l'état de contrainte o, de la déformation plastique

f et d'un paramètre d'écrouissage A. Les différents cas de changement
de l'élément rencontrés sont illustrès sur la frgure ci-dessous ( cf.Fig.l.a).

* Halphen B. et Salençon J. (1981)
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Fig.l.a: Modèle élastoplastique parfait

Lors du chargement OMo ( t

élastique et I'incrément de contraintes ô provoque I'incrément de

déformation f . n partir de Ms (/ = 0), le point M ne peut pas sortir de

la surface S, I'incrément de contraintes ô provoque I'incrément de

déformation plastique |P.enqff=O,i < 0) on procède à une décharge,
la déformation correspondante est purement élastique.

Remarque

La plasticité parfaite est le modèle (trui est le plus
souvent utilisé dans les calculs de mise en forme.

Critère de charge-décharge ( matériau écrouissable)

La condition de plasticité f = 0 étant satisfaite, il est possible de
distinguer les trois cas suivants (cf.Fig.1.b):

décharge:

charge neut re :

charge:

aL ô.0
ao

at ; = o
ao

a l- ôr o
ao

(rr.2)
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la

de

où

de

est

S 
tentesente

décharge ou

nu l ( iP=0) .

normale extérieure à la surface S au point o. En cas

charge neutre, I'incrément de déformation plastique

af
âo

: normale à S

b ( chargement)

ô ( Aécharee élastique)

Fig.l.b : Représentation géométrique des conditions de
chargement et de rechargement

Ecrouissage

Pour tenir compte de l'écrouissage , otr fait dépendre la
fonction seuil / de paramètres d'écrouissage. La surface seuil, f = O
(cf.Fig.l.a) s'appelle également surface d'écoulement plastique ou
surface de charge. Son évolution avec la déformation plastique peut
être complexe: dilatation, translation, rotation, distorsion de la
surface. Si la surface se dilate uniquement, l'écroaissage est
isotrope (cf.Fig.2.a): on peut exprimer /sous la forme f =f(o, R) où
R est we variable scalaire d'écrouissage.
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Fig.Z.a: Modèle avec écrouissage isotrope

Physiquernent, la variable R représente par exemple l 'augmentation de

la densité de dislocations provoquée par la déformation.
Si la surface se translate uniquement, l 'écrouissage est cinérnatique
( cf.Fig.2.b): on peut exprimer f sous la forme f =f (o, X) où X est une

var iable c inémat ique tensor ie l le,  qui  t radui t  le déplacement de la

surface de charge.

ol

Fig.2.b: Modèle avec

I
I
I

+-o
\

écrouissage cinématique
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Remarque

Ce type d'écrouissage provoque ane anisotopie après
dêformation plastique. Physiquement, la variable R représente
les rnicrocontraintes internes engendrées par l'incornpatibilité
des déformations des différents grains du matériau
polycristallin.

L'écrouissage cinématiqae est susceptible de rendre
cornpte de l'effet Bauschinger.

11.2.2 Cas particulier de chargement unidimensionnel

Dans cette analyse, la valeur de la contrainte o correspond à une
déformation axiale irréversible.
Le comportement élastoplastique est caractérisé par:
* un seuil en deça duquel le comportement est réversible ( oo pour la

première charge (cf.Fig.3)).
* une évolution de ce seuil avec la contrainte ( écrouissage ).
:r' I'existence dans le domaine plastique de trois pentes:

( " .
l+ ,  on admet  gênêra lement  qu 'e l le  ne var ie  pas

ITÀ
I

en décharge:{ avec la déformation plast ique,
I
I
I  i l  s 'agi t  du module d 'Young élast ique E.
\

9,  or  la  désigne par  E1 et  on I 'appel le
dy

module tangent ,

en charge:
oA,  

on la  dés igne par  Es e t  on I 'appe l le
Tl

module sécant.

Les trois modules E, Eh, Es vérifient I'inégalité suivante: ET < Es .E.
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Fig.3:  compor tement  é lastop last ique

La plupart des modèles de comportement élastoplastique écrouissable
ut i l i sés  ac tue l lement  par  les  ingén ieurs  pou l  représenter

approximativeme nt le comportement réeI Sont de type standards
gènéralisés et sont définis à partir d'hypothèses thermodynamiques
( voir Halphen et Nguyen (1975) t Hll).

11.2.3 Mil ieux standards général isés

Le formalisme des milieux standards généralisés introduit par

Halphen et Nguyen (1975) tHll sera à la base de I'analyse de bifurcation

du paragraphe ( I I .4 .2) .  Dans les processus i r révers ib les de la

thermodynamique, 1'énergie libre spécifique du matériau V est une

quantitè importante qui lie les forces généralisées aux déformations

iénératisées. On rappelle que dans ce cadre, la force généralisée A

associée aux paramétres internes cr est définie de la manière suivante :

On suppose que cette force aPpartient à un
contenant I'origine et il est défini à Partir
manière suivante:

(rr.3)

certain ensemble C convexe
de la fonction seuil / de la

[ = - a j, ,
âa

v = v(T' a)

c={A,  / (A)<O }
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La vitesse généralisée a obéit à la loi d'écoulement compatible avec
principe de dissipation maximale c'est-à-dire:

[ .nec
I
{ . (tr.4)
lae N.,(A)
t "

où Nc(A) est le cône des normales extérieures à C en A.

11.2.4 Lois de comportement incrémentales

Dans le contexte des matériaux obéissant au critère de Von-Misès
en écrouissage cinématique et en petites déformations, la loi
incrémentale s'écrit:

f  ,=  f  +  TP:  décompos i t ionde ladéformat ion
I

)  
"  

=  4  t re la t ion cont ra in te-déformat ion é last ique
laf
I

Lt  = W(f) :  énerg ie ê last ique enmagasinée (11.5)

(

lnr0si f=0etsi f -0
iP = h{ I  la lo i  de la normal i té

do l

L, t  
=  0  s i  . f  =  0  ou s i  f  <  0

Si l'état de contraintes et d'écrouissage est connu, on peut calculer à

partir de (II.5) â en fonction de i. nn effet, pour un êtat plastique

c'est-à-dire : f (o, A) = 0 on a la formulation de Hill donnée à partir du

potentiel plastique W*(i) t

i1,,,. au/*o = :- gvec W*(i) =

Ay
H + N.  L .  N

(rr.6)
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af
où N = ôo 

, la normale extérieure à la frontière de plasticité.

tLl
lao I

Le symbole <a> désigne la partie positive de r

fa  s i  a
(a) = 

l -o s i  as0

(rr.7)

-a2wrL = "  "= . '  le  tenseur d 'é last ic i té
at'

H étant  le  module d 'écrouissage

Commentaire

La reTat ion ( I I . l3)  n 'est  pas 7inéai te,  i7 f  aut
distinguer 7a charge de 7a décharge seTon 7e signe de

N.L.y.  Lorsque N.L.y 2 0 Le matét iau esû en charge
pTast ique

rJe potent,ieT W* ( i) est Etositivement homogène de
degré deux, mais non quadtatique. si | 'on introduit 7e
module tangent Lv 7a relat ion(11.13) s 'écr i t  :

I'æLr 
Y arcc Lr = L - 

#.N 
N.L * N.L (II'8)

Dans la littérature, I'analyse du flambage plastique fait intervenir
deux lois de plasticité. L'une de type fini appelèn "loi dc la déformation"
et l'autre de type différentiel appelèe " loi incrémentale ".
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11.2.4.1 Loi incrémentale et loi de la déformation

Le principe de la loi de la déformation conduit à la détermination
de T P en fonction de l'êtat actuel de contrainte o sans tenir compte de
I'histoire des déformations. Tandis que la loi incrémentale relie

I'incrément de la déformation plastique f a l'état de contraintes o et à

I'incrément o imposé à partir d'un état o.

Formulations simples

Les formulations simples des ces deux lois sont exposées
brièvement lorsque la loi est écrite à partir du critère de Von-Mises

11.2.4.1.1 Loi incrémentale en charge

La relation contraintes-déformations s'exprime
suivante :

. 1
i  = 

i { ( l+v)ô 
-vtrô. l ) }+ F(Jr)ôd

avec

.  o  d :  norme

Von -

1  t r (o) . I  :
3

de cont ra in te  au

Mises

le  dév ia teur  des

sens de

c ont ra in  te  s

de la façon

(rr.e)

(rr .  10)

(rr . l1)

à partir d'une

lt,=
I
1
Lou=

F est
courbe

1oo
z

o-

une fonction scalaire qui peut être déterminée
de traction simple de la manière suivante:

F( J2) _3
4 é + ) où Er est le module tangent.'Er E'

(tr.12)

- ,=f
: )
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11.2.4.1.2 Loi de la déformation

La relation contraintes-déformations

( en incrémentale )

plastiques est de la forme:

=3_
2

3=
2

i  = l { (1 +v)ô -vû(ô).1) + G(Jz)àd+ c(J2) i r }
E

fi.rc1

où G(J2 ) est une fonction scalaire et G'(J, ) est sa dérivée.

Ces deux fonctions peuvent être déterminées à partir d'une courbe de
traction et sont données par:

c(J2 )

G'(J2 )

)  où Es es t  le  module  sécant .  ( I I .14)

Er  es t  le  module  tangent .  ( I I .  I  5  )

Il reste que dans le domaine plastique, la déærmination de la
charge critique est souvent compromise par la présence des zones de
décharges élastiques.

II.3 FLAMBAGE PLASTIQUE D'UNE POUTRE

Historiquement, l'argument "élastique" conduisant à la charge
critique du module tangent a êté critiqué dès sa parution en 1889 par
Engesser I Ez ]. Ses détracæurs lui reprochaient de négliger la décharge
élastique, ce qui êtait exact. A cette époque, il a êtê proposé de
généraliser la méthode d'Euler ou métlode de l'équilibre adjacent qui,
en élasticité, conduit à des solutions à charge constant€ (I fixée). Cette
condition de charge constante permet de situer la frontière entre la zone
élastique et plastique, puis de calculer une charge critique, dite du
module réduit F,j , eu€ I'on associe souvent à Considère I C9 1. Bien que
cette approche soit erronée, elle a fait autorité pendant 50 ans.
Les observations expérimentales étaient plus proche de la formule du
module tangent que de celle du module réduit. L'explication de ce

,1 1
t"=- 

E

(  EE- t )  où
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désaccord a êtê donnèe par Shanley
manière pertinente la véritable nature

II .3.1 Approche de Shanley

t El qui a mis en évidence de
du flambage élastoplastique.

La colonne de Shanley (cf.Fig.6) a joué un rôle déærminant dans la
compréhension du phénomène de f lambage é lastop last ique
correspondant à une bifurcation. Moyennant ce modèle simple, Shanley
montra qu'une bifurcation d'équilibre à charge croissante (et non plus
constante) pouvait avoir lieu sans décharge élastique, avec seulement un
point de charge neutre. Ceci établissait définitivement la charge critique
du module tangent. Dans cet exemple, lorsqu'on augmente la charge l,

(t' > 0), la solution fondamentale u (I) = 0 reste stable jusqu'à la valeur

critique du module réduit Î,n . Mais la bifurcaton est possible pour des

valeurs de l, supérieures ou égales à l.r (charge critique du module
tangent) (cf.Fig.6). Ainsi il est nécessaire de séparer les deux notions de
bifurcation et de stabilité qui, contrairement à ce qui se passe en
élasticité, tro vont pas toujours ensemble. Pour plus de détail, nous
renvoyons par exemple à Nguyen I N3 ], [Nd.

Colonne de Shanley
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Pour la suite, il nous semble utile de voir comment on peut
généraliser le critère de la seconde variation dans le cas du flambage
plastique d'une poutre soumise à une force de compression I en tenant
compte des progrés récents réalisés dans ce domaine (voir par exemple
aux fravaux de Léger et Potier-Ferry t hl).

11.3.2 Modélisation du flambage d'une poutre

Comme en f lambage élast ique, les composantes du
déplacement et la première composante de la déformation
s'expriment à partir du déplacement de la ligne moyenne ( cf.Fig.7):

u1 (x,y) = u(x) - )r-v'(x)

u2(x,y) = v(y)

(rr. r 6)

(rr .17)
l '" 

= e - w "(x)

t = n.+-yv,,(x)

Fig.7: flambage d'une poutre en appui
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On a parfois recours à un modèle élastique non linéaire (courbe o(T)) en
négligeant la décharge élastique. L'énergie de déformation par unité de
volume sera:

v
w(y) = Jo($dy (II.18)

0

Les équations d'équilibre peuvent être obtenues à partir du théorème
des puissances virtuelles:

(rr.1e)
I

Jt* (ôu + v'ôv ) - M ôv 
'] 

d* = Puo( ôu )
0

. {

N(x) = Jo(x,y)dydz: éffort normal
s

M(x) - 
JVo(x,V) dydz: moment f léchissant
S

(rr.20)

Remaroue

Contra i remenc au cas éTast ique,  7a contra in te
o(x,y) n'est plus aff ine en y ( ce qui provenait de
* O = E Ttt ) et Le probTème ej2 conttainte et déformation
pTastique est tr idimensiomeT.

II.3.3 F'lambage plastique per la théorie de la déformation

Dans cette approche on néglige la décharge élastique, cê qui
permet d'appliquer le formalisme habituel pour les instabilités
élastiques, avec l'énergie potentielle:
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n '2
2

E(u,v,À) =1 
Jwto'*
o

La seconde variation est:

t r ( .
E (u,v,?u) =f l l(t 

-
-  

dt

Après intégration sur la
expression qu'en élasticité,
le module tangent:

L

yv "),(9'î  )  + v' '1a5]ao Gr.z2)
ùY n' ù'[n )

section de la poutre , oD obtient la même
mais où le module d'Young est remplacê par

- y v") dQ + l, u(0)

o(a 3)

cause de la  symétr ie)

(rr.23)

Ainsi, la charge critique obtenue de cette manière est donc la même
qu'en élasticité, mais avec le module d'Young remplacé par le module
tangent. Par exemple, en appui simple, on trouve le mode de flambage

F{u,v,?r.)  =;  
J{Eru'2+ 

Er Iv"2 -  r  u '2 
}  dt

t U = (r(*), v(x)) = (0,sin(8" ))

^ lPE, In.=T

(n.2r)

(n.24)

(rr.26)

(rr.27 )

(tr.2s)

Néanmoins, si on poursuit cette analyse "élastique " jusqu'au bout , ot
arrive à une contradiction. En effet, I'analyse non linéaire élastique par
la méthode de Lyapounov et Schmidt, conduit à une branche bifurquée
donnée sous forme asymptotique:

It-uo(?') 
= aU +

[ l  
-  lo= o(  a2)  (a



Or, le mode de flambage est donné par la relation (11.24). Reportant le
développement de (II.26) dans la loi de comportement

Soit:

on obtient:
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u - uq(Is) = aU + 0(r2 )

o=o(u .+- yv")

o-o"= 
#"r, 

a sin{E, )+ o(a2)

(rr.28)

(rr.2e)

(tr.30)

Comme la variable y peut prendre des valeurs positives et négatives
dans la section de la poutre, toute section aura forcément des parties en
charge et d'autres en décharge, or contradiction avec I'hypothèse de
départ.

II.3.4 Flambage plastique par la théorie de la plasticité

La méthode d'Euler (généralisée) ou méthode de l'équilibre
adjacent qui, en élasticité, conduit à des solutions à charge constante
(À fixée) pennet de situer la frontière entre la zone élastique et
plastique, puis de calculer une charge critique, dite du module réduit
Ep ( cf.Fig.8).

t -
I
i:

-t

I
t-

L
rd
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Fig.8: Caractérisation des deux zones à partir d'une
frontiére

i = - N = +'tJ*e "pydydz * J*nvaydz ) = 0

Bien que cett€ approche ait fut autorité pendant 50 ans,
En effet , les bifurcations plastiques se font toujours à
(cf.Fig.9), ce qui invalide la condition (II.3l).

(rr.3l)

elle est fausse.
charge croissante

Fig.9: Branches bifurquées d'une poutre de section
circulaire

La bonne
déformation
i lyaune

(en plus de

approche consiste à travailler en vitesse, vitesse
et de contrainte et à chercher à partir de quelle valeur de

seconde vitesse possible

la solution rectiligne: vo = g, ôo =

Les équations d'équilibre en vitesse à partir de v6,

de
T,

f ,  . r  on ,-s' * = -d,

N= No= - l ,o (rr.32)
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sont:

I N,
1
[rta" +

[ * =

{

[rn =

D'après

=0 N=

Noù=0

l. (rr.33)

(rr .34)

o=Er(u '  -yv")  (ouE(u '  -yv") ) (tr.35)

Le choix de E ou E1 dépend bien entendu du fait que le point considéré
est en charge ou en décharge. Supposons qu'à la bifurcation, toute la

poutre est en charge ( à < 0), auquel cas le module sera partout E .
Formant la résultante et le moment résultant à partir de la loi (II.35), on
obtient:

r
Jso(x,y)  dYdz

f

J s yô(x,y) .dydz

(II.33), (II.36) on obtient:

ET

-Er

s

I

u'  ( I I .36)

t ' "  ( I I .37)

,i(*) = +=tii(x)- -T

Ce qui montre que les deux vitesses (l'une tangente à la solution
I'autre tangente à la solution bifurquée) ne se distinguent que

flèche ti(r). D'après (II34), (tr.37) et No - - tr, on obtient:

(tr.38)

droite,
par la

ErI#4)+Ir i " (x)  = Q (n3e)
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ce qui conduit à la même valeur critique que la théorie de la
déformation, soit:

^ rPE- In"=T (rr.40)

La vitesse est de la forme:

v1x; = C sinlE- ;, Ce R (II.41)'L"

Il reste à vérifier que I'on est bien en charge partout dans la poutre:

l, frzô = E-( ++ y= C sin( *5) < o (rr.42)'  ErS 'Yz  t  
L ' '

ce qui est wai si:

* tct< + L? 1 (tr.43)t - t  E tS n2 yrn*

On trouve donc un intervalle de vitesses possibles à partir de la charge
critique du module tangent.

* Les charges critiques fournies par les deux théories coïncident.
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to--"ntaires

Le ca7cu7 de 7a branche bifurquée peut se faire à
part ir des vitesses init iaTes trouvées. En fait,  seufes
7es va leurs maximaTes de 7 ' in tervaTTe ( I I .  43)  et  C = 0
sont adnissibTes. 17 y a donc un point dans 7a poutre:

t r=t r , l l  l=Y^u*)où i7  v  a eharge r ,eutr ,e b =Q

(rr.44)

Au deLà de 7a
décharge éLaat,l,que se
c f  .  s i g .  1 -0  )  .  Pou r  7e
bifurquée a souvent
ebarge erLtl .que.

charge crit ique, uae zone de
déveToppe à part,ir de ce point (
cas  d 'une  pou t re .  7a  cou rbe

ua a.axLmtrm geu au deseue de 7a

v

z

Fig.l0: Progression
poutre de

de la zone de décharge pour une
section circulaire

* Pour plus
Léger A.

de détail, voir les travaux
et Potier-Ferry M.(1988)

çl
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Dry

o
\

v2I x

de:



58

-  c r i tè res  de
(formulat ion

II .4 CRITÈRES USUEI,S

Pour la suite, il nous semble utile de rappeler brièvement les
critères de calcul de la charge critique pour les problèmes de flambage.
Les critères usuels de calcul de la charge critique de flambage en
élastoplasticité sont:

-  le  cr i tère de Hi l l  qu i  donne une condi t ion suf f isante d 'un ic i té

pour  le  prob lème en v i tesses.

lo i  à  seu i l
en inéquat ion var ia t ionnel le  du problème en v i tesses)-

ll.4.l Critère de bifurcation de Hill.

Dans le cadre des matériaux élastoplastiques, HiUlH3l a généralisé

le principe de Shanley pour un milieu continu tridimensionnel. Le
principe èst caractérisé par une formulation du problème en vitesses de
âéplacenent et est basé sur le critère de l'équilibre neutre faisant appel

à un solide de comparaison. La méthode consiste à calculer la charge

critique en supposant que le matériau élastoplastique peut être
remplacé par un matériau élastique (en fait hypoélastique) dit de
comparaison: pour chaque niveau de charge, le comportement
incrémental du matériau de comparaison est défini par celui du
matériau élastoplastique travaillant sous contrainte plastique croissante.

Pour un exposé complet des connaissances actuelles dans le
domaine de flambage élastoplastique, nous renvoyons à I'article de

synthèse de Needtemon et Tvergaard / Nr I et aux articles de Tvergaard

t Trl et Hutchinson lHal.

Le critère est basé sur la formulation du problème en vitesses de
déplacement, que nous rappelons brièvement.

II.4.1.1 Lois hypoélastiques

Dans I'exemple de Shanley, la bifurcation s'effectue sans décharge
élastique, à charge croissante. Si on admet ce fait corrme une propriété
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générale, on est conduit à admettre
quadratique peut être approché par

morceaux O(i) défini par:

^ f . l - ty :  dans la  zone é last ique

que le potentiel W*(Y)
un potentiel quadratique

non
par

-r{; (rr.4s)

i . tT iJ:  dans la zone Plast ique

En d'autres t€rmes, le volume plastique au moment de la bifurcation
supposé être en charge. Le comportement incrémental d'un milieu

hypoélastique s'écrit:

I  
l -  :  dans la  zone é last ique

o=Lc. i  avec:  Lc=1 ( I I '46)

L Lr  :  dans la  zone Plast ique

Lc êtant le module de comparaison élastique.

11.4.1.2 Critère de llill

Soit un milieu élastoplastique qui occupe au repos un domaine

borné Q de R3. Ce milieu est soumis à un chargement qui dépend du

paramètre d'évolution I. Le chargement est constitué d'une densité de

charge volumique F(?') et d'une densité surfacique d'effort T(l') '

s'exercant sur une partie Sr du bord de O. Sur le reste du bord, le milieu

est fixé.

L'êtat actuel étant supposé connu, les vitesses û, ô s'expriment en

fonction des vitesses de force et de déplacement données it, Î, ûu par la

résolution d'un problème aux limiæs, appelé problème en vitesses. La
loi de comportement (II.l3) permet de formuler sous forme

variationnelle, le problème en vitesses sur la configuration actuelle O.

est
dit
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minimise parmi les champs de vitesses v cinématiquement
fonctionnelle:

f r
J(v) = | lw.ti<vl)

J r
o

r I f .  f ,
* iou'*.vq jdo -JF v dv -"/t  v dS (rr.47)

avec:

. 1
Ti3(v)  i ( t i ;  

+  t j i  ) :  la  v i tesse de déformat ion

assoc iêe à  v . (rr48)

Si la solution en vitesse v n'est pas unique, il y a bifurcation. L'unicité de
la solution v est assurée lorsque J(v) est strictement convexe. La
condition suivante est appelèe critère de non bifurcation de Hill.

(  Lu non-b i furcat ion est  assurée s i  la  fonct ionnel le :
I
I trr.4e)I
I

I  r1n; = |  ̂ {  w*tr(v))  + I  orrv*;v*. ;  }dv est str ictenent
|  ' o  2
I

L convexe

Soient v 1 et v 2 deux champs de vitesse quelconque, \ et 7, les vitesses

de déformation associées, à, et ô2 les vitesses de contraintes associées

suivant (II.48), la convexité stricte de la fonctionnelle F(v) se traduit
aussi par la monotonie stricte de sa dérivée:

F(v) str ictement convexe ë Vvt,  v2

- ôltlt- T) + oij(tu Lto 2X't 
r,j 

t-tr,j 2)loo > oJ,,*
o

(rr. s 0)
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Les conditions (II.49) et (II.50) sont un emploi difficile, car la fonction

W*(i ) est positivement homogène de degré deux, mais non quadratique.
C'est la méthode du module tangent que préconisent plusieurs auteurs
comme une approximation de la condition (II.49) ou (II.50) qui consiste

à remplacer le potentiel !V*(i ) par un poæntiel quadratique O( i ) par
morçeaux tel que:

o(i) = w*(i): dans la  zonç é las t ique

in i t ia le

(rr.sl)

0( y )

Le problème de vecteurs
bifurcation de Hill avec
Rayleigh:

Er'  T : dans  la

in i t i a le

et de valeurs propres
le module tângent est

zone p las t ique

associé au critère de non-
donné par le quotient de

= it

v*5 dO

(rr.52)

Jo(i<nlxo
o

Si q < 1: la forme quadratique est positive et strictement convexe.
On vérifie facilement dans ces conditions que (II.49 ) est assurée, d'où la
non-bifurcation.
L'étLt critique de bifurcation est atteint pour q = I
seulement une estimation par défaut (dans le sens de
charge critique de bifurcation)).

J* "u'*t'
o

e=$ax

(q= I
la sécurité)

donne
de la
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Commentaies

En résurné, le résultat général établi par Hill est une
condition suffisante d'unicitè pour la réponse en vitesses.
Sous réserve qu'il n'existe pas de bifurcation tangente, cette
condition suffisante d'unicitè est aussi une condition suffisante
de non-bifurcation.

Nous soulignons que ce cas générique de bifurcation
tangente existe bien. Triantafyllidis (1983) [ Tr ] a étudié le
premier ce type de bifurcation sur un modèle sirnple de
structure ( une variante de la poutre de Hutchinson I He ] ) qui

flambe suivant une bifurcation tangente qu'on va rappeler
brièvement dans (11.4.1.3) .

Dans de nombreuses si tuat ions prat iques, c 'est
également une condition nécessaire de non'bifurcation.
Lorsque le flambage débute sans provoquer la décharge
élastique, la valeur critique fournie par la méthode de Hill est
effectivement la charge critique. Par contre, lorsque la décharge
élastique se produit de manière signfficative dés le début du

flambage, le problème de la caractérisation de la charge critique
est un problème ouvert, dans le cas des plaques, la charge
critique effective peut alors être dffirente de celle de Hill

Gf.Cimeuère I Cs])

* Thèse dEtat de Cimetère A. (1987)
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I I .4 .1 .3  Le système de Tr iantafy l l id is

On rappelle brièvement le système de Triantafyllidis (1983) [ Tr ] de

chargement complexe en réponses flexion-torsion et qui flambe suivant
une bifurcarion rangente. Cette structure est la réunion de deux
systèmes de type S hanl ey continus identiques et couplés par une
plaque rigide de longueur 2I' (cf.Fig.11). Le déplacement n'est fonction
que de trois variables: le déplacement vertical u, I 'angle de flexion e,

auxquels s'ajoute un angle de torsion A. Pour ce modèle, la vitesse
initiale est la même pour toute branche bifurquée ou fondamentale.
Pour plus de détails nous renvoyons à Triantafyllidis ITr],Léger et

Potier-Ferry t hl .

Fig.l 1 : le système de N.Triantafyllidis

Une réflexion est menée depuis quelques années sur les travaux
de H\II I Hs] et de Hutchinson I Ht ], dans Ie cadre des milieux standards

généralisés. Nguyen ( à partir de 1981), Léger et Potier-Ferry [ [ I ainsi

que Cimetière ([ C+], t C5l) ont montré que le problème en vitesses
pouvait se mettre sous la forme d'une inéquation variationnelle, ce qui
conduit à une formulation simple du critère de Hill.

rl
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11.4,2 Critère pour les milieux standards généralisés

Les inéquations variationnelles ont été introduiæs dans les années
1960 pour des problèmes de contact unilatéral , puis d'un point de vue

mathématique t Dz l. On s'est très viæ aperçu que les problèmes aux

limiæs des structures plastiques se formulaient dans ce cadre I h], I Nz]'

t C+ l. Il a êtê démontré qu'en plasticité, les problèmes de bifurcation se

discutent à partir d'une inéquation variationnelle. Rappelons que les
inéquations variationnelles classiques sont définies à partir d'une forme
bilinéaire a( v, w), d'une forme linéaire (9, w) et d'un ensemble convexe
fermé C de la manière suivante:

(rr.s3)
Vw e C

1I.4.2.1 F'ormulation du Problème en vitesses en inéquation
variationnelle

Depuis les travaux de Nguyen I Nz ], on sait que la réponse en

vitesses des milieux dissipatifs, de type standards généralisés, est
gouvernée par une inéquation dont I'inconnue est la variation du
paramètre interne.
On donne coûrme dans I L3 ], I C6] une variante de cette inéquation, dont

I' inconnue est le couple vitesse de déplacement - multiplicateur
plastique. Afin de pouvoir rendre compte du flambage, la déformation
n'est pas linéarisée dans le modèle, malgré tout elle est supposée petiæ.

L'énergie libre V est une fonction du gradient du déplacement Vu et de

paramètres internes a( x). Le premier tenseur de Piola-Kirchhoff est

donné par la relation de compofiement:

T= oav,' âVu
y = y(Vu, c) (rr.s4 )

le représente
principe des

De plus, le chargement est supposé conservatif et
symboliquement par f. Sous forme incrémentale,
puissances virtuelles s'écrit:

on
le
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( ,

) Jr.vn do=(f ,n)
lg l
I
[ -pour tout v(x) cinématiquemen

La force thermodynamique

(rr.ss)

t  admiss ib le  C.A.

A=-oÙ assoc iéeào ( I I .56)'âa

est l imi téeparunefonct ionseu i l / (A) ' te l leque ledomaine/ (A)<
soit convexe. Dans la zone plastique:

Qp= {x l  f (A(x) )  =0}  ( I I .57)

La loi d'écoulement suit la règle de normalité:

( .
ta = kn = k at

laA
1 (rr.s8)
I
I
Lt

où n désigne la normale à la surface de charge.
Après avoir reporté les lois de comportement (II.54)-(II.56) dans

([.55)-(II.58), le couple U = (ù, r) est solution d'une inéquation
variationnelle du type:

(rr.se)

pour tout U élément du cône des vitesses cinématiquement et
plastiquement admissibles C qui est défini par:
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C-{(v, r ) ,ve C.A. ,K2 0sur  O", r=0sur  O"=9}
ctP'

où a est une forme bilinéaire symétrique, (9, v) une forme
traduisant la variation de puissance des efforts appliqués.

(rr.60)

linéaire

Remarque

r'a propriété de
valabTe pour tous 7es
t,ravaiT maximal.

symétrie de a est en généraLe
systèmes obéissant au princiPe du

La Loi de comportement donnée dans (11.13) est
te l7e que:

b i=
aw* avec W*(i ) =

<N. L.i .> 2

H+ N.  L

où 7e potentieT W* ( y) est, posit, ivement honogène de

degré deux, mais non quadratique. Le signe deN.L.i

distingae 7a charge de 7a décharge. r'orsque N.L.i > 0 ,
7e matériau est en charge pTastique et si 7'on introduit
7e moduTe tangent L7, 7a relation (11.13) s'écrit :

; { ,  "Ay

'o = Lr. i

En in t rodu isan t  ce t te  7o i
variationneTTe (11.60), on aboutit
du probTème en vitesses qui a été

t Hl .E77e fournit ef tectivement, 7a

avec Lr=L -  +.N.L*N.LH+ N.L.N

dans  7 ' inéqua t ion
ainsi à 7a formulation
introduit par Hil l
charge critique.



67

11.4.2.2 Critère de bifurcation

Depuis I'article de Shanley [ %], la condition de bifurcation admise

est I'existence d'une seconde vitesse vo non symétrique à partir de l'état

fondanental différente de la vitesse vs le long de la branche de solution

fondamentale. Puisque I'inéquation variationnelle (II.59) possède deux
solutions, on montre facilement que:

a(vo -va,vq - vp) ( tr.61)

Il est très important de remarquer que la différence (vn - vs ) n'est pas

forcément dans le cône C, mais dans I'espace vectoriel engendré Par ce
cône:

VectÇ={(w(x) ,  r (x ) ) /  w(x)e  C.A. ,  r (x )  -0 ,  Vx€Op } (rr.62)

Il est équivalent de remplacer le cône C par Vect C , I'inéquation (11.62)
donne une condition nécessaire d'existence de deux vitesses. Pour plus
de détails, nous renvoyons à I'article de Léger et Potier-Ferry (1988)

t h 1. Une condition de borne inférieure l.o de toutes les valeurs de la

charge critique l, pour lesquelles il existe au moins deux vitesses est
donnée par la caractérisation variationnelle d'un problème de
minimisation:

q( ?') = a(v,v) (rr.63)
ll'll'

où ll . ll est une nonne de type L2 définie sur I'ensemble des vitesses.
A cause de la symétrie de la forme bilinéaire a(v,w), q( l,) est la plus
petite valeur propre de I'opérateur associé à cette forme bilinéaire.
D'après I'inégalité (II.62), toute valeur de bifurcation It est telle que

q( Ir ) < 0 . La première valeur de bifircation l,o satisfera la condition
q( Io) = 0. D'après la caractérisation variationnelle du problème de

minimisation (II.64), il existe alors pour I = lo un mode de flambage
plastique V = { U(x), K(x) } æl que:

Min
veVectC

3Ve Vect C: a( V, u ) = 0, Vue Vect C (rr.64)
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Commenta i res

La condition de bifurcation plastique (11.65) a une fortne
semblable au critère de la seconde variation en élasticité, ce qui
se traduit numériqaement par une matrice de rigidité
singulière.

Léger et Potier-Ferry I Ls I se sont intéressés aux
bifurcations plastiques à partir d'un état inhornogène: présence
d'une zone élastique et d'une zone plastique non réduite à
l'ensemble vide dans le cadre des rnilieux standards généralisés.
Ils ont rnontré que les ruptures de symétrie ne peuvent se
produire que de trois manières différentes:

appari t ion d'un point de décharge élast ique,

évolut ion régul ière de la  zone de décharge,

appar i t ion d 'une zone de rechargenent .

La bifurcation est transverse dans les cas I et 2, tangente dans
le cas 3.

I I .4.3 Discussion

La méthode du module tangent, par sa simplicité et sa signification
mécanique, est actuellement adoptée dans la plupart des études
théoriques ou numériques de stabilité.
Pour les applications pratiques, il est utile de préciser lorsqu'une
structure élastoplastique supporte un chargement proportionnel à un
paramètre I ( par exemple : F = 0, T = ?rTo ) on distingue les situations
suivantes:

12:  correspond à I 'appar i t ion du premier  po in t  p last ique

dans la  s t ruc ture

?r , t r :  cor respond à la  charge l imi te  due à la  p last ic i té ,

en supposant  qu ' i l  n 'y  a  pas de changement

de gêométr ie  notab le

{:,
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la charge cr i t ique d 'Euler ,  la  s t ructure étant  supposée

élast ique

la  charge cr i t ique du module  rédu i t

la  charge cr i t ique du module  tangent .

Ces grandeurs pennettent de distinguer plusieurs types de réponses
la structure, en fonction de la charge appliquée ?r,(cf.Fig.12 ).

\ :

\ :

:

Fig.12:

zone de non'bifurcation

Frontièrre de stabilité de lab'ranche fondamenale

Variation de 11, Ij, Ip r €rl fonction de l'élancement
de la colonne.
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Selon la canctêristique l, la résistance de la structure est limitée par la
charge limite ?t,1 dans la région (I), par bifurcation élastoplastique dans
les régions (II),( m), (IV) et par bifurcation élastique dans la région (V).
En ce qui concerne les coques, afin de déterminer leur domaine de
bifurcation, il est utilisé un coefficient appelé REY défini comme suit:

REY = lD
TY

où 1,, est la limite élastique. (rr.65)

Selon Combescure fCl l, la structure peut être classée comme rigide

si REY > 5 et le flambage, s'il se produit, arrive dans le domaine
plastique ( région (I)).

Si REY < O.2, la structure peut être classée comme simple et le
flambage, s'il se produit, arrive dans le domaine élastique ( région (V)).

Enfin, si 0.2 < REY < 5, la structure est classée comme inærmédiaire
( régions (II), (I[), (IV)).

De multiples arguments montrent que le critère du module
tangent est véritablement le critère de bifurcation plastique.
Pour les codes de calcul, il est utilisé mais avec des aménagements
divers, paf exemple dans le code INCA du système CASTEM développè
au C.E.A de Saclay par Combescure t ql.
Plusieures méthodes de calcul de la rnatrice tangente de bifurcations
plastiques sont programmées.

1- Matrice du I' module tangent rl

La matrice tangenæ Dt est déduiæ de la matrice d'élasticité D par

substitution du module tangent Er à la place du module de Young, soit:

Dr=? D = E'F

I  -v2

o

7-v2
2

sur la courbe% est le module
précontrainte o.

tangent de traction correspondant à la
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7l

outre son aspect simple et pratique, ce choix offre la possibilitè de
prendre en compte d'une façon relativement conservative les effets des
imperfections géométriques initiales ainsi que I' influence des
contraintes résiduelles.

2- Matrice du rr module de Von Karman rl

Dans ce cas le module réduit de Von Karman Ea a été' utilisé, la

matrice est alors donnée Par:

E

I ) -  =  
!R  

D.E

où:ER = =aET:;(18 + I 4).

Matrice du tf module Flow tt

La matrice tangenæ Dt est choisie de la manière suivante:

Dr = ( I  -  C) rD

où: I  est  la  matr ice un i ta i re ,C est  donnée en fonct ion du cr i tère

de Von-Mises par  la  re la t ion:

*,tt)rD
n * <S I'

=(or2+ o t2-  o toùrQ,
. EE.
fl = -r-

E- Er

Da+
do

Ce choix de la matrice
plasticitè conduit à des
avec le module tangent.

D T basé sur la théorie incrémentale de la
résultats moins conservatifs que ceux obtenus
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4- Matrice de ff Bosor-INCA 'r*

La matrice D1 adoptée Par Bushnell

Bosor est introduiæ dans le code INCA. Ce
de la déformation. La matrice tangente D1

t BE I dans le
choix est fondé
est donnée par:

programme de
sur la théorie

Er vEr

I  -v2  7  -v2
0

0Dr= _&
1-v

ET

1-v2
ou: 3.8

O = - l -e 
z 

'E= -  l )

00
2( l+v+g) -

La forme de D1 utilisée dans Bosor ne diffère de celle de la méthode

du " module tangent " que sur les tennes de cisaillement. L'utilisation
de la matrice de Bosor donne d'excellents résultats , mais uniquement
en chargement proportionnel (on diminue arbitrairement certains
coefficients de rigidité plastiques, voire tous). Néanmoins, dans le cas
d'un chargement non uniaxial, son application pose des problèmes. Ceci
est dû au fait que les lois de comportement plastiques habituelles ne
sont guère adaptées pour rendre compte de bifurcations.

Une illustration trés significative est donnée par I'exemple de
l'éprouvette cruciforme sous compression axiale ( voir par exemple
Hutchinson ([ H4], I H61 ).

* Codes de Calcul:
Bushnell D. (1976, 1985)
Combescure A. (1984, l99l)
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I I .5 r, ,  ÉpnouvETTE cRucrFoRuE

L'éprouvette cruciforme est I'exemple de structure le plus
simple qui illustre le désaccord des prédictions des calculs de la charge
critique de flambage données par les lois basées sur le critère de Von-
Mises à savoir la loi de la déformation et la loi incrémentale ( voir par
exemple les études analytiques et numériques de Onat et Drucker [O],
Hutchinson et Budiansky t H61 ) .

II.5 L'éprouvette cruciforme et son chargement

L'éprouvette cruciforme est une structure constituée de deux
plaques rectangulaires minces soudées en leur milieu, de longueur L ,
de largeur I (l
compression axiale o suivant la direction Ox. On représente ci-dessous
l'état de la structure avant et après flambage où apparaît une instabilité
en torsion sous l'effet de la compression o (cf.Fig.l3).

* Pour I'historique de la structure: voir par exemple

- Onat E.T. et Drucker D.C. (1953)
- Huæhinson J.W. (1974)
- Hutchinson J.lV. et Budiansky B. (1976)
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Érlr AvaNT FLAMBAcE Ér.lr aPREs FLAMBAGE

CnS fnST.. ÉpnowBTTE cRucrFoRME SUR ÀPPurs STMPLES

EN COMPRESSION UNIÀXIÀIJE
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Le mode de flambage est de la forme:

w= Y 0 (x) (rr.66)

où Q est une fonction quelconque ælle que : Q (0) = 0 G) = Q .

Charges critiques

Pour ce problème, la contrainte critique est connue ( voir Hutchinson
et Budianslcy (1976) t H6 1) pour les lois de type (II.3) et (II.7).

Pour la loi incrémentale en charge on a:

(tr.67)

Pour la loi de la déformation on r:

(rr.68)

)) 
-t

G le module de cisaillement

* Lors du flambage par torsion d'une éprouvette comprimée de
section cruciforme les charges critiques sont alors franchement
différentes.

oc= G(Tr'

lo"= c"(T ) 2
I'

I  avec :
I
| 

.|h- = ( | + 3c ( 1 - 1
t  G Es E

Ci-dessus, E désigne le module d'Young,
élastique et Es le module sécant.
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II.5.2 Écart entre les différentes lois

Une première constatation en faveur de la loi de la déformation a
été notée dans ce cas de flambage où une très bonne corrélation avec les
expériences a êté soulignée comme le montre la figure ci-dessous.

G(h/ l )

20 30 t"0 50 ô0

Fig.14 :  Comparaison des résultats théoriques et expérimentaux
de flambage de l'éprouvette cruciforme

( d'après Hutchinson et Budiansky (1976))

I I .5 .3  Discuss ion

Bien que la loi de la déformation, qui est essentiellement une
loi élastique non linéaire soit une fausse modélisation de la plasticité,
elle fournit paradoxalemenf une estimation plus exacte de la charge
critique que la loi incrémentale. Le plus souvent, cette estimation est
conservative. Certes, les lois de type déformation conduisent à de très
bons résultats pratiques, mais uniquement en chargement proportionnel

héoi ie  in i rèmenta levec ôr i  tè

l-:.:-.ï.:]=:régul ier

théor ie déformat ion

i i l, l '
.  Rés u l tat  s expér imdntauxl
(oéiarl 

f 
Becker)
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la  lo i

n ta l

rà[ -  -  insensib i l i té  aux imperfect ions:  contra i remen
I
I  

tncrémentale
I
l -  

coût  de calcul :  tou jours moins é levé qu 'en incré

( voir par exemple les codes de calcul de Bushnell ( I B? 1, I B6l ),
Combescure t C6l).

Depuis les études de Bijlaard I 84 ] les intérêts de la loi de la
déformation ont êtê soulignés par plusieurs auteurs. Elle présente
beaucoup d'avantages vis-à-vis de la loi incrémentale:

[ -  
-  Sens de sécur i té :  les  charges cr i t iques sont  tou jours  es t imées

I
I  nut  défaut
I
|  -  

"onformi té 
avec les expér iences:  I 'exemple c lass ique de

I
L l 'éprouvet te cruc i forme

me

Malheureusement, elle ne peut pas prendre en compte la
décharge élastique et donc les cycles de chargement complexes.

Cette contradiction a fait I'objet de longues discussions, voir
par exemple Hutchinson et Budiansky [ [16], Onat et Drucker[ O].

* Une première tentative d'explication a été fournie par Onat
et Drucker I Ol qui montrent dans le cas de l'éprouvette cruciforme que
ce désaccord peut être en partie résolu en prenant en considération
I'effet des petites imperfections initiales dans l'analyse incrémentale, ce
qui donne une réduction de la charge critique de flambage qui est
proche de celle fournie par la loi de la déformation.
L'étude asyÉptotique exacte du comportement post-critique initial
réalisée par Hutchinson et Budianslry t tI6 1 I'a confirmé.

* Une deuxième explication possible suppose la formation de
coins sur la surface intrinsèque au cours du chargement Le "coin" a
joué un rôle significatif dans les discussions de flambage plastique ( voir
Hutchinson I Ha l). Le "coin" sous-entend les modèles physiques de la
plasticité des matériaux polycristallins basés essentiellement sur le
concept des glissements ( Hutchinson I Hs], Benteiller et Taoui t B3l).
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II. 6 LOIS DE COMPORTTMENT COMPLEXES

Presque tous les matériaux utilisés dans la pratique sont
polycristallins, c'est-à-dire qu'ils sont composés de grains (cristaux)
orientés différemment les uns par rapport aux autres. On peut
considérer dans ce qui suit le polycristal comme êtant une structure
complexe. Pour décrire le comportement du polycristal, soumis à un
chargement donné, il est nécessaire de connaître le comportement du
monocristal.

II.6.1 Comportement du monocristal

Les expériences montrent que pour un polycristal, la déformation
plastique à froid est essentiellement une déformation intragranulaire,
c'est-à,dire une déformation à I'intérieur des grains. La déformation
intragranulaire se manifeste par I'apparition à I'intérieur des grains de
lignes parallèles caractéristiques et il est plus facile de l'étudier dans le
cas d'échantillons monocristallins.
Ces lignes observées à I'intérieur du cristal déformé plastiquement sont
dûes au déplacement par cisaillement de I'ensemble des plans
cristallographiques par rapport à d'autres.

Descr ip t ion

Les solides cristallins se déforment plastiquement à basse
température principalement par des glissements le long des plans
cristallographiques les plus denses (cf.Fig.l5 ).
Un système de glissement est caractérisé par un plan et une direction
(cf.Fig.l5 ): le plan suivant lequel il y a cisaillement etla direction de ce
plan suivant laquelle une partie du cristal est translatée par rapport à
l'autre. Les plans de glissement sont habituellement les plans
réticulaires les plus denses et la direction de glissement coïncide avec
une direction dense du réseau. Par exemple, pour les cristaux à faces
centrées, il existe 24 systèmes de glissements équivalents en distinguant
les deux sens de glissement Pour un exposé complet, nous renvoyons à
Berveiller t q] età François, Pineau et Taoui t Fl.

* Sur la microstructure des
Berveiller M. et le liwe de

matériaux, nous renvoyons à:
François D., Pineau A. et ZaouiA.
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Fig.l5: Déformation d'un monocristal par glissement
sur les plans de base de la structure.

En cherchant à déterminer la condition critique pour produire un
glissement sur un plan cristallographique donné, on s'est aperçu qu'il
fallait exercer une cission sur ce plan au moins égale à une valeur
critique: il s'agit de la loi de Schmid (1929)z
le glissement cornmence quand la cission rêsolue sur un plan
cristallographique de glissement atteint une valeur critique.
Si Q et y désignent respectivement les angles entre I'axe de traction et la
normale au plan de glissement ( Fig.l5), la cission est :

T  =  6 .cosQcosty

Parmi tous les mécanismes de déformation plastique possibles, nous
nous limitons au glissement plastique cristallographique à une échelle
large par rapport aux dislocations. Nous supposons également que ce
glissement a lieu sous la forme de glissement multiple homogène et
obéit à la loi de Schmid.
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Suivant la nature du cristal, il y a un certain nombre de directions m et
n admissibles et il faudra associer à chaque système de glissement sa
propre cission critique et donc son propre critère de plasticité défini par

(rr .69)
o)= i<  N

présentant ainsi N seuils à partir desquels les systèmes sont actifs, c'est
Ie cas des matériaux de forte énergie de faute empilement (Cu, A1,...). Le
comportement sera défini à partir des variables cinématiques décrivant
la vitesse de glissement plastiques sur les systèmes de glissement
actuels. Le domaine élastique ainsi défini ressemble donc plus à un
polyèdre complexe qu'à un ellipsoide comme le suppose le critère de
Von-Mises.

11.6.2 Comportement du polycristal

Le comportement du polycristal est encore plus complexe, face à
I'ensemble des difficultés déjà évoquées pour le monocristal ( cissions
critiques sur les systèmes de glissement, êtat du réseau cristallin
(contraintes internes), forme et taille des grains). Supposons que le
comportement soit homogène à I'intérieur de chaque grain et obéit à la
loi de Schmid: selon le type de chargement , le comportement plastique
du polycristal résulte de glissement plastique sur les différents
systèmes actifs d'un grand nombre de grains.

Pour déterminer le comportement global, il est nécessaire
d'effectuer la transition d'échelles pennettant de relier les grandeurs
locales aux grandeurs macroscopiques sous la forme: o = L . E où L est

un tenseur de localisation reliant o à E dépendant de l'état actuel du
chargement et de la microstructure actuelle ( orientations , cissions
critiques, contraintes résiduelles,.........).

où

mi .O .n i  ,  I

o)

{::

Dans le paragraphe suivant, à partir
des matériaux on définira les important€s
trajet de chargement qui seront: charge
décharge élastique.

de la nature polycristalline
notions caractéristiques d'un
totale, charge partielle et

* Rapporfi Berveiller M. et Col.(1991)
" Modélisation du comportement des métaux en transformations

élastoplastiques finies ".
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II.6.3 Zone de charge partielle

A partir d'un état o6 ( cf.Fig.l6(a)),
possibles en vitesse des contraintes

on examine tous les chemins

Fig.l6(a) Fig.16(b)

Fig.16: Définition des zones de charge

Dans le cas d'un retour ( cf.Fig.16(a)), tous les glissements s'arrêtent et
on est dans la zone de décharge élastique ( notée D").

On sqlpose que pour un ensemble de chemins, les glissenents restent
à peu-près les mêmes et correspondent au maximum possible. Ces
chemins décrivent une zone appelée zone de clnrge totale ( cf.Fig.16(a))
( notée Dm).

Pour d'autres directions, il y a moins de glissements actifs et leur
nombre décroît de A vers B ( cf.Fig.l6(a)). Ces chemins décrivent une
zone dite zone de charge partielle ( cf.Fig.16(a)) ( notée Dpp).

Cas particulier

A partir d'un certain état o6 ( cf.Fig.16(b)), on suppose que pour un
ensemble de chemins, la zone de charge totale se rétrécit jusqu'à ce
qu'elle devienne absente. On distinguera dans ce cas seulement deux
zones: une zone de décharge élastique (De ) et une zone de charge
partielle @pr).

Les lois de comportement incrémentales basées sur le critère de
Von-Mises à un seuil qui distinguent seulement la charge de la décharge
élastique ne permettent pas de rendre compte de cette notion de charge
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partielle. C'est pourquoi Christoffersen et Hutchinson (1979) [Cz],
avaient proposé une loi phénoménologique appelée "J, avec Coin " qui

distingue vîe zone de décharge éIastique (DB ), vne zone de charge totale

@rr) et une zone intermédiaire dite zone de charge partielle (Dpr). Cetæ

loi constitue un compromis entre la loi incrémentale et la loi de la
déformation qu'on va rappeler brièvement

I I .7 UOPÈT,T DE CHRISTOFFERSEN ET HUTCHINSON

Les prédictions de la bifurcation données à partir de la loi de la
déformation sont justifiées par la possibilité de développement d'une
singularité " formation de Coins " sur la surface seuil au point de
chargement ( cf.Fig.17).

nouveau seuil

seuil initial

\ -  - '- - - - /

Fig.17 : Développement d'un Coin sur une surface seuil

Modèle "J2 avec Coin tf

Récemment Christoffersen et Hutchinson I C2 J, avaient proposé une

loi phénoménologique appelée "12 avec Coin " qu'on va décrire
brièvement. En petites déformations, les complaisances élastiques M
Sont supposées définies positives et les vitesses de déformation

élastiques f et plastiques iPsont telles que :

I
ft

* Pour plus de détail
( voir Christoffersen

sur le modèle "I2 avec Coin "
C. et Hutchinson J.Vf. (1979))
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(

l i"= M.ô
I
1i"= T - ie
I
Lt  ê t ' r ;n t  la  v i tesse de déformat ion to ta le .

Le potentiel élastique en vitesse des contraintesest donnê pat

(rr.70)

(rr.7l)\Vc (ô )  = lu.o.o
2

A l'échelle microscopique, le matériau peut être caractérisé par des
relations standards des glissements (voir t Cb 1). Ces relations
admettent un potentiel convexe en vitesse des déformations plastiques
qui est homogène de degré deux en vitesse des contrainûes. De ce fait , à
l'échelle macroscopique , il existe d'après t C2 1 un potentiel convexe en

vitesse des contraintes WP qui est aussi homogène de degré deux et
donne la vitesse des déformations plastiques :

(rr.72)

Par suite, la vitesse de déformation totale est donnée par:

1ryP (rr.73)

(rr.7 4)

Le seuil dans un voisinage d'un point de chargement est défini à partir
d'un cône , son axe s est colinéaire avec le déviateur des contraintes

iP=
awP

a;
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( cf.Fig.l8) et il est déærminé à partir de la

ods = 
G;e.o5 

u2

où C est
du cône

(rr.75)

un tenseur qui sera
entre la vitesse des

où o d étant le déviateur des contraintes et
précisé plus loin. On appelle c I'angle

contraintes ô et la direction s ( cf. Fig.18 ):

cosoc =@r, ,

(C.o. o)

La surface conique séparant la zone de la décharge
de charge plastique est prise à cr = cr" ( cf. Fig.18 ) .

F.76)

élastique de la zone

,

I
I
I

Dr, , Dpr

I

f+ i  zone de décharge élast ique
I
I

{  4T :  zone de charge to ta le

I
l+"  3 zone de charge Part ie l le
t

Fig.l8: Caractérisation du coin par la mesure de I'angle
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figure.l8 permet de distinguer trois zones.

zone de décharge élastique (D) définie par o ) c".

La zone diæ de charge totale (Drt) est donnée dans le cas c ( oo ( tous
les systèmes de glissement possibles sont activés dans le polycristal).
Dans cette zone, la relation entre la vitesse de contraintes et de
déformations plastiques s'écrit:

iP = c.ô (rr.77)

où C désigne les complaisances plastiques,
positives. Le potentiel plastique s'écrit:

syméuiques et définies

wP(ô)= C.o.o  ( I I .78)T
2

La zone inærmédiaire diæ zone de

coS c
vitesse des contraintes est non
continue quand càc".

L'angle a6 ne doit pas excéder c"

s'écrit:

charge partielle (Dpr) est définie par

vitesse de déformation plastique et la
linéaire, homogène de degré un et

( cf.Fig.l8). Le potentiel plastique- Î C

2

uÊ(ô)= ! f (g)C.; .ô
2

(rr.79)

où la fonction f(a) sera choisie en sorte que la condition de convexité

(wP(où-  wP(ôr)  -  (oz-  àr) . iP>0) ( I I .80)

soit satisfaiæ et ælle que yn varie continûment avec ô aa=ccet c=co
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) = ,Vn"lI:: ,
Remarque

Entre 7a zone de charge tot.aLe (Dp) et La zone de

décharge éTast ique (Dn) ,  7a fonct ion t (a)  peut  ê t re

choisie de La manière suivance:

L'angLe a est homogène de degré zéro en o de sorte

que WP soit homogène de degré deux en o. De pTus 7a

fonct, ion t(d) est non négative.

En vertu de (II.73) et (II.74) la vitesse de déformation totale s'exprime
de la manière suivante :

r(

C.o.  o

.  [ l  pour  a
d, )  =  1^'  

lO pour  d

(rr .81)

Expression des complaisances élastiques et plastiques pour le
modèle " Jz avec Coin "

Le modèle " J2 avec Coin " est défini à partir de la loi de la
déformation et il coïncide avec cette dernière dans la zone de charge
totale (Dpt) pour des chargements proportionnels. Les complaisances
élastiques M et plastiques C en un point de chargement sont prises
égales aux complaisances de la loi de la déformation et sont données
par:
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M= 1I  + l - .2v r r (1)
2G 3E

(rr.82)

c=1lr l  -  t-)r + 3 é- 
zL'.F€ E' 2 '% '-41o d.o  d

ô?

où I est le tenseur identité défini en coordonnées cartésiennes

Iir'= l, u,*. ôo + ôo. ôs) - I uu. uo ,

oeest la contrainte équivalente définie par:.

l "? = 3=od.od,
l "  2
I
1
I  ou = o -  1-  f f (o)- l :  le  déviateur des contra intes.
t

(rr .83)

L'axe du cône s dans I'espace des vitesses de contraintes est colinéaire à

od et en vertu de (II.75) , (II.82) il s'écrit:

s = (+- 2rtnL (rr.84)
' 1  Doe

L'angle o du cône est déterminé à partir de (II.76) et (II.82) de la
manière suivante :

.r=f :)
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COSoI =

(+- 1-Yrrz
% 

- 
n)-- oe

t t2

i l,il 
'E I #.ôd + ttlo '-4 

"r]
(rr.8s)

où: o".ô"

En vertu de (II.81) et (II.82) le potentiel total en vitesse de contraintes
s'écrit:

=  3  
od .ôd

2

æ  ô d ] . ; É ,
tr- t3_

2
wrô )=TlË. fo <c'l o3

(rr.86)

Par suire, il résulte de (II.81)
déformation.

f (a ) )

et (II.85) I'expression de la vitesse de la

t t t%

.# E(o)2:l
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II.8 CONCLUSION . ORIENTATION

Le flambage des structures élastoplastiques est encore
un problème largement ouvert, bien que les premières études
remontent à à la fin du siècle demier. Le premier résultat
général sur la stabilité des milieux élastoplastiques a été
obtenu par Hill [ ry ] à b frn des années 1950. Il s'agit d'une
condition suffisante d'unicité pour la réponse en vitesses du
ntilieu élastoplastique et elle reste de nos jours à la base des
calculs de charge critique pour les problèrnes de flarnbage.
Récemment, Nguyen I Nz ], Léger et Potier-Ferry [ Ls ], Cimetière

I Ce ] ont rnontré que dans le cadre des milieux standards
généralisés, le problème en vitesses peut se ,nettre sous la
forme d'une inëquation variationnnelle ce qui conduit à une

formalation simple du critère de Hill I Hs].

Un problème demeure pourtant jusqu'à nos jours: les
charges critiques prêdites par la loi incrétnentale de la
plasticitê surestitnent les valeurs expérimentales alors que la
loi de la défonnation donne des résultats en assez bon accord
avec I'expérience. Malheureusernent la loi de la déformation ne
peut pas prendre en compte la décharge élastique et donc les
chargements complexes.

Une solution possible consiste à remettre en cause les
lois classiques d'écoulement plastique, qui distinguent une
zone de charge et une zone de décharge. On considère donc ici
des lois définies par des relations monotones de degré un entre
les vitesses de déformations et de contraintes (trui sont
génërales alors que les lois incrémentales classiques sont
définies par une relation linéaire en charge et une outre en
décharge. Il faat noter que les modèles polycristallins I B3], I F

l, [Hs ] conduisent naturellement à ce type de comportement et
que Christoffersen et Hutchinson tCzl ont introduit une loi
phénoménologique de ce rype.

Dans la deuxième partie , on va prendre en compte dans
les calculs de flambage plastique des lois de comporternent
complexes avec un potentiel de vitesses qui est homogène de
degré deux et on va. essayer de déterminer des critères de
bifurcation pour ce type de lois sur l'exemple test de
l'éprouvette cruciforrne.
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Dans cette deuxième partie,
lois de comportement qui sont

on considère des
par des

vitesses de
L'ex emple

définies
relations monotones de degré un entre les
dêf  ormat ions et  de contra intes.
phénoménologique le plus conna est la loi de type

dc Christoffersen et Hutchinson" f 2 uveC Coin "
1 CiI.

On se prcpose
lois de comportement

d'étudier les bifurcations
complexes sur l'exemple

l'éprouvette cruciforme. On essalera dans un
temps de donner une condition suffisante en
pour le modèle " J z ovec Coin " sar l'exemple
on vérifiera qu'il y a bien une
pafiir de lt charge critique ainsi

Dans un deuxième temps, noas étcndrons ce
critère ù des lois de comportement plus générales quû
sont définies par des relations homogènes de degré un
entre les vitesses de déformations et de contraintes.
Sozs une hypothèse assez restrûctiye sur la forme du
potentiel, on tentera d'établir quc le critère proposé
donnc une condition néccssairc et suffisante de
bifarcat ion.

La lin de ccttc partie est consacrée au post-
flambage de l'éprouvctte cruciforme. Lc comportement
cst le modèlc " f 2 avec Coin " . Pour s'assurer de
l'existence de lo branche bifurquêe, on appliquera ane
technique asymptotique introdaite pû Léger et

pour ces
test de
premier
vitesses

test puis
branche bifarquée à
dëtermûnéc.

Potier-Ferry I h].
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I I I  FrrAt[BAGE PIrÀSTIQUE AVEC IJOIS DB COUPORTEMENT
COIIPIJEXES SUR I.I EXEIIPIJB DE I,.ÈPROTIVETTE
CRUC I  FORUE

On comprend d'après ce qui a prêcêdê que le choix des lois a fait
I'objet de conEoverses et que le mot paradoxe ait êtê employé.
On considère ici des lois de comportement qui sont monotones de degré
un entre les vitesses de déformations et de contraintes et qui sont
générales.

ilI.l INTRODUCTION

n s'agit de prendre en compte dans les calculs de flambage
plastique des lois de comportement complexes avec un potentiel de
vitesses qui est homogène de degré deux. Ces lois sont de plus en plus
opérationnelles pour les modéles " self consistent " L'exemple
phénoménologique le plus connu est la loi de type " J, avec Coin " de

Christoffersen et Hutchinson t Cb].

On a pris comme exemple test de structure l'éprouvette cruciforme
qui flambe en torsion sous I'effet de la seule compression dans le but de
pouvoir ramener notre étude à un problème à deux degrés de liberté.

Dans cette première êtape, on velra que pour ce type de lois et
dans le cas de l'éprouvette crucifonne, le critère de bifurcation n'est pas
de la forme:

Iu(LI ,v)=0
)
I  où  a  es t  une forme quadrat ique
t

On va essayer de déærminer ce critère de bifurcation pour le
modèle " !, Lvec Coin " sur I'exemple test de structure puis vérifier qu'il

y a bien une branche bifurquée à partir de la charge critique ainsi
déterminée. Ensuite, moyennant I'hypothèse où la zone de charge totale
disparaît du modèle " 12 avec Coin ", on essayera d'exhiber un cas
générique de bifurcation tangente.

Dans une deuxième êtap, nous éændrons ce critère à des lois de
compoftement complexes qui sont définies par des relations homogénes
de degré un entre les vitesses de déformations et de containtes Pour
essayer d'établir que ce critère est non seulement une condition
suffisante, mais aussi une condition nécessaire de bifurcation.



94

TII.2 IIODÉI.ISATTOÀI DU FI,âUBÀGE DE IJ I EPROIryETTE
CRUC I FORIIE

L'éprouvette cruciforme (cf.Fig.1) est peut être I'exemple de
structure le plus simple qui flambe en torsion sous I'effet de la seule
compression. De par sa simplicité, on I'a prise comme modèle test dans le
but de pouvoir ramener notre étude à un problème à deux degrés de
liberté. Pour ce type de modèle, seules les contraintes oro( et o,.y sont

non nulles et on peut prédire a. priori la forme de la solution avant
flambage, ainsi que celle du mode de flambage et donc utiliser une
approximation de Galerkin.

lll..2.l F'ormulation du problème mécanique

Au repos, la structure est supposée mince, est représentée par le
vo lume Cl ,OcR3 ,Q =tDxI , ro ,  domaine dup lan R2,QD=1 0J-  [x ] -1 ,  I  [  '

la surface moyenne de la plaque , I = , 
*,* 

, l'intervalle d'épaisseur

(h<<l), (x,y) le point générique de <o et zel la variable de l'épaisseur. La
structure est en appuis simples sur deux côtés et libre sur les deux
autres. Elle est soumise à une compression uniaxiale o suivant la
direction Ox ( cf.Fig.l).

,
.Z

1l
I

v"
La structure

L

Fig. l : et son chargement
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Sous I'effet de la compression, la structure flambe en torsion. Le
problème de flambage est ca.ractérisé par:

f  une compress ion ax ia le  se lon la  d i rec t ion Ox avant  le
t -
{ flambage,
I
L une tors ion au moment  du f lambage.

lll.2.2 Forme générale de la loi de comportement en
compress ion- tors ion

On définit la loi de comportement à partir d'une fonction
potentielle des vitesses de contraintes:

I  homogène de degré deux,
I
{  s t r ic tement  convexe et

l ry-etr ique
telle que:

.aw
1= 3  avec  W=W(oo. ,o*y )

aô

Commentai res

La reTat, ion entre 7es vitesses de déformations T et de

contraintes oe"t homogène de degré un

La symétr ie  de W( b )  se t radui t  par  :

(  i l . I )

( I I I .2  )

vo, ona w(ô:,bo) = W(b:,-bo)
I

t
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La loi de comportement ( III.I) permet de distinguer plusieurs cas.
Dans le cas classique, on distingue deux zones suivant la direction de

ô ( cf.Fig.Z.(a) ). Le poæntiel est quadratique dans chacune de ces zones
et continu à I'interface pour respecter la convexité de la fonction
potentielle.

Or ientat ion

On essaie de voir ce qui se passe pour une loi à deux zones (
cas classique ). Dans ce cas, dans le plan des vitesses des déformations
le potentiel s'exprime de la manière suivante:

I
lEiJ +

\v*(iro,io)= 
lrr r;L

I
I
I
I
I
I
I

I
I
I

zones ( cas

gy;

+ @ir;

(Ds )

(Dp )

En vertu de la continuité on obtient:

Ç=G

Donc le module de cisaillement @ est le module de cisaillement élastique
et n'est doncpas affecté de la plasticité . A cet effet, on reiette ce rype de
tois ( la loi incrérnentale à deux zones ) et on prendra en compte pour la
suite des lois de comportement non classiques (diæs lois complexes).

DP

I)v

Loi deux classique
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Dans les cas non classiques, deux situations se prèsentent.

Pour la première on distingue trois zones suivant la direction de ô
( cf.Fig.Z.(b) ) , le potentiel est quadratique dans la zone de charge totale
( Dpt ) et dans celle de décharge élastique ( Dr ) et il est quelconque dans

une zone intermédiaire dite zone de charge partielle ( Dpp ). Il est

continu à I'interface entre ces zones pour respecter la convexité de la
fonction potentielle.

Ponr la seconde, on distngue seulement deux zones ( cf.Fig.2.(c) ) et le
potentiel est quadratique dans la zone de décharge élastique (DB )'
quelconque dans la zone de charge partielle ( Dpp ) et continu à I'interface

en sorte que la convexité de la fonction potentielle soit respectée.

I
I
I
I
I
I

DE I  Dp
I

(a) " Cas classique " (b) " J2 avoc Coin " (c) " Absence de zone
de charge totale "

zone de décharge é las t ique

zone de charge p las t ique

:  zone de charge to ta le

:  zone de charge par t ie l le

l
I
I

[Dr '

]o" 
'

lo*
tDpe

Fig.2: Trois types de lois incrémentales
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L'éprouvette cruciforme est
plaques minces soudées en leur
l'éprouvette cruciforme revient en
plaque rectangulaire en appui simple
autres ( (cf. Fig.3).

une structure constituée par deux
milieu. L'étude du flambage de

fait à l'étude du flambage d'une
sur deux côtés et libre sur les deux

l1
I

vt
Fig.3 : L'état de référence de la structure

A cet effet, on se met en théorie non linéaire des plaques de Von-
Karman. Compte ænu de sa faible épaisseur, la structure est assimilée à
son feuillet moyen. Le mode de flambage est approché de la manière
suivante:

I.ll.2.3 Équations gouvernant le flambage

w(x,y) = 
I t (rrr.3)
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où e est un paramètre lié à la torsion et L est la longueur de la plaque.
Nous supposons que le déplacement de la surface moyenne ne dépend
que de deux paramètres u ( lié à la compression) et 0 ( lié à la torsion )
de la manière suivante:

0, ixyo )
(rrr.4)

Remarque

Les composantes du dépLacement (Love xirchhoff)
suivant J.es trois directions sont te7Les ç[ue:

I  uJ*,y,2)  = ua (x,y )  -  zw,a (x,y)  ,
I

1
lut(x, l ,z)  

= w (x,y)

où (u) est 7e dépTacement P7an, w

7e symbole w,o désigne 7a dérivée

a = 1 ,  2

(rrr.s)

étant 7a déflection et

part ieTTe de w par

= 1,2 (rrr.6)

rapport à ]a variabTexn

I'a déformation (Green Lagrange) est:

I
Tog= i@"p* 

up,oi *,o*,ù ' , w, aF , ot, F

En vertu de (III.4) et de (III.6), les seules composantes non nulles de la
déformation traduisant la compression et la torsion sont:

{;

=- t l -  +
L

= -zg
L

fte'

+ fte'

(rrr.7)
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Les composantes du taux de déformation associées sont:

+ = -ù + vieô
.rcr 

L y2

(rrr.8)

in=-=?. + #tô

Remarque

Comme Ie déplacement ( u), y est définie sur 7e domaine

pTan tn
En vertu de (III.7), ort temarque que 7es composanEes de
7a déformation dépendenE des ttois variables d'espace.

or fa forme 7inéarisée de Un.7) s'écrit :

(u

l': 
= L

{ |  = -ze
lro 

= 
Lt

et ne dépend que de La var iabTe de 7'épaisseur.  C'est
pourquoi nous supposons que 7es parties membrane et
lTexion de 7a pTaque ne vont dépendre que de 7a vatiabTe

de t 'épaisseur(tz ts+ ).

Équations d'équitibre

On rappelle I'expression tridimensionnelle du principe des
puissances virtuelles :

[ 
"''

l"*
ôu) +

u)=

Per t  (ôu)=0 VôuC.A.  ( I I I .9 )

-  
I " *UïcpdQ 

avec c,F = l ,  2  ( I I I . I0)
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Comme seules les contraintes o:
la contrainte axiale est telle que:

et ory sont non nulles dans le modèle,

?t

zth
oroc =

où ?u es t  la  fo rce app l iquée

(rrr. t1)

termes de

(rrr. r 2)

Le principe des puissances
théorie des plaques de la

virtuelles peut donc se reécrire
manière suivante:

2felr"ôç"dco + IN-.ôy:dor = l ,ôu(L)
cl c)

où:

dz :  la  cont ra in te  résu l tante

Mry=

!_
2
I r

Jz oryoz
h_' 2

a 2lv

:  le  moment  de tors ion

la  courbure due à la  tors ion
âxây

L
2
f= Joo

h_- 2

t o.u.\

\3o?-l
\ - -
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Depuis les travaux de Shanley I S2], on sait que

étudier les bifurcations plastiques consiste à
vitesse de déformation et de contrainæ. A cet
avec ôu constant et en vertu de (III.4) , ([I.7)
s'exprime par:

la bonne approche pour
travailler en vitesses,

effet, on dérive (III.12)
l'équilibre incrémental

iJt*ôo do, + J**( -uî . f o# ) do
2tL2

Jr' eu, o'
o)

= iou(I-)  ,

avec:

* Shanley F. (1947)
Approche: étude des

Vôu C.A.
(rrr.  1 3 )

N:oc =

Mry= z andz

h

2
f

t .
Joo

h_- 2

L
2r
I
I

J
h- 2

dz

bifurcations plastiques à partir des vitesses.
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III.3 PROBIJÈUE EÀI VITESSES

Dans le paragraphe précédent, nous avons mis en évidence les
équations traduisant l'équilibre. Pour une simplicité de manipulation et

compte-tenu de la convexité de la fonction W(ô) on essayera dans cqui

suit, de donner la formulation de ces équations en vitesses des
déformations.

III.3.1 Loi de comPortement

La loi de comportement (III.1) s'inverse par la transformée de

Legendre (w*(i) = ôi - w(ô)) et donne :

vec

(rrr.14)

w{'

gué

= w * (iro, iry)

edeW

f;=aw. a

{}v
I
[où  W* es t  la  fonct io

Commenta i re

n conJu

Compte tenu de 7a duaTi té  ,  7ê potent ieL W*(y)  est

aussj homogène de degré deux, strictement convexe et
symétrique.

La reTation (III.14) se traduit par:

6w*( io ,Tr )  =  2ôo6Txy + ô :ù fo

ou encore par :  ( I I I .15)

.  AW* ,  q ._  AW*
Os3 "L e t 2OO= 

--

ar: aYry

Dans le paragraphe qui suit, nous nous concentrerons plus
particulièrement sur les méthodes dites variationnelles qui permettent
d'obtenir des résultats globaux d'existence de solutions de problèmes
non-linéaires ayant une structure variationnelle.
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III.3.2 Formulation variationnelle: problème en vitesses

L'êtat actuel étant supposé connu, les vitesses de déplacement ri et

de contraintes ô s'expriment en fonction de i, ou par la résolution d'un
problème aux limites, appelé problème en vitesses.
La loi de comportement (III.I4) et l'équation d'équilibre incrémentale
(III.13) permettent de formuler le problème en vitesses sous forme
variationnelle:

( 1

ô.1 Jw*('ku))do - r*Ur- tù l= 0 (trI.16)
LdOL)

En vertu de (III.16), la solution ( ,i , ô ) rend stationnaire la fonction
suivante:

f  1 2  . ^
J(t., i;ri,o ) = Jw.<it ri, e ))do - l, * Oz iù

o6L
(rrr.1 7)

w*(i) = ôi-w(o)

* Les soTutions du probTème en vitesses dépendent de 7a

convexit,é de 7a fonction J( ù , b ) .
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Cornmentaires

I
t .

La fonction JW*(y)dQ esc strictement convexe puisque 7e
a

potentiel W*(i) 7'est.En vertu de (II I . I7), ort dist ingue

deux cas seTon 7e signe de h.

Dans 7e cas où h est  aégat iE ( t ract ioa) :

la fonction J(îu, h ;; t  ,  b ) est str ictement convexe en
vit.esses et 7e probTème:

Min J(u,0)

( ; r ,  b l

a une sol ,ut ion unique. 17 y a donc une seuTe vi tesse
possible qui correspond à 7a compression.
SeLon 7e  c r i tè re  de  non-b i fu rca t ion  de  H i l l ' nous
supp)oserons qu'i7 n'y a pas de branche bifurquée dans
cette zone

Darr,E 7e cas où A, eet goeitif et assez graad:

7a fonct,ion J(ù , b) n'est pTus forcément convexe et Le
probTème en vitesses peut avoir pTusieurs solutions.

Dans ce qui suit, nous présenterons des résultats typiques de
flambage sur des modèles de lois de comportement classiques.
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III.3.2.1 Application: flambage avec les lois classiques

On sait que les lois de comportement basées sur le critère de
Von-Mises surestiment la charge critique de flambage. Le potentiel
pour ces lois est homogène de degré deux et quadratique par morçeaux.
L'êtat critique est déterminé à partir du critère

[u(  
IJ ,  v  )  =  0

I
I
l_où 

a est  une forme quadrat ique

La forme quadratique a est définie à

( rrr.18)

(rrr. r9 )

partir de:

)ô2a(v ,v )={ i2  +  (B-  C} r

où v  =  t (  u ,ô)

A=Cr lun
o

où:

l a

B = Cz )z 'd$
o

p
C =:

6L

lQ "  
t  Czétant  des constantes

lgui  seront  prècisèes plus lo in
avec :

Pour la loi incrémentale et dans
poæntiel est donné à partir de (

plastique ( ù <O):

le cas de l'éprouvette cruciforme, le
III.8), s'écrit dans la zone de charge
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w*(2, ù, Ô) =#(%r2 + 4zzOe2)
2L

et ne dépend que de la variable de l'épaisseur. Dans la zone de décharge
élastique ( De ), il faut remplacer le module tângent par le module
élastique E. On reporte (III.20 ) dans (III.19 ) et après intégration sur
Q, on obtient la fonction caractéristique du problème global ( dans la
zone de charge):

12 Lo2
6L

On retrouve ainsi la même valeur de la
élasticité.
Tandis que pour /a loi de la déformation, le
de (III.8) ne dépend aussi que de la variable
par:

(rtr.20 )

contrainte critique qu'en

potentiel est donné à partir
de l'épaisseur et s'exprime

f 
u,', v) = tftt ri 2 + t* co2 -

1
l"u tv=(ù,ô)

(rrr.2 I )

La valeur de la contrainte critique est donnée à partir de (III.I8)
(III.21) Elle est liée seulement au module de cisaillement élastique
de la manière suivante:

(rrr.22)

et
G

["" = c ( T ), ,t '
1
I  

G étant  le  module de c isa i l lement  é last ique.

w*(2, ù, ô) = #(Erù'  + Az'G"Ô')
2L

(trr.23)



[ " , " ,  v)  = t* t t  û 2 + t*G"ô'  - r  ?-xe2
lL

1
l.u tv=(ù,ô)

108

Le second membre de (III.23) est fonction du module de cisaillement
sécant Gs On reporte (lll.23) dans (III.I9) et après intégration sur f,1,
on a la fonction caractéristique du problème global :

(rrr.24)

La valeur de la contrainte critique est donnée à partir de (III.18) et
(III.24) . Elle est liée at module de cisaillement sécant Gs de la manière
suivante:

(rrr.2s)[""= 
cs,T,,

{  
avec

Lff=rr+3c(1E"-L-,t"
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111.3.2.2 Discussion

Nous venons de retrouver les mêmes résultats que ceux
donnés dans la littérature pour les calculs de charges critiques
pour ce modèle de lois de comportement.

Pour la loi incrémentale, le rnodule de cisaillement reste le
module êlastique et n'est donc pas affecté par la plasticité! Ce
rêsultat mathétnatiquetnent exoct paraît discutable en ce sens
qu'il contredit un certain bon sens, d'ailleurs vérifié par les
expériences sur les poutres cruciforrnes. n y a donc un réel
problème. C'est à propos d'un tel exernple qu'on a pu prononcer
le rnot paradoxe , comrne Bushnell ([ Br], t BE D a intitulé un de
se.r articles " the flow theory versus deformation theory
paradox'.

Pour la loi de la déformation, la charge critique est liée au
module de cisaillement sécant ( correspondant au rnodule
réduit). Elle fournit une estitnation plus basse de la charge
critique de flambage que la loi incrérnentale. On sait, par
ailleurs que les lois de type défonnation conduisent à de très
bons résultats pratiques rnais uniquement en chargement
proportionnel. C'est ce dernier choix de module de cisaillernent
G s qu'on retrouve dans le programrne Bosor de Bushnell I Ba ].
Quoique rnoins paradoxal, ce choix plus satisfaisant n'est pas
compléternent justifié.

En fait , les lois de cornporternent incrémentales classiques ne
sont guère adaptées pour rendre compte de bifurcations. C'est
pourquoi Christoffersen et Hutchinson (1979) t e2] avaient
introduit un modèle appelé "J2 avec Coin " qui est une vraie loi
incrérnentale et qui coïncide avec la loi de la déformation pour
des chargements proportionnels. Inspirés par les modèles
polycristallins (voir par ex,ernple Berveiller et fuoui (1979)

I Bs ], Hutchinson (1970) t Hs D , c€ nodèle ne distingue pas
seulement une zone de charge plastique et une zone de
dêcharge élastique mais introduit une zone intermédiaire dite
de clwrge partielle.

Notre prochain souci sera d'ëtudier les bifurcations avec des
lois de cornporternent complexes qui sont déftnies par des
relations monotones de degré un entre les vitesses de
déformations et de contraintes sur l'exemple test de
l'éprouvette cruciforme.
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III.4 cRrrÈREs DE FTJAttBAeE PLAsrrQuE AvEc r,or DE
COIIPORTBI[EltT COUPLBXES

Dans cette section, on essaie dans un premier temps d'étudier les
bifurcations sur I'exemple test de l'éprouvette cruciforme pour le
modéle " J, avec Coin " en compression-torsion.
Dans un deuxième temps, on étend ce critère à des lois de comportement
complexes qui sont définies par des relations homogènes de degré un
entre les vitesses de déformations et de contraintes.

III.4.1 Modéle ff J2 ayec Coin I' en compression-torsion

En vertu de (II.86) et de la cinématique de l'éprouvette
cruciforme, la relation entre les vitesses de contraintes et de
déformations pour le modèle " J2 avec Coin " est donnée à partir du
potentiel de vitesses de contraintes qui s'exprime par:

{ *  

' " '  =

La(e) 
= I +

an(cl) =

frcror{'r-
avec

3Gr(c) 
{,t*

ô,o'* 2ôo'l. t 
#n t*'

-  1l .or 'B*(!
E'  Es

où la fonction f(a) est supposée décroissanæ de 1 à 0.

Le potentiel W (ô) est homogène de degré deux et strictement convexe.
Les angles c et p sont des fonctions homogènes de degrê zêro , définies
dans le même plan de vitesses de contraintes et liées par la relation:

atlz tan(g)

avec (rrr.27)

I  ) - t

Le potentiel
Legendre et

défini dans
s'écrit dans le

(III.26) s'inverse
plan de vitesse des

(nr.26)

par la transformée
déformations:

1, Ir i* o )

de
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.  ( c
w* (r) = cs(o)t î i:, + z

En vertu de la dualité, la rela
donnée par :

ran( p-o) = -+ôfr

p(6) =d cp -ol
offi)

Ill.4.2 Problème en vitesses spécifique

E ^r*2 GII.2g)
( l  -  2v)  

' Ix

les angles c (resp F) et 0 qui est

in, ).

tion entre

(rrr.29)

L'angle 0(i) est défini dans le plan de vitesse de déformations, homogène
de degrê zéro et pennet de distinguer trois zones suivant la direction de

T (cf.Fig.4).

Dpr

k
Fig.4: Caractérisation du vertex par la mesure de I'angle 0.

Remarques

Connaissant  La fonct ion f  (d) ,  on peut  déterminer

expTic i tement  7 'ang7e Q en fonct . ion de 7 'angLe p ( resp.

a) d'après 7a relation (II I .29).

t 'angLeS croî t  de façon monotone avec 7 'ang7e p ( resp.

a)  où 0sç<tc .
En ver tu  de 7a dual i té ,  7a fonct ion g(Q) esc

décroissante et continue et e77e est donnée par :

(rrr.30)

au modèle
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tt J2 avec Coin ff

Dans ce qui suit, on donne la formulation du problème global en
vitesses à deux degrés de liberté.

llll.4.2.l Formulation du problème en vitesses en (ll' ô)

Nous savons désormais d'aprés la cinématique de l'éprouvette
cruciforme que la forme linéarisée de la déformation ne dépend que de

ù (compression) de 0 (torsion) et de la variable de l'épaisseur z de la
maniére suivante:

{ :

u=
r
D

ô= -  z -
L

(rrr.31)

L'angle q(2, ù, 0) dans le plan de vitesse des déformations est défini à
partir de (III.31) par:

tan(Q) (nl3z)ô= z-
u

On reporte (III.31) dans (III.28), on obtient
dans la zone de charge plastique:

w*(2,ù,ô1 = 
#o' 

* Ge(o) (# ù'

I'expression du

.l* 62)

potentiel

(rrr.33)

où la fonction g( 0)
raison de symétrie et

dépend de la loi de
satisfait la relation:

comportement , est paire pour
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(rrr.34)

Remaro ue

rJe potentieTW*(z,ir, el est homogène de degré deux mais
n'est pas quadratique puisqu'i7 est fonction de

Nz it, bl . La fonction est O est supposée dérivabTe en

( ù, bt .

En vertu de la dérivabilitÉ de la fonction 0(2, u, e) et de (lll.32) on a:

9e. =- lsin(20)
aù zi

(rrr.3s)

a0 = ! sin(20)
aô zâ

On reporte (III.28) dans (III.17) et compte tenu (lll.32), on obtient

aprés une intégration sur co la fonction J(1,, i; ,i, Ô) caractéristique du
problème global qui s'exprime de la manière suivante:

fstOlQ(P)=cos2(P-o 
)

{  avec

Lr't o) = o
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J(? ' ,  l " ;  ù ,  e)  =  W ( r i ,  Ô )  -  DI  ô2 i ,ù

avec

^ri
wtù, e) = Aù2+ e ù2 Js(O)a" + Ce2 lzzg(ùdz 

(III.36)
LL- 2  - 2

où l 'ang l  e  Q@,, i ,O)  es t  donn ê  par  tan(q)  =  ,6  ,
ti

A= lh E ,B -4lG,c=!c ,D =L
3L(r-2v) 3L L 6L

Commenta i res

Le deaxième et le troûsième terme de la fonction

\il ( ù, O) sont homogènes de degré deux mais n o n
quadratiques car les intégrales dépendent de la fonction 0 .

Dans les études classiques, on sait Çlue le critère de non-
bifurcation de Hill conduit au critère de la seconde variation et
peut s'exprirner de la manière suivante:

Min ô2 .I(1., l';,i, ôù) > 0

ù,ori

Ici, la situation est un peu complexe car la fonction J dépend
de I'angle Q. I^a forme de la fonctionnelle J fait penser au
critère de l'énergie potentielle en élasticité.
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Dans ce çIui suit, on essayera de caractériser la charge
critique par un critère de rype seconde variation. A travers la
dérnarche qu'on adoptera pour caractériser la bifurcation, on

verra que l'intégrale:

joue un rôle décisif dans le calcul de la charge critique et dans
l'évolution de la zone de charge partielle.

Les réponses en vitesses de déplacement sont données par les points
stationnaires de la fonctionnelle J.

Équations en vitesses

En vertu de (III.35) et (III.36), un calcul d'extréma de la fonction

J( ù, Ô) donne les équations en vitesses qui s'expriment de la manière
suivante:

(rrr.37)

où a(0) , b(0) , c(0) et d(0 ) sont des fonctions qui dépendent de la loi de
comportement Elles sont données par:

h
2

Jt s(ùdz
h-2

+ b(Q) 'e = i

+ (d(0)- I ) 'o = 0
{ : : :
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h

a(0)= #". # oitoru, -?i o 
J""(2Q)g'(Q)dz

h

b(o ) = - u c frsioz(o)e'(o)dzL +
h
2

c(o) = 
#," fcos2lq;g'(o)dz

2

.^  ? .  2
d(0) = zJ- ç |r2e1p)a, *? G [z2sin(2Q)g'(Q)dzI t l -n

22

La solution :

ûr="-t  où u=2= -- lL- e *$Gg(o)h
3 L( l  -  2v)  3L

ÔF=o

( ' )  = dq-  et  e(0)  est  donnée dans ( I I I  .34)
d1"

est la solution triviale des équations en vitesses (Itr.37) et correspond à
la position rectiligne. Elle est appelée solution fondamentale.
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Orientat ion

Au niveau de la loi de comporternent, nous ovons introduit
dans le plan des vitesses de déformations des zones
coniques où la loi de comportement est linéaire: c'est le
cas de la zone de décharge élastique ou de la zone de charge
totale. On retrouve ces zones de linêarité au niveau global

(variables ,t, el si toute la structure est dans une même zone et
elles vont jouer un grand rôle dans notre argurnentation.

En vertu de (III.36) et (III.37), la notion de zone de linéarité sera
définie de la manière suivante:

Déf in i t ion

On appel le  zone de l inéar i té  (notèe Zt )  une zone

de R 2où la  re la t ion :

ù  +  VW (ù)  es t  l inéa i re

Dans le prochain paragraphe, on essayera à partir du problème en
vitesses (III.37) d'introduire la démarche qu'on adoptera pour
caractérisation de la première charge de bifurcation.

111.4.2.2 Critères de bifurcation

Par souci de simplicitê, il s'agit pour la suite de se donner un mode
de raisonnement en se basant:

(

I  d 'une par t ,  sur  la  règ le  caractér isant  la  b i furcat ion(c f . I l l .4 .2 .2 .1)
I

I  
e t  d 'aut re  par t ,  sur  les  pr inc ipaux résul ta ts  de convexi té  l iés

f au problème(cf.  111.4.2.2.2)
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111.4.2.2.1 Bifurcation

On rappelle que:

I  la  b i furcat ion est  d i te  t ransverse s i  e l le  correspond
I
|  à  des v i tesses d i f férentes (  c f .F ig .5 . (a) ) .

I  E l le  es t  d i te  tangente  s i  les  deux branches sont
I
( . tangentes au po int  de b i furcat ion (  c f .  F ig .5 . (b) ) .

Dans la suite, on va chercher à caractériser les charges critiques en
supposant qu'il existe au moins deux vitesses, c'est-à-dire en cherchant
des bifurcations transverses. Ceci semble exclure les bifurcations
tangentes qui sont génériques. Nous verrons qu'il n'en est rien.

Fig.5.(a)

{  
r ,r .5.(a):

Lt ie.5. 
(b):

Vi tesses d i f férentes

Vi tesse un ique

Fie.5.(b)

=+ bi furcat ion t ransverse

+ b i furcat ion tangente
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Historiquement, Triantafyllidis (1983) tT' I a étudié le premier ce type de
bifurcation sur un système mécanique ( une variante de la poutre de
Hutchinson lHa I (cf.Fig. l l  ( I I .4.1.3)).  I l  a obtenu une expression
asymptotique de la solution bifurquée, et a montré ainsi qu'il existe bien
une branche bifurquée tangente dés la charge l,o . Il affirmait qu'avec
des chargements complexes, ces bifurcations tangentes pouvaient être
aussi fréquentes que celles analysées pat Shanley et Hutchinson Ce cas
générique de bifurcation a été aussi étudiée pn Léger et Potier-Ferry
I Lg], Nguyen et Triantafyllidis ainsi que par Cimetière I C+1.
Plus loin, on verra aussi dans notre étude ce cas générique de
bifurcation tangente.
Pour la suite, on admet que les bifurcations sont du type suivant:

Déf in i t ion

La b i fu rcat ion en luosera d i te  régu l iè re  d 'exposant  o(cr  >  -1)  s i

la  branche b i furquée us( I )  e t  la  branche fondamenta le  up( [ )

cont inues pour  I  >  Io  e t  dér ivab les  pour  I  t  Ào

u*(1. )  -  un() ' )
(? ' .  -  Io )"

+ U (U * 0) quand l ,  + l .o

Conséquence

En vertu de la définition et après intégration par rapport à I on
obtient:

(I - tro )"*1

. , "" , ' {

+us(I)-ue(X) = U
1+c



Cas particuliers

En vertu de cette dernière relation et
bifurcation est:

(  t ransverse pour  cr  =  0 (  c f .F ig .5 . (a) )
I

{  
tangente  pour  a  >  0  (  c f .F ig .5 . (b) )

I
I  d r  type symétr ique é las t ique pour
t

r20

selon les valeurs de 0, la

cf.Fig.5.(c))

Fig.5.(c): Bifurcation de type symétrique élastique

111.4.2.2.2 Convexité

On rappelle brièvement quelques résultats connus de I'analyse
convexe ( voir par exemple I Lt], I Cb], 1E2l ).

10 Convexité à I'aide de la seconde variation

"=-+(

1o- Une fonct ion J(u)  de c lasse C

si  et  seulement  s i  ô2J (ù )

20- s iôzl(ù) >0v r i ,ôù,ôù*0

J(ù )  est  str ictement convexe

2est  conYexe

>0 V u,ôù

alors  la  fonct ion
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Commentaires

L'exemple de la fonction sticternent convexe

J(x)= t4  'x€R'

rnontre qu'il ne saurait exister en génëral de réciproque à la
condition 2o. En revanche, si on pose :

J1ir1 =!-od4ù) -  f ; tz

où a: X x X + R est une forme bilinéaire, bornée et
synétrique, fe y* (X*:le dual de X) on a:

t t t  i t) = aGù, 6it ) V it ,  6ite X

En particulier, la condition 20 adrnet une rêciproque dans le cas
où J est une fonctionnelle quadratique sur R" ( cf. [C3l ):

" t ne fonctionnellc quadratiquc 16ù sur R est
strûctement convexc si et sculemcnt si la forme
quadratique a est déftnûe positive ".

Il est bien connu que :

"si 16ù est strictement convcxe alors son minimum ;t
est uni.qae ( [Cs] ) ".

( .

l -apos i t ive  ë  Jconvexe
alors: 1qev 'ù '  

l -  a  est  déf in ie  pos i t ive I  J  s t r ic tenent  convexe
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2o condition nécessaire de convexité

Compte-tenu de la forme de la fonctionnelle J et du mode de
flambage, or essaie de donner une condition nécessaire restrictive de
convexité.

Condition nécessaire restrictive de convexité

(rrr.38)

Dérnonstration

En vertu du mode de flambage , il suffit de considérer la
variation par rapport à la variable lièe à la torsion :

8r(ù)>o vù,ôù â azr (ù)>o vù
æ2

En particulier, pour un choix de trajet ù p on a :

Au vo is inage du t ra je t  fondamenta l ,  u

rest r ic t ive de convexi té  loca le peut  s '

f*t ( ).,; ùr) > oI

I ar'
suivante: I

I
I
t  

ùp: le trajet fondamental

ne condi t ion nécessai re

expr imer  de la  manière

(n.^
l - (  I ;  ur)> 0

J( ù) convexe = { 
*'

I

L ù p: le trajet fondamental
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Dans ce qui suit, en vertu de (III.4.2.2..1) , (I1I.4.2.2.2. ((lll.38)) et
en s'appuyant sur I'argument de Hill [Hl ], on essayera de définir des
critères de bifurcation pour le modèle " Jz avec Coin ''

11I.4.2.2.3 Critères de bifurcation

Pour caractériser la bifurcation, on cherche à partir de quelle
valeur de ?' il y a une vitesse possible en plus de la solution
fondamentale à partir des équations en vitesses initiales (III.37)
(argument de Shanley [Sr] et Hill tH3D.

A cet effet, nous définissons Ia charge critique 1r,6 comme I a
première valeur de la charge pour laquelle la fonctionnelle J cesse de
satisfaire la condition nécessaire de convexitê (III.38), c'est-à-dire par
raison de continuité:

a2J (r,o ; ùp) = o
aô2

- tan(Qo) s 0

(rrr.39)

(rrr.40)

A partir de la valeur critique ainsi définie, cherchons si le problème en
vitesses peut avoir plusieurs solutions. On sait que pour le flambage
plastique d'une poutre les solutions possibles sont toujours en charge
plastique. De même on se limitera ici à des vitesses telles que la vitesse
de déformation cherchée appartienne en tout point de z à la zone de

charge totale ( ie (Dpt )).

Pour que la vitesse de déformation appartienne à la zone de

charge totale ( ie (Dpr )), elle doit satisfaire les conditions suivantes:

lll-,,n(oo)so
(+'li
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elle s'exprime
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s oo-rt

ou

En vertu (III.4I), il existe donc
trajet fondamental dès la charge
transverse.

(rrr.41)

to ta le

possibles le long
et la bifurcation

En vertu de (III.37), la vitesse axiale uo, est donnée par:

( - 1

I  uo=ao'
I

{ où:

tao 
=?#" .#Ge(o)h

Après le report de la vitesse rr9 dans (III.39), la vitesse

tout poin t de z ( 14 s ! ) se trouve dans un intervalle et. r r  
2

de la manière suivante:

lu.

( .  . ,

I  
Uo-"r= 

luo'tan(Qr), 01 est I 'angle ( cf.Fig.4)

I  Ooi  déf in i t  la  f ront ière de la zone de charge

t

du
est

plusieurs vitesses
l.o ainsi définie

* Ce mode de raisonnement caractérise la bifurcation tangente.
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Remaroue

Pour une valeur de 0g, tt,g donnée, 7'angTe fidz" u O , 0O )
parcourt un intervaTle[ - h, Qt] qrnétriqte pat rapport à

7'origine. Les angTes maximums tQ, sont atteints sur 7es
faces de fa pTaque( cf  .Fig.6) .

Fig.6: L'ensemble des
l'épaisseur de la

t uo ' ôo) donnée

directions Q obtenues dans
plaque pour une vitesse

* L'angle fu définit la frontière

défini par 0t = Qo( tI I t,

admissibles.

de la zone de charge totale . Il est

pennet de définir les vitesses
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111.4.2.2.3.1 Résultats et commentaires

Le cricère de f lambage est associé à 7a perte de
convex i té  s t r i c te  du  po ten t i eT ,  ce  qu i  se  t radu i t
techniquement par 7a perte de posit ivité str icte de sa
dérivée seconde. Dans 7a zone de 7inéaritè (ZL) kone de

charge to ta le  (  D pù )  e t  au vo is inage du t ra j  e t

fondamentaT, 7a condition Un39) se traduit par:

ho= ,  azwd = -  "  (  u r)  ,
ab2

avee

fw,-"  "  ( t t i l  =  CrS(g)

t ù  
f  = (1,0)

L
12

ab2

où g(0)  est  donnée dans ( I I I .34) ,  C1 esË une constante

Le calcul explicite de la charge critique conduit à une valeur
très intéressante et elle s'exprime de la rnanière suivante:

t1 -  
1 -

,8 ,  E
%
G

1 1- r
E" -  Pt

o"= Gr(oTlz

= 
{r 

+ sc

6"= Gs(\  r t

s
G

(rrr.42)

Une te77e valeur sembTe être en t,rès bon accord avec
7a valeur expérimentale ec e77e est 7iée au module de
cisal .TTemert  taageat.

E77e est Laférteure à 7a charge critique donnée dans
7a Ti t térature qui  est  calcuTée à part i r  du cr i tère
éTastique par 7a loi de 7a défornation qui est Liée au
module de cisatTleûeat sécaat de 7a manière suivante

, ) "

) "
= 

{ ,  
+ 3G (



127

Remarques

Pourh > ho, 7a fonct ionneTl-e J n 'est  pas str ictement,
convexe puisqu'au voisinage du trajet fondamental-

( i t r  ) 0

7a forme d ( ûil

d-L=aPJ p, ; i tp)<

ab2

Mode de flambage

I l"
) D2JQ,; itp) = |

quadrati*.t 

] 

u- 'rt*; u Ft = 

L,

L.
d'être définie posit ive puisqte

^ ]

Pour 7a charge crit i
(1 r1 .39) ,  i 7  ex is te  ua
caractérisé par:

la* o
I

I
lo2,t{ no;

que hg

z,ode de

teL que

ûr) '  a

donnée par 7e crtère
flaabage plaetl.que U

=0

*  r I  n 'es t
probTème en

pas encore ciairement étab7i que 7a soTution
vit.esses (III.37) est unique avant hg.
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Corol laire

les seules solut ions correspondant

parmi  cet  ensemble de v i tesses sont :

Ôo= 0 et ,

= t Ôo-u*

Démonstration

Suivant un argument classique de type Hutchinson lHa I , on

suppose que les vitesses initiales admissibles (ro, Ôo ) appartiennent à

I'intérieur de la zone de charge totale ( Drt ). Par continuité, la vitesse

"o<ltl 
pour 1, voisin de î,orestera dans I'intérieur de cette zone, dans

laquelle le comportement est assimilable à un comportement de type
élastique non-linèaire. D'après I'analyse de bifurcation classique, la
solution sera du type:

Pour la charge cr i t ique ?r.6,

à  une b i fu rcat ion poss ib le

(

I  la  so lu t ion fondamenta le

1
fes 

valeurs ext rêmes 0 6

fuo-
Ioo

D'où

, *  
Ë )

ue (I) 
)
) =

, *  
Ë )) =

[ " ' *  

-

I o*v

C (? ' - Io + 0 ( ?,. - 7ro 13/2 ea,.42)

les contraintes correspondantes

oro (  I9 )
c'( r - l.o + 0(1.-Ào)  ( I I I .43)
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n résulte alors de (III.43) que seule la contrainte de torsion o*y change
au début de la branche bifurquée, co qui contredit I'hypothèse d'une
branche de solution à I'intérieur de la zone de charge totale.
Ainsi les solutions physiques qui correspondent à une bifurcation sont

les valeurs extrêmes Ôo = t ôo ,o"* ( c'est-à-dire les vitesses initiales ôo
appartiennent au bord de la zone de charge totale (DpT )) .

* Argument utilisé aussi par Lêger et PotierFerry f L3 1



Commenta i res

Avec ce choix

dans  Ia  p laque

charge tota le (

130

d e  v i t e s  s e s ,  i I  y  a  d o n c

z  =  +h  à  ra  r im i te  det ' 2

cf. Fig.7) teL gue Q, = Qn( 4r v '  
2

deux points

7a zone de

).

No us montrerons PJus
crit iqtte ho, une zone de
par t i r  de  ces  po in t s
niveau des deux côtés

Lo in  qu 'au -de là  de  l -a  cha rge
charge part ie l le se déveToppe à

in i t iaux de charge neut te au
de 7a plaque (cf.Fig.7).

point à la limiæ de la
zone de charge totale

zone de c

point à la timiæ de la
zone de charge totale

Fig .7: Description de la
plaque

zone de charge partielle sur la
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Orientat ion

En résumê, on a rnontré que les réponses en vitesses de
déplacement sont données par les points stationnaires de la
fonctionnelle J dont la forme fait penser à l'énergie potentielle
en élasticité. Dés lors, on a cherché à caractêriser la charge
critique par un critère de rype seconde variation. Ensuite, en
reprenant l'argurnent de Hill, on a proposé un critère de
bifurcation correspondant à l'existence de vitesses différentes
à partir de charge 116 donnée par( III.39) dans le cas où la
vitesse de déformation appartient à la zone de charge totale. Ce
critère est associè à la perte de convexité stricte du potentiel.
Le calcul explicite de la charge critique à partir de (III.39)
conduit à une valear très intéressante car elle est inférieure

charges critiques données dans la littèrature et elle semble
en très bon accord avec la valeur expérimentale.

Cependant, nous soulignons d'une part que ce critère ne
donne qu'une condition suffisante d'existence de vitesses
différentes et d'autre part, l'étude faite dans ce contexte ne
concernait que le modèle " J2 avec Coin ".

Dans ce (rui suit, on essayera d'étudier à partir de cette
charge la nature de la bifurcation dans le cas particulier du
modèle " J2 avec Coin " (( absence de la zone de charge totale
= (loi à dew zones) ( cf.Fig.2.(c),(il1.2.2))).

aux
être
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111.4.2.2.3.2 Cas sans zone de charge totale

Jusqu'ici, nous avons proposé un critère de bifurcation pour une loi
à rois zones " modèle " J, avec Coin " " sur l'exemple de l'éprouvette
cruciforme.

Dans ce paragraphe, on essaie d'étudier la nature de la bifurcation
dans le cas limite de ce modèle.

A cet effet, on reprend le raisonnement précèdent
pour une loi à trois zones et on fait disparaître la zone de
( Dpt) en faisant tendre I'angle Qo vers zéro.
On considére ainsi la loi de comportement à deux zones
limite de la loi à trois zones (cf.Fig.8).

qui a été fait
charge totale

comme un cas

Loi à trois zones

Fig.8: I)eux types

Loi à deux zones

de lois de comportement

Dans

{ ; ;

ce cas, on essaie d'expliquer que :

in i t ia le  est  un ique au vo is inage de la  charge cr i t ique

par  la  condi t ion ( I I I .39)  e t  la  b i furcat ion est  tangente.

v i tes  se

donnée
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de la charge critique Às et en vertu de

réel le  C te l le  que:

(rrr.44)

Ceci est absurde puisque la loi a deux zones a êté définie lorsque 0e = 0.
Il s'ensuit alors que C = 0 et la vitesse initiale est unique en 7ro. Toutes
ces courbes bifurquées, si elles existent sont donc tangentes à la branche
fondamentale.

nstante

Pclr

Pour celà, à partir
mode de flambage:

I  i t  "* i r te 
une co

I
] [0, 

- ,i,)
l l l=

L[u' )
La vitesse de déformation le long d'une branche bifurquée est de la
forme:

l(r* i:") (o)
ll l= l-c,l

{ ( . ' -  )  [L  /
I

|  
(rrr.4s)

[où la  contante C est  indéterminée

Si C était non nul, en vertu de la relation (III.45) on a:

I oo<"1 + o

{-'l 
noiteoe tan(Qo) = -Ï:s-

t T:o(
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Remarque

Dans ce paragraphe, on s'est contenté d'expliquer
l'affinnation de l'existence d'une bifurcation tangente dans le
cas où la zone de charge totale disparaît da modèle
" J, avec Coin " .

Ce nouveau rype de bifurcation générique ne remet pas en
cause le critère car on peut penser qu'il existe une bifurcation
tangente dès la charge critique et des bifurcations tansverses
un peu au-dessus.

Ceci semble confirmé par
Cimetère [Ce] qui a dêmontré
initiales non nulles pour toute
la charge )ug.

un théorème assez général de
qu'il pouvait exister des vitesses
charge légèrement supérieure à

Plus loin, on confinnera cette affirmation de " bifurcation
tangente" par une étude post-critique de la branche bifurquée.

* Les seuls résultaæ connus
flambage des plaques.

sont ceux de Cimetière I Cl I pour le
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I f  I .4.3 Conclusions-orientat ion

Dans cette étape, en reprenant l'a.rgurnent de Hill on a
proposé un critère de bifurcation pour le rnodéle " J2 avêc Coin "
correspondant à l'existence de plusieurs vitesses à partir de la
charge critique Lo . Ce critère est associê à la perte de convexité
stricte du potentiel, cê (trui se traduit techniqaement par la
perte de positivité stricte de sa dérivée seconde. Le calcul
explicite de la charge crttique conduit à une valeur intêressante,
car inférieure à celle donnée généralement dans la littérature à
partir d'un critère élastique par la loi de la déformation. Une
telle charge est liée au module de cisaillement tangent

Moyennant une hypothèse
totale disparaît du modèle " J2
générique où la vitesse est
(III.39) soit rêalisée.

Mais on ne sait pas si A, o
charge de bifurcation.

restrictive où la zone de charge
avec Coin " , on a exhibé un ca.s
unique bien que la condition

définie effectivement la première

Dans ce qui suit on reprendra la charge critique donnêe par
le critère (III.39) dans le cas de lois de comporternent
complexes et on essayera d'établir que sous une hypothèse
assez restrictive, ce critère est non seulement une condition
suffisante de bifurcation mais aussi nêcessaire
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[I.5 EXTENSION

Dans la section (I1I.4.2.2>, nous avons proposé un critère de
bifurcation (III.38) correspondant à l'existence de vitesses différentes à
partir de la charge critique l,o . Mais on ne sait pas si l,o donne la petite
charge possible. D'autre part, l'étude précédente ne concernait que le
modèle " J2 ûv€c Coin " .

Dans ce paragraphe, nous allons étendre ce critère à des lois de
comportement complexes qui sont définies par des relations homogènes
de degré un entre les vitesses de contraintes et de déformations. Puis
nous essayerons de montrer que l,o est bien la plus petite valeur de la
charge pour laquelle la vitesse n'est pas unique.

III.5.1 Problème en vitesses

On part du problème en vitesses défini par la fonction J qui

dépend de la viæsse ri et d'un paramètre scalaire ?', mesurant les efforts
extérieurs . Elle s'exprime de la manière suivante:

lu,  i ;  r i ;  = w1 i  r.ù
(trr.46)

= (r i ,ô)  er  t f  =(1,0) .
{ :

Nous ferons I'hypothèse suivante

( Hr): ù+\v( ù) est, 
{ ÏÏ:,i:::Ï,t"""i:J.ï.' 

svmétrique

En vertu de (III.46), un équilibre sera une solution de l'équation en
vitesses:

{o'<^' 

,i )

ln<t,; 
ù )

- i f  = o

avec

_\e,
2

= w (û)

(rrr.47)
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Lorsque f, augmente on doit s'attendre à rencontrer une plus petite
valeur de I au-delà de laquelle la structure pourra flamber, c'est-à-dire
quitter son êtat d'équilibre.

Dans ce qui suit, on se propose de caractériser à partir du
problème en vitesses (III.47) les charges critiques correspondant à un
point de bifurcation.

III.5.2 Différentes caractérisations de la charge critique

Le problème est de savoir pour quels À à
(IIl.47) admet des solutions différentes.

III.5.2.1 Introduction des valeurs critiques

Dans ce paragraphe, on donne
caractérisations des charges critiques

0 l'équation en vitesses

Xo , l,t et L2

partir de (IIl.47) les différentes
des propriètés qui en résultent.

à

et

(1) Charge critique donnée par le critère (III.39)

Dans la section (I1I.4.2.2), on a vu que la zone de linéarité ( Zt )
était à la base du calcul de la charge critique. Dans cette zone de
linéarité (zone de charge totale) le critère proposé donne une valeur
critique ?uo liée au module de cisaillement tangent. C'est la plus petite
valeur positive de l. solution de l'équation:

d(Io) = l. o

où

a.^ , a 2rf,l
d ( Io)  =  " . - - (Ào 'e t )

agz

(rrr.48)

et  t t  uF
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(2) Charge critique à la Hill

Selon Hill la charge critique est quant à elle la plus petite valeur
de À au-delà de laquelle I'unicité de la réponse en vitesses de (III.47)
n'est pas assurée. Une ælle charge est caractérisée par:

( ' l
-  J l ,  te l  qu ' i l  ex is te  u ,  ,  u2  so lu t ions d is t inc tes  I

L=In f  1  
'  L '  '  I  ( I I I .49)' - r  

|  |
Lde ( l l l .47)  pour  le  même ?r  )

(3) Caractérisation de la charge critique à partir du mode
de flambage

Il est classique en élasticité de caractériser la charge critique par
le critère de la seconde variation. De même, nous allons définir une
charge critique par I'existence d'une solution singulière du problème en
vitesses.

Cette charge 12 est la plus petiæ racine de l'équation:

(

I  i l  ex is te us*  0 ,  so lut ion de ( I I I .47)
I

1 (rrr.so)
f  te l  que det  DPP(Lz;  ùe)  = 0
t

Caractérisation équivalente

L'équation (III.50) est équivalente à:

I  i t  ex iste pour la charg e ?u2,
I
J , ro mode de f lambage plast ique U *  0 te l  quet  

( t t t .S ' .b is)1
L ÉP(r2; ùo).u = o, ùo + o
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Dans ce qui suit, on essayera d'introduire les propriètés qui lient
ces charges critiques.

III.5.2.1.1 Inégalité \z 3 Io

Pour les charges critiques ainsi définies on a:

Propos i t ion

r
I  tes  va leurs  c r i t iques ) rs  e t  ?r2  vér i f ien t  I ' inéga l i té
I
|  7 'r< ro
L

Démonstration

Remarquons que rit // er est solution de l'équation (lll.47) .
OA p êtant homogène de degré zéro , la seconde variation vérifie

rP rt q; rip) = t p( rr; e1 )

et elle est diagonale pour raison de symétrie:

Donc det É P(lto i e') = 0

d'après la caractérisation de la charge Is, otr obtient:

\23 l ,o

^ fa(?') 0 IDP P(x;.r) = 
lo d(1.)- r. I ' a(?u) > o
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111.5.2.1.2 Lien entre les charges l.t et Lz

Dans ce paragraphe, on introduit quelques hypothèses utiles pour
la suiæ afin de clarifier le lien entre les charges Àt et I\2.

111.5,2.1.2.1 Les hypothèses

Les hypothèses qu'ont va essayer d'introduire vont nous aider à
situer le cadre dans la recherche de la première bifurcation. Il s'agit des
hypothèses qui seront lièes aux vitesses et aux zones de linéarité.

- Enoncé des hvoothèses

(Hz)'

Supposons que pour  une charge X i  i l  y  a i t  deux v i tesses

ù,  e  t  ù2so lu t ions de l 'équat ion ( I I I  .47)  e t  qu 'e l les

appar t iennent  à  la  même zone de l inéar i té  (  Zv) .

Supposons que pour  7 ,  =  ) rz ,  I 'une des v i tesses u6,so lu t ion

de l 'équat ion ( I I I .50)  so i t  à  I ' in tér ieur  d 'une zone

de l inéar i té  (  Z t ) .

Sous ces hypothèses, on affirme que:

(Hr):

I  x2 < r1 (cf. I I I .s.2. l .z.2)
I
1 "t
L r,  s L2Gf. rr I .5.2.1.2.3)



111.5.2.1.2.2 A propos

l4 l

de l'inégalité L2

L' hypothèse (II, ) implique

vP(4 ; ri1)

vP(4 ; ri, )

On fait la différence

( l )

(2)

i f = o

î, f = o

(l)-(2), on obtient

VP(tï; rir - ûr) = 0

Comme P est une fonction homogène

DPP(U; ûr -  ù2).(  ûr -

de

ùz)

degré deux

= 0 avec

alors il en

ut#  a2

résulæ

Donc )"2 3 ?ui.

Commenta i re

Ceci ne dérnonte pas complètement l'inégalité h2 S Lr .
Pour qu'elle soit vraie il faudrait:

-  so i t  que les deux v i tesses d i f férentes ex is tent  auss i  à  la  borne

inférieure îu, et que ces deux vi tesses véri f ient l 'hypothèse (H2)

-  so i t  qu ' i l  ex is te  une su i te  de nombres hnconvergeant  vers  la

borne infêrieure et satisfaisant l 'hypothèse (H2 ).
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111.5.2.1.2.3 A propos de l'inégalitê l,t

Sous (H), ùo + tU est solution de l'équation (III.50) car rie + tU

appartient à la zone de linéarité ( Zt ) pour t petit ( ige4,) et d'après
I'homogénéité de la fonction P et la condition (III.50 bis)

VP(Lz;ùo+ tU)=VP(I2; r io  )  +  tD2P(L2;r io) .U = VP(Iz iùo )  =  l , t

Donc il existe plus de deux vitesses différenæs pour ?r, = L2.
Comme la charge ?',, est la borne inférieure pour I'existence de deux
vitesses, il en résulte:

f,r S )u2

Commenta i re

La propriété )u, = 12 n'est pas connue mais elle sera vraie si
on montre que sous certaines hypothèses, les deux vitesses
dffirentes appartiennent à une même zone de linéarité.

Or ientat ion

Nous aurions souhaité montrer que la prernière bifurcation
est bien caractérisée par le critère (III.39) si la fonction

potentiette W( it) est strictement convexe.
N'ayant pu y pantenir nous essoyerons dans ce qui suit , de

montrer que cette propriété est vraie dans le cas d'une
hypothèse assez restrictive sur la fonction potentielle.
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III.5.3 Condition nécessaire et suffisante de bifurcation

On se limitera dans cette étude au cas où la fonction poæntielle

W( ù) satisfait I'hypothèse simplificatrice suivante:

(

I  
homoeène de degré deux,  symétr ique,

(  Hr :  ù-+W( ù)  est  1 
et  quadrat ique en quatre morceaux

I  st r ic ternent  convexe.
\

Nous commençons par introduire la fonction potentielle \il(u) localement
quadratique en quatre rnorceaux strictement convexe (cf.Fig.8) de la
manière suivante:

I cos(o)
d = ( sin(Q)

Fig.8: Les quatre morceaux de W (ri )
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urù 2  +d1ô 2)

W(u) = a2

a3

ù 2 +2b2 ùÔ + Eo 
2)

r i  2  + d3ô 2)

dans (21)

dans (zz)  $f i .52)

dans (Zs)

l1
2

i,
i,

I  
l " r  condi t ions

I
[ impl iqu 

ent :

Bien entendu les coefficients â1, d1 , d2, bZ , % peuvent varier avec le

chargement. De plus, on suppose que I'angle Q appartient à I'inærvalle

t0,  q [ .
2

En vertu des propriètés du potentiel et de (III.47) découle le lemme
suivant:

I I I .5.3.1 Lemme

de b i furcat ion ( l l l .47  )  e t  ( I I I .50 .b is )

i f .u= o

Détnonstration

Comme en vertu
homogène de degré deux on

de I'hypothèse ( Hl), la fonction P est

VP(l,; ùo) = É p(L ùo).ùo

Grâce à la condition (III.SO.bis) on a:

u . D2 P(r; ùo).ùo = o car u.D2 P(À; ùo) = o
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et en utilisant (lll.47), il vient

u.D2P(À;ùo).ùo = u.vP( l , ;ùo) = i f  .u = 0

Remarque

On verra plus loin que le résultat de ce lernme e s t
indispensable et il implique

f r  ,^ .  .  Pr ,^ .  rv '  ( ) t ; uo )=v '  & ;ug )  =  0

arab æai,

III.5.3.2 Définitions - Préliminaires

Dans ce paragraphe, on donne une condition nécessaire et
suffisante de convexité pour une fonction quadratique par morceaux.

II I .5.3.2.a Défini t ion

Etant  donné une fonct ion lV(x) ,  posons :

f ( t )  =W(x+t(y-x))

Alors W est  (s t r ic tenent)  convexe s i  e t  seulement

s i  f  est  (s t r ic tement)  convexe sur  [  0 '1 ]  V x '  y

III.5.3.2.b Condition nécessaire et suffisante de convexité
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fonct ion W(x)  quadrat ique par  morceaux est
exe s i  e t  seulement  s i  les condi t ions suivantes
sat is fa i tes:

W(x)  est  convexe sur  chaque morceaut
W(x)  est  cont inue,

xo € raccord,  VW(&-) .y  < VW(&*) .y

xo-r  xo+,  Y êtant  des vecteurs

Démonstration

En effet, il suffit de montrer que la fonction d'une variable

f(Q = W(x + t(y - x)) est convexe.

Ce qui est vrai:

I  
s i  f ( t )  est

I  
si  r(t) est

[s i  f  
' ( t_  

)

Commentaire

convexe sur  chaque morçeaux,

cont inue e t

Le vecteur y peut être choisi d'une rnanière arbitraire. La
condition de monotonie (3") peut s'exprimer de la manière
suivante:

(
I  xo. raccord, VW(xo-).y < VW(xs*).V
I
I fcos(0).\

l rorthogonalà 
d où d = 

["*<OlJ 
rrr .st .bis

I

I  où le vecteur y sera dir igé d" 4 vers Q (cf .Fie.8)
t

La condition (III.Sl.Bis) est équivalente à la monotonie donnée
à partir de la croissance des pentes.

I I I .5.3.3 Théorème
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Si  la  fonct ion potent ie l le  sa t is fa i t  I 'hypothèse (  H*  )

a lors  les  va leurs  hg ,  h  1  e t  L  z  sont  ident iques.

De p lus ,  à  la  charge Io  déf in ie  en ( I I I .39) ,  i l  ex is te :

un mode de f lambage i lê f in i  en ( I I I .50 .b is )

et

ane in f in i té  de v i tesses d i f férentes.

Orientat ion

La démonstration du théorème est longue et technique. Elle
fait  intervenir un nornbre irnportant de résultats
interrnédiaires. Elle s'appuie d'une port sur des résultats
d'analyse convexe évoqués dans (ln.5.3.2) ainsi que sur le
lemrne stipulant que :

" le rnode de flambage est orthogonal à M 
u.

fII.5.3.3.1 Démonstration du théorème

Afin d'en faciliær la lecture de la démonstration nous procédons
par étapes.

Étape.1

Dans cette étape, on donne les trois conditions caractérisant la

convexité de la fonction poæntielle fry(û) .

I o Inégalités classiques
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Elles sont données par:

0 ,  d l

0,E

0,  d3

dans (4)

dans (Zz )

dans (Zs )

2o Condition de continuité

La continuité de la fonction potentielle W (ù)
zones s'exprime de la manière suivante:

[r,a .a = rç d .d
I
I

I  avec
'l

I
[ t<r  

e t  tQ les formes quadrat iques de W (u )

Grâce à (III.52) cette dernière équation s'exprime
suivante:

à I'interface

(rrr.s3)

de la manière

arcos2(0)  + d ls in ' (0)  = a2cos 2(O) + bzs in (2Q) + drs in 2(O)

pour les zone s (Z)  et  (22 )

arcos2(V) + drs in 2(V) = azcos 2( \ r )  + brs in (2V) + drs in ' (V)

pour les zone s (Z)  et  (Zt  )

I I I .54

I I I .55

30 Monotonie stricte, à l'interface

Grâce à la condition (I[.5]), (ru.5l.bis) et (III.52) on donne
uniquement les expressions analytiques de la monotonie à I'interface qui
sont indispensables pour la suite.

(a): Les inégalités traduisant la monotonie pour les zones

Q) et (22) sont données à partir de la croissance des pent€s:
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(

lo"
ù>0, e+ôw=1oro

aô 
[.u,u

Ces inégalités s'expriment
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+ b2 Ô

dans (4)

dans (Zz )

dans (Zc )

dans (4 )

dans (Zz )

dans (Zg )

e>0, û

(b):
direction
s'exprime

et

{ ' *

L(E

+ E o

de la manière suivante

- ar) + brtan(q) > 0

-dr) tan(Q) + 4

(rrr.s6)

(rrr.s7)

En vertu de (Ill.sl.bis) où le vecteur y est orthogonal à la
d résulte I'expression analytique de la monotonie qoi

de la manière suivante:

(

|  
,ot  -  at)s in(20)

I  nout les zones (Z)

1
|  
,q - az) sin(2Y ) +

[nour 
les zones (22)

(E - a2) sin(20) + 24,"os(2S)

et  (Zz)

2brcos(2Y )

et  (Zs)

(rrr.s8)

(rrr.s9)

frtape.2
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On veut maintenant montrer que les charges ?r,o et ^,2 sont égales.
Nous obtenons ce résultat en prouvant seulement I'inégalité Xo S 7'2 car
I'autre inégalité a êtê déjà vue (cf.proposition).

Inêgalûté Xo s L2

La charge critique l,o est caractérisée pat ?uo = q ( en vertu de sa
définition (III.48)). La charge critique L = Lz est la plus petite valeur
pour laquelle il existe une solution singulière en vitesse.

Si cette vitesse ùo est dans la zone de tinéarité (Zr) :

(rrr.60)

et donc Lo< Lz = dt .

En vertu de la proposition il en résulæ Ào = ?r2

Étape.3

Pour achever la preuve de l'inêgalitê Io S îu2 , il faut montrer
qu'une solution singulière ne peut pas apparaître d'abord dans la zone
(22).

Si une vitesse singulière dans la zoîe (Zz) peut apparaître pour une
charge l.i, elle vérifie:

tPv2;,ie) = 
[i dl - 

o^, 
]

t; 7t [,) ̂,[,) = ft)
[; 

'; 
L; ]Ël = o

(rrr.6 I )
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|.q=o
En vertu de (III.61) et grâce au lemme on a: 

I O, = 0 en.62)
L

Compte-ænu de (III.61) et (III.58), on obtient 7rà = %.

En vertu de (III.58), les équations (III.54) et (Iil.57) s'écrivenr

[ " r ror21q;  +  d ls in  2(O)  =  a2cor  2(0)  +  d2s in  t (O)  ( I I I .63)
I
1
l (E-dr) tan(0)> 0 ( I I I .64)
L

En vertu de la condition de la convexité à linterface (III.60) on a:

( d l

I
{  

e t  donc

I
|  Ào =? z3 L2 '
\

Donc une vitesse singulière apparaît dans la zone (Zr) avant d'apparaître
dans la zone (22).

or pour toute vitesse ùo dans la zone de linéarité (4) , l'équation
(lll.47) est linéaire et la matrice correspondante est singulière pour
|, = ?ro - ?\2 (d'après (III.60)). Donc toute vitesse dans cette zone est
solution. Il y en a donc une infinité.

On en déduit donc une autre propriété:

l , t s Ào

Pour achever la démonsradon du théorème, il nous reste à prouver que
les charges l,l et l,o coïncident.
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Étape.4

L'objectif de cette étape consiste

puisqu'on vient de voir que ?ut

Inégalité l,t > 1.0

lo :Pour l ,=0

la forme quadratique D2 P(I; ri6) est

(zr)

(zr)

Deux

à prouver I'inégalité 1,1 > l,o

positive.

Pour  0<1,< L2

la forme quadratique D2 n1l; ù9) n'a pas de valeurs propres nulles,
donc elle reste positive.

2o:Pour  f i> \

s'il y a deux vitesses différenæs rip et ùg solutions de l'équation
en vitesses (III.47). Deux situations se présentent (cf.Fig.9).

le synétrique
de 22

--?
u

-t
u

e
I
I
tz
l 2

[u,.
Fig.9.b: {

Lùo '
situations

[u,.
Fig.9.a: l

Loo €

Fig

(zr)

(zz)

d
I
I
tz
1z

types de
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Cas.l: si ces deux vitesses sont toutes
(4) @f .Fig.9.a) alors en vertu de

deux dans la zone de linéarité
([I.5.2.1.2.2) , on a

nP r(l; rio) = o

donc L\> 7'2.

Comme\= In f  (? ' i )

Cas. 2: si ces deux vitesses ne

(cf.Fig.9.b) alors ûo .

il en résulte

sont pas dans la zone

(Z) et il est tel que:

\>  ? '2 '

de linéaritÉ, (4)

{ox 
^i

LvP( ?,i

L'équation en

{ "

Lu.

; , i r )  = i f  dans(21)

;  ùo;  = i f  d,ans(Z2)

vitesses (III.66) admet pour solution

(rrr.6s)

(rrr.66)

(rrr.67)

(Zù (cf.Êie.9.b) il faut

0

0

E - I i
r i)  -br '

-b2

a2(E - xi)  - \2

On remarque que si az (E - li) - bt
reste à l'intérieur de la zone de linéarité

t.
loo
t .
Leo

et donc b2 < 0.
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Pour que cette solution appartienne à la zone de linéarité (Zz)
(cf.Fig.9.b) il faut et il suffit qu'elle vérifie I'inégalité suivante:

cotan(y)Sb <cotan(O) ( i l I .68)

eo

Compæ-tenu du signe négatif de br, cette dernière inégalité s'écrit:

brcotan(Q) + d2< fi < b, cotan(V) + d, (rrr.6e)

Donc \

Celà achève la démonstration du théorème.

En vertu de (III.58) et compte-tpnu de (III.69) on obtient:

dr  + (az -  ar)  + br tan(Q)<brcotan(Q)+q

n en résulte

(xt
I

{  Puisque
I
L(uz -  a1 )  + b2 tan(Q) > 0 (en ver tu de ( I I I .56))
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Commentaire

On vient de montrer çlue sous l'hypothèse restrictive ( H+)
sur la fonne du potentiel, le critère (III.39) proposê est une
condition nécessaire et suffisante d'existence de deux vitesses.

Nous soulignons que dans le cas où la fonction potentielle est
une fonction quelconque stricternent convexe, la démonstration
d e la condition nécessairc semble beaucoup plus
délicate. Mais nous pensons que le résultat reste aussi vrai .,.:
dans ce cas :

en effet il est remarquable que le signe positif
de la quantitê l. i - dr (cf.III.7O) est exactement dû à
la condition de convexité (ln.56).

IfI.5.3.3.1 Conclusion - Orientation

En résurné, on a proposé un critère de bifurcation pour des
lois de cornportement cornplexes considérées ici sur l'exetnple
test de l'éprouvette crucifortne. Nous soulignons que ce critère
donne une condition suffisante de bifurcation. Cette condition
est aussi nécessaire dans le cas de l'hypothèse restrictive sur la

forme du potentiel W(it).

la charge critique donnée par le critère (III.39) et
modèle " J2 ae€c Coin ", la bifurcation est:

le  cas où la  zone de charge to ta le

tangente dans le  cas cont ra i re .

En l'absence de résultats dûrects d'existence de
branches bifurquées, la fin du mémoire sera consacrée à la
construction de branches de solations por h mise en
rapport de l'incrément de charge et da développement
des zones de charge partielles.

A partir de
dans le cas du

Idanstransverse: 
lextste

et
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rv PoST-FLAMBAGE PLASTTQUE

Dans la section (III.4), on a proposé un critère de bifurcation
(III.39) pour le modèle " Jz avec Coin " dans le cas de l'éprouvette
cruciforme. En I'absence de résultats directs d'existence de branches
bifurquées à partir de la charge critique ainsi définie, on essayera de
donner une construction post-critique de ces branches par la mise en
rapport de l'incrément de charge p et du développement des zones de
charge partielles.

IV.l INTRODUCTION

L'étude du comportement post-critique initial est beaucoup plus
complexe que dans le cas des systèmes conservatifs à cause de
I'interaction des non-linéarités géométriques et matérielles. Cette étude
a êté développée par Hutchinson [Hn ], il exprime la charge dans le
voisinage du point de bifurcation. Mais le problème de la décharge
élastique complique considérablement le problème.
Les résultats remarquables de Hutchinson lHa I portent essentiellement
sur les points suivants:

si la composante du déplacement suivant le mode est prise corrme
paramètre du développement asymptotique, le paramètre de force
admet un développement fractionnaire à cause du mouvement de la
zone de la décharge élastique.

=1+1,r0 + î"e(l* l

(rv. I  )
ur o u2 02 +

or désigne un nombre fractionnaire 0 < a

solide au voisinage d'un point de décharge, par exemple

plaques et les coques minces.

D'une manière générale, ?'l est positive puisque la bifurcation se
produit sous charge croissante et \2 est négative de sorte que la
branche bifurquée admette un point de charge maximum qui est en
général proche de la charge critique de bifurcation l,o.

{ :

" 
=+ pour les
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Une méthode de développement en série entière a étÉ proposée
( [N+ ], [Nt ], [Lt ]), alors que Hutchinson util isait des puissances
fractionnaires. Cette nouvelle approche est systématique, mais sa mise
en oeuvre est extrêmement difficile. Pour réexaminer ces problèmes et
les mettre en oeuvre , une méthode plus simple est proposée
récemment pat Léger et Potier-Ferry th I et qui est généralisable à des
structures complexes.

Pour notre étude, on appliquera cette dernière technique
asymptotique dont on rappelle brièvement le principe.

Principe de la méthode ( cas des poutres élastoplastiqes)

Dès que la charge est supérieure à Io , il apparaît une zone de
décharge élastique à partir du point initial de charge neutre. Hutchinson
tH+ I avait montré que cette zone joue un rôle prépondérant dans le
calcul au second ordre. La méthode consiste à chercher les relations qui
existent entre trois quantités petites , caractéristiques du problème, à
savoir:

(  -  I ' incrément  de charge F =  l , -  Ào
I
I
|  -  I ' incrément de v i tesse de déformat ion plast ique F(x) ,
I',

)  -  I 'ex tens ion long i tud ina le  t  de la  zone de la  décharge
I
I  Ctast ique (  c f .F ig . l )
t -
L

Q =

Fig.l: Progression
poutre de

de la zone de décharge pour une
section circulaire

I
2
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Par rapport aux méthodes précédentes ( tL4 l, [Nr ] ), le choix de F(x)
cornme variable principale est un avantage décisif. Ceci permet de
retarder au maximum I'introduction de développements en séries posés
a priori et évite presque toute discussion sur les " exposants
fractionnaires ". Par exemple dans le cas d'une poutre, le comportement
post-critique est principalement déterminé par I'apparition, puis la
croissance de la zone de décharge élastique à partir d'un point initial de
charge neutre ( cf.Fig.l ). Ces analyses donnent une première
approximation de la solution ( par exemple par des courbes (chargel
flèche )). Une particularité de ces courbes est la présence d'un maximum
Im , avec un écart relativement faible entre la charge de bifurcation et
la charge maximale que peut supporter la structure (cf.Fig.2).

Fig.2: Courbe charge-flèche

Pour un exposé complet, nous renvoyons aux travaux
Potier-Ferry Ujl.

de Léger et
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rv.2 caLcuI, DEs BRANCIIES BnruReuÉns pAR l,^l uÉrHoDE
asYMPTOTrQr,rE tbl

Pour s'assurer de I'existence d'une branche bifurquée à partir de la
charge critique 1.0 donnée par le critère de bifurcation (III.39) pour le
modèle " J2 avec Coin ", on appliquera la méthode asymptotique
récemment proposée par Léger et Potier-Ferry IIj l. Le comportement
post-critique est principalement déterminé par I'apparition, puis la
croissance de la zone de la décharge élastique(cf. (IV.l)).

lV.z.l Mise en Guvre de la méthode

Dans ce paragraphe, on
substituant de la zone de
partielle. En vertu du modèle

appliquera cette technique asymptotique par
décharge élastique par la zone de charge
" J2 îyêc Coin " , on distinguera deux cas.

zone de charge to ta leI  Cu..1:  la lo i  permet une

| 
(  cf . IV .2.r .2.r)

1
I  Cas.2:  la  zone de charge

t  (  cf  .rY .2.r .2.2)
to ta le  est  absente du modèle

On essayera de confirmer par cette étude post-critique que
bifurcation est bien transverse dans le cas. I et tangente dans le cas.2.

IV.2.1.1 Cas où la loi permet une zone de charge totale ( Dpr )

Afin d'en faciliær la lecture du calcul de la branche bifurquée nous
procédons par étapes.

la



IV.2.1..L.1, Calcul

Au point de

dans (III .41) par:
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de la branche

bifurcation l, = Io,

bifurquée

on retient la vitesse initiale donnée

0o=

0t

ou do = to-l, ao

,  0o(z)  =

l h
3 L( l  2v)

+ + c s(o)h
3L

( IV.1)

2

( )  = d(  )
dl,

et qui conespond à I'apparition des points de charge neutre en z = t I2
Suivant l 'argument de Hutchinson lHn l, dès la charge critique de

flambage lro une zone de charge partielle ( Dpp ) de taille croissante se
développe à partir de ce point initial de charge neutre (cf.Fig.3).

zone de c
q(hlz- t )=0r

- ù ' -y

0( -W2+t)=0r

Fig.3: Caractérisation de
partielle( Dpp )

la largeur de la zone de charge
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Nous choisissons tr, la largeur de la zone de charge partielle ( Dpp )
comme premier paramètre de perturbation. Les autres paramètres de
perturbation seront I'incrément de charge p et I'incrément de vitesse de
déformation plastique Ê(z) dans la zone de charge totale ( Dp1) et sont
tels que:

V= ù -  ùo

W =ô -ôo ,. rhi -
" r \  

t

(IV.2)

9(z)=Q@)-0o(z)

l r=o-oc

où V, \V sont des incréments de vitesses assez petits.
Le choix de t est naturel puisqu'il permet de décrire complètement la
frontière libre.

Étape.1: Description analytique des inconnues dans la zone de
paramètre

que
des

dans

On rappelle aussi que la condition

charge neutre) a permis de déærminer
Après un développement de Taylor de

, =\. on en déduit:
2 '

(rv.3)

(rv.4 )

(IV.4) ( existence d'un point de

la vitesse initiale Ôu.
la fonction Q(z) autour du point

charge partielle ( Dpe ) en fonction du
géométrique r.

I'angle 0o(z), qui décrit la viæsse initiale
déformations est donné par:
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*"Ë) -0" 
Ë).. 

uË) + o(,B)09!- t) =

(rv.s)

en fonction du paramètre

à l'équation caractéristique de

= 0r)

(rv.6)

un changement d'échelle sur

(rv.7)

1 l-.gl= or
|  |  \z)

Luu"'' Lt, Ë) 
= | sin(zor)

La valeur de t 
Ë) 

peut être obtenue

géométrique r gràce à l'équation (IV.5) et

la frontère entre les deux zones { 0(} - r )

Pour raison
l'épaisseur des

l,=\'",
{

L"

uË)='{f 
"",torr} 

+ o(t2;

de commodité, on fait
points de ( Dp,p )

Par un développement
valeur de F(z) dans la

o(z)  + F(z)  =

e (Dpp)

de Taylor comme en (IV.5)
zone de charge partielle de la

on peut évaluer
manière suivante:

t"Ë) + oo'Ë) ("- ï) 
.  t  

Ë) 
+ o(,2;

0r + 
*  ("  ïs in(2Qr) 

+ Lr s in(2gr)  + o(t2)
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D'où la vitesse de déformation plastique F(z) en fonction de la
nouvelle vaiable Z

( n \ ^

I  P(") = (r  -  z) f  i  s in(2Qr) l t  + O(tz)
l \ .n)
I 

(rv.8)

l "=b-- rZ ,  0\2

La vitesse de déformation plastique Ê(z) est désormais connue dans la
zone de charge partielle (Dpp), mais elle I'est en fonction du seul
paramètre r qui reste encore indéærminé.

Étape.2'. Relation entre I'incrément de charge p et la largeur r
de la zone de charge partielle (Dpp).

Nous allons transformer l'équation en vitesses ( III.37) afin de
relier I'incrément de charge p à la largeur t de la zone de charge partielle
(Dpp) .

A cet effet, nous développons tous les termes de l'équation (III.37)

pour (9, e, I) voisins de (0o, e;, ?uo).

(rv.e)

En vertu de la loi de comportement (cf.Fig.3) on a d'une part

I  e<0) -  s(0o) =(0 -0o)s'(0o)+ t-  o -  s
I
|  =  9(z)g ' (0o)+r-o-s
I

1
I
I
l ,  -  o  -  s :  termes d 'ordres supér ieurs
t

et d'aute part:

h h h
22?
Je(oloz = [ s@)dz + z J ( e(o) - e(o))dz

- h - h h
221

(Iv.10)
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En vertu de (IV.9) et (IV.10) on a les estimations des intégrales qui
interviennent dans le problème en vitesses (III.37).

t -o-s

h
2

I P<r)dz +
h - 1
2

h
2

J e(0)dz
_ h

2

= hg(o)  + 2g ' (0r)

h
2

[  , rp(z)dz +
h - 1
2

h
2

I  , rp(z)dz +
h - 1
2

h
2

h
2

J sin(2Q) s '(0)dz
h
2

h
2

I  
"P(z)dzh - 1

2

h
2

I 'P<z)dz
h - 1
2

h
2

t -o -s
[ 

,rrrodz =f],", + 2s'(or)

= 4 cos(zq.r)  g ' (0r)

h
2

Iz2sin(20) g'(O)dz = 4 cos(2Qr) g'(0r)
_ h

2

h
2

I r t inz10) g ' (0)dz = 2 s in(2Qr) g ' (0r)
_ h

2

h
2

I z cos2{0) g'(0)dz = - 2 sin(20r) g'(0r)
_ h

2

h
2

I  ,pQ)dz +
h - r
2

t -o -s

( IV.11)

+t-o-s

t -o -s

+t-o-s



166

Compte-tenu de (1V.2) et après le report de (IV.IO) dans l'équation en
vitesses (III.37) on a la formulation en F(z) de cette équation. Elle
s'exprime de la manière suivante:

p)w
(rv.12)

+C F)w

où:

= D(p)

= E(tr ,F)

B(

(p,
{ 

o,u,"

LB(p)v

A(p) ,"^r_r"i.# Ge(o) + (2 +cos(2or)) (H,',t,r)o

h

B(p) =!! sin(2or) Gs'(or) 
- | ,p1r7a,
hv -r

+
c(rr,Ê) =#tt + (2+ cos(2Q1)) f+ce'(qr)) | ,rp1r1u,

\L  )n  "  -

h
2

Ip<ùa,
- T

2

D(p) -{-(2+cosrzor))ï*'(0r)o lroruuu.u"{-F'(Qr)sin(20r)}* 
2[,p1,1d,

, - 1  

-  r L '  t \ - '

h

- tfr*cos(20r))e'(0r))- 
| ,rpqr1*1 *

' \  - r

+l
in(20r)e'(0r) I rl?)drl

h-r I
2)

E(p,F)=ô"{- H

I
ùo I SlGs

Lrt
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En vertu de (IV.8) on a:

F = o(t)

et il en résulte de (IV.12) que:

f  n<F) = 0(r),  B(B) = 0(r2),  D(B) = 0(t2),
I|  (rv. l3)
I
I c(p,P) = o(r2+[r), E(p,Ê) = o(t2+p)
\

L'incrément de vitesse W est donné à partir de (IV.l2\ et il est tel que:

w_ AE-BP
AC-82

En vertu de (IV.l3), il s'ensuit que le numérateur et le dénominateur de
l'incrément de vitesse \V sont du même ordre. Cet ordre s'exprime de la
manière suivante:

o@2 + F) - o1d;

De plus, on remarque qu'au-delà de la charge critique, BD et E|2 sont
négligeables devant E et C et donc:

w=E.
c

Comme I'incrément de vitesse Vi/ est assez petit , il en résulte:

[n=o
1" +o

Cetæ derniére condition est équivalente à:

O@2+F)=0 (N.14)



168

La relation (IV.l4) permet de relier I'incrément de charge p à la largeur
t de la zone de charge partielle (Dpp).Elle s'exprime à partir de (IV.ll)
de la manière suivante:

v =# (2 + cos(2Oo)) B'(0o)

h
2

[ 'zgç1a'
h _ ?

2

(IV.1s)

Étape.3: Relation entre I'incrément de charge p et la largeur
de la zone de charge partielle (Dpp)

En vertu de (IV.8) et aprés inégration de (IV.15) on obtient:

L
2

. Irzpç\a, = 
]s in(2Qr)r l+0(r3;

\ 1

On reporte (IV.l6) dans (IV.15) on a
charge F en fonction de la largeur t de
qui s'exprime de la manière suivante:

lu=F(0r) t2+0(t3;
I

I .'-,

LF(0 ù = 
#(sin(20r)X2+cos(20r))e'(0r)

(rv.16)

I'expression de I'incrément de
la zone de charge partielle (Dpp)

(rv. l7)

Remarque

r l  s 'ensui t  de ( IV. l7)  que 1e second membre de ( IV. l2)  est
d 'o rd re  t2 .
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Étape.4: Relation entre le paramètre de déplacement 0 et
I'incrément de charge p

Pour celà, on élimine le paramètre géométrique î dans (IV.17) et
on réintroduit le déplacement e. En reportant (IV.l7) dans (IV.8), on

constate que p(z) est proportionnel à pr/z. Grâce à F(r) on a I'expression
analytique de 0(z) :

+ G(0 tlprtz + 0QPt37

(rv.18)

En vertu de (IV.18), il découle I'expression du développement de

I'incrément de déplacement maximum 6 en fonction de I'incrément de
charge p et qui s'exprime de la manière suivante:

(

lo= t+ = ?*"tan(o)
{ dtt
I
|  = 0r + G( 0r)  prrz + 0(pz1
\

on obtient le déplacement 0 en fonction de I'incrément de

(rv.re)

sin(20r)  F-1(0r)

fru, 
= or

1",;;:.

+ P3t2Yz + 0(P2)

f ''= I- *'*
L", = to *" c(or)

Intégrant 
:l 

,

charge p:

Ie=rrnr

1
I 

anec'
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Relation entre I'incrément de charge p et I'angle 0

On cherche courme en élasticité un développement de I'incrément
de charge p en fonction de I'angle 0 (aux ordres supérieurs près), on
obtient:

[u= ro' vfte 
[+]" 

+ o(ez;
1 "'
Lp=o-oc

(rv.20)

n s'exprime de la manière suivante:

o = 1 + org -  o2g3t2 + 0(e2)
Os

(rv.21)

C'est I'apparition de la zone de charge partielle ( Dpp) qui est Ia cause de
la puissance fractionnaire dans (N.21).

Il est donc classique d'en déduire à partir de (IV.20) un développement
en puissance fractionnaire, où le premier terme non-linéaire est affecæ

de la puissance f 11.
2

lor= I ,

L"'='&'avec:

t t  = Z,ao{ 
0r

u, =?ao-lG(or)
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[V.2.1.1.2 Commentaires

Le développement asymptotique obtenu dans (1V.21) est
cornparable à celui donné par Hutchinson pour une poutre de
type Shanley I Sz].

L'existence du développernent en puissance fractionnaire
dans (1V.21) est clairernent reliée à la progression de la zone
de charge partielle ( Dpp) . L'intégrale du problème (N.16) est
sa traduction mathêmatique. Clairement, cette intégrale
dépend fortement de la loi de cornporternent au voisinage du
point initial de charge neute.

La principale conséquence d'un développernent cornrne
(1V.21) est I'estitnation de la charge maximale supportée. En
tronquant (1V.21) après le premier terrne non linéaire, on
obtient :

) '

(rv.22)

v^ o2 r^t / t

Nous soulignons que le celcul donné dans (1V.22) n'est pas
exact et la formule (1V.22) n'a aucune valeur asyrnptotique.
Mais c'est la seule estirnation analytique connue de la charge

maximale.On notera çIue, suivant les valeurs de 
E7 

, ,rrr, charge
E'

peut n'être guère supèrieure à la charge critique du module
tongent,

l,^ = (, ";

1*= r+or



il est classique d'en
(rv.22).

172

déduire une courbe o = 40) à partir de

Fig.4: Courbe charge-flèche
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IY.2.1.2 Cas où la zone de charge totale est absente

Pour confirmer l'affirmation d'existence de bifurcation tangente à
partir de la charge Io dans le cas générique d'absence de la zone de
charge totale du modèle "12 avec Coin ". On fera une étude post-critique
de la branche bifurquée.

1V.2.1.2.1 Calcul de la branche bifurquée

On rappelle que dans ce cas, on a fait disparaître la zone de charge
totale en faisant tendre I'angle Q6 vers zéro.

A cet effet, on retient la vitesse initiale:

(rv.23 )

Les paramètres de perturbation seront I'incrèment de charge p et
I'incrèment de vitesse de déformation plastique F(z) qui sont donnés
par :

(rv .24)

où 0, V, lV sont des quantités assez petiæs

Étape.l: Relation entre I'incrément de charge p et le
déplacement 0

On essaie de transformer l'équation en vitesses (III.37) afin de
pouvoir relier l'incrément de charge p au déplacement 0.
On reporte (1Y.24) dans l'équation en vitesses (III.37) , or a la
formulation en 0(z) de cette dernière équation. Elle s'exprime de la
manière suivante:

for=o
1
[ .au po int  de b i furcat ion À = Ào

fru, 
= o + o(z)

lù 
= 

"" + V

Lu= o + \ry



[4tolv + q(o)w= o

lqt0lv + Dl (0)w= o
t

où Ar(0) ,  q  (0) ,  q  (0) '  Dl  (0)  dépendent  de la  lo i

de compor tement  e t  0 est  déf in i  par  tan(0)

zth
3L(l -2v) *81

3L

h
2

Jzsinzlqyg'(0)dz
- h

2

où:

h
2

c Je(A)oz
_ h

2

174

(rv.2s)

ô
= z-

u

Ar(0 ) =

Br(0) = - f c

h
7

q(o) = g l-rrorzlqys'(Q)dz_rr r  z  
3L i l.T

h h

Dr(o)= ?+(p+o") . t# Ï,'rrrru,.T !,',rn 
rr)e'(o)dz

-T -2

21. ,- - - \ J

3L

h
2

Jsin(2q)g'(0)dz
_ h
2
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A l'état initial ( 0o= 0 ), n s'ensuit de (IV.25) que:

Relation entre le paramètre de déplacement 0 et I'incrément
de charge p

Pour exprimer la solution post-critique comme une relation entre
le paramètre de déplacement e et I'incrément de charge p, on choisit un
petit paramètre e tel que:

e = Ô ( Ô est un paramètre assez petit )

Il en résulæ de (IV.25) que:

O(z' 0) = 0(e)

Par un développement de Taylor de la fonction g(Q) autour de 0 = 0 et
compte-tenu des propriètés de la fonction g(Q) on a:

{+<or 
* o

[4<ol 
= Q(o) = Dr(0) = 0

I  e'(O) = g'(o) + g"(o)O +
I

I
lg '(o) = o ,  g"(o)
\

(rv.26)

La condition (IV.26) implique

g'(0) = 0(e) .
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En vertu de ( IV.26) et (IV.25) on

q(0)= o(e2)

Q(0 )  = o(e2)

faro'
Lq(o)

=Dl

=0

(0)+0(p)+0(e2)

où

(rv .27)

W est bien défini si la

(rv.28)

(rv.29)

(rv.30)

Il s'ensuit de (IV.25) que I'incrément de vitesse
condition suivante est satisfaite:

fA,D., - qq = o
l r r
I
1
I

LA,* o

Grâce à (1V.27) la condition (IV.28) implique:

0(p)+0(e2) -0(e4)=Q

fPtto) = o
I

et elle est équivalenûe à: 1 
ou encore

Lo<tr) = 0(e2)

Cetæ dernière relation permet de relier I'incrément de charge p

paramètre ô .

au petit
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fi)tape.2z Expression analytique de I'incrément de charge p en

fonction de ô .

En vertu de (IV.25), la relation(Iv.30)
de la manière suivante:

h

213h .. , ztc 
2

* i fzzsinQQ1g'(O)dz=Q
3 L '  L  -h

2

s'exprime analytiquement

(rv.31)

Aprés intégration de (IV.3l) et compte-tenu de (IV.26) on obtient:

I- 
= !lr",o)l(I )2ô2

I  Gv '32)
[e"(o) < o

Ainsi après intégration de (IV.32) par rapport au paramètre de charge p
on a:

(  e = l (p3/2
I
loù

{  A È ^  ( rv .33)
l r  = tLl2
I lGle"(o)l I
\ '

et il en résulte de (IV.33) I'expression analytique de la branche
bifurquée qui s'exprime asymptotiquement sous la forme:

o = o( (o - o"f2 ) Av34)
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[Y.2.1.2.2 Commentaires

Cette étude post-critique conftrme bien I'affirmation
d'existence d'une bifurcation tangente à partir de la charge
critique donnée par le critère(Ill.39) dans le cas génêrique du
modèle" f ,avecCoin" .

Le calcul explicite de (lV.34) rnonte que la branche
bifurquée est bien tangente à la courbe fondannentale

Il est classique d'en déduire une courbe o = o(0) ( cf.Fig.S)

Fig.S: Branche tangente à la courbe
fondamentale

En particulier, l' exposant fractionnaire

asynptotique est lié à l'appartion de l.a
partielle.

!au
2

zone de

développernent

clnrge

Dans la littérature et en paniculier en calcul des structures,
on ne possêde que de peu d'exemples qui illutrent les cas
génériques où la bifurcation est tangente. On contribue funs
cette étude par donner un nouveau exemple illustrant
l'existence d'une bifurcation tangente à partir d'une hypothése
assez restrictive sur le modèle " J2 (Nêc Coin ".
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[V.2.3 Conclusions

L'application de la nouvelle méthode de calcul du post-
flarnbage des branches bifurquées pour le tnodèle de type " J 2
avec Coin " donne de façon naturelle les développements en
puissances fractionnaires. Les tertnes qui déterminent le post-
flarnbage apparaissent clairement dans une seule équation.
L'équation (1V.15) montre çlue la puissance fractionnaire est
clairement reliée à la zone de charge partielle. L'intégrale de
l'équation (IV.I5) o un rôle décisif pour déterminer cette
puissance et à partir de laquelle est déduit l'expression
analytique de la branche bifurquée dans le cas où la loi permet
une zone de charge totale.

Il est aisé de rernarquer que cette méthode perrnet de calculer
de façon naturelle et sans hypothèse a priori les branches
bifurquées. Cette technique asymptotique est applicable aussi à
des structures plus cornplexes On pense qu'elle peut prendre
en cornpte les défauts géométriques ainsi que les contraintes
résiduelles.

Dans le cas où cette zone de charge totale disparalt
modèle " Jz evec Coin ", la bifurcation est tangente et
construction post-critique l'a confinnée.

Dans les applications pratiques et en particulier en rnécanique
des structures on n'a que peu d'exernples de bifurcation
tengente. Ce résultat est très intéressant car il illustre un
nouveau exernple de cas gênérique où la bifurcation est
tang,ente.

L'intégrale de l'équation (IV.3I) permet de relier l'incrément
de charge p au paramète de déplacement 0 et ainsi est obtenu
l'expression de la branche bifurquée qui est tangente à la
branche fondamentale.

du
la
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v Conclusions

Dans la prernière partie de ce rnërnoire, nous a.vons
présenté un résumé sur les lois élastoplastiques classiqaes à un
seuil et sur l'interaction flambage-plasticité. Les études axées
sur les critères usuels de bifurcation ont été évoquées aTin de
situer le contexte de notre étude qui s'inscrit dans la continuité
de ces travaux. Ensuite, après avoir mis en couse les lois
classiques basées sur le critère de Von-Mise s et situé le
paradoxe, on a présenté une loi phénoménologique de type
Christoffersen et Hutchinson.

Dans la deuxième partie et dans une prernière étape,
nous avons proposé un critère de bifurcation pour le modèle
" f 2 avec Coin " sur l'exemple test de l'éprouvette cruciforme.
Pour celà, on a cherché si plusieurs vitesses coexistaient à
partir d'un certain état critique. Ensuite on a tenté d'étendre ce
critère à d'autres lois de cornportement cornplexes qui sont
définies par des relations homogènes de degré un entre les
vitesses de déforrnations et de contraintes et on a prouvé que
sous une hypothèse essez restrictive sur la forme du potentiel
ce critère est non seulement une condition suffisante mais aussi
nécessaire de bifurcation

Les résultats obtenus à pertir de ce critère sont très
intéressants à plusiears titres. Son application au rnodèle
" J2 avec Coin " donne:

- une charge de bifurcation liée ar module de cisaillement
tangent, elle est inférieure à celle donnée généralement dans
la littérature à partir d'un critère élastique por la loi de la
déformation et elle est susceptible d'être en tès bon accord
avec la valeur expêrimentale.

- A partir de cette charge critique, on a mis en évidence un
nouveau cas générique de bifurcation tangente.

- La btfurcation est transverse dans le cas où il existe une zone
de charge totale et tangente dans le cas où cette zone est
absente.
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L'objet de la deuxième étape est de s'assurer de I'existence
de ces branches bifurquées à partir de la charge critique ainsi
définie par le critère (III.39). Pour celà on a appliqué la
méthode asytnptotique proposée par l-éger et Potier-Ferry tL3].
La bifarcation transverse s'effectue par développement
de la zone de charge partielle. La construction post-
critique est tout à fait intéressante surtout dans le cos où la
zone de charge totale est absente puisq'elle permet de
confirmer l'affirmation d'existence d'une bifurcation tangente.
Ce dernier résultat est tès intéressant car il constitue un
nouveau exernple de cas générique où la bifurcation est
tangente ( dont on a pas beaucoup d'exemples en rnécaniques
des structures !!).

Des applications de ce critère peuvent être menées, panni
lesquelles nous indiquons:

- sa généralisation à des structures quelconques et son
utilisation en calcul des structures.

Il est possible aussi de tester ces lois de cornporternent
complexes en post-flanbage de structures simples, notarnrnent
des poutres en cornpression-torsion ou en flexion-torsion.

Il est aussi possible de prendre en compte les " modèles
self-consistents " qui conduisent à des potentiels de ce rype et
qui sont de plus en plus opérationnels.
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