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Préface

Cette thése comporte deux problémes d’Homogénéisation.
Le premier intitulé :
HOMOGENEISATION D'UN PROBLEME DE
VISCOELASTICITE
AVEC DE PETITS TROUS,

consiste & passer a la limite dans des équations de type élasticité 3 mémoire instantannée régissant les
déplacements d’un fluide visqueux, compressible et barotrope dans un domaine avec de petits obstacles
répartis périodiquement. Dans le probléme asymptotique un phénomeéne de mémoire longue apparait.

Le deuxiéme probléme intitulé :
VERS UNE JUSTIFICATION DE

L'HOMOGENEISATION DISCRETE
DE VERNA,

vérifie sur quelques exemples simples de structures discrétes, la convergence du probléme non homogénéisé
vers le probléme homogénéisé, obtenu par P. Verna en utilisant une méthode formelle de développement
asymptotique.

note : Les deux problémes étant indépendants, nous avons adopté une pagination séparée des deux parties.
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NOTATIONS

La pluspart des notations utilisées dans ce travail sont signalées dés qu’elles sont introduites pour la
premiére fois. Nous tenons cependant & préciser quelques notations d’usage courant et quelques espaces
fonctionnels.

D(Q) : espace des fonctions de classe C' a support compact inclus dans .
D'() : le dual de D(Q)
9 —(z ou — les dérivées partielles par rapport & z; et & ¢ respectivement
> . o - Ou du
V. : L’opérateur gradient définit par : Vu € D(Q) : Vu = (—, o —)
dz, O0zn
. , . - I . 8“1 6un
div. : L’opérateur divergence définit par : Vu € [D(Q)]* : divu = -— + ... +
8181 31,'"
. . s n 1 8ui 3Uj
€= (E‘i)1<ij<n . Le tenseur des déformations défini par : Vu € [D(Q)]* : &;(u) = 3 (;9? + 5{;—)
-2 j i
. . o u 0%u
A. : L’opérateur Laplacien définit par : Ve € D(Q) : Au= 5+ ..+ =5
Oxy Or2

LP(Q) : espace des fonctions mesurables f telque /Ifl” <400 1<p<+oo
Q

L? (Q) : espace des fonctions mesurables f telque ¥ K compact C / IfIf <400 1<p<+oo
K

loc

L>®(Q) : espace des fonctions mesurables f telque 3 C constante, |[f(2)| <C pp sur Q
1/2
HY(Q) : Dadhérence de D(R) pour la norme ||.{li,0 = |- |lmya) = (/ V.2 + /||2)
Q o

H=1(Q) : ledual de H}(R)
HL (R") : espace des fonctions mesurables f telque VK compact CR™ f|x€ H'(K)

H7Y(R*) : dual de H} (R")
1,9 s . 1/q
. -1 - SllWwle(y — . .
Wa9(Q) : Padhérence de D(Q) pour la norme || {1, = {|.[lwre@) = ( ﬂ|V 1 + nl Iq)

W-1°(Q) : le dual de W' ()

wheoQ) : = {u€L*(Q), Vue L*(R) }

w2e(Q) = {ue Whe(Q), Vue Whe(Q) }

|.lLen) : désignera la norme dans LP(2) ou [Lr ()]

||.llv : désignera la norme dans I'espace V ou V"

<,>viyv : désignera le produit de dualité entre V' et V ou entre V'™ et V"

L(V,V') : L’ensemble des opérateurs linéaires continus de V dans V'



D'(]0, +oo[, V) = D, (V) : L’espace des distributions & valeurs dans V et & support dans ]0, +o0[

D'(V) = D'(R,V) : L’espace des distributions & valeurs dans V et a support dans R
) T 1/2
L%(0,T;V) : L’espace de Hilbert muni de la norme : | lz207v) = (/ ||||‘2,dt)
0

L*0,T;V') : Ledual de L%*(0,T;V)
C™([0,T];V) : L’espace des fonctions de classe C™ de [0,7] & valeurs dans V

¢ : désigne les différentes constantes qui interviennent. On précise lorsque c’est nécessaire sa dépendance
par rapport aux autres parametres

. . . ofe®
o(e*) : désigne une fonction de € > 0 telle que : llIr(lJ (5“ ) =0
e—
O(e®) : désigne une fonction de € > 0 telle que : |O(¢%)] < c&® oul ¢ est une constante indépendante
de €.



INTRODUCTION

L’homogénéisation est un outil mathématique qui permet d’étudier les propriétés macroscopiques des
milieux hétérogénes a partir de leur composition microscopique et des équations décrivant les phénomenes
étudiés au niveau microscopique.

Elle consiste & remplacer le milieu hétérogéne par un milieu homogéne équivalent.

Ce souci d’associer un milieu homogéne au milieu hétérogéne est justifié du point de vue
numérique ( voir [5], [7), [8] ) car les calculs deviennent difficiles et impossibles et donc d’interét pratique
inutile.

De nombreuses méthodes ont été développée pour 1’étude de tels milieux.
Bensoussan - Lions et Papanicolaou [6] développérent des méthodes probabilistes et des méthodes
de développement asymptotiques ( voir aussi [33], [42] ) des milieux périodiques.
Luc Tartar (37}, [46] a développé la méthode de I’énérgie.
Suivant une idée de Nguetseng [38], Allaire [1] développe une nouvelle méthode : la convergence a double
échelle.

Les probléemes a trous sont un exemple d’application de ’homogénéisation.
Le probléme se présente en général comme suit :
Soit u. la solution du probléme

Lu. = f dans €,
(Pe) + conditions aux limites
4 conditions initiales

n(e)

ol (Qs)s>0 désigne une famille d’ouverts de R” obtenus en otant des fermés (T,f)”=1

Que se passe t-il pour u., quand ¢ tend vers 07 .

( les trous ).

La taille des trous a une grande importance. Dans le cas d’une répartition périodique des trous, on
distingue les problémes & trous dont la taille est de I’ordre de la période. De nombreuses applications de
ce type sont traitées dans [33] et on cite le papier [13] vu la construction d’un opérateur de prolongement
important permettant de passer a la limite dans de nombreux autres problémes.

On distingue aussi le cas ou le trou occupe presque la totalité de la période. Dans ce cas, il y a peu de
matiere. On classe dans cette catégorie les structures en treillis ( voir par exemple & ce sujet {14], [15], [16],
[17] ).

Enfin une 38™¢ catégorie, celle des petits trous ( la taille des trous est trés petite devant la période ).

Notre travail rentre dans cette derniére catégorie o de nombreux résultats ont été établi pour différents
operateurs L.

Le cas de I'opérateur Laplacien L = —A avec conditions limites de Dirichlet a été étudié par Cioranescu

et Murat [12]. Les trous (7T} ):(_El) sont de taille a. << ¢ de formes quelconques, semblables & un trou model

T et périodiquement ( la période ] — ¢,£[" ) répartis dans tout le volume.



En considérant des trous de formes sphériques, cette taille est imposée afin qu’on puisse construire des
fonctions tests nous permettant de passer a la limite par la méthode de I’énergie. A la limite un terme
étrange p apparait devant 'opérateur —A . Pour n > 3 ce terme p est proportionnel a la capacité du trou

T définie par capT = inf ] |V|?dz . En dimension n = 2, p est indépendant de T'; cela
PED(B), =1 8Ur T Jgn

provient ( voir remarque 2.2 [31} ) des propriétés spéciales du potentiel Newtonien en dimension 2, qui font
que pour tout fermé borné T, on a capT = 0 quand n = 2.

Conca et Donato [20] ont étudié le comportement asymptotique des solutions u, de ’équation —Au, = f
dans €2, avec des conditions de Neumann non homogénes sur le bord des trous. Un terme constant apparailt
au deuxiéme membre de ’équation limite.

Dans [12] d’autres géomeétries sont considérées : cas d’une répartition des trous dans un hyperplan traversant
Q, cas de cylindres disposés en forét et le cas des treillis et grillage.

Toujours pour l'opérateur Laplacien, H. Kacimi dans sa thése [30] s’est interéssée aux trous de formes
elliptiques et en formes de buchettes répartis périodiquement dans tout le volume.

Le cas de lopérateur Bilaplacien L = —A? est aussi étudié dans [12] et de nombreuses remarques sont
données pour les opérateurs ( L = —div(AV.) ) a coeflicients continus.

D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat et E. Zuazua [11] ont développé le cas de 'opérateur des Ondes

62
L-a—tz-—A.

Le cas des opérateurs de StoKes . L(u,p) = (Vpd;;uAu) ,

— Au + u.Vu

divu ) a été étudié par Allaire [2] {3]( voir aussi [43] ).

et de Navier-StoKes  L(u,p) = (Vp
Allaire a étudié le cas d’une répartition des trous en volume et le cas d’une répartition des trous sur un
hyperplan traversant 2. Dans [2] ou [3], il a considéré le probléeme avec des conditions limites de Dlrlchlet
puis a repris dans [4] le probléme avec des conditions limites de glissement.

Pour une répartition des trous sur un hyperplan H, Brillard [10] a également étudié le probleme de Stokes.
La différence de son travail avec celui de Allaire est que les trous de [10] sont contenus dans ’hyperplan H
alors que dans [2] les intérieurs des trous sont des ouverts non vide de R".

Sous les mémes considérations géomeétriques de [10], mais pour des trous de taille de I'ordre de la période, E.
Sanchez. Palencia [44] a étudié le probléme pour 'opérateur ( L = —A+1 ) avec des conditions de Neumann.
Enfin, C. Conca [19] a développé le probléme de la passoire pour un fluide de Stokes. Ici le fluide passe par
les trous de taille de ’ordre de la période.

Notre travail est un probléme a petits trous pour 'opérateur de viscoélasticité linéaire
62u,- a 0) 3uk d a (1 6’U.k
o = 8 (0 52) - B )
( (u))t Po 312 6::,- Aikn oz ot az ( Giikn (91.‘;,)
avec EJ,)C,' = c:‘;poé,-jékh

S]ll)ch = 16ijbrn + p(Sikbin + 6inbjk)

Les techniques utilisées pour passer & la limite sont analogues a celles développées dans [2] et [12].



On considére un ouvert © borné connexe et régulier de R™ (n > 2). De petites particules sont réparties
dans ce domaine oul beigne un fluide visqueux barotrope et compressible. Le fluide adhére aux particules

solides qu’on assimile a de petits trous (T,f ):(:1) . £ est un petit parameétre lié & la taille des trous et destiné
A tendre vers zéro, n(c) désigne le nombre de trous.

On procéde a une linéarisation ( voir [36] [41] ) des équations gouvernant le fluide par rapport & une position
initiale. Le déplacement U, du fluide est alors solution de :

0%U. ;
po—aﬁs’— = djoi;(Ue) + F dans €,
P(Ue) Uc(z,t) =0 sur 09,
Uc(2,0)=0 ; 6ts =0 dans .,

ol
ou
0ij(u) = c2pobijbknern(u) + (n6ij6kn + p(6ikbin + 6ih6jk))5kh('a—t)-

Le probléme P(U,) s’écrit & 1’aide de ’opérateur L défini ci-dessus :

LU)=F dans Q.
Ue(z,t) =0 sur 0%,
Ue(2,0)=0 ; (;jt.e =0 dans Q..

Pour passer & la limite dans P(U,), on fait tout d’abord un passage a la transformée de Laplace pour éliminer
la variable temps ¢. On obtient un probléme stationnaire P (uc) ot u, = L(U,) est I'image de Laplace de U..

On se place ensuite dans un cadre d’hypotheses abstraites sur les trous (T‘):(sl)

Ces hypothéses apparaissent comme des conditions natuelles pour passer a la limite dans P(u.) et de trouver
le probleme d’évolution correspondant.

Nous utilisons la méthode de ’énérgie mise au point par L. Tartar [37] pour passer a la limite dans P(u.).
Cette méthode consiste & introduire dans la formulation variationnelle de P(u,) des fonctions tests conven-
ables qui permettent de passer a la limite quand ¢ tend vers zéro.

Nous démontrons ainsi un théoréme général de convergence.

Théorémel : Soit U, la solution unique de P(U,) dans W[H}()).

Soit U, le prolongement par 0 dans les trous (Tg), - (e ) du déplacement U.. On a
U.—U  dans W[H}(Q)] faible

ot U est I'unique solution dans W[H} ()] de :

Ui _ ooii(U) = (G U) + F:  dansQ i=1
Pogr =005(U) —(GxU)i+ F; dansQ i=1,..,n
U(z,0)=0 66[{ (z,0) = dans

U(z,t) =0 sur 09,

et G est une matrice n x n symétrique. L’espace de Hilbert W[H} ()] est défini par :

wiay @) = {v e L0 T, 1Y@ ; o' € L0, T, [Hy@)); 22 e 120,711~ @) ).

-l



On établit également des résultats de correcteurs qui améliorent la convergence des solutions de P(u.) et
nous donnons une estimation abstraite de l’erreur.

Ce cadre abstrait constitue la premiére partie de ce travail. Les autres parties ( 2, 3 et 4 ) sont consacrées a
vérifier dans divers cas concrets ces hypothéses. La partie 5 établie quelques résultats montrant 'interét de
la transformée de Laplace.

La deuxiéme partie de ce travail étudie le cas o les petits trous sont répartis dans tout le volume.

L’ouvert © est recouvert d’un maillage régulier de pavés (P¢ ):(:1) tous identiques, & une translation prés, au

pavé | — ¢, +¢[*. Chaque pavé P entiérement contenu dans Q est percé en son centre d’un trou 7} identique,
3 une translation prés, au fermé a. T ( 7' C B; ). La taille a, est donnée par :

n
C.em—2 - pour n>3
a. =

e €2 pour n=2 avecC,>0.

Le nombre de trous n(e) est donné par :

n(e) = (gz)'n [1+o(1)].

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme?2 : La matrice G du théoréme 1 est donnée par : G=L"YM)

ott M () est donnée par :

7 Au(cdpo + A(n+20))

Co c2po+A(3u+n)
Cr?/2nm?’ +nm+m+n—1
m+1 ( nm(m + 1)

pour n=2
M) =

)(Fk);::l pour n>3
avec
m= Au
(€2po + A(n+ 1))
aijth = €2pobijbin + A(nbijbun + p(bubin + 8indst))  A€C , Red>B>0
n la normale exterieure unitaire & 8T

et Fk=/ a.-jxhszh(wk)nje,-ds
aT

wy est ’unique solution de :

— Oj(aijinen(wr)) = 0 dans R\ T
wr =0 sur 8T
Wi = €k a infini

lE(wk)|L2(mn_T) < +o0.

Si le trou T est une boule de rayon 1, on calcule explicitement la force Fy, et, désignant par S, la surface de
la sphére unité de R™, on trouve :

M) = "(%1_)0:;-25"

Au(c2po + Mn + 2p))

Id ou n> 3.
(n = 1)cZpo + A((2n — 1)p + (n = 1)n) posr -




La 3%™e partie étudie le cas ou les petits trous sont répartis sur un hyperplan traversant €. Ceci modelise
une grille de mélange [2] constituée de nombreuses ailettes périodiquement réparties dans le plan H. Ces
ailettes ont pour but de dévier et de mettre en rotation le fluide afin de le mélanger et d’homogénéiser ainsi
un profil de vitesse, ou bien d’uniformiser dans une section les valeurs d’une quantité transportée par le
fluide, comme sa température, ou la concentration d’un polluant.

On recouvre la partie H. de Q contenue dans une bande d’épaisseur 2¢ autour de ’hyperplan H par un
maillage régulier de pavés (P,f ):(:1) tous identiques, & une translation prés, au pavé | — €, +¢[*. Chaque pavé
P¢ entiérement contenu dans H, est percé en son centre d’un trou T¢ identique, a une translation pres, au

fermé a.T ( T C B, ). La taille a. est donnée par :

n-—1

C,en—2 pour n>3
as = C

e € pour n=2 avecC,>0.
Le nombre de trous n(e) est donné par :

n(e) = %}-I_J[l +o(1)].

On démontre alors le :

Théoréme 3 : La matrice G du théoréme 1 est donnée par : G=L"Y(M)

ot M (A) est donnée par :

27 A(e2po + A(n + 2u))

Co  c2po+A(3u+n)
Cr-2/2nm?’+nm+m+n—1
2 am(m + 1)

Idéy pour n =72
M) =

)(Fk)z=16H pour n>3

avec m et Fy définis comme au théoréme 2 et 8y est la masse unitée portée par H, définie par :

<6y, >= /H¢(s)ds.

Il est & signaler que pour n = 2, nous avons pu démontrer le théoréme pour des trous sphériques seulement.

Dans la 4*™¢ partie, on montre que la taille des trous considérés dans la 2°™¢ partie est une taille critique
car suivant qu’on prend une taille plus grande ou plus petite on a des comportements différents du fluide.
On reprend donc Pouvert Q2 décrit comme dans la 2°™¢ partie ol on suppose dans un premier temps que
la taille des trous a, est plus petite que la taille critique. Plus précisément, on suppose que la taille a. des

trous- vérifie :
g

En/n_—2=0 pour n>3

lims_.o
lime—mg —— = = 2.
Mg —0 loga, 0 pour n=2

On démontre alors le :

Théoréme4 : La matrice G du théoréme 1 est nulle.

-1



Autrement dit les trous n’ont aucune influence & la limite. Les obstacles sont trop pétits pour perturber
Pécoulement initial.

Dans un deuxiéme temps, on considére le cas des trous plus grands que la taille critique mais de taille
toujours petite. Plus précisément, on suppose que la taille a. des trous vérifie :

6n/n—2
lim, .o =0 pour n>3
Qae
lim, . e%loga. = 0 pour n=2
. ae
lime_,¢ - pour tout n.

On définit le rapport o, par:

en \1/2
o, = ( "_2) pour mn>3
Qe

1/2
Oe = 6|Iogc::—£| pour n=2.

On démontre alors le :

Théoréme5 : Soit U, la solution unique de P(U.) dans W[H§(2)).

Soit U, le prolongement par 0 dans les trous (T,f ):(:1) du déplacement U,. On a

£ U  dans L}(0,T; [L*(Q)]") faible VYT >0

ou U est 'unique solution de I’équation :
GxU=F.

G est I'image de Laplace inverse de la matrice M donnée par :

) 2
Meepo + A+ 20)) pour n =2

— e2p, + A(Bu+n)
M) = 1 [2nm?4+nm+m+n-—1 (F)" our n>3
n+1 am(m + 1) He=1 P =

avec m et Fy définis comme au théoréme 2.

I existe une analogie remarquable des résultats trouvés avec ceux du Laplacien [12] et de Stokes [2].
Pour le probléme stationnaire, 4 la limite, on a apparition d’un terme étrange.

Un phénoméne de mémoire longue caractérise alors le probléme d’évolution limite. Le probléme initiale était
a4 mémoire instantannée.

On rencontre ce phénoméne de mémoire dans de nombreux probléemes d’homogénéisation, voir par exemple
(18], [27], [28], [40], [41], [42], [45).
Le terme étrange dépend toujours du trou pour le cas de la dimension n > 3 et est indépendant pour n = 2.



Enfin la 5%™¢ partie étudie pour une répartition des petits trous dans tout le volume pour le probléeme

2
de la Chaleur L = % — A et le probleme des Ondes L = ?t—z
transformée de Laplace. Nous retrouvons par ce procédé les résultats de [11] pour le cas de I'opérateur des
Ondes.

Au cours de notre travail nous avons remarqué que nous avons indirectement étudié le cas de 'opérateur de
8lasticité L = —38;(aijinein(.)). Un résumé de résultats concernant ce cas termine notre travail.

— A, étude rendue facile grace a la



I- CADRE ABSTRAIT

1.1 . Position du probléme d'évolution :

On va étudier un fluide visqueux, compressible et barotrope dans un domaine a petit trous.
Soit donc un ouvert 2 borné connexe de R® (n > 2), de classe C! par morceaux.
Soit € un réel strictement positif qui prend ses valeurs dans une suite de réels qui tend vers zéro.
Pour chaque ¢, on considére une suite de fermés disjoints (T} )1<v<n ) © ce sont les trous.
On définit alors Iouvert perforé €, par :

(L1.1) Q. = Q\ULE)TE.

v=

On suppose que les trous T sont tels que €2, est un ouvert borné connexe de classe C! par morceaux.

Le fluide occupe l'ouvert Q, (cf. Annexe A ).

On cherche le déplacement U, (z,t) du fluide tel que :

277 . o
O Ue.s = 0j0i;(Ue) + F; dans £,

Po—at2
(1.1.2) Ue(z,t) =0 sur 09,
U,
Uc(z,0)=0 5 (z,0)=0 dans €.,

ou
3}
oii(u) = 2pobijbencn(u) + (n6ijkn + p(birdin + 6ih6jk))5kh(6_1:),
la force F € L(0, 400, (L% (Q))")
¢, est la vitesse du son, p, est la masse volumique du fluide

n et p sont les coefficients de viscosité tel que: np+2u >0 avec p>0.

Au probléme (1.1.2), on associe la formulation faible suivante :

( Trouver U, vérifiant VT > 0 :
U € 10,7, @)U, € 120, T (@), XV 120, (- )
— ﬁ %C(Ué,v) +a(Ue,v) + b(U,,v) = / Fuvdz Vv e [HY(Q)]® dans D'(0,T)
L Ue(0) =0; U;(O) =0 ‘ dans Q.,
oil

c(U,V)=/ pUVdz;  a(U,V)= / 2p,divUdivVdz
=

(U, V) =/n (ndivUdivV + 2peij(U) ey (V) dz.

10



Pour montrer ’existence et 1’unicité de la solution ( c¢f Annexe A ), on a posé :

U.(t) = 'V (2) BeER B>0.

Le probleme (1.1.3) est équivalent a :

( Trouver V; vérifiant VT > 0 :

Vi € L0, T @), V. € 120,T, (B}, L) € 120, 7, 1 @)

(L.1.4) 4 .
%c(Ve',w) +a(Ve,w) + 8V, w) = / e P Fwds Yw € [Hy(Q)]" dans D'(0,T)
Q

3

L Ve(0)=0; V/(0)=0 dans .,
ou

a(U,V) = 32U, V) + pb{U,V)+a(U,V)

bU,V) = b(U,V) +28¢(U, V).

Nous avons établit (voir Annexe A ) les théorémes suivants :

ThéorémelI.1.1 : Il existe une unique solution V., du probléme (I1.1.4). Elle vérifie :

Ve € L(0, T, [Hy(Q)]") N L*(0, T, [Hg (Q:)]")
V, € L0, T, [L*(Q:)]") N L*(0, T, [Ho ()]™)

d(”+?) € L*(0,T,[H™H(Qe)"),

avec !

Vel o sz ey » Ve llLeoqo iz < M(T)

! d(poVsl)
WVellaoriaiaanmy » =g ez -2y < M(T)

ol M(T) est une constante positive indépendante de €.

Théoréemel.1.2 : I existe une unique solution U, du probléme (1.1.2). Elle vérifie :

Ue € L®(0, T, [H3(R)") N L2(0, T, [H3(Q:)]")
U. € L®(0,T, [L3(Q:)]*) N L2(0, T, [H3 (Q)]")
HeeT) ¢ 20,7, (11 (@)1,

avec : ,
||Ue||L°°(o,T,[H;(n.)]») ) ||Us||L°°(o,T,[L2(n.)]") < ¢T)

' d poUl
Wl » 122z < o(T)

ot ¢(T) est une constante positive indépendante de €.

Remarque 1.1.3 : L’hypothése de régularité C! par morceaux et ’hypothése de connexité pour €.
interviennent pour utiliser 'inégalité de Korn dans €. et obtenir ainsi les théorémes d’existence et d’unicité
I.1.1 et 1.1.2. On pourrait affaiblir ces hypothéses vu qu’on peut se ramener & travailler sur € et utiliser une
autre inégalité de Korn ne nécéssitant pas '’hypothése de connexité. Pour faciliter le travail, on se limitera
aux hypothéses annoncées.

It



1.2 . Passage A la transformée de Laplace :

Pour passer 2 la limite dans le probléme (I.1.3), on va se ramener & un probléme stationnaire par passage
3 la transformée de Laplace.

Notation :

| On désigne par : u=L(U) la transformée de Laplace de U ou U est prolongé par 0 pour ¢ < 0.

On pose :
4

3 —_
T:(t) =< o

CU,,w > +a(Us, w) + b(U,, w) w € [H3(Q)]".

Nous avons alors les propriétés suivantes :

P1. T e L*(]0,+o0]) :

En effet Te(t) = / F(t)wdz.
Q.

e ()° < 1Pt Zaa,) lwliag,) € L' (0,+00])

donc Te € L2(]0, +o00).
P2 . T¢ admet une transformée de Laplace :
On note :

0 ailleurs pour une fonction f.

F= { f sur 10, +o0[

Si 8'(R) désigne I’ensemble des distributions tempérées [21] alors :
Tt € §'(R) car L*R) — S'(R).
Soit £€R  £>0 ona:

—Etrre _ oo —Ete oo —26t 3\ 1/2 oo e (V12 34\ 172
eeT@lde= | e Ts@ldt< ([ e%at) (| IT@Pd) " < oo
R 0 0 0

donc e~§Tc € LY(R) VE>0.
Comme L'(R) = §'(R); e TE(t) e S'(R)  VE>O,

donc T% admet une transformée de Laplace sur R} xR et on a:

+00
t(2) = / e~ MTE(t)dt Rel >0, €C.
0

12



P3 . U. et U! admettent des transformées de Laplace :

On reprend le probléme (I.1.4) en V;. On a:

—%C(V;,w) +a(Ve,w)+ I;(Vel,w) = / e PtFwdz Yw € [HE(Q)]™
ne

On prend w = V/(t) .On intégre de 0 a T, puis on utilise les formules d’intégration établies

dans l'annexe A en tenant compte des conditions limites. Nous obtenons :
1 1 T T
56("2’(T),K'(T))+§&(VE(T),VE(T))+/ b(Ve'(t),V;'(t))dt=/ < e PYF(2), V/(t) > dt.
0 0

De la coercivité des formes ¢, @ et b, on déduit ’inégalité ci-dessous :

T T
Y Y -
LT By + ZIVeDllhya, + 7 /0 IV @)l yt < / =Pt P ()] oo |V Olzaandt. (+)

D’autre part grace aux inégalités de Poincaré et de Young, on obtient :

T
c(Q _
[ VOl < S [ O+ [ VOl

Les inégalités (*) et (**) entrainent

c(Q2 T
15— G [ IV Oyt < 5 O [ @l
On choisit v tel que : Y3 — —(Q—)V >0 clestadire: v< -——2(‘5)
Alors
T
[ Oyadse  vr>0

1.2.1
121 V(DM acan) < ¢
Ve(Dlaany < ¢
oll ¢ est une constante indépendante de T et de ¢. Donc

(12.2) V. est bornée dans L®(0,+0c0; [H§(Q)]™)
o V! est bornée dans L (0,400 ; [L*(Q:)]").

Maintenant, a 1’aide de (I.2.1) on montre que U, et U! admettent des transformées de Laplace.

@) U.=eftV, B>0.
Soit £ € R '

T T T
/ |Ue (£)|L2(q.)e ¢ dt = / Ve ()|Laane? 9" dt < |VelLoo(o, 400 ; L’(Q,))/ e~ €=P)gy
0 0 0

T : T ‘ T
/0 ||Ue(t)||H,;(n.)e-ﬂdt =/0 ||V,(t)||H;m.)e(f"5)‘dt < Veleo(0,400; H(;(n,))/0 e~ €=My,

D’aprés le théoréme de convergence monotone de Beppo Levi,

400 too
/ |U£(t)|Lz(n,‘)e'§‘dt et / ||U¢(t)||"ém')e"_£'(lt convergent V& > f3.
0 0

()

13



Donc U, admet une transformée de Laplace VA€ C tel que Rel > g (Ug étant considérée a

valeurs dans [L%(Q.)]" ou [H(}(Qe)]") et

ue(N) = /0 " My, @)t

b) Ul =eP(V!+8Ve)

+ U! considérée & valeurs dans [L?(2)]", admet une transformée de Laplace.

+00 +00
En effet / ULt Lagane ™ dt < Vi + BVe|ro(o,400; L?(n.))/ e~ Vidt,
0 0

Pintégrale converge pour { > 3 donc U! admet une transformée de Laplace et

+o0
ul(X) = / e MU!(t)dt  ReX > .
0

x U! considérée & valeurs dans [H}(Q:)]", admet une transformée de Laplace.

En effet : pour £ € R E>pP
T T
/0 WU () a.ye ™ tdt = /0 e~ €PNV + BV, | g1(a,)dt

T
< [P (Ve g + Bl

IA

IA

¢
oll ¢ est une constante indépendante de T.

+o00
Donc / U@ H;(n‘)e'ftdt converge pour tout £ > 8, U! admet une transformée de Laplace et
0

+o0
W) = / MU D)t Red > f.
0

Pa. Ju.=u.()) VYAEC Red>p

On considére U, et U! comme fonctions & valeurs dans [L?(£2)[" ou (H Q).

Soit ¢ € D(R) on a:

d . +o00 400 .
<l es=-[ U@Ft=U.000)+ [ Ultypdt = / Uié
dt 0 0 R

d’ou %U'E =U! dans D'(L* (D)) ou D'(H(Q))
d - .

alors L(ZEUE) = LW}y

soit A, = ul(A) vieC Re) > 3.

too too 1/2 T 1/2
(/0 Be¢ ﬁ)tdt)lelLob(o,ﬂo;H;(n.))+ (/0 e ¢ ﬁ)tdt) (/0 “Ve’llilé(ﬂ,))

14



P5. A2c(u.,w) + Ab(ue, w) + a(ue, w) =< f,w > Yw € [H(S2)]"

T (1) =< %CU;,w > +a(Ue,w) + b(U;,w) w € [Hy(Q:)]"

=< %CU;,w > + < Ue, Aw > g3 g1 + < U, Bw >y g2
400
t5,(\) = / e~ MTE (t)dt
0 roo

400 d , ’ +00 ,
=/ < ECUE,w > e~ Mdt +/ < U, Aw > e~ Mdt +/ < U,,Bw > e Mdt
0 0 0

+o0 +o00
/ < U., Aw > e~ Mdt =<
0

Uee™Mdt, Aw >=< u,, Aw >= a(u,, w)
0 :

+o0 400
/ < U!,Bw > e Mdt =< / Ule~Mdt, Bw >=< u}, Bw >= X < u, Bw >= Ab(ue, w)
0 0

e My

T T
d ! At _/ d Y !
/(; < dtCUs,w>e dt = A <dtCU"( Y ) > dt

=Xt —At

= _/OT < UE’,%C(6 _/\w)' > dt +C(U€’(T), (e_/\w)'(T)) —c(U;(O), (e_)‘w)l(O))

T
= A/ < U, Cw> e Mdt + e (UNT), w).
0
Nous avons :
(U (T), w)| < MIUXT) L an iz < MU Le(0,400; L2 plwlLaa,) S ¢

ol ¢ est une constante indépendante de T.

En faisant tendre T vers 400, e~ AT tend vers 0 car ReA > 3 > 0 d’ou

+o0 d , +
/ <—CUE,w>e"\'dt=A/
0 dt 0

=A<, Cw>=2<y,Cuw>

+oo

o0
<ULCw>eMit=)X< / Ule=*dt,Cw >

1}

= A2¢(ue, w).
~ p4oo 400
/ < F(t),w > e Mdt =< / F(t)e Mdt,w >=< f(A),w > .
0 0
Finalement on a pour ReA > (> 0:

Me(ue, w) + Ab(ue, w) + a(ue, w) =< fw > Yw € [H3(92))". (% * *)

Remarque 1.2.1 :

La relation (* * *) nous donne le probléme stationnaire qu’on peut écrire encore sous forme :

/ Mpoucw +/ (c2po + An)divu divw + 2;t/\/ gij(ue)eij(w)dz = / fuedz Yw € [Hy(QL)]".
. Qe Qe



1.3 . Position du probléme stationnaire :

Nous avons établit au § 1.2 que I'image de Laplace u. du déplacement U, était solution d’un probléme
stationnaire. Dans cette partie, nous allons expliciter ce probléme puis on donnera une estimation a priori.

D’aprés la remarque 1.2.1 u, est solution de :
Trouver u, € [Hj(Q)]" tel que :

I1.3.1
(1:3.1) Azpoue'wd:c+/ aijin€in(ue )i (W)dz =/ fwdz  Yw e [Hy(Q)]"
Q. Q.

Q.
ol @ désigne le conjugué complexe de w et Hg(f.) est considéré comme un C espace vectoriel,

les coeflicients a;jin sont donnés par :

{ @ijth = €2pobijbim + M(nij 6in + p(8uibin + 6inbj1))

(1.3.2)
AeC , ReA>pB>0 ,np+2u>0 u>0

D’aprés ce qui précéde, on sait que ce probléme admet une unique solution u,(A). On va montrer directement
en utilisant le théoréme de Lax-Milgram (cf [27), [47]) existence et 'unicité de u..

Théoréme 1.3.1 : 1l existe une unique solution du systéme :

(1.3.3) {ﬂ"""e’ ue € [Hy(Q)]*  tel que

Ap,uei — 8i(aijimen(ue)) = fi dans Q. i=1,..,n.

Pour démontrer le théoréme nous allons utiliser les lemmes ci-dessous :

Lemme 1.3.2: Les coefficients a;;i, vérifient

aijlh = Qjilh = Qijhl = Qlhij
2
(13.4) Re(aijin€ijTin) > Beiji;  Ve=(e;;) €CY & =¢ji
.. a;ilh _ _ 2
Re(i/-\-—e;,-szh) 2 a*e,-js.-,- . Ve= (E.'_-,') € cr €ij = €4

B* eta™ des constantes > 0.

Démonstration :
Les propriétés de symétrie sont immédiates.
Soit € = (ei5) € C™ tel que €;j = €ji -

aijin€iiETR = (3P0 + A0)6ijbineisEth + Ap(8iabjn + Sindjr)eisEn
= (c2po + Mn)leil + (e TG + €455)
= czp,,le,','|2 + /\(17|€,','|2 + 2p€iiEij) car € = &j;-

Re(asjinei&n) > B(nleal® + 2pe45E5)
1 . _Rex, 2 2 _ 2 e
Re(:\'aijlhsijelh) = W%Polfﬁl + (nlesil” + 2pei;E5) > nleal” + 2pei; &5
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* Sin >0 alors:
Re(asjineij€in) 2 2pPei;Ei;

1
Re(xaijlheijm) > 2pEiE5
*Sin<0:

On montre facilement par récurrence sur n I’égalité suivante :

n
leis]? = le11 + €22 + ..+ Ennl’ = HZ lei]* — Z leii — 5517

i=1 1<i<j<n
Alors
nle|® + 2peiEG
n
=q(nd leal? = D e —ejil’) + 2ueiE;
i=1 1<i<jgn
n
=(m+2m) Y leal? +2u)_ &5 —n)_ lew =€l
i=1 i#j i<j
> min(nn + 24, 2p)€i; &5 -
Dot _
Re(aijin€ijEin) > fmin(nn + 2p, 2u)ei &
1 — . —
Re (Xa,-ﬂhei,-s;h) > min{nn + 2y, 2pu)esE5j .

Le lemme est vérifié avec 8* = S min(nn + 2p,2p) et o* = min(nn + 24, 2p).

C.Q.F.D.

Remarque [.3.3 :

Faire attention 3 ’abus de notation utilisé ici. Lorsque le signe 3 est utilisé cela signifie qu’on n’a plus de
sommation sur 'indice répété.

Lemme 1.34:

Q étant un ouvert borné de frontiére C! par morceaux
alors u — ([ulza(q) + IE(U)ﬁzm))l/Z est une norme sur H}(Q) équivalente a la norme ||.||1 a.

Démonstration : (voir [25]et [39]).

Démonstration duthéoréme I.3.1 :

On pose :

a(u,v) =/ /\2pou5d.‘£+/ a,-ju.em(u)e,-j(i)')d::
Q. Q.

< f,v >=/ fudz
Q.

. | est une forme anti-linéaire sur [F5(Q)]"
. a cst une forme sesquilinéaire sur [H3(S2)]"
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a(tu, pv) = tpa(u,v) t,p € C et Yu,v € [H}(Q)]"

. a est continue sur [H2(Q)]" x [H}(Q)]"
. a est coercive sur [H3(Q)]" , en effet :

|§a(u, u)l > Re (%a(u, u))

:Re/\po/ |u|2+Re/ a‘jlhe,-,-(u)e,-,-(u)dz
Q. . A

> Bpoluliaa,, + 0" /n 5 (W) (W) ds

> min(Bp,, ™) (luﬁﬂ(n.) + !E(U)ﬁz(n,))'
Du lemme 1.3.4, on déduit la coercivité de la forme a.

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe u € [H{(Q)]" unique solution du probléme (I1.3.3).

C.QF.D.

Estimation a priori :

Notation :
On désigne par ~ l'opérateur de prolongement par 0 dans 2\ £
qui opere de H3(Q,) dans H(2).

Soit «, le prolongement de u, par 0 dans @\ Q.. On a:

|a(ie, )] > c||Eelf? o

la(iic, )| = | /n Fite] < |flzea e 2.

Comme

|te|za(a) < clltellia
on a finalement

lldellgzay < elfleae)
ol ¢ est une constante indépendante de ¢.

Par conséquent la suite (4, )c>o est bornée dans [Hj(Q)]" indépendamment de €. Quitte & extraire une
sous-suite encore notée (u;)e>0, on déduit existence de u € [H}(Q)]" tel que :

i, — u dans [H}(Q)]" faible.

Dans le but de trouver le probleme vérifié par u()) et le probléme en temps correspondant, on introduit
a priori le cadre abstrait d’hypothéses suivantes.
Nous vérifierons ces hypothéses dans un premier temps pour le cas des trous (de taille convenablement choisie)
périodiquement répartis dans tout Q2 et dans un deuxiéme temps dans le cas des trous périodiquement répartis
sur un hyperplan de €.
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1.4 . Hypotheéses H1 & H6 :

On supose que les trous sont tels qu’il existe des éléments w et pj tels que Vk € {1,...,n}, on ait :
(H]) wielHY(Q)
(H2) wi=0 sﬁr les trous (T¢)")
(H3) wi—ek dans [HY(Q)]* faible ol ex est le k**™¢ vecteur de base de R"
(HY)  pe €W H=@Q)"
(H5) V(v.), v vérifiant :

ve —v dans [HY(Q)]* faible, v. =0 sur les trous (7} n(e)

v=1

et Vop€eD(Q), ona

< —0On(aijin€ij(wg)), P(ve )t >m-1(q)HiQ) < Bk PV >H-1(),HY(Q)

(H6) 1l existe une distribution Ge& D'(]0, +00], [W'1'°°(Q)]"2) telle que : G(t) = L=}(M(}))

ou M(A) désigne la matrice définie par ses colonnes (pi)r=1,....n, A€eC Redx>p(>0.

Remarque 1.4.1 1  L’idée du cadre abstrait d’hypothéses & priori est due & D. Cioranescu et F. Murat {12]
et les hypothéses (H1) & (H5) que 'on vient d’énoncer sont simplement celles introduites dans [12] pour
Popérateur Laplacien adaptées a nos équations. L’hypothése (H6) nous permettra de retrouver le probleme
en temps.

Remarque [.4.2 : L’hypothése (H5) peut étre remplacée par ’hypothése (H5)' plus forte suivante :

= Oj(aijmem(Wi)) = Bii — T dans Q

(H3) avec Hy — [k dans [H~1(Q)]* fort
et NE — dans [H™Y(Q)]* faible
et 7% =0 dans [H™'(Qe)]".

La derniére relation signiﬁe : <9,v>=0 Yve[H}(Q)]" tel que v =0surles T}.

L’hypothése (H5) intervient naturellement dans la démonstration du théoréme donnant le probleme limite
du probléme stationnaire .
Dans les exemples que nous étudierons, nous montrerons que (H5)' est satisfaite cela entrainera I’hypothese

(H5).

Dans la suite de ce paragraphe, on va démontrer des résultats qui découlent uniquement des hypotheses
(H1) a (H5).



Proposition 1.4.3 :

Soient (w%, pe)1<k<n des fonctions qui vérifient les hypotheéses (H1)-(H5). Alors si pf, = py.ep
on a pour chaque ¢ € D(Q)

(I.4.1) < /12,30 >D',D= elmg/ a,-ﬂhe,-,-(wi)sm(w;)cpd:c.
=vJa

Par conséquent les coefficients de M = [ur]1<r<n sont des mesures de Radon, la matrice M est
symétrique (pf, = uf,f) et positive au sens suivant :

(I1.4.2) Re< M$,6 >gryym@y20 Vo €[DQ)".

Démonstration :

Dans (H5), on prend v = wj, alors :
(1.4.3) < —On(aijinei; (WE)), oW > m-1(), i) —< Bk, 9 >H- @) Hi@) TP ED(Q).

En intégrant par parties le membre de gauche de (1.4.3), on obtient :
< —On(aijimeii (W), p(Wp)i >m-1(0)H Q)= Laijzhfij(WE)Ezh(wZ)¢dz +/naijlh5ij (k) (Ore)(wp)idz.
Grace a (H3)

/ aijin€ij (Wi)(Onp)(wp 1dz — 0.
Y]

En utilisant (1.4.3), on obtient (1.4.1).
La propriété de symétrie de M découle de celle des coefficients a;jin.

D’autre part pour tout ¢ € [D(Q)]*, on a:

< Mé, >9'(q),9(Q)=< #E,‘PqTP-p >= eli_I.T(l)/ﬂaijlheij(w;)Elh(a-;)‘anpdx

. caronaaussi < 4f,p > o= limeo fo aijin€ij(wi)em(w)pdz puisque (@7). vérifie (H3).

On pose Xj; = &;j(wg)pq alors X =X5; et

Re < M¢,$ >= lin(1)/ Re(a;ju,ijX_fh)d:c > B Iirr(x)/ ijX_fjd:l: >0 gracea (1.3.4).
£~ Q €= Q

R B i

" Enfinon a: I/n aij1hEsj (wi)szh(w;)tpdz| < clplre(n) P €D(NQ)

avec ¢ une constante indépendante de ¢.
Par suite |<ph,p>p0 | <clpleoy Ve € D(Q).

L’élément pf est une distribution ( car limite de distribution ) d’ordre 0
c’est donc une mesure de Radon (cf {47)).

C.Q.F.D.

On démontre maintenant la ” quasi-unicité ” des fonctions w§ et p; associées a la famille de trous

n(e)
(T,f) . et vérifiant les hypothéses (I11) a (II5).

v=

-

20



Proposition 1.4.4 :

Pour une méme suite de trous [(Tj)';gl)],_-)o, on suppose qu’il existe deux groupes de
fonctions  (wi,pk)p=y, (Wi, pi)io, qui vérifient les hypothéses (HI1)-(H5), alors on a:

(I.44) B = He dans
(14.5)  eij(wi—wf)—0 dans L{,.(Q) fort i,j=123.

Démonstration :

En combinant les hypothéses (H5) pour les deux groupes de fonctions (wj, ur) et (w§', pj) on obtient :

Vv, , vvérifiant : v, — v dans [H'(Q)]" faible; v, =0 sur les trous (7} :(:1)

(1.4.6) et pour tout ¢ €D(N), ona

< —On(aijimeij (Wi —w§)), @ (ve)t >H-10) HY Q)< B~ B PV >H-1(Q),HL(Q) -
Dans (1.4.6), on prend v, = wE —wg’. On obtient :
(1.4.7) < —On(asjinesj (Wi — i), p(wf —wi) >— 0.
On intégre par partie le membre gauche de (1.4.7), il‘vient que :
/ﬂa,-,—,he.;j(w; - wiem(p(wg — wi))dz —* 0.

On déduit que :

([.4.8) / a,-jzhe,-j(wi - Wil)f‘:lh(wi - wz')gad:c —0 Yo € ’D(Q)
aQ

Donc

(1.4.9) ’ le(wi — wi)lL2k) — 0V K compact C Q.

Pour vérifier (1.4.4), on choisit maintenant dans (1.4.6), ve =w;. On a:
C (14.10) < —On(asjineij (Wi — wf)), P(Wil >—< pr — phpe, > Vo €D(Q).
On intégre par partie le membre gauche de (1.4.10), alors :

j aijin€ij(wi — wi)em(pwp)de —< pe — pi, pep > .
1)

Comime ¢ est a support compact, a ’aide de (1.4.9), on a :
< ME—pppe, >=0 Vo € D(Q),

doir (1.4.4).
C.Q.F.D.



Remarque I.4.5: Vérifions (1.4.9) plus en détail.

(1.4.9) le(wi — w§')lL2ky — 0V K compact C Q.

preuve : Soit K un compact C Q.
Soit 6 >0 tel que K; = K + B(0,36) C Q.
Alors il existe g5 € D(Q2) tel que :

ps=1 sur K+ B(0,6)
ps=0 sur Q\ (K + B(0,35))

0<ps <1
Il suffit de prendre ( cf [21] ) : 05 = (g4 B(0,26) * ¢6)// Y(z)dz
’ B(0,1)
oi Ui(@) = 59(3)
1
1= e
d(x) =1 ¢ pour |lzfj<1
0 pour |jz|| > 1.
Posons fe = aijmeij(wi — wiem(wi — wi).

Nous avons

/nfssoo
= /Kfe+/K5\Kfe<P6

car ps=1 sur K et ws=0 sur Q\Kj.

D’aprés (1.4.8) lim | f.es =0.
e—0 Q
* Montrons que : lim feps = 0.
_— §—0 Ks\K
Ona

[ gl [ M= [ it ear
Ks\K Ks\K (4}

[felrnx| < |fe] € LY(Q).
flkpak —0 pp z€N quand 66— 0
en effet ;| soit z € Q
-si €K felgkpnk =0
-si z¢K posons § =d(z,K) (3>0.

/ fe‘P6+/ fs‘P&"‘/ fews
K Ks\K O\ Ks
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Soit 6 < g alors z ¢ K+ B(0,36) = Ks carsinon z=k+z avec k€K et|z] <36

on aura alors B=d(z,K)= Ijél}'{d(z,k) <lz—k|l=12 <36

soit @ < 36 ce qui contredit § < g

_d(z,K
Donc pour é < 3= (:z:3 ), s felgak =0
et donc felgaxg — 0 ppr€e quand 66— 0.

D’apreés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on a :

/n [felgax| — 0 quand §—0.

*  Montrons que : lim | f.=0.
_— e—0 K
Soit >0
lim/ |[felks\k| =0 alors 36,(c) tel que : / TARS U
§=0/Jq Ks \K 2
lirr(l)/ feps,ey=0 alors  Je, telque e<e, I/fe%a(s) <
A nd Q n
Comme / fe= / fePsoe) = /few,,(e) —/ fews,(c) Ppuisque g5, () = 1 sur K,
K K y) Ks \K

pour ¢£<é,

I/Kfes

/fesoao(s)
/few (&)

=1

+ I/ feso(e)
AK
[ I
Ks \K

<

Mld

2
Donc
V>0 e, telque Ve<eg, I/fE
K

<.

Ceci signifie que :
lim | f.=0.
e—0 K

* Conclusion :

(1"”6((&); _wil)”Lz(K) < ReL aulh€:]( - ‘-"k )€lh(wk ,)d:t = Re/ Se

d’olt
le(wi — w2y — 0 quand e —0.

CQFr.D
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1.5 . Passage a la limite :

Théoréme 1.5.1 :  Soit u, I'unique solution du systéme suivant :
(1.3.3) { Trouver u, € [H}(Q:)]" tel que :
.J. ,\2pouei - Q,-(a,-,-,he”,(ue)) =f; dans Q. i=1,..,n.

On se place sous les hypothéses (H1) a (H5). Alors
% —u dans [H3(Q)]" faible,

oll u est 'unique solution du systéme homogénéisé :

(I.5.1)

Trouver u € [H}(Q)]* tel que :
/\zpou,- - Bj(a,-j”.s”,(u)) + piu= fi dans i=1,...,n.

Démonstration :

Pour passer & la limite, nous allons utiliser la méthode de I’énérgie, introduite par L.Tartar [37] [46]
La méthode consiste 4 introduire dans la formulation variationnelle des fonctions tests particuliéres, a savoir
dans notre cas les fonctions wf définies par les hypotheses (H1) a (HS5).

D’aprés (1.3.1), on a:

/ A pu vdr + /ﬂ aijin€in (e )eij(v)dz = /f; fvdz _ Yv € [H(}(Qe)]".
Soit ¢ € D(Q) alors puwila, € [Hi(R)]* donc:
(1.5.2) /ﬂz\zpoﬁetpw,‘,d:c + La;jlhezh(ﬁs)s;j(¢wi)dz = /s;fcpwidx
ou encore
(1.5.3) /n)\zpoﬁe<pwid$ + /naijlhé‘lh(ﬁe) % [(Gip)(w)i + (859)(wi)ildz +

+ < —0On(aijineij(wi)), p(iie i > -/ aijin€in(wi ) (Onp) (e idz = / fowidz.
Q Q
Passons 2 la limite dans ’égalité (1.5.3). On a:

@ —u dans [HY(Q)]* faible
wi —er dans [H'(Q)]" faible.

L’injection de H!(Q2) dans L%(Q) étant compacte, aprés extraction d’une sous suite on a :

@ — u dans [LZ(Q)]* fort
wi — e; dans [LE(Q)]" fort.

On a alors :

/Azpoﬁ,w;dz—»/ Azpou.ek¢dz=/A2pouk¢dz
o) a Q

-~ 1 £ £ 1
/n aijin€n (i) 5[(5-'90)(%)1' + (0j¢)(wi)i}dz — /n aijinen(u) 5 [(Bsp)bkj + (0jp)dkild
< —On(aijin€ij (Wi)), P(Te)t >h-1, 13 —< fk, PU > -1 1}

/na-‘jlhfm(wi)(f’h‘/’)(ﬁs)zdr —0
[ revids — [ roeeds = [t
Q (1] (1]
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D’ou
1
//\2Pouwdr+/ aijinein(w) 5 [(Qip)or; + (O5p)rildz+ < pe pu >H-1,H;=/fk90dw-
(9] Q Y]

En utilisant le résultat suivant ( cf [2] )
pe €W HRQ)" ; ve[Ho Q" = meu € HY(Q) et < ppu, ¢ >g-1 ;=< P, 4P >H-1 1}
et Pégalité
/naijlhEIh(u) % [(Bip)brj + (0j)ki)dz = /ﬂaikmézh(u)aﬂpdw =< —0Oi(airinem(v)), ¢ >y-1 1,
on obtient :

(1.5.4) / /\2pouk<pd:c+ < —3,'((1,-)‘”,6”.(11)),(,0 >H—1-Hcl; + < ppu,p >= / fkgodz‘,
Q «Q

ce qui montre que u est solution de (L.5.1).
Reste a vérifier 'unicité de la solution de (1.5.1).

Une formulation variationnelle associée a (1.5.1) est :

Trouver  u € [H}(Q)]" tel que :
1.5.5
( ) / A poutdz +/ aijin€in(u)eij (V) de+ < Mu,v >= / fudz Yv € [Hy(Q)]".

o Q Q
Grace aux propriétés des coefficients a;j;; (lemme (1.3.2)), on a :
ij 1

(1.5.6) Re(/ Apo|uldz +/ a—Jl—llslh(u)eij(H)dx + - < Muu>)> ﬂpo/ |u|?dz + a*/ le(w)|*dz,

Q o A A Q Q
d’otl la coercivité de 'opérateur (A2p,I — 8j(aijinémn(.)) + pi) et donc Pexistence et I'unicité de la solution

de (1.5.1). D’autre part de P'unicité de la solution de (1.5.1), toutes les sous suites convergentes de (e ):>0
convergent vers la méme limite. C’est donc toute la suite qui converge.

C.QF.D.

Définition 1.5.2:  On définit I'espace de Hilbert suivant (cf Annexe A) :

dcv'
dt

W) = {v € 2O, T, [H@)); o € POTIHYDIM; 5= € LT H @]

ou C est défini par :
< Cu,v>=c(u,v) Yu,v € [LYQ)".

Théoréme 1.5.3 :  Sous les hypothéses (H1) - (H6), on a :

(15.7) il existe U € D (]0,+oo[, [H}(QI") tel que : u(A)= L(U) ReA> >0
(158 U, —U  dans W.[H}(Q)] faible

(1.5.9) la distribution U est I’'unique solution du probléme :

o; '
PO'gtT—oj”ij(U)—(G*U)i+Fi dansQ i=1,..,n
UE0)=0;  SH@0=0 dansQ
Uz, t) =0 sur 9Q.



Remarque 1.5.4 : Initialement le probléme était du type élasticité & mémoire courte (cf [25] ), c’est &
dire 1’état des contraintes ne dépend que de la déformation & l'instant ¢ et aux instants immédiatement
précédents. Aprés homogénéisation nous avons obtenu un probléme d’élasticité & mémoire longue, c’est a
dire Pétat des contraintes a ’instant ¢ dépend de la déformation a l'instant ¢ et aussi des déformations aux
instants antérieurs a t.

Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin des deux résultats suivants démontrés dans
R. Dautray - J.L. Lions [23].

Théoréme 1.5.5 :  Soit X un espace de Banach de norme |.|x.

Une condition nécéssaire et suffisante pour que la fonction p — F(p) définie dans C & valeurs dans X ,
soit la transformée de Laplace d’une distribution f € D (]0, 400, X) avec supp f C [a, 400 est que F soit
holomorphe dans un demi-plan 1€,,4-0o[xR & valeurs dans X et vérifie

|IF(p)lx < e *Pol(lp]), p=¢&+in,  €>&, neER

ott Pol(|p|) est un polynéme de la variable |p|.

Lemme 1.5.6 : Soit Y et Z deux espaces de Banach. O un ouvert de C. On suppose

a) p— I(p) holomorphede O CC — L(Y,Z)
b) I~!(p) existe pour tout p==~&+1in, pe .

Alors p— I'~1(p) est holomorphe de O — L(Y, Z).

Démonstration du théoréme 1.5.3 : Elle se fera & partir des lemmes ci-dessous (cf [41] ) :

Lemme 1.5.7:  La solution du probléme (1.5.1)

(L5.1) {T* ue € [HAQ)" tel que :

Npou; — Bi(aijmem(u)) + piw = fi  dans Q i=1,..,n,
est la transformée de Laplace d’une distribution U € ®'(J0, +oo[, [HS(Q)]*) :  u(A) = L(U) ReX > B > 0.

Démonstration :

Le probleme (1.5.1) est équivalent a :

' Trouver  u € [H}(Q)]*  tel que :
(1.5.10) {(A +Mu=f Odans [H-Y(Q)]
ol
(1.5.11) (Au),- = ,\2p,,u,- - Bj(a.-,-u.e,h(u)) Re) > /3 > 0.

L’application qui 3 A € {Re) > 8} associe (A + M)(X) € L([HF(Q)]?,[H~1(Q)]"*) est holomorphe car /1(A)
est un polynome en A et A — M(A) est holomorphe grace a (H6) et au théoreme 1.5.5.
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De plus d’aprés le théoréme 1.5.1, Popérateur (A + M)()) est inversible pour tout A € C tel que {ReA > B}
donc, grace au lemme 1.5.6, on a :

(1.5.12)

A+— (A4 M)~ (A) est holomorphe sur  {ReX > f}.

D’autre part, on a l’estimaion suivante :

(15.13)

(A + M)~ | cqar-v@ypm iz < €
ol ¢ est une constante indépendante de A.

En effet : soit v € [H~}(Q)]", 3! u € [H}(Q)]" telque v=(A+ M)u.

En utilisant I'inégalité de Korn dans 'inégalité (I.5.6), on a

1
7”””%{3(9) <Re< X(A + M)u,u >

1 _ 1 _
< ml <(A+Muu>ga g | = m| <v,T>g-1 gy

1
< — -
< |/\|”U”H 1”“”1{3(9)

ol v est une constante indépendante de A.

Donc

Mais comme

A2 ReA>[>0 = —

C
lll iy < o ol g-1.
1 1

< 3 et u=(A+ M) 'v, on déduit I'inégalité :

Al

(A + M)~ oll ca-s (2 @1 < cllvllgr-1

ol ¢ est une constante indépendante de A d’oui (1.5.13).

Maintenant pour conclure il suffit de voir que :

(1.5.14)

f est holomorphe sur C
IF (M zr-1 < el f(A)|L2(y < cPol(|A)

(car f est la transformée de Laplace de F € L%(0,+00; [LZ(Q)]"))

et

(1.5.15)

D’ou le lemme .

Lemme 1.5.8 :

(L.5.16)

u=(A+M)"'f.

C.QF.D.

La distribution U € D' (]0, +o0[, [H(R)]") du lemme L.5.7 est solution de I'équation

o2U;

pogz = 0ioi(U) = (G*U)i+ Fi dans  Q i=1,..,n

27



Démonstration :

2
1l suffit d’écrire : u = L(U), Au = L((fi_[tj)’ ANy = L(%), Mu = L(G)L(U) = L(G = U).
Ona:

/ Azpou.iidz +/ a.-jn.sn,(u)e,-,-(ﬁ)d:c+ < Mu,7 >= / fvdz Yv € [Hé(Q)]"
Q Q Q
soit
d*U dUu
/ L(po S0 + a(L(V), ) +B(L(G), )+ < LG+ 1), >=< L(F), v >
Q

d’ou 02U

< L(poaTz' —0;04;(U)+ (G+U); — Fy),v >g-» ;=0 Vo€ [H3 ()]".

La transformée de Laplace inverse est unique d’on (1.5.16) .

C.QF.D.

Lemme 1.5.9 :

(L5.17) U.—U" dans L®(0,T; [HYQ))") faible x YT >0

(1.5.18) e — u* = L(U") dans [H}(Q)]® faible pour Rel>(>0.
Démonstration :

Nous avons montré au § [.2

(12.2) { V. est bornée dans L*(0,400; [Hy(Q:)]")

V! est bornée dans L*(0,400; [L*()]")
on V.=ePU, B>0.

Donc V. est bornée dans L®(0,+o0 ; [HH{(Q)]").

£2(0,+00; [HH@)) = (L0, +00; (H@)))’

La boule unité de L®(0,400; [H}(Q)]") est compacte pour la topologie faible * (cf [9] ), donc aprés
extraction d’une sous suite prés notée encore V;

(1.5.19) Ve V" dans L®(0,400; [HY}(Q)I*) faible *.

Soit we[H YQ* et A€C tel que Rer>0. Alors e™*w € L1(0,+00; [HHQ)").

Donc

od Y = _—=At
< Ve, € MW > poo(0,400 ; (HAM]) L0400 5 [H @) < V€77 W >Le0(0, 400 ; [HYQ)),L (0,400 5 [H-HQ)]")
soit,
+00 - +o0
/ < Ve,e"\'w >H6'H—l_’/ < V',C_Mw >HiH-
0 0
00 +o0
< / Vee ™ w >H;.H—l—></ Vie M w >HY,H-!
0 0
< Ugyw D g-1—< U¥, W > gt Yw € H Q)"
o o)
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donc

(1.5.20) ' e —v*  dans [H}(Q)® faible pour Rex>0.
Il en résulte que : e — u* dans [H}(Q)]® faible pour ReA>j.
olt U*=eftVv* et u =L{U*).

En effet :  soit A € C tel que ReA > (3

+oo
. (\) = A Uce™

400
- / 7.e-(A=p)
0
= %:(A - B).
Mais (1.5.20) entraine
Fe(A=B) —=v*(A=0) dans [HY(Q)]® faible pour Rel>f

d’ott (I.5.18).

La convergence (I.5.17) est une conséquence de (1.5.19).

C.Q.F.D.

Remarque 1.5.10 : Au cours de la démonstration du lemme 1.5.9, nous avons vu que les convergences
(I.5.17) et (1.5.18) étaient & une sous-suite prés. Au fait grace au lemme ci-dessous, ce sont toute les suites
qui convergent.

Lemme 1.5.11 :
La limite de U, lorsque ¢ tend vers zéro est unique.

Donc Ur=U.

Démonstration :

Supposons que U et U, soient deux limites de U lorsque ¢ tend vers zéro. D’aprés (1.5.18) uq(A) et
u2(A) sont deux limites de %, qui satisfont les équations

Trouver u € [H}(Q)]” tel que :

(1.5.1) { /\2po'u,' — aj(a,-,-,he”,(u)) +piu=f dans Q i=1,..,n.

Mais (I.5.1) admet une unique solution, alors : u1(A) = up(A) pour Rel > g.

De la propriété d’unicité de la transformée de Laplace, on déduit que U; = U, .

C.Q.F.D.

Lemmel.5.12 :

(1.5.21) U, —-U dans W, [H}(Q)] faible

(I.5.22) U)=0; U'(0)=0 dans Q.
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Démonstration :

Des estimations sur U, obtenues dans le théoréme 1.1.2, on déduit que la suite (U}) est bornée
e>0

dans W.[H(Q)]

donc . _

U.—V dans W.[H}(Q)] faible.
Comme W.[H(Q)] — CY([0,T), [L*(V]™),
en particulier W.[HI(Q)] — L®(0,T; {L*()]™),
donc U.—V dans L*(0,T; [L%(Q)]*) faible
et .=V dams L®(0,T; [L3(Q)]*) faible .
Mais U, —U dans L%(0,T; [L3(Q)]*) faible .
Donc : V =U car la topologie faiblex est séparée. D’ou (I.5.21).

Pour vérifier les conditions initiales (I.5.22), on introduit 1’application f suivante :

£ CH[0,T),[L2(Q))") — R
V —< U(0), V(0) > + < U'(0), V'(0) >

ol < .,.> est le produit scalaire dans tLZ(Q)]" .
1l est facile de voir que f est un élément de (C*([0, T, [L%(2)]*))’ par conséquent
<fU>—<fU>

car

U, — U dans C'([0, T}, [L2()]") faible.
(WC[H(}(Q)] s’injecte continuement dans C1([0, T, [L2(Q)]*) et U. — U dans W.[HA(Q))] faible.)

Mais < f,U. > =0et < f,U >= ||U(0)||%,(n) + ”UI(O)”%z(n) d’oil le résultat .

C.QF.D.
Lemme 1.5.13 :
Le systéme
a*U; .
pow=3jdij(U)—(G*U)i+F.' dans? i=1,..,n
(L5.9) U(z,0)=0; %—(t](z,O) =0  dans®
U(z,t)=0 sur 02
admet une unique solution U € W [H}(Q)].
Démonstration :
L’existence est donnée par les lemmes (1.5.7) (1.5.8) (1.5.9) (1.5.11) et (1.5.12).
L’unicité est vérifiée de la méme maniére qu’au lemme (1.5.11).
C.Q.F.D.

Les lemmes (1.5.7), ... , (I.5.13) démontrent le théoreme 1.5.3.
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1.6 . Correcteur pour le déplacement : -

Un correcteur pour le déplacement est un terme que ’on additionne a 4, pour obtenir une convergence

forte vers u.
Nous suivons ici les idées de [2] dans le cas des équations de Stokes.

Avant d’énnoncer le théoréme donnant le terme correcteur on démontre le lemme ci-dessous :

Lemme L6.1:  Soit ¢ = (¢),_, € [D(Q)]". On considére la suite (Ac)c»o définie par :
(1.6.1) A = /ﬂaijzhim(ﬁe - Weo)eij (e — Wed)d

ot W, est la matrice carrée formée des vecteurs colonnes (w§)p_, , ur est la solution du probléme (I1.3.3).
Alors :

(1.6.2) lim A, = /ﬂ aijinein(u— @)eij(u— ¢)dz+ < M(u—¢),(u—¢) > Vé € [D(Q)]".

Démonstration :

On développe Pexpression de A, . On obtient :

A, zLaijlhslh(ﬁe)eij(E)d-T + / aijinEin(We o) €ij (W ¢)dz—
Q

- ./n asjtnen(iic) & (Wed)dz — /n aijinetn(Wed) €ij(8e )dz.
Nous avons les égalités suivantes :
£i;(Wed) = €ij(drwi)
- %(ad)k(wi)i + 3j¢k(‘*’i)i) + dreij(w)-

On fait des intégrations par parties. On obtient :

/naijzhEIh(Wetﬁ) €ij(Wed)dz = Aaijlhelh(w;)sij(@¢p¢7d$+
) . _
+ a;jz;.ezh(w;) [i(a,qsk(wi)_, + quSk(w; ,)] ¢pdz+

+ [ asmnes @D [H(aghdn + Orgplwfde)| Brdz +

- S— S5

. /n aijin (O1p(wi)n + Ondp(wih) (O:Be@D); + 08x(@D): )da

Laijzhezh(ﬁs)éij(m)dx =< —8i(asjin€ij (WE)), Bk (lie)n > ~ /‘;a.'jzhssj(w_i)asz_k(ﬁe)h +

1 . —
+ EAaijlhflh(ﬂz)(ai¢k(wi)j + 3j¢k(wi)i)d-t

/Slaijlhslh(We¢) £ij(lie)dz =< =0 (asjinein(wf)), (@e); 01 > — Laijlhe,h(wi)ajm(ﬁt)i *
1 —
+ 5_/9“-‘:'11161;.(“:)(6"1’"(“’;)1 + 61'4”‘(“;)")(11:'
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L’expression de A, devient :

A= / aijinen (e ) € (B )de + / aijinein(wp) €45 (WE)dp frdz +
- Ja a
1 — —
+ Laijlh5lh(w;) [5(3i¢k(wl‘i i + 06w )] bpde +
) —
+ LaijlhEij(‘Ti) [5(51%(“’;)" + Ondp(wp )i )] drdz +
4 . —
+ Z/naijlh (31¢p(wf:)h + 3h¢p(“’;)’) (6,-¢k(wi it ajqﬁk(w_ﬁ)") dz -
— < —8i(aijinei; (@), Pt )n > + L“‘i’he‘f(@a@_"(m)hdw_
1 — (57 &
- 5_/90;'1'1;.611:(“:)(66%(‘”; i + aj¢"(@‘) dz —
~ < —dj(aijmem(wg)), (fe); 0 > + /naiﬂhflh(‘”i)aqu"(a—‘)"dz_
1 — :
- §/naij1h61h(ue)(3i¢k(wi)i + aid”‘(w")")dz'

Maintenant, on passe i la limite dans chacun des termes de I’expression de A, et dans le méme ordre. .

i) D’aprés (I1.3.1),0on a:
//\2Po|ﬁe|2d¢v+/ aijlhﬂh(ﬁs)fij(ﬁ_e)dzz/fﬁe—dw——"/ fudz.
Ja Q Q Q

D’aprés (1.5.5)
/ Jfudz = / A2p0|u|2dz+/ aijinein(v)eij(@)de+ < Mu, 7 >
Q Q Q

comme e — u dans [L%(Q)]* fort
alors //\zpo|ﬁe|2dz — / A2p,|ultdz.
Q Q
D’ou
/ aij”,s;h(ﬁe)e,-,—(_ﬁs_)d:c —_— / a,-_,-(;,em(u)s,-j(ﬁ)d:c+ < Muuw>. (1)
Q Q

ii) Nous avons établis dans la démonstration de la proposition 1.4.3 :

/n aijinein(wh) € (WE)bpPrds —< M@, 6 >p-1 g3 - (2)

iii) L’hypothése (H3) et le théoréme de Rellich entrainent :

/ aijin€n(wp) [%(3;%00_7,),' + 0; (W) )] ppdz — 0 (3)
(1]
/n aisines @) (5 Ddpfn + Ouplf))| ez — 0 @

=

Laijlh.(al¢p(w;)h + 3h¢p(“’;)l) (3.'4’—1:(;{);' + ajd’_k(ﬁ)i)dr — /naijlhelh(¢)€ij($)dr- (5)
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iv) On a aussi :

< —81(aijin€ij (@), P (e )n >—< pi, ugr >=< Mu, 6 >, (6)

en effet dans (1.3.1), on prend v = Pw ¢ € D(R) alors:

/ Azpoﬁetp(?‘;dz +/ a,-_,-u.szh(ﬂ;)e.-j(go@dz = / fgoﬁdx
Q fo! Q
soit aprés intégration par parties :

J— -1 —_ — .
/n N potic puide + /n aijunenn(ile) 5[0ip(W); + (Wil + < —On(aijinesi (W), @(le)t >p-1,m3 —

- / aijin€i; (WE)Onp(tie i = / fowide
Q Q
a la limite, on obtient :
/ /\2pou.ek90+/ arjmmen(u)0;0 + elin%< —On(aijin€ij(@g)), p(te )t >g-1. g3 = /f<Pek
Q 0 - o

or
/f(Pek =/)‘2pou-ek<P+/ apjinen(u)dip+ < pr,pu >pg-1 g1
) Q Q

do
< —8i(aijine; (@), P(8e )n >—>< pr, up > .

v) Par des arguments analogues aux précédents, on a les limites suivantes :

/ﬂa,-ju.e,-j(ﬁ)&%(ﬁe)hd:v —0 (M
% /n aijzhezﬁ(ﬁe)(aiﬁ(@)j + ajﬁ(@)i)dﬂt — /n arjimem(u)ei; (#) - (®)
| < =0 (aijinem(wg)), (Be); b >—< p, U >=< M7, ¢ > 9)
/n aijinetn (Wi ) Pk (e )idz — 0 (10)
% /n aijin€in(te) (3i¢k(wi)j + 3j¢k(wi)i)dz — /ﬂ aijin€tn(B)ei; (). (11)

De (1) a (11), on déduit que :
lir!(l)Ae = / a,-ju.sm(u)e,-j('ﬁ)dz+ <Mu,u> + < M¢,$> + / a,-,-meu.(qﬁ)e.-j@)dz—
- Q 1]
— < Mu,¢> - /ﬂakjlhelh(“)eij(a)— < Mu,¢ > - / agjimem(@)eij ().
: o)

Comme M est symétrique on déduit (1.6.2).
C.Q.F.D.
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Théoréme 1.6.2 :
On se place sous les hypothéses (H1) & (H5). Le déplacement u, du probléme (1.3.3) vérifie :

(163) i, =Wu+r,

ot W, est la matrice carrée formée des vecteurs colonnes (w§ )i, , u est la solution du probléme
homogénéisé (1.5.1) et r. est tel que :

(I.6.4) re — 0 dans [WyY(Q)* fort

avec q= si n>3 et 1<¢<?2 st n=2.

Démonstration :

Pour démontrer le théoréme, nous allons reprendre ce qui a été fait par Allaire (cf [2] ) pour notre cas.

Soit £ >0, ue€[HFQ) =[D(Q)]* alors 3I¢¢ € [D(Q)]* tel que:
llu — éellpra) < §-

D’apreés (1.6.2)

lim A aijinem (e — Wede) €ij(tie — Wede)dz = /naiﬂh&lh(“ — de)eij(u — de)dz+ < M(u— @), (u — é¢) >

Comme : Re/ aijlhelh(ﬁg - Wg¢§)€ij(ﬂg - Wetﬁf)d:l? Z ﬂ*|€(d’5 - Weqﬁg)li,(n)
Q
et de = Wede € [Ho(Q)]”
alors d’aprés les inégalités de Korn et de Poincaré on a :
V(e — Wede)lzain) < ¢ Re /n aijinem (e — Wede) €35 (tie — Wedg)dz

ol ¢ est une constante indépendante de £ et de €. Donc

lim |V (4, — Wede)lZaim) < ¢ lim Re /ﬂ aijinen(iie — Wedg) €ij (U — Wede)dz
= cRe| /ﬂ asinein(u — b)ess (T = Fe)de+ < M(u— ¢¢), (T=9¢) > |
< e (je(u = 8)2acay + M lw-roq@lll — 96 Pllws1cay)-
Il est facile de voir Que :
I = 6ellwgncay = [ 190 = ¢eP)

= [V 4. + (- 69 Re)

< 2|u ~ delLan)|V(u — d¢)lLa ()
< 2¢|V(u — ¢¢)|73(q)

ou c est la constante de Poincaré,
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donc

lim [V (4 — Wede)l72a) < ¢ (1 + 2C||1V1'||w-1-a=»(n)) llu = BellZracay

<cg?
par conséquent :
il existe €g(§)>0 telque e€<e ona: llie — Wedellarny < €.
Maintenant, on écrit : e — Weu = te — Wede + We(de — u).

Soit ¢ <2 ,0n a:
e = Weulyraq) < lile — Wedelwroqy + [We(de — u)lyra(qy-

Ona: HY(Q) — Wy9(Q) Vg<2

alors

|t — Weulwol"'(n) < et - W€¢€”Hol(n) + [We(de — “)th}-‘l(n)
< c§ + We(de — w)lwre(q)

Pour avoir le théoréme il suffit de majorer |W.(¢¢ — “)Iwo"‘*(n) par c&.

Estimation de |W,(¢e — ")|Wc}"'(n) :

Sin>3: HY(Q) — L*/"-2(Q) avec injection continue,

donc [We(¢¢ — wlwraqy = IV(We(de = v))|Laa)
= |VWe.(d¢ — u) + We.V(d¢ — u)lLoa)
< [VWede — vy + IWe.V(de — u)lLe(a)

< [VWeleaaylde — ulpanrn-aqq) + [We|Lan/n-3()| V(e — v)La(a)

, 11, 1 _n-1 _n
avec qg 2 2n T p q—n-—l

n—2
alors We(de — u)lyraq) < C(||¢e = ullpia)y + (Welma)llde — “llﬂg(n))

IA
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Sin=2: HY Q) — L*(Q) Vp finl avec inclusion continue .

[We(de — wlwraqy < [VWelde — u)lrea) + [We.V(de — u)|Leay
P (U]

< |VWelraqylde — ulrry + [Welr)|V(de — )2

1 1 1 .
avec —=-4- p fini = g<2
g 2 p
par conséquent |We(de — “)lwc}"’(ﬂ) < ¢t.
Nous avons donc montré que :
V&> 0, Jeo >0 tel que e<eg = |i, — W5u|wox,q(m < ct
qg= i si n>3
avec n—1
1<¢<2 si n=2
c’est a dire re — 0 dans [WY(Q)]* fort.

Remarque 1.6.3 : On peut vérifier (cf [2]) que si on ajoute aux hypothéses du théoréme 1.6.1
la condition ( de régularité pour u ) suivante :

u€ Wt @Q)NL2Q)"si n>3
(1.6.5)
ue Wt Q))si n=2et6>0

alors re —0  dans [H}(Q)]* fort.

Remarque 1.6.4 :

Le terme correcteuf du déplacement est (Id — W, )u car:
(e —u) — 0  dans [HY(Q)]* faible

et
[de ~u+(Id—W.)u] — 0  dans [WI(Q)]* fort.

C.Q.F.D.
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1.7 . Estimation d'erreur :

Dans ce paragraphe, on va obtenir une majoration de ||r¢||z1(q). Elle ne nous donnera que peu de
‘renseignement vu sa forme abstraite mais lorsqu’on explicitera les fonctions wy, g qui vérifient (H1) - (H5),
on verra qu’elle est de ’ordre de £%(™) ol a(n) est une fonction de n (dimension de P’espace).

On suppose que la solution du probléme homogénéisé (1.5.1) est suffisament réguliére, ici u € [W 2 ()]
et on suppose que I’hypothése (H5)' est vérifiée c’est a dire :

— Oj(aijmem(Wi)) = Mii = Tis dans Q

(H5) avec 1 — bk dans [H-HQ)" fc?rt
et T — Bk dans [H~1(Q)]* faible
et 1% =0 dans [H~YQ)]".

On adapte ici le travail de [2] .

Proposition 1.7.1 :

On se place sous les hypothéses (H1) - (H5)'. On suppose que la solution u de (1.5.1) vérifie :

(L.7.1) u € [W2(Q))".

Soit re = 2, — Weu.

Ona:

(L.7.2) Ivrele(n) < c“u”wz,oo(n)( |Id — W5|L2(n) + || M — M“H—l(n) + “VW;“H—I(Q) )

ot ¢ ne dépend que de Q et pas de ¢, ni de u et M, est la matrice formée des vecteurs colonnes (u})%-,

Démonstration :
Posons /\i = —aj(a.-,-“.s;h(rs)).
On va calculer de 2 fagons différentes le produit de dualité < Ae,Te >g-1 H3(0)-

Tout d’abord on a:

(1.7.3) <A\ Te >= Laijlhslh(re)eij(Fs)dz-

D’autre part, on développe A, :

(1.7.4) A = —~0;(aijinemn(@e)) + 05 (aijimen(wi))ue + aijindjurem(wi)
+0;(aijinOrur(wi — ex)n) + 0j(aijmmem(u)).

Or (H5) = —0j(aijmem(wi)) = Bt — i dans Q
(15.1) = Np,u — dj(aijimem(w)) + piw = f;  dans Q

et si on définit #* € [H~1(Q)]" par

(1.7.5) . nf = Mpoite; — Oj(aijinen(ite)) —
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alors <nf,u>=0 Yoe[H;(Q)" telque v=0 surles T},
et 1’égalité (I.7.4) devient :

(17.6) AL = X2po(ui — i) + (pi — pf)u + Ve uk + aijimOjurern(wi) + 0j(aijnOrur (Wi — ex)n) + 7;
On calcule le produit de dualité, on obtient :

(17.7) < Ae,Fe > +A%p, / Ire|? = / (Id - W, uF, + < (M — MJ)u, 7 > +
Q ]

+ / aijin€in(wWg )0 ur™; — / aijinOrur (Wi, — ex)n0;Ti dz.
a Q
De (1.7.7) on tire la majoration suivante :
] _ ,
(178) RE(:\- < Ae, e >) + Bpo /n IT‘E |2 < c()\)(|Id— W, ILz(n)”u”Leo(n)IT’EILz(n) +

+ M — Me|| -1 @)liullwre@)llrellaz @) + IVWella-1 @)l Vullwrco@ylre |22y +

+ [Id — We|p2()l|Vul|L= ()| Ve |L2(n))

avec c()) une constante dépendant du module de A.

Grace a I'inégalité de Poincaré on a :
(1.7.9) |7'E|L2(n) < c”rg”Hé(n).
L’inégalité (1.7.8) devient alors :

1
(1710) Re( < A, Te > ) + ﬂpoL|r£|2 < c(/\)”’ullwz,oo(n) (l[d— W€|L2(ﬂ)+

HIM = M [l-3c0) + 19Well-1 @) irellery -

Mais grace a (1.7.3), (I.3.4) et a I'inégalité de Korn, nous avons :

(L.7.11) Re()\ <Ae,Fe>) = Re / Zijih =L2em(re) €(Fe) dz > o*lle(re)llfa(ay > c||’°s||H1(n)

D’ou le résultat annoncé.

C.Q.F.D.
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I1 - CAS DES PETITS TROUS PERIODIQUEMENT REPARTIS EN VOLUME.

Dans cette partie, nous allons appliquer les résultats du cadre abstrait de la premiére partie & un cas
concret, celui des petits trous périodiquement répartis en volume. On donnera dans un premier temps une
déscription géométrique de cette répartition des trous puis nous vérifierons les hypotheses (H1) a (H6), ce
qui donnera un sens & la premiére partie.

1.1 . Déscription de la géométrie considérée :

Nous reprenons ici la déscription donnée par [2].

Soit §2 un ouvert borné connexe de R (n > 2), de classe C! par morceaux.

Soit B; la boule ouverte de centre ’origine et de rayon 1. On recouvre €2 d’un maillage régulier de pas 2¢
dans la direction de chacun des axes de R". Chaque cellule du maillage est un cube P; identique, a une
translation pres, a (—¢,+¢€)" (voir figure 1 ). Au centre de chaque P} inclus dans 2, est centré un trou 77,
Phomothétique de rapport a. & un fermé T. On suppose que

. T est strictement inclus dans la boule unité B;
(I1.1.1)

By \ T est un ouvert connexe de frontiére C' par morceaux.

La taille a. est donnée par :

n
Coem —2 pour n>3

(11.1.2) a; = ]

e £2 pour n=2 avecC,>0.
Une simple considération géométrique nous donne le nombre de trous, soit :

12|
(2e)"

n(e) = 71+ o1)]

ol [Q] est la mesure de .

L’ouvert . (voir figure 2) est obtenu en otant de 'ouvert Q les trous 7},.

(11.1.3) Q. =a\urlTe.

Remarque I1.1.1 :  La taille a, est la taille critique des trous, trouvée pour le cas du Laplacien ( cf {12]).
Ce sera aussi une taille critique pour notre cas. On verra dans la partie IV que suivant que la taille des trous
est plus grande ou plus petite le comportement limite du fluide est différent.

Remarque 11.1.2: L’hypothése (I1.1.1) vérifiée par le trou T fait que 2, est un ouvert borné connexe de
frontiere C! par morceaux. L’hypothése du cadre abstrait pour ’ouvert €2, est donc vérifiée.
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I1.2 . Vérification des hypothéses (H1) & (H5) dans le cas des trous sphériques :

Nous allons construire et calculer de fagon explicite des fonctions (Wi;ﬂk)l <k<n Qui Vérifient les hy-

pothéses (H1) & (H6) lorsque les trous (T ,f):(:l) sont sphériques. Nous traitons ce cas avant le cas des trous

de forme quelconque car c’est plus simple et d’autre part cela nous permettra de vérifier 'optimalité de
certaines conditions.

Pour tout pavé P; entiérement inclus dans €2, on définit 'ouvert C% par :
(11.2.1) C,=B\T;
ou B; est la boule de rayon ¢ centrée au centre de P;.
On définit cgalement I'ouvert K comme étant le complémentaire de T¢ U U dans P: (voir figure 3).
On a

(11.2.2) P: =T:uC:UK:.

<

2¢e

<%
N
D
<7:m

-t
0
™

figure 3
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On définit alors des fonctions (""i)lskSﬂ sur Pouvert € par :

( — Pour tout pavé P, qui coupe 02, on pose :
wi = eg dans P, NQ
— Pour tout pavé entiérement inclus dans €2, on pose
(11.2.3) g wi = ek dans K¢
bl 3]' (a,-ju.eu.(wi)) =0 dans Cf,
w;=0 dans T}
[et wi € [H'(P))]".

On vérifie facilement qu’il existe une solution unique w§ € [H!(C%)]" solution du probléme :

— 8,- (a,-ju.su.(wi)) =0 dans Cﬁ
wi =0 sur 0T,
wi = eg sur 0C; NOK;,

d’ot la solution w§ € [H!(PZ)]™ de (11.2.3).

Comme C¢ est & symeétrie sphérique, on peut calculer explicitement wy.
Ce calcul est fait dans I’annexe B. Nous nous contentons de donner ici le résultat.

On prend comme origine de I’espace, le centre de P. On note (eg)p_; une base orthonormée de R™. On
n
désigne par (xx)%_, les coordonnées d’un point dans cette base, par r = (Z £2)'/2 1a coordonnée radiale et

i=1
par e, le vecteur unitaire radial.

Dans ’annexe B, on cherche la solution du systéme (II.2.3) dans C;, sous forme :

(11.2.4) w§ = zprf(r)e, + g(r)ex  pour 1€ [a.,¢€]

ol les fonctions f et g sont données par :
sin>3:
1 B
f==(a+3)+c

+
(11.2.5) T 149
l(—§+ + mAT2) n+142m

_ _ 2
g(r)_r" n—2 2(1 + nm) ¢+ D
avec
(A== 1+ o))
n2
. _G.i
(11.2.6) | ] B=—en 2+ o(1)]

C= ;11-[1 + o(1)]

b,
[ D=1+ €1+ o(1)]
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ol

(1 [l 1+2m]
Tl T i
142m n+1+42m
(I1.2.7) { '=7=7 * T
Ap
™ T oo+ A+
sin=2:
| =2t +Z 0
(IL.2.8) 142mr Br )
- m+3
= —Al AL A g, M
g(r) Alogr 573 2(1+2m)0r + D
avec
(4 62[1 1)]
=—-——1{l4+0
{4+ o)
2C
B = 1 if:—E_"’O[l-I-o(l)]
(I1.2.9) {7 1+2mCo
1
= —— |1
¢ (1+2m)C'0[ + ol
2
D=1- %1 4 o)
\ Co

Il est facile de voir que, de par leur définition méme, on a :
wi € [H' ()"
Par conséquent (H1) est vérifiée.

De méme par construction on a :

wp =0 sur les trous (TS)Z(:I)

et donc (H2) est aussi vérifiée.

Avant de montrer que les autres hypothéses (H3) (H4) (H5)' et (H6) sont vérifiées, nous allons donner des

estimations des normes dans différents espaces des fonctions (w§)1<k<n-

Lemme I1.2.1: Soient (w§)i<k<n les fonctions définies en (I1.2.3).

On a les estimations suivantes :

(I1.2.10) Ve gy < ce™
(I1.2.11)
gntr pour 1<p< n
< n- 2
2
e In=2)loge =
Wi — ekl? o < X lloge potr P=0=2
k Lr(Cg) = 2 n
gn/n=2 pour e <p<+00
n —
2 (e2|loge|)” pour 1<p< 400

oll ¢ est une constante qui ne dépend pas de €.

et

et

et

et

43



Démonstration :

Nous reprenons la démonstration faite par Allaire pour le cas des équations de StoKes [2].

On sépare en deux cas selon la valeur de la dimension d’espace n, car les fonctions wj, ne sont pas exactement

du méme genre dans ces deux cas.

n>3:

Calcul de |V‘”il%2(c;) :

wi = zkrf(r)er + g(r)ex

donc
(11.2.12) Ve Baesy < eI/ Bacsy + Inf()Eaccgy + I (e )-
Or
g(r) = —(1+2m)ri1 + rfn - n-lr_'l_:im "
(I1.2.13) rf(r)= rTA_ r'ﬁl toer
rfi(r) = - 2 "+1'

Par conséquent a ’aide des expressions A, B, C (IL.2.6) :

</ AP B} n—
[VwgZacey < c/ (rz("|‘1)’+ J("LI) + |C|2r2),~ ldr

IA

([r 1Be
e SN ¥ )

c(e® + €™ + €™t

+ lCIz n+2 ]

A

Finalement
|Vwilia(cs) < €™

Calcul de |w§ — ekli,(cz) pourp>1:

Ona:
(11.2.14) wi = eklpa(csy < e(lg(r) - llir(cg) + |7'2f(7')|’1’,p(c;))'
or 1+42m A 1B 142
+2m n+l4+2m  ,
—1= - ooy - D-—
9(r) -1 n-2rm2 nrm  2(1+nm) Cr + !
B
,'.Zf(,,,) ===+ -y + Crl.
Par conséquent :
(11.2.15) it = etlineyy < < [ (A + BE 4 iopr 4 D 1p) e
VA k k Lr(CE) = a rp(n-2)

IN

rp(n=2)-(n-1) rrp—(n—1)

€ P P
C/ ( |A| + |B| + lClpT2p+"-l + |D— llpr"'l)dr.
ae
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*Soit pn-2)—(n-1)<1l<=p< n—g—E

Dans ce cas, grace a (I1.2.6)

IA

AlP € BIlP
jwf — exlinasy < ¢ ar__ / IB] dr + [CIPe™? + |D — 1pe”)

gp(n—2)—n ae pnp—(n-1)

IA

e(e"t?P 4 gntP 4 gnHIP g D)

donc

(11.2.16) . wi = exlgp(csy < ce™

*Soit p(n—-2)—(n—-1)=1<=p= #

Dans ce cas, grace a (11.2.6)

IN

B P
jwi — ekli,(c,) c(|A|P|Io_an| + _L + |C|p€n+2p + |D - 1|p5n)

as"‘(P_l)

c(s"z/”'2lloge| + 6"2/"—2)

IA

donc

(11.2.17) W — exlf gy < ce™ /" 2|logel.
x*Soit p(n—-2)—-(n—-1)>1&>p> %

Dans ce cas, grace a (I1.2.6)

. AP B
ki —exlpa(cy) < C(asp(n—z)-n + neD

S 6(6"2/""2 + En?/n—z + 6n+2p + €n+2p)

+ [CPPe™*? 4+ |D - llpe")

or et « 6n2/n—2 — €n+2n/n—2
donc

2
(11.2.18) wi — eklir(cz) < ee™ /m-2,

On considére maintenant le deuxieme cas.

n=2:

Caleul de |Vwi|facey :

wi = zrf(r)e, + g(r)ex

donc
|VwilZaer) < C(I!"(")I%Z(C;) + P f(r)Z2csy + |7‘2f'(7')|%=(c;))-
Or A B 342
! Yy — — - m
gr)=—=+ 1+2mCr'
A 1 B
R =t R
. 94 1 4B
rfi(r) = -

l+2mr 13°



Par conséquent a 1’aide des expressions A, B, C (I1.2.9) :

€ A|2 B 2
Vil < o [ (B + ZE + jope )rar

2 |B|? 2.4
c[|A| logac| + 3 + ICIPe ]

IA

A

< e(e® + et + £Y).

Finalement

(11.2.19) IVwilZacsy < .

Calcul de |w§ — ekl%r(c;) pour p>1:

Ona:

wf = exaics) < c(190) = Wuogy + IS () Eagey))-
Or B 2m +3
m
- _ B _ 2m+3 2 p_
g(r) Alogr 572 2(1+nm)Cr + 1
B
2 _ = 2
rf(")—l+2m+ = +or

Par conséquent :

€
|BIP
ot = erliniepy S ¢ [ (4P + 555 + ICPr + 1D~ 1P + AP YogrP)rar.
Or . R .
/ {logr[frdr = |logr|p%|§' - g/ |logr|P~Lrdr.
Donc

I/e {logr|Prdr| < ce|logel?
G
par conséquent :
jwi — ekl'}m(cg) < c(e®*? + %a? + e7*2 4 £2(e?|loge|)? + ¥*2|loge|P)
donc
(I1.2.20) lwi — erllpicey < ce’(|logel)?
Ce qui termine la démonstration du lemme I1.2.1.

C.Q.F.D.

Lemme I1.2.2: Les fonctions (w§)i1<k<n définies en (I1.2.3) vérifient les hypothéses (H1) , (H2) et (H3)
et de pluson a :

wi — ey dans [LP(Q)]" fortement pour tout p, tel que: 1< p < +oo.

Démonstration :  Nous suivons la démonstration faite dans [2].

On a déja vu ( avant le lemme I1:2.1 ) que les fonctions (w§)i1<k<n définies en (I1.2.3) vérifient par définition
les hypothéses (H1) et (H2).
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D’autre part, par définition on a aussi :

(112:21) |Vwili2pey = IVwilZacer)
lwi — exliocpsy = i = exlfoccey + 1T

De plus on sait (cf I1.1.3) qu’il existe n(e) pavés P; qui sont inclus dans {2 avec :

1€
(2¢)"

n(e) = [1+0(1)]

donc

12| e
IVwilian) = 50 |VwilZacpell + o(1)]
o = ex ooy = A — €4l oL + (1]
¥~ CklLr@) T (ggyn W T EklLapylt T O

(11.2.22)

Par conséquent & I’aide du lemme 11.2.1 il vient :
|VwilZeg) < ¢
Qe

a1
wf = erlZomy < el(T)" + Zlok —erlincy)]

or n
Co,en —2 si n>3
ae = 2
e €2 si n=2
done
g% pour 1§p<nn2 et n>3
. ’ 21/ = 2|15g¢| pour p= i et n>3
Wi _ekl[,p(n) <c n n-—2
g2n/n—2 pour — <p<+oo et n>3
(€2|Iog€|)p pour 1<p<+x et n=2
d’our :
wg — e dans [LP(Q)]* fort 1< p<+oo.
Or Vwi est borné dans [L?(Q)]*" donc:
wi — ek dans [H}(Q)]* faible.
C.Q.F.D.

Avant de vérifier les hypotheses (H4), (H5)' et (H6), on remarque que d’apreés leur construction
(voir 11.2.3) les fonctions (w§)i<k<n sont telles que :

(4
—0j(aijinem(wy)) = 0 a lintérieur des ouverts T:,CE et K|
par conséquent :

— Oj(asjmem(wi)) = pii — Ve
(11.2.23) i ¢ ol pu§ est une mesure portée par les sphéres 9C; N 0K
et 75 est une mesure portée par les sphéres 97}.
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Une intégration par parties élémentaire nous montre que :

s a;iinem(wi)n;e; sur 0C; N 0K}
(11.2.24) Hie = Gt i( :) i v
¥; = aijmem(wi)nje; sur 0T

il

ol n = e’ est le vecteur radial dans P{ et r, la coordonnée radiale dans Py.

On définit alors la mesure 6§ comme étant la masse unité portée par la sphére 9C; NIK;
plus précisément :

(11.2.25) Vi € D(Q) < 6,0 >u-1Hy@)= / p(s)ds.
CENOKS
On a alors :
n(e)
(11.2.26) ,ui = Za,-j”,su,(wi)(e;.’.ej)e,-éf,.
v=1

Vérifier les hypothéses (H4), (H5)' et (H6) revient en fait & montrer que :
3ui € [W1(Q)]"  tel que :
Hp — M dans [H~Y(Q)]* fort

(11.2.27) A () pour ReA > (3
(M) < ¢ Pol(|Al).

Théoréme 11.2.3 :

Les fonctions (w§)1<k<n définies en (I1.2.3) et les vecteurs constants (ux)1<k<n définis par :

n(n —1) Ma(€2po 4+ Mn + 21))

=~ —2Cr2s, e si >3
o (n—D)e2po+ X(2n - Dp+(n— 1)) "

211

m Ap(c2po + An + 241))
Hk = ~~ 2 €
Co cZpo+A(3u+1)

vérifient les hypothéses (H4), (H5) et (H6).

(11.2.28)

si n=2

Pour démontrer le théoréme I1.2.3, on utilise le lemme suivant démontré dans [2].

Lemme I1.2.4:
Soit 6 la masse unité portée par la sphére 0C; NOK} (cfI11.2.25).

Pourn>2ona:

n(e) s,

Z eb;, — 2—:- dans H™Y(Q) fort
(11.2.29) "(=‘)

Z e(el.ep)erd; — %%ek dans [H™Y(Q)*  fort,

v=1 .

ol e est le vecteur unitaire radial dans le pavé Py.

et
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Démonstration du théoréme 11.2.3 :

Nous reprenons les mémes techniques utilisées par Allaire [2].

Les fonctions p; définies par (I1.2.28) sont des constantes par conséquent (H4) est trivialement vérifiée.
D’autre part 'application A — px () est une fraction et [ug(A)| < c|A| donc (H6) est aussi vérifiée.
Il reste donc & vérifier (H5)'.

On sait que (cf I1.2.26)
n(e)

p = Y aijinem(wi)(er €5)eib;

v=1
or
wi = zxrf(r)el + g(r)ex dans C},
ou e¥ est le vecteur radial dans P;.
En utilisant P’annexe B, on obtient facilement :

n(e)
(11.2.30) g =Y [g(e)er + (21/(€) — eh(e))(ef ex)er] s,

v=l1

( pour la définition de la fonction k voir 'annexe B ).

Sin>3:
—/\'fj)[ (142 B _nxliime)
/‘k— 2] ‘ m)nl entl 1+ nm El€k u+
v= -
n(e)
B 2—n—n? v e

+ Z [ (n+ Vg — T Ce| (et en)er
a l'aide de (I1.2.5).
Connaissant les valeurs de A, B et C (cf I1.2.6), il vient :

(¢) n(e)
c n+1+2m 2m . . —n—n? 1 v ce
Hy = [(1+2m i az gbyer — H—n_(n+2) EZ e .ek)e,6,,][1+o(1)].

A Paide du lemme I1.2.4 et comme o(1) est une suite réelle qui converge vers zéro, on a :

n+1+2m\185, 2—-n—n? 18
| I el it il - _ _Zn
Hie ( +2m 1+nm )a2" ( 14+ nm ( +2))an2"ek

n(n+1+2m) 2-n-n?

= 2Qnm — -

n2" (n+ nm 14+ nm 14+nm +n+2)ek

2(1 + nm)
(2n+2nm+2 - _ljl-_nm_)ek

S
= 2n_ﬂla(m+1)ek
S ( en remplagant a et m par leurs expressions ).

Donc pour n > 3
ui — p dans [H™YQ)]" fort.



Sin=2:

n(s)

2m+3 .
py = /\uZ( 1+2m06)ek6,,+
n(e)
1 4B 4C
A - =
+ “Z( 1+2ms & " T+om
a laide de (I1.2.8).

Connaissant les valeurs de A, B et C (cf I1.2.9), il vient :

n(e)

B = (%\f[l -

A Paide du lemme I1.2.4 on obtient :

n(e)
2m +3 Z . 4Ap
] = €6u6k + (1 [

(1+2m)?" & + 2m)C, 1 + 2m

. Ap 2m+ 3 4Ap
Mol - i )2] (1+2m)c,,[ T om
pm 2m+3 2 2
="2F(1_ Ttame T 152m + (1+2m)2)e
_Aum 1+m
T 2C, 1+ 2m
= ug ( en remplagant m par sa valeur).

Dot
ui — e dans [H™YQ))? fort

sin=2.

)(e r)end;

]%ek

]Z (el ex)er8 ) [1+ o(1)].

C.QF.D.



I1.3. Vérification des hypothéses (H1) & (H6) dans le cas des trous de formes quelconques :

On se place dans le cadre géometrique des petits trous périodiquement répartis en volume. Nous allons

séparer le cas de la dimension n = 2 des autres cas n > 3 car les résultats sont différents comme nous I’avons
constaté dans le cas des trous sphériques.

A. Cas de la dimension n = 2

Comme pour le cas des trous sphériques, on définit les fonctions (w§)i<k<2 par :

([ — Pour tout pavé PS qui coupe 92, on pose :
Wi = e dans P, NQ
— Pour tout pavé entierement inclus dansQ, on pose :
(I1.3.1) < wi = € dans K
- Bj(a,-j,hsyh(wi)) =0 dans C,f
wi=0 dans T;
et wi € [H'(P)].

L.a définition (I1.3.1) a bien un sens et détermine de fagon unique wf qui appartient a [H1(Q)]2.
) k

Dans le cas géneral, on ne peut pas calculer explicitement ces fonctions (wi)i<k<e- Par contre, si T est
d’intérieur non vide (c’est a dire que T contient une petite boule ouverte), on va pouvoir les estimer en les
comparan? avec les mémes fonctions définies dans le cas des trous sphériques. En effet, comme 7" C B; on
peut définir la sphére BJ¢ de rayon a. centrée au centre de P:.

On a ( voir figure 4 ) T:; C Bp-.

2%/ By ™

c\f‘ Y
Pe
\Y)

figure 4



On définit alors les fonctions (wi;)i1<k<2 par :

( — Pour tout pavé P, qui coupedf, on pose :
wi = ek dans P;NQ
— Pour tout pavé entiérement inclus dans 2, on pose :
(11.3.2) $ Wop = €k dans K
—0j (asjimem(wig)) =0 dans C; — BZ*
wh, =0 dans Bj*
let ws; € [HY(P)]”.

La définition (I1.3.2) détermine de facon unique les fonctions (wie)i<k<2 que Ton a calculé au
paragraphe 11.2, et on a :
wh € [HY ().

On pose :

(I1.3.3) wy = wi — wi.

Lemme I1.3.1: Les fonctions (w§')1<r<2 définies en (I1.3.3) appartiennent a [H3())? et on a:
[V |2y < ce
ol ¢ ne dépend pas de ¢.

Démonstration :
On adapte la démonstration de [2] & notre cas.

Si on appelle §2¢ la mesure définie comme étant la masse unité portée par la spheére OB%+, alors on vérifie
aisément que les fonctions (wi})i1<r<2 sont aussi définies par :

( — Pour tout pavé P qui coupe 02, on a:
wi = ek dans P;NQ
1134 — Pour tout pavé entiérement inclus dans§2, on a :
(IL.3.4) < wy =0 dans K et T, ]
— i (aijmem(wy')) = (asjmen(wi)(er €)) 60 dans C;
Let wi' € [Hy (P

Ona: Wi € [H3(Q))2.
Pour avoir V’estimation, on calcule la quantité (aijimein(ws, )(ey .€j)ei)63¢ a I’aide des résultats du § 11.2. On
obtient :
(aijimem(wie)(el-e)e)2s = Anfg’(ae)er + (a?f'(ac) — ach(ac)(ef ex)er] 65
1+m 1 & .
= 2/\}1 1+2m -é:a_;[l + 0(1)]Ck6,,
( pour la définition de la fonction h voir I’annexe B ).

Or d’aprés (11.3.4), wg’ est I'unique solution dans [H§(C))? de :

(11.3.5) =8 (aijinem(wy’)) = (aijmem(wor ) ey €5))65° dans C°.
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De la formulation variationnelle de (I1.3.5), on tire :

e 2 g2 1+m
(H.3.6) ]C‘ agjzhezh(wi’) E,'j(wk’) dz = -C—’o Z /\/.L 1 T om

v

[1+ o(1)] / Wy .exds
8B+
d’ott
2
/ le(WEH|? < c—|/ Ui'.ekdsl
ce Qe ) JoBe
ou ¢ est indépendante de ¢.

D’autre part on a: ( voir [2] )
(1137) |LB¢¢ w_‘k'.ekdsl < cae|Vwi'|Lz(B:‘\T:)

ol ¢ ne dépend ni de ¢, ni de wj'.
Par conséquent :

/c le@E? < ce®|Vwi Ipapeertey < e?[Vwi lLa(cs)

d’ou
(@i 2agq) = @)@ acsy < ce®n(e)Vwilzacs) = ®| Ve lLae)-

On conclu & ’aide de I'inégalité de Korn.
C.Q.F.D.

Lemme II.3.2 :

Les fonctions (w§)1<k<2 définies en (I1.3.1) vérifient les hypothéses (H1), (H2) et (H3) . De plus pour
1<p<+0c0 ona:

(IL.3.8) |wi — eklLen) < ce?|loge|.

Démonstration :  On reprend la preuve faite par ALLaire [2] pour le cas de Stockes.
De part leur définition, les fonctions w§ vérifient les hypothéses (H1) et (H2).

Pour démontrer (H3), on reniarque que :
Wl = Wl + Wil
Or 4 ’aide du lemme I1.3.1 et du paragraphe I1.2 on a:

wff — 0 dans [HE(Q)? fort
wi — ek dans [HY(Q))? faible.

D’oti il vient que : :
wi — ek dans [HY(Q))? faible.

L’hypothése (H3) est ainsi vérifiée.
D’autre part (cf [9] ), en dimension n =2, pour P =] -1,1[?on a:
[ulzepy < clVulLap) Vu € Hy(P)
pour 1 < p < +o00 et la constante ¢ ne dépend que de p . .
Comme w’ appartient & [H{(P£)]?, on en déduit a Iaide d’une homothétie de rapport € que :

|wiIIZP(P;) S cszlvwlscll,;‘:(P:) S C52p+2.



Or
Wi = el S (195 = ey + W B )-
D’ou | ,
[wf — exlEngay < o e Mlogell” + —€™+2) < ele?llogel)?

ol ¢ ne dépend pas de €.

On en tire la majoration (I1.3.8).

C.Q.F.D.

Avant de vérifier (H4), (H5)’ et (H6), on remarque qu’on a :

(11.3.9) —6,-(a,-,~1he”,(w;)) = ,uf“- - 7;,:‘ dans
ou
n(e) n(e)
pe = > amem(wip)(el-€)eids + Y aijmem(Wi)(er ¢;)eid;
v=1 v=1
(11.3.10) -
vi = ) aimem(wi)(ef ¢5)eidrs.
v=1

La notation 8¢ désigne la masse unité portée par la sphére de rayon ¢ inscrite dans P et 6r¢ est la masse
unité portée par le bord du trou 7} . '

Ona:
(11.3.11) 1% =0 dans [H~1(Q))%

Théoréme I1.3.3 :

Les fonctions (w§)2_, définies en (I1.3.1) et les vecteurs constants py définis par :

b= Mi(c2po + A(n + 2p))
Co C%Po + A(3# + 7))

vérifient les hypothéses (H4), (H5) et (H6).

(I1.3.12) ek pour 1<k<2

Pour démontrer le théoréme II1.3.3 on aura besoin de la proposition ci- dessous démontrée
dans I’annexe C ( voir proposition C.5 ).

Proposition I11.3.4 : Il existe un opérateur R, vérifiant :
(i) Re€ L([HQ" : [H5(Q)]™)
(i) ue[H}(Q))® = Rii=u dans Q..

(iii) Il existe une constante ¢ > 0 indépendante de ¢ et de u tel que :

|Reullnyca,y < cllullaie) -



Démonstration du théoréme I11.3.3:

Les fonctions py sont des constantes donc (H4) est vérifiée. De plus I'application A —— pi(A) est une
fraction et |ur(A)] < c[A| donc (H6) est aussi vérifiée.
Pour vérifier (H5)' il suffit de vérifier que :

pi — pp dans [H™Y(Q))? fort.
Or on a montré au § I.2 que :

n(e)
Za,-j”,sm(wik)(e:.ej)e,-éf,—>,uk dans [H~}(Q)]* fort.

v=1
Alors le lemme sera démontré si on prouve que :
n(e)
3" aijmen (i)} €j)eis; — 0 dans [HY(Q))? fort.

v=l
Pour cela, il suffit de montrer que :

pour toute suite v, € [H3(Q)]? telle que :
ve — v dans [H}(RQ)]? faible, -

on ait :
n(e)
< Za,-j;hé‘zh(wi’)(e’,.ej)e;6f,,vE >H-‘,H3 — 0 quand e — 0.
v=1 :
Posons :
n(e)
A =< Zaijxhelh(w;')(e‘,’.ej)eiéf,,vs >H—‘,H,§ .
v=1
Comme on a :
n(e) n(e)
' . '
—-Bja,-j,he;h(wz )) = Z a,-ju.eul(wz,c)(e:.ej)e.-ts,‘} + Z a,-,-,heu,(w; )(e,'f.e,-)e,-&f,—
v=1 v=1
n(e)
'
= > aijmen(wi) (e} €;)eibrs,
v=1

on introduit ’application R, de la proposition (I1.3.4) dans le cas ol les trous sont des boules By« donc si
ve € [HA(Q)]?, alors Reve € [HA(Q\UJE)B2)]? . On en déduit :

v=

n(e)
A, =< Ea.-ju.ezh(wi')(e,'f.e_,-)e;&,‘,, Rev, >H-‘,Hg(ﬂ)

v=1
=< —8;(aijmem(wf)), (Reve)i >pm-1,m3)
:Laijlhslh(wi’)Gij(R;vg).
Ceci entraine
1Ae] € ¢|Vwi Laga) [V(Reve)lLz(a,) < € €llvellyn) < e
car v, est bornée.

Par suite : A, — 0.
C.Q.F.D.
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Remarque 11.3.5: Le théoreme I1.3.3 ci-dessus montre que la matrice M est la méme en dimension n = 2

quelque soit la forme des trous (T :,'(;1) .

Aussi le fait que les trous soient tous identiques ne joue aucun réle dans les résultats précédent. Lorsque la
dimension d’espace n est égale a 2, on peut généraliser les résultats de ce paragraphe I1.2.A au cas des trous
(T¢) tous de formes différentes, mais de taille a..

En effet I'estimation de (w§’)?_, dans la couronne C% ne dépend pas de la forme du trou 7; mais seulement
de sa taille. On obtient alors toujours la méme estimation (I11.3.8) pour (w{');_, et tous les autres résultats
se généralisent sans changement. Ainsi la matrice M reste inchangée si les trous sont tous distincts mais de
taille égale .

On retrouve donc les mémes constatations que pour le Laplacien [12] [31] et le cas de Stokes [2] .

Remarque 11.3.6 : L’opérateur R, construit par Allaire [2] marcherait dans notre cas sous des hypotheses

de régularité convenables de Q et . mais sa construction est plus délicate car il devait satisfaire une 4éme

condition
divu=0 dans = div(R.u) =0 dans Q..

C’est pour cela que nous avons construit un autre opérateur de restriction R, satisfaisant & la méme inégalité
de normes.
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B. Cas de la dimension n > 3

On décompose chaque pavé P; de la facon décrite par la figure 5.

On appelle D; la couronne de rayons extérieur ¢ et intérieur €/2 centrée au centre de Pt et C% I'ouvert
composé de la boule de rayon ¢/2 centrée au centre ae P; moins le fermé T. Enfin K = PE\T:UC,UD,.

[ N

<

.1
|

it

v ——
£
KV Y
£
P
\Y
figure 5

Avant de construire les fonctions (ch)lskgnv nous allons énoncer quelques résultats utiles.

Lemme 11.3.7 : Le systéme
—~ Oj{(aijinein(wi)) =0 dans R"\ T
wp =0 sur 9T
(I1.3.13) S e
Wr = €k a linfini

le(wi)lLzan-1) < +00

admet une solution unique.

Démonstration : voir annexe D, Lemme D.1.

Lemme I1.3.8:  Soit wy la solution unique du systéme (I1.3.13).

Soit

(”Jlf) Fk :/ aijzhslh(wk)njeids
aT

ot n est la normale extérieure a T.



La solution wy a le comportement suivant & Uinfini :

1 1 [2m+1
wp = e — PpS.(m 1) 72 [ — Fr + (Fk~€r)6r] [1+o(1)]
| )
(IL3.15) Vor = 0(= |
1 nm+m+n—1 1
aijin€in(wi)nje; = W[2ka + —"‘—(Fk-er)er] + O(r_")'

Démonstration : voir annexe D, Lemme D.4.

Maintenant, on définit les fonctions (w§)i<k<n de la fagon suivante :

— Pour tout pavé P, qui couped), on pose :
Wi = e dans P, N

— Pour tout pavé entiérement inclus dans 2, on pose :

wi = e dans K
(11316) < _ 61 (aijlhelh(wi)) = 0 da.nS D,E,

Wi = wk(ai) dans Cj '

wi =10 dans T}

Let wf € [H(P)]",

ol wi est la solution du systéme (I1.3.13).

P z
Dans C¢, on a défini wf par : wi(z) = wy (a_)
€

On a alors : —0j(asjmem(wg)) =0 dans C¢.

Grace au lemme I1.3.8 on obtient les estimations nécessaires pour wj dans C;.

Lemme 11.3.9 :
Soient (w§)1<k<n les fonctions définies en (I1.3.16).

Il existe une constante ¢ qui ne dépend pas de € telle que :

(I1.3.17) le(@i)Fa(cs)y < ce™

Sur 9CENAD;, ona r, = et:

2
2
wi(ry = g) = e + O(€?)

(113.18 { Vei(r = %) = O(¢)

2ncn—2
aijimem(wi)(er-ej)ei = oroe [2ka +

M(Fk‘e:)eg] + 0(e"=?)



e’ si n=13

(IL.3.19) lwi — Ckliz(cg) <c eBlloge]l si n=4
’ =D 5i n>5

oll ¢ est une constante indépendente de €.

Démonstration :

Nous reprenons ici la démonstration faite dans [2] avec modification lorsque c’est nécéssaire.

Le lemme I1.3.7 nous dit que : le(we)|L2@mn—T) < ¢ < +00.
On fait le changement d’échelle z — ai et comme on a: wi(r) = wg (E—) dans Cj,
e Qe
il vient :
2 21062 L £
le(w)l* = alle(wi)|*— avec R=—.
Bgr\T Ct Qe 2(15

n—-2 . rm-2.n
Or af~?=Cy %"
D’ou le résultat :

le(wi)|ia(csy < a? 2 le(wi)|Fa@n—\1y S €™

. € .
D’autre part, comme a, = C,e"/"~2 << ¢, on peut appliquer le lemme I1.3.8 avec r = % et il vient :

Qe
£ € 2
wk(r,, = 5) = e + 0(5 )
c » £ _ _1_ a_e n-1 _
Vui(r, =3) = aso((e) ) = 0()
nCr-2  gn-2 nm+m+n-—1 Pt
aijlhelh(wle:)(e:'ej)ei = 4Sn(m+ 1) en—1 [2ka + (Fk'e:)e:] + O(GZ" )
_ 2"06'—2 nm+m+n—1 vy v n/n-2
= w4 (Feet)et] + O(™2).

Il ne reste donc plus qu’a démontrer P’estimation (I11.3.19).

Le lemme I1.3.8 nous dit que : Wp — e = O(L)

rn-2
Soit Bp la boule ouverte de rayon R > 1 et centrée sur l’origine. On a :

O(R) si n=3
ka - ekl%’(BR\T) = O(LOQR) S% n=4
o(1) si n>35,
d’autre part :

2 — n 2 _
lwk ~ Ckl[,?(c;) = QWi — e"‘L’(Bn\T) avec R=—

d’oti l'estimation (I1.3.19).



Dans D¢ les fonctions wf sont définies par :
— Oaijinem(wg)) = 0 dans D
(11.3.20) wg =0 © sur 8D NOK;

€ € &
2(15) sur 9C; N 4D;.

wy = wk(

Ce systéme admet une unique solution w§ € [H'(D)]".

Le lemme suivant nous donne des estimations de wf dans D;.

Lemme I1.3.10 :

Soient (w§)1<k<n les fonctions définies en (I1.3.16). On a dans Dj, :

{IVwiI%z(Ds) < C€n+2

(I1.3.21)
lw§ — exlZaepe) < cettt

oll ¢ ne dépend pas de €.

Démonstration :

Nous suivons la démonstration faite dans [2].

L’ouvert D¢ est une couronne de rayons exterieur ¢ et interieur €/2, qui est homothétique de rapport ¢ a la
couronne D de rayons extérieur 1 et intérieur 1/2. :

Or dans D, on a le résultat suivant :

Pour tout v € [H!(D)]", le systéme ci dessous (I1.3.22) admet une solution unique :

Trouver w € [H'(D)]" tel que
(II.3.22) - 6J- (a,-ju.su.(w)) =0 dans D

w="v sur 0D

et cette solution vérifie si v € [W1*°(D)]"

Vw < C||V{Leo + Vv oo
(11.3.23) {' 2oy < ellvlz=(ap) + |VolLe(op)]

lwlrapy < ¢[lvlLe(apy + |VvlL=(on)]-
On considére maintenant le systéme suivant (I1.3.24) dans D¢ qui est équivalent & (I1.3.22) dans D :

Trouver we € [H(D:)]" tel que
(11.3.24) — 3j(a,'jn.6”.(wg)) =0 dans Df
we = v sur 8D;.

Alors en posant :

w(y) = Zwelew)
(11.3.25) :
v(y) = —ve(ey).

On tire de (I1.3.23) par une homothétie de rapport € que :
nf2 1
|Vw,|r2pe) < c€ [E'UEIL""(BD.‘,) + [Voe|p=(ape)]
or 1
IwCILz(Dl‘,) < CE"/"[ ElvtlL"“(aD;) + IV,UE|L°°(8D:)]-
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On applique ce résultat pour v, = wj — ex  sur OD: N ACE et il vient grace au lemme I1.3.9 :

{ |Vw§l3aepg) < ee™*?

wi — exlZapg) < c€”

+4

C.Q.F.D.

Lemme I1.3.11 :  Les fonctions (w§)1<k<n définies en (I1.3.16) vérifient les hypothéses (H1),(H2) et (H3).

De pluson a :

g2 si n=3
(I1.3.26) lwi — exlz@q) < e2|loge|t si n=4
e(=2)  5i n>5
oll ¢ est une constante indépendente de €.
Démonstration :
Les hypothéses (H1) et (H2) sont trivialement vérifiées.
A partir des lemmes I1.3.9 et 11.3.10, on obtient 11.3.26 et
[VwlZaay < e
Donc
wi — 0 dans [L}()]* fort
et comme w est bornée dans [H'(2)]" on a :
wi — e dans [HYQ)]* faible.
C.Q.F.D.
Avant de vérifier les hypothéses (H4) et (H5)', on remarque que :
— j(asjinem (W) = B — Ths
avec 7;=0 dans [H~}Q)"
(11.3.27) n(e)
et e =3 (aijmem (i) () 5) &) 65/ — Oj(asjmem(wi)xe)es,
v=l

ou 65/ % est la masse unité portée par la sphére de rayon €/2 centrée au centre de P; et x. est la fonction

caractéristique de U™ Dt

La démonstration du lemme (I1.3.10) nous montre que :

(11.3.28) Vi auppg) < €
donc
(11.3.29) ~j(aijmem(wi)xe)es — 0 dans  [HTHQ)  fort.
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Il nous reste & prouver qu’il existe pi € [W~1°(Q)]" tel que :

n(e)

Z(a,-jn,szh(wi) (e?.¢;) €;) 65/ — py, dans [H~H(Q)]" fort.

v=1

Théoréme 11.3.12 :

Les fonctions (w§)}_, définies en (I1.3.16) et les vecteurs constants p;, définis par :

(I1.3.30)

_Cy i 2nm?+nm+m+n-—1
HE = on3T nm(m + 1)

ou F. est donné par (11.3.14),

vérifient les hypothéses (H4) et (H5)'.

Démonstration :
Comme g, est un vecteur constant alors gy € [W=1°(Q)]".

D’autre part le Lemme I1.3.9 donne :

Y € mCy? nm
aijinein(wi)) (er ;) ei(ry, = 5) = —_4Sn(77‘?+ 1)5 [Qka +
Le lemme 11.2.4 nous dit que :
n(e)
Z %6,‘,/2 — i—: dans
11.3.31 v=1
( ) ") 5
ey v v__ N
Z 26,,Fk (e .ex) e; — F dans
v=1
Or e/n=2 = gl+2/n-2 donc
n(e)
ZE"/"'26§/2 — 0 dans
v=1
Il nous reste finalement :
X 2°Cs% [, 5Sn

.. € Voo Ve 8602 < 70 on
Vzﬂa’ﬂhsm(wk)) (C,..C,)G,(Su 2Sn(m+ 1) 2m4n

nCr? am4+m4+n-—1
- 2.4"(m+1)[2m + nm

cr? m+n—1
_——__‘2"+1(m+1) 2m+1+———m
= Hk-

F +

)Fk pour 1<k<n

B

Fy

+m+n-1
m
H™Y(Q) fort
HYQ)" fort.
H™Y(Q) fort.
nm+m+n—-1S5,

3

(Fk.e{)ef] + O(en/™~),

C.Q.F.D.
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Lemme J1.3.13 :
Les vecteurs constants py définis par (I1.3.30) vérifient I’hypothése (H6).

Démonstration :

Pour vérifier (H6) il suffit de montrer que :

A — Fi()) € C"est holomorphe
et
[Fr(A)} < ¢Pol(|A]) pour Red > 3> 0.

On reprend les notations de ’annexe D.
On rappelle que :

Fr(X) =/ aijinEn(we)nje; = / F(\ y)dy

aT B,

Wk = vk + ak

A(/\)‘U), = —Aak avec (Au); = —-aj(aiﬂh&‘m(u)) et /i |H= A

AcL(H H) et Ael(V,V).
L’application A — A(A) € L(H,H') (resp. A(}) € L(V,V')) est holomorphe sur {ReA > 3} car cest
un’ polynome et |AMNeqman < Pl (resp. 1AWl < AL )

Il est facile de vérifier & ’aide de 1.3.4 que :

{ A= Mlleearay < e

ou c est une constante indépendante de A.

D’autre part a; est indépendant de A donc Aay, est holomorphe sur {Re) > B} .
D’aprés le lemme 1.5.6 A — wvp(A) = A()\)_l(—fiak) est holomorphe et on a: |ui|lg < ¢|A|

d’olt
A — wk(A) est holomorphe sur {ReA > 4}
et |wilg < ¢Pol(]A]).

Comme @ est indépendante de A, on déduit que :

A — f(A) = A(A)@r = A(A)((1 — @)wy) est holomorphe sur {ReX > B}
et 1f(Wlv: < cPol().

Maintenant pour h€C h—0ona:

FO+W-FQ) _ [ fO+hy) =), _
h JB, h

= | fa(\y)dy,
B,
df
(A y) — ﬁ('\’ y) quand h —0 car f est holomorphe,

fn(Ay) = %(A+e,\,y) 0<fd<1.

. . . d
L’application f est 'image de Laplace d’une distribution de D', (V'’), donc il en est de méme de .d;f\- alors

L )1 < ePol()
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d’olx

Ifa(X,9)| = I%(/\ +0h)| < cPol(|A + 0h|) < ¢ Pol(|A])

car h—20 et 0<f<l.

Fe(A+ k) — Fr(X)

D’apres le théoréme de convergence dominé de Lebesgue on déduit que ’llin}) A existe, par
suite A — F3 () est holomorphe sur {ReA > §}. De plus on a :
RIS [ 17 9)lvdy < ePol(3)
d’ott le résultat.
C.Q.F.D.

Remarque 11.3.14 :

En dimension n > 3, la matrice M dépend de la forme du trou T'. C’est le cas pour le Laplacien [12] et le
probléme de Stokes [2].

La quantité Fp = / aijin€in(wi)nje; apparait comme une force exercée sur le trou T par le fluide. La

matrice M, comme dans le cas n = 2, nous montre donc la résistance des trous a la limite.
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I1.4 . Estimation d’erreur :

Théoréme I1.4.1 :  On suppose que la solution du probléme homogénéisé (1.5.1) vérifie : u € [W2>(Q)]".

Il existe alors une constante ¢ > 0, qui ne dépend que de 2, T et n telle que :

- € si n=2
(I14.1) llEe — Weullmzo) < cllullwze(q) { e+e2™-D 5 >3,

Pour démontrer le théoréme, nous allons utiliser 1’estimation d’erreur abstraite obtenue au 7°™¢ para-
graphe de la 1°7¢ partie. Pour cela, on établit les lemmes qui suivent.

Lemme I1.4.2 : Soient (w{)i<k<n les fonctions définies en (IL.3.1) sin =2 ou en (IL.3.16)sin > 3 on a:

(I1.4.2) IVwilla-10) < i — eklrz(a)

et

(I1.4.3) wi —eklraq) < ce Vn > 2.
Démonstration :

L’inégalité (I11.4.2) est une simple conséquence de la continuité de lopérateur gradient de L*()
dans H~1(). L’inégalité (I1.4.3) est une conséquence des lemmes I1.3.2 et I1.3.11.

C.Q.F.D.

Lemme 11.4.3 :

Soit §¢ la masse unité portée par la sphére de rayon ¢, centrée au centre de P;. Pourn > 2,0n a :

n(e) s
(I1.4.4) N eds - il < e
v=l .
n(e) s
(I1.4.5) 1) e85 (ex-el)er — n—;;e,,u,,-l(m < ce
v=1

ol e¥ est le vecteur unitaire radial dans le pavé P; et ¢ une constante indépendante de .

Démonstration :  voir Annexe E  ( Lemme E.2) .
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Lemme I1.4.4:  Soient (ut)i<k<n les quantités définies par :

n(e) n(e)

ps = Y aiimem(wis)(er €;)ei6s + Y asjinem(wi)(er ej)ei;  sin=2
v=1 v=1
n(e)

ps =Y (@ijnein(wg) (er-;) &) 6% — 0 (aijinein (Wi )xe Jes sin>3
r=1

(voir I1.3.10 et I1.3.27) ot &, est la masse unité portée par la sphére 0C; N 0K , ¢/2 est la masse unité
portée par la sphére 0C5 N OD: et x. est la fonction caractéristique de U"(s) D;. Alors

€ si n=2
(I1.4.6) luk — pella-v@) < C{ e+ 5 n>3

ot ¢ ne dépend pas de €.
Démonstration : Pour démontrer ce lemme, nous avons utilisé les travaux de [2], [30] et [31].

On considére d’abord le cas n > 3. On a :

n(e)
g — sellir-2(y < 1105 (assmem(@i)xe)eillm-rcy + 11D (aijimem(wi) (X e5) ) 652 — pll -1y

v=1

Le lemme I1.3.10 nous dit que :

|Vwiliz(psy < ce™*?
d’on
n(e)
110; (asjinem(Wi)xeeilll-ray < € D IVwiliaqpey < ce
v=1
soit
(I1.4.7) 10 (aijinem (Wi )xe)eilla-1a) < ce.

Pour majorer I'autre terme, nous allons utiliser les lemmes 11.4.3 et [1.3.9. On a :

€ onCr—2 nm+m+n—1
(@smen(i)ete)ed(rn = ) = g e |ampy + AR (1 etyer] 4
n
avec
|re|peoqay < ce™ (=2

donc

n(e) "Cn 2 n(e) nm

+m+n
D (asjimem(wi) (er e5) €:) 6512 — e = m2[2 Fi + —m——(Fk.eﬁ)eﬁ]é‘&i/z—
n(e)
—pr + Zreéf,/z.
v=1
D’apres (11.4.5), on a:
nCr—? ) nm+m+n-—1

. mf + T e s
(11.4.8) || 45,.(m+1 [ mFy + = (Feet)etlesy/? = ], _, o < es
D’autre part, on a :

n(e) n(e) c
(11.4.9) ”eréf,/z < ce?/r |57 Sgie < ce?ln-?)
v=1 H-'() v=1 H-1(0)
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' est bornée.

n(e)
car d’aprés (11.4.4), la quantité "Z %65/ 2
rv=1 H-1(Q)

Des inégalités (11.4.7), (11.4.8) et (11.4.9), on déduit que :

Ik — -1y < cle+ et/ (n=2),

Pourlecasn=2,ona:

n(e) n(e)
e — e =) aiimein(Wi)(er 5)eidl — pr + Y aijimem(wi') (el e5)eids.
v=1 v=1

Or dans la démonstration du théoréme I11.3.3, nous avons obtenu :

n(e)
(11.4.10) || Z a,:ju.slh(wi')(e:.e_,-)e,-6f,||H-1(9) < cg
v=1

ol ¢ ne dépend pas de ¢.

D’autre part, un calcul direct nous donne :

ne) n(e)
Ap 2m+3 .
D aijinem(wi) (e ej)eid; = [C—o(l - m) > &bt ert

v=1

n(e)
Ap 1 v vee
* (1+2m)C, (1 + 1+ 2m) Z e(er ex)er s, ek] (1 +o(1)]

rv=1

v=1

ol o(1) est une fonction vérifiant :  |o(1)| < ce?|loge|.
A T’aide du lemme I1.4.3, on déduit que :
n(e)
1 aijinein(wse)(er -€5)eids — pilla-1ay < c(e + €*[logel)
v=1 i
d’ou finalement. lex — pella-1@) < ce

C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme I11.4.1 :

Nous avons obtenu dans la proposition 1.7.1 I'inégalité suivante :
llde = Weullgy(ay < cllullwaeiay (11d— Welraay + |Me — Mllg-1(q) + IVWellu-1(a) )-
Le théoréme est donc une conséquence directe des lemmes 11.4.2 et 11.4.4.

C.Q.F.D.
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Il - CAS DES PETITS TROUS PERIODIQUEMENT REPARTIS DANS UN HYPERPLAN.

I11.1 . Déscription de la géométrie considérée :

Nous reprenons ici la déscription donnée par [2].

Soit Q un ouvert borné connexe de R® (n > 2), de classe C! par morceaux.

Soit H I’hyperplan de R” d’équation z, = 0 qu’on suppose d’intersection non vide avec
(I11.1.1) H={zeR"/z,=0}.

Comme H s’identifie naturellement & R"~1, on recouvre H d’un maillage régulier de pas 2¢ dans la direction
de chacun des axes de R®~!. Chaque cellule du maillage est un cube Q¢ identique, & une translation prés, a
(—&,+€)""1 (voir figure 6 ).

I’ ouvert H, définit par :

(III.l.?) H, = { z€Q/z=(x1,...,2,) avec (Zy,..,2n_1)EH et |z,]<e }

est alors recouvert de pavés P; de R™ définis par :

(111.1.3) P = @ x]—¢,¢.

Au centre de chaque P: inclus dans H,, est centré un trou 7, ’homothétique de rapport a. du fermé T
défini par (II.1.1). La taille a. est donnée par :

n—1
Coen—2 pour n>3
(111.1.4) a; =
Co
e € pour n=2 avecC,>0.

Une simple considération géométrique nous donne le nombre de trous, soit :

n(e) = gyl + o(0)]

ol |Q| est la mesure de Q.

L’ouvert Q. (voir figure 7) est obtenu en otant de I’ouvert 2 les trous T}.

(IIL15) e = Q\UMETE
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II1.2 . Vérification des hypothéses (H1) a (H6) :

A. Cas de la dimension n > 3

Nous reprenons ici la méme construction des fonctions (wf, px)i=, que dans le cas d’une répartition en
volume des trous.

Seuls le nombre €t la taille a. des trous changent, aussi nous renvoyons pour tous les détails et notations au
cas des trous répartis en volume.

On définit les fonctions (w§)i<k<n de la fagon suivante :

(— Pour tout pavé entiérement inclus dans H,, on pose

wi = ek dans Kj
- 6j (a,-jn.elh(w,‘c)) =0 dans Df,
Wi = wi(—) dans Ct
(I11.2.1) Qe
wi =0 dans T

et wi € [H'(P))".
— Partout ailleurs on pose :

L wi = ex dans )\ U"(EI)P,f

v=

olt wy est la solution du systeme (I1.3.13)

= dj(aijmem(we)) = 0 dans R\ T
wr =0 sur T
11.3.1
(3.1 Wi = €k a ’infini

|€(wk)|L2(mn -T) < +oo0.

Théoréme I11.2.1:

“"Les fonctions (w;)’,:=1 définies en (II1.2.1) et les vecteurs pj définis par :

_Cp? (2nm2+nm+m+n—1

- {H.2.2)° =
( ) B on nm(m + 1) )F)= by pour 1<k<n

vérifient les hypothéses (H1) a (H6).
Fy. est donné par (11.3.14)

(11.3.14) Fk = / a,-_,-u.su,(wk)nje.-ds
T
et 6y est la masse portée par ’hyperplan H, c’est & dire que :

(111.2.3) Y € D(R") < bu,p >p pany = / p(s)ds.
i H



Avant de démontrer le théoréme nous énongons le lemme ci-dessous démontré dans [2].

Lemme I11.2.2 :
Soit & la masse unité portée par la sphére de rayon € centrée au centre du pavé Pf.
On rappelle que les centres des pavés P: sont répartis périodiquement dans I’hyperplan H.

Pourn>2,0ona:

n(s) S

Z&,‘, — 2':1 dans  H™Y(Q) fort
(I11.2.4) v=1

n(e) S

> (el er)ersy — F"_lek&; dans [H™Y(Q)*  fort,

v=1

ol e est le vecteur unitaire radial dans le pavé PS, et ot 6y est la masse unité portée par I’hyperplan H.

Démonstration du théoréme 111.2.1 :

De part leur définition (II1.2.1), les fonctions w§ vérifient les hypothéses (H1) et (H2).

D’autre part pour vérifier (H3), comme le nombre de trous est de l’ordre de on remarque que :

En—l
\v/AH 2 < ¢ Vwe 2
(1L25) [Vwilzzq) < ey [Vwilzapey
2. c
lwg — exlZa(q) < ol exlZaps)
ol ¢ ne dépend pas de .
Par le Lemme I1.3.8, on connait des estimations de w; et on en déduit :
lei)liaccs) < ce™?
(111.2.6) , \ e si n=3
lwi — exliz(cey < € e8|loge| si n=4

ern=1/(n=2) g p>5

ou ¢ ne dépend pas de

et
wi—er = O((%)"?) = 0(e)
(111.2.7) ' sur 9C, NOD;
e 1 Qe \n—
Vwi = 0((-1:(?) ") = o)

car a, = Cosn—l/n—Z.

Des estimations (II1.2.7), on déduit par un raisonnement semblable a celui du lemme 11.3.10 que :

{ |Vwiliapsy < ce®

I11.2.8 9
( ) lwk — exliapey < ce®

+2
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En reportant les estimations (I11.2.8) dans D¢, et (III.2.7) dans C%, on obtient finalement :
[Vwilea) < ¢

3 .
I11.2.9 € sl n=3
( ) lwi — eklf;:(n) <ec e3|loge| si n=4
e2n-D/(n=2) i p>5.

Avant de vérifier les derniéres hypothéses (H4), (H5) et (H6), on remarque que :

— Oi(aijinem(wi)) = My i — Thi

avec i =0 dans [H™'(Q))"
(I11.2.10) (o)
et i =) (aijmem(wi) (X e;) &) 85/% — 8; (asjinein(wi)xe e,
v=1

ol 6,5,/2 est la masse unité portée par la sphére de rayon /2 centrée au centre de Pt et x. est la fonction

caractéristique de UZS) De .

A partir des estimations (I11.2.8) dans D¢, on voit facilement que :

(111.2.11) —Bj(a,-_,-lhelh(wi)xg)e,- — 0 dans [[1_1(9)]ﬂ fort.

Il nous reste donc a prouver qu’il existe g € [W=1°°(Q)]" tel que :
n(e)
> (asjimen(ws) (2 e5) e:) 85/ — py dans [H~(Q)]" fort.
v=1l

Or, d’apres les estimations du lemme I1.3.8, on a :

ey s v £ mCh? nm+m+n—1 ~ _
(111.2.12) aij”,{-:”,(wk)) (6,. .EJ')C,'(T',, = 5) = WO-FI) [Qka+——_(Fk,ei )ei + 0(51/" 2).
Le lemme I11.2.2 nous dit que :
n(e) S 7
D8 — iibn dans  HY(Q) fort
v=1
n(e)
£ 65 Fr(e? ex) € Sn_ps d H QP
25 cFi(el.ex)er — el L ans [ (Q)] ort.
v=1
Par conséquent on a :
n(g) n—2
2C, S, nm+m+4+n-1 S
. € Voo YVe.s62 ] n n
l;la,ﬂheu,(wk)) (e,.e_,)e,é,, 4S,.(m+ 1) [2m4n_1Fk -+ ™ n4n—1Fk]6H‘

Les hypothéses (H4) et (H5)' sont donc vérifiées avec p défini par :

Cr 2 (2mm?>+nm+m+n-—1
(I11.2.13) == e

Enfin, grace au lemme 11.3.13, on a :
A — pe(X) € W1°(Q) est holomorphe sur {ReX > 8}
et

(W) lw-1.000) < clFe(Mlenz [6a|w-1.00() < cPol(|A),

donc py est I'image de Laplace d’une distribution D/, (W~1(Q)). D’ou (HS).

>Fk6H pour 1<k<n.

Ceci termine la démonstration du théoreme I11.2.1.
' C.Q.F.D.

72



B. Cas de la dimension n = 2

On se limite ici au cas des trous de forme sphérique.

Nous reprenons la méme construction des fonctions (w, #x)2_, que dans le cas d’une répartition en volume
des trous.

Seuls le nombre et la taille a, des trous changent, aussi nous renvoyons le lecteur pour tous les détails et
notations au paragraphe II1.2.

On rappelle que pour tout pavé P;, B; est la boule de rayon ¢ inscrite dans Pf,

€ = BE\T: et K. = P:\B.,.

On définit les fonctions (w})1<k<2 de la fagon suivante :

( — Pour tout pavé entiérement inclus dans H., on pose
Wi = e dans K
— Oj(aijinen(wi)) =0 dans C}
(II1.2.14) < wp =0 dans T:.
— Partout ailleurs on pose :
w§ = e dans Q\Ure)pe
L et wie[H{(Q).

Théoréme I11.2.3 :

Les fonctions (w§)?_, définies en (II1.2.14) et les vecteurs pj, définis par :

_ 2w Mu(c2po + A(n + 2p))

II1.2.15 -
( ) M= G e2po + MG+ 1)

exby pour 1<k<2

vérifient les hypothéses (H1) & (H6).

Démonstration :

Les fonctions (w§)?_, sont définies de maniére unique par (I11.2.14) et vérifient évidemment les hy-
pothéses (H1) et (H2). De méme, les fonctions pi de part leur définition (I11.2.15) vérifient les hypothéses
(H4) et (H6). .

Il reste donc a vérifier (H3) et (H5)".



En reprenant les calculs de ’annexe B, on peut donner une écriture explicite des fonctions (w§)Z_, dans
chaque Cj :

(IT1.2.16) wi = zxrf(r)e, + g(r)ex
avec
A 1 B
a2 I =tigme vt @+ ¢
g(r) = —Alogr — B _m43 oayp
2r2  2(142m)
et avec
(A= [+ o(1)]
2C,
B=—1 .7 1 +o(1)]
(I1L.2.18) 4 1+ 2"1’ Co
C= ————(1 T 2m)Cot 1 + o(1)]
D=1- 5’2,95 i1+ o(1)].
v 0

En procédant comme en I1.2, on obtient les estimations suivantes :

(ITL.2.19) IV lEa(csy < ce
) Wi = exlncs) < ce’lelogel  pour 1< p < +oo.
Dot
(I11.2.20) [Vwilra@) < ¢
B 1wf — exleo) < ce'/?lelogel pour 1 < p < +oo.

On déduit alors que hypothése (H3) est vérifiée.

Avant de vérifier Phypothése (H5)', on remarque que d’aprés leur construction les fonctions (w§)i_,
vérifient :

—0j(asinem(wi)) = Hei — Vi dans Q
ou
n(e)
BE = Zaijlhfflh(wi)(e:-ej)eiéi
v=1
(IT1.2.21) o
78 = D aijinein(wi)(er 5)eidry -
v=1
Ona:
7% =0 dans  [H7(Q.)P.

Pour finir la démonstration du théoreme 111.2.3, il suffit de prouver que :

B — dans [H-Y(Q))? fort
(111.2.22) . 27 Ap(cip, + Mn + 2p))
avec B = == -
Co c2po+ M3u+1)

exbg pour 1<k<2



Un calcul simple comparable & celui fait en I1.2, nous donne :

n(e) n(e)

A 9m +3 Wy 1
e = (Elf[ (1T2+m)2] Zéfe" t a5amc T om ]Z(e ex)er8; ) [1+ o(1)]

A laide du lemme II1.2.2 on obtient :

. 2 hur 14+ m
M C, 142m

exby dans [H™Y(Q))? fort.

C.Q.F.D.

Remarque III.2‘.4 :

On a procédé de la méme maniére qu’en I1.2.A pour le cas d’une répartition des trous de formes
quelconques dans un hyperplan en dimension n = 2. On a trouvé en reprenant les notations du § I1.2.A :

wi = wp — Wi
[Vwi'|L2) < evE

n(e) n(e)
i = Y e (el e)eds + ) aijmem(wi)(el ej)eid)
v=1 v=1
La suite
n(e)
As =< Za,-jlhslh(wfc')(eﬁ.ej)egéf,,ve >H",Hg
v=1

pour les v, € [H3(Q)]? telle que : v, — v dans[H}(R)]? faible, vérifie :
A, = / aijinem(wi)eij (Re ve)
He

lAe] < ¢|Vwi |2y IV(Reve)lLan,) < eVE|V(Reve)|L2a.)
ou R, est I’opérateur de restriction définit en Annexe C.

Ici nous avons ( voir Proposition C.6 ) :

1
|R€“|H(§(ﬂ.)' <c ( IVule(n) + %lullﬂ(f]‘)) Yu e [Hé(Q)]n

ce qui ne nous permet pas de conclure quant a la convergence des .

La suite A, est seulement bornée.

-1
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II1.3 . Estimation d’erreur :

Théoréme II1.3.1 : On suppose que la solution du probléme homogénéisé (1.5.1) vérifie : u € [W1(Q)]".

1l existe alors une constante ¢ > 0, qui ne dépend que de Q, T et n telle que :

- gl/? si n=2
(I1L.3.1) llie = Weullnya) < ellullwreo@) 172 +el/-D g n>3.

Remarque I11.3.2: La solution u ne peut avoir la régularité [W°(Q)]* car les premieres dérivées de u
sont discontinues & travers I’hyperplan H ( en supposant sur f et JQ des hypothéses de régularité ).

Pour démontrer le théoréme, on aura besoin des lemmes ci-dessous :

Lemme IT1.3.3 :
Soient (wf )1<k<n les fonctions définies en (II1.2.14) sin =2 ou en (IIL.2.1)sin >3 on a:

(I11.3.2) IVwillz-1) < lwi — eklza)
et
(IT1.3.3) lwi — exlzagny < ce'/? Yn > 2.

ol ¢ est une constante indépendante de ¢.

Démonstration :

L’inégalité (II1.3.2) est une simple conséquence de la continuité de 'opérateur gradient de L?(2)
dans H~1(Q). L’inégalité (II1.3.3) est une conséquence des inégalités (II1.2.9) et (IT1.2.20).

C.QF.D.

Lemme IT1.3.4:  Soient (u})1<k<n les quantités définies par :

n(e)
B =D agmem(Wi)(el e )eids  sin=2
v=1
n(e)
W= D (asjmen(p) () e) 6/ = Oy (asmem(@ixes  sin23

v=1

(voir I11.2.21 et I11.2.10) ot 6} est la masse unité portée par la sphére dCE N K¢ | 6% est la masse unité
portée par la sphére 0CE N ODE, et x. est la fonction caractéristique de U"(‘l) Df. Alors

v=
elf? si n=2
(I11.3.4) et — pxllr-10) < C{ V24 elln=2) g >3

ol ¢ ne dépend pas de ¢.
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Démonstration :  On procéde de la méme maniére que dans le cas d’une répartition des trous en
volume (cf I1.4). On utilise le lemme ci-dessous démontré dans I’annexe E ( sous le nom Lemme E.4 ) puis
on conclu.

C.QF.D.

Lemme II1.3.5 :

Soit 8¢ la masse unité portée par la sphére de rayon ¢, centrée au centre de P;. Pourn > 2,0n a :
v 14

n(e)
(I11.3.5) ||Zae S l.s,,n,, i) < cell?
n(e)
(I11.3.6) ||Z¢5‘(ek e’)e’ — 2,, —2 —erbp|lg-1(a) < ce'l?

ol el est le vecteur unitaire rad1al dans le pavé P et ¢ une constante indépendante de ¢.

Lemme IT1.3.6 :
Pour tout ¢. € H'(H,) tel que ¢ =0surTf v=1,..,n(c), ona:
(IIL.3.7) |6elLaca.) < ce/?|VelLa(a)

oll ¢ est une constante indépendante de €.

Démonstration :  On applique le lemme IV.3.1 dans H, pour la taille a. des trous T (voir [2]).

Démonstration du théoréme I11.3.1:

Nous reprenons la démonstration de la proposition 1.7.1 pour établir I’estimation d’erreur dans le cas

ol u € W2>(Q).
Nous avons posé /\i = —0j(aijinem(re)) ou re = U, — Weu

et nous avons établi I’égalité suivante :
(1.7.7) < Ay e > +,\2po/n|r,|'~' = /Q(Id— WeouFe + < (M — M)u,7e > +
+ /ﬂa.'jzhem(wi)ajuk?f - / aijinOrur (Wi — ex)n0;Tidz
On déduit alors Vinégalité : ¢
3 < >) + 0o [ Il < ) (1d = Welpalullomeirelio +
+IM — Mc||g-r@yllullwre@lirellayy + IVWelLaa)IVullw e lrelz2ca.) +
+{Id = WelL2 )| VullLe @) Vre le(n))

Re(

avec c()) une constante dépendant du module de A.

On applique I'inégalité de Poincaré a r, dans Q et I'inégalité I11.3.7, on obtient :

1
Re(x <A, Te >) + ﬁPo/ﬂ Ire |2 < e(Mlullwr=(a) (”d"Wle’(ﬂ) + ||M = M, ||~y + €2V We|L2q) )
Grace 4 I’inégalité de Korn, on a :

relizriay < C(A)(lld— Welp2qy + |\M ~ Me||r-1(qy + 51/2|VW5|L’(0))-

Le théoréme est alors une conséquence des Lemmes I11.3.3, 1I1.3.4 et de 'hypothése (H3) vérifiée par les
fonctions (w§)r;-
C.Q.F.D.
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IV - PROBLEME LIMITE LORSQUE LA TAILLE DES TROUS AUGMENTE OU DIMINUE

Dans cette partie, nous allons montrer que la taille des trous

. = Co(s"/":2 pour n>3
€T | e Cole pour n=2

est une taille critique dans le cas d’une répartition en volume.

En effet le comportement limite du fluide est différent suivant que la taille des trous est plus petite ou plus
grande que la valeur c,.

IV.1 . Déscription géomeétrique :

On reprend la méme géometrie que celle décrite au paragraphe II, et nous faisons une hypbthése
supplémentaire sur le trou T'.

On rappelle que Q est un ouvert borné connexe de R* ( n > 2 ) de frontiére C! par mor¢eaux. T est un
fermé de R™ tel que :

B,.CTCB;, avec 0<ax<l

ol B, et B; sont deux boules ouvertes de centre ’origine

Iv.1.1
( ) et de rayons respectifs o et 1.

B; \ T est un ouvert connexe de fronti¢re C'! par morceaux.

L’ouvert €2, est obtenu en otant de 'ouvert 2 les trous T; périodiquement répartis avec une période 2¢ dans
la direction de chacun des axes. Les trous 7, sont homothétiques de rapport a. au fermé T. On suppose
que :

(IV.1.2) lim == = 0.

On ne considére que les trous entiérement inclus dans Q.
IV.2 . Cas ou la taille des trous diminue : (a. << ¢,)

Lorsque la taille a, des trous est donnée par la valeur critique ¢,, on a vu dans la partie II qu’un terme
étrange apparaissait dans le probléme homogénéisé.

Nous allons voir que lorsque la taille des trous est inférieure a cette valeur critique, il ne se passe rien.
Autrement dit, en dessous de cette valeur, les trous n’ont aucune influence a la limite.

On fait donc I’hypothése suivante :

I a

im,—g Py 0 pour n>3

(IV.2.1) i 1 0 0
ime_g——— = =

¢—0 “loga, pour n =2
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Remarque IV.2.1: (cf[2])

Nous avons supposé que lim._.g T—l— =0 au lieu de lim._¢ i—z—
e?loga, e—l/e

car il est possible de vérifier que les résultats de la 2°™¢ partie sont vrais si on suppose seule-

ment que : ¢2loga, — —C.

En fait, é2loga, est la quantité qui apparait naturellement dans les calculs des fonctions (wg)Z_,, et Clest

donc selon les diverses valeurs de sa limite que ’on discute.

=0 dans le cas n=2

Théoréme IV.2.2:

Soit u. la solution du systéme (1.3.3). Si la taille des trous (T}) vérifie (IV.2.1) alors le cadre abstrait
de la 1%¢ partie s’applique toujours et on a :

e — u dans EHO) & fort

ol u est I'unique solution du probléme (IV.2.2)

(IV.2.2)

Trouver u € [Hy(Q))* tel que :
/\2pou,' - 8j(a,~j1h€1h(u)) = f,' dans Q i= 1, PP (3N

Démonstration :

Si a. vérifie (IV.2.1), alors on peut construire des fonctions (w§)?_, vérifiant :
wp — e dans [HY Q)" fort.

A cause de (H5), on en déduit que : M=90 dans Q.

Orona:
| Xepoticlias + | amen(ies@ie = [ fazde — | fude =
0 o ] Q

=/ /\2p0|u|2dz+/ a,-ju.sn.(u)s.-j(ﬁ)dz+ < Mu,u>
1) Q

comime e — u dans [L%}(Q)]* fort
alors /a,-ju,sn.(ﬁe)eij(ﬁ_e)d:c——a/a,-jlhelh(u)e,-j(ﬁ)dx
1) 1]
d’ou / a.-jzhs”.(ﬁe - u)eij(ﬁg - u)dz — 0.
1]

Vu la coercivité des a;jin, on déduit a I’aide de I’inégalité de Korn, que :
i, — u dans  [H}{Q))" fort.

C.Q.F.D.



Remarque IV.2.3: Le probléme d’évolution correspondant a (IV.2.2) est :

Trouver U € W.[Hi(R)] tel que

o%U; )
powzajaij((]) + F; dans Q@ i=1,...,n
U(z,0)=0; %(ti(:c,O) =0 dans Q.

IV.3 . Cas ot la taille des trous augmente : (a, >> c,)

Lorsque la taille des trous augmente, on verra que le déplacement sera donné explicitement en fonction
de la matrice M et de la force f. On fait alors ’hypothése suivante :

6:71/71—2

lime_.g =0 pour n>3

(IV.3.1) ae
lim,_oe%loga. =0 pour n=2.

On définit le rapport o, par :

n

1/2
o, = (%) pour n>3
(Iv.3.2) Y
o = allog? pour n=2.
On a € << 0. << L.

Estimation & priori :

Pour obtenir une estimation de u. a la partie I, nous I’avons prolongé par 0 dans 2 \ €., ce qui nous a
permit d’utiliser 'inégalité de Poincaré sans difficulté et d’obtenir

el ry(e) < elfleaa)
olt ¢ est une constante indépendante de £. Cette inégalité est toujours valable ici mais vu les hypothéses

faites sur le trou T, on a une estimation plus fine obtenue grace au lemme ci-dessous démontré dans [2].

Lemme IV.3.1:  Soit Q. un ouvert défini suivant le paragraphe IV.1.

Dans H} () on a I'inégalité de Poincaré suivante :

Yu e H(}(Q;) |u|L:(n') < co; |VU|L2(Q‘)

oll ¢ est une constante qui ne dépend ni de ¢, ni de u et o est donné par (IV.3.2).
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Remarque IV.3.2: Remarquons que ce lemme n’est pas utile pour la 2°™¢ partie car lorsque la taille a.

vaut la valeur critique, o, est une constante.

Nous avons vu au paragraphe 1.3 que :
Niellzaay < clfleaqay luelzaga.)

avec ¢ est une constante indépendante de €. Le lemme IV.3.1 nous dit que :

(IV.3.3) Iu,L’(ﬂ,) < coe IVUILZ(Q')
d’ou

(IV34) ”12'5”1.13(9) S CO;¢.
On a alors :

i, — 0 dans [H3 ()" fort.

Pour étudier le comportement du fluide, nous allons renormaliser le déplacement.

En reportant (IV.3.4) dans (IV.3.3) on a:

ltelr2) < co?

. u . s . N
la suite — est bornée dans [L*(Q2)]" donc & une sous suite prés on a :

o¢

(Iv.3.5) —- —u dans (L) faible.

Pour trouver le probleme limite vérifié par u, on va se donner un cadre abstrait d’hypothéses H1-H6

analogue 4 celui de la partie I avec quelques modifications.

Dans un premier temps nous vérifions ces hypothéses puis en appliquant la méthode de ’énérgie développée
par Luc Tartar, nous passons a la limite dans la formulation faible associée au probléme en u.. Ce qui nous

donnera le probleme homogénéisé.
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Hypothéses H1 4 H6 :

On supose que les trous sont tels qu’il existe des éléments w$ et py tels que Yk € {1, ...,n}, on ait :
1Y k Yy 3

(H]) wi €[H' Q)"
(H2) wi=0 sur les trous (T; n(e)

wi — eg dans  [L%(Q)]* faible
() {(

0. Vwi) borné dans (L2 ()"

(H4) e € [L2(Q)"

( Pour toute suite v, € [H}(R2)]" et pour tout v € [L2(Q)]* vérifiant :
Ve = v dans [L%*(Q)]" faible,
[VvelL2q) < £ olcne dépend pas de ¢
Oc
(H5)
ve =0 sur les trous (7))
et pour tout » € D(), on a
\ . 0’3 < —ah(aijlh&j(wi)),(p(vg)z >H“(ﬂ),Hé(n) — ASO#IC.U

(H6) Il existe une distribution G € D'(]0, +oo[, [L®(Q)]"") telle que : G(t) = L™ (M(}))
Re) > 8 > 0, ou M()) désigne la matrice définie par ses colonnes (pi)r=1, . n-

Comme dans la 1°7¢ partie, ’hypothése (H5) permet de caractériser la matrice M.

Proposition IV.3.3 :

Soient (w§, pk)1<k<n des fonctions qui vérifient les hypothéses (H1)-(H5). Alors si pif = pi.ep
on a pour chaque ¢ € D(2)

(IV.3.6) < [lz,tp >91,9= !1!1’(!)0’3/ a;ju.e,-j(wfc)sm(w;)<pdz.
it 1]

Par conséquent les coefficients de M = (ui}i<k<n sont des mesures de Radon, la matrice M est
symétrique (p, = ;t;;') et positive au sens suivant :

(1V.3.7) Re < M$,3 >u-vayui@ 2 cldlizay V4 € DO

oli ¢ est une constante strictemnent positive indépendante de ¢.
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Démonstration :

Dans (H5), on prend v = w; alors :

72 < =On(ames (i) PE) >a-manm — [ pmey =< iy >os VpeD@)

d’olr

< /L},;,(p >pp = lintl)af/na,-j;he”.(wi)aj ((pw;)idl‘

£E—

Elin(l)ag/a,-_,-u.s;h(w,ec)e;j(w;)cpd:c + 0'5/ a,-jmezh(oewi)ajgo(w;)idx.
- Q Q

Or V(o.w;) et wy sont bornées respectivement dans [L2(Q)]" et [L3(Q)]", par conséquent :

0'5/ aijzhszh(aswi)aﬂp(w;)idz‘ — 0.
1]

Donc < ui,go >9"9= ellﬂ;l)o‘?/ aijzhslh(wi)sij(w;)godx.
- Q

On en déduit que M est symeétrique et comme (a‘za,],helh(wk)e,] (wp)) est bornée dans L(Q), que uL est
une mesure de Radon.

De plus, soit ¢ = (¢1,¢2,-..,¢n) € [D(R)]® on a ( cf proposition [.4.3 ) :

< M¢,$ >gq) p)= Eli_’}},"sz/naulhfu(wq)wh( 2)PePpdz

Re< M, ¢ > afslim Y /|s,,(wp)¢,, > 0. (%)

1<i,j<n

Donc M est une matrice positive.

D’autre part 'inégalité de Poincaré dans . et I'inégalité de Korn dans Q impliquent que :

lWipkliaa,) < col [V(wior)lisa,)
<

003 !5(‘4’;%)&2(:1)-

Un calcul simple donne :

le(wior)lZay = | aijmem(wp)eij(W§)dpdrdz +

S~

+ aijlhezh(w;) [-;-(B;E(E),- + 0;0k(wi)i )] ¢pdz +

+

S~~~

— 11 —_—
aijin€ij(wg) [5(314’;:(“;)1; + Onép(wp)hi )] Prdz +

+ /naijn. ((714’;»(“;)': + 3h¢p(w;)l) (&'d’_k(ﬁ)j + 3j¢_k(w_i)i)d$

]
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La suite (wy) est bornée car wi — e, dans [L*(Q)]* faible. Donc

€ 1 T (€ - €
/naiﬂhﬂh(wp) [5(3i¢k(wli ;i + 05r(wi)i )] ¢,,d:c| < e ) |Vwilkaa
k=1

1 _ n
[ mines @R [5(0nwphn + ua(up)n)]Bide| < ¢ 3 Vit e
k=1

-}I/‘;aiﬂh (3I¢P(U;)h + 3h¢p(w;)l) (65;(@),' + 3j¢_k(5§—),~)dz| <e

oll ¢ est une constante ne dépendant que de ¢ et Q et indépendante de ¢.

D’autre pal‘t /a;jl;,ez;.(w;)s.-j(cu_;)tﬁp(b_kdz = Z /l&‘,'.,'((.u;;)gopl2
o 1<i,j<n V9
d’ott
n
herlia < c[o? 3 [ leutepds? + 0 Vel + of] (+#)
1<ij<n V8 k=1
nous avons :
id 2
lir%afZIVwiliz(n) =0 car 0.Vwi est bornée dans [L*(Q)]"
£~
k=1
lin}) |w,‘cgok|%2(n) > |¢|%2(n) en raison de la semi-continuité faible de la norme
£~

1 _
1 2 Py £ 2 —_— 4 pa
Elmbac E /s;le,](wp)cppl dz < 7 Re< M¢, ¢ > d’aprés (x)

1<i,j<n
par passage a la limite dans I'inégalité (*x), on obtient :

Re < M¢,¢ >y > cldlizay Vo € [D(Q)".

C.QF.D.

On démontre maintenant la ” quasi-unicité ” des fonctions wf§ et up associées a la famille de trous

®
(7)™ et vérifiant les hypotheses (H1) & (HS5).

v=1

Proposition IV.3.4 :

Pour une méme suite de trous [(T,f):,'_(:l)]oo, on suppose qu'il existe deux groupes de
fonctions  (w§,pe)p=y, (Wi, )e=1 qui vérifient les hypothéses (H1)-(H5), alors on a:
(1v.3.8) M = HE dans Q
(1v.3.9) (wi —wi')—0 dans [L%*(Q)]* faible
(IV.3.10)  oeeij(wf —wf’) — 0 dans L}, (Q) fort i,j=1,..,n.
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Démonstration :

En combinant les hypothéses (H5) pour les deux groupes de fonctions (w§, ) et (w§’, p},) on obtient :

( Pour toute suite v, et pour tout v vérifiant :

Ve — v dans [L2%(Q)]* faible
Ve |2y < ai ol ¢ ne dépend pas de ¢

(IV.3.11) . ‘
ve =0 sur les trous  (T}), "(e)

et pour tout ¢ € (), on a

02 < —Bn(aijmeij (Wi — w§)), 0(ve)i >p-v @) Hi) — / e(pe — pi)v.

Dans (IV.3.11), on prend v, =w} —wi et v=0.
Il vient en intégrant par parties :

jiﬂgdf/ aijimem(wi — wi)eij (Wi — wi'))pdz + affnaijme”.(wi—wi’)(a,so)( —wi)i =
- Q

Or les suites (02V(w§ — we’)) et (w§ — wE') sont bornées respectivement dans [L2(Q)]*” et [L2(Q)]

done 2 [ asmen(uf = i) (O50) GE=wE): — 0
Q
par suite
(Iv.3.12) Elirr(l) 0'3/ aijimemn (Wi — wi)ei; (Wi —wi))pdz = 0
- a
d’olt ( cf proposition 1.4.4 ) oee(wg —wi) — 0 dans [LI,,C(Q)]"2 fort

et (IV.3.9) s’obtient en combinant I’hypothese (H3) pour les deux fonctions w§ et w§'.

D’autre part, dans (IV.3.11), on peut aussi prendre v, = wy et v = ¢,. Il vient en intégrant par parties :

e—=0

lim UZ/ﬂ“t’jlhflh(wi - wi')0; ((p(w;);) = /ngoep.(pk -u) =0
car o e(wi —w§') converge fortement vers 0 dans [L,OC(Q)]"Z, et o est a support compact dans §Q.

Donc / pep (e —pp) =0 VoeD(Q) d’on (IV.38).
1)

C.Q.F.D.
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Vérification des hypothéses (H1) a (H6) :

Nous allons construire des fonctions (wi)i_, qui vérifient les hypotheéses (H1) a (H6) dans le cas n >3

puis dans le cas n = 2.
Dans les deux cas, on adapte les idées de la 2°™¢ partie.

A. Cas de la dimension n > 3

On reprend la définition (I1.3.16) des fonctions (w} )7, :

(— Pour tout pavé P qui coupe 0§2, on pose :
wi = € dans P, NnQ
— Pour tout pavé entiérement inclus dans 2, on pose : (cf figure 8)
wi = e dans K
(IV~3~1" \‘ it 81‘(0,']'1;,61},((0;)) =0 dans Df,
z .
wi = wi(—) dans Cf
£
wi =0 dans T
et wi e [HPP,

\

oll wy est défini comme solution unique ( cf lemme I1.3.7 ) du systéme (IV.3.14)

= Oilaijinem(wr)) = 0 dans B\ T
(1V.3.14) wi =0 sur 9T
| vk = e 4 Vinfini
lelwilrz@ror)y < +20.

€ 2€

figure 8

26



Les fonctions (wf)p-, ainsi définies vérifient de fagon évidente les hypothéses (H1) et (H2). Pour s’assurer
qu’elles vérifient aussi (H3) nous allons en donner des estimations successivement dans C; et D%.

Lemme IV.3.5:  Les fonctions (wf)i<k<n définies en (IV.3.13) vérifient :

En
(IV.3.15) le(@i)lZxes) < ¢ o7
ag—e— si n=3
2 e
(IV.3.16) we—ekltacy S ¢ arllog=] si n
Qe
al si n>

£1\2
wip—ep = O(—) sur 0C; NOD;
(IV.3.17) N
Vui = o(;) sur 9CE N D,

oli ¢ est une constante indépendente de €.

Démonstration :

Le lemme 11.3.7 nous dit que : le(wi)|L2@n-1) < ¢ < Fo00.

Par conséquent :

|€(wi)|%2(c;) < a?_zlf(wk)ﬁz(mn-\q") < cal™?

En 1/2 E"
Comme o = (ﬁ) alors af~? = —, dou (IV.3.15).
e o

D’autre part nous avons vu dans la démonstration du lemme I1.3.9 que :

1 O(R) si n=3 c
—|wi — eklig(cz) = |wp - Ckl%Z(BR\T) = O(LogR) si n=4 avec R= 3
e o(1) si n>5 Qe
et ou By est la boule ouverte de rayon R > 1 et centrée sur l'origine.
On en déduit alors (IV.3.16).
Enfin, le lemme I1.3.8 nous donne :
1
Wp—e€p = 0( n—2)
" 3 infini.
Vwg = O(.,.n—l)
On en déduit facilement avec r = % que :
€
a. n~-2 52
wi —er = O — =0|—=
k ( € ) (o'?)
1 _ra\"=! _ £
Vwk = ;:O(?) = (E)
C.Q.F.D.
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Lemme IV.3.6 :

Les fonctions (w§)1<k<n définies en (IV.3.13) vérifient :

PRy
IVwil}a(pg) < ce” (;)
(Iv.3.18) € 4
Wi — er|22pey < ce®|—
of — enopy < (2
ol ¢ ne dépend pas de €.

Démonstration :

On reprend la démonstration du lemme I1.3.10. On a donc :
\v/ % 2 < n 1 3 2 Vwt 2
| wleﬂ(D;) A e o ek|Lm(aDrnac=) + | Wk|Lw(aD=nac=
6 v 14 v ll)
€ 2 n 1 € 2 €2
lwi — €k|L2(D;) <ce 6_2|wk - elew(aD;naC;) + |V“’k|Lw(aD;naC;) .

Des estimations (IV.3.17), on déduit :

€

1 4
2
[Vwilzpey < CE"[ E_Z(Z) +

]
Wi — exlia(pey < cs"[ (.7%)4 + 62(3)2] = cen(;_e)4'

C.Q.F.D.

Lemme IV.3.7:  Les fonctions (w})i1<x<n définies en (IV.3.13) vérifient I’ hypothése (H3).

De plus on a :

2
(a’i) si n=3
€
2
(1V.3.19) wi —exlLaq) < ¢ (-;—) lloggi-lll2 si n=4
£ £
n/(n-2)
(i) si n>5
Oc

oli ¢ est une constante indépendente de €.

Démonstration :

A l'aide des lemmes IV.3.5 et IV.3.6,0n a:

[
|wi —ekﬁﬁ(n) < E—n“wi - ekﬁz(c;) + lwi — ekl%ﬂ(n;) + |T51]

-

+a? si n=3

IA
I
Q
23
oy
(o]

Q
ik
+
™
3
»

+a? si n=4

+a? si n>5

3

—

8

~—

+

Y
o~ N N N
|m$|m$|m$|m$|m$|m
~— N

E ——
€
a. n-1 4 a.\" .
(—) + + (—) si n=3
€ . €
ac\", Qe A \" ) _
<e (e)“ge + +(?) si n=4
a\" 4 A \" .
( e ) + o + (?) si n2>35.
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En utilisant l'expression de o, donnée par (IV.3.2) et en comparant les différentes grandeurs, on
déduit (IV.3.19). "

Pour vérifier complétement (H3), il nous reste 4 montrer que
(Iv.3.20) (oeVwi) est bornée dans [L2(Q)”.

Encore une fois, a ’aide des lemmes IV.3.5 et IV.3.6,0n a:

"(5)[|€(wi)|%2(c;) + |e(w,§)|'i;(D;)]

=& o) ]

le@)Zaa)

<zl ()]
2 n-2
E
donc la suite (c.e(wf)) est bornée dans L.
Comme
oowp — 0 dans [L2(Q))" fort,
alors

|(eri)|%2(n) + |5(”ewi)|§,2(n) <ec

a i’aide de 'inégalité de Korn, on déduit (IV.3.20).

C.Q.F.D.

Avant de vérifier les hypothéses (H4) et (H5)', on remarque que :

—Oj(aijinen(wi)) = pi i — Vi

avec ;=0 dans [H~Y(Q.)]"
(Iv.3.21) n(e)
€ _ .. EY(e¥ e:)e:) 5712 (s € .
et Hr = Z(atﬂhelh(wk) (er-ej)e) 6,/ — Oj(asjinen(wi)xe)es,
v=1

olt 65/% est la masse unité portée par la sphére de rayon ¢/2 centrée au centre de P et . est la fonction
Sristi n(e) pe

caractéristique de U,-{ D;.

n{e)
Or | — 8j(asjimemn(wWi)xe)eillf-1(ny < cl(Vwixeliagmy < ¢ ZWWiliZ(D;)

v=1
donc

£

(1V.3.22) | = Oj(aijimnem(wi)xeeill-1a) < c ot

€

39



On en déduit que pour toute suite v, € [H1(Q)]" et pour tout v € [L%(Q)]™ tel que :

ve — v dans [L3(Q)]* faible,

(1v.3.23) ' |Vvelpaa) < é ou ¢ ne dépend pas de ¢
ve =0 sur les trous (T :(:1)
et pour tout ¢ € D(Q), on a
(IV.3.24) 3%03 < =0j(aijmem(wi)), P(ve)i >m-v ), H1 ()=
n(e)
= limo? < ;(aiﬂhé‘lh(wi)(e'r’~ej)6i)5§/2,<Pve > H-1(0),H(Q)

car (geve) — O dans [H'(Q)]* faible.

Il nous reste & prouver qu’il existe g € [L=°(2)]" tel que :

n(e)
o} < Z(aiﬂhelh(wi)(e'r'-ej)ei)55/2,sovs > H-1(Q),H}(Q) ™ /Q‘Pl‘k-”-

v=1

-

Théoréme I'V.3.8:

- Les fonctions (w§)f_, définies en (IV.3.13) et les vecteurs constants u; définis par :

(IV.3.25)

2nm? -1\ F
uk:(nm tnmtmdtn ) k pour 1<k<n

nm(m + 1) 2n+1
ot F). est donné par (11.3.14)
vérifient les hypothéses (H4), (H5) et (H6) .

Démonstration :

Comme pj est un vecteur constant alors p; € [L°(Q)]".
D’autre part grace au lemme I1.3.13, I’hypothése (H6) est vérifiée.
Le Lemme (I1.3.8) donne :

1 nm+m+n—1 1
a,'jlhE[h(LUk)njei = W[?ka + ——T;————-—(Fk.e,.)er] + 0(1'_")
d’ou
€ 1 1 1 nm+m+n—1 - r
aimein(Wh)) (er ) eilry = ) = ooy ar 7 yae [2ka +——————(Fi-€})e; ] +
('271:)
1
+ o(a (i)")
€ a,
B on=2 [ZmF+nm+m+n—l(F e € O(ae)
= '—'—-Sn(m+ 1) k m"'_—_ k.ei e,- 0_3 + 0'52 .
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On en déduit :

n{¢) 2,._2 [ n(e)

(IV.3.26) o2 Z(a,,u.eu,(wk)(e e)e) 8/ = ST D 2ka;565/2 +

n(e) n(e)
+ m_z(pk eTer Eée/z] + 0(a.) 255/2

On sait par le lemme I1.2.4 que la mesure définie par I’égalité (IV.3.26) converge fortement dans [H~1(Q)]".
Mais ce résultat ne peut pas nous servir ici car la fonction v, définie en (IV.3.23) ne converge pas faiblement

dans [H}(Q)]".
Cependant, on peut toujours passer a la limite dans le produit de dualité (IV.3.24).

On a pour (v.,v) vérifiant (IV.3.23) (cf[2]):

n(e)
Sn
< e, pre >p@y i) — R
IV.3.27 =
( ) n(e) S

& v v n
< ;Eéu(ek-er)'er » PV >H-1y(Q)HYQ) — non n‘Pv-ek-

On peut passer a la limite dans (IV.3.24), on obtient :

511_1_150 —0i(asjimem(wi)), p(ve)i >n-1(0)H1(0)
gn-2 Sn nm+m+n-1_ S,
= — | 2mFL2.— _ 2
Sa(m+1) Mk + m n4» ] /g;(pv

_ Imm?+nm+m+n-—1 Fk/ Y
- nm(m+ 1) ntl QSD

[
Q

C.Q.F.D.
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B. Cas de la dimension n = 2

On reprend la définition (II.3.1) des fonctions (w)i_, :

([ — Pour tout pavé PS qui.coupedS?, on pose :

wy = €g dans P;NQ
— Pour tout pavé entiérement inclus dans), on pose : (cf figure 9)
(IV.3.28) < wi = e dans K
- Bj(a;ﬂhs”.(wi)) =0 dans C,i
wi =0 dans T
et wf € [HA(POI

Comme au paragraphe I1.3.A,; B3¢ désigne la boule de rayon a. centrée au centre de P:. On a T C B?-.

<'_]m

Jii K

S €
KA C
Vv

a” A A

figure 9

2€e
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~ On définit alors les fonctions (w3, )1<k<2 par :

( — Pour tout pavé P 7q’ui coupe 82, on pose :
wh, = ek dans P, NQ
— Pour tout pavé entiérement inclus dans {2, on pose :
(I1v.3.29) < Wi = ek dans K
— Oj(aijinem(wi)) =0 dans C} \ B>+
wi =0 dans Bj*
(et Wiy € [H(P))).

11 est facile de voir que les fonctions (w§)1<k<2 vérifient les hypothéses (H1) et (H2) et que w&, € [H'(Q)]°.

On pose :

(Iv.3.30) wi = wi — wig.

Par définition on a pour tout pavé P; inclus dans Q :

(IV.3.31) { " wf' € [HY(CE)P

i(aijimen(wi)) = (aijimnein(wie) ey -€5))8,e dans Cj

ol 62« est la masse unité portée par 0BJ«.

Pour vérifier (H3), nous allons d’abord expliciter les (wf;)i_;.

Lemme IV.3.9:  Soient (wé,)i_, les fonctions définies en (IV.3.29).

Dans chaque C; on a:

Wi = zprf(r)e, + g(r)ex pour r € [a.,¢]

A 1 B
=1 gmmeta+C
g(r) = —Alogr a7 31+ 2m) Cr*+ D
4 62
A= ~5z 1 + o(1)]
1 £2d?
= L% 4 o))
2
(IV.3.39) < 1+fm i
C= mﬂ—g[l + o(1)]
e2loge
p=1-—5 (1 + o(1)].
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Démonstration :

On reprend les calculs de ’annexe B. On a donc a résoudre le systéme suivant :

( 1 A B
Tyome2 T TC=0
1 A B
Troma Ta 7670
(Iv.3.33) S
_IogeA_ £ — M‘EZC'I' D=1
2¢2 2(142m)
B 2m+3
—loga A — — — ————a? =0.
| ~logacd = 55 ~ FayamyeC t D=0
Par substitution, il vient :
(. aZe? A
T aZ+e?142m
_ 1 A
T T a?+e? 1+2m
(Iv.3.34) q : ) 2
D—A(loa _ € 1 _ 2m+3 ag )
= 9% T az+e?) 1+2m  2(1+2m)a+e?
1 a 1 €2 —a?
— = log—= £
L A 9% +(1+2m)2 a2 + ¢?
On introduit dans (IV.3.34) la quantité ¢? = —z-:zloga?z et on obtient ainsi le résultat.
Lemme IV.3.10 :  Soient (v, )Z_, les fonctions définies en (IV.3.29). On a :

[+
|Vwerlray < —
O¢

(IV.3.35) e

lwer — exlrzy < c =
a'e

et
(IV.3.36) (asjinem(wiz)(er €;))opc = 2/\;11 +2m [1 + o(1)] exé3c.
Démonstration :
Qn reprend les calculs du lemme I1.2.1. On a :
Vel < ¢ [ (BE+ BE 4 10p0 )ar
< c[|A|2|loga;| IBl + |C|%e 4]
< cz_—z.

C.QF.D.

94



Le nombre de pavés PS dans  est de 1’ordre de 1/¢2, donc :

n [
Vwiiliaa) < P

De méme on a :
€ 2 ¢ 2 2 |B|2 2 4
|wi —elez(C:) < c/ (|D-—1—Alogr| + |A]® + = + |C]Pr )rdr.
Gc

Il est facile de vérifier que :
B 2 6
/ |A|2rdr ' ' ——dr / IC2r%dr < c—

il reste donc & majorer / |D — 1 — Alogr|?dr. On a:
Qe

£ 2 3 £
/ |D—1— Alogr)? = |D - 1|2%|£ + |A|2/ (logr)®rdr — (D — 1)A+ (D — 1)A)/ rlogrdr (%)
G, Qe a. ae .

4 2 € £ 2 € €
j (logr)?rdr = (logr)z% . / rlogrdr et / rlogrdr = %logr - irz
e’ e2loge
A== +0M)];  D-1=~"F(1+ o1)]

£ 3
- et
(D-1DA+(D-1DA = 22— 11 4 o(1)]

en reportant les égalités ci-dessus dans 1’égalité (), puis en developpant les calculs et en simplifiant, on
obtient :

€ 6
/ |D -1 - Alogr|?

4.2
(Z% - 62:: ((Ioge)2 + (loga.)? — 2loga.loge + loge — loga. + %) )[1 + o(1)]
€® E

@‘P(*S)[l + o(1)]

3

avec p(e) = % %(aa_e)z(_;_ + 3logi_—5 -(1 +Iogae—s)2) et Eli_xggo(e) = %
donc . 2 6
/a‘ |D—1— Alogr|* < ca_—;1
€2
d’ou . lwor — exlraqa) < 5T
Enfin :

A B 2m+3 ae
(= ot @ TramOn)ati+
4A 1 4B 4C
aul — .l
+ “( 1T2ma. @ T 15om®

(aijinem(wor)(er €5))6)°

)(e er)eydoe

14+4m
1+2m

2\p

2 [ + 0(1)] ek6a‘

C.Q.F.D.
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Lemme IV.3.11 :  Les fonctions (w§')1<k<2 définies en (IV.3.30) appartiennent a [H}(2)]* et on a :

£
(IV337) |vwillL7(ﬂ) S c 33

3

(IV.3.38) lwi'lLagay < ¢ ai
. £

oll ¢ ne dépend pas de €.

wy — 0 dans [LYQ)]* fort.
oeVwy — 0 dans [L}(Q)]* fort.

Démonstration :

wi' satisfait dans chaque ouvert Cj aux équations :

(IV.3.39) { —0j(aijmem(wi)) = (aijmem(wog)ef €5))65° dans Cj

wi' =0 sur C:.

De la formulation variationnelle de (IV.3.39) on tire :

Je

a,-_,-;heu.(w;’)e,-j(wi’) dz :/ a,-j;helh(wzk)(eﬁ.ej)(w_z’),-ds
v aBg*
1+m €2
= 20— ——1 @y
#1+2m 2ol (14 0(1)] /{’B:‘ Ty .exds

Or on sait (cf ( I1.3.7) ) que :

|/ Ufc'.ekds| < cac |V |Lasaevre)
aBLe

ol ¢ ne dépend ni de ¢, ni de w§’.

.
2 2

€ €
le(@iFay = ne)leWiiacs < 00—3"(6)|V¢0i'|m(c;) = ca—glvwillmm)-

Par conséquent :

2 2
, € €
le(wg* < Ca—gwwi'lmw:'\m) < Ca—szlvwi'h?(c;)

[
v

d’ou

On déduit (IV.3.37) a P’aide de I'inégalité de Korn.
L’inégalité (IV.3.38) est une conséquence du lemme IV.3.1 et de (IV.3.37)

car wf' € [H}(Q)]? et w§ = 0 sur les trous T;.

C.Q.F.D.
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Lemme IV.3.12 :
- Les fonctions (w§)1<k<2 définies en (IV.3.28) vérifient I’hypothése (H3).

€
De plus on a: lwi — exlra) < e—.

3

Démonstration :

On écrit que :

Wi — exlra) < lwie — exlra) + lwi'lz=(a)
{|V“’i|L’(n) < VWil + Ve |
3 l’aide des lemmes IV.3.10 et IV.3.11, on obtient :
et ¢ €
lwi — exlr2q) < C(Z + 0'_:) < cz

1 € c
Ve < (— —) <L
|Vwilrz@a) < ¢ wta)sa,

car — — 0.

C.QF.D.

Avant de vérifier (H4), (H5) et (H6), on remarque qu’on a :

—Oj(aijinem(wy)) = #Z,i - ‘yf,,.- dans
ou

n(e) n(e)

Hi = Zaijlhflh(wgk)(e'r'-ej)eiéi + Zaijlhexh(w,i’)(e:.ej)e,-éf,
v=1 v=1
n(e)

i = Y aijmen(wi)(er ¢ )eidrs
y=1

La notation 65 désigne la masse unité portée par la sphére de rayon ¢ inscrite dans P; et ér< est la masse
unité portée par le bord du trou 7.

Ona:
1% =0 dans [H~Y(Q)]2.
A l'aide du lemme IV.3.9, 0n a:
2m+3 4 p 1
.. € V o\, R v v| ge
aijin€in(wig)(ey .ej)eid;, = [)\ ( Tt 2m)? )e;c + T3 2m (1 + o 2m)(er .ek)e,]6,, [1 4 o(1)).

On procéde comme dans le cas n > 3, on obtient :

pour toute suite v, € [H!(Q)]" et pour tout v € [L*(Q)]" tel que :

Ve — U dans [L}(Q)]* faible,

[VvelLaay < ;c- ol ¢ ne dépend pas de ¢
£

v, =0 sur les trous- (T,f):(;l)
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et pour tout ¢ € D(N)

n(e)
lim o7 < X_;aiﬂhflh(wzk)(e'r'-61)6555 v (ve)i >H-1(0) HY Q) =
i [(1= 220 < SR g, > :
=AU T Wm0 P ZHR @)
n(e)
4 p 1
+ T (1+ - 2m) < ;a&,‘,(ek.eﬁ).e,‘f,cpve > =10, HA(@) ] [1+o(1)
2m 4+ 3 T 42 p 1 7r/
— M [(1 - (1+2m)2)ek§/n(pv + 1+2m(1+ 1+2m)ek4 Q‘PU
S S LI R
= A 1+2m k nso
o)
n(e)
Pour calculer la limite lirr(l) ol < Z aijinein(wi') (el €j)eid; , p(ve )i >p-1(),H1(0), hous aurons besoin
v=l

de la proposition ci-dessous :

Proposition IV.3.13 :  Soit . un ouvert définit suivant le paragraphe IV.1.

Pour tout u € [H}(Q)]?, on définit R.u par :

( — Pour tout pavé P; C Q :
Ru=u dans K
R.u=v, dans Cf
Ru=0 dans T,
— Pour les pavés qui coupent Q2 :
. Ru=u dans P;NQ.

et ou v, est la solution unique du systéme

Trouver v, € [H*(C%)]" tel que

— Av, = -Au dans C;
ve =0 sur 0T,
ve=1u sur OC; \ 0T;.

Alors Popérateur R, vérifie :
(i) Re e L(HH Q" : [H5(Q)]")

(i) u€[H}(Q)® = Rii=u dans Q.

1
(iii) IR ullrz(a,) < cllVulLaa) + ;:lulu(n)]

ol ¢ est une constante strictement positive qui ne dépend ni de u, ni de €.

98



Démonstration :

En utilisant ’annexe C, les points (i) et (ii) sont vérifiés et on a :

KZ
|V'Us|%2(C‘) <c [|V“|%2(c-u:r~) + 6—2"|“|%2(c=u7'~)]

oll ¢ est une constante qui ne dépend ni de u, ni de ¢, et ot :

722 pour n>3
— _ Qe
Kp=§ ——— pour n=2 =
Vlogn|
n—2
K2 — pour n >3
On en déduit —2" =91 £
£ —Iloga—s| pour n=2
g2 €
1
(IV.3.40) IV(Rew)l2(pey < c[[Vulfagpsy + a—gluﬁz(p;)l

On somme les estimations (IV.3.40) pour v € {1, ..., n(¢)}, et on obtient :
1 )
IV(Rew)|Zagq) < c[|Vuliagq) + U_Ezluﬁﬂ(ﬂ)]'

C.QF.D.

Théoréme IV.3.14 :

Les fonctions (w§)i_, définies en (IV.3.28) et les vecteurs constants pj définis par :

(IV.3.41) _ M(Spo + Mn+ 2p1))

= e our 1<k<?2
= PR YE TR B =Es

vérifient les hypothéses (H4), (H5) et (H6).

Démonstration :

Les fonctions i sont des constantes donc (H4) est vérifiée. De plus I’application A — () est une
fraction et |px(A)| < c|A| donc (H6) est aussi vérifiée.
Pour finir la démonstration du théoréme il nous reste donc a vérifier que :

n(e)
(IV.3.42) ol < Za,-jzhezh(wi')(ef.ej)e.ﬁf, y(ve)i >m-1q)my0) — 0 lorsque e — 0.

v=1
Pour prouver (IV.3.42), on reprend la démonstration du théoréme I1.3.3 et on étudie la suite réelle A, :
n(e)

Ac =0 <Y aijmem(wi)er e5)eiss , 0(ve)i > p-1(),myca) -

v=l
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On introduit 'opérateur de restriction R, de la proposition IV.3.13, mais dans le cas ou les trous sont
les boules B3« de rayon a., et non sur les trous 7. Dans ce cason a :

R (pve) = pve sur les sphéres de rayon ¢ inscrites dans P,
R.(pv.) =0 dans BJ¢

n(e)
donc Ac = 02 <Y aijmen(wi') (el €5)eibs , Re(pve) >pg-1a,),mia.) -

v=1

On intégre par parties et il vient :

A, = Usz < —0;(aijmem(wy)) (Re(sove)),- > H-Y(Q,),HY(R.)

d’ou |Ac| < co? |Vwi/|Laa) IV (Re(pve)) |2l
A l’aide du lemme 1V.3.11, il vient :
|Ae] < CEIV(RE(S"":)NL’(Q,)-

On déduit grace a la proposition IV.3.12 et aux hypothéses faites sur v, que :

1 .
|Ae]| < ce[|V(pve)lLaa) + U—I(We)lmgn)]

1
< ce[|Voelaa) + —lvelzacay]
£
<e—
O¢
donc A, — 0

d’ou (IV.3.42) et (H5) est ainsi vérifie.
C.Q.F.D.
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Passage a la limite :

Théoréme TV.3.15 :

Soit u. 'unique solution du systéme suivant :

Trouver wu. € [HY(Q)]"® tel que :
(1'3'3) { £ [ 0( e)] q

On se place sous les hypothéses (H1) & (H5). Alors

U .
(IV.3.5) a—zau dans [L*(Q)]" faible

&€

ol u est la solution unique de I’équation :

(IV.3.43) Mu = f.

Démonstration :

Pour trouver le probléeme limite (IV.3.43), nous allons utiliser la méthode de I’énérgie.

D’aprés (I1.3.1), on a :

/ )\zpouevd:c+/ a;jlhslh(uE)E;j(v)deI fvdz Yo € [HH(Q)]".
n‘ n‘ .

)\Zpoueg - Bj(a,-,-,hezh(us)) =f; dans Q. i=1,...

M.

Soit ¢ € D(R2). On remplace v par pwj, oll (wk)’c sont les fonctions définies par (IV.3.13) pour n > 3, par

(IV.3.28) pour n = 2 et qui vérifient les hypotheses (H1) 4 (H6). Il vient :

/ f\zpouesowidf+/ aijlhelh(ue)gij(‘f’wi)dzz/ fowidz
Qe Qe Q.

en remplacant u. par i, et en intégrant par parties, on obtient :

(1V.3.49) [ Npuicipsiae + [ asmenio) 3 ()@ + (@) uihld +

+ < —0n(aijineij (W), p(de ) > —/ﬂa.'ju.é‘:h(wi)(ahgo)(ﬁg)zdz = / fewidz.
o

Passons 4 la limite dans chacun des termes de I’égalité (IV.3.44).

/,\ Poliepwidr = of (/ Azpouz(pwkd:c) — 0

u
car

&

— et wj sont bornées dans [L*(Q)]"
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*

—s 0

U,
car IV—I
O¢

*

< ~Bh(agmeis D), pE) >ror ey — | oue

car = —y dans [LAQ)]* faible et |V

2
o¢

donc on peut appliquer ’hypothése (H5) a la suite (u_g)
o

*

7
car |V(o.wi )2 () et |g-_;|L’(ﬂ) sont bornées.
&

*

/f(,owidx — /fcpek car wi — er dans [L*(Q)]* faible.
Q Q

A la limite, on tire de (IV.3.44) :

/uk.ekgodz = / ferpde Vi<k S n
a o]

d’o <Mu—-f,¢>pp@=0 VSO  soit (IV.3.43).

[ asmen(ae) 3 (@) + @p)ei)dde = o [ amen(C2) 5 @rp)eh)s + Grp)ilde
v} [ €

Lagm) S cet wf est bornée dans [L2(Q)]".

2 —_
o2'L*(®) = g,

2

€

/naiﬂhﬁh(wi)(ahsc’)(ﬁe)zdz=/ﬂfsou)idz = 6;/ﬂa.-,-zhm(rrswi)(f?hSO)(%),dz — 0

L’existence et I'unicité d’une solution de (IV.3.43) est vérifiée car la matrice M est inversible d’aprés la

proposition IV.3.3.

. U, T .
Toute les sous-suites de —; convergent vers la méme limite u donc toute la suite converge.
g

3

Théoréme IV.3.16 :  Sous les hypothéses (H1) - (H6), on a :
(IV.3.45) il existe U € D'(]0, +ool, [L3(Q)]") tel que : u(A)=L(U)  ReA>3>0

(1V.3.46) % —U  dans L*(0,T; [L*(R)]) faible VT > 0

4

(IV.3.47) la distribution U est I’unique solution de I’équation :
GxU =F

oti G est donné par (H6) et u la solution de (IV.3.43).

C.QF.D.
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Remarque IV.3.17 : Pour le probléme de [2] Stokes lorsque la taille des trous est plus grande que la taille
critique, on obtenait a la limite une loi de Darcy. La vitesse était directement liée a la presion et aux forces
extérieures. On retrouve un résultat analogue pour notre cas. La vitesse est donnée explicitement en fonction
des forces extérieures et un phénomeéne de mémoire longue apparait comme dans le cas des trous de taille
critique.

Démonstration du théoréme IV.3.16 : La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du
théoreme 1.5.3. Elle se fera a partir des lemmes ci-dessous :

Lemme IV.3.18:  La solution de I’équation (IV.3.43)
(IV.3.43) Mu = f

est la transformée de Laplace d’une distribution U € D' (J0,+0o[, [L2()]") :  u(A) = L(U) ReX > B> 0.

Démonstration :

L’équation (IV.3.43) est équivalente & : u= M"1))f
donc lulza@y < IMTH(N)le(a) flz2@)

nous avons l’estimaion suivante :

(IV.3.48)

ol ¢ est une constante indépendante de A.

{ M~ (X)|pw()y < €
En effet : soit v € [D(Q)]?, 3! v € [D(Q)]" telque wv=Mu (M étant une constante en z),
Re < Mu,u > > clulig(n) et Re< Mu,¥ >= Re< v,% >< clv|p2q) |ulrza)

donc l’ule(n) <c Ivle(n), soit IM—I’UlL:(Q) <c |U|L’(Q) Yov € [D(Q)]"
P’inégalité reste vraie pour les v € [L?(Q)]” par densité et comme Mte [L°°(Q)]"2 on déduit (1V.3.48).

Par conséquent lulra) < clfipaay-
Sachant que f est la transformée de Laplace de F € L*(0,+00; [L%(Q)]"), on conclu a Paide
du théoreme 1.5.5.

C.Q.F.D.
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La distribution U € ' (]0, +oo[, [L2(R)]*) du lemme IV.3.18 est solution de I'équation

Lemme IV.3.19 :
G+U = F.

Démonstration :
C.Q.F.D.

1l suffit d’écrire : u = L(U), Mu= L(G)L(U) = L(G+U), f = L(F) . Alors L(G+U) = L(F).
De I'unicité de la transformée de Laplace inverse, on déduit le résultat.

Lemme IV.3.20:
( 1V.3.49) g; —-U* dans L*0,T; [L3(Q)]*) faible VYT >0
('1V.3.50) % —u* =L({U") dans [Hy(Q)]* faible pour Rel>p>0.
€
Démonstration :

Nous avons montré au § 1.2
V. est bornée dans L®(0,+00; [HE(Q)]™)

{ V! est bornée dans L (0, +00; [L3(Q:)]")

(1.2.2)
ot V.=eBU, B>0.
L’inégalité de Poincaré dans €., nous donne : Ve®lr2ay < 02 IVVe(®)lL2(a.)
E(t—) <ec vt > 0.
o? 1Ly, ~
On déduit alors :
1) Us—gt) Sl ¢ Vi<T<o
GE Lz(n')
(0; . 2 2 n EJR
?) est bornée dans  L*(0,T; [L*(Q)]") d’ol (IV.3.49).

donc la suite
(—a;) est bornée dans  L*®(0,400; [LA(Q)") = (LI(O, Foo ; [f,z(g)]n))’
€

2) La suite

donc apres extraction d’une sous-suite pres,
l’g -V dans L%®(0,400; [L3(Q))") faible *.
[P -~

A€C telque Relr> 0. Alorse~*w € LY(0,+00; [LE(Q))").

Soit w € [L2(Q)]" et

Donc
Vs =t v — At
< gz W > Loo(0,400 ; [L2(Q))),L1(0, 400 ; [LAMIM) <V 1€ "W > 10000, 400 ; [LIAQ)™), L0, 400 ; [LA(D]")
€
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soit ~

' o Ve _u oo At

/ < ﬁ,e“ w >L=(n)——>/ <V*e Muw >r2(q)
0 & 0

+o0 ‘"/E N +o0
</ —26_ t,w >L?(ﬂ)—"’</ V"‘e"\‘,w >r2(6)
0 0

0’5
¥ « n
< ;%,w >L7(Q)—)< V,W >r2(n) Yw € [Lz(Q)]
donc % —v" dans [L%(Q)]* faible pour Rel > 0.
3
Il en résulte que : % — ' dans [L%(Q)]* faible pour Rel > p

ou U* =PtV et u*=L(U*).
Eneffet : soit Ae€C telque ReA>g

400
_ / Ye —r-pygy
0

2
o¢

|ex

= (; )(/\ -B)—=v*(A-p) dans [L%*(R)]* faible pour Rel>f

™

dolt (IV.3.50).
C.QF.D.

Remarque 1V.3.21: Comme au paragraphe 1.5, au cours de la démonstration du lemme 1V.3.19 , les
convergences (IV.3.49) et (IV.3.50) sont & une sous-suite pres. Grace au lemme ci-dessous, ce sont toute les

suites qui convergent.

Lemme IV.3.22:

.. U , .
La limite de (—%) lorsque ¢ tend vers zéro est unique.
13

Donc U="U.

Démonstration :

3

- U
Supposons que U; et U, soient deux limites de | — ) lorsque € tend vers zéro. D’aprés (IV.3.50) u; (X
o?

_ i -~ s 1o .
et ua(A) sont deux limites de (—;) qui satisfont a I’équation
aE

(IV.3.43) Mu = f.

Mais (IV.3.43) admet une unique solution, alors : u1(A) = ua(A) pour Rel > 3.

De la propriété d’unicité de la transformée de Laplace, on déduit que U; = U .

C.Q.F.D.
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Lemme TV.3.23 :
L’équation GxU =PF
admet une unique solution U € L*(0,T; [L*(Q)]") VT > 0.

Démonstration :
L’existence est donnée par les lemmes 1V.3.18, IV.3.19, IV.3.20, 1V.3.22 et IV.3.23.

L’unicité est aussi vérifiée car U = G-'%xF ou G-! est l'inverse de G dans l'algebre de con-
volution D'(]0, 400, [L®(Q)]"), et G~! existe car M-1 existe (cf [23] [47)).

C.Q.F.D.

Les lemmes (IV.3.18), ... , (IV.3.23) démontrent le théoreme IV.3.16.
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V- AUTRES APPLICATIONS

En faisant un passage & la transformée de Laplace du probléme de viscoélasticité étudié aux paragraphes
I, II, I11, et IV, nous nous sommes ramenés a un probléeme de type élasticité.

Vu la construction des fonctions tests (w§)i<k<n, nous avons finalement résolu le probléme de élasticité
avec de petits trous.

Aussi ce procédé de passage & la transformée de Laplace nous permet d’étudier de la méme fagon les
problémes de la Chaleur et des Ondes.

Au fait en faisant un passage a la transformée de Laplace dans ces problémes, on tombe sur le probléme du
Laplacien étudié par Cioranescu et Murat [12]. On passe a la limite de la méme maniére que dans [12] puis
on retourne au probléme d’évolution.

Le probléme des Ondes a été traité par D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat et E. Zuazua dans [11]
a partir de la formulation faible du probléeme en temps. Comme les fonctions tests ne dépendaient pas du
temps, ils se sont ramenés & des intégrations sur ’espace, ce qui n’était pas possible dans notre cas.

Avec notre méthode, on retrouve leurs résultats.
Dans cette partie, nous allons montrer briévement comment passer 4 la limite dans les probléemes de la

Chaleur et des Ondes avec de petis trous. On insistera surtout sur ’étape de passage a la transformée de
Laplace et le passage inverse.

Nous donnerons également le probléme de I’élasticité linéaire avec de petits trous et le probléme homogénéisé
associé.

Remarquons que cette derniére étude s’obtient a partir de la partie II en faisant cipp=0et A=1

Dans toute la suite la description géométrique II.1 est adoptée avec Q et Q, des ouverts bornés seulement
pour les problémes de la Chaleur et des Ondes, Q2 et Q. des ouverts bornés connexes de classe C! par morceaux
pour le probléme de I’élasticité.
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V.1l . Probléme de la Chaleur avec de petits trous :

Soient uge € L2(Qe) et Fe € L2(0,+00; L*(R)) tels que :

fige — Uo dans L*(Q) " faible
(V.1.1) )
F, — F dans L%(0,+00; L%(Q)) faible.

On considére le probléeme : trouver Ue(z,t) tel que:

dfif - AU, = F, dans €.
(V.1.2) U. =0 sur  0Q.
U(0) = Uge dans €,.

Au probléme (V.1.2), on associe la formulation faible suivante ( cf [24] ) :

Trouver U, vérifiant VT > 0 :

Ue € LX(0,T, H (%)), U, € L*(0,T, H™(Q))

V.13 ;
( ) %(Ug,v) + a(Ue,v) = /a F.vdz Yve HY(Q.) dans © (0,7)

U:(0) = uo: dans €.,

ou a(u,v) = Vu.Vvdz.
Qe

Pour passer 2 la limite dans (V.1.3), nous allons d’abord faire un passage a la transformée de Laplace

pour se ramener a un probléme stationnaire. On notera u = L(U) Pimage de Laplace de U.

On pose :

d
;@)= E(Us(t)’v)'l'a(Usav) v € Ho(%).
Nous avons alors les propriétés suivantes :

P1. T¢ admet une transformée de Laplace :

En effet TE(t) =/ F.(t)vdz.
Q.

T e T ogt 112 oo 2 1/2
/ e~ EHTE(t)|dt < |u|L=m,)(/ e~ %dt) (/ |Fe(t)2q,)dt) "~ < +oo0 VE>0
0 0 0

donc T admet une transformée de Laplace sur R} xR etona:

| oo
£()) = / eMTEt)dt  ReA>0,AeC.
0
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P2 . U. admet une transformée de Laplace :

d :
On a (cf [24]) Et-(UE(t),v) =< Ul@t),v> dans D (0,T) Yv € Hg(Se).
L’équation (V.1.3) devient :

<UNt),v> +a(Ue,v) = /ﬂ F.(tde  Yoe HY(Q).

On prend v = U(t) puis on intégre de 0 & T. En tenant compte de la condition initiale, on obtient :

1 T 1 T
L0y + [ 190yt = Fhiocliay + [ < Fo.Ve 1 .

Grace aux inégalités de Young et de Poincaré, on a :

1 T 1 1 /7 T
LDy + | 190t < gty + 4@ [ 1RO + v [ 190 aa).

Les suites iipe et F: sont bornées respectivement dans L2(2) et L?(0,+00; L*(Q)), donc :

/

1 T c [t c
§|Ue(T)|%2(n,) + (I-CV)/O VU3 2o,)dt < M + ;/0 |Fe(t)Zagn,) < M + o
.. . 1
On choisit v tel que: 1—cvr >0 soit v< p alors :

|U(T) |2,y < ¢

T , YT >0
/0 |VUeli2q,) < €

(V.14)

par conséquent U. € L®(0,400; L*(Q:))NL%(0,T; HY{(Q)) VT >0.

Soit maintenant £ > 0

+00 +oo
/ WUe(t)|L2(ae ™8 dt < Velre(o,+o0 ; La(00)) / e ¢'dt < +oo
0 0

+oo T . 12, (T 1/2
/ WU @)l 3 ye~ % dt < (/ IVUsIL:(n‘)) (/ e‘wdt) < 400
0 0 0

donc U, considérée comme fonction a valeurs dans L3() ou H}(Qc) admet une transformée de Laplace
sur P} xR etona: ’

+o0
u,(;\):/ﬂ eMU()dt Red > B
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P3 . Aue,v)r2a.) + a(ue,v) = (fe,v)Laq.) + (voe,v)L2(0.) Yo € H}(Q)

en effet T:(t) =< Usl, v>g-1my + <Ue, Av >p3 g olt A est 'opérateur associé a a.

400
#£(\) = / e MTe (1)dt
0
+00 , +o0
=/ <U.,v>e Mdt +/ < U, Av > e Mdt
0 0
+o00 +o00
/ < Ue, Av > e~ Mdt =< / U.e”Mdt, Av >=< u., Av >= a(u,v)
0 0

T , T
/ < U.(t),v > e Mdt = / <Ule vy > dt
0 0
T 1
. / < (ve M), Ua(t) > dt + (U(T),e=>Tv) — (Ue(0), v)
0

T
= /\/ < Ueyv> e~ Mdt + e"\T(UE(T),v) — (uge,v).
0

Comme ( cf (V.1.4) ) |Ue(T)lL2(q,) est borné indépendamment de T, en faisant tendre T vers +co, on
obtient :

400 , +00
/ <U.,v>eMdt = )\/ < Uc(t),v > e~ dt — (uoe,v)
0 0

Il

+o0
AL / Ug(t)e"\tdt,v > — (uge,v)
0
= A< U, v >p2q,) — (Woe, v)L2(0,)
+00 4o
/ < F.(t),v> e Mdt =< / F.(t)e~dt,v >=< fe(X),v >r2a,) -
0 0
Finalement on a pour ReA > 0 :

/\(ug,v)Lz(n‘) + a(ue,v) = (fe;'v)L7(n,) + (qu,v)Lz(n‘) Yv € H&(QE).

La propriété P3 nous dit que : u, est Punique solution du probleme

€ Hl Q
(V15) ¢ 0( E)
)\ue - Aue = fe -+ UQe dans Qe.

Il est facile de voir que nous avons :

(V.1.6) ltellmzay < ¢

ol ¢ est une constante indépendante de ¢.
Alors, & une sous suite prés, on a :

(V.1.7) Gy — u dans H} () faible .
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On reprend alors la méme fonction teste w, construite dans [12] et [31] pour l'opérateur Laplacien.

Cette fonction vérifie :
(H1) weE€E Hl(Q)
(H2) we=0 sur les trous (T} n(e)
(H3) we — 1 dans H'(Q) faible
(H4) peW™""(Q)

( Pour toute suite v, et pour tout v vérifiant :

{ ve — v dans H(Q) faible,

(H5) ﬁ ve =0 sur les trous (T} :f_fl)
et pour tout ¢ € D(), ona
. < —Auwe, pve >g-1Q)H}(Q) < H PV S H-1(Q),HYQ)

ou u est donné par :

T st n=2
V.18 = 2Cs B
(V.18) b= onos

2"

capT sl n>3

avec capl = |Vg|?, la capacité du fermé T dans R*  ( cf [12] et [31] ).

inf /
pED(R"),p=18SUr T Jgr

Maintenant, en appliquant la méthode de ’énergie a ’aide de la fonction w,, on passe & la limite dans

(V.1.5). On trouve que u est solution de :

(V.1.9)

u € Hy(Q)
Au — Au+pu = f + ugo dans Q.

Il nous reste & donner le probléme en temps correspondant.

Définition V.1.1: ( cf [24] )

L'espace WIHYQ)] = {v € L2(0,T; Hi(Q); o €L¥0,T; H“(Q))}

2

. 1/
est un Hilbert pour la norme ”v“W[Hé(ﬂ)] = (|v|i,(0,T; HY(Q) + | ﬁ’(o,’r; H-'(m)) )
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Théoréme V.1.2:  Soit u 'unique solution de (V.1.9),
(V.1.10) il existe U € D'(]0, +oo[, H}(R)) tel que : u(A)=L(U)  Rer>0
(V.1.11) U —U  dans W[H}(Q)] faible.
(V.1.12) La distribution U est 'unique solution du probléme :
d
—U——AU+uU =F dans

dt
=0 sur 09
U(0) = ug dans Q.

Démonstration :  Elle se fait en plusieurs étapes.

étape 1: preuve de (V.1.10)

{ u € H}(Q)

Le probléme (V19) est équivalent a (O +u) + AJu = f + uo.

L’application A € {ReX >0} — (A+p)I+ A est holomorphe et [(A+p) + A)_1|L(H_x(n); Hi@) S
¢ avec ¢ une constante indépendante de A.

Par conséquent A — u(A) = [(A+p)I + A]7'(f +uo) est holomorphe sur {Re) > 0}
et |u(MN)lm@) < c(|flza@) + lwolzzq)) < ¢ Pol(|A]) ot Pol(]A]) est un polynéme en |A], d’ott (V.1.10).

étape 2 : preuve de (V.1.11)

On déduit de (V.1.4) que : |[~15|L2(0,T; Hy@)) S ¢ avec e indépendante de T
D’autre part on a :
<Ult),v>= / F.(t)v — a(Uc(t),v) Vv € HY ()
nt
donc | < ULM),v > | < |Fe(®)lrzan Pleaany + IUOlaz@n lvlliay@o

= Ol < € (IFOle@) + IV ®llme, )

T . T 5 T
= [ 10O <o [ 1ROk + | iy, < ¢

par conséquent la suite U, est bornée dans W[H§(Q))].

On peut extraire une sous suite notée encore U, tel que :
U, — V  dans W[H}(Q)] (faible.
La suite U, étant bornée dans L*(0,+o00; L?*(2)), on déduit en procédant comme au lemme [.5.9 que :
i, — v=L(V) dans L?(Q) faible.
D’aprés (V.1.7) v =u(A) pour Rer> 0,dot  V=U d’aprés I'unicité de la transformée de Laplace

inverse. De l'unicité de la solution de (V.1.9), on déduit que c’est toute la suite qui converge. Ce qui démontre
(V.1.11).
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étape 3: U(0) = uo

On considére Papplication

f: C(0,7),L%(2) — R
V—< U(O) — Ug, V(O) — Uy >= f(V)

Ona
WIHNQ)] «— C°([0,7]; L*(Q))  ( donc f est bien définie )
U —-U dans W[HX(Q)] faible
donc U —U dans C°([0,T]; L*(Q)) faible.

Comme f est continue alors f(0.) — FU).
Mais f((js) =< U(O) - UO,[L —ug >=< U(O) — up, Uge — %o >r2a)— 0
fU) = U0) _”0|2L?(n) donc U(0) = uo.

étape 4: U vérifie dU/dt — AU + pU = F_dans Q.

De (V.1.9), on déduit que :

/ Auv + / Vu.Vv + u/ uv = / fv + / uev Vv € Hy(Q). (*)
2 Q Q [ Q
. dUu
On écrit que : u=LU) et Au= L(-E)
alors () devient : Yv € HY{(RQ)

dU
< L(—dT),‘U >r2q) + < L(VU),VU >rqa) tH< L(U),v >rra)=< L(F),v >rxo + < L(upb),v >p2

oi & estla masse de Dirac a Vorigine .

d’on L(% ~ AU+ U~ F —us) =0 dans H7(R)
soit %—AU+MU=F+u06.

étape 5 : preuve de (V.1.12).

Les étapes 1, 2, 3 et 4 nous donnent I’existence d’une solution du systéme (V.1.12). L’unicité se démontre par
la méthode variationnelle ( cf [24] ) ou directement par I’absurde. Si U et Uz sont deux solutions alors u1(A)
et us()) sont solutions de (V.1.9) qui admet une unique solution. Par suite u;(A) = u2(A) pour Red >0,
d’ou U; = U, par Punicité de la transformée de Laplace inverse.

C.QF.D.

113



V.2 . Probléme des Ondes avec de petits trous :

Soient uge € HA(Q), ue € L3(Qe) et F. € L2(0,+00; L*(Q)) tels que:

flge — Up dans H}(Q) faible
(V.2.1) e — W dans L*(Q) faible

F. - F dans L?(0,400; L?(Q)) faible.

On considére le probléme : trouver U(z,t) tel que:

d2U.
dg — AU, = F, dans Q.
(v.22) U, =0 sur 09,
Uc(0) = uoe; Ui(0) = uie dans Q..

On associe a (V.2.2) la formulation faible suivante ( cf {26] [34} ) :

Trouver U, vérifiant VI > 0 :
U. € L*(0,T, H}()), UL € L*(0,T, L* (%)), U/ € L*(0,T, H~ (%))

V.23 '
( ) -(%(Ué,v) + a(Ue,v) = / F.vdz Vve H}(Q.) dans D (0,T)
nc
Ue(0) = uoe; Ui (0) = upe dans €,
ou a(u,v) = / Vu.Vvdz.

L’étude de ce probléme est analogue & celle du probléme de la chaleur et du probléme de viscoélasticité.

On pose :

Ti(t) = WD) +aUey) v HIR).

Nous avons alors les propriétés suivantes :

P1. T¢ admet une transformée de Laplace et :

400
£(\) = / e-MTE(t)dt  Red>0,reC.
0
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P2 . U. admet une transformée de Laplace :

On a ( f [24]) i(Ué(t),v) =< Ul (t),v> dans D(0,T) Vve H} ().
dt 0

L’équation (V.2.3) devient :

<U/(t),v> +a(le,v) = / F.(tyvdz Vv e H(Q).
Q

3

On prend v = U!(t) puis on intégre de 0 a T. On obtient :

1 1 1 1 T
§|U£(T)|%=(n.) + §|VU€ 220y = §|Uls|i2(n,) + EIVUOE 2200y + /0 < Fe(t),U; >p2a,) dt

+o0 T
VA2, + [VUeliaa,) < C(/O |Fe()|32q.) + /0 |U;(T)|%2(n‘)dt)-

On pose
#(0) = |U(9)z2a,)-

On déduit alors ’implication ci dessous & ’aide du lemme de Gronwall

T
o(T) < c+ / #(o)de = ¢(T) < cel
0
d’ol

(V.2.4)

UH(T)|L> < cell?
{ We(Dlexa < VYT > 0 et ¢ indépendante de T.

WUe(T)llar,y) < € eT/?

Soit maintenant £ > 1/2

400 +o00
/0 Ve @l erycnye™dt < Ie—t/2U€|L°°(0,+oo;Hs(n,))/ e" (-1t < 400
0

oo 400 .
/ |Ué(t)|L=(n.)e_£'dt < |"3—t/2U;I|L°°(0,+°o; L’(n.))/ €=Ut « 4oo
0 0

donc U, considérée comme fonction & valeurs dans HY(Q.) et U/ considérée comme fonction & valeurs dans
L*(Q.) admettent des transformées de Laplace sur {ReX>1/2} etona:

400
u,(,\)=/ e~ MU, (t)dt pour A€C  Rerx>1/2
0

+o00
u'e(/\)=/0 e MUN(t)dt  pour AEC  Red>1/2

avec Aue(N) = uoe + U (A) pour AeC Rel > 1/2.



P3. /\z(uc,”)Lﬂ(ﬂ,) + a(ue,v) = (fe,v)Lz(n.) + )\(uOE(/\),v >L2(Q,) +(u1€,v)Lz(ne) Vv € H&(Qe)

en effet Ti(t) =< U/,v>p-1gy + <Ue, Av>g3 a1 ol A est l’opérateur associé a a.

+00 '
() = / e~ MTE(t)dt
0

400 +00
= / <U" v>eMdt + / < U, Av > e Mdt
0 0

400 +o00 .
/ < Ug, Av > e~ Mdt =< / U.e~Mdt, Av >=< ue, Av >= a(ue,v)
0 0

!

T T
/ < U(t),v > e Mdt = / < We 2y 5t
0 ]

dt’

= —/T < (ve"\t)',UE’(t) > dt + (UX(T),e T v) = (U/(0),v)
0

T
= /\/ <Ulbvo>e Mdt + e~ O=UDT (e=TI2y(T),v) — (u1e,v).
0

Comme ( cf (V.2.4) ) |e"T/2U.(T)|L2(q.) est bornée indépendamment de T, en faisant tendre T' vers +oo,
on obtient :

+o0 400
/ <U" v>eMdt = A/ <U(t),v> e Mdt — (u1e,v)
0 [}

+oo

=2 </ Ul(t)e~Mdt,v > —(u1e,v)
]

=A< u's(/\),v >rxa) — (uls,v)Lz(ﬂ,)

= /\2 < ue(/\),v > Q.) — /\(uoe,v)m(g‘) - (ule,v)Lz(n‘)

+00 +00

/ < Fc(t),v> e Mdt =< / Fg(t)e—}“dt,v >=< fe(A),v >3 q,)
0 0

d’oti pour ReX > 1/2:

A2 (ue,v)pa.) + (e, v) = (fe,0)zaa,) + Atoe, v)rxae) + (w6, V)o@ Vv € Hy(Qe).

La propriété P3 nous dit que : u. est 'unique solution du probleme

H}(Q
(V.2.5) | U € Hol)
Ny, — Aue = fo + Auge + Uie dans €..
On a alors :
(V.2.6) lellmyn) < ¢ avec ¢ indépendante de ¢.
(V.2.7) e — u dans H(Q) faible

4 une sous suite pres.
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A Daide de la fonction w, de la partie V.1, on passe 4 la limite dans (V.2.5) par la méthode de I’énergie.
On trouve que u est solution de :

(V.2.8) { u € Ho(®)

MNu—Au+pu=f+ du + u dans Q2

ot p est donné par (V.1.8).

Remarquons que comme u est unique, la convergence (V.2.7) a lieu pour toute la suite (@ )eso -

Théoréme V.2.1:  Soit u I'unique solution de (V.2.8),
(v.2.9) ilexiste U€ D'(]0, +00f, H3(R)) tel que : u(A)= L(U) ReA > 1/2
(V.2.10) U. —U dans L®(0,T; H3(Q)) faible x VT >0.

(V.2.11) La distribution U est l’unique solution du probléme :

d2U
—d—tz——AU+uU =F dans
=0 sur 0Q
U(0) = u; U'(0) =u dans Q.
Démonstration : Elle est analogue a celle du théoréme V.1.2.
étape 1 : preuve de (V.2.9)
. . ; u € H}(Q)
Le probleme (V.2.8) est équivalent a { (02 + I + Au = f + duo + 1.

L’application A € {ReA > 1/2} —> (A2 +p)I + A est holomorphe

et (A2 + p)I + A)_1||L(H-n(n); H)®) S c|A] avec ¢ une constante indépendante de A.

Par conséquent A — u(X) = [(A2+p)] + A]7'(f + Aug + ;1) est holomorphe sur {ReX > 1/2}
et leMllayey < P Uflea@) + Plivoleaey + fuilzz(qy) < ¢ Pol(|A])

ol Pol(|)\]) est un polynéme en |A|, d’ou (V.2.9).

étape 2 : preuve de (V.2.10)

D’apres (V.2.4), la suite__e"'”(j, cst bornée dans L*®(0,+o00; HE(S)) donc aprés extraction d’une sous
suite notée encore e~*/2U,,

e[, — v*  dans L®(0,+c0; Hg(Q)) faible .



Soit w € H™1(Q) et A € C tel que Rel > 0. Alors e~Mw e LY(0,+00; H™1(Q) donc:

—t/2717 -=At -
< e M2, €M > pooo 4o s HE@),LH0rk00 3 H-1(@) — < V7116770 > Loo(0, 400 5 HY@)LHO 400 3 H(S))

soit oo i \ +oo

/(; < e"/zUE,e' tw >HM(Q)H-YQ) [] <V, ,e'”w >H(Q),H-1(Q)

+o00 . +o00
< / e_(A+1/2)tUgdt,w >Hé(ﬂ),H'1(Q) — < / e"\‘V*dt,w >Hi(Q),H-1(Q)
0 0
+o00
donc (A +1/2) — / e~ My dt = v*(}) dans H}(Q) faible pour ReX >0
0

c’est a dire

400
#.(\) — /0 e~ O-UDty*gr = y*(A=1/2)  dans Hj(Q) faible  pour Red>1/2

mais . (A) — u(}A) dans H() faible pour Rel > 1/2

donc v*(A—1/2) = u(X)  pour Rex >1/2 et Ve = e U,

On déduit alors que :

J. — U dans L®(0,T; Hy(Q)) faible x VI'>0.

" De Punicité d’une solution de (V.2.8), on déduit que c’est toute la suite qui converge, d’ou (V.2.10).

étape 3: U(0) =ug; U'(0) = ws

<

La condition U(0) = up se démontre exactement comme au théoréme V.1.2, puisque
U, — U  dans W[H}(Q)] (faible.

Reste donc & vérifier que : U'(0) = u.

Ona:
<U'@®),v>= —a(Uc(t),v)+ < Fe,v > Vv € Ha(S)

donc | < U'(t),v>| < |Fe®lia@n) vlezay + We®llayen) Vi@
— W Ollr-an < @@ (IEOkx@) + IVOlme,)

T T T
= [ WOy < o( [ IROB@ + [ Wwoiyan) < ¢
par conséquent la suite U! est bornée dans WL (Q)]
avec WI[L3(Q)] = {ve L3(0,T; L*(Q)) /' € L*(0,T; H“(Q))} (cf126))

On peut extraire une sous suite notée encore U] tel que :

vl -Uu dans W[L*()] faible .
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Comme WILA(Q)] — C°([0,T]; H™'(Q))
on corrrlrsidére, commé au théoréme V.1.2, 'application g définie par :

g : C°(0,TLH(Q) —R
V —< U'(0) = u1, V(0) — u1 >g-1i0)= 9(V)
L’application g est continue donc 3
9(Us) — 9(U").
Mais g(U) =< U'(0) - uy, U —uy > =< U(0) — vy, th1e — w1 >H-1(Q) — 0
g(U") = |U'(0) = u1lZagq) donc U'(0) = us.

étape 4 :
- . _ _ (v , . (d?U
On écrit que : u= L), /\u_L(—d—t—) et A u_L(TEZ—)
et on procéde comme au théoréme V.1.2 ( étape 4 ). Alors U vérifie :
d?U ,
W—AU%—;AU:F-FUQ& + uyé.

étape 5 preuve de (V.2.11).

Les étapes 1, 2, 3 et 4 nous donnent l'existence d’une solution du systéeme (V.2.11). L’unicité se démontre
par la méthode variationnelle ou directement par I’absurde ( voir théoréme V.1.2 étape 5).

C.QF.D.
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V.3 . Probleéme de l'élasticité avec de petits trous :

On considére le probléme : trouver le déplacement u. tel que :

(V3.1) { — dj(aijinem(ue)) = fi dans Q. i=1,...,n

u =0 sur 0%

ou

aijin = 66 + p(badin + 6inbj1)

7 et u sont les coefficients de Lamé, p > 0 et 7 > 0

f €[LYN)" une densité de force volumique.

Au probléme (V.3.1), on associe la formulation faible suivante :

Trouver u, € [Ha(S2)]™ tel que :
(V.3.2) {

/ a,-,-u.sn.(ue)s,-j(v)d:c =/ fvdz VvE[Hé(QE)]".
Q. Q.

De la coercivité des coefficients a;jin, on déduit I’estimation :

(V.3.3) , leellzzy < cllflliao

oll ¢ est une constante indépendante de €.

On déduit alors que :

(V.3.4) i, — u dans [HY(R)])* faible

aprés extraction éventuelle d’une sous suite notée toujours u .

Il sagit de trouver le probleme limite vérifié par u. On construit alors des fonctions tests (“’7:)1 <k<n
comme au paragraphe I1.3 en faisant c2po=0et A=1. T

Ces fonctions vérifient :

(H1)  wie[H(Q)

am

(H2) w§{=0 sur les trous (T, n(e)
(H3)  wi — e dans [HY(Q)]" faible ol e estle ki*me yecteur de base de R®
(H4) e € W Ho@Q)
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(H5)  V(ve), v vérifiant :
ve — v dans [HY(Q)]" faible, v, =0 sur les trous (I} n(e)
et YVpeD(Q), ona

< —Oh(aijineij(wg)), p(ve)t >H-1(0)H1()—< Bk, PV >H-1(2),HL(Q)

ou les pj sont donnés par :

n—2 _ 2
Co ( n-1 (n+p) )Fk pour n2>3

n+1l
(V.3.5) P n p(n+2m) 1<k<n
L UL pour =2
Co n+3p
avec Fy = / aijinein(wi)nje;
aT

et wi est 'unique solution du probleme :

Trouver wj tel que

— 8;(aijinen(wi)) =0 dans R*\ T
(V.3.6) we =10 sur 0T
W = €k a linfini

lle(wi)llzzmn—1) < +00.

Enfin, en appliquant la méthode de I’énérgie, on introduit ces fonctions tests (wi)l <k<n dans la for-
mulation (V.3.2), puis on passe a la limite. Le déplacement u est alors solution de : « T

(V.3.7) {Tm“"e‘ u € [Hg(Q)*  tel que

—3j(a‘,-_,-lh6u.(u)) + wu = fi dans Q, i=1,..,n

De plussi u € [W2°(Q)]*,on a:

. gl/? si n=2
(V 38) e - Weulliyay < ciullwasm@ 4 /2 5 o 5 no3
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CONCLUSION

Dans ce travail nous avons étudié un probléme de viscoélasticité linéaire & mémoire instantannée avec
de petits trous.
Dans un 1°" temps, les trous sont répartis périodiquement dans tout le volume puis ils sont répartis sur un
hyperplan traversant le domaine. _
Dans les deux cas le probléme limite est un probléme de type élasticité 2 mémoire longue. Ce phénomeéne
met en évidence la résistance des trous a la limite. _
Utilisant les mémes techniques, nous avons également étudié les problémes de la Chaleur, des Ondes et de
’élasticité.

D’autres applications seraient envisageables pour d’autres conditions limites, d’autres considérations
géometriques ou autres opérateurs toujours pour la famille de domaines & petits trous avec répartition
périodique.

Cependant il est intéréssant d’essayer de voir comment on pourrait passer 4 la limite dans le probleme
de viscoélasticité directement sans faire de passage & la transformée de Laplace, comme cela est fait pour le
probléme des Ondes [11]. On pourrait ainsi peut étre obtenir des estimations d’erreurs dans des espaces ou
le temps est tenu en compte.
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Annexe A

Etude d’un fluide visqueux, compressible et barotrope

dans un domaine 2

Dans cette annexe, nous donnons une interprétation mécanique des équations utilisées puis on rap-
porte une méthode variationnelle étudiant un probléme d’évolution du 2°™¢ ordre en temps. Cette méthode
appliquée & notre probléme donne existence et I’unicité d’une solution.

Soit © un ouvert borné connexe de frontiére C! par morceaux.
On s’interesse aux perturbations d’un fluide visqueux, compressible et barotrope occupant 2.
Plus précisement, on se donne une position de référence et on étudie le champ de déplacement u par rapport
a cette position sous H.P.P ( hypothéses des petites perturbations ).

Al - Modélisation

Notation :
n : la dimension de I’espace
Po, Po désignent la densité et la pression respectivement en un point z a I'état d’équilibre
p', p' désignent les mémes grandeurs au méme point géométrique dans un petit mouvement

n et p sont les coefficients de viscosité du fluide et satisfont :
p>0 , np+2u>0
( dans les applications n =3 )

u: le champ de déplacement

Ou .
v = — est le vecteur vitesse

ot
dp\1/2 . < 1y
Co = (d—z-) est la vitesse du son & l'instant t = 0
(]

o(€™) _
e

£ est un petit paramétre et o({™) est une fonction telle que : lim¢_.o

F : une densité de forces volumiques.

ALl . Lois de comportement et équations :

On suppose que ’état de référence est caractérisé par le champ de contraintes :
0'?,' = -Po5ij-
La loi de comportement du fluide & I'instant ¢ est donnée par :
o =-p'bij + (n6ijorn + l‘(‘sikéth' 5.’;;(%::))6;;;.(%%).
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On désigne par : oij = 0}; — O

i 5 les contraintes perturbées.

On dispose des équations suivantes :
— Conservation de la masse :

On suppose (cf [36] ) & ’instant ¢ = 0 la densité p, constante dans le fluide. C’est le cas pour un liquide trés
peu compressible ou un gaz de forces de masse trés faibles.

A I’instant ¢, ’équation de continuité est donnée par :

op’
5 + div(p'v) = 0.

— Equations du mouvement :

A D’équilibre les équations du mouvement sont données par :
d;jof; = 0.
A Dinstant ¢, elles sont données par :

0%u;
6.1 ij = PIEQ_-

A.L2 . Hypothéses H.P.P et linéarisation :

Afin de pouvoir linéariser les équations précédentes, on fait ’hypothése des petites perturbations. On
suppose alors :

P - po = o(f) V(' = po) = o(§)
P = po = o(€) V(p' = po) = ol§)
v = o(£) Vv = o(§).

La linéarisation est obtenue en négligeant les termes en £2.

- Linéarisation de lI'équation de continuité :

Ona %t + div(p'v) = 0
a /

soit + v.Vp + p'dive = 0.
Bt

Comme

v.p' = o()-0(€) = ol¢?)

pdivy = (po + o(€))dive = podivv + o(€?)
d’ou
9’
ot

/(aa,: +podwv)dt 0

p' = po + po(divu — divu(0)) = 0.

(1) + podivv = 0.

Intégrons (1)
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Ona u(0)=0 donc:
(2) P — po + podivu = 0.

D’autre part le fluide est compressible, barotrope donc la densité est une fonction de la pression soit :

"= h(p)
ou par linéarisation : P — po = K(po)(P — po)-
AT . 1 dp
On établit (voir [36] ) que : W) =2 (E)o
®) P = po = c(p’ = po)-
Si on note :
p=p — Do : la perturbation de la pression
p=p —po : la perturbation de la densité

alors on a les relations suivantes :

p + podivu = 0

(4) p=cp
p = —c2podivu.

— Linéarisation de l'équation du mouvement :

Ona: 52
, 07 U4
,62u,- , Ov; _ Ov; _ 0v; 9
Pl =P = (po + o(E) 57 = Pogp + o(¢”)

soit en tenant compte de la position de référence

(5) 0joij + Fi = po—Fg

A.L3 . Position du probléme :

Aprés linéarisation du probléme, le déplacement du fluide est solution de :

8%y,
Pogm = 9;0ij(u) + F; dans Q
(P) u(z,t) =0 sur 09
u(z,0) =0 ; g—l:(:c,O) =0 dans Q

ou
d
0ij (1) = c2pobijOenern(u) + (nbijorn + p(Sikdin + 6ih6jk))5kh(a_1t‘)
Le probléme (P) est un probleme d’évolution du 2¢™¢ ordre en temps. Dautray et Lions [24] ont étudié en
détail ce type de probléme.

On reprend les principaux résultats faits dans {24] et utiles pour notre travail puis on les appliquera a notre
cas.
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Al - Un probléme d'évolution du second ordre en temps

AIL1l . Formulation variationnelle du probléme :

*x Données spatiales :

Soient V et H deux espaces de Hilbert réels séparables tels que :

.V est dense dans H

. H est identifié a son dual.

On a alors

Ve HeH <V avec injections continues et denses.

Notations : On note

<<,>> le produit scalaire et ||| la norme dans V'
<,> le produit scalaire et |.| la norme dans H.

* La formec :

Soit ¢ une forme bilinéaire continue sur H . Il existe donc C € L(H) tel que :
e(u,v) =< Cu,v > Vu,v € H.

On suppose que : - (C est symetrique.
~ 31 >0 tlque <Cuv>>mlu}y Vu€H.
Donc C est bijectifet C~! € L(H).

* La formea :

Soit @ une forme bilinéaire continue sur V' x V vérifiant :
- a(u,u) > 7llully YueV y2>0.
— a symetrique.

On a Pexistence d’un opérateur A € L(V, V') tel que: a(u,v) =< Au,v Sviv

*+ La formeb :

Soit b une forme bilinéaire continue sur V x V vérifiant :
- bu,u) > 7allullly YueV 13>0.
— b symetrique.

On a I’existence d’un opérateur B € L(V, V') tel que: b(u,v) =< Bu,v >vi v

* Le probléme ezxacte :

Onsedonne u® €V, u'€ H, fe€L*H)=L*0T; H).
On se propose d’étudier le probleme suivant :

Yu,veV.

Yu,v € V.
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( Trouver u vérifiant VT >0 :

!
u € L*(0,T,V),u € L*0,T,V), d(C") € L*(0,T,V")
(F)
Ec(u ,v) +a(u,v)+b(u',v) =< f,u>g VveV dans D'(0,T)

L 2(0)=u’; (0)=ul.

Une solution u de (F) vérifie :

d(Cu')

ue L*0,T,V),u' € L*0,T, V), € L¥0,T, V")

(S) EC(u) + Au+ By = f dans V'
u(0) =u®, '(0) =1l

A.IL2 . Résultats utiles :

x —  Définitions et propriétés .

. On introduit P’espace :

d 2
We(V) = {v; ve LA (V); o e LY(V); E(CUI) € L2(V')} avec L% (V)= L*0,T; V).
C’est un espace de Hilbert pour la norme :
d 1/2
v Iy, = (Ioli2awy + 101y + 1 Czw)) -

On a les injections continues suivantes :

W.(V) = C°([0,T]; V) et W.(V) — C'([0,T]; H).

D(0,T[; V) est dense dans W,(V).

* —  Formules d'intégration et de dérivation :

/ [< —Cu',v' > + <o, -—Cv > [dt = ¢(v/(T),v'(T)) — c(u'(0),v'(0)) Vu,v e W, (V)

./0 [a(u V') + a(v',v) ]dt = a(u(T),v(T)) — a(u(0),v(0)) Vu,ve WC(V)

d
< mC’u',v >= %c(u’,v) dans D'(J0,T)) VwelV.
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AIL3 . Existence et unicité d'une solution de \(F) :

Théoréme A .I1.3.1 : Il existe une unique solution u du probléme (F). Elle vérifie :

ue L®(0,T; V)NL*0,T; V)
W €L®(0,T; H)NnL*(0,T; V)
d(Cu')

2 . 1
e € L*(0,T; V'),

avec .

A

llzeqvy < MA@ (1N + 1] + 1Flmean )
ey < M1l + 1] + I fllzacn)
M) (0l + ] + [ F e )

IA

lu'llz2v)

ot M(T) est une constante positive.

AIIl - Analyse Mathématique

On reprend les équations régissant le fluide décrit au § A.1, soit :

62u,-
Pogr = 004 (u) + F; dans
(P) u(z,t) =0 sur  0Q
u(z,0)=0 ; g—?(z,O) =0 dans Q

ou

Ou
0ii(w) = c2pobijbenckn(u) + (n6ijéen + p(Sixbin + 6ih5jk))5kh(a)-
La formulation variationnelle associée a (P) est :

[ Trouver u vérifiant YT > 0 :

we 0T N, o' € 20T U@, 225 ¢ 120, (1 @)

(PU) < d 1 ’ !
Ec(u ,v) + a(u,v) +b(u ,v) = / fvdz Yv e[HXQ)* dans D (0,T)
Q

L 2(0) =0; u' (0)=0 dans Q,
ol
c(u,v) = / pouvdz ; a(u,v) = / c2podivudivvdz
Q Q
b(u,v) = /(ndivudivv + 2peij(u) €45 (v)) de.
Q

Les données spatiales du cadre abstrait sont satisfaites ici avec : V = [H}(Q)]* ; H =[L*(Q)]".

La forme ¢ répond aux hypothéses du cadre abstrait. Par contre ici la forme a n’est pas coercive. Pour lever
cette difficultée, on introduit la fonction v(t) définie par :

v(t) = e~Ptu(t) avec A>0.
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alors v est solution de :

v O € PO @), 2 € 20,7, (5 @)
(P) —Z—tc(v’,w) + (v, w) + (v, w) = /ne‘ﬁ‘fwdx Vw € [HX(Q)]* dans D'(0,T)
v(0)=0; v(0)=0 dans Q,
a(u,v) = B2e(u,v) + Bb(u,v) + a(u,v)
b(u,v) = b(u,v) + 2Bc(u,v).

Les formes & et b sont bilinéaires continues et coercives si on montre que b est coercive.

Lemme A.IT1.1 : Les coeflicients b;ji, définis par :

bijin = n6ij0in + p(6udin + 6indj1)
B3>0, np+2u>0 p>0

vérifient :

bij(hX,'jXIh > min(2u, nn + 2#)X,'jX,‘j VX = (X,'j) € Rﬂz tel que Xij = in,'

Démonstration :

Soit X = (Xi;) €R™  tel que Xi; = Xj;. Alors :
bijinXij Xin = 0Xii Xr + 2pX35 X5,
Sin > 0 alors: b;j[hX,ijzh > 2uXi; Xij .

Sin <0 alors : XXy = nZIX,,I - Z (Xii — ij)2 (récurrence sur n ).
1<i<j<n

n
bijin Xij Xin = ")T'-ZIX“'Z -7 Z (Xii — Xj5)? + 2uXij Xij

i=1 1<i<j<n
=g+ 2#)2 leasl® + 2/‘ZX11X11 -1 Z (Xii — Xj5)°
i=1 i£j5 1<i<j<n

> min(2y, nn + 2p) Xi; X -
D’ou le lemme.

C.Q.F.D.

Remarque A.I11.2 : Faire attention a I'abus de notation utilisé dans la démonstration du lemme ci dessus.
Lorsque le signe ) est utilisé, cela signifie qu’on n'a plus de sommation sur Pindice répété.
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Maintenant b(u,v) = /(ndivudivv + 2peij(u) €ij(v)) dz = /b;jlhelh(u) gij(v) dz.
Q Q

D’oti la cercivité de b & ’aide du lemme A.ITI.1 et de inégalité de Korn.

Le théoréme A.I1.3.1 est alors vérifié par la fonction v. On obtient un théoréme analogue pour u , soit :

Théoréme A II1.3 : I existe une unique solution u du probléme (P,). Elle vérifie :

u€ L®(0,T; [Ha(Q)*) N L*(0,T; [Hs()]")
u' € L®(0,T; [LX(Q))") N L*(0,T; [Ho()]")
d(Cu')

5 €LO.T; [HT@),

avec !

A

llzoqaanm < MT) (I + 6] + Mfllzaqea@e )
[/l L= qracymy < M(T)(||u°|] + Jut| + ”f”L’([L?(n)]"))

s < M@ (Il + [6t] + I fllLqeaenm )

A

ot M(T) est une constante positive .

Remarque A.IIT4: On peut chercher la solution du probléme (P,) dans d’autres espaces en utilisant
la théorie des semi-groupes, voir pour cela [41], [42], [32], [29], ou également en utilisant la transformée de

Laplace. Le cas du probléme de viscoélasticité a été etudié en détail dans [23].
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Annexe B

Calcul explicite du probléme d'élasticité dans une couronne

Dans cette annexe nous calculons la solution des équations de I’élasticité dans une couronne de rayons
interieur a, et exterieur ¢. Le calcul est rendu possible par la symétrie sphérique de la couronne.

Soit C.={z€eR*/a <|z| < e} oll a, est donné par :
2
a. = e‘CO/E pour n=2
(B.1)
a. = Coe™/m? pour n>3
avec C, > 0.

On considére le probléeme de ’élasticité suivant :

Trouver w§ € [H*(C:)]" tel que
- 8j(a,-j1,.e,;.(wi)) =0 dans Cg

wi=0 pour |z| = a.

(B2)
wi =€ pour |z| =¢

ou
ex est le k**™¢ vecteur unitaire de base de R"

aijin = C2podijbin + Mnbijéin + p(6abjn + 6indj1)).

Le systéme (B.2) est équivalent a :

Trouver wi € [H'(C:)]" tel que
—(2po + Ap + Ap)V(divwi) — AnAwg = 0 dans C,

B2
( ) w; =0 pour |z| = a.

wh = eg pour |z} = €.

On sait que le systéme (B.2) admet une unique solution et on va la chercher ( voir [2] )
sous la forme suivante :

(B3) Wi = zrf(r)e, + g(r)ex  pour =zl € ac, €]

avec f et g des fonctions de classe C? sur [a,, €].

n

w; = szz;rf(r)eg + g(r)ek

i=1
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Calculons divwy, :

donc

(B.4)

divs; = 20 4 Y 2@ f()
i=1 ¢

_q’(r)fri + Z((Ckf(’f') + zibi f(r) + ”i"'k%f,(r))

[ag () 4 rf(r) + (n+ DF)]

diuw; = zk[ag—;(r-)- + rf’(r) + (n+ l)f(f')]

Calculons Awy, :

d’olx

!
(B5) At = [ + (=D 4 25)]er + [0+ DF () + ()] zees.
On rappelle que wf, vérifie : —(c2po + Ap + Ap)V(divwi) — AnAwy = 0 dans C; .

Awf = Ag(r)er + Y Alaxzif(r))e:

i=1

A = ") + (- DE

Azezi f(r)) = 260 f(r) + (n+ 3)zp; f(r) + zpzi f'(r)

Pour simplifier les calculs, on pose :

(B.6)

alors on a :

(B.7)

2
% = - (copo + Au + An) divwy
Ap

Vg — Awp =0 dans C,.

Vu Pexpression de divw§, ¢§ s’écrit sous forme :

(B.8)

a; = zih(r).

Calculons Vgj :

g = 6"" Z 3 (mh(r))es

= Z (Bh(r) + 2 K (M)es

i=1

h(r)er + Z:ckh (r)—:c,e.

h(r)ex + :ckh’(r);re,
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d’ol

(B.9) Vi = h(r)er + zxh'(r)er

En tenant compte de ( B.5 ) et ( B.9)

(B7)<= [h(r) — ¢"(r) - (n— ) (T) — 2f(M)]ex + zx[K'(r) = (n+3)f'(r) — rf"(r)]er
d’olt
(B.10) W) - o) - (= DL —af(r) = 0
(B:11) K(r) — (m+3)f'(r) — rf'(r) = 0.

En regroupant les relations ( B.4 ) ( B.8 ), les équations ( B.10 ) ( B.11) ainsi que les conditions aux hmxtes

on obtient un systéme d’équations différentielles & une variable pour f, g et h.

( Trouver f,g et h € C?[a,, €] telles que

J (") b (4 D)) + rf(r) =~ )

€2po + An+ A
(B12) h(r) = g"r) = (n= L o5 =
B (r) — (n+3)f'(r) - rf"(r) =0
flac) = glae) = 0
Lf(e) =0 et g(e) =1

On pose

Ap

B.13 -
( ) T 2p + A+ An

Dans la suite, nous allons étudier séparémment les cas n =2 et n > 3.

Cas de la dimension n > 3

On cherche f, g et h sous la forme de séries entiéres. On pose :

+c0
S

k=-o00

+o00
(B.14) W gr)y = > At

k=-~o00

+o00
h(r) = Z nrk.

k==-o00
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On introduit ces séries entiéres dans les trois équations du systéme ( B.12 ) et on identifie terme & terme les
coefficients des séries. Il vient :

(k+2)Bry2 + (n+k+ag = —mi
(B.15) | vi — 20 — (E+2)(n+k)Bryz = 0
[’)’k - (n+ k+ 2)(‘1],]]6 =0
et ceci Vk €Z.
Si k # 0, alors on tire de ( B.15)
(k+2)Brs2 + (n+k+ Dax = —mye

e = (n+k+2)(lk
(n+ kg = (k+2)(n+ k)42

par conséquent :

ap =0 pour k#-n,-(n+2),0
(B15) = Be=0 pour k#-n,-(n-2),0,2
v, =0 pour k#-n,0.

De pluson a:

287 + (n+ Dap = —m7o
2nB; = 70 — 200

( B.16) Oep = —mY—pn + (n—2)B_n42
Yon = 20y
C_p_2 = —nf_n.
Si on pose :
A=a_,
B =oa.pn-2
B.17
( ) C = ao
D = ﬂO)

on trouve alors :

1 B
f(r):r—n(A+ﬁ)+C
1 B 1+2m , , n+l14+2m_ ,
(B.18) o) = (=5 + 5o947) ~ Frpem O + D
24 2-n-n?
Mr) = 5% Timn ©
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On rappelle les conditions aux limites du systéme ( B.12)

(B.19) { fla)=0  g(a)=0

fe)=0 g(e)=1.

On obtient un systéme linéaire 4 4 équations pour les 4 inconnues ( A, B,C, D ) :

| A+6£2+E"C=0
-2 1 B 1+2 -2 —2 . _e
(520 <A_nn 1+2me_2_T;(-Ii+:mT;11"+2ize C+1"+2m5 2 =1n+2m6 2
| A+%+a?0=0
-2 1 B 142 —2
\A—nn 1+2m3§—25+_;m71n+2m "C'+1nmae ‘D=0
d’ou
§ g
B a?e"l_(a?i)zc
1- (%)
a\"
=l (Rl
(B21) < 1'(?) (a )n
21—
b= (1n+—2;n ;f:z [1 + (('15')'7 1 ((f_e)z] +
)
n o 1= (%Y
I s
k 3

avec ( B.1) a, = Coe™/™? alors :

( n.2nfn-2
— 2.n%/n- 21 C
B = Coe 1 = C2e4/n-2
1- Cn 2n/n—-2
- 2.4 2_____
A= —¢ [1+C [n- —Cretin- 2]

(B.22) T

1 [142m 2 tinm 21 Crg2n/n=2
D"c;"2< —5 Bigll + Coe 0254/n2]+

l [1 - C;'::Zn/n—?l n+1+ 2mC;l€.2n/n_2 c
1 — C2e4/n-2 2(1 4+ nm)

Comme les expressions exactes de A, B, C,D sont assez longues et compliquées , on
procéde par développements limités en € au voisinage de zéro.
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On en déduit :

( en
A= ——[1+o(1)]
2
B = Cogntin—2 [1+ o(1)]
(B.23) | { N
C = =[1+o(1)]
b
LD=1+E€2[1+0(1)]
avec
1 1 142m
B.24 =l )
(B.24) b_1+2m n+142m

n—2 + 2(1 + nm)

Cas de la dimension n = 2

Cette fois ci on cherche f, g et h sous la forme de séries entiéres plus un terme en logarithme pour g. On
pose :

¢ +o0
f(r) = Z axr®
k=-o00
+o0
(B.25) j g(r) = > Ber* — Alogr
k=—o00
400
h(r) = Z vert.
L k=—00
Des calculs semblables au cas n > 3 nous aménent aux expressions suivantes de f, g et h:
A 1 B
) =gmp ¥ =t €
B 2m 43
. = —-Al -—— - Cr?
(B.26) g(r) ogr — 33 0+ 2m)Cr +D

24 1 4C
h(r) = Tom™ ~ Tvom

Le systéme ( B.19 ) des conditions aux limites pour f et g nous donne un systéme de quatre équations pour
les quatres inconnues (A, B ,C,D):

( 1 A B

T#me Ta =0

1 A B
(B.27) - B 1+§:§3+E+C=0
—IogsA—‘Z—Ez-—ms"'C+D=1
\—loga,A—%—%;%azC+D=0
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avec a. = e=Cole® ot C,>0.

D’ol

B = ¢!a2C

- 2 .2
(328) A - (1+2m)(as +€ )C )
(-—(1+2m)(a3+62)10ga5 + £y 2m+3 2) :

D _2m+3
5 T +a2m) e

Les expressions exactes de A , B, C , D sont toujours aussi compliquées, aussi on fait des développements
limités en ¢ au voisinage de zéro. On trouve :

( 52
A= —Eo[l'f'o(l)]
1 62 2
B = ——e~2Ce/¢7 [1 4 o(1)]
( B29 ) 1+271n Co
C =gy * o(1)
D=1- Ciezlogs[1+o(l)].
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Annexe C

Construction de I'opérateur de restriction R,

Dans cette annexe, nous allons montrer la proposition I1.3.4 ( nommée ici proposition C.5 ) et un résultat
analogue pour une répartition des trous dans un hyperplan.

Lemmes techniques

Soit peRtelque: 0<n<1.

Soit T le fermé défini par :

{ . T est strictement inclus dans la boule unité B; de R"

B \ T est un ouvert connexe de frontiere C! par morceaux.

On désigne par nT" I'homothétique de T de rapport 7.

On définit C, par :
(C1) Cp=By \ T

donc C,, est un ouvert borné connexe de frontiere C! par morceaux.
Lemme C.1: (cf[2])

Il existe un opérateur linéaire continu L tel que :

(i) Le L((H' (B, [HN(Cy)l").

(ii) Pour tout u € [H'(B)]* on a: L(u) =u sur 0B, et L(u) = 0 surd(nT).

(iii) Il existe une constante ¢ > 0 qui ne dépend pas de n telle que : pour tout u € [HY(B1)]*,on a:

IVL(u)|c2c,) < elIVulraa,) + KqlulLas,)]

ou

(C2) K, = 1
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Lemme C.2:

Soit u € [H(B,)]" . On considére le probléme suivant :

Trouver v € [H'(Cy)]" tel que
—Av=—Au dans G,
v=0 sur 0B
v=1u sur O(nT).

(C3)

Le systéme ( C.3 ) admet une solution unique v qui dépend linéairement de u et telle que :

(C4) IVolzae,) < clVuloaa,) + Ky lula ],
oti ¢ ne dépend ni de 1, ni de u et K, est donné par ( C.2).

Démonstration :

Posons v/ = v — L(u) avec L défini au Lemme C.1. Alors v’ est solution de :

—Av' = —-A(u—L(u)) dans Cy
vV =0 sur 9C,.
D’ou
IVV'|L2c,) < IV(u=L(w)leae,) < [Vuleze,) + [V(L(u)lac,)-

Comme

[Volree,) < IV lLae,) + [V(L(w)lee,),
on déduit ( C.4 ) grace au Lemme C.1.

. a
Maintenant, on fixe 9= ?‘ On pose :

Ct = ¢Cy = B\ T*

C5
( ) avec Bt =¢B,; T° = a.T.

Lemme C.3: Soit u € [H'(B*)]". Le probléme suivant :

Trouver v, € [H}(C*)]" tel que
- Ave = —Au dans C°¢
1. =0 sur OT¢
ve=u sur 9C*\0T*

(C6)

admet une solution unique, qui dépend linéairement de u et qui vérifie :

(C7) |Vve'|%,2(c-) < c[IVuli:(C.UT.) + |U|ZL?(C'uT=)]a

oil ¢ est une constante strictement positive qui ne dépend ni de ¢, ni de u.

C.QF.D.
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Démonstration : (cf [2] )

Le systéme ( C.6 ) est ’équivalent du systeme ( C.3 ) par le changement de variable suivant :
yeCyetz€C* = y=c¢z.

On déduit que le systéme ( C.6 ) admet une solution unique v, qui dépend linéairement de u.
Pour obtenir Pestimation recherchée ( C.7 ), on remplace dans I’estimation ( C.4 ) du Lemme C.2

u(y) par %u(e:c) et v(y) par %vg(e:c).

On obtient :

K2
|Vve|%2(0c) < c[lvulii‘(C'UT') + 6—27"|U|%2(CruT=)]-

C.QF.D.
Cas d’une répartition périodique des trous
dans_tout le volume.
Soit Q et Q. les ouverts décrits dans la partie IL.1.
Soit u € [H3()]™.
Lemme C.4: Le probléme suivant :
Trouver v. € [HY(CE)]" tel que
— Av, = —Au dans C;
(CS8) T v
ve =0 sur 0T,
ve = U sur OC;\ 0T,
admet une solution unique, qui dépend linéairement de u et qui vérifie :
(C9) ' |Vve|%2(0t) < C“V"ﬁ?(c-uT') + |“|%9(ccu:rr)]»
oil ¢ est une constante strictement positive qui ne dépend ni de ¢, ni de u.
Démonstration :
C’est une conséquence directe du lemme C.3. Il suffit de voir que pour :
_ @ et . = Cos"/";2 pour n>3
n= € €= ) e Cole pour n=2,
on a
C((,"_z)/z pour n>3
EC W S— pour n =2,
v/ Co + e2loge
C.QF.D.
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Maintenant on définit R.u par :

( — Pour tout pavé P; C Q :
Ru=u dans K;
R.u= v, dans C;
C.10 v
( ) ) Ru=0 dans T;.
— Pour les pavés qui coupent 99 :
| Ru=u dans P;NQ,

et ol v, est la solution unique du systéme ( C.8 ).

Proposition C.5:  L’opérateur R. défini par ( C.10 ) vérifie :
(i) Re e L(HIQP : [Ho(2)]")
(i) u€[H}Q)]® = Rii=u dans Q..

(iii) |Reullmia.) < cllullaze)

oll ¢ est une constante strictement positive qui ne dépend ni de u, ni de €.

Démonstration : Le point (i) est vérifié par définition de R..
Siu € [H}(Q))" alors u = 0 sur 0T}
donc v. — u est solution du probléeme de Dirichlet suivant :
{ —-Ave —u)=0 dans Cj

ve—u=0 sur 9C},

qui admet 1'unique solution ve —u=0dou R.i=ve =u dans C¢ d’ou (ii).

Enfin (iii) est trivialement vérifié grace au Lemme C.4.

Cas d’'une répartition périodique des trous

dans un hyperplan.

Soit Q et Q. les ouverts décrits dans la partie IIL1.
Soit u € [HA(Q)]".

Lemme C.6: Le probléme suivant :
Trouver v, € [H}(C%)]" tel que
— Ave = —Au dans Cj
ve =0 sur 9T}
Ve = U sur 9C;\ 0T,

admet une solution unique, qui dépend linéairement de u et qui vérifie :

(C.11)

1] b 1
(C.12) [Vve2accey < elIVullaceure) + ZI“'%’(C'UT')],

ol ¢ est une constante strictement positive qui ne dépend ni de ¢, ni de u.

C.QF.D.
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Démonstration :

C’est une conséquence directe du lemme C.3. 1l suffit de voir que pour :

_ Qe " _ [ Coe™¥m=% pour n>3
=% € e = e=Cole pour n=2
ona K2
—2" < : Vn > 2.
€ €
Maintenant on définit R, u par :
([ — Riu=u dans Q\ H.
— Pour tout pavé P; C H, :
Ru=u dans Kj
(C.13) ¢ R.u = v, dans C
Ru=0 dans T;.

— Pour les pavés qui coupent 9Q :

\

et ol v, est la solution unique du systéme ( C.11).

Proposition C.7:  L'opérateur R, défini par ( C.12 ) vérifie :

(i) Re € L(H;OQI = [Ho(Q)))-

(i) u€[H}Q)]* = Rca=u dans (.

1
(1ii) IReull e,y < e [IVulaqy + ZIUI%Q(H,)]

oll ¢ est une constante strictement positive qui ne dépend ni de u, ni de €.

Démonstration : La preuve de cette proposition est analogue a celle de la proposition C.5.

Ru=wu dans P;NQ,

C.QF.D.
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Annexe D

Equations de V'élasticité autour d'un obstacle borné

et comportement 4 Vinfini.

Dans cette annexe, nous donnons des résultats d’existence et d’unicité ainsi que le comportement a
P’infini des équations de I’élasticité autour d’un obstacle borné de R avec n > 3.

Les estimations & Iinfini sont obtenues en écrivant les solutions sous forme intégrale & P’aide de solutions
fondamentales dans R™ (cf [2] et [35] ).

Soit T un fermé de R” qui vérifie :

(D.1) T C B; ou B est la boule ouverte de rayon 1 centrée a l'origine
' By \ T est un ouvert connexe a frontiére C' par morceaux.
Lemme D.1: On se place en dimension n > 3. Le systéme suivant :
bl 6j(a,-j1h6;h(wk)) =0 dans IR" \T
wg =0 sur 0T
(D.2) ’ o
WE = €k a linfini

lle(we)llLzmn—1) < 400
admet une solution unique.

Démonstration :

Soit 8 € D(B;) avec 6 = 1 au voisinage de T' ( c’est possible puisque T est inclus strictement dans B; ).
On définit ax € [C®(R™)]" par : ar = (1 — Bey.
On a immédiatement :  a; = 0 au voisinage de T

ap = e dans R™ \ B;.
1/2
On note H le complété de D(R™ \ T') pour la norme (/ |£(u)|2) .
B\T
On associe au systéme ( D.2 ) la formulation variationnelle

Trouver v € H tel que :

D3
( ) / aijin€in(ve)eij (P)dz = —/ aijinein(ae)eij(P)dz Vo € H.
Be\T BT

D’aprés le théoréme de Lax-Migram, le systeme ( D.3 ) admet une unique solution vi dans H. Une interpre-
tation de ( D.3 ) montre que wg = vk + ax vérifie

—0;(aijin€n(we)) =0 dans B*-T et wp=0 sur JIT.
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D’autre part de la coercivité des coefficients a;jip, on déduit que |e(wi)|L2@n-T) < +00.

Finalement wi est solution du probléme :

— 9 (aijimem(we)) =0 dans R*\ T
we =0 sur 9T
(D4)
le(wr)L2@n-1) < +00
wr € H.

Il est clair que wy, est Punique solution de ( D.4 )-

En effet supposons qu’il existe une autre solution wy, alors
wp —w, €EH
et est solution unique de la formulation variationnelle suivante :

Trouver wi — wy € H tel que

D5
(D5) / = aijmem(we — wi)ei(@)de = 0 Vo € 4.

Or la solution unique de ( D.5 ) est zéro. D’oll  w; =w},  dans R*\T.

C.QF.D.

Remarque D.2 :

La norme munissant H ne donne pas d’informations sur le comportement a 'infini des fonctions de H. La
condition & I'infini du probléme ( D.2 ) sera établie par la suite.

Avant d’écrire la solution wy du systéme ( D.2 ) sous forme d’intégrale, on donne une solution fonda-
mentale du systéme dans R" qui va étre le "noyau” de la forme intégrale.

Lemme D.3: On se place en dimension n > 3. Une solution de :
(D.6) —0;(aijinen(ur)) = 8(z — y)bi;

est donnée par :

1 m+1 b (zr — ye)(zj — yj)
D. ;= J N
(D7) _u’ 2)\;15,.(m+1)[n—2Ix—yl"‘2 |z - yi*
ol
T o+ Ant+Ap
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Démonstration :

On rappelle les solutions fondamentales dans R® du Laplacien et du bi-Laplacien.

1 n
(D8) Al - TR yl" 2] 8z —y) dans R pour n>3
(D.9) A’E(z~y) = 6(x—y) dans R pour n>3
——-—lxs;yl pour n=3
avec E(z—y) = —@:S—_y—l pour n=4
, 4

2(n - 2)(n — 4)Sy |z — y|r—*

Soit F la transformée de Fourier qui opére de L*(R") dans lui méme.

vf e L) FUN0) = gy [, F)e 0o

1 ta.c - T
et f(z) = W/mu F(f)e*da = F(Ff)a).
Notation :

a=clpo+ M+ A
b= Ap.

On prend la transformée de Fourier de ( D.6 ) et on obtient :

1 i
(271')71/2e AUTS

( D.10) aajoFlup) + bla?F(u}) =

On multiplie I’égalité ( D.10 ) par a; puis, on somme sur i

ala|?e.F(ug) + blalfa.F(ur) = (—Q;I'-l)"Te—ia.yak
(a+b)|a|2a..7-'(uk) = We—ia.yak
d’ou
1 1 e—ia.y
D. ) _
(D.11) o F (ur) T b o %

On reporte ( D.11) dans ( D.10 ), on en déduit que :

. 1 1 e—ia.y e cia
D.12 iy — 1 L o
( ) }-(Uk) (27r)"/2 |Ot|2 b [ jk —a+b |a|2 ]
d’ou
(D 13) uj _ _‘q__?( ety ) _ a Tf‘-'(ank e—ioy )
. . E— (27]’)"/2'("2 (a+b)b Ia|4 (2”)'1/2 .

pour n > 3.
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e—ia.y ) —(ajak e—ia.y

Pour calculer }-(W laft (27)7/2

) , on utilise les solutions fondamentales du Laplacien

et du bilaplacien.

1 —icr, 1 2
@y T G-9s. (2=) = g kD (=)

(D8) =

1 ety 1 1
= G el (n—2)5f(lr—yl"-2)

d’ol

(D.14)

- 1 e fey 1 1
f((QW)"/z |o? ) T (n=2)Sp e -yt

De méme pour le bilaplacien :

(D9) = e~V = |al*F(E(z - y))

1
(27!')"/2

= 7( - e_ia'y) = E(z - )

@m)r/2 af?
62 _ 1 e—ia.y 62
= 35,05 ((211')"/2 laf? ) - ax,-az,,E(””‘y)
d’otli
. . _ajak e—ia.y _ 32 B
(D.15) 7( ~ (%)m) = 3n5m P - V)
( D.13 ) devient :
5; 1 1 a O’E(z-y)

D.16 gL :
( ) R b (n—2)Sp |z —y|*? + (a+b)b Oz;0x;:

On établit par un calcul direct :

NEz-y) -1 8; (zx — ye)(=5 — ¥j)
(D7) 92,0z 2(n—-—2)S,.[|1:—Jy|"-2 - (n- 2= A ]

d’oll le résultat.

C.Q.F.D.

Maintenant, on va étudier le comportement a infini de wy.

Posons : ) (Au),- = —6,~(a,-,-”,s,h(u)).

Du systéme ( D.2 ) on tire : Awi = 0 dans R\ T.
L’opérateur A est hypoelliptique (cf [47] ) donc w; est de classe C* en dehors d’un voisinage de T.
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Soit 8 € D(B;) tel que 8 = 1 sur un voisinage de T. On définit :

(D.18) Ge=(1—0we et f=Adjp
alors
(D.19) Gy E[CPMRM]*; Wr=wr dans R"—B; et fe(D(B))"

Comme wy, est solution de ( D.2 ), alors uj; est solution de :

Trouver u; tel que
— Oj(aijinem(We)) = fi dans R®
Wi = e a Pinfini

IE(‘Jk)ILZ(m") < 4oc0.

(D.20)

D’autre part, par convolution des solutions fondamentales dans R™ ( cf Lemme D.3 ) avec f, on définit wh

(D.21) wp = ep + up* f
soit
/ 1 2m+1/ f(y) / (z—9)-fy)
. = d e (e — .
(D22) “h =kt e e D) | n=? S ot T S g Y

Comme feC®(R") et u€ (LL(R™)*  alors wy € C®(R") (cf[9]).
Par définition des solutions fondamentales, on a:  Aw, = f  dans R".

Lorsque |z| tend vers 'infini, & partir de la définition ( D.22 ) de w}, on obtient les estimations suivantes :

d .
1 2m+1/31f(y) Y .\ I/BIf(y)dy o]
2uSp(m+1) | n—2  |z|?-2 [z|" 2+ O(=m=y)

|:L.|n—l

wy, = ex +
(D.23)

1
vw;‘ = O(I—.’;lﬁ)

/Bx f(y)dy = /B. —0;(aijmem(Wi))es = —/ aijin€in(Wi)nje;.

B,

Par définition ( c¢f D.18 ) de wj; on a:

WG = wi sur un voisinage de 0B,
donc
(D.24) / fly)dy = —/ agju,elh(wk)n]-e; = —F}
Bl Bl
ol on a posé :
(D.25) . F, = / a,'ju,Em(wk)nje,-.
aT
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On pose : r=|z| et z=re, ilvient:

(D.26) wi = eg — 2A1ySn(1m+ 1) r,.l_z [2;n_+21 Fi + (Fk.e,)e,] + 0(rn1-1)
Vw;, = O(rn—l)'

On sait que Vw}, € L®(R™) et avec les estimations & infini on obtient facilement |Vwy|r2@n) < 400
donc |e(w;)|bz(mn) < 400

par conséquent w/, est solution de ( D.20 ).

Or si V est le complété de D(R™) pour la norme [e( . )|L2(g~) alors
wp — Wi € V.
Le systéme

(D.27) { Trouver v €V tel que

- 0j(aijinem(v)) = 0 dans R®

admet une solution unique v = 0.

wj — Wi est solution de ( D.27 ) alors :
W = Wy dans R" \ B;.

On en déduit les estimations a 'infini de wy.

Lemme D .4:

Soit wy, la solution unique du systéme ( D.2 ).
Soit Fy = / a;jy;,e;h(wk)nje;
aT

otl n est la normale exterieure a T
La solution wy a le comportement suivant & I'infini :

1 1 {2m+1
Wi = e — DSt 1) ,.n—z[ —5 Fr + (Fk.e,)e,.] [1+0(1)]
1
(D.28) Vur = O(57)
1 nm+m+n-—1 1
aijlhflh(wk)nje,' = W[Qmﬂ; + —m_(Fk.e,.)e,-] -+ 0(1‘_")
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Démonstration :

Les deux premiéres estimations & l'infini de ( D.28 ) ont été vérifiée précédemment. Pour achever la
démonstration du lemme il reste & voir le comportement a D’infini de ajjinem(we)nje;.

De ( D.22) on tire :

(D.29) e _ ——1—[—(2m+1) ) = (zi — y,)dy+/ (_z__ym eidy +

Oz; 22uSp(m + 1) B T —yr2
+ [y —n [ ST 6, (e - ay] pour = € R\ By.
D’ou il vient quand |z| tend vers Pinfini :
Bwk 1 .’L'ka :L‘.Fk X : .Fk 1
D. _— = 2 )—— — —¢; — —Ft i =
(D30) Gt = gumra et L O™+ DT~ e~ e pee] + o(gp)
Bwk _ - 6w,, Z;
Or W = Vwk €y ;a_x,-lz'—l
Dron o 1 1 F
Wi - _ .l
or ~ DApSa(m+ 1) 2] [2m+ DFi + (n 2)| 121”] + 0(| " =)
Owr 1 1
or T 22uS,(m+ 1) [@m+ DFe + (n = 2)(Frer)er] + O(r")
et enfin :
(D.31) ai;ihEn( )n-e-—+ 2mF, +_n_rzz_i—ﬂn——l-(F ) Io) 1
. ijlhEIR\WE JTLj €5 = 2Sn(m+l)r"‘1 k ker)es | + (’I'_")

C.Q.F.D.
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Annexe E

Dans cette annexe, nous allons démontrer les lemmes 11.4.3 et I11.3.4 nommsés ici respectivement lemme
E.2 et lemme EA4.

Soit P =]-1,1[ n>2 un pavé de R" et P. = ¢P =] —¢,e[® I'homothétique de P de
rapport ¢ (& réel > 0). On recouvre R" de pavés Pt semblables & une translation prés a FP;.

Soit © un ouvert borné connexe de R™ de frontiere C'! par morceaux.

Premiére partie

|2}

On suppose que 2 contient un nombre entier de périodes (F5)1<vgn(e) avec n(g) = (2

1 . ..
Lemme E.1: Soit g € L%(P) tel que m / g = 0. On prolonge g &4 R" par périodicité de période P.
I — p _

On pose :

(E1) 5:(2) = 9(3)-
Alors :

(E2) llgell -1y < celQM?

oli ¢ est une constante positive indépendante de € et de 2.

Démonstration :

1

Ce lemme est vérifié pour g une distribution de Hj .(R") périodique et de moyenne nulle ( voir pour

cela [31] ). Le cas o g € L?(P) périodique et de moyenne nulle est démontré dans [30].

Lemme E.2: Soit 65 la masse unité portée par la sphére de rayon ¢, centrée au centre de Pj.

Pourn>2,o0ona:

n(e)
S,
(E3) I3 e = Snll-say < cel@l?
v=1
n(e) S
(EA4) ) edi(er-er)er — né‘nek Ni-rqy < cel@'/?
v=1

oil e¥ est le vecteur unitaire radial dans le pavé P et ¢ une constante indépendante de € et de Q.
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Démonstration :  Pour I'inégalité ( E.3 ) voir [30] .

Pour établir (E.4), on reprend la démonstration de la convergence de la suite Z:(;l) €6 (ey.el)e
dans [H~1(Q)]" fort, faite par Allaire [2] , et on utilise le lemme E.1.

On introduit la fonction auxilliaire ¢* définie sur chaque pavé P par :

t* = E:z:kre,’f dans B ol  Bj est la boule de rayon ¢ centrée au centre de P:.
On a alors :
—At* = —¢; dans B
ate
e e(er-el)ey sur 0B;
* =0 au centre de  B{.

D’autre part, on introduit s¢ définie sur chaque pavé P par :

2 -
o= (3e — 2r)

% (er.er)el dans B;.

14

2
Ast = (3— ?")ek - (n+3)£(ek.e:)e: dans Bt

On a alors‘: %91: -0 sur OB © et |As®|pe(pe) < (n+6).
s =1t sur B
e e =t — s° dans B;
On définit r¢ € [HL (R™)]" par : { " 0 dans P\ B.
Ona: r® = zkr(g — 1)e? dans B et |Vré|Leon) < Se.

Si x5 désigne la fonction caractéristique des boules B:, on a :

—Arf = —xger + x5As° + ) _ebi(exel)e’  dans R”
14

par suite :

n(e)
£ v S £ £ Sﬂ
1D b5 (exel)et — n;,,ek“H"(ﬂ) = I -Ar" ~xpAs* + (b — 7)ex la-1o)
v=1

S
S “ Art “H"(ﬂ) + ”XCBASCHH"(Q) + ”(XEB ol n_;")ek”lq—l(n).
L’opérateur A est un isomorphisme de H}(Q) dans H~'(Q)

. . L\ 1/2 1/2 "
| AT la-1) = I* |3y = IV lLan) = (/nlvrel') < VP Loy (/n) < 5¢|Q3



, S "

D’autre part lIxs — ﬁ”H-l(n) < celQfY

en effet, le lemme E.1 s’applique avec = - i = - —1 /
, .1 s’appliq 9=XB = 1on = XB = [p [ X5

ol xp est la fonction caractéristique de la boule unité.

Enfin x5 As|lg-1() < celQ?
grace au lemme E.1 avec g(z) = ((3 — 2r)ex — (n + 3)r(ex.e,)er)XB.

C.Q.F.D.

Deuxiéme partie

Soit H I’hyperplan de R" d’équation z, = 0 qu’on suppose d’intersection non vide avec €.
(E5) H={zeR"/z,=0}.
On définit H! et H, par:
H ={z=(z/,2,) €R" telque z'€ H eti len| <€ }

Ho = HNQ={z=(z,2.) €N telque 2’ € H et |zq] <€ }.

L’ouvert H, est recouvert des pavés P; de R™. On suppose qu’il en contient un nombre entier de périodes

QNH
(P5)1<v<n(e) avec n(g) = |(2€)n_1| et que les centres des pavés P; sont répartis périodiquement dans
I’hyperplan H.
Lemme E.3 :
1 si Ty D€
c+z 1 si z,>0
Soit ge(z) = 5 L s —e<z,<E¢ et Y(z) =
€ 0 sinon
0 si Ty < =€
alorson a :
. 1 _ dg. 1RP
i) e XHL = I dans ®'(R")
i) ge — Y dans L2(Q) fort et lge = ¥ |1a() < cell?
i17) i—t = by dans D'(R").

De la continuité de la dérivation de L*(Q) dans H~(R), on déduit que :

. e
(E6) ||X2—€' — bh -1y < cell?

ot ¢ désigne une constante indépendante de €.



Démonstration :

i) Soit ¢ € D(R")
dg. _ de _ / de
< gp ¥ VAN OE) = <o g ->=- | gf(”')dz,,

dp / dy / dy
= - ge\Z)5— — ge(2)— — . (z
'/m"n[InZE] ( )dz" Rrn{—e<zna<e] E( )d:l?n mnn[rns_dg ( )d.’Bﬂ

-/ | e+ dp
Brnfza el dzn BrN[—e<Tn<e] 2¢ da:,,'

Ona: J b
S0:/ / —ﬂdl":—/ Z’Ed:c'
[ﬂ“n[znZe] dxn Rn~-1 ( A dzn) Br-t LP( ! )
[ e T ([
Brn[—e<za<e] 2 dz, Rn-1 —e 2 dz,
€+ xn £ 1
= de’ — — z)dz
/mn—l ( 2e Sp'—E) 2e mnn[_€<xn<€](p( )
IR 2 [ vlads
Rn-t £ H:
alors

dge 1 n o
< L)SO > /(") D(R*) = < o=XH,,¥P > D Vo € D(R ) d’otl l).
dz, 2e

ii) ’
e~ ¥y = [ loc =¥ Pz = [ -y [ lac-vi+ / lge — Y
Q Qnfza>e¢) H. Qnfz, <—¢]
=/ |1—1|2+/ Ige—Y|2+/ |0 -0}
Qnfzn>e) (NH)X]-¢ e[ Qnfr, < —¢]

€
:/ d:t'/ lge = Y|?dzn
QNH —c
0 €
- €+In2 €+zn 2
_|smH|(/| - |dx,,+/0( = -1) d:c,.).

—€

0 < 2
Un calcul simple donne : / |i—;—;1|2d:c,. = % et ‘/0 (6-;;" - 1) de, = %6

—£
d’ot lge — Yﬁ,?(n) = %eIQ N H| ce qui démontre i7).

iii)  Soit v € D(R)

dY dy dyp e dyp ,
< =, >p/(mn),o8) =~ < me >= —./m» Y(-‘B)E = —/m.._. (/{; d—l:dl‘n)dr

dz,’
= —/ go(a:’,:c,.)lgoo dr' = / p(z',0)dz’ =< by, >.
Br-1 Br-1

C.Q.F.D.



Lemme E.4: Soit 65 la masse unité portée par la sphére de rayon €, centrée au centre de Fy.

Pourn > 2,0na:

n(e)
( E?) “ Zée 2"__ 6}'{ ”H 1(Q) < CcE 1/2
n(¢) 2
. & v - = é —10) <
(ES8) [ ;,2-:1 o(er-€l)er 2,._ exdn ||a-1(a) < c€

oll e est le vecteur unitaire radial dans le pavé P;, c une constante indépendante de € et 6y la masse unitée
portée par I’hyperplan H.

Démonstration :  On applique le lemme E.2 dans H,, on obtient :

n(e)
uzw M«m<www

n(e)
Sn
I Ze&‘(ek el)el — —ek -1y < ce|He'?

n(e)
Comme |He| = 2e x QN H| et 26‘ —0 dans Q\ H/
les inégalités ci dessus deviennent :
n(¢)
€ Sn XH!
18 = 55 == lla-ray < ce?
n(e)
1l Z&E(ek er)ey oy < ce 12,
Pour obtenir ( E.7 ) et ( E.8) il suffit d’écrire :
n(e) n(s)
e Sn XH! Sn (XH!
| 25‘ - 16H“H 1) <l 25 - ——;:—HH oy + ||2,,"1( o )”H-l(ﬂ)
XH!
< cel/? =l = o |- ()
n(e) n(e)
uzgmwe_WﬁmNﬂm)uquwe— e Xt sy +
XH;
+ 1l 2,, : k(2—€ - 5H) a-1(0)
1/2 XH,
< ce + "n2" T k( % 5H) -2

et d’utiliser I'inégalité ( E.6 ).
C.Q.F.D.
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INTRODUCTION

Létude des structures répétitives & barres est d’une grande importance vue son vaste
champs d’application [26]. En génie civile, par exemple, on distingue les structures supportants les stades, les
gares, les grandes surfaces, les ponts, les grues de chantier. Pour lirrigation, on trouve des structures stricte-
ment périodiques, mobiles sur roues, qui portent des tuyaux pour arroser les cultures par voie supérieure. Cer-
tains ouvrages de radio-astronomie en télécommunications sont aussi concernés. Aussi, les pylones éléctriques
pour la production et 'exploitation de I’énérgie, sans oublier le role de ces structures dans la construction
aéronautique et aérospatiale.

Elles offrent un exellent compromis entre leur capacité portante, leur poids et leur prix, par opposition & des
poutres de section pleine.

De nombreux mécaniciens ( voir [9] [13] [14] [15] [16] [18] [20] [21] [22] [24] [26] ) ont développé différentes
méthodes pour le calcul des structures périodiques et pour I'obtention des continua équivalents. Pour une
classification de ces méthodes voir [26].

Les mathématiciens ( voir par exemple [3] [4] [5] [6] [7] ) étudient la structure du point de vue de la mécanique
des milieux continus en tenant compte des paramétres caractérisant la taille de la structure et sa périodicité.
Puis, ils passent & la limite sur ces paramétres pour trouver le milieu homogéne équivalent.

L’interét d’un modéle continu équivalent est tout d’abord scientifique car les modéles continus en général
offrent une représentation quasi-analytique du comportement global d’une structure répétitive. Ils permettent
une compréhension plus fine des phénomenes en jeu.

L’interét d’un tel modéle est aussi numérique car la méthode des éléments finis, par laquelle, on analyse de
telles structures, cotite d’autant plus cher en temps de calcul et en espace mémoire, que la structure répétitive
comporte plus de cellules. De plus une perte de précision apparait lorsque le nombre d’inconnues augmente.

_ Enfin, I'interét est aussi économique puisque les modeéles continus offrent un gain de temps lors des études
de Conception.

P. Verna [26] a développé une méthode formelle permettant de trouver le probléeme homogénéisé pour
.des structures en treillis étudiées de maniere discrete.

Cette analyse discrete des structures consiste a écrire les équations d’équilibre aux noeuds de la structure
et & supposer que les tensions dans les barres sont proportionnelles au déplacement des noeuds. On obtient
ainsi en tenant compte des conditions limites un systéme linéaire.

Verna prend les équations en partie courante de la structure ( c’est & dire les équations vérifiées par les
points intérieurs a la structure ), suppose une régularité des tensions et des déplacements et cherche alors
ces grandeurs sous forme de développements asymptotiques par rapport au petit paramétre ¢ caractérisant
la périodicité du milieu de fagon & ce que les équations en partie courante soient vérifiées pour tout point.
La périodicité du milieu est prise en compte griace & une notation judicieuse des noeuds. Il obtient ainsi le
probléeme homogénéisé en identifiant suivant les puissances de ¢.



Le but de ce travail est de justifier sur quelques exemples et dans un sens & préciser, la convergence du
probléme non homogénéisé vers le probléme homogénéisé trouvé par la méthode formelle de Verna.
Une premiére partie étudie ’exemple simple d’une structure formée d’une succession de barres, sollicitées en
traction pure, de longueurs consécutives I! et [2, de sections respectives A! et A2.
Une deuxiéme partie étudie les déplacements dans un treillis bidimensionnel puis analyse la méme structure
du point de vue thermique.
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NOTATIONS

2n (n € N*): nombre de noeuds total de la structure
L : longueur de la structure et de la cellule de référence
Y =]0,L[: la période

€: petit parameétre pour I’homogénéisation

j est pris dans ensemble {1,2}. Il numérote les noeuds et les barres de la cellule élémentaire

L;j: longueur de la barre j dans la cellule de référence
I; : longueur de la barre j dans la cellule courante, soit l; = €L;
E : module de Young du matériau
Aj . section de la barre j
Ki = iA’ . raideurs de traction dans la cellule de référence
j
zp :  abscisse du noeud M
“ui(zp) : valeur prise & Pabscisse du noeud M par la fonction déplacement des noeuds de la famille j
A fI(Lres j) :  fonction tension dans les barres de la famille j, z,¢y; étant le point de référence de Peffort

pour la famille de barres considérées.



INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons homogénéiser une structure formée d’une succession de barres, sollicitées
en traction pure, de longueurs consécutives I et [2, de sections respectives A! et A2.

Dans le paragraphe 1.1, nous présentons la structure. Dans le paragraphe 1.2, nous donnons un modéle
continu décrivant les déplacements dans la structure, puis le probléme homogénéisé est recherché par la
méthode des échelles multiples ( voir [1], [17], [26] ).

Dans le paragraphe 1.3, on donne un modéle discret décrivant les déplacements dans la structure puis le
probléme homogénéisé est recherché par la méthode développée par Verna ( voir [26] ).

Une analogie entre la méthode des échelles multiples et celle développée par Verna est faite dans le paragraphe
1.4.

Cette partie I constitue I’Appendix F dans la thése de Verna [26] que nous rapportons ici.

Dans la deuxiéme partie, nous essayons de trouver le lien existant entre la solution du probléme discret et le
probléme homogénéisé. Une approximation par éléments finis P1 du probléme continu nous donne le méme
systéeme du probléme discret. Comme les problémes limites obtenus par les deux méthodes coincident, la
méthode de 1’énérgie [19] nous permet de conclure.

Enfin, quelques tests numériques d’interét pédagogique sont donnés.
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continu
Etape 2 : " Rel¢vement " continu
Modele obtenu a partir du modele _—
continu continu.
&
&
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&° relévement continu. variationnelle.




[. UN EXEMPLE SIMPLE

I.1 . Présentation de la structure :

La structure étudiée est celle décrite par la figure ci dessous :

1 1 1 - _ 1
— s — E— S IN—
I 2. 2 2 2 2 1

i -
)
2 L
e} -
L

figure | : la structure

Elle est composée d’une succession de barres de longueurs consécutives [, et [y de section
respectives A; et As.

Les barres sont numérotées dans I’ensemble {1,2} comme indiqué dans la ﬁgure 1.
Les extrémités de chaque barre, appelés noeuds de la structure, sont aussi numérotés dans ’ensemble {1, 2}

Le nombre de noeuds de la structure est de 2n ( n € H* ).

Les barres 1 et 2 sont homothétiques de rapport ¢ 4 des barres de longueurs L) et Lo, de sections A; et Ao
respectivernent ( € est un petit parameétre strictement positif destiné a tendre vers zéro).

La longueur totale de la structure est L = L; + L».
On a les relations suivantes :
11 = €L1

12 =€L2
(n— 1).6.(L1 +L2) +¢ely =L =L+ L.

On appellera cellule de base la portion de structure décrite par la figure ci-dessous :

2 : 2
—— | e——
- | 2

I, -
ll

figure 2 : Barre unidimensionnelle composite : cellule de base

L.e matériau est de module de Young E.



On suppose que les barres sont en traction pure et que les extrémités de la structure sont soumises a des
déplacements.

1.2 . Approche continue et méthode des échelles multiples :

L’équilibre statique linéaire de la structure, décrite en 1.1, s’écrit :

W { —%(EA(E—)‘::) =0 0<z<lL

u(0) = a; u(L)=4

z A;  sur les barres 1
(2) A(D) =

Ao sur les barres 2

On a une E.D.P & coefficients oscillants. Nous allons chercher le deplacement longitudinal u. sous forme du
développement asymptotique suivant : ( cf [1], [17], [25] )

3) ue(2) = wo(z,y) + eur(z,y) + ... + eur(z,y) + .-
ol
P
(4) y=z
et out
5) { uj(z,y) est défini pour z €]0,L[, yeR
' y — uj(z,y) -est Y — périodique Y =]0, L.

Il est clair que : 5 5
z
29D = (3 + 13)0zw)

€

—..-:/e'

On remplace u. par son développement asymptotique dans 1’équation, on obtient :

5 (EADTE) = 7 o (Paw D) +

dz
4 [ 9 (BAw )%"“) 9 (EA( )( Yo a“‘ )] +

Oz 8y
+ &0 [53-(3,4( )(% + %“yl) + ai(EA( )(% + %’;—2))] +

v ot [ (Ban®5 + 5) + g (Ban R + 25| +

En identifiant suivant les puissances de ¢ et en tenant compte des conditions de périodicité, nous obtenons
les résultats suivants :



Ordre résultat

-2 ug(z,y) = up(x)
v dt
_duoy Jy EAQ) _

-1 ui(z,y) = E(I_W - y) + @i(z)

LJo EAQ®)

1 duo

0 0= (7 %)

Z/O EA()

Les résultats successivement et respectivement nous renseignent :

— les déplacements sont purement macroscopiques au premier ordre ( pas de dépendance par rapport a la
variable locale y ) ;

— le deuxiéme ordre des déplacements s’exprime en double échelle et est fonction de la dérivée du déplacement
macroscopique ;

—Péquation du milieu macroscopique a la méme forme que I’équation initiale de la mécanique des milieux
continus, et nous indique I’expression de la raideur équivalente de la barre ainsi définie.

Le probleme homogénéisé est donc :
d 1 d
(——-——ﬂ) =0 O<z< L
1

T dz L u dz
(6) Z/O EA®D)

w(0) = «; wuo(L) = 3

La démarche que nous avons suivis dans cette partie pour trouver (6) est la méthode des échelles multiples.

1.3 . Approche discréte et méthode de Verna :

B e RN

Dans la modélisation discréte de la structure ( voir [8], [1.0], [14] ),
seule; les valeurs des déplacements aux noeuds interviennent,
les équations d’équilibre ne s’écrivent qu’aux noeuds de la }structure,
les lois de comportement sont les lois de comportement de la mécanique des milieux continus, mais déja

intégrées pour chaque barre.

De ce fait, nous choisissons de noter les déplacements des noeuds :
(7) ©Ouw(zy) = Oui(zy) + eDud(zp) + 2 Dui(zy) + ...

ol (zp) est abscisse du noeud considéré ( M € {1,...,2n} ), et j est le numéro du noeud correspondant
dans la cellule de base j € {1,2}. :



De méme, les forces dans les barres successives sont notées :
(8) (E)fj(”ref,-) = (O)fj(l'ref,-) + 5-(1)fj(’3refj) + 52-(2)fj(‘crefj) + ..

Jj est le numéro de barre correspondante dans la cellule de base j € {1,2}; =z, 4; est I'abscisse de référence
pour la fonction force () f/(z,., 1;)- Cette abscisse est prise pour les deux forces, égale 4 I’abscisse du noeud
M de la cellule courante appartenant a la famille 1.

Lois de comportement :

Les lois de comportement s’écrivent, puisque nous avons choisi zr.;; = za :

EAI

©f(zy) = (Oul(zpr) — Oul(zp-1))

9
(9) © 2(ayy) = EA2

((‘)uz(xMH) ~ Oul(zar)).

Chaque )uw/(z) et chaque ()fi(z) est remplacé par le développement asymptotique correspondant.
Des  développements de  Taylor sont utilisés dans les lois de comportement
du fait que zym-1 =2y —li=zym —eLlietzyyr = zm + 1o = 2y + €.Ls . Puis, les équations
(9) sont chacune identifiées suivant les puissances de ¢, ce qui nous donne une expression de chaque (®)f7 en
fonction des (Pus :

atl —L)8 df (a=p+1)
@ on) = ZAL (Dt (am) — an)) - 3 LT gy
B=1 ’
(10) " _
a B 48 (a-p+1)
(@) f2(g4) = iﬁz‘(((aﬂ)”z(x”’) — () + Y (;2') j? uz(zM))
=1 :

Note 1 : Le choix de I'abscisse de référence pour une force n’influe pas sur la valeur du terme d’ordre o de
son développement asymptotique ( voir Annexe B [26] ).

Equations d’équilibre :

Les équations d’équilibre respectives des noeuds M et M + 1 s’écrivent :

~ Ot (zp) + Of(zm) = 0
(11) - Of2(zp) + O fYzpqa) = 0.

Des développement de Taylor sont utilisés dans les équations (11), afin que 1’équation d’équilibre du noeud
M ne fasse apparaitre que (zpr) comme variable d’espace, et que celle du noeud M -+ 1 ne fasse apparaitre
que (£p41). En d’autres termes, les équations d’équilibre sont identifiées & 1’abscisse du noeud considéré.
Comme zpr = Tpr4y —€L2 et Tprp2 = zpr41 + €L, alors les équations d’équilibre & ’ordre « s’écrivent :

0 = =@ flep) + O fzpy)

_ il g g8 (e=h)
~ @ 2zprpr) + O f (zp41) + Z ( L!) d‘iﬁ famar) +

o
i

(12)

(Ly)f @8 P

t R P

fl(-l'M+l))-



Note 2 :

Une solution est recherchée telle que les équations en partie courante soient vérifiées quel que soit x.

Résolution :

La résolution ordre aprés ordre du probléme nous permet d’obtenir les fonctions (¥uf et (@) 7.
L’identification des équations commence & P’ordre -1, car la rigidité des barres est d’ordre -1.

ordre — 1
e Equations d’équilibre :
0= —CDflE) + CDf()
0 = =52y + CY ().
o Lois de comportement :

i) = ZAOu) - Oue))

(D fr(a) = Z22(O(z) - Oul(a))

e Nous obtenons immédiatement :
(0),1 = (0),,2
(Dt =9
(-1)f2 = 0.

Nous noterons (Yu/ par (Du et (=1 £/ par (=Vf pour j = 1,2.

ordre 0

e Equations d’équilibre :
0= -Of1(z) + O f(a)
0= =Of2(z) + Ofi(g).

e Lois de comportement :

EAI

Q)
©) f1(g) = ((1) Uz) — Wul(z) + L1% ul(z))

EA2

d©
Ofi(z) = D) - Oul(e) + Ly w(@)).

o Nous obtenons immédiatement :

1 1

Wy?(z) — Wyl(z) = _((0) (2)).L1 Lo. ELf;z EL/iz

E4;, T EA
Ofie) = O = L(Ou)

E4, T EA
En. particulier, ’expression de la force, que nous noterons (%) f, définit un module équivalent  la
traction : oA - Lo+ Ly
“ = L L, -

Fa, T EA



ordre 1

¢ Equations d’équilibre :

0 = —=Wfl(z) + Wf(z)

0 = —(1)f2(:c) + (l)fl(.’c) + %.((o)f(:t))l'l +

e Lois de comportement :

EA,

d
Wfi(e) = L—l((z)ul(-’c) - Bu’(2) + Ly

Wp(e) = 222

e De méme que précédemment, nous obtenons :

@y2(z) — Dul(z) = ((I)U(f)) LyLs.

d
“E2(®i(z) - Dul(@) + Lo

1

(1)

(1)

EA; _

Ly
E'A1

%.(‘” f(2)).In

L2 &2 (o)
w?(z) - 7155 u’(z))
L2 42 (0)
uz(:c) + sz uz(a:)).
L,
1 d% o EA
5@( u(.’c)).Lle. L22

EA,

V' = 0@ = B () + 5 (Pue) s - 1)

4, T 4,

Et, en ajoutant les deux équations d’équilibre, nous obtenons : .

(13) 2 @5@) =0

qui s’écrit aussi :

(14) = (A (Vul))) =

ordres suivants

L’écriture aux ordres suivants est similaire.

L,y
EA,
L,
FA;

10



I.4 . Coincidence entre les deux formalismes et les résultats

Formalismes : Pour cet exemple unidimensionnel, les deux formalismes utilisés coincident, de la facon
suivante :

esiy =y = L (& L pres, puisque les fonctions sont Y-périodiques ), alors ug(z,y;) correspond & ¥)y! ;

esiy=y, =0 (4L prés), alors ug(z,ys) correspond & (Fy?;

Résultats :

o Les deux approches mettent en évidence que le premier ordre ( ordre 0 ) des déplacements ne dépend
que de z, la variable d’espace macroscopique; et cette fonction doit vérifier la méme équation
d’équilibre ( équation (6) et équation (14)).

e A l'ordre 1, pour I’approche continue :
-siy =y =0, alors u;(z,y2) = W (z);

-siy=y, = L, , alors

1 1
d EA, EA _
ul(x,yl) = E(UQ(I))LILQ—hl + Ul(l‘).
EA, EA,
Alors, u(z, 1) — ui(z,y2) = (l)ul(x) - (I)UZ(.’C)

¢ Si nous définissons, pour I’approche continue :

(O)f(x’y) = EA(y)(%(Ou(x)) + alu(l',y))

Oy
alors
Of(z, 1) = Of(z,12) = Ofl(z) = Of2().
Conclusion :

Cet exemple élémentaire montre la correspondance et la cohérence entre la méthode d’homogénéisation des
milieux continus et ’adaptation qui en est faite pour les milieux discrets. Pour un exemple plus complexe,
il est clair qu’aucun paralléle aussi évident n’existe. Simplement, la géométrie et les caractéristiques locales
sont identifiées par des indices, au lieu d’étre décrites par une variable d’espace locale et continue.

11



II. COMPARAISON DU PROBLEME DISCRET ET DU PROBLEME HOMOGENEISE

Dans cette partie, nous allons répondre & la question suivante :

Commet le probléme discret approche t-il le probléme continu homogénéisé ? .

IL.1. Existence et unicité d’'une solution du probléme discret :

On rappelle que nous étudions une structure comme décrite par la figure ci-dessous avec la convention
des notations précédentes.

_—_— -

figure 3 : modélisation unidimensionnelle de la structure
Notations :
Les noeuds sont donnés par :
z; =0

o Ti_1+ely  si t est pair .
T= { ri_y+eLly si iest impair 2gism-1

Ton = L.
Les constantes de rigidité des barres 1 et 2 sont notées respectivement :
_EA _EA,

K!= , K? )
L, ' L,

On dispose des équations suivantes :
- (e)fl(-"'Zp) + (E)fz(l'?p) =0
= O f(29p) + O f (zp42) = 0 1<p<n-1
‘W) =a; ‘ul(L)=42
avec les lois de comportements :
EA;

(s)fl(_,,_.M) — m((‘)ul(l‘“) _ (s)u'.’(zM_l))
2 EA'.! d e
PG = T ) = O )

rar - abscisse du noeud M appartenant a la famille 1.

12



Le systéme d’équations devient :

EA]_ EA2 £ £
E((E)UI(IZp) ~ ©u(z5-1)) + E(( Yut(23p41) — ©Oul(z3)) = 0
EA EA
=2 (O (23p41) — Oul(25)) + == (Ol (22p42) — Qu(23p41)) = 0 1<p<n-1
ELZ €L1
©u2(0) =a; ©ul(L) =4,
d’ol le systéme linéaire :
( —(K! 4+ K2)Eyl(zy) + K2y (z3) =-Kla
K2yl (z4) —(K'+ K)®u?(z3) +K1Eyl(24) =0
K'©ul(z9p 1) ~(K! + K2)©ul(zy,) +K2 w3 (29p41) =0

(15) <

K? (E)ul(ﬁp)

~(K'+ K2)©u?(zp41) +K Oul(zgpys) =0

1{2 (E)ul(.‘Bg"_g)

K Oul(zyn_3) —(K' + K2)ul(24,_5)

+K2Eu2(zy,_;)
—([\’1 + .Kz) (E)U2($2n_1)

0
-Kp3

soit en écriture matricielle :

AU = b
ou
( —~(K'+ K?) K? 0 0
K? ’ —(K'+ K?) K! 0
A= .. K! —(K'+ K?) K? 0
- 0 K? —(K'+ K?) K!
0 0 e K! —(K'+ K?)
\ 0 0 0 K?
/ (s)ul(-’”) -Kla
(c)u2(1.3) / 0
(’)ulkzz ) 0
€ _ P —
vt = (‘)y2(12p+1) et b= 0
(e)ul(;;m_z) 0
(‘)uz(zg,,_l)) \ “Klﬂ/

0
K2
—(K'+ K?)

13



Lemme J1.1.1 :

La matrice A du systéme (15) a les propriétés suivantes :
(i) A est symétrique
(ii) (- .A) est définie positive, c’est & dire :

'X(-A)X >0 VX eR™?
X(-AX=0=X=0.

Démonstration :
X
(o
Soit X € R**—2 X = XXZP
2p+1
X2n—2

\ in—1/

En faisant un raisonnement par récurrence sur n, il est facile d’établir la relation suivante :

tX(—A)X = K1X22 + [{2(X2—X3)2 + I(l(X3—X4)2 + ...
o+ KN Xapo1 — Xop)? + K2(Xop — Xop41)? + oo + K2(Xon_z2 = X2a-1)? + K1X2,_,.

On en déduit alors le lemmme.

C.QF.D.

La matrice A4 est donc inversible et le systéme (15) admet une unique solution.

Proposition I1.1.2 :

Le probléme discret (15) admet une unique solution.

I1.2. Existence et unicité d'une solution du probléme homogénéisé :

Le probléme homogénéisé est donné par

%(EAeq%((O)u(z))) =0 O<z<lL
(16)

Ou0) = a; OuL) = g.
La solution est donnée explicitement par :

-

Ou(z) = s z + o

14



I1.3. Comparaison des deux solutions :

A . Etude d'un probléme approché par la méthode de Galerkin

Dans cette partie, on approche le probléeme (1) par une méthode d’éléments finis P; .

On rappelle que le déplacement longitudinal de la barre pour une modélisation continue est solution de :

d (EA(f)d"‘) =0 O0<z<l

(1) dz ¢’ dz
u.(0) = a; wu (L) =7
avec
Ay si oz <z<z; et 1 est pair
A(f) = t=2,..2n
£ As si i1 <z<z et 1 est 1mpair.

Relévement des conditions limites :

On considere le relévement des conditions limites défini par :

o .
-—I + a s1 T <

(17) re(z) = 0 st Z3 <

x1=0 X’Z x2n—l x2n =L

figure 4 :le relevement r e

Al

15



Ona:

re € HY(0,L)
«@ .
- sl r;<z<L 2
dr T2 .
- 0 si Ty <z <zZap
dz B8

———— 81 Zoy_3 <z < Top.
(3273 '“IZn—l)

Remarque I1.3.1:

Le choix d’un tel relévement sera justifié par la suite. Au fait, grace & ce relévement on obtient, aprés
approximation, un systéme linéaire identique au systéme (15).

Probléme (P) :

Posons : U = U — Pe.

Le probléeme (1) est équivalent & trouver %, solution de

d z, du, d z, dr,
» { _ E(EA(;)H) = E(EA(;)-E) O<z<L
u(0) =0; u(L)=0.

Probléme (Py) :

Une formulation variationnelle faible du probléme (P) est :

Trouver %, € Hy(0,L) tel que

(Py) L z, du. dv L z, dre dv 1
D’aprés le théoreme de Lax-Milgram, on a existence et unicité d’une solution de (Py).
Probléme (P.): Approximation

Soit

VE—_-{veCO([O,L]) / wO)=vL)=0; w, €P, 2§i§2n—1}

ou P, est I'ensemble des polynémes de degré 1.

L’espace V; est un sous espace vectoriel de dimension fini de H}(0, L) [23]. Il dépend de € car n dépend de .

16



La base canonique (<,o,-),~,<l.<,_,n_l de V. définie par :
pile;) = 6  2<4,j<2m-1

est donnée par :

r—o;_ .
—= si oz <z<z
Ti — i
. — r—x; .
Li —Tigy1 .
ailleurs.
%

X] =0 Xi-1 X; Xisl

figure 5 : les fonctions P

l.e probleme approché associé i (Py) s’éerit :

Trouver w. € V. tel que

(P.) . L z, dw, dv L z,dre dv
L
z,dudv
Posons a(u,v) = /0 EA(E)EE
On cherche w, sous forme :
2n-1
we(z) = ) we(zi)pi(z),

alors (P.) est équivalent & :

n-1 L
_ z, dr. do; .
Z w;(-"z)a(‘Pn‘PJ) = —/0 EA(;) iz dr Vji=2

=2

R |

Ly



soit le systéme :

4

a(‘PZ » ()02)'-”5 (332)

(18) ¢

+a(p2, p3)we (z3)

a(pi, pi-1)we(zi-1)  +a(pi, pi)we(z:) +a(pi, Pig1)we(Titr) =—/0 EA(

a(<P2n—2,<P2n-3)we(-’82n—3) +a(<P2n-2,$02n—2)ws($2n-z) +a(<P2n-2,<P2n-1)ws(22n-1) =

a(P2n-2,Pam-1)We(Tan-2) +a(P2n-1,P2m-1)We(T2n-1) =

L
= _/ EA(E)ﬁd_‘p%
0 .

z, dr. dy;
(_) dz dz

L
£ drs d302n—2
= -] FA(-)———=
_/0 (E dr dz

L z,dr, d()OZn 1
/o A(s)dz‘ T dz

En tenant compte du support des fonctions ¢;, le calcul des coefficients (a(<p,-,goj)) est rendu facile. Le
systéme (18) s’écrit alors sous forme matricielle :

ol

( _(K'+K?

€
K?

€
0

WE

£
_(K'+ K%

[ we(z2)

K2

K!

Kl (K14 K?)

€ €
K?
€

we(23)

ws(':'-'2p)

et
We (T2p+1)

w:(-l‘zn 2

\ We(ZTan - 1)/

be
0 0
0 0
5
= :
_(K'+K?) K1
: [ [
0
B @i g
£ % [
- K (K! + K?)
0 — /
£ £
[ —Kla/e\
0
0
b = 0
0
\ -K'g/c/

18



Estimation d’erreur d’interpolation :

Le second membre (% (EA(-':i Z—:

On déduit alors ’estimation d’erreur d’interpolation suivante :
(19) [z — U)glLQ(O'L) < Celﬁ€|l,(0,L)-

Maintenant, dans le probléme (P;), on prend v = %, . On a alors :
L L
T\ (du.\? _ z, dr. du,
[ Ea(F) =- [ AT
I dr,

c —
L2(o,L) — ldz
avec ¢ une constante indépendante de €.

d’ou I'inégalité

du,
dz

L2(0,L)

Le relévement r. étant connu explicitement, un calcul direct nous donne :

dre
dx

_ (a2+ﬁ2)1/2 1
oLy \ L Ve

o +B2 1/2
|TE|L2(0,L) = ( 3 Ll) -

<.

Par conséquent

(20) [Ze — welr2(o,L) < cVe.

On résume les résultats ci-dessus dans la proposition suivante.

Proposition 11.3.2 :

Soient
ue  l'unique solution de (1),
re  le relévement des conditions limites définies par (17),
we  l’unique solution du probléme (P.).
On pose U = U — T,
Alors
(20) [@e — welr20,L) < cVE

oll ¢ est une constante indépendante de €.

)) du probléme (P) est un élément de H~-1(0,L), donc @. € H'(0,L).



B . Convergence du probléme continu vers le probléme homogénéisé

Dans cette partie, nous allons établir la convergence de u, solution de (1) vers ug solution de (6) par la
méthode de I'énérgie développée par Tartar [19).

On reprend donc le probléme (1)
d r,du;\
(1) —E(EA(E)E) =0 O<z<lL
u:(0) = a5 u (L) = B

Cette fois, on choisit comme relévement des conditions limites la fonction r* définie indépendament de ¢
par :

(21) @) =22 ta
L
B T — e e, e e e e e
|
|
QT r* l
L
0 L X
figure 6 : lerelévement r*
Probléeme (P*) :
Posons : U, =u —r".
Le probleme (1) est alors équivalent a trouver @, solution de
d g dey o dyoxodret
(P*) ~H(EAQF) = £(BaDT)  0<a<r
7 (0) =0; w(L) =0.



Probléme (Py}) :

Une formulation variationnelle faible du probléme (P*) est :

Trouver #@ € H}(0,L) tel que

(P7) L z, du; dv L z,dr* dv 1

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, on a existence et unicité d’une solution de (P5).

Estimation A priort :

En prenant v =%; dans (P}), il est facile de voir que I'on a :

dr;
dx

<ec
L2(0,L)
ol ¢ est une constante indépendante de ¢.

—

Alors, on peut extraire une sous suite notée encore u; telle que :

(22) — @*  dans HE(0,L) faible.

<L

Probléme limite :

Proposition 11.3.3 :

Soient u; I'unique solution du probléme (P}) et r* le relévement défini par (21).

On pose : o= ue — .

Alorson a:

(23) o —u dans H}(0,L) faible.
(24) u —~ T +r* =u dans H0,L) faible,

ou u est 'unique solution de (6)

T dz L ot dz
(6) I /0 EAQ)
Uo(o) =a; u(Ll) = B.

d(l;dﬂ)=0 O<z< L

On adonc u = ug.

Démonstration : ( voir [19] ).
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C. Convergence du probléme discret vers le probleme homogénéisé

Dans ce pragraphe, nous allons répondre & la question posée au début de cette partie II.

D’aprés ce qui précéde, on remarque que les systémes linéaires (15) et (18) sont équivalents. Donc
(33) Ue = we

La proposition suivante nous montre comment les valeurs des déplacements ()u/(z;) = w.(z;) aux noeuds
approchent en un certain sens le probleme limite.

Proposition 11.3.4 :

Soient w® 'unique solution de (P.) et u 'unique solution de (6).

Alors 1l existe une sous-suite de w,, notée encore w,, telle que :

(34) we — u dans L?*(0,L) fort .

Démonstration :

On écrit :
We — U =W — U + U — U

=(we — ) +7e + (ue ~ u)

Or
Uy — U dans H!(0,L) faible,

donc d’apres le théoréme de Rellich [2], on peut extraire une sous-suite notée encore u, tel que
ue — u  dans L%(0,L) fort.

D’autre part, on a :
freleeo,Ly < eve
|we — He|L’(0,L) < eV,

donc we — u dans L?(0,L) fort & une sous-suite prés.

C.Q.F.D.

Remarque 11.3.5 :

La convergence (34) établie ci-dessus est la meilleure possible car I’estimation d’erreur d’interpolation (20)
est la meilleure possible.
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V.4. Analyse numérique :

Dans cette partie, nous comparons la solution discréte (solution du systéme linéaire (15) ) avec la solution
homogénéisée ( solution de P’équation (6) ).
La solution (6) du probléme homogénéisé est représentée exactement puisque elle est connue explicitement.
Pour représenter la solution discréte, on fait varier le nombre de noeuds de la structure et dans chaque cas,
on discute suivant les rapports ﬂ et ﬂ qui marquent repectivement ’oscillation du coefficient de I’équation

A2 L,
(1) et la répartion des barres dans la cellule de référence.

A . . - . .

On remarque, lorsque A—l ~ 1( voir figures 7 et 8 ) que la solution discréete approche bien la solution
2

homogénéisée et que I’approximation est d’autant meilleure que le rapport 1—1 est grand. Ceci s’explique par
‘ 2

le fait que

€= I

L
(l + L_z)(n - 1) + LZ

, L
donc pour n fixé, lorsque I, augmente, € se comporte comme 7
2 n—

Les figures 7 et 8 sont réalisées respectivements pour n = 26 et n = 51, soit pour des structures a 52 et &
102 noeuds.

La table 1 donne des estimations d’erreurs dans les espaces L(0, L), L2(0, L) et H'(0, L).

Al . . _—
Par contre, lorsque Yol >> 1 ( voir figures 9 et 10 ), on note un certain décalage des valeurs discrétes par

rapport a la solution homogénéisée. Ceci est di a la forte oscillation du coefficient de ’EDP (1).

On fait les mémes remarques que ci-dessus, les figures 9 et 10 sont réalisées respectivements pour n = 26 et
n = 51, soit pour des structures a 52 et & 102 noeuds. La table 2 donne des estimations d’erreurs dans les
espaces L>(0, L), L%(0,L) et H'(0,L).

L’erreur en H(0, L) est importante. Il faudrait chercher un correcteur pour le déplacement pour 1’améliorer.

Les calculs sont réalisés a ’aide du logiciel Mathematica [28].
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b we L1/L2 = 2

2 ... wWe L1/L2 = 100

2t ... We L1/L2 = 1000

figure 7 : Comparaison de w, avec up pour % =2et n=26.
- 2
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L1/L2

2

R T TR

figure 7.a : Zoom du premier graphe de la figure 7.
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L1/L2

100

figure 7.b :

RN

Zoom du deuxiéme graphe de la figure 7.
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..... we L1/L2 = 1000

3
3

figure 7.c : Zoom du troisiéme graphe de la figure 7.



2t ... we L1/L2 = 2

2F ... We L1/L2 = 100

2 4 6 8 10

2 ... (G L1/L2 = 1000.,-

— ul P

. A
figure 8 : Comparaison de w, avec uy pour A—l =2et n=>51.
- 2
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figure 8.2 : Zoom du premier graphe de la figure 8.
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..... e L1/L2 = 100

=3
5

figure 8.b : Zoom du deuxiéme graphe de la figure 8.



..... e L1/L2 = 1000 .

figure 8.c : Zoom du troisiéme graphe de la figure 8.
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n=26 n=>51
L - - - -
L_; SUI{ W= UO’ | Pe” ol | i UOIHI Sud We=Ug l D™ Uoy? | e uO’HI
| vl | | wol [ wolr | | uolw
2 0.00636 0.13613 4.07865. 0.00325 0.09691 7.90803
100 0.00035 0.16495 2.84306 0.01017 0.11776 5.39804
1000 0.00003 0.16566 2.82044 0.01954 | 0.11816 26.3521
A
Tablel : Convergencedel'erreur ®,—u, pour — =1

2
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2F ... e L1/L2 = 2 Al/A2 = 100

2F .. WE L1/L2 = 2 Al/A2 = 190

2 z 6 8 10

2F ... e L1/L2 = 100 Al/A2 = 1

— ul )

. A
figure 9 : Comparaison de w, avec uy pour A—l- >>1et n=26.
A 2




1.

L1/L2 = 2 Al/A2

|
|

100

figure 9.a : Zoom du premier graphe de la figure 9.

10
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L1/L2 2 Al/A2 = 1000 .

=
s

figure 9.b : Zoom du deuxiéme graphe de la figure 9.



e L1/L2 = 100 Al/A2 = 100

-

figure 9.c : Zoom du troisiéme graphe de la figure 9.



..... WE L1/L2 = 2 Al/A2 = 100

— ul

2 2 6 B 10
..... we L1/L2 = 2 A1/A2 = 100
—u0

2 1 6 8 10
..... we L1/L2 = 100 A1/A2 = 10
—ul

2 4 6 8 10

. A
figure 10 : Comparaison de w, avec ug pour A—l >>1et n=51.

2
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L1/L2 = 2 Al/A2

100

figure 10.a: Zoom du premier graphe de la figure 10.
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L1/L2 = 2 Al/A2 =

1000

figure 10.b : Zoom du deuxiéme graphe de la figure 10.
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L1/L2 = 100 Al/A2 =

b

100

figure 10.c : Zoom du troisi¢tme graphe de la figure 10.

10
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n=26 n=>51
A L
1 1 ®.—ugl, 2} O.—ug|,,! . —upgl 2[f®.—1u !
— L, sup' (‘)g—uo‘ | e OlL | € O’H Sup’ 0 g | e "0 ' € O‘H
2 | wolir | | uoly | wolir | | woly
100 2 0.02519 0.13603 4.14631 0.01276 0.09688 7.97495
100G 2 0.02589 0.13603 4.14971 0.01311 0.09687 7.97935
100 100 0.01848 0.16472 3.3682 0.00951 | 0.11768 5.9126
& A
Table2 : Convergencedel erreur .~y pour — >>1.

Ay
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DEUXIEME PARTIE :

HOMOGENEISATION DISCRETE :
EXEMPLE SIMPLE D’UN TREILLIS BIDIMENSIONNEL



NOTATIONS

2(n+1) (n €N*): nombre de noeuds total de la structure
L : longueur de la structure et des barres horizontales de la cellule de référence

K : longueur de la barre verticale de la cellule de référence

€: petit parameétre pour I’homogénéisation

J: Jj est pris dans ’ensemble {1,2}. Il numérote les noeuds de la cellule élémentaire

[ : longueur des barres horizontales dans la cellule courante, soit | = ¢L

k:  longueur de la barre verticale dans la cellule courante, soit k = e

E : module de Young du matériau

An, Ay, Ay : section des deux barres horizontales et de la barre verticale respectivement

dans la cellule de référence
H,B,V : constantes de rigidité des barres horizontales et verticale repectivement :

| A
_EA g _EA | PA

H L’ L T K

Fi,j€{1,2},a€ {z,y}: la composante suivant I’axe a de la force extérieure au noeud j

F;’; = Fi(z;): valeur de la force FJ au noeud numéro J d’abscisse z;
(E)Uf (z) : valeur de la i*™® composante du noeud j d’abscisse z
= Xn, Apy Ay ¢ les conductivités thermiques des deux barres horizontales et de la barre verticale .

respectivement dans la cellule de référence

H, B, V: -constantes données par :

S VO
H=— B
L’ L’ K

Il
I
<t
I
|

ff,j€{1,2): flux de chaleur au noeud j
fi = fi(z;): valeur du flux de chaleur f7 au noeud j d’abscisse z;

HY(0,K)/R : espace quotient de HY(0,K) par R.



INTRODUCTION

Dans cette partie, nous allons justifier la méthode de Verna sur quelques exemples. Nous essayons de
trouver un lien entre le systéme de départ et le probléme homogénéisé.

Dans le chapitre I, on étudie les déplacements dans un treillis bidimensionnel. Tout d’abord, on fait une étude
mécanique puis on applique la méthode de Verna pour trouver le probléme homogénéisé. Dans le paragraphe
[.5, on introduit un probléme variationnel qu’on approche par une méthode d’éléments finis. On peut identifier
le systéme obtenu par cette approximation au systéme discret obtenu par Verna par une analyse mécanique.
On passe a la limite dans le probléeme continu et on trouve le méme probléme homogénéisé.

Dans le chapitre II, on s’interesse & la méme structure du point de vue thermique. On fait une approximation
du probléme par la méthode de Galerkin, puis on applique la méthode de-Verna pour les équations en partie
courante du systéme. On obtient ainsi un probléme homogénéisé qu’on justifie en passant a la limite dans
les équations de départ. '

Ceci justifie dans un sens la méthode de Verna.



I. UN PROBLEME D'ELASTICITE D'UN TREILLIS BIDIMENSIONNEL

I.1 . Présentation géométrique :

La structure que ’on étudie est celle décrite par la figure 1 ci-dessous :

<l—>
! L~
L,
k
,
- -

figure 1

Elle est composée de cellules identiques homothétiques de rapport € a une cellule de référence.
Soient [ la longueur de base de la cellule courante, k sa hauteur , (n + 1) (n € N*) le nombre de cellules

élémentaires de la structure, ¢ le petit paramétre ¢ = Tl
n

On définit la cellule de référence (voir figure 2) comme suit : L, R les dimensions correspondantes avec :
l=¢cL , k=¢K.

Il v a 2 noeuds ( 1 et 2) et 3 barres dans la cellule courante.

TR
5 1 4
k - £ A
6 20 3 —
la cellule courante T
La cellule de référence
figure 2
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1.2 . Présentation mécanique :

Toutes les barres de la cellule de référence ont des rigidités différentes. On suppose le méme milieu
élastique linéaire avec de petites déformations pour les barres et de petits déplacements pour les noeuds.

Lois de comportements des barres : Les tensions dans les barres sont :

barres Origine extrémité tension
1 4 heo14
2 1 vei2t
2 3 bs:23

Les tensions dans les différentes barres sont liées aux déplacements par les relations ci-dessous :
he,14 - H.(ui’4 _ ui,l
623 = B.(ui’3 - ui’z)
vo2 = V.(ui,’1 - u;z)

La direction des tensions est celle des barres.

Forces extérieures : Le calcul asymptotique montre que les forces extérieures doivent étre en :

bl s . . -
— &~ pour les forces extérieures horizontales

— € pour les forces extérieures verticales .

Conditions aux limites : On impose les déplacements nuls sur les bords latéraux.

Equilibre de la structure : La structure étant répétitive, écrire les équations d’équilibre de la stucture
revient a écrire 1’équilibre de la cellule courante.

L

£,51 14
_ l 87 6 2 3
s - % b - V&21
T €,62 €23
) V:5,21 -b - b —
2
noeud 1 noeud 2

figure 3 : Numérotation des noeuds autour de la cellule courante.
Signe positif des tensions.

Les équations d’équilibre de la cellule courante sont :

(1z.c) — hP 4 he L 2R =
(1y.e) - 4 eF) =0

(2z.€) — b0 B L 2R =
(2y.€) v+ eFl =0

ot Fi je{l,2} ae{zr,y}estla composante suivant I’axe a de la force extérieure au noeud j



1.3 . Probléme aux différences discrétes :

Ecriture du probléme discret :

On écrit le probléme précédent a ’aide des fonctions tensions h®,b° et v<. On désigne par: ©u’

composante ¢ du noeud j d’abscisse zs.

y A

i(zym) la

b1 5 1 4
6 2 3

%0 A ST T ¥  x,7L
figure 4

Les lois de comportement s’écrivent :
h (i) = H.(uy(ziv1) — “up(@:))
b (x:) = B-(*ui(2i41) — “ui(2i))

v¥(z;) = Vi(Cub(z:) — “ud(xy)).

Les équations d’équilibre en partie courante: i =1,...,n
(1.1:.5) — hs(.’c,'_l) + he(:l:,') + €2F;(l‘g) =0
(ly.s) - vs(:c;) + EF;(.’L‘,') =0 X
£ € 22 L = el
(22).6) — b (1:,'_1) + b (:E,') + € Fr(.’l:,') =0
(2y.¢) v (zi) + 6F5(z,~) = 0.

Les conditions limites : . )
fui(zo) = “uj(z0) =0

“ui(za) = “ui(zn) = 0.

Existence et unicité du probleme discret :

On remplace les tensions par leurs expressions et on écrit les équations précédentes sous forme matricielle.
Tout d’abord, on remarque qu’une condition nécéssaire d’existence est que les forcer extérieures satisfassent :

1 2 _
Fl 4+ F2=0.

D’autre part, on constate que les équations du systéme se découplent et le probléme revient a résoudre :

A6

ol |



( 2BCud(z;) -BOui(zz) =e2F2
_B.(e)ug(z,._l) +.2B(E)u%(:z:,-). ~B®ud(ziy)) =e2F2 2<i<n-1
-BOul(zn_3) +2B@ud(z,_,) = &2F2,
(1) 2HOul(zy) —HEul(z) =e?F2,
—H.“)u%(rf—l) ;2H‘E)U§(r-). ~HOuj(zi41) =€FL 2<i<n-1

—H Eyl(z,_4) +2H(‘)u%(:c,._1)’ = €2F},

x v (2:) = V(Ouj(ai) - Ouf(e:)) =eF?  1<i<n
ou Fija=F;f(:c,-) j€{1,2} a€{x,y} i€{l,n}.

Ce systéme n’admet pas une unique solution en déplacement. On a unicité des composantes (‘)u% , O et
la tension v¢ est connue explicitement.

[.4 . Ecriture d'un probléme d’homogénéisation : méthode de Verna

Nous allons chercher les déplacements solution du probléme sous la forme :

©ul(z) = 3 el (2)
a=0

avec
J ¢ le numéro de la famille auquel le noeud appartient

i : la #*™® composante du déplacement
(")uf : le déplacement d’ordre a du noeud d’abscisse z.

Vu les relations liants tension et déplacements, on cherche les tensions f¢ € {h¢,b¢, v } sous la forme :

+00
f(@) = 3 e @f(2)

a=0
avec z une abscisse de référence, ici elle coincide avec l’origine de la barre.

On suppose la note 2 de la premiére partie et des hypothéses de régularité des tensions et des déplacements.

Ecriture des lois de comportements :

he(z) = H.(ub(z +€L) — ul(z))
b°(z) = B.(‘ud(z +¢L) - ‘uj(z))
v (z) = V.("uy(z) — “ul(x)).
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Lois de comportements : identification & un ordre quelconque

On remplace les déplacements et les tensions par leurs développement asymptotique. On utilise la formule
de Taylor puis, on identifie formellement suivant les puissances de ¢. Les tensions dans les tiges a I'ordre «
s’écrivent :

« L? d°
(@ h(z) = Hzﬂ -7 — (=B

VL
(Dp(z) = BZ—_ﬂ ﬁ)

@o(z) = V(“”ué(r) =) ui(2)).

Equations d’équilibre en partie courante : identification 4 un ordre quelconque

En procédant comme ci dessus, les équations aux noeuds identifiées & chaque ordre s’écrivent :

(LY & (o)
a— 1 _
(1z) ﬁz_: 31 dzP h(z) + b42F, =0
(1y) — (e )v(:c) + 6 1F1 =0
(=LY d® (o) 2 _
(2z) - 2 31 2P b(z) + ba2F7 =0
(2y) — @y(z) + cso,ll*"y2 = 0.

Obtention du comportement macroscopique de la structure :

On exploite les équations d’ équilibre a I’ordre « et les lois de comportement 4 I’ordre @. On trouve le probléme
suivant donnant le comportement macroscopique de la structure :

( d?

- HL’d (Oyly = F!

©ui(0) = @Duf(L) = 0

2 < d?
@ - B (@) = F?

@u30) = @ui(L) = 0

Oy(z) = Fyl.

L5 . Comparaison du probléme discret et du probléme homogénéisé :

Le but de ce paragraphe est de trouver un lien entre la solution discréte du probléme (1) et de la solution
continue du probléme (2), dite solution du probléme homogénéisé.

Pour se faire, on introduit dans la partie A un probléme (P), puis, on 'approche par une méthode d’éléments
finis dans la partie B. Le probléme approché obtenu coincide avec le systeme (1). La partie C répond alors
a notre question.
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A . Etude d'un probléme continu

L’idée d’un tel modéle vient des papiers de Griso [11].

Notations: On pose :
bo =0
by = eK
Re = (U {z:}x]0, K]) U (Uj_o]0, L[x{b;}).
L’ensemble R, désigne I’ensemble des barres de la structure privé des deux barres latérales.

On désigne par :

vy, vi les déplacements dans les barres horizontales inférieures et supérieures respectivement.
0s 1

(ui)i=; les déplacements dans les barres verticales d’abscisse & = z;.

On introduit alors ’espace :

H'(R:) = {U° = ()i 06,05) € (H'(0,eK)/R) (H3(0, 1)) }.
C’est un espace de Hilbert pour la norme :

3
dv§ |2

L3(0,L) Z I dy

dv§ |2
. _ (|9
WU N r,y = (| dz I2(0,) dz

1/2
L2(0, eK))

Le probléme (P) :  On considére le probléme suivant :

Trouver U® € H'(R.) tel que
(P) / ES0U*OW = S Fhui(b) + 3 Flul(ho) + E(ZF,?,vé(z,) + Zpl v (z;) )
R, i=1 i=1 i=1

YW = ((uf)i=y 5 vo,v1) € H(Re).

A pour les barres supérieures
A, pour les barres verticales

Ay pour les barres inférieures
ou SE =

Ap, Ap et A, désignent les sections des barres de la cellule de référence.

L L
dv§ dv] dv dv duf du'
ES°0U oW = / EA—2—22 / EA—L— / S
/}2‘ 0 b dz dz + 0 + Z dy dy
On suppose que : F! = F)(z;), FL = Fl(z;), Fj = F}(z;), F: = F2(z))
avec  F},,F} et F2 sont des fonctions continues.
On suppose aussi que : Fyl + F; = 0.

Sous ces hypothéses, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (P) admet une unique solution.
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Interprétation du probléme (P) :

On remarque que le probléeme (P) se découple en les problémes ci-dessous :
Trouver v§ € Hy(0,L) tel que

P, Lo dvf dvf .
(Po;) /0 EAb%ﬁ = e Fiup(z:) Vuh€ HMO,L)

Trouver v§ € H}(0, L) tel que

(Pug) Poa did S~ :
\/(; EA}"(—EE—H = EZF:‘::UE(-'W) V'Ui € Ho(O,L)

i=1

Trouver uf € H'(0,eK)/R tel que
(Pus)1<ign /‘K 4 duf duj
0

— ! 2 1
dy @ - Eyu;(bl) + Fiyug(bo) Vu: €H (0751{)/]R

On déduit alors que U¢ = ((uf)P,; v§,v¢) est solution de :

( ~ 4 (g4, 4%5)

n
ZeF;i&,_.,. sur ]0, L]
dz dz =

(=]

v5(0) = wo(L) =

d dviy _ N
- E(E’Ah E) = Z;EF,-,ézi sur )0, L[
(S5) . .
vi(0) = vi(L) = 0
b, est la masse de Dirac au point z;
d duf .
- E(EAU 2 ) =90 sur |0, e K| .
dut due 1<i<n
N e Ui b4y — gl
{ EAvd—y’(bl) = FA4, dy (bo) - Fiy-
Remarque 1.5.1:  Les uf sont donnés expliciternent & une constante prés par
F}
£ _ iy
uj = FA, Y.

Estimation & priori :

Prenons vy = v dans (P,¢),on a:

/L EAb((f;f)z = % zn:(-'ci+l — ;) F2(zi)vo(z:)
0 i=0

< elvgleoqo.Ly Y_(is1 — )| F2(zs)|

=0
< lvglaio.ry

n

L
car  H'(0,L) < C°([0,L]) et Z(z,-+1—z.-)lF3(z.-)l—»/o |F2(zi)|dz

1=0



donc

lvolerio,zy < ¢

3)

avec ¢ une constante indépendante de ¢.

De méme, on vérifie que :

lvilgo,Ly < ¢

(4)

avec ¢ une constante indépendante de €.

Pour le probléme en u;, on effectue le changement de variable: y=ct ¢ €]0, K|,

- ] £
soit  uf(t) = ui(et) = uf(y) ui € HY0,K) et %(t) = e(f;;‘ (et).

Le probléme en u§ devient :

Trouver u§ € H'(0, K)/R tel que

(Pihisisn : /0 " pa, DL - Ry(E) - (D) Vui€ H'(O,K)/R.
On a wi(t) = ¢ F’Iy t a une constante pres
i EA, )
et
Vi=1,..,n
| lcoqo,ky < ce
5 = | duf
® ;l dtl L2(0,K) se
avec ¢ une constante indépendante de €.

Passage 4 la limite :

Proposition 1.5.2 :

Soient v, v{ et @] les solutions des problémes (P,¢),(Py;) et (Pg<) respectivement. Alors, on a :

v — vg = dans Hj(0,L) faible
Vi — 1y dans H}(0,L) faible
= dit§

dt

i=1

- U dans L%(0,L) faible,

ou vy est solution de :

T dz\" dr

UQ(O) = vo(L)

i
L

{ d(Bd”") R

vy est solution de :

T dr dz

1
{ d(Hdﬂ)=F’ 0<z<L
v1(0) = v1(L) = 0,

ct U est donné par
1

L
- 1
U= LKV/O Fl(z)dz.
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Démonstration :

Les convergences ci-dessus sont une conséquence immédiate des estimations (3), (4) et (5).
D’autre part, il est facile de passer a la limite dans les problemes (Pye), (Pos).

En effet, soit ¢ € D(0,L),on a:

EA; dv§d
A 7¥Eﬁ£ pE]““ zi) Pz (2:)¢(#:)

L
e—0 / Biz-)gd—w =L Ff(::)(p(:c)dz
0

dz dz L2
EAn dvidp 1 n . N .
/0 "L dz dz  L? ;(31+1 z;)F, (z;)p(z:)

L L
dunndp 1 1
e—0 /0 Hda: il A F,(z)p(z)dz

de méme, on a :

K n -
dug\dp _
/0 EAU(Z; dy)d_y_
K d()o st
e =0 BAUTE =0 YoeD0,K) = U=0C".
0
Identifions U : soit ¥ € H*(0,K), on a :

pa, [ (SR = (S towes = 2R 00 (BK) = $(0) ~FJO)WU) = 0)

dy L

e—0 / EA, Ud“D (% /OL F;(z)dx)(¢(1<)—¢(0))

. I
soit U= EK_V/O F,(z)dz.
C.Q.F.D.

B . Approximation par éléments finis Py

Pour les problemes (Py¢), on a la solution explicitement :

Fl
ui(y) = »(0) + EA —+Y¥ 0<y<ek 1<Lign

Pour les problémes (P,¢) et (Py¢), on approche I'espace H}(0,L) par :
Ve={veC0,l] / w, . (EP vO=0L)=0 i= 0,n}.

La base canonique de V, est donnée par :

T—Ti1 .
— 81 zi1 <zl

Ti — Ti-i i ]
pi(z) = Tl G oa<a<ay, LSisn=diml
i — Tigl

ailleurs.
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On cherche I’approximation v§® € V; de v§ sous forme :
n
= 2 v(e)ei(),
i=1

solution de :

Trouver v§* € V. tel que

(Puge) | b dvge dg ,
/OEA °—;_sz 2op(zi)  Yuh € Vi

Systéme équivalent a :

Trouver (vg(z;))i=; tel que

dyp; d .
ZEAbvo(-’v.)/ df: d’i’ =¢F}, Vji=1,.n

L —1/eL si j=i—1loui+1
de; do; . L
Ona i s R { 2/eL si j=1t
o dz dz 0 .
sinon.
Dot on a:

( 9Bui(z1) —Buf(z:) =e2FR

(Poge) = —Bv§(zi-1) +2Bv§(zi) —Buj(zip1) =e'F} 2<i<n~-1

{ ~Buv§(zn-1) +2Buv§(z,) = &2FZ,.

De la méme maniére, on cherche v{¢ approximation de v{ dans V; sous forme :

v = ) vi(a:)pi(2).
i=1

Soit alors le systéme suivant : -

( 2Hvj(z1) —Hvivi(zz) =e’F

4 —Hvj(zic1) +2Hvi(zi) -Hoj(zip) =€F,  2<i<n-1

—Hv§{(xn-1) +2Hvi(zn). = €°FL,.

Enfin, les u§ vérifient :
V(uf(b1) — uf(bo)) = eFyy.



Soit donc I’ensemble des équations suivantes :

(  2Bv§(z1) —Buf(z2) =¢€*F
—Buj(zi-1) +2Bvf(zi) —Boj(zip1) =€’FL,  2<i<n-1

—Buv§(zn-1) +2Bv§(zn) = €2F2,

(6) {  2Hv(x1) —-Hvi(z2) =¢’FE
CHof(zie) 42H(z) —Hof(e) =eFL  2<i<n—1

—~Hvi(za-1) +2H vi(z,) = €2F},

( V(ui(b) ~uj(bo)) = eFy, 1<i<n

C . Remarques et comparaisons

On remarque que nous avons obtenu un systéme (6) identique au systéme (1), obtenu en écrivant les
équations d’équilibre aux noeuds, avec les identifications ci-dessous :

©uj(zi) = v§(a:)
©ud(z;) = v§(ai)
©ul(z:) = uf(br)
©ud(z:) = uf(bo)-

Proposition 1.5.3 : Le probléme discret (1) converge vers le probléme homogénéisé (2) comme ci-dessous :

i) Y Oul@)ei(e) — %ul  dans L2(0,1) fort.
i=1

i) Z(E)Ui(zi)%(:v)—'()ﬁ dans L*(0,L) fort.

i=1

= 1

i) Y V(Quh(zi) - Oud(ai)) — " /0 Fl(z)dz.
i=1



Démonstration : C’est une conséquence des estimations d’erreur d’interpolation. En effet :

v§ est de régularité H1(0, L) car le second membre ZF{‘;&“ € H™Y(0, L),

i=1
donc on a l’estimation suivante : [v§ — v5¢ |20,y < celvglio,r)
mais [v§li0,y) < €
d’ou

[vg — o |L2(o,Ly < c€
i = S ve)nle) = 3 Oue).
i=1 i=1

De méme on a :
[vf — v1®lL2(0,) < c€
n n
v = Y vi(m)pi(e) = Y Dui(z)pi(e).
i=1

i=1

V(ui(b1) = ui(bo)) = V(Oul(z:) — ©Oui(z:)) = eF},.

On déduit de la proposition 1.5.2 , du théoréme de Rellich et des estimations ci-dessus les convergences i) et
ii) a des sous suites prés. Mais comme les limites sont uniques, ce sont toutes les suites qui convergent. La
convergence iii) est établie dans la proposition 1.5.2.

C.Q.F.D.



[I. UN PROBLEME DE THERMIQUE D'UN TREILLIS BIDIMENSIONNEL

II.1 . Formulation du probléme :

On introduit I’ensemble V(R.) définit par :
V(R:) = {U‘ = ((uf)ys v§,vf) /uf € H'(0,eK) 1<i<n, v§€H}(0,L)0<j<1,
u(b;) = vi(z:) 1<i<n,0<j<1}

avec

= (U {2:}x]0,eK[) U (U] o]0, L[x {b;}).

eK= b1
-
0=b, S I Xivl  x,FL

figure S

Il est facile de vérifier que 'espace V(R,) muni de la norme :

c 1/2

”UE”V(R‘,) = (‘% iz(O,L) dvl L2(0,L) Z| dy L?(ou{)) :
est un espace de Hilbert.
Position du probléme :  On se propose d’étudier le probléme suivant :

Trouver U® € V(Rt) tel que
(P) | xoutew = Zeflu’(bl ) + Ze u} (bo)
((“;): 1 ”0)“1) € V(Rz),
{ As  pour les barres ]z;, z;41[x {bo} i=0,..
oll Af = An  pour les barres |z;, z;y[x {1} i= 0,
Ay pour les barres {x;}x]bo, [ =0,..,n + 1.

A, Ap et A, désignent les conductivités thermiques des barres de la cellule de référence.
L
dv§ dvf, dvt dv, du du
xousaw = [ %80 / 1 dv /
R, OUaw. /0 et e z "Iy dy

Sous Phypothese de continuité des fonctions f! et f2, le probléeme (P) admet une unique solution d’apres le
théoréme de Lax-Milgram.
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Interprétation du probléme (P) :

En prenant des fonctions tests convenables et en faisant des intégrations par parties, il est facile de

vérifier que le probléme (P) est équivalent formellement au probléme thermique suivant :

1 d dvg\ _ . .
- --—(/\ I ) =0 sur |z, zipi[ Vi=0,..,n
d dviy _ .
- E(,\hE) =0 sur ]2,,I,+1[ Vi= 0, T (4
d duf .
- d—y(/\" dy) =0 sur ]0,eK[ Vi=1,..,n

U()_UI(L)—O
i=1,.

v5(0) = v5(L) = 0
L ui (b)) = vi(z:) j=0,

(S) < dve d'U duf ]
’\b( 0( i) 0( +)) E(b§)=€f,~2 Vi=1,..,n
€
(S ar) d”‘( H) + Audi(b;) =ef! Vi=l,..,n
€
1
1

1.2 . Approximation par la méthode de Galerkin :

On approche ’espace V(R,) par l’espace V; défini par :
= {Ue = (s )=o) / Vis=1,..n,

vs eb Vi=0,..,n;
lei,zigal

u$|]0,eK[ €h

vi(zo) = vi(zn41) =0 Vj=0,1,

us (b;) = vj(z:) j:&lai:me}

Lemme I1.2.1 : V, est un sous espace vectoriel de V(R,) de dimension 2n.

Démonstration : 1l est facile de vérifier que la famille {®, <I>1} de V, définie par :

P = (%ei; O,soi)

est une base de V,,

ou ¢; est le i¥™® vecteur de base canonique de R" et ; les fonctions définies dans la partie 1.5.B.

Un élément U = ((uf)7; ; (v§)j=o) de Ve s'écrit dans cette base comme suit :

Zvo z;)8? + Evl(z, o}

i=1

C.QF.D.
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Posons

n

AU,W) = /R NOUSOW; < FW>= 3 efful(h) + 3 effulbo).
€ l’:l

i=1
Le probleme (P) s’écrit alors :

Trouver U € V(R,) tel que
AU, W) =<FW> YW € V(R.).

Au probléme (P), on associe le probléeme approché suivant :
Pa) Trouver Uf € V, tel que
¢ AU, W®) =< F,We>  YWeeV..

Le probléme (P,) est équivalent a :

Trouver Ul € V, tel que
A(US,®)) =< F,8]>  Vji=1,.,n
A(UE,®}) =< F,®} >  Vj=1,.,n.

n n
U8 s’écrit sous forme : U = Zvé(x,—)@? + Zvi(z,)&}
i=1 i=1

Le systéme devient donc :

[ Trouver (vg(:c,-),vf(:c,-))'f_l tel que
n n
) D ()AL, 89) + D vi(2:) A%}, 9]) =< F, &) >
i=1 i=1

n

L > () AP, @) + Y vi(z:) AR}, B)) =< F, 8} > .
i=1 .

J
i=1

Tenant compte du support des fonctions ¢;, on a :

—B/e pour j=i—1,i+1
.A(<I>?,‘I>?) = (2B+V)/e pour j=i -
0 sinon.
~—I:I/~€ pour j=i-—1,i+1
A(®;,9}) = (2H+V)/e pour = j=i
, 0 sinon

-V/e pour j=i
0 Hly —
'_A(q)"’(pj) - { 0 sinon



Le systéme s’écrit :

(2B + V)v§(z1) —Bu§(z2) —V (1) =¢?f2
—Vvg(z1)  +(2H+V)oi(z1) —-H vl(xz) =e2ff

—Bu§(zic1) +(2B + V)v§(z:) Bvo(:c,+1) —Vv§(2;) = €2 f?

‘ “Vog(@)  —Hi(een) V() i) =
—Bv§(zn-1) +(2B+V)vi(za) —Voi(zn) = e f3
~ —V§(zn) — Hv§(zn_1) +(2H+V)v1(rn) = &f,
soit sous forme matricielle :
QU =r
ot
/ M N 0 0 0 \
N M N 0 0
0o . o :
N M N 0 _( 2B+V -V _ _( -B o
Q= 0 N M N .. M‘( v 2H+V) N—( 0 -—H)
0
0 0 N M N
\ 0 0 0 N M/
(z1) < F &% >\
(zl) < F1q>1
£ U(E)(zt) _ <F CI)? >
U =1 we(a) et =1 <Fel>
v§(zn) < F, <I>0 >
\ In)/ \ < F, <I>1 >/

I1.3 . Homogénéisation discréte : méthode de Verna

Dans ce paragraphe, nous suivons les mémes étapes décrites dans le chapitre I afin de trouver le probléme
homogénéisé.

On considére les équations en partie courante suivante :
— Bv§(zi-1) + (2B + V)v§(:) — Buf(ziv1) — Voi(zi) = €2 £}
~ Voi(z:) = Hv§(io1) + (2H + V)vi(zi) — Hv{(zig1) = € L.
Au systeme de différences discrétes ci-dessus, on associe le schéma de différence continue suivant :

— Bu§(z — eL) + (2B + V)v§(z) — Bui(z + L) — Voi(z) = 2 f%(x)
— V() — Ho(z — eL) + (2H + V)v(z) — Hvi(z +€L) = 2 f(2).



On va chercher v§ et v§ sous forme :

+o0
v = D v ()

a=0
+o0

v = Ze“vga)(:c).
a=0

On développe les termes de la forme g(z + L), g(z — €L) 4 aide de la formule de Taylor. On reporte dans
les équations puis on identifie suivant les puissances de €. On obtient les équations a ’ordre o suivantes :

3 ak)
7o) - @) - BY (5 )+m3ﬁ ©) = suar(e)

k
k= dz

—

. a Ey dky ak)
V(@) - o e)) - Ay (CELEENTU @) _ 1y,

dzk
k=1

Résolution : La résolution ordre aprés ordre du probléeme permet d’obtenir les fonctions v(() @) et v(a).

ordre 0 : o = o = v,

ordre 1 : v(()l) = vgl) = oD,

ordre 2 :
‘7(062) _ 052)) BLZ dd (0) _ f2
VP - o) - AL? d‘i © = g1,

Nous obtenons : )
L - d
- 2.2 _(0) _ g2 1
(B+ H)L 757" F°+f
v(()z) - vgz) = D*(f', f?) : fonction de f! et f2.
ordre 3 :
V(o) - o) = BLo® = 0
~ . (3 3 d?
V(vg ) - v((, N - HL2EU(1) = 0.

Nous obtenons :
v =0

o® = o® = @,

ordre 4 :

. 74 g4
V(v((,4) - vg‘l)) BL?— d (2) BL° d—v(o) =

dz2’ 12 dzt°
50 (4) . (4) 2 & o HL* d* ) _
V(’Ul =Yg ) HL dz 2 - T E’U( ) =0

Nous obtenons :
2 4
(@ 4 5 L® d* (g
+u) = St
V(s - o) = DA, ).

T dz 2(”
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ordre 5 :
7 - o®) — Br2-t € ® o

dz?

- - o d?
V(e - o) - HI?750® = 0.

Nous obtenons :

v® =0
vgs = vgs) = v,

ordres suivants : De proche en proche, on determine ainsi tous les v§°‘) j=0,1

Le comportement macroscopique de la structure est décrit par :

(Ps) { - (B
2(9(0) = vO(L) =

dv 0)) P+
=

I1.4 . Convergence vers le probléme homogénéisé :

Afin d’obtenir des estimations dans des espaces ne dépendant pas de ¢, on fait le changement de variable
tef0,K] — et =ye€[0,eK].
Le probleme (P) est alors équivalent & :

Trouver U® € V(R,) tel que
. dv dvf /L dvidv, =1 (% dudul -~ L, N,
@) [ R, [0, + [ e G = L) + Y s

i=1 =1

VW= ((@)k; v,v1) € V(RE)
o V(R = {0 = (@) v60%) /5 € HYO,K) 1<i<m, v eH}OL) 0<i<],

#(0) = vi(z:) (K) = vi(a;) 1<i<n}

Proposition I1.4.1 : Aprés extraction d’une sous suite, on a les convergences suivantes :

i) vi — vy dans H(0,L) faible.
i)  v§ — vy dans HE0,L) faible.

di
iii) Zi—>0 dans L*(0,K) fort.

ot (Bvo + Hvy)/(B + H) est 'unique solution de :
d dv(® P+t
(Ph) { ym ((B H) ) = dans |0, L[
v(0(0) = v(o)(L) = 0.
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Démonstration : De la formulation faible (P), on déduit les estimations ci-dessous :

lilazory < e
<

[v5lz0,Ly < ¢

E)

L2(o, K)

ol ¢ est une constante indépendante de ¢.
D’oul les convergences 1), it) et iiz).

Soit maintenant ¥ € D(]0, L[), ((¥(z:))iey; ¥, ¥) est un élément de V(R,), donc on a :

5, dv6 dv L odv§ d¢
/0 Y dr de T M dz Z(f' + £ ()

/o (B2 + 1 Zl)ff v Z(m—a)(fz(x.)u(r.))w(z.)

On fait tendre ¢ vers 0, on obtient :

/O(B% + A5 = sz(f2+f)w,

ceci pour tout ¢ € D(]0, L]). D’ot

- +

L2+ %)

1
= ﬁ(fQ + dans |0, L[.
Par conséquent (Bvo + Hv,)/(B + H) est Punique solution de (Pn).

C.Q.F.D.

Remarque 11.4.2:  Ainsi, on voit qu’on retrouve le méme probléeme homogenelse obtenu par la méthode
de Verna. Ici, nous n’avons pas comparé la solution approchée de (P,) a la solution de (P) donc on ne voit
pas la convergence de (P;) vers (Pp).

Remarque 11.4.3 :

Remarquons que si les barres horizontales sont identiques donc H = B, on aura :

Yo+ 1
2

I'unique solution de  (Py).
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons essayé de justifier la méthode de Verna [26].

L’idée est de trouver & chaque fois un modéle continu dont une approximation coinciderait avec le probleme
discret de Verna et de pouvoir aprés passer a la limite.

Ceci n’est qu’un essai. La difficulté est apparente pour d’autres structures telles que les structures en N [26].

Un travail récent de M. Vogelius [27] étudie la relation entre des réseaux éléctriques plans et des modeéles &
conductance continue. Il part de I’énérgie totale aux noeuds du réseau éléctrique donc d’un modéle discret,
interpole la différence de potentiel aux noeuds et se raméne ainsi & un probleme continu, puis passe a la
limite sur le nombre de noeuds pour trouver le probleme homogénéisé.

On constate donc une analogie entre le type de probléme étudié dans ce travail et le travail de M. Vogelius.
La difficulté essentielle est de trouver la bonne interpolation.
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