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Prétace

Cette thèse comporte deux problèmes d'Homogénéisation'

Le premier intitulé :
HOMOGENEISATION D,UN PROBLEME DE

VISCOELASTICITE

AVEC DE PETITS TROUS,

consiste à passer à la limite dans des équations de type élasticité à mémoire instantannée régissant les

déplacements d'un fluide visqueux, compressible et barotrope dans un domaine avec de petits obstacles

réiartis périodiquement. Dans le problème asymptotique un phénomène de mémoire longue apparaît'

Le deuxième problème intitulé :

VERS UNE JUSTIFICATION DE

L, H O M OG E N E I S AT IO N D I SC NET E

DE VERNA,

vérifie sur quelques exemples simples de structures discrètes, Ia convergence du problème non homogénéisé

vers Ie problè-" homogénéisé, obtenu par P. Verna en utilisant une méthode formelle de développement

asymptotique.

nOte : Lee deux problèmee étant indépendants, nous avons adopté une pagination séparée des deux partiea'



HoMoGEuntstrrcN D'uN PnoatÈuE DE

VTSCOEIESTICITE

AVEC DE PETITS TROUS
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NOTATIONS

Ht"(R") : espace des fonctions mesurables / telque V.I( compact C IR' f lxe Hr(X1

La pluspart des notations utilisées dans ce travail sont signalées dés qu'elles sont introduites pour la

première fois. Nous tenons cependant à préciser quelques notations d'usage courant et quelques espaces

fonctionnels.

O(0) : espace des fonctions de classe C* à support compact inclus dans O.

O'(O) : le dual de O(O)

aôd
6, ; "" ; 

: les dérivées partielles par rapport à c; et à I respectivement.

V. : f,'opérateur gradient définit par : Vu € O(O) : Vu = (#,, , #^)

diu. : L'opérateur divergence définit par : Vu € [O(O)]" : d,iuu = 
# 

* * y^

,  =  ( ro i )  r l i , jSn  :  Le tenseurdesdé fo rma t ionsdé f i n ipa r :Vu€ [O(O) ] "  :  e ;1 (u )  =+ (# .H)

A. : L'opérateur Laplacien définit par : Vu € O(O) : Lu = 
#, 

* ...* 
#

Ip(O) : espace des fonctions mesurables / telque 
l-Vf 

( *oo 1 ( p < *oo

L o , " " ( A ) :  e s p a c e d e s f o n c t i o n s m e s u r a b l e s f  t e l q u e V l { c o m p a c t  C Q  [ - V Y a * *  1 S p < * o o
JK

,*(o) : espace des fonctions mesurables / telque f c constante, l/(c)l <c p.p sur f,)

Hd(O)  :  l ' adhé rencedeO(O)  pou r l ano rme l l . l l , , r , = l l . l l r à t o l  = ( [ lV ' l ' +  [ l .P \ t t ', ,  -  
\ Jo ' '  ' r  '  

Jn ' ' '  /

fl-r(O) : le dual de I/j(O)

H;"t(R")

wot'o(o) :

,_r , * (O)

dual de /Irtr"(R")

l'adhérence de o(o) pour la norme ll .l[,,q = 1; . llryr,e (n) = (f f o 'V + 
lrl-lo)''o

: le dual de Wo1'r1O;

Wt , - (O )  :  =  { ue  I - (O ) ,Vu€ r - (C ) ) }

l y r , - (O ) ,  =  {  u  eWr , * (e ) ,  Vu  €  W1 ' - ( 0 )  }

l.L,"tol : désignera la norme dans trP(Q) ou [Lr(Q)]"

ll .l ly : désignera la norme dans I'espace V ou Vn

1,  )y , ,y  :  désignera le  produi t  de dual i té  entre V 'et  7 ou ent teV'n etVn

L(V,V') : L'ensemble des opérateurs l inéaires continus de V dans 7'



O'(]0, +oo[, V) = D'*(V) : L'espace des distributions à valeurs dans V et à support dans ]0, +oo[

O'(V) : O'(IR,7) : L'espace des distributions à valeurs dans I/ et à support dans IR

L2(0,T;V) : L'espace de Hilbert muni de la norme : l . ly"1o,r;v.1 = 
Ur'r. l l !Or) ' ' '

L2(0 ,7 ;V ' )  :  Le  dua l  de  L2(0 ,7 ;V)

C^(10,4;V) : L'espace des fonctions de classe C^ de [0,"] à valeurs dans V

c i désigne les différentes constantes qui interviennent. On précise lorsque c'est nécessaire sa dépendance
par rapport aux autres paramètres

o(e") : désigne une fonction de e ) 0 telle que : lim 
o(T) 

= O^  
e _ 0  € a

O(e") : désigne une fonction de e ) 0 telle que: lO(e")l 1 ce" où c est une constante indépendante
de e.



INTRODUCTION

L'homogénéisation est un outil mathématique qui permet d'étudier les propriétés macroscopiques des

milieux hétérogènes à partir de leur composition microscopique et des équations décrivant les phénomènes

étudiés au niveau microscopique.
Elle consiste à remplacer le milieu hétérogène par un milieu homogène équivalent.

Ce souci d'associer un milieu homogène au milieu hétérogène est justifié du point de vue

numérique ( voir [5], [7], [8] ) car les calculs deviennent difficiles et impossibles et donc d'interêt pratique

inutile.

De nombreuses méthodes ont été développée pour l'étude de tels milieux.

Bensoussan - Lions et Papanicolaou [6] développèrent des méthodes probabilistes et des méthodes

de développement asymptotiques ( voir aussi [33], [42] ) des milieux périodiques.

Luc Tartar [37], [46] a développé la méthode de l'énérgie'

Suivant une idée de Nguetseng [38], Allaire [1] développe une nouvelle méthode : la convergence à double

échelle.

Les problèmes à trous sont un exemple d'application de I'homogénéisation.

Le problème se prèsente en général comme suit :

Soit u, la solution du problème

L u r = /  d a n s  O ,

-F conditions aux limites

+ conditions initiales

('P,)

où (Q.).-n désigne une famille d'ouverts de IR" obtenus en otant des fermés (ft):: l  ( les trous ).

Que se fàt." t-il pour u* quand e tend vers 0 ? .

La taille des trous a une grande importance. Dans Ie cas d'une répartition périodique des trous, on

distingue les problèmes à trous dont la taille est de l'ordre de la période. De nombreuses applications de

ce type sont traitées dans [33] et on cite le papier [13] vu la construction d'un opérateur de prolongement

important permettant de passer à la limite dans de nombreux autres problèmes.

On distingue aussi le cas où le trou occupe presque la totalité de la période. Dans ce cas, il y a peu de

matière. On classe dans cette catégorie les structures en treillis ( voir par exemple à ce sujet [14], [15], [16],

[17] ).
Enfin une 3è*" catégorie, celle des petits trous ( la taille des trous est très petite devant la période ).

Notre travail rentre dans cette dernière catégorie où de nombreux résultats ont été établi pour difiérents

opèrateurs .L.

Le cas de I 'opérateur Laplacien L = -A avec conditions l imites de Dirichlet aété étudié par Cioranescu

et Murat [12]. Les trous ("j)lf] ron, de taille a, 11e cle formes quelconques, semblables à un trou moclel

T et périodiquement ( la période ]- t,e[" ) répartis dans tout le volume.



En considérant des trous de formes sphèriques, cette taille est imposée afin qu'on puisse construire des

fonctions tests nous permettant de passer à la limite par la méthode de l'énergie. A la limite un terme

étrange p apparait devant l'opérateur -4. Pour n 2 3 ce terme p est proportionnel à la capacité du trou

? définie par capT = 
ceoln"j| lr ru, , J^_lorl 'oc' 

En dimension n =2, F est indépendant de 7; cela

provient ( voir remarque 2.2 [31] ) des propriétés spéciales du potentiel Newtonien en dimension 2, qui font

que pour tout fermé borné ?, on a capT = 0 quand n = 2.

Conca et Donato [20] ont étudié le comportement asymptotique des solutions u, de l'équation -Lu, - f
dans O, avec des conditions de Neumann non homogènes sur le bord des trous. Un terme constant apparaît

au deuxième membre de l'équation limite.

Dans [12] d'autres géomètries sont considérées : cas d'une répartition des trous dans un hyperplan traversant

O, cas de cylindres disposés en forêt et le cas des treillis et grillage.

Toujours pour l'opérateur Laplacien, II. Kacimi dans sa thèse [30] s'est interéssée aux trous de formes

elliptiques et en formes de buchettes répartis périodiquement dans tout le volume.

Le cas de l'opérateur Bilaplacien L : -L2 est aussi étudié dans [t2] et de nombreuses remarques sont

données pourlesopérateurs ( L = -dia(AV.) ) àcoefficients continus.

D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat et E. Zuazua [11] ont développé le cas de I'opérateur des Ondes

, ô 2 ar ' =  
A - F - ^ .

Le cas des opérareurs de SroKes L(u,p) = (ooo;ro") ,

er de Navier-StoKes L(u,p) = (V' 
- 

1: 
* u'Vz) 

aéré étudié par Allaire I2l t3l( voir aussi [43] ).
\  4?uu /

Allaire a étudié le cas d'une répartition des trous en volume et le cas d'une répartition des trous sur un

hyperplan t:gversant Q. Dans [2] ou [3], il a considéré le problème avec des conditions limites de Dirichlet

puis a repris dans [4] le problème avec des conditions limites de glissement.

Pour une répartition des trous sur un hyperplan I/, Brillard [10] a également étudié le problème de Stokes.

La différence de son travail avec celui de Allaire est que les trous de [10] sont contenus dans I'hyperplan .Ff

alors que dans [2] les intérieurs des trous sont des ouverts non vide de IR''

Sous les mêmes considérations géomètriques de [10], mais pour des trous de taille de I'ordre de Ia période, E.

Sanchez. Palencia [4a] a étudié le problème pour l'opérateur ( ,L - -^+1 ) avec des conditions de Neumann.

Enfin, C. Conca [19] a développé le problème de la passoire pour un fluide de Stokes. Ici le fluide passe par

les trous de taille de I'ordre de la période.

Notre travail est un problème à petits trous pour I'opérateur de viscoélasticité linéaire

0 ' u ;  ô  7 1 s 1  ô u p 1  0 f  ô  / ( r )  A u t \ \(r(")); = p"612 - 
6\"iiinfi ) 

- 
di\6\"iiin 6| )

avec olllo = c2opo6;i66

"l l ln 
= û;i6*n * P(6;e6i6 I 6;1,6in)

Les tectrniques utilisées pour passer à la limite sont analogues à celles développées dans [2] et [12].



On considère un ouvert O borné connexe et régulier de IR" (n > 2). De petites particules sont réparties
dans ce domaine où beigne un fluide visqueux barotrope et compressible. Le fluide adhère aux particules

solides qu'on assimile à de petits trous (Til:y-l 6 est un petit paramètre lié à la taille des trous et destiné
à tendre vers zéro, n(e) désigne le nombre de trous.
On procède à une linéarisation ( voir [36] [a1] ) des équations gouvernant le fluide par rapport à une position
initiale. Le déplacement Il, du fluide est alors solution de :

P(U,)

dans

sur

dans

où

oi j (u) = c?po6; j6xnekh(u) * (q6; i61,1, - f  p '(6;r ,6in + 6;n6ir))e*^t* l'  o t '

Le problème P(U,) s'écrit à I'aide de I'opérateur ,L défini ci-dessus :

I 
r,W = ôioti(],) * Fi

\  
U , (x , t )  =  0

[*(",0)=o ; ff{,, ')=o

(  L(U,) = F

)  u,(r, t)  = o

lo, ' ,0) = o

I'"#=u' l  u(r ,0)=0;
(  u(e, r ;  =  o

o,
ôO'

o
r r Ê  t

; ff{,,o) = o

dans O,

sur ôO,

dans O..

Pour passer à la limite dans 2(Lrr), on fait tout d'abord un passage à la transformée de Laplace pour éliminer
la variable temps t. On obtient un problème stationnaire 2(u") où u, = l(U,) est I'image de Laplace de Ur.

On se place ensuite dans un cadre d'hypothèses abstraites sur les trous (Tt)::l
Ces hypothèses apparaissent comme des conditions natuelles pour passer à la limite dans ?(zr) et de trouver
le problème d'évolution correspondant.
Nous uti l isons la méthode de l 'énérgie mise au point par L. Tartar [37] pour passer à la l imite dans 2(u.).
Cette méthode consiste à introduire dans la formulation variationnelle de ?(ur) des fonctions tests conven-
ables qui permettent de passer à la l imite quand e tend vers zéro.
Nous dérnontrons ainsi un théorème général de convergence.

Tlréorèrnel-: Soit U, Iasolution unique deP(U,) dans W[Ilsl(O.)].

Soit Û, le prolongement par 0 dans les trous (Til:y_l du déplacement IJ,. On a

Û, - u dans wlH[(a)] faible

où U est I'unique solution dans WIH[(A)] de :

o ; i ( U ) - ( G * U ) ; *  F ;  d a n s O  i = I , . . . , n

Ar l
? ( r , o )=o  danso
or

sur âO,

et G est une matrice n x n symètrique. L'espace de Hilbeû W[HgI(O)] est défrni par :

#, L2(o,T, tH- ' (0)1"))r4l[Hor(O)]= {u e L2(0,T,[Itot(O)]") ;  a' e L2(0,",U/J(O)1");



On établit également des résultats de correcteurs qui amèliorent la convergence des solutions de 2(u') et

nous donnons une estimation abstraite de I'erreur.

Ce cadre abstrait constitue la première partie de ce travail. Les autres parties ( 2, 3 et 4 ) sont consacrées à

vérifier dans divers cas concrets ces hypothèses. La pa"rtie 5 établie quelques résultats montrant I'interêt de

la transformée de Laplace.

La deuxième partie de ce travail étudie le cas où les petits trous sont répartis dans tout le volume.

L,ouvert O est recouvert d'un maillage régulier de pavés (Pil::l tous identiques, à une translation près, au

pavé ] - e , +€P . Chaque pavé Pj entièrement contenu dans O est percé en son centre d'un ftott Tf identique,

à une translation près, au fermé arT (T C Br ).La tail le a, est donnée par :

Cle =
pour

pour

Le nombre de trous n(e) est donné par :

n(e)-#, t+o(1)1.

On a alors Ie théorème suivant :

Tlréorème 2 : La matrice G du théorème 1 est donnée par :

où M(À) est donnée par :

( n

I  coen -2

I "-?
n ) _ 3

n=2 avec  Co >  0 .

dans iR" \ î

sur 0T

à I'infrni

G  =  L - | ( M )

M(^)  =

nm(m*  I )

r n =

c t i i l h=c lpo6; i f i6 f  À(46 ;1616 *1 t ' (6 i6 i1*6 ; r ,6 i l ) )  Àe  C ,  Re\>  P>0

n Ia normaJe exterieure unitaire à 0T

@h est I'unique solution de :

, o

NTTtr

c"
2nt

{ * ,

Àp("?p" + \h +2p
cSpo + À(3p +' l )

2  + n * * m * n -

a;isrey,(wp)nie;ds
n+ù)

\tt

À (
et ,r= I*

I d  p o u r  n = 2

| (Fi)T-,  pour n )  3
/ '

D
I

GZp" +

(
I
)

I
(

Si le trou T est une boule de rayon
la splrère unité de IR', on trouve :

- ôi(a;i6ey,(rr)) = O

a r t = 0

( i J k = e k

le(ar;)l;,1n"-r; ( *oo.

7, on calcule explicitement Ia force Fi et, désignant par Sn Ia sutface de

M(À) = 
W":-'s^ 

ro pour n 2 3.



La 3ème partie étudie le cas otr les petits trous sont répartis sur un hyperplan traversant Q. Ceci modèlise

une grille de mélange [2] constituée de nombreuses ailettes périodiquement réparties dans le plan 11. Ces

ailettes ont pour but de dévier et de mettre en rotation le fluide afin de le mélanger et d'homogénéiser ainsi

un profil de vitesse, ou bien d'uniformiser dans une section les valeurs d'une quantité transportée par le

fluide, comme sa température, ou Ia concentration d'un polluant.

On recouvre la partie fI" de O contenue dans une bande d'épaisseur 2e autour de I'hyperplan If par un

maillage régulier de pavés (Pil::l tous identiques, à une translation près, au pavé ]- e,*e1". Chaque pavé

Pj entièrement contenu dans f1, êst percé en son centre d'un trou ff identique, à une translation près, au

fermé arT (T C h ) .  Lata i l le  06 est  donnée par :

pour

pour

Le nombre de trous n(e) est donné par :

l o ô  I J ln(e) - f f i t t+o(1)1.

On démontre alors Ie :

Tlréorème 3 : La matrice G du théorème 7 est donnée par :

où ,11(À) est donnée par :

( 2 "Àr(À) =@fn

"=f""F
[  "-7

n ) 3

n = 2  a v e c C o > 0 .

G  =  L - r ( M )

Àp( "?p"+ \ (q+2p
d o p o + À ( 3 p + t )

n 2  + n m * m l  n -

16n,é r= I ,

nm(m *  I )

I d ,6n  pou r  n=2

l (F r ) , . - , 6 r  pou r  n23
/  ' " - '

D
I' I

avec tn et Fr défrnis comme au théorème 2 et 6a est Ia masse unitée portée par H , définie par :

g(s)ds.

I l  est àsignaler que pour n=2, nous avons pu démontrer le théorème pour des trous sphèriques seulement.

Dans la 4è-" partie, on montre que la taille des trous considérés dans la 2ème partie est une taille critique

car suivant qu'on prend une taille plus grande ou plus petite on a des comportements différents du fluide.

On reprend donc l'ouvert O. décrit comme dans la 2è-t partie oir on suppose dans un premier temps que

la taille des trous a" esù plus petite que Ia taille critique. Plus précisément, on suppose que la taille a. des

trous vérifie i ^

f  t im , -o#=o  pour  nà3
< 1

I t im, -0 fu ;=O pour  n=2.

On démontre alors le :

Tlréorème 4: La matrice G du tlÉorème I est nulle.

I



Autrement dit les trous n'ont aucune influence à la limite. Les obstacles sont trop petits pour perturber

l'écoulement initial.

Dans un deuxième temps; on considère le cas des trous plus grands que la taille critique mais de taille

toujours petite. Plus précisément, on suppose que la taille a, des trous vérifie :

On définit le rapport oe paî :

1 on ln -2

I 
lim"*o -; = o

{ 
ti-,-o ezloga, - o

I ri*.ro ]

Io'= (#)'''
[o. = ,ltotgl 't '

p o u r  n ) 3

p o u r  n = 2

pour tout n.

p o u r  n ) 3

p o u r  n = 2 .

On démontre alors le :

Théorème5 : Soit (J, lasolution unique deP(U,) dansW\H](A,)|

Soit Û, Ie prolongement par 0 dansles trous (fil::l du déplacement [Ju. On a

U,
- . . U
o;

dans Lz(o,r; lLz(a\\ faible v? > o

où U est I'unique solution de I'équation :

G * U  =  F .

G est I'image de Laplace inverse de Ia matrice M donnée par :

( )'p(c?p" + À(q * 2p)) ,,
M (^) = {, ( r:;^^:zi"à\'lTl/ - ;i, _,"

Iz " * ' ( ' , ,4 -19) \ r * )x=r

avec rn et Fx défrnis comme au théorème 2.

p o u r  n = 2

pour nà_3

Il existe une analogie remarquable des résultats trouvés avec ceux du Laplacien [12] et de Stokes [2].
Pour le problème stationnaire, à la limite, on a apparition d'un terme étrange.

Un phénomène de mémoire longue caractérise alors le problème d'évolution limite. Le problème initiale était

à mémoire instantannée.

On rencontre ce phénomène de mémoire dans de nombreux problèmes d'homogénéisation, voir par exemple

[18], [27], [28], [40], [41], [42], [45].
Le terme étrange dépend toujours du trou pour le cas de la dimension n ) 3 et est indépendant pour n = 2.



Enfin la 5è^" partie étudie pour une répartition des petits trous dans tout le volume pour Ie problème

* - O, étude rendue facile gràce à la
iJt ot"

transformée de Laplaà Nous retrouvons par ce procédé les résultats de [11] pour le cas de l'opérateur des

Ondes.
Au cours de notre travail nous avons remarqué que nous avons indirectement étudié le cas de l'opérateur de

l'élasticité t - -f i(a;imem(.)). U" résumé de résultats concernant ce cas termine notre travail.



I- CADRE ABSTRAIT

I.1 . Position du problème d'évolution :

On va étudier un fluide visqueux, compressible et barotrope dans un domaine à petit trous.

Soit donc un ouvert O borné connexe de IR" (æ ) 2), de classe C1 pax morceaux.

Soit e un réel strictement positif qui prend ses valeurs dans une suite de réels qui tend vers zéro.

Pour chaque e, on considère une suite de fermés disjoints (TÎ)ryr<n*): ce sont les trous.

On définit alors l'ouvert perforé Q" par :

(r .1.1) o.=otuTfJr; .

On suppose que les trous ?j sont tels que O. est un ouvert borné connexe de classe Cl p* morceaux.

Le fluide occupe I'ouvert O. (cf. Annexe A ).

On cherche Ie déplacement Ur(o,t) du fluide tel que :

n2 t r
, "æ = ô io; i (u, )  *  F i  dans o,

( r .1 .2 ) U6(x , t )  =  | sur ôO,

L[ (c ,0)=0 ;  f f { r ,O)=0 dans o , ,

ou

cij (u) = c? p o6;i 6 xne kh(u) * (rt6 ;1 6çt * p(6*6i n 1 6;1,fi ))e r,h(#),

la force F e L2(0,+oo, (r2(O))")

co est la vitesse du son, po est la masse volumique du fluide

n et p sont les coefficients de viscosité tel quel. nq*2p> 0 avec p> 0.

Au problème (I.1.2), on a.ssocie la formulation faible suivante :

1,!ouver U. vérifiant V? > 0 :

dans  O. ,u,(o) = o; Ujlo; = o

c(IJ,V) =' 
ln,nUV 

dx ; a(u,V) = 
In."?o"Oia(l 

diaV dx

b(U,V) = 
In.houuU 

diaV * 2pe;1(J) e;i (V)) dæ.

ou

l 0



Pour montrer I'existence et I'unicité de la solution ( cf Annexe A ), on a posé :

U, ( t )=eq 'v ,1 t1  Éen  P>0.

Le problème (I.1.3) est équivalent à :

( r .1.4)

%(0) = 0; Ir j(0) = 0

Tlouver l/" vérifiant V? > 0 :

v e 1210,", [//3(o,)]" ),v: e L2(0,7,[rlot(o,)]'), ry e L2(0,?, [r1-r(o,)]')

#"U:,w)+d(v",u1+61v!,ù 
= 

ln,e-F'Fwd, 
vur e [rlo1(o.)]" dans D'(0,7)

dans O,,

ou

a(U,V)  -  02"(U,V)  + P\(U,V)  + a(U,v)

61U,V1 -  b(U,V)  + 2Bc(U,V) .

Nous avons établit (voir Annexe A ) les théorèmes suivants :

T l réorèmeI.1.1 :  l lex is te uneunique solut ionV,  duproblème(I .1.4) .El levér i f re:

v, ç L*(0,", IHJ(o,)]") n ,2(0, ?, [HOr(o.)]")

v, e L*(0,?, [r2(o,)]"; n.1210,", [Hô(O,)]")
d(p"v, )  -  ,z
f ï  e  L! (0, " ,  [ / / - , (o , ) ] " ) ,

;ùt'ec .'

l l%l l r - , . , r , ,n;(o.)1") ,  l l7.  l l r - to, t , [ r ' (n.) ] " )  S MQ)

llv, l l  
", to,r,tu; (n. t " ), l tu# lt L2 @71H -, (a. tt^ t < M (T)

où M(T) est une constante positive indépendante de e.

ThéorèmeI.1.2 : IJ e.xiste une unique solution u, du problème (1.1.2). EIIe vérifie :

tJ,  e L*(0,?, [Hô(ç,,) ]")  n 12(0,",  l f lor(o,) ]")

u: e L*(0,T, [ l '(o,)]") î L2(0,T,[r{;(o.)]")

ab"U' , )  F t ,2 (0,T, [g- , (O.) ]") ,T="
avec :

11y,l l l -1o,r,tnà(o.)1"), l lU' l l1-10,r,[r,(o.)]") 3 "Q)

llu',ll r" tr,r,rr; (n. )r" ), U!# U Lz (o,r,rH -, (n- n. ) < c(")

où c(?) est une constante positive indépendante de e.

Ilemarque 1.1.3: L'hypothès'e de régularité Cl par morceaux et I 'hypothèse de connexité pour Q.

tter"Ënn"rt pour uti l iser I ' inégalité de Korn dans O, et obtenir ainsi les théorèmes d'existence et d'unicité

I.1.1 et I.1.2. On pourrait affaiblir ces hypothèses vu qu'on peut se tamenet à travail ler sur Q et rrt i l iser trne

autre inégalité de Korn ne nécéssitant pas I'hypothèse de connexité. Pour faciliter le travail, on se limitera

aux hypothèses annoncées.

l t



[.2 . Passage à la transformée de Laplace :

pour passer à la limite dans le problème (I.1.3), on va se ramener à un problème stationnaire par passage

à la transformée de LaPlace.

Notat ion:

I On désigne par : u=L(U) la transformée de Laplace de U otr U est prolongé par 0 pour t < 0.

O n p o s e ,  
^  ,

Tf"(t) =< 
h"r:,w ) *a((J,,w) +b(U,,w) u € [I/Ë(o")] '.

Nous avons alors les propriétés suivantes :

Pl . Tfl e L2(10,*oo[) :

En effet Tï(t) = 
ln,r{ùrar.

lr:"Q)l's lr(r)l?,rn .1lrl?,p.1 € ,100, +oo[)

donc fi e L2(10,+oo[).

P2 . 11, admel une transformée de Laplace :

On note :

i = 
t f 

'u' 
uu,"lTl**[ pour une fonction f'

Si S'(R) désigne l'ensemble des distributions tempérées [21] alors :

4 e S'1n'; car .r2(n'; -' S'(R)'

So i t  €en ,  €>0  ona :

l^V-r'ntOldr= Io 
e-etlrig)ldt= (l*- "-zetur1ttz7 to*- lri{ùPat\'t' < +oo

donc e-€'if, € rr(R) v€ > o.

Comme .[t(n;.* S'(R); e-e'if"(t) € S'(R') v( > 0,

donc f;, admet une transformée de Laplace sur IRi x IR et on a :

r 4 . æ

4Q) = 
Jo 

e-^triç1at ReÀ > 0, À € c.

t2



P3 . Û, et Ûj admettent des transformées de Laplace :

On reprend le problème ( I .1 .4)  enVe.  On a:

d ,  , - - t  '  i , . , '  '  [  - m ^  r  u  - i i r l t ^  \ t n

dt"V:,ù + d(V,Q +61v! ,ù = 
In.e-P'F-d, 

vu € [r/ôr(o")]".

On prend w = V!(t) . On intègre de 0 à T, puis on utilise les formules d'intégration établies

dan. I'annexe A en tenant compte des conditions limites . Nous obtenons :

r ' l  T T t Tt c(v!Q),v:Q)) + 
'ra1Wçr1,v,QD + Jo 

o1v;1t7,v:(t))dt = 
Jo 

< "-F',F(t),v:(t) > dt.

De la coercivité des formes c,ô' et 5, on déduit I'inégalité ci-dessous:

\lv:{r)f""(o.) + Çllv,trltll*,à(o.) + ," Io'llvJ(,)ll?r;tr,. ,at < lo' k-Pt F(t)11's.1lv!(t)lr"çn.1d't' (.)

D'autre part grâce aux inégalités de Poincaré et de Young, on obtient i

[^' l"-u'r{r)lr"p.1lv!(t)lr"s.1d,t = +l: I,' 1e-Ft r(tylzr"et + v 
lor llrzi 1t;11},,,r.,ar] (**)

Jo

Les inégalités (*.) et (**) entrainent

- /o\  rT " /o\  f+-  .
0'-Y,) |  l lv, ' ( t ) l l?;rn)dtsl  J,  l4(t) l?"ror.

z  J 0  z u  J O

On clrois i t  rz tel  que, is-  " ' I '  r ,  O c'est à dire :  r  a +.

;\lors

( r T

I J, l lvJ(t)l lh;ro.rdt 1c vr > o

\ lv:{r \ f" , (o.)  s '
I tttz.trltt?r;(n.) s c

( r .2 .1 )

où c est une constante indépendante de T et de e. Donc

(r.2.2) I V, est bornée dans tr*(0,+oo; [HÀ(O,)]")

\ tzj est bornée dans tr-(0,+oo; [r2(O,)]').

Maintenant, à l'aide de (I.2.1) on montre que t/" et Ûj admettent des transformées de Laplace.

o )  ( J r = e Q t V ,  P > 9 .

Soit ( € IR

7T fT 1T

Jo- 
lu"@lt 'rr.)e-€'dt = 

Jo lv.(t) l ;z1o.y 2$-Ê)t41' 1411-10,+-, , '1n.y; 
/  

s-G-e)t41

f T  - .  rT  l a  . \ t  . .  î T

/ '  l lu.tt)l lo ;e,,.e-e'dt = 
Jo l l%(r)l ls;tn. ,e@-ê)tdt ' 141"-10,+- ' 

";1r,.vv;f 
e-G'-e'tt4' '

D'après le théorème de convergence monotone de Beppo Levi,

lo** lr,lù17"1e,p-Êtdt et 
lo"* llu,t1ll';rn.y.-€',lt convergent ve > B.

l : i



Donc û, admet une transformée de Laplace V) € C tel que ReÀ > B (U" étant considérée à

valeurs dans ll'(a)j" ou [aol(o,)]") et

u"(À) - [** "-^'a4çt1dt.

à) u! = eBt(V! + 0V)

* û! considérée à valews dans [.[2(O,)f", admet une transformée de Laplace.

r*oo f +oo

En efiet 
Jr'-- Vrcllnlsse-çtd,t Slv: + BV,ll*@,+æi L'({ù) Jo 

e-G-t)t4',

I'intégrale converge pour ( ) B donc Ûj admet une transformée de Laplace et

u',(x)= 
Io+* "-^'tl ',Q)at n"l> P.

* ù! considérée à valeurs dans [I{01(O r)]", admet une transformée de Laplace.

E n e f f e t :  p o u r ( € l R  t > P

fT rT
I nu1qlrllçse-ftdt = | "-(€-e)t1yr * BV,ls;gsdt

J o  " " o \ - - . /  J o  
' u \  . -

1T

s [ "-G-B)'(llvJll";1 n;+ gllv,llu;rn.l)dt- 
Jo

= U 
pe-{e -o)t at) lv,11-10,+- ; Hâ(n.)) . 

U 
e-z<e -il'at)''' ( Io' llvJll?r;,'.r) 

'/'

S c

où c est une constante indépendante de T.

f+æ
Donc / llyj(t)llslro.le-qtdt converge pour tout C> P, û! admet une transformée de Laplace et

J O

r*oo

u',(\) = 
Jo 

e-^tU',(t)dt ReÀ> 9.

P4 . Àu, = u'.(À) VÀ e C Re\> B

On considère Ù, et Û; commu fonctions à valeurs dans [,L2(O")[" ou [I/6(O')]"'

S o i t / € O ( l R ) o n a :

d - ' ,  f  * -  
r \  t r  t ' \  ) '  r r  /^ \  a/^\  

f  +æ I  -

< â!,(t),ô r= - 
Jo 

u,(ùÔt(t)dt = u,(0)é(0) + 
/o 

u:(t)Ôdt = 
l^u!Ô

d'oir !ru, 
= Ui dans o'(^c2(o")) ou o'(/{;(o.))

à -
alors L( 

dtu,) 
= L(.Ul)

soit Àu. = u!(À) VÀ € C ReÀ > B'

t 4



P5 tr2c(u,,u) + Àb(u",w) + a(u,,w) =< f ,w > Vw elHâ(Q,)|"

d ,
rlt-) =1 #"r:,w > *a(u,,w) +b(u',,w) u € [r/ôr(o")]"

rL
=< 

f rCU*u )  *  1 ( I , ,Au  )nà ,n- ,  *  1U,Bw )s ' ,p - t

f+æ
t î(\  = 

Jo 
e-^tf i( t)dt

f+- d ,+* f+æ ,
= 

Jr ' - -  
.  h tu : , *>" -^ 'a t+  Jo 

1(J , ,Aw>r-^ 'a t+  Jo 
<u, ,Bw>e-^ 'd t

* 
a (Jr,Aw > e-^tdt =a [n* ure-^tdt,Aw )=1 u,Aw >= a(u'w)

Jo
*  

a r r , B w >  e - x t d t = a  
I o * *  

u ' r e - ^ t d t , B w ) = 1  n ' r , B u ) > -  À  <  u r , B w > -  À à ( u r , u ' r )

, l  ,  lT  d  .  te . -À tw\ '
. ir"u:,w > e-^tdt = 

Jo 
. â"u1, ( _^ ,; t at

= - 
lo' .u:,#"(*) '  ,  or+"(u;1r1,(*) ' , t i) -"(u;101, (f) ' tol)

= ̂  
Io' 

< u',,cw > e-^'dt * e-^r c(u',(T),r).

Nous avons :

pQlQ), w)l S UIU',(T)l; ,1e.y l tolz,z1o.) S M lul lr- O1æ ; r,(n.)) l@l;,1n.; S c

où c est une constante indépendante de T.

En faisant tendre ? vers *oo, s-RtÀ7 tend vers 0 car .Re) > B > 0

f.|-- d , ft-
.  I  < |cu , , ->  " - ^ 'd t= \  I  

<U! ,cw>e-^ td t=À(
J o d t - J o

=  \  <  u l r ,Cw 2=  À2  <  u r ,Cw >

-  \ 2c (u r ,w ) .

f * -  t+-
I  <  F( t ) ,  ,  >  

" -^ 'd t  
=< I  F( t )e-^ tdt ,w )=1/(À) , ,

Jo Jo

Finalement on a pour Re\> 0 > 0,

\2 c(u,, tu) + Àà(u.,  u) + a(u.,  tu) =( f  ,u )  Vu € U/ô (O' ) ]"  ' ( * * * )

Remarque L2. l  :

La relation (* * *) nous donne le problème stationnaire qu'on peut écrire encore sous forme :

1".
I,-
t;

d'oir

lo**u!e-^ td t ,Cw >

ln.l 'r.u,, 
+ ln.{"?t" 

1Àq)diau,diuw *2ttÀ ln,',,(u,)e;1(w)dx 
= 

ln.f 
u,o' vu € [H;(o')]"'

15



I.3 . Position du problème stationnaire :

Nous avons établit
stationnaire. Dans cette

au $ I.2 que I'image de LaPlace
partie, nous allons expliciter ce

u. du déplacement U, était solution d'un problème

problème puis on donnera une estimation à priori.

(r.3.1)
fûdx vt, € [r/01(o,)]"

comme un C espace vectoriel,oùr d désigne le conjugué complexe de ro et fIô(O.) est considéré

les coefficients a;ip, sont donnés Par :

(r.3.2) I or,,u = cZpo6;i6tn -l \(q6;16p, * p(6;1\n + 6;r,6ir))

\ f e C  ,  R e À > P > 0  , n q * 2 p > 0  1 ' r > 0 .

D'après ce qui précéde, on sait que ce problème admet une unique solution u'(À). On va montrer directement

en utilisant Ie théorème de Lax-Milgram (cf l27l,l47l) I'existence et I'unicité de ur'

( touveru" € [Ffor(O")] 'tel que :
)  e  ,  

_ [
I / \2pou'6d'o* | a;i16e11(u6)e;1(a)dx
\ Jo. ra. 

- 
Ja.

Théorème L3.1 : Il existe une unigue solution du système :

(t.s.s) { 
mouu"' u" € [r/ô1(o")]" tel que :

t À'por", - ôi(a;iy,e11(u,)) = f; dans O, 'i' = l, --.,n .

D'après la remarque 1.2.L u, est solution de :

Pour démontrer le théorème nous allons utiliser les lemmes ci-dessous :

Lemme L3.2 : Les coefficients a;iy, vérifrent

(t.3.4)

Démonstrat ion:

Les propriétés de symétrie sont immédiates.

Soit e = (eii) € C" tel que eij = eji .

a;ith = ali|h = aiiil = athij

Re(a;yp;iêm) )- B* e;1e;i

Re(9!{e;ietn) 2 a* e;i€;i

0' eta* des constantes > 0.

Y6 = (e;1) € C"' €;i = €j;

Y6 = (e;i) € C"' eii = eii

a;i1ffi;iffi = @3p. * Àq)6;i6u,eilEÏr,-* \p(6;16in* 6;n6it)eiiTrn

= ("2op" * Àa)le;;12 * \p(e;idî1 * eiidîi)

= cf;p"le;;12 * À(4le;;12 * 2p,e;1-i) car €;i =5.

Re(a;i 111e;iffi) 2 gble ;ilz * 2Pe ;iÇi)

n" (lor i, or, itîn) = 
ffi "Z o Sr,'t' + ( t le,, l' | 2 1-te ; 1Ç) 2 rtle ;ilz * 2 1te ; ;fi

l 6



* S i z 2 0 a l o r s :
Re(a ; i 6 e ; iêl.) > 2 p 0 e ; i€iî

n" (|o, 1, u r, ié t î) 2 2 p e ; i en

* S i 4 < 0 :

On montre facilement par récurrence sur n l'égalité suivante :

n

le r r l '  = len*  ezz+. . .+  ennl2 =" ! le ; ; l '  -  
t  le ; ; -  e i i lz .

i = l  l l i < j S n

Alors

qle;il2 + 2pe;iî;1
n

= n(n! lerrl '- t l€ii - eii l2) + 2pe;1F;7
i= r  1< ic j  !n

n

= (qn+2p)Dle,,l '+zpD€qeî - nlle' it - eii l '
i= l  i t i  à< i

) min(7n * 2p.,2p)e;1ê;1.

D'où
Re(a;i y,e ;iî1f,,) > B min(qn * 2 p', 2 1t) e 4Ç1

r 1
Rellaame;jîth) >- min(4n * 2p',2p')e;1E;1.

Le lemme est vérifié avec B* = Bmin(qn*2p,2p') et c'= min(4n *2p,2p)'

c .Q .F .D .

Remarque 1.3.3 :

Faire attention à I'abus de notation utilisé ici. Lorsque le signe ! est utilisé cela signifie qu'on n'a plus de

sommation sur I'indice répété.

Lernme L3.4 :

Q étant un ouvert botné de frontière Cr par morceaux
alors u,- (l"l?,roy + le (u)l|,, n1)rl2 est une norme sur f/or(O) équivalente à Ia norme ll.llt,o.

Démonstration : (voir [25]et [39]).

Dérnonstration duthéorème I .3.t :

O n p o s e ,  
,  ^  r

t (u,u)- |  Àzpouadx* |  a; i1p11(u)e; i@)dr
Jn.  Jo ,

r
1f,a >= 

Jn,foo,

. f est une forme anti-linéaire sur [IIi(O.)]"

. o cst une forme sesquilinéaire sur [I/i(O')]"

l î
l l



t ( tu ,pa)  -  tpa(u,u)  t ,p  €.C etYu,v € [ f10r(O.) ] "

. a est continue sur [I101(O")]" x [//or(O")]"

. o est coercive sur [Ilor(O')]' , en effet :

lï<",,y1 2 n,(ïq","1)
= R"xp" [ fuP + n" I 9.eai,,,)ffid,,-  

Ja' '  Ja'  À

> gp"lul;"n) * o* [ eti1u!aP1a,
Jo, .

) min(Bpo,o-) ( lul | ,1e.y + le(u)1f,,n.,; .

Du lemme L3.4, on déduit la coercivité de la forme o.

D'après le théorème de Lax-Milgram, il existe u € [I/ô(O,)]" unique solution du problème (I.3.3).

c .Q.F .D.

Estimation à priori :

Notation i

I On désigne par I I'opérateur de prolongement par 0 dans Q \ Q.

I qui opère de l/ot(o,) dans 1101(O)

Soit u-, le prolongement de u, par 0 dans Q \ O'. On a :

la(û,,  û,) l  2 " l lû" l lT,n
lo(ù,,û,,)l = | [ fir,lS l/[,,rnllû,1r,(o).

JA

Comme

lû" 11,,1o; < cllû' l lr,n

on a finalement

ll4lls;tol < clflPql

où c est une constante indépendante de e.

Par conséquent la suite (4)r>s est bornée dans [Hsl(O)]" indépendamment de e. Quitte à extraire une

sous-suite encore notée (u-r)r;s, on déduit I'existence de u € [Hô(O)]" tel que:

ûe - u dans [r{(O)]" faible.

Dans le but de trouver le problème vérifié par u(À) et le problème en temps correspondant, on introduit

à priori le cadre abstrait d'hypothèses suivantes.
Nous vérifierons ces hypothèses dans un premier temps pour le cas des trous (de taille convenablement choisie)

périodiquement répartis dans tout O et dans un deuxième temps dans Ie cas des trous périodiquement répartis

sur un hyperplan de O.
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[.4 . Hypothèses Hl à H6 :

On supose que les trous sont tels qu'il existe des éléments a''[ et  p; ,  te ls  que VÈ € {1, . . . ,n} ,  on a i t  :

(H1) c.,[ e [f/r(o)]"

(H2) u'* = 0 sur les trous (Ti)iYl

(H3) ,ïo - e* dans [flt(O)]" faible où et est 1" 1rième vecteur de base de IR'"

(H4) pe € [w-r '*(o)]"

(H5) V(u"), t, vérif iant :

(H6)

I)e - u dans [I/t(O)]" faible, oe = 0 sur les trous Qili9-l

et Vp e O(O), on a :

1 - Ô6(a;i y,e ;i @'*)), 9(a r) 1 ) s -,(o),H; (o) + < Itk, 9a )s- r (o),aj (o)

I l  existe une distr ibut ion G€O'(]0,+oo[, [W-t 'oo(O)]n' ;  tul l "  que: G(t)  = t- t (M(À))

où M(À) désigne la matrice définie par ses colonnes (p*)*=t,...,n; À e C Re\> P > 0.

RemarqueI.4.l: L' idée du cadre abstrait d'hypothèses à priori est due à D. Cioranescu et F. Murat [12]
;tt-;Epottrèses (H1) à (H5) que I'on vient d'énoncer sont simplement celles introduites dans [12] pour

I'opérateur Laplacien adaptées à nos équations. L'hypothèse (H6) nous permettra de retrouver le problème

en temps.

RemarqueI.4.2: L'hypothèse (H5) peut être remplacée par I'hypothèse (II5)'plus forte suivante:

- Ôi(a;i6e11(ri)) = tfr,; - ' l '*,r

(H5)',
lt'b - Fk

t ' r '  t t r

7 i=0

avec

et

et

dans

dans

dans

dans

La dernière relation signifie i 1't'r,,u )= 0 Vu e [Ifi(O)]n tel

L'hypothèse (H5) intervient naturellement dans la démonstration

du problème stationnaire .

o
[H-t(O)]" forr

[fl-t(o)]" faible

[r-t(o")]".

q u e  u = 0 s u r l e s $ .

du théorème donnant le problème limite

est satisfaite cela entraînera I'hypothèseDans les exemples que nous étudierons, nous montrerons que (Hb)'

(H5) .

Dans la suite de ce paragraphe, on va démontrer des résultats qui découlent uniquement des hypothèses

( r r1) à (H5).
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Proposition f.4.3 :

Soient (r'*,ttr,)rseSn des fonctions qui vérifrent les hypotàèses (HI)-(Hl). Alors si 1tl = p,p.eo

on a pour chaque I eO(A)

(1.4.1) 1 ppy,P )D,,D=ftgl  a; i6e; i (w'2)en(ui)pdx.

Par conséquent les coefr.cients de M = [pr]tSr<" sont des mesures de Radon, Ia matrice M est
symétrique (pp* = tti) et positive au sens suivant :

(1.4.2) Re < MS,$ )s-r(o),al(o;2 0 Vd € [O(0)]" .

Démonstrat ion:

Dans (H5), on prend o" = c.,rf, alors :

( I .4 .3)  1 -ô1(a;y1e; i@'ù) ,9@i\  )s- r (n) ,Hj (o)-< Fk,aep ) l r - ' (n) ,nâ(n)  Vtp e O(O).

En intégrant par parties le membre de gauche de (I.4.3), on obtient :

1 -ô1,(a;ip,e;i@'*)),g@i)r )n-,(n),r;(ol I  ori ,urr,(ui)em(ui)pdx* [^or1,orr1çr'x)@np)(,ï)d'n'
Jfi Jn

Grâce à (H3)

I a;1y,e;1(u'*)(ône)(u')1dn - 0.
Ja

En utilisant (I.4.3), on obtient (I.4.1).

La propriété de symétrie de M découle de celle des cæfficients o;1'1;.

D'autre part pour tout / € [O(O)]", on a :

r -
< M6,Ô )s,(n),o(o)= < Ltf,,vqap >= Jt3x lnoti,otri(ri)en(dr)vq4rda

-. - car on a aussi < pl,p )D,.D= limrro fna;iy,e;i(w')en(rî)pdc puisque (Ç). vérifie (H3).

On pose Xii = e;1@i)% alors Xit = Xf; et

r  -  î  - :
a;;.__.1 ..a- Re < Mô,ô t= J1g JnRe(a;1nXT1-Xf1)dx 

> B. jtjà 
Jnxif{dæ 2o srâce à (I-3-4).

Enfrn on a ' l [^o,,,orr,(r 'r)en(u'r)pdæl 
< cl,plz,-1o) e€o(o)

rJo

avec c une constante indépendante de e.

Par suite | < pÏ,p )s,,D | < cltplc'.(a) Vp e 9(O).

L'élément pPrest une distribution ( car limite de distribution ) d'ordre 0

c'est donc une mesure de Radon (cf [+Z]).
c.Q.F.D.

On démontre maintenant la " quasi-unicité " des fonctions c.r[ et pÈ associées à la famille de trous
z  r n ( e )

\ri),=, 
et vérif iant les hypothèses (lI1) à (II5). J
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Proposition I.4.4 :

pour une même suite de trous t(f,i)T9/]"t0, on suppose qu'il existe deux groupes de

fonctions (u'*,ttùi=y (u'y',/n)l=t qui vérifient les hypothèses (H1)-(H5) , alors on a:

(1.4.4) P'* = Fk O

(1.4.5) e;i@'r - a;[ ') --- ' 0 dans L?."(O) fort i, i  = 1,2,3.

Démonstrat ion:

En combinant les hypothèses (H5) pour les deux groupes de fonction" (r'r, ttr) et (uf,' ,lt'x) on obtient :

(ro,,ovérif iant i oe - u dans [f lt(O)]" faible; oe = 0 sur les trous("j)]!]

I
(I.4.6) 

{ 
et pour tout .P eD(A)' on a :

I
I a -Ao(ori tneii(u'n - r'k)),g(ar)1 )p-,(o),rrà(o)+1 lt* - lt 'h,9' )s-r1n),rlor(o) '

Dans (I.4.6), on prend u, =Q - 
"f,. 

O" obtient :

(1.4.7) 1 -01,(a;i11,€ii(u'k - r'k')),qæm ;- Q'

On intègre par partie le membre gauche de (I'4.7)' il vient que :

1 -

J na;i 
ne ;i (u'r - ri' )en(ç@'u - u'u' ))da - 0.

On déduit que :

(1.4.8) 
Ino, , ,nr , , ( r i -u i ' )e6(ÇQ)edr-0 

Vp€o(O) '

Donc

(r.4.e) le ('i - ui')lçgay - o v'I( comPact c o'

Pour vérifier (I.4.4), on choisit maintenant dans (I'4.6), ue =u€p. On a:

(f .+.f01 1 -ô1,(a;i11,e;i@'n - w'o')),g@i\ )+( Fh - lt '*,4ep ) Vrp e O(O)'

On intègre par pa"rtie le membre gauche de (I.4'10)' alors :

I

I a;i16e;i(ui - ul,')en(pu')a, -a 2tr - F'*,qep ) -
JA

Commeg est à support compact, à I 'aide de (I.4.9), on a :

c .Q .F .D
d'oùr ( I .4.4).

1 tt* - l! '1r,pep )= Q Vg € 0(O),
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Remarque 1.4.5 : Vérifions (I.4.9) plus en détail.

(I.4.9) le(ri - wf,')lpçq - 0 VK compact C O,

preuae: Soit K un compact C O .

Soit  6 > 0 tel  que K6 = K+B(0,36) c O.

Alors il existe 96 € 9(O) tel que :

( r t =1  su r  K+E(0 ,6 )

\ r t  
=0  su r  O \ ( / (+B ' (0 ,36 ) )

t  019611 .

Il suffit de prendre ( cf [21] ) : çe = (Ix+n(o,zt1+rl,ù I 
|ur,ull(x)dn

,tu(,): fiVfit
1 I

,b(r)  = l  ' -  1-m Pour l l ' l l  < r

I o pour ll,ll 2 1.

Posons fe = a;jrn€;i@i - ui)e11,@F;il.

Nous avons r r î f
l f ,w=11,w+l  1 ,%* l  f ' ça

JQ JR  JK6 \K  JO \KE

= [n* [  reet
J  K  JK6 \K

c a r  g t = L  s u r  K  e t  9 o = 0  s u r  O \ K o .

D'après (I.4.8) f'*l f"et = 0.

r
* Montrons que r li"I / frgt = 0.

o_u./K6\K

O n a

t î  r  I  I
I  I  1 ,p t l3  I  l t , l=  /  l / . l r , i r l  car  oSpo <  1
I  JK6\K I  Jr(6\K JA

. l f"16,1rl < l/.1 € rt(o).

'  . f r l r r \ r . _ 0  P ' P  æ € o  q u a n d  6 - 0

e n e f f e t ,  s o i t c € O

- s i  x € K  . f .  l r r \ r = 0

- s i  r ç K  p o s o n s P - d ( x , l i )  t i > 0 .
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n
Soi t  6<  

!  
a lo rs  x  Ç I {+ .8 - (0 ,36)  =K6 cars inon s= lc*z  avec  ke I {  e t l z l336

on aura  a lo rs  0  =  d (æ,K)  =  in f  d (E,k )  < l r -  k l= lz l<36

soit B S 36 ce qui contredit O . 
{.

Donc pour u . t 
= !P#; .f,lr,\r = o

et donc / ' 1 r r \ r - 0  P . P c € O  q u a n d  ô - 0 .

D'après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on a :

* Conclusion :

fnlf,r*,r*l 
-_o quand 6 ---*0.

* Nlontrons que t !nl.-f, 
= 0.

S o i t 4 > 0

InlrV"lr,\rl = 0 alors 3 6,(e) tel que ' 
I*,"r*lt,l 

t I

!r\l;,rr"r€) = 0 alors leo tel que € 1€o ll;,rr""r,rl.;.

comme 
l*r, 

= 
l*r,oo"ur= l;,ro"ur- f *o"r*r,ro"r,t 

puisque ea"1,1= 1 sur Ii,

pour € I  €"

I L,,l = ll r,vo"1al*l Io,"r*t,vo"1al
t I |hvu1,1l * | *,"r*lr"l
sT*T= ''

Donc 
va > o 3eo rel que y e < eo l l-r,l. r.

Ceci signifie que :

I i m  /  f . = 0 .
e - o  J  ç ' -

otlf e ((or[ - ui)llp61 = *" 
I*a;i6e;i(wêp 

- ri'1en(ffi)a, = n" 
l*f,

c.Q.r ' .D.

d'oir

l e ( r ' * -u l , t ) l ; r1a1 -Q quand e-0 .
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I.5 . Passage à la limite :

Théorème I.5.1 : Soit u, I'unique solution du système suivant :

(r s s) {i;:::: -;;(:,jii,'i'Jli, !- },nu" i-" o. i = ,, ,n
On se place sous les hypothèses (H1) à (H5). Alors

û. - u dans [Ilot(o)]" faible,

où u est I'unique solution du système homogénéisé :

tr E 1\ | I)our", u e [Aol(O)]n tel que :
\ r ' Ù ' t )  

I À ' p o , r r - ô i ( a ; i y r e 1 6 ( " ) ) + p ; . u = 1 ;  d a n s  O  i = t , " ' , n '

Démonstrat'i.on :

Pour passer à la limite, nous allons utiliser la méthode de l'énérgie, introduite par L.Tartar [37] [a6].
La méthode consiste à introduire dans la formulation variationnelle des fonctions tests particulières, à savoir

dans notre cas les fonctions c.r[ définies par les hypothèses (H1) à (H5).

D'aprés ( I .3 .1) ,  on a :

t  \ 2pou ,ud ' x *  [  a ; i ne11 , (u , )e ; i@)d r=  [  f oa ,  v?€ [H01(o " ) ] " '
Jn. Jn. J{r,

Soit 9 € O(O) alors gofi le. € [Hôl(O")]" donc :

( t .5 .2)  [^ '1" r , * iax+[a; iv ,ev, (û, , )e ; iku 'x)dæ= [ fv , ' rd ,
J n  

-  
J a -  J n

ou encore

1  ^  I  l -  -
(L5.3) 

Jn\z o'û'4u'rd, + 
Jna;i1p6(û,,) ,l(a;ù@ili + @1Q@);ldx +

* < -06(a; ime;1@i)),p(t , )r ,  -  [  a;16e11,(ul ,)(ônç)Gt,)dx = [-  f* ' ror-
Jn Jo

Passons à la limite dans l'égalité (I.5.3). On a :

ûe - u dans [//t(o)]" faible

u"* - er, dans lrrt(o)]" faible.

L'injection de At(O) dans.D2(O) étant compacte, après extraction d'une sous suite on a:

û" - u dans [r'(O)]" fort

wf, - ei dans [r'(O)]" fort.

On a alors :

[ \" p.t,wu'1,d,x - [ \ 'p"u."r4d" = [ \2 pou1,4dx
J a - J a J a
î  1 -  Î  1 -

. l_o,,,or,o@)it(ô;eXri)i +@ifl@);Jdx - 
lnori,ur,o(u)|l(A;ù6:" 

*(ôip)6x;ldx
J a .

.  a  -An(a; ine;1(wl , ) ) ,9(û, \  )u- t ,Hà+1 Fk,9u )s- t ,11r

î. 
Jna;ime;6(4,[)(ôr,rXîr,)fix 

- 0

1 t î
. I tçr'rax- I fgerdx= 1, Î*vdx'

Jn Jo rtr
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D'où
r  ^  f  1 - . ^  |

JnÀzo.urvdr*  Jna; i6e21(u) ) l (A ;ù64 
+(ô1$6e; ldx*  1 t t * ,7u)s - r ,11 t=  

ln fxVdr .

En utilisant le résultat suivant ( cf [2] )

pk elw-r,@(Q)]" ;  u € [HÉ(o)]n I  p.1.u € I / -r(o) et  1 t t r .u,9 )a- ' ,nà=1 t tx,u9 )n-, ,Hà

et l'égalité

1 1  r

Jnori ,ut ,o(u) ) l@rù601 
+ @1$6çld, = 

Jna;1,y,ep,(u)Ô;pdæ, 
=1 -ô;(aa1pp,(")) ,ç )11- ' ,1rà,

on obtient :

(r.5.4)
r  ^  . .  t
Jn\zO"urgdr* 

1-ô;(a*tnen(u)),9 >H-t,Hà * 1 1t1,.u,9 r--  
Jnfx?dx,

Re, \>É>0

ce qui montre que u est solution de (I.5.1).

Reste à vérifier I'unicité de la solution de (I.5.f ).

Une formulation variationnelle associée à (I.5.1) est :

Itouver 
u € [f lJ(O)]' tel que :

(I '5'5) 
\ In^'r",rdx 

* 
fna;1nen(u)e;1(t)d'x* 

I Mu,t >= 
lnroa'

vu € [r{ôr(c2)]".

Grâce aux propriétés des coefficients o;i11 (lemme (I.3.2)), on a :

(r.s.6) o4lr\p"lulzdx + 
l*ryr,1,(u)e;1(a)dx* * . Mu,û >) > Êp' lnlul'0, 

* o. 
lnle(u)l2dx.

d'où la  coerc iv i té  de I 'opérateur  (À2pol  -ô i (a; i6e11(. ) )+ l ; )  e t  donc I 'ex is tence et  I 'un ic i té  de la  solut ion

<.lc (I.5.1). D'autre part de l 'unicité de Ia solution de (I.5.1), toutes les sous suites convergentes de (û.)';,s

convergent vers la même limite. C'est donc toute la suite qui converge'

c .Q .F .D .

Définit ion 1.5.2: On définit I 'espace de Hilbert suivant (cf Annexe A):

I4l"tHô(o)l= {t, e L2(0,T,tr{0(o)1") ; u' e L2(0,T,tnot(o)1") , #,

où ces t  dé f in i  pa t  t  
a  cu ,a>=c(u ,a)  vu ,u  € [ r ' (o ) ] " .

Théorème L5.3 : Sous les hypothèses (H1) - (H6), on a:

Q.5.7) iI existe U e O'(10,+oo[, [H[(0)]") tel que : u(\)= L(U)

(I 5 8) Û, - u aans Û"lu[lo)] faible

(1.5.9) la distribution U est I'unique solution du problème :
(  Ô2u;  ̂  , , , \
| nffi = 7io;i(U) - (G * U\; * F; dans o
) arr' f  U(" ,0)=0;  f r (x ,O)=0 dansO
I
I  U(" , t ;  =  0 sur  ôo.

L2(o,T,tr/-t (o)1"))

i  =  1 , . . . , n
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Remarque 1.5.4: Initialement le problème était du type élasticité à mémoire courte (cf [25] ), c'est à

dire l-ilt des contraintes ne dépend que de la déformation à l'instant t et aux instants immédiatement
précédents. Après homogénéisation nous avons obtenu un problème d'élasticité à mémoire longue, c'est à

dire I'état des contraintes à I'insta^nt t dépend de la déformation à I'instant t et aussi des déformations aux

instants antérieurs à t.

Pour démontrer le théorème, nous aurons besoin des deux résultats suivants démontrés dans

R. Dautray - J.L. t ions [23].

Théorème I.5.5 : Soit X un espace de Banach de norme l]x.
(Jne condition nécéssaire et suffisante pour que Ia fonction p - F(p) défrnie dans C à valeurs dans X ,
soit la transformée de Laplace d'une distribution f € O'(10, *oo[, X) avec supp f C [4, *oo[ est que F soit

holomorphe dans un demi.plan J€,,*oo[xlR à va]eurs dans X et vérifie :

l r (p) lx < e-€"Pot( lp l ) ,  p-  e+i \ ,  € )€o,

où Pol(lpl) est un polynôme de Ia variable lpl.

? € I R

i  =  I r . . . r n ,

:  u (À )  - L (U )ReÀ>P>0 .

Lemme I.5.6 : SoitY et Z deux espaces de Banach. O un ouvert de C'. On suppose

a) p'- l(p) holomorphe de 0 C C - t(y, Z)

à) I-t (p) existe pour tout p = ( * i\, p e O.

Alors p '- I-l(p) est holomorphe de O -"'+ L(y, Z).

Démonstration du théorème 1.5.3 : Elle se fera à partir des lemmes ci-dessous (cf [a1] ) :

Lemme I.5.7 ; La solution du problème (1.5.1)

(r.5.r)

est Ia tuansformée de Laplace d'une distribution U € O'(]0, +oo[, [I/01(O)")

Démonstrat ion:

Le problème (I.5.1) est équivalent à :

! 
I)oru", u" € [fl01(o)]" tel que :

[ À'po,rr - ôi(a;i16e1L(")) + p;.u = f; dans O

/ touuer u € [I/ô1(O)]" tel que :

I (a + M)u - / dans U/-1(0)lu
( I .5 .10)

où

( r . 5 .11 ) (Au); = \ 'pou, - ôi@;ip,e6(u)) Re\> Ê > 0.

L'appl icar ion qui  à À e {EeÀ > p}  associe (A+ M)(^\  € f ( [Hol (O)]" , [ / f - t (O)]" )  est  holomorphe car  r l (À)

cst un polynôme en À et À '..- M(À) est holomorphe grâce à (H6) et au théorème I.5.5.
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De plus d'après le théorème I.5.1,I'opérateur (,4+MXÀ) est inversible pour tout ) € C tel que {,ReÀ > B}
donc, grâce au lemme I.5.6, on a:

(I.5.12) À r- (,4 + M)-1(À) est holomorphe sur {ReÀ > B}.

D'autre part, on a I'estimaion suivante :

(r .5.13) {  
t l te+M)-r(}) l lqtH-r(o) ln ' tnÈ1n11';  (  c

I or) c est une constante indépendante de À.

En effet : soit u € [H-l(O)]", 3! u e [Ilor(O)]" tel que a = (A* M)u.

En utilisant I'inégalité de Korn dans I'inégalité (I.5.6), on a

rll, l l?r;rnl 1 Re1 f t, * M)u,û )
1 ,  1 .

= 
N l  

<  (A+ M)u ,û)a- , ,Hà |  =  
hT l  

1u ,û  ) r - ' ,n ;  I
1

S frl l , l la-' l l" l l lrôror

où 7 est une constante indépendante de À.

Donc l lul ln;rol < fr l lr l l"- ' .

l l a i scomme l ) l  2ÂeÀ >P>O -  
f r  

S  
I  

e t  u= (A*M) - ru ,  ondédu i t l ' i néga l i t é :

l l(A + M)- Lullal ls-, 
1çy1^,tnà (o)" ) < cl lul ls-,

où c est une constante indépendante de À d'où (L5.13).

Maintenant pour conclure il suffit de voir que :

[ / est holomorphe sur C( I '5 '14) 
l i t r t^ l t t " - '<c l l (À) lz ' rnvscPol( lÀl )

(car f est la transformée de Laplace de F € tr'(0, +- ; [r2(O)]"))

et

( L 5 . 1 5 )  u = ( A +  M ) - ' f  .

D'oir Ie lemme .

c .Q.F .D.

Lemme I.5.8 : La distribution U eD'00,+oo[, [H](O)]") du lemme 1.5.7 est solution de I'équation

( 1 . 5 . 1 6 )  , ' # = ô 1 a ; 1 ( J ) - ( G * U ) ; * F ;  d a n s  O  i = 1 , . . . , n .

27



Démonstrat i ,on:

Il suffit d'écrire : u = L(U), l,u = t'1ff1, \2u = q#1, Mu = L(G)L(U) = L(G * (J).

O n a :  I  I  r

Jn\2 
e "u.od, 

* 
Jna;iy1e111(u)e;1(o)dc+ 

1 Mu,î >= 
Jnfta, 

V? € [Hô(O)]"

soit
î  dzl dîf

I  qp,#lu + a(L(u),a) +u(t"(fr),,)+ < L(G + u),u )=( L(F),v >
Jn

d'où 
Azrt.

< r'b,# - ôio;1(J) + (G * tl); - Fi),a )s-t,nà= 0 V?' € [Hor(O)]"'

La transformée de Laplace inverse est unique d'où (I.5.16) .

c.Q.F.D.

Lemme I.5.9 :

(r.5.17) Û, - [J'* dans L*(0,T; [r10t(o)]") faible * vr > 0

(I.5.IS) it, - u* = L(U.) dans [ffô(Q)]" faible pour Re\ > P > 0.

Démonstrat ion:

Nous avons montré au $ I.2

( V, est bornée dans tr-(0,+oo; [H01(Or)]")
(l '2'2) 

[ rz; 
"rt 

bornée dans .t-(o,+oo; [r2(o")]")

o i r  l , r ,_e-g t (J ,  p>0.

Donc Û, est bornée dans ,-(0,+oo; [flôl(O)]").

,-(0, +oo ; [ni(o)]") = (r1(0, +oo ; [r/-1(o)]"))

La boule unité de r-(0,+oo; [Hj(O)]") "r! 
compacte pour la topologie faible * (cf [9] ), donc après

extraction d'une sous suite près notée encore V"

(I.5.19) i, - v* dans tr-(o,+oo ; [r/ô(OIJ") faible + .

so i t  c . re  [ I1 -1(a) ] "  e r  Àe C te lque . t?eÀ>0.A lors  e - \ tue .Lr (O,+oo;  [ f l - t (o ) ] " ) .

Donc

< tr , . -^ ' ,  )r-(0,+- ;  [Hl(O)]") , I t (0,+oo ;  [ f i - r(o)]n)+( V'  ,e-^tu >r-(0,+æ ; [Hj(O)]") ,zr(0,+oo ;  [ I r-r(o)]") ,

.  
Io**  

'< t , , " -^ ' , ) rà ,n- ,  -  
lo**  

<v ' ,e-^ tw)nà,n- ,

.  a  
lo**  

û , " -^ ' , , )n t r ,u- , -a  
lo**  

v 'e-^ t ,u)uà,a- ,

.  1  ù c , @  )  n à , a - r - 1  ù * t u )  ) a à , a - ,  V k ,  €  [ ^ É I - l ( O ) ] "

soit
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donc

(I.5.20) ûe - a* dans [IIô(O)]" faible pour .ReÀ > 0 .

Il en résulte que : û, - u* dans [Hot(O)]" faible pour ReÀ > B .

où (J* -  sqty* et u* -  L(U*) .

En effet : soit À e C tel que rteÀ > B

Mais (I.5.20) entraine

i, (À - Ê) - ,. (^ - Ê) dans [H't (O)]" faible pour ReÀ > B

d'oir  ( t .5.18).

La convergence (I.5.17) est une conséquence de (I.5.19).

r*æû,(À) = I Û,"-^'
J o

e*oo

= I i/"s-(t-o)t
Jo

= û,(^ _ p).

c.Q.F.D

R.emarque 1.5.10 : Au cours de la démonstration du lemme I.5.9, nous avons vu que les convergences
(I.5.17) et (I.5.i8) étaient à une sous-suite près. Au fait grâce au lemme ci-dessous, ce sont toute les suites
tlui convergent.

Lcrruue I.5.11 :

La limite de Û, Iorsque e tend vers zéro est unique.

Donc U* = U.

Démonstration :

Supposons que Yr et LIz soient deux limites de Û" lorsque e tend vers zéro. D'après (I.5.lS) u1(À) et
u2(À) sont deux limites de û. qui satisfont les équations

(I.5.1) { 
touver -t, € [r/01(o)]' tel que :

\  À 'pou,  -  0 i (a;1p,e11(") )  + H; .u = l i  dans O i .  = I ,  . . . ,n  .

Mais (I.5.1) admet une unique solution, alors : u1(À) = u2(À) pour Re\ > B.

De la propriété d'unicité de la transformée de Laplace, on déduit que [ - Uz .

c.Q.F.D.

LemmeI .5 .12 :

(1.5.21) Û, - U rtans ry"tHJ(Q)l faib]e

ta

(r.5.22) U ( 0 )  = 0 ;  U ' ( 0 ) = 0  d a n s  f ) .



Démonstration:

Des estimations sur LI, obtenues dans le théorème I.1.2, on déduit que lat"it" (U")"ro est bornée

aans É"[ro(o)]

donc
Û, - V dans lY"tllô(o)l faible.

Comme W"1n61A11-'C1([0,?], [r'(Q)]'),

en pa^rticulie" fr.lHrt(o)] ,- Læ(0,T; [r2(o)]'),

donc Û, -V dans tr-(0,"; [I2(O)]") faible

et Û, -V dans ,-(0, T; lL2(A)1") faible *.

Mais Û, - u dans L*(O,T; [I2(O)]") faible *.

Donc : V = U car Ia topologie faible* est séparée. D'où (I.5.21).

Pour vérifier les conditions initiales (I.5.22), on introduit I'application / suivante:

f  I  ct(o,T], [r '(o)]") + IR
V t-<U(0), Y(0) > + < U'(0), Y'(0) >

où ( ., . > est le produit scalaire dans [.12(O)]" .

Il est facile de voir que / est un élément de (Cl([0,?],[r'(O)]"))'par conséquent

1 f , Û , ) + (  f , l l >

car 
û, - u dans cr([0,T], [r'(o)J") faible.

(f,fr.ta;tolt s'injecte continuement dans Ct([0,4, [r'(o)]") et Ù, - U dans %tHâ(Ç))lfaible.)

tr{ais (  f  ,Û,}  = 0 et < l ,U >= l l t / (0) l l?.1ey+l lU'(0) l l?, f ' l  d 'où le résultat .

c.Q.F.D

Lemme I.5.13 :

Le système

(r.5.e)
l r"# = oio;i(D- (G * u); r F;

1u,',0) 
=0, X@,0)=o

(  U(æ,1)  = 0

tion (I € t7"[nor(o)].

d a n s O  i = I , . . . , n

dans O

sur ôO

admet une unique solu

Démonstrat ion:

L'existence est donnée par les lemmes (I.5.7) (I.5.8) (I.5.9) (l '5.11) et (I.5.12).
L'unicité est vérifiée de la même manière qu'au lemme (I.5.11).

c.Q.F.D.

Les lemmes (I.5.7),... , (I.5.13) démontrent le théorème I.5.3.
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I.6 . Correcteur pour le déplacement : -

Un correcteur pour le déplacement est un terme que I'on additionne à û, pour obtenir une convergence

forte vers u.
Nous suivons ici les idées de [2] dans le cas des équations de Stokes.

Avant d'énnoncer le théorème donnant le terme correcteur on démontre le lemme ci-dessous :

Lemme f.6.1 : Soit ë = (ë*)i=, € [O(O)]". On considère Ia suite (Â,),>o défrnie par :

(1.6.1)  A '= [  a ; iu1€,u1(û,s-W,ô)e;1( f f i$)ax
J f i

où W, est Ia matrice carrée formée des vecteurs colonnes (r'ùi=, , u, est Ia solution du problème (1.3.3).
Alors :

(t.6.2) }5A, 
= 

fnorlnen(u- 
Q)e;1@- $)dæ* < M(u- ô),@-6) > vd € [o(o)]".

Démonstrat ion:

On développe I'expression de A" . On obtient :

r _  1  -
L, = 

J na;1 
p.e11(û,) e ;1 (it ')d,x * 

J na;i 
rne m(W, ô) e ;1 (W, $)dæ-

- [ o;16en(û,) e;i(W)d" - 
[ a;iu"eil1(Ws$) e;1(Ç)dx.

Ja  JN

Nous avons les égalités suivantes :

e;i(W,ë) = ea($Pi)

= 
|(a,Aolr't )i + ôiôr(ri),) + ôxe;i(u'x).

On fait des intégrations par parties. On obtient :

f - Î. 
J naii 

me n(W, ë) e ; i (W, g)d,r -- 
J nort,or 

tn(u'r,) e ;i @'*)ô pô *dx +

+ 
fno;inemt,;l [ït ô;E@î)i + a1a+(Q;)]ooa, +

+ 
lna;1ne;it@ []t ô1go(éo)n + ônôp(u'o)tll7i..a" +

* I l,o,1,o(a,601,ï)n 
+ ônôp(,;),) (aa;(4)i + aia+(d),)a,

i -  t _

J na;i 
t n e t n(û,) e ;i (W)ax = < - ùila i i the i i (;')), ô h( û" )r, > - 

J nor 
t, u r r t(r|)ôr$r ( a. h +

1 ,  I  / ^ - -  - - - . \
* ; J*a;i6€6(ûs) 

(Ardr(c.,i)i + ïiô*@)i)dx

f - f
. 

Jnori,oan(W,ô) 
e;1(Ç)h =< -ôi(a;itnen@'*)),(ît");ôx , - 

lna;i6e1{ui)Ôiô*Gr,); 
*

I  f  - . / -  ^  - . \ .
* ; Jra;i26e1,(ûs) (Ardr(c.,i)i + 015llwi);)dx.
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L'expression de A, devient :

o, = 
I na; i 1 11 e 6 (û,) e ; i (E) rla * 

f na 
; 1 n e t n (wi) e ; 1 (1f) ô p6 dx +

* lna;1net t";l []t ô;il(Qi + ôiz+(G);)fo,a,+

* | na;1 ne ;t A llf ô1 go@i) n + 0 nô;-'r) t )lTr a, +

* i lro,i,u(a,601,;)n * 0nér(u;1,) (aat,î) 1 + a16(æo),)a, -

- < - ô {a ; i n e ; i (.Q),fi( û" ) r, > + 
f no 

; i m e ; i (w-fl ô 1[1, @ ) 1, a x -

1  f  -  /  - -  - -  \- 
; J"a;imem(E) (Adr(aili + ai6@il;)d'-

- < - Ô i @, i n e n(u'*)), (îù rÔ r, * 
I ra; i 

1 1, e 1 1,(ui) Ô i é n(i l) ; dæ -

- 
i |a;i 

nen(E) (a,ô r{,i)i + ô1 Qv@i);) dx.

Maintenant, on passe à la limite dans chacun des termes de I'expression de A. et dans le même ordre.

i) D'après (I.3.1), on a :

In^' o"rr,r' 0, * Ina;iy,ey,(û6)e;i(E)dx 
= 

tntÇa, 
- 

lnTxar.

D'après (I '5'5) 

lnrro, 
= 

f nx, 
o"lu12dr + 

f na;ltnern(u)e;1@)dx+ 
< Mu,û >

comme

alors

D'oir

û, - u dans [r'(O)]" fort

In^' r"rr"r' du - lnx2 n,luP aa.

I no;i 
nen(a)e ;i (î)dr - 

I ra;i 
p1e 6(u)e ;i (û) dE+ 1 M u,û, > . (1 )

(2)

ii) Nous avons établis dans la démonstration de la proposition I.4.3 :

iii) L'hypothèse (H3) et le théorème de Rellich entraînent :

Ino,,,nr,o(,'Sllf a'AOly; + ô1a+(4),)lôoa, -o (s)

lno,,,ur,,rn)lf,ta,e.rf,;ln * ôngo(ui),)fTrar-o (4)

I In",,,o(u,40(wl)n 
+ ônôp(u")t) (aat{l i + aiil(4),)a' - 

Ino,,,or,o(é)e;i($)dx. 
(5)



ir) On a aussi :

1-ô1(a;i16e1(; i l) ,6@t")r. )-< pr,u6 >=< Mu,6 ), (6)

en effet dans (I.3.1), on prend ,t =Qw'r p € O(O) alors :

lnxz e.a,,cFra, * 
Ina;iy.ey,(û,)ei1(p6')do 

= 
lnf *=ia"

soit après intégration par parties :

1  ^  f  . 1 _ _

Jn)Én"a"gujar* Jna;i1pp,(ît"):r@;p(iï)i 
+ ô1e@fl;)* < -ô1,(o;itheii(;e)),ç(û,\)u-,,Hà -

Î - f -- 
Jna;ine;i@)0nv@,),= Jnf euidx

à la limite, on obtient :

r  ^  I  . ._  |
JnÀz 

p"u."ne * 
Jraxinetn(u)ôiç 

+ Jgx 1 -ô1(a;ypdi(tl)), çfi,\ )n-,,Hà = 
Jnf ven

or r f ^ r

JnfV"o 
-  

Jn^' r"u."rp+ Jnapypl l (u)ôiq+ 
< pk'7u)u-, ,Hà

d'oir
1 -ô1(a411ecj (ô- ; ) ) '  9(û, )n )+(  Fk,uP )  .

u) Par des arguments analogues aux précédents, on a les limites suivantes :

î

Jno,t ,or, t (r î )ôf tr(û,)ndx 
-  0 (7)

L  î  . - , , / ^ - . - . .  - - . - . \  f  .

i Jnoti,ur,o(û')(Ad;(tt)1 
+ Aifi@');)d'a -* 

Jna4nen(u)eu@) 
(8)

1-ôi(a;y11err,(r[)), (ùrÔo )+( ttr,ûÔ* >--< Md,Ô > (9)

r
Jno,i,or,o(rilAiôk(T)ic 

- 0 (10)

I  I  . - . / ^
z fno,i,u,,u(E)(aror{'i)i 

+ ôiô*(wi);)dx - 
Ira;i11,e11,(r')e;i(Q)' 

(11)

De (1) à (11), on déduit que:

J,jà4" 
= 

Inor,,ur,o(u)e;i$i)dt+1Mu,d> 
+ < Mô,ô, * 

lna;i16e11,($)e;i(6)dr-

- 1Mu,$, - 
Inoo,,6ey,(u)e;1($)- 

< ME,ô> - 
lrori ,ue,ula)e;i(d).

Comme M est symétrique on déduit (L6.2). 
C.e.F.D.
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Théorème f.6.2 :

On se place sous les hypothèses (Hl) à (H5). Le déplacement u, du problème (1.3.3) véfifre :

(L6.3) ite = Weu * r '

oùW, estlamatrice canéeformée desvecteurs colonnes (r[)Ë=r , u est Ia so]ution du problème

homogénéisé (1.5.1) et r" est tel que :

(1.6.4) re + 0 dans [Wot'o(O)]" fort

a v e c  C - J -  s i  n 2 3  e t  1 ( q ( 2  s i  n = 2 .
n - I

Démonstrat ion:

Pour démontrer le théorème, nous allons reprendre ce qui a été fait par Allaire (cf [Z] ) pour notre cas.

Soit f > 0, u € [I4(O)]" - @@]l; alors ]/E e [o(o)]" tel que :

ll" - de llr;r',) < €.

D'après (I.6.2)

n _ 1  -

l i m  I  a ; i 1 p r n ( ù , - W , 6 ù e ; i ( û , - W , S ) d x -  I  a ; j n e n ( u - Q s ) e ; 1 @ - $ ) d ' x + < M ( u - Ô ù , @ - Ô ù >
e-u  Jn  Ja

Comme : R" I o;imem(ù, - W,éc,)e;i(î,=Wft)dx 2 B.le(i, -W,Sç)121,p1
J O

er û, - w,ë€ € [r/ô(o)]"

alors d'après les inégalités de Korn et de Poincaré on a :

lV(4 - W,Qç)121.1s1 1 c Re [^ o;i6ey,(t 
" 

- W,Ôe) e;1(@)dx
J A

où c est une constante indépendante de { et de e. Donc

JirÀ lV(4 - W,ôe)l'r."(n) S c J,:à Æ, 
f na;1men(ir, 

- W,ôe,) e;11@1a,
r 1  ' t

= c Rel 
Jn"rt,or,o{u 

- Q)e;i(u - 6r)dx+ < M(u - ôù,(u - de) > I

< , (F{" - ôe)l'""<n)+ llMllw-,,-rnlll lu - tr' ';; '", ',1n1).

Il est facile de voir que :

l l l,, - delrll l|/",,,(n) = 
/ tott" - ô€lr)l

1 _

/  tvt" -6ù.f4) + ("-dr).v(æ;)l

< 2lu - {61;,1eylV(u - dc)lz,tnt

S 2clV(u - ôù12t"@t

oir c est la constante de Poincaré,

34



donc

J$ lv(4 - w,ôùlï"(o; ( c (r +2"11u11*-,,-r'))ll, - dcll?r;rnr
1 " Ê '

par conséquent :

i l  existe eo(€) > 0 tel que e < eo on a: l lû, - I,Z,de l laâ(o) S c€.

Maintenant. on écrit :

S o i t g ( 2 , o n a :

O n  a :

alors

û, - W,u - îi, - W,ôe * W,(ôe - u).

lû, - W,ul*o','(o) ( lît" - W,ôtlw;,"qo; * lW,(ée - u)lq7o',o1o;.

/ /ot(O) - .  W;n(q Vq <2

l î t ,  -W,ul*y"(n) < cl l t ,  -W,ôellnË31l + lW,(ôe - u)ls,o',o1n;

S  4  + lW, (Ôe -u ) lwo ' , ' 1o ;

Pour avoir le théorème il suffit de majorer lW,(ôe - u)lwo',o1oy par c(.

Est imat ionde lW,($ç -  u) lyyr ,o1q:

Si.n23: I/t(O) + L2nln-z(Q) avec injection continue,

donc lw,(ôe - u)l6zo',01o; = lV(W,(6e - u))lz"tol

= lYW,.(68 - u) + W,.Y(ôe - u)lz,o(n)

< lVW".(ôe - u)l;e1o) + lW,.V(ée - u)l;"1n)

< lVW,ly".5,llde - ul7,"r"-,1a1 * lW,lp"1"-.1nylV(de - u)1z,,1o;

1  1  I  n - I  r tavec  q=r *T=  n  +  e= f ,71
n - . 2

alors lW,(ôe - u)16,o,,"1o; 5 "( l lO, 
-  ul lnâtnt + lw)s,fnl l lde -  , l lo;r9r)

< c (
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Si n = 2 : H 1(0) '* Ir(O) Vp fini avec inclusion continue .

lW,(ôe - u)lwo', '1o; SlYW,.(ôe - u)[, '(o) +lW,.V(ëe - u)lzo(n)

S lvw"lu<qlôe - ulp6) * lw,llogl lv(dc - u)l;,1o;

avec 
i= i . i  

p f in i  -  q<2

par conséquent lwr(ôe - u)ls,o',o1n; ( {.

Nous avons donc montré que :

V€ > 0, 3es > 0 tel  que € 1 €oa lù,  -W,uly;nçn; S c€

(  q=4  s i  n )3
avec  {  

' -  t

I  t <q<z  s i  n=2

c'est à dire re + o dans [tYot'o(o)]" fort.

Remarque 1.6.3: On peut vérif ier (cf [Z]) que si on ajoute aux hypothèses du théorème I.6.1
la condition ( de régularité pour u ) suivante :

(  ue lwl ' " (o)nr - (o)1"  s i  n  )  3
(r.6.5) {

l .  ue ïw : ' z+o (o ) l 2s i  n=2e tg )o

alors îe + 0 dans [Hot(O)]" fort.

Remarque 1.6.4:

Le terme correcteur du déplacement est (.Id - Wr)u car :

(û, - u) * 6 dans [I/ô(O)]" faible

et

[û" - u + (Id- W,)u] -0 dans [tyot'n(O)]" fort.

c.Q.F.D.

36



[.7 . Dstimation d'erreur :

Dans ce paragraphe, on va obtenir une majoration de llr'lls;1çy. Elle ne nous donnera que peu de

renseignement vu sa forme abstraite mais lorsqu'on explicitera les fonctions c,.r[,pr qui vérifient (Hl) - (H5),

o1 u".ru. qu'elle est de I'ordre de eo(') oùr a(n) est une fonction de æ (dimension de I'espace).

On suppose que la solution du problème homogénéisé (I.5.1) est suffisament régulière, ici u € [W''-(O)]"
et on suppose que l'hypothèse (H5)' est vérifiée c'est à dire :

( - ôi@;16err,(ri)) = t4,,; - t'r,; dans o
I(H5)', {î' ::-:: ,:îJ 'li'3,]1, 'Ï1"
[ ", 

't"x = o dans [rr-t(o')]"'

On adapte ici le iravail de [2] .

Proposition I.7.1 :

On se place sous les hypothèses (H1) - (Hîy. On suppose que Ia solution u de (1.5.1) vérifre :

( r . 7 . 1 \  u  e l w z ' , * ( Q ) | .

Soit te = ûe - Wru.

O n  a :

(1.7.2) [Vr, l ; ,1oy I cl lul ls,",*tol( lra -W,lp152'1 + l lM, - Mllu-,o) + l lvlv, l la-,rnl )

où c ne dépend que de O et pas de e, ni de u et M, est Ia matrice formée des vecteurs colonnes (p'ùi=r.

Démonstrat ion:

Posons À! = -ôi(c;iureur(r,)).

On va calculer de 2 façons différentes le produit de dualité ( Àr,F, >H-1,rro!(o).
Tout d'abord on a :

( I .7.3) (  À,,F" ,= [  a; iv levs(r6)e; iQ)dn.
J N

D'autre part, on développe À' :

(t.7.4) \ ' , = -Ô1(a;irr,err,(Û,)) * ôi(a;ine1^(ri))"t ! a;i6ôiupe,o(r[)

*ô i (a; iy ,ô1q ( r i  -  urh)  *  ô i (a;ynem(u)) .

Or (f/5)' - -Ôi(a;inen(ri)) = tû,; - 'Y'*,; dans O

(1.5.1)  
.1 ' \zpou;  

-  ô i (a; i1 , r11,(" ) )  + F; .u = 1;  dans O

et si on définit 4" e [//-1(O)]" ptt

( t .7 .5)  q l  -  \2  poù, ;  -  0 i (a; i1 , r '16(û ' ) )  -  / i



alors ( 7',u >= 0 Vu € [f101(O)]" tel que u = 0 sur les T,,

et l'égalité (I.7.4) devient :

( I .7 .6)  \ i  -  \2p"(u;  -  û , ; )*1t r -  t f ; )u+ ' t î , ;u*  *  a; i6Ôiupely(wi)*  Ô1@;i1f i1up(ui  -  t * ) r , )  + t l i .

On calcule le produit de dualité, on obtient :

(1 .7 .7)  (À, ,F,  >*Àzpol r r ,P = 
ln{ ro-w,)u7,+ 

<(M-M,)u, r , )  *

1 r
* 

Jna;inem(uf')Ô1upfi 
- 

J na;ynÔrur(r'r 
- ev)fiirid'æ.

De (I.7.7) on tire la majoration suivante :

. 1  I
(I.z.s) 

"'(i. 
À,,F, )) * Êp, Jrr,f J "())(tto- w,lpslllulh,-1o;lr,L,,1o;*

+l lM-M,l la- ' rn l l lu l lsz ' , - lnyl l r . l la;1ny+l lV'7. l l r - ' lsy l lvul l ry ' ' -1o; l re l l ,qo;*

+lId - W,lpgll lYull;-1e;lVr' l",1ny )

avec c(,1) une constante dépendant du module de À.

Grâce à I'inégalité de Poincaré on a :

(I.7.9) lr, l;,1o; < cllr ' l ls'1o;.

L'inégalité (I.7.8) devient alors :

( I .z.r0) 
" ' ( ï  

(  À,,F. t  )  * Uo" Inl"" l '  < c(À)l lul lsz,,-rr , ;  (1ra -w,lçrr l1*

+llM - M,llp -,qq + llvWJlH -,rny) ll", ||nàtor.

Mais grâce à (L7.3), (I.3.4) et à l'inégalité de Korn, nous avons :

1 1  r  I
(I.7.11) 

"'(i. 
À.,F. ) ) = n" 

JnTtto(r,)eii(%)dc 2 a'lle(r.)ll?,rol > "ll '"l lT;r'1.

D'oir le résultat annoncé' 
c.e.F.D.
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Dans cette partie, nous allons appliquer les résultats du cadre abstrait de la première partie à un cas

concret, celui des petits trous périodiquement répartis en volume. On donnera dans un premier temps une

déscription géomètrique de cette répartition des trous puis nous vérifierons les hypothèses (Hl) à (116), ce

qui donnera un sens à la première partie.

II.1 . Déscription de la géomètrie considérée :

Nous reprenons ici la déscription donnée par [2].

Soit O un ouvert borné connexe de IR' (n22), de classe Cr par morceaux.

Soit 81 la boule ouverte de centre I'origine et de rayon 1. On recouvre O d'un maillage régulier de pas 2e

dans Ia direction de chacun des axes de IR". Chaque cellule du maillage est un cube Pj identique, à une

translation près, à (-e,+e)" (voir figure 1 ). Au centre de chaque Pf inclus dans O, est centré un trou $,
I'homothétique de rapport a, à un fermé ?. On suppose que

( . ? est strictement inclus dans la boule unité ,B1
(rr .1.1) J

l. Br \ T est un ouvert connexe de frontière Cr par morceaux.

La taille o, est donnée par :

(rr .1.2)
p o u r  n 2 3

Q e =

pour n=2  avec  Co  >  0 .

Une simple considération géomètrique nous donne Ie nombre de trous, soit :

n(e) -#t t+o(1) l

où l0l est la mesure de O.

L'ouvert Q, (voir figure 2) est obtenu en otant de l'ouvert O les trous Tj.

(rr .1.3) o.=otulgJr;

Remarque II.1.'!.: La taille c. est la taille critique des trous, trouvée pour le cas du Laplacien ( cf [t2]).
ee sera aussi une taille critique pour notre cas. On verra dans la partie IV que suivant que la taille des trous
est plus grande ou plus petite le comportement limite du fluide est différent.

Remarque II. l.2: L'hypothèse (II.1.1) vérif iée par le trou T fait que O" est un ouvert borné connexe de

( n

I'"::*'

frontière Cl par morceaux. L'hypothèse du cadre abstrait pour l'ouvert O. est donc vérifiee.

39



/
ç)

2E

2e Pavé $e

maillaee

fisure I

I2e

fisure 2

4 0



Nous allons construire et calculer de façon explicite des fonction. (ri, Fk)rctr<n qui vérifien*, les hy-

pothèses (H1) à (H6) lorsque les trous (?j)::l sont sphériques. Nous traitons."."r uuunt le cas des trous
de forme quelconque car c'est plus simple et d'autre part cela nous permettra de vérifier I'optimalité de
certaines conditions.

II.2 . Vérification des hypothèses (H1) à (H5) dans le cas des trous sphériques :

Pour tout pavé Pj entièrement inclus dans O, on définit I'ouvert C', par :

(  I I . 2 . 1 ) ci = Bi \r;

ou Bf est la boule de rayon € centrée au centre de Pj.

On définit ugalement l'ouverr /(f comme étant le complèmentaire de T', J-; cians Pj (voir figure 3).

O n a

( r I . 2 .2 ) E =TuGvTf, .

2^,

2e

fv

I

m2E

T€
v

KE
v

CEv

o
t l
t l

figure 3

. l l



On définit alors des fonctions (ri)tSr<" sur I'ouvert O par :

- Pour tout pavéPj qui coupeôO, on pose:

u | = e * dans P; îA
- Pour tout pavé entièrement inclus dans Q, on pose :

(rr.2.3) wl, = ep dans Kf
- Ôi(a;1v1e11(ri)) = 0 dans Cj

@l=o

et u'k el//rei)l

dans fi

On vérifie facilement qu'il existe une solution unique uf, e[H|(C',)]" solution du problème :

(  - ô i ( a ; i p ,ey , (u i ) )=0

1 "! =o
I c'l'* = e*

d'oir  la solut ion @'k €lHL(Pi)1" de ( I I .2.3).

dans Cj

sur ôff
sv ôC', îôK'r ,

Comme Cj est à symètrie sphérique, on peut calculer explicitement c.r[.

Ce calcul est fait dans l'annexe B. Nous nous contentons de donner ici le résultat

On prend comme origine de I 'espace, le centre de Pj. On note ("*)i=t une base orthonormée de IR". On

désigne par (16)[-, les coordonnées d'un point dans cette base, par r - (\r71't '  la coordonnée radiale et

par er le vecteur unitaire radial. 
i=l

Dans I'annexe B, on cherche la solution du système (IL2.3) dans Cj sous forme :

(rr.2.4) u'* = arrf (r)", + g(r)"* pour r çfar,el

où les fonctions f et I sont données par :

s i n ) 3 :

(rr.2.5)

avec

I rot= #(, *
f ot') = i?*

3)*"
+ffier) -ffi",'+D

A=- | l [1  +o(1 ) ]

n2
/a2 -

B _ Y l e n _ 2 [ 1  + o ( 1 ) ]

" 
=I[r  + o(r)]

D-- |  +  l r ' [ r  +  o( r ) ]

( r r.2.6)
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ou

(rr.2.7)

s i n - 2 :

(rr.2.8)

avec

(rr.2.e)

(rr.2.10)

(il.2.11)

1 r1  I+2mto= U=l ;  + 
" -z  l

-  I + 2 m  n l I * 2 mb = -;-- + 267 "*y
^ -  \ r t
" " -  

" \ P o * À q + À P

A 1  B , ^
l+2 *7  

- r  
V  i  v

-Atosr-#-ff ic*+D

o= - "o [1  +o (1 ) ]

1 -2  -2Co
u = 

fi^rr" 
€2 [1 + o(l)]

c=- ]  -  t r+o(1) l"  -  
( 1  *2m)CgL-  

'

D=r_ry[t+o(l) j .
Uo

lYuf,lz",1ç,y 1 ce"

(  ,^*rp pour l1p< #
|  - z r -  o , .  ,  n
1 .r""1"-2llogel pour e = 

#lr'r - "rlL,t"r, = "1 ,^,,,,_i 
' 

oou, #."r., **
I  ez (e2 l loge l )P  pour  1 (p( *oo

trc=
I u(') =

Il est facile de voir que, de par leur définition même, on a :

a, ;  €  [Hr(o) ] " .

Par conséquent (Hl) est vérif iée.

De même par construction on a :

uî = 0 sur les trous (ril::l

et donc (H2) est aussi vérifiée.

Avant de montrer que les autres hypothèses (H3) (H4) (H5)' et, (116) sont vérifiées, nous allons donner des
estimations des normes dans différents espaces des fonctions (r[)rSrS".

Lemme II.2.1 : Soient (ri)t<rS" Ies fonctions défrnies en (11.2.3).

On a les estimations suivantes :

et

et

et

et

n23

n )3

n23

n=2

<.rù c est une constante qui ne dépend pas de e.
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Dérnonstration :

Nous reprenons la démonstration faite par Allaire pour le cas des équations de StoKes [2].

On sépare en deux cas selon la valeur de la dimension d'espace n, car les fonctions cuf ne sont pas exactement

du même genre dans ces deux cas.

n23 :

Calcul de lYufl l l r ,ç.1:

donc

(rr.2.r2)

Or

(rr.2.13)

Par conséquent à I'aide

Finalement

O n a :

(rr.2.14)

Or

Par conséquent :

( r r .2.15)

u'r = orrf (r)e, ! g(r)ep

lY u'e121" 1c i1 < " 
(l d {ùl'r, (c ) + lr f (r)122" 1c i1 + lr2 7' 11112"" (c t)) .

g,(,)=-qt+26!, * # -"Ii!#^r,

rf(r)=4 * h *",
, f,?) = _" ,L"_, _ (r * ,)h

xpressions A, B, C (II.2.6) :

t'",(":.) = " I,',.(Jg . # * lclzr2),'-'\ d'

s "l#. )!Lr*, * lcl2r'+2)'".
1 c(e" + e" + e"+2).

lYr'*\|,,çtl S ce".

Calcul de lw'r - e*\P",r",, pour p 2 | :

{

des e

lvr'x

lrl - "*lou,r) < c(lg(") - t l?

Im-'='::î# -:#
[*rt"r=#+4+c,'.

-\ti.rT#crz+D-l

+ lClPr2P + lD - tlc)r"-t dr

FJ% * lcf 7zn+n-r + lo - 110""-')d".

,çil + v'r?)Yr,<n).

lAlp ,
@ 1

IAIP

lBlp
rnP

- *

: " 1"".(
= " I,',.(

lui - erll,ç;,1

1r(n-2)-(n- I  )
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*  S o i t  p ( n - 2 ) - ( n -  1 )  <  1  < + p a

Dans ce cas, grâce à (II.2.6)

donc

(rr.2.16)

+ Soit  p(n -2) -  (n -  1) =

Dans ce cas, grâce à (II.2.6)

lr'r - "*loto(ct) s "(# * l"',.ffid'r + lcf 6^*'o + lD- 1lo'")

1 c(e"+2t * enlzP l rn*zr + €"+2P)

n

" - 2

lr 'r-"rlou,.1 l cen*ze

f  14p=#

donc

( i l .2.r7)

* Soit

Dans ce

donc

Or

l,î - "rlL,G.,, s,(leloltosa,l . ffi * lcf sn+zn

!  c(6"2 ln-zlogel *  ,n2 ln-21

lr'x - rrlP7e1c) a 
"r"' 

l"-2llogel.

p(n -2 ) - (n -1 )>1<ae>h.

cas, grâce à (II.2.6)

l , ' r-"r loroqg s'(# * ft^r-r, * lcf 6n+zn

1 c(en ' | " -z  a 6n2ln-z *  ,n*2n + e"+zP)

+ lD - t lo'")

+ lD - Il'r")

oi ln l2p < rn2 /n-2 -  ,n*2nln-2

donc

(II.2.18) lwfl - e*lloçi) 3 cen" ln-z

On considère maintenant le deuxième cas.

n = 2 :

C alcul de lVu'*''z",r," il :

uf, = xprf (r)e, I g(r)e,,

lYu'e121"1ç,1 S "(ldQ)l'r,1c.1 
* lrf (r)l2p"1ci1 + lr27'1r'112r"(ct))'

I g'Q)=-+*fl-ffic'
|  "rt ' t=#:+4+c,
["'/'(")=-#:-#
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Par conséquent à I'aide des expressions A, B, C (II.2.9) :

lyuilzy"lcsy t " 1,",. (ry . ry . pl2 r2)rdr

s "ll'+l'Vot",l + ry + lcl'?ea ]
1 

"(e2 
+ ea + en).

Finalement

(II .2.19) lYuil21"1c31 3 "e'.

Calcul de lu'r - etlp",r.,, pour p )- I :

on a:  
W'*- " r l ' t " (c t )  s  " ( lg(" ) -  

11P1,1c1,1+ l r21çr7f" , , " , r ) .

Or

I tVl-r=-Atosr 
- # - 

f f icr2 + D-r

t "'r(") =#+4+c,'.
Par conséquent :

lr'n - "t lor,(cr, s, I*',.(taf 
+ W . lc1r2P + lD - rlp + lAlpllosrle)rdr.

o r  * r z n f '

J",lloorlPrdr 
= llosrlPTl'". - 

; J",llovrle-rrdr.

I l"',,Vonrlordrl 
< cezlloeel.

par conséquent :

lr"r-"xlot,(c1 <-c(e2c+2 + e2po? * e2p+z + ez(ezlloge11c 16zc+2ltos€lP)

donc

(II.2.20) lr'* - "*l'r,(c,., 
< ce2le2ltogel)P .

Ce qui termine la démonstration du lemme II.2.1.

c.Q.F.D.

Lemme IL2.2 : Les fonctions (ri)tS*S" défrnies en (11.2.3) vérifrent les hypothèses (H1) , (H2) et (H3)

et de plus on a:

ue1, - ep dans [rP(O)]n lortement pour tout p, tel que; I S p < +oo.

Démonstration: Nous suivons la démonstration faite dans [2].

On a déjà vu ( avant le lemme ll.2.I ) que les fonctions (r[)rSrS" <léfinies en (IL2.3) vérif ient par définit ion

les hypothèses (H1) et (H2).



D'autre part, par définition on a aussi :

(rr.2.21) I lYril?;1eg = lYr'*lL,çi1

\ tr; - e*1Py,141 = lr'* - exll,çi1 + lryl.

De plus on sait (cf tI.1.3) qu'il existe n(e) pavés Pf qui sont inclus dans Q avec :

donc

(rr.2.22)

Par conséquent à I'aide du lemme II.2.1 il vient :

donc

,,(e) - 
#tt+o(1)l

Ilv,r,l!",o, 
= 

f$tv 
uil21,ss[r+ o(1)]

I r" ;  
-  er lLo(a)= 

$,rt  
-"* lot"(p;)[ l+o(1)].

I lYr'rl2r"g S "

I u; - erlLo(n) s "[(î)" * lvz-"ulo",("r)f

n ) 3

n = 2

l r i - r , , l L ,qe , ,  1 ,

w f , - e p  d a n s  [ I P ( O ) ] "  f o r t  1 ( p ( * o o .

Vrî est borné dans lL'(A))"' donc :

uI - ex dans [I{t(o)]" faible.

( n
I  C ,en-2  s io '=1  

-co
l e e z s i

(  , ' P  pou r  l <pa -
n -2

| ,znln - 2vosel pour , - 
n

(  Pou r  P=  n - z

| 
,2"1" -z pour -!- .p < +oo

(  (e2 l l oge l )P  pou t  1 (p<*oo

et

et

et

et

n23

n23

n23

n=2

d'oir :

Or

c.Q.F.D.

Avant de vérifier les hypothèses (H4), (H5)' et (H6), on remarque que d'après leur construction
(voir II.2.3) les fonctions (ri)r<rS" sont telles que :

-Ôi(a;i111e6(,i)) = 0 à l' intérieur des ouverts 'f;,ci t ' x;

par conséquent :

-

où p[ est une mesure portée par les sphères ôCinAK",

et 7[ est une mesure portée par les sphères d?j.

(rr.2.2:t)
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(rr.2.24)

où n = ef est le vecteur radial dans Pf et r, la coordonnée radiale dans Pf.

On définit alors la mesure 6! comme étant la masse unité portée par la sphère ôC',ÀAK', et

plus précisément :

Une intègration par parties élémeniaire nous montre que :

(rr.2.25)

On a alors :

(rr.2.26)

(tr.2.27)

(rr.2.2e)

! 
pî = a;i11,e111(we1)nie; sur ôCi îAKi

t r; = a;iv,ep,(ue1)nie; sur ôfr

I
VgeO(O)  <6 ' , ,p  ) r - ' ,n l (o )=  /  rp (s )ds .

J ôCi^AKt

n(e)
r  S a  t  E \ t  ù  \  c Ê

tti = L a;i y,ep,(ui)(ei.ei)e;6',.

Vérifier les hypothèses (H4), (H5)' et (H6) revient en fait à montrer que :

1p* elw-1'-(o)1" tel que:

Fe* - Fk dans [H-l(O)]" fort

,\ '- pr()) pour ,ReÀ > B

lp r (À) l  <  cPol ( lÀ l ) .{ .

Théorèrne II.2.3 :

Les fonctions (ri)rSrS" défrnies en (11.2.3) et les vecteurs constants (F*)44" définis pat :

( 
"(" 

- l) nn-2. ) p(c?P, + ^h + 2tt))
l  rr  ='7":- 's" "0 si  n ) 3

ul2.28t  {\-- -'--' 
I ur = T ̂ p(:?p" +-^!q + ?ù) .* si n = 2
r 

- 
C" cZPo+ À(3P + z)

vérifrent les lrypothèses (H4), (H5)' et (H6).

Pour démontrer le théorème II.2.3, on utilise le lemme suivant démontré dans [2].

Lemme II .2.4:

Soit 6e, Ia ma.sse unité portée par la spàère ACi n0K", (cf lI.2'25).

P o u r n ) 2 o n a :

(  n(e)

lD'o;'#
lG s,
I Er,'r. '.)"i6','#*,*
nitaire radial dans Ie pavé Pi.

/ /-t(o)

u/-'(o)1"

où ef, est Ie vecteur u
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Dérnonstration du théorème 11.2.3 :

Nous reprenons les mêmes techniques utilisées par Allaire [2].

Les fonctions pr définies par (II.2.28) sont des constantes par conséquent (II4) est trivialement vérifiée.

D'autre part I 'application À'-_pÈ(À) est unefraction et lp6(À)l S 
"lÀl 

donc (H6) est aussi vérif iée.

Il reste donc à vérifier (H5)'.

On sait que (cf 1L2.26) 
n(€)

pi = 
D a;1 1p 11,(wl,)(ei.e )e;6',
v = l

or 
u i  = r r r f  ( r )e i  + g?)er ,  dans Cj

où ef est le vecteur radial dans Pi.

En utilisant I'annexe B, on obtient facilement :

n ( € )

(II.2.30) p'r = ÀpI [n'{r) 'u + G2f'G) - eh(e))(ei."r)"i16i

( pour la définition de Ia fonctio" ̂ ;";. l'annexe B ).

, 9 i n à 3 :
' ( e ) '  

A  B  
" ! t + h ç e f " r 6 i . +p'r  = Àpt t-  0+2n,)f t  + + -  
"  r*r^ J -  -

u = l

+ÀpË [- r"* ,)# - @*r)# - 'z+#ce](+,*),ï6î
' - '

à  I 'a ide de (1I .2.5) .

Connaissant les valeurs de A, B et C (cf II.2.6)' i l  vient :

p; = [(1 r2m - 
\#I IE or"r  -  (  i ï ; :^ '  

-  (n*r))*Ë e(ei .ep)ei6; l t r+4r)]

A I'aide du lemme lI.2.4eI comme o(1) est une suite réelle qui converge vers zéro, on a:

t,k -(r+z* - "i+#^):+"r - (? t+# - @*D):#"r
. s -  /  n ( n * 1 * 2 m )  2 - n - n 2  . \=ff i \n*2nm -f f i+n*2)e*

= h(zn+zn^+z - 2ffi)"r
c= ffi(** l)e1

= p* ( en remplaçant a et m par leurs expressions ).

D o u c p o u r n ) 3 ' 
pek 4 pk dans [fi-t(O)]" fort.
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S i n = 2 :
n ( e )

t'r = Àpï (- : . "- - ffice)exti, +
v = l

+rps(-,!+l-!" 4c \"
4\  r+2m,  F  +  u^e) (e i ' eP)e i6 "

à I'aide de (II.2.8).

Connaissant les valeurs de A, B et C (cf II.2.9)' il vient:

. . ,  _  ( À F r ,  2 m * 3  r € - r .  ^ . *  4 \ t ,  
[ r + _  

'  n ( e )

t 'r = \âl - 
ff iy)leri,ur 

, (r+ 2m)c"r- , ,f i)fe@i"";"ï6",)[1+o(1)]'

A I'aide du lemme IL2.4 on obtient :

,  À p r .  2 m * 3  , r  4 \ * t  r -  I  , T
F'k -  

""Lt  
-  

f f i l r fo + 64}+ u^l  ae*
\ u t r r  2 m * 3  2  2  \=f r ( t  -  

( l+2n) '?  +  t+z*+ 142^Y)" r
=)!  =t ! !  " r2 C o L * 2 m ' -
= lt* ( en remplaçant m par sa valeur).

l f , ' t  -  Fk dans [H- t (O)] '  for t  s in=2.
D'où

c.Q.F.D.
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II.3. Vérification des hypothèseq (H1) à (H6) dans le cas des trous de formes quelconques :

On se place dans le cadre géomètrique des petits trous périodiquement répartis en volume. Nous allons
séparer Ie cas de la dimension n = 2 des autres cas n ) 3 car les résultats sont différents comrne nous I'avons
constaté dans le cas des trous sphériques.

A. Cas de la dimension n -- 2

Comme pour le cas des trous sphériques, on définit les fonctions (ri)rcrcz par :

- Pour tout pavéPj qui coupeôQ, on pose:

u'* = et dans P; nO
- Pour tout pavé entièrement inclus dansO, on pose :

( r r .3 .1) u'* = e*
-  ô i (a; i16e6(r i ) )  = O

a I=0
et  u i  e [nt@j1]2.

dans /{j

dans Cj

dans Ç

La définit ion (II.3.1) a bien un sens et détermine de façon unique o[ qui appartient à [I/1(Q)]'z.

Dans le cas génerai, on ne peut pas calculer explicitement ces fonctions (a.,[)1ç6ç2. Par contre, si ? est
tl ' intérieur non vide (c'est à dire que 7 contient une petite boule ouverte), on va pouvoir les estimer en les
comparan', avec les mêmes fonctions définies dans le cas des trous sphériques. En effet, comme ? C Br on
peut définir la sphère Ùf,, de rayon crs centrée au centre de Pf.
O n a ( r ' o i r f i g u r e 4 ) rt c Bi..

2ue

I

m
E

_tKE
v

€
Tv

c;

2e

PEv

5 l

figure +



On définit alors les fonctions (arfu)rcrcz par :

- Pour tout pavéPj qui coupeôO, on pose :

wto1, -- e7, dans f fnO
- Pour tout pavé entièrement inclus dans0, on pose :

(rr.3.2) u'o| = eP dans Kj

- Ôi(a;i6e6(c.rie)) = 0 dans C', - Bi'

u'or = 0

er u'"k e lïr(Pt)12 .

dans Bf'

La définition (II.3.2) détermine de façon unique les fonctions (c.rfp)rcrcz que l'on a calculé au

paragraphe IL2, et on a :
a, i*  e [r1(o)]2.

On pose :

(IL3.3) ufi' = uf, - u7*.

Lemme ff.3.1. : .tes fonctions (r'r)rsrs, définies en (11.3.3) appaûiennent â [I101(O)]2 et on a :

lYul,'lpg1 1 ce

où c ne dépend pa^s de e.

Démonstrat ion:

On adapte la démonstration de [2] à notre cas.

Si on appelle 6f. la mesure définie comme étant la masse unité portée par la sphère ôÛf,', alors on vérifie

aisément que les fonctions (r'"L)rSrS, sont aussi définies par :

( r r34)  

{

O n  a :

- Pour tout pavéPj qui coupeôO, on a:

u'*' = en dans Pi nç2
- Pour tout pavé entièrement inclus dans0, on a :

,'*t = 0 dans K', et Ti
- ôi(a;i1p16("i')) = (a;ip,ey,(ueo1)@i.e1\6i' dans C!

er @'kt elHteillz.

a,[ 'e [H](o)12.

Pour avoir I'estimation, on calcule la quantité (a;i6e11(u'oy)@i.e1)e;)6i' à l'aide des résultats du $ II.2. On

obtient :
(a; iy,e11,(weoj)@i.e1)e;)6i ' -  Àplg'(a,)"* + @?1'(a,)-a,h(a")(ei .ep)ei l6i '

l * m  I  e 2- 2\rffià1î* o(r)le$|.

( pour la définition de la fonction â voir l'annexe B )'

Or d'après (II.3.4), r.r['est I'unique solution dans [I/i(Ci)]2 de:

(rr.3.5) -ôi(a;ip,en(r[ '))= (a;i6ep.(w'oy)@i.ei\6i ' dans C',.
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De la formulation variationnelle de (II.3.5)' on tire :

(II.8.6) f 
".o;ir^em(,'r) 

e;i(dr) d', = L 
*,  ̂ r##,[1 + o(1)] 

lu"r. 
oi ."r0"

d'oit

|".b{,,ôlr , "t*l lu"r.ui."ro,l
où c est indépendante de e.

D'autre pa"rt on a : ( voir [2] )

(rr.3.7)

où c ne dépend ni de e, ni de ar['.

Par conséquent :

I b(r'r)l' < 
"ezlvri'1p6i.\rj) 

< cezlYuf,'lpçe1
Jci

d'où

le (ui' )121" p1 = n(e)le(wi' )lT" <" t l < cez n(e)lV wT' }.' (c 1) 
- ce2 lV u'r' l p 511.

On conclu à I'aide de I'inégalité de Korn. 
C.e.F.D.

Lemme II.3.2 :

Les fonctionr (ri)rSr<, défrnies en (11.3.1) vérifrent les hypothèses (H1), (H2) et (H3) . De plus pour

l S p < + o o  o n a :

(Ir.3.S) lui - epl1,p1 < cezllosel.

Démonstration: On reprend la preuve faite par ALLaire [2] pour le cas de Stockes.

De part leur définition, les fonctions arfl vérifient les hypothèses (H1) et (II2).

Pour démontrer (H3), on remarque que :

u'* = u'or + utk''

Or à I'aide du lemme II.3.1 et du paragraphe II.2 on a:

,'k' + 0 dans [flô(O)]' fort
,Z* - eh dans [Ht(O)]' faible.

D'où il vient que i
wi - eb dans [flt(o)]' faible.

L'hypothèse (H3) est ainsi vérifiée

D'autre part (cf [9] ), en dimension n = 2,pour P =l- 1,1[2 on a I

lul;'<p) I clYulpl4 Vu € Hor(P)

pour I S p < *oo et la constante c ne dépend que de p .

Comme ar[, appartient à [Hf (Pj)]', on en déduit à I'aide d'une homothétie de rapport e que :

lr'*' lo""(pll < cez 1v w'r' 1or"r ril S rez'i' .

I Ir"* 
dp' .erd'sl 3 ca,lvuïlL2@i'\ri)



lr'r - "rl't,(n) S "( lr'"x - erlÏ,"(n) + lri'lT,"tç,l )'

lr'*-"rlï.,@t s "(Jr'fe2ltosel)o + \r"*'7 < crzltosel)P

oir c ne dépend pas de e.

On en tire la majoration (II.3.8).

(rr.3.e)

oir

( r r .3.10)

Avant de vérifier (H4), (H5)' et (116), on remarque qu'on a :

-Ôi(a;iy,es(ri)) = P'r,,; - ' l 'x,; dans Cl

c.Q.F.D.

est la masse

(  n ( r )  n (Ê )

l r'r 
= D or,, ot,u(ri1)@i'e ) e;6; + t a;i 11,e 11,(u'1,t )(ei'e )e;6',

)  , - ,  v = r

I "(')
I fr = La;i11,e11(ui)@i.e)e;67,.( ; i

igne la masse unité portée par la sphère de rayon e inscrite dans Pi et 67'
bord du trou ?i.

7 i=o  dans  [n - t (o . ) ] ' '

La notation 6i dés
unité portée par le

O n a :

( r r .3 .11)

Théorème II.3.3 :

Les fonction" (r[X=t définies en (11.3.1) et les vecteurs constants pp

(r1.3.12)
r Àpr(cf;po + ^h +2tt))pk=d ; -3p ;æ i14 "k

défrnis par :

t < k < 2

vérifrent les hypothèses (H4), (H5)' et (H6).

Pour démontrer le théorème II.3.3 on aura besoin de la proposition ci- dessous démontrée

dans l'annexe C ( voir proposition C.5 ).

Proposition II.3.4 : fl existe un opérateur R, vérifrant :

(i) ft. € É([Hô(o)]" , [fl ' '(o")]")

( iù  u€ [ r /o (o , ) ]n  -  R ,û-u  dans  O" .

(iiù II existe une constante c > 0 indépendante de e et de u tel que :

l l f t.ullsâtn.l < cllulls'1n; '

l-r4



Démonstration du théorème 11.3.3 :

Les fonctions pp sont des constantes donc (H4) est vérifiée. De plus I'application À r---* p1(À) est une

fraction et lpp(À)l S cl)l donc (H6) est aussi vérifiée.

Pour vérifier (H5)' il suffit de vérifier que :

trlx - tt* dans [fI-t(O)]' fort.

Or on a montré au $ II.2 que :

n(e)

Dor,,or,o(ui1)@i.e1)e;6', 
- tt* dans [H-t(O)]' fort.

v = l

Alors le lemme sera démontré si on prouve que :

n(€  )

Dor,,ot,o(wit)(ei.e)e;6', 
- 0 dans [H-t(CI)]' fort.

v = l

Pour cela, il suffit de montrer que :

pour toute suite u, € U/Ë(O)]'? teile que :

ue - u dans [I/i (o)]2 faible,

on ait :

n(e )

a ta; i1p71r(uf ' )(ei .e1)e;6' , ,us ) Ir- t ,Ht-0 quand e -0'

v = l

Posons :

n (e )
- S

Ae =(  
\a; imem(uf l ' ) (e i 'e1)e;6ê ' 'u6 )s- ' '11 '  '

Comme on a:

n (e )  n (e )

-ôia,;i111e16(r'r')) =la;iu,en(ui)@i.e)e;6i' +Da;i11e11(ul')(ei.e1)e;61-
V = !  U = l

n (e )

- 
| a; i rn e t {u'r' )@i .e ) e ;67 ;,

on introduit l'application ,R" de la proposition (II.3.4) dans le cas où les trous sont des boules Bf,' donc si

o,  € [r101(o)] ' ,  u lo. ,  R.u, et f /ô(o\u;gjBi ' ) ]2 .  on en déduit :

r (e)
- ! t -

A, =( \ a;i |p n(ui' )@i'e 1) e;6I, R, a, >H- r,Ifà (o)
v = L

= < - 0 i (a;i tne tn(r'*' )),(Ë]o' )r )n-,,rà (o)
1 -- 

J na;i 
rnem(o[')e;; (.R. u' ).

lA.l  < clVuf, ' ly,g1 lV(.R.u")ls,1o.; ( c'el lu"l ls '1ç; ( c"e
Ceci entraîne

car ue est bornée.

c .Q .F .D .

; )  j )

Par suite : Ac - 0.



Remarque 11.3.5: Le théorème II.3.3 ci-dessus montre que la matrice M estla même en dimension n = 2

quelque soit la forme des trous (Ç)]!J .

Aussi le fait que les trous soient tous identiques ne joue aucun rôle dans les résultats précédent. Lorsque Ia

dimension d'espace n est égale à 2, on peut généraliser les résultats de ce paragraphe II.2.A au cas des trous

(?j) tous de formes différentes, mais de taille o".

Èn etret I'estimation de (o[')l-, dans la couronne Cj ne dépend pas de la forme du trou fi mais seulement

de sa taille. On obtient alors 
-toujours 

la même estimation (II.3.8) pour (cu[')!=, et tous les autres résultats

se généralisent sans changement. Ainsi la matrice M reste inchangée si les trous sont tous distincts mais de

taille égale .

On retrouve donc les mêmes constatations que pour le Laplacien [12] [31] et le cas de Stokes [2] .

Rernarque 11.3.6: L'opérateur -R, construit par AIIaire [2] marcherait dans notre cas sous des hypothèses

a" t"gutn-.ité .ot*enables de O et O, mais sa construction est plus délicate car il devait satisfaire une 4è-'

condition
d ' iuu=0 dans  O + dia(R,u)  = 0 dans Q, .

C'est pour celà que nous avons construit un autre opérateur de restriction r?, satisfaisant à la même inégalité

de normes.
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B. Cas de la dimension n

On décompose chaque pavé Pf de la façon décrite par la figure 5.

On appelle D! la couronne de rayons extérieur e et intérieur ef2 centrée au centre
composé de la boule de rayon e f 2 cenlrée au centre cie Pj moins le fermé Tf . Enfin K',

figure 5

Avant de construire les fonctions (ar[)1apqn, nous allons énoncer quelques résultats uti les.

Lernme II  .3.7 : Ie s1's tème

de P;
p€

t 
,rt

r
T

H

ffi

t
C;

De
V

Kr
V

(n3.8)

admet une so/u tion unique.

Dém,onstration : voir annexe

- 0 i@; i th€th(r r ) )  = 0

u1ç - 0

u1t -  ey

le (rr  )  lz,r(8" -")

dans R" \ f

sur aT

à I'infrni

D,  Lemme D.1 .

Soi t "or /a solu tion unicque du système (11.3.13).

.5oi t

( I r .  :1 .1 ,1 )

()r) n cst Ia tr<trnlil/e c.xtérie ure à T .

f

Fr r=  I  u ; j t n€ rn ( .u r \n ie ;ds
J A T



1  I  l 2m* l  ^uk  =  ek -  
z l ps " ( *+ t )  r * ' z1n - ' 2 ' k

La solution up a Ie comportement suivant à I'infrni :

+ (r*.e")e"][r+o(r)]

(rr.3.15)

(rr .3.16)

vc.,r - ot#l

a;i6e11(up)nie; =
25"(m * 1)r"- t

Démonstration : voir annexe D. Lemme D.4.

Maintenant, on définit les fonctions (ri)tSrS" de la façon suivante :

- Pour tout pavéPj qui coupeôO, on pose :

u I=e* dans P; nO
- Pour tout pavé entièrement inclus dans0, on pose :

, 'x = en dans I{i
- Ôi(a;i6e6(ri)) = 0 dans Di

,oi - u1,(L)

@ i = o

dans C,

dans fi

er u'k e lHr(Pi)l ,

où r.rr est la solution du système (IL3.13).

Dans Cj, on a défini arfi par :

On a alors :

uf , ( r )=r- ( ; )

-fi(a;16e16(ri)) = o dans Cf .

Grâce au lemme II.3.8 on obtient les estimations nécessaires poul c.r[ dans Ci.

Lemme II.3.9 :

Soient (ri)tSoS' Ies fonctions définies en (11.3.16).

lI existe une constante c qui ne dépend pas de e telle que :

(11.3.17) le(ui)122"1c."1 I cen.

S u r  A C ' , n O D î  o n a  r u = 1  e t :
z

[ " ' rO,  
=] )  =  e*  + o(ez)

(rr.3.18) { 
o,t  1,,  = 

}) 
= o(e\

Io,i,or,o(ri )@i'e)e; = 
#rl,l'*,r

n m * m * n - 1
' m ( t  o.û"i f  * oQnt"-21

r )6



(  t '  s i  n = 3

( I I . g .1g )  l u ' p -e r127 ,1ç )Sc  {  es l l oge j  s i  n=4
'  

t  ,n211n-21 s i  n)  b

où c est une constante indépendente de e.

Démonstrat ion:

Nous reprenons ici la démonstration faite dans [2] avec modification lorsque c'est nécéssaire.

Le lemme II.3.7 nous dit que: le(cu1)l;,16"-r1 I c < +oo.

On fait le changement d'échelle , * 
* 

et comme on a: ,'*(r) -- rr(*) dans Ci,

il vient :

[- .^Vt"rlP = [^.o!1e1,i7y! avec R= *;'J BR\T J ci us

Or o!-2 = C7-2r".

D'où le résultat :

lr@"ùl?"<"tt < a!-2le(up)l?,rn^-rrl 3 c e" .

D'autre part, comme a, = Qosnln-z <<e, on peut appliquer Ie lemme II.3.8 avec , = 
+ 

et il vient :

u ' 1 , ( r , = | )  =  
" o + O ( e z )

Yui(r ,=|)  = Lo(?)"- ' )  = o1e)

a;11p16(uep)(e| .e)e;=mË1|,* , r*#{rr .û" i f -o(5)

= m,lr*rr . # @*.g"il * o(e^t^-27-

Il ne reste donc plus qu'à démontrer I'estimation (II.3.19).

Le lemme II.3.8 nous dit que i uh - ek = O(#)

Soit Bn la boule ouverte de rayon .R 2 1 et centrée sur I'origine' On a :

(  O ( R )  s i  n = 3

l r * - " * l? . "@^\ r )  =  lO( !?sRl  s i  n=4
I  o ( t l  s i  n>5 ,

d'autre part :

l r ' * - " *11 , "ç l l  =  o l l rx -e r , l2 r r (a^ \T)  avec  ^=  
i l

d'où I'estimation (II.3.19).
c .Q .F .D .
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Dans Df les fonctions c.r[ sont définies par :

( - ô(a;11,err,(c'ui)) = 0 dans Df

( I I .3 .20)  {  
' ;=o  su raD" îaK i

[ ,; = ,r(+) sur ôci naD',.

Ce système admet une unique solution u'k e lHr(D"")]".

Le lemme suivant nous donne des estimations de ui dans D'r.

Lemme II.3.10 :

Soient (ri)rSr<" Ies fonctions définies en (II'3.16). On a dans D', :

( lY''*l?'"1o9 3 ce"*2
( I r '3 '21)  

|U ; -  " r l î ,< r .ss"en+o

où c ne dépend pas de e.

Démonstrat ion:

Nous suivons la démonstration faite dans [2].

L'ouvert Dr, est une couronne de rayons exterieur e et interieur ef2, qui est homothètique de rapport e à la

couronne D de rayons extérieur I et intérieur 1/2.

Or dans D, on a le résultat suivant :

pour tout o € [I/1(D)]', le système ci dessous (II.3.22) admet une solution unique:

I 
Tbouver tr,, € [.Hl(D)]' tel que :

( I I . 3 . 2 2 )  t - Ô t ( " r t , o e ; ; ( t o ) ) - 0  
d a n s D

I  t o = u  s u r ô D

et cette solution vérifie si u e [l'71'-(D)]"

(  l vw l1 . "1o1S c f lu lz , -1ar ;  *  lVu lz -1aoy ]
( I I '3 '23) 

l l ' l r ' , r ,  (  cf lo l ; -1ap;* lvolz*1aol l '

On considère maintenant le système suivant (II.3.24) dans Df qui est équivalent à (II'3.22) dans D :

I T]ouver w" €lHr(Di)]" tel que :

( I I . 3 .24 )  t -ô t (o r t , oe11( tu , ) )=0  
dansD i

[ '" = 
" 

sur ôD]'

Alors en posant :

r 1

|  ,(v) - :w,(eY)
(II.3.25) {

[ ,trl = !u,Gy).

On tire de (II.3.23) par une homothétie de rapport € que :

l lv.,lr",o,1 s " entzll4ir*,uory * lvo. læpoi1l

I lr"lr,,r9 S ceotzlllu,lr*,uorL r lYo. lærco."ll '
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o n a p p l i q u e c e r é s u l t a t p o u r  a e = u ï , - e t c  s u r  a D " n Ô c "  e t i l v i e n t g r â c e a u l e m m e I I . 3 . 9 :

I lvo'*lzn,et) S ce"+z

\ t'; - e16l2pz1o) S " 
en+n '

c .Q.F .D

Lemme II.3.11 : Les fonctions (ri)r<rS" défrnies en (1L3.16) vérifrent les hypothèses (H1),(H2) et (H3)'

De plus on a:

(  t '  s i  n = 3

(11.3.26) lul,-e1,lpp11c le'zlt ,goel!.  si n=4
I enl(z-z) si n25

où c est une constante indépendente de e.

Démonstrat ion:

Les hypothèses (II1) et (II2) sont trivialement vérifiées'

A partir des lemmes II.3.9 et II '3.10, on obtient II '3'26 et

lVuilz7"s1 1 c.

Donc
uI - 0 dans [r '(O)]" fort

et comme trfi est bornée dans [Ilr(O)]' on a :

uI - er dans [I/t(O)]" faible .

c.Q.F.D.

Avant de vérifier les hypothèses (Ha) et (Hb)', on remarque que :

( - ôi@ri,oeu,(ri)) = tf*,; -'r'*,;

I uu". t"n = 0 dans [H-t(o")]"
(rr.3.27) { "(,)

[ "t F'r =D,_r(a;iu,err,(ari) ki."i) e;) 6e,lz - Ôi(a;yp11,(''ùx,)"r,

où 6'rlz est la masse unité portée par la sphère de rayon ef2 cenfiée au centre de Pi et 1" est la fonction

caractéristiq"e ae u]!lO;.

La démonstration du lemme (II.3.10) nous montre que :

(II .3.28) lv' [ l?,tr"t ' t  o.) S 
"

donc

( I I .3 .29)  -0 i (a; i16e16(cu[)1. )e;  -  0  dans [H- t (O)]"  for t '

6 l



Il nous reste à prouver qu'il existe F* € lW-r,- (O)]" tel que :

r(e )

!(oiiu,err,(ui)@i.e)e;)6',/z + pk dans [f/-l(o)]" fort.
v = l

Théorème II.3.12 :

Les fonction" (.[)f=r défrnies en (11.3.16) et les vecteurs constants trr,p définis par :

(rr.3.30)

où ,Fs est donné par (1L3.14),

vérifrent les hypotàèses (H4) et (H5)'-

Démonstrat ion:

Comme pp est, un vecteur constant alors ;^r1 e [l4z-t'-19;1n.

D'autre part le Lemme II.3.9 donne :

C[ -2  /2nrn2  +  n*+  m+ n  -  1 \  -
t t k =  2 ^ + \ - ( W / A  

p o u r  I ( È ( n

a;imem(r'*)) ki."ù e;(r, - 
? = 

ffirlr*or * ! l .- tm i

rn

nrn + r* Q"il * o@'tn-27.

Le lemme II.2.4 nous dit que :

t ,i-;tr' 
-'' * dans r{-'(0) rort

(rr.3.31) I 1",,, -
lp_;orrr("ï."*)ef, 

- fun dans [n-'(o)I" rort.

O*nln-2 7 6L*2ln-2 donc

n ( e )

le"l"-z6el2 - 0 dans H-t(o) fort.
v = L

Il nous reste finalement :

n ( e )  
- o t t  , n e ? - 2  |  . C _  _  n r n * m * n _ l

D orlur,o(u)) (ei.e1) e;6e,/z' 
f f i lZ*f i  

f* *
v = l

#"1

c .Q. r .D.



Lemme II.3.13 :

Les vecteurs eonstants p1, défrnis par (11.3.30) vérifrent l'hypothèse (H6).

Démonstration:

Pour vérifier (H6) il suffit de montrer que :

À '.._ Fr(À) € C"est holomorphe

et

lrr(À)l ( cPol(lÀl) pour .ReÀ > p > 0.

On reprend les notations de I'annexe D.

On rappelle que :
1 l

F f r (À)=  |  a ; i6e11(u* )n ie ; -  I  T (^ ,y )dy
JAT JBT

u k = a k + a ' k

A(À)ae - -Âor avec (A");  -  -ôi(a; i11,e16(u)) et  Â1s= e

A e  L ( H , H t )  e t  Â e  t ( V , V ' ) .

L 'appl icat ion À ,* ,4())  € t(H,H')  (resp.Â(À) e_L(V,V'))  estholomorphe sur{Âe) >B} car c 'est
un polynôme et lA(\) lc<n,n,)  < clÀl  (resp. 1,4(À)lcg,v,1S " lÀ1.)
Il est facile de vérifier à I'aide de I.3.4 que :

l  l la- ' tr) l lr@,,û < c
I où c est une constante indépendante de À.

D'autre part c; est indépendant de À donc Âa1, est holomorphe sur {,ReÀ > P} .

D 'après le lemmeI .5 .6  À  ' - *  u6(À)=e( ,1 ) -1 ( -Âa1)  es tho lomorpheetona:  l t ; l r  S  c lÀ l

d'oir
[ À '- cop(À) est holomorphe sur {Re\ > B}

l"t P*i; < cPot(lÀl)'

Comme d est indépendante de À, on déduit que :

I X - /()) = A(À)ôr = ,4(ÀX(1 - 0)tw,;l est holomorphe sur {Re\ > pl

[ "t  l /(À)lv, I  cPol( lÀl).

Maintenant  pour  h € C à-0on a:

rÈ(À+à)-rr (À) _ /  r (^+ h,v)  -  r (^ ,y)
h J",ff-dY=- J",fn(\ 'a)da'

.fi,(r, y; - 
{^{^,r) 

quand â - 0 car f est holomorphe,

fn(À,y) = ff{^ * ex,u) o < d < l.

L'application / est l'image de Laplace d'une distribution de D'+(V'),donc il en est de même de 
fr 

ofo..

tfrtut < cPorfl)l)
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d'où

,1î

l /n(À,v)l = lf i(À +?h)l < cPor(lÀ +?hl) < c'Pol(lÀl)

c â r  à - 0  e t  0 < d < 1 .

D'après le théorème de convergence dominé de Lebesgue on déduit qu" 
,lrjà 

existe, par

suite ) l.- ,Fft(À) est holomorphe sur {.ReÀ > P}.D. plus on a :

l r f r (À) l  S  /  l f (À ,y ) lv ,dv !  cPo l ( lÀ l )
J B t

d'où le résultat '  
c.e.F.D.

Remarque I1.3. I4 :

En dimension n )_ 3, la matrice M dépend de la forme du trou ?. C'est le cas pour le Laplacien [12] et le

problème de Stokes [2].
f

La quantité Fr = I a;1yre11(wj)nie; apparait comme une force exercée sur le trou ? par Ie fluide. La
JAT

matrice M, comme âïns le cas n = 2, nous montre donc Ia résistance des trous à la limite.
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II.4 . Estimation d'erreur :

Théorème If.4.1 : On suppose que Ia solution du problème homogénéisé (1.5.1) vérifre : u € [W2'* (Q)]" .

II existe alors une constante c ) 0, qui ne dépend que de d2,T et n telle que :

( i l .4.1) l lû"-W,ul l11Ë(o)S cl lu l l ry, , -1oy {  ,nr f16-r1 Ï  : : i'  (  ë - r ë

Pour démontrer le théorème, nous allons utiliser I'estimation d'erreur abstraite obtenue au 7è-t para-
graphe de la 1'"" partie. Pour cela, on établit les lemmes qui suivent.

LemmeIf .4.2 :  Soient  ( r ' ) rS*s" Iesfonct ionsdéfrn iesen (11.3.1)  s in=2 ouen (11.3.L6)s in )  3 on a:

(u.4.2)

et

(tr.4.3)

l lVri l l r- ' fol S lc., i  -eplççn1

lui-eylp,51) < ce Yn22 .

Démonstrat ion:

L'inégalité (11.4.2) est une simple conséquence de la continuité de I'opérateur gradient de I?(O)

dans I/-1(O). L'inégalité (II.4.3) est une conséquence des lemmes IL3.2 et II.3.11.

c.Q.F.D.

Lemme II.4.3 :

Soit 6', la masse unité portée par Ia spàère de rayon €, centrée au centre de Pj. Pour n) 2, on a:

{ tc
(il.4.4) ll leo; -frl lr-,1q < ce

u = l

n ( c )  
c

(tt.4.5) l l f edi(ep.e)ei - 
ff i"*l ln-,<n1 1 ce

v = l

où e', est Ie vecteur unitaire radial dans le pavé Pf et c une constante indépendante de e.

Démonstration: voir Annexe E ( Lemme 0.2 ) .
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Lemme II.4.4 : Soient (p')ry*5" Ies quantités défrnies par :

n(€) n(e)

pi = Da;itnetn(u",)(ei.ei)e;6', * I aiiu,e 1{ui)@i.e)e;6', si n = 2
u= l  u= l

n(€ )

ui =l@;itnetn(uï)ki."ùe)/l ', lz - 0i(a;i11,e1v,(ri)x,)", si n 2 3

(voir 11.3.10 èt 11.3.27) où 6", est Ia masse unité portée par Ia spàère AC', n AK,. , 6il2 est Ia masse unité
portée par laspàère AC'rîôD', et y, est Iafonction caractéristique deui9lD',. Alors

( r r .4 .6)  l lp i - t r l lu - , r . ,1  S"{  , *1116-11 î :=_3

où c ne dépend pas de e.

Démonstration: Pour démontrer ce lemme, nous avons utilisé les travaux de [2], [30] et [31].

On considère d'abord le cas n ) 3. On a :

n (s )

l l t t î -  pr l l " - , (o)  < l lô i@;111,e16(r i )x , ) " ; l ln- , (o)  + l l f (or i ,o t ,6(w)(e i .e)e)6elz  - t r l ln- , (o) .
u = l

Le lemme II.3.10 nous dit que :

lVuil21"1oi,1 3 
"e"+'

d'oir 
n(e)

llôi@;111,e11,(r'ùx,)",11'u-,(n) < t I lvr; l? "1o.1 S c e2

soit

(11.4.7)  l lô1@;117,ep,( r ' )x , )e; l la- '1o;  !  ce.

Pour majorer I'autre terme, nous allons utiliser les lemmes IL4.3 et IL3.9. On a :

(a; i11,ey,(u| , ) (e i .e)e;)( r ,=})=#, l , | , * , r* f fy@t, ,e)ei f+r ,

avec 

lr' l,,-1n; I " 
'nl(n-2)

donc

n(€ )  an nn-2 n(c )  r' ! (o, i , , . , ,o(wf i (e i .e)e;)6e, |z_F*=f f i .Ë, | ,* , r*#@*.$ei ]e6, |2-

u = l  '  v = L '  

, ( e )

- tr* * lrrl',12.
v = l

D'après ( I I .4.5),  on a :

n gnnn-2  P
( I I .4 .8) | f f iË | ,^or*Y@1, .e)e i |e6î t ,_ r r | |o - l (o )scE.

'  v = l

D'autre part, on a :

t  
t ( . )  r t ( c  )

(rr.4.e) l lD,,o/' l l  u_,,ô,< 
,rzt(n-zt l l l ;r;, ' ;1 ! s62t("-21

u = l  l t - t ( n )  u = t  f l - t ( n )

r)D



car d'aprés (II.4.4), la quantité ilf ir;r'll"-,,r, est bornée.

Des inégalités (II.4.7), (II.4.8) et (II.4.9), on déduit que :

lltt',, - prllu-r1o; ( c(e + e2l("-z)1.

P o u r l e c a s n = 2 , o n a :

r r (" )  r ( " )

tti - tt r - D or,, o t, 1,(u'" 1) @i .e 1) " ; 
6', - u * + | a; i 1 6 1 11(ul,' )(ei .e ) e ; 6', -

v = L  v = l

Or dans la démonstration du théorème II.3.3. nous avons obtenu :

n (e )

(II .4.10) l l lorl tne,l(ui ')@i.e)e;6i l ls-r1e; < ce
v = l

oir c ne dépend pas de e.

D'autre part, un calcul direct nous donne :

n ( € )  
f  \ . .  ô -  ,  o  t ( t )

Io, i ,ur ,u(w"")(ei-e)er6' ,  = l l "  -  "*+Ô \  F edie**
u=t 

-  
LO; 

' -  ( l  + 2m1z' z '

- &0 + #'1,""'' 'r)'ït" "r] [1 + o(1)]

où o(1) est une fonction vérifiant : lo(1)l < ce2llogel.

A I'aide du lemme II.4.3, on déduit que :

n(e)

ll I or;,,5t,0 (wi)@i.e1)e;6', - tt*lln-,1o; S c (e + ezllosel)
u = l

d'où finalement. llpi-p,'llu-r1n; ( ce

c.Q.F.D.

Démonstration du théorèrne II.4.l :

Nous avons obtenu dans la proposition I.7.1 I'inégalité suivante :

l lû, -W,ullpà(o) S cllullry,,-1o; (l ld-W,lp,rr1 + l lM" - Mlls-'1o; + l lVW"llr-,tol ).

Le théorème est donc une conséquence directe des lemmes 11.4.2 et 11.4.4.

c .Q .F .D .
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III _ CAS DES PETIÎS TR,OUS PERIODIQUEMENT REPARTIS DANS UN HYPERPLAN.

IlI.1 . Déscription de la géomètrie considérée :

Nous reprenons ici la déscription donnée par [2].

Soit O un ouvert borné connexe de IR' (n>2), de classe Cl par morceaux.

Soit If I'hyperplan de lR" d'équation c,, = 0 qu'on suppose d'intersection non vide avec O

(rrr .1.1) H =  {  n€ lR "  l r n=01 .

Comme H s'identifie naturellement àlR'-1, on recouvre.I{ d'un maillage régulier de pas 2e dans la direction
de chacun des axes de IR'- 1. Chaque cellule du maillage est un cube Qi identique, à une translation près, à
(-e,+e)"-1 (voi r  f igure 6 ) .

L'ouvert 11, définit par :

(rrr .1.2) H ,  =  { x e Q  l o = ( x r , . . . , t n )  a v e c  ( e 1 , . . . , e , n - r )  € 1 1  e t  l c " l c e  }

est alors recouvert de pavés Pj de R" définis par :

(rrr .1.3) P i  =  Q i  x l - e ,e [ .

Au centre de chaque Pj inclus dans I1r, est centré
défini par (II.1.1). La tail le o, est donnée par :

un trou Tj, I'homothétique de rapport o, du fermé ?

(rrr.1.4)

Une simple considération géomètrique nous donne le nombre de trous, soit :

1^,#*=l 
"-?

pour

pour

n23

n--2 avec Co > 0.

, ,(e) - 
O$,ft+o(1)l

ori lÇll est la mesure de O.

L'ouvert O, (voir figure 7) est obtenu en otant de I'ouvert Q les trous ff.

(rrr .1.5) O,=Q\U;g lT ;
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figure 6

Q,

figure 7
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III.2 . Vérification des hypothèses (H1) à (H6) :

A. Cas de la dimension n ) 3

Nous reprenons ici la même construction des fonctions (c.,i,prX=r que dans le cas d'une répartition en
volume des trous.

Seuls le nombre-et la taille o. des trous changent, aussi nous renvoyons pour tous les détails et notations au
cas des trous répartis en volume.

On définit les fonctions (ri)tSrS" de Ia façon suivante :

(rrr.2.1)

- Pour tout pavé entièrement inclus dans 11r, on pose :
wf, = ep dans K',

- ôi(a;i1P11,(ri)) = 0 dans Di
,  , t ,

uf, = wP(-) dans C',
U 6

u I = 0  d a n s  T ;

er  u 'k  e lHre i l l .
- Partout ailleurs on pose :

w l r=e7,  dans  O\U;g?P;

où u.rt est la solution du système (II.3.13)

( r r .3.13)

(  
- ô i @ ; i n e n ( u r ) ) = o  d a n s R ' " \ ?

|  ' n = o  s u r ô ?
\
| 

'k = ek à I'infini
( le(rr)[,:16"-") ( *oo.

Théorème III.2.1 :

-'' '-''2"" 'fonc,iions 
(ri)i=r définies en (111.2.1) et kes vecteurs p1, défrnis par :

( I IL2 .2)  C i -z  (2nm2 +  nm+ m+ t ' -  l \  -P k - } _ t W ) o r ï ,  P o u r  I ( l c ( n

vérifrent les hypothèses (H1) à (H6).

Fs est donné par (11.3.14)

(11 .3 .14)  f r=  [  a ; i1p6(u2)n ie ;ds
J8T

et 6y est Ia masse poûée pat I'hyperplan H, c'est à dire clue :

( l IL2.3) Vp € 0(R')  16rr,P )e,.e16"1 = [  ,1r7a".
J H
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Avant de démontrer le théorème nous énonçons le lemme ci-dessous démontré dans [2].

Lemme III.2.2 :

Soit 6', Ia masse unité portée par Ia sp.hère de rayon e centrée au centre du pavé Pj.

On rappelle que les centres des pavés Pf sont répaûis périodiquement dans I'hyperplan H.

P o u r n ) 2 . o n a :

(rrr.2.4)

(rrr.2.7)

Ir" -#
1;;
[Ët ' l  

.- lei6ï-fu"r l ,

dans I{-t(O) fort

dans [f1- 
t (O)]" fort,

sur AC", n AD',

où el est le vecteur unitaire rad.ial dans Ie pavé Pf , et où 6s est Ia masse unité portée par I'hyperplan H .

Démonstration du théorème III.2.l :

De part leur définition (tII.2.1), les fonctions a.,[ vérifient les hypothèses (Hl) et (H2).

D'autre part pour vérifier (H3), comme le nombre de trous est de l'ordr" a" ;! on remarque que :

(rrr .2.5) ! lv,'rl?" o) s h lY uilzy" p;1

\ t"; - e1,l21z1n) S ;J lu'r - etl27,1e;1

oir c ne dépend pas de e.

Par Ie Lemme II.3.8, on connait des estimations de t.lÈ et on en déduit :

(rrr.2.6)

or) c ne dépend pas de e

et

(le(,'ùlï"<n 3 cen

)  (  € 5  s i  n = 3' f  
t r ; - "n121"1ç93" l  , ru l tg : l ^ .  s i  n=4

t  
_ 

[  en(n_r)/(n_z) si  nZ5

ca r  as  -  Qo6n -L ln -2 .

Des estimations (IIL2.7), on déduit par un raisonnement semblable à celui du lemme II.3.10 que :

7 l

(rrr .2.8) I lvr'rl2t"to,;y S ce"

I tr;  - e*lzt '(oJ) S "en+z



En reportant les estimations (III.2.8) dans D! et (III.2.7) dans Cj, on obtient finalement:

lYul,lçg1 < c

(rrr.2.e)

Avant de vérifier les dernières hypothèses (H4), (H5)' et (H6), on remarque que :

( - ôi@,i,oen(ri)) = tfr,; -'t '*,;

I uu". 'l'* = 0 dans [I1-t (O,)]"
( r r r .2 .10)  

{  n {e)

|  " t  r i  = l@;inetn(u'ù (" i . " i )  e;)6€,/z -  ôi(a; i11,e11(r ' )x,)"r ,
(  '= r

où 6'rlz est la masse unité portée par la sphère de rayon ef2 centrée au centre de Pf et 1, est la fonction
caractéristiq w ae v|!l n',.

A partir des estimations (IIL2.8) dans D',, on voit facilement que:

(  , "  s i  n = 3

l u f - e p 1 2 1 , 1 6  < c {  e s l l o g e l  s i  n = 4

I ez(n_t) l (n_z) si  n )  5.

(rrr .2.1 1)
Il nous reste donc

-ôi(a;i1p11,(ui)v,)e; - 0 dans [//-1(o)]" fort'

à prouver qu'il existe pk elw-r,*(O)1" tel que :

n(e  )

I (o , i ,or ,o(u)(e i .e1)e)Oe, lz  -  pk dans [ I1-1(O)]"  for t .
v = L

Or, d'après les estimations du lemme II.3.8, on a :

( | | I .2. I2)a; i1py,(wi))k i . , )e;( r ,_î ,=f f i fz*ro+

Le lemme IlI.2.2 nous dit que :

Par conséquent on a :
n(s)' ïor, ,or,o(w))(ei .e)e;6et2, 

f f i fz*furr +
v = I

Les hypothèses (II4) et (H5)' sont donc vérifiées avec pk défini par :

Cl-z  (2nm2 +  nm+ n+ n  -  1 \  ^  -
P k =  ï ( W  ) ' * u '  

P o u r  1  ( f r  (  n '

n m l m * n - I , -  - ,  - l
*  \ r  k ' e ;  ) e ;  )

*  O@tt " -21 .

n ( c )  d

D0,,,, 
- fut, dans r/-t(o) fort

"rr-, 

. c

D;6',Fkki.e*)"i 
- 

ffir*6n dans [/r-t(o)]" forr.
U__ L

n r n * m * n - 1 furrl,,"

(rrr.2.13)

Bnfin, grâce au Iemme II.3.13, on a:

) '- pr(À) a t-t'oo(O) est holomorphe sur {Rù > pl

et

lpr(À)lw- ' , -(n;  (  c l f t ( l )1c",  l6plsz- ' , -1n1 < cPol( lÀl) ,

donc p3 est I' image de Laplace d'une distribution O'*(t7-t'-10)). D'où (H6).

Ceci termine la démonstration du théorème III.2.1.

c- .Q.F.D.
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B. Cas de la dimension n = 2

On se limite ici au cas des trous de forme sphèrique.

Nous reprenons la même construction des fonctions (r'r,tt*)?r=r que dans le cas d'une répartition en volume
des trous.

Seuls le nombre et la taille o" des trous changent, aussi nous renvoyons le lecteur pour tous les détails et
notations au paragraphe II.2.

On rappelle que pour tout pavé Pî, B', est la boule de rayon e inscrite dans Pj,

Çi = B',\Ti et I t ' ,  = P;\É,.

On définit les fonctions (r'ùrSrSz de la façon suivante :

- Pour tout pavé entièrement inclus dans I1r, on pose :

u | = e * dans Kj
- ôi(a;yP11,("i)) = 0 dans Cj

(rrr.2.14) @ [ = 0 dans ?j.
- Partout ailleurs on pose :

, î=er  dans  Olu l f / r ;
er o[ e [at(O)]2.

Théorème III.2.3 :

Les fonction" (riX=r définies en (111.2.14) et les vecteurs p,p définis par :

(trr.2.15) 2r Àp(cz,po + À(rr + 2p))t '*= qffi jf i iff"*6n Pour r<k<z

vérifient les hypothèses (H1) à (H6).

Démonstrat ion:

Les fonction" (rifi=r sont définies de manière unique par (III.2.14) et vérifient évidemment les hy-
pothèses (II1) et (H2). De même, les fonctions p1 de part leur définition (III.2.15) vérifient les hypothèses
(Ha) et (H6).

Il reste donc à vérifier (H3) et (H5)'.
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En reprenant les calculs de l'annexe B, on peut donner une écriture explicite des fonctions (ar[)l-, dans

chaque Cj :

(rrr.2.16)

avec

(rrr.2.17)

et avec

(rrr.2.18)

w'e=xpt ( r )e ,  +  S( r )e r

(  . .  A  I  B

J 
f?)= 1*2*7 + -

)B

I 
a(") = -Alogr - ,;, -

l lvu'xl?."ç.1 1 "e
\ tr; - exlï.,Gi,) < ce2lelosell

+C

ffi"r2+D

A=  -â [1  +  o (1 ) ]

1 - -2co
B=#â"  6  [ 1  +o (1 ) ]

1
c = 

1112*YCæ [1 + o(1)]

D =r _ ffv + o(r)1.

t lvr 'r l" ' ' ,1 < "
t  b; - e1,17"p1 < cetlnPlogel

I rZ =lo,r,ur,u, wi)(ei.e)e;6',

l;;;
I 

tt = 
\",t,ur,o(ui)@i.e1)e;67;.

En procédant comme en II.2, on obtient les estimations suivantes :

(rrr .2.1e)

D'où

(rrr.2.20)

p o u r l ( p ( * o o .

p o u r l ( p ( * o o .

On déduit alors que I'hypothèse (H3) est vérifiée.

Avant de vérifier
vérifient :

où

I'hypothèse (H5)', on remarque que d'après leur construction les fonctions (r')?=,

-ôi(a;16e11(r[)) = F'r,; - 7'*,; dans O

(rrr.2.21)

O n  a :
'y'* = 0 dans [I/-t (o, )]'.

Pour finir la démonstration du théorème 1II.2.3, il suffit de prouver que :

( F'* - ttr dans [H-t(o)]2 fort
(1u.2.22) 

{
(  

uu " .  t t *  =  q f f i " * 6u  pou r  I  <  k  <2 .
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Un calcul simple comparable à celui fait en II.2, nous donne :

. . , - l À F r ,  2 m * 3  r € ^ , ^  -  4 \ p  [ r - r _ _  
r  ' ( ' )

,'* = 
Wl 

- 
G#Fr}llr"r 

- 
e+2nx)c"L'--àtnlDkï."r)"ï6',)r+o(1)l-

A I'aide du lemme lll.2.2 on obtient :

.  2 \ p t r  l * np,h - "tffi"rl," dans [I/-t(Q)], forr.

c.Q.F.D

Rernarque I I I .2 ;4:

On a procédé de la même manière qu'en IL2.A pour le cas d'une répartition des trous de formes
quelconques dans un hyperplan en dimension n = 2. On a trouvé en reprenant les notations du $ II.2.A :

w k  - w h - s o k

lYui'lpp'1 3 "G
r ( r )  n ( r )

,i = D a;i y1e 111(u€or)@i .e i)e;6', * | a;i tne t n(ufl' )(ei .e ) e; 6',.
u = l

La suite
n ( e  )

Âe =( |  a; i tnern(ui ' )@i 'e1)e;6' , ,  r t ,  > s - , ,v '
u = l

pour les u, e [1/](A)]2 telle que i ue - u dans[r/J(o)] ' faible, vérif ie:

N = [  a ; i11,e11,(u l , ' )e ;1(Rla, )
JH.

l^. | < clYuf'lpg1 lV(,R.u.)11,1n) < c \fr lV(.8,u.)l;,1o.y
où .R, est I'opérateur de restriction définit en Annexe C.

Ici nous avons ( voir Proposition C.6 ) :

ln,ul ràro. l  .  
" ( lv . r l r ,1ny + {1, , lu@.))  o,€[ I /ôr(o)]"

vë
ce qui ne nous permet pas de conclure quant à la convergence des p[.

La suite Â. est seulement bornée.
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III.3 . Estimation d'erreur :

Théorème III.3.1 ; On suppose que Ia soJution du problème homogénéisé (1.5.1) vérifre: u e [I,71'-(O)]".
Il existe alors une constante c ) 0, qui ne dépend que de Q , T et n telle que :

. .  (  r r l z  s i  n = 2(111.3.1) llî.r" - W,ullsà(o) S cllullry',-1ny I .rp I "46-11 ;t " 
, i.'  

t  è '  1 È

Remarque III.3.2: La solution u ne peut avoir la régularité [1,7',*(O)]" car les premières dérivées de u
sont discontinues à travers I'hyperplan fI ( en supposant sur / et ôO des hypothèses de régularité ).

Pour démontrer le théorème. on aura besoin des lemmes ci-dessous :

Lemme III.3.3 :

So ien t ( , i ) r y *s " ]es fonc t i onsdé f rn iesen ( I I I . 2 .14 )s in_2ouen ( l I I . 2 .1 )s in )3ona

(111.3.2) llVrillr-'rnl S lri - eplplal

et

(111.3.3) luf, - e1,lp1e\ 1 cerlz Yn )- 2.

où c est une constante indépendante de e.

Démonstrat ion:

L'inégalité (III.3.2) est une simple conséquence de Ia continuité de l'opérateur gradient de I2(O)
dans .I/-r(O). L'inégalité (III.3.3) est une conséquence des inégalités (III.2.9) et (III.2.20).

c.Q.F.D.

Lemme III.3.4 : Soient (pi)r<r<" les quantités défrnies par :

n (€ )

p:* = Da;111,e11,(w'e)(ei.e1)e;6'" si n = 2
v = l

n ( c )

,4 = l@;itnetn(u'*) ki."ù eù 6eul2 - ôi(a;y11e111(ri)x,)"; si n 2 3
u = l

(voir 111.2.21 et 111.2.10) où 6f esÉ Ia ma.sse unité portée par Ia sphère AC',1AK', , 6tr12 est la masse unité
portée par laspùère AC',nôD', et y, est Ia fonction caractéristique de U]!lD'r. Alors

(rrr.J.4) l lrri-rrrl lu-,(n) < "{ ,r,rl ' ! l ,r^-r, ï :; i

où c ne dépend pas de e.
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Démonstration: On procède de la même manière que dans le cas d'une répartition des trous en

volume (cf II.a). On utilise le lemme ci-dessous démontré dans I'annexe E ( sous le nom Lemme E.4 ) puis

on conclu,
c.Q.F.D.

Lemme III.3.5 :

Soit 6e, Ia masse unité poûée par Ia spàère de rayon €, centrée au centrc de Pf . Pour n) 2, on a:

n(€)  c
(trr.3.5) ll lo; - 

ffitrl lr-,1n1 1 cetl2
| , - 1

n ( e )  q

(IIL3.6) llDt',("r.")"ï - ffirotr1çr-,(o) S celtz
u = l

où e', est le vecteur unitaire radial dans Ie pavé Pj et c une constante indépendante de e.

Lemme III.3.6 :

Pour tout ô, e Hl1Hr) tel que é, = 0 sur Tf v = 7,...,n(e), on a :

(111.3.7) lô, lu@,) < ,e' l ' lYÔ,1u1r,1

où c est une constante indépendante de e.

Démonstration: On applique le lemme IV.3.1 dans I/, pour Ia tail le o. des trous 
"f 

(voir [2]).

Dérnonstration du théorème IIL3.I :

Nous reprenons la démonstration de la proposition 1.7.1 pour établir I'estimation d'erreur dans le cas

oir  u € W' '*(Q).

Nous avons posé Ài = - f i (a; inen(r,))  où re = ûe - W,u

et nous avons établi l'égalité suivante :

(r .7.7) (  ) , ,F, > *\2po 
lnb, l '  

= 
l ; ro-w,)ul,+ 

<(M - M,)u,r,  )  *

1 1-f 
Jra;imen(u)fiupf; 

- 
,noti,où,ur(r'n 

- ep)fi1fidx

On déduit alors I'inégalité :

"r( i  
.  À.,% >) * gpo 

ln4,t '  
S "(À)(tt ,  

- l lz.; , ,1o;l lul l l -1n;lr. l1,1n; *

+l lM - M'l ln- ' tnl l lul lry' ' -1oyl lr" l11161oy + lvw"lL"(r.; l lVullsr ' ' -1o;1r.k,,1r.; *

+ lI d - W,lpglllY ul lr- 1oy lV". lr,1r,; )
avec c(À) une constante dépendant du module de À.

On applique I'inégalité de Poincaré à r. dans O et I'inégalité III.3.7, on obtient :

nr(ï . À,,% >) + Oc" lnl". l '  
< c(À)llzl lry,,-1r,y (1la- W,lp"s.1 + l lM - M,lls-,s'1 + €ttzlvtv,lr,1r,l )

Grâce à I ' inégalité de Korn, on a :

l l " , l l ràtnr S "(À)( t t r -  
W,l l " ( f l1+ l lM -  M, l ls- ,1a1 + er l2 lvwJr, lny).

Le théorème est alors une conséquence des Lemmes III.3.3, III.3.4 et de I 'hypothèse (H3) vérif iée par les

fonctions (ri l î=t 
C.e.F.D.
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IV - PROBLEME LIMITE LORSQUE LA TAILLE DES TR,OUS AUGMDNTE OU DIMINUE

Dans cette partie, nous allons montrer que la taille des trous 
( 6ntnln-2 Dour n ) 3

""  
= 

I  i - "o/r"  pou, 
"=t

lim 31 = o.
e-o €

est une taille critique dans le cas d'une répartition en volume.

En effet le comportement limite du fluide est différent suivant que la taille des trous est plus petite ou plus
grande que la valeur cr.

IV.l . Déscription géomètrique :

On reprend la même géomètrie que celle décrite au paragraphe II, et nous faisons une hypothèse
supplèmentaire sur le trou T.

On rappelle que O est un ouvert borné connexe de IR' (n22 )de frontière Cl par morçeaux. ? est un
fermé de IR' tel que :

( rv .1 .1 )

(  B " C T C B T  a v e c  0 < o < 1

J "ù 
Bo et 81 sont deux boules ouvertes de centre I'origine

| "t 
de rayons respectifs o et 1.

( . Br \ ? est un ouvert connexe de frontière Cl par morceaux.

L'ouvert Q" est obtenu en otant de I'ouvert O les trous ?j périodiquement répartis avec une période 2e dans
la direction de chacun des axes. Les trous Tf sont homothétiques de rapport c, au fermé ?. On suppose
que :

(rv.1.2)

On ne considère que les trous entièrement inclus dans O.

rv.2. Cas où la taille des trous diminue : (4" << 
".)

Lorsque la taille o" des trous est donnée par la valeur critique ce, on a vu dans la partie I[ qu'un terme
étrange apparaissait dans le problème homogénéisé.

Nous allons voir que lorsque la taille des trous est inférieure à cette valeur critique, il ne se passe rien.
Autrement dit, en dessous de cette valeur, les trous n'ont aucune influence à la limite.

On fait donc l'hypothèse suivante :

' f  l im . -o#=O pour  nZJ

\ t i - . -o#=o  pour  n=2 .
(rv.2.1)
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Remarque IV.2.t: (cf [2] )

Nous avons supposé que limr*s 
h= 

0 au lieu de lim,*o 
i, 

= 0 dans le cas n = 2

car il est possible de vérifier que les résultats de la 2è^' partie sont vrais si on suppose seule-
ment que , e2loga, - -Co.
En fait, ezloga, est la quantité qui apparait naturellement dans les calculs des fonctions (ri)?=r, et c'est
donc selon les diverses valeurs de sa limite que l'on discute.

Théorème fV.2.2 :

Soit u, Ia solution du système (1.3.3). Si Ia taille des trous (Tf) vérifie (1V.2.1) alorc Ie cadre abstrait
de Ia lè'" partie s'applique toujours et on a :

ù, - u dans [rrot(o)]" fort

où u est I'unique solution du problème (1V.2.2)

(rv 2 2) 
{i;:::_ r,i",T^*,*,T,1,;:},,uu 

'oun" 
o i = 1, ,n

Démonstrat ion:

Si a, vérif ie (IV.2.1), alors on peut construire des fonctions (r')î=, vérif iant:

u'* - er dans [I{t(o)]" fort.

A cause de (Hb), on en déduit que : M = 0 dans O.

O r  o n  a :

f  ^  t  -  r -  r
I À'p.li',lzdnt I a;i6e16(ù,)e;i(Ç)dx= | fÇdx - | |-udæ =

Jo J{t Jn Ja

= 
In^'r"ru1zdx + 

fnor,,or,o1u)e;1@)dx+ 
1 Mu,û >

comme

alors

û, - u dans [r,(O)]" forr

f na 
; i n e m (îr,) e ; i (E) dx - 

I *a 
; i 6 e 1 1, (u) e ; 1 @) d n

d'où [ or,,ur,u1r"-u)e;1(ff i)dc - o.
J N

Vu la coercivité des aijfà, on déduit à I 'aide de I ' inégalité de Korn, que :

û, - u dans [Hot(o)]" fort.

c.Q.r .D.
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Remarque 1V.2.3: Le problème d'évolution correspondant à (IV.2.2) est :

I 
Tlouver U eW"tHt(O)] tel que :

| 02u;
i 

p"ff i  :  ôioi i(U) + F; dans O i= 1,. ' . ,n

| âr1
In( r ,o)=o;  f r (æ,o)=o dansQ.

IV.3 . Cas où la taille des trous augmente : (o" >> cr)

Lorsque la taille des trous augmente, on verra que le déplacement sera donné explicitement en fonction
de la matrice M etr de la force /. On fait alors I'hypothèse suivante :

(rv.3.1)

On définit le rapport oe par :

(rv.3.2)

I r r r r r , *o€n ln -2  =o  pou r  n23
1o '
I  l imr*o ezloga, = g pour n =2.

Io,= (#)'''
to, = ,1,"0?1"'

p o u r  n ) 3

pour n = 2.

O n a e  <<  o ,  << I .

Estisration à priori :

Pour obtenir une estimation de u" à la partie I, nous l'avons prolongé par 0 dans O \ Or, ce qui nous a
permit d'utiliser I'inégalité de Poincaré sans difficulté et d'obtenir

ll"'llr;<nl < clflr,,nl

où c est une constante indépendante de e. Cette inégalité est toujours valable ici mais vu les hypothèses
faites sur le trou ?, on a une estimation plus fine obtenue grâce au lemme ci-dessous démontré dans [2].

Lemme fV.3.1 : Soit fl" un ouvert défini suivant Ie paragraphe IV.l'.

Dans ,F/01(O") on a I'inégalité de Poincaré suivante :

vu € rtol(o,) fuf lz1n.y 1 co, lVul; ,1o.;

où c est une constante qui ne dépend ni cle e, ni de u et c, est donné par (1V.3.2).
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Remarque 1V.3.2: Remarquons que ce lemme n'est pa^s utile pour 1u 2ème partie car lorsque la taille o.
vaut la valeur critique, o, est une constante.

Nous avons vu au paragraphe [.3 que :

t t  -  r r D

l lAll ir;1ny < clf lT,pllu' l;,1o.y

avec c est une constante indépendante de e. Le lemme IV.3.1 nous dit que :

(IV.3.3) lulpg.) 1 co,lVul;,1o..1

d'or)

(IV.3.4) l l4l lr ;1o; 1 co,.

On a alors :
û, - o dans [r/â(o)]" fort.

Pour étudier le comportement du fluide, nous allons renormaliser le déplacement.

En reportant (IV.3.4) dans (IV.3.3) on a :

lît,lçg'1 < c6?

la suite f est bornée dans [I2(O)]" donc à une sous suite près on a :
ol

(IV.3.5) 
h 

-u dans [r '(o)]" faible.

Pour trouver Ie problème limite vérifié par u, on va se donner un cadre abstrait d'hypothèses H1-H6
analogue à celui de la partie I avec quelques modifications.

Dans un premier temps nous vérifions ces hypothèses puis en appliquant la méthode de l'énérgie développée
par Luc Tartar, nous passons à la limite dans la formulation faible associée au problème en ur. Ce qui nous
donnera le problème homogénéisé.
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Hypothèses Hl à H6 :

On supose que les trous sont tels qu'il existe des éléments uepet pq tels que VÈ e {1, .-.,,n},on ait:

(H1)

(rr2)

a,[ e [Irr(o)]"

u'x = 0 sur les trous

t  
u'*-e*

[ (o"vrg) uorne

pÈ e [r-(o)]n

siligl

dans [r'(o)]" faible

dans [L'(A\"
(rr3)

(H4)

(H5)

(H6) ll existe une distribution G € O'(]0, *oo[, [,1-(O)]"') telle que : G(t) = ,-1(M(À))

ReÀ > P > 0, où M(À) désigne la matrice définie par ses colonnes (p*)r=r,...,n.

Comme dans la 1è'" partie, I'hypothèse (H5) permet de caractèriser la matrice M.

Proposition fV.3.3 :

Soient (r'x,tt*)r<rSn des îonctions qui vérifrent les hypothèses (HI)-(Hl). Alors si ppy = 1tp.eo
on a pour chaque p € O(O)

Pour toute suite o, € [I/r(O)]" et pour tout u € [r2(O)]" vérifiant :

( ," - o dans [r2(o)]" faible,

I
{ lvr.l""rol S f 

où c ne déPend Pas de e

I( u, = Q sur les trous Qiliy_l
et pour tout g € O(O), on a :

o! < - 0 1,(a;i y,e ;i (r'o)), p(r,), )s- r 1n),no, (o I - f nV 
U r.o

< pX, ç )D,,D=Jgx"3 
fno,,,ur,, lri)en(ui)edx.(w .3 .6 )

Par conséquent les coefficients de M = [pt]tS*<" sont des mesures de Radon, la matrice M est

symétrique (p!,, = pil et positive au sens suivant ;

Re < Mg,$ 2s-r1n;,nj(ny 2 "ldl?"1o) 
vô € [o(O)]"(rv.3.7)

r>ù c est une constante strictement positive indépendante de e.
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Démonstration :

Dans (H5), on prend a, = ueo alors :

o! < -a1,p;ine;i(ue1,)),ç@i)t )n-,(o),n;(o , - 
Ingpk.ep 

= 1 F\,9 )o,,s vp e o(o)

d'où

< pl,p )s,,s = 
!rn"? fnor1,or,o1r'r)ô1@wi)rd,x
, .  r  t  ,  " ,  î= 
J5 o', 

Jna4tne1l(uf,)e;i@i)Pdx 
+ o, 

Jna;imetn(o,uf)Ôi9(uï)odr.

Or V(o.c.r[) et a;f sont bornées respectivement dans [I '(O)]"'et [r2(O)]', par conséquent:

o, 
fno;imetn(a,ui)ô1e(ui)da 

- 0.

< pI, ç )o,,o= !nr: fnor1,or,o1ri)e 
;1 (ui)gd.c.

< Mô,ô )o,(n),s(n)= Jt13 "3 f nor1,oer11ri)etn(tr.)vq?r,lr

Re < Mô,ô > "3 js (r.,à" lnlr,,t ilo,l') > o.

Donc M est une matrice positive.

D'autre part I'inégalité de Poincaré dans O, et I'inégalité de Korn dans O impliquent que :

luf,g *121" p.1 3 " 
o? lY (u'ea *)12y" 1j,1

< ca? le(ripx)l?.,''t.

Donc

On en déduit que M est symètrique et comme (o2ra;i16e11,(u')e;i@'p)) est bornée dans tr1(Q), que pl est
une mesure de Radon.

De p lus,  so i t  {  = (pt ,pr , . . . ,pn)  € [O(O)]"  on a (  c f  proposi t ion I .4 .3 ) :

(*)

Un calcul simple donne :

- r
le (ui 9 1,)12y, 1q = 

J na 
; i t n e t n(uêp) e ; i @l) 6 ofi d x +

* Ino,,,or, t";l []t arl.*@î)i + a1a*-fi;))ooa,+

+ f no ; i m e ; t t;lt flt ô 1 $ o @i) n + 0 n é p (ui ) t )lTr a' +

* i l_o,1,1,(a16,01r'n)n 
+ 06q01",r),) (a7,;(DF)i + a1fipp;)ar.
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La suite (c.,f ) est bornée car ,ï - 
", 

dans lL'(A\" faible. Donc

I no,,, u r, o (,,5 llt a,A OZI i + a iTk (,î), )] a o a, = " Ë lyuil21,p1
lc =1

t ro,,,ur,, 1,i1 lf,r a,o,t 7 n * ô nso@i) ùfTr a,l = " Ë ly u,1,121, p1
È = 1

f, ln",,,u(a,ôr{,;)u + ônôp(uï)t) (aAtAl i + ôiil(,î),)a" | 5 "

oir c est une constante ne dépendant que de { et O et indépendante de e.

D'autre part

d'oir

nous avons :

f na;1 
ne n(wï) e ;i (,î)ooû a' =, 

à, I nlr,i 
(,i)vrl'

n - | t . . - I n
1u1,9*liz1n1 s c [d; t l^lei1@;1eodxl2 + o,'! lvrilT"<n + o?f (**)

l 1 i , j1n  
r  \ I  l c= l

, .  
"  

\ t

]rIt"3llVrîl't,1o) 
= 0 car o,Yuf, est bornée dans [I'(O)]"'

k = l

lin\lr'op*lL.1o; 2 ldl?,1oy en raison de Ia semi.continuité faible de la norme

I '3x ": .D l^1r,1@i)vol 'a, S i*,. 
Mô,ô > d'après (*)

rsî<nJn tr

par passage à la l imite dans I ' inégalité (**), on obtient :

Re < Mg,$ )s-r1n),aj(q2 clël2r"g) Vë € [o(O)]".

c.Q.F.D.

On démontre maintenant la " quasi-unicité " des fonctions a.,[ et p3 associées à la famille de trous
z r n(e)

\Ti),=, et vérifiant les hypothèses (H1) à (H5).

Proposition fV.3.4:

Pour une même suite de trous t(f,Î)i9i].t0, on suppose qu'il existe deux groupes de
fonctions (u'x,tt*)i=r, (ul,',tt't")l=r qui vérifrent les hypothèses (Hl)-(Hl), alors on a:

(1V.3.8) Ftr = F* dans O

(1V.3.9) (u'r - w'!) - 0 dans [r'(O)]" faible

(IV.3.10) o,e;i(ul, - @ék') 4 O dans L?""(A) fort i, j = I, ...,n.



Démonstrat ion:

En combinant les hypothèrses (H5) pour les deux groupes de fonctions (r'*,tt*) et (uft',p!) on obtient :

( rv.3.11)

Pour toute suite o, et pour tout o vérifiant :

( ', ' o dans ['2(o)]" faible

I
{ ;vr'lr,1r,y a 9 où c ne dépend pas de e
f ' 6 8
I u" = Q sur les trous (Tt)i9-l

et pour tout rp € O(O), on a :

o! < -A66;;ne;i(ue1, - r 'k)),9(a,); )s-,(o),rrË(o) - 
lrpfur 

- p'*).u.

Dans (IV.3.11), on prend u, = uek - u'k' et o = 0.

Il vient en intégrant par parties :

' -  1 -

l in1o,2 | a;i16e11,(ui-wi')e;1((ffi '179ac + o2, I a;i11'ey,(u'r-r'r)@ip)(t.,; -4')c = 0.
e - o  - J a  - J n

Or les suites (4.2V(r'x-r'x')) et çui=wfl sont bornées respectivement dans lL'(A))"" et [r2(O)]"

donc

par suite

( rv .3 .12)

- r
o! | a;i11,e1n(r'r-u'k)@jù(m); -.-_ o

JA

^ f
l inyo'?, I a;i11,e11,(ul-wi)e;1(uiQDpds = O

€ + u  J O

d'où ( cf proposition I.4.4 ) o,e(wl, - u'r') - 0 dans lL?""(A)1" fort

et (IV.3.9) s'obtient en combinant l'hypothèse (II3) pour les deux fonctions arfi et c.r['.

D'autre part, dans (IV.3.11), on peut aussi prendr e ue =u$ et a = ep.Ilvient en intégrant par parties :

_ 1  I

!nr! Jroti,ortu(r'* 
- r'x')ôi 1e(a,i)r) = 

Jnvec.fu* 
- tlx) = 0

car ore(u'p-r'h') converge fortement vers 0 dans lL?r"(Q)l"",et g est àsupport compact dans O.

c .Q .F .D

I

Jnv"r.fur 
- /*) = 0 Vp € o(o) d'otr (IV.3.8).
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Vérification des hypothèses (H1) à (HG) :

Nous allons construire des fonctions (r') i=,
puis dans le cas n - 2.
Darrs les deux cas, or adapte les idées de Ia 2è^'

qui vérif ient les hypothèses (H1) à (H6) dans le ca^s n à 3

part ie.

On reprend la déf ini t ion (I I .3.16) des fonct ions (r i l  i=, :

A. Cas de la dimension n )

Pour tout pavé Pj qui coupeôQ, on pose :

u i - e p  d a n s  P ; n O

Pour tout pavé entièrement inclus dans f), on pose

wi - €,1ç dans Ii'
- 0 j ( o ; i r n € t n ( r [ ) )  = 0  d a n s  D i

u i - u 1 , (  
' )  

d a n s  C '
CI. 

,

u i -O dans  f ;

e r  u i  €  lH ' (P ; )1" ,

solut ion unique (  . f  lemme I I .3 .7 )  du système ( IV.3.14)

\
I

comme

: (cf f igure 8)

( I V . 3 . 1 '

( t \ , . 3 . 1 4 )

ou *;  est déf ini

r
m
m
M

ç

C;

De
v

Kr
V

-  t )1@Utne  rn@t  ) )  =  0

,np - 0

d P  
-  

€ 1 t

l e  ( r r  ) l r 2 ( n n  - r )

dans R' \ T

sur  AT

à I ' infini

PE
v

figure I
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Les fonctions (ri)i=r ainsi définies vérifient de façon évidente les hypothèses (H1) et (H2). Pour s'assurer
qu'elles vérifient aussi (H3) nous allons en donner des estimations successivement dans C', et D'r.

Lemme fV.3.5 : tres fonctions (,.,i)r<r<, défrnies en (lV.3.13) vérifrent :

(N.g.15) le(r'r)l!,."tctt = "#.

(w .3 .16 )
(  " : *  

s i  n = J

lu'i - etlzy"1c1) s c 
l 

r:V"iil si n = 4
(  o l  s i  n ) 5

,v31n 
{";:;- 

=:"rd; '"ï,uuî,iuui,,

où c est une constante indépendente de e.

Démonstrat ion:

Le lemme I I .3 .7 nous d i t  que:  le( r . ,s)11r16"-r1 I  c  (  *oo.

Par conséquent :

lr(r')l'r" <c tt < a!-2 le(w 1,) | ?,tn" _ tzl < c a: -2 .

comme 
", 

= ( i :)t ' '  alors o:- '  = 
'à, 

d'où (Iv.s. lb).

D'autre part nous avons vu dans la démonstration du lemme II.3.9 que :

I , ,  f )  r  r . )  
(  o w )  s i  n = 3

* l " i -e* l?,G) = I t r -"r l } "@^\n = 
lo1i" in1 s i  n=4 avec R=!'  
I  o( i )  s i  n25 2d'

et où Bp est Ia boule ouverte de rayon .R ) I et centrée sur I'origine.
On en déduit alors (IV.3.16).

Enfin, le lemme II.3.8 nous donne :

["r-"r = o(#) .(  ) ' r  \  à l ' i n f i n i .

I o,* = r(#)

On en déduit facilement avec r = 
fi; Wu t

l , 'r 
- "r = o(+)n-' = 

"(*r)
I Yu'p = io(?)"-' = o("L?).

c .Q .F .D .
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Lemme fV.3.6:

Les f,onction" (ri ) rcr<" défrnies en (I[.3.13) vérifient :

(rv.3.18)
lYuil21"1pi1 3

1u"1, - e*ll"ço;1

où c ne dépend pas de e.

Dérnonstration:

On reprend la démonstration du lemme II.3.10. On a donc :

lY uill, 1o i1 1 c en [ ]pZ 
- e xlzt* @ o i,nac i) + lY uil27- p o in u" r, f

lwl - e*121,1o.,1 3 c enl 
JW 

- 
"*l'r.-(uoî,naci1 I lVu'p121*laninr"rrf .

Des estimations (IV.3.17), on déduit :

lYuil22"1oi1S "r" I

"* (fr)'
1  cen ( ; ) '

. G)'1 . ","(fr)'
. u(h)'1 . ","(;)'

JG)^

c.Q.F.D

lu"1o-er127"1ç) S *[b; 
- e*\2r"(ci l  + lrf l  -  ei121"1o.,,1 + lTi l)

s

|  " r i  * ' " ( ; ) ' *a? s i

i  l " :v"oLt +e'  ( ; )^ *o!  s i

[ ,"(T)" **(t)^ *o! si

[ (?)"-' * (*)' * (ï)"
"1 (?)"',*?' *(;)' *(?)"
[ (i)" * (;)' * (i)"

lu '1, - e*l2y"1o:,t S " " l  
(:)"

Lemme IV.3.7: .Les fonctions (ri)r<r<, définies en (LV.3.13) vérif ient I 'hypothèse (H3).

De p lus on a:

(rv.3.19) lui - epl;161l 1c

où c est une constante indépendente de e.

Démonstrat ion:

A I 'aide des lemmes IV.3.5 et IV.3.6, on a:

r  r  t 2

( ; )  s i  n=3

(L\2 goo € 
1'tz si n = 4

t c e /  o Ê

( e \ n l ( n - z )  s i  n ) 5
\ O e  /

n = 3

n = 4

n ) 5

s i  n = 3

s i  n = 4

s i  n 2 5 .
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En utilisant I'expression
déduit (IV.3.19).

Pour vérifier complètement

(rv.3.20)

Encore une

Or

donc

(w .3 .22)

le (wi)12y" qq - "(e) lle (r'ùl'r" rc; ; + le(a,[ ) | T, <o :s]

s ;[(i) . "(fr)'I
= a[, * (;)']

de a" donnée par (IV.3.2) et en comparant les différentes grandeurs , on

(H3), il nous reste à montrer que

(a,Vor[) est bornée dans [r'(O)]"'.

fois, à I'aide des lemmes IV.3.5 et IV.3.6, on a :

ona ( i) '=(?)"- ' -0,

donc la suite (o,e(c.r[)) est bornée dans [^12(O)]"'.

Comme

oru 'p -0  dans  [ r ' ( 0 ) ] "

alors

l(o,wi)121" p1 * le(o,ui)l!", rn,
à I'aide de I ' inégalité de Korn, on déduit (IV.3.20).

fort,

1 c

c .Q.F .D

Avant de vérifier les hypothèses (H4) et (II5)', on remarque que :

( rv.3.21)

( - 4@;inen(ri)) = F't, , ;  - t l l

J 
avec 'r'* = 0 dans [//-1(O,)]"

I "( ')

[  "t  uî =D@;itnetn(uc)("ï." i)e;)6e,lz - ôi(a;y1e11,(r 'ùx")"r,

oit 6',12 est la masse unité portée par la sphère de rayon ef2 cenftée au centre de Pj et x" est la fonction
caractéristique de u|!jDi.

n ( c )

ll - ôi @;i 1 p6 (ri )x" )r; ll 
2u -, (n) < c l(Vc.,[ )1,122, 1ç11 S " t ly ul,l27" 1os,1

l l  -  ôi@;1taen@'ùx,)e;1111-,1ç; ( C - =
o:
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On en déduit que pour toute suite u" € [fl1(0)]" et pour tout o € [r2(O)]'tel que:

f 

o, 'o dans [t2(O)]" faible,

(IV.3.23) 
{ 

lvr"lr,<rl S 
i 

où c ne dépend pas de e

[ ," = o sur les trous (Tilil-]

et pour tout g € O(O), on a :

(IV.3.24) Jig"3 1 -0i(a;i71,en(ri)), p(u"); )p-,1o;,4;1o) =

r ( r )

= 
Jg3 o? < D@titnetn(u'*) ki."ù "r) 

6',1', 9u, ) s-r1n),Hà(n)

car (o,o,) - 0 dans [f it(o)]" faible.

Il nous reste à prouver qu'il existe ;'rÈ € [Ico(O)]" tel que :

r ( r )

4 . ï{o,1nen(ui) kï."ù "r) 
6',1',9a, ) s-r1a),Hj(n) - 

I*ppk.a.u = l  -

Théorème fV.3.E :

Les fonctions (r[)i=r définies en (1V.3.13) et ]es vecteurs constants pp définis par :

(w.s.25) ,-=(f f i )*  pour t<ksn

où .P6 est donné par (11.3.14)

vérifient les hypothèses (H4), (H5) et (H6) .

Démonstrat ion:

Comme pp est un vecteur constant alors pp € [r-(O)]".

D'autre part grâce au lemme II.3.13, l'hypothèse (H6) est vérifiée.

Le Lemme (II.3.8) donne :

a;i6e211(u1,)nie;= 2s;#lr*rr * W(Fr.",)r"] + o(*)

d'où

u;inen@I))ki .")e;(r ,_?=#*#|,*,**#(rt . i ) . l ]+

+o(+T)
" ' \ *  )

2 n - 2  f ^  -  n m * m * n . - l  1  r= 5'"(j' + rt lz*rr * #@1''e)ei)â - 
"(fr)
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On en déduit :

(rv.3.26)

(rv.3.27)

On peut

n(€) qn_2 r r1(â)

o?D@,,,ue' , (a, [ ) ( " ï . " i )e;)o ' , tz=#^@+t) lz^r*Drt ' , t ' *

n r n * m * n - l

On sait par le lemme II.2.4 que la mesure définie par l'égalité (IV.3.26) converge fortement dans [I1-1(Q)]".
Mais ce résultat ne peut p€xi nous servir ici car la fonction u, définie en (IV.3.23) ne converge pas faiblement
dans [I11(O)]".

Cependant, on peut toujours pimser à la limite dans le produit de dualité (IV.3.24).

On a pour (u,,u) vérif iant (IV.3.23) ( cf [2] ) :

f,rrr "r"rru','l * ,(',) ,f_uf

-fu[,,
n  J n '

J n l

"2"  J"?a 'e* '

n ( € )

< D16r,, 9o6 )s_t1o),rrôr(n)
u = l

n (€ )

\e6' ,(e1,.ei) .eI  ,  pu, )n-,(n),nô(o) -
u = l

dans (IV.3.24), on obtient :

1 - ô i (a;i 1 1,err, (c., i )), p(a r) ; ) s -,(n),Hj (a)

#lr*r-rfr*
n n x + n x + n - !2 .

( 2 n m 2 * n m * r n * n - 1 \

\ ""rO"+ \ )

n1,

F p I
2"+L JaPa

=pxIpr .
JN

+

(

J
l.

passer à la limite

,*":

fu,r] I,*

c.Q.F.D.
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B. Cas de la dimension n = 2

On reprend la définition (II.3.1) des fonctions (c.r[)[-, :

Pour tout  pavéPj  qui .coupeôO, on pose:

@ I = e * dans P; îA

Pour tout pavé entièrement inclus dansO, on pose : (cf figure 9)

(rv.3.28) a'n = e* dans /{i
- ôi(a;i16e6(ri)) = 0 dans Ci

@ i = 0

er u'k e lHr(Pi)12.

dans Tj

Comme au paragraphe II.3.A, Bf' désigne la boule de rayon c, centrée au centre de Pf . On a Tf C Bi'

I

m
IFT1

e
Tv

K€v

c;

Ifù' 2ue

figure 9
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On définit alors les fonctions (arlp)rcrcz pa,r :

(rv.3.2e)

@"ox = 0

er u'"k e lHrg;)12.

Il est facile de voir que les fonctions (ri)rSrs,

- Pour tout pavéPj qui coupeôO, on pose :

uZ* = er dans Pj nO
- Pour tout pavé entièrement inclus dans0, on pose :

u'oP = eh dans Kj
-  Ôi(a;yP11,(r3o)) = o dans ci , \Bi '

dans Bi

vérifient les hypothèses (H1) et (H2) et que w'"6 elHr(A)12

On pose :

(rv.3.30) , , e l  _ , . e
v k  - w k '  o h '

Par définition on a pour tout pavé Pj inclus dans O :

! u'r' e lnêQ')12
t 

- ôr(o,r,oem(ri')) - (a;i1py,(ui1)@i.e1\6i' dans Cj
( rv.3.31)

oir 6f' est la masse unité portée par ÔBi'.

Pour vérifier (H3), nous allons d'abord expliciter les (arip)!=r.

Lemme IV.3.9 : Soient (ri,Jtr=, Ies fonctions définies en (1V.3.29).

Dans chaque Ctu on a:

w'"p - æprf (r)e, + C?)en

( A T B

l1?)=fr7 + '
\B
I o(r) = -Alosr - 

x, 
-

pour r efa'el

+C
2 r n * 3  a  a

2( r+2ùur -  +  u

e=-4[1 + o(1)

B=#'$t+o(1)l

c=êr*){1r+"(r) l

D=L-ry[l +o(r)].

(rv.3.32)

9:l



Démonstrat ion:

On reprend les calculs de l'annexe B. On a donc à résoudre le système suivant :

(rv.3.33)

Par substitution, il vient :

(rv.3.34)

r  A  B .^
l+2*7*V-u=u

t -  4 +4+c=o- I+2ma? 
a!

B  2 ! * -3 . r ' ç *D=1- tog€A-F -  
4 r+z *1

B  2? '+ -3 -o7ç+D-0 .- t oga 'A -æ-z ( t * z rn ) -

^ a?ez A
H - -

"  -  
a !  * e 2  I + 2 m

ç = - o z 3 6 z I + 2 *

c.Q.F.D.

Soient (rZr)'*=, Ies fonctions définies en (LV.3.29). 0n a:

[lv,Zrl""<n, s t

I u;, - e1l;'1ov = "fr
et

(1v.3.s6) (a;inen(u",*)(ei.e))6i '  = 2^p#ft1+ o(L)le1,6i ' .

Démonstrat ion:

On reprend les calculs du Iemme I[.2.1. On a :

1'(W-+ry+lct2r3)dr
l Vu ,4 l . 1 ,1c i y3 "J " . r ,  r , ) _ .

s "fttt"lrotjll . ry + lcl'?ea ]
î2

<  c \ .
o;

pt=l (bso,- -L+ -  =??,*=3,  
" " ,3  r )\  " '  2 (a !+e2 ) I+2m 2 (L+2m)a !+ez /

1  ,  a €  1  e z - o ?
Â=tocT-  Q+2*Yæ

On introduit dans (IV.3.34) la quantité o? = -e2lonl 
"t 

on obtient ainsi le résultat.

Lemme IV.3.L0 :

(w .3 .35)
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Le nombre de pavés Pj dans O est de I'ordre de lf e2, donc:

fVa.,l3f1,,1ny S 
*

De même on a:

lr'r - "xlî,<cr) < " I*',.(f" 
- r - Atoerlz + lAl2 - ry + pfra)rdr.

Il est facile de vérifier que :

l,",,ror,o,, I"',,ry*, l^',.rcrrrra, s "fr
il reste donc à majorer 

l,',.ro 
- r - Alogrl2dr. on a:

f '  ^ * 2 t '  ^  l e  r

J", lo-r-Atosr l '= lD-\ 'T1".+ lAl2 J, . ( tor)zra,  
-  ( (D- loÂ+[-ge1 

J" . , ,on,a,  
(*)

l,',,(lovù'rdr 
= (tosù2f,]'". - 

l,',.rlosrdr 
et 

f"',.rloord, 
= Çunrl'". 

- 
I*l'".

e= -*V+ o(1) l  ;  D-r  = - ry t l  +  o( t ) l
o:

(D - r)Â + 1o --ge = rT[1 + o(1)]

en reportant les égalités ci-dessus dans l'égalité (*), puis en développant les calculs et en simplifiant, on
obtient :

f ê  ,  /  € 6  e n o ? t , ,  r a  \ j  1 r r _

J" . lo - r -A losr l '=  (TA -  
f i \ ( twù2 

+( tosa , )z  -2 tosa , tose+tose- tosa , * ; ) ) [ t  +  o (1) ]

- 6

= 
*,4'P(€)[1 + o(1)]

avec p(e) = i * ifil"(f, + u"nr- (r + bo\)) er J13r(,) = ]
donc

1 Ê ^ 1 6

J".to-r-Atosrf  ="7

d'où lw"o1r-e1rlp"1n, S " j .

En f in :

(a;ip,ey,(w,o1,)@i.e))6i, - ^r( - L* . 
# 

-'Hca,)er6i. +

*  ̂ ' (  -#*L" -#. 
#" ')@i'e1')ei6i '

I * r n  e 2= 2\uffiA\ + o(L)lep6i'.

c .Q .F .D .
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Lemme fV.3.1-L : Les fonctions (r'r')tSrS, défrnies en (1V.3.30) appartiennent à [I/ô(O)]'? et on a :

(N.g.gn lVcu['11,,1o; S "h

(1v.3.38) lufl'l,.,1511 S ":

t 
" 

o" dépend pas de e.

u'x' - o dans lL'(a)l' fort.

o,Yufl' - Q dans [r'(O)]n fort.

Dérnonstration :

c.r[' satisfait dans chaque ouvert Cj aux équations :

(rv.s.Be) 
{-ut'"'ot'U'frl)= 

(a;itnetn(u'"v)(ei'e1\6i' 
,u, 

o"uîr"t

De la formulation variationnelle de (IV.3.39) on tire :

1 l
I a;iy,e11(ui')e;1(di)d, - 

I a;y6e11(ueo1)@i.e1)@i');ds
Jcl JaBt.

l * m  e 2  -  r= zÀuffi;æl +o(1)l Ju"".4'."r0'

Or on sait (cf ( II.3.7) ) que :

I l,"* 
r-'i.e*d'sl 3 ca,lYui'|L2@i.\ri)

où c ne dépend ni de e, ni de ar['.

Par conséquent :
1 € 2 ç 2

J 
". 

le (r"x' )l' S c - lv u'k' I p :l3. \r ;) S c \ lv @"kt I n ç 91

d'où

le (wi)127" 1n1 = n (e ) le(a,[' ) lï" G :.) 3 "! 
nç11v u"1,' | 7" ç i1 = 

" ! lo ri'l r " (o).

On déduit (IV.3.37) à I'aide de I'inégalité de Korn.

L'inégalité (IV.3.38) est une conséquence du lemme IV.3.1 et de (IV.3.37)

car a,['e [I/or(O)]2 et ,'k' -- 0 sur les trous Q.

c .Q.F .D.
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Lemme fV.3.L2 :

Les fonctions (,.ri ) r < r<z

De plus on a:

définies en (lV.3.28) véfifrent I'hypothèse (HJ).

lui-e1,lp6;) < ":

Démonstrat ion:

On écrit que :

à I'aide des lemmes

c.Q.F.D

Avant de vérifier (H4), (H5) et (116), on remarque qu'on a :

-ô1(a;i1P11,(ri)) = tû,,; - ' l 'n,; dans O

où
(  

" ( r \  
' ( ' )

I fti = D o,,, ot, o (u'" )(ei .e 1) e t Ai + D ai i 1 1, e 1 1,(ul,' )(ei .e ) e ;6',I
)  

v = l  v = l

I "(')

I 
tt = D.o,,,o',o(ui)Qi'e)e;67''

La notation 6f désigne la masse unité portée par la sphère de rayon e inscrite dans Pj et 67. est Ia masse

unité portée par le bord du trou ff.
O n  a :

fx = 0 dans [If 
-t(o")] '.

A l 'aide du lemme IV.3.9. on a:

a;1v,ep,(w'oi)Qi.e)e;6', = 
frf^r(t 

- 
ffi),* * #,(t * #)r"ï."ù"ï)di [1+ o(1)].

On procède comme dans le cas n ) 3, on obtient :

pour toute suite u. € [//t(0)]" et pour tout u € [r2(O)]" tel que :

dans [r'(O)]" faible,

où c ne dépend pas de e

sur les trous. |Jf)iyl

I t'r - e1,lç1n7 < l"'"r - e1,lp1a1 + lr'r'lr"@'t

I lVr[b,,1ny < lYuil,lploy * lvc.'['11,,1ey

IV.3.10 et IV.3.11, on obt ient :

I rr-evl ,"p1 
t  "( : , .  

L*) s "*

I lo,;lr,,n, s "(L* . fr) s t
car 

€ .....-0.
oe

{'"' T^' = ;
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et pour tout rp € O(O)

n(e)
, . r 5 1

Jt5 "i 
1 \aii6et{u')(ei.e1)e;6', ,p(t,); )p-r1o;,r;1n) =

u = l

= I's), [(1 - ##)"- 
. 

Ë, 
6î, ea, )s-,1o;,r;1n; *

. #1t * fr) . Ërrt, ep.ei).ei, eu6 )p-,1n),nd(o) ] tr +,tr)J

,  v "  2m*3 \  7 r  /  4Àp t -  I  r  r  fÀp [(r 
- 

@)"*, Jneu + ff i ,(t  + 1+ 2rn )"r n Jnoo
= xpo#,r In o

=,rfn,.

n ( r )

Pour calculer Ia l imite 
Jt33 "3 

a I a;y11e111(ul,t)(ei .e)e;6i , g(a,); )n-'(o),nô (o) r nous aurons besoin

de la proposition ci-dessous : 
u=L

Proposition fV.3.13 : Soit O. un ouvert défrnit suivant le paragraphe 1V.1.

Pour tout u € [H01(O)]n, on définit R,u par :

- Pour tout pavé Pj CQ :

Rru=u dans K' ,

Rru, = u, dans Ci

Rru=O dans f Ï
- Pour les pavés qui coupent ôQ ;

R ru=u  dans  P inQ.

et où u" est Ia solution unique d.u système

( Trouver a" el[t(Ci)1" tel que i

| 
- Au" - -Au dans Ci

I  '"=o sur aTi
[ ,, = u sur ACt\ôTi.

Alors I'opérateur R, vérifie :

(i) R" e L(lHË(o)1" , [I/o'(o.)]")

(ii) u € [Ifj(O")]n + R,ît=u dans O,

(i i i) l l&ullro'to.t S cfiVullz1nl + j lr lr, lny]

où c est une constante strictement positive qui ne dépend ni de u, ni de e.
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Démonstrati,on:

En utilisant I'annexe C, les points (i) et (ii) sont vérifiés et on a :

ç2

lY u, lzy, 1c. 1 < 
" l1v u12", (c. ur. ) + ! l"lï, <c. rz. ; J

où c est une constante qui ne dépend ni de u, ni de e, et où :

On en déduit 4 - l  + pour nz3
F-l : ,1;" '?l  pour n=2

( ,n-zlz pour n ) B
r  - )  |  a e

"n=1fu Pour n=2 ' l=7'

(IV.3.40) lY(R,u)121"1p,) < cflYulz'"g;1 + J-'l"l'r."<p;1.

On somme les estimations (IV.3.40) pour rz € {1,...,n(e)}, et on obtient :

la(R,u)l!",çn) < c fl Y ulz1,pt + \lul'",<n).

c .Q.F .D.

Théorème IV.3.14 :

Les fonction" (r[)?=r défrnies en (IV.3.28) et les vecteurs constants pp définis par :

(Iv.s.4t) tr=oryff i"r pour r<k<2

vérifient les hypothèses (H4), (H5) et (H6).

Démonstrat ion:

Les fonctions p3 sont des constantes donc (H4) est vérifiée. De plus I'application À r- pi(,\) est une
fraction et lp;())l S "lÀl 

donc (H6) est aussi vérifiée.
Pour finir la démonstration du théorème il nous reste donc à vérifier que :

n(e)

( IV.3.42) 
"? 

<Da;i11,e11,(uep')@i.e)e;6' , ,p(u,) i  >Ir- ' (o),nË(n)- 0 lorsque e-0.

Pour prouve , (?V.3.4'2=,,on reprend la démonstration du théorème 1I.3.3 et on étudie la suite réelle Â, :

n ( c )
- t S

A," = o! 1 la;ine6(ui')fti.e1\e;6c,,9@,); >fl-'(n),rf;(n) .
u = l
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On introduit I'opérateur de restriction ,R, de la proposition IV.3.13, mais dans le cas où les trous sont

les boules Bfr' de rayon oe, et non sur les trous ff. Dans ce cas on a :

Rr(ço") = goe sur les sphères de rayon e inscrites dans Pj

R " ( g a , ) = g  d a n s B i '

n(6)

donc L" -- o? a t a;i11,e16(ueet)(ei.e1)e;6',,Rr(gor) )n-,(n.),r;(o.) .
v = l

On intègre par parties et il vient :

L ,  = o? I  -0 i (a;1p,en(ui ' ) ) ,  (R,(pr ' ) ) ,  )n- , (o. ) ,n; (o. )

d'où lA,l < co!1vri '1""1o; lv(r?.(ru,))l;,1o.;.

A I'aide du lemme IV.3.11. il vient :

l^,1 < c e lY (R,(ga,)) lptn.l .

On déduit grâce à la proposition IV.3.12 et aux hypothèses faites sur ?16 que:

lA"l < ce [lV(,pu,)l nçn1 * l(vùlu.,,1)
1

< c€llVo,l; , ,1ny * - lo.. l1,1o1l

1 c -
ce

donc

d'où (IV.3.42) et (H5) est ainsi vérif iée.

A. -0

c.Q.F.D.
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Passage à la limite :

Théorème fV.3.15 :

Soit u, I'unique solution du système suivant :

(r.3.3) {T,'"*' 
% € [rrot(o')]" tet que :

l \ "  pourt  -  ôi(a; i6ey.(u,))  = f ,  dans Q. i  = 1,. . . ,n .

On se place sous Jes hypothèses (H1) à (H5). Alors

(tv.3.5) 
3-" 

dans [r ' (o)]"  faible

où u est Ia solution unique de I'équation :

(1V.3 .43)  Mu= f .

Dérnonstrat ion:

Pour trouver le problème limite (IV.3.43), nous allons utiliser la méthode de l'énérgie.

D'aprés ( I .3 .1) ,  on a :

t  \2pou,uda+ [  a ; i y ,ep , (u , )€ ;1@)dx= [  foa ,  Vu€[ /1 ; r (o , ) ] " .
Jn. Jn. Je,

Soit çr € g(O) . On remplace u par 4u'r où ("i)i=, sont les fonctions définies par (IV.3.13) pour n ) 3, par
(IV.3.28) pour n =2 et, qui vérifient les hypothèses (II1) à (H6). Il vient:

t ^ t f
Jn.\'pou,pul,dx 

* 
Jn.a;imen(u,)e;1(9ui)d,, 

= 
Jn,f 

guidx

en remplaçant u. par û, et en intégrant par parties, on obtient :

1 ^ 1 1
(IV.3.44) 

Jn^'o"r,*id, 
+ 

Jna;ip,e16(û,) i t(ArXri) i + ($fl(ui);lde +

* < -ôt (a;1u,e;r(,. , i)),  p(û,)t,  - 
lra;1p,ep,(u's)(ô1',9)(t,)1d,x 

= 
lnf 

eriar.

Passons à la limite dans chacun des termes de l'égalité (IV.3.44).

. 
I\2p'û'ew'1'dx 

= o?( 
l*^"'freuidx) 

-"^: 

fi 
.t, rîsonr bornées dans [r2(o)]"
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* 
lno,,,uu,u(îr)rt(areX,i)r 

+ (a1e)(c.,[) ,]d, o' 
lno,,,or,^(i)*Ka;ç)@î)i 

+ @1Q@i);ldx
+ 0

"u,lvf,l",(r,) S " 
et arfl est bornée dans [,12(Q)]"-

+ 1 -Ô1,(a;ine;i(u"1,)),p(û,)t)r-,,11â(n) ---_ 
lnrro.u

"u, \ 
- u dans [r'(o)]" faible et lvfrl",rn, < i

donc on peut appliquer I'hypothèse (H5) à la suite (3)

. 
Ia;i1p1y,(wi)(ô1,Q(t,)1d,x 

= 
fuvr'rat 

= de 
Inor,,or,u(o,ri)@où(fr),d, 

- g

car lV(a.o[)lrtol * lfr l""p1sont bornées.

r r
. 

Jnfguidæ 
- 

Jnfv"* 
car u'x - e* dans [r'(o)]" faible.

A la limite, on tire de (IV.3.44) :

lnuo."rva, 
= 

lnf 
."rvas Vl 1k 1n

1 Mu - f  ,Ô )o,,o1o;= 0 Vd€ [O(O)]n soi t  ( IV.3'43).

L'existence et I'unicité d'une solution de (IV.3.43) est vérifiée car lamatrice M est inversible d'après la

proposition IV.3.3.

Toute les sous-suites d" * convergent vers la même limite u donc toute la suite converge.
a;

d'ori

Théorème fV.3.1.6 : Sous les hypothèses (H1) - (H6), on a:

(1V.3.45) iI existe U € O'(10, +oo[, [r2(O)]") tel que : u(À)= L(tJ) ReÀ > 0 > 0

ir-
(w.3.46) 4 - U dans L2(0,T; [r 'z(o)]) faibleYT > 0

a:

(1V.3.47) la d-istribution (J est I'unique solution de l'équation :

G*U =  F

où G est donné par (H6) et u Iasolution de (lV'|'aJ)

c.Q.F.D.
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Remarque 1V.3.!7 : Pour le problème de [2] Stokes lorsque la taille des trous est plus grande que la taille

;itic-ue, on oEtenait à la limite une loi de Darcy. La vitesse était directement liée à la presion et aux forces

extérieures. On retrouve un résultat analogue pour notre cas. La vitesse est donnée explicitement en fonction

des forces extèrieures et un phènomène de mémoire longue apparaît comme dans le cas des trous de taille

critique.

Démonstration d.u théorème IV.3.I6 : La démonstration de ce théorème est analogue à celle du

théorème I.5.3. Elle se fera à partir des lemmes ci-dessous :

Lemme fV.3.18 : La solution de l'équation (lV.3.43)

(w .3 .43) Mu= f

est Ia transformée de Laplace d'une distribution IJ € O'00, +oo[, [r2(O)]") : u(À) = L(U) ReÀ > P > 0.

Démonstrat ion:

L'équation (IV.3.43) est équivalente à: u = M-L(À)f

donc

nous avons I'estimaion suivante :

lul1,1o; < lÀz-t(r)lr-1o; l.f[,,1oy

(rv.3.48) I lu- ' t t ) l r-1n1 S c

I où c est une constante indépendante de À.

En effet : soit u € [O(O)]", l! u € [O(O)]" tel que s = Mu ( M étant une constante en r),

Re <  Mu,û ,  >>  c lu l2yzg)  e t  Re <  Mu,û  )=  Re 1  a ,û  1< c l t r l ; r loy  lu [ , r1n ;

donc ful ; ,1n; < clul ; ,1oy, soi t  lM-rulçg1< clul ; ,1ny Vo e [O(O)]"

I' inégalité reste vraie pour les o € [r2(O)]" par densité et comme M-r e [r-(O)]"' on déduit (IV.3.48).

Par conséquent lul l ,1oy < cl l l ; '1ny.

Sachant que / est la transformée de Laplace de F e L2(0,+oo ; [I2(O)]"), on conclu à I'aide
du théorème I.5.5.

c .Q.F .D.
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Lemme fV.3.19 : La distribution U eD' (10,+oo[, [r2(O)]") d, Iemme lV.3.18 est solution de I'équation

G * U  =  F .

Démonstration:

I I  suf f i t  d 'écr i re :  u  = L(U),  Mu= L(G)L(U) - -  L(G *U),  f  = L@).  Alors L(G *U) = L(F) .

De l'unicité de la transformée de Laplace inverse, on déduit le résultat.

c.Q.F.D.

Lemme fV.3.20 :

ir
( rv.3.4g) \ - u' dans L2(0,T; [r',(o)]") faible v? > 0

( 1V.3.50) \ - u' - L(U.) dans [Ho(C))]" faible pour Re\ > P > 0.

Démonstrat ion:

Nous avons montré au $ I.2

( V, est bornée dans .L-(0,+oo; [f lâ(O,)]")
(l '2'2) 

| u.' 
"., 

bornée dans .L-(0,+oo; [r2(o,)]")

o r i  V = e - ? ' U ,  P > 0 .

L'inégalité de Poincaré dans O., nous donne , lV,(t)l;,1n.y 3 o!lVV,(t)lrto.l

lÉ91 1c  v t>0.| 
"? 

lz'(o.) -

On déduit alors :

r )  lT l""rr . r t "  Vt<?<oo

donc Ia suite (3) est bornée dans L2(0,T; [r2(o)]") d'otr (IV.3.49).

2) La suite (3\ est bornée dans .L-(0, +oo ; [r2(0)]") = (r,r1o, +oo ; [2,2(o;]";)'\o! /

donc après extraction d'une sous-suite près,

\ - r' dans z-(0, +oo ; [r'?(o)]") faible * .
ot

Soit qr € [I2(O)1" et À e C tel que Re\> 0. Alors e-\tu € trt(O, +oo; [r'?(O)]").

Donc

< \ , r - ^ ' ,  )4 -10 ,1æ;  [ r ,2 (n) ]^ ) , r1 (0 ,+co;  [É2(o) l ^ ) - (  V"  'e -À tu ;  ) ; -10 ,aæ;  [ r ' z (n ) ] " ) ,L r (0 , *oo ;  [ r ,2 (n)1" )  r
o ! '
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soit

donc

f + æ i f f + o o

J" 
1 3,"-^', >r,"@)- 

Jo 
< V* ,e-^tw >r,(o)

i+6 i/ f+-. a J" rt"-^',r>u@)-< Jo V'e-^t,w >r,(o)

- a 
fr,, 

);21ç;+( u*,u )7,,çs1 Vt.l € [r2(O)]"

fr 
'r. dans [r'(o)]" faible pour .ReÀ > 0'

Il en résulte que : 
fr 

- n. dans [r'(Ç))]" faible pour Rù > B

où g+ -  ,Fty+ et  u*  = L(U*)  .

En effet : soit À e C tel que ReÀ > B

(4)rrl = [** L"-^'4'
\o !  / '  Jo  o :

= f* L"-'^-u"4,
Jo oâ

= (fr)6 - il--o.(^ - P) dans [r'(o)]" faible pour ReÀ > B

d'oir  ( IV.3.50).
c .Q.F .D.

Remarque IV.3.2l: Comme au paragraphe I.5, au cours de la démonstration du lemme IV.3.19 ,les
convergences 1lV.f .aO) et (IV.3.50) sont à une sous-suite près. Grâce au lemme ci-dessous, ce sont toute les

suites qui convergent.

Lemme fV.3.22:

, i t ^ ,
La limite O" 

\æ ) 
/orsque e tend vers zéro est unique.

Donc (J' = (J.

Démonstration

r l l - r .
Supposons que U1 et U2 soient deux limites d" |.AJ lorsque e tend vers zéro. D'après (IV.3.50) u1(À)

et u2(À) sont deux limites d" (3) qui satisfont à l'équation
ro !  /

( IV.3.43) Mu = l .

Ivlais (IV.3.43) admet une unique solution, alors : u1(À) = u2(À) pour Re\> B.

De la propriété d'unicité de la transformée de Laplace, on déduit que U1 - Uz .

c .Q. r .D.
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Lemme fV.3.23 :

L'équation G*U = F

admet une unique solutionU e Læ(O,T; [r2(O)]") V? > 0'

Démonstrat ion:

L'existence est donnée par les lemmes IV.3.18,IV.3.19,IV.3.20, lV.3'22 et IV'3'23'

L,unicité est aussi vérifiée car IJ - Q-r*F otr G-r est l'inverse de G dans l'algèbre de con-

roiuiion O'(]0,+oo[,[r-(O)]"'), et G-1 existe car M-r existe (cf [23] [+Z])'

c.Q.F.D.

Les lemmes (Iv.3.18), ... , (IV.3.23) démontrent le théorème IV.3.16.
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V- AUTRES APPLICATIONS

En faisant un passage à la transformée de Laplace du problème de viscoélasticité étudié aux paragraphes

I, II, III, et IV, nous nous sofiunes ramenés à un problème de type élasticité'

Vu la construction des fonctions tests (ri)r5*S", nous avons finalement résolu le problème de l'élasticité

avec de petits trous.

Aussi ce procédé de passage à la transformée de Laplace nous permet d'étudier de la même façon les

problèmes de Ia Chaleur et des Ondes.

Au fait en faisant un passage à Ia transformée de Laplace dans ces problèmes, on tombe sur Ie problème du

Laplacien étudié pu., ôiorui"scu et Murat [12]. On passe à la limite de Ia même manière que dans [12] puis

on retourne au problème d'évolution.

Le problème des Ondes a été traité par D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat et E. Zuazua dans [11]

à partir de Ia formulation faible du problème en temps. Comme les fonctions tests ne dépendaient pas du

temps, ils se sont ramenés à des intégrations sur I'espace, ce qui n'était pas possible dans notre cas'

Avec notre méthode, on retrouve leurs résultats'

Dans cette partie, nous allons montrer brièvement comment passér à la limite dans les problèmes de la

Chaleur et des Ondes avec de petis trous. On insistera surtout sur I'étape de passage à la transformée de

Laplace et Ie passage inverse.

Nous donnerons également le problème de l'élasticité linéaire avec de petits trous et Ie problème homogénéisé

associé.

Remarquons que cette dernière étude s'obtient à partir de la partie II en faisant 
"?po 

= 0 et À = 1'

Dans toute la suite la description géomètrique II.1 est adoptée avec O et O, des ouverts bornés seulement

pour les problèmes de la Chaleur et aes Ondes, O et O. des ouverts bornés connexes de classe Cl par morceaux

pour le problème de I'élasticité.
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soient us" € L2(Q,) et 4 e L2(0,+oo; -02(o')) tels que :

[û0" 
- ,ro dans 

"(o) 

faible

(v '1 '1 )  
ln -a  dans  .12(0 ,+oo; r ' (o ) )  ra ib le '

On considère le problème : trouver ur(r,t) tel que :

( * - ru ,  =F ,  dans  o "
(v.1.2) i "' (J, - o sur ôQ,

I t/'(0) = uoe dans o, '

Au problème (v.1.2), on associe la formulation faible suivante ( cf [24] ) :

I Tlouver U. vérifiant V? > 0 :

I u, , L2(0,T,r/ot(o')), u', e t21o,r, r-t(o"))
(v'1'3) 

1 *rr,,u) + a(u,,ù = 
In,F,adt 

v? € flô(o') dans D'(l 'T)
I
I u,(o) = 

"0" 
dans o.,

V.l . Problème de la Chaleur avec de petits trous :

a (u ,u ) Yu.Yudr.

En effet

t- 
ln.ou

pour passer à la limite dans (V.1.3), nous allons d'abord faire un passage à la transformée de Laplace

pour se ramener à un problème stationnaire. On notera u = L(U) I'image de Laplace de U'

On pose :
t l

Ti(t) = fr{u,{t),o) + a(u",a) r, € F1o1(o').

Nous avons alors les propriétés suivantes :

P1 . ?r* admet une transformée de Laplace :

r;(t) -- In.r,(r)ou,.

lo*- "-u1r'(r)ld, s lol;,1n.y( lo** "-"'ar)t' '( I, lr.(t)l?,ro.l dt)tt2 <+æ v€ > 0

donc fi admet une transformée de Laplace sur IRi x IR et on a :

f t æ

r ; (À )=  |  e -^ ' r ; ç1a t  .ReÀ>0,À€c .
Jo

108



U. admet une transformée de Laplace :

On a (cf [2a]) frQ,U),t,) 
= ( U',(t),a >

L'équation (V.1.3) devient :

< U:(t),u ) * a((J,,u) = 
Ir,F,(t)ada 

V?, € H|(o,) '

On prend u = U,(t) puis on intègre de 0 à T. En tenant compte de Ia condition initiale, on obtient :

I  r T  -  1 .  . .  1 T

|lu,Q)Pr"p.t + 
Jo lYU,lz1"çssdt = 

|luo.-l'r"{ns + 
Jo 

< 4(')' u' }p1ç.1dt'

Grâce aux inégalités de Young et de Poincaré, on a :

I  ^  î r  -  I  ^  17  îT  1T  \

)lu,{n|""o,, 
* 

Jo lYU,l21"1i.1dt 3 }luo,l 'r"(n.) * "(o)(;/ l4(t)l?'tn.r *'Jo IYU'127'1;,.$I)'

Les suites itss et4 sànt bornées respectivement dans I,2(O) et tr2(0,+oo; ,2(O)), donc:

r  ^  fT .  t r - r z -^ . ^ , i t<M*g [ * * . - . . , ,  .M+! .
f ,V,(7|) l ' r ,1n)+(1 

-ù1"-  lYU, l27"1e.1dt< M *:J,  l4 ' ( t )121'p.1 S v

O n c h o i s i t z t e l q u e :  1 -  c u ) 0  s o i t  , a : , a l o r s :

I lu'(T)lus) s c
(V.1.4) I  rr  V? > 0

t /, lyrJ,l27,1e.1 S c

dans O'(0,?) Vu € /fôl(O,)'

u, e L*(o,+oo; tr2(o,)) n r2(0,"; r10r(o')) v? > 0'par conséquent

Soi tmaintenant  { )0

r+æ. l
J O

ft/,(t)f1,z1n.y e-€'dt < lUelr-(o,+oo; z,2(o.)) lo** " 
*at < +oo

. 
Io**llu.(t)llnâro.l,

-€tdt < (lo' Fu,l'""(r,.)) 
/ 

(lo' u"'ar)"' . *-

donc [/, considérée comme fonction àvaleurs dans trz(o.) ou Hf (O.) admet une transformée de Laplace

sur lP.i x IR et on a :

ug(.\) = 
fo** "-^'u,{t)dt 

ReÀ> B.
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P 3 .

en effet

\ ( u , , a ) 1 *  a(u, , r )  = ( f " ,u)1r1o. ;  *  (us6,?, ) r , Vu € f/01(O,)

f :G)  -<  (1 , , ,  )n - r ,Hà *  1 [J , ,Aa )s6 ,11- r où /. est I'opérateur assocré à a.

,;(À) = 
lo*- "-^'r:{t)at

= 
Io** 

<tl ' r ,o> e'^tdt +

. 
lo** 

1u,,Aa > e-^'dt =a 
lo** 

(J,e'^tdt,Aa )=1ur,Att )- a(ur,a)

l T , ' T

J" 
< u,(t),a > e-\tdt = 

Jo 
<u!,e-^tu > dt

= - 
Io'  

4 (rr-À') ' ,  u,(t)  > dt + (u,(T),"-^r,)-  ( t / ' (0), ' )

= ̂  
Io' 

1(J,,u > e-^'dt + e-^r(u,çT),r) - (uo.,u).

Io " * . (J , ,Au>e-^ 'd t

Comme ( cf (V.1.4) ) lU,(T)lu<o.) est borné indépendamment de ?, en faisant tendre ? vers *oo, on

obtient :

f *  .u l ,o>r -^ ,d t  =  ^  [ * *  <u , ( t ) ,o>" -^ 'd t  -  (uo . ,u )
Io Jo

r**-  À < |  u ,1t1"-^ 'd t ,o)  - (u6. ,u)
Jo

-  À < ur ,a )7.219;  -  (u0. ,  a)r" (n, )

f *æ f+-
I  <  4 ( t ) ,  o  >  

" - ^ ' d t  
= <  I  F , ( t ) e - ^ t d t , u  ) = 1 / ' ( À ) , '  > L 2 ( a , ) '

Jo Jo

Finalement on a pour -ReÀ > 0 :

À(u. ,u) ; r1e. ;  *  o(u '  a)  = ( f r ,u) ; :1n.)  *  (u0. ,  v) r , ' (a)  Vo € f l01(O') '

La propriété P3 nous dit que : u" est I'unique solution du problème

(v.1.5) t u. € //ô(o")
t 1". - àu.- = 1, * uo, dans O".

Il est facile de voir que nous avons :

(v.1.6)

où c est une constante indépendante de e.

Àlors, à une sous suite près, on a :

(V .1 .7 )  ùc  -  n

l lû.l lnàtn.r S t

dans I/j(o,) faible .
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On reprend alors la même fonction teste c,r, construite dans [12] et [31] pour I'opérateur Laplacien'

Cette fonction vérifie :

(H1) @, € I /1(O)

(H2) @e = 0 sur les trous ((|iliYl

(H3) @, - L dans flt(o) faible

(H4)  p ew-r ' * (ç2)

H 5 , {

oir pr est donné par :

(v . r .8)

Pour toute suite u, et pour tout tr vérifiant :

I 
a, - o dans I/t(O) faible,

\ 0e = o sur les trous (Tilil-l

et pour tout g € O(O)' on a :

1 -Lur ,gue >H-t (n) , r r ; (n)  -1 F,Pa >H-t (n) ,Hà(n)  '

avec capT =

(  o  
s i  n = 2

I zco
F 

-- 
\ 7-n-2

l \ ; ' o P r  s i  n ) 3

inf I l7ol',la capacité du fermé ? dans IR' ( cf [12] et [31] )'
e€O( lB" ) , tp= l  sur  7" /5"

Maintenant, en appliquant Ia méthode de l'énergie à I'aide de la fonction (r€' on passe à la limite dans

(V.1.5). On trouve que u est solution de :

(v 1e) 
t^, 

j:Jîtnl = , * uo dans o

II nous reste à donner le problème en temps correspondant'

Définition V.1.1 : ( cf [2a] )

I L'espace tytlIôr(O)l = 
{ 

u e L2(0,T; Iror(çt)) ; u' e L2(0'T; I/-t(O)) }

est un l l i lbert  pour Ia norme l l ' l lwt 'dtort  = ( l '  l ' r ' (o,r ;  Hâ(n)) a lu '127"g,r ,  o- ' ,n, ,) t" '
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Théorème V.1.2 : Soit u I'unique solution de (V.1.9),

(V.1.10) iI existe U € O'(10, +oo[, fl01(Q)) tel que : u(\)= L(U) ReÀ > 0

(V.1.1.1) Û, - u dans I,v[r{ol(o) faible .

(V.1.12) La distribution (I est I'unique solution du ptoblème :

(  d U  ^ rt - ; - ' J + P U  - F  d a n s  O
t a't
1 

- "  
U  -0  sur  ôo

I Y(O) = ,o dans 0.

Démonstration: Elle se fait en plusieurs étapes'

étape l :  preuae de (V. I . ID)

Le problème (v.l.e) esr équivalenr à 
{ n^ * t)r ;5f f,ôjn} * ,,

L,appl icar ion À € { .ReÀ > 0} } l  (^+p)I  + A est holomorphe et l ( ( . \+p)1+ /)-r l .1t- ,1o;;  nà(o)) (

c avec c une constante indépendante de .\.

par conséquent À r+ u(À) = [(,\ +r)/ + ,4]-r(/+uo) est holomorphe sur {ÆeÀ > 0}

er l r(À) laàrol  < c( l f l , "p. ,  *  luslr , ,1çl)  S cPol( lÀl)  où Pol( lÀl)  est un polvnôme en lÀ1, d 'où (V.1.10) '

étape 2: preuae de (V.I . I I )

On déduit de (V.1.4) que: lÛrlçp,r; no'(n)) I c avec c indépendante de ?'

D'autre part on a :

< U',( t ) , ,  > = [  F,( t)a -  a((J '( t ) ,u) V?, € f lôr(O")
J {t.

donc l<Ul$),u > | < l; l(t) l6z1o.y lulr, '1n.1 + l lfr '(t) l lràtn.l l lul lnà(o.l

-  l lu j ( t ) l ls- , to.)  S c( lR{t) l r ,1n.)  + l lu,( t ) l l r r ;1n.y)

- lr'urxolli-,1o.; S "( Ir' ln(t)l?,ro.r * Ir' llu'(t)ll?r;ro.,) < "

par conséquent la suite Û" est bornée dans W[Hsr(O)]'

On peut extraire une sous suite notée encore Û" tel q"" t

Û, - v dans w[r/j(o)] faible.

Lasuite û, étant bornée dans tr-(0,+oo; .L2(O)), on déduit en procédant comme au lemme I.5.9 que:

û" - u -- L(V) dans tr2(O) faible.

D,après (V.1.7) u = u(À) pour ReÀ > 0, d'oir V=U d'après I 'unicité de la transformée de Laplace

inverse. De I'unicité au tu rotution de (V.1.9), on déduit que c'est toute la suite qui converge. Ce qui dérnontre

( v . 1 .11 ) .
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étape 3:  U(0)  = uo

On considère I'apPlication

f  :  co([o," ] , r ' (o))+IR
V t-1 U(0) -  us,7(0) -  uo )  = f(V).

on a 
LZ[H''(')] .* C0([0,?]; ,2(o)) ( donc f esr bien définie )

Û, - rl dans l,7[r/or(o)] faible

donc Û, - u dans co([O,"]; , '?(Q)) faible.

Comme / est continue alors f(Û,) ' f(U)'

Ma is  f (Û, )  =<  t / (0 )  -uo ,Ûe -uo  )=< U(0)  -uo , t loê  -uo  ) ;21ç1;+  0

f Q) = ly(0) - uolzn'(a\ donc U(0) = u6'

étape 4: tJ uér i f ie dUf dt -  L 'U + pU = F dans Q'

De (V.1.9),  on déduit  que :

1 1 | r f .
Im.u+ lvu .vo+pIu , - t )=  l f . ,+  l ^ "0 . ,  Vueaor(o) '  ( * )

Ja Ja Ja Jn Jn

on écrit  que : u -- L(U) et ^" = t(#)

alors (*) devient : Vr.' € Hor(O)

.  t d U t
. " \ a t ) , u ) p 1 n 1 +  < r ( V t / ) , V u ) ; z 1 o ;  t p < L ( U ) , u ) 7 2 ç a 1 - < L ( F ) , a > L z ( a )  a  < l ( u 0 6 ) ' u > . 1 2

ori 6 est la masse de Dirac à I'origine

i  d ' o ù  t ( # - N l * t t U - F - u s 6 ) = 0  d a n s  H - t ( o )

so i t  # - "u*P [ )=F*uo6 '

étape 5: preuae de (V.l't2)-

L", étapes l, 2, B et 4 nous donnent I'existence d'une solution du système (V.1.12). L'unicité se démontre par

la méthode uurirtionn"lle ( cf [24] ) ou directement par I'absurde. Si Ur et U2 sont deux solutions alors u1(À)

et u2(À) sont solutions de'(V.i.9) qui admet une uniqle solution. Par suite u1(À) = u2(À) pour ReÀ > 0,

d'oir u1 - u2 par l,unicité de la transformée de Laplace inverse.

c . Q . F . D .
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V.2 . Problème des Ondes avec de petits trous :

So ien t  uo .€ I I o1 (o " ) ,  uu€ t2 (Q , )  e t  ] 1 "e  - t 2 (0 ,+oo ; r2 (o . ) )  t e l sque :

(û0" 
- uo dans I/ot(O) faible

I
(V.2.1) 

I 
at, - ut dans ,'(O) faible

( 4 - r dans tr'(o, +*; ,2(o)) faible.

On considère le problème : trouver Ur(o,t) tel que :

( t* - LU, - F, dans o.

\ 
o'' 

u, = o sur ôo,
I AtO) = uoe i {/ j(0) 7 ?trre dans Oc.

ou

(v.2.2)

On associe à (V .2.2) la formulation faible suivante ( cf [26] [3a] ) :

TlouverU, vérifiant V? > 0 :

u ,  e  L2(0 , r ,Hô(0" ) ) ,  u "  e  L2(0 ,T ,LZ(Q, ) ) ,U" '  e  L2(0 ,? ,H-1(O, ) )

(v'2'3) 
\*r,t,a) 

+ a(u,,ù = 
ln.F'ud'n 

vù € Hol(o') dans D'(' 'T)

t/,(0) = us' ; U',(0) = u1,' dans Or,

r
a(u,a) = |  Yu.Yud'r .

Jn.

L'étude de ce problème est analogue à celle du problème de la chaleur et du problème de visccÉlasticité.

On pose :

À
4$) = frw'"tt),v) + a(u,,a) u € nô(o").

Nous avons alors les propriétés suivantes :

Pl . ?T admet une transformée de Laplace et :

rtæ
t : , (À ) -  |  e - ^ t f i 1 t \ a t  f t eÀ>0 ,À€C '

Jo
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U. admet une transformée de Laplace :

on a ( cf [2a]) fiVlOl,u) 
= ( u','(t),u >

L'équation (V.2.3) devient :

dans O'(0,?) V?, € I1o1(O').

V? € I/01(06).< U:'(t),o ) * a(U,,a) = [ r,ç1oa,
Ja.

On prend u = U!(t) puis on intègre de 0 à T. On obtient :

Lrlu : ln l'"' <n.1 + lrlv u, l'" " (n. ) = f,lu t, l'", qn ; + | l v " o, l?' " (a,)

On pose

Q(o) = lU',(o)l '""O.t.

On déduit alors l'implication ci dessous à I'aide du lemme de Gronwall

ô(T s " * lo' s@)do - ô(\ s ""r

* 
lr' 

< 4(r), u', >1,p,1dt

1u',(T)121"1n,) + lvu,l2L"(o.) s " ( Ir** ll,(t)127'p,1 * lr' 
p!(\l!,rnrat) '

d'où

(v.2.4) I lultr)luo.t
I l lY"(")ll";to.l

S ceT lz

<  
"eT12

V? > 0 et c indépendante de T.

Soit maintenanl {> ll2

f * -

t l ln"(t)l lretn ,)e-rtdt < 1e-tl2u,l"-(.,*æ; rrà(n.)) lo** "-"- ' lz)tdt 
< +æ

J O

f+æ
.  t  lUj(t) lpto.l  e-E'dt 3 1e-tt2u!lr-(0,+oo; r2(o.)) [** " '"- ' '2)tdt 

< +æ
J o  

/ e \ " / l L ' \ r t c ) -  - -  i  r -  -  s r !  \ v ' T w  '  "  \ " " )  
J O

donc Lr, considérée comme fonction à valeurs dans I/f (O.) et U! considérée comme fonction à valeurs dans

.[2(Q.) admettent des transformées de Laplace sur {ÆeÀ > L/21 et on a :

t+æ
. r , ( À ) -  |  e - ^ ' u , 1 t \ d t  p o u r  À € C  R e \ > l l 2

Jo
t+æ

ui ( , \ )= |  e-^ 'U ' ,1 t1at  pour  Àe C Rù'>I l2-  
Jo

avec Àu,(À)  = us '  *  u! (À)  pour  À € C ReÀ> l l2 '
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P 3 .

en effet

\ 2 (u " , v ) *  a (u r ,a )  =  ( f r , v ) y *  ) (us ' (À) 'u  > *  (u1r ,a )1 Vu e f/j(O')

T i ( t )  =1U ' " t , o  )n - r , r r j  *  1U" ,Aa ) r . t , p - r où / est I'opèrateur associé à o.

t;(À) = 
lo** "-^'q{r)a,

= 
lr** 

1 u!' ,o > e-^'dt * 
Io** 

1 (Js, Au > "-^'dt

Io** 
a [J,,Aa > e-^'dt =a 

Io** 
[J,e-^tdt,Att )=1u,,Aa ]- a(u,,a)

lo' . urrrr,u > "-^'dt = Io' . ff ,e-^ta > dt

= - 
Io' 

q (u"-^')',u!(t) > dt + (u!(T),"-^ro)- (uj(o),u)

= ^ 
Io' 

1 u!,a > e-^'dt + e-Q-tl2)r ç"-tPrl!(T), ')  - (ut.,  u) '

Comme ( cf (V.2.a) ) le-Tl2fl,(T)l7"g.1est bornée indépendamment de 7, en faisant tendre I vers *oo'

on obtient :

f *  . ( l ' , ' ,o>e-^ 'd t  =  ^  
Io**  

<u : ( t ) ,u>  e-^ 'd t  -  (u r , ,u )
Jo Jo 

f+oo
=  ^a  

Jo  
U ' , ( t )e - ^ tù ,a>  - (uv ,u )

-  )  < 
" :(À),  

a )  pçn,1 -  (ut , ,a)Pg,)

-  ^2 < u,(À),  u >r,(o.)  -  À(ror,  uJp.r; , .1 -  ( ' t " ,  v)u@.)

f * -  f f -

J"  
< F, ( t ) ,  ,  >  e-^ 'd t  =a 

Jo 
F, ( t )e-^ tdt ,u  )=1/ ' (À) , '  )12(a, )

d'oit pour Re\ > 1'12 :

À'(ur,u)r,@.) * o(u., a) = (fr,u)L'(n) * À(uor,u)r '(o.) * ( 'r . ,  u\p1a) Vu e ff i(O') '

PB nous dit que : u, est I'unique solution du problèmeLa propriété

(v.2.5)

On a alors :

(v .2.6)

(v .2.7)

à une sous suite près.

llû'.lls;rnl S "

û r - u

avec c indépendante de e.

dans Hor(Q) faible

I u, € r/3(o,)
\ ^',r. - Lu, = f, * Àuss { u1' dans O..
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A I'aide de la fonction ar. de la partie V.1, on passe à la limite dans (V.2.5) par la méthode de l'énergie'

On trouve que u est solution de :

(v .2 .8 )  { . "  
u€^Hô(o)

t f ' " -  L u * 1 t u = f  +  À u o * u r  d a n s O

où ;.r est donné par (V'1.8).

Remarquons que comme u est unique, la convergence (V.2.7) a lieu pour toute la suite (û')'>o .

Théorème V.2.1 : Soit u I'unique solution de (V'2'8),

(V.2.g) il existe U € O'(10, +oo[,I/or(0)) tel que : u(À)= L(U) ReÀ > Il2

(v.2.10) Û, ' U dans L*(O,T; //ot(o)) faible * V? > 0'

(V.2.11) La distribution U est I'unique solution du problème :

(  d 'u  ^ ,
| 

-jrz - ^tJ * p'U - F dans O

1 
- '  

u  -o  sur  ao
(  YtO) -  uot U'(0) = u1 dans O.

Démonstration: Elle est analogue à celle du théorème V'1'2'

étape | : preuae de (V.2.9)

Le probrème (v.2.8) est équivalent à 
{n^, * p)r ;Î,f1"} * Àuo * ur.

L'application À € {.Re,\ > ll2]1 ,- (\2 + p)t + A' est holomorphe

er  l l ( (Àr+  p) I  +  A) - t l l r t " - , (n ) ;Fà(n) )  S  " l l l  
aveccuneconstan te indépendantedeÀ '

parconséquent  1 r -  u (À)  =  (À2 +p) I  +  A l - t ( / {À26{u1)  es tho lomorphesur  {Re\> I l2 }

et l l"(À)lln;rol S clÀl(l/[,,1oy + lÀlluo[,,to; * lull; '1ç)) < cPol(lÀl)

otr Pol(1,\l) est un polynôme en l)1, d'otr (V'2'9)'

étape 2: preuae de (V.2.10)

D'après (V.2.4),la suite_e-t12Û, est bornée dans tr-(0,+oo; Hsl(O)) donc après extraction d'une sous

suite notée encore e-tlzÛ,, .

e - t l2Û,  -  v '  dans  t r - (0 ,+oo; r1 ; (o ) )  fa ib le  * .
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So i t  r , , r €H- l (O)  e t  À€C te lque  Re) .>0 .A lo rs  e - \ t u€ ' [ 1 (0 ,+oo ;  I / - r (O )  donc :

< 
" - '12Ûrr" - \ ' ,  

) t - (0,+- ;  f r | (o)) , r r (0, {oo;  f r - r (o))  -  1V*, , " -Àt '  ) r - (0,+- ;  Hl (o)) ,zr (0,*oo ;  r r - r (o))

soit 
t+oo f +-

I"-- 
< 

"-t l2Ûr,e-rtcu 
)s;1e),r{-r(o) - 

Jo 
1V* ,,e-Àtr 'r )sr1s),7;- '(o)

. a 
Io** 

e-(^+rl2)tûedt,c.r )p;1o;,H-,(o) - a 
Io** 

e-^tV*dt,u )nà(o),n-'(n)

donc û,(À + tl2) - [** "-^'r*dt 
= u.(À) dans rlot(o) faible pour ËeÀ > 0

'  
J o

c'est à dire
f +oo

û,(À) - 
Jo'-- "-r^-t/2)tv*dt 

= u*(À - I l2) dans HJ(O) faible pour ÆeÀ > 1/2

û.()) - u(À) dans Hj(O) faible pour ReÀ > 1/2
mais

donc u.(À - I/2) = u(\) pour 'ReÀ > 1/2 et V' = e-tlz(J'

On déduit alors que :

Û, - U dans ,-(0,"; Hol(o)) faible + V? > 0'

De l,unicité d,une solution de (V.2.8), on déduit que c'est toute la suite qui converge' d'oir (V'2'10)'

é t a p e T :  U ( 0 )  =  y o ;  U ' ( 0 )  =  u r

La condition U(0) = u0 se démontre exactement comme au théorème V.1'2, puisque

Û, - rl dans I/tHà(O)l faible'

Reste donc à vérifier que : [/'(0) = u1'

O n  a :
<U: ' ( t ) , a>=  -a (U , ( t ) , u )+  <  F , ,a )  Vu€Hô(O ' )

donc l<U:'(t),u > | < lQ(t) lp1o.; lul;z1n.) + l l t /"(t) l lH;1o.l l lul lr ;1n.1

- l luj'(t)l lr-,<n.y S c(Q) (1..t,)1"'1n.1 + llu.(r)ll";1r,'1)

+ l" ' l lr1rùl2=-,(a,) = "( I,14(t)l?'rn.l * lr '  l lu'(t)l l ïe<n.,) s "

par conséquent la suite Ûi ut' bornée dans W[I2(O)]

avec wlL2@)1= {re L2(o,T;  , '?(o))  f  a 'eLl(o,r ;  H-r(o))}  t " f tzol l

On peut extraire une sous suite notée encore Ûj t"l qut '

Û: ' u' dans ltr[trz(o)] faible .
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comme wlL2@)l - '  co([0,4; fr-t(o))

on considère, corune au théorème V.1.2, l'application g définie par :

s : co([o,r], H-'(o)) - IR
V -+1y ' (0 )  -  u1 ,  V(0)  -  u r  >H- l (o )=  s (v )

L'application g est continue donc
s(Û) * s(U').

M a i s  s ( Û )  = <  U ' ( 0 )  - u r , Û ! - u t ) = <  y ( 0 )  - u r , t t k  - u r  > H - r ( o ) -  0

s(l') = lU'(O) - ul21z1a) donc U'(0) = u1'

é tape 4 :

On écrit que : u - L(U), Àt = t(#) et x'" = t'(ffi)

et on procède corune au théorème V.1.2 ( étape 4 )' Alors U vérifie :

ry -LU+p, ( l=F+uo6 ' *u f i .
dtz

étape 5 : preuue de (V.2.Il).

Les étapes 1,2,3 et 4 nous donnent I 'existence d'une solution du système (V.2.11). L'unicité se démontre

par la méthode variationnelle ou directement par I 'absurde ( voir théorème V.1.2 étape 5).

c.Q.F.D.
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V.3 . Problème de l'élasticité avec de petits trous :

On considère le problème : trouver le déplacement u, tel que :

(v.3.1)

oir

ai ih = \6i i6m * p(6;16p*6;16i1)

q et p sont les coefÊcients de Lamé, p > 0 et 4 > 0

f € [r2(O)]" une densité de force volumique'

Au problème (V.3.1), on associe la formulation faible suivante :

I touveru, e [.I/01(Q.)]'tel que :

(v '3 '2) 
\  [  o, , ,urp,(u,)e; i@)d,,  = [^ |oa, vu € [Ho(o,) ]" .
\ Jo. Jo.

De la coercivité des coefficients cdilrr' on déduit I'estimation :

(v.3.3) l lû. l lnôtol  < ' l l / l lz ' to l

où c est une constante indépendante de e.

On déduit alors que :

(v.3.4) ûe - u dans [Hot(o)]" faible

après extraction éventuelle d'une sous suite notée toujours û" '

Il sagit de trouver le problème limite vérifié par u. On construit alors des fonctions tests (,i)r5*5"

comme au paragraphe II.3 en faisant cZPo= 0 et '\ = 1'

Ces fonctions vérifient :

(Hl)  a, [  e [Hr(o)]"

(H2) u'j = 0 sur les trous Qt)i:l

(HA) ur* - er. dans Utt(O)]" faible oir e1 est 1u 6ièmc vecteur de base de IR"

(H4)  r r  € lW- t ' * (Q) l

I  
-  At@tt,o€rà(u"))  -  / i  dans o. i  = 1, " ,n

I  ue=o  sur  ôo '
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(H5) V(u.), o vérifiant :

I)e 'u dans [I/t(O)]" faible, oa = 0 sur

et VP € O(O), on a :

1 -ô1(a;i11,eii (ri)), 9(a,\ ) n -'(o),H;(o)+<

oir les pll sont donnés Par :

(v.3.5) Fn --

a;iy,ey,(up)ni e;

et r^rp est I'unique solution du problème :

les trous gt):9-l

Fk,9a >H-r(n),I I :(o)

p o u r  n 2 3

p o u r  n = 2

l 1 k 1 n

,r = lu,

Tïouver @k tel que :

-  ô1(a ;16e11( r * ) )  =  O

( , l = 0

u k = e k

l le(rr)l lz,rn.-z; ( *oo.

dans IR' \ ?

sur ô?

à l'infini

Enfin, en appliquant la méthode de l'énérgie, on introduit ces fonctions tests (ri)r5*5" dans la for-

mulation (V.g.2), puis on passe à la limite. Le déplacement u est alors solution de : .

/ Tlouu"r u € [I/or(0)]" tel que :

\  
-ô r (o r1oeu, ( " ) )  *  t t i -u  -  f ;  dans  O.  i '=L , " ' ,n

(v .3 .6 )

(v.3.7)

De plus si

(v.3.8)

u e lW2 ' * (Q) ] " ,  on  a  :

llû, - W,ullsâ(o) S
s i  n = 2
s i  n?-3 .

(  e r lz
cffuff szz'-1oy t etl, J 411"-21
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CONCLUSION

Dans ce travail nous avons étudié un problème de viscoélasticité linéaire à mémoire instantannée avec

de petits trous.
Dun, un 1"" temps, les trous sont répartis périodiquement dans tout le volume puis ils sont répartis sur un

hyperplan traversant le domaine.

ounr l", deux cas le problème limite est un problème de type élasticité à mémoire longue. Ce phénomène

met en évidence la résistance des trous à la limite'

Utilisant les mêmes techniques, nous avons également étudié les problèmes de la Chaleur, des Ondes et de

l'élasticité.

D,autres applications seraient envisageables pour d'autres conditions limites, d'autres considérations

géomètriques ou autres opérateurs toujours pour la famille de domaines à petits trous avec répartition

périodique.

Cependant il est intéréssant d'essayer de voir comment on pourrait passer à la limite dans Ie problème

de viscoélasticité directement sans faire de passage à la transformée de Laplace, corune cela est fait pour le

problème des Ondes [11]. On pourrait ainsipeut être obtenir des estimations d'erreurs dans des espaces où

Ie temps est tenu en comPte.
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Etuded'unfluide

Annexe A

dansundomaineO

Dans cette zlnnexe, nous donnons une interprétation mécanique des équations utilisées puis on rap-

porte une méthode variationnelle étudiant un proLlè*" d'évolution 4u2ème ordre en temps. Cette méthode

appliquée à notre problème donne l'existence et I'unicité d'une solution.

Soit O un ouvert borné connexe de frontière Cl par morceaux'

On s,interesse aux perturbations d'un fluide visqueux, compressible et barotrope occupant O'

Plus précisement, on se donne une position de référence et on étudie le champ de déplacement u par rapport

à cetie position sous H.P.P ( hypothèses des petites perturbations ).

A.I - Modélisation

No ta t i on :

. n: la dimension de I 'esPace

. po, po désignent Ia densité et la pression respectivement en un point c à l'état d'équilibre

. p' , p' désignent les mêmes grandeurs au même point géomètrique dans un petit mouvement

. n et;r sont les coefficients de viscosité du fluide et satisfont :
p > 0  ,  n \ * 2 P > 0

( dans les applications n = 3 )

. u : le champ de déPlacement

ôu
. t) = 

fr 
est le vecteur vitesse

r dotr12
-  c^={+ l  es t  Iav i tesse  duson à l ' ins tan t  t  =  0-  \d ,p /  s

. { est un petit paramètre et o({-) est une fonction telle que : tirnç-of = 0

. .F : une densité de forces volumiques'

4.I.1 . Lois de comportement et équations :

On suppose que l'état de référence est caractérisé par le champ de contraintes :

ot; = -po6;i.

L a l o i d e c o m p o r t e m e n t d u f l u i d e à l ' i n s t a n t t e s t d o n n é e p a r :

'  
o'r i  = -p'6; i  * Q76;;6p1, I p(6;r6in + t;n6iù)exn(#).
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On désigne par : o;i = oli - oti les contraintes perturbées'

On dispose des équations suivantes :

- Conseraation de Ia masse :

On suppose (cf [86] ) à I'instant t = 0 la densité po constante dans le fluide. C'est le cas pour un liquide très

peu compressible ou un gaz de forces de masse très faibles'

A I'instant t, l'équation de continuité est donnée par :

à n '

" * + d i o ( p ' u ) = 0 .
OT

- Equations du mouaement :

A l'équilibre les équations du mouvement sont données par :

$oii = 0.

A I'instant l, elles sont données par : 
â2,,,

f io i i+F;=P'# '

A.I.2 . Hypothèses H.P-P et l inéarisation :

Afin de pouvoir linéariser les équations précédentes, on fait l'hypothèse des petites perturbations. On

I ruppose alors :

d - P" = o(€) Y(P' - P") = o(€)

P' - Po = o({) Y(P' - P") = o(e)

o = o(f) Vo = o({).

' Lr linéarisation est obtenue en négligeant les termes en {2'

I - Linéarisation de ltéquation d,e continuité :

Ona %*d ia (p ,a )=0

so i t  # *a .yp ' *p 'd iua=0 .
comme 

u.vp' - o(€).o(() = o(€2)

p'diaa = (po + o(O)diuu = pod,iau + o(ez)

d'oir

0o'
É  

+  Pod ' iau  =0 '

In tégrons(1)  

l  Hr  pod i r r )a r=o
J o  \ O r  t

p' - po * po(diau - diuu(O)) = 0.
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O n a  u ( 0 ) = 0  d o n c :

(2) P ' - P o I P o d ' i u u = 0 '

D'autre part le fluide est compressible, barotrope donc la densité est une fonction de la pression soit :

ou par linéarisation :

On établit (voir [36] ) que :

(3)

Si on note :

p' = h(P')

P ' - p o = h ' ( P " ) ( P ' - P . ) '

|  
"  

/ dp \
wA="Z\-at ) "

alors on a les relations suivantes :

( 4 )

O n  a :

- Linéarisation de l 'équation du mouuement :

p ' - p o = c \ ( p ' - P . ) -

la perturbation de la presston

la perturbation de la densité

+ o(€2)

dans O

sur ôO

dans O

P = P ,  _ P O

P = P t - P o

f 
n * o"diuu = o

\ p  
=  c ; p

I p - -clp'diuu.

ô1o11 +o =o'ff i

/#=r'H=(po+"GD#

A2",.
p"#=ô io ; ; (u ) *F ;

u(c , t )  =  Q
ô u '

u(c ,0 )=Q ;  f i ( x ,g )=0

ôa;
= Po-dî

soit en tenant compte de la position de référence

(5) ôioti +

A.I.3 . Position du problème :

Après linéarisation du problème, le déplacement du fluide est solution de :

ô2u;
n;  = Po@

(P)

ou A,,

o ri  @) - 
"7 

p o! ; i  6 *ne*r (u) * (q6 ; i  6 1,; * p(6;*6 i  n + 6 ;n6 i *))e r n(f i  )

Le problème (p) est un problème d'évolution du 2è-' ordre en temps. Dautray et Lions [24] ont étudié en

détail ce type de problème.

On ,"preff les principaux résultats faits dans [2a] et utiles pour notre travail puis on les appliquera à notre

caÉt.
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A.II - Un problème d'évolution du second ordre en temps

A.II.1 . Formulation variationnelle du problème :

,* Données spat'i.ales :

soient v et H deux espaces de Hilbert réels séparables tels que :

. 7 est dense dans I/

. I/ est identifié à son dual.

On a alors
V .-- H = H' '- V' avec injections continues et denses'

Notat ions:  On note

(, ) le produit scalaire et l.l la norme dans Il'

* La |orrne c :

Soit c une forme bilinéaire continue sur I/ . [l existe donc C e L(H) tel que :

c (u ,u )  =< Cu,a  >  Yu 'u  €  H '

On suppose que : - C est sYmètrique.

-  l z r  >  0  te l  que 1Cu,u  >)  l t lu lzn  Vu €  H.

Donc C est bijectif et C-r e L(H).

* La lorme a :

Soit o une forme bilinéaire continue sur I/ x V vérifiant :

-  s(u,u)>- 'yzl lu l l |  Yu€.V 7z)0.

- o symètrique.

On a I'existence d'un opérateur A e L(V,V') tel que : a(u,u) =( Au,tt )v,,v Yu,a € V.

* La lorme b :

Soit ô une forme bilinéaire continue sur V x 7 vérifiant :

- b(u,u) 2 rsllull? Yu € V ?e ) 0.

- ô symètrique.

On a l 'existence d'un opérateur B e t(V,V')  tel  que :  ô(u,o) =( Bu,u >v' ,v Yu'u € V'

* Le problème eæacte :

o n s e  d o n n e  u o  e v ,  u r  e  H ,  f  e  L z ( H ) =  L 2 ( 0 ' T ;  H \ '

On se propose d'étudier le problème suivant :
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(F)

(s)

Tlouver u vérifiant V?>0 :

u e L2 (o,T,v), u' e Lz (0,T,n,ry e L2 (o,T,v,)
I

â " ( u ' , u )  + a ( u , a ) + b ( u ' , u ) = (  f , a ) a  V a e V  d a n s  D ' ( 0 , 7 )

u(0)  =  uo ;  u ' (0 )  -  u r .

Une solution u de (F) vérifie :

A.II.2 . Résultats utiles :

* - Délinitions et propriétés :

. On introduit I'espace :

- (
W " ( V ) = | u ;  a e L z ( V ) ;, t

f 
u e t'(o,T,v),u' e L2(o,r,n,ry €. L2(o,T,v,)

) à

I4c t " '1  
*Au*Bu '= f  dans v '

I  u(0) = uo, u '(0) = ul .

o' e t21v1; fifcr'l e L2(v)) avec Lz(v) = r2(o,r; v1.

C'est un espace de Hilbert pour la norme :

a ,- llallr;," = (lloll'""1r1 + lla'1121"1v1 + tl!rfcr'ltlr"1r1)'t

On a les injections continues suivantes :

vî"V) -' Co([o' rl; v)

O(]0,fl; Iz) est dense dansVI|"(V).

W"(V) -' Cr([0,r1; H).

* - Formules d,' intégration et de dériaation :

l " '  l .  f icu' ,u '> + <u' , f ico'r fat  = c(u'(T),a '(T)) -  c(u'(o),u '(0))  yu,u e w"(v)
r T r  ' l  -

J"  la(u,a ' )  +  a(u ' ,a) ld t  = a(u(T) , r (T))  -  a(u(O),o(0))  vu,u € w"(v)

, . frcu',a 2= frc@',u) dans o'(10,"[) Vu € V.
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A.II.3 . Existence et unicité d'une solution de (F) :

ThéorèmeA.II.3.1 : Il existe une unique solution u du problème (F). EIIe vérifre :

u e L* (0,T I V) î t2(o,r ;  v)

u '  e  L*  (0 ,T ;  H)  î  L2(0,T ;  V)

ry e Lz(o,r; v'),

l lu l l l -1v) < Mg) ( l l rol l  *  lu ' l  + l l f l lz,1"l)

l lu ' l l ; -1n) < Mg) ( l l r ' l l  *  lu ' l  + l l /1h,,1a1)

llu'l lps1 < Mg)(llr ' l l * lu'l + ll/1h,,1r1)

où M(T) est une constante positive.

A.III - Analyse Mathématique

On reprend les équations régissant le fluide décrit au $ A.I, soit :

A2.,.
,"# = ôia;i(u)* F;

( P ) u(x , t )  -  0

u(c ,0 )  =  0  ;

oir

oii@) - cf;Po6;i61,6epr,(u) +

La formulation variationnelle associée à (P) est :

(P")

(n6;i 6 xn * p(6;r6 i n + 6;n6 1 r,))e rn(fr).

dans O

sur AO

dans OYur{r,o) = o

oir
r r

c(u ,a)=  |  pouudn i  a (u , r )=  I  c f ;pod iaud iaadx
Jn JO

b(u, u) = [ Utahuaiaa * 2p.e;i(u) e;i@)) d.x.
J N

Les données spatiales du cadre abstrait sont satisfaites ici avec : V = [Hj(O)]" i H = [r'(Cl)]"'

La forme c répond aux hypothèses du cadre abstrait. Par contre ici la forme o n'est pas coercive. Pour lever

cette difficultée, on introduit la fonction u(l) définie par :

Tlouveruvérifiant V? > 0 :

u e L2(0,", [H;1(o)]") ,u' e L210,T, [H;t(o)]"), + e L2(0,", [a-l(o)]")

*"@' ,a) + a(u,u) + ô(u', ù = 
l;oa, 

vu € [// i(o)]" dans D'(0,T)

u(0)  = 0;  u ' (0)  -  0 dans  O ,

a(t)  -  e-e'u(t) avec 11> 0.
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ou
d(u ,a)  =  Bzc(u ,u)  +  Bb(u ,u)  +  c (u ,  u )

6@,a)  -  b (u ,a )  +2Bc(u ,a) .

Les formes â et 6 sont bilinéaires continues et coercives si on montre que ô est coercive.

Lemme A.III.1 : Les coefficients b;71 défrnis par :

I  brrro = q6; j6rn t ,  p(6;t61n + 6;n6it)

\ É t o ,  n q * 2 p r ) o  p > o

alors o est

(P,)

vérifient :

Démons t ra t i on :

S o i t X = ( X , i )  e R " "

Si ,t à 0 alors :

S i l < 0 a l o r s :

D'oir le lemme.

Remarque A. I IL2
Lo-rsqr*læne t

solution de :

f 
, e û{0,r, [H;(o)]"),.,' €

\  * " r ' '  ,w)  + â(a,@ +6@

I o(0)  = 0;  u ' (0)  =  0

b;i1;X;i Xp, ) min(2P, nr1 -l2P)X;i X;1 VX = (X;i) e R"' tel que XU = Xjt.

tel que X;i = Xi;. Alors :

b;;y,X;i X6 - rTXi;Xpr * 2P'X;i X;i.

b; iy,X; iX6 2 2PX;1X;i .

n

X;;Xnx = 
"!lxrrl' 

- 
D (X;; - Xii)z (récurrence sur n )'

i = l  l l i < j < n

fl

b; ip ,X; iX1y,=qnDlXi ; |2  -  ?  t  (x . i -  X i ) '+21. tx ; iX; i
d = l  

,  

l S l < j < t

= (qn+zùDle,i l '+ 2pDX;iX;i - rt t (X;; - Xii) '
i = l  ; + i  l l d < j S n

2 min(2p, nq + 2p)X;1 X;i.

c .Q .F .D .

: Faire attention à I'abus de notation utilisé dans la démonstration du lemme ci dessus,

est uti l isé, cela signifie qu'on n'a plus de sommation sur I ' indice répété.
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I
Maintenant b(u,u) = [  btafouaiau *21.re; i (u)e;1@\d, -  

I  b; iy,ey,(u)e;1@)dc.
J{t Jn

D'où la cercivité de à à l'aide du lemme A.III.1 et de I'inégalité de Korn.

Le théorème 4.II.3.1 est alors vérifié par la fonction o. On obtient un théorème analogue pour u , soit :

Théorème A.IfI.3 : II existe une unique solution u du problème (&). EIIe vérifie :

u € tr-(O, 
"; 

[H;(o)]") n ,2(0, 
"; 

[ / /0r(o)]")
u '  e  L*(0,7;  [Lz(o) ] )n  L2(0, r ;  [ r /0r (o) ] " )

ry e L2(0,r; [r/-r(o)]"'),

l lu l16-11r;1n)t \  < M(D ( l l " ' l l  + l r l l  + l l / l l ' r rz,rolr" l )

l lu' l l1-11r,,1o)t < M(D (tt" ' l t + lr ' l  + l l / l l 'rr 'rnlr"l)

l lu'111,11r;1o)t < M(T (l lr ' l l  + lu' l + l l / l lz,,rr 'rol:"1)

où M(T) est une constante positive

Remarque A.III.4: On peut chercher la solution du problème (P") dans d'autres espaces en uti l isant
la théorie des semi-groupes, voir pour cela l4Il, 1421, [32], [29], ou également en utilisant la transformée de
Laplace. Le cas du problème de viscoélasticité a été etudié en détail dans [23].
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Annexe B

Calcul explicite du problème d'élasticité dans une couronne

Dans cette annexe nous calculons la solution des équations de l'élasticité dans une couronne de rayons

interieur c" et exterieur €. Le calcul est rendu possible par la symètrie sphérique de la couronne-

Soit C' = {x € R" / a, < lxl < el où a, est donné par :

( o, = 
"-Co/e' 

pour n = 2

( 8 . 1  )  {
( o, = Co6nln-z pour n ) 3

avec Co > 0.

On considère le problème de I'élasticité suivant :

ou

(B .2 )

Le système (8.2) est équivalent à :

f T[ouver w'x elilr(C,)]" tel que :

( B2 )' 
I-k?':::i.^'l:J:n,'ï ')_",À4aarr 

= 0 dansc'

(  t , f  =  e;  pour  le l  = e.

On sait que le système (8.2) admet une unique solution et on va la chercher ( voir [2] )

sous la forme suivante :

( B.3 ) u'e = x1,rf (r)e:, ! S?)er Pour r = lcl € [c,, e]

avec f et g des fonctions de cla.sse C2 sur [o" , e].

, i= Ixp ; r f ( r )e ; t c? )ex
i = l

I touver 
ui  etnr(C,)]"  tel  que :

J 
-ô,("r t ,oe1L(ar[))  = g dansC'

I ati = 0 pour lcl = a,

( c.,[ = e3 pour lel - e

e[ est le kdè-" vecteur unitaire de base de IR'

aijth = c2opo6;i6n | À(176;16p, * p(6a6in + 6l,6ir)).
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Calculons d.iaufr:

donc

( 8 . 4 )

( 8 . 6 )

alors on a :

( B . 7 )

n

diaui  -  W +f{^@r, , t ! ) )._ otk 7=r

-  n'?)?+ ! ( ' r f(  )  + o;6;1,f( '1 +' ; '1,! , ' 'g7)

= ,rlp + ,f '?) * (n * 1)/( ') l

d' iaui - 'r lry * rf '(r) * (n*r)/( ')] '

Calculons LwI , 
n

Lu'1, = A(g(r))e;, + f A(c1r;f(r))";
i = 1

nl
A(s ( r ) )  =s " ( r )  + (n -1 ) r

f , (  r \

A,(cex;f(r))  =26;1,f(r)  *  (n*3)srr; : ry * x1,x; f"(r)

d'oir
n r1 - \

(B.5 )  Lr"*  -  [g" ( ' )  +  (n-DsJ2 +zf ( r ) leË + [ (n+3) / ' ( r )  *  r f " ( r ) fxpep'

On rappelle queo[ vérifie , -("ïpo*Àp+Àp)Y(diuui6) - ÀaAc.rfi = 0 dans C' '

Pour simplifier les calculs' on pose :

diauf,

V C i - L u l , = 0  d a n s C . .

Vu l'expression de diaw'p, {[ s'écrit sous forme :

(B .8 ) qi = æyh(r).

catcutonsYq'r '  
oo,=Ë #",- i f i t r*r , t r)) , ,

fl

= ! (6*lr( r) + 4!6'( '))r,
i = l

= h(r)e1, + irrh'()lrr",
i = l

= h(r)ep I  4h'(r)Lre,
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d'oir

(B.e) Vq!* = h(r)ep + rkh'(r)er.

En tenant compte de ( 8.5 ) et ( 8.9 )

(  8.7 )  1-  [n1r)  -  g"(r)  -  (n- l )+ -  2f(r) ]e1,  + tk lh ' ( r )  -  ( ,*3)f ' ( " )  -  r f " ( r ) fe,

E n r e g r o u p a n t l e s r e l a t i o n s ( B . 4 ) ( B . 8 ) , l e s é q u a t i o n s ( 8 . 1 0 ) ( 8 . 1 1  ) a i n s i q u e l e s c o n d i t i o n s a u x l i m i t e s ,
on obtient un système d'équations différentielles à une variable pour /, g et h.

d'où

(  8 . 1 0  )

(  B , l 1  )

,,(") - g"(,) - (" - \+ - 2f (r) = o

h'(r) - (n+3)/ '(r) - rf"(r) - 0.

Tbouver f,g et h e Czla,, e] telles que :

+ * (n+ r)/(r) + rf,(r) = -fi\çah(,)

h(,) - s"(,) - 1"-qf- - 2f(r) = 0
h'(r) - (n + 3)/ '(r) - rf"(r) = Q

l@, )=g (o , )=0
f (e )=0  e t  s (e )=L

(  8 . 1 2  )

On pose

(  8 . 1 3  ) c lp '+Àq* \u '

Dans la suite, nous allons étudier séparémment les cas n = 2 et n ) 3.

Cas de la dimension n 2 3

On cherche f , g et h sous la forme de séries entières. On pose :

Àp

+oo

IQ) = D o*"
È=-æ
+æ

g(r) = E Êrrr
t = - æ

+æ
/r(r) = D nro.

É = - æ

(  8 . 1 4  )
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On introduit ces séries entières dans les trois équations du système ( 8.12 ) et on identifie terme à terme les

coefficients des séries. Il vient :

(  B .15  )

et ceci Vk e Z,'.

Si e + 0, alors on tire de ( B'15 )

par conséquent :

(8 . r5 )  +

De plus on a :

(  8 . 1 6  )

Si on pose :

(  8 . 1 7  )

on trouve alors :

( k + 2 ) 0 r + z  *  ( n * È + 1 ) o 6  =  - * " l k

' rx -  2a* -  (k+ 2)(n+ k)Ppa2 = 0

l t *  -  @ * È * 2 ) o 3 l / c  =  0

-m'rr( {r +2)Êr+z * (n * È + 1)o6 -

{  t *  =  ( n * È  * 2 ) a p

[  ( "+  k )o r  -  ( k+2 ) (n *k ) / r+z

( 20, + (n * l)os - -m'to

l 2 "B r - t o -2oo
{ "-" 

- -m"r-n * (n - 2)0-"+z

I t -n  
= 2a-"

I o-r-, = -nfl-n.

( o -o - "
I B = e-n-2

U=;:,

(  o p = 0

|  0*=o
I  l r=o

Pour
pour
pour

k * - " , - ( n+2 ) ,0
k * -n , - ( n -2 ) , 0 ,2

k  t '  - n ,0 .

{,1
}(o* 3)*"
* ( -  

B -  
a )e , ' )

2 A  , 2 - n - r 2 - -
r î  l + m n

n * 1 * 2 m ^ ,

f f i t ' r -+(  8 .18  )
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(  B.1e )

On obtient un système linéaire à 4 équations pour les 4 inconnues ( A, B, C, D ) :

On rappelle les conditions aux limites du système ( B.12 )

(  8.20 )

(  8 . 2 1  )

avec ( B.1 ) a, = Çogîln'Z alors :

I  r@,)=o e(o,)-o
t  / ( t )=o s(e)=1.

A*3*enc

^  n -2  I  B  n *1 *2mn-2 rnC*  r i r ^ - r p
a -  

"  
1a2 rnV-  2O17 ;77 ;m"  "  '  l +2 * '

Ro*A*alc

.  n - 2  |  B  n * 1 * 2 m  n - 2  n n  n - 2  n - z n
A-  

n  l +2 rn4 -  z  t : r ^a ' ; t ; +  * r ; a ;  
- t t

1_ (9 ) "A="?r";ffiC

A = -e^[' * (ï)' '- lillr"'- (?)''
,=(##1,*(?)'ffir+

!  en r t  
-  (T)" r

;Frryr

- 0

n  - 2  a - a-  
l * 2m"

-0

-0

d'oir

B_

A_

D_

Crrr"l^-rffiC

-,"[r *cf;*n-2ffiÂ"

à- (-# Bislr + c"nt "-'ff i ] +

,  1 t 1  - C ; e z " l " - 2 ,
t  

" t  1-ç91

n * 1 * Z - , \ ^
+ 

4*  * r r1a ;  )u

,  
n*  |  *2m lnrzntn-z\ç .' r  
M v o c  ) " '

longues et compliquées , on

( 8.22 )

Comme les
procède par

e x p r e s s i o n s  e x a c t e s  d e  A , B , C , D  s o n t  a s s e z

développements limités en € au voisinage de zéro-
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On en déduit :

( B.23 )

avec

( B:24 )

( 8.26 )

- i t t+ o(1) l

Qrn" ln - r [ l+  o (1) ]

I 1r a rlr;1

t  +  ! r ' [1+  o(1) ]

A_

B_

C-

D_

1  ' 1  I * 2 r n 1
a  =  

c î - l ' ;  
+  

" - 2  
I

.  t + 2 m  n * I * 2 m
= -

n - 2  
'  2 ( l + n m ) '

A  1  B , n
L  * 2 r n r 2  

'  
1 4  

'  v

B 2T+_B .çr ,  + D-A .ogr -F -  
4 t+z^1

2 A I 4 C
t + 2 * 7  

-  - 4 2 p

Cas de la dirrension n = 2

Cette fois ci on cherche f , g et lr sous Ia forme de séries entières plus un terme en logarithme pour g. On

pose :

(  8.25 )

f(r) = D orrr
lc=-oo

+oo

sO)=DPr r r -A los r
È=-æ

+oo

à(r) = D nrr.
/ c=-æ

Des calculs semblables au cas n ) 3 nous amènent aux expressions suivantes de /, g et h :

T(,) =

g(r) =

h(r) =

Le système ( 8.19 ) des conditions aux limites pour / et g nous donne un système de quatre équations pour

l es  qua t res  i nconnues  (  A ,  B ,  C ,  D  )  :

+.^3*3*c=o
#'#. #*c = o

-toseA-#-ff i}c+D=L

-rosa,A-#-ff ialc+D=o

(  8.27 )
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(  B = ezalC

(B .28r  lA=- ( r+2m)(a2 '+e2)c

f , = (-t, * 2m)(a! a e2)tosa, * * * ffi":)".

avec d, - l-cof e2 at Co ) 0.

D'oir

( B.2e )

t

o= - " " [ 1+o (1 ) ]

B = . J !"-r ." , , ' [1 +o(1)]"  -  
I y 2 m C o "

I
c= 

o+zm)c"+o(1)
D = r  -  

l r 'wr l l+o(1) ] .

Lesexp ress ionsexac tesdeA ,B ,C ,Dson t tou jou rsauss i comp l i quées ,auss ion fa i t desdéve loppemen ts
limités en e au voisinage de zéro. On trouve :
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Annexe C

Construction de l'opérateur de restriction R,

Dans cette annexe, nous allons montrer la proposition IL3.4 ( nommée ici proposition C.5 ) et un résultat

analogue pour une répartition des trous dans un hyperplan.

Lemmes techniques

Soit z € IR tel que : 0 < 4 < 1.

Soit ? le fermé défini par :

t T est strictement inclus dans la boule unité 81 de IR"

I Br \ T est un ouvert connexe de frontière Cl par morceaux'

On désigne par qT I'homothétique de ? de rapport 4.

On définit Ca par :

( c . l  ) c, -  tu \qT

donc Ç est un ouvert borné connexe de frontière Cl par morceaux.

Lemme C.l : ( cf l2l )

II existe un opérateur linéaire continu L tel que :

(i) Le L([Ht(h )]", [fl '(Cr)]").

( i i )  Pour tout u € [Ht(Br)]"  on a: L(u) = u sur ô81 etL(u)= 0 surô(4?).

(ii i) nexiste une constantec ) 0 qui ne dépend pa.s deq telle gue.' pour toutu€lFr(81)1", on a:

fVt(u)l1,1co) S cflVulz:1ar) I  KrlululaS)

ou

(c .2)
( ,n-zlz pour n Z l

I i , t = l L  Dou r  n=2 .
I t/llog,tl
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Lemme C.2 :

Soit u € [I/r(Br)]" . On considère Ie problème suivant :

( Trower u €liJr(C,)l tel que :

| - [p = -Au dans Cn
(C .3 )  1  ,=o  sur  ôBr

[  , = ,  s u r  ô ( r , ? ) .

Le système ( C.3 ) admet une solution unique u qui dépend linéairement de u et telle que :

(  C .4 )  lYa lpç ,1<  c [ lVu l l ' 1n ;  *  I { , l u l ; ' 1a , ; J ,

où c ne dépend ni de 17, ni de u et I(, est donné par ( C'2 )'

Démonstrat ion:

Posons n' ='.) - L(") avec L défini au Lemme C'1' Alors u' est solution de :

|  
-  t r ' -  -a(u -  L(" ) )  dans cn

\ ,
I u' = 0 sur ÔCr.

D'oir

lVa'17,ç,1 < lV(" - L(u))l ; '1c") S lVu[, '  G) + lV(L(u))1z, '16"; '

Comme

lYalT'ç,1 S lVatlv"ç"; + lV(t(u))lr '1c,;,

on déduit ( C.4 ) grâce au Lemme C.1. 
C.e.F.D.

Maintenant, on fixe q - +. On Pose :è

C ' = e C n  = B t \ T '
(  C.5 )  avec B, = eBri  T, = aeT.

Lemme C.3 :  Soit  u elHr(B') \ .  Le problème suivant :

( Trouver a, elHr(C' )]" tel que :

I - Au. = -Au dans C'
(c .6)  1  , .=o sur  aT,

I
l .  , " = ,  s u r  ô C t \ ô ? '

admet une solution unique, qui dépend linéairement de u et qui véilfre :

', ( C.7 ) lYa;127"1ç.1S c[lvuli'1c'vr') * lul27"qç'sr"1l,

où c est une constante strictement positive qui ne dépend ni de e, ni de u.
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Dérnonstration: (cf [2] )

Le système ( C.6 ) est l'équivalent du système ( C.3 ) par le changement de variable suivant :

A € C r t e t c € C e  + U = € x '

On déduit que le système ( C.6 ) admet une solution unique o" qui dépend linéairement de u.

pour obtenir I'estimation recherchée ( C.? ), on remplace dans l'estimation ( C.a ) du Lemme C.2

u(ù par lulr) et a(v) par !o,Gr).

On obtient :

lv v, 121" 1c, 1 3 c I lv u12"" (c, ur. ) + S ful'"" 1". uz. I I'

Cas d'une répartition périodique des trous

dans tout le volume.

Soit O et O, les ouverts décrits dans la partie II'1'

soir u € [r/;(o)]".

Lemme C.4 : Le problème suivant :

c.Q.F.D.

c .Q .F .D .

l.{0

(  c .8 )

admet une solution unique, qui dépend linéairement de u et qui vérifre :

(c.e) lY a,121" 1ç,,y < c [ | Vu l], 1 c. ur. ) I lul27" 1s, ur. 11,

où c est une constante strictement positive qui ne dépend ni de e, ni de u.

Démonstrat ion:

C'est une conséquence directe du lemme C'3' Il suffit de voir que pour :

( Trouver a, elHr(C',)]" tel que :

I - Ao, = -Au dans C',

) ,, = o sur ar:,
[  , ,  =  u sur  AC' , \AT|

aÊ
, l=  

7 
er

( Cs6"ln'2 pour n 2 3
o .  =  

I  e -Co l c '  pou r  n=2 ,

( d"_rlt2 pou, n 2 B
' l t q= l  

pou r  n=2 .
| 'ffiVt'ge



Maintenant on définit r?'u Par :

f 
- Pour tout pavé Pi CQ :

| ft e'...t = ttr dans I{',

( c.lo ) { 
R.-u= u' dans C"

| Æ,u = 0 dans Ti-

| 
- lout les pavés qui couPent âO :

[  f t r u = ,  d a n s  P ; n Q ,

et où u, est la solution unique du système ( C.8 )'

Proposition C.5 : L'op&ateur R, défrni par ( C.10 ) vérifie :

(i) ft, €.4([Ilor(o)]" ' [Hot(o')]")

( iù ze [ I lor(O,)]n -  R,û,=u dans Q"'

(iii) l lÆ."l l11a'to. l  S " l l" l l1ràtol

où c est une constante strictement positive qui ne dépend ni de u, ni de e.

Démonstrati,on: Le point (i) est vérif ié par définit ion de & '

Si u e [I{01(O,)]" alors u = 0 sw ÔTf
donc u, - u est solution du problème de Dirichlet suivant :

(  - t1 . , , -u )  =o

t ' ,-u=o
qui admet I'unique solution ue - u = 0 d'où Rrû - ae = t't'

Enfin (iii) est trivialement vérifié grâce au Lemme C'4'

dans Ci

sur ôC',,

dans Cj d'où (ii).

c .Q .F .D .

Cas d'une répartition périodique des trous

dans un hyPerPlan.

Soit O et O, les ouverts décrits dans la partie III.1.

Soit u € [//ô(o)]".

Lemme C.6 : Le problème suivant :

(  c .11)

aclmet une solutio,n unique, qui dépend linéairement de u et qui vérifre :

( c.12 ) lY u, 172' 1 c, 1 < c llY ulzy, 1c, u r. ) + L lul27, 1,.. ur, 17,

où c est une constante strictement positive qui ne dépend ni de e, ni de u.
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Démonstrat ion:

C'est une conséquence directe du lemme C'3. II suffit de voir que pour :

d l  (Css î - r l n - z  pou r  n23
q -- 

T 
ef o. = 

I e-col, pour n = 2,

I i ? c .'+ < - vn22.
€ t  

- e

c.Q.F.D.

Maintenant on définit R,u Par :

(  c.13 )

R r u = u  d a n s  O \ I 1 .

- Pour tout pavé Pj C H, :

Rru=u dans I{ ',

Rru = u, dans Ci

Rru=0  dans  f ; .

- Pour les pavés qui couPent ôO :

Rru = u dans Pt nQ,

et où o, est la solution unique du système ( C.11 )'

Proposition C.7 : L'opérateur R, défrni par ( C'12 ) vérifre :

(i) R, € r([Hor(o)]' , [Hô(0.)]").

( i i )  u€  [ I / j (O , ) ] n  -  R , î t=u  dans  O , .

( i i i )  l lÆ,r l lnârn. l  s c l lvulzL, ,n;  + ] l r l?,1". ; ]

où c est une constante strictement positive qui ne dépend ni de u, ni de e.

Démonstration: La preuve de cette proposition est analogue à celle de la proposition C.5.
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Annexe D

Equations de l'élasticité autour d'un obstacle borné

et comportement à linfini.

Dans cette annexe, nous donnons des résultats dtexistence et d'unicité ainsi que le comportement à

I'infiui des équations de l'élasticité autour d'un obstacle borné de IR' avec n à 3.

Les estimations à I'infini sont obtenues en écrivant les solutions sous forme intégrale à I'aide de solutions

fondamentales dans IR'" (cf [Z] et [35] ).

Soit ? un fermé de IR" qui vérifie :

(D . l  )

(  D . 2 )

I f C At où 81 est la boule ouverte de rayon 1 centrée à I'origine

\ at \ ? est un ouvert connexe à frontière Cl par morceaux.

Lemme D.! : On se place en dimension n ) 3. Le système suivant :

(  - 0 1 ( a ; l t n e t n ( u È ) ) = 0  d a n s l R ' \ T

)  
u r = O  s u r ô T

"f ,rk=ek àl ' infrni
( l le("*) l lr ,(n"-r) < +oo

admet une solution unique.

Démonstrat ion:

S o i t d € D ( B r ) a v e c 0 = l a u v o i s i n a g e d e ? ( c ' e s t p o s s i b l e p u i s q u e ? e s t i n c l u s s t r i c t e m e n t d a n s B l ) .

On définit or € [C-(lR")]" p.t i ah = (I - 0)ep'

On a immédiatement i ak = 0 au voisinage de T

ak = ek dans R" \  81.

On note ff le complété de O(lR" \ ?) pour la norme ( [--. ^Vt"ll')"'\Jn"\?

On associe au système ( D.2 ) la formulation variationnelle

(D .3 )
I Ttouuer u* € H tel que :

t I"r, 
a;i1p71,(up)e;i(ç)an= - 

I"r, 
a;ip1e111(a5)e;i(ç)tts Yp € H'

D'après le théorème de Lax-Migram, le système ( D.3 ) admet une unique solution ut dans II' Une interpre-

tation de ( D.3 ) montre que krË = ak * o1 vérifie

- 0 i ( a ; i n e t n ( r r ) )  = 0  d a n s  I R " - ?  e t  @ È = 0  s u r  A T '

143



D'autre part de la coercivité des coefficients c;i16, on déduit que le(ar1)l1z1t.-?) < +oo.

Finalement or est solution du problème :

dans Rt \ ?

sur ô?
(D .4 )

Il est clair que arÈ est l'unique solution de ( D.a )'

En effet supposons qu'il existe une autre solution arf, alors

u 1 r - u l r e H

et est solution unique de la formulation variationnelle suivante :

(D .5 )

Or la solution unique de (

c.Q.F.D.

Remarque  D .2 :

La norme munissant fI ne donne pas d'informations sur le comportement à l'infini des fonctions de 1/. La

condition à I'infini du problème ( D'2 ) sera établie par la suite'

Avant d'écrire la solution arp du système ( D.2 ) sous forme d'intégrale, on donne une solution fonda-

mentale du système dans IR' qui va être le "noyau" de la forme intégrale.

Lemme D.3 : On se place en dimension n 2 3' Une solution de :

(  D.6 )  
-Ôi(a; i6e6(u*))  = 6(x -  Y)6Yi

est donnée pat :

(  
- ô i ( a ; i p ,e11 (wr ) )=0

J u*=0

I le(,r*)L,z1s"-?) < +oo
I  c r r € H .

I 
Tlouuer up - ul, e H tel que :

1 t a;i11,€v,(u1ç - ul)e;i(Q)dx = 0 Y9€H'
I Jn'\"

D.5 ) est zéro. D'où up = utr dans IR." \ ?.

( D . 7 )

or)
\1t

c Z P o * À 4 * À P
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Démonstrat ion:

on rappelle les solutions fondamentales dans IR' du Laplacien et du bi-Laplacien'

( D . 8 )

(D.e)

At - *Ç ffil 
= 6(x -Y) dansrR'

dans IR"

p o u r  n 2 3

p o u r  n 2 3

n = 3

n = 4

n 2 3 .

t zn@-y )  =  6 ( r - v )

t -+ pour
E(, -y) = { 

-Iogl::  al pour

l r 4sq r
( z(n - 2)(" - 4)s" lc - yl"-n

Soit Jtr la transformée de Fourier qui opère de ,2(R") dans Iui même.

On prend la transformée de Fourier de ( D'6 ) et on obtient :

v/ € r2(R")

et

N otation :

(  D .10  )

d'où

(  D . 1 1  )

On reporte ( D.11 ) dans (

(  D .12  )

d'oir

(  D . 1 3  )

ru)@) = # l^^Tt')"-.""0'

r@) = 
# I^^rtrr"'"' d'a = T1r 711a1'

a = c | p o a À n * À U
.  b = \ p .

aa i a.î (u) + bl., lz î  (u!k) = 
!^y,"- io 

v 6 j  r.

alal2a.F(u1,)  + blal2o.F(ur)  = 
f f ie- i "  

v ar

(o + à)laf2a. F(ux) = 
#u;q 

! ak

a.r(u1,)=###*.

D.10 ), on en déduit que :

On multiplie l'égalité ( D.10 ) par o; puis, on sorune sut J :

F(u!o)=##p+[,,*- #,ffil

rr=*r(ffi) d  -  l  q i aÈ  e - t a  3 r  
\

L I L _ I

(c + ô)ô- \  la l4 (2r)nt2 l '
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Pourcalcule,r( f f i ) "=(f f i f f i ) ,onut i I iselessolut ionsfondamentalesduLaplacien
et du bilaplacien.

( D.8 ) - #'io 
v =, -#a*r("t#)) = -Éç ewnr(#)

-##=&,r(#)
d'où

(D14 1 r(##-) =#E#

De même pour le bilaPlacien :

( D.e ) - #e-i* 
= lalar(B(x-v))

-r(# l = E@-v)

- #= (# w) = *3-, p,r' (' - a)

=(-ffiffi)=#E@-v)
(  D.13 ) devient :

(D,6) q=+6+,#.éûry#
On établit Par un calcul direct :

( D.rz , 
ô'z-E(x-- v) = ---l-- | 6io' . - (n - z1@r 

-rlo)(!'!=- vi) 1
@ 

- 
i ( " -2)S^Llx-y1"-z \ ' -  - '  

l r -y l"  I

I d'oir le résultat.
c.Q.F.D.

I tvtaintenant, on va étudier le comportement à I'infini de c;1 '

d'oir

(  D . 1 5  )

(Au\; = -0i@;iY,eY,(u))'Posons

Du système ( D.2 ) on tire : Au* - 0 dans R" \ ?'

I L'opérateur A est hypoelliptique (cf [a7] ) donc @p est de classe C- en dehors d'un voisinage de T.
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S o i t 0 € D ( B r )  t e l q u e  d = 1

(  D.18 )

alors

(D . l e  )

sur un voisinage de ?. On définit :

, i r - - 0 -0 ) r r  e t  f =46*

uir e [c-(]R")]" ; ci* = u* dans IR' - Br et / e (O1at;;".

Comme t.l6 est solution de ( D.2 ), alors c.ip est solution de :

( D.20 )

D'autre part, par convolution des solutions fondamentales dans R" ( cf Lemme D.3 ) avec /, on définit c.rl :

(  D.2r )

soit

(  D.22 )

u t * = e n * u r * f

Comme / e Cy1n"; et u € (r1,.(iR'"))" alors arf e C-(R") (.f t9] )'

Par définition des solutions fondamentales, on a : Au'r = / dans IR''

Lorsque lcl tend vers I ' infini, à partir de Ia définit ion ( D.22 ) de c.r[, on obtient les estimations suivantes:

f touver c.ir tel que :

)  
-ô i (a ; inen(c i * ) )= i  dans lR '

I 
u4 - ep à I'infini

(  le(dr) l rz1s";  (  *oo.

Or

( D.23 )

Par définition ( cf D.18 ) de c,i;, on a :

donc

(  D.24 )

où on a posé :

(  D.25 )

1 l
I f@)dV = - 

| a;i6ey,(uy)nie; = -F2
J  B ,  JôB I

,r = Iu,

u'1, = e1, + MfulY l^"500 * I^^W@ - r)d4

{,, 
= ek + z^*hl*W *' l"J:'*'.,,"=,]

Io,; = ot#=r

|  
",  

f  @)oo = 
I 
",-Ôi 

(a;i  p,e 6(,rr )) ' i  = - 
I  u 

",a; i  

v,e11,(616)ni e; '

tiy = u1, sur un voisinage de ôBr

a;ip1e16(up)nie;.
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( D.26 )

On sait que Vc.r[ € r-(R') et avec les estimations à I'infini on obtient facilement lVarl11,"16.; ( *oo

le(o[)l;,1n.y ( *oo

par conséquent u| est solution de ( D.20 ).

Or si I/ est le complété de O(R") pour la norme le(.)11,,1s.; alors

uL-6*ev-

On pose : r - l c l t = rêr r il vient :

Le système

( D 27, 
{ 

];,',;;,^,;;; =

admet une solution unique o = 0.

ui - 6r est solution de ( D.27 ) alors :

ul, = 6y dans

On en déduit Ies estimations à I'infini de ux.

Lemme D.4 :

Soit up la solution unique du système ( D.2 ).

tel que :

0 dans IR"

R" \  Br .

Soit '* = 
I ura;i11'1evv(u 

1s)ni e;

où n est Ia normale exteileure àT.
La solution up a Ie comportement suivant à I'infrni :

1  I  I  l 2 m + l ^

l r .  
=  "k- ] f i f f i r "_2ln_,Zrk+

( D.2B) 
{ 

vc.,p = ot#l
l l r^
Ic;iu,eur(tnr)ni"; = Wl2mFx 

+

(Fr .ù" , f [1+ o(1) ]
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l)ém.onstrntî.on :

Les deux premières estimations à I'infini de ( D.28 ) ont été vérifiée précédemment. Pour achever la
démonstration du lemme il reste à voir Ie comportement à I'infini d,e a;i6eyr(ux)nie;.

De ( D.22 ) on tire :

(D2s) # *h|e*+ 1)/" ffioi-v;)dv * I^^?#e;dv*

*l^^r,@tr#dy_nI"ry@;_v;)@_v)dy]pourc€R"\B1.

D'oir il vient quand lcl tend vers I'infini :

( D.BO ) H = rræ#J:,,ll;[{z^*t)# - #", - Ar, * nffi,,,) * o(m)

Or

D'oir

ct enfin :

(  D.31 )  o; jnep,(ur)n ie;  =
I

+ I ) rn-25"(m 'I m * n - l

n't

n m +
2mF* * (F1,.e,)e,]  * o, i ,

c.Q.F.D.
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Annexe E

Dans cette annexe, nous allons démontrer les lemmes II.4.3 et III.3.4 nommés ici respectivement lemme

E.2 et lemme E.4.

Soi t  p  =] -  1,1["  n22,  un pavé de Rn et  Pe = €P - ] -e,e["  I 'homothét ique de P de

rapport e (e réei > g).-On ,Àuur" lR' de pavés Pf semblables à une translation près à P..

soit o un ouvert borné connexe de IR' de frontière cl par morceaux.

Première Partie

On suppose que Q contient un nombre entier de périodes (PÏ)1 .'S'('; avec n(e) = 
#

L e r n m e E . l :  S o i t  s e L z ( p ) t e l q u e # t 9 = 0 . O n p r o l o n g e g à R "  p a r p é r i o d i c i t é d e p é r i o d e P '
V I  J P

On pose:

(  E. t  )  s , ( r )  =  c( Ï ) '

Alors ;

( 8.2) l ls"l lg- ' tol S c€lùltt2

où c est une constante positive indépendante de e et de Q'

Démonstration :

Ce lemme est vérifié pour g une distribution de II;:(R") périodique et de moyenne nulle ( voir pour

cela [31] ). Le cas oùr g € irle; periodique et de moyenne nulle est démontré dans [30].

Lemme E.2 : Soit 6r, Ia masse unité portée par Ia sphère de rayon e, centtée au centre de Pi '

Pou r  n )  2  ,  on  a :

n (s )  e

( 8.3 ) l l  !eo; - 
fr l l"- '1n) < celolr/z

v = l

n ( c )  c
'  (  8.4) l lDe6' , (e*.e)eï  -  

# ' r lhr- ' to l  
< cel0l t /z

u = L

où eu. est Ie vecteur unitaire radial dans Ie pavé Pi et c une constante indépendante de e et de O'
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Démonstration: Pour l'inégalité ( E.3 ) voir [30] .

Pour établ! (E.4), on reprènd la démonstration de la convergence de lasuite li!1e6,,(er.e)ei
dans [I/-1(O)]" fort, faite par Allaire [2] , et on utilise le lemme E.1.

On introduit la fonction auxilliaire te définie sur chaque pavé Pj par :

t' = 
lxr,rei

On a alors :

dans Bi où 8", est Ia boule de rayon e centrée au centre de Pj.

( -A;r' - -ek dans B',

{ g - ek*.ei)ei sur ôB',
l o n
( t" - 0 au centre de B',.

D'autre part, on introduit s' définie sur chaque pavé Pj par :

, r2(3e -2r\ .
t ' = 

Ë@1.ei)ei 
dans

9n
= (3-  " ] l r r  -  (n+3) !Q1, .e )e i  dans  B ' ,

- 0 sur ôB',

= t' sur B€

et lAs'16-1r;; < (n + 6).

Bi.

On a alors : I;:
t':

On définit r' e [I1,r""(R")]" pu. :

Ona :  r ' =sp ( ! -D r i

dans Bf

dans Pj \ Bj.

Bi et lVr'16-1çy ( 5e.

!,'
t"'
dans

= l t  -  s '

- 0

Si 1i désigne la fonction caractéristique des boules B',, on a:

par suite :

r (e )

l l  !edi( .p.e)ei  -
v = l

-y''r' = -x'ae* * y!as" + le6"r(e1,.e)ei dans IR"

.q- c

ffirr l l11-,tnt = ll - Ar' - XbA"' * (x'n - 
ffi)rolln-,tnl

S l lA" ' l l r- ,rnr + l l1!as' l l f f - !(o) + l l (xâ -fu)"r l l r- , tnt.

L'opérateur A est un isomorphisme de fl j(A) dans I/-t(Q)

l lA r ' l l s - ,1n)  =  l r ' l r ;1ny  =  lVr ' l ; r1n ;  =  ( l rLVrc lz ; t l r( lvre;,-(n) ( lr) ' ' ' S 5e  l 0 l r / z

1 5 1



D'autre part llx'a - Sllrr-,,r,, 
< cel}ll/z

en effet, le lemme E.l s'applique avec g = xB - # 
= XB - 

OL,lr*"
où Xa est la fonction caractéristique de la boule unité.

Enfin llxËAt'll11-,1e; ( celùlr/2

grâce au lemme E. l  avec s(ù = (11-Zr1ep -  ( "  *  3)r (ep.e, )e, )ye.

c.Q.F.D.

Deuxième partie

Soit I/ I'hyperplan de IR' d'équation c, = 0 qu'on suppose d'intersection non vide avec O.

( 8 . 5 )  H = { e € l R " l r n = } l 1 .

On définit H', et H, par:

H ' , = { r = ( a ' , c , ) € l R '  t e l  q u e  x ' e H  e t  l c " l c e }

H ,  =  H l o O  =  { r = ( æ ' , c , , ) e O  t e l q u e  s '  e H  e t  l r " l < e  } .

L'ouvert 11, est recouvert d9.^pu"j? Pj de R". On suppose qu'il en contient un nombre entier de périodes

(Pï)rs,Sn(,) avec n(e) - 
ffi+ 

et que les centres des pavés Pi sont répartis périodiquement dans

I'hyperplan I{.

Lemme 8 .3 :

alors on a :

i) Lurr,, = 
*, 

dans O'(tR')

ii) te - Y dans Lz(Q) fort et lg, -Yl'zg) S cerlz

iii) 
#^ 

= O, dans D'(lR').

De Ia continuité de Ia dérivation de Lz(A) dans H-r(Q), on déduit que :

(8.6) l l+ -  6sl l11-,s1 3 certz
" 2 e

où c rlésigne une constante indépendante de e. 
:

[  
,  s i  x n 2 e

soi t  t , (x)= l '+  s i  -e<t^<e et  
" ( ' )={1 

s j

| "t [o sinon
(  0  s i  x ' .1 -€ ,
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Démonstrat ion:

i )  S o i t e € O ( l R " )

do,
a 

Ë, ,  
tP )e,1s" ; ,o(n. )  =

O n  a :

alors

1n, - y121,çn1

Un calcul simple donne :

î d ç
JN^nlr.>-116

I  e + t î  d 9

Â^nt- '<".< , j  k dt"

- 1ee,#r= - l^.n,@)#,
- I""o-t', n''!,#,' I^^n -,.,-.,f' ',)X- I-"o-.- 'rt'@)ff

t  d ç  [  e * x n d g

Â"nt, .>,1 d"" 
-  

. /n.n[- ,<".< qT d'" '

( 1,.* #)0, = - I^^-,e(n',e)d'x'

u:,'+#)oo
(#ol'-')oo - *

1 r
g (x ' , e \dc ' - ; l  g@

zc ,l H,.

dq, 1
a 

ffi,P 
>o,(n^),o(no) = ( 

*rur,g 
)D',D Vrp € O(R'') d'or) f) '

-y lzdx = 
lnn,^r , r ls , -Yl ' *  I r , ls , -Yl '  

*  f .u"r - , ,b , -Yl2

=/  r t - tP+[  b, -v f+[  lo-o l '
Jnn[r^>e]  J lonr ;x1- ' , ' I  Jon[r"S-e]

Innro' '  l- , ' '  
-Yl2d'xn

lo n Hl U_,,tt#t,d,n + I,' (+ - t)'a,^).

19i-9tf ax^ l,' (+ - t)'d,^ =

ce qui démontre ff).

I^-n -,.'..,1
)d"'

= I^^-,
= I^^-,
= I^^-'
= I^^-,

e@)dx

i i )

= Inb,

7
- 1

12'
- €  e t

12ï,

d'oir

ii i)

1n" -Yl2p"1o, = 
le l0 n Hl

Soit 9 € O(R")

. ffi,e )o,1n";,o(n-;=- .r,#>= - I^^"Or#, =' I^^-,(f-- ffa"')a''
= - 

I^^_,e(c'  ,xn) l l -  d" '  = 
l^._,p(s'  ,0) d.x'  = 1 6n,9 ) .

c .Q .F .D
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Lemme E.4 : Soit 6', Ia ma,sse unité pottée pat Ia sphère de tayon e, centrée au centte de Pi '

P o u r n ) 2 , o n a :

n(e) c

(8 .7)  l l  !o ;  -  
fu l "  l l r - ' (o)  S ceLtz

v = l

r ( " )  c

(  8.8) l l  f  o;1'* ' ' )" ï  -  
f f i "*t* l ln- ' tnl  3 certz

v = 7

où er. est Ie vecteur unitaire rcdial dans Ie pavé Pi, c une constante indépendante de e et 6u Ia masse unitée

portée par I'hyPerPlart H.

Démonstiati 'on: On applique le lemme E'2 dans H,, on obtient :

n(€ )

l l  feo; - 
f i l l r- ' ,*) S celH'l ' t '

v = l

t ( " )  e

l l  
' !ea;1"*.  

e)ei  -  
:hrr l la- ' ( r . )  3 celH, lLt2 '

v = L

n (e )

Comme l I I , l  =2ex l0n f l l  e t  DU |=0  dans  O \ / / : '
u = I

les inégalités ci dessus deviennent :

n ( e )

t t  io; -  #ryl ls- ' tor s cettz
v = l

n (e )  e  w

l lfæ,kr.û"ï - 
#"rf llo-',n, S ceLtz'

v = l

Pour obtenir ( E'7 ) et ( E.S ) il suffit d'écrire :

r r (" )  q 
n(e)  d ^.  .C- /  r

il !o; - *9;u,lln-,tor s ll Ë 6; - *f ll"-',n, + il#h (+ - ô") ll"-'tnr
Y = L  

-  u = L

s "e't '  + fi l  + 
- 6s l ls-,1n;

I l l f,o',("r., i)"ï - ff i"rorl ln-'tor s i lË 6",(ep'ei)ei -: i"rf l l"- '1"1 +
v = L  u = l

+ lllf="r(+ - ,") llr-,ro)
'\tz + llfu"*(+ - 6o) ll"-'r,,r

I et d'util iser I' inégalité ( E.6 ). 
C.e.F.D.
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INTRODUCTION

L'étude des structures répétitives à barres est d'une grande importance vue son vaste

champs d'application [26]. En génie civile, par exemple, on distingue les structures supportants les stades, Ies

gares, Ies grandes surfaces, les ponts, les grues de chantier. Pour I'irrigation, on trouve des structures stricte-

ment périodiques, mobiles sur roues, qui portent des tuyaux pour arroser les cultures par voie supérieure. Cer-

tains ouvrages de radieastronomie en télécommunications sont aussi concernés. Aussi, les pylones éléctriques

pour la production et I'exploitation de I'énérgie, sans oublier le rôle de ces structures dans la construction

aéronautique et aérospatiale.

Elles offrent un exellent compromis entre leur capacité portante, leur poids et leur prix, par opposition à des

poutres de section pleine.

De nombreux mécaniciens ( voir [9] [13] [14] [15] [16] [18] [20] [21] l22l l24l [26] ) ont développé différentes
méthodes pour le calcul des structures périodiques et pour I'obtention des continua équivalents. Pour une
classification de ces méthodes voir [26].

Les mathématiciens ( voir par exemple t3] [4] [5] t6l t7] ) étudient la structure du point de vue de la mécanique
des milieux continus en tenant compte des paramètres caractérisant la taille de la structure et sa périodicité.
Puis, ils passent à la limite sur ces paramètres pour trouver le milieu homogène équivalent.

L'interêt d'un modèle continu équivalent est tout d'abord scientifique car les modèles continus en général

offrent une représentation quasi-analytique du comportement global d'une structure répétitive. IIs permettent

une compréhension plus fine des phénomènes en jeu.

L'interêt d'un tel modèle est aussi numérique car Ia méthode des éléments finis, par laquelle, on analyse de

telles structures, coiite d'autant plus cher en temps de calcul et en espace mémoire, que lastructure répétitive

comporte plus de cellules. De plus une perte de précision apparaît lorsque le nombre d'inconnues augmente.

Enfin, I'interêt est aussi économique puisque les modèles continus offrent un gain de temps lors des études

de.Conception.

P. Verna [26] a développé une méthode formelle permettant de trouver le problème homogénéisé pour

.,dp+structuræ en treillis étudiées de manière discrète'

Cette analyse discrète des structures consiste à écrire les équations d'équilibre aux noeuds de la structure

et à supposer que les tensions dans les barres sont proportionnelles au déplacement des noeuds. On obtient

ainsi en tenant compte des conditions limites un système linéaire.

Verna prend les équations en partie courante de la structure ( c'est à dire les équations vérifiées par les

points intérieurs à la structure ), suppose une régularité des tensions et des déplacements et cherche alors

ces grandeurs sous forme de développements asymptotiques par rapport au petit paramètre e caractérisant

la périodicité du milieu de façon à ce que les équations en partie courante soient vérifiées pour tout point.

La périodicité du milieu est prise en compte grâce à une notation judicieuse des noeuds. Il obtient ainsi le

problème homogénéisé en identifiant suivant les puissances de e.



Le but de ce travail est de justifier sur quelques exemples et dans un sens à préciser, la convergence du
problème non homogénéisé vers le problème homogénéisé trouvé par la méthode formelle de Verna.
Une piemière partie étudie I'exemple simple d'une structure formée d'une succession de barres, sollicitées en
traction pure, de longueurs consécutives Ir et 12, de sections respectives Ar et A2.
Une deuxième partie étudie les déplacements dans un treillis bidimensionnel puis analyse la même structure
du point de vue thermique.
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NOTATIONS

2n (n e N-) : nombre de noeuds total de la structure

.t : longueur de la structure et de la cellule de référence

Y =l } ,L l :  la  pér iode

e i petit paramètre pour I'homogénéisation

j : j est pris dans l'ensemble {1,2}. Il numérote les noeuds et les barres de la cellule élémentaire

Li t longueur de la barre j dans la cellule de référence

lj , longueur de la barre j dans la cellule courante, soit \ 
- eLi

E : module de Young du matériau

Ai : section de la barre j

t r À .
Ki - ":'r : raideurs de traction dans la cellule de référence

L ;

æM i rlr.irr" du noeud M

.ui (xu)  :  va leurpr iseàl 'abscissedunoeud M par  la fonct iondéplacementdesnoeudsdelafami l le  j

. 
fi (r,"f ) : fonction tension dans les barres de la famille i, û,"! i étant le point de référence de I'effort

pour Ia famille de barres considérées.



INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons homogénéiser une structure formée d'une succession de barres, sollicitées
en traction pure, de longueurs consécutives lL et 12, de sections respectives AL et A2.

Dans le paragraphe I.1, nous présentons lastructure. Dans le paragraphe I.2, nous donnons un modèle
continu décrivant les déplacements dans la structure, puis le problème homogénéisé est recherché par la
méthode des échelles multiples ( voir [1], [14, [26] ).

Dans le paragraphe I.3, on donne un modèle discret décrivant les déplacements dans la structure puis le
problème homogénéisé est recherché par la méthode développée par Verna ( voir [26] ).

Une analogie entre la méthode des échelles multiples et celle développée par Verna est faite dans le paragraphe
t .4 .

Cette partie I constitue l'Appendix F dans la thèse de Verna [26] que nous rapportons ici.

Dans la deuxième partie, nous essayons de trouver le lien existant entre la solution du problème discret et Ie
problème homogénéisé. Une approximation par éléments finis P1 du problème continu nous donne Ie même
système du problème discret. Comme les problèmes limites obtenus par les deux méthodes coïncident, Ia
méthode de l'énérgie [19] nous permet de conclure.

Enfin, quelques tests numériques d'interêt pédagogique sont donnés.
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I. UN EXEMPLE SIMPLE

I.l . Présentation de la structure :

La structure étudiée est celle décrite par la figure ci dessous :

€

lr

L

figure l: lastructure

Elle est composée d'une succession de barres de longueurs consécutives 11 et 12
respectives A1 et 42.

Les barres sont numérotées dans I 'ensemble {1,2} comme indiqué dans la figure 1.
Les extrémités de chaque barre, appelés noeuds de la structure, sont aussi numérotés dans I 'ensemble {1,2}.

Le rrombre de noeuds de la structure est de 2n ( n € FI' ).

Les barres 1 et 2 sont homothétiques de rapport e à des barres de longueurs L1 et L2, de sections At et Az
respectivement ( e est un petit paramètre strictement positif destiné à tendre vers zéro).

La longueur totale de la structure est I : Lr l- Lz.

On a les relations suivantes :

h=eL r
lz = eLz
(n -  1 ) .e . ( I 1  *  Lz )  *  €L1  =  L  =  L t *  Lz .

On appellera cellule de base la portion de structure décrite par la figure ci-dessous :

*--ù
I " l't

t ,

figure 2 : Barre unidimensionnelle composite : cellule de base

de section

[,e rnatériau r-'st de rnodule de Young .e.



On suppose que les barres sont en traction pure et que les extrémités de la structure sont soumises à des
déplacements.

I.2 . Approche continue et méthode des échell'es multiples :

L'équilibre statique linéaire de la structure, décrite en I.1, s'écrit :

(  d (^ ,qe\@)=o o<x<L
( 1 )  1 -d - r \ o " t r ) dx ) - "

I  u ' (0)  = o;  u"(L)  = B

( A, sur les barres 1
(2 )  A ( : )= {  

.
I l, sur les barres 2

On a une E.D.P à coefficients oscillants. Nous allons chercher le déplacement longitudinal u. sous forme du
développement asymptotique suivant : ( cf [1], [17], [25] )

(3)

où

ur (x )  =  uo( r ,y )  +  eur (x ,y )  +  . . .  *  eku1, (o ,ù  +  . . .

ftrr,,it = (*. !&)ro,v)lu=.1;

(4 )

et où

(5)

Il est clair que :

r
v=;

|  " i@,y) 
est déf ini  pour r  e]0,I [  ,  y € R

f  r -  u i @ , u )  e s t  Y - p é r i o d i q u e  Y = 1 0 , r [ .

*(ne<i)#) = ,-" *(roatfi) *
*,-' [ ftçn'+atff) . *("orottP + fft)] +

*(" o,,,r# . #,1 + ft@etù(# . fti)l .

*(uoorff . Wù . &(uoutr$ * ffr) I *
+ . . . . . .

Dn identifiant suivant les puissances de e et en tenant compte des conditions de périodicité, nous obtenons
les résultats suivants :

6

On remplace u€ par son développement asymptotique dans l'équation, on obtient :

* e o

+. . .

+ 6 *



Ordre

-2

-1

0

u{c,Y)  - -

résultat

uo(r ,U)  -  ,o( t )

[n 
dt

#(+# -u) +a,1";
_ ,
L Jo EA(t)

Les résultats successivement et respectivement nous renseignent :

- les déplacements sont purement macroscopiques au premier ordre ( pas de dépendance par rapport à la
va r i ab le loca ley ) ;

- le deuxième ordre des déplacements s'exprime en double échelle et est fonction de la dérivée du déplacement
macroscopique;

-l'équation du milieu macroscopique a la même forme que l'équation initiale de la mécanique des milieux
continus, et nous indique l'expression de la raideur équivalente de la barre ainsi définie.

Le problème homogénéisé est donc :

o=9(  ,1  d"o \
" - di\I-P dt E )'

T Jo nepl

-* , (Tî-T#) =o o <'g<L
L l, EA6

us(0)  =  o ;  us(L)  =  B

( 6 )

La démarche que nous avons suivis dans cette partie pour trouver (6) est la méthode des échelles multiples.

I.3 . Approche discrète et méthode de Verna:

' **6*urrs 
ta moaetisation discrète de Ia structure ( voir [S], [10], [14] ),

. seules les valeurs des déplacements aux noeuds interviennent,

. les équations d'équilibre ne s'écrivent qu'aux noeuds de la structure,

. les lois de comportement sont les lois de comportement de la mécanique des milieux continus, mais déjà
intégrées pour chaque barre.

De ce fait, nous choisissons de noter les déplacements des noeuds :

(7 ) (e)yi  (xy) -  (o)yi  
@y) + e.(r)r l  ( ru) + e2.(zlui  1ru\ *  . . .

oir (cry) est I 'abscisse du noeud considéré ( M e {1,...,2n} ), et j est le numéro du noeud correspondant
dans la cel lu le de base j  e  { I ,2} .



De même, les forces dans les barres successives sont notées :

(8)  G) l i ( r ,q , )  -  (o) f i (x , "1 i )  + e. ( t ly i l l ' .u i )  *  rz . (z) f i ( r ,syr)  +. . .

j est le numéro de barre correspondante da^ns la cellule de base j € {1,2} ; xr"li est I'abscisse de référence
pour la fonction 1ot." (')Yi(e"eyr). Cette abscisse est prise pour les deux forces, égale à I'abscisse du noeud
M dela cellule courante appartenant à la famille 1.

Lois de comportement :

Les lois de comportement s'écrivent, puisque nous avons choisi c""1, = rM i

@yt@ru) = E-! l  
.()ut@*) - G)u2@u-))

(g )  
ç  u r

@y2@7,t )  = Eé. t@ur@*+r)  -@ur@u)) .

Chaque G)si@) et chaque G)|i@) est remplacé par le développement asymptotique correspondant.
Des développements de Taylor sont utilisés dans les lois de comportement
du fait que tM-r = xu - lt = EM e.L1 et tM+r = xu * lz = rM * e.tr2 . Puis, les équations
(9) sont chacune identifiées suivant les puissances de €, ce qui nous donne une expression de chaque (o);i 

"ttfonction des (B)ui '

@)yt@u) = E!'
L 1

(  l0 )

@)yz@u) = E!,
L2

(o+t)uz(xu)) - î  W#'*o*"ur(r*))a -  |

(o+t )u t  (xv) )  *  Ï  W #"-o* ' )  ur ( ,  * ) )
A - l

.  ( {( '+r)u1(c,u)

. ( { @ + L ) u 2 @ v )

Note 1 : Le choix de I'abscisse de référence pour une force n'influe pas sur Ia valeur du terme d'ordre a de
son développement asymptotique ( voir Annexe B [26] ).

Equations d'équilibre :

Les équations d'équilibre

(  1 1 )

respectives des noeuds M eI M * I s'écrivent :

_ G) yr@m) a G) yz ls*)  = 0
_ G) yz@u) * G) yt(x*r+z) = o.

Des développement de Taylor sont utilisés dans les équations (11), afin que l'équation d'équilibre du noeud
M ne fasse apparaître que (e;a) comme variable d'espace, et que celle du noeud M +I ne fasse apparaître
que (rya1). En d'autres termes, les équations d'équilibre sont identifiées à I'abscisse du noeud considéré.
Comme tcM = tM+r - eL2 et rM+z = au+r * e.L1, alors les équations d'équilibre à I'ordre o s'écrivent :

0 -  -  @) y t@y) I  @) yz@u)

0 - - @)fr(,**r) 1@)yt(xr,ra') * E GW *L'"-u' ,rr",u+r) *
.  F= l

'  ( L ' )P  dP  @-P)
-  s t  d "F  f t ?u+ ) ) .

(r2)



Note 2 :

Une solution est recherchée telfte que les équations en partie courante soient véfifr.ées quel que soit x.

Résolution :

La résolution ordre après ordre du problème nous permet d'obtenir les fonctions @)ui û @) 7i .
L'identification des équations commence à I'ordre -1, car la rigidité des barres est d'ordre -1.

ordre - 1

o Equations d'équilibre :
Q -  - ( - t ) ; t ( r )  + ( - r ) f2@)

Q _ _(- r )yr@) + ( - r ) / r (o) .

o Lois de comportement :

( - r ) /1 (o)  = ' f t (o )u l (c )  -  @)u2@))

1-r1 yz@) =' f t (o)uz(r)  -  (o)r1(r)  ) .

o Nous obtenons immédiatement :
(0)u l  _ (0)u2

( - t ) / 1  =  0
(-L)  

12 = 0.

Nous noterons (0)?ri par (0)s 
"1 

(-t)1j par (-t); pour j = !,2.

ordre 0

o Equations d'équil ibre :
0__ (o ) / r ( r )+@)y2qx1

0 -  _(o) ;z1c;  + (o)1r1r ; .

o Lois de comportement :

(o)/r(o) = "ft(r)ur(c) - 
.Du2',) + t,rfi(o) ur1ry1

(o) f2@) = tft(r)u2(c) - (r),rr(") + bfi(o) urçr11.

o Nous obtenons immédiatement :

1 1

(L) u2 @) - (1)u1(s) = fit@ u{rl).tr tr.ffi
EA, - EA,

(o)/r(a) - (o)/2(r) = !*{@u{rll.43

EE - 
-n.t,

En particulier, I'expression de la force, que nous noterons (o)1, définit un module équivalent à la
t ract ion:

F ^  L t * L z
.  u A e c = m .

-|tr, 1 -6nt



ordre 1

o Equations d'équilibre :

qui s'écrit aussi :

(14)

ordres suivants

L'écriture aux ordres suivants est similaire.

0__ ( r ) y r1c )+ ( r )121o ;

0 - -(r)yz1c) + (,)y,1ol + fi.{@Xr)).r, + f {( ')rt ù).1r.

o Lois de comportement :

(r)/r(o) = ' f  te)ut@) - (2)u2@) + rrfto) ur(r) - LL'o'urrn,

,of2o) = t l t@u2@) - (z)ut@) + r,rf io ur(r) + â-L'o'ur1"11

o De même que précédemment, nous obtenons :

1 1 L 1 L 2

(2)u2@)-(2)u|@)=f,{ou{,,,', ',ffi_i#t,",,).', ',.ffi
EAr -  Eh  EA" *  EA ,

(,)/,(c) - llf2*) = *3(ft(r",1,11 . i#*t(o),,(,)) (r,, - L)).
EE - -EA,

Et, en ajoutant les deux équations d'équilibre, nous obtenons :

f(to'rt"); = o(  13)

*(ro**,((o),1,;)) = o.

l 0



[.4 . Coi'ncidence entre les deux formalismes et les résultats

Formalismes : Pour cet exemple unidimensionnel, les deux formalismes utilisés coincident, de la façon
suivante :

o si y = ar = Lr ( à .L près, puisque les fonctions sont Y-périodiques ), alors ur(o,yr) correspond à (ft)ul .

o  s i  y  = az=0 (  à.L près ) ,  a lors uk( t ,y2)  correspond à (È)u2 '

Résultats :

o Les deux approches mettent en évidence que le premier ordre ( ordre 0 ) des déplacements ne dépend
que de x , la variable d'espace macroscopique ; et cette fonction doit vérifier Ia même équation
d'équil ibre ( équation (6) et équation (la)).

o A I 'ordre 1, pour I 'approche continue :

-  s i  g  =  Uz  =  0 ,  a l o r s  u t ( x ,gz )  -  û r ( * )  ;
- s i y - l r = L r , a l o r s

1 _ 1
dut(t, yt) = frfu^@)).tr tr.ffi *  u 1 ( e ) .

Âlors,

o Si nous définissons, pour l 'approche continue :

r - +
EAz EAt

ut (x ,y r )  -  uJx ,yz) -  ( l ) u r ( c )  -  Q )u2@)

,  ô 1 u ( c , g ) 1
-ôv )EA(y).({,t '"t  l l(o )  r@,y)  =

alors
(o )  

f  ( x , r r ;  -  ( o ) / ( c  
,Uz )  =  (0 ) / t ( c )  -  ( 0 ) / 2 (o ) .

Conclusion :

Cet exemple élémentaire montre la correspondance et la cohérence entre la méthode d'homogénéisation des
milieux continus et I'adaptation qui en est faite pour les milieux discrets. Pour un exemple plus complexe,
il est clair qu'aucun parallèle aussi évident n'existe. Simplement, la géométrie et les caractéristiques locales
sont identifiées par des indices, au lieu d'être décrites par une variable d'espace locale et continue.

t 1



Dans cette partie, nous allons répondre à la question suivante :

Commet le problème discret approche t-il te problème continu homogénéisé ? .

II.1. Existence et unicité d'une solution du problème discret :

On rappelle que nous étudions une structure co[une décrite par la figure ci-dessous avec Ia convention
des notations précédentes.

1

2 lk_-_+L
I  I t  I

^ l  =  o t i *1 *zn

figure 3 : modélisation unidimensionnelle de la structure

'Y otations :

Les noeuds sont donnés par :

â r=0
(

"r= I
t2n = L.

r ; - t * e L r  s i  i 1 ! n a i r .  
2 < i < 2 n _ lx;-r * eLz si f est impair - -: " :

Les constantes de rigidité des barres I et 2 sont notées respectivement :

y t=EA ,
, .n  EAt
I t ' =  -

L 2

On dispose des équations suivantes :

avec les lois de comportements :

1-G)7r@zr1  +k) fz@zp)  =  o

1 
- {e) 72@2ù + G) rr@rp+z) = o

( 'u210; = o;  'u ' , (L)  -  p
l S p ( n - 1

( r , , f t@*)  = E- ! !  
6 , t r r r ( r ru)  -  ( . )uz(" , r r_r ) )

I  e L r

1",  f t { ,  *)  = Ef i ( )u ' ( rn,* ,  )  -  ( ' )ur(r ,u))

I r,rr , abscisse du noeutl . l / appartenant à la tamille l.

L2



Le système d'équations devient :

t 
t#(("),,,("ro) - G)uz(xzp-ù + E& ((ùur(rrr*r)

|  " " '

1 æ 
(G)u'(rro*r) - (")u'( ', 

ù + 4t(('),rr( 'zp+z)

[  
( " ) , r r (O)  -  * ;  G)ur (L )  =  0 ,

( ' ) , r t (rro))  = o

G ) u 2 ( r 2 r a ) )  -  0  L 1 p z - n - l

+I{2 ( ') iu'(rzp+r) - o
-(/(1 + I iz)( ')uz1r"o*t, a1(1 ( ')u1(c zp+z) = 0

d'où le système linéaire :

(  l5 )

soit en écriture matricielle :

/ , -

-(Kt + K2)
112

0
. . .

:
0
0

-(K1 + I{2)(4ur7r;  +ff ' t ")u2(xs) :  - I i ta
I {2 ( ' ) .u r (xz )  - ( / i1+  K.2) ( ' )uz1r ;  + .K1( ' )u t ( "n )  =  0

I iL ( ' )u2(xzp-r)  -(Kt + I i \G)ur 1"rr ,
Kz ( ,)ur ( tzp)

I (L ( ' )u2(xzn-s )  - ( / ( t  +  K \G)ur l r rn - r ,  + l i ' k )u2( r r . - r )  =  0
K2 ( ' )ur(czn-z) -( / r  t  + K2)( ' )u27, n-r ,  = -  I { t  p

ou

K2
-(Kt + I{2)

K r
0

0
0

A.U'  = b

0
Kr

-(I{r + K2)
K2

. . .

0
0

K;
-(KL + Kz)

K'r
0

0
w l

I L

-(Kt + x2)
r1 -

0
0

. . .

0
K2

-(Kt  + K2)

G)urkz)
G)u2(se)

:
G)uL(xzp)

G)u2(rzo+r)

:
G)ur(xzn-z)
G)u2(ozn-r)

- K t a

0

ô
0

0
_Kt  p

U ,= et b =

l 3



Lemme fI.1.1 :

La matrice A du système (15) a ftes propriétés sujvantes ;

(i) A est symètrique

(ii) ( - A) est définie positive, c'est à dire :

, x(- "4)x > o vx 6 p2n-2
'x ( -A)x=0=+X-0 .

Démonstrat ion:

S o i t X 6 P 2 n - 2  X  -

X2
X3

i,o
Xzp+t

Xrr-,
Xzn-t

En faisant un raisonnement par récurrence sur n, il est facile d'établir la relation suivante :

'x(-  l )x = K,xl  + I (2(x2- xs)z + Kr(x3- xo),  *  . . .
. . .  + I t r (x2p-r-xzp)z + I {z(xzp-xzr+r)2 +. . .  + I {z(xzn-z-xrn-r) '+ I {1x3n4.

On en déduit alors le lemme.

c.Q.F.D.

La matrice ,4 est donc inversible et le système (15) admet une unique solution.

Proposition ILl.2 :

Le problème discret (15) admet une unique solution.

IL2. Existence et unicité d'une solution du problème homogénéisé :

Le problème homogénéisé est donné par

[  *("o",*1(o),1,; ;)  = o o < c <.r
(16)  

1  

0"  'o

[  
(o)u(g)  = d;  @)u(L)  = g.

La solution est donnée explicitement par :

'  ( o )  z  i  9 - ou l o ) - 1 - x * a .

I4



II.3. Comparaison des deux solutions :

A. Etude d'un problème approché par la méthode de Galerkin

Dans cette partie, on approche le problème (1) par une méthode d'éléments finis Pr .

OIr rappelle que le déplacement longitudinal de la barre pour une modélisation continue est solution de :

( 1 )
(  -  +(BeÊ'd" ' t
\  d "  ' i l E ) =

(  u ' ( 0 )  =  o ;  u , ( L )  =

(  ^ ,  s i  c ; - r ( r S x ;
_ \

I  a r  s i  r i - r S t S x ;

0  0<x<L
t2

et i est pair
i  =  2 r . . . , 2 n

et i est impair.
A(1)

Relèvement deb conditions limites :

On considère le relèvement des conditions l imites défini par :

(  l 7 )

(  - L r+o  s i  x ysx {x2

r ' . ( r )=  I  " o  s i  : r 2  1x (ù2 , - l

I gi:+al si rc,_r ( r 1x2,.
\  ( r : ,  -  J 2 n _ l  )  

- " - '  -

fieure 4 : le relèvement r
E

l i r



O n  a :

î ,  e  Hr(0,L\

(  - 9  s i  x 1 < x  1 x 2

+ = I  f2  s i  , ,zs t (xzn-r
d t l P

l Gr" * 
"r"-) 

sl t2n-r I x 1 t2n'

Remarque I1.3.1 :

Le choix d'un tel relèvement sera justifié par la suite. Au fait, grâce à ce relèvement on obtient, après
approximation, un système linéaire identique au système (15).

Problème (?) :

Posons i -u, = I.te - Ts.

Le problème (l) est équivalent à trouver 
-u" 

solution de

(P) {-*,@e<i)*)=*('^r:t#) 
o<r<L

I  z, (0) = 0;  r , , (L)  = g.

Problème (f t ) :

Une formulation variationnelle faible du problème (2) est :

ITlouuer u-" € IIô(0,.1) tel que :
(Pt) 

\ 1," EAç)*# = - Io" EAç)## v? € n;(o,r).

D'après le théorème de Lax-Milgram, on a existence et unicité d'une solution de (P1).

Problème (2,) : Approximation

Soit

%  =  
{ u  €  C 0 ( [ 0 , r ] )  /  r ( 0 ) =  ù ( L )  =  0 ;  o t 1 " , , " , * , 1  €  p r ,  2  <  i  < 2 n - I ]

oir P1 est I'ensemble des polynômes de degré 1.

L'espace I/, est un sous espace vecioriel de dimension fini de HàQ, L) [23]. Il dépend de e car n dépend de e.

l 6



La base canonique (pr),, .,n_,

est donnée par :

2 < i , j 1 2 n - l

si

SI

nle par :

-  Â . ._  
" t J

% défi

ç i@j )

I
I

de

( P , )

Posons

On cherche ur€ sous forme :

a lors (2r)  est  équivalent  à:

9t (æ)

? n - l
rE..-

I  w , ( . r ; ) a (? i , g i )  -

i = 2

I 
Trout"r w, € V', tel que :

\ I,' ,ur?## = - lo'EAË)## va €v,.

X i* r

x  -  t i - t

r i  -  x i - l
t  _  r ;+ t

r i  -  Ei+l
0

a ; - r  (  x  1 x ;

t i S r ( c ; + r

ailleurs.

figure 5 : les fonctions g,

f .e  problème approché associé i  (pr \  s 'écr i t  .

a ( u , a )  -

w,(x) - w, (x ; )g ;@) ,

EAç)##r L

I^

2n- l

T

- 1,"EAç)** Y  j  = 2 , . . . , 2 n - l

l 7



soit le système :

a(92,92)w" ( t2 )

a(92 ,93)w, (x2)

_(I{r  + K2)
Ê

t l '-=

0

:

0

0

*o(pz,pe)w,(xs) =-lo" eet:)##

a(g;,p;-)w"(";-r) *a(p;,p;)-,(r;) ta(g;,pi+r)ur"(c;*r) = - 
lo" 

ne{:)*#

a(gzn-z, gzn-s)w,(x2n4) *a(pzn-z, gzn-z)wr(n2n-t) *a(gzn-z, gzn-r)w,(xzn-t)

= -lo" ne{?#gt#
a(gzn-z,pzn-r)u, (x2n-r)  *a(gzn-r ,pzn-r)wr(x2n- t )  =

- l" o.q,(!l!tdPl^-,' e '  dc  dx

En tenant compte du support des fonctions g;, le calcul des coefficients (o(pt,ç)) est rendu facile. Le
système (18) s'écrit alors sous forme matricielle :

Ar.W" = b,

ou

A r =

Kz

_(l(L + K2)
c

K\

0

0

n

0

K t
c

_(I{ t  + K2)
Ê

t1 -

=
c

0

0

Ki

_(Kr + K2)

K r

7
0

0
t z 1.r\-

(Kt + K2)
è

çz

0

0

:

0
t1. -

€
_(xr + x2)

Ê

wr(az)
wr(xs)

wr(xzp)
w"(xzp+t)

wr(a 'zn-z)
ur( tzn- t )

-Kra f  e
0

ô
0

ô
-Ktgle

t 8

W '= et b r =



Estimation d'erreur d'interpolation :

Le second membre (*(r^fî)*)) du problème (2) est un élément de fr-1(0, tr), donc u-, € H1(0, r).

On déduit alors l'estimation d'erreur d'interpolation suivante :

(19) lû, - u, lç10,r) < celu'[ , to,r l .

Maintenant, dans le problème (P1),on prend u - ûe . On a alors:

d'où I'inégalité

l@l .,1*l
1 4,  lp@,L)  -  -  

|  dx l t "1o,r1

avec c une constante indépendante de e.

Le relèvement r. étant connu explicitement, un calcul direct nous donne :

l d r , l  l a2  +  P2 \ r / 2  I

I  dc lz,ro,r,) 
- 

\  L1 ) 'G

rr,rr,(o,t) = (ry. rr) ' , '  .G.

Par conséquent

(20) lû, - .,1*@,D S ,'fr.

On résume les résultats ci-dessus dans la proposition suivante.

Proposition II.3.2 :

Soient
r.t,e l'unique solution de (1),

re Ie relèvement des conditions limites défrnies par (I7),

u)e l'unique solution du problème (Pr).

On pose

Alors

(20)

où c est une constante indépendante de e.

Ee =  1 !e  -  Te .

lT, - w,lp@,t) < c.,,G
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B. convergence du problème continu vers le problème homogénéisé

Dans cette partie, nous allons établir la convergence de u, solution de (1) vers u6 solution de (6) par la
méthode de l'énérgie développée par Tartar [1g].

On reprend donc le problème (1)

( l ) I -*@orit*) =o o <æ<L
1
(  u , ( 0 )  =  a ;  u , ( L )  -  p .

choisit comme relèvement des conditions limites la fonction r* définie indépendament de eCette fois, on
par :

( 21 )

Problème (P*) :

Posons :

figure 6 : le relèvement r*

U c = U c - f '

Le problème (l) est alors équivalent à trouver df, solution de

(P'l, t-*('urir#) = #(,^Ét#)
(  4(o)  = o;  4(r )  = o.

0<s<L

20



Problème (Pi) :

Une formulation variationnelle faible du problème (P") est :

où c est une constante indépendante de e.

Alors, on peut extraire une sous suite notée encore dl

(Pi) IT\ouver { e aor1o,.[) tel que :

\ 1," ,or1])## = - lo" EAç)## vu € rro,(o,r)

l#1""r,,, t "

D'après le théorème de Lax-Milgram, on a existence et unicité d'une solution de (2i).

Estimation à priori :

En prenant u =ûi dans (Pi), il est facile de voir que I'on a:

(22) u, - il oans

Problème limite :

Proposition II.3.3 :

Soient u! I'unique solution du problème

On pose :

Alors on a :

(23)

(24) tte

où u est I'unique solution de (6)

telle que :

HtQ,L) faible.

(Pj) et r' Ie relèvement défini par (21).

ûi = u, - r*.

4 - d dans I/ô1(0, r) faible.

- ii* + î* = t!. dans I/t(0,.û) faible,

(6)
t-*,(##)=o o1c<L
1 zJ"W
I  us(O) = a; us(L) = B.

On a donc '.,, = Ito.

Démonstrat ' ion: ( voir [19] ).
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C. Convergence du problème discret vers le problème homogénéisé

Dans ce pragraphe, nous allons répondre à la question posée au début de cette partie II.

D'aprés ce qui précéde, on remarque que les systèmes linéaires (15) et (18) soni équivalents. Donc

(33) U" = W"

La proposition suivante nous montre comment les valeurs des déplacem"n6 (')ui(ri) = c,.rr(c;) aux noeuds
approchent en un certain sens le problème limite.

Proposition II.3.4 :

Sojent u' I'unique solution de (Pr) et u I'unique solution de (6).

Alors iI existe une sous-suite de ur, notée encore ur, telle que :

(34)  ue + u dans L2(0,L)  for t .

Démonstrat ion:

On écrit : ue - 't ==i:,-_";,1 
i',,-i r, _ ,,

Or
l tre - It dans HL(O,L) faible,

donc d'après le théorème de Rellich [2], on peut extraire une sous-suite notée encore u. tel que

ue + ,u dans L2(0,L) fort.

D'autre part, on a :

lr,l7"p,t1 < c1G

lu" -E,l7,1o,4 1ctfr,,

donc e)e + u dans L2(0,L) fort à une sous-suite près.

c.Q.F.D.

Remarque I1.3.5 :

La convergence (34) établie ci-dessus est la meilleure possible car I'estimation d'erreur d'interpolation (20)
est la meilleure possible.
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V.4. Analyse numérique :

Dans cette partie, nous comparons la solution discrète (solution du système linéaire (15) ) avec la solution
homogénéisée ( solution de l'équation (6) ).

La solution (6) du problème homogénéisé est représentée exactement puisque elle est connue explicitement.

Pour représenter la solution discrète, on fait varier le nombre de noeuds de la structure et dans chaque cas,

on discute suivant les 
Ar L'

rapports 
E.t b 

qui marquent repectivement I'oscillation du coefficient de l'équation

(1) et la répartion des barres dans la cellule de référence.

On remarque, lorsque 
I: 

= 1( voir figures 7 et 8 ) que la solution discrète approche bien la solution

homogénéisée et que l'upp-ro*i*ution est d'autant meilleure que le rapport 
f 

est grand. Ceci s'explique par

Ie fait que

T+L :
e -  ,  

L 2  
= -

t+ l t rn-1)+3'  
L 2 "  L 2

donc pour n frxé,lorsque 
fr 

ro8*"nte, € se comporte comme 
*

Les figures T et S sont réalisées respectivements pour n=26 et n = Sl, soit pour des structures à b2 et à
102 noeuds.

La table 1 donne des estimations d'erreurs dans les espaces r-(0, L), L2(0,L) et Hre,L).

,1 1
Par contre, lorsque 

fr 
r, I ( voir figures g et 10 ), on note un certain décalage des valeurs discrètes par

rapport à la solution homogénéisée. Ceci est dû à la forte oscillation du coefficient de I'EDP (1).

On fait les mêmes remarques que ci-dessus, Ies figures 9 et 10 sont réalisées respectivements pour n = 26 et
n = 51, soit pour des structures à 52 et à 102 noeuds. La table 2 donne des estimations d'erreurs dans les
espaces tr-(0,  L),  L2(0,L) et HL(0,L).

L'erreur en f/l(0, tr) est importante. Il faudrait chercher un correcteur pour le déplacement pour I'améliorer.

Les calculs sont réalisés à I'aide du logiciel Mathematica [2S].
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L L / L 2  =  2

LJ! |  LJZ =

L . 8

1 Â

1 )

L L / L 2  =  1 0 0 0

1 . 8

r . b

L . 4

r .2

ôv€c  us  eou r  
#  

=2e tn=26 .figure 7 : Comparaison de c.ls
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t, 'æ:1 rt - -. :! 4--. "- '

figure 7.a : Zoom du premier graphe de la figure 7.
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figure 7.b : Zoom du deuxième graphe de la figure 7.
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figure 7.c : Zoom du troisième graphe de la figure 7.
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l r l l l J Z  =  Z

L1,/L2 = l-00

L L / L 2  =  1 0 0 0

r . b

t . 4

ôv€cu6eou r#  =2e In=51 .figure 8 : Comparaison de c.ls
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figure 8.a ; Zoom du premier graphe de Ia figure 8.

29



figure 8.b : Zoom du deuxième graphe de la figure 8.
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figure 8.c : Zoom du troisième graphe de la figure 8.
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n=26 n=51

L l

6 ru{ t; uo I
I t,- uo lr' rr-  uol",

tu{ t; uo I tr- uo lr' |  ' ,- uol" '

I uo lr' I uo l"' I uo l,.' I uo l"'

2 0.00636 0. r3613 4.07865 0.00325 0.09691 7.90803

100 0.00035 0.16495 2.84306 0.01017 0.11776 5.39804

1000 0.00003 0.16566 2.82044 0.01954 0 .11816 26.352r

Table I : Convergence de I'erreur oe- u0 nou, ! = ,
A 2
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L L / L 2  =  2 AL/A2 = 'J,0

L I / L 2  =  2 AI /A2 = l_00

L L / L 2  =  1 0 0 AL/A2 = 1,

l _ .  8

t . 4

L . 2

figure 9: Comparaison det.,l6 ôv€c us eour # 
>) I et n=26.
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L t / L 2  =  2

figure 9.a ; Zoom du premier graphe de la figure 9.

Ar/A2 - t_00

a

a
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L 1 , / L 2 = 2  A L / A 2  = 1 0 0 0

figure 9.b i Zoom du deuxième graphe de la figure g.
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figure 9.c : Zoom du troisième graphe de la figure 9.
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z

L . 6

1 . 5

..... û)€
- u 0

L L / L 2 = 2  A L / A 2  = 1 0 0

z

' l a

..... û)€
- u 0

L L / L Z = 2  A 1 , / A 2  = 1 0 0

L I / L 2  =  1 0 0  A I / A 2  =  L 0

figure 10 : Comparaison de qr. avec u0 pour + )) I et n = bl.
At
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L L / L 2 = 2  A L / A 2  = 1 0 0

figure 10.a : Zoom du premier graphe de la figure 10.
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figure 10.b : Zoom du deuxième graphe de la figure 10.
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figure 10.c : Zoom du troisième graphe de la figure 10.
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n=26 n=51

A l

A 2

L t

6 ru{ t; uo I
|  ' ,- uolr 'or-  uolH'

tu{ t; uo I t,- uolr'|  ' , -  uo l" '
I uo lr' luol"' I uo lr' luol"'

r00 2 0.02519 0.13603 4.t4631 o.0t276 0.09688 7.97495

00( 2 0.02589 0.13603 4.14971 0 .01311 0.09687 7.97935

100 r00 0.01848 o.16472 3.3682 0.00951 0. l 1768 5.9126

A
Table2 : Convergence de I'erreur @e-tb pour J 2'; 1.

A ,
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DEUXIÉME PARTIE:

HOMOGÉNÉTSETTON DISCRÉTE :

EXEMPIE SIMPTE D'UN TREILL$ BIDIMENSIONNET



NOTATIONS

2(n + I) (n e N-) : nombre de noeuds total de la structure

.L : longueur de la structure et des barres horizontales de la cellule de référence

.[i : longueur de la barre verticale de la cellule de référence

e : petit paramètre pour I'homogénéisation

j : j  est pris dans I 'ensemble {1,2}. I l numérote les noeuds de la cellule élémentaire

I : longueur des barres horizontales dans la cellule courante, soit I = eL

k : longueur de la barre verticale dans la cellule courante, soit k = eI{

E : module de Young du matériau

41, 46, Ao : section des deux barres horizontales et de la barre verticale respectivement

dans la cellule de référence

H,B,V : constantes de rigidité des barres horizontales et verticale repectivement :

'=t+, B=+' v=+

_  
f i , i  € {1 ,2 } ,  a€ . { x , y l :  l acomposan tesu i van t l ' axecde la fo rceex té r i eu reaunoeud  j

F!. = Fl(c;) : valeur de la force f'j au noeud numéro j d'abscisse c;

(')"i (") : valeur de la iè*" composante du noeud j d'abscisse c
-+';+fu 

, À6;'Àx : les conductivités thermiques des deux barres horizontales et de la barre verticale

respectivement dans la cellule de référence

Ê, É, t t constantes données par :

u=I, u=I,il=+

fi , j € {1,2} : flux de chaleur au noeud j

f; = fi @;): valeur du flux de chaleur /j au noeud j d'abscisse c;

//r(0,1()/R : espace quotient de I/r(0, /() par R.

.t2



INTRODUCTION

Dans cette partie, nous allons justifier la méthode de Verna sur quelques exemples. Nous essayons de
trouver un lien entre le système de départ et Ie problème homogénéisé.

Dans le chapitre I, on étudie les déplacements dans un treillis bidimensionnel. Tout d'abord, on fait une étude
mécanique puis on applique la méthode de Verna pour trouver le problème hoinogénéisé. Dans le paragraphe
L5, on introduit un problème variationnel qu'on approche par une méthode d'éléments finis. On peut identifier
le système obtenu par cette approximation au système discret obtenu par Verna par une analyse mécanique.
On passe à la limite dans le problème continu et on trouve le même problème homogénéisé.

Dans le chapitre II, on s'interesse à la même structure du point de vue thermique. On fait une approximation
du problème par la méthode de Galerkin, puis on applique la méthode de'Verna pour les équations en partie
courante du système. On obtient ainsi un problème homogénéisé qu'on justifie en passant à la limite dans
les équations de départ.

Ceci justifie dans un sens la méthode de Verna.
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I. UN PROBLEME D'ELASTICITE D'UN TREILLIS BIDIMENSIONNEL

1.1 . Présentation géomètrique :

La structure que I'on étudie est celle décrite par la figure 1 ci-dessous :

-l*

L

figure I

Elle est composée de cellules identiques homothétiques de rapport e à une cellule de référence.

Soient I la longueur de base de la cellule courante, È sa hauteur , (n * 1) (n € N.) le nombre de cellules

élémentaires de la structure, € le petit paramètre e = 
#

On définit la cellule de référence (voir f igure 2) comme suit: tr,I i  les dimensions correspondantes avec:
I = e L  ,  È = e . I i .

I l  .v a 2 noeuds ( 1 et 2) et 3 barres dans la cellule courante.

la cellule courante =

La cellule de référence

-l

{ [

fieure 2

.14



I.2 . Piésentation mécanique :

Toutes les barres de la cellule de référence ont des rigidités différentes. On suppose le même milieu
éla.stique linéaire avec de petites déformations pour les barres et de petits déplacements pour les noeuds.

Lois de comportements des barres : Les tensions dans les barres sont :

barres Origine extrémité tension
1 4 6eJa
2 I t)ê,zr
2 3 6e,23

Les tensions dans les différentes barres sont liées aux déplacements par les relations ci-dessous :

1 e ' 1 4 - H . ( " i , n - " ï , t )

6 e , 2 3 - 8 . ( " i ' " - u ' r , ' )

,)''2r = V.("i't - 
"i' ').

La direction des tensions est celle des barres.

Forces extérieures : Le calcul asymptotique montre que les forces extérieures doivent ètre en :

e? pour les forces extérieures horizontales

€ pour les forces extérieures verticales .

Conditions aux l imites : On impose les déplacements nuls sur les bords latéraux.

Equil ibre de la structure : La structure étant répétit ive, écrire les équations d'équil ibre de la stucture
revient à écrire l 'équil ibre de la cellule courante.

-T-- 
+

- h.,sr ! he.r4 ; !-i 

L>x

__->x_-+

I| - ue'21

lut'"
I

- ut'62 -l ut'2r
I

noeud 2

figure 3 : Numérotation des noeuds autour de la cellule courante.
Signe positif des tensions.

Les équations d'équil ibre de la cellule courante sont :

( lc .e)  -  ;e '5r  I  6e 'La + e2{  -  O

( l y . e )  - u t , 2 r  * e F r I = 6

( 2 x . e \  - 6 e ' 6 2  a 6 e ' 2 3  + e z F ]  = 0

(2v.e) oe'21 a eFuz = g

où /rl i  € t l,2) u € lt,y) est la composante suivant I 'axe o de la lorce extérieure au noeud j

noeud 1

,15



I.3 . Problème aux difrérences discrètes :

Ecriture du problème discre_t :

On écrit le problème précédent à I 'aide des fonctions tensions h',b' et u'. On désigne par : 'u!r(r1a) La
composante f du noeud j d'abscisse c,14.

figure 4

Les lois de comportement s'écrivent :

h '  ( t ; )  -  H . ( ' u l ( " r ; 1 1 )  - ' u ï ( c i ) )

ô ' (æ; )  -  B . ( 'u i@;*y )  - ' "? ( " ; ) )
u '  (x ; )  =  V . ( ,  u \ (æ; )  - '  uz@i) ) .

f , , - 's  équat ions d 'équi l ibre en par t ie  courante :  i  -  I , . . . ,n

x  =L
n + t

(  l -u .s)

( lv.e)

(2r.e\

(2v.e)

Les conditions limites :

-  â ' ( " ; - r )  *  h ' (x ; )  +  e2F) (x ; )  =  g

- a '(s;)  *  eFrt(ci)  = o
- ô '(e;-r)  *  ô '(c;)  + e2F](x;)  -  0

, ' ( " ; )  + e F r ? ( r ; ) = 0 .

s; = ieL

' u l ( "0 )="u?(co)=0
'u i ( r " )  = 'u?(c , )  =  0 .

Existence et unicité du problèrne discret :

On remplace les tensions par leurs expressions et on écrit les équations précédentes sous forme matricielle.
Tout d'abord, on remarque qu'une condition nécéssaire d'existence est que les forcer extérieures satisfassent :

r j  + r l  =0.

D'autre part, on constate que les équations du systènre se découplent et le problème revient à résouclre :

. l l )



( 1 )

zBG)u?(s) -nG)u?@z) - erF?,

-B(ùu?@;-t) +zB(ùu?@;) -a(,)u?(æ;+t) - erF?,

-BG)u?(æn-z) +2BG)u?@,_) = e2F3,

ZnG)ul@ù -nG\ul(rz) = e2F?"

-n( , )u lo ; - t )  +ZU(, )u!@;)  - f l  ( . )u l (c ;+r)  -  €zFi : ,

-HG)ul@^-z)  +2nG)ul@^-ù = €2F: ,

o ' ( x ; )  =V(G)u r7 r ) -G)u \@t ) )  -  eF l  |  1 i1n

2 1 i 1 n - 7

2 1 i 1 n - l

où  F ! ,=F ! ( x ; )  j e {1 ,2 }  ae {x , y }  i e  { l , n } .

Ce système n'admet pas une unique solution en déplacement. On a unicité des composantes (')ul 
, 

('),r? .t
la tension ue est connue explicitement.

I.4 . Ecriture d'un problème d'homogénéisation : méthode de Verna

Nous allons chercher les déplacements solution du problème sous la forme :

G)4@) = i e,@)ui@)
a = 0

avec
j : le numéro de la famille auquel Ie noeud appartient

i : la iè^" composante du déplacement

@)ut, : le déplacement d'ordre a du noeud d'abscisse c.

Vu les relations liants tension et déplacements, on cherche les tensions f, e {h',br,a"} sous la forme :

f'r,;) = f ,"<"111";
c = 0

avec o une abscisse de référence, ici elle coïncide avec l'origine de la barre.

On suppose la note 2 de la première partie et des hypothèses de régularité des tensions et des déplacements.

Ecriture des lois de comportements :

h' (x)  = H.( 'u l (c  + eL)  - . " i (c) )

b"( r )  -  B. ( 'u i@ + eL)  - .u?(c))

a ' ( t )  =  V . ( ' u r r ( x )  - ' r ; ( " ) ) .

17



Lois de comportements : identification à un ordre quelconque

On remplace les déplacements et les tensions par leurs développement asymptotique. On utilise Ia formule
de Taylor puis, on identifie formellement suivant les puissances de e. Les tensions dans les tiges à I'ordre o
s'écrivent :

@)h@)=ni !^u, !u^r-r* i' ? -0 t  
dxB

(.)ù(c) = Bi !^!, {^r-r,?- 
friot a,o

@)u@) = V(G)rt1r) _(") 
"Z@D.

Equations d'équilibre en partie courante : identification à un ordre quelconque

Bn procédant comme ci dessus, les équations aux noeuds identifiées à chaque ordre s'écrivent

Qr)

( ts)

(2r)

(zv)

- i ?-!,)e !e^a-ilh(r) + 6a2F: - o
É:, P ! dxo

- (")r(r) + 6o1Fur - o

- ig !0,.o-at614 + 6,zr] - o
*"- B ! drl

- ( ')u(c) + 6"LFi - o.

(2)

Obtention du comportement macroscopique de la structure :

On exploite les équations d'équilibre à I'ordre a et les lois de comportement à I'ordre o. On trouve le problème
suivant donnant le comportement macroscopique de la structure :

)z- nr.'?]rrlto)rl) = r'i
(o ) "T(o)  =(o) , r l ( l )=0

,t2
- BLzïrr(o)u?) = r3

(o ) "? (0 )= (o )u?( l )=0

(o)u(c) = F;.

I.5 . Comparaison du problème discret et du problème homogénéisé :

Le but de ce paragraphe est de trouver un lien entre la solution discrète du problème (1) et de la solution
continue du problème (2), dite solution du problème homogénéisé.

Pour se faire, on introduit dans la partie A un problème (P), puis, on I'approche par une méthode d'éléments
finis dans la partie B. Le problème approché obtenu coïncide avec le système 1i;. La partie C répond alors
à notre question.
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A. Etude d'un problème continu

L'idée d'un tel rnodèle vient des papiers de Griso [11].

N otations : On pose :
à o = 0

h=e l t
,?. = ( ui=1 {c;} x j0, K[) u (u]=010, z,tx {ai }).

L'ensemble Æ. désigne l'ensemble des barres de la structure privé des deux barres latérales.

On désigne par :

u[ , ol les déplacements dans les barres horizontales inférieures et supérieures respectivement.

@';)T=, les déplacements dans les barres verticales d'abscisse r = ri.

On introduit alors I'espace :

H'(R,) = 
{u, 

= ((r i) i=r ;  a;,uî) e (ar{0,eI,-)/R)" x (f l ' r(0, LDr).

C'est un espace de Hilbert pour la norme

ll(I' ll s, 1 n. 1 = (l#l' 
", *, ", 

* l#l' r,,,,r, * 
Ë lfll' r",o,, * r)"'

Le problème (P) : On considère le problème suivant :

f touver (I' e Hr (R,) tel que :
I

(p) I t Es,au,aw =Ë Flouie)+frlu,ilas) +e(f ,?,,,"tr*Ë ei*,,(ù)
I  I o

I vlt, = ((rl)î=, ; o'o,r') € r/r(,?").

où ,"= { i: ffïlïl;,"'"ïiïi::""î"î
( ,4, pour les barres verticales

Ao,An et.,{, désignent les sections des barres de la cellule de référence.

t ES'ôtr'ôw = [" uo,#!É * I,'uo^## *F_1,'. uo"#H
JR. Jo d2

On suppose que : F;t, = FJ(r;), Fl, = F](r;), flu = Fu2(x;), FrT, = F](x;)

avec Fi , , F: et ff; sont des lonctions continues.

On suppose aussi que , Fi + 4 = O.

Sous ces hypothèses, d'après le théorème de Lax-Milgram, le problème (P) admet une unique solution.
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Interprètation du problème (P) :

On remarque que le problème (P) se découple en les problèmes ci-dessous :

(p, ;)

(p,; )

(P " ; ) r5 i5 "

On déduit alors que

Estimation à priori :

. Prenons a'o = uo dans (Pr5), on a :

I 
T[ouver ufi e Af (0,.[) tel que :

\ l,' 
to,## = 'Ë F!,u's(x;) v.,6 € Hor(o,z,)

Itouver 
oi e flj(0,.1) tel que :

\ 1," 'o^## = ,Ë F|'a'1@) voi e aor(o,z')

ITrouver 
ul  e Ht(0,eK)/R tel  que :

\ lr'. 
uo,## = F;\ruie1) + Fluuieù yuln e Ht(o,e/{)/R.

U' = ((ui)i-yi afi,uf) est solution de:

- 
*(uo,#) 

= 
Ë 

eF,2,6,, sur lo,.r[

o f i (O )=o f i ( I ) =6

- *("o^#) = 
f_,r!,a, 

sur lo,.r[

u i (0 )=u i ( I ) =0
6r, est Ia masse de Dirac au point r;

-  *(ro,9) = o sur lo, e/ i [
d o \  -  

d Y /  
r 1 i 1 n

EA,#et)=EA,ffOn=Flu.

. F!,ui = 
fia.

(s)

Remarque 1.5.1 : Les ut sont donnés explicitement à une constante près par

lo' 'oo(#)' =

n

car HL(0, L) - 'Co([O,I ])  er ! ("r+t
i = O

rA
7 l@ ;+r - x ;) Fi @;)us(x;)
"  i=o

clufi fs"11o,z1y f{r,*, - o;)l1}(a;)l
i =0

"'lo'olnà.r,,t)

s
s

- x)ll!(x;), - 
Io' lFl(x;)ldx
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(4)

(3)

. De même, on vérifie que :

lrolrô(o,r) S "
avec c une constante indépendante de e.

lurlsà(o,r) S "
avec c une constante indépendante de e.

v i  -  1 , . . . , n

lît';lç"@,Kl) < ce

. l - t4ât  1c
zt I  dt lLz((,K)

avec c une constante indépendante de e.

. Pour le problème en uf , on effectue le changement de variable : y = 61 t €10, /( [,

soit i',1t1 = ui@t) = ui@) i', e nt1O,x1 et #U, = ,ff@t.

Le problème en uf devient :

Itlouuer ii e nr1o,r()/tR tet que :
(P,;) t5,5" 

1 !  t .  ,o di îy," .
I e -/o 

-"" dt ft' 
= F]u@l(K) - ui(O)) vul e r1'(0' /()/R"

- F ]
On a u;1t; = ,fr, à une constante près,

et

(D, l

P:rssage à la limite :

i Proposition L5.2 :

Soient afi, ul et ûf les solutions des problèmes (p,;), (&l) et (Pi,) respectivement. Nors, on a :

a3 - uo dans r/01(o,r) faible

aT. - ar dans l1o1(o,r) faible
n

i# - , dans Lz(o,L) raibre,
d = l

où us est solution de :

f -+("*)=# o<x<L
\  d r \  d e l  L .

( ro(0) = os(L) = 0,

a1 est solution de :
(  d  l , ,dv r \  4 t

{  
-a \HE)=ù o<x<L

t ,t(0) = ur(tr) = 0,
ct u est donné pa.r 

u = * [" o;(r)or.- 
LI(V Jo
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Démonstrat ion:

Les convergences ci-dessus sont une conséquence immédiate des estimations (3), (4) et (5).

D'autre pa"rt, il est facile de passer à la limite dans les problèmes (P,;),(&l).

En effet, soit g € O(0,.L), on a :

SL n,q+ au'o ao 1 3.
'  

Jo L d,  # 
= 

V\@;a1- 
æ;)Fl(x;)P( ' i )

e-o 1," u##= hl," r]@)e@)dx
f" nAo dai de _ I S,-.

Jo L E# 
= 

vl@;l 
- x;)F](x;)P(';)

e*o I," r##= # 1," F](r)e@)dæ
de même, on a:

1," 'o.(F-#)!t* ='
e+o 

lo*uo,r f f=,  
VeeD(o, I { )  + (J=C' t .

Identifions U : soit ry' e .I/r(0,,I(), on a :

"o, [* (Ë g) + = +( i(",*, - ';;r,1(";)) ?bui)- ,l(0)) - €ryr(ox,l,(I() - ,l(0))-"" 
Jo \!  dy ) d,y L\?-u'

e - o 1," uo,rff = (I I,' F;(ùdr)(,r(K)- ,a(o))

' 
[" o;P1a''soit u = 

u* )o 
c.e.F.D.

B. Approximation par éléments finis Pr

Pour les problèmes (&;), on a Ia solution explicitement :

u ' ; (y )  =  u ! (0 )  +  + ,  01y  1eK |  1 i  l -n .
L A a

Pour les problèmes (Pr5) et (P,;), on approche I'espace I{(0,.L) par:

V = 
{a e co l l ,L l  /  a t1, , , , , * ,1€ Pr ,  u(0)  - , (L)  =0 i  =  o,n } .

La base canonique de l/, est donnée par :

(  ' - " - '  
s i  c ; - r (  r S c ;

|  ' ;  -  r i - r
p ; ( x )=  

{  
t - t r * t  s i  x ; s t sa ;+ r  1s i<n=d im%

I  o ;  -  o i+ l

I o ailleurs.
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On cherche I'approximation ufi' ç. W de ofi sous forme :

,3' = D a's(x;)g;@),
i = l

solution de :

(P,; ' )

Système équivalent à :

O n a

D'où on a :

I 
touver a$' e V, tel que :

1 [" ^ ^ da$' duts n

t /  
EAb+i  =t IF;z,u 's(x ; )  vv 'oev '

I 
Tïouver (rô(ri))i=, tel que :

t Ë "r,,t 
(,) Io' ## - ,Fl. vi -- t, n

î L d ç r d p i  [  
- t l e t  s i  i = i - l o u i + l

,  - - - - ; - = \  2 l e L  s i  j = i
Jo dr ar 

I O sinon.

2Bu.'s(x1) -91fi(x2) = €.2 F?"

I
( P , 3 . )  < s  \  

- B u 6 ( r ; - r )  * 2 8 a f i ( æ ; )  - B a ' o @ ; a 1 )  - e ' F ? ,  2 1 i 1 n - l

De la même manière, on cherche uf' approximation de uf dans l/, sous forme :

uî' = Ë ai@)e;@).
i = l

Soit alors le système suivant :

2Uui@) -Huiai@2) = e2F?,

- I lu i (c ; -1)  *2H o l (x ; )  - I lu f (e ;11)  -  e 'F j ;  2  1 i  1  n -  I

-H u l ( r^-1)  +Zn uï (a") .  =  e2Fl" .

Enfin, les uf vérifient :

Ir(ui(às) - ui(ôo)) = tFù.

l-r3



Soit donc I'ensemble des équations suivantes :

2Bu$(x) -Ba$(x2) - e2 F?,

-Bofi(x;-) *28 og(o;) -Bofi(æ;11) - e'F?, 2 1 i  I  n - I

-B a$(cn-) *28 a$(x") = e2 F3,

(6) 2Hai@) -Hui@2) - e'Fï,

-H ai@;-1) *2H ui@;) -H ai@;ç1) -  ^ 2 D L-  c  t  i c 2 1 i 1 n - l

-H ul(cn-) +Zn uî,(x") = , 'Fl,

V (u i@1) - " i ( ôo ) )  -  6F ; t v  1< iSn .

C. Remarques et comparaisons

On remarque que nous avons obtenu un système (6) identique au système (1), obtenu en écrivant les
équations d'équilibre aux noeuds, avec les identifications ci-dessous :

( '),r l(";) = uf(o;)
G)u?@;) = u[(o;)
G)u'z@) = ui(ù1)
G)"3@) = ui(às).

Proposition I.5.3 : Le problème discret (L) converge vers Ie problème homogénéisé (2) comme ci-dessous ;

i) D 
(")"?(",) 

9;@) - 
oul dans L2(0, L) fort.

i = 1

n

i i )  D(')"|(rr)9;@) - oul dans Lz(o,L) fort.
i = l

n

iii) Ë n1,',r', x;) - (e)u21";)) - 
* Ir" 

rj@1ax.
; -  I
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Dérnonstration: C'est une conséquence des estimations d'erreur d'interpolation. En effet

.  o f i  est  de régular i té  HL(O,L)car  le  second membre f r j ,6 , ,€ F1-1(0,r ) ,

donc on a I'estimation suivante :

mais lu6[,(o,r) < c

d'oir

116 - ,3' l ; ,p,t1 < ce 1ufi11,1e,1;

I l o3 - r ,3 'E ,1o ,q  1ce
l n n

lr3" = Dr6@)ç,(") = D@u?(*;)p;(r).
I  i = l  i = l

.  De même on a:
l o i -o ï ' l ; ,11 , ,D 1ce

n n

of" = Dui@)e;@) = !{ ' )ul1r;)p;(r) .
r = l

.  V(u;(b) - 
" i(ào)) 

= V(e)vl1r;) - G)u1@r)) = e4f .

On déduit de la proposition I.5.2 , du théorème de Rellich et des estimations ci-dessus les convergences i) et
ii) à des sous suites près. Mais comme les limites sont uniques, ce sont toutes les suites qui convergent. La
convergence fif) est établie dans la proposition L5.2.

c.Q.F.D.
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II. UN PROBLEME DE THERMIQUE D'UN TREILLIS BIDIMENSIONNEL

II.1 . Formulation du problème :

On introduit I'ensemble V(R,) définit par :
(

V(R, )  =  1U,  =  ( ( " i ) i= r ;  u6 ,u ï )  /  u ' ;  e  H1(0 ,e1{ )
t

avec

1 ( i S  n ,  u r e  € . I / s 1 ( 0 , r )  0  S  j  <  1 ,

u i Q )  =  v ; 1 s , 1  1  <  i <  n , o  S i  <  1 )

R, = (Ui '=,  i r , )x lo,e/( [ )  u (u]=ol0,z[x{ô1}) .

figure 5

I l  est facile de vérif ier que I 'espace V(Rr) muni de la norme:

l lu' | | u'r n. r = ( | # l 'r",0,", . l#l '"",o,r,. i t #l' r",0,, *,)' '  "

est un espace de Hilbert.

Position du problème : On se propose d'étudier le problème suivant :

(P)

ITrouver 
U' eV(R") tel que :

l " r r n

I l^ xau"ôw = !e/lui(ôs) + t ef?u!;(bo)
l  

t^, Ër i=r
( v W = ((u)i=r ; u6,ui) € y(R"),

où À, = { ii ilï:[:i:::::[::;:ll[lll:l iiï,, ,,i,
(  l ,  pou r  l es  ba r res  { c ; } x ]ô6 ,ô1 [  i  =  0 , . . . , n  +  1 .

)6,À6 et À, désignent les conductivités thermiques des barres de la cellule de référence.

lo.x,ar,,aw = Io'"## * 1," ^^## *DL'. rE#
Sorts 1'hypotlt i:se de continuité des forrctions /l et /?, Ic problème (2) admet une unique solution d'après le
t,héorème de Lax-Milgranr.
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Interprètation du problème (2) :

En prenant des fonctions tests convenables et en faisant des intégrations par parties, il est facile de
vérifier que le problème (P) est équivalent formellement au problème thermique suivant :

(s)

-  
* ( r#)  = o sur i " ; , ' ;+, [  v i  = 0, . . . ,n

-  
*(^^#) 

= o sur lc; '  c ;+r[  v i  = o '  " ' '  n

- 
fr(^#) = o suf lo,e/([ vi = 1, " ' ,n

x'(ffr,tl-ffal) - nffoi) = er? Yi=r,...,n

u(ffo;t-ffolt) + t,ffo;) = er! Yi=1,...,n
u [ (0 )  =  u 'o (L )=  0  u f (0 )  =u i ( I )=0

u i (b i )  =u1@; )  j  =0 ,1  i = I , . . . , n .

IL2 . Approximation par la méthode de Galerkin :

On approche l'espace V(R') par l'espace V' défini par :

(
l :  =  

t  U '  =  ( (u i )?=,  ;  ( t j ) j=o)  I  u ' r1 . ,0 , , * r€ Pt  Y i= r , . . . ,n ,

u î , .  , e  P t  V i=0 , . . . , n ;  r , j ( co )=u r9 (on+ r )=0  V j=0 ,  1 ,
J  l ] r ; , c , a 1 [

u i ! )  =  q ( x ; )  j  =  0 , 1  e t  f  =  1 , . . . , " ) .

Lernme II.2.L : V, est un sous espace vectoriel deV(Rr) de dimension2n.

Démonstration: Il est facile de vérifier que la famille {O9,Ol}t, d" l/" définie par :

og = (*" , ;  p , ,o)

o l=({" , ,0 ,v , )

est une base de 7",

otr e; est 1u ième vecteur de base canonique de IR" et g; les fonctions définies dans la partie L5.8.

Un élément tl" = ((uî)i=t ; (uj);=o) de V" s'écrit dans cette base comme suit :

U" = Du[(o;)o! + f u!(o;)of.
i = l  i = l

c .Q .F .D ,
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A(U,w) = [- xilu'Aw, < F,W t= t ef]u!;(b) + !eliui1a61.
J  R ,  d = l  i = l

Le problème (?) s'écrit alors :

ITïouv". tJ' eV(R,) tel que :

t  r ( r " ,  w) =< F,w > YW ev(R,) .

Au problème (2), on associe le problème approché suivant :

(p") 1 Tlouu"t u! e v' tel que :

l  r(uj, wo) =< F,w" > vw" e v.

Le problème (P") est équivalent à :

IT[ouver 
U! eV, tel que :

l  n(u: ,or9) = < F,ol > vi  = r, . . . ,n
l  A(u: ,oj)  = < F,o; > Yi = r, . . . ,n.

Lf s'écrit sous forme :

Le système devient donc :

u! =Dofi(r;)o! + !ui(ær)ol.
i = l  i = l

touver (rô(",) , r ï (" , )) ,=,  tel  que :

n n

!u6(e;),4(ol,ol) + f uf (c;),4(ol,of) =< 4ol >
d = l

n

f  u6(r;),4(o1,oj) + !ui(c;),A(ol,oj) =< r ' ,o] >,

i = l
n

i = 1 i = 1

Tenant compte du support des fonctions pi, on a :

(  :A lS  pou r  i = i - 1 , i +1
,4(o1,ol )= I  t r î+t) le pour i= i

[ 0 sinon.

(  : n lS  pou r  i = i - l , i +1
,A(o l ,o j )=  I  en+v) le  pour  i= i

[ 0 sinon

,A(og,oj) = 
{ 

-\,, 
ff:l 

i=i
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Le système s'écrit :

(28 tV)vfi(x1)-Vafi(r)

-Bu$(æ;-1)

soit sous forme matricielle :

où

a-

-Éofi@2)
+(2H + v)a i@1)

+(28 +V)u'o@;)
-Vufi(x;)

o6 (or )
u ï  (c r )

:
r ,6(z;)
u î (x ; )

u6(c" )
uï (c" )

-tai@) - e2f?
-Hai@2) - e2 fl

-4û@,+r) -ira3@ù = ez l?
-Hai@;-1) +(2H +V)ui@;) -Hui@;a1) -  e ' f ]

-Éa's(x^-) +QE +t)u'o@) -_tai@) _ - e'î3
-Vag(x^) -Hui@"-1) +(2H + V)ui@") = e'f)

0  . . -  0
0  . . .  0

:
nr  0  . . .
MN

0
N M IT
ONM

MN
NM

0 " .
N
0

00
00

Q.U' = r

M _
-v

za+r) N=( -i(  za+v
\-v

0 \
- H )

T I E  _
U -

IL3 . Homogénéisation discrète : méthode de Verna

Dans ce paragraphe, nous suivons les mêmes étapes décrites dans le chapitre I afin de trouver le problème
homogénéisé.

On considère les équations en partie courante suivante :

t 
- Éai@;-') +(zii+ f)ufi(c;; - Éu[(r;a1) -îu'r(x;) - e'f i

[ - 7t[(c;) - îroi@;-) + (2H + v)aip;1- FIai@;a) = e2 i l.

Au système de différences discrètes ci-dessus, on associe le schéma de différence continue suivant :

et

< F,OÎ >
< F,Oi  >

a io','ol t
<  F,Ol  >

< 4bg >
< F,Ol >

! 
- n"'o1x - eL) * pÉ + V'Sri,1r1 - Év'r(o * eL) - Vai@) = e2 721x)

[  -  7151"1  -  Hu i@-eL) * (2H  + i r7o ' r1 r1 -  Ho i@IeL )=  e2 f r@) .
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On va chercher ufi et uf sous forme :
+oo

,3 = D e"of,)1r\
a = 0

, l = fe'r{")1';.
o=0

On développe les termes de laforme g(c*eL),g(x-eL) àl 'aide de laformule de Taylor. On reporte dans

les équations puis on identifie suivant les puissances de e. On obtient les équations à l'ordre o suivantes :

( -

;  v1u[")(c; - , [ ' )("))  -  Éi (eîk +(L)k1dt ' l ' -È){") '  'at

)  
r3 ' ' (c ) - r l " ' ( " ) )  -  B2\  Èt  l t r  =6ozf" ( r )

lo,,{",,,,-,[.)(")) - Êi((-,+#4)ry = 6.2r,(x).

Résolution '. Larésolution ordre après ordre du problème permet d'obtenir les fonctions u[o) 
"1 

,t').

o r d r e 0  :  t ) 5 0 ) = r [ o ) = s ( o ) .

o r d r e l  i  a , ! t ) = r l t ) - 0 ( r ) .

ordre 2 :

V@84-,[,)) - t  t ,  #,@) = fz

t1u\zt- rS')) - n t,ffr1o) = .f1.

Nous obtenons :

- (B + n1t' f ir<o) = 12 + l l
uf,2) -o{z) = D'( f ' , f ' )  t  fonct ion de fL et f2

vpfzt-r[ ')) - atrf ir(r) = o

û1r1'l -,5')) - r t' **,(1) = o.

ordre 3 :

Nous obtenons :

ordre 4 :

u(1)  = 0

,S3 )=o [3 ) - r<a ;

v@f) -,fn)) - Ér,#,5, - "+ Lu,o, = o

ip\et-,[n)) - ur.,fi,\, - # Lou,) = o.

- #rf'+,1')) = ti#r"
V@tn) -r[n)) = nn(f ,f ').

Nous obtenons :
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ordres suivants: De proche en proche, on determine ainsi tous les ,[") i =0,t.

Le comportement macroscopique de la structure est décrit par :

v6fi-r[u)) - 
"tr#,(3) 

- o

v6\st -,É')) - fttr**,(3) - o.

u(3) = 0

, [ u= r1u l - r ( 5 ) .

{-#(ra*û#)=ry
[,.,(o)(o) - u(o)(r) - o.

ordre 5 :

Nous obtenons :

Afin d'obtenir des estimations dans des espaces ne dépendant pas de e, on fait le changement de variable

t e [ 0 , / ( ]  ' - +  e t = A  € [ g , e K ] .

Le problème (P) est alors équivalent à :

Itouver 
Û' ev1n,1 rel que :

rpt \ 1"" "## 
* 1"" ^^##. Ë: Io" ^.## =f_4,,,(,,,* 

Ë eftu,o@;)
I  o  w = ( (ùt11?=r ;  o ,o,a, r )€  f ( .R") ,  

' -

o i r  t@, )=  {Û ,  
= ( (û i ) î = r ; u6 ,u î )  / i l , î e l l r (O ,K )  r 1 i 1n ,  u ree I1 } (0 , . t )  0<  j <1 ,

ûf (0) = ofi(c;) ù'"t6) - uî(ci) r 5 ;5 
")

(ph)

lI.4 . Convergence vers le problème homogénéisé :

Proposition II.4.1 : Après extraction d'une sous suite, on a les convergences suivantes :

i) 01 - ar dans I/ôr(0,I) faible.

ii) u3 - uo dans I/3(0, r) faible.

ê aa'iii) Ifr - o dans L2(o,K\ fort.
i = l  

- t

où (Éoo + Hu)l@ + Ii) est I'unique solution de :

6 l

t-#@+ntff)=ry dansto,Lf
[ ,tol1o; - u(o)(r) - o.

(Pn)



Démonstration: De la formulation faible (P), on déduit les estimations ci-dessous :

f luîlr;1o,zy < c
I

J lo6lr"'1o,zy < c

l l iwr 1c
I r ; t d y t L 2 ( o , K ) -

où c est une constante indépendante de e.

D'où les convergences i),ii) eI i,ii).

Soit maintenant rl.t € O00, rD, ((ry'("r))i=, ; û,4)) est un élément de 71,R,), donc on a :

On fait tendre e vers 0. on obtient :

= ,!, I"'rr'+ r\{,,
ceci pour tout ry' € O(]0,I[). D'où

-*(u# * ,#) = fi{f + r\ dans lo,.L[
Par conséquent (Éoe + Hor)l@ + Ii) est l 'unique solution d,e (pn).

1""(É#.u#)#

c.Q.F.D

Remarque 11.4.2: Ainsi, on voit qu'on retrouve le même problème homogénéisé obtenu par la méthode
de Verna. Ici, nous n'avons pas comparé la solution approchée de (Pr) à la solution de (P) donc on ne voit
pas Ia convergence de (P") vers (P7,).

Remarque 11.4.3 :

Remarquons que si les barres horizontales sont identiques donc iI = É,on aura:

ry I'unique solution de (pn).
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons essayé de justifier la méthode de Verna [26].

L'idée est de trouver à chaque fois un modèle continu dont une approximation coinciderait avec Ie problème
discret de Verna et de pouvoir après passer à la limite.

Ceci n'est qu'un essai. La difficulté est apparente pour d'autres structures telles que les structures en N [26].

Un travail récent de M. Vogelius [27] étudie la relation entre des réseaux éléctriques plans et des modèles à
conductance continue. II part de l'énérgie totale aux noeuds du réseau éléctrique donc d'un modèle discret,
interpole la différence de potentiel aux noeuds et se ramène ainsi à un problème continu, puis passe à la
limite sur le nombre de noeuds pour trouver le problème homogénéisé.

On constate donc une analogie entre le type de problème étudié dans ce travail et Ie travail de M. Vogelius.
La difficulté essentielle est de trouver la bonne interpolation.
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