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Introduction

Cette thése regroupe certains résultats sur la stabilisation par retour d’état régulier,
des systémes non linéaires.

Actuellement, dans la littérature, on ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante
b b

pour la stabilisation globale des systemes non linéaires, sauf pour des cas particuliers,
les systémes linéaires par exemple.

Il est & noter que les résultats de stabilisation obtenus dans cette these sont globaux
et les feedbacks proposés sont réguliers (i.e analytiques ou C*)

Dans le cas ot le systéme n’est pas stabilisable par un feedback de classe C!, principale-
ment quand il ne vérifie pas les conditions de Brockett, différents auteurs ont cherché a
stabiliser par des feedbacks moins réguliers. Par exemple, pour certains systemes plans
non stablisable par feedback C', Kawski propose une stabilisation par des feedbacks
dont la régularité est Holderienne (donc entre continu et C!). Il y a aussi la technique
de Artstein-Sontag qui permet une stabilisation par feedback presque analytique (i.e
analytique sur R™ - {0}, continu a Vorigine)

Ici, I’intérét est de donner des feedbacks tres réguliers y compris a l’origine.

Si le systeme est stabilisable au moins par un feedback de classe C!, alors on cherche
des feedbacks réguliers sinon on considere un systeme dit "augmenté” . C’est a dire
dont on augmente ’espace d’état, ce qui revient 3 considérer des feedbacks dynamiques,
ou encore dans le langage de automatique a ajouter des intégrateurs .

Ce travail est composé de trois parties.

Dans la premiére partie on va s’interesser a la stabilisation par la méthode de Jurdjevic-
Quinn. Le but est de proposer une forme simple et générale de cette technique. Une
série d’exemples pratiques et théoriques sera traitée.

3



4 1. Introduction

Le deuxiéme volet de ce travail concerne la stabilisation par feedback dynamique : si
on considére le systéme défini sur R”

z = f(z,u) (1.1)
stabilisable par feedback régulier a l'origine,

le probléme est de déterminer des fonctions g : R™™ —» R™ et h: R™™ —» R telles
que le systeme

{ & = h(z,y).f(z,9(z,y)) (1.2)

j=u
est stabilisable.

L’objectif est de donner certaines réponses a ce probleme.

La troisiéme partie de cette thése est consacrée a I’étude de la stabilisation des équations
de la vitesse angulaire d’un corps rigide.

L’essentiel de ce travail a fait ’objet d’une série de publications.



2.1

2

Notations et formulation du
probleme

Notations

Ici, nous rappelons quelques notations ”standards” qui vont étre utilisées tout le long
de ce travail.

<>

et | . || désignent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur R".
Si f est une fonction scalaire differentiable, V f représente le gradient de f.
S’il y a risque de confusion, on utilisera plut6t les notations <, >gn ,|| . ||g~ €t Vrn.

Pour un champ de vecteurs X défini sur IR", on note

Xi(zo) la solution du systéme différentiel ¢ = X (z) avec Xo(zo) = 0.
0X

—— la matrice jacobienne de X.

Oz

Si f est fonction scalaire differentiable, X. f désigne ’action du champ de vecteurs
X, considéré comme un opérateur différentiel, sur f.

X.f(z) = diit-f(xt(x))

= (Vf(z), X(z))

t=0

et par récurrence on définit X*.f = X(X*~1.f) pour k > 1.

Pour un champ de vecteurs Y sur R", [X, Y] représente le crochet de Lie & savoir

X,Y] = QZX - a—XY. et par récurrence on définit
Oz Oz

adyY =Y

5



6 2. Notations et formulation du probléme

et
ad%Y = [X,ad¥ Y] pour k > 0

M, «m désigne ’ensemble des matrices n lignes et m colonnes
X

SiA€e Muxm
o AT (élément de M, ) représente la matrice transposée.
o si n = m, det A est le déterminant de la matrice A

Si 71,...,7, est une famille de vecteurs d’un espace vectoriel de dimention n. Alors

o Span{ry,...,7,} désigne le sous espace vectoriel engendré par cette famille.
e si n=q, on notera det(ry,...,7,), le déterminat de la matrice dont les colonnes
sont les vecteurs 1y, ..., T,.

On utilisera dim, pour désigner la dimension d’un espace vectoriel.

Pour F un sous espace de E, espace vectoriel, F'* représente I’espace orthogonal a

F dans E.

2.2 Formulation du probleme

Soit un systeme dont ’évolution peut étre décrite par le systeme différentiel

{ #(t) = X (x(t),u(t)) (2.1)

ou M est une variété différentiable connexe appelée espace d’état et & C R™ espace
des contrdles, z(t) représente ’état du systéme a l'instant ¢ et X est un champ de
vecteurs défini sur M. Dans cette thése, M sera ’espace R™ ou un ouvert convexe de

R".

Le probléme auquel on s’intéresse est le suivant : étant donné zo € M, trouver un
feedback u = u(z) tel que le systeme bouclé :

(t) = X (2(t),u (2(1))) (2.2)

admette o comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.
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Généralités

3.1 Notions de stabilité

Pour la clarté de ’exposé, nous allons d’abord rappeler des notions classiques de sta-
bilité pour les systemes autonomes.

3.1.1 Définitions

Considérons le systéme non linéaire suivant :

(t) = X(z(t))
z € M, X(z0) =0

Définition 1 (Stabilité)
Le point d’équilibre zo est dit stable (au sens de Liapounov) si :

Ve> 0, 3a >0, tel que ||z — zol]| <@ = VI >0, || Xe(z) — 2ol <€

Définition 2 (Attractivité)
on dira que g est attractif si Vz € U un voisinage de o, Xi(z) ezxiste pour toutt > 0
et tli_lr_n Xi(z) = zo.

—400

zo est globalement attractif si Ve € M, tligl Xi(z) = zo.
—+o0

Définition 3 (Stabilité asymptotique)
zo est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

zo est globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement attractif.

7



8 3. Généralités

Définition 4 (Stabilité exponentielle)
Le point d’équilibre z¢ est dit exponentiellement stable si il est possible de trouver une
estimation de la forme:

| X:(z) — wol| < bllz — zolle™ a>0,b5>0

pour tout T appartenant ¢ U un voisinage de zo et tout t > 0.

Définition 5 (L’ensemble w—limite)
Un point ¢ € M est dit point w—limite pour la trajectoire Xi(z1), s’il existe une suite
(tn)nen, avec t, — +oo quand n — +oo telle que (Xi,(21)),n tend vers q.

On remarque que pour montrer qu’un point d’équilibre admette une des propriétés ci-
dessus, en utilisant les définitions, on doit résoudre explicitement le systeme différentiel
(3.1) , ce qui est, en général tres difficile. En fait, on utilise plutot les théoremes suivants
diis a Liapounov ([21]).

3.1.2 Fonctions de Liapounov

Théoréme 3.1 S’ existe une fonction V : U — R, continue sur un voisinage U de
To et différentiable sur U — {zo} telle que :

(a) V(zo) =0 et V(z) >0 siz#zo
VV(z) =0 = =z,

(b) V(iz)=XV(z) <0 Ve eU

alors xy est un point d’équilibre stable pour (3.1). Si de plus la fonction V est telle que

(c) V(z) <0 Ve eU— {zo}

alors zo est asymptotiquement stable.

Définition 6 (Fonction de Liapounov)

Une fonction V qui satisfait (a) est appelée fonction de Liapounov pour (3.1) en zq.
V sera dite fonction large ( ou faible ) de Liapounov si elle vérifie en plus (b). Si (c)
est vérifié alors V est appelée fonction de Liapounov stricte pour (3.1) en zq.
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Théoréme 3.2 (version globale) S’il existe V : M — R définie positive et propre
(c’est-d-dire I'image réciproque d’un compact de R* est un compact de M ) telle que

X.V(z) <0Vz € M — {20}, X.V(z0)=0

alors zo est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable (G.A.S).
On a aussi le théoreme inverse suivant (Zubov [21], Massera [34], Kurzweil [30]).

Théoréeme 3.3 (Théoréme inverse)
Si X est continu et si zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable alors (3.1)
admet une fonction de Liapounov stricte qui est de classe C* dans un voisinage de zg.

Par analogie au théoréme précédent, on peut penser que si zo est un point d’équilibre
stable, le systéme (3.1) admet une fonction de Liapounov large. Mais, comme le montre
’exemple suivant, zo peut étre un point d’équilibre stable sans que le systéme (3.1) ne
posséde une fonction de Liapounov large.

Exemple 1 Considérons le systéme défini sur R suivant:

{ & = f(z)

z€R (3.2)

on suppose qu’il existe une suite (zn)neN décroissanie d’éléments positifs telle que :

lim z,=0
n—-+00

. f(zn)=f(—2,) =0VREN
. f(0)=0 et f(z)z >0 siz € R" — {(Tn)nen}

Un raisonnement simple montre que le systéme (8.2) est stable. Et siV est une fonction
définie positive, alors au voisinage de l’origine il existe x1 tel que la dérivée de V par
rapport au temps en x1, est strictement posilive.

Un ezemple de fonction f qui vérifie les conditions ci-dessus est le suivant:

{ f(z) = 23sin*(1/z?) Yz #£0

3.3

f(0)=0 (33
Le théoreme 3.1 prouve que pour montrer qu’un point d’équilibre est asymptotiquement
stable, il suffit de trouver une fonction de Liapounov stricte mais il n’y a pas de
méthodes constructives qui permettent de trouver de telles fonctions. En général il est
plus facile de trouver une fonction de Liapounov large V. Dans ce cas, pour déduire la
stabilité asymptotique, on utilise le résultat suivant , dii & Lasalle.
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3.1.3 Principe d’invariance de Lasalle

11 est & noter que le résultat suivant est essentiel et sera utilisé souvent tout le long de
ce travail.

Théoréme 3.4 (Principe d’invariance de LaSalle [31]) Soit V une fonction de Lia-
pounov large, de classe C*, pour (3.1) en zo. Alors toutes les trajectoires bornées pour
t > 0 tendent vers M, le plus grand ensemble invariant par X et contenu dans

Q={zeR*/ X.V(z)=0}.

Si en plus V est propre (limjzo4o0 V(z) = +00) alors toutes les trajectoires sont
bornées pour t > 0 et donc toutes les trajectoires tendent vers M.

Finalement, Pour montrer que zq est un point d’équilibre asymptotiquement stable, il
suffit de montrer que M = {zo}.

Dans la suite , '’ensemble M sera appelé 'ensemble de Lasalle.

Si X,V sont analytiques alors ’ensemble de Lasalle peut étre calculé explicitement.
En effet, on peut montrer que M est donnée par

M={z€ M/X*V(z) =0,k e N}
Maintenant, si X ou V n’est pas analytique, on ne dispose pas de méthodes pour
déterminer cet ensemble.

Dans la suite de ce travail, on prendra zo = 0 'origine de IR"™.

3.2 Stabilisation

Considérons le systéeme controlé suivant

{ &= X (z,u) (3.4)

zelU,ueld
ot U est un ouvert connexe de R*, i/ C R™ et X : U xUd — RR" est de classe C*
(resp. C*=, C*) tel que X(0,0) = 0, u = (u1,...,um)" représente le contréle.
Pour désigner u on utilisera aussi le vocabulaire: feedback ou loi de commande.

Le systéme (3.4) sera dit affine en le contdle si

X (2,) = f(z) + 3 gi(e)us

i=1
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ol f est un champ de vecteurs appelée la dérive et gi(i = 1,...,m) les champs controlés.

Définition 7 (Stabilisation)
On dira que (3.4) est stabilisable s’il existe un feedback u = u(z), au moins continu,
tel que le systéme bouclé :

= X (z,u(z))

admette lorigine comme point d’équilibre asymptotiquement stable.

Dans ce paragraphe nous allons rappeler les principaux résultats de stabilisation es-
sentiellement ceux qu’on utilisera par la suite.

3.2.1 Les conditions nécessaires de Brockett

Le théoreme suivant di & Brockett ([10]) donne des conditions nécessaires de stabili-
sation.

Théoréme 3.5 (Les conditions de Brockett)
Si le systéme (3.4) admet un feedback stabilisateur de classe C?! dans un voisinage de
0 € R" alors :

(i) Le systéme linéarisé n’admet pas de modes incontrélables associés a des valeurs

propres strictement positives.

(ii) Il existe un voisinage N de (0,0) tel que pour tout { € N, il eziste un contréle ug(.)
défini sur [0, +oo[ qui raméne le systéme de ’état x = { en t = 0 al’état z =0 en
t — 0o. En d’autres termes, si z(t) est une solution de & = X(z,u¢) verifiant z(0) = ¢
alors t_lj?oo z(t) = 0.

(i) L’application
v: UxR™ — R
(z,u) +— X(z,u)

est surjective sur un voisinage de lorigine de R"™.

1.La condition (i) n’est pas nécessaire si on se contente d’un feedback continu comme
le montre ’exemple suivant ( Kawski [27]) :
&y =T, — TS

.’i)g =1Uu
z = (z1,72)T € R?
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qui est stabilisable avec

4 1
u(z) = —z9 + 21 + -2} — 5.

3
2.La condition (ii) est une condition nécessaire de stabilisabilité, si la régularité exigée
est au moins de clase C*.
3. La condition (iii) est également une condition nécessaire a ’existence d’un feedback

stabilisateur continu.

4.Les conditions de Brockett ne sont pas suffisantes pour 1’existence d’un feedback
stabilisateur méme si la régularité exigée est seulement la continuité.

3.2.2 La théorie de Artstein-Sontag

Etant donné un systéme

z=X(z,u)
(3.5)
z€e€R", ueR™

et V : R" — IR une fonction définie positive et propre, on dira que V est une fonction
de Liapounov contrélée pour le systeme (3.5) si

uier]gm(VV(:v),X(m,u)) <0, Vz e R"\{0}

On peut remarquer que si (3.5) admet un feedback stabilisateur continu alors, d’apres
le théoréme inverse ([21],[34], [30]), (3.5) admet une fonction de Liapounov stricte de
classe C* et donc (3.5) admet une fonction de Liapounov contrélée.

Dans ([47]), Sontag a démontré que si un systéme affine en contréles admet une fonction
de Liapounov contrélée, alors il est stabilisable avec un feedback analytique sur R™—{0}
; en plus, il a donné une formule explicite du feedback stabilisateur. On rappelle son
résultat pour un systéme mono-entrée. Soit

{ & = f(z)+ ug(z) (3.6)

z€e€R", ue R
Supposons qu’il existe V : R* — R analytique, définie positive et propre telle que :

(VV(2),9(2)) =0 = (VV(z), f(z)) <0
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Posons

alors

stabilise (3.6).

En outre, u sera continue si Ve > 0 36 > 0 tel que

z€B(0,0) - {0} = FuekR : |u]| <eet (VV(z), f(z)+ ug(z)) < 0.

3.2.3 Stabilisation semi-globale

Le systéme (3.4) sera dit stabilisable semi-globalement s’il vérifie la propriété suivante:

Pour tout compact K de IR", il existe une loi de commande ux = ug(z) réguliere telle
que :
¢ Le systeme bouclé est localement asymptotiquement stable.

e Le bassin d’attraction contient le compact K.

Des résultat significatifs, pour ce type de stabilisation, ont été proposés, essentiellement
par Kokotovic-Sussmann (cf {50]).

Ce type de stabilisation est intéressant dans les applications pratiques. Malheureuse-
ment, la stabilisation semi-globale, comme le montre I’exemple suivant, n’implique pas
la stabilisation globale.

3.2.4 Un exemple

Considérons le systeme défini sur R par

{ & = f(z) (2> + u) sin® (g)

z,u € R

(3.7)

ou f est la fonction scalaire définie par
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f(z) = { e siz70 (3.8)

0 sinon

Le systéme (3.7) vérifie la proprieté suivante :
e Le systéme est stabilisable semi-globalement par un feedback linéaire.
e Il n’existe pas de feedback continu qui stabilise globalement le systeme (3.7).

Démonstration
Soient K un compact de R et n un entier tel que K C [—n,n]. Posons,
ug(z) = —maz (3.9)

avec m un entier qui vérifie sin m = 1 et m > n? .

1
On considere la fonction de Liapounov suivante :V(z) = 5:02 pour z € R.

La derivée de V le long des trajectoires du systéme bouclé (3.7)(3.9) est donnée par
V(z) = 2*f(z)(a® = m)

Pour z dans [-n,n] on a 22 —m < 0 alors V() est strictement négative pour tout z
dans K. Le systéme bouclée (3.7)(3.9) est alors localement asymptotiquement stable
et le bassin d’attraction contient K.

le premier point de la proprieté est ainsi démontré.

Maintenant, pour montrer qu’il n’existe pas de loi de commande continue qui rend
le systeme bouclé globalement asymptotiquement stable, nous allons raisonner par
Pabsurde.

Supposons qu’il existe un feedback continu, qui rend le systeme bouclé G.A.S.
y

u(z)

Pour tout z € R, la quantité f(z)sin® (—) est positive ou nulle. Comme le systeme
z
bouclé est supposé G.A.S nous avons
z(z® +u(z)) <0 VzeR”

’>:c2.

En particulier, pour z positif strictement, on a z° + u(z) < 0 alors

u(2o) = k.

Zo

u(z)

Finalement, il existe zo > 0 et k£ € IN tel que

Donc, ¢ est un point singulier autre que ’origine. D’oli une contradiction.

Ce qui termine la preuve.
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Stabilisation des systémes non
linéaires par la méthode de
Jurdjevic-Quinn

4.1 Introduction

Un des premiers et des plus importants résultats de stabilisation des systemes non
linéaires est celui établi par Jurdjevic-Quinn en 1978.

Ce résultat concerne le systeme affine en le controle suivant:

z(t) = X(z(t)) + uY (z(¢))
zeRueR
ou la dérive est dissipative.

A Yorigine Jurdjevic et Quinn ont considéré le cas X (z) = Az ou A est une matrice
n X n antisymétrique et Y (z) un champ de vecteurs analytique.

En utilisant le principe d’invariance de Lasalle, ils ont donné une condition suffisante
de stabilisation du systéme (4.1) qui peut étre énoncée de la fagon suivante :

15



16 4. Stabilisation des systémes non linéaires par la méthode de Jurdjevic-Quinn

Théoréme 4.1 (Jurdjevic-Quinn [25])
Si
span{X(z),ad%Y(z);k € N} = R" (4.2)

et ceci pour tout x de R™ — {0} alors le feedback
u(z) = (&, Y (2) (4.3)
rende le systéme bouclé G.A.S

Par la suite, nous utiliserons le vocabulaire suivant:

Définition 7
o Le feedback défini par (4.3) sera appelé le contréle de Jurdjevic-Quinn.

e 5ila condition (4.2) est satisfaite, on dira que le systéme (4.1) vérifie la ad-condition.

Durant ces quinze derniéres années plusieurs améliorations du résultat précédent ont
été proposées. Ainsi, la méme année, M.Slemrod a montré que pour prouver la stabilité
asymptotique du systeme bouclé (4.1)(4.3), il suffit que la ad-condition soit vérifiée sur
(), un sous ensemble de R". Et que sur 2+, {0} est le seul sous ensemble invariant par
la dynamique libre (u = 0).

En 1981, J.P.Gauthier et G.Bornard ont généralisé le théoréme4.1 au cas ou la dérive
est un champ de vecteurs quelconque possédant une intégrale premiere qui soit une
fonction de Liapounov.

En 1983, E.P.Ryan et N.J.Buckingham ont donné un exemple de systéme qui ne vérifie
pas la ad-condition mais qui est stabilisable par le contréle de Jurdjevic-Quinn.

Enfin, en 1988, K.K.Lee et A.Arapostathis ont remarqué que ce résultat est encore
valable dans certains cas ou la dérive est seulement dissipative.

Il y a aussi les articles Bacciotti[7], Byrnes-Isidori-Willems[15], Kalouptsidis-Tsinias[26]
Tsinias [51], qui traitent de cette question.

7

Le but de la premiere partie de cette thése est de proposer une forme simple et générale
de ce résultat.

Dans un premier temps, nous allons énoncer le résultat dans le cas d’un systéme an-
alytique, puis nous donnerons une version de ce théoréme dans le cas des systémes
seulement C.
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Une série d’exemples sera traitée. D’une part, pour illustrer ’optimalité de notre
version de ce résultat et d’autre part pour montrer la différence entre le cas analytique
et le cas C*.

Comme application théorique, nous considérerons des systémes en cascade, C'est &
dire, de la forme

& = f(z,&)
£ = A¢ + Bu (4.4)
zeR"E€R et ue R™

Dernierement, un certain nombre d’articles (cf [13], [14],[11],]29],[45]) a été consacré &
Pétude de la stabilisation du systéme (4.4) dans R**", quand le systeme défini sur R™

{ iZf(I,O) (45)

r€R"
appelé "zéro dynamique” est asymptotiquement stable.

En utilisant la méthode de Jurdjevic-Quinn, on proposera une condition suffisante pour
la stabilisation du systéme (4.4) dans le cas ou la zéro dynamique est seulement stable.

Dans le quatrieme paragraphe, nous intéresserons au cas ou le systeme (4.1) ne vérifie
pas la ad-condition mais est tel que la dérive (i.e le champ de vecteur X) possede
une famille d’intégrales premieres. Nous nous proposons de donner une condition
nécessaire et suffisante pour construire une fonction de Liapounov, & partir de cette
famille, de sorte que le contréle de Jurdjevic-Quinn rend le systéme bouclé globalement
asymptotiquement stable.
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4.2 Les systémes analytiques

4.2.1 Résultat principal
On considere le systéme affine en le controle, défini sur R"™, suivant:
a(t) = X(2(t)) + YwY'(2(t))
i=1 (4:6)
z € R"u = (u,..,un) €R"

ou X,Y'(: = 1...m) sont des champs de vecteurs analytiques. ou X(0) = 0, et
nous supposons en outre qu’il existe V une fonction de Liapounov analytique telle que

X.V <0sur R".

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.2 ([38]) Le systéme bouclé, défini a partir de (4.6) avec la loi de com-
mande

ui(z) = =Y'V(z)
est globalement asymptotiquement stable si seulement si l’ensemble
W ={z e R"/X"'V(z) = X*Y'V(z) =0k € N;i =1...m} (4.7)
est réduit ¢ {0}
Démonstration
Le champ de vecteurs du systéme bouclé est
Z=X-Y.(Y'vyy!

=1

Alors la dérivée de V le long des trajectoires du systéme bouclé est

n

V(z) = 2.V(e) = X.V(z) - 1 (Y'V)* 0,

=1
donc le systéeme bouclé est stable a l'origine.

D’apres le principe d’invariance de Lasalle, les solutions tendent vers M, le plus grand
ensemble invariant par Z contenu dans

Q={zcR"/ V(z)=0}
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Si X,(.) est le flot du champ de vecteurs X, alors Vo € M C Q1 et V& 2 0 on a
Zt(.'b) = Xt(.'E)

Comme M est invariant, il vient

XV[Xi(z)) =Y'V[Xi(z)] =0pouri=1...metz € M CQ

Ce qui implique que pour tout k£ € IN, nous avons

dk k+1

et
dc . .
—Y'V[X(z)]] =X*Y'V(z)=0
dtk 10

Donc z € W en vertu de la condition (4.7) nous avons M = {0}. L’origine est alors
attractive.
Ainsi, la condition (4.7) est suffisante.

Maintenant, nous allons montrer que cette condition est nécessaire.
Supposons qu’il exite o # 0 et zo € W.

Puisque X,Y(: = 1...m) sont analytiques, nous avons V’égalité suivante:
: X i tk ]
YiXi(zo)] = Y X Y’V(mo)ﬁ pouri=1...m

k=0
Comme zo € W alors

X*Y'V(z) =0pour k€ Neti=1...m
Ce qui implique que
YViXi(zo)] =0 V>0 et i=1...m

Nous avons alors

Zi(zo) = Xi(zo) VI 20 (4.8)

Maintenant,
V[ Xi(z0)] = V]zo] Vt> 0 (4.9)

D’apres (4.8) et (4.9) nous avons
Alors l'origine n’est pas globalement attractive.

d’ou le théoreme ]
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Dans la suite de ce paragraphe, nous nous proposons de donner une forme duale a la
condition (4.7) du théoréme précédent. L’intérét de ce résultat est de montrer qu’on
peut augmenter la distribution proposée initialement par Jurdjevic-Quinn et Gauthier-
Bornard a savoir

D={X,ad%Y'; k€N, i=1...m}

en une distribution D; plus riche, en champs de vecteurs, de sorte que la condition
suffisante de la stabilité asymptotique du systeme bouclé

dim Dy(z) =n

pour tout z de {z € R"/X*V(z) = 0;k € N} devient aussi une condition nécessaire.
Pour cela, nous avons besoin de la définition suivante:

Définition 8
Pour tout champ de vecteurs 7 sur R", on défini Z?¢(7) , ou p,q € {1,...,n}, par:

e Sip<yq
Z%(7)(2) = (eq,7(2)) €q — (€5, 7(2)) €

e Sip>
r=t ZP(r)(z) =0

ou e;(t = 1...n) est la base canonique de R".

Nous avons le lemme suivant:
Lemme 4.1 Pour tout champ de vecteurs T défini sur R™ on a : Si 7(z0) # 0 alors
Span{Z"(7)(z0);1 < p < ¢ < n} = Span{r(zo)}* (4.10)

Démonstration

Puisque
(7(z0), 2" (7)(z0)) = 0 pour p,g € {1,...,n},

pour prouver ’égalité (4.10), il suffit de montrer que
dim Span{ZP¥(7)(ze);1 <p<g<n}=n-1

Soit o € {1,...,n} tel que 7, (zo) # 0. Alors, des calculs directs montrent que
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dim Spa.n{Zhb(T)(wo), cee, Z(i°_1)i°(7)(:v0), Zi°(i°+1)(r)(w0), . Zi°n(7)(;v0)} =n-1

Ce qui termine la démonstration du lemme.

Maintenant, nous allons démontrer le résultat suivant:

Proposition 4.1 La condition (4.7) est vérifiée si et seulement si :

span{X(z),ad% Y (z),ad% ZP(VV ) (z),i=1...m ke N,1<p< ¢ < n}=R"
(4.11)
pour tout x de Wy = {z € R*/X*V(z) =0,k € N} — {0}
Démonstration

Tout d’abord nous allons montrer 1’égalité suivante :

X*YiV(z)=adiY'V(z) VE €N ,i=1...m
{ (z) = ad3Y*.V(z) (4.12)

V.’L‘ € W()
Pour cela nous allons raisonner par récurrence.
Il est clair que pour k = 0 1’égalité (4.12) est vérifiée.

Supposons que 1’égalité (4.12) est vérifiée pour un entier k et montrons qu’elle est
encore satisfaite pour k£ + 1.

Par définition, nous avons
XYV (z) = X(X*Y'V(z)) pour i = 1...m (4.13)

Comme

XYV (z) = ad%Y'V(z) pouri=1...m

Il vient que _
X*1YV(z) = X (adkY',VVT) pouri=1...m

, ensuite

XYY (g) = <ad§y=‘(x), ag: X(z)> + <VVT(x), a—a;);lX(z)> (4.14)
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En utilisant le fait que les éléments de W, sont des extrema de la fonction X.V, nous
avons

oxX.v
{ oz (@) =0 (4.15)
V:IZ c Wo
et donc - -
0X . vV
(23 _ 4.16
(83:) vv ( Oz ) X(e) (4.16)
pour tout = de W.
D’apres (4.14) et (4.16) nous avons
T k
XYV (z) = — <ad§(Y(x), 3);:(:0) VVT($)> + <VVT(:L‘), M—g:@X(x)>
donc
k
XYV (z) = MX(;E),VVT(:E) _ (90X (@) gk v, VVT(2)
Oz Oz
Finalement,

XYV (2) = ([X,adkY](z), VV(z)) pouri=1...m
{ Ve € W,

L’égalité (4.12) est ainsi démontrée.

D’une facon analogue, on peut montrer que

XE1Z09(VV TV (z) = ad, Z2P(VVT).V(z)
VZI? € Wo

et puisque
(27(VVT)(2), VVT(2)) = 0

alors, on a

adk Zr(VVT).V(z) = 0
Vz € Wg
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Maintenant, nous allons montrer que si la condition (4.11) n’est pas vérifiée alors
I'ensemble W, défini dans le théoréme4.2, contient un point zo autre que l’origine.

Supposons que la condition (4.11) n’est pas vérifiée. Alors, il existe 2o € Wy autre que
lorigine tel que
dim Span{X(zo), ady Y*(z0), ad% ZP(VV " )(2o),i=1...mk e N,1<p< g < n}=n-1

Puisque
Span{Z”"(VVT)(wo); 1<p<q<n}= Span{VVT(xo)}L

Nous avons alors ’inclusion suivante:

Span{ X (zo), ad’;(Yi(a:O),ad’;(qu(VVT)(:co);i =1...m,k € N} C Span{VV T (z0)}*

Finalement
ad%Y'.V(zg) =0 VkceNeti=1...m

Ce qui implique que zy est dans W, défini dans le théoreme4.2.
La condition (4.11) est donc nécessaire.
Reste a prouver que cette condition est aussi suffisante.

Si (4.11) est vérifiée alors pour tout zo de W , VV T(z,) est orthogonale & un espace
vectoriel de dimension n. Donc VV T (z,) = 0 ce qui entraine que zq = 0.

Il vient que ’ensemble W est réduit a {0}.

La proposition est ainsi démontrée. [ ]
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4.2.2 Exemples d’applications

Les deux exemples suivants, que nous allons traiter, ont été proposés par des auteurs
comme exemples de systemes qui ne vérifient pas la ad-condition mais qui sont stabil-
isable par le controle de Jurdjevic-Quinn.

Ici, nous allons montrer qu’en augmentant la distribution proposée par Jurdjevic-Quinn
et Gauthier-Bornard (c’est a dire en ajoutant les champs de vecteurs
ZP1(VVT)(z), 1 < p < ¢ < n a la distribution initiale) nous obtenons une distri-
bution de rang maximum en tout point de R™ — {0}.

Exemple 2 (Ryan-Buckingham [{{])

On considére le systéme bilinéaire suivant:

4.17
zteR?® velR ( )

0 10 0 0 O
avec A=1]1 -1 00 et B=10 -1 0
0 00 0 0 1

Compte tenu des notations de la proposition, on pose

{ z= Az 4+ uBz

X(z) = Az et Y(z) = Bz
1

A est une matrice antisymétrique, alors pour V(z) = = || z ||* nous avons X.V(z) = 0
1 2

Dans [{4], il a été montré que

I 0 -, -1
Span{X(z),ad%Y (z);k € N} = Span —z1 |,| —z2 |, —z: |,] =z
0 T3 0 0

donc pour z € Q = {z = (z1, 2,23) € R*/z3(2? + 22) = 0}, on a
dim span{X(z),ad%Y (z),k € N} < 3
Maintenant des calculs directs montrent que
det(Z=(VVT)(2), 2°(VVT)(2),Y (2)) = 2s(z] — 23),

det(ZP(VVT)(z),adx Y (z),ad% Y (z)) = —z1(2? + 22)
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et
det(ZB(VVT)(z),adx Y (z),ad%Y (2)) = —zo(z? + z2)

Finalement, pour tout x de R®> — {0}, nous avons
Span{X(z),Y(x),ady Y (z),ad% Y (z)), ZB(VVT) (), ZB(VVT)(z)} = R®

L’hypothése de la proposition est satisfaite, alors le systéme est stabilisable par le contole
de Jurdjevic-Quinn. |

Exemple 3 (Lee-Arapostahis [32])

On considére le systéme linéaire suivant :

z(t) = Az + bu
{ x(E)IRS, u€eR (4.18)

0 0 O 1
avec A= 0 =1 2 et b=1]1 0
0 0 -1 0

En vertu des notations de la proposition on pose

X(z)=Az,Y(z)=b et V(z)= % |z ||?

Des calculs simples montrent que
D(z) = Span{X(z),ad*xY (z); k € N}
= Span{X(z),Y (z),ad%Y (z),adx’Y ()}
alors dimD(z) <3 pour tout z de R®. Posons
Q = {z = (z1,22,23) € R*/X.V(z) =0}
donc
Q= {z = (z1,22,23) € R®/z5 = 23}
Des calculs directs montrent que
det(X (z),Y (z),ad% Z3(VV T )(z)) = 8z,

et
det(Y (z), Z2(VVT)(2), Z%(VVT)(2)) = 21®

Finalement, stz €  on a

det (X (2),Y(2), Z2%(VV")(2)), Z%(VV7)(2),ad} Z¥(VVT)()) = R®

done le systéme (4.18) vérifie la condition ({.11).
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4.3 Cas des systémes C* (non analytiques)

Dans le cadre de la stabilisation des systémes non linéaires par la méthode de Jurdjevic-
Quinn, la différence fondamentale qui existe entre le cas des systemes analytiques
et le cas des systémes moins réguliers, réside dans la détérmination de ’ensemble
de Lasalle. En effet, dans le cas analytique, ’ensemble de Lasalle peut étre calculé
explicitement, alors que si le systéme est moins régulier, on ne dispose pas de techniques
pour déterminer cet ensemble.

Dans ce paragraphe, on considere le systéme (4.6) et on suppose que les champs de
vecteurs X, Y*(: = 1...m) sont de classe C*°. X possede une fonction de Liapounov
V (au moins de classe C® ) comme intégrale premiere.

Le résultat principale de ce paragraphe est le théoreme suivant :

Théoréeme 4.3 ([{1])
Le systéme bouclé, défini o partir de (4.6) avec le feedback u;(z) = —Y'V(z) est
globalement asymptotiquement stable si et seulement st

D V(z)=0&z=0 (4.19)

ot D* = Uco(X:)«(D) , D = {ad% Y,k € N} et (X,), désigne la différentielle de
Xz — Xi(z)

Démonstration
Tout d’abord, montrons que la condition (4.19) est suffisante.

La dérivée de V le long des trajectoires du systeme bouclé est donnée par
V(e) = —[Y.V(2))?

D’apres le principe d’invariance de Lasalle, toutes les trajectoires solutions du systeme
bouclé tendent vers M le plus grand ensemble invariant de

Q= {z € R"/V(z) =0}

par le champ de vecteurs

Z(z) = X(z) — (Y.V)Y(2)
Pour z € M et pour tout ¢, nous avons
Zi(z) = Xi(2)

Puisque M est invariant alors

Y.V[Xi(z)] =0
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Ce qui implique que

d* .
WYi V [Xt(x)]
Dans la démonstration de la proposition.4.1 nous avons prouvé que si z vérifie X.V(z) =
0 alors

=0 (4.20)

t=0

& .
S VIX(@)

En utilisant (4.20) et (4.21) on obtient
ad%Y'V(z)=0VzeMke Neti=1...m

= ad%Y'V(z) (4.21)

t=0

Maintenant pour un champ de vecteurs 7 de D est un réel ¢ < 0 nous avons

(X3).mV(z) = % (VoX,or, 0X_4(z))

u=0

d’autre part V est une intégrale premiere de X alors Vo X; = V.
Nous déduisons donc 1’égalité suivante:

(X,)r.V(z) = dd (VoroXo(z)| =rV(X(z)) =0

u

u=0
Par conséquent D..V(z) = 0 ce qui implique que z = 0. L’ensemble M est réduit a
Porigine. Alors La condition (4.19) est suffisante.

Maintenant, supposons que le systeme bouclé est G.A.S . Nous allons prouver que la
condition (4.19) est vérifiée.

Supposons qu’il existe zo # 0 tel que D,.V(zo) = 0.
D’apres (4.20) on obtient

k
%Y"V[Xt(:c)] = (X)X, Y] V(20) =0  Vip>0
t=to

Par conséquent, la fonction t — Y.V (X;(zo)) est constant sur [0, +o0[, nous avons alors
YV[Xi(z0)] =Y. V(20) =0 V>0

Finalement,

V[Zi(20)] = V[Xi(20)] = V(20)

Or le systeme bouclé est supposé G.A.S alors o = 0. d’ou une contradiction.

Ceci termine la démonstration du théoréme ]
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Exemple 4 Considérons le systéme plan suivant :
Ty = —3
. (4.22)
Ty = z1 + uf(z1)

ou f est la fonction définie de la facon suivante :

flzr) = { ¢ n>0 (4.23)

0 3inon

La fonction V définie par V(z) = 3(x} + 23) est une intégrale premiére pour le champ

de vecteurs X = ( It )

I

Le controle de Jurdjevic-Quinn est donné par

iv=( 0]

Des calculs directs montrent que

u(z) = ~Y.V(z) = —z2f(z1) (4.24)

cost —sint
sint  cost

(X,). = (

et
(Xe)Y.V(z) = (—z180nt + zocost) f(z1cost + zsint)

Il est clair que si z # 0, il est possible de trouver t < 0 tel que
(X)Y.V (@) #0

finalement, le systeme bouclé défini a partir de (4.22) avec le feedback (4.24) est G.A.S
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Une idée du portrait de phase du systéme bouclé (4.22)(4.24) est donnée par la figure
précédente. En considérant le graphique on peut penser que le portrait de phase
contient un cycle limite. Ce phénomene est dii au fait que I’évaluation de la fonction
f, pour des petites valeurs en machine, devient nulle des que la variable z; est tres

petite.

Remarque 1 Des calculs simples montrent que I’ensemble W, défini dans le théoremef.3
est donnée par

W = {((El,.'l,'z) c ]R,2/Zl71 S 0}

donc, non réduit a lorigine.
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4.4 Applications théoriques

4.4.1 Stabilisation des systémes en cascades
Théorie des systémes & phase minimale

Récemment, Byrnes et Isidori ont développé une nouvelle philosophie pour la stabili-
sation des systémes non linéaires. Cette théorie est basée d’abord sur un changement
de coordonées de certains systémes avec sortie

& = f(z) + ug(z)
y = h(z) (4.25)
z€e€R", uy e R

pour les transformer sous la forme normale:

(2= f(z6,...,6)
&L=6
Ve 4.26
6_11—1 :§I/ ( )
éu:u
\ ol 6 = (61,...,&,)1- € R’et z€¢ R"Y

v représente le degré relatif.
Le systéme (4.26) est dit globalement & phase minimale, si en outre, le systeme suivant
z = f(z,0) (4.27)

appelé ”zéro dynamique”, admet ’origine comme point critique globalement asympto-
tiquement stable.

Divers auteurs ont proposé en utilisant des arguments élémentaires a la Liapounov des
controles stabilisants si le degré relatif est égal & un {13], [29], [48], [51].

En ce qui concerne les systémes a phase minimale de degré relatif supérieur ou égal a
deux, Byrnes et Isidori ont affirmé d’une part, que le systeme (4.26) peut étre semi-
globalement stabilisable (cf [14] théoréme 4.2.4). D’autre part, que les systemes expo-
nentiellement 4 phase minimale (i.e la zéro dynamique est exponentiellement stable)
ont la proprieté suivante:

Pour un ensemble borné U de IR"™ on peut choisir un feedback qui rend le systéme
stable pour les conditions initiales dans U et des petits entrées (cf [12] théoréme 2.2).
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Sussmann a montré que ces deux théoremes étaient faux en exhibant deux contres
exemples(cf [49])

'Si on considére un systéme triangulaire
(4.28)

tels que les systémes
z = f(z,0)
et
y=29(y)
admettant 1’origine comme point critique G.A.S.
Localement, 'origine est asymptotiquement stable pour le systéme triangulaire. Il

est clair que sans hypotheses supplémentaires, on ne peut pas conclure & la stabilité

globale.

Pour ses exemples, Sussmann utilise une séparatrice qui limite le bassin d’attraction.

Extention & une forme générale

Kokotovic et Sussmann ont généralisé I’étude de la forme normale (4.26) a la forme
générale:

z= f(z,&,...,&)
£ = At + Bu (4.29)
z€R™ EE€R” et ue R™

A, B et C étant des matrices de dimensions convenables.

Quand le systéme (4.29) vérifie ’hypothése suivante :

Hypothése A

(A1) la paire (A, B) est controlable.
(A2) f est une fonction C* de R" x R” dans R" admettant la décomposition suivante:

f(z,€) = f(2,0) + iyz—ﬂ(w (4.30)
y=C¢ )

ou fo est une fonction qui vérifie & = fo(z, ) est G.A.S a Dorigine uniformement en ¢.
(As) 1l existe deux matrices réelles symétriques P > 0,Q > 0 et une matrice H telle
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que:

{ATP+PA=—Q (31)

PB=C" ot A=A+ BH
Le résultat principal de [29] est que le systéme (4.29) est stabilisable globalement. Le
principe de la démonstration est de se ramener a 1’application du principe d’invariance
de Lasalle.
Résultat principal

Dans ce sous paragraphe, on va montrer que I’on peut utiliser la méthode de Jurdjevic-
Quinn pour améliorer le résultat obtenu par Kokotovic-Sussmann.( résumé dans le sous
paragraphe précédent).

Tout d’abord, on va énoncer une proposition qui concerne le systéme:

t=X(z)+ Y uY(z
; (<) (4.32)
r€R"u=(u,..,um) €R™
Quand ’hypothese suivante est vérifiée:

Hypothese B

Il existent & = (kq, ..., km)T une fonction C* définie de R™ dans IR™ et V une fonction

de Liapounov telle que

ZV(z) <0 avec Z = X+Zk,-Yi‘v’x e R"”

i=1
Puis, on utilisera ce résultat pour améliorer le théoréme 2.1 de [29].
Proposition 4.2 ([36]) Le systéme bouclé défini a partir de (4.32) avec le controle
u; = ki(z) = Y'V(z)
est G.A.S si ’ensemble
W={zeR"/Z*"'V(z) = Z*Y'V(z) = 0;k € N,i = 1...m}
est réduit a Uorigine.

Démonstration
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Le raisonnement est assez simple. Il suffit d’écrire
ui(z) = ki(x) + vi(z)

ot v = (vy,...,vn)" représente le nouveau feedback.
Le systéme (4.32) devient

2(t) = Z(z) + Y vY'(2)
z-; (4.33)
T € R, v=(v1,.,v,)" € R™
Puis d’utiliser le théoréme4.2. u

Maintenant, on suppose que le systéme (4.29) vérifie I’hypothese (A)' suivante:

Hypothese A’
(Aj et (As3) sont vérifiées.

ou (Az)" est ’hypothese (A;) modifiée de la fagon suivante:

(Az) 1l existe V une fonction de Liapounov qui vérifie :

. fO(Oaf) =0

. < fo(z,€),VVT(z) >< 0 Vz € R uniformement en ¢

la condition (A;) ne figure pas dans ’hypothese (LA)', car la controélabilité de la paire
(A, B) n’est pas necessaire pour la stabilisation du systéme (4.29)

On note X,Y'(: = 1...m) les champs de vecteurs définis par :

f(z"vf) Og~ .
X(z,¢) = (Af—Bk(x,g) ) et Y(z,¢) = ( b ) pour:=1...m

ou les b; représentent les colonnes de la matrice B et k = (ki,...,k,)" la fonction

. définie de R"™ dans IR™ par
1 . .
ki(z,€) = ~3 <f,-(:1:,§),VV (IIZ)> pouri=1...m

Considérons la fonction de Liapounov

Vi(z,€) = V(z) + €T P¢
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Des calculs directs montrent que la dérivée de V; le long des trajectoires du systeme
défini par le champ de vecteurs X est donnée par

Vi(,€) = (fo(=,€), VV(2)) — (€, Q€) <0
donc le systeme vérifie I'hypothése B.

On déduit alors le résultat suivant :

Théoréme 4.4 ([36]) Le systéme bouclé défini a partir de (4.29) avec le controle

1
uile,€§) = —5 (fi(2,6), VV(2)) — (PE, )
est stabilisable si ’ensemble
W= {z e R*"/X"'V(z) = X*Y'V(z) =0;k € N,i = 1...m}

est réduit a {0}

Remarque 2 Le résultat précédent peut étre généralisé au cas ou la partie linéaire du
systéme en cascade (4.29) est remplacée par une partie non linéaire :

z = f(z,&,...,&)
£ = m(é) + G(E)u (4.34)
zeR", (€ R etuec R™

En effet, dans [35] une condition suffisante, pour la stabilisation du systéme (4.34)
a €té proposée quand la zéro dynamique est asymptotiquement stable. Puis dans [37]
quand la zéro dynamique est seulement stable.
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Exemples
I’exemple suivant est une application directe de la proposition.4.2

Exemple 5 ([23]) Considérons le systéme proposé par Crouch et Ivring dans [23]

.'i?l = Il?g
g = 23 (4.35)
ii’3 =Uu

Byrnes et Isidori ont déja proposé un feedback stabilisant mazis leur feedback
u(z) = —x3 — 23 — (—71 + 23+ zyzh 4 2125 — T35 + 23)eR T

n’est pas polynémiale

Ici, nous nous proposons de stabiliser le systeme (4.85) par un feedback algébrique.

Compte tenu des notations de la proposition.4.2, on pose

1 1 1
V(e) = 5o+ 2s)" + g2 + g’
et
0
k(z)y=2; , Y(z)=|0
1
alors
3
Z(z)=| =3
——:cg

Des calculs simples montrent que Z.V(z) = 0 et les quatre relations suivantes
(Y.V(z)=—(z1+ 23 —25°) =0

Z.V(z) = —3z53z5?

ﬁ Z3Y.V(z) = —3z9(22,% — 2Tz st + 6238) =0

L Z4Y.V(z) = —925%(422,° — 61lzyizs? + 2228) =0

impliquent que 1 = 3 =23 = 0.
Alors le systéme (4.35) est stabilisable avec le feedback

u(:c) = —:cg —(z1 + 23+ 3:3)
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En fait, on peut montrer que d’une facon générale, le systeme
) p g

.’i?l = ZIZ;’
&y = T} (4.36)
T3 =u a et b des entiers impairs

est stabilisable par le feedback
u(z) = —a§ — (21 + o3 + 73)

Il suffit de prendre

1 1 1
V(:I)) — 5(:1:1_'_:1:3)2_1_53322a+1 n b+1x3b+1

Comme fonction de Liapounov large pour le systéme bouclé puis d’appliquer le principe
d’invariance de Lasalle pour déduire la stabilité asymptotique.

(Pour les détails des calculs voir [36]).

Exemple 6 Soit le systéme défini sur R® suivant:

g =a3((z -1+ & +&)
& = aby (4.37)
£2 =Uu,x >0

Inspiré de Uezemple traité par Kokotovic-Sussmann dans [29], le systeme (4.87) présente

la particularité que Uéquation & = —z*(z — 1)? posséde un autre point critique que
Dorigine. Contrairement & l'ezemple de [29] la zéro dynamique est stable et non G.A.S.

Compte tenu des notations du théoréme.2, on pose

V(e,§) = 50?4 5607 + 56+ &)

0
k(z,6) =2* —2afy , Y =| 0
1

alors

—z3((z —1)* + & + &)
Z(:L‘, ) = 0162

zt — 20,
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Des calculs simples montrent que

ZV(z,8) = —zt(z — 1) — afy” <0
¥(z,6) € R®

Maintenant, si (z,€) est un élément de R? qui vérifie
Z.V(z,&) =Y.V(z,6) = ZY.V(z,£) =0
alors il est solution du systeéme

etz —1)2+ab?=0
Li+é=0 (4.38)

zt —aby =0

Seule lorigine vérifie le systéme (4.38), donc Uensemble W défini dans le théorémey.4
est réduit a lorigine.

Le systéme bouclé défini a partir de (4.37) avec le controle
u(z,§) = gt — 20 — & — &
est alors G.A.S
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4.4.2 En présence d’une famille d’intégrales premieres

Dans ce sous-paragraphe on considere le systéme affine en les controles

z=X(z)+ iu,Y’(m) (439)

€ R u=(up,..,um) €R™
Et on suppose que la dérive posséde une famille F = {V; ¢« = 1...1} d’intégrales
premiéres (i.e X.V; = 0 pour ¢ = 1...[) analytiques qui vérifient:

!
> Vi*(z) est une fonctions de Liapounov (4.40)

i
i=1

L’idée principale est de construire une fonction de Liapounov a partir de la famille F de
sorte que le controle de Jurdjevic-Quinn stabilise le systeme (4.39). Alors la condition
(4.40) est une condition nécessaire. (voir par exemple [43]).

Dans la suite nous utiliserons W (z) et J(z) pour désigner respectivement la fonction

{ W:R" - R
z — (Vi(z),...,Vi(z))

et

sa matrice jacobienne.

On notera aussi A; et D; respectivement

A ={F: R - R / F une fonction de Liapounov de classe C* sur Ky X ... x K;}

ou
a; =infViz

K; = |, Bi] avec { B = sui‘/i((:cz
et _

D, = Span{m,7;k € N,i=1...m}
avec

To(z) = J(z) X ()

et
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1l est facile de vérifier que pour tout F' élément de A;, la fonction V(z) = F(W(z)) est
une fonction de Liapounov.

Proposition 4.3 Supposons qu’il existe une fonction F' € A; telle que:

{ dim Span {ro(z), 7i(z), Z" (VR FT)(V(z)); k€ N,1<p<¢<l,i=1...m} =1

Vz € R”
(4.41)
alors le systéme bouclé défini a partir de (4.89) avec la loi de commande

u(z) = —V.F(W(a)) = = (¥ (2), Vi (F 0 W)(2))

est G.A.S.

Démonstration
Soit g € R™ tel que

X*Y.F(W)(x0) = ad%Y.F(W(zo)) =0

Comme

Vi (F o W)(z0) = J " (zo) Ve F (W (20))

Il vient que

ad%Y.F(W(zo)) = <VRn (Fo W)(a:o),ad’&Y(wo»Rn
= (VR F(V), J(zo)adkY (zo))

]R,l

Alors

XkYF(W)(-TO) = <VR’F(V)7TIi($0)>Rt

En vertu de la condition (4.41), Vg F(V(zo)) est orthogonal & un espace de dimension
[ alors z¢ = 0.

D’ou la proposition. =
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Exemple 7 Considérons le systéme défini sur R?™*! suivant

{:i:zyAz+bu

y=u

(4.42)

bz € R™ ; y,u € R ; A est une matrice antisyméirique.
detA est non nul et la paire (A,B) est contrélable.

_ (yAz _ b) {V1=%||x||2
X_( . ),y_(l et {yioe

Il est facile de vérifier que Vi et V, sont deuz intégrales premiéres pour le champ de
vecteurs X et que la fonction scalaire V = V? + V3 est définie, positive et propre.

On pose

Nous avons

Ab+ Az
el
k x k[ AFb .
adyY = (—1)%y ( 0 ) pour tout entier k> 2
Comme
zT 0
J(z,y) = (0 1 )
alors
oy = J(:c,y)Y — ( (b,l-'17> )
et
k
e (2,9) = J(2,9) adi Y = (~1)*y* (<A0”’ w>) pour k > 1
donc

det(l’l(a:,y)a Lk+1($ay)) = (_1)kyk <Akb7m> pour k> 1
Ainsi, si W2 = 1y lz||> # 0 alors

Span{r(z,y), k+1(z,y); k € N} = R?
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Maintenant, supposons que ViV, = 0.

Si F est un élément de Ay tel que
det(ri(z,y), Z*4 (Vg FT) #0
(Va, Vo) # (0,0) et V5 = 0

alors

Span{m(z,y), Z* (Vg F")(V)} = R

finalement, on est ramené a trouver F' de A, tel que

oF :
8—‘/2(0,%):0 St ‘/2#0
OF oF
b oF or :
<o > S (Va,0) + 5 (,0) £ 0 si Vi £
ou encore
OF 0.3)=0 si V30
e (4.43)
dF ?  9F? '
b||?Vi | == — '
21b17¥ | S50 < G5 04,0) iV £
St on prend par ezemple
L Ly (1 ’
F(Vl,V2)—2V2 +26 (||b||2‘/i+‘/2)

Il est facile de vérifier que la condition (4.43) est satisfaite.

Remarque 3 La fonction scalaire V(z,y) = 3(||zl|* + y?) est une fonction faible de

yAzx
O J

Liapounov pour le champ de vecteurs X (z,y) = ( mais le systéme bouclé défint
a partir de (4.42) avec la loi de commande

u(z,y) = -Y.V(z,y) = —(< b,z > +y)
n’est pas G.A.S.

La raison est que Q; = {(z,y) € R*"/y =0 et < b,z >= 0} est un ensemble de
points singuliers autres que l’origine.

Dot Uimportance du choiz de lintégrale premiére, quand le systéme ne vérifie pas la
ad-condition.
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4.5 Remarques de conclusion

4.5.1 Stabilisation par feedback borné

Si le systéme (4.1) est stabilisable par la méthode de Jurdjevic-Quinn alors une modi-
fication simple du contréle permet une stabilisation par un feedback borné.

En effet, 8’il existe V(z) de Liapounov telle que X.V(z) < 0 Yz € R" et que le controle
u(z) = -Y.V(z) (4.44)

stabilise le systéme (4.1) alors pour obtenir un feedback borné il suffit de prendre par
exemple

Y.V(z)

ul®) =~ Y (o)

€e>0 (4.45)

L’argument est le suivant : La dérivée de V' le long des trajectoires du systeme bouclé
défini & partir de (4.1) avec le contréle (4.45) est donnée par

2
YViz) <0 Vz e R",

Viz)=-X.V(z) - em <

alors le systéme bouclé est stable.
Si on pose

Q={zeR"/ V(z)=0}
alors

Q={zeR"/ X.V(z)=0et Y.V(z)= 0}

donc I’ensemble de Lasalle du systéme bouclé (4.1) (4.45) coincide avec celui du systeme
défini & partir de (4.1) avec le feedback(4.44).

Finalement le systéme bouclé (4.1) (4.45) est G.A.S
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4.5.2 Stabilisation des systémes non affines en controles

La méthode de Jurdjevic-Quinn peut étre généralisée a certains systémes non affines
en controles.

Considérons le systéme non linéaire suivant:

{ = X(z,u)

(4.46)
zeR*, ue R™

et supposons qu’il existe V' une fonction de Liapounov telle que
X,.V(z) <0 VzeR"®
on X;(z) = X(z,0) VzreR"

et que

Y(z,u) = X(z,u) — X(z,0)

est un champ de vecteurs homogene de degré impair, repectivement & la dilatation de
rapport r = (r1,...,Tm), Par rapport au contrdles. C’est a dire

Y(z, A ug, .oy AUy ) = ALY (2, 1)
YieR VzeR"etVueR"™

Posons N
ui(z) = —v,-(a:)(Y(:n,v(;v)),VVT(w)> "pouri=1...m (4.47)
o v(z) = (v1,...,vm) est une fonction qui sera définie plus tard.

Des calculs directs montrent que la dérivée de V le long des trajectoires du systeme
bouclé défini a partir de (4.46) avec le feedback (4.47) est donnée par

2(k+1) <0

V(z) = X1.V(2) - (Y(2,0(z)), VYV (2))
Le systeme bouclé est stable.
Maintenant, 8’il existe v(z) : R* — R™ telle que 'ensemble
W = {z € R*/ X1 V(z) = X} .Y;.V(z) = 0}
ou Y(z) = Y(z,v(z)) Vz € R"

est réduit a {0}
alors le systéme bouclé (4.46)(4.47) est G.A.S.
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4.5.3 Stabilisation des systémes de classe C*

On considére le systéme (4.6) et on suppose que X est un champ de vecteurs de classe
C*, Yi(i = 1...m) des champs de vecteurs de classe C*2. V est une fonction de
Liapounov au moins de classe C? telle que X.V < 0.

Dans la suite k& désigne le plus grand entier tel que ad% Y (z) est au moins continu en
.

Un raisonement analogue au cas analytique montre que si ’ensemble

Wi={zcR"/XP.V(z)=adyxV.V(z) =0;1<p<ky,1 <I<k,i=1...m}
(4.48)
est réduit a 'origine.

Alors la loi de commande u(z) = —Y.V(z) stabilise le systéme (4.6).

Donc, le systéme (4.6) est stabilisable par un feedback au moins de classe C*.

Il est & noter que la condition (4.48) n’est pas necessaire pour la stabilité asymptotique
du systeme bouclé. En effet, I’ensemble de Lasalle peut étre inclu strictement dans

Wry.
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Principe de réduction pour la
stabilisation des systemes

5.1 Introduction

Dans la deuxiéme partie de cette these nous nous intéressons au probléme suivant :
considérons le systéme sur R" défini par

i = f(z,u) (5.1)

et supposons que (5.1) est stabilisable globalement par %(z) un feedback régulier.

Le probleme est de déterminer une classe de fonctions g : R™*" — R™ et
k- R™™ — R pour lesquelles le systeme ” augmenté” défini par:

{ & = h(z,y). f(z,9(z,y))

y=u
est stabilisable par un contréle régulier.

Notre but est de donner certaines réponses a ce probleme.

Quand les fonctions h,g vérifient h(z,y) = 1 et g(z,y) = y on retrouve le lemme
classique des intégrateurs (cf [13],[17),[28],(29],[48],[51],[53]) & savoir : Si le systeme
(5.1) est stabilisable globalement par un feedback de classe C* alors le systeme

{ & = f(z,y) (5.3)

y=u

est aussi stabilisable globalement par feedback de classe c*=.

45
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Des réponses a notre probléme seront données sous forme de conditions suffisantes
pour lesquelles le systeme

i=u

{ i =F(z,y) (5.4)

est stabilisable globalement.

Plus précisement, nous allons essayer de reécrire F'(z,y) = hMz,y)f(z,9(z,y)) pour
certaines fonctions f, g et k. Puis, nous déduisons la stabilisabilité de (5.4) a partir de
celle du systeme réduit £ = f(z,u) .

Tl est & noter que le systéme réduit est différent de celui obtenu par le lemme classique
des intégrateurs (i.e ¢ = F(z,u)). En fait, C’est une généralisation de ce procédé.

Pour illustrer Papport de notre technique, nous allons considérer deux exemples de la
littérature.

Le premier exemple est le systéme donné par Coron-Pralay dans [16]. C’est un exemple
de systéme & = F(z,u) non stabilisable par feedback continu. En utilisant notre
méthode, nous prouverons que le systéeme avec intégrateur est stabilisable par feedback
polynémiale. Ainsi, nous améliorons le résultat de Coron-Praly qui proposent, pour le
systeme avec intégrateur, un feedback seulement présque analytique (i.e analytique sur
IR" — {0} continu & Vorigine).

Le second exemple, sera la classe de systémes plans étudiée par Hermes dans [22]:

v k n,,m
z=y" +czy
{ (5.5)

y=u

En considérant d’autres réductions possibles, nous proposerons des feedbacks polynomiaux
stabilisants.

Nous rappelons que Hermes a obtenu seulement des feedbacks C*.
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5.2 Trois réponses

Dans ce paragraphe nous allons proposer trois résultats.

Théoréme 5.1 ([39]) Supposons que le systeme & = f(z,u) est stabilisable par U(z)
une loi de commande réguliere. Pour toute fonction g : R™" — R™ de classe C*
telle que :

1.
wWhﬁm+%mw (5.6)

2. ®(z,y) est une fonction scalaire positive, ®(0,y) = 0 définie positive en y,

Y = <I)(:1:,y) est propre pour toul x,

%%(0, y) = 0 implique y = 0.

3. Il exite une fonction k(z,y) de classe C*° pour laquelle

8(or) = (@), o (@) + (ko) G @) SO (6D

Alors le systeme

y=u

{ i = f(z,9(z,y)) (5.5)
est stabilisable par une loi de commande de classe C>.

Démonstration

Puisque le systeme z = f(z,u) est asymptotiquement stable, alors il exite V une
fonction de Liapounov de classe C™ telle que

(f(z,a(z),VV(2)) <0 Vz #0
Nous avons 1’égalité suivante:

f(:c,g(:c, y)) = f(:n,'d(:c)) + G('T,y) (g(w,y) —E(x))

ol G(z,y) est 'application définie par

Gay) = [ Diasto(e,y) + (1~ @)
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Posons,
W(z,y) = V(z) + 2(z,9)

D’aprés I’hypotheése 2) du théoreme, il facile de vérifier que W est une fonction de
Liapounov.

La dérivée de W le long des trajectoires du systéme (5.8) est donnée par

Wia,y) = <f<x,n(x)),vv<m)>+<G<x,y)%§(m,y>,vv<x>>

v (St ) + (6 G, )

+ <u,%%)(w,y)>.

Maintenant, si on choisit la loi de commande suivante:

o) = (o) [V + Gee)] + ko) = G @),

et en utilisant les notations du théoréme, on obtient

2
<0.

W(25) = (e, 5(a), VV(z)) + B@,5) — \]%(x,y)

Compte tenu des hypothéses du théoreme, cette quantité est définie, négative.
Le systéme bouclé est alors globalement asymptotiquement stable.

le théoréme est ainsi demontré. ]
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Exemple 8 (Coron-Praly [16])

Soit F: R"™! xR x R — R" la fonction définie par

17($1,$27y) = =

3 2
(lall +98)° = C* (s° + a3 = Naull’y) ] =
ou C est une constante réelle.

Il est montré dans [16] que pour C suffisament grande, le systéme avec intégrateur :

{ z = F(z,y)

. (5.9)
y=u

est stabilisable par feedback presque analytique, alors que le systéme = F(z,u) n’est
pas stabilisable par un feedback continu.

Maintenant, écrivons le systéme (5.9) sous la forme suivante:

{:L‘ = f(a:,g(w,y)) (??)

D=

avec
9(z,y) = y° — ||lz1|’y + =5

et

3
f(e7) = = [l +2)° = 027 =
D’aprés le théoréme précédent, le systéme réduit devient
3
P= [( a2 + 22)° - c%ﬁ] z

Posons, u(z) = 0, pour tout z dans R™.

® et k les deuz fonctions scalaires définies sur R"™' x R x R

1 1 2
®(z,9) = v* ~ 5ll@ll’ + 23y + (ol + 25)

et

k(e,y) = — (llaal® + 3)°y
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Compte tenu des notations du théoréme, nous avons

9(z,y) = %(w,y)

et
B(z,y) = —4 (llo1]|* + 23)” 8(z, ),

Toutes les hypothéses du théoréme précédent sont satisfaites, alors la fonction:

u(er,22,9) = —C2 (Sllell? = y?llas 12 + 3y22) — (2l — lz:)2)y — y° — o

2

est une loi de commande stabilisante pour le systéme (5.9) .
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Théoréme 5.2 ([39]) Supposons que le systéme & = f(z,u) est stabilisable par u(z)
une loi de commande C*, avec V(z) une fonction de Liapounov stricte pour le systéme
bouclé.

Alors, pour toute fonction g : R™ — R™ qui satisfait

1. g(y) =0 est équivalent ¢ y =0, et
2. Det[Jg(y)] le jacobien de g est une fonction définie positive.
3. St on note A(y) la matrice des cofacteurs de Jg(y) alors, si la quantité :

A7) | [' 5 o (-9V(a) - Ja)a(0) + () (o, 0(0)

est égalle a 0 on a 2 =0,

Alors le systeme

{ & = Det[Jg(y)]f(=,9(y)) (5.10)

y=u

est stabilisable par un feedback C*.

Démonstration

Soient )

®(z,y) = 5llg(y) — =(=)II”
et

W(.’E,y) = V(‘T) + (I)(:I},y)

Nous avons la relation suivante:

Det[Jg(y)]f(z,9(y)) = Det[Jg(y)] f(z,u(x))
+ G(z,y) [Det[Jg(y)] (9(y) — u(z))]

ot G admet la méme expression que dans la démonstration du théoréme précédent.
A est la matrice des cofacteurs de J(g) alors
A(y) - Jg(y) = Det[Jg(y)|Idgm.
Compte tenu de cette égalité, la relation (5.11) devient
Det[Jg(y)lf(z,9(y)) = Det[Jg(y)] f(z,u(z)) + G(z,y)-Aly)-Jg(y)-(g(y) — T(x))
= Daallg(u)] (o, 3() + Glay}AW) o (ey) (511
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Nous avons aussi
oD _ 00
DetlTg(y)]- 5, (2,4) = ~Ju(a) A G (2.) (512)

Maintenant, la derivée de W le long des trajectoires du systéme (5.10) est donnée par:
. _ 0P

+ Det[Jg(y)] <f(~”5’ﬁ($))’ ‘Z—i’(x, y)>

v (oA Gt oo + (u hew)

En vertu des relations (5.12) (5.11), si on pose
0®

u(xay) = _a_y(xa y) - AT(y)'GT(x’ y)VV(.’L‘) + AT(y)Jﬁ(x)Tf(:c,ﬂ(:p))
AT(y)-GT(w,y)g—i(w,y) (5.13)
alors, on obtient
W(e,) = DetlJa(y)] f(e.0(a), V(&) - |G o] <

Le systeme bouclé est stable.

Pour prouver la stabilité asymptotique, on va utiliser le principe d’invariance de Lasalle.

Posons,

Q= {(z,9) € R™"/W(a,y) = 0}
Alors
Q= {(z,y) € R /det(Jg(y)) < f(z,u(z)), VV(z) >= 0}

O
N{(z,y) € R** /a—y(:c,y) =0}
Il s’agit de prouver que le plus grand ensemble invariant de €2 est réduit & ’origine.

Soit () = (z(t),y(t)) une solution compléte du systéme bouclé (5.10)(5.13) vérifiant
Y(t)e V>0

Supposons qu’il existe to > 0 tel que y(to) # 0, alors Det[Jg(y(to))] # O.
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Par conséquent
(f(z(to), u(z(t0))), VV (z(t0))) = 0
et donc z(tp) = 0.

d

or a—(O,y(to)) = 0 alors y(to) = 0. D’ou une contradiction.
Y

Maintenant, supposons que y(t) =0 V> 0.

Puisque Zlc—li (t) = u(z(t),y(t)), pour que la courbe «(t) reste dans dans ’ensemble {2 il
faut que

u(z(t),0)=0 Vvt >0
Mais,
u(z,0) =
T voft. N T g
A7) | [ 9 (o ameat - (~VV(2) - Fa(@) (@) + T@) f(e, ()
0
qui, par hypothese, s’annule seulement a 'origine.
alors z(t) =0 Vt>0.
Finalement, le plus grand ensemble invariant est réduit a I’origine.

le théoréme est ainsi demontré. u
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Exemple 9 (/39])

Soit le systéme défini sur R? suivant:

{ z=3y%z +y°) (5.14)

y=u
Posons,

9(y) =9, fla,u) =z +u,

D’apres les notations du théoréme précédent, nous avons A(y) = G(z,y) = Idg.
Et si on prend

1
u(z) = -2z, et V(z)= 51:2,
la condition 3) du théoréme devient 4z = 0.

Le systeme est alors stabilisable pour la loi de commande

u(z,y) = —(y° + 22)(3y* + 2)

Remarque 4 St on considére la réduction par le lemme classique des intégrateurs, du
systéme (5.14), on obtient

& = 3u®(z + u®)
Il est clair que le systéme n’est pas stabilisable par feedback de classe C*.

Le systéme(5.14) représente un ezemple simple de systéme non stabilisable par feedback
de classe C* mais qui peut étre stabilisable par feedback dynamique polynémiale.

Cet exemple montre aussi que l’équivalence entre la stabilisabilté du systéeme & = f(z,u)
et celle du systéme

&= f(z,y)
y=u (5.15)
z,yetu€ R

par un feedback continu, démontrée dans [18],ne peut pas se généraliser & la stabilisation
par feedback de classe C*.
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Théoréme 5.3 ([39]) Supposons que le systéme & = f(z,u) est stabilisable par u(z),
avec V(z) une fonction stricte de Liapounov pour le systéme bouclé.

Alors, pour toutes fonctions g : R™ — R™, h : R™ — R telles que les proprietés
suivantes sont satisfaites:

1. g(y) = 0 est équivalent a y =0 , h est définie, positive, et

2.
0P

h(y)(g(y) —u(z)) = a—y(:ﬂ, y), (5.16)

pour une fonction ® qui vérifie les proprietés du théoréme.5.1 ,et

3. Il eziste k(x,y) une fonction de classe C™, avec k(z,0) = 0 telle que la quantité:

Bary) = Mo, T(e), G (o) + (o) 5o @) <0, (57
et
4. /01 % (z,tu(z))dt [VV(m) + g—i(ﬂ,y)] = 0 implique z = 0

Alors, le systéme

y=u

{ &= h(y)f(z,9(y)) (5.18)

est stabilisable par une loi de commande de classe C*.

Démonstration

Comme pour la démonstration du théoreme.5.1, on considere la fonction de Liapounov
W(z) = V(z) + @(z,y)
En utilisant le faite que

h(y)f(z,y) = h(y) + G(z,y)h(y)(9(y) —T(z))
h(y)f(z,u(z)) + G(z,y) 52 (2, y)

et en choisissant

We,) = ~67(@,0) g (2,1) ~ o)V + Ke) -~ 5e(ew) (519
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la dérivée de W le long des trajectoires du systeme bouclé (5.18)(5.19) est alors

W (,y) = h(y) {f(2,T(z)), YV (z)) - + B(z,y)-

oo
lgy-@c,y)

compte tenu des hypotheses, cette quantité est négative ou nulle.

Pour montrer la stabilité asymptotique, nous allons utiliser le principe d’invariance de
Lasalle.

Posons,

0 ={(z,y) € R™™ /W (z,y) =0}
Alors

Q= {(z,y) € R™"/h(y) < f(z,u(z)), VV(2)" >= 0}

o
0 {(@0)/ G 2,) = 0)
Il s’agit de prouver que M le plus grand ensemble invariant de Q est réduit & origine.

Soit (t) = (z(t),y(t)) une solution compléte du systéme bouclé (5.18)(5.18) vérifiant
v(t) € Q) Vt>0.

Supposons qu’il existe tg > 0 tel que y(o) # 0, alors A(y(to)) # 0.

Par conséquent

(f(a(to), u(z(t))), YV (2(t0))) = 0
et donc z(to) = 0.
or 5“(0,?4(750)) = 0 alors y(tp) = 0. D’ou une contradiction.
Y
Finalement, si y(t) € Q Vt > 0, alors y(¢) = 0Vt > 0.

Maintenant, ity(t) = u(z(t),y(t)), comme y(t) € QVt > 0 alors

w(z,0) = -G (z) |VV(z) + %3(:5,0) =0

Par hypothese, cette quantité ne s’annule qu’a 'origine. Donc z(¢) = 0 V¢ > 0.

Alors M est réduit a lorigine.

d’ou le théoréme. =
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Remarque 5 Dans les théorémes énoncés ci-dessus nous avons supposé la connaissance
de V une fonction de Liapounov stricte pour le systéme réduit.

Tous les arguments précédents peuvent s’étendre a la situation ou V est seulement une
fonction faible de Liapounov. L’argument est le suivant:

Supposons que le systéme analytique & = f(z,u(z)) est asymptotiquement stable par
application du principe d’invariance de Lasalle, avec V(z) une fonction de Liapounov
faible pour le systéme bouclé. Cect est équivalent a

{z e RMX*V(2) =05k € N*} = {0}.

ou X désigne le champ de vecteurs du systéme bouclé (i.e X(z) = f(z,u(z)))

Avec ce résultat il est clair que les démonstrations des théorémes restent inchangées,
et les mémes feedbacks stabilisent les systéms.

Remarque 6 [l est a noter que les feedbacks obtenus sont de classe C*°. Si on affaiblit
la condition du théoréme par la condition

(Ge0) =0) = {fte.7(a)), G ta) <0

On obtient alors des feedbacks presque analytiques.L’argument est le suivant:
la condition 3) est une condition nécessaire pour lexistence de k(z,y). La condition
est suffisante pour lexistance de d’un feedback presque analytique.

L’argument est analogue a celui utilisé par Sontag pour prouver le théoréme d’Artstein

[2]:

Soit ¢ la fonction définie par

ot/ %462 .
a.B) = fB8>0
e(a, B) {0 8 A

alors

Koy) = (f(w,ﬁ(w)), |5

2\ 90
) a_y(xay)

satisfait la condition 3). Le résultat correspondant pour la condition 2) du théoréme.5.2
est obtenu par des calculs similaires que nous ne développerons pas ici.
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5.3 Les systemes plans d’Hermes.

Récemment, dans un papier intéressant [22], Hermes a considéré les systémes plans

suilvants:
& =y* + ca™y™

y=u c#0 (5.20)
k,netm €N

et en supposant que les entiers k,m,n vérifient
(2) k est impair
(i) 2 >k _m>n>1

Il a prouvé I’existence d’une loi de commande de classe C! qui rend le systeme bouclé
globalement asymptotiquement stable .

Comme application de nos résultats, nous allons montrer que le systéme(5.20) peut
étre stabilisable par des feedbacks analytiques si :

[ k est impair

k <m ou

k > m,m impair ou
k>metn>2ou
k>metn=1et2m+1>k%k

Autrement dit, quand k£ < m ou (k > m et n = 2) on peut affaiblir la condition (ii)
d’Hermes. Nos conditions sont plus larges, en plus nos feedbacks sont analytiques et
données explicitement.

Pour prouver ce résultat nous allons distinguer deux cas:

5.3.1 k < m.
On considére la fonction de Liapounov

1 1
V(z,y) = mykﬂ + sz

des calculs directs montrent que la loi de commande

u(z,y) = —z(l+ cy™ *2") — yF,

rende le systeme bouclé globalement asymptotiquement stable.
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532 k>m

Dans ce cas nous reécrivons le systeme (5.20) sous la forme:

& = y™(y" + cz”)
{ Py (5.21)

avec p = k — m un entier positif.

m est impair

La stabilisabilité peut étre déduite par le lemme classique des intégrateurs: En effet,
le systéme # = u™(uF~™ + cx™) est stabilisable par la loi de commande

$n+1

’U,(.’I,') = QW

k—-m

=1.

avec « une constante telle que ac < 0 et
c

m est pair, avec n > 2

La stabilisabilité du systéme (5.20) sera déduite par le théoréme.5.3 .
Dans le théoréeme(5.3) apparait une fonction ¢ avec certaines proprietés. Pour obtenir
une telle fonction nous avons besoin du lemme suivante:

Lemme 5.1 Soit Q un polynome en z et y. Alors pour tout entier p pair strictement
supérieur @ q; (le degré de Q en y), ils existent deuz entiers a et b pour lesquels la
quantité

O(z,y) = y” + 2*(az? + Q(z,y) + b)
avec ¢ = q1 * (g2 +2) ot g2 est le degré de Q) en x

est définie, positive et propre.

Démonstration (voir appendice)

En vertu du résultat précédent, on sait qu’ils exitent a,b et d, trois entiers suffisament
grands pour lesquels

1 n, m+1

1
m+p+1 cz™y

m+p+1 +m+1
1

m+1

®(z,y) =

$3ym+1 + 0,272 + bzm+2n + de(m+2)
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est définie, positive.

Compte tenu des notations du théoréme.5.3, on pose

9(z,y) =y*, h(y) =y™ et f(z,u) = u+ cz",

la loi de commande
u(z) = —cz™ — 2°

stabilise le systéeme réduit et nous avons

0o
it — 4, P n 3
ay(fﬂ,y) y"(y" + cz" + 2°) |

Les conditions 1) 2) du théoréme.5.2 sont satisfaites.

Si on définit
k(:c,y) = _$2ym+1

alors, on obtient

) xnym+1 + (1 _I_ 3 >x3ym+1

- 2, m|, m+p+l 1_
ﬁ(z,y) Y [y +C< m+1 m+1

+ 2az® + (m + 2)nbz ™" 4 3(m + 2)dm3(m+2)]
Pour a,b,d choisits suffisament grands cette quantité est négative.
Ainsi, la condition 3) du théoreme.5.3 est satisfaite.
La relation 4) est simplement
(z + 2az + (m + 2)nba ™I | 3(ip 4 2)z3(m+2)-1 = 0)=z=0

Toutes les conditions du théoreme.5.3 sont satisfaites. Alors, Le systéme est stabilisable
par un feedback poynoémiale.

m pair , n=1, et 2m+1 > k
En utilisant le théoreme 5.2, nous allons prouver la stabilisation du systeme (5.20).

Le systéme peut étre reécrit sous la forme

{ Gy e (5.22)

y=u
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Tout d’abord, nous allons prouver que le systeme

{ & =y"7(y" + cz)

. (5.23)
y=1u

est stabilisable.
Compte tenu des notations du théoreme.5.2, on pose

9(y) =y*, A(y) = Idm, f(z,u) =u+cz

u(z)=—czx—a®sic>0
(z) = 0 sinon.

la relation 3/ du théoreme.5.2, avec V(z) = 2%, devient

{ (—z(1+c®+3cz?) =0) >z =0, pour ¢ >0

z=0= z = 0! sinon.

D’apreés le théoréme.5.2, le systéme(5.23) est stabilisable par un feedback polynomiale.
Pour la suite de la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant:
Lemme 5.2 Supposons que le systéme

&= X(z) +uY(z) (5.24)

est stabilisable par u(z) un feedback de classe C*.
Alors, pour toute fonction scalaire f(z) > 0 telle que:

f(z) =0 implique X(z) =0

le systéeme

&= f(z)X(z) + uY(zx) (5.25)

est stabilisable par un feedback de classe C*.

Démonstration

En vertu du théoréme inverse, il exite V de classe C* telle que:

Veao(a) = (XG0, T (@) + ) (Y(0) o)) <0vazo
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En particulier,
st X(z) =0et z#0alors <Y(z),VV'(z)><0 (5.27)
Maintenant, considérons le feedback suivant :
u(z) = f(z)u(z) — (Y (2), V¥V (z)) (5.28)

Alors, ‘7(5_25) la dérivée de V le long des trajectoires du systéme bouclé (5.25)(5.28) est
donnée par :

Visan(z) = F(@)Vpan(z) - < Y(2), V(@) >*(@) <OVo£0  (5.29)
En fait, Vs.45) est une fonction définie négative.
En effet, si on note ) I’ensemble défini par

Q={zeR"/ Vis.zs) =0}

alors

Q={zeR"/f(z)=0}Nn{z e R*/ <Y(z),VV (z) >= 0}
donc

QCc{zeR"/X(z)=0}n{zeR"/ <Y(2),VV(z)" >=0}
et grace a (5.27) on a

{e e R"/X(z) =0} N {z € R*/ < Y(z), VVT(z) >= 0} = {0}

Le lemme est ainsi démontré.

Remarque 7 En général la réciproque est fausse. Par exemple, considérons la situation

sutvante:

X(z) = Az, Y(z) =|| z||"" Bz et f(z) = ||
avec n € IN*

Supposons que la paire (A, B) est contrélable et que A posséde des valeurs propres d
partie réelle strictement positive.
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Comme la paire (A, B) est supposeée contrélable alors, le systéme
i = X(2)f(2) +uY (2)
=|| z [I** [Az + Bu]
est stabilisable par un feedback linéaire. Alors que le systéme
&= X(z)+uY(x)
= Az+ || z ||** Bu

est non stabilisable par un feedback de classe C*, puisque le systéme linéarisé, calculé
au voisinage de lorigine:
T = Az

est instable.
u

En appliquant le lemme précédent a un cas particulier on obtient la corollaire suivant:

Corollaire 5.1 Si le systéme

= f(z,y
{ ) (@) (5.30)
j=u
avec f(z,0) =0, est stabilisable par un feedback de classe C*, alors le systéme
N 2n
T =y"f(z,y
{ =y (@) (5.31)
y=u

est stabilisable pour tout entier n.

En vertu de ce corollaire, le systeme (5.20) est stabilisable pour p > 1, puisque f(z,0) =
0.

Quand p = 1, on procéde directement:
{ z =y"(y + cz)
j=u
est stabilisable pour la loi de commande
u(z,y) = —y™(cy + +2¢’z) — (y + cz)
avec

1
V(z,y) = 5y" + cay + ¢’

comme fonction de Liapounov.

Ce qui termine la démonstration .
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6

Stabilisation des équations de la
vitesse angulaire d’un corps rigide

6.1 Introduction

La troisieme partie de ce travail est consacrée a la stabilisation des équations de la
vitesse angulaire d’un corps rigide.

Tout d’abord, nous allons rappeler les équations de la vitesse angulaire d’un corps
rigide.

Soit z(t) = (z1(t), z2(t), z3(t))" la vitesse mesurée dans un repeére mobile lié au corps
rigide et [y > I, > I3 les moments d’inertie principaux. Alors, les équations d’Euler
pour un coprs rigide sont données par

It = S(z)Iz + Bu

z € R® v e R®et B = (B;;) € Ma.s : (6.1)

1=1...3
7=1..3

oul = diag(]l, 12713)

0 I3 —T9
S(z)=4{ —zz 0 T

et

) —T 0

si on pose,
J] = (.[2 - I3)/I1,J2 = (I3 - Il)/Ig,J;; = (I] - .[2)/13 et B := I_IB
alors le systéme (6.1) devient

65
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{ & = I"1S(z)Iz + Bu (6.2)

reR3ucR? .

Sans perte de généralité, nous allons supposer que le corps rigide n’est pas sphérique
et que la condition suivante est vérifiée:

3
J,-2+ZB,~]-740 pouri=1...3

=1

La condition ci-desssus permet d’éviter des cas non stabilisables évidents.

Le probleme de stabilisation des équations de la vitesse angulaire a sucité l’intérét
de plusieurs auteurs. Aeyels et Szafranski ont établi que si le corps rigide est non
symétrique, alors le systéme (6.2) peut étre stabilisable par un feedback linéaire s’il
vérifie la condition suivante:

Condition d’Aeyels-Szafranski
La matrice B contient au moins un élément non nul sur chaque ligne.

3
(i.eY_Bij?#0pouri=1...3)

=1
Dans le cas ou le corps rigide possede une symétrie, Sussmann et Sontag ont prouvé
Pexistence d’un feedback régulier, qui rend le systéme globalement asymptotiquement
stable. La démonstration est claire malheureusement le contrdle n’est pas donné ex-
plicitement.

Un premier objectif de cette partie de la thése est de montrer que les deux cas relevent
de la technique de Jurdjevic-Quinn. Ainsi, en choisissant une fonction de Liapounov
convenable, nous allons donner un feedback polynomial qui permet de stabiliser le
systeme (6.1) dans le cas d’un coprs rigide symétrique.

Un autre probleme important, a en juger par le nombre d’articles publiés sur la question
(cf [9] [5] [3] et leurs réferences), est 1’étude de la stabilisation d’un coprs rigide au
voisinage de 1’axe intermédiaire:

Considérons le systéme suivant

.'i?l = Jl.’EziL‘g
.’fz = J2$1$3 (63)

.’i3 = J3.’E1I2 +u

Il s’agit de trouver un feedback régulier qui rend le systéme bouclé stable au voisinage

du point (0, M, 0).
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En utilisant la méthode de 1’energie-Casimir, Bloch et Marsden ont prouvé que pour
la loi de commande

le systéme bouclé est stable au voisinage du point (0, M, 0).

Ici, on se propose de faire une analyse plus fine : en plus de la stabilité, on va s’intéresser
au probleme d’attractivité, sur le cylindre d’équation (—Jizi+Joz2 = /| % |), du point

(0, M,0).
Le reste de cette partie de la these est organisé de la facon suivante :

Dans le deuxieme paragraphe, nous allons montrer que si la dimension de B est
égale a deux, alors le systéme est stabilisable par un feedback linéaire. Ainsi, nous
généraliserons le résultat établi dans [1].

Dans le troisieme paragraphe, nous montrerons que si la dimension de B est égale a
un et sauf pour un cas critique, le systeme (6.2) est stabilisable par la méthode de
Jurdjevic-Quinn développée dans la premiére partie de ce travail.

Le quatrieme paragraphe traite de la stabilisation d’un corps rigide au voisinage de son
axe intermédiaire.
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6.2 Stabilisation par deux contréles

Dans ce paragraphe nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.1 Si la dimension de B est égale ¢ deuz alors le systéme (6.2) est
stabilisable par un feedback linéaire.

Démonstration
Sans perte de généralité, nous reécrivons le systéme sous la forme:
.7.?1 = .]1.’1,'2.'1,'3 + YU + bv
Si?g = J2$1$3 + u
(6.4)

3",'3 = .]3.’171172 + v

avec 1, <0J3€R et vy, 6 € R

Si la quantité 4* + 62 est non nulle, alors le systéme vérifie la condition d’Aeyles-
Szafranski, donc stabilisable par un feedback linéaire. Dans la suite de la démonstration,
nous supposons que 72 4+ 62=10.

Considérons le feedback proposé dans [1]:

U = ax,
v = bzy + cz3 (6.5)
a,ce R_etbe R*
et posons
(87 J2 ﬂ J 1
V(e) = g(-Fel+ a0 + g(- ot +22)° + 5 H(2)

ou H(z) = —Jsz3 + Jozk — 2bz3

a, } deux réels strictement positifs qui seront définis plus tard.
Il est clair que la fonction V est définie, positive et propre.
Des calculs directs montrent que la dérivée de V' le long des trajectoires du systéme

bouclé (6.4)(6.5) est donnée par

V = 2cH? + 2(Jsz3(c — b) + bzy(2¢ — b)) H + a(az? + Bzf) — ,8#:1:3(23:12:1022 - #xﬁ)
2 2

Comme

J: J
—,37:3:3(23:121:22 - 7:(1214) S 0
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Pour prouver la stabilité du systéme bouclé (6.4)(6.5) , il suffit de montrer que
P(H) = cH? + (J3z(c — b) + bzy(2¢c — b)) H + %(awf + Bz:°) <0

En effet, la quantité P(H) peut étre considérée comme un polynéme de second degré
en H. Le discriminant, calculé en fonction de x4, est donné par

A(zz) = z3*[(zo(c — b) + b(2¢c — a))2 — 2ac(a + Bz2]

Si a et B sont choisis suffisament grands, A(z;) est négative.

Le systéme bouclé (6.4)(6.5) est stable.

Pour montrer la stabilité asymptotique, nous allons utiliser le principe d’invariance de
Lasalle.

Soit 2 ’ensemble défini par
0 ={z e R’/ V(z) =0}

alors

QO ={zc Rz, =23=0)

v(t) = (1(t), 72(t), v3(t)) une solution compléte du systéme bouclé (6.4)(6.5) sur laque-
lle V est constante.

d
Puisque (—1273(75) = byi(t) et y(t) € LVt > 0 alors ¥, () = 0 pour ¢ > 0.
Finalement, v(t) = 0

Ceci termine la démonstration de la proposition. ]



70 6. Stabilisation des équations de la vitesse angulaire d’un corps rigide

6.3 Stabilisation par un seul controle

6.3.1 Cas d’un corps non symétrique
Un corps rigide non symétrique est caractérisé par la condition suivante
L>L>1>0 (6.6)

Alors
Ji1>0, Js>0etJ; <0

Nous supposons que le systéme (6.2) vérifie la condition d’Ayeles-Szafranski (i.e bybybs #
0)

Le but de ce sous paragraphe est de prouver la proposition suivante:

Proposition 6.2 Pour V(z) = 3(I1z1%+Lz*+13z5%) le systéme est de type Jurdjevic-
Quinn, donc stabilisable avec

u(z) = — <Y($),VVT(:L')> = Z_; b;xz;

ot Y(.’E) = (bl/Il, bg/Ig, b3/I3)T
Démonstration
Il est bien connu que P’énergie cinétique est une intégrale premiere pour la dérive.

Nous allons prouver 1’égalité suivante :
{t e R*/YV(z) = XYV(z) = X*YV(z) =0} = {0}
ou X(z) = (J12273, Jox173, J32172)"
Nous avons les trois relations :
Y.V(z) = bizy + baz2 + b3zs (6.7)

XYV(.’L') = Jlbl$2$3 + J2b2.’E1.’E3 + J3b3.’171$2 (68)
XZYV(:L‘) = lel(J2:II32 + J3.7722) + ngg(J1$32 + J3.’I712) + b3J3(J2$12 + J1IE22) (69)

11 suffit de prouver que ces relations impliquent que I’une des coordonnées est nulle :
Puisque, si c’est le cas , (6.8) montre qu’une deuxiéme est nulle, et d’apreés (6.7) la
troisiéme est aussi nulle.
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Maintenant, les trois vecteurs
T J J. 7 T
T = (2131, Z2, -7/'3) U = ( 12223, J271T3, 31'1552)

w = (J1J2$1$32 + J1J3.’E1.’1222, J2J3$1$22 + J1J2£E2.’IZ32, J1J3£C3£I}22 + J2J3£C3:1712)T
sont orthogonaux & b = (b1, bo,b3)7.

Par conséquent, leur déterminant est nul. Donc, nous avons la relation suivante:
Det(z, v, w) = (Jiz5® — Joz1?)(Jazs® — Jazo?)(Jaz1? — Ji23?)

Ce qui implique qu’au moins un des facteurs est nul.

En vertu de (6.6), si I’'un des deux premiers facteurs est nul alors
z1=zo,=0o0uzy=23=0
Maintenant, si J3z;? = Jyz3? alors la relation (6.8) multipliée par z; devient
z3[J122(bizy + baz3) + Jobozy’] = 0
et d’apres (6.7) nous obtenons
baz3(Jiz® — Jozi %) =0
donc, 23 = 0 ou 23 = 2z = 0.

Finalement, nous avons prouvé que dans tous les cas au moins une coordonnée est
nulle.

La proposition est ainsi demontrée. [ ]
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6.3.2 En présence d’une symétrie

Il est a noter que ce cas est important puisqu’il concerne en particulier le cas d’un
satellite.

Supposons par exemple que I} = I, # I3 . Le systéme (6.1) devient
.’i'l = (T9T3 + b1u
Ty = —az1z3 + bau (6.10)
Si‘3 = b3u

sans aucune perte de généralité , nous supposons que le vecteur b = (b1, by, b3)7 vérifie

b3 ?é 0 et (b],bg) 75 (0,0) .

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 6.3 Pour V(z) = 1z3* + 1 P(z3)(21? + 22 + 23)°

ou P est le polynéme P(z) = az®+ bz + % avec a = 2(by® + b%) et b = by’
Le systéme (6.10) est du type Jurdjevic-Quinn, stabilisable par le feedback polyno-
mial

u(z) = — <b, VVT(a:)>
= —P(zs)(z1® + 22® + x3) [2b121 + 2by25 + 3]

1
— b3 (3?3 + §P,($3)($12 + x4 + $3)2)

Démonstration ,
b b?

Nous avons P(z) = a ((a: + 2—) + Z—E) . Alors P(z3) > 0 et V est définie, positive
a a

et propre.

Des calculs directs montrent que V est une intégrale premiere pour la dérive.

Pour prouver que le systéme est du type Jurdjevic-Quinn, il suffit de prouver que
I’ensemble défini par

{z e R®/YV(z) = XYV(z) = XYV (z) = 0}
ot X(z) = (azy23,az123,0)7 et Y(z) = (by, ba, b3)7
est égal 3 {0}
Nous avons les trois relations:
YV(z) = bszs + (212 + 227 + 23)(bs(21? + 22) P'(3)

(6.11)
+ 4(b1z1 + b2z2)) P(x3) + 2bsP(z3) + b3 P'(z3)) =0
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XYV({E) = —2a(b2:1:1).1:3(:1:12 + .’1722 + $3)P($3) =0 (612)
X2YV($) = —2&2(1)1{1}1 + b2$2)$32($12 + II}22 + .’IJ3)P($3) =0 (613)

Tout d’abord, nous allons montrer que ces trois relations entrainent z3 = 0.

Supposons que z3 # 0 . Puisque P(z3) > 0 et en vertu de (6.12)(6.13) nous avons

T+ 2 +23=0

ou ; )
zy — bz =0
2T1 — 01T2 (6.14)
blil'l + 1)2.‘132 =0
La premiere relation et (6.11) impliquent que x3 = 0. D’6u une contradiction.
La seconde relation entraine z; = zo = 0 et d’apres (6.11) nous obtenons
1
§b3$3(2P($3) + Pl(.’l,'g) + 2) =0
7 36 23b% + 32
+ 32a
2P($3)+P,($3)+2=4a (<$3+g+——64T)) >0
Alors z3 = 0 . d’ ou une contradiction.
Puisque nous avons z3 = 0, la relation (6.11) devient
1
5 [6sP'(0) (23 + 23) + (b1z1 + bo22) P(0) + 265 P(0)] = 0
L’expression entre crochets peut étre reécrite comme
4ab1 2 4G,b2 2 4
bb e
s Kml T T, ) * (””2 T ) T hTAb
Il est clair que cette quantité est non nulle. Alors, nous avons z; = x5 = 0.
Ce qui termine la démonstration de la proposition. [ ]

Remarque 8 Le systéme (6.10) n’est pas stabilisable par une loi de commande linéaire.
En effet, siu(z) = az)+bzotczs ot a,b et ¢ € R, alors la droite d’équation (ax,+bxy =
0 et z3 = 0) est un ensemble de points singuliers autres que l’origine.
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6.4 Stabilisation d’un corps rigide autour de ’axe
intermédiaire
Proposition 6.4 ([4{2]) Le systéme bouclé suivant:

ibl = Jl.'172.’173
.’1'72 = J2$1$3 (615)

t3 = —z3 — Jox1(—Jozi? + J1z2?)
défini a partir de (6.3) avec le feedback
u(z) = —Jsz122 — 23 — szl(—Jg.’Elz + J1:c22)
est stable.

Démonstration

Considérons la fonction de Liapounov définie par :

1 1
V(x) = 5 (132 + (—J2$12 + J1$22) (——J2x12 + ]1;1;22 + 29+ 71))

Il est clair que la fonction V est définie, positive et propre.

Si on calcule V, la dérivée de V le long des trajectoires du systéme bouclé (6.15),
on obtient :

Le systeme est stable .

d’ou la proposition. [

En vertu du principe d’invariance de Lasalle, Les trajectoires du systéme (6.15) tendent
vers le plus grand ensemble invariant contenu dans

Q= {zeR°/V(z) = 25 =0}

Maintenant, sur le plan d’équation z3 = 0, le champ de vecteurs qui définit le systeme
(6.15) devient:

0

0 (6.16)
-—Jzilh(—.]z.’l)% + Jll'%)



6.4. Stabilisation d’un corps rigide autour de I’axe intermédiaire 75

Finalement, le plus grand ensemble invariant contenu dans (2 est constitué de la droite
D = {z € R*/z; = z3 = 0}.

Comme les trajectoires du systeme bouclé (6.20) évoluent sur les cylindres d’ équation
—J2z1? + J122? = ¢ (la fonction scalaire £ — —Jyzi? + Jiz2? est une intégrale premiere
du systéme (6.20)), alors les trajectoires tendent vers I’ensemble S = {A., B.}.

ou A, et b, sont les points de coordonnées (0, , fji, 0) et (0, —, /-;—, 0).
1 1

Plus précisement, nous avons :

Proposition 6.5 ([42]) Pour le systéme bouclé restreint au cylindre d’équation — Joz3+
J1z2 = c(c > 0) nous avons la description suivante:

o le point A, est un point d’équilibre localement asymptotiquement stable.
o [l y a deuz trajectoires dont l’ensemble w-limite est constitué du point B..

o ['ensemble w-limite des points qui ne sont pas sur ces deux trajectoires est €gal
au points A,

Démonstration

Les équations du systéme (6.15) restreint au cylindre sont :

é = —J1J2.'173
(6.17)
.’i33 = —x3+ 7‘3\/ —J1J20030
La matrice du systeme linéarisé, calculée au voisinage de A, est :
0 —J1de
(6.18)
’—7'3\/ J1J2 0

Le déterminant de cette matrice est positif et sa trace est négative alors le systéme
linéarisé est asymptotiquement stable.

Le premier point de la proposition est ainsi demontré.

Au voisinage de B,, la matrice du systéeme linéarisé est:

(v )

(6.19)
1"3\/ J1J2 -1
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Le déterminant et la trace sont négatifs. Localement, Le point B,, est un point selle.

le deuxiéme point de la proposition est ainsi demontré.

Dans la suite de cette démonstration, nous allons utiliser les notations suivantes :
X est le champ de vecteurs pour le systeme (6.15), et d désignera la distance entre

deux points du cylindre.

Soit M un point autre que B, , si nous avons
de>0/VT :d(Xr(M),B;) > ¢ (6.20)

alors M est sur 'une des deux trajectoires admettant B. comme ensemble w-limite.

Si la condition (6.20) n’est pas vérifiée, alors

Ve>0/3T :d(Xr(M),B,) > ¢ (6.21)

et si € est choisi suffisament petit, X7(M) est dans le bassin d’attraction de A..
Finalement, ’ensemble w_limite de M est A. .

Ce qui termine la démonstration de la proposition. ]



6.5. conclusion 7

6.5 conclusion

Dans le cadre de la stabilisation globale des équations de la vitesse angulaire d’un coprs
rigide non sphérique on arrive a la conclusion suivante:

Si la. dimension de B est égale a deux alors le systeme est stabilisable par un feedback
linéaire.

Si la dimension est égale a un et le corps est symétrique, alors le systéeme n’est pas
stabilisable par feedback linéaire mais il existe un feedback polynémiale qui stabilise le
systeme.

Dans le cas ou le coprs rigide ne possede aucune symétrie et le systeme vérifie la
condition d’Ayeles-Sfranski, le systeme est stabilisable par un feedback linéaire.

Reste le cas ot le coprs rigide n’est pas symétrique, et le systeme ne vérifie pas la
condition d’Ayeles-Sfranski. Ce qu’on peut dire actuellement c’est qu'ils existent des
cas non stabilisables. Considérons par exemple la situation suivante ;

T1 = ZoZ3+ U
.'i?g = —T1T3 (622)
5&3 =219 — U

(i.eJ1:—J2=J3=1etb1=—63:1,b2=0)
En effet, si v(¢) = (71(t),72(t),73(t)) est une solution du systeme (6.22) avec

mN(0) = —73(0) =c# 0
’)’2(0) =d>0

Comme d

(1) +75() = 72(O)(n(?) + (1)
il vient que

n(t) +7(t)=0 Vi2>0

Maintenant, J
770 =7()
alors v2(t)40 quand t — +o00 .

Finalement, le systéme n’est pas stabilisable méme en boucle ouverte.
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Démonstration du lemme.5.1

Tout d’abord, nous allons montrer que si |z| < 1 ou |y| < 1 alors pour b suffisament
grand ® est positive.

Pour cela on distingue deux cas:

e|y| < 1 Il facile de voir que pour b suffisament grand on a

az? + Q(z,y) +b>0 pour tout
ojz| <1

La quantité ® peut étre réecrite sous la forme suivante

p—1

O(z,y) =y* + ) P(z)y’

1=1
ou Pi(:=1...p—1) représentent des polynémes en z.

Comme |z| < 1 alors pour z =1...p — 1, P; est borné. Il existe alors R tel que si
lyl| > R on a ®(z,y) > 0. Maintenant si |y| < R, il suffit de choisir b de sorte que

b > Sup|x|$1,|y|§lQ($7 Y)

Dans la suite de la démonstration nous allons supposer que |z| > 1 et |y| > 1.
Posons

1 : .
®i(z,y) = —y¥ + iz Py’ + Bzt
n
ol a;; sont les coefficients du polyndéme Q) , n = card{(z,7)} et Bi; = IMaij|F£_i

En un premier temps, nous allons prouver que «;; est positive. Pour cela nous
allons distinguer deux cas:

oy~ > nay;|z|*+?
Q,i(z,y) = Ey] [y”_J + na,-jx”z] + d;;z?

Comme yP~7 + noy;z'*? et y’ sont du méme signe alors ®;,(z,y) > 0.
3 g J

o|ly|P~! < nay;|z|*? Des calculs directs montrent que dans ce cas nous avons
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I’inégalité suivante:
nasly’e™*? < Bijlz]’

alors ®;;(z,y) > 0¥(z,y) # (0,0).

Maintenant,
B(z,y) = Y Bij(e,y) + ba®  avec a=3_
donc ®(z,y) est définie, positive.

Le lemme est ainsi démontré u



