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Introduction

Cette thèse regroupe certains résultats sur la stabilisation pal retour d'état régulier,

des systèmes non linéaires'

Actuellement, d.ans la littérature, on ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante

pour la stabilisation globale des systèmes non linéaires, sauf pour des cas particuliers'

les systèmes linéaires par exemple.

Il est à noter que ies résultats de stabilisation obtenus dans cette thèse sont globaux

et les feed,backs proposés sont réguliers (i.e analytiques ou c-)

Dans le cas orf Ie système n'est pas stabilisable par un feedback de classe Cl, principale-

ment quand iI ne vérifie pas les conditions de Brockett, différents auteurs ont cherché à

stabiliser par des feedbacks moins réguliers. Par exemple, pour certains systèmes plans

non stablisable par feedback cl, Kawski propose une stabilisation par des feedbacks

dont la régularité est Hôlderienne (donc entre continu et cr). Il y a aussi la technique

de Artstein-sontag qui permet une stabilisation par feedback presque analytique (i'e

analytique sur IR* - {0}, continu à l'origine)

Ici, I'intérêt est de donner des feedbacks très réguliers y compris à I'origine'

si le système est stabilisable au moins par un feedback de classe cl, alors on cherche

des feàdbacks réguliers sinon on considère un système dit "augmenté" C'est à dire

dont on augmente I'espace d'état, ce qui revient à considérer des feedbacks dynamiques,

ou encore àarrs l" langage de I'automatique à ajouter des intégrateurs '

Ce travail est composé de trois parties'

Dans la première partie on va s'interesser à la stabilisation par la méthode de Jurdjevic-

Quinn. Le but est de proposer une forme simple et générale de cette technique' une

sàrie d'exemples pratiques et théoriques sera traitée'



1. Introduction

Le deuxième volet de ce travail concerne Ia stabilisation par feedback dynamique : si

on considére le système défini sur lR'

; :  f  (æ , ,u )  ( 1 .1 )

stabilisable par feedback régulier à I'origine,

le problème est de déterminer des fonctions g : lR'+- r-+ IR- et h : IR'+- r. IR* telles

que le système

( r .2)

est stabilisable.

L'objectif est de donner certaines réponses à ce problème.

La troisième partie de cette thèse est consacrée à l'étude de la stabilisation des équations

de la vitesse angulaire d'un corps rigide.

L,essentiel de ce travail a fait I'objet d'une série de publications.

{  "  
:  h ( r , y ) . f  ( r , s ( r , y ) )

l y :u



2
Notations et formulation du

problème

2.L Notations

Ici, nous rappelons quelques notations "standards" qui vont être utilisées tout le long
de ce travail.

(, ) et ll . ll désignent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne
sur lR'.
Si / est une fonction scalaire differentiable, V/ représente le gradient de /.
S'il y a risque de confusion, on utilisera plutôt les notations (, )11, ,ll . ll*. et Vp,.

Pour un champ de vecteurs X défini sur IR', on note

o X1(rs) la solution du système différentiel â : X(r) avecXo("g) : 0.

AX,
. 

A* 
la matrice jacobienne de X.

o Si / est fonction scalaire differentiable, X./ désigne l'action du champ de vecteurs
X, considéré comme un opérateur différentiel, sur /.

x.T@) : 4f @,f.ùl : (V/(r), x("))'  dt '  \  '"  r 
lr=o

et par récurrence on définit Xk.f : X(ytc-r./) pour k > I.

o Pour un champ de vecteurs Y sur R", [X, Y] représente le crochet de Lie à savoir
aY _- ax__

lX,Yl - 
hX 

- 
AîY. 

et par récurrence on définit

a f *Y :Y

ô



2. Notations et formulation du oroblème

et
ad\Y : lX,aaj*-lvl pour lc > o

Mn** désigne l'ensemble des matrices n lignes et m colonnes
S i  A  €  Mnr *

o AT (élément de Mrnxn ) représente la matrice transposée.

o si n : mt detA est le déterminant de la matrice A

Si 1,...,rn est une famille de vecteurs d'un espace vectoriel de dimention n. Alors

o Span{21 ,. . . ,rq} désigne le sous espace vectoriel engendré par cette famille.

o si n:g, on notera det(1, . . . ,rn),le déterminat de la matrice dont les colonnes
sont  les vecteurs r r , .  . . ,Tn.

On utilisera dim, pour désigner la dimension d'un espace vectoriel.

Pour f' un sous espace de E, espace vectoriel, -Fr représente l'espace orthogonal à
.F dans -8.

2.2 Formulation du problème

Soit un système dont l'évolution peut être décrite par ie système différentiei

(  * ( t ) :x( r ( t ) ,u( t ) ),  '  
- -  

' ' - .  (2 . r )
l "aM,u€l , l

où M est une variété différentiable connexe appelée espace d'état et U C IR- espace
des contrôles, z(t) représente l'état du système à I'instant I et X est un champ de
vecteurs défini sur M. Dans cette thèse, M sera I'espace ]R' ou un ouvert convexe de
lR".

Le problème auquel on s'intéresse est le suivant : étant donné rs € M, ttouver un
feedback u : u(r) tel que le système bouclé :

t (r)  :  x (r( t) ,u (z(t)))  (2.2)

admette zs cornrre point d'équilibre globalement asymptotiquement stable.



3

Généralités

3.1- Notions de stabilité

Pour la clarté de I'exposé, nous allons d'abord rappeler des notions classiques de sta-

bilité pour les systèmes autonomes.

3.1.1- Définitions

Considérons le système non linéaire suivant :

I  t ( t ) :  x(x( t ) )
{  "  " '  (3.r)
[ " e  M ,X ( t s ) : g

Définition L (Stabilité)
Le poi,nt d'équilibre ns est dit stable (au sens de Liapounou) si :

Ve >0,3o>0,  te lque l l " - to l l  <c*  V,>0,  l l x r ( r ) - to l l  < .

Définition 2 (Attractiuité)
on d,ira Çue Is est attractif siVr € U un aoi,sinage d,e r,s, Xr(") eriste pour tout t 2 0

el l im Xr(*) - rs.
z++oo

rs est globalement attractif si,Vr € M' ,IF- 
Xr(*) - to'

Définition S (Stabilité asyrnptotique)
rs est asymptotiquement stable s'il est stable et attractiJ.

æs est globalement asymptotiquement stable s'il est stable et globalernent attractif.



3. Générali tés

Définition 4 (Stabilité erponentielle)
Le point d'équilibre rs est dit erponentiellement stable si il est possible de trouaer une
estirnation ile la form,e:

l lX ' ( " )  - ro l l  S 6 l l " - "o l l " - " '  a  > 0,  ô> 0

pour tout r appartenant àU un uois'inage d,e rs et tout t > 0.

Définition 5 (L'ensemble u-limite)
Un point q € M est dit point a-limite pour la trajectoire Xr(*t), s'il eriste une su'ite
(1",)",.^, aaectn ---+ *oo quand n ---+ *oo telle que (Xr"(rr)),r^ tend l)ers q.

On remarque que pour montrer qu'un point d'équilibre admette une des propriétés ci-
dessus, en utilisant les définitions, on doit résoudre explicitement le système différentiel
(3.1) , ce qui est, en général très difficile. En fait, on utilise plutôt les théorèmes suivants
dris à Liapounov (t21]).

3.L.2 Fonctions de Liapounov

Théorème 3.1 S'il existe une fonction V : U ) lR, continue sur un uoi,si,nage U de
rs et différentiable sur U - {ro} telle que :

( " )  V (ze )  : g  e t  V ( * )>0  s i r f  x s

VV( r ) : 0<+  a : ro t

(b)  v1"1  :X.V( r )<0 Yr€U

alors ns est un point d'équi,Iibre stable pour (3.1). Si de plus la foncti,onV est telle que

(.) v(*) .0 Vr € U - fugj

alors rg est asymptotiquernent stable.

Définition 6 (Fonction ile Liapounou)
[Ine fonction V qui satisfait (a) esl appelée fonction ile Liapounoa pour (3.1) en xs.
V sera d,ite fonction large ( ou Jaible ) de Liapounou si elle aérif,e en plus (b). S; (c)
est uérifié alorsV est appelée fonction de Liapounoa stricte pour (3.1) ÊTr rs.



3.1. Notions de stabilité

Théorème1.2 (version globale) S'iI eriste V : M ------+ lR défi'nie positiae et propre

(c'est-à-ilirel'image réciproque d,'un cornpact ile lR+ est un coïnpûct de M )telle que

X.V( r )  <  0  V r  €  M -  { t o } ,  X .V ( rs ) :Q

alors rs est un point il'équilibre globalement asymptotiquement stable (G.A.S)

On a aussi }e théorème inverse suivant (Zubov [21], Massera [34], Kurzweil [30])'

Théorème 3.3 (Théorème inuerse)

Si X est continu et si rs est un point il'équilibre asyrnptotiquement stable alors (3.1)

ad,met une fonction d,e Liapounoa stricte qui est de classe C* dans un uoisinage de rs.

Par analogie au théorème précédent, on peut penser que si rs est un point d'équiiibre

stable, le système (3.1) admet une fonction de Liapounov large. Mais, comme le montre

I'exemple suivant, 16 peut être un point d'équilibre stable sans que le système (3.1) ne

possède une fonction de Liapounov large.

Exemple L Considérons le systèrne défi'ni' szr IR suiuant:

I r: r@)
I  re  IR

on suppose qu'il eriste une suite (r,),,e1tl décroissante d'élémerzts positi,fs telle que :

.  l im  rn :0
?z++oo

. f@") : f?r" ) :oVn€IN

.  / (0)  :0  et  f  @)*  > 0 s i  r  €  IR"  -  { ( r " ) "ew}

(Jn raisonnement sirnple montre que le système (3.2) est stable. Et siV est une fonction
définie positiae, alors au uoisinage de l'origine iI eriste ær tel que la dériuée de V par

rapport au ternps êTL 11, est strictement posi'tiue.

(In eremple de fonction f qui uérif,e les conilitions ci-dessus est le suiuant:

f  @):  æ3sin2(r f  12) Yr l  o

/(o) : o
(3 .3 )

Le théorème 3.1 prouve que pour montrer qu'un point d'équilibre est asymptotiquement

stable, il suffit de trouver une fonction de Liapounov stricte mais il n'y a pas de

méthodes constructives qui permettent de trouver de telles fonctions. En général il est

plus facile de trouver une fonction de Liapounov large V. Dans ce cas' pour déduire la

stabilité asymptotique, on utilise le résultat suivant , dû à Lasalle.

(3 .2 )
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3.L.3 Principe dtinvariance de Lasalle

Il est à noter que le résultat suivant est essentiel et sera utilisé souvent tout le long de

ce travail.

Théorème3.4 (Principe d' invariance de LaSalle [31]) SoitV une fonction de Lia-
pounoa large, de classe Cr, pour (3.1) en rs. Alors toutes les trajectoires bornées pour

t )_ 0 tendent uers M, le plus grand ensemble i,nuariant par X et contenu dans

0:  { "  €  lR '  I  X.V(n)  -  0} .

Si en plus 7 est propre (1iq1,11*+." V(x) : *oo) alors toutes les trajectoires sont
bornées pour f ) 0 et donc toutes les trajectoires tendent vers M.

Finalement, Pour montrer eue us est un point d'équilibre asymptotiquement stable, il
suffit de montrer qte M: {ro}.

Dans la suite , l'ensemble M sera appelé l'ensemble de Lasalle.

Si X, V sont analytiques alors I'ensemble de Lasalle peut être calculé explicitement.
En effet, on peut montrer qlue M est donnée par

M :  { r  €  M IXkV( r )  : 0 ,È  e  IN }

Maintenant, si X ou V n'est pas analytique, on ne dispose pas de méthodes pour

déterminer cet ensemble.

Dans la suite de ce travail, on prendra ro :0 I'origine de IR'.

3.2 Stabilisation

Considérons le système contrôlé suivant

l * :x(r,u)
i  "  €(J,  u € l , l  

(3 '4)

où [/ est un ouvert connexe de IR', tl C lF'J" el X : t] x ll ----+ IR' est de classe C1
(resp. C*,, C') tel que X(0,0) : 0, It : (ut,. . . ,u^)r représente le contrôle.

Pour désigner u on utilisera aussi le vocabulaire: feedback ou loi de commande.

Le système (3.a) sera dit affine en le contôle si

X (*,u) :  f  (x)  +f ,s,@)u,
i= l



3.2. Stabilisation

où / est un champ de vecteurs appelée la dérive et g;(i - 1, . . . , rn) les champs contrôlés'

Définition 7 (Stabilisation)
On ilira qu" (i.il est stabilisable s'il etiste un feedback u: u(r), au moins continu,

tel que le système bouclé :
r :  X  ( r , u ( r ) )

ailmette l'origine conrfne point d'équilibre asymptotiquement stable'

Dans ce paragraphe nous allons rappeler les principaux résultats de stabilisation es-

sentiellement ceux qu'on utilisera par la suite'

3.2.L Les conditions nécessaires de Brockett

Le théorème suivant dfr à Brockett ([10]) donne des conditions nécessaires de stabili-

sation.

Théorème 3.5 (Les conditions de Broclcett)

Si le système (3.1) ad,met un feed,baclc stabilisateur de classe Cr d'ans un uoisinage de

0 € IR' alors :

(i) Le système linéarisé n'ad,met pas de rnodes incontrôlables associés à des ualeurs

p ro pre s stri ct ern ent P o sitiu e s.

(i,i) il ex,iste un uoisinage N d,e (0,0) tel que pour tout ( e N, il eTiste un contrôle ueo
' iapm 

szr  [0 ,  *æl  qu i  ramène le  systèrne de l 'é ta t  r :  t  en t :0  à I 'é ta t  r :0  en

t: oo. En d, 'autie, t"r*"r, si r(t) est une solution de ù: X(r,u) aerif"ant r(0) :1

a lo r s  , hm 
r ( t ) : 9 .

(iii) L'application
' ' l  :  UxlR- ------+lR'

(*,u) t----+ X(r,u)

est surjectiue sur un uoisinage de l'origi'ne de W '

l.La condition (i) n'est pas nécessaire si on se contente d'un feedback continu comme

le montre I'exempie suivant ( Kawski l27l :

l 1

(  ù r :q - r l
t
\  x z :u

I  r :  ( r r , r2 ) r  €  lR2
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qui est stabilisable avec

u(a):-rzl*r+**i-*tr .
.J

2.La condition (ii) est ut're condition nécessaire de stabilisabilité, si ia régularité exigée
est au moins de clase C\.

3. La condition (iii) est également une condition nécessaire à I'existence d'un feedback
stabilisateur continu.

4.Les conditions de Brockett ne sont pas suffisantes pour I'existence d'un feedback
stabilisateur même si la régularité exigée est seulement la continuité.

3.2.2 La théorie de Artstein-Sontag

Etant donné un système

t*:x(r,u)
t"aR',  u€lR-

(3 .5 )

et V : IR* --> lR une fonction définie positive et propre, on dira que I/ est une fonction
de Liapounov contrôlée pour le système (3.5) si

, iHL(VY(r) ,  X(r , " ) )  < o,  Vx € IR"\{o}

On peut remarquer que si (3.5) admet un feedback stabilisateur continu alors, d'après
le théorème inverse ([21],[34], [30]), (3.5) admet une fonction de Liapounov stricte de
classe C* et donc (3.5) admet une fonction de Liapounov contrôlée.

Dans ([a7]), Sontag a démontré que si un système affine en contrôles admet une fonction
de Liapounov contrôlée, alors il est stabilisable avec un feedback analytique sur IR"-{0}
; en plus, il a donné une formule explicite du feedback stabilisateur. On rappelle son
résultat pour un système mono-entrée. Soit

!  * :  f ( r )  +us(x)

t  "a lR' ,  z€lR
(3.6)

Supposons qu'il existe I/ : IR" ----- lR+ analytique, définie positive et propre telle que :

(YV(x) ,g ( r ) )  :0  +  (VY( r ) ,  / ( r ) )  <  0
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Posons

alors

a(æ):  (vV(r ) , f@ù et  b( r ) :  (vv( r ) ,s(n) )

- " ( * ) - t | " ,@) *ba ( r )

, , r ,  :  

{

b(")

0

si b(x) I 0

s i  ô( r )  :  Q

stabil ise (3.6).

En outre, u sera continue si Ve > 0 lô > 0 tel que

æe 8(0,6)  - {0}  =+ lu€lR' l l " l l  (e  et  (vV(r) ,T@)+us( t ) )<0.

3.2.3 Stabilisation semi-globale

Le système (3.a) sera dit stabilisable semi-globalement s'il vérifie la propriété suivante:

Pour tout compact K de lR', il existe une loi de commande u6 : ux(r) régulière telle
que :
o Le système bouclé est localement asymptotiquement stable.

o Le bassin d'attraction contient le compact K.

Des résultat significatifs, pour ce type de stabilisation, ont été proposés, essentieliement
par Kokotovic-Sussmann (cf [50]).

Ce type de stabilisation est intéressant dans les applications pratiques. Malheureuse-
ment, la stabilisation semi-globale, comme le montre l'exemple suivant, n'implique pas
Ia stabilisation globale.

3.2.4 LIn exemple

Considérons le système défini sur lR par

t  " : f@)@"+u)sin'z(Y)
I  z ,u e IR

où f est la fonction scalaire définie par

(3 .7 )
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Le système (3.7) vérifie la proprieté suivante :

o Le système est stabilisable semi-globalement par un feedback linéaire.

o Il n'existe pas de feedback continu qui stabilise globalement le système (3.7).

Démonstration

Soient 1( un compact de IR et n un entier tel que K Cl-n,n]' Posons,

uo(*) :  -Tmæ (3'9)

avec m un entier qui vérifie sin m : 1 et m > n2

On considère la fonction de Liapounov suivant e :V(r): l*' pour r € IR.

La derivée de 7 le long des trajectoires du système bouclé (3.7X3.9) est donnée par

V(r) : t '7@)ç* ' -*1
Pour z dans [-n, n] on a 12 - m 10 alors I/(r) est strictement négative pour tout r

dans K. Le système bouclée (3.7X3.9) est alors localement asymptotiquement stable

et le bassin d'attraction contient K.

le premier point de la proprieté est ainsi démontré.

Maintenant, pour montrer qu'il n'existe pas de loi de commande continue qui rend

Ie système bouclé globalement asymptotiquement stable, nous allons raisonner par

I'absurde.

Supposons qu'il existe un feedback continu, qui rend le système bouclé G.A.S.

Pour tout z € IR, la quantité /(z) sin2 (,@) est positive ou nulle. Comme le système
\ r  /

bouclé est supposé G.A.S nous avons

r ( r3 * " ( " ) )<o  Vc€ lR .

En particulier, pour r positif strictement, on a 13 + u(r) ( 0 alors l9l, *'.
l r l

Finalement, il existe rs ) 0 et k e IN tel qrr" 3Qo) : kr.
rg

Donc, 16 est un point singulier autre que I'origine. D'où une contradiction.

Ce qui termine la preuve.

(3 .8 )
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Stabilisation des systèrnes non
linéaires par la méthode de

Jurdjevic-Quinn

4.L fntroduction

Un des premiers et des plus importants résultats de stabilisation des systèmes non
linéaires est celui établi par Jurdjevic-Quinn en 1978.

Ce résultat concerne le svstème affine en le contrôle suivant:

(  *G):  x(r ( r ) )  + uY(r( t ) )
{  __  *  ( 4 .1 )
I r € IR",u € IR

où la dérive est dissipative.

A l'origine Jurdjevic et Quinn ont considéré le cas X(z) : Aæ où A est une matrice
n x n antisymétrique et Y(r) un champ de vecteurs analytique.

En utilisant le principe d'invariance de Lasalle, ils ont donné une condition suffisante
de stabilisation du système (a.1) qui peut être énoncée de la façon suivante :

15
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Théorème 4.1 (Jurd,jeuic-Quinn [25])
Si

span{X(r)  ,adjrY(r) ;k e IN} :  IR'  (4.2)

et ceci pour tout r de R" - {0} alors le feedback

u(æ)  :  -  ( r ,Y (æ) ) (4 .3 )

rend,e le système bouclé G.A.S

Par la suite, nous utiliserons le vocabulaire suivant:

Définit ion 7

o Le feedback défini par (a.3) sera appelé le contrôle de Jurdjevic-Quinn.

o Si la condition (4.2) est satisfaite, on dira que le système (4.1) vérifie la ad-condition.

Durant ces quinze dernières années plusieurs améliorations du résultat précédent ont
été proposées. Ainsi, la même année, M.Slemrod a montré que pour prouver la stabilité
asymptotique du système bouclé (4.1)(4.3), il suffit que la ad-condition soit vérifiée sur
f), un sous ensemble de IR'. Et que sur Qt, {0} est le seul sous ensemble invariant par
la dynamique libre (u : 0).

En 1981, J.P.Gauthier et G.Bornard ont généralisé le théorème4.1 au cas où la dérive
est un champ de vecteurs quelconque possédant une intégrale première qui soit une
fonction de Liapounov.

En 1983, E.P.Ryan et N.J.Buckingham ont donné un exemple de système qui ne vérifie
pas la ad-condition mais qui est stabilisable par le contrôle de Jurdjevic-Quinn.

Enfin, en 1988, K.K.Lee et A.Arapostathis ont remarqué que ce résultat est encore
valable dans certains cas où la dérive est seulement dissipative.

Il y a aussi les articles Bacciotti[7], Byrnes-Isidori-Willems[15], Kalouptsidis-Tsinias[26],
Tsinias [51], qui traitent de cette question.

Le but de la première partie de cette thèse est de proposer une forme simple et générale
de ce résultat.

Dans un premier temps, nous allons énoncer le résultat dans le cas d'un système an-
alytique, puis nous donnerons une version de ce théorème dans le cas des systèmes
seulement C-.



4.1. Introduction

Une série d'exemples sera traitée. D'une part, pour illustrer I'optimalité de notre
version de ce résultat et d'autre part pour montrer la différence entre le cas analytique
et le cas C-.

Comme application théorique, nous considérerons des systèmes en cascade, C'est à
dire, de la forme

" :  f  @,€)
€:A€ lBu

r€R" ,4e  lR"  e t  u€ lF"

Dernièrement, un certain nombre d'articles (cf [13], [14],[11],[29],[45]) a été consacré à
l'étude de la stabilisation du système @.\ dans lR'*", quand le système défini sur IR'

I 7

(4.4)

(4 .5 )
{r.

:  f  @,0)
€ lR'

appelé "zéro dynamique" est asymptotiquement stable.

En utilisant la méthode de Jurdjevic-Quinn, on proposera une condition suffisante pour
Ia stabilisation du système (4.4) dans le cas où la zéro dynamique est seulement stable.

Dans le quatrième paragraphe, nous intéresserons au cas où le système (4.1) ne vérifie
pas la ad-condition mais est tel que la dérive (i.e le champ de vecteur X) possède
une famille d'intégrales premières. Nous nous proposons de donner une condition
nécessaire et suffisante pour construire une fonction de Liapounov, à partir de cette
famille, de sorte que le contrôle de Jurdjevic-Quinn rend le système bouclé globalement
asymptotiquement stable.
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4.2 Les systèmes analytiques

4.2.L Résultat principal

On considère le système affine en le contrôle, défini sur IR', suivant:

( *

| ;(r) : x@(t)) +luvi@(t)1
I i=l (4.6)

[  "e  
R ' ,u : (u t , . . ,u* ) r  € ]R-

où X,Yi( i  :  1...*) sont des champs de vecteurs analyt iques. où X(0) : 0, et
nous supposons en outre qu'il existe V une fonction de Liapounov analytique telle que
X .V<0su r lR ' .

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 4.2 (t381) Le système bouclé, déf,ni, à partir de (1.6) aaec la loi de com-
mande

ua ( t ) :  -V iV ( t )

est globalement asyrnptotiquement stable si seulement si I'ensemble

W:  { r  e  F f , lXk+ 'V ( * ) :  XkY iV ( r )  : 0 ; / c  €  IN , i : I . . .m }  ( 4 .7 )

est réd,uit â {0}

Démonstration

Le champ de vecteurs du système bouclé est

z : X -içvnvlvn
i =1

Alors la dérivée de V le long des trajectoires du système bouclé est

v1*1 : z.v(r): x.v(x) -i(rnr)' < o,
i =1

donc le système bouclé est stable à I'origine.

D'après le principe d'invariance de Lasalle, les solutions tendent vers M, le plus grand
ensemble invariant par Z contenu dans

O: {c  €  R" /  V(z)  :  91
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si xr(.) est le flot du champ de vecteurs X, alors vr € M c f,) et vt 2 0 on a

Zr ( " ) :  X t ( r ) .

Comme M est invariant, il vient

X.VIX{r ) )  :  Y iVIX ' ( " ) l  :  0  pour  i  :  1 . . .m et  n  e M c Q

Ce qui implique que pour tout k € IN, nous avons

sk l

frrx'vtx,(')ll,=o : xk*,v (r) : s

et 
)k

ffivov|x,(')ll,=o : xkYiv (') : o

Donc x €W en vertu de la condition (4.7) nous avons M : {0}. L'origine est alors

attractive.
Ainsi, la condition (a.7) est suffisante.

Maintenant, nous allons montrer que cette condition est nécessaire.

Supposons qu'il exite *o I 0 et ro € W.

puisque x,Yi(i - 1... rn) sont analytiques, nous avons l'égalité suivante:

v i lx r ( ro) l :  Ë  xkv iv ( *ù*  pour  i  : r . . .m
lc=o K!

Comme ro€W alors

XkY iV ( ro )  :  0  pon t  k  e  IN  e t  i : 1 . . .m

Ce qui implique que

Y i [X , ( zo ;1  : g  V r>0  e t i : L . .m

Nous avons alors
zr(*o): xt(ro) vt > o (4'8)

Maintenant,
V[X1(ts)l: Vlxo] Vt > 0 (4'9)

D'après (a.S) et (4.9) nous avons

Vlzl@s)l:  V(no) V, > 0

Alors I'origine n'est pas globalement attractive.

d'où Ie théorème

19
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Dans la suite de ce paragraphe, nous nous proposons de donner une forme duale à la
condition (a.7) du théorème précédent. L'intêrét de ce résultat est de montrer qu'on
peut augmenter la distribution proposée initialement par Jurdjevic-Quinn et Gauthier-
Bornard à savoir

D  :  {X ,adk *V i  ;  f r  e  IN ,  i  :  ! . . .m }

en une distribution D1 plus riche, en champs de vecteurs, de sorte que la condition
suffisante de la stabilité asymptotique du système bouclé

dim D1(r) :  n

pour tout r de {r e R"f XkV(") : 0;k e lN} devient aussi une condition nécessaire.

Pour cela, nous avons besoin de la définition suivante:

Définition 8
Pour tout champ de vecteurs r sur lR', on défini Zon(r) , où p, q e {I,. . . , n}, par:

o  S ip<g
ZPq( r ) ( r )  :  ( "0 , r ( r ) )  eo  -  ( " r , r ( r ) )  e ,

o  S ip>q
Zeq ( r ) ( r ) : 0

où e;(i - 1 . .. n) est la base canonique de lR'.

Nous avons le lemme suivant:

Lemme 4.1 Pour tout champ de uecteurs r défini sur lP.tn on & : Si r(rs) f 0 alors

Span {Zeq ( r ) ( " o ) ; l <p<q< -n } :  Span { t ( t o ) } t  ( 4 .10 )

Démonstration

Puisque
( t ( "0 ) ,  Zeq ( r ) ( rg ) )  :  0  pon t  p ,e  €  {1 , . . . , n } ,

pour prouver l'égalité (4.10), il suffit de montrer que

dim Span{Zeq(r)(rs); 1 < p < q < n } :  n - L

Soit io € {1, . . .,n} tel que to(ro) I 0. Alors, des calculs directs montrent que
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dim Span{  Zr io( r ) (æo),  .  .  . ,  2?" ' t ) ;o( r ) ( rs) ,  g io( i ,+ t ) ( " ) ( ro) ,  . .  .  ,20o"( r ) ( ro) }  :  n  -  I

Ce qui termine la démonstration du lemme.

I

Maintenant, nous allons démontrer Ie résultat suivant:

Proposition 4.1 La condition (4.7) est uérifi.ée si et seulement si :

span {X (n ) , ad \ v i (Q ,aa \ zw(Vy r ) ( r ) ,  i :  r . . .m ,k  €  IN ,1  1p  <  q  <  n } :  tR ,

2I

( 4 .11 )
pour tout  r  deWs: {r  € R" lXkV(r)  :  0,  k e lN} -  {0}

Démonstration

Tout d'abord nous allons montrer l'égalité suivante :

Comme

II vient que

, ensuite

Pour cela nous allons raisonner par récurrence.

Il est clair que pour k : 0l'égalité (4.12) est vérifiée.

Supposons que l'égalité (4.12) est vérifiée pour un entier k et montrons qu'elle est
encore satisfaite pour k + 1.

Par définition, nous avons

(  xkvcvç r ) :  ad \Yn .V( * )  Vk  e  lN  , i :  r . . .m

I v" e tl.o U'rz)

Xk+lYiV(r )  :  X(XkViV1") )  pour  i  :  I .  .  .m (4.13)

XkV iV ( r )  :  od \Y i v ( r )  pou r  i :  t . . .m

yx+ry;y1r) :  X ("ajrvi ,vyt) pour i  = t . . .m

v*+rvivçù : ("açy' (*),Yrol) * ("u. (ù,W"(,)) e.14)
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alors, on a

En utilisant le fait que les éléments deW6 sont des extrema de la fonction X.7. nous
avons

Iffal:o (4.1b)
lor.r.

et donc

(+)' vv, : - (n.r(") (4.16)
\a*/ \a* J

pour tout r de Ws.

D'après (4.I4) et (a.16) nous avons

xk+ryiv(r) :  -  ( "açvç*1,Ô4@)t yv.(") \  + ( - ' , ' ,  ,  Ôad\Y(")r f " t \
\  "  d ;  I  \ tu  

\ ' ) ' - -â ,  
I

donc

xk+'\ yi v (O : (ry@t x @),vv. (,0 ) ) 
- (ry adi,v çr),v rr (u ) )

Finalement,

t  xn+tY;v(r ) :  ( lx ,oaçvl ( r ) ,vr r (z) )  pour  i  : r . . .m

I  v"e wo

L'égalité (4.12) est ainsi démontrée.

D'une façon analogue, on peut montrer que

I 
ro*' gw çyVr).V (*) : qfl\ 2w çvvr ).V (n)

I Vr e VIlo

et puisque

(zonlvvr)( r ) ,vvr( ' ) )  :  o

I adlzne(vvr).v(n) : o

I  vce wo
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Maintenant, nous allons montrer que si la condition (a.11) n'est pas vérifiée alors
Itensemble W,, défini dans le théorème4.2, contient un point ro autre que l'origine.

Supposons que la condition (4.11) n'est pas vérifiée. Alors, il existe ro €Wo autre que
I'origine tel que

dim Span{  X(*o) ,  ad\Yi (æo),  ad\Zot(VV' ) (*o) , i  :  |  .  .  .m,  k€ IN,  1  1 p I  q  S n}  :  n- l

Puisque
Span{Zeq(Vyr)(rs); I  < p < q I z} :  Span{V7r(r6)}a

Nous avons alors l'inclusion suivante:

Span{X(r o), ad\Vi 1rs), adl Zeq (VVr)(r. );  i  :  I  .  .  .  T-n )É e IN} C Span{ V V. ("o)}t

Finalement
(  X.v(rù:o
I

l aa j rV i .V ( ro )  : 0  Vk€ lNe t  i : I . . .m

Ce qui implique eue ue est dans W, défrni dans le théorème4.2.

La condition (4.11) est donc nécessaire.

Reste à prouver que cette condition est aussi suffisante.

Si (4.11) est vérifiée alors pour tout rs de W , YVr (rs) est orthogonale à un espace
vectoriel de dimension n. Donc VVr("0) : 0 ce qui entraine eue rs : [.

Il vient que l'ensembleW est réduit à t0).

La proposition est ainsi démontrée. r

23
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4.2.2 Exemples d'applications

Les deux exemples suivants, que nous allons traiter, ont été proposés par des auteurs
comme exemples de systèmes qui ne vérifient pas la ad-condition mais qui sont stabil-
isable par le contrôle de Jurdjevic-Quinn.

Ici, nous allons montrer qu'en augmentant la distribution proposée par Jurdjevic-Quinn
et Gauthier-Borna.rd (c'est à dire en ajoutant les champs de vecteurs
Zeq(VVr)( r ) ,  I  <  p 1q 1n à lad is t r ibut ion in i t ia le)  nous obtenons unedis t r i -
bution de rang maximum en tout point de R" - {0i.

Exemple 2 (Ryan-Buckingham ftll)

On considère le systèrne bilinéaire suiuant:

(  * :  A r l uB r

{ " . tR3 ,  u€ lR  @ ' rT )

I  o  10\  /0  o o\
o,aec O: l  -1 0 0 |  " t  

B: l0  -1 0 |
\  o o ol \o o r l

Compte tenu des notations d.e Ia proposition, on pose

X( r ) :  A r  e tY (n ) :  9s

A  es tunemat r i cean t i symét r i que ,  a lo rspourV( r ) : * l t . l l 2  nous  o "aonsX .V( r )=0

Dans [44], il a été rnontré que

span{x(x) ,ad\y(x) ;k  e rN}  :  spa- ! (  : : . \  (  : -^)  /  - : :  \  /  ; î '  ) }" l\ 
-i' 

)'l, ;:, I 'l, î' / ,\ .; )l
donc pourr  €  O -  

{ *  :  ( * r , * r , r3)  e  IR3/æt(*? + *7)  :  0} ,  on a

dim span{X(æ),ad\Y(x) ,k  e N}  < 3

Mai,ntenant d,es calculs directs montrent que

deqz23(vv')(*), Zt3(vvr)(z), r(r)) : æz(x} - *Z),

d eq Z 13 (v V' ) (r), a dL*y (x), a &*v (x)1 -- - x, (n? + *7)
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et
deqz23 (vv' ) (*), adrrY (n),, ad2"v (x)) : - xz(r] + rZ)

Finalement, pour tout r de IR3 - {0}, nous auons

S pan {x (r), Y (*), adr*Y (r), a d2*Y (r,)),  zr3 (v vr ) @), 223 (v yt ) ( 
" ) } :  lR3

L'hypothèse de Ia proposition est satisfaite, alors le système est stabilisable par le contôle

de Jurdjeuic-Quinn. I

Exemple 3 (Lee-Arapostahis [32])

On consiilère Ie système linéaire suiuant :

I 
r1l : Ar * bu (4.18)

I  te  IR3 ,  z€ lR

(o o o\ /1\
auec  ,q , : l 0  -1  2  |  e t  A :10  |

\o o 4) \o/
En aertu iles notations de la proposition on çtose

X(r)  :  Ar ,  Y(r )  :b  et  V(r )  : ]  t t '  t t '

Des calculs simples montrent que

D(r)  :  Span{X(r ) ,adk vY(r ) ;k  e lN}

:  S pan{X ( r ) ,Y ( r ) ' ,  ad lyY ( r ) ,  ad vzv ( r ) }

alors d,imD(t) < 3 pour tout r de IR3' Posons

0 :  { r  :  ( r r , r z , r , s )  e  l r - - 3 lX .V ( " ) : 0 }

ilonc
0  :  { r  :  ( r t , r z , r z )  e lP t3  f  r " :  * r }

Des calculs directs rnontrent que

d,et(X (r),Y (r), adz* 223 (Yyt X") ) :  8r z2

et
d,et(Y (r),,  223 (v vr )@),, zr3 (Yyt X") ) 

- x t2

Finalement, si r € dl on a

det (x @),Y (*),, 213 (v v r ) @)), 223 (Yy t 
X, ) ), a&* 223 (VV. ) ( r )) : IR3

donc Ie système (4.18) uérif ie la condit ion (1.11).

25
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4.3 Cas des systèmes Coo (non analytiques)

Dans le cadre de la stabilisation des systèmes non linéaires par la méthode de Jurdjevic-

Quinn, la différence fondamentale qui existe entre le cas des systèmes analytiques
et le cas des systèmes moins réguliers, réside dans la détérmination de l'ensemble
de Lasalle. En effet, dans le cas analytique, I'ensemble de Lasalle peut être calculé
explicitement, alors que si le système est moins régulier, on ne dispose pas de techniques
pour déterminer cet ensemble.

Dans ce pa,ragraphe, on considère le système (a.6) et on suppose que les champs de
vecteurs X,Yà(i - 1 ... rn) sont de classe C*. X possède une fonction de Liapounov
7 (au moins de classe C* ) comme intégrale première.

Le résultat principale de ce paragraphe est le théorème suivant :

Théorème 4.3 (t/ ,11)
Le système bouclé, d,éfini à partir de (1.6) auec le feedback ua(r) : -Y'V(r) est

globalement asyrnptotiquernent stable si et seulement si

D .  'V ( r ) :  0  + )  r  : 0  ( 4 .19 )

où D* : U,5o(Xr).(D) , D : {ad\Y,k e lNi et (X1). désigne Ia différentielle de
X1 : r - -  X { r )

Démonstration

Tout d'abord, montrons que la condition (a.19) est suffisante.

La dérivée de V le long des trajectoires du système bouclé est donnée par

Vç"1 : - lY.v(r)12

D'après le principe d'invariance de Lasalle, toutes les trajectoires solutions du système
bouclé tendent vers M le plus grand ensemble invariant de

f, l  :  {r e R" lV(r) :  0}

par le champ de vecteurs
z(r) :  x(r)  -  (Y.v)v(r)

Pour z € M et pour tout t, nous avons

Zr ( * ) :  X t (æ)

Y.vlx{a) l :0
Puisque M est invariant alors
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Ce qui implique que
dk  _ -
frrvtv7x,ç*111 

- o (4-20)
It=o

Dans la démonstration de la proposition.4.l nous avons prouvé que si r vérifie X.V (r) :

0 alors

{v'v1x4.111 : od\<viv(*) (4.2r)
dth lr-o

En utilisant (4.20) et $.21) on obtient

aa \v i v ( r )  :  o  V  r  €  M, ,b  e  IN  e t ,  i  :  r . . .m

Maintenant pour un champ de vecteurs r de D est un réel I ( 0 nous avons

(X)-r .V(Q :  + (V o X1o ru ox- , ( r ) ) l
d u '  l z : o

d'autre part V est une intégrale première de X alors V o X1= V.
Nous déduisons donc l'égalité suivante:

(X')-r.V(Q : + (V o r." x-,("))l : r.V(X,(")) : o
du ' l'=o

Par conséquent D*.I/(") : 0 ce qui implique que z : 0. L'ensemble M est réduit à
I'origine. Alors La condition (4.19) est suffisante.

Maintenant, supposons que le système bouclé est G.A.S . Nous allons prouver que la
condition (4.19) est vérifiée.

Supposons qu'il existe *o # 0 tel que D..V(rs) : g.

D'après (4.20) on obtient

dk  -_ ,__ .__  .  . . 1
-Y 'V lX{r ) ) l  :  (X ' " ) . [X,Y] .V(r6)  :0  Vt0 > 0

dt* '  l t=to

Par conséquent, la fonction t --+ Y.V(X1(æs)) est constant sur [0, *oo[, nous avons alors

Y.VlX(rs) l :Y.V(ro) :0 V, > 0

Finalement,
VIZ^rg)l : VlXt(xo)l : V(to)

Or le système bouclé est sgpposé G.A.S alors æs : 0. d'où une contradiction.

Ceci termine la démonstration du théorème I
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Exemple 4 Consid,érons le système plan su'iuant :

(  à ' : - * '

t  , ,  :  11!  u f  (x1)  
(4 '22)

où f est la foncti.on définie d,e la façon su'iuante :

( -+
/ ( " r )  : { e " i  11  )o  

@.2J )
[ 0 sinon

La fonctionV défi,nie p&rV(r) : i@?+ rl) est une intégrale prernière pour le champ

d ,euec teu rsX : ( l ' )
\ " t  )

Le contrôle de Jurdjeuic-Quinn est donné par

u(r)  :  -Y.V(r) :  - rzf  (xt)  (4.24)

( o \ou'Y:Ir(" ')  
/

Des calculs directs montrent que

(X, ) . :  (  "?*  
-s in t  

)- 
\ sinl cost )

e t
(X1)-Y.V(r) : (-rlsint I r2cost)f (rpost ! r2sint)

Il est clair que si, r f 0, il est possi,ble de trouaer t I 0 tel que

(x1)-Y.v(r) l0

finalement, le système bouclé d,éfi,ni à parti,r d,e (1.22) aaec le feedback (4.2/r) est G.A.S



4.3. Cas des systèmes C* (non analytiques)

Une idée du portrait de phase du système bouclé (4.22)(4.24) est donnée par la figure

précédente. En considérant le graphique on peut penser que le portrait de phase

contient un cycle limite. Ce phénomène est drj au fait que l'évaluation de ia fonction

/, pour des petites valeurs en machine, devient nulle dès que la variable 11 est très

petite.

Remarque ! Des calculs simples montrent que l'ensemble W, d,éf,ni, dans le théorèmel.3

est d,onnée par
W: { ( r t * ù€ lR2 /c1  <0 }

donc, non réduit à I'origine.

29



30 4. Stabilisation des systèmes non linéaires par Ia méthode de Jurdjevic-Quinn

4.4 Applications théoriques

4.4.L Stabilisation des systèmes en cascades

Théorie des systèmes à phase minimale

Récemment, Byrnes et Isidori ont développé une nouvelle philosophie
sation des systèmes non linéaires. Cette théorie est basée d'abord sur
de coordonées de certains systèmes avec sortie

(  * :T@)+us(x)
I

1Y:h(*)
[ " .1R ' ,uy€ lR

pour les transformer sous la forme normale:

pour la stabili-
un changement

(4.25)

2 . :  f ( r ,€ t , . . . ,€ " )
€ r :€z

ç  - - ç
s v - I  -  s z

€ , : u
où (  :  (€ t , . . . ,€ , ) r  €  IR"et  z  €1F("- '

(4.26)

z représente le degré relatif.

Le système (4.26) est dit globalement à phase minimale, si en outre, le système suivant

2:  f (z ,o) (4.27)

appelé " zéro dynamique", admet l'origine comme point critique globalement asympto-
tiquement stable.

Divers auteurs ont proposé en utilisant des arguments élémentaires à la Liapounov des

contrôles stabilisants si le degré relatif est égal à un [13], [29], [48], [51].

En ce qui concerne les systèmes à phase minimale de degré relatif supérieur ou égal à

deux, Byrnes et Isidori ont affirmé d'une pa,rt, que le système (4.26) peut être semi-
globalement stabilisable (cf [14] théorème 4.2.4). D'autre part, que les systèmes expo-
nentiellement à phase minimale (i.e la zéro dynamique est exponentiellement stable)
ont la proprieté suivante:

Pour un ensemble borné U de IR" on peut choisir un feedback qui rend le système
stable pour les conditions initiales dans U et des petits entrées (cf [12] théorème 2.2).



Appli c at ions théofi que s

Sussmann a montré que ces deux théorèmes étaient faux en exhibant deux contres
exemples(cf [49])

Si on considére un système triangulaire

31

tels que les systèmes

et

ù : g(v)

admettant I'origine comme point critique G.A.S.

Localement, I'origine est asymptotiquement stable pour le système trianguiaire. Il
est clair que sans hypothèses supplémentaires, on ne peut pas conclure à la stabilité
globale.

Pour ses exemples, Sussmann utilise une séparatrice qui limite le bassin d'attraction.

Extention à une forme générale

Kokotovic et Sussmann ont généralisé l'étude de la forme normale (4.26) à la forme
générale:

I  t  
:  T@,v)

|  ù :  s(y)

i :  f  ( r ,o)

It:1("'€""' '€')
1 €: A(+ su
I  z€R" ' , {€ ]R"  e tu€ lR-

(4.28)

(4.30)

(4.2e)

A, B et C étant des matrices de dimensions convenables.

Quand Ie système (4.29) vérifie I'hypothèse suivante :

Hypothèse "4
("4r) la paire (4, B) est contrôlable.
(Az) l est une fonction C- de IR" x IR" dans IR' admettant la décomposition suivante:

( r n

)  r@,€): r@,0) + Iy; / ,(2,{)
tv:c€ 

d='

où "fo est une fonction qui vérifie r : To(æ,O est G.A.S à l'origine uniformement en {.
("4s) n existe deux matrices réelles symétriques P > 0,Q > 0 et une matrice fI telle
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que:

I  Â'" + PÂ: -Q

I  
"u :Cr  

oùÂ:  A+BH
(4 .31 )

Le résultat principal de [29] est que le système (4.29) est stabilisable globalement. Le
principe de la démonstration est de se ramener à I'application du principe d'invariance
de Lasalle.

Résultat principal

Dans ce sous paragraphe, on va montrer que I'on peut utiliser la méthode de Jurdjevic-

Quinn pour améliorer le résultat obtenu par Kokotovic-Sussmann.( résumé dans le sous
paragraphe précédent).

Tout d'abord, on va énoncer une proposition qui concerne le système:

(

|  * :x(* )+ lu;y i ( r )
1 

i=l

[  " e  
R ' , u : ( u r , . . , u * ) r  € ]R -

Quand I'hypothèse suivante est vérifiée:

Hypothèse 6

(4.32)

Il existent le : (let,. . . ,k*)' une fonction C- déflnie de IR' dans IR- et I/ une fonction
de Liapounov telle que

Z.V(x) (  0  avec Z :  X + i*nVoV r  €  IR '
t=7

Puis, on utilisera ce résultat pour améliorer le théorème 2.1 de [29].

Proposition 4.2 (t361) Le système bouclé défi,ni, à partir de (/.32) auec le contrôle

u ' ; : l e ; ( n ) - v i v (æ)

est G.A.S si l 'ensemble

W :  {æ  eWlZk+ 'V ( * ) :  ZkY iV (c )  : 0 ; / c  €  IN ,  i :  L . . .m }

est réduit à l'origine.

Démonstration
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Le raisonnement est assez simple. Il suffit d'écrire

u ; (æ) :ka (æ)+u ; (æ)

où u : (rr,.. . ru^)T représente le nouveau feedback.
Le système @.32) devient

( *

I r1l: z(r) +lu;yi(r)
1 

i=l (4.33)

[  "  
e  R ' , " :  ( u r ,  . . r u^ )T  €  IR -

Puis d'utiliser le théorème4.2. r

Maintenant, on suppose que le système (4.29) vérifie I'hypothès" (A)' suivante:

Hypothèse A'
(A\ et (,43) sont vérifiées.

où ("42)' est I'hypothèse ("42) modifiée de la façon suivante:

(Az)' Il existe V une fonction de Liapounov qui vérifie :

.  /o(0,0 :  o

.  < To(*,€),Vy.(") >< 0 Vr € IR' uniformement en (

la condition ("4r) ne figure pas dans I'hypothès. (A)', car la contrôlabilité de la paire
(A, B) n'est pas necessaire pour la stabilisation du système (a.29)

On note X,Yi( i  - 1...rn) les champs de vecteurs définis par:

/  T@,€) \  /  0n" \
X( r ,O: l  .  I  e t  Y( r , { )  : l  I  pour i :1 . . .m

\ A€ - Bk(r,()  /  \  b; I

où les ô; représentent les colonnes de Ia matrice B et k: (kr,. . . ,k*)- Ia fonction
définie de lR* dans IR* par

k;(* ,€)  :  -+(fn6,6),  vvr(r))  pour i  :1. .  .m

Considérons la fonctior d" t iiolrnov

V(" ,€) :v( r )+€rP€

33
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Des calculs directs montrent que la dérivée de Vr le long des trajectoires du système
défini par le champ de vecteurs X est donnée par

v(",€) :  ( fo@,(),YVr (æi) -  (g,  g€) < o
donc le système vérifie I'hypothèse B.

On déduit alors le résultat suivant :

Théorème 4.4 (t361) Le systèrne bouclé déf,ni à partir de (1.29) auec Ie contrôle

I

u;(* ,€)  :  - ; ( foç*,O,vvr  ( r ) )  -  { r€,  an)

est stabilisable si I'ensemble

W :  { *  e lFÙ"  f  Xk+ tV ( * )  :  XkY iv ( r )  :  0 ;  k  €  IN ,  i  :  1 . . .m}

est réd,uit ,i {0}

Remarque 2 Le résultat précédent peut être généralisé au co,s où Ia partie linéaire du
système en cascad,e (/r.29) est remplacée par une partie non linéai,re :

(4.34)

En effet, d,ans [35] une condition sffisante, pour la stabili,sati,on du systèrne (4.34)
a été proposée quand Ia zéro dynamique est asyrnptotiquement stable. Puis dans [37]
quand Ia zéro dynamique est seulement stable.

|2:rQ'€"" ' '€ ')
1€:-(€) +c(€)"
I  zeR" ,€€ lR"  e tu€R*
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Exernples

L'exemple suivant est une application directe de la proposition.4.2

Exemple 5 (t231) Consiilèrons le système proposé par Crouch et Iari,ng dans [23]

[:'t"..ii

35

(4.35)

Byrnes et Isid,ori ont d,éjà proposé un feedbacle stabili,sant mais leur feedbaclc

u(r) : -r3 - * ' ,  - (-*, + rtr + *r*l + ær*3s - rrrs I '?)""" '

n'est pas polynôrni'ale

Ici, nous nous pï'oposons d,e stabiliser le système (/r.35) p&r un feedback algébrique'

Compte tenu des notations de Ia proposition'/1'2, on pose

111
V(r) :  ) l* t  + *") '  *  n*rn + I""n

k( r ) : r l  ,  Y( r ) :

alors

z(r) : ( î : ,

Des calculs simples montrent que Z.V(x):0 et

Q U e  Z ' 1  :  1 2 : 0 S  :  0 .

Alors le système (4.35) est stabilisable auec le feedbaclc

u(r ) : -x l - ( t r+rs*13)

(i)
\

I
)

les quatre relations su'iuantes

r )  : - ( r 1  * r a - 0 s 3 )  : 0

r) :  -Jrzsrsz

V(r) : -3r2(2r28 - 27x2ax3a * 6138) : g

v(x) : -9xs3(42r28 - 6lrznxsa *24e) : g

r;i"
l'r"^i

impliquent

I
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En fait, on peut montrer que d'une façon générale, le système

I i ' :  * i

\  
t , :  "g 

(4.36)

[ âr : , a et b des entiers imPairs

est stabilisable par Ie feedback

u ( r ) : - r i -  ( " r+  r z * rbs )

Il suffit de prendre

'  1 '  
) r +  

1  
, " o * l + , I  

" " r * ,V (æ) : r \ r t * r s ,  
a * I  

-  b1 r r " ' -

Comme fonction de Liapounov large pour le système bouclé puis d'appliquer le principe

d,invariance de Lasalle pour déduire la stabilité asymptotique.

(Pour les détails des calculs voir [36]).

Exemple 6 Soi,t le système déf,ni, srt lRt su'iuant:

(  * : "1(@-1) '+€ '+€r)
I '
\  h :  a€z  (4 '37 )

[ € ' :  u ' a ]o

Inspiré d,e l'eæmple traité par Kokotouic-Sussmann dans [29], le systèrne (/,'37) présente

la particularité que l'équation ù : -r3(* - I)' possède un autre poi'nt criti'que que

l'origine. Contrairement àl'erernple de [29]la zéro dynarnique est stable et non G.A.S'

Compte tenu d,es notations du théorèmef .2, on pose

alors

v(*,€):L*, +|: + |ra * €,)'

k(r ,g:  *4 -2o€r, t :  (  j  
)

z(*,€): (-""'o .^i!:,: 
.-')
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Des calculs simples montrent que

(  Z .Vç r ,€ ) :  - *n ( r  -  1 ) ' -  d€ r '  <g
1

t v(", €) € rt'

Maintenant, si (n,() est un élément delPt3 qui, aéri'fi,e

Z .V ( r , { ) :Y .V ( r , € )  :  ZY .V ( t , € )  : 0

alors il est solution du sYstème

[  
*n ( *  -  1 ) ' +  d€22  : 0

{  € '+€z:o  (4 '38)

[ "n-  a€z:o

Seule l'origine aéri,f,e le système (/r.35), donc l'ensemble W défini dans le théorèmel./1

est réduit à I'origine.

Le système bouclé déf'ni à partir de (1.37) auec le contrôle

u ( ' , € ) : n4 -2o€ " - t , - €z

est alors G.A.S

37
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4.4.2 En présence d'une famille d'intégrales premières

Dans ce sous-paragraphe on considère le système affine en les contrôles

[  * :x(r)+iu;yt(x)
{ 

'  
i=r (4.39)

I  t  a  IR ' ,u  :  (u t , . . ,u* ) '€  IR-

Et on suppose que la dérive possède une famil le F : {U;: I . . .1} d' intégrales
premières (\.e X.V: 0 pour i : L.. . /) analytiques qui vérifient:

I

DVi@) est une fonctions de Liapounov (4.40)
i = I

L'idée principale est de construire une fonction de Liapounov à partir de la famille f de
sorte que le contrôle de Jurdjevic-Quinn stabilise le système (4.39). Alors la condition
(4.40) est une condition nécessaire. (voir par exemple [43]).

Dans la suite nous utiliserons W(") et J(r) pour désigner respectivement la fonction

I W , ]R" --+ IRt

| .  "  
-  (%(" ) , . . . ,V( " ) )

et

r(r):{#},=,,,
Æ=r . . n

sa matrice jacobienne.

On notera aussi ,4r el Dl respectivement

At :  {F:  IRt  -  R I  F unefonct ion de L iapounov de c lasse C* sur  Kt  x . . . *  Kt }

où

Ka : la6, B6l 
( oo : in'fr\(r)

avec 
\ Pn: supv,(r)

et
D r  :  Span { r s , r i ; k  e  IN ,  i :  I . . .m }

avec
16(r) :  J(æ)X(t)

et

[ ,tt"l: J(*)od,L-tYi fr > 1
I  i  :  I . . .m
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Il est facile de vérifier que pour tout F élément de At,la fonction V(r) : f' (W(r)) est

une fonction de Liapounov.

Proposition 4.3 Supposons qu'il eriste une fonction F € A1 telle que:

t  
am Span  { r s ( r ) , r i ,@) ,Zeq (Y^ - tF .Xy ( r ) ) ; k€  IN , l <p  (  q (  l , i : 1 . . .m } :1

I Vre IR"
(4.4r)

alors le système bouclé défini à partir d,e (/.39) auec la loi, de command,e

u (æ) :  -Y .F (W( r ) )  =  -  (Y ( * ) ,VR ' ( f '  ow) ( r ) )

est G.A.S.

Démonstration

Soit z6 € lR' tel que

39

Comme

II vient que

xkY.F(w)("o) : aa\v.r(w("0)) :o

VR.(F oW)(rs) :  J t ( "0)Vs,F (W(rs))

adkY. F (w("0) ) : (o*.- (F o W) (x o),, a d.irY (ro) )*.,

: (v*, r( v), J (rs)aajrv (r)) u,

Alors

xkY. F (w)("0) : (v*, r1v;,'É("0))n,

En vertu de la condition (a.41), Vs,F(V(rs)) est orthogonal à un espace de dimension

/  a lo rs  co :0 .

D'où la proposition. I



Exemple 7 Consiilérons le système défini 
"urff"*t 

su'iuant

{  
r . :  yAx I  bu 

e.42)
la :  u

b,r €R'" ;Uru € IR ; ,4 est une matrice antisymétrique.

detA est non nul et Ia paire (A'B) est contrôlable.

On pose
o-(yA* \  /b \  (Vt :à l l * l l "
' ^ - \  0 ) , r : ( r )" t  \vr : ,

Il est facile d.e uérif,er que V et V2 sont deur i,ntégrales premières pour le champ de

uecteurs X et que la fonction scalai,re V : Vl ! Vr2 est défini'e, positi,ue et propre'

Nous auons
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et

Cornme

alors

donc

d,etQ1(x,u),h+r(r ,ù)  :  ( - t )ovo (eku,")  pour k )  1

Ainsi, si VrVz : ta ll*ll' f 0 alors

Span{r1(æ, a), rx+r(r, y); k € S[] : IR2

lx,Yl:_(roulo.)

adirY: (-1)È ,r (or: ) 
pour tout entier k > 2

et

r(*,y): (i '  î)

t r :  J ( r ,y )Y  :  (  
tU ï " '  

)

u+r(r ,a)= J(r ,y)ad, içy:  ( - r )*an ( (o;u ' ' ) )0"" ,  k> r
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Maintenant, suTtgtosons que V1V2: Q.

Si F est un élément d,e ,Az tel que

t  
det(rt(*,y),  Zr2(Yn, F')  + 0

t rv' ,vr) I (o, o) er vtvz : o
alors

Span{r1(n,y), Z'2(VR,FTXY)} : IR2

finalernent, on est ramené à trouuer F de Az tel que

( #p,v) :o si v, # o
I  ovz

I . u,,, ffirr,,o) + Hr,o) + o si.v1 I o
ou encore

( #ro,v,) :o si v,f  o

1o" rnF 12 ât r2
[ , l lul l 'u' 

fff i fv',011 
. *, (Y',0) sif i l  o

Si on prend, par erernple

F(v,,vz):Tr; *iu" (Wu + v,)

Il est faci,le de uérif,er que la condition (4.43) est sati,sfaite.

(4.43)

RemarqueS La fonct ion scalaireV(*,y) :  â( l l r l l '  +a2) est  une fonct i ,on fa ib le de

Liapounou pour le charnp d,e uecteurs X(*,y) : ( 'f" 
\, *ol'" le système bouclé d,éfini
/

à partir de (1.12) auec la loi d,e command,e

u ( * ,a )  :  -Y .V ( r ,A )  :  - (<  ô ,  r  >  *U)

n'est pas G.A.S.

La ra ison est  que f ) r  :  { ( " ry)  e  ^- ' " * t ly  :0  et  1b, r  >:0}  est  un ensemble de
points singuliers autres que l'origine.

D'où I'importance d,u choir de l'intégrale première, quand, le système ne uérifi,e pas la

ad-condition.
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4.5 Remarques de conclusion

4.5.L Stabilisation par feedback borné

Si le système (a.1) est stabilisable par la méthode de Jurdjevic-Quinn alors une modi-

fication simple du contrôle permet une stabilisation par un feedback borné.

En effet, s'il existe V(r) de Liapounov telle que X.V(r) < 0 Vr € lR' et que le contrôle

u(r ) :  -Y.V(r )  (4 .44)

stabilise le système (4.1) alors pour obtenir un feedback borné il suffit de prendre par

exemple

u,(r) :--r . l '= 'r ! ! )  , ,  e)o (4.45)
I  +Y.V(r ) "

L'argument est Ie suivant : La dérivée de V le long des trajectoires du système bouclé

défini à partir de (a.1) avec le contrôle (4.45) est donnée par

v1*1 : -x.v(r) -, .YYlÏr) '  ,u so vr € IR',
|  *Y .V ( r ) "  

-

alors le système bouclé est stable.

Si on pose

0 :  { r  eF."  lÛ1";  :  91

alors

() : {z eF.: I X.V(r) :0 et Y.V(r) : g1

donc I'ensemble de Lasalle du système bouclé (4.I) (4.45) coincide avec celui du système

défini à partir de (a.1) avec le feedback(4'44).

Finalement le système bouclé (4.1) (4.45) est G.A.S
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4.5.2 Stabilisation des systèmes non affines en contrôles

La méthode de Jurdjevic-Quinn peut être généralisée à certains systèmes non affines

en contrôles.

Considérons le système non linéaire suivant:

t .

I  
r :  x(r,u) 

e.46)
[ "e  R ' ,  u€]R-

et supposons qu,il existe v une fonction de Liapounov telle que

X1 .V ( r )<0  V r€ lR '

où X1(r) :  X(r,0) Vr € IR'

et  que 
Y@,u) :  x ( r ,u )  -  x ( r ,o )

est un champ de vecteurs homogène de degré impair, repectivement à la dilatation de

rapport ,  -- (rr, . ' . ,r^), par rapport au contrôles' C'est à dire

I 
n (", À rrL, .  .  . ,  \ '*rr*) :  Szt '+rt (*ru)

\  V , l e  n  V r€ lR 'e tVu€ lR -

Posons
u;( r )  :  - rn@)(Y(r ,u( r ) ) ,VVr( t ; ) "  pour  i  - -  I  "  'm (4 '47)

où u(z) : (ur, . . . ,u*) est une fonction qui sera définie plus tard'

Des calculs directs montrent que la dérivée de V le long des trajectoires du système

bouclé défini à partir de (a.a6) avec le feedback (4.47) est donnée par

vç*1 : x1.v(r) - ("@,r( ')), vvr( ')) '(È+1) < 0

Le système bouclé est stable.

Maintenant, s'il existe u(r): IR* --+ R- telle que I'ensemble

W : { r  eW lXf+ ' .V(*)  :  Xf  .Y.V(")  :  0}

où Y1(c)  :Y(x,u(r ) )  Vu € IR"

est réduit à {0}
alors le système bouclé (4.46)(4.47) est G'A'S'

43
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4.5.3 Stabilisation des systèmes de classe Ck

On considère le système (a.6) et on suppose que X est un champ de vecteurs de classe
g*', Yi(i - l...rn) des champs de vecteurs de classe Ce'. V est une fonction de
Liapounov au moins de classe C2 telle que X.V ( 0.

Dans la suite fr désigne le plus grand entier tel que adfuV(r) est au moins continu en
r .

Un raisonement analogue au cas analytique montre que si I'ensemble

Wr -  { r  e  R " lXo .V ( r ) :  ad I tY .V ( " ) : 0 ;1<  p l l ez , I  1 l 1k , i : I . . . n -L }
(4.48)

est réduit à I'origine.

Alors la loi de commande u(r) : -Y.V(æ) stabilise le système (4.6).

Donc, le système (a.6) est stabilisable par un feedback au moins de classe C1.

Il est à noter que la condition (4.48) n'est pas necessaire pour la stabilité asymptotique
du système bouclé. En effet, I'ensemble de Lasalle peut être inclu strictement dans
Wn.



5

Principe de réduction Pour la

stabilisation des sYstèmes

5.1- Introduction

Dans la deuxième partie de cette thèse nous nous intéressons au problème suivant :

considérons le système sut IR' défini par

i :  f  ( r ,u ) (5 .1 )

et supposons que (5.1) est stabilisable globalement par z(r) un feedback régulier'

Le problème est de déterminer une classe de fonctions I : IR-+* --+ lR- et

h ,h:+* -- IR+ pour lesquelles le système "augmenté" défini par:

est stabilisable par un contrôle régulier'

Notre but est de donner certaines réponses à ce probième.

Quand les fonctions h,9 vérifient h(*,ù.= !.tt.g.\iY) 
: y on retrouve le lemme

"i*riq,r" 
des intégru,t",r"., (cf [13],[1i],[2S],[29],[48],[51],[53]) à savoir-: Si le svstème

(f.f) est stabilisaùe globalement par un feedback de classe C- alors le système

t  r  :  h(* ,y) .T@,g@,a))

I r;:"

[  *:  r@,v)
\ ù : "

est aussi stabilisable globalement par feedback de classe C*.

(5 .2 )

(5 3)

45
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Des réponses à notre problème seront données sous forme de conditions suffisantes

pour lesquelles le sYstème

[  " :  
F ( * ,y )

I û:,
(5.4)

est stabilisable globalement.

Plus précisement, nous al lons essayer de reécrire F(*,y): h(t,y)f@,g.(r,y)) potlr

certaines fonctions T , g et â. Puis, nous déduisons la stabilisabilité de (5.4) à partir de

celle du système réduit i :  f  (r,u) '

Il est à noter que le système réduit est différent de celui obtenu par le lemme classique

des intégrateurs (i.e ,i : F(r,u)). En fait, c'est une généralisation de ce procédé.

pour illustrer I'apport de notre technique, nous allons considérer deux exemples de la

littérature.

Le premier exemple est le système donné par Coron-Pralay dans [16]. C'est un exemple

de système ù : F(r,u) non stabilisable par feedback continu. En utilisant notre

méthode, ,ro16 p.oot"rons que le système avec intégrateur est stabilisable par feedback

polynômiale. Ainsi, nous améliorons le résultat de Coron-Praly qui proposent, pour le

,yrie-" avec intégrateur, un feedback seulement prèsque analytique (i'e analytique sur

lR" - {0} continu à l'origine).

Le second exemple, sera la classe de systèmes plans étudiée par Hermes dans [22]:

t  
* :  Uk *  cr"y*

lù:"
(5 .5 )

Bn considérant d'autres réductions possibles, nous proposerons des feedbacks polynômiaux

stabilisants.

Nous rappelons que Hermes a obtenu seulement des feedbacks C1.
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5.2 Trois réPonses

Dans ce paragraphe nous allons proposer trois résultats.

Théorème 5.1 (t\gl) supposons que le système i: : r(r,u) .est stabi,lisable par û(t)

une loi d,e cornmand,-i réguii"r". Piour toute fonction g, IR-+'-t IR' de classe C*

telle que :

t '  aa'
g(r ,a) :a(r)  +f i@,a) (5.6)

2. Q(r,y) est une fonction scalaire positiae, o(0' y) : 0 d'éf'nie positiae en y,

y e Q(r,y) est Proqre Pour tout t,

âiD
= (0 ,U )  : 0  imp l i queA :0 .
oy

3. Il erite une fonction k(t,y) d" classe C* pour laquelle

g(*,y):  \ f  (r ,û '(Q),#@,v)) * (k(t ,ù,#@,v)) 3 0 (5'7)

Alors le système

I  * :  T@,g(" ,a))  (b.8)
I i:"

est stabilisable par une loi d,e comrnande de classe C* '

Démonstration

Puisque le système r : f (x,u) est asymptotiquement stable, alors il exite v une

fonction de Liapounov de classe C- telle que

( f ( r ,û ' ( r ) ,VV(r ) )  <  0  Vt t '0

Nous avons l'égalité suivante:

T @, g(* , ,  a) )  :  f  ( r ,a(n) )  *  G(r ,y)  (g( r ,  y )  -  n(* ) )

où G(u,g) est I'application définie par

r1  ô f
G(",y):  J" #@,ts(*,y) + (1 -  t )a(r))dt
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W(*,,y)  :  V(r)  *  O(r ,  Y)
Posons,

D,après I'hypothèse 2) du théorème, il facile de vérifier qre W est une fonction de

Liapounov.

La d.érivée de w le long des trajectoires du système (5.8) est donnée par

w(*,y) :  (f(r,u@)),Vr(r)) + (ct", ùf i{. ,v),vv( '))

1". , , ,ôo \ /  .ao, .ao, , \+ (/(",2(")), f i(",u)) + 
\"( ' '  

u) *@'ù, *(r,u) 1
I ao, . \+ 
\u, *\r,ul1 

.

Maintenant. si on choisit la loi de commande suivante:

u(r,y) : --Gr (*,u) fvvl'; + ffio,ul] + k@,ù - 
ffi@,ù,

et en utilisant les notations du théorème, on obtient

w(*,y): (ï(*,u(*),vlz(r)) + g@,r) - l l  *@,oli l '  = o
r l  da '  ' "  ' l l

Compte tenu des hypothèses du théorème, cette quantité est définie, négative'

Le système bouclé est alors globalement asymptotiquement stable.

le théorème est ainsi demontré. I
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Exemple 8 (Coron-Praly [16])

Soit F: lR'-l x lR x IR ---+ IR" Ia fonction définie par

F(*r,rz,u): - l(tt', ll' + *3)" - c' (r' + *l - ll,,rll'r)') *.

où C est une constante réelle.

Il est montré dans [16] que pour C suffisament grande, le système aaec intégrateur :

[  *  :  F ( r , , y )

\  o:u 
(5 'e)

est stabilisable par feedbacle presque analytique, alors que Ie système ù: F(r,u) n'est
pas stabilisable par un feedback conti,nu.

Maintenant, écriaons le système (5.9) sous la forme suiaante:

{ : :  r@'g(* 'Y))
rY  :  u  

(??)

aaec
g(* ,y ) :a3- l l r l l2y+x l

et

r
f @,,): - l( l l , , l l '  *,7)" - c'" ' ]  *

D'après le théorème précédent, Ie système réduit deuient

i - - [(tt", ll ' + *3)" - c'u'f *

Posons, u(x) :0, pour tout x dans R".

Q et lc les d,eur fonctions scalaires défi,nies sur IR'-r x IR x lR

e(*,y) :Irn -Ir",l l '  + *try + (ll",l l '  * *3)'

et

k(*,y) :  -  ( l l r , l l '  + *3)"  u
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Compte tenu d,es notations d,u théorème, nous a,uons

g(r,y): ffi{*,u)
et

0@,ù -  - .4( l l " , l l '  *  " ' r ) "  Q@,y),

Toutes les hypothèses du théorème précédent sont sati,sfaites, alors la fonction:

u(x1,x2,u) :  -c2 ( t l l " l l '  -  y ' l l * r l l '+sy*| )  -  ( l l " l l ' -  l l " ' l l ' )a -  a"  -  r l

est une loi de cornmande stabilisante pour le système (5 9)

T
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Théorème 5.2 (t391) Supposons que le système ù : f (r,u) est stabili,sable par u(r)
une loi, de cornmande C* , aaec V(r) une fonction de Liapounoa stricte pour Ie système
bouclé.
Alors, pour toute fonction g : lF.-* -- lR- qui satisfait

1 .  g(Y) :0 est  équi ,ua lent  à  Y :0 ,  
" t

2. Det[Jg(y)] I" jacobien de g est une fonction défini,e positiue.

3. Si on note A(y) la matrice des cofacteurs de Jg(y) alors, si la quanti,té :

I  t 6y r .  . t  Ierrc\ |  I  uuu @,tu(r))dt .(-yv(x) - Jt(r).n(r)) * Ja(r)r.f (r,u(r)) l"1 " / o  du  " l

es t  éga l l e  à0  on  a r : 0 , ,

Alors le systèrne

{ ,  
:  Det lJ  s (y) lT  @,  g(y) )

I ' a : u  

L - r \ Ù / J r \ - - ) r \ ù / /  ( 5 ' 1 0 )

est stabilisable par un feedback C*.

Démonstration

Soient r
Q(*,  a)  :  r l l t@) 

-  a(*) l l '

et
W(* ,Y ) :V ( r )  *  O ( r 'Y )

Nous avons la relation suivante:

DetlJs(y) l f  @,g@)) :  DetlJs(y) l  f  (r ,a(r))
+ G(*,y). lDetlJs(y) l  (g(y) -  z(")) l

où G admet la même expression que dans la démonstration du théorème précédent.

A est la matrice des cofacteurs de J(g) alors

e@)' J g(u) :  net lJ g(Y)l I  dw".

Compte tenu de cette égalité, la relation (5.11) devient

DetlJs(y)lT@,g@)) : DetlJs(y)l ' f  (æ,a(r)) * G(x,u)'A(u)'Js(y)'(g(y) -a(r))

: DetlJs(y)l f  (æ,a(r)) * G(r,,y).A(y)ff{r,ù (b.11)
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Nous avons aussi

. . .4o.  âo.Det[Js(y)] . t@,y):  -Jn(.) .e@) 
U@,a) 

(5.12)

Maintenant, la derivée de W le long des trajectoires du système (5.10) est donnée par:

w (* ,  ù :  D et lJ  s(y) l  f f  (* ,a(*)) ,v  v (x))  + (  c  ç* ,  ù.  e(ù* (* ,  y) ,vy( ' )  )
\  ug /

+ Detlrs(y)t (ff", a(*)),ffA,rl)

,  /n ,  , , r  rôo,  ,  ôo,  , \  , I  ao,  , \+ 
\ " ( " ,  

y) .e@) 
ay(æ,y) ,  a*@,y)  )  

+ 
\ " ,  6r -@,u)  )

En vertu des relations (5.12) (5.11), si on pose

u(*,y) :  - f f f " ,y) -  Ar (y).G' (* ,y)vv(r)  + Ar (y). tn(*) ' .  T@,a(r))

t ' (ù.c'(*,ù#@,ù (b.r3)

alors, on obtient

w(,,ù: DetlJg(ùl (ï(r,u(*)),vv(z)) - l l*t ' ,r l l l '  < o.
l lov '  l l

Le système bouclé est stable.

Pour prouver la stabilité asymptotique, on va utiliser le principe d'invariance de Lasalle.

Posons,
O :  { ( r ,  y )  e  W+*  lW( * , y )  : 0 }

Alors

f) : {(", y) elPfl"*^ ldet(Js(yD < T@,2(')), VV(r) >: 0}

n {(",y) € R'*- ,#A,y) : o}
Il s'agit de prouver que le plus grand ensemble invariant de f,) est réduit à l'origine.

Soit 7(t) : (r(t),,y(t)) une solution complète du système bouclé (5.10)(5.13) vérifiant

7(r)e o vr>0

Supposons qu'il existe lo ) 0 tel que y(to) # 0, alors DetlJg(y(to))] I 0.
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Par conséquent
( / ( r ( to) ,  z(z( ts) ) ) ,  V lz( r ( t6) ) )  :  s

et donc u (to) : g.

âô
or f:(0, y(to)):0 alors y(to):0. D'où une contradict ion.

oa

Maintenant, supposons que y(t) :0 V, > 0.

d
Puisque 

*a@: 
u(æ(t),,y(t)), pour que la courbe 7(t) reste dans dans l 'ensemble 0 i l

faut que
u(r( t ) ,o)  :o  V,  >o

Mais,

u ( r , 0 ) :

A'(0).1 [ '  !- '  a,ff i@))d,t. (-vlz(r) - Ja(r).n(')) + Ja(r)r.f (r,z(")) l- -  \ " /  
L J o  0 u  

\ * t - - - \ - ' l ' / - -  \  "  \ - /  - - \ - /  - \ ' / t  '  - - \ * /  / \ - ) * \ *  
I

qui, par hypothèse, s'annule seulement à I'origine.

a l o r sz ( t )  : 0  V r>0 .

Finalement, le plus grand ensemble invariant est réduit à I'origine.

le théorème est ainsi demontré. r
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Exemple s ([39])

Soit le système défini szr IR2 su'iuant:

|  " : 3y2 (x  
*  a3 )

t  o: " 
(5'14)

Posons,
g ( y ) : y3 ,  f ( n ,u ) : r l u ,

D'après les notations du théorème précédent, nous aaons A(y): G(r,y) : Idn".
Et si on prend 

l
u(r) :  -2r ,  et V (x) :  

i .*" ,

la condi,tion 3) du théorème d,eaient 4r :0.

Le système est alors stabi,lisable pour la loi de commande

u( * , y ) :  - ( y t  +2 r ) ( Jy2  1z )

Remarque 4 Si on considère Ia réduction par le lemme classique des i,ntégrateurs, d"u
système (5.lil, on obtient

ù  :3u2 ( r  +  u3 )

Il est clair que le système n'est pas stabilisable par feedback de classe Cl.

Le système(S.1/r) représente un eremple si,mple de système non stabi.lisable par feed,back
de classe Cr mai.s qui. peut être stabili,sable par feedback dynamique polynômiale.

Cet erernple montre aussi que l'équi,aalence entre la stabilisabilté du système i : f (r,u)
et celle du système

[  ù:  f  @'a)

1ù:"  
(5.15)

|  *,y et u €IF.,.

par un feeilbaclc continu, d,émontrée dans [18J,ne peut pas se généraliser à la stabilisation
par feeilbaclc d,e classe Ct.
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Théorème 5.3 (t391) Supposons quele système a: f(x,u) est stabil isable par u(r),
aaec V(x) une fonction stricte d,e Li,apounoa pour le système bouclé.

Alors, pour toutes fonctions g : IR- - R*, h : R* --+ IR telles que les proprietés
suiuantes sont satisfaites :

1. g(y):0 est équiualent à y:0 , h est d.éfini.e, posi,t iae, et

E

n(y)(g(y) -a(*)) : 
f f{*,ù, 

(b.16)

pour une fonction Q qui uérif,e les proprietés du théorème.5.l ,et

3. I l  eùste k(*,y) une fonction de classe C*, auec k(r,O) :0 tel le que la quantité:

0@,y): h(ù$(*,n(*)),ffA,ù) + (k(*,y),ff iA,y)) < 0, (b.17)

et

Fafr .  I  aa.  . l
4 J" a" @,,tû,(x))dt Lvv(c) 

+;;(o,r).J : 0 imptique r :0

Alors, le système

|  * :  h (y)T@,g@))
\ù :u  

(5 '18)

est stabilisable par une loi de commande de classe C*.

Démonstration

Comme pour la démonstration du théorème.5.l, on considère la fonction de Liapounov

W(*)  :  V(r )  *  O(r ,  Y)

En utilisant Ie faite que

h(y ) f  ( x , y ) :  h (y )  +  G( r , y )h (y ) (g (y )  -a ( " ) )

: h(y)T@,a(")) -r G(n,ùffi@,u)

et en choisissant

u(*,y) : -Gr (x,a)ff{*,ù - Gr @,y)yv(æ) * k(x,ù - 
ff@,ù. 

(b.le)
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la dérivée de W le long des trajectoires du système bouclé (5.18)(5.19) est alors

w(*,ù : h(y) (r@,a(*)), vrzr(r)) - l l#,", sll l '  + g(*,a).' ' t  
l l o v  l l

compte tenu des hypothèses, cette quantité est négative ou nulle.

Pour montrer la stabilité asymptotique, nous allons utiliser le principe d'invariance de
Lasalle.

Posons,
Q  :  { ( r ,  a )  €  W+*  lW( * , y )  :  0 }

Alors

f l :  { ( r ,y )  €  IR,"* -  ln@) < f  @,a(" ) ) ,VV(r ) r  > :  0}
.  .aon {(",u)|6@,v) : o}

II s'agit de prouver qre M le plus grand ensemble invariant de Q est réduit à I'origine.

Soit 7(t) : (*(t),,y(f)) une solution complète du système bouclé (5.18)(5.18) vérifiant

7(t )  e  0 v t>0.

Supposons qu'il existe to ) 0 tel que a(to) 10, alors h(y(to)) +0.
Par conséquent

(/{ '{ro), z(r(rs))), vvr(r(ro))) : o
et donc z(to) : g.

âaD
or i;(0, y(to)): 0 alors y(to):0. D'où une contradiction.

oy

Finalement, si 7(t) € 0 V, 2 0, alors VU) :0 V, > 0.

s
Maintenant, 

f iu\) 
: u(r(t),y(t)), comme ?(t) € ft Vt > 0 alors

u(x,o) : -Gr @) fou(") * *(r, o)l : o, L  d I '  J

Par hypothèse, cette quantité ne s'annule qu'à I'origine. Donc x(t):0 Vt > 0.

Alors M est réduit à I'origine.

d'où le théorème. r
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Remarque 5 Dans les théorèmes énoncés ci-dessus nous euons supposé la connaiss&nce
de V une fonction de Liapounoa stricte pour le systèrne réd,ui,t.

Tous les arguments précédents peuuent s'étendre à la situation où V est seulement une

fonction faible d,e Liapounoa. L'argument est le suiaant:

Supposons que le systèrne analytique ft : f (r,u(n)) est asymptotiquement stable par
appli,cation ilu principe d'inuariance d,e LasaIIe, aaec V(r) une fonction de Liapounou

faible pour le système bouclé. Ceci est équiualent à

{z e lR"lxrv(*) : 0;le . nr.} :  {0}.

où X désigne le charnp de aecteurs d,u système bouclé (i.e X(r) : f (r,a(*)))

Auec ce résultat il est clair que les démonstrations des théorèmes restent inchangées,
et les mêrnes feedbacles stabili,sent les systèrns.

Remarque 6 Il est à noter que les feedbacks obtenus sont de classe C*. Si on affai,bli,t
la conditi,on d,u théorème par la condition

(aQ, ,  ^ \  aa.
(A(', v) :0)a (/(r, ù(*)),fr(,,v)) < 0

On obti,ent alors des feedbacks presque analytiques.L'argurnent est le suiaant:
la cond,ition 3) est une condition nécessaire pour l'etistence de k(r,y). La condi,tion
est sffisante pour I'etistance de d'un feedback presque analytique.

L'argurnent est analogue à celui utilisé par Sontag pour prouuer le théorème d'Artstein

[2]'
Soit 9 la fonction déf,nie par

i , rp>0
i f0:o

57

( o+r@+p,p@,0):toË

alors 
| ilao. . ilr\ aa .k(*,a)- -e 
lr,",n(*)),ilda,r)ll / fi@,u)

satisfaitla condition 3). Le résultat correspondantpourla condition 2) duthéorème.5.2
est obtenu par des calculs si,milaires que nous ne déuelopperons pas ici.
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5.3 Les systèmes plans d'I{ermes.

Récemment, dans un papier intéressant [22], Hermes a considéré les systèmes plans
suivants:

(  * :  Uk  *  c r " y *
I
\ù :u  c+0 (5 .20)

I f ,ne f rn€IN
et en supposant que les entiers le ,mrn vérifient

(i) k est impair

( i i )  4+!>k-mln l r

Il a prouvé I'existence d'une loi de commande de classe C1 qui rend le système bouclé
globalement asymptotiquement stable .

Comme application de nos résultats, nous allons montrer que le système(5.2O) peut
être stabilisable par des feedbacks analytiques si :

Autrement dit, quand k
d'Hermes. Nos condition
données explicitement.

Pour prouver ce résultat

k est impair

k  1m o t t

k ) m,rn impair ou

le>me tn )2o t t

k>me tn :Le t2m+ I>k

( rn ou (k > * et n : 2) on peut affaiblir la condition (ii)
s sont plus larges, en plus nos feedbacks sont analytiques et

nous allons distinguer deux cas:

5.3.1 k (  m.

On considére la fonction de Liapounov

V(* ,ù : ]= , ro* t+*" '
k+1"  2

des calculs directs montrent que la loi de commande

, ( r ,Y ) :  -# (1  +  
"Y^ -k *n )  

-  A r ,

rende le système bouclé globalement asymptotiquement stable.
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5.3.2 k > m

Dans ce cas nous reécrivons le système (5.20) sous la forme:

(5 .21)

m est impair

La stabilisabilité peut être déduite par le lemme classique des intégrateurs: En effet,
le système à : u*(uk-^ I crn) est stabilisable par la loi de commande

u(t):"#

avec o une constante telle que ac ( 0 et lo*--l : ,.
l c l

m est pair, avec n ) 2

La stabilisabilité du système (5.20) sera déduite par le théorème.5.3 .
Dans le théorème(5.3) apparait une fonction $ avec certaines proprietés. Pour obtenir
une telle fonction nous avons besoin du lemme suivante:

Lemme 5.1 Soit Q ,n polynôrne en r et y. Alors pour tout entier p pai,r strictement
supérieur à q1 (le degré de Q en y), ils existent deur enti,ers a et b pour lesquels Ia
quantité

Q( * , y )  :  yP  +  r2 (a r t  +  Q@,y )  +  b )
auec q : Qr * (U, + Z7 où q2 est le degré de Q en r

est définie, posi,ti,ue et propre.

Démonstration (voir appendice)

En vertu du résultat précédent, on sait qu'ils exitent a,bet, d, trois entiers suffisament
grands pour lesquels

O(r, y) : --] - rmrPrr + -f- 
"*nrmrrm*P* I "  m*L  "

1
+ 

;jt*"r' 
+r I ax2 l bx*+2n I d*z(rn+z)

59

I " :y* (Ar+cx" )
I d:,

avec p - k - rn un entier positif.
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est définie, positive.

Compte tenu des notations du théorème.5.3, on pose

g( r , ,A )  :  AP ,  h (A )  :  U^  e t  T@,u )  :  u  *  c rn ,

la loi de commande
T ' ( t ) : - c t ' n - r ' 3

stabilise le système réduit et nous avons

ao, \
â ( * ,Y ) : a * (Y ' r cxn+13 )

Les conditions 1) 2) du théorème.5.2 sont satisfaites.

Si on définit
k( r ,y)  -  - r2yrn*r

alors, on obtient

g@,ù :  - r2y* l rm+n+t  +" ( t -  -+  . )  rnym*t  +  ( t+- i  )  r "y* t '"  t "  \ -  r n+ I  \ ^  m- t l ) *

+ 2ar2 + (m * 2)nbr(m!2)n * 3(rn * 2)d,x3(*+zlf

Pot:r a,,b,d choisits suffisament grands cette quantité est négative.

Ainsi, la condition 3) du théorème.5.3 est satisfaite.

La relation 4) est simplement

(t t  2aæ * (^ I 2)nbæ@+2)n-r 13(rn * 2)re(^+z)-t - O) * r :  0

Toutes les conditions du théorème.5.3 sont satisfaites. Alors, Le système est stabilisable
par un feedback poynômiale.

m pai r  ,  n :1,  e t  2m*1 )  k

En utilisant le théorème5.2, nous allons prouver la stabilisation du système (5.20).

Le système peut être reécrit sous la forme

( ,

{  1 :Y * -P+7YP- ' ( ao+ " r1
l y : u  

s  \Y  '  /  ( 5 ' 22 )



5.3. Les systèmes plans d'Hermes.

Tout d'abord, nous allons prouver que le système

[  * :  Y ' - ' (Y '+  c r )
(5.23)l,;:"

est stabilisable.

Compte tenu des notations du théorème.5.Z, on pose

g (y ) : yo ,  A (y ) -  I dn ,  f@,u ) : u *cn

et
(  n ( * ) : - c r - 13s i c )0
I

I  z ( " )  :0s inon '

la relation 3/ du théorème.5 .2, avec V (r) : |r2, devient

(  ( - " ( t+c2+3cæ2) :0 )  + r :0 ,  pourc>0
,

I  " : 0+ r : 0 !  
s i non .

D'après le théorème.5.2,Ie système(5.23) est stabilisable par un feedback polynômiale.

Pour la suite de la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 5.2 Supposons que le systèrne

61

r :X ( r ) *uy ( r )

est stabilisable par û,(x) un feedback de classe C* .
Alors, pour toute fonction scala'ire T@) >- 0 telle que:

f  @) :0  impl ique X(r )  :  g

le système
i : f ( r )X(" )+uY(æ)

I est stabilisable par un feed,back d,e classe C*.

Démonstration

(5.24)

(5.25)

En vertu du théorème inverse, il exite V de classe C* telle que:

v1,,n1@): (", ' , ,  Yorl+z(c)(t,",, {I;or) <0yrt0 (5.26)
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En particulier,

si x(æ) :0 et r  f  0 alors <Y(*),vvr(x) >< 0 (s.27)

Maintenant, considérons le feedback suivant :

u(x) :  f  ( r )a(x)  -  ( r@),vrzr1r))  (b.2s)

Alors, V6.ru1la dérivée de V le long des trajectoires du système bouclé (5.25)(5.28) est
donnée par :

V1s.zs1@):  f  ( r )V6.2+t@) -  <Y(r ) ,vv( r )  r ' ( * )  <  0Vr  l0  (5 .29)

En fait, V1s.zs) est une fonction définie négative.

En effet, si on note f,) I'ensemble défini par

0 :  { r  €F . " l y ( s . zs1  :  g i

alors

f t :  { "  e  R" l f@):0}  o  {æ eF." l  <Y(* ) ,VVI ( r )  > :0}

donc

f t  c  {z  eF. " lX( r )  :0 }  n  { r  €  R^ l  <Y(r ) ,VV(r ) r  > :0}

et grâce à (5.27) on a

{ t  e lF " "  lX ( " )  :  0 }  n  { r  e lF . "  I  <Y( * ) ,VVT( r )> :  0 }  :  { 0 }

Le lemme est ainsi démontré.
I

Remarque 7 En général Ia réci,proque est fausse. Par erernple, consi,dérons la situation
suiaante:

I  X(*) : Aæ , Y(*) : l l  æ112" Bx et f (r) : l l  * l l '"
t

I  o r " "n€ lN*

Supposons que la paire (A, B) est contrôlable et que A possèd,e des aaleurs propres à
partie réelle strictement positiue.
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Comme la paire (A, B ) est supposeée contrôlable alors, le système

r :  x@)f( t )  + uY(r)

: l l  ,  l l r" lAx + Bul
est stabilisable par un feedback linéaire. Alors que le système

ù : X(r) -l uY(n)

- Ar* ll r ll2" Bu

est non stabilisable par un feedback d,e classe Cr, puisque le systèrne linéarisé, calculé
au uoisinage de I'origine:

r :A r

est instable. 

r

En appliquant le lemme précédent à un cas particulier on obtient la corollaire suivant:

Corol laire 5.1 Si le système

(  " :  f  @,v){  (5.30)
lv :u

auec f (r,0) :0, est stabilisable par un feedback d,e classe C*, alors Ie systèrne

[  
* :Y2"r@'a)

(5 .31)
I i : '

est stabilisable pour tout entier n.

En vertu de ce corollaire, le système (5.20) est stabilisable pour p ) l, puisque f @,0) :
0 .

Quand p: I, on procède directement:

{ 
r. : U*(A -l cr)

\a :u
est stabilisable pour la loi de commande

u(*,a) : -y^(cu * *2c2t) - (a + cn\

avec

V(* ,ù : Io ' *  c ry  +  c2x2

comme fonction de Liapounov.

Ce qui termine la démonstration .
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6

Stabilisation des équations de la
vitesse angulaire dtun corps rigide

6.1- Introduction

La troisième partie de ce travail est consacrée à la stabilisation des équations de la
vitesse angulaire d'un corps rigide.

Tout d'abord, nous allons rappeler les équations de la
rigide.
Soit r(t) :  (*r(t),rz(t),"r(t))r la vitesse mesurée dans
rigide et fi ) Iz 2 Is les moments d'inertie principaux.
pour un coprs rigide sont données par

vitesse angulaire d'un corps

un repère mobile lié au corps
Alors, Ies équations d'Euler

(  I i :  S( r ) I r  t  Bu

I
1 "  

a R3,u € IR3et B :  (Bu) ;=t . . .s € Mz*e

I r=r...r

( 6 .1 )

et

où - I  :  d iag( \ , Iz , Is)

0  13  - ï 2

-rs 0 rr
12 - r1 0

si on pose,

J1 :  (12-  I " ) lh ,J r :  (h -  I t ) l12 ,J " :  ( I r -  12) lh  e t  B  : :  I - rB

alors le système (6.1) devient

s("): (
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66 6. Stabilisation des équations de la vitesse angulaire d'un corps rigide

+0 1. . .3

La condition ci-desssus permet d'éviter des cas non stabilisables évidents.

Le problème de stabilisation des équations de la vitesse angulaire a sucité l'intérêt
de plusieurs auteurs. Aeyels et Szafranski ont établi que si le corps rigide est non
symétrique, alors le système (6.2) peut être stabilisable par un feedback linéaire s'il
vérifie la condition suivante:

Condition d'Aeyels- Szafranski
La matrice B contient au moins un élément non nul sur chaque ligne.

3

( i . "D  Bn i "  l 0pour  f  :1 . . .3  )
i=L

Dans le cas où le corps rigide possède une symétrie, Sussmann et Sontag ont prouvé
I'existence d'un feedback régulier, qui rend le système globalement asymptotiquement
stable. La démonstration est claire malheureusement le contrôle n'est pas donné ex-
plicitement.

Un premier objectif de cette partie de la thèse est de montrer que les deux cas relevent
de la technique de Jurdjevic-Quinn. Ainsi, en choisissant une fonction de Liapounov
convenable, nous allons donner un feedback polynomiai qui permet de stabiliser le
système (6.1) dans le cas d'un coprs rigide symétrique.

Un autre problème important, à en juger par le nombre d'articles publiés sur ia question
(cf [9] t5] t3] et leurs réferences), est l'étude de la stabilisation d'un coprs rigide au
voisinage de I'axe intermédiaire:
Considérons le système suivant

ù1 : J1r'2rs

ùz :  Jz r t r z

ùs :  Jz r r xz  *  u

(6 .3 )

Il s'agit de trouver un feedback régulier qui rend le système bouclé stable au voisinage
du point (0,, M,0).

[  
* : I - ^LS( r ) r r *Bu

[ t €R t , ; ' € 'R t '  
( 6 ' 2 )

Sans perte de généralité, nous allons supposer que le corps rigide n'est pas sphérique
et que la condition suivante est vérifiée:

a

Jn'+Da,,
i=7

pour  r , :



6.1. Introduction

En utilisant la méthode de l'energie-Casimir, Bloch et Marsden ont prouvé que pour
la loi de commande

u(r):  -xl !*r*"

le système bouclé est stable au voisinage du point (0, M,0).

Ici, on se propose de faire une analyse plus fine : en plus de la stabilité, olva s'intéresser
au problème d'attractivité, sur le cylindre d'équation (-J1rl+J2*7 : \/l H D, a"point
(0,  M' ,0) '

Le reste de cette partie de la thèse est organisé de la façon suivante :

Dans le deuxième paragraphe, nous allons montrer que si la dimension de B est
égale à deux, alors le système est stabilisable par un feedback linéaire. Ainsi, nous
généraliserons le résultat établi dans [1].

Dans le troisième paragraphe, nous montrerons que si la dimension de B est égale à
un et sauf pour un cas critique, le système (6.2) est stabilisable par la méthode de
Jurdjevic-Quinn développée dans la première partie de ce travail.

Le quatrième paragraphe traite de la stabilisation d'un corps rigide au voisinage de son
axe intermédiaire.
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68 6. Stabilisation des équations de la vitesse angulaire d'un coîps rigide

6.2 Stabilisation par deux contrôles

Dans ce paragraphe nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.1 Si, la d,imens'ion de B est égale à deur alors le système (6.2) est
stabilisable ï,ar un feed,back linéaire.

nous reécrivons le système sous la forme:

ù t :  J r r z rs  *  j u  *  6u

rz :  Jz r tæs  *  u

ùs :  Jz t t r z  *  u

avec J1J2 < 0 /e € lR et 7,6 e IR

(6.4)

Si la quantité 12 * 62 est non nulle, alors le système vérifie la condition d'Aeyles-
Szafranski, donc stabilisable par un feedback linéaire. Dans la suite de Ia démonstration,
nous supposons qlu.e 12 ! 62 :0 .

Considérons le feedback proposé dans [1]:

Démonstration
Sans perte de généralité,

t
)

I
l.

où f / ( r )  :  -Jsx|*  J2r2r-Zbrs
a, B deux réels strictement positifs qui seront définis plus tard.

Il est clair que la fonction V est définie, positive et propre.

Des calculs directs montrent que la dérivée de 7 le long des trajectoires du système
bouclé (6.4X6.5) est donnée par

v :2cH2 +z(ftx|(c- b) + bx2(2c - b))H * a(axl + gû) - oI.zrztt2rz2 - 
I.*,

Comme

(  u :  a rz

1  " :b r1 !c r3
I o," € IR- el ô € IR*

v(r): în?,.1+ *3)' * *Cl"?+ *7)" +|u'pS

(6 .5 )

et posons

-|t"|çzrr'rr'-I"ô=o



6.2. Stabilisation Dat deux contrôLes

Pour prouver la stabilité du système bouclé (6.4X6.5) , il suffit de montrer que

P(H) : cH2 * (Jsr2(c- ô) + br2(2c - b))H + f,@*r' + grru) 3 0

En effet, la quantité P(H)peut être considérée comme,rn potynOme de seconcl degré
en H. Le discriminant, calculé en fonction de æ2, est donné par

a("r) :  *r ' l (*r("- 6) + b(2c - 
")) '  

-  2ac(a + Pr24l

Si a et B sont choisis suffisament grands, L(*r) est négative.

Le système bouclé (6.4X6.5) est stable.

Pour montrer la stabilité asymptotique, nous allons utiliser le principe d'invariance de
Lasalle.

Soit f) I'ensemble défini par

0:{ r€R' /Vç*1 :91

alors
0 :  { "  e lP t s f  r r :  ce :0 }

1(t) : (ft1t;, lz(t),fr(t)) une solution complète du système bouclé (6.4X6.5) sur laque-
lle I/ est constante.

d.
Puisque 

*t"@ 
: ht(t) et 7(t) € f) V, ) 0 alors f(t) :0 pour t > 0.

Finalement, T(l) : 0

Ceci termine la démonstration de la proposition. !
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70 6. Stabilisation des équations de la vitesse angulaire d'un corps rigide

6.3 Stabilisation par un seul contrôle

6.3.1 Cas dtun corps non symétrique

Un corps rigide non symétrique est caractérisé par la condition suivante

h )  I z  )  1s  )  0  (6 .6 )

Alors
J1 )  0 , ,  J r  >  0  e t  J2  10

Nous supposons que le système (6.2) vérifie la condition d'Ayeles-Szafranski (i.e bft2bs I
o)
Le but de ce sous paragraphe est de prouver la proposition suivante:

Proposit ion 6.2 PourV(r) :  |( Irrr2l lzrz2*Isrs2) le système est de type Jurdjeuic-

Quinn, donc stabilisable aaec

3

u(æ) :  -  (n@),vrzr1r ) )  :  
\boq

où Y (n) :  (hf h,brl  l r ,b" l  I")-

Démonstration

Il est bien connu que l'énergie cinétique est une intégrale première pour Ia dérive.

Nous allons prouver l'égalité suivante :

{o  €  lR3 /yV(x ) :  xYv (n ) :  x2YV( r )  : 0 }  :  { 0 }

où X(c) : (J1x2æ3, J2æ1t3, J3rp2)r

Nous avons les trois relations :

Y'V (r) :  btrt * bzrz I bst3 (6 7)

XYV(I) - J1b1r2r3 * Jzbznps * h,bzrf iz (6 8)

x2Yv(r) :  hJr(Jzr" '  + J"*r ' \1bzJz(hxs2 + Js*r2) *bzJz(Jzrr '  + Jr*r '1 (6.9)

Il suffit de prouver que ces relations impliquent que I'une des coordonnées est nulle :
Puisque, si c'est le cas , (6.8) montre qu'une deuxième est nulle, et d'après (6.7) la
troisième est aussi nulle.



6.3. Stabilisation par un seul contrôle

Maintenant, les trois vecteurs

* :  ( * r , rz , rz)T r1s -  (J1r2rs, ,J2r1r3,Jsrp2)T

y : (J1J2rtxz2 * J1J3r1r22, J2Jsr1æ22 I JtJzrzrs2 , JlJsrsr2' + JrJ"*"*r')'

sont orthogonaux à ô: (fu,b2rbs)r.

Par conséquent, leur déterminant est nul. Donc, nous avons la relation suivante:

Det(r, u,w): (Jtrrz - J2x12)(J2rs2 - Jsx22)(ftrt2 - Jr,r"z)

Ce qui implique qu'au moins un des facteurs est nul.

En vertu de (6.6), si l'un des deux premiers facteurs est nul alors

11  : 12 :0ou  r z : : x s -0

Maintenant,, si Jsr12 : Jtrz2 alors la relation (6.8) multipliée par z1 devient

rs fJ lu2( fur r  *  ô3r3)  *  J2b2r12l :  g

et d'après (6.7) nous obtenons

b2rs(J1r22 - J2r12):g

donc ,  zg  :  0  ou  t r1  :  12 :0 .

Finalement, nous avons prouvé que dans tous les cas au moins une coordonnée est
nulle.

La proposition est ainsi demontrée. r
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72 6. Stabilisation des équations de la vitesse angulaire d'un corps rigide

6.3.2 En présence d'une symétrie

Il est à noter que ce cas est important puisqu'il concerne en particulier le cas d'un
satellite.

Supposons par exemple que h: Iz I I" . Le système (6.1) devient

( ù't' : an2r3 t bfl
I

I  ù ,  :  -er1ts  I  bzu (6.10)
I

I  
r : :ôsu

sans aucune perte de généralité , nous supposons que le vecteur b: (br,br,b")' vérifie

h + 0 et (fu, b2) + (0,0) .

Nous avons le résultat suivant :

Proposit ion 6.3 Pour V(r) :  I*" '+ ;P(n3)(xr2 I r22 + rz)2

où P est le polynôrne P(x) : clt2 a bx -f 
f t  or"" o:2(br'  1bz2) et b : bz2

Le systèrne (6.10) est du type Jurdjeuic-Quinn, stabilisable par le feedbaclc polyno-
mial

u(x):-(a,vrz.1r;)
: -P(rù(*r, + rz2 * rs)\Zfuq * 2bzrz * b3]

-  /  |  - , ,  \ /  ,  ,  . r \- ô3 (rs + ,P'(ts1(*" + 
"' 

+ *")')

Démonstration

NousavonsP(z )  =  
( r  ô \ t  À2 \

. ,  
f  

( "  *  
^ )  

*  
* ) .  

A lors  P(r" )  )  0  et  tz  est  déf in ie ,  pos i t ive

et propre.

Des calculs directs montrent que V est une intégrale première pour Ia dérive.

Pour prouver que le système est du type Jurdjevic-Quinn, il suffit de prouver que
l'ensemble défini par

{ r  e  IR3/vV@):  XYV(r) :  XzYV(r)  :  0}

où X(o)  :  (ar2rs,ar1r3,0)r  e t  Y(æ) :  (U,b2,h)r

est égal à {0}

Nous avons les trois relations:

YV(r) :  bers * L@t' + r22 * ca)(63(r t2 a rr2)P'(x")

!  4(b1æ1* bzæ2))P(æs) *  2bsP(q)  ]  b3P' (4))  :  0  
(6 '11)



6.3. Stabilisation par un seuJ contrôle

XYV( t ) : -2a (bzn r )u (x12  + r22  l 4 )P ( rs )  : 0  (6 .12 )

x2YV(r) :  -Za2(brq ! b2n2)r""(*r '  + n22 -l  4)P(4) : 0 (6.13)

Tout d'abord, nous allons montrer que ces trois relations entraînent 13 : [.

Supposons eue u3 I 0 . Puisque P(23) ) 0 et en vertu de (6.12)(6.13) nous avons

r t2 *  tz2 + ta  :  0

ou

I  
b r * t  -  b1 r2 :  Q

t  b r r ,  * b2 r2 -  Q  
(6 ' 14 )

La première relation et (6.11) impliquent eue 13 : 0. D'àu une contradiction.

La seconde relation entraine ïr: rz:0 et d'après (6.11) nous obtenons

1
;bsrs(2P(rs)  *  P ' ( * " )*  2)  :  g

or

zp(q)*  p ' (u3)  r  2  :  n"  (  ( . "+  3 + 
23b2 +324\ \

\ \  r ,0 ,  64" '  )  ) 'u
Alors re : 0 . d' où une contradiction.

Puisque nous avons trs - 0, la relation (6.11) devient

1 .

i lar'tolr *? + l,3) * (b1r1* bzæz)P(O) +zhP(q] : o

L'expression entre crochets peut être reécrite comme

f t

bb"l( ' ,++\ ' '  (  '4ab2\2 4 l
L\ or")* l ."+ bh)+bnæ)

Il est clair que cette quantité est non nulle. Alors, nous avons rt : frz - 0.

Ce qui termine la démonstration de la proposition. I

Remarque I Le système (6.10) n'est pas stabilisable p&r une loi de comrnande linéaire.
En effet, siu(æ) -- arr*brz*crt où a,b et c € IR, alors la ilroite d,'équation (ar1!br2 :

0 et xs: 0) est un ensemble ile points singuliers autres que I'origine.
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74 6. Stabilisation des équations de la vitesse angulaire d'un corps rigide

6.4 Stabilisation d'un corps rigide autour de l'axe
intermédiaire

Proposition 6.4 (t421) Le système bouclé suiaant:

(  * t :  J 1 r 2 x ; 3
I
\  , " :  J2 r f l 4  (6 .15 )

I  t . :  - rs-  J2r1(-J2r ]  I  J1r22)

d,éf,ni à partir de (6.3) aaec Ie feed,back

u(r )  :  -J3r1n2 -  13 -  J2r1(-J2t r2 + Jr* r21

est stable.

Démonstration

Considérons la fonction de Liapounov définie par :

.  l /  t  /  -  ,  ^ ' /  t  1 \ \
V(r ) :  

t  ( " r '+ '  \ -J2r t ' I  h r2 ' )  \ - t r * r ' *  
J t rz"  * rz+ 

i l )

Il est clair que la forr"tion V est définie, positive et propre.

Si on calcule V,Iu dérivée de V le long des trajectoires du système bouclé (6.15),
on obtient :

Vç"7:-" ' "<0

Le système est stable .

d'où la proposition. I

En vertu du principe d'invariance de Lasalle, Les trajectoires du système (6.15) tendent
vers le plus grand ensemble invariant contenu dans

0 : {r  eFts lV(x) :  r l  :  0}

Maintenant, sur le plan d'équation 13 : 0, le champ de vecteurs qui définit le système
(6.15) devient:

(-n',,- )*r.n", )
(6 .16)



6.4. Stabilisation d'un corps rigide autour de I'axe intermédiaire

Finalement, le plus grand ensemble invariant contenu dans O est constitué de la droite
D  :  { n  e IFc3 l x r :  ue :0 } .

Comme les trajectoires du système bouclé (6.20) évoluent sur les cylindres d' équation
-Jzrr2lJrxz2: c ( lafonction scalaire r --+ -Jzrt2lJtrz2 est une intégrale première
du système (6.20)), alors les trajectoires tendent vers I'ensemble.9 : {A.,8"}.

où A" et ô. sont les points de coordonnées (0, ,[+,0) et (0, -rl],0)
Y . t t  Y , t t

Plus précisement, nous avons :

Proposition 6.5 (t421) Pour le système bouclé restreint au cylindre d'équation - J2r2r+
Jlxl: c(c > 0) nous aaons Ia descri'pt'ion suiuante:

o le poi,nt A. est un point d,'équi,li,bre localement asymptoti,quement stable.

o Il y a deur trajectoires dont I'ensemble wJimite est constitué d,u point 8..

o l'ensernble u-limite des points qui ne sont pas sur ces deur trajectoires est égal
au points A"

Dérnonstration

Les équations du système (6.15) restreint au cylindre sont :

(  0 :  JJtJzrs
(  ^  ( 6 .17 )
I ir : -rz * r3r1E7;7;"o"t

La matrice du système linéarisé, calculée au voisinage de ,4" est :

/ o -\m\
|  |  (6. i8)
\ -r31/JrJi o )

Le déterminant de cette matrice est positif et sa trace est négative alors ie système
linéarisé est asymptotiquement stable.

Le premièr point de la proposition est ainsi demontré.

Au voisinage de -B", la matrice du système linéarisé est:

|  0 - ,Æ6\
|  |  (6 .1e)
\r3J-hJz -t  )

J O
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Le déterminant et la trace sont négatifs. Localement, Le point -B", est un point selle.

Ie deuxième point de la proposition est ainsi demontré.

Dans la suite de cette démonstration, nous allons utiliser les notations suivantes :
X est le champ de vecteurs pour le système (6.15), et d désignera la distance entre
deux points du cylindre.

Soit M un point autre qre 8., si nous avons

le  ) 0 l v f  : d (X r (M) ,8 . ) ) e  ( 6 .20 )

alors M est sur l'une des deux trajectoires admettant ,8" comme ensemble u,'-limite.

Si la condition (6.20) n'est pas vérifiée, alors

Ve>01= f  : d (X7 (M) ,8 " ) ) e  ( 6 .21 )

et si e est choisi suffisament petit, Xr(M) est dans le bassin d'attraction de A".

Finalement, I'ensemble a.'limite de M est A" .

Ce qui termine Ia démonstration de la proposition. T



6.5. conclusion

6.5 conclusion

Dans le cadre de la stabilisation globale des équations de la vitesse angulaire d'un coprs
rigide non sphérique on arrive à la conclusion suivante:

Si la dimension de B est égale à deux alors le système est stabilisable par un feedback
linéaire.

Si la dimension est égale à un et le corps est symétrique, alors le système n'est pas
stabilisable par feedback linéaire mais il existe un feedback polynômiale qui stabilise le
système.

Dans le cas où le coprs rigide ne possède aucune symétrie et le système vérifie la
condition d'Ayeles-Sfranski, le système est stabilisable par un feedback linéaire.

Reste le cas où le coprs rigide n'est pas symétrique, et le système ne vérifie pas la
condition d'Ayeles-Sfranski. Ce qu'on peut dire actuellement c'est qu'ils existent des
cas non stabilisables. Considérons par exemple la situation suivante ;

(  à ' : r 2 i x3 !u
I

1 
f.r :  -r trz (6.22)

t  r s : r 1 r2 -u

( i . e  f i  -  - J z -  Js :1e t  f u  -  - ô3 : I  , bz :0  )

En effet, si 7(t) : (,lr(t;, n(t),'yr(t)) est une solution du système (6.22) avec

[ 'Y ' (o)  : -ua(0) :c+0
I

t  r ' (o) :d'>o

Comme
d .
*1r(t) + re(t)) : tz(t)1',r1t) + rs(t))

il vient que

71( t )  +rs( t ; :0  v t>0

Maintenant,
d
* tz( t )  

:  û( t )

alors 72(i)f0 quand t -+ *oo .

Finalement, le système n'est pas stabilisable même en boucle ouverte.
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Démonstration du lemme.5.1

Tout d'abord, nous allons montrer que si l"l < 1 ou lyl ( 1 alors pour ô suffisament
grand O est positive.

Pour cela on distingue deux cas:

.lyl < 1 Il facile de voir que pour 6 suffisament grand on a

o , rq  +Q@,y )  +ô>  0  pou r  tou t  r

olo l  <  1

La quantité O peut être réecrite sous la forme suivante

p- l

Q(* , ,ù :  YP +DPn(" )ao
i=L

où P;(i - 1.. .p - l) représentent des polynômes en r.

Comme l" l  < 1 alors pour i :1...p - 1, P; est borné. I l  existe alors ft  tel que si

lAl2 R on a O(r,y) > 0.Maintenant si lyl < -8, il suffit de choisir ô de sorte que

b > sup1,1at,1rgtQ (r, U)

Dans la suite de la démonstration nous allons supposer que lzl ) I et lyl 2 t.
Posons

O;i(r, y): lyo + arj" i+'yi 1 Bn,na+zn -

où o;; sont les coefficients du polynôme Q , n: card{(i,i)} 
"t 

goj : lMa;11fr

En un premier temps, nous allons prouver que oij est positive. Pour cela nous
allons distinguer deux cas:

olyln-i ) na;il*l'*'

I ' t - - . ,  ; ' l
Qu(r,A) : 

;yt lae-r * nariæ'+zf + d;ixn

Comme yp-i + na;iæi+z et yi sont du même signe alors Q;i(x,y) > 0.

clyln-i I na;ilrlt*' D"r calculs directs montrent que dans ce cas nous avons
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I'inégalité suivante:
na;i lyi  r i+2 < 0;i l*10

alors O;;(r ,y) > 0V(r, y) + (0,0).

Maintenant,
ô ( * , y ) :  t  ôn i ( * , y )  +  b r2  avec  o  : l  \ o i

donc tD(r, y) est définie, positive.

Le lemme est ainsi démontré

dâ

T


