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RESUME

Nous étudions la vibration et la stabilité des longues structures flexibles a

forme répétitive.

Plus précisément, nous nous intéressons a la détermination des valeurs
propres et des modes propres en tenant compte de l'aspect répétitif de ces
structures par des analyses & deux échelles. A T'échelle locale, nous résolvons
des problémesrlocaux qui sont posés sur quelques cellules de base avec des
conditions de périodicité. A 1'échelle globale, nous introduisons des €quations
d'amplitudes permettant de rendre compte de la modulation des modes

propres.

Nous testons ces méthodes sur deux modeles. Le premier est
représentatif des longues structures sans cellule de base, pour lequel nous
évaluons une dizaine de valeurs propres avec une assez bonne précision. Le
deuxi®me est représentatif des longues structures flexibles a forme répétitive,
pour lequel I'analyse & deux échelles donne de trés bons résultats au début et a

la fin d'un paquet de valeurs propres.

Mots clés

DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
CALCULS DES STRUCTURES REPETITIVES
STABILITE

VIBRATIONS LINEAIRES
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- -k
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matrice de masse

matrice d'amortissement

matrice de raideur

déplacement 2 l'instant t d'un point M d'une structure Q
tenseur des contraintes de Cauchy

tenseur des déformations linéarisées en fonction du

déplacement u

valeur propre.

variable globale ou lente
variable locale ou rapide

petit parameétre (petit devant 1)
terme d'une perturbation
nombre d'ondes

longueur d'une cellule de base
longueur totale de la structure

nombre de cellules de la structure répétitive

opérateur linéaire auto-adjoint

amplitudes ou enveloppes (solutions des problémes globaux)

solutions des problémes locaux

solution localisée

matrice fondamentale

exposant de Floquet

valeurs propres de la matrice fondamentale sur une cellule
de base ®(1) '

base de Ritz

base de projetion

valeur propre locale correspondant au début d'un paquet



valeur propre locale correspondant a la fin d'un paquet
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INTRODUCTION

Les longues structures flexibles a forme répétitive sont utilisées dans de
nombreux domaines, puisqu'elles offrent un excellent compromis entre leur
capacité portante, leur poids et leur prix, par opposition a des poutres de section
pleine. On rencontre ce genre de structure dans plusieurs domaines, par exemple
dans la construction aéronautique et aérospatiale ( armatures des avions, stations
orbitales,....) et dans le domaine de génie civil ( supports des couvertures des
stades, des gares, des grandes surfaces,....). Pour ce type de structure, la
connaissance détaillée des fréquences et des modes propres de vibration est
essentielle pour la prédiction du comportement dynamique de la structure a des

perturbations extérieures.

Cependant, 1'étude des vibrations de ces structures pose deux types de

problémes:

a) Des problémes de calcul, liés aux algorithmes de recherche de valeurs
propres qui fonctionnent mal dans un tel cas et a la grande taille de la structure

(grand temps de calcul et grand espace mémoire).

b) Des problémes liés & la tenue de la structure, car l'analyse des
phénoménes de résonance est trés complexe, du fait que ces structures

présentent des modes trés voisins.

De plus, il est établi que les fréquences propres voisines de vibration de
ces structures sont situées dans des paquets distincts. Nous le constatons dans un
calcul direct par la méthode des éléments finis des fréquences propres de

vibration d'un modele représentatif de ces structures (figure qui suit).
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Calcul direct de 80 valeurs propres

40000

32020 >

24040

16060

3080 —

Valeur propre (fréquence au carré)

100 —
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Rang de la valeur propre dans le spectre

" Dans notre travail, nous proposons une méthode de calcul a deux échelles,
l'une locale, l'autre globale, en tenant compte de la forme répétitive que présente
ces structures. Ceci permet la décomposition du probléme initial qui est de
grande taille, en deux problémes de tailles considérablement réduites. Le
premier probleéme est calculé sur des structures faites de quelques cellules de
base, le deuxieme introduit des équations d'enveloppe similaires aux équations
de‘ Ginzburg-Landau. Cette analyse en double échelle favorise le
fonctionnement des algorithmes de recherche de valeurs propres, et permettra la
prise en compte des interactions non-linéaires, des phénoménes de résonance et

d'instabilités.
Nous présentons ce travail sous forme de cinq chapitres.

Le premier chapitre contient un rappel sur les vibrations linéaires et une

revue bibliographique sur le calcul des structures périodiques et élancées. Il en
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ressort généralement qu'une analyse en double échelle peut permettre
1'évaluation des paquets de valeurs propres 2 partir des modes locaux. En effet

ces méthodes sont opérationnelles pour les problemes d'instabilités cellulaires.

Le deuxieéme chapitre contient une description générale de la méthode
proposée et les hypothéses de base permettant son utilisation. Nous appliquons
ensuite la méthode 3 un probléme représentatif des instabilités cellulaires, c'est-
3-dire une structure longue non répétitive, mais dont les modes de déformations
sont & peu prés périodiques. Cette analyse permet d'obtenir une équation du type
Ginzburg-Landau décrivant le probléme global. A partir de la résolution de cette
équation nous obtenons un nombre considérable de valeurs propres sans

effectuer un calcul direct.

Le troisieme chapitre contient une application de la méthode pour le
calcul des fréquences propres d'une partie d'un paquet de valeurs propres . Le
modele considéré est représentatif des longues structures a forme répétitives A
I'échelle locale nous calculons des modes de vibrations sur quelques cellules de
base avec des conditions de périodicité. Nous engendrons ensuite une famille de
valeurs propres et de modes propres par modulation d'un mode local donné. Ces
dernidres valeurs propres permettent de calculer les premieres fréquences
propres de vibration & l'aide d'une formule asymptotique au second ordre. Dans
ce chapitre, nous nous limitons a une analyse trés simplifiée des conditions aux
limites qui néglige le phénomene de la couche limite. Ce phénoméne di aux.

effets de bords sera introduit au chapitre suivant.

Dans le quatriegme chapitre nous montrons qu'il existe une couche limite et

que sa prise en compte permet de pousser le calcul asymptotique aux ordres
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supérieurs. Ainsi, nous sommes amené & chercher une solution localisée comme
" dans les problémes de perturbation singuliere. Cette solution est déterminée par

une méthode utilisant la théorie de Floquet qui est bien connue dans I'étude des
problémes de propagation des ondes dans les milieux périodiques. Ensuite nous
avons fait une analyse asymptotique compléte d'un paquet de valeurs propres. Il
en sort que cette méthode est une trés bonne approximation du début et la fin du
paquet, puisque les modes propres du début et de la fin d'un paquet sont
modulés et sont localement périodiques. Cependant elle ne permet pas d'estimer
le nombre de valeurs propres par paquet, puisque leur valeur asymptotique des

fréquences propres croit indéfiniment en fonction d'un entier n.

Dans le cinquieéme chapitre, nous montrons que la prise en compte de
l'interaction entre deux modes locaux permet d'évaluer le nombre de valeurs
propres dans un paquet. Cette interaction est introduite par la méthode de Ritz

qui est couplée a une analyse en double échelle.



1 ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1. Rappels sur les vibrations linéaires

1.1.1. Introduction

Nous devons 2 Lord Rayleigh la formulation des principes de la theorie
des vibrations telle qu'elle est pratiquée aujourdhui. Il introduit le concept
fondamental d'oscillation d'un systéme linéaire autour d'une position d'équilibre
et montre I'existence des modes et fréquences propres de vibration tant pour les
systémes discrets que les systémes continus. Afin d'illustrer ces notions de base,
nous allons tout d'abord étudier des systémes simples, puisque leur étude facilite
la compréhension du comportement de systemes complexes possédant un

nombre important de degrés de liberté.

Pour plus de précision sur ce qui se fait en matiére de vibration des
structures, nous renvoyons le lecteur aux livres spécialisés dans ce domaine cités
dans la bibliographie (M. Géradin et D. Rixen, "Théorie des
vibrations.Application & la dynamique des structures” , ...... ).

1.1.2. Systemes & un degré de liberté

Les systtmes 2 un degré de liberté sont illustrés simplement par le

systéme suivant:

10
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s

s

x représente le déplacement de la masse m a partir de la position d'équilibre
déterminée par l'action de la pesanteur.

k est 1a raideur du ressort produisant sur la masse m une force -kx.

¢ est le coefficient d'amortissement visqueux de I'amortisseur qui produit sur la

dx
masse m une force -c—d?

£(t) désigne la force extérieure, fonction du temps t, agissant sur la masse m.
En appliquant les théorémes généraux de la dynamique sur le systeme, on

obtient I'équation différentielle traduisant le comportement du systeme :

d%x dx
+c—+kx=1(t 1
mﬁ-dt Cdt (t) (1)

Le mouvement libre est défini par I'absence de la force extérieure (f(t)=0).

La solution générale s'écrit alors sous la forme :

x(1) =A™ +Ae? avec f,=-00 +oval -1

o est appelée pulsation naturelle ou propre du systémé ( exprimé en rad/s). Elle
. 2 _k
est définie par : ®° = —
m

11
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a est appelée le facteur d'amortissement visqueux et défini par: o= £ ouc

C
CC

est dit coefficient d'amortissement critique : ¢, = 2m®

I1 apparait clairement que le comportement du systéme est caractérisé par
les parametres o et . La forme des solutions de I'équation différentielle change
évidemment suivant la valeur de «.

En fait les systémes réels sont toujours plus ou moins amortis mais
rarement par un amortissement visqueux. Parmi les amortisseurs les plus
courants citons l'amortissement structural et I'amortissement par frottement ou
de Coulomb. Le premier est une caractéristique des matériaux et sa valeur est
tres lide 2 la température et aux fréquences d'excitation. Le deuxieéme est dd au
mouvement relatif de deux surfaces en contact, il est trés difficile a quantifier
car il dépend de nombreux parametres.

Le cas a<] le plus important en pratique ou la solution peut s'écrire sous
la forme: x(t)= Ae™ sin(W,t+¢) ol W, =® 1-0o2 est la pulsation
naturelle du systtme amorti. Les constantes A et @ sont déterminées par la
connaissance des conditions initiales.

Enfin, on définit 1a fréquence naturelle ou propre du systéme(exprimée en hertz)

par f telle que; @ = 2xf. Et on appelle période du systtme T = %

Les deux autres cas a savoir a=1 et a>1 ne se rencontrent que tres

rarement dans les systémes mécaniques.
1.1.3. Systemes a N degrés de liberté
La mise en équations des systtmes a N degrés de liberté, s'effectue a

partir des théorémes généraux ou des équations de Lagrange. Elles se présentent

sous la forme matricielle suivante:

12
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d2X . dX
M—= +C— + KX = F(t .
dt? dt © (1)

M est dite 1a matrice de masse. C est 1a matrice d'amortissement. K est la

matrice de raideur. X et F(t) sont respectivement les vecteurs des déplacements

et des forces.

Propriétés des matrices

La matrice M est diagonale et définie positive, puisque 1'énergie cinétique
du systéme est toujours positive sauf si les déplacements sont nuls. I1 est facile
de voir qu'en I'absence de forces gyroscopiques la matrice C est symétrique et
semi-définie positive si le systeme est dissipatif. Lorsque les forces de rappel
sont élastiques et les chargements conservatifs, la matrice de raideur K est

symétrique. Si I'équilibre étudié est stable, elle est définie positive.

Propriétés des modes propres du systeme

La connaissance des modes propres d'un systéme est essentielle dans une
étude dynamique de celui-ci. Ces modes sont déterminés a partir de 1'équation

du systéme conservatf. Ceci se traduit par la relation vectorielle suivante:

a%x
M -5 +KX=0
dt
ol les solutions sont cherchées sous la forme: X = xeF avec iZ=-1

A partir des équations précédentes on obtient le probléme aux valeurs propres

suivant:

13
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[K-aM]x=0
Ce systéme admet N solutions notées (®;,x;) i=1..N, qui sont les
pulsations et modes propres du systeme.

A partir des propriétés des matrices M et K les modes propres vérifient les

conditions d'orthogonalité suivantes:

Pouri#] xiTij =0 et xTKx ;=0

Nous retiendrons que la recherches des fréquences et modes propres d'un

systeme a N degrés de liberté revient a traiter un probleme aux valeurs propres.

1.1.4. Vibrations des systémes continus

Les systémes continus peuvent étre considérés comme une extension des
systémes a N degrés de liberté avec N — eo. On suppose par la suite que la

structure est élastique.

Eguations et formulation variationnelle en élastodynamique

On désigne par Q le domaine borné occupé par la structure a I'équilibre et
par n, la normale unitaire extérieure au bord Q2 de Q.
Nous supposons que la structure n'est soumise a aucune force extérieure.
Nous nous plagons dans le cadre de la théorie de 1'élasticité linéaire. Dans ce cas
les équations de la dynamique écrite dans un repére cartésien sont:
%,
Gij,j(u)— p‘3t2—l =(0 dans Q
O'u(u)nj=0 sur aQ

14



Vibration et stabilité des longues structures flexibles a forme pépétitive

u(M,t) désigne le déplacement 2 l'instant t d'un point M situé dans Q. o;;(u)est
~ le tenseur des contraintes de Cauchy qui est une fonction de u grace a la loi de
comportement linéaire. p est la masse volumique.

On s'intéresse aux modes de vibrations de la structure, qui sont cherchés sous la

forme:
u(M,t)=U(M)coswt

La formulation variationnelle du probléme est alors :

trouver u et A tel que:
jcij (u)eij(v)dx - XJ puvdx =0 ol A= >
Q Q

Vv cinématiquement admissible

eij(u)est le tenseur des déformations linéarisées en fonction de u.

Pour résoudre ce genre de probléme _admettant une infinité de solutions. on fait
appel aux méthodes de discrétisation: méthodes de Ritz-Galerkine et des
éléments finis.

La premiere consiste 2 chercher une solution approchée du probleme

variationnel précédant dans un espace de dimension fini N. Si

ej(M)(j=1,....,N)désigne une base de cet espace vectoriel, son €lément

N
générique u® peut s'écrire sous la forme ué =) &e;(M).
i=1

La méthode des éléments finis est un cas particulier de celle de Ritz-

Galerkine, ot &; coincide avec la valeur de u® aux noeuds du maillage, u® étant
défini par interpolation a partir des valeurs nodales U; appelées degrés de
liberté.

Les expressions discrétisées des formes bilinéaires et linéaires intervenant

15
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dans la formulation variationnelle conduisent aux matrices de masse M, de
* raideur K symétriques et définies positives et de dimension N. Donc le probléme

se raméne & un probléme aux valeurs propres de dimension fini N:

[K-AM]U=0

Ue IRN et A sont les inconnues.
1.1.5. Méthodes de calculs des valeurs propres

Nous avons vu que, la détermination des modes et fréquences propres tant
pour les systémes discrets que pour les systemes continus, se ramene toujours au

calcul des solutions propres d'un systéme linéaire homogene:

[K—AM]U=0

ot les matrices de raideur et de masse sont presque toujours symétriques et
définies positives. Les méthodes de résolution de ce type de probléme rentrent

dans 'une des catégories suivantes :

_Les méthodes basées sur le développement de 1'équation caractéristique
du systeme.

-Les méthodes basées sur le calcul du déterminant. |

-Les méthodes qui consistent & mettre le probléme initial sous une forme'
soit diagonale soit tridiagonale par des transformations successives.

-Les méthodes d'itération sur les vecteurs propres.

-Les méthodes étagées, qui sont basées sur la construction d'un sous-
espace contenant une approximation de la solution recherchée. Ce sous-espace

peut étre lui-méme généré par itération sur les vecteurs propres, par technique

16
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de condensation ou de sous-structuration. Le probleme final se ramene alors a la

résolution d'un probléme d'interaction dans le sous-espace ainsi construit.

L'utilisation de I'une ou l'autre de ces méthodes est trés li€ au nombre de
degrés de liberté du systéme. Ainsi pour des systémes ayant un petit nombre de
degrés de liberté, on peut directement procéder au développement de I'équation
caractéristique par des méthodes semi-analytiques. Mais la plupart des
problémes aux valeurs propres en mécanique sont formulés par la méthode des
éléments finis. Dans ce cas la solution la plus efficace consiste a la
transformation du probléme en séquence de problémes statiques KU=g, puisque
toutes méthodes dérivées de l'algorithme de puissance (méthode d'itération
inverse, méthode de sous-espace et la méthode de Lanczos) sont bas€es sur ce
principe. On adopté alors un algorithme de résolution statique en tirant profit
des propriétés des matrices K et M. Actuellement, il devient de plus en plus
fréquent de traiter des problemes de trés grande taille. Ceci est dg, soit a la taille
de 1a structure étudiée qui réellement grande(treillis spatiaux par exemple), soit
au besoin d'affiner les mod@les afin d'avoir plus de précision et d'informations.
Dans ce cas les méthodes de résolution de base restent valables en considérant
tous les aspects d'optimisation (prise en compte des moyens informatiques plus
performants, des propriétés de périodicité ou de symétrie de la structure,....etc.).
De plus la connaissance des modes propres de vibration d'un systéme est tres
intéressante pour calculer la réponse de celui-ci a une excitation extérieure. En
effet, 1a méthode modale, cherchant la réponse sous forme de combinaison.
linéaire de ces modes propres, est trés efficace que la méthode directe quand le
nombre de degrés de liberté est grand. Puisqu'elle permet la réduction du
nombre des équations du syst®me en considérant les propriétés d'orthogonalité

des modes propres établies précédemment.
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Le traitement des problémes de grande taille est un sujet de recherche de

* grand intérét aujourd’hui.

1.2. Etude bibliographique sur le calcul des structures répétitives et

élancées
1.2.1. Introduction

Nous avons vu que les modes et les fréquences propres de vibration d'une
structure mécanique peuvent étre calculés par des méthodes classiques et des
logiciels existant sur la marché. Toutefois la discrétisation d'une longue
structure répétitive peut conduire & un nombre de degrés de liberté tres €leve,
donc 2 des coiits de calcul trés importants, d'autant plus importants que le
nombre de cellules de base est grand. On a l'intuition que ces calculs sont
inutiles, car la périodicité de la structure doit permettre d'une part de simplifier
l'analyse, d'autre part de mettre en évidence des structures de solutions tres
particulieres. Ces remarques sont également pertinentes pour la réponse a une
excitation extérieure, qui nécessite ici la prise en compte d'un grand nombre de

modes propres, ou pour I'étude non linéaires des résonances.

Nous exposons une revue des méthodes de calcul des structures.
périodiques qui existe dans la littérature. Plus proche de notre propos, nous
présentons des travaux utilisant les méthodes asymptotiques, la technique des
échelles multiples ou la théorie de Floquet, afin d'expliquer certains phénomenes
observés expérimentalement ou de prédire les premiéres fréquences propres des

vibrations de la structure.

138



Vibration et stabilité des longues structures flexibles g forme pépétitive

1.2.2. Classification des méthodes de calcul des structures

périodiques

La classification qui existe dans la littérature des méthodes de calcul des

structures & forme répétitive, est donnée sous forme de quatre grandes catégories
(A. K. Noor, 1988) :

1 - La méthode directe qui calcule la structure sans tenir compte de la
périodicité. Cette méthode est basée sur la technique des éléments finis. Elle
devient vite cofiteuse quand la taille de la structure augmente et peut poser des
problémes de précision. Ces problémes numériques sont particulierement vrais

pour une étude dynamique, ou de stabilité en linéaire, ou en non-linéaire.

2 - La méthode des champs discrets, qui tient compte de la régularité de la
structure. Les équations d'équilibre des noeuds de la cellule de base sont écrites,

et résolues en tant qu'équations aux différences finies.

3 - Les approches "structure périodique”, pour lesquelles on distingue
deux cas:
a) L'utilisation combinée de méthodes aux éléments finis et matrices de

transfert (méthode de sous-structuration).

b) L'utilisation de la représentation exacte de la rigidité d'une barre, a

partir de laquelle 1'analyse de la structure est faite.

4 - Les méthodes d'obtention d'un milieu continu équivalent de la

structure discréte (P. Verna, 1988).
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A. K. Noor affirme que la deuxieme méthode n'est applicable qu'aux
structures simplement appuyées a leurs extrémités (M. S. Anderson, 1981. M. S.
Anderson, 1982). La troisi¢me permet une économie sensible en espace
mémoire et en temps de calcul, mais elle nécessite une description complete de
la structure. Tandis que les modgles continus actuels s'intéressent a priori au
comportement global de la structure sur lequel ils obtiennent d'excellents
résultats (A .K. Noor, 1988). Toutefois ces modeles ne peuvent prétendre €tre
pleinement efficace dans une étude paramétrique méme pour une structure de
type treillis plan en statique linéaire. La raison essentielle en est que tous ces
modgles ne vérifient que des conditions aux limites moyennes ou essentielles.
Iis négligent les effets de bords responsables de l'apparition du phénomene de
couches limites. Ils ne permettent pas de garantir totalement la tenue mécanique

de la structure.

Les travaux de A. K. Noor et de ses coauteurs montrent en général de tres
bons résultats quant A la prédiction des cinq & huit premiéres fréquences propres
de leur structure (écarts de 1% 2 3% parfois 5%). Les résultats sont d'autant plus

illeur n r 1lul i | re r

1.2.3. Utilisation des méthodes asymptotiques dans le calcul des

structures élancées

La solution d'un probléme mécanique est souvent tres difficile, voire
impossible & obtenir exactement. Ceci est dii a la complexité des équations ou
des conditions aux limites. Pour la résolution, on peut donc faire appel a des
méthodes mathématiques permettant d'obtenir une solution approximative ou
asymptotique. Ainsi de nombreux auteurs ont eu recours aux développements

asymptotiques pour obtenir des formulations simplifices du probleme. II s'agit
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d'une écriture formelle. Lorsqu'un probléme est reconnu dépendre d'un petit
* parametre €, les fonctions inconnues u(g) du probléme peuvent €tre cherchées

sous la forme d'un développement asymptotique de € (Sanchez-Palencia E.,
1980):
u(e)= ieiui
i=ig
Cette écriture génére une infinité de problémes ot les inconnues sont les

u;. Chacun de ces problémes provient de l'identification de la i-&me puissance

du petit paramgtre € dans le systéme initial.

Byskov,1987 étudie ainsi, l'interaction des modes locaux et globaux de
flambement d'une structure 3 forme répétitive. Il adopte comme petits
paramétres les amplitudes des modes de flambement qui sont au nombre de
deux; il réalise ainsi un développement asymptotique des déplacements par
rapport i ces amplitudes. Ces amplitudes sont solutions de deux équations non-
linéaires, comme il est habituel en théorie de la bifurcation; Koiter, 1945,
Budiansky, 1974. Il faut noter que cette approche est une application de la
théorie générale du flambage qu'elle ne tient pas compte de la forme répétitive
de la structure.

Au contraire, les développements asymptotiques en double échelle
permettent de prendre en compte la forme répétitive, en distinguant deux
échelles de variation et en introduisant un développement asymptotique des
opérateurs de dérivations. Ainsi une analyse en double échelle est utilisée par N. ‘"
Damil et M. Potier-Ferry, 1986 dans leur étude de post flambage d'une longue
plaque rectangulaire en compression axiale (Fig. 1). Cette plaque est prise avec
une non-linéarité géométrique et sous les hypothésés de Von Karman,
l'incrément de charge étant le petit paramétre, a partir duquel le développement
asymptotique de la déformée est écrit (1). Cette étude a permis de retrouver

certains phénomenes observés expérimentalement par Boucif et al.,1984 dans le

21



cas de I'appui simple et par Clement et al., 1981 dans le cas de 'appui encastré.
 Ainsi on explique la modulation de 1'amplitude de la solution (Fig. 2) et
l'existence des solutions caractérisées par leurs nombres d'ondes (Probléme de
sélection). 11 faut noter que dans ce cas la structure n'est pas répétitive, mais
longue et invariante par translation. Seule la solution est & peu prés répétitive.
Ce probléme est un bon exemple de ce qu'on appelle une instabilité cellulaire,
que l'on rencontre dans de nombreux problémes physiques(voir Wesfreid et
Zaleski, 1984). Ici I'amplitude n'est pas décrite par quelques nombres, mais par
une fonction a(x) et on montre qu'elle est solution d'une équation de type

Ginzburg-Landau (2):

u= [a(x)eiqx + m—)e'iqx]cos(qy) +0O(A—-1,) (1)
d? >
45;2-a+(7k—7»c)a—a|a| =0 (2)

A, estlacharge critique donnée par la courbe de stabilit€ neutre.

la] désigne le module du complexe a(x).

q= -11£ est le nombre d'ondes critique.

a(x) représente l'enveloppe de la solution flambée, c'est un nombre complexe:
le fait que 'amplitude soit un nombre complexe parvient de ce que la structure
n'est pas répétitive, mais seulement la solution. On comprend bien que dans ce
cas, les solutions u soient définies A une translation prés, donc I'enveloppe a(x) a

un facteur e'? prs.
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Figure 2

Post flambage d'une longue plaque en compression suivant 0x
Fleche dans la moitié de la plaque et I'enveloppe de cette fleéche.

Cette étude permet aussi de calculer la premiére valeur de bifurcation

dans le cas ol les c6tés courts de la plaque sont encastrés:
2
A= }\.c + 4_1_,7

Cette écriture met en évidence deux effets:

- L'effet de 1'élancement de la structure.
- L'effet des conditions aux limites, qui provoquent la modulation de
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I'amplitude.
Il a été montré que 1'équation de Ginzburg-Landau peut décrire toutes les

instabilités cellulaires, Ioos, Demay et Milke, 1980, Damil et Potier-Ferry, 1992.

On trouve génériquement la méme équation (2), aux coefficients pres.

L'étude du flambage des plaques a été faite & deux échelles. L'échelle
locale correspond & une plaque rectangulaire de c6tés 21 et 1, dont on a étudié le
flambage linéaire. On a aussi obtenu le mode de flambage "périodique”
cos(gx)cos(qy) et la charge critique A.. L'échelle globale correspond a
l'équation de Ginzburg-Landau qui permet de prendre en compte les non-

linéarités et les conditions aux limites sur les c6tés courts.

- A. Luongo, 1990 étudie le comportement post critique d'un systeme de
- poutre tridimensionnelle sur fondation €lastique, en utilisant un développement
asymptotique en double échelle de sa fleche. I établit aussi une équation
différentielle du second ordre que vérifie 'amplitude du mode local. Il compare
ces résultats avec ceux obtenus en utilisant la méthode de Galerkine. La
deuxieme bifurcation du mode d'instabilité locale est déterminée sur la branche

bifurquée du mode global.

R. S. Chadwick, 1978 a aussi adopté une technique asymptotique dans
son étude des vibrations propres d'une longue plaque et de largeur variable en
appui simple. Le petit paramétre est le rapport entre la largeur maximale et la.
longueur totale de la plaque. Il a obtenu les cinq premigres fréquences propres
asymptotiquement, ainsi que les allures des modes correspondants. Une
équation différentielle du second ordre de type Airy, est obtenue pour
l'amplitude de la solution de son probleéme. 11 observe que l'existence de couches

limites nécessite un traitement localisé, comme dans les problémes de
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perturbations singuliéres pour pousser le calcul asymptotique aux ordres
" supérieurs. En effet, la technique asymptotique induit une perte de conditions
aux limites a ces ordres. Il signale que son traitement localisé reste valable pour

d'autres types de conditions aux limites, bien que chaque cas doive étre €tudi€

séparément.

Notons que le point essentiel dans l'utilisation des techniques
asymptotiques, est que toutes les dépendances par rapport au petit parametre
doivent étre explicitées. Ainsi pour I'étude des vibrations d'un milieu périodique
la longueur d'onde doit & priori &tre développée asymptotiquement (R. Ohayon,
1979), de la méme maniére qu'en vibration non-linéaire, la période fait partie

des inconnues et doit étre développer asymptotiquement.

1.2.4. Propagation des ondes dans les longues structures périodiques

Dans ce paragraphe, nous voulons préciser le fait que les longues
structures périodiques se comportent en dynamique comme des filtres. En effet
les fréquences propres d'une telle structure se présentent sous forme de paquets
distincts qui correspondent aux bandes passantes du systéme vibratoire. Y.
Young et K. Lin, 1989 étudient la réponse dynamique d'une structure treillis en
trois dimensions & une excitation sinusoidale. Ils considérent que la cellule de
base, dotée d'un amortissement, posséde a chacune de ses frontieres un'
coefficients de transmission et un coefficient de réflexion. Ils signalent toutefois
que la méthode des éléments finis reste une technique trés précise pour calculer
les paquets des fréquences propres d'une longue structure répétitive. On retrouve
ce caractere de filtre dans les travaux de M. Touratier, 1986 ou il étudie la

propagation des ondes dans une longue structure a forme répétitive. La méme
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caractéristique est signalée par Seu Yung Lee, 1992 dans son étude de
" propagation dans une longue poutre élastique a inertie variable et périodique.
Ces deux derniers auteurs traitent leur probléme par la méme méthode: il s'agit
de la théorie de Floquet, qui s'applique aux équations différentielles a
coefficients périodiques, et que nous utiliserons pour le traitement des couches

limites.
1.2.5. Conclusions

Les conclusions que nous pouvons tirer de cette étude bibliographique

sont les suivantes:

- Une analyse en double échelle d'une telle structure pourrait permettre
d'évaluer les paquets de fréquences propres a partir des modes locaux, c'est-2-
dire de modes calculés sur quelques cellules de base. En effet ces méthodes sont

trés opérationnelles pour les problémes d'instabilités.

- La propagation des ondes dans les milieux périodiques est caractérisée

par l'existence d'une bande passante.

- Le traitement des couches limites est nécessaire pour rendre compte des
effets des bords, permettant de pousser le calcul asymptotique de la solution aux

ordres supérieurs.

L'ambition essentielle de notre travail est de tester les capacités de la
technique des échelles doubles & déterminer des paquets de fréquences propres
pour les longues structures flexibles & forme répétitive. 'Cette méthode nous

permettra de traiter le probléme initial 2 deux échelles : I'une locale, sur des
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structures faites de quelques cellules de base, l'autre globale en cherchant a

" introduire des équations d'enveloppe similaires aux équations de Ginzburg-

Landau.
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2 _UNE METHODE ASYMPTOTIQUE A DEUX
ECHELLES

2.1. Introduction

Nous étudions la vibration et le flambage des longues structures flexibles
a forme répétitive par la mise au point de nouvelles méthodes de calcul a deux
échelles, l'une locale et I'autre globale. Nous donnons dans la premiére partie de
ce chapitre une description générale de ces méthodes et les hypotheses de base
qui permettent leur utilisation. Dans ia deuxi®me partie nous donnons une
premigre application de la méthode pour un modele représentatif des instabilités
cellulaires, c'est-a-dire une structure longue non répétitive, mais dont les

solutions sont & peu pres périodiques.

2.2. Formulation et principe d'une méthode 4 deux échelles

2.2.1. Ecriture initiale du probléme

Comme nous l'avons noté au premier chapitre, un probléme de vibration
ou de flambage d'une structure se traduit par un probléme de valeurs propres.
Nous ne considérons ici que des structures unidimensionnelles. L'inconnu "u”
n'est fonction que d'une seule variable "x". Nous écrivons le probleme continu

(avant discrétisation) sous la forme suivante :

L(de—,k)u= 0 (1)

A désigne la fréquence propre de vibration ( ou la charge critique dans le cas
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d'une étude de flambage ).
- u(x) est le mode de vibration (ou de flambage).
u(x) et A sont les inconnues du probleme (1).

d rd . P4 . P4 pd . . .
L(—d—x-,k) est un opérateur linéaire généralement auto-adjoint. Ses coefficients

sont périodiques de période 1 par rapport a la variable x.

Nous appelerons cellule de base l'intervalle [0,1]. Grace a la périodicité de
l'opérateur, la structure complete est définie par juxtaposition d'un nombre assez
grand de cellules de base.

Apres discrétisation, le probleme (1) se raméne a la résolution numérique

d'un systéme de type :

[K-AM]{U}= {0}

‘K représente la matrice de rigidité élastique de la structure.

M représente la matrice de masse dans le cas d'une étude de vibration(ou la
matrice de rigidité géométrique dans le cas d'une étude de flambage).

La résolution de ce type de systéme est d'autant plus coiiteuse en temps et
en espace mémoire que les tailles des matrices K et M sont grandes. De plus il
existe des problemes de calcul liés aux algorithmes de recherche de valeurs
propres, qui fonctionnement mal dans le cas des structures tres élancées. Ceci est
dii & l'existence des modes trés voisins, rendant ainsi, I'analyse des phénomenes

de résonance et d'instabilité de la structure plus complexes.
2.2.2. Définitions des modes locaux
Nous chercherons des modes de vibration proches des modes locaux de
vibrations, c'est-A-dire des modes de vibrations définis sur une ou quelques

cellules de base et avec des conditions de périodicité. Ainsi nous appelons mode
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local wy(x) toute fonction de période pl (p entier positif) telle quiil existe une

~ fréquence propre A solution de :

d -_—
L('&;,ko)Wo =0 (2)

w(x) est pl périodique

Le calcul de ces modes locaux et des fréquences propres correspondantes
ne pose pas de probleéme : ici nous le ferons de préférence par la méthode des
éléments finis, qui permet de s'adapter a des structures de formes diverses et qui
ne requiert que peu de degrés de liberté. Cependant, nous pourrons aussi
résoudre directement le probléme aux valeurs initiales et regarder les valeurs

propres de la matrice fondamentale.

2.2.3. Passage local-global par la-méthode d'échelle double

Le calcul direct des modes d'instabilités cellulaires ou de certaines
structures répétitives fait apparaitre des groupes de modes correspondant a des
valeurs propres voisines. Ces modes ressemblent & des modes locaux, mais avec
une modulation d'amplitude. Or pour une instabilité cellulaire, les modes locaux
sont harmoniques et il est connu qu'une superposition d'harmoniques avec des

longueurs d'ondes trés voisines conduit a une oscillation lentement variable
p+q
2

méthode d'échelle double et a chercher les inconnues u(x) et A sous les formes

(cos(gx) + cos(px) =2 c:os(xz_—p x)cos( x)). Ceci nous permet d'utiliser la:

asymptotiques suivantes( Sanchez-Palencia E., 1980) :

= uy (%, X) + My (x, X) + 120y (X, X)+..... (2)a
A =Ag +MA + TP hgHeees | (2)b

30



Vibration et stabilité des longues structures flexibles a forme répétitive

1 est un petit parametre (Supposé petit devant 1).
- x est dite variable locale ou rapide.
X=nx est dite variable globale ou lente, qui décrira ce qui se passe globalement
et permettra de prendre en compte les conditions aux limites.

En accord avec la méthode d'échelle double, x et X sont considérées
comme des variables indépendantes. Donc les dérivées par rapport a la variable x

suivront la régle suivante:

d 4 d

dx dx n_éi ©)

Afin de respecter I'aspect répétitif des structures qui nous intéressent dans
cette étude, on suppose que le déplacement u(x,X) est périodique de période pl
(selon la variable locale x). Ceci assure la continuité du mode entre deux cellules
voisines.

En respectant la régle de dérivation (3) et en introduisant les
développements asymptotiques (2)a et (2)b des inconnues du probleme dans
I'équation (1), on obtient une infinité de probleémes. Ces derniers proviennent de
l'identification de i-2me puissance du petit paramétre 1| dans I'équation de départ

1.

L(9,,Aq)uy=0 ordre 1 4)
L(9y,Mg)uy = F(ug, A1) ordren  (5)
L(34,Ao)u; = By (ug, up, A, A) ordren?  (6)

L(ax,)\,o)un = Fn (uo,...,un_l,ll,...,ln_l) Ol'dl'enn

Compte tenu de I'hypothése de périodicité en x, on voit que A, est

nécessairement une valeur propre correspondant au probléme (2). Nous
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supposerons pour faciliter I'analyse que le mode local wy(x) est un mode

- simple. De plus l'opérateur L(9,,A) ne dépend que de la variable rapide x et la

méthode d'échelle multiple suppose que les variables x et X sont indépendantes.

Donc la solution générale de 1'équation (4) s'écrit sous la forme:
uo(X,X) = Ao (X)Wo (x)

ol la fonction Ay(X) reste & déterminer. Cette fonction est I'amplitude du mode

et permet de prendre en compte des solutions modulées. Si le mode est simple, il
y a une seule amplitude qui est une fonction a valeurs réelles. Dans le cas des
instabilités cellulaires, le mode est double et cette fonction sera a valeurs

complexes.
2.2.4. Equation d'amplitude (ou probléme global)

Nous avons noté précédemment que le probléme (2) est un probléme aux
valeurs propres. De ce fait, les premiers membres des équations (5) , (6), ....etc.
sont singuliers. Pour avoir une solution de ces problémes, une condition de

solvabilité s'impose sur leurs seconds membres. Cette condition s'écrit de la

maniére suivante:

<L(§x—,ko)ui,w0>=(Fi,w0)=O pouri variantde 1 an
avec

(f.8)= ], fg()dx

En effet I'opérateur est auto-adjoint, ce qui implique .
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d d
<L(E;,7\.0)ui,w0> = <ui,L(—d;,7»0)w0> =(u;,0)=0

En appliquant cette condition de solvabilité au probleme (5), on obtient

une équation différentielle vérifiée par I'amplitude A, (X) en fonction des

modes locaux et de A,. Nous verrons la forme de cette équation d'amplitude avec

plus de détails dans ce qui suit et pour chaque cas étudié. Ce probléme global est

un nouveau probléme aux valeurs propres dont les inconnues seront les couples

(Ao(X), M)

2.2.5. Prise en compte des conditions aux limites et calcul asymptotique

du spectre des valeurs propres

Afin de résoudre le probléme global, on cherche les conditions aux limites

imposées sur I'amplitude Ay(X) de la fagon suivante:

En respectant la régle de dérivation (3), nous réécrivons les conditions aux
limites. Par identification & chaque ordre de 1, nous obtenons les conditions aux
limites qui doivent étre vérifiées par les problemes globaux. Par exemple, si nous

avons les conditions d'encastrements au bord x=0, cela se traduit par :

u(0)=0 et —q-u(O) =0 (8)
dx

A partir des équations (8) nous pouvons écrire les développements
asymptotiques suivants :
u(0) = Ag(0)wo(0)+1uy(0,0)+0(n*) =0

d d d d
a—iu(O) =Ap (O)E;WO(O) + T](é-; u;(0,0) + x Ap(0)wo(0))+ 0(Mm*)=0
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Dans beaucoup de cas, le mode local ne vérifie pas les deux identités

d
w,(0)=0 et E;WO(O) =0. Alors les conditions d'encastrement (8) imposeront

une condition au limite pour l'amplitude :

Ay(0)=0.

Une fois toutes les conditions aux limites établies, nous pourrons résoudre

I'équation différentielle de l'amplitude et déterminer les valeurs possibles des
paramgtres A; et A,. D'ol I'écriture du spectre des valeurs propres a cet ordre

(avec diverses valeurs possibles de A, , A;......):
A=Ay + My + 0, +O()

Cette analyse en double échelle permet donc de décomposer le probleme
de valeurs propres initial en deux autres problémes de valeurs propres. Le
premier est local dépendant de la variable rapide x (revoir I'équation (2)). Le
deuxiéme est global dépendant de la variable lente X (équation d'amplitude
obtenue par I'application de la condition de solvabilité). On verra par la suite que
ces deux problémes aux valeurs propres sont de tailles réduites par rapport au
probléme initial. Ainsi cette méthode permettra un gain trés considérable en
temps de calcul et en espace mémoire. De plus le probléme local admet
généralement des valeurs propres distinctes, ce qui favorise le bon

fonctionnement des algorithmes classiques de recherche de valeurs propres.

34



Vibration et stabilité des longues structures flexibles g forme répétitive

2.2.6. Récapitulatif des démarches de l1a méthode

Ecriture du probleme

' Y

Développement Solutions des
asymptotique problémes locaux

lutions d roblé
a divers ordres

Equation de solvabilité

Equation d'amplitude

Prise en compte des conditions
aux limites '

Spectre des valeurs
propres

2.2.7. Exemples représentatifs

Nous avons essentiellement travaillé sur deux modeles représentatifs des
longues structures flexibles & formes répétitives. Le premier porte sur le calcul
des charges critiques de flambage, tandis que le deuxidme est amené a

déterminer les fréquences propres des vibrations.
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- Premier exemple (Exemple sans cellulé de base)

Nous étudions le flambage d’une poutre sur fondation élastique a raideur
répartie. Si la raideur de la fondation est constante, ce modele est représentatif
des problémes de valeurs propres n'ayant pas de cellule de base. Il possede
néanmoins une longueur caractéristique, qui est la longueur d'onde du mode
d'instabilité (Wesfreid, J.E. et Zaleski, S., 1984). Nous considérons aussi le cas
d'une raideur variable ( et périodique), que nous traiterons par perturbation du
cas & raideur constante. Cet exemple doit donc étre considéré comme

représentatif des instabilités cellulaires et non pas des structures répétitives.

uk
|
|

Deuxiéme exemple (Exemple avec cellule de base)

Nous étudions les vibrations propres d’une poutre reposant sur des ressorts
répartis de fagon discréte et périodique. La longueur L de la structure est
supposée grande devant la longueur 1 de la cellule de base. Nous observerons
que les modes locaux de vibrations sont a peu prés périodiques avec une période

égale A un multiple de la longueur de la cellule de base.
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La longueur L de la structure est supposée grande devant la longueur de la

cellule de base.

2.3. Application de la méthode & un probleme d'instabilité cellulaire
2.3.1. Introduction

Dans cette partie, nous étudions la capacité de la méthode d'échelle double
3 calculer un certain nombre de charges critiques de flambage du modele de la
poutre élastique sur fondation. Ce modéle a déja fait I'objet d'étude de post
flambage cellulaire des grands domaines (M. Potier-Ferry, 1983, N. Damil,
1990), afin d'expliquer certains phénoménes physiques observés
expérimentalement(Boucif et al., 1984). Par rapport aux travaux précédents,
nous négligerons les aspects non-linéaires, nous contentant de calculer les
valeurs propres. Par contre, nous introduisons une raideur de fondation variable
et périodique, pour étudier la transition entre une instabilité cellulaire (sans
période imposée) et une étude de structure a forme répétitive. Nous

confronterons le résultat asymptotique au calcul direct des charges critiques.
2.3.2. Présentation du modtle et équation d'équilibre

On considere une longue poutre homogene €lastique de rigidité a la
flexion EI (E est le module d'Young et I est le moment d'inertie de flexion) et de
longueur L, soumise a une force de compression axiale(figure 1). Le
déplacement latéral uix) est restreint par une fondation €lastique provoquant une

force de rappel K(x)u(x) par unité de longueur.
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L'équilibre de la poutre est donné par :

+K(x)u(x)=0 (D

2 2
d ng) +Fd u(2x)
dx

ot M(x) est le moment fléchissant a 1'abscisse x.

A partir des hypotheses d'orthogonalité de Bernouilli et d'un

comportement linéaire, on déduit la loi de comportement de flexion en supposant

d%u(x) R . 4 R < 4
ue o est & peu prés égale 2 la courbure de la déformée u(x):

_ d2u(x)
M(x)=EI ™ _ (2)

Il s'agit ici d'étudier les valeurs propres d'un probléme de type instabilité
cellulaire, puis 1'évolution de ce spectre lorsqu'on passe d'une structure invariante

par translation a une structure répétitive. A cet effet, nous supposerons que la

raideur de la fondation est de la forme :
K&)=k(1+€f(x)) 3)

avec k>0 et f(x) est une fonction périodique.

g est un paramétre petit devant 1 (terme de perturbation).
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Nous introduisons les quantités sans dimension suivantes :

1
L=y x=2 L=t A=
k Ly Ly 2k

A partir des équations (1), (2) et (3), la déformée u(x) est solution de
1'équation différentielle suivante :

d*u ., d%u
F+7\.d—xf+(1+€f()())u=0 4

ol A est le parameétre de charge inconnu.
Le probleéme de flambage se ramene a un probleéme aux valeurs propres :

On cherche les couples (u(x),A) solutions de 1'équation (4).

2.3.3..Courbe de stabilité neutre du modéle de la poutre sur fondation

A £=0, nous avons le modele classique de la poutre sur fondation. Dans ce

cas la déformation u(x) est solution de I'équation différentielle suivante:

Le probléme admet u=0 comme solution pour toute charge A. Il est connu

que la charge critique A, est la plus petite valeur de A pour laquelle il existe une

solution non nulle de 1'équation différentielle précédante. Pour les problemes
d'instabilité cellulaire, on peut dans un premier temps négliger les conditions aux

limites et chercher des solutions sous la forme :

u(x)=sin(qx+(p)=sin((p)sin(qx)+cos((p)cos(qx)
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Ces solutions n'existent que pour A >2. En injectant cette solution dans

" 1'équation différentielle, il vient :

7»=q2+L2
q

La courbe ci-dessous est appelée courbe de stabilité neutre(figure 2). Cette

courbe atteint son minimum A =2 pour la valeur g=1.

A

i
|
I q
figure 2 courbe de stabilité neutre

-

Il reste & voir l'effet des conditions aux limites. Supposons par exemple

que la poutre soit en appui simple, ce qui se traduit par les conditions aux limites

suivantes:
2

u(0) = dixfu(O) =0

d2
()= S7uL)=0

Ces conditions aux limites permettent de déterminer la phase, ici ¢=0. Le
mode, qui est double avec I'hypothése d'un mode harmonique (modes sin(x),
cos(x)), devient simple. D'autre part on obtient une répartition discrete des

nombres d'ondes et donc des valeurs propres A :

nn N .
q= f ou n est un entier.
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Nous notons que si la structure est longue (L/r grand), il existe un grand
- nombre de modes propres correspondant a des nombres d'ondes proches de g=1.
Les valeurs propres sont bien évidemment voisines. On verra plus loin comment

prendre en compte des conditions aux limites plus générales.
2.3.4..Application de la méthode d'échelle double

A partir de I'équation (4) et & €=0, on résoud un probleme de flambage
classique. Pour des grandes structures telles que le rapport d'aspect L/ est trés
grand (N.Damil et M. Potier-Ferry, 1986), la longueur d'onde du mode de
flambage est 27 et la charge critique correspondante est A, =2. Ces deux
valeurs sont données par la courbe de stabilité neutre précédente.

Nous introduisons un petit paramétre 1| qui est le rapport entre la longueur
d'onde du mode critique (27) et la longueur totale de la poutre .

En choisissant le petit paramétre € égal a n?, on applique la méthode
d'échelle double en cherchant les inconnues du probléme sous la forme de séries

entieres en €:

u(x)=u(X,x) =Y e'u,(X,x)

i=0 ’ N

A=2+) €',
i=1

ot X=/ex
x est appelée variable rapide ou locale et X est la variable lente ou globale qui
permettra de prendre en compte les conditions aux limites du probléme.

En accord avec la méthode d'échelle double x et X sont considérées
comme des variables indépendantes et donc la dérivée par rapport a X dans
I'équation (4) doit étre remplacée par : d, + «/Eaz(.

En injectant les développements asymptotiques de u(x) et A eten

respectant la régle de dérivation ci-dessus, on obtient les problémes suivants (a
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chaque ordre de €):

Lu, =0 (8)
0* 0 0°

Llll = —6—87(2—8;2—% —f(X)llo —2-8—)'(—2110 - 7\«1 5—){—2110 (9)
d* 0? 0? 0* 0*

LU2 = —6-8_)(78—)(7111 - f(x)ul —2&—21.11 - 7\.1 axz u, - aX4 U, — 7\.2 5;2—110

Ol L est un opérateur linéaire auto-adjoint ne dépendant que de la variable

locale x. Et il est de la forme suivante :

o* o 9
L=5-x—4'+2— =

Les solutions bornées de (8) sont de la forme: 1, (X,x)= AO(X)ei‘ +c.c. ol
c.c. dénote le complexe conjugué.

Les modes locaux sont de période 27 qui sont (e” .e™*) ou (sin(x),cos(x)). Ces
modes sont des solutions de I'équation (8) sans prendre en compte les conditions
aux limites. Ces dernidre seront prise en compte grace a la variable lente X et a

I'amplitude.
2.3.5..Equation d'amplitude ou probléme global

L'équation (9) n'a de solutions que si les termes en e™ dans le second membre

s'annulent. Ceci est di 2 la condition de solvabilité qui s'écrit comme suit :

L
<Lu;,uy >= | Luyu,dx =0

puisquona Luy=0etL auto-adjoint.

Les modes locaux étant de période 27, nous appliquons donc cette
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condition sur une période. On a alors:

2n 84 2 2

d d —ix
(j) (~655232 M0 = f(x)up — 257 ~M5 7l dx=0

1S Aina ——‘f‘—zjn f(x)dx -E-Zjn f(x)e 2% dx =0
ax2” Y amyg 21 -

Ainsi, on obtient une équation différentielle de second ordre vérifiée par
I'amplitude complexe Ay (X): |

d? —
4d_X?Ao+(x1 ~C)A,-C,A0=0 (10)

( 1 2%
C = o E[f(x)dx

~

OUW

1 i -2ix
ch == { f(x)e 2*dx

C, est un nombre réel et C, est un nombre complexe. La solution de
I'équation (9) s'écrit alors: u,(X,x) = A, (X)e™ +c.c.

On notera qu'avec une raideur de fondation constante (C,=C,=0),
1'équation (10) n'est autre que I'équation de Ginzburg-Landau linéarisée. La
perturbation introduite sur cette raideur va modifier cette équation et les valeurs

propres correspondantes. D'abord un écart moyen (C; # 0) conduit a un décalage

de valeurs propres (A; devient A, — C,), ce qui n'est gudre surprenant. Cependant

un écart avec une harmonique de période double (eZi") introduit un terme
nouveau (C, # 0) dont on verra l'effet (§ 2.3.7).
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2.3.6..Prise en compte des conditions aux limites et calcul asymptotique

des charges critiques
La solution asymptotique du probléme s'écrit donc sous la forme:
u(X,x)= A, (X)e™ +eA, (X)e™ +€°A, (X)e™ +c.c......etc

Prenons le cas ol les bords de la poutre sont encastrés, ce qui se traduit par

les conditions suivantes :

u(0)= —dg—u(O) =0
x an

d —
u(L)= a;u(L) =0

Pour prendre en compte ces conditions, il suffit de calculer la dérivée

premiére de u(X,x) en respectant la régle de dérivation liée a I'emploi de la

méthode d'échelle double. Donc la forme asymptotique de la dérivée premicre de

la déformée est :

Ed—u(X,x) =iA,(X)e™ +e(iA, (X)e™ + _d%(_ A,(X)e*)+c.c. +0O(e?)+....etc
X

Les conditions (11) deviennent alors & T'ordre 1:

A Ao(0)= _
en x= {0(0)+ (=9 @{Ao(o)-_—'Ao(O):O

i(A,(0)-A0(0))=0

en x=L {Ao (L) + AO_FL\E) =0 = {Ao(L\/E) =Ao(Le)=0
(Ao (LVE) - Ao(LVE)) =0
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On peut donc écrire le probleme global au premier ordre :

2
4_d
dX

A +(A, -C)DA,-C,Ac=0
2 o 1 1750 2 120 (12)

A, (0)=Ay(LVE)=0
11 est facile de voir que ce dernier probleme est un probléme aux valeurs

propres dont les solutions sont les suivantes:
Ay(X)= asin(KX)
}\«1 = 4K2 + Cl ilC2|

K = nw

- Le

ol a est un nombre complexe et n est un entier non nul.

i

Ainsi l'expression asymptotique du spectre des charges critiques est
donnée par:
n2n2 2
Mn)=2+4—7+ e(Cy £|C,)+0(e”) (13)
Par perturbation & partir du mode local double (sin(x),cos(x)), nous avons

introduit toute une famille de modes et de valeurs propres indexées par le

nombre entier n. A chaque n correspondent en fait deux modes propres qui
coincident lorsque C,=0 : dans ce cas les deux modes sont :
Ag(X) =sin(KX) et Ag(X)= isin(KX) (14)
L'effet de la perturbation introduite sur la raideur est donc aussi de séparer

ces deux valeurs propres qui sont coincidentes a ce niveau de l'analyse (si
C2=0)
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2.3.7..Validité des calculs asymptotiques
Afin de valider cette approche et les expressions (13) nous avons comparé
le calcul asymptotique et le calcul direct des charges critiques. Trois cas ont €t

traités :

PREMIER CAS:

la réponse de la fondation est une constante (f(x)=0)

Dans ce cas les constantes C, et C, de 'équation d'amplitude (12) sont
nulles. Elle s'écrit sous la forme:

d2
4:1_)(_2A0 + )\’IAO = 0

Ag(0) = Ag(Le)=0

L' expression asymptotique au second ordre est donnée par:

A(n) = 2+4’%‘i+0(e2)

Cette expression montre qu'il y a un effet des conditions aux limites li€ a
I'élancement de la structure. A ce niveau, nous obtenons les valeurs propres par
sous paquets de 2, sans pouvoir séparer Ces valeurs doubles. 11 est vrai (figure3)
que les six premires valeurs propres sont quasiment doubles.

Nous présentons la comparaison entre le calcul direct et le calcul
asymptotique des charges critiques et les forme des modes de flambage (les six
premiers). On constate que le calcul asymptotique donne les 8 premieres valeurs

propres a 2% prés et les 10 premidres a 3% pres.

46



Vibration et stabilité des longues structures flexibles & forme répétitive

x  Calcul direct
O  Calcul asymptotique
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N
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Valeurs propres

A
w—r

¥

:i
0123456789'1011
Rang de la valeur propre dans le spectre

e
(e}

figure 3 Résultats pour =0 et L=10x
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Premier mode Deuxi¢éme mode
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Déformée u(x)

1 1

1
1 1 1
0 15.57 31.14 46.71 62.28 0.3 0 15.57 3114 2671 52.28

Abscisse X .
Abscisse x

figure 4 Allure des six premiers modes

On constate qu'il existe la méme enveloppe pour deux modes locaux, le
premier est symétrique et le deuxidme est antisymétrique par rapport au milieu
du segment par le fait que l'amplitude est complexe, que le mode (14) est double
et que les deux modes correspondants ont le méme module. En fait les deux
amplitudes ne different que par le facteur i, ce qui implique un décalage de phase

d'un quart de période. Nous illustrons cette remarque par la figure qui suit :
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Premier et deuxiéme mode

(\f\(\[\

e
o

g()

P4

formée u
o
(]

Dé
S
—

I

_0.3 : 1 1 1 | 1 L i ] 1 L 1 | o 1 1
0.0 15.7 314 47.1 62.8

Abscisse x

figure S Modes ayant la méme enveloppe

DEUXIEME CAS: f(x)=sin(2x)

Dans ce cas I'expression asymptotique des charges critiques est donnée

par:

22
Mn) =2 + 40 4 4 0(ed)
2 2

On remarque qu'il y a un effet de la perturbation et des conditions aux
limites. La perturbation permet de séparer les valeurs propres deux a deux pour'
un entier n donné. Nous avons les mémes remarques concernant les modes que
le cas précédent. Nous présentons des comparaisons entre le calcul direct et le
calcul asymptotique des charges critiques pour différentes valeurs de €. Dans
tous les cas, la formule asymptotique (13) donne 10 valeurs propres avec une

précision de 0,5% pres.
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o  Calcul direct
x  Calcul asymptotique
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Rang de la valeur prpore

figure 6 Résultats pour € = 0,05 et L=107

o  Calcul direct
x  Calcul asymptotique
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figure 7 Résultats pour € = 0,06 et L=107
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o  Calcul direct
x  Calcul asymptotique

2.9

2.7 : %

2.5

2.3 2

Valeurs propres

2.1 § ®

1.9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Rang de la valeur propre dans le spectre

figure 8 Résultats pour € = 0,08 et L=10w

TROISIEME CAS: f(x)=sin(x)

Dans ce cas nous avons la méme formule asymptotique que dans le

premier cas. En effet, les constantes C, et C, sont nulles :

22 4
AMn) = 2+4n—12‘— +0(e”)
L

On constate que l'influence de la perturbation est inexistante ce qui est
confirmé par le calcul exact (2 3% prés). Par contre on a toujours l'effet des

bords lié aux conditions aux limites. On donne le tableau des valeurs propres
)\.9 et )\'10:
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€ 0.00 {0.05 10,06 |0.09
A9 2.97412.971 |2.970 | 2.965
Al0 13.038 3.038 |3.038 |3.037

o Calcul direct
x  Calcul asymptotique

3.1 X &
a

2.9
% 2.7 —
E 4]
(=7
~ 25
5 g
3 2.3 8
>

¥ ®
2.1
] [}

1.9 i
0 1 2 3 456 7 8 9 1011
Rang de la valeur propre dans le spectre

figure 9 Résultats € =0.09 et L=107
2.3.8..Conclusions

A partir des résultats obtenus sur ce modele représentatif des problémes de
valeurs propres sans cellule de base, il apparait que les modes globaux vérifient

une équation différentielle du second ordre ayant la forme suivante :

2
48%7’5‘0 +(y=C)Ag-CoA0=0

Ay(X) complexe

Cette équation d'amplitude a la méme forme que celle utilisée dans les
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études de flambage des structures trés élancées (équation de type Ginzburg-
" Landau par exemple). Ces amplitudes prennent bien en compte la modulation
des modes locaux qui sont périodiques suivant la variable locale.

Les exemples présentés ici concernent une structure modérément élancée,
la longueur correspond a 5 longueurs d'onde. L'analyse asymptotique permet
d'évaluer une dizaine de valeurs propres avec une assez bonne précision. Pour
une structure deux ou trois fois plus longue, nous avons vérifi€é que l'analyse
asymptotique donne un paquet deux ou trois fois plus important. Donc plus la
structure est élancée, plus l'analyse directe est difficile, plus l'analyse
asymptotique est efficace.

Cette analyse en échelle double permet de séparer le probleme initial, qui
est traité sur toute la structure, en deux problemes aux valeurs propres de taille
réduite. Le premier est local et est posé sur une période. Le deuxiéme est global
et sa résolution conduit a l'expression asymptotique des valeurs propres. Ceci
peut permettre donc un gain considérable en temps de calcul et en espace

mémoire.
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3 APPLICATION AUX VIBRATIONS DES STRUCTURES
REPETITIVES

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les capacités de la méthode proposée
précédemment 2 calculer les premieres fréquences propres de vibration d'une
longue structure a forme répétitive. Le modele choisi est représentatif des
longues structures flexibles avec cellule de base. On calculera une partie du
premier paquet des valeurs propres en comparant le calcul asymptotique et le

calcul direct.

3.2. Présentation du modéle

On s'intéresse A 'étude de vibration propre d'une longue poutre homogene
élastique de rigidité 2 la flexion EI (E est le module d'Young et I est le moment
d'inertie de flexion) et de longueur L, reposant sur une fondation élastique. Cette

fondation est constituée de ressorts (K; et K,) répartis de fagon discrete et

périodique (Figure 1). La poutre n'est soumise & aucun effort extérieur.

La structure peut étre considérée comme l'assemblage d'un grand nombre
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de cellules identiques. Chacune de ces cellules est constituée d'une poutre de

" longueur 1 ayant les mémes caractéristiques que la structure globale, reposant

sur deux ressorts K; et K,.

3.3. Ecritures du probléme de vibration propre

En appliquant le principe des puissances virtuelles:

(P, (u,8u) + Poy, (0, 8u) = Py (1, 8u)
u, du déplacements cinématiquement admissibles
{ Pipe (u,du) puissance virtuelle des efforts intérieurs

P, (u,du) puissance virtuelle des efforts extérieurs

| P,cc(u,8u) puissance virtuelle des accélérations

et en cherchant des solutions de type U(Xx,t)= u(x)e'™ o t est le parametre
temps, on obtient 1'écriture variationnelle du probléme de vibration propre du

modele:

(On cherche u(x) cinématiquement admissible et @

tels que :

x=L d2 i=N, i=N,
; [ EI 711 su dx + YK, u(il) du(il) + YK, u(11-—) 5u(11-—) =
x=0 i=0 i=1

x=L
w’p S juSu dx V Su(x) cinématiquement admissible
L x=0

pulsation de vibration propre.

module d'Young.

®

E

I moment quadratique.
p masse volumique

S

aire de la section droite.
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1 longueur d'une cellule.

- L:  longueur totale de la poutre

N.: nombre de cellules de la structure.

En tenant compte du saut de l'effort tranchant au milieu et & chaque
extrémité d'une cellule, on peut réécrire le probléme de vibration propre de la

structure sous la forme suivante:

4

;? u(x) = Aux)

d3

3 U0 = ku(0)

"

1B u(il)ﬂ = Ku(il) i=1.N,-1

[ dx

T & 1 1

a——3- 11(11-5) = k2u(11'—2—)1=1Nc (1)
X
FE
s u(L) = -kpu(L)
2

avec A = COEI;S et k; = % pouri=1let?2

3.4. Problémes locaux et modes locaux

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a la définition des problémes

locaux du modele, sur lesquels notre analyse en échelle double est basée.

On appelle probléme local toute solution du probléme initial avec des
conditions de périodicité sur une, deux, trois,....etc cellules de base. Ce

probléme local s'écrit de 1a fagon suivante:
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4
8 w(x) = A w(x)

—

3
d_‘% w(il)ﬂ = kw(il) i=0..N, -1
a3 1 o1
_&; W(II-E) = kZW(ll-E) 1=1“NC

|(W(x) est périodique sur une, ou deux,.... cellules de base

-

Ce probléme local sera donc calculé par la méthode des éléments finis sur
une, ou deux,.... cellules de base en tenant compte des conditions de périodicité.

Nous présentons ci-dessous des exemples numériques de modes locaux de
différentes périodes dans le cas ou k; = 100000, k, =0 etl=1.

1 : 1.5 T
= X
EY 3
- a
[}
g k]
‘E 0 5 0.75
£ €
3 3
H =
= a
a a
1
1o 1 2 %% 1 2
Abscisse x Abscisse x
1 T 2 T
g g
¥ z
ki w
g 8
- 9 o0
: g
£
1 ]
- s
a a
-
a -3
1 R 1
16 1 2 20 1 2
Abscisse x Absclise x
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3.5. Analyse des modes et des fréquences propres du calcul direct

Nous avons effectué un certain nombre de calculs directs pour différentes
conditions aux limites (par exemple: cas ou les extrémités de la poutre sont
encastrées, cas ou ils sont en appui simple). Ce calcul direct est basé sur la
méthode des éléments finis. L'élément fini utilisé est 1'élément poutre de type
Hermite. On constate que le spectre des valeurs propres calculé est formé par un
ensemble de paquets distincts. Chacun de ces paquets est un ensemble de
valeurs propres voisines (Voir l'introduction générale). De plus les premiers
modes de chaque paquet sont localement périodiques et modulés. Cette derniére

remarque est illustrée par les cas qui suivent (Figure 2 et Figure 3).
a) Premier cas : Encastrement

Nous présentons les quatre premiers modes du premier paquet calculés
directement sur toute la structure par la méthode des éléments finis. Le cas
présenté correspond a un encastrement des deux extrémités de la poutre.
1=1 L=23 (23 cellules), k,=100000 et k,=0
Les autres parametres sont pris €égaux a 1 .

Les valeurs propres correspondantes 4 ces quatre modes valent respectivement
98.47, 101.6, 107.0 et 114.4.
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Premier mode Deuxidme mode

0.5 : 0.5 ,
) Z
2 3
g o g o
| g
3 o
a 3
‘0-5 1 _0.5 1
0 11.5 23 11.5 23
Abscisse x Abscisse x
Troisitme mode Quatri¢éme mode
0.5 T 0.5 T
g o é 0
: i
-0.5 | 0.5 ]
0 11.5 23 0 11.5 23
Abscisse x Abscisse x
Figure 2

b) Deuxi¢me cas : Appui simple

Nous présentons les quatre premiers modes du premier paquet calculés
directement sur toute la structure par la méthode des éléments finis. Le cas
présenté correspond & un appui simple des deux extrémités de la poutre.
1=1 L=23 (23 cellules), k;=100000 et k,=0
Les autres paramétres sont pris égauxa 1.

Les valeurs propres correspondantes 2 ces quatre modes valent respectivement
97.41, 98.47, 101.6 et 107.0. |
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Premier mode Deuxidéme mode
0.5 r 0.5 —
0.3 0.3
g g
=
§ 0.1 %’ 0.1
g
Lo,
a 8
-0.3 .03
-0.5 1 . ]
0 s 23 0.3 13 23
Abscisse x Abscisse x
Troisitme mode Quatri¢éme mode
0.5 T 0.5 :
0.3 0.3
& =
= 0.1 2 0.1
| |
< -0.1 & 01
[=9
& ]
-0.3U 0.3
g ] 0.8 1
03 11.5 23 0% 11.5 23
Abscisse x Abscisse X
Figure 3

3.6. Application de la méthode d'échelle double

Par application de la méthode d'échelle double, on cherche les inconnues

du probléme u et A sous les formes asymptotiques suivantes:

u=uy(X,x)+nu(X, x)+n%u, (X, x)+1° u3(X, x)+ ...... etc
A= )\.0 +T])\.1 +1M AQ +n3)\,3 +T|4)\-4+' ...... etc

X=mx la variable globale (ou lente) qui décrira ce qui se passe globalement.

x la variable locale (ou rapide) .
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T est un parametre petit devant 1, choisi comme étant le rapport entre la
- longueur d'une cellule et le longueur totale de la structure (supposée tres

grande): N = ﬁl— ol N_ est le nombre de cellules de la structure.
Cc

De plus on suppose que le déplacement u est localement périodique de
période pl (selon la variable rapide x), ce qui assure la continuité du mode entre

deux cellules voisines.

En introduisant les développements asymptotiques de u(x) et A dans
I'écriture précédente (1) (§ 3.2), eten réspectant la régle de dérivation liée a la

méthode d'échelle double, on obtient les problémes suivants a chaque ordre 1 :

Probléme & I'ordre 1°

(1, périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

a4
a—quo - }\.0110 =0

3

) La—% uo(il)ﬂ = kyug(il) i=0..N-1

—

3 1 I
LL&E_ uO(ﬂ'E) = k2u0(11-§)1=1..Nc
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Probléme a 1'ordre 1

(u, périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

o4 o*
— 4 - )\.oul _-4a a 3

ax*
- .

1 L% ul(il)ﬂ = klul(il)-3[[a)?ax2 uo(il)ﬂ i=0..N,-1
ICAP 1 &

L ng u1(11-—2—)} = kzul(ll"z')'3 [BXE) 5 uo(ll-—)] i=1.N,

Probléme & 1'ordre n°

uO + ;»1110

u, périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable
o* o* o*
x* Uy - AoUy =6 aX2ax2 v -4 oXox>

I . i P
T L-a?- U (ll)]:‘ = klu2 (ll)'3[[ aXaXZ ul(ll)]:\ - 3[[8)(287( Up (ll)]] i= ONC -1
- 3 .
La—i@ uz(il-%):H = kyu,(il- ) 3[[8 aa 3 ul(ll-—-)ﬂ
a3
L 3‘18 Tox ug (il - —)ﬂl =1..N,

Les variables X et x sont considérées indépendantes par la méthode

Uy + A

—

—

d'échelle double. La solution du probléme a I'ordre 1‘]0 est de type:
1y (X,x)=Ay (X)wo(x)
oll wo(x) et Agvérifie le probléme local suivant:
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(wq(x) périodique de période pl et deux fois continument différentiable

d4
— Wo(x) - Ao Wo(x) =0
. d3
de wo(ll)ﬂ = kywo(iD)i=0..p-1
[ d® 1
Wo(ll-—)} = kzwo(il-—z—)i=1..p
(LL

C'est un probléme au valeurs propres qui est calculé sur la cellule de base

de 1a structure avec des conditions de périodicité. On peut écrire le probleme a

l'ordre m} sous la forme:

LL

(u, périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

4

oXox>

[ 0°
Ed ul(il)ﬂ = klul(il)-3Uaxax2 uo(il)ﬂ i=0..N;-1

»g()\,o)ul =-4

uO + )\.IUO

—

[ & 1 PN
33 ul(ll-—)ﬂ = kpu, (il - ) HBXE > u()(ll-a)ﬂ1=l..NC

a4

ﬁ

avec L(Ag)=—=7—Mo
ox*

Sur ce probléme nous appliquons la condition de solvabilité suivante:
(l()\,o )ul,u0> IR —4A0<W6’, Wo) + )\,IA0<W0,W0> =0

En tenant compte de la symétrie du premier mode local wo(X), nous

obtenons A, = 0 et la solution & I'ordre 1 est alors:

u; (X,x) = A (X)wp(x) + A (X)wy(x)
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- o wy(x)est la solution du deuxiéme probleéme local suivant:

(w, périodique de période pl et deux fois continument différentiable
d* d*
B;T Wl - }\.0 Wl = '4'5)? WO

RE d*
W ) w1(i1)] = klwl(il)'3|:|:d_x2' Wo(il)ﬂ i=0.p-1
L

L de w1(11-—)H = k2w1(11-—) 3‘:[de wo(ll-—)ﬂ )

3.7. Equation d'amplitude

—

—

Le probléme a l'ordre n? s'écrit sous la forme:

u, périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

f(}\,o) U, = -655(—2—8;7110 +7»2u0 -d—

0’ 0> 9’
i3 uz(il)H = kluz(il)-:sHaXaxz ul(il)ﬂ -3[[8X28x uO(il)H i=0..N,-1
NI L1 >
LL-B? 112(11-5)}:\ = k2u2(11-5)-3[[axa ) 111( -—)]}

3 ,
L 3[[3 Tox uo(ll-—)ﬂl—l..Nc

En appliquant la condition de solvabilité, comme pour le probleme

U

—

précédent, nous obtenons une équation différentielle du second ordre vérifiée
par I'amplitude Ay(X):
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d2
CWAO +7\,2A0 =0

ou la constante C est calculée a partir de la détermination des problémes locaux

déterminés précédemment. Elle s'écrit sous la forme:

C= —6{W(,Wg)— 4(wiiwg)
{wo,wo)

Clest encore un nouveau probléme aux valeurs propres dont les inconnues
sont les couples (A(X),A,). La solution a l'ordre T]2 s'écrit sous la forme:

U, (X, %) = Ay (X)wo (x) + AT (X)W (x) + AG (X)W, (x)

ol w,(x)est la solution du troisi¢me probleéme local suivant:
u, périodique de période pl et deux fois continument différentiable
d4 2 d3

d—xg" Wy - A’O Woy =-6Ex—2WO—CWO-4a—3-Wl

e . - d 1.
3 L_dx?’ Wz(ll):\ = kyw,(il)-3 [dxz wl(ll)} -3[[& Wo(ll)]:l i=0..p-1
¢ i L] = kgwya- -3 & wa-bl|
& 2 2 2P e T 2

d o1 .
L - 3[[8; wo (il -E)H i=l.p

3.8..Prise en compte des conditions aux limites

Afin de résoudre le probléme global (équation d'amplitude calculée
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précédemment), il faut avoir deux conditions aux limites imposées sur le mode
. global, puisque 1'équation différentielle est du second ordre. Ces conditions sont
déterminées en réécrivant les développements asymptotiques des conditions aux

limites aux bords. Nous allons traiter deux types de conditions aux limites :

3.8.1.Premier cas:

Nous considérons que les bords x=0 et x=L de la poutre sont encastres,

ceci se traduit en chaque bord par les relations suivantes :

u(0)=u(L)=0
d (0=Luw)=
—u(0)=—u(L)=0

En introduisant 'expression asymptotique. de u(x) dans ces relations, on

obtient 4 chaque extrémité :

Agwg +M(Ap Wy +Awg)+0(m?)=0
Agwh +T(AG Wi+ Agwo +Awp) +0(M*) =0

Pour déterminer les conditions aux limites imposées sur l'amplitude, il

faut distinguer deux cas :

a) Si le mode local est tel que wq et Wp ne sont pas nuls en x=0 et x=L

alors les conditions aux limites que doit vérifier I'amplitude & l'ordre 1 sont :

AyX=0)=A(X=Ln)= 0
b) Si le mode local est tel que wq et wg sont nuls et si wy n'est pas nul en
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x=0 et x=L alors les conditions aux limites que doit vérifier I'amplitude a

- T'ordre 1 sont :

t(X=0)=A)(X=Lnp=0

3.8.2.Deuxiéme cas:

Nous considérons a présent que les bords x=0 et x=L de la poutre sont en

appui simple, ceci se traduit en chaque bord par les relations suivantes :

u(0)=u(L)=0
2 2
ai—zu(O):%u(L):O

En introduisant I'expression asymptotique de u(x) dans ces relations, on

obtient & chaque extrémité :

Agwg +N(Afw; + Awg) +0(n?) =0
AgWi +N(AGW)+2A5wh + Awg) +0(M*) =0

Pour déterminer les conditions aux limites imposées sur I'amplitude, il

faut distinguer deux cas :

a) Si le mode local est tel que w et wy ne sont pas nuls en x=0 et x=L

alors les conditions aux limites que doit vérifier 1'amplitude a I'ordre 1 sont :

Ag(X=0)=Ay(X=Ln)=0
b) Si le mode local est tel que w et wg sont nuls en x=0 et x=L alors les
conditions aux limites que doit vérifier I'amplitude a l'ordre 1 sont :

5(X=0)=Ay(X=Ln)=0
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De la méme fagon nous pouvons traiter d'autres types de conditions aux
~ limites. Il faut toutefois souligner que I'approche présentée ici est discutable,
parce qu'incomplete. Le développement asymptotique n'est pas forcément
valable jusqu'au bord. Prés des bords, une couche limite peut exister des que
I'on n'arrive pas A satisfaire les deux conditions aux limites: presque toujours ces
solutions localisées prés des bords apparaitront & un certain ordre. Nous les

introduisons au chapitre suivant.

3.9. Calcul asymptotique des valeurs propres au second ordre

Reprenons 1'équation d'amplitude (probléme global) calculée
précédemment:

d2
C&TAO +}\2A0 =O

ol 1a constante C est calculée 2 partir de la détermination des problemes locaux.
11 est facile de voir que les solutions bornées de cette équation s'écrivent sous la

forme suivante :

Ay(X) = asin(KX) +bcos(KX)
ol a,b et K seront déterminées a partir

des conditions aux limites.

Prenons par exemple le casouona: AgX=0)= Ap(X=Ln)=0

alors la solution globale s'écrit :
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(Ay(X)=asin(KX)

71{:{% n=12,....

La une constante arbitraire

En introduisant cette solution dans 1'équation d'amplitude, on obtient les

valeurs de A, :

n2 1t2

}\.2 =-I?l:]'7' ou n =1,2,....

Ainsi on obtient l'expression asymptotique du spectre des valeurs propres
au second ordre en fonction de l'entier n :
2,2
An)=Ao+ C EL% + 0(M)

n=1,2,....etc
On remarque l'effet de 'élancement de la structure dans cette expression.

Danslecasodona: Ap(X=0)=As(X=Ln)= 0 on obtient :

2,2
An) =Ly + C n_L’;_ + o)
n=0,1,2,....etc

La forme de I'amplitude dans ce cas est:
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(A(X)=bcos(KX)

K=" 1=0,1,2,.....
Ln

| b une constante arbitraire

De la méme maniére nous pouvons traiter d'autres types de conditions aux
limites. Prenons par exemple le cas ol le bord x=0 est encastré (Premier cas a))
et le bord x=L est en appui simple (Deuxie¢me cas b)). Ceci se traduit au niveau
de I'amplitude par :

Ag(X=0)= aiXAO(X= Ln)=0

Ainsi on détermine l'amplitude et 'expression asymptotique des valeurs

~ propres.

(Aq(X)=asin(KX)

2n+Dr n
2Ln

|a une constante arbitraire

1K=

(2n+1)*xw?

ot om’)

K(n)= )\:0 + C

n=0,1,2,....etc

Nous rappelons. que la constante C est calculée & partir de la
détermination des problémes locaux. Nous rappelons aussi que la résolution de
ces problémes locaux est faite par la méthode des €léments finis sur une cellule
de base en tenant compte des conditions de périodicité imposées sur les modes

locaux.
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" 3.10. Comparaison entre le calcul direct et le calcul asymptotique

Dans ce paragraphe nous confrontons le calcul asymptotique des valeurs
propres déterminé précedemment et leur calcul direct basé sur la méthode des
éléments finis en discrétisant toute la structure. Cette comparaison est étudice
pour différents types de conditions aux limites et différentes valeurs des

parametres du modele.

Cas encastré-encastré

Nous traitons le cas ou les extrémités x=0 et x=L de la poutre sont

encastrées, ceci pour différentes valeurs des raideurs et des longueurs.

k1=100000,.k2=0,1=10etL =200

O  Calcul numérique direct
X  Calcul asymptotique-numérique

25_l||||!.
23 -
214 &
194
17+ o]
15+ % :
134 @ .
1+ ot -
g @ ]
. I
01 23 45 6 7 8 91011

Rang de la valeur propre dans le spectre

i

|
3

Valeurs propres x(10e-3)
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In 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A exacte 9.881 |10.302{11.000]11.989|13.250|14.800 | 16.630} 18.740 | 21.130
(x10e-3)

A ordre2 0887 |10.325|11.050{12.078]13.390| 15.000 | 16.900 19.090 | 21.570
(x10e-3)

k1=100000.k2=10,1=10etL =200

O  Calcul direct
X  Calcul asymptotique-numérique

220 -1 ] 1 1 ) 1 1 [l 1 1 1 1 -
5 x
2104 C
] X :
& 200 :
S ] X :
‘f 190 ) C
G X 5
e 180 -
o X o) -
3 170+ & -
= ]
S ] o -
160 = % :
150 . T | T T T T i T I T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
Rang de la valeur propre dans le spectre
n 1 2 3 4 S 6 7 8 9
A exacte 0.1564 1 0.1580 | 0.1606 | 0.1643 ] 0.1691 | 0.1749 | 0.1817 | 0.1896 0.1985
Aordre2  |0.1564]0.1582]0.16110.1652}0.1705] 0.1769 0.1845]0.1932 ] 0.2032
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. Cas appui-appui

Nous traitons le cas ol les extrémités x=0 et x=L de la poutre sont en

appui simple.

ki=100000.k2=0.I=1etl =23

O Calcul numérique direct
X  Calcul asymptotique-numérique

240

O
NI7N

210 — 5

180

150 o]

Valeurs propres
€

120

o 5]

g 8 0
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Rang de la valeur propre dans le spectre

90

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A exacte 97.410198.470 | 101.60 | 107.00 | 114.40{ 123.90 | 135.60 | 149.50 | 165.40
A ordre2 97.41 |98.515]101.83 | 107.35]115.08 125.03 | 137.18 | 151.54 | 168.11

73




Vibration et stabilité des longues structures flexibles d forme répétitive

k1 =100000.k2=10,.1=10et L =300

O Calcul numérique direct

x  Calcul asymptotique-numérique
0.195

oD
N

0.1894

0.1837 ®

0.1781

Fan ¥4
7

0.1725 6

0.1669 — &

Valeurs propres

0.1613 - B8

LB
0.1556 B &

0.15 = '
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14
Rang de la valeur propre dans le spectre

n 1 2 3 4 S 6 7 8 9

A exacte 0.1559 | 0.1561 | 0.1568 | 0.1580] 0.1596 | 0.1617 | 0.1643 | 0.1674 0.1709

A ordre2 0.1559 | 0.1561 | 0.1569 | 0.1582 ] 0.1600 | 0.1623 | 0.1652 | 0.1685 0.1724
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Cas encastré-appui

Nous traitons le cas ou l'extrémités x=0 est encastrée et I'extrémité

x=L est en appui simple.

k1=100000.k2=0.1=1etL =30

O  Calcul numérique direct
X  Calcul asymptotique-numeérique

350 4
3033 x 1
| 5
8 2567 56
=¥
2 ¥
S 210 &
z I
% 7% T J AU SRR, S B
> B
&3
L
116.7 g"&
70
0 4 8 12 16 20
Rang de la valeur propre dans le spectre
n 1 2 3 4 S 6 7 8 9
A exacte 97.560 | 98.810{ 101.30 | 105.00 | 110.00 | 116.30 123.80 ] 132.50 | 142.50
A ordre2 97.562 | 98.861 | 101.46 | 105.35]110.55] 117.04 124.83 | 133.92 | 14431

On voit qu'on obtient avec une trés bonne précision (erreur inférieure a
3%) un nombre de valeurs propres de I'ordre de 1a moitié du nombre de cellules.
Nous remarquons aussi que plus le nombre de cellules est grand, plus le paquet

de valeurs propres obtenus par 'analyse asymptotique est grand. Toutefois, nous
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n'obtenons pas les modes propres avec autant de précision que les valeurs

- propres. Nous reviendrons sur ces aspects aux chapitres suivants.

3.11. Conclusions

Nous avons mis en place une analyse en double échelle des modes de
vibration des structures répétitives. A 1'échelle locale, nous calculons des modes
de vibrations sur quelques cellules de base, avec des conditions de périodicité.
Ensuite nous avons engendré une famille de valeurs propres et de modes propres
par modulation d'un mode local donné. L'enveloppe de ces modes satisfait une
équation différentielle du second ordre & coefficients constants ayant la forme
suivante :

42
C-&FAO +AA,=0
Ay(X): amplitude réelle

ou la constante C est déterminée par la connaissance de modes locaux.

Cette équation décrit le comportement global d'une famille de modes de
vibration propre de la structure. Le probléme global est le probléme aux valeurs
propres ci-dessus auquel nous avons montré comment associer des conditions
aux limites. Toutefois nous avons fait des conditions aux limites une analyse
trés simplifiée qui néglige les couches limites. Cette analyse ne peut donc suffire
dans tous les cas. En particulier elle ne permet pas de calculer les termes
suivants Aj,A,4,...du développement asymptotique de la valeur propre. Clest ce
que nous introduisons au chapitre suivant.

L'analyse en double échelle permet donc un gain en temps de calcul et en
espace mémoire, puisque le probléme global et le probleme local sont des
problémes de taille considérablement réduite par rapport au probléme initial. On ,

remarque que la méthode est d'autant plus meilleure que le nombre de cellules
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de la structure est grand. Elle nous permet de calculer les premiéres fréquences
. de chaque paquet de valeurs propres. Par contre elle ne signale ni la fin du
paquet ni le nombre des valeurs propres que contient le paquet, puisque la valeur
asymptotique de ces dernieres croit en fonction d'un entier n, en principe
indéfiniment (voir les expressions asymptotiques des valeurs propres calculées

précédemment).
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4 ETUDE DES EFFETS DE BORDS ET CALCUL
ASYMPTOTIQUE AUX ORDRES SUPERIEURS

4.1. Introduction

Dans ce chapitre nous essayons de compléter I'analyse asymptotique du
chapitre précédent en poussant les développements au dela de I'ordre deux. Cela
nous aménera 2 traiter de maniére compléte et précise les conditions aux limites.
En effet le passage d'une équation d'ordre quatre a une équation d'enveloppe
d'ordre deux implique la perte d'une condition a chaque extrémité de la
structure. La solution asymptotique du chapitre précédent doit donc &tre
corrigée, ce que nous ferons en introduisant & chaque extrémité une solution
localisée (ou solution en couhe limite) de l'é‘quation initiale. Enfin, nous
confrontons les résultats obtenus asymptotiquement et les résultats obtenus par

un calcul direct en discrétisant toute la structure.

4.2. Existence du phénomeéne de couche limite

L'existence du phénoméne de couche limite est liée tout simplement a une
perte de conditions aux limites lors du passage du modele initial a 1'équation
d'enveloppe. En effet les conditions aux limites sont initialement au nombre de
quatre (bords encastrés par exemple). Apres les développements asymptotiques, |

il n'y a plus que deux conditions imposées sur l'amplitude Ay(X). Prenons par

exemple le cas ol les extrémités de la poutre sont encastrées avec
Ay(X=0)=Ay(X =Ln)=0. La solution globale a I'ordre 1 est de la forme :
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(Ay(X)=asin(KX)

1 K=21£ n=12....etc.

Ln
|a une constante arbitraire

Nous avons trouvé au chapitre 3 des solutions  l'ordre 1 et a l'ordre M, qui

s'écrivent respectivement de la maniére suivante :

uO(X, X) = Ao(X)Wo(X)
U (X, x) = A (X)wp(x) + Ap(X)w(x)

ol wy(x) et wy(x) sont des fonctions calculées sur une cellule de base en tenant
compte de conditions de périodicité. Reprenons maintenant 1'écriture
asymptotique des conditions d'encastrement aux extrémités de la poutre. Selon
l'analyse du chapitre précédent, en chaque extrémité nous avons les relations

suivantes :

{Aowo +M(AGW, + Agwg) +O(P) =0
AgWh +N(AG(W] +Wo) +Awp) +0M*) =0

Les conditions d'encastrement s'écrivent alors a 'ordre 1 :

{A()wl +Awy=0 O

AG(wi+wo)+Awy=0

Le systeme (1) est homogéne en Ag et A, dont la solution est en général

unique:
Ap=0 (2)
A =0 3)
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Or la condition (2) n'est pas satisfaite par la solution trouvée
. précédemment pour I'amplitude A (X), ce qui est le signe de l'existence d'une
couche limite. Il faut donc introduire des corrections localisées pour satisfaire
les conditions aux limites & I'ordre 1 et au dela.

Dans les problémes linéaires de perturb‘ations singuliéres, on peut
considérer qu'a partir de I'ordre 1, le développement asymptotique de la solution
s'écrit comme la somme de deux solutions. La premiére est valable assez loin
des bords, et dans notre cas, elle est localement périodique. La deuxiéme traduit
le comportement localisé de la solution prés des extrémités en fonction de la
variable rapide. Ceci nous permettra d'ajuster correctement les conditions aux
limites des probleémes globaux aux ordres supérieurs. On peut maintenant €crire
une expression asymptotique du déplacement u(x), qui sera valable 2 la fois loin

des bords et pres de l'extrémité x=0:
u(X,x) = up(X,x) +nu (X, x) + O W e (X)) + M2 (uy (X, X) + Oy Wipe (X)) +.....ete

oll Wy,.(x)=0 pour x loin de O et ol les o sont des inconnues. La solution

localisée est déterminée par une méthode utilisant la théorie de Floquet dont le

détail est dans ce qui suit.

4.3. Calcul de la solution localisée par la méthode de Floquet

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons 3 la détermination de la

solution localisée du modele, afin de rendre compte des effets de bords. Cette
recherche est introduite en utilisant la théorie de Floquet (D.W. Jordan et P.

Smith, 1987), dont nous rappelons quelques éléments de base dans ce qui suit.
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a) Rappels sur la théorie de Floquet

La théorie de Floquet est destinée a 1'étude de Ia stabilité des solutions
périodiques des équations différentielles 4 coefficients périodiques. Ces
équations peuvent étre é&crites sous la forme d'un systéme équations

différentielles du premier ordre:

9 G0 = L)) 5)
dx

ol i(x) € IR", L(x) est une matrice carrée (nxn) dont les coefficients sont

périodiques de période L: L(x)=L(x+])
Définition Matrice fondamentale

On appelle matrice fondamentale I'opérateur linéaire ®(x) qui associe a la

donnée initiale G(0) la solution i(x) du systeme différentiel (5) :

1(0)—2%2) 5 §(x)
t(x) = ®(x)T(0)

Cette matrice est rarement périodique comme I'opérateur L(x). Elle vérifie
le méme systéme différentiel avec comme condition initiale la matrice d'identité
dans IR":

d —
Ex—d)(x) =L(x)P(x) ©)

o(0)=1,

Si ®(x) est la matrice fondamentale du systéme (5) alors ®(x-+1) est aussi

solution du systeme (6). On voit facilement que la matrice fondamentale
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satisfait les relations suivantes (1 étant la période de L(x)) :

r—c—l—CI)(x) = Lx)®(x)
dx

J o0)=1, )
O(x +1)=d(x)PD(1)
| D(nl)=D"(1)

Définitions

On appelle multiplicateurs de Floquet les valeurs propres w(l) de la
matrice @(1):

On appelle exposants de Floquet les nombres complexes o=+ tels que:

u(d) =exp(c 1)
On remarque que si 6 est un exposant de Floquet correspondant & p(l) alors
o+(2xik/l), (ot k un entier relatif) est aussi un exposant de Floquet
correspondant a p(l).

Cet exposant de Floquet permet de caractériser la croissance, la
décroissance ou la périodicité des solutions du systéme, ce qu'on va expliquer
dans le détail.

Les vecteurs propres de la matrice fondamentale associ€s aux exposants
de Floquet vont permettre de retrouver les solutions périodiques et de

caractériser les solutions localisées.

b) Définition et calcul de la matrice fondamentale
On ramene le probleme local (§ 3.4) 2 un systeéme différentiel du premier

ordre 2 coefficients périodiques dont I'inconnue est:
1) = (u(x), 0" (x), 0’ (x),0"(x)) € R
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d3
EH(O) = ku(0)

ol u(x) est solution de T _(.13_11(1) =k u(_l_)
27| P2

3
§7MD=—MMD

N

La figure qui suit, rappelle la forme de la cellule de base, qui est de
longueur 1. Le systeéme différentiel considéré correspond d'une part & 1'équation
0" — =0, d'autre part aux conditions de discontinuités [[u”]}=k;u. Les
coefficients sont donc constants, mais avec des distributions de Dirac réparties
périodiquement. Nous avons une petite ambiguité a définir le vecteur u(0)

puisqu'il y a discontinuité de U en x=0. Nous avons donc choisi de définir u(0)
(W(07)+u(0"))
2

comme la demi somme , ce qui revient & affecter en x=0, x=1un

) ... k
ressort de raideur moitié —21-

Le calcul de 1a matrice fondamentale ®(1) et de ses éléments propres est
effectué par un calcul formel (détails en annexe C). Le principe est le suivant :
on découpe cette matrice en trois matrices de discontinuité et deux matrices
correspondant 2 'équation différentielle :

2L
2 2
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qﬁ(] CI)X (D (D}‘, qﬁq

7 =z
Chaque matrice de discontinuité exprime le saut des efforts tranchants di

a un ressort de rigidité k:

1 0 0 0]
@-0100
k"lo 01 0

[k 0 0 1]

La matrice @, correspond au passage de i(0") a ﬁ(% ). Son expression

est un peu plus complexe est obtenue en résolvant I'équation différentielle :

v~ =0

Pour des raisons de symétrie de la cellule de base, on démontre facilement

qu'on a la propriété de symétrie suivante

& 1(1)=RO(HR (8)
1 0 0 0]
0 -1 00
ouR =
0010
(0 0 0 -1]
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c) Evolution des multiplicateurs de Floguet. Solutions localisées

Dans notre étude, la matrice fondamentale et ses €éléments propres
(valeurs et vecteurs propres) dépendent de la valeur propre A. Nous avons
analysé 1'évolution de ces éléments propres en fonction de ce parametre pour
différentes valeurs des raideurs et de la longueur de la cellule. Sur les exemples
présentés précédemment ( par exemple k,=100000,k,=10,1=10), nous avons
testé I'évolution des multiplicateurs de Floquet lorsque le paramétre A est voisin

de la plus petite valeur propre A, d'un probléme local (voir § 3.4). Nous avons

constaté qu'elle obéit au scénario générique décrit ci-dessous.
Situation pour A <A,

On désigne les valeurs propres de la matrice fondamentale par

01,02,03,04. Quand A <A ces valeurs propres sont réelles et leur position
dans le plan complexe est représentée ci-dessous. On notera qu'a cause de la
propriété de symétrie (8), ces valeurs propres vont par paires de produit unité

(clo4=1, 6302=1).
ImA

i
/ ol o2 o3 o4 Re
-—o— >

-1\

-1

Quand on fait tendre la valeur A vers A,, deux valeurs propres de la
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matrice fondamentale tendent vers la valeur 1.
Situation pour A >,

On désigne toujours les valeurs propres de la matrice fondamentale par
61,62,03,04. Quand A = A, deux de ces valeurs propres deviennent égales a 1,
caractérisant ainsi une solution périodique de période 1. C'est bien siir la méme
que celle qui a été calculée par la résolution du premier probléme local. La
valeur o1 reste réelle et inférieure 2 1 en valeur absolue. Elle correspond, sur la
structure répétitive, 2 une solution qui décroit lorsque x augmente (voir la
relation (7)) : c'est la solution localisée pres de l'extrémité x=0 (solution

localisée & gauche). Bien entendu 64 = oy correspond 2 la solution localisée
c

prés de l'autre extrémité ( solution localisée a droite). Dans la suite, nous

noterons par wi(x) 1a solution localisée 2 gauche, qui est obtenue a partir du

vecteur propre associ€ a la valeur propre réelle o1 (décroissante):
Im

i

ol a3 o4 Re
-1 \ 1
-i

Situation pour A = A

A partir de A = les valeurs propres 62, 63 deviennent des complexes

conjugués se déplagant sur le cercle unité.
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ol o4 Re

o3

Situation pour A > A

Il peut arriver que les multiplicateurs de Floquet arrivent sur le cercle

unité en passant par 62=63=-1. Le systéme aura alors une solution périodique

de période 21 pour A = Ao Bien entendu la méme analyse peut étre faite autour
d'une solution périodique de période pl (p entier positif). Il suffit de considérer

la matrice fondamentale ®(pl).

4.4. Calcul asymptotique aux ordres supérieurs

Nous avons établi dans le chapitre précédant que le probléme local a

l'ordre ' vérifie une équation du type :
V4 (7\40 )Wi = fi

w; (x) périodique et deux fois
continument différentiable

Le premier probléme global (a l'ordre 1) est I'équation différentielle du

second ordre suivante :
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d2
C—r Ao +hahg =0

11 est bien de rappeler que le premier probleme local et le premier
probléme global sont des problémes aux valeurs propres. Les probléemes aux
ordres suivants n'ont de solutions que si ils vérifient la condition de solvabilité.

Ceci est dii au fait que leurs premiers membres sont singuliers. Ainsi, si on
applique cette condition aux ordres 1 et n° (détails du calcul dans 'annexe A),

on obtient les problémes globaux suivants:
Ordre m

d? &
C——'Al + }bzAl = Cla—)(—3A0 - )\,3A0

Ordre 0’

d2 3

Il est facile de voir que les inconnues de ces problémes sont

respectivement les couples (A{(X), A3) et (Ay(X) , A,). Ils manquent les

conditions aux limites pour résoudre ces problemes globaux. Ces conditions .
sont déterminées dans la suite en tenant compte de la solution localisée

caractérisant le phénomene de couche limite.

4.5. Réécriture des conditions aux limites avec la prise en compte de la

couche limite

88



Vibration et stabilité des longues structures flexibles a forme répétitive

Pour monter comment obtenir les conditions aux limites sur les deux
- probleémes globaux précécdents, nous allons considérer le cas ot les extrémités

de la poutre sont encastrées avec, Ag(X=0)=Ay(X= Ln)=0.

La solution globale 2 l'ordre 1 est de la forme :

(Ao(X)=asin(KX)

nm

K=— n=1.2....etc. 9)
T In

2 une constante arbitraire

Les solutions des problémes asymptotiques (voir § 3.6 et § 3.7) a l'ordre

1,n, nz s'écrivent respectivement de la maniére suivante :

UO(X, X) = AO (X)WO (X)

ul(X, X) = AI(X)Wo(X) + ;}ZAO(X)WI(X)

d 0*
Uy (X, X) = A2(X)W0(X) + "a-)—(' Al (X)WI(X) + 'a—fz‘ Ao(X)Wz(X)

oi wo(x), wy(x) et W, (X) sont des fonctions définies aux paragraphes 3.6 et 3.7
sur une cellule de base.

Reprenons maintenant l'écriture asymptotique des conditions aux limites
d'encastrement des extrémités de la poutre. Prés de l'extrémité x=0

(respectivement x=L), la solution asymptotique s'écrit sous la forme (4) (§ 4.2)

ol W(X) estla solution localisée & gauche (respectivement a droite), calculée

par la méthode de Floquet. Nous avons en chaque extrémité les relations

suivantes :

{Aowo + (AW, + AgWg + 0 Wiee) +0(M?) =0

AgWh + N(AH(W] +Wo) + AW + 0qWiee) + o(Mm?)=0
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Les conditions d'encastrement 2 chaque extrémité deviennent alors a

l'ordre n :

{AIWO + 0 Wio, = —AQW)

’ ’r ’ ’
A1W0 + Otlwloc =—- O(Wl +W0)

En chaque extrémité, c'est un systtme de deux équations a deux

inconnues A, et 0. La solution de ce systéme permet d'écrire les conditions

aux limites a cet ordre de la fagon suivante :

{AI(X = 0)=byAH(X=0)
A(X =Ln)=b Aj(X =Ln)

ol les constantes by et by sont calculées a partir de wq, Wy, Wy, €t de leur
dérivées, clest-a-dire des solutions des problémes locaux et de la solution
localisée. Ainsi on récupere les conditions aux limites que doit vérifier le
probleme global a l'ordre 7. De la méme maniére, on trouve les conditions aux
limites imposées sur le probleme global a 1'ordre nz. Dans le cas traité (bords

encastrés), elles s'écrivent exactement comme 2 l'ordre précédent :

{AZ(X =0)=byA}(X=0)
A,(X=Ln)=b Al(X=Ln)

De la méme maniére nous pouvons récupérer les conditions aux limites
imposées sur les problemes globaux pour d'autres types de conditions aux
limites et des modes locaux différents. Par exemple prenons toujours le cas ou

les bords sont encastrés, mais en cherchant des modes proches d'un mode local
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vérifiant wy(0) = wg(0). Nous avons établi dans le chapitre précédent qu'on a:

(X =0)=Ap(X=Ln)=0

En réécrivant correctement les conditions aux limites avec prise en
compte de la solution localisée comme le cas précédent, nous obtienons les

conditions aux limites imposées sur le probléme global a I'ordre M :

{A{(X =0)=coAf(X=0)
A{(X = L) =c; Af(X =Ln)

ol les constantes cg et ¢ sont calculées a partir des solutions des probleémes

locaux et de la solution localisée.

4.6. Calcul asymptotique des valeurs propres au quatriéme ordre

L'expression asymptotique du quatrieme ordre des valeurs propres est:
A= Ao +12A, + A3 + 1Ay +O()

Nous avons calculé le parametre A, pour différents types de conditions

aux limites dans le chapitre précédent. Et il reste maintenant a résoudre les

problémes globaux afin de trouver les parametres A, et A4. Reprenons le cas

traité dans le paragraphe précédant (cas bords encastrés ot le mode local est tel

que wg(0) et w(0) ne s'annulent pas tous les deux). Les écritures des

problémes globaux sont les suivantes :
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Ordre 1

d2
C&—AO +)\,2A0 =0

(Aq(X) =asin(KX)
K=" n=12.
o

A, = CK?

|a une constante réelle arbitraire (on choisita=1)

Ordre M
d? d3
C’d—X—Al + ;\,2A1 = CIEX-—BAO - )\«3A0
{AI(X =0)=byAs(X = 0)
Ay(X=Ln)=b Ag(X=Ln)

ordre 1’
d2 3 4
{AZ(X 0)= boAl(X - 0)
A, (X=Ln)=b Al(X=Ln)

L'opérateur du premier membre de chacun de ces problémes est singulier. .
Une condition de solvabilité simpose donc sur les seconds membres. Cette

condition s'écrit sur le probléme global a I'ordre 7 de la maniére suivante :

X=Ln d2 X=Ln d3 .
j (C——5A; +MADAEX = [ (Cro3Ag—AsAg)AgdX
dx = o dX

En tenant compte des résultats précédents et en faisant le calcul des
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intégrales, on obtient :

n2 TCZ

A, =2C(by—b
3 ( 0 L)L3n3 (10)

Nous remarquons que ce parametre dépend de la solution localisée. Deux
cas se présentent :

a) Si le nombre de cellules est pair alors pour des raisons de symétrie et
de périodicité, on obtient by = b, Par conséquent le paramétre A5 est nul.

b) Si le nombre de cellules est impair nous avons by # by. Dans les cas
que nous avons étudié, la valeur du parametre A, est tres faible et son influence
sur le spectre est négligeable.

Ainsi, nous constatons qu'iil n'y a pas d'amélioration du calcul

asymptotique du spectre des valeurs propres au troisi¢éme ordre.

Nous considérons maintenant le probleme global a I'ordren)? en supposant
qu'l y a un nombre pair de cellules (by = by ). On lui applique la condition de
solvabilité aprés avoir résolu les problemes globaux antérieurs (Ce calcul est

traité par un calcul formel, voir annexe B). Nous obtenons alors les valeurs

suivantes du parametre Ay

C2 n*r*
)‘4’( C2)L4 4 (11)

Nous remarquons que ce parametre ne dépend que des problemes locaux
et de la longueur de la structure. Ainsi nous pouvons écrire pour le cas traité,

l'expression asymptotique des valeurs propres a l'ordre n*:
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2.2 2 4_4
n“mw 5C n'mw
AMn)=Ay+C P +( 45 +C,)

5
I3 +0(Mm7) (12)

Nous considérons ensuite les conditions aux limites sur le premier
probleme global Ap(X=0)= Af(X=Ln)=0 et nous adoptons la méme
démarche que précédemment, on obtient la méme formule, mais la premiere
valeur propre correspond & n=0:

2.2 2 44
n°m 5C n T
AMn)=2y+C +(=L+C
(n)= Ao 12 TS 2) 4

+0(m*) (13)

: 5C2
Dans la suite, on note C3 = ac +C,.

Nous remarquons qu'il y a un effet des conditions aux limites, mais
surtout de 1'élancement de la structure. Les constantes C, C;, C, qui définissent
ces spectres ne dépendent que de la cellule de base et du mode local considéré.
La couche limite n'a d'influence que par l'intermédiaire des constantes bgetby.
On voit donc qu'il 'y a, dans les cas étudiés aucune influence de cette couche
limite sur le spectre, sauf si le nombre de cellules est impair (voir la formule
(10)) : dans ce cas son influence reste cependant quantitativement faible. On
remarque aussi que I'€lancement L n'intervient que par l'intermédiaire du rapport
n/L. Donc si I'élancement double, le spectre scra deux fois plus devisé. Ceci
suggere que le nombre de valeurs propres représentées par ces formules est

proportionnel a cet €lancement.

4.7. Applications et discussions

Nous confrontons dans ce paragraphe le calcul asymptotique des valeurs

propres a I'ordre n* et le calcul direct effectué en discrétisant toute la structure.
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" a) Comparaison du spectre asvmptotique et du spectre exact

Nous examinons, sur deux exemples, dans quelle mesure le calcul au

quatrieme ordre et les formules (12) (13) permettent d'améliorer l'analyse

asymptotique du début du spectre qui avait été faite au chapitre précédent.

Premier exemple

k1=100000 k2=0 1=1 L=20 (20 cellules)

Les deux extrémités de la poutre sont encastrées

Valeurs numériques des constantes spectrales :

C=59.194 C, =-1.013

X  Calcul numérique direct
0  Calcul asymptotique-numérique du
quatri¢éme ordre

250
X
H]
g 207.5 &
Bt
& B
g,
2 165 &
z, &=
g X
> 1225 S
a %
L -
8001234567891011
Rang de la valeur propre dans le spectre
n 1 2 3 4 S 6 7 8 9
A exacte 98.881 | 103.00 ] 110.00 | 119.90 | 132.50 148.00 | 166.30 | 187.30 | 211.10
A ordre2 08.870 | 103.25 | 110.55 | 120.78 | 133.92 | 149.99° 168.98 | 190.89 | 215.72
A ordred 98.870{103.19 | 110.40 | 120.39 | 133.04 | 148.21 165.72 | 185.36 | 206.90

Tableau 1
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Deuxiéme exemple
k1=100000 k2=10 1=10 L.=200 (20 cellules)

Les deux extrémités de la poutre sont encastrées

Valeurs numériques des constantes spectrales :

C =2.368 C. =1.0004
x  Calcul numérique direct
O Calcul asymptotique-numérique du
quatrieéme ordre

0.24 ]
X
1]
0.22 y
0
g X
S 0.2 g
s | 2
5 g
3 0.18 G
S 8
0.16 I
. = H '

i i i
0140772 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Rang de la valeur propre dans le spectre

n 1 2 3 4 S 6 7 8 9

A exacte 0.1564 1 0.1580 | 0.1606 | 0.1643 | 0.1691 { 0.1749 ; 0.1817 | 0.1896 0.1985

A ordre2 0.1564(0.1582]0.1611 | 0.1652 ] 0.1705 0.1769 | 0.1845 | 0.1932 | 0.2032

A ordred 0.1564 | 0.158210.1611 } 0.1652 | 0.1704 | 0.1767 | 0.1842 0.1928 | 0.2024

Tableau 2
b) Discussions

On peut dire que I'analyse asymptotique au quatri¢me ordre ne permet pas
de prendre en compte une bien plus grande partie du spectre. Tout au plus, elle
améliore la précision avec laquelle chaque valeur propre est connue (voir Les
tableaux 1 et 2). Cette situation est liée 2 un probléme de fond, qu'on peut

comprendre en regardant évolution de la forme du mode en fonction de I'entier
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n. Si le premier et le second mode correspondent parfaitement & 'hypothese d'un
 mode 2 deux échelles de variations, cette situation se dégrade rapidement
lorsque n augmente : la longueur d'onde de 1'amplitude est proportionnelle a n,
comme le montre la formule (9). A partir de la 7i¢me ou la 8iéme valeur propre,
les deux échelles de variation deviennent tres proches et on constate sur la
figure qui suit, que le 9icme mode ne ressemble plus du tout a une modulation

du mode local.

Par ailleurs, on sait que chaque paquet de valeurs propres en contient un
nombre fini qui dépend en particulier de I'élancement de la structure. Or les
formules (12) et (13) ne permettent ni de caractériser, ni d'approcher le nombre
de valeurs propres dans un paquet. Elles n'ont donné ici que le début d'un paquet
de valeurs propres.

k1=100000 k2=0 1=1 L.=20 (20 cellules)

Les deux extrémités de la poutre sont encastrées

9i¢tme mode du premier paquet
0.5 T T T T

Déplacement u(x)
=)
—
_

|

0 4 8 12 16 20
Abscisse X

-0.5

97



Vibration et stabilité des longues structures flexibles g forme répétitive

c) Analyse d'un paquet complet de valeurs propres

Nous allons nous intéresser maintenant a 'analyse d'un paquet complet de

valeurs propres : il s'agit du premier exemple présenté en 4.7.a et nous

examinons le premier paquet de valeurs propres.

Tout d'abord, nous examinons la forme des deux premiers et des deux
derniers modes du premier paquet, calculés par un calcul direct. Nous

présentons aussi pour comparaison les modes locaux correspondants.

k1=100000 k2=0 1=1 L=20 (20 cellules)

Les deux extrémités de la poutre sont encastrées

Premier mode du premier paquet

Deuxi¢me mode du premier paquet
0.5 0.5 :
< 0+ ‘;‘ 0 -
E]
_0.5 1 } } 1 0.5 1 1 ) ]
L'avant dernier mode du premier paquet 0.6 Dernier mode du premier paquet
0.6 .
0.4 0.4+
0.2 0.2 4
= 0- = 0
= 3
-0.2 0.2
-0.4 0.4 -
0.6 1 1 i L 0.6 1 ] L 1
(1] 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20
Abscisse X

Abscisse x
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Mode local correspondant ode local correspondant
au début_du paquet ala fin du paquet
1.5 T 15 1
% ®
¢ 4
3 4
- =
E 0 £0.75
b e
] [}
e =
@ )
a a
-1.5 ' 0
0 1 2 0 1 2
Abscisse x Absclsse x

Nous constatons que comme les premiers modes, les derniers modes de
chaque paquet sont localement périodiques et modulés. En début du paquet les
modes correspondent a des modulations du premier mode local, qui est
quasiment sinusoidal et de période 2. On voit clairement que les enveloppes de
ces modes sont conformes aux résultats asymptotiques (9) avec n=1, n=2. On
constate aussi que la fin du paquet correspond au deuxiéme mode local, qui est
également d'allure sinusoidale, mais de moyenne non nulle et de période 1. Ce
second mode local est tel que wo(0) = wp(0)=0: 'analyse des conditions aux
limites est donc différente et elle nous a conduit 2 la représentation (13) du
spectre. Dans le cadre de cette analyse asymptotique, il semble que le dernier

mode local correspond bien 2 n=0 et Ay(X)=1 et l'avant dernier a n=1 et.

AO(X)=cos(-1£E—). Il est donc parfaitement justifié d'appliquer I'analyse

asymptotique a ce second mode local, en espérant obtenir la fin du paquet de

valeurs propres.
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d) Représentation asymptotique du début et de la fin d'un paquet de

. valeurs propres

Nous appliquons donc la méthode asymptotique pour l'analyse d'un
paquet complet de valeurs propres en considérant dans un premier temps le
mode local correspondant au début du paquet, et dans un deuxi€me temps le

mode local correspondant 2 la fin du paquet. On obtient les résultats suivants :

k1=100000 k2=0 1=1 L=20 (20 cellules)

Les deux extrémités de la poutre sont encastrés

Valeurs numériques des constantes spectrales de la fin du paquet :
C=-209.94 C; = 63.73

x  Calcul numérique direct
¢  Calcul asym. numéri. ordre 4 du début de paquet
O  Calcul asym. numéri. ordre 4 de la fin du paquet

520

= g ¥ ;E;
a x o ©

w 4075 g

4] .

= = R o °

E a 1| Q o

n Q

» 295 %

St

5 8

= 3

«

> x ¥

182.5 . =
®
70 L ‘
0 3 6 9 12 15 18 21
Rang de la valeur propre dans le spectre

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A exacte 4989 14938 |478.9 |456.1 |427.7 |396.0 - 362.28 | 3294 |297.0
A ordre4 499.3 |494.15]479.20 | 455.82 | 426.35 | 394.04 363.10 | 338.63 | 326.70

Tabl es valeurs propr la fin du ue
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Pour cet exemple le début du paquet est traité dans le premier exemple du

paragraphe 4.7.

Nous avons obtenu des résultat semblables pour d'autres types de
conditions aux limites et pour différentes valeurs des raideurs et longueur de la
structure.

On constate que I'analyse asymptotique d'un paquet complet de valeurs
propres fournit une assez bonne approximation du début et la fin du paquet.
C'est normal puisque les modes correspondants se présentent comme des
modulation d'un mode local périodique. En revanche, le milieu du paquet de
valeurs propres n'est pris en compte par aucune des deux représentations
asymptotiques. Ce n'est pas surprenant, puisqu'on a vu que le 9i¢éme mode ne
ressemble ni 2 une modulation du premier, ni du second mode local. Ce qui est
peut étre surprenant, c'est que de chaque co6té du paquet, les formules
asymptotiques donnent de bons résultats pour 7 ou 8 valeurs propres alors que
les hypotheses de deux échelles de variations ne sont plus guére valables pour

n=5.

e) Evolution des multiplicateurs de Floquet quand A _décrit un paquet de

valeurs propres

Nous considérons dans ce paragraphe l'évolution des multiplicateurs de
Floquet quand A décrit le paquet de valeurs propres présenté précédemment.

Cette évolution est décrite par le scénario suivant :

- Quand A =\, on a 62=63=-1 correspondant ainsi au mode local du

début du paquet, qui est périodique de période 2.
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- Lorsque A augmente bien au-dela de Ag, les deux valeurs propres 62 et

63=02 evoluent sur la cercle unité. Elles passent donc par des racines n-iemes

de l'unité exp(—n——) ce qui implique I'existence de solutions périodiques de

période nl ( voir la relation (7)) : aussi lorsque ¢2=i, il existe une solution de
période 4.

- Le trajet de la valeur propre G2 se termine au point c2=1, ce qui
correspond 2 une solution de période 1, qui est le mode local du fin du paquet.

- Ensuite le multiplicateur 62 redevient réel indiquant la fin du premier

paquet.

4.8. Conclusions

Apres ces développements sur un modele représentatif des longues

structures flexibles i forme répétitive, nous avons établi les résultats suivants :

- Les premiers modes et les derniers modes du paquet sont bien des modes

modulés et localement périodiques.

- Le traitement de la couche limite due aux effets de bords, est nécessaire
pour une étude asymptotique cohérente aux ordres supérieurs. En effet, en
cherchant la solution localisée par la méthode de Floquet nous avons montré
comment réécrire correctement les conditions aux limites et résoudre les:

problémes globaux des ordres supérieurs.

- L' analyse asymptotique au quatri®me ordre d'un paquet complet de
_valeurs propres permet d'obtenir un nombre important (3 peu prés 40%) de
valeurs propres sans effectuer un calcul direct coitant cher en temps CPU et en

espace mémoire. Mais cette analyse ne permet pas de montrer qu'il y a un
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nombre fini de valeurs propres dans un paquet, ni a fortiori d'estimer ce nombre.
. De plus la valeur asymptotique de ces valeurs propres croit en fonction d'un
entier n, en principe indéfiniment. Il est clair que méme si nous poussons encore
le calcul asymptotique aux ordres supérieurs, cette valeur croitra toujours en

fonction de l'entier n.

- Un début du paquet correspond a un mode local dont la constante C est

positive.

- Une fin du paquet correspond 2 un mode local dont la constante C est

négative.

- L'analyse asymptotique fournit donc une trés bonne approximation pour
évaluer une bonne quantité de valeurs propres du début et de la fin de chacun

des paquets.

Jusqu'a présent, la méthode n'a pas permis, ni d'évaluer les valeurs propres
correspondant au milieu d'un paquet de valeurs propres, ni d'estimer le nombre
de valeurs propres dans un paquet. Deux voies semblent possibles pour

améliorer cette situation :
1) Trouver une méthode qui permet de coupler les deux modes locaux. En
effet I'analyse asymptotique développer ici s'appuie sur des hypothéses qui ne

sont plus valables en milieu du paquet €n modulant un seul mode local.

2) Chercher d'autres estimations en modulant des modes locaux de

période 31, 41, 31,.....etc.
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- 5§ INTERACTION DES MODES LOCAUX PAR UNE
METHODE DE RITZ

5.1. Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons développé une méthode a deux
échelles autour d'un seul mode local. Nous avons pu rendre compte de la
modulation de ce mode par une équation d'amplitude de type Ginzburg-Landau.
Cette analyse asymptotique permet de calculer un bon nombre de valeurs
propres correspondant au début et a la fin d'un paquet. Cependant elle ne permet
ni d'évaluer les valeurs propres correspondant au milieu du paquet, ni d'estimer

le nombre de valeurs propres dans le paquet.

Dans ce chapitre nous allons essayer de prendre en compte l'interaction
entre modes locaux, par une méthode qui couple la technique de Ritz et une
analyse 2 deux échelles. L'analyse a deux échelles a permis de rendre en compte
de la modulation d'un mode local. La méthode de Ritz permet d'introduire en
plus linteraction entre les modes locaux., nous pourrons obtenir ainsi des

équations d'amplitudes, puisque nous gardons les deux échelles.

5.2. Couplage de la méthode de Ritz avec une analyse a deux échelles:

principes généraux.

Dans ce paragraphe, nous présentons la démarche permettant le couplage

de 1a méthode de Ritz avec une analyse a deux échelles.
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a) On garde les deux variables indépendantes x et X, ainsi que la regle de

dérivation associée a 'emploi de 1a méthode d'échelle double :

X=1nx
d_90 .0 ey
& ox  ox

oil M| est un petit parametre (par exemple l'inverse du nombre de cellules de la
structure). On renonce aux développements asymptotiques des inconnues du

probléme initial u(x) et A :
u(x) = uy(x, X) +Muy (x, X) + nzuz(x, X)+....

}\, = }\O +T|}\11 +n2k2+ .....

b) On écrit le probléme sous la forme d'un systéme différentiel du premier

ordre :

r%ﬁ(x) = L(x)i(x) + AM(x)u(x)

L(x) et M(x) sont des matrice 4x4 périodiques 2)
H(x) = (u(x), 0" (x),w’(x),u”(x)) € R

N

L

¢) On applique la méthode de Ritz en cherchant d(x) sous la forme:

u(x) = Y a;(X)w;(x)
i=1

W a;(X) amplitudes lentement variable (2 valeurs réelles) 3)
w;(x) fonctions de Ritz périodiques (donc définies localement)

L
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d) Eguations d'amplitudes pour la modulation et l'interaction des

modes locaux.

On introduit la relation (3) dans le probléme (2). En respectant la regle de

dérivation (1), on obtient I'équation suivante :

nfﬁia (X)W (X)+Za (X) Wi(x)=

(5)
Z(L(X)w (x))a; (X)+7»Z(M(X)w (x)a;(X)

i=1

On se donne ensuite d'autres fonctions {W:(x)}, . périodiques, qu'il
1=1,Nn

faudra choisir judicieusement. On définit un produit scalaire sur la période pl

commune 3 tous les modes locaux considérés (p entier) :
- Pl
(F(x), §(x)) = [F(x).B(x)dx
0

ol f(x).g(x) est le produit scalaire classique des vecteurs F(x) et §(x).
Nous remarquons 'hypothése "x, X variables indépendantes” se traduit
par :
(aE),EX)) = a(X)(F () EX))
Ensuite, nous projetons 1'équation (5) sur les n fonctions {v”v’,k (x)}i=1n et on

obtient les équations suivantes :
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,n_._.*d d . _+« < - =¥ =
= =
pouri € [1,n]

On peut réécrire ces équations sous une forme matricielle:

152} -

[S] et [R] sont des matrices carrées de dimension nxn
a est le vecteur (a;,a,....,3,)

L

C'est un systeme différentiel vérifiées par les amplitudes a;, ie [1,n],
qui sont les inconnues de l'écriture de Ritz (3). Le choix des fonctions w; et v‘vf
est en principe arbitraire : dans la suite nous tiendrons compte pour ce choix de
l'analyse asymptotique du troisi¢éme chapitre.

Le but de la résolution de ce systéme associé a des conditions aux limites,

est de nous permettre d'évaluer les modes propres et les valeurs propres du
probleme (2).

5.3. Applications au modele de vibration
Nous appliquons dans ce paragraphe la méthode décrite ci-dessus au |
modele de vibration présenté au chapitre 3. Nous nous intéressons tout d'abord

au choix de la base de Ritz et de la base de projection.

5.3.1.Réécriture du probléme initial
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L'équation du modele de vibration (§ 3.2) peut s'écrire sous la forme :

.(%(_ﬁ(x) = L(x)i(x) + AM(x)@(x)

i(x) = (u(x),u”(x),u’(x),u”(x)) | (6)
i(x) e R?

—

(

Nous réécrivons ce probleéme (6) sous la forme suivante :

’lL(k,-g-,x) i(x)=0
dx
d
: IL(x) = = L(x)—AM(x) %
i(x) = (u(x),u”(x),v'(x),u”(x))
i(x) e R* ;
-0 0 1 0] 0 0 0 0]
\L_0001 M_oooo
on L=l o g o MBI 000
| —k(x) 0 0 0] 1 0 0 0]

k(x) est une fonction de type Dirac, qui représente la répartition discrete et
périodique des ressorts k; et k, le long de la poutre (figure 1 du chapitre 3).

5.3.2.Réécriture des Problémes locaux et modes locaux

A partir de 1'écriture (6), les modes locaux définis dans le paragraphe 3.4

sont les solutions du probléme suivant :
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%Wa =L(X)Wy +AMX)W,

W, est périodique de période pl (8)
pl longueur de la cellule de base

A, la valeur propre

Dans la suite, on notera par W4(x), A4 le mode local et la valeur propre
associée correspondant au début d'un paquet et par We(x), A¢ le mode local et la

valeur propre associée correspondant 2 la fin du méme paquet
5.3.3.Stratégie pour obtenir la base de Ritz

Reprenons dans ce nouveau cadre les développements asymptotiques
autour d'un seul mode, par exemple le mode local correspondant au début du
paquet.

Par la méthode asymptotique décrite aux chapitres précédents nous
cherchons les couples (ii(x),A) solutions du probléme (7) sous la forme

suivante :

©)

On introduit alors ces développement asymptotiques dans le probléme "
(7). En respectant la régle de dérivation liée a la méthode des échelles doubles,

on obtient les problémes suivants (& chaque ordre de n) :
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rlL()\;d, ax ’ X)ﬁd = 6

1L(7»d,ax,x)=%—L(x)—?\dM(x) ordre 1

—_—

Lﬁd(x, X) est pl - périodique en x

i} d - o=
1L(>»d,ax,x)ma=-§§“d+7‘1“d ordre 1

li;4(x, X) est pl - périodique en X

La solution du probléme a l'ordre 1 s'éerit: Uy(x,X) = Ay (X)Wy(x) avec

IL(Ag,0,,X)Wg =0

Wq (X) = (Wa (1), WG (%), W (%), Wg(x)) € IR* (10)
W4 (x) est pl - périodique

Nous remarquons ici que la composante wy(x) est le mode local

correspondant au début du paquet, qui est une solution du probléme local défini

au paragraphe 3.4.

Au troisiéme chapitre nous avions écrit I'équation de solvabilité du

probléme & l'ordre M. Afin d'obtenir la méme condition, nous choisissons un

vecteur de projection v“v:;(x) tel que :
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(1L Ay, 9y, X)Wy =0

9

IL (Mg, 9,,X) =— =" L' (x) - AM (%)
X

L (x) est la matrice transposée de L(x)

M (x) est la matrice transposée de M(x) (11)

wy(x) € IR*

Lv's'/:l (x) est pl - périodique
L'opérateur IL (Ag,9,,X) représénte l'adjoint de 1'opérateur IL(Ay,04.%).

A partir du systeme (11), il est aisé de montrer que

7”7’

— ¥ — — ¥ . g, 2
Wa(x)=(—wg,—Wg,Wg,Wq) €t que <wd,wd>=0, comme pour les instabilités

cellulaires (N. Damil et M. Potier-Ferry, 1992).

De plus lidentité (1L(xd,ax,x)ald,v"v’;> = 0 implique A, =0.

La solution du probleéme 2 I'ordre 1 est alors de la forme :
t4(%, X) = Ap(X)We(x) + A;(X)Wy(x)

ol l'amplitude A,(X) est inconnue 2 ce niveau et Wy4(x) est la solution du

probleme local suivant :

{IL(Kd,ax,X)Wld =-Wy (12)

w(x) € IR*, est pl - périodique

Nous définissons le second vecteur de projection \Tv:d(x) tel que :
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{1L*(7xd,8x,x)‘7v’fa =W, (13)

Wiy (x) € IR*, est pl- périodique

Nous introduirons le couple (W4, #;4) dans la base de Ritz et le couple
(W:,W’;d) dans la base de projection. Ce choix sera justifié dans le paragraphe

qui suit.
5.3.4.Calcul avec deux modes locaux

Dans ce paragraphe, nous procédons a un essai de la méthode du couplage
de 1a méthode de Ritz et de la méthode d'échelle double, avec une base formée

de deux modes locaux.

On prends (¥4, W;4) comme base de Ritz et on cherche alors la solution

du probléme (7) sous la forme :
(%, X) =2, (X)Wq(x)+ay (X)Wye(x) (14)

On introduit les expressions de (14) dans le probleme (7). Sachant que
Wq(x) vérifie le probleme (10) (ou (8)) et que wyq(x) vérifie le probleme (12),

nous obtenons 1'équation suivante:

d . d . - - -
na‘ialwd + T]'d?(" AW1q = a2Wy +q; (7\. - >\'d )M(X)Wd + az(}\. - A’d )M(X)Wld

. . . . % ¥ . \
On projette ensuite cette €quaton sur la base (Wg4,Wy4), OD obtient le systcme

différentiel suivant:
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na—(;—(az(v"vld,v”v;) = a; (A= Ag (MW, Wy ) +a, (A - A )(M1q, Wg )

“[&d? a, —a, ](v“vd,WId> = ay (A=A g (Mg, Wyg) +ar (A~ Ag ) (Mg, ¥14)

En tenant compte des propriétés de symétrie des modes locaux, le

systéme se simplifie de la maniere suivante :

d * *
N— a5 Wyq, Wq ) = 8 (A = Ag ) MWy, W
X 2< 1d d> 1 d< d d> )

n-d—a—a
X T

Ainsi, nous avons une équation différentielle du second ordre vérifiée par

1'amplitude a;(X) :

2

— -k
(Wld»Wd>

C=—p22k
(Mg, %)

Nous pouvons réécrire cette équation sous la forme suivante :

2
Cd—1731 +(}\,")\'0)al =0

) . Fyg, W (16)
L T (Mg, Wy |

Celle-ci ressemble 2 I'équation d'amplitude obtenue par le développement

asymptotique du chapitre 3. La valeur de la constante C est identique a celle

obtenue par la méthode asymptotique.
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Le choix de la base de Ritz (W4, W;q) 2 partir des modes locaux du
développement asymptotique autour d'un seul mode w, permet donc de
retrouver les résultats de la méthode asymptotique au second ordre. En effet,
nous obtenons la méme équation d'amplitude. Considérons maintenant les

conditions aux limites d'encastrement des extrémités de la poutre, avec par

exemple wy =wg=0 (voir paragraphe 3.7.1). Par la méthode du couplage,

nous avons considéré 1'approximation suivante :

(%) = 2y (X)W 4 (%) + a5 (X)W (%)

u(x) ) wq(x)) (W1a1(X) |

u”(x) wi(x) Wiqn (X)

- _ L - - d L - = 142 L
avec U(x) oo [ Wq(X) W) et Wyq(X) me(x)
u”(x)) wg(x)] (W1g4 (X))

Les conditions d'encastrement des extrémités de la poutre s'écrivent .

du
u(0) = E;(O) =0
u(L)= dy=0
dx

Ce qui se traduit, dans le nouveau cadre, par le systéme suivant :

{alwd + a2W1d1 = O

’ —
aWg +a,Wyg3 = 0

En tenant compte de I'équation (15)b et du fait que w4 et wg s'annulent en 0et

pl, on obtient les conditions aux limites vérifiées par 'amplitude a;(x) :
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a1(0)=aj(L)=0
La solution générale de 1'équation (16) est de type :

a;(x) = asin(kx) + bcos(kx)

A partir des conditions aux limites, il est facile de voir que cette solution

s'écrit :
a;(x) =bcos(kx)

k=" 1=0,1,2,.....
L

\)\.' }\‘d = Ck2

Ainsi I'expression des valeurs propres est :
2,2

x:xd+c“—L’§—

Ces résultats sont identiques A ceux du calcul asymptotique & l'ordre 2
(voir chapitre 3), ce qui n'est guére surprenant puisque la base de Ritz est
choisie & partir des modes locaux obtenus par un développement asymptotique

autour du mode local wy.

5.3.5.Calcul avec quatre modes locaux

Dans ce paragraphe, nous considérons une base de Ritz calculée a partir

de quatres modes locaux. Les deux premiers modes sont des modes locaux
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~ correspondant au début du paquet, les deux derniers sont les modes locaux
correspondant 2 la fin du méme paquet Cette base nous permet de prendre en

compte l'interaction entre les modes locaux du début du paquet et de la fin du

paquet. On note cette base par W, Wqq, W, Wy tels que

#4(x) est construit & partir du mode local wy, dont la valeur propre
associée est A4. Wyq est construit 2 partir du probléme asymptotique a l'ordre 1
(§ 4.3.3) du début du paquet, dont la solution est wy4
W (x) est construit  partir du mode local w;, dont la valeur propre associée est
A¢. Wy st construit & partir du probléme asymptotique a l'ordre 1y (§ 4.3.3) de la

fin du paquet, dont la solution est wy;.

On cherche maintenant la solution du probleme (7) sous la forme :
W(x)=a;(X)Wq(x)+2ay(X)Wq(x) + a3 (X)W (x) + a4 (X)Wye (%) a7

La base de projection est choisie de la méme maniére que précédemment.

*

Elle est notée donc par (\Tv;,v"v:d,v“vf,w’;f). On introduit alors I'expression (17)

dans le probléeme (7). En tenant compte du fait que les couples
(Wq,Aq) €t (Wg,Ag), sont des solutions du probléme (8), on obtient I'équations

suivante :

[-q-a -a ]v‘v +[—d—a -a ]W +—g—a W +-g-a Wy =
dx12ddx34fdx2lddx4lf

al(}\' - )“d )MWd + a2()\. - }"d )Mwld +a; ()\. - )\,f )M\-ﬁ.lf + a4(7\. - )\.f)MWlf

(18)

On projette 1'équation (18) sur la base de projection (\Tv;,v"v;d,v‘v;,ﬁ’v:f), on

obtient les équations suivantes :
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o [—d—a —a :|+(1 [ia —a :\+a i2\ + o —d—a =
1 dx 1 2 2 dx 3 4 3dx 2 4dX 4
as()\:—)\,d)al‘i‘aé()\,—)\,d)az +O(.7(7\.—-7\.f)a3 +a8(}w—}\4f)a4

d d d d
0(9 ‘d;al—az +0L10 ;1;3.3—a4 +a11'd—xaz+a12‘a;a4—

d d : d d
0‘17[6;31—32 +08 &5‘3"34 +0‘19Ex‘32+0‘205;a4=

(121()\, - Xd)al + 0(22(7L - )\'d )a2 + O!.23(7L - Xf)a3 + OL24(7& - Xf)a4

d d d d
05| g 21~ 22 00| 2372 T Oy 32 M o

— — ¥ — g — g _|= — ¥
Qg = <Wd’W1d> %y = (Wf’W1d> Oy = (Wld’wld> Oy = <W1f,W1d>

- = ok _IMe. o = {(M1e e
043 = (de,Wld> Oy = (Mwld,wm> Oys = (wa’wld> Q16 = <MW1f,W1d>

- ot "* =y -.* — o —’*
Oyg = (wd,wf> Oyg = (wf,wf> Qg = (Wldawf> a0 = <W1f’wf>

-— - — g — - _ - -k
Qpp = <de’wf> Qg = (Mwld’wf> 023 = (wa’wf> %24 = <Mwlf’wf>

(19)a

(19)b

(19)

(19)d
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— ¥ — - ¥ — - ¥ — - %
s = (deW1f> Q26 = <Wf’W1f> Qo7 = <w1d’wlf> Oog = <Wlf’wlf>
—_ ¥ — — ¥ —- P —_ g
Qg = <de’wlf> Q30 = <MW1d’W1f> 031 = (wa’wlf> A3y = (MW1f,W1f>

e

“qe 2 — ¥ .o
Nous notons que nous avons utilis€ : (wi,wi>=0 pour une premicre

simplification de ces équations.

On remarque ici que les expressions (19)a, (19)b, (19)c et (19)d
permettent de prendre en compte de l'interaction entre les modes locaux du
début et de la fin du paquet. Cette interaction est exprimée 2 l'aide de certains

coefficients de projection o;. Nous gardons aussi la modulation de ces modes

par l'écriture (17).

Le but essentiel de cette nouvelle analyse est 'obtention des valeurs
propres et d'évaluer les modes propres correspondant par la résolution de ces

équations .

Nous considérons maintenant le cas particulier ou

k, = 100000, k, =0, 1=1et L = 20. En utilisant les propriétés de symétries des

modes locaux, on obtient alors une forme simplifiée des équations d'amplitude
(19):

([ da
G3E(2- = 0L5(7»— Xd)al +0&8(7\,— Xf)a4

d da
ag{'aa)% - a2]+ alz—a)‘:' = OL14(7\, - )\.d)az +a15()\'— )\,f)a3

d 20)
azo —aa'x‘}' = 0.22()» e )Md)az + 0(.23(7\. - lf )a3

S

d
0‘26[2%3‘ - 34] 0y =2 = yg (A — Ag)ay + Gag (M —Ap)ay
| dx dx
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En combinant les équations de ce systéme nous obtenons une équation

différentielle d'ordre 4 vérifiée par I'amplitude a;(x), qui est du type :

a* d?
—d—ga1+g1(k)a§a1+g2(k)a1=0 21

ol gy(A)etgy(A) sont des fonctions simples de la valeur propre A et des
valeurs des param@tres Ag,Ag, O

Cette derniére reste i résoudre a partir des conditions aux limites
considérées. Nous montrerons dans la suite comment obtenir ces conditions aux

limites.
5.3.6.Discussion des conditions aux limites

La question, qui se pose a ce stade de I'analyse est : comment obtenir les

conditions aux limites vérifiées par les amplitudes ? D'aprés le systeme

différentiel (20) et apres le calcul numérique des coefficient de projection (a;),

nous pouvons écrire :

a,(x)= h;(May(x) + h,(M)a7’(x)
a3(x) =hs (M)aj(x) +hg(A)af’(x) (22)a
a4(x) =hs(M)a;(x) + he(A)ay(x) :

L'équation caractéristique de I'équation différentielle (21) est :

R +g,(MR? +g,(M\)=0 (22)b
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Cette équation admet quatre solutions R;, Ry, Ry etRy :

' )+ g (M) — 4ga (A
IRTIN-10 JEIZ() B0 _

a2y
Rs = r2 =M= E: 2(7‘) 48N _ o,

Pour le cas que nous traitons la solution de I'équation différentielle s'écrit

(22)c

N

a,(x)=b sin(g;x) + ccos(q;x) + dsin(g,x) + ecos(gsX)

ol les constantes b, ¢, d et e restent 2 déterminer a partir des conditions aux

limites.

D'aprés les expressions (22), nous pouvons écrire les autres amplitudes

sous les formes suivantes:

a,(x)=by (M) sin(q;x) + 41 (A)cos(qyx) + d,; (A)sin(qyx) + e,1(A)cos(g,X)
ay(x)= by (A)sin(g;x) + cy(AM)cos(qyx) + d4q (A)sin(qpx) + e4;(A)cos(qyx)
a,(x) = by (M)sin(qix) + cqp(M)cos(qx) + d 4y (A)sin(g,x) + €4y (M) cos(qax)

ot les by (A),cy (M), dj (M) etey(A) sont des fonctions de l'inconnue A et des

valeurs des parametres Ag, A

Maintenant, pour prendre en compte les conditions aux limites il suffit
d'écrire les équations correspondantes dans cette nouvelle analyse ( méthode du
couplage de la méthode de Ritz et la méthode d'échelle double), comme nous
l'avons fait au paragraphe précédent. Prenons par exe_:mple le cas ou les

extrémités de la poutre sont encastrées :
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_du gy
u(0)=—(0)=0

u(L)= gll(L) =0
dx
Cela se traduit en chaque extrémité, dans le nouveau cadre par le systtme

suivant :

{alwd + 32W1d1 + a3Wf + a4W1f1 = 0

’ 7 . -
a,Wy +ayWig3 +a3Wp +23Wye3 = 0

puisque, nous avons considéré 1'approximation suivante :

(u(x) ] wq (%)) (Wi (X)
o Juweo o waL o Wig2(X)
avec u(x)_ju’(x) L Wq(x)= wa(x)Letwld(X)—jwm(x)
[u” (%)) w3l(x)) (W1a4 (X)

(W (X)) (W11 (X))

- we(x) . W12 (X)

W (x) =1 w’f(x)L et Wy (X) =w Wigs (%) L

(Wrl(X)] (Wiga (X))

Il est clair que la traduction des conditions aux limites dans la nouvelle

analyse, fournit un systéme de deux équations & quatre inconnues. Nous

concluons donc que ces conditions sont dégénérées. En effet la solution que

nous pouvons considérer est :

a, = a, =a; =a,4 =0 en chaque extrémité.
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Pour rester compatible avec les résultats obtenus par un développement
asymptotique autour d'un seul mode (par modulation d'un seul mode), nous
avons choisi imposer les conditions trouvées précédemment sans couplage de

modes (chapitre 3) :

al = 0 a'2 = 0 .
{ en chaque extrémité.

a3=0a,=0

Ceci impose 2 l'amplitude a;(x) d'avoir la forme suivante :

a =csin(K
(x)=csin( X) o 23)
¢ est une constante arbitraire

nn )
K =— nentier
L

Ainsi, il faut choisir K entre les deux nombres d'ondes possibles q; et q,
(voir les expressions (22)c). Ce choix est fait en tracant les fonctions q; et q,
pour A € [Aq, A¢ | de fagon a avoir la fonction qui correspond 2 la solution (23),
qui est sinusoidale a cause des conditions aux limites.

Le nombre d'ondes K décrit toujours un ensemble discret de valeurs
propres parameétré par l'entier n. Par rapport aux analyses des chapitres
précédents, c'est 1'équation d'amplitude (21) qui a été modifiée. Son équation .
caractéristique (22)b permet de relier la valeur propre A du systéme (6) au

nombre d'entier n=— "
1

Lyt 4o MEEY +g,(M)=0
T T
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Chaque valeur de A correspond a deux valeurs potentielles q; et q, dont
nous choisirons que celle qui correspond 2 la solution 23).(K = % n entier est

une fonction croissante de l'entier n). Ainsi, chaque nombre d'ondes n
correspond a deux valeurs propres dans l'intervalle [7», d ,Xf], la premiere

correspond au début du paquet et la seconde 2 la fin du paquet.
5.3.7.Résultats

Nous confrontons dans ce paragraphe le calcul direct et le calcul par la
méthode du couplage précédente (base de Ritz formée par quatre modes locaux).

Nous présentons ainsi les résultats obtenus dans le cas ou on a:
k1=100000,k1=0,1=1etL=20.

Prise_en compte de 1'interaction
ntr m 1 &

et de la fin du paquet

2.5

e Calcul direct

Methode du couplage
Ritz/Echelle double

700
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On remarque que pour un entier n donné, nous avons deux valeurs du
paramétre A (valeur propre du probléme initial). La premiére correspond a un
mode de la premire moitié du paquet et la deuxime correspond un mode de sa
deuxieme moitié. Cette remarque est déja considérée par la méthode
asymptotique du chapitre 3 : en effet dans notre analyse asymptotique d'un
paquet complet de valeurs propres (chapitre 4), nous pouvons constater a travers
des formules asymptotiques (les formules (12), (13) du chapitre 4), que pour un
entier n donné nous avons une valeur propre du début du paquet et une valeur

propre de la fin du paquet.

Le début et la fin du paquet sont & peu prés bien approché par la nouvelle
méthode. Par contre elle approche mal le milieu du paquet comme la méthode
asymptotique, ce qui est normal puisque nous n'avons pris en considération que

les modes locaux correspondant au début et a la fin du paquet.

Le couplage des modes locaux donne néanmoins un résultat qui était
inaccessible par l'analyse des chapitres précédents en modulant un seul mode
local. Dans la courbe de la figure 1, le début et la fin du paquet sont nettement
marqués. De plus les conditions aux limites réduisent le choix du nombre
d'ondes K 2 un ensemble discret. Il apparait donc clairement qu'il n'y a qu'un
nombre fini de valeurs propres. Néanmoins, nous ne sommes pas capables
d'évaluer précisément ce nombre car la courbe "valeur propre-nombre d'ondes”

n'est pas obtenue avec précision au milieu du paquet.

5.4. Conclusions

Nous avons mis en place une nouvelle méthode d'analyse des modes de
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~ vibration des longues structures répétitives. Cette méthode couple a la fois une
méthode de Ritz et une analyse a deux échelles. La construction de la base de
Ritz reste liée 3 la méthode asymptotique développée au chapitre précédent. A

partir des résultats obtenus , nous pouvons dire que:

La prise en compte de l'interaction entre les modes locaux permet

d'approcher un paquet complet de valeurs propres, notamment au début et ala
fin.

Nous établissons clairement qu'il y a un nombre fini de valeurs propres

dans le paquet et nous évaluons le nombre.

La courbe valeur propre - nombre d'ondes de I'enveloppe est correcte €n

début et fin du paquet, mais elle reste approximative au milieu du paquet.
Pour améliorer cette méthode, il faut introduire dans la base de Ritz

d'autres modes locaux de période 31, 41, 51,......, ce qui nous amenera 2 travailler

sur des cellules de base plus importantes.
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. CONCLUSION

Dans ce travail nous nous sommes attachés a la mise en place de deux
analyses a deux échelles pour étudier des vibrations propres des longues
structures flexibles & forme répétitive. La premicre est une application directe de
la technique des échelles multiples, tandis que la seconde méthode couple une
approximation de Ritz avec une analyse a deux échelles. L'échelle locale
engendre des problémes locaux qui sont résolus en utilisant quelques cellules de
base de la structure avec des conditions de périodicité. L'échelle globale
introduit des équations d'amplitudes permettant de rendre compte de la

modulation des modes propres.

Ces méthodes ont été testées sur deux modeles. Le premier est
représentatif des longues structures sans cellule de base, dont on étudie les
instabilités cellulaires .Le deuxi®éme est représentatif des longues structures
flexibles & forme répétitive, dont on calcule les fréquences et les modes propres
de vibration. Le fait de tenir compte de la forme répétitive de ces structures
permet d'effectuer des calculs de valeurs propres sur quelques cellules de base,
ce qui nous évite un calcul direct sur toute la structure coiitant cher en temps

CPU et en espace mémoire.

Pour le premier modele, la premiére méthode a permis d'évaluer une
dizaine de valeurs propres avec une assez bonne précision et ceci pour une

structures modérément élancée.

Pour le deuxiéme modele, la premiere méthode permet de faire une

analyse asymptotique d'un paquet complet de valeurs propres, donnant de tres
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bons résultats au début et a la fin du paquet. Cependant, elle approche mal le
 milieu du paquet, ce qui n'est pas surprenant. En effet 'analyse asymptotique
s'appuie sur des hypotheses qui ne sont plus valables au milieu du paquet en
modulant un seul mode. Ainsi, elle n'a pu signaler le nombre des valeurs
propres par paquet. Nous avons montré aussi comment associer des conditions
aux limites aux problémes globaux en tenant compte d'une solution localisée au
bord par la méthode de Floquet. Cependant la deuxieme méthode permet de
détecter la fin d'un paquet en considérant l'interaction des modes locaux par un
couplage de la méthode de Ritz et de 1a méthode d'échelle double. Elle donne

aussi de bons résultats du début et de la fin d'un paquet.

En pratique, les deux méthodes semblent étre liées, puisque la premicre
nous fournit la base de Ritz utile pour les développements de la deuxieme. Ce

lien permet de garder l'aspect modulé des modes du débutet de la fin du paquet.

Pour améliorer ces méthodes, il faudrait un traitement particulier du
milieu du paquet, peut €tre en revenant sur la théorie de Floquet et donc aux
matrices de transfert, ou en cherchant d'autres estimations pour moduler des
modes locaux de période 31, 41, 51,...etc. Ceci nous aménerait 2 travailler sur des

cellules de bases plus importantes.
Par 1a suite, nous espérons étendre ces méthodes 2 deux échelles :

a) a des structures beaucoup plus complexes et plus réalistes (treillis 2.D,
treillis 3.D),

b) aux problémes dynamiques complets non-linéaires (de résonance et

d'instabilités) et aux probleémes de propagation d'ondes.
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" ANNEXES

Annexe A

Calcul asymptotique aux ordres supérieurs pour le modele de

vibration

Dans le troisiéme nous avons écrit les problemes asymptotiques jusqu'au

second ordre (ordre nz) et leurs solutions correspondantes :

uy(x,X)= Ay(X)wy (x) ordre 1
(%, X) = A (X)wo(x) + Ap(X)wy(x) ordre M
1, (x, X) = Ay (X)Wo(x) + A{(X)wy (x) + Ag (X)W, (x) ordre 12

Nous écrivons maintenant les problemes asymptotiques du troisieme

ordre et du quatrieéme ordre :

Probléme asymptotique du troisieme ordre
(u; périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

. a4 4 a4
Z(Xo) U3 = '65%?111 + 1.2111 -4 axax3 U,y - 4 aX?’ax Ug + X3UO

> . : > . pe _
[[—’ax3 u3(11)}} = kIU3(ll)‘3[{ aXaxz U, (ll)]] -3 [ axzax ul(ll)jﬂ
* . |
-H——gax uo(ll):\:\ i=0..N.-1
| .1 o L1
HF “3“1'5)“ - “2“3(‘"5)'3{[5@7 “2“"5’”

- & L1 - N |
L - 3[\:m Uy (ll - -2'-):”- [[-éig 110(11 - E{Hl = 1--Nc
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Nous rappelons que : £(Ag)==F—2Ag

Probléme asymptotique du quatrieme ordre

(u, périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

a4 a4 a4
muz + 7\,2112 - 4—8_)25)(—3113 - 43}2—3—8;111 + 7\,3111 + }\,4110

0’ . . P . o> .
Hé? u4(11)ﬂ = k1u4(11)-3[[axax2 u3(11)ﬂ -3[[8X28x uz(ll)]:\
a3
-|:|:a_X§ ul(ll):l] 1=ONC-1
o o1 1 0> 1
[[F “4(‘"5)“ = kz““(ﬂ'i)'{[ﬁa}? “3(‘1'?]]

9 L1 ¥ 1]l
L - 3{[5)_(78-)_( U, (ll - E)i\i\ - [[—a-)?- Uy (11 - 5):\:\1 = 1Nc

Nous appliquons la condition de solvabilite au probléme asymptotique du

46(7\,0) Uy = -6

—

troisiéme ordre, nous obtenons une équation différentielle suivante :
(f()\,o )U3, llo) =0 CA{"I' )\.2A1 = CIAG’_ )\,3A0

6wy, wo )+ 4wy wo) + C(W1, Wo)

(Wo’Wo)

avec C, =

Nous avons &tabli dans le chapitre 4 que le paramétre A5 est quasiment
nul. Nous considérons cette remarque pour le calcul du probléme globale du

deuxiéme ordre.
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La solution du probléme du troisi€éme ordre s'écrit alors :
u3(x, X) = A3 (X)wo (x) + Ay (X)wy (x) + A{(X)wa (x) + AgWw,

oll w;(x) est la solution du probléme locale suivant :
(w périodique de période pl et deux fois continument différentiable

d*w d2 d? d
-&73—)&0W3 =-6d—x2'W1—4m‘Wl—4d—x'W0 +C1WO—CW1
e . e . d .
|:|:a;§ W3(11):|:| = k1W3(ll) - 3“:57(—2 Woy (11):” - 3[['&' Wy (11):”
T [ wo@)]] i=0..p-1

31 . 171
-3[[%; wl(ll-E)ﬂ-[[wo(ll-E)_ i=l.p

Nous appliquons la condition de solvabilité sur le probleme asymptotique

&1 1 e L]
[[E}F u4(11-§)H = k2W3(1l-’2‘)'3H?‘?‘ W2(11'§)

du quatri¢me ordre, nous obtenos :
(£(Ag)ug,ug) =0 & CAZ +M,A; = CLAT+CoAT= AeAg

6<w'2’,w0) +4(wj,wg) + 4(w§’§w0) + Cl(wl,W(,) + C(wz,w(,)
(Wo,Wo>

avec C, =1+
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~ Annexe B

Nous présentons ci-dessous le programme formel pour le calcul du

parametre A, du cas du quatri¢me chapitre. Nous donnons aussi le programme

formel du cas ol les extrémités de la poutre sont en appui simple.

SRR HHEHHHHRRRHHRHHRR A
# CAS BORDS ENCASTRES RT NOMBRE DE CELLULES EST PAIR
# CALCUL DE LAMDA4

B AR
HHHHHHHRHHARAHHE

# AMPLITUDE AO(X) ET SA SERIVEE

HHHHHRERRERAAAHAR

a0(x):=a*sin((n*Pi)/(L*nu)*x);

ap0(x):=diff(a0(x),x);

v1:=eval(subs(x=0,ap0(x)));

v2:=eval(subs(x=L*nu,ap0(x)));

rell:=sin(n*Pi)=0;

rel2:=(cos(n*Pi))"2=1;

HHHHHHHRHEHHRRAHRAH

# EQUATION DIFF DE A1(X)

HHHHHEHAHAHAREHA
eql:=diff(al(x),x$2)+((n*Pi)/(L*nu))*2*al(x)=(b2/cl Y*diff(a0(x),x$3);
HHHHHHRRHEHRRAHAH

#SOLUTION A1(X)

HHHHHEHHEHHEHERHA

assign(simplify(dsolve({eql,al(0)=f*v1 al(L*nu)=f*v2},al(x))));
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~ al(0):=eval(subs(x=0,a1(x)));
al(Lnu):=eval(subs(x=L*nu,al(x)));
al1(x):=diff(al(x),x);
a11(0):=eval(subs(x=0,al 1(x)));

all (Lnu):=eval(subs(x=L*nu,a1 1(x)));
al3(x):=diff(al(x),x$3);
a04(x):=diff(a0(x),x$4);
HHHHHHHHHHRHRHERHERRH

# EQUATION DE SOLVABILITE SUR LE SECOND MEMBRE
# DE L'EQUATION SUR A2(X)
HHHHEHHRHAHHERHERARH
s1(x):=simplify(al3(x)*a0(x));
t1:=simplify(int(s1 (x),x=0..L*nu));
s2(x):=simplify(b3*a04(x)-1am4*a0(x));
t2:=simp1ify(int(s2(x)*aO(x),x:O..L*nu));
term2:=simplify((b2*t1+t2)/cl);
HHHEHHARRHHRHA

#ECRITURE A2(0) ET A2(Lnu) avec prise en compte de la solution localisée
HHHHHHHHHHRHERRRH

a2(0):=f*al1(0);

a2(Lnu):=f*all(Lnu);

terml :=simp1ify(a2(0)*vl-a2(Lnu)*v2);
eql:=collect(terml -term2,n);
eq2:=simplify(eql,[rell]);

eq3:=eq2=0;

l:=solve(eq3,lam4);

lamdad:=collect(l,n);
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Rg’sultat
Ay = (—b2 + clb3)

ot
n12

avec c1=C, b2= Cl, b3 = C, pour prendre les notations du chapltre 4

SHHHHHEHHHRHAHHHHEHHHHHHHE AR
# CAS BORDS EN APPUI SIMPLE ET NOMBRE DE CELLULES EST
#PAIR

#CALCUL DE LAMMDAA4
SHHHHEHHEEHHHHHEHHEHHHRHHHHRRHAH
HHHHHRHHHHEHERARR

# AMPLITUDE AO(X) ET SA SERIVEE
HHEHHARHHHHHRBHHA
aO(x):=a*cos((n*Pi)/(L*nu)*x);
apO(x):=diff(aO(x),x);
app0(x):=diff(a0(x),x$2);
v1:=eval(subs(x=0,a0(x)));
v2:=eval(subs(x=L*nu,a0(x)));
v11:=eval(subs(x=0,app0(x)));
v22:=eva1(subs(x=L*nu,app0(x)));
rell:=sin(n*Pi)=0;

rel2:=(cos(n*Pi))*2=1;
HHHHHHHRHHRHHEHRRAH

# EQUATION DIFF DE Al(X)
SHHHHEHEHHAHRHEHRAHA
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 eql:=diff(al (x),x$2)+((*Pi)/(L*nu)) 2*al (x)=(b2/c D*diff(a0(x),x$3);
HHHHHHHHHAHHHRHAHA
#SOLUTION A1(X)
HHHHHHHHHHHRRAHRA
assign(simplify(dsolve({ eql,D(al)(0)=f*v11,D(al Y L*nu)=f*v22},al(x))))
al1(x):=diff(al(x),x$2);
v111:=eval(subs(x=0,al 1(x)));
v222:=eval(subs(x=L*nu,al 1(x)));
al3(x):=diff(al (x),x$3);
a04(x):=diff(a0(x),x$4);
HHHHHHHEHHAHHER AR
' # EQUATION DE SOLVABILITE SUR LE SECOND MEMBRE
# DE LEQUATION SUR A2(X)
HHHHHHEHHHEHRHERHR
s1(x):=simplify(al3(x)*a0(x));
t1:=simplify(int(s1 (x),x=0..L*nu));
sZ(x):zsimplify(b3*a04(x)-lam4*a0(x));
t2:=simp1ify(int(32(x)*aO(x),x=0..L*nu));
term2:=simplify((b2*t1+t2)/cl);
HHHHHHRHEHHRHHHARHE
#ECRITURE A2(0) ET A2(Lnu) avec prise en compte de la solution localisée
SHHHHHHRHAHHEHHHA
a2(0):=f*v11l,
a2(Lnu):=f*v222,
terml :=simplify(a2(Lnu)*v2-a2(0)*v 1);
eql:=collect(terml -term2,n);
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~ eq2:=simplify(eql,[rell]);
eq3:=eq2=0;
l:=solve(eq3,lam4);
lambdad4:=collect(l,n);

BT RINININ] l l ‘ ll lJ l l ll ll ll INIgIRinin] lLll ll l. l l l ll l l l ll lll LL
TrTrTlT'lll[”"”"llll”lll ll”l"'lll'l'lll "lll"Tll'llTr""""l"I "T'I’T]I "T'Il"l l' I"' l[l

# PROGRAMME MAPLE POUR LE CALCUL DE LA MATRICE
FONDAMENTALE

# ET SES VALEURS PROPRES

SHHHHHEHHHHEHHHAHRHHHHEHEHEHEHHRHEHARAAH HHHHEHHHHHHHHAHHHARA

with(linalg):

HHHHHHHHEHEER

#

# PROCEDURES DES SIMPLIFICATIONS

#

simp := proc()

a = args[1];
as:= args[2];
for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
as[i,j] -=simplify(ali,jl,trig):
od:
od:
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~ end:
HHHHAHRHHHHHRHARRERHE
simp1 := proc() |

a ;= args[1];

as:= args[2];

for i from 1 to 4 do

for j from 1 to 4 do

as[i,j] :=simplify(a[i,j}):

od:

od:
end:
HHHHHHEHHRRHAHHHE
combm := proc()

a = args[1];

as:= args{2];

for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
as[i,j] :=combine(ali,j],trig):
od:
od:
end:
HHHHAHHHHRRAAA
matini:=band([1],4):
mat2;=matrix(4,4):

mat3:=matrix(4,4):

# LES MATICES RAIDEURS
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 HHHEHHHHHEHAHHR AR AR
mk?2:=matrix(4,4,[(1,0,0,0],[0,1,0,01,[0,0,1,0],[-K2,0,0,1]]);
mk1:=matrix(4,4,[[1,0,0,0],[0,1,0,01,(0,0,1,0],[-K1/2,0,0,1]1);
R:=matrix(4,4,[[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,-1,01,[0,0,0,-1]]);
A:=matrix(4,4):

D:=matrix(4,4):

Ds:=matrix(4,4):

IDs:=matrix(4,4):

INVD:=matrix(4,4):

INVDs:=matrix(4,4):

As:=matrix(4,4):

Ad:=matrix(4,4):

v(x):=al 1*cos(m*x)+a22*sin(m*x)+a33 *cosh(m*x H+ad4*sinh(m*x):

v(0):=eval(subs(x=0,v(x))):
vpp(O):=eva1(subs(x=0,diff(v(x),x$2))):
vp(O):=eva1(subs(x=0,diff(v(x),x))):
vppp(0):=eval(subs(x=0,diff(v(x),x$3))):
forifrom1to4 do
eql:=(v(0)=matini[1,i]):
eq2:=(vpp(0)=matini[2,i}):
eq3:=(vp(0)=matini[3,i]):
eq4:=(vppp(0)=matini[4,i]):
egs:={eql,eq2,eq3,eq4}:
var:={all,a22,a33,a44}:

s :=solve(egs,var):

assign(s):
A[1,i]:=subs(x=11,eval(v(x))):
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A[2,i]:=subs(x=11,eval(diff(v(x),x$2))):

A[3,i]:=subs(x=11,eval(diff(v(x),x))):

A[4,i):=subs(x=11 eval(diff(v(x),x$3))):

all:='al1“a22:='a22"a33:='a33"a44:="a44".

od:

#

#SIMPLIFICATION DES TERMES DE A

#

simp(A,As):

SR HHE AR HHRHRAHHAA

# CALCUL DE LA MATRICE FONDAMENTALE

SRR R

D := multiply(mk1,As,mk2,As,mk1):

ID := multiply(R,D,R):

#

#SIMPLIFICATION DES TERMES DE D et ID

#

simp(D,Ds):

simp1(Ds,IDs):

1bd:=band([x],4):

poly:=collect(simp1ify(combine(det(add(IDs,-lbd)),trig)),x):

al:=coeff(poly,x,1):

a2:=coeff(poly,x,2):

HHHHAREHRRHHEHHHAHER AR »

# CALCUL DES VALEURS PROPRES DE LA MATRICE
FONDAMENTALE

SRR RHARHRRRA
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eq:=(x M+b1*(x3+x)+b2*x2+1)=0:

s :=solve(eq,x):

vsol := vector(4):

vsol := [s]:
fortran(['b1'=al,b2'=a2],optimized,filename="coeff )
fortran(['sigl' = vsol[1],'sig2’ =vsol[2],'sig3' = vsol[3],

'sig4' = vsol[4]],optimized,filename="valeurs"):

144



