
HAL Id: tel-01776037
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776037

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Vibration et stabilité des longues structures flexibles à
forme répétitive

El Mostafa Daya

To cite this version:
El Mostafa Daya. Vibration et stabilité des longues structures flexibles à forme répétitive. Sciences
de l’ingénieur [physics]. Université Paul Verlaine - Metz, 1994. Français. �NNT : 1994METZ007S�.
�tel-01776037�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776037
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



oô 793Ee

INSTTTUT ST,JPÉRIET.JR DE GÉNIE MÉCANIQI.JE ET PRODUCTIQUE

UNIVERSTTÉ on Mrtrz,

rUBSB slrtb
9t/+
3zetz-,

présentée à I'UMVERSIÉ Oe METZ par

EL MOSTAFA DAYA

pour I'obtention du grade de

DOCTEUR en wIÉCINIQUE

VIBRATION ET STABILITE DES LONGUES
STRUCTURES FLEXIBLES

{
,1r
E

r t

fi,l.tr;'

À FoRME nÉpÉurrvE

Soutenue le25 février 1994 devant le jury composé 49 :

D. Caillerie
N. Damil
R. Ohayon
M. Potier-Ferry
J. Saint Jean Paulin
H. Sanchez-Palencia

Laboratoire de Physique et Mécanique des Matériaux U. R. A. CNRS. 1215

Université de Metz,Ile du Saulcy, 57M5 Metz cedex 01.

BA-OTHEA{JE UNIVERSITAIRE
- -MËrz

I'f inv. À994o2"Lq

Cde
ôlrlô s\l+

Loc llayoro;u



C'est au sein du I-aboratoire de Physique et Mécanique des
Matértaux de I'Université de Metz que j'ai réalisé ce tavail sous Ia
direction de Monsieur Michel Potier-Ferry.

Ma gratitude et ma reconnaissance s'adressent tout

d'abord à Michel clui a accepté de diriger cette rfièse. Grâce à son
enthousiasme, sa rigueur et son goût passioné pour la recherche
scientifique, qu'il a su me faire pafiager, i'ai trouvé auprès de lui L'aide

la plus éfficace qui m'a permis de mener à bien cette râèse.

Messieurs , les professews D. Caillerie et R. Ohayon ont

accepté d'etraminer et de porter leur jugemenf sur ce tavail. Je tiens à

les remercier rrès vivement.

Je remercie égaJement les professeurs N. Darnil, J. Saint

Jean Paulin et H. Sanchez-Palencia d'avoir acceptés de participq au iury
et de f intérêt qu'ils ont porté à ce travaiJ

Je tiens aussi à remercier tous les membres du L.P.M.M. et

plus patticulièrement, mes deux acolytes de buteau pour Ia bonne

humeur darts laquelle ce sont passées ces trois années de thèse et de

dur tavail.

Sur un phffi moins professionnel mais tout aussi important,
j'exprime ma reconnaissance à mes parents sans qui rten n'aurait été

possible.



nÉsuun

Nous énrdions la vibration et la stabilité des longues structures flexibles à

forme répétitive.

Plus précisément, nous nous intéressons à la détermination des valeurs

propres et des modes propres en tenant compte de I'aspect répétitif de ces

structures par des analyses à deux échelles. A l'échelle locale, nous résolvons

des problèmes locaux qui sont posés sur quelques cellules de base avec des

conditions de périodicité. A l'échelle globale, nous introduisons des équations

d'amplitudes permettant de rendre compte de la modulation des modes

propres.

Nous testons ces méthodes sur deux modèles. Le premier est

représentatif des longues structures sans cellule de base, pour lequel nous

évaluons une dizaine de valeurs propres avec une assez bonne précision. Le

deuxième est représentatif des longues structures flexibles à forme répétitive,

pour lequel I'analyse à deux échelles donne de très bons résultats au début et à

la fin d'un paquet de valeurs propres.

Mots clés

oÉvBr.oPPEMENTs ASYMPToTIQUES

CALCULS DES STRUCTURES NÉPÉTTTIVES

STABILITÉ

VIBRATIONS LINÉAIRES



LISTE DES NOTATIONS UTILISEES

M matrice de masse

C maEice d'amortissement

K matrice de raideur

u(M,t) déplacement à I'instant t d'un point M d'une strucrure Ç)

o(u) tenseur des contraintes de Cauchy

e(u) tenseur des déformations linéarisées en fonction du

déplacement u

À valeur proPre.

X variable globale ou lente

x variable locale ou raPide

I petit Paramèue (Petit devant 1)

e terme d'une Perturbation

q nombre d'ondes

I longueur d'une cellule de base

L longueur totale de la structure

Nc nombre de cellules de la structure répétitive
Â

L(+,1.) opérateur linéaire auto-adjoint
ox

ai(x),Ai(X) amplitudes ou enveloppes (solutions des problèmes globaux)

wi(x) solutions des problèmes locaux

w6(x) solution localisée

<D(x) matrice fondamentale

p0) exPosant de Floquet

o1,q'2, o3, ç4 valeus propres de la matrice fondamentale sur une cellule

de base @(l)

(frr,..,frn) base de Riu

(mi,..,w;) base de projetion

l,d valeur propre locale colrespondant au début d'un paquet



l,r valeur propre locale correspondant à la fin d'un paquet
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INTRODUCTION

Les longues struch,res flexibles à forme répétitive sont utilisées dans de

nombreux domaines, puisqu'elles offrent un excellent compromis entre leur

capacité portante, leur poids et leur prix,pil opposition à des poutres de section

pleine. On rencontre ce genre de structure dans plusieurs domaines, par exemple

dans la construction aéronautique et aérospatiale ( armatures des avions, stations

orbitales,....) et dans le domaine de génie civil ( supports des couvertures des

stades, des gares, des grandes surfaces,....). Pour ce type de structure, la

connaissance détaillée des fréquences et des modes propres de vibration est

essentielle pour la prédiction du comportement dynamique de la sffucture à des

perturbations extérieures.

Cependant, l'étude des vibrations de ces structures pose deux types de

problèmes:

a) Des problèmes de calcul, liés aux algorithmes de recherche de valeurs

propres qui fonctionnent mal dans un tel cas et à la grande taille de la structure

(grand temps de calcul et grand espace mémoire).

b) Des problèmes liés à la tenue de la structure, car I'analyse des

phénomènes de résonance est très complexe, du fait que ces structures

présentent des modes très voisins.

De plus, il est établi que les fréquences propres voisines de vibration de

ces structures sont situées dans des paquets distincts. Nous le constatons dans un

calcul direct par la méthode des éléments finis des fréquences propres de

vibration d'un modèle représentatif de ces structures (figure qui suit).
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Dans notre travail, nous proposons une méthode de calcul à deux échelles,

I'une locale, I'autre globale, en tenant compte de la forme répétitive que présente

ces structures. Ceci pennet la décomposition du problème initial qui est de

grande taille, en deux problèmes de tailles considérablement réduites. Le

premier problème est calculé sur des strucfures faites de quelques cellules de

base, le deuxième introduit des équations d'enveloppe similaires aux équations

de Ginzburg-Landau. Cette analyse en double échelle favorise le

fonctionnement des algorithmes de recherche de valeurs propres, et pennettra la

prise en compte des interactions non-linéaires, des phénomènes de résonance et

d'instabilités.

Nous présentons ce travail sous forme de cinq chapitres.

Le premier chapitre contient un rappel sur les vibrations linéaires et une

revue bibliographique sur le calcul des structures périodiques et élancées. Il en
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ressort généralement qu'une analyse en double échelle peut permettre

l'évaluation des paquets de valeurs propres à partir des modes locaux. En effet

ces méthodes sont opérationnelles pour les problèmes d'instabilités cellulaires.

Le deuxième chapitre contient une description gênêrale de la méthode

proposée et les hypothèses de base permettant son utilisation. Nous appliquons

ensuite la méthode à un problème représentatif des instabilités cellulaires, c'est-

à-dire une structure longue non répétitive, mais dont les modes de déformations

sont à peu près périodiques. Cette analyse permet d'obtenir une équation du type

Ginzburg-Landau décrivant le problème global. A partir de la résolution de cette

équation nous obtenons un nombre considérable de valeurs propres sans

effectuer un calcul direct.

Le troisième chapitre contient une application de la méthode pour le

calcul des fréquences propres d'une partie d'un paquet de valeurs propres ' Le

modèle considéré est représentatif des longues structures à forme répétitives A

l'échelle locale nous calculons des modes de vibrations sur quelques cellules de

base avec des conditions de périodicité. Nous engendrons ensuite une famille de

valeurs propres et de modes propres par modulation d'un mode local donné' Ces

dernières valeurs propres permettent de calculer les premières fréquences

propres de vibration à I'aide d'une formule asymptotique au second ordre. Dans

ce chapitre, nous nous limitons à une analyse Eès simplifiée des conditions aux

limites qui néglige le phénomène de la couche limite. Ce phénomène dû aux

effets de bords sera inroduit au chapitre suivant'

Dans le quarième chapitre nous montrons qu'il existe une couche limite et

que sa prise en compte pennet de pousser le calcul asymptotique aux ordres

8



supérieurs. Ainsi, nous sommes amené à chercher une solution localisée comme

dans les problèmes de perturbation singulière. Cette solution est déterminée par

une méthode utilisant la théorie de Floquet qui est bien connue dans l'étude des

problèmes de propagation des ondes dans les milieux périodiques. Ensuite nous

avons fait une analyse asymptotique complète d'un paquet de valeurs propres' Il

en sort que cette méthode est une très bonne approximation du début et la fin du

paquet, puisque les modes propres du début et de la fin d'un paquet sont

modulés et sont localement périodiques. Cependant elle ne pennet pas d'estimer

le nombre de valeurs propres par paquet, puisque leur valeur asymptotique des

fréquences propres croît indéfiniment en fonction d'un entier n'

Dans le cinquième chapitre, nous montrons que la prise en compte de

I'interaction entre deux modes locaux pennet d'évaluer le nombre de valeurs

propres dans un paquet. Cette interaction est introduite par la méthode de Ritz

qui est couplée à une analyse en double échelle'

9
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1.1. Rappels sur les vibrations linéaires

1..1..1.. Introduction

Nous devons à Lord Rayleigh la formulation des principes de la théorie

des vibrations telle qu'elle est pratiquée aujourd'hui. Il inuoduit le concept

fondamental d'oscillation d'un système linéaire autour d'une position d'équilibre

et montre I'existence des modes et fréquences propres de vibration tant pour les

systèmes discrets que les systèmes continus. Afin d'illustrer ces notions de base,

nous allons tout d'abord étudier des systèmes simples, puisque leur étude facilite

la compréhension du comportement de systèmes complexes possédant un

nombre important de degrés de liberté

pour plus de précision sur ce qui se fait en matière de vibration des

sffucrures, nous renvoyons le lecteur aux livres spécialisés dans ce domaine cités

dans la bibl iographie (M. Géradin et D. Rixen, "Théorie des

vibrations.Application à la dynamique des structures" , .....").

l.l.2.Systèmes à un degré de tiberté

Les systèmes à un degré de liberté sont illustrés simplement par le

système suivant:

10
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l.

K représente le déplacement de la masse m à partir de la position d'équilibre

déterminee par I'action de la pesanteur.

k est la raideur du ressort produisant sur la masse m une force -kx.

c est le coefficient d'amortissement visqueux de I'amortisseur qui produit sur la

masse m une forr 
dx:e -c;1.

f(t) désigne la force extérieure, fonction du temps t , agissant sur la masse m.

En appliquant les théorèmes généraux de la dynamique sur le système' on

obtient l'équation différentielle raduisant le comportement du système :

( l )

Le mouvement libre est défrni par I'absence de la force extérieure (f(t)=O).

La solution générale s'écrit alors sous la forme :

x(t) = Alerrt * Aretzt avec lt,z =-cr<o t olrF

o est appelée pulsation nangelle ou propre du système ( exprimé en rad/s)' Elle

est définie Par t t' = Im

"'#*.S+kx 
= f(t)

11
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cr, est appelée le facteur d'amortissement visqueux et défini par:

est dit coefficient d'amortissement critique I cc = 2mo

c
G=;  ou cc

vc

I1 apparaît clairement que le comportement du système est caractérisé par

les paramètres o et <o. La forme des solutions de l'équation différentielle change

évidemment suivant la valeur de u.

En fait les systèmes réels sont toujours plus ou moins amortis mais

rarement par un amortissement visqueux. Parmi les amortisseurs les plus

courants citons I'amortissement structural et I'amortissement par frottement ou

de Coulomb. Le premier est une caractéristique des matériaux et sa valeur est

très liée à la température et aux fréquences d'excitation. Le deuxième est dû au

mouvement relatif de deux surfaces en contact, il est très difficile à quantifier

car il dépend de nombreux parzlmètres.

Le cas cr<l le plus important en pratique où la solution peut s'écrire sous

la forme: x(t) - 4.-crot sin(co"t + rp) où Oa = .)1ffit est la pulsation

naturelle du système amorti. Les constantes A et q sont déterminées par la

connaissance des conditions initiales.

Enfin, on définit la fréquence naturelle ou propre du système(exprimée en hertz)
I

paf f telle que; 0) = 2rc1 . Et on appelle période du système t = j

Les deux autres cas à savoir g=1 et cr>l ne se rencontrent que très

rarement dans les systèmes mécaniques.

1.1.3. Systèmes à N degrés de liberté

La mise en équations des systèmes à N degrés de liberté, s'effecfue à

partir des théorèmes généraux ou des équations de Lagrange. Elles se présentent

sous la forme mauicielle suivante:

t2
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Mq*c9+KX = F(r)
dr- dt

(1)

M est dite la matrice de masse. C est la matrice d'amortissement. K est la

matrice de raideur. X et F(t) sont respectivement les vecteurs des déplacements

et des forces.

La matrice M est diagonale et définie positive, puisque l'énergie cinétique

du système est toujours positive sauf si les déplacements sont nuls. Il est facile

de voir qu'en I'absence de forces gyroscopiques la matrice C est symétrique et

semi-définie positive si le système est dissipatif. Lorsque les forces de rappel

sont élastiques et les chargements conservatifs, la matrice de raideur K est

symétrique. Si l'équilibre étudié est stable, elle est définie positive.

La connaissance des modes propres d'un système est essentielle dans une

étude dynamique de celui-ci. Ces modes sont déterminés à partir de l'équation

du système conservatif. Ceci se traduit par la relation vectorielle suivante:

Mq+KX=o
dt"

où les solutions sont cherchées sous la forme: X = xeÈitt avec i2 - -l

A partir des équations précédentes on obtient le problème aux valeurs propres

suivant:

13
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[ r-or2M]x=o
Ce système admet N solutions notées (@1,x1) i=l...N, qui sont les

pulsations et modes propres du système.

A partir des propriétés des matrices M et K les modes propres vérifient les

conditions d'orttro gonalité suivantes :

Pour i* j  x i rMx,=0 et  x , rKxr=0

Nous retiendrons que la recherches des fréquences et modes propres d'un

système à N degrés de liberté revient à raiter un problème aux valeurs propres.

1.1.4. Vibrations des systèmes continus

Les systèmes continus peuvent être considérés comme une extension des

systèmes à N degrés de liberté avec N + oo. On suppose par la suite que la

structure est élastique.

On désigne par O le domaine borné occu@ par la structure à l'équilibre et

pâr r, la normale unitaire extérieure au bord âQ de Q .

Nous supposons que la strucn[e n'est soumise à aucune force extérieure.

Nous nous plaçons dans le cadre de la théorie de l'élasticité linéaire. Dans ce cas

les équations de la dynamique écrite dans un repère cartésien sont:

ô2u,
oi ; , ; (u)-Pp=0 dans Q

oi;(u)n; =0 sur ôQ

T4
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u(M,t) désigne le déplacement à I'instant t d'un point M situé dans Ç). oi;(u)est

le tenseur des contraintes de Cauchy qui est une fonction de u grâce à la loi de

comportement linéaire. p est la masse volumique.

On s'intéresse aux modes de vibrations de la sructure, qui sont cherchés sous la

forme:

u(M,t)=U(M)cosolt

La formulation variationnelle du problème est alors :

Eouver u et À tel que:

Jox(u)ei;(v)dx 
- f J puvdx = 0 où 7v= a2

oo

V v cinématiquement admissible

€i;(u)est le tenseur des déformations linéarisées en fonction de u.

Pour résoudre ce genre de problème admettant une infinit igllS. on fait

appel aux méthodes de discrétisation: méthodes de Ritz-Galerkine et des

éléments finis.

La première consiste à chercher une solution approchée du problème

variationnel précédant dans un espace de dimension fini N. Si

e;(MXj = 1,....,N)désigne une base de cet espace vectoriel, son élément

générique us peut s'écrire sous la forme ot = Ë61ei(M).
i=l

La méthode des éléments finis est un cas particulier de celle de Ritz-

Galerkine, où Bi coincide avec la valeur de uB aux noeuds du maillage, ug étant

défini par interpolation à partir des valeurs nodales Ui appelées degrés de

liberté.

Les expressions discrétisées des formes bilinéaires et linéaires intervenant

15
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dans la formulation variationnelle conduisent aux matrices de masse M, de

raideur K symétriques et définies positives et de dimension N. Donc le problème

se ramène à un problème aux valeurs propres de dimension fini N:

[K-ÀJvI]u=o

U e IRN et l, sont les inconnues.

1.1.5. Méthodes de calculs des valeurs propres

Nous avons vu que, la détermination des modes et fréquences propres tant

pour les systèmes discrets que pour les systèmes continus, se ramène toujours au

calcul des solutions propres d'un système linéaire homogène:

[K- LM]u = o

où les matrices de raideur et de masse sont presque toujours symétriques et

définies positives. Les méthodes de résolution de ce type de problème rentrent

dans I'une des catégories suivantes :

-Les méthodes basées sur le développement de l'équation caractéristique

du système.

-Les méthodes basées stu le calcul du déterminant'

-Les méthodes qui consistent à metEe le problème initial sous une forme

soit diagonale soit tridiagonale pal des transformations successives.

-I-es méttrodes d'itération sur les vecteurs propres'

-Les méthodes étagées, qui sont basées sur la consEuction d'un sous-

espace contenant une approximation de la solution recherchée. Ce sous-espace

peut êEe lui-même gén&ê par itération sur les vecteurs propres, Ptr technique

16
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de condensation ou de sous-structuration. Le problème final se ramène alors à la

résolution d'un problème d'interaction dans le sous-espace ainsi construit.

L'utilisation de I'une ou I'autre de ces méthodes est très lié au nombre de

degrés de liberté du système. Ainsi pour des systèmes ayant un petit nombre de

degrés de liberté, on peut directement procéder au développement de l'équation

caractéristique par des méthodes semi-analytiques. Mais la plupart des

problèmes aux valeurs propres en mécanique sont formulés par la méthode des

éléments finis. Dans ce cas la solution la plus efficace consiste à la

transformation du problème en séquence de problèmes statiques KU=g, puisque

toutes méthodes dérivées de I'algorithme de puissance (méthode d'itération

inverse, méthode de sous-espace et la méthode de Lanczos) sont basées sur ce

principe. On adopte alors un algorithme de résolution statique en tirant profit

des propriétés des matrices K et M. Actuellement, il devient de plus en plus

fréquent de uaiter des problèmes de très grande taille. Ceci est dû, soit à la taille

de la structure énrdiée qui réellement grande(treillis spatiaux par exemple), soit

au besoin d'affiner les modèles afin d'avoir plus de précision et d'informations.

Dans ce cas les méthodes de résolution de base restent valables en considérant

tous les aspects d'optimisation (prise en compte des moyens informatiques plus

performants, des propriétés de périodicité ou de symétrie de la stmcture,....etc.).

De plus la connaissance des modes propres de vibration d'un système est très

intéressante pour calculer la réponse de celui-ci à une excitation extérieure. En

effet, Ia méthode modale, cherchant la réponse sous forme de combinaison

linéaire de ces modes propres, est très efficace que la méthode directe quand le

nombre de degrés de liberté est grand. Fuisqu'elle permet la réduction du

nombre des équations du système en considérant les propriétés d'orthogonalité

des modes propres établies précédemment.
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Le traitement des problèmes de grande taille est un sujet de recherche de

grand intérêt aujourd'hui.

1.2. Étude bibliographique sur le calcul des structures répétitives et

élancées

l.2.l.Introduction

Nous avons vtt que les modes et les fréquences propres de vibration d'une

structure mécanique peuvent être calculés par des méthodes classiques et des

logiciels existant sur la marché. Toutefois la discrétisation d'une longue

structure répétitive peut conduire à un nombre de degrés de liberté très élevé,

donc à des coûts de calcul très importants, d'autant plus importants que le

nombre de cellules de base est grand. On a I'intuition que ces calculs sont

inutiles, car la périodicité de la structure doit permettre d'une part de simplifier

I'analyse, d'autre part de mettre en évidence des structures de solutions très

particulières. Ces remarques sont également pertinentes pour la réponse à une

excitation extérieure, qui nécessite ici la prise en compte d'un grand nombre de

modes propres, ou pour l'étude non linéaires des résonances.

Nous exposons une revue des méthodes de calcul des structures

périodiques qui existe dans la littérature. Plus proche de notre propos, nous

présentons des travaux utilisant les méthodes asymptotiques, la technique des

échelles multiples ou la théorie de Floquet, afin dexpliquer certains phénomènes

observés expérimentalement ou de prédire les premières fréquences propres des

vibrations de la stnrcture.
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1.2.2. Classification des méthodes de calcul des structures

périodiques

La classification qui existe dans la littérature des méthodes de calcul des

structures à forme répétitive, est donnée sous forme de quatre grandes catégories

(A. K.Noor, 1988) :

| - La méthode directe qui calcule la structure sans tenir compte de la

périodicité. Cette méthode est basée sur la technique des éléments finis. Elle

devient vite coûteuse quand la taille de la structure augmente et peut poser des

problèmes de précision. Ces problèmes numériques sont particulièrement vrais

pour une étude dynamique, ou de stabilité en linéaire, ou en non-linéaire.

2 - Laméthode des c-hamps discrets, qui tient compte de la régularité de la

structure. Les équations d'équilibre des noeuds de la cellule de base sont écrites,

et résolues en tant qu'équations aux différences finies.

3 - Les approches "structure périodique", pour lesquelles on distingue

deux cas:

a) L'utilisation combinée de méthodes aux éléments finis et matrices de

transfert (méthode de sous- structuration).

b) L'utilisation de la représentat^ion exacte de la rigidité d'une barre, à

partir de laquelle I'analyse de la structure est faite'

4 - Les méthodes d'obtention d'un milieu continu équivalent de la

smrcnue disbrète (P. Verna, 1988).
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A. K. Noor affirme que la deuxième méthode n'est applicable qu'aux

structures simplement appuyées à leurs extrémités (M. S. Anderson, 1981. M. S.

Anderson, 1982). La troisième permet une économie sensible en espace

mémoire et en temps de calcul, mais elle nécessite une description complète de

la structure. Tandis que les modèles continus actuels s'intéressent à priori au

comportement global de la structure sur lequel ils obtiennent d'excellents

résultats (A .K. Noor, 1988). Toutefois ces modèles ne peuvent prétendre être

pleinement efficace dans une étude paramétrique même pour une structure de

type treillis plan en statique linéaire. La raison essentielle en est que tous ces

modèles ne vérifient que des conditions aux limites moyennes ou essentielles.

Ils négligent les effets de bords responsables de l'apparition du phénomène de

couches limites. Ils ne pennettent pas de garantir totalement la tenue mécanique

de la structure.

Les travaux de A. K. Noor et de ses coauteurs montrent en général de très

bons résultats quant à la prédiction des cinq à huit premières fréquences propres

de leur structure (écarts de 7Vo à37o parfois 5Vo). Les résultats sont d'autant plus

1.2.3. Utilisation des méthodes asymptotiques dans le calcul des

structures élancées

La solution d'un problème mécanique est souvent très difficile, voire

impossible à obtenir exactement. Ceci est dû à la complexité des équations ou

des cond.itions aux limites. Pour la résolution, on peut donc faire appel à des

méttrodes mattrématiques permettant d'obtenir une solution approximative ou

asymptotique. Ainsi de nombreux auteurs ont eu recours aux développements

asymptotiques pour obtenir des formulations simplifiées du problème. Il s'agit
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d'une écriture formelle. Lorsqu'un problème est reconnu dépendre d'un peût

paramère r, les fonctions inconnues u(e) du problème peuvent êue cherchées

sous la forme d'un développement asymptotique de e (Sanchez-Palencia E.,

1980):

u(e) = irtut
i=io

Cette écriture génère une infînité de problèmes où les inconnues sont les

u1. Chacun de ces problèmes provient de I'identification de la i-ème puissance

du petit paramère e dans le système initial.

Byskov,l987 étudie ainsi, I'interaction des modes locaux et globaux de

flambement d'une structure à forme répétitive. Il adopte colnme petits

paramètres les amplitudes des modes de flambement qui sont au nombre de

deux; il réalise ainsi un développement asymptotique des déplacements par

rapport à ces amplitudes. Ces amplitudes sont solutions de deux équations non-

linéaires, comme il est habituel en théorie de la bifurcation; Koiter, 1945,

Budiansky , lg74.Il faut noter que cette approche est une application de la

théorie générale du flambage qu'elle ne tient pas compte de la forme répétitive

de la structure.

Au contraire, les développements asymptotiques en double échelle

permettent de prendre en compte la forme répétitive, en distinguant deux

échelles de variation et en introduisant un développement asymptotique des

opérateurs de dérivations. Ainsi une analyse en double échelle est utilisée par N.

Damil et M. Potier-Ferry, 1986 dans leur étude de post flambage d'une longue

plaque rectangulaire en compression æriale (Frg. l). Cette plaque est prise avec

une non-linéarité géométrique et sous les hypothèses de Von Karman,

I'incrément de charge étant le petit paramètre, à partir duquel le développement

asymptotique de la déformée est écrit (1). Cette étude a permis de reffouver

certains phénomènes observés expérimentalement par Boucif et a1.,1984 dans le
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cas de I'appui simple et par Clement et al., l98l dans le cas de I'appui encastré.

Ainsi on explique la modulation de I'amplitude de la solution (Fig. 2) et

I'existence des solutions caractérisées par leurs nombres d'ondes (Problème de

sélection). Il faut noter que dans ce cas la structure n'est pas répétitive, mais

longue et invariante par translation. Seule la solution est à peu près répétitive.

Ce problème est un bon exemple de ce qu'on appelle une instabilité cellulaire,

que I'on rencontre dans de nombreux problèmes physiques(voir Wesfreid et

Zaleski, 1984). Ici I'amplitude n'est pas décrite par quelques nombres, mais par

une fonction a(x) et on montre qu'elle est solution d'une équation de type

Ginzburg-Landau (2):

+ â@P-io. ]cos(qy) + o(1" - I. ) (1)

4#^+ (À,- 1..)a - alalz = s

l,c est la charge critque donnée par la courbe de stabilité neutre.

lul désigne le module du complexe a(x).

o -! est le nombre d'ondes critique.' l

a(x) représente I'enveloppe de la solution flambée, c'est un nombre complexe:

le fait que I'amplitude soit un nombre complexe parvient de ce que la structure

n'est pas répétitive, mais seulement la solution. On comprend bien que dans ce

cas, les solutions u soient définies à une translation près, donc I'enveloppe a(x) à

un facteur ei9 près.

u - [a1x)eiq*

(2)
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Figure 1

a(x)

u(x)

Figure 2

Post flambage d'une longue plaque en comprcssion suivant ox

F]èche dans la moitié de la plaque et I'enveloppe de cetæ flèche.

Cette étude permet aussi de calculer la première valeur de bifurcation

dans le cas où les côtés courts de la plaque sont encastrés:
p

l,=I. *48

Cette écrinre met eq évidence deux effets:

- L'effet de l'élancement de la structure.

- L'effet des conditions aux limites, qui provoquent la modulation de
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I'amplitude.

Il a été montré que l'équation de Ginzburg-Landau peut décrire toutes les

instabilités cellulaires, Ioos, Demay et Milke, 1980, Damil et Potier-Ferry, L992.

On trouve génériquement la même équation (2), aux coefficients près.

L'étude du flambage des plaques a êté faite à deux échelles. L'échelle

locale correspond à une plaque rectangulaire de côtés 2l etl, dont on a étudié le

flambage linéaire. On a aussi obtenu le mode de flambage "périodique"

cos(qx)cos(qy) et la charge critique }.c. L'échelle globale correspond à

|'équation de Ginzburg-Landau qui permet de prendre en compte les non-

linéarités et les conditions aux limites sur les côtés courts.

A. Luongo, 1990 étudie le comportement post critique d'un système de

poutre tridimensionnelle sur fondation élastique, en utilisant un développement

asymprorique en double échelle de sa flèche. I1 établit aussi une équation

d.ifférentielle du second ordre que vérifie I'amplitude du mode local. Il compare

ces résultats avec ceux obtenus en utilisant la méthode de Galerkine. La

deuxième bifurcation du mode d'instabilité locale est déterminée sur la branche

bifurquée du mode global.

R. S. Chadwick, lg78 a aussi adopté une technique asymptotique dans

son étude des vibrations propres d'une longue plaque et de largeur variable en

appui simple. Le petit paramètre est le rapport enEe la largeur maximale et la

longueur totale de la plaque. Il a obtenu les cinq premières fréquences propres

asymptotiquement, ainsi que les allures des modes correspondants' Une

équation différentielle du second ordre de type Airy, est obtenue pour

I'amplitude de la solution de son problème. Il observe que I'existence de couches

limites nécessite un traitement localisé' contme dans les problèmes de
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perturbations singulières pour pousser le calcul asymptotique aux ordres

supérieurs. En effet, la technique asymptotique induit une perte de conditions

aux limites à ces ordres. Il signale que son traitement localisé reste valable pour

d'autres types de conditions aux limites, bien que chaque cas doive êre énrdié

séparément.

Notons que le point essentiel dans I'utilisation des techniques

asymptotiques, est que toutes les dépendances par rapport au petit paramètre

doivent être explicitées. Ainsi pour l'étude des vibrations d'un milieu périodique

la longueur d'onde doit à priori être développée asymptotiquement (R. Ohayon,

lgTg), de la même manière qu'en vibration non-linéaire, la période fait partie

des inconnues et doit êre développer asymptotiquement.

1.2.4, Propagation des ondes dans les longues structures périodiques

Dans ce paragraphe, nous voulons préciser le fait que les longues

structures périodiques se comportent en dynamique comme des filtres. En effet

les fréquences propres d'une telle structure se présentent sous forme de paquets

distincts qui correspondent aux bandes passantes du système vibratoire. Y.

Young et K. Lin, 1989 étudient la réponse dynamique d'une structure treillis en

trois dimensions à une excitation sinusoidale. Ils considèrent que la cellule de

base, dotée d'un amortissement, possède à chacune de ses frontières un

coefficients de Eansmission et un coeffïcient de réflexion. Ils signalent toutefois

que la méthode des éléments finis reste une æchnique très précise pow calculer

les paquets des fréquences propres d'une longue sûucilre répétitive. On retrouve

ce caractère de filue dans les travaux de M. Touratier, 1986 où il étudie la

propagation des ondes dans une longue stnrcture à forme répétitive. La même
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caractéristique est signalée par Seu Yung Lee, 1992 dans son étude de

propagation dans une longue poutre élastique à inerte variable et périodique.

Ces deux derniers auteurs traitent leur problème par la même méthode: il s'agit

de la théorie de Floquet, qui s'applique aux équations différentielles à

coefficients périodiques, et que nous utiliserons pour le raitement des couches

limites.

1.2.5. Conclusions

Les conclusions que nous pouvons tirer de cette érude bibliographique

sont les suivantes:

- Une analyse en double échelle d'une telle structure pourrait permettre

d'évaluer les paquets de fréquences propres à partir des modes locaux, c'est-à-

dire de modes calculés sur quelques cellules de base. En effet ces méthodes sont

très opérationnelles pour les problèmes d'instabilités.

- La propagation des ondes dans les milieux périodiques est caractérisée

par I'existence d'une bande passante.

- I-e uaitement des couches limites est nécessaire pour rendre compte des

effets des bords, permettant de pousser le calcul asymptotique de la solution aux

ordres supérieurs.

L'ambition essentielle de notre travail est de tester les capacités de la
I

technique des échelles doubles à déterminer des paquets de fréquences propres

pour les longues structures flexibles à forme répétitive. Cette méthode nous

pennettra de raiter le problème initial à deux échelles : I'une locale, sur des
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ECHELLES

Vibration et stabilité des l.ongues stntctures filertbles à forme répétitive

2.1. Introduction

Nous étudions la vibration et le flambage des longues sructures flexibles

à forme répétitive par la mise au point de nouvelles méthodes de calcul à deux

échelles, I'une locale et I'aute globale. Nous donnons dans la première partie de

ce chapitre une description générale de ces méthodes et les hypothèses de base

qui permettent leur utilisation. Dans la deuxième partie nous donnons une

première application de la méthode pour un modèle représentatif des instabilités

cellulaires, c'est-à-dire une structure longue non répétitive, mais dont les

solutions sont à peu près périodiques.

2.2.1.Écriture initiale du problème

Comme nous I'avons noté au premier chapine, un problème de vibration

ou de flambage d'une structure se uaduit par un problème de valeurs propres.

Nous ne considérons ici que des structures unidimensionnelles. L'inconnu "u"

n'est fonction que d'une seule variable "x". Nous écrivons le problème continu

(avant discrétisation) sous la forme suivante :

l($,r;u = o
ox

f, désigne la fréquence propre de vibration ( ou la charge critique dans le cas

( l )
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d'une énrde de flambage ).

u(x) est le mode de vibration (ou de flambage).

u(x) et À sont les inconnues du problème (1).
rl

L(+,À) est un opérateur linéaire généralement auto-adjoint. Ses coefficients
(x

sont périodiques de période I par rapport à la variable x.

Nous appelerons cellule de base I'intervalle [0,1]. Grâce à la périodicité de

I'opérateur, la structure complète est définie par juxtaposition d'un nombre assez

grand de cellules de base.

Après discrétisation, le problème (1) se ramène à la résolution numérique

d'un système de type :

[K-l,Iul]{u}={o}

K représente la matrice de rigidité élastique de la structure. :

M représente la matrice de masse dans le cas d'une étude de vibration(ou la

matrice de rigidité géométrique dans le cas d'une étude de flambage).

La résolution de ce type de système est d'autant plus coûteuse en temps et

en espace mémoire que les tailles des matrices K et M sont grandes. De plus il

existe des problèmes de calcul liés aux algorithmes de recherche de valeurs

propres, qui fonctionnement mal dans le cas des stuctures Eès élancées. Ceci est

dû à I'existence des modes très voisins, rendant ainsi, I'analyse des phénomènes

de résonance et d'instabilité de la structure plus complexes.

2.2.2. Définitions des modes locaux

Nous chercherons des modes de vibration proches des modes locaux de

vibrations, c'est-à-dire des modes de vibrations définis sur une ou quelques

cellules de base et avec des conditions de périodicité. Ainsi nous appelons mode
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local we(x) toute fonction de période pl (p entier positif) telle qu'il existe

fréquence propre Às solution de :

Le calcul de ces modes locaux et des fréquences propres colrespondantes

ne pose pas de problème : ici nous le ferons de préférence par la méthode des

éléments finis, qui permet de s'adapter à des stmctures de formes diverses et qui

ne requiert que peu de degrés de liberté. Cependant, nous poulrons aussi

résoudre directement le problème aux valeurs initiales et regarder les valeurs

propres de la matrice fondamentale.

2.2.3,Passage local-global par la méthode d'échelle double

Le calcul direct des modes d'instabilités cellulaires ou de certaines

structures répétitives fait apparaître des groupes de modes colrespondant à des

valeurs propres voisines. Ces modes ressemblent à des modes locaux, mais avec

une modulation d'amplitude. Or pour une instabilité cellulaire, les modes locaux

sont harmoniques et il est connu qu'une superposition d'harmoniques avec des

longueurs d'ondes très voisines conduit à une oscillation lentement variable

(cos(qx) + cos(px) = Zcos(f x)cos(f x)). Ceci nous pennet d'utiliser la

méthode d'échelle double et à chercher les inconnues u(x) et I sous les formes

asymptotiques suivantes( Sanchez-Palencia E.' 1980) :

[ t t*,Ls)we = o
10x
l*o(*) est pl périodique

(2)

u = uo(x,X) + r lu l (x,X) +q2u2tx,X)+. . . . . .

l ,  = Io + r1Àr + 121,, +... . . . .

(2)a

(2)b
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î est un petit paramètre (supposé petit devant 1).

x est dite variable locale ou rapide.

X=Ix est dite variable globale ou lente, qui décrira ce qui se passe globalement

et permettra de prendre en compte les conditions aux limites.

En accord avec la méthode d'échelle double, x et X sont considérées

comme des variables indépendantes. Donc les dérivées par rapport à la variable x

suivront la règle suivante:

daa-= -+n-
dx âx 

'  ' 'ôX (3)

Afin de respecter I'aspect répétitif des structures qui nous intéressent dans

cette énrde, on suppose que le déplacement u(x,X) est périodique de période pl

(selon la variable locale x). Ceci assure la continuité du mode entre deux cellules

voisines.

En respectant la règle de dérivation (3) et en introduisant les

développements asymptotiques (2)a et (2)b des inconnues du problème dans

l'équation (1), on obtient une infinité de problèmes. Ces derniers proviennent de

I'identification de i-ème puissance du petit paramètre q dans l'équation de départ

(1 ) .

L(ô*,Às)us = 0

L(ô*, l,s )ur = Ft(us, Àr)

L(â*, Io )uz - D (uo, u yL1,L2)

ordre 1 (4)

ordre q (5)

ordreq2 (6)

L(ô*, ?u9 )uo = Fo (uo,..., un-l, ?r1, ..., Io-1 ) ordrerlo

Compte tenu de I'hypothèse de périodicité en x' on vbit que l's est

nécessairement une valeur propre colrespondant au problème (2). Nous
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supposerons pour faciliter l'analyse que le mode local ws(x) est un mode

simple. De plus I'opérateur L(â*,Ie) ne dépend que de la variable rapide x et la

méthode d'échelle multiple suppose que les variables x et X sont indépendantes.

Donc la solution générale de l'équation (4) s'écrit sous la forme:

us(x,X) = A6(X)ws(x)

où la fonction A'(X) reste à déterminer. Cette fonction est I'amplitude du mode

et permet de prendre en compte des solutions modulées. Si le mode est simple, il

y a une seule amplirude qui est une fonction à valeurs réelles. Dans le cas des

instabilités cellulaires, le mode est double et cette fonction sera à valeurs

complexes.

2.2.4. Équation d' amplitude (ou problème global)

Nous avons noté précédemment que le problème (2) est un problème aux

valeurs propres. De ce fait, les premiers membres des équations (5) , (6), .-..etc.

sont singuliers. Pour avoir une solution de ces problèmes, une condition de

solvabilité s'impose sur leurs seconds membres. Cette condition s'écrit de la

manière suivante:

pouri variant de 1 àn

avec

(t ,*,Lo)ui,*o) = (q,*o) = o

(f,g)= In,f(*)s(x)dx

En effet I'opérateur est auto-adjoint, ce qui implique
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En appliquant cette condition de solvabilité au problème (5), on obtient

une équation différentielle vérifiée par I'amplitude A0(X) en fonction des

modes locaux et de À1. Nous verrons la forme de cette équation d'amplitude avec

plus de détails dans ce qui suit et pour chaque cas énrdié. Ce problème global est

un nouveau problème aux valeurs propres dont les inconnues seront les couples

(As(X),  11).

2.2,5, Prise en compte des conditions aux limites et calcul asymptotique

du spectre des valeurs Propres

Afin de résoudre le problème global, on cherche les conditions aux limites

imposées sur I'amptitude A0(X) de la façon suivante:

En respectant la règle de dérivation (3), nous réécrivons les conditions aux

limites. par identification à chaque ordre d. tl, nous obtenons les conditions aux

limites qui doivent être vérifiées par les problèmes globaux. Par exemple, si nous

avons les conditions d'encastrements au bord x=0, cela se traduit par :

(tc$,i')ui,*o) = (",,tcfr,h1*o) = ('i,0) = o

u(O)=s.t 
*u(0) 

= s

A partir des équations (8) nous pouvons écrire les développements

asymptotiques suivants :

u(0) = Ao(O)wo(o) + qu1(0,0) + o(q2 ) = 0

ddâd

f 
rtol = A0(0)*wo(g) +q(*or(0,0)..' '#Ae(g)ws(g))+o(q2) = 0

(8)
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Dans beaucoup de cas, le mode local ne vérifie pas les deux identités
d

wn(0) = 0 et **o(0) = 0. Alors les conditions d'encastrement (8) imposeront-ox

une condition au limite pour I'amplitude :

Ao(0) = 0.

Une fois toutes les conditions aux limites établies, nous pourons résoudre

l'équation différentielle de I'amplitude et déterminer les valeurs possibles des

paramètres 1,1 et )uz. D'où l'écriture du spectre des valeurs propres à cet ordre

(avec diverses valeurs possibles de À1 , 1,2......):

À = Io +1Ir +rf) 'z+O(rl3)

Cette analyse en double échelle permet donc de décomposer le problème

de valeurs propres initial en deux autres problèmes de valeurs propres' Le

premier est local dépendant de la variable rapide x (revoir l'équation (2)). Le

deuxième est global dépendant de la variable lente X (équation d'amplitude

obtenue par I'application de la condition de solvabilité). On verra par la suite que

ces deux problèmes aux valeurs propres sont de tailles réduites par rapport au

problème initial. Ainsi cette méthode permettra un gain très considérable en

temps de calcul et en espace mémoire. De plus !e problème local admet

généralement des valeurs propres distinctes, ce qui favorise le bon

fonctionnement des algorithmes classiques de recherche de valeurs propres'
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2.2.6. Récapitulatif des démarches de la méthode

2.2.7 . Exemples rePrésentatifs

Nous avons essentiellement Eavaillé sur deux modèles représentatifs des

longues sû:uctures flexibles à formes répétitives. Iæ premier porte sur le calcul

des charges critiques de flambage, tandis que le deuxième est amené à

déærminer les fréquences propres des vibrations'

Solutions des
oroblèmes locaux

Développement

asymptotique

Solutions des problèmes

à divers ordres

Spectre des valeurs

pxgpres

Equation de solvabilité

Prise en compte des conditions
aux limites
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Premier exemple (Exemple sans cellule de base)

Nous étudions le flambage d'une poutre sur fondation élastique à raideur

répartie. Si la raideur de la fondation est constante, ce modèle est représentatif

des problèmes de valeurs propres n'ayant pas de cellule de base. Il possède

néanmoins une longueur caractéristique, qui est la longueur d'onde du mode

d'instabilité (Wesfreid, J.E. et Zaleski, S., 1984). Nous considérons aussi le cas

d'une raideur variable ( et périodique), que nous fiaiterons par perturbation du

cas à raideur constante. Cet exemple doit donc être considéré comme

représentatif des instabilités cellulaires et non pas des structures répétitives.

F
d>

Deuxième exemple (Exemple avec cellule de base)

Nous étudions les vibrations propres d'une poutre reposant sur des ressorts

répartis de façon discrète et périodique. La longueur L de la structrue est

supposée gfande devant la longueur I de la cellule de base. Nous observerons

que les modes locaux de vibrations sont à peu près periodiques avec une période

égale à un multiple de la longueur de la cellule de base.
l

ufL

K1 K2

- r - t
- I I I

x
>

K2K1

tH
I

-,

- I I
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La longueur L de la structure est supposée grande devant la longueur de la

cellule de base.

2.3.l.Introduction

Dans cette partie, nous étudions la capacité de la méthode d'échelle double

à calculer un certain nombre de charges critiques de flambage du modè|e de la

poutre érastique sur fondation. ce modèle a déjà fait I'objet d'érude de post

flambage cellulaire des grands domaines (M. Potier-Ferry, 1983' N' Damil'

1990), afin d'expliquer cert&ins phénomènes physiques observés

expérimentalement(Boucif et al., 1984). Par rapport aux travaux précédents'

nous négligerons les aspects non-linéaires, nous contentant de calculer les

valeurs propres. Par contre, nous introduisons une raideur de fondation variable

et périodique, pour érudier la transition entre une instabilité cellulaire (sans

période imposée) et une étude de structure à forme répétitive' Nous

confronterons le résultat asymptotique au calcul direct des charges critiques'

2.3.2, Présentation du modèle et équation d'équilibre

On considère une longue poutre homogène élastique de rigidité à la

flexion EI (E est le module dyoung et I est le moment dinertie de flexion) et de

longueur L, soumise à une force de compression axiale(figure l)' Le

déplacement latéral u(x) est res6eint par une fondation élastique provoquant une

force de rappel K(x)u(x) par unité de longueur'
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F
rd>

fisure I-

uÀ
l

L'équiûbre de la poutre est donné par :

o2tvt(x) *, d2u(x) + K(x)u(x) = 0. p - '  
d * t  

I  r \ \ / \ / '

où M(x) est le moment fléchissant à I'abscisse x.

M(x) = Er dtl!*)
dx'

A partir des hypothèses d'orthogonalité de Bernouill i et d'un

comportement linéaire, on déduit la loi de comportement de flexion en supposant

d2u(x) . \qu" 
ff 

est à peu près égale à la courbure de la déformée u(x):

( l )

(2)

Il s'agit ici d'étudier les valeurs propres d'un problème de type instabilité

cellulaire, puis l'évolution de ce spectre lorsqu'on passe d'une structure invariante

par translation à une structure répétitive. A cet effet, nous supposerons que la

raideur de la fondation est de la forme :

K(x)=111+ef(x))

avec lo0 et f(x) est une fonction périodique'

e est un paramètre petit devant I (terme de pernrbation).

(3)
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Nous introduisons les quantités sans dimension suivantes :

pl  . t  rLo =,T,i,* = ù,L =;,l. = ifu

A partir des équations (1), (2) et (3), la déformée u(x) est solution de

l'équation différentielle suivante :

dau ^ d2u'#+fæ+(1+ef(x))u=0 @)

où À est le paramètre de charge inconnu.

Le problème de flambage se ramène à un problème aux valeurs propres :

On cherche les couples (u(x),},) solutions de l'équation (4).

2.3.3..Courbe de stabilité neutre du modèle de la poutre sur fondation

A e=0, nous avons le modèle classique de la poutre sur fondation. Dans ce

cas la déformation u(x) est solution de l'équation différentielle suivante:

dau ^ d?-*nl*u=0
dx* dx'

Le problème admet u=0 comme solution pour toute charge À. Il est connu

que la charge critique l,o est la plus petite valeur de À pour laquelle il existe une

solution non nulle de l'équation différentielle précédante. Pour les problèmes

d'instabilité cellulaire, on peut dans un premier temps négliger les conditions aux

limiæs et chercher des solutions sous la forme :

u(x)= sialq*+g)=sin(9)sin(qx)+cos(9)cos (qx)
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Ces solutions n'existent que pour ),">2. En injectant cette solution dans

l'équation différentielle, il vient :
a ) 1
À=q_ *  ,q

La courbe ci-dessous est appelée courbe de stabilité neutre(figure 2). Cette

courbe atteint son minimum L --2 pour la valeur q=1.

1q

figure 2 courbe de stabilité neutre

Il reste à voir I'effet des conditions aux limites. Supposons par exemple

que la poutre soit en appui simple, ce qui se raduit par les conditions aux limites

suivantes:
s2

u(0)= Ï ru(0)=O
dx-

Â2
u(L) =+u(L)=g

ox-

Ces conditions aux limites pennettent de déterminer la phase, ici 9=9. 1"

mode, qui est double avec I'hypothèse d'un mode harmonique (modes sin(x),

cos(x)), devient simple. D'autre part on obtient une répartition discrète des

nombres dondes et donc des valeurs propres ?u:

q = 
T 

où n est un entier.
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Nous notons que si la structure est longue (L/rc grand), il existe un grand

nombre de modes propres corespondant à des nombres d'ondes proches de q=l.

Les valeurs propres sont bien évidemment voisines. On verra plus loin comment

prendre en compte des conditions aux limites plus générales.

2.3.4..Application de la méthode d'échelle double

A partir de l'équation (4) et à e=0, on résoud un problème de flambage

classique. Pour des grandes structures telles que le rapport d'aspect L/æ est très

grand (N.Damil et M. Potier-Ferry, 1986), la longueur d'onde du mode de

flambage est 2fi et la charge critique correspondante est Io = 2. Ces deux

valeurs sont données par la courbe de stabilité neure précédente.

Nous inroduisons un petit paramètre 11 qui est le rapport entre la longueur

d'onde du mode critique (2n) etla longueur totale de la poutre .

En choisissant le petit paramètre e égal à qt, on applique la méthode

d'échelle double en cherchant les inconnues du problème sous la forme de séries

entières en t:

u(x) = u(X, x) = I eiu, (X, x)
i=0 \

)v=2+fet l , ,
i=l

où X=^fex

x est appelée variable rapide ou locale et X est la variable lente ou globale qui'

pennettra de prendre en compte les conditions aux limites du problème.

En accord avec la méthode d'échelle double x et X sont considérées

corlme des variables indépendantes et donc la dérivée par rapport à x dans

l'équation (4) doit êue remplacée par : â, +GAx.

En injectant les développements asymptotiques de u(x) et À et en

respectant la règle de dérivation ci-dessus, on obtient les problèmes suivants (à
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chaque ordre de e):

Luo -0

Lu, = -'#uo -f(x)o'-'#uo - r' #t'
Lu, = -'#u' - f(x) \'-2#"' - ̂ ' #o' -#t'

(8)

(e)
^a2-  Àt  

Fuo

Où L est un opérateur linéaire auto-adjoint ne dépendant que de la variable

locale x. Et il est de la forme suivante :

,  _  ôo  *nà '  , r _ rà '--a*o '2#+l=(#+r)z

Les solutions bornées de (8) sont de la forme: uo(X,x)- Ao(X)et. +c'c' où

c.c. dénote le comPlexe conjugué.

Les modes locaux sont de période 2æ qui sont (ei',e-t*; ou (sin(x),cos(x))' Ces

modes sont des solutions de l'équation (8) sans prendre en compte les conditions

aux limites. Ces dernière seront prise en compte grâce à la variable lente X et à

l'amplitude.

2.3.5..Équation d'amplitude ou problème global

L'équation (9) n'a de solutions que si les termes en et' dans le second membre

s'annulent. ceci est dû à la condition de solvabilité qui s'écrit comme suit :

L

< Lu,,uo )= J Lu,uodx = 0

Puisqu'on a Luo = o 
" 

L auto-adjoint'

Les modes locaux étant de période 2æ, nous appliquons donc cette
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condition sur une période. On a alors:

Ztl

J
0

(-6#ue - r(x) ,o-r#uo - rr#ug,"-kdx = o

^ #A + ?v,A - 
+"T: rx)dx - 

*T:re-2i"dx 
= o

Ainsi, on obtient une équation

l'amplitude complexe Ao (X) :

S 2
4ærAo * (I,  - C1)Ao - C, Ao = 0

= 
*'Tt'x)dx

= 
*'ltrx;e-2i'dx

{ ' '

Ir'
ou

C, est un nombre réel et C, est un nombre complexe. La solution de

l'équation (9) s'écrit alors: u, (X, x) = A, (X)e' ' + c. c.

On notera qu'avec une raideur de fondaton constante (Cr = Cz = 0)'

l,équation (10) n'est autre que l'équation de Ginzburg-Landau linéarisée' La

pertgrbation in6oduite Sur cette raideur va modifier cette équation et les valeurs

propres colrespondantes. D'abord un écart moyen (Cr * 0) conduit à un decalage

de valeurs propres (?v1 devient 7u, - Cr), ce qui n'est guère surprenant' Cependant

un écart avec une harmonique de période double (tto) infoduit un terme

nouveau (Cz*O) dont on velra I'effet ($ 2'3'7)'

différentielle de second ordre vérifiée par

(10)
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Z.3.6..Prise en compte des conditions aux limites et calcul asymptotique

des charges critiques

La solution asymptotique du problème s'écrit donc sous la forme:

u(x,x) = Ao(X)e'* + eA,(X)e'- + e' Ar(X)e'- + c'c"""etc

prenons le cas où les bords de la poutre sont encastés, ce qui se traduit par

les conditions suivantes :

[u(o)=9u1s;=6
lo*

f"ol=*u(L)=s

I "nx=0 {il%1i.'i;,:ooteo(0)=Âo(0)=0

(1 1)

Pour prendre en compte ces conditions, il suffit de calculer la dérivée

première de u(X,x) en respectant la règle de dérivation liée à I'emploi de la

méthode d,échelle double. Donc la forme asymptotique de la dérivée première de

la déformée est :

9u(X,*) = iAo(X)e'^ + e(iA,(X)e'- .  *Ar(X)eh ) + c'c'+O(e2 )+""etc
dx  

- ' - - '  '  w ,  oÀ

I-esconditions(11)deviennentalorsàl'ordrel:

en x=L {ert l^E)+Âo(lG)=.0 ̂ o tAoG€)=Âo(LG)=ovu rr-!' 
liteo(L€)-Ao(L^6)) 

= o
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on peut donc écrire le problème global au premier ordre :

I  o*Ao * (r,  - c1)Ao - c'Âo = o
l *aPrro 

-T vvr  v l  i , r  r0  -2""  -  
(L2)

|.o, to) - Ao (LrÆ) = o

Il est facile de voir que ce dernier problème est un problème aux valeurs

où a est un nombre complexe et n est un entier non nul.

Ainsi l'expression asymptotique du spectre des charges critiques est

donnée par:

l.(n) = z + 4#+ e(c1 tlc2D + o(e2) (13)

par perturbation à partir du mode local double (sin(x),cos(x))' nous avons

introduit toute une famille de modes et de valeurs propres indexées par le

nombre entier n. A chaque n corespondent en fait deux modes propres qui

coincident lorsque Cz=O : dans ce cas les deux modes sont :

propres dont les solutions sont les suivantes:
(

I notxl = asin(KX)

{I ,  = 4K2 +cr t lc2l
I
lr= Y-
I Lr/e

Ao(X) = sin(KX) et As(X) = isin(KX)

L'effet de la perturbation inroduite sur la raideur est donc aussi de séparer

ces deux valeurs propres qui sont coTncidentes à ce niveau de I'analyse (si

Cz=O)'

(14)
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2.3.7 ..Y àlidité des calculs asymptotiques

Afin de valider cette approche et les expressions (13) nous avons comparé

le calcul asymptotique et le calcul direct des charges critiques' Trois cas ont été

traités :

PREMIER CAS:

Dans ce cas les constantes cret c2 de l'équation d'amplitude (12) sont

nulles. Elle s'écrit sous la forme:

s2
4fuAo+l.,Ao=s

Ao(o)=Ao(LG)=o

L,expressionasymptotiqueausecondordreestdonnéepar:

I(n) =2+4#+O(e2)' t

Cetteexpressionmontrequ'i lyauneffetdescondit ionsauxlimitesl iéà

l,élancement de la strucnge. A ce niveau, nous obtenons les valeurs propres par

sous paquets de 2, sans pouvoir séparer ces valeurs doubles' Il est wai (figure3)

que les six premières valeurs propres sont quasiment doubles'

Nous présentons la comparaison entre le calcul direct et !e calcul

asymptotique des charges critiques et les forme des modes de flarnbage (les six

premiers). On constate que le calcul asymptotique donne les 8 premières valeurs

propres à2Vo près et les 10 premières à37o près'
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Calcul direct
Calcul asymptotique
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fTgure 3 Résultats pour e=0 et L=1ùtc
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Deuxlème mode
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figure 4 Allure des six premiers modes

On constate qu'il existe la même enveloppe pour deux modes locaux' le

premier est symétrique et le deuxième est antisymétrique par rapport au milieu

du segment par le fait que l'amplinrde est complexe' que le mode (14) est double

et que les deux modes colrespondants ont le même module' En fait les deux

amplitudes ne diffèrent que par le facteur i, ce qui implique un décalage de phase

dun quart de période. Nous illustrons cette remarque pal la figrne qui suit :

Abscisse x
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0.2

-0.2

-0.3
0.0 r5.7 3r.4 47 -r 62-8

Abscisse x

figure 5 Modes ayant la même enveloppe

DEIXIÈME cAS: f(x)=5in(!a;

Dans ce cas I'expression asymptotique des charges critiques est donnée

par:

+ e(e2)

On remarque qu'il y a un effet de la perturbation et des conditions aux

limites. La perturbation pennet de séparer les valeus propres deux à deux pour

un entier n donné. Nous avons les mêmes renulques concernant les modes que

le cas précédent. Nous présentons des comparaisons en6e le calcul direct et le

calcul asymptotique des charges critiques pour différentes valeurs de e' Dans

tous les cas, la formule asymptotique (13) donne 10 valeurs propres avec une

précision de 0,5Vo Près.

0.3

3 o.r=
c)'9 o.o
€
x-0.1

1.(n)= r.# +e-2

Premier et deuxième mode
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x Calcul asymptotique

2.1

1.9
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rang de la valeur Prpore

figure 6 Résultats pour e = 0105 et L=10æ
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figure 7 Résultats pour e = 0'06 et L=10n
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o Calcul direct
x Calcul asymptotique
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figure 8 Résultats pour s = 0108 et L=10?t
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TROISIÈME CAS : f(x)=5i11;6;

Dans ce cas nous avons la même formule asymptotique que dans le

premier cas. En effet, les constantes Cl etcz sont nulles :

' ) )

t(n)=,#+e(e2)

On constate que l'influence de la perturbation est inexistante ce qui est

confirmé par le calcul exact (à 37o près). par contre on a toujours I'effet des

bords lié aux conditions aux limites. on donne le tableau des valeurs propres

?ve et ?rts:

i i i i i i?i
I  i  i - - i - - i - - - i - - - i - -  i -
i i i i i i i i
r' - r' - i -"i* -i --ij--- 

i i
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i i i i i i i l
l- l--i i--i- i i ii i i? i r i i
i  i- T-' i--i---i--i --r-
i+iiiii i
e.. ...i ... .i........i..........i.....- i --i--* i-! i i i ir i i i ' i i i

i '-"*6-
! i

- . . . -4. .

--- . -- t .

€
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e 0.00 0.05 0.06 0,09

Àe 2.9742.97r2.9702.965

À10 3.0383.0383.0383.037

n

x

Calcul direct

Calcul asymptotique

3.1
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!  2.7
o
tr

;  2 .5
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Ë 2.s

2.1

1.9
0 1  2  3  4  5  6  7  I  9101

Rang de la valeur propre dans le spectre

figure 9 Résultats e =0.09 et L=10æ

2.3.8..Conclusions

A partir des résultats obtenus sur ce modèle représentatif des problèmes de

valeurs propres sans cellule de base, il apparaît que les modes globaux vérifient

une équation différentielle du second ordre ayant la forme suivante :

Cette équation d'amplitude a la même forme que celle utilisée dans les

(a2

.l oæoo +(Ir - Cr)Ao - C2Ao = o

LAo(X) complexe

- . . . . i . . - . --- .+. . , . . . . . . - : - . - . . . . . . . i . . . . . . . . .

, . . . . . i . . . . . . . . . . 3 . . . . . . . . - - : . . . . . . . . . . : . - - . . . . . '

".'-t"---'t---""1"'---'1"'-""

i : x û
i i v ;

. - . - i . . - - . -+ - . . . - - . ; . - . . . . . - i . . . . . . . ,

* À : i
Ë q ; ;
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études de flambage des structures très élancées (équation de type Ginzburg-

Landau par exemple). Ces amplitudes prennent bien en compte la modulation

des modes locaux qui sont périodiques suivant la variable locale.

Les exemples présentés ici concernent une structure modérément élancée,

la longueur correspond à 5 longueurs d'onde. L'analyse asymptotique permet

d'évaluer une dizaine de valeurs propres avec une assez bonne précision. Pour

une structure deux ou trois fois plus longue, nous avons vérifié que I'analyse

asymptotique donne un paquet deux ou trois fois plus important. Donc plus la

structure est élancée, plus I'analyse directe est difficile, plus I'analyse

asymptotique est efficace.

Cette analyse en échelle double permet de séparer le problème initial, qui

est traité sur toute la structure, en deux problèmes aux valeurs propres de taille

réduite. Le premier est local et est posé sur une période. læ deuxième est global

et sa résolution conduit à I'expression asymptotique des valeurs propres. Ceci

peut pennettre donc un gain considérable en temps de calcul et en espace

mémoire.
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nnpnrrcruns
3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les capacités de la méthode proposée

précédemment à calculer les premières fréquences propres de vibration d'une

longue structure à forme répétitive. Le modèle choisi est représentatif des

longues structures flexibles avec cellule de base. On calculera une partie du

premier paquet des valeurs propres en comparant le calcul asymptotique et le

calcul direct.

3.2. Présentation du modèle

On s'intéresse à l'étude de vibration propre d'une longue poutre homogène

élastique de rigidité à la flexion EI ( E est le module d'Young et I est le moment

d'inertie de flexion) et de longueur L, reposant sur une fondation élastique. Cette

fondation est constituée de ressorts (K1 et K2) répartis de façon discrète et

périodique (Figure 1). La poutre n'est soumise à aucun effort extérieur'

K2

I I I I

I I I I

X
L

K1
I I I

Figure 1

La structure peut être consi dêrêe corlme I'assemblage d'un grand nombre

,+
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de cellules identiques. Chacune de ces cellules est constituée d'une poutre de

longueur I ayant les mêmes caractéristiques que la structure globale, reposant

sur deux ressorts Kt et K2.

33. Écritures du problème de vibration propre

En appliquant le principe des puissances virtuelles:

4n, (u,ôu) + P"*, (u, ôu) = P".. (ti, ôu)

u, ôu déplacements cinématiquement admissibles

Pin,(u,ôu) puissance virtuelle des efforts intérieurs

P"*,(u,ôu) puissance virtuelle des efforts extérieurs

P"". (u, ôu ) pui ssance virnrelle des accélérations

et en cherchant des solutions de type u(x't) = u(x)eicot oi t est le paramètre

temps, on obtient l'écrinrre variationnelle du problème de vibration propre du

modèle:

On cherche u(x) cinématiquement admissible et 0)

tels que :
.J'r, 

*rr$u' dx + 
'Ëk, 

u(il) ôu(itl * 
'Ë. 

*2 u(il - |l a"tn - }l
*10 dx' dx' i=o i=l L

x=L

co2p S Juôu dx V ôu(x) cinématiquement admissible
x=0

or: pulsation de vibration ProPre.

E: module d'Young.

I: moment quadratique.

p: masse volumique

S: aire de la section droiæ.
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l: longueur d'une cellule.

L: longueur totale de la poutre

N.: nombre de cellules de la structure.

En tenant compte du saut de I'effort tranchant au milieu et à chaque

extrémité d'une cellule, on peut réécrire le problème de vibration propre de la

stnrcture sous la forme suivante:

( l )

avec l,

3.4. Problèmes locaux et modes locaux

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à la définition des problèmes

locaux du modèle, sur lesquels notre analyse en échelle double est basée.

On appelle problème local toute solution du problème initial avec des

conditions de périodicité sur une, deux, trois,....etc cellules de base. Ce

problème local s'écrit de la façon suivante:

$ rrf*) = l.u(x)
ox-

4 uto) = kru(o)
ox-

tt* "(tr)]] = kru(') i =1 .N.-l

tt* u('-;,]l = kzu(' -I,,=r Nc
s3

*  u(L)  = -k ,u(L)
ox-

= o l2PS 
et  k ,  = Ki  

Dour i= let2
EI 'EI
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d4, \ ^

*a 
*t*) = Àw(x)

[t*-(')]] 
= krw(')i=o N.-r

tt* 
w('-;,]] = kzw('-i,'=1 Nc

w(x) est périodique sur une, ou deux,.... cellules de base

Ce problème local sera donc calculé par la méthode des éléments finis sur

une, ou deux,.... cellules de base en tenant compte des conditions de périodicité.

Nous présentons ci-dessous des exemples numériques de modes locaux de

différentes périodes dans le cas où kt = 100000, kz= 0 et I = 1.

1.5

x
!l

€(,
I
-c 

o.75
o
Ê
o
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mode local de période 2l mode local de période 4l

mode local de péride l

Abrclrro r
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3.5. Analyse des modes et des fréquences propres du calcul direct

Nous avons effectué un certain nombre de calculs directs pour différentes

conditions aux limites (par exemple: cas où les extrémités de la poutre sont

encastrées, cas où ils sont en appui simple). Ce calcul direct est basé sur la

méthode des éléments finis. L'élément fini uûlisé est l'élément poutre de type

Hermite. On constate que le specue des valeurs propres calculé est formé par un

ensemble de paquets distincts. Chacun de ces paquets est un ensemble de

valeurs propres voisines (Voir f introduction générale). De plus les premiers

modes de chaque paquet sont localement périodiques et modulés. Cette dernière

remarque est illustrée par les cas qui suivent (Figure 2 et Figure 3).

a) Premier cas : Encastrement

Nous présentons les quatre premiers modes du premier paquet calculés

directement sur toute la structure par la méthode des éléments finis. Le cas

présenté coffespond à un encastrement des deux extrémités de la poutre.

l=l L=23 (23 cellules), kt=1Q0000 et k2-0

Les autres paramètres sont pris égaux à I .

Les valeurs propres correspondantes à ces quatre modes valent respectivement

98.47, 101.6, 107.0 et 114.4.
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Ê
Ë o
I

a

Eo
IË.x

-0.5 L
0

â
Eo
H
e

H

çÉ

Eo
I
a
a

I  1 . 5
Abscisse x

l  1 . 5
Abscisse x

Figure 2

b) Deuxième cas : Appui simPle

Nous présentons les quate premiers modes du premier paquet calculés

directement sur toute la strucn[e par la méthode des éléments finis. Le cas

présenté correspond à un appui simple des deux extrémités de la Poutre.

l=l L=23 (23 cellules), k1=lQQ000 et kz=O

Les auEes paramèEes sont pris égaux à 1 .

Les valeurs propres correspondantes à ces quaEe modes valent respectivement

97 .41,98.47 ,101.6 et 107.0.
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Deuxième
0.5

0.3

0 .1

-0.1

-0.

-0.
I  1 .5

Abscisse x

Quatrième mode

23

x

o

a
I

s

x

I
oq
d

x
Y
9
q
q
d=
Ë

Y

I
o
H
ê"
Ë

du problème u et l, sous les formes asymptotiques suivantes:

u = u0(X,x) + lur(X,x) + r(uz(X,x) + q3u3(X,x)+.. . . . .etc

l, = Io + îIr +rfLz+ q3I3 + q42r+ +......etc

X=r1x la variable globale (ou lente) qui décrira ce qui se passe globalement.

Abscisse x Abscisse x

Figure 3

3.6. Application de la méthode d'échelle double

Par application de la méthode d'échelle double, on cherche les inconnues

x la variable locale (ou rapide) .
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q est un paramètre petit devant 1, choisi comme étant le rapport entre la

longueur d'une cellule et le longueur totale de la structure (supposée très
1

grande): n = * où N. est le nombre de cellules de la structure.
I \ C

De plus on suppose que le déplacement u est localement périodique de

periode pl (selon la variable rapide x), ce qui assure la continuité du mode entre

deux cellules voisines.

En introduisant les développements asymptotiques de u(x) et 1. dans

l'écrirure précédente (1) ($ 3.2), et en respectant la règle de dérivation liée à la

méthode d'échelle double, on obtient les problèmes suivants à chaque ordre 11 :

Problème à I'ordre r1o

u6 périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

6+^
# "o 

- Àouo -o

tt*",(')]] 
= kruo(') i=o Nc-1

tt* 
us(' ;,]] = kzuo('-;)i=1 Nc
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Problème à I'ordre q

[u1 
périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

l* 
ur - Loul = -#us+r'1us

Itt* ",(')]] 
= krur(i',{[# ",,",]] i =0 Nc - 1

ftt*u1(i, +,]] =kzur(i, i,{[#ue(';,]] i=l Nc

Problème à I'ordre q2

u2 périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

# t, - Àouz =-uofuue+l'2ue -#u1 *1'1u1

tt*',,u,]] 
= k,uz,',',[[r.r% "',u,]]{[# ",,u,]] i = 0 N. . 1

tt*u2(i, ;,]] = kzuz(i,-1,{[#u1(' ;,]]
,[[#*us(' ;,]] '=r 

Nc

Les variables X et x sont considérées indépendantes par la méthode

d'échelle double. La solution du problème à I'ordre q0 est de type:

us(X,x) = Ao(X)wo(x)

où ws(x) et l,svérifie le problème local suivant:
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Sur ce problème nous appliquons la condition de solvabilité suivante:

(z(ro)ur,uo) = 0 e -+ai(wfii *o) + }.1As(wo,*o) = 0

En ænant compte de la syméUie du premier mode local ws(x)' nous

obtenons Àr = 0 et la solution à I'ordre q est alors:

u1(X,x) = Ar(X)wo(x) + A[(X)w1(x)

f*o(*) 
périodique de periode pl et deux fois continument différentiable

laa

lâ;a 
ws(x) - l"s ws(x) = o

1[t* 
*'(il)]] = krwo(it) i=o p-1

Itt*w6(' ;,]] 
= kzwo('';)i=1 P

C'est un problème au valeurs propres qui est calculé sur la cellule de

de la structure avec des conditions de périodicité. On peut écrire le problè

I'ordre 11 sous la forme:

[u1 
périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

lr,^0,o, 
=-o#us *r.1us

ltt* ",(i,)]] 
= k,u,("){[# ",(')]] i =0 Nc - l

ftt* 
u1(i,-;,]] = kzur(i, i,{[# us(' ;,]] i = r Nc

avec /(Ào)=#-^o
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où w, (x)est la solution du deuxième problème local suivant:

w1 périodique de période pl et deux fois continument différentiable

d4 ^  ,d3

# 
*t - Ào wr = -4;F*o

tt* 
*,(')]] = k,wr(i',,[[# *,(tr)]] i =0 p-l

tt*w1(' ;,]] 
=kzw,(i,1,,[[#ws(';,]] i=l p

3.7. Éqoation d' amplitude

Le problème à l'ordre r12 s'écrit sous la forme:

En appliquant la condition de solvabilité, comme pour le problème

précédent, nous obtenons une équation différentielle du second ordre vérifiée

par I'amplinrde A6(X):

u2 périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

/(Io) u2 = r#us *À2us - +5sr",

[[* ",( i l)]] 
= kruz(i,,{[#',( i l)]]{[# ",( ')]] 

i  =0 N. -1

tt* 
u2(i, i,]] = kzuz(i, +,{[# u1(' ;,]]

{[#uq(';,]] 
i=rNc
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s2
c$,ao+À2A6=Q

dX,

où la constante C est calculée à partir de la détermination des problèmes locaux

déterminés précédemment. Elle s'écrit sous la forme:

"=W
C'est encore un nouveau problème aux valeurs propres dont les inconnues

sont les couples (Ao (X), Xz).La solution à I'ordre t'12 s'écrit sous la forme:

u2 (X, x) = Az (X)wo (x) + Ai(X)w1(x) + A'd(X)w2 (x)

où wr(x)est la solution du troisième problème local suivant:

u2 périodique de période pl et deux fois continument différentiable

# *, - Àowz ='6#ws-c*o-o#*,

tt* 
*,(n)]] = k,wz(i',,[[# *,(tr)]],[[* *,(il)]] i = 0 p'1

tt* 
w2(' ;,]] = kzwz(i''1,,[[# w1(' ;,]]

,[[* ws(l i,]] 
i=l P

3.8-.Prise en compte des conditions sur limites

Afin de résoudre le problème global (équation d'amplitude calculée
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précédemment), il faut avoir deux conditions aux limites imposées sur le mode

globd, puisque l'équation différentielle est du second ordre. Ces conditions sont

déterminées en réécrivant les développements asymptotiques des conditions aux

limites aux bords. Nous allons traiter deux types de conditions aux limites :

3.8.l.Premier cas:

Nous considérons que les bords x=0 et x=L de la poutre sont encastrés,

ceci se traduit en chaque bord par les relations suivantes :

[u(O)=u(L)=0

lfr"tor=*u(L)=s

[oo*o + q(Aô wr * Arws) + o(l12; = g

lno*ô +n(Aô wî + Aô*o + A1w's) + O(q2) = 0

En introduisant I'expression asymptotique,,'de u(x) dans ces relations' on

obtient à chaque extrémité :

Pour déterminer les conditions aux limites imposées sur I'amplitude, il

faut distinguer deux cas :

a) Si le mode local est tel Que ws et wfi ne sont pas nuls er x=0 €t x=L

alors les conditions aux rimites que doit vérifier I'amplitude à I'ordre 1 sont :

Ao(X=0)=Ao(X=Lî)=0

b) Si le mode local est tel que w0 et wi sont nuls et si w1 n'est pas nul en
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x=0 et x=L alors les conditions aux limites que doit vérifier I'amplitude à

I'ordre I sont :

Aô(X=0)=Aô(X=Ln)=0

3.8.2.Deuxième cas:

Nous considérons à présent que les bords x=0 et x=L de la poutre sont en

appui simple, ceci se traduit en chaque bord par les relations suivantes :

f u(0) = u(L) = 0
l^
14r,r(o) = 9u(r-) = o
Ldx' dx'

En introduisant I'expression asymptotique de u(x) dans ces relations, on

obtient à chaque extrémité :

[Ao*o + r1(A'ew, + Alws) + O(I2 ) = 0
1
f no*6 + r1(A'sw i +ZUlsw,'o + A1w'1i) + O(r12; = g

Pour déterminer les conditions aux limites imposées sur I'amplitude, il

faut distinguer deux cas :

a) Si le mode local est tel que w0 et w'i ne sont pas nuls en x=0 et x=L

alors les conditions aux limites que doit vérifrer I'amplitude à I'ordre 1 sont :

Ao(X=0)-Ao(X=Lî)=0

b) Si le mode local est tel que w0 et w'f sont nuls en x=0 et x=L alors les

conditions aux limiæs que doit vérifier l'amplinrde à I'ordre 1 sont :

Aô(X-0)=AôtX=Lrl)=0
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De la même façon nous pouvons uaiter d'autres types de conditions aux

limites. Il faut toutefois souligner que I'approche présentée ici est discutable,

parce qu'incomplète. Le développement asymptotique n'est pas forcément

valable jusqu'au bord. Près des bords, une couche limite peut exister dès que

I'on n'arrive pas à satisfaire les deux conditions aux limites: presque toujours ces

solutions localisées près des bords apparaîtront à un certain ordre' Nous les

introduisons au chaPiue suivant.

3.9. Calcul asymptotique des valeurs propres au second ordre

Reprenons

précédemment:

l 'équation d'amplitude (problème global) calculée

,#Ao+rrAo =s

où la constante C est calculée à partir de la détermination des problèmes locaux'

Il est facile de voir que les solutions bornées de cette équation s'écrivent sous la

forme suivante:

Ao(X) - a sin(KX) + b cos(I(X)

où a,b et K seront déterminées à partir

des conditions aux limites.

prenons par exemple le cas où on a : A'(X = 0) = A0(X = Lr1) = 0

alors la solution globale s'écrit :
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Ao(X) = asin(KX)

f  =5 n=1,2,.. . . .
Lq

a une constante arbitraire

En introduisant cette solution dans l'équation d'amplitude, on obtient les

valeurs de 1,2 :

)rz=# où n =1,2,....

Ainsi on obtient I'expression asymptotique du spectre des valeurs propres

au second ordre en tbnction de I'entier n :

J^t"l=ro* ,+ + o(q3)
1
[n = 1,2, . . . .etc

On remarque I'effet de l'élancement de la structure dans cette expression'

Dans lecas où on a:  Af(X=0)= Aô(X=t4)=0 onobt ient :

( ^ n2fi2
Ji<nl=Ào* c? +o(n3)
1
f n = 0, L,2, . . . .elc

La forme de I'amplinrde dans ce cas est:
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De la même manière nous pouvons traiter d'autres types de conditions aux

limites. Prenons par exemple le cas où le bord x=0 est encastré (Premier cas a))

et le bord x=L est en appui simple (Deuxième cas b)). Ceci se raduit au niveau

de I'amplitude par:

â
Ao(X = 0) = 

âX 
Ao(X = Ltl) = 0

Ainsi on détermine I'amplitude et I'expression asymptotique des valeurs

propres.

Ao(X) = bcos(KX)

f  =l l  n=0, 1,2,. . . . .
Lq

b une constante arbitraire

Ao(X) = asin(KX)

* -  (21-+l)n 
n=0,1,2, . . . . .

zLll
a une constante arbiraire

(1n  t t \2*2
r(n)=Ào* cW + o(q3)

n = 0,1,2, . . . .e tc

Nous rappelons que la constante C est calculée à partir de la

détermination des problèmes locaux. Nous rappelons aussi que la résolution de

ces problèmes locaux est faite par la méttrode des éléments finis sur une cellule

de base en tenant compte des conditions de périodicité imposées sur les modes

locaux.
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3.L0. Comparaison entre le calcul direct et le calcul asymptotique

Dans ce paragraphe nous confrontons le calcul asymptotique des valeurs

propres déterminé précedemment et leur calcul direct basé sur la méthode des

éléments finis en discrétisant toute la structure. Cette comparaison est étudiée

pour différents types de conditions aux limites et différentes valeurs des

paramètres du modèle.

Cas encastré-encastré

Nous traitons le cas où les extrémités x=0 et x=L de la poutre sont

encastrées, ceci pour différentes valeurs des raideurs et des longueurs.

kl = 100000, k2 = 0, I = 10 et L =200

o Calcul numérique direct
x Calcul asymptotique-numérique

25

23

?1

19

17

15

13

11

9

rl
ô
o

x
og
CL
o
CL

e=o
d

0 1 z 3 4 s 0 7 I  910 11- 
Ràng de la valeur propre dans le spectre
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Calcul directo
X Calc ul asymptotique-nu rné rique

Él
a

I

x
v,
I

L

?
q)

0 L  23 4  s  6  7 I
Rang de la valeur Propre dans l'e sPectre

9 10  11

n 1 2 3 4 ) 6 7 I 9

1, exacte

(x10e-3)

9.881 10.30211.00011.98913.25014.800 16.630 18.740 21.r30

l, ordre2

(xl0e-3)

9.887 10.325r 1.050 12.078 13.39015.000 r6.90019.090 21.570

n I 2 3 4 J 6 7 8 9

l, exacte 0.15640.1s800.16060.16430.16910.r749 0.18170.18960.1985

?r, ordre2 0.15640.15820.16110.16520.17050.r7690.18450.19320.2032

72



Vihration et stabilité des lonpues structures flexibles à forme rénétitive

Cas appui-àppui

Nous traitons le cas où les extrémités x=0 et x=L de la poutre sont en

appui simple.

kl = 100000 . k2 = 0 . I = 1 et L =23

o Calcul numérique direct
x Calculasymptotique-numérique

240

2r0

r80

150

r20

90
0123456789101112

Rang de la valeur propre dans le spectre

ctt(|)
ti

L
È
t t
li
aq)

6t

n I 2 3 4 5 6 7 8 9

L exacte 97.4r098.470 101.60107.00114.40r23.9013s.60r49.5016s.40

À ordre2 97.41 98.515101.83107.35115.08r25.03137.18151.54168.1r
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kL = 100000 . k2 = 10 . I = 10 et L =300

Calcul numérique direct
Calcul asymptotique-numérique

0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  1 0 1 1  1 2 1 3 1 4

Rang de la valeur propre dans le spectre

o
X

0.195

0.1894

0.1837
v)
o)

â 0.1781

li
a 0.1725
ctt
tr

Ë o.roos
6t
)  o . to t l

0.1556

0.15

n I 2 3 4 5 6 7 8 9

À exacte 0.1s590.15610.1s680.15800.15960.16170.16430.16740.1709

À ordre2 0.15590.15610.15690.15820.16000.16230.16520.16850.r724
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Cas encastré'appui

Nous traitons le cas où l'extrémités x=0 est encastrée et I'extrémité

x=L est en appui simple.

kl  = 100000. k2 = 0.1= 1et L =30

o Calcul numérique direct
x Calcul asymptotique-numérique

350

303.3

163.3

116.7

70 12 16
dans le spectre

48
Rang de la valeur ProPre

on voit qu'on obtient avec une très bonne précision (erreur inférieure à

3Vo)unnombre de valeurs propres de I'ordre de la moitié du nombre de cellules'

Nous remarquons aussi que plus le nombre de cellules est grand, plus le paquet

de valeurs propres obtenus par I'analyse asymptotique est grand' Toutefois' nous

256.7

2ro

ta
e)
L
È
o
ti
Ê
?
q)

cÉ

n 1 2 3 4 5 6 7 E 9

l, exacte 97.s6098.810101.30r0s.00110.00116.30 123.80r32.50r42.50

?r, ordre2 97.s6298.861101.46105.3s110.55rr7.04 r24.83r33.92IM.3T
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n'obtenons pas les modes propres avec autant de précision que les valeurs

propres. Nous reviendrons sur ces aspects aux chapires suivants.

3.1L. Conclusions

Nous avons mis en place une analyse en double échelle des modes de

vibration des structures répétitives. A l'échelle locale, nous calculons des modes

de vibrations sur quelques cellules de base, avec des conditions de périodicité.

Ensuite nous avons engendré une famille de valeurs propres et de modes propres

par modulation d'un mode local donné. L'enveloppe de ces modes satisfait une

équation différentielle du second ordre à coefficients constants ayant la forme

suivante:

s2
CËzAo+À,rAo=6

As(X): amplitude réelle

où la constante C est déterminée par la connaissance de modes locaux.

Cette équation décrit le comportement global d'une famille de modes de

vibration propre de la structure. Le problème global est le problème aux valeurs

propres ci-dessus auquel nous avons montré conrment associer des conditions

aux limites. Toutefois nous avons fait des conditions aux limites une analyse

très simplifiée qui néglige les couches limites. Cette analyse ne peut donc suffire

dans tous les cas. En particulier elle ne perrnet pas de calculer les termes

suivants L3,7t4,...du développement asymptotique de la valeur propre. C'est ce

que nous inuoduisons au chapite suivant.

L'analyse en double échelle pennet donc un gain en temps de calcul et en

espace mémoire, puisque le problème global et le problème local sont des

problèmes de taille considérablement réduite par rapport au problème initial. On

remarque que la méthode est d'autant plus meilleure que le nombre de cellules
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de la structure est grand. Elle nous permet de calculer les premières fréquences

de chaque paquet de valeurs propres. Par contre elle ne signale ni la fin du

paquet ni le nombre des valeurs propres que contient le paquet, puisque la valeur

asymptotique de ces dernières croit en fonction d'un entier n' en principe

indéfiniment (voir les expressions asymptotiques des valeurs propres calculées

précédemment).
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4 ETUDE DES EFFETS DE BORDS ET CALCUL

4.L. Introduction

Dans ce chapitre nous essayons de compléter I'analyse asymptotique du

chapitre précédent en poussant les développements au delà de I'ordre deux. Cela

nous amènera à traiter de manière complète et précise les conditions aux limites.

En effet le passage d'une équation d'ordre quare à une équation d'enveloppe

d'ordre deux implique la perte d'une condition à chaque extrémité de la

structure. La solution asymptotique du chapitre précédent doit donc être

corrigée, ce que nous ferons en introduisant à chaque extrémité une solution

localisée (ou solution en couhe limite) de l'équation initiale. Enfin, nous

confrontons les résultats obtenus asymptotiquement et les résultats obtenus par

un calcul direct en discrétisant toute la structure.

4.2. Existence du phénomène de couche limite

L'existence du phénomène de couche limite est liée tout simplement à une

perte de condirions aux limites lors du passage du modèle initial à l'équation

d'enveloppe. En effet les conditions aux limites sont initialement au nombre de

quatre (bords encastrés par exemple). Après les dévelopPements asymptotiques'

il n'y a plus que deux conditions imposées sur I'amplitude Ao(X).Prenons par

exemple le cas où les extrémités de la poutre sont encastrées avec

Ao(X - 0) = A0(X = 14) = 0. La solution globale à I'ordre I est de la forme :
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Ao(X) = asin(KX)

K = 4 n=I.2. . . .etc.
Lq

a une constante arbitraire

Nous avons trouvé au chapitre 3 des solutions à I'ordre I et à I'ordre Tl, qui

s'écrivent respectivement de la manière suivante :

ue (X, x) = Ao (X)w6 (x)

u1 (X,  x)  = Ar (X)wo(x)  + Ai(X)w1(x)

où ws(x) et w1(x) sont des fonctions calculées sur une cellule de base en tenant

compte de conditions de périodicité. Reprenons maintenant l'écriture

asymptotique des conditions d'encastrement aux extrémités de la poutre. Selon

I'analyse du chapitre précédent, en chaque extrémité nous avons les relations

suivantes :

Les conditions d'encastrement s'écrivent alorS à I'ordre q :

Le système (l) est homogène en A[ et At dont la solution est en général

unique:
. lAô=o Q)

{
lAr = 0 (3)

[no*o + r1(Aiw1 + Arws) + O(r12; = I

lao*ô +'.1(A'0(wi + ws) + A1w's) + o(q2; = g

JOô*r+A1ws-0
Laôt*î  *wo)+A1w'o=Q 

(1)
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Or la condition (2) n'est pas satisfaite par la solution trouvée

précédemment pour I'amplitude As(X), ce qui est le signe de I'existence d'une

couche limite. Il faut donc inroduire des corrections localisées pour satisfaire

les conditions aux limites à I'ordre q et au delà'

Dans les problèmes linéaires de perturbations singulières, on peut

considérer qu'à partir de I'ordre 11, le développement asymptotique de la solution

s,écrit comme ra somme de deux solutions. La première est valable assez loin

des bords, et dans notre cas, elle est localement périodique. La deuxième traduit

le comportement localisé de la solution près des extrémités en fonction de la

variable rapide. Ceci nous permettra d'ajuster colrectement les conditions aux

limites des problèmes globaux aux ordres supérieurs. on peut maintenant écrire

une expression asymptotique du déplacement u(x), qui sera valable à ]a fois loin

des bords et près de I'extrémité x=0 :

u(X,x)=uo(X,x)+l ' l (ur(X,x)*CX,1' t r1sç(x))+12(uz(X,x)*ct '2w6ç(x))+""etc 
(4)

où w1o"(x) = 0 Pour x loin de 0

localisée est déterminée Par une

détail est dans ce qui suit.

et où les cr, sont des inconnues. La solution

méthode utilisant la théorie de Floquet dont le

4.3. Calcul de la solution localisée par la méthode de Floquet

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la détermination de la

solution locarisée du modèle, afin de rendre compte des effets de bords. cette

recherche est introduite en utilisant la théorie de Floquet (D.W. Jordan et P'

Smith, 1987), dont nous rappelons quelques éléments de base dans ce qui suit'
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a) Rappels sur la théorie de Floquet

La théorie de Floquet est destinée à l'étude de la stabilité des solutions

périodiques des équations différentielles à coefficients périodiques. Ces

équations peuvent être écrites sous la forme d'un système équations

différentielles du Premier ordre:

au(*) = L(x)r(x) (5)
dx

où û(x) e IRn, L(x) est une matrice carrée (nxn) dont les coefficients sont

périodiques de période l: L(x)=l(1tr1;

Définition Matrice fondamentale

On appele matrice fondamentale I'opérateur linéaire @(x) qui associe à la

donnée initiale t(0) la solution t(x) du système différentiel (5) :

Iotol-u-0,^,
{

Lu(^) = <D(x)t(o)

cette matrice est rarement périodique comme I'opérateur L(x). Elle vérifie

le même système différentiel avec comme condition initiale la matrice d'identité

dans IRn:

si <D(x) esr la matrice fondamentale du système (5) alors Ô(x+l) est aussi

solution du système (6). On voit facilement que |a matrice fondamentale

{**,- , -L(x)o(x) 
(6)

[<D1o; = 1n
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satisfait les relations suivantes (l étant la période de L(x)) :

d
:<D(x) = L(x)@(x)

O(0) = 1n

o(x+l)=o(x)<D(l)

O(nl )  =  Ôn( l )

DéfTnitions

On appelle multiplicateurs de Floquet les valeurs propres p(l) de la

matrice O(l):

On appelle exposants de Floquet les nombres complexes o=f+it tels que:

tt(l) = exP(o l)

On remarque que si o est un exposant de Floquet correspondant à p(l) alors

o+(2nikll), (où k un entier relatif) est aussi un exposant de Floquet

correspondant à P(l).

Cet exposant de Floquet permet de caractériser la croissance, la

décroissance ou la périodicité cles solutions du système, ce qu'on va expliquer

dans le détail.

Les vecteurs propres de la matrice fondamentale associés aux exposants

de Floquet vont permettre de retrouver les solutions périodiques et de

camctériser les solutions localisees.

On ramène le problème local ($ 3.4) à un système différentiel du premier

ordre à coefficients périodiques dont l'inconnue est:

û(x)= (u(x),u"(x),u'(x),u"'(x)) e IRa'

(7)
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où u(x) est solution de

La figure qui suit, rappelle la forme de la cellule de base, qui est de

longueur l. Le système différentiel considéré colrespond d'une paft à l'équation

u,"" -Àu=0, d'autre pail aux conditions de discontinuités [[u"']]= kiu' Les

coefficients sont donc constants, mais avec des distributions de Dirac réparties

périodiquemenr. Nous avons une petite ambiguité à définir le vecteur ù(0)

puisqu'il y a discontinuité de t en x=0. Nous avons donc choisi de définir u(0)

coûIme la demi somme , ce qui revient à affecter en x=0' x=l un

ressort de raideur moitie 
!.

Le calcul de la matrice fondamentale O(l) et de ses éléments propres est

effectué par un calcul formel (détails en annexe C). Le principe est le suivant :

on découpe cette matrice en trois matrices de discontinuité et deux matrices

colrespondant à l'équation différentielle :

O(1) = 0r,OlO*rOr,Ot,
Z2
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kr
T

l" '  I

à un ressort de rigidité k:

oùR=

T-
/ l l " '  I

I  , t  > l  > l  l  -  > l  > l
Ok,OxOtr%

TT

Chaque matrice de discontinuité exprime le saut des efforts tranchants dû

@t=

1000
0100
0010
k001

La matrice @r correspond au passage de ù(0*) à û(; ). Son expression

est un peu plus complexe est obtenue en résolvant l'équation différentielle :

vr r r r_ l ,u=0

pour des raisons de symérie de la cellule de base, on démontre facilement

qu'on a la propriété de symétrie suivante :

o-t(l) = Ro(l)R

1000
0-1 00

0010
0 0 0-1

(8)
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Dans notre étude, la matrice fondamentale et ses éléments propres

(valeurs et vecteurs propres) dépendent de la valeur propre À. Nous avons

analysé l'évolution de ces éléments propres en fonction de ce paramètre pour

différentes valeurs des raideurs et de la longueur de la cellule. Sur les exemples

présentésprécédemment(parexemplekt=100000,k2-10,1=10),nousavons

testé l'évolution des multiplicateurs de Floquet lorsque le paramètre À est voisin

de la plus petite valeur propre l.e d'un problème local (voir $ 3'4)' Nous avons

constaté qu'elle obéit au scénario générique décrit ci-dessous.

Situation pour I. Ào

on désigne les valeurs propres de la matrice fondamentale par

o1,o2,o3,o4. Quand À<Às ces valeurs propres sont réelles et leur position

dans le plan complexe est représentée ci-dessous. On notera qu'à cause de la

propriété de symétrie (8), ces valeurs propres vont par paires de produit unité

(o1o4-1 , o3o2=l).

Quand on fait tendre la valeur 1, vers ?v6, deux valeurs propres de la

Im
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matrice fondamentale tendent vers la valeur 1'

SituationPour I>Io

on désigne toujours les valeurs propres de la matrice fondamentale par

O1,O2,O3,O4. Quand l, = l'g, deux de ces valeurs propres deviennent égales à l'

caractérisant ainsi une solution périodique de période l. C'est bien sûr la même

que celle qui a été calculée par la résolution du premier problème local' La

valeur a,l reste réelle et inférieure à I en valeur absolue. Elle conespond, sur la

structure répétitive, à une solution qui décroît lorsque x augmente (voir la

relation (7)) : c,est ra solution rocarisée près de l'extrémité x=0 (solution

localisée à gauche). Bien entendu 64 ={ .o,,"spond à la solution localisée

près de l'autre extrémité ( solution localisée à droite)' Dans la suite' nous

noterons ptr wroc(x) la solution localisée à gauche, qui est obtenue à partir du

A partir de 1, = Io les valeurs propres o2, o3 deviennent de$ complexes

conjugués se déplaçant sur le cercle unité'

vecteur propre associé à la valeur prople réelle o1 (décroissante):

Situation Pour ?u = ?to
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SituationPour À>Ào

Il peut arriver que les muttiplicateurs de Floquet arrivent sur le cercle

unité en passant par o2=c.3=-1. I-e système aura alors une solution périodique

de période 2l pour À = Io. Bien entendu la même analyse peut être faite autour

d'une solution périodique de période pl ( p entier positifl' Il suffrt de considérer

la matrice fondamentale iD(Pl).

4.4. Calcul asymptotique aux ordres supérieurs

Nous avons établi dans le chapitre précédant que le problème local à

l'ordre qi vérifie une équation du rype :

/(Is)wi = fi

wi(x) Périodique et deux fois

continument différentiable

Le premier problème global (à I'ordre

second ordre suivante :

1) est l'équation différentielle du
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c*Ao+l,rAo=g
dX

Il est bien de rappeler que le premier problème local et le premier

problème global sont des problèmes aux valeurs propres' Les problèmes aux

ordres suivants n,ont de sorutions que si ils vérifient la condition de solvabilité'

Ceci est dû au f'ait que leurs premiers membres sont singuliers' Ainsi' si on

applique cette condition aux ordres 1 et q2 (Oetuils du calcul dans I'annexe A)'

on obtient les problèmes globaux suivants:

Ordre t1

s2
CËzAt + IzAr

Ordre t12

s2
C 

dxz 
Az+LzAz

=.,*Ao -rrAo

= .,SAr + c, #Ao 
- rrAr - r+Ao

Il est facile de voir que les inconnues de ces problèmes sont

respectivement les couples (A1(X) , Ig) et (Ar(X) , I+)' Ils manquent les

conditions aux limites pour résoudre ces problèmes globaux' ces conditions

sont déterminées dans la suite en tenant compte de la solution localisée

caractérisant le phénomène de couche limite'

4.5. Réécriture des conditions aux limites avec la prise en compte de la

couche limite
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pour monter comment obtenir les conditions aux limites sur les deux

problèmes globaux précécdents, nous allons considérer le cas où les extrémités

de la poutre sont encastrées avec' Ag(X = 0) = Ao(X = Lrl) = 0'

La solution globale à I'ordre I est de la forme :

Ao(X) = asin(KX)

K=E n=1.2. . . .etc.  (9)
L'q

a une constante arbitraire

Les solutions des problèmes asymptotiques (voir $ 3'6 et $ 3'7) à |'ordre

l, tl, tl2 s'écrivent respectivement de la manière suivante :

us (X, x) = Ao (X)wo (x)

dL

u2(X,x) = Az(X)ws(x).,' rTA1(X)wr(x) 
+ 

#A6(X)w2(x)

où ws(x),wr(x) et w2(x) sont des fonctions définies aux paragraphes 3'6 et3'7

sru une cellule de base.

Reprenons maintenant l'écrirure asymptotique des conditions aux limites

d'encastrement des extrémités de la poutre' Près de I'extrémité x=0

(respectivement, x=L), la sorution asymprotique s'écrit sous la forme (4) ($ 4.2)

où w6.(x) est la solution localisée à gauche (respectivement à droite)' calculée

par laméthodedeFloquet .Nousavonsenchaqueextrémi té lesre lat ions

[eo*o + r1(Aiw, + Alws * Gr,lwbc) + O(q2; = g

tao*ô + q(A''(wi + ws) + Arw[ + crlwio") + o(q2) = 0

suivantes :
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Les conditions d'encastrement à chaque extrémité deviennent alors à

I'ordre 11 :

+ws)

En chaque extrémité, c'est un système de deux équations à deux

inconnues A, et C1. La solution de ce système pennet d'écrire les conditions

aux limites à cet ordre de la façon suivante :

où les constantes bsetbl sont calculées à partir de ws,w1,w1qc et de leur

dérivées, c'est-à-dire des solutions des problèmes locaux et de la solution

rocalisée. Ainsi on récupère les conditions aux limites que doit vérifier le

problème global à I'ordre q. De la même manière, on Eouve les conditions aux

rimites imposées sur le probrème grobal à l'ordre q2. Dans le cas rraité (bords

encastréS), elles s'écrivent exactement comme à I'ordre précédent :

De la même manière nous pouvons récupérer les conditions aux limites

imposées sur les problèmes globaux pour d'au6es types de conditions aux

limites et des modes locaux différents. par exemple prenons toujorns le cas où

les bords sont encastréS, mais en cherchant des modes proches d'un mode local

[At*otcr1w6=-Aôwr

lnr*ô +u,wio. =-Ri(wi

f  A1(X - 0) = boAô(X = 0)

1o,t* = Lrt) = br-Aô(X = Lq)

[ArtX=0)=boAi(X=0)
lnrtx = Lrl) = br-Aî(X = Lq)
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vérifiant ws(O) = wô(0). Nous avons établi dans le chapitre précédent qu'on a:

Aô(X-0)=AôtX=Lr l )=0

En réécrivant coffectement les conditions aux limites avec prise

compte de la solution localisée comme le cas précédent' nous obtienons

conditions aux limites imposées sur le problème global à l'ordre q :

feîtx=o)=csAti(X=o)
loit" = Lq) = crA'd(X = Ll)

où les constantes ca et cL sont calculées à partir des solutions des problèmes

locaux et de la solution localisée'

4.6. Calcul asymptotique des valeurs propres au quatrième ordre

L'expression asymptotique du quatrième ordre des valeurs propres est:

l, = Io + TfLz+ q3I3 + rl4l+ + o('q5 )

Nous avons calculé le paramèue Lrpour différents rypes de conditions

aux limites dans le chapitre précédent. Et il reste maintenant à résoudre les

problèmes globaux afin de trouver les paramètres )g et 1"4' Reprenons le cas

traité dans le paragraphe précédant (cas bords encastrés où le mode local est tel

que ws(O) et wf (0) ne s'annulent pas tous les deux)' Les écritures des

problèmes globaux sont les suivantes :

en

les
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Ordre I

s2
C 

dXZAo 
+ À2Ao = g

[Ao(X) = asin(KX)
I

l1ç=4 n=1,Z.. . .etc.
1 t"."r
l I r=CKz
l -
lu un" constante réelle arbitraire (on choisit a = 1)

Ordre q

s2 s3
C#Ar + ?"z\r= ct#Ao -ÀrAo

[At(x-o)=b6Ai(X=o)
lo,t*=Lq)=brAô(X=Lq)

ordre r12

s2  d3  d4
c# Az+LzAz= ct#Ar +cr#Ao - ÀrAt - roAo

[er(X=0)=boAi(X=0)
lort* = Lrl) = brAi(X = Lrl)

L'opérateur du premier membre de chacun de ces problèmes est singulier'

une condition de solvabilité s'impose donc sur les seconds membres' cette

condition s'écrit sur le problème global à I'ordre q de la manière suivante :

x=Ln s2 x=LÎl ,13

;lr'(. *"Ar 
+ rzAr)A'dx = 

Jo 
tct#Ao - rrAo)A'dx

En tenant compte des résultats précédents et en faisant le calcul des
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intégrales, on obtient :

(  .  ,n2qc2

]tr=2c(bo-bt)ffi
[n  = 1,2. . . . .e tc .

(10)

Nous remarquons que ce paramètre dépend de la solution localisée' Deux

cas se présentent :

a) Si le nombre de cellules est pair alors pour des raisons de symétrie et

de périodicité, on obtient bo = bl'Par conséquent le paramètre 13 est nul'

b) si le nombre de cellules est impair nous avons bo t b1' Dans les cas

que nous avons étudié, la valeur du paramètre l', est très faible et son influence

sur le spectre est négligeable'

Ainsi, nous constatons qu'il n'y a pas d'amélioration du calcul

asymptotiqueduspectredesvaleurspropresautroisièmeordre.

Nous considérons maintenant le problème global à I'ordrel2 
"n 

sopposant

qu'il y a un nombre pair de cellules (bo = br)' on lui applique la condition de

solvabilité après avoir résolu les probrèmes globaux antérieurs (ce calcul est

traité par un calcul formel, voir annexe B)' Nous obtenons alors les valeurs

suivantes du Paramèue l.a:

(1 1)

Nous remarquons que ce paramètre ne dépend que des problèmes locaux

et de la longuenr de la stnrcture. Ainsi nous pouvons écrire pour le cas traité'

1'exprëssion asymptotique des valeurs propres à I'ordre qa:

{^.=(#*cù#
[n = 1,2. . . . .etc.
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r(n) = r.o .c+.(# *cù++o(q5)
n=L,2. . . . .e tc .

(r2)

(13)

Nous considérons ensuite les conditions aux limites sur le premier

problème global Aô(X - 0) = Aô(X = Ln) = 0 et nous adoptons la même

démarche que précédemment, on obtient la même formule, mais la première

valeur proPre correspond à n=0:

{^t"r 
- Ào .c#.(# *cù++o(qs)

[n  = 0,  L,2. . . . .e tc .

Dans la suite, on note Ct=# *"r'

Nous remarquons qu'il y a un effet des conditions aux limites' mais

surtout de l'élancement de la strucrure. Les constantes C' C1' Cz qui définissent

ces spec6es ne dépendent que de la cellule de base et du mode local considéré'

La couche limite n,a d'influence que par I'intermédiaire des constantes bs et bt'

On voit donc qu'il n'y a, dans les cas étudiés aucune influence de cette couche

limite sur le spectre, sauf si le nombre de cellules est impair (voir la formule

(10)) : dans ce cas son influence reste cependant quantitadvement faible' On

remarque aussi que l,érancement, L n'intervient que par l'intermédiaire du rapport

nlL. Donc si l'élancement double, le spectre sera deux fois plus devisé' ceci

suggère que le nombre de valeurs propres représentées pal ces formules est

proportionnel à cet éIancement'

4.7. Applications et discussions

Nous confrontons dans ce paragraphe le calcul asymptotique des valeurs

propres à l,ordre q4 et re calcul direct effectué en discrétisant toute la structure'
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Nous examinons, sur deux exemples, dans quelle mesure le calcul au

quatrième ordre et les formules (12) (13) permettent d'améliorer I'analyse

asymptotique du début du spectre qui avait été faite au chapitre précédent'

Premier exemple

ct)
q)
li

o
L

ttt
lr

(l)

6l

207.5

165

80ô 78
dans

3
la

4 5 6 r0

k1=100000 k2=0 l=1' L=20 (20 cellules)

C = 59.194 C" = -1.013

Calcul numérique direct
Calcul asymptotique-numérique du
quatrième ordre

X

tr

250

t22.5

! : ;

i

ii i ;B*Ï 
'

l 2
Rang de valeur proPre le spectre

6 7 I 9
n I 2 3 4 5

?r, exacte 98.881103.00110.00119.90132.50148.00 r66.30187.30211.10

120.78r33.92r49.99 168.98 190.89 2t5.72
l, ordre2 98.870 103.2s110.55

?u ordre4 98.870103.19110.40r20.39133.Mt48.21 t65.72 r8s.36206.90

Tableau 1
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Deuxième exemple

k1=100000 k2=10 l=10 L=200 (20 cellules)

Les deux extrémités de la poutre sont encastrées

X

D

C =2.368 C,. = 1.0004
Calcul numérique direct
Calcul asymptotique-numérique du
quatrième ordre

tt
Ê)
lr

li
q

tâ
li

q)

0.24

0.22

0.2

0.18

0.16

0. r4ô r2345
Rang de la valeur

6789101112
propre dans le sPectre

iiiiiiF
i i- -i --i-*-i-- i r
iiiiiRi
iiiiçii
i : iRii i

i * R-i -i i
Hi i i i i :

iii-i-i-ii
i i i i i i i

: i i i
! i : i

i i : :
i i i i""-i" "-"i "'-"' i""'.-'1"""'
i i : i
! : : l

i : i i
'--'i""-"i""'--i-"-"'Î"-""'

i : i ;

: i " i

i i : :
i i i i

.......1..........1..........1.........i........
i l i i
: i i l

i i i - f i
.......i........*' ......Èt........i-.--...

a 9 i i
l , i :

i i : i
i i ! i

n I 2 3 4 5 6 7 8 9

l, exacte 0.15640.15800.16060.16430.16910.1749

0.t769

0.18170.18960.1985

0.1845o.1932o.2032I ordre2 0.15640.15820 .16110.16520.1705

l, ordre4 0.15640.15820.16110.16520.17040.t767 0.18420.19280.2024

Tableau 2

b) Discussions

On peut dire que I'analyse asymptotique au quatrième ordre ne perTnet pas

de prendre en compte une bien plus grande partie du spectre. Tout au plus, elle

améliore la précision avec laquelle chaque valeur propre est connue (voir [,es

tableaux I et 2). Cette situation est liée à un problème de fond' qu'on peut

comprendre en regardant l'évolution de la forme du mode en fonction de I'entier



n. si le premier et le second mode correspondent parfaitement à I'hypothèse d'un

mode à deux échelles de variations, cette situation se dégrade rapidement

lorsque n augmente : la longueur donde de I'amplitude est proportionnelle à n'

comme le monEe la formule (g). A partir de la 7ième ou la gième valeur propre'

les deux échelles de variation deviennent très proches et on constate sur la

figure qui suit, que le 9ième mode ne ressemble plus du tout à une modulation

du mode local.

Par ailleurs, on sait que chaque paquet de valeurs propres en contient un

nombre fini qui dépend en particulier de l'élancement de la structure' or les

formules (12) et(l3) ne pennettent ni de caractériser, ni d'approcher le nombre

de valeurs propres dans un paquet. Eiles n'ont donné ici que le début d'un paquet

de valeurs Propres.
k1=L00000 k2=0 l=1 L=20 (20 cellules)

0.5
9ième mode du Premier Paquet

8
Abscisse

x

É
É ^
€)
I
6l
g

\Ql

Fi

t2
x

40
-0.5

16 20
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Nous allons nous intéresser maintenant à I'analyse d'un paquet complet de

valeurs propres : il s'agit du premier exemple présenté en 4'7 'a et nous

examinons le premier paquet de valeurs propres'

Tout d'abord, nous examinons la forme des deux premiers et des deux

derniers modes du premier paquet, calculés par un calcul direct' Nous

présentons aussi pour comparaison les modes locaux colrespondants'

Dcurdèrnc mode du Prcmier Paquct

Ç o

0.6

0.4

o.2

eo
-o.2

-0.4

-0.6

o 4 I**.. 1.2 
16 2o

L'.vqnt dernier mode du premier pequet

E^*-""ot*2

t l

a Erx.i""" 1*2 16

Dcrnlcr modc du PrÊmler Prqu't

t 1 2
Abccissc r

-0.5

-0.4

.0.6

0.4

o.2

eo
-o.2

Premler modc du PrcmJer Paqucl
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Mode locel corresPondant
au début du Paquet

Mode local corresPondant
à la fin du Paquet

Nous constatons que comme les premiers modes, les derniers modes de

chaque paquet sont localement périodiques et modulés' En début du paquet les

modes correspondent à des modulations du premier mode local' qui est

quasiment sinusoïdal et de période 2. Onvoit clairement que les enveloppes de

ces modes Sont conformes aux résultats asymptotiques (9) avec n=1' n=2' On

consEte aussi que la fin du paquet colrespond au deuxième mode local' qui est

également d'allure sinusoïdale, mais de moyenne non nulle et de période 1' Ce

second mode local est tel Que ws(O) = wô(0) = 0 : I'analyse des conditions aux

limites est donc différente et e|le nous a conduit à la représentation (13) du

specfre. Dans le cadre de cette analyse asymptotique' il semble que le dernier

mode local correspond bien à n=0 et A0(X)=1 et l'avant dernier à n=l et

.It
A'(x) = costf). n est donc parfaitemenr justifié d'appriquer I'analyse

asymptotique à ce second mode local, en espérant obtenir la fin du paquet de

valeurs Propres.
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YAleurs propres

Nous appliquons donc la méthode asymptotique pour I'analyse d'un

paquet complet de valeurs propres en considérant dans un premier temps le

mode local colrespondant au début du paquet, et dans un deuxième temps le

mode local corïespondant à la fin du paquet. On obtient les résultats suivants :

x Calcul numérique dfuect
o Catcul asym.numéri. ordrc 4 du début de paquet

tr Calcul asym. numéri. ordre 4 de la fin du paquet

520

q 407.5
q)
lr
Ê
lr
È
.h 295
L

I
6l

182.5

70
0 3  6  9  12  15-  18  2r- 

Rang de la valeur Propre dans le spectre

C = -209.94 C3 = 63.73

6t r
ooi  I  i  iE

i  ç i  iN--i*-*i*- --i ----F-o 
"

i  i t r  i  Eô
i  :  of iRoi

.........i.......... .....i .............x ..e........1..--. -. ...
i i 6? i
i  i6  i  i

i "T i i
i x  i  i  i

sY i i i
: i i :
: : ! l

HHg X

n I 2 3 4 5 6 7 8 9

?r, exaCte 498.9 493.8 478.9 456.1 4n.7 396.0 362.28329.4 297.0

l, ordre4 499.3 494.t5 479.20 455.82426.35394.M 363.10338.63326.70
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Pour cet exemple le début du paquet est faité dans le premier exemple du

paragraphe 4.7.

Nous avons obtenu des résultat semblables pour d'autres types de

conditions aux limites et pour différentes valeurs des raideurs et longueur de la

structure.

On constate que I'analyse asymptotique d'un paquet complet de valeurs

propres fournit une assez bonne approximation du début et la fin du paquet.

C'est normal puisque les modes correspondants se présentent comme des

modulation d'un mode local périodique. En revanche, le milieu du paquet de

valeurs propres n'est pris en compte par aucune des deux représentations

asymptotiques. Ce n'est pas surprenant, puisqu'on a vu que le 9ième mode ne

ressemble ni à une modulation du premier, ni du second mode local. Ce qui est

peut être surprenant, c'est que de chaque côté du paquet' les formules

asymptotiques donnent de bons résultats pour 7 ou 8 valeurs propres alors que

les hypothèses de deux échelles de variations ne sont plus guère valables pour

n)5.

valeurs propres

Nous considérons dans ce paragraphe l'évolution des multiplicateurs de

Floquet quand l, décrit le paquet de valeurs propres présenté précédemment'

Cette évolution est décrite par le scénario suivant :

- Quand l, = IO, oD â O2=o3=-1 colrespondant ainsi au mode local du

début du paquet, qui est périodique de période 2'

l 0 l



Vibration et stabilité des longues structures flexibles à forme répétitive

- Lorsque l, augmente bien au-delà de 1,9, les deux valeurs propres o2 et

03 = o2 évoluent sur la cercle unité. Elles passent donc par des racines n-ièmes
1in -

de I'unité .*p(î), ce qui implique I'existence de solutions périodiques de

période nl ( voir la relation (7)) : aussi lorsque o2=i, il existe une solution de

période 4.

- Le trajet de la valeur propre o2 se termine au point O2=7, ce qui

correspond à une solution de période l, qui est le mode local du fin du paquet.

- Ensuite le multiplicateur o2 redevient réel indiquant la fin du premier

paquet.

4.8. Conclusions

Après ces développements sur un modèle représentatif des longues

structures flexibles à forme répétitive, nous avons établi les résultats suivants :

- Les premiers modes et les derniers modes du paquet sont bien des modes

modulés et localement périodiques.

- Iæ traitement de la couche limite due aux effets de bords, est nécessaire

pour une étude asymptotique cohérente aux ordres supérieurs. En effet, en

cherchant la solution localisée par la méthode de Floquet nous avons montré

cornment réécrire correctement les conditions aux limites et résoudre les

problèmes globaux des ordres supérieurs.

- L' analyse asymptotique au quatrième ordre d'un paquet complet de

valeurs propres Pennet d'obtenir un nombre important (à peu près 40Vo) de

valeurs propres sans effectuer un calcul direct coûtant cher en temps CPU et en

espace mémoire. Mais cette analyse ne pennet pas de monger qu'il y a un
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Vibration et stabilité des Longues stt'ttctures filexibles à forme répétitive

nombre fîni de valeurs propres dans un paquet, ni a fortiori d'estimer ce nombre.

. De plus la valeur asymptotique de ces valeurs propres croît en fonction d'un

entier n, en principe indéfiniment. Il est clair que même si nous poussons encore

le calcul asymptotique aux ordres supérieurs, cette valeur croîtra toujours en

fonction de I'entier n.

- un début du paquet correspond à un mode local dont la constante c est

positive.

- Une fin du paquet correspond à un mode local dont la constante C est

négative.

- L'analyse asymptotique fournit donc une Eès bonne approximation pour

évaluer une bonne quantité de valeurs propres du début et de la fin de chacun

des paquets.

Jusqu'à présent, la méthode n'a pas permis, ni d'évaluer les valeurs propres

conespondant au milieu d'un paquet de valeurs propres, ni d'estimer le nombre

de valeurs propres dans un paquet. Deux voies semblent possibles pour

améliorer cette situation :

1) Trouver une méthode qui permet de coupler les deux modes locaux. En

effet I'analyse asymptotique développer ici s'appuie sur des hypothèses qui ne

sont plus valables en milieu du paquet en modulantun seul mode local'

2) Chercher d'autres estimations en modulant des modes locaux de

période 31, 41, 51,.....etc.
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5.1.. Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons développé une méthode à deux

échelles autour d'un seul mode local. Nous avons pu rendre compte de la

modulation de ce mode par une équation d'amplitude de type Ginzburg-Landau.

Cette analyse asymptotique permet de calculer un bon nombre de valeurs

propres corespondant au début et à la fin d'un paquet. Cependant elle ne permet

ni d'évaluer les valeurs propres corespondant au milieu du paquet, ni d'estimer

le nombre de valeurs propres dans le paquet.

Dans ce chapitre nous allons essayer de prendre en compte I'interaction

entre modes locaux, par une méttrode qui couple la technique de Ritz et une

analyse à deux échelles. L'analyse à deux échelles a permis de rendre en compte

de la modulation d'un mode local. La méthode de Ritz permet d'introduire en

plus I'interaction entre les modes locaux., nous pourrons obtenir ainsi des

équations d'amplitudes, puisque nous gardons les deux échelles.

5.2. Couplage de la méthode de Ritz avec une analyse à deux échelles:

principes généraux.

Dans ce paragraphe, nous présentons la démarche permettant le couplage

de la méthode de Ritz avec une analyse à deux échelles.
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Vibration et stabilité des longues strucruresllexibles àforme répétitive

g1 On garde les deux variables indépendantes x et X, ainsi que la règle de

dérivation associée à l'emploi de la méthode d'échelle double :

(1)

où n est un petit paramètre (par exemple I'inverse du nombre de cellules de la

structure). On renonce aux développements asymptotiques des inconnues du

problème initial u(x) et À :

u(x) = u0 (X, X) + rlur (x, X) + t12u2 (*, X)+" "

l ,  = Io + l l r  +\2)"2+. . . . .

b) On écrit le problème sous la forme d'un système différentiel du premier

ordre :

d

* u(*l = L(x)û(x) + ÀJvI(x)t(x)
cx
L(x) et M(x) sont des matrice 4x4 péiodiques Q)

t(x) - (u(x),u"(x),u'(x), u"'(x)) e IRa

d On applique la méthode de Riu en cherchant t(x) sous la forme:

f n
lU(x) = Ia i (X)wi(x)
I i=t

lu,t*) amplitudes lentement variable (à valeurs réelles) (3)

l*,t*l fonctions de Ritz périodiques (donc définies localement)

t

["=n*
1a a a
L*=a**n*
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Vibration et stabilité des longues stntctures llexibles à lorme répétitive

modes locaux.

On introduit la relation (3) dans le problème (2). En respectant la règle de

dérivation (l), on obtient l'équation suivante :

nà#,(X)ni (x) + 
àu,,*,* 

*,,*, =

1 t

I ot*)wi (x))ai (X) + l.) M(x)wi (x))ai (X)

(5)

i=l i=l

On se donne ensuite d'autres fonctions {Wi<*)},-'n Pédodiques' qu'il

faudra choisir judicieusement., On définit un produit scalaire sur la période pl

cofirmune à tous les modes locaux considérés (p entier) :

t a ,  
P l

(r(*), g(*)) = Jllx).g(x)dx
0

on T(x). E(x) est le produit scalaire classique des vecteurs î(*) et É(x).

Nous remarquons I'hypothèse "x, X variables indépendantes" se traduit

par:
(a(x)T(xl, E(*)) = a(x)(1(x), E(x))

Ensuite, nous projetons l'équation (5) sur les n fonctions tWit*l],=l,o €t on

obtient les équations suivantes :
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g t- -*\d la --)u,=i(t t*)w,,* i)a,+(rur1*;w,,wi)a1

àn(* i ' * ,  
/  ox 

u,  *  
\*  

* j ' * i /  ,  j=r  \  
J

pouri e [1,n]

On peut réécrire ces équations sous une forme maficielle:

[rrr{*}=rR]tâ}
l '  

' ldxJ

l1S1 .t [R] sont des matrices carrées de dimension nxn
I

f a est le vecteur (ayà2,....,ân)

L

C'est un système différentiel vérifiées par les amplitudes âi, ie [1,n],

qui sont les inconnues de l'écriture de Ritz (3). Le choix des fonctions 'frl1 et wi

est en principe arbifaire : dans Ia suite nous tiendrons compte pour ce choix de

I'analyse asymptotique du troisième chapitre'

Le but de la résolution de ce système associé à des conditions aux limites,

est de nous pennettre d'évaluer les modes propres et les valeurs propres du

problème (2).

5.3. Applications au modèle de vibration

Nous appliquons dans ce paragraphe la méthode décrite ci-dessus au

modèle de vibration présenté au chapiue 3. Nous nous intéressons tout d'abord

au choix de la base de Ritz et de la base de projection.
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Vibratien et stab;lité des longues structures flexihles àforme réfétitive

L'équation du modèle de vibration ($ 3.2) peut s'écrire sous la forme :

[9ut*l = L(x)t(x) + tÀ{(x)ù(x)
lox
j utxl = (u(x), u"(x), u'(x), u"'(x))

[ut^l 
e IRa

(6)

Nous réécrivons ce problème (6) sous la forme suivante :

lL(À,*,x) t (x) = [

l l (x)=*-L(x)-ÀIvI(x)

û(x) = (u(x), u"(x), u'(x ), u"'(x))

û(x) e IRa

où L(x) =

-0 0
00
0l

l-k(x) 0

et M(x) -

'00

00
00

_1 0

(7)

00
00
00
00

0
1
0
0

1

0
0
0

k(x) est une fonction de type Dirac, qui représente la répartition discrète et

périodique des ressorts k1 et k2 le long de la poutre (figure 1 du chapiue 3)'

5.3.2.Réécriture des Problèmes locaux et modes locaux

A partir de l.écriture (6), les modes locaux définis dans le paragraphe 3.4

sont les solutions du problème suivant :
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d
*fr"=L(x)fra+l,oM(x)to
dx
ûo est périodique de période pl (8)

pl longueur de la cellule de base

Ào la valeur propre

Dans la suite, on notera Par to(x), Ào le mode local et la valeur propre

associée coffespondant au début d'un paquet et pal Û1(x), 1,1 le mode local et la

valeur propre associée colrespondant à la fin du même paquet

5.3.3.Stratégie pour obtenir la base de Ritz

Reprenons dans ce nouveau cadre les développements asymptotiques

autour d'un seul mode, par exemple le mode local colrespondant au début du

paquet.
par la méthode asymptotique décrite aux chapitres précédents nous

cherchons les couples (t(x),l,) solutions du problème (7) sous la forme

suivante:

t(x) = t6 (x, X) + rltto (x, X)+" " "

l ,  = Io +r l l r  +r f ) 'z+. . . . .  
(9)

On inroduit alors ces développement asymptotiques dans le problème

(T). En respectant la Ègle de dérivation liée à la méthode des échelles doubles,

on obtient les problèmes suivants (à chaque ordre de q) :
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l l - (} ,d,â*,x)t6 = 0

â
lL(Ld,ô*,x)=#-L(x)-î ,oM(x) ordre 1

û6(x, X) est Pl - Périodique en x

ll.(}.d,ô*,x)û16 = -rToo + l.rûd 
ordre q

û16(x,X) est Pl - Périodique en x

La solution du problème à I'ordre I s'écriu t6(x,X) = A0(X)'Fd(x) avec

Nous remarquons ici que la composante w6(x) est le mode local

correspondant au début du paquet, qui est une solution du problème local défini

au paragraPhe 3.4.

Au troisième chapitre nous avions écrit l'équation de solvabilité du

problème à I'ordre 11. Afin d'obtenir la même condition' nous choisissons un

vecteur de projection wi(x) tel que :

Iu-ii"o,â*,x)fr,6 = o

]*ot*l = (wo(x),w'j(x),w'6(x),w'i(x)) e IRa (10)

l*0,*, 
est pl - périodique
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lC1tr o,ô*,x)û! = [

uj (1,d,ô*,x) = -+ - C (*) - l.oM*1x;
dx

C(*) est la matrice tansposée de L(x)

M-(*) est la matrice transposée de M(x)

wi tx) e IRa

wlt*l est pl - Périodique

L'opérateur ttJ11,u,ô*,x) représente I'adjoint de I'opérateur lL(1'6'â*'x)'

Apar t i rdusystème(11) , i lesta isédemontrerque

Wi1^y=1-ï,{,-*ï,w,i,wa) et que (*0,*l)= 0, comme pour les instabilités

cellulaires (N. Damil et M. Potier-Ferry,1992)'

De plus I'identité (tl1l"u,â*,x)tro,m;)= 0 implique l', = Q'

La solution du problème à I'ordre q est alors de la forme :

û16 (x, X) = Aô (X)wlo (x) + A1(X)fr6 (x)

où |'amplitude Ar(X) est inconnue à ce niveau et W16(x) est la solution du

problème local suivant :

( l  1)

[tt 
ql,o,â*,x)fr16 - -fr/d

1 , r

l*ro(*) e IRa, estPl-Périodique
(r2)

Nous définissons le second vecteur de projection tio(x) tel que :
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{uitl,o,ô*,x)ùfo 
= -m;

Lwio(*l e IR4, estpl-périodique
(13)

Nous introduirons le couple (W6,Û16) dans la base de Ritz et le couple

(Wâ,Wiu) dans la base de projection. Ce choix sera justifié dans le paragraphe

qui suit.

5.3.4.Calcul avec deux modes locaux

Dans ce paragraphe, nous procédons à un essai de la méthode du couplage

de la méthode de Ritz et de la méthode d'échelle double, avec une base formée

de deux modes locaux.

On prends (fr.,fr1a) comme base de Ritz et on cherche alors la solution

du problème (7) sous la forme :

t(x, X) = ar(X)Wo(x) + a2 (X)t16(x)

On introduit les expressions de (14) dans le problème (7)' Sachant que

fr6(x) vérifie le problème (10) (ou (8)) et que fr16(x) vérifie le problème (12)'

nous obtenons l'équation suivante:

nfra1wo * n*azfrro = azfro + a1(r - 1,6)M(x)*o + az(L- ?u6)M(x)ûro

On projetre ensuite cette équation sur la base (frll,frliu), on obtient le sysÈme

différentiel suivant:

(14)
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nfr "r(w,o,ml) 
= ar (r - l'o{ir'rwu' wl) + a2(l' - i'o{vrw'u'mâ)

r[* îr - îzl{*., wiu) = ar (I - l,o {H,rwo,mîu) + a2(L- i,o;(vrwro,wîo )

symétrie des modes locaux, leEn tenant comPte des ProPriétés de

système se simplifie de la manière suivante :

Jn*.'(*,o,ml)= 
ar(r - ro)(

lo
[lgar 

= az

Mmd,w;)

Ainsi, nous avons une équation différentielle du second ordre vérifiée par

I'amplitude a1(X) :

(1s)

(16)

s2
ItcËtra, +(1.- Às)a1 = 0

l  -  - * \

A \wto 'woi'=-@

Nous pouvons réécrire cette equation sous la forme suivante :

j=,,ur+ (I - Ie)a1 = 0

{.#
lc=-

Celle-ci ressemble à l'équation d'amplirude obtenue par le développement

asymptotique du chapire 3. Lavaleur de la constante c est identique à celle

obtenue par la méthode asymptotique'
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Iu(*)
lu"(x)

avec t(x) = 
1u,(*)
Lu"'(*)

Vibration et stabilité des bngues structuresflexibles àlorme répétitive

Le choix de la base de Ritz 1to,W16) à partir des modes locaux du

dévetoppement asymptotique autour d'un seul mode w6 pennet donc de

retrouver les résultats de la méthode asymptotique au second ordre' En effet'

nous obtenons la même équation d'amplitude. considérons maintenant les

conditions aux limites d'encastrement des extrémités de la poutre, avec par

exemple wd = wâ = 0 (voir paragraphe 3.7.1). Par la méthode du couplage'

nous avons considéré I'approximation suivante :

t(x) = ar(X)w6(x) + a2(X)frtu(x)

, fr6(x) =

Les conditions d'encasEement des extrémités de la poutre s'écrivent :

En tenant compæ de l'équation (15)b et du fait que wd et wt s'annulent en 0 et

pl, on obtient les conditions aux limites vérifiées par I'amplinrde a1(x) :

[*o(*)'] [*tur(*)' l

1 ;:tl | "' w*r*' = I îï:13 |
l.*ï(^l j l.*'oo (*)J

[u(o)=916;=o
lo*
lu(l)=9ç1;=o
Iox

Cequisetraduit,danslenouveaucadre'parlesysÈmesuivant:

[ur*u+a2w161 
=0

lur*â*ê2w16=o
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aî(0)=aî(L)=0

La solution générale de l'équation (16) est de type :

a1(x) = asin(kx) + b cos(kx)

A partir des conditions aux limites, il est facile de voir que cette solution

s'écrit :
ar(x)  =  bcos(kx)

k=T n=0,L,2, . . . . .
L

I- Io=Ck2

Ainsi I'expression des valeurs propres est :

1,=Io-.C+

Ces résultats sont identiques à ceux du calcul asymptotique à I'ordre 2

(voir chapitre 3), ce qui n'est guère surprenant puisque la base de Ritz est

choisie à partir des modes locaux obtenus par un développement asymptotique

autour du mode local w6.

5.3.5.Calcul avec quatre modes locaux

Dans ce paragraphe, nous considérons une base de Ritz calculée à partir

de quatres modes locaux. Les deux premiers modes sont des modes locaux
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coffespondant au début du paquet, les deux derniers sont les modes locaux

coffespondant à la fin du même paquet Cette base nous peffnet de prendre en

compte I'interaction entre les modes locaux du début du paquet et de la fin du

paquet. On note cette base par fr6,fr16,W',tv tels que :

fru(x) est construit à partir du mode local w6, dont la valeur propre

associée est l.d. frro est construit à partir du problème asymptotique à |'ordre q

($ 4.3.3) du début du paquet, dont la solution est wld

fr1(x) est construit à partr du mode local wt, dont la valeur propre associée est

Ir. frr, est construit à partir du problème asymptotique à I'ordre'q ($ a'3'3) de la

fin du paquet, dont la solution est wlf .

on cherche maintenant la solution du problème (7) sous la forme :

m(x) = ar(X)wo(x) + a2(X)w1u(x) + a3(X)Ûs(x) + aa(X)w1s(x) (17)

La base de projection est choisie de la même manière que précédemment'

Elle est notée donc par (fr;,frio,fri,Wirl.On introduit alors I'expression (17)

dans le problème (7). En tenant compte du fait que les couples

(fra,1,6) et (rfr7r,It), sont des solutions du problème (8), on obtient l'équations

suivante:

I -d l -  [d ^. l .=,  d-=. ,d^

Là* 
- urlwo . 

L* 
a3 - a4Jwr + 

A;azwro 
+ 

6acwff 
=

ar(?, - Id)MWo + a2(1. - l.d)M\'v16 + a3(I - Àr)Mfr" + aa(l' - l'r)Mwff

(18)

On projette l'équation (18) sur

obtient les équations suivantes :

la base de projection (wi,frTu,ti,*it),
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I

(19)a
I -d  I  0  d

L* 
u, - uoJ+ cr'3 

dx 
az* uq 

d* 
uo =

À - Io )az +cr7(À. - 1.1)a3 + q(À - À1)a+

4.2

; r (

+CI

CX,6

l -o 
- l  

[d- I  d d

"rLA&t-àzj*"tol*à3-àq-l*ott&! '*tno*uo 
= 

(19)b

o13(À - 1.6)ar * or+(I - Io )az +a'15(l' - \)a3 + 416(I -7'"1)a+

[a l  -  [d- ^l  d d

"ttlà 
àt- àzl* 

"t*L* 
àt- à+J* otn 

d* 
u' * crzo 

&uo 
= 

(19)c

szr(À - 1,6)ar + a22(L- 1,6)az + 423(I - l ';)aa + a2a(L- l'1)a+

l -d I [d I d d

"rrlùur- 
dz.l*"*LAà3-à+ 

)*oo d*u'*crzs&uo 
= 

(19)d

a2s(L- L6)a1,,+ a3s(I -  1,6)az * ol t( l ' -  À1)at*un(À - 1"1)aa

[o, = (*u,wâ) ", 
= (*,,m|) ", 

= (fr,u,wl) "o 
= (w,,,wi)

lo, = (t*u,wâ) ou = (Mfr,,o,ml) ", 
= (Mfr'r,wl) "r 

= (rvrw,r,wi)

lon = (wo,wîo) o10 = (*,,wil) or = (w,u,mio) drz=(*,r,wï.)

1o,, = (uwo,wîu) o,o = (Mû,o,wir) crrs = (u*r,wiu) o,u = (Mfr11'wil)

for, =(*o,ml) o,, = (w,,w|) o,, = (fr,.,ûT) ", 
= (w,r,wi)

tor, = (Mfr,u,wl) or, = (Mfr,o,wî) or, = (Mfr'r,wî) ", 
= (vtc'rr'wi)

"r]
)ar +

t1 -

Àol

-a l
(

- 1

d
dx
l , -

"rI
as(
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lor, -(wo,wîr) c.z6=(wr,wîr) uz't =(*ro,wir) or, = (w,r,wit)

1*, 
= (uwo,*il) o30 = (**,u,wîr) o3r = (rvrwr,wi,) or, = (vtw,,'wit)
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Nous notons que nous avons utilisér (t,,*i)=0 pour une première

simplification de ces équations.

on remarque ici que les expressions (19)a, (19)b, (19)c et (19)d

permettent de prendre en compte de I'interaction entre les modes locaux du

début et de la fin du paquet. cette interaction est exprimée à I'aide de certains

coefficients de projection C[i. Nous gardons aussi la modulation de ces modes

par l'écriture (17).

Lebutessent ie ldecet tenouvel leanalyseest

propres et d'évaluer les modes propres correspondant

équations .

I'obtention des valeurs

par la résolution de ces

(20)

Nousconsidéronsmaintenant lecaspart icu l ieroù

kr = 100000, kz = 0, I = 1 et L=20.En utilisant les propriétés de symétries des

modes locaux, on obtient alors une forme simplifiée des équations d'amplitude

(1e):

", * 
= crs(I - 1,6)ar + as(À, - },s)a+

*[* - 
"r] 

t ,-n* = *1a(]' - ]u6)az + o6(r - 1'1)a3

", * 
= azz(L- l'6)az + o4(r - l';)ar

*.[* 
-.r]* ozr 

* 
= o2e(l' - ]'6)ar + o2a(]u - À1)a+

118



Vibration et stabilité des longues stucturesllerthtes àform.e réPétitive

En combinant les équations de ce système nous obtenons une équation

différentielle d'ordre 4 vérifiée par I'amplitude at(x), qui est du type :

où gr(1,) et gz(À) sont des fonctions simples de la valeur proPre l" et des

valeurs des Paramèftes 1,4, trs,cli

cette dernière reste à résoudre à partir des conditions aux limites

considérées. Nous monterons dans la suite comment obtenir ces conditions aux

limites.

5.3.6.Discussion des conditions aux limites

La question, qui se pose à ce stade de I'analyse est : comment obtenir les

conditions aux limites vérifiées par les amplirudes ? D'après le système

différentiel (20) et après le calcur numérique des coefficient de projecrion (cri),

nous pouvons écrire :

(22)a

d4 , " '  d2

#ut 
+ sr(I)# at* Ez(À,)at = s

L'équation caractéristique de l'équation différentielle (21) est :

Ra+8r(?t )R2+g2(1,)=Q

(2r)

(22)b

Iur(*) 
= hr(I)aî(x) +h2(I)a'f '(x)

I ur(*) = hs (I)aî(x) + ho(l')a'i(x)

|.uo(*) = hs(r)ar(x) + h6(]')af(x)
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Cette équation admet quatre solutions R1,R2,R3 et R4 :

R? = R3 = gr(1') + r/gt1l') - 4g'(l') - n,

R3 = R3 = sr(I) -
(22)c

2

pour le cas que nous traitons la solution de l'équation différentielle s'écrit

a1(x) - b sin(qrx) + ccos(qrx) + dsin(q2x) + ecos(q2x)

où les constantes b, c, d et e restent à déterminer à partir des conditions aux

limites.

D'après les expressions (22), nous pouvons écrire les autres amplitudes

sous les formes suivantes:

az(x)=bzr(I)sin(q1x) *czr(}")cos(q1x)+d21(l ')sin(q2x)+e21(À')cos(q2x)

a3 (x) = bgr (I) sin(q1x) + ca1 (I) cos(q1x) + d31 (1') sin(q2x) + q1 (À) cos(q2x)

aa (x) = b+r (I) sin(q1x) + car (1,) cos(q1x ) + da1 (l') sin(q2x) + ea1 (I) cos(q2x)

où les bil(1,),c11(I),dil(I) eteil(I) sont des fonctions de I'inconnue À et des

valeurs des Paramètres Lo,l,t

Maintenant, pour prendre en compte les conditions aux limites il suffit

d écrire les équations correspondantes dans cette nouvelle analyse ( méthode du

couplage de la méthode de Ritz et la méthode d'échelle double), comme nous

l'avons fait au paragraphe précédent. 
'Prenons pal exemple le cas où les

exEémités de la poufie sont encastrées :
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puisque,nousavonsconsidérél'approximationsuivante:

t(x) = arto * a2fr16 + a3Ér * 4afr11

avec t(x) =

I lestclairquelatraduct iondescondit ionsauxl imitesdanslanouvel le

analyse, fournit un système de deux équations à quatre inconnues' Nous

concruons donc que ces conditions sont dégénérees. En effet ra solution que

nous pouvons considérer est :

[u(o)=sis;=o
lo*
lu0-)=411;=o
LOx

Cela se faduit en chaque extrémité, dans le nouveau cadre par le sysÈme

suivant:

[*tut(*) I
l* tor(*) [

l*,ort*l I
L*tuo (^)J

[ur*o + a2w1d1 + a3wr +a4w11, = 0

lur*â *â2w163 +a3wi +a4w1s3 = 0

[*u(*)l

1;ltlf "'lw,or*'>=
L*'j(*)J

[* t t t (*)  ]

(x)=];:llf
[*rr+(*U

u(x) I
u"(x) l  - ,  \
u'(x) 

[ '  

w6(x) =

,.u"'(x)J

[*'(*ll
) =.1*i!.]f ", w,,' 

l*î(*) I
Lwi(*)J

fr1(x

r2l
àr= î2- î3=â+ = 0 en chaque extrémité'
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pour rester compatible avec les résultats obtenus par un développement

asymptotique autour d'un seul mode (pil modulation d'un seul mode)' nous

avons choisi imposer les conditions trouvées précédemment sans couplage de

modes (chaPire 3) :

en chaque extémité.Iut 
= O aâ=g

Luâ=oao=g

Ceci impose à I'amplitude a1(x) d'avoir !a forme suivante :

at(x) = csin(Kx)

c est une constante arbitraire

K=4 nent ier
L

(23)

Ainsi, il faut choisir K entre les deux nombres d'ondes possibles 9t et 9z

(voir les expressions (22)c). Ce choix est fait en traçant les foncûons 9r et 9z

pour 1, e [],0,],r] Oe façon à avoir la fonction qui colrespond à la solution (23)'

qui est sinusoidale à cause des conditions aux limites'

Le nombre d'ondes K décrit toujours un ensemble discret de valeurs

propres paramètré par I'entier n. Par rapport aux analyses des chapitres

précédents, c'est l'équation d'amplitude (21) qui a été modifiée' Son équation

caractéristique (22)b Permet de relier la valeur propre 1' du système (6) au

nombre d'entier n - 5L '
1l

t+f + g1(?,xf )z + s2(L) = o

t22
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Chaque valeur de l, conespond à deux valeurs potentielles Qt et q2 dont

nous choisirons que celle qui correspond à la solution (23).(K = j n entier est

une fonction croissante de I'entier n). Ainsi, chaque nomb_re d'ondes n

correspond à deux valeurs propres dans I'intervalle [À0,Àt]'la première

correspond au début du paquet et la seconde à la fin du paquet.

5.3.7.Résultats

Nous confrontons dans ce paragraphe le calcul direct et le calcul par la

méthode du couplage précédente (base de Ritz formée par quatre modes locaux)'

Nous présentons ainsi les résultats obtenus dans le cas où on a:

kr  = 100@0,kI  = 0,1= 1 et  L =20'

1
<  1 . 5
À
tr
ilv

I

ValeurPrope

Figure 1
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On remarque que pour un entier n donné, nous avons deux valeurs du

paramètre 2v (valeur propre du problème initial). La première correspond à un

mode de la première moitié du paquet et la deuxième correspond un mode de sa

deuxième moitié. Cette remarque est déjà considérée par la méthode

asymptotique du chapitre 3 : en effet dans notre analyse asymptotique d'un

paquet complet de valeurs propres (chapitre 4), nous pouvons constater à travers

des formules asymptotiques (les formules (12), (13) du chapiue 4), que pour un

entier n donné nous avons une valeur propre du début du paquet et une valeur

propre de la fin du Paquet.

Le début er la fin du paquet sont à peu près bien approché par la nouvelle

méthode. Par contre elle approche mal le milieu du paquet comme la méthode

asymptotique, ce qui est normal puisque nous n'avons pris en considération que

les modes locaux colrespondant au début et à la fin du paquet.

Le couplage des modes locaux donne néanmoins un résultat qui était

inaccessible par I'analyse des chapitres précédents en modulant un seul mode

local. Dans la courbe de la figure 1, le début et la fin du paquet sont nettement

marqués. De plus les conditions aux limites réduisent le choix du nombre

d'ondes K à un ensemble discret. Il apparaît donc clairement qu'il n'y a qu'un

nombre fini de valeurs propres. Néanmoins' nous ne sommes pas capables

d,évaluer précisément ce nombre car la courbe "valeur propre-nombre d'ondes"

n'est pas obtenue avec précision au milieu du paquet.

5.4. Conclusions

Nous avons mis en Place unenouvelle méthode d'analyse des modes de
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vibration des longues structgres répétitives. Cette méthode couple à la fois une

méthode de Ritz et une analyse à deux échelles. La construction de la base de

Ritz reste liée à la méthode asymptotique développee au chapiue précédent' A

partir des résultats obtenus , nous pouvons dire que:

La prise en compte de I'interaction entre

d'approcher un paquet complet de valeurs propres'

fin.

les modes locaux Permet

notamment au début et à la

Nous établissons clairement qu'il y a un nombre fini de valeurs propres

dans le paquet et nous évaluons le nombre'

La courbe valeur propre - nombre d'ondes de I'enveloppe est correcte en

début et fin du paquet, mais elle reste approximative au milieu du paquet'

Pour améliorer cette méthode, il faut introduire dans la base de Ritz

d'autres modes locaux de période 31, 41, 51,......, ce qui nous amènera à favailler

sur des cellules de base plus importantes'
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CONCLUSION

Dans ce travail nous nous sommes attachés à la mise en place de deux

analyses à deux échelles pour étudier des vibrations propres des longues

structures flexibles à forme répétitive. La première est une application directe de

la technique des échelles multiples, tandis que la seconde méthode couple une

approximation de Ritz avec une analyse à deux échelles' L'échelle locale

engendre des problèmes locaux qui sont résolus en utilisant quelques cellules de

base de Ia structure avec des conditions de périodicité. L'échelle globale

introduit des équations d'amplitudes permettant de rendre compte de la

modulation des modes Propres'

ces méthodes ont êté testées sur deux modèles' Le premier est

représentatif des longues strucgres sans cellule de base' dont on étudie les

instabilités cetlulaires .Le deuxième est représentatif des longues stnrctures

flexibles à forme répétitive, dont on calcule les fréquences et les modes propres

de vibration. Le fait de tenir compte de la forme répétitive de ces structues

pennet d'effectuer des calculs de valeurs propres sur quelques cellules de base'

ce qui nous évite un calcul direct sur toute la structure coûtant cher en temps

CPU et en espace mémoire'

Pour le premier modèle, la première méthode a permis d'évaluer une

dizaine de valeurs propres avec une assez bonne précision et ceci pour une

structures modérément élancée'

Pour le deuxième modèle, la première méthode pennet de faire une

analyse asymptotique dun paquet complet de valeurs propres' donnant de très
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bons résultats au début et à la fin du paquet. Cependant, elle approche mal ]e

milieu du paquet, ce qui n'est pas surprenant. En effet I'analyse asymptotique

s'appuie sur des hypothèses qui ne sont plus valables au milieu du paquet en

modulant un seul mode. Ainsi, elle n'a pu signaler le nombre des valeurs

propres par paquet. Nous avons montré aussi comment associer des conditions

aux rimites aux problèmes globaux en tenant compte d'une solution localisée au

bord par la méthode de Floquet. cependant la deuxième méthode pennet de

détecter la fin d'un paquet en considérant I'interaction des modes locaux par un

couplage de la méthode de Ritz er de la méthode d'échelle double. Elle donne

aussi de bons résultats du début et de la fin d'un paquet'

En pratique, les deux méthodes semblent êre liées, puisque la première

nous fournit la base de Ritz utile pour les développements de la deuxième' ce

lien permet de garder I'aspect modulé des modes du début'et de la fin du paquet'

Pour améliorer ces méthodes, il faudrait un traitement particulier du

milieu du paquet, peut être en revenant sur la ttréorie de Floquet et donc aux

matrices de transfert, ou en cherchant d'autres estimations pour moduler des

modes locaux de périod e 31,41,51,...etc. ceci nous amènerait à travailler sur des

cellules de bases plus importantes'

Par |a suite, nous espérons étendre ces méthodes à deux échelles :

a) à des structures beaucoup plus complexes et plus réalistes (Ueillis 2'D'

treillis 3.D),

b) aux problèmes dynamiques comflets non-linéaires (de résonance et

d'instabilités) et aux problèmes de propagation d'ondes'
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ANNEXES

Annexe A

calcul asymptotique aux ordres supérieurs pour le modèle de

vibration

Dans le foisième nous avons écrit les problèmes asymptotiques jusqu'au

second ordre (ordre rl2) et leurs solutions colrespondantes :

us (x, X) = As (X)we (x)

u1(x, X) = A1(X)wo(x) + A's(X)w1(x)

u2(x, X) = A2(X)wo(x) + Ai(X)w1(x) + Afi(X)w2(x)

ordre 1

ordre q

ordre r12

Nous écrivons maintenant les problèmes asymptotiques du troisième

ordre et du quatrième ordre :

Problème asymptotique du troisième ordre

i e pl et deux fois continument différentiable

/(),0) u3 = -r5},;- 
o:ltr1 

* )r'2u1 - -#tr - 4t#us + l'3us

[[*',(')]] 
= k1u3(i,,,[# ",,u,]],[# ",(u)]]

[*"0( ' ) ] ]  
i=o Nc-r

= k2u3(' ir-r[[# u2(' ;,]]

,[# u1('- ;,]] [* 
ue(' ;']]' 

= 1 N'
[ [ *u3( ' ; , ] ]
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Nous rappelons que : /(Ào) = 
#- 

to

Problème asymptotique du quatrième ordre

ua périodique en x de période pl et deux fois continument différentiable

/(Às) ua =-6u#_:.u2*Lr2 -#"r-4#u1 +À3u1 +l 'aue

[[*'-(')]] 
= kru+(i,,{[# ",(il)]]{[#',,u,]]

[[*",t" ' ] ]  
i=o N.-r

Nous appliquons la condition de solvabilité au problème asymptotique du

troisième ordre, nous obtenons une équation différentielle suivante :

(z(Ào)ug,uo)= 0 <+ cAi+ LzAr =crfuli,- }usAo

avec Ct =

Nous avons établi dans |e chapitre 4 que le paramètre 13 est quasiment

nul. Nous considérons cette remarque pour le calcul du problème globale du

deuxième ordre.
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La solution du problème du troisième ordre s'écrit alors :

u3 (x, X) = A3 (X)ws (x) + Ai (X)w1(x) + Aî(X)wz (x) + A'ritus

où w3(x) est la solution du problème locale suivant :
w3 périodique de période pl et deux fois continument différentiable

d4w"  ^  ,d2  - .  ^d t  d

Ë- 
Iows = -6;7w1 - o#*t - oà*o *C1ws - Cwt

-  [ [  ws( i t ) ] ]  i  = 0..p -  I

Nous appliquons la condition de solvabilité sur le problème asymptotique

du quauième ordre, nous obtenos :

(z{Io)ua,uo)= 0 <+ CAi +}urA2= CrAi'+Cz/iltt I+Ao

6{wî,  wo)+ 4(wi,  wo)+ 4(wï1wo)+ Cr(wr,wo) + C(wz,wo)
avecCr=l+
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Annexe B

Nous présentons ci-dessous le programme formel pour le calcul du

paramètre Àa du cas du quatrième chapitre. Nous donnons aussi le programme

formel du cas où les extrémités de la poutre sont en appui simple.

ffi ###### fi ffi ##tt#tt#di #fi ffi ##tt###tttt tttt#lt##i tt#tt##tt ffi #r## fi ffi f n

# CAS BORDS ENCASTRES RT NOMBRE DE CELLULES EST PAIR

# CALCUL DE LAMDA4

# +ttt #tt tttt # ##### ########### ###### #### # #lttttttf #### # # ####

#############

# AMPLITUDE AO(X) ET SA SERIVEE

##############

aO(x) : =a* sin((n *Pi)/(L*nu)*x) ;

ap0(x): =diff(a0(x),x) ;

v I : =eval(subs(x=0,ap0(x))) ;

v2 : =eval(subs (x=L*nu,ap0(x))) ;

rell:=sin(n*Pi)=O;

tslJ ;=(cos (n* Pi))^2=l ;

ffirryffifitttt##lftttt###

# EQUATION DIFF DE Al(X)

#f tt tttttttttt ###tft ttt #####

eql:=diff(a1(x),x$2)+((n*Pi)/(L*nu))^2*al(x)=(b2lcl)*diff(a0(x)'x$3);

ffi

#SoLUTION Al(X)

f f i f f i

assi gn(simplify(dsolve( { eq 1, a I (0)=fx v l,a I (L*nu)=f * v2 }, al (x)))) ;
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al (0): =eval(subs(x=0,al (x))) ;

al (Lnu) :=eval(subs(x=L*nu,a 1 (x))) ;

al 1 (x):=diff(al (x),x);

al I (0) :=eval(subs(x=0,a1 I (x)));

al I (Lnu) :=eval(subs(x=L*nu,al 1 (x)));

al 3(x):=diff(a1 (x),x$3);

a04(x): =diff(a0(x),x$4) ;

##################

# EQUATION DE SOLVABILITÉ SUR LE SECOND MEMBRE

# DE L'EQUATION SUR A2(X)

## #ltlt#tffi fi tt ###### ##

s I (x):=simplifY(al 3 (x)*aO(x));

tl : =simplify(in(s 1 (x),x=0.'L*nu));

s2(x) : =simplify(b3 * a04(x)-1am4*aO(x)) ;

t2 : =simplify(in(s2(x)* a0(x),x=0 "L* nu)) ;

term2 : = simplify ((b 2* tl +t2) | cl) ;

###################

#ECRITURE A2(0) ET A2(Lnu) avec prise en compte de la solution localisée

#fi##tttfittf##r+#####

a2(0):=f*al1(0);

a2(Lnu):=f*al 1(Lnu);

terml :=simplify(a2(0)*v 1 -a2(Lnu)*v2);

eq 1 : =collect(terml - term2,n) ;

eq2 : =simPlifY(eql, lrel I ] ) ;

eq3:=eq2=0;

l:=solve(eq3,lam4);

lamda4: =collect(l,n) ;
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Résultat
5 ^  - -  ̂ . n4n4  r  ^

L+= { OUZ 
+ clb3)1ry' n= L,'/,.."

avec cl = c, b2=Ct, b3 = C2 pour prendre les notations du chapitre 4

## ffi # ########ffi ffi tf tttftt#tt tttttttt

# CAS BORDS EN APPUI SIMPLE ET NOMBRE DE CELLULES EST

#PAIR

#CALCI.JL DE LAMMDA4

ffi ffi ffif+#ffi ffiftttt#tf ffiftft ttttt fi ttttlt

ffi##fifiitffiffi

# AMPLITUDE A0(x) ET SA SERIVÉE

################

aO(x) : =a* cos((n* Pi)/(L* nu) * x) ;

apO(x) : =diff(a0(x)'x) ;

appO(x) :=diff(aO(x),xS2) ;

v 1 : =eval(subs (x=0,a0(x)));

v2 : =eval(subs(x=L* nu,aO(x))) ;

v 1 1 : =eval(subs (x=0'aPP0(x))) ;

v 22 :-æv al (sub s (x=L* nu, aPPO (x) )) ;

rell:=sin(n*Pi)=0;

ts1l ; = (cos (n *Pi))^ 2=L ;

ffittffi##ffi#ffi#ffi#

# EQUATION DIFF DE Al(x)

ffitttttttttt
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eql:=diff(al(x),x$2)+((n*Pi)/(L*nu))"2*al(x)=(b2lc1)*diff(aQ(x)'x$3);

ffi##ffi##ffi##

#SOLUTION Al(X)

fififi####fi#It#/d#tttftttt

assign(simplify(dsolve({eql,D(al)(O)=f*vll,D(al)(L*nu)=f*v221'a1(x))))

,

al I (x):=diff(al (x),x$2) ;

vl 1 1:=eval(subs(x=0,a1 1(x)));

v222:=eval(subs(x=L* nu,al 1 (x))) ;

al 3(x):=diff(al (x)'x$3) ;

a04(x) : =diff(a0(x)'x$4) ;

ffi tt#ttt# #rffi tfi t ffifittttttt #

# EQUATION DE SOLVABILITE SUR LE SECOND MEMBRE

# DE L'EQUATION SUR A2(X)

ffi###########fi###

s 1 (x) :=simPlifY(a1 3 (x)* a0(x));

tl :=simplify(int(s 1 (x),x=O"L*nu));

s2(x):=simplify(b3 * a04(x)-lam4*aO(x)) ;

t2 : =simplify(int(s2(x) * a0(x),x=0 " L* nu)) ;

term2 : = simplifY (b 2x rl +t2) I cl);

ffit###+#+hffi+t####

#ECRITURE A2(0) ET A2(Lnu) avec prise en compte de la solution localisée

ffi

a2(0):=f*v111;

a2(lnu):=trv222;

terml :=simplify(a2(Lnu)*v2-a2(0)*v I );

eql : =collect(term 1 -term2,n) ;
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eq2 : =simplifY(eq 1, lrel 1 ] ) ;

eq3:=eq2=0;

l:=solve(eg3,lam4);

lambda4 : =collect(l,n) ;

### ## ## ##### ##### ### ffi

# PROGRAMME MAPLE POUR LE CALCUL DE LA MATRICE

FONDAMENTALE

# ET SES VALEURS PROPRES

with(linalg):

###*t####iwtffi#

#

# PROCEDURES DES SIMPLIFICATIONS

#

simp ;= ProcQ

a:= args[ l ] ;

as:= args[2];

for i f rom I to4do

for j from 1 to 4 do

as ti jl : =simPlify(aliil'trig) :

od:

od:
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end:

tttttf tfi ttt#tt ffi ffi rffi ffi fi fi fi # #

simpl :- proc0

a := args[l];

as:= args[2];

for i f roml to4do

for j from 1 to 4 do

as[i j] :=simplify(aliil):

od:

od:

end:

####ttttlttt##-#####

combm :- proc0

a:= args[ l ] ;

as:= argslz];

for i f romlto4do

for j from 1 to 4 do

as [i j] : =combine(aliil,rig) :

od:

od:

end:

ffi

matini:=band([l],4):

mat2:=matrix(4,4):

mat3:=matrix(4,4):

##

LES MATICES RAIDEI.JRS
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tttttttttttfit#ttttttltttttit#tt##ttttttttfitttttttt#tttt#ttlttt#tffitffifi#ttltttttltffin

mk2:=marix(4,4,[ [ 1,0,0,0], [0, 1,0,0], [0,0, 1,0], [-K2,0,0, I ]l) ;

mkl :=matrix(4,4, [ [ 1,0,0,0], [0, 1,0,0], [0,0, 1,0],[-Kl /2,0'0' 1 ]l );

R:=matrix(4,4, [ [ 1,0,0,0], [0, 1,0,0], [0,0,- 1,0], [0,0,0,- I ] I ) ;

A:=matrix(4,4):

D:=matrix(4,4):

Ds:=matrix(4,4):

IDs: =mari x(4,4):

INVD:=matrix(4,4):

INVDs:=matrix(4,4):

As:=matrix(4,4):

Ad:=maEix(4,4):

v (x) : =a 1 1 * cos (m* x)+ a22* sin (m* x)+a3 3 * cosh(m*x)+a44* sinh(m*x) :

v(0) : =eval(subs (x=0,v(x))) :

vpp (0) : =eval(subs (x=0,diff(v(x)'x$2))) :

vp(0) : =eval(subs (x=0,diff(v(x)'x))) :

vppp(0) : =eval(subs(x=O,diff(v(x),x$3))) :

for i f roml to4 do

eql :=(v(0)=matini[f i]):

eq2 : =(vpP(0)=matini [2'i] ) :

eq3 : =(vp(0)=matini [3'i] ) :

eq4 : =(vpPP (O)=matini [4'i] ) :

eqs : = { eq l,q,2,eq3,eq4 } :

y6;= { al 1,a22,a33,a441:

s :=solve(eqs,var):

assign(s):

A[ 1,i] :=subs(x=l 1 ;eval(v(x))) :
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A[2,i] : =subs (x=l l,eval(diff(v(x),x$2))) :

A[3,i] : =subs(x-l l,eval(diff(v(x),x))) :

A[4,i] :=subs(x=l 1,eval(diff(v(x),x$3))):

a I 1 : ='a I l' :a22:=' a22' :a33.=' a33' :a44;='4$' 1

od:

#

#SMPLIFICATION DES TERMES DE A

#

simp(A,As):

## fi #lt#Hl##ttlffi n tffi ##*##*t# ###r## #lt*ffi*ffi *w#

# CALCUL DE LA MATRICE FONDAMENTALE

#tttt #ffi #ttffi #fi tt #lttttttttt tttt#ffi # tt#lft ttt#tft fr fi ltlt tttttft l###ttlt #

D := multiPly(mk1,As,mk2,As,mk1):

ID := multiply(R,D,R):

#

#SIMPLIFICATION DES TERMES DE D ET ID

#

simp(D,Ds):

simpl(Ds,IDs):

lbd:=band([x],4):

poly : =collect(simplify(combine(det(add(IDs,-lbd))'ri g))'x) :

al:=coeff(poly,x,1):

a2:=coeff(poly,x,2):

### ttffi fi fi ##lt#lt#ttffi ffi # ffi fi fi ffi #fi #fi tf #

# CALCIJL DES VALEURS PROPRES DE LA MATRTCE

FONDAMENTALE

### ffi fi ttfi fi fi tttttt# fi #tttttt# tt ### fftt###ffi ft ftftffi fftt+ffi##ffiftftftftftf ff
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eq: =(x^4+b 1 * (x^ 3 +x)+b2* x^2+ I )-0 :

s :=solve(eq,x):

vsol := vector(4):

ussl ;= [s]:

forran(l'b l' =al,b2'=a2],optimized,filename=' coeff ) :

fortran(['sigl' = vsol[1],'sig2' =vsol[2],'sig3' = vsol[3],

'si 
94' = v sol [4] ], optimized,fi lename=' valeurs' ) :

IM


