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Introduction Générale 1

INTRODUCTION GENERALE

L'analyse de la distribution des contraintes et le calcul du facteur d'intensité de
contraintes dans le cas d'une entaille aigué en V ont été largement étudiés avec des différentes
méthodes. Toutefois, moins d'attention ont été prétées au probléme d'une entaille émoussée en
V.

Une tel étude peut prendre une place essentielle dans le domaine de la mécanique de la
rupture. La premiére raison, tient du fait que pour des matériaux du comportement €lasto-
plastique, la pointe de fissure ou d'entaille sera émoussée quand elle est soumise & une
sollicitation 2 cause de la déformation plastique. La deuxie¢me, résulte simplement que tous les
défauts réels des matériaux ne peuvent pas forcément étre considérés comme une fissure ou une
entaille idéale. On rencontre souvent des défauts possédant 1'acuité relativement importante. En
autre, pour des matériaux trés fragiles, la ténacité de la rupture ne peut &tre déterminée qu'a
partir d'une éprouvette possédant une entaille émoussée en raison de la difficult€ de préparer
une préfissure.

Les raisons nous ont incité 2 obtenir le champ de contraintes au voisinage d'un fond
d'entaille émoussée, et ensuite A trouver les relations entre les paramétres géométriques et
mécaniques afin de déterminer une grandeur appelée le facteur d'intensité de contraintes
d'entaille.

Nous avons particuliérement axé notre étude sur le cas d'une entaille émoussée en V qui
est plus complexe que celui d'une entaille aigug. Dans un plan infini, une entaille aigué en V est
déterminée par un paramétre, I'angle d'entaille. Pour décrire une entaille émoussée en V, deux
parametres sont nécessaires, 1'angle d'entaille et I'acuité en fond d'entaille. Ce ci entraine 2 la
fois une complication mathématique et une difficulté dans la définition de la caractéristique du
matériau qui représente la zone d'élaboration du processus de rupture.
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Dans le cas d'une plague infinie, il faut citer deux contributions importantes : La
premiére, dans les années 50 de Williams [1] qui a étudié le champ élastique de contraintes et de
déplacements en fond d'entaille aigu€ en V. L'expression de composants a ét€ déduite a partir
d'une fonction d'Airy. La deuxiéme, en 1958, par Neuber [11] qui a porté ses efforts sur le
calcul de 1a distribution des contraintes en fond d'entaille émoussée. Les formes d'entaille
examinées étaient elliptiques, paraboliques et hyperboliques. |

Dans le cas d'une plaque de dimensions finies, la transformation conforme couplée avec
les équations de 1'élasticité utilisant des variables complexes est une des méthodes les plus
efficaces pour calculer la distribution des contraintes et des déformations. Dans ce domaine,
Bahuaud, Vessiere et Lhermet [19] ont étudié le champ de contraintes dans une plaque
rectangulaire possédant une entaille aigué ou de faible acuité.

Dans notre étude, la méthode de la transformation conforme de Schwartz-Cristoffel a été
améliorée et développée pour déterminer le champ de contraintes au voisinage d'une entaille
avec une acuité importante dans une plaque finie. Nous avons utilisé€ une technique d'itération
pour I'approche de la transformation exacte que nous souhaitons obtenir. Le calcul a €€ aussi
développé pour d'autres pieces telle qu'un joint soudé ou des entailles elliptiques et
paraboliques dans certains cas.

Notre attention a aussi porté sur 1'établissement d'une relation entre le facteur d'intensité
de contraintes d'entaille et I'acuité de l'entaille. La détermination de la ténacité de matériaux
extrémement fragiles comme un alliage de molybdéne a ét€ étudiée, car dans ce cas la
fissuration des éprouvettes sans rupture brutale est pratiquement impossible.

le présent mémoire est divisé en trois parties :

La premiere concerne I'historique et une synthese bibliographique. Nous nous y
rappelons les méthodes diverses pour calculer le champ de contraintes et le facteur d'intensité de
contraintes pour une entaille aigu& ou émoussée.



Introduction Générale 3

La deuxiéme partie concerne le calcul de la distribution des contraintes sur une plaque
possédant une entaille par transformation conforme. Une plaque avec une entaille émoussée en
V a été particulierement étudiée. Ce probléme introduit une complication mathématique
importante. Une modification de la méthode de transformation a été développée afin de
résoudre la difficulté de transformer 1'image du fond d'entaille. Des plaque entaillées avec
différentes angle d'entaille et différentes formes ont été examinées. Pour obtenir la distribution
de contraintes dans toute la plaque, les équations des variables complexes de Kolosov-
Muskhelishvili sont utilisées . Le niveau de contraintes en fonction de la distance du fond
d'entaille et de l'acuité d'entaille peut ainsi étre obtenu en détail.

Nous présenterons dans la troisi®me partie, 1'établissement d'un facteur d'intensit¢ de
contraintes d'entaille pour le cas d'une entaille émoussée. La difficulté rencontrée s'explique en
raison du fait de l'introduction de plus de coefficients que dans le cas d'une fissure ou d'une
entaille aigué. Une proposition est faite pour définir le facteur d'intensité de contraintes
d'entaille qui définit la contrainte en fond d'entaille émoussée ainsi que son gradient. Ensuite,
nous étudierons le facteur d'intensité de contraintes critique qui peut étre considéré comme un
paramétre décrivant la ténacité d'un matériau fragile entaillé.
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PREMIERE PARTIE : ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

1 TION

La détermination de la distribution des contraintes au voisinage treés proche d'un fond
d'entaille et le calcul du facteur d'intensité de contraintes pour différentes formes d'entaille
présentent un récent regain d'intérét en mécanique de la rupture. Des €tudes sur l'entaille en V
depuis les années 50 avaient été développées par différentes méthodes.

Williams a étudié la singularité de contraintes €lastiques en fond d'une entaille en V
aigué dans un plan infini 2 partir de la théorie de I'élasticité classique en utilisant la fonction de
contraintes d'Airy [1]. Le facteur d'intensité de contraintes pour une entaille ainsi obtenu
s'accorde avec la définition du facteur d'intensité de contraintes pour une fissure déduit des
analyses de Westergaard [2] et d'Irwin [3] si I'on considére qu'une fissure est une entaille
d'angle nul. La méthode de Willams a ét¢ développée pour le cas d'un comportement
élastoplastique a écrouissage linéaire {4] et non-linéaire [5], et le comportement de deux
matériaux soudés {6].

Pour I'analyse de la singularité de contraintes en fond d'une entaille aigué, une autre
méthode utilise une intégrale indépendante du contour [7]. Cette intégrale est similaire a celle
déduite des travaux de Rice [8] que l'on utilise pour les problémes de rupture élastoplastique.

Creager et Paris [9] [10] ont donné une méthode pour calculer la distribution des
contraintes en fond d'une fissure émoussée dans un plan infini. La fissure est considérée
comme un trou elliptique dont le demi-axe majeur g est beaucoup plus grand que le demi-axe
mineur b, c'est a dire a >>b. IIs ont calculé le facteur d'intensité de contraintes pour une fissure
émoussée. Neuber [11] a étudié le probléme d'une entaille émoussée et en a déduit des
expressions pour calculer la distribution des contraintes en fond d'entailles elliptiques,
paraboliques ou hyperboliques. Il a pour cela proposé l'introduction d'un rayon fictif. Les
résultats ont été utilisés pour étudier I'amorgage d'une fissure en fond d'entaille.
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Le cas de l'analyse du champ de contraintes en fond d'entaille sur une plaque de
dimensions finies est plus complexe que celui d'une plaque infinie. L'effet de bornes doit alors
étre considéré. Dans ce domaine, les études sont moins nombreuses que celles effectuées sur
une plaque infinie. Les méthodes essentielles développées sont la méthode des €léments finis, la
méthode de la collocation [12], 1a méthode de I'intégrale de contour [13] et la méthode de 1a
transformation conforme [14].

La méthode de l'intégrale de contour a été utilisée d'abord par Rzasnicki [13] pour
étudier le cas d'une entaille en V sur une plaque rectangulaire ; puis cette méthode a été
développée par Barone et Robinson [15]. De bons résultats ont €t€ obtenus avec peu de points
aux bornes. Nikooney et Robinson [16] ont modifi€ la solution précédente et ont déterminé les
contraintes et les déplacements proches du fond d'entaille.

La méthode de la transformation conforme de Schwartz-Cristoffel [17] est un moyen
trés efficace pour résoudre le probléme de l'entaille sur une plaque de dimensions finies en
couplant les fonctions de variables complexes de Muskhelishvili [18]. La distribution des
contraintes et des déplacements est calculée avec une grande précision pour une plaque
rectangulaire possédant une entaille en V aigu€. Lherment et Bahuaud [19] ont développé cette
méthode dans le cas d'une entaille de rayon faible et ont obtenu des résultats satisfaisants.

Le calcul du facteur d'intensité de contraintes pour I'entaille en V aigué a été étudié de
fagon efficace en déterminant I'ordre de singularité en fonction de I'angle d'entaille. Mais pour
une entaille émoussée, 1'évaluation du facteur d'intensité de contraintes devient trés délicate car
le caractere de singularité de contraintes disparait. Hasebe [20-22] a établi une relation entre la
concentration de contraintes et le facteur d'intensité de contraintes. Il a proposé une expression
du facteur d'intensité de contraintes pour une fissure courte dans les cas d'une entaille aigué et
d'une entaille de rayon faible.
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I CHAMP DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE POUR
UNE PLAQUE INFINIE

1.1 SINGUL E D TRAIN 'ENTAILL
. v
1.1.1 Fonction de contraintes de Westergaard [2]

La fonction de contraintes d'Airy %, qui est une fonction biharmonique, est utilisée pour
résoudre les problémes d'élasticité 4 deux dimensions et peut étre représentée par des fonctions
complexes :

% =Re =ZI+yImZI (1.1-1)

ici, Re représente la partie réelle et Im la partie imaginaire.

. - dZ dz; .
ou: Z =d—z- , Z = iz Z=X+1iy

Dans la formule (I.1-1), Z; (z) est la fonction de contraintes de Westergaard [2] et est

souvent utilisée pour une structure fissurée & deux dimensions. L'indice inférieur / dans la
fonction d'Airy et la fonction de Westergaard indique que le probléme est relatif au mode
d'ouverture ou " le mode I " de la déformation en fond de fissure.

Les composantes de contraintes associées sexpriment par les relations suivantes :

Gxx=ReZ -yImZ;
Oyy=ReZ +yImZ (1.1-2)
Cxy=-YReZ,

ol:

d
z=
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Dans le cas d'un plan infinie contenant une fissure définie par les coordonnées de ses
extrémités (-a, 0) et (a, 0) (voir figure [1.1]), la fonction de Westergaard peut €tre représentée
par:

()
Z = (z_ng (1.1-3)

ici, g(z) est une fonction analytique qui dépend de la géométrie du plan et des conditions aux
limites. Dans le cas de 'application d'une contrainte uniforme 0, dans un plan infini, on a
simplement, g(a) = o; a.

En général, on s'intéresse a une petite zone autour du fond de fissure et dans ce cas,
toutes les fonctions de contraintes peuvent étre exprimées en fonction des coordonnées polaires
locales (figure [1.1]), la fonction de Westergaard devient alors :

Z, = fONT | 1.1-4)

avec t=rei®,

ny
Ay 4. q,

Gx

— 2 . g —al

Figure [L1]1: Définition d'une fissure dans un plan infini

Toutefois, quand r — 0 et 8 = 0, pour le mode I, la fonction complexe analytique f{¢)
s'approche d'une valeur constante réelle, K, /( 27:)”2. K; est nommé " le facteur d'intensité de

contraintes en mode I " et est défini par la formule suivante :

Ky =lim Gyy (r,0=0) (2n0)'" (1.1-5)

r—0
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Les contraintes locales représentées en fonction des coordonnées locales polaires
deviennent :

K — !
- I e . 1 . 3 n/ ‘n‘l
O, = - cos (1 - sinz8sinz9) + o, + Z (A, )12
(2xr) n=3

*[{2 + (-1)"+;-n} cos(;—n -1)8- (-12—n -1) cos(;—n - 3)6]

K haid 1
| 0 . 1 .3 12, sn-1
Gyy= — cos (1 +sin_8sin70) + 2 (A7 )r?
(2rr) n=3
*[{2-(-1)"- %n} cos(;—n S8+ (;—n -1) cos(%n -3)91 L16)
o, = K sine cosi0 cos2o - i (A"’z)r%n'1
xy" 172 2 2 2 n )
(2rr) n=3

* [{(-1)“--;-:1} sin(;—n -1)8 - (;—n - 1)sin(-;-n -3)81

Si la zone de contraintes est trés proche du fond de fissure, 1'utilisation des premiers
termes de la série dans I'expression (1.1-6) donne une précision suffisante pour calculer les
composantes de contraintes. Avec cette définition, K, fixe la singularité de contraintes en fond

de fissure.

1.1.2 Méthode de Williams

L'étude de la singularité élastique sur une plaque infinie avec une entaille en V aigué a
été effectuée la premiere fois en 1952 par Williams [1]. L'expression de contraintes au
voisinage du fond d'entaille en a ét€ déduite.

Considérons une zone pres de la
pointe de l'entaille possédant un angle
d'ouverture ¥ =2( & - v) représentée
par la figure [L.2]. Cette zone est définie
par {(r,0)[0< r<oeo,—y<0<y]};
(r , 6) sont les coordonnées polaires d'un
point arbitraire de cette zone mesurées a
Figure [1.2] : Définition de l'entaille partir du fond d'entaille.

enV aigué.
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Par analogie, une fissure peut étre représentée comme une entaille possédant un angle
d'ouverture nul. ( y= 180°0u y = 0) .

Le probléme a été étudié dans le cadre de la théorie de 1'élasticité. Les équations
d'équilibre s'expriment par :

06, 106, O_—Cg

1T
o TT 3 A 0
d.1-7m
1 006, 00, 26, -
T Tor o r =0
Les relations déformation-déplacement s'écrivent :
du,
€“=—g
u, 1 auN
Co= T T T g
a8 (1.1-8)
1 aur aUQ Ug
T30 o T
00 or

ici u, et ug sont respectivement les composantes radiale et angulaire du déplacement.

Quand le comportement du matériaux est €lastique linéaire, les relations contraintes-
déformations d'un systéme plan s'écrivent :

1

€, = B (6,—VGOy)
1

€= T (Gge—VO )

2(1+v)
€o=—F Or

(1.1-9)

ici, E'=E pour le probléme de contraintes planes et E'=E/(1-v2) pour le probleme de
déformations planes ; E est la limite d'élasticité et v le coefficient de Poisson.

En introduisant la fonction de contraintes d'Airy ¥, on peut exprimer les contraintes a
partir des relation suivantes :
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1 dx 1oy
0'1.1.——2 —+-r—a—
r 90 T
a2
y 4
Gm= —2—
or (1.1-10)
2
c.o_19ox  10x
®Tae 208

I'équation de compatibilité s'écrit :

2 : 2

r'la—z(rew)+r'2a—2(e")— (€)= 21 3—(r———) 0
or 09 (L.1-11)

Avec la formule (1.1-10) I'équation de compatibilité (I.1-11) devient une équation
biharmonique :

2 2
4

2 T 2 2
or or r 0o (I. 1- 12)

Nous introduisons la fonction de contraintes d'Airy x sous la forme suivante [23] :

x=1 "2 [Acos(r-2)8 + Bsin(A-1)8sin0 | (L.1-13)

Ici, A et B sont constantes. A est un parametre qui dépend de 1'angle d'entaille .

Cette fonction satisfait 'équation biharmonique (I.1-12). Les constantes A et B peuvent
étre déterminées par les conditions aux limites le long de deux faces de I'entaille qui est un bord
libre :

Ggg=0Crg=0 quand 0=ty

Introduisons la formule (I.1-13) dans les équations (1.1-10) et utilisons les équations
(1.1-8) et (1.1-9). Nous obtenons les équations qui expriment les composants de contraintes o,

, Ogg€t O au voisinage de I'entaille en V pour le mode / :
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*
O, = —;—i— [ cos(A -2)8 cosAy- -);%cos(l -2)Y cosA8 ]
Cl ( 2nr )
K*
= ——l—;[ - cos(A -2)8 cosAY + cos(A - 2)Y cosAf ]
Cy (2mr) (L1-14)
K*
=1 rsin(- A -2)vsi
C= " [ sin(A - 2)8 cosAy ) cos(A - 2)ysinA9 ]
C] ( 2nr )
K* A+ 2LL
u, = I " [ cos(A -2)8 cosAy- —i—lg—vcos(l -2)YcosA0]
2C, G (1-A) (27r) (1.1-15)
'K* A - 4
ug = ! [ sin(%-20 cosAy- xl £ ¥ cos(h - 2 sinko]
2C, G (1-A) (2=r)
ol: C, = cos (A - 2)y - cosAy

Dans les relations (1.1-14) K,* (7) estle facteur d'intensité de contraintes pour l'entaille
enV.

K7 () = lim Gy (¥ 0=0) (27r )’
-0 (1.1-16)

Les valeurs propres de A dépendent 2 'angle d'entaille y et peuvent €tre déduites par les
conditions aux limites sur les deux faces libres de I'entaille :

sin2(A-1)y =% (A-Dsin2y (1.1-17)

Chaque racine de 1'équation (I.1-17) correspond 2 une solution complete de I'équation
(1.1-13) . En particulier, nous nous intéressons & trouver le minimum de la partie réelle de la
valeur propre 4, Min(Re 2). Celle-12 représente le caractére de la singularité de contraintes et de
déplacements en fond d'entaille.

L'évolution de la valeur positive minimale de A est représentée en fonction de I'angle
d'entaille dans la figure [1.3]. On constate que 4 augmente de fagon monotone au fur et a
mesure que l'angle d'entaille (360°-2y) diminue ( voir figure [1.3]).
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0.5
<
.% 2 o4
-3
¥
8 o3
s £
]
E > 0.2 X
g =
£ - 0.1
Se
3
2 00 ¥ 1 a0 a0 )L
90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
Y (degrés)
Figure [1,3] : Relation entre la singularité de contraintes A et l'angle d'entaille.

Récemment, le modele de Williams a été développé dans le cas d'un comportement du
matériau 2 écrouissage linéaire [4]. les équations d'équilibre et les relations déformation-
déplacement sont identiques a (1.1-7), (L. 1-8) et sont aussi linéaires.

Le comportement du matériau est décrit par la théorie de la plasticité :

Eteij =a[(1+v)cij—vokk8ij]+§-(l—oc)(l—Rec;l)sij; pour G, >Re

E.g;

a[(1+Vv)o;-vo,d;l; pour 6, <Re g

ici : Re est la limite 1'élasticité en traction ; E; le module tangent du matériau en traction ; E le
module de Young ; a = E/E; ; 0, est la contrainte effective, elle est définie par :

3 12
Ge = [7 Sl.lsl.l]

(I.1-19)
etS; estle déviateur des contraintes représenté par :
Sij = Oy - 16y 8
ij = Gij - 3 OOy (1.1-20)

Dans une zone autour du fond d'entaille, les contraintes dépassent la limite d'élasticité.
c'est 2 dire que o, devient trés grande et S, q'l << 1. Dans cette zone, le comportement peut

s'exprimer par :
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Eig; =al(l+v)o; -voy,d;] +% (1+a)S;

(I.1-21)

En utilisant la méme forme de la fonction d'Airy, nous pouvons obtenir le champ de
contraintes et de déformations en fond d'entaille [4].

1.2 IB T D'ENTAI
EMOUSSEE
1.2.1 Méthode de Creager

Creager et Paris [9, 10] ont étudié la distribution de contraintes au voisinage d'une
entaille elliptique.

Ils considérent un trou elliptique dans une plaque infinie soumise & une contrainte
globale dans la direction de I'axe de l'ellipse comme le montre la figure [1.4] ; a et b sont
respectivement les longueurs du demi-grand axe et du demi-petit axe, p = b?/a est le rayon de
courbure en fond d'entaille.

On utilise un systtme de coordonnées locales polaires dont l'origine se situe en
(a-p/2, 0), représenté dans la figure [1.4]. Si la condition p/a << 1 est satisfaite, a partir des
équations de Timoshsko [24], la distribution de contraintes au voisinage du point (g, 0) peut
s'exprimer par les formules suivantes [9] [10] :

K, Kq

_ 81 8 cindpl_ P oand3
.= ” cosi[ 1 smismil-)] 722 cosie
(27r) (2xr)
K K
o, = Imcosg 1+singsin%0]+—lm%cos%0
(2nr) (2mr) [1.2-1]
o= Gin® cos? costo— — L £ ginle
Xy 12 2 2 2 1122 2
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Figure [1.4] : Définitions liées a la géométrie d'un trou elliptique
et les conditions aux limites dans la plaque infinie.

Le facteur d'intensité de contraintes pour cette fissure émoussée est alors définie par
I'expression suivante :

Vr 112
KI(P)=—2—Ph_r_I):)ny(r=%,6=0,p)P

'\/; max 1/2

== lin::) o,, (P)P
p= [1.2-2]

1.2.2 Méthode de Neuber {11] [30]

Neuber a apporté une contribution importante a 'étude de la distribution des contraintes
en fond d'entaille émoussée. Les formes d'entaille étudiées sont elliptiques, paraboliques et
hyperboliques. Nous présentons ici le cas d'une entaille parabolique dans un plan infini
soumise 2 une sollicitation symétrique.
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dans ce cas, on défini les plans géométrique des z et des w par les relations suivantes :
Z=W"; X=u‘-v"; y =2uv 1.2-3)

Le long de la parabole u = ug , le plus petit rayon de courbure p se trouve du fond

d'entaille ou v =0 et vaut :
2
p =2y, (1.2-4)
et au méme pointona:
X=x,=tg=p/2 (1.2-5)

Considérons les conditions aux limites sur l'entaille u = uy soumise a une sollicitation

symétrique, les composantes des contraintes s'écrivent [11] :

2
o =20, L )Y ug)u
2 2
(u"+v’)
u3+u 2u+2uv2
GVV=2C1 20 2 2
2(u +v') (1.2-6)
(u"+v")

C, est une constante réelle par analogie avec la mécanique de la rupture. Cette constante

peut &tre remplacée par K;/( 2 \]27:) pour y=0 etu—0.
Dans un plan de symétrie, on a v =0 et donc u =x'?  dob:

O x= 0y =2C ( ul- ug u'3)
-1 2 -3

Oy =0

La distribution des contraintes ainsi obtenue, est montrée dans la figure [1.5]. On
remarque la croissance rapide de la contrainte principale oyy . La seconde contrainte principale
Oy qui en accord avec les conditions aux limites est nulle sur le bord, croit rapidement et
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atteint a la distance p du bord sa valeur maximale de g Omax- Au méme endroit, Gy, €gale a

deux fois plus grand que Gyxx. La contrainte maximale prend la valeur :

ma 1/2

X
o,, =4Cuy=4Y2C//p Cup=Vp2

yy par (1.2-5)) (1.2-8)

Pour prédire l'amorgage de la fissure en fond d'entaille, les caractéristiques

microstructurales du matériau doivent étre prises en compte. Neuber a proposé comme critére
de la rupture, la ténacité K;c. Pour tenir compte de l'effet de la microstructure, il a défini un

rayon fictif p¢ [11] [30] [31] tel que :
pr=p+sp’ (1.2-9)
Ou p; est le rayon fictif; p est le rayon réel de l'entaille; p* est la longueur de la

caractéristique microstructurale du matériau représentée a la figure [1.6] (c'est une constante du
matériau ) ; le facteur s dépend du type de chargement et du comportement du matériau.

ol O max

T

X

Figure [L51 ; Distribution des contraintes pour un profil parabolique
dans le cas de sollicitations symétriques.
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Dans le cas d'un chargement de traction et pour une fissure ayant respectivement un
angle au sommet de 0° et un rayon d'entaille p = 0, on obtient :

pr=2p (1.2-10)
Pour une entaille ayant un rayon p la formule (1.2-9) devient :
pr=p+2p". (1.2-11)

- A la pointe de la fissure x prend la valeur x, = p/2. En introduisant la caractéristique
microstructurale et en considérant les conditions critiques Kj = Ky¢, 6, = Re ( Re est la limite

d'élasticité ), on obtient :

Kic

?'
w0
-

(1.2-12)

Ay

©

\
— 7 >
.._/

p/2

—

pP/2+p»

Figure [L6] : Longueur de la caractéristique microstructurale du matériau p.
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I CHAMP DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE POUR
UNE PLAQUE DE DIMENSIONS FINIES

I1.1 ETH B I NTEGRALE T
ROBI
II.1.1 Cas de l'entaille aigué en V

La méthode des équations intégrales de Barone et Robinson [15, 16] est une méthode
numérique pour calculer la distribution des contraintes dans une région D fermée par un
contour L. Par définition un point est dit régulier sur la frontiere, si la tangente en ce point varie
de fagon continue et un point est dit irrégulier, si sa tangente ne peut pas étre définie. Un fond
dentaille aigué est typiquement un point irrégulier. Les points de transition se situent de chaque
cOté d'un point irrégulier (figure II.1).

by ¢ Point régulier sur la frontieére
® Point irrégulier sur la frontiére

e Point de transition

Figure (11,11 : Définition de la frontiére et des types de points.

a) Equation intégrale pour les points réguliers de la frontiére

Considérons une région (D+L). D signifie la région ouverte et L le contour. Les
paramétres du champ réel sont dénotés par £{Q) pour les tractions; ui(p) pour les déplacements
et oj(p) pour les contraintes. Ici p est un point de (D+L) et Q est un point de la frontiére.
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De plus, considérons un syst¢me de forces auxiliaires associ€s aux forces concentrées
F et F; qui sont imposées respectivement dans les directions x et y. Ce systéme est dérivé des

solutions de Kelvin. Les tractions et les déplacements aux points limites Q, provoqués par la
i *™ force au point P, sont dénotés par :

t,;- (Q): pour les tractions ; ui;. (Q): pour les déplacements ;

Puisque la solution auxiliaire est infinie au point P, une petite région D, qui comprend P

est enlevée de la région D+L.

Si les tractions et les déplacements réels sont développés au point régulier P en séries de
Taylor, on obtient la relation réciproque pour € - 0:

a;; ui(P) + thiJ(Q) W(Q ds(Q = thj(Q) u;{Q) ds(Q LL-1)

ou a. =0, si i#].

En introduisant les forces auxiliaires de Kelvin, Q= F p Opy = F »» Rous obtenons

les déplacements au point P.
b) Equ’ation intégrale aux points irréguliers de la frontiére

Le champ de déplacements et de contraintes au voisinage d'un point irrégulier en
coordonnées polaires est donné par la solution de Williams sous le forme suivante :

0= A@) 1
U= B®) r’
o, =P(®) 1
A-1
Gyo= QO) 1
A-1
Co=RO)r

(I1.1-2)

A(8) = (A-3+4V)[C, cos(A-1)8 + C,sin(A-1)8] + C;cos(A+1)8 + C,sin(A+1)0
B(8) = (A-3+4V)[-C, sin(A-1)8 + C,cos(A-1)8] - C;sin(A+1)0 + C,cos(A+1)6
P(8) = 2pA{(A-1)[C cos(A-1)8 + C,sin(A-1)8] + C;cos(A+1)8 + C, sin(A+1)0}
Q@®) = -2uA{(A+1)[C, cos(A-1)8 + C,sin(A-1)8] + C;cos(A+1)0 + C sin(A+1)0}
R(8) = 2uA{(A-1)[-Csin(A-1)0 - C,cos(A-1)6] - C;sin(A+1)6 + C,cos(A+1)6}
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ici 1 est le module de cisaillement. C, 2 C, sont des constantes qui peuvent étre déterminées

par les conditions aux limites.

Nous savons que la combinaison des solutions de Williams est aussi une solution du
probléme. Donc les expressions suivantes sont des solutions possibles du probléme homogene

u,=2,l(m Um 5 Upm=Ap (G)r)‘m
m
Am
UQ=ZKm uBm M u9m= Bm (9)1‘
m
Grr=ZKm CSrm > Om=Pm © rkm-l
m (11.1-3)
Ap-1
GCgo= ZKm Coom > Coom = Qm (O) 1
m
Ag-1
Cp= sz Oom > Crom =Ry O) 1
m

ici, K, représente les déplacement généralisés; la partie réelle de chaque valeur propre A, est

supérieure ou égale a zéro. Cette solution s'appelle la solution propre de Williams.

Une solution avec la partie réelle de A inférieure & zéro est dénommée solution

impropre. Elle est utilisée comme solution auxiliaire pour déterminer les déplacements
généralisés. Les expressions sont similaires a celles du champ réel :

* * * * * lm
ur=2:Km Um > Um=Ap @)r
m
wo= YK Ve Uen =B, ®F
m
* . * * . l;-l
6.=2KnOm ; 6, =Pm ©Or
m _ (II.1-4)
* . * * . ‘-l
G(i):ZKm Ceom > Geom = Qum (8) -
m
* . * . * . X;-l
6o=2,KnOuen Cn=Rm O
m

»

- - . * . -
ici, A =- A, ; K, est une constante choisie.
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¢) Solution de Barone et Robinson

Dans cette méthode les équations de la solution propre avec des déplacements inconnus
(I1.1-3) sont utilisées pour représenter les déplacements au voisinage du point irrégulier
jusqu'au point de transition. (Figure IL1). Les équations de la solution auxiliaire impropre sont
résolues selon la loi de Betti [16] afin d'obtenir les déplacements généralisés inconnus. Les
technique détaillée du développement de la formulation et du calcul numérique sont donnés dans
les références [16].

I1.1.2 Cas de l'entaille émoussée en V

La méthode est établie A partir de la solution de Barone et Robinson pour I'entaille
aigué. Dans le cas de l'entaille en V émoussée, la surface de I'éprouvette est décomposée en 3
régions ( figure [ 1.2 J et figure [ I1.3]):

i) Une petite zone interne ayant pour limite un cercle centré sur l'intersection des deux
coté droits de l'entaille ;

ii ) Une zone annulaire adjacente a la zone interne ;

iii ) Une grande région comprenant toute la zone extéricure 2 la zone d'annulaire.

La zone interne peut étre traitée numériquement. Pour la zone d'annulaire, une solution
analytique a été développée a partir des solutions de Williams qui sont étendues en incluant les
solutions impropres. La grande région est calculée en utilisant les techniques de Barone et
Robinson comme dans le cas de 'entaille aigué.

Ay
zone interne
———————i -
-] zone d'annulaire ——
B A— Rl EE—
B am— X SEEEAY
- zone extérieure >
-———] —> .
e L
Figure [I1.2] : Définition selon Barone et Robinson [15] des trois régions dans une plaque de

dimensions finies avec une entaillé émoussée
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Figure [I1.1-3] ;. Description du contour de la zone interne d'une plaque entaillée.

Ces méthodes sont détaillées dans les références [15] [16]. Un résultat de ce calcul pour
la géométrie représentée dans la figure [I1.2] est illustré dans la figure [I1.1-4].

b
WX} ) = 15
< 14
- 13
B 7L/10 | 3L/10 L 12
l ~ 11

i
3
4
-
=
)
&)

" [ ¢ 0

0 L5 2L/5 3U5 B
X
Figure [11.4] : Distribution de contraintes O €t o, le long de la ligne A B dans une plaque

entaillée soumise a une traction.
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11.2 ETHODE DE LA TRANSF ATI FORME

La méthode de transformation conforme est une méthode trés utile pour simplifier la
calcul du champ de contraintes et de déplacements sur un objet plan possédant une géométrie
complexe. Nous présentons ici l'utilisation de cette méthode dans le cas d'une plaque de
dimensions finies possédant une entaille aigué ou de rayon faible [19]. Cette méthode sera
développée et détaillée dans 1a deuxiéme partie pour une entaille en V émoussée.

11.2.1 Transformati liguée 3 illé

La méthode consiste A utiliser deux transformations successives.

- La premiére transforme l'intérieur d'une plaque au plan des z en un demi-plan positif
dans le plan des w (le plan des z est le plan complexe, z = x; + ix,, le plan des w est celui ou
W = u; + u, , voir figure [I1.5]). La transformation de Schwartz-Cristoffel est représentée dans

ce cas par la formule suivante :
w -
~Z=m(w)=C'1f IZIl (w-ai)wa+C'2
Y (11.2-1)

OucCjetC '2’ sont deux constantes [24]. Les valeurs des angles extérieurs ¢; de la

plaque sont (voir la figure [II.5]) :

0 = 0p = O3 = 07 = T/2; a4 = 0g =7/2- y/2 ; as=y-%.

- La seconde transforme ce demi-plan positif (dans le plan des w) a l'intérieur d'un
cercle unité (dans le plan des &) par la formule suivante :

1-¢ )
1+¢ (11.2-2)

w=i

L'image de ces deux transformations est portée par la figure [I1.5]. Les points A; sur le
plan des z correspondent aux points a; [27] sur le plan des w et aux points {; sur le plan des &.

En introduisant la formule (I1.2.2) dans la formule (I1.2.1), on obtient la transformation
de l'intérieur de la plaque 2 I'intérieur du cercle unité :
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-0,

C —_—
z=m<t;>=c1f (-2 " d+c,
0 S (I1.2-3)

La formule (II.2.3) est holomorphe dans le cercle unité. On peut la développer en série
de Taylor pour la calculer numériquement.

bod n+1
Z=m({)=C, Y~

n=0 (IL.2-4)

- 00

Plan des § Plan des w plan des z

Figure [IL5] ;. Transformations conformes successives de l'intérieur de la plaque en surface
intérieure du cercle unité en passant par le demi-plan supérieur

Si I'on veut obtenir une transformation conforme sur une plaque possédant une entaille
-os/n
de faible rayon, la formule (I1.2-1) doit étre améliorée. L'expression (w-as) qui

v ' 'ashl: " -0 5/1|:
correspond au point {s est remplacée par I'expression [((w-a's) " +(w-a"s) ]

correspond aux points ¢set L (figure [IL6]). La formule (I1.2-3) devient alors :

qui



Premiere partie : Etude Bibliographique , 26

: = =, .
z=mO)=c | -7 a2y a-d) a3
& 2 3 4
0
[(1'—€.—) +(1-—C:) ](l-i) (l-i) dg+C",
L Ls Cs G
(11.2-5)
od C; et C, sont des nouvelles constantes.
‘X2
- >
€, 0 xi
plan§ planz
Figure [IL6] : Représentation des points {5 et {; correspondant aux points

Aget AS surle plan des z

I1.2.2 Calcul du champ de contraintes en fond d'entaille

Le champ de contraintes sur la plaque entiére est obtenu grice 2 la fonction complexe de

Kolosov-Muskhelishvili [25] [26]. A partir de la théorie élastique, les composantes des
contraintes 0, Gy, €t O}, sur le plan des z peuvent s'exprimer par les formules suivantes :

022=lS+21‘—(T+T)
2 (I1.2-6)
0,,= i—i(T-T)
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T est la fonction conjuguée de T.
Les quantités S et T sont définies de 1a fagon suivante :

S=®(2)+®(2)=®(L)+ (L)

(D) 7
m(¢) (I1.2-7)

T=Z®'(z2)+¥(@2)=

z etz sont les imaginaires conjugués des z et .
d(L) et (L) sont deux fonctions complexes potentielles, qui s'expriment par :

ict'm ia"cn
m(C)<I>(C)—Z{ EL 3 Y, 52+ Y AL

tam- C p=1 n=p n=0
Za tAm

(I11.2-8)

m'©) ¥(Q) = - m' ) &()- m(z)d>(c)+ (E)dx—)

4 C C ¢ (11.2-9)
m'(é) m (1)o@
YQO=—-—="——-0 {‘D(C)+¢(C)} :
@ m'©) (I1.2-10)
m'({) est la dérivée de m(g).

m' 0, m () sont des fonction conjuguées de m'(¢) et m({).

Fp, indique les charges concentrées sur les points du contour de la plaque.
t=eiP estsitué sur le contour du cercle unité au plan des &,
En introduisant la formule (II.2-8) dans l'expression (II.2-10) et en utilisant

l'algorithme de Gauss, nous pouvons calculer précisément la distribution de contraintes sur la
plaque entiére [14).



Premieére partie : Etude Bibliographique v 28

III ETUDE DU FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES

Les facteur d'intensité de contraintes caractérisent la singularité du champ de contraintes
et de déplacements.

Dans le cas d'une fissure infiniment aigué, I'ordre de singularité est égale a -0,5. Les
facteurs d'intensité de contraintes ont été étudiés particulierement pour toutes sortes de
géométries différentes. La formule essentielle établie pour une plaque infinie soumise au mode I
de rupture a été donnée au chapitre I.1-1. Elle est écrite de nouveau ici :

Ky =lim 6y (r,8=0) 210"

—0

Dans le cas d'une fissure émoussée, si le rayon en fond de fissure est trés petit par
rapport 2 la longueur de fissure, I'ordre de singularité est le méme que celui d'une fissure aigué.
Le facteur d'intensité de contraintes en mode I est alors représenté comme dans le chapitre 1.2-1
par la relation :

T .. ax 1
Ki=--lim o}y (0) p?
p—0

Dans le cas d'une entaille aigu€, l'ordre de singularité est fonction de l'angle de
l'entaille. Le facteur d'intensité de contraintes a déja ét€ donné 2 partir du modele de Williams
pour une plaque infinie et en mode L. On donne I'expression suivante :

KI(‘V)=1im°'99(W,9=O)‘\/Era

r—0

Dans ce chapitre, d'abord une méthode de l'intégrale de contour similaire 2 1'intégrale de
Rice sera présentée pour l'analyse d'une entaille aigué dans un plan infini. Ensuite une autre
méthode, particuliére pour le cas d'une plaque entaillée de dimensions finies sera présentée.

Dans le cas d'une entaille émoussée, beaucoup moins d'études ont été réalisées car le
problme de l'expression du champ de contraintes devient plus complexe. La singularité de
contraintes et de déplacements disparait 2 mesure que le rayon en fond d'entaille augmente.
Deux variables, I'angle d'entaille et I'acuité en fond d'entaille, sont les parametres gouvernant la
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distribution de contraintes. Le modeéle de Hasebe [22] présenté ici donne la relation entre la
concentration de contraintes et le facteur d'intensité de contraintes pour une entaille émoussée.

A la fin de ce chapitre, nous discuterons des criteres de ténacité dans le cas d'une entaille
aigué et surtout dans le cas d'une entaille émoussée.

II1.1 MET TILI 2 INDE DA
CONTOUR

L'intégrale J de Rice [8] a été utilisée en mécanique de la rupture pour un comportement
élastique ou élastoplastique. L'extension de cette méthode en utilisant un champ auxiliaire de
contraintes et déplacements au cas d'une entaille émoussée a permis d'établir une autre intégrale
indépendant du contour pour une entaille [7]. Cette intégrale peut &tre utilisée pour déterminer
les coefficients caractéristiques de la singularité de contraintes d'une entaille en V et pour un
probléme de chargement statique ou dynamique.

Considérons le contour fermé C au voisinage d'une entaille en V comme montré dans la
figure [IIL1]. L'intégrale I peut étre défini de la maniére suivante :

1=f G, 0; - Giiu; )n. dl
c( SR Uu‘)-' (II1.1-1)

Ici, C est le contour fermé (C =T +G* + G +T*, voir la figure [IIL.1] ) ; Gj; et &;
sont les champs auxiliaires de déplacements et contraintes ; n; est le vecteur normal a C.

Figure (1L 11 : Contour fermé au voisinage d'une entaille en V.
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Si les champs auxiliaires sont imposés de fagon a satisfaire les conditions suivantes :

Gij= llﬁijum+ ul(uij+ uji) (III.I'Z)

”~

Ciji=

Ou A et ug sont les constantes de Lamé, 1'application de la théorie dé Gauss pour

l'intégrale (II1.1-1) conduit & 'équation :

G0, - Oij 'n-dl=f u; u; ds
fc( Ui o A= J P ity (IL.1-3)

O X est la surface entourée par le contour fermé C , p est la densité volumique et ij; est

le vecteur d'accélération.
Sur les bords libres, les conditions aux limites sont :
Cgg (1,0) =6gg (1,2Y) =0

(I11.1-4)
O're(l',O)=0'r9(l',2'Y) =0

Sur les parties droites du contour G* et G, Gij n; et Gj; n; sont €gaux & z€ro ( voir
figure [II1.1] ). On peut réécrire 1'équation (I11.1-3) afin de définir une intégrale indépendant du
contour [7] :

A=I_('Tiai"'fi“i)d1=f (Tyu;-Tiu;) dl ‘fpiiiaids
r r I

¥
=f (G,u,+cr9ue-3'ru',-8'reue)rdG
0 (1I1.1-5)

En utilisant les résultats de la fonction d'Airy représentés dans le paragraphe [II1.2],
l'intégrale A se met sous la forme suivante :

B
A= 2Y)
2, (I11.1-6)

ici, B est une constante. La fonction angulaire ¢(2y) est présentée dans la figure [II1.2] pour
différentes valeurs de coefficient de Poisson v.
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80

(i 200 220 240 260 280 300 320 340 360
2y (deg) |
Figure [[1.2] ; Evaluation de la fonction §(y) pour différentes valeurs
du coefficient de Poisson 0.

Les facteurs d'intensité de contraintes d'entaille s'expriment suivant :

K= lim [ 2nr)"* 6,40 (1,0) ]

—0

(ITL1-7)
Kp=lim [ 2rr)' 0,4 (1,0) ]

r—0

La relation entre l'intégrale A et les facteurs d'intensité de contraintes K , K;; s'écrit :

A=d, K; +d,K; (111.1-8)
ol dl=__2(_li_)_(211:)1/2(:1
3,
(111.1-9)
d2 = __2_(_1;\’_2 (21I:)l/2C2
Ky

C1 et C2 sont constantes.

En utilisant la fonction d'Airy des champs auxiliaires, nous obtenons les solutions pour
les contraintes et déplacements auxiliaires qui contiennent les constantes C, et C, :
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~ an 1 . 0,7 . 30 1 0,7 30
o,=r [cy(+sinz+—sin=)+c,(5cosx+—cos=)]
m 114 2 12 2 24 2 4 2

~ an 1 .9, 1 . 30 1 o 1 30
Cp=r [Ci(-=sing+—sin=-)+cy(--cos5+—cos=-)]
® 4 2 2 2 4 2 4 2

- ; 1
o,e=r3/2[c1(%cosg——cos?’—;-)+c2(-211-sing+2sin376)]
4 4 (IIL.1-10)
~ 1 .an 1 .0, 17 .30 1 ] 7 36
u,—mr {cl[-fsm—2-+3—(-§+4v)sm7]+c2[-§cos§+(-2-+4v)c057]}

1 30

2

~ _ 1 .an 6 1,5 360 1.0, .5 .
ue—Tr {cl[-—cos§-§{2-—4v)cosi-]+c2[§sm7+(5—4v)smi]}

A.Carpinteri [28] a établi le calcul du facteur d'intensité de contraintes sur une plaque de
dimensions finies possédant une entaille en V. L'expression de la singularit€¢ du champ de
contraintes est associée 2 la sollicitation extérieure et & la longueur caractéristique représentée
par la longueur de l'entaille et la largeur de la plaque.

Pour une plaque entaillée de dimensions finies représentée dans la figure [II1.3]. il est
possible d'écrire I'équation suivante :

Ky (W) = 05 W" Fol ) (Im.2-1)

ici, o, est la contrainte globale, W est la largeur de la plaque, Fo(a/W) est une fonction
de forme qui dépend de la géométrie de la structure et du rapport (a /W).

Si on fait I'hypothese que le matériau et la géométrie de la structure restent identiques,
en utilisant le principe de similitude de la théorie de Buchigham, quand ¥ — z, alors A — 0,

on obtient la relation :

Fo( % )= TT'(I;,W—) (I11.2-2)
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Figure [1IL3] : Géométrie de la plaque de dimensions finies et chargement appliqué

Une autre forme de I'expression [28] est proposée par Carpinteri pour une éprouvette de
flexion trois points dont la géométrie est montrée dans la figure [II1.4]. Cette relation s'écrit :

PL a
Fs(o ’
2 [} (w \V)

W (I11.2-3)

Ki(y)=

Avec P la charge concentrée, L la longueur de I'éprouvette, ¢ 1'épaisseur. y est I'angle
de l'entaille , A est un exposant qui dépend de .

On montre expérimentalement que la fonction Fg est pratiquement indépendante de la
longueur relative de la fissure a/W. Fg peut donc s'exprimer par une relation suivante :

Fo (37 ¥)=c W) g(yy) (I11.2-4)

ici, Fg est un produit de deux fonction c(y) et g(a/W) de variables séparées y et a/W .

On considere deux conditions particuliéres : y =0° et y = 180°.
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P
A
w
/\ ] .
” '
-
Figure [IIL4] : Eprouvette de flexion trois points .

- Le premier cas correspondant 2 une fissure aigué et on retrouve la solution classique de
1a mécanique linéaire de la rupture :

PL
Kily= 0)= KI=TF0(—\;—)
tW (I11.2-5a)
avec
a 2 05 a 32 g 52 2 12 L
Fde) =29Gy) -4.6() +218G) -37.6(x) +38.7Ge
o(w) (w) (w) W (w) (w) (IIL.2-5b)
- Le deuxiéme cas correspondant A une plaque non-entaillée, on a alors la relation
suivante :
PL
Ky (¥ = 1809 = 0, = —5 g6
tW (I11.2-6a)
avec Ls
a .
L 2y
(1- %

(I11.2-6b)
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La fonction C(y) dans I'équation (II1.2-4) présente deux valeurs extrémes: C(0) = %— et

C(m) = 1. C'est une fonction non-linéaire dont une approximation est proposée sous la forme
suivante:

C(n)s%[1+(%)3] (ITL.2-7)

ici B est un exposant a priori inconnu.
Une formulation plus précise s'écrit par combinaison de Fo(wa—) et g(%) :

D 1 S 2 YBro(d a
Ky (w)= W @ {Fo(w)+ (n) le(y)-Fo () 1} (II1.2-8)

La figure [IIL.5] présente une famille de courbes représentant la variation du facteur
d'intensité de contraintes critique K;-(y) en fonction de I'angle d'entaille pour différentes
valeurs de B. Le calcul se fait par I'introduction des valeurs expérimentales de la charge critique
Pc(y). 11 faut remarquer que les dimensions ( unités ) de K; (y) varient avec I'angle d'entaille.

% 140C
:.':l

S 1200
g

g ? 1000
£ «o

8 ~ 800
o £

@

Q
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S N 400
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a

S

o

Angle en degrés

Figure (IIL5) : Facteur d'intensité de contraintes a critique en fonction de
l'angle d'enuaille.
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I11.3 METHODE .EH.MM_M_
D'INTENSITE DE N E EM EE

Hasebe [20] a étudié 1'influence de !'acuité en fond d'entaille pour un plan infini. Les
propriétés du matériau sont celles de 1'élasticité linéaire.

L'entaille en V étudiée est décrite dans la figure [II1.6]. L'état de contraintes est
symétrique par rapport A I'axe x. Deux paramétres importants, I'angle 27y et le rayon p ,

caractérisent la forme géométrique de l'entaille.

p=0

Figure [IIL6) : Entaille en V aigué et émoussée

Trois cas de conditions aux limites, deux faces libres, deux faces fixes, une face libre et
une face fixe sont étudiés par Hasebe. Ici, nous ne présenterons que le premier cas.

IIL.3.1

A partir de la solution des fonctions de Williams, les composantes de contraintes au
voisinage de I'entaille aigué s'expriment en fonction des coordonnées polaires [20] par :

==, (m #1Dr™{B; (m;-2) cos(m;®) + D; (m;+2)cos(m;+2)6 }
Ogo= 2 (mf"l)(mj*’z)l'mj {Bj COS(mj 0) + Dj cos(mj+2)9 } (IIL.3-1)
Ce= 2 (mj+1)1-m; {B; m;sin(m;6) + D; (m;+2) sin(mj+2)6 }

B; cos(m;y) + Djcos(m;+2)y=0 (II1.3-2)
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Les coefficients B; et D; sont déterminés par la condition de chargement ; m;(j=1,23..)

et sont les racines de 1'équation (I.1-13) décrite dans le paragraphe (1.1-2) :

(m+1) sin2y +sin { 2(m+1)y} =0

(I1.3-3)
m=A-1

Les valeurs de m; dépendent seulement de 2y. Le tableau IIL.1 contient les valeurs des

premiéres et deuxiémes racines de I'équation (II1.3-3). La premiére racine m; posséde une
valeur comprise entre 0 et - 0,5. Pour chaque angle 2y > 180°, les premiers termes de la formule

(II1.3-1) sont prédominants par rapport aux seconds lorsque r est petit et sont donc les seuls
significatifs. Si on calcule 04 sur I'axe de symétrie 6 = 0, l'expression donnée d'apres la

formule (IT1.3-1) devient :

Ggp=2, (m;+1)(m+2)r™ (B+D)
_ m my m;
=fgr /Y2 +fgr +fpr *+... (1L3-4)
Ici, le coefficient fy du premier terme est nommé " le facteur intensité d'entaille ". La

constante V2 est ajouté pour assurer la correspondance avec le facteur d'intensité de contraintes
si2y= 360°

Tableau I11.1 : Valeurs de mj et my en fonction de l'angle d'entaille

210° - 0.24803 1.10629 * i 0.09610
220° - 0.30284 1.00565 + i 0.19838
230° - 0.34773 0.91527 + i 0.23695
240° - 0.38427 0.83355 + i 0.25225
250° -0.41372 0.75925 + i 0.25400
260° - 0.43716 0.69141 * i 0.24634
270° - 0.45552 0.62926 + i 0.23125
280° : - 0.46960 0.57214 + i 0.20945
290° - 0.48015 0.51955 + i 0.18048
300° - 0.48778 047103 + i 0.14185
310° - 0.49307 0.42623 + i 0.08316
320° - 0.49651 0.46701
330° - 0.49855 0.20296
340° ' - 0.49957 0.12541

. 350° - 0.49995 0.05884
360° - 0.50000 0.00000
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En utilisant la formule (II1.3-4), nous pouvons exprimer Ggg(@ = 0) preés du fond
d'entaille a partir du coefficient fy :

oo (1,0=0)=for/ V2 (I1L3-5)

Quand 2y= 360° (cas d'une fissure ), Ggg peut &tre généralement exprimée suivant [20] :

Cop M=K/ VZrr +f; +f39r+... (IIL3-6)

ou K; est défini comme le facteur d'intensité de contraintes.

Avec l'expression (II1.3-4) on trouve que le facteur d'intensité d'entaille fy correspond
au facteur d'intensité de contraintes K; quand 2y = 360° ( cas de la fissure ).

I11.3.2

D'aprés Hasebe [20] la valeur de la concentration de contraintes en fond d'entaille peut
s'exprimer en fonction du rayon en fond d'entaille p. Si on considere la contrainte maximale

tangentielle o, en fond d'entaille, son expression est donnée par :

max m m

1 m, 3
Cgg =hep +hgyp +hesp +... (1.3-7)

Comme 0 = m; 2 - 0.5, la valeur du premier terme est prépondérante par rapport a celle
des autres termes pour un rayon p faible. O'Z':x peut donc étre exprimée approximativement par
le premier terme et hg est un des facteurs représentant la concentration de contraintes. D'apres

[12], la série (II1.3-7) converge rapidement et o_r:gx est obtenue avec une précision suffisante

en utilisant les deux ou trois premiers termes de la série.

Le rapport du facteur d'intensité d'entaille f, avec le coefficient de concentration de
contraintes hy est dénommé Cy:



Premiére partie : Etude Bibliographique 39

Ce = fe / he (HI3'8)

C, ne dépend que de l'angle d'entaille. Le tableau III.2 donne les valeur de Cy pour
des différents valeur de 'angle 27.

Tableau I11.2 : Les valeurs de Cgen fonction de l'angle d'entaille

. . max . a .
Si I'expression de G, est connue en fonction du rayon p, fg peut €tre obtenu a partir

de la formule suivante :
. max -m,
p-0 (II1.3-9)
Si une entaille émoussée dégénére en fissure (2y= 360°), pour r =0, comme dans le

cas d'une entaille en V ou elliptique, la relation entre le facteur d'intensité de contraintes et la
contrainte maximale en fond d'entaille s'exprime par une relation bien connue [9, 22]:

max
p—0 (111.3-10)

Considérons que hg est connue dans la série (II1.3-7), on en déduit une relation
milaire -

KI= ﬁm%ﬁfe (2‘Y=360°)
p—0 (IIL3-11)
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Egalement, les expressions (II1.3-9) et (II1.3-10) sont identiques quand 1'angle

d'entaille 2y est égal a 360°. Le coefficient " %" dans la formule (II1.3-9) correspond a la valeur

Co=0,5 et K; ='\[;f9.

IIL3.4 Relation entre le critére d'amorcage de rupture i partir d'une fissure et
l ¢ A I- !' | .!l

On a montré qu'une fissure peut étre considérée comme une entaille particulieére avec un
angle 2y = 360° Il semble donc raisonnable de chercher I'expression du critére d'amorgage de

rupture 3 partie d'une entaille A partir de celui d'une fissure gouverné par la mécanique de la
rupture.

On considére une fissure courte issue d'une entaille dans un plan infini. La figure [II1.7]
montre deux cas, celui d'une entaille aigué et celui d'une entaille émoussée.

Ay AY
2y
2y \‘
— ¢ C
p=0 X p=0 / g
[
—> ¢ —>| ¢ le—
Figure [TIIL7): Fissure courte c issue d'une entaille aigué et d'une entaille émoussée

On défini un facteur d'intensité de contraintes K (c¢) par l'expression suivante:

K;(c) = Aoyy(c) Ymc UL3-12)

‘O c est la longueur de la fissure courte et A dépend de la longueur de la fissure.
Opg(c) est la contrainte que I'on avait au point ¢’ en I'absence de fissure.

Si la valeur de c est petite, Ggg (c) peut &tre représentée par le premier terme de la
formule (I11.3-4) dans le cas d'une entaille aigué:
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099 (C) = fe le/ ﬁ (HI.3-13)

En introduisant la formule (I11.3-13) dans la formule (II1.3-12), on obtient:

Pour la fissure émoussée, la valeur de A dépend uniquement de I'angle d'entaille et la
relation A-2y est donnée dans la figure [II1.8].

A
14 -
1.2 -
1.1215
1.0 M 1 M ' 1 M 1 M 1
360° 320° 280° 240° 200° 2y

Figure [IT1.8] : Relation entre la constante A et l'angle d'entaille 2.

On trouve que le facteur d'intensité de contraintes pour cette fissure courte K (¢) est
exprimé par le facteur d'intensité d'entaille fy dans le cas d'une entaille aigué et lorsque fp est
connu, le facteur d'intensité de contraintes pour une fissure courte peut étre calculé. Le calcul
peut aussi étre réalisé inversement.

Dans le cas d'une entaille émoussée, si le rayon p est petit , la relation (II1.3-10) peut
étre utilisée. L'expression (II1.3-14) devient dans ce cas:

_ max _-m, m,r
Ki(©=ACq0p p " 'c 'VWC/V2Z (IL3-15)

En conclusion, le modeéle de Hasebe a établi les relation suivantes :

- la distribution des contraintes au voisinage d'une entaille aigu€ ;

- la distribution des contraintes au voisinage d'une entaille émoussée ;

- 1a relation entre le facteur d'intensité d'entaille et le coefficient de concentration de
contraintes. |

- I'expression du facteur d'intensité de contraintes pour une fissure courte issue d'une
entaille aigué ou d'une entaille émoussée.
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II1.4 CRITER £ D'UNE E

Le critere de stabilité d'une entaille en V sous sollicitation a été proposé par Knésl [29].
Les conditions de stabilité de I'entaille sont associées au champ de contraintes et 2 la résistance
la rupture du matériau.

On considere les hypothéses suivantes:

- Le comportement du matériau est élastique, linéaire et homogene.

- Le probléme est bidimensionel en mode I de rupture.

Dans le cas de la mécanique de la rupture fragile, le parametre de résistance 2 la rupture
du matériau est la ténacité Kjc.

Dans le cadre de 1a mécanique linéaire de la rupture , le critére de stabilité s'écrit:
K < Kqc (IIL4-1)

ici, K; est le facteur d'intensité de contraintes du mode I .

1 by

(r,0)

J

Eigure [TI1.91 ; Une entaille en V soumise a une sollicitation symétrique
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Dans le cas d'une entaille en V, V'ordre de singularité varie avec 'angle d'entaille comme
montré au chapitre I. Avec la méthode de Williams, le champ de contraintes peut s'exprimer par
'une des composantes des contraintes en coordonnées polaires et au voisinage de la pointe de
I'entaille [29] :

6. =— r*[(2-1-1")cosA0-q(2- 3+ 2 )cos(2-1)8]

i V2r

H; ., 2 2

Cgo= r [(2-3h+2 )cosA8+q(2-3A+A )cos(2-A)8]
2n [111.4-2]
H o . . : 2

Co= r [A(1-X)cosh0+q(2-31+A )sin(2-2)8]

2x

ici, A et g sont des parametres variant avec I'angle y comme montré dans le tableau
I11.3. Quand y = 0, les équations [II1.4-2] décrivent le champ de contraintes dans le cas d'une
fissure, dans ce cas A = 0,5 et Hy =K.

Tableau II1.3 : Valeurs de A et q en fonction de l'angle d'entaille

10 0.500 0.343
20 0.497 0.373
30 0.488 0423
40 0.470 ' 0.497
50 0.437 0.595
60 0.384 0.714
70 0.303 0.841

80 0.181 0.951

Le critere de stabilité peut étre associé 3 une contrainte moyenne calculée comme la
_moyenne des contraintes Ggg (6 =0 ) sur une distance significative & partir de la pointe

d'entaille. De plus, ce critére n'est valable que dans le cas ol la contraintes moyenne est
inférieure 2 la contrainte critique. On écrit ce critére & 'aide de la relation suivante:
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d
6:%0’. Gop (6 = 0) dr (IIL4-3)

Ou ¢ représente la contraintes moyenne, G, la contrainte critique et d la distance

caractéristique.
Pour exprimer la quantité de G , on utilise la condition d'instabilit¢ ¢ = C_ , pour une
fissure on obtient :

_ 2KIC

v2nd (I1L.4-4)

Avec une méthode similaire pour 1'entaille en V avec un angle y,on a :

G = H;c (2-2)(1+q)
c™ *
v2n d (I11.4-5)

ici, Hy est un facteur d'intensité de contrainte critique d'entaille.

En comparant les équation (I11.4-4) et (IIL.4-5),on a :

Hy =h ) Ky (I1L4-6)

avece

A-0.5

2d
(2-2)(1+q)

h(y) =

Finalement, nous obtenons le critere de stabilité de I'entaille par I'expression suivante:
H; (v) <Hyc (Kic, W) =h (y) Ky (IL.4-7)

Comme le mécanisme de la rupture d'une fissure est associé avec la ténacité K, Hy

peut étre considéré comme la " ténacité déterminée A partir d'une entaille ".

Du po{nt de. ;ﬁe ﬁrlﬁi;l;éscopique, or; ;:onsidére qu; la rupture se produit par clivage qui
s'élabore sur une distance caractéristique d égale de 2 a 5 fois la taille du grain du matériau.
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Le critere représenté par la relation (IIL.4-7) crée le lien la ténacité mesurée 2 partir d'une
fissure et celle mesurée 2 partir d'une d'entaille.

CONCLUSION

Dans cette partie nous avons résumé les études que nous avons réalisées et concernant le
calcul du champ de contraintes en fond d'entaille pour une plaque infinie ou une plaque de
dimensions finies. Ainsi que la détermination du facteur d'intensité de contraintes. Le probléme
de l'entaille émoussée a été moins étudié que celui de l'entaille aigué en raison de sa
complication.

Pour le probléme de I'entaille émoussée, des travaux ont été réalisés par Neuber and
Hasebe dans le cas d'une plaque infinie. L'intégrale de contour de Robinson est un moyen de
calculer le champ de contraintes dans le cas d'une plaque de dimensions définies. la
comparaison de leurs résultats avec notre méthode sera faite dans la deuxi®éme partie.

La transformation conforme couplée avec les équations de 1'élasticité est une méthode
trés efficace pour 1'étude d'une plaque entaillé de dimensions finies. A partir des résultats
Bahuaud et autres [14] ont obtenus pour une entaille aigué ou de faible acuité, nous
développerons une méthode pour calculer le champ de contraintes d'une plaque possédant une
entaille une acuité relativement importante.
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DEUXIEME PARTIE : UTILISATION DE LA METHODE DE
LA TRANSFORMATION CONFORME

T TION

La deuxieéme partie concerne le calcul de la distribution des contraintes sur une plaque
possédant une entaille. La méthode que nous utilisons est celle de la transformation
conforme. Gréice au développement de I'informatique, cette méthode présente des avantages
pour simplifier le calcul tout en conservant une grande précision.

La base des théorémes concernant la transformation conforme est décrite au annexe. La
concept de variable complexe est suffisamment connu pour ne pas étre abordé ici. Nous
présentons directement dans cet annexe le théoréme de Schwartz-Cristoffel et les techniques
de transformation des géométries. C'est ainsi que pour transformer un polygone en un cercle
unité, plusieurs techniques de calcul numérique seront employées.

Au chapitre IV, d'abord nous présenterons l'utilisation de la transformation conforme
sur une plaque avec une entaille aigu€ en V. Avec la méthode de Schwartz-Cristoffel, la
transformation de I'image de cette plaque est effectuée exactement sur toutes les parties .

Nous considérerons ensuite la transformation d'une plaque avec une entaille émoussée
en un arc de cercle. Ce chargement introduit une complication mathématique considérable.
Une modification de la méthode de Schwatz-Cristoffel a été développée afin de résoudre la
difficulté de transformer l'image du fond d'entaille. Une technique d'itération est nécessaire
pour l'approche de la transformation exacte que nous souhaitons obtenir surtout lorsque le
rayon du fond d'entaille devient relativement grand.

Deux types de plaque, 1'une avec une entaille centrale et 'autre avec une entaille latérale
sont étudiés par cette transformation. Le rayon du fond d'entaille est choisi variable de 0 2
quelques millimetres.

Le but de la transformation conforme étant de calculer le champ de contraintes
élastique, au chapitre V les équations des variables complexes de Kolosov-Muskhelishvili

.- seront utilisées pour obtenir la distribution des contraintes dans toute la plaque. Le niveau de

contraintes en fonction de la distance au fond d'entaille et de l'acuité d'entaille est analysé
dans le but d'étudier le facteur d'intensité de contraintes et le mécanisme de rupture des
matériaux fragiles. ‘
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IV. TRANSFORMATION CONFORME SUR UNE PLAQUE
POSSEDANT UNE ENTAILLE AIGUE OU EMOUSSEE

»

Iv.1 F E P D
AILLE A 2

Considérons une plaque rectangulaire contenant une entaille en V aigué. La plaque est
située dans le plan complexe des z ol z = ¥ + i x, . Cette plaque supporte une paire de

charges appliquées au points A ; et A ; symétriques par rapport 4 l'axe x;. Soit C le contour
de la plaque (figure [IV.1])

Le calcul de la transformation conforme est fait par la formule:
z=m({) Iv.i-1

Elle transforme l'intérieur du contour C appartenant au plan des z en l'intérieur d'un
cercle unité I" dans le plan ¢.

Employons les coordonnées cylindriques dans le plan des z, nous obtenons:
z=¢¥=¢eib=re® (Iv.1-2)

La méthode consiste A utiliser deux transformations successives, une premidre
transforme l'intérieur du contour C en un demi-plan positif, la seconde transforme ce demi-
plan positif en I'intérieur d'un cercle unité.

Soit un plan des w (w est un plan complexes avec des axes iy et u, You w = u; + iu,
(figure [IV.2]), la transformation de Schwartz-Cristoffel est représentée dans notre cas par la
fonction d'image suivante [17][14] :
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w
as

, . ;
z=mw)=C [[[(w-2,) ® dw+C, (IV.1-3)
s=1

0

ou C’; et C, sont deux constantes. Les valeurs des angles extérieurs de la plaque sont

0,=0,=0;=0,=7/2

Qy=0g=n/2-y/2 IV.1-4)
As=yY—T
X2‘
§ w
2} A,
C4 i A3
A
&s Aq Ag L
Y 0 x>1
-1 A, 7
A y
86 -i 7 >
6 - a Ay
Plan des Plan des z

Figure [IV.1] : Transformation conforme de la plaque en l'intérieur du cercle unité.

La fonction (IV.1-3) transforme l'intérieur du contour C en un demi-plan supérieur dans
le plan des w (Figure [IV.2]).

Définissons les points correspondants dans les 2 plans z et w:

a,=-k';a,=k';ay=1;a,=1/k';ag=w; ag=-Vk'; a,=-1 (IV.1-5)
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pour connaitre les a; , deux coefficients inconnus k et k' doivent &tre déterminés.

Désignons par 4, et 4, les rapports du 22meet 3 2me ¢jté sur le premier coté de la

plaque :
A= La,a, W
2" Laa. L
Laia, (IV.1-6)
L w)
A _Lasa, T'atg‘T
3" Laa,
1A2

L

D'apres la fonction (IV.1-3), les longueurs des cOtés Ly 1Az LasA g €ty 3A4 beuvent

étre calculées par :

"
-1 -1

: , 1 2 2 2 2.2
Laja, =1 Ci=2C | (- ¥ (1-wH)? (kK 7-w?)? dw

1
-1 -1

9 1] 1 2 L 2
La,a, =L C1=C (—k—z-w2)°‘(1-w2)2 (w?-k'?) % qw

" (Iv.1-7)

1

-1 -
2 (WZ_ k'2) 2 dw

e 1
Lasa, =13C=C (—P-wz)“(wz-l)

avec a=y/2r-1/2

En combinant les équations (IV.1-6) et (IV.1-7), nous obtenons :

L(kk)=(w/L)I,; k)

(IV.1-8)
Iy (kk)=(L/2-agw/2)1; (kK)
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Les intégrale impropres 7;, I, etl; peuventétre calculées par la méthode approchée

de Simpson et les équations (IV.1-8) peuvent étre résolues par la méthode de Newton
-Fourier afin de déterminer les valeurs de a, eta,.

X2
/ A3 f
A,
o
4
// //// A4 i
¢ a7 a, a3 a, X
-oo oo A o
+ as 6 s ﬁ
C
\al
A,
Ja., Ay

Plan des w Plan des z

Figure [IV.2] : Transformation conforme de la plaque en un demi-plan supérieur.

'IV.12 Deuxiéme transformation

La deuxieme transformation conforme transforme le demi-plan supérieur des w en
I'intérieur du cercle unité (figure [IV.3]) :

1-¢

w=1l
1+ ¢

(IV.1-9)

- Si nous appelons {; les points du cercle unité du plan des £, ayant les sommets A | de
la plaque pour images, nous obtenons en portant (1V.1-9 ) dans (IV.1-3 ) :
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uz‘

%

ds d¢ a4 al
——

Plan des w Plan des {

Figure [IV.3] : Transformation conforme du demi-plan en U'intérieur du cerclé unité.

4
as
7 E . %
z=m ({)=C, Jﬂ(l-—) ¢ + C, (Iv.1-10)
s=1 Cs
0
ou.
g
dz ! Ny
—=m'{)=C; [I(1-—) (Iv.1-11)
dg : s=1 Cs

IV.1.3 Représentation approximative

La fonction de représentation (IV.1-11) est holomorphe dans le cercle unité, elle est
développable en série de Taylor .

d_z=m' (C):Cl 2 ancn
dg n=0 (IV.1-12)

d'ot en intégrant terme a terme :
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haid n+l
z=m ({)=C, 2 n—a_:_n—lc
n=0 (IV.1-13)

Désignons par l'indice E la fonction exacte et par I'indice A 1a fonction approximative :

f hd n 7 C f_ﬁ
mg@= Y, 3,§ =C,[[T(1-2)=]
"o S (IV.1-14)
' m n m+1 m+2
mA(C)= 2 anc +8m+lc + £m+2C
n=0

(IV.1-15)

Soit {* un point du contour, nous choisissons une valeur de m avec une précision
suffisante. Les deux coefficients correctifs €,,,; et €,,,, sont calculés par :

my Q)= mg (@)
(IV.1-16)
ma (€)= my(©)

La fonction m,({) modifie évidemment la configuration générale de 1'image réelle. Mais

si l'ordre du développement est suffisamment grand, le modification sera acceptable.

IV.1.4 Calcul numérique

Le calcul numérique des résultats théoriques développés précédemment n'est possible
qu'a I'aide d'un ordinateur.

Un programme a ét€ réalisé pour obtenir une représentation approximative de cette
transformation. La figure [IV.4] montre un organigramme modulaire de la procédure de ce
calcul numérique. '
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Début

|

54

Données des dimensions de la plaque

]

Valeurs initiales de k et k'

J

Calcul des intégrales -
singulidres 11,12, et I - Méthode de SIMPSON
i
6 cycles Résolution du syst¢me » Méthode de NEWTON -
d' équations (IV.1-8) - FOURIER

Valeurs appoximatives de k (I) etk' (I). I=1,2,...6)

i
Calcul des valeurs §_

Y

Calcul des coefficients a» du développement

m'(C)=i ancn

n=0

j

Détermination de deux coefficients correctifs

Em+1 et Em+2

l

END

Eigure [1V 4] ; Programmation pour obtenir une représentation approximative de

la transformation conforme.
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Le tableau 1 donne les valeurs des coefficients k, k', ¢ 2 et {4 calculés numériquement

pour les différents rapports géométriques d'une plaque rectangulaire entaillée, L représente la
hauteur de la plaque, W la largeur, a la profondeur de l'entaille et v l'angle d'entaille en
degrés.

Les valeurs de k, k', {, et { , données dans ce tableau sont obtenues par le
programme. Six itérations donnent une précision suffisante. {, et £, sont des valeurs

complexes présentées en deux parties, la partie réelle et la partie imaginaire.

Tableau 1 : Valeurs de {, et { 4 calculées pour différents rapports géométriques

__d'une plaque rectang ulaire entaillée.

0,793743 | 0,167067 0,985957 | -0,226973 0,973901
0,824233 | , 0,161729 0,986835 § -0,190929 0,981604

0856684 | 0855019 |f 0155363 0.987857 | 0,988154 |

0,890608 0,861802 0980041 | -0,115336 0,993327

092899 | 0870213 |[ 0138129 0990414 | -0,077913 0996960
§ 0957377 [l 0830847 fl 0126195 0,992005 J 0043530

0,422924
0962732 | 0433253 |
0979307 | oassen | o , | -0,020007_0,999781
0991929 | 0.460662 | -0.008103 0,999967

0,232428 0,972613 § -0,924059 0 382250
i 0,315780 0,948832 -0845603 0533812 ‘
} 0,314201 0,949356 | -0 801805 0. 59758
Les valeurs de L3, {5 et {7 sont fixées : {3 =i, {5 =-1, et { =-i. Les valeurs de { ,
et { ¢ sont les conjuguées des grandeurs complexes de {, et { ,.

r
\
i
!

0.789185
0,721118
0,722383

0,198669
0,289234
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La figure (IV.5) montre un exemple d'un image de transformation sur une plaque
avec H=20mm; W =20 mm;a =10 mm ;y = 30°. L'ordre de développement de formule

(IV.1-15) est choisi environ 282 pour assurer une bonne précision.

w : 20 mm

h : 20 mm

a : 18.8 mm

rayon : 8.8 mm

angle : 38°

Figure [IV.5] :Transformation exacte d'une plaque avec une entaille aigué en V.
Le tableau 2 donne les valeurs des coefficient calculées pour obtenir la transformation
conforme sur la plaque dont le schéma est présenté ci dessus.

Tableau 2 : Coefficients de transformation conforme correspondant a la plaque
montrée dans la figure (IVS5) :

du | s=2 | ! ] * s=7 |
sommet § I | — | - - ;
. ! | . i ' :
- 0,683915 { - 0,683915 1“ +0,0379623 n + 0,0379623 “
-0,729562 } 072956 I +0.999279 RO L - 0.999279 .

|
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En général, quand l'ordre de la série (IV.1-15) est assez grand, la précision de la
transformation peut étre toujours assurée surtout au voisinage du fond d'entaille. La figure
(IV.6) montre trois images avec une configuration différente :

- image (a) :
Hauteur

_H_
Largeur — W ~

Profondeur a _ 0.5
Largeur ~ W~

Angle de l'entaille = 45°

- image (b) :
Hauteur _ H

Largeur W

Profondeur a _ 0.5
Largeur ~ W~

Angle de l'entaille = 60°

- image (c) :
Hauteur H _
Largeur ~ W ~

Profondeur

a
Largeur W 0.25

Angle de I'entaille = 45°
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Du point de vue pratique, une entaille réelle posséde toujours une acuité finie. Nous
avons donc besoin d'une modele mathématique qui reproduit cette caractéristique pour obtenir
la transformation précise pour chaque entaille d'acuité différente.

L'expression mathématique et le calcul deviennent alors plus compliqués. Cette
difficulté peut étre surmontée par l'utilisation de informatique.

Une modification de la fonction de Schwartz-Cristoffel a ét€ effectuée pour étendre son
utilisation au cas d'une entaille émoussée.

Soit p le rayon de courbure a fond d'entaille et A 5 etA 5 les points tangents aux levres
de l'entaille (Figure [IV.7]).

&4
C4 i C-'3

b -i 9

Plan des { Plan des z

Figure {IV.7] : Représentation des points &'s et £"s correspondant aux points
' A's et A"s sur le plan des z.
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A partir de la formule (IV.1-3) I'expression (w - a5 )~ as/®

qui correspond au point
A 5 est remplacée par l'expression :

-Q -0

(W-25) ® +(w-a;) © (IV.2-1)

ol al5 et a; sont deux points du plan w correspondant aux A; etA 5 [14]. Donc grace a la
symétrie, la formule (IV.1-3) devient :

w
0.1 (12 (!3 (14
z=m(w)=C, J(w-a;) ©
0

(w-a,) "(w-aj3) *(w-a,) *

os s o ay

[(w-a5) ®+(w-ag) ™ dwl(w-ag) * (w-a;)

T dw+C, (IV.2-2)

Introduisons la formule (IV.1-9) dans (IV.2-2), il en résulte :

4
(11 (!2 (13 (!4
. % [y C x . %
z=m@)=C, |[(1--2) (1-—=) *(1-—=) " (1 -—
‘J ¢ ¢a {3 Ca
o5 a5 Qg aq
C v x C . x C . x N "
[(1-—=) +(1-—=) 1 (1-—) (1-=) dw+C (IV.2-3)
Cs Cs Ce s 2

ol Csl et 5 sont deux points du plan {, ils correspondent aux points A 5 etA 5" duplan z.

CI" et C; sont deux constantes.

D'aprés (IV.2-3), nous avons :
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0‘1 0‘2 “3 oy
dZ C n C T C n C .
m@€)=C; {(1- ) )(1- ) (1- ) (1-—=—) ™
g ' ¢ ¢, ¢s L4
S S N e R
[(1-—==) ® +(1-==) ® ] (1- ) T(1-=) "} (Iv.2-5)
C-'S Cs C6 C.»7

La formule (IV.2-5) est développable en série de Taylor :

E-m ©=C, Z a,g" (IV.2-6)

Nous utilisons la méme méthode que dans le chapitre IV.1 pour obtenir une
représentation approximative (IV.1-15). Apres différentes tentatives, nous choisissons 'ordre
282 du développement de m' (§) afin d'assurer la précision.

Cette méthode est tres efficace lorsque le rayon du fond d'entaille de la plaque est
relativement petit.

1v.2.2 ¢ inati ! ill

La modification de la fonction de transformation conforme montre qu'entre les points
tangents A 5' etA 5 et la courbe qui se trouve en fond d'entaille peut étre considéré comme

une partie du cercle ou plus précisément une partie d'ellipse.

Nous choisissons une méthode approximative et le rayon de courbure s'exprime par la
formule suivante :

[1m (m(Gs)/ cos(3) 1’

p=

- ' e
m(e™) [Re(m(cs))+lm(m(cs)tg(2)] (IV.2-7)

ici, { 5 est le point du plan des & correspondant au point tangent A 5'.

'autre formule proposée par [19], est aussi valable la détermination du rayon et prend
la forme suivante :
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p=[m'@) m®) 1"/ {m'Q) m@) +Re [{m'() m"(©)]} aV.2-8)

La comparaison des valeurs calculées par ces deux formules montre qu'il n'existe pas de
différence significative entre elles.

1V.2.3 Exemple du calcul

A titre d'exemple, on considére une plaque de dimensions suivantes :

- longﬁeur de la plaque : 20 mm;
- hauteur de la plaque : 20 mm;
- profondeur de l'entaille : 10 mm;
- angle d'entaille : 30°.

La transformation d'image donne une forme pratiquement identique 2 celle que nous
souhaitons obtenir. Lorsque le rayon d'entaille posséde une valeur comprise entre 0,0005 et
0,1 mm, on constate peu de changement dans l'angle et la profondeur de l'entaille. La
déformation de I'image de la taille de la plaque reste faible.

La figure (IV.8) montre une transformation obtenue avec une grande précision sur une
plaque entaillée en V avec un rayon de 0,1 mm en fond d'entaille.

Tableau 3: Valeurs des { ; et

-m. mwm oo D ooe [

-0,683915 § - 0,683915 m +0, 0379623 0932071 { 0932071 || +0,0379623
729562 0,729562 ] +0, 999279 0 362275 § -0, 362275 - 0 999279

m,m | ogies67 || 05

J

l_

|
\
|
|
|
==
\

La figure (IV.9) illustre une série de fonds d'entailles de différentes acuités et variant de
0,005 2 0,1 mm qui ont été transformées par cette méthode.

On remarque que la courbure de chaque rayon est pratiquement celle d'un arc de cercle
ou d'une ellipse. L'angle d'entaille toutefois augmente trés 1égerement, et la distorsion est
certainement indifférente.



w : 20 mm
h : 20 mm
a : 10.8 mm 1
- . _—e 1
:J=
rayon : B.1 mm
ﬁ’: K . ﬂad
- 8% -¢ S >
angle : 38 ] dsgg |7\
At
£ Ty
% oy |V
o .
A} -
% apt
aA=p 3

Figure [ IV.8 1: Transformation conforme d'une plaque avec une entaille en V de faible acuité
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.4
(mm)
- 3 B
i \\\»
! —_— R
\ ‘\\ N
2 T - ) 7
-— l — /%:7; >
-'/
//
- 3 2 B |
- . 3 B
. )
. l '
. | | I i ] ] |
| 1 2 : \ .5 6 7 8 .9 1

Figure (IV.9) ; Représentation de la transformation d'un groupe d'entailles de
différents rayons ( de 0,005 ¢ 0,1 mm ) .

IV.3 CAS DES RAYONS A FOND D' ENTAILLE RELATIVEMENT
IMPORTANTS

La méthode précédente présente la transformation approximative d'une placjue
possédant une entaille de faible rayon qui peut étre considérée comme acceptable compte tenu
de la précision obtenue. On remarque que I'erreur dimensionnelle et la distorsion augmentent
au fur et & mesure qu'augmente le rayon a fond d' entaille.
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a5/7l'

Dans I'équation (IV.2-2) le terme (w - a’'s )" Hw-a"s) as/x qui correspond

aux points tangents i l'acuité de I'entaille, remplace le terme ( w - a5 ) as/m qui représente

la pointe de I'entaille.

Quand le rayon en fond d'entaille est relativement petit, on remarque que I'angle

d'ouverture de 'entaille change trés Iégérement par rapport la configuration correspondant 2
celle d'une entaille aigué. On considere alors que dans le plan de transformation des &, les

points £;, §,, {4 et { ¢ ne changent pas de place. Cette hypothése est obtenue en

as/nm -os/w

remplagant dans I'équation (IV.2-2) le terme ( w - a’s )~ Hw-a"5)

-a5/7r

qui
correspond aux points tangents au fond d'entaille par le terme ( w - a5 ) qui représente

la pointe de I'entaille. Le calcul obtenu avec cette hypothése donne des résultats satisfaisants
tels que montrées au paragraphe précédent.

Sil' on veut réaliser une transformation sur une plaque entaillée avec un rayon d'entaille
relativement important, la méthode appliquée au cas des petits rayons n'est pas valable. La

taille du rayon d'entaille devient comparable aux c6tés de la plaque et provoque évidemment
un déplacement des points {;, §,, {4 et {g dans le calcul dans le plan des &, ceci est vrai

particuli¢rement pour les points et .

Si on veut calculer la redistribution exacte des {,, on rencontrera beaucoup de

difficultés d'un point de vue mathématique. Pour simplifier le calcul, nous choisissons une
méthode pratique et approximative.

On remarque en effet que lorsque I'on augmente de fagon importante le rayon en fond
d'entaille : I'angle de I'entaille v, la profondeur de I'entaille a et la largeur de la plaque W

voient leur valeur changer de fagon appréciable.

Dans ce cas 13, ¥, a et W peuvent éure considérés comme des fonctions du rayon p.
Les valeurs calculées dans le cas de I'entaille aigué sont choisies comme des valeurs initiales,
afin de les estimer exactement par un calcul itératif.

IV.3.1 Modification de la formule de transformation

Considérons que ¥, a, et wy les valeurs initiales, qui sont proches des valeurs de
l'angle y,, de la profondeur de l'entaille a, etde la largeur de la plaque w p que nous désirons

obtenir aprés transformation conforme.
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On fait I'hypothése que les relations entre les valeurs initiales et les valeurs obtenus,
sont exprimées par les fonction suivantes :

Vo=V, + f(p)
ag=ap +g(p) (Iv.3-1)
wo=w, +h(p )

ici f(p ), g(p )eth(p )sontdes fonctions du rayon en fond d'entaille p. Leurs

expressions exactes sont a priori inconnues.

Introduisons les fonctions (IV.3-1) dans les formules (IV.1-7), il en résulte ;

)\, = =—=
(Iv.3-2)
L v
A Lasa, 73 aotg( 20)
3 LA
142
L
[w,+f(p)]
%-[ap+g(p)1zg( e )
L
La formule (IV.1-8) devient :
W,+h
Iz(k,k')=-——P+LiI1(k’k')
(Iv.3-3)
[w,+f(p )
= [a.,+g(p)1_zg("—2—)
I;(k k' )= I,(k k')
L

Comme dans les équations (IV.1-7), les fonctions I, (k, k'), I, (k, k'), I; (k, k') sont

définies par les méme intégrales :
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-~

K
11=2f (S-wh)® (1-w)) " (k7w aw

12=f (_li_wz)a (1-w2)'1/2(w2-k'2)'1/2 dw
k _
K (IV.3-4)

X
I3=f (_li_wz)a (w2-1)'“2(w2-k'2)'1/2dw
k

Par utilisation de la méthode de Simpson pour le calcul des intégralés impropres et de la

méthode de Newton-Fourier pour déterminer les valeurs k et k' dans les équations (IV.3-3),
nous obtenons les valeurs de a, a,, a, et a5, dans le plan des w. Apres transformation du

demi-plan supérieur des w en l'intérieur du cercle unité, les valeurs de §;, £, {4 et { 4 du
plan des & sont obtenues pour le cas d'une plaque 2 partir des parametres géométriques Y, a,
etW, .

P

IV.3.2 Méthode du calcul numérique

Dans les formules (IV.3-1), I'expression des fonctions f(p ), g(p Jeth ( p )est
inconnue et ne peut étre déterminée 2 l'initialisation du calcul. Par expérience, nous savons
que leurs valeurs ne sont pas éloignées de celles obtenues dans le cas d'une entaille aigué.
Nous faisons 'hypothese que f(p) = Ay, g(p) = Aa; et h(p) = AW, sont les premiers

incréments de ce calcul obtenues par approximations successives et leurs valeurs sont prises
comme étant du méme ordre de grandeur que la valeur du rayon p.

Une premiére résolution de la transformation donne la configuration de la plaque. La

comparaison entre cette configuration et la configuration désirée indique la tendance pour la
détermination des seconds incréments f(p) = Ay, g(p) = Aa, et h(p) = AW,.

En utilisant un programme par itération, nous résolvons de nouveau le systtme pour
déterminer Avs,;, Aa; et AWj et ainsi de suite jusqud atteindre les valeurs trés proches des

valeurs exactes. La figure [IV.10] montre un organigramme du calcul par itération.
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Selon notre expérience , h(p) peut étre considérée comme une fonction linéaire de p,
g(p) comme une fonction polynomiale de degré 2 et f(p) une fonction de polynomiale de
degré 3.

Par exemple, dans le cas du y =45°%a: W :L=1:2:2,les relations entre les valeurs
obtenues et les valeurs d'entrée sont les suivantes :

W, = W, +0,188p
a =2 - 4,8016p +2,9524p? (IV.3-5)
Wy = Yo + 35.998p - 52,258p2 + 46,680p3

ici, Wy, Wy, a5, a9 et p sont exprimés en millimetre et y, et Yo en degrés.

Pour déterminer un rayon en fond d'entaille important plus proche d'un arc cercle, nous
préférons utiliser 1a formule suivante :

. v, 2
[Im (m(C,) cosiz) ]

p:

[[Re (m(Es) - Re (m(Ey)|+2

im (mc)] e W6

IV.3.3 Exemples

Les figures [IV.11] [IV.12] et [IV.13] montrent un exemple de transformation conforme
sur une plaque de largeur 20 mm et de hauteur 20 mm. Les rayon en fond d'entaille sont
respectivement 0,5 mm 1,0 mm et 1,5 mm. On remarque que la précision de transformation
diminue au fur et 3 mesure qu'augmente le rayon relatif p/W. Quand le rayon relatif
p/W < 0,05, I'image de la transformation obtenue est considérée comme satisfaisante.

Le figure [IV.14] donne la transformation de deux plaque qui possédent une entaille
relativement peu profonde avec rayon assez important. Le contour de I'entaille est trés proche
d'une courbe elliptique ou parabolique. Les résultats sont satisfaisants. On constate que la
transformation est obtenue avec plus de précision dans le cas d'une entaille de faible
profondeur. '
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Premiers incréments
f(p)=Ay
g(p)=Aa Début
h(p)=Aw

Y

69

.| Données des dimensions de la

plaque [<—

Valeurs initiales de k et k'

Calcul des intégrales

singuliéres I.1,12,etls

Méthode de SIMPSON

'

Méthode de NEWTON -
- FOURIER

6 cycles

Résolution du syst¢me

d' équations (IV.3-3)

Valeurs appoximatives desk (I) etk'(d). I=1,2,...6)

i

Calcul des valeurs

i

Calcul des coefficients a. de développement

m (0)=Ya, 0

)

Détermination des deux coefficients correctifs

E€m+1 et em+2

Calcul de la configuration de la plaque

Détermination des l

incréments
f(p)=Ay
g(p)=Ay
h(p)=Aw
(i=1,2,3..)

Y, a et w obtenus

comparaison

‘———[—" ¥p,a, etw, désirés

non

Satisfaction ? —{ END

oui

Figure [IV.10] : Organigramme du calcul itératif.




w : 28 mm

h : 20 mm

a : 6.85 mm
rayon : B.5 mm

angle : 46°

N\

Figure [ 1V.11] : Transformation conforme sur une

plaque avec un rayon en fond d'entaille de 0,5mm
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w : 280 mm

h : 20 mm

a : 7.0 mm

rayon : B.3 mm

angle : 48°

Figure [ 1V.12 ] : Transformation conforme sur une

plaque avec un rayon en fond d'entaille de 0,9 mm

awiofuon) uoDuLIofSUDL [ D] 3p IPpoYIP Iy U] Ip uoNwS) : anavd awzrenaq
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w : 280 mm
h ¢+ 28 mm

a :.?.4 mm

rayon

angle

1.35 mm o
49° - :
7
/;’///
<\ Q
\
\ N =

Figure [ 1V.13 1: Transformation conforme sur une

plaque avec un rayon en fond d'entaille de 1,35mm
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;
\

Figure [ IV.14 ] ; Eprouvette possedant une entaille mécanique de
forme elliptique ( ou hyperbolique )
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V CHAMP DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE

V.l CALCUL DES CONTRAINTES EN COORDONNEES CURVILIGNES

V.1. 1 Fonctions potentielles en élasticité

A partir de la théorie de 1'élasticité, les composantes des contraintes 641, 0 2, €t G o

sur le plan des z peuvent s'exprimer par ( V.1-1) :

022=-%-S+%-(T+'—I:) (V.1-1)

ici T est conjuguée de la fonction T, S et T sont les expressions de Kolosov [25]. qui sont les
combinaisons fondamentales des contraintes :

S=Gll+622

(V.1-2)
T=622‘611+2i612
Utilisons les expressions de Kolosov-Muskhelishvili pour définir Set T :
S=0(z)+®(z)=({)+ d(L)
(V.1-3)
T=20 (2)+¥(2)= 2ELEE) , g7,
m'(§)

o ® (L) et¥ (L) sont deux fonctions complexes potentielles,_zet C_ sont les imaginaires
conjugués des paramétres z et {. '
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V.1.2 Equation des contraintes en coordonnées curvilignes

Considérons un réseau orthogonal ¢, B est un élément d'arc de la courbe (=0t g )
perpendiculaire 2 la courbe o ( B = B ). Désignons par G, la contrainte normale et par G g

la contrainte tangentielle relative 2 la facette orientée par 0. considéré comme sa normale.
(Figure [V.1])

Figure [V.1] : Réseau orthogonal (o, ).

Si nous considérons un élément d'arc de la courbe o (B = Bo), nous définissons G Bp €t

O po- Les formules classiques en coordonnées curvilignes sont données par les expressions de

Kolosov :
S=0Cgy+ O pp
(V.1-4)
2i0 .
Te %= Opg- Oga+2i04p
apres transformation :
2( gy +iOeg)=S-T e
(V.1-5)

2( op-i Ogg)=S+T e
Considérons que le systéme de coordonnées curvilignes orthogonale ( a, B ) défini par :
z=f(y)=¢e' Yy=o+ip (V.1-6)

ol f (y) est une fonction holomorphe de la variable complexe v, dont la dérivée est :
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92 _ty)=Te® (V.1-7)
dy

Donc, nous avons les relations :
12=£'(y) £(y)
(V.1-8)

e =f(y)/ f'(y)

Introduisons les formules (V.1-3) et (V.1-8) dans les équations (V.1-5), il vient :

2( Ogu+iGp)=@(2)+D(2)-[2D'(2)+ ¥(2)] t;((v))
Y
(V.1-9)

2(0pg-iOgp)= P(2)+D(2)+[2D(2)+ ¥(2)] ;Ez;

V.2 CONTRAINTES EN REPRESENTATION CONFORME [17, 18, 27, 32]
V.2.1 Contrain n fonction ressi Kolosov

Nous avons montré la représentation conforme z = m ( { ) qui transforme le syst¢me de
coordonnées du plan des § ({ = & = ¢ ** P ) en un syst®me de coordonnées curvilignes
orthogonales ( o, B ) du plan des z avec z =f (y). Nous avons donc :

f(y)=Cm'({) (V.2-1)

Les équations (V.1-9) et (V.1-3) donnent alors :

gm' (L)

2( Guu+i0gg)=S-T
( CoaiCep Cm ()

(V.2-2)
¢m' ()

2( Gpa-iGop)=S+T
(Cpg-iOop) L (C)
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V.2.2 Contraintes a I'aide des foncti je Muskhelishvili

Désignons les fonction potentielles par @ (z) et ¥ (z), nous avons d'aprés (V.1-3) :

S=®y(z)+ ®(z)

(V.2-3)
T=z®y(z)+¥Fy(z)
Effectuons le changement de variable z =m ( { ). il vient :
Dp(z)=Dy(z) [m(L)]1=P (L)
| (V.2-4)
Yo (z)=¥y(z) [m(L)1="¥ (L)
En dérivant @ ( z ), nous avons :
' @ (%)
D (z) = (V.2-5)
o ()
Les expressions de Kolosov s'expriment en fonction de { par :
S=@ (L) + B(L)
(V.2-6)
T= 200§ (4)+ ¥
m ({)

Introduisons les formules (V.2-6) dans (V.2-2), il vient:

2Oy +i0gg)=® (L) +B(L) - —Cc—‘:‘n% & (L) - %“m—,((%‘f'@)

vV.2-7)

Z‘;'(C) ‘f’(E)

. - rm) = .7
2(cpp-1 © =@(L)+DP(L)+ L) )
(Opp-i 0ap)=@(L)+ @)+ o= Ty PO 0D

+

77
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V.2.3 Solution des équations de contraintes

Soit C la limite du matériau et choisissons le sens de description de C de telle sorte que
le matériau se trouve dans la région G située a gauche ( intérieur du contour C ). La région D
représente l'extérieur du contour C. (voir Figure [V.2]).

Supposons que C correspond 2 la courbe o = & o qui a pour image la circonférence I' de

rayon |C_,| =¢ 0 = adansle plan des { .

D
D
r
C
plan des { plan des z

Figure [V.2] : Détermination des limites de la transformation

Dans le matériau, le long d'une courbe P ( @ = constante ), nous avons d'aprés (V.2-8) :

2(Oou+i0q)m Q=m QOO+ m ©® Q)

[m @ &) +m (L)) ¥ ()] (V.2-8)

ﬁlﬁl

Les fonctions @ ({) et ¥ () sont holomorphes en G et la fonction ® ({) est continue en
D. Nous avons donc les fonctions suivantesde { enD :

Con ¥t i O'aB =0
(V.2-9)

2 a2 a2 = a2
m' () ®@) =- m (C)‘I’(-C—)+ 2 m(C) C ?- m' (— C ) (?)
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Effectuons la différence entre (V.2-8) et

(V.2-9) et considérons un point t de la
circonférence T, il vient :

[m' @) &) m) d>(t)]-D=2(cSa+ic:B) m'(t)

(V.2-10)
ol 0G,qo, €t OG,ap Sont les conditions aux limites,
La solution de 1'équation (V 2-10) est :
LG G J ®
G, +t0 .lm'(t
' @d @=L ol & dt+R ()
2mi t-§ | (V.2-11)
D' aprés I'équation (V.2-11) la fonction W¥(§) peut étre calculée :
a2— a2 = a a2
m' ()Y (C)=—2m'(z)[‘1> O+ (E)]-m (z)d" ©
4 (V.2-12)

V.3DE’IEBMH§AIE2N_DEM)_EI_\P_@
V. 3.1 Forme générale de @ ({)

Dans la formule (V.2-12) m' (©) a un pdle d'ordre n pour { =

°. Il s'en suit que m' ({)
et ®() ont au plus un pdle d'ordre n :

R©®= Z AL (V.3-1)
n=0

Faisons I'hypothése que la Plaque est soumise 2 des forces concentrées et soit F une

force appliquée sur un point A du contour. (Figure [V.3] ).

La force F en A peut étre convsidévrée comme résultante d'

une distribution de
contraintes uniforme F/ (2 € ) sur I'arc AjA,=2¢.
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A
&2
A'
1
5 —
&,
Plan des Plan des z
Figure [V.31: Condition limites.
G G Fy+iF,
CuatiOup=—
2e (V.3-2)
S'il y a m force F,, , 1a formule (V.2-11) devient :
Y a0
1 F +FB n=0 n n
m(C)Q(C)—Z{—f.. dt)+ Y AL
m=1 2r € t‘c n=0 (V.3-3)
Posons :
a.t a.t
Im— 1 Fu+FBn=0 " dt F:+F;lf n=0 " dt
2miTAN ¢ t-§ 2nie MM t-{ (V.3-4)
n n n n
z ant 2 ie 2 anc n i
n=0 nice ° _n=0 '
fA‘A' = [ + Z 4 Z a'nt‘:\p]
v t-c L n tA'c =1 n=p
z anty

(V.3-5)
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F, +iFp =Fe!(* %)

(V.3-6)
L' expression (V.3-4) devient :
m F 10 Z n pla n
m€ n=0 - n- n
w QPG =), [ + 2,0 X antan)l+ X AL
m=i 2 n tA'C p=1 n=p n=0
T z atam
vV.3-7)

Nous supposons que les charges sont symétriques. Pour simplifier les écritures posons :

(V.3-8)

Dnm= 2iIm(BnmCm)

L'expression (V.3-8) devient :

m' QPO = §_

avec D, =0 et D, réel.
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S'il n'y a qu'un groupe de points de chargement, la formule (V.3-9) peut étre exprimée
par:

(V.3-10)

V.32 Détermination des coefficients

Maintenant nous devons déterminer les coefficients An. D'abord nous pouvons
exprimer la condition d' holomorphie sur ¥ ({) a 'aide de la formule (V.2-7).

L'expression m'({) ¥ ({) donnée par (V.2-7) doit étre holomorphe en G et les
coefficients de toutes les puissances positives de 1/ doivent tre nuls.

En utilisant les formules (V.2-7), (V.3-9) et (V.3-10), nous en déduisons une
expression sur la condition d' holomorphie :

1
—2(a00A0+ ap A1+... +a0nAn+ d0)=0

g

1
—5(310A0+a]1A1+... +a1nAn+d1)=0

g

(V.3-11)

1
Ti(anvo'l' an] A1+... +annAn+dn)=0
4

Ce qui nous donne un systéme d'équations linéaires & coefficients constants dont les
termes a,, etd , sont réels alors que les inconnues A ;, sont complexes.

Posons :
AJ=aJ+BJ
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donc :
(a;; ) aj]=-[d;]
(ag )1 Bj 1=0
Finalement, nous obtenons :

(a; )[A;1=-[d;] avec A;=a; réel

Nous utilisons I'algorithme de Gauss pour résoudre le systeme (V.3-11).

V.33 Expressionde ® (Q et ¥ () .

Apres un calcul appfoximatif des inconnues An, la-valeur de @ ({)est donnée :

2 C C n=0 T n=0
¢©=2[;“ mg}'lh 1+
m=1 tAm- Am" i n n n
a5 g PIE NS
n=0 n=0 (V.3-12)
et la valeur de ¥ est donné par :
m%) _ m (L)@ @)
YO=F——[0Q+o()]-—
¢ m' () ' (5) (V.3-13)

Introduisons les expressions (V.3-12) et (V.3-13) dans les équations (V.1-1), nous
obtenons le champ de contraintes de la plaque étudi€e.
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V4 CALCUL DU CHAMP DE CONTRAINTRES

V. 4.1 Programme de calcul

Une programme de calcul a été réalisée avec la méthode des variables complexes de
Kolosov-Muskelishvili. La figure [V.4] montre 1'organigramme de calcul du champ de
contraintes.

Début
‘”' N ~ Série de développement

Coefficient de‘la'fohctioﬁ de représentation*‘— , & en, . pmel m+2
m@Q= z 2,0 +em+lc-v +Ep00

Caractéristiques du chargement ~=— Point d'application des charges
‘ Intensité des charges
Matrice des cofficients des inconnues An direction des charges
Matrice des termes constants D m fois
[ |
1
Résolution du systéme — Algorithme
d’ équations linéaires - de Gauss

'

Calcul de fonctions potentielles @ () et ¥ ()
Fonctions de Kolosov-Muskhelishivili

Sorti des résultats et

intes END
Champ de contraintes [—*= s des courbes —

Figure [ V.4 1; Organigramme du calcul du champ de contraintes.




Deuxiéme partie : Utilisation de La Méthode La Transformation Conforme 85

V.4.2 Comparaison des résultats avec 1a méthode des éléments finis

Pour vérifier le programme de calcul, une plaque rectangulaire avec entaille en V
émoussée est choisie comme indiqué dans la figure [V.5].

Les dimensions de la plaque sont les suivantes :

Alp by

- longueur de la plaque, L = 20 mm.

- hauteur de la plaque, W = 20 mm. _p x

- profondeur de l'entaille, a = 7,25 mm. >

- angle d'ouverture de l'entaille, y = 45°. - W
Ve
- rayon du fond d'entaille, p = 0,5 mm. Figure [V.5] : Eprouvette rectangulaire

entaillée soumise a une charge concentrée

Une charge concentrée est appliquée de chaque c6té de I'entaille, symétriquement par
rapport a I'axe x.

Deux méthodes de calcul sont utilisées, 1'une est la transformation conforme et I'autre la
méthode des éléments finis.

La figure [V.6] montre le maillage des éléments finis utilis€. Compte tenu de la
symétrie de la géométrie et de la déformation, la moiti€ de la plaque est considérée. Les
éléments proches du fond d'entaille sont de taille trés petite afin d'assurer la précision du
calcul. La figﬁre [V.7] montre un agrandissement de cette partie.

L'image de cette plaque donnée par la transformation conforme a ét€ illustrée a la figure
(V.11) du chapitre V.
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EPROUVETTE EN V

ECHELLE=0.6187

1]

L.

EPROUVETTE EN V RO=0.35MM

SYSTUS  DecS2311 10-03-93

Figure [ V.6] : Schéma du maillage de la moitié de la plaque pour la résolution du
probléme par éléments finis



DecS2I11  13-U3-ys
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EPROUVETTE EN V

ECHELLE=0 6187

ZONE DE L'ENTAILLE

Figure [ V.71 ; Agrandissement du maillage au voisinage du fond d'entaille

87
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Une simple comparaison des résultats du calcul par les deux méthodes, méthode des

éléments finis et méthode de transformation conforme, est donnée par la figure (V.8). La
distribution des contraintes G ,, et Gy, & partir du fond d'entaille et suivant I'axe x montre que

la différence entre les deux calculs est inférieure a 3%.

10
© Oyy/ON (Méthode des éléments finis)
n
\§ 8|
= e Oyy/ON (Méthode de la transformation
£ conforme)
o
2
8 °T
8
g
E 4 B G, /ON (Méthode des éléments finis)
;2 ® G/ ON (Méthode de la transformation
‘S conforme)
|
e 2F
S
@)
0 . 2 M " 1 A i i 1 1 Py 2 i " L 2 i i i 1 2 " " A
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
Distance sans dimension ( r/a)
Figure [ V.8 ] : Variation des contraintes normalisées 0,, /0, et O, /0, en fonction de la

distance au fond d'entaille le long de l'axe x.



Deuxiéme partie : Utilisation de La Méthode La Transformation Conforme {9

Nous avons comparé les résultats de calcul obtenu par la méthode de transformation
conforme avec celle de I'équation intégrale de Barone et Robinson que nous avons présentée

dans la partie de I'étude bibliographique.

Une plaque rectangulaire avec entaille émoussée en V soumise a la traction de

dispersion est choisie comme indiqué dans la figure [V.9].

: ~ Les dimensions de la plaque sont

les suivantes : 8

1111

- largeur de la plaque L =20 mm;

3L/10 7L/10

S - L

- longueur de la plague 2L =40 mm ;

- profondeur de l'entaille 3L/10 = 6 mm ; o X

- angle d'ouverture de l'entaille y = 90° ;

- rayon du fond d'entaille p = 0,4 mm. ‘ ‘ J *
L

le -l
I‘ 1

Figure [V.9]1 : Eprouvette entaillée soumise
a la traction de dispersion
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La figure [V.10] montre une comparaison des résultats de calcul par ces deux méthodes.
La distribution des contraintes Oyy et Oxx & partir du fond d'entaille et suivant I'axe x montre
une différence négligeable entre les deux calculs. Ceci apporte une information sur la
précision de la méthode de transformation améliorée que nous proposons.

15
i 0 Oyy / °'g ( Méthode de la transformation conforme )
10
°% Oy / °'g ( Méthode de la transformation conforme )
« | % B Oyy / Oy (Méthode de I'équation intégrale ,
Ad 10 ° - de Barone et Robinson )
- = . -] -
" o e O, / O_ (Méthode de I'équation intégrale
© o g
° , de Barone et Robinson ) 1
® o,
- %o
© %
~ (-]
& ° O
o 5L °o o8 . -
LA - TP °
° o ;o o 1
AAAAAAAAA A A
A
0,0 0,2 0,4 0,6 08

X = Coordonées

Figure [ V.10] : Variation des contraintes normalisées Oyy/Gq et Oxx/Oyg en fonction
de la distance le long de l'axe X
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V.5 B T A NEP
IS T T

La méthode de calcul du champ de contraintes que nous avons développée peut étre
utilisée pour différents cas de chargement, par exemple, traction concentrée, traction
uniforme répartie et flexion trois points etc.

Dans cette étude, nous présentons quelques éprouvettes de différents types soumises a
diverses sollicitations que l'on utilise actuellement dans notre laboratoire pour des essais de

fatigue et de rupture.
Va1 Emum&ﬂmmmnmﬂuwm

L'éprouvette CT est fréquemment utilisée pour des essais de résistance 2 la fatigue et a
la rupture. L'éprouvette possédant une entaille émoussée est plus proche des conditions
initiale d'utilisations d'une piéce possédant un défaut géométrique.

La géométrie de la pitce étudiée est illustrée dans la figure [V.5]. Des charges
concentrées sont appliquées de part et d'autre de I'entaille suivant la direction verticale.

Le rayon en fond d'entaille varie de 0,01 a2 0,5 mm. Le calcul de la distribution des
contraintes est effectué pour chaque rayon, en utilisant la méthode de transformation
conforme. Dans les figures [V.11a] et [V.11b], nous donnons les résultats du calcul au
voisinage du fond d'entaille dans la direction de 'axe x.
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(o}

yy | ON

o0

o

e
-
o~

2

pla= 0,001
p/a= 0,002

8 p/a= 0,006

1 —— pha=001

B

—=—  pa=0,02

—o—  /a=0,03

—a— =005

Contraintes principales normalisées ©

0 A . . .
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Distance normalisée r/a

Figure [V.11a) : Distribution de contraintes o, en fond U'entaille pour différentes acuités

|—e— pla= 0,001
—— 0/a=0,002
1—=— p/2a=0,006

—o— ph=0,01

|} —=— pha=0,02

—o— (¥2=0,03

| —a— pa=005

Contraintes principales normalisées ©,, / Oy

o B . .
0,00 001 002 0,03 0,04 0,05 0,06

Distance normalisée r/a

Figure [V.11b] : Distribution de contraintes 0., en fond d'entaille pour différentes acuités
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La valeur maximale de la contrainte normale Gy, est atteinte en fond d'entaille ; elle
diminue avec la distance. La contrainte normale 6,, augmente d' abord et diminue ensuite le

long de I'axe x. Pour facilité la comparaison, des unités non dimensionnelles sont employées.

La contrainte non-dimensionnelle s'exprime par le rapport de la contrainte normale sur
la valeur nominale.

La contrainte nominale est définie par la formule suivante selon la figure [V.12] :

on=I P + 3P(W+a2) 1/2
B(W-a) (W-a) (V.5-1)
ou P, W et a ont été définis par la figure (V:S), B est 1'épaisseur.
PA
«———————— W
a b
S E— i
b b
2 2
- il )
-

Figure [V.12] : Détermination de la contrainte nominale
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5.2. Eprouvette SENT soumise 3 une traction uniformément répartie

Dans ce cas, la méme géométrie d'éprouvette a été utilisée. Le chargement employé est
une traction répartie sur deux faces opposées (Figure [V.13]).

- longueur de la plaque, L = 20 mm. | T 1 1 1 1 T 1 !

- hauteur de la plaque, W = 20 mm.

P v L
- profondeur de 1'entaille, a = 10,0 mm. l_a '

\\%
- angle d'ouverture de l'entaille, y = 45°. o |
- rayon du fond d'entaille, p est de 0,01 ! J l J j l J J \
g

a0,5s.
Figure [V.13] : Eprouvette rectangulaire

entaillée soumise Q une traction répartie

Le rayon en fond d'entaille varie de 0,01 4 0,5 en 7 niveaux. La distribution des
contraintes le long de l'axe x 2 partir du fond d'entaille est montrée dans les figures [V.14a] et

[V.14b] avec des paramétres non dimensionnels. Dans ce cas, la rapport de contraintes
s'exprime par le rapport de contrainte normale sur la contrainte nominale Gy .

La contrainte nominale est définie par la formule suivante :

1

O'N=O'gW(W_a) (V5-2)

Une forme similaire a celle du premier cas de la distribution de contraintes a été
obtenue. Quand le rayon de I'entaille augmente, les contraintes en fond d'entaille diminuent.
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& 80
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2 60} 1 mpra=,005
2 ® p/a=,01
E mp/a=,02
h -

g 40 ] ¢ p/a=,03
§ mp/a=04
]

S, =
g op/a=,05
-E 20 1 A p/a=,06
w I A p/a=,07
3
.E' ) [

E Y '.IAIAIAI‘-

E' ot N 1 1 1 N L N [ 2 1 2
6 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 005 —~ 006

Distance normalisée r/a
Figure [V.14a) ; Distribution de contraintes 0O,/ 0, le long de l'axe r dans

une plaque entaillée soumise @ une traction uniformément répartie

20
g )
.| AR
©
: e p/a=01
- ]
s . n p/a:,m
g 1 ) r o pra=,03
E ,_.,(umﬂ Dnnu : pla=,04
% _a “Eag . )
£ - I s o
] | . . A p/a=,06
; 5 /..... oooooooooooo oo G, ‘ ) A p/la=07
£ -llllllli“"'o'o'O'O |
< --00000°° °°°°°° -:l .
i ¥ 0009 u “ ﬂ;ﬂ:'l:l Iy
: L ki
&) 0 J l |

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Distance normalisée r/a

Figure [V.14b] : Distribution de contraintes o;x | ¢, le long de l'axe r dans une

plaque entaillée soumise @ une traction uniformément répartie
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V.5.3. Eprouvette soumise 3 la flexion simple

L'influence de la géométrie de l'entaille a ét€ étudiée sur des éprouvettes soumises a la
flexion simple comme le montre la figure [V.15].

Un exemple de calcul de la distribution de contraintes avec la méthode de
transformation conforme est montré dans les figures [V.16a] et [V.16b]. Le champ de
contraintes sur toute la plaque peut étre analysé comme dans les autre cas. Ici, nous
présentons seulement les contraintes situées sur le ligament a partir du fond d'entaille.

P

] .
1]

A

\4

L

P2 P2

Figure [V.15] : Géométrie de I’ éprouvette de flexion trois points

Dans cette figure W = 20 mm, L = 60 mm, a = 10 mm et y = 30°. Le rayon en fond
d'entaille choisi varie de 0,005 2 0,5 mm. La rapport de contraintes s'exprime ici par le
rapport de la contrainte normale sur la contrainte nominale.

La contrainte nominale est définie par la formule suivante :

B(W-a) (V.5-3)

ol L est la longueur, B I'épaisseur, W la largeur de 1'éprouvette et P le chargement.
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120
100
p/a=0,0005
p/a= 0,005
% /a=0,013
p/a=y,
&
~ p/ a= 0,0 15
.. 60
o pla=0,02
40 p/a=0,03
p/a=0,04
20 p/a= 0,056
0-t v T T T T T T T Y
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
r/a
Figure [V.16a] : Distribution de contraintes O'yy/ oy le long de
I'axe r dans une plaque entaillée.
30

—8— p/a=0,0005
—*— p/a=0,005

—a— p/a=0,013

—0— p/a=0,015

—8— p/a=0,02

—o— p/a=0,03

—d— p/a=0,04

—a— p/a=0,056

Y v v T ' Y
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

r/a
Figure [V.16b] : Distribution de contraintes O,/ 6y lelong de

l'axe r dans une plaque entaillée.
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V.5.4. Cas d'un joint soudé

Il s'agit d'un assemblage soudé soumis a une sollicitation cyclique. Pour analyser la
résistance 2 la fatigue, il est nécessaire en premier lieu de calculer le champ de contraintes
dans le cordon de soudure.

L'éprouvette simulant un joint soudé est montrée dans la figure (V.17) . Deux cordons
de soudure symétriques supportent une sollicitation de flexion.

P P
y = 135° ~ v =135°
Y
L i wni DR "
Y
LB A A -
B :

Figure [V.17] : Une éprouvette simulant un joint soudé

Cette éprouvette peut étre considérée comme une plaque possédant deux entailles avec
des angles obtus. La transformation conforme va étre développée pour s'adapter a ce cas. En

raison de la présence des deux entailles émoussées qui représentent une cordons de soudure,
-0y -0 4

nous remplacgons l'expression (w - a, ) ™ dans la formule (V.1-3) par (w -a'4) T+
“0yg “0g - -Og

(w-a%) " et (w-3)" par (w-a'g)" + (w-a"g) ™ .Pourlaméme

raison peut €tre remplacée par I'expression suivante :

-a, -0, -0, -a, -0,

2em@=Cr [ 1-5)" 12" -3 " 1a-5 " va- 5"
0 s &) s | Ly L
o -a % o
a-5 a5 a5 05" as
A

(V.5-4)
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C,et C , sont des nouvelles constantes.

Les figures (V.18) et (V.19) montrent la transformation conforme utilisée dans la région
de l'entaille (voir la page suivante). Les rayons a fond d'entaille sont respectivement égaux a
p=0etp=03.

La distribution de contrainte est calculée de la méme fagon que dans les autres cas. La
figure (V.20) donne les contraintes principales dans la direction de I'amorcage de la fissure
dans le cas d'un rayon d'entaille p = 0,3.

&

- 12

=
o

10 —— -2

/]

3 p=,045
2 8 —_— =06
“ . ]
g 6 ev——rr—— p=’2A
§ —_— p=3
3 4 —_— =5
g —_——  p=9
E 2 p=1
8

.5 0l X N N N 1 N 2 L N 1 N A 1 2

& 0,00 0,05 0,10 0,15

= . . .

8 Distance sans dimension (r/a)

Figure [V.20] : Distribution des contraintes principales 0,/ Oy le long de I'axe x

La contrainte nominale est définie dans ce cas par la formule suivante :

M max P max
o= [ Ymer o L2X) Yo
z bh

12 (V.5-5)

Les contraintes ont été analysés de fagon plus précise prés du fond d'entaille, (Figures
V.21 et V.23). Les figures V.22 et V.24 montrent I'évolution de la contrainte principale en
fonction de la distance a la surface extérieure pour différents génératrices. On observe que les
contraintes obtenues sont plus grandes dans le cas de I'entaille aigué et qu'elles sont plus
importante pour les génératrices proches du fond d'entaille.
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Figure [ V.18 1 : Transformation conforme sur une partie de I'éprouvette simulant

001

un joint soudé et possétant une entaille aigué
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Figure [ V.19 ] : Transformation conforme sur une partie de I'éprouvette simulant

101

un joint soudé et possétant une entaille émoussée
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angle en V:

135°

rayon:80.B8mm

Figure [V.211 : Des courbes orthogonales de la transformation conforme
au voisinage d'une entaille

g 8

'?é b

g 6 L] 8 D, E,
$ ® DE;
g. [ | D3E3
g e D,E,
.E w DsEs
g

.E

[

=

=

8 PP RO TP EEPYN NP WU N S |

0 . .
000 002 004 006 008 010 012 0,14 016 0,18
r/a

Figure [V.22] ; Contrainte principale en fonction de la distance a la surface extérieure
pour les différences génératrices marquées dans la figure [V 21]
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angle en V:

135°

rayon:0.3mm

Figure [V.23] : Enuaille émoussée avec courbes orthogonales

de la transformation conforme

Contraintes principales normalisées
oS

X
[ g@ o]o ¥ ] 8
. P LY
2 -lllllll"' BERY
lll..-..
0 A 1 [] 1 1 1 L []
000 002 004 006 008 010 0,12 0,14 0,16
r/a

2 6 m ¢ O
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D' E
D,E',
D';E';
D',E',
D'sE's

Figure [V.24] : Contrainte principale en fonction de la distance a la surface extérieure
pour les différentes génératrices marquées dans la figure [V.23]
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L'amorcage de fissure dans le cordon de joint soudé est un probléme qu'on rencontre
souvent dans l'industrie. Le calcul sur I'éprouvette simulant un joint soudé que nous avons
effectué apporte les données nécessaire pour l'analyse du champ de contraintes dans le cordon
et I'évaluation de la résistance de I'endurance du matériau. L'étude compleéte dans ce domaine
a été réalésée par un autre chercheur de notre laboratoire.

CONCLUSION

La distribution de contraintes sur la plaque possédant une entaille avec différentes
acuités a été calculée par une méthode améliorée de transformation conforme de Schwartz-
Cristoffel couplée avec les équations de I'€lasticité. Dans le cas d'un rayon en fond d'entaille
relativement important, I'expression mathématique de la transformation devient trés
complexe, Une technique d'itération par un programme informatique a €té développée pour
résoudre cette difficulté.

Avec cette méthode améliorée nous avons étudié des plaques entaillées avec différentes
formes, & savoir une éprouvette rectangulaire avec une entaille en V, une éprouvette de
flexion trois points et une éprouvette avec une entaille elliptique ou parabolique. Cette
méthode a été aussi développée pour le cas de la simulation d'un joint soudé. La précision de
la transformation est satisfaisante méme pour un rayon relativement important en fond
d'entaille.

Le champ de contraintes au voisinage du fond d'entaille nous permet d'analyser les
caractéristiques du facteur d'intensité d'entaille associé a l'acuité d'entaille. Ce probléme sera
détailé dans la partie suivante.
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TROISIEME PARTIE :
ANALYSE DE LA TENACITE DES
MATERIAUX

INTRODUCTION

VI FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES SUR DES
PLAQUES ENTAILLEES

A1 TENACITE DES MATERIAUX FRAGILES

CONCLUSION
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TROISIEME PARTIE : ANALYSE DE LA TENACITE
DES MATERIAUX

INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, nous avons calculé le champ de contraintes dans une
plaque entaillée en V, et plus précisément la distribution des contraintes en fond d'entaille
avec la méthode de transformation conforme et la théorie d'élasticité.

Dans cette partie, nous avons analyserons d'abord le facteur d'intensité de contraintes
sur une plaque entaillée. Quand le rayon en fond d'entaille tend vers zéro, ce qui correspond
au cas d'une entaille aigué, on retrouve la singularité du champ de contraintes en fond
d'entaille. Quand le rayon en fond d'entaille n'est pas nul, la contrainte prend une valeur finie.
Dans ce qui suit, on a établi une relation entre la contraintes normale maximale et le facteur
d'intensité de contraintes d'entaille. Nous nous sommes particuli¢rement attachés la définition
du facteur d'intensité de contraintes pour une entaille émoussée.

Nous étudierons ensuite le facteur d'intensité de contraintes critique pour une entaille
émoussée. Ce facteur peut étre considéré comme un paramétre décrivant la ténacité d'un
matériau fragile entaillé.
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VI FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES SUR DES
PLAQUES ENTAILLEES

Dans ce chapitre, nous étudions le facteur d'intensité de contraintes en mode I sur des
plaques entaillées. Les plaques sont soumises a une sollicitation symétrique par rapport a l'axe
de l'entaille.

En général, le facteur d'intensité de contraintes est fonction de la contrainte globale
appliquée et de la géométrie. Dans le cas d'une entaille avec une acuité relativement
importante, l'influence du rayon en fond d'entaille doit tre pris en compte.

I est intéressant de connaitre I'évolution du champ de contraintes en fonction de la
variation du rayon en fond d'entaille et d'en déduire la formulation du facteur d'intensité de

contraintes.

Le formalisme de la définition du facteur d'intensité de contraintes différe selon la
forme géométrique et le caractere du défaut ( aigu€ ou émoussée). Dans le cas d'une fissure,
rappelons que celui ci est défini 2 partir du champ de contraintes selon la formule :

-0 V27mr (VL1-1)

Pour des entailles d'angle, les 3 formules les plus souvent utilisées pour calculer le
facteur d'intensité de contraintes en mode I sont illustrées dans le tableau (VI-1). Quand
l'angle d'entaille y = 0, on retrouve le cas d'une fissure.

Dans le premier cas, le facteur d'intensité de contraintes est donné par la formule
suivante :

KI= lim Y2nr ny '
=0 (V1.1-2)
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Le deuxiéme cas concerne une entaille aigué avec y > 0, le facteur d'intensité de
contraintes d'entaille est égal a :

K; ()= lim+v2n oyyr“("')
r=0 (VL.1-3)

Le troisiéme cas concerne une entaille un rayon en fond d'entaille est relativement
faible. Le facteur d'intensité de contraintes d'entaille d'acuité p s'exprime par la formule

suivante:

p—0 . / - (VL1-4)

Dans les formules (VI.1-3) et (VI.1-4), quand y=0° a=0,5etquand y=180°, «
=0 ; 1a relation entre W et ¢t est donnée par la formule suivante :

2 3

L4 vy v
=0.5-0.089 (-)+0442 () -0.853 (=
@ (¥) 089 (£)+0442(%) -0853(3) VLS

Tableau (VI-1) formulation du facteur d'intensité de contraintes dans trois cas

Plaque avec une fissure Plaque avec une entaille Plaque avec une entaille
aigué d'acuité p —» 0
Ap A P A P
c
°w]l ‘ c
} (o) r 0 r &
ety (o] T
a !
K] pour une fissure: K; pour une entaille aigué: K; pour une entaille
avec une acuité p
K;=Im 72rr o, K= limV2rn o,," K*=umﬁo .
r-0 p—0 2 Tmx
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VL2 CA SRI E P DE CONT FOND
D'ENTAILLE

Dans le chapitre VI, nous avons vu que pour le méme niveau de chargement, si le rayon
en fond d'entaille diminue, la valeur maximale de la contrainte Gyy devient plus importante, et
si le rayon p—0, la contrainte Oyy tend vers l'infini.

Nous présentons de nouveau la distribution des contraintes Gyy en fonction de la
distance r a partir du fond d'entaille pour des différents rayons dans un diagramme bi-
logarithmique. On remarque que pour chaque valeur du rayon d'entaille, la courbe contrainte
oyy en fonction de la distance est d'abord non linéaire puis elle devient linéaire ; quand le
rayon en fond d'entaille augmente cette partie linéaire diminue.

La figure (VI.1) montre le cas d'une éprouvette CT soumise une charge concentrée
comme dans la figure (VL5) du chapitre VI. La figure (V1.2) montre le cas d'une éprouvette
de flexion trois points soumise le chargement comme dans le cas de la figure (V1.9). Dans
ces figures (VI.1) (VL.2), oyy représente la contrainte normale perpendiculaire a I'entaille et
on la contrainte nominale, B 'épaisseur de la plaque et r la distance mesurée a partir du fond
d'entaille dans la direction x. Les valeurs utilisés sont adimensionnelles.

102

p =0.005
bZ ® p=005
~ B p=01
=
o B p=02
§ o p=03
£
‘s A p=04
|
g 10! A p=05
S . 0.6
3 p=5
E + p=07
= B p=08
=2
E X p=0.9
.m
- m p=10°

ol
10
10 10°

distance r/B

Figure [VL1] : Distribution des contraintes adimensionnelles en fond d'entaille
représentée dans un diagramme bi-logarithmique, cas d'une éprouvette CT
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Figure [VL2] : Distribution des contraintes adimensionnelles

dans un diagramme bi-logarithmique, cas d'une éprouvette de flexion trois points

On remarque que la partie linéaire de toutes les courbes posséde une pente identique.
Cette droite unique correspond précisément au cas d'une entaille avec un rayon d'entaille nul.
Cette droite dans le diagramme bi-logarithmique est définie par la relation :

lo} -o(y)
W (L
¢ ‘B)

On C(VI2-D)
D'une fagon générale, la distribution des contraintes le long de l'axe x et pour une
entaille émoussée peut étre divisée en 3 zones.
-la zone I:
Cette zone I est située dans l'intervalle [ 0, X'm ] (voir la figure [V1.3]). Dans cette
zone, la contrainte varie peu . Quand r = 0, elle est égale la contrainte maximale Gmax. Celle-
ci est égale au produit du facteur de concentration de contrainte K¢ par contrainte nominale

ON:

Omax = KOy (V1.2-2)
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-la zone II:
Elle est située entre les zones I et III et constitue une zone de transition.
-la zone III :

Dans cette zone, la contrainte varie selon la relation:

yy o
Vo x (VL2-3)

K; est le facteur d'intensité de contraintes d'entaille.

. . . . *
Dans cette relation, le gradient de contrainte est caractérisé par le terme K, ou facteur

d'intensité de contraintes d'entaille d'acuité nulle et par le coefficient o.

* 0 3 » I3
Quatre parametres K¢, X'y K; et o permettent donc de caractériser cette distribution de
contraintes.

Q
B
q
g
-
a
a

I

e o o s > > = - - -

X

logr

Figure [VL3] : Définition des trois zones relative a la distribution des contraintes
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V1.3 FACTE N T L
' T rd rd

Le facteur de concentration de contrainte K est défini par la relation :
K{ = Omax / ON (VL3-1)

Cette quantité a été calculée pour le cas d'une plaque possédant une entaille lat€rale
dans les cas d'une plaque soumise 2 une paire de forces concentrées :

oo P 3P(W+a)
N"B(W-a)

2
B(W-a) (VL3-2)
ol a est la longueur de I'entaille, W la largeur de la plaque, B I'épaisseur et P la charge.

La relation entre le facteur de concentration de contraintes Ky et le rayon 2 fond
d'entaille p est présentée dans la figure [V1.4].

On remarque qu'au fur et 3 mesure que I'acuité p augmente, le facteur de concentration
de contrainte diminue. Lorsque p — 0, K tend vers l'infini, on retrouve la singularit¢ de
contraintes d'une entaille.

La présentation de ces résultats dans un diagramme bilogarithmique (Figure [VL.5])
permet de montrer que la variation du facteur de concentration de contraintes au fond
d'entaille en fonction de I'acuité peut étre représenté par la formule suivante:

B
K= D(? (VL3-3)

soit :
P
Omax = OND () (VL3-4)

ol D et B sont des constantes.
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K, 50
Y = 45¢
or P=11,42KN
0
20F
10 i
a
0 2 1 " [ A ] A 1 P p
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Figure [VL.4] : Evolution du facteur de concentration de contraintes
en fonction de l'acuité ; cas d'une éprouvette CT.
2
log K, y =45¢
B=1,1356
D=245
L
l o
0 A ] A 1 2 L " A A ] A L A log( pa)

-1,2 -1,0 -0.8 -0,6 04 0,2 0,0 0,2

Figure [VL.5]: E"volution de Kz en fonction de p *
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VL4 T ISTANCE IFI \% ' 2
D'ENTAILLE

La distance significative X', n'est pas toujours aisée & définir en raison de l'existence du
raccordement de la zone II ou zone intermédiaire. Nous avons recherché une autre définition .

La figure [VL.6] montre les deux définitions possibles correspondant aux abscisse X et

Xn.

La premiére définition a été retenue pour les raisons suivantes :

- dans un diagramme bilogarithmique, sauf pour p = 0, la valeur de Xp, est plus simple a
déterminer ;

- Xm est définie par l'intersection d'une horizontale d'ordonnée égale 2 la contrainte
maximale et la ligne d'équation (VI.2-1).

La deuxiéme définition pourrait étre utilisée en raison de son caractére physique car Xy
est l'abscisse de la limite entre la zone II et la zone III. Quand r > Xp, la contrainte Cyy est

correctement décrite par I'équation (V1.2-1) ou I'équation (VI1.2-3).

La difficulté de sa localisation nous a incité alors 4 ne retenir que Xp. Utilisant la
formule (V1.2-3), la contrainte normalisée maximale (Gyy)max peut s'exprimer par le facteur
d'intensité de contraintes d'entaille, I'angle d'entaille et la distance significative Xp :

*
KI

( 6)’)’ )max = _—_;
Var (xp) (VL4-1)

L'évolution de la distance significative Xp, en fonction de l'acuité p est représentée sur
1a figure [VL7]. Cette distance est décrite par la relation suivante:

X,=E)p?+F(y)p+GW) (V1.4-2)

Ou E(y), F(y), G(y) sont des constantes, quand ¥ est constant.
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Omax [O-o g~

=]

»e
8

4
=

logr

Figure [VL6] : Définition des distances significatives Xm et Xy,

0,20
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Figure [VL7]: Evolution de la distance X,, en fonction de l'acuité p.
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Dans le tableau (VI-2) E(y), F(y) et G(y) sont donnés pour une éprouvette CT avec
une entaille d'angle 45°. '

Tableau (VI-2) : Valeurs de E(y), F(y) et G(y) dans le cas d'une entaille d'angle 45°

'} E(y) F(y) Gy
45° 0.0393 0.1509 0.00542

L'analyse des données obtenues montre E(y), F(y) et G(y) varient avec l'angle
d'entaille .

En introduisant la relation (V1.4-2) dans la formule (V1.2-3), on obtient :

*

KI
(6,,). (V.p)= —

V2% (E(y) p2+F(y) p + G(v)) (V1.4-3)

La relation donnant le facteur de concentration de contraintes, conduit 3 :

o ()

. 2
K; =v2n K, o\ (EW)p +F¥)p+G(y)) (VL4-4)

Dans les formules (VL.4-3) et (VL.4-4), K*1 est le facteur d'intensité de contraintes
d'entaille. Il caractérisé la singularité de contrainte en fond d'une entaille aigué. Il est identifié
avec celui déduit de 1a formule (VL1-3).

Pour une plaque avec une entaille aigué, si le facteur d'intensité de contraintes K*] est
connu, les relations (V1.4-2) et (V1.4-3), permettent de calculer la contrainte maximale en
fond d'entaille avec différentes acuités. Réciproquement, si on connait la contrainte maximale
en fond d'entaille avec une acuité arbitraire, K*| peut &tre calculé.



Troisiéme partie : Analyse de La Ténacité des Matériaux 117

VL5 R D'INTENSITE D INTES D'
' T EM D

5.1 Développement de la méthode de Hasebe

Dans la premire partie, nous avons montré les méthodes de calcul du facteur d'intensité
de contraintes pour le cas d'une entaille émoussée.

La premiére méthode est celle de 'amélioration de l'expression de Creager ( formule
(VL1-4)). Elle est valable quand le rayon en fond d'entaille reste relativement petit.

La deuxi®me méthode présentée est développé par Hasebe et al [20]. Nous réécrivions
ici I'expression du facteur d'intensité de contraintes :

Ki(c)=lim ACyoyy p%c *Vrc/ V2

p—0 (VL5-1)

Cp est un coefficient en fonction de I'angle de I'entaille qui prend une valeur comprise
entre 0,5 et 1,414. A est un coefficient variant entre 1,1215 et 1,414. Si le rayon en fond
d'entaille est relativement petit, A ne dépend que l'angle d'entaille et ¢ est la longueur de la
fissure en fond d'entaille (voir chapitre 111.3).

Lorsque nous analysons le processus de rupture en utilisant un critére local de rupture,
nous faisons I'hypothése comme Ritchie, Knott et Rice [55] que la rupture se produit lorsque
la contrainte locale dépasse une valeur critique sur une distance caractéristique X, qui
représente la largeur du volume d'élaboration de la rupture. Dans les conditions d'amorgage
de fissure en fond d'entaille émoussée, nous considérons qu'une fissure courte ¢ dans la
formule précédente devient égale 2 la distance caractéristique Xc.

Dans ce cas, la contrainte maximale de oyy dans la formule (VI.5-1) est calculée avant
l'amorgage de la fissure. La formule (V1.5-1) peut étre adaptée au cas d'un rayon important,
elle devient :

* max o« _q
K, (Xc, W)=ACq0,, p X Nex 142 V15-2)

Le coefficient Cg est déterminé par la courbe de la figure [V1.7] issue de la référence
[22). La valeur de A peut étre obtenue approximativement par la relation déduite de I'entaille
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elliptique [35]. Si X¢ — O et p devient grand par rapport 2 la profondeur de l'entaille a, A est
proche d'une valeur limite 1,1215.

La validité de la formule (VI.5-2) dans le cas d'un rayon p important est mise en

question car dans la procédure de développement de cette expression, on supprime la
condition p — 0.

1’6 T T T T R |
o 124 n
@)
- 4
2]
8 |
& 08 L
¥ | L
&) ] i
0,4 . i
O,() ] P TP DU TR SPUR ST
0 30 60 920 120 150 180
Angle de l'entaille en degrés
Figure [VL.7] : Détermination du coefficient Cg [22]
5.2 Développement de la méthode de Lukas

Depuis des années 70, des efforts ont été faits pour obtenir les moyens de calculer le
facteur d'intensité de contraintes d'une plaque infinie possédant un trou elliptique prolongé de
deux fissures situées dans la direction du grand axe de l'ellipse. D'autres calculs ont été faits
pour une entaille elliptique ou une entaille en V avec une fissure en fond d'entaille dans un
demi-plan infini (voir la figure [V1.8]).

En considérant une fissure classique, on a proposé une expression qui relie la contrainte
globale et la longueur de fissure ¢ [59] :

Kl=chwl1t(a+cS (VL5-3)
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oll o est la contrainte globale, a la profondeur de l'entaille ou la longueur du demi axe de
l'ellipse, ¢ lalongueur de la fissure. F est un coefficient géométrique qui dépend des rapports
b/a et c/p s'il s'agit d'un trou ou d'une entaille elliptique ainsi que des rapports ¢/a et a/p et de
I'angle de I'entaille .

Si la fissure en fond d'entaille est courte, le calcul peut se fait & partir de la contrainte
locale en fond d'entaille représentée par le facteur de concentration de contraintes et la
contrainte nominale. Lukas et al [60] ont proposé une formule dans laquelle le facteur de
concentration de contraintes est calculé sans tenir compte du cas d'une fissure courte :

Ki=1,1215KopVrnc/VI+45c/p (VL5-4)

ici, K¢ est le facteur de concentration de contraintes, on la contrainte nominale, ¢ la longueur

de la fissure et p le rayon en fond d'entaille.

©)

Figure [VL8] : Schéma d'un trou elliptique possédant deux fissures (a),
d'une entaille elliptique avec fissure (b) et d'une entaille en V
avec une fissure (c) dans un plan ou un demi-plan infini

La limite d'utilisation de la formule (V1.5-4) pour un trou ou une entaille elliptique est
la suivante :

¢/b<02 ou c/p<02(alb)
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Nakai [35] a étudié le cas du plan infini, semi-infini et de largeur finie. Il a limité
l'application a :

c<0,5vap

Dans la formule (V1.5-4) K; et on sont déterminés sans tenir compte la fissure c. Par

exemple, pour un trou elliptique dans un plan infini comme le montre dans la figure [VI.9],
on est égale 2 la contrainte globale et K¢ s'exprime par la relation suivante :

2a
b (VL5-5)

+ y K.c
Gy (x)
A
£ p -
X
p=b*/a
c 2a c
—p

R B A

Figure [V1.9] : Définition du facteur de concentration de contraintes

La formule (V1.5-4) permet donc de calculer le facteur d'intensité de contraintes dans le

cas une fissure courte au fond d'une entaille émoussée. Mais pour une entaille seule, ¢ = 0, la
formule conduit 2 K ; = 0. Evidemment, la validité de cette formule cesse des que la longueur

de la fissure c = 0.
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Pour adapter celle ci A notre cas, nous faisons I'hypothese de remplacer la longueur de
fissure par la distance caractéristique Xc. La formule (V1.5-4) devient :

K,=11215K, 6,V X,/ V1+45X./p (VL5-6)

ol X présente la distance caractéristique.

Pour une entaille en V émoussée nous proposons que la limite d'application soit la
suivante :

0,2

v
tan »-

Xelp<

Cette limite d'utilisation choisie est inférieure  celle proposée par Nakai.

Nous avons effectué dans la deuxiéme partie, le calcul de la distribution des contraintes
sur une plaque avec entaille en V émoussée. Par conséquent, le facteur de concentration de
contraintes peut étre directement obtenu par ce calcul. Toutefois, la difficulté¢ de
détermination de la distance caractéristique X subsiste.

Le développement de la méthode d'Hasebe et de la méthode de Lukas adapté au cas
d'une entaille émoussée sans fissure, nécessite de substituer la distance caractéristique X ¢ a la
longueur de la fissure courte.

11 est admis que cette distance caractéristique est pour des raisons physiques de l'ordre
de grandeur de l'unité microstructurale (taille de grain, taille des plaquettes de bainite,
diametre des fibres etc...). En effet, en considérant le mécanisme de la rupture et la rupture
par clivage, Knesl [29] a proposé que pour les métaux X soit choisi comme étant égale a 2
A § fois de taille de grain du matériau. Une valeur raisonnable de X¢ est estimée entre 10 et
2000 .
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La figure [VL10], montre I'évolution de la distance caractéristique en fonction du
facteur d'intensité de contraintes pour différentes acuités. Les données sont relatives du cas
d'une éprouvette CT soumise 2 la charge concentrée comme montré dans la figure [VL.1].

Dans la figure [V1.11] on remarque que pour un rayon d'entaille supérieur a 0,4 mm la
distance caractéristique X¢ peut étre choisie entre 10 et 100 um pour une définition correcte
du facteur d'intensité de contraintes. On sait que la plupart des tailles de grains des alliages
métalliques usuels sont situées dans cet intervalle.
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Figure [VL10] . Variation du facteur d'intensité de contraintes en fonction de la distance
caractéristique Xc d'aprés la formule (V1.5-4)
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VL6 RESUME DES RESULTATS

En conclusion, nous proposons d'écrire les définitions suivantes pour le facteur d'intensité
de contraintes relatifs aux entailleen V :

(a) pour une entaille aigué, y>0etp=0,

K?(w): lim v 2z oyyra(w
=0

(VL1-3)
(b) Pourune entaille émoussée avec un petit rayon, y >0 et p—0,
* . n o«y)
Ky (¥) = lim == G
p—0 (VL1-4)
(c) Pour une entaille émoussée avec un petit rayon, ¥ >0 et p < p*,
* max o _ o
K,(Xe, W)=ACq0,, p X "VaX./V2 (VL52)
(d) Pour une entaille émoussée avec un rayon important, y >0et p > p*,
K,= L1215 K, 0y VR X /¥ 1+45X,/p (VL5-6)

Dans les cas (c) et (d), p* peut étre défini pour une entaille en V par I'expression

suivante :
p* =5 (X tan (¥12))
11 faut remarquer que dans les formules (V1.1-3) et (VI1.1-4), I'unité du facteur d'intensité

de contraintes d'entaille est de ( MPa-m® ) ; mais dans les formules (VI.5-2) et (V1.-6) I'unité
est de ( MPa-Vm ).
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VII TENACITE DES MATERIAUX FRAGILES

Le concept du facteur d'intensité de contraintes trouve son application naturelle dans la
détermination de la ténacité des matériaux fragiles tels que les céramiques, verres ou
carbures. En effet pour ces matériaux, il est difficile de mesurer la ténacit€ a partir
d'éprouvettes préfissurées, la réalisation de la préfissure par fatigue ou par préfissuration
statique conduisant fréquemment 2 la rupture inopinée de I'échantillon.

 Pour ces raisons, on a généralement recours 2 des éprouvettes entaillées pour la
détermination de la ténacité.

Le calcul de celle-ci se fait :

- soit 2 partir de la relation de la mécanique linéaire de la rupture en considérant
l'entaille comme une fissure :

Pc a
Kie=—T FP(_W—) |
BW (VIL1-1)

ol Fp est une fonction de la géométrie de la fissure, P¢ la charge critique, B I'épaisseur

de I'éprouvette, a la longueur de la fissure et W la largeur de I'€prouvette.

- soit  partir de la relation de Creager [10] qui est une relation de la mécanique linéaire
de la rupture corrigée pour tenir compte de I'effet d'entaille :

o, 12
= 1445 [exp|==-1/-1] p,

Kic
R,

(VIL1-2)

oll o« ¢ est la contrainte critique de clivage. p, est I'acuité critique en dessous de laquelle. la

ténacité Kyc est indépendante de l'acuité d'entaille, Re est 1a limite d'élasticité du matériau.
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La détermination de la ténacité par ces méthodes pour une éprouvette entaillée conduit
3 une valeur de la ténacité non intrinséque du matériau. Celle-ci, pour une acuité supérieure a
une valeur critique croit linéairement avec la racine carré de I'acuité comme l'indique la
relation de Tetelman et autres [47].

Dans le chapitre VI, nous avons discuté la définition du facteur d'intensité¢ de
contraintes d'entaille, donné quelques expressions et estimé les limites d'application. Nous
montrerons dans ce qui suit 2 I'aide d’exemple que leurs valeurs critique peut étre utilisées
pour I'évaluation de la ténacité et conduit a l'obtention d'un parametre intrinseéque du

matériau.

Les essais de rupture ont été réalisées dans notre laboratoire sur un alliage de
molybdéne appelé TZM [61]. Les éprouvettes choisies sont du type WLCT (Wedge Loading
CT). Le but de ces essais était precisément l'obtention de la ténacité du matériau.

Les propriétés mécaniques de ce matériau sont reportées dans le tableau suivant.

Tableau VIL.1 : Propriétés mécaniques de TZM

Limite Coefficient de Module Densité Taille de grain
d'élasticité poisson v d'Young p moyenne
Re E
830 (MPa) 0.32 320000 (MPa) | 10.2 (g/cm3) 15 (um)

En général la ténacité du matériau peut &tre obtenue 3 partic d'une €prouvette
préfissurée soumise 3 une charge critique. La préfissuration par fatigue n'est pas possible en
raison de la grande fragilité du matériau. Les essais ont été réalisés sur 4 types d'éprouvettes
WLCT différentes par I'acuité d'entaille qui a varié€ entre 0,5 et 2,0 mm. Les caractéristiques
géométriques de ces éprouvettes sont reportées dans le tableau 4.
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Tableau VIL.2 : Caractéristique géométriques de éprouvettes

Profondeur | Angle de

N° Longueur | Hauteur Epaisseur | Acuité d'entaille | 1 entaille
W (mm) h(mm) B(mm) P (mm) a(mm) y°
WLCT 1 20,0 20,0 20,0 0,5 7,25 . 45°
WLCT 2 20,0 20,0 20,0 1,0 79 45°
WLCT 3 20,0 20,0 20,0 1,5 8,6 45°
WLCT 4 20,0 20,0 20,0 2,0 9,3 45°

La forme de 1'éprouvette et la méthode de chargement sont indiqués dans la figure
[VIL1]. La charge d'ouverture de I'éprouvette en mode I, P, est déduite de la charge F en
tenant compte de 1'angle de frottement et de I'angle de I'entaille de 'éprouvette. La formule de
passage s'exprime par :

F

= Tan (Y124 p) (VIL2-1)

ici, F est la force appliquée sur le coin, P la composante d'ouverture de I'éprouvette en
mode I, y I'angle de l'entaille de 1'éprouvette. P est 'angle de frottement qui s'écrit :

B=tan’ (VIL.2-2)

ou U est le coefficient de froticment.

|
Table

porte-piece

F Coin
S R ——

Figure [VIL11: Forme de l'éprouvette et mode de chargement
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L'alliage TZM présente une moindre tendance 2 la fragilisation par rapport au
molybdéne pur. Il reste néanmoins un matériau fragile, ce qui explique la rupture brutale des

éprouvettes au cours des essais que nous avons réalisées.

La charge d'ouverture critique en mode I, Pc a été reportée en fonction de l'acuité
d'entaille dans la figure [VIL.2). On peut constater que I'accroissement de 1'acuité d'entaille a

pour effet d'augmenter la charge de rupture Pc.

Figure [VIL.2] : Valeurs de la Charge critique P¢ en fonction de l'acuité d'entaille p/a

La connaissance de la charge de rupture P et la géométrie de I'éprouvette donnent la
possibilité de calculer la distribution de contraintes en fond d'entaille par la méthode de
transformation conforme que nous avons présentée précédemment. Les valeurs calculées de la
contrainte maximale, le facteur de concentration de contraintes et la contrainte nominale dans

Charge critique Pc (KN)

20

b

15 F

P (KN)

Ya

0,10

0,15

0,20

la condition critique sont indiqués dans le tableau VIL3.

0,25

Tableau VI1.3 : Valeurs calculées de la contraintes maximale critiques

et du facteur de concentration de contraintes

N° P pla P (Oyy) max ONc K¢
(mm) (KN) (MPa) (MPa)

WLCT1 0,5 0,069 11,42 1223 332 3,68

WLCT2 1,0 0,126 15,02 1106 491 2,25

WLCT3 1,5 0,174 16,04 1006 566 1,78

WLCT4 2,0 0,215 16,40 950 706 1,34
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La figure [VIL3] montre qu'il existe une relation pratiquement linéaire entre I'acuité

d'entaille relative p/a et la contrainte nominale critique de rupture.

800

Contrainte Nominale Critique
L
-]

Ya

0 .
0,00 0,05 0,10

0,15

0,20

0,25

Figure [VIL3] : Evolution de la contrainte nominale critique O, y

en fonction de l'acuité d'entaille relative p/a

En raison de la grande fragilisation du matériau TZM, la ténacité peut étre €valuée par
' le facteur d'intensité de contraintes critique qui est calculé 2 partie de la mécanique linéaire

de la rupture.

Parmi les méthodes de calcul que nous avons présentées précédemment, quatre ont &t¢

choisies pour évaluer la ténacité de ce matériau, ce sont :

(a) La méthode de calcul du facteur d'intensité de contraintes critique en considérant
l'entaille comme une fissure, représentée par la formule (VIL.1-1) :

P a
Kic= -—° . FP(—)
B wuz \'\

(VIL.1-1)

(b) La méthode de Creager améliorée représentée par la formule (VL1-4):
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Kow)= m Y o™
P9 (VL1-4)
(c) La méthode par Hasebe exprimée par la formule (V1.5-2):
K;(Xc’“’)=AC9°§lyuPaX5a“/“_’z”/5 (V15-2)
(d) La méthode développée par Lukas exprimée par la formule (VL5-2) :
K,= 11215 Ko, Va X /¥ 1+45 X,/p (VLS-6)

Les résultats calculés par la méthode (a) sont représentés dans le tableau VIL4. Le
calcul par cette méthode donne des valeurs éloignés de la réalité car on considére une entaille
émoussée avec rayon important comme une fissure. L'accroissement rapide de la ténacité K¢
en fonction du rayon de I'entaille ne représente donc pas intrinséquement 1'évolution de la
ténacité du matériau.

Tableau VIL4 : Facteur d'intensité de contraintes critique calculé

par la méthode (a)
P Kic
N° méthode (a)
(mm) (MPa-m12)
WLCT1 0,5 29,54
WLCT2 1,0 45,52
WLCT3 1,5 57,03
WLCT4 2,0 67,87

Les résultats calculés par les méthodes (b), (c) et (d) sont présenté dans le tableau VILS.

A fin de comparer les résultats, deux valeurs de la distance caractéristique X, ont €t
considérées, X = 0,060 mm et 0,075 mm, et elles correspondent respectivement 3 4 et 5 fois
la taille de grain du matériau .
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Tableau VILS : Facteur d'intensité de contraintes critique calculé

par les méthodes (b), (c) et (d)

P Kic Kic Kic Kic Kic
N° méthode (b) | méthode (¢) | méthode (c) | méthode (d) | méthode (d)
(mm | (MPa-m®) | (MPa-m12) | (MPa-mV2) | MPa-m12) | (MPa-m!/2)
) Xc006mm | Xc0075mm | X 006mm | X¢ 0,075 mm
WLCT1 | 05 24,04 18,92 18,96 15,17 16,27
WLCT2 | 1,0 31,04 24,00 24,05 15,11 16,47
WLCT3 | 15 33,40 26,75 26,81 14,26 15,64
WLCT4 | 2,0 36,50 29,10 29,16 13,73 15,12

La figure [VIL.4] montre 1'évolution du facteur d'intensité de contraintes critique en
fonction de I'acuité de l'entaille calculé par la méthode de Creager (méthode (b)). En général,
l'utilisation de cette méthode est limitée 2 un faible rayon de l'entaille. Si le rayon d'entaille

devient trés petit, Kic est alors représentatif de la ténacité. Malheureusement, nous n‘avons

pas obtenu en raison des difficultés d'usinage un rayon moindre que 0,5 mm. Dans cette

figure, on remarque encore un accroissement de la ténacité avec le rayon a fond d'entaille.

Facteur d'intensité de contraintes

(MPam®)

ol
20:.

10f

obo..

1 1

PR S

A

P T W'Y

0,0

0,5

1,0

1,5

20

Rayon en fond d'entaille (mm )

Figure [VIL4] : Valeur de la ténacité Kjc calculé par la méthode (b)
en fonction du rayon en fond d'entaille
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Les méthodes (c) et (d), nécessitent le choix d'une grandeur caractéristique X.. Dans
notre cas, nous proposons une valeur de 4 ou 5 fois de la taille de grain du matériau.
L'évolution du facteur d'intensité de contraintes critique calculé par ces deux méthode en
fonction de I'acuité de l'entaille est montré dans la figure [VIL5].

o 35

= C ™7 T T v T v
g : =
" 30 | ]
S - = ]
g : :
jg 25 ¢ - ]
, a : , p
% & 20F k
] . ]
o B ! ]
"U E 1 3 4 3 -
32 Bp e
g 10 | ]
g MB - B méthode (c) avec Xc = 0,060 mm et Xc = 0,075 mm .
) F e méthode (d) avec Xc = 0,060 mm ]
; 5 - m méthode (d) avec Xc = 0,075 mm p
8 t :
;é (1) SEPEENEPEN TFEPUEEIP RSP SO U RS,

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Rayon en fond d'entaille ( mm )

Figure [VIL5] : Evolution du facteur d'intensité de contraintes critique calculé
par les méthodes (c) et (d) en fonction de l'acuité de l'entaille

La ténacité Kjc calculée par la méthode (c) présente une évolution similaire A celle
calculée par la méthode (b). Elle décroit en fonction de I'acuité de l'entaille. En raison du
fait que la validité de la formule est limitée normalement 2 un faible rayon de l'entaille, les
résultats présentes ne peuvent qu'évoquer une tendance .

On remarque que lorsque la valeur de la distance caractéristique X passe de la valeur
de 0,06 a la valeur 0,075, le facteur d'intensité de contraintes calculé par la méthode (c)
devient pratiquement constant. Ce-ci donne une grande souplesse de choix 2 la valeur de Xc.
Un autre avantage de cette méthode est ce que le facteur d'intensité de contraintes d'entaille
calculé utilise la méme unité, 2 savoir le MPa-m1/2, que dans le cas d'une fissure. Il y a donc
la facilité d'utilisation par rapport 2 une ténacité exprimée en MPa- m®.
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Le facteur d'intensité de contraintes critique calculé par 1a méthode (d) est pratiquement
indépendant du rayon en fond d'entaille. Il représente donc un critere de ténacité du matériau
intéressant. Mais la valeur de cette ténacité varie sensiblement avec la distance
caractéristique Xc. L'utilisation de cette méthode nécessité une étude sur le mécanisme de la
rupture a I'échelle de la microstructure des matériaux. En outre les dimension de la ténacité
s'exprime en MPa m1/2 comme dans la méthode (c).

A partie des résultats obtenus par les méthodes (b), (c) et (d), nous pouvons évaluer que
la ténacité de l'alliage de TZM se situe dans l'intervalle environ [15 et 20 MPa-m1/2],

CONCLUSION

La distribution de contraintes au voisinage d'une entaille émoussée en V peut étre
approximativement formulée par les caractéristiques comme la distance significative Xm,
I'exposant de singularité o, 'acuité d'entaille p et le facteur de concentration de contraintes.

Le facteur d'intensité de contraintes pour une entaille aigué peut étre déduit par le champ de
contraintes du fond d'une entaille avec 1'acuité.

La proposition du facteur d'intensité de contraintes d'entaille pour une entaille émoussée
a été faite. L'utilisation de ce facteur comme un crittre de ténacité des matériaux fragiles
donne certaine validité.
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CONCLUSIONS GENERALES

La distribution de contraintes dans une plaque entaillée peut étre calculée par la méthode
de transformation conforme couplée avec les équations de 1'élasticité de Kolsov-Muskhelishvili.
Dans cette étude, nous avons amélioré la méthode de Schwartz-Cristoffel pour adapter la
transformation de 1'image dans le cas d'une entaille possédant différentes acuités.

Lorsque I'on augmente de fagon importante le rayon en fond d'entaille, l'influence de
l'angle de l'entaille, de la profondeur de l'entaille et de la largeur de la plaque devient
importante. I'interaction de ces parametres conduit & une expression mathématique trés
complexe pour la transformation conforme. Nous avons résolu cette difficulté par une technique
d'itération effectuée par un programme informatique. La précision de la transformation est
satisfaisante avec une trés petite distorsion de 1'image méme pour un rayon relativement
important en fond d'entaille.

Cette méthode améliorée a été utilisée pour étudier dans le cas d'une éprouvette
rectangulaire avec différents angles et acuités d’entaille en V le champ de contraintes. La
distribution de contraintes au voisinage du fond d'entaille peut étre obtenue en tout point. La
méthode a été aussi développée pour le cas de la simulation d'un joint soudé, d'une éprouvette
de flexion trois points ou d'une éprouvette avec une entaille elliptique ou parabolique selon le
cas.

La distribution de contraintes en fond d'entaille sur la plaque avec une entaille en V
soumise une charge symétrique montre que la contrainte normale Oyy varie avec I'angle et
l'acuité de l'entaille. Les coefficients caractéristiques comme la distance significative Xm, le
facteur de concentration de contraintes K¢ et 'exposant ¢. ont été introduits pour analyser
approximativement les contraintes au voisinage du fond d'entaille. Le facteur de concentration
de contraintes Ky et 1a distance significative peut s'exprimer en fonction de I'acuité de I'entaille.
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Une équation a été établie pour donner la relation entre la contrainte maximale en fond d'entaille
avec différentes acuités et le facteur d'intensité de contraintes pour une entaille aigug.

Dans le cas d'une entaille émoussée, I'expression caractérisant les contraintes en fond
d'entaille devient plus complexe que dans le cas d'une entaille aigu€. Nous avons donné une
définition du facteur d'intensité de contraintes pour I'entaille émoussée. La méthode de Hasebe
et la méthode de Lukas, qui sont utilisées pour traiter le cas d'une entaille avec une fissure
courte, ont été modifiées pour les adapter A notre cas. Une distance caractéristique a €té
proposée correspondant au mécanisme microstructural de la rupture. Cette distance peut €tre
choisie de l'ordre de grandeur de la taille de grain des matériaux.

Nous avons utilisé cette définition du facteur d'intensité de contraintes d'entaille pour la
détermination de la ténacité des matériaux fragiles. En raison des difficultés d'usinage, sur des
éprouvettes de l'alliage de molybdene, des essais de rupture ont été effectués pour des
éprouvettes WLCT avec une entaille possédant une certaine acuité. Il en ressort que le facteur
d'intensité de contraintes d'entaille critique calculé lorsque la charge appliquée est égale a la
charge critique peut &tre considéré comme un parametre décrivant la ténacité d'un matériau
fragile.

La définition du facteur d'intensité de contraintes d'entaille qui s'adapte au cas d'une
entaille émoussée est un sujet difficile. Dans ce mémoire, 1'étude présenté doit &tre considérée
comme un début. Une continuité et une ouverture vers d'autres problémes de fatigue et de
rupture est envisagée.
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ANNEXE : BASE DES THEOREMES ET FONCTIONS
DE VARIABLES COMPLEXES

A.1 METHODE DE SCHWARTZ-CRISTOFFEL

A.1.1 Transformation d'un polygone en demi-plan supérieure (premiere transformation )

Considérons un polygone de n ctés dans le plan des z ( z est un plan complexe ), dont
les angles extérieurs sont a; @, ... a, ( voir Figure [A.1]).

Plandes w Plandes z

Figure.[A.1] : Transformation d'un demi-plan en un polygone.

Soient A (s =1an) les sommets de ce polygone qui sont les images des points a

(s=12an)sur I'axe #; duplandes w.
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L'opérateur qui transforme le demi-plan supérieur des w a V'intérieur du polygone du
plan des z est :

[+ ]
dz n '_,:_
Fo=m' W) =C, [[l(w-as) (A.1-1)
s=
La forme intégrale est :
w
pa]
z=m(Ww)=C, J]‘[(w-as) T dw + C, (A.1-2)
s=1
“o

ou C; et C, sont des constantes complexes.

Si un des points a; prend une valeur infinie, le facteur contenant ce terme a ; va
disparaftre dans les équations (A.1-1) et (A.1-2) .

La fonction de représentation (A.1-2) contient (2n+2) parametres : @ ;, @2 .. @p ;@ |,
a,..;a,;Cjet;C, dans cette fonction w o peut étre pris égal a zéro, ce qui revient a
changer la constante C .

Nous remarquons que les coordonnées z ; des sommets sont données par les équations :

+ C, (A.1-3)

etquelalongueurLy, 4 , = |zk+1 -zkld'uncétéAkA,m est donnée par :

a1
a9 ax

LA Ay, = ICll l.!(w-al) ®o(w-ag) T

& k+1 Lp

(agyy-w) ™ (a,-w) ™ dw (A.1-9)
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7 A partir des équations (A.1-3) et (A.1-4), il est possible de préciser le rle de chaque
parametre.

-Les a, sont par définition les angles extérieurs du polygone.

- Le paramétre C , intervient dans chaque expression (A.1-3) de z; . Un changement de
cette quantité introduit un changement de la méme quantit€ sur tous les z; ce qui correspond

donc 2 une transformation globale de 'ensemble du polygone.

- Le paramétre C; intervient dans chacune des expressions (A.1-3) de z et (A.1-4) de
la longueur des cdtés . Un changement de cette quantité conduit 2 un polygone semblable qui
a subi une rotation.

- Les parametres a, sont les points sur le plan des w, correspondant aux sommets du
polygone. Le changement de parametre a; fait intervenir un changement relatif de longueur

de chacun des c6tés du polygone.

A.1.2. Choix des parameétres

Quand un polygone A est donné, on recherche la fonction effectuant la transformation

du demi-plan en ce polygone A .

Plandes w Plan des z

Figure [A.2] : Transformation d'un polygone en demi-plan supérieur.
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L'établissement de la fonction de représentation nécessaire pour la détermination des
(n+2) paramétres: aj, dj.. @,;CietCy (lesay aj.. a,, angles extérieurs du

polygone sont connus ).

Posons :

w

Bt
zZ =0J s];ll(w-as) T dw (A.1-5)

Cette fonction représente le demi-plan supérieur des w a l'intérieur d'un polygone A*
semblable au polygone A correspondant 2 la fonction z telle que:
z=C, 7 +C, (A.1-6)

Les constantes C ; et C , peuvent étre déterminées par la comparaison de A et A*.

Le polygones A* semblable au polygone A est défini par les angles a,, et par les (n-3 )

rapports de chaque coté sur le premier a l'exclusion des deux demniers.

Posons :
LA, A La
2A3 n-28n-3
e — )" 5 oee s _——:)\'- - A.l-;’
LasaA, 2 Laa, n-2 ¢

Nous avons donc n-3 équations pour les n parametres a;, Gz ... a,. Trois restent
arbitraires. Choisissons a; =p; ;a; =p,; .. G, =P , ¢t calculons par (A.1-49) et (A.1-5)

la longueur des cOtés.
P2
bl | a2 a3 Op
LA1A2=II= _[(W‘Pl) .‘Il: (PZ-W) * (a3‘W) ® ...(P3-W) T dw
141
a

1 Qg
z — a—

ol | a2 o3
La,ay =12 = I(w-pl) T (w-Ppy) T (az-w) T .. (p3-w) T dw
P
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...... (A.1-8)
-1
%1 _%n2 _%n) _%n
A pAp = In2® J(W'Pl) T(w-ay,) (ap-w) (p3-w) *©
: 2
dw
Les équations (A.1-8) donne un systtme de n-3 équations a n-3 inconnues a3, a 4 ...,
a,.

Introduisons les relations (A. 1-7) dans le syst¢me (A.1-8), nous obtenons :

Ip(az,aq.. ap1)=A21; (a3,a,4... a,q)
I3(az,ay,... a_n_1)=)~3ll (ag,ag.. apy)

...... (A.1-9)
I,2(az,a4.. ag)=A,0l; (a3,a4...2p5;)

Le systéme (A.1-9) est non linéaire. Les solutions peuvent &tre déduites par la méthode
de Newton-Fourrier.

Les intégrales I; sont impropres. Pour leur calcul, la méthode de Kantorowich et
Krylov sera utilisée.

A.1.3. Méthode de Newton -Fourrier

Pour résoudre le systéme (A.1-9) nous supposons que a;, a: a:_ ;» sont les solutions

) g0 49

exactes du sysiéme. Nous prenons des valeurs initiales a(g, a, .. qui sont peu

o * * *
différentes des valeurs ag, a, ... q, ;.

Alors chaque équation du systéme peut étre décrite en série de Taylor. On utilise une
méthode itérative de résolution .

Le systeme d'équations est exprimé par :
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0 O
61 ol al 6 ol al
0, n 0% > 02, 0% > LS N L VLol p0 %0
das day dap daz Ry nl
O O O 0
61 dl3 al al ol al
Ig)) h(l) 3 + h(l) h(l) 3 )\‘3 [I@) h(l) 1 h(l) 1 (1) 1 2l
daz day dap; das a5‘4 2.1
...... (A.1-10)
61 aI 6[ al (')I 61
I 2 hg) n—2 h(l) n2 +. hg.)l n2 _ " [I(O) h(l) 1 hg) 1 h(l) 1 ]
das day dapg daz aa4 dap

Dans ce systtme (A.1-10), les inconnues sont les valeur des différences,
* (0. h(l) h(l) :
a4 a i . 4 eee n_l.

Les coefficients de ces inconnues et les termes constants sont les valeursde I, I3, 13.

I,.; ainsi que leurs dérivees premiéres par rapport a az , a4 .. @,; pour a 3 = a(g),
= 0 - 0
(14 —a4, oee a"_l—an_ln

h(l) h(l)

En résolvant ce systéme, nous obtenons donc les valeurs hgl ) et compte tenu

des valeurs initiales choisies a(g), a(? a(gf , nous en déduisons en premigre approximation :

...... | : (A.1-11)

Nous pouvons ensuite redévelopper le systeme de départ en séries de Taylor relatives
aux différences : a 3 a( . a, p a(:), - a( )1 En considérant la premiére puissance des

différences nous obtenons un systéme analogue a (A.1-2) qui nous permet de trouver h(;" ) h(f)
h(:fz, dou:
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a® = 4 h®

2@ = a® 4 1@
(A.1-11")

2 __ M) )
an-1 =an +h n-1

*

. . .s . . . *
ce qui constitue la deuxiéme approximation. Par ce processus, on peut atteindre ¢, a,, ...

*
n-I

A.1.4. Méthode de Kantorovich et Krylor

Soit 2 déterminer I' intégrale de type I; du systtme (A.1-8):

ak+1
et § J22
1= J (E-p1) " (E-p2) * -
ak
J2k JZkel in
(T-ap) *(agy -8) T (p3-%) * d& (A.1-12)

Ces intégrales sont impropres : en effet chaque intégrant peut devenir infini pour les

deux bornes d'intégration. Mais ces intégrales impropres existent. Ceci provient directement
du théoreme de Cauchy, car les nombres a ;, a 5, ... a,, sont toujours plus grands que z€ro.

Cherchons une méthode de résolution de ces intégrales .
Désignons par F() l'intégrant de (A.1-12):

o1 a2

FO= (t-p;) ™ (L-p2) * oo

bl 4 ’ _“k+1 ®n

(T-ay )- T(agg -&) ® .. (p3-¢) * (A.1-13)
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Posons :

bl | a2

GO = (E-py) ™ (E-Py) ® wou

k-1 Ck+l @p

(C'ak_l) T ( Ak ‘C) T ( Ps3 'C,) T (A.l'l4)
C'est 2 dire F(§) au facteur pres de la borne infénieure.

Faisons de méme pour la borne supérieure, posons :

a1 oz

H® = (E-py) * (E-pp) © .

ax a k42 ay

(C-2,) "(agy -€) * wulps-8) © (A.1-15)

En introduisant ces fonction G(£) et H(E) l'intégrant devient :

-0y Qg1

FO= C-2) % [G@)+C @) G-al+@r-L) = [Hew)-H @) @i-0)

-0y - Ogy1

(FO- C-a) * [G@)+C @YC-3)l-@i-C) * [H)-H @) @rr -0
(A.1-16)
L'intégrant F(Z) est donc séparé en une somme de deux intégrales E; etE, .

Ei= [ 1 G207 [G@)+® @)C-al+@ut) *
[H(ak+l)'H'(ak+l) (ak+l't-)]} dt
Ep= f {F@- C-20 % [Glap+C @C-al-@ut) =
[H (a_k+l) -H (ak+l) (ak+l - t )]} df;

II=E1+ E2
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L' intégrale E ; peut étre calculée exactement.

L' intégrale E , est libre de toute singularité puisque I'intégrant est continu de méme
que ses dérivées. Nous pouvons donc calculer cette intégrale par I' approximation de

Simpson.

A. 2. DEUXIEME TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE

A.2.1. i ‘intéri ji-

Le probleéme consiste a déterminer la transformation homographique qui transforme le

demi-plan supérieur des w (1 = 0) en l'intérieur du cercle unité |C < 1 (voir la figure

[A.3]).

e
47

Figure [A.3] : Principe, la transformation d'un demi-plan supérieur en un cercle.

La transformation la plus générale est de la forme :

(A2-1)
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ol §, est une constante réelle et &; une constante complexe dont on a le choix pour établir la

correspondance entre le plan des £ et celui desz.

Quand le point w décrit I'axe u, = 0 dans le plan des w, le point z décrit le cercle du

plan des z.

Particulierement, la transformation de l'intérieur du cercle unité du plan de £ en demi-

plan supérieur du plan des w. (Fig[A.4]) est le probleme qu'il nous faut aborder.

La transformation choisie est de la forme :

1-¢
1+C

w=i (A2-2)

Cette transformation fait correspondre au demi-plan supérieur des w ' intérieur du
cercle unité dans le plan des £ (Figure [A.4]).

uzl

) ul

B
Plan des w Plandes €

Figure.[A 4] : Exemple de transformation d'un demi-plan supérieur
en un cercle unitaire.
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A. 2.2.Transformation d' un_polygone en un_cercle unité :

La transformation d' un polygone en un cercle unité peut étre réalisée en reportant
l'équation (A.2-2) dans (A.1-3).

Si nous appelons &, les points du cercle unité du plan des £, ayant les sommets A ; du

polygone pour images, nous obtenons aprés calcul :

4
Og
(2 e =
z=m @) =C; [J(1-=) ™ dw + G, (A2-3)
0’ s=1 S
ou:
n ¢ Zs
dz “x
—_— ml(t)_:C (l_._) T (A.2-4)
dg ! sl;[l Cs
La transformation (A.2-3) fait correspondre 1'intérieur du cercle unité en l'intérieur du
polygone (Figure [A.5]).

Plandes z

Fig [A.5] : Transformation d'un polygone en un cercle unitraire.
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