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Introùrction Générale

L'analyse de la distribution des contraintes et le calcul du facteur d'intensité de

contraintes dans le cas d'une entaille aiguë en V ont été largement étudiés avec des différentes

méthodes. Toutefois, moins d'attention ont été prêtées au problème d'une entaille émoussée en

V.

Une tel étude peut prendre une place essentielle dans le domaine de la mécanique de la

rupture. La première raison, tient du fait que pour des matériaux du comportement élasto-

plastique, la pointe de fissure ou d'entaille sera émoussée quand elle est soumise à une

sollicitation à cause de ta déformation plastique. La deuxième, Ésulæ simplement que tous les

défauts réels des matériaux ne peuvent pas forcément êûe considérés comme une fissure ou une

entaille idéale. On rencontre souvent des défauts possédant I'acuité relativement importanæ. En

autre, pour des matériaux très fragiles, la ténacité de la rupture ne peut être déærminée qu'à

partir d'une éprouvette possédant une entaille émoussée en raison de la difficulté de préparer

une préfissure.

I-es raisons nous ont incité à obænir le champ de contraintes au voisinage d'un fond

d'entaille émoussée, et ensuite à trouver les relations entre les paramètres géométriques et

mécaniques afin de déærminer une grandeur appelée le facteur d'intensité de contrainæs

d'enteille.

Nous avons particulièrement axé note étude sur le cas d'une entaille émoussée en V qui

est plus complexe que celui d'rme snteille aiguë. Dans un plan infini, une entaille aiguë en V est

déærminée par un paramètre,l'angle d'entaille. Pour décrire une entaille émoussée en V, deux

paramètres sont nécessaires, I'angle d'entaille et I'acuité en fond d'entaille. Ce ci entraîne à la

fois une complication mathématique et une difficulté dans la définition de la caractéristique du

matériau qui représente la zone délaboration du processus de rupturc.



Introduction Générale

Dans le cas d'une plaque infinie, il faut citer deux contributions importantes : La

première, dans les années 50 de V/illiams [1] qui a étudié le champ élastique de contraintes et de

déplacements en fond d'entaille aiguë en V. L'expression de composants a été déduite à partir

d'une fonction d'Airy. La deuxième, en 1958, par Neuber [1] qui a porté ses efforts sur le

calcul de la distribution des contraintes en fond d'entaille émoussée. Les formes d'entaille

examinées étaient elliptiques, paraboliques et hyperboliques.

Dans le cas d'une plaque de dimensions finies,la tansformation conforme couplée avec

les équations de l'élasticité utilisant des variables complexes est une des méthodes les plus

efficaces pour calculer la distribution des contraintes et des déformations. Dans ce domaine,

Bahuaud, Vessiere et Lhermet [9] ont étudié le champ de contraintes dans une plaque

rectangulaire possédant une entaille aiguë ou de faible acuié.

Dans notre étude, la méthode de la transformation conforme de Schwartz-Cristoffel a été

améliorée et développée pour déærminer le champ de contraintes au voisinage d'une entaille

avec une acuité importanæ dans une plaque finie. Nous avons utilisé une technique d'itération

pour I'approche de la uansformation exacte que nous souhaitons obænir. Le calcul a été aussi

développé pour d'autres pièces telle qu'un joint soudé ou des entailles elliptiques et

paraboliques dans certains cas.

Notre attention a aussi porté sur l'établissement d'une relation entre le facæur d'inænsité

de contrainæs d'entaille et I'acuité de I'entaille. La détermination de la ténacité de matériaux

extrêmement fragiles comme un alliage de molybdène a été étudiée, car dans ce cas la

fissuration des éprouvettes sans rupturc brutale est pratiquement impossible.

le présent mémoire est divisé en trois parties :

La première concerne I'historique et une synthèse bibliographique. Nous nous y

rappelons les méthodes diverses pourcalculer le champ de conuaintes et le fæteur dTntensité de

conuainæs pour une entaille aigÉ ou émoussée.

2



Introduction Générale

La deuxième partie conceme le calcul de la distribution des contraintes sur une plaque

possédant une entaille par transformaton conforme. Une plaque avec une entaille émoussée en

V a été particulièrement étudiée. Ce problème introduit une complication mathématique

importante. Une modification de la méthode de transformation a été développée afin de

résoudre la difficulté de transformer I'image du fond d'entaille. Des plaque entaillées avec

différenæs angle d'entaille et différentes formes ont été examinées. Pour obænir la distribution

de contraintes dans toute la plaque, les équations des variables complexes de Kolosov-

Muskhelishvili sont utilisées . Le niveau de contraintes en fonction de la distance du fond

d'entaille et de I'acuité d'entaille peut ainsi être obtenu en détail.

Nous présenterons dans la troisième partie, l'établissement d'un facteur d'intensité de

contraintes d'entaille pour le cas d'une entaille émoussée. La diffrculté rencontrée s'explique en

raison du fait de I'introduction de plus de coefficients que dans Ie cas d'une fissure ou d'une

entaille aiguë. Une proposition est fait€ pour définir le facteur d'inænsité de contraintes

d'entaille qui définit la contrainæ en fond d'entaille émoussée ainsi que son gradient. Ensuite,

nous étudierons le facteur d'inænsité de contrainæs critique qui peut être considéré comme un

paramème décrivant la ténacité d'un matériau fragile entaillé.

3
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Première pnie : Etudc Biblbgraphiquc

PREMIÈRE PARTIE : ÉTUON BIBLIOGRAPHIQUE

INTRODUCTION

La détermination de la distribution des contraintes au voisinage très proche d'un fond

d'entaille et le calcul du facteur d'intensité de contraintes pour différentes formes d'entaille

présenænt un récent regain d'intérêt en mécanique de la rupture. Des études sur l'entaille en V

depuis les années 50 avaient été développées par différenæs méthodes.

Williams a étudié la singularité de contrainæs élastiques en fond d'une entaille en V

aiguë dans un plan infini à partir de la théorie de l'élasticité classique en utilisant la fonction de

contraintes d'Airy tU. Le facteur d'inænsité de contraintes pour une entaille ainsi obtenu

s'accorde avec la définition du facteur d'intensité de contraintes pour une fissure déduit des

analyses de V/estergaard [2] et d'Irwin [3] si I'on considère qu'une fissure est une entaille

d'angle nul. La méthode de Willams a été développée pour le cas d'un comportement

élastoplastique à écrouissage linéaire [4] et non-linéaire [5], et le comportement de deux

matériaux soudés [6].

Pour I'analyse de la singularité de contraintes en fond d'une entaille aiguë, une autre

méthode utilise une intégrale indépendante du contour [7]. Cetæ intégrale est similaire à celle

déduite des tavaux de Rice [8] que I'on utilise pour les problèmes de rupture élastoplastique.

Creager et Paris t9l t10l ont donné une méthode pour calculer la distribution des

contraintes en fond d'une fissure émoussée dans un plan infini. La fissure est considérée

comme un trou elliptique dont le demi-ære majeur d est beaucoup plus grand que le demi-axe

mineur b, c'est a dire a >>b.Ils ont calculé le facæur dTnænsité de contraintes pour une fissure

émoussée. Neuber I l] a étudié le problème d'une entaille émoussée et en a déduit des

expressions pour calculer la distribution des contraintes en fond d'entailles elliptiques,

paraboliques ou hyperboliques. Il a pour cela proposé I'introduction d'un rayon fictif. Les

résultats ont été utilisés pour énrdier I'amorçage d'une fissure en fond dbntaille.



Première panic : Etude Bibliographi4ue

Le cas de I'analyse du champ de contraintes en fond d'entaille sur une plaque de

dimensions finies est plus complexe que celui d'une plaque infinie. L'effet de bornes doit alors

êue considéré. Dans ce domaine, les études sont moins nombreuses que celles effectuées sur

une plaque infinie. Les méthodes essentielles développées sont la méthode des éléments finis, la

méthode de la collocation [12], la méthode de I'intégrale de contour [3] et la méthode de la

tansformation conforme I I 41.

La méthode de I'intégrale de contour a été utilisée d'abord par Rzasnicki [3] pour

étudier le cas d'une entaille en V sur une plaque rectangulaire ; puis cette méthode a été

développée par Barone et Robinson [15]. De bons résultats ont été obtenus avec peu de points

aux bornes. Nikooney et Robinson [16] ont modifié la solution précédenæ et ont déærminé les

contraintes et les déplacements proches du fond d'entaille.

La méthode de la transformation conforme de Schwartz-Cristoffel [7] est un moyen

très efficace pour résoudre le problème de I'entaille sur une plaque de dimensions finies en

couplant les fonctions de variables complexes de Muskhelishvili [8]. La distribution des

contraintes et des déplacements est calculée avec une grande précision pour une plaque

rectangulaire possédant une entaille en V aiguë. Lherment et Bahuaud [19] ont développé cette

méthode dans le cas d'une entaille de rayon faible et ont obænu des rrésultats satisfaisants.

Le calcul du facæur d'inænsité de contraintes pour I'entaille en V aiguë a été étudié de

façon efficace en déærminant I'ordre de singularité en fonction de I'angle d'entaille. Mais pour

une entaille émoussée, l'évaluation du facteur d'inænsié de contraintes devient tès délicaæ car

le caractère de singularité de contraintes disparaît. Haseb 120-221a établi une relation entre la

concentration de contraintes et le facæur d'inænsité de contraintes. Il a proposé une expression

du facteur d'inænsité de contraintes pour une fissure courte dans les cas d'une entaille aiguë et

d'une en[aille de rayon faible.

6



Première pnie : Etude Bibliographique

I CHAMP DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE POUR
UNE PLAQUE INFINIE

I.1 SINGULARITÉ DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE

AIGUË EN V

I.1.1 Fonction de contraintes de Westergaard [2]

La fonction de contraintes d'Airy I, qui est une fonction biharmonique, est utilisée pour

résoudre les problèmes d'élasticité à deux dimensions et peut être représentée par des fonctions

complexes:
=

I = Re 7-+ y lrmZt (I-l-1)

ici, Rc représente la partie réelle etlm la partie imaginaire.

\ -- dz, d4
où:  4  =Ë ,  Z ,  =Ë ,  z=x* iY

Dans la formule (I.l-1), Z,(z) est la fonction de conuaintes de V[esærgaard [2] et est

souvent utilisée pour une structure fissurée à deux dimensions. L'indice inférieur / dans la

fonction d'Airy et la fonction de Westergaard indique que le problème est relatif au mode

d'ouvertur€ ou " le mode / " de la déformation en fond de fissure.

Iæs composantes de conuainæs associées s'expriment par les relations suivantes :

6xx=R.4- Ylurn4
oyy=ReZr+Ylurn4

oxy=-yRe4

(r.r-2)

d. dz"l
t t=  E

où:
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Dans le cas d'un plan infinie contenant une fissure définie par les coordonnées de ses

extrémités (-a, 0) et (a, 0) (voir fîgure U.ll), la fonction de'Wesærgaard peut être représentée

par:

v -  e@)2r - (22-s21r t2 (r.1-3)

(r.l-4)

ici, gk) est une fonction analytque qui dépend de la géométrie du plan et des conditions aux

limiæs. Dans le cas de I'application d'une contrainte uniforme o, dans un plan infini, on a

simplement" S@) = 6sa.

En général, on s'intéresse à une petite zone autour du fond de fissure et dans ce cas,

toutes les fonctions de contraintes peuvent être exprimées en fonction des coordonnées polaires

locales (fïgure U.ll), la fonction de Wesærgaard devient alors :

4 = f(Ù{t

avec t=re io.

Figure [I.ll : Définirton d'une fusure dans un plan infini

Toutefois, quand r + 0 êt 0 = 0, pour le mode I, la fonction complexe analytique flt)

s'approche d'une valeur constante réelle, X,tpxfn K, est nommé " le facteur d'intensité de

contrainæs en mode / " et est défini par la formule suivante :

e = 
Ijà 

6y), ( r, e4 ) (2ær)rn (Ll-s)
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Les contraintes locales représentées en fonction des coordonnées locales

deviennent:

polaires

o**= 
#"o{tr 

- sirfsirfi) * .,o,* 
"â 

( Aï/1rl'-r

* [{2 + (-1)o+},t cost}t - l)e - h 
- tl cosl}r - r;et

oyy= 
#"orNr 

+ sinl sin|) . 
"â 

( Ai/1 rl '-r

* t{2 - (-l)n- tn} cos(tr - l)e + h - tl cos(fn - 3)e t

6,y= 
*sirf, 

colb 
"o+ 

- 
"i 

r Ai/1 ri'-l
(Znr)"'

* [{(-l)" - }rt .i"tfn - l)0 - (i" - tl sin(tn - 3)e t

(r.l-6)

Si la zone de contraintes est très proche du fond de fissure, I'utilisation des premiers

tennes de la série dans I'expression (I.l-6) donne une précision suffisante pour calculer les
composantes de contraintes. Avec cene définition, K, fixe la singularité de contrainæs en fond

de fissure.

1.1.2 Méthode de \ililliams

L'étude de la singularité élastique sur une plaque infinie avec une entaille en V aiguë a

été effectuée la première fois en 1952 par Williams []. L'expression de contraintes au

voisinage du fond d'entaille en a éé déduiæ.

enV aiguë.

Considérons une zone près de la

poinæ de I'entaille possédant un angle

d'ouverture V = Z( rs' T ) représentée

par la figure [I.2]. Cette zone est définie
pu  { ( r ,  ù  I  o  <  r  <  æ,1<o  <yJ  ;
(r , 0) sont les coordonnées polaires d'un

point arbitraire de cetæ zone mesurées à

partir du fond d'entaille.
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Par analogie, une fissure peut être représentée comme une entaille possédant un angle
d'ouverture nul. ( y= /80oou V = 0) .

Le problème a été étudié dans le cadre de la théorie de l'élasticité. Les équations

d'équilibre s'expriment par :

10

iciuretug sont respectivement les composantes radiale et angulaire du déplacement.

Quand le comporæment du matériaux est élastique linéaire, les relations contraintes-

déformations d'un système plan s'écrivent :

ôo, , . lâo* .o . , ' -o*
T, +; æ=*i i=o

(r.l-7)
I  âo* .  âor .  .2o*  ^
;36- r  T ; -1 -=  

u

Les relations déformation-déplacement s'écrivent :

âu.
'n-  F

u. I âu-e*= i*; *
I âu, . âus ùee'"= r  ao 

*ah-;

,,,=#(o,,-vo..)
,r.= # 1or.-vo,,)

2( l+v)
ete=--;- Ore

(r. l-8)

(r.l-e)

ici, E'=E pour le problème de contraintes planes et E'=E/(I-v2) pour le problème de

déformations planes ; E est la limiæ d'élasticité et v le coefficient de Poisson.

En introduisant la fonction de contrainæs d'Airy l, on peut exprimer lqs contraintes à

partir des relation suivantes :
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2
|  àx tàx

Go=a, -" -T-
t' àg' 

' ôr

2
àxoæ= T
âr- (L l -10)

2
t  àx t  àx

v--3 -,v r arae ,, â0

l'fuuation de compatibilité s'écrit :

2 2
- r  ô- .  -zà-  - rô.  ^  -zà ae,o.

r ' " . (  reæ) + r  -  
- (e, , )  

- t  
a i (e, , ) -  2 t  -  

æ(r ; ; )  
=0

àr '  âe'  
vL ur ov 

( I .1_l  l )

Avec la formule (I.l-10) l'équation de compatibilité (I.1-11) devient une équation

biharmonique:

_4 a la  1a ,2V , (=(  
-  * - :+ -  : )  t=0
arz 

' âr ,' ag' (Ll_r2)

Nous introduisons la fonction de contrainæs d'Airy I sous la forme suivanæ [23] :

X- r-6-z) [Acos(x-2)o + Bsin(À-1)0sin0 ] (r. l-13)

Ici, A et B sont constantes. l, est un paramère qui dépend de I'angle d'entaille y.

Cetæ fonction satisfait I'Quation biharmonique (I.l-12). Iæs constantes A et B peuvent

erc déænninées par les conditions aux limiæs le long de deux faces de I'entaille qui est un bord

librc:

6oo=6re=0  quand  o= t Ï

Inuoduisons la formule (I.1-13) dans les équations (I.l-10) et utilisons les équations
(I.1-8) et (I.l-9). Nous obtenons les équations qui expriment les composants de contraintes o'

, e.6gat crre auvoisinage de lbnaille en V pour le mode /:
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Ki
o., = 

- 
[ cos(I - 2)0 cos?uT - 

SostL 
'2)T cosl0 ]

C1(2nr )
*

K,
oæ= 

* 
[ - cos(]', - 2)0 cosÀt + cos(I - 2)f cosl,0 l

C1(2nr )  1L1-14)
*

K I
or"= j. I sin(I - 2)0 cosÀt #cos(I 

- 2)v sin],O l

C1(2nr)

o* r + r-!-1
u, = 

* [ cos(À - 2)0 cosÀï cos(I - 2)y cos],Ol

zCtG (l- À) ( 2ær ) (r. l-15)
n 4
/ ! - -

uo=
I 1 v cos(r - 2)r sinro l

1[ 
sin(?' - 2)0 coslt cos(l - 2)t

2CrG (1- î ,)  (2nr)

où: Cl = 
"ot 

(L - 2n - cosÀ1

Dans les relations (I.1-14) tÇ tyl est le facteur d'intensité de contrainæs pour I'entaille

en V.

t2

K;

Kitrt = lim 6ee (r e = o) ( 2ær )À
r+0 (r. l-r6)

I-es valeurs propres de Â dépendent à I'angle d'entaille 7 et peuvent être déduiæs par les

conditions aux limiæs sur les deux faces libres de I'entaille :

sin2(I- tly - t (I-1)sin2r (r.1-17)

Chaque racine de l'équation (I.l-17) correspond à une solution complèæ de l'équation

(I.1-13) . En particulier, nous nous intéressons à trouver le minimum de la partie éelle de la

valeur propre À Min(Re f). Celle-là représenæ le caractère de la singularité de conraintes et de

déplacements en fond d'entaille.

L'évolution de la valeur positive minimale de I est représentée en fonction de I'angle

d'entaille dans la figure tl.3l. On constatÊ que I augmente de façon monotone au fur et à

me$re que I'angle d'entaille (36tr-4) diminue ( voir figurc tI-31 ).
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Figurc tl.3l : Relation entre la singularité de contraintes Let l'angle d'ennille.

Récemment,le modèle de Williams a été développé dans le cas d'un comportement du

matériau à écrouissage linéaire [4]. les équations d'équilibre et les relations déformation-

déplacement sont identiques à (I.l-7), (Ll-8) et sont aussi linéaircs.

I-e comportement du maériau est décrit par la ttréorie de la plasticité :

?
Et€ i j  -  c r  [ (  1  +v )o i i - vokkô i j t * i (  I  -a )  ( l  -Reo" r )s i5 ;  pour  o "  >Re

E,€ i j  =  cr  [  (  I  +v)o, r -vo. .ô , r l  ;  pour  6"  < k

13

.<
( D c )

ËE
c t o

Ëi
€-E
ES
=- 6l
t -

:E€>s
(l)

\q)
É

(r.1-18)

ici : Re est la limite lélasticité en traction ; q bmodule tangent du matériau en uaction ; E

module de Young ; a= HEs; ds €st la conuainte effoctive, elle est définie par :

6.  =  [ ]  tus , j l t "

et So1. est le déviaæur des contraintes représenté par :

1
Si j=6 i j - i o r .ô t i

(r. l-1e)

(r.1-20)

Dans une zone auûour du fond d'entaille,les contrainæs dépassent la limite d'élasticié-

c,est à dire que o, devient tnès grande et 6D q'' aa /. Dans cetÊ Tf,ne,le comportement peut

s'exprimer par:
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1
EtÊ i j  -  c r , [ (1+v)o i i - vokkô i j l  + i  (1+o  )S1 i  g . t_Z I )

En utilisant la même forme de la fonction d'Airy, nous pouvons obtenir le champ de

contrainæs et de déformations en fond d'entaille [4].

I.2 DISTRIBUTION DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE

ÉwroussÉr

I.2.1 Méthqde de Creager

Creager et Paris [9, l0] ont étudié la distribution de contraintes au voisinage d'une

entaille elliptique.

Ils considèrent un trou elliptique dans une plaque infinie soumise à une contrainte

globale dans la direction de I'axe de I'ellipse comme le montre la figure [I.a] ; a et b sont

respectivement les longueurs du demi-grand axe et du demi-petit axe, p = F / a est le rayon de

courbure en fond d'entaille.

On utilise un système de coordonnées locales polaires dont I'origine se situe en

(a-p/2,0), représenté dans la figure U.41. Si la condition p/a << I est satisfaiæ, à partir des

équations de Timoshsko [24], la distribution de contraintes au voisinage du point (a, o) pett

s'exprimer par les formules suivantes [9] [10] :

I4

o.=+",+[ r - sirfdq +**+
(Znr) (2ær)

o,= *"",;[ I + sif ,i4. +*"'*
(Znr) (2nr) tr.2-U

r,y= *ti;;rrrr!"of 
"o +-4|ri+

(2n) (Ztcr)
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llt
oo

Figure tl.4l : Défuitions liées àla géométrie d'un troa elliptique

et les conditions aur limites darc la plaque infinie.

Le facæur d'inænsité de contraintes pour cette fissure émoussée est alors définie par

I'expression suivante :

Kr (p) =+,,g or, (, =1, o = o , p) p' '2

^l; -.  max. , t t2
=T  | tm  Ovv  (p )p

o p+o

15

u.2-21

I.2.2 Méthode de Neuber tlll [30]

Neuber a apporté une conuibution importante à l'énrde de la distribution des contraintes

en fond d'entaille émoussée. Les formes d'entaille étudiée.s sont elliptiques, paraboliques et

hyperboliques. Nous présentons ici le cas d'une entaille parabolique dans un plan infini

soumise à une sollicitation symétique.
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dans ce cas, on défrni les plans géoméuique des z et des w piu les relations suivantes :

z=w2;  x=r2 -u2 i  Y=2 :uv  ( I -2 -3 )

Le long de la parabole u = us , le plus petit rayon de courbure p se trouve du fond

d'entaille où v = 0 et vaut :

p=2rÊ

16

et au même point on a:

(r.2-4)

(r.2-s)x=xo =t f i=pt2

Considérons les conditions aux limiæs sur I'entaille u = u0 soumise à une sollicitation

symétrique, les composantes des contrainæs s'écrivent [11] :

(u2-uo1u
6-= 2C1

1 u2  +  n2 ;2
t 2 ^ 2

o* '=  2g '  
t  +  uo  u+zuv-

(  o ' *  u ' ) '  $ .2 -6)

6u"=2c1|ffi

C, est une constante réelle par analogie avec la mécanique de la rupnrre. Ceme constante

peutêreremplacée parKl/(2{n pour y =0 etu->0.

Dans un plan de symétrie, on a v =0 et donc u =xln , d'où :

6rr= o-= 2Ct ( u-t - u3 u-')

oyy=o""= 2cr(o- t*o lu- ' ;  G.z- | )
6uv=0

La distribution des contraintes ainsi obænue, est montée dans la figure [I.5]. On

remaqlue la croissance rapide de la conuainæ principale oyy . h seconde contrainte principale

or" qui en accord aveæ les conditions aux limites est nulle sur le bord, crcît rapidement et
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atteint à la distance p du bord sa valeur maximale d" f omax. Au même endroit, or, égate à

deux fois plus grand QUe oxx. La contrainte maximale prend la valeur :

max ll2
o; = 4Crluo = +,{-2Crl p

Pour prédire I'amorçage de la fissure en fond d'entaille, les caractéristiques

microstructurales du matériau doivent être prises en compte. Neuber a proposé comme critère

de la rupture, la ténacité Krc. Pour tenir compte de I'effet de la microstructure, il a défini un

rayon frctif p1 tl1l t30l [31] æl que :

Pr=P+sP (r.2-e)

Où pr est le rayon fictif; p est le rayon réel de I'entaille; p* est la longueur de la

caractéristique microstructurale du matériau représentée à la figure [I.6] (c'est une constante du

matériau ) ; le facteur s dépend du type de chargement et du comportement du matériau.

u=u0

Figure [.5] Distribution dcs contraintes pour m profrl Wrafulique
dans le cas dc sollicintiow symétriEæs.

(uo=firz par (I.2-5)) (r.2-8)

f "--
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Dans le cas d'un chargement de traction et pour une fissure ayant respectivement un

angle au sommet de 0o et un rayon d'entaille p = 0, on obtient :

pr=Zp* (I.2-10)

Pour une entaille ayant un rayon p la formule (I.2-9) devient:

Pr= P +2P*.

18

A la pointe de la fissure x prend la valeur xo = pl2. En introduisant la caractéristique

microstructurale et en considérant les conditions critiques I(r = Krc, 6e = Re ( Re est la limite

délasticité ), on obtient:

(r.2-r l)

(r.2-12)
n"=E

cl npr

Figure l-I.61 : Iangueur dc la caractéristique microstntcurale du nutériau , p*.
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II CHAMP DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE POUR
UNE PLAQUE DE DIMENSIONS FINIES

rr.1 uÉrgonr nn l'ÉeuluoN rNtÉcR^Ar,B nn nlnoNr Br
ROBINSON

il.l.l Cas de I'entaille aiguë en V

La méthode des équations intégrales de Barone et Robinson [5, 16] est une méthode

numérique pour calculer la distribution des contraintes dans une région D fermée par un

contour L. Par déf,rnition un point est dit régulier sur la frontière, si la tangente en ce point varie

de façon continue et un point est dit irégulier, si sa tangente ne peut pas être définie. Un fond

d'entaille aiguë est typiquement un point irrégulier. Iæs points de transition se situent de chaque

côté d'un point inégulier (figure tr.1).

Point régulier sur la frontière

Point inégulier sur la frontière

Point de transition

Figure ftr.ll : Définition dc lafrontière et dcs types de pints.

19

a

I

a) Équation intégrale pour les points régullers de la frontière

Considérons une région (D+L). D signifie la égion ouverte et L le contour. Les

paramètres du champ réel sont dénotés pu t/Q) pour les tractions; u/p) pour les déplacements

et o;/p) pour les contraintes. lci p est un point de (D+L) et O est un point de la frontière.
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De plus, considérons un système de forces auxiliaires associés aux forces concentrées
F1 et F2 qui sont imposées respectivement dans les directions r et y. Ce système est dérivé des

solutions de Kelvin. [æs tractions et les déplacements arD( points limites p, provoqués par la

ièt" force au point P, sont dénotés par :

$f Ol: pour les tractions ; 
"rfLl: 

pour les déplacements ;

Puisque la solution auxiliaire est infinie au point P, une Ftite égion D, qoi comprend P

est enlevée de la Égion D+L.

Si les tractions et les déplacements réels sont développés au point égulier P en séries de
Taylor, on obtient la relation Éciproque pour € +0 :

1*  I  *
c,, u1(P) * J,-,,,{O udO ds(e) = 

J,,ito uir(e) ds(O 
(II.1_l)

où cij = 0, si i*j.

En introduisant les forces auxiliaires de Kelvin, dII = FI, d2z= F2, nous obtenons

les déplacements au point P.

b) Équation intégrale aux points irréguliers de la frontière

Le champ de déplacements et de contraintes au voisinage d'un point inégulier en

coordonnées polaires est donné par la solution de Williams sous le forme suivante :

20

ur= A(0) rx

ue = B(o) rl

o,,= P(o) rr-l

or.= Q(0) rl-l

ore= R(o) rr-l

(rr.l-2)

A(0) = (À-3+4v)[C 1 cos(]u- I )0 + C 2 sin(I- I )el + C 3 cos(]u+ I )0 + Casin(I+ I )e
B(0) = (1,-3+4vX-C 1 sin(l',- I )0 + C2 cos(I- I )el - C3 sin(l,+ I )0 + Ca cos(l,+ I )0
P(e)=2ttl,t(I-l)[C1cos(À-l)0+C2sin(] ',-1)01 +C3cos(]v+l)0+Casin(À+l)e]

Q(0)= -2p]' l(?t+l)[C1cos(],-l)e+C2sin(I-l)el+C3cos(]u+l)o+Casin(]v+l)e]

R(0)=2p.1,{(},-l)t-C1stn(},-1)0-C2cos(I-ltel-C3sin(}v+l)0+C4cos(I+l)e}
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ici p est le module de cisaillement. C, à Co sont des constantes qui peuvent être déærminées

par les conditions aux limites.

Nous savons que la combinaison des solutions de Williams est aussi une solution du

problème. Donc les expressions suivantes sont des solutions possibles du problème homogène

2 l

ici, Ç représenæ les déplacement généralisés; la panie réelle de chaque valeur propre À- est

supérieure ou égale àzÉro. Cette solution s'appelle la solution propre de rWilliams.

Une solution avec la partie éelle de l,- inférieure à zéro est dénommée solution

impropre. Elle est utilisée comme solution auxiliaire pour déærminer les déplacements

généralisés. Les expressions sont similaires à celles du champ réel :

ur= )K. u-, ;
m

ue=IK^ue.  ;
m

oo= IK- orro, ;
m

orr= IK- 6er- i
m

or" = I K- 6r"o, i
m

: l F l t *

u r=)K- u-,  ;
m

* F * { t

u e=)K.  uq,  i
m

* *
S ;

6 o= LK, or-,
m

t *
F l

o*=)K,  o*
m

' l l
F t

o r"= LKo' 6r*,
m

u* = A- (o) rL

uen= Bo, (o) rh

orro, = P. 1e; rr'-l

6eoo, = Q- (0) ,r'-1

6r"-= Ro' 1e1rl '- l

ui=ni €)rL
*  *  , ' - ,

6r-r= P^ (o) r"' 
'

o*=qo, trl r""
a* - ^ .

orh= Rl 1e11À'-t

(rr.1-3)

(tr.1-4)

* r r 1
ù-, = A- (0) r'"'

t

ici, l,i = - À- ; I{ est une constante choisie.
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c) Solution de Barone et Robinson

Dans cette méthode les equations de la solution propre avec des déplacements inconnus

(II.1-3) sonr utilisées pour représenter les déplacements au voisinage du point irrégulier

jusqu'au point de uansition. (Figure II.l). Les équations de la solution auxiliaire impropre sont

résolues selon la loi de Betti [16] afin d'obænir les déplacements généralisés inconnus. Les

æchnique détailée du développement de la formulation et du calcul numérique sont donnés dans

les références [16].

II.l.2 Cas de I'entaille émoussée en V

La méthode est établie à partir de la solution de Barone et Robinson pour I'entaille

aiguë. Dans le cas de I'entaille en V émoussée, la surface de l'éprouvette est décomposée en 3

régions ( figure t U.2I et figure I II.3 ] ) :

i ) Une petiæ zone interne ayant pour limiæ un cercle centré sur I'intersection des deux

côté droits de I'entaille ;
ii ) Une zone annulaire adjacente à la zone inteme ;

iii ) Une grande région comprcnant toute la zone extérieure à la zone d'annulaire.

Lazone inærne peut être traitée numériquement. Pour la zone d'annulaire, une solution

analytique aétÉ développée à partir des solutions de Williams qui sont éændues en incluant les

solutions impropres. La grande région est calculée en utilisant les techniques de Barone et

Robinson comme dans le cas de I'enaille aiguë.

Y '

zone interne

Figrure ttr.21 : Défuirton selon Barone et Robiwon U5] dcs trois régiotu dans me plaque de

dimensiow finies avec une entoillé émoussée

22
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Figure [II.1-31 : Description da contour dc la zone interne d'me plnque ennillée.

Ces méthodes sont détaillées dans les références t15l t161. Un résultat de ce calcul pour

la géométrie représentée dans la figure [tr.2] est illusré dans la figure [tr.14].

l5
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Figure ttr.41 : Distribution de containter onet owtc tong dc tatigne A B dms me plaque

enuillée sownise àune tractiort
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rt.2 ruÉtttouE on r,n rReNsnoRnnn rroN coNroRnaB

La méthode de transformation conforme est une méthode très utile pour simplifier la

calcul du champ de contraintes et de déplacements sur un objet plan possédant une géométrie

complexe. Nous présentons ici I'utilisation de cette méthode dans le cas d'une plaque de

dimensions finies possédant une entaille aiguë ou de rayon faible [9]. Cette méthode sera

développée et détaillée dans la deuxième partie pourune entaille en V émoussée.

I.I..2.l Transformation conforme appliquée à une plaque entaillée

La méthode consiste à utiliser deux transformations successives.

- La première transforme I'intérieur d'une plaque au plan des z en un demi-plan positif
dans le plan des w (le plan des z est le plan complexe, z = xr r ix2,le plan des w est celui où

w = trr + u2 , voir figure tll.sl). La transformation de Schwartz-Cristoffel est représentée dans

ce cas par la formule suivanæ :

24

t * ,û  
(w-ai l *o*  *c 'zZ= m (w) = 

" ' t  Jo (rr .2- r  )

Où C'l etC'2 sont deux constantes l24l.l-es valeurs des angles extérieurs d; de la

plaque sont (voir la figure [tr.5]) :

C \ = C L 2 - O 3 =  A l = æ 1 2 ; o4 = 06 = æ12- tyl2 ; û , 5 = { - 1 1  .

le plan des w) à I'intérieur d'un- La seconde transforme ce demi-plan positif (dans

cercle unité (dans le plan des 6 ) par la formule suivante :

.  l - (
t i /  = l -

l + ( (rr.2-2)

L'image de ces deux transformations est portée par la figure ttr.51. I-es points A; sur le

plan des z correspondent aux points ail27lsur le plan des w et aux points Ç sur le plan des f.

En introduisant la formule (11.2.2) dans la formule (II.2.1), on obtient la transformation

de I'intérieur de la plaque à lTntérieur du cercle unité :
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F ç
l tz=m(()=Cr I g

e r 6

-ci

f n
( l - f )  dÇ+C2

Ç, (rr.2-3)

La formule (II.2.3) est holomorphe dans le cercle unité. On peut la développer en série
de Taylor pour la calculer numériquement.

z=m(()=c, i- \çn*t
n=0 (rr.2-4)

Plan des Ç Plan des w

Figure [tr.51 : Transformntioru conformcs successfves dc l'intêrieur dc la plaque en surface

intérteure du cercle unité en passant par Ic demi-plan supérieur

Si I'on veut obtenir une transformation conforme sur une plaque possédant une entaille

de faibte rayon, la formule (II.2-l) doit être améliorée. L'expression (*-a5)*t/nqui

correspond au point (s est remplacée par l'expression [( tr/ - â'5 ,o'stn + ( w - u" r1-sttn I qui

con€spond aux points Çsrt 6Ï (figure tlt6l). La formule (tr.2-3) devient alors :

16 à7 L1

A

X 2

A2

oi

XA. c
L

A

xt)
.-*l"t

o

{ r

x

/,o', w I

plan des z
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Z=m(( )=C"

rrr4r
(s

f

, 4 t I

(r- !)?(r-  ç )r r
b l  > 2

<t2 41 -{l,

t f n f n '

( t - - : - )  ( t - ' )
9 ?

9g b+

-(t7

f n
(  I  - : )  d ( *C "2

Çt

26

, [ ,

{s {s -{46

f r f f r , f t l

+ ( 1-+) 1( 1-!)
Çs Ço

(rr.2-s)

où Ci et Ci sont des nouvelles constantes.

plan E plan z

Figure tII.6l : Représentation des poin* Ç'ret Çi conespondant aux points

A, et A, sur le plnt dcs z

II.2.2 Calcul du champ de contraintes en fond d'entaille

Le champ de conuaintes sur la plaque entière est obtenu grâce à la fonction complexe de

Kolosov-Muskhelishviti [25] t261. A partir de la théorie élastique, les composantes des

contraintes o',,e,22et ctnsur le plan des z peuvent s'exprimer par les fonnules suivantes :

or=;t- l(r+T)

cz2=ls*| t r*Tl

6t2=| i1r-r1

plan E

(rr.2-6)
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T est la fonction conjuguée de T.

Les quantités S et T sont définies de la façon suivante :

s =ô (z)+ô(t)= o( ()+o( ()

T =Z(b,  (z)  +y 111 = t  (  ( )9 ' (  ( )  
*Vf  ç  I

r'( ( ) (rr.2_7)

z etÇ sont les imaginaires conjugués des z et (.

O(() et Y(() sont deux fonctions complexes poæntielles, qui s'expriment par :

i d '  Ë  u "  ( "

m'(ç)rD(()= Ë { 
t- t '* '  

1"d .Ë Ct-t ia" tf f i)  } * ËAn(o
m=l + n tAo,- Ç p=l n=p n=0

o Lan tt^
nd) (II.2-8)

m'(o y(o = \a' rf orel ;érl o'(o * 
)a'érl 

oé,1
Ç :

1 l
r ' ( ; )  _ ,  

*( ; )o ' (ç)
Y(0=+to(O*otl) l- =

( m'(Ç) ç m'(() 
(tr.2-10)

m'(Ç) est la dérivée de m(().

îî(ç), r tçl sont des fonction conjuguées de m'(Ç et m(ç).

F6 indique les charges concentrées sur les poinB du contour de la plaque.

t = dF est situé sur le conûour du cercle unité au plan des Ç

En introduisant la formule (II.2-8) dans I'expression (II.2-10) et en utilisant

l'algorithme de Gauss, nous pouvons calculer précisément la distribution de contraintes sur la

plaque entiène [14].



Premiàre partic : Etude Bibliographique

III ÉTunn DU FACTEUR D'INTENSITÉ DE CONTRAINTES

Les facteur d'inænsité de contrainæs caractérisent la singularité du champ de contraintes

et de déplacements.

Dans le cas d'une fissure infiniment aiguë, I'ordre de singularité est égate à -0,5. [æs

facteurs d'inænsité de contraintes ont été étudiés particulièrement pour toutes sortes de

géométries différentes. La formule essentielle établie pour une plaque infinie soumise au mode I

de rupture a été donnée au chapitre I.1-1. Elle est écriæ de nouveau ici :

& = lim o"" ( r, o=o ) 12nr)rt2
r+0

Dans le cas d'une fissure émoussée, si le rayon en fond de fissure est très petit par

rapport à la longueur de fissure, I'ordre de singularité est le même que celui d'une fissure aiguë.

Le facæur d'inænsité de conraintes en mode I est alors représené comme dans le chapitre I.2-l

par la relation :

G l
Kr= î lim op (p) pt

p-+0

Dans le cas d'une entaille aiguë, I'ordre de singularité est fonction de I'angle de

I'entaille. Le facteur d'inænsité de contrainæs a déjà été donné à partir du modèle de \Milliams

pour une plaque infinie et en mode I. On donne I'expression suivanæ :

Kr(V) = limor, ( V, 0 = 0 ) ̂ ,12n r"
r + 0

Dans ce chapitre, d'abord une méthode de I'intégrale de contour similaire à I'intégrale de

Rice sera présentée pour l'analyse d'une entaille aiguë dans un plan infini. Ensuite une autre

méthode, particulière pour le cas d'une plaque entaillée de dimensions finies sera présentée.

Dans le cas d'une entaille émoussée, beaucoup moins d'études ont été éalisées car le

problème de I'expression du champ de contraintes devient plus complexe. La singularité de

contraintes et de déplacemenb disparaît à mesure que le rayon en fond d'entaille augmente.

Derx variables, l'angle d'entaille et I'acuité en fond d'entaille, sont les paramètras gouvernant la

28
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distribution de contraintes. I-e modèle de Hasebe [22] pésenté ici donne la relation entre la

concentration de containtes et le facteur d'inænsité de contraintes pour une entaille émoussée.

A la fin de ce chapitre, nous discuterons des critères de ténacité dans le cas d'une gntaille

aiguë et surtout dans le cas d'une entaille émoussée.

rlr.l urÉrrronn urrr,rs.lNr uNn rNtÉcRar.r nvoÉpnnnlNrn nu
CONTOUR

Lintégrale J de Rice [8] a été utilisée en mécanique de la rupture pour un comportement

élastique ou élastoplastique. L'extension de cetæ méthode en utilisant un champ auxiliaire de

contraintes et déplacemenB au cas d'une entaille émoussée a permis d'établir une autre intégrale

indépendant du contour pour une entaille [7]. Cette intégrale peut être utilisée pour déterminer

les coefficients caractéristiques de la singularité de contraintes d'une entaille en V et pour un

problème de chargement statique ou dynamique.

Considérons le contour fermé C au voisinage d'une entaille en V comme montré dans la

figure [m.1]. L'intégrale I peut être défrni de la manière suivante :

(III.1-1)

Ici, C est le contour fermé ( C = f + G* + G- + I.*, voir la figure tlll.ll ) ; t1; et ô1;

sont les champs auxiliaires de déplacements et contraintes i n3 est le vecteur normal à C.

29

t = 
1", 

oijîi - â,.iu, )n: dt

Figure l-Itr-ll : Conourfermé uvoisinage d'une ennille enV.
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Si les champs auxiliaires sont imposés de façon à satisfaire les conditions suivantes :

o, ,= I ,  ô, , î r , ,+ F1(î i1+ î1r)  
GII . I_2)

^
o i j j = u

Où 11 et [r1 sont les constanæs de Lamé, I'application de la théorie de Gauss pour

I'intégrale (trI.1-1) conduit à l'équation :

1  ^  I  . . ^
J"( 

ot1 ui - oij u1 )n; dl = 
I ,p 

ui ui ds 
0II.1_3)

Où E est la surface entourée par le contour fermé C , p est la densité volumique et ûi est

le vecteur d'accélération.

Sur les bords libres,les conditions aux limites sont :

oee(r ,0)=oee(r ,2Y)=g
([r.l-4)

06( r ,0 )=ore ( r ,2y )  =Q

Sur les parties droiæs du contour G+ et O-, ôil ni et oil ni sont égaux à zéro ( voir

figure ttrI.U ). On peut réécrire l'équation (trI.1-3) afin de définir une intégrale indépendant du

contour Pl :

r= / . .O,; ,  
- î io i  )  

"  
= 

/ , .  G,îr- î io i  I  o -  
/  o i i , î ,d,

(ru.1-5)

En utlisant les résultats de la fonction d'Airy représentés dans le paragraphe [III.2],

I'intégrale A se met sous la forme suivante :

1 f= 
J 

" 
(orlr+orrle - ôrur- ôrs us ) rdo

A=2.il aeT)
(m.l-6)

ici, B est une constante. La fonction angulaire 0(2D est présentée dans la figure [III.2] pour

différentes valeurs de coefficient de Poisson u.
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,  2T  (deg)

Figure lltr.2l : Évafuarton dc lafonction Q$) pour différentes valeurs

du cofficient de Poisson u

Les facæurs d'intensité de conuaintes d'entaille s'expriment suivant :

3r

Ê
N 4 0

e

La relation entre I'intégrale A et les facteurs d'inænsité de contminæs q , Ko s'écrit :

Kr= l im l(2rr)t"orr(r,0) l
r+0

Ku= lim [(2ær)t"or, (r,o) ]
r+0

A=drKI  +drKo

où dr = -fr| (2n)tt2c,

dz=-  
2( l -v )  (2æ)r t2c ,

Fr

(rr.l-7)

(trr.1-8)

(ilI.1-e)

cl et c2 sont constantes.

En utilisant la fonction d'Airy des champs auxiliairBs, nous obtenons les solutions pour

les contraintes et déplacements auxiliaires qui contiennent les constantes Cl et q:

180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
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i '= r-t ' ' t  cl ( lsin |+ Ari '  T, * "r(I"o, |* L 
"o"T )]

à*= r3t2[ cr ( - ]r i. i . +sir,] ) 
+ cz( -f,"o, i.:"orf I t

i*=r-t ' '1., t l .orf -1"orl l .  
"*-Isin|+1ri. Trt (ru.r_r0)

î.= 
+ 

r-''' t"rr- | sir, t. l- L, + ulsin f I + c2[ - ] "o, 3 *, - | + uy"o, ] r ]

î,= 
+ 

r-' ' '  t"rt - |"o, i t|- tt l  "orf t + cz[]rir,,î* r*- 4v ) rir, ]t t

III.2 CALCUL DU FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES SUR UNE

PLAOUE DE DIMENSIONS FINIES AVEC T]NE ENTAILLE EN V

ACarpinæri [28] a établi le calcul du facteur d'intensité de contrainæs sur une plaque de

dimensions finies possédant une entaille en V. L'expression de la singularité du champ de

contraintes est associée à la sollicitation extérieure et à la longueur caractéristique représentée

par la longueur de I'entaille et la largeur de la plaque.

Pour une plaque entaillée de dimensions finies représentée dans la figure [III.3]. il est

possible d'écrire l'équation suivante :

r r (v)=oclv lF (#) (m.2-1)

ici, o, est la contrainæ globale, West la largeur de la plaque, Fdfu/W) est une fonction

de forme qui dépend de la géométie de la stucnue et du rapport (a /W).

Si on fait I'hypothèse que le matériau et la géométrie de la structure rcstent identiques,

en utilisant le principe de similitude de la théorie de Buchigham, quand V, + ,t, alors I + 0,

on obtientlarelation :

(m.2-2)
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Figure tIII.3l : Géométrie de la plaque de dimensionsfinies et chargemcnt appliqué

Une autre forme de I'expression [28] est proposée par Carpinæri pour une éprouvette de

flexion trois points dont la géométrie est montrée dans la figure [Itr.4]. Cette relation s'écrit :

33

Kr(v)=ËFo(wÀ,v)
(rrr.2-3)

Avec P la charge concentrée, Z la longueur de l'éprouvette, t l'épaisseur. V/est I'angle

de I'entaille , â est un exposant qui dépend de ty.

On montre expérimentalement que la fonction Fo est pratiquement indépendante de la

longueur relative de la fissure a/lV. Fo peut donc sbxprimer par une relation suivante :

F"(#,V)=c(v)s(fr) (rrr.2-4)

ici, F6 est un produit de deux fonction c(ty) et g(a/W) de variables séparées \t et a/W .

On considère deux conditions particulières : V = 0o et { = l$Qo.
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Figure II.4] : Eprouvette de flexion tois points .

- Le premier cas correspondant à une fissure aiguë et on reEouve la solution classique de

la mécaniqrc linéaire de la rupture :

Kr(v=o)=",=#FrÇg)
(III.2-5a)

34

avec

3t2 7t2

FJgw) = 2.e(wq - o.u(#) + zr.s(fr) - 32.6ç5 + re.zÇ5 (rtr.2_sb)

- Le deuxième cas correspondant à une plaque non-entaillée, on a alors la relation

suivante:

Kr(v= 18ff)-08=#s(#)

,a ,  1 .5g(wr= 
u*a;

9t20 .5

avec

(Itr.2-6a)

V

L

(m.2-6b)
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La fonction C(y) dans l'équation (Ill.2-4)présente deux valeurs extrêmes: C(0) =1",

C(æ) = 1. C'est une fonction nonlinéaire dont une approximation est proposée sous la forme

suivante:

35

c(æ) =ltr*tTtpl (rr.2-7)

ici p est un exposant a priori inconnu.

Une formulaton plus précise s'écrit par combinaison de fo(#) et gçg; :

&(v) = 
;fu { Fo(#l*,l,uterfi)-Fotfirrt(rrr.2-8)

La fîgure tIII.sl présente une famille de courbes représentant la variation du facteur

d'intensité de contraintes critique \c(V) en fonction de I'angle d'entaille pour différentes

valeurs de p. Le calcul se fait par I'introduction des valeurs expérimentales de la charge critique

Pc(V). Il faut remalquer que les dimensions ( unités ) de Kr (ty) varient avec I'angle d'entaille.

l40c

1200

r0m

800

600

400

2n

0
60 90

Angle en degrés

Figure [tr.5] : Facteur d'intmsité dc contrahtes àcritique enfonaion dc

l'anglc d'ennille.
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III.3 VrÉÏrOnB nn rIASBnp poun r,B clr,cur ou Flcrpun

Hasebe [20] a étudié I'influence de I'acuité en fond d'entaille pour un plan infini.
propriétés du matériau sont celles de l'élasticité linéaire.

L'entaille en V étudiée est décrite dans la figure UII.6]. L'état de contraintes est
symétrique par rapport à I'axe r. Deux paramètres importants, I'angle 2yet le rayon p,

caractérisent la forme géomériqus ds I'entnills.

Figurc [trI.61 : Fnnille enV aiguë et émoussée

Trois cas de conditions aux limites, deux faces libres, deux faces fixes, une face libre et
une face fixe sont étudiés par Hasebe. Ici, nous ne présenærons que le premier cas.

III.3.1 Cas de I'entaille aiguë avec l'état de contraintes symétrique

A partir de la solution des fonctions de Williams, les composantes de contraintes au
voisinage de I'entaille aiguë s'expriment en fonction des coordonnées polaires [20] par :

36

o,,= -I (m1l)rni{B; (m.;-2) cos(m;O) + Di (m;+2)cos(m;+2)o }
or.= I (m;+1)(m;+2;r-t18, cos(m;0) + D; cos(m;+2)e )
or"= I (m.11)r'r {Bt mi sin(mi0) + D; (m;+2) stn(m;+2)e }

(rrr.3-l)

û
Bicos(m;1) + Dpos(m i+2lY=Q (m.3-2)
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Les coefficients B, et D; sont déærminés par la condition de chargemeît; mj (j = I, 2, 3 ...)

et sont les racines de l'{uation (I.1-13) décriæ dans le paragraphe (I.1-2) :

(m+l) sin2y + sin { 2(m+l)y } =

m=I -1
(rrr.3-3)

[-es valeurs de mi dépndent seulement de 2y. [.e tableau III.I contient les valeurs des

premières et deuxièmes racines de l'équation (III.3-3). La première racine m1 possède une
valeur comprise entre 0 et - 0,5. Pour chaque mgle 2y2 1800, les premiers termes de la formule

(III.3-1) sont prédominants par rapport aux seconds lorsque r est petit et sont donc les seuls
significatifs. Si on calcule d6p sur l'axe de symétrie 0 = 0,I'expression donnée d'après la

formule (trI.3-1) devient :

37

l

oee =I ( m11)(m;+z;r*i çlr+op

= fe rmr/ , [2 + f grr^2+ fgrrm3 + ... (rrr.3-4)

Ici,le coefficient fe du premier terme est nommé " le facteur inænsité d'entaille ". La

constante ûest ajouté pour assurer la correspondance avec le facteur d'intensité de contraintes
si2Y= j6g"

Tableau III.I : Valeurs de mt et m2 enfonction dc l'anglz d'entaille

2y m l m2

lru-
1900
W
zrv
w
w
2Æ
2ff
?ffi
nv
ætr
w
3ry
3loP
gN
33tr
w
3str
re

0.000
- 0.0996
- 0.18130
- 0.24803
- 0.30284
-0.y773
-o.3u27
-o.4r372
- 0.43716
- 0.45552
- 0.,f6960
- 0.48015
- 0.,t8778
-0.49307
- 0.49651
- 0.49855
-0.4w57
- 0.4999s
- 0.s0000

1.00000
1.00r80
1.01826
1.10629 r i 0.09610
r.00565 r i 0.19838
09Én r i 0.23695
0.83355 ti0.25225
0.75925 i i 0.25400
0.69141 ti0.246.3/'
0.62926ti023125
0s72r4 r i 0.20945
0.51955 r i 0.18048
0.47103 r i 0.14185
042Â23 r i 0.08316
0.4670r
0.2t296
0.rz5/.r
0.05884
0.00000
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En utilisant la formule (III.3-4), nous pouvons exprimer os{0 = 0) près du fond

d'entaille à partir du coefficient/e:

ooe( r ,o=o)  = fs rmt l {2 (rrr.3-s)

Quand 2y= 360o (cas d'une fissure ), oeo peut être généralement exprimée suivant [20] :

o r r ( r )=Kr / l tEr  + f2+f3{ î+ . . .  ( I I I .3_6)

où K7 est défini comme le facæur d'inænsité de contrainæs.

Avec I'expression (trI.34) on trouve que le facteur d'inænsité d'entaille/e correspond

au facteur d'intensité de contraintes K1 quand 2y= 360o ( cas de la fissure ).

IIl.3.2 Entaille émoussée avec l'état de contraintes symétrique

D'après Hasebe [20] la valeur de la concentration de contraintes en fond d'entaille peut

s'exprimer en fonction du rayon en fond d'entaille p. Si on considère la contrainte maximale

ungentielle ff ""fond 
d'entaille, son exprcssion est donnée par :

38

mAX III t tll2 lll3

oee -  hep + hezP + hesP +. . . (nr.3-7)

Comme 0 2 m1 > - 0.5,Ia valeur du premier terme est prépondérante par rapport à celle

des autres tennes pour un rayon p taible. ff Wtdonc être exprimée approximativement pilr

le premier tenne et h9 est un des facteurs représentant la concentration de contraintes. D'apÈs

[12], la série (III.3-7) converge rapidementel # est obtenue avec une précision suffisante

en utilisant les deux ou trois premiers termes de la série.

UI.3.3 Relation entre le facteur d'intensité d'entaille et le coefficient de

conccntration de contraintes

Iæ rapport du facteur d'intensité d'entaille fg avec le coefflrcient de concentration de

contraintes hs estdénommé Ce:
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Ce=fe /he (rrr.3-8)

Cs ne dépend que de I'angle d'entaille. Le tableau III.2 donne les valeur de Ce pour

des différents valeur de l' angle 2y.

Tableau III.2 : Les valeurs dt Ceenfonction de l'angle d'entaille

2v Cs 2 y co
1800
190"
2000
2loo
2W
2W
?Æ"
ztr
zffi
nv

1.414
o.952
0.775
o.676
0.615
0.576
0.549
0.53r
0.519
0.512

2W
2W
3mo
310p
3W
33tr
w
35tr
36tr

0.506
0.503
0.502
0.501
0.500
0.s00
0.500
0.s00
0.s00

Si I'expression de ff "ttconnue 
en fonction du rayon P,lequtêtre obænu à partir

de la formule suivante :

39

max -ml

fe= lim Ceoee p
p-à0 (rrr.3-9)

Si une entaille émoussée dégénère en fissure (2T= 360o), pour r = 0, comme dans le

cas d'une entaille en V ou elliptique, la relation entre le facteur d'intensité de contraintes et la

contrainte maximale en fond d'entaille sbxprime par une relation bien connue19,22'l:

(m.3-10)

Considérons que lre est connue durs la série (III.3-7), on en déduit une relation

similairc:

1 max
Kr= 

Soâo6 
.læp

I

Kr= l im *  {n t t  (4=36tr )
P+o - (m.3-1 l)
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Egalement, les expressions (III.3-9) et (III.3-10) sont identiques quand I'ang1e

d'entaille 2y estégal à 3ffi'.1-ecoefficient " j" d*, la formule (III.3-9) conespond à la valeur

Ce = 0,5 et Kr =G fe

III.3.4 Relation entre le critère d'amorçage de rupture à partir d'une fissure et

celui à partir d'une entaille

On a montré qu'une fissure peut être considérée comme une entaille particulière avec un

angle 2T= 360o. Il semble donc raisonnable de chercher I'expression du critère d'amorçage de

rupture à partie d'une entaille à partir de celui d'une fissure gouverné par la mécanique de la

rupture.

On considère une fissure courte issue d'une entaille dans un plan infini. La figure [trI.7]
monu€ deux cas, celui d'une entaille aiguë et celui d'une entaille émoussée.

Figure fltr-7l : Fissure courte c issue d'une enftûllc aiguë et d'une entuille émoussée

On défini un facteur d'intensité de contraintes Kr k) pu I'expression suivante:

Kr (c) = A oee (c) {E (trr.3-r2)

Où c est la longueur de la fissure courte et A dépend de la longueur de la fissure.

OgOk) est la contrainte que I'on avait au point c'en I'abserrce de fissure.

Si la valeur de c est petite, o6s k) peut etre représentée par le premier terme de la

formule (m34) dans le cas d'une entaille aiguë:
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or r (c )  = fscmt l ' [Z (rrr.3-13)
En introduisant la formule (m3-13) dans la formule GI.3-12), on obtient:

Kr (c) - A fe c^'n[æc t lll (rrr.3-r4)

Pour la fissure émoussée, la valeur de A dépend uniquement de I'angle d'entaille et la

relation A-zy estdonnée dans la figure UII.8].

A

1.4

1.2

3600

Figure tIII.Sl : Relntion entre la constante A et l'angle d'entaille 2y.

On trouve que le facteur d'inænsité de contraintes pour cette fissure courte K1(c) est
exprimé par le facteur d'inænsité d'entaille/6 dans le cas d'une entaille aiguë et lorsque/e est

connu, le facteur d'intensité de contraintes pour une fissure courte peut être calculé. Le calcul
peut aussi ête réalisé inversement.

Dans le cas d'une entaille émoussée, si le rayon p est petit , la relation (Itr.3-10) peut

êre utilisée. L'expression (III.3-14) devient dans ce cas:

Kr(c) = ACeoij"p-^' c^' ,[æ t ,{Z (m.3-1s)

En conclusion, le modèle de Hasebe a établi les relation suivantes :

la disribution des contraintes au voisinage d'uneenaille aiguë ;
la disribution des contraintes au voisinage d'une entaille émoussée ;
la relation ente le facteur d intensité dbntaille et le coeffrcient de concentration de

contraintes.

I'expression du facteur d'inænsié de conuaintes pour urp fïssure courte issræ d'une

entaille aiguÉt ou d'une entaille émoussée.

4 I

1.0

1 . r 2 1 5
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III.4 CRITÈRE DE STABILITÉ D'UNE ENTAILLE

[æ critère de stabilité d'une entaille en V sous sollicitation a été proposé par Knésl t29].
Iæs conditions de stabilité de I'entaille sont associées au champ de contraintes et à la résistance à
la rupture du matériau.

On considère les hypothèses suivantes:

- I-e comportement du matériau est élastique, linéaire et homogène.

- Le problème est bidimensionel en mode I de rupûrre.

Dans le cas de la mécanique de la rupturc fragile,le paramètre de résistance à la rupture
du matériau estla ténacité Kg.

Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture ,le critère de stabilité s'écrit:

Kr < Krc

ici, Kl est le facteur d'inænsité de contraintes du mode I .

(rrr.4-1)

42
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Figurq t .ql,; Une ennille enV sownise à me sollicintion symétrrque
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Dans le cas d'une entaille en V,l'ordrc de singularité varie avec I'angle d'entaille comme

montré au chapitre I. Avec la méthode de V/illiams, le champ de contraintes peut s'exprimer par

I'une des composantes des contraintes en coordonnées polaires et au voisinage de la pointe de

I'entaille [29] :

-^ 
| (r - L - ?\.2)cos?uO - q(2- 3l + lr2 lcos(2 - ?, )e l

43

HI
O , , = 7 f

",lZn

HI
Oss= -7' f

",12n

^ â a-  
I (2 -3À+ ?u-  )cosÀo +  q(2-  3 I  +  À  )cos(2  -  À  )e l

un.4-21

H r - 1  " z
o,"=t 'r-^[  {  I  -1" )cosl0+ q( 2 - 3} '+ I-)sin(2 - ?'  )0]

nl2n

ici, I et q sont des paramètres variant avec I'angle \t comme montré dans le tableau

Itr.3. Quand V = 0,les {uations [III.4-2] décrivent le champ de contrainæs dans le cas d'une

fissure, dans ce cas l, = 0,5 et Hr = Kr.

Tableau III.3 : Valeurs dc L et q enfonction de l'angle d'entaille

Le critère de stabilité peut être associé à une contrainte moyenne calculée comme la

moyenn€ des esnfairræs oeo ( 0 = 0 ) sur uqg disl4qce êigniflcative àftqrtir de la poinæ

d'entaille. De plus, ce crière n'est valable que dans le cas où la contraintes moyenne est

inférieure à la conrainæ critique. On écrit ce critère à I'ai& de la relation suivante:

0.500
0.500
0.497
0.488
0.470
0.437
0.384
0.303
0.181
0.000

0.333
0.343
0.373
0.o3
0.497
0.595
0.714
0.841
0.951
1.000

0
l0
20
30
40
50
60
70
80
90
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d
1 f

a=i  I  or ,  (  0  = 0)  dr-d (rrr.4-3)

Où 6 représente la contraintes moyenne, oc la contrainte critique et d Ia distance

caractéristique.

Pour exprimer la quantité de 6 , on utilise la condition d'instabilité 6 = oc , pour une

fissure on obtient:

(rrr.4-4)

Avec une méthode similaire pour I'entaille en V avec un angle ry, on a :

2Kt.
o"=f

^'12æd

Hrc (2-L)  (  r  +q )o"=
(rrr.4-s)

ici, Hr" est un facæur d'intensité de contrainæ critique d'entaille.

En comparant les équaton (trI.4-4) et (Itr.4-5), on a:

Hrc =h(V)&c (rrr.4-6)

avec

hM= 2dtL'o'5

(2- r ) ( l+q)

Finalement, nous obtenons le critère de sabilité de I'entaille par I'expression suivanæ:

Hr (\r) < Hrc ( Krc ,V ) = h (V) \c (rrr.4-7)

Comme le mécanisme de la rupture d'une fissurc est associé avec la tÉnacité, &c, Hrc

peut être considéé comme la " ténacité déterminée à partir d'une entaille ".

Du point de vue microscopique, on considère que la rupturc se produit par clivage qui

sélabore sur une distance caractéristique d êgale &,2à 5 fois la taille du grain du matériau.

- ,r-^12"
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I-e critère représenté par la relation (trI.4-7) crée le lien la tÉnacité,mesurée à partir d'une
fissure et celle mesurée à panir d'une d'entaille.

CONCLUSION :

Dans cette partie nous avons résumé les études que nous avons réalisées et concernant le
calcul du champ de contraintes en fond d'entaille pour une plaque infinie ou une plaque de
dimensions finies. Ainsi que la déærmination du facteur d'intensité de contrainæs. I-e problème
de I'entaille émoussée a été moins étudié que celui de I'entaille aiguë en raison de sa
complication.

Pour le problème de I'entaille émoussée, des travaux ont été réalisés par Neuber and
Hasebe dans le cas d'une plaque infinie. L'intégrale de contour de Robinson est un moyen de
calculer le champ de contraintes dans le cas d'une plaque de dimensions définies. la
comparaison de leurs résultats avec notre méthode sera faite dans la deuxième partie.

La transformation conforme couplée avec les équations de l'élasticité est une méthode
très efficace pour l'étude d'une plaque entaillé de dimensions finies. A partir des résultats
Bahuaud et autres [4] ont obtenus pour une entaille aiguë ou de faible acuité, nous
développerons une méthode pour calculer le champ de contraintes d'une plaque possédant une
entaille une acuité relativement importante.
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DEUXMUPPARTIE:

UTILISATION DE LA METHODE DE

LA TRANSFORMATION CONFORME

INTRODUCTION

ry TRANSFORMATTON SUR UNE PLAQUE POSSÉDANT UNE
ENTAILLE POINTUE OU ÉMOUSSÉE

V CALCUL DU CHAMP DE CONTRAINTES

CONCLUSION

L
t-
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DEUXIÈME PARTIE : UTILISATION DE LA UÉTNODE DE
LA TRANSFORMATION CONFORME

INTRODUCTION

La deuxième partie concerne le calcul de la distribution des contraintes sur une plaque
possédant une entaille. La méthode que nous utilisons est celle de la transformation
conforme. Grâce au développement de I'informatique, cette méthode présenæ des avantages
pour simplifier le calcul tout en conservant une grande précision.

La base des théorèmes concernant la transformation conforme est décriæ au annexe. La
concept de variable complexe est suffisamment connu pour ne pas être abordé ici. Nous
présentons direcæment dans cet annexe le théorème de Schwartz-Cristoffel et les techniques
de transformation des géométries. C'est ainsi que pour transfonner un polygone en un cercle
unité, plusieurs techniques de calcul numérique seront employées.

Au chapitre IV, d'abord nous présenterons I'utilisation de la transformation conforme
sur une plaque avec une entaille aiguë en V. Avec la méthode de Schwartz-Cristoffel, la

transformation de I'image de cette plaque est effectuée exactement sur tout€s les parties .

Nous considérerons ensuite la transformation d'une plaque avec une entaille émoussée
en un arc de cercle. Ce chargement introduit une complication mathématique considérable.

Une modification de la méthode de Schwatz-Cristoffel a été dévelopÉe afin de résoudre la

difficulté de transformer I'image du fond d'entaille. Une technique d'itération est nécessaire
pour I'approche de la transformation exacte que nous souhaitons obtenir surtout lorsque le

rayon du fond d'entaille devient relativement grand.

Deux types de plaque, I'une avec une entaille centrale et I'autre avec une entaille latérale

sont étudiés par cette transformation. Le rayon du fond d'entaille est choisi variable de 0 à
quelques millimètres.

Le but de la transformation conforme étant de calculer le champ de contrainæs

élastique, au chapitre V les équations des variables complexes de Kolosov-Muskhelishvili

_€9194 @!a 4q4qqq9,,q desggqtraiates Cqqqlqlflq,la plqqlq Le niveau de
contraintes en fonction de la distance au fond d'entaille et de I'acuité d'entaille est analysé

dans le but d'étudier le facteur d'intensité de contraintes et le mécanisme de rupture des
matériaux fragiles.
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IV. TRANSFORMATION CONFORME SUR UNE PLAQUE
PossÉDANT UNE ENTAILLE AIGUË oU ÉvloussÉn

IV.l TRANSF'ORMATION CONFORME SUR UNE PLAOUE POSSÉDANT
UNE ENTAILLE AIGUË

Considérons une plaque rectangulaire contenant une entaille en V aiguë. La plaque est
située dans le plan complexe des e où z = )f + i x2. Cette plaque supporte une paire de
charges appliquées au points A 3 et A 7 symétriques par rapport à I'axe ry. Soit C le contour

de la plaque (figure [IV.l])

Le calcul de la uansformation conforme est fait par la formule:

z=m(( ) 0v. l-r)

Elle transforme I'intérieur du contour C apparænant au plan des z en I'intérieur d'un
cercle unité I- dans le plan 6.

Employons les coordonnées cylindriques dans le plan des z, nous obtenons:

Z = e T = g c g i P = f e 0 (rv.1-2)

La méthode consiste à utiliser deux transformations successives, une première

transforme I'intérieur du contour C en un demi-plan positif,la seconde uansforme ce demi-
plan positif en I'intérieur d'un cercle unité.

Iy. 1.1. Première transformation

Soit un plan des w (w est un plan complexes avec des axes q et u2 ) où w = u t t iuz

(figure [IV.2]), la transformation de Schwartz-Cristoffel est représentée dans notre cas par la

fonction dTmage suivanæ FTlllal :
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(rv.1-3)

où C'l et Ci sont deux constantes. Les valeurs des angles extérieurs de la plaque sont

Cl=d2=d3=d4=æ12

U4=A.6=n l2 - t \ t l 2

C L  5  =  { - 7 1

(IV.1-4)

Plan des ( Plan des z

Figure IIV.ll : Transfomurton conformc de laplaque en l'intérieur da cercle unité.

La fonction (IV.l-3) transforme I'intérieur du contour C en un demi-plan supérieur dans

le plan des w (Figure tfv.2l).

Définissons les points corre*pondants dans les 2 plans z etwl

ô l= -k ' ;  a2=k ' ;  t3= l ia t=1 /k ' ;  â5=æ;  a6=- l l k ' ;  a7=- l  (N .1 -5 )

f  '  -0s
z=m(w)=C'r  

ln tw-ar)  
o dw rC'z

J  s= l
o
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pour connaîû€ les a, , tleux coefficients inconnus k et k' doivent être déterminés.

Désignons par 1z et r,j les rapports du lèmes1 3ème côté sur le premier côté de la

plaque:

50

n Loro, wnr= 
l?,rlr=E

D'après la fonction (IV.l-3), les longueurs des côtés

êne calculées piu:

(rv.1-6)

Loroy LAro, et Llrlo Peuvent

LOrO,  = I l  C ' t=zc '

LOrO,  =12C '  l=C ' l

LO 'OO = I tC ' l=C ' l

-  
- l  _ l

(+-*2)o  ( t - *2)2  (  k ' ' - * ' )2  d*
k '

, [ ,

I-
I

, l( - -w
k'

-1  _ l
' ) "  (  r  -  w2 )T (* '  -  k ,2)  To*

- t  _1
' ) "  ( * '  -  r )T (  * ' -  k ' ' )  Td*

(rv.r-7)

I
T

, l( - - rv
k'

aveÆ a-y /2x -1 /2

En combinant les équations (IV.l-6) et (tV.l-7), nous obrenons :

I  
Iz  (k ,k ' )  =  (  w lL) l r  (k ,  k ' )

1
I  I r  (  k, k ')  = ( L l2 - atg(V/2)) I , (k ,  k ' )

(rv.1-8)
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Les intégrale impropres I p I 2 et 13 peuvent être calculées par la méthode approchée
de Simpson et les équations (IV.1-8) peuvent être résolues par la méthode de Newton
-Fourier afin de déærminer les valeurs de a 2 at a 4.

5 l

a2 a3 a4

Plan des w

Figure IIV-2] : Transformation conformc de

YQ

A3
a)

7

t \

A4 flo, 0

A2

*

A 7

.ru
A6 0s

c

x1

: . o

,o , A l

Plan des z

ln plaque en un demi-plnn supérieur.

0

a5
-+

+ æ

Nl .1.2 l)euxième transformation

La deuxième transfonnation confonne transforme
I'intérieur du cercle unité (figure [IV.3]) :

le demi-plan supérieur des l4l e n

.  1 - (
\ i l = l -

l +Ç
( rv.l-9)

,-S-ros a+@ {*-bsfoiffiô€ereleuniÉdnplandes 6, afdrt lessmnetsA, de
la plaque pour images, nous obtenons on porrant ( IV.l-g ) dans (IV.l-3 ) :
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Plan des w plan des (

Figure IIV-31 : Transformation conforme du demi-plan en l'intérieur du cerclé unité.
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z=m(9=Cr

7
m'(( )=Cr n(1

s l

cs

t - * )  o  dÇ+ c2r:s

os

-!r-î
( * '

ç

l t
I n(
J* l
0

ou:

(ry.1-10)

(ry.r-11)dz- =
d(

IV. f 3 Représentation approximative

La fonction de représentation (IV.l-ll) est holomorphe dans le cercle unité, elle est
développable en série de Taylor.

d" =r'(()=cr
dç

d'où en intégrant tenne à terme :

i u"("
n = 0

Plan des (

(ry.1-12)
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z=m(()=c, Ë ffÇ".t
n = O  

t '

Désignons par I'indice E la fonction exacte et par I'indice A

mB (()= i u" ("
n = 0

7 r -(rs

=crl f l rr- ! lTt
s= 1  9s

( IV.1-13)

la fonction approximative :

GV.1-14)

, . $ . n m + l
me(()= L ^n( +em+r(

n = 0

m+2
+ t-*z(

(rv.l-1s)

Soit (* un point du contour, nous choisissons une valeur de rz avec une précision
suffisante. Les deux coefficients correctifs t ^*1 ct€ra2 sont calculés par :

, * , *
mn(( )=  me( ( )

" * { ' }
m e ( ( ) =  m E ( ( )

( IV. l -16)

La fonction mlÇ) modifie évidemment la configuration générale de I'image réelle. Mais

si I'ordre du développement est suffisamment grand,le modification sera acceptable.

fV.1.4 Calcul numérique

Le calcul numérique des résultats théoriques développés précédemment n'esr possible
qu'à I'aide d'un ordinateur.

Un programme a été réalisé pour obtenir une représentation approximative de cette
transformation. La figure UV.4l monûe un organigramme modulaire de la procédure de ce
calcul numérique.
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Figure tIV.4l : Programmarton pour obtenir une représenntion rtve de
la transfomtation conforme.

54

Données des dimensions de la plaque Valeurs initiales de k et k'

Calcul des intégrales

singulières I t ,l z, €t I r

Résolution du système

d'équations ( IV.l-8)
Méthode de NEWTON -

. FOURIER

Valeurs appoximatives de k (I) et k' (I). (I = l, 2, ...6)

Calcul des valeurs ç,

Calcul des coefficients ao du développement
n

m'(()=I 
"o( 'rÉ

Déærmination de deux coefficients correctifs

tm+t  e t  tm+2
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Le tableau I donne les valeurs des coeffîcients fr, k', Çz et Ç tcalculés numériquement
pour les différents rapports géométriques d'une plaque rectangulaire entaillée, L représente la
hauteur de la plaque, W la largeur, a la profondeur de I'entaille et t7l'angle d'entaille en
degrés.

Les valeurs de /c, k', ( z et ( t données dans ce tableau sont obtenues par le
programme. Six itérations donnent une précision suffisante. Ç z et Ç t sont des valeurs
complexes présenées en deux parties, la partie réelle et la partie imaginaire.

Tableau I : Valeurs d, Ç z et Ç a calculées pour différents rapports géométriques

d',

[ .esvaleursde Çt,  (s et(z sontf ixées:Çt=i ,  (s =-1,  et  Çt=- i .Lesvaleursde (  r
et ç 6 sont les conjuguées des grandeurs complexes de Çz et Ç t.
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une re entaillée.
angle

d'enraille
lrt

H : W : a k k' Ez E+
15" 4 : 2 :  I 0,793743 0.8448Is 0.167067 0.985957 -0,2?Â973 0.97390r
30" 4 : 2 :  I 0.8u233 0,u9453 0.161729 0-98683s -0,t9w29 0,981604

450 4 :2 : 0.856684 0,855019 0.155363 0.9878s7 -0,t5y63 0,988154

600 4 :2 :  I 0.890608 0,861802 0.147&3 0.989041 -0.115336 0.993327

750 4 : 2 :  I 0.9u899 0.8702r3 0.138129 0.Wt4 -0.077913 0.9%960

900 4 :2 :  I 0.957377 0.880847 0.t26r95 0.99200s -0.043s30 0.9990s2

angle
d'entaille

lrt
H : W : a k k' Ez En

15" 2 :2 :  I 0,943859 0.422924 0,696548 0.717510 -0,057714 0.998333

300 2 :2 :1 0.962t32 0.433253 0,683915 0.729562 -0,037962 0.999279
45" 2 :2 :  I 0.979307 0.4s629 0.668634 0.743s92 -0.o20po7 0.999781

600 2 :2 : l 0.991929 0.Æ0662 0.649880 0.760037 -0.008103 0.999967

750 2 :2 :  I o-99877? 0.4794î!6 0606139 0.7797rr -0.001228 0.99 9q/99

angle
d'entaille

U'
H :  ! V :  a k k' Ez Eo

5o ân.  19, .  J 0.198669 0.78918s 0.23U28 0.972611 -0.92n59 0.3822s0

150 4fl: )I l: 7 0.2892y 0.721118 0.315780 0.%8832 4.845603 0.s33812

450 40 :? I : 3 0.331659 0.722383 03umr 0.949356 -0,801805 0.597586
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La figure (IV.5) montre un exemple d'un image de transformation sur une plaque

avec H=20mm; W=20mm; a= 10mm tV= 30o. L 'ordrededéveloppementdeformule

(IV.l-15) est choisi environ -82 pout assurer une bonne précision.

rr, : ZEl mm

h ' . 2 O m m

a  :  l E . @  m m

r a y o n  z  8 . O  m m

a n g l e  z  3 B o

Figure tIV.Sl :lransformation exocte d'une plaque avec une entaille aiguè enV.

I-e tableau 2 donne les valeurs des coefficient calculées pour obtenir la transformation

conforme sur la plaque dont le schéma est présenté ci dessus.

Tableau2 : Cofiicients de tansformation conforme correspondant à laplquc

montrée daras lafigure (lVS) :

56

numéro
ôl

sommet
S =  I s=2 s=3 s=4 s=5 s -6 s=7

6, - 0,683915

-î7j9162

- 0,683915

o729\62

0,0

to

+0,037%23

+O.W2T)

1,0

00

+O9379623
-o-9çD27ç)

0,0
- l n

C l r - o5 -o5 -o5 -0.4r f f i7 0.E33333 -o-4rffiil - 05
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Angle de I'entaille = 600

57

En général, quand I'ordre de la série (IV.l-15) est irsez grand, la précision de la
transformation peut être todours assurée surtout au voisinage du fond d'entaille. La figure
(IV.6) montre trois images avec une configuration différenæ :

- image (a) :
Hauteur H .

@eur 
=V=t

Profondeur a
Eeur 

=W=u't

Angle ds I'sntaills = 45o

- image (b) : 
Hauteur H
iffi=Ë=2
Profondeur a
ffi=ù=o'5

- image (c) : 
Hauteur H
ffi=Ë=2
Profondeur a
Ë=#=o'25

Angle ds I'sntaills = 45o
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È3
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IV.2 CAS D'UNE ENTAILLE ÉMOUSSÉE AVEC UN RAYON RELATIVE PETTT

Du point de vue pratique, une entâille réelle possède toujours une acuité finie. Nous
avons donc besoin d'une modèle mathématique qui reproduit cette caractéristique pour obtenir
la transformation précise pour chaque entaille d'acuité différenæ.

L'expression mathématique et le calcul deviennent alors plus compliqués. Cette
difficulté peut être surmontée par I'utilisation de informatique.

Une modification de la fonction de Schwartz-Cristoffel a été effectuée pour étendre son
utilisation au cits d'une entaille émoussée.

N.2.1Modification de la fonction de Schwartz -Cristoffel

Soit p le rayon de courbure à fond d'entaille etA! etA"s les points tangents aux lèvres

ds llntaille (Figure tIV.7l).

Plan des (

Figure [IV.7] : Représenntion dcs points l'5 €t Ë"s correspondant aux poinæ

A'5 et A"5 sur le plan des z

59
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60Deuxième parrie : Utilisuion de la Métlode de LaTmnsformation Cor{orme

A partir de la formule (IV.l-3) I'expression ( il/ - a s )'d'5/tt qui correspond au point
â 5 est remplacée par I'expression :

- o  - c t

(w-as )  n  + (w-ar )  æ ( IV .2 -1 )

où a, et o, tont deux points du plan w correspondant aux A 
', 

et A, tf+t. Donc grâce à la

symétrie, la formule (IV.l-3) devient :

oi (s et (, sont deux points du plan (, ils correspondent aux poine n , eter' Ou plan z .

C, et C, sont deux constantes.

D'apràs (IV.2-3), nous avons:

f  s . t  a 2  a 3  a 4
, l

z=m(w)=CrJ (w-a1)  t r  (w-az )  n (w-âs )  n ( * -ao)  o
0

_ 4 5  _ 4 5  _ c 6  _ a 7

1(w-a5)  n+(* -u i )  n  dwl ( * -ao)  o  (w-az)  n  dw+C,  ( rv .2-2)

Introduisons la formule (IV.l-g) dans (IV.2-2), il en résulæ :

r
b

f  a 1  a 2  a 3  s 4

z=m(o=cr l,t- 5;7 rt -!;7rt .+;7r, -t-;
t  Çr '  Çz '  Çs '  Ç+ '

0
a 5  a 5  a 6  u , 7(  ' -  r  ' -

t ( l -È)  '  + ( l -È l  o  I  ( l - : )  t r  ( l - : )  o  dw+c i  ( rv .2-3)
Çs '  (s  Ço '  (z
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ft=m,(()=cr {,,-*l-Trc
a 5  a 5

r(r_l_)-T*,, 
*r-7r 

(r

dz --w =m'( ( )=C,  I  an(n
d ç  t t = o

a 2
r --È)'(r-i)

\ 2  b 3
o 6

r-f l  n (r- i l
b 6  b ?

a 3

o  ( l

_ s 7
nl

a 4

> \  7 I

r
b 4

(rv.2-s)

La formule (IV.2-5) est développable en série de Taylor :

Nous utilisons la même méthode que danC le chapitre IV.l pour obtenir une
représentation approximative (IV.l-15). Après différenæs tentatives, nous choisissons I'ordre
282 dl développement de m' (ç) afin d'assurer la précision.

Cetæ méthode est très efficace lorsque le rayon du fond d'entaille de la plaque est
relatvement petit.

Ill.2.2 Détermination du rayon en fond d'entaille

La modification de la fonction de transformation confonne montre qu'entre les points

tangents A, et A , et la courbe qui se trouve en fond d'entaille peut être considéré comme

une panie du cercle ou plus pécisément une partie d'ellipse.

Nous choisissons une méthode approximative et le rayon de courbure s'exprime par la
formule suivante :

t Im ( m((s) lror$ l'
p-

m ( eil - t Re ( m((J) + rm (.((J e trb r

ici, Ç , est le point du plan das Ç correspondant au point tangent A;.

I'autre formule proposée par [9], est aussi valable la déærmination du rayon et prend

la forme suivante :

(rv.2-6)

(N.2-7)



Deuxième partie : Utilisaion de la Méthode de LaTmnsfonnation Cor{onne

p =[m'(() . ' ( ( )  ]3/2/{  m'(()  m'(()  +Ret(m'(()  m"(() l  }  ( rv.2_8)

La comparaison des valeurs calculées par ces deux formules montre qu'il n'exisæ pas de
différence significative entre elles.

fV.2.3 Enemple du calcul

A titr€ d'exemple, on considète une plaque de dimensions suivantes :

- longueur de la plaque : 20 mm;
- hauteur de la plaque : 20 mm;
- profondeur de I'entaille : l0 mm;
- angle d'entaille : 30o.

La transformation d'image donne une forme pratiquement identique à celle que nous
souhaitons obænir. Lorsque le rayon d'entaille possède une valeur comprise entre 0,0005 et
0,1 mm, on constate peu de changement dans I'angle et la profondeur de I'entaille. La
déformation de I'image de la taille de la plaque resæ faible.

La figune (IV.8) montre une transformation obtenue avec une grande précision sur une
plaque entaillée en V avec un rayon de 0,1 mm en fond d'entaille.

La figure (IV.9) illustre une série de fonds d'entailles de différenæs acuités et variant de
0,005 à 0,1 mm qui ont été transformées par cetæ méthode.

On remarque que la courbure de chaque rayon ast pratiquement celle d'un arc de cercle
ou d'une ellipse. L'angle d'entaille touæfois augmente tês légèrement, et la distorsion est
certainement indiffércnte.
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Tableau 3 : Valeurs des (, et q r

s =  I s=2 s=3 s=4 s ' =  5 s ' =  5 s=6 s=7

( , - 0,683915

-o-729s62

- 0,683915

0.7n562

0,0

r.0
+0,0379623

+0.999279

0,932071

o762275

0,932U11
-o76)77\

+0,0379623

-o-gwnq
0,0

-1.0

c 6 - o5 -o5 -o5 -oAtffi7 0.8333330.833333 -oûlff{il - 0.5
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Deuxièrne partie : Utilisuion de la Méthode de LaTransformationCor{orme 64

- . ?

( m m )

( m n )

Figure (rv.9) : Représentation de la transformation d'un growe d'entailles de
dffirents rayons ( de 0,005 à0,1 mm ) .

IV.3 CAS DES RAYONS A FOND D' F'NTAILLE RELATWEMF'NT
IMPORTANTS

La méthode précédente présente la transformation approximative d'une plaque
possédant une entaille de faible rayon qui peut être considérée comme acceptable compte tenu
de la précision obtenue. On rcmarque que I'erreur dimensionnelle et la distorsion augmentent
au fur et à mesure qu'augmente le rayon à fond d' entaille.

. 4

. 3

. ?

. l

- . 3

- . 4



Deuxième panie : Utilisatbn de la Métlode de LaTransfomuion Cor{orme

Dans l'équation flv.2-2)leterme ( w - a's r- 
a5/x +( w - a" 5 )'a5/x qui correspond

aux points tangents àl'acuité de I'entaille, remplace le tenne ( w - as r- 
a5/x qui représente

la pointe de I'entaille.

Quand le rayon en fond d'entaille est relativement petit, on remarque que I'angle
d'ouverture de I'entaille change très légèrement par rapport la configuration conespondant à
celle d'une entaille aiguë. On considère alors que dans le plan de transformation des (, les
points Ç t, ( z , ( t et (ane changent pas de place. Cette hypothèse est obtenue en

remplaçant dans l'équation (IV.2-2) le terme ( w - a's )-ds/E +( w - a" , ,-as/n qui

correspond aux points tangents au fond d'entaille par le tenne ( w - as 1- 
a5/ x qui représente

la poinæ de I'entaille. Le calcul obtenu avec cette hypothèse donne des résultats satisfaisants
tels que montrées au paragraphe précédent.

Si I'on veut Éaliser une transformation sur une plaque entaillée avec un rayon d'entaille
relativement important, la méthode appliquée au cas des petits rayons n'est pas valable. La
taille du rayon d'entaille devient comparable aux côtés de la plaque et provoque évidemment
un déplacement des points (r ( z , (q et (6 dans le calcul dans le plan des Ç, ceci est vrai
particulièrement pour les points Ç t et ( a .
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Si on veut calculer la redistribution

difficultés d'un point de vue mathématique.

méthode pratique et approximative.

exacte des (s, on rencontrera beaucoup de

Pour simplifier le calcul, nous choisissons une

On remarque en effet que lorsque I'on augmente de façon importante le rayon en fond
d'entaille : I'angle de I'entaille Vt ,la. profondeur de I'entaille a et la largeur de la plaque W
voient leur valeur changer de façon appéciable.

Dans ce cas là, V , a et W peuvent être considérés comme des fonctions du rayon p.
Les valeurs calculées dans le cas de I'entaille aiguë sont choisies comme des valeurs initiales,
afin de les estimer exactement par un calcul itératif.

fV3.1 Modification de la formule de Fansformation

Considérons que lrlp, as at wp les valeurs initiales, qui sont proches des valeurs de
I'angle Vp de la profondeur de I'entaille ap etde la largeur de la plaque rryp que nous désirons

obænir après transformation conforme.



Deuxième panie : Utilisation de la Métlpde de LaTmnsformation Cot{omtc

On fait I'hypothèse que les relations entre les valeurs initiales et les valeurs obtenus,
sont exprimées par les fonction suivantes :

Vo=VP +  f  (P  )
âo  =ôp  +g(P  )  ( IV .3 - l )

wo=wo +h(p  )

i c i f  (  p  ) ,g (  p  )e th (  p  )son tdes fonc t ionsdurayonen fondd 'en ta i l l ep .Leurs
expressions exactes sont a priori inconnues.

Introduisons les fonctions (IV.3-l) dans les formules (IV.l-7), il en résulæ :

, ,  Lo ro ,  wg  wo+h(p)
or=q,r ,  =T =T

, - Lo, oo *-u*,H
' - r - T-  L A t A z

(rv.3-2)

La formule (IV.1-8) devient:

Iz(k,  k '  )  = 
\vo+l t  (  P )  

I r  (k,  k '  )

(rv.3-3)

, \ i. tap+s(r,,,{ry) 
r,(k,k, )13(k ' k ' )=

L

Comme dans les équations (IV.l-7), les fonctions 11 ( k, k'),Iz ( k, k' ), Is ( k, k' ) sont

définies par les même intégrales:



Deuxième partie : Utilisation de la Métlode de LaTransfonnation Cot{orme

,r=, I ,
,r= I _'
,r= 

I ,o

(  +  -  * ' ) -o  (  l  -  *2  ) - "  (k '2  -  w2 ) - to  d*

(  + * ' )o (  l  -  *2 ) -"  (* ' -  k '  2 
) - r tz  dw

(  + -  * ' ) -  (  * ' -  r ; rn (  * ' -  k '  2 ; - t '2 d*
k '
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(rv.3-4)

Par utlisation de la méthode de Simpson pour le calcul des intégrales impropres et de la

méthode de Newton-Fourier pour déærminer les valeurs k et k'dans les équations (IV.3-3),

nous obtenons les valeurs de q, a2, a4 et e,6, dans le plan des w. Après transformation du

demi-plan supérieur des w en I'intérieur du cercle unité, les valeurs d" Ç, Ç2, Ç t et Ç a do

plan des ( sont obtenues pour le cas d'une plaque à partir des paramètres géométriques Vp ap

etWo .

Ill.3.2 Méthode du calcul numérique

Danslesformules(IV.3-1),  I 'expressiondesfonct ionsf  (p ) ,8(  p )eth( p , )  est

inconnue et ne peut être déterminée à I'initialisation du calcul. Par expérience, nous savons

que leurs valeurs ne sont pas éloignées de celles obtenues dans le cas d'une entaille aiguë.

Nous faisons I'hypothèse que f(p) = Âtt{, g(p) = Àôr et h(p) = ÂÏV 1 sont les premiers

incréments de ce calcul obtenues par approximations successives et leurs valeurs sont prises

comme étant du même ordre de grandeur que la valeur du rayon p.

Une première résolution de la transformation donne la configuration de la plaque. La

comparaison entre cette configuration et la configuration désirée indique la ændance pour la

déærmination des seconds incréments f(p) = ÂV2, g(p) = La2eth(p) = ÂWz.

En utilisant un programme par itération, nous ésolvons de nouveau le sysême pour

déærminer Àry3, Âa3 et ÂlV3 et ainsi de suiæ jusqu'à atteindre les valeurs très proches des

valeurs exactes. L,a figure tIV.l0l montrc un organigramme du calcul par itération.



Dewième partie : Iltilisaion de la Métlnde de LaTransfonnation Cor{orme

Selon notre expérience , h(p) peut être considéÉe comme une fonction linéaire de p,

g(p) comme une fonction polynomiale de degré 2 et f(p) une fonction de polynomiale de

degré 3.

Par exemple, dans le cas du 1r = 45o, a: W : L = | :2: 2, les relations entre les valeurs

obtenues et les valeurs d'entrée sont les suivantes :

68

WP=Wo+0 '188P

âp = âo - 4'8016P +2'9524P2

Vp = Vo + 35,998P - 52,258P2+ 46,689P3

ici, Wo, Wo, h, ao et p sont exprimés en millimètre et\fp et Vo en degÉs.

(rv.3-5)

Pour déterminer un rayon en fond d'entaille important plus proche d'un arc cercle, nous

préférons utiliser la formule suivante :

p=

(rv.3-6)

IV.3.3 Exemples

Les figures tIV.l ll tIV.12l et ttv.13l montrcnt un exemple de transformation conforme

sur une plaque de largeur 20 mm et de hauæur 20 mm. Les rayon en fond d'entaille sont

respectivement 0,5 mm 1,0 mm et 1,5 mm. On remarque que la précision de transformation

diminue au fur et à mesure qu'augmente le rayon relatif p/W. Quand le rayon relatif

p/W < 0,05,I'image de la uansformation obænue estconsidérée comme satisfaisanæ.

Le figure t[V.l4l donne la transformation de deux plaque qui possèdent une entaille

relativement peu profonde avec rayon assez importanL Iæ contour de I'entaille est très proche

d'une courte elliptique ou parabolique. Iæs résultats sont satisfaisants. On constate que la

transformation est obtenue avec plus de précision dans le cas d'une entaille de faible

profondeur.

' u t 2

t Im ( m((s/ cosÇ I

Re(m((s) ) -Re(m((s) )* zlm ( '((Jl,r(h 1



Deuxième panie : Utilisation dc la Méthode de LaTransformuion Cot{orme 69

Premiers incréments
f (p ) *Ây '

8 (P)=Àar
h(P)=^w

Données des dimensions de la plaque Valeurs initiales de k et k'

Calcul des intégrales

singulières f r ,I z, et Ir MéthOdC dC NEWTON -

FOURIER

Résolution du système

d'équations ( IV.3-3)

Valeurs appoximatives des k (I) et k'(I). (I = 1,2, ... 6)

Calcul des valeurs ç,

Calcul des coefficients ao de développement
JLn

m ' ( ç )= )ao (
n=0

Déærmination des deux coefficients conectifs
tn+l et €m+2

Calcul de la conliguration de la plaque

Déærmination des
incréments

f(  p )  =^vi

g(P)=aq
h (P  )=^ ! \ i
(  i  =  1 ,  2 ,3  . . . \

\ t ,ae twob tenus vp, âp et wp désirés
comparaison

Figure ITV.l0l : Organigraww da calcul itérartf.
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Deuxième panie : Utilisation de La Méthode LaTransformdion Conforme

V CHAMP DE CONTRAINTES EN FOND D'ENTAILLE

V.l CALCUL DES CONTRAINTES EN COORINNNÉES CURVILIGNES

V.1. I Fonctions potentielles en élasticité

A partir de la théorie de l'élasticité, les composantes des contraintos o11, c 22 at c p

sur le plan des z peuvent s'exprimer par ( V.1-l) :

I  -  I  . -  = .
o'  = iS-  j - (T+T)

|  -  1  - -
622= iS* f , (T+T)  (V . l - l )

1 -
c r12=-T i (T -T)

ici T est conjuguée de la fonction T, S et T sont les expressions de Kolosov [25]. qui sont les

combinaisons fondamentales des contraintes :

S=O n tCzz
(v.r-2)

T=(Jzz -6 r r *2 io t2

Utilisons les expressions de Kolosov-Muskhelishvili pour définir S et T :

g=rD (z)  +O< z)=ô(  ( )  + 6tEl
(v.l-3)

T=Z(D'(z)+Y (z)=m(ç)  6 ' (ç)  + Vt( l
i l ' tç l

oùô(Ç)etY(()sontdeuxfonctionscomplexespoæntielleslzet(sontlesimaginaires

conjugués des paramères z et ç,.

74



Deuiàtnc potie : Utilisatbn de I'a Méthode laTransTornntion Cor{orme

V.L.2 Eouation des contraintes en coordonnées curvilignes

Considérons un réseau orthogonal cr,, p est un élémentd'arc delacourbe F ( a =co )

perpendiculaire à la courbe cr ( F = ps ). Désignons par c6o la contrainte normale et par o op

la contrainte tangentielle relative à la facette orientée par ct considéré comme sa normale.

(Figure tV.11)

Si nous considérons un élément d'arc de la courbe cl ( F = p0), nous définissons o pp et

o pa. Les formules classiques en coordonnées curvilignes sont données par les expressions de

Kolosov:
S=  6oo+  OFF

Tr2 i t o=  opp -  o f f r+2 ioop

après transformation :

2 (  ao . . * ioog)=S- f  e -âoo
(v.l-5)

2 (  opp- i  oap)=S+T e -2 ieo

Considérons que le système de coordonnées curvilignes orthogonale ( a, p ) défini par:

z=  f (T )=eT T= a+ iF (v.r-6)

où f ( 1) est une fonction holomorphe de la variable complexe 1, dont la dérivée est :

75

(v.l-4)

Figure IV.ll : Réseau orthogonal ( a, F ).
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A .g = f ' (T )=Je io  (v .1 -7 )
dY

Donc, nous avons les relations:

J2=f '  ( r )  f . ( r )
(v.l-8)

e2 io=f  (y )  l r i ( '>

Introduisons les formules (V.1-3) et (V.l-8) dans les fuuations (V.l-5), il vient :

2( c o,-+ioop)=ô( z)+a(Z)-tzo.(Zl+ iPtZlt 
f f i

(v.1-e)

2( opp- i  oop)= rD(z)+Otz )+[zO- ' ( ; )+ gtZl t  - : !+
r(y)

V.2 CONTRAINTES EN REPRÉSENTATION CONFORME tI7. lE.27.32I

V.2.1Contraintes en fonction des expressions de Kolosov

Nous avons montré la représentation confotme z= m ( ( ) qui transforme le sysême de

coordonnées du plan des ( ( ( = d = ec*iF 1 en un système de coordonnées curvilignes

orthogonales ( c, F ) du plan des zavec z=f (y). Nous avons donc :

f  ( t )  =  (  m ' (  ( )  (V .2- l )

Les équations (V.l-9) et (V.1-3) donnent alors :

2( C.oo+ioop)=S-T 
ffi

2( opp-i  oop)=S+T +(m ' ( ( )

(v.2-2)



Deuxième panie : tltilisation de La Métlpde l-aTransfomntion Cor{orme

Introduisons les formules (V.2-6) dans (V.2-2), il vient:

77

V.2.2 Contraintes à I'aide des fonctions de Muskhelishvili

Désignons les fonction potentielles par (De (z) et Y6 (z), nous avons d après (V.1-3) :

S=oo(z)+ o( ; )
(v.2-3)

T=r%t"l*%<Zl

Effectuons le changement de variable z = m ( ( ). il vient :

oe (z)=oo (z )  [m(  ( ) ]  =o(  ( )

(v.2-4)
Yo ( t )=Yo (z)  tm(  (  ) l  =Y(( )

En dérivant Oo ( z ), nous avons :

'  Ô ' ( ( )
On(r )  =  -  (V .2-5)

v  m ' ( ( )

Les expressions de Kolosov s'expriment en fonction de ( par :

S=o(()+ o(()
(v.2-6)

:  m ( ( )  = . , i
T= sr -  O ' ( ( )+Y(( )

'" rçr

2(6ss.+ioop)=o(()+6tçl ffi 
6't(, 

ffiVtçl
N.2-7)

D(ç)*6ro* ffi o'(()* ffivtçr



Deuxième partie : Utilisaion de La Méthode LaTransfornatian Cot{orme

V.2.3 Solution des équations de contraintes

Soit C la limite du matériau et choisissons le sens de description de C de telle sorte que

le matériau se trouve dans la région G située à gauche ( intérieur du contour C ). La région D

représente I'extérieur du contour C. (voir Figure tv.2l).

Supposons que C correspond à la courbe cr = o0 qui a pour image la circonférence f de

rayon lçl =. cto = & dans le plan des ( .

plan des ( plan des z

Figure l-V.21 : Détermination des limites de la transformation

Dans le matériau,le long d'une courbe F ( cr = constante ), nous avons d'après (V.2-8) :

2 ( o oo+ ioop ) m' (O =m' (() O(() + m' (() 6 <ql

78

v _

-* t -  (O 6 ' (  (  )  +m'  (  (  )  )Y(  (  )1
I

(v.2-8)

Les foncûons O (() etY (Ç) sont holomorphes en G et la fonction O (0 est continue en

D. Nous avons donc les fonctions suivantes de ( en D :

ooo* io . ,p  =0

m' (0 @(() = - m' (() rrt) *Éq0 o,Lf .t-',f,
(v.2-e)

*,?,



Deuxième partie : Irt*isaion de La Méthode r.aTransformation conforme

Effectuons la différence en,,e (v.2-g) et (y.2-9) er considérons un poinrcirconférence I', il vient :

r  _  - l -cr  
-  . t -D c  c[ . ' ( t )  o(r)J - [r ' (r)  o(,)J =ztoi+i"[ l  m,(r)

où oo,oo et oc,aÊ sont les conditions aux limites.

La solution de l'équation (V.2_10) est:
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tde la

i 1 m'(Ço(ç)=*it,2 dr+R (()

D' apês l'équation (v.2-l l) la fonction y(() peut être calcurée :

(v.2-10)

(v.2- I l)

2 o 2 - 2 2
m' (0Y (0=:'' r| I r o G)+ ô,5 )1 - m r| I o, 1ç1

ç - ç Ç ç (v.2-r2)

v.3

v.3.

Dans la formule N.Z-12) m'(0 a un pôle d,ordre n pour ( = _. Il s,en suit que m, (()et O(() ont au plus un pôle d'ordre n :

n
FrR(O= L 4 ç"

n=0
(v.3-1)

I Forme générale de ô (O

Faisons I'hypothèse que la plaque est soumise à des forces concentrÉe.s et soit F uneforce appliquée sur un point A du conrour. (Figure tv.3l ).

La force F en A peut êre considérée comme résulanæ d,une distribution decontrainbs uniforme F t (2 t ) sur I'arc Al Az =2 e.

G G
ooo*o* fm ' ( t )

t - (



Deuxièttc potie : Iltilisatbn de La Méthdc LaTransfomoion Cot{ormc

Figure tV.3l : Condition limites.

G G
6oo*i oap=

Fo+iF.'

2e

S'il y a m force F- , la formule (V.2-11) devient :
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m'(ç)o(ç)= Ë {+.f^.^.
-lt 2trci- ̂ '^'

Posons:

t^=*iJ,.,T+*=ff/^*

n S r n

E .orn ie_ L unÇ
f  n=0  2æi  e  e ' - * -n=0J^'sT-'=J-J'IT-

L rntn
n = 0

è n
L+o

fo+|:p n=d)

ï  -c 
dt)+ Ë o'ç"

n=()

(v.3-2)

(v.3-3)

(v.34)

I "n.nn = 0

t -Ç

Ë ç"'Ë "',1"tp=  I  n -p

Plan des (

( a=oo )

Plan des z

(v.3-s)



Deuxiènnc partie : Utilisation de La Méthode LaTrawfornaion Conforme 8 l

Fc t+ iFp  =F " i ( a ' - oc )

L' expression (V.3-4) devient :

(v.3-6)

(v.3-8)

: ̂ r Ë u"("
m F-eit^ #, n o-l n n n

m'(()o(()=I [ ^*" (-+ I ( '->a"tïr)]*In"("
m=i  { .  , ,  tn -  Ç p= I  n=p n=0

n L aîtA''-
n=o ry.3-7)

Nous supposons que les charges sont symétriques. Pour simplifier les écritures posons :

:

I G.m

î  -  l t s m e
Lrrr - -

n
s n
/ anÏlon
n = 0

+ s-l
Eom= Z artA-

s =  I

n
\- s-n+l

Ë1n-2ln= À atte-
s=n - l

D'*  =  2  i ç - (  Bn-  C , , ,  )

L'expression (V.3-8) devient :

m Ë u ' ( "

m'(Oo(0=t [ '=0. ( c* --c'-y* t 'o"-Ç"]*Ëo,,("
m=l  r c i  t a - -  (  i . c - -  ( '  Éo  f i  n=o

(v.3_e)

avec Dr, = 0 et Dl réel.



Dewième putie : Utilisation de La Méthode LaTransfonnationCor{orme

S'il n'y a qu'un groupe de points de chargement, la formule (V.3-9) peut être exprimée

par :

82

i 1o'*3Èyç"
n=0  IE

o(()=-1-1 +- c y*
181 te- Ç trc,- Ç

Ë u'ç"
n = 0 (v.3-10)

V. 3.2 Détermination des coefficients

Maintenant nous devons déterminer les coefficients An. D'abord nous pouvons

exprimer la condition d' holomorphie sur Y (() à I'aide de la formule (Y.2-7).

L'expression m'(() Y (() donnée par (Y.2-7) doit être holomorphe en G et les

coefficients de toutes les puissances positives de 1/( doivent être nuls'

En utilisant les formules (Y.2-7), (V.3-9) et (V.3-10), nous en déduisons une

expression sur la condition d' holomorphie :

1

l (  u rAs+  as1  Ar  +  . . .  *  âonAn+ dq)  =  0

Ç

1

; (  
a r o A s +  a 1 r  A r  +  . . .  *  â 1 r r A n +  d 1  )  =  0

ç

I

+ 
(  anoAo+ an1 A1 + . . .  + ornAr,+ dn) = 0

c

(v.3-11)

Ce qui nous donne un système d'équations linéaires à coefficients constants dont les

tennes am et dn sont réels alors que les inconnues A n sont complexes.

Posons:
Ai=a i+Pi



Deuxième potie : Iltilisuion de La Métlode LaTransfornntion Cot{orme

donc:
(u , :  ) [  s i ]=- [d i l
(a i :  ) [  F . ; l=o

Finalement, nous obtenons :

( a i :  ) [A : ]= - [ d j ]  avec  A i=c r j  r ée l

Nous utilisons I'algorithme de Gauss pour résoudre le système (V.3-11)-

:  i . .  
' i :  

i

j

V.3.3 Expression de O (() et Y (L)

; j

Après un calcul approximatif des inconnues An, la valeur de O (() est donnée :

+ to*(n 
Ëo"6'm  L -

2 -  î  C m  \ .  n = 0  n  n = 0
. + , z r . r - F  r  I  ,  - m  r r - r r - i -

m=l  r l i  t e - - (  t e - - (  +  n  t r  n
L anÇ I u"(
n =o n =o ry.3_12)

et la valeur de Y est donné par :
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-'(l) _ , -rllo'tÇl
Y(() =+to(()..,1)t- ç

(m' ( ( )  (  m ' ( ( )  
tv .3-13)

Introduisons les expressions (V.3-12) et (V.3-13) dans les équations (V.1-1), nous

obtenons le champ de contraintes de la plaque étudiée.



Deuxièrne potie : Utilisaion de I4 Mfuhodc l-aTrusformdion Confontu

V.4 CALCUL NU CHAMP NE CONTRAINTRF'S

V.4.1 Programme de calcul

Une programme de calcul a été réalisée avec la méthode des variables complexes de

Kolosov-Muskelishvili. La figure [V.4] montre I'organigramme de calcul du champ de

contraintes.
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Série de développernent

m
rt' e = ) ar("+ €.*l ç*l+ Ê^*zÇ*2

n = 0

Coefficient de'la'fonction de représentation

Caractéristiques du chargement Point d'application des charges

Intensité des charges

direction des chargesMatrice des cofricients des inconnues A"

Matrice des termes coostiltts Dn

Résolution du système
d'équations linéaires

Calcul de fonctions potentielles O (() etY (()

Fonctions de Kolosov-Muskhelishivili

Soni des résultats et

tracés des courbcs

Figure t V.4l : Organigronnu du calcul dtr clump de contrainæs.



Deuxième panie : Utilisation de La Méthodc LaTrawforntationCor{orme

Y.4.2 Comparaison des résultats avec la méthode des éléments finis

Pour vérifier le programme de calcul, une plaque rectangulaire avec entaille en V

émoussée est choisie comme indiqué dans la figure tv.sl.

Les dimensions de la plaque sont les suivantes :
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- longueur de la plaqua,L = 20 mm.

- hauteur de la plaquo, W = 20 mm.

- profondeur de I'entaille, a = 7,25 mm.

- angle d'ouverture de l'entaille, V = 45o.

- rayon du fond d'entaille, P = 0,5 mm. Figure [V.5] : Eprouvene rectangulaire

entaillée sownise à une charge concentrée

Une charge concentrée est appliquée de chaque côté de I'entaille, symétriquement par

rapport à l'ære x.

Deux méthodes de calcul sont utilisées, I'une est la transformation conforme et I'autre la

méthode des éléments finis.

La figure [V.6] montre le maillage des éléments finis utilisé. Compte tenu de la

symétrie de la géométrie et de la déformation, la moitié de la plaque est considérée. Les

éléments proches du fond d'entaille sont de taille très petite afin d'assurer la précision du

calcul. La fîgure [V.7] montre un agrandissement de cette partie.

L'image de cette plaque donnée par la Eansformation conforme a été illustrée à la figure

(V.11) du chapitre V.



Deuxième partie : utilisation de La Métttode La'I'ransformation confctnræ

EPHOUVETTE EN V
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EG}ELLE.0.6t87

I
F
F
It

G

E
I

E

Y

L

Figure t V.6l : Schénu dunaitlage de la maitié de Ia ploque pour la résolwion du

problè me par éléments fink

EPR0UVETTE EN v R0=0.5MM
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EPROUVETTE EN V

EC}CLLE.0.6t8?

ZONE DE L'ENTAILLE

Y

Lt

?
I'

?

fr
t

Figuc t V.7l : Agrandissement funaillage qtvoisituge dufotrddentaille



Deuxième potie : Utilisation de La Métlpde LaTrawTorutaionConfonne

Une simple comparaison des résultats du calcul par les deux méthodes, méthode des

éléments finis et méthode de transformation confonne, est donnée par la figure (V.8). La

distribution des contraintes oyy et oxx à partir du fond d'entaille et suivant I'axe x montre que

la différence entre les deux calculs est inférieure à3Vo.

o,o? 0,03

Distance sans dimension ( r/a )

Figure t V.8 I : Vartation des contraintes normolisées oy, lo net o slo n enfonction de la

disnnce aufond d'entaille Ie long de l'axe x.
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Deuxième partie : Utilisdion de La Méthode LaTransfomution Conforme

V.4.3 Comnaraison des résultats avec la méthode de l'équations intégf,ale de Barone et

Robinson

Nous avons comparé les résultats de calcul obtenu par la méthode de transformation

conforme avec celle de l'équation intégrale de Barone et Robinson que nous avons présentée

dans la panie de l'étude bibliographique.

Une plaque rectangulaire avec entaille émoussée en V soumise à la traction de

dispersion est choisie comme indiqué dans la figure tv.9l.

Les dimensions de la plaque sont

les suivantes :

- largeurde laplaque L= 20 mm;

- longueur de la plaque 2L = 40 mm ;

- profondeur de I'entaille 3Ul0 = 6 mm ;

- angle d'ouverture de I'entaille V = 90o ;

- rayon du fond d'entaille P = 0,4 mm.

Figure IV.9l : Eprouvette entaillée sournise

à la traction dc dispersion

89
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Deuxièmc partie : Utilisation de La Métlodc LaTransfonnation Conforme

La figure tV.l0l montre une comparaison des résultats de calcul par ces deux méthodes.
La distribution des contraintes oyy et oxx à partir du fond d'entaille et suivant I'a:re x montre

une différence négligeable entre les deux calculs. Ceci apporte une information sur la

précision de la méthode de transformation améliorée que nous proposons.
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15

æ
b
-\ 10

I

b
tc)

s
b

b5

o ow / o g ( Méthode de la transformation conforme )

$
o

o

À 6*, / c g ( Méthode de la transformation conforme )

E ow / o g ( Méthode. de l'équation 1t{qrale
de Barone et Robinson )

' c,, / 6s (Méthoded'Ë3TI1"$ifotllf"lo

O 6 o c ro

a  ta^aaaÀ lÂaaAAaaAa  
a  aê  a  a  ^  a  À  Â

Âa'

o

A

0,4
X - Coordonées

Figure I V.lO I : Vartation dcs contraintes normalisées oyy'og et on/og en fonction
dc la distance le long de l'axe X

0,6o,2
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0,0 0,8



Deuxième partie : Utilisation de La Méthodc LaTrarcfonnuion Conforme

V.5 DISTRIBUTION DE CONTRAINTES DANS UNE PLAOUE SOUMISE
A DIF'FÉRENTS TYPES DE CHARGEMENT

La méthode de calcul du champ de contraintes que nous avons développée peut être
utilisée pour différents cas de chargement, par exemple, traction concentrée, traction

uniforme répartie et flexion trois points etc.

Dans cette étude, nous présentons quelques éprouvettes de différents types soumises à
diverses sollicitations que I'on utilise actuellement dans notre laboratoire pour des essais de
fatigue et de rupture.

V.5.1 Eorouvette CT soumise à une charse concentrée

L'éprouvette CT est fréquemment utilisée pour des essais de Ésistance à la fatigue et à
la rupture. L'éprouvette possédant une entaille émoussée est plus proche des conditions
initiale d'utilisations d'une pièce possédant un défaut géométrique.

La géométrie de la pièce étudiée est illustrée dans la figure tv.sl. Des charges

concentées sont appliquées de part et d'autre de I'entaille suivant la direction verticale.

Le rayon en fond d'entaille varie de 0,01 à 0,5 mm. Le calcul de la distribution des

contraintes est effectué pour chaque rayon, en utilisant la méthode de transformation

conforme. Dans les figures [V.lla] et [V.llb], nous donnons les résultats du calcul au
voisinage du fond d'entaille dans la direction de I'axe x.
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La valeur maximale de la contrainte normale o' est atteinte en fond d'entaille ; elle

diminue avec la distance. La contrainte normale oxx augmente d' abord et diminue ensuite le

long de I'axe x. Pour facilité la comparaison, des unités non dimensionnelles sont employées.

La contrainte non-dimensionnelle s'exprime par le rapport de la contrainte normale sur

la valeur nominale.

La contrainte nominale est définie par la formule suivante selon la figure [V.12] :
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o*=[3*  3P(w*u-)  
] /z

B( rW-a)  ( 'W-a) '  (V .5_ l )

où P, V/ et a ont été définis par la figure (V.5), B est l'épaisseur.

P

w

a b

\

b
2

b
2

,t =t;
P

Figure tV.12l : Déterminarton de la contrainte nominnle
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g./. Eorouvette SENT soumise à une traction uniformément répartie

Dans ce cas, la même géométrie d'éprouvette a été utilisée. læ chargement employé est

une traction repartie sur deux faces opposées (Figure tV.13l).

- longueur de la plaquc,L = 20 mm.

- hauteur de la plaqu€,'W = 20 mm.

- profondeur de I'entaille, a = 10,0 mm.

- angle d'ouverture de I'entaille, V = 45o.

- rayon du fond d'entaille, p est de 0,01

à 0,5.
og

Fieure IV.13l : Eprouvette rectangulaire

entaillée sownise à une traction répartie

Le rayon en fond d'entaille varie de 0,01 à 0,5 en 7 niveaux. La distribution des

contraintes le long de I'axe x à partir du fond d'entaille est montrée dans les figures [V.14a] et

tv.14b] avec des paramètres non dimensionnels. Dans ce cas, la rapport de contraintes

s'exprime par le rapport de contrainte normale sur la contrainte nominale o p .

La contrainte nominale est définie par la formule suivante :

op=orWtfrl
(v.5-2)

Une forme similaire à celle du premier cas de la distribution de contraintes a été

obtenue. Quand le rayon de I'entaille augmente, les contraintes en fond d'entaille diminuent.
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Deuxième panie : Iltilisation de La Méthodc LaTrawfonrutionConforme

V.5.3. Eorouvette soumise à la flexion simple

L'influence de la géométrie de I'entaille a été étudiée sur des éprouvettes soumises à la

flexion simple corrme le montre la figure [V.15].

Un exemple de calcul de la distribution de contraintes avec la méthode de

transformation conforme est montré dans les figures [V.l6a] et [V.16b]. Le champ de

contraintes sur toute la plaque peut être analysé comme dans les autre cas. Ici, nous

présentons seulement les contraintes situées sur le ligament à partir du fond d'entaille.

Figure l'V.151 : Géométrie de l' éprouvene dc flexion trois points

Danscettef igure\ù/= 20mm, L= 60mm, a= l0mmetV = 30o.Lerayon enfond

d'entaille choisi varie de 0,005 à 0,5 mm. La rapport de contraintes s'exprime ici par le

rapport de la connainte normale sur la contrainte nominale.

La contrainte nominale est définie par la formule suivante :

oN=
2 B(v/ -a) (v.5-3)
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PL

où L est la longueur, B l'épaisseur, W la largeur de l'éprouvette et P le chargement.
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Deuxième putie : Utilisation de La Méthode l-aTrawfornutionCon{orme

Fieure [V.l6al : Distribution de contraintes

I'axe r dans une plaquc entaillée.
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p/a = 0,0005
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Figure tV.16bl : Distibutionde controintes ool oy le long de

l'axe r dans une plaquc entaillée.



Deuxième partie : Iltilisation de La Méthode LaTransfonrntion Conforme

V.5.4. Cas d'un joint soudé

Il s'agit d'un assemblage soudé soumis à une sollicitation cyclique. Pour analyser la

résistance à la fatigue, il est nécessaire en premier lieu de calculer le champ de contraintes

dans le cordon de soudure.

L'éprouvette simulant un joint soudé est montrée dans la figure (V.17) . Deux cordons

de soudure symétriques supportent une sollicitation de flexion.

Figure IV.t7l : Une éprouvene simulant unioint soudé

Cette éprouvette peut être considérée comme une plaque possédant deux entailles avec

des angles obtus. La nansformation conforme va être développée pour s'adapter à ce cas. En

raison de la présence des deux entailles émoussées qui représentent une cordons de soudure,
- s . 4  - 4 4

nous remplaçons I'expression ( w - aq) n dans la formule (V.1-3) par ( w - a' + ) 
* +

- o , 4  - a 6  - c 1 6 ,  - c l 6 ,

(w -a ' i ) t  e t  (w -q ) "  pa r (w -a ' 6 ) t  +  (w -a "6 ) r .Pou r l amême

raison peut être remplacée par I'expression suivante :
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-ol -a2 -cb -cl4

z=mrg=ci'1,! r-S-) " (r -+r" (t -:) " r(r -51 n *(r
( rÇzÇsç

-Os -46 -(lc 'g-7

t  n '  
)n *(r-4)nl(r- ! )"  d((1-i) r(r -+ 

Çtbs Çe Çe

-cl4

f n-* l  l
Ç,

+cz

(v.s-4)
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0,05 0,10

Distance sans dimension 1r/a )
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C , et C , sont des nouvelles constantes.

Les figures (V.18) et (V.19) montrent la transformation conforme utilisée dans la région

de I'entaille (voir la page suivante). Les rayons à fond d'entaille sont respectivement égaux à

P=0etP=0,3 .

La distribution de contrainte est calculée de la même façon que dans les autres cas. La

figure (V.20) donne les contraintes principales dans la direction de I'amorçage de la fissure

dans le cas d'un rayon d'entaille P = 0,3.
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P=,U2
p=045

P=,06

P=, I

P=,vt

P=,3
P=,5
P=,9

P=1

0,15

Figure IV.20l : Distribution des contraintes principales oyy I oN le long dc l'axe x

La contrainte nominale est définie dans ce cas par la formule suivante :

oN=[ry1=1 (P*) 
T-* 1

T (v.s-s)

Les contraintes ont été analysés de façon plus précise près du fond d'entaille, (Figures

V.21 et V.23).l,es figuresY.22 etV.24 montrent l'évolution de la contrainte principale en

fonction de la distance à la surface extérieue pour différents génératrices. On observe que les

contraintes obtenues sont plus grandes dans le cas de I'entaille aiguë et qu'elles sont plus

importante pour les génératrices proches du fond d'entaille.
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Figrure tV.2ll : Des courbes orthogorales fu Ia transforttation conforme

au voisinage d' uttc entaille
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Fignrre l-V.221 : Contrainteprincipale enfonctionde ladisnnce àla surface qtérteure

pour les diférences générærices rnorquées fuw lafigure N2Il
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èngle  en V:

I  35"

r  ayo n  ig .  3mm

Figure IV.231 : Entaille émoussée avec courbes orthogonales

de la transformation conforme
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Fignre FV.24l : Contrainte principale enfonction dc la distance à la surface extérieure

pour les dffirentes génératrices marquées dans lafigure [V23J
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Deuxièrne putie : Iltilisation de I'a Méthode I'aTransfornntion Conforme

L'amorçage de fissure dans le cordon de joint soudé est un problème qu'on rencontre

souvent dans I'industrie. Le calcul sur l'éprouvette simulant un joint soudé que nous avons

effectué apporte les données nécessaire pour I'analyse du champ de contraintes dans le cordon

et l'évaluation de la résistance de I'endurance du matériau. L'étude complète dans ce domaine

aétéréalésée par un autre chercheur de notre laboratoire.

CONCLUSION

La distribution de contraintes sur la plaque possédant une entaille avec différentes

acuités a été calculée par une méthode améliorée de transformation conforme de Schwartz-

Cristoffel couplée avec les équations de l'élasticité. Dans le cas d'un rayon en fond d'entaille

relativement important, I'expression mathématique de la transformation devient uès

complexe, Une technique d'itération par un programme informatiqu e a été développée pour

résoudre cette difficulté.

Avec cette méthode améliorée nous avons étudié des plaques entaillées avec différentes

formes, à savoir une éprouvette rectangulaire avec une entaille en V, une éprouvette de

flexion trois points et une éprouvette avec une entaille elliptique ou parabolique. Cette

méthode a été aussi développée pour le cas de la simulation d'un joint soudé. La précision de

la transformation est satisfaisante même pour un rayon relativement important en fond

d'entaille.

Le champ de connaintes au voisinage du fond d'entaille nous peflnet d'analyser les

caractéristiques du facteur d'intensité d'entaille associé à I'acuité d'entaille. Ce problème sera

détailé dans la panie suivante.

ro4
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TROISÈME PARTIE : ANALYSE DE LA TÉNNCTTÉ
DES rUnrÉnIAUX

INTRODUCTION

Dans les chapitres pécédents, nous avons calculé le champ de contraintes dans une

plaque entaillee en V, et plus précisément la distribution des contraintes en fond d'entaille

avec la méthode de transformation confonne et la théorie d'élasticité.

Dans cetæ partie, nous avons analyserons d'abord le facæur d'intensité de conuainæs

sur une plaque entaillée. Quand le rayon en fond d'entaille tend vers zéro, ce qui correspond

au cas d'une entaille aiguë, on retrouve la singularité du champ de contraintes en fond

d'entaille. Quand le rayon en fond d'entaille n'est pas nul, la contrainte prend une valeur finie.

Dans ce qui suit, on a établi une relation entre la contraintes normale maximale et le facteur

d'inænsité de contraintes d'entaille. Nous nous sommes particulièrement attachés la définition

du facæur d'inænsité de contraintes pour une entaille émoussée.

Nous étudierons ensuite le facteur d'inænsité de contrainæs critique pour une entaille

émoussée. Ce facteur peut être considéré comme un paramètre décrivant la ténacité d'un

matériau fragile entaillé.
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VI FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES SUR DES
PLAQUES ENTAILLÉES

Dans ce chapitre, nous étudions le facteur d'inænsité de contraintes en mode I sur des

plaques entaillées. Les plaques sont soumises à une sollicitation symétrique par rapport à I'axe

de I'entaille.

En général, le facteur d'inænsité de contraintes est fonction de la contrainte globale

appliquée et de la géométrie. Dans le cas d'une entaille avec une acuité relativement

importanæ, I'influence du rayon en fond d'entaille doit êtrc pris en compte.

Il est intéressant de connaître l'évolution du champ de contraintes en fonction de la

variation du rayon en fond d'entaille et d'en déduire la formulation du facteur d'intensité de

contraintes.

vt.t mpppr, or r,l nÉrntmoN nns rlcrEuns n'rNrnnsrrÉ nn
CONTRAINTES

Le formalisme de la définition du facteur d'intensité de contraintes diffère selon la

forme géométrique et le caractère du défaut ( aiguë ou émoussée). Dans le cas d'une fissure,

rappelons que celui ci est défini à partir du champ de contraintes selon la formule :

to7

o,:=lS hrii(o) (VI.r-1)

Pour des entailles d'angle, les 3 formules les plus souvent utilisées pour calculer le

facteur d'intensité de contraintes en mode I sont illustrées dans le tableau (VI-l). Quand

I'angle d'entaille V = 0, on netrouve le cas d'une fhsure.

Dans le premier cas, le facteur d'intensité de contraintes est donné par la formule

suivante :

K1= q ffi o,
(vr.1-2)
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Le deuxième cas concerne une entaille aiguë avec \t > 0, le facteur d'intensité de

contraintes d'entaille est égalà :

108

r i tv)=, l imÆ- orr ro,* ,  
(vL1_3)

Le troisième cas concerne une entaille un rayon en fond d'entaille est relativement

faible. Le facteur d'intensité de contraintes d'entaille d'acuité p s'exprime par la formule

suivante:

rotv r=H+o"*p**'
(vI.l-4)

Dans les formules (VI.l-3) et (VI.1-4), quand V = 0o, o = 0,5 et quand V = 180o, cr

= 0 ; la relation entre r[ et o, est donnée par la formule suivante :

o (v) =0.5 -0.08e t$l+ 0.442,#l '  -0.853,#, '
(vL1-s)

Tableau (W-I) formulntion dafacteur d'intensité de contraintes dans tois cas

Plaque avec une fissure Plaque avec une entaille

aisuë

Plaque avec une entaille

d'acuité o + 0

P P P

o),y

o f

o

O ti "  I

el

P P P

Kl pour une fissure: rinour une enuille aiguë:
a

K Dour une entaille

avec une acuité o
Kr= -- .  - .  I -  c

*, = 
r*o{ 

2tc o nr
4n o

Ke = 
S76-'*P
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VI.2 CARACTÉRISTIOUES DU CHAMP DE CONTRAINTES EN F'OND

D'ENTAILLE

Dans le chapitre VI, nous avons vu que pour le même niveau de chargement, si le rayon

en fond d'entaille diminue, la valeur maximale de la contrainE oyy devient plus importante, et

si le rayon p+0, la contrainæ ott tend vers I'infini.

Nous présentons de nouveau la distribution des contraintes oyy en fonction de la

distance r à partir du fond d'entaille pour des différents rayons dans un diagramme bi-

logarithmique. On remarque que pour chaque valeur du rayon d'entaille, la courbe contrainte

oyy en fonction de la distance est d'abord non linéaire puis elle devient linéaire ; quand le

rayon en fond d'entaille augmente cetæ partie linéaire diminue.

La figure (VI.l) montre le cas d'une éprouvette CT soumise une charge concentrée

comme dans la figure (VI.5) du chapitre VI. La figure (VI.2) montre le cas d'une éprouvette

de flexion trois points soumise le chargement comme dans le cas de la figure (VI.9). Dans

ces figures (VI.l) (VI.2), oyy représente la contrainte normale perpendiculaire à I'entaille et

ox la contrainte nominale, B l'épaisseur de la plaque et r la distance mesurée à partir du fond

d'entaille dans la direction x. I-es valeurs utilisâs sont adimensionnelles.
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Figure IVI.ll : Distiburton dcs contraintes adimcrcionnelles enfond d'entaille

représentée dans rut diagrannæ bïlogartthmique, cas d'une éprouvette CT
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1 0 2

o P=o,o
o  P=0 ,2
I  P=0 ,6
a  P=1 ,0

. , " 0 1  .  . . . . . . . t  .  . . . . . . . r  .  . . . . . . . 1  .  " " " ' l^' 
,o-4 lo -3 lo 

-2 to -l lo o

r/B

Figure [VI.2J 
': Distibution des contraintes adimcnsionnelles

dans un diagrammc bïtogarithmique, cas d'une êprouvette dc flexion trois points

On remarque que la partie linéaire de toutes les courbes possède une pente identique.

Cette droiæ unique correspond précisément au cas d'une entaille avec un rayon d'entaille nul.

Cetæ droite dans le diagramme bi-logarithmique est définie par la relation :

A 
r' r-c(V)

o,f 
= t' [Fl ryr.2-r)

D'une façon générale, la distribution des contraintes le long de I'axe x et pour une

entaille émoussée peut etre divisée en 3 zones.

-la zone I:

Cetæ zone I est située dans l'intervalle [ 0, X'm ] (voir la figure tVI.3l). Dans cetæ

r,one,la contrainte varie peu . Quand r = 0, elle est égale la contrainte maximale 6max. Celle-

ci est égale au produit du facteur de concentration de contrainte Kr par contrainæ nominale

( IN:

6-o = Ktol (vr.2-2)
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-la zone II:

Elle est située entre les zones I et Itr et constitue une zone de transition.

-la zone III :

Dans cette zone, la contrainæ varie selon la relation:

oyy =

(vr.2-3)

fi est le facteur d'intensité de conuainæs d'entaille.

Dans cette relation, le gradient de contrainte est caractérisé par le tenne Ki ou facteur

d'intensité de contrainæs d'entaille d'acuité nulle et par le coefficient s.

Quatre paramètres Kt, X'm, Ç ", 
ct permettent donc de caractériser cette distributon de

contraintes.
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K;

^,|fr, ,"
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Figure f-VI.3l : Définition des trois zpnes relartve à la distribution des contraintes
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VL3 FACTEUR DE CONCENTRATION DE CONTRAINTES DANS LE CAS

D'UNE ENTAILLE ÉMOUSSÉB

Le facteur de concentration de contrainte Kl est défini par la relation :

Kt = omax/oN (vr.3-l)

Cetæ quantité a été calculée pour le cas d'une plaque possédant une entâille latérale

dans les cas d'une plaque soumise à une paire de forces concentrées :

P  3P(W+a)oN=B@;f .;(**t' 
ryr.3-z)

où a est la longueur de I'entaille, W la largeur de la plaque, B l'épaisseur et P la charge.

La relation entre le facteur de concentration de contraintes K1 et le rayon à fond

d'entaille p est présentée dans la figure [VI-4].

On remarque qu'au fur et à mesure que I'acuité p augmente, le facteur de concentration

de contrainæ diminue. Lorsque p + 0, K1 tend vers I'infini, on retrouve la singularité de

contraintes d'une entaille.

La présentation de ces résultats dans un diagramme bilogarithmique (Figure [VI.5])

permet de montrer que la variation du facùeur de concentration de contraintes au fond

d'entaille en fonction de I'acuité peut êEe représenté par la formule suivante:

Kt= D (Po) (vr.3-3)

soit:
-p

6-o = oxD (P")

où D et p sont des constantes.

112

(vr.3-4)
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V=45 '

P = 11,42 KN

Kr= 
gto

oN

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

113

K, 5o

,$0

30

20

l0

0

o
p

Figure IVI.4] : Évohrton dafacteur de concentration de contraintes

enfonction de I'acuité ; cas d'une éproavette CT.

log K, V =45"

F = 1,1356
g=2"45

Kt=D t p1-F
log( p")

-1,2 -1,0 4,t {,6 4,4 42 0,0 0,2

Figure I-VI.SI : Êvofurton de Kt enfoncrton de p o
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La distance significative X'm n'est pas toujours aisée à définir en raison de I'existence du

raccordement de la zone II ou zone inærmédiaire. Nous avons recherché une autre définition .

La figure tVI.6l montre les deux définitions possibles colrespondant aux abscisse X111 et

xn.

La première définition a été reænue pour les raisons suivantes :

- dans un diagramme bilogarithmique, sauf pour P = 0,la valeur de Xp est plus simple à

déærminer;

- Xa1 est définie par I'intersection d'une horizontale d'ordonnée égale à la contrainæ

maximale et la ligne d'équation (VI.2-l).

La deuxième définition pourrait être utilisée en raison de son caractère physique car Xn

est I'abscisse de la limiæ entre la zone II et la zone III. Quand r ) Xn, la contrainte oyy est

corectement décrite par l'équation (VI.2-l) ou l'fuuation (VI.2-3).

La difficulté de sa localisation nous a incité alors à ne retenir que Xm. Utilisant la

formule (VI.2-3), la contrainte normalisée maximale (oyy)max peut s'exprimer par le facæur

d'inænsité de containæs d'entaille, I'angle d'entaille et la distance significative Xm :

( 6yy )o,"* =

rF

KI

Lt4

D'ENTAILLE

^12" (x- )o

Xo,=E(v)P2*FMP+G(v)

Où E(V), F(V), G(tf) sont des constantes, quand \t est constanl

(vr.4-l)

L'évolution de la distance significative Xal en fonction de I'acuité p est repnésentée sur

la figure [VI.7]. Cetæ distance est décriæ par la relation suivante:

(vr.4-2)
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onn* _-Ë_Ë_t

o

xm xn log r

Figure IVI.6I : Définition dcs distutces significatives Xa et X11

xm
V= 45'

p
0,(x)
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00s

Figure [VI.?l : Évolution de la distance X^ enfonction dc I'acuité p.
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Dans le tableau (VI-2) E(V), F(ty) et G(V) sont donnés pour une éprouvette CT avec

une entaille d'angle 45o.

Tableau (VI-2) : Valeurs de E(rlr), F(ty) et G(rtr) dans le cas d'une entaille d'angle 45o

u, E(v) F(v) G(v)

450 0.0393 0.r509 0.00542

L'analyse des données obtenues montre E(V), F(V) et G(V) varient avec I'angle

d'entaille ry.

En introduisant la relation (V1.4-2) dans la formule (VI.2-3), on obtient :

( orr)o.*( v, p ) =
K;

116

cr(v)
{n (E(v) p2+ F(v) p + G(v) )

La relation donnant le facteur de concentration de contraintes, conduit à :

(vr.4-3)

a M

(vr.4-4)K; = ̂ l21rK, 6n ( E(v) p2 + F(v) p + G(v) )

Dans les formules (VI.4-3) et (VI.4-4), K*t est le facteur d'intensité de contrainæs

d'entaille. Il caractérisé la singularité de contrainæ en fond d'une entaille aiguë. Il est identifié

avec celui déduit de la formule (VI.l-3).

Pour une plaque avec une entaille aiguë, si le facæur d'intensié de contraintes K*I est

connu, les relations (VI.4-2) et (VI.4-3), pennettent de calculer la contrainæ maximale en

fond d'entaille avec différenæs acuités. Réciproquement" si on connaît la contrainæ maximale

en fond d'entaille avec une acuité arbitraire, K*1 peut être calculé
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VI.s FACTEUR DIINTENSITÉ DE CONTRAINTES DIENTAILLE DANS LE CAS

D'UNE ENTAILLE ÉMOUSSÉE

5.1 Développement de la méthode de Hasebe

Dans la première partie, nous avons montré les méthodes de calcul du facæur d'inænsité

de contraintes pour le cas d'une entaille émoussée.

La première méthode est celle de I'amélioration de I'expression de Creager ( formule

(VI.1-4) ). Elle est valable quand le rayon en fond d'entaille reste relativement petit.

La deuxième méthode présentée est développé par Hasebe et al [20]. Nous réécrivions

ici I'expression du facteur d'inænsité de contraintes :

tt7

Kr( 
" ) = l im RCsoff '  Poc- " '{ru t '{2

p + 0 (u.s-1)

Cg est un coefficient en fonction de I'angle de I'entaille qui prend une valeur comprise

entre0,5 et l ,4 l4.  Aestuncoeff ic ientvar iantentre 1,1215et1,414. Si lerayonenfond

d'entaille est relativement petit, A ne dépend que I'angle d'entaille et c est la longueur de la

fissure en fond d'entaille (voir chapitre III.3).

Lorsque nous analysons le processus de rupture en utilisant un critère local de rupture,

nous faisons I'hypothèse comme Ritchie, Knott et Rice [55] que la rupture se produit lorsque

la contrainte locale dépasse une valeur critique sur une distance caractéristique X" qui

représenæ la largeur du volume d'élaboration de la rupturc. Dans les conditions d'amorçage

de fissure en fond d'entaille émoussée, nous considérons qu'une fissure courte c dans la

formule précédenæ devient égale à la distance caractéristique &.

Dans ce cas, la contrainte maximale de oyy dans la formule (VI.5-1) qst calculée avant

I'arnorçage de la fissure. La formule (VI.5-1) peut être adaptée au cas d'un rayon important,

elle devient:

xi t x", v ) = ecsoff p"*. " ̂ 1"+ t ô (vr.5-2)

Le coefficient C6 est déærminé par la courbe de la figure [VI.7] issue de la référence

I22l.IÀvaleur de A peut être obænue approximativement par la relation déduiæ de I'entaille
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elliptique t351. Si Xc â 0 er p devient grand par rappoft à la profondeur de I'entaille 4, A est

proche d'une valeur limite l,l2l5.

La validité de la formule (VI.5-2) dans le cas d'un rayon p important est mise en

question car dans la procédure de développement de cette expression, on supprime la

condition p + 0.
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Figure tVI.7l : Détermination du cofficient Ce [22]

5.2 Développenrent de la méthode de Lukas

Depuis des années 70, des efforts ont été faits pour obtenir les moyens de calculer le

facteur d'inænsité de contraintes d'une plaque infinie possédant un trou elliptique prolongé de

deux fissurcs situées dans la direction du grand axe de I'ellipse. D'autres calculs ont été faits

pour une entaille elliptique ou une entaille en V avec une fissure en fond d'entaille dans un

demi-plan infini (voir la figure tVI.8l).

En considérant une fissure classique, on a proposé une expression qui relie la containæ

globale et la longueur de fissurp c [59] :

Kr=Fosftl@) (VI.5-3)
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où og est la contrainte globale, a la profondeur de I'entaille ou la longueur du demi axe de

I'ellipse, c la longueur de la fissure. F est un coefficient géométrique qui dépend des rapports

b/a et c/p s'il s'agit d'un trou ou d'une entaille elliptique ainsi que des rapports cla et alp et de

l'angle de I'entaille rp.

Si la fissure en fond d'entaille est courte, le calcul peut se fait à partir de la contrainte

locale en fond d'entaille représentée par le facteur de concentration de contraintes et la

contrainte nominale. Lukas et al [60] ont proposé une formule dans laquelle le facteur de

concentration de contraintes est calculé sans tenir compte du cas d'une fissur€ courte :

Kr = 1,1215 Kto* '{tt c t ''lE4,Tc i p (vr.5-4)

ici, Kj est le facæur de concentration de contraintes, 6p la contrainte nominale, c la longueur

de la fissure et p le rayon en fond d'entaille.

1"

u9

I
(a) o) (c)

Figure tVI.8l : Schénn d'un tou elliptique possédant deurfissures (a),

d'une entaille elliptique avecfissure (b) et d'une entaille en V

avec une fissure (c) dnns un plan ou wr dcni'plan infini

La limiæ d'utilisation de la formule (VI.54) pour un trou ou une entaille elliptique est

la suivanæ :

c/b<0,2  ou c  I  p  <0,2(a /b)
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Nakai [35] a étudié le cas du plan infini, semi-infini et de largeur finie. Il a limité

I'application à :

c <0,5 @

Dans la formule (VI.5-4) Kl et 6p sont déterminés sans tenir compte la fissure c. Par

exemple, pour un trou elliptique dans un plan infini comme le montre dans la figure [VI.9],

op est égale à la contminæ globale ot K1s'exprime par la relation suivante :

r,= t *f (vr.5-s)

ot

Figure tVI.9l : Définition dafacteur de concentration dc contraintes

La fonnule (VI.5-4) permet donc de calculer le facæur d'intensité de contrainæs dans le

cas une fissure courte au fond d'une entaille émoussée. Mais pour une entaille seule, c = 0, la

formule conduit à K 1 = 0. Evidemment" la validité de cette formule cesse dès que la longueur

de la fissurre c + 0.

t

o,o (x )

P=b2 la

6+ + + + |
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Pour adapter celle ci à notre cas, nous faisons I'hypothèse de remplacer la longueur de

fissure par la distance caractéristique Xc. La formule (VI.54) devient :

r2l

Kl= t,tzt5 K,o* 4 
"xJ 

^[74,5 x"t p (vr.s-6)

où X" pésente la distance caractéristique.

Pour une entaille en V émoussée nous proposons que la limiæ d'application soit la

suivante:

x. lP  <

Cetæ limiæ d'utilisation choisie est inférieure à celle proposée par Nakai.

Nous avons effectué dans la deuxième partie,le calcul de la distribution des contraintes

sur une plaque avec entaille en V émoussée. Par conséquent, le facæur de concentraton de

contraintes peut être directement obtenu par ce calcul. Toutefois, la difficulté de

déærmination de la distance caractéristique X. subsisæ.

5.3 Déærmination de la distance caractéristique Xt

Le développement de la méthode d'Hasebe et de la méthode de Lukas adapté au cas

d'une entaille émoussée sans fissure, nécessite de substituer la distance caractéristique X s à la

longueur de la fissure courte.

Il est admis que cette disunce caractéristique est pour des raisons physiques de I'ordre

de grandeur de I'unité microstructurale (taille de grain, taille des plaquettes de bainiæ,

diamètre des fibre.s etc...). En effet" en considérant le mécanisme de la rupture et la rupture

par clivage, Knesl l29l aprcposé que pour les métaux )rfu soit choisi comme étantêgaleà2

à 5 fois de taille de grain du matériau. Une valeur raisonnable de Xç est estimée entre lOp et

200p.

0,2
ly

tnnz
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La figure [VI.10], montre l'évolution de la distance caractéristique en fonction du

facteur d'intensité de conuaintes pour différenæs acuités. Les données sont relatives du cas

d'une éprouvett€ CT soumise à la charge concentrée comme montré dans la figure [VI.U.

Dans la figure [VI.l l] on remarque que pour un rayon d'entaille supérieur à 0,4 mm la

distance caractéristique Xç peut etre choisie entre 10 et 100 pm pour une définition coffecte

du facæur d'inænsité de contraintes. On sait que la plupart des tailles de grains des alliages

métalliques usuels sont situées dans cet intervalle.

25
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Figure [VI.l0l : Variarton dtfacteur d'intensité de contraintes enfonction de la distance

caractértstique Xc d'après lafonrule (W.5'4)
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VI.6 RÉSUME DES RÉSULTATS

En conclusion, nous proposons d'écrire les définitions suivantes pour le facteur d'intensité

de contraintes relatifs aux entaille en V :

(a) pour une entaille aiguë, \tt > 0 et p = Q,

ri t v ) = lim"'lzrc orr,o t *'

O) Pour une entaille émoussée avec un petit rayon, \Y > 0 et p + 0,

rotv r=;\r+o'*p*n'

(c) Pour une entaille émoussée avec un petit rayon, ty > 0 et p < p*,

ri t x", v ) = ncsoff p"x, " ̂ 'l nx. t''ll

(d) Pour une entaille émoussée avec un rayon important" ty > 0 et p > p*,

Kl= t , tzt5 K,o* 4 
"x" 

t (vr.s-6)

les cas (c) et (d), p* peut être défini pour une entaille en V par I'expression

P*=5(Xc tanM2) )

Il faut remarquer que dans les formules (VI.l-3) et (VI.l-4), I'unité du facteur d'inænsité

de contraintes d'enraille est de ( MPa.mc ) ; mais dans les formules (VI.5-2) et (VI.-6) I'unité

est de ( MPa''lm ).

(vr.l-3)

(vr.1-4)

(vr.s-2)

Dans

suivante :
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vII TÉNACITÉ DES MATÉRHUX FRAGILES

Le concept du facæur d'intensité de contraintes trouve son application naturelle dans la

déærmination de la ténacité des matériaux fragiles tels que les céramiques, verres ou

carbures. En effet pour ces matériaux, il est difficile de mesurer la ténacité à partir

d'éprouvettes préfrssurées, la réalisation de la préfissure par fatigue ou par préfissuration

statique conduisant fréquemment à la ruPture inopinée de l'échantillon.

Pour ces raisons, on a généralement recours à des éprouvettes entaillées pour la

déærmination de la ténacité.

VII.I RAPPEL DES MÉTHODES DE CALCIIL EMPLOYÉES

Le calcul de celle-ci se fait :

- soit à partir de la relation de la mécanique linéaire de la rupture en considérant

I'entaille comme une fissure :

(vtr.1-r)

où FO est une fonction de la géométrie de la fissure, Pç la charge critique, B lépaisseur

de l'éprouvette, a la longueur de la fissure et Iil la largeur de l'éprouvetæ.

- soit à partir de la relation de Creager tlOl qui est une relation de la mécanique linéaire

de la rupture corrigée pour tenir compte de I'effet d'entaille :

Krc=#FP(fi,)

ff= ra'as [*n(;')-']no"'' (vtr.1-2)

où o*,. est la contrainte critique de clivage. p. est I'acuité critique en dessous de laquelle- la

ténacité K1ç est indépendanæ de I'acuité dbntaille, Re est la limiæ d'élasticité du matériau.
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La détermination de la ténacité par ces méthodes pour une éprouvette entaillée conduit

à une valeur de la ténacité non intrin@ue du matériau. Celle-ci, pour une acuité supérieure à

une valeur critique croit linéairement avec la racine carré de I'acuité comme I'indique la

relation de Teælman et autres [47].

Dans le chapitre VI, nous avons discuté la définition du facteur d'intensité de

contraintes d'entaille, donné quelques expressions et estimé les limites d'application. Nous

montrerons dans ce qui suit à I'aide d'exemple que leurs valeurs critique peut être utilisées

pour l'évaluation de la tênacité et conduit à I'obtention d'un paramètre intrinsèque du

matériau.

VII.2 ESSAIS DE RUPTURE SUR UN ALLIAGE DE MOLYBDENE

Les essais de rupture ont été réalisées dans notre laboratoire sur un alliage de

molybdène appelé TZI\4 t6ll. Iæs éprouvettes choisies sont du type \VLCT (Wedge Loading

CT). Le but de ces essais était precisément I'obtention de la ténacité du matériau.

Les propriétés mécaniques de ce matériau sont reportées dans le tableau suivant.

Tableau WI.l : Proprtétés mécaniques de TZIttr

Limiæ

d'élasticité

Re

Coefficient de
poisson u

Module

dYoung

E

Densité
p

Taille de grain

moyenne

830 (MPa) 0.32 320000 (MPa) t0.2 (e/cm3) 15 (ttm)

En général la ténacité du matériau peut être obtenue à partie d'une éprouvette

péfrssurée soumise à une charge critique. La préfissuration par fatigue n'est pas possible en

raison de la grande fragilité du matériau. Iæs essais ont été Éalisâs sur 4 types d'éprouvetæs

WLCT différenæs par I'acuité dbntaille qui a varié entre 0,5 et.z$ mm. Les caractéristiques

géométriques de ces éprouvettes sont reportées dans le tableau 4.
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Table au VI 1.2 : C aractéristique géométrique s de éprouv e tte s

No Longueur
W rmm)

Hauteur

h(mm)

Épaisseur

Bfmm)

Acuité

0(mm)

hofondeur

d'entaille
a(mm)

Angle de

I'entaille
\uo

WLCT I 20.0 20.0 20.0 0.5 7-25 45"

WLCT2 20.0 20.0 20.0 1.0 7.9 450

WLCT3 20.0 20.0 20.0 1.5 8.6 45"

rvl-cT4 æ.0 20.0 20.0 LO 9.3 45"

La forme de l'éprouvette et la méthode de chargement sont indiqués dans la figure

IVII.U. La charge d'ouverture de l'éprouvette en mode I, P, est déduiæ de la charge F en

tenant compte de I'angle de frotæment et de I'angle de I'entaille de l'éprouvette. La formule de

passage s'exprime par :

P=mirfu

ici, F est la force appliquée sur le coin, P la composante d'ouverture de l'éprouvette en

mode I, rp I'angle de I'entaille de l'éprouvette. P est I'angle de frottement qui s'écrit :

(vrr.2-r)

Nr.2-2)F =tan-1p

où p est le coefficient de frottement.

P rw

Table

poræ-pièceF Coin

Eprouvette

a

P

Figure tVtr.ll : Forme dc l'éprouvette et nodc dc clwrgemcnt
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L'alliage TZN'{ présente une moindre tendance à la fragilisation par rapport au

molybdène pur. Il reste néanmoins un matériau fragile, ce qui explique la rupture brutale des

éprouvettes au cours des essais que nous avons réalisées.

La charge d'ouverture critique en mode I, Pç â été repor^tée en fonction de I'acuité

d'entaille dans la figure [Vtr.2]. On peut constater que I'accroissement de I'acuité d'entaille a

pour effet d'augmenter la charge de rupture Pç.

0,05 0,10 02n 0,25

Figure tVtr.2l : Valeurs de la Charge crttique Pç enfoncrton de l'acuité d'entaille p/a

La connaissance de la charge de rupture Pç et la géométrie de l'éprouvetæ donnent la

possibilité de calculer la distribution de contraintes en fond d'entaille par la méthode de

transformation conforme que nous avons présentée précédemment. Les valeurs calculées de la

contrainte maximale, le facæur de concentration de contraintes et la contrainæ nominale dans

la condition critique sont indiqués dans le tableau VII.3.

Tableauwl.3 : Valeurs calculées dc ln contraintes maxilnale critiques

et da facteur dc concentration de contraintes

2rs
v
|,À
glo
.g
(,
o
P)
o
6

0,15
0 r -
0,00

Pc (KN)

E E

V=45 '
E

Yu

No p
(mm)

Pla Pc
(KN)

(oyy) urax
(MPa)

oxc
(MPa)

K1

WLCTI 0.5 0,069 rt.42 1223 332 3.68

vrLcT2 1,0 0,126 15,02 1106 491 2,25

WLCT3 1,5 0,174 16,04 1006 566 1,78

WLCT4 2,0 0.215 16.40 950 7M t.34



Troisième panie : Analyse de LaTénacité dcs Matériaux r28

La figure tVII.3l montre qu'il existe une relation pratiquement linéaire entre I'acuité

d'entaille relative pla et la contrainæ nominale critique de rupture.

oft (MPa) E

E

E

E

p/
/ a

05
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Figure tVII.3l : Evolution de la contrainte nominnle critique o",n

enfonction de l'acuité d'entaille relntive p/a
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VII.3 Év.Lr,UlrrOu nn r,^l rÉn^l,CmÉ nu UnrÉnHu

En raison de la grande fragilisation du matériau TZI\{, ta ænaciæ peut eûe évaluée par

le facæur d'intensié de contraintes critique qui est calculé à partie de la mécanique linéaire

de la rupture.

parmi les méthodes de calcul que nous avons pésentées pécédemment, quatre ont été

choisies pour évaluer la ténacité de ce matériau, ce sont:

(a) La méttrode de calcul du facæur d'inænsité de contrainæs critique en considérant

I'entaille comme une fissure, représentê par la formule (VII.|-l) :

P "  -  l a lKrc=-trtwl
B !V.._ \., , ffIl. l-l)

o) La méthode de creager amélioée repésentée par la formule (vl.l-4) :
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{.
Kp( \ r )=

c (v )
o-o P

"rl;rm _r_
p+0 -

(c) La méthode par Hasebe exprimée par la formule (VI.5-2) :

rit x", v) = ncsoff p"x, " nl 
"* t^ll

(d) La méthode développée par Lukas exprimée par la formule (VI.5-2) :

(vr.1-4)

(vr.s-2)

Ki= t, tzts K, o" 4 nx" t  4 t  * qs x"t p (vr.5-6)

Les résultats calculés par la méthode (a) sont représentés dans le tableau VII.4. Le

calcul par cette méthode donne des valeurs éloignés de la réalité car on considère une entaille

émoussée avec rayon important comme une fissure. L'accroissement rapide de la ténacité K16

en fonction du rayon de I'entaille ne représente donc pas intrinsèquement l'évolution de la

ténacité du matériau.

Tableaa VII.4 : Facteur d'intensité de contraintes crtrtque calculé

par Lanéthode (a)

NO

p

(mm)

Krc
méthode (a)

(MPa.mlz)

V/LCTI 0,5 29.54

WLCT2 10 45.52

WLCT3 1.5 57,03

VTIÆT4 2p 67,87

Les résultats calculés par les méthodes (b), (c) et (d) sont présenté dans le tableau Vtr.5.

A fin de comparer les résultats, deux valeurs de la distance caractéristique )tlç ont été

considérées, & = 0,060 mm et 0,075 mm, et elles conespondent respectivement à 4 et 5 fois

la taille de grain du matériau .
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Tableau VII.S : Facteur d'intensité de contraintes critique calculé

par les méthodes (b), (c) et (d)

La figure tVII.4l montre l'évolution du facæur d'inænsité de contraintes critique en

fonction de I'acuité de I'entaille calculé par la méthode de Creager (méthode (b)). En général,

I'utilisation de cette méthode est limitée à un faible rayon de I'entaille. Si le rayon d'entaille

devient très pett, K1g est alors représentatif de la ténacité. Malheureusement, nous n'avons

pas obænu en raison des difficultés d'usinage un rayon moindre que 0,5 mm. Dans cette

figure, on rcmarque encore un accroissement de la ténacité avec le rayon à fond d'entaille.

- - { " "gP ' / 'd " - -G-

0,5 1,0 1,5 29 2,5

Reyon en fond d'entaille ( mm )

Figure [VII.4I : Valeur dc la ténacité Krc calculé par l4 méthode (b)

enfonction du rayon enfotd d'entaille

tr)

50

40
'l-

:30
È

320

t0

OL
0,0

ahq)
3

6
k

5

I
Q)

G'
\(9-

I"
I
(D-
E

:F
tt
t
âo

I()
6t
E

No
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)

Krc
méthode (b)

(MPa'ma;

Krc
méthode (c)
(MPa'mra)

X" o,o6mm

Krc
méthode (c)

(MPa'mt/2;

X" o,oz5 mm

Krc
méthode (d)
(MPa'mrz)

X.0,06mn

Krc
méthode (d)

(MPa'çrtt21

X" 0,075 nrm

MJCTI o-5 24.M 18.92 18.96 15.17 16-27

WLCT2 1.0 31.04 u.m 4.05 15.1 1 t6.47

WLCT3 1.5 33A0 26.75 26.81 14.26 15'6/'

}VLCT4 2.0 36.s0 29.r0 29.t6 13.73 15.12
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Les méthodes (c) et (d), nécessitent le choix d'une grandeur caractéristique X". Dans

notre cas, nous proposons une valeur de 4 ou 5 fois de la taille de grain du matériau.

L'évolution du facteur d'inænsité de conuaintes critique calculé par ces deux méthode en

fonction de I'acuité de I'entaille est montré dans la figure [VII.S].

I méthode (c) avec Xc = 0,060 mm et Xc = 0,075 mm

o méthode (d) avec Xc = 0,060 mm

r méthode (d) avec Xc = 0,075 mm

0,0 0,5 2,5

Rayon en fond d'entaille ( nm )

Figure tV[.5] : Evolution dufacteur d'intensité de conffaintes crttique calculé

par les méthodes (c) et (d) enfonction de l'acuité de I'entaille

La ténacitÉ, KIC calculée par la méthode (c) présenæ une évolution similaire à celle

calculée par la méthode (b). Elle décroît en fonction de I'acuité de I'entaille. En raison du

fait que la validité de la formule est limitée normalement à un faible rayon de I'entaille, les

résultats présenæs ne peuvent qu'évoquer une tendance .

On remarque que lorsque la valeur de la distance caractéristique Xç passe de la valeur

de 0,06 à la valeur 0,075, le facteur d'intensité de contraintes calculé par la méthode (c)

devient pratiquement constanl Ce-ci donne une grande souplesse de choix à la valeur de &.

Un autre avantage de cette méthode est ce que le facteur d'inænsité de contraintes d'entaille

calculé utilise la même unité, à savoir le MPa.ml2, que dans le cas d'une fhsure. Il y a donc

la facilité d'utilisation par rapport à une ténacité exprimée en MPa'ma.
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Le facteur d'intensité de contraintes critique calculé par la méthode (d) est pratiquement

indépendant du rayon en fond d'entaille. Il représente donc un critère de ténacité du matériau

intéressant. Mais la valeur de cette ténacité varie sensiblement avec la distance

caractéristique Xç. L'utilisation de cette méthode nécessité une étude sur le mécanisme de la

rupture à l'échelle de la microstructure des matériaux. En outre les dimension de la ténacité

s'exprime en MPa m1/2 comme dans la méthode (c).

A partie des résultats obænus par les méthodes (b), (c) et (d), nous pouvons évaluer que

la ténacité de I'alliage deTZMse situe dans I'intervalle environ [5 et 20 MPa'ml2].

CONCLUSION

La distribution de contraintes au voisinage d'une entaille émoussée en V peut être

approximativement formulée par les caractéristiques comme la distance significative Xa1,

I'exposant de singularité cr, I'acuité d'entaille p et le facteur de concentration de contraintes.

I-e facæur d'intensité de contrainûes pour une entaille aiguë peut être déduit par le champ de

contrainæs du fond d'une entaille avec I'acuité.

La proposition du facteur d'inænsité de contraintes d'entaille pour une entaille émoussée

a étÉ, fuæ. L'utlisation de ce facæur comme un critère de ténacité des matériaux fragiles

donne certaine validité.

t32
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La distribution de contraintes dans une plaque entaillée peut etre calculée par la méthode

de uansformation conforme couplée avec les équations de l'élasticité de Kolsov-Muskhelishvili.

Dans cette étude, nous avons amélioré la méthode de Schwartz-Cristoffel pour adapter la

tansformation de I'image dans le cas d'une entaille possédant différentes acuités.

Lorsque I'on augmente de façon importante le rayon en fond d'entaille, I'influence de

I'angle de I'entaille, de la profondeur de I'entaille et de la largeur de la plaque devient

importanæ. I'interaction de ces paramètres conduit à une expression mathématique très

complexe pour la transformation conforme. Nous avons résolu cette difficulté par une technique

d'itération effectuée par un programme informatique. La précision de la transformation est

satisfaisante avec une très petiæ distorsion de I'image même pour un rayon relativement

important en fond d'entaille.

Cette méthode améliorée a été utilisée pour étudier dans le cas d'une éprouvette

rectangulaire avec différents angles et acuités d'entaille en V le champ de contraintes. La

distribution de contraintes au voisinage du fond d'entaille peut être obtenue en tout point. La

méthode a été aussi développée pour le cas de la simulation d'un joint soudé, d'une éprouvette

de flexion trois points ou d'une éprouvetæ avec une entaille elliptique ou parabolique selon le

cas.

La distribution de contraintes en fond d'entaille sur la plaque avec une entaille en V

soumise une charge symétrique montrc que la contrainte normale Oyy varie avec I'angle et

I'acuité de I'entaille. Les coefficients caractéristiques comme la distance signilicative Xp, le

facæur de concentration de contraintes Kl et I'exposant o ont été introduits pour analyser

approximativement les contraintes au voisinage du fond d'entaille. Iæ facæur de concentmtion

de contraintes Kt et la distance significative peut s'exprimer en fonction de I'acuité de I'entaille.
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Une {uation a été établie pour donner la relation enre la contrainte maximale en fond d'entaille

avec différenæs acuités et le facteur d'intensité de contraintes pour une entaille aiguë.

Dans le cas d'une entaille émoussée, I'expression caractérisant les contraintes en fond

d'entaille devient plus complexe que dans le cas d'une entaille aiguë. Nous avons donné une

définition du facteur d'inænsité de conuaintes pour I'entaille émoussée. La méthode de Hasebe

et la méthode de Lukas, qui sont utlisées pour traiter le cas d'une entaille avec une fissure

courte, ont été modifîées pour les adapter à notre cas. Une distance caractéristique a été

proposée correspondant au mécanisme microstructural de la rupture. Cetæ distance peut être

choisie de I'ordre de grandeur de la taille de grain des maériaux.

Nous avons utilisé cette définition du facteur d'intensité de contraintes d'entaille pour la

déærmination de la ténacité des maériaux fragiles. En raison des difficultés d'usinage, sur des

éprouvettes de I'alliage de molybdène, des essais de rupture ont été effectués pour des

éprouvettes WLCT avec une entaille possédant une certaine acuité. Il en ressort que le facæur

d'intensité de contraintes d'entaille critique calculé lorsque la charge appliquée est égale à la

charge critique peut être considéré comme un paramètre décrivant la ténacité d'un matériau

fragile.

La définition du facteur d'inænsité de contraintes d'entaille qui s'adapte au cas d'une

entaille émoussée est un sujet difficile. Dans ce mémoire, l'étude présenté doit êne considérée

comme un début. Une continuité et une ouverture vers d'autres problèmes de fatigue et de

rupnrrc est envisagée.
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ANNEXE: BASB DES THEOREMES ET FONCTIONS
DE VARIABLES COMPLEXES

A.l MF'THODI' n[. SCI{W^RTZ-CRTSTOI.FI'I

A.l.l Transformation dtun pobrgone en demi-plan suÉr{eure (première transformation )

Considérons un polygone de n côtés dans le plan des z ( z est un plan complexe ), dont

Ies angles extérieurs sont a1 a,2 ... ao ( voir Figure IA.ll)'

Plan des w Plan des z

Figure-[A.l] : Trawformation d'un demi-plan en un polygottc.

SoientA" (s = I àn ) lessommetsdecepolygonequi sontlesimagesdes pointsa 
"

( s= I àn ) sur I'axe z1 du Plandes w-
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L'opérateur qui transforme le demi-plan

plandes e est :

136

supérieur des w à I'intérieur du polygone du

(A.1-r)d z  
- o s

#=tn ' (w)=ct I I , (w-ag) '

I-a forme intégrale est:

z=m (w)  =  Cr dw+C2 (A.l-2)

où C1 et C2 sont des constanÛes complexes.

Si un des points a; prend une valeur infinie, le facteur contenant ce terme a i va

disparaltre dans les équations (A.1-1) et (A.1-2) .

La fonction de représentation (A.1-2) contient (2n+2) paramètres i d 1 t a 2 ... d n i a 1,

a2 ... i an i C 1 et,- C2 dans cette fonction w s peut être pris égal àzÉto, ce qui revient à

changer la constanûe C2 .

Nous remarquons que les coordonnées e l des sommets sont données pr les équations :

i" -Gs
lg {w-ar )  

{3

J=1*o

zk=

+

",J gs
n
I l ( \ i l -q )  

'  dw + cz
s=l

(A.1-3)

et que la longueur LAoç*t = 
lrr*, 

'z1l d'un 6t'é 441*, est donnée par:

ak+l

f  -o r  - . , k
LArAr*,  = l " t l  -J t*-ar)  I  . . . (w-ar)  *

t

- a k + l
fr,

( ô t + t - w  )

_ c n

( a r r -w )  n  dw (A.1-4)
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A partir des équations (A.l-3) et (A.1-4), il est possible de préciser le rôle de chaque

paramètre.

- [æs c n sont par définition les angles extérieurs du polygone.

- Le paramèEe C 2 inûervient dans chaque expression (A.1-3) de z p. Un changement de

cette quantité introduit un changement de la même quantité sur tous les 4 ce qui correspond

donc à une transformation globale de I'ensemble du polygone.

- L-e paramètre C1 inûêrvient dans chacune des expressions (A.1-3) de z pet (A.1-4) de

la longueur des côtés . Un changement de cette quantité conduit à un polygone semblable qui

a subi une rotation.

- Læs paramètres a, sont les points sur le plan des w, correspondant aux sommets du

potygone. I-e changement de pammètre a, fæt intervenir un changement relatif de longueur

de chacun des côtés du polygone.

A.1.2. Chol* des Paramètres

euand un polygone A est donné, on recherche la fonction effectuant la transformation

du demi-plan en ce polygoneA .

Plan des w

Figure [A-âl : Transforrnarton d'un polygonc

Plan des z

e n demi -plan s upé ri e ur.

A 2
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L'établissement de la fonction de représentation nécessaire pour la détermination des

(n+2)  paramèt res :  a1 ,  a2 . . .  an iC le tC2 ( lesc1 ,  a2" '  on ,ang lesex tér ieursdu

polygone sont connus ).

Posons:

(A.1-s)

Cette fonction représente le demi-plan supérieur des w à I'intérieur d'un polygone A"

semblable au polygone A correspondant à la fonction 4 telle que :

z=C tù  +C2 (A.1-6)

I-es constantes C 1 etC 2peuvent être déærminées par la comparaison de A et A* -

I-e potygones Æ semblable au polygoneA est défîni par les angles an etpar les (n-3 )

rapports de chaque côté sur le premier à I'exclusion des deux derniers.

Posons:

I  n  -os
t -  i  ntw-a")  

'  dw
I s=l

t

LAr l, - 
" 

L,{n-zAo-g 
-, (A.l-z)

æ= 
h2" " '  

W=t "wz

Nous avons donc n-3 équations pour les n paramètres aI, a2... a o. Trois resÛent

arbi t ra i res.Chois issonsar=Pr iaz--Pzi . . .  an-pnutcalculonspar(A'14)et(A' l - t

la longueurdes côtés.

P2

f  _ o f  - ( r 2  - 4 3  - o n

Liror- I r= J t* -nr t  
î i  (pz-w) r  (aa-w) ' " ' (Ps-w) 'dw

pr

ts
f  - o l  - s z  - o 3  - o n

l i ,o .  -  l z=  J t to-nr l  
î3  (w-  Pz)  

13 (ag-w )  n  
" ' (  Pa-w )  '  dw

P2
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(A.l-8)

an-t

f  c [ 1  a n - 2  o n - l  G n
|  - -

Lin-zAo_r= ln -z= J t * -nr ) ' . . . (w- în-z)  
n  (an- r -w)  "  (Ps-w)  n

%,-z

dw

L,es équations (A.l-8) donne un système de n-3 équations à n-3 inconnu€s'43 , Q 4, ...,

Q n-I'

Intrrrduisons les relations (A. l-7) dans le système (A.l-8), nous obÛenons :

l z ( a z  , î 4 . - .  â n - l )  =  \ z l  t  ( a g  , a + . . .  a n - t  )

l s  ( a z  , 7 4  . . .  â n - r  )  =  À s  I  r  ( a g  ,  a q . . .  a n - r  )

(A.r-e)
|  * 2 1 ' a 3 " , '  a 4 . . .  â n - l  )  =  ? r n - z  I  r  (  a g , i , 4 . . . a n - t  )

[.e système (A.l-9) est non linéaire. I-es solutions peuvent êfe déduiæs par la méthode

de Newton-Fourrier.

Læs intégrales I; sont impropres. Pour leur calcul, la méthode de Kantorowich et

I(rylov sera utilisée.

A.13. Mdthode de Newton -I'ourrter

Pour résoudre le système (A.l-9) nous supposons que ;t, ;o ... 4-r, sont les solutions

exirct€s du système. Nous prenons des valeurs initiales d?, o'f' ... d?-, q- sont peu

différentes des valeurs 
";, ";... "i-r.

Alors chaque équation du système peut êtne décriæ en série de Taylor. On utilise une

méthode itérative de résolution .

[æ système d'équations est exprimé par:
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rp* r,fl98* hfld*... . ng4: l"ztIP+n$'9. n$'9.... . n99rn " M, 
- 

M4 
'-'ôurr, '- L ' 

a3 Ma &,'t

rf)*1gC+ hf) ôIy)*... . nlljq: ),g rrP+h$,d* nf'$.... . n$|9:'  'M ,  -Mo  
&n t  

'M3  
Ma  &n t

(A.l-10)

,g. n5''*. n$'#. . . . rg* =L,,zrrP*t5''#.tf'#. -.. . n$l*r

Dans ce système (A.l-10), les inconnues sont les valeur des différences,

"ï 
- 
"@l 

t n()) ... n(',!1.

I-es coefficients de ces inconnues et les termes constants sont les valeurs de 11, I z, I s ...

I n-t ainsi que leurs dérivees premières Par raPport à a3 , a4 Q n-I poUr cl 3 = o(?,

a4 =o@f,,  . . .  an-t= a\ t .

En Ésolvant ce système, nousi obtenons donc les valeurs t{j', n"} ... t*:!tet compte tenu

des valeurs initiales choisies o?, o? ... o9, nous en dfiuisons en première approximation:

"9)= 4'* rt!j'

"*' 
::* 

* hg)

u1],=u|],*h1],

(4 .1- l r )

Nous pouvons ensuite redévelop'per le système de départ en séries de Taylor relatives

aux différencet t o*, - d'1, ào - dI|, ... à n-t - d'"\.nconsidérant la première puissance des

différences nous obtenons un système analogue à (A.1-2) qui nous Pennet de trouver n"r', n'1'

"'h",1-o dbù:



r4l

4,=ulrtr*hg)
u ="::' * t'9)

Jfl,=4], *trt"'],

(4 .1 -11 ' )

ce qui constitue la deuxième approximation. Par ce plîf,cessus, on peut atteindre 4 , oi, ...
'*

Q n-t'

A.1.4. Méthode de Kantornvich et l(rJrlor

Soit à déærminer I' intégrale de type /; du système (A.l-8) :

_ a k  _ c k + l  - G n

(Ë -a r ) ' (  a r * r  -8 , )  n  (  p3  -q )  "  dg  (A-1 -12)

Ces intégrales sont impropres : en effet chaque intégrant peut devenir inlini pour les

deux bornes d'intégration. Mais ces intégrales impropres existent. Ceci provient directement

du théoÈme de Cauchy, car les nombres a 1, e 2,... a o sont toujours plus grands que zéro.

Cherchons une méthode de résolution de ces intégrales .

Désignons W FG) I'intégrantde (4.1-12) :

a k+l

r  -  " t  -d2'
I i=  J  tg-pr  )  "  (E-pù

a k

_ a k  _ a k + l  - o n

(E -a r )  ' (a r * r  -Ë , )  t r  . . . . - . (P r -Ë)  "  (A .1 -13)
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Posons:

_ C t l  _ s 2

G(Ë)= (E,-pr  )  "  (g-Pù

_ c k - l  _ a k + l  _ @ n

(L -a r - r )  ' (a r * r  - [ )  (ps -L )  n  (A . l -14 )

C'est à dire F(Ë) au facteur pÈs de la borne inférieure.

Faisons de même pour la borne supérieure, Posons :

-  
( l 1  

- 4 2

H(E)= (E-pr  )  "  (Ë-Pz\

_ a k  - a k + 2  - o n

(E -a r ) ' (a r *z -e )  (ps -E)  n  (A .1 -1 t

En introduisant ces fonction G(0 etH(E) l'intégrant devient :

-ct -Gt*l

F(O= G-at) " IG (af + G' (aù (E-arl +(ar*r-E) " IH(ar.*ù - FI (ar.*ù (ar*r-E)

-Gtt -Oktt

{ F (Ç - G- ar,) " I G (a[ + G' (aù (Ç - arl - (ar+r - E ) " IH (ar*ù - Ff (ar*ù (ar.*r - LI]

(4.1-16)

L'intégrant F(E) est donc séparé en une somme de deux intégrales E 1 et E2 .

e 1 '
Er= |  

- {  
G-ar)  "  IG(af  +(D.(aùG,-ar l+(ak+r-E) t r

J \

I H (ar*ù - FI (ar*ù (ar*r - Ë I] dË

-ott*t

r,z= [*{ ,(O- A-u.Ë tc(aù+G(apG-arl-(ar*r-E) n
'  t \

lH (ar*ù - FI (ar*ù (ar*r - E)l) dE

I i=Et*Ez
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L' intégrale E 1 peut être calculée exactement'

L,intégrale E 2 est libre de toute singularité puisque I'intégrant est continu de même

que ses dérivées. Nous pouvons donc calculer cette intégrale par I' approximation de

Simpson.

A. 2. DI'UVIF'M.I. TR ANSF'ORM ATION }IOMOGR APHIQT]T'

A. 2.l.Transformation de |tlntér'ieur du cencle en demi-Plan suÉrieur

Læ problème consiste à déærminer la transformation homographique qui transforme le

demi-plan supérieur des w (ry > 0) en I'intérieur du cercle unité l?l = t (voir la figure

lA.3l).

Plan des [, Plan des z

Figure [A-31 : Prtncipe, la trawforrnation d'un demïplan supérieur en un cercle.

L^a transformation la plus générale est de la forme :

? e

Z=m(Ë)=e io"  .É-

Ë- Er
(A.2-r)
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où g6 est une constanûe réelle et Ë, une constante complexe dont on a le choix pour établir la

correspondance entre le plan des Ë et celui desa

euand le point w décrit l'axe u2 = 0 dans le plan des w, le point z décit le cercle du

plan des z.

Farticulièrement, la transformation de I'intérieur du cercle unité du plan de Ç en demi-

plan supérieur du plan des w. (Fig[A.4] ) est le problème quTl nous faut aborder.

[-a transformation choisie est de la forme:

.  1-E
l V = l -

l +E

Cette transformation fait correspondre au

cercle unité dans le plan des Ë (Figure tA-41 ).

(A.2-2)

demi-plan supérieur des w I' intérieur du

Plan des w rtan ces ç

trigure-[A-4I : Exemple de transfortnation d'un demi'plan supérieur

enun cercle winire.

Plan des Ç
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A.2.2.Transformation dt un polygone en un cercle unité :

I-a transformation d' un polygone en un cercle unité peut ête réalisée en rePortant

l'équation (A.2-2) dans (A.1-3).

Si nous appelons Ç les point" du cercle unité du plan des Ç, ayant les sommets A , du

polygone pour images, nous obtenons après calcul :

z=m (E)  = Cr (A.23)

où :

?

f a s
l n ?

I  nf  t -+) i r  dw + c2
f =1 Çs

t

(4.2-4)

La transformation (A.2-3) fait conespondre l'intérieur du cercle unité en lïntérieur du

polygone (Figure tA.sl).

Handes[, Plandes z

Fig [A 5f : Trarcfonru.tiond'un polygotæ en un cercle unitraire.

fr=m'(E)=cr g,, à;?

Han desE,
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