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Introduction

Dans cette thèse nous allons examiner quelques problèmes sur la stabilisabilité des
systèmes non linéaires pax retour dynamique de sortie.

Le premier chapitre est consacré à des rappels de définition et résultats classiques
concernâ.nt la stabilisation, I'observabilité et les observateurs.

le second chapitre on s'intéresse d'abord aux systèmes non linéaires plans de laDans
forme

(0 .1)

où P est un champ de vecteurs polynomial homogène de degré impair (2k + 1, ,b e IN)
et B est une matrice carrée à valeur dans ]R. On donne une condition necessaire et
suffisante pour que le système (0.1) soit stabilisable pax feedback homogène, et dans
le cas où P est homogène de degré 2k + l avec /c ) 1 (resp. /c : 0), on montre que
le système (0.1) est stabilisable par u^n feedback polynomial homogène de degré 2k
(resp. pax un feedback de classe c*(n'\ {0}) et homogène de degré à&o). le feedback
stabilisant est donné explicitement.

Les systèmes de la forme (0.1) ont déjà été étudiés dans [19] mais seulement dans le cas
où P est de degré trois et P, B vérifient une certaine condition. (l'essentiel de cette
partie est contenue dans [22]).

Dans la fin de ce chapitre on donne un résultat sur la stabilisation locale du svstème
non linéaire suivant :

I t -P(a)+uBæ
\  ce  lR2 ,  u€ lR

I t': /(') + ug(a)
I  r€R",u€lR

3



0. Introduction

où / et g sont deux champs de vecteurs tels que

D' lo-o v i32k,  g(o)  = o et  Dgslo

Dans le troisième chapitre on étudie la stabilisabilité des systèmes bilinéaires plans,

non observables pour toute entrée, par une commande fonction de ltétat estimé par un

observateur de Kalman.

En général pour les systèmes bilinéaires plans de la forme

(E)

( A,B e yt4z(lR) eI C - ("r,"r) ) il existe une seule mauvaise entrée (constante u6)

qui ne distingue pas deux états distincts. Cette mauvaise entrée constitue la singu-

larité du problème. On montre que si le système (E) est globalement asymptotique

stabilisable alors il existe des feedbacks stabilisateurs et "relativements separés" de la

mauvaise entrée (quand elle existe) et que ces commandes fonctions de l'état estimé

pa,r l'observateur de Kalman stabilisent le systèmet (E). (l'essentiel de cette partie est

contenue dans [10])

Le chapitre 4 est constitué d'un article qui sera prochainement publié dans Interna-

tional Journal of Control. Ce chapitre s'intéresse à l'étude du système mono-variable

suivant
â ( t )  -  Ax ( t ) t bu ( t ) *w

v(t) : cx(t)

où I'état évolue sur un espace de Hilbert séparable H et l'élément ô e H. Nous

supposons que l'opérateur .4 est le générateur infinitesimal d'un Cs-semigroupe ex-

ponentiellement stable sur H, la perturbation tu est un élément quelconque de .[/ et

I'opérateur de sortie C peut être non-borné mais .4-admissible, ou plus précisément

C est un opérateur de D(C) C H (D(C) désigne le domaine de C) à valeurs dans IR

et qui vérifie les propriétés suivantes :

l) C est un opérateur A-borné. (i.e. C A-r est un operateur borné)

2) Pour un certain ? > 0 et pour tout s un vecteur de D(A) (domaine de A), il existe

une constante positive K1 telle que

(  ù :  Aa*uBæ

1Y-c*
I te lR2,ue lR

I: lCetAalitt < Klll*ll'.



Dans ce ca,si, nous proposerons un régulateur Proportionel et Intégral à petits gains

u(t) : ko@(t) - y,) + k;lC A-rbl-r z(t)
à( t )  -y ( t ) -y , ,

(Prc)

qui stabilise exponentiellement le système en assurant la régulation : pour une con-

siante donnée y", lt"rr"or de sortie y(t) - yr converge exPonentiellement vers zéro

indépende**"ot de la perturbation ur. Notre résultat est une généralisation de celui

ae fol5otainen (1982) pour des systèmes de dimension infinie avec semigrouPes non-

anatytiiues. Afin d'iilustrer la méthode de synthèse, nous avons également présenté

une application correspondante dans un système thermique'
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Quelques Remarques Sur la
Stabilité et L,Observabilité

L.1 Formulation du problème

On considère les systèmes en temps continu décrits par des équations difiérentielles
de la forme

Io1l-x(s(t) ,u(t))
I"aM,u€l, l

où M est une variété différentiable connexe appelée espace d'état et I'entrée z prends
ses valeurs dans un sous ensemblet/ de lRP, c(t) représ.ot" l'étut du système à I'instant
t et X est un champ de vecteurs défini sur M, qu'on supposera complet. Dans ce travail,
M sera ltespace ]R" ou un ouvert convexe de IR".

Les problèmes auquels on s'intéresse sont les suivants :
o étant donné xs e. M , trouver un feedback u : u(c) tel que le point oe soit un point
d'équilibre asymptotiquement stable pour le système bouclé :

â( r )  -  X(a( t ) ,u (o( t ) ) ) (1 .2 )
est globalement asymptotiquement stable (G.A.S.) €n os
' Pour xo € M donné, trouver un feedback t : u(â) (â désigne une estimation de
l'état donnée par l'observateur de Kalman) tel que ù système suivant

â( t ) :  X(a( t ) ,u(â( r ) ) )
est globalement asymptotiquement stable (G.A.S.) €D os.
r On considère le système mono variable suivant

ô( t )=  Aa( t )+bu( t )+w
v(t):  Ca(t)

(  1 .1 )

(1 .3)



1. Quelques Remarques sur la stabilité et Ltobservabilité

l'état évolue sur .F fùn espace de Hilbert séparable), û € If, I'opérateur A est le

générateur infinitesimal d'un Cs-semigroupe exponentiellement stable sur ,É[, la per-

turbation u.r est un élément quelconque de H et I'opérateur de sortie c peut être

non-borné mais A-admissible. On montre que le régulateur suivant

u(t) : kr(v(t) - y,) + k.lc A-rbl-r z(t) (prç)
2( t \ -uU)-Y, ,

stabilise exponentiellement le systeme en assurant la régulation et Pour une constante

donnee g' on montre aussi que I'erreur de sortie Y(t) - yr converge exponentiellement

vers zero independemment de la perturbation u'r'

Pour cela, rappelons les définitions suivantes'

!.2 Notions de stabilité

L.2.L Définitions

Définition L on consiilère le systèrne autonome défini par

(  s -X(a \
1 -  \ /  (1 .4 )

t  te  M,  X(as) :g

et on prend,ra cornme espace il'état une aariète M de C* (ou analytique) à dimension

n, connete et paracompacte. Par la suite ile ce chapitre M sera I'espace Rn ou un

uoisinage de zéro dans R".

' 
On ilhu Qae æs est un point d'équilibrc gloholement asyrnptotiquement stable si :

Ve >0,  Ja)0 ,  te lque l l c - "o l l  (c*  Vt>0,  l lX( " ) - to l l  < '

Yr c M, ,lip".X1(c) 
= cs

où X{x) ilésigne la solution d,e (1./) comrnençant au point æ à l'instant t = 0 i'e,

491 : x(c) et xs(a) -- a
dt lr=o 

,

Déffnitio n 2 On ilit aussi que ts est un point il'équilibre localement asymptotiquement

stable s'il edste un ooisinage U de so tel que le système

(  t=x1x)
{  

_  - -  r * r  (1 .b )

I  teU,  X(cs) -0

8



1.2. Notions de stabilité

est globalement asymptotiquèment stable.

Définition B Sf ns est un point il'équi,Ii,bre asymptotiquement stable pour (1.i) et s'il

existe deux constantes positiaes K et \ telles que l'on ait :

llX'(r) - "oll S K ll*- "oll "-^'

pour tout c appartenant à un voisinage de cs et tout t ) 0, alors on dira que (1'4) est

exponentiellement stable ên' os.

On remarque que pour montrer qu'un point d'équilibre admette une des pro-

priétés ci-dessus en utilisant les définitions, on doit résoudre explicitement le système

àifférentiel (1.4) ; ce qui est, en général difficile voir infaisable. En fait, on utilise plutôt

les théorèmes suivants dus à Lyapunov (t18]).

L.2.2 Fonctions de LYaPunov

S'il existe une fonction V : (J + IR, continue sur un voisinage U de rs et

différentiable sur U - {"0} telle que :

( " )  V ( "o ) :0  e t  V ( " )  >  0  s i  c  * ,o , ,

(b) vçr\ - x.v(x) ( 0 Vc € [/ où X.V(æ) = :  (VV(r) |  x(r))

( . )  V( r )  .0  Vo e  U -  {co}

alors co est un point d'équilibre asymptotiquement stable pour (1.4).

Définition 4 IJne foncti,onV qui satislait (a) et (b) est appelée tonction d,e Lyapunoa

pour (1.j) êîr îs, et si ile plus la conilition (c) est aérif,é alorsV est appelée fonction
ile Lyapunors stricte pour (1.1 erl ae.

Déffnition 5 (version globale)
S,il edste V z M + lB iléfinie positiue et propre (c'est'à'ihire I'irnage réciproque d'un

compact de R+ est un compact ile M ) telle que

X.V(a)<  0  Vc  e  M - { to } ,  X .V(cs)  =  0

alors xs est un point il'équilibre globalernent asyrnptotiquement stable'

fi,V,rù,,_"
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On a aussi le théorème inverse suivant (Massera [34], Kurzweil [28]).

Théorème I Si X est continu et si xs est un point d,'équilibre asgmptotiquement stable
alors (1.j) ailmet une fonction d,e Lyapunoa stricte qui est de classe C* d.ans un
aoisinage d,e æs.

On a aussi plus d'information sur la fonction de Lyapunov dans le câs où X est un
cha.rnp de vecteurs continu et homogène de degré p.

Déffnition 6 On dit qu'un champ d,e aecteurs X est hornogène ile d,egré p si pour tout
x dans W et pour tout ) € IR' oz a

X(Àc) = ÀPX(c)

Théorème 2 (de Hahn)[18J Si X est continu, homogène d,e d,egrép, d,e classe Ct(R"\

{0}) et si xs est un point d'équilibre asymptotiquement stable alors (1./) admet une

fonction de Lyapunoa stricte qui est hornogène et ile classe C* dans un uoisinage de
rg.

Les théorèmes précédents prouvent que pour montrer qu'un point d'équilibre est
asymptotiquement stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov stricte mais
ce n'est pas une chose facile et il n'y a pas de méthodes constructives qui permettent
de trouver de telles fonctions. Ceci dit, en général, il est plus facile de trouver une
fonction V définie positive qui vérifie :

X.V(o) < 0

Une telle fonction sera appelée fonction de Lyapunov la.rge pour le champ X en os.
Quand X admet une fonction de Lyapunov la^rge, on a le résultat suivant qui permet
de conclure à I'asymptotique stabilité.

(Principe d'invariance de LaSalle [30]) Soit V une fonction de Lyapunov large, de
classe Cr, pour (1.a) en cs. Alors toutes les trajectoires bornées pour t > 0 tendent
vers O, le plus grand ensemble invariant pax X et contenue dans

E:{aeMlx.v(a)-0} .

Si en plus V est propre (lim;;,;1-+- V(a) - *oo) alors toutes les trajectoires sont
bornées pour t ) 0 et donc toutes les trajectoires tendent vers O. Pour montrer eue cs
est un point d'équilibre asymptotiquement stable, il suffit de montrer que O - {co}.

Dorénavant, on prendra os - 0 I'origine de IR'.



1.3. Stabilisation

1.3 Stabilisation

Revenons au système contrôlé

I  t  -  x(x,u)
{  

- -  q * ,  _ , ,  
( 1 . 6 )

I r€U,u€U

où U est un ouvert connexe de R", ll C R* el X z Il x tl - lR' est de classe Cr

(resp. C*, C') tel que X(0' 0) - 0.

Définit ion T Onil iraque (1.6) eststabil isables'i ledsteunfeeilbacku:u(x)telque
le charnp X(c,u(c)) est au moins continu et Ie système bouclé :

ù :  X (a , " ( r ) )

ailmette I' origine cornTne po int d' é quilibre asymptoti quement stabl e'

Rappelons que le problème de stabilisation est complètement résolu pour les sys-

tèmes iioaoit.r iX(*,u) = Ax * Bu) mais c'est loin d'être le cas pour les systèmes non

linéaires, même les plus simples comme pax exemple les systèmes bilinéaires

i : :A t , *uBx

On va rappeler les principaux résultats (essentiellement ceux qu'on utilisera par la

suite) qui datent des quinze dernières années.

1.3.1 Conditions nécessaires de Brockett

Le theorème suivant dri à Brockett ([6]) donne des conditions nécessaires de stabil-

isation.

Si le système (1.6) admet un feedback stabilisateur de classe Cr dans un voisinage

de 0 € R' alors :

(i) L" système linéarisé n'admet pas de modes incontrôlables associés à des valeurs

propree strictement Positives.

(ii) n existe un voisinage N de (0,0) tel que pour tout ( € N, il existe un contrôle
'  

u6(.)  déf iu i  sur [0, ]æ[ qui  ramènelesystèmedel 'état  t :  € en t :0 àl 'état

c = 0 en t = oo. En d'autres termes, si c(t) est une solution de ô : X(x,uç)

verifiant c(0) = f alors ,IP- c(t) = g.

11



12 1. Quelques Remarques sur la stabitité et L'observabilité

(iii) L'application
. l i  Ux lR-  -+ IR '

(* ,u)  ,+ X(x,u)

est surjective sur un voisinage de I'origine de lR"'

Par la suite, nous utiliserons le vocabulaire suivant :

Définition t Un système
x =  X(æru)

uérifiant la conilition (ii) du théorème ile Broclcett sera ilit stabilisable en boucle ouuerte

ou encone asymptotiquernent contrôIable à I'origine'

Remarques :

l. La condition (ii) est évidemment une condition nécessaire de stabilisabilité quelle

que soit la régularité qu'on exige du feedback'

2. Par contre, Ia condition (i) n'est pas nécessaire si on se contente d'un feedback

continu comme le montre I'exemple suivant (dû à Kawski [25]) :

(  x r : u
I
[ â ' :  s z - t s r

qui est stabilisable avec

u(x) -  -r t  *  rr+!r i -  cf  -

3. La condition (iii) est également une condition nécessaire à I'existence d'un feedback

stabilisateur continu (cf Sontag [4U).

Dans la suite de ce chapitre on rappelle les résultats classiques de stabilisation des

systèmes non linéaires.



1.3. Stabilisation

L.3.2 Systèmes affines à dérive dissipative :
méthode de Jurdjevic-euinn

Historiquement, un des premiers résultats significatifs est dû à Jur-djevic et euinnqui ont utilisé le principe d'inva^riance de La Salle pour donner une condition suffisante
de stabilisabilité pour les systèmes a,ffines .o .ootrôles et dont la dérive est linéaire
dissipative.

Théorème 3 (Jurdjevic-Quinn l2ïl) soit

13

( r .7)

où X(æ) : Aa aaec A une matrice n xn e,aec n aaleurs propres imaginaires d,istinctes.
Sd

{aakxvqa), & e ̂ } - a." Vc € tR" - to}

alors (1.9) est G.A.S aaec

u  =  _ (x , y ( r ) )

Ce résultat a été ensuite généralisé à des systèmes a^ffines quelconques par plusieurs
auteurs, notamment dans [14] [3b] sous la forme suivante :

Théorème a ([35]) soft

{ t :x ( * ) *uY(a)
I  r€1R" ,  z€ lR

5-X(x )+Éu;y i (x )
d=1

an système C* déf,ni szr lR' auec X(0) = 0. S,il eciste une lonction V :
d,éfinie positive et propre telle que :

( i )  X .V(o )<0  Vs€1R" .

(ii) t'ensetnble

(1 .8 )

IR'_r IR

W-

est #duit à

{ ' .

{0} .

R"  1  7ç*+ 'V@):  XhYiV(r )  :  0 ,  /c  €  IN,  i  =  l ,  . . . , * l



L4 1. Quelques Remarques Sur la Stabilité et LtObservabilité

.Alorsle système (1.8) bouclé aaec u;(c) : -YiV(æ) est globalement asymptotiquernent

stable à l'origine.

Pour la clarté de la lecture, on rappelle ici la démonstration de ce résultat. Le champ
bouclé est

z = x -içv'v1v'
i=1

Ona

v1r1 : z.v(x): x.V(a) -f(rtr('))' S o
d=1

Le système est donc stable. D'après le principe d'invariance de La Salle, toutes les
' 

solutions bornées tendent vers O, le plus grand ensemble invariant par Z et contenu

dans

E : {c eFc" lZ.V(c) - 0}

Remarquons que V étant propre ef Z.V(r) ( 0, Vc € R', toutes les trajectoires sont

bornées.

D'autre part, soit c € O, alors pour tout t ) 0 on a Zr(*) = &(") (puisque

sur O, Z : X) et, comme O est Z-invariant, on a

x.v (x1(a)) -Yiv 1x'(c)) - 0 vr 2 0

ce qui implique que pour tout /c € lN

lr 
sk

ær, 
(&(t)) ,=o = 0 et 

h,t ,  
(X,(c)),=o:0

Mais, par définition de la dérivee de Lie, on a

x.v(x) = fiv(x,(r)),=o
donc

xh+tvçx':= #rr(&(r)),=o 
= 0 er xkY;v1x: = fiv'v(x,(c)),=o 

= 0

Ceci montre que Q CW,, ce qui termine la preuve.



1.4. Notions d'observabilité et d'observateut

Remarque On coosidère lessystèmes bilinéaires dont le dérive est linéaire dissipative

(  l :Aæ*uB(æ)
{  __  

\  /  (1 .9 )
I  t€1R" ,  u€ lR

où A, B e M^(R\ et A est une matrice dissipative : c'est à dire il existe un produit

scalaire défini sur IR' tel que :

(i) A.V(a) - \Aælx) ( 0 Vo € lRn avec V(c) : l l" l l ' .

On suppose que

(ii) L'ensemble

w - { *€R"  I  Ah+rv (x ) :AhB iv ( r )  -0 ,  k€ [ ' ' { ,  i -  L , . - . , * )

est réduit à {0}.

On peut utiliser exactement la même démonstration du thôrème-4 pour prouver

que la condition (ii) est suffisante pour que le feedback homogène de degré zéro

a---# k>o
Â;  t t : l ;  i l  

-

stabilise le système (1.9).

L.4 Notions dtobservabilité et dtobservateur

On present d'abord quelques définitions qui seront utiles dans l'étude de I'observabilité

et de I'observateur des systèmes non linéaires. Puis on mentionnera brièvement un

résultat concernant I'observateur de Kalman.

1.4.1 Définitions de ltobservabilité des systèmes non linéaires

On considèrera des systèmes en temps continu décrits pa.r des équations diférentielles

de la forme
[  ,  -  X (a ,u )
(  

- - \ . ' - l  
( 1 . 10 )

I  v=â(o)

15
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et on prendra corncle espa€e d%tat une variété M de classe C- (ou analytiqusl ;

dimention n, connexe et paracompacte. Ltentrée u prends ses valeurs dans un sous-

ensemble O de lRp; la sortie y prend ses valeurs dans IRs. Pour tout u € O, X(.,,u)

dénote un champ de vecteurs de classe C- sur M, gu'on supposera complet; la fonction

h est de classe C-.

Pour un système non linéaire la notion d'observabilité peut être formulé de plusieurs

façons. La plus simple est celle qui se rapporte à la notion de distinguabilité des états,

propre de la théorie générale des systèmes.

Définition I On rappelle que deur états xs et xr sont dits indistinguable si pour tout

h 2 to et pour toute entrée ailmissible u : ltsrtr] - O les solutions correspond,antes de

l'équation difrérentielle suioante (1.10) satisfont la conilition

hIX,(tL,to)] = â[X"(lr' er)J

Réciproquement, on ilit que d,eux états sont ilistinguables s'il eaiste un ternps h ) to

et une entrée admissible u : lts,trl - dl telle que

hIX "(h, *o)l f hlX 
"(t1,, 

x )l

La définition suivante est basée sur cette notion de distinguabilité

Définition 10
Un système est obseraable en so si tout autre état t # so est ilistinguable ile xo. Un
système est obseruable s'il est obseruable en tout æs e M.

La possibitité de distinguer deux états, selon la définition précédente, est un concept
global. Il arrive, peut être, que pour engendrer depuis oe et o1 deux courbes intégrales
qui donnent lieu à deux sorties différentes, on a besoin de s'éloigner beaucoup de os ou
de c1.
Hermann et Krener [20] ont proposé une notion de distinguabilité locale, qui peut être
formulée de la façon suivante.

Déffnition 11 soft II un ouaert d'e M; deua états ao € u et at € u sont dits u -

distinguobles s'il edste un tetnps tr ) to et une entrée ailmissible u: lts,ttl * dl pour

la qvel on ait
Xu(t,co) e IJ pourtoutt € [to,tr]
Xu(t, a) e U pour tout t € [to, ,r]

et soit
hIX'(h, ro)l # â[X"(tr' cr)].



1.4. Notions d'observabilité et d'observateur

La définition suivante est basée sur cette notation.

Définition 12 Un système est obsertable localement en rs s'il edste un ouaert Uo d,e
xs tel que, d,ans tout ouuert U Ç Uo d,e æs, tout autre état æ t' xs est U - d,istinguable
de as.
Un système est obseraable localernent s'il est obseruable localernent en tout xo € M

Le problème de I'entrée universelle

On déduit immédiatement à pa^rtir de la définition qu'on a donné dans la section
précédente que, dans un système observable, pour tout couple d'états différents c6 et
c1, il existe une entrée admissible qui donne lieu à deux sorties différentes. L'entrée en
question peut, naturellement, dépendre du couple d'états qu'on a consideré.

En pratique, il est bien plus interessant le cas dans lequel, l'entrée u ayant été fixée,
tout état différent donne lieu à des sorties différentes.

En effet, seulement dans ce cas on peut réconnaitre l'état initial du système à partir
d'expériments entrée-sortie. On peut se demander, alors, si un telle entrée existe,
éventuellement sous des hypothèses convenables. Le problème a été récemment abordé
et résolu d'une manière satisfaisante par Sontag [42], pour les systèmes echantillonnés
décrits par des relations polynomiales entrée-état-sortie, et pa.r Sussman [44], pour les
systèmes en temps continu de la forme ( I . 10). Ces auteurs ont déterminé des hypothèses
qui assurent I'existence d'un entrée qui permet de distinguer entre tout état initial et,
de plus, ont démontré que l'ensemble de toutes les entrées possédant cette propriété
est dense, dans I'espace des entrées admissibles avec une topologie convenable.
On mentionne brièvement ici quelques résultats établis dans [aa]

Définition l3
Une entrée ad,rnissible u : [to, tt] + O est ilite uniaerselle si, pour tout couple d,'états
ûs et û1 ilistinguables, on a

hlx"(t,ro)l # hlx"(t,x1)f pour au moins un t € [to, ttJ

Les entrées universelles existent sous des hypothèses trés générales, comme on peut
le voir dans l'énoncé suivant.

Théorème 5 Supposons I'espoces il'état M qui caractérise les (1.10) soit une aariété
anolyiique et queles fonctions X: M x{l->TM eth: M -r IRe soient elles mêmes
analytiques. Supposons en outre que I'ensemble Q soit contenu d,ans la fermeture de

17
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I'intérieur ileQ et que I'intérieur de{l soit connere. Alors, pour tout t1 ) te il eaiste
une entrée u : [ts, tr] * Q qui, est uniaerselle. Cette entrée est une foncti,on analytique
du temps (i.e, elle coinside, sur lts,tlf , aaec une fonction analytique d,éf,nie sur un
intentalle ouoert (to - €, U + €)).

Considérons maintenant I'espace des fonctions de class C- définies sur I'intervalle

[4, b] de lR, à valeurs dans IRp, qu'on dénotera par C* ( [o, a], Ro ), muni de la topolo-
gre C* qui est la suivante :

Une suite de fonctions {ur} converge à u pour la topologi e C* si et seulem.nt 
"i ff

. diuo
converge à 

iî- 
uniformément en [c, ô] pour tout j.

On dénotera ensuite par C-([a,ô],ô) I'espace des fonctions de classes C- définies

sur I'intervalle [a, ô] de IR, à valeurs dans I'intérieur de O (ô).

C-(Io,ô1,Ô) est un ouvert de C-([a,ô],R,) dans la topologie C*.

On peut alors énoncer le résultat suivant.

Théorème 6 Soient les hypothèses d,u théorème précéilent toutes satisfaites. Alors
pour tout t1 ) ts, l'ensemble des entrées unirserselles est dense d,ans l'espace C* ([a,b],fl)

Définition 14 on dit que le systèrne (1.10) est obseraable pour toute entrée si et seule-
rnent si toutes les entrées sont uniuerselles.

1.4.2 Observateurs asymptotiques de l'état

La theorie des observateurs asymptotiques de l'état pour les systèmes non linéaires
est encore relativement peu developpée. On mentionnera brièvement aprés quelques
résultats établis pour les systèmes bilinéaires, qu'on supposera décrits par les équations

(  t  =  Aæ*uBx
I  n  ( 1 . 1 1 )
lv=Cx

oùc€1R" ,  g€R,  ?e lR"  e t  A ,B  € /v { " ( lR)  (?dés igne le t ransposédeC)

Déffnition 15
Un obserlateur asymptotique de (1.10) est un systènte décrit par une équation de la
forme

6 -- f  ( î : ,u,y)

ô(ts) = âs
(1 .12)
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(où â € R"/, tel que, si u et y sont respectioernent l'entrée et la sortie d,u système
(1.10), l'éuolution de i aérifie Ia condition

llâ(t) - c(t)ll < 0llîo - æsllexp o(t - te) (1 .13)

P > 0 et a 10 étant d,eux nombres conoenables, pour toute entrée ailmissible u) pour

tout xs, pour tout ô,s, pour tout t ) ts. Pour iles raisons eùilentes, il est important
que les nornbres B et a soient i,ndépenilents de l'entrée u.

1.4.3 Observateur de Kalman

On considère les systèmes bilinéaires, qu'on supposera décrits pa.r les équations

19

(1 .14)

(où c € R', u € lR, I € R, ô € lR" et A,B € /vl"(R) ).

Pour réaliser un observateur asymptotique de l'état du système (1.1a) nous allons
procéder de la façon suivante. Supposons que les systèmes (1.14) sont observables pour

toute entrée et que les entrées prennent ses va,leurs dans un compact K de lR.

Pour la clarté de la démonstration nous allons proposer un observateur de l'états

du système (1.1a) qui est un peu différent a celui de I'observateur de Kalman (pour
plus d'information voir [5]). Soit le système décrit par l'équation suivante

I  t :Ax*u(Ba+b)
\u-ca

( à = Aî +u(Bâ:+ ô) - S;t TQa -y)

{ S, : -os, - (A+ uB)r& - s,(A+ uB) + Tc
I où â € ]R" "une estimation de l'état"

(1 .15)

Pour obtenir la condition (1.13), on doit pouvoir choisir Ss dans S+ (51+ désigne
Itensemble des matrices définies positives) et d une constante positive suffisament
grande de façon que la matrice Sr soit bornée indépendament de t. Soit

e(t) - ô(t) - a(t) (u(t) est la solution de l'équation (1.1a)).

On peut vérifier que é - (A+ uB)e- ^t;t TC" et par la suite

#("(t) l  s1e(t)  I  :  z(e(t) [&é(t)  )  + (  e1t;  I  s '"1t1 1
-0(e( t )  l&"( t )  ) -  (ce( t ) ) '?

ce qui donne succéssivement

#qt :(lltj,;({\l < -0 er ( "(t) | s,e(t) ) s rexp(-dr).
(r( t)  I  S,e(t)  )



20 1. Quelques Remarques Sur la Stabilité et L'Observabilité

Il découle de l'équation (1.15) que

,9,: exp(-at) b;,l,,Soo,ôl + lo' 
.*vÇl(t -')) b;t(t) b"(') 'CCa,1r\a;rQ) dr

où Q"(t) désigne la matrice fondamentale des solutions de l'équation ô : (A+u(t)B)r
définie par

I

âr"(r) 
: (A + uB)a"(t) avec rD"(o) : Id,.

On pose 
"Vl(t) 

: u(t * r), on a alors

Sr : exp(-ar) t;,r,,So O;t,r+ I"exp(-O(t-1)) 
b;rr"t(t -r1 'CCA,,,t",(t-t) dr. (L.16)

D'autre part comme les systèmes bilinéaires sont observables pour toute entrée, alors
il existe une constante 6 positive telle que^9r > 6Id.

En effet, Il découle de (1.16) que pour un o ) 0 on a

1a
( z I stz l, 1"" 

exp(-d(t - r))(co,[{t - r)z)2 d,r ) 1 lo" trr-|rQ - r)z)2 dr

o, 
lo".{CO"f.1tt 

- r)z)2 dr >- g,llrll' avec Budésigne le plus petite valeur propre de la

matnce 

Io" hrl,r(, - 11 'cce,,rt"r(t - r) dr

Soit B I'application définie pæ P: trffi,"1 + IR qui a toute entrée admissible u € Lff,,1
associe le plus petite valeur propre de la matrice

1"" b,i,re - 11 'cce"r',r(t - r) dr

Il est bien connu que I'application B est faiblement continue de trfr,,1 dans IR (c'est à
dire elle est continue sur trffo3 muni de la topologie faible) ceci permet d'a,ffirmer que
p atteint sont minimum sur tout compact K de trfr,.1.
Soit Ks : {u e trff"1 tel que u(t) € K) (on rappelle que K est un compact de IR).
D'aprés ce qui précéde, il existe uo € Ko tel que

(z lSlz lZtÊ* l l r l l ,

et comme pa^r ailleurs le système bilinéaire (1.1a) est observable pour toute entrée, il
stensuit alors que B* > 0 et

l l"(t)ll . 
#exp(-ot).
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Stabilisation des Systèmes
Polynomiaux Homogènes

Dans cette partie de la thèse nous nous intéressons à la stabilisation des systèmes
non linéaires dans n2 de la forme

I  t=P(a)+uBa

\  c€ lR2 u€ lR,  AcMr(R)
(2.r)

où P : lR2 -r IR2 est un champ de vecteurs polynomial homogène de degré impair
(i.e les deux composantes du champ sont polynomiales homogènes de même degré
2k + 1, /c e N) et B est une matrice carrée à valeur dans R.

Le but est de proposer des conditions nécessaires et suffisantes dtexistence dtun

feedback stabilisateur pour de tels systèmes et dans le cas où la stabilisation est possible.

Le feedback est donné explicitement.

2.t Introduction

Si la stabilisation des systèmes linéaires est un problème résolu depuis longtemps,
pour les systèmes non linéaires la question est beaucoup plus complexe.
Dans ce dernier cas, il n'est pas possible, d'avoir en général des résultats globaux.
Classiquement, on obtient des conditions suffisantes de stabilisation locale pa"r un feed-
back régulier en considérant le système linéarisé autour d'un point d'équilibre. Ainsi
Brockett a démontré qu'une condition nécessaire d'existence d'une loi de commande
etabilisatrice de classe Cr enl'origine est que le système linéarisé n'admette pas de mode
instable incontrôlable [6]. C'est également en utilisant ce principe que les systèmes dans
le plan ont été étudiés du point de vue de la stabilisation locale ([U, [3], [4], [26]).

2L



22 2. Stabilisation des Systèmes Polynomiaux Homogènes

Z. Artstein [2J a étudié les systèmes du type :

[ * : r@',")
I  c€ lR ' ,  u€]R* (2.2)

et a donné une condition nécessaire et sufrsante pour qu'ils soient stabilisables par
feedback presque analytique (i.e. analytique sur IR" \ t0) ).
Sontag [a3] a démontré ce théorème de façon constructive dans le cas des systèmes
afÊnes en les contrôles

i - f (æ)*us(x)
en donnant explicitement le feedback. Malheureusement, sa méthode nécessite la con-
naissance d'une fonction de Lyapunov "contrôlée".

Dans le cas où le système est complètement contrôlable, Sussmann [a5] a démontré
que le système (2.3) peut être stabilisable par une loi de commande analytique par
morceaux, mais ce théorème est un résultat d'existence dans le sens où le feedback
n'est pas donné explicitement.

Les systèmes non linéaires plans a,ffines en les contrôles de la forme (2.3) ont été
étudiés dans le cas où le champ contrôlég vérifie g(0) + 0 (voir l4l,[zs] et [12]).

Les systèmes polynomiaux homogènes sont des systèmes du type (2.3) pour lesquels
les champs soumis au contrôle s'annulent à I'origine (g(0) : 0) si bien que le système
linéarisé, calculé au voisinage de I'origine, devient indépendant du contrôle, Ces
systèmes n'ont jamais été étudiés systématiquement et il n'existe à leur sujet que peu
de résultats de stabilisation.

Le but de ce travail est de donner une condition nécessaire et suffisante pour que
ces systèmes soient globalement asymptotiquement stabilisables (G.A.S) par des feed-
backs presque réguliers (i.e. C-(lR'\ {0}) et de construire explicitement les feedbacks
stabilisateurs. On montre ainsi que le système (2.1) est G.A.S si et seulement si il est
asymptotiquement stabilisable en boucle ouverte.

2.2 Résultat Principal

Tout d'abord, nous allons rappeller un résultat préliminaire, puis nous étudierons
la stabilisabilité des systèmes (2.1).

Théorème7 On consiilèrele systèrne ilynamique suiaant :

:  H1(qrx2)
:  H2(xyæ2){ ; :

(2.3)

(H)
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(où H1 et H2 sont d,eux fonctions polynorniales homogènes d,e ilegré 2k + r)
Soit la fonction f définie par

f (rr, rr) = t 2i l1(xy r") - a1i l2(x1, r2)

supposons que f ad,mette d,es tacteurs linéaires d,ans sa décompositi,on, c'est à dire
p q

F(rr, rr) : fl(ti"' * tix2). ff Q ;@1, ar1

23

d=l d=1

où les Q; sont d'es tormes quailratiques d,éfinies, alors Le systèrne (H) est globalement
asymptotiquernent stable si et seulernent si

((ur1t;,-t\),Hz(t i ,-r i))t 1Q",,-q)r, < 0 vf e {1, .. . , ,p}

Démonstration En écrivant le système (H) en coordonnees polaires

, :  \m , , r : r cosg  æz=rs ing  avec  o  <g  12 t r

on obtient un système de type

! ; = 
"ze+l 

(cos pllr (cos g, sin p) * sin g&2(cosg, sin p)) : ,,k+, Ç(ç)
t É = r2k (sinpI/r(cosg,sinrp) - cos gfl2(cosrp,sin d) = rzkF(cosgrsing)

(H ' )
On pose

t'r.= ,; cos gi ar gi+p: g; * r si 0 < g; 1 r
-t i :  r;  sin p; gi+p : g; - n si r 1g; 3 2n

On notera ensuite (rrp) le point de coordonnees (r cos (p, r sin rp)
So i t  { 01 ,02 , . . . . . . , 020 } :  { gy . . . . .  . , gze }  t e l  que  0  <  d r  1021 . . . . . . , <
On construit alors les 2p secteurs suivants

020 1 2r.

5, = {{r,p) e IR' \ {0} tel que 02o < I < 2n et 0 < pa ar}
5r - {{',p) e IR'\ {0} tel que d;-1 < ç < 0,} L < i < 2p

les secteurs ^9; sont stable par le champ de vecteurs (.[fi, H2). Onconsidère maintenant
les demi-droites définies par

D; - {@,p) e IR'\ {0} tel que p - 0,)

Il est clair que les demi-droites D; sont des orbites du système (r/1) asymptotiquement
stables, en effet sur les demis droites D; l'équation différentielle (Ifi) est réduite à

i - 72h+rg(0i) : ((At (" cos 0;,r sin 0;), H2(r cos0;, r sin Ar))t l(r cos d;, r sin d;)r) < 0
,i = îî cos 0;, r sin d;) = Q



24 2. Stabilisation des Systèmes Polynomiaux Homogènes

Pour établir le résultat, nous allons montrer que le système (f/1) est G.A.S. sur les

secteurs ,5t. Soient (ro, po) e st et l'équation différentielle définie par

{ 
I _ r2k+'Ç(ç) 

\ avec r(0) - rs et p(0) = po (Hr)
I g : r2È.F(cosg,sing)

Comme pa,r ailleurs ^9i est invariant par le champ de vecteurs (Ifi, H2) et f'ne change

pas de signe sur .Si il s'ensuit alors que g(t) solution de l'équation (f/,) tend vers d;

quand t tend vers *oo ou bien g(t) tend vers d;.r-1 et si r(t) est une solution de l'équation

(fl) alors elle vérifie l'équation suivante

I

r(t): lro'o 
- (zk)tÇ(eQ))]-zfr

Dans le cas où g(t) tend vers d;..1 (même démonstration quand liml-",* ç(t):0;) on

a

,liP- 9(e@) = ç(oi+r) '

et en utilisant le fait que Ç(0;a) < 0 on peut a,frrmer que

,lip_ r(t) - s

D'autre part comme (r,V) vérifie l'équation H; on peut alors écrire que

# 
='ffi et par suite r(ç) -rsexp (t:,ffi^)

1  t  r ? . .
on a Ç(0;) = fut(n'U'r,-t\), Hz(t'2,-ri)) l(t;, -ri)") < 0 vi e {1, ...,2p} alors
il existe e; ) 0 tel que 

b - 0;r 12e; on a Ç(p) < 0

On peut alors raisonner de la façon suivante

: roexp (l:."' K(u)du* I,':::,-"'-' rcçuydu* Ll,*,-,,*,rc@d,)

et comme jF(cos u, sin u) ) 0 pour 0; 1 u I 0;+r il s'ensuit alors que

*, (;."' K,(u)d,u) I + exp (1,:::,-""'rc(u)rdu)

"-n (fi,- ",*,*(u\ou)
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et par suite r(9) < 
"o[Ki(l 

+ K;)2] avec K;: exp (#Ji:;"'*' lrc(u)ldu). Ceci montre

que le système (f/r) est globalement asymptotiquement stable.

Définition 16
On appelle foncti,on caractéristique du système ilynarni,que (H) l'application d'éfinie par

F(rr r rr) = æ2H1(a1,,r) - x1H2(a1, a2)'

Dans la suite, nous allons établir une classification pour les systèmes homogènes de

degré zk+I avec & > 0. En ce qui concerne le cas où fr : 0 nous proposons le théorème

suivant :

Théorèm e I Etant ilonnées une forme quailratique Q d'éfinie positiae, A et B d,eur

matrices carrées, Ies ileuc propositions suiaantes sont équiaalentes

(l) Le sgstème s - Q@)Ax * ûBx est globalement asymptotiquement stabilisable.

(Z) Le système bi,linéaire plan i = Ax * û,Bx est globalernent asyrnptotiquement sta-

bili,sable.

Démonstration (1) + (2) : On montrera plus loin que si le système s - Q@)At *

1Ba est globalement asymptotiquement stabilisable alors il existe un feedback quadra-

tique u(æ) tel que le système suivant:

i -Q@)k*u(x )Bx (r)

est globalement asymptotiquement stable. En vertu du théorème-l, on peut déduire

qu'il existe une fonction de Lyapunov stricte v pour le système (I).

Soit
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û(t)-ffi,
comme u(c) et Q(c) sont deux formes quadratiques il s'ensuit que le champ de vecteurs

Ax + ût(x)Bo est continu sur .R2. On peut aussi voir facilement que V est une fonction

de Lyapunov stricte pour Ie système ù - Aæ * û'(x)Bx.
(Z) + (f ) : Réciproquement si le système bilinéaire plan â = Aæ*uBc est globalement

asymptotiquement stabilisable, alors il existe un feedback Û(o) qui rend le système

ù :Aa* t t 'Ba

globalement asymptotiquement stable. Comme Q(c) est une forme quadratique définie

positive alors, il est facile de voir que le système t - Q@)(Aæ + ilt(a)Bx) est G'A'S'

Le theorème est ainsi démontré.



26 2. stabilisation des systèmes Polynomiaux Homogènes

2.9 Classifiôation et stabilisation

Dans tous ce qui suit, nous nous plaçons dans une base de Jordan de B'

2.9.L Cas où .El est diagonalisable

Dans la base proPre de B, on a

On distingue les trois cas suivants

fe rCasaetg>o:

Le problème de la stabilisation en boucle fermée du système (2.1) est complétement

résolu par le théorème suivant.

Théorème g Sf B est iliagonalisable et detB - Àrlz ) 0 alors pour une constante

positiae 6 suffisament grand,e le feeilback

u(x1,a2) :  -e6 (æ! * *Z)r où e: 
# 

= siene(À1)

stabilise le système (2.1)

Démonstration Soit V la fonction définie par

v(*r,*r) =ftt  ̂ , 1 rl+ |  ̂ , | *Z)

V est une fonction définie positive et propre. Sa dérivée le long des trajectoires du

système bouclé (2.1) est donnée par

v 1"' "7 :i:; i:;fJ i:ïI . 
". 
;:;ïi:ir*ii; \? 

*'7)r*'

il est clair que pour une constante positive 6 suffisament grande, on a

V(* r , * r )  <0  V(æ1,c2)  I  (0 '0 )

enefietl,applicationsHWesthomogènededegrézétoelbornée

sor IFil \ {0}.
C"ci prorrue que I'origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable

pour le système bouclé (2.1).
I

"=(T l)
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Z€meCasaetg<o  t

Dans ces conditions on peut supposer que le système (2.1) s'écrit

I  t t  =  Pr ( * r , ' r )  *  u \1æ1

I ;, : Pr(,r,,rj + uÀrr, (2'4)

avec 11 ) 0 et Àz < 0. Soit F la fonction définie par

F(*r,rr)  =-det (  r- ' lu 'x2) l ---  \- det ( rri;',;ri 
';;;; 

) 
= ÀrarPz(lbl.2) - À2x2P1(rt'û2)

F(rrræ2) est un polynôme homogène de degré 2k + Z. Le théorème suivant énonce un
résultat de non stabilisabilitè.

Théorème 10 Si la fonction F ne oérifie pas I'une d,es d.eur conilitions suiuantes :

( i) i t  esiste c > 0 tel que,F(l,c) < 0.

(ii) il existe d < 0 tel que ̂ F(l,d) > 0,

alors, le systèrne (2./) n'est pas asyrnptotiquement contrôIable à I'origine.

Démonstration Dans un premier temps on suppose que la condition (i) n'est pas
réalisée, c'est à dire

.F ' (1,€)>0 v€>0.
Considérons la fonction I/1 définie dans le premier quadra^nt par

Hr(rr,,  *r) = xl^z s\t .

Pour tout contrôle admissible,la dérivée de f/r le long des trajectoires du système (2.4)
est

H1(q,x2) : xl\z-r*x'-r (ÀrqP2(q,rz) - ),2x2P1(q,æ2))

: xl^z-r rt''-r F(arrxr)

Comme F(rtro2) est une fonction homogène de degré 2k + z alors pour a2 ) 0 et
c1 ) 0 on a F(o1 ,æz): xlk+2flçt,ll ,-0, ce qui prouve q,r" flr(rr,æ2) est de signe

constant quaad î1 et 12 sont tout les deux positifs. Par conséquent, la région du plan
définie par

R"= { ( r1 ,sz)  I  q  }  0 ,  x2> 0,  c l r rcà '  >  
" }  

( "  >  0)

est stable par le champ de vecteurs P(o) * uBx et par suite le système (2.4) n'est pas
asymptotiquement contrôlable à I'origine.

27
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Supposons maintenant que (ii) n'est pas réalisée (i.e., F(1,€) S O V€ < 0) et soit flz
la fonction définie dans le deuxième quadrant par

Hz(rr , ,*r)  :  
" iÀ ' ( - t r ) ) ' ;  

c1 )  0 et  a2 10

Des calculs analogues montrent que la dérivee de Hz le long des trajectoires du système
bouclé est donnée par

H2(a1,xr) :  -cfÀz-t1-zr)Àr-r ()1c1P2(c1 ,xz) - ),2r2P1(æusz))

:  -o l rz- t1-  r2)^ ' - r  F(q,a2)

et comme précédemment on peut encore déduire que I'origine ne pourra être accessible
ni asymptotiquement accessible à partir du deuxième quadrant.
Ce qui tèrmine la démonstration du théorème. r

Par la suite, nous allons prouver que les deux conditions (i) et (ii) sont des con-
ditions suffisantes pour assurer la stabilisabilité du système Q.a). L'idée consiste à
construire dans des situations différentes des feedbacks homogènes qui permettent de
guider les orbites du système (2.4) vers des axes de stabilités (i.e., les axes où la fonction
caractéristique du système bouclé (2.4) est nulle). Ces a:ces sont eux même invariants
et stables le long des trajectoires de (2.4\.

Durant toute cette partie (det(B) ( 0) nous allons supposer que le système (2.4)
s'écrit sous la forme

: æ1F1(x1,rr) * axï '+t * uÀrxr
: ba!*+r + r2P2(æy*r) * uÀ2x2

avecÀ1 )0 , ) z (0e t
l ) .

sont deux polynômes homogènes du même degré 2k (k >

Théorème 11 Sr les ileua conditions (i) et (ii) sont réalisées alors le systèrne (2.5)
est stabilisable par un feeilback polynomial et homogène de degré2k.

Démonstration Elle découle de façon irnmédiate des quatres lemmes suivants :

Lemme I Si les conilitions (i) et (ii) sont réolisées et si ab < 0 alors Ie, feedback
polynornial homogène ile d,egré 2k d,éf,ni par

,rr(') : î 
1 

i brOl - h(r) + 
24r?r - 4r'rr-' 12 ! ac2 ala1r-' - z"or'rk\

^ r - ^ Z  \  c  c  /

stabilise le système (2.5).

[ , '
I i ,

4, F,

(2.5)
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Démonstration Soit le système bouclé (2'5) défini par

( ltr, = ærh(q,*r) * aælh+r * u(h,,a2\\1æ1 : x1(x1,x2)

I t ,  = bxl*+t + t2l2(nbsz) * u(at,æ2\\2æ2 : X2(q,x2)

et soit F la fonction définie Par

F(n1, ,æ2) :  æ2X1(x1r*r )  -  x1X2(q,æ2)

: *rrr(Fr1rr,xz) - P"(rr,nz) * (À, - )2)u(c1,"r)) + at2rr+z - bx2rx+z

On trouve

f (*r,*r\ : ("*, - ,ù' (-3'?r + "*'rr\L " \ c z ' - /

Comme par ailleurs Jr(l,c) = 0 il en résulte que (Xt(1, c),X2(L,")) : v(l',c)' D'autre

part, on a

F(1,c) : -der (Ël[l;:] i;" ) 
: -der (i;[l;:] I" )

-  -d. t (  '  
l '  )  :  uc( \ t -  Àr)  < o

\ ,rc azc /

ce qui donne succéssivement

v  =  F ( r , c ) l c ( \1 -  ) r )  <  0

et  
( (x r ( l ,  c ) ,x2( ! , " ) ) r  l ( t , " ) t )  =  v ( !+c2)  <  0

Les conditions d'application du theorème-7 sont donc réunies et le système (2'5) est

globalement asymptotiquemet stable à I'origine'
t

Lemme 2 on suppose que Ia fonction F aérifie les ileut propriétés (i) et (ti)' si

ob > 0 alors le feeil,back polynornial homogène de degré 2k défini par

ur(,'): '! (at'l - h@) *Wo'?r - 
*'?r-'*'* ad'æpZ"-l - a(d'* "' '?-)

stabilise Ie système (2.5).
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Démonstration On considère le système dynamique en temps continu décrit par

l'équation différentielle de la forme

[ ù, = uth(q,æz) + aælk+r * uz(xux2)À1q: Xt(ævaz)

I ;, - brlk+r + t2h(q,*r) * uz(tvx2)\2æ2 - x2(q,x2)

Dans Ie thôrème-7, nous avons a^ssocié à tout système homogène en temps continu,

une application F appelée la fonction caractéristique. Pour le système bouclé (2.5),

cette fonction est définie Pa^r

f,(*r,rr) = r2X1(a1,*r) - x1X2(x1',*r) :  ("*, - a2)(tx1- 
")e**?r 

+ o*?\ '

commeF(1,c)<0,F(1,d)  >0, lemêmeraisonnementut i l isédansle lemmeprécédent ,
nous permet de montrer que

((xr(1, c),,x2(r,c))11(1, ")rl 
-r(1',"X1 li ') . o

et

((x,(r, iD,x2(t d))r l(1, d)'l = "!lif]! i;f'' . t

Ceci prouve que I'origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable

pour le système bouclé (2.5).
Le lemme est ainsi démontré. I

Lemme 8 Si, les deur conilitions (i) et (ii) sont réalisées, si le couple (",b) * (0' 0) et

ab -- 0 alors le système (2.5) est G.A.S.

Démonstration
Dans un premier temps on suppose que ô I 0. on distingue alors les deux cas suivants :

r  ô<0
Soit d une constante positive suffisament grande, alors le feedback défini pa^r

r \
u(x1,æ2)= * (h@r,*r)-  h(*r , ' r )* l '?r -6bxplk-t  +61,, ' , - )

^ 1 - ^ 2  \

stabilise le système (2.5). En effet si on considère le système bouclé

( i,, = r1F1(q,rr) * u(q,x2)\1q = Xt(æuaz)

t t, : balr+r + r1,Pz(rbrù * u(æva2)À2æz: Xz(autz)
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et sa fonction caractéristique f (xr,'r) = x2X1(x1'*') - r1X2(ævx2) il s'ensuit que

f(*r,,rr) : -l*r@,r, - *r) ('?r + A*7r) '

on voit aisément que ':(1,d) - 0 et par conséquent (x1(1, d),x2(ld)): u(L,d).

D'autre pa,rt on a :

F(,,d) : -det ( Ëlll j] il, ) : -det ( iltlil I, )
-  ( '  À  \- -a" ( ia î)o ):  

vd'(\  -  À') > o

on peut s'a*ssurer que / = F(1, d)ld( r - Àz) ( 0 et

((xr( l ,  d),xz(t  d))t  |  (1,d)") = u(\+ d' ' )  < 0.

Des calculs directs montrent que

((x,(0, r),x2(0, r))" l(0, r)t) - ry'.,' 6 ô)'

Il s'ensuit que pour une constante positive 6 suffisament grande on a

( (x, (0,1) ,x2(0,1))r  l (0,1)1)  < o

et le résultat découle immédiatement du théorème-7'

r  ô>0
En utilisant la même démonstration que précédemment on montre que pour une con-

stante positive 6 suffisament grande le feedback suivant

u(aya2): * (F'r{rr,*r) - h(*r,*r) *!r?r - 6bxplk-t * al"rr\
À l - 7 " 2  \  

' '  - r \ - r t - ' t  
C  

'  
C  

-  
/

stabilise le système (2.5).

Réciproquement si a l0 et ô = 0 alors le changement de base dont la matrice de

passagees t  
p_(o  1 \' - \ r  0l

transforme le sYstème (2.5) en

| ù, - bælt+r * a1P2(x2,,tt) * uÀ2x1

I ;, : x2P1(æ2,tr) * u\1a2

31
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le problème se ramène ainsi au cas précédent (b + 0)'

Ce qui términe la démonstration du lemme' I

Enfin et pour terminer, nous allons utiliser les mêmes techniques pour montrer Ie

lemme suivant.

Lemme 4 on suppose rnaintenant que (o, ô) = (0,0), si les ileux conili'tions (i) et

l;l ,ont réaliséesi-alors pout'une coistante positiue 6 sffisament granile, Ie feeilback

suiaant .t , -
u(rt , ,r)  =' !  (FX.l  -  i "(*)* 6(cc1 - r2\k(dx' -  

"ùo)

stahilise Ie sYstèrne (2-5).

Démonstration On considère le système bouclé

[ ùr: qh(ay,rr\ * u(æyr2)\1q: Xr(ar,æz)

I  ; ,  -  szh(q,* r )  *  u(æ1,r2) \2x2 = X2(q,æ2)

Compte tenu de ce qui précéde, nous allons montre la stabilité du système bouclé (2'5)

en étudiant sa fonction caractéristique donnée par

f (* r , r r ) :  6xP2(æ1- r2)h(dq -  * ' ) r

On peut également vérifier que

( (x r (1 ,  d ) ,x2( r  d ) )11(1 ,d)1)  <  0 '  ( (x r (1 'c ) ' x2(1 ,c ; ; "  11 t ,c ; Î1  <  0

et pour 6 positif sufrsament grand, on a

((Xr(o, 1),xr(0,1))t l(0, 1)") : ry * offi ' o

ainsi

((x,(r,0),x2(1,0))r l(1,0)t) = ry + 6"a$ < 0

Il s,ensuit que zétoest un point d'équilibre G.A.S. pour le système bouclé (2'5) I

gème Cas_ det B:0 ,

sans perte de généralité, on peut supposer que À1 I 0: en effet- comme I'une des

deux valeu* proplu, de B est non nulle alors on peut choisir une base Propre de B

telle que
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B:(^: 9)- \0  
0)

À1 désigne la valeur propre non nulle de B. Dans la nouvelle base, le système (2'5)

peut s'écrire sous la forme

| ù, : srh(æ1 rù * au,lk+t * uÀrcr

I *, - b*rk+t + r2|z(rr,r2) 
"/'t&r (2'6)

Théorèm e L2 supposons que a -- 0 alors, le systètne (2.6) est G.A.S. si et seulement

o ^Pr(0,1) < 0.

Démonstration Dans un sens, c'est Presque immédiat car si a :0 alors la droite :

cr = 0 est invariante Par le sYstème

I ot = yri lQr*ù J u\ræt e.7)
I ;, : br!+r * a2F2(a1,æ2)

et sur cette droite l'équation (2.7) est réduite à ùz - ,lk+th(0,1). il en résulte que si

h$l ) > 0 alors le système (2.6) n'est pas asymptotiquement stable même en boucle

ouverte.
Supposons en sens inverse, qn" 4(0,1) < 0 etbl0 alors lefeedback

1'  u(ay*r) = 
f {a{rt, ,r) - h(*r,,rr))

stabilise le système (2.7).En effet des calculs directs donnent

f (ær,,*r) : -b*?r et ((Xr(O, l), X2(0, 1))t l(0, 1)t) - 4(0, t) < o

D,autre part, si ô = 0 et .P2(0,1) < 0 alors pour une constante positive 6 sufÊsament

grande le feedback
1

u(x1, x2) = 
f tatr y, xz) - Fr(rr, a2\ - 6ælk)

stabilise le système (2.7). I

supposons maintenant que o f 0 sans pert de généralité on peut également supposel

que o j O , en efiet si o (0 alors le changement de base dont la matrice de passage

est P : ( -^' 
9 ) tr"orrorme le système (2.6) ençDr , r  - \  

0  I l

I ir: ath(-ær,rr) - axl*+r * u)rrr

I *, = -bxl*+r * a2P2(-x1,x2)
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Théorèm e !3 Dans Ie cas où a ) 0 le système (2.6) est G.A.S. si et seulement si la

conilition sui,aante est réalisée

(.) it existe un c> 0 tel que 6"2k*r + Frk,l) < 0

Démonstration si la condition (.) n'est pas réalisee alors

vf  >o ona ô{2È+t+4({ ,1)  u o

et par conséquent la région du plan R: {(q,*z) I 110, *z > 1}, est invariant par

l" ih"mp de vecteurr PJ uB,elpa.r suite le système (2.6) n'est pas asymptotiquement

contrôlable à I'origine.
Supposons maintenant qu'il existe c ) 0 tel que bc2È*r * F2@''1) < 0

o  ô>0
soir ?l(y) : byzh+t + k(y,,l) < 0 comme 7{(y\ est un polynôme de {egré 2k*1 et

ô > 0 alors il existe d < 1'iel que ît(d,) < 0 et dans ces conditions le feedback

1 / -
u(æ1,,x2): î [  Pz(*)- h@)+ô(c +d)æzrk + ftxr '2rk-r 

-bcdælk-ræz-oklù 
"r\n l  \  

t \ * /  - r \ - ' '  I  - \ -  '  '  t  
c d , '  c o '  /

stabilise le système (2.6). En effet, soit le système bouclé

( ir, : ærh(ær,æz) + axlk+r * u(ævc2)À1c1 : Xr(nr,q)

1 t, - bx!*+r + n2P2(rb*r) = x2(x1,n2)

et soit f sa fonction caractéristique f (rr, rz) = r2X1(q, r.2) - x1X2(xr, æz) on obtient

ainsi  
F(rr ,*r)  : ( r ,  -  æz)(xr  -  drr)  ( - , ,?* *  

*4r)

Nous pouvons constater que f(c,l) = 0 i l s'ensuit que (X1(c,1),Xz(c,1)) = u(c,I) et

par conséquent 
u = xz(c,l) = ô62È+r + p2(c,1) = ?{(c) < 0

ce qui donne
((xr(", 1), x2(c, t))" l(", t)") - v(l * 

" ') 
< 0

et de même on montre que

((xr(d, r\,x2(i1,1))" l(d, r)") = 'lt(d) (r + æ) < 0

o b<0
Soit le feedback

1 /
u(xr,rz) =; (&(tr,  *r)  -  h(rr, ,r)  *Zcbalk + $a'x|r-r  

-6"2'zrx- 's '- '9"* ir)
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et Ie système bouclé

[ ù, -- ærh(suæz) * axlh+r * u(aua2)\1x1: Xr(q'æz)

I t, - bazr*+r * szPz(xr,*r) = xz(q,xz)

et soit la fonction définie Par

F(rt,*"): r.2X1(a6*ù - x1X2(a1,x2)

Des calculs directs montrent que

f (rr,rr) = (t,  - ca"\z(-ba2rr * 
Tr*'rr)

Nous nous retrouvons dans une situation déjà rencontrée

((Xr(",  r) ,x2(c,t))" l (" ,1)t)  = T{(c)(r + c2) < 0

et d'aprés le théorèm e-7 le système bouclé (2.6) est globalement asymptotiquement

stable

r  ô :0
Sous ces hypothèses on montre que pour une constante positive 6 suffisament grande

Ie feedback suivant

u(a1,q)= 
i (o,t r',æz) -Fr(tr, *r) - 6rlk + 6crlh-rx2 - 

T.Zr)

stabilise le système (2.6). En effet, soit le système bouclé

( i, - xrh(xr,rr) * axlk+t * u(x1',r2)À1c1 -- Xr(xr,æz)

I t, - r2P2(*r,æz) = X2(æ1,æ2)

et soit la fonction f(*rr*r) : a2X1(x1r") - æ1X2(a1'x2) le calcule donne

F(,r,'r) : az(ær - ca2)(-6*?r - 
2.711

Il est facile de vérifier que

((Xr(c, r\,x2(c,t))" l(",r)t) - ?t(c)(L + c2) < 0

et 
((xr(l ,  0), x2(1,0))" l(1, o)t) = r '10, r; - o

ce qui montre que pour 6 positif suffisament grand on a

((xr(l, o), x2(1, o))1 l(1, o)r) < o

35
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2.3.2 cas où B est à valeur Propres réelles sans être diago-

nalisable

Dans la base ProPre de B on a

B 
( t  1 \=\o ^)

théorème 14 sf Tr (B) f 0 alors pour 6 positiae sffisament granile le feeilback

u(ay,a2): -),6(alk + *'rr)

stabili,se le système (2.1)

Démonstration Soit V la fonction définie par

v(a1,æ2) : f,t^'.?+ r7).

v est une fonction définie, positive et propre. La dérivee de v le long des trajectoirs

du système bouclé ; - P(x) * u(c)Bc est

v (*) 
: T :i:;itsî ï{;oi.; :,i;:.::Ï jj J;î 

.,'.lr"i' 
.,r,

l 6 - v l r \ / r & 1  
r " - -  ' ' J ' '

I lestc la i rquel ,appl icat ion, , -Westhomogènededegrédeux.Cepen-

dant comme la fonction r ,.. l'z(\'zr{i ^:r;;r+ tZ) est définie positive il en résulte que

pour une constante 6 positive sufÊsament grande on a

V(*r , * r )  <  0 V(c1,  ,z)  *  (0 '  0) . r

Dans le cas où T! (B) = 2À : 0 le système (2'1) peut s'écrit

I it = Pr(rt,n2) ! ux2

\  i ,  = P2(a1,æ2)
(2.8)

Dans cette partie on introduit une nouvelle notation. soit

Pr(cr, ,r) = x2P1(a1,rr) * axlk+r et P2(ævxr) = x2r12(æ1'") * bx2,*+r + d'szx?k

où Pr est un polynôme homogène degré 2k ef Fz est un polynôme homogène degré 2k-1

Théorème 15 sr pour tout( € [Ù on a P2((,r) > 0, alors le système (2'8) n'est pas

osymptotiquement contrôIable à l' origine'
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Démons t ra t i onPou r l adémons t ra t i on i l su f f i t de remaxque rques iP , (€ ' 1 )>
0 V( € IR alors la région du plan de type P : {(aunz\ I æu xz2I}, est stable

par le charnp de vecteurs P * uB et par conséquent zéro ne peut être ni accessible ni

asymptotiquement accessible à pa,rtir de n'importe qu'elle point de P. r

Pa,r la suite nous allons supposer qu'il existe c € IR tel que P2(c,I) ( 0. Nous allons

envisager les deux cas suivants :

lèr cas: a: o

Dans un premier temps on exclut le cas évident où ô = 0 (en effet si ô : 0 alors la

droite d'équation i t2 = 0 est une droite des points singulièrs)

Théorème 16 supposons qu'il eaiste c € IR tel que P2(c,I) < 0, alors le système (2.8)

est G.A.S.

Démonstration Soit 62 - -d, - 2cb et 61 une constante qui vérifie

r,3++r.ru<o

et considérons la fonction g(xt,xz) = -br2rk + 6p?k-2c'r+ 6rxlk-tæz- tn|k. Il est à

noter que g est une fonction definie. Soit le feedback

u(a1,x2) : -h@r,,rr) * æ1F2(x1,,æ2) - (b"' *.2c62 - 6r) tT* + $2C - 2c6)alk-t t2

* 6p2 xlk-2 æl - $ ælx'ro-' + 2lxplk-t - brïr

et le système bouclé

I i, = xzh(au*ù * uï2 = X1(xy,æ2)

I *, = ælF2@1,rr) * bx2rx+t * d'azr?k = Xz(q,sz)

le calcul de sa fonction caractéristique

F (xr,, *r) = x2X1(q, *r) - x1X2(q, t2)

donne
f(*r, rr) = (tt - cr2)2 g(q, x2)

il est facile de voir que

((Xr(" ,  L) ,X2(c, t ) ) t  l ( " ,  t ) t )  :  P2(c, l ) (1  + c2)  < 0

Les hypothèses du theorème-7 sont vérifiees et le système (2.8) est G.A.S. I
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2ème cas:  a+o

Dans ces conditions le système (2.8) peut s'écrit sous la forme

(2.e)

On a deux cas à etudier
c b lÙ

si on considère une nouvelle paramétrisation dans I'espace des contrôles définie par

u - -h+i 
Qr?r + x2i'2)* u et aprés un changement de base de matrice de passage

r -- ( \ 
-:lb 

) lu ,yrtè*e devient' - \0  
|  )

[  ù r=u ' ,

I *, - Pz(q * iæ2,æ2)

et le problème se ramène ainsi au cas précédent (a=0)
r  ô :0

en utilisant le fait que la droite d'équation rz = 0 est stable par le champ P(r)+uBx on
peut déduire que si o 2 0 alors le système (2.9) n'est pas asymptotiquement contrôlable
à I'origine.

théorèmel7 supposons que a 10 et qu'il eaiste c € IR tel que P2(c,L) <0 alors Ie
système (2.9) est G.A.S.

Démonstration considérons le feedback définie par

u(rt,rr) = -h(*r,rr) * qF2(xy*r) * c(d - o)*?r * (a - d,)r1xlk-r * c(d - o)*3r

et le système bouclé (2.9)

I  i t ,  :  axlk+r + qh( 'btr)  *  u(a1,c2)a2: xt(xvsz)

I ô, - dx2alk + xzrPz(ar,*r) : X2(a1,x2)

des calculs locales montrent que

f(q,x2) : a2X1(av'ar) - rrXr(ær,t2)
= (a- d)r2(æt - csr)(r?r + *?r)

I ir: axlk+r + î2h(q,æ2) ! ua2

t t, = bæzrn+r + xz (axlk + a2F2@1,x))

et
( (Xt(1,  0) ,X2(1,0))11(1,0))  = c (  0,
(Xt(" ,  l ' ) ,X2(c,1)) t l ( " ,1))  :  P2(c,1) < 0

I



2.3. Classifrcation et stabilisation

2.3.3 Cas où B n'a pas de Yaleur propre réelle

Nous nous plaçons dans la base de Jordan de B. Dans cette base la matrice B

s'écrit

B  
(  o  d \=\-p 

")

Théorème 1E sf B n',a pas ile aaleur propre réelle et si Tt (B) + 0 alors pour 6

sufftsarnent granil le feed,back

u(ær,rr): -a6(fi+'r)k

renil le système (2.1) G.A.S.

Démonstration Pour la démonstration il suffit de remarquer que pour 6 positif

suffisament grand I'application. V(ay,*r) : à@?+ a2r) esf une fonction de Lyapunov

stricte pour le système bouclé (2'1)

f  *r :  Pr(*r , ,*r)  *  u(aq + Pt2)

I ;, : Pz(ær,rr) t u(-/q * asz)

En efiet la dérivée de v le long des trajectoires du champ de vecteurs P(c) * u(r)Br

V(*r , r r )  =srPr(or, t r )  *  x2P2(q,rr)  -  6a2(xl+ ' | )u*t

T

Supposons maintenant que Tr B :0, sous ces hypothèses nous pouvons écrire le

système (2.1) sous la forme

I  t r :  Pr(rr,a2) l  uBæ2 (2.10)
I t, - Pz(xr,æ2) - uPnl

Soit F la fonction définie Par

F(tr, ,r) = x1P1(*1rrt) * x2P2(q,x2\

Nous avons le résultat suivant :

Théorèm e 19 le système (2.10) est stabilisable par feedback homogène d'e degré 2k si

et seulernent si la cond,ition suivonte est réalisée

il esiste (c,i|) eÉ tel que F(cd) < 0 (o)
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((Xr(", d),,X2(c,d))t l(", il)'l : F(c, d) < 0

et pa,r suite le système (2.10) est G'A'S'

Démonstration
Supposonsquelacondition(o)n'estpasréaliséec'estàdireV((t,(r) € IR2 on u F({t,€') 2

0
et considérons la fonction définie par

V(*r , r r ) :  @1+ 
")12'

v est définie, positive et propre. Le calcul de la dérivée de Lie de v P* rapport au

champ de vecteur P(c) + uBr donne

ù1'1t ;1 -F(c(t))>o

il est alors évident que le système (2.10) n'est pas stabilisable même en boucle ouverte'

Reciproquement supposons qu'il existe (c,d,) € R'tel que F(c,d).< 0 et soit I le

polynôme homogène d" à"gré 2k+2 définie pat g(æY,,r) : æ2P1(æ1,*r) - æ1P2(æ1'a2)'

et si on considère la divisùn Euclidienn" d",nr ni[(tr,o2)] de ç yy-"?!'Z' Alors il

existe deux coostantes a, b el un polynôme I homogène de degré 2k tels que

9(rr,*r) = Q(rr,*r) (*'r+ l,7) + o*Zk+' + bxuSk+r

aê - 2bcd' - a& , b"' t 2acil - bû ^,
Soi t  11 :  

f f i ,  
lz  = 

f f i  
e t  6  une constante suf f isament

grande telle quà vi"r, tr) - 6(x21+ ,3)r + t*zrk 1 .I-?*:*\r-t soit définie, Pgur montrer

que la condition ti.fôl ;l *à;te lour la stabilité des systèmes de la forme (2'10)

oo propot" de prouver que le feedback suivant

1 l
u(x\ =; (-A(t) + 6(aær - ur)' ('i + 'tr)r- + tz&xptrÈ-' + (tfiz - 2tzd'c)alk)

stabilise le système (2.10). En effet soit le système bouclé

( ù,  = Pr(rr ,*r)  *  u(cr ,  az)gsz = Xr(q,az)

t  t ,  = Pz(ær. , r r )  -  u(x1, , r2)B^= Xz(q,æz)

et soit f la fonction définie par f(c1, *z) = n2X1(q,rr) - x1X2(x1,r2) on trouve

f(rr, rr) : (,1, - æ2)2'{t (q,c2)

Il est facile de vérifier que

T



2.4. Stabilisation Locale des Systèmes non Linéaites

2.4 stabilisation Locale des systèmes non Linéaires

On considère 1e système non linéaire défini dans un voisinage de I'origine dans IR''

t : f@)*us(n)  (2 '11)

où / et g sont deux fonctions telles que f(0) - 9(0) : 0

Definition
une fonction p est d.ite positivement homogène de degré m z 0, si et seulement si

quelque soit c un élement de IR" et pour tout réel positif À on a :

P(Às) : \*P(")

Onsuppose que,  Dfo= 0  e t  D i lo :6  V i  e  {1 , " ' , zk l }  a lo rs ,  comme/ (0) :0  e t

g(0) : 0, on Peut alors écrire

f @) = Pzr+r fsx2À+1 + ft(')

et
g(a) :  Dgo'  + gr(æ)

avec

ll/'(')ll < Mrllrll"r*' et llg'(')ll S Mzll"ll Yæ eu' cu

On considère le sYstème suivant :

s = P(x) * uBæ (2.I2)

où P et B sont définie Par

p _ pzr+t.fo et B __ Dgo

Par la suite on montre le thôrème suivant

Théorèm e 2o Si Ie système (g.lg) est stabilisable par un feeilback positiuement ho-

mogène d,e ilegré Pk, olors le système (2.11) est localletnent asyrnptotiquetnent stable.

Démonstrat ionSoitu=u(o) lefeedbackposi t ivementhomogènededegré2kqui
stabilise le sysrème (Z.tZ), et soii ç@) = P(c) + u(æ)Ba et f(c) = ft(r) * u(c)91(æ).

comme par ailleurg u est de classe c1 sur u'\{0}, on peut voir que I et { sont

localements lipschitiziènnes. D'autre part, on a

lu(s)l S Mollrll,r

4L



42 2. Stabilisation des Systèmes Polynomiaux Homogènes

On obtient ainsi g est positivement homogène de degré 2k+1 et { satisfait

lld(')ll < (M, + MoMz)ll'll'**' ,, Yæ e (Jt

l ld(r)l l  < Mll*l l 'o*', Ya € U'
avec M - Mt + MoM2. En vertu du théorème de Massera [34], la solution o = 0 du
système t = ç@) + ô@) est asymptotiquement stable. Ainsi le système (2.11) est
locallement asymptotiquement stable. I



3

Observateur et Stabilisation Des
Systèmes Bilinéaires

3.1 Introduction

Etant donné un svstème de la forme

t ù- f(æ,,u) (r)
\  v=à(c)

Un problème important de I'automatique est celui de la stabilisation par retour
d'état du système ù : f (*,"). Plusieurs auteurs ont abordé ce sujet en cherchant un
feedback x -> u(a) suffisament régulier pour que le système bouclé ù = T(x,u(c)) soit
globalement a^symptotiquement stable.

Cependant le feedback u(c) ne permet pas de stabiliser le système lorsqu'on ne
connait pas l'état c(t). On est donc amené à construire un observateur (f), c'est à dire
un système dynamique qui produit une estimation de l'état basée sur des observations
passtées à tout instant.

Dans le cas où le système n'est pas observable pour toute entrée, il existe des entrées
qui n'arrivent pas à distinguer deux états distincts. Pour de telles entrées I'observateur
(I) ne converge pas. Ces mauvaises entrées constituent la singularité du Problème. Il
faut donc que le feedback u(x) soit nrelativement séparé" de ces mauvaises entrées.

On considère le système bilinéaire plan non observable pour toute entrée

i :As*uBæ
U=Cc
c € R2, u € IR, g € R, C :  (q,c2) et  A,B e Mr(R)

43
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44 3. Observateur et stabilisation Des systèmes Bilinéaires

Dans cette pa,rtie nous montrons que si le système bilinéaire plan (E) est globalement

asymptotiquement stabilisable (sauf dans un cas dégénéré) alors, il existe un feedback

homogène u(o) tel que le sYstème

(t ,  o)

( la matrice s(t) est la solution de l'équation sr - -0sr- 7l+"8)Sr- St(A*uB)*
'CC 

uuu" ^90 est définie positive) soit globalement a^symptotiquement stable.

En d,autres termes nous exarninons la stabilisabilité du système (E) par une com-

mande fonction de l'état estimé par I'observateur de Kalman (t,o).

3.2 Résultat PrinciPal

Dans le cas où le système (E) n'est pas observable pour toute entrée, en général

il existe une seule entrée constante u5 eui ne permet pas de distinguer deux états

distincts. cette mauvaise entrée vérifie l'équation linéaire

d" t ( ,  
c  - . \ :o  ( I I )

\ C(A + ubB)

En effet, soit u6(t) une entrée admissible qui ne distingue pas deux états distincts,

alors il existe deux états ts et ls tels que as t' ys et

CiD"u(t)rs = CO"o(t)Yo Vt Z 0 (4)

où O,o(t) désigne Ia matrice fondamentale de l'équation ù : (A+ ub(t)B)r, définie par

ry: (A+u6(t)B)o"o(t)  avec o"o(0) -  /d

Il découle de (a) que Vt 2 0 on a O"o(t)(co - yo) e Ker(C). De plus, en dérivant (4)

par apport au temPs, on trouve

C(A+ u6(t)B)O",( t ) to :  C(A+ uu(t)B)Ouo(t)ao, V'  > 0

et par suite O,,r(tX"o - yo) € Ker(C(A+ uu(r)B). Ainsi, en posant

MQ)=( c
\ c(a + uu(t\4 )

on a O,,o(tXro-yo) € Ker(M(t)), Vt > 0. I l s'ensuit alors que detM(t) :0 d'où

uô(t) - ænstante: uo telle que

a"t( - . \=o- - - \  C(A+uoB)  ) - "

(  à :@+u( i )B)â-S,- 'TC"
{u-@+u(â)B-s,- 'Tc1"
[ "(t) 

: ô(t) - o(t)



3.2. Résultat Principal

Définition 17
On ilit que le feed.back u(x) est "relatiuement séparé" d.e la mauaaise entrée u6 s'il
e c i s t eune )0 te l que

u(x) / lu6 - €,trb * e[vc e IR2

théorème 2L Supposons qu'il euiste un feed,back u(x) qui stabilise le système (E) et
qui aérifie les propriétés suiaantes

(i) z(CI) est homogène d,e ilegré zéro (i.e uQ,æ) - u(æ) V) e .R.).

(ii) u(c) est bomé et ile classe Cl szr IRi \ {0}.

(iii) u(c) est "relatiuement séparé" ile la rnauuaise entrée ub.

Alors la command,e u fonction d,e l'état estimé par (ErO) stabilise le systèmt (E).

Démonstration Etant donné un feedback u(c1, c2) qui vérifie les deux propriétés (i)

et (ii), alors il existe 6 > 0 tel que

-6<  u (x1 ,x2 ) ( -ua -e  V (o1 ,c2 )  6 lR2  ou  b ien  uu*e1u(q ,æ2)  (ô  V ( r1 ,cz )  e  IR2 .

Supposons que uà * e < u(æ1ra2) 16, V(rt, æz) e Æ2 (même démonstration dans le
second cas). Le changement de contrôle û, : u - 6 transforme le système (E) en

rrt {i 
= Âæ + it"Bn avec Â - A+ 68\ " t  l y  :  Ca

Soit û6 la seule mauvaise entrée de (É) et û,(q,c2) Ie feedback qui stabilise le système
(f) alors,

tra = uu - 6 et û,(x1,,r2) = u(ru*ù - 6.

Il s'ensuit en particulier que tt(q,c2) est homogène de degré zéro tel que

l i t ( r t , t r ) l  < luul  -  e < lûol .

Compte tenu des propriètès de I'Observateur de Kalman (voir $ 1.4.1), on a

l l"(t)l l . +exp(-or) (4)
"l P,n

où É* désignele minimumsur lecompact Ko = {u € 2fr,"11 l"(t)l 1uu- e} de la
fonction 0 , LÊ.4 + fr. qui a toute entrée admissible u € LÊ,ol associe la plus petite
valeur propre de la matrice

lo" 
'rrl,r(, - ry bco"[1(t - r) itr.
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46 3. Observateur et Stabilisation Des Systèmes Bilinéaires

Montrons gue É,,o est strictement positif. Comme l"(t)l < ub - e V, € lR, on peut
a,ffirmer que

à " t (  n ,  .  - .  )  * o
\  - iA +us( t )B\  )  

' "

et par suite on a

si xs t' q alors 3t e [0, o[ tel que CO,,o(ù æo # CQ4ç1 x1

Il est alors immédiat de vérifier que la matrice

Io" 
'r,;r,r(t - ,) 'ccofipl(t - r) d,r

est définie positive, ce qui montre que B* > 0.
Par ailleurs comme le système bouclé i = Aæ * û,(a)Ba est défini pax un champ de
vecteurs continu et homogène de degré un, on déduit à pa"rtir du théorème-2 qu'il existe
une fonction de Lyapunov stricte V homogène telle que

1)v (0 ) :0  V( " )>0  Vr l l e tV(c )  +  46s  l l ' l l  - ' + *

2) (Âæ*û(a)BxlV(t)) (0, V* # 0 et les dérivés partielles 
ff 

rott ulrr. i

homogène de degré inférieur au degré de V.

Il s'ensuit qu'il existe a ) 0 tel que

l3l =a(1 * v(*))
lâ"' l

La démonstration du théorème s'achève alors à I'aide des mêmes techniques utilisées
pa,r Chabour-Hammouri dans [8]. I

Exemple I On consiilère le système suiaant :

I i=As*uBs  _  t_  _ \_
lY -- Cæ 

r : (xt' 'oz) € IR2'

aaec
.  (- t  6\ (o r \A=f z ;) , t  ={,o o)s1ç-(r,3)

Il est à noter que ce système n'est pas stabilisable par un feed,back continu en zéro.
cornrne(ArC) n'est pas obseraable, il s'ensuit queub = 0 est la seule ntauaaise entrée.
On montrera plus loin que le feed,back

u(î 1, î2) - 
-3 (!+i? +-10âtô'z !-?97 â'3)

2û?-2î$z+t5â:3

Stobili^se le système (E), où(îr.âtr) designe ane estimation ile l'état ilonnée parl'obseraateur
de Kalman.
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3.3 Etude de la stabilité du système (E) à travers

un Observateur

Dans tout ce qui suit nous nous plaçons dans la base de Jordan de B -

Remarque On s'interesse au cas où (X) n'est pas stabilisable pa"r feedback constant.

En effet si le système est stabilisable paf, feedback constant alors il existe tout un

intervale J tel que Vus € J les deux valeurs Propres de A * zsB sont à parties réelle

strictement négatives, et les conditions d'application du théorème-2l sont réunies'

3.3.1 Cas otr B est à valeur Propres réelles sans être diago-

nalisable

Dans une base de Jordan de B on a

.e, : ("  1)  i  
/  s 1\

\ c  a /  
B= ( .ô  ; ) e t c : ( " ' ' ' " ' )

Tenant compte de ce qui précède et de la classification algébrique des systèmes bilinéaires

plan donnée dans [9], les deux cas critiques possibles sont :

i-Tr (A) ) 0, t (B) = 0 et Tr (AB) + 0'
ii-Tr (A) : Tr (B) : 0 et Tr (AB) : c * 0'

Théorèm e 22 Si l'une iles d,euc conditions (i) ou (ii) est réalisée, alors Ie système

(E) est stabilisable pa,r une comrnande foncti,on de l'état estirné por (E' O)'

Preuve Dans un premier temps on supPose gue la condition (i) est réalisée' On

considère les deux fonctions suivantes

P(a) -- 26c2 æl* (88ac * 140cd)c1 ., * (ry& + 70ead' + )"') "'r,
8(r) : ("*, - (d, + 2a)a2)' + l@ + o)2r?,

la fonction définie positive donnée par

v(,) : (a.r,-rytrnz- (+" *To"+nÔû,)'z
tàs (û - a2 \ '

+î 
lT.Z*c(d+a)x. ' . lz)

ainsi que le feedback homogène de degré zéro défini par
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(" - d)'

On vérifie aisément que V est définie positive et propre. Sa dérivee le long des trajec-
toires du système bouclé (E) est donnée par

vçr1:W
avec

I  d -a  \ '  19 .
R( t ) -  (c r r+ ï . r )  +  r (a*d , )zx l

et

D(*) : (o,l - kd * rac)x1x2- (T", *T"o * læ) ,Z)'

+n (Urz, + "(a+ o)", 'r)2
\z/

Par ailleurs comme la seule mauvaise entrée (quand elle existe) vérifie l'équation (II),
il s'ensuit alors que
1) Si c1 : 0, alors le système (E) est observable pour toute entrée.

2) Si c1 f 0, alors ub: -b-ry. 
"( i ,*fu *o)) .

D'un autre côté, il est facile de vérifier que

p(*)- e@) -zs("*,*ry*,)' *I#," * d)2xl
est définie positive, et par conséquent

P(c\
q6l' 7' vx t' o'

Ainsi, si Tr(AB): c ) 0, alors 
" 

(" '* ( '= ')) '  
t O

\ " t  2c )

et en utilisant le fait que pour tout û + 0." . 
;E 

) 1 on obtient

,  ( d *o ) '  ,  ( o -d , ) '
\  -  

4 "  
- u -  

4a

et par conséquent

u(s)<-ry-b-ry1ut.
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Les mêmes arguments permettent d'établir que si Tr(AB) : c 10, alors

,  \  G+:),  _b_W, uuu ( t )> - -4 "  -  
4c

Supposons maintenant que fr(A) : Tr(B): 0 et fr@B) - c 10, dans ces condi-
tions on a

e - ( "  
ô  

) .  B : /  
n  r  \

\c  -aJ '  ( . ;  ôJ"c=(q 'c2)avecc+o

Le changement de contrôle

û(æ):u(c)+ ry
transforme le système (X) en

{ r -@+ar), uu". Â: ( " 
-+ 

)
l y :Cæ \c  -o ,  )

Le polynôme ca,ractéristique de â est égal à X2 +1, et par conséquent la forme quadra-
tique définie positive

1
V (*t, *r) :  

r(" '  
*? - 2acæ1x2 t (o' + t)æ'zr)

est une intégrale première pour le champ Â. O"plus le rang de la famille {B a , ad,A. B x ,, ad2 A. B r
est égale à deux en tout point de IR2 \ {0}. Il est alors facile de vérifier que pour une
constante positive 6 le feedback :

./ ,  \  LsV(a) -c2x1a2 * acal
u\ t ) :_@: 

w@r, rù

stabilise le système (E).
Comme précédemment on a
1) Si c1 : 0, alors le système (X) est observable pour toute entrée.

2) Si c1 f 0, alors i.ru = c((i - 
Ï)' 

*rl*) l0 etpour une constante positive 6

suffisament grande on a 
t. I

la( ' ) l  . î  < lûol  YxeR2.

Les conditions d'application du theorème-2l sont donc réunies et le système (I,O) est
globalement asymptotiquement stable.
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3.3.2 Cas où B n'a pas de valeur propre réelle

Nous nous plaçons dans la base de Jordan de B. Dans cette ba.se les deux matrices
A et B s'écrivent

e-(" q) B:(À t).
\ c  d )  \ _p  ^ ) '

Afin d'aboutir à une écriture plus simple du systèm" (X), on utilise le changement de
coordonnées dont la matrice de passage est

(b + c)z * (a - d)2 et ez - b * c

Dans la nouvelle base la matrice B reste inchangée et A devient

,  (  a  (ô-4 l2 \  6 : (ae!* (c*b)e1e2+de 'zr ) l@'zr+ .7)A: 
f  @-b)lz 

'  
d" )  

avec â,: i""1- i"+b)",r"r+a"i l1i" i+"7i

L'unique situation critique est alors ca,ractérisée par
(i) Tr (A) >_ 0 Tr (B) :0 et -d,d: (ô + c)2 - 4ad > 0

Théorème 23 Sous l'hypothèse (i), les feed,backs suiuants

/  \  t r x l * (â -a )apz* t zu7  .  c -b  .  ^  r  !  ^  - ,  t  l -u(x1' , '2)  
@+l 

auec t1)0 t2)0 et  ' r l i+â>0

stabilisent le système (E).

Démonstration On considère le système bouclé

( ;; ) : (i,l:::..:\) : (*?+ *z)l^(::) * '1',, .ù'(;; )] (b)
Y est un champ de vecteurs homogène de degré trois. Comme la fonction (æl + æl)
est définie positive, alors il est immédiat de vérifier qu'il y a une équivalence entre la
stabilité du système (E) et celle de l'équation (5).
Soit .F la fonction définie par

F (n) - x1Y2(q, *r) - x2Y1(q, x2).

, : ( : : "  Z : )  âv€c €1 : (a-d) -

Un calcul direct donne

F (*r, rr\ : -(trr? + t2xl)(xl + rZ).
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Il est trivial que la fonction ,F est définie négative. On peut alors invoquer le théorème
de Cemma et Llibre [7] pour déduire que le système (5) est globalement asymptotique-
ment stable si et seulement si I'integrale

J  -  l + *  Y r ( I ,æ\  ,
J-*ffi"*

est strictement négative. Un simple calcul donne
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-  j ta t+a lhJ : -1rg*guut "  t :1 ,

et conduit au résultat.

Théorème 24 Si la condition (i) est réalisée, alors le systèrne (X) est stabilisable par
une conlrnand,e fonction ile l'état estimé par (ErO).

Démonstration Compte tenu de ce qui précède, il existe une seule mauvaise entrée
ub constante qui ne distingue pa,s deux point distincts. Cependant, pour deux con-

stantes positives fi et t2 suffisament grandes telles q". d^l| + A > 0, on a
l / t z

lu(*r ,* r ) l> lu6l  + 1.

Les conditions d'application du théorème-2l sont donc réunies et le système (E, O) est
globalement asymptotiquement stable.
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3.3.3 Cas où B est diagonalisable

Dans la base propre de B, on a

q-(" q) B l^ '  o\
\ c  a /  

: l ' o  
; " ) e t  

Q - ( c1 ' c2 ) '

Distinguons le cas où det B égal à zéro de celui où il est différent de zéro. Dans le
secoad cas la seule situa,tion critique est :
i) det(^B) ( 0 et bc < 0
Si on considère le changement de base dont la matrice de passage est

P=(q 0\
\  o cJ

et si on considère une nouvelle paramétrisation dans I'espace de contrôle définie par
a -d

u ,+ 
1;;1; 

f u, le sYstème (X) devient

ù :  d r t+ôæz+uÀ1a1
i2  =  -h r *dnz*uÀzz2
y : QÎ.1+| c2fi2

avec é,- 1$çeI â,:ffi > O.

Théorème25 Soi t t : {7?
Supposons que la cond,ition (i) est réalisée, alors les feedbacles suiaants

a) u1(x1,rr) : 
#ffi aaec r, W

b)u2(x1, , r r )=- , ,  
*  

r  rJ- -  aoecr> 
(ô+a)1(11 -À '?) '? .

( ) '  -  ^ r ) ( r?*r r | )  ë2^?

stabilisent le systèrne (E).

Démonstration On considère le champ de vecteurs homogène de degré trois

r r -  /  Y ' \' : \ i  
)  

avec

lt Ir foo.tion définie pa^r

F(ayæ2)  
:

Y1 - (al + ra!) (âr, + ëcz * ur(auc2)À1æ1)
Y2 = (af + rx!) (-ér, * â,x2 * ut(q,n2)),2x2)

a 1Y2(a l r r r) - a 2Y1(a 1, a 2)
-é,(ral * (r * I)xlxl! trlxl + *â) .
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F(rr, c2) est une fonction homogène de degré quatre. En vue d'étudier .F on commence
par rappeler le résultat suivant sur les fonctions homogènes de degré quatre (voir [7]).
Soit ri' la fonction définie par

,b(rr,, rr) : aox! + 4a1nlr2 * 6a2xlxl * 4asrgl * aqxt

on pose
i ,b=aoaa-4a1as+ ïa l
j.t, : aoazaa ! 2a1a2as - a?aq - asa2s - al

Dt, : i I -27jT

Hç-f i2 thr, 'hru
,h,u ûyn

aù thrr,û"s et ry'r, désignent les dérivées partielles de second ordre de la fonction /.

On peut alors énoncer le théorème suivant

Théorème 2G (Cima et Llibre) Fl Pour une fonction rl; polynomiale et homogène

d,e ilegré quatre iI existe une translormation o € GL(2,,IR) quf transforme tfs en I'une

des dis formes canoniques suiaantes :

Lrh( r r , r r ) :  u !+6pr2r "?+*1,  P <  - *  aaec DE)0,H4,  <0,L2H1- i+ 'h '>0 '

I I . l : ( r1 , r r ) :  a(æ!*6p,u l f i * r t ) ,  lo l  =  1 ,  p> - t r ,  p+ i  aaec D,1,> O,at l t  >  0
et 

H,1, > o et l2Tl - i+,h' < o

II I .$(x1,*r) = r!+6p'a2ræ'r- *1, auec D,1, <-0.

IV.{(xyrr) = ax?,$æl* rZ),, lol - t aaec D,1,=O,aj,t, <0,,2içHç -JiUh > 0.

V.rh@r,*r):  ar l(Oxl- *tr) ,  lal  = t  auec DE=0,aj,h 10,2i4'H,p -3i+rh <0.

VI.$(x1,*r) = e(r l+x2r)2, lc l  -  t  auec D,1, =O,,ai, t ,)0,2i,1,H,1,-\ i+tb =0,

H,r > o.

VII.$(æ1r*r):6aæ!æ1,, lol  -  t  aaec D,1,=O,aj, t ,  10,2içH,1,-\ j+'b:0,Ht '  (-0'

VII I .rh(xr, ,*r)  = 4xlx2, auec Dç = 0,, i t ,  =}r i , t , :0,H* * 0'

IX.$(ayxz)  = as l , ,  lo l  -  t  aaec DE:0, , i t ,=Ùr i , t ,=0,H* = 0,ory '  >  0 '

X. rb(* t ,cz)  :0 .

Appliquons le théorème-26 à la fonction F, on a

(1+t+r+r2)g
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2t6
2ipHr -SjrF > 0

et pa^r suite, il existe une transformation o e GL(2rlR) tel que

F(rr,rr) = -tz\$z? + ,3\ avec (z1, rr\ : o(x1,,n2\.

Il est immédiat de vérifier que les orbites du champ de vecteurs Y sont de la forme

Dr = o ir = ô2(," * t (+)') ir -- és
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la droite dtéquation zz:0 est inva,riante par le champ y : (Y,%), soit

(L , rD :  o - r (2 r ,0 ) .

quedestunerac inedoub ledeF(1 , ' r ) :0a ins iqu 'unerac ines imp leIl est évident
de l'équation

#rr,*r) 
= -u2 (+xl * 3tæ2 * 2(r + 1)) - s. (6)

Soit r/r et thz les deux solutions non nulles de l'équation (6), on obtient ainsi

Il est clair que, F(l, c2) est croissa,nte sur ] - oo, ty'r] U!rhr,0], décroissante sur lrht,,,hr]J

[0, +æ] et que F(1,æ2) < 0. il en resulte que

-3t -  t ls t ' -32(1 +r)
I,tt = Vt

Soit N: (1,,r) 
"t 

T = (T,,Tu) = I/(N). On peu vérifier que

lr.:(a+^t.#) (,h,+,1

f r:(-u*a++ffit) (,b'+,1
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pour montrer que zéro est un point d'équilibre stable pour le champ Y, il suffit de

montrer que ?s > 0. On a dtune Part

(r2 a:4r+ r)t > (ztrt + 1 + ," +2tr)'

dtoù c

, '  :  h( t t '  
-  1 *  3312 -  

"+ 
( t  + t+ '  +")" ' ' )> a(r*  1)

et puisque , > (ë+ A)2()1 - )r)') lG'^?), il s'ensuit que

,,,W.

çz - (tat- 32(r + r) + a{ffi2ç +,\ 1a+
gt2 - dzlt + r) > 4r et 6r > I2\ft

ôc

(7)

Dtautre part on a

et donc

Il vient alors que

atyfsiz-s2(1 +r) > Lz\fr(z\fr)=24r.

et

, trr:  (rar2-tzçt+r)+6rv/@t) 164>, " '  #>rl2

et d'aprés I'inégalité (7), on a

trh' - (ô + a)(^, - Àr )
æ'T

II s'ensuit que

ce qui permet d'a,ffirmer que
T r )0 .

Nous allons maintena,nt examiner la stabilité du système (E) pa,r le feedback zz' Soit

le charnp de vecteur défini Par

" = (il ) avec r,=::;ir;,-,ï\:i;:l);T:,,
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P=(tr:)

Le changement de base dont la matrice de passage est

P=( 1)- \ -1  
0 )

transforme le sYstème ô = X(c) en

r*):(( u"l)*-r iz (s' 0
\xz /: \\-u a )- ff i f f i \  o ' \r

et la démonstration découle de la stabilité du système s : Y(a). t

Théorèm e 27 Si la conilition (i) est réalisée alors le système (E) est stabili'sable par

une cornfnanile fonction ile I'état estimé par le système (E' O).

Démonstration On peut voir aisément que

uafo

D'une part si À1u6 ( 0, on peut déduire que le feedback ur(âr,â2) stabilise le

,yrtu*" (É) ((Ar,A21 aerigne une estimation de l'état donné par (l,O)).E" effet le

feedback u1 est homogène de degré zéto el il vérifie

)1u1 (c1 ,  * r )>  0  >  À1u6 .

Les conditions du thôrème-2l sont donc réunies'

D,autre part si )1u5 ) 0, alors Ie feedback uz(âr,â2) stabilise le système (E)' I

Dans le cas où det B = 0, nous allons procéder de la même façon que dans les cas

préédents. Cependant, le problème et beaucoup plus compliqué' En particulier' il

existe des classes de systèmes où il est impossible de construire des feedbacks qui sont

'relativements séparér" d" la mauvaise entrée (voir exemple 2)'

Dans une base aPProPriee de lR2, on a

|  -  Â \  |  \ ,  0 \
A:l o ' ,  l  " t  n=l i' ^ - \cu l  

\ 'o )

Si on considère le ciangement de base dont la matrice de passage est

) )  
( * )
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et si on considère un changement de contrôle du type 
"'- + 

* u, le système (E)

D I

devient

avec é = !$s) 0. Dans ces conditions le seul cas critique est 0 ( ë < d'

Nous nous restreindrons ici au côs 
' cr ' ' d ô'lou 

; v t-a,-et.

Théorème2}  Dans le  cas  oùde t  B :0  e t01é ,<d  e tpour  e  €  IR* ,  i I  ex is te  un

feedback u qui stabilise le systèrne (E) 
"t 

qui aérifi,e la propriété suiaante

u  û+ô2+e2_ \
^r'-T'

( itt -- drt + ész + uÀrcr

i *, = -ëq*dæz

t  y :  c1r1!c2!D2

Démonstrat-ion ̂
:  . :  

- - -  
62 1ëz * ez

ùorr rn = -#, q - \f ((ë - d), + ez) ((ë + d,\2 * e2) er e1 :

On considère les dèux matrices

(r)

é2+&+e2-q

On considère

(8)

(e)

/  t  ; \

Â: l  : le t  B-Â*rnB
\ - c  d ' l

Il est clair que det É = -r'( 0 et par suite.É est diagonalisable dans IR'

le système décrit pa,r l'équation différentielle suivante

f  t :  Â+ "Eæ
I u€R

le changement de base dont la matrice de passage est

r=&( _:, î')
transforme le système (8) en

i : (A t *uBr )z

o, :(ry oo!'ruot)er r, = ('d
\-QT)

t)
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ou

on peut alors invoquer le théorème-25 et déduire que le feedback

o(21,22)=ry-&ffi avec "W
Ia  ,  -  d ( -ô4+ i l4+2&e2+e4)

, :  
l#Æ'-ù3812-r3+(1 

*r4r+12\3/2 et  t  = 
-

stabilise ie système (9) et par suite, 6(q,x2) = u(c1 -etrlr-e$]*c:) rend le système

(8) globalement asymptotiquement stable. Comme par ailleurs B = A*mB', il s'ensuit

qo"1" système décrit pa,r l'équation différentielle

â  =  (1  *û (au r ) )Âx lmû(x1 ,x2 )Bæ

est globalement asymptotiquement stable'

On peut remarquer que (ô - d)' + e2 < (ë + d)2 * e2 ', et par suite

(ô4) \  r '  . r l fz+al ' ie  et  s  (  (é+d)2 *e2 et  (é-d)"  + e2 <q

q + ë2 + d,2 + e2 > -2ôd et ô2 * d2 + e2 - q < 2ôd,

ê1 -- ë2+û+e2 _ n ë2+û+e2-q <1

d'où

ce qui donne

et vérifie

e tdonc  
- r<e1  ( l  e t  ô r )0 .

Il est clair que 1* Û(sr, *r) > 0 V(c1, *r) € lR2 d'où l'équation

ù-Â+*ffi*,
estG.A.S.etparsu i te le feedbacku(x1,a2) :* f f is tab i l ise lesystème(E)

ry)rn=-û+iL+e '
I

Théorème 29 Si B est d,igonalisable ilanslR et det B =0 et si on'!re"l,-9J

alors le système bilinéaire plan est stabilisable par une comnranile lonition ile l'état

estimé par (8, O).
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Démonstration Dans une ba^se appropriee de ]R2 et pax une bonne pa'ramétrisation

dans I'espace de contrôle le système (E) s'écrit

(') t ;= t..ï;l;, avec A=(!u ") ,: (à' S)
o si crcz : 0 alors le système (E) est observable pour toute entrée.

r si crcz f 0 alors il existe une et une seule mauvaise entrée qui n'arrive pas a distinguer

deux états distincts 
é (d+ c?\

, , :11 
\  "rp,  )

à partir de l,étude de la fonction /(4) = 
+,,on 

déduit que pour 
i f nlu, -i, "

Q c 2  1 0  o n  a

i,'-W
Dans ces conditions, le feedback u(r) définie dans le théorème-28 vérifie les hypothèses

du théorème-2l.
u ,h  û+ t  ,  ,

En effet, comme 
i 

a -T et donc pour e assez petit on a

ub  æ+é2+ê2 -u ( r )
Àr<-  d l1 - ' \ '

pour c1c2 ) 0 on u + > 0. On montre alors, comme dans la démonstration du

théorème-25 que t", t"âhUu.t,

é t  x?  G+ù2
u(x1,æ2): - 

xQ6, 
avec * T

stabilisent le système (l), et par conséquent

f 'o ' 'tIî"'.

Les conditions d,application du théorème-2l sont donc réunies et le système (E, O) est

globalement asymplotiquement stable' I

3.3.4 Remarque

Dans le cas où B de laforme t = ( à 3 ), 
Uexiste un certain cas où on ne peut pas

\
trouver des feedbacks qui sont "relaiivemeits sépa^rés" de la mauvaise entrée' En effet,

soit I'exemPle suivant :
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Exemple 2 An consiilère le systèrne suiaant

(ù :Aa*uBa
( l r )  lY :C*

I re ]R2 ,  u€ lR

or " "A : (  
2  1 \ .  B : (  

I  o \  e la=  
\  - r  2  ) '  

-  :  
| .  ô  ô  )  

e t  c  - - (1 ' -1 ) '

Il d,écouleàrfequoï.ton (II) quà l, tyitè*, (11) n'est pas obsentable pourtoute entrée

et que la seule mauaaise entrée u6 est égale à '2'

Dans ces conditions on montre la proposition suivante

Proposition on considère les deux systèmes suivants

( i -- As, I uBæ ro-, I a: A? * uBa
( t r )  t r .n,  ,u)_2 1lz)  { ren, j "S_z

avecA=(-;3) ' '=(3 â) and c-(1 '3) '

Les systèml, (Er) Jt (Er) ne sont p* .ry-ptotiquement contrôlable à I'origine.

Preuve Il est à noter que la region de la forme {(rr,cz) eÉlxz ) cr ) 0} est

invariante par le système (E1), et que la paire (A+2 B, _ B) n'est pas asymptotiquement

contrôlablè à I'origine (pour la démonstration voir [a0]).
La proposition est ainsi démontrée. I
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A Robust Pl-Controller For
Infinite-dimensional SYstems

abstract In this paper, we deal with single-input-single-output systems of the form

i ( t )  -  Ax( t )+bu( t )+w
v(t) - Ca(t)

on a separable Hilbert space I/, where the operator A is the generator of an exponen-

tially siable cq-semigroop oo H, b e H, c is A-admissible linear operator and ur is an

arbitrary constant disturbance vector in I/. We propose a low-gain Pl-cootroller which

stabilizes and regulates the system such that for a given reference constant u,, u(t)

tends to gr, indepànd.ently of ur as t * +oo. Our result generalizes the previous one of

Pohjolainen (rsâz) in that the semigroup is not necessarily holomorphic. A numerical

"*Àpl" 
will be gi.n"o to illustrate the application of the theory.

Keywords : Infinite-dimensional systems, Pl-controller, spectrum' exponential sta-

bility

4.L Introduction

In pohjolainen (1982), the finite-dimensional multivariable regulator design theory

has been i"n"rrlirèd to a class of infinite'dimensional systems where the semigroup

of the opà loop system is an exponentially stable holomorphic semigroup on some

Banach ,pu.". For this class of ,yrt"*r, Pohjolainen has given a necessary and suffi-

cient conàition for the existence of a robust multivariable Pl-controller and proposed a

low-gain Pl-controller. In the same context, Kobayashi has developed a Pl-controller

desifr method using the discretisized model of the system only (Kobayashi 1988)'

Th; have essential; assumed that the system is governed by .o exponentially stable

holomorphic semigràup (or exponentially stabilizable holomorphic semigroup by the

61



proportional part of the Pl-controller). There a,re two reasons for this kind of assump-

iioor. First it is possible to judge the stability of holomorphic semigroup systems on

the basis of the spectrum of generators because an holomorphic semigroup is exPonen-

tially stable if and only if the spectrum of its generator is situated in the open left

half plane (see the thelrem 4.3 of Pazy 1983, p.118). second the smoothing associ-

ated with holomorphic semigroups makes it possible to treat the boundary controls

via bounded conti operatoÀ (see the sxamples in Pohjolainen (1982) and Kobayashi

(1ggg)). However this assumption singles out many_infinite-dimensional practical sys-

i"*, Çhore semigroups are not holomorphic (see Pazy 1983, also Gauthier and Xu

1991, Xu and Gauthier 1991). on the other hand, practically it is not always easy to

verify if a semigroup is holomorphic or not. The objective of our paper is to generalize

the Pl-controller d"rigo theory in Pohjolainen (1982) and Kobayashi (1988) to a larger

class of infinite-dimensional systems-

In this paper, we consider infinite-dimensional linea'r systems of the form

à(r) - Aa\t) + bu(t) + ut (r)
v(t) - Ca(t)

on a separable Hilbert space I/. For the sake of simplicity, the theory will be developed

ooty f* single-input-single-output systems. Straightforward generalization to multi-

inplt-mutti-output case cân be ca.rried out following Pohjolainen (1982)' Here we

assume that the operator A is the generator of an exponentially stable Cs-semigloup

on .É[, b e H, C is a linear A-admissible operator and u is an arbitrary constant

disturbance vector in H. We propose the following Pl-controller for (E) :

62 4. A Robust Pl-Controller For Infinite-dimensional Systems

u(t) : ko@U) - y,) + kilc A-Lbl-rz(t)
t ( t ) :y ( t ) -v , ,

where the gains k, e IR and fri ) 0 a.re small. Under some weak conditions, we will

prove that this low-gain Pl-controller stabilizes and regulates the system so that for

r gi.r"o reference coistant y,, y(t) tends to yr independently of ur as t * +oo' To

illistrate the application of ihe tù*ry, we will deal with a numerical example which is

not under the consideration of the existing theory (Pohjolainen 1985, Logemann and

Owensr 1989).

ln Logmann and owens2 (1989), Logemann and owen have proposed a frequency-

domain alproach to the pl-controller design for a large class of infinite-dimensional ex-

ponentialiy stable systems. The Pl-controller design has been carried out with transfer

functions in order lo guarantee input-output stability. Moreover it has been proved

in Logemann and Owàsr (1g8g) that under some semigroup smoothness assumption,

inpuËoutput stability of tLe Pi-controlled systems implies also internal exponential

(Prc)
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stability. In pohjolainen (1985), the robust Pl-control theory has been investigated for

exponentially stable semigroup systems with bounded.output operators._Our approach

heie is the state space upp-rou,À an compared with that of Logmann and Owens2 (t9AS).

rwe take the state ,pu." àt tn" system I/ to be a Hilbert space. This makes it possible

to judge the stability of semigroups on the basis of the spectrum of generators using

tne reJrtt of Huang (r9ss1. We soppose also that ô € I/ as in Pohjolainen (1982). The

latter a.ssumptioo ir'oro." restrictive for certain applications. To our knowledge, it is

still an open question how to remove this assumption. The important fact to retain

from our p"p"t is that the holomorphy assumption on the semigroups is only technical,

but not fundamental in Pohjolainen (1982). This fact makes it possible^to apply the

frequency-domain Pl-controller design approach of Logmann and owens2 (1989) with

implication of internal stability to a larger class of infinite-dimensional systems.

4.2 Main Result

we consider systems of the form (E) on the sepa,rable Hilbert sPace f/ with inner

product 1 .,. )n. We let a(A) and p(A) denote respectively the spectrum and the

resolvent set of a Cs-semigroup generator â. The order of a Co-semigroup etl is

defined as

cue(A) =

which does exist. We denote the largest real part of the spectrum by os(A) :

,,rp1nr1.l;;À € a(A)). Then we have 6lo(A) s oro(A). The semigroup etâ is called

"*pà"""tiAly 
stable'ii and only if c..'s(A) < 0. In general, 

"o(A) 
( 0 does not imply

that the ,"*igroop is exponentially stable (see the examples in Paay 1983, p'117 and in

Huang 1gg5). we set ̂ R[; A) - (À - A)-t for all À e p(A). The following fundamental

result of Huang (1985) will be used systematically in the PaPer.

Proposition 1 : Let etA be o cs-semigroup on the Hilbert space.

1) Then the oriler of the semigroup e'A is c.ro(A) = inf{o; o > os(A) and

oîÏl>" llÆ(À; A)ll < +oo)'

2) The semigroup is exponentiatlg stabte if and only if oo(A) 10 and, there exists

o € (os(A),0\ such that

sup{l ln(À;A)l l ;ne(À) 2 a} < +oo. (1)

9) Moreo\er os( A) = ro( A) if and only if the conilition (1) is satisfied for each

o > os(A).
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Definit ionl: Al inear ogteratorC zD(C) CH +R is cal lei l  A'adrni,ssi 'ble i ' f  i t is

A-bouniled anil if for sorne ? > 0 anil aII a e D(A) there is a positiae constant K7

such that 
rT ,

lo' 1tu'o*l' o, < Killrlli .

We suppose throughout the paper that the operator A generates ân exponentially

stable Cs-semi$oup on H, b e H, w € f/ and the output operator C is A-admissible.

4.2.L Integral part of the Pl-controller

First we consider only the integral part of the Pl-controller (PIC) with &p = 0. Set

tc1 : k;lC A-tôl-t. Then the closed loop system is written on the Hilbert space I/ x lR

as follows :

where ("(t), z(t)) e I/ x IR.

Lemma I : Let the output operator C be A-admissible. Then the operato, Â =
(  e ,  0  \  ,  1 1  - : - - ^ - - -  - -  r r  - , D  . . . : l L  | L ^

( â i J 
t""u'"tes a Cq-semigroup on H x lR with the spectrum o(À) - o(A)U{0}.

proof  :setAr  =( t  S)  and o,=(L 3)  - isev ident that theoperator

Ar is the generato, àf a Glsemigroup on )I x IR. The operator A1 perturbed by

Az is still ihe generator of a Cs-semigroup if the finite'raak operator A2 satisfies the

sufrcient condition of the theorem 2.1 of. Lasiecka and Triggiani (1985). From the fact

of A-admissibility oI C, the operator CA-t is a continuous linea,r functional on H,

and so there is a unique element é e H such that C A-r =( 'r ô )s .It is convenient to

represent the operat or A2 in the following way. For all / : (lt, Tù e D(Az) c I/ x IR,

A î ( o \  -  cr,(? ) = cA-rArt (,  î  )Azr= 
\cA ) :u t '  \ t /  \ , . /

[;[ii ] = [â l] [:[ii ]. [3 
*ôu] 

[:[i] l. [ zn,l (2)
ve)=l c 't [:[j] ]

-< Arr,u'" ( 1 ) 
=. o,/,( f; )'"'* ( 1 )
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Then the A-admissibility of C implies the sufficient condition of the theorem 2.L of

Lasi,ecka and Triggiani (1985). Indeed,

r r l  . .  - /a \  L
J" lt 

A'"'"'r' .. ; / 
>rxnldt :

1T  - l  rT  1â  ,

to' lc "'o f,ldt s ,Æ 
ll,' It 

rn t'r o,l s 'Æ xr11Â lh' b9 o'

Following the theorem 2.1 of Lasiecka and Triggiani (1985), the operator Â generates

a Cs-semigrouP.

Ir is obvious rhar 
"(Â) 

) a(,a) U{o}.. Noy let À /. o(A)tJ{O}. For every (gt,gr) e

r/ x IR, the resolvent equation (À - Al ( f: 
) : ( 9; 

) n* the unique solution' \ J ,  
I  \gz /

f, - R(\; A)st
1

f" : j{s" + C A-r(-e1 } À^R(Ài A)sL)}'

The application (À - Â;-r is bounded for all \ ( o(A)U{g}. Hence S e pG).Equiva-

lently, 
"1Â1 

-- o(a)!{o}. tr

Remark : If the operator A is the generator of an exponentially stable holomorphic

semigroup, it is sufficient to assume that C is A-bounded for A still to generate an

holoÀo.phic semigroup on I/ x IR (see Pohjolainen 1982). However, it is very reasonable

to assume here the A-admissibility of C in order to take into account the proportional

part of the pl-controller later on (see our Theorem 2 and Lasiecka and Triggiani 1985).

Lemma 2 : Assume that the operator At = U - ( 3 
*ôU 

) 
**rates an expo-

nentially stable Cs-semigpoup on If x IR. Then the closed loop system (2) with the

integralcontroller is exponentially stable and for all (æs' yo) eD(At) *d every con-

stant ut e H,
tY(t) - Y'1 

tS s'

proof : Exponential stability of the closed loop system is evident. Since Ar generates

an exponentially stable Cs-semigroup etA,, the point {0} is in the resolvent set p(41)

and Afl e t(H x R). Write At = As+ A4, where

o"=lt j- ] , A^=13 -;']
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with k > 0. Then [c,o]a;r :1c,0]At14A;r. The operator AsATt being closed and

defined on .É[, Aslit' ,' t(a * inl (p.ioo, Kato 1976). Direct computation proves that

t",Of4t e i,W * n,n j, and so ïhrt th" operator [C,0]411 is bounded. From (2),

we have

v(t)

Taking the limit as t + {oo, we get

r ",. I
,liP- tY(t) - u,l: -lc,ol A7L 

I lr,l- a''

To prove that the right side is zéro, we set

f"'l _A;,1* l.
L"rl 'L-v,J

Then 
n-lrr l  - f  A frrôl [ ' ,  l : [ ,  l .o'1,,1 = 

Lc o I L ", )- L-s" l '
It follows that ccr = -u,.This finishes the proof of Lemma 2. tr

From this lemma, it is clear that one of the essential points in the Pl-controller

design is to achieve exponential stability of the controlled system by properly choosing

the Integral gain. In the following, we suPPose that C A-rb + 0. Then one of our main

results is

Theorem 1 : Assume that @s(A) < -c < 0 and CA-Lï + 0. Then there exists

a positive uumber k* such that the controlled system operator Ar with ,h € (0, fr*)

(ko:0 in (PIC)) generates an exPonentially stable Cs-semi$ouP on I/ x lR.

Proof : From Lemma t, o(Â) = o(A)U {0}. The spectrum a(Â) can be separated

by the vertical line À : -Q, * iw, w € IR in such a way that in the half plane

Ultll à -a, the operato, Â hr" the only simple eigenvalue {0} * spectrum point'

write Ar = Â+ krBwith B = ( I I ) *u fu : tc;(C A-'ô)-'.
\ u  v  /

We claim that when the operator Â perturbed by a bounded operator krB with

sufrciently small lcl, the spectrum o(Aù remains separated by the same vertical line,

= lc,oietArl ; ] 
+ lc,ol fi e(t-ùe' 

| :r,1"

= ll,tlA7'\etA, Ar 
l il ] 

* t", 0lAl l"'o' -tt [ -î" ]
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Figure 4.1. Distribution of the spectrum

and. moreover that the spectrum point situated in the right of the vertical line is a

simple eigenvalue.

Since ro(A) ( -o < 0, it follows from l)-Proposition 1 that

*"(îî9-" llÆ(À; A)llau'a < M < *oo

for some positive number M.

Consider as illustrated in the Fig.l the positively oriented curve f, which consists

of a pa^rt of the verticle line and a part of the circle. This oriented curve f' sepa^rates

the spectrum o(â) into two parts a(A) and {0}. Recall that for all ), / o(A) U {0}'

we have

67

.R(.\,Â) :lro-,",i1),'] \c* i]
lt is easy to see that for all r > 0, on I-

il n(r; Â) ll c1r,ny S ll a(À; A) llqn + ù + ll? A-'ll c@,n; ll,?(À; A) ll qsl

+finca-'11.1",*1 = (t. #) (r + llca-'11"1',*v) '

Radius : r >-ct
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Then there exists a positive number Mo such that for all r ) o,

;gp, lln(\ Â)ll.r"'*r S M'. (3)

Since the perturbation operator ,brB is bounded, there is a Èf ) 0 such that for all

r ) a and all ,bi € (0, fti),

sup l,bllllBlllla(r;â)llc1r,n) s kl(cA-'a)-'lllallu" . t. (4)
)€rf

It follows from the theorem 3.18 of (Kato 1976, p.214) that the spectrum o(Â* klB)

of the perturbed operator is likewise separated by l', and moreover the projector

associated with the spectrum point enclosed by f, is one-dimensional because {0} is

a simple eigenvalue of Â. Since this fact is true independent of r 2 c, \,ve prove the

claim.

Now it is necessary to shift the spectrum point enclosed by f into the left half

plane fte(.\) ( 0. Referring to the proof of the theorem 3.4 of Pohjolainen (1982), one

can show there exists a 0 ( k < ki such that for all h € (0, &"),

""(a*ffi).,
( Recall that as(.) was defined at the beginning of this section.) In order to prove

exponential stability of e'Ar, we will use the sufficiency part of 3)-Proposition 1. For

each o > oo(Aù,, we consider the fixed domain Do,o : {À; fte(À) à o, lÀl < o} which

is a compact. By construction of &*, D..' C p(At), and so

sup llÆ(f;Ar)l lq;1;any ( *oo. (5)
\€.Do,o

However for all ) such that fte(À) ) a and lÀl > o, we have from (3) and (a)

l lÆ(À;Ar)llqn,nr S lln(À;â)llq",.*r ff (r - ffi^t^,Â)) llqn'nr ( *oo.
(6)

Since (b) and (6) are true for each a > oo(At), hence the sufficient condition of 3)-

Proposition 1 is satisfied and the semigroup etA' is exponentially stable with ûrs(41) :

oo(At). From Lemma 2, a good choice of the integral controller is

b .
u(t) = 

ffirfù 
with â(l) : Cx(t) - er and,b; € (0,k*). (IC)

tr

Remark : Referring to Pohjolainen (1982), it is clear that the condition C A-Lb + 0

is also necessaxy for the system to have an integral controller.
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4.2,.2 Proportional part of the Pl-controller

It is more difficult to well choose the proportional gain &o in our case. without

assuming that the operator A is the generator of an exponentially stable holomorphic

semigroup, *" 
"rooàt 

prove the sarne spectrum sepa^ration result as the theorem 3'6

of nJn5otainen (1982) ior the perturbed operator A + kobC - In the--case where the

operu,tà, i, r"gula" spectral and. the operator C satisfies some condition associated

with the spectrum 
"1a; 

1r* Xu and sallet 1992), the theorem 3.6 of Pohjolainen

(1gg2) still give u, gooà 
"hoi"" 

of the proportionat gain. In general we have only the

following result.

Theorem 2 : Assurne that the operator A is the generator of an etponentially stable

semigroup on H anil the operatoi C is A-ailmissible. There erists a nurnber k; > 0

such thai for each k, e l-ki,k|1, the perturbeil operator A + krbC still generates an

eapon enti'ally st able s ernigroup.

proof : From the proof of Lemma 1, it is easy to see that the A-admissibility of the

operator C implies that the operator A + kobC generates a C6-semigroup oD I/' From

2)-Proposition 1, there axe some a ) 0 and some M > 0 such that

*"(îï9-'llfi(À;A)llq"l 
< M' (7)

We claim that there is a ki ) 0 such that for each ko-lJ:ki,.ki], the half plane

{À; ne(À) Z -î} is containéd in the resolvent set p(â * 'toôC) and

sup llB(r; A+ kpb9)llqn < +oo'
ne(.r))-fr

First we prove that for some K > 0 and all c € D(A), the following condition holds,

[** "zlcetAxldt S Kllrlln.
Jo

Using the Cauchy inequality and the fact of A-admissibility of C, we have

Io** ei?+nr\lC 
"@T+r)Ar14,

69

uulce'Aal:iI
z=0

s î. ,[3"*"*Vo'r""'oe^rAxf ar]* = Ë.,8"* "* KTlle^rArlln

- rtKrM"aTl2 ræ
\ - )

\ /a 
^o"-* 

l l t l l":  Kl l t l l" '
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where we have used also the fact that lle"lAll S M"-"to. From the Laplace transform

formula 
cre;A)x: Io** 

,"'oxe-^'dt, x eD(A),

it follows from the above that for all fte(À) >- -i',

lOn(À;A)'l S /(l l ' l ls.

Since the domai n D(A) is dense, we have for all Se(À) > -i,

l lcn(À;A)llqr,nl < K. (8)

Now take fr; . 
[ETk. 

Then it is easy to prove the claim from (7), (8) and the identitv

^R(À; A +.keb7): r?(À;AXl - krbCR(\;A))-t '

From l)-Proposition 1, the operator A * lcobc geterates an erponentially stable semi-

group oo H ih.t"lr", ke e[-k;,k;]. tr

4.2.9 Pl-controller design

First we choose the proportional gain following Theorem 2. Then we can apply the

result of Theorem 1 to cholse the integral gain. Set Ap : A + k?bc . By construction,

A;, e L(H).Note also thar C Alr e L(H). The Pl-controlled svstem is written

[;( ') I : [4, krô I [ '(1) I + [, -kow,f
L;(r)l-Lc olL,(t)) 'L-y, , 

,r,

v4):l c ol["!i] I
r ' ( t ) l '

In the sarne way a{r in the proof of Lemma 1, we can see that in the controlled system

(9), the operator

lArkùf-o f ; l  - [ roal
lë ô l:Ar*<o'' 'LôJt"'"1i" .|

generates a Cs-semigroup on I/ x IR. From Theorem 1, the good choice-of the integral

!u.io i, *, = i;1CAiO *itn sufficiently small ki > 0. If the proportional gain is small,

we have

c A;tb = c A-tb + kp (c A-'u)' 
Ë" lvc e-'t1" .

The dominating term is the term CA'rb. Therefore the controller given in (PIC)

does also work for small proportional gain. The robustness and practical interest of

the Pl-controller is a well-known fact (Èohjolainen 1982, Logemann and owens2 1989,

Logemann and Zwa^rt 1992).
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4.2.4 Application to a heat exchanger process:

we consider the model of a contra,flow heat exchanger Process

ry = _p'rrJ1,,r, - #lr,(,,t) -r2(x,t)l

ry -- &ry + +, pr"rlr, (', t) - r2(c, t)l

with the boundary conditions t Tt(0,t) : T'o, T2(r't) = T?o.and the output

temperature to be regulated I y(t) ='Tz(0,r). h thjs model, we let T1(a,t) andT2(æ,t)

d"oote the temperatires with respect to time t and the spatial variable c. We suPpose

that the temperatures ?ro and ?2;, the flowrate Fz and the physical parameters k,l, c1,

prt srt czt pz arrd 82 â,r€ positive constants. For further details on the heat exchanger

;;;";;r, trh" rurdu, i, referred, to Friedly (1972) and Gauthier and xu (1991)' Here we

choose the flowrat" ;'r(t) as control variable so that the resulted system is bilinear' For

a consta.nt flowrate Ft(t) : F1s, we set

rr.1 = 
#, 

*r : #, 
rrts : 

#,, 
rrtr4 = 

#r, 
or :#, Pt - X'

o" :  
* ,^d  

9r :  * '

Then the equilibrium solution of the system is

Tr(æ) = ;ft,1e@'-"')" 
- r] + 

"ro
Tz(r) = rffi,[e(e'-o')" 

- e@-'ùl * Tzo,

where * = (?ro -Tro) l1+#$-ser-ar11. Note that  the constant cs l0 i f .

To * Tzo. The linearized modËl'oi'the system around the equilibrium solution is

la*r=(c,r) l  _[-*r& 0^ l l . ! t( .x,r) l* l-*" rns l [* ' ! ' ,11 I
l+.| 

=L 0"'*,tJ In,i',,i l"l.^n -*nl[n,{''t)l

+[3'(')]"r'r.[;;t;] ] r'or
with the boundary conditions : R1(0, t) =-R1(L't) = 0 and the output g(t) : 

"'?(-0) 
+

.R2(0,t). In the equation (10), fu(o) - 9t9'el0'-or)'r R;(',t) : T;(''t) - 2;'.(c) for

i = 1,2 and u(t) - Fr(t) - .t'to. In (tti), we have taken into account the exterior

disturba.nce and modelization errors via the terms ,t(r) and ur2(o). The very real

objective is to stabilize and regulate the system such that for a given reference constant

y,l yQ) + y" ân t + too independently of (wr,wz).First we show that the semigroup



of the linerized system is not holomorphic so that it is not under the consideration of

the theory of Pohjolainen (1982) and Logemann a,1d owensl (1989). Let the state space

be the Hilbert space H :'L210,'tlx L2l0,1l with the usual inner product. consider the

operator As and Ao with

au = [ -*:& o, I *o Au--l:" ï I-L  
o  * r tJ  L  t r r4  -mqJ

The operator As with domain D(A5)

D(As) = {f ;  f ,  f '  €f l , / t (0) -  0,. f2(1) = 0}

is dissipative as well as its adjoint A*. Hence it generates a co-semigrop etAu oî f/ (p'15'

eaay 1-SSS). Then under the bounded perturbation, the operator As {.46 $enerates a

Cs-semigroup. The ,"*igrorrp et(As+Aei is holomorphic if and only if etAt is because Ae

is bounded. Direct computations allow to find that

n I r\ | Rto(, - *rt) for r - m$ 201
r r r ( ' " /= t  O forc-mf i10.

D / -  + \  - I  Ro( , *mz t \  fo rc *m2t1 I ,
e 2 \ u r û l - \  

0  f o r c * m 2 t ) L .
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(11)

where 
[ fi;[;;l] ] 

= 1e'l,.Rol(r).Forany Rn+0,etA"Ro= 0fort 2 ma:c{l lm1,tlm2]}'

so the semigroup etl, is not holomorphic. In xu et al. (1993), using Proposition 1, it

has been prlrr"d thut et(As+Aa) is expànentially stable for each set of positive physical

para.-eters. From (11), one can verify that the output operator C : H + IR with
'c 

f =/z(0) is er-ad*irrible. Hence thL operator c is also (45 *,4e)-admissible under

th; bo;ded perturbation. From Xu et ct. (1993), we can find that

c(A*Au)-'tf ]=-ffi.#i
where

h(x) =, 0t - 2ar I s'(lr-",ù l2(a1æ * 1)(o1 - Pr)l I prz2o(qr"r')

g(x) = a1 - B1e'(lr-or) '

By deriving the function â(c), one can easily prove that

c(A*A.)- , [ ] ]* '
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Then the Pl-regulator for the linearized system (10) is

"(t)

2(t) = r?z(0, t) - y,

with &e € IR and ki > 0 being small'

using the finite difierence method and the MATLAB Proglams' we have simulated

the Pl-controlled exchanger system with the numerical values i frÙ1 = t, mz - 1'5,

frts = 2, Tot == g0, Toz : 10, ta1 : 1 and wz = L. By simulation we observe that

i, : o.oz ta E, - -0.02 stabilizes and regulates the linearized system. We have

iro uppli"d the désigned Pl-controller to the bilinear system. Although we are not

able tà prove existence and uniqueness theorem for the Pl-controlled bilinear system,

the numerical result is not signihcantly différent from that of the linearized model as

illustrated in the Fig.2, Fig.3 and Fig.a. In spite of the disturbance u + 0, the output

Br(0, t) is regulated to zéro.

We should note that the results given here are theoretic existence results of PI-

controllers. The basic role of the proportional part of the Pl-controllers is to speed up

the dynamics of the controlled system. However the tuning of the proportional part

of the Pl-controllers, that is, choosing appropriate proportional gains to improve the

stability of the controlled system, is not dealt with here and still remains to be studied.

For example, the gains Ëo = 0.02 and frr = -0.02 might not be the best tuning of the

Pl-controller for the heat exchanger system'

4.3 Conclusions

In this paper, we have proposed a low-gain Pl-controller for linear systems whose

dynamic is governed by an exponentially stable semigroup. This generalizes the PI-

design theoù developeà by Pohjotainen (Pohjolaiaen 1982) in that the semigroup under

consideration is not'necÀarity holomorphic. This generalization could bring the fol-

lowing interests in aPPlications :
t) Ii allow, to p"iorm the Pl-controller design without verifying the holomophy of

semigroups.
Z) Iiallows to apply the Pl-controller designing for a larger class of infinite-dimensional

systems.-For 
instance, the dynamic of heat exchanger systems is gouverned by exponentially

stable semigroups which ire not holomorphic when the diffusion phenomenum is ne-

glected (ro-xo-uJld Gauthier 1991, xu el at. 1993, Gauthier and xu 1991). For the

u(r) : ,tp(,R2(0, t) - v,)+ A (Ctas * âo)-' 
I f ]) 

t
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class of the systems considèred here which a,re not covered in Logemann and owensr

(1ggg) ana plhlolainen (lg8b), it is clear that input-output stability and internal sta-

ùihty'*" equivalent (see Logemann and Owensl 1989)'
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Figure 4.2. PI-Control of The Bilinear System

Figure 4.3. Pl-Control of The Bilinea^r System
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Figure 4.4, Pl-Control of The Bilinear System
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