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0

Introduction

Dans cette thése nous allons examiner quelques problémes sur la stabilisabilité des
systemes non linéaires par retour dynamique de sortie.

Le premier chapitre est consacré 3 des rappels de définition et résultats classiques
concernant la stabilisation, I’observabilité et les observateurs.

Dans le second chapitre on s’intéresse d’abord aux systémes non linéaires plans de la
forme

(0.1)

¢ = P(z) + uBz
reR? ueR

ou P est un champ de vecteurs polynomial homogéne de degré impair (2k + 1, k € N)
et B est une matrice carrée & valeur dans R. On donne une condition necessaire et
suffisante pour que le systéme (0.1) soit stabilisable par feedback homogene, et dans
le cas ot P est homogene de degré 2k + 1 avec k > 1 (resp. k = 0), on montre que
le systéme (0.1) est stabilisable par un feedback polynomial homogene de degré 2k
(resp. par un feedback de classe C*°(R*\ {0}) et homogéne de degré zéro). le feedback
stabilisant est donné explicitement.

Les systemes de la forme (0.1) ont déja été étudiés dans [19] mais seulement dans le cas
ol P est de degré trois et P, B vérifient une certaine condition. (I’essentiel de cette
partie est contenue dans [22)).

Dans la fin de ce chapitre on donne un résultat sur la stabilisation locale du systeme

non linéaire suivant :
z = f(z) + ug(z)
zeR", ueR

3



4 0. Introduction

ot f et g sont deux champs de vecteurs tels que

Difo=0 Vi<2k, g(0)=0 et Dgo#0

Dans le troisitme chapitre on étudie la stabilisabilité des systemes bilinéaires plans,
non observables pour toute entrée, par une commande fonction de I’état estimé par un
observateur de Kalman.

En général pour les systémes bilinéaires plans de la forme

z = Az +uBz
(Z) y=Cz
zeR, ueR

(A,B € My(R) et C = (c,¢2) ) il existe une seule mauvaise entrée (constante Up)
qui ne distingue pas deux états distincts. Cette mauvaise entrée constitue la singu-
larité du probléme. On montre que si le systéme (Z) est globalement asymptotique
stabilisable alors il existe des feedbacks stabilisateurs et “relativements separés” de la
mauvaise entrée (quand elle existe) et que ces commandes fonctions de 1’état estimé
par l’observateur de Kalman stabilisent le systémes (Z). (I’essentiel de cette partie est
contenue dans [10])

Le chapitre 4 est constitué d’un article qui sera prochainement publié dans Interna-
tional Journal of Control. Ce chapitre s’intéresse a ’étude du systéme mono-variable
suivant

z(t) = Az(t) + bu(t) +w
y(t) = Cx(?)

ou l'état évolue sur un espace de Hilbert séparable H et 1'élément b € H. Nous
supposons que l’opérateur A est le générateur infinitesimal d’'un Co—semigroupe ex-
ponentiellement stable sur H, la perturbation w est un élément quelconque de H et
'opérateur de sortie C' peut étre non-borné mais A—admissible, ou plus précisément
C est un opérateur de D(C) C H (D(C) désigne le domaine de C) & valeurs dans R
et qui vérifie les propriétés suivantes :

1) C est un opérateur A—borné. (i.e. CA™! est un operateur borné)

2) Pour un certain T > 0 et pour tout z un vecteur de D(A) (domaine de A), il existe
une constante positive K telle que

T
[} 1etsiat < K3elP



Dans ce cas, nous proposerons un régulateur Proportionel et Intégral a petits gains

u(t) = kp(y(t) — yr) + K[CAT'E) 7 2(2)
Z(t) = y(t) = Yr

qui stabilise exponentiellement le systéme en assurant la régulation : pour une con-
stante donnée y,, lerreur de sortie y(t) — y, converge exponentiellement vers zéro
indépendemment de la perturbation w. Notre résultat est une généralisation de celui
de Pohjolainen (1982) pour des systémes de dimension infinie avec semigroupes non-
analytiques. Afin d’illustrer la méthode de synthese, nous avons également présenté
une application correspondante dans un systéme thermique.

(PIC)
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Quelques Remarques Sur la
Stabilité et L’Observabilité

1.1 Formulation du probléeme

On considére les systémes en temps continu décrits par des équations différentielles
de la forme

{ E(t) = X (a(t), u(?)) (1.1)

ze€EM uecl

o M est une variété différentiable connexe appelée espace d’état et 'entrée u prends
ses valeurs dans un sous ensemble I/ de IR?, z(t) représente I’état du systéme 3 ’instant
t et X est un champ de vecteurs défini sur M, qu’on supposera complet. Dans ce travail,
M sera I’espace R™ ou un ouvert convexe de R™.

Les problémes auquels on s’intéresse sont les suivants :
e étant donné zo € M, trouver un feedback u = u(z) tel que le point z¢ soit un point
d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme bouclé :

2(t) = X (2(t), u (2(1))) (1.2)

est globalement asymptotiquement stable (G.A.S.) en z,
® pour zo € M donné, trouver un feedback u = u(#) (% désigne une estimation de
’état donnée par I’observateur de Kalman) tel que le systéme suivant

&(t) = X (2(t), u (£(¢))) (1.3)
est globalement asymptotiquement stable (G.A.S.) en z,.
¢ On considére le systéme mono variable suivant

&(t) = Az(t) + bu(t) + w
y(t) = Ca(t)

7



8 1. Quelques Remarques Sur la Stabilité et L’Observabilité

I’état évolue sur H (un espace de Hilbert séparable), b€ H, P’opérateur A est le
générateur infinitesimal d’un Co—semigroupe exponentiellement stable sur H, la per-
turbation w est un élément quelconque de H et l'opérateur de sortie C peut étre
non-borné mais A—admissible. On montre que le régulateur suivant

u(t) = kp(y(t) — yr) + K[CATIB) 7 2(2)
£(t) = y(t) — ¥,
stabilise exponentiellement le systeme en assurant la régulation et pour une constante

donnée y,, on montre aussi que ’erreur de sortie y(t) — y, converge exponentiellement
vers zero independemment de la perturbation w.

(PIC)

Pour cela, rappelons les définitions suivantes.

1.2 Notions de stabilité

1.2.1 Définitions

Définition 1 On considére le systéme autonome défini par

z = X(z)
ze€M, X(z0) =0
et on prendra comme espace d’état une varicte M de C® (ou analytique) @ dimension

n, conneze et paracompacte. Par la suite de ce chapitre M sera lespace R" ou un
voisinage de zéro dans R".

(1.4)

On dira que zo est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable si :
q q

Ve> 0, Ja > 0, tel que ||z — zol| < @ = Vt >0, ||Xi(z)— ol <€

el
Vze M, tl}gloo Xi(z) = 2o
ot Xy(x) désigne la solution de (1.4) commengant au point x & linstant t =0 t.e,
dXt(:c)

= X(z) et Xo(z) =2

t=0

dt

Définition 2 On dit aussi que o est un point d’équilibre localement asymptotiquement
stable s’il existe un voisinage U de zo tel que le systeme

{ z = X(z)

z €U, X(z0)=0 (15)
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est globalement asymptotiquement stable.

Définition 3 Si zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour (1.4) et s’il
existe deuz constantes positives K et X telles que l'on ait :

1 Xi(z) = zoll < K ||z — zal| ™

pour tout z appartenant & un voisinage de zo et tout ¢ > 0, alors on dira que (1.4) est
exponentiellement stable en zo.

On remarque que pour montrer qu'un point d’équilibre admette une des pro-
priétés ci-dessus en utilisant les définitions, on doit résoudre explicitement le systéeme
différentiel (1.4) ; ce qui est, en général difficile voir infaisable. En fait, on utilise plutot
les théorémes suivants dus 3 Lyapunov ([18}).

1.2.2 Fonctions de Lyapunov

Sl existe une fonction V : U — IR, continue sur un voisinage U de zo et
différentiable sur U — {zo} telle que :

(a) V(zo) =0 et V(z) >0 siz# zo,

= (VV(2) | X(2))

t=0

(b) V(z)=X.V(z)<0 VzeUouX.V(z)= %V(Xt(:c))

(c) V(z) <0 Vz €U — {z0}
alors zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour (1.4).

Définition 4 Une fonction V qui satisfait (a) et (b) est appelée fonction de Lyapunov
pour (1.4) en zo, et si de plus la condition (c) est vérifié alors V est appelée fonction
de Lyapunov stricte pour (1.4) en zo.

Définition 5 (version globale)
S’il eziste V : M — R définie positive et propre (c’est-d-dire l'image réciproque d’un
compact de R est un compact de M ) telle que

X\V(z)<0V¥z € M — {20}, X.V(zo)=0

alors zo est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.
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On a aussi le théoréme inverse suivant (Massera [34], Kurzweil [28)).

Théoréme 1 Si X est continu et si zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable
alors (1.4) admet une fonction de Lyapunov stricte qui est de classe C™ dans un
voisinage de Zg.

On a aussi plus d’information sur la fonction de Lyapunov dans le cas ou X est un
champ de vecteurs continu et homogene de degré p.

Définition 6 On dit qu’un champ de vecteurs X est homogéne de degré p si pour tout
z dans R" et pour tout A € R” on a

X(Az) = I’ X(z)

Théoréme 2 (de Hahn)/[18] Si X est continu, homogéne de degré p, de classe C*(R™\
{0}) et si zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable alors (1.4) admet une
fonction de Lyapunov stricte qui est homogéne et de classe C*™ dans un voisinage de
Ig.

Les théorémes précédents prouvent que pour montrer qu’un point d’équilibre est
asymptotiquement stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov stricte mais
ce n’est pas une chose facile et il n’y a pas de méthodes constructives qui permettent
de trouver de telles fonctions. Ceci dit, en général, il est plus facile de trouver une
fonction V définie positive qui vérifie :

X.V(z)<0

Une telle fonction sera appelée fonction de Lyapunov large pour le champ X en zo.
Quand X admet une fonction de Lyapunov large, on a le résultat suivant qui permet
de conclure a ’asymptotique stabilité.

(Principe d’invariance de LaSalle [30]) Soit V' une fonction de Lyapunov large, de
classe C?, pour (1.4) en zo. Alors toutes les trajectoires bornées pour ¢ > 0 tendent
vers (), le plus grand ensemble invariant par X et contenue dans

E={zeM/ XV(z)=0}.

Si en plus V est propre (limjjzjj—+00 V(z) = +00) alors toutes les trajectoires sont
bornées pour ¢ > 0 et donc toutes les trajectoires tendent vers §2. Pour montrer que z,
est un point d’équilibre asymptotiquement stable, il suffit de montrer que Q = {z,}.

Dorénavant, on prendra xo = 0 ’origine de R".
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1.3 Stabilisation

Revenons au systéme controlé

{ i = X(z,u)

(1.6)
zelU,ueld

ot U est un ouvert connexe de R*, U C R™ et X : U x U — R" est de classe C!?
(resp. C*, C*) tel que X(0,0) =0.

Définition 7 On dira que (1.6) est stabilisable s’il existe un feedback u = u(z) tel que
le champ X (z,u(z)) est au moins continu et le systéme bouclé :

& = X(z,u(z))

admette Uorigine comme point d’équilibre asymptotiquement stable.

Rappelons que le probleme de stabilisation est complétement résolu pour les sys-
temes linéaires (X (z,u) = Az + Bu) mais c’est loin d’étre le cas pour les systémes non
linéaires, méme les plus simples comme par exemple les systéemes bilinéaires

z = Az +uBz

On va rappeler les principaux résultats (essentiellement ceux qu’on utilisera par la
suite) qui datent des quinze derniéres années.

1.3.1 Conditions nécessaires de Brockett

Le théoréme suivant dii & Brockett ([6]) donne des conditions nécessaires de stabil-
isation.

Si le systeme (1.6) admet un feedback stabilisateur de classe C?! dans un voisinage
de 0 € R™ alors :

(i) Le systéme linéarisé n’admet pas de modes incontrolables associés a des valeurs
propres strictement positives.

(ii) Tl existe un voisinage N de (0,0) tel que pour tout € € N, il existe un controle

ug(.) défini sur [0, +oo[ qui raméne le systeme de Iétat z = £ en t = 0 a I'état

— 0 ent = 0o. En d’autres termes, si z(t) est une solution de & = X(z,u¢)
verifiant z(0) = ¢ alors tliinoo z(t) =0.
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(iii) L’application
v: UxR™ —R"
(z,0)  — X(z,u)

est surjective sur un voisinage de P'origine de R".

Par la suite, nous utiliserons le vocabulaire suivant :

Définition 8 Un systéme
z=X(z,u)

vérifiant la condition (i) du théoréme de Brockett sera dit stabilisable en boucle ouverte
ou encore asymptotiquement contrélable a lorigine.

Remarques :

1. La condition (ii) est évidemment une condition nécessaire de stabilisabilité quelle
que soit la régularité qu’on exige du feedback.

2. Par contre, la condition (i) n’est pas nécessaire si on se contente d’un feedback
continu comme le montre I’exemple suivant (di & Kawski [25]) :

a':1=u
2'32=$2—$?

qui est stabilisable avec

4 1
u(z) = —2, + T2 + 223 — 3.

3

3. La condition (iii) est également une condition nécessaire a I'existence d’un feedback
stabilisateur continu (cf Sontag [41]).

Dans la suite de ce chapitre on rappelle les résultats classiques de stabilisation des
systémes non linéaires.
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1.3.2 Systémes affines a4 dérive dissipative :
méthode de Jurdjevic-Quinn

Historiquement, un des premiers résultats significatifs est dii & Jurdjevic et Quinn
qui ont utilisé le principe d’invariance de La Salle pour donner une condition suffisante
de stabilisabilité pour les systemes affines en contréles et dont la dérive est linéaire
dissipative.

Théoréme 3 (Jurdjevic-Quinn [23]) soit

{ &= X(z) + uY(z) an

z€R", ue R

ou X(z) = Az avec A une matrice n X n avec n valeurs propres imaginaires distinctes.

Si
{ad*XY(z), ke N} = R* Vo e R" - {0}
alors (1.9) est G.A.S avec
u=—(z,Y(z))

Ce résultat a été ensuite généralisé & des systemes affines quelconques par plusieurs
auteurs, notamment dans [14] [35] sous la forme suivante :

Théoréme 4 ([35]) soit

z=X(z)+ iu.—Y‘(m) (1.8)

i=1

un systeme C™ défini sur R™ avec X(0) = 0. S’ eziste une fonction V: R* — R
définie positive et propre telle que :

(i) X.V(z) <0 VzeR".
(ii) L’ensemble
W={zeR" | X**'V(z)= X*Y'V(z) =0, k€N, i = L...,m}

est réduit ¢ {0}.
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Alors le systéme (1.8) bouclé avec u;(z) = —Y*V(z) est globalement asymptotiquement
stable a lorigine.

Pour la clarté de la lecture, on rappelle ici la démonstration de ce résultat. Le champ
bouclé est

Z=X- fj(Y‘V)Y‘

On a
V(a:) =2.V(z)=X.V(z) - _,Z:;(Y"V(ac))2 <

Le systéme est donc stable. D’aprés le principe d’invariance de La Salle, toutes les
solutions bornées tendent vers 0, le plus grand ensemble invariant par Z et contenu
dans

E={zeR"/Z.V(z) =0}

Remarquons que V étant propre et Z.V(z) < 0, Vz € R", toutes les trajectoires sont
bornées.

D’autre part, soit ¢ € , alors pour tout ¢ > 0 on a Z(z) = Xi(z) (puisque
sur 2, Z = X) et, comme () est Z-invariant, on a

XV (Xi(z)) =YV (Xe(z)) =0 Vt>0

ce qui implique que pour tout k € N

dk

LXV (Xf0)) o =0 &t YV (K@) =0

dtk

Mais, par définition de la dérivée de Lie, on a
d
X.V(z) = 2V (Xi(2))=0

donc

LXV (Xhco =0 et XYV() = YV (Xila)) o =0

Xk+lV(E) = -

Ceci montre que  C W, ce qui termine la preuve. |
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‘Remarque On considére les systémes bilinéaires dont le dérive est linéaire dissipative

{ & = Az + uB(z) (19)

zeR", veR

oi A, B € M,(IR) et A est une matrice dissipative : c’est & dire il existe un produit
scalaire défini sur R" tel que :

(i) A.V(z) = (Az|z) <0 Vz € R" avec V(z) = ||z||>.

On suppose que

(ii) L’ensemble

W={zceR"/ A"V (z) = ABV(2) =0, k€N, i=1,...,m}

est réduit & {0}.

On peut utiliser exactement la méme démonstration du théoréme-4 pour prouver
que la condition (ii) est suffisante pour que le feedback homogene de degré zéro

. (z|B2)
f=—-— k>0
kfj||2

stabilise le systeme (1.9).

1.4 Notions d’observabilité et d’observateur

On present d’abord quelques définitions qui seront utiles dans ’étude de I’observabilité
et de l'observateur des systémes non linéaires. Puis on mentionnera brievement un
résultat concernant ’observateur de Kalman.

1.4.1 Définitions de ’observabilité des systémes non linéaires
On considérera des systémes en temps continu décrits par des équations différentielles
de la forme
{ = X(z,u)

= h(o) (1.10)
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et on prendra comme espace d’état une variété M de classe C* (ou-analytique) a
dimention n, connexe et paracompacte. L’entrée u prends ses valeurs dans un sous-
ensemble Q@ de IR?; la sortie y prend ses valeurs dans R?. Pour tout u € Q, X(.,u)
dénote un champ de vecteurs de classe C* sur M, qu’on supposera complet; la fonction
h est de classe C*°.

Pour un systéme non linéaire la notion d’observabilité peut étre formulé de plusieurs
facons. La plus simple est celle qui se rapporte a la notion de distinguabilité des états,
propre de la théorie générale des systémes.

Définition 9 On rappelle que deuz états zq et z, sont dits indistinguable si pour tout
t1 > to et pour toute entrée admissible u : [to,t1] —  les solutions correspondantes de
I’équation différentielle suivante (1.10) satisfont la condition

h[Xu(tl, xo)] = h[Xu(tl, :L’])]

Réciproquement, on dit que deuz états sont distinguables s’il existe un temps t; 2 to
et une entrée admissible u : [to, 1] — S telle que

h[Xu(t1,T0)] # h[Xu(t1,21)]

La définition suivante est basée sur cette notion de distinguabilité

Définition 10
Un systéme est observable en z¢ si tout autre état * # o est distinguable de zo. Un
systéme est observable s’il est observable en tout zo € M.

La possibilité de distinguer deux états, selon la définition précédente, est un concept
global. 1l arrive, peut étre, que pour engendrer depuis zo et z; deux courbes intégrales
qui donnent lieu & deux sorties différentes, on a besoin de s’éloigner beaucoup de z¢ ou
de z;.

Hermann et Krener [20] ont proposé une notion de distinguabilité locale, qui peut étre
formulée de la facon suivante.

Définition 11 Soit U un ouvert de M; deuz états zo € U et z, € U sont dits U —
distinguables s’il eziste un temps t; > to et une entrée admissible u : [to, ;] — Q pour
la quel on ait

X, (t,z0) € U pour tout t € [to, 1]

X.(t,z1) € U pour tout t € [to, 1]

el soit
h[Xu(tl,:to)] # h[Xu(tl,:cl)].
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La définition suivante est basée sur cette notation.

Définition 12 Un systéme est observable localement en zqo s’il existe un ouvert Uy de
To tel que, dans tout ouvert U C Uy de o, tout autre état  # z¢ est U — distinguable
de .

Un systéme est observable localement s’il est observable localement en tout zo € M

Le probléme de I’entrée universelle

On déduit immédiatement & partir de la définition qu’on a donné dans la section
précédente que, dans un systéme observable, pour tout couple d’états différents z¢ et
r, il existe une entrée admissible qui donne lieu & deux sorties différentes. L’entrée en
question peut, naturellement, dépendre du couple d’états qu’on a consideré.

En pratique, il est bien plus interessant le cas dans lequel, ’entrée u ayant été fixée,
tout état différent donne lieu a des sorties différentes.

En effet, seulement dans ce cas on peut réconnaitre ’état initial du systéme a partir
d’expériments entrée-sortie. On peut se demander, alors, si un telle entrée existe,
éventuellement sous des hypothéses convenables. Le probléme a été récemment abordé
et résolu d’une maniére satisfaisante par Sontag [42], pour les systémes echantillonnés
décrits par des relations polynomiales entrée-état-sortie, et par Sussman [44], pour les
systémes en temps continu de la forme (1.10). Ces auteurs ont déterminé des hypothéses
qui assurent l’existence d’un entrée qui permet de distinguer entre tout état initial et,
de plus, ont démontré que ’ensemble de toutes les entrées possédant cette propriété
est dense, dans I’espace des entrées admissibles avec une topologie convenable.

On mentionne brievement ici quelques résultats établis dans [44]

Définition 13
Une entrée admissible u : [to,t1] — Q est dite universelle si, pour tout couple d’états
zgo et x; distinguables, on a

h[Xu(t,20)] # h[Xu(t,z1)] pour au moins un t € [to, 1]

Les entrées universelles existent sous des hypothéses trés générales, comme on peut
le voir dans ’énoncé suivant.

Théoréme 5 Supposons l’espaces d’état M qui caractérise les (1.10) soit une variété
analytique et que les fonctions X : M x Q - TM et h : M — R? soient elles mémes
analytiques. Supposons en outre que Uensemble Q soit contenu dans la fermeture de
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Uintérieur de Q) et que l'intérieur de () soit connexe. Alors, pour tout t; > to il existe
une entrée u : [to, 1] — Q qui est universelle. Ceite entrée est une fonction analytique
du temps (i.e, elle coinside, sur [to,t1], avec une fonction analytique définie sur un
intervalle ouvert (to — &,t1 + £)).

Considérons maintenant ’espace des fonctions de class C* définies sur l’intervalle
[a,b] de R, & valeurs dans IR?, qu’on dénotera par C® ( [a,b], RP ), muni de la topolo-
gie C™ qui est la suivante : .

d’u,

dt’

Une suite de fonctions {us} converge & u pour la topologie C* si et seulement si

i

dti

On dénotera ensuite par C*°(]a, b],{ol) I’espace des fonctions de classes C* définies
sur 'intervalle [a, b] de R, & valeurs dans l'intérieur de (6)

C“([a,b],sel) est un ouvert de C*([a, b], R?) dans la topologie C*.

converge a uniformément en [a, b] pour tout j.

On peut alors énoncer le résultat suivant.

Théoréme 6 Soient les hypothéses du théoréme précédent toutes satisfaites. Alors
[
pourtoutt; > to, l'ensemble des entrées universelles est dense dans l’espace C*([a, b],Q)

Définition 14 on dit que le systéme (1.10) est observable pour toute entrée si et seule-
ment st toutes les entrées sont universelles.

1.4.2 Observateurs asymptotiques de ’état

La théorie des observateurs asymptotiques de 1’état pour les systémes non linéaires
est encore relativement peu developpée. On mentionnera briévement aprés quelques
résultats établis pour les systémes bilinéaires, qu’on supposera décrits par les équations

{ z = Az + uBz

)= Ca (1.11)

oizeR", yeR, CeR"et A, B e M,(R) (C désigne le transposé de C)

Définition 15
Un observateur asymptotique de (1.10) est un systéme décrit par une équation de la

forme

(1.12)



1.4. Notions d’observabilité et d’observateur 19

(ou £ € R"), tel que, si u et y sont respectivement Uentrée et la sortie du systéme
(1.10), Vévolution de & vérifie la condition

12(t) — z(@)]l < Bll&o — Tollezp a(t — to) (1.13)

B >0 et a < 0 étant deuz nombres convenables, pour toute entrée admissible u, pour
tout zo, pour tout Zo, pour tout t > to. Pour des raisons evidentes, il est important
que les nombres B et a soient indépendents de l’entrée u.

1.4.3 Observateur de Kalman
On consideére les systémes bilinéaires, qu’on supposera décrits par les équations

{d::Ax+u(Bz+b)

e (1.14)

(hz€R", u€R, yeR, be R" et A, B € M, (R)).

Pour réaliser un observateur asymptotique de ’état du systéme (1.14) nous allons
procéder de la fagon suivante. Supposons que les systémes (1.14) sont observables pour
toute entrée et que les entrées prennent ses valeurs dans un compact K de R.

Pour la clarté de la démonstration nous allons proposer un observateur de 1’états
du systéme (1.14) qui est un peu différent a celui de I'observateur de Kalman (pour
plus d’information voir [5]). Soit le systéme décrit par ’équation suivante

i =Ai+u(Bz+b)-S571C(Ci—-y)
Si = —0S,— (A+uB)TS, — Si(A+uB)+ CC (1.15)

ou # € R™ "une estimation de ’état”

Pour obtenir la condition (1.13), on doit pouvoir choisir So dans S* (St désigne
P’ensemble des matrices définies positives) et 8 une constante positive suffisament
grande de fagon que la matrice S; soit bornée indépendament de t. Soit

e(t) = 2(t) — z(t) (z(t) est la solution de I’équation (1.14)).
On peut vérifier que € = (A + uB)e — S;* CCe et par la suite

Lie(t)] Sie(t)) = 2(e(t) | Sié(t)) +(e(t) | See(t) )
= —0(e(t) | Seelt) ) ~ (Ce(t))?

ce qui donne succéssivement

die s
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Il découle de P’équation (1.15) que

S, = exp(—6t) B3} So®3h + / exp(=0(t — 7)) B (t) Bu(7) CCB(7)BZ1(2) dr

ou ®,(t) désigne la matrice fondamentale des solutions de I’équation & = (A +u(t)B)x

définie par

%@u(t) = (A4 uB)®,(t) avec ,(0) = 1Id

On pose uy,)(t) = u(t + 7), on a alors

S, = exp(—0t) B} So®7+ / exp(—8(t—7)) B (t-1) CCOL(t—7) dr. (1.16)

D’autre part comme les systémes bilinéaires sont observables pour toute entrée, alors
il existe une constante § positive telle que S; > 61d.

En effet, Il découle de (1.16) que pour un & >0 on a
(z]|Sez) 2 /0 exp(—0(t — T))(CO L, (t — 7)2)* dT 2 7/0 (CO(t—1)2)* dr

or / (C‘I’;[},](t —7)z)? dr > B.)|z||* avec B, désigne le plus petite valeur propre de la
0
matrice

A u[‘r](t - T) ch)u[‘r]( T) dr

Soit B 'application définie par 3 : Lfj ;; — R qui a toute entrée admissible u € L5
associe le plus petite valeur propre de la matrice

Il est bien connu que I’application 8 est faiblement continue de L7, dans R (c’est &
dire elle est continue sur Lf7 ,; muni de la topologie faible) ceci permet d’affirmer que
B atteint sont minimum sur tout compact K de L{g -

Soit Ko = {u € Lfg o tel que u(t) € K } (on rappelle que K est un compact de R).
D’aprés ce qui précéde, il existe ug € Ky tel que

(2] 8z ) 2 7By |2l

et comme par ailleurs le systéme bilinéaire (1.14) est observable pour toute entrée, il
s’ensuit alors que f,, > 0 et

lle®)ll < = exp( 6t).
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Stabilisation des Systemes
Polynomiaux Homogenes

Dans cette partie de la thése nous nous intéressons a la stabilisation des systémes
non linéaires dans R? de la forme

{ t = P(z)+uBz (2.1)

r € R? ue R, Be My(R)

ou P : R? — IR? est un champ de vecteurs polynomial homogéne de degré impair
(i.e les deux composantes du champ sont polynomiales homogenes de méme degré
2k +1, k € N) et B est une matrice carrée a valeur dans IR.

Le but est de proposer des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’un
feedback stabilisateur pour de tels systémes et dans le cas ou la stabilisation est possible.
Le feedback est donné explicitement.

2.1 Introduction

Si la stabilisation des systémes linéaires est un probleme résolu depuis longtemps,
pour les systémes non linéaires la question est beaucoup plus complexe.
Dans ce dernier cas, il n’est pas possible, d’avoir en général des résultats globaux.
Classiquement, on obtient des conditions suffisantes de stabilisation locale par un feed-
back régulier en considérant le systéme linéarisé autour d’un point d’équilibre. Ainsi
Brockett a démontré qu’une condition nécessaire d’existence d’une loi de commande
stabilisatrice de classe C? en ’origine est que le systéme linéarisé n’admette pas de mode
instable incontrélable [6]. C’est également en utilisant ce principe que les systémes dans
le plan ont été étudiés du point de vue de la stabilisation locale ([1], [3], [4], [26]).

21
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Z. Artstein [2] a étudié les systémes du type :

T = f(z,u)
{ zeR", ueR" (22)

et a donné une condition nécessaire et suffisante pour qu’ils soient stabilisables par
feedback presque analytique (i.e. analytique sur R"\ {0} ).

Sontag [43] a démontré ce théoréme de fagon constructive dans le cas des systemes
affines en les controles

& = f(z) + ug(z) (2.3)
en donnant explicitement le feedback. Malheureusement, sa méthode nécessite la con-
naissance d’une fonction de Lyapunov ”contrdlée”.

Dans le cas ou le systéme est complétement contrdlable, Sussmann [45] a démontré
que le systeme (2.3) peut étre stabilisable par une loi de commande analytique par
morceaux, mais ce théoréeme est un résultat d’existence dans le sens ou le feedback
n’est pas donné explicitement.

Les systémes non linéaires plans affines en les contréles de la forme (2.3) ont été
étudiés dans le cas ol le champ contrélé g vérifie g(0) # 0 (voir [4], [25] et [12]).

Les systemes polynomiaux homogeénes sont des systémes du type (2.3) pour lesquels
les champs soumis au contréle s’annulent a I'origine (g(0) = 0) si bien que le systéme
linéarisé, calculé au voisinage de l’origine, devient indépendant du contréle. Ces
systemes n’ont jamais été étudiés systématiquement et il n’existe & leur sujet que peu
de résultats de stabilisation.

Le but de ce travail est de donner une condition nécessaire et suffisante pour que
ces systemes soient globalement asymptotiquement stabilisables (G.A.S) par des feed-
backs presque réguliers (i.e. C*°(IR?\ {0}) et de construire explicitement les feedbacks
stabilisateurs. On montre ainsi que le systeme (2.1) est G.A.S si et seulement si il est
asymptotiquement stabilisable en boucle ouverte.

2.2 Résultat Principal

Tout d’abord, nous allons rappeller un résultat préliminaire, puis nous étudierons
la stabilisabilité des systémes (2.1).

Théoréme 7 On considére le systéme dynamique suivant :

{:&1 = Hy(z1,72) (H)

2 = Hy(zy,22)
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(ou Hy et H; sont deuz fonctions polynomiales homogénes de degré 2k + 1)
Soit la fonction F définie par

F(z1,22) = 22H1 (21, T2) — 21 Ha(21, 29)
supposons que J admette des facteurs linéaires dans sa décomposition, c’est ¢ dire
P _ g
.7'-(1:1, .’L'2) = H(t;ml -+ t'zl'z)n' H Q{(II)],IL‘Q)
i=1 =1

ot les Q; sont des formes quadratiques définies, alors Le systéme (H) est globalement
asymptotiquement stable si et seulement si

(B8, —8), Ha(th,~8))” I(thy—t)T) <0 Vi€ {1,...,5)
Démonstration En écrivant le systéme (H) en coordonnées polaires

r=y/zi+2} zy=rcosp zy=rsing avec 0< p <2r
on obtient un systéme de type

r = r2**1(cos pHy(cos p,sin ¢) + sin pHy(cos ¢, sin p)) = r2¥+1G(p)
¢ = r?* (sinpH;(cos ,sin p) — cos pHy(cos p,sin p)) = r2k F(cos ¢, sin p)
(H1)
On pose .
1, = r;cos p; Pitp=@i+mT 81 0<p; <7
i . et .
—t] = r;isin; Pigp =@i—7T 81 T<; <271
On notera ensuite (r,¢) le point de coordonnées (r cos ¢, rsin ¢)
Soit {61,0,,...... 02} = {p1y.-.... v} telque 0< 6, <, < ...... , < O2p < 2m.
On construit alors les 2p secteurs suivants

S = {(r,go) € R?*\ {0} tel que by, < p < 21 et 0 < <01}
S; = {(r,cp) € R?\ {0} tel que 6;_, < p < 0,-} 1<:i<2p

les secteurs S; sont stable par le champ de vecteurs (Hy, H;). On considére maintenant
les demi-droites définies par

D; = {(r, ¢) € R?\ {0} tel que ¢ = 0,-}

Il est clair que les demi-droites D; sont des orbites du systéme (H;) asymptotiquement
stables, en effet sur les demis droites D; ’équation différentielle (H,) est réduite a

7 = r?*+1G(6;) = ((Hi(r cos 6;,7sin 0;), Ha(r cos b;,rsin 6;))” |(r cos 6;, r sin 6;)T) < 0
¢ =F(rcosb;,rsinb;) =0
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Pour établir le résultat, nous allons montrer que le systéme (H;) est G.A.S. sur les
secteurs S;. Soient (ro, o) € S; et I’équation différentielle définie par

{7" Z r*+1G(p)

& r2* £ (cos , sin ) avec r(0) =rp et p(0) = o (H;)

Comme par ailleurs S; est invariant par le champ de vecteurs (Hy, H;) et ¢ ne change
pas de signe sur S; il s’ensuit alors que ¢(t) solution de I’équation (H;) tend vers 0;
quand ¢ tend vers 400 ou bien ¢(t) tend vers 6;,; et si r(t) est une solution de I'équation
(H;) alors elle vérifie I’équation suivante

1
r(t) = [rs™ — (2k)tG(p(t))] —2*

Dans le cas ou ¢(t) tend vers 6,4, (méme démonstration quand limy—,4+ @(t) = 6;) on
a

Jim_G(p(t) = G(6is1)
et en utilisant le fait que G(8;+1) < 0 on peut affirmer que
L r(t) =0

D’autre part comme (r, ) vérifie 'équation H; on peut alors écrire que
a ____ G(v)
dp  F(cosep,singp)

1 . . . AT . . )
Onag(e,-)=m((]ﬁ(t;,—t‘l),Hg(t;,—t'l)) (8, —t9)T) <0 Vie{1,...,2p} alors

il existe ; > 0 tel que

. v g -
et par suite r(p) =roexp (,[,,o f_@:B_sEz—)si;l_zﬁdu)

lp —0;] <2; ona G(p)<0
On peut alors raisonner de la fagon suivante

() =ro exp( “°——g-(“)——du) = roexp ( / ’ IC(u)du)

wo JF(cosu,sinu) %o
Bitei Giv1—€it1 ¥
= roexp (/ K(u)du + K(u)du + / lC(u)du)
o Oi+ei Oiy1—-¢€iqa
et comme F(cos u,sinu) > 0 pour §; < u < 0;4 il s’ensuit alors que

Oitei Gir1—€i41
exp / IC(u)du) < l4exp /0+ * |K(u)|du

¥o i+ei

12 bit1—ci41
exp /9-'+1—e-'+1 lC(u)du) < l4exp ./o |K(u)|du

i+€i
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et par suite () < ro[K;(1 + K;)?] avec K; = exp (fé‘_t;:e"“ |IC(u)|du). Ceci montre
que le systéme (H,) est globalement asymptotiquement stable.

Définition 16
On appelle fonction caractéristique du systéme dynamique (H) Uapplication définie par

-7:(371,:52) = $2H1(331, $2) - 1‘1H2(Z1, 332)-

Dans la suite, nous allons établir une classification pour les systémes homogenes de
degré 2k +1 avec k > 0. En ce qui concerne le cas ou k = 0 nous proposons le théoreme
suivant :

Théoreme 8 Etant données une forme quadratique Q@ définie positive, A et B deur
matrices carrées, les deux propositions suivantes sont équivalentes

(1) Le systéme & = Q(z)Az + iBz est globalement asymptotiquement stabilisable.

(2) Le systéme bilinéaire plan & = Az + @Bz est globalement asymptotiquement sta-
bilisable.

Démonstration (1) = (2) : On montrera plus loin que si le systeme & = Q(z)Az +
@Bz est globalement asymptotiquement stabilisable alors il existe un feedback quadra-
tique u(z) tel que le systéme suivant:

i = Q(z)Az + u(z) Bz (I)

est globalement asymptotiquement stable. En vertu du théoréme-1, on peut déduire
qu’il existe une fonction de Lyapunov stricte V pour le systeme @.

Soit ()
: . u(z
)= ey
comme u(z) et Q(z) sont deux formes quadratiques il s’ensuit que le champ de vecteurs
Az + @i(z) Bz est continu sur R?. On peut aussi voir facilement que V' est une fonction
de Lyapunov stricte pour le systéme & = Az + i(z)Bz.
(2) = (1) : Réciproquement si le systéme bilinéaire plan & = Az+uBz est globalement

asymptotiquement stabilisable, alors il existe un feedback ii(z) qui rend le systeme
z = Az + 4Bz

globalement asymptotiquement stable. Comme Q(z) est une forme quadratique définie
positive alors, il est facile de voir que le systéme & = Q(z) (Az + @i(z)Bz) est G.A.S.
Le théoréme est ainsi démontré. =
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2.3 Classification et stabilisation

Dans tous ce qui suit, nous nous plagons dans une base de Jordan de B.

2.3.1 Cas o1 B est diagonalisable

Dans la base propre de B, on a

(M0
2= %)

On distingue les trois cas suivants

18T Cas det B > 0 :

Le probleme de la stabilisation en boucle fermée du systéme (2.1) est complétement
résolu par le théoréme suivant.

Théoreme 9 Si B est diagonalisable et det B = M), > 0 alors pour une constante
positive § suffisament grande le feedback

| A

N signe(Ar)

k
u(zy,z2) = —€b (:vf + zg) ou €=

stabilise le systéme (2.1)

Démonstration Soit V la fonction définie par
Vignan) = (1 %o |3+ | M | 2)
V est une fonction définie positive et propre. Sa dérivée le long des trajectoires du
systéme bouclé (2.1) est donnée par
V(zy,z2) = | X | ziPi(z, )+ | M | 22P(z1,72) — 6Mide (w% + x%)kH
| A2 | z1 Pt | i | $2P2]
(a2 + )"
il est clair que pour une constante positive § suffisament grande, on a
V(z1,22) <0 V(z1,72) # (0,0)
| Az | z1Pi+ | M | 22 P

(=2 + z3)**

= (o214 mg)"“ [—/\1,\26 +

en effet ’application z — est homogene de degré zéro et bornée

sur R?\ {0}.

Ceci prouve que l'origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable
pour le systéme bouclé (2.1).

a
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28Me Cas det B< 0 -

Dans ces conditions on peut supposer que le systéme (2.1) s’écrit

{ix = Pi(z1,22) + ulizy

3 = Pp(21,72) + ulsz,
avec A\; > 0 et A; < 0. Soit F la fonction définie par

Pl(ml,xz) 124
Py(z1,23) Az

F(zy,z;) = —det ( ) = MT1P (21, 22) — Aazo Py (71, 22)

F(zy,z2) est un polynéme homogene de degré 2k + 2. Le théoréme suivant énonce un
résultat de non stabilisabilité.

Théoréme 10 Si la fonction F ne vérifie pas ’une des deuz conditions suivantes :
(i) il existe ¢ > 0 tel que F(1,c) < 0.
(ii) il eziste d < 0 tel que F(1,d) > 0,

alors, le systéme (2.4) n’est pas asymptotiquement contrélable a lorigine.

Démonstration Dans un premier temps on suppose que la condition (i) n’est pas
réalisée, c’est a dire

F(1,6) >0 VE> 0.

Considérons la fonction H; définie dans le premier quadrant par
H](il)l, .‘32) = 37;’\227;].

Pour tout contrdle admissible, la dérivée de H; le long des trajectoires du systéme (2.4)

est .
Hy(z1,22) = zy tgp? (Mz1Pa(z1, 22) — Aaz2 Pi(24, 22))

= .'Bl—)‘z_ll‘;l_lF(zl,IEQ)
Comme F(z;,z;) est une fonction homogéne de degré 2k + 2 alors pour z; > 0 et
z1 > 0on a F(zy,z2) = z%k"""F(l,-}-) > 0, ce qui prouve que Hj(x;,z;) est de signe
z

1
constant quand z; et z; sont tout les deux positifs. Par conséquent, la région du plan
définie par ’

R. = {(z1,22) /21 > 0, 22 > 0, z7*22)' > ¢} (¢ > 0)

est stable par le champ de vecteurs P(z) + uBz et par suite le systéme (2.4) n’est pas
asymptotiquement controlable a l'origine.
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Supposons maintenant que (ii) n’est pas réalisée (i.e., F'(1,§) <0 V€ < 0) et soit H,
la fonction définie dans le deuxiéme quadrant par

Hy(z1,22) = 2772(—z)M; 2, >0etz3<0

Des calculs analogues montrent que la dérivée de H, le long des trajectoires du systéme
bouclé est donnée par

Hz(-’cl, 332) = —331-'\2—1(—332)'\’—1 ()\1$1P2($1, 5'32) — Az P (331, 552))

= —xl"\z'l(—:cz))‘“lF(xl, z2)

et comme précédemment on peut encore déduire que 'origine ne pourra étre accessible
ni asymptotiquement accessible a partir du deuxiéme quadrant.
Ce qui términe la démonstration du théoreme. m

Par la suite, nous allons prouver que les deux conditions (i) et (ii) sont des con-
ditions suffisantes pour assurer la stabilisabilité du systéme (2.4). L’idée consiste a
construire dans des situations différentes des feedbacks homogénes qui permettent de
guider les orbites du systéme (2.4) vers des axes de stabilités (i.e., les axes ou la fonction
caractéristique du systéme bouclé (2.4) est nulle). Ces axes sont eux méme invariants
et stables le long des trajectoires de (2.4).

Durant toute cette partie (det(B) < 0) nous allons supposer que le systéme (2.4)
s’écrit sous la forme

& = zPi(z1,22) + az?t + ulizy
R (25)
T = bxi"" + 22 Py(x1,72) + ulazo

avec \; >0, A, < 0 et P, P, sont deux polyndmes homogenes du méme degré 2k (k >
1).

Théoréme 11 Si les deuz conditions (i) et (ii) sont réalisées alors le systéme (2.5)
est stabilisable par un feedback polynomial et homogéne de degré 2k.

Démonstration Elle découle de facon immédiate des quatres lemmes suivants :

Lemme 1 St les conditions (i) et (ii) sont réalisées et si ab < 0 alors le feedback
polynomial homogéne de degré 2k défini par

1
A1 — A2 c?

. - 2b b
u(z) = (P2($) — P(z)+ -Z:z:f" — =221z, 4 aclz 22kt — 2caz§k)

stabilise le systéme (2.5).
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Démonstration Soit le systéme bouclé (2.5) défini par

{ I = $1P1($1,$2)~+ a:cgk'H +u(z1,z2))\1:1:1 = X](:El,:l!z)
iy = bz¥t 4 3 Py(zy, 720) + u(z1, 22) A2 = Xa(z1,22)

et soit F la fonction définie par
-7:(1‘1, 372) = $2X1(-"31, -’52) - -'131X2($1,$'32)
= I1T2 (Pl(.’lll, :Ez) - pz(ﬂ:], .'172) + (A1 - Az)u(ﬂll, $2)) + a$§k+2 - b$¥k+2

On trouve

F(z1,22) = (cT1 — T2 2 —imzk + az?*
2 1 2

Comme par ailleurs F(1,¢) = 0 il en résulte que (X:(1,¢), Xa(1,¢)) = v(1,¢). D’autre
part, on a

F(1,¢) =——det(P1(1’c) M ) =_det(X1(l,c) M )

P(1,¢) Agc Xa(l,e) Aac
= —det ( ve Ay ) = VC()\l - Az) <0

ce qui donne succéssivement
v=F(Q,c)/c(M — A2) <0

et
(Xa(1,¢), Xa(1,¢)T | (1,0T) =v(1+*) <0

Les conditions d’application du théoréme-7 sont donc réunies et le systéme (2.5) est
globalement asymptotiquemet stable & P'origine.
=

Lemme 2 On suppose que la fonctioﬁ F vérifie les deuz propriétés (i) et (ii). Si
ab> 0 alors le feedback polynomial homogéne de degré 2k défini par
(d+¢) b2 b ok-

b — ot 1z, + adez 22! — a(d + c)x%")

uy(z) = ”

1 ~ o
— Ag (PQ(.’E) - P](l‘) +

stabilise le systéme (2.5).
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Démonstration On considére le systéme dynamique en temps continu décrit par
’équation différentielle de la forme

zy = xlpl(zl, -732)~+ ax%"“ + uz(z1, T2) M 21 = Xi(z1, 22)
Ty = bf'?fkﬂ + 932P2(-"31,$2) + u2($1,$2))\2$2 = Xz(-’fl,f'?z)

Dans le théoréme-7, nous avons associé & tout systéeme homogene en temps continu,
une application F appelée la fonction caractéristique. Pour le systéme bouclé (2.5),
cette fonction est définie par

b
F(z1,22) = 22X1 (21, T2) — 21X2(21,22) = (cT1 — z5)(dzy — xz)(—%sz + az?F).
Comme F(1,¢) < 0, F(1,d) > 0, le mémeraisonnement utilisé dans le lemme précédent,
nous permet de montrer que

F(l,0)(1+¢%)

<0
C(/\] el /\2)

(X2(1,0), X(1,9) 7 |(1,0)T) =

o FA,d(1 + &)

d(M — A2)
Ceci prouve que 'origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

pour le systeme bouclé (2.5).
Le lemme est ainsi démontré. n

<0.

(X:(1,d), X(1,d)" (1, d)T) =

Lemme 3 Si les deuz conditions (i) et (ii) sont réalisées, si le couple (a,d) # (0, 0) et
ab = 0 alors le systéme (2.5) est G.A.S.

Démonstration
Dans un premier temps on suppose que b # 0. On distingue alors les deux cas suivants :

e b<0
Soit § une constante positive suffisament grande, alors le feedback défini par
1 5 B b o 2k-1 | £0 2
u(z1,%2) = +— Py(z1,22) — Py(z1,23) + 521 — Obzy 23" + 6512
M — A2 d d

stabilise le systéme (2.5). En effet si on considére le systeme bouclé

{ &1 = 21 Py (21, 32) + u(es, 22) 1 = Xi(21,22)
j:g = bzf"“ + $2P2(1'1,$2) + u($1,$2)/\2$2 = Xz(ml, :Bg)
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et sa fonction caractéristique F(z1, T2) = 22 X1(x1,22) — £1X2(21, ) il s’ensuit que
b
F(z1,22) = —Exl(d:cl — z2) (zf" + Swgk) .

On voit aisément que F(1,d) = 0 et par conséquent (X1(1,d), X2(1,d)) = v(1,d).
D’autre part on a :

P G B i

A
=—det(::d A:d) =I/d(A1—A2)>0
on peut s’assurer que v = F(1,d)/d(A — X)) <O0et

(X(1,d), X2(1,d))" | (1,d)T) =v(1+d") <O

Des calculs directs montrent que

_MA0,1) - 2P0, b

((X1(0,1), X2(0,1))" |(0,1)") i T

Il s’ensuit que pour une constante positive 6 suffisament grande on a
(X:(0,1), X:(0,1))" 10, 1)7) <0
et le résultat découle immédiatement du théoreme-7.

o b>0
En utilisant la méme démonstration que précédemment on montre que pour une con-
stante positive § suffisament grande le feedback suivant

1
Al—)\g

. " b b
u(zy1,22) = (Pg(:z:l, z2) — Pi(z1,22) + Ex'f" — Sbx 21 + 52:::%")
stabilise le systéme (2.5).

Réciproquement si a # 0 et b = 0 alors le changement de base dont la matrice de

passage est
01
#=( o)

{ I = b3§f+1 + 31132(3:2,1:1) + uly
iy = zoPi(z2,71) + uMi172

transforme le systéme (2.5) en
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le probléme se ramene ainsi au cas précédent (b # 0).
Ce qui términe la démonstration du lemme. [ ]

Enfin et pour terminer, nous allons utiliser les mémes techniques pour montrer le
lemme suivant.

Lemme 4 On suppose maintenant que (a,b) = (0,0), si les deuz conditions (i) et
(ii) sont réalisées, alors pour une constante positive § suffisament grande, le feedback
suivant

u(z1,22) =

M _1_ A2 (132(:5) - 131(-’13) + 6(cz1 — :L‘z)k(da:l _ xz)k)

stabilise le systéme (2.5).

Démonstration On considére le systéme bouclé

{ Ty = 101}:31(9«'1,332) + u(zy, T2) M z1 = X1(21,72)
ig = 2o Py(21,22) + u(Z1, T2)AeT2 = Xa(z1,z2)

Compte tenu de ce qui précéde, nous allons montre la stabilité du systéme bouclé (2.5)
en étudiant sa fonction caractéristique donnée par

f(:cl, .’172) = 62}12)2(61‘1 - $2)k(d$1 - :Ez)k
On peut également vérifier que
(Xa(1,d), X2(1,d)7 |(1,0)T) <0, (X1(1,¢), X2(1,0) |(L,0)T) <0

et pour § positif suffisament grand, on a

M P2(0,1) — X2 P1(0,1) Az
X,(0,1), X2(0,1))7 |(0,1)7) = =22 +6 <0
(X2(0,1), Xa(0,1))7 1(0,1)7) Jo ey
ainsi
M Py(1,0) = A Pi(1,0) M
X(1,0), X2(1,0)7 |(1,0)T) = = 2 4 bed——- <0
(( 1( ) 2( )) I( 4 ) ) AI—AZ (Al")\2)
1l s’ensuit que zéro est un point d’équilibre G.A.S. pour le systeme bouclé (2.5) ]

a

3€Me Cas- det B=0 :

Sans perte de généralité, on peut supposer que A1 # 0: en effet comme l'une des
deux valeurs propres de B est non nulle alors on peut choisir une base propre de B
telle que
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(M0
a- (% 0)

A; désigne la valeur propre non nulle de B. Dans la nouvelle base, le systéeme (2.5)
peut s’écrire sous la forme

. 5 k
{ & = 2Py (21, 22) + azFt! 4yl z,

2k+1

j}Q = bzl + lfzpz(:rl,:rz) (26)

Théoréme 12 Supposons que a = 0 alors, le systéme (2.6) est G.A.S. si et seulement
st Pg(o, 1) <0.

Démonstration Dans un sens, c’est presque immédiat car si ¢ =0 alors la droite :
z; = 0 est invariante par le systeme

&y = 21 Py(21, T2) + uhi Ty 2.7)
3.2 = b$¥k+1 + .’szg(.’tl,‘.'l:g) '

et sur cette droite ’équation (2.7) est réduite & z; = z2¥+1 P5(0,1). 11 en résulte que si
P5(0,1) > 0 alors le systéme (2.6) n’est pas asymptotiquement stable méme en boucle
ouverte.

Supposons en sens inverse, que P3(0,1) < 0 et b# 0 alors le feedback

: 1 - -
u(zq,22) = x(Pz(fCl, z3) — Pi(z1,22))

stabilise le systéme (2.7). En effet des calculs directs donnent
Flar,a2) = —bad* et ((X:(0,1), X2(0,))" (0, )") = Fa(0,1) <0

D’autre part, si b = 0 et 152(0, 1) < 0 alors pour une constante positive § suffisament
grande le feedback

1 - o
u(z1,22) = —(Py(21,72) = Pr(21,22) — 823F)
M
stabilise le systéme (2.7). | ' =

Supposons maintenant que a # 0 sans pert de généralité on peut également supposer
que a > 0 : en effet si a < 0 alors le changement de base dont la matrice de passage

est P = ( _61 (1) ) transforme le systéme (2.6) en

. 5 2k+1
&) = 2, Pi(—21,22) — az3 4wl
. 2k+1 5
$y = —bz¥**! 4 2, Py(—21,T2)
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Théoreme 13 Dans le cas ot a > 0 le systéme (2.6) est G.A.S. si et seulement sila
condition suivante est réalisée

() il existe un ¢ > 0 tel que b***! + Py(c,1) <0

Démonstration Si la condition (.) n’est pas réalisée alors
VE>0 ona b2+l 4 Py(g,1) >0

et par conséquent la région du plan R = {(z1,22) / =1 >0, 2 > 1}, est invariant par
le champ de vecteurs P+ uB, et par suite le systéme (2.6) n’est pas asymptotiquement
contrdlable a l'origine. 3

Supposons maintenant qu’il existe ¢ > 0 tel que be* ! 4 Py(c,1) < 0

e b>0
Soit H(y) = by + Py(y,1) < 0 comme H(y) est un polynome de degré 2k+1 et
b> 0 alors il existe d < 0 tel que H(d) < 0 et dans ces conditions le feedback

1 (- - a _ _ c+d
u(z1,x2) = n (Pg(:c) — By(z) + b(c+ d)z3* + axlmgk 1 bedz*1z, — -‘i—a——)-a:gk)

stabilise le systéme (2.6). En effet, soit le systeme bouclé

i] = Z']Pl(l‘l,mz):l' a$§k+1 + U($1,$2)/\1$1 = X](."L‘l,l'g)
g = ba? ! + 2 Py(z1, T2) = Xo(21,72)

et soit F sa fonction caractéristique F(z1,z2) = z2X1(21, 13) — 21X2(1, T2) on obtient
ainsi

F(z1,22) = (1 — cz2)(21 — dz2) (—b:cfk + %xgk)

Nous pouvons constater que F(c,1) = 0 il s’ensuit que (Xi(c,1),Xa(c, 1)) = v(c, 1) et
par conséquent

v = Xa(c,1) = bc?*+! + Py(e,1) =H(c) <0

ce qui donne
(Xa(e, 1), Xa(e, 1)) (e, D)) = v(1 +¢7) <0

et de méme on montre que
((X2(d, 1), Xa(d, 1)) |(d,1)T) = H(d) (1 + ") <0

e b0
Soit le feedback

1 /=~ ~ a a
u(zy,22) = -:\: (P2($1,$2) — Py (z1,22) + 2cbz§’° + —xlzg"'l - bc’z?"'lxz - 2-;1:3")

c2
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et le systéme bouclé

& = o1 Py (z1, 1:2)~+ azF ! 4 u(zy, z) M1 = Xy (z1,z2)
i‘z = bzf"“ + :Eng(El, 332) = XQ(IL'], 222)
et soit la fonction définie par
F(z1,22) = z2X1(21, 22) — 21.Xa(21, 3)

Des calculs directs montrent que

Flz1,22) = (51— cz2)(~bal* + 57)

Nous nous retrouvons dans une situation déja rencontrée
(Xa(c, 1), Xa(e, 1)) 1(e, 1)) = H(e)(1 +¢*) <0

et d’aprés le théoréme-7 le systeme bouclé (2.6) est globalement asymptotiquement
stable

o b=0
Sous ces hypothéses on montre que pour une constante positive § suffisament grande
le feedback suivant

1 /- .
u(zq,T2) = ™ (P2($1,$2) — Py(zy, ) — 623 + Scx 1z, — %w%")
stabilise le systéme (2.6). En effet, soit le systéme bouclé

{ Ty = 2711:31(331, 932) + ax%"“ + u(l‘l, 332))\1231 = X1(931,$2)
iy = 29 Py(1, 22) = Xa(71,22)

et soit la fonction F(z1,2) = 2X1(1,22) — £1X3(21,2) le calcule donne
F(zr, @2) = a1 — cw2)(—623* — %w%k)
Il est facile de vérifier que
((Xa(e, 1), Xa(e, )T (e, 1)T) = H(e)(1 +¢?) < 0

et
((X1(1’0)7X2(1’0))T l(laO)T) = 132(0’ 1)-46

ce qui montre que pour § positif suffisament grand on a

((Xl(lao),x2(1a0))T I(I,O)T) <0
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9.3.2 Cas ol B est A valeur propres réelles sans étre diago-

nalisable
A1
B= ( ) A)

Théoréme 14 Si Tr (B) # 0 alors pour 6 positive suffisament grande le feedback

u(zy,22) = —/\5(:1:%" + x%k)

Dans la base propre de Bon a

stabilise le systéme (2.1)

Démonstration Soit V la fonction définie par
1
V(z1,z2) = 5(/\2.?% + z3).

V est une fonction définie, positive et propre. La dérivée de V le long des trajectoirs
du systéme bouclé & = P(z) + u(z)Bz est
V(z) = Nz P(z)+ z2P(z) - 6A%(z2* + 22%)(\?2? + Az122 + T3)

A2z, Py (z) + 22 Ps(2)
[ 1 z%k)+xak ) _ 532V} + danzs + )| (a2 +23Y)

Nz P+ 2P,
z%k + z%k
dant comme la fonction z = A\2(A2z? + Az,22 + z3) est définie positive il en résulte que

pour une constante é positive suffisament grande on a

V(z1,22) < 0 V(z1,22) # (0,0)m

11 est clair que ’application z — est homogene de degré deux. Cepen-

Dans le cas ot Tr (B) = 2) = 0 le systéme (2.1) peut s’écrit

{ &y = Pi(z1,22) + uz2 (2.8)

& = Py(z1,72)
Dans cette partie on introduit une nouvelle notation. Soit
Py(21,22) = 22 Py (21, 22) + az?**! et Py(z1,%2) = 22 Py(z1,22) + b2 + dzoz2*
ou P, est un polynome homogéne degré 2k et P, est un polynéme homogéne degré 2k-1

Théoréme 15 Si pour tout £ € R on a Py(£,1) 2 0, alors le systéme (2.8) n’est pas
asymptotiquement contrélable & lorigine.
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Démonstration Pour la démonstration il suffit de remarquer que si P(¢,1) >
0 V¢ € R alors la région du plan de type P = {(x1,22) [ z1, x2 > 1}, est stable
~par le champ de vecteurs P + uB et par conséquent zéro ne peut étre ni accessible ni
asymptotiquement accessible & partir de n’importe qu’elle point de P. [ |

Par la suite nous allons supposer qu’il existe ¢ € R tel que P2(c,1) < 0. Nous allons
envisager les deux cas suivants :

18T Cas: a=0

Dans un premier temps on exclut le cas évident ou b= 0 (en effet si b = 0 alors la
droite d’équation : z; = 0 est une droite des points singuliérs)

Théoréme 16 supposons qu’il eziste ¢ € R tel que Py(c,1) < 0, alors le systeme (2.8)
est G.A.S. (

Démonstration Soit §; = —d — 2cb et §; une constante qui vérifie
62 +46,b6< 0

et considérons la fonction g(z,z3) = —bz?* + 6,22 222 + 6,231z — L2k, Test &
noter que g est une fonction definie. Soit le feedback

u(:cl, 12) = —131(:1:1, 1:2) + :1:1}32((1:1, 582) - (bC2 + 2662 - 61) 2%’: + (6262 - 2C51).’13%k_1.’122
+6,2x3 272 — f;m%mgk'z + Q%mlzgk'l — b2k

et le systéme bouclé

Ty = 3321?1(3«'1, z2) + uzy = X1(x1, T2)
:i?z = :L‘%Pz(zl,.'liz) + b.’l)?k-H + dl‘z.’t%k = Xz(:tl, .’Bz)

le calcul de sa fonction caractéristique
F(z3, 272) = X1 (x1, 372) - $1X2(-’€1,-’L‘2)

donne
F(z1,72) = (T1 — c22)°g(21,22)

il est facile de voir que
((Xa(e,1), Xa(e, 1)) (e, 1)T) = Pa(e, 1)(1 +¢?) < 0

Les hypothéses du théoréme-7 sont vérifiées et le systeme (2.8) est G.A.S. .
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98Me (a5 : a £ 0

Dans ces conditions le systéme (2.8) peut s’écrit sous la forme

{ Ty = az%k"'l + .’sz] (z1,72) + uzs (2.9)

:i)g = b.’l:%k-’-l + z; (dl‘%k + (Cgpz(a:l, :Bg))

On a deux cas a etudier
o b#0
si on considére une nouvelle paramétrisation dans 1’espace des controles définie par
b 9 2k P 5 i
u— —P 4+ (d:cl + zng) + u et aprés un changement de base de matrice de passage

b
T= ( (1) _‘i/ b ) le systéme devient

T, = Uy
&y = Py(z1 + §22,22)
et le probléme se raméne ainsi au cas précédent (a=0)
e b=0
en utilisant le fait que la droite d’équation z; = 0 est stable par le champ P(z)+uBz on

peut déduire que si a > 0 alors le systéme (2.9) n’est pas asymptotiquement controlable
a Dorigine.

Théoréme 17 supposons que a < 0 et qu’il existe ¢ € R tel que Py(c,1) < 0 alors le
systéme (2.9) est G.A.S.

Démonstration considérons le feedback définie par
w(zy,T2) = —Py(21,22) + 11 Py (21,22) + ¢(d — @)22* + (a — d)7122F " + ¢(d — @)z}
et le systéme bouclé (2.9)

{ Ty = a:i:%""'1 + xgl?l(ml,mz) + u(zy,22)z2 = Xi1(21, 22)
:i?z = d:vngk + .’ngz(ml,i'vz) = Xz(&)l,xg)

des calculs locales montrent que

F(z1,22) = z2X1(21,22) — 21X2(21, 22)
= (a—d)zs(z1 — cz5)(23* + 23)

) ((X1(1,0), X2(1,0))7](1,0)) = e < 0,
(X1(e, 1), Xa(e, 1))7|(e, 1)) = Py(c,1) < 0
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2.3.3 Cas o1 B n’a pas de valeur propre réelle

Nous nous plagons dans la base de Jordan de B. Dans cette base la matrice B

s’écrit
[« B
B‘(—ﬂa)

Théoreme 18 si B n’a pas de valeur propre réelle et si Tr (B) # 0 alors pour ¢
suffisament grand le feedback

u(z1,32) = —ab(a] + 2)°

rend le systéme (2.1} G.A.S.

Démonstration Pour la démonstration il suffit de remarquer que pour 6 positif
suffisament grand Papplication V(z1,22) = j(a% + z2) est une fonction de Lyapunov
stricte pour le systéme bouclé (2.1)

{ &) = Py(zq,22) + u(az; + Bz2)
&g = Py(x1,22) + u(—Pz1 + azs)

En effet la dérivée de V le long des trajectoires du champ de vecteurs P(z)+ u(z)Bzx
est :

V(z1,22) = T1Pi(z1,22) + z2Po(z1,22) — 6 (a2 + 23)**!
n

Supposons maintenant que Tr B = 0, sous ces hypothéses nous pouvons écrire le
systeme (2.1) sous la forme

i 210
Soit F la fonction définie par
F(zy,z5) = z1Py(z1,%2) + T2 Pp(z1,22)
Nous avons le résultat suivant :
Théoreme 19 le systéme (2.10) est stabilisable par feedback homogéne de degré 2k si

et seulement si la condition suivante est réalisée

il eziste (c,d) € R? tel que F(c,d) <0 (a)
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Démonstration
Supposons que la condition (a) n’est pas réalisée c'est a dire V(£&1,&2) € R? ona F(&1,62) 2
0

et considérons la fonction définie par
V(zy,22) = (22 + 23)/2.

V est définie, positive et propre. Le calcul de la dérivée de Lie de V par rapport au
champ de vecteur P(z)+ uBz donne

V(z(t)) = F((t)) 2 0

il est alors évident que le systéme (2.10) n’est pas stabilisable méme en boucle ouverte.

Reciproquement supposons qu'il existe (c,d) € R? tel que F(c,d) <0 et soit G le
polynome homogéne de degré 2k+2 définie par G(z1,22) = T2 P(21, z3) — 21 Pa(z1, 72).
et si on considére la division Euclidienne dans R[(x1,z2)] de G par z? 4+ z2. Alors il

existe deux constantes a, b et un polynéme @ homogene de degré 2k tels que

g(a:l, 32) = Q(.’B],zg) (z% + :Dg) + a$§k+2 + bzlz§k+1

ac? — 2bcd — ad? _ bc® +2acd — bd?

(@ +d)? 2= (& + d?)?
grande telle que ¥(z1,z2) = 6(aF + z2)* + Lzl + lz,22*7? soit définie. Pour montrer
que la condition (2.10) est suffisante pour la stabilité des systemes de la forme (2.10)
on propose de prouver que le feedback suivant

Soit I, = et § une constante suffisament

1 -
u(e) =3 (—Q(:c) 4 8(des — czo)? (2 +03) " +hdmad T + (hd ~ 212dc)z§’=)
stabilise le systeme (2.10). En effet soit le systeme bouclé

&1 = Pi(z1,22) + u(zy,22)Bz2 = X1(z1,22)
Tg = Py(z1,22) — u(Z1,22)B11 = Xa(z1,2)

et soit F la fonction définie par F(z1,%2) = T2X1 (z1,%2) — 1X3(21,T2) on trouve
F(z1,23) = (dz) — cx2)*¥(21,72)
Il est facile de vérifier que
((Xa(c, d), Xa(c,d))" |(e,d)T) = F(c,d) <0

et par suite le systéme (2.10) est G.AS. ]
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2.4 Stabilisation Locale des Systémes non Linéaires

On considére le systéme non linéaire défini dans un voisinage de ’origine dans R".

z = f(z) + ug(z) (2.11)
ol f et g sont deux fonctions telles que f(0) = g(0)=0
Definition

Une fonction p est dite positivement homogene de degré m > 0, si et seulement si
quelque soit z un élement de R" et pour tout réel positif A on a :

p(Az) = A"p(z)

On suppose que, Dfg = 0 et Difo =0 Vie {l,---,2k} alors, comme f(0) =0 et
g(0) = 0, on peut alors écrire

f(.’B) = D2k+1f0$2k+1 + fl(z)

et
g(z) = Dgoz + g1(2)

avec

LA < Millz]** et a2l < Mallz]| Ve eU' CU
On consideére le systéme suivant :
t = P(z) +uBz (2.12)
ol P et B sont définie par
P=D%*f, et B=Dgo
Par la suite on montre le théoréme suivant

Théoreme 20 Si le systéme (2.12) est stabilisable par un feedback positivement ho-
mogéne de degré 2k, alors le systéme (2.11 ) est locallement asymptotiquement stable.

Démonstration Soit u = u(z) le feedback positivement homogéne de degré 2k qui
stabilise le systéme (2.12), et soit ¢(z) = P(z) + u(z)Bz et ¢(z) = fi(z) + u(z)q1(z)-
Comme par ailleurs u est de classe C! sur U’\{0}, on peut voir que ¢ et ¢ sont
localements lipschitiziénnes. D’autre part, on a

lu(z)| < Moliz|*
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On obtient ainsi ¢ est positivement homogéne de degré 2k+1 et ¢ satisfait
I¢(2)]| < (M + MoM)|z|*+! , Vz € U’

¢l < Mljz||*™*", Vz e U’

avec M = M; + MyM;. En vertu du théoréeme de Massera [34], la solution z = 0 du
systeme & = ¢(z) + ¢(z) est asymptotiquement stable. Ainsi le systéme (2.11) est
locallement asymptotiquement stable. [ ]



3

Observateur et Stabilisation Des
Systemes Bilinéaires

3.1 Introduction

Etant donné un systeme de la forme

z = f(z,u)
{ y = h(z) ()

Un probleme important de l'automatique est celui de la stabilisation par retour
d’état du systéme = f(z,u). Plusieurs auteurs ont abordé ce sujet en cherchant un
feedback z — u(z) suffisament régulier pour que le systeme bouclé z = f(z,u(z)) soit
globalement asymptotiquement stable.

Cependant le feedback u(z) ne permet pas de stabiliser le systéme lorsqu’on ne
connait pas I’état z(t). On est donc amené & construire un observateur (I'), c’est & dire
un systéme dynamique qui produit une estimation de ’état basée sur des observations
passées a tout instant.

Dans le cas ou le systeme n’est pas observable pour toute entrée, il existe des entrées
qui n’arrivent pas a distinguer deux états distincts. Pour de telles entrées ’observateur
(f‘) ne converge pas. Ces mauvaises entrées constituent la singularité du Probléme. Ii
faut donc que le feedback u(x) soit "relativement séparé” de ces mauvaises entrées.

On consideére le systéme bilinéaire plan non observable pour toute entrée

= Az +uBz
y=Cz (%)
zeR} ueR,yeR, C=(c,c)et A,Be€ M2(R)

43
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Dans cette partie nous montrons que si le systéme bilinéaire plan (X) est globalement
asymptotiquement stabilisable (sauf dans un cas dégénéré) alors, il existe un feedback
homogéne u(z) tel que le systeme
3 =(A+u(@)B)t — S CCe
é=(A+u(@)B—STC)e (Z,0)
e(t) = 2(t) — =(t)
(la matrice S(t) est la solution de ’équation S, = —0S8,— {A+uB)S;—S((A+uB)+
‘CC avec S, est définie positive) soit globalement asymptotiquement stable.

En d’autres termes nous examinons la stabilisabilité du systéme (¥) par une com-
mande fonction de ’état estimé par I’observateur de Kalman (%,0).

3.2 Résultat Principal

Dans le cas ol le systéme () n’est pas observable pour toute entrée, en général
il existe une seule entrée constante uy qui ne permet pas de distinguer deux états
distincts. Cette mauvaise entrée vérifie '’équation linéaire

det ( C(AbeB) ) =0 (11)

En effet, soit up(t) une entrée admissible qui ne distingue pas deux états distincts,
alors il existe deux états o et yo tels que zo # Yo et

C@ub(t)wo = CQub(t)yo Vi 2 0 (4)
ot ®,,(t) désigne la matrice fondamentale de ’équation & = (A +up(t)B)z, définie par

fﬁ"_;;_(t—) — (A + w(t)B)Bu,(t) avec &,,(0) = Id

1l découle de (4) que V¢ > 0 on a ®,,(t)(zo — yo) € Ker(C). De plus, en dérivant (4)
par apport au temps, on trouve

C(A + uy(t) B)®u, (t)z0 = C(A + us(t) B)®u, (t)yo, Vi 20
et par suite ®,,(t)(zo — yo) € Ker(C(A + wy(t)B). Ainsi, en posant

M(t) = ( C(A +Cub(t)B) )

on a ®,,(t)(zo — yo) € Ker(M(t)), ¥t > 0. Il s’ensuit alors que det M(t) = 0 d’'ou
up(t) = constante = u, telle que

e ( gasup) ) =
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Définition 17
On dit que le feedback u(z) est ”relativement séparé” de la mauvaise entrée uy s’il
existe un € > 0 tel que

u(z) @up — €, up + €[ Vz € R?

Théoréme 21 Supposons qu’il eziste un feedback u(z) qui stabilise le systéme (X) et
qui vérifie les propriétés suivantes

(1) u(z) est homogéne de degré zéro (i.e u(Az) = u(z) VA€ R*).
(ii) u(z) est borné et de classe C' sur R?\ {0}.

(iii) u(z) est "relativement séparé” de la mauvaise entrée us.

Alors la commande u fonction de l'état estimé par (X, O) stabilise le systéme (X).

Démonstration Etant donné un feedback u(z1, z2) qui vérifie les deux propriétés (i)
et (ii), alors il existe 6 > 0 tel que

-6 < u(z1,22) < wp—e Y(z1,22) € R? ou bien up+e < u(z1,z2) < 6 V(z1,22) € R

Supposons que up + € < u(z1,72) < 8, V(z1,7z2) € R? (méme démonstration dans le
second cas). Le changement de contrdle & = u — é transforme le systéeme () en

- {a’::/i:c+ﬁBa:

() y=Cz avec A= A+6B

Soit i, la seule mauvaise entrée de () et @(z;, z;) le feedback qui stabilise le systéme
(X) alors,
'&b = Up — 6 et ’fl,(:l,'l,.'l‘g) = 'U,(xl,.’ltg) - 6.

Il s’ensuit en particulier que @(z1,z,) est homogene de degré zéro tel que
(21, z2)} < |ils| — € < |-

Compte tenu des propriétés de I’Observateur de Kalman (voir § 1.4.1), on a

le(®)]l < ,ﬂ’;% exp(~61) (4)

ol B,, désigne le minimum sur le compact Ko = {u € L5,/ |u(t)| < up —¢€} de la
fonction B : Lig ) — R qui a toute entrée admissible u € L, associe la plus petite
valeur propre de la matrice

U,

/o Bl (t—1) Too(t—7) dr.
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Montrons que B,, est strictement positif. Comme |u(t)| < uy — e Vt € R, on peut

affirmer que
dd((XA+idﬂB))¢0

et par suite on a
si zg# 1 alors 3t € [0,af tel que C®y,1) zo # CPu, ) 21

Il est alors immédiat de vérifier que la matrice
a T _ T -
./0 Quol[‘r](t - T) CCQuOI[T](t - T) dT

est définie positive, ce qui montre que §,, > 0.

Par ailleurs comme le systéme bouclé & = Az + @(z)Bz est défini par un champ de
vecteurs continu et homogéne de degré un, on déduit & partir du théoréme-2 qu'il existe
une fonction de Lyapunov stricte V homogene telle que

)VO0)=0 V(z)>0 Vz#0etV(z) - 400 [z|]| = 40

2) (Az + i(z)Bz|V(z)) <0, Vz # 0 et les dérivés partielles g}‘i sont aussi

homogéne de degré inférieur au degré de V.

Il s’ensuit qu’il existe a > 0 tel que

i

<a(l+V(z))

La démonstration du théoréme s’achéve alors a I’aide des mémes techniques utilisées
par Chabour-Hammouri dans [8]. [

Exemple 1 On considére le systéme suivant :

{;’czAz+uB:c
y=Cz

A=(‘21 g),3=(g (1)) et C = (1,3)

Il est a noter que ce systéme n’est pas stabilisable par un feedback continu en zéro.
comme (A, C) n’est pas observable, il s’ensuit que uy = 0 est la seule mauvaise entrée.
On montrera plus loin que le feedback

—3 (1432 + 502, &, + 20742)
282 — 2818, + 1522

T = (371,1:2) € ]R'2,

avec

U(-’il,iz) =

Stabilise le systéme (L), ot (Z1.%2) désigne une estimation de I’état donnée par observateur
de Kalman.
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3.3 Etude de la Stabilité du Systéme (Z) a travers
un Observateur

Dans tout ce qui suit nous nous plagons dans la base de Jordan de B.

Remarque On s’interesse au cas ol (X) n’est pas stabilisable par feedback constant.
En effet si le systéme est stabilisable par feedback constant alors il existe tout un
intervale J tel que Vuo € J les deux valeurs propres de A + uoB sont & parties réelle
strictement négatives, et les conditions d’application du théoréme-21 sont réunies.

3.3.1 Cas o1 B est & valeur propres réelles sans étre diago-
nalisable

Dans une base de Jordan de B on a

b Al
Az(i d), 19=(0 A) et C = (1, )

Tenant compte de ce qui précede et de la classification algébrique des systémes bilinéaires
plan donnée dans [9], les deux cas critiques possibles sont :

i-Tr (A) > 0, Tr (B) = 0 et Tr (AB) # 0.

ii-Tr (A) = Tr (B) =0 et Tr(AB) =c # 0.

Théoréme 22 Si I'une des deuz conditions (i) ou (ii) est réalisée, alors le systéme
(%) est stabilisable par une commande fonction de ’état estimé par (£, O).

Preuve Dans un premier temps on suppose que la condition (i) est réalisée. On
considere les deux fonctions suivantes

4
P(z) = 26c%x? + (88ac + 140cd)z, 22 + (8—29-d2 + 709ad + -6—zla2) 2,

Q(z) = (czy — (d + 2a)z2)* + 2(d + a)*23,

la fonction définie positive donnée par

d 2
V(z) =|cz}- < +25ac:c1a:2 - (1—27-a2 + §22da + 10d2)z§)
+-1%3- (d2 7 : z3 4+ c(d + a)zlmz)

ainsi que le feedback homogeéne de degré zéro défini par

_(e—d? _(d+a)’P(z)

u(z) = —b 4c 4¢cQ(x)
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On vérifie aisément que V est définie positive et propre. Sa dérivée le long des trajec-
toires du systéme bouclé (X) est donnée par

V(z) = —(a+ cg(ligx)R(z)
R(z) = (c:cl + d; az2>2 + 1—29-(a + d)*x2
et
D(z) = (c 23 — (cd + 3ac)z 25 — (ifa +—= d+ 1 dz) )2

&2 — o2
+33 ( 5 —azi+c(d+ a)x1x2>

Par ailleurs comme la seule mauvaise entrée (quand elle existe) vérifie ’équation (II),
il s’ensuit alors que
1) Si ¢; = 0, alors le systeme (X) est observable pour toute entrée.
) a—d)? e (a—d)\?
2) Si ¢ # 0, alors ub=—b—(—46—)+c(a+(——2—c——2) .
D’un autre c6té, il est facile de vérifier que

2
(71d+46a)z2) 2161 2s?

P(z)— Q(z) =25 (c:zl + 5 100

est définie positive, et par conséquent

P(z)
()>1v¢0

2
Ainsi, si Tr(AB) = ¢ > 0, alors ¢ (2 + (a = d)) >0

[} 2¢

et en utilisant le fait que pour tout z # 0 on a gg; > 1 on obtient
(@+afP@) _, (a—d? _ _(d+af _, (a—dp
4cQ(x) 4c 4c 4c

— d)? - 2
< —p-a=9) +c(2+<"_d>)
4c c 2c

et par conséquent
_dtaf , (a—d)

u(z) < 1 1 <
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Les mémes arguments permettent d’établir que si T'r(AB) = ¢ < 0, alors

M_b_u>

u(e) > ——p 4c

Up

Supposons maintenant que Tr(A) = Tr(B) = 0 et Tr(AB) = ¢ # 0, dans ces condi-
tions on a

b 0 1
Az(z _ ),B=(0 O)etCz(cl,cz)avecc7é0

a

Le changement de controle

a?+bc+1

[

a(z) = u(z) +
transforme le systéme (X) en

& =(A+aB)z avec A=[ @ N
y=Cz

C —a

Le polynéme caractéristique de A est égal & X2 +1, et par conséquent la forme quadra-
tique définie positive

1 .
V(z1,22) = §(c2:1:f — 2aczizy + (a® + 1):1:3)

est une intégrale premiere pour le champ A. Depluslerang dela famille {Bz,adA. Bz,ad’A. Bz
est égale A deux en tout point de R?\ {0}. Il est alors facile de vérifier que pour une
constante positive é le feedback :

LpV(z)  —cxizy + acad

i) = CV(zy,22) 6V (zy,22)

stabilise le systéme (X).
Comme précédemment on a
1) Si ¢; = 0, alors le systéme (X) est observable pour toute entrée.

2
2) Sic¢y # 0, alors 4 = ¢ ((% + %) + l/cz) # 0 et pour une constante positive §
1
suffisament grande on a
li(z)| < % < |&| Vz € R

Les conditions d’application du théoréme-21 sont donc réunies et le systéme (X,0) est
globalement asymptotiquement stable. |
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3.3.2 Cas ou B n’a pas de valeur propre réelle

Nous nous plagons dans la base de Jordan de B. Dans cette base les deux matrices

A et B s’écrivent
_[a b Y .’
A_(cd) B_(—# A)'

Afin d’aboutir a une écriture plus simple du systéme (X), on utilise le changement de
coordonnées dont la matrice de passage est

T=( “1 62) avec el=(a—d)—\/(b+c)2+(a—al)2 ete;=b+c

—€é2 €1

Dans la nouvelle base la matrice B reste inchangée et A devient

A= (o O) o

(ae + (c+ b)erez + de3)/(ef + €3)
(a3 — (c+ b)eres + def)/(ef + €3)

L’unique situation critique est alors caractérisée par

(i) Tr(A) >0 Tr(B)=0et —dd = (b+c)®—4ad >0
Théoréme 23 Sous l’hypothése (i), les feedbacks suivants

ty22 + (d — @)z12g + 222 c—b
p(z} + z3) 2

u(zq,T2) =

= [t
avec 11 >0 t,>0 et d t—1+&>0
V t2
stabilisent le systéme (X).

Démonstration On considére le systéme bouclé

(2)-(lers) - a(2) swnmn(2)] @

Y est un champ de vecteurs homogene de degré trois. Comme la fonction (z? + z3)
est définie positive, alors il est immédiat de vérifier qu’il y a une équivalence entre la
stabilité du systéme (X) et celle de I’équation (5).

Soit F' la fonction définie par

F(z) = z1Y3(21,22) — z2Y1(21, 72).
Un calcul direct donne

F(21,22) = —(t12] + ta23)(2] + 23).
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Il est trivial que la fonction F est définie négative. On peut alors invoquer le théoreme
de Cemma et LLibre [7] pour déduire que le systéme (5) est globalement asymptotique-
ment stable si et seulement si I'integrale

to Yi(1, x) :c)
J = / F(l z)

est strictement négative. Un simple calcul donne

r dt+a t
= —— avec t=,/—
tat(t+1) s

et conduit au résultat. ]

Théoréme 24 Si la condition (i) est réalisée, alors le systéme (X) est stabilisable par
une commande fonction de ’état estimé par (£, O).

Démonstration Compte tenu de ce qui précede, il existe une seule mauvaise entrée
up constante qui ne distingue pas deux point distincts. Cependant, pour deux con-

+ [t
stantes positives t; et t; suffisament grandes telles que d\ /-tl +a>0,ona
2

fu(er, 2)] > usf +1.

Les conditions d’application du théoréme-21 sont donc réunies et le systeme (X, O) est
globalement asymptotiquement stable. [
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3.3.3 Cas ou B est diagonalisable

Dans la base propre de B, on a

A=(‘Z 2) B=()‘01 )?2) et C = (c.c).

Distinguons le cas ou det B égal a zéro de celui ou il est différent de zéro. Dans le
second cas la seule situation critique est :

i) det(B) < 0et bc <0
Si on consideére le changement de base dont la matrice de passage est
e ( \/-(;bc 0 )

C

et si on considere une nouvelle paramétrisation dans ’espace de contréle définie par

-d . .
u— 4 u, le systéme (Z) devient
Ay — A
:i)l = &zl + E.’L‘g + U/\1$1
Ty = —&T, + aTy + ulszy
y = ar+cz
d\ —al
avec ¢ = v/—bcet a = g4~ dh > 0.
A — A2

[2
Théoréme 25 Soit t = 577\/33r — 143372 — r3 4 (14 14r 4+ r2)3/2,

Supposons que la condition (i) est réalisée, alors les feedbacks suivants

B z2 (E+8)"(M = )
a) uy(z1,22) = Ow = a) (&35 r2D) avec r > Zx .
&t z? (4 @) (M — Xp)?

b) uz(z1,22) = avec r >

(=) (2} +rad)
stabilisent le systéme (X).

F3V.

Démonstration On considére le champ de vecteurs homogeéne de degré trois

Y=Y\ svee Yr=(aF+ra])(@zs+&z2 4 ui(z1,22)M171)
Y Y = (2} + rad) (—éxy + a2z + us (21, 72) Aazs)

et la fonction définie par -

F(z1,23) = z:1Ya(21,72) — 22Y1(21,22)
—&(rzt + (r + 1)z222 + tzy23 + 2).
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F(z,,3) est une fonction homogéne de degré quatre. En vue d’étudier F' on commence
par rappeler le résultat suivant sur les fonctions homogenes de degré quatre (voir [7}).
Soit 1 la fonction définie par

P(z1,22) = a0z + 4a 2372 + 6azziz? + 4asz T3 + a47y
on pose

i,p = apQ4 — 40.10,3 + 30.%

jv = 0020204 + 3&1&20,3 — alay — apa? — a3

H, = 7_1_5 ¢zz 'd)a:y

d’ 3% ¢zy ¢'yy

oll Yz, Yay €t Uy, désignent les dérivées partielles de second ordre de la fonction %.
On peut alors énoncer le théoreme suivant

Théoréme 26 (Cima et Llibre) [7] Pour une fonction ¢ polynomiale et homogéne
de degré quatre il existe une transformation o € GL(2,R) qui transforme 3 en l'une
des diz formes canoniques sutvantes :

I (21, 25) = 2} + 6pzizl + 23, pu< —3 avec Dy > 0,Hy <0, 12H2 — iy9? > 0.

I1. (1, 25) = ozt + 6pzlzl +23), lel =1, p> =5, p# 5 avec Dy > 0,09 >0
et
Hy >0 et 12H2 —iy9p? <0

II1. $(z1,22) = =} +6pzizl — 23, avec Dy < 0.
IV. Y(z1,23) = az3(63} + z2), |a| =1 avec Dy = 0,cjy < 0,2iyHy — 3549 > 0.
V. ¥(z1, 22) = azd(62? — 23), |a| =1 avec Dy = 0,ajy < 0,2iyHy — 3jy3 <0.

VI.9(z1,25) = a(z? + 23)?, |a| =1 avec Dy = 0,ajy > 0,2iy Hy — 354 =0,
H¢ > 0.

VII. (31, 22) = 6azizd, |a| =1 avec Dy = 0,ajy < 0,2iyHy — 3jy¥ =0,Hy <0.
VIII. (21, x2) = 423T2, avec Dy = 0,5y = 0,iy =0, Hy # 0.

IX. ¢(z1,22) = azi, la| =1 avec Dy = 0,5y = 0,iy = 0,Hy = 0,09 > 0.

X. ¥(zy,22) = 0.

Appliquons le théoréme-26 a la fonction F', on a

2 14+ 14r 4+ r2)3
Dr=0 ip=E2<r+3(r+1)) jF=E3\/( ) 2ipHp — 3jrF > 0

6 216
et par suite, il existe une transformation o € GL(2, R) tel que
F(z1,x2) = —E22(623 + 23) avec (21, z2) = 0(21,22)-

Il est immédiat de vérifier que les orbites du champ de vecteurs Y sont de la forme
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N(Q,¥)

la droite d’équation z; = 0 est invariante par le champ Y = (11,Y3), soit
(1,%) = 07(21,0).
1] est évident que 9 est une racine double de F(1,z2) = 0 ainsi qu’une racine simple
de I’équation

F
—66?2(1,222) = —CI; (42:§ + 3tzg + 2(r + 1)) =0. (6)

Soit 1; et 1, les deux solutions non nulles de ’équation (6), on obtient ainsi

—3t — /02 —32(1 + 1) 3t + /07 — 32(1 +7)
1= ) "/)2 = .
8 8
Tl est clair que, F/(1, ) est croissante sur | — 0o, 1] L [¢2, 0], décroissante sur [41, 92 U
[0,400] et que F(1,z;) < 0. Il en resulte que

—3t— /92— 32(1 + 1)
g .
Soit N = (1,%) et T = (T3, T,) = Y(N). On peu vérifier que

b=t =

M étyp?
(M = X)(¥? + )

N P Aaty)?
T, = c+a¢+()\1—/\2)(¢2+r)

T, = a+cy+

) (¥? +7)
¢) (¥*+ 1)




3.3. Etude de la Stabilité du Systéme (X) a travers un Observateur 55

Pour montrer que zéro est un point d’équilibre stable pour le champ Y, il suffit de
montrer que T, > 0. On a d’une part

(" +14r + 17 > (22 + 14+ 0° 4 21r)°

d’ou
2 3/2
2_ 2 — 2_,3 2
t =50 (33r 1433r—r +(1+14r+r) )>4(r+1)

et puisque r > (& + @)% (M — A2)?) /(&2)3), il s’ensuit que

JE+D0a=X)

t> p
CAQ

D’autre part on a

2 = (18t — 32(1 + 1) + 61,/982 — 32(1 + r)) /64
012 —32(1 + 1) > 4r et 6t > 12/r

et donc

61,/0t2 — 32(1 + r) > 12v/7(2y/r) = 24r.
Il vient alors que
\ 2

g = (186 32014 r) + 60/ —32(1 4 7)) /64> 7 et jf =

>1/2

et d’aprés l'inégalité (7), on a

ty? _ (E+@)(da—M)

T + 'Q,b2 > EAQ )
1l s’ensuit que
t? A28 I
e ("*(b - Al)) > —$(E+a)
et "
—E+ay+ 2Cty Y > —pE—E>0

(M = A)(r +9?)
ce qui permet d’affirmer que
T, >0.

Nous allons maintenant examiner la stabilité du systéme () par le feedback u,. Soit
le champ de vecteur défini par

[ X X; = az; + éx2 + uz(z1, 22) 21
X = ( X3 ) AVEC X, = —&z1 + 72 + ua(T1, T2) Mo
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Le changement de base dont la matrice de passage est

P=(40)

transforme le systeme = X () en

H\_|[( a . z} A2 O &
£ - ~¢ A2 — A a;% + ra‘;'12 0 X\ T

et la démonstration découle de la stabilité du systeme = = Y (z). |

q[ O

Théoréeme 27 Si la condition (i) est réalisée alors le systéme () est stabilisable par
une commande fonction de I’état estimé par le systéme (%,0).

Démonstration On peut voir aisément que

up # 0

D’une part si \jup < 0, on peut déduire que le feedback ui(%,%2) stabilise le
systeme (Z) ((£1,%2) désigne une estimation de 1’état donné par (£,0)). En effet le
feedback u; est homogéne de degré zéro et il vérifie

Alul(.'l:],l?z) > 0> A]’U,b.

Les conditions du théoreme-21 sont donc réunies.
D’autre part si A\jup > 0, alors le feedback uz(21,22) stabilise le systeme (). ]

Dans le cas ot det B = 0, nous allons procéder de la méme fagon que dans les cas
précédents. Cependant, le probleme et beaucoup plus compliqué. En particulier, il
existe des classes de systémes ol il est impossible de construire des feedbacks qui sont
» relativements séparés” de la mauvaise entrée (voir exemple 2).

Dans une base appropriée de R? on a

_ ab _ A10
A—-(c d)etB—(O 0)

Si on considére le changement de base dont la matrice de passage est

- (55 2)
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d—
et si on considere un changement de controle du type u —)‘—2 + u, le systéme ()
1

devient
d.’tl + él‘z + 'U)\].’Bl

z1
i‘z —-E.‘l)l + d.’l,'g (E)
y = &%+ T2

avec & = v/—bec > 0. Dans ces conditions le seul cas critique est 0<é<d

o

. . . (5] d ¢
Nous nous restreindrons ici au cas ot — & [, —5k
Ca C

Théoréeme 28 Dans le cas ot det B = 0 et 0 < & < d et pour ¢ € R”, il existe un
feedback u qui stabilise le systéme (L ) et qui vérifie la propri€té suivante

u P+E+ e

PREGPY:
Démonstr?itzig_n L, 24 2ae?
o Et+e& | e T3 _c+ad+ef—¢g
Soit m = ah == J(E-dP+ ) ((E+d?+ et e = 2¢d '

On considére les deux matrices
~ d ¢ o «
A=( . ) et B=A+mB
—¢ d

Il est clair que det B = —€? < 0 et par suite B est diagonalisable dans IR. On considere
le systeme décrit par I’équation différentielle suivante

i=A+vBz
{ veER ®

le changement de base dont la matrice de passage est

1 1 —€1
T =
()

transforme le systéme (8) en

z= (A1 + 'vBl)Z (9)

avec

(qd + 2&d) .
—— o

(0
(gd - 22d) ‘”"(ou)
q

A =
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ou
B4 d—-e—gq —&4d*—-+gq 1+ ¢€?
— t — ¢ -_— ¢ 1 .
! 2d 2 2d R
On peut alors invoquer le théoreme-25 et déduire que le feedback
4c2d? ét 22 (& + 60)*(t — ta)?
vz ) = @ (b —t2) (2 +723) avec T2 &%t
_s g4 2, 4
t = \/—2-3—1_ 337'—1+33r2—r3+(1+14:r+r2)3/2 et § = d(-&'+d 4;2d26 + <)

stabilise le systéme (9) et par suite, #(21, Z2) = v(z1— €122, —€121 + z,) rend le systeme
(8) globalement asymptotiquement stable. Comme par ailleurs B = A+mB, il s’ensuit
_que le systeme décrit par I’équation différentielle
= (14 9(zq, 2))Az 4+ mb(z1, 22) Bz

est globalement asymptotiquement stable.
On peut remarquer que (¢ — d)? + € < (&+ d)” + €, et par suite

VE—drp+ e <yf(e+d?+eetg<(E+d)+e et E-df+e <q
d’ou
g+ &+ &+ > —2edet F+d*+e—q<2d
ce qui donne
E+d¥+e—¢ 62+d2+62—q<

—let e =
92¢d >-lete 2¢d 1

€ —

et donc
—l<e <1 et ¢ >0

Il est clair que 1 + #(z1,23) > 0 V(z3,22) € R? d’ou 1’équation

’6(371, $2) Bl‘

. _ A
’ +m1+5(1‘1,$2)
. '6(331, 1,‘2) T \
est G.A.S. et par suite le feedback u(z;,3) = m—>——— stabilise le systeme (I)
1+ 'v(zla $2)
et vérifie ( ) PRI
u(zZ1, T2 _ +c+e€
N T Dz

u

Théoréme 29 Si B est digonalisable dans IR et det B =0 et s1i on a -zl g [—%,—2

2

alors le systéme bilinéaire plan est stabilisable par une commande fonction de l'état
estimé par (X, 0).
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Démonstration Dans une base appropriée de IR? et par une bonne paramétrisation
dans ’espace de contréle le systéme () s’écrit

z = Az +uBzx _[d ¢ (M0
() {y=c1x1+cz:c2 avec A_(—E d) B_(O 0)

e Si ¢;¢; = 0 alors le systéme (Z) est observable pour toute entrée.
e Si ¢c1¢; # 0 alors il existe une et une seule mauvaise entrée qui n’arrive pas a distinguer

deux états distincts
é (021 + c%)
ub — ———
/\1 CiC2

2 1 d -
¢ Z- , on déduit que pour %:— ¢ [—E’ —-3 et

ﬂ<_ﬁ+3
M YR

Dans ces conditions, le feedback u(z) définie dans le théoreme-28 vérifie les hypotheses
du théoreme-21.

a partir de I’étude de la fonction f(£) =

cicg <0ona

4>+ & .
En effet, comme - +2C et donc pour ¢ assez petit on a
A]_ dAl
Uy E+E+E u(a)
—< - — < .
A] dAl Al

U

Pour ¢jc; > O on a Xé > 0. On montre alors, comme dans la démonstration du
1

théoréeme-25 que les feedbacks

ét z? ¢+ a)?

——— 1 — avec r>-—
A (23 + rz3) é

v(-’”l,mz) =

stabilisent le systéme (L), et par conséquent

Up v(Z1,T2)

—>0> —

M M
Les conditions d’application du théoréme-21 sont donc réunies et le systeme (X, 0) est
globalement asymptotiquement stable. [ ]

3.3.4 Remarque

A0
00
trouver des feedbacks qui sont ”relativements séparés” de la mauvaise entrée. En effet,
soit I’exemple suivant :

Dans le cas ou B de la forme B = , il existe un certain cas ou on ne peut pas
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Exemple 2 On considére le systéme suivant

z = Az + uB«z
(T) y=Cz
zeR?, ueR

2 1 10
avec A= 19 ) B= 0 0) et C=(1,-1).
Il découle de Vequation (II) que le systéme (I'1) n'est pas observable pour toute entrée

et que la seule mauvaise enirée uy est égale a -2.

Dans ces conditions on montre la proposition suivante

Proposition On considére les deux systemes suivants

¢ = Az + uBz z = Az + uBz
(21) {zele, u> =2 (22) {.’BEIRZ, u< =2

-1 6 (01

avec A = ) B and C =(1,3).

2 3/ 7 (00
Les systémes (£;) et (¥2) ne sont pas asymptotiquement controlable a l'origine.

Preuve Il est & noter que la region de la forme {(z1,z2) € R?/zy > z1 > 0} est
invariante par le systéme (£,), et que la paire (A+2B, —B) n’est pas asymptotiquement
contrélable & origine (pour la démonstration voir [40]).

La proposition est ainsi démontrée. |
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- A Robust PI-Controller For
Infinite-dimensional Systems

abstract In this paper, we deal with single-input-single-output systems of the form

&(t) = Az(t) + bu(t) + w
y(t) = Cz(t)

on a separable Hilbert space H, where the operator A is the generator of an exponen-
tially stable Co-semigroup on H, b € H, C is A—admissible linear operator and w is an
arbitrary constant disturbance vector in H. We propose a low-gain PI-controller which
stabilizes and regulates the system such that for a given reference constant y., y(t)
tends to y, independently of w as ¢t — +oo. Our result generalizes the previous one of
Pohjolainen (1982) in that the semigroup is not necessarily holomorphic. A numerical
example will be given to illustrate the application of the theory.

Keywords : Infinite-dimensional systems, Pl-controller, spectrum, exponential sta-
bility

4.1 Introduction

In Pohjolainen (1982), the finite-dimensional multivariable regulator design theory
has been generalized to a class of infinite-dimensional systems where the semigroup
of the open loop system is an exponentially stable holomorphic semigroup on some
Banach space. For this class of systems, Pohjolainen has given a necessary and suffi-
cient condition for the existence of a robust multivariable PI-controller and proposed a
low-gain Pl-controller. In the same context, Kobayashi has developed a PI-controller
design method using the discretisized model of the system only (Kobayashi 1988).
They have essentially assumed that the system is governed by an exponentially stable
holomorphic semigroup (or exponentially stabilizable holomorphic semigroup by the

61
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proportional part of the Pl-controller). There are two reasons for this kind of assump-
tions. First it is possible to judge the stability of holomorphic semigroup systems on
the basis of the spectrum of generators because an holomorphic semigroup is exponen-
tially stable if and only if the spectrum of its generator is situated in the open left
half plane (see the theorem 4.3 of Pazy 1983, p.118). Second the smoothing associ-
ated with holomorphic semigroups makes it possible to treat the boundary controls
via bounded control operators (see the examples in Pohjolainen (1982) and Kobayashi
(1988)). However this assumption singles out many infinite-dimensional practical sys-
tems whose semigroups are not holomorphic (see Pazy 1983, also Gauthier and Xu
1991, Xu and Gauthier 1991). On the other hand, practically it is not always easy to
verify if a semigroup is holomorphic or not. The objective of our paper is to generalize
the Pl-controller design theory in Pohjolainen (1982) and Kobayashi (1988) to a larger
class of infinite-dimensional systems.

In this paper, we consider infinite-dimensional linear systems of the form

£(t) = Az(t) + bu(t) + w
y(t) = Ca(t) (%)

on a separable Hilbert space H. For the sake of simplicity, the theory will be developed
only for single-input-single-output systems. Straightforward generalization to multi-
input-multi-output case can be carried out following Pohjolainen (1982). Here we
assume that the operator A is the generator of an exponentially stable Co-semigroup
on H, b € H, C is a linear A-admissible operator and w is an arbitrary constant
disturbance vector in H. We propose the following PI-controller for @) :

u(t) = ky(y(t) — yr) + K[CATE] 7 2(t)
i(t) = y(t) — yrs

where the gains k, € R and k; > 0 are small. Under some weak conditions, we will
prove that this low-gain PI-controller stabilizes and regulates the system so that for
a given reference constant ¥, y(t) tends to yr independently of w as t — +oo. To
illustrate the application of the theory, we will deal with a numerical example which is
not under the consideration of the existing theory (Pohjolainen 1985, Logemann and
Owens! 1989).

(PIC)

In Logmann and Owens? (1989), Logemann and Owen have proposed a frequency-
domain approach to the PI-controller design for a large class of infinite-dimensional ex-
ponentially stable systems. The PI-controller design has been carried out with transfer
functions in order to guarantee input-output stability. Moreover it has been proved
in Logemann and Owens' (1989) that under some semigroup smoothness assumption,
input-output stability of the Pl-controlled systems implies also internal exponential
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stability. In Pohjolainen (1985), the robust PI-control theory has been investigated for
exponentially stable semigroup systems with bounded output operators. Our approach
here is the state space approach as compared with that of Logmann and Owens? (1989).
We take the state space of the system H to be a Hilbert space. This makes it possible
to judge the stability of semigroups on the basis of the spectrum of generators using
the result of Huang (1985). We suppose also that b € H as in Pohjolainen (1982). The
latter assumption is more restrictive for certain applications. To our knowledge, it is
still an open question how to remove this assumption. The important fact to retain
from our paper is that the holomorphy assumption on the semigroups is only technical,
but not fundamental in Pohjolainen (1982). This fact makes it possible to apply the
frequency-domain PI-controller design approach of Logmann and Owens? (1989) with
implication of internal stability to a larger class of infinite-dimensional systems.

4.2 Main Result

We consider systems of the form (Z) on the separable Hilbert space H with inner
product < -,- >g. We let o(A) and p(A) denote respectively the spectrum and the

resolvent set of a Co—semigroup generator A. The order of a Co—semigroup et4 is

defined as
n(d) = lim a4/

t—

which does exist. We denote the largest real part of the spectrum by oo(4) =
sup{Re(A\); A € (A)}. Then we have oo(A4) < wo(A). The semigroup e is called
exponentially stable if and only if wo(A) < 0. In general, oo(A) < 0 does not imply
that the semigroup is exponentially stable (see the examples in Pazy 1983, p.117 and in
Huang 1985). We set R(\; A) = (A—A) ' forall A € p(A). The following fundamental
result of Huang (1985) will be used systematically in the paper.

Proposition 1 : Let e*4 be a Co-semigroup on the Hilbert space.
1) Then the order of the semigroup e*4 is wo(A) = inf{o;0 > 0o(A) and

sup ||R(A; A)|| < 400}
Re(N)20

2) The semigroup is ezponentially stable if and only if oo(A) < 0 and there ezists
o € (0o(A),0) such that

sup{[|R(}; A)|l; Re(}) 2 o} < +oo. (1)

9) Moreover oo( A) = wo( A) if and only if the condition (1) is satisfied for each
g> O'Q(A).
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Definitionl : A linear operator C : D(C) C H — R is called A-admissible if it is
A—bounded and if for some T > 0 and all z € D(A) there is a positive constant Kr
such that

T\~ ta 2 2
/0 |cet4al” dt < K3 |lally

We suppose throughout the paper that the operator A generates an exponentially
stable Co-semigroup on H, b € H, w € H and the output operator C is A—admissible.

4.2.1 Integral part of the PI-controller

First we consider only the integral part of the PI-controller (PIC) with k, = 0. Set
k; = k;[C A~1b]"!. Then the closed loop system is written on the Hilbert space HxR

as follows :
[1-[6 ][ ][0 WG 115

CHERIF
where (z(t),2(t)) € H x R.

(2)

Lemma 1 : Let the output operator C be A-admissible. Then the operator A=

( é g ) generates a Co-semigroup on H x R with the spectrum o (;1) = a(A)U{0}.

0 0 Cc 0
A, is the generator of a Co-semigroup on H X RR. The operator A, perturbed by
A, is still the generator of a Co-semigroup if the finite-rank operator A, satisfies the
sufficient condition of the theorem 2.1 of Lasiecka and Triggiani (1985). From the fact
of A—admissibility of C, the operator CA™! is a continuous linear functional on H,
and so there is a unique element é € H such that CA™! =< -,é>g . It is convenient to
represent the operator A; in the following way. For all f = (f1,f2) € D(Az) C H x R,

i (&) -en(2) e (1)

=<Af1,5>H<(1))=<A1f,(g) >HxR(2)-

Proof : Set A; = ( 40 ) and A, = ( 0 0 ) It is evident that the operator
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Then the A-admissibility of C implies the sufficient condition of the theorem 2.1 of
Lasiecka and Triggiani (1985). Indeed,

[

1
T T 2
/0 |Cetfi|dt < VT {/0 |Ce“‘f1|2dt] < VT Kr|fillz =2 0.

< A f, ( 3 ) >HxR|dt =

Following the theorem 2.1 of Lasiecka and Triggiani (1985), the operator A generates
a Cy-semigroup.

It is obvious that o(A) D o(A)U{0}. Now let A & o(A)U{0}. For every (91,92) €

H x R, the resolvent equation (A — A) ’? = “;1 has the unique solution
2 2

h= }12(/\; A)g1
fa= :\-{92 +CA™Y(—g1 + AR(); A)q) }-

The application (A — A)~1 is bounded for all A & o(A)U{0}. Hence A € p(A). Equiva-
lently, o(A) = o(A)U{0}. a

Remark : If the operator A is the generator of an exponentially stable holomorphic
semigroup, it is sufficient to assume that C is A-bounded for A still to generate an
holomorphic semigroup on H xR (see Pohjolainen 1982). However, it is very reasonable
to assume here the A—admissibility of C in order to take into account the proportional
part of the PI-controller later on (see our Theorem 2 and Lasiecka and Triggiani 1985).

0 ki
0 0
nentially stable Co—semigroup on H x R. Then the closed loop system (2) with the
integral controller is exponentially stable and for all (zo,Y0) € D(Ar) and every con-
stant w € H,

Lemma 2 : Assume that the operator Ay = A+ generates an expo-

[y(t) — y] =5 0.
Proof : Exponential stability of the closed loop system is evident. Since Ay generates

an exponentially stable Co-semigroup et41, the point {0} is in the resolvent set p(As)
and A7' € L(H x R). Write A; = A3 + A4, where

PR
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with k > 0. Then [C,0]A7! = [C,0]A3" AsAT". The operator A3AT! being closed and
defined on H, AsA7* € L(H x R) (p.166, Kato 1976). Direct computation proves that
[C,0]43! € L(H x R,R), and so that the operator [C,0]A7! is bounded. From (2),

we have

y(t) =[C,0]e“'[z°]+[0,0] fge(t-f)A:[ w ]dT
Yo —Yr

= [C,0]AT et41 Ay [ ;2 ] +1[C,0147" [e4r - 1 [ _u;r ] :

Taking the limit as ¢ — +o00, we get
1 - w
Jim [y(8) - ye] = = [C, 0] A7t [ " ] —y,

To prove that the right side is zéro, we set

[a]-(%]
s[z]-[ew]z]-[5]

It follows that Cz; = —y,. This finishes the proof of Lemma 2. O

Then

From this lemma, it is clear that one of the essential points in the PI-controller
design is to achieve exponential stability of the controlled system by properly choosing
the integral gain. In the following, we suppose that CA~b # 0. Then one of our main
results is

Theorem 1 : Assume that wo(A) < —a < 0 and CA~!h # 0. Then there exists
a positive number k* such that the controlled system operator Ay with ki € (0,k")
(k, = 0 in (PIC)) generates an exponentially stable Co—semigroup on H x R.

Proof : From Lemma 1, o(A) = o(A) U {0}. The spectrum o(A) can be separated
by the vertical line A = —a+iw, w € Rin such a way that in the half plane
Re(A) > —a, the operator A has the only simple eigenvalue {0} as spectrum point.

Write A7 = A+ k;B with B = ( g 8 ) and k; = k;(CA™'H)™".

We claim that when the operator A perturbed by a bounded operator kB with
sufficiently small k;, the spectrum o(Ay) remains separated by the same vertical line,
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L] Q

Radius :r>=0

\

Figure 4.1. Distribution of the spectrum

and moreover that the spectrum point situated in the right of the vertical line is a
simple eigenvalue.

Since wo(A) < —a < 0, it follows from 1)-Proposition 1 that

sup JJR(X; A)|leey £ M < +oo
Re(M)2—a

for some positive number M.

Consider as illustrated in the Fig.1 the positively oriented curve I’ which consists
of a part of the verticle line and a part of the circle. This oriented curve I, separates
the spectrum o(A) into two parts 0(A) and {0}. Recall that for all A ¢ o(A)U {0},

we have
o R(); A) 0
RO, 4) = [ CA-R(X; A) - oA L ] '

It is easy to see that for all r > 0, on Iy,

IR A)llerxmy < 1R A)lleen + By + IC A crm | RO A)llcqany

1 1
+ICA emm < (M + W) (14 ICA ™ )
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Then there exists a positive number M, such that for all r > «,
fgrl‘) HR(A; A)"C(Hxn) < M,. 3)

Since the perturbation operator krB is bounded, there is a kf > 0 such that for all
r > a and all k; € (0, &),

sup |kl BIII R A)llcearxry < BI(CATE) || B[ Ma < 1. (4)

It follows from the theorem 3.18 of (Kato 1976, p.214) that the spectrum o(A+ krB)
of the perturbed operator is likewise separated by I';, and moreover the projector
associated with the spectrum point enclosed by I', is one-dimensional because {0} is
a simple eigenvalue of A. Since this fact is true independent of r > «, we prove the
claim.

Now it is necessary to shift the spectrum point enclosed by I'; into the left half
plane Re()) < 0. Referring to the proof of the theorem 3.4 of Pohjolainen (1982), one
can show there exists a 0 < k* < k¥ such that for all k; € (0, k),

- k;B
Oo (A + a—_l—b) < 0.

( Recall that oo(-) was defined at the beginning of this section.) In order to prove
exponential stability of e*4!, we will use the sufficiency part of 3)-Proposition 1. For
each o > do(Ar), we consider the fixed domain Dq, = {A;Re(}) > o,[A| < a} which
is a compact. By construction of k¥*, D,, C p(Ar), and so

ASUP |R(X; An)|lcaxm) < +o0. (5)

a0

However for all ) such that Re()\) > o and |A| > a, we have from (3) and (4)

] k*B 7
IBOs Ay < 1RO Dllcoreny (1= GBS D)  leauony < o0
©)

Since (5) and (6) are true for each o > oo(Ar), hence the sufficient condition of 3)-
Proposition 1 is satisfied and the semigroup e*4 is exponentially stable with wo(Ar) =
oo(Ar). From Lemma 2, a good choice of the integral controller is

ki
ut)= TA

2(t) with 2(t) = Cz(t)—y, and k; € (0,k*).  (IC)
a

Remark : Referring to Pohjolainen (1982), it is clear that the condition CA™'b # 0
is also necessary for the system to have an integral controller.
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4.2.2 Proportional part of the PI-controller

It is more difficult to well choose the proportional gain k, in our case. Without
assuming that the operator A is the generator of an exponentially stable holomorphic
semigroup, we cannot prove the same spectrum separation result as the theorem 3.6
of Pohjolainen (1982) for the perturbed operator A + kp,bC. In the case where the
operator is regular spectral and the operator C satisfies some condition associated
with the spectrum o(A) (see Xu and Sallet 1992), the theorem 3.6 of Pohjolainen
(1982) still give a good choice of the proportional gain. In general we have only the
following result.

Theorem 2 : Assume that the operator A is the generator of an exponentially stable
semigroup on H and the operator C is A-admissible. There exists a number k; > 0
such that for each k, € [—k;,k;], the perturbed operator A + k,bC still generates an
ezponentially stable semigroup.

Proof : From the proof of Lemma 1, it is easy to see that the A-admissibility of the
operator C implies that the operator A + k,bC generates a Co-semigroup on H. From
2)-Proposition 1, there are some a >0 and some M > 0 such that

sup ||R(A; A)|ley £ M. (7)
Re(\)>—o

We claim that there is a k} > 0 such that for each k, € [—k},k}], the half plane

{X;Re()) = —2} is contained in the resolvent set p(A + kpbC) and

sup ||R(A; A+ kpdC)|[cy < +oo.
Re(A)2-%

First we prove that for some K >0 and all z € D(A), the following condition holds,
+00 4
/ e%|Cetz|dt < K|zl
()
Using the Cauchy inequality and the fact of A-admissibility of C, we have

400 . +0 T
/ eT|Cethzldt =) / e3(r+T)|CenT+) Az | dr
(] 0

n=0
1
400 T 2 o0
<y z-ea_:eg:_T [/ ICCTAe"TAdeT] <> 3egf?"(»:E!i'zI{q~||<=,""""“:l,'||H
n=0 a 0 n=0 a
V2KrMetT/? IR _anr
< Y e % Izl = Kllz|la,

- \/a- n=0
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where we have used also the fact that ||e"T4|| < Me="T*. From the Laplace transform
formula

CR(\; Az = /°+°° Cetize~dt, z € D(A),
it follows from the above that for all Re(}) > —$,
|CR(X; A)z| < Kllz]|a-
Since the domain D(A) is dense, we have for all Re(}) 2 -3,
ICR(A; A)llcmy < K. (8)
Now take k; < HFHIFI Then it is easy to prove the claim from (7), (8) and the identity
R(); A +k,5C) = R(\; A)(1 — kbCR(A; A))7.

From 1)-Proposition 1, the operator A + k,bC generates an exponentially stable semi-

group on H whatever k, € [k}, ks]- O

4.2.3 PI-controller design

First we choose the proportional gain following Theorem 2. Then we can apply the
result of Theorem 1 to choose the integral gain. Set A, = A + k,dC. By construction,
A;' € L(H). Note also that CA;' € L(H). The Pl-controlled system is written

9115 2I[B][=]
)= C o]["’:gl'g7

In the same way as in the proof of Lemma 1, we can see that in the controlled system

(9), the operator
A, krb é kpb
[C? 6]=A1+<A1'7[8]>Hxn[1p]

generates a Co-semigroup on H x R. From Theorem 1, the good choice of the integral
gain is kr = k;/CA;'b with sufficiently small k; > 0. If the proportional gain is small,
we have

(9)

400 n
CAT' = CA™ b +k, (CA™) 3 [CA™]".
n=0
The dominating term is the term CA~'b. Therefore the controller given in (PIC)
does also work for small proportional gain. The robustness and practical interest of
the PI-controller is a well-known fact (Pohjolainen 1982, Logemann and Owens? 1989,
Logemann and Zwart 1992).
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4.2.4 Application to a heat exchanger process:

We consider the model of a contraflow heat exchanger process

aﬂg,t) - _B@)TN(=.t) _ _EL_(1,(z,t) - Ty(z,1)]

="ms1 o0z @ ams

T (z,t F, 0T,(=z,t kl
Mifet) _ B el | ol (T(a,t) - Tale,t)]

with the boundary conditions : T1(0,t) = Tho, T3(1,t) = Ty and the output
temperature to be regulated : y(t) = T»(0,t). In this model, we let Ty(z,t) and T3(z,t)
denote the temperatures with respect to time ¢ and the spatial variable z. We suppose
that the temperatures Tyo and T30, the flowrate F; and the physical parameters k, [, c1,
p1, 81, C2, p2 and s2 are positive constants. For further details on the heat exchanger
process, the reader is referred to Friedly (1972) and Gauthier and Xu (1991). Here we
choose the flowrate Fi(t) as control variable so that the resulted system is bilinear. For
a constant flowrate Fy(t) = Fyo, we set

Fio F, ki kl ma

my
m1=—7m2=_7m3= y Mg = y Q1 = ,:Bl—_— 9
P11 p282 1,151 C2p0282 my ma
1 1
Qq = — a.nd ﬂz = .
m ma

Then the equilibrium solution of the system is

Ti(z) = a_loﬂ—%I [e(m-ax)z - 1] + Tyo
Tz(m) P a.lgl%; [e(ﬁl-al)’: —_— e(ﬂl_al)] + T20,

where co = (Tio — T2o)/[1 + 25 (1 — ¢27*1)]. Note that the constant ¢o # 0 if

a1 - .
Tio # Ta20. The linearized model1 oflthe system around the equilibrium solution is

[ ]-[v% g ) (RE3) [ (RS

at
ORs(z,t 0 ma _ai
T

at [
+ [ 81("’) ] u(t) + [ wi(z) ] (10)

wa(z)

with the boundary conditions : Ry(0,t) = Ry(1,t) = 0 and the output y(t) = T2(0) +
R3(0,t). In the equation (10), bi(z) = %%%e(ﬂl'“l)", Ri(z,t) = Ti(=z,t) — Ti(z) for
i = 1,2 and u(t) = Fi(t) = Fio. In (10), we have taken into account the exterior
disturbance and modelization errors via the terms wy(z) and wy(z). The very real
objective is to stabilize and regulate the system such that for a given reference constant

Yr, y(t) = ¥ as t — +oo independently of (wy,ws). First we show that the semigroup



72 4 A Robust PI-Controller For Infinite-dimensional Systems

of the linerized system is not holomorphic so that it is not under the consideration of
the theory of Pohjolainen (1982) and Logemann and Owens! (1989). Let the state space
be the Hilbert space H = L?[0,1] x L?[0, 1] with the usual inner product. Consider the
operator As and As with

—m 2 —
A5=[ miss 03] and Ae=[ ms ™3 ]

0 m25;
The operator As with domain D(As)

D(As) = {f; f, f € H, 1(0) = 0, /(1) = 0}

is dissipative as well as its adjoint A™. Henceit generates a Co-semigrop e4s on H (p.15,
Pazy 1983). Then under the bounded perturbation, the operator As + Ag generates a
Co-semigroup. The semigroup et(4s+46) is holomorphic if and only if e4s is because Ag
is bounded. Direct computations allow to find that

_ [ Rio(z —mat) forz —mat 2 0,
R;(z,t)-{ 0 for £ — mt < 0.
and
| Rao(z+ mgt) for z + myt <1,
Ra(z,t) = { 0 for z + mat > 1. (11)
where [ II%;E:, 3 ] = [e*4s Ry)(z). For any Ro # 0, e*4*Ro = 0 for t 2 max{1/mj,1/m,}.

So the semigroup e‘4* is not holomorphic. In Xu et al. (1993), using Proposition 1, it
has been proved that ¢t(4s+46) is exponentially stable for each set of positive physical
parameters. From (11), one can verify that the output operator C : H — R with
Cf = f2(0) is As-admissible. Hence the operator C is also (As + Ag)-admissible under
the bounded perturbation. From Xu et al. (1993), we can find that

b ] —_ a1/1a2¢0 % h(1)
0 2hs1(cn — B)?  g(1)

C(As + Ae)-l [

where
h(z) = 1 — 201 + €77 2(enz + 1)(an — Br)] + Bye2=(Br-e1)
g(z) = o — fre=®=ov).

By deriving the function A(z), one can easily prove that

C(As + As)™ [ x ] £0.
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Then the Pl-regulator for the linearized system (10) is

u(t) = ky(Ra(0,8) — y) + ki (C(A5 + Ag)™! [ gl D—l 2(t)
3(t) = Ra(0,8) — v

with k, € R and k; > 0 being small.

Using the finite difference method and the MATLAB programs, we have simulated
the PI-controlled exchanger system with the numerical values : my = 1, my = 1.5,
ms = 2, Tor = 80, Tp2 = 10, vy =1 and w; = 1. By simulation we observe that
k, = 0.02 and k; = —0.02 stabilizes and regulates the linearized system. We have
also applied the désigned PI-controller to the bilinear system. Although we are not
able to prove existence and uniqueness theorem for the PlI-controlled bilinear system,
the numerical result is not significantly différent from that of the linearized model as
illustrated in the Fig.2, Fig.3 and Fig.4. In spite of the disturbance w # 0, the output
R3(0,t) is regulated to zéro.

We should note that the results given here are theoretic existence results of PI-
controllers. The basic role of the proportional part of the Pl-controllers is to speed up
the dynamics of the controlled system. However the tuning of the proportional part
of the PI-controllers, that is, choosing appropriate proportional gains to improve the
stability of the controlled system, is not dealt with here and still remains to be studied.
For example, the gains k, = 0.02 and k; = —0.02 might not be the best tuning of the
PI-controller for the heat exchanger system.

4.3 Conclusions

In this paper, we have proposed a low-gain PI-controller for linear systems whose
dynamic is governed by an exponentially stable semigroup. This generalizes the PI-
design theory developed by Pohjolainen (Pohjolainen 1982) in that the semigroup under
consideration is not necessarily holomorphic. This generalization could bring the fol-
lowing interests in applications :

1) It allows to perform the PI-controller design without verifying the holomophy of

semigroups.
2) It allows to apply the PI-controller designing for a larger class of infinite-dimensional

systems.
For instance, the dynamic of heat exchanger systems is gouverned by exponentially

stable semigroups which are not holomorphic when the diffusion phenomenum is ne-
glected (see Xu and Gauthier 1991, Xu et al. 1993, Gauthier and Xu 1991). For the
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class of the systems considéred here which are not covered in Logemann and Owens’
(1989) and Pohjolainen (1985), it is clear that input-output stability and internal sta-
bility are equivalent (see Logemann and Owens! 1989).
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Figure 4.2. PI-Control of The Bilinear System
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Figure 4.3. PI-Control of The Bilinear System
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Figure 4.4. PI-Control of The Bilinear System
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