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Chapitre I

Introduction générale

I.1 La conception préliminaire des systèmes de
production

Des changements importants se sont produits dans les pays industrialisés depuis la

seconde guerre mondiale. La production concerne désormais des produits de grande qualité,

l'économie d'envergure a progressivement remplacé l'économie d'échelle, les demandes sont

devenues imprévisibles, et les entreprises ont à faire face à une concurrence qui se développe à

l'échelle mondiale.

Pour s'adapter à ces évolutions, les entreprises utilisent des systèmes tÈs automatisés,

flexibles, dont les temps de réglage sont faibles voir inexistants (temps masqués). Le coût de

tels systèmes est élevé, tant pour ce qui concerne leur achat que leur fonctionnement, et leur

champ d activité est relativement restreint, ce qui réduit leur cycle de vie. Se lancer dans la
production industrielle est devenu une enueprise à haut risque, qui suppone de plus en plus mal

les erreurs de conception. C'est la raison pour laquelle les responsables essayent d'améliorer

cene activité, et en particulier la conception préliminairc (encore appelée "étude papier").

La conception préliminaire comprend, entre autres, la spécification fonctionnelle, la

modélisation et l'évaluation des systèmes. Elle doit aboutir à la définition de la configuration la

mieux adaptée à la production prévue pour le système. Plusieun outils peuvent être utilisés au

niveau de la conception préliminaire. I-es plus connus sont :

- Les réseaux de files d'attente ([Gross et Harris 74], [Buzzacott et Yao 86]), utilisés

pour l'évaluation des systèmes en régime perrnanent. Cependant, s'agissant de systèmes de
production, on peut obtenir des résultats très éloignés de la réalité. Ceci est dû aux hypothèses
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faites dans la théorie des files d'attente (débits importants, disparition d'entités en cours de
processus, hypothèses restrictives sur les lois d'arrivée des produits et sur la distribution des

temps de fabrication, etc ...). Nous retiendrons donc que I'utilisation des files d'atænte se limite

à l'évaluation grossière des performances des systèmes de production.

- Les approches de type états-transitions sont également utilisées pour l'évaluation des
performances. Ce type dapproche nécessite la définition de tous les états possibles, ainsi que

des probabilités de passage entre tout couple d'états. Le problème se ramène ensuite à

l'évaluation d'un processus markovien ou semi-markovien. Ce type d'approches est difficile

d'utilisation pour l'évaluation des systèmes de production, du fait du nombre important d'états

concernés.

- Les approches de programmation sont utilisées pour I'évaluation des performances en

régime périodique. Elles se ramènent souvent à la résolution d'un programme de
programmation linéàire en variables mixtes.

- La simulation utilise des entités caractérisées par leurs attributs.L'état du système est un

ensemble de valeurs affectées aux attributs. Les autres composantes utilisées en simulation sont

Ies citères, dont les valeurs sont fonctions des valeurs des anributs,les contrôles adtnissibles et
les processas qui permettent de déduire les valeurs des critères du couple (état-contrôle), et les

contraintes (par exemple les gammes de fabrication et les contraintes de capacité). Le modèle

associé à la simulation est un programme qui ne saurait servir de spécification. De nombreux
langages de simulation facilitent l'écriture des programmes de simulation. Citons entre autres
TWTINESS (Murgiano 901, [Hollocks 9l]), SIMAN [Pegden et aI.90l et SLAM tr [O'Reilly et

Ryan 921.

- Les réseaux de Petri est un outil graphique et mathématique qui pennet la description et

l'étude des systèmes de processus concurrents et parallèles évoluant dans le temps de façon

discrète, déærministe ou stochastique. Le modèle de base des réseaux de Petri ([Peterson 81],

[Murata 89]) conespond à un graphe biparti composé d'un ensemble de places et d'un
ensemble de transitions reliées entre elles par des arcs. L'état du système est décrit par la
présence d'un certain nombre de jetons dans les places : c'est le marquage du réseau.

L'évolution du système se fait par le franchissement des transitions, lesquelles pennertenr de
modéliser les actions du système (par exemple la éalisation d une opération sur une machine).

Parmi les outils cités ci-dessus, les réseaux de Petri est le seul ensemble d outils capable
de supporter à la fois la specification fonctionnelle, la modélisation et l'évaluation des systèmes
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de production. Cest pour cela qui nous I'avons choisi comme support pour les études que nous

avons menées et qui sont préscntées dans la suie de ce mémoire.

1.2 Fonctionnement cyclique et non-cyclique

On peut classer les systèmes de producûon en deux groupes selon la façon dont la

production est gérée : les systèmes de production àfonctionnement cyclique (répétitif) et les

sysÈmes de productio n à fo nctio nne me fi no n' cy c lique (non-répétiti0.

Les systèmes de production à fonctionnement cyclique se caractérisent par le fait que les

ratios de production, c'est-à-dire les pourcentages de fabrication des différents produits, sont

supposés connus et ne changent pas au cours d'une période suffisamment longue. En d'autres

tennes, dans ce type de systèmes, on cherche à optimiser un critère (la productivité, par

exemple) rout en satisfaisant les ratios demandés. Le fonctionnement optimal d'un tel système

est évidemment obtènu par un contrôle periodique.

Une conséquence importante du fait davoir un contrôle périodique est la possibilité de

modéliser simultanément le système physique et le système de contrôle. Ce modèle est

particulièrement utile quand on considère le problème de l'évaluation des performances du

système.

Il a été montré qu'un système à fonctionnement cyclique peut être modélisé à I'aide d'une

classe particulière de réseaux de Petri, appelés graphes d'événements. Les graphes

d'événements possèdent des propriétés fortes qui ont permis l'établissement de résultats

analytiques complets concernant leur comportemenl Ces résultats rendent possible une analyse

détaillée du comportement d'un système modélisé par cette classe de réseaux de Petri, ce qui a

mis en évidence des propriétés fortes relatives au comportement de nombreux systèmes, comme

par exemple les job-shops, les flow-shops, les systèmes d'assemblage, et les systèmes du type

juste-à-temps (KANBAN) (voir en particulier [Hillion 89] et [Laftit 91]).

Les systèmes à fonctionnement non-cyclique doivent s'adapter aux aléas exogènes

(variations de la demande dans le temps) et endogènes (modifications imprévues des capacités

du fait de pannes). Le contrôle optimal de tels systèmes n'est donc plus cyclique. En

conséquence, il ne peut plus être modélisé en même temps que le système physique. Les

graphes d'événements n'ont donc plus aucune utilité pour la modélisation des systèmes de

production non-cycliques qui, de ce fait, perdent beaucoup au niveau du potentiel danalyse.
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Contrairement au cas cyclique où l'évaluation est réalisée en fonction des résultats

analytiques des graphes d'événernents, l'évaluation d'un système à fonctionnement non-

cyclique passe par la définition préalable dune planification suivie d'un ordonnancement.

I.3 Positionnement du travail

Dans cetæ thèse nous participons à la conception pÉliminaire des systèmes de production

à fonctionnement non-cyclique et nous proposons une méthodologie basée sur les réseaux de

Petri pour la modélisation,l'analyse et l'évaluation de ce type de système. Contrairement au cas

des systèmes cycliques, I'utilisation des réseaux de Petri dans l'étude des systèmes

non-cycliques n'a jusqu'ici guère constitué une direction de recherche importante. Ce travail

représente donc un premier effort dans le but d améliorer cette situation. Nous nous plaçons

dans le cas où les durées operatoires sont déterministes.

Les propriété's des réseaux de Petri constituent des atouts importants. Elles permettent

d'étudier le système considéré de façon très précise dans ses propriétés structurelles et

dynamiques. Dans le cas d'un système de production, ces propriétés permettent de dégager des

renseignements importants sur l'évolution du système, comme par exemple I'identification des

situations de blocage ou d'accroissement non contrôlé des en-cours, la possibilité ou non de

revenir à l'état de départ à panir d'un état donné, etc ... Or, il n'existe pas de méthode

satisfaisante de vérification des propriétés quand la taille du modèle réseaux de Petri est

importante, comme c'est souvent le cas dans la modélisation d'un système de production. Pour

ésoudre ce problème, deux techniques peuvent être envisagées : soit réduire la taille du modèle

afin que les méthodes danalyse disponibles puissent être appliquées, soit adopter une approche

modulaire qui garantisse que le modèle obtenu possède les propriétés désirées. On appelle cette

dernière approche de synthèse du modèle.

La Éduction de la taille du modèle (U-ee er al.87l, [Benhelot 85]) consiste à appliquer

des règles de simplification qui permettent d'obtenir un modèle de taille réduite ayant certaines

des propriétés du modèle original. Il est imponant de souligner que le modèle réduit n'est pas

équivalent au modèle original, mais qu'il conserve quelques propriétés qualitatives de celui-ci

qui dépendent des Ègles utilisées. Aucun ensemble de règles de réduction n'existe qui puisse

garantir pour le modèle réduit Ia totalité des propriétés du modèle original. Une difficulté

majeure dans l'application de cette méthode est I'identification des parties du réseau pour

lesquelles les règles de réduction peuvent être utilisées.

Le but principal de I'approche de synthèse est proposer une méthodologie de construction

progressive du modèle qui garantit la préservation des propriétés qualitatives souhaitées. Deux
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approches de synthèse différentes ont été proposées dans la littératrue [Jeng et DiCesari 90] : le

raffinement (topdown en anglais) et I'intégration (boaom-up en anglais).

Dans le premier cas, on part dun modèle initial très simple possédant toutes les propriétés

souhaitées et on procède par itérations successives. A chaque étape on raffine le modèle par la

substitution d'une place ou d'une transition par un sous-réseau, jusqu'à ce que I'on atteigne le

niveau de détails souhaité. Cette substitution ne peut se faire que si le sous-réseau constitue ce

qui a été appelé un bloc bienformé. Le point faible de cet approche est la définition du modèle

initial, ce qui peut être difficile dans le cas des systèmes foræment couplés. Pour plus de détails

le lecteur peut consulter [Valette 79], [Zhou et al. 89f, lBrauer et al. 90] et

[Suzuki et Murata 83].

Dans le deuxième cas, on considère que le système est composé d'un ensemble de

sous-systèmes indépendants qui sont modélisés séparément. Aucune interaction entre les

sous-systèmes n'est'considérée à ce niveau. [æ modèle global est alors obtenu par I'intégration

progressive des sous-systèmes en fusionnant leurs places ([Agerwala et Choed-Amphai 78]),

transitions ([Villa:roe I et a|.88]) ou chemins communs ([Iftogh et Beck 86]). Après chaque

étape, il faut vérifier les propriétés du système obtenu par l'intégration, car, et ceci est la

difficulté majeure de cetæ approche, on ne peut pas garantir que celles-ci sont maintenues entre

deux étapes successives.

Les travaux pr'ésentés dans cette thèse peuvent être placés dans un contexte plus général

du développement d'une méthodologie du type "bottom-up" pour la modélisation des systèmes

de production non-cycliques (lProth et Savi 92], [Claver et a|.91], lHarlalakis er al.92l). Cette

méthodologie part du principe que le système est décomposé en un ensemble de modules (sous-

systèmes), et que ces modules possèdent des propriétés qualitatives structurelles (vivacité,

réversibilité et existence d'états d'accueil,...) et peuvent rester bornés grâce à un contrôle

adéquat, autant de propriétés souhaitables dans le cas des systèmes de production. En outre, les

modules considérés dans nos travaux sont tels que leur intégration conserre les propriétés ci-

dessus. Nous avons montré que les hypothèses qui sont à la base de ces modules sont peu

restrictives pour la modélisation des systèmes de production.

La figure I.1 illustre I'idée d'une telle méthodologie. L'intégration des modules est

coordonnée par un système décisionnel qui a comme tâche principale le contrôle de l'évolution

du système. Ce système décisionnel est constinré de deux parties : un système décisionnel local

associé à chaque module, lequel intervient dans le module afin de que les séquences

dopérations définies au niveau de I'ordonnancement du module soient respectées, et un
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système décisionnel global qui est en charge des décisions concernant la synchronisation du

forrctionnement des différents modules.

Cette thèse est consacrée à l'étude de la eestion locale des modules. Ainsi, dansce qur

suit, . Les études qui nous avons

réalisées concernent donc la première panie de la méthodologie que nous venons d'exposer. Le

problème de I'intégration est traité dans le cadre d'une autre thèse.

Ces études ont abouti au développement d'une méthode efficace et peu connaignante de

modélisation et d'évaluation des systèmes de production à fonctionnement non-cyclique. Dans

ce contexte, les contributions principales de la thèse sont les suivantes :

. la méthode développee permet de garantir certaines propriétés qualitatives du modèle (i.e.,

celles qui sont demandées du point de vue des systèmes de production), moyennant

quelques contraintes faibles de réduction du niveau de la flexibilité du système ;

. le fait d'avoir utilisé les réseaux de Petri dans toutes les étapes du travail (modélisation,

planification et ordonnancement), permet d'avoir un modèle cohérent qui réduit le

possibilités d'erreurs qui peuvent survenir dans le cas où différents modèles sont

employés au cours des étapes de conception. Ceci a l'avantage supplémentaire de faciliter

la compéhension;

. nous avons développé de nouveaux algorithmes pour la planification à court-terrne et

I'ordonnancement qui sont entièrement basés sur la stnùcture des modèles physiques.

figure I.l : La méthodologie de modélisation
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. les résultats obtenus ont été intégrés dans un logiciel itératif qui permet d'étudier

complèæment un système donné. Ce logiciel possède une interface agréable basée sur un

système de fenêtrage, et une grande souplesse au niveau de I'utilisation.

I.4 Plan de la thèse

Ce mémoire est organisé en six chapitres. Dans le chapitre 2 nous rappelons les bases des

réseaux de Petri. Nous insistons plus particulièrement sur tous les aspects qui sont intéressants

du point de vue des systèmes de production. Nous dédions une partie de ce chapitre à une

synthèse des principaux résultats publiés dans la littérature concernant les graphes

d'événements. Ces résultats nous seront utiles lors de la présentation des systèmes à

fonctionnement cyclique dans le chapitre 3. Finalement, dans la dernière partie de ce chapitre,

nous introduisons une classe particulière de réseaux de Petri, les réseaux de Petri avec

nansitions d'enréd et de sortie (RPES), lesquels pennettront de modéliser un système de

production non-cyclique. Après avoir étudié les propriétés d'une sous-classe des RPES, les

RPES sans conflit, nous montrons comment décomposer un RPES en un ensemble de RPES

sans conflit, et nous définissons les conditions dans lesquelles I'utilisation de ces RPES sans

conflit permettra de garantir les propriétés qualitatives souhaitées pour le système.

Nous abordons dans le chapitre 3 les systèmes à foncdonnement cyclique et nous

montrons à I'aide de trois cas de figure, à savoir les job-shop, les systèmes d'assemblage et les

systèmes du type juste-à-temps, les résultats obtenus dans le cadre de la modélisation et de

l'évaluation des performances de ces systèmes

Le chapitre 4 est consacré à l'étude des systèmes à fonctionnement non-cyclique. Nous

considérons d'abord le problème de la planification à court-terrne et nous montrons que la

solution de ce problème passe par la résolution d'un problème de progrzrmmation linéaire en

nombres entiers ou d'un problème de programmation quadratique suivant le critère

d optimisation adopté. Nous abordons ensuite le problème de I'ordonnancement et nous

présentons les deux algorithmes heuristiques qui ont été mis en place pour résoudre ce

problème : le premier est basé sur la méthode du recuit simulé et le second est basé sur la

procedure par séparation et évaluation.

Dans le chapitre 5, nous faisons d'abord une série d'études comparatives entre les

algorithmes utilisés dans chacune des étapes de l'évaluation du modèle. Ensuite, nous

appliquons la méthodologie développée sur une batterie dexemples de tailles imponantes, et

nous discutons les Ésultats obtenus.

9
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Nous concluons avec le demier chapitre en discutant la portée et les limites des Ésultats

présentés dans cene érude. Nous discutons et suggérons aussi quelques axes de recherche pour

la suite de ce travail.



Chapitre II

Les réseaux de Petri

II.1 Introduction

L'utilisation des réseaux de Petri (RdP) pour la modélisation, I'analyse et l'évaluation de

systèmes, et plus particulièrement de systèmes de production, n'a pas cessé de s'étendre depuis

plusieurs années. Ceci est une conséquence directe de deux caractéristiques principales des

RdP : d'abord, leur pouvoir de représentation, peffnettant la modélisation des activités

parallèles, concurrentes et synchrones, et I'utilisation d'une représentation graphique simple qui

est relativement proche du système modélisé, ensuite leur pouvoir d'analyse, caractérisé par

I'existence d'un ensemble de propriétés qui rendent possible une évaluation très détaillée du

fonctionnement des systèmes qu'ils modélisent.

Les RdP ont énormément évolué depuis leur création par C. A. Petri [Petri 62]. Plusieurs

variantes du modèle original ont été développées en vue de satisfaire des critères spécif,rques,

comme par exemple I'augmentation du pouvoir de représentation, au prix d'une perte de

puissance d'analyse. Ceci est la raison principale qui nous a amenés à choisir les réseaux de

Petri élémentaires dans le cadre du travail que nous présentons dans ce mémoire.

Nous proposons dans les sections que suivent une introduction aux RdP et, en

particulier, à une classe de RdP qui est à la base des résultats présentés. Nous nous contentons

de présenter les aspects qui seront nécessaires à la compréhension des résultats que nous

introduisons dans les chapitres suivants. Des descriptions plus détaillées des téseaux de Petri

peuvent êne rouvées dans [Murata89],.[Peterson 81], [Brams 83] et [DavidetAlla 89].

Pour des applications des Éseaux de Petri aux systèmes de prcduction, les lecteurs peuvent se

reporter à lSilva et Valette 90], [Dicesare et al.93l ou [Valavanis 90].
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Dans les sections ll.2 à II.5 nous faisons un rappel des réseaux de Petri : la section II.2

présenæ les notions de base, la section II.3 introduit quelques classes particulières de RdP et les

sections [I.4 et [I.5 sont destinées, respectivement, aux propriétés qualitatives et aux méthodes

de vérifîcation de ces propriétés. Dans la section II.6, nous introduisons les réseaux de Petri

temporisés et présentons les deux possibilités classiques : associer la temporisation aux places

ou aux transitions. La section [I.7 est consacrée à la pÉsentation d'une classe particulière de

RdP, les graphes d'événements temporisés, lesquels possèdent des propriétés fortes et sont

bien adaptés à l'étude des systèmes de production cycliques. Finalement, dans la section II.8,

nous introduisons et formalisons une nouvelle classe de RdP, les RPES (Réseaux de Petri avec

transitions d'entrée et transitions de sortie) lesquels forment la base de la méthodologie que

nous avons développée pour l'étude des systèmes de production non-cycliques. Nous

montrons comment décomposer un RdP en RPES sans conflit et nous pÉsentons les conditions

qui doivent êre vérifiées pour qu'un RdP puisse être décomposé.

II.2 Notions de base

ll.2.l DéfTnition d'un RdP

Un RdP est un graphe orienté constitué de deux types de noeuds: les places (représentées

par des cercles) et les transitions (représentées par des barres). Un arc orienté relie toujours

deux noeuds de natures différentes. Une transition (resp. place) peut être reliée à une ou

plusieun places (resp. transitions) en entrée ou/et en sortie. A chaque arc est affecté un entier

positif qui est son poids (l'absence d'entier correspond à un poids de valeur unitaire). Un RdP

où tous les arcs sont pondéÉs à I est appelé un réseau de Petri ordinaire.

L'état du système se traduit par la présence d'un nombre entier positif ou nul de jetons

(repÉsentés par des points) dans chaque place. Le marquage M d'un RdP est la donnée du

nombre de jetons dans chaque place. M peut être repÉsenté sous la forme d'un vecteur colonne

de dimension égale au nombre de places et dont 1a ième composante, M(pi), est le marquage de

la place pi.

La modification de l'état se fait par le franchissement (tir) de transitions. Une transition t

est dite/?cnchissable si chacune de ses places d'entrée contient un nombre de jetons supérieur

ou égal au poids de I'arc joignant cette place à la transition. Le franchissement d'une transition

modifie le marquage de la façon suivante :

a) on retire de chacune de ses places d'entrée un nombre de jetons égal au poids de I'arc
joignant cette place à la transition ;
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b) on ajoute à chacune de ses places de sortie un nombre de jetons égal au poids de I'arc

joignant la transition à la plac.e.

Prenons l'exemple du Éseau de Petri présenté dans la figure [I.], lequel est composé de 5

places et 4 transitions. I-e marquage Mg observé est :

MO = [0,1,0,2,1]t

car pt contient zéro jetons, p2 contient un jeton, p3 contient zéro jeton, p4 contient deux jetons

et p5 contient un jeton. Tous les arcs sont pondérés à I sauf I'arc (t1, p3) pondéré à 3, I'arc

(pg, tg) pondéré à2 et I'arc (p4, q) pondéré à 2. Dans ce cas, la seule transition franchissable

est t4 et son franchissement conduit au marquage M1 présenté dans la figure II.2

(Mt  =  [1 ,1 ,0 ,0 ,0 ] t ) .

Formellement, un réseau de Petri marqué G est un quintuplet :

l3

Figure II.1 : Un réseau de Petri marqué

Figure II.2 : Marquage apÈs le franchissement de la transition q

G = (P, T, Pré, Post, Mg>
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ou
o P est un ensemble fini de places et lP | = n ;
o T est un ensemble fini de transitions tt lt | = t ;
o Pré:PxT + N est I'application dincidence avant, correspondant aux arcs directs liant

les places aux transitions. Pré(p,| > 0 signifie qu'il existe un arc orienté de p vers t et

Pré(p,t) est la valuation de cet arc. ft(p,t) = 0 indique I'absence d'un atc orienté rcliant

pà t ;
o Post: PxT + N est I'application dincidence arière, correspondant aux arcs directs liant

les transitions aux places. Pos(p,t) > 0 signifie qu'il existe un arc orienté de t vers p et

Post(p,t) est la valuation de cet arc. Pos(p,t) = 0 indique l'absence d'un atc orienté

rel iant tàp;
o IVIo:P + N est le marquage initial.

Les applications Pré et Post peuvent être représentées par des matrices ayant autant de

lignes (resp. colonnes) que le nombre de places (resp. transitions). On note Pré(.,ti) et

Pos(.,t3) les colonnes de Pré et Post associées à la transition tj, respectivement. De même, on

note Pré(p1,.) et Post(pi,.) les lignes associées à Ia place pi.

Si Pré(p1,t) > 0, nous dirons que la place p;e P est une place d'entrée de la transition

tl e T. (ou que la transition tj est une transition de sortie de la place pù. Si Post(p1,ti) > 0 nous

dirons que la place pi est une place de sortie de la transition t3 (ou que la transition tj est une

transition d'entrée de la place p). Nous notons :

I'ensemble des places d'entrée de la transition t e T;

I'ensemble des places de sortie de la ransition t e T;

I'ensemble des transitions d entrée de la place p e P ;
I'ensemble des transitions de sortie de la place p € P.

Ainsi, la condition qu'une transition t doit vérifier pour qu'elle soit franchissable est :

M(p) > Pr,é(p,t) Vpeot .

Cette condition est notée par : M[t >. Le franchissement de cette transition provoque alors le

passage à un nouveau marquage M'qui est calculé par I'expression suivante :

M'(P) =M(P) - h(P,0 + Post(P,Ù, VP e P

On noteraceci M[t > M'.

ot

t'
op

po
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11.2.2 Matrice d'incidence

La matrice d'incidence d'un RdP est une application W:PxT -> Z dontles éléments sont

définis par :

w(p, t )  =Post(p, t )  -Pré(p, t ) ,  Vp e Pet Vte T.

W(p,D indique le changement apporté au marquage de la place p par le franchissement de la

transition t.

Pour I'exemple de la frgure II.1 les matrices Pré et Post sont les suivantes :

15

PI
p2

p3

p4

ps

r000
0100
0 | 2 0
0002
0001

PT
p2

p3

P+
p5

PRE

t 1 1 2 t 3 t 4 .

POST

- t 1  1 2  t 3  4

0001
1000
1000
0100
0010

et la matrice d'incidence est :

t 1 t 2 t3V
r

pr  l - l  0  0 I
pz l l -100
p3 l l  -1  -2  0
p+lo I  o-2
ps L0 0 1 -1_

11.2.3 Séquence de franchissements et Vecteur
caractéristique

Si Mo[tr ) Ml, Mt[t z> M2,... ,Mn-t[t  n> Ms, on dira que S = (t l ,  t !  , . . . , tn) est une

séquence franchissable pour le marquage Mg et que son franchissement conduit au marquage

M,1. De la même façon on dira que le marquage Ms est accessible à panir du marquage Mg. On

notera le franchissement de S par:

Ms[S > Mn
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Un marquage M est dit accessible à panir de Mg si et seulement s'il existe une séquence S

franchissable à partir de Mg dont le franchissement conduit au marquage M. Pour un RdP

donné, I'ensemble de tous les marquages accessibles à panir dun marquage initial l\tlg est :

R(Mo) = {M l3S, MotS > M}.

Dans le cas du réseau de la figure II.l, étant donné le marquage initial Mg = [0,1,0 ,z,lfi,

S = {t4,tl,t2} est une séquence franchissable qui conduit au marquage M = [0,1,0,1,0]t.

Etant donnée une séquence de franchissements S,levecteur caractéristique (ou vecteur de

comptage) de S, noté $,-est un vecteur de dimension m dont l4 iéme composante correspond au

nombre de fois que la ransition t; apparaît dans la séquence S. Prenons I'exemple ci-dessus, le

vecteur caractéristique associé la séquence S = (t4,tl,t2 ) est S = [ 1,1,0, 1].

Un vecteur $ est dit vecteur caractéristique réalisable s'il lui correspond au moins un

séquence de franchissements S à partir d'un marquage M. Un vecteur $ quelconque n'est pas

toujours réalisable. De même, à un vecteur $ réalisable peut colrespondre à différentes

séquences de franchissements.

11.2.4 Equation fondamentale

Soit S une séquence de franchissements telle que MIS > M'. Alors, le nouveau marquage

M'obtenu par le franchissement de S peut être calculé par I'expression suivante :

M'=M+W.S

Ainsi, avec le franchissement de la séquence S = (t+,tt,tz) le réseau de la figure [I.l

atteindra le marquage :

M'=

0
I
0
2

1

I

0
0
-2

- l

- l

I

I

0

0

0
- l

- l

1

0

0
0
-2

0
I

Ii]
0
I

0
I

0
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11.2.5 L'arbre de recouvrement

L'ensemble des marquages accessibles à panir du marquage initial Mg peut être repnésenté

sous la forme d'un arbre, que nous appelons arbre dcs marquages aneignaâles. Dans cet arbre,

les næuds représentent les marquages et les arcs les transitions franchies. En partant de Mg,

nous représentons tous les nouveaux marquages obtenus par le franchissement de chacune des

transitions validees par Mo. On répète cette procédure à panir de chacun de ces marquages pour

atteindre des nouveaux marquages, et ainsi de suite. La figure II.3 donne un exemple d'un RdP

marqué et de son arbre des marquages ææignables.

M 2 = ( 0 2 0 )

t3

Figure tr.3 : Un exemple d'arbre des marquages atteignables

Dans I'exemple ci-dessus, I'arbre obtenu est fini puisque le nombre de marquages

atteignables est limité. Mais ce n'est pas toujours le cas. Un réseau avec un nombre infini de

marquages atteignables aura un arbre infini. Même dans le cas où le nombre de marquages

atteignables est limité l'arbre obtenu peut être infini. Pour résoudre ce problème nous allons

constnrire un autre arbre, nommé arbre de recouvrement, lequel sera toujours fini, par

construction. L'algorithme pour I'obtention d'un arbre de recouvrement est présenté ci-

dessous. Dans cet algorithme le symbole "(t)" est utilisé pour représenter un marquage non

borné.

Algorithme II.l:

l. Poser le marquage initial I\4g comme la racine de I'arbre.

2. Tant que des marquages nouveaux existent faire :

2.1. Choisir un nouveau marquage M.

2.2. Si M a été déjà trouvé sur le chemin conduisant de la racine Mg jusqu'à M,

marquer M par "déjà trouvé". On ne poursuivra pas les recherches à panA de

ce næud.

2.3. Si aucune transition ne peut être franchie à partir de M, marquer M par

t7

Mo=(200 )

| ,.,
V

M 1 = ( 1  1 0 )

'= 'o 
l,:'
T

4 = ( 0  1 0 )p3
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"blocage".

2.4. Pour toute transition t franchissables à panir de M faire :

2.4.1. Calculer le marquage Ml obtenu par franchissement de t.

2.4.2. Si, sur le chemin reliant M9 à M6 il existe un marquage M* tel que

M(p) > M*(p) quelle que soit la place p et si M(p) > M*(p) pour au

moins une place p, alors marquer par "0)" tous les éléments de M1

correspondant aux places p telles que M(p) > M*(p).

2.4.3. Conserver Mlcomme nouveau sommet de I 'arbre (i.e. nouveau

marquage) et établir I'arc (M,Mù marqué t.

Un exemple d application de cet algorithme est pésenté dans la figure [I.4.

M r : ( l O O l )

"déjà trouvé"

M o: (1 olo t,

I  
t t

7
M t = ( O r O l )

M e = ( O l w l )

"déjà trouvé"
M 5 : ( 1  O y O )  M 6 = ( O O w O )

I
l ,t 

"blocage"

Y
M 7 = ( O l w O )

I
I t z
Y

M s = ( O l w O )
"déjà trouvé"

4 : Un exemple d'arbre de recouvrementFigure II.

M r : ( O l w l )
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Remarque:

L'utilisation du symbole "(D" dans cet algorithme provoque une perte d information du

fait que l'arbre ne contient pas tous les marquages qu'il est possible d atæindre à panir de M9.

Une conséquence directe de ceci est que deux RdP différents peuvent avoir le même arbre de

recouvrement (voh I'exemple présenté dans [Peterson 8U).

L'arbre de recouvrement est I'outil de base pour la vérification des propriétés d'un RdP

qui sont définies dans la section II.4. On y reviendra dans la section II.5.

II.3 Sous-classes des Réseaux de Petri

Cette section est consacrée à une description succincte de quelques réseaux de Petri à

structure parriculière. D'autres sous-classes et des extensions des RdP, peuvent être trouvées

dans la bibliographie fournie au début de ce chapitne.

II.3.1 Machine à états et graphes d'événements

Une machtne à états est un RdP dans lequel chaque transition a exactement une place

d'entnée et une place de sortie. Un graphe d'événements correspond au dual d'une machine à

états : c'est un RdP dans lequel chaque place a exactement une transition d'entrée et une

transition de sonie. Un exemple de chacune de ces deux sous-classes de RdP est présenté dans

la figure II.5 ci-dessous.

r9

(a): machineàétats

p2

(b) : graphe d'événements

Figure tr.5 : Exemples d une machine à états et d'un graphe d'événements

Comme on peut le constater dans les exemples de la figure ci-dessus, un réseau du type

machine à états permet la représentation de décisions (voir place p1 dans la figure II.5.a) mais

ne perrnet pas la représentation de la synchronisation des activités parallèles. Un graphe
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d'événements perrnet par contre de représenter la concurrence (voir place t2 dans la figure

tr.5.b) mais non les décisions.

11.3.2 RdP sans conflit

Une place p ayant au moins deux transitions de sortie consdrue ce qu'on appelle un conflit

strucmrel (aussi appelé décision ou choix). On représentera ceci par un doublet formé d'une

place et de I'ensemble de ses transitions de sortie (Pl,{tl, t2,.--l>.

Un conflit représente la possibilité d'une exclusion mutuelle entre différents événements

du système. Un conflit stnrcturel devient un conflit ffictif quand le marquage est tel que le

nombre de marques dans la place p est inférieur à la somme des marquages des arcs conduisant

aux uansitions de sortie de cette place. Ceci implique donc la nécessité d'un choix des

transitions à franchir. Dans la figure II.5.a le doublet <pt,It3,t4]> est un conflit effectif.

IJn RdP sans conflit, comme I'indique son nom, est un RdP dans lequel il n'y a pas de

conflit structurel.

II.3.3 RdP pur

Une circuit élémentaire constitué d une seule transition et d'une seule place est appelée

we borcle élémennire ou plus simplement boucle. Une telle boucle se caractérise par le fait que

la transition possède une place d'entrée qui est également une place de sortie de cette transition.

Un RdP est pur s'il ne contient pas de boucle élémentaire

Une propriété intéressante des RdP est qu'il est toujours possible de transformer un

réseau impur en un Éseau pur en ajoutant dans chaque boucle élémentaire une ransition et une

place.

II.3.4 RdP à choix libre

On dira qu'un RdP est à choix libre si pour tout conflit <Pl,{tl, t2, ...}>, pl est la seule

place d'entrée de I'ensemble de transitions {tt, t2,...}. n s'agit donc d'un cas où la présence

dune marque dans la place p1 autorise le franchissement de toutes ses transitions de sortie (le

choix de la transition à franchir reste libre). Cette définition peut êre généralisée à la classe des

réseaux à choix libre étendu de la façon suivante : un RdP est à clnt libre étendu si pour tout

conflit (pl,{t l, t2,...}> toutes les transitions (tl, t2,...} ont le même ensemble de places



Les Réseaux de Petri

d'entrée. Les différentes structures qui caractérisent un réseau à choix libre, à choix libre

éændu, et à choix non libre sont illustrées dans la figure II.6.

(a) : Choix libre (b): Choix libre étendu

Figure II.6 : Réseau à choix libre, Éseau à choix libre étendu et réseau à choix non libre

ll.4 Propriétés qualitatives

II.4.1 Vivacité

Un RdP G est drtvivant pour un marquage initial Mg si, pour tout marquage accessible

M € R(MO), il est possible de trouver une séquence de franchissements S qui permet de

franchir n'impone quelle transition de G en partant de M. Un blocage correspond à un

marquage où aucune rransition n'est validée. La propriété de vivacité assure donc le non-

blocage.

11.4.2 Réseau Borné

Un RdP est k-borné pour un marquage initial Mg si, quel soit le marquage M e R(Mo)

et quelle que soir la place p e P, M(p) S k ( -, où k est un entier naturel. Un RdP est dit saul

s'il est l-borné.

Du point de vue des sysrèmes de production, cette propriété garantit qu'il n'y aura pas

d accumulation d'en-cours dans le système.

If .4.3 Consistance et réversibilité

Un RdP est dit consistant s'il existe un marquage initial Mg et une séquence de

franchissements S contenant au moins une fois chaque transition, tel que Mo[S > Mo.

Un RdP est réversible pour un marquage initial M6 si, quel que soit le marquage

accessible M e R(Mo), il existe une séquence de franchissements S tel que MIS > Mg. En

2l

(c) : Choix non libre
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dautres terrnes, dans un RdP éversible, il est toujours possible de revenir au marquage initial.

11.4.4 Persistance

Un RdP est perststant pour un marquage initial M6 si, quel que soit le marquage

accessible M € R(MO) et quel que soit le couple de transitions validées pour ce marquage, le

franchissement d une des deux transitions n'empêche pas le franchissement de I'autre. Un RdP

persistant ne nécessite pas que soient prises des décisions pour la résolution des conflits, car

I'ordre de franchissement ne conduira pas à annuler une possibilité de franchissement. Pour

cette raison, un RdP persistant est aussi appelé un RdP à décislon libre.Un RdP sans conflit est

toujours persistant

II.4.6 Invariants

Les invarian,, p"r..n nt de caractériser le réseau vis-à-vis de certaines propriétés des

marquages accessibles et des transitions franchissables. Les notions d'invariants sont

importantes car ils perrnettent d'identifier les parties du réseau pour lesquelles il y a une

conservation du nombre de jetons ou pour lesquelles les séquences de franchissements des

transitions conduisent à nouveau au marquage de dépan.

II.4.6.1 p-invariants

Soi t  B  = [b l ,b2 , . . .bn ] t ,n=  lP l ,b ; t0 ,  un  vec teur  de  pondéra t ion  des  p laces  P

dun RdP G. B est un p-invarianr si et seulement si:

BtW=0

où W est la matrice d'incidence.

Le vecteur B est aussi appelé un P-semi-flot. L'ensemble de places dont le poids est non

nul dans B, noté P(B), est appelé support de B. En effet, si on multiplie l'équation

fondamentale M = M0 + W . S par Btà gauche, on obtient :

BtM=BLMo+BLW.S

Mais comm€, pû définition, Bt.W = 0, on en déduit que BLM = BLMg, quel que soit le

marquage accessible M e R(Mo). Donc, si B est un p-invariant, ceci implique que la somme
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des marquages de I'ensemble de places P@), pondéré par les composantes du vecteur B, est

constant.

11.4.6.2 t-invariants

Soit S une séquence de franchissements à panir du marquage initial Mg, telle que :

WS=0

où:

S est le vecteur caractéristique de S.

W est la matrice d'incidence.

Le vecteur $ est appelé un t-invariant ou un T-semi-flot. Nous désignons T(S) le support

de S, c'est-à-dire I'ensemble des transitions qui apparaissent dans la séquence S. La séquence S

est une séquence répétitive puisque Mo[S > Mg, d'après l'équation fondamentale.

Il est important de souligner que le calcul algébrique de la solution de W X = 0 ne dépend

pas du marquage. Ainsi, on peut obtenir des solutions X qui ne correspondent pas

nécessairement à un t-invariant, car aucune séquence de franchissements ne possède un vecteur

caractéristique S telle que S = X.

11.4.6.3 Invariants minimaux

Notons Q I'ensemble des invariants (p-invariants ou t-invariants) associés à un RdP et

notons J I'ensemble de leurs supports. Un invariant B e Q est dit minimal si et seulement si il

n 'existe pas d 'autre invar iant  Fe QtelqucFS B. Unsupport  S e Jestdi tminimalsiet

seulement si il ne contient pas dautres supports que g et lui même. Il est important de noter que

le support d un invariant minimal n'est pas forcement un suppon minimal. Pour illustrer ceci

prenons le réseau présenté dans la figure II.7 [Murata 89].

l "  t "

Figurc [I.7 : Réseaux avec 3 t-invarians minimaux et 2 t-invarianrs à suppon minimaux
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Ce réseau possède trois t-invariants minimaux I b1 = (1 1 1 l)t, bZ = (2 0 I l)t et

b3 = (0 2 | t1t. Mais seulement b2 et b3 sont à support minimaux car le support de b1,

{tl, t2, t:, t+} contient le support de b2, {tl, t3, ta}. Dans ce cas b1 peut être exprimé comme

une combinaison linéaire de b2 et bg (br = (bz+bg)/Z).

Les invariants minimaux dont les supports sont minimaux sont appelés invariants à

supports minimaux. Tous les invariants d'un RdP peuvent être obtenus comme une

combinaison linéaire des invariana à support minimaux Memmi et Roucairol 801

II.5 Méthodes d'analyse

Dans cette section nous faisons quelques commentaires à propos des méthodes

disponibles pour la vérification des propriétés d'un RdP. Pour une description plus détaillée, le

lecteur pourra consulter les références fournies au début de ce chapitre ou celles présentées tout

au long de cette section.

a) Arbre de recouvrement

L'arbre de recouvrement est la technique d'analyse des propriétés d'un RdP la plus

utilisée. L'inspection directe de I'arbre de recouwement pennet de mettre en évidence certaines

propriétés d un RdP. Si on examine un arbre construit selon I'algorithme présenté dans la

section II.2.5, on peut dire, entre autres, que :

a) le RdP est sauf si et seulement si tous les marquages ne contiennent que des 0 et des 1.

b) Une nansition t est morte (i.e. jamais franchie) si aucun des arcs de I'arbre de

recouwement n'est marqué t.

c) Le RdP est borné si et seulement si le symbole "o)" n'apparaît dans aucun des

marquages correspondant à un næud de I'arbre.

L'inconvénient principal de cette technique Éside dans le fait qu'elle est une méthode de

recherche exhaustive et, par conséquent, limitée à des réseaux de petite taille.

b) Algèbre linéaire

Comme nous I'avons souligné dans les paragraphes précédents, un Éseau de Petri peut

êtne représenté sous forme matricielle . Cene écriture pennet d'utiliser des résultats de l'algèbre

linéaire pour obænir certains résultats sur les réseaux de Petri. Par exemple, pour vérifier si un

réseau est vivant, consistant et bomé nous utilisons les relations données dans la suite. Dans ce
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relations C est la matrice d'incidcnce, m est le nombre de transitions et n est le nombre de places

du réseau. Nous considérons aussi qu'un vecteur x est supérieur à zéro si et seulement si toutes

ses composantes sont supérieures àzéro.

. v i vac i té :  3x€  Rm,x )0 , te lqueC 'x>0

.cons is tance :  3  xe  Rm,x )0 , te lqueC '  x=0

. rÉseaubomé :  3  y€  Rn,  y>0, te lque y t r '  C<0

Cependant, dans le cas général deux problèmes majeurs se posent pour la résolution des

équations associées à une certaine propriété : i) le fait que I'on est contraint de trouver des

solutions entières non nulles, et ii) la possibilité d'obtenir des solutions non signifrcatives pour

la propriété recherchée, car certaines relations donnent des conditions qui sont des conditions

nécessaires mais non suffisantes.

Pour plus de ilétails concernant I'utilisation de I'algèbre linéaire dans la vérification des

propriétés dun RdP le lecteur peut consulter [Memmi et Roucairol 80], [Lautenbach 86],

[Alaiwan et Toudic 85] et [Colom et Silva 91]

c) Réduction du réseau

La réduction ne constitue pas une méthode de vérification des propriétés, mais une

technique qui fournit un modèle de taille réduite, lequel préserve certaines propriétés qualiratives

du réseau original. Ceci rend I'analyse par les méthodes précédentes plus facile.

Berthelot [Berthelot 83] propose six simplifications élémentaires qui ne modifient pas les

propriétés de vivacité, ni le fait que le réseau soit borné ou sauf. [David et Alla 89] présentent

des règles de réduction qui préservent les invariants.

II.6 Réseaux de Petri temporisés

Dans les RdP que nous avons présentés jusqu'ici nous considérons que tous les

franchissements sont exécutés immédiatement. Aucune durée n'est associée à un

franchissement. Cependant le foncrionnement de certains systèmes dépend du temps. Par

exemple, dans le cas d'un système de production, le modèle doit refléter la durée des

opérations, des transports, des changements d"outils, etc. Pour pouvoir modéliser de tels

systèmes nous allons utiliser les RdP temporisés. Deux types de modèles existent : celui dans

lequel les temporisations sont associées aux places, et celui dans lequel les temporisations sont

25
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associées aux transitions.

ff.6.1 Temporisations associées aux places

Dans ce type de modèles une temporisation 0, évennrellement nulle, est associée à chaque

place P. Dès qu'une marque arrive dans la place P, elle reste indisponible pour un temps 0, à la

fin duquel elle devient disponible et peut être utilisée dans le franchissement des transitions de

sortie de cetæ place.

A un instant t quelconque le marquage M d'un RdP avec temporisation associée aux

places est I'union du marquage Md, correspondent aux marques disponibles, et du marquage

Mi'correspondent aux marques indisponibles. Une transition est validée pour un marquage

M=MdUMi si elle esr validée pour le marquage Md. Comme dans le cas des RdP non-

temporisés, le franchissement d'une transition t a une durée nulle. Cependant, les conséquences

du franchissement de t sont un peu différentes dans le cas des RdP temporisés : celui-ci

provoque I'enlèvement des marques disponibles de chacune des places d'entrée de t et le dépôt

des marques indisponibles dans chacune des places de sortie de t. Ces dernières deviendront

disponibles après lécoulement du temps correspondant à la temporisation de chaque place de

sortie et pourront, à ce moment là, être utilisées dans la validation des transitions.

11.6.2 Temporisation associée aux transitions

Une autre forme de temporisation consiste en associer une durée positive ou nulle pour le

franchissement de chaque transition. On peut montrer que ce modèle est équivalent au modèle

précédent, c'est-à-dire qu'il est possible de passer de I'un à I'autre.

Si 0 est la temporisarion liée à une transition validée t et rg I'instant où son franchissement

débute. Alors le franchissement de t se terminera à I'instant | =î0 + 0. Les instants 10 et I

sont appelés, respectivement, début de franchissement de t et fin de franchissement de t. La

seule action réalisée au début de franchissement d'une transition t consiste à réserver les

marques nécessaires à son franchissement. La transition t est effectivement franchie quand on

atteint I'instant de fin de franchissement, et ceci se traduit par I'enlèvement des marques

réservées dans les places d'entrée et le dépôt de marques non réservées dans les places de

sortie de t.

Comme précédemment, on dira que le marquage M est composé de marques réservées et

de marques non réservées. Une transition est validée pour un marquage M si et seulement si elle

est validée pour le marquage correspondant aux marques non Éservées.
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ll.7 Graphes d'événements

Dans le cadre de l'étude des systèmes de production à fonctionnement cyclique que nous

allons présenter dans le chapitre III, nous introduisons les principaux Ésultats concernant les

graphes d'événements (GE) temporisés. Cæs résultats montrent que les GE possèdent des

propriétés fortes qui facilitent I'analyse de leur comportement et qui, par conséquent, sont très

utiles pour l'évaluation des systèmes qu'ils modélisent.

Nous considérons les GE dans lequel les temporisations, déterministes ou stochastiques,

sont associées aux transitions. Une autre hypothèse concerne la non-préemption: aucun

franchissement d'une transition ne peut commencer avant la fin du franchissement précédent.

En tenant en compte ces deux hypothèses, nous présentons d'abord quelques définitions et

résultats qui seront nécessaires par la suite. Ensuite nous considérerons les GE déterministes,

puis les GE stochastiques.

l l.7.L Définitions et résultats préliminaires

Un circuit élémentaire est un chemin direct ayant comme arrivée le sommet (place ou

transition) de depart, et dans lequel chaque sommet n'apparaît qu'une seule fois dans le chemin.

Un graphe d'événements est ditprtement connexe si deux sommets quelconques sont reliés par

un chemin direct. Le graphe d'événements fortement connexe présenté dans la figure II.8

possède deux circuits élémentaires :

Tl = <pl, t2, p3, tJ, p4,4, p2,11>
nl2 = 1P5, !2, P3, t3, P4,14, p6, t5>

P5 t5  -6

Figure tr.8 : Un graphe d'événements fortement connexe

pl i.' pz
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Le deux résultats présentés ci-dessous sont très importants, puisqu'ils permettent de

vérifier si un graphe d'événements est vivant et borné. Ces résultats sont dûs à

[Commoner et al.7l]

Résultat [I.l

Dans un graphe d'événements, Ie nombre de jetons dans tout circuit éIémentaire est

invariant quclle quc soit la séqucnce defranchissement des transitiors.

Résultat II.2

Un graphe d'événements est vivant si et seulement si tout circuit élémentaire contient au

moirc un jenn.

D'après le résultat II.1, il est évident qu'il existe un p-invariant associé à chaque circuit

élémentaire. En plus, on peut montrer que si on associe une pondération égale à I à chaque

place dans un circuit élémentaire et une pondération égale à 0 aux autres places, alors le vecteur

de pondération résultant correspond à un p-invariant minimal [Hillion 86]. Un GE fortement

connexe est borné pourvu que son marquage initial soit borné. Ceci est une conséquence directe

du résultat II.1 et du fait que dans un GE fortement connexe toute place appartient au moins à

un circuit élémentaire.

On peut aussi montrer qu'à un GE fortement connexe possède un t-invariant dont toutes

les composantes sont égales à 1. En d'autres terrnes, ceci signifie que si, à panir d'un marquage

initial, chaque transition est franchie exactement une fois, on revient au marquage initial.

11.7.2 Graphes d'événements déterministes

Les résultats qui sont présentés dans cette section considèrent que nous sommes dans le

conrexte des GE fortement connexes dont chaque transition ti est temporisée à 0i. Soit f

I'ensemble de tous les circuits élémentaires du GE et T € I- un circuit élémentaire quelconque.

Une définition très importante est celle du temps de cycle d un circuit élémentaire. Pour un

circuit élémentaire T, le temps de cycle est :

C(r)=rr(y)/M(r)

où tr(y) est la somme des temps de franchissement des cransitions du circuit élémentaire y et

M(T) est le nombrc total de jetons présents dans les places appartenant à ce circuit. Notons

C* = t-jCtyl 
le plus grand temps de cycle. Tout circuit élémentaire tel que C(T) = C* est
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appelé circuit critiquc.Il est important de noter que ce sont ces circuits qui réglent la vitesse de

fonctionnement du réseau, i.e, le temps de cycle du néseau est C* [Ramamoorthy et Ho 80].

En ce qui concerne la vitesse de fonctionnement, les études des GE temporisés se sont

portées sur deux modes de franchissement des transitions : le/onctionnement au phu rrîr (FTP)

dans lequel les transitions sont franchies dès qu'elles sont franchissables, etlefonctionnement

pérbdique (FPE) qui correspond au cas où les transitions sont franchies de façon périodique.

Dans le cas de fonctionnement au plus tôt, Chretienne [Chretienne 83] a montré qu'un

régime k-périodique est atteint après un nombre fini de franchissements des transitions. Le

terme k-périodique est dû au fait que l'état du graphe redevient identique à lui-même après k

temps de cycle C*. Ceci est donné par le résultat suivant :

Résultat II.3

Le fonctionnà^rn au plus tôt d'un GE temporisé est k-périodique avec une fréquence
moyenne defranchissement des transitions égale à I/C*. Autrement dit, il existe ng entier

positif tel que :

S t fu+k)=St (n)+K 'C* , Vn2n6 ,  V teT

oùStQ désigne la date de debw dai-mefranchissemew de la transition t.

Les remarques suivantes concernent le fonctionnement au plus tôt. Si tous les circuits

critiques contiennent un seul jeton, alors le fonctionnement est simplement périodique (k=1).

lonqu'il y a un seul circuit critique, le facteur de périodicité k est égal au nombre de jetons

dans ce circuit. Enfin, le fonctionnement au plus tôt garantit les performances maximales du

système.

Dans le cas de fonctionnement périodique, [Ramchandani 74] et [Ramamoorthy et Ho 80]

ont montré qu'il est toujours possible de réaliser un régime de fonctionnement périodique

assurant les mêmes performances que celle du fonctionnement au plus tôt, i.e., les

performances maximales. D'après leurs résultats, la condition nécessaire et suffisante pour

qu'on puisse atteindre un régime périodique de période lr est que :

n>C* .

Le mode de fonctionnement périodique est complètement défini par la donnée d'une

période î et du temps de début du premier franchissement S1(1) de la transition t pour tout

t e T. Nous avons alors la rclation suivante :
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S1(n)=S(1)+(n -1 ) 'n V teTe tn>0

Iæ mode FPE est réalisable si et seulement si la relation suivante est vérifiée :

S .p(1) *0 .0 'Sp. (1 )+r ' tùo1P; ,  VPe P

où 0.e est la temporisation de la transition d'entrée de la place p et Mo(p) est le marquage

initial de cetæ place.

Les résultats pÉsentés cidessus introduisent une méthode analytique simple, basée sur le

calcul des chemins critiques, d'évaluation des performances d'un système modélisé par un
graphe d'événements temporisé. Par la suite, nous allons étudier un problème de grande

importance pour I'analyse des systèmes de production, lequel consiste à fairc en sorte que le

temps de cycle devienne inférieur ou égal à un temps de cycle donné à priori avec un minimum

de jetons. Le lecteur pourra trouver une description plus détaillée de ce problème dans

[Laftit et a|.92].

Comme nous I'avons souligné dans la section précédente, le problème qui se pose ici

consiste en trouver un marquage initial qui garantit I'obtention d'un temps de cycle donné et
qui, en même temps, minimise une combinaison linéaire invariante du nombre de jetons dans

les places. Avant de donner une défrnition plus formelle de ce problème, nous avons besoin de

la definition suivante :

Définition II.1

Soil a un réel posidf. Le marquage Mo est dit réaltsable pour q, si le temps de cycle

C(Mù obtenu avec Mg en régime FPE est inférieur ou égal à a.

I-e problème à résoudre peut alorc être formulé de la façon suivante :

Trouver Mi e E" tel que

f"(M;) = ̂ Yjp. f"(Mo)

Es est I'ensemble des marquages Éalisables por:r cr ;
fz(M) = Zt' M, eT Z estun p-invariant.

où :
o

a

Dans la suiæ, ce problème sera noté P(4, FPE) si le mode de fonctionnement est
périodique, ou par P(4, FPT) s'il s'agit de fonctionnement au plus tôt. Iæ but recherché est de
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trouver des algorithmes pour résoudre le problème F(cr, FPT). Avant de décrire les algorithmes
qui permettent de résoudre ce problème, nous présentons quelques Ésultats intermédiaires qui

sont dûs à E aftit et al.92J.

Résultat II.4

Le trois propositions suivantes sont équivalentes pottr un graphe d'événements fortement
cotncxe:

(i) MO est réalisable pow a ;
(ii) tt(y) | Mo(y) sa, vye f ;
(iii) il existe unrégime FPE tel quc : S.r( I)+ 0.rSSp.(I)+ a.Mo( fl, yp e p

[æs conditions (ii) et (iii) du Ésultat II.4 s'appliquent dans le cas d'un Égime FPE, tandis
que dans le cas FPT seule la condition (ii) est vérifiée : la condition (iii) n'a aucune signification
lorsque le Égime est FPT

Résultat II.5

Soit Q la temporisation de la tansition t. Alors pour tout or- ^ry 0, le marquage

M6 - <1,1 ,...,1) qui consiste à mettre un jeton dans chaquc place, est un mnrquage réalisable
pour le problèrrc F(a, FPE).

Résultat II.6

Si M; fait partie d'une solution optimale de F(q, FPE), alors Ie marqu.age Mi est une

solution optinale de P(a, FFf).

3l

Résultat II.7

Il existe une solution optinale

(i) S. p( 1).1-0.,,o - e.,1,

(ii) M;( p) s2, Yp e P

S p.( I ), p . PI d,u problème P(o, FPE) telte que
{ , ; ,

YpeP

Iæ Résultat II.7 indique qu'il existe une solution optimale telle que Ui1pl s Z, Vp e P.

C-ependant, il est toujours possible de transformer un GE fonement connexe en un graphe

équivalent ayant même la solution optimale et tel que la solution optimale de ce dernier vérifie :

Uilp; s t, Vp e P. Comme illustré dans la figure II.9, cette transformation consiste à

remplacer toute place p par un triplet (p,t',p') dans lequel la transition t' est à temporisation
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nulle. On obtient le Résultat [I.8.

avant transformation aplÈs transformation

Figure tr.9 : Transformation du graphe

Résultat II.8

Le problème P(a, FPE) peut toujours être transformé de telle façon que la solution

r - I
optirrule lMo, Sp.(I), p e PI vérifie :

Mi( i l<1 ,  YpeP

Nous présentons maintenant trois algorithmes qui permettent de résoudre le problème

P(cr, FPT). Nous nous contentons ici d'une description succincte du fonctionnement de
chaque algorithme. Le lecteur intéressé pourra se reporter aux références citées pour une
description détaillée. Le premier utilise un approche du type programmation linéaire. Le
deuxième est appelé algorithme d'ajustement et le dernier est appelé algorithme d'optimisation
convexe.

A- Algorithme basé sur la programmation linéaire (lHillion et Proth 88])

Dans ce cas, la solution du problème P(4, FPT) est déterminée par la résolution du
problème de programmation linéaire suivant :

Min flMg)

sous les contraintes :

tt(y) / Mo(t) < ct, VT e I-, où I- est I'ensemble de circuits élémentaires ;
Mo(p) e {0,1},  Vp e P.

Ceci correspond à un problème de programmation linéaire du type 0-1. La difficulté
majeure de cet algorithme est la nécessité de calculer tous les circuits élémentaires.
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B - Afgorithme d'ajustement ([Laftit et a|.92])

Cet algorithme, comme le précédent, résout directement le problème F(cr, FPT). La
présentation de cet algorithme nécessiæ quelques définitions et Ésultats supplémentaires.

D'après la panie (ii) du Résultat II.4, nous savons qu'un marquage M appartienr à une
solution admissible pour F(4, FPT) si et seulement si p(T) / M(T) S cr, pour tout circuit
élémentaire 7. Nous pouvons Écrire cetæ relation comme suit :

M(y)-p(y) /cr>0.

Définissons alors or(M,p,cr) comme :

ro(M,p,cr) = gin{M(y) - t(f) / cr}
T e t D -

où I-o est I'ensemble de circuits élémentaires contenant p. Ainsi, la condition précédente peut
s'écrire : un marquage M appanient à une solution admissible pour F(o, FPT) si et seulement
si co(M,p,cr) > 0 pour tout p e P. A partir de cela, nous avons le résultat suivant.

Résultat II.9

Soit 1'1,(a) l'ensemble de marquages M tels que ot(M,p,a) e [0,]), Vp e P. Dufait que

cette condition satisfait alM,p,a) 2 0, on peut en déduire que tout M e 1'1,(a) correspond à une
solution réalisable du problème F( q, FPT). Les deux propositions suivantes sont vérifiées :

(i) Soit M e lt(a) et soit Mt S M et M1 *M (i.e. Mt@) < M(p) et pour au moins un
p e P, M t@) < M(p)). Alors M 1 n'est pas réalisable et, panaw, ne correspond pas à une
solution adrnissible duproblème F(q Fn).

(ii) n@) cortient au moiw une solution optimale du problème P(o" FPT).

L'algorithme d'ajustement est une heuristique basée principalement sur le Résultat II.9. A
panir d'un marquage initial M réalisable (comme par exemple un jeton par place), il réduir
itérativement d'un jeton le marquage total du GE jusqu'à trouver un marquage appartenant à
l0(a). Le choix de la place où on enlève le jeton à chaque itération est effectué dans I'ensemble
F(M) = (p I p e P ; co(M,p,c) > I l. II est important de souligner que or(M,p,cr) représenre,
d'une certaine façon, le degré de libené associé à la place p, car la probabilité d'enlever un jeton

de la place p est d'autant plus grande que la valeur de or(M,p,cr) est grande. En conséquence,
on peut définir le degré de liberté total du système comme :
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g(M) = !ro(M,p,cr)
p e P

I-e critère qu'on adopæ pour choisir une place, parmi les places appartenant à I'ensemble F(M),
est le suivant : on choisira la place qui réduit au maximum la valeur de la fonction objectif et qui
réduit au minimum le degré de liberté total du système. Pour perrnettre ce choix, nous
introduisons la définition suivante. Soit Ml le marquage obtenu après avoir enlevé un jeton de
la place p, et soit Âo la quantité définie par:.

^ _ [g(M)-s(M')]"o-T'

où 4est la composante correspondant à la place p dans le p-invaria nt Z (rappelons que ce
p-invariant est utilisé dans la fonction objectif). On voit bien dans cette relation que la quantité
Âp est proportionnelle à la variation du degÉ de libené total, et inversemenr proportionnelle à la
pondération de la place p, donc à la variation de la fonction objectif. Etant donné que ceci
correspond bien au critère fixé antérieurcment, nous allons choisir la place p* qui vérifie :

ap. = 
oy{t,^o

Dans le cas où M(p*) = 0, I'algorithme cherche un marquage Mt
Mr(p*)> I (l 'existence de ce marquage est assuré par le Résultat II.9)
processus à partir de Mt. Cet algorithme peut donc êne résumé comme suit.

€

et

R(M) tel que

il poursuit le

Algorithme II.2 :

I - Générer un marquage inirial Éalisable.
2 - Si co(M,p,a) < I pour tout p e P, alors arrêter le calcul. Læ marquage M esr la

solution du problème.

3 - Si o{M,p,cr) > I pour au moins une place p e P, alors calculer p* telle que :
ÂP, = !Y{N,^'

4 - Si M(p*) > I faire :

{M(e)=M(p) ,  
VpeP,  pÉp*

lM(P*)=M(P*)-1.
Sinon, calculer le marquage Ml accessible à panir de M, tel que tutl(p*) 2 1, et faire :

I t to l=M'(p) vpeP, p*p*
[tut(P*)=14r1P'*;-1.

5 - Alleren 2.
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Un remarque importante concerne le calcul de rrl(M,p,cr). Afîn d'éviter la recherche de
tous les circuits élémentaires contenant p, les auteurs montrcnt qu'il est possible d'obtenir la
valeur de o:(M,p,c,) par le calcul du chemin minimal dans un graphe direct construit à partir du
graphe d'événements.

Algorithme d'optimisation convexe ([Laftit et a|.92])

Cet algorithme fourni la solution optimale du problème F(a, FPE), de laquelle on déduit
celle du problème P(cr, FPT). Le modèle considéré ici est celui du GE transformé (voir
figure II.9), pour lequel il existe un marquage optimal où chaque place contient au plus un
je ton .So i tunmarquageM,notonsparxp=t -M(p)e typ= l -M(p ' ) lescomplémenta i resà l

de M(p) et M(p') respectivement. M(p') étant le marquage associé aux places fictives créées
dans la transformation. Iæ problème F(cr, FPE) peut alors s'écrire :

uax)Zo(x,  r  yo)
peP

s .c .
S .p( l ) *0 .0  -Sp. (1 )+cr (xo  +y)32o,  Vpe P

xp, Yp e {0,1},  VP e P

où4 est le coefficient conrspondant à p dans la fonction objectif f2 du problème F(cr, FPE).

Ce problème est un problème de programmation linéaire du type mixre, dans lequel les

variables xp et yp sont des entiers et les variables S.p(l) et Sp.(l) sont des réels, pour rour
p € P. Nous nous réferons à ce problème comme le problème Q dans la suite.

Nous définissons ensuite les problèmes Fi (i = 1,2,...) comme suit :

uax!Zo(*l + vll
PeP

s.c .
S.p( l ) *0 .0  -Sp . ( l )+c r (x ,  +y )<2a ,  Vp  e  P

xp, Yp e [0,1], Vp e P

I-es problèmes P1 sont des problèmes d'optimisation convexe avec variables réelles. Un

algorithme pour résoudre ce type de problème est présenté dans [Benson 85]. Nous présentons
maintenant le résultat qui constitue la base de I'algorithme d'optimisation convexe.
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Résultat II.l0

Soit {xi,,,lop Slr.,} 
o., 

u* solution opimale du problème Pi. Si la condition suivante est

vérifiée:

lz,{xo,)'+ lz,{t;,,)' . t
peP\P1 peP\P2

oùP1={p lpePet  x i , ,  =  I }  e tP2  =  {p lpe  Pe t  l r , ,=  l } ,a lo rs

est une solution optimale de Q.

L.J rrt I'entier immédiatement inférieur ou égal à o.

I-e processus d'obtention de Ia solution du problème P(a, FPT) peut alors être résumé
par les étapes suivantes :

l -  Fa i re  i=2 :

2- Calculer la solution optimale S(Fil du problème Fi ;
3- Si I'inégalité présentée dans le Résultat II.10 n'est pas vérifiée, faire i+1 et aller en 2 ;

sinon aller en 4 ;
4- Obænir la solution optimale S(Q) du problème Q à panir de S(Fil en faisant :

s(e) = {1.;,,J,1r,,,J Slo,,}"."
5- La solution optimale Vfl(p) du problème P(a, FPT) est alors :

Mo(p) = z-lxi,,J-1r,,,J, vp e p

11.7.3 Graphes d'événements stochastiques

Nous nous plaçons maintenant dans le cas où les temporisations des transitions sont
stochastiques, c'est-à-dire qu'à chaque transition t e T est associée une variable aléatoire
Xte R+ qui définit la duÉe de franchissement de cette transition. Nous admettons également

que le GE est fortement connexe. Soit Xf, k = 1,2,3... la séquence des durées de

franchissement d'une nansition t e T. [Baceli et al 891a montré que, si les séquences des
durées de franchissement sont indépendantes pour tout t e T, et si chaque sQuence est formée
par des variables aléatoires ergodiques et stationnaircs, alors il existe une constante positive n,
telle que :

{L',,, J, 1r,,, J, sj,,, }o.,
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5,r, !$)=r, vt e T et pour tout maryuage initial M e R(Mo)
t_r_ k p6

où S(k) est la fin du k-me franchissement de la transition t. La constante æ est le temps de cycle

moyen du GE.

L'expression ci-dessus montre que le temps de cycle moyen converge presque sûrement

toujours vers la même valeur si on par:t du même marquage initial. On remarque aussi que la

valeur de rc ne dépend que du nombre initial de jetons dans chaque circuit élémentaire, i.e,

æ(Mo) = æ(M), pour tout marquage initial M e R(Mo).

C-ependant la détermination du temps de cycle moyen r demeure très difficile, car aucune

méthode analytique générale n'est disponible. On se contente alors de déterminer des bornes

inférieure et supérieur€, comme celles qui ont été établies par [Proth et Xie 93] et que nous

présentons dans la suite.

Notons par m1 la valeur moyenne de Xf, et pâr s1 l 'écart-type de Xf, i.e.,

r, = E[xl] and s: = E[(xi - r,)t]. Les bornes sont données par le Résultat II.1l.

Résultat II.11

n 3 n(M) 3i

où:

. t*(y) es, la transition du circuit élémentaire y ayant le plus grand temps de

franchissement moyen , i.e. flt.(r) = 
\3f ^,

. p[f \ {t 
* (f)}] esr la somme des temps de franchtssement de toutes les transitions, sauf

37
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i= E['1rgxur'l]

T\
t

+ mr.(- (rù1
MoQ)

p[v\ {r ,,.(r)ll

et :
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t*(ù, appartenant à y, i.r, .p|y \ {r * (7y}l=
teT , t * t . ( l )

MO(y) est le nombre initial de jetons dans T.

R est l'ersemble des chemins directs, tels que : (i) Ie chemin commence etfini par des
places marqu.ées, et (ii) aucune autre place ùt chemin n'est marquée.

Nr) est la somme des variables aléatoires associées aux tansitions de r.

Le problème d'atæignabilité d'un temps de cycle moyen C* dans un graphe d'événements
stochastique a aussi été considéré dans [Laftit 9l]. il a montré qu'il est toujours possible

daneindre C* avec un nombre fini de jetons si la condition C* ) Co = nltl* r, est vérifiée, et il

a proposé un algorithme heuristique qui permet de trouver un marquage initial IMO qui minimise
une combinaison linéaire p-invariante et qui perrnet d'atteindre le temps de cycle moyen
spécifié. Cet algorithme fonctionne à deux remps :

i) Dans une première phase, il cherche la solution optimale du problème déterministe
obtenu en attribuant à chaque transition une temporisation égale à la valeur moyenne de la
variable aléatoire associée à cene transition. La solution du problème déterministe est obtenue
par I'utilisation d'une des trois méthodes présentées dans la section I1.7.2.1, et elle fournit une
borne inférieure du temps de cycle moyen dans le cas stochastique. Cette phase correspond
donc à la recherche d'une solution initiale.

ii) La deuxième phase est un processus itératif : à chaque itération un jeton est ajouté dans
une place et le nouveau temps de cycle moyen du GE est évalué par simulation. Si ce nouveau
temps de cycle moyen est inférieur ou égal à C*, l'algorithme s'arrête, sinon il passe à
I'itération suivante. Le choix de la place est réalisé comme suit. On choisit d'abord le circuit
élémentaire ayant le plus grand temps de cycle moyen, et on sélectionne, parmi les places de ce
circuit, I'ensemble de places ayant le plus petit coefficient dans le p-invariant. Norons cet
ensemble P. Ensuite, on sélecionne tous les circuits élémentaires ayant un temps de cycle
moyen grand et qui ont au moins une place en commun avec P. On introduit le jeton dans une
place apparænant à cette intersection.

Nous notons I' I'ensemble de circuits élémentaires du graphe d'événements. Cet
algorithme peutdonc être formulé comme suit.

Algorithme II.3:

Première phase

I - Calcul du marquage initial optimal W9 du problème dans lequel on assimile la

a

a
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temporisation des transitions à la valeur moyenne des variables aléatoires associées à ces

transitions. Ce problème consiste à atteindre le temps de cycle Co = m3I mr avec la

minimisation de la fonction objectif fr(W6) =Zt.Wo(Zest un p-invariant). Soit t6le temps de

cycle obtenu.

2 - Utiliser les variables aléatoires en question pour générer les durées de franchissement

des transitions, et simuler le système afin d'obtenir le cycle moyen Q6 correspondent au

marquage initial W6.

3 -S iQ0<C* , f in .

Deuxième phase

4 - Soit To e f le circuit élémentaire ayant le plus grand temps de cycle molen et P1

I'ensemble de places appaftenant à 19 et ayant le plus petit coefficient dans le p-invariant Z. Soit

Tr e F-{TO} le circuit élémentaire ayant le plus grand temps de cycle moyen et au moins une

place en commun avec P1, Ize f -{To,Tt ) le circuit élémentaire ayant le plus grand temps de

cycle moyen et au moins une place en commun avec P1 f) y1, et ainsi de suite jusqu'à aneindre

un circuit Tq tel que :

Pr  î  T r  lYz î . . . î  Tq= 6 .

5 - Ajouter un jeton dans la place appartenant à Pt f lTr îyzî...n Tq-1. Nous

continuons d'appeler Wg le nouveau marquage obtenu.

G Simuler le système afin de déterminer le cycle moyen Q6 correspondent au marquage

\ils.

7 - Si Q0 < C*, Wg est la solution du problème ; sinon aller dans l'étape 4.

La difficulté majeure de cet algorithme réside dans le fait qu'il nécessite le calcul de tous

les circuits élémentaires du GE, ce qui peut réduire considérablement sa performance dans le

cas d'un GE où le nombre de circuits est important.

II.8 RdP avec des t ran sit ion s d'entrée et des
transitions de sortie (RPES)

II.8.1 Définition d'un RPES

Comme nous I'avons souligné antérieurement, les graphes d'événements permettent de

modéliser et évaluer lc comportement des systèmes de production à fonctionnement cyclique.

Notre but étant d'étudier les systèmes de production non-cycliques, nous définissons

maintenant une nouvelle classe de RdP qui nous pernettra de modéliser et évaluer de tels

systèmes.
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Dans le chapitre I, nous avons vu que la modélisation d'un système de production à

fonctionnement non-cyclique doit rcprésenter: i) I'a:rivée et la sortie de produits du système et,

ii) les décisions relatives aux choix d'alternatives quand plusieurs alternatives se présentent.

Pour permetEe cela, nous allons utiliser des transitions d'entrée, des nansitions de sortie, et des

places de contrôle.

Une transition d'entrée (ou transition source) est une transition qui ne possède que des

places de sortie. Ce type de transition perrnet de modéliser l'introduction de produits dans le

système, car son foanchissement fait apparaîre de nouveaux jetons dans chacune de ses places

de sortie. Il est clair que ces transitions nécessitent un mécanisme de contrôle pour éviter

qu'elles soient franchies un nombre illimité de fois. Ce mécanisme sera implanté à I'aide des

places de contrôle qui nous définissons dans la suite.

lJne tansitton de sortie (ou transition puits) se caractérise par le fait de ne posséder que

des places en entrée. Donc le franchissement d'une transition de sortie pennet de modéliser le

fait qu'un produit quine le système. Comme dans le cas des transitions d'entrée, nous allons

associer une place de contrôle à chacune de transitions de sortie afin de contrôler Ie nombre de

produits qui sonent du système.

Les places de contrôle [Krogh 87], dorénavant représentées par deux cercles

concentriques, perrnettent d'intervenir dans le fonctionnement du Éseau à partir de I'extérieur.

Par une manipulation adéquate du marquage de ces places on peut , par exemple, résoudre des

situations de conflit et éviter des marquages conduisant à des blocages ([Holloway et Krogh

901, [Ushio 90], [Ichikawa et Hiraishi 88]). Soit Pç l'ensemble de places de connôle associées

à un RdP. Une place de contrôle p € Pc a les caractéristiques suivantes :

(i) elle ne possède aucune transition d'entrée et une seule transition de sortie, i.e.,
' p=@ e t  lp ' |  =  t ;

(ii) le marquage M(p) appanient à I'ensemble {0, 1} ;
(iii) le marquage ne peut êne actualisé qu'à partir de I'extérieur et, en conséquence, il ne

change pas avec le franchissement de sa transition de sortie.

Dans un RdP avec des places de contrôle, on distingue deux types de transitions : les

transitions contrôlées et les transitions non-contrôlées. Une transition connôlée n'est validée

que si elle est validée par le maquage de ses places d'entrée et par le marquage de la place de

con1rôle associée. Dans le RdP contrôlé de la figure II.l0, les deux places de contrôle q er cz

pennettent de résoudre le conflit existant entre les transitions t2 et B. Il est clair que I'on doit

avoir au plus un jeton dans une des places cl ou c2. I-a seule ransition validée dans la figure est

la transition t2, et son franchissement prcvoque I'enlèvement du jeton de la place p1 et I'arrivée
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d'un jeton dans la place pz.l-e, marquage de la place de contrôle cl reste inaltéré. Tant
qu'aucune décision externe n'est prise pour changer le marquage des places de contrôle, le jeton

arrivant dans la place p1 sera utilisé pour le franchissement de t2.

figure tr.10 : Un RdP connôlé

Nous pouvons maintenant définir une classe particulière des RdP, que nous appelons
RPES (réseaux de Petri avec des transitions d'entrée et de sortie), laquelle sera utilisée pour la
modélisation d'un système de production à fonctionnement non-cyclique.

Définition II.2

Un RPES est un RdP ordirwire vérifîant les conditions suivantes :
(i) il efiste au moins une transition source et une tansition puits ;
(ii) me place de contrôle est associée à chaque trarsition sowce, à cltaque transition puits,

et à toute transition dant le franchissement peut nécessiter la levée d'un conflit.
(iii) tl n'y a ni places sources (places sars transition d'entrée) ni places puits (places sans

transirton dc sonie) ;

Il est important de souligner ici que nous déterminons les marquages des places de

contrôle (i.e. les décisions concernant la résolution des conflits et les décisions concernant

I'entnée et la sortie de produits du système) à panir des résultan fournis par I'ordonnancement.

Dans un souci de simplification, nous n'allons plus représenter les places de contrôle dans les

RPES utilisés dans la suite.

La figure II.l I montre un exemple d'un RPES contenant deux transitions source (tt et tz)

et Eois transitions puits (t12, ttg et tt+) Dans cet exemple toutes les transitions sont contrôlées, à

I'exception des transitions t6 et t11.

4l
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figure II.l1 : Un exemple d'un RPES

Le modèle que nous venons de décrire nous perrnettra de modéliser le fonctionnement

d'un système non.cyclique. L'approche que nous développons pour évaluer ce type de système

est basée sur :
(i) la décomposition du modèle RPES en un ensemble de RPES sans conflit;
(ii) I'utilisation des t-invariants de ces RPES sans conflit pour résoudre le problème de

planification à court terme et d'ordonnancement.

Avant de présenter ces deux points en détails, nous allons définir les RPES sans conflit et

présenter leurs propriétés.

II.8.2 RPES sans conflit

Nous définissons un RPES sans conflit comme suit.

Définition II.3

Un RPES sans conflit est un RPES dans lequel chaque place ne contient qu'une seule

trarcition de sortie. En d'autres ternvs, Ie rëseau est structurellement sans conflit, i.e.,

't1 n't2 = Q, V t1, t2 e T, oùT est l'ensemble de transitions du RPES.

En termes de structure, cette sous-classe de réseaux de Petri peut être caractérisée selon le

diagramme de Venn de la figure II.l2 ci-dessous. Dans cette figue le symbole RdP designe un

réseaux de Peni général, CL désigne un réseaux de Petri à choix libre, et RPES-sc désigne un

RPES sans conflit. Comme indiqué dans cette figure, les RPES sans conflit sont un cas

paniculier des réseaux de Petri à choix libre.
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figure II.l2: Dagramme de Venn

Du point de vue des systèmes de production, trois propriétés qualitatives du modèle RdP

sont particulièrement importantes :
- un RdP vivant garantit que toutes les opérations pour lesquelles le système a été défini peuvent

être atteinæs à panir de n'importe quel état du système ;
- un modèle RdP borné garantit qu'il n'y aura pas accumulation des en-cours dans le système.

Donc, à panir de l'étude de cette propriété on poura, par exemple, définir des tailles plus

raisonnables des stocks tampons du système ;
- un RdP réversible assure que, quel que soit l'état du système, il est toujours possible de

revenir à l'état de départ. C;eci est indispensable pour la manutention, pour des ajustements des

outils ou pour des changements de production.

Avant de considércr ces propriétés dans le cas des RPES sans conflit, nous présentons

d'abord la définition de verrou et de trappe et, ensuite, deux résultats qui seront nécessaires

pour les démonstrations qui suivent.

Définition II.4

Un sous-ensemble de places P' d'un RdP constitue un verrou si toutes les transitions

ayant une place de sortie apparterctnt à P' ont aussi une place d'entrée apparterumt à P'. En

d'autres termes, I'ensemble de transitions de sortie de P' contient I'ensemble de transitions

d'entrée de P'(oP' ç P'o).

Définition tr.5

Une trappe est un sous-ensemble de places P' d'un RdP dans lequel l'ensemble de

trarsitiors d'entrée de P' coæient l'ensetnble de traruitiors de sortie dc P'(P'o ç oP').

Dans I'exemple de la figure II.l3, le sous-ensemble de places <pl, p2> est un verrou et

le sous-ensemble de places <p3, p4> est une trappe. Il est facile de remarquer que si la

transition t3 est franchie, le verrou ne sera plus jamais marqué tandis que la trappe, par contre,
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sera marquee dans tous les marquages qui suivent. Ceci caractérise un velTou et une trappe.

l 2  t 5

figure II.l3 : Exemple de verrou et de trappe

Résultat II.l2 [Murata 89]

Iln RdP à clnix libre marqué est vivant si et seulement si chaque verrou contient une

trappe marquée.

Résultat II.13 [Murata 89]

Dars m RdP N où l'eruemble des places de chaque circuit élémentaire est une ffappe, un

rutrqwrge M est aneignable à partir du marquage initial Mg si et seulement si il existe unvecteur

entier rnn négatif x tel que :

(i) x est une solution de M = M0 + C'x ;
(ii) te sous-réseau N, obtenu à partir de N par la suppression de toutes les transitions

pour lesquelles x(t) = 0, ne contient pas de verrou non marqué.

Nous pouvons maintenant étudier les propriétés des RPES sans conflit, et plus

spécifîquement celles qui nous intéressent du point de vue des systèmes de production que

nous avons présentés antérieurement. Comme nous allons voir dans la suite, le fait d'avoir un

RPES sans conflit consistant est une condition nécessaire pour qu'on puisse garantir les

propriétés recherchées. Ainsi, nous présentons le résultat suivant qui donne une condition

suffisante pour qu'un RPES sans conflit ne soit pas consistant.

Résultat [I.14

Soù N un RPES sans conflit et soit I- l'ensemble de tous les circuits élémentaires de N.

Si pour au moirx un circuit élémentaire y e f, il existe une place p e y telle que p possède

phts d'urc transition d'entrée, alors N n'est pas consistant.

Preuve:

Supposons que N soit consistant et qu'il existe un circuit élémentaire Tet une place p e 1
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telle que p possède plus d'une transition d'entrée.

D'après la définition de consistance, il existe un marquage initial M6 et une séquence de

franchissement des transitions o où chaque transition franchit au moins une fois, telle que

Molo > M9.

Comme N est sans conflit, Vp e T =) po e y. Ceci implique que le nombre de jetons dans l ne

peut pas être réduit. Maintenant, si 3p e y telle que op - T * @, alors le franchissement de

toute transition t € p - T ira augmenter Ie nombre de jetons dans 1. La transition t apparaît au

moins une fois dans la séquence o et, en conséquence, le franchissement de o ira augmenter le

nombre de jetons dans y. Pourtant on ne pourra pas retrouver le marquage initial Mg et N n'est

pas consistant.

Q.E.D.

Le résultat suivant concerne la propriété de vivacité d'un RPES sans conflit.

Résultat II. l5

Si un RPES sans conflit est consistant et si chaque circuit élémentaire contient au moins

un jeton, alors il est vivant.

heuve:

Nous montrons d'abord que, dans un RPES sans conflit, tout verrou contient un circuit

élémentaire et, ensuite, que ce circuit correspond à une trappe. D'après le résultat II.l2, le

RPES est vivant.

Soit P' un verrou du réseau et soit pi e P' une place quelconque du verrou. D'après la

définition de RPES sans conflit, p; possède une transition de sortie et au moins une transition

d'enEée. Soit t une transition d'entrée de la place p1. D'après la définition de verrou, nous

savons que 3p1 e ot telle que pj e P'. Ceci implique que la transition t n'est pas une transition

d'enrée du RPES. Si la place pl est identique à la place pi, nous avons déjà un circuit (en

I'occurrence une boucle élémentaire) et nous arretôns les calculs. Sinon, considérons une

transition d'entrée t' de la place pj. Pour la même raison que dans le cas précédent, nous

pouvons également écrire pour cette transition : 3pr e ot' telle que pk e P'. Comme la

transition t, t' n'est pas non plus une transition d'enrée du RPES. Si la place pk est identique à

une des places pi ou pj nous avons un circuit élémentaire, et nous arretôns les calculs. Dans le

cas contraire, on continue à partir de la place pl et ainsi de suite. Puisque le nombre de places

est fini, ce processus conduit forcément à une place que nous avons déjà rencontrée, ce qui

signifie qu'on obtiendra un circuit élémentaire.

45
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A partir du résultat II.14, nous savons que chaque place appartenant à un circuit élémentaire

d'un RPES sans conflit consistant possède une seule nansition d'entnée et une seule transition

de sortie. Dans un tel circuit, I'ensemble de transitions d'entrée des places du circuit est égal à

I'ensemble de transitions de sortie de ces mêmes places. Ceci correspond donc à la déftnition

d'une trappe.

Q.E.D.

Le résultat suivant montre qu'un RPES sans conflit n'est pas structurellement borné.

Cependant, nous allons voir dans la section suivante qu'il est possible de contrôler le

franchissement de ses transitions de façon à ce qu'il reste toujours borné. Rappelons qu'n RdP

est strucrurcllement borné s'il est borné pour tout marquage initial Mg fini.

Résultat II.16

Un RPES sans conflit n'eil pas structurellement borné

Preuve :

Ce résultat est immédiat étant donné la structure d'un RPES sans conflit.

Q.E.D.

I-e résultat suivant perinet de définir des conditions dans lesquelles un RPES sans conflit

est réversible.

Résultat [I.17

Si un RPES sans conflit est consistant et si claque circuit élémentaire contient au moins

un jeton, alors pour tout marqwge initial Mg et pour tout M e R(Mg) nous avons MO e R(M)

(i.e. le réseau est réversible).

Prreuve :

Pour tout marquage M e R(lt4g) les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Il existe une séquence finie o telle que M6[o > M. Nous pouvons donc écrire

M = Mo + C'9, où g est le vecteur caractéristique de o ;

(b) Etant donné que le réseau est consistant, alors il existe un vecteur x, xi ) 0, i = 1,...,n oùl

n est le nombre de ransitions, tel que C.x = 0. Donc, pour tout entier k positif nous

avons C 'k 'x=0;

(c) A partir de (a) et de (b) nous avons :
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M=M0+C.k .x+C.g

OU'

Mo=M+C. (k .x -q )

Or nous pouvons choisir k de telle sorte que;ç = (k'x - g) > 0 et X; > 0. D'où,

Mo=M+C'X

(d) Dans la preuve du résultat II.15 nous avons vu que dans un RPES sans conflit N

consistant, chaque verrou contient un circuit élémentaire, et que celui-ci correspond à une

trappe (chaque trappe est marquée d'après les hypothèses de départ et, par conséquent,

chaque verrou I'est aussi). En (c) nous avons défini un vecteur X ayant de composantes

strictement positives qui est solution de Mg = M + C'X. Ainsi, à partir du résultat II.13

nous pouvons conclure que le marquage Mg est atteignable depuis le marquage M (le

réseau N1défini dans la condition (ii) de ce résultat II.l3 est, dans notre cas, identique à

N) .

Q.E.D.

Les résultats que nous venons de présenter permettent d'établir les conditions dans

lesquelles un RPES sans conflit est vivant et Éversible. En plus, du fait de la consistance du

réseau, ces résultats imposent la pÉsence d'au moins un jeton dans chaque circuit élémentaire.

Il est clair que si le réseau considéré ne possède pas de circuit élémentaire, alors on peut récrire

les résultats II.15 et II.l7 comme suit.

Résultat II. l8

Un RPES sans conflit consistant dans lequel il n'y a pas de circuit élémentaire est vivant

et râtersible.

Dans la section qui suit, nous allons étudier les caractéristiques que doivent vérifier les

modèles RPES d'un système de production pour qu'on puisse les utiliser dans la résolution des

problèmes de planification à court tenne et d'ordonnancement. En particulier, nous définissons

la notion de RPES décomposables, et nous montrons que les RPES décomposables ont toutes

les propriétés qualitatives souhaitées pour les systèmes de production.

II.8.3 RPES décomposables

La notion de décomposabilité est le point clé de la démarche que nous utilisons pour
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résoudre le problème de planification à court terrne. L'introduction de cette notion sera Éalisée

de façon progtessive : dans un premier temps, nous considérons la décomposabilité en terrnes

de RPES sans conflit et consistants. Nous présentons les conditions que doivent vérifier les

RPES décomposables et nous étudions leurs propriétés qualitatives. Ensuite, nous montrons
que les résultats obtenus sont aussi valables si on considère I'ensemble de sous-réseaux

obtenus à panir des composantes positives des t-invariants à support minimal des RPES sans

conflit. Enfin, nous discutons le problème de la flexibilité opératoire du système en considérant

le temps nécessaire pour résoudre le problème de planification..

La contenu du paragraphe précédent indique que nous allons extraire d'un modèle RPES

tous les sous-réseaux qui représentent des RPES sans conflit. La définition suivante donne les

conditions que doivent vérifrer chacun de ces sous-réseaux pour qu'ils puissent être considérés

comme des RPES sans conflit.extraits d'un RPES.

Définition II.6

Soit N un RPES. Un sous-réseau NC extrait de N est un RPES sans conflit si :
(i) NC est un RPES sans conflit connexe ;
(ii) les transitions sources (resp. puits) de NC sont des transitions sources (resp. puits) de

N;
(iii) toute place (resp. transition) de NC est une place (resp. transition) de N ;
(iv) pour toute transition t e NC,l'ensemble des places d'entrée (resp. de sortie) de t

dans NC est identique à l'ensemble des places d'entrée (resp. de sortie) de t dans N.

Nous introduisons maintenant la définition d'un RPES décomposable en terlnes de RPES

sans conflit. Il est important de souligner ici que dans la suite nous ne considérons que les

RPES dans lequel il n'y a@irct.

Définition II.7

Soit N un RPES dans lequel il n'y a pas de boucles et soit {NCt, NC2,..., NCr}

I'ensemble de RPES sans corflit extraits de N. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) choque RPES sans conflit NC;, i = I ,...,r est consistant ,

(ii) l'ensemble desRPES sans conflit couvrent N, i.e., N = Û 
"q,i= I

alors N est un RPES décomposable.

Un RPES NCl sans conflit et consistant extrait de N contient les transitions

correspondant aux composantes positives d'un t-invariant de N, et seulement celles-là.(ceci est
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une conséquence du fait qu'il est consistant). Donc,la définition de décomposabilité peut aussi

être exprimée en ærmes de ces t-invariants. Nous allons considérer les propriétés qualitatives

des RPES décomposables, à commencer par la propriété de consistance.

Résultat II.l9

Un RPES décomposable N est consistant.

Preuve :

Soit C la matrice d'incidence de N et soit NCt, NC2,..., NCr l'ensemble de RPES sans

conflit consistants extraits de N.

Le fait de que NCi (i = 1,. ..,r) est consistant implique en qu'il existe un vecteur

*t = [* i ,*; , . . . ,* lJt '

tel que:

xl > 0 si t1e NCi, xi = 0 si tk é NCi, et Cxr = 0'

Soit le vecteur x' définit de la façon suivante :

.  f  .  r  r l T r
*  =  

[ * t  '  X 2 ' . . . '  X ,  I

æl que:

s - txr= 1xi ,  pour k = l ,  2,. . . ,g.
i - l

xl >0 pour tout k = l, 2,...,g, car toute transition t1 appartient au moins à un RPES sans

conflit, et pourtant un des xi 1t<=t,2,...,q) est strictement positif pour au moins un

i e {1, 2,...,q1. Donc, nous pouvons écrire :

Cx'=CI* t= lCxt=0
i-l i=l

Ceci implique que N est consistant.

Q.E.D.
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Dans la suite nous nous intéressons aux propriétés de vivacité et réversibilité des RPES
décomposables. hoth et al.lhoth et al.94l ont récemment étudié les RPES sans boucles er onr
généralisé les résultats obtenus auparavant dans le cadre des RPES décomposables. En
particulier, ils ont démontré qu'un RPES sans boucles est toujours vivant et que, si en plus le
réseau est consistant, alors il est aussi réversible. Ainsi, à partir de ces résultats et en prcnant en
compte le résultat II.19, on a le résultat suivant :

Résultat II.20

Un RPES décomposable N est vivant et réversible.

Il ne nous reste plus qu'à considérer le problème qui consiste à faire en sorte que le réseau
reste borné. Comme nous I'avons souligné antérieurement, la présence des nansitions d'entrée
dans le modèle RPES permet I'introduction d'un nombre illimité de jetons dans le réseau et, en
conséquence, un RPES n'est pas structurellement borné. Néanmoins, si on accepte de
restreindre le fonctionnement du RPES de telle sorte que celui-ci consiste à activer des
ensembles de transitions colrespondant aux composantes positives de t-invariants, alors on
poura garantir que le réseau sera toujours borné. En d'autres terrnes, le franchissement d'une
transition t un certain nombrc de fois est lié au franchissement de toutes les transitions relatives
à un t-invariant contenant la uansition t en tenant compte des composantes du t-invariant. En
clair, cela signifie que I'apport total de jetons dans le réseau par cette séquence est nul et qu'on
impose que le RPES revienne à son état de dépan après chaque cycle de franchissements. [æ
nombre d'activations de chaque ensemble de nansitions sera déterminé de façon à satisfaire le
nombre de franchissements des transitions de sortie.

Cæ qui vient d'être dit est Ésumé dans le résultat suivant.

Résultat II.21

Un RPES décomposable N dont Ie fonctionnement consiste à activer des ensembles de
transitions correspondant à des t-invariants (c'est-à-dire le support d'un t-invariant), est
maintenu borné. Le rnmbre d'activations des supports de t-invariants est frni si le nombre de

franchissements des trarsitions dc sortie estfini.

Preuve :

Soit NC1, NC2,..., NCr l'ensemble de RPES sans conflit consistants qui couvrent N et
soit X;le t-invariant associé à chaque RPES sans conflit NC;, i = l, ..., r. Soit encore
kl,...,ks le nombre de fois que chaque transition de sortie to,I,..., te,5 doit être franchie.
Définissons nl comme le composant du t-invariant X; lequel correspond à la transition roj. Au
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moins undes n] , i = l, ..., r, est strictement positif pour tout j € {1, ..., s}, et au moins un
. ides nl, j = l, ..., s, est strictement positif pour tout i e { l, ..., r}. Pourtant, le problème de

programmation linéaire suivant :

ainiv,
i = l

s. c.

Iv , .n ;  >t , ,  j=1,2, . . . ,s
i= l

y ,  e  {0 ,1 , . . . , } ,  i  =  1 ,2 , . . . , t

a une solution finie. L'entier y;correspond au nombre de fois que chaque ensemble de
transitions appartenant au support de chaque t-invariant X1 doit être franchi, de façon à franchir
les transitions de sortie le nombre de fois souhaités. Pourtant, le marquage M(p) de toute place
p € t;, où tl est la transition correspondante 4g véme composant du t-invariant X1, est borné

par :

r

Mo(p) + )l,.xl, où xi est v*" composant de xi
: - l

Cette relation est valable pour rour p e P.

Q.E.D.

Il est important de souligner ici que du fait que chaque RPES sans conflit est consisrant,
nous savons qu'il est couvert par un ou plusieurs t-invariants à support minimal. Donc, on peut
considérer la décomposition de ces RPES sans conflit en un sous ensemble de réseaux selon les
composantes positives de leurs t-invariants à support minimal. Pour ce faire, ces sous-réseaux
doivent vérifier des conditions équivalentes à celles données dans la définition II.6 et, en plus,
leur union doit couvrir le RPES sans conflit duquel ils ont été extraits. Il est clair que ces
sous-réseaux corrpspondent aussi à des RPES sans conflit et, en conséquence, que les résultats
que nous avons présentés antérieurcment restent valables si on décompose le modèle RPES
dans cet ensemble de sous-réseaux.

Comme nous allons le montrer dans le chapitne 4, le problème que nous serons amenés à
résoudre dans la planification à court terrne consistera à fabriquer, dans chaque période
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élémentaire, autant de produits de chaque type que les demandes définies pour ces types de

produits. En même temps, nous essàyerons de trouver une solution qui minimise un cenain

critère de fonctionnement du système. Nous rappelons que dans notre cas, le nombre de

produits de chaque type fabriqués au cours d'une période élémentaire est la donnée du nombre

total de franchissements des transitions de sortie du modèle RPES de ce produit. La démarche

de résolution de ce problème est basée sur la combinaison des t-invariants dont les supports

rcpésentent les sous-réseaux consistants extraits du modèle RPES. D'après les résultats que

nous venons de présenter, cette démarche garantira que le modèle aura toutes les propriétés

qualitatives intéressantes du point de vue des systèmes de production.

En effet, la façon de décomposer le modèle (ce qui revient à définir les t-invariants qu'on

utilisera) est étroitement liée au degré de flexibilité opératoire que nous imposons au système.

Ainsi, si on décompose le modèle de telle sorte que les transitions des sous-réseaux

correspondent au support des t-invariants à support minimal, on obtient le plus grand degré de

flexibilité du système. Par contre, ceci peut augmenter beaucoup la complexité des calculs de la

solution du problème de planification à court terrne, car le nombre de combinaisons des sous-

réseaux peut être plus élevé. Cependant, dans certains cas, on peut se contenter d'avoir des

résultats moins précis contre un gain de temps au niveau du calcul de la solution du problème

considéré. On utilisera donc, dans ce cas, non plus les sous-réseaux dont les transitions

représentent le support d'un t-invariant à support minimal mais d'autres sous-réseaux obtenus

par combinaison linéaire des premiers. Il ne faut pas oublier que I'ensemble de sous-réseaux

utilisés doit couwir le réseau initial.

Dans les exemples que nous présentons dans les chapitres IV et V nous ne considérons

que la décomposition en terrnes de sous-réseaux correspondant à des t-invariants à support

minimal. Comme nous allons le montrer, Ie processus d'obtention des sous-réseaux qui nous

intéressent est à deux temps : d'abord on décompose le modèle en un ensemble de RPES

maximaux sans conflit (i.e. un RPES sans conflit que n'est pas contenu dans d'autres RPES

sans conflit), et ensuite on décompose chaque RPES maximal sans conflit en des sous-réseaux

correspondantes à des t-invariants à support minimal.

II.9 Conclusion

Nous pouvons séparer ce chapitre en trois parties principales. Dans la première partie

nous avons fait un rappel sur les réseaux de Petri et, en particulier, nous avons insisté sur tous

les aspects qui sont nécessaires pour la compréhension du travail que nous présentons dans ce

mémoire. I-a deuxième panie a été consacrée à I'étude d'une classe particulière de réseaux de

Petri : les graphes d'événements. Nous avons présenté les principaux résultats concernant
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l'évaluation des performances et I'optimisation du marquage des graphes d'événements
temporisés, tant en ce qui concerne lè cas d'une tempôrisation déterministe que le cas d'une
temporisation stochastique. Dans la troisième partie du chapitne nous avons défini et étudié les
RPES (les réseaux de Petri avec des transitions sources et des transitions puits), que nous
allons utiliser pour modéliser et évaluer les systèmes de production non-cycliques.
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Chapitre III

Systèmes de production cycliques

[I.L lntroduction

Ce chapitre est dédié à I'étude des systèmes de production cycliques (à fonctionnement

répétitif). En d'autres terrnes, nous considérons les systèmes dans lesquels la fabrication des

différents produits se fait suivant des ratios donnés. Comme nous I'avons souligné

antérieurement, cette panicularité des systèmes cycliques conduit à un connôle optimal qui est

aussi périodique et qui, en conséquence, peut être intégré au modèle du système. De même, le

fait d'avoir des ratios de production qui ne varient pas d'une période à la période suivante

pennet de modéliser ces systèmes à taide des graphes d'événements, dont les propriétés ont été

pÉsentées dans le chapiue précédent. Nous utiliserons ces résultats dans l'étude des différents

exemples de systèmes cycliques considérés dans ce chapine.

Trois exemples de systèmes de production sont considérés dans cette étude : les ateliers

flexibles (en anglais "job-shops"), les systèmes d'assemblage et les systèmes du type
juste-à-temps (Kanban). Après avoir introduit le problème de la modélisation de ces systèmes,

nous considérons le problème de I'optimisation de leurs performances. Ce dernier problème

consiste à obtenir un temps de cycle donné tout en minimisant le nombre de ressources de

ranspon utilisées.

I.es résultats que nous allons présenter dans les sections qui suivent ont été proposés par

Hillion [Hillion 89] et Laftit [Laftit 9U. Iæ lecteur pourra aussi trouver une bonne partie de ces

rÉsultats dans [Hillion et Proth 89] et [Laftit et al.92l.

Ce chapitre est organisé en trois sections. Dans la deuxième section nous définissons les

systèmes considérés et nous montrons comment ils peuvent êre modélisés à I'aide des graphes
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d'événements. Dans la troisième section nous présentons le problème de I'optimisation des
prformances de ces systèmes. La résolution de ce problème est illustrée à I'aide de deux

exemples numériques qui concernent le cas des ateliers flexibles.

Ill.2 Définition et modélisation de quelques systèmes
de production

Dans cette section nous considérons le problème de la modélisation de quelques systèmes

de production fonctionnant sur une base cyclique à I'aide des gnphes d'événements. Après une

brève definition des caractéristiques et des hypothèses utilisees pour chaque type de système

considéré, nous décrivons les différentes étapes de la modelisation. læs modèles auxquels nous

aboutissons correspondent à des graphes d'événements fortement connexes, ce qui pennet

I'utilisation des résultats décrits dans le chapitre II.

fII.2.1 Modélisation d'un atelier flexible (iob-shop)

Le premier exemple que nous considérons correspond au cas d'un atelier flexible. Dans

un atelier flexible nous disposons d'un certain nombre de machines qui sont utilisées pour la

fabrication de différents types de produits. La fabrication de chaque type de produit est réalisée

par le passage de ce produit sur certaines des machines, suivant un ordre établi. On dira que le

passage d'un produit sur une machine définit une opérationélémentaire, et que l'ordre de

passage du produit dans les différentes machines définit le routage du produit. Si de plus on

associe à chaque machine le temps nécessaire pour réaliser I'opération sur le produit, on obtient

la garnrne de fabrication du produit. Enfin, pour compléter la définition d'un atelier flexible il

faut définir I'ordre dans lequel les différents produits passent sur chacune des machines, ce

qu'on appelle dans la suite les séquences d'entrée dans les machines.

Nous pouvons donc définir un atelier flexible comme étant composé :

. d'un ensemble de machines, soit M = {Ml, M2,...,M.} ;

. de I'ensemble des types de produits à fabriquer, soit P = {Pl, P2,...,Pq} i

. de la gamme de fabrication 1i du produit Pi, i = 1,2,...,q. La gamme de fabrication

du produit P1 est donnée par :

P1 : M;1(0i;1), M;2(Oijz),...,M1p(0i;1)
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où la séquence {Mit, \2,...,Mjt} correspond au routage de P; et eij correspond à la

durée du passage du produit P; Sur Ia machine M; ;

' de la séquence d'entrée Si = {Pt1, Pi2,...,Pir} dans chacune des machines utilisées.

Une remarque importante est que le routage de chaque produit est supposé unique et fixé
à priori. Donc, chaque opération défînie par ce routage ne peut être réalisée que par une er une
seule machine. Cependant, comme I'a souligné Hillion [Hillion 89], cette hypothèse n'est pas
restrictive en soi car dans le cas où plusieurs routages sont possibles, on doit d'abord trouver
une politique que fixe les pourcentages de chaque type de produit affectés aux rourages
possibles. Une fois cette répartition réalisée, il suffit de défînir les produits.par son rourage er
non plus par ses caractéristiques physiques.

L'hypothèse d'une fabrication répétitive impose qu'on spécifie les ratios de production
souhaités pour chaque t)?e de produit fabriqué dans I'atelier. A panir de cela on peut introduire
la définition de cycle élémentaire de production. Un cycle élémentaire correspond au remps
nécessaire pour produire les quantités minimales de chaque produit qui respectenr les rarios.
Pour satisfaire la production totale, il suffit alors de relancer un nombre déterminé de fois le
cycle élémentafue de production.

Il est imponant de souligner que les ratios de production doivent êne pris en compte au
moment de la définition des séquences d'entrée dans les machines. Pour illustrer ceci nous
allons considérer I'exemple d'un atelier flexible composé de nois machines, Mt, M2 et M3, er
qui peut produire trois types de produits, Pl, P2 et P3. Les gammes de fabrication des produits
sont les suivantes :

Pr :  Mr(3),Mz( l ) ,  Ml(2),
P2 : M1(1),Mz(4),

P3 : M1(2), Mt(3).

Supposons que les ratios de production souhaités sont les suivants :
25Vo de produits du type P1,

SOVo de pnrduits du type P2,

257o de produits du type P3,

ce qui signifie qu'on doit produire deux fois plus de produits de type P2 que de produits de type
P1 et P3. Ainsi, un ensemble possible pour les sfuuences d'entrée dans les trois machines, M1,
M2et M3, est:
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St : (Pt, P2,P2,P3),

Sz : (Pz, P2,Pt),

Sl : (Pr, Pg).

Comme on peut le voir, un produit n'apparaît dans une séquence que si la machine concernée
fait panie du rcutage de ce produit. On constate aussi que les ratios fixés sont respectés, car la
proportion &Pz est deux fois plus grande que celle de P1 et de P3 dans toutes les sfuuences où
le produit P2 apparaît. Une dernière remarque est que toute séquence obtenue par permutation

des éléments dans une des séquences précédentes, est aussi une séquence d'entrée valable pour
I'exemple considéÉ.

Nous allons utiliser cet exemple d'atelier flexible tout au long de cette section. Mais avant
de montrer comment le modéliser à I'aide des graphes d'événements, nous introduisons deux
hypothèses qui sont retenues par la suite. La première est que le nombre de ressources de
transport est limité et que chaque ressource de transport ne peut transporter qu'un seul type de
produit. En d'autres termes, ceci signifie que la ressource de transport suit le produit tout au
long de son routage et que, dès que celle-ci est liberé, elle est immédiatement réutilisée et vient

se placer en attente devant la première machine sur laquelle le produit doit passer. La deuxième
hypothèse concerne les temps de transport d'une machine à I'autre et les temps de changements
d'outils dans les machines. Nous supposons que ces temps sont négligeables par rapport aux
temps opératoires ; ils sont donc fixés à zéro. I-e lecteur pourra consulter [Hillion 89] pour une

discussion sous la manièrc d'introduire ces temps dans le modèle, et sur les conséquences que

ceci entraîne au niveau de I'analyse des performances.

La modèle de I'atelier flexible est construit en deux étapes : d'abord on modélise les
gammes de fabrication et, ensuite, on ajoute les circuits de commande.

Nous partons d'une séquence S qui exprime les ratios de production souhaités. Pour
I'exemple considéré précédemment (25Vo de P1, 50Vo deP2et25Vo de P3), la séquence S peut

êue la suivante :

S = (Pt, P2,P2,P3).

Nous représentons autant de gammes de fabrication que d'éléments dans cette séquence (dans

ce cas nous allons en avoir 4 circuits : I pour P1, 2 pour P2 et I pour P3). Ce modèle est illusné
par la figure III.I ci-dessous.
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P 5

Nq 0) rû(4)n

n

P3

l g  P 8  t 9

figure Itr.l : RepÉsentation des gammes de fabrication

Comme nous pouvons le constater dans cette figure, nous avons introduit une boucle
pour chacune des gammes. Cette boucle indique qu'un nouveau produit sera lancé en
production dès qu'un produit sera terminé. læ jeton qui figure dans une des places de bouclage
(p3, p5, pz, p9) représente donc le fait que la ressource de transport est chargée avec un
nouveau produit, et qu'elle attend la disponibilité de la machine qui doit réaliser la première
opération de la gamme de fabrication du produit. I-es jetons dans les autnes places représentent
les en-cours de I'atelier (i.e. les produits plus les ressources de transpon). Les circuits ainsi
obænus sont appelés circuits dc fabrication.

Du fait qu'un circuit élémentaire dans un graphe d'événements est un p-invariant gamntir
que le nombre de jetons dans les circuits de fabrication ne change pas. Donc chaque circuit de

P 7

I\4 (t) tv\(4)

P 9

I\4 (2) rvt(3)



60 CHAPITRE III

fabrication modélise bien le fait qu'un nombre limité de ressources de transport (représenté par

le nombre total de jetons qui circulent dans chaque circuiQ est associé à chaque type de produit.

I-e taux de production de chacun de ces circuits ne dépend alors que du nombre de ressources

de transport utilisées, et du temps total nécessaire à la réalisation de I'ensemble des opérations

défrnies par la gamme de production du produit. Rappelons que le taux de production f (i.e. le

nombre de pnrduits fabriqués par unité de temps) d'un circuit élémentaire est défini par :

1= l lC

où C est le temps de cycle du circuit. Ceci est le taux maximal qui est obtenu en régime

peimanent. On sait que ce régime est atteint après un nombre fini de périodes. Soit n le nombre

de circuits de fabrication, le ratio de production ri, i = 1,2,...,n, du produit P; est donné par

I'expression suivante :

f,
r t  = ; -

>f,
j= l

Evidement, si chaque circuit de fabrication évolue librement, on aura très peu de chance

d'obtenir les ratios de production souhaités. En plus, ces ratios dépendent du taux de

production de chaque circuit et, donc, si celui-ci change (par exemple par l'augmentation du

nombre de rcssources de transport utilisées) on obtiendra de nouveaux ratios.

Dans le modèle tel qu'il a été défini, rien n'empêche que deux transitions qui rcprésentent

des opérations exécutées sur la même machine soient franchies en même temps, ce qui

représenterait la fabrication simultanée de deux produits. Ceci n'est pas acceptable.

Pour résoudre ces deux problèmes nous allons synchroniser les circuits de fabrication à

I'aide das circuits de commande. Ceci est réalisé de la façon suivante :

(i) on crée un circuit de commande pour chaque machine. Ce circuit passe pour toutes les

transitions correspondant à des opérations exécutées sur la même machine et ne contient qu'un

seul jeton. Ceci empêche le franchissement simultané de deux transitions associées à la même

machine;
(ii) poru chaque circuit de commande, I'ordre de passage dans les transitions doit

rcsp€cter la séquence d'entrée définie pour la machine à laquelle correspond le circuit. Ceci

permet dobtenir les ratios souhaités pour chaque produit.

Le modèle complet de I'atelier est donné par la figure III.2.
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figure IIl.2:Le modèle complet de I'atelier flexible

A titre d'illustration regardons comment a été construit le circuit de commande pour la
machine M1 dans le modèle présenté. La séquence d'entnée de Mt avait été définie comme :

St : (Pt, P2,P2,P3).

Le circuit de commande doit passer par les transitions représentant les offration exécutées par
M1 succcssivement dans les gammes de Pt, P2,Pz, et P3. C.eci correspond au passage dans
I'ordre pâr tl, t4, t6, t3 (ou pâr tl, 6, t4,tg, car les transitions t4 et t6 correspondent au même
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type de produit). La position du jeton dans ce circuit indique que la machine M1 sera
initialement allouée à I'opération réalisée sur le prroduit P1. Les circuits de commande de M2 er
M3 ont été obtenus de façon identique en considérant les séquences d'entrée Sz : (Pz, P2, P1) et
53 : (P1, P3), respectivement.

Par I'introduction des circuits de commandes on a fait apparaîre un autre type de circuit
dans le modèle. Ces circuits sont les circuits mixtes qui sont des circuits formés en partie par de
chemins aPpartenant à des circuits de fabrication, en partie par de chemins appartenant à des
circuits de contrôle. læs circuits ci-dessous sont des exemples de circuirs mixtes du réseau de la
figure lll.2:

ï l  = ( t l ,  p l l ,  t4,  p4,  t5,  p15,t7,p16,t2,p2,t3,  p3,  t l> ;

T2= <t l ,p l , tZ,p2,t3,  p lg,  t9,  p9,  tg,  p l0,  t l>.

Il est important de souligner que le détermination des circuits élémentaires ne pose aucun
problème, qu'ils soient des circuits de fabrication, de commande ou mixtes, car ces circuits
correspondent à des p-invariants minimaux. Il suffit donc d'utiliser une méthode de recherche
de ces p-invariants pour pouvoir extrake les différents circuits.

Pour clore cette section on remarque que le modèle de l'atelier flexible que nous avons
construit correspond bien à un graphe d'événements fonement connexe. On peut donc utiliser
les résultats présentés dans le chapitre II pour I'analyse et I'optimisation des performances de
I'atelier.

l l l.2.2 Modélisation d'un système d'assemblage

Dans un système d'assemblage le processus de fabrication est organisé en étapes,
lesquelles regroupent une ou plusieurs opérations élémentaires pouvant être effectuées en
parallèle. Ces opérations représentent soit des opérations d'assemblage (ou sous-assemblage),
soit des opérations de ransformation des composants. Ce processus peut donc être représenté
sous la forme d'arbre, comme dans la figure III.3. Cette figure donne les gammes
d'assemblage de deux produits, P1 et P2. La gamme du produit P1 comporte une seule
opération d'assemblage, laquelle utilise un composant du type C1 et deux composants du type
Cz. Cette offration d'assemblage est effectuée par la machine M+.La gamme du produit P2
comporte deux opérations d'assemblage : la première utilise un composant du type Ca er un
composant du tlpe C+,la deuxième utilise un composant du type C5 et un composant du type

Q. Ces deux opérations d'assemblage sont aussi effectuées sur la machine M+.
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figure III.3 : Gammes d'assemblage de deux produits P1 et P2

Dans la suite nous supposons que les composants intervenant dans un même montage

sont lancés en fabrication simultanément. I-e modèle d'un produit est obtenu en répétant les

séquences d'opérations correspondant à un composant autant de fois que le nombre de

composants utilisés. La figure III.4 est le modèle correspondant à la gamme de produits de type

P1. Comme on peut le constater dans cette figure, la séquence d'opérations qui transforme les

composants de base en composants C2 est répetée deux fois. On notera, aussi, I'introduction

d'une transition artificielle (tl) dont le but est de synchroniser le lancement de tous les

composants de base nécessaires à I'assemblage du produit P1.

Pour modéliser le fait que nous avons affaire à une production Épétitive, on ajoute à ce

modèle un chemin reliant la transition t6 à la transition tt. Cela perrnet de relancer la production

d'un nouveau produit aussitôt que le précédent est terminé (i.e un composant C1 et deux

composants Cz).
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P 2  t 3  P 3

Mr(z)

1 4  P 5

lvt(2)

p 6  1 5  p j

figure III.4 : Modèle de la gamme de P1

Le modèle correspondant à la gamme de produits du type P2 est présenté dans la

figureIII.5. Dans ce modèle le chemin tll, pt5, tg permet de relancer I'assemblage d'un

nouveau composant c5 dès qu'un composant c5 est terminé. De plus, le chemin tll, p15, tg

permet de relancer un nouveau produit P2. læs transitions t7 et tg sont des transitions

anificielles qui permettent le lancement simultané des composants nécessaires au sous-

assemblage de C5 et à l'assemblage de P2, respectivement.

P t 9

figure III.5 : Modèle de la gamme de P2

I-e processus que nous utilisons pour créer le modèle complet est le même que celui que

nous avons employé dans le cas des ateliers flexibles : d'abord on définit le nombre de modèles

dc chaque gamme à utiliser suivant les ratios de production spécifiés. Ainsi, si le ratios de

production sont l/3 pour P1 et2l3 pour P2, nous représentons une fois le modèle de P1 et deux

fois le modèle dePZ. Ensuite, nous ajoutons les circuits de commande (un circuit pour chaque

t 9  P  t t

rvl3(3)

P t z  r l o  P t l

tyl,(3) I\43(4)
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machine) pour éviter I'utilisation simultanée d'une machine

opérations. Le modèle complet est donné dans la figure III.6.

produit correspond une ratio de 507o .

pour I'exécution de plusieurs

Nous supposons qu'à chaque

1 3  P r g

P r g

figure III.6 : Modèle complet du système dassemblage

Les circuits de commande sont définis de telle sorte que chacun d'eux contienne toutes les

transitions représenunt des opérations effectuées par la même machine. Nous aboutissons

encorc à un graphe d'événements fortement connexe auquel s'appliquent tous les résultats du

chapine tr.
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IfI.2.3 Modélisation d'un système du type Kanban

On considère ici un système de fabrication composé de stations comportant des aires de

stockage sur lesquelles s'effectuent les transformations. Les stations sont définies librement et

peuvent être constituées, par exemple, d'une seule machine, d'un goupe de machines en série

ou d'une cellule de fabrication.

A chaque station est affectée un ou plusieurs Kanban,lesquels correspondent à des

étiquettes portant la référence d'un type de produit et une quantité à fabriquer. Un Kanban libre

indique que le lot de produits correspondant peut être introduit dans la station. Lorsque le lot est

introduit dans la station, le Kanban correspondant lui est attaché et, en conséquence, il n'est

plus libre. Ce n'est qu'après que le lot aura quitté la station, que le Kanban pourra devenir libre

à nouveau. La libération du Kanban se fera à I'instant où le lot aura été demandé par la station

suivanæ. Ce processus est illustré par la figure III.7.

Station (s)
suivante (s)

l,orsque plusieurs Kanbans sont libres en même temps dans la même station, I'ordre

d'introduction des produits correspondants se fait, parmi ceux qui sont disponibles dans les

stations précédentes, suivant une priorité donnée. Ceci étant,le modèle de base d'une station est

celui représenté par le réseaux de Petri donné dans la figure III.8. Dans ce modèle, la transition

w1 représente I'opération réalisée dans la station. læs jetons situés dans les places pi, qi,l et gi,z

représentent les états possibles des Kanbans : ceux de la place p; représentent les Kanban libres,

ceux de la place qi,1 représentent les Kanbans associés à de produits qui n'ont pas encore été

traités, et ceux de la place qi,2 représentent les Kanbans associés à de produits finis qui

attendent le passage à la station suivante (ceci sera autorisé par la présence de jetons dans la

place pi+r).

r - l<b.
s . . ?

P i-r

Libération
du Kanban

I
/,r'

figure III.7 : Modèle d'une station

- - - - - D >
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Nous pouvons maintenant considérer la modélisation d'un système du type Kanban. Ceci

est fait à I'aide de I'exemple suivant : considérons un système composé de trois stations en

série. Chaque station est constituée d'une seule machine. Les machines sont notées

respectivement M1, M2 et M3, et ne Éalisent qu'une seule opération sur le produit. Ce système

fabrique deux types de produits, notés P1 et P2, qui passent successivement dans les trois

stations. Les gammes de fabrication de ces deux produits sont données par :

Pr :  Mr( l) ,Mz(2),MtQ); Pz: Mr(l), Mz(), Ml(3).

Supposons que les ratios de production spécifiés correspondent à une production de 5OVo de

chaque type de produit, et que les séquences d'entrée des machines soient identiques et

correspondent à la fabrication d'un produit de type Pl et d'un produit de type P2, i.e,

St = Sz = 53 = Pt, Pz). Le modèle de ce système est donné dans la figure III.9. Dans ce

modèle, on note la présence des circuits de commande lesquels sont utilisés, comme dans le cas

précédents, pour éviter qu'une station soit utilisée au même temps pour effectuer deux

opérations différentes. On remarque aussi que ce modèle correspond à un graphe d'événements

foræment connexe.

Pzs P zc

l l  t l o  p  t Z  t l l t 4  r l 3

figure trI.9 : Modélisation d'un système du type Kanban
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III.3 Evaluation des systèmes

Cette section est consacrée à l'évaluation des systèmes que nous avons modélisés
précédemment. Le problème de base que nous considérons ici est celui de I'obtention d'un
temps de cycle donné avec le minimum de jetons. I-es modèles obtenus étant des graphes
d'événements fortement connexes, on pourra se servir des algorithmes présentés dans le
chapiue II pour résoudre ce problème.

Par ailleurs nous n'allons considérer que les ateliers flexibles, car l'évaluation des
systèmes d'assemblage et des systèmes du type Kanban est réalisé suivant la même démarche.
Le lecteur intéressé pourra consulter les références fournies au début du chapitre pour des
détails concernant l'évaluation de ces deux types de systèmes. Nous présentons le problème de
l'évaluation des ateliers flexibles à I'aide de deux exemples : un pour le cas où le temps
opératoires sont déterministes, I'autre pour le cas où ces temps sont aléatoires. Ces deux
exemples sont issus de [Laftit 91].

III.3.1 Cas déterministe

Nous considérons ici le cas d'un atelier flexible où le temps opératoires sonr
déterministes, lequel est modélisé de la façon présentée dans la section lll.2.l.

Il a été montré par Hillion et Proth [Hillion et Proth 89] que, dans ce cas, il est toujours
possible de faire en sorte que la machine la plus chargée travaille sans arrêt, i.e, qu'il est
possible de Éduire le temps de cycle du modèle à celui de la machine la plus chargée. Il est clair
que ce temps de cycle est plus petit temps que I'on peut obtenir. Il correspond donc à la
producÉvité maximale.

L'objectif qu'on se fixe ici est d'atteindre la productivité maximale avec un minimum de
ressources de transpon (modélisés par les jetons dans les circuits de fabrication). Le critère que
nous chercher à minimiser s'écrit donc :

f"(Mo) = zt .Mo = IVtotpl
p e P-P"

où P est I'ensemble de places du graphe, P. est l'ensemble de places appanenant à de circuits de
commande et z est un p-invariant. Etant donné le modèle utilisé pour représenter I'atelier
flexible, le vecteur p-invariant z est défini dans ce cas par :.



PrÉP"

Pi  eP.

Soit C* le temps de cycle de la machine goulot.
deuxième (ou troisième) condition du résultar II.4 esr
circuit de commande ne doit contenir qu'un seul jeton.

défini comme suit:

Nous savons que C* est réalisable si la
vérifié. Nous savons aussi que chaque
Donc, le problème à résoudre peur être

[ ' '= '  
s i

Lz,  =o s i

Pt

Minf"(Ms) = zt .Mo

s.c.
tt(T) q ç *

Mo(Y)
Mo(T) = t

= Ivrotpl
p e P-P"

VyeI -

VyeI-"

où :

I- est I'ensemble des circuits élémentaires du graphe ;
I.. est I'ensemble des circuits de commande du graphe

Ce problème est un problème de type F (c', FPT) présenré dans le chapitre II
(section II.4), augmenté de la contrainte qu'impose un seul jeton par circuit de commande.
Pour résoudre ce problème on peut utiliser, par exemple, I'algorithme d'ajustement décrit dans
le chapitre II (voir [Laftit 9l] pour I'application de I'algorithme d'optimisation convexe). Il
suffit pour cela de partir d'une solution initiale dans laquelle chaque circuit de commande
contient un seul jeton, en faisant en sorte que cette contrainte reste respectee pendant I'exécution
de I'algorithme.

Pour illustrrer ce qui vient d'être pésenté, nous considérons un atelier flexible composé de
quatre machines Ml, M2, M3, M4, lequel est en mesure de fabriquer trois produits P1, P2 et P3
dont les gammes sont :

P1 : M1(l), Mz(l), Mr(3), M4(3),
P2 : M1(l), M4(l), Mt(2),

Pr : Mr(l ), M2(2), M4(l ).

Les ratios de production souhaités pour Pl, P2, et P3 sont, respectivemenl 257o,25Vo,50Vo.
Iæs s{uences d'entr,ée dans les quatre machines sont données par :
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Sr : (Pr, P2, P3, P3),

52 : (P3, Pt, P3),

53 : (P2, P1),

S+ : (Pt, P2, P3, P3).

I-e modèle est présenté dans la figure III.I0. Les temps de cycle des circuits de
commande associés à Mt, M2, M3, M4, sont respectivement égaux à 4, 5, 5 et 6 unités de
temps. Donc la machine Ma est la machine la plus chargée, et le temps de cycle minimum qu'on
peut obtenir est C* = 6 unités de temps.

P e

lul(t) t"16) M4(3)

t 6

P l s

P t o

tvr2e)

figure trI.10: Modèle dont les remps o$ratoires sont déterministes
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Nous utilisons I'algorithme d'ajustement pour résoudre ce problème (voir section 11.7.2.1
pour la description de cet algorithme). Pour cela nous partons d'un marquage initial tel que : (i)

toutes les places appartenant aux circuits de fabrication sont marquées avec un jeton (places p1 à
pl3), et (ii) une seule place de chaque circuit de commande est marquée avec un jeton (les places

choisies sont pl4, plg, p2l et pzg). Alors le critère à minimiser s'écrit :

l 3
f " (Mo) = zt  .Mo = IMo(pi)

i=l

où z est un p-invariant défini par:
i=1 ,2 , . . . ,13

i=14,15 , . . . ,26

Compte tenu du fait que dans I'algorithme d'ajustement une margue ne peut que diminuer

et que les places de commande ne sont pas incluses dans le critère, on est assuré que la

contrainte liée à la présence d'un seul jeton dans les circuits de commande est satisfaite. Les

résultats de I'application de cet algorithme sont fournis dans la table III.l. Comme on peut le

constater, un jeton est supprimé à chaque itération jusqu'à a:river au marquage minimal.

Itérations p*

Places
000000000 l  I  1  I  I  1  r  r r r2222222
r2345 67 890 1  23 45 6  7  8  90 r23 45 6

Nombre total

de ietons

0 I  I  l  r  I  I  I  I  l  l  l  l  l  1000100101000 l7

I 7 r  l  l  l  l  l0  r  I  I  I  I  I  1000100101000 l 6

2 I 01  r  1 l  1011  l  I  1  I  1000100101000 l5

3 l l 0l  r  11r011 l01 l  1000100101000 l 4

4 8 0 l  l  l  l  l 00 l  t01 l  1000100101000 r3
5 5 0l  l  l  10001 101 r  1000100101000 t2

6 I 0 l  10001  0 l  101  I  01  00100101000 l l

7 l l 0r0 r  l  00  l  l  00  101000 I  000 I  0  I  00 10
table III.I : Résultats de I'algorithme d'ajustement

I-e résultat final indique que pour obtenir le temps de cycle voulu (C* - 6), le marquage

initial doit contenir dix jetons dont quatrc sont dcs jetons des circuits de commande. En

regardant le marquage initial des places appartenant aux circuits de fabrication (p1 à p13), on

déduit que les six rcssources de transports sont distribuées de la façon suivante : deux sont

affecté.es à P1, une est affectée à P2, et Eois sont affectées à P3.

7l

[ ' '  
= '  s i

Lz i=0  s i
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lll.3.2 Cas stochastique

Nous considérons maintenant le cas d'un atelier flexible où les temps de fabrication sont

aléatoires. Cette hypothèse ne change en rien le modèle. Cependant,les durées des opérations

ne sont plus fixées comme dans le cas précédent, mais obtenues à panir des valeurs que

peuvent prendrre les variables aléatoires associée à ces opérations. En conséquence, la notion de

circuit critique (i.e. le circuit ayant le plus grand temps de cycle) n'a plus de sens, car on ne

connait pas à priori la longueur du cycle de chaque circuit élémentaire.

Donc le problème n'est plus de saturer la machine la plus chargée mais simplement de

trouver un bon compromis enne le niveau des en-cours et la productivité du système. En

d'autres termes, cela signifie que nous cherchons à atteindre un temps de cycle moyen du

système avec un nombre minimal de jetons. Ce problème est Ésolu en utilisant I'algorithme que

nous avons présenté dans la section 11.7.3 du chapitre IL Les deux étapes de base de cet

algorithme sont : (i) trouver une solution initiale en résolvant un problème deterministe et, (ii) à

panir de cette solution initiale, augmenter progressivement le nombre de jetons dans les places

appartenant aux circuits de fabrication de façon à améliorer (réduire) le temps de cycle moyen

du système.

Nous illustrons maintenant I'application de cet algorithme dans un exemple donné.

L'exemple que nous utilisons pour cela est celui d'un atelier flexible composé de trois

machines, notês Ml, M2, M3. Cet atelier fabrique nois types de produits notés P1, P2 et P3,

dont les gammes de fabrication sont :

Mr(Xr), Mz(Xù, Mg(Xg),
Mr(X+), Ms(Xs),
Mz(Xo), Mr(Xz), Mt(Xs).

Iæs variables entre parenthèses sont les variables aléatoires qui définissent les temps

opéraoires. Nous supposons que les produits sont fabriqués dans les mêmes proportions, et

que les séquences d'entrée des machines sont données par :

51 : (P1, P2, P3,),

52:  (P1, P3),

53 : (P1, Pz,P3),

Le modèle de I'atelier est donné par le réseau de Petri présenté dans la figure III.I l. IÆ

critère que nous cherchons à minimiser est le même que celui du cas déterministe, c'est-à-dire

Pr:
Pz:
P3:
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on veut réduire le nombre de ressources de transport utilisées. Iæ critère s'écrit donc :

8
f " (Mo)=zt .Mo=IMo(p, )

i= l

où le vecteur p-invariant z est égal à (1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0).

Comme résultat de la première phase de I'algorithme (i.e la solution du problème
déærministe), nous obtenons une solution initiale pour laquelle le temps de cycle est C* = 12
unités de æmps. I-e marquage associé à cene solution correspondant à un jeton dans les places

P3, P5, Pg, Pll, Pt3 et pto. Iæs autres places ne sont pas marquées. Avec ce marquage, le

temps de cycle moyen du problème stochastique est de 14,43 unités de temps et la valeur du
critère (i.e le nombrc de jetons dans p1 à pg) est 3.

P g

Ml(x7)

figure III.l l : Modèle d'un atelier dont les temps offratoires sont aléatoires
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Nous allons supposer, par exemple, que le temps de cycle moyen que nous voulons
atteindre est égal à l2,l unités de temps. Ceci sera I'objectif fixé pour I'exécution de la
deuxième phase de I'algorithme. Du fait qu'un circuit de commande ne peut contenir qu'un seul
jeton, seules les places des circuits de fabrication sont considérées au moment de choisir une
place où ajouter un jeton. Les résultas des itérations successives de I'algorithme ainsi que les
bornes inférieure et supérieure sont présentés dans la table rII.2.

Itérations Ajouter un

ieton en

Borne

inférieure
Cycle

IlroYen
Borne

supérieure

Valeur du

critère
état initial 14,26 14,43 17,50 3

I Pr 12,69 12.85 15,94 4
2 Pa. 12.46 12,69 15,48 5
3 Pt 12,12 12,28 t4.25 6
4 Pr 12,05 12.08 13,0r 7

table tII.2 : Résultats de la deuxième phase de l'algorithme

Donc, à panir du nouveau marquage du réseau on peut conclure que pour obtenir le temps
de cycle moyen spécifié, nous devons utiliser sept ressources de transport : deux sont affectées
à P1, deux sont affectées à P2, et trois sont affectées à p3.

III.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons considéré les problèmes de modélisation et d'optimisation
des performances de quelques systèmes de production fonctionnant sous I'hypothèse d'une
production répétitive (cyclique). En particulier, nous avons montré commenr modéliser les
ateliers flexibles, les systèmes d'assemblage et les systèmes du type Kanban. I-es modèles
auxquels nous avons abouti sont des graphes d'événements fortement connexes, ce qui a
permis I'utilisation des résultats et des algorithmes développés dans le chapitre II pour
l'évaluation de ces modèles. læ problème considéré dans l'évaluation est celui de I'obtention
d'un temps de cycle spécifié avec I'utilisation d'un nombre minimal de jetons dans les circuits
de fabrication. La résolution de ce problèm e a été illustrée à I'aide de deux exemples d'ateliers
flexibles : I'un pour le cas déterministe, I'autr€ pour le cas stochastique. Dans le chapitre qui
suit nous allons considérer la modélisation et l'évaluation des sysrèmes dc production
non-cycliques.



Chapitre IV

Systèmes de non-cycliques

IV.l Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les systèmes de production non-cycliques à I'aide des
réseaux de Petri. Cette étude passe par la modélisation du système, puis par l'évaluation des
performances du modèle obtenu. Comme nous I'avons souligné dans le chapine II, on a affaire
ici à des systèmes où les ratios de production des différents types de produits varient avec le
temps. En conséquence, la modélisation par des graphes d'événements telle que nous I'avons
développée dans le chapitre précédent ne peut plus être appliquée. Ceci nous amène donc à
utiliser une nouvelle classe de réseaux de Petri qui est plus générale que les graphes

d'événements. L'introduction de connaintes dans l'évolution du modèle obtenu permettra de
garantir que le modèle présente toutes les propriétés intéressantes du point de vue des systèmes
de production.

Pour modéliser les systèmes non-cycliques nous utilisons les RPES (Réseaux de Petri
avec des transitions d'Ennée et des transitions de Sonie) que nous avons étudiés dans le
chapitre II. Dans un premier temps le modèle que nous considérons est celui dans lequel on
associe un RPES à la gamme de fabrication de chaque type de produit. Ce modèle est utilisé au
niveau de la planification au cours de laquelle aucune contrainte concernant I'utilisation des
ressources (machines) n'est considérée. Par la suite, nous enrichirons le modèle de base par

I'inclusion d'une place pour chaque ressource, afin d'éviter I'utilisation simultanée de la même
r€ssource pour plusieurs opérations (cette place est une place d'entrée et de sortie de chaque
transition repésenunt I'offration qui utilise cette ressource). On obtiendra ainsi le modèle que

nous utilisons pour le calcul de I'ordonnancement des opérations à effectuer au cours de la
premièrc ffriode élémentaire telles qu'elles ont été déterminées au niveau de la planification.

production
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L'évaluation du système est un processus itératif dans lequel on alterne :
I - la résolution dun problème de planification soumis aux seuls contraintes de capacité.

De plus, on cherche la solution qui optimise un certain critère de fonctionnement. Ce problème
est résolu, dans notre cas, par la programmation linéaire lors que le critère consiste à minimiser
les coûts de stockage et de rupture. Iæ résultat de cette énpe correspond à ce qu'on appelle le
plan de production lequel spécifie le nombre de fois que chaque opération doit être réalisée
durant chaque période élémentaire.

2 - la résolution d'un problème d'ordonnancement qui réalise le plan de production fixé
dans l'étape pÉcédente. Nous disposons pour cela de deux algorithmes : le prcmier fournit la
solution exacte, mais est limité à des problèmes de petite taille, et le deuxième est une
heuristique qui ne garantit pas la solution optimale. Nous nous contentons d'appliquer ces
algorithmes afin de trouver une solution réalisable, c'est-à-dire une solution pour laquelle la
duree totale de production dans chaque periode est inférieure au égale à la durée de la période.

Dans le premier paragraphe nous montrons, essentiellement à I'aide d'un exemple,
comment modéliser un système de production non-cyclique. tæ problème de la décomposition
du modèle est aussi considéÉ dans cette partie. Dans le deuxième paragraphe, Ie problème de
planification est spécifié et mis sous la forme d'un problème de programmation linéaire en
nombres entiers si le critère à optimiser correspond à la minimisation des coûts de stockage et
de rupture, ou sous la forme d'un problème de programmation quadratique si le critère consiste
à équilibrer les charges des machines. Le troisième paragraphe introduit le problème

d'ordonnancement et présente les deux algorithmes dont nous disposons pour résoudre ce
problème. Une étude comparative pernettra de déterminer la meilleure utilisation de chacun
d'eux. Enfin, nous présentons un exemple numérique.

lV.2 Modélisation d'un
non-cyclique

système de production

lV.2.l Définition du modèle

L'approche que nous utilisons pour modéliser un système de production non-cyclique est
semblable à celle que nous avons utilisée pour la modélisation des sysrèmes cycliques : on
modélise d'abord les gammes de fabrication de chaque produit et on ajoute ensuite un
mécanisme pour empêcher I'utilisation simultanée d'une même ressource pour effectuer
plusieun opérations.

Néanmoins, quelques différences importantes entre les deux types de modèles sont à
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noter. La première est que les gammes de fabrication qu'on considère ici décrivent tous les
routages qui peuvent être utilisés dans la fabrication d'un produit, contrairement au cas cyclique
où il n'y avait qu'un seul routage possible. Cela entraîne la présence dans les modèles réseaux
de Peni correspondants à ces gammes, de places ayant plusieurs transitions d'entrée et
plusieurs transitions de sortie. En conséquence, ces gammes ne peuvent plus être modélisées
par des graphes d'événements et nous devons utiliser les réseaux de Petri généraux (en

I'occurrence les RPES). Une autre différence est que les modèles correspondant aux gammes

de fabrication des produits ne sont représentés qu'une seule fois dans le modèle global du
système. Rappelons que dans le cas cyclique chacun de ces modèles peut êre représenté plus

d'une fois en fonction du ratio de fabrication de chaque produit. Enfin, nous modélisons le
lancement de la fabrication d'un produit et la sortie d'un produit fini ou semi-fini du système,
par des transitions d'entrée et des nansitions de sortie, rcspectivement. On n'a donc plus besoin

de connecter les transitions représentant la dernière et la première opération de la gamme de
fabrication par I'intermédiaire d'une place de bouclage, comme cela a été fait dans le cas
cyclique pour modéliser le lancement de la fabrication d'un nouveau produit.

Nous ferons aussi I'hypothèse que les opérations sont non-préemptives. De plus, nous
introduisons une boucle pour chaque rransition avec un jeton dans la place appartenant à cette
boucle, afin d'empêcher le franchissement d'une transition si celle-ci est en cours de

franchissement. Nous ne représentons pas ces boucles pour ne pas surchager les modèles.

Les boucles élémentaires sont les seuls circuits existant dans ces modèles. Ces boucles

sont de deux types : celles décrites ci-dessus et celles obtenues par I'inclusion des places

ressources que nous allons définir dans la suite. Cependant, nous savons que toute place

marquée appanenant à une boucle élémentaire n'est qu'une place implicite ([DiCesari er a|.93],

[Murata 89]), i.e. une place dont la suppression ne change pas le comportement du modèle.

Donc, du point de vue de la vérification des propriétés, les modèles que nous obtenons peuvent

oujotus êtr:e considérés comme étant des réseaux de Petri sans circuits.

Nous illusnons le processus de modélisation d'un système non-cyclique à I'aide d'un
petit exemple. Le système considéré est composé de quatre machines (M1, M2, M3 et Ma) et est

en mesurc de fabriquer deux types de produits (Pt et P2), dont les gammes de fabrication sont

représentées dans la figure IV.l. Dans cette figure, chaque rectangle représente une opération

et contient la liste des machines qui peuvent effectuer cene opération. Par exemple, la première

opération de la fabrication du produit P1 peut êne effectuée soit par la machine M2 soit par la

machine M1.
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M.2(4);  lvtr  (1)

M4(2) ; Nt (6)

figure IV.l : Gammes de fabrication des

Prodult P1

produits P1etP2

I-a plemièrc étape de la modélisation consiste donc à représenter la gamme de fabrication
de chaque produit par un RPES. læ modèle obtenu est celui donné par la figure IV.2. Dans ce
modèle chaque transition représente une opération élémentaire effectuée sur une machine
donnée, à I'exception des transitions d'entrée (tO, t+ et tg) et de sortie (V,tt1et r14), lesquelles
n'utilisent aucune machine et sont temporisées à zéro. Ces transitions ne font que représenter le
lancement de la fabrication des produits ou composants et la sortie des produits du système,
respectivement.

M2(4)

r t

M r ( l )

M4Q)

fignre IY.2: Modèle paniel du système
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Comme nous I'avons déjà souligné dans I'introduction de ce chapine, le modèle de la
figure [V.2 sera utilisé pou la détermination du plan de production à court tenne. En effet, pour
la déærmination de ce plan, on présuppose que les ressources nécessaires à la réalisation de
chacune des offrations élémentaires définies dans le modèle sont disponibles à tout instant. Ce
modèle représente bien cela, car aucune contrainte n'existe dans Ie modèle qui interdise
I'utilisation simultanée d'une ressource donnée pour exécuter plus d'une opération.

Une conséquence de la non prise en compte des conflits d'utilisation des ressources dans
la déærmination du plan de production, est que celui-ci peut ne pas être éalisable au niveau de
I'ordonnancement (i.e. la durée totale de fabrication des produits peut être supérieure à la duÉe
maximale permise pour cela, c'est-à-dire à la durée totale de I'horizon de planification). La
vérification de la faisabilité du plan correspond à l'étape suivante dans la démarche utilisée pour
l'évaluation du système qui a été modélisé. Pour permettre cela nous allons d'abord doter le
modèle précédent d'un mécanisme qui supprime les conflits relatifs à I'utilisation de ces
ressources. Nous soulignons qu'il ne s'agit plus de définir des circuits de commande comme
c'était le cas des systèmes cycliques, car on ne cherche pas à fixer les ratios de fabrication des
produits. Il s'agit seulement de prévenir I'utilisation simultanée d'une même ressource pour
plusieurs opérations. Donc nous ajoutons dans le modèle une place pour chaque ressource.
Cæne place ne contient qu'uh seul jeton et elle est à la fois place d'entnée et place de sortie de
toutes les transitions qui représentent une opération effectuée par la ressource. Par la suite nous
appellons cette place place ressource.

Le modèle complet obtenu par I'inclusion des places ressources dans le modèle présenté
dans la figure IV.2 est schématisé dans la figure IV.3. On notera que I'introduction des places
ressources a créé un certain nombre de boucles élémentaires. Chacune de ces boucles est
formée par une place ressource et par une des transitions d'entrée/sortie de cette place.

Comme nous avons vu dans la section II.8.3 du chapitre II, les modèles utilisés pour la
planification sont ceux qui peuvent être décomposés en un ensemble de RPES sans conflits.
Les résultats que nous avons établis montrent que le fait d'avoir un modèle décomposable dans
lequel il n'y a pas de circuits, permet de garantir que le modèle a toutes les propriétés
qualitatives intéressantes du point de vue des systèmes de production. Il ne nous reste donc
qu'à vérifier si un modèle est décomposable. Ceci fait I'objet de la sèction suivante.

79
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w@)

Mrtsl

figute IV.3 : Modèle complet

IV.2.2 Décomposition du modèle

La vérification de la décomposabilité du modèle est un processus itératif dans lequel on
considère successivement chacun des RPES qui forment le modèle (rappelons que dans le
modèle que nous avons défini antérieurement on modélise la gamme de fabrication de chaque
produit par un RPES). A chaque itération on considère un seul RPES, et on réalise les
opérations suivantes :

(i) on extrait tous les sous-réseaux qui sont des RPES sans conflit de ce RPES ;
(ii) on élimine tous les RPES sans conflit qui ne sont pas consistants ;
iii) si l'ensemble des RPES sans conflit qui n'ont pas été éliminés dans l'étape précédente

couvre le RPES, alors on passe au RPES suivant. Dans le cas connaire, on dira que le modèle
n'est pas décomposable.

Si tous les RPES du modèle sont couverts par des RPES sans conflit, alors le modèle est
décomposable. Par la suite, les RPES sans conflits que nous considérons sont ceux qu'on

appelle les RPES maximaux sans conflis, dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition IV.l

Soit NC un RPES sans conflit extait d'un RPES N. Noru dirons que NC est maximal si,
quel que soit le RPES sans conflit NC* extrait de N, tel que NCx * N, NC* ne contient pas
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NC.

Nous proposons maintenant un algorithme qui permet d'extraire un RPES maximal sans

conflit d'un RPES N. Cet algorithme procède par itérations successives. A chaque itération, le

but est de supprimer un certain nombre de transitions afin de supprimer un conflit du réseau.

Algorithme IV.l : extraction d'un RPES maximal sans conflits

I - Tester s'il existe une place p e N telle que po possède plus d'une transition de sortie.

1.1 - Si aucune place ne vérifie cette condition, alors fin de I'algorithme.

1.2 - Dans le cas contraire, faire :

1.2.1 - Supprimer toutes les transitions de sortie de p, à I'exception d'une.

Supprimer aussi les arcs arrivant et sortant de ces transition.

1.2.2 - Supprimer itérativement toutes les places sources et toutes les places

puits, ainsi que leurs transitions d'entrée et de sortie et les arcs

correspondants.

1.2.3 - Aller en l.

Il est clair que pour pouvoir extraire tous les RPES sans conflit maximaux, nous devons

relancer I'algorithme IV.l en faisant à chaque fois un choix adéquat des transitions à supprimer

dans l'étape l.2.l.Il est important de remarquer que ce choix n'est pas complètement libre, car

on doit prendre en compte les choix Éalisés antérieurernent. Par exemple, si deux places

satisfaisant la condition de l'étape I de l'algorithme ont une transition en commun, alors si cette

transition n'a pas été supprimée au niveau de la première place elle ne doit pas l'être au niveau

de la deuxième. Pour faciliter I'application de cet algorithme, nous avons mis en place une

procédure qui détermine d'avance tous les ensembles de ransitions qui doivent être supprimées

dans chaque utilisation de I'algorithme.

I-e résultat suivant montre que si le réseau obtenu par I'application de I'algorithme IV.1

est un RPES, alors c'est un RPES maximal sans conflit.

Résultat IV.l

Soit unRPES N et soit NC le réseau résuhant de l'application de I'algorithme N.l sur N.

St NC n'est pcts vide, est connexe et possède au moins une transition d'entrée et une transition

de sortie du réseau origirul, alors NC est un RPES maximal sans conflit de N.

Prreuve:

a - A panir du pas 1.2.1 de I'algorithme IV.l nous pouvons conclure que le réseau NC

est sans conflit.

81
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b - Soit t une transition qui n'est ni une transition d'entÉe ni une transition de sortie de N.
Si la transition t est une transition de sortie (resp. d'entrée) du réseau NC, ceci signifie que les
places d'entrée (resp. de sortie) de la transition t ont été supprimées dans I'application de
I'algorithme IV.1, Cependant, d'accord avec le pas 1.2.2 de I'algorithme, la transition t doit elle
aussi être supprimée. Donc, la transition t ne peut être ni une transition de sortie ni une
transition d'ennée de NC et, en conséquence, les transitions d'entrée (resp. de sortie) de NC
sont des transitions d'entrée (resp. de sortie) de N.

c - Supposons qu'il existe un RPES connexe sans conflit NC*, tel que N = NCx > NC.
Alors, au moins une des quatre situations suivantes est vérifiée.

ct - Il existe une place p e NC et une transition t e NC*-NC tels que (p,t) e Fx, où
F* est I'ensemble des arcs de NC*. Ce cas est présenté dans la figure IV.4.a. Du fait que
NC est un RPES connexe sans conflit, il existe une transition t* € NC telle que (p,tx) est
un arc de NC. En conséquence, (p,t*) est aussi un arc de NC*. Donc, Ia place p possède

deux transitions de sortie, et donc NC* n'est pas un RPES sans conflit.

cz - ll existe une place p e NC et une nansition t e NC*-NC tels que (t,p) e Fx. Ce
cas est illustré dans la figure IV.4.b. Dans ce cas, I'obtention du réseau NC implique que
nous devons supprimer la transition t. Mais dans I'application de I'algorithme IV.l la
suppression de la transition t n'est possible que si une de ses places d'entrée (sortie) est
devenue une place source (puits). Le fait que cette place est une place source (puits)

implique que ses transitions d'entrée (sonie) ont été supprimées. Ce processus peur

continuer jusqu'à ce qu'on trouve que les transitions d'entrée (sortie) d'une place puits
(source) correspondent à des transitions de sortie des places sujenes à conflits qui ont été
supprimées au moment de la résolution du conflit associé à ces places. Par conséquent,
pour avoir la transition t dans NC* nous devons maintenir quelques conflits, et NC* ne
serait pas un RPES sans conflit.

ca - Il existe une transition t e NC et une place p e NC*-NC tels que (p,t) e Fx.

Ceci est illusné dans la figure IV.4.c. Cette situation ne peut pas apparaître dans
I'application de I'algorithme IV.1, car I'obtention du réseau NC implique que nous

devons supprimer la place p. Mais dans ce cas,la suppression de la place p n'esr possible

que si celle-ci était une place source, ce qui, en conséquence, provoquerait aussi la

suppression de la transition t. Ceci est contradictoire avec le fait que la nansition t

appartient à NC.

cc - Il existe une transition t € NC et une place p e NC*-trfC rcls que (t,p) e F*. La
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figure ry.4.d présente ce cas. De la même façon que dans le cas précédent, nous

affirmons que cette situation ne peut pas apparaîne dans I'application de I'algorithme

IV.1, car I'obtention du réseau NC implique que nous devons supprimer la place p. La
suppression de la place p n'est possible que si celle-ci a était une place puits, ce qui, en
conséquence, provoquerait aussi la suppression de la transition t. Ceci est contradictoire

avec le fait que la transition t appartient à NC.

Q.E.D.

figure tV.4 : Support pour la démonstration du résultat [V.l

Pour illustrer I'application de cet algorithme nous considérons I'exemple présenté dans la

figure IV.5 ci-dessous.

83

(a) Cas c1 (b) Cas c,

(c) Cas cg (d) Cas ca

figure IV.5 : Un RPES
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Ce RPES possède un conflit au niveau de la place p2 et un autre au niveau de la place p3.
Etant donné que ces conflits sont couplés nous n'avons que deux possibilités de suppression
dans ce cas : soit supprimer les transitions t3 et t5, soit supprimer la transition t4. On considère
ce deux cas :

a - On commence par supprimer la nansition t3 (et ses arcs darrivé et de sortie). La place
p4 devient donc une place source, ce qui nous amène à supprimer cette place et ensuite la
transition t6. De façon identique, la suppression de la transition t5 provoque la suppression de la
place p6 et de la transition tg. Comme il n'y a plus de conflit dans le réseau I'algorithme
s'an€te, et on obtient le RPES sans conflit maximal donné dans la figure IV.6.a.

b - par le même raisonnement, avec la suppression de la transition t4 on obtient le RPES
sans conflit maximal donné dans Ia figure IV.6.b.

(a) (b)

figure IV.6 : Les RPES sans conflit maximaux pour I'exemple de la figure IV.5

Jusqu'à présent nous avons montré comment obtenir les RPES maximaux sans conflit.
Or, noûre objectif étant d'avoir la plus grande flexibilité opératoire du système, nous souhaitons
utiliser les sous-Éseaux les plus petits qu'on puisse obtenir, i.e. ceux qui correspondent aux
t-invariants à supports minimaux. Pour cela, nous présentons maintenant un algorithme qui
pennet de décomposer chaque RPES maximal sans conflit en un ensemble de sous-réseaux qui

nous intéressent.

Le fonctionnement de cet algorithme est basé sur une recherche de chemins à partir des
transitions de sortie du sous-réseau. Deux règles de base sont utilisées : pour chaque transition
on explore tous les chemins arrivant ou sortant de la transition, et pour chaque place on
n'explore qu'un seul chemin à chaque étape. Dans le cas des places, ce chemin est choisi de
façon à générer toutes les possibilités de recherche, en ne modifiant à chaque étape que le choix
relatif à une seule place. A la fin d'une étape on obtient un sous-réseau qui peut correspondre
ou non à un t-invariant. Le résultat IV.3 donne les conditions qui doivent être vérifiées afin de
pouvoir conclure si les transitions du sous-réseau correspondent au suppon d'un t-invariant à

support minimal ou non. La démonstration de ce résultat est basée sur le résultat suivant qui a
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t
été démontré dans [Martinez et Silva 85].

Résultat IV.2

Soir N un réseau de Peti et soit Ctr la transposée de la matrice d'incidence de N. Un

t - i nva r i an tY= (y t , ! 2 , . . . , ! q ) t r , l i ) 0pou r tou t i =  1 ,2 , . . . , e , ês tàsuppo r tm in ima l s i e t

seulement si q - rang(Cî) + 1.

Résultat IV.3

Soit N* le sous-réseau obtenu à la fin de chaque étape de I'algorithme et soit Ctr la

transposée de sa matrice d'incidence. Les transitions de Nx sont le support d'un t-invariant à
support minimal si et seulement si les deux conditions ci-dessous sont vérifrees :

( i )  C i 'Y=0 ;  Y>0
(ii) rang (Ci I = lr,l- t

heuve:

La condition (i) implique que Nx est consistent et, par conséquent, qu'il existe un
t-invariant dont le support correspond aux transitions de Nr. La condition (ii) est une

conséquence immédiate du résultat IV.2. Donc, si les deux conditions sont vérifiées les

transitions de N* sont le support minimal d un t-invariant.

Q.E.D.

Cet algorithme est présenté dans la suite. Dans celui-ci nous utilisons nois listes appellées

respectivement N(EUDS, SR et PLEX. La liste NGUDS contient les éléments à panir desquels

on doit poursuiwe la recherche, la liste SR contient les éléments déjà visités, et la liste PLEX

contient les places à partir desquelles on doit tester d'autres chemins. Ces listes sont initialement

vides.

Algorithme IV.2 : Obæntion des RPES minimaux sans conflit

I - Pour toutes les transitions de sortie To faire :

l.l - Pour chaque place du modèle ayant plus d'une transition d'entrée, fixer I'une de

ses transitions d'entnée comme le prochain élément à explorer;

1.2 - Placer To dans les listes NGUDS et SR ;
1.3 - Tant que la lisæ NGLJDS n'est pas vide :

1.3.1 - Prendrc un élément de la liste NGUDS. Noter FL cet élément ;
1.3.2 - Si EL est une transition faire :

1.3.2.1 - Inclure toutes les places d'entrée et de sortie de EL dans la liste SR

si elle n'y figure pas encore, et dans la liste NGUDS si elle
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1.6  -

2 -Fin

n'apparaît dans aucune des deux listes.;

1.3.2.2 - Aller en 1.3.4 ;
1.3.3 - Si EL est une place faire :

1.3.3.1 - Si le pÉdécesseur de EL dans le chemin est une de ses transitions

d'entrée, alors choisir sa transition de sortie comme élément suivant.

Sinon:

Si EL possède une seule transition d'entrée, choisir cette

transition. Dans le cas contraire, choisir la transition d'entrée qui

correspond au choix fixé pour cette place et mettre EL à la fin de

la liste PLEX si elle n'y figure pas encore.

Appeler t la transition choisie à cette étape ;
I.3.3.2 - Inclure latransition tdans la liste SR si elle n'y figurepas encore,

et dans la liste NGUDS si elle n'apparaît dans aucune des deux listes.;

1.3.4 - Supprimer EL de la liste NGUDS ;
Vérifier si les transitions de SR sont le support minimal d'un t-invariant ;
Tant qu'un choix n'a pas été fait ou que la liste PLEX n'est pas vide faire :

1.5.1 - Prendre la dernière place de la liste PLEX ;
1.5.2 - Supprimer la place de la liste PLEX si toutes ses transitions d'entrée ont

été explorées. Sinon, modifier le choix du prochain élément à explorer à
panir de cette place et aller en 1.2 ;

Aller en I ;

Nous ferons deux remarques concernant cet algorithme. D'abord, dans la détermination

d'un sous-réseau (i.e. dans le pas 1.2) on ne poursuit pas I'exploration à panir d'un élément
qui a été déjà rencontré auparavant, ce qui évite tout problème de bouclage et garantit que

I'algorithme s'arrête. Deuxièmement, étant donnée la manière dont la modification du choix du

chemin à explorer est fait en 1.4.2, nous pouvons obtenir dans certains cas, un sous-réseau
identique à un réseau obtenu antérieurement. Ceci est le cas, par exemple, quand il existe un

chemin reliant deux transitions d'entrée d'une place qui a été mise dans la liste PLEX. Par

conséquent, nous devons comparer chaque nouveau sous-réseau à ceux obtenus au cours des

étapes précédentes.

IV.3 Planification à court terme

Dans la section précédente nous avons montré comment modéliser un système de

production non-cyclique par des RPES. Nous considérons maintenant la première étape de

t .4  -

1 .5  -
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l'évaluation de ce système, laquelle correspond à la résolution du problème de planification à

court torrne. Dans cette étape, nous supposons que les quantités de chaque type de produit à

fabriquer à la fin de chaque période élémentaire sont connues. L'objectif est donc de définir
quelles sont les opérations à réaliser sur chacun des produits et le nombre de fois que ces

opérations sont effectuées au cours de chaque période élémentaire afin de satisfaire les

demandes en optimisant un certain critèrc de fonctionnement. Rappelons qu'une opération est

un couple constitué d'un produit et d'une machine choisie pour effectuer une transformation

donnée, et que dans le modèle dont nous disposons la fabrication de chaque type de produits

peut se faire suivant des routages alternatifs. Plusieurs critères d'optimisation peuvent être

considérés Dans notre cas, le critèrc peut être la minimisation de la somme totale des coûts de

stockage et de rupture des produits, ou la minimisation de la différence des charges des

machines. Il est important de souligner que I'utilisation de I'un ou I'autre de ces critères peut

modifier de façon significative la durée totale de production.

Nous avons vu dans le chapitre II que les systèmes dont les modèles sont décomposables
peuvent être contrôlés de façon à préserver les bonnes propriétés qualitatives. Donc nous ne

considérons ici que ces types de systèmes. Dans les section qui suivent nous montrons

comment Ésoudre le problème de planification en utilisant les sous-réseaux extraits du modèle
(voir les sections précédentes). Les sous-réseaux que nous utilisons sont ceux qui

correspondent à des t-invariants à support minimal.

IV.3.1 Définitions et notations

Le problème planification consiste à organiser la production de n produits sur un horizon

de planification H composé de Qpéricdies élémentaires. Nous considérons que chaque période

élémentaire i a une durée fixe de u* unités de temps durant lesquelles la production peut

s'effectuer.

La demande dil de chaque produit j à la fin de chaque période i étant connue, I'objectif de

la planification est de déterminer les quantités x;; de produits de type j qui seront effectivement

fabriqués durant la période i. Iæ fait que les quantités fabriquées durant une période peuvent

êtne différenæs des demandes, peut provoquer le cumul (ou la rupture) de certains produits à la

fin de chaque période. Le niveau de stock STç pour chaque prcduit j à la fin d'une période i est

donné par (en supposant que le niveau de stock initial pour chaque produit est nul) :

SI,i = I(*',, -or,i)
k=l
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Ce problème peut êne représenté graphiquement comme indiqué dans la figure IV.7, où

Di = [dij : j  = 1,...,n] est le vecteur dont les composantes sont les demandes, et

Xi = [xiJ : j = 1,...,n] est le vecteur dont les composantes sont les niveaux de production.

2u* 3u*

figure IV.7 : Iæ problème de planification

Soit N le modèle d'un système de production non-cyclique et soit n le nombre de RPES
connexes sans conflits extraits de N. Définissons NC1, NC2, ..., NCm, I'ensemble de ces

RPES. Pour tout k=1,2,..., m, NC1 est un sous-réseau dérivé d'un t-invariant à support

minimal Vs = 
[vf ,...,r1] . La résolution du problème de planification consiste dans notre cas, à

définir le nombre de fois que chaque sous-réseau est activé durant chaque période élémentaire.

Nous cherchons donc à déterminer des vecteurs :

m

Bt = Iai* 
'V1, les coefficients aij étant des entiers non négatifs et i = l, 2,..., Q.

k=l

Quel que soit le critère considéré, il s'agit de minimiser une fonction de coût c(A,D)
dépendantdu vecteurdescoefficients A = [ai,t: i  = 1,2,...,Q; k= 1,2,...m) etdu vecteurdes

demandes p = [dij: i = 1,2,..., Q; j = 1, 2,,...n]. La formulation complète de ce problème

dans le cas des deux critères considérés est présentée dans la section suivante. [æ nombre de

fois que chaque sous-réseau est utilisé étant connu, on peut facilement calculer le nombre de

fois que chaque transition du modèle doit être franchie au cours de chaque periode élémentaire.

Rappelons que rien ne garantit que la solution qu'on obtient au niveau de la planification

sera réalisable au niveau de l'ordonnancement. Ceci est du au fait de que nous n'avons pas

considéré la disponibilité ou non des ressources dans le modèle utilisé pour la planification.

Donc, potu avoir une certaine marge de flexibilité, nous adopterons la stratégie qui consiste à

réduirc artificiellement la durée de la période au moment des calculs de la planification. En

conséquence, dans certains cas, il sera nécessaire de retourner plusieurs fois au niveau de la

planification (en réduisant la durée de la période à chaque fois) jusqu'à ce qu'une solution

D1 '  X1 D3' X3
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t
puisse êre trouvée au niveau de I'ordonnancement.

[V.3.2 Formulation du problème

fV.3.2.1 Modèle linéaire à variables entières

Le premier critère qu'on considère correspond à la minimisation de la somme totale des

coûts de stockage et de rupture des produits. En d'autnes terrnes, ceci signifie qu'on pénalise le

critère à chaque fois que la fabrication d'un produit durant une période donnée ne correspond

pas à la demande fixée pour ce produit à la fin de cette période.

Nous supposons que le stock initial de chaque produit est nul. Le critère à minimiser c

s'écrit dans ce cas :

où

a* = Max(a,O) et a- = Min(a,O) ;

pj est le coût de stockage d'une unité de produit de type j durant une periode élémentaire ;

p1 est le coût de rupture d'une unité de produit de type j durant une période élémentaire.

Le nombre de produits x;g de type j à fabriquer durant la période élémentaire i

correspond, dans le cas du modèle dont nous disposons, à la somme du nombre de

franchissements de toutes les transitions de sonie du RPES associé au produit j. Ceci peut êrre

exprimé de la manière suivante :

s m* i , i=  à  I " t , *u I ,  pour  i  =  1 ,2 , . . . ,  Q e t  j  =  1 ,2 , . . . ,n .
teT, k=l

où:
q,. est le nombre de fois où le sous-réseau NCp est utilisé durant la période i ;
T; est I'ensemble des transitions de sortie correspondant au produit de tlpe j ;

J

L -
vf est le coefficient correspondant à la transition t dans le t-invariant associé

( 1 )
' [  ac=>l pi>

j=l L s=l i(.'-*,)].]- Ë["Ë[à(.'*,)] ]

(2)

au

lasous-réseau NCk. Si la transition t n'apparaît pas dans le sous-réseau, ce coefficient prend

valeur zerc:'

m est le nombre total de sous-réseaux sans conflit utilisés.
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Donc, à partir de (1) et
- 

cidessous.:

" l  a l  ' (  mc=ll pi>l >l > >
j=l1 s=lLi=l \teT.; k=l

nous pouvons éécrire le critère à minimiser comme indiqué

"r*,,.|1 l-Ëf,tËph Ë**nr-.,,ll I (3)
)J ) i=tl s=tli=r\teri k=r )J )

Au niveau de I'utilisation des ressources, il est clair que la charge totale de chaque
ressource dans chaque période élémentaire ne doit pas dépasser la durée u utilisable dans la
periode. Cene durée est inférieure ou égale à la durée de la période (u < u*). Donc, la contrainte
suivante doit êne respectée :

( n  \

I l lu t ,nuf  le , (u,  pour i  = l ,2 , . . . ,Qerr= 1,2, . . . ,M.  (4)
teT.  \k=l  )

où:

Tt est I'ensemble des transitions correspondant à la ressource R ;
0, est le temps de franchissement de la transition t ;

u est la durée utilisable dans une periode élémentaire ;
M est le nombre total de ressources disponibles.

Finalement, ce problème peut être transformé en un problème de programmation linéaire
de la manière suivante :

PPI

nf  a  I  n [  a  I
MIN c = Il pilvj l*I l pi>'J I

j=l L s=t J j=t L s=l I
s. c.
(a) la relation (4) est vérifiée

t (  m  
' \

(b) v3 = >l I l,ul*uf -o',, | '
i=l \ teTj k=l )

t (  m  
' \

'i = Il d,,:- I l.,,*uf | ;
i=11. teTi k=l )

s  =  1 , . . .Q  o t j  =  1 , . . . , n

(c) ai* > 0; i = 1,...Q et k = 1,...,ffi, sont des entiers

(d) yj > 0 et r j  > O; s = 1,.. .Q etj  = 1,.. . ,n, sontdes entiers
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Résolution du problème PPI

I-e problème PPI est un problème de programmation linéaire en nombres entiers. Nous
avons mis en æuwe deux méthodes pour Ésoudre ce problème : I'une fournit la solution exacte
mais peut être coûteuse en temps de calcul, et I'autre est une heuristique qui fournit une solution
approchée avec des temps de calcul acceptable. Dans les deux cas nous utilisons les fonctions
disponibles dans la bibliothèque d'optimisation OSL (Optimization Subroutine Library) qui
tourne sur un ordinateur du type IBM RS6000.

La première méthode consiste à résoudre le problème PPI tel qu'il a été défini
antérieurement. La méthode utilisée pour résoudre ce problème est basée sur la procédure de
séparation et évaluation. On fera deux remarques concernant le temps de calcul de la solution du
problème PPI.D'abord, nous avons constaté que la durée de résolution est sensible à la
variation des valeurs des contraintes (par exemple la durée utilisable de la période), et que donc
pour un même problème nous pouvons avoir des temps de calcul assez différents suivant les
valeurs prises par les paramères du problème. La deuxième remarque est que le temps de calcul
croît vite avec le nombre de variables. Ces remarques ne sont pas surprenantes compte tenu de
la méthode utilisée et du fait que dans notre problème toutes les variables doivent prendre des
valeurs entières. Ainsi, nous avons mis au point une méthode alternative pour le cas où on
souhaite obtenir rapidement une bonne solution. Nous décrivons cette méthode dans ce qui suit.

La deuxième méthode consiste à utiliser une heuristique pour résoudre le problème PPI.
Lidée de cette heuristique est de résoudre Q fois (Q est le nombre de périodes) le problème
PPI'dérivé du problème PPI dans lequel nous supposons que toutes les variables sonr réelles
et dans lequel nous ne considérons que les périodes dont la solution n'a pas encore été
déterminée. Ceci est Ésumé dans I'algorithme IV.3 ci-dessous.

Algorithme IV.3 : Heuristique pour la résolution du problème PPI
l -Fa i re i= l ;

2 -Tan tque icQfa i re :

2.1 - Résoudre le problème PPI' dans lequel on ne considère que les périodes de i à

Q. Nous supposons ici que roures les variables sont réelles ;
2.2 - On ne garde que la solution conespondant à la période i. Læs ai3 sont les panies

entières des solutions ;
2.3 - En partant des produits ayant des coûts de rupture les plus élevés et qui sonr les

plus en retard, essayer de placer une unité supplementaire de chaque type de
produit;

2.4 - Additionner à la demande de chaque produit pour la période i+l la différence
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entre la plroduction et la demande durant la periode i.

2 . 5 -  Fa i r e i= i+1 .

Une conséquence du fait que dans I'algorithme IV.3 les solutions sont des nombres réels

est que ceci permet d'obænir rapidement une solution du problème PPl. Comme nous allons le
voir dans le chapime V, l'écart entne le résultat fourni par cefte heuristique et celui correspondant

à la solution optimale est situé dans des limites acceptables. Néanmoins, nous remarquons que

cette heuristique ne garantit pas que dans la solution obtenue les demandes soient roures

satisfaites (même si cela est théoriquement possible). De plus, il est clair que dans une
hypothèse où nous n'ordonnançons que la première période (si on considère, par exemple, le

cas d'un horizon glissant), il suffit de faire une seule itération de I'algorithme (i.e. faire Q = 1;.

Enfin, avant de considérer le second critère, nous ferons la remarque suivante. La

complexité de résolution du problème PPI dépend du nombre de sous-réseaux qu'on utilise.

Donc, dans certains cas il sera préférable de réduire le nombre de ces sous-réseaux (en

combinant certains, par exemple) afin de gagner en temps de calculs. Bien entendu, dans ce
cas, nous risquons de perdre en précision.

[V.3.2.2 Modèle quadratique

Le critère que nous considérons maintenant correspond à la minimisation de la différence
de charge des ressources durant chaque période élémentaire. Nous cherchons donc à trôuver
une solution du problème de planification de telle sorte que les charges des machines à I'horizon
H soient les plus voisines possibles les unes des autres. Les hypothèses de dépan sont que le
stock initial de chaque produit est nul et que la production d'un produit doit satisfaire la
demande sur l'horizon considéré. De plus, nous supposons que les demandes de chaque
produit durant chaque periode élémenuire sont strictement positives.

Dans ce cas,le critère à minimiser c ala forme suivante :

ou
M est le nombre de ressources ;

Q est le nombre de périodes considérês ;
Wl; est le taux d'occupation de la ressource r durant la période i ;
rÀ/I+,i est le taux d'occupation de la ressource s durant la periode i ;

" = Ë[[Ë=Ë*1,*'" -wL' 12).[lol'l)] (5)
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xij est la production du produit j durant la période i ;
d1 est la demande du produit j durant la periode i ;

La deuxième partie de l'équation (5) correspond à une pénalisation de la fonction objectif
à chaque fois que la production d'un produit, dans une période élémentaire, est différente de sa
demande.

Le taux d'occupation WL1,;d'une ressource r et durant la période i, est la donnée du
temps total d'utilisation de cette ressource divisé par la durée u utilisable dans une période

élémentaire. Ceci est donné par :

WLr,i =

où:

Tr est I'ensemble des transitions correspondant à la ressource r;
0, est le ûemps de franchissement de la transition t ;

u est la durée utilisable dans une Ériode élémentaire ;
m est le nombre total de sous-réseaux utilisées.

De même que dans le cas précédent, I'utilisation d'une ressource durant une période

élémentaire ne doit pas dépasser la durée de la période et, en conséquence, la contrainte (4) doit
aussi êue respectée dans ce cas. De plus, la production totale de chaque type de produit à la fin

de I'horizon de planification doit correspondre exactement à la demande totale de ce produit.

Donc,la relation (2) s'écrit dans ce cas :
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[ Ë " , - " * ) ' ,eT' (6)

xj

Nous définissons yr,s,i =

supprimer les valeurs absolues en

ma
I"t,nuf = Id,, l  = D1 ,pour j  = l ,  2, .. . ,  n.
k=l  i= l

I v/Lr,; - wl-s,i | .t r11 = | ̂ ijldij - I | . Nous pouvons

introduisant des variables supplémentaires :

(7)
aa=I*i.i = I I
i=l i=l teTi

J',,
[ ' ' , ,

{v,,,,r
IYr,s.i

à vy'Lr.; - wl-r,i

à WLr,; - WLr,i

2 5i.-1
dt, j

21- - * ' , i  
(8 )

d,, j
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En considérant les relations (5), (6), (7) et (8), le problème de planification peut être mis

sous Ia forme du problème de programmation quadratique suivanr :

s.c.
(a) le relations (4) et (7) sont vérifiées

,^l( ) r
(b) y,,,,i = ; >l I I u,,* 'ul .0, l- I > ai,r .vl

* k=ll\teQ, ./ \t.e.

MrN c = 
Ë[Ë.Ë{r,,',)'.(,,,,)]

=*Ë[[,àa, vr ' ,)-[,à',- ",

, , ) ] ,

, , ) ] ,

PP2

Yr,s, i

r  =  1 , . . .M;  s  =  r * l , . . .Met  i  =  1 , . . . ,Q
(c )  d i ,L  .z i , j  x i . j  > -d i , j

* i , j + d i , j . z t , j  > d i , j  i  =  1 , . . . , Q ,  j  =  1 , . . . , r

(d )  a t , r  >  0 ;  i  -  1 , . . .  Q,  k  =  1 , . . . ,D  ,son t  des  en t ie rs
( e )  y r . r . i  > 0 ;  r  =  1 , . . . M ;  s  =  r + 1 , . . . M  e t i  =  1 , . . . ,  Q

Résolution du problème PP2

Pour résoudre le problème PP2 nous utilisons également les fonctions disponibles dans
la bibliothèque d'optimisation OSL. Etant donné que OSL ne permet pas la définition de
variables entières dans la résolution de problèmes de programmation quadratique, nous
déterminons la solution du problème PP2 en deux étapes :
(i) D'abord on résout le problème PP2 en considérant que les coefficients ail peuvent prendre

des valeurs reelles ;
(ii) Ensuite on résout un problème de programmation linéaire en nombres enriers où chaque

coefficient ai,k est borné inférieurement (supérieurement) par I'entier immédiatement
inférieur (supérieur) à la solution Éelle. Le problème considéré ici est celui formé par les
contraintes (4) et (7) et dans lequel on cherche simplement à trouver une solution entière.

Dans le cas où les demandes ne peuvent pas être satisfaites sur I'horizon de planification,
I'algorithme ci-dessus ne fournit aucune solution. Dans le cas contraire, il est clair que la
solution qu'on obtient à la suite de deux étapes de I'algorithme n'esr pas oprimale. Cependant,
compte tenu du fait que la solution obtenue en première partie de I'algorithme est optimale, on
peut eqpéner que la solution qu'on obtient dans la deuxième partie est proche de la solution
optimale. Dans le chapitre V nous analysons la qualité des résultats obtenus à la suite d'une
série d'expérimentation s.
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lV.4 Ordonnancement

Le problème dordonnancement est un problème NP-diff,rcile [French 1982]. Læs réseaux
de Petri temporisés ont été largement utilisés dans I'analyse de perforrnances des systèmes pour
lesquels I'ordonnancement était donné, mais tnès peu de travaux ont été consacrés à I'utilisation
des réseaux de Petri dans la déærmination de I'ordonnancement lui même. læ fait de considérer
les routages alternatifs introduit une difficulté supplémentaire, car même dans le domaine de
I'ordonnancement le nombre de travaux dans lequel ce problème a été pris en compte est rrès
faible. Dans ce cadre, les seuls travaux d'ordonnancement basés sur les réseaux de Petri qui
nous connaissons sont dûs à [Lee et DiCesari 92] et [Shih et Sekigushi 9l]. Ces rravaux sonr
basés essentiellement sur la construction d'un arbre de décision et la recherche d'un chemin
dans cet arbre. Quelques règles heuristiques.sont utilisées pour (i) réduire la taille de I'arbre
obtenu, et (ii) guider la recherche. Les algorithmes de recherche utilisés sont dérivés de ceux
utilisés dans le domaine de I'intelligence artificielle.

Nous développons dans cette section deux nouvelles méthodes d'ordonnancement basées
sur les réseaux de Petri, que nous utilisons pour la vérification de la faisabilité du plan de
production.

Le plan de production qui a été déterminé au cours I'étape précédente spécifie le nombre
de fois que chaque transition du modèle doit être franchie durant chaque période élémentaire.
Comme nous I'avons déjà souligné, ce plan est calculé sans prendre en compte le fait que les
ressources peuvent ne pas être disponibles au moment où elles sont affectées. Il faut donc
vérifier si nous paflenons à organiser le système de sorte que les franchissements prévus au
cours de chaque période élémentaire puissent effectivement être réalisés. L'objectif de
I'ordonnancement est donc de définir les instants où chaque transition du modèle doit
commencer à êne franchie. Pour cela, nous devons définir une séquence de franchissements
des transitions de façon à supprimer tous les conflits structurels du modèle.

Comme nous l'avons montré antérieurement, le modèle que I'on considère en
ordonnancement est dérivé de celui de la planification par I'inclusion d'une place contenant un
jeton pour chaque ressource (voir la figure IV.3 pour un exemple). Par la suite, nous ferons
I'hypothèse que les transitions sont franchies dès qu'elles sont franchissables, et nous
montrons comment on résout le problème d'ordonnancement. Deux méthodes ont été mises au
point pour cela : I'une est basée sur I'algorithme du recuit simulé, I'autre est basée sur la
pnocédure par séparation et évaluation. Dans les paragraphes suivants nous décrivons la mise en
æuvîe de ces deux méthodes.Une étude comparative de leurs performances est présentée dans
le chapire V. Nous dédions aussi un paragraphe à la présentation d'une nouvelle méthode qui
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est en cours de développement.

IV.4.1 Méthode basée sur le recuit simulé

L'approche du recuit simulé ([Kirkpatrick 83], [Laarhoven et Aarts 87]) est une approche
de recherche par voisinages qui a comme principal avantage le fait qu'elle permet d'éviter de
tomber dans des optima locaux. Dans cette approche, un certain nombre de paramètres sont
utilisées pour contrôler le déroulement de I'algorithme. La définition des valeurs de ces
paramètres est fonction du type d'application, mais elles se situent en général entre des limites
connues. Iæs paramètres de contrôle utilisés sont les suivants :

- la tempérarure initiale (T6) ;
- la temffrature finale (T1) ;
- le nombre ma><imal de solutions acceptees pour un palier de température (N) ;
- le nombre maximal de solutions rejetées pour un palier de température (N, ) ;
- la raison géométrique de la diminution de temperature (ÂT) comprise enre 0 et l.

La première étape de cet algorithme consiste à déterminer une configuration initiale du
système et à calculer la valeur du critère pour cette configuration. Ensuite, on procède par
itérations successives : à chaque itération, on perturbe la dernière configuration acceptée du
système et on recalcule la valeur du critère. Cette nouvelle configuration est acceptée si elle
améliore la valeur du critère. Sinon, elle peut être acceptée avec un probabilité qui décroît avec le
volume des calculs effectués antérieurement et l'écart entre la nouvelle solution et I'ancienne. Si
l'utilisateur est satisfait de la meilleure configuration trouvée, il peut arrêter à tout instant le
déroulement de I'algorithme.

Une description détaillée de l'algorithme du recuit simulé est donnée ci-dessous. Il
comporte essentiellement deux boucles imbriquées : la boucle extérieure contrôle le processus
de diminution de la température, et la boucle intérieure contrôle la longueur des paliers de
æmpérature. L algorithme s'arrête quand la température atteint une temffrature donnée.

Algorithme IV.4: Algorithme général du recuit simulé
l- Donner la température initiale Tget la températurc finale T1. Faire T := T0l

2- Donner la raison géométrique AT de la suite de tempérarures, le nombre d'acceptations
Nl et le nombre de refus Nr;

3- Générer une configuration initiale C4 et calculer la valeur du critère xg corespondant à

cette configuration ;
4- Accepær Q comme la meilleure confrguration trouvée. Faire C*=Cg, x*=xg I
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5- Tant que (TSTç) faire :

5.1- Initier Nb-accept = 0 et Nb_rejet = 0.;
5.2- Tant que (Nb_accepr < Nu et Nb_rejer < Nr ) faire :

5.2.1- Générer au hasard une configuration C1 dans le voisinage de Cg.
Calculer la valeur du critère xt pour cette configuration ;

5.2.2- Si x1 S x0 alors accepter la conf,rguration C1, sinon accepter C1 avec
une probabilité exp{(x1 - xg)Æ}. Si C1 esr acceptée faire Cg=Cl,
Xg=xl, Nb_accept=Nb_accept+1, sinon faire Nb_rejet =Nb_rejet+1 ;

5.2.3- Si xg< x* alors la configuration Cgdevient la meilleure solution.
Fafue C* = C-0, x* := x0 ;

5.3- Calculer la nouvelle température T := T* AT;
6- Editer C* comme la meilleure configuration.

Le plocessus de calcul de la valeur du critère d'une configuration donnée, le processus de
génération d'une configuration initiale, ainsi que celui du passage d'une configuration à une
autre, dépendent de I'application. Nous examinons chacun de ces points dans ce qui suit.

Dans notre cas, le critère qu'on considère correspond au temps total de fabrication
(makespan) obtenu après avoir ordonnancé les opérations à exécuter sur la période. Pour
calculer la valeur de ce critère nous faisons une simulation.

La détermination d'une configuration initiale consiste dans notre application à faire en
sorte que tous les conflits structurels du modèle soient résolus. Il faut donc décider de I'ordre
d'affectation des jetons aux transitions de sortie pour toure place componant plusieurs
nansitions de sortie. Par exemple, si t1 et t2 sont deux transitions de sortie d'une place p, la
séquence (tl, tl, tz,. . .) pour la place p signifie que les deux premiers jetons arrivés dans p sont
destinés à effectuer deux tirages de la transition t1, le rroisième jeton perrnet le franchissemenr
de la nansition t2 et ainsi de suite.

Dans le modèle utilisé pour I'ordonnancement (voir la figure IV.3 par exemple), deux
types dc décisions sont à prendre : les décisions du premier type concernenr le choix des
tÊssources pour effectuer les opérations si plusieurs ressources sont possibles (appelée CR :
Choix Ressource) ; les décisions du second type concernent les choix des opérations à effectuer
sur une ressource si plusieurs opérations sont en compétition (appelée CO : Choix Opération).
Donc, pour définir une configuration initiale, nous devons choisir une séquence pour toute
place rreprésentant une nessource (séquence CO) et une séquence pour toute place représentanr
un stock tampon et qui a plusieurs transitions de sortie (séquence CR).
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Il est clair que si on génère les deux types de séquences CR et CO indépendamment, on
risque de bloquer le système. A titre d'exemple, considérons le modèle donnée par la
figure IV.8 dans lequel on suppose que chaque transition doit être franchie au moins une fois et
que le maryuage initial est celui indiqué dans la ftgute.

q(r)

r 4

]vI r(3)

t l o

Figure. IV.8 : Exemple de blocage

Le système sera bloqué si les séquences CR et CO sont générées de telle sorte qu'elles
cornmencent cornme indiqué dans la suite.

P2

E
(s)M3

C0: (qr)  tg,  t1, . . .  ;
(qù u, t7, . . -  i
(ql) tro, t2,... i

CR:  (Pr )  t2 ,4 , . . . ;
(Pz) ts,  t lo, . . .  ;

Pour éviter ce problème nous utilisons la stratégie suivante : nous générons au hasard les
séquences CR relatives aux places appartenant aux gammes de fabrication qui ont plus d'une
nansition de sortie, et on construit les séquences CO relatives aux places ressources au fur et à
mesure du déroulement de la simulation . Dans ce dernier cas, la séquence relative à une place
ressource q est construite par : (i) I'identification de toutes les transitions associées à cette
rcssource et qui sont franchissables à chaque pas de la simulation, er (ii) le choix au hasard
d'une des transitions parmi celles qui ont été sélectionnées à I'étape précédente.

Le demier point à considérer concerne la détermination d'une configuration voisine. Il est
évident que les seules modifications possibles concernent les séquences CR, car les séquences
CO sont générées au cours de la simulation. Donc, pour obtenir une confîguration voisine nous
modifions un certain nombre de séquences CR (30Vo du nombre total de ces séquences),

M3(1)



lesquelles sont choisies au hasard. Cette modification consiste à permuter au hasard la position
de deux transitions différentes.

Le désavantage d'un algorithme de type recuit-simulé est qu'on ne peur jamais assurer
I'optimalité de la solution trouvée sauf dans le cas où la rcssource goulot est saturée. De plus,
même si la aille du modèle est petite,le æmps de calcul peut êrre relarivement long, alors que la
solution n'est pas nécessairement bonne.

IV.4.2Mêthode basée sur la procédure par séparation
et évaluation

La procédure par séparation et évaluation consiste à décomposer successivemenr un
sous-ensemble de solutions en des sous-ensembles encore plus petits. Pour chaque
sous-ensemble obtenu, on calcule une borne inférieure de toute solution de ce sous-ensemble.
Si cette borne est supérieure ou égale à la valeur du crirère ("makespan") de la meilleurc solution
déjà trouvée, on est sûr qu'il n'existe pas de solution amélioranre dans ce sous-ensemble. par

conséquent, on abandonne la recherche dans ce sous-ensemble. Cene approche est souvenr
représentée Par une arborescence où chaque næud représente un sous-ensemble. Dans la suite
du paragraphe, nous parlons de "næuds", au lieu de sous-ensemble de solutions. Les nceuds
descendants d'un næud sont les sous-ensembles obtenus en décomposant les sous-ensembles
repÉsentés par celui-ci.

Dans cette méthode, nous devons disposer d'une borne supérieure qui est la valeur du
critère de la meilleure solution déjà trouvée. Nous utilisons la durée réelle d'une période
élémcntairc commc la borne supffeure initiale, car les solutions qui nous intércssent sont celles
où la durée totale est inférieurc ou égale à la durée rêlle de la periode.

Dans notre algorithme, chaque neud représente une solution partielte où au moins une
nansition commence à être franchie à I'instant t. Dans cette solution partielle, on connaît le
nombrc de franchissements rcstants or pour chaque ransition r. On a également un ensemble de
transitions en cours de franchissement noté F. Pour chaque transition t e F, on connaît le remps
dc franchissement restant à I'instant t, soit 0'r. Si on désigne par T1 I'ensemble des transitions
représentant les opérarions effectuées par la ressource k, alors il nbxisæ pas deux transitions i
e t j te l lesque ie  T t , je  T l , ie  Fe t je  F( la ressourcekef fecrueaup lusuneopéra t ionà la
fois). Autrement dit, card(FnTl)<1. Comme nous I'avons souligné plus haut, il faut associer à
chaque næud une borne inférieure. Pour cela nous introduisons une quantité 91 pour toute
rcssonrce k (k = 1,2,..., M) telle que
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t e FnTk,

Ff1T1 = g.

En effet, si la ressource k est occupée à l'instant t, alors, g1 représente la durée pendant

laquelle la ressource k continuera à être occupée. Par conséquent, elle ne peut commencer à
effectuer une nouvelle operation qu'à partir de I'instant t+gk. Si la ressource k est inoccupée à
I'instant 1, alors aucune des transitions appartenant à T1 n'est franchissable (les places d'entrée

ne contiennent pas suffisamment de jetons). Il faut que le franchissement d'au moins une
transition soit achevé pour qu'il soit possible qu'une des transitions appartenant à T1 devienne
franchissable. Cette durée est précisément représentée par gr. Dans touts les cas, t+g*
représenæ I'instant au plus tôt où une des transitions appartenant à Tp devient franchissable.

En outre, même si la ressource k peut commencer à effectuer une opération à I'instant
t*(pj, I'ordonnancement ne peut être terminé avant que la ressource k ait traité sa charge

rcstante. Celle-ci peut être minorée par lor x 0,. La duÉe totale de production (makespan)
teTt

est donc supér ieure ou égale à t+gg+ Io,  *01, pour k=7, 2, . . . ,  M. Autrement di t ,  la
teT,

quantité

est une borne inférieure du makespan, compte tenu de la solution partielle repÉsentée par le
næud.

Lors de la séparation d'un næud, nous créons des næuds descendants après la fin du
franchissement de la (ou des) première(s) transition(s) en cours de franchissement dans le
næud, en considérant toutes les combinaisons possibles des franchissements des transitions.

Nous identifions tout d'abord I'ensemble des transitions franchissables Oj pour chaque

tessource libre k. Une transition est franchissable si et seulement si chacune de ses places

d'entrée contient au moins un jeton. On crée autant de næuds qu'il y a de combinaisons
possibles en prcnant un élément de chaque Ôt. Bien entendu, ces næuds ne sont pas tous
réalisables en raison de conflits stnrcturels. Si deux transitions t e Fl et t' € Fl,partalenr une

même place d'ennée qui ne contient qu'un seul jeton, alors t et t' ne peuvent pas êne franchies

fo', si
** = 

tËtËt', 
si

LB = t**=,3Ï' 
"{,à"' 

* e' * e* 
}
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en même temps. Dans ce cas, ce næud est remplacé par deux nouveaux næuds tels que dans
I'un, t èst franchie mais pas t', et dans I'autre, t' est franchie mais pas t.

Dans un næud descendant, I'ensemble des transitions en cours de franchissement est
constitué des nouvelles transitions dont le franchissement vient de commencer et des transitions
du næud ascendant dont le franchissement n'est pas encore achevé.

En ce qui concerne le choix du næud à séparer, nous utilisons une méthode en
"profondeur d'abord" modifiée : parmi les næuds créés le plus récemment, I'un de ceux qui ont
la plus petite bome inférieure est choisi pour la séparation suivante. Un choix plus fin dans ce
cas pennettrait d'accélérer la recherche. Lorsque deux næuds ont la même borne inférieure, on
choisit le næud contenant le plus de transitions pour lesquelles une des places de sonie n'a pas
de jeton. Ceci permettra d'accélérer le flux des jetons. En cas d'égalité, on choisit un nceud
contenant une nansition dont le nombre de jetons dans la place d'entrée est le plus petit. Ce
choix est justifié par le fait que si cette transition est tirée, alors la place d'entrée devient vide
plus rapidement et par conséquent à la prochaine séparation, une des transitions d'entrée de
cetæ place aura plus de chance d'être tirée.

Le désavantage d'une méthode de type procédure par séparation et évaluation est que le
besoin en mémoire et le temps de calcul augmentent très vite avec la taille du problème à
résoudre. C'est pourquoi I'application de ce type de méthode se limite à des problèmes de taille
raisonnable. Dans la mise en æuvre de cette méthode, nous laissons à I'utilisateur le choix entre
continuer ou interromprc I'exécution apÈs chaque solution intermédiaire realisable. Notons que
la première solution admissible (i.e. le premier ordonnancemenr dont la durée rotale est
inférieure ou égale à u*) peut être acceptée.

IV.4.3 Une nouvelle proposition

Afin de conclure notre étude sur I'ordonnancement, nous présentons maintenant une
nouvelle heuristique basée sur la détermination d'un chemin critique. Nous tenons à préciser
que cette heuristique est en cours de développement, et que notre objectif en la présentant ici est
simplement de montrer qu'il existe d'autres alternatives à explorer dans le cadre de I'utilisation
des éseaux de Peni pour la détermination de I'ordonnancement.

Contrairement au deux méthodes présentées précédemmenr, I'idée de cette heuristique est
de commencer par un ordonnancement réalisable et d'essayer d'améliorer I'ordonnancement
(i.e. réduire le temps de production) à chaque itération. Une manière simple pour obtenir un
oldonnancement réalisable consiste à procéder comme nous I'avons fait dans la méthode basée
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sur recuit simulé : fixer les séquences pour les places CR et déterminer les séquences pour les
places CO à I'aide d'une simularion. A panir de cela, on peut déterminer les quantités St(k)
correspondant à l'instant de début du 1ème franchissement de la rransition r, er
F(k) = StG)+Otqu'indique I'instant de fin de ce franchissement.

Pour améliorer I'ordonnancement, I'idée de base est de déterminer à chaque itération le
chemin critique, lequel correspond à une sQuence de paires definie de la façon suivante :

CC = <(tir, kal),..., (t ir, kor)>

tel que :
( i )  S1;,(kq1) = 0;
(i i) Fti:Goj) = Stir*r(koj+l), pour tout j = 1,..., r-l;

(iii) Fs; (ks ) = MN({r,ft)1. Ceci correspond à la durée de la producrion (makespan).
,  ' .  ( r . k ) '  '

A partir de la définition ci-dessus, il est clair que la condition nécessaire (mais non
suffisante) pour réduire le temps de production est de réduire Fti (koj) en avançant cenains

franchissements de transitions appanenant au chemin critique. Ceci n'est possible que si nous
rcErdons quelques franchissements de transitions qui ne sont pas dans le chemin critique.

Afin de réduire la complexité des calculs, I'idée est de déterminer à priori quels sont les
changemens qui peuvent améliorer (réduire) le temps total de production. Pour cela, on calcule
pour chaque transition son degré de libené,lequel est le temps maximal donr le franchissemenr
de la transition peut être retardé sans que ceci augmente la valeur du temps rotal de production.
Le calcul du degré de libené de chaque transition doit prendre en compte I'ordonnancemenr er
aussi I'ordre d'utilisation des ressources pour chaque opération. L'objectif est donc d'avancer
le franchissement d'une transition du chemin critique si cela conduit à retarder le franchissemenr
d'une autre transition d'une quantité inférieurc à son degÉ de libené.

Donc le processus dobtention de la solution consiste à boucler tanr que des changemenrs
sont possibles. A chaque itération, on recalcule d'abord le chemin et ensuite on détermine un
couple de transitions à permuter. Cette heuristique semble prometreuse et peut susciter de
nouveaux développements.

IV.s Une première application numérique

Nous présentons maintenant un petit exemple détaillé pour illustrer la modélisation et
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l'évaluation d'un système de production non-cyclique. Des exemples de taille plus importantes
seront considérés dans la deuxième panie du chapitre V.

L'exemple que nous proposons ici correspond à un système composé de six machines,
notées Mi, i=I,2,...6. Cre système fabrique trois types de produits, notés Pt, P2 et P3, dont les
gammes de fabrication sont rcprésentées dans la figure IV.9. Dans cette figure, chaque boîte
représente soit une opération élémentaire, soit un ensemble d'opérations élémentaires qui sont
effectuées en série (indiqué par une flèche) ou en parallèle (indiqué par un point virgule). Par
exemple, la première partie de la fabrication du produit P1 peut être effectuée soit par Mt suivie
de M2, soit par M3 suivie de M5, soit par M1 suivie de M3.

Produit P1 Produit P2 Produit P3

figure IV.9 : Gammes de fabrication des nois produits

a) Modélisation

Le modèle RPES correspondant à ce système de production est donné par la figure IV.l0.

Dans le souci de faciliter la visualisation du modèle, nous n'avons pas représenté dans cette
figurc les places ressources. La liste des nansitions associées à chacune de ces places esr la
suivanæ :

9l = (tl, t7, tlo, tZO, tZO> ;

92= <.t2, tlg, t33> ;

93 = <t4, tg, t2g, t32>;

q4 = <tI2,  t l5,  t lg,  t32>;

95 = (t5, ll7,lZZ> ;

96 = (t9, t23,t27,t30>.

ffiffi
Mr (3) . M4 (2)

Ml (4); % (3

M3 (2);  M4(s)

ffiffi
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q(3) Mlol

l 1

(s)

17 P5

M4(3)

t l 5

(7)

t t2

Ml(4)

Prs lro P to

M6(3)

izs P ts

P 9

M2(3)

t , l 7

Ml (4 )

r26

M6(3)

figure IV.10 : Modèle du système

b) Planification

La résolution du problème àe planification est réalisée en considérant les hypothèses

suivant€s:
(i) I'horizon de planification H correspond à trois periodes élémentaires ;
(ii) la durée de chaque période élémentaire est de 45 unités de temps (i.e. u* = 45). Pour
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augmenter les chances de pouvoir trouver un ordonnancement réalisable, nous considérons
dans les calculs une durée fictive de 43 unités de æmps (i.e. u* = 43):

(iii) la demande de chaque produit esr donnée dans la table IV.6;

Périodes

Produits

Pr P t Pr

I 6 4 5

2 5 6 2
3 3 3 4

Table IV.6: Demandes

(iv) le critère d'oprimisation qu'on considère est la somme totale des coûts de stockage et
de rupture à la fin des trois périodes. Le coût de stockage d'une unité de produit durant une
periode élémentaire est :

- l0 pour le produit I ;
- 20 pour le produit 2 ;
- 40 pour le produit 3.

Iæ coût de rupture d'une unité de produit durant une période élémenraire est :
- 30 pour le produit I ;
- 20 pour le produit 2 ;
- 20 pour le produit 3.

On peut décomposer le modèle de la fîgure IV.10 en 12 sous-réseaux sans conflit qui
correspondent à des t-invariants à support minimal : 6 pour le modèle du produit l, 2 pour le
modèle du produit 2 et 4 pour le modèle du produit 3. I-es t-invariants associés à chacun de ces
sous-réseaux sont présentés dans les tables IV.7, IV.8 et IV.g.

T-invariants

Transitions

h t 12 t1 v t5 t6 tj t8 ts t l o t l  I t1) t l ?

Vr I I I 0 0 0 0 0 0 I I I 0 0
Vr 0 0 0 I I I 0 0 0 I I I 0 0
Ve 0 0 0 0 0 0 I I I I I 0 0
Va I I I 0 0 0 0 0 0 I 0 0 I I

Vs 0 0 0 I I I 0 0 0 I 0 0 I I

Vr 0 0 0 0 0 0 I I I 0 0 I

Table IV.7 : T-invariants pour le modèle du produit I
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T-invariants

Transitions

t r4 t t s t l 6 tr1 trn trs tzo tzt t22 12? r24

Yt I I I I I I I I 0 0 0
Vr I I I I I 0 0 0 I I

Table IV.8 : T-invarians pour le modèle du produit 2

T.invariants

Transitions

r2S t26 n7 t2R t29 t30 t3 l t32 t?1 Îu
Vq I I 0 I I I I 0 I I

Vro I I 0 I I I 0 I I I

V t r I 0 I I I I 0 I I

Vrr I 0 I I I I 0 I I I

Table IV.9 : T-invariants pour le modèle du produit 3

En appliqu"n, ,u relation (2) dans le cas de cet exemple, Ies quantités x;; de produirs du
type j à fabriquer durant chaque période élémenraire i sonr données par :

6
xi ,r=Iai ,*( ' f r*" fo)

k=l
I

xi2= I. ',*("5 * "ft)k=7
t2

xiJ= I.r,* ufo
k=9

(9)

où :

"1 
=[uf  ,u [ , . . . ,u foJ pourk = t ,2 ,3,  4,  5,  6

u1 =[uf  , ' | , . . . ,uf r ]  oourk = 7,  8

u1 =[uf  ,u l , . . . ,u loJ pourk = 9,  10,  l l ,  12

Compte tenu des valeurs des coefficienn des t-invariants présentés dans les tables IV.7,
IV.8 et [V.9,les rplations données en (9) peuvenr êre réécrites comme :

68r2
x1,1= !a;,1i  xi ,Z= Iu,,*t  xi ,3= Iu,,*,  pour i  =1,2,3 (10)

k= l k=7 k=9
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Nous considérons maintenant la contrainte (4) dans le cas de la ressource M1. Les
opérations effectuées par cette rcssource sont modélisées par les transitions <t1, t7, t1g, t2g,

W;>.1Âcontrainte correspondante est donc :

6 8 1 2

lu;,*(ru! +6v[ +3uf1)+ lai,*(+"|)* |" '*(+ul) = ot pouri =1,2,3
k=l k=7 k=9

En considérant les tables IV.7,IV.8 et IV.9 ces contraintes peuvent êtne réécrites comme :

' 6ai,1+3ai,2+9ai3+3ai,4+6a;,6+4ai,7+4ai,g+4a116 S 43 (11.1)
pour  i  =  t ,2 ,3 .

Les opérations effectuées par la ressource M2 sont modélisées par les rransirions <r2, rl9.
t33>. La contrainte (4) s'écrit dans ce cas :

68r2

1" '*(+u|)*  I . , . * (1" [ )+ Iu, ,*(+"] )< a l  pour i  = t ,2,3
k=l k=7 k=9

En considérant les tables IV.7, IV.8 et IV.9 ces contrainres peuvenr être réecrites comme :

4ai;+4ai,4+3ai,7+4ai.g+4ai,l0+4ai,l p4ai.p< 43 (11.2)
pour  i  =  1 ,2 ,3 .

Les opérations effectuées par la ressource M3 sont modélisées par les ransitions <r4, 18,
t2g, t3l). La contrainte (4) implique la rcladon suivante :

6 1 2

1"'*(su! + zv|)+ la;.r(su[ + zv]) < +r pour i = r,2,3
k=l  k=9

A panir des tables ry.7, IV.E et IV.9 nous pouvons réécrire cerre inégalité comme :

5ai2+2ai3+5a15+2a1,6+7a;,9+5a;,1g+7aiJp5ai12< 43 (11.3)
pour i  =1 ,2 ,3 .

Nous considérons maintenant la ressource Ma dont les offrations sont modélisées par les
transitions <t12, tl5, tlg, t32>. Nous écrivons la contrainre (4) pour cerre ressource :
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6 8 t 2

!u'*(z"fr)* Ir,.*(3v! + +"!)+ !",.*(su[) = o, pour i = r,2,3
k=l k=7 k=g

De la même façon que dans les cas précédents, les tables IV.7, IV.8 et IV.9 permettent de
éécrire cene inégalité comme suit :

2aij+2ai,5+2ai,6+7ai,7+7ai,g+5ai,1g+5a;,12 < 43 (11.4)

pour  i  =  1 ,2 ,3 .

Nous appliquons maintenant la contrainte (4) dans le cas de la ressource M5. Les
opérations effectuées par cette ressource sont modélisées par les transitions (t5, tl7,t22>, ce
qui permet d'ecrire :

6 8

)",,*(+n[)* Iu,,*(7v\ +ovf ) < +l pour i  = t,2,3
k=l  k=7

En prenant en compte les tables IV.7, IV.8 et IV.9 nous réécrivons I'inégalité précédente

comme suit:

4ai,2+4ai,5+7 ai,1+L3ar,g < 43;

pour  i  =  1 ,2 ,3 .
(1  l .s )

Finalement, nous considérons la ressource M6. [æs transitions modélisant les opérations

effectuées par cette ressource sont <t9, tZ3, t27, t3g), et la contrainte (4) s'écrit :

68 t2

! " '*(zufo)* I" , ,*(3nfs)+ lu, ,*( l " f  +av[)=ot pour i  =r,2,3
k=l  k=7 k=g

En prenant en compte les tables IV.7, IV.8 et IV.9 nous réécrivons I'inégalité précédente
comme suit:

2ai,1+2ai,2+2ai3+2ai,4+2ai,5+2ar,6+3a;,g+4a;,9+4a;,19+7ar;p7ai,t2 < 43 (l 1.6)
pour i  =  1 ,2 ,3 .

Les inégalités (11.1) à (11.6) peuvenr être résumées comme :
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6393
4004
0 52 0
000 2
0400
2222

06
00
52
22
40
22

44

44

75

05

00
44

00
44
75
05
00
77

âi, t

ài.z

ai,g

âi,a

ai ,s

âi ,O

ri.t

âi,g

âi,g

âi . to

â i . t  t

ài.tz

4

3

0

7

7

0

0
0
0
7
r3
3

43
43
43
43
43
43 (12)

pour i  =1,2 ,3 .

En considérani les relations (10), le problème PPI peut donc êre formulé dans le cas de

cet exemple par :

3 3 3 3 3 3
MIN c = tolyl + 20) y] + +01 y] + rc) zt, + 20122, + zolzl,

S=l s=l  S=l  S=l  S=l  S=l
s. c.
(a) la réladon (12) esr vérifiée

ru)yl =à[É.,.*_0,,),

4 = 
à[0"--Ë,' ' '-) 

'
s = 1,2,3

(c) ai.r à 0; i =1,2,3,4 et k = 1,2,...,12, sont des entiers
(d) yl > 0 et t j > O; s = 1,2,3 eti=1,2,3 sont des enden

Nous avons résolu ce problème en appliquant I'algorithme qui fournit la solution
optimale. Comme Ésultat nous obænons les valeurs des coefficients a13, lesquels représentent
le nombrc de fois que chaque sous-réseau est activé durant chaque période élémenuire. A partir

dc cela, on peut aisément déterminer le nombre de fois que chaque ransition du modèle est
franchic pendant chaque periode élémentairc. Ceci est pÉsenté dans la table IV.l0.

' ,=à [Ëa r -d ,z ) , r ,  =à[à

,3 = 
à[0,,-*à.,  

*) ,  . :  = 
à[0,,

)
.* -dt.r.,J t

r2 \

Iu'.* |
k=9  )



110 CHAPITRE IV

Périodes

Transitions

tfl t l t) t? v t5 t6 T7 t8 t9 t ro t tt2 t 1 1 t14 t l s t rÂ

I 3 3 3 2 2 2 I I I 6 I I 5 5 4 4 4

2 3 3 3 2 2 2 0 0 0 5 3 3 2 2 5 ) 5
3 0 0 0 0 0 0 3 3 3 3 0 0 3 3 4 4 4

Périodes

Transitions

tt?- t l R t l s r2t} tzt 122 tzt bA t25 l2(r t27 t2R 129 t30 t l l T?) t?? lu

I 4 4 3 3 3 I I I 4 I 3 4 4 4 3 I 4 4

2 5 5 5 5 5 0 0 0 3 1 2 3 3 3 3 0 3 3
3 4 4 4 4 4 0 0 0 4 I 3 4 4 4 3 I 4 4

Table IV.t0 : Nombre de franchissements des transitions

La valeur du critère correspondant à la solution obtenue est 40, ce qui signifie qu'il y a

stockage ou rupture durant certaines périodes. Les résultats concernant la production effective

de chaque produit sont donnés dans la table IV.l I ci-dessous. Nous pouvons consrater que la
production totale de chaque type de produit correspond à la demande totale pour ce produit.

Période

Produit I Produit 2 Produit 3
Production Demande Production Demande Production Demande

I 6 6 4 4 4

2 5 ) ) 6 5 2
3 3 3 4 3 4 4

Table IV.l I : Production des produits

Ayant déærminé le nombre de franchissements des transitions, nous pouvons déterminer
la charge totale pour chacune des ressources du système dans chaque periode élémentaire. Ceci
est présenté dans la table IV.l2. Durant chaque période élémentaire nous avons une seule
machine goulot" dont la charge est, pour les trois ffriodes, égale à 43,43 et 39 unités de temps.

Période

Machine

Mr Mu Mr Ma M< Mr
I 34 37 38 43 42 40
2 42 39 3 l 39 43 28
3 38 28 32 39 28 31

Table lV.l2: Charge des machines
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c) Ordonnancement

Pour I'ordonnancement des opération définies dans chacun des périodes nous utilisons

I'algorithme basé sur le recuit simulé. Etant donné que la planification a été réalisée en

considérant une durée de période artificielle de 43 unités de temps, nous disposons ici d'une

marge de deux unités de temps pour éaliser I'ordonnancement (n'oublions que la durée réelle

est égale à 45 unités de temps). Les résultats concernant le temps total de la production dans

chaque ffriode après I'ordonnancement sont :

Pér iode

Temps de fabrication

aorès ordonnancement

43

2 43

3 39
Table IV.l3 : Durées apÈs ordonnancemenl

Les résultats ci-dessus montrent d'une part que I'ordonnancement est réalisable, et d'autre

part que la solution obtenue durant chaque période correspond bien à la solution optimale, car

les durées totales sont identiques aux charges des machines goulots. l-es résultats détaillés de

I'ordonnancement sont présentés sous la forme de diagrammes de Gantt dans la figure IV.I 1.

Ces diagrammes définissent I'ordre et les instants de passage des différents types de produits

sur les rcssources. Par exemple, durant la première période la ressource M1 travaille sur des

produits du type I dans I'intervalle [0,6], ensuite sur des produits du type 3 dans I'intervalle

[6,10], et ainsi de suite.

l l l
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M

M

MI

(a) Période I

O) Période 2

I
(c) Période 3

Vf-|t produir I @ produir 2 l-l Produit 3

Figure IV.l I : Ordonnancement des périodes

IV.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré comment modéliser et évaluer les systèmes de

production non-cycliques. L'évaluation de ces systèmes passe d'abord par la planification à

court tenne, et ensuite par la détermination d'un ordonnancement du plan de producdon obtenu

au cours de l'étaPe Précédente.

M5

M4

IvB

lv8

M2

MI
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La modélisation de ces systèmes consiste, initialement, en représenter la gamme de

fabrication de chaque produit par un RPES. Ce premier modèle sert de support à l'étape de

planification. Par la suite, on introduit les places ressources qui permettent d'empêcher

I'utilisation simultanée d'une même ressource dans plus d'une opération. Ce nouveau modèle

sert de support à l'étape d'ordonnancement.

Pour résoudre le problème de planification nous cherchons à combiner les sous-réseaux

sans conflit extraits du modèle RPES de chaque produit, ce qui introduit un certain degré de

rigidité dans le fonctionnement du système mais, par contre, permet d'assurer que le modèle

possède toutes les propriétés qualitatives qui sont intéressantes du point de vue des systèmes de

production. Les sous-réseaux les plus petits qu'on utilise sont ceux dont I'ensemble des

nansitions est le suppon d'un t-invariant à support minimal. Cependant, on peut envisager

l'utilisation d'autres sous-réseaux obtenus par combinaison de précédents, afin de trouver un

compromis entre la qualité des résultats (i.e. la flexibilité opératoire du système) et la complexité

(temps) de calcul. Pour augmenter les chances de trouver un ordonnancement du plan de

production qui est défini dans cette étape, on réduit artificiellement la durée de la période

pendant les calculs.

Deux méthodes d'ordonnancement ont été mises en Guvre : I'une d'elles est basée sur la

méthode du recuit simulé et I'autre est basée sur la procédure par séparation et évaluation.

Comme nous l'avons montré, la deuxième méthode n'a d'intérêt que dans le cas des modèles de

petite taille. Il est important de rappeler que nous nous contentons en général d'obtenir à cette

étape une solution réalisable, c'est-à-dire une solution dans laquelle le temps total de fabrication

(makespan) est plus petit ou égal à la durée réelle de la periode.

La méthodologie présentée dans ce chapitre a été mise en æuvre sous la forme d'un

logiciel intégré. La description de ce logiciel, ainsi que la validation des résultats sur une batterie

d'exemples, fait I'objet du prochain chapitre.
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Chapitre V

Evaluation des algorithmes

V.L Introduction

læs résultats développés dans le chapine précédent ont été intégrés dans le logiciel

MASP (Modélisation et Analyse des Systèmes de Production), lequel pennet de modéliser et

d'évaluer un système de production non-cyclique. Il a été Éalisé en langage C et sa mise en

æuvre a été faite sur un ordinateur IBM RS6000. I-e choix de cette machine s'impose par le fait
que nous faisons appel à la bibliothèque d'optimisation OSL, qui tourne sur cette machine. Une

description de la structure interne, ainsi que de I'interface utilisateurs de ce logiciel, est donnée

en annexe.

L'objectif de ce chapitre est d'abord de faire une étude des différents algorithmes utilisés

pour l'évaluation d'un système de production non-cyclique. Cene étude perrnettra d'analyser les

performances ct la qualité des résultats fournis par chaque algorithme. Dans un deuxième

æmps, nous réalisons une série complète d'expérimentations afin d'énblir les tailles maximales

des systèmes qui peuvent être naités. Pour la réalisation de chaque étude, nous utilisons le

logiciel sur une batærie d'exemples générés au hasard.

Après avoir décrit la façon dont les exemples utilisés dans les différentes études sont

générés, nous présentons les résultats de trois études comparatives : les deux premières

@ncernent les algorithmes de résolution du problème de planification (i.e. les problèmes ppl et
pp2 pré-ssntés dans le chapitre [V), et la dernière concerne les deux algorithmes proposés pour

la résolution du problème d'ordonnancement (i.e.l'algorithme basé sur la procédure par

séparation et évaluation ainsi que I'algorithme basé sur le recuit simulé). Finalement, dans la

dcmièrc partie, nous appliquons la méthodologie développée à un jeu de dix exemples de tailles

importanæs.
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V.2 Définition des exemples utilisés

Notre but final étant d'évaluer dans sa totalité I'application de la méthodologie que nous
proposons, nous avons cherché dans la littérature des exemples numériques de résolution de
pnoblèmes de planification et d'ordonnancement avec la prise en compte des routages des
produits. N'ayant pu trouver de tels exemples, nous avons décidé de tester notre méthodologie

sur des exemples que nous avons générés nous mêmes (voir ci-dessus). Afin de garder une

certaine cohérence enne les différentes expérimentations que nous menons dans ce chapitre,

nous avons décidé de générer tous les exemples utilisés de la même manière.

Pour générer les exemples, nous avons défini quinze structurcs de gammes de fabrication
qui peuvent représenter le processus de fabrication d'un type de produit donné. [æs modèles

RPES de ces gammes sont donnés dans la figure V.l. Pour obtenir un nouvel exemple de test,

nous réalisons les deux étapes suivantes :
(i) nous choisissons le nombre de types de produits ainsi que le nombre de ressources

utilisées dans le modèle;
(ii) nous affectons au hasard une des structures de gamme de la figure V.l à chaque type

de produit. En même temps, nous affectons une ressource et une durée opératoire à chaque

opération de la gamme (i.e. à chaque transition autre que les transitions d'entrée et de sortie).

L'affectation d'une ressource à une opération, ainsi que la durée opératoire, sont choisies

au hasard. I-es durées correspondent, dans notre cas, à des entiers choisis dans un intervalle

[1,..., 20] unités de temps. Il est clair que même si le même ensemble de gammes est utilisé
pour représenter le processus de fabrication de différents types de produits, il y a de fortes

chances que ces modèles soient différents.

Il est imponant de souligner que tous les RPES représentés dans la figure V.l sont des

réseaux décomposables. Donc, les modèles générés de la manière indiquée ci-dessus sont des

modèles décomposables.

V.3 Etudes comparatives

V.3.1 Comparaison des méthodes de planification

Dans la formulation du problème de planification que nous avons présenté dans le

chapitre précédeng nous avons considéré deux critèrcs d'optimisation : (i) la minimisation de la

somme des coûts de stockage et de rupture des produits et (ii) l'équilibrage des charges des
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machines. Ceci nous conduit à résoudre, respectivernent, un problème de programmation

linéaire en nombres entiers ou un problème de programmation quadratique dans lequel certaines

variables sont des entiers. Pour la résolution du problème associé au premier critère nous

disposons d'une méthode exacte (i.e. une méthode qui fournit la solution optimale), mais nous

avons aussi proposé une heuristique. Le problème associé au deuxième critère n'est résolu

qu'en utilisant une heuristique, pour des raisons que nous avons exposées antérieurement.

tr

trpoF4.{,4}4 
E

t t7

tr

tr

Figure V.l : Structures des gammes utilisées dans les exemples numériques
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Afin de pouvoir juger de la qualité des résultats dans I'un ou l'autre cas, nous faisons

maintenant une étude comparative des méthodes de résolution proposées pour chaque

problème. Pour ce qui concerne le premier critèrc, nous comparons les résultats foumis par la

méthode exacte avec ceux fournis par I'heuristique. La comparaison dans le cas du deuxième

critère est plus difficile, car nous ne disposons pas d'une méthode pour déterminer la solution

optimale. Donc, nous nous contentons de comparer la solution fournie à la fin de I'heuristique

avec la solution obtenue dans le cas où toutes les variables peuvent prendre des valeurs réelles

(cetæ solution donne une borne inférieure de la solution optimale du problème considéré).

Les données de planif,rcation sont choisies au hasard dans les intervalles suivants :

p, . . . ,  l5 l  pour le nombre de produi ts,  [1, . . . ,  l0]  pour les coûts de stockage, et . [5, . . . ,201

pour les coûts de rupture. I-e nombre de périodes ainsi que la durée de celles-ci, sont déhnis en

fonction du type de problème.

V.3.1.1 Premier critère

Comme nous I'avons déjà indiqué, la détermination de la solution optimale du problème

de planification dans ce cas utilise un algorithme basé sur une procédure de type séparation et

évaluation. Cet algorithme fait partie de la bibliothèque d'optimisation OSL. Cependant, nous

avons pu consrater que les temps de calcul liés à I'utilisation de cet algorithme peuvent être très

importants. De plus, dans plusieurs cas, I'algorithme n'arrive pas au bout des calculs pour une

simple question de saturation de la mémoire. Ceci est une conséquence du nombre de

combinaisons possibles des sous-réseaux durant chaque période élémentaire, mais aussi du

nombre de périodes considérées. Même pour des problèmes de petite taille la complexité du

problème peut atteindre des niveaux élevés. En guise d'exemple, dans un problème à trois

produits et dans lequel I'horizon de planification est composé de 5 périodes élémentaires, Ie

modèle de chaque produit étant décomposé en 6 sous-réseaux, nous avons au total 2165

combinaisons possibles des sous-réseaux. Ceci rcnd la détermination de la solution impossible

dans les cas où il faudrait exploiær une bonne panie de l'arborescence.

Cependant, il existe un cas où on est sûr que I'algorithme exact aboutira à la solution du

problème dans des temps raisonnables, même pour les cas où la complexité du problème est

importante. C.eci correspond au cas idéal où la duée des périodes est suffisamment large pour

satisfaire toutes les dernandes prévues durant ces périodes. En effet, la solution en nombres

entiers est identique à la solution du problème en nombres réels, ce qui en règle général est

calculé de manière rapide. Evidement, dans un tel cas la planification n'a pas de sens.

Donc, pour des questions d'efficacité, nous serons amenés à utiliser I'algorithme
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heuristique dans la plupart des cas. L'utilisation de I'algorithme exact reste limité à des

problèmes où la combinatoire n'est pas trop importante. Ainsi, dàhs cette étude nous limitons

I'horizon de planification à trois périodes élémentaires, et nous choisissons des exemples pour

lesquels le nombre de combinaisons possibles n'est pas trop élevé. Pour cela, nous avons

défini deux groupes d'exemples (table V.l) avec les caractéristiques suivantes :.
- le premier groupe (ex. I à 5 dans la table V.l) est composé d'exemples de petits tailles

qui, par conséquent, ne posent pas de difficulté majeure pour I'utilisation de I'algorithme exacr.

I-es exemples de ce groupe utilisent toutes les stnrcnrres données dans la figure V.l.
- le deuxième groupe (ex. 6 à l0 dans la table V.l) conespond à des exemples de grande

taille, mais pour lesquels toutes les gammes de fabrication des produits sont repÉsentés par la

structure numéro 2 de la f igure V.1 (ce qui signif ie qu'on impose qu' i l  n'y ait qu'un seul

routage par produit). Ceci étant, le nombre de combinaisons est égale au nombre de produits

(donc, elle n'est pas très imponante), ce qui nous perrnet de pouvoir traiter ces exemples avec

I'algorithme exact.

Tvoe de modèle I 2 J 4 5 6 7 8 9 l0

Nb. de types de Produits 6 7 7 8 9 20 30 40 50 r00
Nb. de ressources 6 5 7 5 5 l0 r0 20 20 20

table V.1 : Caractéristiques des modèles

Nous traitons trois jeux d'exemples. Chaque jeu est composé d'un modèle de chacun des

types présentés dans la table V.l (soit au total trenre exemples différents).

Les résultats obtenus sont présentés dans la table V.2, où la colonne "rupture totale"

donne la différence (en nombre de produits) entre la somme des demandes et la somme des
productions de chaque produit. Donc, à chaque fois qu'une valeur dans cette colonne est non

nulle, cela implique la rupture d'un ou de plusieurs types de produits à la fin de I'horizon de
planification (i.e. les demandes totales de ces produits n'ont pas pu être satisfaites).

Dans la résolution des problèmes associés à chacun des exemples, nous réduisons le plus
possible la durée des périodes afin d'augmenter la difficulté de résolution. Nous nous arrêtons

soit lorsque I'algorithme exact n'attend pas la solution suite à la saturation de la mémoire, soit

lorsque le temps de calcul est devenu nop important. Dans ce dernier cas, nous interrompons

les calculs.
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Premier ieu d'exemples

Ex Durée de la

Période

Valeur du critère Rupture totale Temps de calcul (s

sol. exactesol. heur. sol. exactesol. heur. sol. exactesol. heur.
I 390 56 æ 4 l zz ,2 l 0,93
z 570 6 l4 2 2 10,E7 1,67
3 480 9 9 0 U , ry l I ,E9
4 rux) 72 72 4 4 600,52 2,54
5 E00 29 30 0 0 236,9E 2,89
6 7U) E9 90 5 5 46,57 | ,97
7 l3u) 56 60 I l 0 10,82 z ,  l 6
E E50 7t) EO 2 3 Z U Z , I J 3,52
I IUX) E5 EE 2E 32 122.35 5,EE
l0 1750 77 77 8 E JJO,d  r 1 5 , 1 ,

(a)

D e uxième i e u d' exemo le s

Ex Durée de la

Période

Valeur du critère Rupture totale Temos de calcul (s

sol. exacte sol. heur. sol. exacte sol. heur. sol. exacte sol. heur.
I 3E0 6 l l 0 2 , 1 6 u,95
z 560 3 t0 0 0 166,20 l , lE
3 40u 4 4 0 0 90,5'l 0,9r
4 750 l 0 t7 0 0 3,02 l ,u4
5 5E0 0 7 0 0 l ,ou l ,z7
6 E20 33 43 5 1 36,64 1 ,26
7 I 140 l 3 14 l 6 t t z l , O U
E r050 6E 6E I3 13 j6, l  z 2.,04
9 l060 30 35 4 I z,u6 2 ,E5
IU zzw 22 z'J 9 IU 1 4 , I t 8,97

(b)

Troisième ie u d' exemples

Ex Durée de la

Période

Valeur du critère Ruoture totale Temps de calcul (s

sol. exactesol. heur. sol. exacte sol. heur. sol. exacte sol. heur.
I 430 2 9 0 2 27,69 t z
z 650 3

.J
U U 36,52 o,79

3 500 5 l 0 0 0 r12.97 I ,4U
4 70u 9 t2 0 U 14,07 1 ,20
5 EEO 4 6 0 zz,E4 0,90
6 9U) 2E 29 E 9 5,27 I ,U )
7 l2u) 67 6E 7 7 33,50 l ,E9
E xx) tz tz 4 4 u,4u 2,13
, lux) 35 36 6 6 l  E , l 0 3,1'J
l 0 1900 47 47 32 33 lg,u5 E, l 5

(c)

table V.2 : Résultats de la Ésolution du problème ppl



Evaluation des algorithmes

Les valeurs moyennes des résultats pÉsentés dans la table V.2 sont données ci-dessous

(table V.3).

Valeurs rnoyennes

Durée de la

oériode

Valeur du critère Ruoture totale Temps de calcul (s)

sol. exacte sol. heur. sol. exacæ sol. heur. sol. exacte sol. heur.

901,40 31,80 34.93 4.83 5.53 85,34 2,72
Table V.3 : Valeurs moyennes des Ésultats de la table V.2

Pour ce qui concerne la valeur du critère, les résultats présentés dans les tables V.2 et V.3
montrent que la méthode heuristique fournit des résultats satisfaisants. La valeur du critère
obtenue en utilisant I'heuristique est en moyenne supérieure de dix pour cent à celle obtenue à
I'aide de I'algorithme exact. Des écarts plus importants sont observés dans les cas où la valeur

du critère n'est pas trop élevée, ce qui est normal car dans ces cas le fait d'avoir une rupture ou
un stockage supplémentaire d'un produit a une conséquence plus imponante sur Ia dégradation
de la valeur du critère.

Comme on peut le constater dans la table V.2, les temps des calculs liés à la méthode
heuristique sont assez faibles (quelques secondes) par rapport à ceux de I'algorithme exact. De
plus, on rcmarque que dans le cas de la méthode heuristique, ces temps augmentent, en général,

de façon proportionnelle à la taille du modèle, tandis que dans le cas de la méthode exacte les
temps de calcul ne peuvent êne associés à aucune loi particulière car il y a des oscillations
brusques d'un cas à I'autre.

On voit bien dans la table V.2 que I'utilisation de la méthode heuristique a tendance à
provoquer une rupture moyenne des stocks plus importante que la méthode exacte, comme
nous I'avons déjà souligné dans le chapitre précédent. Cependant, nous obtenons toujours des
résultats satisfaisants car, dans dix-huit cas sur trente, les résultats des deux méthodes sont
identiques, et il n'y a que trois cas où cette différence est supérieure à une unité. læs valeurs

moyennes données dans la table V.3 perrnettent de vérifier que, dans ce cas, l'écart entre les

deux méthodes se situe également aux environs de dix pour cent.

V.3.L.2 Deuxième critère

Nous faisons dans cette section une étude de la méthode de Ésolution du problème pp2

présenté dans la chapitre IV. Comme nous I'avons dit précédemment, nous cherchons à

comparer la solution obtenue à I'aide de notre algorithme avec la solution en nombres réels du

r2l
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même problème. Nous rappelons que la méthode de résolution mise en place consiste à

tÉsoudre d'abord le problème en nombres réels et, à partir de la solution de celui-ci, à

déterminer la solution en nombres entiers. Donc, à la fin de I'exécution de I'algorithme, nous

disposons de outes les informations nécessaires à notre étude comparative.

Comme dans le cas précédent, nous utilisons dans cette étude trois jeux de dix exemples

ayant les caractéristiques données dans la table V.4. Il existe toutefois une différence importante

par rapport aux exemples utilisés précédemment, dans le sens où il n'y a plus de conrrainte au

niveau de la stnrcture de gamme utilisée pour représenter un produit, i.e. toutes les structures de

gammes sont utilisées car on travaille en réels. L'horizon de planification est fixé à cinq

pÉEiedesl!élne$Lircs.

Tvpe de modèle I 2 3 4 5 6 7 8 9 l0

Nb. de types de Produits 6 7 8 9 l0 20 30 40 50 60

Nb. de ressources 6 5 5 ) l 0 l0 l0 l5 l5 l5

table V.4 : Caractéristiques des modèles

La table V.5 présente les résultats obtenus pour les trois jeux d'exemples, et la table V.6

les valeurs moyennes correspondant à ces Ésultats.

Dans la résolution des problèmes, nous avons réduit progressivement la durée des

périodes jusqu'aux limites à partir desquelles I'algorithme n'arrivait plus à trouver de solution.

I l  ne faut pas oublier que, dans ce cas, les demandes totales des produits doivent

impérativement être satisfaites à la fin de I'horizon de planification, er que si cela n'esr pas

possible aucune solution n'est fournie. En procédant de cette manière, nous augmentons au

maximum la diffrculté de résolution du problème ce qui doit produire de plus grands écans entre

la solution réelle et celle obtenue par notre algorithme.

Comme le montrent les résultats de la table V.6, notre méthode heuristique donne des

résultats qui sont en moyenne dix pour cent supérieurs à ceux conespondants à la solution

réelle. Evidement, cette différence serait plus petite si on avait comparé les Ésultats avec ceux

fournis par une méthode qui donne la solution optimale du problème en nombres enriers.
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Premier ieu d'exemples

Ex Durée de la

Période

Valeur du critère Temps de

calcul (s)solution réelle solution heuristique
I 4ZO 9 , 1 1 9,26 1 ,93
z 54U 2',45 3,O4 3,05
3 l l00 1,4' l 7 ,61 1 ,67
1 7ZO 2,53 2,66 2,94
5 62,0 23,1O 24,63 l y , I U

6 E40 14,31 15,74 74,EO
7 l3u) 12,49 14,62 167,70
t I lo0 2.5,51 26,30 79E,05
9 l4u) 23,E7 25,59 l'339,2'J
l 0 r500 1 7 , l 6 19 ,68 zu)t,45

(a)

Deuxième ieu d' exemples

Ex Durée de la

Période

Valeur du critère Temps de

calcul (s)solution réelle solution heuristioue
I 550 20,24 20,45 4,05
2 1050 9,72 Y , l 6 3,O2
3 l9t) 3 ,95 4,45 5,46
4 780 12'36 l l , 9  t 5 , 7 1
5 550 17,67 r  u ,66 47 ,E |
6 750 1u,06 t2.54 103 .1  I
7 1200 10,61 12,46 172,81
E 1500 19 ,56 22,54 758,47
9 l5u) 6,24 9,42 6 l 2 , Z  l

l 0 2r00 I ,EE 14,9U 16'24,9 t

(b)

Troisième ieu d' exemples

Ex Durée de la

Période

Valeur du critère Temps de

calcul (s)solution réelle solution heuristique
I 450 13,22 13,97 5,43
z 650 5,E4 ) , yd

'2,46

3 4W 2,21 3,43 4,E7
4 650 7,54 6 , U J 1,54
5 4(X) 26,45 29,96 39,30
6 1000 23,O1 23,63 17,4tJ
7 1200 +,4U 5,79

'zu9,4u

U l3(x) 15,79 I  l , l o 893,E0
9 1400 9,ZZ 12,E9 1407,91
l 0 l9(n 21,0E z'J,15 1945,13

(c)

Tables V.5 : Résultats de la Ésolution du problème pp2
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On remarque dans la table V.5 que plus les exemples sont grands, plus l'écart enne la
solution réelle et la solution heuristique est important. N'oublions pas que nous pénalisons la
fonction objectif pour toute rupture et pour tout stockage des produits durant chacune des
périodes, et que cette pénalisation est proportionnelle à la différence entre la production et la
demande de chaque produit (voir chapitre 4). Donc, étant donné que dans le cas réel on peut
avoir des productions fractionnaires, cette pénalisation risque d'êne moins importante que pour
le cas de la solution entière, laquelle est obtenue en tronquant Ia solution réelle. Ainsi, plus on a
de produits, plus cene différence a tendance à augmenter.

Valeurs moyennes

Durée de la
périodd

Valeur du critère Temps

calcul

de

(s)solution réelle solution heuristique

991.66 13,o4 14.43 429.36

Table V.6: Valeurs movennes des résultats de la table V.5

De même, on vérifie une augmentation importante du temps de calcul pour les derniers
exemples de chaque table. Une des raisons de cela est que la préparation des données pour la
résolution du problème avec OSL prend beaucoup de temps. En fait, nous avons pu consrarer
que dans le cas des exemples de tailles plus importantes, presque la moitié du temps de calcul
est dépensé pour cette préparation. Une autre raison est que I'obtention de la solution entière à
partir de la solution réelle demande un certain nombre d'opérations de comparaison qui
consomment d'autant plus de temps que le nombre de produits est important. Ces deux points
nécessitent certainement d'être améliorés.

V.3.2 Comparaison des méthodes d'ordonnancement

Nous faisons maintenant une étude comparative des performances des deux méthodes

utilisées pour la résolution du problème d'ordonnancement, i.e. la méthode basée sur le recuit
simulé (par la suite référencée comme méthode_l) et la méthode basée sur la procédure par
séparation et évaluation (pr la suite référencée comme méthode_2). Pour pouvoir bien mener
cette étude à bien nous allons nous limiter à des exemples de petite taille, car la méthode_2
souffre des mêmes problèmes que la méthode exacte utilisée dans le problème du premier critère
de planification.

Nous appliquons les deux méthodes sur un jeu de trente deux exemples différents (huit

exemples pour chacun des types données dans la table V.7). Comme on peut le constater dans
cette table, nous limitons la taille des exemples à six produits et/ou cinq machines. Cette



Evaluation des algorithmes r25

limitation est dûe au fait que nous nous sommes aperçu qu'une légère augmentation d'une de

ces deux valeurs nous conduisait déjà à des cas où la méthode_Z ne donnait pas de solution.

Tvoe de modèle I 2 3 4

Nombre de tvnes de Produits 3 4 5 6

Nombre de ressources 5 4 5 4

table V.7 : Caractéristiques des modèles

' Les données nécessaires à I'ordonnancement (i.e. le nombre de franchissements de

chaque transition du modèle) sont les résultats de la planification. Pour cela, nous considérons

un horizon de planification composé de cinq periodes élémentaires. Læs demandes ainsi que les

coûts de stockage et de rupture sont générés au hasard. Pour chaque exemple utilisé, nous

ordonnançons la ffriode pour laquelle la charge moyenne des machines est la plus élevée. Nous

avons procédé de cette manière avec I'objectif de rendre la résolution du problème plus

compliquée. Néanmoins, comme nous allons le voir dans le tableau des résultats, on n'a pas

atteint le but souhaité car les problèmes ont été , en général, simple à Ésoudre. Ceci est une

conséquence du faible nombre de produits et de machines dans chaque modèle.

Nous arrêtons les deux méthodes dans tous les cas où on est sûr que la meilleure solution

à été trouvée, i.e. dans le cas où la durée totale obtenue est égale à la charge de la machine

goulot de la période que nous ordonnançons. Etant donné que dans certains cas le temps de

calcul lié à la méthode_2 peut être nès long, nous I'interrompons après un temps raisonnable.

I-es temps de calcul importants sont dûs au fait que la borne inférieure n'est égale à la valeur

optimale du critère que lorsque la solution panielle est presque complète, et pour cela il faut

parcourir une bonne partie de I'arborescence avant de trouver la solution optimale. Dans ce cas,

nous gardons la meilleure solution trouvée (ces cas sont signalés par une étoile dans la table des

résultats).

I-es résultats de I'ordonnancement sont donnés dans la table V.8, qui contient les temps

de production ("makespan") trouvés et les temps de calcul pour chacune des deux méthodes.

I-es rois premières colonnes de cette table correspondent à des données de planification,

rcspectivement, la durée de la période élémentaire, la charge moyenne et la charge maximale

des machines. Les temps de calcul sont en unités de CPU. Dans la méthode_l nous avons

utilisé les paramètres de contrôle suivants : Tg = 100, T; = O,01, Na= 5, Nr = 5, ÂT = 0,95.

Les résultats corespondent à une seule exécution de la méthode.



r26 CHAPITRE V

lrx uuree
oér.

uharge
moYen.

unarge
max.

Méthode I Methode z
makespan temps calcul makespan temps calcul

I 3U) 2,82,2 296 302 3U,05 300 r' 26,63 *
z 3U) z'J6,4 294 297 43,69 z g 7 T 0,20 r

3 300 zzr,2 297 297 0,04 297 0 ,19
4 300 241,O 294 2;94 0,04 294 U , l  Z

5 3U) zz4,z 291) 290 0,40 290 0 ,16
6 300 20E.2 286 2.96 27,O4 296 u,95
7 300 I UU,E 286 2E6 0,09 2,66 0 ,14
E 300 163,6 299 299 0,36 Z99 I , 4 )

(a) Ésultats pour les exemples de type I

lrx Duree
Pér.

unarge
moven.

unarge
max.

Methode I MCthode z
makespan temDs calcul maKesDan temDs calcul

I 300 29r ,5 299 299 u,)  I 299 U,JE
z 3tx) 278,3 299 299 2,25 299 1736,50
3 300 156,5 299 299 0 ,10 299 0,1  3
4 300 257.7 299 305 JU, ) J 303 r' u,/. I
5 300 z3z,z 294 296 28,28 296 0.E r
6 300 258,7 300 300 3[X] 562,42

7 300 zzE,5 297
'J02 28,41 307 * 0,26 *

E 300 259,2 298 29E 0 ,51 29E u,Jy

(b) résultats pour les exemples de type 2

l!x Duree
oér.

unarge
moYen .

unarge
max.

Méthode I Methode Z
makespan temps calcul makespan temps calcul

I 320 25t .4 3 lE 316 E,60 3 lE z 6 2 , l o
z 32;0 272,2 317 317 u,ô4 317 0,39
3 320 30E,4 313 3r3 U, I  E 313 211.97
4 320 23E.2 3rE 3 lE 45,O4 319 # 0,29 4

5 321) z) l ,z .JZU 320 0,52 3ZO 0,54
6 320 zl4,u 3 lE 3 lE 3,50 319  Ë 2312.52 #
7 320 25E,0 30E 308 0,30 308 J ,39
t .JzU zyo,u 312 316 60,97 326 ï 2450.62 *

(c) résultats pour les exemples de type 3

lgx DUree
oér.

unarge
moyen.

unarge
max.

Methode I Méthode 2
makespan temps calcul makespan temDs calcul

I 550 +44,1 542, 542 2 1 , 6 5 5E2 r' 774,57 I

z 550 521,7 550 550 l , 3E 550
'2,56

3 550 506,7 540 540 0,10 540 0,63
4 550 543.0 550 550 3,95 550 1,9 '3
5 550 529,2 542 542 u,) / 542 2.4E
0 550 496,5 549 556 73,36 553 76,34
7 550 535,0 550 550 4 ,17 550 14,J9
E 550 421,5 546 546 o,29 546 z,o9

(d) résultats pour les exemples de type 4

Table V.8 : Résultats de I'ordonnancement
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Comme nous pouvons le constater dans la table V.8, dans la presque totalité des cas la

méthode_l obtient les mêmes valeurs pour le "makespan" que la méthode_2, et il n'y a que

deux cas où les résultats de la méthode_2 sont meilleurs. Pour ce qui concerne les temps des

calculs, on constate que ceux-ci peuvent être assez longs dans le cas de la méthode_2, même

quand on considère des petits exemples. Cependant, on ne peut pas dire qu'une méthode soir

supérieure à I'autre, car dans la moitié des cas la méthode-l est la plus performante, et dans

I'autre moitié c'est la méthode_2 qui I'est. Ceci étant, on peut conclure que pour des petits

exemples I'utilisation d'une ou de l'autre méthode est sans conséquence. Evidement pour des

exemples plus importants nous serons contraints à utiliser seulement la méthode_I.

Il est important de souligner ici que normalement on n'effectue que I'ordonnancement sur

la première période, car on se place dans le contexte d'un horizon glissant. Dans ce cas, on

recalcule la planification à chaque début de période en prenant en compte les demandes qui

n'ont pas pu être satisfaites dans la periode précédente et les nouvelles demandes. Pour cela, on

rajoute à chaque fois une ffriode supplémentaire à la fin de I'horizon de planification de façon à

ce que celui-ci soit toujours constant.

V.4 Applications numériques

Nous consacrons cette section à une évaluation complète (planif ication plus

ordonnancement) d'un jeu de dix exemples de tailles importantes. Cette évaluation va nous

permettre de vérifier les performances des algorithmes dans des cas généraux. Au niveau de la

planificaûon nous considérons comme critère d'optimisation la somme des coûts de stockage et

de rupture, et nous utilisons la méthode heuristique pour la résolution du problème. Pour

I'ordonnancement de chacune des périodes nous urilisons la méthode basée sur le recuit simulé.

Nous supposons que I'horizon de planification pour chacun des exemples considérés est

compo# par cinq périodes élémentaires. Pour chaque exemple, nous avons choisi une durée de

période élémentaire sufFrsamment petite pour saturer la machine la plus lente. Nous considérons

aussi que I'ordonnancement d'une période est un succès si la durée totale après

I'ordonnancement ne dépasse pas une quantité dix pour cent supérieure à la durée de période

considérée au niveau de la planification.

I.es demandes de chaque type de produit ainsi que leurs coûts de stockage er de rupture

sont aussi tirés au hasard selon les intervalles suivants :

demandes: [, 15] ;

r27

coûts : l l ,  l0 l .
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La table V.9 donne les caractéristiques des dix exemples tests que nous utilisons, ainsi

que le nombre moyen d'opérations dans chacune des gammes de fabrication qui sont utilisées

dans chaque exemple. Dans la table V.l0 nous détaillons ces exemples en présentant le nombre

de fois que chaque type de structure de gamme de la figure V.l apparaît dans chacun des

exemples.

La table V.ll donne les résultats de la planification. Dans cette table, nous donnons la

durée de période utilisée, la valeur du critère, la charge moyenne de la machine goulot dans les

cinq périodes considérés, et le temps des calculs. Toutes les unités de temps sont en secondes.

Comme nous pouvons le constater dans cette table, les temps de calcul augmenrcnt de façon

significative quand on passe du premier au dernier exemple. Cependant, ces temps sont encore

Exemple I 2 3 4 5 6 7 8 9 l0

Nb de produits l0 l5 20 25 30 35 40 45 50 60

Nb de ressources 10 l0 l0 l0 l0 l5 l5 l5 l5 20

Longueur moyenn(

de la gamme
5,30 5,93 5,40 5,36 5,40 5,48 5,55 5,75 5,70 5,93

Table V.9 : Définition des exemples

Exemple Numéro de la structure de gamme

I 2 3 4 5 6 7 8 9 r0 l l t2 l 3 l4 l5

I I 2 0 I 0 I 0 I I 0 I 0 0 I I

2 0 I 0 0 I I J 5 0 I I I 0 0

3 I 3 0 I 3 0 0 3 0 0 2 2 3 0 2

4 2 3 0 I 3 3 3 0 2 0 0 2 3 2

5 I 2 I 3 3 3 I 4 4 I I I 3 2 0

6 3 4 2 I 3 4 3 I 3 2 I 3 0 2 3

7 I 6 5 4 2 3 I I f 4 I a
J 2

8 4 2 2 0 I 6 3 5 5 4 3 3 3 4 0

9 3 3 3 3 2 6 4 4 3 4 I 3 5 2 4

l0 4 I 7 3 I 3 5 3 5 6 4 5 4 3 6

Table V.l0 : Nombre de fois que les structures apparaissent dans les exemples
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raisonnables pour la taille des problèmes auxquels ils correspondent.

Néanmoins, deux facteurs peuvent influencer directement les temps de résolution du
problème de planification associé à un exemple donné : (i) le nombrc de périodes qui composent

I'horizon de planification, et (ii) la durée de chaque période. En modifiant I'un ou I'aurre de ces

deux paramètres on peut rendre la résolution du problème de planification plus ou moins

difficile, ce qui par conséquent donnera des temps de calcul différents. On a pu constater pour

I'ensemble des exemples utilisés, que seul le changement de la durée de la période peut

provoquer des différences importantes dans la duÉe des calculs. En guise d'exemple, si I'on

fixe une durée de periode égale à 3000 pour I'exemple numéro dix de la table V.l 1, le temps de

calcul est réduit à 48 s au lieu des 123 s obtenus avec une durée égaleà 1270.

PLANIFICATION
Ex. Durée de

la période
Valeur du

critère

Charge moyenne de la

machine goulot

Temps de

ca lcu l

I 710 2 648.8 3

2 870 l9 864.0 4

3 830 20 827.2 9

4 950 3 l 948.2 2 l

5 1300 237 1293,2 20

6 1000 27 994.8 29

7 1200 a
J 1197,6 28

E 1050 44 r048,6 89

9 1400 2 l r396.4 48

r0 r270 t7 1268,8 r23
Table V.l I : Résultats de la planification

Les résultats obtenus dans l'ordonnancement sont présentés dans la table V.12. Nous
n'avons donné dans cette table que le résultat de I'ordonnancement de la première période, car
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comme nous I'avons expliqué précédemment, on est dans le cas d'un horizon glissant. On
constate que dans certains cas les temps de calcul sont assez faibles, tandis que dans d'autres
cas ces temps deviennent très importants. Ceci est dû au fait que nous interrompons I'exécution
dc la méthode d'ordonnancement dès que la meilleure solution correspondant à la période en
question a été trouvée. Donc, cette différence de temps s'explique par le fait que dans certains
cas la solution a été trouvée presque toute de suite et que, dans d'autres cas, il aura fallu aller
jusqu'à au bout du processus du recuit simulé pour déterminer cette solution.

Nous tenons à préciser que pour la plupart des exemples la valeur du "makespan" est
identique à la charge de la machine goulot dans la période considérée. Aussi, tous les Ésultats
pÉsentés dans la table V.l2 correspondent aux rÉsultats obtenus dans la première utilisation de
I'algorithme d'ordonnancement, car ces Ésultats étaient déjà plus petits que la durée maximale
admissible.

On a pu constater une nette détérioration des perforrnances de la méthode basée sur le
recuit simulé avec I'accroissement de la taille du problème (voir, par exemple, I'exemple
numéro huit). Ceci n'est pas surprenant compte tenu du fait que dans cette méthode nous
utilisons la simulation du modèle comme base de la détermination d'un ordonnancement. Donc,
il est normal d'avoir des temps de calcul plus imponants au fur et à mesure que la taille du
modèle croît. Il ne faut pas oublier que le temps de calcul dépend aussi des valeurs des
paramètres utilisés dans le recuit simulé, lesquels déterminent le nombre total de simulations qui
seront réalisês dans chaque utilisation de la méthode.

Il est imponant de rappeler que nous nous contentons, en général, d'obtenir une solution
réalisable. Cependant, afin de pouvoir faire une analyse correcre des performances de la
méthode d'ordonnancement, nous avons laissé I'algorithme se dérouler jusqu'à son arrêt
naturel.

læs résultats que nous venons de présenter pour I'ensemble des exemples montrent bien
les points faibles et aussi les limitations des algorithmes utilisés. Néanmoins, il est diffîcile de
fixer des limites pÉcises concernant I'application de I'ensemble des algorithmes, car il existe
plusieurs facteurs qui peuvent modifier leurs perforrnances. Nous avons vu que du côté de la
planification I'algorithme est efficace et on peur envisager le traitement de problèmes de plus
grande taille que ceux qui sont utilisés dans nore étude. La principale limiration vient donc de
I'ordonnancement, où on risque d'avoir des temps de calcul assez importants.
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ORDONNAT\ICEMENT
Exemple Durée de l 'ordonnancement

(makespan) de la première période
Temps de

calcul (s)

I 479 I

2 8& I

3 829 844

4 996 29

5 1294 2

6 996 40

7 r200 356

E 1050 2902

9 1400 5

r0 t270 845

Table Y.l2 : Résultats de I'ordonnancement

V.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait une étude des performances des différents algorithmes

utilisés pour l'évaluation du modèle. L'objectif a été d'une part de comparer les résultats fournis
pour chacun d'eux, et d'autre part d'établir les limites concernant leur application.

Nous avons vu qu'au niveau de la planification les méthodes heuristiques proposées

donnent des résultats satisfaisants avec des temps de calcul assez faibles, er donc qu'elles sont

applicables à des problèmes de taille importante. Les limitations se situent surrour à niveau de

I'ordonnancement. La seule méthode possible dans le cas des problèmes de grandes tailles est

celle basée sur le recuit simulé.
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Conclusion

VI.l Description du travail

Comme nous l'avons vu dans le chapine I, on peut séparer les systèmes de production

selon la manière dont la production est organisée en deux types : les systèmes qui fonctionnent

de manière cyclique (répétitive) et les systèmes qui fonctionnent de manière non-cyclique
(non-répetitive). De nombreux travaux ont été consacrés à I'utilisation des réseaux de Petri dans

la modélisation, I'analyse et l'évaluation des systèmes de production cycliques. Comme nous

I'avons montré dans le chapitre III, ces systèmes peuvent être modélisés à I'aide des graphes

d'événements, dont les propriétés ont permis de dégager des résultats importants concernant le

fonctionnement des systèmes qu'ils modélisent. En particulier, les résultats obtenus pour ces

systèmes, tant en ce qui concerne le cas déterministe ou le cas stochastique, permettent de

calculer et d'optimiser les performances du système dès qu'un ordonnancement est donné. [æ

problème de détermination de I'ordonnancement est toujours NP-difficile pour ces systèmes,

mais des heuristiques ont été développées qui permettent d'obtenir un bon ordonnancement.

Nous nous sommes intéressés, dans cette thèse, à I'utilisation des réseaux de Petri pour /a

nudélisation et l'évaluation des systèmes de production non-cycliques. A cet égard, I'intérêt

essentiel de notre démarche est d'avoir pu proposer une méthodologie fondée sur I'utilisation

d'un même type de modèle à toutes les étapes de l'étude, et d'avoir développé des Ésultats qui

sont entièrement basés sur la structure des modèles physiques. Nous avons abouti au

développement d'une méthodologie efficace et peu contraignante de modélisation et

dévaluation des systèmes non-cycliques qui, en plus, permet de garantir cenaines propriétés

qualitatives du modèle . Comme nous I'avons vu, l'évaluation du modèle passe dans ce cas par

réalisation d'une planification à court terme et d'un ordonnancement.

générale
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Un premier travail a consisté à définir et à étudier les propriétés qualitatives d'une

nouvelle classe des réseaux de Petri : les RPES (Réseaux de Petri avec des transitions d'Enuée

et de Sortie). Dans cette étude, nous nous sommes concentrés sur les propriétés qualitatives qui

sont demandées lorsque des systèmes de production sont concernés. En particulier, nous avons

donné les conditions pour que le RPES soit vivant, borné et réversible. Cette nouvelle classe

permet de modéliser le fonctionnement d'un système de production non-cyclique. Une étude

approfondie a permis par la suiæ de définir les caractéristiques que doivent vérifier les modèles

RPES pour qu'on puisse, d'une part, utiliser ce modèle dans la résolution des problèmes de

planification et d'ordonnancement, et d'autre part, assurer les bonnes propriétés qualitatives du

modèle. Ceci a conduit à la definition et à I'utilisation des RPES qui sont décomposables en des

sous-réseaux sans conflit (RPES sans conflit).

En ce qui concerne Ia modélisation, notre démarche repose sur deux hypothèses

essentielles : (i) le système est décrit à partir de la définition des ganunes de fabrication de

chaque type de produit, (ii) les durées operatoires sont déterministes.

En ce qui concerne l'évaluation du modèle, nous avons d'abord montré comment le

problème de planification à court-terrne est résolu en combinant I'ensemble des sous-réseaux

extraits du modèle RPES représentant le système de production. L'approche que nous avons

utilisee pour résoudre ce problème impose une certaine contrainte au niveau de la flexibilité

opératoire du système, mais en contrepartie perrnet de contrôler facilement le système. Pour la

résolution du problème de planification, nous avons montré que I'utilisation des méthodes

heuristiques que nous avons mises en place fournit des résultats satisfaisants. Dans le cas de

I'ordonnancement, deux méthodes heuristiques ont été mises en place, lesquelles sont basées

sur la structure des modèles réseaux de Petri. Cependant, en pratique, nous avons pu constater

que seulement I'une d'entre elles peut êue utilisée dans le cas général, car I'autre ne peut être

appliquée qu'à des problèmes de petite taille.

Une série d'expériences nous ont permis d'étudier les performances de toutes les

méthodes (exacæs et heuristiques) que nous avons utilisées au cours des étapes de ce ravail. En

plus, nous avons réalisé une évaluation complète d'un batterie d'exemples ayant des tailles

importantes afin de pouvoir tirer quelques conclusions concernant les limites pratiques

d application des résultats.

Enfin, comme prcduit final de ce travail, nous avons mis en place un logiciel dans lequel

nous avons intégÉ tous les algorithmes que nous avons développés dans le cadre de cette thèse.

Afin de faciliter I'utilisation de ces algorithmes, ce logiciel a été habillé d'une interface basê sur

un système de fenêtrage, ce qui rends son utilisation très agréable.
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Vl.z Directions de recherche

Par la suite, nous proposons deux axes de recherche que nous jugeons intéressants

dapprofondir dans la suite de ce travail. Nous précisons que ces suggestions portent sur des

points précis de notre étude, et non sur la continuation de la mise en æuvre de la méthodologie

générale de modélisation des systèmes de production que nous avons pÉsentée dans le chapitre

I. Cetæ méthodologie est en cours de développement.

Comme nous I'avons vu dans le chapine V, ce sont les méthodes d'ordonnancement qui

induisent les limitations les plus importantes pour la taille des modèles à rraiter. En d'aurres

termes, nous avons pu constater à ce moment là que les temps de calcul de la méthode

dordonnancement utilisée (i.e. celle basée sur le recuit simulé) deviennent importants quand on

considère des exemples où le nombre de produits est significatif. Donc, si I'on a le soucis

d'utiliser la méthodologie développée dans des cas réels où le nombre de produits peut être très

importang il est necessaire de développer nouvelles heuristiques plus performantes au niveau de

I'ordonnancement qui tirent un meilleur profit de la structure des réseaux de Petri. Dans ce

sens, nous pensons que I'approche basée sur la détermination d'un chemin critique que nous

avons introduite dans le chapitre IV donne une bonne direcrion de recherche.

Nous avons basé none étude sur I'utilisation d'un modèle simplifié du système, lequel est

dérivé de la structure des gammes de fabrication. Ce modèle, même sous une forme simplifiée,

à le mérite de préserver les caractéristiques fondamentales du fonctionnement du système. Une

étude théorique reste donc indispensable afin de pouvoir considérer un modèle plus détaillé, et

dans ce sens, notre deuxième suggestion concerne la prise en compte dans le modèle des

moyens de transport. Il est clair que rien que cela entraîne une difficulté supplémentaire

importante, laquelle est la présence de boucles dans le modèle.

Nous concluons en disant que nous pensons avoir montré que notre approche esr

efficace. De plus, nous croyons que la méthodologie développée va dans le sens des pratiques

couramment utilisées dans le milieu industriel, et donc que logiciel mis en place peut rouver des

débouchés dans les entreprises.
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Annexe

Le logiciel MASP

4.1 Description du logiciel

A.1.1 Structure du logiciel

læ logiciel MASP est composé essentiellement de nois parties, comme indiqué dans
figure A.l ci-dessous.

La partie "interface utilisateurs" est responsable de I'interaction avec I'utilisateur, tant
pour ce qui concerne la saisie des données nécessaires au fonctionnement du programme, que
pour la présentation des Ésultats. Un système de fenênage est à la base de cet interface, ce qui
rpnds I'utilisation du programme simple et conviviale. Ce système de fenêrage à été développé
cn langage TCL et en utilisant I'ensemble de "widgets" TK [Ousrerhout 93]. Il est importanr de
souligner ici que I'intégration des procédures écrites en langage TCL dans le programme écrit
en langage C se fait aisément, car toutes le commandes du langage TCL ont elles mêmes été
écriæs en langage C.

Figure A.l : Organisation du logiciel MASP
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La partie "définition et analyse du modèle" contrôle toutes les opérations relatives à la

modélisation. En plus des procédures de définition et de sauvegarde du modèle, on trouve dans

cette partie les procédures utilisees pour la vérif,rcation de la décomposabilité du modèle et pour

I'obtention des sous-réseaux utilisés dans la planification.

La partie "évaluation du modèle" contient les procédures utilisées pour la résolution des

problèmes de planification et d'ordonnancement.

Dans le paragraphe A.2, nous présentons I'ensemble des procédures qui composent le

logiciel ainsi que les liens existant entre elles.

A.L.z Fonctionnement du logiciel

I-e menu principal du logiciel MASP comporte les options suivantes :

. définir le modèle

. voir le modèle réseaux de Petri

. voir les résulrats de la décomposition

. lancer la planification

. lancer I'ordonnancement

. quiner le

Ces options sont activées au fur et à mesure du déroulement du programme. Initialement seules

les options "définir le modèle" et "ouitter le orogramme" sont actives. Une fois ou'un modèle a

été défini, les options "yoir le modèle réseaux ", "voir les résultats de la décomposition"

et' '@''Sontàleurtouractivées.L'option.' lancerl 'ordonnancement' 'neSera

activée qu'après la résolution du problème de planification. Nous examinons chacune de ces

options dans la suite.

Pour la définition du modèle I'utilisateur a le choix enre déclarer un nouveau modèle ou

Écupérer un modèle antérieurement déclaré et stocké dans un fichier. Le modèle peut être

déclaÉ de deux façons :
(i) en décrivant les gammes de fabrication de chaque rype de produit ;
(ii) en introduisant dircctement les modèles réseaux de Peri correspondants à chacune de

ces gammes.

La déclaration d'une gamme de fabrication est réalisée à panir de la description des
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opérations élémentaires de la gamme et de la définition des liens existants entre ces opérations.

Par exemple, si la g:rmme de fabrication d'un produit P; est donnée par :

Pi : M1(3) -r M3(2)

nous allons définir trois opérations élémenraires, respectivemenr 01 (M r (3)), Q (Mz(8); Ms( 1 );
M4(5)) et Or (Mr(2)), et ensuite définir les liens entre ces opérations en disant que I'opération
01 précéde I'opération o.2etque02 précéde 03. Au même temps on définit les en-cours
existants entre chaque opération et les opérations précédentes. Dans le cas où une opération O;
est precédée par plus d'une opération, I'utilisateur doit aussi définir s'il agit d'une opération
d'assemblage ou non. A la fin de la déclaration le orogramme génère automatiouement les
modèles réseaux de Petri associés à chacune des gammes.

L'introduction des modèles réseaux de Petri est faite de manière similaire au cas
précédent. Pour cela, il faut définir pour chaque modèle :

- le nombre de places et de transitions ;
- le marquage initial de chaque place ;
- la temporisation de chaque transition, ainsi que Ia ressource correspondante ;
- les transitions d'entrée et de sortie de chaque place.

lorsque le modèle a été défini, il est automatiquement sauvegardé dans un fichier. Ensuite
le programme vérifie s'il agit d'un modèle décomposable, et si ceci n'est pas le cas, le
programme envoie un message d'erreur. L'utilisateur peut dans ce cas innoduire un nouveau
modèle ou quitter le programme.

L'option "yotmodèle réseaux de Petri" permet de visualiser la description du dernier
modèle introduit par I'utilisateur. [æ modèle est toujours présenté sous la forme des Éseaux de
Petri, même s'il a été défini à panir de gammes de fabrication. De même, le choix de I'option
"yoir résultats de la décomposition" permet de visualiser I'ensemble de sous-Éseaux sans
conflit extraits du modèle. Ces options utilisent une fenêtre texte pour la présentation des
données.

Lecho ixde l 'op t ion ' '@i .@. , 'en t ra îne l 'ouver tu red 'unmenuoù l

I'utilisateur choisit le critère à optimiser ainsi que la forme sous laquelle les données de la
planification sont introdtites. Deux options sont possibles : prendre ces données dans un fichier
ou les introduire à I'aide du clavier. Dans le premier cas, I'utilisateur est amené à choisir le

fMrrsl)

[Y;ll]J-
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f,rchier contenant les données. Dans le deuxième cas, une zone de dialogue perrnet de les
innoduire progressivement : d'abord on spécifie le nombre et la durée des périodes, ensuire on
introduit les demandes pour chaque type de produit à la fin de chaque ffriode élémentaire, ainsi
que les coûts de stockage et de rupture. Si cette option a déjà été utilisée auparavanr, les
données définies antérieurement sont affichées afin que I'utilisateur puisse les modifier ou non.

L'option "lancer I'ordonnanc " fait apparaître un menu où I'utilisateur peut choisir la
periode à ordonnancer ainsi que la méthode à utiliser. Iæ choix de la periode à ordonnancer peur

être quelconque. Une fois I'ordonnancement d'une période terminé, I'utilisateur a le choix enne
relancer I'ordonnancement de la même période (en changent la méthode, par exemple), de

lancer I'ordonnancement d'une autre période, ou de retourner au menu principal du programme.

Les données ainsi que les résultats obtenus dans les différentes étapes du progreunme sonr

sauvegardées dans un fichier de Ésultats. Ce fichier contient quatre parties : la description du
modèle, les résultats de la décomposition, les résultats de la planification et les résultats de
I'ordonnancement. Dans ce fichier ne sont stockés que les derniers résultats obtenus au cours
des différentes étapes. [æ relancement d'une option entraîne I'effacement des données relarives

à cetæ option. Par exemple, la définition d'un nouveau modèle implique que routes les données

du fichier sont effacées ; si on relance la planification, seules les données relatives à la
planification et à I'ordonnancement sont effacées.

L.2 Description des procédures uti l isées

Les procédures uti l isées dans le logiciel MASP ont été reparties dans six fichiers
différents, à savoir : masp.c, det_cfio.c, calc_inv.c, planif.c, ordon.c, uti l.c. De
plus, i l  existe un ensemble de fichiers correspondants à I ' inrerface graphique, lesquels
contiennent du code écrit en langage TCL. Nous donnons dans ce qui suit I'architecture du
logiciel. l,a figure A.2 plesenrc I'arbre des appels entre les différentes procédures utilisées qui
illusue les liens qui existent entre les procédures. Nous donnons le rôle de chaque procédure
ainsi que la description de chacun de ses paramètres. Pour cette présentation, nous organisons
les procédures selon le fichier d'où elles fonr partie.
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declarer_modele --> createlrn

_modeleln

lire_modele

planification2

r*
recuit_simule -+T-->
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lire_comentaire
lire_string_clavier
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lire_double
createJn

f+ lire-comentaire
I ire-modele4n ++-> I ire-entier

t+ lire double
actualiser_variables

recompose-cnos -.+|+ ver-si-cfi o

verifier-consistance 
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Figure A.2 : Arbre d'appel des procédures du logiciel
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4.2.1 Procédures rangées dans le fichier masp.c
void lire modele (fichier)
Objet: lireîans un fichier la description d'un modèle représenté à panir des gammes de

fabrication.
Paramètres : - fichier: nom du fichier contenant le modèle.

void lire modele_pn (fichier)
Objet: lireîans un fiîhier la description d'un modèle repÉsenté à panir des réseaux de Petri.
Pararnètres : - fichier: nom du fichier contenant le modèle.

void declarer modele 0
Objet: déclarer-un nouveau modèle à partir de la description des gammes de fabrication des

produits, et sauvegarder le modèle dans un fichier (le nom du fichier est demandé à
I'utilisateur)

Paramètres : - aucun.

void declarer modele_pn 0
Objet : déclarerÏn nouveîu modèle à panir de la description des modèles réseaux de Petri, et

sauvegarder le modèle dans un fichier (le nom du fichier est demandé à I'utilisateur).
Paramètres ; - aucun.

void definit ion .donnees_planif (critere, opt, nom_fich)
Objet : réaliser la &finition dël donnees pour le prôblème dJplanification.
Paramètnes : - critere: critère choisi ;

- opt : indique si les données seront innoduites (opt=O) ou lues dans un fichier
(oPt=l ; ;

- nom_.fich: nom du fichier contenant les données pour le cas où opr=O.

yoid prep_donnees_recuit (pt_sol, per, nb_invar)
Objet: pÉparer les données pour le recuit simulé.
Paramètres : - pt_sol : tableau contenant le résultat de la planification (i.e. les coefficients

indiquant le nombre de fois que chaque sous-réseau est utilisé) ;
- per: periode à ordonnancer;
- nb_invar: nombre total de sous-Éseaux du modèle.

void actualise nb_franchissements (pt_sol, per, nb_invar)
Objet: détermine-r le-nombre de franchissêm-ents cie chaquê rransition durant une période

donnée.
Paramètres : - pt_sol: ubleau contenant les résultats de la planificarion ;

- per: période considéée;
nb_invar: nombre total de sous-réseaux du modèle.

void ajuste_prod (sol, ninv, j)
Objet : vérifier si on peut produire quelques produits supplémentaires dans une périocie

donnée. Cette procédure est utilisée dans I'heuristique de résolution du problème de
planification où le critère correspond à la somme des coûts de stockage et d-e rupture.

Paramèties : - sol: tableau contenant lés résultats de la planificarion ;
- ninv: nombre total de sous-réseaux du modèle ;
- j : période considérée.

void sauve_resultats (fich)
Objet: s,auve[arder la description du modèle et les résultats de la décomposition de celui-ci

dans le fichier des résultats.
Paramètres : - fich: nom du fichier où sauvegarder les Ésultats;
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int actualiser variables 0
Objet : actualisc:r variables internes du programme.
Pararnètres : - aucun.

int verifier_consistance (cfio, fichier)
Objet : vérifiêr si un sous-réseau sans conflits extrait du modèle est consistent.
Paramètnes : - cfio: stnrcturc contenant la description du sous-réseau ;

- fichier: nom du fichier où sont stockés les t-invariants du sous-Éseau.

int check union (pnl)
Objet: vérifier si I'union des sous-réseaux sans conflit extraits d'un modèle couvre le reseau.
Paramères : - pnl : structure contenant la description du modèle (RPES) correspondant à un

produit.

void create_pn (tb_gamme, npt, ntt, k, nop)
Objet: créer le modèle réseaux de Perri associé à un produit à partir de la

gamme de fabrication.
Paramètres : - tb_gamme : structure contenant la description de la gamme

poduit;
- npt : nombre total de places déjà utilisees dans le modèle global ;
- ntt : nombre total de nansitions déjà utilisées dans le modèle global
- t : indice du produit ;
- nop : nombre total d'opérations de la gamme.

L.2.2 Procédures rangées dans le fichier det cfio.c

int decompose_cfios (pnl)
Objet: extraire tous les sous-réseaux maximaux sans conflits du modèle RPES décrivant la

gamme de fabrication d'un produit.
Paramètnes : - pnl : structure contenant la description du modèle RPES du produit.

int det_seq_trans (pn2, ligne, pos)
Objet: déterminer tous les ensembles maximaux composés de transitions qui ne sont pas en

conflit. Cette fonction est utilisée avant la décomposition du mbdèle et eile est
récursive.

Paramèues : - pn2: structure contenant la description du modèle RPES d'un produit ;- ligne: indique la ligne de Ia matrice d'incidence considérée dais chaque appel
de la fonction ;

-pos : inlique la position actuelle de lecture du tableau conrenanr les places qui
possèdent plus d'une transition de sortie dans le réseau.

int ver_si_cfio (matrl, n_ligne, n_col)
Objet: véîfiler si le sous-réseaI o-btenu eît un sous-réseau sans conflit.
Paramètnes : - matrl : matrice d'incidence du sous-réseau ;

- n_ligrc: nombre de lignes de la matrice d'incidence du sous-réseau ;' n col: nombre de colonnes de la matrice d'incidence du sous-réseau.

A.2.3 Procédures rangées dans le fichier calc_inv.c

void calc_inv (matr, np, nt, entree, sortie, n_sort, fichier)

description de sa

de fabrication du
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Objet: décomposer un sous-réseaux maximal sans conflit en des sous-réseaux dont les
transitions correspondent au support d'un t-invariant à suppon minimal.

Paramètres : - mot: matrice d'incidenCe du sous-Éseau maximâl-:
- 4p : nombre de lignes de la matrice d'incidence du sous-réseau maximal ;- nl : nombre de colonnes de la matrice d'incidence du sous-Éseau ma,ximal ;- entree : tableau identifiant les transitions d'entrée du sous-réseau maximal :'softie : tableau identifiant les transitions de sortie du sous-réseau maximal :
- n_sort : nombre de transitions de sortie du du sous-Éseau maximal ;-fîchier-: 

-no-m du fichier où sont stockés les t-invariants à supporr minimal
associés à chacun de sous-réseaux obtenus après la décomposidôir.

void
Objet:

void find-net (matrl, npl, ntl, pos, f ichl)
pbjet:. extraire un sous-téseau correspondant au suppon d'un t-invariant à suppon minimal.
Paramètres : - matrl : matrice d'incidence du sous-dseau maximal ;- ttpl : nombre de lignes de la matrice d'incidence du sous-rÉseau maximal ;- ntl : nombre de colonnes de la matrice d'incidence du sous-réseau maximal :

- pos ; colon-ne correspondant à la rransition de sortie à partir de laquelle on
commence Ia rccherche ;

- ftchl : nom du fichier où stocker le t-invariant associé au sous-réseau obtenu.

void test_net (matrl, npl, ntl, net, f ich2)
Objet: vérifier si les transitions du sous-réseau obtenu sont le support d'un t-invariant à

suppon minimal.
Paramètres : - matl : matrice d'incidence du sous-Éseau maximal ;- npl : nombre de lignes de la matrice d'incide nce du sous-réseau maximal ;- ntl : nombre de colonnes de la matrice d'incidence du sous-réseau maximal ;- net: structure pour sauvegarder le sous-réseau ;- fîchl : nom du fichier où stocker les t-invariants associés au sous-réseau

obtenu.

cod_st_base (ntl, trs, cod)
associer un nombre entier (un code) à chaque sous-réseau. Ceci sert a faciliter la
comparaison des sous-réseau x..

Paramènes : - ntl : nombre de transitions du sous-réseau :
- trs : tableau contenant I ' identif ication des transit ions appartenant au sous-

réseau ;
- cod: tableau contenant le code associé aux sous-réseaux déjà obtenus.

4.2.4 Procédures rangées dans le fichier planif.c
int planificationl (sol, nb invar)
Objet: résoudre le problème dJplanification dans le cas où le critère correspond à la somme

des coûts de stockage et de rupture : solution exacte.
Paramètres : - sol: pointeur du tableau pour la sauvegarde des résulrats

- nb_invar: nombre total de sous-réseaux (t-invariants) utilisés.

int planification2 (sol, nb invar)
Objet: {souprc le problème delplanification dans le cas où le critère correspond à I'equilibrage

des charges des machines.
Paramètes : - sol: pointeur du tableau pour la sauvegarde des résultats ;- nb_invar: nombre total de sous-réseaux (t-invariants) utilisés ;
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int. planification3 (sol, nb_invar, ind_per)
Objet: résoudre le problème de-planificatioi-'dans le cas où le critère correspond à la somme

des coûts de stockage et de rupture : solution heuristique (Éelle).
Paramètres : - sol: poinæur du tableâu pour la sauvegarde dès Ésurtats ;- nb _invar: nombrc total de sous-réseaux (t-invarians) utilisés ;- intlSer: première Ériode considérée dans la planifiéation. 

- '

int. planification4 (sol, nb_invar, mat-chg, tb-prod, tb_dem)
Objet : ré-sgupre le. problème dë placement ile pioduii-s'aans'unelpérioâe. Cette fonction est

utilisée conjointemenr avec la procédure précédente.
Paramètrres : - sol: poinæur du tableàu pour la 3auvegarde des Ésurtats ;- nb_invar: nombre total de sous-r,éseaux (t-invariants) utilisés ;- mat_chg : charge libre des machines dans la période ;- tb_prod : tableau contenant la production durânt la periode ;- tb_dem : tableau conrenanr les demandes durant U perioOe.

void det_matrice_constraintes (pt_matr, nb_invar)
Objet: détërmination-de la matrice relirés-entanf les c6ntraintes associées aux durées maximales

d'utilisation des machines durânt une periode.
Paramètnes : - pt_matr: structure pour la sauvegarde de la matrice obtenue ;- nb_invar: nombre total de sous-réseaux (r-invariants) utilisés ;

void det_matrice_demande (pt_matr, nb_invar)
Objet:. déi-ermination-"de la maricË dles contrainte-s relatives à la demande des produits.
Paramètres : - pt_matr: stuctue pour la sauvegarde de la matrice obtenue ; 

'
- nb_invar: nombre total de sous-Éseaux (t-invariants) utilisés ;

void det matrice var artif (ot matr. nb invar)
objet : déËrmination- de lâ' matricË associee'a de f variabies anifi cielles.
Paramètres : - pt_matr: structure pour la sauvegarde de la matrice obtenue ;- nb_invar: nombre total de sous-réseaux (t-invariants) utilisés ;

int init variables_osl_1. (pt_matr, pt_dels, p!_mr_ow, pt_mcol, pt_drlo,- 
pt_drupl plOcl'o,-pt_dcu'p,-pt_dobj, ntigl, hcoll

lrbJet :. prepararlon cles données pour la la procédure planification I .
Paramètnes : - pt_mnr: matrice des contraintes ;- pt,-dels: tableau des éléments non nuls de la matrice globale utilisée dans la

Ésolution du problème de programmation linéaire en ndmbres entiers;- pt-mrow : tableau indiquant la ligne des éléments non nuls de la matrice
globale;

- pt-mcol : tableau indiquant la colonne des éléments non nuls de la matrice
globale ;

- pt_drlo: tableau des bornes inférieures de la matrice globale ;- pt_drup: tableau des bornes suffrieures de la matricàglobale ;- pt_dclo: tableau des bornes inférieurcs des variables ;-- pt_furyn: tableau des bornes supérieures des variables ;- pt-=dgbj : tableau des coefficients de la fonction objectif ;- nlig!-: nombre de lignes de la marrice globale ; 
-

- ncoll : nombre de colonnes de la matrice globale ;

int init-variables-osl -2 (pt-matr, pt-matrl, pt-matr2, pt_dels, pt_mrow,
p-1mcot, pI_ar:lo, pt_îr gp,- i, t_aqr_q, bia"" p, pi jfirj,ï -àetsq,
pt-_mrorvq, - pt_-mcolq, nligl, ncoll)

uDJet: prep-aranol des clonnées pour la première panie de I'algorithme de résolution du
. problème de programmation quadra-tique

paramèues : - pt_mrtrr : matrice des ôontrainies de capacité ;- ptlmatrl : matrice des contraintes de demande ;
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- pt3rutr2: matrice correspondante à des variables artificielles ;
- pt_dels : tableau des éléments non nuls de la matrice globale utilisée dans la

résolution du problème de programmation quadratique - panie linéaire ;
- pt_mrow : tableau indiquant la ligne des éléments non nuls de la matrice

globale;
- pt_mcol : tableau indiquant la colonne des éléments non nuls de la marrice

globale ;
- pt_drlo: tableau des bornes inférieures de la matrice globale ;
- pt_drup: tableau des bornes superieures de la matrice globale ;
- pt_dclo: tableau des bornes inférieures des variables;
- pt_dcup
- pt_dobj

- pt_drlo
- pt_drup
- pt_dclo
- pt_dcup

tableau des bornes supérieures des variables ;
tableau des coefficients de la fonction obiectif ;

- pt_delsq: tableau des éléments non nulles de la matrice quadratique ;
- pt_mrow4 : tableau indiquant la ligne des éléments non nuls de la matrice

repÉsentant la partie quadratique du problème ;
- pt_mcolq : tableau indiquant la colonne des éléments non nuls de la matrice

quadratique;
- nligl : nombre de lignes de la matrice globale ;
- ncoll : nombre de colonnes de la matrice globale ;
- indlter: indice de la première période considérée.

int init variables_osl_2_l (pt_matr, pt_matrl, pt_dels, pt_mrow, pt_mcol,
]t_drlo, p-t_dlup, pt_]aclo, pi_d-cup, pt_oôu;, ntigT, ncotl,' sot_quad)

Objet: préparation des données pour la deuxième partie de I'algorithme de résolution du
problème de programmation quadratique.

paramètnes : - pt_morr: matrice des contraintes de capacité ;
- pt natrl : matrice des conraintes de demande ;
- pt_dels : tableau des éléments non nuls de la marrice globale utilisée dans la

résolution du problème de programmation linéaire en nombres entiers ;
- pt_mrow : tableau indiquant la l igne des éléments non nuls de la matrice

globale ;
- pt_mcol : tableau indiquant la colonne des éléments non nuls de la matrice

globale ;
tableau des bornes inférieures de la matrice globale ;
tableau des bornes supérieures de la matrice globale ;
tableau des bornes inférieures des variables:
: tableau des bornes supérieures des variables ;

- pt_dobj : tableau des coefficients de la fonction objectif ;
- nligl : nombre de lignes de la matrice globale ;
- ncoll : nombre de colonnes de la matrice globale ;
- sol _quad : pointeur du tableau contenant les résultats de la résolution du

pro-Ulem e qu adratiq ue.

int init_variables_osl_3 (pt_matr, pt_dels, pt_mrow, pt_mcol, pt_drlo,
pt-drupl pldciô, pt_dcup, at-ooti;=ntigl,. nco-[, irio_per I

Objet : pÉpàraîon des àoinées pdur-la prôéeôuie plaiification3.
Paramètres i - pt_motr: matrice de contraintes ;

- pt_dels : tableau des éléments non nuls de la matrice globale utilisée dans la
résolution du problème de programmation linéaire en nombres reels ;- pt_mrow : tableau indiquant la ligne des éléments non nuls de la matrice
globale;

- pt_mcol : tableau indiquant la colonne des éléments non nuls de la marrice
globale ;

pt_drlo: tableau des bornes inférieures de la marice globale ;
- pt_drup: tableau des bornes supérieures de la matrice globale;
- pt_dclo: tableau des bornes inférieures des variables;
- pt_dcup: tableau des bornes supérieures des variables ;
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- pt_dobj: tableau des coefficients de la fonction objectif ;
- nligl : nombre de lignes de la matrice globale ;
- ncoll : nombre de colonnes de la matrice globale ;
- indlter: indice de la première période considéree.

void chkrt(rtname,rtcod)
9bjtt: procédure d'impression du code d'erreur pour les fonctions OSL.
Paramètres : - rtrrarne: nom de la fonction utiliséê :

- rtcod: code d'erreur.

4.2.5 Procédures rangées dans le fichier ordon.c
double recuit simule (optl, opt2, deb, coufi, charge)
Objet: réaliser l'-ordonnancement en-utilisant la méthode basë sur le recuit simulé.
Paramètres : - op1l. : indique si les paramètres de contrôle ont été changés par rapporr aux

utilisations précédenres ;
- opt2: indique si on doit changer ou non I'ordonnancement initial ;- deb : indique le premier appel de cette procédure ;
- coufi: indique la valeur du meilleur ordonnancement déjà obtenu ;- clarge: indique la charge maximale des machines.

void conf init 0
Objet: obte-nir une solution initiale pour la méthode d'ordonnancement basée sur le recuit

simulé.
Paramètnes . - aucun;

void cons_conf_int o
Objet : sauvJgardeiune solurion intermediaire acceprée (recuit sim ulé).
Paramètres : - aucun;

void cons_conf_int o
Objet: sauvëgardeiune solution qui améliore I'ordonnancemenr (recuit simulé).
Paramètnes : - aucun;

int trans elem 0
Objet: réafiser une transformation élémentaire (recuit simulé).
Paramètnes : - aucun:

double simula rdp 0
Objet: simuler timoOete (recuit simulé).
Paramètnes:. -aucuni

void actualise_modele (dt)
Objet : actualiser-i'état du modele à chaque cycle de simulation .
Paramères : - dt : pas de simulation ;

double proch_evennement (temps_sim)
Objet:- déierminâr le prochain changemeit dérats.
Paramèues : - temps_sirn : æmps iotal de simulation ;

double branch and_bound (interp, per, fich)
Objet : réaliser I'oîdonriàncemenien utiiisant la méthode basée sur la procédure par sépararion

et évaluation.
Paramèues : - imerp : interprète du langage TCL;
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- per : Étiode à orrdonnancer;
- fich : nom du fichier de sauvegarde des résultats du programme.

void temps fini 0
Objet: sauvefarder un nouveau ordonnancement (procédure par séparation et évaluarion).
Paramètnes : - aucuni

void calcul tempsl_ordonn 0
Objet : calcule-r le prem-ier ordonnancement
Paramètres : - aucun:

(procédure par séparation et évaluation).

void câlcul temps_ordonn 0
Objet: calculeJ les ônclonnancement suivantes (procédure par séparation et évaluarion).
Paramètres : - aurun:

void sauve res 0
Objet: prépar?r la pÉsentation du meilleur ordonnancement trouvé (procédure par séparation

et évaluation).
Paramètres : - antcun:

void verifeas 0
Objet: vérifier les Ésultats (procédure par séparation et évaluation).
Paramètres : - aucun'.

void interfent 0
Objet: préparer les données pour I'exécution de la procédure d'ordonnancemenr basée sur Ia

procédure de séparation et évaluation.
Paramètres : - aucun:

void processus_commpre 0
Objet : vérifier si le calcul d'une solution est terminé (procédure par séparation er évaluation).
Paramètres : - au.cun

void processus_comm 0
Objet: contrôler le processus d'obtention des solutions dans le cas de la la procédure

d'ordonnancement basée sur la procédure de séparation et évaluation.
Paramètes : - aucuni

void calcal branch 0
Objet: calculër des branôhes (procédure par séparation er évaluation).
Paramènes : - oucun:

void decom noeud 0
Objet: décomfuser un næud (procedure par sépararion er évaluarion).
Paramères: -aucuni

void ver_a o
Objet : définir toutes les séquences possibles à panir d'un næud (procédure par séparation et

évaluation).
Paramèues : - ailcun:

void cal_t 0
Objet: calculer les états (procédure par Sparation er évaluarion).
Paramères : - oltcun:

void cal borne 0
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Objet : calculer les bornes (procédure par séparation et évaluation).
Paramètres : - aucun:

void verf nomfran 0
Objet : vériFrer le nombre de franchissements (procédurc par séparation et évaluarion).
Paramètres : - ailcun;

void Yâr_marquage 0
Objet : variation des marquages (procédure par séparation et évaluarion).
Paramètres : - aucun'.

void char_a o
Objet: créer la matrice contenant les transitions franchissables pour chaque machine

(procédure par séparation et évaluation).
Paramètres : - ctttcun;

void print_ordon (interp, fichier, nom, dureel, duree2, per)
Objet: présenter les résultats de I'ordonnancement.
Paramètres : - interp: interprÈte du langage TCL ;

- ftchier: si cette variable-e-st égale à I les résultats sont dirigés vers un fichier,
sinon ils sont présentés à l'écran ;

- nom: nom du fichier où stocker les résultats ;
- dureel : duÉe de la periode utilisee dans la planification ;
- duree2: durée réelle de la periode ;
- per; periode considérée.

4.2.6 Procédures rangées dans le fichier util.c

int reponse (fp_in, nelm, opt, res)
Objet: sélectionner une option.
Paramètres : - fp_in: pointeur du fichier correspondant au clavier ;

- nelm: nombre d'options;
- opt : tableau contenanr les options possibles ;
- res : variable pour la sauvegarde de l'option choisie.

void lire comentaire (fp_in)
Objet : lire- une ligne contenait des commentaires dans un fichier.
Paramètres : - fp_in: pointeur du fichier.

int lire string_clavier (s_out)
Objet : lire une chaîne de caractères inroduire par le clavier.
Paramètres : - s_out: pointeur pour la sauvegarde de la chaîne lue.

void lire entier (fp-in)
Objet: firE une ligne èô'ntenant un nombrc enrier dans un fichier.
Paramères : - fp_in: pointeur du fichier.

void lire_double (fp_in)
Objet: firEune Egne côi-ænant un nombre réel en double pÉcision dans un fichier .
Paramètres : - fp_in: pointeur du fichier.
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4.2.7 Fichiers destinés à I'interfaçage graphique

Il existe au total quinze fichiers contenant le code pour I'interfaçage graphique. Ces
fichiers sont utilisés chaque fois qu'on a besoin d'introduire ou de présenter des données et/ou
des résultats. Chaque fichier contient le code pour réaliser une certaine partie de I'interface
comme décrit ci-dessous.

- decl-mod.tcl : introduction d'un modèle à partir des gammes de fabrication ;
- decl_pn.tcl : introduction d'un modèle à partir des réseaux de Petri ;
- dem_fichier.tcl : demander à I'utilisateur le nom d'un fichier ;
- demande.tcl : introduction des données pour la planificarion ;
- file_sel.tcl : sélection d'un fichier ;
- menu.tcl : présentation du menu principal du programme ;
- menul_recuit.tcl : menu pour le choix des paramètres du recuit simulé :
- menu2_recuit.tcl : menu pour le choix des options de la méthode basée sur le recuit simulé;
- menul-ordo.tcl : menu pour la définit ion de la période et choix de la méthode

d'ordonnancement :
- menu_mod.tcl : menu pour le choix de la forme d'inrroduction du modèle ;
- menul-planif.tcl : menu pour choix de la méthode de planification et pour la définition de

la manière dont les données de planification sont inroduits ;
- mess_erreur.tcl : présenter un message d'erreur ;
- message.tcl : présenter un message autre qu'un message d'erreur ;
- oui_non.tcl : demander une confirmation du type oui/non à I'utilisateur;
- show_text.tct : présenter résultats sous la forme de texte.

4.3 Présentation de I ' interfaçage graphique du
logiciel MASP

Nous présentons par la suite des copies d'écran illustrant I'interfaçage graphique dans les
différentes phases d'utilisation du logiciel MASP. L'ordre des figures esr la suivante :

- Figures A.l - A.5 concernent la déclaration du modèle ;

- Figures 4.6 - A.8 concernent la planification ;

- Figures 4.8 - A.12 concernent I'ordonnancement.
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Figure A.2 : Choix de la forme d'introduction du modèle
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Figue A.3 : Définition d'un modèle à partir des réseaux de Petri
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Specifralbn de I'oporatlon

Figure A.4 : Définition d'un modèle à partir des gammes de fabrication
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Figure A.5 : Définition du nom de fichier pour la sauvegarde du modèle
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Figure A.6 : Choix du critère pour la planification et Slection du fichier contenant les donnees
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Figure A.7 : Inroduction des données pour la planification
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Figure A.8 : hésentation des résultats de la planification
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Figure A.9 : Sélection de la période à ordonnancer et de la méthode à utiliser dans

l'ordonnancement
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Figure A.l0 : Introduction des données pour la méthode d'ordonnancement basée sur le recuit

simulé



166 Annexe

MASP

ProJct SecEP
IERI.È-LORRÀIUE

Figure A.l I : hésentation des résultats de I'ordonnancemenl
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Figure A.12: Option de la méthode basée sur le recuit simulé


