
HAL Id: tel-01776105
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776105

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Tenseur de déformation de l’espace-temps et gravitation
Abdelaziz Maaroufi

To cite this version:
Abdelaziz Maaroufi. Tenseur de déformation de l’espace-temps et gravitation. Sciences de l’ingénieur
[physics]. Université Paul Verlaine - Metz, 1994. Français. �NNT : 1994METZ027S�. �tel-01776105�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776105
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



Rapporteur

Rapporæur

Rapporæur

Présentêe

tut
#

Ivtu RGERARD Professeur I-R.M.A
Université de STRASBOURG

Mr R. LUTZ

MI Z.SOBOTKA

Examinaæurs Mr D.ARNAL

IvIr. RHOCQUART

Mr J.C.ROTII

Mr JD.IVEBER

INSTITUT SUPERIEUR DE GENIE MECANIOUE
ET PRODUCTIOUE

TT[{ESE

UNIVERSITE DE MET

PAR

AbdelazizM.AAROIIFI

Pour l 'obtent ion du grade de :

DOCTEUR dE L'UNIVERSITÉ dE METZ

SPECIALITE : Sciences de I'ingénieur
OPTION : Mécanique

TENSEUR DE DEFORMATION DE L'ESPACE.
TEMPS ET GRAVITATION

Soutenue Ie 10 juin 1994 devartt le jury composé de :

cl

Professeur Faculté des sciences
et æchniques MULHOUSE.
Professeur à I'Université de
I'Académie Tchèque des
sciences.PRAGUE.
Professeur.
Université de METZ

Professeur

Université de STRASBOURG
Professeur.
Université de METZ.

Professeur.Direcæur deThèse

Université dc METZ

Laboratoire de Physique et Mécanique des Matériaux U. R A. CNRS. 1215



BtBU(,TttE0uE |Jidi't'[f; âiiÂ i,îE
Sect ion  Techncpo fe

Flue Êo-iarconi
57070  i iETZ

REMERCIMENTS

Monsieur J.D.WEBER a suivi avec attention mon travail de thèse. Je le

remercie pour ses conseils attentifs et sa gentillesse.

Je souhaite remercier Monsieur R.GERARD, Monsieur R.LUTZ et Monsieur

Z.SOBOTKA qui ont bien voulu rapporter sur ce travail.

Je remercie également Monsieur D.ARNAL, Monsieur R.HOCQUART et

Monsieur J.C.ROTH qui ont bien voulu examiner mon travail.

Mes remerciments pour Monsieur P.MAZILU pour avoir bien voulu

discuter à plusieurs reprises de mon travail et pour Ses conseils.

Je souhaite exprimer ma gratitude à I'ensemble de mes camarades de

travail pour les nombreuses discutions scientifiques dont ils m'ont fait

bénéficier et pour I'aide qu'ils m'ont apportée dans la réalisation de ce

t ravai l .

Ê tB Litî ;. t *i.rE If4:VERSITAIRE
TF,CFt: iQrr û1.8. - klETz -

u"rnv if ggqisl S

slus sl/t+

Maloa..'h'



2

TABLE DES MATIERES

pages

TABLE DE NOTATONS.........

RESUME

INTRODUCTION....

CHAPITRE I

TEMPS PROPRE EN L'ABSENCE DE GRAVITATION

1) Tenseur métrique.. """"""' 12

2) Géodésique.......... """""""" 12

3) Métrique d'un espace..... ""' 13

4) Espace de Riemann.............. """"""""' 13

5) Transformation de Galitée.-.. """"""' 14

6) Transformation de Lorentz """"""' 16

4

7



7) Temps propre en I'absence de gravitation""""""" "" 18

8)Métrique de Schwarzschitd.-..""' ""'24

CHAPITRE II

TENSEUR DE DEFORMATION DE L'ESPACE-TEMPS

Tenseur de déformation de I'espace-temps 7 """"""" 23
26

1)

2)e
3)

vérif ie les conditions de compatibil i té contractées..-...-....

Approximation quasi-gatiléenne de la métrique de Schwarzsch\ld'21

.CHAPITRE III

LES EFFETS DU PREMIER ORDRE

1) Vitesse de la lumière à la distance r du soleil' """"'33

2) Déviation des rayons lumineux """ 34

3) Marche des horloges.--.--...-..- """""""' 37

3.1) Temps marqué par les horloges" """"' 37

3.2) Horloges placées à différenæs altitudes """""' 37

4) Décalage vers le rouge... ""' 40

CHAPITRE IV

CALCUL DES PERTURBATIONS

1) Introduction.......... """""""' 44

2) Avance des périhélies des planètes"""""' "" 45

3) Equations des trajectoires...---.--..... ""46

4) Introduction des composantes perturbatrices.......... -..-.......... 4I



5) Résultats Newtoniens.--..----.-- """"""" 52

6) Forme réduite des équations des perturbations""""" """""" 55

7) Déplacements des périhélies des planètes en fonction des

composantes perturbatrices... """"' 58

v coNcLUSrON....... """"""'67



TABLE DE NOTATIONS
Les unités sont choisies de façon que dans le vide infrniment loin des masses, c = l.

SYMBOLE DESIGNATION UNITES

G Constante de gravitation

2 .468  l 0 -3e

g - l  sec

Mg Masse du soleil.

1 .983  10339

M1 Masse de la terre.

6.t027 g

Kg Ks =GMs
4.95.10-6
sec

Kr Kt=GMt
7.  10-  l0

sec

Rg Rayon du soleil

2.32. sec

Rr Rayon de la terre

0.0213
sec

R t - t Distance soleil-terre 500 sec

Xo Xr XzXz
Coordonnées d'un point de I'espace-temPS

dans un repère. En sec

yi ( i  = 1à3) Coordonnées du mouvement non perturbée En sec

r0 Rayon de la trajectoire non perturbée En sec

u0 uo= a
ro

En sec-l
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f6 Rayon minimum de la trajectoire non perturbée En sec

pi Composantes Perturbatrices En sec

xi

Coordonnées du mouvement perturbé

x i=y i+p i ( i=1à3) En sec

r Rayon de la trajectoire Perturbée En sec

U
V

u =#Ls v =3
Sans dim

e Excentricité Sans dim

9o Angle polaire En radians

X6ouxgou t Coordonnée temps En sec

ds Variation temPs ProPre En sec

$ij

Symbôle de Kroneker

ô, :  l s i i= j  ,  $ i j=0s i i+ j t i i=1à3) Sans dim

tij Tenseur de déformation de I'espace temps' Sans dim

^çr Avance du perihélie

En sec d'arc

par siècle



RESUME

On pfopose une description simple de I'espace-temps en présence de

gravitation, en s'inspirant de la mécanique des milieux continus'

Dans tout repère galiléen un événement est repéré par des coordonnées

X0,  Xt ,  Xz,  X3,  où Xg ( rée l )  est  le  temps du repère '  e t  où X1X2X3

(imaginaires purs) sont les coordonnées d'espace'

L'accroissement du temps propre d'un mobile est par hypothèse

ds2= (ô i j+2€i3)dx idx j (1)

g ij est appelé tenseur de déformation de I'espace-temps paf analogie

avec la mécanique des milieux continus'

Pour une masse attractive ponctuelle,

too=- K
1

t t t  =  Ezz=gr l  ={

t i j=oPour i+ j

K produit de la masse attractive par la constante de gravitation'

La condition d'Einstein ôJ ds = 0 conduit à un mouvement de la

planète voisin du mouvement newtonien. La perturbation relativiste par

rapport à ce mouvement est étudiée en détail'

La formule (1) conduit à distinguer les effets du premier ordre (sur

lesquels un consensus semble être établi entre les auteurs) et le calcul

de l'avance des périhélies des planèæs où le point de vue est original'
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INTRODUCTION

Nous essayons d'apporter une contribution à un domaine de recherches

immense.

A titre d'il lustration, le livre de M*" Tonnelat t21, contient 49I

références bibl iograPhiques.

Notre originalité a êtê de nous inspirer des méthodes de la mécanique

des milieux continus ( Résistances des matériaux, Mécanique des fluides)

pour aboutir, nous I'espérons, à un exposé un peu plus simple de ces

difficiles questions.

Ainsi, soit au changement de coordonnées orthogonales de la mécanique

des milieux continus

yi=oijxj (i j=I,2,3) (1)

xi, Yi, cij tous réels

agiaç3= ôi i  Q)

(en d'autres termes, oij est un tenseur orthogonale)

(1) correspond dans I'espace-temps à

Yi=ÊijXj (ii = 0, l, 2, 3)

Xe réet (c'est le temps du repère galiléen R)

Xr Xz X3 imaginaires purs (X1 - ixt , X2= îx2, X3 = ixg)

Ys réel (c'est le temps du repère galiléen R')

Yr Yz Y3 imaginaires purs (Y1 = iyt , Y2= tyz'Yg = iyg)

Bss est réel, ps1 Foz Fot Pro Fzo 9ro imaginaires purs

Fii (ij=t ,2,3) sont réels'

' PkiÊkj - ôij (3)
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en d'autres termes, Êij est un tenseur orthogonal')

En mécanique des milieux continus [1], en I'absence de déformation de

la matière

d l2=dx idx i=dy idy i  ( i=1à3)  (4)

dl est la longueur d'un segment infiniment petit'

En relativité, en I'absence de champ de gravitation

ds2= dXidXi=  dYidYi  ( i=0à3)

où ds est le temps propre d'un mobile de mouvement défini par dX6 dX 1

dX2 dX3 dans le repère R' ou de mouvement défini par dYO dY1dY2 dY3

dans le rePère R'

En mécanique des milieux continus, lorsque la matière a êté déformée'

on connait la formule

dr2 = (ôij + 2€13)dX1dX3 (6)

ti3 est le tenseur de déformation de Green'

L',étude développée dans le présent mémoire est d'appliquer à

l'espace-temps en Présence de gravitation la formule analogue à (6)

ds2 = (ôij + 2tii)dxidx3 Q)

etdemonf ferque la formule(7)pennetderet rouver :

a) Les effets du premier ordre, prévus également Par d'autres

théories.

(s)
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b) L'avance du périhélie des planètes en se servant du calcul des

perturbations relativistes.

Le caractère tensoriel de la relation (7) montre I'invariance de cette

relation pour tout changement de repère galiléen.

La formule (7) est plus simple que celle de Schwarzchild t2l
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TEMPS PROPRE EN L'ABSENCE DE GRAVITATION

1) TENSEUR METRIQUE

Nous commençons par introduire dans ce paragraphe le tenseur

métrique dont le rôle est fondamentale en relativité générale'

Considérons un repère R quelconque muni d'une base (?1, {, 4 I

(repère orthonormé ou repère curviligne)'

Soient deux vecteurs ? ., I de composantes contravariantes Ai et Bi'

Nous avons :

? i . = R,{n:4= Ai BjAq - Bi; A1 B;

Lesg i l fo rment lescomposantesd 'untenseurmétr ique.

Déf in i t ion  :

Le tenseur métrique est le tenseur symétrique du second rang

dont les composantes sont les produits scalaires des vecteurs de

bases.

2) GEODESIQUE

Dans un espace euclidien, or peut choisir un système de coordonnées

rectilignes valable pour tout I'espace'

Le transport parallèle d'un vecteur ? se définit facilement' Ses

composantesVi ( i= là3)demeurentconstantesaucoursdu

I déplacement.

dV;= ÈL6* ,=g 
(1)

' dxi
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Le transport parallèle est possible dans toutes les directions de I'espace

eucl idien.

Dans un espace de Riemann, on ne peut pas rapporter I'ensemble de cet

espace à un système de coordonnées rectilignes. Le transport parallèle

des vecteurs est beaucoup moins facile à définir'

La variation des composantes Vi (i = 1 à 3) dans un déplacement

quelconque s'écrit :

^v-= dvid+vidf i .

Dans un espace de Reimann, cê n'est plus que dans celtains

déplacements particuliers que les composantes d'un vecteur restent

inchangées. On peut donc envisager un déplacement infinitésimale ds du

vecteur V parallèlement à lui même, si la condition (l) est vérifiée'

L'ensemble des déplacements successifs ds dans I'espace de Reimann

définira des lignes particulières. ces lignes sont appelées géodésiques de

I'espace de Reimann.

3) METRIQUE D'UN ESPACE :

un espace est dit avoir une métrique géométrique si on possède un

moyen de mesurer I'intervalle séparant deux points infiniment voisins'

L'intervalle ds2 entre deux points infiniment voisins sera donc :

6s2 = d? d? = Bij dxi ilj

4) ESPACE DE RIEMANN

Un espace de Riemann

métrique sYmétrique gij
est un espaçe métrique défini par un tenseur

( i , j=0à3)dont les l0é léments indépendants



l4

Soient deux référentiels R(O x1

O'*i coincide avec Ox1

O'xz (respectivement O'xr') est

sont des fonctions continues et différentiables des coordonnées et où

I'intervalle élémentaire ds entre deux points infinement voisins est, par

définition, fourni par la forme quadratique

ds2 = gi; dXi O4

6) TRANSFORMATION DE GALILEE

x2 x3) et R'(O' x., x2 X3') tels que :

parallèle à Ox2 (respectivement O*r)

vxo

Le repère R' est en translation rectiligne uniforme

rapport au repère R (à x0 = 0' O' coïncide avec O)'

Soit M, un point quelconque de l'espace, dont les

(xr, x2, x3) dans le référentiel R, les coordonnées du

référentiel R' sont (x; , xr, xi)-

Nous avons :

Xt - vxg

x2

x3

de vitesse v Par

coordonnées sont
point M dans le

x t=

*?=
X g =

(2)
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Cette transformation de coordonnées

Galilée.

est appelée transformation de

La transformation de Galilée (2) ptédit que la vitesse de la lumière sera

différente dans les deux référentiels R et R''

En effet :

Supposons qu'en O Se trouve une Source de lumière Se propageant à la

vitesse c. La position d'un point de la surface d'onde (on concidère que

l 'espaceesthomogène)seradéf in iepar levecteur

_>
OM=

La vitesse d'un point de la surface d'onde sera dans le repère R'

->
où n est le

dans le rePère

vecteur unitaire dans le repère R. Cette même vitesse sefa'

R' ( qui est en translation par rapport au repère R )'

-)
r

-)
= C n

+
OM

+-) - )
O 'M =cn -  v

donc différente de c.

Une série d,expériences dûes à Michelson et Morley t15l a montré que

la vitesse de la lumière était la même dans toutes les directions' Par

conséquent, la transformation de Galilée appliquée aux systèmes en

translation rectiligne uniforme de vitesse v non négligeable devant c

n,est pas correcte et doit être remplacée Par une transformation qui

laisse invariante la vitesse de la lumière et qui, aux vitesses faibles

redonne la transformation de Galilée'
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Einstein a. montré que ces concepts induisaient une révision complète

de notre approche du temps et de I'espace et qu'en particulier le temps

ne peut être uniforme et unique, mais doit être lié au référentiel en

mouvement. C'est la relativité restreinte'

, ,  Toutes les lois physiques doivent être exprimées de manière

ident iques dans tous systèmes en t rans la t ion rect i l igne et

uniforme . "

Principe fondamental établi par Einstein'

6) TRANSFORMATION DE LORENTZ

Il faut donc reconsidérer très soigneusement le passage d'un référentiel

à un autre pour lever la contradiction vue dans le paragraphe précédent'

c'est-à-dire, le résultat de la transformation de Galilée' la vitesse de la

lumière n'est pas constante dans les deux référentiels en translation

rectiligne uniforme.

considérons donc deux référentiers R et R' en translation rectil igne

uniforme suivant l 'axe Oxr (à la vitesse v) et ayant même origine à

l , ins tantx0=0Acet ins tant ,unesourcede lumière f ixéeenoémetun

éclair lumineux.

Un observateur Se trouvant dans le référentiel R veffa donc une onde

sphérique se propager à la vitesse c et le front d'onde Sera décrit par

l'équation t6l :

+x3. **s2 =czx$

Cet observateur définit donc dans son propre repère R, les coordonnées

(x1,x2,x3)de l 'ondeetéga lement le tempsdel 'expér ience '

Un autre observateur lié au repère R' verra aussi se proPager une onde

sphérique à partir de son origine à la même vitesse c (la vitesse c est

invariante) et le front d'onde sera décrit dans le référentiel R' par

l'êquation :

xl
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Nous devons dOnc chercher la transformation faisant passer de

(x1, x2, x3) (repère R) à (xi ,xz,Xg) (repère R'), de façon que le principe

de la relativité restreinte soit vérifté dans les deux référentiels' et qui

pour v faible devant la vitesse de la lumière redonne la transformation

de Galilée (2).

Cette transformation est

x1  = (xr - vxs)

*i2 + xf

Cet observateur, lui

coordonnées (xi  ,  xe, Xs )

X o = X ?

I

X 3 = X 3

I

C'est la transformation

Soit en posant T =

^ 1 ^

+ xàt = c'xf

aussi,  déf ini t  dans son

de I'onde et le temps xo'de

xr)

propre rePère les

I'expérience.

(3)

(xo _v
2

c

de Lorentz.

I c=1

x1
I

x2

x3

T (xr - vxo)
x2

x3

x1 = y(x. t

xz = x2,
x3=X3

ou +vxo)
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Xo= T(xo-vx1)
xo = ï (xo+ uxj )

Lorsque la vitesse v est faible devant la vitesse de la lumière' 1 tend

vers 1 et la transformation de Lorentz (3) devient alors la

transformation de Galilée (2)'

1 )TEMPSPROPREENL'ABSENCEDEGRAVITATION

Le paradoxe du voyageur de Langevin, est bien connu' ainsi que celui

des jumeaux. Il sont dus au fait que le temps propre d'un mobile diffère

du temps du repère Galilèen servant de réfèrence'

Le temps propre d'un point matériel M au SenS relativiste est' par

définition, le temps marqué par une horloge H accompagnant ce point

dans son mouvement ; ce mouvement est rapporté à un référentiel

galiléen R. Il peut être quelconque, rectiligne ou non' uniforme ou varié"

L'hoiloge H Ooit être de même construction que les horloges H1' H2' H3'

fixes dans R et servant à mesurer le temps dans ce référentiel' Par

hypothèse, aucun chamP de gravitation n'existe dans R'

Les horloges H1 , ]H2, H3... au repos dans R sont synchronisées au moyen

de rayons lumineux suivant le procédé bien connu en relativité : deux

horloges Hi et H1 fixes dans R sont synchronisées si un rayon lumineux

issu de H1 à l'instant xoi (marqué par Hi) atteint à un instant x63 (marqué

par Hj ) égal à

xoi * Ei
c

où di.; est la distance entre

doit admettre qu'en chaque

construction que H1, H2,

temps xg d'un événement

de R qui coïncide avec cet

Hi et Hi et où c est la vitesse de la lumière' On

point de R se trouve une horloge de même

Hr, ces horloges étant toutes synchrones' Le

quelconque est le temps marqué par I'horloge

événement .
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Dans n'importe quel mouvement' le temps

et le temps xs du référentiel R vérifient la
propre

relation
du point matériel M

dxo

quidécou ledupr inc ipede laconstancedela lumièredanstout
référentiel  gal i léen I5l .v désigne la vi tesse de la lumière dans R; ce

point M décrit une courbe dont I'origine est l'événement A (à I'instant

xor dans R) et dont l'extrémité est l'événement B (à I'instant xoz dans R )'

On en déduit pour les temps propres coffespondants I

Sz-StS*Or -xg t

Plaçons nous dans un

par fapport à R et choisi

point géométrique de R'

On a alors :

animé d'un mouvement uniforme

A et B se Produisent en un même

différents dans le temPs de R''

référentiel R'

de façon que

à des instants

sz-sr ( *0 , -xo t

xo est aussi le temps propre d'un point matériel allant de A à B pil un

mouvement rectil igne uniforme. Voici quelles conséquences en tirait

Langev in  [7 ] .

, ,La loi  d, inert ie peut encore s'exprimer comme loi  du temps

propremaximumete l lenousappara i tcommel iéedefaçon

nécessaire aux conclusions suivantes dont I 'aspect semble plus

paradoxal encore que celles relatives à la simultanéité et à la

contract ion apparente réciproque des corps en mouYement'  "

Imaginons deux Portions de matière dont les lignes d'univers se

croisent en deux évènements A et B, c'est-à-dire qui se séparent en A

pour se. retrouver en B mais I'une se meut entre A et B d'un mouvement

rectiligne et uniforme tandis que I'autre a. un mouvement varié subit
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des accélérations. Il résulte de ce qui précède que I'intervalle de temps'

la durée de la séparation, mesuré par la seconde est moindre que pour

la première. Et, si nous admettons, conformément au principe de

relativité, qu'aucune autre mesure du temps n'est posSible' il en résulte

que |a seconde a dans I'intervalle moins vieilli que la premiere' On peut

déduire, de là, des conséquences amusantes qui ne sont en opposition

avec aucun fait exPérimental'

Un peu

possibilité
suffisante
la lumière

d'attention montre d'ailleurs, que la mise en oeuvre de cette

de ralentir le cours du temps, grâce à une agitation

, obligerait à réaliser des vitesses de même ordre que celle de

: elle ne présente par conséquent aucun intérêt pratique.

S) METRIQUE DE SCIIWARZSCHILD

Dans le cas d'un champ statique produit

sphérique, Schwarzschi ld a montré qu' i l

,igoorrusement les gij qui sont solutions de

La métrique de Minkowski pour I'espace

coordonnées Yt  ,  Yz,  !3  oSt

ds2=dt2 - (dy i )2 î  = l ;2;3

Dans un système de coordonnées polaires r '

changement de coordonnées suivant :

Yt = r cosQ sin0

Yz = rsinQ sinO

Y3 = r cosO

(4) prend la forme suivante

ds2 = dt - r2dg2 -r2sin20d q2 - drz

on peut s'afranger, Par un, changement de

n'avoii que des composantes de la forme gii

par une masse à sYmétrie
ést possible de calculer

la relativité générale.

vide dans un système de

(4)

0, Q et le temPs t et avec le

(s)

coordonnées aPProPrié, à
non nulles, c'est à dire Pas
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d'effets transverseaux, et les composantes non radiales doivent être les

mêmes que celles de I'esPace vide'

Leds2d,unespaceàsymétr iesphér iqueprend la forme

ds2 = evdt2 - rzd02 -r2sin2gdqz - sl'612 (6)

eV et eI sont des fonctions de r seulement'

pour calculer ev et ef , il faut tenir compte que dans le cas du champ

gravitationnel, la densité d'energie du champ est faible en dehors de la

irurr" gravitationnelle elle même' ce qui donne :

ev = eb-r  (1 -  Za bb

a=GM

b est une constante.
Pour r très grand, le champ est alors nul, et on doit retrouver la

métrique de Minkowski (4), c'est-à-dire eL = 1 et ev = I

eV=eb- I (1  -21;sb
r

ce qui exige que b est nulle
donc

ev= l -21 =s-À
r

et la métrique de Schwarzschild (6) s'écrit

ds2 =  ( l  -2u )U, ,  -12dg2 - r2s in20do2 -  (1  -2L) - ld rz  (1)
r r
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TENSEUR DE DEFORMATION DE L'ESPACE'TEMPS

Nous limitons nos considérations aux corps d'épreuve' planètes et

photons, soumis au champs de gravitation d'un corps centrale' soleil ou

ter re .

Considérons le système de coordonnées ui'

Un vecteur de l,espace-temps U de coordonnées ui est tel Que ug est

réel (coordonnée du temps) et u1 u2 u3 imaginaires purs (coordonnées

de I'espace).

Un scalaire tel Que u1 ui €st réel'

Un tenseur ti j de la forme uiuiest tel que tng soit réel, t6r hz hg tto, tzo'

tlo imaginaires purs fu (i, j = 1 à 3) réels'

C'est le cas du tenseur de déformation de I'espace-temps t ij que nous

allons introduire dans ce chapitre'

Nouspouvonscho is i rdesaxesdans lesque ls€ i ies td iagonal .

tijdxidxj est un scalaire, donc réel'

1) Tenseur de déformation de I 'espace'temps :

Nous définissons le tenseur de déformation de I'espace-temps (par

analogie avec la mécanique des milieux continus) dû à la présence d'une

masse attractive M Par :
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-K o o o'l
r l

o K o o[
r l

o o K ol

o o ; {[
, )

où K est le produit de la masse M par la constance de gravitation G' dans

un système d'unité où la vitesse de la lumière est égale à 1'

Le tenseur de déformation de I'espace-temps défini ci-dessus est un

tenseur diagonal, les seules composantes non nulles sont

K
"oo=_ i
Etr= Ezz= e33 = 

T

Soit, par exemple, une planète d'orbite circulaire (rayon r) gravitant

autour du soleil S à la vitesse v'

Nous avons :

"  
=$,soi t  K=u2' '

l t o

Dans des unités où le temps est la seconde, les longueurs ainsi que K

s'expriment en secondes.

Nous avons pour le soleil Iq - 4'95 10-6 sec

et pour la ærre Ç= 1.4807 10-lt sec

D'autre part, un point de I'orbitre terrestre à la distance fs-t du soleil'

avec
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Rs-t = 150 106 * -atOtOt 
É31 

= 5oo sec

Les valeurs propres du tenSeur de déformation de I 'espace-temps

définies ci-dessus (en valeur absolue) sont égales à

é-
R r - t

= 9.9 10-e

De même, un point de la surface de la ærre où

R1 = 6400 Km = 
,f,'-t-d 

=0'0213 sec' nous avons :

K,
Rr

7.10-  10

La principale just i f icat ion de ce choix de 7 est qu' i l  conduit

approximativement au mouvement newtonien des planètes'

Nous allons utiliser le tenseur de déformation de I'espace-temps défini

ci-dessus pour exPliquer et retrouver d'une façon plus simple :

a) Les effets du premier ordre en posant :

ds2 = (ôij + 2tù dxidxj ( 1)

Ces effets sont : la vitesse de la lumière à la distance r du soleil' les

déviations des rayons lumineux, les marches des horloges et le décalage

vets le rouge.

b) L'avance des périhélies des planètes en décomposant le

mouvement de chaque planète en un mouvement non perturbé auquel

en ajoute les perturbations relativistes'
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Dans ce chapitre et 1e chapitre III, nous ne nous intéressons qu'au ds2

donné par la formule (1)

Ce n'est que dans le chapitre IV que nous allons étudier en détail les

perturbations relativistes'

Reprenons l'expression de ds2 formule (1)'

ds2 = (ôij + 2tij) dxidxj

Xg est réel. C'est la coordonnée du temps'

Xl X2X3 sont les imaginaires purs. Ce sont les coordonnées de I'espace'

Posons
Xo = xo'
X l  =  ix l '

Xz = ixz
X3 = ixs

avec i2 = -l et nous pouvons écrire le ds2 comme suit :

ds2=( l  +2tse)dxo2-  (1  +2Ê11)dx,2- (1  +  282)dx l  - (1  +  z \ )dx !  Q)

2) E vérifie les conditions de compatibitité contractées'l 1 ]

Commes' i l s 'ag issa i td 'unedéformat ion in f in imentpet i te ,nous
remarquons que les composantes du ænseur de déformation de I'espace

temps vérifient les conditions de comPatibititées contractées :

Êi i ,oo * tnn, i i  = t in, jn + t ln, in (3)
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pour vérifier la condition (4), nous tenons compte des quatres

conditions suivantes

a)Dans lesprob lèmesgrav i ta t ionne ls ,onat rèsSouvent
casd 'unchampsta t iqueprodu i tparunemassesphér ique

la dérivée par rapport au temps de ! t" nulle' c'est à dire
1

b)

c)

A(l)=oavec ^ az '  az à2
' r o=;f .r^Ê *r.. '

€rr=Ezz=t t3=- too

à considérer le

(cas du soleil),
a (1)=o

â*o r

cas pulsque les mêmes

o,j =o'

n=0à3

too,tt= 0 (condition b)

d) tij 0 Pour i# J

Nous nous limitons à la démonstration d'un seul

raisons de preuve se répétent pour chaque cas'

Démontrons par exemple les équations (3) pour i =

t00,oo * tnn,00 = t0n,0n * t0n,0o = 2t0n'0o

or

€96,oo = tgg,00 * tog, t  t  * too,zz* €oo,gg'

too,oo = 0 Puisque

t0o,o0 = 0 (condition a) et tg6,1t *Eoo,zz*

tnn,oo=0(cond i t iona)

too,on=0(cond i t iona)

donc les équations (3) sont vérifiées pour i = 0' j = 0
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i=0, j=l

t01 ,oo  *  Ênn ,01  =  ton ,1n  *  t l n ,0n

î=0, i=2

t02 ,oo  *  tnn ,02  =  t0n ,2n  *  t2n ,0n

i=0, j=3

tg3 ,nn  *  tnn ,03  =  ton ,3n  *  t3o ,0o

i=1 ,  j=1

t11 ,oo  *  tnn , l1  =  t1n ,1n  *  t l o ,1o

i=1, i=2

t  12 ,oo  *  too ,  12  =  E ln ,2n  *  t2o ,1  o

i=1 ,  j=3

t l3 ,oo  *  tnn ,13  =  t i n ,3n  *  t3n , lo

i=2, i=2

tlz,oo * Enn,22 = tzr^,zt t E2r.,2t

i=2, i=J

E23,nnt Enn,23 = E2r.,3t * t3n,2n

i=3, j=3
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t33 ,oo  *  tnn ,33  =  t3n ,3n  *  Ê3o,3o

3)Approximation quasi-galiléenne

Pour comparer notre métrique à

chapitre I), nous allons faire une

métrique de Scwarzschild'

Rappelonsquelamétr iquedeschwarzsch i lds 'écr i t

ds2 -  ( l  -  21 ;a tz  -  r2dg2 - r2s in20dQ2 -  (1
r

Effectuons le changement de variables suivant

r - (1  +  L  1z t ,
z l l

Nous avons donc

dr=(1 h)(1 
+ fi)an

de la métrique de Schwarzschild

celle de Scwarzschild (formule (7)

approximation quasi-galiléenne de la

Z 1  ) - td rz  (4)
r

et

(s)

(6)

0 - zL)
r

Posons
x1 = rt  sinO cosQ

(1 - * ) ,
-  

2 ^  |

(1 *îr) '

et la métrique (4) s'écrit

(1  - : ! - )2

ds2= 
L t t  4z - (1  +

(1  +  = r  )2'  
2 r t

ft 
>'Ot1+d02 r2 sin20d02)
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xz = rL sin0 cosQ
x3 = r l  cosO

X1, X2, X3 représentent le SysÊme rectil igne d'axes de coordonnées de

meme origine que Ie système de coordonnées polaires r' 0' 0

Dans le système t, xl, x2, x3le ds2 (6) s'écrit

ds2 - 
<t îr) t  612 - (1 + 

hyrdx 
+ax2r+dx3l

(1 *hY

si rr est suffisament grand

(1 + 
hY=r+2L

(1 - + )2
Zrt  -  |  -  z  9-

(1  a9-12 
r i

2 r r

et le ds2 (7) s'écrit

ds2= (r-2L!AP-(1 +2?)(at|  +axi+ax!> (8)
' f 1 1 1

d'après(5)

r t=  I  =1-a
t  1(+  vy  r l

z t l

En d'autres termes, dans I'approximation quasi-galil léenne' on peut

approximer 11 à r et le ds2 (8) s'écrit

ds2 = ( t  -2q ;6tz -  (1 + zL)(at?+axi+ax2t> (9)
' r r

(7)
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sachant que a = K , K est la constante de gravitation, nous remarquons

que la métrique que nous avons introduit dans ce chapitre n'est autre

que l'approximation quasi-galiléenne de la métrique de Schwarzschild'
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LES EFFETS DU PREMIER ORDRE

Dans ce chapitre nous allons util iser le tenseur de déformation de

l'espace-temps défini dans le chapitre II pour retrouver les effets du

premier ordre, c'est-à-dire la vitesse de la lumière à la distance r du

soleil, la déviation des rayons lumineux, la marche des horloges et le

décalage vers le rouge-

D Vitesse de la lumière à la distance r du soleil

Considérons le chamP

symétrie sPhérique (cas

est

ds2- (1  +2tss)dxo2-(1

Dans le cas d'un raYon lumineux,

dx? +dxo2 +dxo2 1 + 2tss -

dxo2 1 + 2 t11

de gravitation ctéé par une masse possédant la

du soleil). Le ds2 au voisinage de cette masse

+ 2l,r)dxî + (1 + Zt2)dxl +(l + 2t4)dxfi (1)

or, nous avons vu au chapitre II que ttt = tzz= Etz

La variation du temps propre (1) s'écrit

ds2 -  (1 + 2tse)dxo2-(1 + 2trrXdx?.a*3'dx.2) (2)

la condition ds = 0 [3] entraîne
.  ^K
|  - 4

r

t  +L
r
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1 -2L
r

soit (q)2 =
oxo 1+2L

r

dravec c
oxo

et puisque E est assez petit devant I'unité, nous obtenons

c = 1 -28-
r

(3)

cette valeur de la vitesse de la lumière à la distance r du soleil' en

néeligeant E devant I'unité, est en accord avec I'hypothèse que nous
r

avons faite au début de ce chapitre ( vitesse de la lumière est prise

éga\e à I'unité infiniment loin de la masse attractive)

II) Déviations des rayons lumineux t lzl

Soit D1 une surface d'onde'

considérons des sphères s, s" s"...respectivement centrées aux points A'

A,, A,'...de D1 et ayant respectivement pour rayon c(A), c(A'), c(A'')... où

c(A) désigne la vitesse de la lumière en A, c(A') désigne la vitesse de la

lumière en A'
L'enveloppe des sphères S, S', S" ..' est une surface d'onde D2 voisine de

D1.

L'angle entre les deux surfaces d'onde Dl et D2 au voisinage de A est *dy

Le rayon uABv est perpendiculaire en A à Dr, en B à Dz. Donc entre A et

B sa tangente a tourné d'un angle très petit

. Àa=-+
dy
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Soit un rayon lumineux venant

près du soleil.

Nous calculons la déviation totale de

lumineux : c'est I'angle des asymptôtes'

de I'infini allant vers I'infini en passant

I'infini à I'infini de ce rayon

Art

Considérons dans I 'espace euclidien un

qui se déplace en passant à la distance

qui crée le chamP de gravitation'

Ona:

9l-= dv =^a
dx2 dx

v '=  dV
'dx

photon de
R du corps

masse nulle
de masse M

dy =_
dx

âc
ât

Il vient d'après I'expression (3) de c :
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9É = g (1-2[)
dx2 

=r : ' ; ,
(x'+y')- ' '

Pour des rayons passant au voisinage du soleil, nous avons Y=R'

û- =-2K 
"+*,dxz (x'+R')"

Nous calculons le demi-angle de déviation + des rayons lumineux par
'

rapport à la droite d'équation y = R'

= ffi*
Soit 4 =4

2R

L'angle des asymptôtes a donc pour valeur c'

a  =48
R

o vaut en secondes d'arc !,76- , déviation conforme au calcul d'Einstein,

et confirmé Par I'exPérience t5l.

3) Marche des horloges t 81

3.1) TemPs marqué Par les horloges
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On se limite à l'évaluation du temps propre marqué par une horloge

fixe (IIF) au point x1 coostânte et x2, x3 nulles'

L'équation (1) se réduit à

ds = (1 --K )o*s (4)
r

Soit en intégrant (7)

(5)sHF=(t-+)xs+A

A étant une constante.

Ssr est le temps marqué par I'horloge fixe'

xg eSt le temps du repère de Copernic, c'est aussi le temps de I'infini'

c 'est-à-dire le temps marqué Par des horloges (toutes identiques)

placées à I'infini.

L'horloge placée dans le champ de gravitation retarde pal rapport à

I'horloge Placée à I'infini.

La relation (5) montre aussi que le temps propre s'écoule d'autant plus

lentement que le potentiel de gravitation est grand'

3.2) Ilorloges placées à différentes altitudes :

un phénomène se produit en A de durée ÀsHrn, mesuré par I'horloge

fixe en A et de durée : Âxg6 = Âx0A2 - Âxoe1 dans le temps du repère de

Copernic, où Axon1, Âxonz sont les temps dans ce même repère du début

et de fin du phénomène qui se produit en A'

Nous avons d'aPrès (5)

assra =1_!
Â*on 14

Un autre phénomène se produit en B, nous avons de même :

(6)
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ÀsHre =1- I
Axoe 13

supposons qu'une onde électromagnétique (rayon lumineux) soit

envoyée de A en B, le phénomène se produisant en A est par exemple' le

passage d'une période de cette onde électromagnétique; soit de même le

phénomène se produisant en B par le passage d'une période de cette

onde électromagnétique en B, alors I

(7)

ÂxOe = ^x6B

En effet,
si  nous suivons

électromagnétique
phase avec I'onde),

Axg =

un photon se Propageant sur

(nous devons admettre qu'il est

nous avons d'aPrès (1)

(t * z{ )o'

ox1 dans I 'onde

alors toujours en

( r -  2-( : )a*o'  -  ( t  *  2-5 )dx,2= o

posons dxr = dr et approchons (, - ,4)-t  a (r * '+)

dxo -  ( t )a'

Par intégration de (9)

(8)

(e)^K
f

T
14

ÀxgA= ÂxOnz-  Àxoe t

À*Og=  Ax0g2-  AxOgt

Or, d'après (8), nous avons Âxg4 = AxgB



39

Nous déduisons de (9) et (10)

ÂssrR =1 + ILre 
- rs

ÀsHrg 16 13

pour rB=fA*u  u ( (16

(10) s 'écr i t

(10)

(11)

La relation (11) nous peûnet de calculer la variation du temps propre

marquée par I'horloge fixe en un point, à partir de celle marquée par

une autre horloge fixe en un autre point'

Application :

Le point A est à la surface de la terre'

La force d'attraction est proportionnelle à mA=mT rr4 étant la masse de
,f ^

la particule en A et m1 la masse de la terre'

Nous avons

ÂsUpn =1_ç  t t_

ÀsHrn | Ê

rnAS=cry
r f

q*r - K en sec- 1g--
rn2 r f

et d'après (14)

Âsnrn = 1- gu
Âsrrs

g étanf exprimé en sec'l, u en sec.
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prenant g en msec-2, u en m et c en m.sec

assrR = l- g*
Asnrn c'

u = lrrr-

- l

où bien

ce qul pour

en

ÂsHrR = 1_ lo-16
asffie

Bien entendu, |'écart par rapport à I est infime. Il a cependant pu être

mis en évidence expérimentalement"

4) Décalage Yers le rouge

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le champ de

gravitation joue un rôle important dans l'écoulement du temps propre.'

En effet la relation (4) : ds = (1 - + )dxo montre qu'une horloge placée
r

dans un champ de gravitation retarde par rapport a une horloge

horloge placée loin de ce champ. Ce phénomène permettra d'expliquer

un autre phénomène, aussi important, connu SouS le nom de décalage

vers le rouge.

Considérons un atome dans un champs de gravitation. La fréquence V

de l'atome est le nombre de vibration par unité de temps-propre, c'est-

à-dire : V - qN , dN est la variation de vibration'
ds

Cette fréquence peut s'écrire en fonction de la fréquence de ce même

atome placé loin du corps créant le champs de gravitation' En effet

!= 9N dlo =vo (r2)
dxo ds

Soi tenposant  O=-{  O
I

1t + -81
r

est le champ de gravitation
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V=Vo (1 + l@l) (13)

La fréquence propre augmente donc à I'approche des corps créant |e

champ de gravitation et diminue en s'éloignant de celui ci.

Supposons maintenant qu'un rayon lumineux soit émis d'un point A

le poientiel de gravitation est @ 1, âfrive en un point B où le potentiel

gravitation est Q z. Exprimons la fréquence de ce rayon lumineux en

en fonction de celle en B.

En A, nous avons

où
de

A

V r= Vo 1r+ lorl l  ou Vs= V r ( 1-l@/l)

En B, nous avons

Yz=Vo (1 + l@21)

-vr ( l  + lozD Q - lo,l I
=V r(r+ lorl- lo,l I

Vz = V r(1 +lo2l- lorll

or= + et or=-fr

Supposons par exemple qu'un spectre de raies soit émis par un atôme

se trouvant sur le soleil (c'est le point A). Ce spectre, sur le soleil, a le

même aspect qu'un Spectre émis par un atôme identique Sur la terre'

Par contre si I'on observe, de la te1re, le Spectre émis par I'atôme se

trouvant sur le soleil, SeS raies Seront décalées par rapport aux raies de

même spectre sur terre.

En effet

(14)

(15)

(16)

avec

Yz=v,(l * ft)=Vr(1 
-fr1 (r7)
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La fréquence Y 2 enregistrée sur la terre est inférieure à la fréquence

V t  i  inversement,  la longueur d 'onde X Z est  p lus grande que I  , ,  c 'est

pgur cette raiSon qu'On parle de "DéCalage verS le rouge".

D'après la dernière formule nous trouvons :

) ,  , -  X ,  -_ _z 10-6
x,

Cette valeur a étê confirmée par l 'expérience t16l'
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CALCUL DES PERTURBATIONS

1)  In t roduct ion

En relativité générale, I'avance du périhélie des planètes est déterminée

en se servant de la solution de Schwarzchild, c'est-à-dire, en assimilant

le champ de gravitation du soleil à celui d'une masse au repos possédant

la symétrie sphérique.

Nous devons donc comparer la solution des trajectoires Einsteinniennes

à celle que prévoit la théorie de Newton pour expliquer, et donner

1'avance des périhélies des planètes.

L'expression de cette avance, que nous allons revoir dans le paragraphe

I de ce chapitre, est [2]:

Â90 = 6Kæ radians.
r .c21l+e1

Nous exposons ici  une autre méthode, à notre avis tout aussi

satisfaisante. Elle consiste à considérer que, dans un système d'axes

centrés au soleil, [e mouvement de chaque planète peut être décomposé

en un mouvement non perturbé auquel on ajoute les perturbations dûes

aux effets relativistes.
Les composantes du mouvement non perturbé obéissent au formalisme

de Newton.

Dans ce chapitre, nous allons calculé les perturbations relativistes pour

déterminer I'avance des périhélies des planètes'
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L'action stationnaire appliquée à la variation du temps propre ds nous

permettra de déterminer les équations des trajectoires elliptiques des

planètes en fonction des composantes perturbatrices Pt et Pz'

La résolution numérique de ces équations nous donne les composantes

perturbatrices en fonction de l'angle polaire de rotation, le rayon de la

trajectoire s'exprime en fonction des composantes non perturbées et des

perturbations, au périhélie le rayon atteint Son minimum' nous utilisons

ensuite ces composantes pour déterminer I'avance du périhélie des

p lanètes .

2) Avance des périhélies des planètes (méthode connue)

La solution des trajectoires Einsteinniennes est tzl

'2  G!q- .Gm, ,z  (1){+ *ue=$ *t9r3
dgo' h' c'

uo= 1
I g

cette solution est à comparer à celle que prévoit la théorie de Newton :

{+ +uo=@
de; h'

C'est donc le terme 3G# 
"f 

qui peut conduire à un écart avec les

c

prévisions Newtoniennes.

(2)

L'équation (2) admet la solution :
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1uo = --;:---- (1 + e cos<pg)
" rrrr( I +e)

Si le tenne supplémentaire des équations (1) déduites de la relativité

générale est tel que :

"G 
m unet7 - n"

nous pouvons chercher une solution de la forme :

1uo=rJj ;o(1 +ecosf l )

Avec 1 = (l-e)<Ps

6Kæ
Â90 = -;.* radians

rmc-( I +e)

e émnt une constante très petite devant 1'

A partir de cette solution approchée, nous déduisons I'avance des

périhélies des planètes donnée dans les livres de relativité générale :

(3)

(4)

3) Equations des trajectoires'

Le tenseur de déformation de I'espace-temps que nous avons introduit

dans le chapitre II est un tenseur diagonal. Les seuls composantes non

nulles sont :

eoo=-E
r

I<
ën= tzz= err = 

î

Les autres composantes sont nulles'
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La métrique définie par la formule (1) du chapitre II devient :

ds2 = ( t -  ,4 )a*o'-  ( r  *  z J )(ot  ,2+ dx!  + dx.2) (5)

Nous supposons que le mouvement des planètes s'effectue dans un plan'

Soit ox1x2 eë Plan .

ds2 = (t - z+ )d*3 - (r * 2-\ )(4x,2* a*î) (6)

En divisant (6) par dxs, nous obtenons :

ds = (, -z K - (r * z+ )( if **i l) 'o Q)
dxo \ -  r  '  1

Tenant compte de la petitesse de 
+, 

nous faisons un développement

limité à l'ordre 2 en J de (7)

En fait, nous négtigeons tous les termes en (-f, )n n t 2'

ds =1. + * * î +(if **î) ,5 *( *?**Ê)' (8)

La trajectoire de chaque planète s'obtient à partir de :

ôÏ ds=o (e)
A

appliqué à I'intervalle élémentaire ds (8)
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En effet, les

telles qu'elles

extrêmales Passant

rendent stationnaires

par deux points A
B
I

I ' intégrale J d..
A

et B doivent être

(10)

Kô(+y= îôr- i1ôi1 x2ôx2'
o X o  l t -  

, , 2 ^  I  - ^

i + 
(i1 * ir2; ô, .5ô'- l (i.,'* ir2){irôi, + xzôxz )

xrô t . ,  +  t rô* ,

i, ôi x2ôx'2 (i lôi . ,  + x2ôx2 ) +K
r

ôd

5 irôi, + 
|

Or rz =x | + u$ soit

Remplaçons ôt Par
* . ,ô t . ,  +  x2ôx2

dans (10)

U,fr)=+r'ô*, -i.'ôi, -l { t *? * if) ',ô*, ,K2
4

I

ô t

x,ôr, -LrOf **î) i1ôi1 -Ëx2ôx2 -x2ô{2 -3 -6xrôi ' ,  +} 
Ë 

tOf .

-L,orir2;x2ôx , +*2ô*2
* ij1i2ôi, (1  l )
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Or

B  B  B  J -
( \ f t

otds- ô[fÉ. ldxs=J ôfÉ;a*o (r2)
J JA dxo 'A oXo
A

B B

Dans la suite, l'intégrale J tt*l dx est notée tout simplement J f(x)
A A

Appliquons (12) à (11)

J Ë-'ô*, 
- i1ôi1 3 -ri1ôir .7 

+t 
i,' *,î't *,ô*' .# x,ô*,

f ,  rOf * *î ) i1ôi1 . 
É*rô*, 

-x2ôi2 3 --K 'rôi '  * 
] Ë 

tOl +

ir2)x2ôxz 4*rô*2 LrOf 
* ir2;i2ôie= o

1

(  13)

conformément aux conditions, aux limites, nous avons :

ôxr(A)=ô*r(A)=0
(14)

ôxr(B)=ô*r(B)=0

Explicitons les intégrales :

-J *^ùt^= -J i^6x^ = -li^6, 1+ ! i:^6x^ = ! ii^6x^

- I, L,*&m = -! t +r^ fi or^ = [ {; t L x^ ) 6x^
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I lt ri + *l 1 *^6*771 = - 
il *V *! + *2, )*^fE*^

avecm=1ou2.

(13) s'écrit alors :

t {+x1 +il* I (3 +i' )+ I +t i,' * *î),,*) *,*
J  t " ra - ' '  dXo ' - ' f  "  2 . r3  " f -

r  ' l ' r

I -q- Lt*;' *'*Ê")i'l ) 4., * { } *, * ;z + 3K + ( +ï ) +
2  d X O  

L \ " l  " z  t " t J  t  -  - - r  
(  ' f  t  . X O  f

9 + <*? * *1) ̂r.4 xz+!9[t;,,, *'*t")ir] ] ô^, = o it5)
â ' ra  " ' t

L ' intégrale (15) est  nul le quelques soient ô*,  
" t  

ô*r .  Nous obtenons

deux intégrales, l 'une en ôx1 et I 'autre .n ô*2'

La première intégrale en ô*r .tt '

t { '[*, +i', +-9-tr]i.,))+ 1-f ti, '* *il*,*4 *, +
J  t ' ru  '  r  

dxo  r  z ' ro  n r -

r  ' ' l r

I -q- Lti;* "x.!"\ i, l  j  ô^1 = o (16)
2dx6-

L' intégrale ( 16) devant être nulle pour des variations arbitraires de la

coordonné ô*r, nous en déduisons :

" 
[  *,  +i 'r+3K+ (.)I- l_ )+ * 4t i ' t  * ir2) xr *4 *, +

' r t - - '  '  dxo "  f  2 ' ro  " r *

l- q 
[,0'r* 

'iÉ .)i,] = o Q7)
.  zdxot - '
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La deuxième intégrale en ô*, ,

I {Ë x2+i2+3Kfi t +l+ 
9 -Tt xl +x!1*,*) *' +

l aï [,0;. ",t"t';] ] ôx2 - o (18)

c
Or (18) est vraie quelque soit Ôx2 , ce qui donne:

#*,+ i2+r.oh (+) * 3 -5 r *1 * ),1\ *,*S * +

i*[r*f*"*l"ti,] =o (1e)

4) Introduction des composantes perturbatrices dûes aux

ef fets re lat iv is tes :

Le mouvement de chaque planète est considéré perturbé (perturbations

dûes aux effets relativistes) ; nous le décomposons en un mouvement

non perturbé et en des composantes perturbatrices.

Ces composantes perturbatrices étant trop faibles, on peut négliger leur

carré.

Nous posons :
x t=Yt iP t

xz = Y2+ Pz

x1 x2 coordonnées du mouvement perturbé des planètes
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V r

Pr

avec f = +xâ

Pr)2 +

I'avons

Yz
Pz

2

coordonnées du mouvement

composantes Perturbatrices

non perturbé

nous avons négligé les carrés de

(20)

de r, ,zet 13 1

?=(yr+

Comme nous
pr et de pz.

r( =yl + y!

(y, * pr)'

précisé ci-dessus,

xl

f- rf (r."?."Y) avecn=2,3

Portons dans les équations (17) et (19) ( les expressions

(17) s'écrit :

-5tv,+pr)-
" I o o "

*#rvl*iitt 0

et (19) s'écrit :

,#(vlpr+YtYzPz)

v,*Ev,**fi[d"i.

,#(yryzPr+vtpù+lz

vr*$yr. '*., l tvl * v\v,]

3K-q-(Yr)*
OXO l'6

(2r)

+ ï r  + pr  +

I"it ' l i, l = o

#rr,t 0

3 'K 
/

' . roa.  
\

+Pz) -

i? * iît

+f '2 + 3

=0

Kd
dxo

(Ya)*
Ig

(221

pour développer les équations différentielles (21) et (22) nous utilisons

les résultats newtoniens.
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5) Résultats Newtoniens :

Nous postulons dans la suite la validité de la loi de Kepler, c'est donc Ia

planéité des trajectoires

Dans le Plan

polaire (ro, Qo)

direction radiale

OM=ro

]1 = r6cos(90)

Yz = rosin(90)

Au point M de la

le rayon OM, et la

direction radiale.

trajectoire, s'exerce une accélération

force d'attraction est Proportionnelle

de la trajectoire, définissons un système de coordonnées

issues de l'origine o. Soit ? un vecteur unité suivant la
-)

et n un vecteur unité perpendiculaire à cette direction.

f

à

dirigée
IvI m

suivant

sur une
2

I 6

F=rnf= e3)
z.

I s

M(ro'9)

Il en résulte :
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Il est facile de démontrer que les équations qui déterminent les

trajectoires d'une masse soumise aux forces de gravitations, déduites de

la mécanique Newtonienne sont :

i l=-*r,

i 'z= - *r,ro-

dp +us=-!!
dgo ' "  h '

, .Fd9o=h' dxo

uo=*-  ,  h2=Kr- ( l+e)

(24)

(2s)

(26)

L'équation (26) reptésente la loi de Kepler.

L'équation (25) admet la solution :

us(qo)=,f* ,cos(90). ; - r - -  Q7)
r p1  |  * e )  r t n (1+e )

,n  _  r ,n(1+e)
" ecos(rpo)

e est I'excentricité de I'elliPse

Nous introduisons la constante Eg telle que

Es= +.+ + (28)
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Eg correspond à l'énergie

des effets Perturbateurs.

totale de la masse en mouvement en absence

(30)

(2e)

calculée en 9o = 0 puisque Eg est une constante du mouvement.

Les dérivés dans les équations (21) et (22) sont des dérivées par

rapport au temps, nous les transformons en dérivées par rapport à

t'angte de rotation 90.

Es= 5(d, )1 m

f  -  d f  =d9o  d f  =hu^ rd f' 
dxo dxo dgo " dgo

T= +=(ffi,'++znuotff

=h2 ": + -znz ul
dgo-

e
rr(1+e)

df
dgo

sinlgo;!!

(3 1)

6) Formes réduites des équations de la trajectoire:

Les transformations (30) et (31) appliquées aux équations (21) et (22)

donnent :

jÏfe# '#esin(eo)ffi.

,+ sin( g6)cos( Qo)p2 * a 
'Kl 

' r^(1

.+#os(reo;=s

'  
[  (  r -3ror t (ço))p,

" " , . 3 .  \
r 0

+ e;  
e 'S in2(*o ' -

(1+cos(gs)) '

(32)
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Kr*( lJe) 4,+e sin(rpç1) I  * , '  [ ,  ( t - :r in21eo))pz
=-  dgÉ ro" '  

'  "  dgo ' "  to3 '

-3 
' 

I sin( gs)cos( 9o)p ,' + )t-r-(l + e)e sin(tpr> j-Esol
" I oo '  

t ) r / vù \YO/P I - -  * r f ' ^mr -  '  ' "  
( 1+COS(9 ' ) ) 2

"Kz  â2 " -
+- ' .=- , -  , '1 .  s in (go)=g' ro3 " 1+cos(9s)

Multiplions les équations (32) et (33) par

et sans nuire à la généralité de la solution,

u=+. et u=+.

Les équations (32) et (33) deviennent après toute simplification

e"s in(qo)
a

dU 1-3cos" (<po)  rT

(33)

d2u
1+e"cos(go)  dgo 1+e'cos(<po)

" ' -  
l

' s in2(<p 
o ; - ; T -  

)

(1 '+ 'e 'cos(go)) '  (1 '+ 'e 'cos(qo)) -

.  s in (  go)  cos(  go)
- J

1+e"cos(go)

cos(gs) - 0

r z  .  s in (  go )  cos (  9o)  , ,
I J

1+e'cos(<po)
1-3s in2(gs)

1+e'cos(go)

"2 - l
(1+e'cos(<ps))2

" 4ro
'K"*" (1+e)

nous posons

sin(90; = g

-2
dq;

+4e

d2V -  ,  e 's in(9. )  dV *
dg;  

-  
1+e'cos(qo) d9o

_ r . 's in(go)  (e+ 'cos(90))*

(1+e'cos(go)) '

(34)

Posons:

(3s)
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^ ^  e 's in(cpo)
.{-a,f - p ------7--  - r  

1+e"cos( tPs)

b  1-3cos2(gs)ot = 
I *Jcos(,po)

n  I  -3  s in2 (ç6 )''2 = 
T;Eos(go)

^  ^  s in(  ç6)  cos(  9e)
v =  J

1 +e" cos(<po)

Dr=4,  
"s in2(90)  

-*  
" - t  

^cos(go)'  
(1+e'cos(96)) ' '  ( t+e 'cos(<Po))2

D2=- 4 e 
's in(90) (e+'cos(9 ' ) )+ - -4L 

. . :  s in(ge)
(1+e'cos(qo)) '  (1+e'cos(90)) '

Les équations (32) et (33) s'écrivent

4 -er $l +B1u-cv+D1 -o (34)
dq; 

^ d9o

4-R,{+B2V-CU+D2-0 (35)
dgo2 

^ d9o

Nous utilisons la méthode des différences finies pour résoudre les deux

équations différentielles aux dérivées partielles (34) et (35)

d'u = u(i-1)-2u(i)+u(i+1)
dgo2 ^93'
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du = u( i)-u( i-1)
dgo Âgo

d'V = V( i -1)-2v( i )+v( i+1)

de3 ^qÉ'

dv = v( i t -v( i - t t
dgo Âgo

Portons ces expressions dans (34) et (35)

U(i+1)=2U(i)-U(i- t)+Âç0Ar(i)(U(i)-U(i-r l )-aqo'(Br( i)U(i)-C(i)v( i)  + Dr( i))

v( i+1)=2v(i)-v( i-1)+^q.Ar( i)(v( i)-v( i-11)-aq3(n2(i)v( i)-c( i)U(i)+ Dz(i))

Nous déterminons les solutions de ce système en utilisant la méthode

itérative avec les conditions initiales suivantes

U(0)=U(1)=g
V(0)=V(1)=0

7) Déplacement du périhél ie des planètes :

En chaque point de la trajectoire elliptique, le rayon s'écrit en fonction

des perturbations:

? =r(+2(yrpr+yzp ù+p1+P3 (3 6;

Au périhélie, le rayon atteint son minimum, la dérivé * s'annulle et
oQo

l'équation (36) donne
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' ff -''ffi *(r,ffi *,,|fr . :fi n' *oeh')* n'ffi * n'|ffi

pour un mouvement non perturbé nous avons i

]1 
-  rgcostPg

Yz = rosingo

'n=]b@" 1+êcostPg

et les dérivées par rapport à I 'angle de rotation de yt,Yz at rg sont

(37)

dro = ,n esintP0
dqo " l+ecosge

9tt  =rn$oc6-fu'-rssinrps
dQo - I+ecoStPg

dv" esin2'^= ro# * r6cos(Pg
dgo " 1+cos<Ps

Au voisinage du périhélie nous avons :

9o = 2n + L'9s Lqs << zrl

donc cos{pg = cos(2æ + ^90 ) =1

et
singo = sin(2r + Â90 ) = Ago

faisons I'approximation nécessaire au voisinage du périhélie

I  fo=rm
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1l,o = ,o*: À90 = t,ft oqo
dgo " l+e

1Lt = 'o* Âeo- roÂeo = - 
ï;o*odgo " l+e

dYz = rrj- ^qo2 + rm = rm
dgo 

* l+e

Dans la relation (37) ous négligeons p,*F et Pz*
dgo 

' -  dqo

De cette équation nous déduisons I'angle polaire ^90 de la planète non

perturbée, lorsque la planète perturbée atteint son périhélie.

ro, = -(ffi + pz)/ (r* Tfu . :ff ) radians (38)

En fonction de U et V

Â90 = (g + v)l ( b '" * -qy-) radians (3e)
tdgo /  'K1+e dgo '

à chaque révolution de la planète s'ajoute donc une avance ̂ 9 de son

périhél ie.
KV

Aq = Ago +-
rm

En secondes d'arc, nous obtenons:

Âg'  = 180.3600  ̂g
IC

(40)
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Ceci est I'avance du perihélie pour une révolution de la planète. Si T est

la durée de cette révolution exprimée en jours sidéraux, I'avance

séculaire exprimée en secondes d'arc sera représentée par:

ÂÇ)= Aq'# (41)

A est, en jours sidéraux, la période de révolution de la terre autour du

soleil A vaut 365 jours.

D'après l'équation (39) nous pouvons donc, en util isant le résultat de la

résolution des équations différentielles aux dérivés partielles (34) et

(35), calculer I'avance du périhélie des planètes.

Nous avons fait les calculs pour les trois planètes Mercure, Mars et

Vénus.

a) PLANETE MERCURE

Pour la planète Mercure nous avons

T = 88 jours
rs1 = 153.33 sec

e = 0.206

Le calcul sur ordinateur nous a donné

Àgo = 218.5 secondes d'arc par siècle.

V=-63

Ag = Ago *# . = 44.5 2L8.5 secondes d'arc par siècle.

b) PLANETE VENUS

Pour la planèæ Vénus nous avons

T = 224.7 jours
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rm = 356.666 sec

e = 0.0068

Aço =6.49 secondes d'arc par siècle.

v--14.

Aç = Ago *# 13 secondes d'arc par siècle.

c) PLANETE MARS

Pour la planète Mars nous avons

T = 689.98 jours

rm = 690 sec

e = 0.0934

Le calcul sur ordinateur nous a donné

A9o = 3.97 secondes d'arc par siècle'

v = -  31.55

Àg = Aqo *S . = 2 secondes d'arc par siècle'
rm

Nous résumons ces résultats dans le tableau suivant

e fm  ( sec ) T (i ours) Qo V

^Q AO
I

Calculé |  Observé

Mercure 0.206 r  53.3388 218.5 -63 44 43.05+ 0.45

Vénus 0.0068356.66 224.7 6.49 -14 13 8.4 + 4.8

Mars 0.0934690 68 9 .98 3.97 -31.55 2 l "  34

Lt2 est l'avance du' périhétie en secondes d'arc par siècle.
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Dans la suite nous donnons les courbes représentants la variation des

composantes U et V en fonction de I'angle de rotation 90.
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V.CONCLUSION

Nous avons voulu simplifier I 'approche traditionnelle de la relativité

générale par I' introduction de coordonnées complexes de I'espace-temps'

Cette méthode nous a conduite à des résultats connus pour les effets du

premier ordre. Pour I'avance des périhélies des planètes, le calcul des

perturbations relat ivistes est necessaire pour retrouver les valeurs

admises.

Les relations

ds2 = ( ôij + 2ei3 )dXidX.l

t i3,oo * tnn,i j  = t in, jn + t3n,in

ôJds=0

Sont invariantes dans tout changement de repère de I 'espace-temps

complexe, et sont donc parfaitement valables du point de vue relativiste.

Elles sont en accord avec I'ex1Érience.
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z)

PARAMETER (MH=203)

DIMENSION PHI(MH),TI(MH),T2(MH),T3(MH)'T4(MH)'T5(MH)',

DIMENSION T6(MH),T7(MH),T8(MH),T9(MH),T1O(MH),T1 1(MH)

DIMENSION T12(MH),T13(MH),T14(MH)'T1s(MH)'Tl6(MH)

DIMENSION T17(MH),T18(MH),T19(MH)

DIMENSION U(MH),V(MH)

c DIMENSION A6(MH),PHI0(MH),APHIo(MH),A4(MH),As(MH)

c

Open( 1 ,file='X 1 ',status='unknown')

Open(2,file='X2',status='unknown')
Open(3,file='X3',status='unknown')
Open(4,file='X4',status='unknown')
Open(5,file='X5',status='unknown')
Open(6,file='X6',status='unknown')
Open(7,file='X7',status='unknown')
Open(8,file='X8',status='unknown')
Open(9,file='X9',status='unknown')
Open( I 0,file='X 1 0',status='unknown' )
Open( 1 I ,file='X I I' ,status='unknown')
Open( I 2,file='X 1 2',status='unknown' )

RM=356.666
xK=4.9628-6
E=0.0068
NEI=202

NEN-NEI+1
PI =4.d0*Datan(1.d0)

PI2=2.d0*Pl
WRITE(*,*)Plz

dph=(2.*Pl)12W.
tr=-Z.5

CON In
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u(1)=0.
u(2)=0.
v(l)=0.
v(2)=0.

DO I l=l,nen

Phi(I)=f,Ph*float(I- I )

write(z,' (2E25 . 1 5 )' )Phi(I)

1 continue

C
DO 2I=1,NEN

T3(I)=2. *E* SIN(PHI(I))

T4(I)= 1 -3 *(COS (PHI(I))) * *2

T 2(l)=r. +E *C O S (PHI(I ))
T 1(I)=T3(I)/T2(I)
T6(I)= 1 -3 *'(SIN(PHI(I))) * *2

Ts(I)=T4(I)Æ2(I)
T7(I)=T6(I)Æ2(I)
T8(r)=l *(sIN(PHI(I))) *(COS(PH(I)))

T9(I)=T8(I)Æ2(I)
T 1 0(I)=4*E*(S IN(PHI(I))) * *2

T 1 2 (I)=(E * *2- l) | ((T 2(l))* * 2)

T 1 1 (I)=T 1 0(D/((T2(I))* *2)

Tl3(I)=-A/T2(I)
T 1 4(I)=(T I 2(I)+T I 3(I))*COS (PHI(I))

T15(I)=T1 1(I)+T14(I)
T I 6(I)=-4*g*($IN(PHI(I))) *(e+COS (PHI(I)))

T I 7 (I)=T t 6(r) | ((T 2(I)) * *2)

T 1 8(I)=(T 1 2(I)+T 1 3(I))*SIN(PIil(I))

T 19(I)=T17(I)+T18(I)
2 CONTINTJE
c DO 8I=INEN

wnts(2,' (2825 . I 5 )' )Ph(I)'43 (I)

wriæ(3,'(2E25. I 5 )')Ph(I)'B3(I)
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write(4,'(2825 .15 )')phi(I)'84(I)
write(5,'(2825 .I5 )')phi(I)'C 1 (D

write(6,'(2825 .L5)' )phi(I)'D 1 (I)

write(1,' (2E25 . I 5 )' )phi(I )'83 (I)

c write(8,'(2E25.1s)')phi(I)'F3(I)

CONTINUE

C
C

DO 3 I=2,NEN-l
U(I+ I )=2 *U(D-U(I- 1 )+T 1 (I) *DPH"' (U(I)- U(I- 1 ) )-

& ((DPH)**2)*((T5(I))*(U(D>

& (re(I))*(v(I))+r15(I))
V(I+ 1 )=2*V(I)-V(I- 1 )+T 1 (I)*DPH*(V(I)-V(I- 1 ))-

& ((DPH)**2)*((T7(r))*(v(D)-
& (T9(I))*(U(I))+T19(I))

3 CONTINUE
c

DO 4I=I,NEN
write( I 1,' ( 8X,I 3, 2X,2825 .1 5 )' )I,phi(I)'u (I)

'write ( I 2,', ( 8 X,I3,2X,2825 .1 5 )' ) I,phi(I)'v(I)

4 CONTINI]E
A4 =(RM/XK) * (E( I . +E) ) +( ( V (202) -v (20 I ) )/D PH) -u (202)

A5 =-(U(202)-U(20 1 ))/DPH
A6=-V(202)
A7=-(XK/RM)*(V(202))*((U(202)-u(2oL))/DPH)
A 8 = - (X K/RM )* (v (202) ) * ( ( v ( 20 2) -v (2O L))/D P H )

PHI0=(A5+A6+A7+A8 )/(A4)
APHIO=( I 80.ÆI) * (3 600. ) * (3 65 . 1224.7 )* ( I 00) *(PHIO)

V/RITE( *,'r')' APHIO=',APIil0

c
STOP
END
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