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NOTATIONS

La pluspart des notations utilisées dans ce travail sont signalées dés qu'elles sont
introduites pour la première fois. Nous tenons cependant à préciser quelques notations
d'usage cgurant et quelques espaces fonctionneli.

O : un domaine borné lipschitzien de IRæ

| : ôO : la frontière de O

Sl : une partie de I

s  -  ( x t  r xn )  :  =  ( r t t . . . r t o - t r ûn )  f l

Tz' i La projection de IRt sur I'hperplan d'équation i rn: Q

e z -  (0, . . . ,0,1)

O(O) : espace des fonctions de classe C- à support compact inclus dans O

O'(O) : I'espace des distributions sur f,)

A  a ,  .  '  , .  a a  ,  !

6 
: dérivée Partielle Par rapPort à c;

V : L'opérateur gradient définit par : Vu € O'(O) : Yu = (#, , #)

d,iv : L'oçÉrateur divergence définit par : Vu e [O'(O)]" : diuu : y + ... + y/ r  '  
ùrt  ""  '  

ôxn

A : L'opérateur Laplacien définit par : Vu € O'(0) : Au : * + ... + *ô*i ' 0rl

.tq(O) : espace des fonctions de puissance gè-" intégrable sur Q (1 < q < *-)

Lo(S;) : espace des fonctions de puissance gè-" intégrable sur Sl (1 < g < *oo)

Lq(O) : espace des fonctions à valeurs da''s lRn dont la norme appartient à lc(fr)

,-(O) : espace des fonctions essentiellement bornées

!Vr,c@) 
: l'espace des fonctions de trs(Ct) ayant leurs dérivées

(au sens des distributions ) dans .Dc(O)

i



Ces cinqs derniers espaces seront munis des normes :

lulc,o : ( [  Wf.)oor\t 'o vu e.Dq(o) (r <e < *oo)\ Jo  '

lulq,sr : ( [-fu@)yarçrrlrta Yu e Lq(f;) (1 S c < +oo;
t . / '5 i

lulc,o : ( [  WOlfo*\ ' 'o vu € [,0(o) (1 Sq < *oo)
\ Jo  '

luloo: supesslu(r)l Vu e tr-(O)

lr l t ,o :  lulq,o* lVu lq,o

On a noté indifféremment la valeur absolue d.ans IR et la norme de IR', de même''pour les
noûnes des espaces Iq(O) et ILc(O).

W-r,c'(Q) : le dual de W',q(Q) où g' est le conjugué de g

I f t (O) :  :Wr 'z (Q)

Eot(o)

r/à"(R')

co(o)

cu(o)

l'adhérence de O(O) pour la oorni" | . lr,,

: espace des fonctions mesurables / telles que
Var ouvert borné C IR" f I,e H'(r)

espace des fonctions ,b fois continuement dérivables dans O

espace des fonctions /c fois continuement dérivables dans 0
' 

V' : le dual de I'espace vectoriel normé V

H. : H muni de la topologie faible

Pe : le problème associé à une fonction g

Pe,e : Ie problème approché associé à Pt

D(B) :. le domaine de définition de I'opérateur p

0, : I'approximation Hille Yosida de I'opérateur B

go(*) : c'est l'élément de p(a) ayant une norme minimale où B est un graphe maximal
monotone

llo(r)ll : désigne une norrne quelconque de la matrice a(c) dans tÎ"(R)

u+ (resp. u-) : la partie positive (resp. négative) de la fonction u

u A u (resp. u V'u) : désigne la fonction inf (resp. sup) des deux fonctions u et u

c i désigne les d.ifférentes constantes qui interviennent. On précise lorsque c'est
nécessaire sa dépendance par rapport aux autres paramètres.



INTRODUCTION

Dans ce travail, on étudie différentes questions relaiives. au problème de la digue.

Dans les chapitres I, III, et fV, on considère un domaine borné lipschitzien O de IR.' (n 2 2)
représentant une digue. On désigne par I la frontière de O, on suppose | : .9r U ,92 U ,Ss
où 5r est la partie imperméable, ,92 la partie à I'air libre et 53 la partie en contact avec
I'eau.

Le problème consiste à chercher la pression p de I'eau à Pintérieur de O, la partie mouillée
et d'étudier la régularité de la frontière libre. On étudie aussi I'unicité des solutiolhs.

Ces problèmes ont été étudiés par de nombreux auteurs tels que : C. Baiocchi,
H.W. Alt, H. Brezis, D. Kinderlehrer, G. Stamfacchia, J. Carrillo, M. Chipot, A. Fbiedman,
G. Gilardi, L.A. Caffarelli...

Baiocchi [Bal] [Ba2] [Ba3] IBCMP] a étudié différents cas de digues rectangulaires
homogènes et non homogènes avec des conditions dites de Dirichlet. Il suppose p : g

sur ^92 U ^9s où g coi'ncide avec la pression de I'air sur 52 et avec la pression de I'eau sur

Ss. Il a introduit la transformation dite de Baiocchi qui a permis de faire le lien entre ces
problèmes et les inéquations variationnelles. 11 démontre ainsi I'existence et I'unicité de la

solution du problème.

Alt [Al1] a prouvé I'existence d'une solution dans le cas d'une digue homogène ayant
une géomètrie générale dans IR" (, > 2). n a ensuite introduit et démontré I'unicité d'une
catégorie de solution dite minimale. Enfin il a prouvé la régularité de la frontière libre

lAr2l.

H. Brezis, D. Kinderlehrer et G. Stampacchia [BKS] ont donné une nouv€lle formula-
tion du problème homogène en dimension 2 (cf. encore [A13]):

(Pr)

Trouver (p, x) € II1(O) x I-(Q) tel que :

(i) p > 0, p.p. dans dl, p = g sur .92 U .93

( : t l  0 (xS1 ,  (1  -x )p :o  p .p .danso
I

(iii) / vp.v( * y(,,dx I 0 v{ e rlr(o), v€ > 0 sur ̂ 52.
JA

En introduisa^nt un problème,approché, ils ont montré I'existence d'une solution d" (Pr).

3



J. Carrillo et M. Chipot [CCll [CC2] ont repris le problème (&). Ils ont introduit la
notion de solution ,53 - connexe et ont démontré I'unicité d'une telle solution. Ils ont montré
que cette solution est minimale parmi toutes les solutions du problème (P1), toute autre
solution étant formée à partir de cette solution minimale en lui ajoutant éventuellement
des "flaques" c'est à dire encore des fonctions du type ((â - æz)*,ù ( X est Ia fonction
caractéristique d'une composante connexe de I'ensemble.[x2 < h]). De plus, ils ont montré
que la solution .93 - connexe coihcide avec la solution minimale de Alt [Al1l, la continuité
de Ia frontière libre de la partie mouillée et que X représente la fonction caractéristique de
cette partie mouillée.

A. Fliedman, S.Y. Huang [FH] ont repris les résultats de [CC1] [CC2] dans le cas
d'une digue non homogène possédant une perméabilifé k(r1,c2) où ,b est une fonetion de
.t-(O) positive et décroissante par rapport à c2.

Récemment, J. Carrillo et M. Chipot [CCa] ont remplacé la condition p - 9 sur ^93
â

par une condition de flux t ;(p * r") : &r,g - ù sur ,9s.

Ils obtiennent la formulatior, ,fli'à" ,

(Pr)

Trouver (p,x) € f/r(O) x I-(O) tel que :

( i )  p )0 ,  0<X< 1 ,  p ( l  -X )  -0  p .p .  dans  f , )

( i i )  p :0  sur  Sz

(iii)

Ils montrent I'existence d'une solution, établissent I'unicité sur un exemple.

Ce travail comporte' quatre chapitres.

Dans le chapitre I, on reprend le problème (P2) dans le cas plus général d'une digue de
IR" (r, 2 2) non homogène de perméabilité o(r) € tJt"(lR). Cela correspond au problème
suivant : .

Inor.or*y(,,d,x 
- 

lr"g@,p-p).(d,o(x) 
< o

V€ € I/1(O), V€ > 0 sur ̂ 92.



(Ps)

Tlouver (p,x) € Itr(O) x .tr-(O) tel que :
( i )  p  )  0 ,  0  < 1< t ,  p( l  -x) :0  p .p.  dans O
(i i )  P=0 sur Sz

(iii) 
lr<,1{r, 

+ ye).Y(dx

(ir) 
ln"A>{op 

* xe).Y(dx

On commence par montrer I'existence d'une solution. Sous des hypothèses sur d et B, on
établit différentes propriétés de la solution qui généralisent celles de [CC2] et [CC3].
On introduit comme en [CCl] la notion de solution .9s - connexe et de flaques. On établit
que toute solution est somme d'une solution ̂ 93 - connêxe et de flaques. On montre la
régularité de la frontière libre ainsi que I'unicité de ce type de solutions sur flusieurs
exemples notamment dans le cas d'une dign" à réservoirs en escaliêrs en dimension 2.

Da^ns le second chapitre, on traite d'une digue non bornée. On montre que l'on
obtient une solution comme limite monotone de solutions de type (Ps). On généralise des
propriétés déjà établies dans le cas d'une digue bornée.

Au troisième chapitre, on remplace I'application 0 pæ un graphe maximal monotone,
on obtient le problème suivant :

(Pn)

Trouver (p,,x,,g) e Ë1(o) x I*(o) x z2(s3) tel que :

( t )  p20 ,0<x<1 ,P( l  -X ) :0  P .P .dansO
( i i )  P :0  sur  Sz

(iii) g e 0(ç - ù p.p. dans ̂ 53
I
I g.€do(x) < 0

JSs

V( e IIr(O), V{ ) 0 sur ,52.

Sous des conditions sur p et c, on montre que ce problème admet au moins une solution
comme limite faible d'une solution d'un problème de type (P3). Ensuite on donne un
exemple de non existence et des exemples de cas d'unicité et de non unicité.



Dans la dernière partie, on reprend le travail de W. Dongming [Do] en se
plaçarrt en dimension n 2 2 et en remplaçant la condition p = g sur ^93 par la con-
*:t:" faible de flux suivante :

lv(p + î*)lc-2.a(p !-æ") : Ê(x,v - ù sur .s3.

En posan t  u :pJ  æne t  rb :g * rn ,on  es t  condu i t  àé tud ie r  l e  p rob lème:

Trouver (u,g) e Wr,q(Q) x Z-(O) tel que :

( i )  u | rn ,  0  <  g  11 ,  g (u -æn) :0  p .p .  dans  O

(Pu)  { ( i i )  
u  

" ' "  
su r  Sz\ " " ,  w _ * n  v z

1^1
( i i i )  l lVu lo- 'Vu.Y{dx-e€,n :  I  P@,r l t -u) . (do(x)  4

Ja Jss

Y( ewt,t (O), V€ - o sur ̂ 92.

On établit I'existence d'une solution et on donne un exemple où la solution est unique.
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I- CAS D'UNE LOI DE DARCY LINEAIRE

I.1 . Position du problème :

fntroduction :

Soit O un domaine lipschitzien borné de IR' (" 2 2).' O représente un milieuxjporeux.

La frontière I de O est divisée en trois parties : une partie imperméable ,5r, une partie ,92
en contact avec I'air et une partie ,93 couverte par le fluide (voir figure 1).

fisure I

On suppose.9s relativement ouvert dans I et on notera,9g,i,i = lr...rN les différentes
composantes connexes de 53.

On suppose qu'après un certain temps, il s'établit un régime stationnaire dans O et orr se
propose de déterminer Ia pression p du fluide et la partie A mouillée de la digue O.

7



Formulation forte :

Le bord ôA de ,4. est divisé en quatre parties : une partie imperméable 11, une
frôirtière libre f2, éventuellement une partie couverte par le fluide Ig et une partie fa où
le fuide s'écoule vers I'extérieur de O.

La vitesse u du fluide dans A est donnée pa,r la loi de Da,rcy :

(L1 .1)  a  -  -a ( r )V(n+r "1

où p est la pression, tnlanôème composante de l'élément générique c de IRn et o représente
la perméabilité du milieu vérifiant :

c:  O -  f i " (R)

t  ê  a (x )=  (q i ( t ) ) t< ; , r<"

l .  ;  ( I .1 .2 )  a€r - (O) ,  d iu (a (x )e )eL2(A)
t

(I.1.3) 3À > 0 tel que : tya(x)y = l, oolp)yivi > \lyl' Vc € O Vy € IR'.
L1 i , j1n

On suppose que le fluide est incompressible et on a :

d iu (u ) -g  dans  A

ou encore

. (I.1.4) diu(a(x)Y(a + c")) - s dans A.

Le flux du fluide à travers lr U lz est nul. Donc si z désigne la normale unitaire extérieure
àAA,ona :

.u :0  su r  f rU fz

ou par (I.1.1)

( I .1.5) ! fo1t ,")  -  a(r)V(p *  xn).v = 0 sur 11 U f2.
oua

L'écoulement du fluide à travers la permet d'écrire

o .u20  sur  la

soit encore

(I'1'6) 
f,rr* 

c") < o sur ra'

On désigne paf, g la pressiot'ro, ,52 U.9s.



On suppose g lipschitzienne et positive, elle admet donc une extension lipschitzienne
sur O, notee toujours g.
OT. la Pratique, I est donnée Par :

f  0  s i  (x ' , xn)  €  Sz
9(a ' , rn )  

- -  
|
I  l r r  -  î n  s i  ( x '  , xn )  €  Ss , l  i :  1 ,  . . . ,  N ,

où â; désigne le niveau du réservoir recouvrant Ss,;.

En plus de (I.1.5), on a :

( I . 1 . 7 )  P=0  su r  f z .

Comme dans [CC3], on impose la condition suivante :

(I'1'8) fr<, + tn) : g(t,e - P) sur ss,

où B est une fonction vérifiant : tl

Ê: Ssx IR -+ IR

( I .1 .9 )  rê9@,0)  € r2 ( .9s )

(I.1.10) r r-, 9@,u) est mesurable Vu € IR

(I .1.11) fc > 0 :10@,,r t )  -  p@,uùl  l  c lq -  ur l  p.p.  dans  ̂93,  Vu1, u2 € lR

(I.1.12) u, ê 0@,u) est croissante p.p. x € St

( I .1 .13)  B(x ,u )>  0  p .p .  0  €  Ss ,  Vu 2  0 .

Formulation faible :

Il est important de remarquer que trouver la paire (p, A) est équivalent à trouver
(p,Xn) où X,e est la fonction caractéristique de I'ensemble A.

Suivant [BKS], [CC1] et [CC2], on a pour toute fonction régulière { :

l t fa

Joa(x)v(p 
* a,).Y(dx -- 

Jo-an(a(')v(p 
a "")) .(dx * 

Jr^ù(o 
t æ").€do(r\.

Si on suppose que p est une fonction régulière satisfaisant aux conditions (I.1.4) - (I.1.8),
on obtient :

f f a
I a(x)v(p * an).Y(d,a -- 

I ^, (p * x").(do(x)
Je  J .a tovo  

f  A: Ir"0@,ç-p).(d,o(æl * /. ft<r*æ,).(d'o(x)



et si on suppose que :

( I .1.14) € 2 O sur l4,

on obtient d'après (I.1.6) l'inéquation :

( I .1 .15)  [a@)v(e*x , ) .Y(d ,a-  [  B@,v-p) . (do( ' )<0.
JA JSs

Maintenant (cf. (I.1.7)), on prolonge p par 0 sur O \ A. Ce prolongement est noté toujours
p. On déduit de (I.1.15) que :

1 1
(r.1.16) l^"ç*1çve+xAe).Y(d,r - 

Jr"g@,ç 
- fi.(d,o(x) s o v( > 0 ."tn.

JA JSA

La partie le étant une inconnue du problème, on prendra { > 0 sur 52, ce qui entraîne

€>0 sur fa .

Ainsi, on est conduit à ctrercher ,rrr" puirË @,x) : (p,xa) vérifiant (I.1.16).

La formulation du problème devient :

Trouver (p.,ù € Hr(O) x I-(O) tel que :

( i )  p>0 ,0<x<1 ,p ( l  -X ) -0  p .p .dansO

(P)

V{ € Itl(O), V€ > 0 sur ,S2.

(P) est la formulation faible du problème initial.

Si le problème (I.1.1) (I.1.4) - (I.1.8) admet une solution (p, A) et si p désigne le prolonge-
ment de p par 0 sur O \ A alors (p, Xe) est solution de (P) et ainsi toute solution forte du
problème initial sera parmi les solutions de (P).

( i i )  P :0  su r  Sz
11

(ii i) | a(x)(ve* ye).Y(dæ - | P(*,,p - p).€do(") < 0
Ja Jss

10



I.2. Existence d'une solution :

Tiiéorème I.2.1 : ,Sous les hypothèses (1.1.2) - G.1.3) sur a et (1.1.9) - (1.1.15) sur B,
il existe une solution (p,X) au problème (P).

Pour démontrer le théorème, nous allons procéder comme en [BKS], [CC2] et [CC3].

On introduit le problème approché suivant : pour tout e > 0

f Tbouver r, € Hr(Q) tel que :
l ^ ^ . t

(P") { 
o"": o sur Sz

[ /'f'ltvp" 
+ H"(p,)e).Y€ : 

Ir"0@,p- 
p").{ v€ e rlr(o) { : 0 sur .e2

avec 
fl

(  t  s i  p>e
(I.2.1) n"@) = |  ple si  Q <p I e

[  0  s i  p<0.

Théorème I.2.2 : Sous les mêmes hypothèses que dans Ie théorème 1.2.1, pour tout' 
e ) 0, il existe une solution p€ pour le problème (Pr).

P reuue :  So i t  V : {ue  I l r (O) fu :0  su r  Sr } .(  - )

On munit V de la norrne de II1(O).

Pour p € V considérons I'application de V dans IR. :

(r.2.2) (r-,  Ia@)(ve).v(d.æ- t g@,,ç-p).(d,o(æ).
Ja JSs

Grâce aux propriétés (I.1.9) - (I.1.11) de B, on a:

.? ̂ Â\ | [. Oa,p - p).tdo(,)l < clç -plz,s,' l€lz,s 
" 

* lg;,,0)lz,s,.l{ lz,s"(I.2.3) | rs,
< K' l€l ' ,s, '

11



Dtautre part, on a :

t f  r  f  I
| | a(x)(vfi.v{dol S I la(x)(vfll.lv{l < / llo(r)ll.lvpl.lv€lr J o  I  J o  J n

I(I.2.4) S supllo(r)l l  / toft.toCl s "lpl,,r. l€1,,2aed' Ja

< K l€ l t ' ' '

Les inégalités (I.2.3) ef (I.2.\ montrent que (I.2.2) définit une forme linéaire continue .4(p)
sur V. On a donc un opérateur :

A :V  -  V '

pê A(p), {  r - ,  <A(p), {>:  I  a@)(ve).v(d,x -  [  U@,p-p). (d,o(x) .
Ja JSs

En tait on voit clairement que ,4. se prolonge pour définir un opérateur de I/l(O) dans

(ff '(o))'. t,
. ,4. est monotone et coercif. En effet grâce à (I.1.3) et (I.1.12), on a :

< A(p) - A(p'),p - p' ) -- 
[ "p1çvçp 

- p')).vço - p')dx *
o

(r.2.b) + t (g@,ç - p') - g@,p- p)) .(p - p')do(x)
JSs

> ̂  [  lv(o-p') l ' .
Jo

. De plus, il est clair que'A est continu sur les sous-espaces vectoriels de dimension finie.

Ainsi A définit une bijection entre V et V' (voir [F]).

Pour tout o € .D2(O), l'application ( [ a@)(H"(u)e).Y(dx définit visiblement
JA

une forme linéaire continue sur V. On en déduit que pour tout u € ,2(O), il existe un
unique p, € V tel que :

{' .'^i"r,€ ): - 
In"@n,"(u)e).Y{d,x.

L2



On considère maintenant, I'application It qui à tout u € .t2(0) associe I'unique
solution du problème :

P" QV, < A(p,) ,€ >:  -  [  "@(H"(u)e).Y(d,x 
V€ eV.

J O

Ainsi pour prouver l'existence d'une solution pour le problème (Pr), il suffit de montrer
que .F.c admet un point fixe. Pour cela, on vérifie les conditions d'application du théorème
de Schauder [GT]. C'est à dire que :

(i) F" est continue

(ii) l-R > 0 tel que F"(a1o,R)) c B(0,R) c Lz(a)

(iii) F,(B(0,^R)) est relativement compact dans Lt(O).

* F" est en fait lipschitzienne, en effet :

Soit pL - F"(r;) i - !,,2. p2" - pr, étant fonction test, on a :

< A(p! - A(p!),p? - p',) - - 
[^o@)(@,t r) 

- H,(url)r).vtp3 - pl)d,
J A \

JO

s: I l ', -',1'lv(P3 - P',)ld*
c J a

< llr, - urlz,a.lp? - p!"lr,z.

D'après (I.2.5), on déduit :

lP? - Pti,z = * l', -'rlr,a'

D'où (i).

* D'autre part on a :

I
^ I  lv (p"  -ù12 <<A(p")-A(ù,p, -e)

ra  
-<  A(p) ,pe)  -  <  A(p" ) ,p)  -  <  A(ç) ,p" -g>

S - I a(x)(H 
"(u)e).V 

p,d'x - [ oçr1çv o').Yed,x
JA  JO

1r
+ I P@,ç - p,).çdo(x) - 

Jn"@)(vp).v(p" 
- p)d*

rss 
+ t o(*, ' ) .(p,-edo(x)

./Ss

13



Î ^ t r
r/ lv(r" -p)l' S - Jna(x)(H"(u)u).V(p" 

-ç)d, - 
J*a(x)(H"(u)e).vedæ

- 
ln"@) (v(0, - e)).ved,x - 

Ira@)(vg.Ypda
1 f- 

Jro(c)(ve).Y(p, 
- e)ilx * 

Jr"(0{*,e 
- p") - 0@,0)).edo(x) +

r1
* 

J r"p(x,o).edo@) J r"9@,0).(p, 
- Qdo(x).

En utilisant des arguments élémentaires tels que I'hypothèse (I.1.2) sur c, I'hypothèse
(I.1.11) sur B, I'inégalité de Hôlder, la continuité de I'application trace sur ,93, il est facile
d'établir I'inégalité ci dessous :

x lnY@" 
- e)12 = "( lnlo{," 

-,ùr)''' * "'.
On en déduit alors que , lp, - ph,z I c d'où (ii).

,
* F"(A(O,n)) c B(0,.R) c Ht (O) est relativement compact dans ̂ t'z(O) [Ad].

D'où le théorème.
c.Q.F.D.

Théorème I.2.3 : La soiution p" de (P,) est unique, p" 2 0 p.p. dans Q et I'application
g - p, est croissante.

Dep luss i  ôO:  ^91  U^9zU,5g :  S i  U ,9 iUS3 avec  S ' rC52  Sr  CS1 e t53 :$ f
alors p" 1 pf"

où p" et p'"sont les solutions du poblème (P") conespondant à 52 et S!2 respectivement.

Preuue :

i) Montrons que g r-r p" est croissante et p" est unique.

Soient pr",p? des solutions de (P") correspondant respectivement à gr el gz.

On suppose gr 1 gr.

Posons g" : p! - p? ef considérons la fonction test { - f a(q") où .fe est définie par :

'  
f a(x) : (t - *).*([0, +oo[) et 6 > o.

t4



Nous avons :

V€ : T'afu").Yq" - 6x(1q", tl)V

et"

l r f
I a(x)(ve).v(da : - I o(x)(H"(pi,)e).V{dc + l' P(*,eà-p).edo@) i--1,2.

JA JO JSg

Donc

1r
I a(æXVq").Y(dæ : - I a(x)(H"(p!)" - H"(p!)e).v(dr *

Ja JA

+ t (B@,w - p1,) - 9@,e, - pZ)).€do(*).
"/S, 

.

Nous avons

I
| (B@,n - pr")-Ê@,çz - p)).€ao(') -

JSs tl

r ': 
Js"nlotro?*ot(0@'% 

- p!) - g@"P'z - p?))'(do(æ) < 0

car ( ) 0 et pest croissante.

En remplaçant V( pax son expression et en posant A = lal- on obtient :

Ir", ̂6a(x)(Y 
q"r'rn| o. s + Ir,r1ns'$- a*

car H, est lipschitzienne dè rapport 1/e.

Grâce à (I.1.3), on déduit :

soit

^ l,*,r$o' = 1r.,,,:ry0' < fnt "' ( lr.,,,toffi' o*)'''

t lYq:12 ,r. _4'_lql
Jk"r t l  qZ 

**  i  
À2e2'

ona, I lvrn( l  *(q":0)+\ lzd.x-  t  lvq: |"r .
Ja'  ô Jb,>61 qÉ

En appliquant l)inégalité de Poincaré [Br1], on obtient :

I  t ^  . ç \+

. l  l ln( l  +  +) l2dn < c'Jo '  ô

15



' où c est une constante indépendante de 6.

Enfin, on fait tendre 6 vers 0. On obtient

{" ( 0 P.P. dans O,

ou encore 
û s p?" p'p' dans o'

Pour gr = g2 on obtient :

p! -- pZ p.p. dans O.

ii) Montrons que.p" 2 0 p.p. dans O.

On prend ( - p" comme fonction test. Donc

r r f
I a(x)(Ve,).Vp" dx t I a(æ)(H,(p,)").Vp;dæ : I B@,ç - p,).p, do(x),

Ja Ja Jss

soit
1r
I a(a)(vpl).Yp, dx - - I 0(*,,ç - p").p, do(r) < 0,

JQ JSg

' les relations (I.1.3) et (I.1.13) donnent I trr;l2d,x < 0.
J A

Donc

Vpr- : 0, d'où p; :0 car pe : Q sur 52, par suite p" ) 0 p.p. dans f).

iii) Montrons que ,Sâ C Sz + p' S p'".

On pose g, : p, - pte et € - f ek").

On constate que t eV fl V' où

V =  
{u€ I I1 (O)  l r :0  su r  S , } .  V '=  {uea l (O) lu -0  su r  Sr }' t '  (

donc { est fonction test pour les deux problèmes.

On obtient le résultat en procédant comme en i).

c'Q'F'D'
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Maintenant, on est en mesure de prouver le théorème I.2.L.

' 
Preuue du théæème 1.2.L :

Nous avons déjà établie dans la démonstration du théorème I.2.2 que :

lp"i,z I c

avec c constante indépendante de e.

En utilisant la réfléxivité de IIt(O) et le théorème de Rellich [Ad], il existe une sous-suite
pe1 et un élément p e IIr(O), tels que : 

*

pc* - p dans Ift(O) faible, pcx + p da^ns ,'(O) fort
pcr + p p.p. da^ns O, p"* + p dans L'(St) fort.

De même I'inégalité
la"(p")L3 |

penrret d'a,ffirmer I'existence d'une'sous-suite (Hr*(p") ) et d'un élément X e L2(Q) tels
que :

H,r(p") .- x dans L'(q faible.

(On note er la sous suite telle que toutes les convergences ci-dessus aient lieu.)

' L'ensemble Kt - 
{, a V I u(x) 2 0 p.p. dans O} est un convexe fermé fort de

Ht(O), donc K1 est faiblement fermé. Par suite on a :

P€Kr  donc  pà0  p .p .dans  f ,  e t  P=0  sur  Sz .

L 'ensemble  Kz-  
t l a  

L ' (n )10< /<1  p .p .dans  0 )  es tunconvexe fe rmé
)

fort de r2(O), donc K2 est faiblement fermé. Donc

X€Kz e t  0<X<1 p .p .dans  O.

D'autre part on a :

H,r(p,r) -r L dans ,'([p > 0]) fort

' H,x(p"o) - X dans I'([p > 0]) faible,

x : 1 p.p. dans [p > o].donc

L7



Pour finir la démonstration du théorème, il nous reste à vérifier I'inégalité (iii) de (P),
soit

f r
. /  o1c)(vpl-xe).Y(dr -  

/ r "9(* ,p-p) . {do(x)  
< 0 v{€r /1(o) ,  v(20sur,92.

Soi t  a lors (e f f l1O;,  €>0sur,9z.  Soi t  6>0,  {n?.€ I /  est fonct iontest ,  donc:

ln"611v o" ). v (€ n l) o. + tna@)(H,(p,)e).y G ̂T) d, : I r" Ê(r, e - p,) 4 nff ao ç*7,
soit

[,. - 0".,a(x)(vp,)-v$r * 
Ira@)(H,(p')r).v({ 

np})aæ -
Jt€< 

6 J Jî,

= [" u4,e - p,).€ n]a,61 - i !, - n,,a(æ\(vo).vp'd,rJss  o  o / te> ïJ

s [. ur*,e - p").€ nP;arç*1.
JSs

Par la formule de Green [GT], on a : t

lna@)@,(p")r).v(€ 
^ p;) d. : - 

lrdi,u 
(a(x)(H "(p"),)) .1t n e;) a. +

f
* 

J una(r)(H "(p")'). (( n P")rao@)

où z désigne le vecteur normal sortant à AO.

Comme
e no; --+ { p.p. da.ns [p" > 0] qua"nd , * 0,

en appliquant le théorème'de Lebesgue, on obtient :

I

lgà I 
a@)(H"(p.)')'v({ ^ p;)d. = - 

lrd'iu(a(x)(H"(p,)e))'(d'æ
r

* 
J una(n)(H,(p,)e).(vdo(n)

I
: 

J na(æ)(H,(p")e).Y 
(dr.

D'autre part, on a :

[. ur*,e - p").€ np]ao1r1 : t . g@,e - p,).e nffao61
Jsg o "/srn1p. >01 

f
* 

l '"n'o'=ol?@''9 
- P')'G A o)da(r)

Jssnh. >ol o

r
+ 

./rr.,,o.=0, 
0@,p - p")'(do(x),

18



Faisons maintenant tendre e vers 0, on a :

!ir* / o(c)(vp") .Y(d,r: ]g1 [^oo,Jo(æ)(v()ttx 
- 

[^vo!oç4(v€)dc' c-o 
"/o 

- e-o Je Jn
r: 
Jna(x)(vpJ.v{dx.

De même

11r
lit ' I / a(æ)(H"(p,)e).V{do : 

J' jà JnH,(n,)".ra(u)(V()dx 
- 

Jnxe;a(x)(V{)dcs-u '/o 
r

= 
Jna(x)(ye).Y(dx.

D'où 
lr^.r(vp+ 

ye).vqdæ = Ir,g(r,ç-p).(d,o(x).

c.Q.F.D.
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I.3 . Quelques propriétés :

ci 

'' 
D""r, cette partie, on donne'des résultats analogues à ceux démontrés dans [CC2] dans' 

le cas où o(x) =.I,r, où I,n est la matrice unité d'ordre n et on étabtit d'autres propriétés.

,,, 
' 

..

Proposition I.3.1 z Soit (p,X) un couple de solutiond" (P). Alors, on aau sens des
ffi

(L3.1) diu(a(rXvp * xe)) - s
âw
=<0 *(r.3.2) 
0u _ _

où u : a(æ)(e).

Preuue: 1- Soit { € O(O), t{ étant fonction test, on a :
I
I a(x)(vp * fe).Y(dx - Q

J ç | . , .

dtoù 
\ ^

diu(a(r)(vp* xe)) - 6.

2- Soit € e OlO;, { > 0. Pour tout € ) 0, +H"(p)( est foncûion test ( II"(r) désigne la

fonc t ionsH lA i )e tona :  
'  ,

c  t  - t '

f  ,  \ / -  \  - , - -
I  a(n)(vp+xe).v(H"(p)€)dx - s

J A

1 f
I H"(p)"(r)(vp).v{ +H',(p)(a(r)(vp).vp + | a(r)(e).Y(H"(p)€) =0

J O  J O
f l r
I H,(p)"(r)(ve).v{ - | diu(a(rXr))n,(p)€ S - I n'"@)(a(r)(Vp).vp

J Q  J O  J A
rr
I H 

"(p)o(r)(vp).v( 
- | ydiu(a(r)(e))H,(pX < o.

JO Ja

En faisant tendre € vers 0. on obtient :

f r
I a(x)(vp).v€ - i xdiu(a(nX")XSo.

J A  J A

Soit
diu(a(æ)(Vp).V{) } ydiu(a(n)(')) 2 0.

En utilisant (I.3.1) on obtient

. xd,ia(a(x)(e)) - diu(yo(r)(e)) ) 0

d'où (I.3.2).

c.Q.F.D.
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Remarque 1.3.2: 0n déduit de (I.3.1) et des théorèmes de régularités voir [GT] ou [D.L]
que p € Co'o(OU^92). En particulier p est continu€ sur OUSz et [p > 0]est ouvert. De plus
si Vi, j a;i G C*(O) (resp. est analytique) alors p e C*(lp > 0]) (resp. est analytique sur

lp'> ol).

{#: 
a@)(e)

I  r(0) - ïs.

On déduit de (I.3.2) que :

dx@(t)) _ S at
dt 

- 
? ô*; '
t= r

#:#=o
Par conséquent, X décroit le long des trajectoires t r-+ c(t).

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que O est verticalement convexe c.à.d :

(I.3.3) Y(x' ,xn),(x' ,r '*) e Q le segment {t '} * [æ",æ',] c Q.

On tait également les hypothèses suivantes:

( / . 3 . 4 )  o ; " ( c ) -0  Vc€ f , }  V i : 1 , " '

(/.3.5) V,peI IÉ(O),  e>0

Proposition I.3.4 :

où C" est le domaine

Si  p(æ'orco 'ù)  :0

Preuue ;

L'ensemble [p > 0] étant ouvert, il existe e > 0 et une boule B" = ÈKr'0,c6,,),e) lels
que :

r
I  o"" (* )p ,^(x)dx 10

J A

Soit (r[,20,,) € [p > 0] aJors il existe e > 0 tel que :

p (x ' , ,æn)  >  0 '  V ( * ' , xn )  Q C,

{ ( r ' ,  
æn)eQI l * '  -0â l  1e ,  rn ; - l ,on* r } .

aJors p(n'o,xn):0 V(cl ' tr) e O, Vc,, ) xon.

B,c [p>0] .



On a donc 1= 1 p.P. dans B' et comme

0Y âu

6:a""(x)ft<o
on a donc X: t p.p. da^ns C".

. 
De l'équation obtenue en (I.3.1) on obtient

div (c(c)(VP)) = -Y' <0 da"ns C"
dxn

donc p ) 0 dans C, par le principe du maximum [GT], [DL], [R2].
ù
c.Q.F.D.

On définit comme en [CCl] une fonction sur o,,(O)

[ ,rrp {ro , (æ',nn) € [p > 0] ] si cet ensemble est non vide
(I.3.4) o(c') - {

I s-(r ') sinon

où r", est la projectioh sur I'hyperplan l*n :0] et où la fonction s- est définie par

, - ( t ' ) :  i n f  { xnz ( r ' , r , r )€o  Vc '€  r r , (o ) } .

De même on définit la fonction

s+(r ' )  :  suP {xo:  (æ',cr , )  e o Vr '  € t r" , (o)} .

On supposera que les fonctions s- et s.r- sont continues sauf sur un nombre fini de courbes.

On a alors comme en [CC2] la proposition ci-dessous :

Proposition I.3.5 : qD est semi-continue inlériewement sur rr,(O) et on a:

[p>0]  : l xn  <  iD(" ' )1 .

22
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A présent, on donne un théorème important qui généralise le théorème 3.7 de lCC2l
et qui sera utilisé à plusieurs reprises. On supposera pax Ia suite que le coefficient ann de
la.matrice de perméabilité a est continue sur f).

Théorème I.3.6 : Soit (p,X) une solution de (P), et Cn ane composante connexe de

[p > 0] o [",, > h] telte que @ î r,,(Ss) :.9.

Si on pose Zn : QÀ Qr"'(Cn)rlh,1*[) on a a,]ors :

1 1
I  o(*)(xVp* x'")." S I a(x)(ve*ye).e < 0.

JZa JZn

Pour démontrer ce théorème nous aurons besoin du lemme suivant : .

Lemme I.3.7 : Sous les hypothèses du thëorème L3.6, soit ( une fonction positive de
H'(Zn) n C(4) telle que ( : 0 sur [o,, : h]. On a

1 1
I a(r)(Vfl.VC + x(lp > Ol)a""(z)(,^ . 

J^ 
(onne)(r',ô(x'))dæ'.

J Z n  J t " t ( Z n l

Preuue : Soit e > 0 et soit ( : X@n).min(p,60 - min(X(C1,)p,ee).

( est fonction test, on a alors :

t  a@)(vp).vp+rI a(r)(vp).v(+ ta,,(x)v.[mrn(p,eo] '"<0
J Znnlp<eCl J Z1nfu>e(l J Zn

I
soit l- xÏr > e(l)a(r)(vp).v( + x(p > 0l)a,',,(z).t*i"(3,()1"" < 0

JZn

r
Jr^*(b 

> e(l)o(r)(vp).v( + x(lp > 0l)4""(rX", (

= I r^xfu > 01)a,,(c) (e - "'i< 
p;, 

O) ," 
----

: [, xfu> o])a",(cl(e - o)*,,
JZ ;

D'après la proposition I.3.4, on a :

lr^xfu > ll)a^,(æl (e ';))^* = l*",rr^r( Iu*u''



l^*o'' (""" (e - 3)l)t' 
',xn)d,xn : 

!u"''l (""(ç - :).) ,n(*',an)d'xn
fo(" ' )  z nr *- 

J^ 
(a""(x)),,(C -:) dxn

Utitisant la continuité absolue en on de (a,".(, - 
3)) 

(voir [Sc] p. 57 ) po* presque

tout s' de rr'(26) tel que iD(r') > h et pour 6 assez petit, on a :
'1Q(a')-6

I^-*';'-" (o,n(e - 
3)1")@',,*,)d*, . (onn(e - 

3)*),'', o('') - 6).

En faisant tendre 6 vers 0, et en tena.nt compte de la continuité de ann etde ( on a pour
presque tout c' de rr,(26)

Iu*o'' ("' (e - 3)) ,n(*' ',xn)d'xn < (o"'o( x' ,oçxt11'

On a alors ,

lr^xfu> 
e(l)a(c)(vp).v( + x{p> 0l)a,*(c )C"^d,r = l*",rr^r(o'n))(r',Q(x')d,x'

" l*",(r,)d*' Iu'u'' (o"(t))" (e - î)* o.'

d'où le lemme en faisant tendre e vers 0' 

c.e F D

Preuue du théorème 1.3.6 :

Notons qu'il suffit de prouver la seconde inégalité, en effet :

a(æ)(yvp + x '  " ) .e 
-  a(r)(Vp)."  *  y2 a(x)(e).e

= a(x)(Yp)." * x'onn(r) car x: 1 sur [p > 0]
<  a (c ) (Vp) . "  *  Xann(æ)  ca r0 (  y<L  e to , , , , ( r )>0
- a(r)(Vp + x").". ;1

Soit alors a"(x',tn) : *" (ry,1) où d est la d.istance euclid.ienne de IR'-l et A

est le complémentaire de zr",(d6) dans IR'-r. On a :

1 . f
/ oqc;(vp * xe).edx -- / o(c)(vp + xe).v(rn - h)d,x :

JZn JZn

1r
= l_ "@) 

(vp + xe).V(a"( æ" - h))dr * 
Jr^a(r)(vp 

+ xe).V((1 - o',)(rn - h))dx
JZt
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a"(xn - â) étant fonction test, nulle sur Ss, on a : .

r

01"",* o*, 

^a(æ)(Yn 
+ 1e)'V(a '(" - h))dx < 0

1r
| _ a(x)(vp+ xe).v((7 - a")(tn - h))dx : . I a(r)(Vp).V((1 - a")(xn - h))dr

JZr JZn

+ xfu> 0l)a,,,,(rl(t - a")(xn- o)),"
f

* 
J"rQ 

- x(Ïp > 0J))o""(r)(1 - o") (car o" ne dépend pas de c,.,).

D'après le lemme I.3.7 on a :

f ,

l- "1*11vp).v((1 
- a,)(xn - h))ctn + x([p > 0])a"*(c)(rr - a")(xn - D) ,^JZt

1 t

J  o r ,  ( z  n )

Enfin en faisant tendre e vers 0 et en utilisant le théorème de Lebesgue, on obtient I'inégalité
recherchée 

c.e.F.D.

On a le théorème a"nalogue suivant :

Théorème I.3.8 : Soit (p,ù une soiution de (P). Soient (o;,h),, (b;,h), i -- L,...,n-I

2n - 2 points de Q tels que :

p :0  sur ( [ r ; :a ; ]  u [c ; :ô r ] )  î l x ">  h l  V f  :1 , . . . ,n -L .

n - l

Si on pose 26: O f't (f[Jon, ô;[x]â,1*[) et on supp ose r,t(21) O r",(^9s) : f l ,

a l o r s o n a :  
i = 1

f 1
l_ "@)(xVp+ 

yze).e 1 |  a(æ)(ve*xe).e < 0.
JZa JZn

Preuue: Analogue à celle.du theorème I.3.6.
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où D, : { ( r ' ,xn)eQl l * ' - râ l  <r  e t  ron l * , }va , .

Dans la suite, on suppose qu'il n'y a pas de parties imperméables au dessus de Q.
Autrernent dit, on suppos€ que le graphe de la fonction s.r. est formé uniquement par les
parties Sz et Sg de ôO.
Oit posera

sz(*') = s+(o') si æ' e rr '(s2)

ss(r ' )  :  s - (c ' )  s i  x t  e  r , ' (Ss) .

On a alors les résultats suivants :

Théorème I.3.9 : Soit (p,X) une solution de (P).

Onsuppose g= 0 ,  e ton  pro longef l  
"u6SzPæ:0(æ,0)=0 

s iæ€,52.

Soit ns = (c6, ron) un éhément de Q et, Br: Ê),(*o,r) C O.

Si p: 0 dans Br, alors on a :

0(@', t+(" ' ) ) ,  9@',  s a@' )))
X _ p.p. dans D.' \  aon( f r ' r xn)urn(a ' rsdr ' ) )

' 
Preuue: On peut toujours se ramener aux cas où

rr ' (Br)  C r r ' (52)  ou r r , (Br)  C er" , (^93) .

On sait déjà par la proposition I.3.4 que p: 0 sur D'.

( i)  rs,(B,) c r,,(52)

Appliquons le théorème I.3.8 pour des domaines Zn C Dr. On a donc :

1 l
0S I  a(x) (ye) .e-  |  a (x) (vetye) .e<0

JZn JZn

I
I Xo,,"(*) : 0 donc X:0 p.p. dans 26 et donc X :0 p.p. dans D'

JZn
g(@' , t+ ( t ' ) ) ,  P(æ' ,s1(c ' ) )et *:  f f i  

car 0@,ç):0(x' ,0):o sur Sz'

(i i) rr '(8,) c 7r,,(^9s)

Soit 26 C D,. On a diu(a(x)(Yp * Xe)) - 0 donc (o""(*)X)", = 0.

On en déduit que : ann(x)y(x) = f (*').
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, . . \  [  p@' , rn )  :  0  Y( r ' , xn)  €  B ,n  [ r ;  (  cs ; ]  ( resp .  B ,À lx ;2  
"o ; ] )

.  \ i l /  
l p ( r ' , r , , )  )  0  Y(x ' , x , )€B,n [ r i  > "o r ]  ( resp .  B ,À lx ;< roo ] )

Soit ( e Hr(Zh):€ : 0 sw ïZn fi O. Alors XQn)€ est fonction test et on a :

f r
I  annX€r^: I  0@,ç){

J Z^. Jaznnss

r f f
o r  I  &nnx€"o= |  @""x0, , :  l_  ,ann(x)y(u , ,

J Zn J Zn JôZ6nSg

d'où ann(x)yv,. : g(x,v) et x@) : ffi 
p.p. sur Zn

et par suite p.p. sur Dr.
'  C 'Q 'F 'D '

.t

Théorème I.3.10 :

Soit (pry) une soJution de (P). Soit xs: (x'0,æon): (tgt,. . . ,o0æ) un point de Q et
B, la boule ouverte de centre rs et de rayon y de Q. Alors, pour tout i e {1, . . . in - 1},
on ne peut avoir les deux situations suivantes :

(' { rlr,,'"J : I 
Y(x' ,xn) e B, nl*; : ,o;)

I r(t ', *n) ] 0 V(r', nn) € 8,, x; # xot

Preuue'  ( i )  Soi t  (  eD(B,) ,  {  2 0,  de ( I .3.1) on dédui t

I
I  a(r)(vP*xe).Y€ : 0.

JB"

On a l : 1 p.p. dans B. donc : t a(c)(Vp).V€ : - [ o,*(*)€', 2 0
JB ,  JB ,

d'après (I.3.3).

On en déduit par le principe du maximum ( voir [R2] ou tGT] ) que p ) 0 sur .B", ce qui
contredit (i).

( i i )  Demême pour {  eD(B, ) ,  €  2  0 ,  on  apour  f  e  {1 , . . . )n -  1 }  '

f f r
I a(x)(vp).v{ = - l_ a(u)(1e).v( - - l_ o""(*)x€,,
r B' t 

" ' '  '  '  o(('" '*ô?il '  ,(t ' 'sa(x')) '  Î: - 
J 
"r,,onn(x) W€'n 

- 
J 
"*,.o"(*)t',

27



où Ùf,,; : Brî[r; ( ooi], B!,; = B,fi lx; > roil.

t  
É((r" s+(r ')), p(c" s+(s')))€,, = t 

Ê(@' ,s+(n,')),ç@' ,s+(a'))) 
€.n,, :  0

"J a;, uxn J oB;,i uxn

r1
|  .  o " " ( * )€ ,o  :  

|  â " " ( * )€ ,^
J el., J B,

où ô.*,(Q - { 
an{x) sur Bl''

[ 0 sur Bf,,;

a,,,,n étæftcroissante erL rnril en est de même pour ôr,,, donc ' I Ur*(r)€c, ( 0.'  JB,

D'où ta(c)(vp).v€>0.
JB,

De même le principe du maximum entraîne p > 0 sur B" ce qui contredit (ii).

,  C.Q.F.D.

Théorème I.3.11 :

Si l'application O est continue sur ura,(O) sauf sur un ensemble de mesure nulle, on a :

*:  *( t-  ) .x(tn>ol) '

Preuue :  Ona [p>0 ]  : l xn<O( t ' ) ] .

. Soit (x',xn) e lro> ô(r')] alors la continuité de ô entraîne l'existence d'une boule B,"

centrée en (c', rn) et inclue dans [r,, > ô(r')]. C'est à dire B, Clp:0] et donc d'après

le théorème I.3.g , 9@'-ç)- dans .B".)na :  X :  
Çqry r^

.  Soi t  (x ' , ,xn) €l*n < O(" ' ) ]  onap(æ', ,æn) )  0 et  X -  1.

L'ensemble lxn - O(r')] étant de mesure nulle, on a donc

*- o(?'Y) +h- o9'y) )x([""<ô("')])/ \  
ann(x)ur.  \ -  ann(x)ur- /

_ 7Q,.p) + (r _ 7Q,y) )x(tp > ol)-  
anr (x )u"^  ann(x )ur . )

0@,ç) _ o(@',s+(" ')) ,  9(o' ,s. ' (c '))

c.q.r.o.
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Voici maintenant un théorème qui jouera un rôle essentiel dans les preuves de résultats
d'unicité.

Théorème I.3.12 : ( Un théorème de comparaison )

t t""t (--t et (pz,Xz) deuxsolutions de (P).

Soit iD; ( i -- 1,2 ) Ia fonction associée à p; par la formule (1.3.6).

On suppose quer r ' (Ss , i ) r1 r " , ( [p ;  >  0 ] )  I  0  V i : \ ,2  V i  =  1 , . . . , JV.

Si Or et Q2 sont continues sur n'r,(O) sauf sur un ensemble de mesu re nulle

et si u - p(sru) est strictement croissante p.p. sur ̂ 9s, alorc on a : Pr : Pz sqr ,S3.

Pour démonirer ce théorème. on aura besoin de deux lemmes.

Lemmq I.3.13 : Pour tout (€ }Il(ft) nôiA!, C > 0 on a :

I

Jn"@) 
(v(p' - po)*(x; - xo)e).v( <

= Io,a,n(t,,or(',)) ,, - ffi)e{",, e;(x,))ctx'

' où  D i : { t ' . n , , (Q ) /Oo ( t ' ) <ô ; ( " ' ) \  t - t , 2 .

Po : min(p1,p2), Xo : min( xr,x2), et iDo : min(Ôr, Ôz)'

Preuue: Soit e > 0. Lafonction { : *ir, (ç,p;:po) est fonction test et on a:-  
\ - '  E  /

r f

Jna(æ)(v(p; 
- p)* (x' - xùe).v€ : 

J r"(P(*,,e 
- pi) - g@,,ç - ù)(.

Il suffit d'intégrer sur [p; - po ) 0] sur lequel on a ps - pi. Donc

1r
/  a( r ) (v (p ; -po)* (x i -xo) t ) .V€:  I  @@,ç-p; ) -0@,p-po) ) {  S 0

JA JSs

t  
'a(c)(v(p;-po))v(  

* :  I  a(r)(v(pi-po)) 'v(pr-po)+
JIp;-po)eCl è JÏu-poSeCl

f  ,  , ,  \  a  I  , 1 ,  P i - P o \ ** Jran^(æ)(xt=xo).C"^ 
- 

Jra""(æ)(x;-xo)((- l) ,^ S o.
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orsur [po>0]onap;>0,Xl :X0:1,sur [pg:0 lonùXo: f f i .Donc

[ , ,(x, - xo)an,(x)$ -n4); :
J[pr>pol

on a Xo = 
ffi, =, donc ann(r), ry

Dtautre part, on a :

fD;(,,) ,
t (ann(a\ - P((r':-sï@')):.?)) t 'r - 

pt - p0 
) 
* 

d,*n :
J i1s (x ' )  \  

' )  
u rn ( r ' , s . . ( r ' ) )  / \ b  e  / "n

I),,,,,,';,, ( G,,,,, _ +,::ër;:.;p; f) {. _,+)*) . ̂o: ^
- Il,',r'.',r'(o"'("))"' (e - '+)* o*n'

En utilisant la continuité absolue de

(o^,(r) - 9(@','tL*'D,ù) (c - P; =Po)+

on obtient

Il,',,'.',,' ( {,,,,", - pyïël:y;P;tr\ (c -'+)*) ..0*, =
(o nn(*,,o, (', ) ) - t *:i;tl:;à.$ (('', o, ( "' ) )

Donc

t. .(o**(*) - o(@'' 's+(x')) 'ç))(e - e?.)*"n:
J b r > p o l \  " " \  '  L t , , n ( c t , s . . ( c ' ) )  / \ -  e  ) " n

= l''*' Ë"'"''" ((""'t'' - W) (c -'+)*)'^o*'
'  I  f ' D i ( t ' ) /  \  ,  

'

I o'o'' li""')'" (o""("))'" (c -'+)* o' n
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Soit

l*,,0",(o,"(") - et'{:ë::Y-.P;#))1, - '#))^ =

Par conséquent

' lr,ro,,(x' 
- xo)ann(x)Çnry)*,.* =

c.Q.F.D.

Lemme I.3.14 : Sous les rnêmes hypothèses, on a pour tout ( e Il1(O) :

f
/  o1"11v1p;-po)*(x i -xo) ' ) .V(dr  -  0  i :1 ,2.

JA

Preuue:  So i t  CeCt(O) ,  (>0.D0:
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Posons : a5(c) = (t -ry)* 6 t o, æ - (u',xn) Ao :[po > 0]. on a :

'fr"<O{o(p; -po)*(xr - xo)r) .Y(d.x = 
Ina(c)(v(p; 

- po) * (x; - xo).) .Y(a5Octx

* 
Irc(r)(v(p; 

- po) * (xi.- xo)r).v((r - a6)()dx.

D'après le lemme précédent, on a:

r
/ a(r)(v(pi - po)*( xt - xo)").V(45()dc <

Jç,

.  JD ;

(1 - c5)( étant fonction test, on a :

f  f  . .
I  a( r ) (vp*x6e) .v( ( t  -a5)( )dx < |  P(* ,v-p; ) (L-a5)(dx

Ja 
t  

JSs

onaauss i :  
'

1r
I o(r)(Vps + xoe).V((t  -  

"cX) 
dx - 

l .  .ann(x)xo((t  
-  

"oX),^d*Ja Jlpo-o]

: |,,ry((r - oex),, = L,(W(r - o,x),"
= t g@,,ç)$- aoX * t 

o-Q'ç) ç1 - aa)eu,^
J^9sn[po-o]  J [c '= 'Dq(c ' ) l  ' "n

_ t g@,,ç)G- oe x
"f Ssn[ps=0]

donc

I

I a(x)(v(pt - po) * (xi - xo)').v((t - a6)()tu <
./o

JSsn[pq=o] JS3n[pq>o]

< 0 car P est croissante et a5 = 1 sur Ao.

D'où

I

/ 
d(rXV(pr - po) * (xt - xo)') .YCdr 3

stann(r t ,o i (cr))h_+)(oo()( ' , ,Qi(æ,))d 'x, .
J  o . "n" r -  

t  r  -  r \ * r , , / r  \ -  ann( i l  ,o i ( r ,

I
En faisant tendre 6 vers 0, on obtient : 

/ 
a(oxv(pl - po) * (X; - Xo)t).V(dr < 0.
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Remplaçons ( par M - e avec M - sËp(, on obtient :

I' .  I  a(c)(V(p;-po)*(x ; -xo)r ) .V(du :0,  V(e Cr(0) ,  (>o
JO

par densité, ceci est vraie pour tout ( € Ifr(O), ( > 0. .

Pour ( € Ifl(O) quelconque, on pose : (.= (+ - (-

(+, (- > 0 donc 
ln"@1o(p; 

- po)* (x; - xo)").V(+do : 0,

I
d'où / a(æ)(v( pr - po) * (x; - xo)t) .Y(d'x :'0, VC € I/r(O). û

J A

c.Q.F.D.

Preuae du théorème 1.3.72 :

Soit { € Hl(O) {:0 sur ̂ 92. D'après le femme I.3.4, on a :

[ "@) 
(v(po - po) * (x, - xo)") .V(d,x : 0, i : L,2.

Ja

r
Donc / a(z)(v(h - pz) * (xt - xz)").Y(dx -- 0.

JA

f f
Or I  a(x)(Ve;+x;") .V(d,x :  I  P(* ,p-p;)€

Ja Js"

d'où t  (9@,p-pt)  -  o@,e-pz))€ -  0, ,
./s. '

ce qui entraîne g@,p -pt) : 0(æ,g-pz) p.p. sur ̂ 9g d'où Pr:Pz p.p. sur,93.

c .Q.F.D.

On se place dans le cas où n:2et on suppose o(r ' \ :  ( ott(") 0, 
.) .. - r - \  g  o r r ( * ) ) '

On a alors :

Théorème I.3.15 :

Soit (p, X) une solution de (P). Alors Ia fonction O est continue sur zr3,(,S2).
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P,reuue

Soit  cs = (o[ ,  xoz) eOnô[p) 0] 'avec doer, , (S; .  Soi t  e > 0.

O i tap(oo)  =0donc i lex is teunebou le  8 l ( *o )  ( r '< r )  te l leque p(x )<e Vx  €  B" ' (xs ) .

D 'aprés le théorèrne I .3 .10( t ) , i tex is te , : (d , *z ) ,  f  - (d , î2 )€Ù, , (xs ) ,  * '< , 'o< î '

tels que p(s):p(u) - 0.

Soit lz:stp(rz,Tz), Z: (ld,Clxlh,+oo[) nO.

Soit  g -  (e* 1r-xz)+ et  € -  (p-q)+.On a(:0 sut  Ô2, donc en prolongeant {  par 0

sur O \ Z, +€ est fonction test et on a :

r 1
1 la(x)(vp+xe).v(p-e)+:0 (1)
)  J Z

1 /a(c)(vq + xlq> 0le).v(p- e)+ = 0 (2)
\  Jz

(1) - (2) donne :

l r
I  a@)(v(p-q)) .v(p-ù+ + a(æ)((y-x((q>Oj))e) .v(p-q)+ = o

J Z

sort

1 r
| "(æ)(v(p 

- q)+)v(p - q)+ + I "@Xvp).vp * a(r)(ye).Vp - 0. (3)
J znlq>ol J Znlq=ol

. D'aprés le théorème I.3.8 on a :

r
Jrn*"a(æ)(Y'YP 

* Y2e)'e < o' (4)

En additionnant (3) et (a) et en utilisant (I.1.3), on obtient :

^ [  lv@- q)+l '  + x I  p?,+(p,,*x) '  < o.
J znlq>ol J zn+,

Donc  V(p -  q )+  :0  e t  p  (  g  dans  Zn lh  < - t2  th+e l ,  doncp :0  su r  Z  A lx22h+e l .

Onendédu i tque iD( r ' )  <  h+e  <  O(c f )+2e  Vr 'e lg  -€ ' , , î '  *e ' [e tOes ts .c .sdonc
continue €rr rg.

c.Q.F.D.

On supposo Qol : Q, i  :  L,.. .  )n - 1 et 0@,u) - 0@) str ictement croissante. On a
alors le résultat suiva,nt :
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Théorème I.3.16 : Soit (p,X) un couple de solution de (P).

p>0  e t  X :1  P .p .su r lecy l ind re  (B"x lR)nO.

ii) Si g@) : ann(t)uxn sur une boule B, C nr,(Ss), aJors on a

X: I p.p. sur le cylindre (8, x IR) n O.

Preuoe: On donne tout d'abord une preuve dans le cas où a(r): 7n.

i) Soit o[ € B, etsoit .t > 0 tel n"" 
!1]l'o 

{- !r,ro; * 
t 

l. 
",.

n - l

Posons ai : :Eoi-  
t  "  

b;  -  xs;+f , ,

Soi t  * : * : i  e t  f ( r )= ( f ls in(nz(" , -oo)) )  
"  

sh(mtf f i . ( r " -h)) .
Oi - Ai lr  

i=l

On a 0@) > urn srtt Br, on en déduit aisément I'existence d'un réel c ) 0 tel que :

g(v@', " r ( r ' ) )  -o f ( * ' , r r ( " ' ) ) )  2  u ,n *  aYf(x ' ,ss(æt) ) .u  væ'e8, .

Posons pa :  a f (æ) *  g- r (u, ,  *  aYf  (x) .u) ,  po:  a f ( r ) ,  Xa:  ! .

Alors (po,X.-) est I'unique solution de P2,r, :

Trouver (pz,xz) e HrQ) x L*(Z) tel que :

pz 2 0, 0 ( Xz SL, pz(l - Xz) = 0 p.P. dans Z

pz :0 sur S{ :  AZ nO
1 

7g,x< t  0(ç,-ps). fu1o(x)JrFnt 
+xze)'\ rs?

veeHt@),€>0s:uaS{

z : (f[]or, b;lxlh,+oo[) n O.
i=1

n - l

(Pz,r,)

s(.:azf i&.
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Enef ie t :  so i t  e  eHr(Z) ,  €>0sur ,S2z

11
I  (vp"+x"e).V€da -  I  _p@"-po).€:tz - Jsg .

f.t + t 
ô(c/(1) + s")., 

* t @v f.v *,,n - t)xn - ay f.u)(- - laa
Jz  

' r ' 5 '  
Jq  ôu  

- !  
J tg ' - '

I
:  |  (aVf.v*u, , )€

JS?
n-l

:  t  -*"  [ . .  ,  i \_az(f1. i"1,"  @i -  e))sh@Ç1.ç*,-  D)4 -
i=l "/1[ci-c;]u[c;=a;])nSrz 

\ifi

t --'mtFTfi.io(-('; - oi)).€ - l. ^- € < d
Jlx^=hlnS! Ë Jlx.-hlnSf

Soit (p7rys) we autre solution. €: (po'pz) est fonction test de P2,ro et on a :

rr
Jroo"'o(p, 

- pz) * (p, - vz)v- : Jrr 0(v' - p,)'(p" - pz) (1)

1 f
I vpz.v(pa - pz) * xz(po -pz),. = I -P@" - pz).(p" - pz) (2)

Jz Jsz

(1) - (2) donne :

1 ^ 1
I  lv (p"-pz) l '  +(1 -  xz)(p, -pz) ,^ :  I  _@@"-po)-Ê(p,-pt ) ) . (p"-pz)Jz Jsg

< 0 cæ P est croissante.

11
lO-xz)(p"-Pz) , , :  |  ( t -xz)(p")" ' )0  car  1-x220

J z J znlP2:ol
n -1

et (p,),^ - (am',ffi) f[ sin(rn (*, - a)))ch@\F.(æ,, - tz)) 2 0.
i= l

Donc V(po - pz) = 0 p.p. dans Z.

Comme pa : pz :0 sw S{ , pa : pz P.p. dans Z

donc ys: 1. : ;go puisque pz : po ) 0 p.p. dans Z.

Soit (p,1) une solution de Ps,o.

Posons {:{  
(P'-P)+ 

in: n(,(

Alors :t{ est fonction test à la fois pour Ps,ro et pour Pa,ç z

I  vp,.v(p.-p)+ * (p.  -p)1, = [  -B@,-pà.(p,-p)+ ,r , '
rz 

:t{
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11

J"oo.o(oo 
-p)+ + x(y"-ùt, : Jrrg@ 

- p).(p"-p)* (2)'

(1): - (2)' donne :

lrY@,- 
p)+l' + (1 - x)@. - p)1,: 

Irr(p(ç,.- 
p,) - 9@ -p)).(p, - p)+

< 0 c* 0 est croissante et go 1g.

'  
( r , -p)*P*[  (1 -x)(p ' ) , , (0.Donc 

l"lo r znlp=ol

Cornme (1 - x)(p")," 2 0, on en déduit :

(  V (p , -p )+=0  p .p .da .nsZ  (  (p , -p ) *=c :0  p .p .dansZ
I donc {

t  x : t  p .p .dansZn[p :O]  [  t - t  p .p .dansZ.

D'où { 
e: e" > o 

'P'P' 
dans z

I  x - t  P 'P 'dans  Z '

Il en résulte d'après la proposition I.3.4 que p ) 0, X:1.p.p.dans le cylindre

([, '., -*,*0,+ 
ff.m) nrr vL >0, vrf € B, tels n,r", 

[]" 
oo-t,coi * !rl. r,,

donc aussi sur (.B, x IR) n O.

ii) On suppo". Ê@) : Llcn sur une boule B, C zrr,(Ss). On garde les mêmes notations
qu'en i).

L(po - ùXQ) étarrt fonctîon test pour (P) on a :

lrr@,- 
p)+.Vp * x(p, - p)1, : 

lrr 
g@ - p)'(p,- p)+ (o)

Dtautre part, on a :

r  0@ - Po1<v) .  ,

I,V@'_p)+.Vpo-ry.@'_p)I,=I,r@(v-p,)+aVf.u).(p'_p)+(b)
où po1s., désigne la trace d" po sur ,S32. Pour simplifier, on remplacera pqr" par po dans

la suite de la preuve.

(ô) - (o) donne :

= 
lrr@(e 

- po) - 9Qç -p))(p' - p)+ * Irre(v f 
.v)(po - P)+
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et puisque B est croissante donc,

Donc

* lrr(v f 
.,)(p,- p)+.

Or

et

soit

*I,^,,,(ry-r){r'_p)*:I,n,o.o,,o*(ry_t){or,,_P,^).
D'ori en passant à la limite quand a tend vers 0, on obtient :

t . .(Y - *)r.. so
J Znlp=01 \ uc"

t (1 - x)/,, < o.
J Znlp=o|

'  
D'où X: L P.P. dans Z.

Dans le cas général, il suffit de prendre / solution du problème suivant :

(  d iu(a(x)(v/)) :0 dans Z

{  / :0  snôZnQ

[ / - /o sur ^g3z

où "fo e C[(s(), /o 2 o.

Enef ie t  par lepr inc ipedumax imumona/  à  0dans Z ,  #  =0  sur  ôZnf )  e t  en' 
i)uo 

-

particulier ann(x)f ,,2 0 sur ÔZ Àlx,- - hl.

On posera pa : af @) + B 
r(ann(x)v,, * oa(c)(V f).r)

où a est un réel strictement positif tel que

g(v@' ,rr(r ')) - af (n' ,rr(t '))) ) ann(æ)uxn + aa(r)(V/(c', s3(cr))).2 Yx' e B,'

c q.F'n
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On se place dans le cas où n:2 et on suppose a(r): o(* '), ,9s de classe Cr, alors

ona :

Théorème I.3.1? : Soit @;IÀune solution de (P). Soit æto € z','(^93) tel que .

æo:(c i ,o ( r [ ) )eo* f f i , "€ [0 ,1 [auvo is inageder ,g .A1ors1egraphede]a

fonction O est de mesure de Lebesgue nulle au voisinage de r's. Si de plus on suppose que

j'on a : a(r) - 12 et 0=(') 
"onrtante 

au voisinage de rto, aJors Q est lipschitzienne et même

analytique uu uoir;nrlgi'd" *'0.

On a d'abord le lemme suivant :

Lemmer.3.18:Soi t r ,ge1| , , (Sg) te1quexg:(x to,o( '6) )€oedf f i€ [0 '1[

au voisinage de nto. Alors p est nulle sur un voisinage de (x's,tt(*6)) dans,93.

Preuue: Soi t  e > 0 pet i t .  Posons Z, -( l r to-  €,r to *e[x]Ô(r6) - t ,+oo[)  n f l .

Soit /" l'unique solution du problème suivant :

I ançoç*1çv/")) : o dans z"
1 '

[ /' : /o sut 02"

où /6( r )  :  se(c ' )  -  û2.

. On a g@) 1a22(r)ux2 ai1r voisinage de z[. On en déduit I'existence d'un réel a" ) 0

tel que :
g@) < a22(r )u, ,  *  a"(a(r ) (Vf" ) . ,  sur ,grz '  -  &ÀÔ2" '

On ap(rs) :0  donc i l  ex is te une boule Br , (æo) (  0  < e '  <e ) te l le  que:

p(æ) 3 a" m!1r(/"(")) Yr € B"'.
x€.2 e

. D'aprés le théorème I.3.10 (i), i l  existe L: (gr,,gr),t: (Tt,îz) e B"' tels que :

r, < r'o <t1 et p(g) - p(7) - o.

Soit alors h : sup(e2,72). Posons :

Zr, : ( lq-.r,îr[x]lz, +oo[) n O, P.." : otrf r, {o" = *X(Z"').(p - po" )*'

On remarque que par le principe du mærimum, on a : f r 2 0 sur Z, donc sut Zr' .

Comme p:0 sw 02", n ([t '  - trJ U [c' : Z1]), p 1a"T" st:r- Ô2"' Àlæ2 - hl

donc {o, 2 0 sur 0Zr' î{1.



XVp + Xe).V{o.

)(vp', * e).v(o.
! 1,,,^.
| 1,,,^'

(1) - (2) donne :

t,

:  [  - o@ -p).€o, (1)
J-si''

- [ . (o"a(c)(V f)., * a22(æ)v,,)(o"
J s;"

a(c)(V(p - pa,)).V(p . po.)* =

[ , @(, - p) -(o"a(r)(V f)., * a22(r)u,,)){o,
J S;' '

(2)

.* g@) < a'c(c)(Yf).,  * a22(æ)u,2 .

d'où V(P - Po,)+ = 0 et P I Pa" dans Z"'.

On en déduit que p:0 sur 02,, fi Ss: S{''. Dtoù le lemme.

c.Q.F.D.

,

Preuue du théorème 1.3.77 : ' On garde les notations du lemme précédent.

on pose z : zc,, u(r'ræz): [t""' ' or*'rt)itt.
J rz

On va montrer que: d,iu(a(c)(Vu)) : ya22(x) - 
Y 

dans Z.

l r z
Soit ( € O(O). On pose C@',*r) : 

Ju 
(@',,t)dt.

+X@).€ est alors fonction.test pour (P) et on a :

11
I a(n)(ve* xe).v{ = | - 0@ -p).(.

Jz Js?

. 
luro(r)(Yu).Y(u,, 

: 
lrra(c)(vu)'v tu,, - Iurn ",=ura(c)(vu)' 

Y€u,,'

t"_ . ., a(c)(Vz ).v(u,,: g car v{ : ( 
Iu"' 

C,,(x' ,t)&, C) : 0 pour tz: h
J oZnlx2=hl

t o(c)(Vu). V(v', - 0 car
Js!

vu = (s'r(c')p(æ',r'r) + 
I, ',,ut' 

pr(*',t)dt,-p,,(r',:r))= 0 sur s{ cat p = 0r,r, sr'.

40

. 
lr"ç*]çvo).v€ 

: 
lr-"fOfvu,,).V( 

-- 
lr-(a(c)(vu))',.v€ 

car c(c) : a(x')

= 
lro(z)(vu).v €,, * luro(r)(vu).Y(u,,



r f
Donc I  a(n)(Vp).V(:  I  a(r)(Vu).V( et

J Z  J Z

r r l
I  a(r)(vu).V( :  -  I  o(*)Qe).V{ + /  0@).( car p- 0 sur,srz

Jz JZ JS?

: -  [xazz(r)(+ [9@e
Jz Jz uxz

d'où df u(a(c)(Vu)) : ya22(r) - 
X 

d,ans Z.

On a donc en particulier d,iu(a(r)(V'u)) > orr(*) - P@- > l, > 0
I./ xz

àvec  p  :  -  . i n f  
/ ' '  P@)  )  0  dans  Z  n [u>  0 ] .  on  en  dédu i t  a lo rs  (vo i r.  x,€[x,o_e, f iL+e1\azz\t  

)  -  ' r r ,  
,  -

[Al2]) que ô([u > 0]) O Z est de mesure de Lebesgue nulle. Comme [" > 0j : lp > 0], on a
donc prouvé la première partie du théorème.

A présent on suppose que l'on a a(x) - h * 0,(ç) est constante au voisinage de r[_ 
t/xz

et on se propose de montrer que O est lipschitzienne au voisinage de z[. On utiiise une
technique utilisée par H.W. Alt dans [Al2].

On a Lu : X - 
g@- 

d,ans Zdonc Au 2 p dans Z alu > 0l
u"z

avec Ltr : inf (, - 9@\ .'  
x t€ lxL-et  ,x 'o*e, l \  ur ,  /

Soit 6 ) 0. Posons :

D:  Z  n [u>0] ,

.e :  {  
( r ' , rz )ed l l * ' - r i l  ( r ' -6 ,  o ( r i )+6< q<q(r ' ) } ,

t  :  lD nAZ.

Soit ô € IR. On pose o - brtrr'. On a alors :

u e cl(Z) c?.'r p €. co (Z),
z  2  0  ,  u :0  sur  AO \^e :  Z î0(1"> 0 ] ) ,  donc u :0  sur  ô0 \ t ,

Au : , - 0@) dans o et 0(V) 
""rconstante 

donc Au : 0 dans o,
uxz uxz

, < lôlsup lVul - lôlc1 avec cr : sup lVul.zz

Soit e la constante du théorème A2 de I'Annexe. Supposons lôl < e et appliquons le
théorème A2 pour 

u 
, 

o et L.
€ct C1 C1
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Il existe une constante C ne dépendant que de 6,pet z tel que:

e.a -c .P +a<o dans R,
€Ct C1 C1

bu, , , -C.p< -u(0  dans R V lô l  <e.

Donc

(*) bu', a uxz 3 0 dans -Ê . Vlôl < eC-t = e(s).

On en déduit que pour (r\,xv) € A n 0(1" > 0]), on a :

{  ( r ' . cz)  €  A lh<{02 1 î12,  l r ' - r \ l  <e(n) (cn-xz) }  a tn [u  >  0 ] ,
t '  

- ' )  

t .

en effet : soit (xt,,x2) e Q tel que h < xz 1 rt2, lr' - r\1.< e(A)(rn - rz).

Alors )r22 €.lx2,rrrl tel que lr' - *rl < e(n)(c zz - rz).

Posons

fu(t) : u({ +tb,r21t) alors /6 est*décroissante Vlôl < e(A) d'après(*).

Posons ensuite to = r2z - æ2 ) 0, h = 
#,

alors

' lôol < t(A) et /60 est décroissante,

/ô.(0) : u(x',*t) 2 /a.(to) - u(x\,x22) ) 0 d'après la proposition I.3.4,

donc u(r',x2) ) 0, et donc (c', ,r) € Z nlu > 01.

Maintenant, on est en mesure de conclure .

Soi t  (æ' ,  r r )  e  Â.Aôlu > 0]  te t  que h 1tz  1112 a lors  u(r ' ,x2) :  0 ,  d 'où

l*' - *\l 2 e(a)(rn - rz),,
(*r, - rr) I  (r(A))-t l* '  - *\1,
(o('i) - o(' ')) S (e(a))-' l"i - 

"1.
On obtiendrait la même chose si rz ) æn.

D'où O est l ipschitzienne sur [rf -e*6,x'o* e -6]. 

C.Q.F.D.
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Th4orème I..3.19 : On suppose que P vérifre Ia condition supplémentaire suivante :

(I:!.D p@,u).u.> 0 Vu € IR p.p. dans ̂93,

et que a vérifre de plus

(L3.S) o2;(r) = Q Vf = 1, ...,n - t.

Soit (p, X) une solution de (P) et soit h, = 
,?,g,rh;. 

Alors on a : pour toute composante

connexe C de [p > 0] telJe que C n[xo > hi # 0

@,X) = (k -  a, ,1)  sur C'nlany hr l

où

De plus, en dehors de ces composarûes on a:

P 3  ( ta7r , . )+ '

Preuue: Soit (p,x) une solution de (P). { = (p - (ht - r")+)+ étant fonction test
on  a :

r1
l_ "@)(Vp + xe).V(p - (h - s,,)+)+ : I p@,ç - ù.(p - (h, - r,)+)+.

Jo J5"

On intègre sur [p > (lrt - p")+] C [p > p]. Or sur cet ensemble, on a grâce à (I.3.7) :

p@,v-p) < 0 donc I  a@)(Ve+xe).V(p -(hr-r , )+)+ < 0.
JA

Notons que sur lp> (h,  -c")+]  on ap )  0 et  X=L, onobt ient  donc:

I

Jna(a)(vn+ 
e)'v(P - (fu - t,,)+)+ < o'

Donc

t  a(c)V(p-( l r r -c , )+) .V(p-(hr- r " )+)+ *  f  a( r ) (Vp*e) .vp < 0
JOn [ r . J I r1 ]  JQn [2 , )â r ]

t  
'a(c)V(p - (h, - ' , ,)+)+.V(p - (hr - 

"")+)+Jon [2"<41 ]  

+  t  a (c ) (Vp) .Vp*ann(a )p , ,S0 .
JOn [o " )h r l
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En utilisant I.1.3 on a :

^[  lv(p-(hr- r , ) * )+ l '+ [  a@)(v, ,p) .v , ,p
(d) Jon[c"3tr1] 

'  '  
Jon1r" l l t1 l

* ano(x)pzrn * arn(x)Xpr, 1 0.

€: (rn- t r)+ étant fonction test on a I t a(c)(Vp f 1e).e < 0
Jon[c,yt r1]

a

soit I "nn(x)(p,^+ X) < 0. Donc
JOn lzn )à r ]

(6)

puisque a,r,r(c) > 0, Xpro = pon et X2 < L.

En utilisant I.1.3 et en faisant (o) + (ô) on obtient :
J

f
I an*(ù(xp", + x2) < 0

JQnlc") l r r l

^ 
Irn ,^=u, lv(n - (h, -t")+)+ l ' + À 

lnn.,.ru,tlv *pl' * a*,(r)(pz,. *2vp,. + x\ s o.

D'où Vp: (0, -X) sur l*n > â1]. D'où p = lc - xn sur C îlæ";' hrl où C est

une composante connexe de [p > 0] telle que C îlx" > htl * 0.

Sur lr" < htl on a donc V(p - (ht - o,.)+)+ : 0.

Sur toute composante connexe de [æo a lrrl on a : (p - (ht - rr)+)+ = Qste.

D'où p < (h - xn)+. sur l*n < â1], en effet toute composante connexe C' de'

[*o < h1] rencontrclxn: /rrl et p - 0 sur C'fl["r, - h1] car sinon il existe une composanre

connexe C de lp ) 0] telle que

Cl l x ">h t l *0 ,  CnC '+A e t  p :k -xnsurC :  absurde .

c.Q.F.D.

SoLUTION S3 - CONNEXE

Pour cette partie, nous allons nous placer sous les hypothèses suivantes :

Io
g(æ'rxn) : '  I

l  h ; - tn

si  (æ',rn) e 52

si (x' ,x,-) € Ss,r i  -- Lr.. . ,  N'
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Sl , i  :  { (c ' , s - (æ' ) )  e  O I  * '  e r r , (Sg, i ) }

t

Théorème I.3.20 : Soit (p,ù une solution de (P). On a alors Vi e [1, N] :

i) r,,(Ss,;) î r,'(lp > 0l) + 0

e ts i n :2 ,ona :

I tt (o,,(Sr,o) nr,,(lp > 0l)) : inf (n',,(,Sr,o))

I r,tp (r,,(Sr,n) nr,'([p > 0])) : srp (o',(,Sr,o)).
ii)

P reuue :

i) Supposons zr',(,53,;) Arr'(lp > 0l) = 0 alors on a: p = 0 en dessous de S3,; et

donc x - 9@ 
"u, 

z, : {(æ',æo) e a / x' e n,,(Ss,n) } {meorème I.3.9).

Soit { e Hr(Zi) tel que : € : 0 sv ôZ;fi O, alors X@;)€est fonction test et on a :

f r
lo" . ( r )x(" , :  |  Ê@,à€

J  Z ;  JSg . i

r  f  .  ,  t  0(@,,s+(s,)),9(r, ,s..(c,)))or I  o""(r)X€,,:  I  l l (* ,p){ I  I  en,.
J z: Jsr,r J sr., uza

ce qui entraîne . 
Irr,, 

€nrr, : o

donc 9(@t,s+(æ')),ç@" s+(x')\) 
n,n : 0 absurde.

Uxn
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ii) On suppose n = 2.

Soit la;, ôi[ : zr",(Ss,i)

etsoit cl : inf (o,,(Sr,r) nrrr,(lp> 0])) , b'; = sup (zrr,(^53 ,;)îr,,(10> 0l)).

Supposons a; 1 a!; alors p : 0 sur la bande de O situee entre a; et at; et on montre
coûrme en i) que I'on obtient une contradiction. D'où cI; : a!;.

De même' on montre que ô; - [{' 
c.e.F.D.

On pose alors comme dans [CCl] : . .,

Déffnition I.3.21 : (Jne solution (f,X)1!e rfP) est dite Ss ) connexe si pour toute
composa;nte connexe C de lp ) 0] on a : rr,(C) n Tr,(Sg) * 0.

Théorème I.3.?2 : tl

Soit (p,X) une solution de (P) et C une composarûe connexe d"lp > 0] telJe que
n, ' (C) î r r ' (Ss)  =  Q.

Posons h" = r"p 
{ 

xn / (s' ,,*,) e C 
\. 

Alors on a :

C  =  
{ ( r ' , rn )ea  l x 'en , , (C) ,  rn .o . }

p(r ' ,æn) :  (h" -  x,)+.x(C) V(c ' ,  r , , )  € O x '  e r , , (C)

X :  X(C)

Preuue :

Par hypothèse zr,,(C) C rt,(Sz).

Dés ignons  pæ Z  labande  :  Z :  
{ ( r ' ,  

sn )e ,Q l * ' e r , , (C) \ .

*X@)p - *X(C)p est fonction test pour (P) et on a :

f

I a(r)(vfi.vp + ann(x)xp,, : o. (1)
J Z

En appliquant le théorème I.3.6 à Z en temarquant que Z = Q n (zrr,(C6)xltz, +oo[) où
Ctr: C est une composante connexe d" [p > 0] n [t" > h]

e toù  h  -  i n f {xn l (x ' , c " )€  Z } ,ona

r
I a(x)(yVp).e + y2ann(x) 3 0. (z)

.  J Z
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En ajoutant les relations (1) et (2) et en utilisa^nt (I.1.3), on obtient :

1^r

o; "" déduir que : o,^r[I-'oo "'::,.*:':.""I";"::'' ,: 
",",, 

dans z.
Sur Z n[p> 0] ,  X: L et sur Z nl l t  -  91, X: -Pz, :0.,

x: x@ n [p > 0]) = x(C).

Donc pxn : -L sur C et P: k - în. On vérifie facilement que & - h".

D'où { 
P: x-(C)(h:: 

")* v(x', 'xn) e zI x-x(c). ' \*

c.Q.F.D.

Ceci conduit à la définition suivante (cf [CCl]) :
t

Définition I.3.23 : On appelle flaque dans O un couple de fonctions (p, X) nuJ da"ns O
sauf sur une bande Z : QnQrr'(C) x IR) où C est un domaine de dl, et on a :

p(x '  ,xn) :  (h -  xn)+ et  X(d ,xn) :  X( læn < t  l )
h : max {r" I (x',xn) € C } et Z nlx" < hl est connexe .

Remarque L3.24: Grâce à cette définition, le théorèmel.3.22devient :
Pour toute solution (p,X) telle qu'il existe une composante connexe C de lp > 0] vérifiant
,rr'(C) n 7rr,(^93) - 0, alors (p,X) coihcide avec une flaque sur la bande Ql\Qrr'(C) t R).

théorème I.3.25 :

Toute soJution (p,X) de (P) est somme d'une solution 53 connexe et de flaques.

Preuue: Soit (C;);er la famille des composa.ntes connexes de [p > 0]

telles que : rr'(C;) ft zrr,(.S3) : 0, et soii (Ci)i6y celles des composantes connexes de

[p > 0] telles que t @) nr,,(Ss) * 0.

(p' ,x): (p,x) - f(x(c;)p,v1c;\).
;EI

Alors toute composante connexe d" [p' > 0] est une composante Ci U eJ) de [p > O]. bn
en déduit que si (d,Xl) est solution de (P), ce sera une.solution ,S3-corurexe.
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Vérifions eue (p', X') est solution de (P) .

i).. (p', x') e fIt(O) x I-(O) en efieT :

. Vi € I, x(C;)p € Ë1(0)

. v(x(C;)ù : x(G)vp tcpzl Appendix

.e t  0 (1 ' (1  p .p .dansO.

ii)

p '=p  sur  O\U ierC;  e t  7 t '=  0  sur  l J ;e tC i  donc  p>0 p .p .da^nsO.

X' : X sur O \ U;erCi el X':0 sur lJ;et Ci donc 0.1X''11 et X'= 1 sur [p' > 0].

iii) Soit { € fir(O), ( > 0 sur .92 alors :

f î

I a(x)(vp' + y'").vq - | a(x)(vp+ xe).v€ - t a@)(-e+ e).v6
r(l ti rvc;

: I a(r)(vp+ xe).V{
J Q

î 1

JSs JSg

c.Q.F.D.
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I .4. Unici té:

A. Quelques exemples

Exemple 1 : On suppose n:2, O :10, Llxll,Dl

9(sr,rr)  :  D + h - r2t f l@,u) = g@), p(0) = 0, a(x) -  J,

S1 = ({0} x [0,D]) u ({r}  x [0,D]),  ,S2 =10,2[x{0}

,.  ,93 : ]0,I [x {D}, pb, :  h.

D+h

figure 2
Théorème f.4.1 :

Il existe une et une seule solution (p,X) de (P). Elle est donnée par :
i )  si o 3 P(h) S1 (p,x) - (o,B(t?))
i i )  s i  p(h) > 1 (p,y) :  (ax2,t)

où o est le réelde 10, f;t "t 
que : B(h - o,D): a * L.

Preuue :  i )  Onsuppose  0 (  P(h )51 .  So i t€€ f I r (O) ,  €>0  sur  ̂ S2 .
11r

I P(ùe,, - I P(ùe = I -9(ùt S o d'où (0, P(h)) est solution'
J9 JSs JSz

Montrons que ctest la seule.

So i t (y ' ,X , )uneaut reso lu t ion . ty 'es t fonc t ion tes te tona:

lnvo'l' + x'p',,: Ir"g(h 
- p')p' ou lnvo'l' + p',,: 

lr"o(h 
- p')p'

1r
I xP',, = I 9(h)e'. Q)

JQ JSs
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Faisons la différence des égalités (1) et (2), on a :

on a lro 
- x)p',, = 

In(tt 
- B@Dp') ,, = 

Ir"F 
- plù)p'

donc 
tnYo'P: Ir"@fn-p')- t)p'<0 

soit  vp'=0 et p' :0.

D'autre part Ap' + xL, : 0 donc X'r, : g et x' : x'(rt).

Soi t {€^Hr(O), ( :0  sur  Sz,  ona:  IOo' .o€*x '€, , :  t  9@-p' )€.
Ja Jst û

comme p'=o,on a: 
In*'€,, 

: 
lr,B(h)e 

soit 
Ir"*'€ 

= 
Ir"p(h)(et x' - g@).

i i) On suppos. g(h) > 1. On considère I 'application /: t t-+ P(h-tD)-t-1.

ona /(o)= P(h)- l  >o XL;:É(o)-*-1 (0,

d 'où  3o>0  te lque  / (c ) -0  c .à .d  P(h -aD) :e f1 .

. Vérifrons que (o*r,1) est solution.

So i t {€ .F I l (O) ,  €>0  sur^92  a lo rs :

r r f . r
Jnr@"t).v€ 

+ €,, - Jr"g(o-o,D.e 
= 

Jn@ *1)€,, - Jr"P(h-o'D).(
r f r= I  @+1)-P(h-"D))Ë- l_("+1)€ --  l_(a+lX<0.

" / S " '  J S z  J S z

. Vérifions que (o*r,1) est I'unique solution.

Soit (y', X') une autre solution, tp' est fonction test et on a :

(1), 
lnvo,l, + x'p'," : 

lr"fl(h 
- p')p'

1r
(2)' ln{" + t)pL, : |,r"0(u - oD)P'

Lax2 est fonction test donc :

r f
(3)' 

/n 
ap'," * ex' = 

Jr,0(o 
- p')(oD).

Faisons (1)' -'(2)' - (3)', on obtient

lntvo'f 
-2ap',"-ax.' : 

Ir"f(o-p')p' 
- P(h-oD)p' - P(h-p')(oD) car v'p',, : p',,
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I

soir 
lrr',, + d',, -2ap'," * a2 : 

lrru@ 
- p')(p' - oD) - p(h - oD)p' * Irr@ 

+ x')

on a In*@+ x') = In*@+ 
1) - ln"Ur^ 

- oD).- lr"{oo)O(h 
- aD).

Donc

Ino'?,+(p',,-o)'
d'où p ' r r :0  , ,  p '  , ,

= 1,,
: a

(P(h - p') - 0(h - "D))(p' 
- oD) ( 0 srâce à (I.1.12)

e t  P t :axz  >  O  donc  X ' : ! .

Jnro

Exemple 2 : On suppose n = 2, Q -lO, Lfxp,DI

g(q,*r)  :  D + h -  t2r  0(* ,u) :  Ê(u),  a(x)  :  7,

Sr:0, ,Sr: ({0} x [0,D]) u ([0,2,] x {o}) u ({r} x [0,D])
Sr :10, Llx{D}. On suppose B strictement coissa^nte.

D+h -

D

figure 3

Théorème I.4.2 : IJ existe une et une seule solution (p,X) de (P) et on a :

i) si o S B(h) < 1 (p, x) - (0, B(h))
i i , )  s i  P (h )>L  p )0 ,X :1p .P .dansO.

S,

o {



Preuue: Le cas f) se traite conrme le cas i) du théorème précédent.

Passons au ca.s fi). On suppose B(h)'> t. Alors d'après le théorème I.3.16, on a pour
torrte solution (p,ù de (P) :

P )0 ,  X=1  P 'P 'dans  O '

Montrons qu'il y a unicité de la solution :

Soient (p,X) et (p',X') deux couples de solutions de (P).

+(p - p') est fonction test et on a :

(1) [ ro.o(o - p') + x@- p'),, : I Bfo-p)(p- p,)
Ja "/S"

(z) [ rr,.o(o-p,) + x,(p-p,),, :  t  pft-p,)(p-p,). 
ù

JA JSS

Comme X: X' : 1 p.p. dans O, (1) - (2) donne :

1^r
I lv(p - p')l' : | @fn - ù - Ê(h -p'))(p - p') < 0 cæ P est croissante.

JA JSS

D'où V(p - pt) :0 et p : p' p.p. dans O puisque p: p' : 0 sur 52.

D'où (p, X) : (p',X').
c.Q.F.D.

Exemple 3 : On suppose n :2, O =]0,I[x]0, D[

g(xt , , r t )  :  D + h -  rzt  0@,,u) -  0(u),  a(æ) :  7,

,51 :10, ̂t[x {0}, s2 - ({0} x [0, D]) u ({z} x [0, D])
^93:10, Llx{D}. On suppose p(x,u): B@) strictement croissante.

D+h

D
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Théorème I.4.3 : si P(h) >'J. , Ia solution de (P) est unique et v&ifie

P)0 ,  
'X= !  

P 'P '  dansO'

Preuue:

On a : P(h) >-1 donc d'après le théorème I.3.16, on a : X: Lp.p; dans O

donc Ap: 0 dans O (cf. (I.3.1)), donc p ) 0 ou P:0 dans O.

Mais d'après le theorème I.3.20, on ne peut avoir p:0 dans O d'où p ) 0 dans O.

On termine alors comme dans la preuve du cas ii) du théorème I.4.2. 
é
c.Q.F.D.

Remarque 1.4.4: Les exemples 1et 2 ne comportent pas de frontière libre. Par contre
de queTaht? 1, on peut parler de frontière libre dans le ca-s de l'exemple 3 (voir [CC3])
où on montre I'unicité de la solution et l'existence d'une frontière libre régulière dans le

caso <P(h).#

Théorème I.4.5 : Soit. (p,X) une solution de (P). Alors n,r(lp > 0l) :]0, Z[, de p/us
[p > 0] est connexe.

Preuve:  .  Soi t  U(*r ) :  [o  o@r, t )d t .
JT

Soit th e D(10, LD alors ,b est fonction test et on a :

Ici on suppose 0 < B(h) <1.

on en déduit que : Urrr, - -B(h - p(æt,D)) < 0

car p ( h d'après le théorème I.3.1.9.

[/ est donc une fonction concave sur [0, .D] . Comme U est positive et U(0) : U (L) : 0,
alors : U(c1) > 0 Vcr e10,tr[. ,

f  I  l L r  1 D  r  f

Jno,,rh,, :  Jr"g(o-p)û 
ou 

J, U 
p",(x1,t)dt)rb,, :  

Jr"g(o-p),h
t L  t L

l, 
g,,rb,, = 

Jo Ê(n - ùrh

Vrr e]0,tr [  ]oz el0,D[ p(q,rr) > 0.
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D'où r,,(ïp > 0l) -10,.D[.

. Montrons que [p > 0] est connexe.

Soit C une compo.sante connexe.d" [p > 0]. Supposons ?r'r(C) :latro\|.

Si a1 ) 0 alors a1 € trx1([p > 0]) et laz elD,Dl p(a1,a2) > 0.

Il existe alors e ) 0 tel que C" :]ar - €,ar *e[x]0, az i elC[p > 0] (proposition L3.a).

Comme C"nC+0 e t  C"  connexedonc C"cC:absurde.

On montrerait de même qtte a' : L.

Soit C' une autre composante connexe. On a rrr(C) : nrr.(C') -10, Z[.

Soit c1 €J0,.0[ alors 1x2,r'2 €]0,D[ : (rr, æ2) e C et' (x1,x'r) e C' 
,L

et  3e )  0 :  C" =jx1-€,nr*e[x]0,  xz*elC C et  C'"  - lq-€,rr*e[x]Q, x ' r+elC C'

CrnC ' rcCîC '  e t  CnC '+A :  absurde .

D'où C = C' - [p > 0] et [p > 0] est connexe.

,  
C.Q.F.D.

Théorème I.4.6 :

La fonction.Q défnie en (H.a) est continue et localement lipschitzienne sur ]0, .[[.

On donne ici une preuve légérement distincte de celle du théorème I.3.17, en particulier
on a le lemme suivant plus précis que le lemme I.3.18. En fait en utilisant le résultat du

' 
lemme I.3.1.8, on peut démontrer un résultat semblable à celui du lemme I.4.7 avec les
hypothèses du théorème I.3.17 et les techniques de Ia preuve du lemme I.4.7.

Lemme I.4.7 : Soit cs1 €]0, Ll tel que 0 ( iD(rs1) < D.

Alorc, iI existe un voisinage de (rs1, D) sur lequel p est nulle.

Preuue: Posons fr02 : Ô("ot). Pour pl €f*oz, Dl, u- ) 0 et e* ) 0, on pose :

Cr :  
{ c r  

€10 ,  L l l ro r -e -  . - l 1  . - r i l *6 * ,  p (ær ,  p ) -0 } .

On distingue deux cas :

L"' cas : Supposons 3p €lroz,Dl, Ve-,s+ > 0, il existe au moins deux composantes
connexes .I- et -[1 de IR \ Cu telles que :

. I -  C ]os1  -€ - , to r [ ,  . I1  C]cs1 , ro r  *e+ [  e t  P(zor  -e - )p )  =  P(oor  *e* ,P) :0 '

On pose

Z : læor '  € - )0or  *e+ [x ]P ,D[ ,  I  :  Zn  [P>  0 ] ,

fr --î- îI*r2 p'1, Ê : ôn l*, : ttl, avec p,' elp,Dl.
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On pose u(xr,*r) : 
I,l,orrr,t)dt. 

Soit C e Oç21. Posons t(*r,,rz) - 
lu" e{*t,t)dt.

{ est fonction test et on a:

r r . rDf

lroror*x€,, 
= 

lr"nurp(h- r). Jr c = 
Jro@ 

- ù.e
11r

Jroo.ot: Jr-vur2.v€ 
: 

Jrvu.u€,, 
- (vu.V6),,

-  [v" .vç- [  yu.y(u, ,
JZ  JAZ

_ [vr .vç- [  u , , .€ , , * [  t , , .ê , ,
JZ JïZfrSa JïZnlz2=pl

r
: 

J"Vu.V( 
car u -- 0 sur ̂ 93 donc ucrlss = 0 et (r, = (:0 sur [c2 : tt].

D'où
11

l rv ' .vc: Ir-*C+p@-p)e 
: 

lr t \ to-p)-x)( 
er Lu:x-g&-p) d,ans z.

Onadonc  Au>1-B(h)  su rO car  X :7  su r [u>0 ]  e t  P (h -p )SÊ(D.

Posons ,:ffi. ona { 
^#:11 

:ï: dr.
D'après le théorème A1 de I'Annexe avec a(c) :12, on a les deux situations suivantes :

D C lxz < p'] alors u; est nulle sur lr, > p'l n O et donc p aussi.

-  D  ç l * ,  < ;^ r ' ] ,  donc  f ( " r ,  * r )  €  R:  w( r1 ,xz) )0  e t  i l  ex is te  ( * \ , t )  €  €  te l  que:

w(xl,p,) > cd2(fr.,Ê)

w(ær,, tù > 
"0t' 

- ù2

or u(cs1 ,tt):0, to continue en (*or,,tt), donc :

Vp > 0,3e > 0,  l *  -  *ot l  < e -+ l .@,t t )  < p.

En choisissant p assez petit ( par exemple p I 
ifu' 

- p)2 ) et en choisissa^nt e- et e*

tels que t  ] to,  -  e-  ,cor *  e+[C ] tot  -  €,  tor  *  €[ ,
on obtient p ) w(rr, p) > c(tt' - ù2 : absurde.

2è^" cas: Supposons que z Vlt, elrs2,Dl 3e-,5* ) 0 tel que:

i) IR \ Cu n'admet pas de composantes connexes bornées.

ii) IR \ Cu n'admet Que des composantes connexes du type .I-.

iii) R \ C, n'admet que des composantes connexes du type 11.
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Si rs1 e Ôu pour un p €]æs2, D[ alors en particulier p est nulle sur un voisinage de (cs1, D).

On suppose donc ror d Ôu Vp €.1æs2,Dl.

Sdit 6 > 0 tel eue /re - D - 6 >.q2. Alors il y a trois cas pour Cu, :

i) Cnr: {cor} donc Cp : {"ot} Vy,€lxs2,,p6[ ce q-ui contredit le théorème I.3.10.

i i )  Cp6:  l c r r , to r ] ,  c11  € ] re1  -e - )cs1 ]  a lo rs  p (x t , * r ) ]  0Vc € ]c61, ro r *e* ]  Vx2 1p6.

Soit alors p' €looz, ttaÏ.
- Si Cg vérifie f) il y a contradiction.

- Si Cg vérifie ii) alors Cp, = [tit,tot], c"1 e]re1 - e-.,cs1] et on a

p(q,rr)  > 0 Vc1 €]cs1,0or * inf(e+ .-r t
p(xt,xz) :0 vrr € [ inf(r i ,  ,rn),] lr l" 

v*'  
.e 

(F' '  pe) â

et il y a contradiction avec le théorème I.3.10.

- C p' ne peut vérifier fii) car alors

Ct,  -  lx11,,ay, l  et  p(xt ,cz):{  Vrr  € fxor,æ11, l  Yxz2 i .

tii) IR \ C* n'admet que des composantes connexes du type .[.'. On procède alors qomme
pour ff).

Finalement il existe p €liD(re1), D[ tel eue rs1 e Ô r.C'est à dire :

l e>0  3pe ]Q(us t ) ,D [  te lque  p :0  su r  ] to t -€ , ro r *e fx lp , ,D l .
' D'où le lemme.

c.Q.F.D.

Preuue du théorème 1.4.6 z

On va utiliser une technique utilisée par H.W. Alt dans [Al2].

Soit cs1 €10, Z[ tel que ro2 : iD(csl) < D.

So ien t  e  >0e t  p€ ] iD( ro t ) ,D [  te l sque  P :0sur l re1  -€ , ro r *e fx )p ,D l .

Posons Z :fxor - €,ror * elxld, p,f où d e (0, p).

On montre comme dans la preuve du lemme I.4.7 que pour u(c1 ,xz) : fr o@r,r)0,
t 1 2

on a :
Au :  l -g&-P)  dansZ e tdonc

â,  
-  l -  P(h)  pu isque P:0  sur ] rs1  -€ , ro r *e lx lp ,Df .

On pose
t -B&) '  l -m 

a lorsona:

Au' :1,  [ , r '>o]  -  [u>o]  = [p>o] .

DO



Soit 6 ) 0. Posons :

D:  Z  n [u>0] ,

a :  {  
(x r ,xz)ed l l " ,  - "or l (  € -6 ,  l ,oz*6  <æ2.  t t \ ,

E :  ÙD nAZ.

Soit ô € lR. On pose u - bu'rr. On a :

u 'eCr (Z)  ca rp€Co(O) ,

u '>0 ,1 t r '  : 0  su rAO\€ :  Znù( ïu '>  0 ] ) ,  doncu :0  su rûO\^C,

A,u' :1 dans O, donc Au : b(Lu'rr) - 0,

u S lôlsup lVz'l - l6lc1 avec cr : sup lVr'|. 1L
zz

Soit e la constante du théorème A2 de I'Annexe. Supposons lôl < t et appliquons le

théorème A2 pour '' , 
'' .t !.

€ C t '  C 1  C 1  
i l

Il existe une constante C ne dépendant que de 6, p et u tel que :

u  n P '  ,  1 r '  a- ( , . -+ :<0  dans  R,
€Ct C1 C1

bu'r, - C.p' 1 -u' 10 dans .Ê Vlôl < e.

Donc
bu',, * u',, S 0 dans.Ê, Vlôl < eC-r - e(S).

On conclu alors comme à la fin de la preuve du théorème I.3.17.

c.Q.F.D.

Corollaire I.4.8 : iD est analytique en tout point rr €]0, Lltel que (x1,Ô(tt)) e CI.

Preuue: voir [KN] [KNS].

Corollaire f.4.9 :

Soit (p,y) une solution de (P). Alors

x : p(h) + (1 - p(ù)x(tp > 0l).

Preuue: Conséquence des théorèmes I.3.11 et I.4,6.
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Corollaire.I.4.10 :

Soient (pr, Xr) et (pz,Xz) deux solutions de (P). On a aJors :

ir : pz p.p. sur ^9s.

Preuue: Conséquence des théorèmes I.g.Lzet I.4.6.

Théorème I.4.11 :

IJ y u une et une seuJe solution pour Ie problème (P).

Preuue: Posons u;(xr ,xz) :  [ '  or@r,t)dt ,  i  :  L,2.
'  J xz

Posons  K ;  -  
{u  

e  A r (O)  l u2O p .p .  dans  O ,  o l r r ,  :  u ; t u r  
}  

, ,  i : 7 , i .

On va montrer que ui est solution de I'inéquation variationnelle suivante :

(utexo
<f

I 1""' 
V(, - v;)d* , lr@rn 

- p;(r1,D)) - 1).(u - u;), Yu e K;

laquelle admet une et une seule solution tFl ICl.

Soit ( € Cr(O) : ( = 0 sur,9z. Posons €(xr,az) - 
lo"' 

e{*1,t)dt.

{ est fonction test pour le problème (P) et en rema,rqua.nt que p; : -(u;)c21 orr obtient :

f  r f r 2  r  f  r f D

Jn-or"r,,., U, 
(x1,ldt) * x;( : J ,"p(h 

- p;(xr, D)).Ur- n.',ùdt)do@).

I  r f t 2
Donc 

,n-or",r",.oUo 
(@1,t)d,t) * (xr - P@ - p;(*r,D)).(dc - 0

or ("",o(/" e(*r,t)dr) 
", 

= vu,.v( + v(u;),,.v (lo" r{*r,t)dt)
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donc

f  f r  f r 2

Jnvu;.v( 
+ (x;-Ê(h-p;(x1,D)).( = 

Jn(vr;.v/. C@r,ùdt),dx

: - [ qp,(),,dx * [ (@,),,. ["' e,,(c1,r)dt) d,x.
Jo ' -  -  Jo \ '  " - '  Jo /  , ,

comme ( ( r , ) , ,  . lo"e, ,@r, , ld t ) , ,€L2çQy,  ( r ; ) " , :0  sur  ̂ g3 (  car  u i :1sur  s3
l rz

et I Çrr(x1,t)dt:0 sur 51, on obtient par la formule de Green :
JO

r r l
Jnvu;.vC 

* (x; - P(h - p;(rr, DD.e : 
Jr,p;(do(x) 

- 
Jr"p;(do(x) 

''

ceci pour tout ( € Cr(O), (:0 sur Sz.

Par densité, on obtient la même chose pour tout ( € IIl(0), ( : 0 sur ^92.

Posonsalors C:u-u;  pour o €Kr Onatâlors

f r
JrVu;.V(u 

- u;)dx : 
Jn@(n 

- p;(tr,D)) - xr).(u - u;)dr Yu € K;.

Remarquons que lrr > 0] : fp) 0]. On en déduit:

X t .@ -u i ) :X iu -X iu i :X iu -u t l u -u i  ca r  0  a  X ,  (  1e t  u  2  0

et finalement on a :

On a ui:ui sur ,92 U,S3. Montrons {ue u1 :111 sur 51.

Soit ( : th(ær) où { € O(]0, rD. { est fonction test et on a :

[  @o),,.?h,,dx - t Pft - P;(ær,D))ltdo(x) : o
Ja '  Jss

fL ,  fD

i, (- l, 
p;(xr,ùat),, 'b,,, - P(h-_P;(xr,D))'h - o'

Ainsi  (  u;(ar,0)) ' . , ,  -  -0|n -  p;(rr ,  D)) .

Donc si  pt(xr ,D) = pi(xr ,D) .  on a (ut(*r ,0))" . ' ,  :  (u i (x1,0))r , , ,

et  donc (u;(*r ,0))  = (u;(* t ,0))  puisque u;(0,0) :  u;(L,0).  D'où ui  :  u i  sur 51.

u;€K;, 
l rvu,.v(u-u;)dx a lr@fn-p;(rr ,D))-1).(u-u;),  

vu € K;.
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On en déduit que Ki = Ki, que ui et ui vérifient la même inéquation variationnelle qui a
une et une seule solution, d'où u; : uj et par suite pi = pi p.p. dans O. Xr - 1; puisque
xi.: p(h) + (1 - 9(h)x(lp; > 0l)).

c.Q.F.D.

Proposition f.4.12 : Soit (p,X) Ia solution de (P). On a:

p(q,rr)  :  p(L -  î r , r2)  X(q,*r)  :  X@ - xr ,æz)

O( t t ) -o ( -D- t t ) .

Preuue: Il suffit de vérifier que le couple (p',Xt) défini par .
p'(ærrrr) : p(L - rr,æ2), X'(ær,xz) : X@ - tr,rz) est solution de (P). ^
Soit { € Ifr(O), € > 0. Posons €'(*r,rr) : e@ - rr,rz). Alors (' est fonction test pour
(P)  e t  on  a :

t(vp+ ye).v('I t 9(e-p).( ' .
Jç Js,

En faisant le changement de variable (*t,*z) ,-, (L - rrtr2) on obtient :

I s.o' * x'e).V( < [ Br, - p).e.
JO JSS

Donc (p',,x') est solution de (P) et donc (p',X'): (p,x).

c.Q.F.D.

On suPPos€ P: 0 sur ^93, alors on a :

Théorème I.4.13 z L'application O est strictement croissanfe sur]0, Ll2l et strictement
décroissante sur IL I 2, Ll.

Preuue: Il suffit d'après la proposition précèdente de montrer que O est strictement
croissante sur ]0, Ll2l.

1 D
Soit  u(c1 , rz)  :  I  p(q, t )dt .

J T 2

On a Au -  x -  0@-p) -  x -  P(h).  Donc Au :  L-  P(h) sur [p > 0] ,  et  donc
Au" r=0sur [p>0 ] .

On a montré que (cf. Théorème I,1.S) uxrxt(rr,O) : -P(h- p) : -P(h)

donc u(c1,o) :  
$:r<t-  "r)  et  u, ,("r ,0) :$rt  -2rr)
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donc urr(c1,0) > 0 Vcr € IL,Llzl.

On a P(q,*r) :  p(L - rr,ûz) donc t i(c1 ,xz) = u(L - ærtr2).

P# conséquent u",  (* , r r )  :  0 '  Vxze]O,Oqf)1.

uxr(ær, îz) :  
[^*uu 

p(x1,t)d, t  
.donc urt(rr ,o( t r ) ) :  o Vt,  € p,*) .

J c z

Enfin on montre eu€ pcr(O, rz) ) 0, donc urr(0, x2) ) 0.
r

D'où u,, ) 0 sur A(p > 0l n (10, it*lo, DD).

ur, étartl harmonique sur [p ) 0], on en déduit que

r.
c1 )0 ou r r " , :0 ,  sur [p>0]  n( lO, ! [xJO,D[) .

r,
Comme u,t(rr,0): $rt 

-2xt),.alors u,,rà 0 sur [p > 0]n 110, f 1x]o ,Dl).

Soit alors sr, ï\e10, f t tels que q 1x'1. Supposons O(r'r) < O(tr) alors' r ,
( c1 , iD(c " ) )  e  [p  >  0 ]n (10 , ; I x ]0 ,D [ )  donc  0  <u( r1 ,o ( " i ) )  <u (x \ ,o ( r i ) ) :0 :  absurde .

Donc iD(rt) S O("ï).

. n reste à montrer que O ne peut être stationnaire sur un intervalle 1a,t1clO,![.

Raisonnons par l'absurde et supposons iD(c1) - 6 Vr, € [4, ô] c]0, 
t 

t"soit B une boule

inclue dans O centrée sur le segment [4,ô] x {lz} et soit { eD(B).

*{ est fonction test et on a :

1r
o : 

Jnvp.v{ 
* xÇ, : J 

"v(p 

- (lz - c2)+).v6.

Donc la fonction (p - (h - *r)+) est harmonique dans B. On en déduit que p : h -,o2 sur
B l1 l x2<h le tpa run i c i t édupro longemen tana ly t i queonap-h -o2su r [p>0 ] , cequ i

conduit à une contradiction par exemple avec u(æ1,0) : 
*rt- ", ).

c.Q.F.D.
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B. Cas dtune digue rectangulaire e.n dimension 2 séparée

par deux niveaux d'eau.

Onsupposen=2,  O=]0 , I , [ x ]0 ,1J [ ,  o ( {=  (  o t t ( t )  0 .  .  \
.  \  0  o , , ( * ) )

&:10,r[x{0},  s2: ({0}x]hr,r /D u ( [0,r ]  x {r /})  u ( tr}  x[h2,Hl)
5s = Ss,r LJ Ss,z avec ,53,1 : {0} xlO, h1[, Ss,2 : {I} x]0, lz2[

g ls " , t=  h ; -sz  i  =1 ,2 ,  g l s r :0 .

On suppose L)0, 0 <:hz th1 I H, 0@,u) - 0@) strictement croissa,nte.-

Théorème I.4.14 z Soit (p,ù une solution de (P). On a aJors :

Vl e]0,  ̂ D[, Yh e]h2,h11, f("r, c2) e]0, l lxlh,hll tel que p(xr,r2) ) 0,

enparticulieron a: p,(xr,,t) > 0.

Preuue: Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe (1, h) e]0, Llxlh2,,h{

tel  que P(t t ,xz) :0 V(" t ,  12) e]0,1[x]h,  tz1[ .

Alors x : 0 sur ]0, l[x]h, /21[ d'après le théorème I.3.9.

Soit alors ë e Ht(O), { :0 sur l*, < bl, l*r 2 l] et sur 52.

On a alors
1r

Jna(a)(vn+ xe).v€ : 
J r,0@ 

- p)€

soi t  o :  [  0@r-az-p) .€:  t  g@r-  oz) . t  donc 9&r-sz) :0' 
J s"., Jss,r

ce qui est absurde' 
c'e'F'D'
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Théorème I.4.1ë : Soit (p,X) une solution de (P). On a alors :

p(xr,xz) 2 (hz - *z)+ p.p. sur O.

Preuue: Soit h e]0, h2[ et soit { = -(p - (h - rr)+)-.

Pôsons  Q - l x2<h l  Q '  :Qn lp>0 ]  Qo=Qn[p :0 ] .
-On a alor3 puisque { est fonction test :

I
| -a(r)(ve + xe).V(p - (h - x2)+)- dx :

J Q  

2  I
-L, 

| fl(h; - æz - p).@ - (h - rr)+)-
i=l Jsg'i

donc
11
I  

-o( r ) (Vp* e) .V(p -  (h  - t r ) *J-  *  |  a22(r )y  < 0
JQ '  JQO

1 1
-  I  a(x)(v(e - (h -"r)+)).v(p - (h - *r)*)- + |  a22(x)y < 0

JQ, JQo

1^1
^ I lv(p- (h - rr)+)-l '  + ̂  | 1 ! o.

J Q '  J Q O

Donc V(p - (h - *r)+)- - 0 sur Q'. On en déduit que (p - (h - *r)+)- est constante
'sur toute composante connexe de Q'.

Par le théorème I.4.L4, il existe cor €10, Ll: p(æs1,lr) > 0.

I1 existe alors une boule B centrée en (2s1, h) telle que B C lX, > 0] et donc BnQt c [p > 0].

Soit I( la composante connexe de Q' qni contient B n Q' - B- .

On a (p - (h - xz)+)- = 0 sur. C = lrz - h] n B et par continuité sur le connexe F et
donc sur K. Donc p > (h - *r)* sur K.

En fait K = Q. En effet supposons par I'absurde que I'on a K e Q. Il existe alors un
point (q,æz) e AK î Q tel que :

p(ær,rz)  :0,  p(q,xz) 2 (h -  *r)+ :  absurde

d 'où  K :Q e t  p>(h - * r ) *  su r  A  donc  p>(h - r r ) *su rO.

Enfin, en faisant tendre h vers h2, oî obtient p(xr,*r) ) (hz - rz)+ sur O.

c.Q.F.D.

<0
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Théorème I.4.16 :

Soit (p,X) une solution de (P). Alors C = lp > 0] est connexe palr a,rcs , donc connexe.

Preuue: Soient (rt,rrt) et (æp,r22) deux points de [p > 0].

Soit l, e1O ,inf.(h2,xzt,æzz)1,.

Posons r :  ( { r r r }  *  Ur, t r r l )  ,  ( [ t r r ,  *rr lx { l r } )  u ({"rr}  xfh,x22]) .

f refie (c11, ,"t) à (tn,rzz) da,ns [p > 0] grâce à la proposition I.3.4 et au théorème I.4.15.

D'où [p > 0] est connexe pa^r axcs.
c.Q.F.D.

Théorème I.4.17 :

Soit (p,X) une soJution de (P). On suppose a(æ) anilytique. Alors :

i) (h, - rr)* . p S (hrL *r)+ p.p. dans O.

i i )  P:  X:0 P.P. dans l*z 2 hr l

Preuue: L'assertion i) est une conséquence des théorèmes I.3.19 et I.4.15

ii) D'après le théorème I.3.19, on a p - k; - t2 sur toute composante connex e C; d,e
'[p 

> 0]n [c2 > Iz1] (&i > t r).

Par unicité du prolongement analytique (Remarque I.3.2), on a : p: le;-12 sur le connexe
[p > 0]. Mais ceci est absurde car cela entraînerait :

f  - f
l .  "@)(-e*e).V€ 

: t / 0(hi - sz - p)t - o
Jlp>ol f, J s",i

etenpar t icu l ie r ,  I  g&t - f r i )€=0 V€€Hr( fuo>0] ) ,  € :0  sur  Ss,z .
.l Ss, r

Ce qui est absurde.

Il en résulte que p : 0 p.p. sur lr, > h1] et par le théorème I.3.9 on a X :0 p.p. sur

tæz > hr\. Ceci démontre ii).
c.Q.F.D.

On suppose a(x) = Iz. Alors on a :

Théorème I.4.18 :

Soit (p,X) une solution de (P). Alors l'application Q défrnie en 1.3.4 associée à p est
localement lipsehitzienne sur 10, .t [.
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th t

ry: 
Posons u(cr, xz) = 

J,, o@t,t)dt. Alors on a :

Théorème I.4.19 :

i )  [ ">0]  :  [p>0]
i i )  -Au*X:0  dans 'CI
iii) u est Ia solution de I'inéquation variationnelle ;

(u€K â
(* ) t r

|  /  Vu.V( ,  -u)  *  (u-u)  >  0 '  Yu € ,  I {
\ Jo

.  où  f f  =  {  a  e  Ht (O)  /  u  2  0 ,  u  - -u ,  surôO} .

Pr9uue : i) Facile à partir de la propd'sition I.3.4.

ii) On a uzz = -p donc (Lu)r, - -Lp: Xsz

(Ar -X) ' ,  :  0  donc  Lu-  X  -  f@L) .

Comme p :x : r . r= .0  su r  l *z2hr ) ,  a lo rs / -0  e t  -Az*X:0 .

i i i )  So i tu€K,

r f r f f
I  v" .V1u-u) :  -  |  tu.(u-u) = -  l_x.@-u) :  l^-xr*z )  |  -u*u'

Ja Ja Ja Jo Jo

Donc u est solution de (*) qui a une solution unique tFl tC].

c.Q.F.D.

Preuue du théorème 1.4.!8: On procède comme au théorème I.4.6. Le lemme I.4.7
est déjà acquis d'après le théorème I.4.15 i).

rht

On pose Z =]0,  .6[x]0,  h1[ ,  u(ær,rr)  :  I  p@t, t )dt .
J c z

p€Co(o)  donc  u€Cl (O) .

soit 6 €10, hr[, ô e ]R. on pose

D : Z n [u > 0]

.Ê=  [6 ,L -6 lx [6 ,h1 ]
ft - lD ^.42.

OD



On considère la fonction u = burr. On montre alors (comme au théorème I.4.6) que :

3e(A) constante tel que ' Aur, f u', ( 0 dans -Ê Vlôl < e(A),

et'ôn conclut comme dans la démonstration du théorème I.4.6.

c.Q.F.D.

Corollaire f.4.20 : X - X{p> 0l).

Preuue : cf théorème I.3.11.

Corollaire I.4.21 : cD est analytique sur ]0, r[.

Preuue: cf [KN], [KNS].

Théorème I.4.22 : ( Unicité )

Il y a une et une seule solution pow le problème (P).

' Preuue: Soient (pr, Xr) et (pz,Xz) deux solutions de (P).

thr
Posons u(r t , r r )  :  

J r ,  
n t (a , t )d t ,  i :1 ,2

o n a  U 4 = t t 2 - Q  s u r  S z .

O; (i : L,2) étant continue, on a pr : p2 sur ,S3 (théorème I.3.12), donc
i

F fhr fht

,  ur(o,rr) :  I  pr(O,f lat -  
|  pz(O,t)dt:  u2(0,,æ2),

,  J r z  J x 2

de même ur(L,rr) = u2(L,æ2) donc ur : ' t tz sur ,Sg.

On sait que ^9r est mouillée, donc au voisinage de ,Sr on a :

Au ;  :  !  ( u ; ) ' , ' . :  - (P ; ) "  : 1  su r  'S r '

donc (ul)"rr, :0 et ui est linéaire sur Sr.

u ; (ær ,0 )  =  ) i c r  *P l

thr
p;= u;(0,0) = /  p i (O,t)dt

Jo

I  l t  t h z  t h r  - \
À;- i(u;(r ,o) -pi)=+( I  p;(L,t)dt-  |  p;(o,, lat) .

l J '  ! \ . / 0  J o
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Théorème I.4.23 : ,Soit (p,X) la solution du problème (P), alorc I'application Q.assoctee
est strictement décroissante sur f intewalle 10, Ll.

Preuue: 1) Montrons que tD est décroissante sur ]0,.[[.

th t
On considère I'application u(r1 ,xz) : I p@t,t)dt.

Jxz  l '

On sait que Âu - X dans [p > 0]. Donc Lu,r, -- 0 dans [p > 0]

thr
On a uxt( t r , rz)  :  I  p,r(x1, t )dt .  Donc

J x z

cat p S (hr - ù+ p.p. dans Q et B croissante

u,,(L, *r) : 
l"u,' 0{0, - t - p(L,t))dt < o

car p > (hz - y)+ p.p. dans O et B croissante

On a urrrr(tt ,0) :  0 donc urr(xr, 0) : c"t" sur l0' r[

fhr
u, , (xr ,o)  :  

" /o  
-0(h,  - t -p(0, t ) )d t  <  0 .

fhr  f ,D(cr)
Finalement u,r(x1, iD("r )) : 0 car u(x1,,xz) : 

J", 
O@r,t)dt : 

J,, 
p(q,,t)dt

donc u, , (c1,  o(r1))  -  iD'(c1) p(xt ,o(rr))  *  [* ' " '  p, , ( t r , t )dt  -  g.
JrD(cr )

onadonc '  

[Lu" -o
\ r", < 0 sur ô[p > 0].

On en déduit que urr ( O.ou 'u"r = 0 dans [p > 0].

Donc ut :'tl2 sur ^5r.

Il en résulte que u1 et u2 sont les solutions dtune même inéquation variationnelle.

D'où ur :112 p.p. dans O.

Finalement n = p2, Xr : Xz p.p. dans O puisque X; = X(lp; > 0]).

c.Q.F.D.
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Si u", = 0 dans [p > 0], alors urrr, : 0 et doncpr, : 0 dans O.

On en déduit que p : dt2 * b. Comme p:0 sur ̂ 92, on déduit que lz1 = hz : absurde.

Donc u,r, 10 dans [p > 0].

Soit alors cr, s\ €10,.t[ tels que q 1x\. Supposons iD(r1) < o("i) vskip 0,2cm alors
({ ,Q(x1))  e [p > 0] .  Donc 0 < u(r ' r ,O(rr))  < r(r t , iD(rr))  = 0:  absurde.

D:où O("i) < iD(rt) et rD est décroissante sur 19,^D[.

2) Pour montrer que iD est strictement décroissa^nte sur ]0, r[, il suffit de montrer
que O n'est pas stationnaire sur aucrur intervalle [a, ô] C]0, Z[.

Raisonnons par I'absurde et supposons O(c1) : h Vrt € [a, ô] C]0,.0[ et soit B une boule
centrée sur le segment [o, ô] x {h} et soit { € O(B). é

t{ est fonction test et on a :

Q: Ioo.oe *x€,,: Irfr-@-'z)+).v€.Ja 
- 

Js

Donc la fonction (p - (n - xz)+)est harmorri{r'r" dans B. On en déduit que p - h -/2 sur
B n[x2 < â] et par unicité du prolongement analytique on a p - h -o2 sur [p > 0], ce qui
conduit à une contradiction comme dans la preuve du théorèmeI.4.L7.

c.Q.F.D.

on suppose a(g - ( arr(r) o \
' 

\ 0 orr@) ) 
' o'1 et a22 analytiques' Alors on a :

Théorème I.4.24 : Il y a unicité de la solution du problème (P).

Preuue : Soit (h,Xr) 
"t 

(p2,12) deux couples de solutions de (P). D'aprés le
théorème I.3.15.et I.3.12 on a :

pr: pz p.p. dans .S3.

. On va montrer que pr = pz sur O. Pour cela, on emploie une technique utilisée dans [CC1].
Soit B' une petite boule centrée en un point de .9g,2 et soit a la solution du problème
suirrant :

( diu(a(cxVo)) - g dans B,
I

{  a : l  su r  f o

[  01o ( - ] .  su r  f 1 .
a .

)6g



08, - foUf r  e t  l r cô8" \0 .

On prolonge a par 1 sur O \ Br.

Oàprè ,  le lemmeI .3 .14 ,ona :  
[ ^ "@Ffp* -po) *  (x r -xo )e ) .V  o  :0  t c : ! ,2 .

J O

I

Donc I  a(c) (V(p1 -po)) .Vo:0 et  t  
/  \  ôo

'  JenB, Jfonn(Rt 
- Po)'6 - o'

Comme )r - oo ) 0 et * ,0 sur ro n o (principe du maximum), alors pk :pe sur
ro n O. Donc prl prr'rofî n n.
En répétant le raisonnement précédent pour les boules inclues dans B," fl O, on obtient

Pr : Pz dans B'OO et par unicité du prolongement analytique (Remarque I.3.2), on déduit

euepr :p2 sur le connexe [p, > 0] n[pr> 0]. En fait on a [pr > 0] : lpz > 0J.
En effet il suffit de montrer que [pt > 0] n [p, > 0] est fermé dans le connexe lp, > 0] par
exemple. ù

Soit alors !rn)^ une suite d'éléments d" [p, > 0] n lnz > }lconvergeant vers un élément z
de [p1 > 0].

On a p1(r") = pz(æ") Vn € N, donc par continuité on a encor" pr(r) : p2(x) > 0
donc c € [pt > 0] n [pz'> 0].

,Finalement on a pr : pz p.p. dans O et comme xi : x(pt > 0]) p.p. dans f,) (théorème
I.3.11), on a aussi Xr = Xz p.p. dans O.

c.Q.F.D.
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C. Un exemPle en dimension trois

Oi .oppor" n = 3, O =]0, a[x]O,.0[x]0, Ë[, a(x) = Is

51 : [0, o] x [0,I] x {0}

Sz -(tol * [0,z,] x tr,,,Ël) u (lo,al x [0,r,] x {r}) u ({'} x [0,-t] x [h2,r/])

u (lo, al x {0} " to, Hl) u (to, ai x {L} x [0, a])

Ss : Ss,r U ,5s,2 avec Ss,t = {0} x]0, .[[x]0, h1[, Ss,z = {a} x]0, Llxl}'h2l

g ls " , i  =h ; - rs .

On suppose L)0, 0 <hz th1 1H, 9@,,u) - 9@)'strictement croissante'

/ /
/ / / -
/ -

- \ \ \

figure 6

On a tout d'abord

Théorème I.4.25 : Soii (p,X) une solution de (P)' Alors :

p :x :o  su r  l t t2h t ] '

Preupe: D'après le théorème I'3'19, on a : P: 0 sur [ca 2 hr]'

On en déduit que X = 0 sur [ca 2 0] d'après le théorème I'3'9'

\ \ \ h '

c.Q.F.D.
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Théorème I.4.26 :

L'application O défrnie en1.3.4 e*t locaJement lipschitzienne sur]0,o[x]O,I[.

Preuue :

rht
On procède comme à I'exemple B. On pose : u(æ',æs) : 

I 
p(x',t)dt xt : (n1,r2).

J x s

Soit cs = (sor ,æoz,xos) € O n A(p > 0l). On a :

uxs: -p, donc (Â, - X)rg:O et Au: X sur O d'après le théorème I.4.25.

Posons Z =10,4[x]0,.0[x]0, tz1[. Soit b : (br,bz,O) € IR3.

Soit (61 ,62,6s) €]0, a[x]0,.0[x]0, o63[. Posons

D : Z n [u > 0]
.Ê : [6r, o- 6rlx16z,7- 6zl x [63,h1]
t : lî n.AZ. rî

On considère la fonction u = b.Yu. On a :

p€Co(o)  donc  u€c l (o )

u  à0  ,  u :0  su r  AO\e :  Znô( [ "  >  0 ] ) ,  doncu :0  su rôO\ .C ,

Âu : b1Lur, ! b2Lurr: (ôAz)r, * (bAu)r, : 6,

u < lôlsup lVzl : l6lcr.
z

Soit e la constante du théorème A2 de I'Annexe. Supposons lôl < e et appliquons le

théorème A2 pour ,u , 
P et !.

€ C 1 '  c 1  C 1

Il existe une constante C nedépendant que de 6r,62,6s, p et u tel que :

, .u -c.P +a<o dans a
€Ct C1 C1

d 'où (ô*e) .Vu<0 dans n  {ô l  <e(A) .

On conclut comme dans la démonstration du théorème I.4.6.

c.Q.F.D.
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Corollaire I.4.27 : rD est analytique sur 10, a[x]0, -D[.

,- Preque: cf [KN] [KNS].

Corollaire I.4.28 ; On a x - x(lp> 0l).

Preuue: Conséquence du théorème I.3.11.

On a le théorème de comparaison suivant :

Théorème I.4.29 :

Soient (pr,Xt),(pr,Xz) deux solutions au problème (P). On a alors Pr : p2 sur 53.

Preuue: Conséquence des théorèmes I.3.12 et I.4.26.

Théorème I.4.30 :

Il y a une et une seule soiution pot:r Ie problème (P).

Preuue: Soient (pt, Xr) et (pz,Xz) deux solutions de (P).

th t
Posons  u i (x ' , " r ) :  I  p r@' , t )d t ,  i : \ , , 2 .

J x s

On montre alors comme à I'exemple B que : u; est solution de I'inéquation variationnelle
suivante :

( u ;€Ku ,
I
< f
| / Vu;.V(u - ur) * (, - ui) > 0, Vu € Ku,
\ Jo

(  . . _ .
or i  Ku ,  = . { ,  e  I I t (O)  /  , > -0  p .p .  da^ns  O ,  uba  =  u ; l r r ,  

} ,  
i : ! , , 2 .

On a Pt : ?z sur .93, Pt : Pz: 0 sur .92 donc u! : 1'tr2 sur ,S2 U Ss.

D'autre part, on a Lu;: Xi, donc si on pose u,io : u;(ot r0) on a : Au;s = Q.
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En effet, posons c,r =10,a[x]0,^D[.

soir r/ € o(c.r) er q"(c) = inf (t,9) , t o.

Alors r7r{: est fonction test et on a :

r -  1
l^r/Vn;.VT" * r1,Yp;.Yrb + rbXln")," * n,X;rb," : | 0(e - p;)gq, : g

. JQ JS"

or
1 1
I  , l ,Vp;.VT": I rpVp;.Vq,:g

Jdr J[d(r,[cs=I4)Je]

[ ,lrx,it"),, : I thx;it)," :0
Jo J[d(c,[rs=I{])!el

potrre a^ssez pet i t  puisquepl  -0 et  X; :0sur [hr<ss< H].

Comme Te+ 1p .p .  su r  O e t  0<r7" (c )<L ,

on déduit par le théorème de Lebesgue que I YprVrb - O.
JA-

Donc o : 
lo 

dq 
I.@",û,, 

* p,rlt,r)dx1dx2: 
l.vu;rYrb 

- 0 d'où au;o - 0.

Maintenant,  corrune uro.(xr ,0,0) :  uzo(rr ,O,0):  Q, uro(rr  ,Lr [ ) :  u2o(rr ,L,0):  g
alors :

fh  fh t
uro(0, ,r ,0):  

Jo 
pr(0,æ2,t)dt -  

Jo 
pz(0,rr, t)dt -  uzo(O,r2,,0)

fhz fhz
urc(a,*r,0) :  

Jo 
pr(a,æ2,t)dt :  

Jo 
pz(a,, t2,t)dt :  uzo(a,xz,O).

on a { 
auto - Luzo oTt ' 

donc uro : r.r2o dans c.r.
t urO - u2O Sur dcd

On en déduit g)ê u1-_11,1 sur 51.

D'où Ku, : Ku:,, ur et u2 vérifient la même inéquation variationnelle qui a une seule
solution.

Finalement u1 : u2 dans O et par conséquent pr : p2 p.p. dans O.

c.Q.F.D.
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D. Cas dtune digue avec des réservoirs en escaliers

On suppos e n = 2, a(æ) - Iz, Sret ,52 de classe Cr,l
et pour tout i - 1, . . . , N, ^53,; en escaliers.

On pose lo;,b;l = r,,(-St,;) - UËi)-'forj,a;j+rl,

or, rttppore s+(c') -- Di,i Vx' e fo;i,o;i+rf,,
' 

h;i - Dij A D;i+r, h;i+t - Dii Y D;j+r.

ss, i :  ( rËl '  {o; i }  x lh; i , l , , r* ,1)  ,  ( rËt l '  [o; i ,o; i+r l*  {a, i } ) .

On pose Sl,t, j : {ori} x [h;j,h;i+t] si j e {2,. .., iv(i) - 1}

, Si,i,r = {@1} x [D;1,â;] et Sïo,ru(i) : {oiiv(;)} x [D;ry1;y,â;]

S!,;,i : lo;i,, oii+rl x {D;l }.

On suppose p(a,u) - B@),, B strictement croissante.
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théorème I.4.31: Soit (p,ù une solution de (P). Alors Q est locaJement lipschitzienne
et même analytique sur]a;r', a;i+rÏ, Vi,Vj € {1,..:,JV(i)}.

"  P reuae :  So i t  i  e  {1 , . . . ,N}  e t  j  €  {1 , . . . , I f ( r ) } .

1) Supposons p(h; - D;i) < 1. Soit as : (n[,O(t6)) € O tel que r[ €]ari, a;j+rl.

Soit e ) 0 petit, â < O(c[) tel que s1(o') < h Yr' elxfi-e,x'o+el.

Onpose .  Z : (J r6- r ,c f  +e [x ]h ,+oo[ )n0n( [oo i ,a ; ia1 ]x lR)  u (x ' ,æ2)  -  [o "  r { * ' , t )d t .
J a 2

On montre alors comme dans la preuve du théorème I.4.6 que : Au = X - 9(h; - D;i)

dans Z et on termine de la même façon.

2)Si P(ht- D;)) L on sait alors quep ) 0 sur (lori,ot;j+r[xlR) nO (théorèm" ie.fO;
donc iD(c') : D;i sur la;1, oij+r [.

- c.Q.F.D.

Corollaire I.4.32 : Soit (p,X)une so/ution L rrr. Alors on a :

x(x"æz) 
lil'o,l l],, .\'l'ui^i -li1),r>.(rp > 0r) si x, eta;i,a;i+,,

Preuae: Conséquence de la continuité de ô et du théorème I.3.11.

Corollaire f.4.33:

Soit (p1,Xr) et (pz,Xz) deux couples de soJutions de (P). Alors on a :

pt : pz sur,S3.

Preuue: Conséquence de la continuité de iD et du théorème I.3.1.2.

Théorème I.4.34: Sojt (p,X) une soJution de (P). Alors pot;.r tout i, j et pour toute

boule B, centrée en ̂ 9f,;,1 avec r petit, on ne peut avoir p = 0 dans Br.

Il en résulte que Sl,;,; est mouilkée.

Preuue: Supposons que I'on a P:0 dans une telle boule alors on a X: constartte
dans B," d'après le théorème I.3.9.
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Soit {  e Hr(B,) telque€:0 sur ôBrftO. Onprolonge€ put0 sur O\B' et onobtient:

r1

J 
",nnx€"2 

: 
1 rr,,,,n",9(h; 

-'z)'€'

11r
Comme I  x€,r :  I  (x€) ' r :  I  x€v'r :O,onestcondui tàuneabsurdi té '

JB, in JB,^Q JA(B,nO)

c.Q.F.D.

Théorème I.4.35: Soit (p,X) une solution de (P). On a alors:

V i , j  p (a ; i , t r ) t0  Yæze)s{a ; ) ,D ; i [ .

Preuue: Soit f, j . Supposons qu'i l  exkte xz €lst(a;),D;i[tel que p(a;i,rz) -0.

Supposonspa, rexemple  D; i -1  <  D i i .A lo rs  0 (h ; -D; i - t )  (  1ou Ê(h ; -D; i )  <  l  car
s inon g(h ; -D; i - r )  )  l  e t  9 (h ; -D; )21  doncp >  0  sur  ( ( la ; i - r ,a i i+ t  [ \ { " t i } )  x iR)nO,
ce qui conduit à une contradiction avec le théorème I.3.9 (i).

Supposons donc par exemple Ê(h;- D;i) < 1. On montre alors comme dans le lemme I.4.7
et avec les mêmes notations que Au - X - Ê(fu - D;i). On montre ensuite comme dans
le lemme I.4.7 que u : 0 et donc p:0 sur un voisinage de (a;i, D;y) donc sur une boule
centrée sur .9f,;,1, ce qui contredit le théorème I.4.30.

c.Q.F.D.

Théorème I.4.36: Soit (p,,X) une solution de (P).

Soit rs : (r|,,rt(rô)) € Sr o ô(l*, - O(c')l).

Alors pour R ) 0 a^ssez petit, il existe C > 0 tels que :

p(s) < Cd(æ,æs) Yx € Bp(æo) n O.

Pour démontrer ce théorème, on aura besoin de deux lemmes.

Lemme I.4.37: Soit B,(r) c On[p > 0] teLle queÔÙ,(x)nA([p > 0]) # (û aJorc il existe
une constante C ) 0 indépendante de x, r et p telle que :

p(x) < C.r.
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Un lemme similaire a été démontré dans [Al3] et [AG] dans le cas d'une digue avec
ddi conditions limites de Dirichlet.

P reuue :

Soit 6 ) 0 et soit ( la fonction harmonique définie sur D : B,+a(æ)\ .B"72(c) par :

C : m = 
u"il,frlrlp 

svr 0842(æ), ( : 0 sur ô8"a5(r).

En fait C : aLog(P) * b avec

L"s(#)'

Alors { : +(( -p)+ est fonction test pour (P) (on a prolongé ( par 0 sur O\ D) et on a :

6 - 
-mLog(!* 6) 

et p --
Los(z, 

+ ù)

Irron 
- p)+tz :

O, I,

D'où

v((+ *z).v(e -ù+

arors t lv((-p)+12< t lv( l( l  - lvcl).
Jon[p>o] J Dn[p=ol

I

/ tV(( - p)+l' > 0, en effet sinon on aurait C S p et comme D contient une partie
Jonlp>ol
de la frontière libre alors ( serait nulle sur cette partie, ce qui contredit le principe clu
ma:cimum puisque ( est harmonique dans D.

t lv((-p)+1,=-[ lv4,+ t (x-l)e.v(.
JDn[p>o] JDnlp-ol JDnlp=ol

t (x-l)e.V(< t tvç,
J Dnfp:ol JDn[p=o]

' r
/ lvfl(1 - lvfl) > o.' 

J Dn[p-o]

l 1

x,2 + x2z.

0n en déduit que



Alors lv(l < l sur ô8,a5(x) carsinon lv(l > L surô.B,^16(c) et comme lv(l : 2 décroit

en p alors lv(l > 1 sur D oor.../r.,,o=o,lvel{r - tvcl) ( 0 : absurde.

On a donc lV(l < L sur ô8,a5(x). Donc 
# 

< t.
(r * fiLos(*t

Soit ne < (r * ùI"g(Y) et en faisant tendre 6 vers 0, on obtie nt : m < rLog(2).

On conclut alors par I'inégalité de Harnack [DL] [GT] sw B,p(x) :

u(r) < 
;Xa7,r@) 

< C". 
47,r@) 

< Ç* Los(2).r : c.r.

D'où le lemme' 
c.e.F.D.

Lemme f.4.38: Soit D un domaine te| quh C Q et D nAfu > 0l) + 0.

AIorsVæ €, D, on a i p(r) < C.d(D,AA)

où C est une constante indépendante de p et de D.

Preuue: Soi t  p:  d(D,ôO).  Soi t  xo € DnA([p> 0])  et  soi t  r  € D.

On supposep(c) > 0.  I lexiste alors des points t r t . . . tnk:  c te ls que:

x i  e  Bp la ( r i - r )  V i  :1 , .  . .  , k ,  Bo@i)  c  Q.

Soit js le plus gra^nd entiei tel que : jo € {1,..., /c} et Bolz(xi) n A@ > 0D + A.

Un tel entier existe puisque ro € Bplz(rt) î A([p > 0]).

- Si jo : /c alors Bop@) n ô([p > 0]) + 0.

Comme p(æ) > 0, il existe une boule B,(*) C [p > 0]n Brp(x).

On désigne pax B,(r) la boule de rayon maximal vérifiant B,(*) C [p > 0]n Baz(x).

Alors 08,(x) n A([p > 0]) l0 et donc d'aprés le lemme I.4.37, on a:

p(x) < Cl < C.p où d est une constante.

- si jo ( alors p est harmonique sur la boule Bolz(xi-r) vj € Uo * 2,. ..,,kI

puisque Bop(aî_r) n A([p > o]) - 0.

D'après I'inégalité de Harnack, on,a : p(æi) < C.p(ri-r).

p@) -  p(æ*) < Cp(**- t )  < .  . .  < Cp(* jo+r) .
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p(r) > 0 donc p(xio+r) > 0 et il existe une boule B,(*) de rayon maximal telle que :

B,.(tjo+r) C [p > illn Bsola(tjo+r).

o jo+r e Bplr(æio) et  Bolz(æj")na([p > 0])  l0 donc Broto(r io+i)nô([p > 0])  +A.

Alors 08,(rioa1) n A(h > 0]) l0 et toujours d'aprés le'lemme I.4.37, on a :

p (x io+)1C. r<C.p .

D'où p(x) < C.p: C.fl(D,AO).

c.Q.F.D.

Preuue du théorème 1.4.36 : . Soit .B > 0 petit et soit x €, Bp(xs) n fl.

Il existe 6 > 0 assez petit tel que

a€ .De :  { y  €Bp(zs )nA /d@, îA)  >6} ,  De  cO e t  D6nA[p>q)+A.

D'aprés le lemme I.4.38 on a alors p(c) S C.4'(D6,,AO) < C.d(x,xs).

On en déduit que p(c) < C.d(n,æs) Vx e Bp(xo) n O, donc Vr € EEIffio.

c.Q.F.D.

Théorème I.4.39:

Pour tout æ'o e rr'(Ss) on a O(16) > sr(16).

Preuue: Soit x's e T,,(Ss,i) tel que p(o[, h) :0 q els{æ'ù, 
"+("6)[.

Alors 3j e {1,. .. , N(i)} tel que x's ela;i,oij+t[.

D'aprés le théorème I.3.20 et la continuité de O, on â ! os : (c6, rt(rô)) e Ô(lx2 - Ô(r')]).

On considère la.fonction u(xt) : fott oçr',r1or.
J  s1@, \

1D;i
On pose ,(r ') - I pr'(*',t)dt.

J sJx!) 
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Soit 9 €D(la;i,a;i+r[) alors *ù est fonction test et on a:

Ë,'* 
t,,U":,::,rp,,(x,: ,ùdt)dr, = 

I),,"*' 
g&; - Dii p).v.

On en déduit que u'(c') : -0(h; - D;i - ù.
Donc u'(*') = -0(h; - D;i) au voisinage de r[ car p = 0 sur un voisinage de (z[, D;).

Donc o(x') - -0(h; - D;i)@' - dù * c où c est une constante réelle.

D'où u'(c') = o - Ê(h; - Dr)(r'- 16) - sl(*')p(c', s1(r')).

1 - Si a I 0 : alors au voisinage de r[, u'(*') a le signe .de o; en effet

p(x ' ,sr(" ' ) )  1 C.d((æ',sr(c ' ) ) ,  (c[ ,  s1(ci))) .  "

I lex is tee  >0  te l  que a .u ' (x ' )>0  Væte læts-e ,a 'o+e l .

1.1 Si a > 0 : on a u'(r ') > 0 Vx' elx'o- e,x'o+el.

Donc u est croissante et 0 ( u(*') 3 u(x's) 70 Væ' elx's - e,do[.

Donc p:0 sur (]c[ - e,c[[xlR) n O, ce qui contredit le theorème I.3.20.

1.2 Si  o < 0 :  on a ut(x ' )  <0 Vx'  e lx 'o -  e,r 'o +el .

Donc u est décroissante et 0 ( u(*') S z(rf) -g Vxtelx[,x,o+el.

Donc p :0 sur (lc[, u'o + e[xn) n o. Absurde.

2 -S ic :0 :

2.1 si(c6) > 0 alors s'r(c') > 0 sur un voisinagelx'o - e,,x's * e[ de c[.

Donc u'(r') < 0 Væ' elr'o,z[ + e[. On aboutit alors à une contradiction comme en I.2.

2.2 s\(xtù < 0 alors s'r(u') < 0 sur un voisinage lcâ - e,î'o * e[ de c[.

Donc u'(x') > 0 Vc' elcfi - e,r|l.On aboutit alors à une contradiction comme en 1.1.

2.3 s i (zb) -  o

Ona p(x ' ,sr( r ' ) )  S C.( l r ' - *L lz *  ls1(c ' )  - t r@L)l ' ) ' / ' .

Donc pour c' < c[ on a :

u'(* ' )  > ( 'â -  x ' ) (Otn,  -  Di) -  C. ls i (c ' ) l (1 + ,sr(r ' )  
-  s t (câ) 

) ' ) ' / ' ) .
* ' - r ' o  t  I  / '

Comme g(h ; -D l r )>0 ,  s ! ( r [ )  -0  e t  s r  €Cr ,1 (n " , (O) ) , i l ex is tee>0 te lque

u'(r') > 0 Vx' elxfi - e,r'ol. On aboutit alors à une contradiction comme en 1.1 et 2.2.

, c q.F'.o



Théorème f.4.40; Pour tout i € {1,... , ff}, il existe une et une seule composante

connexe C; de [p > 0J telle que

r , , (C ; )Ar , , (Ss , ) f  A  e t  e ; )  S l , ; , i  V j  e  {1 , . . . ,N( i ) } .

Preuue : Conséquence des théorèmes précédents.

Théorème f.4.41

Il existe une et une seule solution 5s - connexe pour (P).

Preuue: Soit (h,Xr) 
"t 

(pz,Xz) deux solutions ̂93-connexes de (P).

Posons po = min( prrp2), Xo : min( Xr,Xz).'

iD1 et O2 étant continues sauf sur un nombre fini de points, on a alors pt:p2 sur $3.

On va montrer gue pr : p2 sur toute composante connexe C*,; de lpr > 0] touchant Ss,;
l c  :1 r2 .

On va utiliser une technique utilisée dans [CCl].

Soit B, une petite boule centrée en un point de .Sf,;,i telle que B" n O C Cri î Cz,t

et o la solution du problème suivant :

(  Âa :0  dans  B ,
I  o : l  su r  fo

I  o  So< 1 sur  f r .

0F. ,  -  foUf r  e t  l r  CôB ' \CI ' .

On prolonge d par 1 sur O \ B'.

D 'après le lemmeI .3 .14 ,  on  a :  I  F@o-po)  *  ( x t -xo )u ) .Va  :0  le  : I ,2 .
J A

I  ^  f  ,  ,ôo
Donc  

Jnn" ,V(p* -po) .Va :0  
e t  

/ r . .n@o-Po) . r -0 .

Comme pr-po 2 0 et 
# 

r 0 sur lo îO (principe du ma:cimum), alors pk: ps sur

loOO.

;"îïr#îÏ*T":"* précédent pour les boules inclues dans B" n o, on 
"bri";
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p7 : p2 da.ns B, O O et par unicité du prolongement analytique, on déduit eue pr - p2 sur

lacomposanteconnexedde [p,  >0]ntp,  )01 contenant B"t^t0.  Entai t  C :Ct, i :Cz, i .

En effet C est un ouvert non vide du connexe Ck,i.Montrons que c'est aussi un fermé.

Soit (cr), une suite d'éléments de C convergeant vers un élément æ de C1r,,;.

On a n@ù: pz(æn),donc par continuité on a encore 
'n@) 

- p2(æ) > 0

donc c € [pt > 0] n lpz > 0] ne et a € C.

Dtoù C = Ct,;: C2,i et pr = 1,2 sur Cr,i : C2,i et ceci Vi.

Finalement pr: I>z et Xr: X2 p.p.dans 0.

c.Q.F.D.
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II.1 . fntroduction:

Soit O un domaine lipschitzien de IR' (ro ) 3). On pose

O* :  { r '  e R."-1 /  Jr , ,  € R et  (x ' ,ær)€ O}.

On suppose O Clh-,h+["-'xlR x]lz-, tz..[, h-, h+ € IR avec h- < h+. ].

On suppose qu'il existe deux fonctions s- et s..,u : O* -r IR, telles <iue:

o={ (æ ' ,sn )€R ' / r ' €o*  e t  s - (c ' )  1nn  < r+ ( r ' ) } .

On pose Sr :  { ( r ' , r - ( r ' ) )  I  n '  e Q* }

.9zu ,9g  :  { ( r ' , r+ (s ' ) )  f  x 'eQ*} ,  ôO =  ^grU^gzu,Ss .

O représente un milieux poreux. On suppose ,53 couverte par un fluide, ̂ 92 en contait avec
I'air et ,S1 imperméable. On désigne par,5s,1,( i e I, / c N ) les différentes composantes
connexes de 5g.

On désigne par g la pression sur Sz U,9s. Elle est donnée par :

(  o  s i  ( r , , tn )  €  Sz
9(x ' rxn)  :  I

(  h;  -  xn s i  ( r ' , ,xn) € Ss, l  i  e I

h; désigne le niveau du réservoir recouwant ,Ss,;.

On considère une application p : ,Sg x IR -+ IR

(il.1.1) î ê 0(*,0) €, L?""(&)

(II.1.2) t - 9@,u) est mesurable Vu € IR

( I I .1 .3 )  f c>0 :10@,u t ) -  p@,uz) l< -c lu1  -u t l  p .p .  dans .93 ,  Vu1 ,u2  € lR

(II.1.4) u, - 0@,u) est croissante p.p. r € ,9g

(I I .1.5) B@,u).u> 0 p.p.  æ € Ss, Vu e IR.

Soit o la perméàbilité du milieu. a vérifie :

o :O '  +  t t t " ( lR )

" r t+ a(n) : (o;j)r<.i,j<r,
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( I I .1 .6)  d€ræ(O),  d ia(a(x) (e) )€r?, " (O) .

( I I .1 .7)  lÀ>0te lque:  tya(x)y  =rà , "o i ia ia i  >Àly l '  Vr€ f l  Vye IR ' .

( I I .1 .8)  a ;n(x) :  a , " i ( r )  :  0  Vi  :  1 ,  . . . ,n  -  L .

On pose dlr : O n (nR'"-z xl - L,.Û [xR) V, > 0,

oo,ô  :  on (nu" -zx lo ,ô [x lR)  va<b e t  r :  (0 , . . . ,0 ,1) .

On considère le problème suivant ' '

I 
Tbouver (p,x\ € Irà"(0) x .D-(O) tel que :

I  o>0,  0(  x1 l ,  p (L-X) :0  p .p .  dans o

lp-O sur  Sz
(P-)  l r  I

I I "@)(vp+ye).Y(dæ 
< I û@,e-fl.(do(x)

I Jcl Js"

I  og €vs:  {e eat lc l ) ,  €>0sur  Sz,JL>0Supp{.Or} .

Signalons que G. Gilardi et D. Krôner [G.K] ont étudié un problème analogue avec des
conditions de Dirichlet.

Pour étudier I'existence d'une solution de (P-), nous allons introduire une suite

de problèmes dans des domaines bornés. En passant à la limite, on déduira le résultat.

II.2 . Problème (Pr,),

Pour tout L ) 0, on pose dlt = O n (lU"-z xl - L,I[xR).

S! : ^9r f'l ôOr'

s!=(s,naor) u(aorno)
S! :^9gnôOL'

On sait d'après le théorème I.2.1" que le problème :

f 
Troun"t (pu,xt) € I/1(Oz) x ^D-(Q;) tel que :

I nt ,- 0, 0 ( Xr, 1 t, pt(L - xr,) = 0 p.p. dans Or,

(Pr,) { 
or, =.0 sur s!

I t a@)(vpp * ype).v(dx 3 [-. U@,e - pp).go(x)
I Jn, Js*

l .v{ € rr1(oz), v( ) o sur s2L



admet au moins une solution (pt,,X1) pour tout .t > 0.

Tiiéorème II.2.1 : Pour tout L, Lt > 0 tel que L I L', iI existe deux couples (pn,Xr,)

et (p7',XL,) solutions de (P1) et de (Pr,,) tels que :

Pn I  p t ' ,  x t  1  Xu.

Preuue: Soient L et L' tels que L < L'. On considète pr,1 et pe,L, les solutions des
problèmes pénalisés associés à (Pr) et à (P1,,). Soit

(  .  , \vr,-  {€e r '1ot)/€-o sur St! '

vp,:  {e e at1or,) lÊ-o sur st ' \ .

Soit 6 ) 0. On considère l'application fr(ri: (t - 
:)*x(, 

> 6).

On prolon1ê pr,L par 0 sur O1, \ O1 et on pose , qr: pe,L - pe,L,, € : {7(qr).'

Alors t eVt(1Vy et on termine cornme au théorèmeI.2.3.

On obtient alors pe,L 3 pe,L' donc Hr(pr,n) 3 H"(pr,t').

Par extraction de sous-suites, on obtient deux couples de solutions (pt,Xr) de (P1) ei
'  (pz',1'') de (Pn') tels que i pz 1pr'' et xt 1 xz' 

c.e.F.D.

Dans la suite (pt,,Xt) désignera une suite croissante de solutions du problème (Pr).

Théorème II.2.2 : I1 existe (p,X) e Lzt""(Q) x ^D-(O) tel que :

pL + p dans L?""(A) fort,, pL + p p.p. dans O

XL + X dans L?""(A) fort, XL + X p.p. dans O.

Preuue :  .

(pt)r, est une suite croissante qui vérifie grâce à II.1.5 (cf théorème I.3.1g) : .

0 < pt < (lrt - c,,)+ p.p. dans Qp.
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Il est clair alors d'après le théorème de Beppo'Levi qu'il existe une fonction p de L\""(O)

tel que : pL - p dans L\r"(A) fort, pL + p p.p. dans O.

De.même, il existe X e L?,"(çl) tel que I XL + X dans L\""(O) fort,

XL I X p.p. dans 
9.

c.Q.F.D.

II.3 . Théorème d'existence:

Théorème If.3.1 :

Il existe une solution au problème (P-) contme limite de solutions (pt ,Xr,).

P reuue :  So i t  p )0 ,onapour  L>>  p ,  l p r l r , t ,ao  Sc(p ) .

En effet, soit ( € O(lR") tel que : 
tl

0< (<1 ,  lVC l  <2 ,  ( :1dansOp,  ( :0sur lR ' \Op+r

Alors la fonction tC2pn est fonction test et on a :

1 1
I  o(r)(Ypr. + xLe).v(e2pr): I  . .  P(r,e - pL).(Ctpù.
Jeo,'- J sg+'

1 î 1
^ l  l (vpd, : l  \ ( , lypr l ,S l  (a@)ypy.ypy

J Q o p  J a o 1 1  J Q o * ,

r
- - I 2(a(x)vpl.v( + v{2a(r)e.Ypt +2yp(pp(æ)e.v(+

J Q e p

+ [  9@,ç-pr ) . (C2pt ) .
J sg+'

Ona :

!,r, *,2(a(r)Y 
p v'v( l <' lr,*,llo(') ll l i{v p r'l ' lv( l = n" 

ln,*,|(vpz l

< 4lop+r l',, ( ln,*,lcvpr.lr)t, , , = 
":#:*, 

llo(r)ll.

Ir,*,v1'(a(æ)e'verl = In,*,cl1vptl 
( cloral l/ ' '( In,*,|(vpr l')' '

In,*,' 'rrrpp(x)e'Yel= In,-,4cp1 
1n" 

In,*,(h, 
-',n)+ ( c'lop+rl.

I rr*, 9@, P - Pr')'G' P'll s "" lsf+' l'

86



D'où 
lo,*,lievpr'l' 

( sclop+r l( Ir*,lcvpr'l')''
on en déduit 

In'*'l(vpr'l' 
< 

"(p)

+ c'l0r*r l + c";Sf+r 1.

t Kvpr.l' s t Kvpr,l' < "(p).Jeo Jeeqr

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient :

lP''lt,',ao < 
"'(P)'

D'après la réfléxivité de I/1(Or) et le théorème de Rellich, il existe une sous-suite (p;* ,XL*)

telle que i ..

pLx - pp dans Ht(Qù faible, pr,t, --+ po dans 
' 
f,'(Q) fort,

ph + p0 p.p. dans Oo, prl -> pe dans L'(S{) fort,

Pr'* - PP P.P. dans S{,

xL* ^ x? dans L'(A) 
. 
faible, ,où (p', xP) e H'(Qr) x .D-(Or).

On en déduit que : pP : p, XP : X p.p. dans Or,

donc  peHr(Qp)  Yp,  doncp€I / , : " (O) .

De pt  *  )  g ,  pL*  :0  sur ,5 f ,  Wr(7 -  XL)  :  0 ,  0  (  XLr  11 p.p.  dans Op,

on déduit

p>0,  p : }sur ,5 f ,  p ( l  -x ) :0 ,  0Sx<1p.p .dansO,  Vp>0.

Donc
p)  0 ,  p  :O.sur  .52 ,  p (L  -x )  :  0 ,  0  <  x  (  1 ,  p .p .  dans  O.

Soit { € f/l(f,)) tel que supp( c Oo et € 2 O sur ,S2.

Pour Z1 assez grand on a : Op ç 0z,r donc

t a@)(Yp1* * xr,re).y(tu < t 0@,v - pr).(.
Je, J s3

Comme I a@)(Vph * xr.re).Y(d,x : I Oorr'a(c).V{ * Xrre.ta(æ).V(.
J Q o  J Q ,

D'où en passant à la limite, on obtient :

t  a(c)(vp !ye).v{dx < t g@,ç-p).{.
Jeo J s8

Soit  ta@)(vp*xe).v€d,x< t  g@,,ç-p).{ .
Ja "/st

,  C.Q.F.D.
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II.4 . Propriétés :

TËéorème II.4.1 :

On suppose dl, 52 et Ss invadants par toute translation dans Ia direction rn-r.

Soit (p;) une soJution de (P-). Alors, pour tout À e IR. le eouple (pr, Xr) défini

ci-dessous est soJution de (Pà) où (P]) conespond à o1(c) = a(xrt...stn-2tcn-r * À, rr)

p r ( r )  :  p ( t r t . . . t f i n -2 t tn - r  *  \ r x r )  e t  X r ( r )  :  X (c r t . . . t t n -2 t tn - r  *  \ , r n ) .

Donc si a(æ) ne dépend pas de rn-rt (pr, xr) est solution de (P.") pout tout À € IR.

Preuue : Il est clair eue (pr, XÀ) € Hl,"(A) x tr-(O),

p r20 , .  0 (X1  (L ,  pÀ(1  -Xr ) :6  p .p .dansO e t  p . r :0sur ,52 .

Il reste àvérifierl'inéquation. Soit € € Ël(O)ravec supp{ COr, € 2 O sur ̂ 92.

On définit €-r p* €-r(t) : €(sr t...rtn-2,trn-! - À,r,).

Alors {-1 est fonction test pour (P.") et on a :

rr
Jna(x)(vn 

+ 1e).v(_ xds I Jr,g(r,e 
- ù.€_x.

En ef iectuant le changement de var iable (r1 , , , , rrn) -  ("r  t . . . t f in-2ttn-r  *  À,crr) ,  on
obt ient  

Ia{x)(ver*x. re) .v€dr< [  B(r ,e-p^) .€.
Ja Js"

c.Q.F.D.

Remarque I I . 4 .2 :  S idep lusa (c )es t i ndépendan tede  rn -1  e t ,  s i (P - )auneso lu t i on
unique (p,X) alorspl - pet X^:X pour tout À € IR. Donc pet X sont indépendantes de
la variable ïn-r.

Proposition If.4.3 :

Soit (p,X) un couple de solution de (P-). Alors, on a au sens des distributions :

(rr.4.1)

(rr.4.2)

avec u - a(x)(e).

diu(a(x)(Yp*xe))  -  0

3so' o v
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Preuue: Identique à celle de la proposition I.3.1.

Ràmarque 11.4.4: Il en résulte d'aprés la relation (II.4.1) et les théorèmes de régularités
voir [GT] ou [D.L] que p e Ci;i(AU^tz). En particulier p est continue et [p > 0] est ouvert.
De plus si Vi,i a;i e C-(O) (resp. est analytique) alors p € C*(lp > 0]) (resp. est
analytique sur [p > 0]).
De même, on a une rema,rque similaire à la remarque I.3.3.

Dans la suite de ce paragraphe, on fait It hypothèse suivante :

I
( I I .4 .3)  lo" " ( * )ô , , ( r )dx1g V/€O(O) ,d>0.  a '

JO

On a alors

Proposition II.4.5 : Soit (s'o,xo") € [p >r0] alors iI existe e > 0 tel que :

p (c ' , x : , )>0  Y(æ' ,xn )  e  C"

oùC"  es tkedomaine  
{ ( r ' ,  

æn)eQ. l l * '  -oâ l  1e ,  æn: - roo+r } .

si p(æ'o,ron) :0 alors p(r'o,t",) : 0 V("6, xr) € dl, Yxn ) ron.

Preuue: Identique à celle de la proposition I.3.4.

On définit comme en (I.3.6) une fonction (D sur r,,(0) représentant la frontière libre
et on a la proposition :

Proposition II.4.6 : iD est semi-continue inférieurement sur or,(O) et on a:

[p>0 ]  : læn <  O( r ' )1 .

On a alors le théorème suivant semblable au théorème I.3.8.

Théorème II.4.7 : Soit (p,X) une solution de (P-).

Soient (o;,h),(ôi, lr), i  : L,..., ?? :.1,,2n - 2 points de O tels que :

p  :  0  sur ( [c ;  :  o ; ]  U  [ t i  :  ô i ] )n  [c ,  2  ô ]  V i  =  1 ,  . . . ,n -L .
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æ- l

Si on pose Zr, = O n (Il lor,bn[*]|,+-[) et on suppose r,,(21,) 11n,,(S3) - A, abrs
i=1

on -a i  
f  r
l_ "@)(xVp* x'")." S I a(x)(ve*ye).e < 0.

JZn JZn

Pour démontrer ce théorème on aura besoin du lemme suivant similaire au lemme
I.3.7 :

Lemme If.4.8 : ,Sous les mêmes hypothèses du théorème 11.4.7, soit ( une fonction

positive de Hr(21,) n C(4) telle que ( : 0 sur [r,, : h]. Alots on.a : 
tL

l 1
I a(æ)(Vp).V( + x(lp > Ol)a""(c)(," < I onn(c', O(c')) ((x' ,e(xt))dr' .

J Zn J rt (Zn)

Preuue:  Soi t6>0etso i t  €  -  x@uf i^ rn(p,eO -min(x(Cn)p,e0.

( est fonction test, on a alors :

1 1 1
I  a(æ)(vp) .vp+r l  a(c)(Vp) .V(+ lo*^(ùx. [min(p,€O],"<0

J ZlnlpSe(l J Zlnlple(l J Zn

et on termine comme dans la preuve du lemme I.3.7.

c.Q.F.D.

Preuue d,u théorème 11.4.7 :

Notons qu'il suffit de prouver la seconde inégalité.

Soit alors a"(r',rn) : *" (ry,1) où d est la distance euclidienne de IR'-1 et A
le complémentaire de rr'(26) dans IR'-l. On a :

f

| "(*) 
(Vp+ ye).edæ :

JZn
1 1

= I  "@)(Vp+ 
ye) .Y la, (æ"-h) ldæ *  /  a( r ) (Vp*ye) .V[ ( l  -a" ) ( rn-h) ]dr

JZn JZt

ar(rn - h) étant fonction test, nulle sur ^93, la première intégrale à droite est négative ou
nulle. On termine alors comme dans la preuve du théorème I.3.6.

c.Q.F.D.

90



Théorème II.4.9 : Soit (p,,X) une solution de (P"").

On prolonge p sur Sz pæ : F(æ,0) = O si x € Sz.

Soit c6 : (16,ooæ) un éLément de Q et B,: Ê,(*0.,r) C O.

Si p - 0 dans Br, alors on a :

0((r ' , "+(c ' ) ) ,  9(r ' ,  sa(c ' ) ) )
ann(æ' ,  x  n )u ,  n ( r ' ,  s - .  (c ' ) )

p.p. dans D,x-

ou

Preuue: Identique à celle du théorème I.3.9.

Théorème II.4.10 : Ë

Soit (pry) une solution de (P."). Soit rs: (*'o,non): (tot,. ..,ton) un point deQ
et B, labouleouvertedecentrexs et derayonr deQ. Alorspour tout i e {1, ...,,n-7},
on ne peut avoir les deux situations suivantes :

D,:  { ( r ' , *o)€  Q l l * ' - rs l1 r  e t

I  p@',xn) = o V(c', nn) e B, î lx; - ro;]

I p(r', ,n) ) o V(c', æn) € 8,, x; # xot

æonKr, \va , .

(t

(,i) In6'
t P(''

, or,) : 0 Y(æ' ,xn) e B, n [r; ( rs;] (resp. B, f l[xi > 
"o;])

, c,,) ) 0 Y(r' ,xn) e B, nl*t > *o;l (resp. B, Àlæ; < ro,;]).

Preuue: Identique à celle du théorème I.3.10.

Théorème II.4.11 :

Si l'application O est continue sur n'",(O) sauf sur un ensembJe de mesure nulle, on a :

. ,  _  É( ( r ' , s+(c ' ) ) ,p ( r ' , s+(c ' ) ) )  .  ( ,  _É( ( r ' , s+( r ' ) ) , tp ( r ' , s+( r ' ) ) ) \  . .
x :  +  \ t  

-  
@n)v ,^ (x t , , s+( r , ) )  ) ' x |Jn  

>  o l ) '

Preuue: Identique à celle du théorème I.3.11.
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III- CAS D'UN GRAPHE MAXIMAL MONOTONE

III.1 . fntroduction:

On garde les mêmes données qu'au paragraphe I.L sauf qu'ici, on remplace I'application
0 par un graphe ma:cimal monotone.

On suppose que B est défini sur I'intervalle t [/riv -h,hrlsi Àl ) 2 et sur I'intervalle [0, hr]
si /V: I où hiv : 

,l{"lrt

On suppose de plus 0 € B(0) et a vérifie (I.3.2) et (I.3.6) c'est à dire :

a i n :  a n i = 0  V f  : 1 , . . . r n - 1 ,

t

On est conduit à résoudre le problème suivant :

(P*)

Trouver (p,x,g) € I/1(O) x I-(O) x Z2(S3) tel que :
( t )  p )  0 ,  0<X <  1  p .p .  dans  O,  p (1 -X) :0  p .p .  dans  O
(i i )  p:0 sur Sz
(iii) g e 0(ç - ù p.p. dans ̂ 93

f r
(ir) | a(x)(ve+xe).Y(dx - I g.€do(x) < 0

JA JS,

V€e ar (O) ,  V€>0sur ,S2.

III.2 . Théorème d'existence:

Théorème III.2.1 z Le problème (P*) admet au moins une solutjon.

Preuue: Soit e > 0. On considère I'approximation Yosida de B :

1

. 0"G) = 
i(r 

- J"(r)) avec /"(r) = (/ + eB)-l(s;.

On sait que p" est une application croissante lipschitzienne de rapport l. O" plus B"(0) ! OÊ
puisque 0 € p(0). Donc B, vénfre les propriétés (I.1.9) -(I.t.lg) et (t.f.Z).
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Il existe alors un couple (p",X") € I/r(O) x I-(O) tel que:

p"20 ,0 (X" (1  p .p .  da^ns  O,  p " (1  -X" ) :0  p .p .dans  O

r. .  r
Jna(æ)(vn" 

*1.e).v{dx - 
Jr"lJr-p').€do(r) 

< 0

V{ e II1(O), V€ ) 0 sur Sz.

D'après le théorème I.3.1.9, on a 0 1p" 1(ht - c,.)+ p.p. dans O.

On en déduit que I'on a sur .9r : âiv - hr 1g - p, I g 1fu.

Comme I'applicati oî 0" est croissante on a donc : p"(hN - hi) 3 g,(ç - p) < g"(h).

Donc 10"@ - p,) l  ( max (,.0,(t t) l , lg"(hru - lrr) l) ( max (lpo(t r)1, lÉo(t rv - t  r) l I
où B0 est la section principale de B définie part É0("): Pplry(0)

avec Pplry(0) désignant la projection orthogonale de 0 sur B(s).

D'où B"(9 - p") € .D-(.93).

On en déduit l'existence d'un élément g € f,'(Sù tel que :

Ê"@ - p,) - g dans -02(53) faible.

Prenons ensuite €: *p" comme fonction test, on obtient :

rr
l_ a(x)(ve" * y,e).Vp"dx : I g"@ - p")p, d'où lp,i,z 1 c.

JA JS"

' Alors d'après le théorème de Rellich, il existe une sous-suitè notée encore p, et un élément

p de I/t(O) tel que :

pc - p dans I/t(O) faible, pe + p dans Lr(O) fort
pe + p p.p. dans O, pe + p dans Lr(Sr) fort.

(  - - r r ^ ,  -  ^ ' lComme 
t, a f/t(O) l, :0 sur,92, u à 0 p.p. dans O 

I 
est un convexe fermé

de Ifl(O), iI est donc faiblement fermé, donc p:0 sur Sz, p20 p.p. dans O.

D'autre part 0 1xr 11, alors il existe x e Lz(n) tel que Xe ̂  x dans L,(a) faible.

L 'ensembl"{ t  €r2(O) l0<f Sl  p.p.  dans O} étantferméetconvexedans.D2(f)) ,

il est faiblement fermé donc 0 3 X < 1 p.p. dans O.

On montre aisément que : Xe -r 1p.p. dans [p > 0]. Donc 1" - L dans Lr([p > 0]).

D'où 1 : 1 p.p.. dans [p > 0].

On-a 0"@-p") - 9 dans L'(St) faible.
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Montrons que : J"(ç - p,) + g- p dans .02(^53) fort.

J,(ç - p,) - @ - p) = J"(ç - p) - J"(p-p) + J"(ç - ù - @ - p)
'. lJ"(p - p") - J"(p - p)l < lp" - pl

lJ , (e-ù-@-p) l  :  e l f l " (ç-p) l  s elpÙ&ù1.

J" (ç -p" ) -p -p  dans  Lr (Sr )  fo r t .D'où

Posons H - L2(Ss) et considérons I'opérateur :

p: n2gs) *  Lr(S;)
u -* p(r).

On a w e Ê@) si et seulement si w(x) e 0@@)) p.p. c e O.

Alors p est ma:cimal monotone et p est fermé sur r/ x H. (cf [Br2]).
tt

Ê"(ç-p)€F(J, (p-p") )
J"(p-p")  -  g-p dans Lt(Sr)  for t

0"(p - p") ^ g da^ns Lr(Sr) faible.

Donc  geF@-p) .

. Enfin de:

1 f

l ^a(x) (ve"*y ,e) .Y€da S l_  0"{v-p") . (do(r )  V{e I /1(o) ,  €)0sur^Sz,Ja Js"

on obtient

f f
l^"(*)(vp+ye).vgdæ - I  g.€,d"(r)  s o v(€r l1(o),  v€)0sur,sz.

J9 "/s" 
-

D'où (p,X,g) est solution du problème (P*).

c.Q.F.D.
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III.3 . Propriétés:

Les propriétés I.3.1, ... ,I.3.8 et I.3.10 du chapitre I restent vraies sa.ns modifications
ni des énoncrSs ni des preuves. Par contre les théorèmes I.3.9 et I.3.11 deviennent :

Théorème III.3.1 : Soit (p,,X,g) une solution de (P*).

Soit xs = (æ'o,o6n) m éIément de dt et Br: Èr(*o,r) C O.

Si p - 0 dans Br, alors on a :

" 
: , ,g'(rJ,r+(rl)) _ .._ p.p. dans .D,'a '  

ann(r '  ,ar)ur,(c ' ,  s. . -(r , ))  t

(  g(* ' ,s+(r ' ))  si  x '  e r, ,(ss)
où  g ' ( * ' , sa ( c ' ) ) - {  n

[ 0 si æt e rr,(52),

D, =  
{ ( " ' ,  

tn )  eQ I  l * '  -xs l1r  e t  îon1** }un, .

Preuue: Identique à celle du théorème I.3.9.

Théorème III.3.2 : Soit (p,X,g) une solution de (P*).

Si l'application Q est continue sur zrs,(O) sauf sur un ensemble de mesure nulle, on a :

q_(ilry@')) , (, s'(r',,s+(r')) \Aann( t , ,xn)u , . (x , ,s+( r , ) ) \4æ?1(0, , *n f f i ) .x ( t r>o l )

où g' est l'application associée à g dans Ie théorème III.3.1

Preuve: Identique à celle du theorème I.3.11.

Le théorème I.3.12 devient :
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Théorème III.3.3 :

Soient (pr,Xrrgr) et (pr,,Xz,gz) deuxsoJutions de (P^).

Soit Oi ( i : 7,2 ) la fonction associée à p;.

On suppose eue ry (Ss ,ù îz , ' ( [p ;>0 ] )  #0  Vf  -  1 ,2  V j  -  1 , . . . , ,1V.

Si Or et Qz sont continues sur zr",(O) sauf sur un 
"nr"Àble 

de mesu re nuJle, alors on a :

gt = 92 sur Ss.

Pour démontrer ce théorème, on aura besoin de deux lemmes similaires u,rrir"rrr*",
I.3.13 et I.3.14 et qui se démontrent de la même façon.

Lemme fII.3.4 : Pour tout Ç€ flr(O) n Ç(R'), C > 0 on a :

I

Jna(x)(v(p; 
-po)*(xi - xo)e).v( <

f
= lo,a,n(r',oi('')) (t - ffi)e{r,, 

e;(x,))d.n,

où D; : { " ' . r " , (Q) lAo@')< iD; ( r ' ) \  r - t , r .

po :  min(h,pz) ,  Xo :  min(Xr ,X2) ,  Ôo :  min(Or,ôz)  et  gm: max(gr ,gz) .

Lemme IIf.3.5 : .9ous Jes mêmes hypoihèses qu'au théorème III.3.3, on a pour tout
( e r/1(o) :

r
/  a(c)(V(p;-po)*(xr  -xo)") .V(dr -  Q i=t ,2.

JA

Le théorème I.3.15 demeure wai avec le même énoncé et la même preuve.

Le theorème I.3:19 ainsi que les définitions et théorèmes concernant la notion de solution
S3-connexe du chapitre I se généralisent sans difficultés.
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III.4 . Quelques exemples sur l'unicité et Ia,non unicité:

A' l '  On suppose n:2,  O =]0,  L[x]O,D1

D+h,

D

s
l , l

os2L

figure 8

Exemple  1 :  Ê :  (ho , lR)  0 ( / ro  th .

Théorème III.4.1 :

IJ existe une et une seule solution (p,X,g) de (P*). Elle est donnée par :

(p ,x ,g )  -  (o r r ,1 ,c *1 )

s-1,2

,h ,o r i c :5  avech :h r -hs ,

Preuue ;

Esistence : Soit { € I/r(O), € > 0 sur,52.

f _ f f I

Jnoo.o€*x€,,- Jr"s.€: Jn@*1X,, 
- 

Jr"
s=a+1€ Ê(ht -ù :p(ho) .

Unicité: Soit (p',x',t', 

î::"tre 

solution. € : *p' est fonction test, donc :

(1) I lvp,l, *x,p,,,: I s,p,
Jo ' 

Js"
î f(2) l_ op',, + pL, = I sp' .. Ja . Js "

(o+lX:- 
lr,(o+1) (  <  0 .
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(, : laq est fonction test, donc :

r f
.. (3) 

Jr"oi, * ox' : 
Jr"s' 

.(aD).

Faisons (1) - (2) -(3) on obtient :

lrvo'f 
- 2ap',, - ax' - [^ {n' - g)p' - [- t'.@o)

JSS J S"

fnvo'f 
- 2ap',, * a2 : 

Ir"r' 
- g)p' - 

lr"g'.(oD) + lno{* + x,)

d'où

Irr'?, * (p',, - d)2 = lr,@' 
- g)p' - g''(oD) + fna@ + t)

r . .  I: 
Jr"k' 

- s)p' - g' .(oD) + | (ao)(a + 1)

r u J S g
-  |  -{o'  -  s)p'  +(g - g') .(oD) = [  @' - g).(p'  -  aD)

JSs JSs

f= 
Jr"fu' 

- g).((h, - o'D) - (h -p')).

Ona ge 0@r-oD) ,  g 'e  Ê(h  -p ' ) " t  Bmonotonealors :

(s '  -  g){(h - p')  -  (hr- oD)) > 0.

D'où Vp' : (0, *) et p' : ott2 = pt X' : 7 = X.

Soit alors ( e Ht (O), {:0 sur ,92 :

1 î
I @+ 1X,, = I g'( donc

JQ ./Ss T"( ( "+1)  -g ' )€  -O e t  s '  :  o , t t  :  9 .

c.Q.F.D.

F.emarque III.4.2: Sous les mêmes hypothèses que dans I'exemple L, si 0 - (lz,lR.) avec
h ) hr, alors le problème n'a pas de solution. En effet supposons qu'il existe une solution
(p ,X ,g ) .  A lo rsenpar t i cu l ie ron  ag  e  p (h -p )o r  h -p1h  <h  donc  h r -pç  D(p )
absurde.
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Exemple 2 : Soit p un graphe ma:cimal monotone défini au point h1.

Tiiéorème III.4.3 :

Supposons p(hr) Cl0, 11. Alors pour tout X e Ê(ht)., (0, X, y) est solution.

z) Si F@) - {X} iI y a unicité de Ia solution.
ii) Si Ê(hr) f {X, y'} avec x f x' aJors il n'y a pas d'unicité.

Preuue :
i

Soit { € I/r(O), { > 0 sur,5z.

f f f

Jrx€", 
- 

Jr"X€: 
- 

J""*€ 
= O donc (0, x, x) est solution.

il

Supposons Ê(hù- {x} et soit (p',)',g') une solution de P^.
*pt étant fonction test, on a :

lnlvo'P + x'p',,: Ir"n'o' (1)
[ , î

JnxvL, 
: 

lr,xn'. (2)

Faisons la différence des égalités (1) et (2), on a :

lnlro'r+ (1 - x)p',, : 
lr"@ 

- x).p'

donc lnlvn'l '* lr"o-x)p' 
: -lr"k'-x).((t, - p')-hr) So

car B est monotone et x e p(ht), g' e 0(h -p') p.p. dans ,S3

donc Vp' : 0 p.P. dans O.

On en déduit que Xt : g' d'après le théorème III.3.1.

Comme g 'e9(h  -p )  p .p .dans  53 ,onadonc  g '=x '  -1d 'où  (p ' , x ' rg ' ) :  (0 ,x ,x ) .

i i) évident' 
c.e.F.D.
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Théorème IfI.4.4 :

Supposons J,t > 1, k e Ê(h).

âIors fla > 0 tel que a + 1 e 9(h - aD) et on a :

Si a > 0 , ily aunicité de la solution et elle est donnée par(ax2,1,a f 1).

Si a : 0, . g(hùC [1,+oo[ il y u unicité et Ia solution est donnéepar (0,1,1).

. P(hr)n\},\+ A alors pour tout 7 € B(hr)nJ0,11, (0, 1,7) est solution.

Preuue :

Posons A - -P(ht - DI) où I est I'application identité de IR dans lR.' Alors A est
ma>rimal monotone. En effet :

. ,4. est monotone : soit (r,y),(xt,y,) e A

I  @-v,)@-*,):#rr-v)(@r-D*,)-(hr-Dr)) 2 o

car V' e 0(h - D*'), A e 0(h -,D*) et p est monotone.

.  -Aes t  max imal :  so i t  (z ,y )  €  IR2,  (€ ,ùeA re l  que (y -ù( *  -€ )  >  0 .

Mont ronsque :y€Ax

@-rr)@ -e)  >0 donc ( ( -y) - ( - ' r ) ) ( (1, ,  -  D*)- (hr-D€))  > 0

commeBestmax imal ,  -4  e0( l , ._ -D0 donc  -yeg(1r | , -Dr )  c 'es tàd i rey  € .Ax .
' existence de c :

A est ma:cimal monotone,.donc ^R(/ + A) : R = R(I - Ê(h - DI))

-1  e  IR  donc  fae  rR  re lque  -1€  ( I -g (h r -D I ) ) (où  e rc* te0( l , . ' -o .D) .

Mont ronsqueo20 :

Supposonso(0 .  Ona k  eg(h r ) ,  t+ae \ ( l fu -Da)  e t  Bmonotone ,a lo rs

(k -1  -a ) (h -h*Dc)>0  donc  (k -1 -o )c>0

d 'où  k -1 -o (0  so i t  a ) le -1>0  absurde .

Unicité de a :

Soit a' € IR+ tel que d' + ! e 0(h - Do').B étant monotone, on a :

( ( "+1) - (o '+1) ) ( (h t  -  Do) - (h r  -Do ' ) )  20  so i r  D(o -o / ) (o /  -o )  >0 .

(o - * ' )2<0  donc  o t=d , .
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D'où I'unicité de o.

l"I-cas a ) 0 : Montrons que la solution est donnée par (ac2,l, o * 1).

Soi t  f  €  I f l (O) ,  €  )  0  sur ,9z.  On a :

l f f f r
l  v(ar2).v{+€,,-  l_ s.€- | (a+De,"-  I  (a+1){  - -  I  (o+1)€S0.

Ja Jsg Jçt J s" J F,

Soit (pt, X' ,g') une autre solution. Posons (p,Xrg) - (axz,l, o * 1).

€: p - p' est fonction test, donc :

f . r
Jnlv(n 

- p')l'+ (1 - x')@ - p'),, : 
l;"k 

- g')(p - p').

Ona :
r11

JnG 
- x')@ - p'),, : 

JnG 
- x')p," : 

Jn"G- x') > o
f 1

Jr"@ 
- s')(p-p'): - Jr"k 

-uo')((h -p) -(h, -p')) < 0

car g e 9(h, - p), 9' e p(fu - p') et B monotone

donc 
lntoto 

- p)12 : 
ln! 

- y')a = 0 et p: p', X' : r.

Soit maintenant { e al lO;, €:0 sur,S2. On a

f . f I I
l^(a+1X,, :  l_s '€ donc l ("+1)€:  I  s '€ et  s ' :e+7:s.. JQ Jss Jss Js"

D'or i  (pt ,X' ,g ' )  :  (p, ,X,g.) .

2è^"cas o : 0 : alors 1 e B(â1), donc (0,1,1) est solution (vérification immédiate).

On montre alors que toute solution (p',X'rg') est telle que :

P' :0 p.p. dans O, X' : constante € g(hr).

De plus :

-  S i  p (h r )  c [1 ,+oo [  X ' :X : ! ,  9 ' :g : l
- Si B(âr)n]O, Ll+ 0 il y a d'autres solutions de la forme (0,.y,2)

avec7eB(h1)n10,1 ] .  / ' \

c.Q.F.D.

Remarque III.4.5: Dans le ca^s où c ) 0, g(hr) Cll,*-[, en effet : soit I < g&) :

( c *1  - t ) . ( fu -eD-hr )20  donc  .y )  a+ t>1 .
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B/ On suppose ?? = 2, O :]0,I[x]0, D[

g(ær , t r ) ; " "  =  g ( r t ,D)  :  D  +  h  -  D  :  h ,

Sr :10,2[x{0},  ̂ 9r: ({0} x [0,D]) u ({r}
,93 :]0, L[x{D}.

a(x) = 7o

x [0, D])

figure 9

Exelnple 1 : Soit B un graphe maximal monotone. On suppose B défini sur I'intervalle
i0y 'T€l , -P(h)c[0, ,b[  

-avec 
,be [0,1[ ,  e>0 et  0EB(O).

Théorème rrr.4.6 z soit (p,x,g) une solution de (P*). Alors r,,(lp > 0]) -]0, Ll, de
plus [p > 0] est connexe.

preuue: on pose U(*r) = [o o@r,,t)dt.
JO

et on montre comme dans la preuve du théorème I.4.b que : U,,(rr): -g.

Comme g e P(h -p) et p < h (théorème I.3.19), de plus 0 € B(0) alors g 2 0 p.p. dans

,9g et U est concave. D'où [/(c1) > 0 Vcr e]0,.0[ puisque U(0) - U(L) -g.

On termine alors comme dans la preuve du théorème I.4.b.

c.Q.F.D.

Théorème III.4.7 : Soit (p,X,g) we solutian de (P*).

La fonction Q défnie en (I.5.6) est continue et localement lipschitzienne sur ]0,.0[.
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Lemme fff .4.8 : Sojt sor €]0, Lltel que 0 < iD(æ61) < D.

Alors, iI existe wt voisinage de (c61 , D) sur lequel p est nulle.

Preuue: On montre comme dans la preuve du lemme I.4.7, enutilisant les mêmes

notations, que : Lu : X - g.

Ona P(h )e  [0 , , t [ ,  s  e  P(h -p ) ,  a lo rs  Vve \@)ona(y  -s ) (h - (h -p ) )  >0  carpesr

monotone donc p(y - g) > 0 donc

s i  p *0  s<y<k
s i  p :0  seB(h-p ) :0 (h )  donc .  s<k

donc  g<k  p .p .dans ,53 .

Donc Au )  t -k)  0 sur [ ,  > 0] .

On termine alors comme dans la preuve du lemme I.4.7.

c.Q.F.D.

Preuue du théorèrne III.4.7 :

A partir du lemme précédent et de I'inégalité Au Z l-k> 0 sur [, > 0], on procède
cornme dans la preuve du théorème I.4.6.

c.Q.F.D.

Corollaire IIf.4.9 :

Soit (p,y,g) une solution de (P*). Alors

x : s + (1 - g)xfu > 0l).

Preuue: Conséquence des théorèmes III.B.2 et III.4.Z.

Corollaire flf.4.10 :

Soient (pr,Xt,gr) et (pr,Xr,gz) deux soJutions de (P*). On a aJors :
gt = gz p.p. sur ,Sg.

Preuae: Conséquence des thôrèmes III.3.3 et III.4.7.
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Théorème III.4.11 :

Il y u une et.rrr" ,"ri" solution pour Ie problème(Prr).

Preuoe: Soient (pt,Xr,gr) et (pr,Xr,g2) deux solutions de (P*).

Posons u;(xt,xz) : [ '  on(rr,t)dt, i : !,2,
J a z

,  7 ,  (  -  r r l t ^ \  t  - -  \  ^  r  ^  let  K ; -  
t ra l f t (O) / r>0  

p .p .dans  O,  g lao=u i lu r | , i : L ,2 .

On montre corrme dans la preuve du théorème I.4.11 que ?i est solution de I'inéquation
variationnelle suivante :

( t ' eK '

I r- r
[ /n 

vrr.V(, - w;)dx , 
Jn$s,- 

1).(u - to;), Vu € K;

laquelle admet une et une seule solution tFl tcl.

On a ui : ui sur ^92 U ̂ 9a. En choisissant une fonction test r/ dans O(]0, Z[), on montre

que (u; (c1,0)) r r r ,  :  -g i .

Comme gi = gi p.p. dans ,93, on obtient (u;(*t,0))rr", :  (ui(xr,0))rrr,

et donc u;(ær,0) : ui(rt,0) (principe du maximum) c'est à dire ui: uj sur 51

Ainsi K; - I{it u; et ui vérifrent la même inéquation variationnelle qui a une et une seule

solut ion.  D 'oùu; :u je t  parsui te  p i :p i  p .p.  dansOdonc Xi -_Xj  p .p.  dansOpuisque

X; : gi + (1 - g;)X(p; > 0]), gi : gi et pi - pj.

D 'où (p1 , ,Xr ,gr ) :  (pr ,Xz,gz) .

c.Q.F.D.

104



Exemple  2 :  Onsupposequ ' i l ex is ted)0 ,7>0e t  / c  >  l  te l sque :

(") Vz elh - rt,hl Ê(r) c [&, +oo[
(6) [1,1 + 6l c R(0).

On a alors le théorème suivant :

Théorème III.4.12 :

Pour toute solution (p,X,ù de (P*) on a : p ) 0, X = L p.p. dans d2.

Preuue: Soit (p,,X,,g) une solution de (P-).

Soit /(r1 ,,xz) :sin(ar1)sh(ar2) avec a: 
T.'

Les conditions (a) et (ô) permettent de trouver un réel o > 0 et une fonction

,hot\},.Dl -+ IR tels que:

P(h - af (rt, D)) cl1 * c sin(or1)ch(aD), *oo[ Vrr e]0, Z[

t * aasin(ar1)ch(aD) e p(r/").
' 

On pose ensuite

ga :  af  (xr ,  D) *  , l ro, '  ga :  l f  o s in(or 1)ch(aD),  po :  af  (xr , rz) , ,  Xa :  7.

(p, -p)+ étant fonction test pour (P*), on a :

1 1

Jnro.o(oo 
- p)+ * x.(po - p)1, : 

Jr"g.(p" 
- p)+. (1)

Dtautre part on montre aisément que :

I vp,.v(po - p)+ * xo.(po - p):, = [ s,.(p,- p)+. (2)
JQ JSs

(2) - (1) donne :

1 1

I  lv@"-p)+12 +(1 -  x) .@'-p)I , :  I  (n"-g).(p,-p)+.
J a .  

- ' ? z  
J s "

9a e B(p' - Po) et g € P(h -p) p,.p. dans 53 et B monotone, donc

(go -  g) . (v,  -  h + P -  Po)2 0 p.p.  dans,9g.
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Soit y(c1) e 0(h - af(rr , ,D)),  v@ù > 1+ aosin(ac1)ch(aD),

| * aasin(cc1)câ (aD) e Ptle, - af @r,D)).

En utilisant encore une fois la monotonie de 0, oîobtient :

(tl, - 
"f) 

- (ço - 
"fl)(y(r') 

- (1 * casiir(aæ)ch(aD))) > 0.

On en déduit gue go < h p.p. dans ,S3.

Donc (go-g) . (p" -h+p-p")  >0p.p.dans  ̂93 ent ra ine (go-g)(p"-p)+ < O
p.p. dans ,53.

l r f
Donc l lv(n"-ù+l '<  I  -@ùI,=- l  oasin(cr1)ch(ax2)<-0.

Jo Jb'=ol ' J1p=01

Donc V(p, - p)+ : 0. D'où p, 1p p.p. dans O.

D'où p ) 0, X :7 p.p. dans O.
c.Q.F.D.

Théorème III.4.13 :

Il y u unicité des solution s de (P*).

Preuae: Soient (h,.Xt,gr) et (pr,Xr,g2) deux solutions de (P-).

D'aprés le théorème précédent on a : p; ) 0, X; - L p.p. dans O.

On en déduit que iD;(r1): D V"t € [0,.0] et ô; est continue.

D'où 91 : 92 p.p.dans Ss (théorème III.3.3).

(p, - p2) étant fonction test on a :

f r
I Ypr.V(pt - pz) + n.(h - pz),, : I gr.(p, - pr) (1),

Ja Js"
1 r
I vpr.v(pr - pz) + xz.(n - pz),, = I gr.(p, - p2). (2),

.,O JS"

(r)'- (2)' donne I lr{g4, - pr)l ': 0, donc V(p, - pz):0 p.p. dans Q.
J A

Donc pr: p2 p.p. dans O puisque pr = pz - 0 sur 52.

D'où (p1 txr, l r)  -  (n,xz,gz). 
C.q.F,.o.
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IV- CAS D'UNE LOI DE DARCY NON LINEAIRE

ry.l . Position du problème :

Dans ce chapitre, on reprend les mêmes considérations géomètriques du chapitre I.

Formulation forte :

Comme dans le chapitre I, le bord ôA de A est divisé en quatre parties : une partie
imperméable 11, une frontière libre f2, éventuellement une partie couverte par le fluide
13 et une partie fn où le fluide s'écoule vers I'extérieur de O.

La vitesse u- du fluide da^ns ,4. est liée à tu pr"Jion p par la relation qui généralise la loi de
Darcy (cf [Do]) :

(ry.1.1) lûl^-'t = -a(r)V(n + x*1.

Onsupposem)0 ,a ( r )  -a fn  (o>0) .Onpose  u :p*xo  g -  1*1 .  Onaa lo rs :
m

(IV.1.2) û -- -alYulo-'Vu.

On suppose que le fluide est incompressible, on a donc :

d iu (u ) -g  dans  A

ou encore

(IV.1.3) d,iu(lVult-2v,r) - g dans A

Le flux du fluide à travers fr U fz est nul. Donc si z désigne la normale unitaire extérieure
àaA 'ona :  

d .u :o  su r  r rUrz

ou pax (fV.1.2)

(IV.1.4) Yulo-'ff : O sur rr u rz.

On suppose p -- 0 sur fz U fn, donc

(ry.1.5) u, : tn sur fz U.la.
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On désigne par p la pression sur ,S2 U Ss. On supposera g lipschitzienne 
"tloriti.r", 

nulle
sur .92. rp admet donc une extension lipschitzienne sur O- notée toujours g.
Comme toujours, dans la pratique, cp est donnée pa,r :

9(x ' ,c,r)  = 0 s i  (æ',an) e 52
= hi - æn si (x' ,æn) € ,Ss,; i : 1r..., N.

lz; désigne le niveau du réservoir recouwant Ss,i.

Onpose  ,h :g*an .

Généralisant la modélisation de [CC3], on impose :

..-  ̂  a
lv(p+ r") lo- ' t (n+x"1 = Ê(æ,9-ù sur ss,

soit encore

( IV.1.6) lVuy-zôu = p(r ,pVp) sur Ss,

où B est une fonction vérifiant :

I: Ss xIR ---+ IR

(IV.1.7) t t+ 0@,0) e Lq'(Ss) où g' est le conjugué de g.

(IV.1.8) t H 0@,u) est mesurable Vu € IR

. (ry.1.9) fc )  0 , | ; | ( r ,ur)  -  p@,uz) l3 c lq -  ur l "  p.p.  dans ,Ss, Vur,u2 € lR

avec0<0<(q-1 )n1

(ff.1.10) u, ë g@,u) est croissante p.p. r € ,5g

(ry.1.11) B@,u)> 0 p.p.  0 € Sg, Vu > 0.

Formulation faible :

Remarquons que trouver la paire (p,A) est équivalent à trouver (p,xe) où xa est la
fonction caractéristique de A.

Soit { une fonction régulière :

I ov 
rlo-,v u.y (d,x = - 

I odiu 
(lvu1e-2vu).Eax * | uolv 

ult-z ff.eo"al.
Si on suppose que z est une fonction régulière satisfaisa^nt aux cond.itions (tV.1.3) - (ry.1.6),
on obtient

r f ù o ,

l .lvulo-'vu.v td,x = [ p@,,g - u).(d,o(') + l, ̂ loulo-, ff .ear@)
Je '  Js ,
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et si on suppose que :

( ry .1 .12)  { :0  sur t4 ,

on obtient l'équation :

( ry .1 .1s)  [ lo r l - ryu .y(dx :  I  U@,r / t -u) . (do(æ).Je ,  Js " ,_ \_ ,7

Maintenant, de (IV.1.5) g" prolonge u par rn sur O\.4. Ce prolongement est noté toujours
u. sous des hypothèses de regularité sur u, on déduit de (rv.1.18) :

1 r

l_lrulo-rvu.v(dr : [_ U@,{t - u).(iro(r) + t €,^ 
..

Jn JSs -JAc

( f f .1.14) 
[^Frl ' -ryu.v(dæ 

- x(A")(",  = [  U@,{:-u).(do(x).Ja Js,

Ainsi, on est conduit à chercher une paire (u,g) : (u,x(A)) vérifiant (tv.r.i+). on
obtient le problème faible suivant :

Tbouver (u,g) eWt,q(e) x ^D-(O) tel que :
( t )  u |xn ,0  <g  <  1  p .p .  dans  A,  g ( r -æn)  =0  p .p .  dans  e

(pn) { 
(ii) u 

1'" 
sur sz

(iii) 
lnV"l':2vu.vEtu 

- e€,^ = 
lr"o(x,rh 

- p).(do(a)

V(  €Wt ,c (O) ,  V€:0  sur  ,gz .

(Pfi) est la formulation taible du problème initial.

Si le problème (IV.1.3) - (ry.1.6) admet une solution (u, A) et si u désigne le prolongement
de u par cn sur O \ A alors (u, xé)) est solution de'(Pe1j et ainsi toùe solution forte du
problème initial sera solution de (.Pn).

109



nr.2 . Existence d'une solution :

Tiiéorème fv.2.1 : Le problème (Py1) admet au moins une solution (u, g).

Pour démontrer le théorème, on introduit le problème approché suivant : Pour e > 0

( Tbouver ue €Wr'e(O) tel que : uc : rn sur Sz
I
I  r .  I

(P")  |  l^ lV"" lq- 'Yu" .VË-G,(u")€"" :  I  p(* , rb-u, ) .€
I Jn Js"
I v€ ewt'q(Q) €: o sur  ̂ 92

où
G" :Lq (Q)

a H

Théorème IV.2.2 : Il existe une solution ue pout Ie problème (P"). De plus on a :

u" 2 î, p.p. dans O.

Preuue:  So i t  V  -  
{u  eWr ,q(Q)  lu  -  0  sur  t ,  

}

e tso i t  I (= {aeWr ,q (Q) fu=xn  sur  t r \

Pour tout u €. K on considère I'application :

A(u) :Wt'c(Q) --+ IR

{ r--+ < A(u),€ > - 0@,rb - u).(do(x).

. A(u) est bien défini : en efiet

lYrlt-zVu € ILq'(O), V{ e Lc(Q) donc lVu;e-zO,r.V{ e ,t(O)

19@,,b- u).€l 3 l0@,,h - 
") 

-  0(*,0)l . l { l  + lÉ(r,0)l l { l
.  S clr .b-" l ' .1€l +lB(c,o) l l ( l

lrh - ul €, Lq' (Ss), lÉ(r,0)l € Zq'(S3), € e ,c(^9s).

Donc p@,rb - u)€ € ,1(^9s).

--+ ^D-(O)

(os i
G"(u) - 

{ 
1- (, 7 ïàle si

t '1  s i

u - x n ) 6 ,

0(u -xnS€
u - æ n 1 Q .

lnlo"l'-'vz.v{ 
- 

Ir"
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. Pour tout u e K, .4(u) e I,tz-r,q'(O) : en effet

: .r(u),€> 
< 

lr lo,l '-r. lv€l + l" lO{*,/-u)l. l€l do(a)

I
+ 

J r"lÊ(r,o)l.l(lda(c)
f  . _ ,  I

J r"l0(*,,h 
- 

") 
- 0@,0)l. l{ lda(r) < c 

J r"lû 
- ul. l( ldo(x)

S "l l,t- rl" lo,. l€lo - e ( lr,rf 
- uloq'do(ù)'/o' . l€lo

oraq ' :a '8  i  <adonc  s ia t ' q - t'  
q - l  

- - - - t  z  -

Ir",r-uloo'd,o(') s ( lr"tr-ulqd,o(x)1"t' lt (lr"t",r-G-r)tdo(c;)("-(e-rrlr '
r , r

si a : q - | 
Jr"lû 

ulo. do(x). : 
Jr"bl:,t 

ulqdo(x)

f
donc l- lrh - ull(ldo(") < C(Sr,o,q).lrh - 

"lileloJSs

d'où l< .4( r ) ,€  > |  S " ( r ) l€ l r ,o .
. A est continue de K dans Itll_l,q,(O) : en effet

Soit
F : Ilq(ft) -, Lc'(O)

avec u : (ur,. . . ,un), lal - (u! * '  Irr ' : , ' i '
On montre aisément que F est continue pour les topologies fortes ainsi que sa réciproque :

F-r :  Lc'(O) _+ ILq(O)

'u - lult'-zr.
Soit (ui)6 une suite d'éléments de K telle que uÈ converge vers un élément , de W|'o(f,)).

| < A(,r) - A(u),( > | - | Irrrr-r- F(u)).v e - lr"fOO,û 
- u,,) - g(*,,h-,)Xl

< lF("r) - F(u)lq,,o.lV{lc,o * clue - ulf,s". l€lq,s"
< ( l^F("r) - .F ' (u) lq, ,o *  c '1u1,  -" l io) .1( [ ,0

d'où lA("r,) - A(")l-, ,0, I lfl(ur) - .F(r)le,,o * c'1u1, - ulf,o.
on en déduit que .A(up) - A(u) dans l7-1'o'(Q). D'où la continuité de A.

111



. A est monotone et cgercif :

démontrer la monotonie et lâ coercivité de A, on a besoin du lemme suivant :

Lemme fV.2.3 : Soit q > 1. Il existe p. > 0 tel que pour tout (*,V) € (R")' on a :

i )  s i  q>  2  p lx  -  a lq  <  ( l * lo - ' *  -  l v lo - ty , ,  -  s )
i i )  si t  <q <2 tr lx -yl2 < (l* l  + la) '-o(lr lo- '* - lalo-'y,î -a).

Preuue: voir [Di] p 26a.

Grâce au lemme et à la monotonie de p, on voit que .A est strictement monotone.

Maintenant,soi tu€K

1 Au,u - {:, : 
Inlyulq- .2vu.v(u o rl,) + 

Ir"U@,rb 
- u)(rb - u)

r1^1= l lv" lo-  l lYu10-"ou.vrb+ I  B@,rh-")@-")
JA Jç' JSs

1 f11
l_P@,rb-")(h-u)= I  (P@,rh-")-0@,0)X,/-u)+ |  P(r , ,o)rh- I  0(* , ,0)" .

Jss Jss Jss Js"

Nous avons les inégalités ci dessous :

t (P@,rb - u) - 0(r,0)X,/, - u) > 0 grâce à IV.1.10
JSs

I
I  B@,0), < lB(x,O)lq' ,s" lulc,s. 1c1lul1,q

JSs

î ^

J nlv "lo 
-t y u.y û s lv "loo/,â' . I v{ | c,o < 

"21ulorl !' - "rlulTit 
.

Par suite, on a :

1 Au,u - Lt > 2 "ï lulor,o - 
"rl"lori' 

- crlui,c * c!2

< hty - rb > > ;rlulq. .r - 
"rlulli, 

- cr * #
f  r l r , c  

-  - r  r - r r ' g  - z t - t r , 9  
l r l r , o

d'où , l i *  ^ 'oY, : . .T-û '  =*oo carg) l
ltf r,c -o lult,s

et A est coercif.

On montre que A est continu sur les sous espaces vectoriels de dimension finie.
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Soit u € .tc(O). On considère I'application :

fo:Wr't(g) .-l IR

{ - [ 
""@)€,.JO

/r. est visiblement une forme linéaire continue s* 171'o(O). O" en déduit ( cf [F] [C] ),

VyeLq(Q)  l lu ,eK 1Au" ,w-u;>>< f , ,w-u , )  Yw€K.

En prenant, rD : u" t € avec { € I/, on obtient :

14u, ,€>-1 fo ,€)  Vfe I r .

Pour montrer I'existence d.'une solution pour le problème (P"), il suffit de montrer que

F" :Lq(Q\ -> V

u-ue

admet un point fixe. Pour cela, on va appliquer le théorème de Schauder. A cette fin,
on montre que F" est continue et qu'il existe R > 0 tel que 4(8(0,8)) C B(O,R) où
B(0, R) est la boule de centre 0 et de rayon .R de trq(O) et que F"(B(0, R)) est relativement
compact dans trq(O).

. Montrons que : l.R > 0 I F"(B(0,n)) c B(0, R).

u, - 1b étant fonction test, on a :

1^1
. 

Jnlvuiq-"Yu".Y(u" 
- rb) - G"(u)(u" - rb),. : 

Jr"0@,,rb 
- u,).(u, - û)

r^
. 
Jn{lv",lc-2vu,-lyrblo-2vrD.v(r" 

- rD :

= 
ln-Vrtlo-'vrb.v(u" 

- lù * G"(u)(u" - rb),.

+ lr"roa,,b 
- u,) - g@,0)).(0 - (,h -r.)) * Ir"uo,0).(u" 

- ,b)

.l lrvotc-2v?b.v(," 
-,Dl = Urlv'pl(e-r)c')"0'.(f rot" , -,b)lo)''o

: (l,v't'v)''o''(f vt'" -'Dlo)'/o
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|  [^G"(u)(u" 
-,h),,1 = lr lG,(u)l. l(u , ,b),^l

I J Q

,  
= lQl t /o ' lu , - rhh,o

.  I  @@,rb-u") -0@,0)) . (0  - ( 'b-  u" ) )  <  0  d 'aprèsIV.1.10
JSs

r l
I l^ Brr,0).(r, -,Dl < lÊ(r,0)lq,,s".lu" -ûlc,s"
t J S s

S cz.lu, - rlh,o.

Distinguons 2 cas :

i) q >_ 2: alors d'après le lemme IV.2.3 i), on a :

u ln4{u, 
-,b)1, = ln{trr"lq-2vu" 

- lvç1i-zvt[).v(u" -,1ù.

En utilisant I'inégalité de Poincaré et les estimations un peu plus haut, on a :

lu,-rbll,o S "(i,o)lr" 
-r,| lr,o

lu, - rbi,c S ("(tt,O))t/c-t.

Donc lr"lr,o =< lr, 
- rbh,q * lrhh,c 1 

"(tt,rb,Q) 
: R.

i i )  t<q<2:  Remarquonsque q '>2 et  onaalorsd 'après le lemme IV.2.3 i )  où pr 'est
Ja constante correspondant à q: qt :

Ip' I lnpu,; - F(v,Dlo' <
J A

= lr( lr1vu" ; ;e' 
-2 F 1v u,)- | r(v,i) | c' -2 F(v û)) . (r1vr" ) - r,(v,i ))

p'lr(vu,) - F(v,t)lîl,n S [_ 1rçvu4 - F(v,i)).(vr. - v,/))
JA

f r: 
,n(lv""lo-'v 

u, - lv.hlo-,v,,b).y@, - ,b)

en effet lF(w11t'-zF(r) -- lolk'-z)(c-t)*(c-z)w = w Vtu € Lc(O).

u, - rb étant fonction test, on a donc :

f . f r
l^lvu,lq-,Yu".Y(u, - rl,) : l_G"(u)(u, - 1b),, * I B(*,û - u").(u" - rh)

Ja Jo "/s"



On en déduit que :

I

| (lVr.lo-2Vu, - lvç1t-zyg).V(u, - ,D S crlu"lt,c * cz.
Ja

Or

I v' "too,a : tF (v u ")tqq!'" 
= flî;il \r),,' ; ririî3[ îlnnr,ù

Donc en utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient :

lu,ll,o a 
"\lu"h,c + clz.

D'où lu"lr,c < n (puisque q > 1) et où ft est une constante indépendante de e.

Finalement f.R > 0 tel que .F'"(B(O, E)) C B(0, ̂ R).

. Montrons que : F" : .tq(O) --+ .ts(O) est continue.

Soit (u;')6 une suite d'éléments de Zq(O) qui converge vers un élément u de rc(O).
Soit uf : F,(u*) et soit u,: F"(a), u! - u, étant fonction test, on a:

t lvu!;a-zou!.vqu!-u"):  [ -G,(ur)(u!-u"), .  *  t  0@,,b -u!).(u! -u,)
Ja '  Ja  rss

f  . _  L  .  f  r

Jnlv",lo-2Yu".Y(u! 
- 

",) 
: 

JnG,(u)(u! 
- u,),o * 

J r"g@,rb 
- u").(u! - u,).

Donc

lrur"!v-zvu!- lvu€lc-2yu").y(u! - u") : 
ln{*"{r,) 

- G"(r)xrf - u"),n
f

+ 
Js"@@,rb 

- 
"!) 

- g(*,rb - 
"")).(u! 

- u,)

S ln{c"{r,) 
- G,(r)Xri - u,)"n d'après IV.1.10.

i) q >- 2 : alors d'après Ie lemme IV.2.3 i), on a :

1 1
r tnlv{"! 

- u")lq 3 JnG,@) 
- G"(r))("f - u"),,

= Urp,bù- G.('yc')"0'{ 
lrvr"i 

- oà)o)''o .
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On a :

(frtr"rr, - G"(r)l {)t tt' = ( I.lG,(rr) 
- G"1u11t'-'.1G.(r*) - c,(ùl)"'

S 
Ur2q'-r . lG"(ur)-  

G"(ùl) t /o cat  q '  )  1et  lG"(u) l  < I  Vto € Lc(o)

D'où

l"! - u"ft,c 1 clu1, - rti#' .

i i )  l<q  <2 :  Ona q '>2  donc  d 'après le lemme IV .2 .3 i ) ,  on  a :  -L

Ip 
lalF(v"!) 

- F(vu")la' <

= 
I( 1 11 vzf I I c' -z F (y u!) - lF (v u ")lo' 

-' F (vu. ) ) . (r( v u!) -r(vu" ))

: 
Jn{lv"!lo-'v"! 

- lvuelc-2yu").v(u! - r,)

donc

, 
plr(v u!1-r1vr,)||;,n < fn{,{rr,) 

- G"(r) )(r! - u,),n

s UrLG,(,r) 
- G"(u)lt')' 'n .( lrva: 

- u,)lo)''

S "( IG"trr) 
- G'(u11e')rlq' ca, u!,u,sont bornées dans I,Zr,q(c))

\ J o

s "'( [^F{r* 
- ùlo)'' comme en i)

\ Jo

donc lr(vuj) - F(Vu,)lo,,o S ""lro 
- rlild .

On en déduit que : .F(Vu!) -r F(Vu") dans Lc'(O).

D'où F-roF(Vu!) - F-roF(Yu,) dans L4(O) (car F-t est continue dans Lc(C))

c'est à dire Yu! - Yu" dans [,0(O)

et par Poincaré u! - u, dans ,c(O) d'où !a continuité de 17..

De plus F"(a10,.,?)) c B(0,R') cWr,o(Q) où B(0,8') est une boule de Wl'c(O) donc
f"(a1O,.R)) est relativement compact car I'injection de Wl'q(O).+ Ir(O) est compacte
tÈdl.
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Finalement F" admet un point fixe u" et le problème P, admettra une solution si on
montre que uc 2 c" p.p. dans O.

Sqit ( : (r" - *n)- alors ( est fonction test, donc :

1 ^ 1 1
I lVu,lq-'Yu,.Y(u, - rn)- : I G"("").(u, - xn)1. * | P(*,rb - u,).(u, - rn)-

Ja Ja Jss
11' l  G"(u,).(u"-rn)î ,  = I  @"-rn)f, ,

JA  JA
1 '
I  P@,rb -  u") . (u" -  r")-  2 0 car u" S æo 1v" 1t12.

JSs

Donc t  lvu€lc-2vu".Y(u"-c, , ) (  t  (u , - rn) ,n.
Jlu,1x, l  J lu,1'xnl

or t  lv rn lc-2væn.Y(u"- rn) :  t  (u , - rn) ,n
J [ t "1xo l  J l u "1c , l

d'où t (lvr,;o-'o u" - l7xnlq-'V**).V(r" - c,,) ( 0.
J[ur1x,nl

En appliquant le lemme IV.2.3, on obtient :

'  ù  [  lV( r , - r , , ) lo<o s i  q>-2
J fu , l xn l

i i )  t  , lv( : : " '  
*")) , "=r3o si  1<q<2' J lu"s '"1 ( lVu"l*  lVc"l) ' -o

On en déduit que ue ) c' p.p. dans 0 et le théorème est prouvé.

c.Q.F.D.

Preuue du théorème IV.2.L :

On sait que ue est bornée indépendemment de e dans W''c(Q). D'après la refléxivité
de I,[zr,q(O) et le théorème de Rellich, il existe une suite (u")* et un élément u de I/1'q(Q)
tel que :

u"r - u dans wt'c(o) faibte

u"x + u, dans .tc(O) fort, u"x + n p.p. dans O
u"* - u da.ns Io(Sg) faible, ue* + n p.p. da^ns ,5g.

tt7

f Soi+ Jfr: 
{o<Wa*@il 

n Zt, 
"p'+ans 

ç}



K1 est un fermé de Wr'q(Q), de plus K1 est convexe donc K1 est faiblement fermé dans
Wr,c(Q), et u ) xn p.p. da^ns O.

De-même 0 3 G"(u") < 1 donc il existe g e Lc(A) tel que :

G,r(u"r) - 9 dans Io(O) faible.

Comme K2 - 
{u e Zc(O) l0 Su ( L p.p. dans O} est un convexe fermé dans

Lo(n), dopc taiblement fermé dans Zq(O) alors 0 < g < 1.

G" r (u" )  -o  da^ns  n ' ( "> r " l )

G"r(ur*) '  g da^ns t ' ( fu > xr l ) .

Donc g :0 p.p. sur lu > *"1.

Pour conclure, on a besoin du :

Théorème fV.2.4 :

(r". ) converge vers u dans Wl,q(O) - fort.

Preuue: Montrons que (Vr"*)* converge vers Vu dans ILc(O) - fort.

Pour cela il suffit de montrer que I'on a :

t;]ru lvu'*lo,o S lVulq,o'

En effet [,c(O) étant uniformément convex" (q > 1) et Vu"* - Vu dans ILq(f)) faible, on

aura (cf [Br1]) :

oIT- 
Yu"* : YY dans Lc(çl) fort'

€ = ue* - u est fonction test, donc :

f . r I
l^ lYu"r lo- 'Vu,,.V(r".  -u) :  I  G,r(u,).(u,* -u), ,  * I  p@,,rh -u,r).(u,r -u)

JQ JO JS"

f . . r - I
I  lYu"rlq - |  lvu,rlo-"vu,r.Vu* I G"u(r".).(r,.  -u),.*

JA  JA  JA



Il suffit alors de montrer que :

I

. l i+  IG, r (ur ) . (u"* -u) , "  =  6 .
r_too JO

Ona YueLq(Q)  VreO G,* (u (c ) )  -  1  -  H" * (u (x ) -æn) .
if

où 
(  1  s i  s )e

I / " ( t ) : {  s le  s i  0 (s (e

[  0  s i  s (0 .

In@"r 
- u),^-

-  
Inr,-(u,r 

-æn)(u"r -  rn),n - @- rn),^

In@,r(u,o 
- nn) -1X, - nn),,

In""*(u,.).(u,. 
- u),, :

Nous avons :

I
.  . l i+  l (u , * -u) , , :QÈ**æ 

"/O.
car 11"h - u dans Wr'c(Q)

I
. ,  l i +  I  (H" * (u , r  -  æn)  -1 ) ( ,  -  rn ) ,n  :  0

æ_*oo JO

car lI"r(urr - æn) -r 1 p.p. dans lu > **l et on applique Lebesgue.

I l  res te  à  mont re r  que,  l i+ - -  [  r " r (u " r  -  æn) (u"*  -  tn ) rn  :  I  f "  -  tn ) r^ .- &++oo 
"/o Jo 

'

Une boule fermée de lq(ft) éta"nt faiblement compacte, il suffit de montrer que toute valeur
d'adhérence faible de la suite H"r(urr - xr)(ur* - sn)rn est égale à (" - rn)",.

1 E
Posons .E*("): lrffi 

++€&
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On a alors
Hrr(u", - rn)(u"r - rn)rn : (Err(ur, - ro)) r^
^E".(") -r s* p.p. dans IR..

Soit alors / une valeur d'adhérence de la suite (Er*(rtrcb x")) r dans O'(Q). Il existe une
sous suite notée encore (E"r(urr - r"))* qui converge vers / dans O'(0).

.  lE"o(r . *  -  *n)  -  (u  -  * " ) lo  <

.  s  ( ta.  (u,*  -  an) -  E,r(u-  o") l  i ln ,*(u -  * , ) -  (u -  r , ) l \o
I

S zc-rlÛrr(ur* - a,) - Er*(u - rr) lo + zc-rlÛrr(u - x,-) - (u - xn)lq

S 2c ' r ( l r ' .  -  în  -  11 1 tn lq  * lE, r (u - , * )  -  (u  - t " ) lo) .

Comme E"rG) --+ s+ p.p. dans IR, d'après le théorème de la convergence iomirrée,
on a Er*(u - xo) - (z - xn) dans ,c(O) - fort.

D'où E"r(u"* - x,-) -* (u - *n) dans Lo(A) - fort.

Donc f  =u-g 'net  laseulevaleurd 'adhérencede (8"*( r r* -cr , ) )  dansO'(O) estu-g 'n ,

ce qui prouve que la seule valeur d'adhérence de (Err(urr - xn)) 
". 

dans O'(O) est

(u- *n)r,. Donc la seule valeur d'adhérence de ff"*(u"* - xn)(u"r - rn)rn dans .tq(O)

;ll"**'.: ", Eig Intou"rr, < u-ii:r (lnto,,rt) .(l,ro,v1"'.

Donc t l l lglVr". lo,n S lVulq,o.

c.Q.F.D.

Suite de Ia preuue du théorème 1V.2.7: On en déduit du théorème IV.2.4 que

F(Vu"r) -r F'(Vu) dans .Lo(O) fort

et donc en particulier dans .tc(O) faible.

Soit alors € e Wr'c1O;, €:0 sur ,92, on a :

I  rçvu";.v€ - G"*(u",X," : t  Ê@,rb-u,.).{.
JA JSS

En passant à la limite quand /c tend vers {oo, on a :

f 1
lF(Vu) .V{  -e€,n:  I  p(* , rh-" ) . t .

JA . lSg

c.Q.F.D.
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Propriété:

Proposition IV.2.5 :

S"t (",t) 
"" ""rte 

de soluti on de(Pn). On a aJorsau sens des distributions :

d,iu(lvu1a-rvu) - lxn -- g.

Pr.euue: Soit { € O(O), i{étant une fonction test on a :

r
I lYult-zou.v€ - 9€,^ = o.

JA

Donc diu(lvult-'vr) - gxn = e.
I

c.Q.F.D.
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IV.3 . Exepple:

ôr, .rppore n =2, O :]0,I [x]O,D[

g(sr , r t )  = D +h-  xz donc rh@r,r" ) :  D +h
0@,u):  9(u) ,  É(0) :  0

. Sr = ({0} x [0,D]) u ({r} x [o,D]), Sz _ [0,r] x {0}.
53 :10, I[x {D}.

D+h,

D

Sr,2

Théorème fV.3.1 :

II existe une et une seule solution (u,g) de (P). Elle est donnée par :

i )  s i  0 S É(/r)  < 1 (u, ,g)  :  ( r2,1- p(h))
i i )  s i  p(h) > 1 (u,g) -  ( ("  *  1)r2,0)

où a est Ie réelde ]0, LOt ," que : B(h - aD): (o + l)e -r.

P reuve :  i )  Onsuppose  0 (  P(h )SL .  So i t {e  Wt 'a1O) ,  €=0  sur ,gz .

IFrf- 'Vu.v{,, -e€,,- [_u6-u).€- [o@).e,,- [B@)e :o
Ja'  J s"  Ja rs8

d'où (c2, L - p(h)) est solution.

Montrons que ctest la seule.

Soit (u',g') une autre solution. (ut - *r)+ est fonction test, donc :

I lou'1'-tvu'.v(u' - rr)* - s'(u' - *r)I, = [ p<rt, - u')(u' - az)* (1)
J a '  

'  \  v \  
J s s

|  . _  I
llun/É-?v**y@ - n2\+ +tp\Àl=t)\t/:,xz)t, -. J g\+:D)@' - tr)* (2)
Je - 

Js"

s
l , l

ï22



Faisons la différence des égalités (1) et (2), on a :

l-Qor'V-2vu'- lvo2lc-'o*r).v(r' - *r)* = lr,@(h 
- u') - Pçh - D))(u' - D)+

+ t @@)- 1)(, '- D)+
JSg

S 0 cat p est croissante et 0 S P(h) < 1.

Grâce au lemme IV.2.3 on a :

I
i )  l l v ( " ' - * r ) * lqda<0 s i  q>2.

JA

ii) [ ,\9' -.!ù|.11,=rdx I o si | < q <2.' Ja (lv",l *lvr2l)"-q 
-

Donc V(u'- cz)* = 0 et u' S nz.

Dtoù u' : î2 ca,;t ut ) t2. t

Comme diu(lVu'1t-'Vu') - 9L, : g, on a donc 9L, = 0 et g' : g'(rr).

Soit alors ( e Wr,tçQ), ( - 0 sur,92.

f | | 1

Jn€,, 
- e'€,, : 

Jr,P(ù.e , /" ttt 
- e'(or))€) ,,: Js"P&).e

t1.  donc I  G-g ' (* r ) )€:  I  B(h) .€ et  e '  :L-P(h) .
JSE JSS

i i) On supposu 0(h) > 1.'On considère I 'application /: t t+ P(h-tD)- (1 +t;c-t.

ona / (0)=p(h)- l  >0 r (* ) : - ( r . * )o- ' .0 ,

d'où 3o > 0 tel que /(a) : O c.à.d P(h- o'D) - (c * 1)q-1.

. Vérifions que ((o + 1)c2,0) est solution.

Soi t  (  ewr,el0.)  €:0 sur ,52 alors:

f . ^ I

/n lvff"* 1)c2)le-'v((o* 1)c2).v€ - i ,r"B@ - (o+ 1)D).(

r -1: 
Jn@ 

* l;c-'r", - 
Jr"P(h 

- o,D).€
I

:  I  @* l ;e- t  -  p (h-aD)) {  _  0 .
JSs

: ]ilédfiôns qùé (a +flrtû)è$1'unique sohfion: .
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Soit (u',g') une autre solution, €= u'- (o * 1)c2 est fonction test, donc :

.Fy lrlvu'1c-zo 
u'.v(u' - (i + 1)'z) - s'(u' - (c * !)xz),, -

I P<rt' - u').(u' - (a * r)rr)
JSs

I
(2) '  /  lv(("  *  1)r2) la- 'v((o *  1)r2).V(u'  -  (o *  1)c2) -

J O

I  B<O- (o *  7)x2). (u '  -  (o *  L)rr ) .
JSs

Faisons (1)'- (2)', on obtient

ln(o"'V-2vu'-1v((* + r)x)f-ze((* + r)'r)) .v(r' - (o + L)rz) < 
[rr r-",

f
+ I  @fO -u ' ) -  P@, - (a*L)æ2)) . (u '  - (a*1)oz)  < 0.

JSg

En utilisant le lemme IV.2.Lon a:

i )  [ lo@'- (o* r )æ2) lqdï<0 s i  q>2
JA

i i )  [ , . )o(." '  . .J1 * ' ) . , ) \ l r=rd* I  0 si  t  < q <2.' Jn (lv",l + lv(a * L)æ21)"-q

. Donc V(r' - (a * 1)r2) - g et u' : (a * L)x2.

Comme diu(lVu'1t-'V":) - 9L, : 9,, on a donc 9L, = 0 et g' : g'(xt).

So i ta lo rs  (ewr t ln ) ,  { :0  sur  ̂ 92 .

1 r
|  ( "+L)o- '€ , ,  -  g ' (x t )Ç,  :  I  P(h-ûD) .€

JA JSS

[  @* t;e-r -  g'( ' , )€) ,^ -  [  p& - oD).€
Jo Js,

11
donc I  @*1)c- t  -s ' (æ1)) ( -  |  P(h-aD) .e

J Ss JSs

et (a + t;c-t - g'(ær) : 0(h - o,D) et g'(a1) : 0.

D'où (u '  ,  g ' )  -  ( (a *  1)c2,0).

c.Q.F.D.
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CONCLUSION

tf

Signalons que le problème d'unicité dans le cas d'une digue linéaire reste toujours
ouvert dans le cas général ainsi que la régularité de la frontière libre.

Dans le cas d'une digue non bornée de geomètrie quelconque, I'existence d'une solution
ne devrait pas poser trop de difficultees. De même le problème d'unicité reste ouvert.

Enfin la question d'existence d'une frontière libre ainsi que I'unicité des solutions
restent ouvertes dans le cas d'une loi de Darcy non linéaire.
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Annexe

' 
Dans cet annexe, on démontre deux theorèmes déjà utilisés pour prouver la continuité

de la fronLière libre. Ces theorèmes ont été démontrés par H.W. Alt [Al3] dans le cas du
Laplacien.

Soit O C IRn un domaine borné, t C Ùî un fermé et .Ê C O-un fermé tel que Rnt - A.

figure A

Théorème 4.1 : '

. Soient w e Co(d), a € Cl(lR",tJt"(R)).

Aw)p ,>0  dans  D,

où Aw - diu(a(x)Vr).

Alors iI existe une constante 0 ( c(n, O) < oo

w 1 c(n,D).dist(R, t)2 sur I

On suppose :

u r (0  su r  AO\g

telle que

implique to ( 0 dans R.

Preuue: Soi t  de C2(R") te l le que d 2 0,  d, :0 dans.Ê, d>-t  sur Ê.

Soit alors c(n,D) ) 0 tel que : c(n, O)(dia,m(O))' .Ad < p dans O

où diam(O) désigne le diamètre de O.

Posons d' = c(n,O)(diam(O))2d. Alors A(, - d,') > F - F:0.

Supposons w 3 c(n,D)dist(R,!)2 sur Ê, alors w I c(n,O)(dia,rn(O))' S d' sur ,8

card2  1sur ,C .

tp ( 0 sur âO \€ et t >-0. D'où tr - d' S0 sur ôO.

Par le principe du maximum, on déduit que u, - d' < 0 dans O donc tl ( 0 dans .Â.

c.Q.F.D.
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Théorème A.2 :

Soient p, u, u des fonctions continues sur O avec fu > 0l c [p > 0] et

Ap<0 dans  D,  p20 sur  AD, ,
Au) -0  dans  O,  uS0 sur  ôO\1 ,  u (1sur ! ,

Au) -p ,>0  dans  D,  u (0  su r  AO\€ .

Alors il existe des constantes

e :  €(ntù,d, ist(R, l ) )  > 0,  0 (  C -  C (n,D,dist(R,€),sup u, inf{p(x) I  "@)2 
e })  < *

telles que : eu-Cp*u(0  dansR.

Preuue :

Poure  >  0e t  0  (  C  z -æ, , la fonc t ion  wJeu-Cp+uest  cont inuedansô 'e t  vér i f ie :

I  Au2p  dans  D

\  to (0  su r  AO\1 .

1
Posons 6: |c(n,D).di'st(R,E)2 où c(n,O) désigne la constante du théorème A.1.

Soit c € t,

ou bien u(c) S e alors t (r) S eu(x) * u(r) 12e,

ou bien u(x) > e alors w(r) < e - Cinf1,,2"1p * sup5'u.

Commein f {p (c )  / rederu (æ)  )e }  -  p ( ro )avecr ,s€ -D,  u (xs )2e

donc p(rs) ) 0 puisque [u > 0] c [p > 0].

D'ori pour une constante C convenable on a sup6-u I Cp(xs) et donc w(x) < 2e.

Dans tous les cas on a w 12e = c(n,D).dist(fi.,.C)2 sur .C.

D'où par le théorème 4.1, tu ( 0 da.ns .Ê.

c.Q.F.D.
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