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NOTATIONS

La pluspart des notations utilisées dans ce travail sont signalées dés qu’elles sont
introduites pour la premiére fois.- Nous tenons cependant & préciser quelques notations
d’usage courant et quelques espaces fonctionnels.

©Q : un domaine borné lipschitzien de R
'=0Q : la frontiére de (2

S; : unepartiedel

r=(z',2n) : =(21,.1Tn-1,%n) P

7wy ¢ La projection de R™ sur ’hperplan d’équation : z, =0

e : =(0,.,0,1)
D(Y) : espace des fonctions de classe C* & support compact inclus dans 2
D'(Q) : lespace des distributions sur
a 2 ’ . \
£y dérivée partielle par rapport a z;
V : L’opérateur gradient définit par : Vu € D'(Q) : Vu = (6_u —%)
. 5:1: 1 7Y 8:1: n
. s s . s I} n . 6‘11.1 8un
div : L’opérateur divergence définit par : Yu € [D'(Q)]* : divu = F + ...+ F
1 n
, . o s , 0%u 0%u
A : L'opérateur Laplacien définit par: Vu € D'(2) : Au = = + ... + —
. O0z3 Or2
LIY(Q) : espace des fonctions de puissance ¢*™® intégrable sur Q (1 < g < 400)
LY(S;) : espace des fonctions de puissance ¢*™¢ intégrable sur S; (1< ¢g< +00)
LI() : ~espace des fonctions & valeurs dans R" dont la norme appartient a L(2)
L>®(Q) : espace des fonctions essentiellement bornées
Wh4(Q) : Iespace des fonctions de LI(£) ayant leurs dérivées

(au sens des distributions ) dans LI(2)



Ces cings derniers espaces seront munis des normes :

o o= ([R@ra)" wen@ o<t
olos; = ([ blrao@) ™ Wwelis)  (1g<+oo)

/g '
oo = ([ p@lds) " Wwelr@)  (1<g<+o)
Q
[v|oo = sup esslu(z)] Vv € L*®(Q)
lvli,g = |”|q,f2+ | Vv g0

On a noté indifféremment la valeur absolue dans R et la norme de R", de méme bour les
normes des espaces LI(Q2) et LI(Q). -

W-L4(Q) : le dual de W19() ott ¢ est le conjugué de g
H(Q) : =WiAQ)

’
H}(Q) : Dadhérence de D(Q) pour la norme | . |1,

H} (R™) : espace des fonctions mesurables f telles que
Vw ouvert borné CR® f|,€ HY(w)

CF(Q) : espace des fonctions k fois continuement dérivables dans Q
C*(Q) : espace des fonctions k fois continuement dérivables dans Q
V' : le dual de ’espace vectoriel normé V'

H, : H muni de la topologie faible

P, : le probléme associé & une fonction ¢

P., : le probléme approché associé & P,

D(B) :. le domaine de définition de I'opérateur S

~ B. : Dlapproximation Hille Yosida de I'opérateur 8

B°%x) : cest 'élément de B(z) ayant une norme minimale ou B est un graphe maximal
monotone

la(z)]|- : désigne une norme quelconque de la matrice a(z) dans 9, (R)
ut (resp. u~) : la partie positive (resp. négative) de la fonction u
uAv (resp. uV'v) : désigne la fonction inf (resp. sup) des deux fonctions u et v

¢ : désigne les différentes constantes qui interviennent. On précise lorsque c’est
nécessaire sa dependa.nce par rapport aux autres parametres.



INTRODUCTION

Dans ce travail, on étudie différentes questions relatives au probléme de la digue.

Dans les chapitres I, III, et IV, on considére un domaine borné lipschitzien (2 de R" (n > 2)
représentant une digue. On désigne par I' la frontiére de 2, on suppose I' = 51 U S; U S;
o1 S est la partie imperméable, S, la partie a l'air libre et S3 la partie en contact avec
Peau.

Le probléme consiste & chercher la pression p de ’eau a Pintérieur de Q, la partie mouillée
et d’étudier la régularité de la frontiére libre. On étudie aussi I'unicité des solutions.

Ces problémes ont été étudiés par de nombreux auteurs tels que : C. Baiocchi,
H.W. Alt, H. Brezis, D. Kinderlehrer, G. Stamfacchia, J. Carrillo, M. Chipot, A. Friedman,
G. Gilardi, L.A. Caffarelli... '

Baiocchi [Bal] [Ba2] [Ba3] [BCMP] a étudié différents cas de digues rectangulaires
homogeénes et non homogénes avec des conditions dites de Dirichlet. Il suppose p = ¢
sur S U S3 ol ¢ coincide avec la pression de ’air sur Sy et avec la pression de l'eau sur
S3. 11 a introduit la transformation dite de Baiocchi qui a permis de faire le lien entre ces
problémes et les inéquations variationnelles. Il démontre ainsi I’existence et 'unicité de la
. solution du probleme. '

Alt [All] a prouvé Pexistence d’une solution dans le cas d’une digue homogene ayant
une géometrie générale dans R™ (n > 2). 1 a ensuite introduit et démontré 'unicité d’une
catégorie de solution dite minimale. Enfin il a prouvé la régularité de la frontiere libre

[A12].

H. Brezis, D. Kinderlehrer et G. Stampacchia [BKS)] ont donné une nouvelle formula-
tion du probléme homogene en dimension 2 (cf. encore [Al3]):

( Trouver (p, x) € H*(R2) x L®(R) tel que :
: () p=0, pp. dans Q, p=¢ sur S US;
(P1) S (zz) 0<x<1l, (1-x)p=0 p.p. dans Q

(i) / Up.VE + xbayde <0 VE € HY(Q), VE > 0 sur 5.
\ Q \

En introduisant un problémeb—.approché, ils ont montré I'existence d’une solution de (P;).
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J. Carrillo et M. Chipot [CC1] [CC2] ont repris le probléme (P;). Ils ont introduit la
notion de solution .53 - connexe et ont démontré 'unicité d’une telle solution. Ils ont montré
que cette solution est minimale parmi toutes les solutions du probléme (P,), toute autre
solution étant formée a partir de cette solution minimale en lui ajoutant éventuellement
des “flaques” c’est & dire encore des fonctions du type ((h — z2)™, x) ( x est la fonction
caractéristique d’une composante connexe de ’ensemble [z; < k]). De plus, ils ont montré
que la solution S3 - connexe coincide avec la solution minimale de Alt [All], la continuité
de la frontiére libre de la partie mouillée et que x représente la fonction caractéristique de
cette partie mouillée.

A. Friedman, S.Y. Huang [FH] ont repris les résultats de [CC1] [CC2] dans le cas
d’une digue non homogéne possédant une perméabilité k(z;,z2) ou k est une fonetion de
L*°(§2) positive et décroissante par rapport a z.

Récemment, J. Carrillo et M. Chipot [CC3] ont remplacé la condition p = ¢ sur S
ps : 0
par une condition de flux : E(p‘+ zn) = Kz, — p) sur Ss.

Ils obtiennent la formulation suivante :

( Trouver (p, x) € H}(Q) x L*®(Q) tel que :
(4) p20,0<x<1,p(1-x)=0 pp. dans Q

(P,) <(u) p=0 sur S

' (ii2) /{;Vp.V£+x£hd:c - /S B(z,¢ —p).bdo(z) < 0
| Ve € HY(Q), V€ > 0 sur S,

\

Ils montrent ’existence d’une solution, établissent 1'unicité sur un exemple.

Ce travail comporte quatre chapitres.

Dans le chapitre I, on reprend le probléme (P2) dans le cas plus général d’une digue de
R"™ (n > 2) non homogene de perméabilité a(z) € M,(R). Cela correspond au probléme
suivant :



( Trouver (p,x) € H'() x L>(f) tel que :
(1) p20,0<x<1 p(l-x)=0 p.p. dans O
(i) p=0 sur S

(i) / o) (Vp + xe).Védz — / Bz,¢ - p).£do(z) < 0
V¢ € HY(Q), V& > 0 sur S,.

On commence par montrer ’existence d’une solution. Sous des hypotheéses sur a et 3, on
établit différentes propriétés de la solution qui généralisent celles de [CC2] et [CC3].

On introduit comme en [CC1] la notion de solution S3 - connexe et de flaques. On établit
que toute solution est somme d’une solution S3 - connexe et de flaques. On montre la
régularité de la frontitre libre ainsi que l'unicité de ce type de solutions sur plusieurs
exemples notamment dans le cas d’une digue & réservoirs en escaliers en dimension 2.

(Ps)

A

\

7

Dans le second chapitre, on traite d’une digue non bornée. On montre que l’on
obtient une solution comme limite monotone de solutions de type (P3). On généralise des
propriétés déja établies dans le cas d’une digue bornée.

Au troisiéme chapitre, on remplace I’application 8 par un graphe maximal monotone,
on obtient le probléme suivant :

( Trouver (p,x,9) € H'(2) x L®(Q) x L*(S3) tel que :
() p>0,0<x<1, p(l—x)=0 p.p. dans Q

(%¢) p=0 sur S

(Py) j (#1) g € B(¢ —p) p.p. dans S3

(iv) /Qa(a:)(Vp+ xe).Védz — /53 g.tdo(z) <0
\ Vé € HY(Q), V€ > 0 sur S,.

Sous des conditions sur 8 et a, on montre que ce probleme admet au moins une solution
comme limite faible d'une solution d’un probléme de type (P3;). Ensuite on donne un
exemple de non existence et des exemples de cas d’unicité et de non unicité.




Dans la derniére partie, on reprend le travail de W. Dongming [Do] en se
placant en dimension n > 2 et en remplacant la condition p = ¢ sur S; par la con-

dition faible de flux suivante :

_2-6(]) + xn)

[V(p + za)l! e B(z,p —p) sur Ss.

En posant u = p+ z, et ¥ = ¢ + z,, on est conduit a étudier le probléme :

(Ps)

(

\

Trouver (u,g) € WH(Q) x L®(Q) tel que :
() u2zn, 0<g<1, g(u—2,)=0 pp. dans Q
(i) u==z, sur S,
Gii) [ IVl 9utds — g6, = [ (ot - w)edo(a) -
Q , Ss .
' Vé € WH(Q), V€ =0 sur S,.

On établit existence d’une solution et on donne un exemple ou la solution est unique.

4



I- CAS D'UNE LOI DE DARCY LINEAIRE

I.1 . Position du probléme :

Introduction :

Soit §2 un domaine lipschitzien borné de R (n > 2).- Q réprésente un milieux poreux.

P

La frontiere I" de 2 est divisée en trois parties : une partie imperméable S;, une partie S
en contact avec l’air et une partie S3 couverte par le fluide (voir figure 1).

figure 1

On suppose S relativement ouvert dans I' et on notera S;;,i = 1,...,N les différentes
composantes connexes de Sj.

On suppose qu’aprés un certain temps, il s’établit un régime stationnaire dans Q et om se
propose de déterminer la pression p du fluide et la partie A mouillée de la digue Q.



Formulation forte :

Le bord A de A est divisé en quatre parties : une partie imperméable T';, une
frontiére libre I'y, éventuellement une partie couverte par le fluide I'; et une partie F4 ol
le fluide s’écoule vers ’extérieur de £2.

La vitesse v du fluide dans A est donnée par la loi de Darcy :
(1.1.1) ' v = —a(z)V(p+ zn)

ol p est la pression, z, la n**™¢ composante de I’élément genenque z de R™ et a représente
la perméabilité du milieu vérifiant :

~a: ) — ML(R)
z +— a(z) = (aij(z))i<ij<n
(11.2)  a€ L®(Q), div(a(z)e) € L}(Q)

(I.1.3) 3 > 0 tel que : tya(a:)y = Z/ aij(z)yiy; > My]? VzeQ Vy € R"™.
1<i,j<n

On suppose que le fluide est incompressible et on a :
div(v) = 0 dans A
ou encore

(I.1.4) div(a(z)V(p+z,)) = 0 dans A.

Le flux du fluide & travers I'; UT'2 est nul. Donc si v désigne la normale unitaire extérieure
a J0A,ona:
v =0 sur Iy U Iy

ou par (1.1.1)

(11.5)

sur I'sy uTl,.

L’écoulement du fluide a travers I'y permet d’écrire
vw >0  sur Ty

soit encore

(1.1.6)

sur | P

On désigne par ¢ la pression sur S U S;.



On s_uppose ¢ lipschitzienne et positive, elle admet donc une extension lipschitzienne
sur {2, notée toujours ¢.
Dans la pratique, ¢ est donnée par :

0 . si (z',2,) € 52
‘P($,v$n) = )
' hi — z, si (2',2n) € S3,i i=1,..., N,

ol h; désigne le niveau du réservoir recouvrant Ss ;.

En plus de (I.1.5), on a :

(1.1.7)  p=0 sur Ty

Comme dans [CC3], on impose la condition suivante :

5 .
(1.1.8) 5, PTen) =Bzp—p) sur S,
ou A est une fonction vérifiant : ”

B: S3xR — R

(1.1.9) z > B(z,0) € L%(Ss)

(I1.1.10) z — B(z,u) est mesurable Vu € R

(I1.1.11) Je > 0: |B(z,u1) — B(z,up)| < clus —uz| p.p. dans S3, Yur,up €R
- (L.1.12) u — B(z,u) est croissante p.p. z € S3

(1.1.13) B(z,u) >0 p.p. z €S53, Yu20.

Formulation faible :

Il est important de remarquer que trouver la paire (p, A) est équivalent & trouver
(p,x4) ou x4 est la fonction caractéristique de ’ensemble A.

- Suivant [BKS], [CC1] et [CC2], on a pour toute fonction réguliere ¢ :

/Aa(x)V(p+mn).V£d:c = /:A—div(a(:c)V(p+:cn)).§dz +/ 0

8A Ov,

(p+ zp).bdo(2).

Si on suppose que p est une fonction réguliere satisfaisant aux conditions (I1.1.4) - (1.1.8),
on obtient :

: N
/A o(2)V{p + va).Védz = /a o+ a)Edole)

B :
= [ Ao -prtieE) + [ S+ o gdo(a)

| 9



et si on suppose que :
(1.1.14) ‘ £E>0 sur [y,

on obtient d’aprés (I.1.6) I’inéquation :

(L1.15) /A a(2)V(p + 20).Védz — /S Bz, — p)£do(z) < 0.

Maintenant (cf. (I.1.7)), on prolonge p par 0 sur 2\ A. Ce prolongement est noté toujours
p- On déduit de (1.1.15) que :

(I1.1.16) ‘/‘;a(x)(Vp+ XAe).VEda; - /,;; Bz, —p)fdo(z) < 0 V20 sur T'4.

La partie I'y étant une inconnue du probléme, on prendra £ > 0 sur S;, ce qui entraine
6 2 0 sur P4.

x
Ainsi, on est conduit & chercher une paire (p,x) = (p, xa) vérifiant (1.1.16).

La formulation du probléme devient :

( Trouver (p,x) € H'(Q) x L=(RQ) tel que :
(3) p20,0<x<1, p(l—x)=0 p.p. dans Q
(7)) p=0 sur S
(is) [ a(e)(Vp+xe).Veda = [ ple,p—p)edo(z) < 0
Q Ss
V¢ € HY(Q), V€ > 0 sur S,.

(P)

\

(P) est la formulation faible du probleme initial.

Si le probléme (1.1.1) (1.1.4) - (1.1.8) admet une solution (p, A) et si p désigne le prolonge-
ment de p par 0 sur Q\ A alors (p, x4) est solution de (P) et ainsi toute solution forte du
probléme initial sera parmi les solutions de (P).

10



1.2 . Existence d’une solution :

Théoréme L2.1:  Sous les hypothéses (1.1.2) - (11.3) sur a et (1.1.9) - (1.1.13) sur B,
il existe une solution (p, x) au probléme (P).

Pour démontrer le théoréme, nous allons procéder comme en [BKS], [CC2] et [CC3].

On introduit le probléeme approché suivant : pour tout ¢ > 0

Trouver p. € H*(R) tel que :

() {P=F - |
/Q a()(Vpe + He(pe)e).VE = /S Bz o —pe)k VEEHYQ) £=0sur S,

E

sur 9,

avec
”
1 s1 p2E€
(1.2.1) H.(p) = ple si 0<p<e¢
{ 0 =i p<0.
Théoréme 1.2.2 : Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 1.2.1, pour tout

" € >0, il existe une solution p. pour le probléme (P,).

Preuve : Soit V={v€H1(Q)/v=0 sur .5'2}.

On munit V de la norme de H1(Q).
Pour p € V considérons 'application de V dans R :

(1.2.2) £ — / a(z)(Vp).Védz — / B(z, ¢ — p).tdo(z).
: Q Ss
Gréce aux propriétés (1.1.9) - (I.1.11) de B, on a :

| [ BGap = p)tdo@)] < cho = plasu el + 182, Ok Iy
< K'|£|2,Ss'

(1.2.3)

11



D’autre part, on a :

) | [ xwprvee| < [ laaxwalivel < [ le@)ivplive
Q Q Q
(124) < suplla@)] | IVPHIVE] < clphz[eh
< K [¢]1,2-

Les inégalités (I. 5. 3) et (1.2.4) montrent que (I1.2.2) définit une forme linéaire continue A(p)
sur V. On a donc un opérateur :

AV — V! .
p— AD): €< A6 >= [ a@)VP).VEds = [ Ba,p - p)tdo(o).

En fait on voit clairement que A se prolonge pour définir un opérateur de H!(Q2) dans
1
(H'(Q)). ”
A est monotone et coercif. En effet grace & (1.1.3) et (1.1.12), on a :

< A(p)—A@'),p—p' > = /Q a(z)(V(p-p')).V(p — p')dz +
(1.2.5) + /S (B(z, = p') = B(z,9 — p))-(p — P')do(z)
_ 2
22 [ IV A

De plus, il est clair que A est continu sur les sous-espaces vectoriels de dimension finie.

Ainsi A définit une bijection entre V et V' (voir [F]).

Pour tout v € L?(Q), 'application ¢ — — / a(z)(He(v)e).VEdz définit visiblement
Q

une forme linéaire continue sur V. On en déduit que pour tout v € L%(Q), il existe un
unique p, € V tel que :

pe €V
{ < A(pe),E >= —/Qa(a:)(He(v)e).Vﬁda:.

12



On considére maintenant, I’application F, qui & tout v € L%() associe l'unique
solution du probleme : ‘

pe €V, < A(p),E>=— /Q o(z)(Ho(v)e).Vedz VEEV.

Ainsi pour prouver Pexistence d’une solution pour le probléme (P.), il suffit de montrer

que F, admet un point fixe. Pour cela, on vérifie les conditions d’application du théoréme
de Schauder [GT]. C’est & dire que :

(i) F. est continue
() 3R >0 tel que F.(B(0,R)) C B(0,R) C L*() -
(iii) - Fe(B(0,R)) est relativement compact dans L?((2).

* F, est en fait lipschitzienne, en effet :

Soit pi! = F.(v;) i=1,2. p2— p! étant fonction test, on a :
F 4

< A@) -~ A2 - b > = = [ @) ((Helon) ~ Hulon))e)- V0t — pl)ie

< /Q la(@)-|He(v2) — Ho(on) V(22 — pb)lde
[4

<< / o2 — v V(2 — p})\de
€ Ja
C

< glvz —vil2,0.1p% — P12

D’apres (1.2.5), on déduit :
C
ng —P:|1,2 < ;\'|U2 — V12,0

D’ou (i).

* D’autre part on a :

A /Q V(pe — @)2 << Ape) = A(),pe — 0 >
=< A(p€)ap€ >—-< A(pe),tp > =< A(‘P),pe - Y >

< - /Q o(c)(He(v)e) Vpedz — /Q o(2)(Vp.) Vipds
+ [ Blayo - pe)pdola) - / a(2)(V0).V(pe — p)dz
Sa Q

+ /S B(,0)(pe = )do(z)

13



A [V =) < - [ @) H)) Vo= ) — [ ala)He(v)0). T
. - / a(z)(V(pe — ¢))-Vedz - / a(z)(V).Vidz
Q Ja
- [ @O I~ )z + [ (Blap =P - Blz,0) pdo(a) +
Q Sa .
+ [ Bz 0).pdo() / B(2,0)(p. ~)dof)

En utilisant des arguments élémentaires tels que ’hypothése (I.1.2) sur a, ’hypothése
(I.1.11) sur B, 1’1nega11te de Holder, la continuité de l’apphcatlon trace sur .5’3, il est facile
d’établir 'inégalité ci dessous :

1/2 “*
A 196 =) < o [ V- e)) " +¢
Jo Q :
On en déduit alors que : lpe —ph2 L ¢ d’ou (ii).
F

+ F.(B(0,R)) C B(0,R) C H*(R2) est relativement compact dans L*(£) [Ad].
D’ot1 le théoreme. ) :

C.Q.F.D.

Théoréme 1.2.3:  La solution p. de (P.) est unique, p. > 0 p.p. dans Q et 'application
@ +— p. est croissante. .
Deplussi 8Q = S;USUS; = SUSLUS; avec S5 CS; S CS) et S3 = 53
alors p < p, |

ot p. et pl.sont les solutions du probléme (P.) correspondant a S, et Sj respectivement.

Preuve :

i) Montrons que ¢ —+ p. est croissante et p. est unique.

Soient p!,p? des solutions de (P.) correspondant respectivement & ¢; et ¢s.
On suppose p; < @s.

Posons ¢, = p} — p? et considérons la fonction test £ = f5(ge) ol fs est définie par :

fo(z) = (1 - £)+x([0,+oo[) et §> 0.

14



Nous

e

et

/a(a:)(Vpi).V.fda: = -—/ a(z)(H.(p!)e).Védz + / B(z, i — pi).bda(z) i=1,2.
Q Q Sz -

Donc

avons :

V¢ = f5(¢.)-Ve. = 6x(lge > 5])ngs

€

/ a()(Vg:).Vede = — / a(z)(Ha(pl)e — Ha(p2)e).Véda +
Q Q )
+ /S (B(z, 1 — pl) — B(z, 02 — p?)).bdo(z).

Nous

car ¢

avons

/ (BLar1 = PH) =Bz 72 = £1) £do(z) =

/ ~ (B(z,p1 — p}) = B(z, 02 — p})) £do(z) < 0
S3n[pl>p2+9] )

> 0 et B est croissante.

En remplacant V¢ par son expression et en posant A = |alo, on obtient :

[ saave)Teas < 2 [ 10 e
[ge>9] qe € Jg.>¥) Qe

car H, est lipschitzienne de rapport 1/e.
- Grace a (I.1.3), on déduit :

soit

Ona:

[ge >8] IR [ge>6) € Qe € [ge>6] T2

/ Ve.? o o A%
dz > 3.
[q: >6] q€ A €

2
/IVln(1+ O =)’ dz —/ Vel g,
[Q¢>5] qe

En appliquant P’inégalité de Poincaré [Brl], on obtient :

/|ln(1+ i)l )|2dz <e

15



ou c est une constante indépendante de é.

Enfin, on fait tendre § vers 0. On obtient
ge <0 p.p. dans £,

ou encore
pl <p? p.p. dans Q.

Pour ¢; = 2 on obtient :

P. =p. Pp-p-dans .

i) Montrons que p, >0 p.p. dans Q.

On prend ¢ = p_; comme fonction test. Donc
‘ ’

/ o(z)(Vpe).Vprdo + / o(a)(He(pe)e).Vprde = / B(z, ¢ — p7)prdo(z),
Q Q S3 .

soit
/Qa(:c)(Vp:).Vp;dz = —-/S B(z,o — p_).p, do(z) < 0,
3
les relations (I.1.3) et (1.1.13) donnent / |Vp; |*dz < 0.
Q
Donc

Vp, =0, dou p;  =0carp.=0surS;, parsuite p.>0 p.p. dans Q.

~ 1ii) Montrons que S C S = p. < pl.

On pose ¢. = p.—p. et &= fs(qe).
On constate que €€V NV ou

v={vem@/v=0sw 5}, V' ={veH(@/v=0 s 5}

donc £ est fonction test pour les deux probléemes.
On obtient le résultat en procédant comme en i).

C.Q.F.D.
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Maintenant, on est en mesure de prouver le théoréme 1.2.1.

- Preuve du théoréme 1.2.1:

Nous avons déja établie dans la démonstration du théoreme 1.2.2 que :

|Pe|1,2 <ec

avec ¢ constante indépendante de ¢.

En utilisant la réfléxivité de H'(R) et le théoréme de Rellich [Ad], il existe une sous-suite
e, et un élément p € H'(R), tels que :

pe, — p dans H(Q) faible, pe, — p dans L%(Q) fort
Pe, — p Dp.p. dans pe, — p dans L%(S;) fort.

De méme 'inégalité
|He(ps)l, <1

permet d’affirmer Pexistence d’une sous-suite (H,(pe,)) et d'un élément x € L*(Q) tels
que : :

H. (p.,) — x dans L?*(Q) faible.

(On note & la sous suite telle que toutes les convergences ci-dessus aient lieu.)

L’ensemble K; = {v €V /v(z) 20 p.p. dans Q} est un convexe fermé fort de

H(Q), donc K, est faiblement fermé. Par suite on a :

peEK, donc p>0 pp.dans Q et p=0 sur S.

L’ensemble K, = {f € L2(Q)/0< f<1 pp. dans Q} est un convexe fermé
fort de L?(Q), donc K, est faiblement fermé. Donc

x€K, e 0<x<1 p.p. dans Q.

D’autre part on a :
H. (ps,) — 1 dans L3*([p>0]) fort

H,., (pe,) = X dans  L*([p>0]) faible,

donc | . ‘x =1 pp. dans [p > 0].

17



Pour finir la démonstration du théoréme, il nous reste a vérifier I'inégalité (i::) de (P),
- soit-

/ a(z)(Vp + xe).Védz — / B(z,p —p).tdo(z) < 0 VEe€ HY(Q), V€ > 0sur S,.
Soit alors ¢ € HY(Q), £ > 0 sur Sp. Soit § >0, ¢ /\ = € V est fonction test, donc :

[ a@xr)vEntas+ [ a(z)(He(pe)e).v(sA%dm - [S Bz p=po)enEdoo),

soit
Pey,
4& %]a(a:)(Vpe).Védx + /ﬂa(z)(Hs(ps)e).V.(fA —‘S—)da: =

=

_ Pe, o\ _ 1
= [ B penTio) = g [ gy a@)(Tr)Tpeds

< [, Beo=pen Fedo(a),

Par la formule de Green [GT], on a : ’

/ a(z)(He(pe)e)-V (A 55 )a / div(a(z)(He(pe)e))-(€ A p‘)
De
+ /a _a(e)(He(p)e)-(¢ A B wio(a)

ol v désigne le vecteur normal sortant & 9.

Comme

E/\%——»{ p.p. dans [pe >0] quand &§—0,

en appliquant le théoréme de Lebesgue, on obtient :
lim /Q (@) H.(pe)o)-V (€ A B = - /Q div(a(c)(Ha(pe)e)) £de
+ [ a)(Hlple)bvdo )
on
- /9 a(z)(He(pe)e).Véda.

D’autre part, on a :

/ B(e, o — pe)é A Pdo(z) = / B(e, o — pe).£ A Pedo(z)
S5 é Ssnlpe>0] 6
+ / B(z, 0 — pe).(€ A 0)do(z)
Ssn[P¢=0]
_ Pe
< /S oy Hme = PN (@)
+/ ,B(m,cp—pe).ﬁda(:c),
S3ﬁ[p¢=0]

18



donc

,_hmsup / Bz, —pe)E AL da(x)< [ Bee-potdoa)

San[p. >0]
+ B(z,¢).Ldo(z)
S .‘ San{p. =0} S
=[gﬂ(?,¢‘Pe)-§dU(x),

d’on

/a(z)(Vpe).Vﬁda: +/a(x)(H€(p€)e).V§d:c < /5 B(x,¢—p€).§da(x):~

&

Faisons maintenant tendre ¢ vers 0, on a :

hrn/ a(z)(Vpe) Védz = hm/ Vpe.ta(z)(VE)dz = /Vp a(z)(Vﬁ)d:c
= /Qa(x)(Vp’;.Vﬁdx.

De méme 7
lﬂLa(z)(H,(pe)e).Vﬁdx = l@)/{zHe(pe)e.ta(x)(Vf)dx = /Qxe.ta(z)(Vf)da:
= /Qa(a:)(xe).VEda:.

D’ou /Q a(w)(Vp + xe).Védz < /Sa B(z, ¢ — p).£do(z).

C.Q.F.D.
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1.3 . Quelques propriétés :

‘e

Dans cette partie, on donne des résultats analogues & ceux démontrés dans [CC2] dans
le cas ou a(z) = I,,, olt I, est la matrice unité d’ordre n et on établit d’autres propriétés.

Proposition 1.3.1 :  Soit (p,x) un cdup]e de sé]ution de (P). Alors, ion a au sens des
distributions :
(1.3.1) : div(a(z)(Vp+xe)) = 0
Ox ’ '
.3. - < .
(13.2) 5y = 0

ou v = a(z)(e).
Preuve :  1- Soit £ € D(Q), +£ étant fonction test, on a :
/Q }f_(x)(Vp% Xe).Védz = 0
d'od o
div(a(z)(Vp + xe)) = 0.
2- Soit £ € D(R), f > 0. Pour tout € > 0, £ H.(p)¢ est fonction test ( H,.(s) désigne la
fonctxonsn——>1/\—)etona g
€

/Qa(w)(vp+xe)-V(Ha(p)£)d$ =0

/ HE(P)a(fv)(VP)-Vﬁ+H2(P)€a($)(vp)-vp+/ a(z)(e).-V(He(p)¢) =

J, B@ate T3 - [ dina@) e < - [ HPaleN TR0

| Beo)ata)¥9).V¢ - [ xdiv(a(e)@)Eelo)t <0
En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient :
[ a)(p).VE - | xdiv(ata)eNe < 0.
Q Q

Soit
div(a(z)(Vp).VE€) + xdiv(a(z)(e)) > 0.

En utilisant (I.3.1) on obtient
xdiv(a(z)(e)) — div(xa(z)(e)) 2 0
d’ou (1.3.2).

C.Q.F.D.
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Remarque 1.3.2: On déduit de (I1.3.1) et des théorémes de régularités voir [GT] ou [D.L]
que p € C%*(QUS,). En particulier p est continue sur QU.S; et [p > 0] est ouvert. De plus
si Vi, j aij € C®(Q) (resp. est a.nalythue) alors p € C°([p > 0]) (resp. est analytique sur

)

Remarque I.3.3: On introduit la trajgctoire :
dz
2 = a(2)(e)
z(0) = zo.
On déduit de (I1.3.2) que : -
o) _§ 0x dii_0x
61:, at T v T

Par conséquent, y décroit le long des trajecto{res t — ().
q g

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que  est verticalement convexe c.a.d :
(1.3.3) Y(z',z,),(z',zh) € @ lesegment {z'} X [za,2z],] C Q.

On fait également les hypotheses suivantes:

(1.3.4) ain(z) = 0 VzeQ Vi=1,..-,n—-1

(1.3.5) '/%Amwdwago Vo € HYQ), 20
Q

Proposition 1.3.4 :  Soit (z(,zon) € [p > 0] alors il existe ¢ > 0 tel que :

p(e’,z,) >0  V(z',z,) €C.

ott C, est le domaine {(x',:cn) €N/ —zhl<e, n < zon +5}.
Si p(zg,zon) =0 alors (20, 2n) =0 Y(zh,2n) € Q, VI, > Zon.

Preuve :

L’ensemble [p > 0] étant ouvert, il existe € > 0 et une boule B, = B((zh, zon), €) tels
que : ‘

B.Clp>0).
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On a donc x =1 p.p. dans B, et comme

dx

N
. % = ann(z‘)b-x—xn S 0

on a donc x =1 p.p. dans C,.

De ’équation obtenue en (1.3.1) on obtient

div (a(z)(Vp)) = — o ,SO dans C.

donc p > 0 dans C, par le principe du maximum [GT)], [DL], [R2].

C.Q.F.D.

On définit comme en [CC1] une fonctioil sur 74 (Q)
' sup{ zn : (z',7.) € [p>0]} si cet ensemble est non vide
(1.34) &(z') =<
s—(z") sinon

ou 7, est la projection sur ’hyperplan [z, = 0] et ol la fonction s_. est définie par

s—(z') = inf {z,:(z',2,) €Q Vz' € 7,(Q)}.
De méme on définit la fonction

s+(z') = sup {zn:(z',2,) €Q V' € 7(Q)}.

On supposera que les fonctions s_ et s sont continues sauf sur un nombre fini de courbes.

On a alors comme en [CC2] la proposition ci-dessous :

Proposition 1.3.5: & est semi-continue inférieurement sur m,+(Q) et on a :

>0 = [z. < 8(z")].

Preuve : preuve analogue a [CC2].
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A présent, on donne un théoréme important qui généralise le théoréme 3.7 de [CC2]
et qui sera utilisé & plusieurs reprises. On supposera par la suite que le coefficient a,, de
la matrice de perméabilité a est continue sur §2.

Théoréme 1.3.6 :  Soit (p, x) une solution de (P), et C}, une composante connexe de
[p> 0] N [zn > h] telle que 7wz (Ch) N 7er(S3) = 0.
Sion pose Zp = QN (7(Ch)x]h,+o0[) on a alors :

/ a(z)(xVp + x%e).e < /Z a(z)(Vp+ xe).e < 0.

Zy

Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.3.7 :  Sous les hypothéses du thdoréme L.3.6, soit ( une fonction positive de
HY(Z,)NC(Z4) telle que ( =0 sur [z, = h). On a

/Z a(@)(VP).VC + X([p > 0)ann(z)Can < / (annQ) (', B(z"))da'.

= (Zp)

Preuve :  Soit € > 0 et soit £ = x(Z4). min(p,e¢) = min(x(Ch)p, ().

¢ est fonction test, on a alors :
[ @ nTpref @O+ [ am@min,ed)l, <0
ZnN[p<Led] ZnN[p>e&(] Zh
it [ x(lp> ea@)(VP)YC + x(lp > Wann(a) min(2, Oy < 0

/Z x(lp > €C)a(z)(V9)-V¢ + x([p > 0)ann(z)Ce, < |
< [ x(lp> Masn(a) (¢ ~ min(2,0))
= /Z x(lp > Oann(=)(¢ - £) "

Tn

D’apres la proposition 1.3.4, on a :

&(z')

[, x> ohaum@)(c-2), d= = [ s | (@nn(c=2) e, am)dan)da’
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®(z') p
L (e B) Jehemien = [7 (amn(c=2)"), @ enrim

) - /,. " (@), (¢-2)"do,

+
Utilisant la continuité absolue en z, de (a,m.(C - g) ) (voir [Sc] p. 57 ) pour presque
tout z' de 7,/(Z;) tel que ®(z') > h et pour é assez petit, on a :

L2 (o= )2 )i < (onn (- 2) Y0 0

En faisant tendre é vers 0, et en tenant compte de la continuité de a,, et de ( on a pour
presque tout =’ de 7, (Zp)

/h@(z") (ann (C- Ig)*)zn(z',xn)dzn < (annl)(', B(a")).

On a alors

r

/Z x([p > eC)a(2)(Vp)-V¢ + x([p > 0))ann(2)Cendz < [ (me, 8"

£ (Zh)

-/ o /h“"”" (ann()), (¢~2)"den

d’ou le lemme en faisant tendre ¢ vers 0.

C.QFD.
Preuve du théoréme 1.3.6 :
Notons qu’il suffit de prouver la seconde inégalité, en effet :
a(z)(xVp + x%e).e = a(z)(Vp).e + x*a(z)(e).e
= a(z)(Vp).e + x’ana(z) car x =1 sur [p > 0]
< a(z)(Vp).e + xann(z) car 0 < x < 1let aps(z) >0
= a(z)(Vp + xe).e. :

d(z', A)

Soit alors  a.(z',z,) = min (—s—’ 1) ou d est la distance euclidienne de R®~! et A

est le complémentaire de 7,/(C})) dans R*~!, On a :
/ a(z)(Vp + xe).edz = / a(z)(Vp+ xe).V(zp — h)dz =
Zy Zn
_ /Z a(z)(Vp + xe) . V(ac(zn — h))dz + /Z a(@)(Vp + xe). V(1 — ae)(zn — h))de
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a.(zn — h) étant fonction test, nulle sur S3, on a :

/ a(z)(Vp + xe).V(ae(zn — k))dz < 0

h

d’autre part

/Z a(z)(Vp -Iixe).V((l — ae)(Tn — h))dz = / a(z)(Vp).V((1 — ac)(zn — h))dz

Zn

+ x([p > 0ann(®) (1 - e)(ea - )

+ / (x = x([p > 0]))ana(z)(1 — @;) (car a. ne dépend pas de z,).
Zn e

ZTn

D’apres le lemme 1.3.7 on a :

[, ae)XVR)9((1 = a)zn = )z + x(1p > Daan(a) (1 - ac)zn — 1)

<)
7r$

Enfin en faisant tendre £ vers 0 et en utilisant le théoréme de Lebesgue, on obtient 'inégalité
recherchée.

In

(amn(1 = a))(&', B ). (8(2") = h)de'

1(zp)

C.Q.F.D.

On a le théoréme analogue suivant :

Théoréme 1.3.8:  Soit (p, x) une solution de (P). Soient (a;,h), (b;,h), i=1,...,n—1
2n — 2 points de ) tels que :

p=0 sur ([z; = a;]U[z; =b])N [z, > h] Vi =1.,n—-1L

n-—1 .
Si on pose Z, = QN (H]a,-,b,-[x]h, +o0[) et on suppose mz1(Z4) N7y (S3) = 0,
' i=1 )
alors on a :

/ a(z)(xVp + x%e).e < / a(:c)>(Vp+xe).e <0.
Zh 4 :

h

Preuv'é.: Analogue a celle'du théoréme 1.3.6.
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Dans la suite, on suppose qu'il n’y a pas de parties imperméables au dessus de 2.
Autrement dit, on suppose que le graphe de la fonction s est formé uniquement par les
parties S, et S3 de 0N).

O1l posera
so(x) =s4(2') si 2’ € w(S2)
s3(z')=s-_(z') si z'€mp(Ss).

On a alors les résultats suivants : -

Théoréme 1.3.9: Soit (p,x) une solution de (P).

On suppose ¢ =0, et on prolonge f sur Sy par : f(z,0) =0 siz € S,.
Soit zo = (z}, Ton) un élément de Q et B, = B.(z,r) C Q.

Si p = 0 dans B,, alors on a :

X = ﬂ((x’, 3+($'))’ ‘P(xl’ 3+(xl)))
ann(z', xn_)uzn (2!, s{z"))

p-p- dans D,

ot Dr={(:v',:cn)€Q/|z'-—a:(,|<r et z0n<mn}UB,.

Preuve : On peut toujours se ramener aux cas ol
Ty (By) C e(S2) ou  mp(Br) C my(Ss).

On sait déja par la proposition 1.3.4 que p = 0 sur D,.
(i) me(Br) C 7y (S2) |
Appliquons le théoréme 1.3.8 pour des domaines Z, C D,. On a donc :

0 S/Z a(z)(xe).e = L a(z)(Vp + xe)e <0

/ xaﬁn(m) =0 donc x=0 pp.dansZ; etdonc x=0 p.p. dans D,
VA

ety = B((z', 54+(z")), p(2', 54 (")) ;:ar B(z,p) = B(2,0)=0 sur S..

ann(xla $n)”x,.($’a 3+($l))

(i1) 7T,,I(B‘,-) C 71';,;!(53) v
Soit Z, C D,. Ona div(a(z)(Vp+xe)) =0 donc (apn(z)x)z, =0.
On en déduit que :  ann(2)x(z) = f(z). |
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Soit £ € HY(Z): € = 0 sur 82, N Q. Alors x(Z)¢ est fonction test et on a :

“ | /Z qnnxi;n = /a ZhnSaﬁ(w,go)g.

Or L annxgxn = /; (annXE)zn = AZ s a‘nn(m)X£an.
' Bz, ) Z.h

d'oll  anpn(T)xV2, = B(z,0) et x(z) = a2 p.p. sur
nn Tn

et par suite p.p. sur D,.

C.Q.F.D.

Théoréme 1.3.10 :

Soit (p,x) une solution de (P). Soit £o = (24, ZTon) = (Zo01,...,Ton) un point de Q et
B, la boule ouverte de centre zo et de rayon y de Q. Alors, pour tout i € {1,...,n -1},
on ne peut avoir les deux situations suivantes :

0 {p(z',:cn) =0 Y(z',z,) € B, N[z; = z0i

p(z',z,) >0  V(z',z,) € Br, zi# zoi

Gy p(z',z,) = 0  V(z',z,) € By N[z; < 20i] (resp. By N[z; > zoi])
11
p(z',zn) >0  Y(z',z,) € B, N[z; > z0i] (resp. By N [z; < zoi])

Preuve : (i) Soit £ € D(B,), £ 20, de (1.3.1) on déduit

[ at@)Vp+xe)-ve =
B,

Ona x =1 p.p. dans B, donc : f a(z)(Vp).V¢ = —/ ann(z)éz, 2 0
' B, B,
d’aprés (1.3.3). '

On en déduit par le principe du maximum ( voir [R2] ou [GT} ) que p > 0 sur B,, ce qui
contredit (i).

(ii) De méme pour { € D(B,),£>0,onapourie{l,...,n—1}:

Lra(m)(VP).VE = —-/Bra(a:)(xe).vg = _Lranntm)xgzn

— a .\:L' -’B((a"'as+(1")),90(1,",3+($')) — ] ] .
_. L nn( ) a,,.m(a;)yzn. Ezn /B+_ nn(- )frn

ri ri
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ou | B, = B.N [z: < zos), B;':,- = B, N [z; > z0;]-
CAHCIY.CRNED Py g CRNC VLR P

“JB- Vg, . Vg

r, n

L, conten = [ aoneen

*

Bt
R

- 0 sur B;,' ;

ann étant croissante en z,, il en est de méme pour é,, donc - / Gnn(z)éz, < 0.
r

Fr

D’ou . /'a(a:)(Vp).V{ > 0.
By

De méme le principe du maximum entraine p > 0 sur B, ce qui contredit (ii).

C.Q.F.D.

F 4

Théoréme 1.3.11 :

Si application ® est continue sur 7, () sauf sur un ensemble de mesure nulle, on a :

o = B se (@) e(es4(@)) (i- ﬂ((w',s+<z')),so(w',s+(w’>>>),x([p > 0]).

nn(Z', Tn)Ve, (7', 54(2')) Gnn(T', Tn)Ve, (2, s4(z"))

Preuwve: Ona [p>0] = [z, < ().
Soit (z',2,) € [z, > ®(z')] alors la continuité de ¢ entraine 'existence d’une boule B,
centrée en (z',zy,) et inclue dans [z, > ®(z')]. C’est & dire B, C [p = 0] et donc d’apres

B9 gans B..
nn(Z)Vs,,

Soit (z',25) € [zn < B(z')) on a p(z',2,) >0et x =1.

le théoréme 1.3.9ona: x =

L’ensemble [z, = ®(z')] étant de mesure nulle, on a donc

X = —M + (1 - M)X([xn < ¢I>(:I:')])

Unn(T)Ve, Cnn(Z)Vz,
_ Bz, ) __B(=z,0)
"~ ann(2)vs, + (1 ann(a:)vz")X([p> o))
wee | B@#) _ B s4(x), o(e!, s4(2"))
Ve, u;,,(:p’,\s+(x’)).

C.Q.F.D.
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Voici maintenant un théoréme qui jouera un role essentiel dans les preuves de résultats
d’unicité. -
Théoréme 1.3.12 : ( Un théoréme de comparaison )
Soient (p1,x1) et (p2, x2) deux solutions de (P).
Soit ®; (i = 1,2 ) la fonction associée & p; par la formule (1.3.6).
On suppose que mx(Ss3,j) N7e([pi >0)) #0 Vi=1,2 Vj=1,...,N.
Si @, et &, sont continues sur w, () sauf sur un ensemble dfe mesure nulle

et si u — B(z,u) est strictement croissante p.p. sur S3, alorson a: p; = p; sur Ss.
Pour démontrer ce théoréme, on aura besoin de deux lemmes.

”_
Lemme 1.3.13 :  Pour tout { € H}(Q)NC(R), (>0 ona:

/Qa(x) (V(pi — po)+(xi — x0)e).-V{ <
< /.ann(l",éi(l'l))(l_ ann(w’ﬂ,(;léc)’))lfz )C(fcl,‘l’i(""))dm’

ot D; = {:c' € 1o () ] Bo(a') < CI',-(:E')} i=1,2.

Po = min(Pl,?z), xo = min(x1,x2), et Po=min(P;,?;).

Di — Po
£

Preuve : Soit ¢ > 0. La fonction ¢ = min (C , ) est fonction test et on a :

/Qa(w)(v(pi — ;) +(x: — xj)e)-V€ = / (B(z, ¢ — pi) — Bz, — pj))¢.

Sa

Il suffit d’intégrer sur [p; — po > 0] sur lequel on a py = p;. Donc

/a(w)(V(pe—po)+(xi—Xo)e)-V£ =/ (B(z, — pi) — B(z,0 —p0))€ < 0
Q Ss :

| a@i-m) e+ [ @)V 20) o= o) +
[Pi—po>e(] [pi—po<e(]
' pi —po\*
t [ ann@0 =306, = [ am(@a=x0)(¢ - 2TE) ] <0
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Orsur [pp >0l onap; >0, xi=xe=1, sur [pp=0] onay, = ——ﬂ—(-:-c—’-(f—)—— Donc
. . : arm'(:c)”z,.

€

Bz, 50
B /[,,,.>,,0_] (- amffx;jin)am(x)(c - Boboyt

= [ (ot 220y (- 2oy

n

/[P5>Po](Xi - XO)énn(x) (( B u):n =

B(z,e)
ma X0 = g, S 1 dene anel(e) 2

D’autre part, on a : |
®i(z") 2, 5. (z"), .
. Lo(z,) (ann(w) - ﬂiin(x,j—;():zl)‘;)) (C P : Po):"dxn _
®:(z') 2 sy (z), .
Joe ((“'""(””) ) ﬂ,(,i,,(z'fs(J,();)f)) (¢~ %‘@Y) o
&:(z') B
- [ (o), (6= B

En utilisant la continuité absolue de

(ann(m) _ ﬂ((x’,slziz’))"P)) (C _ u)+

Bz, 9):

€
on obtient
L HED! 2, s (2"), . 1o
[bow) ((“’“‘(””) ) ﬂii,.(x'f;()w)')f)) (¢- ?"el)+> Lo
(om0 - EEZEZR) e i)
Donc

B((z',s4(z"), i — Do
][mpo](a,,,,(x)_ (sl )y (¢ pmo)”

Von(51(") :

Po(2z’)

pdi(z") ' 5. (z"), o
) ((“'"‘(x)‘ﬂiixx'i()z')f))(c"LEP_O)+>I,.dw"

. - /D daf [:(()) (a,m(x))%(c—p‘;p")*d;,,
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Soit

Ve, (2',54(2"))

< /D'. (ann(@",q’i(xl)) _ ﬂ((xl’s'*(z,))’so))((x',¢,~(:c'))d:c’

Veo (2, 54(2'))

4’(1) . +
—/ da:/ a,m(a:) C—p' €p°> dz,.

®o(z')

Par conséquent

[ = xamn(e) (¢ - BER) ae <
[pi>po) In .
< /;i (ann(z',fbg(:c')) _ IB((‘T a3+(‘7’ ))a‘r’))c(xf’¢i(xl))dzl

Ve, (2, 54(2"))
i—po\ T
o [ ), (2R
. /[,, e a(z)(V(pi — po)) V¢ + /Q ann(Z)(Xi — X0)Czn

, _1 o) (Vo — o).V —
sz f =) Vi) ¢

+ /; (ann(wl,q)i(l',)) _ ﬂ((x',3+($,))’ @))C(xl,q)i(:t/))dwl

Vg, (2, 54(2"))

i — Do
- /[Pi>P0] (ann(x))rn(c - € ) de

= /D (ann(e", @:(a") - ﬂﬁfl(’;l(f()ﬁi)f))ﬁﬁ’,<I>z-(w')>dx'

oy (@), (B2 e

En faisant tendre € vers 0, on obtient le lemme.

C.Q.F.D.

Lemme 1.3.14 : Sous les mémes hypothéses, on a pour tout { € H(Q) :

[ @) (T =)+ (= x0)9) Vs =0 i=1,2

Preuve : Soit ( € C*(Q), (=0. Dy = {(m',xn).e Q /) Bp(z') < zq < sH(2") }
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_ d(.'t,Ao)

+
Posons :  as(z) = (1 5 ) §>0, z=(2',2za) Ao=[po>0].Ona:

:/{; a(:c)(V(p,- — po)+(xi — Xo)e)-VCdZ = /Q a(:c)(V(p,- —po) +(xi — Xo)e)-v(aes()dﬂf
+ [ al@)(V(e: = ) + (s 00)0)-V (1 = as)C)
Q _
D’apres le lemme précédent, on a :
| a(@) (90 = po)+(xi = x0)e) F(ast)ir <
B(z,¢)

< om0 (1~ o B ) (a0 i)

- (1 — as)( étant fonction test, on a :

. / a(z)(Vpi + xie) . V((1 — as)()dz < / Bz, — pi)(1 — ag)(dz
Q Y Sa

on a aussi :
/ a(:r:)(Vpo + er).V((l - ag)C)da: = / ann(Z)X0 ((1 - a,s)C)z"dm
Q [po=0]
_ B(z, ) _ Bz, )
=/ —;I—n—-—((l -as)), = /Do (—V_z_,._(l - aa)C)zn
- / B(z,¢)(1 - as)C + / Ba) 1~ as)iu,
SaN[po=0] [zn=%0(z")] Vzn
= [ Bae)i-as
SsN[po=0]
donc

[ 6@ (V0 = ) + (3 = x0)e) ¥ (. - as)C)de <

<[ (Bee-p)-Bee-m)-al+ [ A -p1- e
San[po=0] S3

N[po>0)
<0 car [ est croissante et as = 1 sur A,.

D’ou
/Q afz)(V(pi — po) + (xi — x0)€)-V¢de <

- , ,3(115,(,0) ) o ,
< /D.- ann(l'laq)z(ﬂfl))(l - ann($',¢i($l))1/1-n)(aac)(x ,®i(z'))dz’.

En faisant tendre 6 vers 0, on obtient : / a(z)(V(pi = po) + (xi — x0)e).V¢dz < 0.
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Remplagons { par M — { avec M = sup(, on obtienf :
) ,

/Qa(x)(V(Pi —po) + (xi — X0)e).V¢dz = 0, V(e CY(Q),(>0

par densité, ceci est vraie pour tout ¢ € H'(Q), ( >0. .
Pour ¢ € H'(Q) quelconque, on pose : { = (* —(~

¢t,¢(” >0 donc /(;a(:t)(V(p,- —po) + (xi — x0)e).-V¢Edz = 0,
d’ou /(;a(a:)(V(p,- ~po) + (Xi — Xx0)e).V{dz =0, V¢ € HY(Q). "
| | C.Q.F.D.

Preuve du théoréme 1.3.12 :

Soit £ € HY(Q) £ = 0 sur S,. D’aprés le lemme 1.3.4, on a :

/Qa(a:)(V(p, _pO) + (Xt - Xo)G)Vfd&I = 01 1 = 1v2
Donc /(;a(a:)(V(pl —p2) +(x1 — x2)e).Védz = 0.
Or /Qa(:t)(Vpi + xi€).Véde = /-5'3 B(z,p — pi)¢

ot / (Ba,p —p1) — Bl ¢ — p2))€ = O,

Sa

ce qui entraine f(z,9 —p1) = B(z,9o —p2) p.p. sur Szdout p; =p; Pp.p. surSs.
| - C.QFD.

an(z) 0 ) |

On se place dans le cas oit n = 2 et on suppose a(z) = ( 0 aga ()
22

On a alors :

Théoréme 1.3.15 :

Soit (p, x) une solution de (P). Alors la fonction ® est continue sur 7 (S3).
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Preuve
 Soit zg = (z},z02) € 2N Jp > 0] avec 2§ € m,/(S2). Soit £ > 0.
Ot a p(z9) = 0 donc il existe une boule B./(zg) (¢’ < €) telle que p(z) < e Vr € Bo(zo).
D’aprés le théoréme 1.3.10 (7), il existe z = (z,22), T = (TF',F2) € Ber(w0), 2' <y < T’
tels que p(z) = p(Z) = 0. .
Soit h = sup(z2,%2), 2Z = (Jz’,T'[x]h,+oo[) N Q.
Soit g =(e¢+h - z2)t et £ =(p—¢)*. Ona € =0 sur 8Z, donc en prolongeant ¢ par 0

sur Q \ Z, ££ est fonction test et on a :
[a@) @40 ¥0-0 =0 @ -
[ @)(Va+xlo> 0}V - 9 =0 @)

(1) - (2) donne :

4

/Z a(@)(V(p - ) V(o - )" + a@)((x - x(lg > 0)e).V(p—g)* = 0
soit

/ a(=)(V(p - )M)V(p - )t + / a(z)(Vp).Vp + a(z)(xe)-Vp = 0. (3)
ZN{g>0]

Zn[q=0)

~ D’aprés le théoréme 1.3.8 on a :
/ a(z)(x.Vp + xZe).e < 0. (4)
h4e
En additionnant (3) et (4) et en utilisant (1.1.3), on obtient :

A V(p— ) + A / P2 + (pey + X)? < 0.
ZN[g>0] Zhte

. DoncV(p—¢q)t =0etp<gdans ZNh<zy<h+¢],doncp=0sur ZNfzy > h+el

On en déduit que ®(z') < h+¢e < B(zy)+2e Vo' €]z’ — &', T + €[ et ® est s.c.s donc
continue en zg.

C.Q.F.D.

On suppose an; =0, z=1,...,n—1et f(z,u) = B(u) strictement croissante. On a
alors le résultat suivant :
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Théoréme 1.3.16 :  Soit (p, x) un couple de solution de (P).

| i) W Si B(¢) > ann(z)v,, sur une boule B, C 7z(S3), alors on a
p>0 e x=1 pp. surlecylindre (B.xR)NQ.
ii)  Si B(p) = apn(z)vz, sur une boule B, C 74 (S3), alors on a

x=1 p.p. surlecylindre (B, xR)NSQ.

Preuve : On donne tout d’abord une preuve dans le cas ou a(z) = I,.

n-—1 .
# L L
i) Soit z{ € By et soit L > 0 tel que H]a:o,-”— 5 %0i + E[C B,.

=1

n-1
Posons a; = z¢; — g— et b; = zo; + g, Z = (H]a,-, b;[x]h, +oo[) N Q.
i=1

i fa_ = % et f(z)= (1:[ sin(m(z; — ¢;))) x sh(mvn = L(zn — h)).
! : i=1

Soit m =

On a B(p) > v,, sur B, on en déduit aisément I’existence d’un réel o > 0 tel que :
Bp(z',s3(z")) — af(a’,s3(2")) = vz, + aVf(2',s3(z'))v  Vz' € B,.

Posons ya = af(z) + B~ (vs, + aVf(2)0), Ppa=af(®), Xxa=Ll.

. Alors (pa, Xa) est I'unique solution de Pz, :

( Trouver (pz,Xxz) € H(Z) x L*(Z) tel que :
pz>20,0<xz<1, pz(1-x2z)=0 p.p. dans Z
pz=0 sur SZ=0ZNnQ

(PZ,04) . /; (Vpz + xze).Védz < /SZ ﬂ(‘Pboz - pz).do(z)

V¢ € HY(Z), € > 0 sur §7

| $Z = 02N Ss.
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En effet : soit £ € HY(Z), € > 0 sur SZ

/ (vpa + Xae)-vfdx _"/‘ Bpa ;pa)-‘f =
vz sZ .

_ Haf(z) + zn)
= —/ZaAf.{'+ /522 E» £+ [gg(ayf.u+uz"—u,"—an.u)£

= / (aVfv+uvg, )¢
sz
n—1
= ; —ma ./([z.-=ailu[”-'="‘])“sf (gsm(m(xj - aj))) fh(m\/n —1.(zn— h)).E -

n—1 ) :
- / amyn —1 H sin(m(z; — a;)).€ / £<0.
[za=h]NSZ e [en=h]NS7

Soit (pz, xz) une autre solution. { = (po — pz) est fonction test de Pz, et on a :

[, pe50a = 2) + (e =p2)50 = /.  Boa=pe)(pa = p2) (1)

/ Vp7.V(pa - pz) + X2(Pa — P2)en = / B(¢a—p2)(Pa—pz) = (2
z sz |

(1) = (2) donne :

/Z IV(pe — p2)I* + (1 — X2)(Pa — PZ)z, = /SZ (B(¢a = Pa) — B(pa — p2))-(Pa — P2)

. 3
<0 car 3 est croissante.

/ (1= x2)(Pa — p2)ay = ] (1= x2)(pa)e, >0 car 1—xz>0
Z Zﬁ[pz=0]

‘ n—1
et (Pa)en = (amvn—1) [[ sin(m(z: - a,-))) ch(mvn = 1.(za — k) > 0.

i=1
Donc V(py — pz) =0 p.p. dans Z.
- Comme po = pz =0 sur SZ, pa = pz p.p. dans Z
donc xz = 1 = o puisque pz = po > 0 p.p. dans Z.

Soit (p, x) une solution de Py .

. R
Posons : £ = { (P OP) jgz Q\Zz,

Alors +¢ est fonction test & la fois pour Pz, et pour Pg, :
/Z Vpa-V(pa — )" + (Pa = D)3, = /S , B(pa = po)-(Pa = P)* (1)
. 3
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/ Vp.V(pa = p)* + x(pa — p), = / B¢ — p)-(pa — p)* (2)
z , sz
(1)! = (2)" donne : | '
[ 190 = + (1= 0@a -2}, = [, (Bt =po) = B0 = D) (b= P
z sz :

<0 car 3 est croissante et po < .

Donc / V(pa )| + / (1= x)(Pa)ss < 0.
Z Zn[p=0]

Comme (1 —x)(Pa)z, = 0, on en déduit :

V(pa —p)t =0 p.p. dans Z (po —p)t =c=0 p.p. dans Z
_ ' donc :
x=1 p.p- dans Z N [p = 0] x=1 p.p. dans Z.
‘ p>pa>0 p.p.dans - Z
D’ou , ’
x=1 p.p- dans Z.
‘11 en résulte d’apres la proposition 1.3.4 que p > 0, x =1 p.p. dans le cylindre
n—1 I L n—1 L L
e O Nl ! . e
(H]xo. 5 , Toi + 3 [x]R) NQ VL >0, Vzy € B, tels que : H]:l:o, 5 ,Zoi + 5 [C B,

=1 i=1

donc aussi sur (B, x R).N Q.

ii) On suppose B(y¢) = v;, sur une boule B, C m,+(S3). On garde les mémes notations
qu’en i).

+(pa — p)x(Z) étant fonction test pour (P) on a :

/ V(pa = p)t.Vp + x(pa — P)i, = / Bl - p)-(pa — p)* (a)
Z . Saz

D’autre part, on a :

Bly _palsg) (

/ V(pa—p)*.Vpa + Pa—p)f, = f (B0 —pa) +aV i) (pa—p)* (B)
z v s2

Tn

ol Py sz désigne la trace de pq sur SZ. Pour simplifier, on remplacera. Pajgz PAr Pa dans

la suite de la preuve.
(b) — (@) donne :
[ 96—+ (BE=22 =) -,

= / (B - pa) — B(p = p)) (Pa — ) + / oV f.v)(pa — p)*
s T T s

3 .
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et puisque B est croissante donc,

[ (et ) ok, < [ @I - 2"

Vg

Don " 4
N G ) N O e
I AURIOR
Or
|5 (He=Pd )] = gt - po) - ﬂ(so)|<CVI:‘:=yi fe o)

et

Blo - pa . :
é/Zh[p>0] ( ((sznp ! - 1) (pa = p)+ B /Zg[o<pSaf] %(&OITP;) - 1) (@fzn = Pza)-

n

D’ol en passant 3 la limite quand a tend vers 0, on obtient :

/Zn[p=o] (%p:) >fz" =0

/ (1 - X)fl'n S 0'
Zn[p=0] »

soit
D’ot x =1 p.p. dans Z.

Dans le cas général, il suffit de prendre f solution du probléme suivant :
div(a(z)(Vf))=0 dans Z
f=0 surdZnQ
f=fo sur 532

" ou fy € C&(S;;Z), fo>0.

of

< 0sur 9ZNK et en
ov,

En effet par le principe du maximum on a f > 0 dans Z,
particulier ann(z)fz, > 0 sur 0Z N [z, = h].
On posera pa = af(z) + 7" (ann(z)Vz, + Cm(ﬂf)(Vf) v)
ou a est un reel strictement positif tel que
B(e(a',53(2")) — af(a, 33($’))) > Gun(@)Ve, + 0a(@)(VH(,sa(e"))w Ve’ € B,.
 C.QFD.
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On se place dans le cas ot n = 2 et on suppose a(z) = a(z'), Ss de classe C', alors
ona:

Théoréme 1.3.17 :  Soit (p,x) une solution de (P). Soit xy € m,:(S3) tel que .
zo = (2, 8(zp)) € Q et Ale) € [0,1[ au voisinage de . Alors le graphe de la

a2(z)vy,
fonction ® est de mesure de Lebesgue nulle au voisinage de x;. Si de plus on suppose que
Pona:a(z)=1I;et Bly) constante au voisinage de z},, alors ® est lipschitzienne et méme
Vg,

analytique au voisinage de zj.

On a d’abord le lemme suivant :

B(e)

a(z)vy,
au voisinage de z. Alors p est nulle sur un voisinage de (z,$3(zp)) dans Ss.

Lemme 1.3.18 :  Soit z} € 7,/(S3) tel que zg = (25, B(zg)) € Q et € [0,1]

Preuve : Soit € > 0 petit. Posons Z. = (Jzy — €, z( + €[ x| ®(xq) — €, +00[) N 2.

Soit f. I'unique solution du probléme suivant :

div(a(z)(Vf.)) =0 dans Z,
fe=fo surlZ.

ou fo(z) = s3(z') — 2.

On a B(p) < age(z)vs, au voisinage de z5. On en déduit Pexistence d’un réel a. > 0
tel que :
B(p) < axn(z)vs, + acla(z)(Vfe)v sur SZ¢ = S3 N OZ..

On a p(z¢) = 0 donc il existe une boule B.s(z0) (0 < &' < ¢ ) telle que :

p(z) < a, min(f.(z)) Ve € B,
T€Z,

D’aprés le théoréme 1.3.10 (i), il existe z = (2;,2,), T = (T1,T2) € Ber tels que :
z,<zp<F et p(z)=p(T)=0.
Soit alors h = sup(z,,T2). Posons :
Zo = (2, Ta[x]hy +00) N Q,  Pa, = aefe, o, = EX(Ze))-(P = Pa.) ™

On remarque que par le principe du maximum, on a : fe > 0 sur Z, donc sur Zer.
Comme p = 0 sur 32, N ([z' = z;]U[z' =71]), p < oefe sur 0Zo N [zy = R
donc £,, > 0 sur 0Z, N Q.
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/ a(z)(Vp+ xe).Véa, = / 2, Ble—p)a. (1)
Zer ' -Sg ¢

) /a(x)<Vpel+é).vca.= IO AT ORTHC
Z S,

¢! 8

(1) - (2) donne :

/ a(m)(V(p = Pa, ))V(p — Pa, )+ =

¢

Lo, (60 =) = (0cal)(T £+l

car B(p) < aca(z)(Vfe).v + ax(z)v.,
d’ott V(p — pa, )t =0 et p < pa, dans Z,.
On en déduit que p = 0 sur 9Z NSz = Saz <. Dot le lemme.
 C.Q.FD.

’
Preuve du théoréme I1.3.17 : ~ On garde les notations du lemme précédent. -

sa(z')
On pose Z = Z,, u(z', 1) = / p(z',t)dt.
z3

On va montrer que : div(a(z)(Vu)) = xa(z) — 'BV(SO) dans Z.

. Soit C € D(NN). On pose £(z',z2) = /HC(z',t)dt.
h

+x(Z).€ est alors fonction. test pour (P) et on a :

[ a@)Tp+x0).9¢ = [, Bo-p)e.
z sz

. / o(2)(Vp).VE = / —a(2)(Vu,).VE = / —(a(2)(V))s,.VE car a(z) = a(z')
A4 VA 4
=/a(a:)(Vu).V§,,, +/ a(z)(Vu).Vév,,
Z ) VA
. /a _ a(a)(Vu) Ve, = /S  a(a)(Vi) Vv, - /a s STV

3

/ a(z)(Vu).Véy,, =0 car V= (/zz (o (2, t)dt, C) =0 pour z; = h
8ZN[za=h] h

/ a(z)(Vu).Vév,, =0 car
sz |
sa(z’)

Vu = (sg(:c')p(:c',sg) +/ ~ pe(2',t)dt, —px'(x',mz)) =0 sur $Z car p =0 sur S7.

2
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Donc /Za(x)(Vp).V§ = /Za(x)(Vu).V( et

a\xr u). = - alxr €. £ car = sur Z
/Z(wic /Z()(X)VH/SsZﬁ(SO)E p=0 sur S

= — [ xaxn(z){+ MC
Jxamtarcs [

d’ou div(a(z)(Vu)) = xazz(z) — @ dans Z.

T2

On a donc en particulier div(a(z)(Vu)) > age(z) — ﬂy(so) >pu>0
z5
avec p = inf (a22($) — M) > 0 dans Z N[u > 0]. On en déduit alors (voir
z' €[zy—e’,zq+e'] Vg,

[A12]) que O([u > 0]) N Z est de mesure de Lebesgue nulle. Comme [u > 0] = [p > 0], on a
donc prouvé la premiere partie du théoreme.

A présent on suppose que l'on a a(z) = Iy et est constante au voisinage de z/
p Pp q g 0

Be)
Ve,
et on se propose de montrer que & est lipschitzienne au voisinage de zj;. On utilise une

technique utilisée par H.W. Alt dans [A]2].

OnaAu=x—'By(—So)—da,ndeoncAuZ,udansZﬂ[u>0]
ER
ﬂ(cp))

avec p = ,inf (1 —
z' €[zl ~e' ,xf+e'] Vg,

Soit 6 > 0. Posons :

D =ZnN[u>0,
g = {(x',wg)eﬁ/lx'—x{,lSe'—é, <I>(m6)+5<x2<33(w')},
£ =09Nn0Z.

Soit b € R. On pose v = bu,. On a alors :

u € CYZ) carpeC’2),
u>0,u=0sur 3\ L=2Zn09(u>0]), doncv=0sur 9\ &,

Au=1- -’8(—"0) dans ® et M est constante donc Av =0 dans®,

Vz2 Vz2

v < |b|sup |Vu| = |bler avec ¢; =sup|Vul.
Z Z

Soit € la constante du théoréeme A2 de ’Annexe. Supposons |b| < & et appliquons le

’ \ v u
théoréeme A2 pour —, P L.
EC1 €1 (4]
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Il existe une constante C' ne dépendant que de 4, p et u tel que :

et —c 2+ 2 <0 dans 8§
ECy (5] Ci

buyy — Cp < —u <0 dans £ V)b <e.
Donc

(*) buy + uz, <0 dans & . V|b| < eC™! =¢(R).
On en déduit qué pour (z7,z12) € AN O([u > 0]),on a:

{(:z:’,:cg) €EQ/h <z < 219, |2’ — )| < e(R)(212 —a:z)} CZnN[u>0],

P

en effet : soit (z',72) € N tel que h < 22 < 212, |2’ — 2| < €(R)(z12 — 72).
Alors 3xgq €]zo,z12[ tel que |z’ — 21| < e(R)(z22 — z2).

Posons

fi(t) = u(z’ +tb,z2 +¢) alors fo est*décroissante  V|b| < e(R) d’apres(x).

) —z'

to '

Posons ensuite to = o2 — 29 > 0, by =

alors

lbo| < e(R) et fi, est décroissante,
F5,(0) = u(z',22) > fo,(to) = u(z},z22) >0 d’aprés la proposition 1.3.4,

donc u(z',z2) > 0, et donc (z',22) € ZN [u > 0}.

Maintenant, on est en mesure de conclure .
Soit (z',z2) € AN B[u > 0] tel que k < 25 < 12 alors u(z',z2) = 0, d’ou
|2 — 23| 2 e(R)(z12 — 72),
(212 — 2) < (e(R) M2’ — 2,
(8(z1) — 2(z") < (e(A) 7'zt — 2l
On obtiendrait la méme chose si o > z19.
D’ou ® est lipschitzienne sur [z} — € + 6,25 + € — §].

C.Q.F.D.
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Théoréme 1.3.19: On suppose que B vérifie la condition supplémentaire suivante :
(I.37) | Blz,u)u >0 | Yu e R | p.p. dans S3,

et que a vérifie de plus : |

(1.3.8) ani(z) =0 Vi= ln -1

Soit (p, x) une solution de (P) et soit hy = max hi. Alors on a : pour toute composante
IS\n

connexe C de [p > 0] telle que C N [zy, > hy] # 0

(P, x) = (k —zq,1) sur CNlzp, > hy]

-

ou k est une constante.

De plus, en dehors de ces composantes on a :

p < (M ;-:z:,,)"'.

Preuve : Soit (p,x) une solution de (P). ¢ = (p — (h1 — z,)%)* étant fonction test
ona:

| /Q a(z)(Vp + xe).V(p ~ (b — 2za)*)* = /Sa Blz,o —p).(p— (b1 — za)")*.
On intégre sur [p > (hy — z,)%] C [p > ¢]. Or sur cet ensemble, on a grace & (1.3.7) :
Bp-p) <0 done [ a(@)Vp+xe)V(p= (b - z)) S0
Notons que sur [p > (b —z,)*] on a p > 0 et x = 1, on obtient donc :
[ a@)(+ .90 - (b = 2)H* < 0

Done

/ a(2)V(p = (hy — Ta)*).V(p = (hy — za))* + / a(z)(Vp +€).Vp < 0
QN[z, <hy) : ) QO[zn > k]

/ “a(z)V(p = (b1 —2a)")".V(p ~ (hy — z,))*
Qﬁ[anh1] .

' +/ a(z)(Vp).Vp + apn(z)p,, < 0.
Qn[z..>h1] :
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En utilisant [.L1.3 on a :

o V(p = (b — za) )2 + / o(&)(Verp).Varp
(a) Qn[zn <hi] : QN[z,>hy)

+ ann(x)Pi,, + ann(z)Xxps, < 0.

¢ = (zn — h1)* étant fonction test on a : / a(z)(Vp + xe).e L0
] ﬂﬁ[z,.)hl]

soit / ann(2)(pz, + x) < 0. Donc
QN[zy >k

(%) / () (X + X2) < 0 -
QN[z,>h1) .

puisque  apn(z) >0, XxPz, =Pz, e x2<1
En utilisant 1.1.3 et en faisant (a) + (b) on obtient :

A / IV(p— (ks —za) )T+ A [Vorpl? + ann(z)(P2, +2xp2, +X*) < 0.
Qn[z,.Shl] .

QN[zy, > k]

Dot Vp=(0,—x) sur [z, >hy]. Dot p=k—2z, sur CN[z, > hy] ot C est
une composante connexe de [p > 0] telleque CnN[z, > A1} #0.

Sur [z, < k1] onadonc V(p—(hy—z,)F)* =0.

Sur toute composante connexe de [z, < hy]Jona: (p—(hy —z,)H)t = Cste.

D’ou p < (k1 —zp)t sur [z, < hy], en effet toute composante connexe C' de -
[zn < hy] rencontre [z, = hj] et p = 0 sur C' N[z, = hy] car sinon il existe une composante

connexe C de [p > 0] telle que
CNlzn>hi]#0, CNC'#0 et p=k—z,surC : absurde.

C.Q.F.D.

SOLUTION Sg - CONNEXE

Pour cette partie, nous allons nous placer sous les hypotheéses suivantes E

0 si (z',24) € S2
‘P(m"zn) = : '
. hi — zn si (2! 2) € S35 t=1,..,N.
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B(z,0) =0 et PB(z,u)>0 Vu>0
ani(z) = ain(2) = 0 Vi=1,..,n-1.

Pour tout : € {1,...,N}, on pose

Z; = {(z',z,) €Q [ 2’ € 7 (S5,0) }
S1i = {(z',5-(2") € [ 2’ € 1ps(S3,5) }

e

w5(S3,i) = 72 (S1,i), S1,i C 51
et on suppose : ' » :
Z; = {(2,2p) €Q [ &' € mp(S3,4), s-(2') < zp <s4(z")}.

v
Théoréme 1.3.20 :  Soit (p, x) une solution de (P). On a alors Vi € [1,N] :
i) mp(S3,6) N ([p>0]) # 0

etsin=2,0ona:

i) { inf (7,+(Ss,)) N7z ([p > 0])) = inf (74(Ss,:))

sup (m5+(S3,:) Ny ([p > 0])) = sup (72(Ss,:)).

Preuve :
i) Supposons 7,(Ss,i) N7 ([p > 0]) = @ alorson a: p =0 en dessous de S3; et
!
donc x = B, 0) sur Z; = {(x’,xn) €EQ /2 e 7r,:(.5'3,,-)} (Théoréme 1.3.9).

Qnpnlz,

Soit £ € HY(Z;) tel que : £ =0 sur 9Z; N, alors x(Z;)¢ est fonction test et on a :

/Z | ann(z)Xée = /S s,iﬁ(w,tp)ﬁ

a z = » T ,3((:17', 3+($')), Lp($',$+($’))) n
or ,/z,- nn( )X&xn /Ss,.- ﬂ( ,‘P)£ + Ll,i ” 6 .
B((z',s4(z")), p(z', 54 ("))

n

ce qui entraine ° €ng, =0
Sl,i Vzn
' ' (o r
donc ﬂ((z a3+($ )), (p(&) as-f-(x )))nzn =0 absurde.
Vg, ) . :
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il) On suppose n = 2.
Soit ]a;, b= 72 (Ss,i)
etsoit a} = inf (7(S3,:)N7a([p>0])) , b = sup (mer(S3,:) Nwa([p > 0])).

Supposons a; < a; alors p = 0 sur la bande de  située entre a; et a; et on montre
comme en i) que ’on obtient une contradiction. D’ou ¢; = a!.

De méme, on montre que b; = bl.

C.Q.F.D.

On pose alors comme dans [CC1] :

- =

Définition 1.3.21 : Une solution (p,x) de (P) est dite S3 - connexe si pour toute
composante connexe C de[p>0]ona: wu(C)Nwy(S;3) # 0.

Théoréme 1.3.22 : "

Soit (p, x) une solution de (P) et C une composante connexe de [p > 0] telle que
Wzl(C) N 71',;:(53) = w .

Posons h, = sup{ zn [ (2',zn) €C } Alorson a :
C = {(:r:’,a:n) €Q /2 €mp(C), o < he }

p(a',2n) = (he — 20)T.x(C) V(z',z,) €Q 2' € 1 (C)
x = x(C).

Preuve :

Par hypothése m,/(C) C 75(52).
Désignons par Z la bande : Z = {(:c’,a:n) €N /2 €ny(C) }

+x(2)p = £x(C)p est fonction test pour (P) et on a :

/Z a()(VP).VP + ann(2)xPz, = O. (1)

En appliquant le théoréme 1.3.6 & Z en remarquant que Z = QN (7,(Cy)x]h, +00[) ol
C}, = C est une composante connexe de [p > 0] N [z, > h]

etol h = inf{;z:n/(a:’,:c,.) €Z},ona
/Z (z)(XTP)¢ + Xamn(2) < 0. (2)
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En ajoutant les relations (1) et (2) et en utilisant (1.1.3), on obtient :

A / Va2 + / (@) (P2 + %) < 0.
VA . Z

On en déduit que: Vpp=0et p,, = —x dans Z. Soit p=p(z,) dans Z.
Sur ZN[p>0], x=1etsur ZN[p=0], x =—-pz, =0,

x=x(Znfp> 0)) = x(C).

Donc p;, = -1 sur C et p=k — z,. On vérifie facilement que k = h..
P b= X(C)(hc - -Tn)+ ! '
D’ot { % = x(C). Y(z',z,) € Z .

C.Q.F.D.

Ceci conduit 3 la définition suivante (cf [CC1]) :
”

Définition 1.3.23 :  On appelle flaque dans 2 un couple de fonctions (p, x) nul dans Q
sauf sur une bande Z = QN (7, (C) X R) ot C est un domaine de §, et on a :

p(z',z,) =(h—2z,)T et x(z',2.) = x([zn < h)
h=max{z,/(z',z,) €C} e ZN[z,<h] estconnexe.

Remarque 1.3.24 : Gréce a cette définition, le théoreme 1.3.22 devient :
Pour toute solution (p, x) telle qu’il existe une composante connexe C de [p > 0] vérifiant
7 (C) N7y (S3) = B, alors (p, x) coincide avec une flaque sur la bande QN (7,(C) x R).

Théoréme 1.3.25 :

Toute solution (p, x) de (P) est somme d’une solution S3 connexe et de flaques.

Preuve: Soit (C;)ier la famille des composantes connexes de [p > 0]

telles que : 7, (Ci) N7 (S3) = O, et soit (C;)jes celles des composantes connexes de

[p > 0] telles que : 7.+(C;) O 7 (S3) # 0.

Posons . (P',X') ={p,x) - Z(X(Ci)P, x(C:)).
i€l

Alors toute composante connexe de [p' > 0] est une composante C;(j € J) de [p > 0]. On
en déduit que si (p', x') est solution de (P), ce sera une.solution S3-connexe.
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Vérifions que (p', x') est solution de (P) .
i) (p,x") € HY(Q) x L®(Q) en effet :

Yiel, x(Cpe HY(Q)
- V(x(Ci)p) = x(Ci)Vp [CC2] Appendix
e 0<x'<1 p.p. dans Q.
i)
p' =p sur Q\UijcrC; et p' =0 sur U;er C; donc p >0 p.p. dans Q.
x' = x sur Q\UicrC; et x' =0 sur Ujer C; donc 0 < x'<letx =1surfp >0

b

iti) Soit £ € H(R), €20 sur 5, alors :
[ a@) 8 +x'.VE = [ aeXVp+xe)VE — [ ata)(—e-+e).vE
Q Q (S[o]
= [ at@)Vr+xe).¢
< /3 Bz, 0 —p)£ = /S Bz, —p)-E.

C.Q.F.D.
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1.4 . Unicité:

A. Quelques exemples

Exemple 1 : On suppose n = 2, @ =]0, L[x]0, D[

(P(zth) = D + h - Z2, ﬂ(a:,u) = ﬂ(u), ﬂ(O) = 01 a(z) = I2

S = ({0} x [0,D]) U ({L} x [0, D]), S» =]0, L[x{0}
Ss =10, L[x{D}, ¢, = h. :

Théoréme 1.4.1 :

Il existe une et une seule solution (p,x) de (P). Elle est donnée par :

i) si 0BT (p,x)=(0,8(h))
it) s B(h)>1 (p,x) = (azq,1)

ou «a est le réel de |0, i[ tel que : B(h —aD) =a + 1.

Preuve: i) On suppose 0 < (k) < 1. Soit £ € H'(2), £ >0 sur Ss.
/ﬂ(h)££2 - / B(h)¢ = / —B(h)¢ <0  dou(0,8(h)) est solution.
Q Sa S

Montrons que c’est la seule.

Soit (p',x') une autre solution. +p' est fonction test et on a :

/IVp’|2'+x’p;,=f B(h—p')p' ou /lVP’|2+PIz,=/ Bh-pYp (1)
Q Ss Q S3

/ﬂ Xp,, = [5 Lo NG
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Faisons la différence des égalités (1) et (2), on a:
) [ +a-xp, = [ (B-2)-Bm)7.
Q . Ss
ona  [a-xpt, = [ (a-po0r), = [ (~am)

donc /|VPI|2 = / (ﬂ(h—p')—l)p'. <0 soit Vp =0 et p = 0.
Q Ss

D’autre part Ap'+x,, =0 donc x;, =0 et x' = x'(z1).
Soit £ € HY(Q), £ =0 sur S, ona: /Vp’.V£ + x'E.z, = / B(h —p')¢.
Q Ss -
Comme ' =0,0na: [ X6 = [ B¢ soit [ xe= [ eer x = o
y) Ss S Ss -
ii) On suppose B(k) > 1. On considére Papplication f : ¢ — B(h —tD)—t—1.
Ona fO = B -1>0  f(k) = B0)- 3 -1 <0,

ot Ja>0 telque f(a)=0 cad PB(h—aD)=a+l
Vérifions que (az2,1) est solution.

Soit £ € H(R2), £€>0 sur S; alors:
| Vaen).ve + e, - / A(h—aD)¢ = JICE / B~ aD)¢
=/ ((a+1)—.ﬂ(h—aD))E—/(a+1)§= _/ (a+1)¢ < 0.
Sa Sa S,

Vérifions que (az2,1) est I'unique solution.

Soit (p', x') une autre solution, +p' est fonction test et on a :
[P +xe, = [ Btk-pw
3
@ [(a+1pl, = [ B(h—aDp
JQ _ Ss
+azx, est fonction test donc :
@ [ v, +ax = [ Bh-p)aD)
Q Sy
Faisons (1)’ —(2)' — (3)', on obtient
/9 IVP'[* ~2ap;, —ax' = | B(h—p")p' —B(h—aD)p'~B(h—p')(@D) car x'p;, = P,
. s _
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soit / P+, — 200, +a? = / B(h—p')(p' —aD) - B(h—aD)p' + / a(a+x")
Q . Sy Q

ona | '/na(a +x') < /ﬂ a(la+1)= /ﬂ af(h - aD).= /Sa(aD)ﬂ(h —aD).
Donc .
/ P':l +(p', —a@)? < / (B(h—p') = B(h — aD))(p' — aD) < 0 grace & (1.1.12)
Q /s,

d’otr P =0,p,,=a et p=az2>0 donc X' =1.

FY )

C.QF.D.

Exemple 2 : On suppose n = 2, Q =)0, L[x]0, D[

o(z1,22) =D+ h—z2, PB(z,u)=p(u), a(z)=15h
$1=0, S =({0}x[0D))u(0,Z] x {0}) U({L} x [0, D])
S3 =0, L[x{D}. On suppose f strictement croissante.

D+h

-
S, 4 S,
/5
0 L
figure 3
Théoréme 1.4.2 : Il existe une et une seule solution (p,x) de (P) et on a :

i) sit 0<B(h)<1 (p,x) = (0, 8(R))
it) si B(hy>1 p>0, x=1 pp. dansd.
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Preuve : Le cas i) se traite comme le cas i) du théoréme précédent.

Passons au cas ii). On suppose B(h) > 1. Alors d’aprés le théoréme 1.3.16, on a pour
toute solution (p, x) de (P):

p>0, x=1 p.p. dans Q.

Montrons qu'il y a unicité de la solution :

Soient (p, x) et (p, x') deux couples de solutions de (P).

+(p — p') est fonction test et on a:

(1) /Q VoV (o —p) + x(p — )es = /S B(k - p)p— ')

-~

@ [VVE8) + X =) = [ Bb-P)p-7)
Comme x = x' =1 p.p. dans Q, (1) - (2) donne :
[ 19e=s0 = [ (8 =)=t -#))p =) < 0 car f est crvissante.
Q Ss ' _

Do V(p—p') =0et p=p' p.p. dans Q puisque p = p' = 0 sur Ss.

D’oti (p, x) = (¢, x')-
C.Q.F.D.

~ Exemple 3 : On suppose n = 2,  =]0, L[x]0, D|

o(z1,72) =D+ h—=z3, Blz,u)=pu), a(z)=1L
S1 =)0, L[x{0}, S» = ({0} x [0,D]) U ({L} x [0, D))
S3 =]0, L{x{D}. On suppose f(z,u) = ‘,B(u) stgi;te_rpent croissante.

77277

=
S3

1
S s,”]

5

777 77T 77T 7 77
0o L
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Théoréme 1.4.3: si f(h) > 1, la solution de (P) est unique et vérifie

" p>0, x=1 p.p. dans Q.

Preuve : .

On a: B(h) > 1 donc d’apres le théoréme 1.3.16, on a : x =1 p.p. dans
donc Ap = 0 dans  (cf. (1.3.1)), donc p > 0 ou p = 0 dans Q.
Mais d’apres le théoréme 1.3.20, on ne peut avoir p = 0 dans Q d’out p > 0 dans Q.

On termine alors comme dans la preuve du cas i) du théoréme 1.4.2.

C.Q.F.D.

; Remarque I.4.4: Les exemples 1 et 2 ne comportent pas de frontiére libre. Par contre
dés que A(k) < 1, on peut parler de frontiére fibre dans le cas de ’exemple 3 (voir [CC3])
ou on montre 'unicité de la solution et ’existence d’une frontiére libre réguliére dans le

4D? :
cas 0 < ,B(h) < m

Ici on suppose 0 < f(h) < 1.

Théoréme 1.4.5 :  Soit (p, x) une solution de (P). Alors n;,([p > 0]) =]0, L[, de plus
[p > 0] est connexe.

D
Preuve : . Soit U(zy) =/ p(zy,t)dt.
0

Soit % € D(]0, L[) alors ¢ est fonction test et on a :

[ petes = [ Bh=p)s o /OL(jODpzl(xl,t)dt)@b,l=/Ssﬂ’(h—p>¢
/OLUzubn = /oLﬂ(h—pﬁb

on en déduit que : Usyzy = —B(h—p(z1,D)) <0
car p < h d’apres le théoreme 1.3.19.

U est donc une fonction concave sur [0,L]. Comme U est positive et U(0) = U(L) = 0,
alors: U(z,)>0 Vz, €]0,L][. . '

Donc Vg EE]O,L[ 3z, €]0, D[ p(z1,22) > 0.
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D’ol 7z, ([p > 0]) =]0, L|.
. Montrons que [p > 0] est connexe.
Soit C' une composante connexe. de [p > 0]. Supposons 7., (C) =]ay,d}[.
Si ay>0 alors a3 €n.,([p>0]) et Jaz €]0,D] p(ai,a2)>0.
1l existe alors € > 0 tel que C. =]a; — €, a1 + €[x]0, az + €[C [p > 0] (proposition 1.3.4).
Comme C.NC#0 et C. connexedonc C.C C : absurde.
On montrerait de méme que a' = L.
Soit C' une autre composante connexe. Ona ., (C) = n.,(C') =]0, L|.
Soit z; €]0,L[ alors Jzz,z5 €]0,D[: (z1,22) €C et (x'l,z"z) el ,
et I&>0 : Ce =)zy —€,2y+¢[X]0,z2+€[CC et Cl=lzy—¢,24 +e[x]0,x’2:-e[c o
C;ﬂC’; cCnC' e CNC'#0 : absurde.
D’ol C=C'=[p>0] et [p>0]estconnexe.
o C.Q.F.D.

F

Théoréme 1.4.6 :
La fonction ® définie en (1.3.4) est continue et localement lipschitzienne sur ]0, L.

On donne ici une preuve légérement distincte de celle du théoréme 1.3.17, en particulier
on a le lemme suivant plus précis que le lemme 1.3.18. En fait en utilisant le résultat du
lemme 1.3.18, on peut démontrer un résultat semblable a celui du lemme 1.4.7 avec les
hypothéses du théoréme 1.3.17 et les techniques de la preuve du lemme 1.4.7. '

Lemme 1.4.7:  Soit 2oy €]0, L[ tel que 0 < &(zo;) < D.

Alors, il existe un voisinage de (291, D) sur lequel p est nulle.

Preuve : Posons zgz = ®(z¢1). Pour p €]zgy, D[, €~ >0et ¥ > 0, on pose :
C, = {1'1 €]0,L[ / o1 —€~ < 21 < zo1 + £, pz1,p) = 0}-
On distingue deux cas :

1¢" cas :  Supposons Iu €]zez, D], Ve~,eT > 0, il existe au moins deux composantes
connexes I_ et I de R\ C,, telles que :

I. Clzos — € ,z01l, Iy Clzor, o1 +e¥[ et plzor —e™,p) = plzor +et,p) =0.

On pose )
Z =].’B()1 —E ,T01 +€+[X]/,t,D[, D=2nN [p > 0],

R=DN[zz 2 4], L=90[e;=p], avecy' €u,Dl.
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D z
On pose u(z1,z2) =/ p(zy,t)dt. Soit { € D(Z). Posons &(z1,z2) =/ 2C(a;l,t)dt.
: B

z2
¢ est fonction test et on a :

[ et = [ mazﬁ@—p) / "= [a0-ne
| /Z Vp.VE = /Z —Vu,,.VE = /Z Vu.Ve, - (Vu.VE),

= / Vu.V¢ - | VuVter,
Z JoZ

= j Vu.VC—/ Ug, €z, +/ Ug, .z,
Z 8ZnNS; 8Zn[z2=4p] -

=/Vu.VC car v = 0 sur S3 doncu,llss=0et£“=(=0sur [z2 = pl.
z

D’ou

[ vuve= [ —xc+B0-pX = [ (Bh-p)-x)¢ et Au=x-p(h-p) dans 2.
Z VA Z .

On a donc Au>1-—8(h) sur ® car x =1 sur [u > 0] et B(h—p) < B(h).
Posons w On a { Aw>1 sur D

u
=1—ﬂ(h)' w=0 sur 0D\CL

D’aprés le théoréme A1l de ’Annexe avec a(z) = I, on a les deux situations suivantes :

" - D C[ry < p'] alors w est nulle sur [z7 > '] N et donc p aussi.

- D¢ [z2 < '], done I(zy1,22) € R : w(zy,z2) > 0 et il existe (2], 1) € £ tel que :
w(zy, p) > cd*(8,£)
w(z1,p) > o(p' — p)?

or w(zo1,p) =0, w continue en (zo1, ), donc :
Vp>0,3e >0, [t —z01]| <& = |w(z,p) <p.

En choisissant p assez petit ( par exemple p < g(y' — u)? ) et en choisissant ¢~ et ¢t

tels que : Jzo1 — €™, 201 +€T[Clzo1 — €, 201 + €],
on obtient p > w(z;,pu) > c(p' — u)? : absurde.

2¢me cas :  Supposons que : Vu €]zo2, D[ Je~,et >0 tel que :

i) R\ C, n’admet pas de composantes connexes bornées.
it) R\ C, n’admet que des composantes connexes du type I_.

ii1) R\ C, n’admet que des composantes connexes du type I .
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Sizg € Co',, pour un p €|zg2, D[ alors en particulier p est nulle sur un voisinage de (z¢1, D).
On suppose donc z¢; ¢ é’,‘ Yu €]zoz, DI
Soit § > 0 tel que ps = D — § >-xp2. Alors il y a trois cas pour Cp; :
1) Cus = {z01} donc C, = {zo1} Vi €]zo2, ps[ ce qui contredit le théoréme 1'3.10.
i) Cpy = [T11,T01), T11 €]To1—€~, z01] alors p($1,$2).> 0.-Vz €lro1, zo1 +€T] Vzo < ps.
Soit alors ' €]xoz, usl. ' '

- Si C, vérifie 1) il y a contradiction.

— Si Cy vérifie i) alors C = [2};,Z01], *}) €]To1 —€7,Zo1] et on a

p(z1,22) >0 Ve €]zor, zor + inf(et, 7))

. v !
p(z1,22) =0  Vzy € [inf(z};,z11), Zo1) z2 .€ (&', us)

et il y a contradiction avec le théoréme 1.3.10.
— Cp ne peut vérifier ii7) car alors
Cy = [o1,712] et p(z1,22) =0 Vz; € [z01,212] Va2 2> p'.

i2z) R\ C; n’admet que des composantes connexes du type I.. On procéde alors comme
pour ).

Finalement il existe p €]®(zoy), D[ tel que zo; € é’,,. C’est A dire :
Je >0 3Tu€]®(z01),D[ telque p=0 sur |zo; —e&,z01 +€[Xx]u, D|.

D’oit le lemme.

C.Q.F.D.

Preuve du théoréme 1.4.6 :

On va utiliser une technique utilisée par H.W. Alt dans [Al2].
Soit zo; €]0, L[ tel que zg; = ®(z01) < D.
- Soient € >0 et p €]®(zo1), D[ tels que p=0sur]ze —¢,z01 + €[X]p, D[
Posons Z =]zo1 —€,%01 +€[X]d,u[ ou de(0,u)

M
On montre comme dans la preuve du lemme 1.4.7 que pour u(z;,z;) = / p(zy,t)dt

ona: _ "2
Au = 1-p(h —p) dans Z et donc
Au = 1 - j(h) puisque p = 0 sur Jzo; — €, z0; + &[X]p, D|.
u p '
On pose v = —, = ——— alorson a :
° =gk KT 180

A =1, (>0 =[u>0=[p>0

96



Soit § > 0. Posons :

D=27ZnNn[u>0]
" .ﬁ={(x1,$2)€5/|$1—$01|S€—5, $02+5<$2<ﬂ},
£ =00N0Z. "

Soit b€ R. On pose v = buj, . On a:
u' € CY(Z) carpe C'Q),
u>0,u =0sur 3\ L£=2ZnN3([u >0]), doncv=0sur 3D\ L,

Au'=1 dans®, donc Av=54Auy)=0,
v < |b|sup |[Vu'| = |bley  avec ¢ =sup|VY/|. =
Z : z

Soit £ la constante du théoréme A2 de I’Annexe. Supposons |b| < ¢ et appliquons le
/ !
théoréme A2 pour L, P oot 2.

EC; 1 o

Il existe une constante C ne dépendant que de §, p et u tel que :

el —cE 1M <0 dans £
-Cp <-4 <0 dans & V|b| <e.

Donc

bul, +up, <0 dans & V]| <eCT! =¢(R).

On conclu alors comme & la fin de la preuve du théoréme 1.3.17.

C.QF.D.

Corollaire 1.4.8 : & est analytique en tout point z, €]0, L[ tel que (z1,®(z1)) € Q.

Preyve : voir [KN] [KNS].

Corollaire 1.4.9 :

Soit (p,x) une solution de (P). Alors
x = B(R) + (1 - B(R))x([p > 0).

Preuve : Conséquence %des théorémes 1.3.11 et 1.4,6.
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Corollaire 1.4.10 :

Soient (p1,x1) et (p2,x2) deux solutions de (P). On a alors :

p1 = po p.p. sur Ss.

Preuve : Conséquence des théorémes 1.3.12 et 1.4.6.

Théoréme 1.4.11 :

Il y a une et une seule solution pour le probléme (P).

D
Preuve : Posons u,-(:cl,xg)‘z/ pi(x1,t)dt, =12

z2

Posons K; = {v €EH(Q)/v>0 pp.dans 9, Vjpa = u,-lm} , 1= 1,2.

On va montrer que u; est solution de 'inéquation variationnelle suivante :

u; € K;
{ / Vu;.V(v —y;)dz > / (B(h = pi(z1,D)) = 1).(v —w;), Vv € K;
Q Q

laquelle admet une et une seule solution [F] [C].

Soit ¢ € C}(Q) : (50 sur S;. Posons E(xl,w2)=/ ¢(z1,t)dt.
0

£ est fonction test pour le probléme (P) et en remarquant que p; = —(u;);,, on obtient :

|~ (f t(an ) + xil = ) A= i, D). / ’ (o, )it do(o).

Donc /s;—'V(u;)xz,v(/oxzc(xl,t)dt) + (xi — B(h - pi(z1,D)).{dz = 0

A

or (vu:v /0 .HC(zl,'t)dt))z; = VuVC + V(i) ¥ /0 zz(,*(:cl,t)ahs)
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donc
. /QVua'-VC + (Xi;ﬂ(h'_Pi(z;,D))-( = /Q (Vu,-.V/O“((xl,t)dt)zzdx
- —/Q(piC)z,dx + /ﬂ ((u,_-)xl.]onczl(xl,t)dt)zzd:c.

T2 . .
Comme ((u,-),,.l./ (xl(:cl,t)dt) € L*(Q), (ui)e, =0 sur S3 (car u; =0 sur S3 )
0 T2

2
et / €z,(z1,t)dt =0 sur Sj, on obtient par la formule de Green :
0

| ‘ /9 Vui.V¢ + (xi - Ak - pi(es, D))< = fs pido(a) - /S pido(z) "

ceci pour tout ( € CY(Q), ¢ =0 sur S,.
Par densité, on obtient la méme chose pour tout { € H(Q), ( =0 sur S,.

Posons alors ( = v —u; pour v € K;. On a%lors :
/ Vu; V(v —u;)dz = / (B(h — pi(z1,D)) — xi).(v —w;)dz Vv € K;.
Q Q
Remarquons que [u; > 0] = [p; > 0]. On en déduit :
xi-(v—uj)=xiv—xity =xiv—u; <v—u; car 0<yx;<letv>0

et finalement on a :

u; € K; , /QVu,-.V(v —u;)dz > /9 (ﬂ(h - pi(z1,D)) — 1).(v -u;), YveK,;.

On a u; =u; sur S; USs. Montrons que u; =u; sur Sj.

Soit € = ¥(z;) ot ¢ € D(]0, L[). £ est fonction test et on a :
/(Pi)z1-¢z1d$ - / B(h — pi(z1,D))pdo(z) = 0
Q A

/OL (_ /0*’319;'(oc1,t)dt)m?,bz1 — B(h — pi(z1,D))¢ = 0.

Ainsi : (1:(21,0))2,2, = —B(h — pi(z1, D)).

Donc si pi(z1,D) = pj(z1,D)" on a (vi(21,0))z,2, = (vj(21,0))z,2,
et donc (ui(z;,0)) = (u,-(a:l,O)) puisque u;(0,0) = u;(L,0). D’ott u; = u; sur 5.
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On en déduit que K; = K, que u; et u; vérifient la méme inéquation variationnelle qui a
une et une seule solution, d’olt u; = u;j et par suite p; = p; p.p. dans Q. x; = x; puisque

= (k) + (1 - B(R)x([p: > 0])).
- . C.Q.F.D.

Proposition 1.4.12 :  Soit (p, x) la solution de (P). On a:

‘p(:cl,:vz) = p(L —z1,22)  x(z1,22) = x(L —z1,%2)
O(z1) = (L — 1).

Preuve : 11 suffit de vérifier que le couple (p', x') défini par -
p'(z1,72) = p(L —z1,22), X'(z1,22) = x(L — z1,22) est solution de (P).

Soit £ € H(Q), ¢ > 0. Posons ¢'(z1,22) = €(L —z1,22). Alors ¢' est fonction test pour
(P)etona:

| / (Vp + xe).Ve' 2 / Bl — p).£".
Q Ssa

En faisant le changement de variable (z,22) — (L — z1,22) on obtient :
[0+ xeve < [ po-se
Q Ss

Donc (p', x') est solution de (P) et donc (p',x") = (p,x)-
C.Q.F.D.

On suppose p = 0 sur S3, alors on a :

Théoréme 1.4.13: L’application ® est strictement croissante sur |0, L/2] et strictement
décroissante sur [L/2, L|.

Preuve : 11 suffit d’aprés la proposition préceédente de montrer que ® est strictement
croissante sur )0, L/2].

D
Soit u(zy,z2) =/ p(z1,t)dt.

T2

OnaAu = x — ﬂ(h—p) = x — B(h). Donc Au = 1 - B(h) sur [p > 0], et donc
Au,, = 0sur [p > 0].

On a montré que (cf. Théoréme I.4.5) Uz,2,(21,0) = —=B(h —p) = —B(h)

donc u(z,,0) = ﬂ(h)xl(L - xl) et uzl (21,0) = (h)(L_— 2z)
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donc u,,(2,,0) >0 Vz, € [0,L/2].

On a p(z1,22) = p(L — z1,x2) donc u(zxy,z2) = u(L — z4,27).
P:;.;‘ conséquent uzl(g,h) =0 Vaz, e]o,@(g)[_

. (1) ' L
ug, (21, 22) =/ o(zq,t)dt .donc uz, (71, ¥(21)) =0 Vz; €0, 51

T2
Enfin on montre que p,,(0,z2) > 0, donc u,, (0,z7) > 0.
D'ott uz, > 0 sur 8([p > 0] N ([0, g[x]O,D[)).

uz, étant harmonique sur [p > 0], on en déduit que

Uy, >0 ou us, =0 sur[p>0]0 (0, g[x]o,p[).

Comme u,, (z;,0) = E(2—h2(L — 2z;) alors ug, > 0 sur [p > 0] N (J0, g[x]O, D).

Soit alors z;, z €]0, g—[ tels que z; < 2. Supposons ®(z}) < ®(z,) alors
(z1,8(z}) € [p > 0]N (0, é—[x]O,D[) done 0 < u(z1, () < u(z}, 3(z)) = 0 : absurde.
Donc &(z1) < &(z}).

Il reste & montrer que P ne peut étre stationnaire sur un intervalle [a, b] C]0, 5[

Raisonnons par I’absurde et supposons ®(z1) = h Vz; € [a,b] C]0, g[ et soit B une boule
inclue dans Q centrée sur le segment [a,b] x {h} et soit £ € D(B).

£ est fonction test et on a :
0= [ VpVE+ ¥t = [ V- (h- 2200

~ Donc la fonction (p— (h — z2)*) est harmonique dans B. On en déduit que p = h —z, sur
BN [zy < h] et par unicité du prolongement analytique on a p = h — , sur {p > 0], ce qui
B(h)

2 (L

conduit & une contradiction par exemple avec u(z;,0) = - z1).

C.Q.F.D.
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B. Cas d’une digue rectangulaire en dimension 2 séparée

par deux niveaux d’eau.

On suppose n =2, @ =[0, L[x]0, H, a(z) = ( au()(x) azfzo(w))

Sy =]0, L[x{0}, S = ({0}x]hy,H[) U ([0,L] x {H}) U ({L} x [ha, H])

S3=S531US32 avec S3; ={0}x]0,hi[, Ss2={L}x]0,he

‘)olss,.-=h"_$2 1 =12, 90|Sz=0‘ |
Onsuppose L >0, 0<hy<hy<H, Pp(z,u)=p(u)strictement croissante.”

o §%
. /4

Théoréme 1.4.14:  Soit (p, x) une solution de (P). On a alors :
VI €)0,L[, Vh €)he,h1[, Iz1,z2)€)0,I[x])h, k1] * tel que p(z1,z2) > 0,

en particulieron a: p(z;,h) > 0.

Preuve : Raisonnons par 1’absurde et supposons qu'il existe (I, k) €]0, L[x]ho, by
tel que p(z1,22) =0 W(z1,22) €]0,1[x]h, k]
Alors x =0 sur ]0,{[x]h,hi[ d’apresle théoréme I.3.9.
Soit alors £ € H!(Q), £ =0 sur [z <A, [z1 > 1] et sur Ss.

On a alors /Q a(z)(Vp + xe). V¢ = -/Ss B — p)¢

soit 0= B(h1 — z2 —p).& = / B(hy — z2).§ donc ,é(hj —~22) =0
Sa,1 Ss,1

ce qui est absurde.

C.Q.F.D.
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Théoréme 1.4.15 :  Soit (p, x) une solution de (P). On a alors :

p(z1,22) > (h2 ~—z2)" pp. sur Q.

Preuve : Soit h €]0,hs[ et soit ¢ =-—(p —(h=z2)*)".
Posons [:c2<h] Q=Qnp>0 Q=Qn[p=0].

On a alors puisque ¢ est fonction test :

/Q ~a(2)(Vp+ x6)-V(p — (h = 3)*)"do =

Py

‘Z/ B(hi — z2 — p).(p — (h — z2)*)~ <0

i=1

donc

—a(z)(Vp + e). —(h—22)%)~ az(z

f, X+ V= (ha)?)” + [ amla < 0

- [ @V = (b= 20").V0 = (b= 220" + [ am(e)x < 0
Q'

Qo
A/ |V(p—(h-x2)+)-|2+A/ x < 0.

Donc V(p—(h—=z3)*)" =0sur Q. Onen dedmt que (p — (h — z3)*)™ est constante
sur toute composante connexe de Q'.

Par le théoréme 1.4.14, il existe zo; €]0, L[ : p(z01,k) > 0.

11 existe alors une boule B centrée en (z¢1, k) telle que B C [p > 0] et donc BNQ' C [p > 0].
Soit K la composante connexe de @' qui contient BN Q' = B~.

On a (p— (h—z2)*)” =0 sur C = [z2 = k] N B et par continuité sur le connexe K et
donc sur K. Donc p > (h — z3)* sur K.

En fait K = Q. En effet supposons par 'absurde que 'on a K ¢ @. 1l existe alors un
point (z1,z2) € 0K N Q tel que :

p(z1,z2) =0, p(z1,22) > (h—z9)t : absurde

dodt K=Q e p>(h—z2)Y sur @ donc p > (h = z)* sur Q.

Enfin, en faisant tendre h vers hq, on obtient p(z1,22) > (hg — z2)t sur Q.

C.Q.F.D.
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Théoréme 1.4.16 :

Soit (p, x) une solution de (P). Alors C = [p > 0] est connexe par arcs , donc connexe.

Preuve : Soient (z31,%21) et (z12, Z22) deux points de [p > 0].
Soit h E]O,inf(hz,xgl,wn)[.

Posons T = ({mu} X [h,zgl]) U ([11?11,.‘1!12] x{h}) U ({1712} X [h,ng]).

T relie (211, %21) & (212, 22) dans [p > 0] grice & la proposition 1.3.4 et au théoréme 1.4.15.

D’ou [p > 0] est connexe par arcs.
C.Q.F.D.

-~

Théoréme 1.4.17 :

Soit (p, x) une solution de (P). On suppose a(z) analytique. Alors :

i) (ha—22)t <p< (M™% z2)* pp. dans Q.
it) p=x=0 p.p dans [z3> hy]

Preuve : L’assertion i) est une conséquence des théorémes 1.3.19 et 1.4.15

ii) D’apres le théoreme 1.3.19, on a p = k; — 2 sur toute composante connexe C' de
Tp>01N[ze > k1] (ki > hy).

Par unicité du prolongement analytique (Remarque 1.3.2), on a : p = k; —z2 sur le connexe
[p > 0]. Mais ceci est absurde car cela entrainerait :

/[P @t eV = Z /S (k== = 0

et en particulier : Blhi —k) =0 VE€HY ([p>0]), £€=0 sur Sso.
S31 .

Ce qui est absurde.

11 en résulte que p = 0 p.p. sur [zg > hy] et par le théoréme 1.3.9 ona x = 0 p.p. sur
[z2 > hy]. Ceci démontre it).
C.Q.F.D.

On suppose a(z) = I. Alorson a :

Théorémé' 1.4.18:

Soit (p,x) une solution de (P). Alors P’application ® définie en 1.3.4 associée 4 p est
localement lipschitzienne sur ]0, L.
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hy
Preuve : Posons u(z;,z2) = / p(z1,t)dt. Alorsona:
; _

2

‘e

Théoréme 1.4.19 :

i) [u>0]=[p>0]
12) —Au+x=0 dans- Q

i11) u est la solution de I'inéquation variationnelle :

u€e K -
<*) | {/QVu.V(v—u)+('v—u) 20 "~Wwek

ot K={veH(Q)/v>0,v=u sur0Q}.

Preuve : 1) Facile & partir de la propdsition 1.3.4.
iil) Ona wuz,=-—p donc (Au)s, =—Ap=Xz,
(Au—x)s, =0 donc Au—x = f(z1).
Comme p=x=u=0 sur [zg>hy], alorsf=0 et -—-Au+x=0.
iii) Soit v € K,

/QVu.V(v—u) =-——/9Au.(v—u),= —/Qx.(v—u)=/ﬂ—xv+u > /Q—v‘—{-u.

Donc u est solution de (*) qui a une solution unique [F] [C].

C.Q.F.D.

Preuve du théoréme 1.4.18 : On procéde comme au théoréme 1.4.6. Le lemme 1.4.7
est déja acquis d’aprés le théoréme 1.4.15 7).

hy
On pose- Z =)0, L[x]0, hq|, uw(zy,z2) = / p(zy,t)dt.

p € C%Q) donc u € CH(R).
Soit § €]0, hy[, b € R. On pose :

D =2ZN[u>0)
& = [6,L — 8] x [6,h]
£=09n0Z '
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On considére la fonction v = bu,,. On montre alors (comme au théoréme 1.4.6) que :
Je(R) constante tel que @ buy, +uz, <0 dans K V|b| < e(R),
et’6n conclut comme dans la démonstration du théoréme I.4.6. ‘ ‘

C.Q.F.D.

Corollaire 1.4.20 : x = x([p > 0]).

Preuve : cf théoréme 1.3.11.

Corollaire 1.4.21: & est analytique sur |0, L|.

Preyve : cf [KN], [KNS].

Théoréme 1.4.22 : ( Unicité )

Il y a une et une seule solution pour le probléme (P).

Preuve : Soient (ps, x1) et (p2, x2) deux solutions de (P).

hy
Posons ULy, T2) = / pi(z1,t)dt, 1=1,2
x

2
ona u;=4u;=0 sur 5.
®; (i = 1,2) étant continue, on a  p; = p; sur S3 (théoreme 1.3.12), donc

hy hq
u1(0, 22) = / pa(0, £)dt = / pa(0, 8)dt = us(0, z2),

2 €2
de méme u;(L,z;) = ua(L,z2) donc wu; =uz sur Ss.
~ On sait que S; est mouillée, donc au voisinage de S; on a:

| Au; =1 (Ui)gez, = —(Pi)z, =1 sur Sy,
donc  (ui)z,z, =0 et wu; estlinéaire sur S;.

ui(z1,0) = Aizy +

hq
i = ui(0,0) = /0 pi(0, )dt

A= %(’ui(L_, 0) _l.#'.) — %(Lhz Pf(L’ t)dt — /;hl p',((),t)dt) .

66



Donc u; =wuy sur Sj.

Il en résulte que u; et us sont les solutions d’'une méme inéquation variationnelle.
D'ott Uy = us p.p. dans £.
Finalement p; =p2, X1 =Xz P-p- dans Q puisque x; = x([p; > 0]).

C.Q.F.D.

Théoréme 1.4.23 :  Soit (p, x) la solution du probléme (P), alors 'application ® associée
est strictement décroissante sur I'intervalle |0, L|.

Preuve : 1) Montrons que ® est décroissante sur |0, L[.
. hl
On considére I'application u(zq,z2) = /

p(zy,t)dt.
2 r
On sait que Au = x dans [p > 0]. Donc Au,, = 0 dans [p > 0}

hy
On a u,,(z1,22) = / Pz, (21,t)dt. Donc

T2

hq ‘ )
uzy(0,22) = / — B(hy — t — p(0,£))dt < 0

2
car p < (hy —y)* p.p. dans Q et B croissante
hy
ug,(L,z2) = B(hy —t —p(L,t))dt <0

T2

car p > (hy —y)* p.p. dans Q et B croissante

On a uzl,,l(wlv,O) = 0 donc uz,(z;,0) = ¢ sur 0, L[

hy
Uz, (21,0) = /(; —B(hy —t — p(0,t))dt < 0.

k1 ®(z1)

p(z1,t)dt = / p(z1,t)dt

T2

Finalement ugz, (21, ®(z1)) = 0 car u(z1,z2) = /
. T2

®(z,)
done s, (a1, #(e1)) = ¥ (e1)p(on, 8@) + [ pus(ar, =0,

@(1:1
On a donc

Aug, =0 _
uz, <0 surdp>0).
On en déduit que u;, < 0.0u uz, = 0 dans [p > 0]. R
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Si uz, = 0 dans [p > 0], alors u;,;, = 0 et donc p;, = 0 dans Q.
On en déduit que p = azy + b. Comme p = 0 sur S;, on déduit que k; = h, : absurde.
Donc u;, < 0 dans [p > 0]. . '

Soit alors z;, zy €]0, L{ tels que z; < z}. Supposons ®(z;) < &(z}) vskip 0,2cm alors
(21, ®(z1)) € [p > 0]. Donc 0 < u(z}, ®(z1)) < u(z1,®(z;)) = 0 : absurde.

D’on ®(z]) < ®(z,) et P est décroissante sur )0, L].
2) "Pour montrer que P est strictement décroissante sur )0, L, il suffit de montrer
que ® n’est pas stationnaire sur aucun intervalle [a, b] C]0, L|.

Raisonnons par ’absurde et supposons ®(z1) =k Vz; € [a,b] C]0, L[ et soit B une boule
centrée sur le segment [a, ] x {h} et soit £ € D(B).

+¢£ est fonction test et on a :
0= [ Vave+ xt = [ V- (h-22).vE

I 4
Donc la fonction (p — (h — z2)*) est harmonique dans B. On en déduit que p = h — z, sur
BN [z2 < h] et par unicité du prolongement analytique on a p = h — z3 sur [p > 0], ce qui
conduit & une contradiction comme dans la preuve du théoréme 1.4.17.

C.Q.F.D.

an(:c) 0

On suppose a(z) = ( 0 dgs (x)> , a1 et azy analytiques. Alors on a :

Théoréme 1.4.24 : Il y a unicité de la solution du probléme (P).

Preuve :  Soit (p1,x1) et (p2,x2) deux couples de solutions de (P) D’aprés le
théoréme 1.3.15 et .3.12 on a :

p1 =p2 p.p- dans S3.

On va montrer que p; = p; sur Q. Pour cela, on emploie une technique utilisée dans [CC1].

Soit B, une _petite boule centrée en un point de S3 o et soit ¢ la solution du probléeme

suivant :
div(a(z)(Vo)) = 0 dans B,
c=1 sur T
0<o<1 sur TI}y.



aBr=F0UF1 et PlcaBr\ﬁ
On prolonge o par 1 sur Q \ B,.

D".aPrés le lemme 1.3.14, 0on a : /a(:z:)(V(p,c —po) + (Xt — x0)e).Vo = 0 E=1,2.
Q

do
Q(pk _1)0)'6V¢l = 0.

T'on

Donc / a(z)(V(pk — po)).Vo = 0 et /
' QNB, ' )

Comme P —Dpo > 0 et (_(99:

To N 2. Donc p; = py sur ]."t:) na.

En répétant le raisonnement précédent pour les boules inclues dans B, N 2, on obtient

> 0 sur T’y N Q (principe du maximum), alors p; = py sur

p1 = pz dans B, N} et par unicité du prolongement analytique (Remarque 1.3.2), on déduit
que p1 = p sur le connexe [p; > 0] N [pz > 0]. En fait on a [p; > 0] = [p; > 0].

En effet il suffit de montrer que [p; > 0] N [p2 > 0] est fermé dans le connexe [p; > 0] par
exemple. ”

Soit alors (), une suite I’éléments de [pr > 01N [p2 > 0] cohvergea.nt vers un élément z

de [pl > 0]
On a pi(zn) = p2(za) Vn €N, donc par continuité on a encore p;(z) = p2(z) >0
donc z € [p; > 0] N [p2'> 0]

Finalement on a p; = p; p.p. dans Q et comme x; = x([p; > 0]) p.p. dans Q (théoréme

'I.3.11), on a aussi X1 = x2 p.p- dans .
C.Q.F.D.
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C. Un exemple en dimension trois

OI-I suppose n=3, =10, a[x]0, L[x]0, H[, a(z) =15

5, = [0,a] x [0, L] x {0}
5= ({0} x [0, 2] x (b, H]) U ([0,0] x [0, 1] X (#)) U ({a} x [0, L] x [he, H))
U ([0,a] x {0} x [o,H]) U ([0, a] x {L} x [o,H])
53 = 53,1 U 53,2 avec 53,1 = {O}X]O, L[X]O,hll, 53,2 = {a}X]O,L[X]O,hg[

Plsy: = h; — z3.

-

On suppose L >0, 0<hy <hi <H, B(z,u) = B(u) strictement croissante.

A
144
- A
e 7’ H
7 s ”
s -7 . // - /
hl - /h / 4{
L~ 2 ~ ,
7 -~
- \/K \ \
”~ P i
0 a ™ Xy
figure
On a tout d’abord
Théoréme 1.4.25 : Soit (p, x) une solution de (P). Alors :
p=x=0 sur [z3 > hi).
Preuve : D’apres le théoréme 1.3.19,0ona: p= 0 sur [z3 > hq)-
On en déduit que X = 0 sur [z3 > 0] d’aprés le théoréme 1.3.9.
C.Q.F.D.
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Théoréme 1.4.26 :
L’application ® définie en 1.3.4 est localement lipschitzienne sur )0, a[x]0, L|.

‘e

Preuve :
k

On procéde comme & ’exemple B. On pose : u(z',z3) = /
. z3

D )dt 7 = (21,22).
Soit 29 = (01, To2,Z03) € RN I([p > 0]) Ona:

Uz, = —p, donc (Au—x)z; =0 et Au=yx sur @ d’apres le théoreme 1.4.25.
Posons  Z =|0, a[x]0, L[x]0, h1[. Soit b= (bl,bg,O) € R3. |
Soit (61,82, 63) G]O,a[‘x]O,L[x]O,x%[. Posons

D =2Z0N[u>0
R = [61,a—61] X [52,L—62] X [53,’21]
£ =00n0Z. ”

On considére la fonction v = b.Vu. On a:

peC’R) donc ueCYRN)
u>0,u=0sur D\ L=2n9([u>0]), doncv=0sur D\ L,
Av = b1 Aug, + boAu,, = (bAu),, + (bAu)z, =0,
v < [b]sup [Vu| = [bles.

Z

Soit & la constante du théoréme A2 de '’Annexe. Supposons |b| < ¢ et appliquons le

P4 b v p u
théoréme A2 pour —, — et —.
EC1 ¢4 3]

Il existe une constante C' ne dépendant que de 61, 62, 63, p et u tel que :

e —Cc2 12 <0 dans £
€Cy C1 ]

d’ott (b+e)Vu <0 dans R V]b| <e(R).
On conclut comme dans la démonstration du théoreme 1.4.6.

C.Q.F.D.
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Corollaire 1.4.27: & est analytique sur ]0, a[x]0, L.

_ Preyve : cf [KN] [KNS].

Corollaire 1.4.28: Ona x = x([p>0]).

Preuve: Conséquence du théoreme 1.3.11.

On a le théoréme de comparaison suivant :

Théoréme 1.4.29 :

Soient (pi1, x1), (P2, x2) deux solutions au probléme (P). On a alors py = p; sur S3.

F 4

Preuve : Conséquence des théorémes 1.3.12 et 1.4.26.

Théoréme 1.4.30 :

Il y a une et une seule solution pour le probléme (P).

Preuve :  Soient (p1,x1) et (p2, x2) deux solutions de (P).

hy
Posons ui(z', z3) =/ pi(z', t)dt, 1=1,2.
k4

38

- On montre alors comme & I’exemple B que : u; est solution de 'inéquation variationnelle
suivante :

Uu; € Ku.
/ Vu;. V(v —u;) + (v—u;) 20, We K,
Q

ou K,, = .{v €cHY(Q)/v>0 p.p.dans 9, Visa = Yilsa }, 1=1,2.

On a p; = p; sur Ss, P1 = P2 =0 sur S, donc u; = Uy sur S, U Ss.

D’autre part, on a Au; = xi; donc si on pose uio = ui(2',0) on a: Auj =0.
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En effet, posons w =]0, a[x]0, L.

e>0.

d(z, [z3 = H]))

Soit ¢ € D(w) et n.(z) = inf (1, .

Alors 1.1 est fonction test et on a :

- A¢vpi-vne + 7. Vp;. VY + "/)Xi(ne)za + neXi'lbzs = L ﬂ(‘P - pi)-".bne =0

or

/Q"/'Vpi-vm = YVp;.Vn. =0

[d(z,[¢3=m)ﬁel
/ Dxi(0 e = / $Xi(Me)sg = 0 .
Q [d(z,[za=H])<¢]

pour ¢ assez petit puisque p; = 0 et x; =0 sur [y < z3 < HJ.
Comme 75, — 1lp.p. sur & et 0<n(z)<]1,

on déduit par le théoréme de Lebesgue que / VoiVy = 0.
: . Q
hy
Donc 0 =/ d:c;»,/(pzllﬁzl + Pz ¥z, )dzidrs = / Vu;,;Vp =0 dou Au;, =0.
0 w w

Maintenant, comme u1¢(71,0,0) = uz0(21,0,0) = 0, uyo(z1,L,0) = uge(z1,L,0) = 0
alors : ’

hy

hy
u10(0,22,0) = / p1(0, 22, t)dt = / p2(0, z2,1)dt = ug0(0, z2,0)
0 0

h2 h2
uy0(a, z2,0) = / pi(a,zs,t)dt = / p2(a, z2,t)dt = uge(a, z2,0).
0 0

donc wujg =ug dans w.

On a { Aulo = AU20 dans w

U9 = U9gp sur Jw

On en déduit que u; = uy sur Sj.

Dot K,, = Ku,, u; et uy vérifient la méme inéquation variationnelle qui a une seule
solution. '

Finalement u; = us dans Q et par conséquent p; = p, p.p. dans .

C.Q.F.D.
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D. Cas d’une digue avec des réservoirs en escaliers

On suppose n =2, a(z) =I,, S; et S3 de classe C1:!
et pour tout : = 1,...,N, S3; en escaliers.

On pose [a;,b;) = w1 (83,4) = U;\gi)—l[aij,aij+1]a

on suppose s*(z') = D;; Vz'€laij, iy, -

hij = Dij A Dijy1, hij41 = Dij V Dij4a.
S3,i = (U;'v=(i) {aij} x [hij) h:‘j+1]) U (Uﬂ? [aij, @] X {DI,-,-}).
On pose 53 ; ; = {aij} x [hij, hij+a] si j€{2,...,N(i)—1}
S3;1 = {air} x [Dir, ki) et S3; Ny = {eini} x [Dingys hil

Sa:; = loijs og41] x {Dij}.

On suppose B(z,u) = B(u), B strictement croissante.

//“Z/\ﬁ/ﬂ/ﬁ N

' \J
3,1,2 S3,2'3

figure
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Théoréme 1.4.31: Soit (p, x) une solution de (P). Alors ® est localement lipschitzienne
et méme analytique sur Ja;j, aij+1[, Vi, Vi€ {1,...,N(3)}.

" Preuve: Soitie {l,...,N}etje€{l,...,N()}
1) Supposons B(h; — D;;) < 1. Soit zo = (zp, B(zp)) € Q tel que zg €laij, aijia.
Soit € > 0 petit, h < ®(zp) tel que s1(z') < h Va' €]y — €,z + €.

. Di;
Onpose . Z = (Jzf—¢,z+e[x]h, +0o]) QN ([aij, aijy1] XR)  u(z’,z2) =/ p(z’',t)dt.

z3
On montre alors comme dans la preuve du théoréme 1.4.6 que : Au = x — B(h; — D;;)
dans Z et on termine de la méme facon.

2) Si B(hi — D;j) > 1 on sait alors que p > 0 sur (Ja;j, aij+1{xR) N (théoréme £3.16)
donc <I>(x’) = D,‘j sur ]a,-j, Qi1 [

C.Q.F.D.

L i
Corollaire 1.4.32: Soit (p, x) une solution de (P). Alors on a :

x(z',z2) = x([p > 0)) si z' €my(S:)
= ﬂ(h.-..— Dij) + (1= B(ki = Dij))x([p > 0]) si 2z’ €layj, oijal.

Preuve : Conséquence de la continuité de & et du théoreme 1.3.11.

Corollaire 1.4.33:
Soit (p1,x1) et (p2, x2) deux couples de solutions de (P). Alors on a :

p1=p2 surSs.

Preuve : Conséquence de la continuité de ® et du théoréme 1.3.12.

Théoréme 1.4.34: Soit (p,x) une solution de (P). Alors pour tout i, j et pour toute
boule B, centrée en S3 ; ; avec r petit, on ne peut avoir p =0 dans B,.

Il en résulte que S ; ; est mouillée.

Preuve :  Supposons que I'on a p = 0 dans une telle boule alors on a y = constante
dans B, d’aprés le théoréme 1.3.9.
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Soit ¢ € H(B,) tel que ¢ = 0 sur B, N . On prolonge ¢ par 0 sur 2\ B, et on obtient :

- /an Xz, = /sv .. B(hi — x2).£.

8,i,5

Comme / x€z, = / (x€)z, = / x€vz, = 0, on est conduit & une absurdité.
B,.nQ B.NQ 8(B,NN)

C.Q.F.D.

Théoréme 1.4.35: Soit (p, x) une solution de (P). On a alors :

Vi, g p(a,-,-,:vg) >0 Vo E]sl(d,'j),Dij[.

Preuve :  Soit ¢, j. Supposons qu’il existe z, €]s1(aij), Dij[ tel que p(aij, z2) = 0.

Supposons par exemple D;;—y < D;j. Alors f(h; — Dijj—1) < 1 ou B(h; — Dy;) < 1 car
sinon B(h; —D,'j_l) > 1et B(h; —D,'j) > 1donc p > 0 sur ((]a;j_l,a;j+1[\{a,-j}) X ]R) neQ,
ce qui conduit & une contradiction avec le théoréme 1.3.9 ().

Supposons donc par exemple #(h; — D;;) < 1. On montre alors comme dans le lemme 1.4.7
et avec les mémes notations que Au = x — B(h; — D;;). On montre ensuite comme dans
le lemme 1.4.7 que u = 0 et donc p = 0 sur un voisinage de (a;;, D;;) donc sur une boule
centrée sur S3 ; ;, ce qui contredit le théoréme 1.4.30.

C.Q.F.D.

Théoréme 1.4.36: Soit (p, x) une solution de (P).
Soit zo = (z},31(zp)) € S1NI([z2 = B(2"))).
Alors pour R > 0 assez petit, il existe C > 0 tels que :

p(z) < Cd(z,z0) Vz € Br(xo) N .

Pour démontrer ce théoréme, on aura besoin de deux lemmes.

Lemme 1.4.37: Soit B.(z) C 2N [p > 0] telle que 0B,(z) N d([p > 0]) # B alors il existe
une constante C' > 0 indépendante de z, r et p telle que :

p(:z:) < Cur.
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Un lemme similaire a été démontré dans [Al3] et [AG] dans le cas d’une digue avec
des conditions limites de Dirichlet.

Preuve : |
Soit § > 0 et soit ¢ la fonction harmonique définie sur D= B,ys(z) \ Byj2(z) par :

(=m= aBmf p sur 0B, y(z), ¢ =0 sur 0B,45().
r/2 .’!: .

En fait ( = aLog(p) + b avec :
g mr , b= —mLog(r + 6) et p= [212 4 22.

Alors £ = +(( —p)* est fonction test pour (P) (on a prolongé { par 0 sur 2\ D) et on a :

-

/D V(¢ - p)* (VP + xe) = 0.

_ 2 — (¢ — pt V(¢ — )t
/DIV(C )| /Dx V(¢ - p) +/Dv<v« P)
- / (X =1)eV( —p)* + / V(¢ + 22).V(¢ = p)*
D D

or [ V(e TPt = - - [ ag+ed-pt+ [ Atz (¢ _pyt =0,

Dot [ VG-ptP = - [ wer+ (x = 1)e.V¢.
Dn[p>0] Dn[p=0] Dnip=0]
Comme f (x —1)e.V( < / |V¢],
Dn[p=0] Dap=0]
alors / V(¢ - p)*P < / Iv¢I1 = |9¢)).
DN[p>0] Dn[p=0}

/ V(¢ —p)t|® > 0, en effet sinon on aurait ¢ < p et comme D contient une partie
Dn[p>0

de la frontiére libre alors ( serait nulle sur cette partie, ce qui contredit le principe du
maximum puisque ( est harmonique dans D.

On en déduit que ' / IV¢I(1 - |V¢)) > 0.
: ; Dn(p=0]. :
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Alors |V(| < 1.sur 0B,45(x) car sinon |V(| > 1 sur 8B,45(z) et comme |V(¢] = £ déeroit
p

en p alors |V(| > 1 sur D donc / . [V¢I(1 - |V¢]) < 0: absurde.

Dnp=0]
m

(r+8)Log(

<1

On a .donc [V¢| < 1 sur 8B,44(z). Donc 20r + 5))

Soit m < (r + 6)Log( ) et en faisant tendre § vers 0, on obtient : m < rLog(2).

2(r +6)

On conclut alors par l’inégalité de Harnack [DL] [GT] sur B,/5(z) :

u(z) < max (p) < C*. min (p) < C*Log(2).r =c.r.
Br/2( B"/2 o>

D’ou le lemme.

C.Q.F.D.

Lemme 1.4.38: Soit D un domaine tel queﬂﬁ CQetDNI([p>0])#0.
AlorsVz € D, ona : p(z) < C.d(D,00)

ou C est une constante indépendante de p et de D.

Preuve :  Soit p = d(D,0R). Soit g € DN I([p > 0]) et soit z € D.
On suppose p(z) > 0. Il existe alors des points z1,...,7;r = z tels que :
ijBp/4($j_1) Vi=1,...,k, Bp(:(:j)CQ.

Soit jo le plus grand entier tel que : jo € {1,...,k} et B,/5(z;,) N ([p > 0]) # 0.
Un tel entier existe puisque zo € B,/2(z1) N d([p > 0]).

- Si jo = k alors B,/,(z) N O([p > 0]) # 0.

Comme p(z) > 0, il existe une boule B.(z) C [p > 0] N B,/5(z).

- On désigne par B,(z) la boule de rayon maximal vérifiant B,.(z) C [p > 0] N B,/»(z).
Alors 0B,(z) N d([p > 0]) # B et donc d’aprés le lemme 1.4.37, on a :

p(z) £ Cr < C.p ou C est une constante.

- Si jo < k alors p est ha.rmbnique sur la boule B,/s(zj-1) V5 € {jo+2,...,k}
puisque B, /s(z;j-1) N O([p > 0]) = 0.
D’apres l'inégalité de Harnack, ona: p(z;) < C.p(z;-1).

p(z) = p(ar) < Coleict) < ... S Colgjps)
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p(z) > 0 donc p(zj,41) > 0 et il existe une boule B,(z) de rayon maximal telle que :

Br(zjo-l-l) C [p > 0] N B3p/4(zjo+1)'

Sivs1 € Byya(@in) et Byya(eio) 1 0(1p > 0)) # 9 done Bayya(2jos1) 1 8(lp > 0]) # 0.
Alors 8B, (zj,+1) N d([p > 0]) # 0 et toujours d’aprés le lemme 1.4.37, on a :

Mzjp) < Cr < Cop.
D’ou p(z) < C.p=C.d(D,oN).

C.Q.F.D.

Preuve du théoréme 1.4.36: Soit R » 0 petit et soit z € Br(zo) N Q.
Il existe § > 0 assez petit tel que

€ Ds = {y€ Br(zo)NN /d(y,00) > 6}, DsCQ et Dsno([p>0]) #0.

D’aprés le lemme 1.4.38 on a alors p(z) < C.d(Ds,08) < C.d(z, o).
On en déduit que p(z) < C.d(z,z¢) Vz € Br(zo) N, donc Vz € Bp(zo) N Q.

C.QF.D.

Théoréme 1.4.39:

Pour tout zj, € m,+(S3) on a ®(zg) > s1(zy).

Preuve :  Soit z € mp(S3,;) tel que p(zg,z2) =0 z2 €]lsi(xp), s+(zo)[-
Alors 35 € {1,...,N(3)} tel que 2§ €]ayj, dij41l-

D’aprés le théoréme 1.3.20 et la continuité de ®, on a: z¢ = (z}, s1(zf)) € d([z2 = B(z"))).
D;;
On considére la-fonction u(z') = / ’ p(z', t)dt.
s1(z’)
D;

On pose v(z') =/ J po (', t)dt.

s1(z!)
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Soit ¥ € D(Jaij, aij+1[) alors £ est fonction test et on a :

05 41 D;; ) aij41
/ U, (/ p,,:(a:’,t)dt)dx' = / B(hi — D;j — p). V.

* ij 1(z")
On en déduit que v'(z') = —B(h; — D;; — p).
Donc v'(z') = ~B(h; — D;;) au voisinage de z; car p = 0 sur un voisinage de (z}, D;j).
Donc v(z') = —B(h; — D;j)(z' — z{)) + a ol @ est une constante réelle.

D’ou u'(z') = a — B(h; — Dij)(z' — z§) — si(z")p(z’, s1(z")).

1-Si @ # 0: alors au voisinage de g, u'(2') a le signe de o, en effet
- p(a'81(e") < Cd((a, 51(2")), (20, 91(20)))-

Il existe ¢ > 0 tel que a.u'(z') >0 Vz' €]zg —e,zf + €.

i

1.1Sia>0:onau'(z')>0 Vz'€lzy —e,zf + €.
Donc u est croissante et 0 < u(z') < u(zp) =0 V' €]z — ¢, zp].
Donc p = 0 sur (Jz§ — &, zh[xR) N, ce qui contredit le théoréme 1.3.20.
12Sia<0:onau'(z') <0 Vz'€lzy —e,z5 + €l
Donc u est décroissante et 0 < u(z') < u(zh) =0  Vz' €]zf, zf + €.

Donc p = 0 sur (Jz,zf +€[xR) N Q. Absurde.

2-51a=0:
2.1 s(zp) > 0 alors s1(z") > 0 sur un voisinage ]zj, — €, zf, + €[ de ;.

Donc u'(z') < 0 Vaz' €]zy,zy + ¢[. On aboutit alors & une contradiction comme en 1.2.
2.2 sj(zg) < 0 alors sj(z') < 0 sur un voisinage Jzg — ¢, z§ + €[ de z.

Donc u'(z') >0 Vz' €]zf — ¢, z{[. On aboutit alors & une contradiction comme en 1.1.
2.3 si(zp) =0

Ona p(z',s1(z")) < C.(lz' — zg|*> + |s1(2") - 31(:56)|2)1/2.

- Donc pour z' < zj on a :

W(a') 2 (@b = =) (B(hi — Dig) ~ Clsy(a (1 + (AZI= 2By,

_ A7)
Comme B(h; — D;j) >0, si(zp)=0 et s € C(7(Q)), il existe € > 0 tel que
u'(z') >0 Vz' €]z} — ¢,z}[. On aboutit alors & une contradiction comme en 1.1 et 2.2.

C.Q.F.D.
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Théoréme 1.4.40: Pour tout i € {1,..., N}, il existe une et une seule composante

connexe C; de [p > 0] telle que :

e

W,I(C,') N 71';,1(.5"3,,')'7é 0 et -C’_,' ) S;’,,-,j Vj € {1, ceey N(z)}

Preuve : Conséquence des théorémes précédents.

Théoréme 1.4.41 :

11 existe une et une seule solution S3 — connexe pour (P).

Preuve : Soit (p1, x1) et (p2, x2) deux solutions S3-connexes de (P).
Posons po = min(py,p2), Xo = min(x1,X2)- ,
&, et &, étant continues sauf sur un nombre fini de points, on a alors p; = p; sur S;.

On va montrer que p; = pp sur toute composante connexe Cy ; de [px > 0] touchant S ;
k=1,2.

On va utiliser une technique utilisée dans [CC1].
Soit B, une petite boule centrée en un point de 53 ; ; telle que B,NQ C Cy1;iNCy;

et o la solution du probléme suivant :

Ao =0 dans B,
c=1 sur I
0<eo<1 sur T}.

0B, =Tyull';, e T;COB, \ﬁ
On prolonge o par 1 sur 2 \ B;. |

- D’aprés le lemme 1.3.14, on a : / (V(pk —po) + (Xk — x0)e).Vo = 0 k=1,2.
Q

5/
Donc / V(prk —po).-Vo =0 et / (pk —Po)-a—a =
QNB, TonQ v

0 .. .
Comme pr — po = 0 et 5;‘; > 0 sur [y N Q (principe du maximum), alors pr = po sur
ToNQ. '

Donc p; = pp sur ['o N2

En répétant le raisonnement précédent pour les boules inclues dans B, N £, on obtient
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p1 = pz dans B, N et par unicité du prolongement analytique, on déduit que p; = py sur
la composante connexe C' de [p; > 0] N [p2 > 0] contenant B, N. En fait C = C;; = Cy;.
Eit effet C est un ouvert non vide du connexe Cf ;. Montrons que c’est aussi un fermé.
Soit (Zn)n une suite d’éléments de C' convergeant vers un élément z de Ck;.-.

On a p;(zn) = p2(zs), donc par continuité on a encore pl(:c) =pa(z) >0

doncz € [py >0]Np; >0NCetzeC. '

Dot C=C1;=C; e p =p; surCi;=0Cy; etceciVi

Finalement p; = p2 et x1 = x2 p.p. dans 2.

G.Q.F.D.
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II- CAS D'UNE DIGUE NON BORNEE

II.1 . Introduction:

Soit 2 un domaine lipschitzien de R™ (n > 3). On pose
Q' ={z'eR* /I, eR et (z',2,) N}
On suppose Q@ Clh_,h " 2xRx]h_,hy], k-, hy € R avec h_ < hy. o
On suppose qu'il existe deux fonctions s_ et s4 : Q* — R telles que:
Q= {(z",z) €R™ [ ' €Q* et s_(2') <z, < 54(2")}.
On pose S1 = {(¢',s-(2")) /| 2' € Q*}

S US; = { ($',3+($')) / ' e Q* }, ol =5US5US;.

(2 représente un milieux poreux. On suppose S3 couverte par un fluide, S2 en contact avec
lair et 57 imperméable. On désigne par S5 ;,( 7 € I, I C N) les différentes composantes
connexes de Sj.

On désigne par ¢ la pression sur S; U S3. Elle est donnée par :

0 si (z',zn) € S,
QO(!L",:L',—,) =

hi — 2z, s (z',25) € Ss,i iel

h; désigne le niveau du réservoir recouvrant Ss ;.

On considére une application : S3 xR — R

(IL1.1) z +— B(z,0) € L% (S:)

- (1I1.1.2) r — P(z,u) est mesurable Vu € R

(1I1.1.3) Je > 0:|B(z,u1) — B(z,u2)| < cluy —uz| p.p. dans Ss, Vuy,u; € R
(II.1.4) u +— B(z,u) est croissante p.p. z € S3

(I1.1.5) B(z,u).u >0 p.p. ¢ €S53 YueR.

Soit a la perméabilité du milieu. a vérifie :
a: Q1 — My(R)

z — a(z) = (aij)i1gij<n
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(IL1.6) a€ L™(Q), div(a(z)(e)) € L}, (Q).

(I1.1.7) IX > 0tel que: ‘'ya(z)y = Z aijyiy; > Ay? VzeQ VyeR™

. , 1<ij<n
(I1.1.8) Gin(z) = ani(z) =0 Vi=1,.,n—1.

On pose §p = QN (R*~2x]-L,L[xR) VL >0,

Qap = QN (R"2x]a,b[xR) Va<b et e=(0,..

On considére le probléme suivant :

( Trouver (p,x) € Hj,.(Q2) x L®(Q) tel que :
p20,0<x<1,p(l-x)=0 p.p. dans
p=0 sur S |

(Pxo) 4
[ a@)Vp+x9)9¢dz < [ B, - p)edo(z)
Q S3

conditions de Dirichlet.

Pour étudier ’existence d’une solution de (P ), nous allons introduire une suite

de problémes dans des domaines bornés. En passant a la limite, on déduira le résultat.

I1.2 . Probleme (Py):

Pour tout L >0, on pose 9 =QnN (R"2x} - L, L[xR).

SL =8, nony
Sk = (52 n aQL) u (69, n @)
SL = 8;no0y.

On sait d’apres le théoréme 1.2.1 que le probléeme :

[ Trouver (pr, xz) € HY(Qr) x L®(QL) tel que :

pL 20, 0<xz £1, pr(l —xz) =0 p.p. dans O,
pL =0 sur Sk '

(PL) 9
/ a(z)(VpL + xre).Védz < / B(z, ¢ — pr).&do(z)
QL . Sg

veeVs = {£€ HI(Q), £205u S, 3L > 0 Suppé C 0y }.-

Signalons que G. Gilardi et D. Kréner [G.K] ont étudié un probléme analogue avec des

V€ e HY(QL), V€ > 0 sur S¥
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admet au moins une solution (pr, xr) pour tout L > 0.

Théoréme I1.2.1:  Pour tout L, L' >0 tel que L < L', il existe deux couples (pr,x1)
et (pr',x1') solutions de (Pr) et de (Pr) tels que :

rr < pL1, XL < xr-

Preuve : Soient L et L' tels que L < L'. On considére p,, 1, et p. 1/ les solutions des
problémes pénalisés associés & (Pr,) et & (Pr+). Soit ' - :

Vi={¢em @) /=0 sur S}
Vi = {£€H Q) [ €=0 sur st'}.

¥
+
Soit 6 > 0. On considére I’application  f5(s) = (1 - g) x(s = 6).

On prolonge p. 1 par 0 sur O/ \ 2, et onpose :  g. =pe,L — pe,rvs €= f5(qe). -
Alors £ € Vi, N VL et on termine comme au théoréme 1.2.3.
On obtient alors  p, 1 < pe 1 done He(pe,1) < He(pe,11)-

Par extraction de sous-suites, on obtient deux couples de solutions (pr,xr) de (PL) et
(pLr,xrr) de (Pp) tels que:  pp <prr et xp < xir-

C.Q.F.D.

Dans la suite (pr, x1) désignera une suite croissante de solutions du probléme (Pr).

- Théoréme I1.2.2 : Il existe (p, x) € L} () x L®(Q) tel que :

pr — p dans L%, (Q) fort, pp — p p.p. dans Q

loc

xr — x dans L} (Q) fort, xp — x p.p. dans Q.

Preuve :

(PL)L est une suite croissante qui vérifie grice & IL1.5 (cf théoréme 1.3.19) :
0L PL < (hy —z0)* ~ p.p. dans Q.
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Il est clair alors d’apres le théoréme de Beppo-Levi qu'il existe une fonction p de L7, ()
telque: pp — p dans L} () fort, p; — p p.p. dans Q.
De méme, il existe x € L?,.(Q) tel que : x;, — x dans L? (Q) fort,

XL — X p.p- dans £
C.Q.F.D.

I11.3 . Théoréme d'existence:

Théoréme I11.3.1 :

I existe une solution au probléme (P,,) comme limite de solutions (pL,XxL)-

Preuve : Soit p>0,onapour L >>p: |prli2,0, < <(p).
En effet, soit { € D(R") tel que : ”
0<¢<1, V¢ <2 (=1dansQ,, (=0surR"\Q,y.

Alors la fonction +(%p, est fonction test et on a :

/ a(2)(Vpr + x16).V(¢PpL) = / B(z, ¢ - p1)(CPp1).
Qo1 5§+1

A / ICVps? = / AVl < / (%a(z)Vp.Vpy
Q41 Qp;l-l (LPERY :

= —/Q 2¢a(2)VpL.V{ + x1.(%a(2)e.Vpr + 2xlpra(z)e.V{+
r+1

+ /sg“ Bz, - p)({pL).

|/

JQp41

la(@)llICVpLlIV¢] < 4 / (V)

r+1 Qo41

%a(a)Vpr. V(| < 2 /Q

1/2
<ttoul( [ 1vnP)”,  e= awp fa@.

Qo1 €N, 41
/ XLCza(‘”)e-VPL| S/
Q

r+1 Qpt1

| oxtma@eve|s [ deppsde [ (hi-za)* <10l
Rp41 Qp41 Qp41

Qo1

1/2
C|€VPL|SCIQp+1|l/2'(/ |CVpL|2) :

[ B =) (CPou)| < 1557,
shtt _ '
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. 1/2
Dot [ Vil <selpual( [ 16TmLE) " 4 ipal + IS,
p+1

Qpp1
Og en déduit :
/Q CVpLl? < o(p)

o1 :
| evml < [ 1enP < o)
Q, R4 LR
En utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient :
IpLli20, < €(p).
D’aprés la réfléxivité de H(£2,) et le théoréme de Rellich, il existe une sous-suite (pz, , Xz, )
telle que : . -
pL, — p° dans H'(Q,) faible, pr, — p? dans L%*(Q,) fort,
pL, — p” p.p.dans Q, pr, — p* dans L*(S%) fort,
pr, — p” p.p. dans S%,
XL, — x° dans L*(Q) faible, .ol (p*,x") € H(Q,) x L®(Q,).
On en déduit que: p?=p, x° = X p.p- dans §,,
donc pe€ HY(R,) Vp, doncpe HL (D).
De pr, 20, pr, =0sur S5, pr,(1-xz,)=0, 0<xz, <1pp. dans,
on déduit |
p>20, p=0surS}, p(l-x)=0, 0<x<1lpp. dansQ, Vp>O0.

Donc
p=20, p=0surS;, p(l-x)=0, 0<x<1, p.p. dans Q.

Soit £ € H'(Q) tel que suppé C R, et £>0 sur S,.

Pour L; assez grandona: ,CQr, donc

/ a(e)(VpL, + x1,¢).VEdz < / B(z, ¢ — pr.).£.
Q, 53

Comme/ a(z)(Vpr, + x1.€)-Védzr = / Vpi.ta(z).VE + x 1, e.ta(x). VE.
Q, Q,
D’oll en passant a la limite, on obtient :

/ a(z)(Vp + xe).Védz < / B(z,¢ — p).£.
Q, 53

Soit ' /9 o(2)(Vp + xe).Vedz < /S B(z, 0 — p).£.
\ C.QFD.
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I1.4 . Propriétés :

Théoréme I1.4.1 :
On suppose Q, Sz et S3 invariants par toute translation dans la direction z,_;.
Soit (p, x) une solution de (Py). Alors, pour tout A € R le couple (p,\, X) défini

ci-dessous est solution de (P}) ot (P2) correspond dax(z) =a(z1, ..., Tn-2,Tn-1 + ), z,)
PA(Z) = (215000 Tnm2, T + A 20) et XA(Z) = X(T1) s Tr—2y Tnoy + N, Z0).
Donc si a(z) ne dépend pas de zq-1, (Pa, X2) est solution de (Pm) pour tout A € R.
Preuve : 1l est clair que (py,x2) € H} (Q) x L°(Q), |
Pr20, 0<xa<1, pp(l1=x2)=0 pp.dans et p =0 su1: Ss.

Il reste & vérifier I'inéquation. Soit £ € H(Q)avec suppé C Qz, € >0 sur Ss.
On définit 5—)\ par 6—)\(‘17) = ‘5(371, 0y Tn—=2,Tn—1 — ’\,zn)'

Alors {_ est fonction test pour (Py,) et on a :
[ o)X Tp+x05eorde < [ Bap-phton
3

En effectuant le changement de variable (z1,...,2n) = (Z1,...;Tn-2,Tn-1 + A, ), on
obtient

/ﬂa)‘(a:)(Vp,\ + xae).Védz < ; Bz, — pyr).£.

C.Q.F.D.

Remarque I1.4.2 : i de plus a(z) est indépendante de z,—; et si (Ps) a une solution
unique (p, x) alors py = p et x» = x pour tout A € R. Donc p et x sont indépendantes de
~ la variable z,,—;.

Proposition 11.4.3 :

Soit (p, x) un couple de solution de (Py,). Alors, on a au sens des distributions :

(I1.4.1) ‘ div(a(z)(Vp + xe)) = 0
(I1.4.2) g’; <0

avec v = a(z)(e).
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Preuve : Identique a celle de la proposition 1.3.1.

Remarque II.44: 1l en résulte d’aprés la relation (I1.4.1) et les théorémes de régularités
voir [GT] ou [D.L] que p € C1;%(2US;). En particulier p est continue et [p > 0] est ouvert.

lo
De plus si Vi,j a;; € C’°°(Q)c (resp. est analytique) alors p € C([p > 0]) (resp. est
analytique sur [p > 0]). '

De méme, on a une remarque similaire a la remarque 1.3.3.

Dans la suite de ce paragraphe, on fait I’ hypothése suivante :

(IL4.3) / tnn(2)be,(2)de < 0 Vo ED(R), 6> 0.
Q .

On a alors

Proposition I1.4.5 :  Soit (g, Zon) € [p > 0] alors il existe € > 0 tel que :

p(z',2,) >0 V(' z,) € C,

ot C, est le domaine {(a:',:cn) EN/|2' —zpl <e, o < zon +€}.

Si p(zg,zon) =0 alors p(zg,zn) =0 Y(z§,zn) € Q, V2, > Zon.

Preuve : Identique a celle de la proposition 1.3.4.

On définit comme en (1.3.6) une fonction @ sur 7,/(Q) représentant la frontiére libre
et on a la proposition :

Proposition I1.4.6 : & est semi-continue inférieurement sur 7,(Q) et on a :

p>0] = [zn < &(2")].

On a alors le théoréme suivant semblable au théoréme 1.3.8.

Théoréme I1.4.7:  Soit (p, x) une solution de (Pm‘).
Soient (a;, h),(b;, k), i =1,..,n — 1, 2n — 2 points de  tels que :

p=20 sur ([z: = ai] U [z; = b)) N [zq > A] Vi=1,..,n—1.
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n—1
Si on pose Zp = QN (H]a,-,b,-[x]h, +oo[) et on suppose mp1(Z3) N 7,(S3) = 0, alors

i=1

/ a(z)(xVp + x%e).e < / a(z)(Vp+ xe).e < 0.
Zp Zy,

ona:

-

Pour démontrer ce théoréme on aura besoin du lemme suivant similaire au lemme

1.3.7:

Lemme I1.4.8 : Sous les mémes hypothéses du théoréme I1.4.7, soit ¢ une fonction

positive de H'(Z,) N C(Z,) telle que ¢ = 0 sur [z, = h]. Alorson a :

/Z a(=)(VP).V¢ + X(Ip > 0))ann(e)Ce, < / ann(e', B(z"))C(2', B(a"))ds".

z (Zh)

Py 3

¥
Preuve :  Soit ¢ > 0 et soit £ = x(Z3). min(p, e{) = min(x(Ch)p, £¢).

¢ est fonction test, on a alors :
[ a@nVptef  awlTRIC + [ am(eming,el, < 0
Znn[p<Led] Zin[p>e(] Zn

et on termine comme dans la preuve du lemme 1.3.7.

C.Q.F.D.

Preuve du théoréme I1.4.7 :

Notons qu'il suffit de prouver la seconde inégalité.

d', 4) |

Soit alors a.(z',2,) = min (—_e_’ ) ou d est la distance euclidienne de R*~! et A
le complémentaire de 7,+(Z;) dans R*™1. On a :

/ a(z)(Vp + xe).edz =

Zn

= / a(z)(Vp + xe).Viae(zy — h)ldz + /Z a(z)(Vp + xe). V(1 - a.)(zn — h)]dz

Zy

a.(zn — h) étant fonction test, nulle sur S3, la premiére intégrale & droite est négative ou
nulle. On termine alors comme dans la preuve du théoréme 1.3.6.

C.Q.F.D.
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Théoréme I1.4.9:  Soit (p, x) une solution de (Py).
On prolonge 8 sur S; par: p(z,0)=0 siz € S,.
Soit zo = (z{, Lo, ) un élément de Q? et B, = ér(zo,r) C Q.

Si p = 0 dans B,, alors on a :
| _ B, s4(2), (e, s4('))

p-p. dans D,

X ann(x"; xn)Vz,. (;77" 3+($I))
ou D, = {(z',xn)eﬂ/lx'—wo|<r et $0n.<$n}UBr.
Preuve :  Identique a celle du théoréme 1.3.9.
Théoréme 11.4.10 : . 4
Soit (p, x) une solution de (Py). Soit zg = (zg, zon) = (o1, ..,%on) un point de )
et B, la boule ouverte de centre x¢ et de rayon r de Q. Alors pour tout ¢ € {1,...,n—1},

on ne peut avoir les deux situations suivantes :

@ {p(m',xn) =0 Y(z',2,) € B, N [z; = z0]

p(z',z,) > 0 Y(z',z,) € By, x; # zo;

(ﬁ') p(z',zn) = 0 ° Y(z',2,) € B, N[z; < z0i] (resp. By N[zi > zo5])
p(z',z,) >0  V(z',z,) € BN [z; > z0i] (resp. B, N[z; < z¢5]).

Preuve :  Identique a celle du théoréeme 1.3.10.

Théoréme 11.4.11 :

Si I’application ® est continue sur 7, () sauf sur un ensemble de mesure nulle, on a :

\ = B((z', s4+(z")), (', s+ (z"))) n (1 _ ,3((:6',8+(.’II')),‘P($I,3+($’)))).X([p > 0)).

nn(2', Tn)Vz, (2, 54 (2")) Gnn(2', Tn)Vs, (2!, 54(2'))
Preuve : Identique & celle du théoréme 1.3.11.
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III- CAS D'UN GRAPHE MAXIMAL MONOTONE

III.1 . Introduction:

On garde les mémes données qu’au paragraphe L.1 sauf qu’ici, on remplace application
B par un graphe maximal monotone.

On suppose que f est défini sur l'intervalle : [hy —hy, hy] si N > 2et sur l’mtervalle [0, hy]
31N—louhN— 1nf h;.

On suppose de plus 0 € B(0) et a vérifie (1.3.2) et (1.3.6) c’est & dire :

Qin =an; =0 Vi=1,..,n-1.

»
On est conduit & résoudre le probléme suivant :

[ Trouver (p,x,9) € H(Q) x L=2(Q) x L*(S;) tel que :
(:) p=20,0<x<1 pp. dans Q, p(1-x)=0 p.p. dans Q
(i) p=0 sur S
(Pm)  § (i) g € B(p—p) p-p- dans S5
(iv) /a(z)(Vp+xe).V§d:c - / g.6do(z) < 0
Q ' S

VE € H\(Q), VE > 0 sur S;.

I11.2 . Théoréme d'existence:

Théoréme I11.2.1 :  Le probléme (P,,) admet au moins une solution.

Preuve : Soit ¢ > 0. On considére 'approximation Yosida de 3 :
1
Be(s) = E(s —Je(s)) avec J.(s)=(I+¢eB)7(s).

On sait que f, est une application croissante lipschitzienne de rapport l De plus 3.(0) = 0
puisque 0 € 3(0). Donc 3. vérifie les propriétés (1.1.9) -(1.1.13) et (1.3.7).
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Il existe alors un couple (pe,x.) € H(R) x L=(Q) tel que :

(Pe20,0< xe <1 p.p. dans Q, p.(1-x.)=0 p.p. dans
o | pe=0 sur S, .

| [ a@)(r.+x0)-vedz = [ putp—pe)tinta) < 0
\ _ V¢ € HY(Q), V€ > 0 sur S,.

D’aprés le théoréme 1.3.19, on a 0 < p, < (hy — z,)* p.p. dans Q.

On en déduit que 'on a sur S3 : Ay — by <p—p. < < hy.

Comme Vapplication 3. est croissante on a donc : B.(hny — ki) < Be(p — pe) < Be(h1).
Done [Be(p — pe)| < max (1Be(b)l, 18w — ha)l) < max (18°(ho)], 18°Chwy — o)}

ol A° est la section principale de 8 définie par : B%(s) = Pg(4)(0) .
“avec Pp(,)(0) désignant la projection orthogonale de 0 sur 3(s).

D’olt Be(p — pc) € L*(Ss).

On en déduit V’existence d’un élément g € ngS;»,) tel que :
Be(p —pe) — g dans L%(S;) faible.

Prenons ensuite { = £p, comme fonction test, on obtient :

/Q a(z)(Vpe + xee). Vpede = /S 3 Be(p —pc)pe  dott  |pel12 <e.

Alors d’apres le théoréme de Rellich, il existe une sous-suite notée encore p, et un élément
p de H}(Q) tel que :

p. — p dans H'(Q) faible, p. — p dans L*(Q) fort

pe — p p.p.dans Q, p. — p dans L?%S3) fort.
Comme {v EHY(Q)/v=0sur S;, v>0 p.p. dans Q} est un convexe fermé
de H'(Q), il est donc faiblement fermé, donc p = 0 sur Sy, p > 0 p.p. dans .
- D’autre part 0 < x. < 1, alors il existe ¥ € L2(Q) tel que ye — x dans L2?(Q) faible.
L’ensemble {f €L*N)/0<f<1 p.p. dans Q} étant fermé et convexe dans L%(Q), .

il est faiblement fermé donc 0 < y <1 p.p. dans K.

On montre aisément que : Y. — 1 p.p. dans [p > 0]. Donc x. — 1 dans L?([p > 0}).
D’olt x =1 p.p.. dans [p > 0. |

Ona Be(p — pe) — g dans .\L2(S3) faible.
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Montrons que : Je(p — p:) — ¢ — p dans L*(S;) fort.

Je(p = pe) = (P = P) = Je(p — pe) = Je( — p) + Ju(¢ — p) — (¢ — p)
|Je(p — pe) — Je(e —p)| < |pe — D]
[Je( — p) — (¢ — )| = €|B:(v — p)| < €|B(Ry)).

D’ott . Je(p —pe) — ¢ —p dans L2(S;;) fort.

Posons H = L?(S3) et considérons 'opérateur :

B : L*S;) — L*(Ss) -

v — B(v).

Ona w € B(v) si et seulement si w(z) € B(v(z)) p.p. = € Q.

Alors § est maximal monotone et / est fermé sur H x Hy (cf [Br2)).
”

.Be(so - pe) E‘ﬁ(Je(¢ - ps))
Je(p —pe) — @—p dans L%(S;) fort
Pe(p —pe) — g dans L?*(S3) faible.

Donc g € By — p).

Enfin de :
/s;a(a:)(Vpe + xc€).Védz < /s Be(p — pe).bdo(z) V¢ € HY(Q), € >0 sur S,
on obtient

/ a(z)(Vp + xe).Védz — / g€do(z) <0 VéEe€ HY(Q), VE>0sur S,.
Q Ss

- D’olt (p, x,9) est solution du probléme (P,,).

C.Q.F.D.
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IT1.3 . Propriétés:

Les propriétés 1.3.1, ... ,1.3.8 et 1.3.10 du chapitre I restent vraies sans modifications
ni des énoncés ni des preuves. Par contre les théorémes 1.3.9 et 1.3.11 deviennent :

Théoréeme IT1.3.1:  Soit (p, x,9) une solution de (Pm).
Soit zg = (zg,Zon) un élément de Q et B, = ér(mo,r) c Q.

Si p =0 dans B,, alors on a :

g'(z',54(2"))

X'= Gnn(T', T )0z, (2,54 (2')) p-p- d%ms D,
9(z',54(2")) si 2’ €7u(Ss)
ot - g'(2,s4(2") = ”

0 si  z' € mp(S2),

D, = {(z,20) €0/ ¢’ =20l <7 et zon<zn}UB,.

Preuve :  Identique & celle du théoréme 1.3.9.

Théoréme I11.3.2 :  Soit (p, x, g) une solution de (Py,).

Si application ® est continue sur m,+(§2) sauf sur un ensemble de mesure nulle, on a :

x=

o) (G )

ann(2', Tn)vs, (2!, 54 (2")) nn(T', Tn )V, (2!, 53(2"))

ou ¢' est I'application associée & g dans le théoréme II1.3.1

Preuve :  Identique & celle du théoréme 1.3.11.

Le théoréme 1.3.12 devient :
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Théoréme I11.3.3 :
- Soient (p1, x1,91) et (P2, X2,92) deux solutions de (P,,).
Soit ®; (i = 1,2 ) la fonction associée & p;.
On suppose que T4 (S3;) N ma([pi >0)#0 Vi=1,2 Vj=1,...,N.

Si @, et ®; sont continues sur w () sauf sur un ensemble de mesure nulle, alors on a :

g1=¢g2 sur Si.

Pour démontrer ce théoréme, on aura besoin de deux lemmes similaires aux lemmes
1.3.13 et 1.3.14 et qui se démontrent de la méme facon.

Lemme I11.3.4: Pour tout { € H(Q)NG(N), (>0 ona:

| /Q a(z)(V(pi — po)+(xi — Xo)e).V(¢ <
< [ (e, 8 (1= ) (e, B!

ann(', i(2"))v,,
ot D; = {2 € ma(9)/ Bo(z") < 2i(a)} i=12

Po = min(p1,p2), Xo = = min(x1,x2), @0 =min(®,®2) et gm =max(g1,g2). -

Lemme II1.3.5 :  Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme II1.3.3, on a pour tout
¢ e HY(Q) :

fna(:v)(V(pi —po) +(Xi —Xxo0)e).V¢de =0 i=1,2.

Le théoréme I.3.15 demeure vrai avec le méme énoncé et la méme preuve.

Le théoréme 1.3.19 ainsi que les définitions et théorémes concernant la notion de solution
S3-connexe du chapitre I se genera,hsent sans difficultés.

96



II1.4 . Quelques exemples sur I'unicité et la non unicité:

A/ On suppose n =2, Q =0, L[x]0, D]
o(r1,22) = hy surSs, a(z)=1
S1 = ({0} x [0,D}) U ({L} x [0,D]), Sz =10,L] x {0}
Ss =]0, L[x{0}.

figure 8

Exemple 1: 8= (ho,R) 0< hy < hy.

Théoréme I11.4.1 :

I existe une et une seule solution (p, x,g) de (Pn). Elle est donnée par :
(p,Xag) = (am% laa + 1)

. h
oua=-1—)-avech=h1—hg.

Preuyve :

Ezistence : Soit £ € HY(Q), £ > 0 sur S;.

/QVp.Verz,—/Ssg.c=/n(a+1)ez,—[Ss(a+1)e=—/sz(a+1)s <o.
g=a+1E€ p(hy —p)=PB(ho).

Unicité :  Soit (p', X', ¢g') une autre solution. £ = +p' est fonction test, donc :
(1) / Vo'l + X', = / g'v
Q Ss

(2) / apy, + 0}, = / gp'.
. ) Q S3
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€ = *az, est fonction test, donc :

. 3) / apl, +ay' = / ¢'.(aD).
- JQ S3

Faisons (1) — (2) — (3) on obtient :

/ [VP'|? - 20p;, —ax' = / (9" —9)p' - / g'(aD)

Q : Sa Sa

/ IV[? —2ap], +a? = / (¢ —g)p' - / ¢'(aD) + / aa+x')
Q Ss Ss ) Q

d’ott ' N
/Q pa A+, - 052 < /S a(g’ - 9)p' —g'(aD) + /Q ofa + 1.)
= [ (/-0 - (D) + [ @D)a+1)
Ss ” Sg -
~ [ -9 +(g-¢)aD) = | @ =94 -aD)
Sa S .
= [ ¢~ 9)((hs ~ aD) = (i = ).
Ona ge€p(hy1—aD), g € B(hy —p') et B monotone alors :

(¢' = 9)-((h1 = p') = (k1 — aD)) 2 0.

Dot Vp'=(0,a) et p'=az;=p, X =1=y.
Soit alors £ € H(Q), ¢ =0sur S, :

/(a+1)§z,=/g'§ donc /((a+1)—g’)§=0 et ¢d=a+l=g.
Q Ss S3

C.Q.F.D.

Remarque II1.4.2: Sous les mémes hypothéses que dans 'exemple 1, si § = (h,R) avec
h > hy, alors le probléme n’a pas de solution. En effet supposons qu’il existe une solution
(Ps X, g). Alors en particulierona g € f(hy —p)orhy—p < hy <h donc hy—p¢ D(B)
absurde.
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Exemple 2 : Soit § un graphe maximal monotone défini au point h,.

Théoréme I11.4.3 :
Supposons B(hy) C]0,1]. Alors pour tout x € B(hy), (0,x,x) est solution.

1) Si B(h)={x} ily aunicitédela solution.
i) Si B(h1) D {x,x'} avec x # x' alors il n’y a pas d’unicité.

Preuve :

Soit £ € H(Q), £ > 0 sur S,.

/sz, —/ x€ = —/ x¢ <0 donc (0, x,x) est solution.
Q S3 S2

”

Supposons B(hy) = {x} et soit (p', X', ¢') une solution de Py,.
+p’ étant fonction test, on a :

/IVP'I2+x'p;,=/ g ()
Q Ss

/ XDy, = / xp'. (2

Q S3

Faisons la différence des égalités (1) et (2), on a :

/ Vo' + (1= x)p,, = / (¢ —x).r
Q S3

donc fQIVP’I2 + /Sa(l—x)p' = —[Sa(g’—x)-((h ~p)—hi) <0

car 3 est monotone et x € B(h1), ¢’ € (k1 —p') p.p. dans S3
| donc Vp' = 0 p.p. dans Q.
On en déduit que x' = ¢’ d’aprés le théoréme II1.3.1.
Comme ¢’ € B(h1 — p) p.p. dans S3, on a donc ¢' = x' = x dou (p',x',9') = (0, x, x).

il) évident.

C.Q.F.D.
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Théoréme I11.4.4 :
Supposons 3k > 1, k € B(hy).
Alors Jla > 0 tel que a+ 1 € B(hy —aD) et on a :
Sia>0,ily a unicité de la solution et elle est donnée par (az2,1,a + 1).
Sia=0,. A(h1) C[1,+00[ il y a unicité et la solution est donnée par (0,1,1).
. B(h1)N]0, 1[# B alors pour tout v € B(h1)N]0,1], (0,7,7) est solution.

Preuve :

Posons A = —f(hy — DI) ou I est Papplication identité de R dans R. Alors A est
maximal monotone. En effet : '

A est monotone : soit (z,y),(z',y') € A

(y-y)z—~2)= :Dl(y —y')((h1 — Dz') ~ (ks — Dz)) > 0

car y' € B(hy — Dz'), y € B(hy — Dz) et B est monotone.
A est maximal : soit (z,y) € R?, (£,7) € A tel que (y—7n)(z —€)>0.
Montrons que : y € Az

(y—n)(z—-€20 donc ((-y)—(-n))((h1 = Dz)— (hy — DE)) >0

comme f est maximal, —n € f(hy — DE) donc ~y € B(hy — Dz) c'est & dire y € Ax.
existence de « : '
A est maximal monotone, donc R(I + A) =R = R(I — (h; — DI))

—1€R donc 3Ja €Rtel que —1€ (I—pB(hy —DI))(a)et a+1¢€p(hy —aD).

Montrons que a > 0 :

Supposons @ < 0. On a k € B(hy), 14 a € B(h1 — Da) et B monotone, alors

(k—1—a)(hi—h1+Da)>0 donc (k—1-a)a>0

d’ott ' k—1—a<0 soit a>k—1>0 absurde.
Unicité de o :
Soit o' € R* tel que a’' + 1 € B(hy — Da'). B étant monotone, on a :
((@+1)=(a' +1))((h1 — Da)~(h1 —=Da')) 20 soit D(a—o')(a' —a)>0,
(@—a'*<0 donc a=d
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D’ou 'unicité de a.

1*"cas a > 0 : Montrons que la solution est donnée par (azs,1,a + 1).

Soit £ € H1(Q), €>0 sur S5.0na:

[ Ve ve+en - [ o= (@4 es - ) (et = /S (a+ <0

Soit (p', x',¢') une autre solution. Posons (p, x,g) = (azy,1,a + 1).
p

¢ = p— p' est fonction test, donc :

[IVe=5)P + =X~ = f =)o
Q Ss

/9(1 —xXYp—p)e, = /9(1 = X' )Pz, = /Q a(l.— x')>0

| @=0=-)== [ (492 =)~ (b =) <0
Ss . S3

car g € B(hy —p), ¢' € B(h1 — p') et B monotone

donc /Q V(- P = /Q (1-x)a=0 e p=p, x =1

Soit maintenant £ € H}(2), ¢ =0 sur S5. On a

/Q(a+1)£zz=/‘3g'£ donc /Sa(a+1)£=/ssg_'£ et ¢gd=a+1=yg.

S

D'ou (p’,X',g,) = (p,X1g.)°

2°Mecas o =0 : alors 1 € B(hy), donc (0,1,1) est solution (vérification immédiate).
On montre alors que toute solution (p',x’,g') est telle que :
p'=0 p.p. dansQ, x'= constante € B(h;).
De plus :

= 8 B(hi) Cll,400f x'=x=1, ¢g'=g=1
— Si B(h)N]0,1[# 0 il y a d’autres solutions de la forme (0,~, )
avec vy € B(hy1)N]0, 1]. ~

C.Q.F.D.

Remarque IIIA5: Dansle cas ot a > 0, B(h1) CJ1,4+00], en effet : soit v € B(h,) :
(@+1=9).(hs—aD—h))>0 donc v>a+1>1.
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B/ On suppose n =2, Q =|0, L[x]0, D|

@(21,%2))s, = p(z1,D)=D+h—D=h, a(z)=1I
51 =10, L{x{0}, Sz = ({0} x [0, D}) U ({L} x [0, D])
S3 =)0, L[x{D}.

D+h

S, s. 7

2 2
/Slﬂ
F77 7 7 77 7 7777 7 7 7
0 L
figure 9

Exemple 1 : Soit 8 un graphe maximal monotone. On suppose # défini sur l'intervalle
[0,h+e], B(h)C[0,k] avec ke€[0,1[, >0 et 0e B(0).

Théoréme I11.4.6 :  Soit (p,x,9) une solution de (Py,). Alors m,,([p > 0]) =]0, L[, de
plus [p > 0] est connexe.

D
Preuve : On pose U(zy) =/ p(zy,t)dt.
0

et on montre comme dans la preuve du théoréme 1.4.5 que : U"(z;) = —g.
Comme g € f(h —p) et p < h (théoréme 1.3.19), de plus 0 € £(0) alors g > 0 p.p. dans
S3 et U est concave. D’ott U(z1) >0 Vz; €0, L] puisque U(0) = U(L) = 0.

On termine alors comme dans la preuve du théoréme 1.4.5.

C.Q.F.D.

Théoréme II1.4.7: Soit (p, X, ) une solution de (Py,).

La fonction ¢ définie en (1.3.6) est continue et localement lipschitzienne sur 0, L.
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Lemme I11.4.8 :  Soit zo; €0, L[ tel que 0 < ®(z¢;) < D.

Alors, il existe un voisinage de (zo1, D) sur lequel p est nulle.

Preuve : On montre comme dans la preuve du lemme 1.4.7, en utilisant les mémes
notations, que: Au=yx —g.
On a B(h) € [0,k[, g€ B(h—p),alors Vy € B(h) on a (y —g)(h — (A~ p)) > 0 car 3 est
monotone donc p(y — g) > 0 donc
si p#F0 g<y<k
si p=0 g€p(h—p)=p(h) donc g<k
donc g¢g<k p.p. dans Ss. ' '

Donc Au>1-k>0sur[u>0) .

'On termine alors comme dans la preuve du lemme 1.4.7.

C.Q.F.D.

Preuve du théoréme II1.4.7 :

A partir du lemme précédent et de P'inégalité Au > 1 —k > 0 sur [u > 0], on procéde
comme dans la preuve du théoréme 1.4.6.

C.Q.F.D.

Corollaire I11.4.9 :

Soit (p, x,g) une solution de (P,,). Alors
x =g+ (1-gx(lp>0]).

Preuve : Conséquence des théorémes I11.3.2 et I11.4.7.

Corollaire I11.4.19 :
Soient (p1,X1,91) et (P2, X2, 92) deux solutions de (Py,). On a alors :
91 = g2 p.p. sur Ss.

Preuve : Conséquence des théorémes I11.3.3 et II1.4.7.
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Théoréme 111.4.11 :

Il y a une et une seule solution pour le probléme (P,,).

Preuve : Soient (P1,X1,91) et (p2,X2,g2) deux solutions de (Py,).

D
Posons u,-(zl,:cz):/ pi(z1,t)dt, i1=1,2,
T

2

et K; = {UEHI(Q)/UZO p.p- dans  Q, ), = “ilen} L i=1,2.

On montre comme dans la preuve du théoréme 1.4.11 que u; est solution de ’inéquation
variationnelle suivante :

w; € K;
/ Vw;.V(v — w;)dz > /_(g,- - 1).(v -w;), Yv€ K;
Q : Q

laquelle admet une et une seule solution [F] [C].

On a u; =u; sur S USs. En choisissant une fonction test ¢ dans D(]0, L[), on montre
que (ui(21,0))z,2, = —g;.

Comme g¢; = g; p.p. dans S3, on obtient (ui(z1,0))z,z, = (uj(z1,0))z,2,

et donc u;(21,0) = uj(z1,0) (principe du maximum) c’est & dire u; = u; sur S;.

Ainsi K; = Kj, u; et u; vérifient la méme inéquation variationnelle qui a une et une seule
solution. D’olt u; = u; et par suite p; = p; p.p. dans £ donc x; = x; p.p. dans  puisque
Xi = gi + (1 = gi)x([pi > 0]), gi = gj et p; = p;.

D’ou (p1,x1,91) = (P2, X2, 92)-
C.Q.F.D.
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Exemple 2 : On suppose qu'’il existe § > 0,7 > 0 et k > 1 tels que :

(@) Vzelh—nh]  A(2) C [k, +oo]
" (d) [1,1+ 6] C R(B).

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 111.4.12 :

Pour toute solution (p,x,9) de (Pp)ona : p>0, x=1 p.p. dans Q.

Preuve : Soit (p, X, g) une solution de (Pp,).
Soit f(x1,22) = sin(az,)sh(az,) avec a = %.'
Les conditions (a) et (b) permettent de trouver un réel a > 0 et une fonction

Yo :[0,L] = R tels que:

B(h — af(z1,D)) C]1 + asin(az;)ch(aD),+oo[ Vz; €]0, L[
1+ aasin(az;)ch(aD) € B(q).

On pose ensuite
Ya =af(z1,D)+ Yo, ga =1+ asin(az)ch(aD), po=af(r1,z2), Xo=1.

(pa — p)* étant fonction test pour (Py), on a :
/9 Vp.V(pa — p)* +x.(pa = P){, = /S 9.(pa = p)*. (1)
3
D’autre part on montre aisément que :

/ VPa-V(Pa = P)* + Xo-(pa —P)F, = / ga-(Pa — D)*. (2)
Q S .

3

(2) - (1) donne :
/ IV(pa = D) 1>+ (1 = X).(pa — D)3, = / (9« — 9)-(Pa —p)™.
Q. Ss

9o € B(pa — Pa) et g € B(h — p) p.p. dans S3 et § monotone, donc
.(ga - g)'(‘Pa ~h +p _pa_)-Z 0 P-P- dans 53.
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Soit y(z1) € B(h — af(21,D)), y(z1)> 1+ aasin(az;)ch(aD),
| 1+ aasin(az;)ch(aD) € B(pa — af(z1, D).
En utilisant encore une fois la monotonie de f, on obtient :
((h = af) = (¢a = af)) (y(z1) = (1 + aasin(az; )ch(aD))) > 0.

On en déduit que ¢, < h p.p. dans S5.
Donc (ga — 9)-(¢a = h + p— pa) 2 0 p.p. dans S entraine (go — 9)(pPo -p)t <o
p.p. dans S;.

Donc / [V(pa — p)*|* < / —(pa)t, = —/ aasin(az;)ch(azy) < 0.
Q [p=0] [p=0] | .

Donc V(py — p)* = 0. D’ot1t p, < p p.p. dans Q.

Doup>0, x=1p.p. dans Q. ‘
” C.Q.F.D.

Théoréme 111.4.13 :

Il y a unicité des solutions de (Py,).

Preuve :  Soient (p1,x1,91) et (p2,X2,92) deux solutions de (Py,).
D’aprés le théoréme précédent ona: p; >0, x; =1 p.p. dans Q.
On en déduit que ®;(z,) =D Vz; € [0, L] et ®; est continue.
D’ou g1 = g2 p.p. dans S3 (théoréme II1.3.3).

(p1 — p2) étant fonction test on a :
val-V(Pl —p2) + x1.(p1 = P2)z, = /s g1.(p1 — p2) (1
3
/QVP'z-V(Pl —P2) + X2-(P1 —p2)1:2 = /s 92-(P1 —pz)- (2)'
3
(1) = (2) donne [ [V(p1 = po)f* =0, donc Vi(py — pz) = 0 p:p. dans 2
Q

Donc p; = ps p.p. dans  puisque p; = p; =0 sur S,.

D’olt (p1, x1,91) = (P2, X2, 92)- '
C.Q.F.D.
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IV- CAS D'UNE LOI DE DARCY NON LINEAIRE

IV.1 . Position du probléme :

Dans ce chapitre, on reprend les mémes considérations géometriques du chapitre I.

Formulation forte : -

Comme dans le chapitre I, le bord A de A est divisé en quatre parties : une partie
‘imperméable I'y, une frontiere libre I'y, éventuellement une partie couverte par le fluide
I's et une partie I'y ou le fluide s’écoule vers ’extérieur de Q.

L4 .
La vitesse ¥ du fluide dans A est liée & la pression p par la relation qui généralise la loi de

Darcy (cf [Do]) :

(IV.1.1) [5]™ 1% = —a(z)V(p + z,).
On suppose m > 0, a(z) =al, (a>0).Onpose u=p+z, ¢g= r_iz— + 1. On a alors :

(Iv.1.2) - = —a|Vu|T" 2V,

On suppose que le fluide est incompressible, on a donc :
div(v) = 0 dans A

ou encore

(Iv.1.3) div(|Vu|'"?Vu) = 0 dans A

~ Le flux du fluide & travers I'; UT'; est nul. Donc si v désigne la normale unitaire extérieure
a0A,ona:
=20 sur yurly

ou par (IV.1.2)

_y0u

31/ = 0 sur ) Fl Urz.

(IV.1.4) |Vul?

On suppose p=0 sur TI';UTy, donc
(IV.1.5) . ‘U= Tn sur T, UL,
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"

On désigne par ¢ la pression sur S, U S3. On supposera a ¢ lipschitzienne et positive, nulle
sur Sy. ¢ admet donc une extension lipschitzienne sur  notée toujours ¢.
Comme toujours, dans la pratique, ¢ est donnée par :

ez, 2,) =0 si (2',2n) €S,
=hi —z, si (2',2,)€ 53, i=1,..N.

h; désigne le niveau du réservoir recouvrant Ss ;.

On pose Y = ¢ + z,.
Généralisant la modélisation de [CC3], on impose :

g2 O

V(o + )i oo (p+an) = Blap—p)  sur S,
soit encore
=2 a
(IV.1.6) |Vul = ﬂ( T,05p)  sur S,
ou B est une fonction vérifiant :
,31 53 xR — R

(IV.1.7) z — B(z,0) € L7(S;) ouq estle conjugué de q.

(IV.1.8) z +— f(z,u) est mesurable Vu € R

(IV.1.9) e > 0: |f(z,u1) — B(z,u2)| < clus — uz|® p.p. dans S3, Vuy,up € R
avec0<a<(¢g-1)A1

(IV.1.10) u +— ﬂ(a:,u.) est croissante p.p. ¢ € 53

(IV.1.11) B(z,u) >0 p.p. z €83, Vu>0.

Formulation faible :

Remarquons que trouver la paire (p, A) est équivalent & trouver (p, x4) ol x4 est la
fonction caractéristique de A.

Soit ¢ une fonction réguliére :
/IVulq"2Vu.V§da: = - / div(|Vul?™?Vu).6dx +/ |Vu |‘1"‘2 Ou fda(q;)

Si on suppose que u est une fonction réguliére satisfaisant aux conditions (IV.1.3) - (IV.1.6),
on obtient :

[4 |Vu|q_2V?z.V§dx_:= [S'a Bz, — u)ffda(a:) + /1‘4 |Vu|q"2%.£da(:c)
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et si on suppose que :
(IV.1.12) E=0 sur Iy,

on obtient 1’équation :

(IV.1;13) [AIVulq—2Vu.V§dx = /S Bz, —u).{do(z).

Maintenant, de (IV.1.5) on prolonge u par z,, sur @\ A. Ce prolongement est noté toujours
u. Sous des hypothéses de régularité sur u, on déduit de (IV.1.13) :

/qulq"2Vu.V£d:L' =/ Bz, — u).tdo(z) + €z,
Q - Js o Jae

(IV.1.14) / Vult™2Vu.Vede — y(A),. = / B(z,% — u).£do(z).
Q ¥ Ss3

Ainsi, on est conduit & chercher une paire (u,g) = (u, x(A€)) vérifiant (IV.1.i4). On
obtient le probléme faible suivant :
( Trouver (u,g) € WH9(02) x L®(Q) tel que :
(]) v22,, 0<g<1 pp. dans 9, g(u—=2z,)=0 p.p. dans Q

4 (i7) u=z, sur S5,
Gio) [ 1Vl Veds — g6, = [ Be, - ) edo(o)
1) Ss
Vé € WHI(Q), VE =0 sur Ss.

(Pm)

\

(Pn) est la formulation faible du probléme initial.

Si le probléme (IV.1.3) - (IV.1.6) admet une solution (u, A) et si u désigne le prolongement
de u par z, sur Q\ A alors (u, x(A°)) est solution de (Pm) et ainsi toute solution forte du
~ probléme initial sera solution de (Py).
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IV.2 . Existence d'une solution :

Théoréme IV.2.1: Le probléme (Py) admet au moins une solution (u, g).

Pour démontrer le théoréme, on introduit le probléme approché suivant : Pour € > 0

Trouver u, € Wl’q(Q) telque : u, =2z, sur S

(P.) [Pl Ve = G, = [ Blap - u)
3
VE € WH(Q) € =0sur S, ' -
ou ‘ |
Ge : L) — L*®(Q)
0 S1 v—x,>¢
v — G.(v) = l1—(v—z,)fe si 0<v—z,<c¢
A si v—z, <0.
Théoréme IV.2.2 : Il existe une solution u. pour le probléme (P.). De plus on a :

Ue > Tn, p.p. dans Q.

Preuve: Soit V = {v EWM(Q)/v =10 sur 52}

et soit K = {'v eEWH(Q)/v =12, sur S, }

Pour tout u € K on considére ’application :
A(u) :WH(Q) — R
€ — < Au),E >= / |Vu|!2Vu.VE — / B(z, v — u).bdo(z).
Q S

. A(u) est bien défini : en effet

|Vul*~?Vu € LY (Q), VE€LY(R) donc |Vul!~?Vu.VE € LY(Q)
1B(z,% — u).&| < |B(z,¥ —u)— B(z,0)|.I] + |B(x,0)]|¢]

< ey —u|*[¢] + 18(=,0)|[¢|
[b —ul* € LY (Ss), |B(z,0)l € LY (Ss), €€ LU(Ss).

Donc B(z,% —u)é € L*(S3).
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. Pour tout u € K, A(u) € W=19(Q) : en effet
< Au),E> < / IVl VE| + j 18z, %~ w).I¢ldo(z)
. Q Sa

< ( /ﬂ |Vu|qdm)1/q'.( / €|7dz ”"+ / 18(z,% — u) — B(=,0)|.|¢|do(z)+
/ 1B(2,0)\.|¢ldo(z)
/ 1B(z,% —u) - B(z,0)|.Ieldo(z) < / 1% — ul®.J¢ldo(z)

) /q'
< el —ul®|,lele = e( [ 10— ul*7 do(2)) " el
q S

, ag’ | (a-(g=1))/a
[ o= uitante) < ([ 1-upao@) ™" ([ 1o aDag(a) T
Ss3 Ss S3

sia=gq—1 /S [ — ul*? do(z) = /S o utdo(z)

oraq’=aL1<adoncsia#q—1

done /s W — ul*[éldo(z) < C(Ss, ). — ul2le],
d’ol1 | < A(u),E>| < c(u)|€l1,q-

. A est continue de K dans W=14'(Q) : en effet
Soit

F:LI(Q) — LI(Q)
v — |v|T %
avec v =(v1,...,Vs), [v]=(v}+...402)/2
On montre aisément que F est continue pour les topologies fortes ainsi que sa réciproque :
F~1 L9 (Q) — LIQ)
v — [v]? 2.

Soit (uk)x une suite d’éléments de K telle que uy converge vers un élément u de W14((Q).
< Awr) = A€ > | = | [ Pl - F@).5E = [ (B, - ue) — B, — )
3
[F(uk) = F(u)lg0-[VElgo + clur - ulg s, llg.s
(IF(uk) = F(u)lg o + ¢ lux —ulfg).[l1,q
d’ou |A(ur) = A(W)|-1,¢ < |F(ur) = F(u)lg 0 + uk — ulf,.
On en déduit que A(ux) — A(u) dans W14 (Q). D’ol la continuité de A.

<
<
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. A est monotone et coercif :

Pour démontrer la monotonie et la coercivité de A, on a besoin du lemme suivant :

Lemme IV.2.3: Soit ¢ > 1. Il existe 4 > 0 tel que pour tout (z,y) € (R")2 ona:

i) si ¢22 plz—yl? < (|2)% - y| %y, 2 — y)
i) si 1<q<2 plz—yP < (=] +y)* (2] 2z - [y|* %y, z — y).

Preuve : voir [Di] p 264.

Py

Grace au lemme et a la monotonie de 8, on voit que A est strictement monotone.

Maintenant, soit u € K
<anu-y> = [ [DuivuT ) + /S Bz, — u)( — u)
_ _ —2 W —u
= [vur— [ [pup-rvuvs + [ Ble ) —u)

Bley ~u) —v) = [ (Bla. - )= B 0N - )+ [ B0~ [ 8(z,00.
Ss3 S3 . Sa S3
Nous avons les inégalités ci dessous :
/ (B(z,¢ —u) — B(z,0))(¥ —u) >0 grice 4 IV.1.10
Sa :
[, B0 < 3Gz, Ol sululgss < el g

! ! —
/9 V=2V V% < [Vulld [Fplea < crlullls = calull 7.

Par suite, on a :

< Au,u—y >> dulf, = eoull! — aluly,g +

< Au,u—1Y > 'rota—1 —2 ch
> Al - euli® — e + —
|ul1,q Hhe e |ul1,q
. . < Au,u—1v9 >
d’ott lim U= > +o00 car ¢ > 1
© lulhe—0 |ul1,q

et A est coercif.

On montre que A est continu sur les sous espaces vectoriels de dimension finie.
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Soit v € LI(f2). On considére 'application :
fo :WH(Q) — R
¢ — [ Gk,
Q

fv est visiblement une forme linéaire continue sur W+¢(Q). On en déduit ( f [F] [C] ):
Ve L) M. eK <Au,w—u>>< f,,,w—de > Yw € K.
En prenant, w = u, £ £ avec £ € V, on obtient :

< Aug,E>=< f,, > VEeV.

Pour montrer I'existence d’une solution pour le probléme (P.), il suffit de montrer que

Fe:LY(Qy — V

v o— U,

admet un point fixe. Pour cela, on va appliquer le théoréme de Schauder. A cette fin,
on montre que F, est continue et qu'il existe R > 0 tel que F.(B(0,R)) C B(0,R) ol
B(0, R) est la boule de centre 0 et de rayon R de LI(Q) et que F, (B(0, R)) est relativement
compact dans LI(R).

. Montrons que : 3R >0 / F.(B(0,R)) C B(0,R).

— 1 étant fonction test, on a :
. / Vel Ve V(e — ) — Ge(v)(ue — $)s, = / Blas — ue)-(ue — )
Q S3
' /;;(]Vu,|q_2Vue—|V¢'|q—2V¢).V(ue - "/)) =
= L —|Vz/;|’1_2Vz,b.V(u, - '(,b) + Ge(v)(ue - ¢)1n
[ (Bt = ) = @00 - (6 —we) + / B(z,0).(e — )
q=2 U, — ( —l)q u
1/ V98— ) < ([row1e2) ([ 196 =) "
= ([ver)’ / V(e -7

S'_clluc - "r/’ll,q
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Ge . e x

< [16o)H(we = 9.l

< QM fu, — g |

/ (B(z, —u.)— B(2,0).(0— (v —u.)) <0 d’aprés IV.1.10
S3

| [ Getwue = ),

| [ 8000 = )] < 180y = o

S_ cz'lue - ¢I1’q'
Distinguons 2 cas :

i) ¢>2: alors d’aprés le lemme IV.2.3i),0n a :
b [ =) < [(VuLl T, - (9910~ ).

En utilisant 'inégalité de Poincaré et les estimations un peu plus haut, on a :

e —4l1,4 < c(“19)|ue Y1,
|ue = ¥li,g < (c(u, Q)01

Donc Iuell,q < lus 'Nl,q + |¢I1,q _ C(N, ¢7Q)

) 1<q¢<2: Remarquons que ¢' > 2 et on a alors d’aprés le lemme IV.2.3 1) ol p' est
la constante correspondant & ¢ = ¢/ : _

¥ [ 1F(Tu) - FOpI <
< /Q (IF(Vue)lf 2 F(Vu,) - |[F(V)|T 2 F(V)).(F(Vus) — F(V))
WIF(Vus) - FV9)|L o < /Q (F(Vue) — F(V4)).(Vae — Vb))

- /ﬂ (IVuel=29u, - |V9l772V9) . V(u, - y)

eneffet  |F(w)|f ~2F(w) = |w|@'~D@D+@-Dy = 4 v € LYQ).

— 1 étant fonction test, on a donc :
/ [Vuel?Vue. V(e = 9) = [ Gulo)(ue = e, + / B(z, b — ue).(us — )
Q Q S .
= / Go(®)(te)en — / Ge(v)be, + / (B, % — ue) = Bz, 0)).0 ~ (v — ue)) +
Q Q . Ss
Bz, 0).ue — ][ﬁ(zLQMé e
Ss3 S3 ) . v '
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On en déduit que :

L / (IVee |72V, — [T V). V(e — ) < crfuelig + 5.
Q

’

’ q
Vuelia = IF(Vuo)lg g < (IF(Ve) = F(V9)lpa + [F(VH)lg 0)
< 2 (IF(Vue) - F(V) 0 + IF(VH)IT o)
Donc en utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient :
IUEH,q < C,1|u5|1,q + .

D’ou |eli,; < R (puisque g > 1) et olt R est une constante indépendante de .
Finalement 3R >0 telque F,(B(0,R)) C B(0,R).

L 4

. Montrons que : F, : LI(2) — L(Q) est continue.

Soit (vx)r une suite d’éléments de L4(Q) qui converge vers un élément v de LI(R).
Soit u¥ = F.(vi) et soit u, = F.(v), uf — u, étant fonction test, on a :

kla-2gyuk G(ur —u.) = vi)(uf —u T, —uf uk—-u
J 1wttt vt~ = [ Gl —we)en + [ Bop = ubhiul - )
Ue|9 2 Vu V(uF - u,) = (V) (uF = u.), z,% —u.).(uf — u,).
/leel Vue V(u —u,) /QG(xe ),.+/Ssﬁ( B —ue)(ut —u,)
Donc
[ 7296k = D=2 Dk~ we) = [ @00 - 600wt~
Q Q
+ f (Bo, % — u5) = Bz, — ue)).(uk — u.)
Ss

< /(Ge(vk) — Ge(v))(uf —u.),, dapres IV.1.10.
Q

i) ¢ >2: alors d’apres le lemme IV.2.31),0n a:

b 19—t < [(Gulon) - Gulo)(ek
Q Q ,
e _s(%)ﬁm—ﬁe@ﬂ'}v ( ]{llV(uﬁ— wle)”.
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Ona:

(16t - o)™ = ( [ 16:00) = 6.0}l 116 (or) - G.)) v
< (/{; qu_l,IGe(vk) - Ge(v)l) 1/q car q’ >1let |G€(v)| <1 Vwe ILq(Q)

< 2(q'—1)/q'.|Q|1/q”.

1 1/qq’ 1
/7 (‘/;2 log — vl‘l) ~car [G(wy) — Ge(wr)] < Elwl — wy.

D’ou

Juf = ey < cloe —ol}fd.
ii) 1<¢<2:0nagq >2donc d’aprés le lemme IV.2.31i),0n a: -+
b [ IF(7ud) RVl <
< [ R 2E(Vud) - [F(Tu)lf 2 F(Vu0).(F(Pub) ~ F(Vu)
= /Q(|Vuf|"_2Vuic - [Vue |92 Vu, ). V(uF —u.)
donc

HIF(Vub)=F(Vu)| o < /Q (Gelr) = Ge(0))(uk — ue)s

< ([ 1600 -ct) " ( [ 19t - ue) "

N1/
c(/ |Ge(vi) — G (v)]? ) T ocar uf, u.sont bornées dans W9(Q)
Q

IN

I

1/
c'(/ |V(vi — v)|q) ! comme en i)
Q .

donc \F(Vul) ~ F(Vu)lpa < "jox — v}/ .

On en déduit que : F(VuF) — F(Vue) dans L9'(Q).

Dot F~1oF(Vu¥) — F~10F(Vu,) dans ]Lq(Q.) (car F~1 est continue dans IL9(Q)
c’est a dire VufF — Vu, dans ]L"(Q)

et par Poincaré ~ uf — u, dans L9(Q) d’ou la continuité de F..

De plus F.(B(0,R)) C B(0,R') C W"4() olt B(0, R') est une boule de W4(Q) donc
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Finalement F, admet un point fixe u. et le probléme P, admettra une solution si on
montre que 4, > T, p.p.- dans . '

Soit € =(u.—z,)” alors ¢ est fonction test, donc :
/ |V |92 Vu, . V(ue — 2,)~ = / Ge(ue).(ue — zq)z, + / Bz, —ue).(ue — )~
. Jo Q S3
f Geluhtue =z, = [ (we=sa)z,
Q , Q

/ ﬂ(a:,.zb —te).(ug —2,)” 20 car ur <zp=>u. <.
Ss

Donc / [Vue |2 Vu, . V(u, — z,) < / (e — Zn)z,. -
[ue<zn] [ue<zn]

Or / IVzo|? Ve, V(u, - 2,) = / (ue — zp)z,
[ue<Lz4n] ” [ue <zn]

d’ou / ([Vuelq"2Vu€ - |an|q'2Vxn).V(ue —z,) < 0.
[#e<zn )

En appliquant le lemme IV.2.3, on obtient :

z) Iv(ue —>$n)|q <0 si g2>2
[ue <za)
_ 2
i) / V(e ””")lz_q <0 si 1<g<?
[2e<z 0] (|\7ue| + vanl)

On en déduit que ue > &, p.p- dans Q et le théoréme est prouvé.

C.Q.F.D.

Preuve du théoréme IV.2.1 :

On sait que u,. est bornée indépendemment de ¢ dans W1 9(Q). D’apres la refléxivité
de W19(Q) et le théoréme de Rellich, il existe une suite (ue, )i et un élément u de W14(Q)

tel que :
te, — u dans WY(Q) faible
ue, — u dans L%(Q) fort, Ue, — u p.p. dans
ue, — u dans L%(S3) faible, e, — u p.p. dans S;.

—Soit Ky ={veWlHQ)/v2es ppodans Qf
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K est un fermé de W14(Q), de plus K est convexe donc K est faiblement fermé dans
wbhe(Q), et u >z, p.p. dans Q.

De méme 0 < G.(u.) < 1 donc il existe g € LY(R) tel que :

Ge,(ue,) — g dans LIY(Q) faible.

Comme K, = {v € L1(N)/0<v<1 p.p. dans Q} est un convexe fermé dans
L9(R), donc faiblement fermé dans LI(f2) alors 0 < ¢ < 1.

Ge(ue,) — 0 dans L*(fu > z,))
Ge(ue,) — g dans L%([u > z,]).

Donc g=0 p.p. sur[u>z,]
Pour conclure, on a besoin du :

Théoréme IV.2.4 :

(ue, ) converge vers u 'dans W14(Q) - fort.

Preuve : Montrons que (Vuek),c converge vers Vu dans LI(Q?) - fort.

Pour cela il suffit de montrer que ’on a :

limsup |Vu,,|g0 < [Vulga.
k—+o0

En effet LI(Q) étant uniformément convexe (¢ > 1) et Vu,, — Vu dans L(Q) faible, on

aura (cf [Brl]) :
lim Vu,, = Vu dans LI(Q2) fort.

k—+co

€ =u,, —u est fonction test, donc :

/ lvuequ_zvuek'v(uek —u) = / Gey (e, )-(ue, — )z, + / Bz, ¥ — Uey )-(Ue, — u)
Q Q Ss

/Q|Vu€,;|" = /ﬂ|Vu€k|q"2Vuek.Vu+/9Gek(uek).(u,k —u)g, +
| ﬁsm—.wfﬁwﬂ»@ﬁ—uﬁgﬂ@zp—ww — ).
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Ona: |

I‘/leu‘ehlq—2vu€k’vu| < (/QIvueh|q)1/q’-(/Q|Vu|q)1/.q

/S (B(z,¥ —ue,) — Bz, —u)).(ue, —u) <0 grace 2 IV.1.10
tim [ Ale,¥ - vy —) = 0.

k—->+oo SS

11 suffit alors de montrer que :

lim Gek(uek) (te, — u)z, = 0.

k—+00
Ona YweLi() Ve Ge(v(z)) =1- H,(v(z)—zn).
. ”
ol .
1 st s> €
H.(s) = sfe si 0<s<e¢
0 si s <0.

| Gerlte) (e, - W), = [ (ver =0~
/ He, (tey, — ©a)(tey — Tn)an — (4 = Ta)z,
+ /Q (Hey (tey = 20) = 1)(t = Zn)e,

Nous avons :

lim /(uek U)z, =

k—+o00
ue, — u dans WH1(Q)

lim /Q(He,c(ue,, —zp)— 1)(u—2p)z, =0

k—+400

car H,,(u,, —z,) — 1 p.p. dans [u > z,] et on applique Lebesgue.

Il reste & montrer que im [ He,(ue, — Tn)(Uep — Tn)z, = /(u — ZTn)z,-
k—+o00 Jq Q

Une boule fermée de L9(£2) étant faiblement compacte, il suffit de montrer que toute valeur
d’adhérence faible de la suite H, (uc, — Zn)(Ue, — Tn)z, est égale & (u — zy,),,.

—Posons B {s)= ]{sﬂﬁét)dt YseR— —
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On a alors
H.,(ue, — Tn)(Ue, — Tn)z, = ('Esk(“q - xn)),n
. E. (s) — st p-p. dans R.

Soit alors f une valeur d’adhérence de la suite (E.,(u., —2n)), dans D'(Q). Il existe une
sous suite notée encore (E,, (ue, — zn)) x Qui converge vers f dans D'(().

|Eey (e, — %) — (u — zn)|? <
o S (1Ben(ter = 20) = Bey (4 = 20)| + |Bey (u = 20) = (u = 20)] )
< 27 E,, (e, — 2n) = Eep(u — 2|9 4+ 27 E,, (u — 2,) — (u — 2,)]7
< 991 (Iue,‘ — 2 =t 2|7+ | ey (1 — 20) — (u — x,,)|4).

-

Comme E,,(s) — st . p.p. dans R, d’aprés le théoréme de la convergence dominée,
ona E,(u-z,) — (u—2z,) dans LI(Q) - fort.
D’ou E. (ue, —zn) — (u—2z,) dans L9(Q)— fort.

Donc f = u — z, et la seule valeur d’adhérencs de (E., (ue, —2n)) dans D'(Q) est u — z,,
ce qui prouve que la seule valeur d’adhérence de (E., (uc, — xn))zn dans D'(Q) est
(v — z4)z,. Donc la seule valeur d’adhérence de H,, (us, — =1 )(te, — Tpn)z, dans LI(Q)

est (v — z,)z, -

/
Finalement on a : hmsup/ |Vue, |? < hmsup /IVu€k| ! /IVu|

k—+o0 k—+c0

Donc limsup |Vue, g0 < |Vulga.
k—+co

C.Q.F.D.

Suite de la preuve du théoreme IV.2.1 : On en déduit du théoréme IV.2.4 que
F(Vu,,) — F(Vu) dans L%(Q) fort

et donc en particulier dans L1() faible.

Soit alors £ € W19(Q), £€=0 sur S,ona:
[ P96 = Gawaen = [ Blap—ua)t
En passant a la limite quand & tend vers +o0,on a : '
/F(Vu).Vf - g&;, = / B(z, v — u).t.
Q Ss3
C.Q.F.D.

120



Propriété :

P;'c-)position IV.2.5:

Soit (u, g) un couple de solution de (Py). On a alors au sens des distributions :

div(|Vu|*"?Vu) — g, = 0.
Preuve : Soit £ € D(Q2), Lfétant une fonction test on a :
: / |Vu|T"2Vu.VE¢ — g€, = 0.
' Q

Donc div(|Vu|*™?Vu) — g,, = 0.
’

C.Q.F.D.
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IV.3 . Exemple:

On suppose n = 2, Q =]0, L[x]0, D[

o(z1,22) =D+ h—2z7 donc ¥(z1,22)=D+h
,3(.’6,‘&) = ﬂ(u)’ ,3(0) =

= ({0} x [0, D]) U ({L} x [0, D]), S =10, L] x {0}.
S;3 =)0, L[x{D}.

Sl,l , 1,2
"

Théoréme IV.3.1 :

Il existe une et une seule solution (u,g) de (P). Elle est donnée par :

1) si 0<B(h)<1 (u,9) = (22,1 B(h))
i) si BR)>1  (u,9) =((a +1)z2,0)

ol a est le réel de )0, %[ tel que : f(h — aD) = (a +1)171,
Preuve : i) Onsuppose 0 < f(h) < 1. Soit £ € W), £ =0 sur Ss.
J 1wt - ot - [ p6-we = [ ps, - / B(h)E = 0

d’ou (172, 1 — B(h)) est solution.
Montrons que c’est la seule.

Soit (u',¢') une autre solution. (u' — z3)* est fonction test, donc :
/n [Ve'[172V0 V(U — z9)t - ¢'(u' — 22)f, = [5 B — ) —z2)" (1)
3
- [Tl Yn, T - a4 (B0 =D =20 = [ B- DY =) @
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Faisons la différence des égalités (1) et (2), ona:

/ (I 12V’ — [V, [972Va,). V(0! = 25)* < / (8% — ") ~ B( - D)(u' ~ D)*

/ ((B(R) - 1)(u' — DY*

< 0carp est croissante et 0 <B(h) <1.

Grace au lemme>IV.2.3 ona:

i) /|V(u'—mg)+|qdz <0 s g¢>2
A .

N2 -
V(' —25) |2_qu <0 si l<g<2
Q (IVU'I + IVIIIzI) !

Donc V(u' —z3)t =0 et u' <z,

D’ou u' = x5 car u' > z,. y

Comme div(|Vu'|?2Vu') — g1, =0, on a donc 9z, =0 et g¢'=g'(z1).
Soit alors £ € W14(Q), ¢ =0 sur S,. .

/ e — 96y = /ﬂ(h)s, / (- g'@))8),, / B(k).€

. donc /33(1 —¢'(z1)) = [Saﬂ(h)ﬁ et ¢ =1-p8(h).

i) On suppose B(h) > 1.-On considére Papplication f:t — B(h —tD) — (1 +¢)77?

On a £(0) = B(h)=1 >0 f(%) = —(1+-1h3)q_1 <0,

dot Ja>0 telque f(a)=0 cad PB(h—aD) = (a+1)1"L
Vérifions que ((a + 1)z3,0) est solution.
~ Soit ¢ € W9(Q) ¢ =0 sur S; alors:

[ 19+ D)Y@+ Den).VE ~ [ B~ (@t D)
Q Ss
= /(c1:+1)"_1£,:2 - / B(h — aD).£
Q , Ss

- /S ((a+1)"" = B(h — aD))¢ = 0.

. Vérifions que ((a + 1)z2, 01)"é’s’f’T’ﬁﬁiQEfsolutxoﬁi'
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Soit (u', ¢') une autre solution, £ = u’ — (& + 1)z est fonction test, donc :
Q) [ Va1V = (@ Do) - ¢ (o + D, =
Q .
[ B =) - (@t 1)22)

2 / |V((a +1)22)|"2 V(e + 1)22). V(' ~ (o + 1)z2) =

/S B — (e + 1)z2).(u' — (o + 1)),

Faisons (1)' — (2)', on obtient

-

/ (IVu'Iq'2Vu'—|V((a + 1)22)[*72V((a + 1).7:2)) V' = (a+1)zs) < / J'(—a)
Q Q
+ [ (B =)= B8 = (a-+ Den)) ' = (@ + Do) < 0.

”
En utilisant le lemme IV.2.30na: "

?) / IV(u' = (@ +1Dz2)|%dz <0 si ¢>2
Q

' 2
i) /(I VW =(et Do)l ;<o & 1<q<2

V| + |V(a+ Dzg)?70 7~

- Donc  V(u'—(a+1)z2) =0 et u' =(a+1)z,.
Comme div(|Vu'[!"2Vu') —g,, =0, onadonc g, =0 et g =g'(z1).
Soit alors £ € W(Q), € =0 sur S,.

/ (a + 1)1 s, — g (21)E, = / B(h - aD).¢
/((a+1)" ' -g'(21)¢),, / B(h — aD).

 done / (e + 17" = g'a1))e / B(h - aD).¢

et (¢ +1)1"t —g'(z1) = B(h — aD) et ¢g'(z1) = 0.
D’ou (u'7 g,) = ((C! + 1)1'270)

C.Q.F.D.
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CONCLUSION -

Signalons que le probléeme d’unicité dans le cas d’une digue linéaire reste toujours
ouvert dans le cas général ainsi que la régularité de la frontiére libre.

Dans le cas d’une digue non bornée de géomeétrie quelconque, ’existence d’une solution
ne devrait pas poser trop de difficultées. De méme le probléme d’unicité reste ouvert.

Enfin la question d’existence d'une frontiére libre ainsi que 'unicité des solutions
restent ouvertes dans le cas d’une loi de Darcy non linéaire.
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Annexe

" Dans cet annexe, on démontre deux théorémes déja utilisés pour prouver la continuité
de la frontiére libre. Ces théorémes ont été démontrés par H.W. Alt [Al3] dans le cas du
Laplacien.

Soit ® C R” un domaine borné, £ C D un fermé et £ C D un fermé tel que ANL = 0.

\ L

@,

figure A

Théoréme A.1:
Soient w € C°(D), a € CY(R",M,(R)). On suppose :
Aw>p>0 dans D, w<0 sur D\ L
ou Aw = div(a(z)Vw).
Alors il existe une constante 0 < ¢(n, D) < oo telle que :

w < ¢(n,D).dist(R,£)? sur £ implique w<0 dans K.

Preuve : Soit d € C?(R") telleque d >0, d=0dans &, d2>1sur £
Soit alors ¢(n, D) > 0 tel que : ¢(n,D)(diam(D))?>.Ad < p dans D
ou diam(®D) désigne le diametre de D.
Posons d' = ¢(n,D)(diam(D))?d. Alors Alw—d) > p—p=0.
Supposons w < ¢(n,D)dist(&, £)? sur £, alors w < ¢(n,D)(diam(D))? < d' sur £
car d > 1 sur £.
w<0sur D\ Letd >0. Dot w—d <0 sur ID. , ‘
Par le principe du maximum, on déduit que w — d' < 0 dans D donc w < 0 dans f.

. CQFD
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Théoréme A.2:

Soient p, v, u des fonctions continues sur D avec [u > 0] C [p > 0] et

Ap<0 dans D, p>0 sur 09,
Av >0 dans D, v<0 sur 9D\L, v<1surl,
Au>p>0 dans D, u<0 sur 9D\ L.

Alors il existe des constantes

e=¢(n,D,dist(%,£))>0,0<C = C(n,@,dist(ﬁ, £),supu,inf{p(z) /u(z) > ¢ }) < o0

telles que : ev—Cp+u<o0 dans 8. -

Preuve :

Pour e > 0et 0 < C < 00, la fonction w = ev — Cp+u est continue dans D et vérifie :

Aw > p  dans Ky
w<0 sur 0D\ L.

Posons € = %c(n,@).dz‘ét(ﬁ, £)? ot c(h,i)) désigne la constante du théoréme A.1.
Soit z € £, |

ou bien u(z) < ¢ alors w(z) < ev(z) + u(z) < 2,

ou bien u(z) > ¢ alors w(z) < ¢ — Cinfy> p + supgzu.

Comme inf{p(z) / z € D et u(z) > e} = p(zo) avec 7o €D, u(zo) > ¢

donc p(zo) > 0 puisque [u > 0] C [p>0]. -

D’ot1 pour une constante C' convenable on a supgzu < Cp(zo) et done w(z) S 2e.
Dans tous les cas on a w < 2¢ = ¢(n,D).dist(R, £)? sur £.

D’otl1 par le théoreme A.1, w < 0 dans &.

C.Q.F.D.
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