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Résumé 

La demande de polymères de propriétés spécifiques et de haute performance est actuel
lement très forte. Par ailleurs, l'amélioration de la productivité, et la maîtrise du fonction
nement des réacteurs de polymérisation sont essentielles. L'optimi~ation et la commande 
des procédés de polymérisation revêtent par conséquent une très grande importance pour 
l'industrie des polymères. 

En raison des difficultés de modélisation, de la forte non linéarité des systèmes mis 
en jeu, du manque de mesures en ligne, l'optimisation et la commande de ces réacteurs 
sont cependant particulièrement ardues. Ceci est d'autant plus vrai pour des procédés 
complexes tels que la polymérisation en émulsion. 

Cette étude porte sur l'optimisation dynamique et la commande non linéaire d'un 
réacteur discontinu de copolymérisation en émulsion du styrène et de l'a-méthylstyrène. 

Un modèle dynamique du système, indispensable au développement d'algorithmes 
d'optimisation et de commande non linéaire, a d'abord été développé. Il s'agit d'un modèle 
de tendance, qui permet la description des principales variables du procédé: concentration 
en monomère, nombre de particules, moments de la distribution des masses molaires et 
tem pérature. 

L'optimisation dynamique a consisté à rechercher des profils de température permet
tant de maximiser la productivité, tout en imposant des contraintes sur la qualité du 
produit final et sur la capacité de refroidissement du réacteur. Elle a montré que, pour une 
réaction de polymérisation en émulsion, cet objectif pouvait être réalisé en maintenant 
une température maximale pendant l'étape de nucléation, et en diminuant ensuite la 
température suivant la masse molaire souhaitée du polymère final. La réduction de la 
durée de l'opération discontinue est alors importante. 

U ne étude en simulation de la commande non linéaire géométrique (de type linéarisation 
entrée/sortie par retour d'état statique) du réacteur a montré de bonnes performances de 
ce type de commande pour la poursuite de profils de température. Un estimateur d'état 
est par ailleurs indispensable pour effectuer une telle commande : le filtre de Kalman 
étendu a été utilisé et a permis une bonne estimation des principales variables. 

Enfin, l'étude expérimentale a permis de valider les différentes étapes du travail et a 
confirmé dans l'ensemble les résultats de simulation. 

Cette étude complète, incluant modélisation, optimisation dynamique, commande non 
linéaire et estimation d'état, représente une illustration des possibilités offertes en Génie 
des Procédés par des techniques récentes de contrôle. 
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Abstract 

The industrial interest in the optimisation and control of polymerisation reactors is 
great. lndeed, the demand for polymers having special properties and improved perfor
mance is strong. Optimisation and control have also a significant iIDpact on polymer plant 
operability and economics. 

However, the optimisation and control of polymerisation reactors are especially difficult 
for several reasons : modelling difficulties, strong nonlinear behavior, and lack of on-line 
measurements. This is in particular the case for emulsion polymerisation processes. 

This study deals with the dynamic optimisation and nonlinear control of a batch 
emulsion polymerisation reactor of styrene and a-methylstyrene. 

A dynamic model, necessary for the optimisation and nonlinear control algorithms, 
was first developed. It consists in a tendency model, allowing the description of the main 
pro cess variables: monomer concentration, particle number, moments of the molecular 
weight distribution and temperature. 

The aim of the dynamic optimisation was to compute temperature profiles allowing the 
productivity maximisation, while imposing constraints on the final product quality and 
on the cooling limitations of the reactor. It showed that, for an emulsion polymerisation 
reaction, this objective could be achieved through imposing a maximal temperature during 
the nucleation step, and then decreasing the temperature according to the desired final 
molecular weight. Batch time reduction is then important. 

A simulation study of the nonlinear geometric control (through input/output linea
risation with static state feedback) of the reactor showed a good behavior of this type 
of control for temperature trajectory tracking. Astate estimator is necessary to achieve 
such a control: the extended Kalman filter was employed and allowed a good estimation 
of the main variables. 

Finally, the experimental study allowed a validation of the different steps and confir
med the simulation results. 

This complete study, including modelling, dynamic optimisation, nonlinear control 
and state estimation, represents an illustration of what can be achieved in Chemical 
Engineering by modern control techniques. 
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Introd uction 

L'industrie des polymères a connu un développement très important ces dernières 
années. Parmi les procédés de polymérisation, la polymérisation en émulsion est très 
largement utilisée en raison des propriétés particulières des polymères qu'elle permet de 
produire. 

Beaucoup de polymérisations impliquent des réacteurs discontinus ou semi-continus, 
qui ne possèdent pas les capacités de production des réacteurs continus. En revanche, 
leur grande souplesse d'utilisation fait d'eux des outils privilégiés pour la production de 
volumes petits à moyens de polymères de spécialité. 

Un contrôle précis de la production et des propriétés des produits est devenu un des 
problèmes majeurs de l'industrie des polymères. Or des difficultés particulières sont liées 
à l'optimisation et au contrôle des réacteurs de polymérisation, parmi lesquelles: 
- le manque de modèles descriptifs du procédé, 
- la forte non linéarité, 
- la difficulté de formuler l'objectif de l'optimisation en termes de propriétés d'usage des 
polymères, 
- le manque de mesures en ligne. 

Un modèle est indispensable pour optimiser le procédé par rapport à un critère 
technico-économique. Par ailleurs, les techniques de commande basées sur des modèles 
du procédé sont très intéressantes car elles permettent de mieux réaliser les objectifs as
signés de poursuite en tenant compte de la non linéarité du système par exemple. Dans le 
domaine de la polymérisation en émulsion, différents types de modèles ont été développés 
dans la littérature. La plupart sont des modèles de connaissance totale, très complets, 
qui conduisent à un grand nombre d'équations (algébriques, différentielles ordinaires et 
aux dérivées partielles). Les modèles de tendance décrivent quant à eux de façon plus 
simple la manière dont les paramètres opératoires affectent les concentrations des princi
paux composés et les caractéristiques moléculaires et structurales moyennes du polymère. 
C'est ce dernier type de modèle qui est le plus adapté à l'optimisation et la commande 
des procédés. 

Si l'optimisation statique classique permet par exemple de trouver les paramètres de 
fonctionnement optimaux et invariants dans le temps d'un réacteur continu, l'optimisation 
dynamique doit être employée lorsqu'il s'agit de déterminer des trajectoires de commande 
optimale pour des réacteurs discontinus ou semi-continus. 

Les procédés de polymérisation, caractérisés par leur forte non linéarité, sont très 
difficiles à contrôler par les techniques classiques de commande linéaire. Ceci est parti
culièrement vrai pour les procédés discontinus pour lesquels il n'existe pas de point de 
fonctionnement stationnaire autour duquel il serait possible d'effectuer une linéarisation. 
En ce sens, les techniques de commande non linéaire développées récemment offrent des 
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possibilités très intéressantes en vue du contrôle des réacteurs de polymérisation. 
Dans ce cadre, la présente étude porte sur l'optimisation dynamique et la commande 

non linéaire d'un procédé discontinu de copolymérisation en émulsion du styrène et de 
l'a-méthylstyrène (Gentric et al., 1997ab). Elle s'organise en quatre parties principales: 
la modélisation du procédé, le développement de stratégies de commande optimale, puis 
de commande non linéaire, et enfin la mise en oeuvre expérimentale de la commande du 
réacteur. 

L'intérêt de cette copolymérisation réside dans le fait que la polymérisation de l'a
méthylstyrène conduit à un polymère ayant des propriétés semblables à celles du polysty
rène mais des températures d'usage plus élevées. Pourtant l'homopolymérisation de l'a
méthylstyrène est quasiment impossible par voie radicalaire en raison de sa température 
plafond et de sa tendance à dépolymériser. Par contre, sa copolymérisation avec d'autres 
monomères tels que le styrène est possible et conduit à un copolymère de températures 
d'usage intéressantes. 

La première partie de ce mémoire est consacrée à la présentation du système et au 
développement du modèle. Il s'agit d'un modèle du type modèle de tendance de manière 
à rendre possibles la détermination de profils de commande optimaux et le calcul de lois 
de commande non linéaires. 

L'optimisation dynamique constitue le coeur de la deuxième partie. Dans un souci 
d'augmentation de la productivité, la minimisation de la durée de l'opération discontinue 
a été recherchée. Comme la température est le facteur principal qui influence la vitesse 
d'un procédé de polymérisation, elle a été naturellement choisie comme variable de com
mande. Tout en accélérant la polymérisation, une augmentation de la température va 
aussi modifier un certain nombre de propriétés du polymère. Il est donc important de se 
fixer des contraintes correspondant à la qualité du produit synthétisé. Ces contraintes sont 
exprimées en termes de caractéristiques moléculaires, qui sont les seules éventuellement 
maîtrisables lors de l'étape de synthèse. Les trajectoires optimales sont déterminées par 
une technique de collocation orthogonale. 

La troisième partie présente les résultats de commande et d'observation obtenus en 
simulation. Il s'agit de poursuivre les profils optimaux calculés précédemment. La com
mande non linéaire géométrique est en ce sens une méthode performante pour analyser 
les systèmes non linéaires et concevoir leur contrôle. Dans ce travail, la technique de 
linéarisation entrée/sortie par retour d'état statique est utilisée. Cette méthode nécessite 
la connaissance de toutes les variables d'état. Or dans le domaine de la polymérisation, 
le manque de mesures en ligne constitue souvent un problème important. Il nous a donc 
été nécessaire d'utiliser un observateur d'état: le filtre de Kalman étendu, classiquement 
employé dans le domaine des polymères. 

La quatrième partie concerne la validation expérimentale des différentes étapes du 
travail: capacités de prédiction du modèle, profils optimaux calculés, performances de la 
commande et de l'estimation. 



Première partie 

Modélisation 
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Introduction 

Les procédés industriels de polymérisation en émulsion ont connu ces dernières années 
un important développement. Les latex préparés par cette voie sont aujourd'hui uti
lisés pour une large gamme d'applications: caoutchoucs synthétiques, peintures, adhésifs, 
encres, revêtements, additifs pour papiers et textiles ... 

Ce développement est lié aux nombreux avantages que présente ce procédé. En effet, 
par rapport à la polymérisation en masse, la viscosité du milieu réactionnel reste relati
vement faible, permettant un meilleur contrôle de l'exothermicité de la réaction. D'autre 
part, les polymères sont synthétisés avec une vitesse réactionnelle beaucoup plus impor
tante et présentent une masse molaire bien plus élevée. Par rapport à la polymérisation en 
solution, le problème de la régénérati,On du solvant ne se pose pas. J/absence d'utilisation 
de solvant fait également de la polymérisation en émulsion un procédé qui répond à des 
considérations de sécurité et de respect de l'environnement. Par rapport à la polyméri
sation en suspension, les petites particules, protégées par l'émulsifiant, ont moins tendance 
à coalescer. Le polymère produit sous forme de latex peut par ailleurs être employé di
rectement pour de nombreuses applications. L'inconvénient majeur de ce procédé est par 
contre lié à la difficulté de purification du polymère (élimination du tensio-actif et des 
produits de décomposition de l'amorceur) lorsque l'application l'exige. 

Cependant, même si ce type de polymérisation est aujourd'hui très largement utilisé, 
il est certainement celui dont les mécanismes sont les moins bien connus, principalement 
en raison de la coexistence de plusieurs phases dans le milieu réactionnel. La modélisation 
des réactions de polymérisation en émulsion reste donc un problème difficile, essentiel
lement à cause du grand nombre de mécanismes complexes mis en jeu et relevant à 
la fois de la science des polymères et des colloïdes: décomposition de l'amorceur, for
mation et croissance des particules de latex, polymérisation à l'intérieur des particules, 
phénomènes divers intervenant en phase aqueuse (propagation, terminaison, désorption 
des radicaux ... ). Pourtant l'intérêt de cette modélisation est considérable et le succès des 
démarches d'optimisation et de commande des réacteurs ainsi que de contrôle de la qualité 
des produits synthétisés dépend essentiellement de la qualité des modèles disponibles. 

Plusieurs types de modèles dont la complexité varie avec l'utilisation envisagée sont 
proposés dans la littérature. Les modèles de connaissance totale, basés sur un inventaire 
détaillé de tous les phénomènes physiques et de toutes les réactions chimiques mis en jeu, 
conduisent souvent à des systèmes faisant intervenir un très grand nombre d'équations, 
et surtout de paramètres mal connus, ne pouvant pas être déterminés avec précision à 
cause du nombre limité de données dont on dispose. Les modèles reposant sur des bilans 
de matière et d'énergie permettent de prédire la concentration des principaux composés 
dans le réacteur ainsi que la température. Les modèles utilisant des bilans de population 
peuvent aussi prédire la distribution des tailles des particules, la distribution des masses 
molaires ... 

Dans le cas de l'optimisation et de la commande des réacteurs, le problème est de 
disposer d'un modèle précis (capable de prédire l'effet des principaux facteurs opératoires 
sur les variables du procédé, de représenter les relations complexes entre les conditions 
réactionnelles, la cinétique et les propriétés du produit) avec un niveau de détail adéquat 
et un nombre de paramètres accessible à partir des données expérimentales. Le modèle 
doit aussi être formulé de manière suffisamment simple pour que la résolution numérique 
soit possible. 
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Dans cette partie, sont présentés dans un premier chapitre les principes généraux de la
polymérisation en émulsion: description du système et des mécanismes mis en jeu, prin
cipes de la modélisation de ces réactions, incluant les spécificités de la copolymérisation. 
Puis, après une présentation des particularités du système styrène/ a-méthylstyrène, le 
deuxième chapitre est consacré au modèle développé pour ce travail. Ce modèle, avec un 
certain nombre d'hypothèses, et un nombre limité de paramètres, permet de rendre compte 
des principaux phénomènes mis en jeu. Il vise la description du système réactionnel: 
nombre de particules formées, conversion, caractéristiques moléculaires moyennes du poly
mère, et température du réacteur. Le but de l'étude étant la commande en température 
du réacteur, seule la conversion globale est prédite. D'autre part, le modèle reste à un 
niveau de complexité compatible avec la recherche de profils de commande optimaux et 
avec la synthèse de lois de commande non linéaires. 



Chapitre 1 

Principes généraux de la 
polymérisation en émulsion _ et de sa 
modélisation 

La polymérisation en émulsion est un procédé dans lequel une dispersion aqueuse de 
monomère (ou de mélange de monomères) est transformée par polymérisation radicalaire 
en une dispersion stable de particules de polymère. Le produit de la polymérisation en 
émulsion est appelé latex. 

1.1 Système 

Le milieu réactionnel est composé principalement: 
- du milieu dispersant, l'eau en général, 
- du monomère, qui doit être peu soluble dans le milieu dispersant, 
- de l'amorceur, soluble dans le milieu dispersant, et insoluble dans le monomère, 
- de l'émulsifiant. 
Il peut parfois également comporter des agents de transfert et d'autres additifs. 

L'amorceur 
Il dépend du domaine de température. Pour des températures modérées à hautes (su

périeures à 50°C) des amorceurs tels que le persulfate de potassium ou de sodium sont 
généralement employés. Pour des polymérisations conduites à des températures inférieures 
à 40-50°C, des amorceurs rédox sont le plus souvent utilisés. 

L'émulsifiant 
Ses molécules comportent une extrémité hydrophile et un squelette hydrocarboné hy

drophobe. En raison des forces d'attraction entre les extrémités hydrophobes, les molécules 
d'émusifiant vont former des agrégats, appelés micelles, à partir d'une concentration cri
tique: la concentration micellaire critique (c.m.c.). Une micelle est un ensemble de 50 
à 100 molécules d'émulsifiant ayant leur extrémité hydrophile orientée vers la phase a
queuse. Etant donné que l'intérieur des micelles constitue un milieu très hydrophobe, 
celles-ci peuvent dissoudre une certaine quantité de monomère. 

Au début de la polymérisation, on trouve l'émulsifiant sous trois formes: 
- dissous dans le milieu dispersant, 
- sous forme de micelles (pour la plus grande part), 
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- adsorbé à la surface des gouttelettes de monomère. 
L'émulsifiant joue plusieurs rôles durant la polymérisation: 

- Il stabilise les gouttelettes de monomère présentes dans le milieu. Les molécules d'émul
sifiant sont adsorbées à la surface avec leurs extrémités hydrophiles dirigées vers la phase 
aqueuse, réduisant ainsi la tension interfaciale entre les deux phases, et stabilisant les 
gou ttelettes. 
- Il joue un rôle essentiel dans la formation des particules de polymère. 
- Il stabilise également ces particules de polymère. 

Le monomère 
Il se trouve sous trois formes avant le début de la polymérisation: 

- pour la plupart (plus de 95%), il existe sous forme de gouttelettes de monomère de 1 à 
10 /-lm, 
- il est aussi solubilisé dans les micelles dont le diamètre varie de 0,005 à 0,01 /-lm, 
- enfin, pour une faible part, il est dissous dans la phase aqueuse. 

La distribution du monomère sous ces trois formes dépend de la nature du monomère, 
de la température, de la concentration et du type d'émulsifiant. 

1.2 Mécanismes 

Les mécanismes des réactions de polymérisation en émulsion sont souvent décrits sui
vant trois étapes successives (Smith et Ewart, 1948) : 

- étape 1 : Les particules de polymère sont nucléées. La vitesse globale de polyméri
sation augmente avec le temps au fur et à mesure que le nombre de particules augmente. 
A la fin de l'étape 1, le nombre de particules par litre d'émulsion est généralement de 
l'ordre de 1016_10 18 . 

- étape 2 : Il s'agit de l'étape de croissance des particules. Leur nombre reste théo
riquement constant jusqu'à la fin de la polymérisation. A cause de la diffusion rapide du 
monomère des gouttelettes vers les particules, ces dernières sont saturées de monomère 
aussi longtemps que les gouttelettes existent, et par conséquent la concentration en mono
mère dans les particules reste constante (elle correspond à la solubilité du monomère dans 
son polymère). Pendant cette étape, la vitesse de polymérisation reste constante. A la fin 
de l'étape 2, les gouttelettes de monomère ont disparu, c'est-à-dire que tout le monomère 
n'ayant pas encore réagi se trouve dans les particules de polymère. 

- étape 3 : La dispersion ne comprend alors plus que deux phases: la phase aqueuse 
et les particules de polymère. Les particules n'étant plus alimentées en monomère, leur 
concentration en monomère diminue régulièrement. La vitesse de polymérisation peut 
augmenter, rester constante ou diminuer suivant que l'effet de gel compense plus ou moins 
l'effet de la diminution de la concentration en monomère. 

Plusieurs mécanismes permettent de décrire l'étape de nuclécition : 

Théorie de la nucléation micellaire 
Cette théorie fut élaborée par Harkins (1947). Elle fut reprise d'un point de vue quan

titatif par Smith et Ewart (1948), puis par Gardon (1968abcd). 
L'émulsifiant doit être présent en quantité suffisante pour former des micelles. Des 

radicaux primaires sont produits en phase aqueuse par décomposition de l'amorceur. Ces 
radicaux sont capturés par les micelles gonflées de monomère. Dans chaque micelle initiée, 
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le monomère polymérise et la micelle ainsi nucléée se transforme en particule. Cette phase 
de nucléation s'arrête au moment où il n'y a plus de micelles. 

Il est à noter que la surface totale des micelles est très grande: de l'ordre de 100 
fois celle des gouttelettes. De ce fait, l'aire interfaciale entre les micelles et l'eau est très 
grande par rapport à celle existant entre les gouttelettes de monomère et l'eau. Seule une 
petite fraction des radicaux primaires est absorbée dans les gouttelettes si bien que la 
polymérisation dans les gouttelettes peut être considérée comme négligeable. 

D'autre part, même si quelques radicaux initiateurs se combinent avec le monomère 
dissous dans la phase aqueuse, les radicaux oligomères formés ne sont jamais assez gros 
pour précipiter: ils sont également absorbés dans les micelles et continuent à croître dans 
celles-ci. 

Ainsi, les micelles sont le principal lieu de nucléation des particules, et les particules 
sont le principal lieu de formation de polymère. 

Une partie des micelles donne lieu à la nucléation des particules de polymère, et une 
autre partie se désintègre pour fournir l'émulsifiant nécessaire à la stabilisation de ces 
particules en croissance. En général, seule une petite partie des micelles est utilisée pour 
la nucléation. 

Cette théorie s'applique assez bien au cas des monomères peu solubles dans l'eau, 
comme le styrène, et pour des teneurs en émulsifiant bien supérieures à la concentration 
micellaire critique. 

Théorie de la nucléation en phase homogène 
Des limitations à la théorie de la nucléation micellaire sont apparues lorsqu'il a fallu 

rendre compte de la polymérisation de polymères partiellement solubles dans l'eau tels 
que l'acétate de vinyle et de la polymérisation en l'absence d'émulsifiant. 

De nouveaux modèles pour la nucléation ont alors été proposés. Ils font appel à la 
nucléation en phase homogène (phase aqueuse). 

Le premier de ces modèles a été décrit par Roe (1968). Dans la phase aqueuse, 
où se trouve dissoute une partie du monomère, un radical primaire provenant de la 
décomposition de l'amorceur réagit sur une molécule de monomère pour donner un radical 
monomère soluble dans l'eau: c'est la réaction d'amorçage en phase aqueuse. Ce radical 
croît ensuite en réagissant avec d'autres molécules de monomère pour donner un radical 
oligomère soluble dans l'eau: c'est la réaction de propagation en phase aqueuse. Lorsque 
cet oligomère grandit, sa solubilité dans l'eau diminue et il devient une particule stabi
lisée par l'adsorption d'émulsifiant et qui se gonfle de monomère. Le mécanisme est ensuite 
identique à celui décrit par Smith et Ewart. Le radical oligomère de la phase aqueuse a 
aussi la possibilité d'être capturé soit par une particule préexistante de polymère, soit par 
une micelle gonflée de monomère, si de telles micelles existent. La croissance se poursuit 
ensuite comme dans le cas précédent. 

Le second modèle de nucléation homogène est celui de Fitch (Fitch et Tsai, 1970). 
Des radicaux oligomères se forment en phase aqueuse selon le mécanisme proposé par 
Roe, grandissent par propagation jusqu'à une certaine longueur critique où les chaînes 
coagulent sur elles-mêmes en donnant naissance aux particules primaires. Si le milieu 
contient suffisamment d'émulsifiant pour assurer la stabilité des particules primaires, elles 
vont grossir par polymérisation du monomère absorbé, et, en fin de réaction, le nombre 
de particules final est égal au nombre de particules primaires. Dans le cas contraire, les 
particules primaires sont instables et floculent à un certain stade de la polymérisation 
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conduisant à des agglomérats de particules élémentaires. Elles fusionnent donc, donnant 
naissance à des particules plus grosses, de surface totale plus faible, et par conséquent 
plus stables: c'est la floculation limitée. Le nombre de particules final est alors inférieur 
au nombre de particules primaires. 

Un troisième mécanisme possible a été envisagé pour décrire la nucléation : la nucléation 
dans les gouttelettes de monomère lorsque celles-ci sont suffisamment petites (Hansen et 
Ugelstad, 1979). 

1.3 Aspects thermodynamiques 

La polymérisation en émulsion ayant essentiellement lieu au sein des particules, la 
connaissance de leur composition est essentielle. Durant les deux premières étapes, le 
monomère est principalement distribué entre les particules de polymère et les gouttelettes 
de monomère, alors que, pendant la troisième, tout le monomère résiduel se trouve dans les 
particules. Certains auteurs (Brooks, 1971) ont tenu compte du transfert de matière (de 
la diffusion du monomère depuis les gouttelettes jusqu'aux particules à travers la phase 
aqueuse). Cependant, les vitesses de transfert de matière sont en général très grandes 
pour les polymérisations en émulsion et l'hypothèse que l'équilibre thermodynamique est 
rapidement atteint au cours de la polymérisation est la plupart du temps vérifiée. 

La composition des particules pendant l'étape 3 est fonction de la conversion unique
ment et elle peut être obtenue par simple bilan matière. 

Par contre, lors des étapes 1 et 2, les particules sont saturées en monomère. Leur 
concentration en monomère est évaluée à l'équilibre thermodynamique en considérant 
la compétition entre l'augmentation d'énergie libre interfaciale due au gonflement, et la 
diminution d'énergie libre due au mélange monomère-polymère. 

L'équation de Morton-Kaizerman-Altier (Morton, Kaizerman, Altier, 1954) permet le 
calcul de cI> p, fraction volumique de polymère dans les particules: 

(1.1 ) 

où MM est la masse molaire du monomère, 1 la tension interfaciale entre la particule 
de polymère et le milieu dispersant, R la constante des gaz parfaits, T la température 
absolue, PM la densité du monomère, ra le rayon de la particule non gonflée, et X est le 
paramètre d'interaction de Flory-Huggins pour le couple monomère-polymère. 

La fraction massique Wp de polymère dans la particule peut alors être reliée à cI> p de 
la manière suivante: 

cI>p 
Wp = ------------~ 

cI>p + (1- <fjp)7tf; 
(1.2) 

où Pp est la densité du polymère. 
On peut remarquer que Wp correspond également à la conversion Xc à laquelle les gout

telettes de monomère disparaissent. Ce paramètre est très important pour la modélisation 
cinétique des réacteurs discontinus de polymérisation en émulsion. 
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1.4 Aspects cinétiques 

1.4.1 Schéma cinétique 

De façon générale, la polymérisation radicalaire peut être décomposée en quatre étapes: 

Amorçage: A ~ 2R· 

Propagation : p.. + M kp 
P/+1 1 -=t 

Terminaison : - par recombinaison p.. + P~ 
1 J ~ Pi+j (1.3) 

- par dismutation P" +P~ 1 J ~ Pi + Pj 
Transfert: P/ +Tr ~ fi + Tr· 

où A désigne l'amorceur, R· un radical primaire issu de la décomposition de l'amorceur, M 
le monomère, Pi· une chaîne en croissance de longueur i, Pi une chaîne morte de longueur 
i, et Tr une espèce moléculaire qui peut être l'amorceur, le monomère, le polymère ou un 
agent de transfert. 

1.4.2 Expression de la vitesse de polymérisation 

La vitesse de polymérisation totale au sein du réacteur est obtenue par sommation des 
vitesses de polymérisation dans chaque particule. Elle s'exprime ainsi: 

(1.4) 

où kp est la constante de vitesse de propagation, Mp la concentration en monomère dans 
les particules, Np le nombre de particules par unité de volume, et n le nombre moyen de 
radicaux par particule. 

Pour calculer la vitesse de polymérisation, il est donc nécessaire de connaître, outre la 
valeur de la constante de vitesse de propagation, les valeurs de Mp, Np, et n au cours de 
la réaction. Leur détermination est l'objet des paragraphes suivants. 

1.4.3 Concentration en monomère dans les particules 

Elle est obtenue à partir d'un bilan matière en supposant que les volumes de monomère 
et de polymère sont additifs: 

étapes 1 et 2 (1.5) 

(1- X)PM 
Mp = [(1- X) + XpM/pp]MM 

étape 3 (1.6) 

où X désigne la conversion, et Xc la conversion critique à laquelle les gouttelettes de 
monomère disparaissent. Xc peut être évaluée à l'aide des équations (1.1) et (1.2). 
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1.4.4 Nombre de particules par unité de volume 

Il s'agit du paramètre le plus difficile à évaluer dans l'expression de la vitesse de poly
mérisation (1.4). En effet, les particules sont nucléées suivant plusieurs mécanismes dont 
aucun n'est parfaitement expliqué. D'autre part, la nucléation a lieu pendant un inter
valle de temps relativement court au début de la polymérisation, pendant lequel peu de 
mesures peuvent être réalisées. Cette incertitude et un manque de reproductibilité des 
phénomènes de nucléation ont orienté beaucoup d'études vers des polymérisations ense
mencées, réalisées à partir d'un latex soigneusement caractérisé. Cependant, récemment, 
des progrès ont été faits en ce qui concerne la modélisation de ces phénomènes. 

Dans le cas où le seul mécanisme de nucléation est la nucléation micellaire, Smith 
et Ewart (1948) ont bâti un modèle théorique pour la prédiction de la concentration en 
particules. Ils envisagent deux cas limites: 
- tous les radicaux issus de la décomposition de l'amorceur sont capturés par les micelles, 
et n'entrent pas dans les particules tant que des micelles sont présentes, 
- les radicaux entrent dans les particules et les micelles de façon proportionnelle à la 
surface spécifique offerte par chacune de ces deux entités. 
Ils aboutissent à l'expression suivante pour le nombre final de particules: 

(1.7) 

où k est une constante égale à 0,53 dans le premier cas et 0,37 dans le second, Ra est la 
vitesse d'amorçage, f-l la vitesse de croissance volumique des particules, as l'aire occupée 
par une molécule d'émulsifiant, S la concentration en émulsifiant. 

Roe (1968) a étudié la nucléation homogène pour des concentrations en émulsifiant 
inférieures à la concentration micellaire critique. Il aboutit à une expression de Np iden
tique à celle de Smith et Ewart (1.7). 

Fitch et Tsai (1970) ont considéré les processus d'amorçage, de capture et de coales
cence (de vitesses respectives Ra, Re, Rf) pour rendre compte du nombre de particules: 

dNp -=R-R-Rf dt a e 
(1.8) 

Le modèle le plus complet pour décrire la nucléation des particules est probablement 
celui de Hansen, Ugelstad, Fitch et Tsai (1976) (Ugelstad et Hansen, 1976) qui considèrent 
également la possibilité de nucléation dans les gouttelettes de monomère lorsque celles-ci 
sont très petites. 

1.4.5 Nombre moyen de radicaux par particule 

Le nombre moyen de radicaux par particule est défini par : 

(1.9) 

où Ni est le nombre de particules par unité de volume contenant z radicaux et Np le 
nombre total de particules par unité de volume. 
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Il dépend des vitesses de génération, de terminaison, de désorption et d'absorption des 
radicaux. 

L'évolution de Ni en fonction du temps a été décrite par Smith et Ewart (1948) : 

où PA est la constante de vitesse d'absorption des radicaux par les particules, kde la 
constante de vitesse de désorption des radicaux, ktp la constante de vitesse de terminaison 
dans les particules, et Vp le volume total des particules. 

De nombreux auteurs ont proposé des solutions limitées de cette équation, à com
mencer par Smith et Ewart (1948) qui ne donnent pas de solution générale mais considèrent 
les cas limites suivants : 
- cas 1 : n « 1 Cette situation a lieu lorsque la désorption des radicaux est très impor
tante par rapport à leur capture. Les polymérisations de l'acétate de vinyle et du chlorure 
de vinyle vérifient cette hypothèse. 
- cas 2 : n = 0,5 Ce cas se présente lorsque la désorption est négligeable et lorsque la 
vitesse de terminaison au sein des particules est très grande devant la vitesse de capture 
des radicaux. Alors, à chaque instant, le nombre moyen de radicaux par particule est égal 
à 0,5. Le styrène, le butadiène et le méthacrylate de méthyle en l'absence d'effet de gel 
sont des exemples de monomères se conformant à ce cas. 
- cas 3 : n» 1 Ce cas correspond à une désorption des radicaux ainsi qu'à une vitesse 
de terminaison négligeables. 

Stockmayer (1957) puis Q'Toole (1965) ont proposé une solution générale de l'équation 
de Smith et Ewart en faisant l'hypothèse de l'état stationnaire. Leur solution fait intervenir 
les fonctions de Bessel modifiées et est pour cette raison souvent difficile à utiliser. 

Ugelstad et al. (1967) ont appliqué l'état stationnaire non seulement au bilan des 
radicaux dans les particules mais aussi au bilan des radicaux en phase aqueuse et ont 
proposé une solution numérique pour n. 

Plusieurs solutions ne faisant pas appel à l'hypothèse de l'état stationnaire ont ensuite 
été proposées par différents auteurs mais elles ne sont valables que dans certains cas 
particuliers. Ainsi, des solutions existent dans le cas où la terminaison dans les particules 
est suffisamment rapide pour que le nombre de particules contenant plus de deux ou trois 
radicaux puisse être négligé (Birtwhistle et Blackley, 1981). Mais lorsque la terminaison 
est limitée par la diffusion, ces techniques prédisent une valeur de n trop faible. Dans le cas 
où la terminaison au sein des particules n'est pas le processus prédominant de disparition 
des radicaux, Birtwhistle et Blackley (1981) ont également proposé une solution. 

Jusqu'à présent, la solution la plus générale a été proposée par Li et Brooks (1993) : 
il s'agit d'une relation semi-empirique, faisant l'hypothèse d'une distribution binomiale 
du nombre de particules contenant i radicaux. L'évolution de n en fonction du temps est 
décrite par l'équation différentielle suivante: 

dn _ ktP_2 
- = PA - kde n - f--n 
dt NA Vp 

(1.11) 

où : 
f = 2(2pA + kde ) 

2PA + kde + (ktpjNA Vp) 
(1.12) 
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Il faut toutefois noter que la résolution du système formé par l'équation (1.10) sous 
sa forme la plus générale est toujours possible à l'aide de techniques numériques adaptées 
telles que l'algorithme de Gear. 

1.4.6 Anomalie cinétique : l'effet de gel 

De la même façon qu'en polymérisation en phase homogène, l'effet de gel peut in
tervenir en polymérisation en émulsion, notamment durant la phase 3 d'épuisement des 
particules en monomère. L'effet de gel est une conséquence de l'augmentation de la vis
cosité au sein des particules liée à l'augmentation de la concentration en polymère. Cette 
viscosité croissante entraîne une difficulté de diffusion des radicaux et donc une diminution 
de la constante de vitesse de terminaison ktp. La diminution de la.vitesse de terminaison 
peut alors avoir ou non pour conséquence l'augmentation de la vitesse de polymérisation, 
selon que l'augmentation du nombre moyen de radicaux par particule n compense plus 
ou moins l'effet de la diminution de la concentration en monomère Mp. 

1.5 Cas de la copolymérisation 

1.5.1 Schéma cinétique 

Nous présentons ici le cas du mécanisme à effet terminal pour lequel on considère que 
la réactivité des oligoradicaux ne dépend que du motif situé à l'extrémité de la chaîne en 
crOIssance. 
Amorçage: 

A~ 2R· 

Propagation : 

Terminaison par recombinaison ou dismutation: 

p. + p. ~ P 
1 1 

où les deux monomères considérés sont désignés par Ml et M2' Pi· désigne ici un macro
radical se terminant par une unité de type Mi et P une macromolécule. 
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1.5.2 Vitesses de consommation des monomères 

La vitesse de consommation du monomère Ml s'exprime ainsi: 

(1.13) 

La vitesse de consommation de M2 s'exprime de manière symétrique et la vitesse de 
polymérisation globale est égale à la somme de Rpl et R p2 : 

(1.14) 

Dans ces expressions, Tl et T2 désignent les rapports de réactivité respectifs des deux 
, M M ~Pl1 t kp22 monomeres l et 2: Tl = e T2 = r-. 

pl2 ~p21 

1.5.3 Composition du copolymère 

La composition instantanée du copolymère est donnée par: 

(1.15) 

où YI est la fraction instantanée d'unités de type 1 dans le copolymère, ce qui correspond 
à l'équation de Mayo et Lewis reliant la composition instantanée du copolymère à la 
composition en comonomères résiduels. 

La composition cumulée du copolymère peut être reliée aux conversions partielles Xl 
et X 2 et aux concentrations initiales Mol et Mo2 selon la relation: 

(1.16) 

où Yi est la fraction cumulée d'unités de type 1 dans le copolymère. 

1.5.4 Concentration en monomère dans les particules 

Une approche thermodynamique peut être employée pour déterminer la distribution 
des comonomères dans les différentes phases. Guillot (1985) a étendu le traitement de 
Morton, Kaizerman et Altier présenté précédemment pour décrire la distribution des 
monomères dans le cas de la copolymérisation en émulsion. 

Nomura et al. (1985, 1989) ont utilisé une relation empirique pour relier la concen
tration en monomère dans les particules à la composition des gouttelettes. Ils considèrent 
pour cela que la solubilité des monomères dans l'eau est négligeable. 

Maxwell et al. (1992ab, 1993) ont présenté une approche semi-empirique valable pour 
les monomères dont la solubilité dans l'eau est limitée. Cette approche ne fait appel à 
aucun paramètre, mais uniquement aux concentrations à saturation des homopolymères. 
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1.5.5 N ombre de particules par unité de volume et nombre 
moyen de radicaux par particule 

Le nombre de particules par unité de volume est calculé de manière analogue à l'homo
polymérisation. Nomura et al. (1989) ont considéré un coefficient de capture des radicaux 
par les micelles différent suivant chaque type de radical considéré (R·, M; ou M;). 

Pour le calcul du nombre moyen de radicaux par particule, Nomura et al. (1985) ont 
repris l'équation de Smith et Ewart en utilisant une constante moyenne de vitesse de 
désorption, une constante moyenne de vitesse de terminaison dans les particules et dans 
la phase aqueuse, et une constante moyenne de vitesse de capture. 



Chapitre 2 

Modélisation de la copolymérisation 
en émulsion du styrène et d.e 
l'a-méthylstyrène en réacteur 
discontinu 

2.1 Spécificités du système étudié: styrène/ a-méthyl
styrène 

2.1.1 Polymérisations du styrène et de l'Œ-méthylstyrène 

Le styrène est un monomère connu pour sa très faible solubilité dans l'eau (0,0271% 
à 25°C, Min et Ray, 1974). C'est pourquoi lorsque la concentration en émulsifiant est 
supérieure à la concentration micellaire critique, les phénomènes en phase aqueuse : 
nucléation homogène, propagation, terminaison ... sont généralement négligés. Par ailleurs, 
le styrène est souvent considéré comme un monomère typique se conformant au cas 2 de 
la théorie de Smith et Ewart (rr = 0,5) décrite précédemment. 

L'a-méthylstyrène est quant à lui un monomère qui n'homopolymérise quasiment pas 
par voie radicalaire, et ce pour différentes raisons (Rudin et Samanta, 1979a) : 
- contraintes stériques rendant difficile la formation de séquences d'unités a-méthylstyrène, 
- réversibilité de la réaction de polymérisation de l'a-méthylstyrène, la température pla-
fond du polya-méthylstyrène étant de 61°C, 
- réactions de transfert au monomère importantes, 
- raisons cinétiques (propagation lente, ... ). 
Ce monomère est cependant susceptible de copolymériser avec d'autres monomères tels 
que le styrène. Le procédé en émulsion permet par ailleurs l'obtention de vitesses réac
tionnelles importantes et de masses molaires élevées par rapport aux polymérisations en 
masse ou en solution. 

On peut s'attendre à des comportements physiques similaires du styrène et de l'a
méthylstyrène, étant donné leurs structures et leurs masses molaires voisines: tous deux 
seront quasiment insolubles dans l'eau, auront des vitesses de diffusion en phase aqueuse 
semblables, et les copolymères seront miscibles avec les homopolymères (Rudin et Sa-
manta, 1979a). . 

29 
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La copolymérisation en émulsion du styrène et de l'a-méthylstyrène a été étudiée
par Rudin et Samanta (1979abc) puis par Branston et al. (1990). Rudin et Samanta 
ont montré que la polymérisation en émulsion du styrène et de l'a-méthylstyrène per
mettait l'obtention de polymères ayant, pour la plupart des applications, des propriétés 
analogues à celles du polystyrène mais des températures d'usage plus élevées. Par ailleurs, 
ils considèrent qu'entre 40 et 69°C, la composition du copolymère peut être décrite par 
un modèle "simple" de copolymérisation, c'est-à-dire un modèle à effet terminal, qui ne 
prend en compte ni l'effet pénultième, ni la dépropagation. Ils ont également montré que 
cette copolymérisation en émulsion suivait le cas 2 de Smith et Ewart (rr = 0,5). Branston 
et al. ont aussi utilisé le modèle à effet terminal et prédit la composition du copolymère 
à l'aide de l'intégration de l'équation de Mayo et Lewis. 

La copolymérisation du styrène et de l'a-méthylstyrène par d'autres procédés que 
l'émulsion a été étudiée par O'Driscoll et Gasparro (1967) et O'Dri·scoll et Dickson (1968) 
(en masse), Johnston et Rudin (1970) (en solution), Fischer (1972) (en masse), Rudin et 
Chiang (1974) (en solution). 

O'Driscoll et Gasparro ont rapporté que ni les équations de copolymérisation simples, 
ni celles qui tiennent compte de l'effet pénultième ne permettent de décrire la composition 
du copolymère. Ils ont dû prendre en compte la dépropagation afin de prédire correctement 
cette composition. 

Johnston et Rudin ont trouvé une meilleure prédiction de la composition du copo
lymère avec le modèle de Mayo-Lewis de copolymérisation simple. Ils avancent en effet 
que la constante d'équilibre pour la dépropagation de l'a-méthylstyrène est valable pour 
des homopolymères de forte masse, et ne s'applique pas à des copolymères ne présentant 
que des séquences courtes d'unités a-méthylstyrène comme c'est le cas avec la copo
lymérisation étudiée et dans les conditions expérimentales considérées (60°C< T < 90°C; 
0,167 < 1MB < 0,865). 

Rudin et Chiang ont trouvé une bonne prédiction de la vitesse de copolymérisation 
et de la masse molaire moyenne en nombre du copolymère avec cette théorie de la copo
lymérisation simple aussi bien pour rendre compte de leurs résultats que de ceux d'autres 
auteurs (Fischer, O'Driscoll et Gasparro) qui tenaient compte de la dépropagation. Par 
contre, ils ne peuvent pas rendre compte de la composition des copolymères synthétisés 
par ces auteurs, ce qu'ils expliquent par une élimination des polymères de faible masse 
lors de l'étape de purification. 

2.1.2 Mécanismes de dépropagation 

Dans la littérature, trois types de mécanismes ont été avancés pour décrire la copoly
mérisation lorsqu'un des deux monomères, noté M2' induit des réactions de dépropagation. 
1er cas 
M2 a tendance à dépropager uniquement s'il est attaché à une autre unité M 2 • 

Ce cas a été envisagé par Lowry (1960), de façon théorique uniquement. Wittmer (1967) 
a montré expérimentalement que les copolymérisations de l'a-méthylstyrène avec comme 
co monomère le méthacrylate de méthyle ou des monomères acrylonitriles suivaient ce 
mécanisme. Fischer (1972) a également décrit suivant ce mécanisme la copolymérisation 
expérimentale du styrène et de l'a-méthylstyrène entre 60 et 100°C. Castellanos (1996) a 
lui aussi utilisé ce mécanisme pour décrire la copolymérisation en émulsion de ces deux 
derniers monomères. 
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Les équations de composition du copolymère ont été écrites de deux façons différentes 
par Lowry et Wi ttmer. 

Soit f{ = k22/k~2 = 1/ f{', rI = kl1 /k I2 , r2 = k22/k21 où kij désignent les constantes de 
vitesse de propagation, et k~2 la constante de vitesse de dépropagation du monomère 2. 

Lowry introduit le rapport a défini par : 

(2.1) 

OÙ (M2)~ désigne un macroradical contenant en bout de chaîne n unités M2 immédiatement 
précédées par une unité Ml ou plus. 
La composition du copolymère est alors donnée par (Lowry, 1960) : 

dM2 M2[1/(1 - a)] 
dMI = rlMI + M2 

avec: 

Wittmer a introduit le rapport X2 défini par: 

La composition du copolymère est dans ce cas donnée par (Wittmer, 1967) : 

avec: 

2ème cas 

1 + r2M2/MI - r2f{'/MI(1- X2) 
1 + rI Ml/M2 

(2.2) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

M 2 a tendance à dépropager uniquement s'il est attaché à une séquence contenant au 
moins 2 unités M 2 • 

Ce cas a été également envisagé par Lowry (1960) de façon théorique. O'Driscoll et 
Gasparro (1967) ont étudié expérimentalement la copolymérisation du styrène et de l'a
méthylstyrène, et ont décrit la composition du copolymère à partir de ce mécanisme. 

Ils ont introduit les rapports (3 et , : 

(3 = (M2)~+1 
(M2)~ 

(M2)~ 
, = (M

2
); 

La composition du copolymère est décrite par: 

dM2 (3, - 1 + [1/(1 - (3W 
dMI [(r l Ml/M2) + 1] {(3, + [(3/(1- (3)]) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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avec: 

et : 

f3 = [1 + K M2 + (K/r2)Ml]- {[1 + K M2 + (K/r2)Md 2 - 4K M2} 1/2 
2 

KM2 + (K/r2)Ml - f3 
1 = KM

2 

3ème cas 

(2.10) 

(2.11) 

M2 mais aussi Ml auront tendance à dépropager s'ils sont attachés à des séquences conte
nant 2 unités M 2 ou plus. 
Cette situation a été envisagée, mais uniquement de façon théorique, par Lowry (1960). 
Elle conduit à des compositions des copolymères très proches de celles du cas 2. 

2.2 Modélisation cinétique 

Le procédé de copolymérisation en émulsion du styrène et de l'a-méthylstyrène en 
réacteur agité fermé est décrit. L'amorceur est le persulfate de potassium, et le tensio-actif 
un mélange de Texapon (émulsifiant anionique) et de Genapol (émulsifiant non ionique). 

2.2.1 Hypothèses 

Cette modélisation est faite moyennant un certain nombre d'hypothèses liées aux 
caractéristiques du système considéré: 
- étant donné le caractère hydrophobe des deux monomères, la nucléation micellaire uni
quement est prise en compte, 
- toujours en raison de ce caractère hydrophobe, les réactions de propagation, de transfert 
au monomère, et de terminaison en phase aqueuse, ainsi que la désorption des radicaux 
sont négligées, 
- la vitesse de terminaison dans les particules est considérée comme très grande devant la 
vitesse de capture des radicaux, 
- l'effet de gel n'est pas pris en compte; cette hypothèse s'avère raisonnable lorsque l'on 
compare les résultats de la modélisation aux résultats expérimentaux (Castellanos, 1996), 
surtout en présence d'a-méthylstyrène, 
- les particules en croissance sont supposées monodisperses, 
- le transfert du monomère vers les particules est très rapide, si bien que les particules 
sont saturées en monomère tant que les gouttelettes de monomère sont présentes, 
- le réacteur est isotherme et parfaitement mélangé. 

Etant donné que l'on recherche la commande en température du réacteur (et non 
la commande de la composition du copolymère par exemple), le monomère peut être 
considéré de manière globale. La concentration en chacun des deux comonomères ne sera 
pas distinguée. Il est en effet possible de considérer une constante globale de propagation. 

Johnston et Rudin (1970), Rudin et Chiang (1974) en solution, puis Rudin et Samanta 
(1979a) et Branston et al. (1990) en émulsion ont montré que la copolymérisation du 
styrène et de l'a-méthylstyrène pouvait être décrite de façon satisfaisante par un modèle 
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de copolymérisation simple de type Mayo-Lewis. Dans ce cas, la vitesse globale de copo
lymérisation est donnée par : 

dM dMl dM2 ------
dt dt dt 

-knMlP; - k2l MlP; - kl2 M2P; - k22 M2P; 
-[knh<pl + k2l h<p2 + kl2h<pl + k22 h<p2]M po (2.12) 

avec <Pi = Pi"! po , fi = Md M. po désigne la concentration totale en macroradicaux et 
est égale en émulsion à (nNp)j NA. 
Castellanos (1996) a par ailleurs montré qu'il n'y avait pas de dérive de composition lors 
de cette copolymérisation. Les rapports <Pi et fi peuvent donc être considérés comme 
constants et il est possible de considérer une constante globale de -polymérisation définie 
par: 

(2.13) 

Castellanos a également utilisé cette approche d'une constante de vitesse de propagation 
globale pour modéliser la cinétique de la copolymérisation en émulsion du styrène et de 
l'a-méthylstyrène. 

20202 Schéma cinétique 

Ce schéma suppose que chaque particule contient au plus un radical. Les radicaux 
générés en phase aqueuse par la décomposition de l'amorceur ont une efficacité f. La 
formation des particules correspond alors à l'entrée d'un de ces radicaux primaires dans 
une micelle. Ces radiCaux peuvent également amorcer la réaction en étant capturés par 
des particules inactives (ne contenant pas d'espèce radicalaire). Ils réagissent alors avec 
les molécules de monomère présentes pour donner lieu à des réactions de propagation 
en chaîne. Cette réaction de propagation peut se terminer par réaction de transfert au 
monomère. Enfin les radicaux primaires en phase aqueuse peuvent pénétrer dans une 
particule contenant déjà un radical en croissance et alors engendrer quasi-immédiatement 
une terminaison, étant donné l'hypothèse que cette dernière est très rapide par rapport à 
l'absorption. 
Décomposition de l'amorceur j Formation des radicaux efficaces: 

A -+ 2Ro 

Formation des particules : 

RO + m -+ N° 

Amorçage: 
N + RO -+ N° 

Terminaison : 
N° + RO -+ N 

Propagation : 
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Transfert au monomère : 

où A désigne l 'amorceur , R' un radical issu de la décomposition de l'amorceur, m une 
micelle, N'une particule active (contentant une espèce radicalaire), N une particule 
inactive, M le monomère, P/ un macroradical de longueur i, Pi une macromolécule de 
longueur i. 

2,2,3 Bilans matière 

Les espèces considérées sont les particules, ainsi que le monomère. 

Nombre de particules par unité de volume 
L'hypothèse de l'état quasi-stationnaire appliquée aux radicaux issus de la décomposition 

de l'amorceur en phase aqueuse permet d'écrire: 

dR' k R' k . dt = Ra - em m - epNpR = 0 (2.14) 

où Np = N + N'est le nombre total de particules par unité de volume. D'où: 

R' = Ra 
kemm + kepNp 

(2.15) 

La formation des particules correspond à l'entrée des radicaux R' dans les micelles: 

(2.16) 

De même que Harada et al. (1972) qui ont modélisé l'homopolymérisation du styrène, 
nous introduisons le facteur E, lié à 1'efficacité des particules par rapport aux micelles à 
capturer des radicaux issus de la décomposition de l'amorceur. Ce facteur est défini par: 

(2.17) 

où ns est le nombre d'agrégation des micelles, c'est-à-dire le nombre de molécules d'émul
sifiant par micelle: 

(2.18) 

Ainsi, l'évolution du nombre de particules peut être décrite par: 

(2.19) 

Lorsqu'on dissout un émulsifiant à une concentration supérieure à sa concentration micel
laire critique, une partie de ces molécules, dont la concentration correspond à la concen
tration micellaire critique, va saturer la phase aqueuse. Dans cette expression, S désigne 
la concentration en émulsifiant restante, soit S = Stot - Seme. 
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La détermination du nombre de particules suppose donc la connaissance de la vitesse 
de décomposition de l'amorceur Ra et de la concentration en émulsifiant S. 

Ra est définie par : 
(2.20) 

Etant donné que les durées de réaction considérées seront toujours largement inférieures 
à la demi-vie de décomposition du persulfate de potassium (égale à 33 heures à T=60°C, 
Rudin et Samanta, 1979a), la concentration en amorceur A peut être prise constante et 
égale à sa valeur initiale : A = Ao. 

La disparition des micelles est due à leur désintégration et à l'adsorption des molécules 
de tensio-actif à la surface des particules en croissance. En faisant l 'hypothèse que les 
molécules de tensio-actif sont adsorbées en couches monomoléculaires à la surface des 
particules de polymère et que la dissociation des micelles et l'adsor-ption des molécules de 
tensio-actif sont des phénomènes très rapides, il est possible d'écrire: 

(2.21 ) 

où Vw est le volume d'eau, as la surface occupée par une molécule d'émulsifiant, ap la 
surface d'une particule. 
La surface d'une particule peut s'exprimer en fonction de son volume V p : 

(2.22) 

avec: 
XMoMM 

Vp = 
wPPpNp 

(2.23) 

où X est la conversion, Mo la concentration initiale en monomère, MM la masse molaire du 
monomère, Wp la fraction massique de polymère dans les particules, pp la masse volumique 
des particules. 
Finalement, la concentration en tensio-actif peut donc être exprimée ainsi: 

soit: 

avec: 

( 
367r M'iI ) 1/3 

kv = 2 2( N )3 wpPp as A 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Remarques sur l'expression des constantes de vitesse de capture des radicaux par les 
micelles et les particules: 

L'absorption des radicaux par les particules (ou les micelles) a été expliquée dans la 
littérature à l'aide de différents mécanismes. 

Gardon (1968b) a traité la capture des radicaux comme un phénomène" collisionnel". 
La vitesse d'entrée des radicaux est alors proportionnelle à la surface des particules. 

Ugelstad et Hansen (1976) ont quant à eux considéré que l'étape limitante pourî'entrée 
des radicaux était leur diffusion depuis la phase aqueuse jusqu'aux particules. Dans ce 
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cas, la dépendance entre la constante de vitesse d'entrée des radicaux et le diamètre des
particules est linéaire. 

Penboss et al. (1983) ont proposé un modèle" colloïdal" selon lequel les espèces en
trantes sont de grosses entités colloïdales. La vitesse de capture est là encore linéaire par 
rapport à la taille des particules. 

Un autre grand type de modèle pour l'absorption des radicaux a été proposé par 
Maxwell et al. (1991) et postule que l'étape limitante est la propagation des radicaux 
libres en phase aqueuse jusqu'à un degré critique de polymérisation. Ce modèle est appelé 
modèle "propagationnel", et implique une indépendance de la constante de vitesse de 
capture vis-à-vis de la taille des particules. 

Dans le cas de l'homopolymérisation du styrène, Harada et al. (1972) ont montré 
que l'approche "collisionnelle" et l'approche "diffusionnelle" donnajent toutes les deux un 
nombre de particules par unité de volume deux fois trop important. Leur modèle, qui 
fait intervenir la constante € définie par l'équation (2.17), et donc considère un rapport 
constant entre les constantes de vitesse d'entrée des radicaux dans les particules et dans 
les micelles, leur permet par contre de simuler correctement la cinétique pendant toute la 
durée de la réaction de polymérisation en émulsion. 

Asua et de la Cal (1991) ont fait l'étude de la dépendance du coefficient de capture 
vis-à-vis du diamètre des particules sur des polymérisations ensemencées du styrène et 
ont conclu à une indépendance de ce coefficient vis-à-vis de la taille des particules, ce qui 
conduit donc également à la constance du rapport des constantes de vitesse de capture 
par les micelles et les particules. 

Nous nous sommes donc orientés vers une approche du type de celle de Harada et aL, 
étant donné les similitudes entre la copolymérisation du styrène et de l'a-méthylstyrène 
et l'homopolymérisation du styrène. 

Concentration en monomère 
Le monomère disparaît par propagation à l'intérieur des particules et transfert au 

monomère, la vitesse de transfert au monomère étant négligeable devant la vitesse de 
propagation. D'où: 

dM Np _ 
- = -Rp = -kpMp-n 
dt NA 

(2.27) 

où kp désigne la constante globale de vitesse de propagation. Castellanos (1996) a montré 
qu'elle pouvait être exprimée par une relation empirique du type: 

(2.28) 

où kpsty est la constante de vitesse de l'homopolymérisation du styrène, a une constante, 
et IMs la fraction molaire d'a-méthylstyrène dans le mélange initial de monomères. 

La concentration en monomère dans les particules sera exprimée à l'aide des relations 
(1.5) et (1.6). 

Rudin et Samanta (1979a) et Castellanos (1996) ont montré expérimentalement que 
n était égal à 0,5 dans le cas de la copolymérisation en émulsion du styrène et de l'a
méthylstyrène. n sera donc pris égal à 0,5 pour la modélisation. Cette hypothèse sera 
vérifiée numériquement. 

Np est donné par l'intégration de l'équation différentielle (2.19). 
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2.2.4 Calcul des constantes cinétiques 

Conditions 
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Ces constantes sont calculées à partir des résultats expérimentaux de conversion, et 
de tailles de particules obtenus par Castellanos (1996). La copolymérisation du styrène 
et de l'a-méthylstyrène a été conduite en réacteur fermé agité, à température constante, 
avec comme amorceur le persulfate de potassium et comme émulsifiant un mélange de 
Texapon et de Genapol (rapport GjT=2). Les concentrations de ces constituants ont été 
les mêmes pour toutes les expériences: 
- A = 3,704.10-3 moljlw, 
- S = 3 c.m.c. soit 6,648 gjlw. (1w : litre d'eau) 
Le volume d'eau était de 0,8 1 et le volume total de monomère de 0,2 1. 
Les effets de la température et de la composition initiale en monomères ont été étudiés : 
- températures considérées: 50,65, 85°C, 
- compositions initiales en monomères: 0,10,25,35,50% massiques d'a-méthylstyrène, 
soit en composisitions molaires: fMB = 0; 0, 089; 0, 227; 0, 322; 0,468 respectivement. 
Amorçage 

L'expression utilisée pour la constante de vitesse d'amorçage est celle donnée par 
Brandrup et Immergut (1989) : 

16 (-140200)_1 
kd = 4,5.10 exp RT s (2.29) 

Le facteur d'efficacité de l'amorceur f est pris égal à 0,5 (Fontenot et Schork, 1992). 
Propagation 

D'après la relation (2.28), la constante de vitesse de propagation globale s'écrit: 

où kpsty suit la loi d'Arr héni us, soit: 

(2.30) 

La valeur expérimentale de kp pour chacune des conditions considérées peut être 
évaluée à l'aide des mesures de conversion et de nombre de particules (celui-ci est calculé 
à partir des valeurs du diamètre des particules et de la conversion, cf. chapitre Techniques 
Expérimentales) . 

Durant l'étape 2, la vitesse de polymérisation est constante et égale à : 

(2.31 ) 

où Npst est le nombre de particules atteint à la fin de l'étape de nucléation. 
Connaissant la pente de la courbe expérimentale de conversion durant l'étape de crois

sance: (dXj dt) et le nombre expérimental de particules par unité de volume Npst , il est 
donc possible de calculer kpexp selon: 

(2.32) 
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La valeur de Mpc est prise égale à 5,38 mollI (valeur dans le cas de l'homopolymérisation 
du styrène d'après Harada et al., 1972), quelle que soit la composition initiale des mono
mères. Rudin et Samanta (1979a) ont en effet mesuré sa valeur et ont trouvé qu'elle était 
i,ndépendante de la fraction initiale d'a-méthylstyrène dans le mélange. La variation de 
Mpc avec la température est négligée. 

Une régression linéaire effectuée sur les courbes ln kpexp = f(1IT) pour chacune des 5 
compositions initiales permet de calculer la valeur de l'énergie d'activation Epo Ensuite, 
les valeurs de a et kpo sont obtenues respectivement à partir des valeurs de la pente et de 
l'ordonnée à l'origine des courbes ln(kpexp ) + Epi RT = f(JMS). 

Finalement, l'expression suivante est trouvée pour kp : 

7 (-29.10
3

) ( ) kp = 1,1.10 exp RT exp -7,3fMS (2.33) 

Lorsque la fraction molaire initiale d'a-méthylstyrène fMS est nulle, la valeur trouvée 
est bien en accord avec celle de la constante de propagation pour l'homopolymérisation 
du styrène (Buback et al., 1988) : 

kp = 107,1±O,5 exp ( -29.1~: 3.10
3

) l.mol-l.s- l (2.34) 

Aire occupée par Ig de tensio-actif 
Les émulsifiants utilisés sont des tensio-actifs commerciaux pour lesquels as n'est pas 

connue. Il s'agit donc de l'identifier à partir des données expérimentales. 
La fin de l'étape de nucléation correspond à la disparition de l'émulsifiant: 5 = 0; la 

constante kv définie par l'équation (2.26) peut donc être calculée selon: 

k _ 50 
v - (M X )2/3 N l / 3 

o 1 pst 

(2.35) 

où Xl est la conversion à la fin de l'étape de nucléation. Celle-ci est estimée à partir des 
courbes expérimentales de la vitesse de polymérisation en fonction du temps: la fin de 
l'étape 1 correspond à une vitesse de polymérisation qui cesse de croître pour devenir 
quasiment constante. 

La masse molaire des tensio-actifs commerciaux utilisés n'étant pas connue, il n'est 
possible d'exprimer leur concentration qu'en g/l. Donc, par rapport à l'expression (2.26), 
kv vaudra ici : 

kv = (3671" M'lI) 1/3 

w2 p2a3 
p p s 

(2.36) 

où as n'est plus la surface couverte par une molécule de tensio-actif, mais la surface 
couverte par 19 de tensio-actif. 

De la valeur de kv, il est possible de déduire celle de as. Ceci conduit à la valeur 
suivante: 

(2.37) 

Constantes de vitesse de capture 
La seule caractéristique qui nous intéresse concernant la capture des radicaux est le 

rapport E défini par l'équation (2.17). 
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Ici aussi, la définition de € est modifiée étant donné que S est exprimée en gjl : 

kepS 
€=--

kemm 
(2.38) 

Alors la variation de Np au cours de l'étape de nucléation est donnée par : 

dNp Ra NA 

dt - 1 + €~p 
(2.39) 

€ peut être évalué facilement à partir des données expérimentales moyennant les hy
pothèses suivantes : 

-~ » 1, hypothèse vérifiée rapidement après le début de la réaction dans le cas de 
l'homopolymérisation du styrène (Harada et al., 1972), et qui signifie que les radicaux 
sont capturés préférentiellement par les particules, par rapport aux micelles, 
- S = So(1 - tjt 1 ) (évolution linéaire de la concentration en émulsifiant), où t 1 désigne 
l'instant correspondant à la fin de l'étape 1. 
Ces hypothèses ne servent qu'à la simplification du système en vue de la détermination de 
€ à partir des données expérimentales. Elles seront vérifiées par l'intégration numérique a 
posteriori du système complet. 

Le système décrivant l'évolution de M et Np peut, si ces hypothèses sont valides, être 
intégré de manière analytique: 

N = a A 0 2t __ 
(

R N S )1/2 ( t2)1/2 
p € t 1 

(2.40) 

X = ~~'lv: (R.~ASO) 1/2 t;/2 {oo,-' (1 - tt,) - (1 - :,) [1 - (1 - :,rr} 
(2.41 ) 

Et à la fin de l'étape 1, le nombre de particules par unité de volume est alors donné 
par: 

( 
k M -) -2/7 R N 2/7 

N = k-3/ 7 7r P pen (~) S5/7 
pst v 4N

A 
€ 0 

(2.42) 

Ce qui permet de déterminer la valeur de € : 

€ = 5.10-16 gjpart (2.43) 

Remarque: Dans ce paragraphe, MM, PM et Pp désignent respectivement la masse 
molaire du monomère, la densité du monomère et la densité du polymère. Ces grandeurs 
sont définies de manière globale. Ainsi, MM = fMSMMS + (1 - fMS)Ms. Par ailleurs, les 
densités du styrène et de l'a-méthylstyrène d'une part, et du polystyrène et du polya
méthylstyrène d'autre part, étant sensiblement égales, on prendra: PM=0,91 et pp=l,l. 

2.3 Modélisation des caractéristiques moyennes de la 
distribution des masses molaires 

2.3.1 Aspect théorique: le modèle de tendance 

L'approche chimique classique pour la modélisation de la distribution des masses mo
laires consiste en l'inventaire de toutes les étapes élémentaires, et conduit à des bilans sur 
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chaque espèce: macroradicaux et macromolécules pris individuellement. Cette approche 
détaillée permet en théorie d'obtenir la distribution complète des masses molaires mais 
s'avère très difficile à mettre en œuvre lorsque des phénomènes complexes (transfert au po
lymère, coupures de macromolécules ... ) entrent en jeu. De plus, bien souvent l'ingénieur 
n'a pas besoin de la connaissance complète de la distribution des masses molaires et les 
caractéristiques moléculaires moyenn~s seules lui sont utiles. 

Une méthode différente de l'approche détaillée classique a été développée par Vil
lermaux et al. (1983, 1984) pour la polymérisation en phase homogène. Cette méthode 
fait également appel au schéma cinétique classique: amorçage, propagation, terminaison, 
transferts ... mais ne considère pas chaque espèce moléculaire de façon individuelle. Toutes 
les espèces radicalaires, quelle que soit leur longueur, sont traitées de la même manière, 
de même pour les macromolécules. L'état du système est décrit à l'aide de bilans sur des 
quantités telles que la concentration globale en radicaux, la concëntration en globale en 
macromolécules, ainsi qu'en "pseudo-constituants" tels que les moments de la distribu
tion des degrés de polymérisation. Cette approche a été appliquée aux polymérisations en 
phase homogène du styrène, et de l'acétate de vinyle notamment. 

2.3.2 Application du modèle de tendance à la copolymérisation 
en émulsion du styrène et de l'Œ-méthylstyrène 

Le modèle de tendance, développé à l'origine pour la polymérisation en phase ho
mogène, est ici étendu au cas de la polymérisation en émulsion. 

Production des macromolécules 
Les macromolécules sont formées par les deux processus suivants : 
- entrée d'un radical issu de la décomposition de l'amorceur dans les particules conte

nant déjà une espèce radicalaire (puisque la terminaison est alors quasiment instantanée) ; 
la vitesse de ce phénomène est donnée par: 

soit: 

ou, si S est exprimée en gjl : 

R 
_ RanNp 

t- S 
Np+-Z 

- transfert au monomère, dont la vitesse est de : 

Np _ 

RtrM = ktrMMp NA n 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

d'où la vitesse de formation totale du polymère mort (ou du moment d'ordre 0 de la 
distribution des masses molaires) : 

dP dQo d/-loP 
dt = dt = ----;[t = Rt + Rtr M (2.48) 

Longueur moyenne de chaîne cinétique 
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Elle est définie comme le nombre moyen de molécules de monomère qui ont réagi avec 
un centre actif tout au long de sa vie. Elle est donc égale à la vitesse de propagation 
divisée par la somme des vitesses d'initiation des chaînes, encore égale à la somme des 
vitesses de terminaison. 

Dans notre cas, la longueur moyenne de chaîne cinétique sera donc égale à : 

Rp L = -----'--
Rt + RtrM 

(2.49) 

Moments d'ordre 1 et 2 de la distribution 
Les macromolécules formées instantanément par terminaison le sont par réaction d'une 

chaîne en croissance avec un radical de type R' directement issu de la décomposition de 
l'amorceur. Elles auront donc exactement la même distribution que celles des macroradi
caux qui sont simplement désactivés. D'où les moments de la distribution instantanée des 
degrés de polymérisation (Villermaux et al., 1983) : 

(2.50) 

De même, les macromolécules formées instantanément par transfert au monomère 
auront la même distribution que celle des macroradicaux dont elles sont issues: 

f-l~trM = À~trM = L (2.51 ) 

A partir de ces informations, il est possible de déduire les vitesses de croissance des 
moments d'ordre 1 et 2 : 
- moment d'ordre 1 : 

dQI _ df-lIP _ L(R R ) 
dt - dt - t + tr M 

soit, après remplacement de L par son expression (2.49) : 

- moment d'ordre 2 : 

dQI _ df-lIP _ R 
dt - dt - p 

dQ2 = df-l2 P = 2L2(R R ) 
dt dt t + trM 

L'intégration des équations (2.48), (2.53), (2.54) permet de calculer: 
- la masse molaire moyenne en nombre : 

- la masse molaire moyenne en poids: 

- l'indice de polymolécularité : 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 
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2.3.3 Calcul des constantes cinétiques 

La seule constante cinétique inconnue à ce stade est la constante globale de vitesse de 
transfert au monomère ktrM. De même que pour la constante de vitesse de propagation, 
il est possible de considérer une constante globale de vitesse de transfert au monomère. 
Une expression du même type que celle de kp est recherchée: 

ktrM = ktrMoexp(-EtrM/RT)exp(b·fMS) (2.58) 

ktrM a été considérée comme un paramètre ajustable et a été identifiée à partir des 
valeurs expérimentales des masses molaires moyennes en nombre et en poids obtenues par 
Castellanos (1996). 

On trouve finalement: 

10 (-85.10
3

) ( ) 1 1- 1 1 ktrM = 22.10 exp RT exp -4fMS .mo - .s- (2.59) 

La valeur de CM = ktrM/kp pour l'homopolymérisation du styrène varie dans la 
littérature entre 0,07 et 1,37.10-4 à 60°C (Polymer Handbook, Brandrup et Immergut, 
1989). Nos valeurs de kp et ktrM donnent une valeur de CM égale à 0,33.10-4 à 60°C, 
donc située dans cet intervalle de valeurs. 

2.4 Validation du modèle cinétique et de la distribu
tion des masses molaires 

Le modèle est validé à partir des résultats expérimentaux obtenus par Castellanos 
(1996). 

2.4.1 Conversion 

Les figures 2.1, 2.2, 2.3 comparent les valeurs expérimentales et simulées de la conver
sion pour les 5 compositions initiales considérées à 50, 65, 85°C respectivement. 

Un bon accord est observé entre les valeurs expérimentales et simulées. On peut vérifier 
que la vitesse de polymérisation diminue bien avec la fraction initiale d'a-méthylstyrène, 
étant donné la faible réactivité de ce monomère, et ce quelle que soit la température. La 
vitesse de polymérisation est par ailleurs d'autant plus importante que la température est 
élevée à composition donnée. 

2.4.2 Nombre de particules par unité de volume 

Sur les figures 2.4, 2.5, 2.6, l'évolution en fonction du temps du nombre expérimental et 
simulé de particules par unité de volume à 50, 65 et 85°C respectivement est représentée. 

L'accord entre le modèle et les valeurs expérimentales n'apparaît pas très satisfai
sant, surtout pour une fraction massique initiale d'a-méthylstyrène de 50%. Ceci peut 
s'expliquer par les incertitudes expérimentales sur la mesure des tailles de particules, et 
par la méthode de détermination du nombre de particules à partir de leur taille et de la 
conversion. Np est en effet calculé selon: 

Np = 6X mMo (2.60) 
7rppd~Vw 
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FIG. 2.1: Conversion expérimentale et simulée à 50°C pour 5 fractions molaires d'a
méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: fMS=O; 0,089; 0,227; 
0,322; 0,468 
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FIG. 2.2: Conversion expérimentale et simulée à 65°C pour 5 fractions molaires d'a
méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: fMS=O; 0,089; 0,227; 
0,322; 0,468 
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FIG. 2.5: Nombre de particules expérimental et simulé à 65°C pour 5 fractions molaires 
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(cf. chapitre Techniques Expérimentales). 
Or la mesure de tailles de particules par la technique de diffusion quasi-élastique de la 
lumière est soumise à une incertitude de ±5% environ (valeur déterminée à partir de la 
répétition de mesures sur un même latex), incertitude qui est amplifiée lors du calcul du 
nombre de particules puisque le diamètre intervient au cube. 

Si l'on compare les tailles de particules simulées et expérimentales (figures 2.7, 2.8, 
2.9), les valeurs simulées se trouvent quasiment toujours dans la plage d'incertitude du 
diamètre expérimental. La simulation n'est cependant pas satisfaisante pour une fraction 
massique initiale de 50% en a-méthylstyrène. 

On observe de manière générale des tailles de particules d'autant plus faibles que la 
proportion initiale d'a-méthylstyrène est plus importante, ce dont le modèle permet de 
bien rendre compte. Par ailleurs, le nombre de particules augmente avec la température, 
correspondant à une nucléation plus importante. -

2.4.3 Masses molaires moyennes 

Les figures 2.10, 2.11, 2.12 et 2.13, 2.14, 2.15 représentent les valeurs expérimentales 
et simulées des masses molaires moyennes en nombre et en poids. 

Un très bon accord entre le modèle et l'expérience est observé pour les masses molaires 
moyennes en nombre, excepté pour une expérience (65°C, 1MB = 0). L'accord pour les 
masses molaires moyennes en poids est moins bon, mais néanmoins satisfaisant. 

On vérifie bien que pour une même composition, la masse molaire est d'autant plus 
élevée que la température est faible. Par ailleurs, à température donnée, la masse molaire 
diminue avec la proportion initiale d'a-méthylstyrène. 

2.4.4 Vérification des hypothèses 

n= 0,5 
Il est possible de vérifier l'hypothèse n = 0,5 en intégrant le modèle complet qui sup
pose uniquement que l'on n'a pas plus de 1 radical par particule (modèle de type "0-1", 
classiquement adopté dans le cas de monomères très peu solubles dans l'eau comme le 
styrène, Asua et al., 1990). Le modèle cinétique inclut alors une équation supplémentaire 
décrivant le nombre de particules actives N' (qui contiennent un radical). Il est décrit par 
les équations suivantes: 

Ra NA 

1 + SNp 

NA 

d:' = [kcmmRO + kcpN R' - kcpN' R']NA 

soit, après quelques transformations: 

(2.61 ) 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 
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FIG. 2.7: Diamètre des particules expérimental et simulé à 50°C pour 5 fractions mo
laires d'a-méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: fMS=O; 0,089; 
0,227; 0,322; 0,468 
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FIG. 2.8: Diamètre des particules expérimental et simulé à 65°C pour 5 fractions mo
laires d'a-méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: fMS=O; 0,089; 
0,227; 0,322; 0,468 
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FIG_ 2.9: Diamètre des particules expérimental et simulé à 85°C pour 5 fractions mo· 
laires d'a·méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: fMS=O; 0,089; 
0,227; 0,322; 0,468 
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FIG. 2.10: Masse molaire moyenne en nombre expérimentale et simulée à 50°C pour 5 
fractions molaires d'a·méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: 
fMS=O; 0,089; 0,227; 0,322; 0,468 
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FIG. 2.11: Masse molaire moyenne en nombre expérimentale et simulée à 65°C pour 5 
fractions molaires d'a-méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: 
fMS=O; 0,089; 0,227; 0,322; 0,468 
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FIG. 2.12: Masse molaire moyenne en nombre expérimentale et simulée à 85°C pour 5 
fractions molaires d'a-méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: 
fMS=O; 0,089; 0,227; 0,322; 0,468 
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FIG. 2.13: Masse molaire moyenne en poids expérimentale et simulée à 50°C pour 5 
fractions molaires d'a-méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: 
fMS=O; 0,089; 0,227; 0,322; 0,468 

5 r-----------~------------,-----------~~-----------r------------. 

4 

3 
. - .-._. - .-.-._'-' _.-. -'_.-. -'-'.-.-.-.-.-.-

fMS=O-exp ~ 
fMS=lO-exp I-+-l 

fMS=25-exp I-S--l 
fMS=35-exp f-*-f 
fMS=50-exp ~ 
fMS=O-mod -.-.-

fMS=10-mod .... .. 
fMS=25-mod ..... . 
fMS=35-mod .... .. 
fMS=50-mod -

l-l--"-' 1" 
2 (/ .•.. . ..................................................... 1 .................. 1 ............ 

J 
..... . 

j l ! ..... 

l ,:'~ ;~.~:~i :.·· •. :·i=··:.·.·.·.i.~i~i. ". ' ... ~ 
l' .. 

o ~ __________ ~ ____________ ~ __________ ~~ __________ -L __________ ~ 

o 0.2 004 0.6 0.8 
Conversion 

FIG. 2.14: Masse molaire moyenne en poids expérimentale et simulée à 65°C pour 5 
fractions molaires d'a-méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: 
fMS=O; 0,089; 0,227; 0,322; 0,468 
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ou, si S est exprimée en gll : 

(2.65) 

et : 

dN· [2N· 1 -d =RaNA 1- S 
t N. +-p é 

(2.66) 

La figure 2.16 représente la valeur du nombre moyen de radicaux par particules donné 
par le modèle complet pour les 5 compositions considérées (à 500 e). Très rapidement, on 
constate que n = 0,5. La figure 2.17 compare les valeurs des conversions obtenues avec le 
modèle faisant l'hypothèse n = 0,5 (modl) et le modèle complet (mod2) : les conversions 
sont superposées dès le début de la polymérisation. L'hypothèse est donc bien justifiée. 
éNplS» 1 
L'évolution de éNpl S, rapport de la vitesse de capture par les particules et de la vitesse de 
capture par les micelles, est représentée à 500 e pour les 5 compositions sur les courbes de la 
figure 2.18. L'hypothèse éNpl S » 1 est donc valable très tôt au cours de la polymérisation 
et l'approximation faite pour l'évaluation numérique de é est bien justifiée. 
Evolution linéaire de la concentration en émulsifiant S 
Les courbes de la figure 2.19 représentent l'évolution de S au cours du temps à 500 e et 
montrent bien que celle-ci est quasiment linéaire. L'hypothèse faite pour le calcul de é est 
donc justifiée. 

2.5 Bilans thermiques 

Le réacteur de polymérisation précédemment décrit est muni d'une double enveloppe 
dans laquelle circule un fluide caloporteur qui peut servir au refroidissement (la réaction 
de polymérisation étant exothermique) ou au chauffage (préchauffage des réactifs avant 
le début de la polymérisation) du contenu du réacteur. 

Dans ce paragraphe, nous adoptons la "convention des thermodynamiciens" qui veut 
que l'énergie amenée au système de la part du milieu extérieur soit comptée positivement 
si elle est reçue et négativement dans le cas contraire. 

Etant donné que le réacteur offre au mélange réactionnel un volume invariable, le bilan 
énergétique instantané s'écrit de manière générale (Villermaux, 1993) : 

(2.67) 

où Q est la puissance reçue de l'extérieur, Fs et FE sont les débits molaires entrant et 
sortant, HE et Hs sont les enthalpies molaires du mélange à l'entrée et à la sortie, dU 1 dt 
est l'accumulation d'énergie interne. 

Le réacteur considéré étant fermé, et puisque l'on opère à pression constante, ce bilan 
se réduit à : 

dH . 
-=Q 
dt 

(2.68) 

La quantité de chaleur Q amenée au système par unité de temps s'exprime ainsi: 

Q= UA(Tj - T) (2.69) 
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FIG. 2.15: Masse molaire moyenne en poids expérimentale et simulée à 85°e pour 5 
fractions molaires d'a-méthylstyrène différentes dans le mélange initial de monomères: 
fMS=O; 0,089; 0,227; 0,322; 0,468 
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FIG. 2.16: Nombre moyen de radicaux par particule à 500 e -"Modèle complet" 
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FIG. 2.19: Concentration en émulsifiant en fonction du temps à 50°C 

où U est le coefficient global de transfert de chaleur, A l'aire d'échange, Tj la température 
moyenne du fluide caloporteur dans la double enveloppe, et T la température du contenu 
du réacteur. 

La variation d'enthalpie s'exprime quant à elle de la manière suivante: 

dH dT 
-d = (mecpe + mrcpr ) -d + VI:: rJ:lHi 

t t. 
1 

(2.70) 

où me et cpe sont respectivement la masse et la capacité calorifique du contenu du réacteur 
et m r et Cpr la masse et la capacité calorifique de la carcasse du réacteur et du garnissage. 
Par la suite, on posera: mcp = mecpe + mrcpr 

Dans notre cas, les enthalpies des réactions d'amorçage, de transfert et de terminaison 
étant négligeables devant l'enthalpie de propagation I::lH, le dernier terme se réduit à : 

VI:: ril::lhi = V Rpl::lH 
i 

(2.71 ) 

L'enthalpie de la réaction de propagation sera prise égale à (1- !Ms)I::lHs + !MsI::lHMS. 
La réaction de polymérisation du styrène est très exothermique I::lHs = -70.103 J Imol, la 
polymérisation de l'a-méthylstyrène est deux fois moins exothermique: I::lHMS = -35.103 

J Imol (Polymer Handbook, 1989). 
La dynamique de la température du milieu réactionnel est finalement décrite par: 

dT 
mCPdt = - V I::lH Rp + U A(Tj - T) (2.72) 

La dynamique de la température Tj du caloporteur dans la double enveloppe (supposée 
uniforme) peut être décrite par l'équation suivante: 

dT· . 
v;.p·c·_J 

- F-p·c'(T" - T·)- Q. J J J dt - J J J Jin J J (2.73) 
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où Vi est le volume de la double enveloppe, pj la masse volumique du fluide caloporteur, 
Cj la capacité calorifique du caloporteur, Fj le débit volumique de caloporteur circulant 

dans la double enveloppe, Tjin la température d'entrée dans la double enveloppe, Qj la 
chaleur amenée à la double enveloppe par unité de temps. 
La puissance thermique échangée entre le réacteur et le caloporteur est égale à : 

(2.74) 

Remarque: Dans la suite, les capacités calorifiques du réacteur, de son contenu et du 
fluide caloporteur seront supposées constantes dans le domaine de température considéré. 

2.6 Résumé du modèle complet 

Le modèle décrivant la dynamique complète du réacteur est constitué du modèle 
cinétique, du modèle de la distribution des masses molaires, et du modèle thermique. 
Il comporte donc 7 équations différentielles, et des équations algébriques, et peut être 
résumé ainsi : 

dP 
dI 

çj!h 
dt 

dT 
Cf[ 

dTj 
aT 

Ra NA 
ENp 

1+
S 

RanNp + k M Np_ S trM pN;n 
N +_ A 

p E 

k M 
Np_ 

p pNAn 

2L2 (RanN-s + k M Np_) i trM p N n 
N +_ A 

p E 

V!::::.H k M!!E- UA(T T) ---:;::n;c- p p N n + mc j -
p A p 

P. UA J(T·· - T·) - --(T· - T) V· Jin J p.v'c' J J J J J 
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avec: 
kp kpo exp( -Epi RT) exp(afMs) 

Mp Mpc X~Xc 

Mp P -X1PM 
[(1- X) + XpMlpp]MM 

X>Xc 

X MQ-M 
Mo 

Ra 2fkdAo 

kd kdo exp( - Edl RT) 

s S - k (XM )2/3N1/ 3 
o v 0 p 

kv (36~M&) 1/3 
2 2 wpppas 

Np_ 

L 
kpMp NA n 

RanNp Np_ 
S + ktrMMp N n 

N. + - A p t 

ktrM ktrMo exp( -EtrM 1 RT) exp(bfMS) 

Conclusion 

A ce stade, un modèle de la réaction de copolymérisation en émulsion du styrène et de 
l'a-méthylstyrène en réacteur discontinu a été mis au point et validé à partir de données 
expérimentales. Il s'agit d'un modèle simple, qui sera facilement utilisable lors des étapes 
d'optimisation et de commande du réacteur, mais qui conserve de bonnes capacités de 
prédiction des variables les plus importantes (relatives à la cinétique, aux caractéristiques 
du polymère et à la température du mélange réactionnel). Il va maintenant s'agir, sur la 
base de ce modèle, d'optimiser le comportement du réacteur. 
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Introduction 

Comme toute industrie chimique, l'industrie des polymères vise à : 
- une sécurité accrue, 
- une meilleure qualité, 
- une plus grande productivité, 
- une production à moindre coût (économies d'énergie, de main d'oeuvre ... ), 
- un meilleur respect de l'environnement. 
L'intérêt de l'optimisation des réacteurs de polymérisation n'est donc pas négligeable. 
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Les propriétés d'usage des polymères (telles que viscosité, résistance à la rupture, 
élasticité, pouvoir adhésif, malléabilité ... ) sont souvent reliées à leurs caractéristiques 
moléculaires. Ces caractéristiques moléculaires dépendent elles-mêmes fortement des condi
tions opératoires (température, concentration en monomère ou en amorceur, type d'amor
ceur, vitesse d'agitation, débit de fluide caloporteur, alimentation en différents composants 
dans le cas de procédés semi-batch ... ). Les conditions opératoires ont également une in
fluence sur la durée de la réaction (grandeur directement liée à la productivité). 

C'est pourquoi les problèmes d'optimisation pour les réacteurs de polymérisation sont 
généralement posés de la manière suivante: 
- la fonction objectif et les contraintes sont exprimées en termes de temps de réaction 
et/ou de caractéristiques moléculaires, 
- les variables de commande sont choisies parmi les conditions opératoires. 

Le choix de la fonction objectif, des contraintes et des variables de commande va 
dépendre des objectifs visés, de la sensibilité des propriétés des polymères aux conditions 
réactionnelles ... Il faut aussi prendre en compte les éventuelles limitations de l'installation 
utilisée (notamment les possibilités de refroidissement, les réactions de polymérisation 
étant fortement exothermiques) et ajouter les contraintes adéquates au problème. 

Sur la base du modèle du réacteur considéré, indispensable à l'étape d'optimisation, et 
développé au cours de la première partie, cette partie est consacrée à la détermination de 
profils de température optimaux. Dans un premier chapitre, le point est fait sur les études 
récentes dans le domaine de l'optimisation dynamique des réacteurs de polymérisation. 
Puis nous nous attachons à la description de la technique utilisée ici: la collocation ortho
gonale combinée à une méthode de programmation non linéaire, la programmation quadra
tique séquentielle. Cette technique est tout à fait générale, elle permet de traiter tout type 
de problème de commande optimale et de prendre en compte tout type de contrainte. Dans 
un second chapitre, des profils optimaux de température sont déterminés hors ligne pour le 
réacteur discontinu de copolymérisation en émulsion du système styrène/ a-méthylstyrène. 
Des considérations de productivité, de qualité du produit final, et des contraintes liées 
aux limitations de l'installation pilote utilisée sont prises en compte. 
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Chapitre 3 

A pplications de la commande 
optimale aux réacteurs de 
polymérisation et techniques de 
résolution des problèmes de 
commande optimale 

3.1 Commande optimale des réacteurs de polyméri
sation 

De nombreux articles sur le sujet de l'optimisation de réacteurs de polymérisation, 
aussi bien discontinus, semi-continus, que continus existent dans la littérature. Tieu et al. 
(1994) ont proposé une revue bibliographique sur le sujet. 

3.1.1 Optimisation des réacteurs de polymérisation en phase ho-
, 

mogene 

Cas des réacteurs discontinus 

En ce qui concerne les réacteurs discontinus, deux objectifs sont généralement recher
chés : la minimisation de la durée de la réaction et/ou la minimisation de la polydisper
si té du polymère. Le plus souvent, l'optimisation des réacteurs discontinus concerne des 
réactions d 'homopolymérisation. 

Problème de temps minimal 
Le problème de temps minimal a été étudié par de nombreux auteurs. Il est directement 

lié à l'amélioration de la productivité. Le plus souvent, il s'agit de trouver la politique de 
température et/ou d'addition d'amorceur permettant de minimiser la durée de la réaction 
en tenant compte de contraintes sur la conversion et la masse molaire finale. Ce problème 
a été traité par Chen et Jeng (1978), Chen et Huang (1981), Wu et al. (1982), Thomas et 
Kiparissides (1984), Chen et Lee (1985), Chen et Lee (1987), Farber et Laurence (1986), 
Hsu et Chen (1987,1988), Vaid et Gupta (1991), Butala et al. (1992), Sajjadi et Jahanzad 
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(1994), Tieu et al. (1994) (cf. tableau 3.1). 

D'autres auteurs ont traité le problème de la minimisation de la durée de la réaction, 
en ajoutant éventuellement au critère un terme correspondant à la quantité d'amorceur 
utilisée: Q'Driscoll et Ponnuswamy (1990) pour la polymérisation en solution du mé
thacrylate de méthyle ont recherché la température (constante) et la concentration en 
amorceur initiale optimales pour produire un polymère de conversion et de masse molaire 
moyenne en nombre désirées permettant de minimiser une fonction objectif définie comme 
la somme pondérée du temps final et de la concentration en amorceur. 

Minimisation de la polydispersité 
La qualité du polymère formé dépend fortement de sa polydisp<:rsité. La minimisation 

de la distribution des masses molaires a été abordée par Louie et Soong (1985a, 1985b), 
Soroush et Kravaris (1992), Maschio et al. (1994) (cf. tableau 3.2). 

Le problème de la double minimisation du temps final et de la polydispersité a été 
étudié par Ponnuswamy et al. (1987) et Huang et Lee (1990) (cf. tableau 3.3). 

Autres objectifs 
Secchi et al. (1990) ont quant à eux optimisé le profil de température et/ou de concen

tration en amorceur pour produire en masse du polyméthacrylate de méthyle possédant 
une conversion et des masses molaires moyennes en nombre et en poids souhaitées. 

Chang et Lai (1992) ont déterminé le profil de température permettant d'obtenir un 
polymère de longueur moyenne de chaîne et de polydispersité préspécifiées à conversion 
finale donnée dans le cas de la polymérisation en masse du méthacrylate de méthyle. 

Scali et al. (1995) ont calculé le profil optimal de température leur assurant la produc
tion d'un polymère de masse molaire constante, et donc de polydispersité minimale, dans 
le cas de la polymérisation en masse du méthacrylate de méthyle. 

Cas des réacteurs semi-continus 

Le cas de l'optimisation de réacteurs de polymérisation semi-continus concerne le plus 
souvent des copolymérisations et est généralement lié au contrôle de la composition du 
copolymère. Il a été abordé par Tsoukas et al. (1982), Butala et al. (1988), Cawthon et 
Knaebel (1989) et Jang et al. (1993) (cf. tableau 3.4). 

Techniques de résolution utilisées 

Les méthodes employées sont diverses: 
- principe du maximum (résolu de façon analytique quand cela est possible, ou numérique) : 
Chen et Jeng (1978), Chen et Huang (1981), Wu et al. (1982), Thomas et Kiparissides 
(1984), Chen et Lee (1985, 1987), Farber et Laurence (1986), Vaid et Gupta (1991), Pon
nuswamyet al. (1987), Huang et Lee (1990), Secchi et al. (1990), 
- multiplicateurs de Lagrange: Chen et Jeng (1978), Hsu et Chen (1987, 1988), Sajjadi 
et Jahanzad (1994), Q'Driscoll et Ponnuswamy (1990), 
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RÉFÉRENCE POLYMÉRISATION CONTRAINTES VARIABLES 
DE COMMANDE 

Cheng et Jeng (1978) styrène en masse conversion et longueur température et 
moyeime de chaîne concentration initiale 
en nombre finales en amorceur 

Chen et Huang (1981) styrène en solution conversion et longueur température et 
moyenne de chaîne vitesse d'ajout 
en nombre finales d'amorceur 

Wu et al. (1982) styrène en masse conversion et masse température 
(amorçage thermique) molaire moyenne 

en nombre finales 
Thomas et Kiparissides méthacrylate de méthyle conversion et moments température et/ou 
(1984) en masse de la distribution concentration 

des masses molaires en amorceur 
finaux 

Chen et Lee (1985) copolymérisation conversion et masse température et 
styrène/ acry lonitrile molaire moyenne concentration 
en solution en nombre finales en amorceur 

Chen et Lee (1987) copolymérisation composition constante, température et 
styrène/ acrylonitrile conversion et masse concentration 
en solution molaire moyenne en amorceur 

en nombre finales 
Farber et Laurence styrène en masse conversion finale ou température 
(1986) conversion et masse 

molaire moyenne 
en nombre finales 

Hsu et Chen (1987) styrène en solution conversion et longueur température et 
(présence d'agents moyenne de chaîne concentration initiale 
de transfert) en nombre finales en amorceur 

Hsu et Chen (1988) styrène en solution conversion et longueur température et 
(présence d'agents moyenne de chaîne vitesse d'ajout 
de transfert) en nombre finales d'amorceur 

Vaid et Gupta (1991) méthacrylate de méthyle conversion et longueur température 
en masse moyenne de chaîne 

en nombre finales 
Butala et al. (1992) styrène en masse ou en conversion et longueur température, concen-

suspension moyenne de chaîne tration initiale en 
initiée par un en nombre finales amorceur et composition 
mélange d'amorceurs du mélange d'amorceurs 

Sajjadi et Jahanzad styrène en masse conversion et longueur température (constante) 
(1994) (présence d'agents moyenne de chaîne et concentration initiale 

de transfert) en nombre finales en amorceur 
Tieu et al. (1994) méthacrylate de méthyle conversion et masse température (constante) 

en solution molaire moyenne et concentration initiale 
en nombre finales en amorceur ou 

profil de température 

TAB. 3.1: Références relatives au problème de temps minimal pour des réacteurs discon
tinus 
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RÉFÉRENCE 

Louie et Soong 
(1985a, 1985b) 

POLYMÉRISATION 

méthacrylate de méthyle 
en solution 

Chapitre 3 Approche bibliographique 

CONTRAINTES VARIABLES 
DE COMMANDE 

température et/ou 
intensité du photo amorçage 
et/ou addition de 
monomère et de solvant 

Soroush et Kravaris méthacrylate de méthyle 
en solution 

conversion et masse 
molaire moyenne 

température et 
concentrations initiales 
en amorceur et en 
monomère 

(1992) 
en poids finales 

Maschio et al. (1994) méthacrylate de méthyle 
en suspension 

masse molaire 
moyenne en poids 
finale 

température et 
concentration en solvant 
(en solution) et en solution 

TAB. 3.2: Références relatives au problème de polydispersité mini~ale pour des réacteurs 
discontinus 

RÉFÉRENCE POLYMÉRISATION CONTRAINTES VARIABLES 
DE COMMANDE 

Ponnuswamy et al. méthacrylate de méthyle conversion et masse température ou 
(1987) en solution molaire moyenne concentration 

en nombre finales en amorceur 
Huang et Lee (1990) styrène en masse conversion et masse température 

molaire moyenne 
en nombre finales 

TAB. 3.3: Références relatives au problème de temps et de polydispersité minimale pour 
des réacteurs discontinus 

RÉFÉRENCE POLYMÉRISATION CRITÈRE CONTRAINTES VARIABLES 
À MINIMISER DE COMMANDE 

Tsoukas et al. copolymérisation distributions de température 
(1982) styrène/ acrylonitrile composition et et/ou vitesse 

de masses molaires d'ajout de 
monomère et/ou 
d'amorceur 

Butala et al. copolymérisation écart entre les température 
(1988) styrène/ acrylonitrile valeurs obtenues et ajout 

et souhaitées de de monomère 
la composition et 
de la masse molaire 
moyenne en nombre 

Cawton et copolymérisation distributions de température 
Knaebel (1989) styrène / acry loni trile composition et et ajout 

de masse molaire, de monomère 
temps final 

Jang et al. acrylamide temps final quantité de réactifs ajout de 
(1993) ajoutés, conversion monomère et 

finale, vitesse de d'amorceur 
polymérisation, masse 
molaire moyenne en 
nombre et polydispersité 
finales 

TAB. 3.4: Références relatives au problème de 1'optimisation des réacteurs semi-continus 
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- optimisation multiobjectifs : Tsoukas et al. (1982), Butala et al. (1988, 1992), Cawthon 
et Knaebel (1989), 
- collocation orthogonale suivie de la programmation quadratique séquentielle ou d'une 
technique de gradient réduit: Jang et al. (1993), Tieu et al. (1994), 
- résolution des conditions suffisantes correspondant au problème de commande optimale 
(par exemple chercher à produire des polymères de longueur de chaîne instantanée cons
tante pour minimiser la polydispersité) : Maschio et al. (1994), Scali et al. (1995). 

Parmi toutes ces études, certaines ont donné lieu à une validation expérimentale : 
Chen et Jeng (1978), Chen et Huang (1981), Wu et al. (1982), Louie et Soong (1985b), 
Chen et Lee (1985, 1987), Hsu et Chen (1987, 1988), Ponnuswamyet al. (1987), Huang 
et Lee (1990), Butala et al. (1992), Jang et al. (1993), Scali (1995). 

3.1.2 Optimisation des réacteurs de polymérisation en émulsion 

Le cas de la polymérisation en phase hétérogène et notamment de la polymérisation 
en émulsion a été beaucoup moins abordé dans la littérature. 

Jang et Yang (1989) puis Jang et Lin (1991) ont étudié le problème de temps minimal 
dans le cas d'un réacteur batch de polymérisation en émulsion de l'acétate de vinyle de 
manière à atteindre une conversion donnée. Les variables de commande utilisées étaient la 
vitesse d'alimentation en amorceur et/ou la température. Les contraintes étaient relatives 
à la vitesse réactionnelle, à la quantité totale d'amorceur ajoutée et au nombre moyen. 
de points de branchements longs par molécule. Pour résoudre ce problème, ils ont utilisé 
une approche modifiée par rapport à celle proposée par Biegler (1984) (qui sera détaillée 
dans la deuxième partie de ce chapitre) appelée MICO ("mixed integration collocation 
optimization"). Ils ont proposé une validation expérimentale de leurs profils. 

Kozub et Mac Gregor (1992) ont proposé une méthode pour l'optimisation de réacteurs 
semi-batch de copolymérisation en émulsion. Ils ont produit un polymère de propriétés 
finales souhaitées en résolvant la condition suffisante qui veut que l'on forme un polymère 
ayant à tout instant de la synthèse les propriétés attendues. Ils ont simulé le contrôle en 
boucle fermée de la conversion totale, de la composition instantanée du copolymère et de 
la masse molaire en poids instantanée lors de la production de SBR. 

Arzamendi et Asua (1989, 1991) puis Leiza et al. (1993) ont déterminé les politiques 
d'addition de monomère permettant de minimiser la durée du batch et de contrôler la com
position du copolymère pour des procédés semi-continus de copolymérisation en émulsion. 
Le réacteur est chargé initialement de tout le monomère le moins réactif et de la quan
tité du monomère le plus réactif nécessaire à l'obtention d'un copolymère de composition 
souhaitée. Le reste du monomère le plus réactif est alors ajouté à un débit assurant un 
copolymère de composition homogène. 

De la Cal et al. (1995) ont calculé hors-ligne la politique optimale d'alimentation 
en monomère de façon à former en émulsion des copolymères de profil de composition 
prédéfini. 
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3.2 Résolution des problèmes de commande optimale. 
par collocation orthogonale et programmation qua
dratique séquentielle 

3.2.1 Position du problème 

Le but de la commande optimale est la détermination d'un profil de commande u, ou 
simplement d'un paramètre de commande q, minimisant un critère J, tout en respectant 
des contraintes qui peuvent être des conditions initiales, des contraintes finales, ou devant 
être vérifiées à tout instant t. 

Un problème de commande optimale se présente de manière générale sous la forme 
suivante: 

(u, q)* = arg{ min J} 
u(t),q 

où: 

J = {w[x(tf),q,tfl + l~f <I>[x(t),u(t),q,t]} 

soumis aux contraintes: 

g[x(t), u(t), q, tl ::; 0 
h[x(t), u(t), q, tl = 0 
x(t) = f[x(t), u(t), q, tl 
x(ta) = Xa 
Xinf ::; x(t) ::; Xsup 
Uinf ::; u( t) ::; Usup 
qinf ::; q ::; qsup 

contraintes d'inégalité instantanées 
contraintes d'égalité instantanées 
description du système dans l'espace d'état 
conditions initiales 

J est la fonction objectif (ou critère de performance), 
x le vecteur d'état du système à optimiser de dimension nx , 

u le vecteur des variables de commande de dimension nu, 
q le vecteur des paramètres de commande de dimension nq , 

ta le temps initial, 
t f le temps final, 

(3.1 ) 

9 correspond au vecteur des contraintes d'inégalité instantanées (de dimension nineg), 

h correspond au vecteur des contraintes d'égalité instantanées (de dimension n eg ), 

f correspond aux équations d'état. 
Il s'agit donc d'optimiser un problème algébro-différentiel. Or si de nombreuses mé

thodes existent à l'heure actuelle pour traiter des problèmes d'optimisation algébriques 
(programmation quadratique séquentielle, techniques de gradient réduit), ou des problèmes 
d'optimisation impliquant uniquement des équations différentielles (méthodes variation
nelles), la résolution générale de problèmes faisant intervenir à la fois des équations 
algébriques (du type de 9 et de h) et des équations différentielles (liées aux équations 
d'état) n'a été abordée que beaucoup plus récemment (Biegler, 1984; Cuthrell et Biegler, 
1987; Tieu et al., 1994; Renfro et al., 1987; Lin et Yang, 1988; Goh et Teo 1988). Elle se 
fait de façon générale en transformant le problème initial en un problème approché. 

Les méthodes utilisées pour traiter les problèmes d'optimisation algébro-différentiels 
utilisent soit une approximation du profil des variables de commande, soit à la fois une 
approximation des variables de commande et des variables d'état. 
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La première approche consiste à paramétrer le profil de commande (par exemple à 
l'approcher par des fonctions splines d'ordre 0 ou supérieur) sur des éléments finis de 
longueur variable et à résoudre le système d'équations différentielles en utilisant cette 
paramétrisation. Un algorithme de programmation non linéaire est alors appliqué aux 
paramètres d'optimisation, c'est-à-dire aux variables de commande, dans une boucle de 
calcul externe. Cette technique a été adoptée par Goh et Teo (1988), et appliquée à un 
procédé fed-batch de fermentation par Chen et Hwang (1990). Ces méthodes peuvent 
être coûteuses en temps calcul car elles tendent à converger lentement et requièrent la 
résolution d'un système d'équations différentielles à chaque itération. 

La seconde approche consistant à paramétrer non seulement les variables de commande 
mais aussi les variables d'état a été d'abord proposée dans les années 70 par Neuman et 
Sen (1973), Tsang et al. (1975), mais était alors peu développée en raison de la taille 
des problèmes de programmation non linéaire auxquels elle conduisait. Elle a été reprise 
ensuite par Biegler (1984), Cuthrell et Biegler (1987, 1989) et Tieu et al. (1994, 1995). 
L'approximation polynomiale (généralement par des polynômes de Lagrange) et la col
location orthogonale sont appliquées au problème d'origine pour le transformer en un 
problème de programmation non linéaire. Les paramètres d'optimisation correspondent 
alors aux coefficients des polynômes d'approximation. Renfro et al. (1987) ont présenté une 
variante de cette méthode en utilisant pour les variables de commande une approximation 
par des fonctions splines. Cette technique est intéressante par la généralité des problèmes 
qu'elle permet de résoudre. Elle est par ailleurs facile à mettre en oeuvre, rapide et per
met d'éviter la résolution d'équations différentielles à chaque itération, en convergeant 
vers l'optimum et vers la solution du système d'équations différentielles simultanément. 
Biegler (1984) a montré sur un exemple sa supériorité par rapport aux autres techniques 
existantes: "Control vector iteration" (méthode numérique permettant de minimiser l'ha
miltonien selon le principe du maximum), et "Control vector parameterization" (méthode 
consistant en une approximation des variables de commande et reprenant les idées de la 
première approche présentée ci-dessus). Elle a été appliquée à l'optimisation d'un réacteur 
catalytique continu agité (Renfro et aL, 1987), d'un fermenteur fed-batch (Cuthrell et Bie
gler, 1989), de réacteurs batch de polymérisation (Tieu et aL, 1994). Ses inconvénients 
sont cependant l'extension de la taille du problème lorsque le nombre de points de collo
cation augmente, et le fait que cette méthode soit de type "infeasible path", c'est-à-dire 
que les solutions obtenues en cours de recherche ne sont pas acceptables puiqu'elles ne 
vérifient pas les contraintes liées aux équations d'état. 

3.2.2 Discrétisation du problème algébro-différentiel en un pro
blème de programmation non linéaire 

Afin de transformer les équations différentielles en équations algébriques, les vecteurs 
des variables d'état et des variables de commande sont approximés par des polynômes 
d'interpolation de Lagrange de degrés NC et NC - 1 respectivement: 

NC 

XNC = L ajcI>j(t) (3.2) 
j=O 

NC 

UNC-l = L bjwj(t) (3.3) 
j=l 
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où: 

cI>'.(t) = il t - tk (3.4) 
J k=O,:j.j tj - tk 

'lI'.(t) = il t - tk (3.5) 
J k=l,:j.j tj - tk 

Les tj{j = 1, ... , NC) sont choisis de manière optimale comme les racines d'un polynôme 
de Legendre de degré NC défini sur l'intervalle [to,tf], et to = to. 
La différence des degrés des polynômes d'approximation pour x(t) et u(t) est due à l'exis
tence de conditions initiales pour les variables d'état, contrairement aux variables de 
commande. 

En remplaçant les variables d'état et de commande. par leur approximation dans le 
système des équations d'état, on obtient les équations résiduelles suivantes: 

NC 
r'(t) = :L a/Î>j(t) - j[XNC(t), UNC-l(t), q, t] = 0 (3.6) 

j=O 

avec: 

~;(t) = [j!#j tj ~ t, llfJ,=o~,#Y -t,)) 1 (3.7) 

La méthode de collocation est utilisée pour discrétiser ces équations résiduelles: 

NC 
r'(ti) = :L aj~j(ti) - j[XNC(ti), UNC-l(ti), q, ti] = 0 ; i = 1,2, ... , NC (3.8) 

j=O 

Il est possible de travailler avec une échelle de temps adimensionnelle en les multipliant 
par tf : 

où : 

et : 

NC 
r( Ti) = :L aj~j( Ti) - t f·j[XNC( Ti), UNC-l (Ti), q, Ti] = 0 

j=O 
i = 1,2, ... ,NC 

~ j ( Ti) = [ il 1 1 [~ ( il (T - TI)) 1 
k=O,:j.j Tj - Tk p=O,:j.j I=O,:f.j,:f.p 

En temps adimensionnel, XNC et UNC sont définis par: 

NC 
XNC = :LajcI>j(T) 

j=O 

NC 
UNC-l = :Lbj'llj(T) 

j=l 

où: 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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NC 
Wj(T)= Il T-Tk (3.15) 

k=l,#j Tj - Tk 
1 

Le fait d'introduire la variable de temps adimensionnelle T permet de travailler à temps 
final non fixé, et ainsi d'inclure t f dans les variables d'optimisation. 

Il faut aussi noter que les polynômes de Lagrange XNC et UNC-l possèdent la propriété 
suivante: 

(3.16) 

Or en Génie des Procédés, les variables d'état et de commande sont des grandeurs telles 
que concentration, température, pression, débit ... Les variables d'optimisation qui se
ront utilisées conservent donc cette signification physique, ce qui sera intéressant lorsqu'il 
s'agira d'initialiser, de borner, ou d'interpréter les profils recherch~s. 

Etant donné la propriété (3.16) des polynômes de Lagrange, les équations résiduelles 
(3.9) se réécrivent: 

NC 

r(Td = L:aj<Dj(Ti) -tf.f[ai,bi,q,Ti] = 0 i = 1,2, ... ,NC (3.17) 
j=O 

Les variables d'état et de commande sont également remplacées par leur approximation 
dans les contraintes égalité et inégalité, puis ces contraintes sont discrétisées de la même 
manière que les équations d'état. 

Le problème initial (3.1) est alors remplacé par le problème approché suivant, qui peut 
être résolu par une technique de programmation non linéaire: 

soumis aux contraintes: 

g[ai' bi, q, Ti] ::; 0 
h[ai, bi, q, Ti] = 0 
r(Ti) = 0 
ao = X o i = 1,2, ... ,NC 
xinf ::; ai ::; Xsup 
Uinf ::; bi ::; Usup 

qinf ::; q ::; qsup 

(3.18) 

Cette méthode permet donc de prendre aisément en compte tous les types de contraintes. 
Le vecteur des variables d'optimisation est constitué non seulement des bi et du vecteur 
q (correspondant aux variables et aux paramètres de commande), mais aussi des ai et de 
t J (correspondant aux variables d'état et au temps final). 

A ce stade, le problème a été résolu en des points discrets, définis par les racines 
du polynôme de Legendre. Pour obtenir une solution continue, il suffit d'interpoler les 
résultats trouvés en utilisant les polynômes de Lagrange XNC et UNC-l. 

Biegler (1984) a appliqué cette technique à un réacteur discontinu siège de deux 
réactions parallèles, et l'a comparée favorablement aux méthodes traditionnelles impli
quant la résolution répétée de systèmes d'équations différentielles. Tieu et al. (1994, 1995) 
en ont présenté une variante en proposant que le temps final soit également pris comme 
point de collocation. Les résultats qu'ils obtiennent sont sensiblement meilleurs, mais cette 
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amélioration n'est due qu'à la précision plus grande apportée par des approximations poly
nomiales d'un degré plus élevé. Jang et Yang (1989) puis Jang et Lin (1991) ont proposé 
une variante de la méthode présentée par Biegler (1984) : "mixed integration collocation 
optimization". Les variables de commande sont approximées par des polynômes de La
grange, alors que les variables d'état sont calculées par intégration du système d'équations 
différentielles. Il s'agit donc plutôt d'une méthode se rapprochant du "premier type" 
présenté dans le paragraphe précédent. 

3.2.3 Extension de la collocation orthogonale aux éléments finis 

La méthode proposée précédemment présente un inconvénient pour les fonctions dont 
les variations sont très rapides sur certains domaines. Pour que l'approximation soit bonne 
dans ces régions, il faut augmenter le degré NC des polynômes d'approximation. Or cette 
augmentation ne serait pas nécessaire ailleurs. La taille du problème est alors accrue 
inutilement. Un autre inconvénient est dû au fait qu'il est impossible de prendre en compte 
des profils discontinus des variables de commande. 

Cuthrell et Biegler (1987) ont proposé d'introduire des éléments finis sur lesquels les 
variables d'état et de commande sont approchées par des polynômes de Lagrange de degrés 
respectifs NC et NC - 1. Chaque élément b-Œi est délimité par deux noeuds Œi et Œi+l' 

Les points auxquels se fait la recherche sont alors définis par: 

i=l, ... ,NE j = O, ... ,NC (3.19) 

où les lil j = 1, ... , NC sont les racines du polynôme de Legendre de degré NC défini 
sur [O,lJ, 10 = 0, et NE est le nombre d'éléments finis considéré. 

Les polynômes de Lagrange s'expriment alors sur chacun des éléments finis b-Œi par: 

où: 

pour i = 1, ... , NE. 

NC 

xjyc( T) = L aij<I>ij (T) 
j=O 

NC 

ujyC_l(T) = L bijWij(T) 
j=l 

NC 
<I>ij(T) = Il (T - Tik ) 

k=O,::l:j Tij - Tik 

NC 
'li ij ( T) = Il (T - Tik ) 

k=l,:;l:j Tij - Tik 

(3.20) 

(3.21 ) 

(3.22) 

(3.23) 

De la même façon que précédemment, les équations résiduelles sont discrétisées: 

NC 

r(Til) = Laij<I>ij(Til) - tf.J[ail,bil,q,Tid = 0 
j=O 

l=l, ... ,NC 

Le terme <I>ij( Til) peut être calculé simplement selon: 

<I>ij( Til) = <I>j( Tl) 
b-Œi 

i=l, ... ,NE 

(3.24) 

(3.25) 
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Il ne dépend ainsi plus que de la position des racines du polynôme de Legendre sur 
l'intervalle [0,1]. 

Il est nécessaire d'imposer la continuité des variables d'état entre deux éléments finis 
adjacents: 

soit: 
NC 

aiO = L:ai-lj<I>i-lj(T = 1) 
j=O 

i = 2, ... ,NE (3.26) 

i = 2, ... ,NE (3.27) 

Par contre, aucune contrainte de ce type n'est imposée sur les variables de commande, 
permettant ainsi leur discontinuité entre deux éléments finis successifs. Mais il faut noter 
qu'elles sont par ailleurs approximées par des polynômes de degré Ne - 1 uniquement, 
c'est-à-dire qu'elles sont définies par Ne coefficients correspondant à leur valeur aux 
points de collocation. Il faut donc imposer des contraintes supplémentaires sur les variables 
de commande aux bornes des éléments finis pour maintenir leur profil à l'intérieur des 
limites de recherche sur toute la longueur des éléments: 

soit: 
NC 

uinf :::; L: bijWij( T = 0) :::; u sup 
j=l 

NC 

Uinf :::; L:bijWij(T = 1):::; u sup 
j=l 

i=I, ... ,NE 

i=I, ... ,NE 

i = 1, ... ,NE 

i = 1, ... ,NE 

Le problème global se formule alors ainsi: 

soumis aux contraintes: 

g[ai!' bil , q, Til] :::; 0 
h[ail, bi!, q, Till = 0 
r(Til) = 0 
alO = X o 

aiO = L.f=~ ai-lj<I>i-lj( T = 1) 
uinf :::; UkrC-l (ai) :::; Usup 

Uinf :::; UkrC-l (ai+l) :::; Usup 

Xinf :::; ail :::; Xsup 

Uinf :::; bil :::; Usup 

qinf :::; q :::; qsup 

pour i = 1, ... , NE et l = 1, ... , Ne, avec ai, i = 1, ... , NE fixés. 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31 ) 

(3.32) 

L'introduction d'éléments finis présente l'avantage de permettre la mise en place d'une 
stratégie de minimisation de l'erreur d'approximation (Cuthrell et Biegler, 1987; Logsdon 
et Biegler, 1989; Vasantharajan et Biegler, 1990) ou de permettre la prise en compte de 
profils de commande discontinus. 
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Stratégie de minimisation de l'erreur d'approximation 

Cuthrell et Biegler (1987) ont développé une formulation du problème (3.32) qui met 
en oeuvre une stratégie d'équidistribution de l'erreur par ajustement de la longueur des 
éléments finis (ou de la position des noeuds). Les conditions nécessaires et suffisantes 
à un placement optimal des noeuds sont ajoutées au problème en tant que contraintes 
d' égali té. La position des noeuds (ou la longueur des éléments finis) devient alors un 
paramètre d'optimisation supplémentaire. 

Afin de minimiser l'erreur dU:e à l'approximation des variables d'état par un profil 
polynomial, les noeuds des éléments finis sont placés en résolvant le problème suivant : 

n:.inm~x !laj Ilx(NC+l) (t) IIY(NC+1) 
~. J 

i = 2, .. . ,NE j = 1, ... ,NE (3.33) 

où Ilx(NC+l)(t)1I est la norme maximale de la dérivée d'ordre Ne + 1 de x(t) sur l'intervalle 

[ai, ai+1l· 
Cette approche a été reprise par Vasantharajan et Biegler (1990). 

Prise en compte de profils de commande discontinus 

Dans ce cas, la position des noeuds est un degré de liberté supplémentaire du problème. 
Elle devient donc un paramètre d'optimisation, et correspond, à la convergence, à la 
position des discontinuités. Cette technique a été utilisée par Cuthrell et Biegler (1987) sur 
un exemple théorique. Elle a été ensuite appliquée à un réacteur fed-batch de fermentation 
par Cuthrell et Biegler (1989). 

Le problème se présente sous la forme: 

soumis aux contraintes : 

g[ail,bil,q,Till:::; 0 
h[ail, bil , q, Till = 0 
r( Til) = 0 
alO = Xo 

aiQ = 2:.f=~ ai-1j<I>i-lj( l' = 1) 
uinf :::; uhrc-l(ai) :::; u sup 

uinf :::; uhrc-l(ai+1) :::; u sup 

xinf :::; ail :::; x sup 
uinf :::; bil :::; u sup 

qinf :::; q :::; qsup 

3.2.4 Propriétés de la stratégie utilisée 

Conditions d'optimalité 

(3.34) 

Cuthrell et Biegler (1989) ont écrit les conditions de Kuhn-Tucker pour le problème 
(3.32) et ont montré qu'elles étaient équivalentes à la discrétisation des conditions varia
tionnelles classiques. 
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Stabilité et précision de la collocation orthogonale 

La collocation orthogonale sur des éléments finis est équivalente à une intégration par 
une méthode de Runge et Kutta implicite des équations différentielles ordinaires. Il est 
donc possible d'appliquer les propriétés théoriques de stabilité de l'intégration par une 
méthode de Runge et Kutta à la méthode utilisée ici: la collocation orthogonale est 
absolument stable. 

3.2.5 Résolution du problème algébrique par programmation 
quadratique successive 

Le problème (3.32) peut se réécrire sous la forme générale d'un problème de program
mation non linéaire avec contraintes : 

soumis à : 

où x E ~n. 

minF(x) 

j = 1, ... , me 
j=me+l, ... ,m 

(3.35) 

Il peut être résolu par une méthode de programmation quadratique séquentielle (ou 
programmation quadratique successive). Cette technique consiste en la formulation suc
cessive de sous-problèmes de programmation quadratique. Nous n'en présenterons ici que 
les idées générales. 

Théorie 

On introduit le Lagrangien défini par: 

m+2n 
L(x, v) = F(x) - L Vjgj(x) (3.36) 

j=l 

où v = (Vi, ... , Vm+2n)T et les gj(x) pour j = m + 1, ... , m + 2n sont définis par: 

gj(x)=x(j-m)-xV-m) ; j=m+l, ... ,m+n 
gj(x) = x~j-m-n) - x(j-m-n) j = m + n + 1, ... , m + 2n 

(3.37) 

Soit Xk la valeur de x à l'itération k, Vk une approximation des multiplicateurs de Lagrange 
optimaux, et Bk une approximation définie positive de la matrice hessienne du Lagrangien. 

Une approximation quadratique du Lagrangien (3.36) et une linéarisation des con
traintes du problème (3.35) conduisent au sous-problème quadratique suivant: 

soumis à : 
j = 1, ... ,me 
j=me+l, ... ,m 

(3.38) 
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Soit dk la solution de (3.38) et 1/~ le vecteur des multiplicateurs de Lagrange corres
pondant. L'itération suivante est alors définie par : 

Xk+1 = Xk + cxkdk 

1/k+1 = 1/k + CXk(1/~ - 1/k) 

(3.39) 

(3.40) 

où CXk est calculé de manière à diminuer de façon suffisante la valeur d'une fonction coût: 

(3.41 ) 

Des valeurs possibles de la fonction coût sont (Schittkowski, 1985) 

me m+2n 

Wr (x,1/) = F(x) + L rj 1 gj(x) 1 + L rj 1 min(O, gj(x)) 1 (3.42) 
j=l j=me+l 

ou: 

(3.43) 

Dans cette expression, rk est un vecteur de paramètres de pénalisation qui définit le degré 
de pénalisation de la fonction lagrangienne lorsqu'on quitte le domaine de recherche. 

Cependant, il est parfois possible que le problème (3.38) n'ait pas de solution contrai
rement au problème d'origine (3.35). D'autre part, il peut être lourd d'avoir à calculer 
les gradients de toutes les contraintes à chaque itération, alors que certaines sont inac
tives. C'est pourquoi, il est intéressant d'introduire une variable supplémentaire 0 et une 
stratégie d'ensemble actif. Il s'agit alors de résoudre le sous-problème suivant: 

soumis à : 

, 
ou: 

\7 gj(Xk)T d + (1- O)gj(Xk) { ~ } 0 j E Jk 

\7 gj(Xk(j)? d + m(Xk) ~ 0 j E J{k 
XI - Xk ~ d ~ Xs - Xk 
O~o~l 

{l, ... , me} U {me < j ~ m, tel que gj(Xk) ~ € ou 1/j(k) > O} 
ensemble des contraintes actives 

{l, ... , m} - Jk ensemble des contraintes inactives 

(3.44) 

L'indice k(j) indique que les gradients correspondants ont été calculés à des itérations 
précédentes. 
Pk est un paramètre de pénalisation supplémentaire destiné à réduire l'influence de 0 sur 
la solution du problème (3.44), 1/j(k) désigne la i me composante de 1/k. 
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Lien entre le problème initial de commande optimale et le problème de pro
grammation non linéaire 

Le cas présenté est celui du problème (3.34) où l'on prend en compte la possibilité de 
profils de commande discontinus. 

Dans ce paragraphe, on désignera par nx la dimension du vecteur d'état, nu la dimen
sion du vecteur des variables de commande, nq la dimension du vecteur des paramètres 
de commande, neg le nombre de contraintes d'égalité instantanées et nineg le nombre de 
contraintes d'inégalité instantanées. m désigne le nombre total de contraintes, et me le 
nombre de contraintes d'égalité du problème de programmation non linéaire. 

Le vecteur des variables à optimiser (composé des valeurs des variables d'état et de 
commande aux points de collocation, des paramètres de commande, du temps final et de 
la position des noeuds des éléments finis) est noté x. 

On notera a~~,ic la valeur de la ixème variable d'état sur le iime élément fini au icème 

point de collocation. Une notation symétrique est utilisée pour les variables de commande. 

Composition du vecteur des paramètres d'optimisation x : 

Variables d'état discrétisées 

x[(ix - I)N E(NC + 1) + (ie - 1)(NC + 1) + ic + 1] = a~~,ic 
ix=I, ... ,nx 
ie=I, ... ,NE 
ic=O, ... ,NC 

Variables de commande discrétisées 

x[nx.NE(NC + 1) + (iu -1)NE.NC + (ie -1)NC + ic] = b~~ic , 
iu = 1, ... , nu 
ie=I, ... ,NE 
ic=I, ... ,NC 

Paramètres de commande 

x[nx.N E(NC + 1) + nu.N E.NC + iq] = qiq 

iq=I, ... ,nq 

Temps final 

Noeuds 

x[nx.NE(NC + 1) + nu.NE.NC + nq + 1] = if 

x[nx.N E(NC + 1) + nu.N E.NC + nq + 1 + ie - 1] = Œie 

ie = 2, ... ,NE 

Au total, le nombre de paramètres d'optimisation est donc de : 
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Composition du vecteur 9 des contraintes 

Contraintes d'égalité 

g(ieg) = 0 ieg= 1, ... ,me 

zeg 1, ... , nx conditions initiales 
zeg nx + 1, ... , nx + N E.NC.neg égalités instantanées 
zeg nx + N E.NC.neg + 1, ... , 

nx + N E.NC.(neg + nx) équations résiduelles 
zeg nx + N E.NC.(neg + nx) + 1, ... , 

nx + N E.NC.(neg + nx) + (NE - 1).nx continuité des variables d'état 

Contraintes d'inégalité 

zmeg 
nneg 

g(iineg + me) 2: 0 iineg = 1, ... , m - me 

1, ... ,N E.NC.nineg inégalités instantanées 
nineg.N E.NC + 1, ... , nineg.N E.NC + 4N E.nu bornes sur les variables 

de commande aux noeuds 

L'utilisation de logiciels de programmation non linéaire nécessite de fournir non seule
ment les expressions de la fonction objectif et des contraintes d'égalité et d'inégalité, mais 
aussi les expressions de leurs gradients. 

Remarque: Le problème (3.1) peut également inclure des contraintes d'inégalité ou 
d'égalité ponctuelles (le plus souvent à t J) qui sont facilement prises en compte avec 
la stratégie utilisée. Nous ne les avons pas incluses dans la présentation par souci de 
simplicité. 



Chapitre 4 

Optimisation dynamique du réacteur 
discontinu de polymérisatio:p. en 
émulsion 

4.1 Position du problème 

4.1.1 Introduction 

Nous nous intéressons ici à la minimisation de la durée de l'opération discontinue (ce 
qui revient à maximiser la productivité) pour la réaction de copolymérisation en émulsion 
du styrène et de l'a-méthylstyrène. La température est le facteur principal qui gouverne 
la vitesse d'un procédé de polymérisation. C'est donc cette variable de commande qui 
sera choisie. Par ailleurs, il ne faut pas négliger les propriétés des polymères obtenus. 
Celles-ci sont liées à la structure des molécules et peuvent être décrites en termes de 
caractéristiques moléculaires moyennes : masse molaire moyenne en nombre, en poids, 
indice de polymolécularité ... Or une augmentation de la température, si elle accroît la 
vitesse réactionnelle, diminue aussi la masse molaire et conduit à des modifications d'un 
certain nombre de propriétés du polymère. C'est pourquoi il nous faudra tenir compte 
de deux facteurs: un temps de réaction le plus court possible, mais avec un polymère 
présentant des qualités raisonnables. 

4.1.2 Rappel du modèle dans l'espace d'état 

Dans le cas présent, le vecteur d'état est défini selon: 

où M est la concentration globale en monomères, 
Np le nombre de particules par unité de volume, 
P la concentration en polymère, 
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QI le moment d'ordre 1 de la distribution des masses molaires, 
Q2 le moment d'ordre 2 de la distribution des masses molaires. 

Le modèle thermique n'intervient pas ici, seule la cinétique de la réaction est considérée. 
Il s'agit en effet à ce stade de rechercher la température optimale du réacteur supposé 
parfaitement agité. 

A partir des valeurs de ces états, il est possible de calculer les grandeurs caractéristiques 
de la qualité du polymère que sont la conversion X, les masses molaires moyennes en 
nombre et en poids Mn et Mw, l'indice de polymolécularité Ip. Elles sont définies respec
tivement par : 

X = Mo - Xl 

Mo 
- X4 
Mn=MM

X3 

- X5 
Mw=MM

X4 

( 4.1) 

( 4.2) 

( 4.3) 

1 - Mw _ X5· X 3 (4.4) 
p- Mn-T 

La réaction de polymérisation en émulsion se décompose en trois étapes successives 
(cf. 1ère partie) : 

étape 1 : nucléation 

-Rp(T, X2) 

Ra(T).NA 

1 + t.X2 
S(XI, X2) 

(4.5) 

(4.6) 

dX3 

dt 
dX4 

Rt(T, Xl, X2) + RtrM(T, X2) (4.7) 

où: 

dt 
dX5 

dt 

kp(T).Mpco N~·n 

ktrM(T).Mpco N~·n 

étape 2 : croissance 

idem étape 1 sauf: 

Rp(T, X2) 

dX2 = 0 
dt 

vitesse de propagation 

(4.8) 

( 4.9) 

vitesse de transfert au monomère 

longueur cinétique de chaîne 

( 4.10) 
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étape 3 : épuisement 

où : 

dXI 

dt 
dX2 

dt 
dX3 

dt 
dX4 

dt 
dX5 

dt 

o 

kp(T).Mp(xI).-liA.n 

(1 - X)PM 
[(1 -: X) + XpMI PP]MM 

ktrM(T).Mp(XI)' N: n 

Rp(T, Xl, X2) 

Pour les trois étapes, Rt est définie par : 

vitesse de propagation 

concentration en monomère 

dans les particules 
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(4.11) 

(4.12) 

( 4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

vitesse de transfert au monomère 

longueur cinétique de chaîne 

Les constantes cinétiques vérifient la loi d'Arrhénius : 

kpo. exp( -Epi RT) exp(a.fMs) 
ktrMo' exp( -EtrM 1 RT) exp (b.fMS) 

La vitesse d'amorçage est donnée par: 

constante de vitesse de propagation 
constante de vitesse de transfert 
au monomère 
constante de vitesse 
de décomposition de l'amorceur 

La concentration en émulsifiant effective pour la formation de micelles s'exprime par: 

S(XI' X2) = So - kv.(Mo - XI)2/3.X~/3 

4.1.3 Critère 

Le critère à minimiser correspond à la durée de la réaction: 
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4.1.4 Contraintes 

Les conditions initiales sont données par la composition du réacteur à to : 

Xl(to) = Mo 

X2(to) = X3(to) = X4(to) = X5(to) = 0 

Les contraintes finales vont permettre de fixer la qualité du polymère obtenu. Elles 
seront données par la conversion X] (qui caractérise la quantité de polymère formé) et la 
masse molaire moyenne en nombre Mn] ou en poids Mw] souhaitées, c'est-à-dire: 

4.1.5 Domaine de recherche 

En ce qui concerne la température du réacteur, il faut se fixer des limites de recherche 
qui permettent une vitesse réactionnelle acceptable (limite inférieure) et qui soient com
patibles avec l'installation utilisée (limite supérieure). 

Pour les états, il est possible de se donner des domaines de recherche assez larges, qui 
conservent cependant une signification physique. Ils seront en effet par ailleurs contraints 
par l'intermédiaire des conditions initiales et des équations d'état. 

4.1.6 Résolution 

La méthode de collocation orthogonale suivie d'une résolution du problème de pro
grammation non linéaire obtenu par programmation quadratique successive (Schittkowski, 
1985) est employée. Il est nécessaire de fournir les valeurs de la fonction objectif, des 
contraintes d'égalité et d'inégalité, ainsi que de leurs gradients qui sont ici calculables 
analytiquement. 

4.2 Recherche d'une température réactionnelle cons
tante optimale 

La détermination de la température constante optimale permet de connaître la meilleure 
opération à commande constante, et permettra donc de quantifier l'amélioration obtenue 
lors de la détermination de profils de commande optimaux. Elle sert par conséquent de 
référence pour juger de l'utilité de la mise en oeuvre de la commande optimale. 

Tous les résultats présentés correspondent aux conditions présentées en annexe B et à 
une fraction molaire initiale d'a-méthylstyrène de 10%. 

4.2.1 Présentation du problème 

Dans ce cas, le problème se présente sous la forme suivante: 

T* = arg{ min J} 
T 

( 4.16) 
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où : 

soumis aux contraintes : 

i = 1, ... ,5 équations d'état (cf. eq. (4.5) à (4.15) ) 

i = 2, ... ,5 conditions initiales 

contraintes à t f 

Comme dans cette partie de l'étude, l'on recherche le profil isotherme optimal, la 
température T constante est donc un paramètre de commande (du type de q, cf. problème 
(3.1)). 

Il est possible de se fixer la qualité du polymère final soit par la masse molaire moyenne 
en nombre, soit par la masse molaire moyenne en poids finales. 

4.2.2 Normalisation des variables 

Nous avons affaire à des variables dont les ordres de grandeur sont très différents: 
des concentrations (de l'ordre de 0 à 3 mol/lw pour la concentration en monomère), un 
nombre de particules par unité de volume (de l'ordre de 1017 pour la polymérisation en 
émulsion), des moments de distributions de masses molaires, une température (de l'ordre 
de 300 K), la durée de polymérisation (de plusieurs milliers de secondes) ... Pour que 
le problème soit bien conditionné, il est donc nécessaire de normer les variables. Pour 
cela, nous utilisons des résultats de simulation qui permettent de connaître les ordres de 
grandeur des variables dans la gamme des conditions opératoires utilisées. Le changement 
de variables suivant sera effectué: 

X1n = Xl 

X2n = X2/ 1017 

X3n = X3/ 10-4 

X4n = X4 

X5n = X5/ 105 

tfn = tf/10000 
Tn = T/300 

4.2.3 Domaine de recherche 

Il est nécessaire de se fixer des limites de recherche pour les variables d'état: 
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La limite supérieure de recherche peut être assez largement surestimée, car les variables 
d'état seront contraintes par ailleurs par les équations d'état. 

De même, il faut se fixer une limite supérieure pour le temps final: 

o ~ tfn ~ 100 

Les limites de recherche pour la température T seront fixées par les limites physiques 
de l'installation utilisée. Dans notre cas, la température maximale que l'on peut atteindre 
est de 70°C. Par ailleurs, pour avoir une vitesse réactionnelle suffisante, une température 
supérieure à 40°C sera imposée. D'où le domaine de recherche: 

4.2.4 Initialisation 

Le problème est initialisé à partir des valeurs des variables obtenues lors d'une réaction 
à la température moyenne de 55°C. Pour cela, le système des variables d'état est intégré 
par une méthode de Runge et Kutta pour une température constante de 55°C. On repère 
le temps t f au bout duquel la conversion est égale à X f. Puis les valeurs des variables 
aux points de collocation sont relevées et sont utilisées pour l'initialisation du problème 
d'optimisation. 

4.2.5 Résultats 

Dans le cas de la recherche d'un fonctionnement isotherme optimal, nous n'utiliserons 
pas la collocation sur des éléments finis, mais un nombre suffisant de points de collocation 
sera simplement choisi. 

La qualité de la résolution du système d'équations par collocation orthogonale peut 
être appréciée à l'aide d'une intégration par une méthode de Runge et Kutta réalisée 
a posteriori à partir de la valeur de la température optimale trouvée par l'algorithme 
d'optimisation. Il suffit de comparer les profils des états obtenus avec l'interpolation et 
ceux obtenus par l'intégration classique. 

Dans un premier temps, pour des contraintes données sur la conversion et la masse 
molaire moyenne en nombre finales, un nombre de points de collocation croissant a été 
employé afin de déterminer une valeur de NC convenable. Puis la conversion finale a été 
fixée, et les résultats pour différentes valeurs de M nf et M wf ont été comparés. Enfin, pour 
une valeur donnée de la masse molaire moyenne en nombre finale, différentes contraintes 
sur la conversion finale ont été imposées. 

Influence du nombre de points de collocation 

La conversion finale X f est fixée à 60%, la masse molaire moyenne en nombre finale 
M nf à 3.106 g/mol. Un nombre croissant de points de collocation a été utilisé jusqu'à ce 
que l'on obtienne une bonne adéquation entre les profils interpolés et intégrés. 

Les résultats obtenus pour NC variant de 4 à 6 sont présentés dans le tableau 4.1, où 
sont reportées les valeurs de la température optimale T* trouvée, du critère t il ainsi que 
les valeurs de X f, M nf et Ipf calculées par intégration et qui seraient celles obtenues en 
réalité, à condition que le modèle soit parfait. 
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Ne T*(K) tf(S) X f (int.) M nf.10-6(gjmol) (int.) I pf (int.) 
4 322,29 10548 0,5893 2,9791 2,0137 
5 322,21 10771 0,5969 2,9941 2,0136 
6 322,18 10839 0,5989 3,0000 2,0136 

TAB. 4.1: Optimisations pour Ne variable - X f = 60%, M nf = 3.106 gjmol 

Les figures C.1 à C.6 en annexe C et les figures 4.1 à 4.3 présentent la comparaison 
entre les valeurs de la conversion, du nombre de particules et de la masse molaire moyenne 
en nombre obtenues par l'algorithme d'optimisation (valeurs aux points de collocation et 
interpolées) et les valeurs obtenues après intégration des équations d'état par une méthode 
de Runge et Kutta. La qualité de l'interpolation s'améliore au fur et à mesure que le 
nombre de points de collocation augmente. 

Un nombre Ne de points de collocation égal à 6 permet d'obtenir dans ce cas une 
adéquation très correcte entre les résultats de l'algorithme d'optimisation et une intégration 
par une méthode de Runge et Kutta. 

Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en nombre finale 

La valeur de X f reste fixée à 60% et les résultats obtenus pour quatre valeurs différentes 
de Mnf sont comparés: Mnf = 1.106, 1,5.106, 2.106, 3.106 gjmol. Les résultats sont 
présentés dans le tableau 4.2. Ils sont cohérents puisque la température de réaction doit 
être d'autant plus élevée que l'on veut former un polymère de masse molaire faible. Ce 
faisant, pour obtenir la même conversion, la durée de la réaction est bien sûr plus faible. 

M nf .10 6(g/mol) T*(K) tf(s) X f (int.) M nf .10 6(gjmol) (int.) Ipf (int.) 
1 337,45 3776 0,5989 0,9991 2,0157 

1,5 331,63 5643 0,6050 1,5059 2,0161 
2 327,65 7413 0,6039 2,0063 2,0151 
3 322,18 10839 0,5989 3,0000 2,0136 

TAB. 4.2: Optimisations pour Mnf variable - X f = 60% 

Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en poids finale 

La valeur de X f reste fixée à 60%. Cette fois la masse molaire moyenne en nombre finale 
est libre, et c'est la masse molaire moyenne en poids qui est choisie comme contrainte à t f. 
Les résultats obtenus pour trois valeurs différentes de M wf (Mwf = 4.106, 5.106, 7.106 

gjmol) sont comparés dans le tableau 4.3. Ils vont dans le même sens que ceux obte
nus pour M nf variable, c'est-à-dire plus la masse molaire souhaitée est faible, plus la 
température doit être élevée. 

Influence de la contrainte sur la conversion finale 

Les résultats sont présentés pour une même contrainte sur la masse molaire moyenne 
en nombre finale: Mnf = 3.106 g/mol, et pour trois valeurs de la contrainte sur la 
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4 
5 
7 

T*(K) 
327,78 
324,76 
320,23 

7350 
9041 
12480 

Xf (int.) 
0,6042 
0,6011 
0,5981 

M wf.l0 6(g/mol) (int.) 
4,0049 
4,9932 
6,9836 

TAB. 4.3: Optimisations pour M wf variable - Xf = 60% 

I pf (int.) 
2,0151 
2,0143 
2,0129 
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conversion finale: X f = 60, 70, 80% (tableau 4.4). Ils montrent que la conversion finale 
n'a quasiment pas d'influence sur la température optimale. La température à imposer 
dépend donc uniquement de la masse molaire souhaitée. En revanche, la durée de la 
réaction est, bien entendu, d'autant plus importante que la conversion souhaitée est élevée. 

X f T*(K) 
0,6 322,18 
0,7 321,89 
0,8 321,52 

10839 
13665 
17220 

X f (int.) 
0,5989 
0,7014 
0,8023 

3,0000 
3,0033 
2,8902 

I pf (int.) 
2,0136 
2,0164 
2,0319 

TAB. 4.4: Optimisations pour X f variable - Mnf = 3.106 g/mol 

4.3 Recherche d'un profil de température optimal 

4.3~1 Présentation du problème 

Par rapport au cas traité précédemment, la température devient une variable de com
mande (de type u(t)), et non plus un parametre de commande. Le problème se présente 
amsI: 

où : 

T*(t) = arg{minJ} 
T(t) 

soumis aux contraintes: 

dJ/ = fi(X, T(t), t) i = 1, ... ,5 modèle dans l'espace d'état 

Xl(to) = Mo 
Xi(to) = ° i = 2, ... ,5 conditions initiales 

1- x~:) = X f 
x4(tf) -

MM x3(tf) = M nf 

ou 

M x4(tf) M 
M X3 (tf) = wf 

contraintes à t f 

( 4.17) 

Les variables seront normées de la même façon que dans le cas de la recherche d'une 
température optimale constante. Le domaine de recherche pour les variables d'état, le 
temps final et la température sera le même. 
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4.3.2 Recherche sans introduction d'éléments finis 

Le problème doit être initialisé avec soin. L'initialisation du profil de température 
correspond à une température constante égale à la température optimale obtenue pour 
les mêmes contraintes sur la conversion et la masse molaire finales. Les valeurs des états 
aux points de collocation correspondent aux valeurs obtenues lors d'une intégration du 
système par une méthode de Runge et Kutta à cette température. 

Un nombre croissant de points de collocation a été employé. Les figures 4.4 et 4.5 
présentent les profils de température obtenus pour 7, 8, 9 (figure 4.4) et 10 et 11 (figure 
4.5) points de collocation. La tendance à l'oscillation diminue quand le nombre de points 
de collocation augmente, mais persiste cependant. 
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M nf = 3.106 g/mol 
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A ce stade, étant donné l'allure des profils obtenus (décroissance très importante de la 
température peu après le début de la réaction puis stabilisation), il semble intéressant de 
s'orienter vers la recherche d'une variable de commande discontinue. En effet, la cinétique 
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des réactions de polymérisation en émulsion est différente d'une étape à l'autre (nucléation, 
croissance des particules et épuisement en monomère), et l'on peut s'attendre à des dis
continuités du profil de commande optimal entre chacune des trois étapes. 

4.3.3 Recherche de profils discontinus de température 

La collocation orthogonale sur des éléments finis est utilisée afin de permettre la dis
continuité du profil de commande. 

Le nombre d'éléments finis NE est choisi égal à 3, correspondant aux trois étapes 
cinétiques de la polymérisation en émulsion. 

L'initialisation est la même que dans le cas précédent, c'est-à-dire que le profil de 
température est isotherme, et correspond à la température constante optimale. Les états 
sont initialisés à partir d'une intégration du système d'équations -différentielles par une 
méthode de Runge et Kutta. L'initialisation de la position des noeuds correspond à la 
transition étape 1 - étape 2, caractérisée par un nombre de particules devenant constant, 
et à la transition étape 2 - étape 3, signalée par une conversion égale à la conversion Xc 
(cf. 1ère partie). 

Le nombre de points de collocation est augmenté jusqu'à obtenir une bonne adéquation 
entre les profils interpolés et integrés des états. Les figures 4.6, 4.7, et 4.8 comparent les 
profils interpolés et intégrés de conversion, de nombre de particules et de masse molaire 
moyenne en nombre dans le cas des contraintes finales X! = 60% et Mn! = 3.106 g/mol 
et pour Ne = 2. Un nombre de points de collocation par élément fini égal à 2 permet 
donc dans ce cas d'obtenir une bonne adéquation entre les deux types de profils. 

Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en nombre finale 

Les profils optimaux de température pour une même contrainte sur la conversion finale 
X! = 60% et pour quatre valeurs différentes de la contrainte sur la masse molaire moyenne 
en nombre finale Mn! = 1; 1,5; 2; 3.106 g/mol sont présentés sur la figure 4.9. 

Le profil optimal correspond à une température égale à la température maximale 
pendant l'étape de nucléation (durant cette période, la contrainte correspondant à la 
température maximale est active). Il présente une discontinuité à la fin de l'étape 1. La 
température est ensuite quasiment constante et sa valeur dépend de la contrainte imposée 
sur la masse molaire finale. 

Pendant l'étape 1, une haute température permet la formation d'un maximum de 
particules et conduit à une réduction de la durée de la réaction. En effet, la vitesse de 
polymérisation est directement proportionnelle au nombre de particules. Ensuite, pendant 
les étapes 2 et 3, la température va dépendre de la contrainte sur la masse molaire finale. 
Elle est d'autant plus faible que la masse molaire finale souhaitée est importante. La durée 
de la réaction va en conséquence être d'autant plus longue que la masse molaire souhaitée 
est grande: 3036 s pour Mn! = 1.106 g/mol, 3805 s pour Mn! = 1,5.106 g/mol, 4595 s 
pour Mn! = 2.106 g/mol, 6335 s pour Mn! = 3.106 g/mol. 

Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en poids finale 

La figure 4.10 présente les profils de température optimaux pour une même contrainte 
sur la conversion finale : X! = 60% et pour trois valeurs différentes de la contrainte sur 
la masse molaire moyenne en poids finale Mw! = 4; 5; 7.106 g/mol. L'allure des profils 
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FIG. 4.9: Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en nombre finale sur 
les profils de température discontinus optimaux - Contraintes à if : X f = 60%, Mnf = 
1; 1,5; 2; 3.106 g/mol 

observés est la même que dans le cas où l'on contraint M nf : une température égale à la 
température maximale pendant la nucléation, puis quasiment constante et dépendant de 
la contrainte sur la masse finale. 
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FIG. 4.10: Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en poids finale sur 
les profils de température discontinus optimaux - Contraintes à if: X f = 60%, M wf = 
4; 5; 7.106 g/mol 

Influence de la contrainte sur la conversion finale 

La figure 4.11 présente les profils de température pour une même contrainte sur la 
masse molaire moyenne en nombre finale M nf = 3.106 g/mol et trois valeurs différentes 
de la contrainte sur la conversion finale Xf = 60; 70; 80%. L'allure du profil observé 
est la même, les températures sont sensiblement égales, seule la durée de la réaction est 
influencée par la conversion souhaitée: 6335 s pour X f = 60%, 7550 s pour Xj = 70%, 
9285 s pour Xj = 80%. 
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FIG. 4.11: Influence de la contrainte sur la conversion finale sur les profils de température 
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Remarques et conclusion 

Dans tous les cas considérés, la position du premier noeud, qui est incluse dans le 
processus d'optimisation, correspond à la fin de l'étape de nucléation, c'est-à-dire à un 
nombre de particules qui cesse d'augmenter pour devenir constant. Par contre, la position 
du second noeud ne correspond pas exactement à une conversion égale à Xc' En effet, il 
n'y a pas de modification importante du profil optimal de température entre les étapes 
2 et 3, comme cela peut être observé entre les étapes 1 et 2. Trois éléments finis sont 
cependant conservés car ils permettent une meilleure intégration du système d'équations 
différentielles. 

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 4.5. Les valeurs de la conversion, 
des masses molaires moyennes en nombre et en poids et de l'indice de polydispersité 
obtenues par une intégration a posteriori du système sont présentées. Les valeurs du 
critère t f Y sont par ailleurs comparées au meilleur résultat à commande constante: tyo, 
obtenu pour un profil de température isotherme (T = Ti: o ), et permettant d'aboutir aux 
mêmes spécifications de conversion et de masse molaire. La durée de réaction est, pour 
les cas étudiés, réduite de 20 à 60% environ. Le gain de productivité est donc important. 
Cependant le profil de température obtenu n'est pas réalisable pratiquement puisqu'il 
implique une diminution instantanée de la température à la fin de l'étape de nucléation. 

X f M nf.10 6 M W f.10 6 tf t f Jtj'° Xf (int.) M nf (int.) M wf (int.) [pf (int.) 
(gJmol) (gJmol) (s) .1O-6 (gJmol) .1O-6 (gJmol) 

0,6 1 J 3036 0,804 0,5961 0,9962 2,1968 2,2052 
0,6 1,5 J 3805 0,674 0,5969 1,4933 3,8518 2,5793 
0,6 2 J 4595 0,620 0,5933 1,9793 5,7946 2,9276 
0,6 3 J 6335 0,584 0,5952 2,9644 9,6542 3,2567 
0,6 J 4 3688 0,502 0,5893 1,4435 3,9210 2,7163 
0,6 J 5 4103 0,454 0,5931 1,6748 4,9212 2,9384 
0,6 J 7 4765 0,382 0,5936 2,0327 6,8992 3,3941 
0,7 3 J 7550 0,552 0,6927 2,9554 9,5389 3,2276 
0,8 3 J 9285 0,539 0,7885 2,9675 9,5620 3,2222 

TAB. 4.5: Résultats de l'optimisation dans le cas d'un profil de commande discontinu 



Commande d'un réacteur de polymérisation 91 

4.3.4 Recherche d'un profil de température avec contrainte sur 
la vitesse de refroidissement 

Afin de déterminer un profil de température réalisable, il faut imposer une contrainte 
sur la dérivée temporelle de la température. Cette contrainte correspondra à la vitesse 
maximale de refroidissement du réacteur. 

Pour ce faire, il est nécessaire d'imposer la continuité des variables de commande entre 
deux élément finis : 

i () i-l ( ) UNG-l ai = UNG-l ai i = 2, ... ,NE ( 4.18) 

En chaque point de collocation, la dérivée de la température doit par ailleurs être 
inférieure en valeur absolue à la vitesse de refroidissement maximale possible avec l'ins
tallation utilisée: 

NG 

1 I: bij~ij(Til)1 :::; Itf·Vrefmaxl l=l, ... ,NC i=l, ... ,NE (4.19) 
j=l 

où W ij ( Til) est donné par : 

( 4.20) 

Ici apparaît donc un nouveau type de contrainte (contrainte portant sur la dérivée 
temporelle de la variable de commande) par rapport au problème classique (3.1) tel qu'il 
a été posé au début du chapitre précédent et la méthode de collocation orthogonale permet 
facilement de le prendre en compte. 

Par rapport au cas où l'on n'introduit pas d'éléments finis, cette technique présente 
l'avantage de permettre la recherche de profils de commande dont les dérivées de premier 
ordre sont discontinues. 

L'initialisation est faite à partir des résultats de l'optimisation avec profil de température 
non contraint. Le nombre d'éléments finis NE est ici aussi pris égal à 3. 

La vitesse de refroidissement maximale Vrefmax, mesurée expérimentalement, est égale 
à : -0,04 K/s. 

A nouveau, un nombre croissant de points de collocation a été employé afin de déter
miner une valeur de Ne suffisante pour que l'intégration par la méthode de collocation 
soit satisfaisante. 

Les figures 4.12 à 4.14 comparent les profils interpolés et intégrés de conversion, de 
nombre de particules et de masse molaire moyenne en nombre pour les contraintes à t f : 

X f = 60% et Mnf = 3.106 g/mol. Elles montrent que, dans ce cas, un nombre de points de 
collocation par élément fini égal à 7 permet une bonne intégration du système d'équations 
différentielles par la méthode de collocation orthogonale. 

Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en nombre finale 

L'influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en nombre finale peut être 
appréciée sur la figure 4.15 qui compare les profils optimaux de température pour X f = 
60% et quatre valeurs différentes de M nf : 1; 1,5; 2 et 3.106 g/mol. 

Le profil optimal de température peut être décrit comme suit: 
- dans un premier temps, une température constante et égale à la température maximale 



92 Chapitre 4 Optimisation dynamique du réacteur de polymérisation en émulsion 

= 
. ~ 
= 8 

0.8 

0.6 

0.4 

....... ~ 

-'" .,.,..' .. / .... 
",.. .. ..-"" 

0.2 

"" .. .-

X aux points de collocation ., 
X interpolee 

./ 

_ •• .A' 

X integree 

41,-..... 
........ ,-

_ ..... 

/ .. 
o ~----~----~----~----~----~----~----~--~ 

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 
Temps (s) 

FIG. 4.12: Conversion pour NC=7 avec contrainte sur le profil de température -
Contraintes à if : X f = 60%, Mnf = 3.106 g/mol 

10 r-----,-----,-----,-----,-----,-----,-----,----, 

8 

6 

Np aux points de collocation ., 
Np interpole 

Np integre 

4 { ..... --~-------..... ---+----------~-----------<>-<> 

j 
2 

o~----~----~----~----~----~----~----~--~ 
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 

Temps (s) 

FIG. 4.13: Nombre de particules Np pour NC=7 avec contrainte sur le profil de 
température - Contraintes à if : X f = 60%, Mnf = 3.106 g/mol 

6 .-----,-----.-----,-----,-----,-----,-----,-----, 

5 

4 

3 

2 

,.r"/"" 

.,/ 

'" 
...... 

".,.. ......... -. 

Mn aux points de collocation ., 
Mn interpolee 

Mn integree 

..--..... ...... 
.. _--.......... _ ... -._ .. . 

o ~----~----~----~----~----~----~----~--~ 
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 

Temps (s) 

FIG. 4.14: Masse molaire moyenne en nombre Mn pour NC=7 avec contrainte sur le profil 
de température - Contraintes à if : X f = 60%, Mnf = 3.106 g/mol 



Commande d'un réacteur de polymérisation 93 

360 Mnf=le6: T aux points de collocation 0 

T interpolee .••... 

350 

340 

330 

320 

Mnf=1.5e6: T aux points de collocation + 
T interpolee .............. . 

Mnf=2e6: T aux points de collocation '" 
T interpolee •.•... -

~
. ;...... Mnf=3e6: T aux points de collocation x 
§ ~ \ T interpolee --- _._--

'$c " "'$-- .... - ... _ ..... 4-.. --&-..... 

\~ -

\~::~~:·~·.~~~~·:·~·.·=~.·~·.·:~·:::·~~·::·~~e ... <3 .. .. 

•••• •• M ••. - .•• .;>C- -" -" 'K ._._ .,~" "X.X"'~' _._ ••• x ....... _ -)t •••••• •• ~_ • ••• ··x·o .. x-

310 

300 

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000' 8000 
Temps (s) 

FIG. 4~15: Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en nombre finale 
sur les profils de température optimaux - Contrainte sur la vitesse de refroidissement -
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autorisée pour l'installation, 
- dans un deuxième temps, une température qui diminue à une vitesse correspondant à la 
vitesse de refroidissement maximale, 
- enfin, une température quasiment constante et qui dépend de la masse molaire moyenne 
en nombre finale souhaitée. 

Comme dans le cas non contraint, un nombre maximal de particules est tout d'abord 
formé afin de réduire la durée du batch. Mais étant donné la contrainte existant sur 
la température, celle-ci ne peut plus être réduite instantanément à la fin de l'étape de 
nucléation. La température maximale ne peut donc pas être maintenue tout au long de la 
première étape. La température commence donc à décroître à la fin de l'étape de nucléation 
et continue au début de l'étape 2. La contrainte sur la dérivée de la température est 
alors saturée. Finalement, comme dans le cas précédent, la température reste quasiment 
constante et est d'autant plus faible que la masse molaire souhaitée est élevée. La durée 
de la réaction est donc à nouveau d'autant plus longue que la masse molaire souhaitée est 
élevée. 

Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en poids finale 

La figure 4.16 présente les profils de température optimaux pour une même contrainte 
sur la conversion finale: X f = 60% et pour trois valeurs différentes de la contrainte sur 
la masse molaire moyenne en poids finale Mwf = 4; 5; 7.106 gfmol. Les profils optimaux 
peuvent être décrits de façon similaire au cas où la contrainte finale porte sur la masse 
molaire moyenne en nombre finale M nf. 

Influence de la contrainte sur la conversion finale 

Une même contrainte sur la masse molaire moyenne en nombre finale (M nf = 3.106 

gfmol), et trois contraintes différentes (60, 70,80%) sur la conversion finale sont imposées. 
Ici encore, la contrainte sur la conversion finale n'a pas d'influence sur l'allure du profil, 
mais uniquement sur la durée de la réaction (figure 4.17). 
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FIG. 4.16: Influence de la contrainte sur la masse molaire moyenne en poids finale sur 
les profils de température optimaux - Contrainte sur la vitesse de refroidissement -
Contraintes à tf : X f = 60%, M wf = 4; 5; 7.106 g/mol 
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FIG. 4.17: Influence de la contrainte sur la conversion finale sur les profils de température 
optimaux - Contrainte sur la vitesse de refroidissement - Contraintes à tf : Xf = 
60; 70; 80%, Mnf = 3.106 g/mol 

Influence de la contrainte sur la vitesse maximale de refroidissement 

Différentes contraintes sur la vitesse maximale de refroidissement ont été imposées : 
Vrefmax = -0,04; -0,01; -0,005 K/s, pour les mêmes contraintes sur la qualité finale du 
polymère: X f = 60% et M nf = 3.106 g/mol. Les profils correspondants sont présentés sur 
la figure 4.18. Ils montrent que lorsque la contrainte sur la vitesse de refroidissement est 
plus forte, le profil optimal ne commence plus par un palier à la température maximale 
mais par une température d'autant plus basse que la capacité de refroidissement est faible. 
La pente de la phase de diminution de la température est fonction de la contrainte imposée. 

Remarques et conclusion 

La position du premier noeud correspond toujours à la fin de l'étape de nucléation, par 
contre ici encore la position de la seconde discontinuité est variable, mais reste cependant 
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FIG. 4.18: Influence de différentes contraintes sur la vitesse de refroidissement sur les 
profils de température optimaux - Contraintes à tf : X f = 60%, Mnf = 3.106 g/mol 

proche de la conversion critique. 
Le tableau 4.6 résume les résultats obtenus dans le cas où le profil de température 

est contraint. En particulier, la durée de la réaction est comparée à celle de l'opération 
isotherme conduisant aux mêmes spécifications. L'amélioration de la productivité est très 
importante par rapport à un réacteur isotherme: de l'ordre de 20 à 60%. D'autre part, le 
profil de température est maintenant réalisable pratiquement. A titre de comparaison, la 
figure 4.19 présente les profils de conversion lors d'une opération isotherme et lors de la 
réaction menée avec le profil de température optimal dans le cas où les contraintes finales 
sont: X f = 60% et M nf = 3.106 g/mol. 

Xf M nflO-6 Mw/ 1° 6 Vre/max tf t f /tiSO X f (int.) Mnf (int.) Mwf (int.) Ipf (int.) 
(g/mol) (g/mol) (K/s) (s} 1O-6(g/mol) 1O-6(g/mol) 

0,6 1 / -0,04 3067 0,812 0,5994 0,9993 2,1752 2,1767 
0,6 1,5 / -0,04 3846 0,682 0,5997 1,4984 3,8317 2,5572 
0,6 2 / -0,04 4695 0,633 0,5997 1,9984 5,7406 2,8726 
0,6 3 / -0,04 6541 0,603 0,5996 2,9990 9,4289 3,1444 
0,6 / 4 -0,04 3843 0,523 0,5992 1,5031 3,9943 2,6574 
0,6 / 5 -0,04 4208 0,465 0,5996 1,7063 4,9953 2,9276 
0,6 / 7 -0,04 4908 0,393 0,5997 2,0758 6,9948 3,3697 
0,7 3 / -0,04 7844 0,574 0,6993 2,9980 9,3626 3,1229 
0,8 3 / -0,04 9739 0,566 0,7991 2,9982 9,4059 3,1372 
0,6 3 / -0,01 7247 0,669 0,5990 2,9966 8,6090 2,8729 
0,6 3 / -0,005 7836 0,723 0,5991 2,9971 7,9728 2,6602 

TAB. 4.6: Résultats de l'optimisation dans le cas d'un profil de commande contraint 

4.3.5 Minimisation du temps de réaction et de la polydispersité 

Les tableaux 4.5 et 4.6 montrent que le profil de température optimal permettant de 
minimiser le temps de réaction conduit à une certaine augmentation de la polydispersité 
du polymère formé (entre 2,2 et 3,4 selon les cas) et donc à une relative diminution 
de sa qualité par rapport à un polymère synthétisé à température constante, dont la 
polydispersité reste très voisine de 2 (cf. paragraphe 4.2). 

Il est donc intéressant de rechercher un profil de température qui minimise un critère 
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FIG. 4.19: Comparaison entre les profils de conversion obtenus pour la température iso
therme optimale et le profil optimal de température 

qui soit la somme pondérée du temps de réaction et de la polydispersité : 

où: 

T* = arg{ min J} 
T 

(4.21) 

Pour que chaque terme soit sensiblement de même poids, /1 peut être pris égal à 2, et 
/2 à 0,5. 

Les résultats seront présentés pour les contraintes à t f suivantes: X f = 60% et M nf = 
3.106 g/mol, trois facteurs de pondération différents pour l'indice de polydispersité : /2 = 
0,5; 0,2 et 0,01, et ce avec ou sans contrainte sur la vitesse de refroidissement maximale 
(tableau 4.7, figures 4.20 et 4.21). 

X f MnflO 6 "Il "12 Vrefmax tf t Jltj'° X f (int.) Mnf (int.) M wf (int.) [pf (int.) 
(g/mol) (K/s) (s) 10-6 (g/mol) 10-6 (g/mol) 

0,6 3 2 0,5 / 7039 0,649 0,5946 2,9411 7,1038 2,4154 
0,6 3 2 0,2 / 6703 0,618 0,5964 2,9243 7,6925 2,6305 
0,6 3 2 0,01 / 6336 0,585 0,5960 2,9606 9,4811 3,2024 
0,6 3 2 0,5 -0,04 7082 0,653 0,5988 2,9939 7,3006 2,4372 
0,6 3 2 0,2 -0,04 6748 0,623 0,6015 2,9962 8,0049 2,6676 
0,6 3 2 0,01 -0,04 6552 0,604 0,6008 2,9931 9,3690 3,1228 

TAB. 4.7: Résultats de l'optimisation dans le cas de la minimisation du temps de réaction 
et de la polydispersité 

Avec un facteur de pondération de l'indice de polydispersité de 0,5, la polydispersité 
passe de 3,2 à 2,4 dans le cas où la vitesse de refroidissement n'est pas contrainte, et de 3,1 
à 2,4 dans l'autre cas. En contrepartie, le temps de réaction est augmenté d'environ 700s 
dans le premier cas et d'environ 500s dans le deuxième. Le profil optimal de température 
ne comprend plus une diminution instantanée de la température à la fin de l'étape 1, 
mais diminue progressivement. Dans le cas où le facteur de pondération de l'indice de 
polydispersité est de 0,01, les résultats sont très voisins du cas où l'on minimise uniquement 
la durée de la réaction. 
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FIG. 4.20: Profils de température optimaux - Minimisation du temps de réaction et de 
la polydispersité - Pas de contrainte sur la vitesse de refroidissement - Contraintes à t! : 
X! = 60%, Mn! = 3.106 g/mol 
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FIG. 4.21: Profils de température optimaux - Minimisation du temps de réaction et de la 
polydispersité - Contrainte sur la vitesse de refroidissement - Contraintes à t! : X! = 60%, 
- 6 
Mn! = 3.10 g/mol 

Conclusion 

Cette partie a permis, sur la base du modèle cinétique précédemment développé, 
de déterminer des profils optimaux de température pour le réacteur de polymérisation 
considéré, en utilisant la technique de collocation orthogonale. Ces profils permettent 
d'améliorer de façon conséquente la productivité en minimisant la durée de la réaction, 
tout en respectant des critères de qualité du polymère et en tenant compte des limites 
de refroidissement d'une installation réelle. Les résultats obtenus sont originaux et mon
trent que pour minimiser la durée de l'opération discontinue lors d'une polymérisation 
en émulsion, il est nécessaire de former un maximum de particules pendant l'étape de 
nucléation en imposant une température maximale. Dans la seconde partie de la polymé
risation, il est nécessaire de diminuer la température du réacteur si l'on souhaite contrôler 
la masse molaire du polymère final. 
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Il s'agit ensuite d'utiliser une technique de commande adaptée de manière à poursuivre 
ces trajectoires optimales. L'inconvénient provient du fait qu'elles sont sous-optimales: 
elles supposent en effet que le modèle est parfait, qu'il n'y a pas de perturbation et que les 
conditions initiales sont connues exactement, ce qui est impossible en pratique. En toute 
rigueur, en présence d'erreurs de modèle et de perturbations, une nouvelle trajectoire 
optimale devrait être recalculée chaque fois que l'on dispose d'une nouvelle mesure et/ou 
de son estimation (Kozub et Mac Gregor, 1992a). Toutefois, en présence d'erreurs de 
modèle ou de perturbations peu importantes, même si le profil calculé est sous-optimal, 
il permettra quand même une augmentation significative de la productivité. 
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Introd uction 

De nombreux procédés chimiques présentent un comportement non linéaire (réacteurs 
chimiques exothermiques, réacteurs biologiques, systèmes de régulation de pH, colonnes 
à distiller ... ). Classiquement, leur commande se faisait à partir d'un modèle linéaire ob
tenu par linéarisation autour d'un point de fonctionnement. Mais dans le cas de procédés 
discontinus ou semi-continus fortement non linéaires, dans le cas de la poursuite de profils 
optimaux pour des procédés discontinus, ou dans le cas du démarrage de procédés conti
nus, la commande linéaire classique peut s'avérer inefficace (problèmes de stabilité et/ou 
de performance). 

Récemment, des progrès importants ont été réalisés dans le domaine de la commande 
non linéaire, fournissant une solution au problème du contrôle de tels systèmes, à condition 
de disposer d'un modèle de connaissance du procédé. Ces techniques ont notamment pu 
être appliquées avec succès en génie des procédés: commande non linéaire géométrique de 
réacteurs chimiques (Abidi, 1994; Corriou, 1996), de réacteurs de polymérisation (Alvarez 
et al., 1988, 1990, 1994; Adebekun et Schork, 1989ab; Soroush et Kravaris, 1992, 1993, 
1994; Wang, 1995), de réacteurs biologiques (Corriou, 1996; Lucena, 1996) ... 

La commande des réacteurs de polymérisation en particulier présente plusieurs diffi
cuItés: 
- il s'agit de procédés à la dynamique complexe et au comportement fortement non 
linéaire; 
- l'exothermicité des réactions de polymérisation est très importante et la viscosité du 
milieu réactionnel peut être élevée, rendant le contrôle de la température délicat; 
- la qualité du polymère synthétisé présente une grande sensibilité aux conditions opéra
toif(~s ; 
- il est souvent difficile de formuler le problème de commande en termes de propriétés 
d'usage du produit; 
- les mesures en ligne sont souvent impossibles et, quand elles sont réalisables, présentent 
un retard important; 
- les modèles décrivant de tels procédés utilisent souvent des paramètres dont la précision 
est faible et qui peuvent évoluer au cours de la réaction; 
- la présence d'impuretés, qui la plupart du temps ne peut pas être évaluée, peut avoir 
une grande influence sur le déroulement de la polymérisation. 
La commande non linéaire offre par conséquent des possibilités intéressantes pour l'amé
lioration du contrôle des réacteurs de polymérisation. 

Le terme "commande non linéaire" désigne toute technique de commande explici
tement basée sur une représentation non linéaire du système. Embiruçu et al. (1996) 
distinguent deux classes différentes parmi les techniques de commande non linéaire: 
-les stratégies basées sur des procédures d'optimisation (commande prédictive non linéaire 
utilisant un modèle du procédé), 
- les stratégies basées sur la théorie de la géométrie différentielle. 

Dans cette thèse, la commande non linéaire géométrique utilisant la technique de 
linéarisation entrée/sortie par retour d'état statique a été employée pour le contrôle 
en température d'un réacteur discontinu de copolymérisation en émulsion du système 
styrène/ a-méthylstyrène. Le calcul de la loi de commande utilise le modèle du procédé 
développé au cours de la première partie. Les profils optimaux calculés dans la deuxième 
partie deviennent les profils de consigne de la température du réacteur. 
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Par ailleurs, les techniques de commande par retour d'état statique nécessitent la 
connaissance de toutes les variables d'état. Or celles-ci sont fréquemment non mesurables 
en ligne. C'est pourquoi l'utilisation d'un observateur d'état s'avère indispensable. Le filtre 
de Kalman est l'observateur d'état le plus employé dans le domaine de la polymérisation. 
Il a été utilisé ici sous sa forme non linéaire: le filtre de Kalman étendu. 

Cette partie comprend deux chapitres, chacun des chapitres étant divisé en deux sec
tions. Dans la première section du chapitre 5, la technique de commande non linéaire 
géométrique utilisée est présentée, ainsi que les applications de la commande non linéaire 
aux réacteurs de polymérisation. La deuxième section de ce chapitre porte sur les résultats 
de la simulation de la commande du réacteur discontinu de polymérisation en émulsion 
du système styrène/ a-méthylstyrène. La première section du chapitre 6 est consacrée à 
la présentation du filtre de Kalman étendu et à son utilisation dans le domaine de la po
lymérisation. La deuxième section de ce chapitre traite quant à elle du couplage commande 
non linéaire géométrique/observation d'état du réacteur de polymérisation considéré. 



Chapitre 5 

Commande non linéaire géométrique 

5.1 Principes généraux de la commande non linéaire 
géométrique 

Les résultats de la géométrie différentielle ont pu être utilisés avec succès en vue 
de l'analyse des systèmes non linéaires et de leur contrôle. De nombreux ouvrages ont 
été publiés sur le sujet (Isidori, 1989; Nijmeijer et van der Schaft, 1990; Slotine et Li, 
1991, Corriou, 1996). Kravaris et Kantor (1990ab), Mc Lellan (1990) et Henson et Seborg 
(1990) ont écrit des articles de synthèse sur la commande non linéaire géométrique, plus 
spécialement destinés à l'ingénieur en procédés. Bequette (1991) a proposé une synthèse 
sur le sujet de la commande non linéaire et a traité notamment de la commande non 
linéaire géométrique. 

La commande non linéaire géométrique présente les avantages suivants: 
- elle peut être développée de manière analogue à la commande linéaire (Kravaris et 
Kantor, 1990a), 
- elle utilise directement un modèle de connaissance du procédé, et donc permet de tenir 
compte des non linéarités. 

Bien que la théorie de la commande non linéaire géométrique puisse être étendue 
aux systèmes multivariables, la présentation ci-dessous se limite au cas d'un système 
non linéaire monovariable. Celui-ci peut être décrit sous la forme générale suivante dans 
l'espace d'état: 

{
X = f(x,u) 
y = h(x) 

où x est le vecteur d'état de dimension n, u l'entrée et y la sortie commandée. 

(5.1 ) 

En génie des procédés, les systèmes rencontrés sont le plus souvent affines par rapport 
à l'entrée, et s'écrivent alors de la façon suivante: 

{
X = f(x) + g(x)u 
y = h(x) (5.2) 

où f(x) est appelé champ de vecteurs de la dynamique et g(x) champ de vecteurs de la 
commande. f, 9 sont des applications coo, et h une fonction coo. 

Un champ de scalaires sur ~n est une fonction réelle dont le domaine de définition est 
un ouvert U de ~n. Pour un élément x = (Xl' ... ,xn ) de U, le champ de scalaires h( x) lui 
associe le réel h(Xl"'" xn ). Le champ de scalaires h(x) est dit de classe Cl sur ~n si toutes 
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les dérivées partielles 8h/8xi existent et sont des fonctions continues de (Xl,'" ,xn ). Il 
est de classe Coo sur lRn si toutes les dérivées partielles à un ordre quelconque existent et 
sont continues. 

Un champ de vecteurs sur lRn est une fonction vectorielle dont le domaine de définition 
est un ouvert U de lRn

. Pour un élément X = (Xl'" ., xn ) de U, le champ de vecteurs f(x) 
lui associe le vecteur de lRn 

: 

Le champ de vecteurs f(x) est dit de classe Cl sur lRn , si toutes-les dérivées partielles 
8 fj /8Xi existent et sont des fonctions continues. Si toutes les dérivées partielles 8k li /8x7 
à un ordre arbitraire k existent et sont des fonctions continues, le champ f(x) est dit de 
classe Coo sur lRn . 

Les champs de vecteurs fI, .. . ,lm sont linéairement indépendants si quel que soit x, 
les vecteurs fl(X)"" ,1m(x) sont linéairement indépendants. 

Les champs de scalaires hl, . .. ,hm sont linéairement indépendants si quel que soit x, 
leurs gradients dh l (x), ... , dhm (x) sont des champs de vecteurs linéairement indépendants. 

5.1.1 Notions de géométrie différentielle 

Dans ce paragraphe, les principaux éléments de géométrie différentielle utilisés pour 
la commande non linéaire géométrique sont brièvement présentés. 

Difféomorphisme et changement de coordonnées non linéaire 

Soi t une fonction non linéaire q> de lRn dans lRn , définie sur un domaine U, et de la 
forme: 

{ 

~l 
Zn 

(5.3) 

où 4>1, 4>2, ... , 4>n sont des champs de scalaires de classe Cl définis sur U. 
Une telle transformation est dite inversible au voisinage d'un point X o si et seulement 

si sa matrice jacobienne 84>/8x est non singulière en xo• Cette transformation est alors 
appelée difféomorphisme local, et définit un changement de coordonnées non linéaire. 

Dérivée de Lie 

La dérivée de Lie d'un champ de scalaires de classe Cl h(x) dans la direction d'un 
champ de vecteurs f(x) est définie par: 

(5.4) 
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La notion de dérivée de Lie est très importante en commande non linéaire. Ainsi, elle 
intervient directement dans le calcul de la dérivée temporelle de la sortie y : 

(5.5) 

La dérivée de Lie possède les propriétés suivantes, utiles pour des applications en 
commande: 

- il s'agit d'un opérateur différentiel linéaire : 

(5.6) 

- l'opérateur dérivée de Lie est linéaire par rapport à son vecteur argument: 

(5.7) 

Les dérivées de Lie croisées de h(x) dans la direction de deux champs de vecteurs 
différents f (x) et g( x) sont définies par : 

(5.8) 

Les dérivées de Lie itérées de h dans la direction d'un même champ de vecteurs f sont 
définies par : 

(5.9) 

Crochets de Lie 

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs f et 9 est défini par : 

og 0 f 
[j,g](x) = oxf(x) - oxg(x) (5.10) 

Le crochet de Lie possède les propriétés de bilinéarité, d'antisymétrie et vérifie l'iden
tité de Jacobi. 

n est possible de répéter l'opération sur le crochet de Lie de 9 en itérant sur f. Dans 
ce cas, la notation suivante est utilisée: 

(5.11) 
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Ordre relatif d'un système 

Considérons le système (5.2). Les champs de vecteurs f(x) et g(x) sont supposés Coo 
sur ~n et h( x) est supposé être un champ de scalaires Coo sur ~n. Etant donné qu'un 
tel système ne possède pas de fonction de transfert, il n'est pas possible de définir son 
ordre relatif comme la différence entre les degrés des polynômes du dénominateur et du 
numérateur. L'ordre relatif du système (5.2) est défini comme le plus petit entier r pour 
lequel: 

(5.12) 

(Cette définition représente une généralisation de celle des systèmes linéaires.) 
Il est possible d'interpréter la notion d'ordre relatif en termes de dérivées temporelles 

de la sortie y. En effet : 

dr~tly = Lj-1h(x) 

~ = Lih(x) + LgLj-1h(x)u 

(5.13) 

L'ordre relatif est donc le plus petit ordre de dérivation de la sortie qui dépende 
explicitement de l'entrée u. 

Si un système n'a pas d'ordre relatif, cela signifie par conséquent que la sortie y et 
toutes ses dérivées sont indépendantes de l'entrée u, le problème est donc mal formulé et 
la sortie n'est pas commandable. 

Forme normale 

Soit le système non linéaire (5.2) supposé d'ordre relatif r. Les champs de scalaires 
h(x), Lfh(x), ... , L71h(X) sont linéairement indépendants et peuvent servir de base à 
la définition d'un difféomorphisme. Soit les r premiers éléments du vecteur Z définis par: 

k = 1, ... ,r (5.14) 

Il est possible de trouver n-r fonctions CPr+l, ... , CPn(x) telles que la matrice jacobienne 
de <I>(x) = (CPl(X), ... ,CPn(x))T soit non singulière et que l'on ait de plus: LgCPi(X) = 0 
pour tout r + 1 :::; i :::; n. 

Le système (5.2) peut alors être décrit dans les nouvelles coordonnées Z selon: 

Zl Z2 
Z2 Z3 

Zr-l Zr 
Zr b(z) + a(z)u (5.15) 
Zr+l Qr+l(Z) 

Zn Qn(Z) 
y Zl 

, 
ou : 

a(z) = LgLj-lh(cp-l(Z)) 
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b(z) = Ljh( cP-1(Z)) 

qk(Z) = LfcPk( cP-1(Z)) k=r+1, ... ,n 

Cette forme est appelée forme normale de Byrnes-Isidori. 

Dynamique des zéros 

Considérons un système non linéaire écrit sous sa forme normale (5.15). Séparons le 
vecteur z en deux vecteurs colonnes : 

et : 

_ ( ~r+I ) 'rJ- : 

Zn 

Supposons que l'on recherche y = 0 pour tout t 2: o. Cela revient à imposer Zl = Z2 = 
... = Zr = 0 pour tout t 2: 0, c'est-à-dire ç = 0 pour tout t 2: O. Dans ces conditions, le 
sous-système de dimension n - r constitué du vecteur TJ évolue de manière indépendante 
du reste du système: 

(5.16) 

Cette équation est appelée dynamique des zéros du système . 
. La notion de dynamique des zéros permet de classer les systèmes non linéaires en 

systèmes à minimum de phase et systèmes à non minimum de phase. Un système non 
linéaire est dit à minimum de phase si sa dynamique des zéros est asymptotiquement 
stable autour de l'origine, si ce n'est pas le cas, il est dit à non minimum de phase. 

5.1.2 Linéarisation entrée/sortie 

Loi de retour d'état statique 

Considérons le système (5.2), et sa forme normale (5.15). L'objectif est de linéariser 
le comportement entre une entrée externe v et la sortie y. 

Pour ce faire, une loi de retour d'état statique de la forme: 

u = p(x) + q(x)v (5.17) 

est définie, où p( x) et q( x) sont des fonctions algébriques des variables d'état. 
Une telle loi de retour d'état préserve la linéarité des équations d'état vis à vis de 

l'entrée, l'ordre relatif du système, ainsi que sa dynamique des zéros. Elle modifie bien 
sûr la dynamique du système (but de l'application du retour d'état). 
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Linéarisation entrée/sortie 

Soit le système (5.2) de degré r :::; n. Il est possible de le transformer sous sa forme 
normale (5.15). Alors, la loi de retour d'état définie par: 

u(t) -!!Él v 
- - a(z) + a(z) 
_ v - Ljh(x) 
- LgLj Ih(x) 

permet de linéariser le comportement entrée/sortie qui devient: 

(5.18) 

(5.19) 

Il faut noter que la loi de retour d'état (5.18) linéarise uniquement le comportement 
entrée/sortie du système en boucle fermée. Les équations d'état en boucle fermée sont en 
général non linéaires et non transformables en équations linéaires. 

Linéarisation entrée/sortie et placement de pôles 

Il est possible de réaliser en outre un placement de pôles en imposant un bouclage de 
la forme (cf. figure 5.1) : 

r-l 

-Ljh(x) - LCiL~h(x) +v 

u(t) = Lgl~~lh(x) (5.20) 

v + Zr f 
Zr ~L f ~~ f 

Zl 
~ 

-:.........- - - - - -~ 

-

- J{ 

FIG. 5.1: Linéarisation entrée/sortie et placement de pôles 

Le comportement entrée/sortie est alors gouverné par: 

y(r) + cr_ly(r-l) + ... + CoY = v (5.21 ) 

et les coefficients du polynôme caractéristique: 

(5.22) 

sont choisis de manière à réaliser le placement de pôles souhaité. 
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Kravaris et Chung (1987), dans une approche appelée commande globalement linéari
sante, ont proposé d'ajouter un régulateur externe de type PI afin de garantir une erreur 
asymptotique nulle, même en présence d'erreurs de modèle et de perturbations: 

(5.23) 

La structure de ce type de commande est décrite sur la figure 5.2 . 

Yr 
. ~ v _ -Ljh(x) - LCiL~h(x) + v u y 

PI r--------. 
U - LgL! Ih(x) r----- Procédé t--- ---+ 

-
-

x 

FIG. 5.2: Commande globalement linéarisante 

Si par ailleurs la loi de retour d'état est donnée par l'équation (5.20), la fonction de 
transfert en boucle fermée devient : 

Y(s) Kcs+Kc/Tj 
Yref(s) - sr+! + Cr_lSr + ... + ClS2 + (Kc + co)s + Kc/Tj 

(5.24) 

Les paramètres de commande sont alors choisis de manière à placer les pôles de la 
fonction de transfert en boucle fermée dans le demi-plan gauche et à fournir la réponse 
en boucle fermée désirée. 

Problème de la stabilité interne 

L'écriture du système non linéaire (5.2) sous sa forme normale (5.15) montre que 
les r premières équations sont complètement indépendantes des n - r dernières. Les r 
premières équations caractérisent le comportement entrée/sortie du système, alors que les 
n - r dernières caractérisent sa dynamique des zéros. La linéarisation entrée/sortie par 
retour d'état statique permet, si le modèle est parfait, et si les paramètres de régulation 
sont correctement choisis, d'assurer la stabilité entrée/sortie du système. Par contre, cette 
approche ne garantit pas la stabilité interne: quand le système à contrôler est à non mini
mum de phase, la stabilité interne n'est pas assurée, quel que soit le choix des paramètres 
du régulateur. 

Extensions de la linéarisation entrée/sortie 

La technique de linéarisation entrée/sortie par retour d'état a été étendue aux systèmes 
multivariables (cf. Isidori, 1989 notamment). Kravaris et Soroush (1990) ont également 
généralisé la commande globalement linéarisante aux systèmes multivariables. 

Le cas des systèmes à dynamique des zéros instable a été abordé par Kravaris et 
Daoutidis (1990) pour des systemes d'ordre 2, puis généralisé (Wright et Kravaris, 1992 
puis Kravaris et al., 1994). 
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Kravaris et Wright (1989) ont adapté la commande globalement linéarisante au cas 
des procédés présentant des retards purs. 

Cette technique a également été combinée avec une anticipation pour des systèmes 
non linéaires monovariables (Daoutidis et Kravaris, 1989) puis multivariables (Daoutidis 
et al., 1990) dans le but d'éliminer l'effet des perturbations mesurées. 

La linéarisation entrée/sortie peut être couplée à une estimation paramétrique en 
ligne: Sastry et Isidori (1989) ont développé une technique de commande adaptative 
combinée à une linéarisation entrée/sortie applicable aux systèmes présentant une incer
titude paramétrique uniquement. 

5.1.3 Linéarisation entrée/état 

Il existe un autre type de linéarisation par retour d'état encore appelée linéarisation 
de Su-Hunt-Meyer (Hunt et al., 1983), dont l'objectif est de rendre les équations d'état 
linéaires ou linéarisables par changement de coordonnées. 

Soit un système non linéaire de la forme générale suivante: 

x = f(x) + g(x)u (5.25) 

tel que: 
- (i) les champs de vecteurs g(x), ad}(x), ... , adT1g(x) sont linéairement indépendants, 
- (ii) la distribution1 span[g(x),ad}(x), ... ,adT2g(x)] est involutive. 

Si un tel système est soumis à la loi de retour d'état statique suivante: 

où q( x) est un champ de scalaires vérifiant les conditions : 

Lad,-2gq(X) = 0 

Lad,-lgq(X) =1- 0 

(5.26) 

(5.27) 

alors la dynamique en boucle fermée peut être transformée en un système linéaire contrô
lable de la forme suivante, encore appelée forme canonique de Brunovsky : 

Zn-1 = Zn 

Zn = V 

(5.28) 

1 Les champs de vecteurs il (x), ... , Id (x) engendrent en un point x de U un espace vectoriel dépendant 
de x que l'on peut noter ~(x). L'assignation de cet espace vectoriel à tout point x est appelée une 
distribution. 

Une distribution ~ est dite involutive si le crochet de Lie de tout champ de vecteurs appartenant à ~ 
appartient à ~. 
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Remarque: 
Il est également possible de réaliser un placement de pôles en modifiant la loi de retour 

d'état statique (5.26) selon: 

n-l 

-Ljq(x) - :E ciL~q(x) + v 
(5.29) 

5.1.4 Linéarisation totale 

Dans le cas où le système (5.2) est d'ordre relatif r = n, ou dans le cas où sa dynamique 
des zéros est linéaire, ce système est à la fois linéarisable du point de vue entrée/sortie et 
du point de vue entrée/état: les lois de retour d'état statiques (5.18) et (5.26) sont alors 
identiques. Ce cas est idéal d'un point de vue théorique mais ne se présente que pour une 
classe extrêmement limitée de systèmes. 

Dans le cas de systèmes dont la sortie peut être choisie librement, il peut être intéressant 
de se ramener à un système totalement linéarisable. 

5.1.5 Comparaison linéarisation entrée / sortie - linéarisation 
entrée / état 

Les inconvénients majeurs de la linéarisation de type entrée/état sont: 
- la condition d'involutivité (les systèmes dont l'ordre excède 2 ne sont pas involutifs en 
général), 
- la difficulté que peut présenter le calcul de la fonction q( x) (nécessité de résoudre un 
système d'équations différentielles aux dérivées partielles), 
- en général, la sortie à réguler ne dépend pas de façon linéaire des variables d'états; ce 
type de commande présente donc des difficultés théoriques pour l'utilisation en poursuite 
de trajectoire. 

La linéarisation de type entrée/sortie par contre s'applique dans tous les cas, et ne 
nécessite que le calcul de fonctions dérivées. Son principal inconvénient est par contre de 
n'être adaptée qu'aux systèmes à minimum de phase. 

La classe de systèmes pour lesquels aucune des deux méthodes ne peut s'appliquer 
comprend les systèmes d'ordre élevé non involutifs et à non minimum de phase. Du point 
de vue pratique, cela représente un nombre très restreint de procédés. 

5.1.6 Applications de la commande non linéaire aux procédés 
de polymérisation 

L'importance d'un contrôle efficace des réacteurs de polymérisation a été reconnue à 
de nombreuses reprises dans la littérature (Amrehn, 1977; Mac Gregor et al., 1984; Ray, 
1986; Elicabe et Meira, 1988; Penlidis, 1994; Dimitratos, 1994; Kiparissides, 1996; Em
biruçu, 1996; Asua, 1996). Certains articles soulignent l'importance du développement 
d'algorithmes de commande non linéaire (Ray, 1986; Kiparissides, 1996; Embiruçu, 1996 
... ). D'autres sont plus spécifiquement consacrés à la polymérisation en émulsion (Dimi
tratos, 1994; Asua, 1996). 
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Commande non linéaire géométrique 

Linéarisation entrée/sortie La commande globalement linéarisante a été utilisée en 
vue du contrôle de plusieurs types de réacteurs de polymérisation. 

Kravaris et al. (1989) ont utilisé une approche équivalente à la commande globale
ment linéarisante en vue du contrôle en composition d'un réacteur discontinu de copo
lymérisation en solution du styrène et de l'acrylonitrile. Leur but était de maintenir la 
composition constante durant l'opération discontinue en manipulant la chaleur échangée 
avec le milieu réactionnel. Pour ce faire, la variable contrôlée était soit la composition du 
copolymère, soit la température qui devait poursuivre un profil optimal calculé hors ligne. 
Ils ont étudié les performances de la régulation dans des conditions idéales, ainsi qu'en 
présence d'erreurs sur les conditions initiales, et de bruits sur la variable manipulée. Cette 
technique s'est avèrée tout à fait efficace pour la poursuite des profils demandés. 

Kravaris et Soroush (1990) ont contrôlé la composition et la masse molaire du poly
mère dans un réacteur semi-continu de copolymérisation en solution du méthacrylate de 
méthyle et de l'acétate de vinyle à l'aide de la commande globalement linéarisante de type 
multivariable. Les variables manipulées étaient la chaleur échangée entre le réacteur et la 
double enveloppe et le débit d'addition d'un des monomères. Ils ont testé la régulation 
en termes de rejet d'erreurs sur les conditions initiales, de poursuite de trajectoire, de 
découplage et de rejet de perturbations. 

Daoutidis et al. (1990) ont testé la commande globalement linéarisante de type rétro
action / anticipation sur un réacteur continu de polymérisation du méthacrylate de 
méthyle. Le but était de contrôler la température et la masse molaire moyenne en nombre 
en manipulant les débits d'amorceur et de fluide caloporteur. La concentration en mono
mère dans l'alimentation et la température du courant d'entrée étaient les perturbations 
mesurées. Les performances de la technique de commande ont été évaluées en présence 
de perturbations de type échelon, en l'absence et en présence d'erreurs de modèle et de 
bruits de mesure. 

Ces trois études ont été menées en simulation. Soroush et Kravaris (1992, 1993, 1994) 
ont ensuite étudié expérimentalement la possibilité de l'implantation d'une telle technique 
de commande. 

La première étude (Soroush et Kravaris, 1992) a consisté en l'application de la com
mande globalement linéarisante de type monovariable au contrôle en température d'un 
réacteur discontinu de polymérisation en solution du méthacrylate de méthyle. La variable 
manipulée était une combinaison de la puissance électrique fournie et du débit de fluide 
de refroidissement. Les résultats expérimentaux ont montré de bonnes performances de 
poursuite du profil de température, même en présence d'erreurs de modèle et d'initialisa
tion, de perturbations et de contraintes sur les variables manipulées. La supériorité de la 
technique non linéaire par rapport au régulateur PID classique a également été mise en 
évidence. 

Les mêmes auteurs (Soroush et Kravaris, 1993) ont ensuite utilisé la même technique, 
mais de type multivariable, afin de contrôler la conversion et la température d'un réacteur 
continu de polymérisation en solution du méthacrylate de méthyle en manipulant le débit 
d'addition d'amorceur et la chaleur échangée. La technique de commande s'est avérée 
efficace lors du démarrage du réacteur et de changements de consigne de type échelon 
même en présence de contraintes actives sur les entrées et les états. 

Ils ont également cherché à contrôler la température et la conversion du même réacteur 



Commande d'un réacteur de polymérisation 113 

mais en manipulant cette fois le temps de séjour et la chaleur échangée (Soroush et 
Kravaris, 1994). La particularité de ce problème de commande était la singularité de la 
matrice caractéristique obtenue. La loi de retour d'état linéarisante utilisée était alors une 
loi de retour d'état dynamique et non plus statique. Les performances de la régulation ont 
été évaluées lors du démarrage et de la poursuite de consigne (changements de consigne 
de type échelon) et ont montré un contrôle plus efficace que dans le cas précédent. 

La dégradation des performances de la commande non linéaire par retour d'état en 
présence d'erreurs de modèle a conduit Wang et al. (1995) à utiliser la commande non 
linéaire adaptative (combinaison de la linéarisation entrée/sortie et de l'adaptation para
métrique) en vue de la commande de la conversion d'un réacteur discontinu de poly
mérisation en solution du styrène (étude en simulation). Wang (1995) a utilisé la même 
technique pour la simulation de la commande de la conversion et 1e la température d'un 
réacteur continu de polymérisation en solution du styrène. 

Linéarisation entrée / état Alvarez et al. (1988) ont simulé la commande par linéa
risation entrée/état d'un réacteur continu de polymérisation en masse du méthacrylate 
de méthyle. Ce système comporte trois points stationnaires, deux stables à faible et à 
haute conversion, et un instable, à conversion moyenne, qui constitue le point opératoire 
désiré. L'objectif a consisté à maintenir les concentrations en amorceur, en monomère et 
la température autour de leur valeur à 1'état stationnaire en manipulant la concentration 
en amorceur dans 1'alimentation et la température du fluide caloporteur. Les résultats de 
simulation ont montré que la technique de commande permettait une bonne stabilisation 
du système autour du point souhaité. 

Les mêmes auteurs (Alvarez et aL, 1990) ont ensuite développé un algorithme de 
linéarisation de type entrée/état avec anticipation afin de commander le même réacteur 
en présence de perturbations mesurées (concentration en monomère dans l'alimentation, et 
température de l'alimentation) et avec les mêmes variables de commande. Ils ont montré, 
en simulation, un bon comportement de la technique de commande vis à vis de change
ments de consigne, de perturbations, et d'erreurs de modèle. 

Linéarisation totale Alvarez et al. (1994) ont utilisé une technique de linéarisation 
totale avec rejet des perturbations mesurées pour simuler la commande du démarrage 
d'un réacteur continu de polymérisation en masse du méthacrylate de méthyle jusqu'à 
son point de fonctionnement instable. 

Autres techniques de commande non linéaire appliquées à la polymérisation 

Adebekun et Schork (1989ab) ont utilisé la commande non linéaire par modèle de 
référence en vue de la stabilisation d'un réacteur continu de polymérisation en solution 
du méthacrylate de méthyle dans une étude en simulation. Ils ont obtenu un bon contrôle 
autour des conditions stationnaires en manipulant les conditions d'alimentation, malgré 
l'instabilité du système en boucle ouverte. 

Une autre technique de commande non linéaire assez fréquemment employée pour le 
contrôle des réacteurs de polymérisation est la commande non linéaire prédictive. Hidalgo 
et Brosilow (1990) ont simulé la commande par cette technique d'un réacteur continu de 
polymérisation en solution du styrène instable en boucle ouverte. Les résultats ont montré 
une bonne poursuite de consigne même en présence d'erreurs de modélisation. Peterson 
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et al. (1992) ont, quant à eux, montré en simulation que cette technique permettait la 
régulation d'un réacteur semi-continu de polymérisation en solution du méthacrylate de 
méthyle en termes de température et de masse molaire moyenne en nombre. 

Cas de la commande des réacteurs de polymérisation en émulsion 

Dimitratos et al. (1994) ont proposé une revue bibliographique très complète sur le 
sujet, englobant les problèmes de modélisation, de commande (que ce soit de la distri
bution des tailles de particules, des masses molaires, de la composition du copolymère, de 
la température ou de la conversion) et de mesures en ligne. 

Peu d'exemples de commande à rétroaction de réacteurs de polymérisation en émulsion 
existent dans la littérature. L'utilisation de techniques de com~ande non linéaire est 
très limitée. Aucune étude à notre connaissance n'a porté sur la commande non linéaire 
géométrique de la polymérisation en émulsion. 

Beaucoup d'études concernent des réacteurs semi-continus de copolymérisation en 
émulsion et visent à obtenir des copolymères de composition constante. 

Dimitratos (1989a) a contrôlé la composition du copolymère dans un réacteur semi
continu de copolymérisation en émulsion de l'acétate de vinyle et de l'acrylate de butyle 
à l'aide d'un régulateur non linéaire par anticipation/rétroaction. La variable manipulée 
était le débit d'ajout du monomère le plus réactif, le débit de l'autre monomère restant 
constant. En fait, la rétroaction était assurée par un régulateur PI. La non linéarité de la 
commande était liée à la réactualisation par la boucle d'anticipation de la valeur optimale 
du débit manipulé à partir des estimations de la quantité de monomère dans les particules. 
Ces estimations ont été obtenues à partir de la mesure par chromatographie en phase 
gazeuse de la quantité de monomère résiduel dans le réacteur. L'étude expérimentale 
a montré qu'une commande en boucle ouverte fournissait de meilleurs résultats que la 
stratégie envisagée ci-dessus, mais ceci a été attribué à la très bonne qualité du modèle 
utilisé, ce qui est rarement le cas en pratique. 

Leiza et al. (1992) ont utilisé une approche similaire appelée commande non linéaire 
adaptative plus PI pour contrôler la composition du copolymère dans un réacteur semi
continu de copolymérisation en émulsion de l'acrylate de butyle et du méthacrylate de 
méthyle. La partie non linéaire était sensiblement différente de celle de Dimitratos : elle 
utilisait aussi une estimation de la quantité de monomère dans les particules de polymère 
mais calculait cette fois la quantité de monomère le plus réactif à ajouter pour obtenir 
la composition souhaitée du copolymère et non plus pour la maintenir constante. Cette 
technique leur a permis d'obtenir expérimentalement des copolymères de la composition 
homogène souhaitée même lors de l'emploi de monomères techniques. 

Urretabizkaia et al. (1994) ont repris la même approche dans une stratégie multi
variable de contrôle de la composition d'un terpolymère : là aussi, ils sont parvenus à 
synthétiser en semi-continu un terpolymère de composition homogène. Ils ont remarqué 
que la partie PI de la commande n'apportait rien à la régulation. 

Ces trois études ont donné lieu à une validation expérimentale. D'autres travaux sur le 
contrôle de réacteurs de polymérisation en émulsion ont été réalisés mais n'ont donné lieu à 
aucune étude expérimentale. Ils ont porté respectivement sur la stabilisation de réacteurs 
continus, sur la commande en température, sur la commande multivariable (conversion, 
composition, masse molaire) ou sur la possibilité de la commande de la distribution des 
tailles de particules. 
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Kiparissides et al. (1981) ont montré en simulation qu'il était possible d'utiliser un 
algorithme de commande linéaire quadratique couplé à un filtre de Kalman étendu pour 
minimiser les effets des perturbations et réduire les oscillations qui apparaissent lors de 
la polymérisation en émulsion dans un réacteur continu agité. 

Gattu et Zafiriou (1992) ont simulé la commande en température d'un réacteur de poly
mérisation en émulsion à l'aide d'un algorithme de commande non linéaire prédictive. Une 
régulation très satisfaisante de la température (±O,2°) a été obtenue même en présence 
d'incertitudes sur le coefficient de transfert de chaleur. 

Kozub et Mac Gregor (1992a) ont simulé la commande d'un réacteur semi-batch de 
copolymérisation en émulsion du styrène et du butadiène à l'aide d'une technique de 
commande non linéaire déductive comprenant un estimateur d'état prédisant les propriétés 
à contrôler, un calcul de trajectoire optimale en boucle ouverte fournissant une antici
pation des variables manipulées et une boucle de rétroaction. Leur but était de contrôler la 
conversion, la composition instantanée du copolymère ainsi que sa masse molaire moyenne 
en nombre instantanée. Le contrôleur a permis une bonne régulation de ces variables et 
a montré une bonne robustesse en présence d'erreurs d'initialisation, de perturbations et 
d'erreurs de modèle. 

Dans une étude récente, Semino et Ray (1995a) ont montré qu'il était possible de 
contrôler la distribution en taille des particules d'un réacteur continu de polymérisation 
en émulsion décrit par un bilan de population en utilisant comme variable manipulée la 
concentration en amorceur, en inhibiteur ou en émulsifiant dans l'alimentation. Dans un 
deuxième papier (Semino et Ray, 1995b), les mêmes auteurs ont simulé la commande d'un 
tel système à l'aide de régulateurs PI et PID mono-entrée/mono-sortie. Ils ont notamment 
testé plusieurs couplages variable manipulée/régulateur/variable contrôlée. 



116 Chapitre 5 Commande non linéaire géométrique 

5.2 Simulation de la commande non linéaire du réac
teur discontinu de polymérisation en émulsion 

Dans ce chapitre, la commande non linéaire géométrique, et plus particulièrement 
la linéarisation entrée/sortie par retour d'état statique couplée à un régulateur externe 
de type PI, est utilisée pour contrôler la température du réacteur de polymérisation en 
émulsion. 

5.2.1 Synthèse du régulateur 

Variables d'état - variables manipulées - variables contrôlées 

L'objectif consiste à poursuivre le profil optimal de température déterminé dans la 
partie précédente. La variable contrôlée est donc la température du milieu réactionnel. 

Pour ce faire, la variable manipulée est la température d'entrée du fluide caloporteur 
dans la double enveloppe (qui est supposée parfaitement contrôlée par un régulateur 
externe par exemple, ce qui est très proche de la réalité: cf. chapitre 7). Le débit de ce 
fluide caloporteur est quant à lui constant. 

Le vecteur d'état est alors constitué de la concentration en monomère, du nombre de 
particules par unité de volume, de la température du réacteur, ainsi que de la température 
de la double enveloppe. Du point de vue de la commande en température, les moments 
de la distribution des masses molaires n'interviennent pas dans le vecteur d'état puisque 
les masses molaires sont sans influence sur la température du milieu réactionnel. 

En résumé: 

Vecteur d'état: 
Entrée manipulée: 
Sortie contrôlée : 

Modèle mathématique 

x = (M,Np,T,Tj)T 
U = Tjin 

y= T 

A vec ces définitions des variables d'état, d'entrée et de sortie, le modèle développé dans 
la première partie peut se réécrire sous la forme d'un système non linéaire monovariable 
en l'entrée et en la sortie, et affine par rapport à l'entrée: 

{ 
x=f(x)+g(x)u 
y= h(x) 

où les champs de vecteurs f(x), et g(x) sont définis par: 
étape 1 : nucléation 

(5.30) 

(5.31 ) 
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étape 2 : croissance 

f(x) = 

fl(X) = -kp(X3).Mpc. N~.n 

h(x) = 0 

h(x) = - V~H.kp(X3).Mpc-~.n+ Z1(X4 - X3) 
p NA p 

étape 3 : épuisement 

f(x) = 

où : 

et : 

ft(x) = -kp(X3).Mp(Xl)' N~·n 

h(x) = 0 

h(x) = - V~H .kp(X3).Mp(Xl).~.n + ~1 (X4 - X3) 
p NA p 

kp(X3) = kpo.exp(a.fMs).exp(-EpjRx3) 

Ra(X3) = 2·f·kd(X3).Ao 

kd(X3) = kdo. exp( -Edf RX3) 

g(x) = 

gl(X) = 0 
g2(X) = 0 
g3(X) = 0 

F· 
g4(X) = V 

J 

Le champ de scalaires h( x) est par ailleurs défini par: 

h(x) = X3 

Détermination de l'ordre relatif 
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(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

Il est d'abord nécessaire de déterminer l'ordre relatif du système. Pour les trois étapes: 

(5.36) 

et : 

(5.37) 

L'ordre relatif du système est donc r = 2. 
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Calcul de la loi de commande 

La loi de retour d'état statique avec placement de pôles est alors définie par: 

avec: 

u(t) = v(t) - coh(x) - cILfh(x) - L}h(x) 
LgLfh(x) 

où, pour les étapes 1 et 2 : 

et, pour l'étape 3 : 

ôh = 0 
~ 

~3 V tlH k ( ) M 1-= --mc . p X3· pe·ï\T·n 
X2 p lVA 

gh _ V tlH Ep k ( ) M X2 - UA - -mc'R 2' p X3' pe·N·n - mc 
X3 p x 3 A P 

Ô.f3 _ UA ax:; - mcp 

L'entrée externe v est de type PI : 

(5.38) 

(5.39) 

Remarque: L'entrée externe est définie en termes de variables d'écart (Yref(t) - y(t)), 
alors que la loi de retour d'état est exprimée en fonction de la variable de sortie ordinaire 
y. En toute rigueur, l'entrée externe s'écrit donc: 

avec: 
(5.41) 
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5.2.2 Résultats de simulation 

Dans un premier temps, les simulations de la commande non linéaire du réacteur de 
polymérisation sont réalisées en l'absence d'observateur d'état, c'est-à-dire que tous les 
états sont supposés connus en ligne (ceci correspondrait au cas idéal où l'on dispose d'un 
modèle simulant parfaitement le comportement du procédé). 

Le comportement du procédé est simulé par intégration du système d'équations diffé
rentielles le décrivant (5.30) par une méthode de Runge et Kutta d'ordre 5. En l'absence 
d'observateur, les mesures seront donc prises égales aux valeurs des états ainsi calculées. 

La période d'échantillonnage et la période d'application d'une nouvelle valeur de la 
commande sont prises égales à 10 s. 

Les paramètres de commande Co, Cl, Kc, TI sont choisis de manière à ce que la fonction 
de transfert en boucle fermée: 

(5.42) 

présente les caractéristiques désirées. Ils sont pris égaux à : Co = 250.10-\ Cl = 400.10-3 , 

Kc = 13,2.10-4 et TI = 20. Le terme intégral du régulateur externe est actif uniquement 
lorsque l'écart mesure-consigne est inférieur à 3 K de manière à éviter un emballement du 
régulateur. 

Les simulations ont été réalisées pour les conditions résumées en annexe B, avec 10% 
massiques d'o:-méthylstyrène. Le profil de température optimal à poursuivre est celui qui 
a été déterminé dans la deuxième partie, permettant d'atteindre en un temps minimal une 
conversion théorique de 60% et une masse molaire moyenne en nombre de 2.106 g/mol, 
avec une vitesse maximale de refroidissement du réacteur de -0,04 K/s. Ce profil est 
difficile à suivre, puisqu'il implique une diminution de la température à une vitesse égale 
à la vitesse maximale de refroidissement du réacteur. 

Les caractéristiques thermiques du réacteur sont résumées en annexe B. Les tempéra
tures initiales du contenu du réacteur et de la double enveloppe sont supposées égales à 
la température initiale du profil optimal, ce qui revient à préchauffer le milieu réactionnel 
jusqu'à atteinte d'un état stationnaire à cette température avant d'ajouter l'amorceur. Des 
contraintes sont imposées à la température d'entrée de la double enveloppe Tjin qui doit 
être comprise entre 288,15 et 353,15 K (ces températures correspondent aux températures 
des fluides utilisés pour réguler Tjin ). 

Les performances de la commande non linéaire géométrique par linéarisation entrée 
/ sortie sont ici testées du point de vue de la poursuite de trajectoire en présence de 
perturbations, de bruits sur l'entrée manipulée, de bruits de mesure et d'erreurs de modèle. 

Cas idéal 

Le modèle est dans ce cas supposé parfait (les modèles utilisés pour simuler le com
portement du procédé et pour calculer la loi de commande sont identiques)"et il n'y a ni 
perturbation, ni bruit sur les mesures ou sur l'entrée. 

Les résultats sont présentés sur la figure 5.3. Figure 5.3a, le profil de température 
obtenu est comparé au profil de température de consigne et coïncide parfaitement avec ce 
dernier. La variable manipulée correspondante (température d'entrée de la double enve
loppe) varie de manière acceptable (figure 5.3b). Les deux figures 5.3c et 5.3d montrent 



120 Chapitre 5 Commande non linéaire géométrique 

que les profils de conversion et de masse molaire moyenne en nombre obtenus coïncident 
avec ceux correspondant au profil de température optimal. 

Les performances de poursuite sont excellentes et théoriquement les caractéristiques 
finales souhaitées du produit sont obtenues. 

Perturbation 

Une perturbation pouvant se présenter en pratique est simulée: la pompe du circuit 
de caloporteur est coupée pendant une période de 3 minutes, entre t = 500 et t = 680 s. 

La perturbation survient au cours de la phase de diminution rapide de la température 
de consigne, et va donc empêcher un refroidissement correct du réacteur pendant la durée 
de la coupure. La figure 5.4a montre qu'une fois que la pompe repart, la température de 
consigne est très rapidement rejointe moyennant la saturation de la-variable de commande 
à sa valeur minimale pendant une courte période (figure 5.4b). La poursuite est ensuite 
très satisfaisante. La qualité du polymère final n'est quasiment pas affectée par une telle 
perturbation (figures 5.4cd). 

Entrée manipulée bruitée 

En pratique, il est possible que l'entrée réelle appliquée ne soit pas tout à fait égale 
à celle calculée. Dans le cas présent, par exemple, Tjin peut être contrôlée à l'aide d'une 
boucle de régulation secondaire, et peut être sensiblement différente de la valeur souhaitée. 

La figure 5.5 présente les résultats obtenus lorsqu'un bruit blanc gaussien d'écart-type 
0,5 K est ajouté à l'entrée calculée. La poursuite est malgré cela excellente (figure 5.5a). 

Bruits de mesure 

En pratique, les mesures sont le plus souvent bruitées. A la valeur de la température 
théorique calculée par le modèle simulé a donc été ajouté un bruit blanc gaussien d'écart
type 0,2 K pour simuler des bruits de mesure (figure 5.6). 

La poursuite de la température de consigne reste très satisfaisante (figure 5.6a), malgré 
de légères oscillations, et la qualité du polymère obtenu est celle attendue (figures 5.6cd). 
L'entrée est cependant relativement chahutée pour parvenir à ce résultat (figure 5.6b). 

Erreurs de modèle 

Le modèle utilisé pour calculer la loi de commande comporte forcément des erreurs de 
modélisation (incertitudes paramétriques, phénomènes supposés négligeables ... ) puisque 
le procédé n'est le plus souvent pas assez bien connu pour qu'il soit possible d'établir tous 
les détails de son comportement. 

Ainsi au cours des réactions de polymérisation une augmentation de viscosité se pro
duit, entraînant une diminution du coefficient global de transfert de chaleur entre le milieu 
réactionnel et la double enveloppe. Or le modèle utilisé suppose un coefficient de transfert 
de chaleur constant. Pour évaluer l'effet d'une telle approximation sur les performances 
de la commande, une simulation est effectuée en utilisant deux modèles différents : le 
coefficient de transfert de chaleur du modèle utilisé pour le calcul de la loi de commande 
est celui d'origine, alors que celui utilisé par le modèle simulant le fonctionnement du 
procédé est égal à sa moitié. 
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Les résultats (figure 5.7) montrent la robustesse de la commande vis à vis d'une telle 
approximation dans le modèle utilisé. La qualité de la poursuite n'est que très légèrement 
inférieure au cas idéal (figure 5.7a). La température d'entrée de la double enveloppe Tjin 

est simplement inférieure à celle obtenue lorsque le coefficient de transfert de chaleur est 
meilleur (figure 5. 7b ). 

Par ailleurs, une autre incertitude du modèle est celle concernant la chaleur de réaction. 
Les valeurs utilisées sont respectivement de -70 kJ Imol pour le styrène et de -35 kJ Imol 
pour l'a-méthylstyrène. Or, selon le Polymer Handbook, l'enthalpie de réaction de l'ho
mopolymérisation du styrène est comprise entre -68,5 et -73 kJ Imol et celle de l'homo
polymérisation de l'a-méthylstyrène entre -34,5 et -39 kJ Imol. D'autre part, le modèle 
utilisé suppose que la composition des deux monomères reste constante, ce qui implique: 
t:..H = (1 - fMS)t:..Hpsty + fMSt:..HpMS. Cette relation peut ne pas être vérifiée tout au 
long de la réaction. -

La figure 5.8 présente les résultats d'une simulation effectuée en présence de deux 
erreurs de modèle : le procédé est simulé avec un coefficient de transfert de chaleur deux 
fois inférieur à celui de la loi de commande et une chaleur réactionnelle deux fois plus 
élevée. Une fois encore la poursuite est très satisfaisante (figure 5.8a) malgré des erreurs 
de modèle très importantes: la seule différence avec le cas précédent vient du fait que la 
température d'entrée nécessaire est inférieure (figure 5.8b). 

Perturbation, bruits de mesures et erreurs de modèle 

Une simulation effectuée en cumulant trois des phénomènes précédents (perturbation 
par arrêt de la pompe, erreurs de modèle, et bruits de mesure) montre que les performances 
de poursuite sont encore dans ce cas très acceptables (figure 5.9a) . L'entrée est cependant 
relativement chahutée (figure 5.9b), mais la qualité du polymère obtenu est très proche 
de celle attendue (figures 5.9cd) . 

Conclusion 

L'ensemble de ces résultats montre de bonnes performances de la commande non 
linéaire géométrique en termes de poursuite de trajectoire pour la commande en tem
pérature du réacteur de polymérisation en émulsion considéré. La robustesse vis-à-vis 
d'erreurs de modélisation, de perturbations non mesurées, de bruits sur les mesures ou 
sur l'entrée manipulée est également très satisfaisante. Cependant, jusqu'ici tous les états 
ont été supposés accessibles en ligne, ce qui n'est pas le cas en pratique car, surtout en 
polymérisation, toutes les variables d'état ne sont pas mesurables, et lorsqu'elles le sont, 
la mesure présente souvent un retard important. Il est donc indispensable d'utiliser un 
observateur ou estimateur d'état. Ceci est l'objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 6 

Estimation d'état 

6.1 Principes généraux du filtre de Kalman 

En génie des procédés, il est souvent nécessaire de connaître la valeur des états d'un 
système dynamique afin de le contrôler de façon correcte. Pourtant, très souvent, peu 
d'entre eux sont mesurables en ligne. C'est en particulier le cas dans le domaine de la poly
mérisation où des informations telles que la conversion, les caractéristiques moléculaires du 
polymère formé seraient très utiles, mais sont difficilement mesurables. En effet, à l'heure 
actuelle, seules peu de mesures en ligne sont réalisables (ex. : conversion par densimétrie). 
Les temps de mesure sont souvent très longs (de l'ordre de la demi-heure pour mesurer la 
distribution des masses molaires par chromatographie par perméation de gel). Par ailleurs, 
beaucoup de mesures requièrent le traitement préalable des échantillons (conversion par 
gravimétrie, chromatographie par perméation de gel. .. ). 

Il est donc très intéressant de disposer d'un estimateur d'état, algorithme qui utilise 
les mesures disponibles et un modèle du procédé pour reconstruire les variables d'état 
non mesurées, tout en tenant compte de l'imprécision du modèle et des bruits de mesure. 
Les possibilités d'un estimateur peuvent d'autre part être étendues à l'estimation de 
paramètres mal connus du procédé. 

Un estimateur d'état peut donc apporter au cours de la réaction une connaissance 
des caractéristiques du produit très utile pour la supervision. Par ailleurs, l'emploi d'un 
estimateur d'état est indispensable lorsque l'on utilise des algorithmes de commande par 
retour d'état. 

Le principe d'un observateur peut être résumé par le schéma de la figure 6.1, où u 
désigne l'entrée, x le vecteur d'état, x le vecteur d'état estimé, y la sortie et Ym la sortie 
mesurée. 

La forme continue d'un observateur peut être résumée par l'équation: 
Dérivée de l'état estimé = Modèle dynamique de l'état + Gain * [Mesure - Estimation de 
la mesure], 
soit: 

~ = f(x(t)) + g(x(t)).u + K(t)[y(t) - h(x(t))] 

Le problème est de calculer de manière optimale le gain [{(t) tout en garantissant la 
stabilité de l'estimation. 

Dans cette thèse, l'estimateur d'état utilisé est le filtre de Kalman étendu, une des 
techniques d'estimation les plus populaires et les plus puissantes, et qui est l'observateur 
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u 
Procédé (x) 

y 

Observateur 
x 

Mesure 
Ym 

FIG. 6.1: Principe d'un observateur d'état 

d'état le plus répandu dans le domaine de la polymérisation. 

6.1.1 Le filtre de Kalman linéaire 

Dans un premier temps, le filtre de Kalman linéaire, dont le filtre de Kalman étendu 
utilisé en non linéaire est une extension, est présenté. 

Soit le système stochastique linéaire défini par : 

{
X = Ax + Bu + w 
y = ex + v 

(6.1 ) 

dans lequel les erreurs de mesure v et les incertitudes sur la dynamique du système w sont 
considérées comme des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle auxquels sont associées 
les matrices de covariance R et Q. 

L'objectif du filtre est d'estimer l'état x à l'instant t, connaissant les mesures y jusqu'à 
l'instant t, avec une erreur d'estimation E = X - x qui soit minimale. La matrice de 
covariance de l'erreur d'estimation est égale à : 

Le critère à minimiser pour le calcul du gain est donc la trace de cette matrice de cova
rIance: 

Jk = trace[P] 

où l'indice k désigne les valeurs des variables à l'instant tk. 
Ce problème d"'optimisation" conduit à la formulation suivante pour le filtre de Kal

man sous son écriture continue-discrète (continue car le modèle est donné sous une forme 
continue, et discrète car les mesures sont acquises de façon discrète) : 
Prédiction 
(propagation de l'estimation d'état et de la matrice de covariance de l'erreur entre les 
instants tk-l et tk alors que la mesure n'a pas encore été réalisée) 
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{

X = Ax + Bu 

P = AP+PAT +Q 
(6.2) 

Correction 
(mise à jour de l'estimation de l'état et de la matrice de covariance de l'erreur; les mesures 
effectuées à l'instant tk sont utilisées pour minimiser l'erreur d'estimation) 

J{k = Pk-CT(CPk-CT + -ftt1 

xt = x; + J{k(Yk - Cx;) (6.3) 

où l'exposant - désigne les valeurs avant correction, l'exposant +, les valeurs après cor
rection, et !:lt = tk - tk-l. 

Le filtre de Kalman linéaire est le "meilleur filtre possible" à condition que le système 
puisse être décrit par une représentation linéaire dans laquelle les incertitudes du modèle 
et les bruits de mesure sont des variables blanches et gaussiennes. Il s'agit d'un filtre 
optimal au sens des moindres carrés. Il utilise toutes les informations disponibles (dyna
mique du système, mesures, information statistique sur les bruits de mesure et les erreurs 
de modèle, valeurs initiales des variables, valeurs des variables de commande). Il a une 
structure de prédicteur-correcteur, récursive, bien adaptée à un fonctionnement en ligne. 
Il fournit non seulement les estimations souhaitées mais aussi l'incertitude du processus 
d'estimation à chaque pas. Il s'agit d'un filtre consistant (il converge vers la vraie valeur 
des variables lorsque le nombre de mesures augmente), asymptotiquement non biaisé et 
asymptotiquement efficace (lorsque le nombre de mesures augmente, il est non biaisé, sa 
covariance est finie, et il n'y a pas d'autre estimation non biaisée dont la covariance soit 
inférieure) . 

6.1.2 Le filtre de Kalman étendu 

Le filtre de Kalman étendu est une extension du filtre de Kalman linéaire dans le cas 
où le système est décrit sous forme non linéaire. Il est obtenu par un développement de 
Taylor du modèle dynamique et de la fonction d'observation autour du point d'estimation 
courant. Le gain du filtre est ici aussi déterminé de manière à minimiser la trace de la 
matrice de covariance des erreurs d'estimation. 

Soit le système non linéaire suivant (discret par rapport aux mesures) : 

{
X = f(x, u, t) + w(t) 
Yk = h(X(tk), k) + Vk 

(6.4) 

où w and Vk sont des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et de matrices de cova,riance 
respectives Q et R. Alors, le filtre de Kalman étendu sous sa forme continue-discrète est 
défini par: 
Prédiction 
variables d'état 

dx f( A ) dt = x,u,t (6.5) 
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matrice de covariance de l'erreur d'estimation 

Correction 
gain de Kalman 

variables d'état 

dP-
- = F P- + P- FT + Q 

dt 

matrice de covariance de l'erreur d'estimation 

où: 

and H= âh 
âx 

6.1.3 Extensions du filtre de Kalman 

Chapitre 6 Estimation d'état 

(6.6) 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

x; 

Estimation de paramètres du modèle par agrandissement de l'état 

Dans de nombreux procédés, certains paramètres sont mal connus ou varient au cours 
du temps. Il peut alors être intéressant d'évaluer ces paramètres en ligne. Dans cette pers
pective, il est possible de traiter le ou les paramètres à estimer comme des variables d'état, 
c'est-à-dire de considérer un vecteur d'état augmenté, constitué de l'ensemble des états x 
intervenant dans le modèle, et des paramètres () concernés par la procédure d'évaluation. 
La condition nécessaire est bien sûr que le système élargi soit toujours observable. Il 
faut alors choisir la dynamique du paramètre à estimer. Le plus simple consiste souvent 

à prendre dJ = O. Cette technique a été utilisée par Dimitratos (1989a) pour estimer 
le nombre moyen de radicaux par particule fi dans un réacteur de copolymérisation en 
émulsion. Dans ce cas, elle n'a rien apporté à l'estimation des autres états, mais a permis 
une très bonne poursuite de fi. 

Adaptation des caractéristiques statistiques des erreurs de mesure et de modèle 

De même qu'il est possible d'augmenter le vecteur d'état avec les valeurs des pa
ramètres qui sont mal connus, il est possible d'inclure dans le processus d'estimation les 
caractéristiques des bruits de modèle et de mesure. Ces paramètres peuvent être considérés 
comme constants, ou comme non stationnaires (Dimitratos et al., 1989b). 

Dimitratos (1989a) a utilisé un filtre avec estimation en ligne des caractéristiques 
des incertitudes de modèle (moyenne et matrice de covariance). Cette technique ne lui 
a apporté une amélioration par rapport au filtre de Kalman conventionnel que dans le 
cas d'un mauvais choix de la valeur de la matrice Q. Lors de l'estimation simultanée des 
caractéristiques des bruits de modèle et de mesure, une divergence des estimations a par 
ailleurs été constatée. 
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Elargissement de l'état par ajout d'états stochastiques non stationnaires 

Afin de tenir compte de l'effet de perturbations non mesurées, d'erreurs de modèle 
ou d'erreurs sur les variables d'entrée, il peut être nécessaire d'ajouter des états stochas
tiques non stationnaires au vecteur d'état du modèle déterministe. Si les états du procédé 
réel dévient des valeurs prédites par le modèle déterministe, il est important d'en iden
tifier la cause et de la modéliser correctement. En général, la nature exacte de ces états 
supplémentaires est inconnue. Ils sont le plus souvent modélisés de la façon suivante: 

dxs 
-=0: 
dt 

où 0: est une variable aléatoire de type bruit blanc. Le nombre maximal d'états non station
naires stochastiques pouvant être estimés est égal au nombre d'observations indépendantes 
(Yk). Il est important de choisir des états stochastiques significatifs et susceptibles de com
penser les perturbations les plus probables en pratique. 

Ainsi, Mac Gregor et al. (1986) ont tenu compte de la présence d'impuretés dans des 
réacteurs discontinus, semi-continus ou continus de polymérisation en émulsion du styrène 
en ajoutant des états stochastiques correspondant à la concentration en impuretés. 

La même approche a été utilisée par Gagnon et Mac Gregor (1991). Les états sto
chastiques étaient les débits de deux types d'inhibiteurs dans l'alimentation d'un réacteur 
continu de copolymérisation du styrène et du butadiène. Cette approche leur a également 
permis de compenser certains types d'erreurs de modélisation. 

Le filtre de Kalman réitératif 

En présence d'erreurs sur les estimations initiales des états et pour améliorer la vitesse 
de convergence vers la vraie valeur de ces états, il est possible d'utiliser un filtre de 
Kalman réitératif (Kozub et Mac Gregor, 1992b). Un second filtre de Kalman est alors 
nécessaire pour estimer le vecteur Xo. Chaque fois qu'une nouvelle mesure est disponible, 
il améliore progressivement l'estimation de Xo. Le filtre de Kalman classique est alors 
relancé depuis t = 0 avec la nouvelle estimation de l'état initial. Cette réitération, qui 
pourrait d'avérer coûteuse en temps calcul, n'est nécessaire que pendant les premières 
périodes d'échantillonnage. 

6.1.4 Applications du filtre de Kalman étendu aux réacteurs de 
polymérisation 

Afin de compenser les difficultés liées au manque de mesures en ligne, les algorithmes 
d'estimation d'état sont très développés dans le domaine de la polymérisation. Parmi 
ceux-ci, le filtre de Kalman étendu est probablement le plus employé. Ses utilisations ont 
été nombreuses et variées, comme en témoigne le grand nombre de publications sur le 
sujet. 

La condition nécessaire à vérifier avant de mettre en oeuvre toute procédure d'estima
tion est l'observabilité du système. Ray (1986) a dressé un tableau des propriétés (conver
sion du monomère, de l'amorceur, et paramètres relatifs à la structure moléculaire du 
polymère) observables ou non en fonction des mesures classiques disponibles (température, 

. densité, viscosité intrinsèque ... ) et de leurs combinaisons. 
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Jo et Bankoff (1976) ont probablement été les premiers à utiliser un filtre de Kal
man dans le domaine de la polymérisation. Ils ont testé plusieurs filtres de Kalman, à la 
fois expérimentalement et en simulation, afin d'estimer la conversion et la masse molaire 
moyenne en poids dans un réacteur continu de polymérisation en solution de l'acétate 
de vinyle. Les mesures utilisées ont été celles de la température, de l'indice de réfraction 
(relié empiriquement à la conversion) et de la viscosité (reliée empiriquement à la masse 
molaire moyenne en poids). L'étude a été faite en présence d'une perturbation liée à une 
variation intentionnelle de la concentration en impuretés dans l'alimentation. De bons 
résultats ont été obtenus mais les conditions d'utilisation du filtre étaient très favorables 
puisqu'une mesure des états à estimer était disponible. Ils ont constaté que l'introduction 
de paramètres à estimer dans l'algorithme du filtre conduisait à une meilleure estimation 
des états. Ils ont également comparé des résultats expérimentaux et théoriques et conclu 
qu'une étude en simulation conduisait généralement à des résultats très optimistes quant 
aux performances des techniques d'estimation. 

Kiparissides et al. (1981) ont utilisé en simulation un filtre de Kalman étendu pour 
estimer les états d'un réacteur continu de polymérisation en émulsion à partir de la mesure 
de la turbidité. Les états estimés ont été utilisés par un algorithme de commande (cf. 
paragraphe 5.1.6). 

Schuler et Suzhen (1985) ont utilisé un filtre de Kalman étendu pour estimer en ligne 
la conversion des réactifs et la distribution des masses molaires à partir des mesures 
de la température et de l'indice de réfraction du milieu réactionnel dans le cadre de la 
polymérisation discontinue en solution du styrène. Leur étude a été menée expérimenta
lement. A partir des mesures disponibles, seule une partie de leur système est observable 
(température, concentrations en monomère et en amorceur). L'autre partie, décrivant la 
distribution en taille des chaînes, a été uniquement prédite. Ils ont obtenu de bonnes 
estimations des états, même durant la phase de chauffage du procédé ou en présence de 
conditions non stationnaires (augmentation puis diminution de la température du fluide 
caloporteur). De bons résultats ont également été obtenus lorsque seule la mesure de la 
température était utilisée, malgré une plus grande sensibilité, dans certains cas, aux erreurs 
de modèle. Les résultats de cette étude concernant la prédiction des caractéristiques de 
la distribution des chaînes ont ensuite été validés par Schuler et Papadopoulou (1986). 
L'accord entre les distributions prédites et expérimentales s'est avéré excellent. 

Mac Gregor et al. (1986), dans une étude expérimentale, ont estimé la conversion et la 
taille des particules de latex dans des réacteurs discontinus et continus de polymérisation 
en émulsion du styrène, à partir de la mesure de la conversion par densimétrie en ligne. Ils 
ont élargi le vecteur d'état par adjonction d'une variable correspondant à la concentration 
en impuretés. Même en présence de perturbations non mesurées (présence d'inhibiteur 
dans la charge initiale), le filtre de Kalman étendu leur a permis d'obtenir une bonne 
estimation des états et de la quantité d'impuretés. 

Ellis et al. (1988) ont utilisé en simulation un filtre de Kalman étendu à deux échelles de 
temps en vue de l'estimation de la température, de la conversion, et de toute la distribution 
des masses molaires dans un réacteur batch de polymérisation en solution du méthacrylate 
de méthyle. Pour ce faire, un modèle détaillé de la polymérisation a été employé, et les 
mesures en ligne de la conversion, de la température et de la distribution des masses 
molaires par chromatographie par perméation de gel à différents intervalles de temps 
ont été supposées disponibles. Une bonne performance de l'estimateur a été observée, 
même en présence d'erreurs d'initialisation, de perturbation non mesurée, d'effet de gel 



Commande d'un réacteur de polymérisation 133 

important ou d'erreur de modèle. Le filtre de Kalman étendu a même permis d'estimer des 
distributions bimodales des masses molaires. Il a été également testé dans des conditions 
"pseudo-réelles" où des résultats d'expériences hors ligne ont été fournis au filtre, de la 
même manière qu'ils l'auraient été en temps réél. Ellis et al. (1994) ont utilisé le même filtre 
dans une étude expérimentale. Une excellente performance du filtre a pu être observée, 
même en présence d'erreurs de modèle, de polymérisation non isotherme et de perturbation 
non mesurée. La présence de bruits de mesure sur la conversion n'a pas affecté l'estimation 
des masses molaires. La présence de biais de mesure sur la température a été rapidement 
compensée par l'estimateur d'état. Cet estimateur a pu ensuite être utilisé avec succès en 
vue du contrôle de la masse molaire moyenne en poids du polymère. 

Adebekun et Schork (1989b) ont testé en simulation trois filtres de Kalman étendus 
différents afin d'estimer les états d'un réacteur continu de polymé~isation en solution du 
méthacrylate de méthyle. La conversion du monomère et la température ont été supposées 
mesurées. Dans ces conditions, seule une partie du système est observable (concentrations 
en monomère, amorceur et solvant et température), la deuxième partie, constituée des pre
miers moments de la distribution des masses molaires, ne l'est pas à partir de ces seules 
mesures. Les auteurs ont alors étudié trois variantes du filtre de Kalman: dans un premier 
cas, tous les états, observables ou non, sont estimés, dans un deuxième, seuls les états ob
servables sont estimés, les autres sont simplement prédits. Enfin, le troisième type de filtre 
est un filtre de Kalman à deux échelles de temps, qui suppose que les états décrivant la dis
tribution des masses molaires sont mesurés avec une période d'échantillonnage différente. 
Ils ont étudié l'influence d'erreurs d'initialisation des états estimés, du choix de la matrice 
de covariance des bruits de mesure, et d'erreurs de modèle. Les estimateurs utilisés ont 
montré de bonnes performances, même lorsque le vecteur d'état n'était pas entièrement 
observable. L'estimation d'état a aussi été utilisée avec succès dans l'objectif de contrôler 
ce réacteur en boucle fermée, selon la technique présentée dans un article précédent (Ade
bekun et Schork, 1989a). 

Gagnon et Mac Gregor (1991) ont étudié en simulation le comportement d'un filtre 
de Kalman étendu appliqué à un réacteur continu de copolymérisation en émulsion du 
styrène et du butadiène. Les mesures disponibles étaient la densité du latex et le diamètre 
moyen des particules. Des états stochastiques correspondant au débit d'impuretés dans 
l'alimentation ont été introduits. Ces derniers ont permis de rendre compte de variations 
non mesurées du niveau d'impuretés dans l'alimentation. Ils ont aussi donné une robus
tesse au filtre vis à vis de certains types d'erreurs de modèle (erreurs qui affectent la 
polymérisation de la même manière que la présence d'impuretés). 

Dimitratos et al. (1991) ont utilisé un filtre de Kalman étendu dans le cadre de la 
copolymérisation en émulsion de l'acétate de vinyle et de l'acrylate de butyle dans un 
réacteur semi-continu. Leur but était l'estimation des concentrations en monomères dans 
les particules (qui déterminent les vitesses de réaction et la composition du copolymère) à 
partir de la mesure en ligne par chromatographie en phase gazeuse des concentrations en 
monomères résiduels dans le réacteur. Ils ont comparé quatre filtres de Kalman différents: 
le filtre classique, le filtre avec adaptation paramétrique pour estimer en plus des états, le 
nombre moyen de radicaux par particule n, le filtre avec adaptation du bruit de modèle et 
le filtre avec adaptation des bruits de modèle et de mesure. Le modèle utilisé par le filtre 
était un modèle simplifié (coefficient de partage des monomères entre la phase aqueuse et 
les particules constant, n constant). Le filtre classique a montré un bon comportement lors 
d'une utilisation en temps réel. Une étude en simulation a montré qu'une mauvaise initia-
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lisation de l'estimation des états ou de la matrice de covariance des erreurs d'estimation 
était tolérable mais qu'une matrice de covariance des erreurs de modèle aux valeurs trop 
faibles entraînait une divergence du filtre. En fait, les performances du filtre ne sont pas 
sensibles à de fortes variations sur la matrice Q tant que ses éléments restent plus grands 
que ceux de la matrice de covariance des erreurs de mesure R. Le filtre de Kalman avec 
adaptation de n n'a pas amélioré la qualité de l'estimation des autres états mais a fourni 
une bonne estimation en ligne de ce paramètre. Le filtre de Kalman avec adaptation des 
caractéristiques statistiques des erreurs de modèle n'a rien apporté à la qualité des esti
mations lorsque l'initialisation de la matrice Q était faite dans le domaine de convergence 
du filtre classique. Par contre, si la matrice Q était initialisée à une valeur où le filtre 
classique divergeait, le filtre adaptatif, lui, convergeait. Lorsque le filtre adaptait à la fois 
les caractéristiques du bruit de modèle et de mesure, celui-ci divergeait. 

Kozub et Mac Gregor (1992b) ont étudié trois approches d'estimation d'état et les ont 
appliquées à un réacteur semi-continu de copolymérisation en émulsion du styrène et du 
butadiène. Deux variantes du filtre de Kalman étendu et une procédure d'optimisation en 
ligne en vue de l'estimation d'état ont été comparées dans un étude en simulation. Les 
mesures supposées disponibles étaient les quantités de monomère résiduel, la taille des 
particules et la quantité d'agent de transfert résiduel. Le vecteur d'état a été agrandi par 
une perturbation non stationnaire (la concentration en impuretés dans l'alimentation) et 
un paramètre du modèle (le nombre de particules) supposés varier de manière aléatoire. 
La robustesse du filtre vis-à-vis d'erreurs sur les estimations initiales ainsi que d'erreurs 
de modèle a été testée. La variante du filtre de Kalman étendu permettant d'estimer les 
états initiaux (filtre de Kalman réitératif) s'est avérée la plus adaptée à leur problème. 
Enfin, ce travail a permis de montrer les bénéfices de l'incorporation d'états stochastiques 
non stationnaires pour faire face à des biais éventuels dans l'estimation d'état, à condition 
toutefois que les sources des biais soient connues et les états supplémentaires choisis en 
conséquence. 
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6.2 Simulation de la commande non linéaire couplée 
à l'observation d'état du réacteur discontinu de 
polymérisation en émulsion 

Le filtre de Kalman étendu est utilisé pour reconstituer l'ensemble des variables d'état 
du système: concentration en monomère, nombre de particules par unité de volume, 
température du milieu réactionnel et température de la double enveloppe. 

Bien souvent, dans l'industrie, les seules données expérimentales disponibles en ligne 
sont des températures. L'utilisation du filtre de Kalman étendu est d'abord testée lorsque 
la seule mesure est celle de la température du milieu réactionnel. 

A vec le développement de techniques telles que la densimétrie, il est désormais sou
vent possible de mesurer en ligne la conversion du monomère (d. chapitre Techniques 
Expérimentales). Le filtre de Kalman étendu sera également testé dans le cas plus fa
vorable où les mesures de la température du milieu réactionnel et de la conversion sont 
réalisées en ligne. 

Il faut aussi noter que la distribution des tailles des macromolécules détermine d'impor
tantes propriétés technologiques du polymère synthétisé. La caractérisation de la qualité 
du produit est donc facilitée si cette distribution des longueurs de chaîne est connue en 
ligne. La technique de mesure de la distribution des masses molaires la plus utilisée, la 
chromatographie sur gel perméable, requiert cependant un équipement sophistiqué, une 
préparation spécifique des échantillons et un long temps de réponse. Elle n'est donc pas 
adaptée, à l'heure actuelle, à une utilisation industrielle en ligne. Il est par conséquent 
intéressant d'utiliser des techniques d'estimation pour reconstituer les valeurs des mo
ments de la distribution des masses molaires . 

. 6.2.1 Cas où seule la température du milieu réactionnel est me-
, 

suree 

Observabilité 

Une condition nécessaire à l'utilisation d'un estimateur d'état est l'observabilité du 
système: le vecteur d'état doit être observable à partir des mesures disponibles. 

La condition nécessaire à l'observabilité locale est la non singularité de la matrice : 

rT = [H HF HF2 HFn
-

1
] , , , 

L'analyse de l'observabilité du système montre qu'à partir de la mesure de la tempé
rature, les moments de la distribution des masses molaires ne sont pas observables. En 
effet, cela est une conséquence de la structure du modèle: ces variables n'ont aucun effet 
sur la température du milieu réactionnel. 

Par ailleurs, durant les étapes 1 et 3 de la polymérisation en émulsion, les quatre va
riables d'état que sont la concentration en monomère, le nombre de particules par unité de 
volume, les températures du milieu réactionnel et de la double enveloppe sont observables. 
Par contre, durant la deuxième étape, la concentration en monomère n'est pas obser
vable : elle n'influence pas la température à travers la vitesse de polymérisation. En effet, 
contrairement à une polymérisation en phase homogène, la vitesse de polymérisation ne 



136 Chapitre 6 Estimation d'état 

fait pas intervenir la concentration en monomère globale mais seulement la concentration 
en monomère à l'intérieur des particules. 

Cependant, durant les trois étapes, la concentration en monomère sera incluse dans 
le processus d'estimation (Kozub et Mac Gregor, 1992b). Concernant les moments de la 
distribution des masses molaires, un filtre d'ordre réduit sera utilisé, de manière analogue 
à Schuler et Suzhen (1985). Le vecteur d'état qui est corrigé contient uniquement les va
riables d'état du premier sous-système (concentration en monomère, nombre de particules, 
et températures). En parallèle, les équations décrivant la dynamique des autres variables 
sont intégrées, fournissant ainsi une prédiction, mais les valeurs obtenues ne sont pas mises 
à jour lors de l'étape de correction. La prédiction est cependant meilleure qu'une simple 
intégration en boucle ouverte puisqu'elle utilise les valeurs des estimations des variables 
du premier sous-système. 

Mise en oeuvre du filtre de Kalman étendu 

Les équations du filtre de Kalman étendu utilisé sont écrites en détail en annexe D. 

Prédiction des moments de la distribution des masses molaires 

La description complète des équations utilisées est également donnée en annexe D. 

Choix des paramètres du filtre 

Le filtre de Kalman prenant en compte la nature stochastique des phénomènes, la 
détermination d'un certain nombre de caractéristiques statistiques des grandeurs interve
nant dans sa mise en oeuvre est nécessaire (matrices de covariance des bruits de mesure 
et des incertitudes de modèle, matrice de covariance initiale des erreurs d'estimation, 
estimation des valeurs initiales des états). 

La matrice de covariance des erreurs de modèle Q est généralement choisie diagonale, 
à la fois pour des raisons de commodité, et aussi par manque d'information concernant 
les covariances. Ses éléments diagonaux doivent refléter l'erreur totale possible sur un 
intervalle d'intégration [tk, tk+1] (Mac Gregor et al., 1986). 

La matrice de covariance des bruits de mesure R est relativement plus facile à déterminer 
à partir de la connaissance des capteurs utilisés ou à l'aide de mesures répétées. 

Les valeurs relatives des éléments des matrices Q et R sont une indication de l'inexac
titude du modèle par rapport à l'incertitude des mesures, et par conséquent elles sont un 
indicateur de la dépendance du filtre vis à vis des mesures. 

L'initialisation de la matrice de covariance des erreurs d'estimation se fait sur la base 
de l'incertitude entachant l'estimation initiale des variables d'état. 

Jo et Bankoff (1976) ont remarqué que les valeurs initiales des états estimés et de la 
matrice de covariance des erreurs d'estimation avaient peu d'influence sur les performances 
du filtre. L'explication est qu'ils utilisent des valeurs de la matrice Q supérieures à celles de 
la matrice R et donc qu'ils accordent beaucoup de confiance aux mesures. Ils ont également 
étudié l'influence des valeurs des éléments des matrices R et Q : des faibles valeurs des 
éléments de la matrice Q par rapport aux éléments de la matrice R conduisent à des 
déviations significatives des estimations par rapport aux valeurs expérimentales, voire à 
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une divergence du filtre. Cette dernière remarque a également été observée par Dimitratos 
et al. (1991). 

Les choix suivants ont été faits pour les matrices Q et R : 

( 0,01' 
0 0 

0,~22 ) 

Q_ 0 0,0052 0 
(6.10) - 0 0 o 52 , 

0 0 0 

et : 

R = (0,22) (6.11) 

En effet, la mesure de la température avec la sonde de platinè utilisée est entachée 
d'un bruit d'écart-type environ égal à 0,2 K. Concernant la matrice Q, un ajustement 
en présence d'erreurs susceptibles d'être rencontrées en pratique a conduit aux valeurs 
données ci-dessus. Pour le terme relatif à la température, une plus grande confiance est 
bien entendu accordée à la mesure qu'au modèle. 

Les valeurs initiales des états sont normalement connues précisément: la concentration 
initiale en monomère est liée aux quantités introduites qui sont connues de l'opérateur, les 
températures peuvent être mesurées au moment du lancement du filtre, et le nombre de 
particules est initialement nul. Les moments de la distribution des masses molaires sont 
eux aussi égaux à 0 au moment du démarrage de la réaction. 

La matrice de covariance des erreurs d'estimation est initialisée de la manière suivante: 

Pij = 0 SI i #- j (6.12) 

pour z 1, ... ,4, ce qui signifie qu'une grande confiance est accordée dans les valeurs 
initiales. 

Résultats de simulation 

La commande non linéaire géométrique est maintenant couplée au filtre de Kalman 
étendu pour simuler le contrôle du réacteur de polymérisation tel qu'il se ferait en pratique. 
Le schéma de blocs général de la commande non linéaire couplée à l'observation d'état 
est représenté sur la figure 6.2. 

Les simulations sont réalisées dans les mêmes conditions que celles du paragraphe 5.2.2. 
La robustesse du filtre de Kalman est testée en présence de bruits de mesure, d'erreur 
sur l'estimation initiale des états, de perturbation, de biais sur les mesures et d'erreurs 
de modèle. 

Cas idéal Dans ce cas, le filtre est testé en présence uniquement de bruits de mesure 
sur la température (d'écart-type 0,2 K). Les résultats sont présentés sur la figure 6.3. 
Les performances de poursuite (figure 6.3a) sont tout à fait similaires à celles obtenues 
sans observateur (figure 5.6). Et malgré le bruit de mesure, une excellente estimation des 
états (conversion, nombre de particules par unité de volume, masse molaire moyenne en 
nombre) est obtenue (figures 6.3cde). 
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FIG. 6.2: Schéma de blocs global de la commande 

Erreur sur l'estimation initiale de la température Une erreur de 5 K sur l'esti
mation initiale de la température du milieu réactionnel est simulée. Dans ce cas, étant 
donné qu'il s'agit d'une variable mesurée, et qu'en ce qui concerne la température, une 
grande confiance est accordée aux mesures par rapport au modèle (cf. grandeurs relatives 
des termes q33 et Tn des matrices Q et R), l'erreur initiale sur l'estimation est très rapi
dement compensée (figure 6.4a). L'erreur sur l'estimation initiale de la température n'a 
alors pas d'influence sur l'estimation des autres états, comme le montre par exemple la 
comparaison conversion/conversion estimée (figure 6.4b). 

Erreur sur l'estimation initiale de la concentration en monomère Une erreur 
de 1% sur l'estimation initiale de la concentration en monomère est simulée (figure 6.5). 
Elle n'a aucune incidence sur la qualité de la poursuite de la température (figure 6.5a), 
mais même une si faible erreur est difficilement compensée par l'estimateur (figure 6.5b). 
En effet, la première étape est très rapide, et M est faiblement observable pendant cette 
période, donc l'erreur subsiste au cours de la première étape. Elle n'est pas corrigée pen
dant la deuxième étape étant donné que M n'est plus observable: il s'agit alors d'une 
simple prédiction, et tout repose sur le modèle. La durée entre le début de la troisième 
étape et la fin de l'expérience suffit à peine à compenser l'erreur d'estimation initiale. Ceci 
constitue donc un problème de cette configuration du filtre de Kalman, même si en toute 
logique la composition initiale du mélange est connue. Ce problème ne peut être résolu 
qu'en disposant d'une mesure de la concentration en monomère (ou de la conversion). 

Perturbation La même perturbation que dans le paragraphe 5.2.2 est simulée (panne 
de la pompe) (figure 6.6). Les performances de la poursuite ne sont pas altérées par la 
présence du filtre de Kalman (figure 6.6a). Par contre, l'estimation de la température de 
la double enveloppe est très mauvaise pendant la durée de la panne, étant donné qu'elle 
repose partiellement sur le modèle (figure 6.6b). Les valeurs des autres états ne dépendant 
pas directement de la température de la double enveloppe, mais de la température du 
milieu réactionnel, qui elle est mesurée, leur estimation reste très bonne (figures 6.6bcd). 
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Biais sur les mesures Un biais sur la mesure de la température peut se produire en 
pratique en raison d'un dépôt de polymère se formant sur le capteur par exemple. Un 
biais de -0,5 K sur la mesure de la température réactionnelle a été simulé. Etant donné 
qu'une plus grande confiance est accordée aux mesures qu'au modèle, les estimations 
de la températures sont biaisées (figure 6.7a), et par conséquent les estimations et les 
prédictions des autres états aussi (figures 6.7bcd). 

Erreurs de modèle Les mêmes erreurs de modèle que dans le paragraphe 5.2.2 sont 
simulées (erreurs sur le coefficient global de transfert de chaleur et sur l'enthalpie de 
réaction). La poursuite est malgré cela très bonne (figure 6.8a), et la qualité de l'estimation 
est acceptable (l'erreur reste faible par rapport aux erreurs de mesures pouvant exister 
sur les variables concernées) (figures 6.8bcd). 

Conclusion Le filtre de Kalman étendu permet donc une bonne estimation des valeurs 
des variables d'état non mesurées, estimation indispensable lors de l'utilisation de tech
niques de commande non linéaire basées sur un modèle du procédé. La robustesse vis à 
vis d'erreurs susceptibles d'intervenir en pratique s'avère satisfaisante, même lorsque la 
température est la seule variable mesurée. 
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6.2.2 Cas où la température du milieu réactionnel et la conver
sion sont mesurées 

Pour pallier à des problèmes tels que des erreurs d'initialisation, des erreurs de mo
dèle ... , il est évidemment intéressant de disposer de davantage de mesures que celle de 
la température uniquement. Grâce au développement de la densimétrie, il est mainte
nant parfois possible de disposer facilement de la mesure de la conversion en ligne. Ce 
paragraphe est consacré à la simulation du cas où une telle mesure est possible. 

Observabilité 

La concentration en monomère, le nombre de particules et les températures du réacteur 
et de la double enveloppe sont alors observables. Les variables décrivant la distribution 
des masses molaires ne sont toujours pas observables; ici encore elles seront uniquement 
prédites. 

Mise en oeuvre du filtre de Kalman étendu 

L'étape de prédiction est décrite par les mêmes équations que dans le cas où seule la 
température est mesurée (paragraphe 6.2.1). 

La seule différence réside dans l'expression de la matrice H utilisée lors de l'étape de 
correction. Le vecteur des variables mesurées est le suivant: h = (T, X)T = (X3' (Mo -
xdlMof, d'où: 

( ° ° 1 0) 
H = -l/Mo ° ° 0 

(6.13) 

Paramètres du filtre 

Les matrices Q et R sont dans ce cas choisies égales à : 

( 0,01' ° ° 
)22 ) 

Q= ° 0,0052 ° (6.14) 

° ° ° 52 , 

° ° ° 
et : 

R = (0,22 0,0152) (6.15) 

La matrice de covariance des erreurs d'estimation est initialisée de la même manière que 
dans le cas précédent. 

Résultats de simulation 

Cas idéal Des bruits de mesure d'écart-type 0,2 K sur la température et 0,015 sur la 
conversion sont simulés. Les résultats montrent un bon comportement du filtre malgré la 
forte amplitude des bruits de mesure (figure 6.9). 
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Erreur sur l'estimation initiale de la concentration en monomère Une erreur
importante sur l'estimation initiale de la concentration en monomère est simulée: 2,5 
mol/lw au lieu de 2,159 mol/lw. Les résultats présentés sur la figure 6.10b montrent qu'elle 
est compensée très rapidement, étant donné la confiance accordée aux mesures par rapport 
au modèle. La poursuite de température (figure 6.10a) et l'estimation des autres états 
(figures 6.lOcd) ne sont pas affectés. 

La compensation d'une telle erreur n'est pas possible avec la seule mesure de la 
température: suivant le réglage du filtre utilisé, soit un biais subsiste sur les estimations, 
soit le filtre diverge. 

Biais de mesure sur la température Un biais de mesure important sur la température 
est simulé (5 K). Dans ce cas, la mesure de la conversion permet_ une bonne estimation 
de cette variable (figure 6.11 b) malgré la mauvaise estimation de la température (figure 
6.11a). Par contre, le nombre de particules par unité de volume (figure 6.11c) et la masse 
molaire moyenne en nombre (figure 6.11d) qui dépendent à la fois de la température et 
de la concentration en monomère ne sont pas estimées de façon très correcte. 

Conclusion La mesure de la conversion permet donc d'améliorer le comportement du 
filtre en présence d'erreurs d'initialisation ou de biais sur la mesure de la température, 
mais aussi en présence d'erreurs de modèle qui affecteraient la vitesse de polymérisation. 

Conclusion 

Cette étude préliminaire en simulation a permis de montrer les bonnes performances 
de poursuite de la commande non linéaire géométrique avant toute étude expérimentale. 
La robustesse vis-à-vis d'erreurs de modélisation, de perturbations ou de bruits de mesures 
susceptibles de se produire avec ce type type de procédé est satisfaisante. Quand la seule 
mesure disponible est celle de la température, le filtre de Kalman étendu, indispensable 
pour reconstituer les variables non mesurées, fournit des estimations correctes à condition 
que les erreurs d'initialisation, de mesure ou de modèle ne soient pas trop importantes. Il 
est bien sûr toujours intéressant de disposer de davantage d'informations: en ce sens, la 
possiblité de mesurer la conversion s'avère très utile. 
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Introd uction 

Après l'étude en simulation de la commande non linéaire du réacteur de polymérisation 
en émulsion dans la troisième partie, cette partie est maintenant consacrée à la mise en 
oeuvre expérimentale de ce type de commande. Le chapitre 7 présente dans un premier 
temps les techniques et appareillages utilisés pour réaliser la polymérisation et la ca
ractérisation du polymère, et dans un second temps la régulation de température. Le 
chapitre 8 est ensuite consacré à l'analyse des résultats expérimentaux issus de l'appli
cation de techniques de commande non linéaire à la polymérisation en émulsion. Le but 
recherché est identique à celui de la troisième partie : poursuivre les profils optimaux 

_ de température permettant de minimiser la durée de la polymérisation et d'obtenir les 
caractéristiques souhaitées du polymère. 
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Chapitre 7 

Techniques expérimentales 

7.1 Polymérisation 

Dans ce paragraphe, les réactifs, le mode opératoire ainsi que les techniques d'analyse 
utilisés pour la mise en oeuvre et la caractérisation de la copolymérisation en émulsion 
du système styrène/ a-méthylstyrène en réacteur discontinu sont décrites. 

7.1.1 Réactifs 

Monomères 

Les monomères utilisés (styrène: Fluka, pureté ~ 99%, et a-méthylstyrène : Fluka, 
pureté ~ 98%) contiennent généralement une petite quantité d'inhibiteur et d'oligomères. 
Ils sont purifiés par distillation sous pression réduite puis stockés au réfrigérateur, pendant 
une semaine au maximum, jusqu'à leur utilisation. 

Amorceur 

Le persulfate de potassium (Merck) est utilisé sans purification préalable. 

Emulsifiants 

Un mélange de deux émulsifiants est employé: 
- Texapon (T) (anionique) (Société Clariant Chimie), 
- Genapol (G) (non ionique) (Société Clariant Chimie). 

Castellanos (1996) a montré qu'un rapport massique G /T = 2 assurait une bonne 
stabilité de l'émulsion considérée pendant toute la durée de la copolymérisation, c'est ce 
rapport qui est utilisé dans ce travail. Il a également déterminé par conductimétrie la 
concentration micellaire critique de ce mélange de tensio-actifs (2,216 g/l). Les tensio
actifs sont employés sans purification préalable. 

7.1.2 Le réacteur et son environnement 

La réaction est conduite dans un réacteur en verre d'un litre muni d'une double enve
loppe permettant la régulation de la température par circulation d'un fluide caloporteur. 
(Le contrôle de la température sera présenté dans la deuxième partie de ce chapitre.) 

151 
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Le réacteur est équipé d'un système d'agitation (turbine à pales inclinées: 4 pales in
clinées à 45° par rapport à la verticale, chicanes : 4 éléments équidistants et inclinés à 
45° par rapport au rayon), d'une sonde de température, d'un condenseur à reflux. Une 
arrivée d'azote est prévue pour maintenir le mélange réactionnel sous atmosphère inerte. 
Le prélèvement d'échantillons est effectué au moyen d'une vanne placée au fond de la 
cuve. Enfin, une boucle de circulation permet éventuellement le passage en continu du 
latex dans un densimètre. Un schéma du réacteur et de son environnement est présenté 
sur la figure 7.1. 

Ptloon 

Densimètre 

Fluide caloporteur 

Prise d'échantillons 

FIG. 7.1: Le réacteur et son environnement 

7.1.3 Paramètres opératoires 

Formulation 

- monomères: 0,2 1 au total de styrène et d'a-méthylstyrène, dont 10% en masse d'a
méthy lstyrène, 
- milieu dispersant: 0,8 1 d'eau permutée, 
- émulsifiants : Genapol et Texapon dans un rapport massique G /T=2, concentration : 
S = 3c.m.c = 6,641 g/lw, 
- amorceur : persulfate de potassium, concentration: A = 1 g/lw = 3,704.10-3 mol/lw. 
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Autres paramètres 

- vitesse d'agitation: 300 tr/min, 
- hauteur du mobile d'agitation: h/2, h étant la hauteur de liquide dans le réacteur. 

7.1.4 Mode opératoire 

Une pré-émulsion est préparée, contenant les monomères, la plus grande partie de 
l'eau (qui a été au préalable déminéralisée) et les tensio-actifs. Elle est introduite dans 
le réacteur, agitée, portée à la température réactionnelle initiale et maintenue sous at
mosphère d'azote pendant 40 minutes. L'eau restante est utilisée pour dissoudre l'amor
ceur. Cette solution est agitée jusqu'à son introduction dans le- réacteur. La réaction 
débute par l'ajout de la solution d'amorceur. Des échantillons sont prélevés en vue de la 
détermination de l'extrait sec, de la mesure de la taille des particules et des caractéristiques 
du polymère formé. De l'hydroquinone est immédiatement ajoutée à ces échantillons afin 
d'arrêter la polymérisation. 

7.1.5 Analyse cinétique 

La cinétique de la polymérisation peut être étudiée à l'aide de différentes techniques, les 
plus courantes étant la gravimétrie, la densimétrie, la chromatographie en phase gazeuse 
et la calorimétrie. 

La chromatographie en phase gazeuse permet de connaître la concentration en mono
mères résiduels, et présente l'avantage de fournir les conversions partielles de chacun 
des monomères lors d'une copolymérisation. Elle est surtout destinée à la détermination 
de faibles concentrations en monomères (procédé semi-continu en régime de manque en 
monomère ou fin de réaction). 

La calorimétrie (Schmidt et Reichert, 1988) est fondée sur la mesure de l'exothermicité 
de la réaction. Ses inconvénients sont un coût élevé et un manque de souplesse dû au fait 
que le réacteur est intégré dans l'appareil de mesure. 

La gravimétrie et la densimétrie sont les deux techniques qui ont été utilisées dans ce 
travail. 

Détermination de la conversion par gravimétrie 

A des intervalles de temps appropriés, des échantillons de latex de 1 à 3 g sont prélevés 
dans des piluliers prépesés contenant de l'hydroquinone. Ces échantillons sont pesés. Les 
monomères et l'eau sont évaporés par séchage à l'air puis sous vide jusqu'à obtention 
d'un poids constant. La conversion est déterminée à partir de la mesure de l'extrait sec. 
Elle est définie comme le rapport de la masse de polymère formé sur celle de monomère 
introduit, ou comme le rapport de la masse de polymère formé sur la masse de monomère 
résiduel ajoutée à celle de polymère formé. Elle est calculée en faisant le rapport entre 
la masse de solide dans l'échantillon prélevé à laquelle on retire la masse d'émulsifiant et 
d'amorceur et la masse de l'échantillon à laquelle on retire la masse d'eau, d'émulsifiant 
et d'amorceur présents. 
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Détermination de la conversion par densimétrie 

Principe 

Cette technique permet théoriquement le calcul en ligne de la conversion globale par 
mesure de la masse volumique de l'émulsion. Elle repose sur la différence de densité 
existant entre le monomère et le polymère. 

Une boucle de circulation permet le passage en continu du latex à travers le densimètre. 
Celui-ci est constitué d'un tube en U à travers lequel circule l'émulsion et dont 

les extrémités sont maintenues fixes. Ce tube est excité électroniquement et vibre à sa 
fréquence caractéristique. Or cette dernière peut être reliée à la masse volumique du li
quide circulant dans le tube par la relation: 

P - ps = k(T2 
- TJ) (7.1) 

où p et T sont respectivement la masse volumique et la période d'oscillation correspondant 
au liquide considéré, et Ps et Ts la masse volumique et la période d'oscillation d'un fluide 
standard. Cette relation se réécrit: 

(7.2) 

où A et B sont des constantes de l'appareil qui peuvent être évaluées par calibration à 
l'aide de fluides standards (air et eau en général). 

Le tube en U est entouré d'un gaz de forte conductivité thermique et l'ensemble 
est thermostaté à l'aide d'une double enveloppe. Un capteur de température permet de 
mesurer la température du fluide circulant dans le tube en U. 

Le densimètre est utilisé en ligne: une pompe péristaltique permet la circulation du 
mélange réactionnel en continu dans l'appareil. 

L'acquisition se fait par l'intermédiaire d'une station comportant des modules d'entrée 
auxquels sont connectés les capteurs (de température et de masse volumique) et des 
modules de sortie transmettant les commandes de contrôle et les mesures. Cette station 
est elle-même reliée à un ordinateur par l'intermédiaire d'une interface RS232. 

Caractéristiques de l'appareillage 

Densimètre 
Appareil: 
Cellule de mesure: 

Anton Paar - DPR200 
DPR412Y 

Diamètre intérieur: 2,6 mm 
Matériau : acier inoxydable 
Gamme de température: -25 - 125°C 
Gamme de pression: 0 - 100 bar 
Gamme de masse volumique: 0 - 3 g/ cm3 

Précision: ± 0,0001 g/ cm3 

Débit conseillé: 20 - 50 l/h 
Sensibilité/reproductibilité: ± 0,00001 g/cm3 

Station d'acquisition Anton Paar mPDS4000 

Précautions d'usage 

Canegallo et al. (1993) ont rapporté les difficultés pouvant se présenter lors de la 
mise en oeuvre d'une telle technique: séparation de phase dans la cellule du densimètre, 
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attaque de la pompe par le monomère, ou bouchage par le polymère. Ils donnent également 
quelques précautions à observer si l'on souhaite obtenir une mesure fiable de la densité: 
- régu,ler soigneusement la température de la cellule de mesure, 
- prendre garde à la formation de bulles de gaz dans le circuit, 
- éviter la coalescence des gouttelettes de monomère dont la taille peut atteindre celle de 
la cellule de mesure, 
- un régime turbulent doit être assuré dans la boucle de circulation du densimètre pour 
éviter de déstabiliser l'émulsion, 
- nettoyer soigneusement le densimètre après chaque réaction pour éviter la formation 
progressive de dépôt de polymère dans le tube en U, 
- calibrer précisément l'appareil et ce dans la gamme de débit utilisée pour la mesure en 
ligne. 

La précision de la mesure de conversion par cette technique est évaluée à ±1, 5% par 
Canegallo et al. (1993) et à ±2% par Mulyono (1996). 

Calcul de la conversion à partir des mesures de densité 

Etant donné que le volume de l'émulsion Ve est une fonction linéaire de la conversion 
X, celle-ci peut être calculée de la façon suivante: 

(7.3) 

où ~o, ~1 désignent respectivement les volumes de l'émulsion à 0 et 100% de conversion. 
La masse totale de l'émulsion restant constante, cette relation peut se réécrire en 

termes de masses volumiques: 

(7.4) 

où P~ et p! désignent respectivement les masses volumiques de l'émulsion à 0 et 100% de 
conversion, et Pe la masse volumique du mélange réactionnel à une conversion égale à X. 

7.1.6 Caractérisation du latex 

Mesure de la taille des particules 

Principe 

Plusieurs techniques sont utilisables pour la mesure des tailles de particules en polymé
risation en émulsion. La chromatographie d'exclusion liquide, la microscopie électronique, 
ou la diffusion quasi-élastique de la lumière sont les plus employées. 

Cette dernière a été utilisée dans cette étude pour des raisons de rapidité et de facilité 
de mise en oeuvre. Elle permet de mesurer la taille de suspensions colloïdales de 1 nm à 
quelques /Jm. 

La technique de diffusion quasi-élastique de la lumière ou spectroscopie de corrélation 
de photon est fondée sur la mesure du mouvement brownien des particules. La fréquence 
et l'amplitude de ce mouvement brownien dépendent de la taille de la particule et de la 
viscosité du solvant. La vitesse de déplacement d'une particule est définie par le coefficient 
de diffusion de translation (D), qui, d'après la loi de Stokes-Einstein, est relié à son 
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diamètre hydrodynamique par l'équation: 

d _ KT 
p - 67r1]D (7.5) 

où K est la constante de Boltzman, T la température absolue, 1] la viscosité de la solution, 
dp le diamètre hydrodynamique. La détermination du coefficient de diffusion translationnel 
permet donc le calcul du diamètre hydrodynamique. 

Pour ce faire, le montage optique comprend une source laser (Hélium-Néon, Argon ... ), 
une cellule de mesure et un photomultiplicateur choisi pour la mesure d'intensités dif
fusées très faibles. Le signal mesuré par le photomultiplicateur correspond aux fluctuations 
de la lumière diffusée dues au mouvement brownien des particules. Il est traité par un 
corrélateur numérique afin d'obtenir la fonction d'autocorrélation du signal (cette fonc
tion représente la probabilité de retrouver une particule à un instant t + T au même point 
de l'espace où elle se trouvait à l'instant t). La fonction d'autocorrélation est une expo
nentielle décroissante. Différents traitements mathématiques de cette fonction permettent 
d'étudier la répartition granulométrique de l'échantillon: 
- méthode des cumulants (distribution monomodale), 
- méthode exponentielle (distribution multi-modale), 
- traitement multi-angle (distribution avec répartition anisotropique), 
- méthode de Contin. 

La pente à l'origine de la fonction exponentielle est liée à la taille de l'échantillon 
dont la masse moléculaire est la plus présente dans la suspension. L'écart entre la droite 
et la fonction traduit la variance ou la polydispersité de l'échantillon. Cette fonction de 
corrélation peut s'écrire: 

(7.6) 

où (le) est l'intensité moyenne mesurée sous l'angle e, 
(J représente un paramètre ajustable qui dépend du rapport signal/bruit, 

k = 41~o sin~ avec no indice de réfraction du solvant, Ào longueur d'onde de la lumière 

incidente, e angle d'observation. 
Pour le traitement, la méthode des cumulants a été utilisée. Elle consiste à étudier la 

fonction d'auto-corrélation dans un repère semi-Iogarithmique. Lorsque la distribution est 
monomodale, la courbe obtenue est une droite dont la pente fournit le diamètre moyen 
en Z (diamètre qui correspond à la taille des particules qui diffusent avec la plus forte 
in tensi té ) . 

Appareillage 

Le dispositif utilisé (Malvern 4700) comprend: 
- une source laser Argon (Uniphase, modèle 2501, longueur d'onde: 488 nm), 
- un spectromètre - goniomètre PCS 100, 
- un photomultiplicateur placé pour nos mesures à 90°, 
- un corrélateur K7032 - ES, 
- un micro-ordinateur pour le traitement. 

Préparation des échantillons 

Les échantillons de latex sont très dilués (dilution est comprise entre 1/100 et 1/1000 
suivant la taille et la concentration des particules dans l'émulsion). Cette dilution résulte 
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en une extraction presque complète du monomère des particules, mais qui n'est pas ins
tantanée. Les échantillons sont par conséquent dilués plusieurs heures avant la mesure 
jusqu'à obtenir une taille constante des particules. 

L'eau utilisée pour la dilution est de l'eau milli-Q (distillée, déionisée et filtrée sur 
membranes d'osmose inverse). 

Les échantillons sont placés dans des cuves, elles-mêmes situées dans un bain thermo
staté pour la mesure, qui débute lorsque la température souhaitée est atteinte (la mesure 
a été faite à 30°C dans notre cas). 

Précautions d'usage et limites de la méthode 

Les particules doivent rester en suspension durant la mesure, sinon leur mouvement 
vertical se superpose au mouvement brownien. 

D'après la théorie de Rayleigh, l'intensité diffusée est proportionnelle au diamètre 
des particules à la puissance 6. Il est donc nécessaire de travailler avec des solutions 
extrêmement propres, le diluant doit notamment avoir été soigneusement filtré. 

Le contrôle de la température de mesure est essentiel puisqu'elle modifie la viscosité 
de la solution. Or cette dernière intervient dans la loi de Stokes-Einstein qui est utilisée 
pour le calcul. 

La méthode utilisée pour traiter la fonction d'auto-corrélation est la méthode des cu
mulants qui est adaptée à la mesure d'échantillons dont la distribution est monomodale 
et étroite, ce qui est le cas en général de nos latex. Toutefois, si la distribution granu
lométrique est plus large, la méthode exponentielle apporte plus de précision. 

L'incertitude de la mesure de la taille moyenne des particules par cette technique est 
évaluée à ±5%. 

Calcul du nombre de particules par unité de volume 

Etant donné que la taille des particules que l'on mesure correspond à la taille des 
particules dépourvues de monomère, le volume Vp d'une particule peut s'exprimer comme 
la masse moyenne de polymère par particule rapportée à la densité du polymère, soit, en 
fonction de la conversion X et de la masse de monomère initiale mMo : 

(7.7) 

avec V p = 1fd;j6 où dp est le diamètre moyen, Nptot le nombre total de particules, pp la 
masse volumique du polymère. 

Le nombre de particules par unité de volume d'eau s'exprime alors ainsi: 

(7.8) 

7.1.7 Distribution des masses molaires 

La distribution des masses molaires ainsi que les masses molaires moyennes en nombre 
et en poids : Mn et Mw ont été déterminées au moyen de la technique de chromatographie 
par perméation de gel (GPC), ou chromatographie d'exclusion stérique, couplée en ligne à 
un photodiffusiomètre laser multi-angles (MALLS - " Multi-Angle Laser Light Scattering") 
et à un réfractomètre différentiel. 
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Principe 

Dans un premier temps, les colonnes de GPC, remplies d'un gel poreux, permet
tent de fractionner les molécules de polymère injectées selon un volume hydrodynamique 
décroissant. A la sortie des colonnes, le photodiffusiomètre permet de déterminer le rap
port de Rayleigh RB des macromolécules tandis que le réfractomètre différentiel mesure 
leur concentration C. 

La relation suivante, liant la masse molaire moyenne en poids au rapport de Rayleigh 
en excès (différence entre le rapport de Rayleigh de la solution et du solvant) et à la 
concentration, est à la base de la détermination de la distribution des masses molaires: 

T.T _ 47r2n~(dnlde)2 
avec 1\ - NA;'o ' 

P(O), facteur de forme, défini par P(O) = 1 _ 1~~~~ (p2)sin2(~), 
o o angle entre les rayons lumineux incident et diffusé, 

A2 second coefficient du viriel, 
no indice de réfraction du solvant, 
;'0 longueur d'onde incidente, 
dn/ de incrément d'indice de réfraction de la solution, 
(p2) carré moyen du rayon de giration. 

Appareillage 

(7.9) 

Le dispositif de chromatographie d'exclusion stérique comprend un dégazeur, une 
pompe (Waters 510, Millipore), un injecteur (U6K, Millipore), une précolonne, un four 
permettant de réguler la température des colonnes et deux colonnes en série garnies de 
polystyrène-divinylbenzène (Ultra Styragellinéaire). 

Le photodiffusiomètre multi-angles (Dawn DSP-F) est constitué d'une source laser 
Hélium-Néon polarisée linéairement, d'une cellule de mesure et de 18 photodiodes per
mettant de mesurer la lumière diffusée sous 18 angles différents compris entre 19 et 146°. 

Le réfractomètre différentiel (Waters 410, Millipore) est composé d'une source lumi
neuse, d'une cellule de mesure, d'une photodiode et d'un four. 

Au cours d'une analyse, les signaux en provenance des deux détecteurs sont enregistrés 
par un dispositif d'acquisition relié à un microordinateur équipé d'un logiciel de calcul 
(Astra, Wyatt Technology). 

Conditions de mesure 

- solvant: tétrahydrofurane filtré sur membrane (porosité 0,2 /lm), 
- débit de solvant: 1 ml/min, 
- température des colonnes: 35°C, 
- volume d'échantillon injecté: 25 /lI, 
- concentration de l'échantillon: environ 1 g/l. 
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Récupération et purification du polymère 

Les échantillons de latex sont précipités à l'aide de méthanol en excès., Le polymère est 
alors filtré sous vide sur fritté, et lavé abondamment à l'eau pour éliminer l'émulsifiant. 

Précautions d'usage 

Cette technique étant très sensible à la présence de particules, de poussière et d'agrégats, 
le solvant est préalablement filtré (porosité: 0,2 pm). Les solutions de polymère sont 
agitées pendant au moins 12 heures avant la mesure afin de bien dissoudre le polymère, 
puis elles sont filtrées (porosité: 0,2 pm). 

L'incertitude de la mesure est de ±10% sur les masses molaires moyennes en nombre 
et en poids. 

7.2 Contrôle de la température 

Dans ce paragraphe, l'installation pilote permettant le contrôle de la température du 
réacteur de polymérisation précédemment décrit est présentée. 

7.2.1 Description de l'installation pilote 

Le coeur du montage est donc constitué du réacteur de polymérisation en verre d'un 
litre équipé d'une double enveloppe de volume 0,47 1 dans laquelle circule le fluide calo
porteur (en l'occurence de l'eau) à débit constant. 

La température d'entrée du fluide caloporteur est commandable. En effet, en sortie 
de la double enveloppe, il est envoyé à travers une vanne trois voies, dont l'ouverture est 
contrôfee, et qui le répartit entre deux échangeurs de chaleur: l'un chaud, l'autre froid, 
appelés par la suite" échangeur chaud" et "échangeur froid" . A la sortie des échangeurs, les 
deux courants de fluide caloporteur sont remélangés et renvoyés dans la double enveloppe. 
Les températures des sources froides et chaudes alimentant les échangeurs froids et chauds 
sont fixées. Le schéma de l'installation est représenté sur la figure 7.2. 

Le circuit chaud 

Le circuit chaud est destiné à fournir un fluide (eau) de température élevée et fixée 
à l'entrée de l'échangeur chaud, de manière à réchauffer le fluide caloporteur. L'ensemble 
du circuit est soigneusement calorifugé de manière à minimiser les pertes de chaleur. 

Le circuit chaud comprend un échangeur de chaleur cylindrique, une pompe de circula
tion, un réchauffeur, un réservoir tampon dans lequel plongent deux résistances électriques 
et un régulateur PID. 

L'échangeur chaud est un échangeur de chaleur cylindrique à contre-courant, constitué 
de trois tubes coaxiaux. Dans le tube central circule de l'eau du réseau destinée à refroidir 
le fluide chaud en fin d'expérience. Dans l'espace annulaire intermédiaire circule le fluide 
chaud lui-même, et dans l'espace annulaire extérieur circule le fluide caloporteur. 

La pompe de circulation est une pompe centrifuge de débit 850 Ijh. 
Le réchauffeur est constitué d'une bougie chauffante de 3000 W de puissance. 
Le réservoir tampon est une cuve cylindrique en inox de capacité 8 l, et munie d'un 

condenseur. Deux résistances électriques de 1000 W y sont plongées. 
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Un régulateur de type PID (Eurotherm 810) permet de réguler la température du fluide 
chaud à l'entrée de l'échangeur en agissant sur les résistances chauffantes. La température 
de consigne peut être donnée localement, ou à partir d'un micro-ordinateur. 

Le circuit froid 

Le circuit froid est destiné à refroidir le fluide caloporteur. 
Il est constitué d'un échangeur cylindrique à contre-courant identique au précédent. 

Le fluide froid est de l'eau du réseau, son débit est d'environ 750 l/h. Celle-ci circule dans 
le tube central ainsi que dans l'espace annulaire extérieur. Le fluide caloporteur circule 
dans l'espace annulaire intermédiaire. Les performances de l'échangeur froid vont donc 
être variables selon la température de l'eau du réseau qui fluctue au cours de l'année. 

Le circuit principal 

Il est constitué du réacteur lui-même, d'une vanne de répartition et d'une pompe de 
circulation. 

La pompe est une pompe centrifuge de débit 1350 l/h. 
La vanne trois voies est la pièce maîtresse de la commande de la température d'entrée 

du fluide caloporteur dans la double enveloppe. Il s'agit d'un vanne de type Samson 
243-DNI5-KVS3,2, électro-pneumatique, et alimentée par de l'air comprimé du réseau 
(pression: 1,5 bar). Son étalonnage doit être particulièrement soigné. 

7.2.2 L'acquisition de données 

Les objectifs de productivité, de qualité et de sécurité sont difficiles, voire impossibles 
à réaliser, sans des techniques de mesure fiables et efficaces. Cependant les réacteurs de 
polymérisation sont caractérisés par la difficulté d'obtenir des mesures en ligne en raison 
de la nature complexe du système. 

Les capteurs de température 

Bien souvent, dans l'industrie, la température est la seule mesure dont on dispose 
aisément en ligne, et il s'agit probablement de la variable la plus mesurée en ce qui 
concerne les réacteurs de polymérisation. 

Les deux types de capteurs de température les plus utilisés sont : 
- les thermocouples, dont le principe est fondé sur la variation en fonction de la température 
de la différence de potentiel entre deux métaux différents, 
-les sondes de platine (Pt lOOn), dont le principe repose sur la variation avec la température 
de la résistance de la sonde. 

L'avantage des thermocouples est leur robustesse, la large gamme de température 
qu'ils couvrent et leur prix abordable. Les sondes de platine permettent quant à elles une 
meilleure résolution et une meilleure reproductibilité. Elles présentent par ailleurs une 
bonne stabilité mécanique et électrique. 

Ces deux types de capteurs ont été utilisés pour ce travail. Ils sont au nombre de neuf, 
utilisés soit uniquement pour la mise au point de l'installation pilote, soit également en 
fonctionnement "courant" c'est-à dire pour le contrôle de la température du réacteur. 
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Les localisations des différents capteurs de température sont les suivantes (cf. figure 
7.2) : 
- milieu réactionnel (sonde PtlOOn), 
- sortie de la double enveloppe (thermocouple), 
- entrée de la double enveloppe (sonde PtlOOn), 
- entrée de la vanne de répartition (thermocouple), 
- entrée de l'échangeur froid (thermocouple), 
- sortie de l'échangeur froid (thermocouple), 
- entrée de l'échangeur chaud (sonde PtlOOn), 
- sortie de l'échangeur chaud (sonde pt100n), 
- réservoir de fluide chaud (sonde Pt100n). 

Chacun de ces capteurs est relié à un module convertisseur de type 5B Analog Devices 
qui filtre le signal de mesure pour le convertir en un signal analogique linéaire compris 
entre 0 et +5 V. Deux types de modules ont été utilisés: 
- 5B34-03 pour les sondes pt100n, 
- 5B37-K-05 pour les thermocouples. 
Ces modules sont eux-mêmes connectés à une carte d'acquisition de type RTl 815 Analog 
Devices du micro-ordinateur utilisé pour l'acquisition et la commande. Celle-ci réalise la 
conversion tension-valeur binaire. 

Tous les capteurs de température sont étalonnés à partir de mesures faites avec la 
glace fondante (O°C) et l'eau bouillante (lOO°C), suivies d'une linéarisation entre les deux 
valeurs obtenues. Un soin plus particulier a été apporté à l'étalonnage de la sonde plon
geant dans le milieu réactionnel pour lequel un bain thermostaté et un thermomètre de 
précision ont été utilisés afin de disposer de davantage de points. 

La précision de la mesure de la température est la suivante (Abidi, 1994) : 
- 0,098°C/bit pour les sondes de platine, 
- O,244°C/bit pour les thermocouples. 
Or une erreur d'un bit est fréquente, les mesures de températures seront donc filtrées. 

Les débitmètres 

Deux débitmètres sont utilisés: 
- le premier mesure le débit total de fluide caloporteur, 
- le second mesure le débit partiel qui est envoyé à travers l'échangeur chaud. 

Ces débitmètres sont destinés à étalonner la vanne de répartition, et à vérifier son 
fonctionnement lors de l'utilisation courante. Il s'agit de débitmètres à impulsions. 

Le densimètre 

Un densimètre en ligne a également été testé afin d'obtenir une mesure de la conversion 
globale. Cette technique a été décrite dans la première partie de ce chapitre. 

7.2.3 L'actionneur: la vanne trois-voies 

Elle est commandée à partir du micro-ordinateur à l'aide de la carte RTl 815. Pour ce 
faire un convertisseur tension/courant (module 5B 39-01, Analog Device) est nécessaire 
étant donné que la vanne reçoit un signal 4/20 mA et que la carte délivre une sortie 0/5 
V. 
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Son étalonnage est réalisé à l'aide des deux débitmètres précédents. Pour ce faire un
programme augmente puis diminue progressivement la tension appliquée U de 0 à 5 V 
(par pas de 0,1 V), et relève les débits de caloporteur : débit total et débit partiel dans 
l'échangeur chaud. Plusieur~ expériences ont été réalisées (figure 7.3) et montrent une 
forte non linéarité du degré d'ouverture de la vanne en fonction de la tension appliquée. 
Une bonne reproductibilité du comportement de la vanne est observée, excepté près de 
ses limites (ouverture ou fermeture totale) où son comportement est peu reproductible et 
difficilement commandable. Une linéarisation entre les points obtenus a ensuite été utilisée 
pour la commande de la vanne. 

7.2.4 Schéma de la commande en température 

La dynamique des échangeurs de chaleur chaud et froid ne peut pas être négligée, 
comme le montre la figure 7.4 où est présentée la réponse de la température d'entrée de 
la double enveloppe à un échelon sur l'ouverture de la vanne. De plus, elle est également 
non linéaire: ceci est visible sur la courbe donnant les valeurs de la température d'entrée 
de la double enveloppe à l'état stationnaire (figure 7.5) en fonction de l'ouverture de la 
vanne. (Ces résultats ont été obtenus en l'absence de réaction chimique, le réacteur étant 
simplement rempli d'eau.) 

Il est donc difficile de choisir comme variable d'entrée calculée par la loi de commande 
non linéaire l'ouverture de la vanne trois-voies. Ceci impliquerait d'augmenter la com
plexité du modèle en lui ajoutant la dynamique des échangeurs, ou de faire une grosse 
approximation en la négligeant. 

La première solution consisterait à attacher une grande importance à une dynamique 
qui n'est pas celle du système que l'on cherche à contrôler, et qui est somme toute annexe. 
En effet, plusieurs techniques permettent le contrôle de la température d'un réacteur muni 
d'une double-enveloppe (variation du débit de caloporteur, stratégie "multifluides" ... ). 
Par ailleurs, la deuxième solution s'est quant à elle avérée insatisfaisante: l'inertie due 
aux échangeurs n'est pas négligeable. 

Nous nous sommes donc orientés vers une technique de commande en cascade clas
sique basée sur la dynamique rapide de l'ensemble double enveloppe-échangeurs et la 
dynamique plus lente du contenu du réacteur. La boucle secondaire ou esclave correspon
dra au système double enveloppe-échangeurs et la boucle primaire ou maître au contenu 
du réacteur. Deux mesures de température sont alors utilisées: celle du réacteur et celle 
du fluide caloporteur à l'entrée de la double enveloppe. La mesure de la température 
au sein du réacteur, faisant partie de la boucle primaire, est utilisée par l'algorithme de 
commande non linéaire qui reçoit par ailleurs la consigne de température extérieure. Un 
second régulateur utilise la mesure de la température d'entrée de la double enveloppe, 
et reçoit comme consigne la sortie du régulateur primaire qui constitue la consigne de la 
température d'entrée de la double enveloppe. Un régulateur PID a été choisi malgré la 
non linéarité de la dynamique du procédé secondaire. Son réglage a été basé en partie 
sur la méthode de réglage de Cohen et Coon (Corriou, 1996). Un schéma de la boucle de 
commande est présenté sur la figure 7.6. 
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Chapitre 8 

Résultats de l'étude expérimentale 
de la commande non linéaire du 
réacteur de polymérisation en 
émulsion 

La commande non linéaire géométrique est donc utilisée afin de poursuivre différents 
profils de température. Cette étape permet d'évaluer les performances en temps réel de 
la commande non linéaire géométrique. Par ailleurs, les caractéristiques des latex obtenus 
sont mesurées hors-ligne, ce qui permet de juger de la qualité de l'estimation d'état, de 
valider le modèle ainsi que les profils optimaux calculés. 

8.1 Conditions d'application 

Les profils poursuivis sont ceux qui ont été déterminés dans la deuxième partie, et 
qui permettent, à conversion et masse molaire finales fixées, de minimiser la durée de 
l'opération discontinue. 

Un programme écrit en Fortran gère les opérations d'acquisition de données, d'esti
mation d'état, de calcul de la loi de commande et de commande de la vanne. 

De même que pour l'étude en simulation, les périodes d'échantillonnage et d'applica
tion d'une nouvelle valeur de la commande sont prises égales à 10 s. 

Pour de meilleures performances, une modification a été apportée aux valeurs des 
paramètres de commande: Co = 75.10-4 , Cl = 1000.10-3 , I<c = 4.10-4 et TI = 30, ce qui 
donne les pôles suivants: -5,512.10-3 j -2,437.10-3 j -0,992l. 

Les paramètres du filtre de Kalman étendu sont ceux indiqués dans la troisième partie. 
Toutes les expériences ont été réalisées pour les compositions indiquées en annexe B 

et pour 10% massiques d'a-méthylstyrène. 
La température du réacteur est bien entendu mesurée. Par ailleurs, la mesure de la 

température d'entrée de la double enveloppe est réalisée, et fournie à l'estimateur. Les 
températures des fluides chaud et froid utilisés pour contrôler la température d'entrée de 
la double enveloppe sont elles aussi mesurées. Les contraintes appliquées à la température 
d'entrée de la double enveloppe (qui est nécessairement comprise entre ces deux valeurs) 
sont ainsi mises à jour à chaque péiiode d'échantillonnage. 
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Des échantillons sont régulièrement prélevés au cours des expériences afin de les ana~
lyser hors ligne. 

Dans un premier temps, la seule mesure considérée est celle de la température du 
réacteur. Les performances de la commande sont testées en termes de poursuite des profils 
de température. Les caractéristiques estimées du polymère sont comparées à leurs valeurs 
mesurées hors ligne. Les performances en présence de perturbation ont également été 
testées. Enfin, une tentative d'amélioration des performances du filtre de Kalman à l'aide 
de la mesure en ligne de la conversion par densimétrie est présentée. 

8.2 Poursuite de profils de température 

8.2.1 Résultats sans filtrage de l'entrée 

Nous nous intéressons ici à la qualité de la poursuite de profils de température de 
consigne permettant théoriquement d'atteindre une conversion finale de 60% et des masses 
molaires moyennes en nombre respectives de 1 ; 1,5 et 2.106 g/mol, ceci avec une contrainte 
sur la vitesse maximale de refroidissement de -0,04 K/s. 

Les figures 8.1 à 8.3 présentent: 
- la comparaison entre la température de consigne Trei et la température estimée Test, 
- la variable de commande: la température d'entrée de la double enveloppe Tjin , 

- l'ouverture de la vanne correspondante (3, 
pour les trois masses molaires finales souhaitées. 

Dans les trois cas, une très bonne poursuite de consigne est observée. La légère 
déviation au départ est due à l'ajout d'amorceur qui se trouve à température ambiante, 
créant ainsi une perturbation. Ensuite, le profil de consigne est suivi de façon correcte 
étant donné qu'il implique une diminution très rapide de la température (à la vitesse de 
refroidissement maximale possible). Il faut toutefois noter que les résultats sont sensible
ment moins bons que ceux obtenus lors de l'étude en simulation. 

La variable de commande Tjin a cependant un profil relativement chahuté conduisant 
à une ouverture de vanne très secouée, ce qui est peu souhaitable en pratique. Par ailleurs, 
un décrochage brutal de la variable de commande apparait aux environs de t = 750 s dans 
le cas où la contrainte sur M ni est de 1.106 g/mol, et aux environs de t = 500 s pour 
M ni = 1,5.106 g/mol. Ceci est dû à la discontinuité de la dérivée d'ordre 1 du profil 
optimal de température entre le premier et le deuxième élément fini. 

Ces inconvénients peuvent être évités en filtrant la variable de commande par un filtre 
du premier ordre. 

8.2.2 Résultats en présence de filtrage de l'entrée 

Les résultats obtenus en filtrant la variable d'entrée par un filtre de constante de temps 
égale à 50 s pour deux des profils précédents (correspondant à M ni = 1,5.106 g/mol et 
M ni = 2.106 g/mol) sont présentés sur les figures 8.4 et 8.5. L'entrée est alors beaucoup 
moins secouée de même que l'ouverture de la vanne. Le filtrage conduit cependant à une 
poursuite de consigne sensiblement plus lente, mais qui reste correcte. On peut toutefois 
noter que les oscillations persistent dans le domaine [0,9-1] d'ouverture de vanne où elle 
est difficilement commandable (cf. courbe d'étalonnage dans le chapitre précédent). Ce 
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problème est inévitable dans la mesure où l'on cherche à réguler la température du réacteur 
près de ses limites. 

8.3 Vérification de la qualité des estimations par com
paraison avec des mesures hors-ligne 

8.3.1 Résultats sans filtrage de l'entrée 

Les échantillons prélevés en cours d'expérience sont analysés hors ligne et les résultats 
obtenus sont comparés aux différents profils estimés (conversion, nombre de particules par 
unité de volume, masses molaires moyennes en nombre et en poids). 

Ceci permet d'évaluer la qualité de l'estimation et aussi de valider les capacités de 
prédiction du modèle (qui a été établi à température constante) . 

Les figures 8.6 à 8.8 comparent les profils estimés et expérimentaux de conversion (me
surée par gravimétrie), de nombre de particules par unité de volume (mesuré par diffusion 
quasi-élastique de la lumière) et de masses molaires (mesurées par chromatographie par 
perméation de gel) pour des profils de température permettant théoriquement d'atteindre 
une conversion finale de 60% et des masses molaires moyennes en nombre respectives 
de 1; 1,5 et 2.106 g/mol. Ces profils des variables d'état correspondent aux profils de 
température des figures 8.1 à 8.3. 

Concernant la conversion, un très bon accord est obtenu entre les mesures par gravi
métrie et les estimations en ligne: pour M nJ = 1.106 et M nJ = 2.106 g/mol, l'accord est 
excellent, pour M nJ = 1,5.106 g/mol, la conversion expérimentale tend à augmenter plus 
rapidement que l'estimation, mais l'accord reste satisfaisant . 

Le nombre final de particules par unité de volume est toujours relativement bien estimé. 
Cependant, l'évolution prédite par le modèle pour atteindre la valeur stationnaire est plus 
rapide que celle constatée expérimentalement. L'écart reste pourtant raisonnable étant 
donné la difficulté liée à la mesure de cette variable. Cet écart peut aussi s'expliquer par 
le fait que le calcul effectué suppose que le monomère est complètement sorti des particules 
en raison de la forte dilution lors de la mesure, ce qui peut ne pas être complètement le 
cas en pratique. 

Les masses molaires moyennes en nombre sont très bien prédites par le modèle. Par 
contre, pour le dernier cas (contrainte sur M nJ égale à 2.106 g/ mol), les masses molaires 
moyennes en poids prédites sont supérieures à celles attendues: la diminution importante 
de la température entraîne une augmentation de la masse molaire moyenne en poids plus 
importante en simulation que ce qui se produit en réalité. Pour les deux autres expériences, 
un accord satisfaisant est trouvé entre les valeurs expérimentales et les estimations. 

Globalement, en considérant que les estimations sont obtenues uniquement à par
tir de la mesure de la température (seule mesure aisément accessible industriellement), 
que la conversion est inobservable pendant la deuxième étape de la polymérisation en 
émulsion, et que les mesures de la qualité du polymère sont souvent entachées d'une er
reur expérimentale non négligeable (surtout pour le nombre de particules), les résultats 
sont donc satisfaisants. 
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FIG. 8.8: Comparaison entre les estimations et les résultats expérimentaux lors de la 
poursuite du profil optimal de température permettant d'atteindre une conversion de 
60% et une masse molaire moyenne en nombre de 2.106 g/mol- en haut, à gauche (8.8a) : 
conversion - en haut, à droite (8.8b) : nombre de particules par unité de volume - en 
bas, à gauche (8.8c) : masse molaire moyenne en nombre - en bas, à droite (8.8d) : masse 
molaire moyenne en poids 
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8.3.2 Résultats avec filtrage de l'entrée 

Les mêmes comparaisons estimations/mesures sont présentées lorsque la variable d'en
trée est filtrée (figures 8.9 et 8.10). La qualité de l'estimation est semblable à celle obtenue 
lorsque l'entrée n'est pas filtrée. 

8.4 Comparaison de la qualité du polymère obtenue à 
celle attendue à la suite de l'étape d'optimisation 

L'objectif est également d'obtenir un latex de conversion et de masse molaire moyenne 
en nombre souhaitées par application d'un profil optimal de température. Le tableau 
8.1 résume, pour les différentes expériences, les résultats attendus à la suite de l'étape 
d'optimisation, les résultats de l'estimation, et les résultats des mesures a posteriori. 

Désiré Estimé Expérimental 
X j 0,60 0,59 0,65 
M nj.1O-6 (g/mol) 1,0 0,99 1,14 

Entrée X j 0,60 0,60 0,68 
filtrée M nj.1O-6 (g/mol) 1,5 1,48 1,45 

X j 0,60 0,61 0,61 
M nj.10-6 (g/mol) 2,0 1,95 1,96 
X j 0,60 0,61 0,60 

Entrée M nj.1O-6 (g/mol) 1,5 1,45 1,65 
non filtrée X j 0,60 0,62 0,57 

M nj.10-6 (g/mol) 2,0 1,90 1,81 

TAB. 8.1: Comparaison des qualités finales attendues, estimées et expérimentales du poly
mère 

Les caractéristiques expérimentales obtenues sont très proches de celles attendues à la 
suite de l'étape d'optimisation. Bien qu'il s'agisse d'une optimisation en boucle ouverte, 
les perturbations courantes par rapport au cas idéal (écarts légers par rapport au profil 
de température de consigne dus notamment à l'ajout d'amorceur, présence d'éventuelles 
impuretés, ... ) n'engendrent pas de modifications importantes de la qualité du polymère. 
Etant donnée l'incertitude expérimentale sur les mesures, on peut donc dire que la qualité 
souhaitée du polymère final est obtenue. 

On peut aussi noter que le filtrage de l'entrée, même s'il altère légèrement la poursuite 
du profil de température, n'a pas d'incidence significative sur la qualité du polymère 
obtenu. Même si les résultats de l'estimation montrent que la masse molaire obtenue 
devrait être plus faible que celle attendue, cela n'est pas sensible au niveau des mesures 
étant donné que l'ordre de grandeur de l'imprécision de cette mesure (±10%) est supérieur 
à la diminution attendue. En pratique, il est donc intéressant de filtrer la variable d'entrée 
pour ménager la vanne. 
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FIG. 8.9: Comparaison entre les estimations et les résultats expérimentaux lors de la 
poursuite du profil optimal de température permettant d'atteindre une conversion de 
60% et une masse molaire moyenne en nombre de 1,5.106 gjmol avec une entrée filtrée -
en haut, à gauche (8.9a) : conversion - en haut, à droite (8.9b) : nombre de particules par 
unité de volume - en bas, à gauche (8.9c) : masse molaire moyenne en nombre - en bas, à 
droite (8.9d) : masse molaire moyenne en poids 



180 Chapitre 8 Résultats expérimentaux de commande 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

Xest
Xexp • 

o~~--~~--~--~~--~~--~~ 

4 

2 

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
Temps (s) 

Mnest
Mnexp 0 

OL-~--~~--~--~~--~~~~~ 

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
Temps (s) 

1 
r-

~ 
@: 

6 

4 

2 

Npest -
Npexp • 

0L-~--~~--~--~~--~~--~~ 

14 

12 

10 

4 

2 

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
Temps (s) 

Mwest
Mwexp 0 

OL-~--~~--~--~~--~~--~~ 

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
Temps (s) 

FIG. 8.10: Comparaison entre les estimations et les résultats expérimentaux lors de la 
poursuite du profil optimal de température permettant d'atteindre une conversion de 
60% et une masse molaire moyenne en nombre de 2.106 g/mol avec une entrée filtrée - en 
haut, à gauche (8.lOa) : conversion - en haut, à droite (8.lOb) : nombre de particules par 
unité de volume - en bas, à gauche (8.l0c) : masse molaire moyenne en nombre - en bas, 
à droite (8.l0d) : masse molaire moyenne en poids 
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8.5 Etude en présence de perturbation 

Au cours d'une expérience en temps réel, la même perturbation que dans la partie 
simulation a été réalisée: arrêt de la pompe du circuit de fluide caloporteur pendant trois 
minutes entre t = 500 et t = 680 s. Le profil poursuivi est celui permettant d'atteindre 
une conversion de 60% et une masse molaire moyenne en nombre de 2.106 g/mol. 

La figure 8.11 présente les résultats concernant la poursuite du profil de température: 
la perturbation, qui a lieu pendant la phase de décroissance rapide de la température, est 
rapidement compensée dès que la pompe est remise en marche moyennant la fermeture 
complète de la vanne pendant une minute après la reprise de la pompe. Les oscillations 
constatées sont dues au fait que pour cette expérience l'entrée n'a pas été filtrée. 

La figure 8.12 présente les résultats des mesures hors ligne comparés aux estimations. 
L'accord reste aussi bon que dans les cas précédents. Une mauvaise-estimation de la masse 
molaire moyenne en poids est constatée mais ce problème existait déjà pour ce profil en 
l'absence de perturbation. 

Le tableau 8.2 compare les valeurs attendues aux valeurs estimées et mesur~es obtenues 
en présence de la perturbation considérée. Etant donné que la perturbation a été de 
courte durée et rapidement compensée, les caractéristiques obtenues sont voisines de celles 
attendues. 

Désiré Estimé Expérimental 

Xi 0,60 0,62 0,58 
M ni .10-6 (g/ mol) 2,0 1,94 1,84 

TAB. 8.2: Comparaison des qualités finales attendues, estimées et expérimentales du poly
mère en présence d'une perturbation due à un arrêt de la pompe du circuit de fluide 
caloporteur 

8.6 Tentative d'amélioration de l'estimation de la con
ligne de la ~ensité du mi-• verSIon par mesure en 

lieu 

Comme l'a montré l'étude en simulation, étant donné que la concentration en mono
mère est une variable qui n'est pas observable pendant une longue période de la poly
mérisation en émulsion (correspondant à l'étape 2), son estimation peut être améliorée en 
mesurant la conversion en ligne. Ceci permet d'améliorer le comportement de l'observa
teur, notamment en présence d'erreurs de modèle ou d'initialisation. 

La densimétrie, qui permet d'obtenir en continu une mesure de la densité du latex, 
grandeur directement reliée à la conversion, est en ce sens une technique très attrayante. 
Elle a d'ailleurs déjà été utilisée à des fins de contrôle ou d'estimation en ligne de réacteurs 
de polymérisation (Mac Gregor et aL, 1986; Gagnon et Mac Gregor, 1991). 

Des expériences ont donc été menées avec le densimètre en ligne. Les courbes de la 
figure 8.13 présentent un résultat typique de ceux qui ont été obtenus. Elles correspondent 
à une expérience réalisée à température constante et égale à 65°C avec 10% en masse d'a
méthylstyrène dans le mélange initial. 
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La figure 8.13a présente les résultats de conversion par gravimétrie qui sont tout à fait 
cohérents avec ceux obtenus en l'absence du densimètre (cf. 1ère partie) et qui prouvent 
que la polymérisation s'est déroulée normalement. 

La figure 8.13b présente les mesures de la température au niveau de la cellule du 
densimètre. La température y est de 2 degrés inférieure à celle constatée dans le réacteur 
étant donné le passage du latex dans la boucle de circulation, mais reste parfaitement 
contante au cours de l'expérience. La température n'a donc eu aucune influence sur les 
variations de la densité au cours de l'expérience. 

La figure 8.13c présente les mesures de densité obtenues. Elle montre que jusqu'à une 
conversion d'environ 45-50% aucune augmentation de la densité n'est décelée. Ce résultat 
se rapproche de celui de Abbey (1981) qui a mesuré la conversion par densimétrie lors de 
la polymérisation en émulsion du méthacrylate de méthyle et du styrène, et qui a constaté 
que, si de bons résultats étaient obtenus avec le méthacrylate de Ïnéthyle, ce n'était pas 
le cas avec le styrène jusqu'à 50% de conversion. Des problèmes susceptibles d'intervenir 
dans le cas de la polymérisation en émulsion du styrène ont également été constatés par 
Canegallo et al. (1993) alors que des mesures correctes étaient obtenues sans problème dans 
le cas du méthacrylate de méthyle. Dans ces deux cas, les auteurs attribuent les difficultés 
à une séparation de phases se produisant dans la cellule de mesure du densimètre. Abbey 
ne constate ce phénomène que pour certaines proportions monomère/émulsifiant dans la 
charge initiale. 

Ensuite, un phénomène difficilement explicable mais qui a été constaté à plusieurs 
reprises est observé: une augmentation, suivie d'une diminution, puis à nouveau d'une 
augmentation très brutale cette fois, de la densité sont constatées, se terminant par le 
bouchage et l'arrêt de la pompe péristaltique, rendant toute mesure de densité impos
sible au-delà de 80% de conversion. Ceci peut peut-être s'expliquer par la présence d'ag
glomérats qui viennent stationner pendant un certain temps dans la cellule, et qui sont 
susceptibles d'être réentraînés. 

Ces résultats montrent malheureusement que la densimétrie n'est donc pas fiable avec 
le système considéré en vue de la mesure de la conversion. 

Conclusion 

Cette étude expérimentale a permis de valider l'ensemble des résultats obtenus au 
cours des chapitres précédents: 
- le modèle utilisé montre de bonnes capacités de prédiction: il a été établi à température 
constante mais permet d'estimer les valeurs des principales variables opératoires lorsqu'un 
profil de température est utilisé, 
- l'étape d'optimisation a conduit à la détermination de trajectoires de température qui 
permettent bien en pratique d'atteindre les qualités souhaitées du polymère en réduisant 
la durée de l'opération discontinue, 
- les performances de la commande s'avèrent tout à fait satisfaisantes pour une application 
en temps réel, surtout si l'entrée est filtrée; la robustesse vis-à-vis d'une perturbation est 
excellente, 
- le filtre de Kalman étendu permet une estimation en ligne des principales variables 
d'état, estimation utile à l'ingénieur. 
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Conclusion et perspectives 

Les objectifs de cette étude étaient d'optimiser le fonctionnement d'un réacteur dis
continu de polymérisation en émulsion en termes de productivité et de qualité du produit 
et de parvenir à contrôler ce fonctionnement à l'aide de techniques de commande adaptées 
telles que la commande non linéaire géométrique. 

Ce travail s'est organisé en quatre parties: 
- développement et validation d'un modèle décrivant la cinétique, la distribution des 
masses molaires et la dynamique thermique d'un réacteur de copolymérisation en émulsion 
du styrène et de l'a-méthylstyrène, 
- calcul de profils optimaux de température dans l'objectif d'améliorer la productivité tout 
en maîtrisant la qualité du polymère synthétisé, 
- simulation de la commande en température et de l'observation d'état du fonctionnement 
du réacteur, 
- validation expérimentale consistant à poursuivre les profils optimaux à l'aide de la com
mande non linéaire et à reconstituer les valeurs des variables d'état non mesurées. 

La modélisation a conduit au développement d'un modèle de type modèle de ten
dance, qui ne décrit pas de manière détaillée tous les phénomènes complexes intervenant 
en polymérisation en émulsion, mais qui permet de rendre compte des effets des princi
paux facteurs opératoires sur les variables d'état du procédé et sur les caractéristiques du 
produit. 

L'optimisation, à l'aide d'une technique aisée à mettre en oeuvre et rapide: la col
location orthogonale, a conduit à la détermination de profils optimaux de température. 
L'application de telles trajectoires optimales permet théoriquement d'augmenter de façon 
significative la productivité du réacteur, tout en garantissant la qualité du polymère 
synthétisé. 

La simulation de la commande et de l'observation a montré la bonne performance 
de la commande non linéaire en termes de poursuite des trajectoires de température 
calculées. La robustesse de la commande non linéaire géométrique vis-à-vis d'erreurs de 
modélisation, de perturbations, de bruits de mesure susceptibles d'intervenir sur ce type 
de procédés s'est également avérée tout à fait satisfaisante. 

Enfin, l'étude expérimentale a montré les bonnes performances en temps réel de ce type 
de commande pour la poursuite de profils de température. Ce résultat est intéressant car à 
ce jour encore peu de travaux expérimentaux viennent valider les résultats théoriques de la 
commande non linéaire. Par ailleurs, la comparaison des profils estimés des variables d'état 
avec des mesures réalisées hors-ligne a permis de montrer la qualité des observations obte
nues avec le filtre de Kalman dans des conditions réelles (présence inévitable d'impuretés, 
perturbations non mesurées ... ). Ces observations des principales variables du procédé 
sont très intéressantes pour l'ingénieur. Les mesures hors-ligne montrent aussi que la qua-
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lité du polymère attendue à la suite de l'étape d'optimisation est atteinte. Ceci permet
donc de vérifier que l'application de tels profils de température est très intéressante en 
pratique car les mêmes spécifications qu'à température constante sont susceptibles d'être 
atteintes, tout en réduisant de façon significative la durée de la réaction. 

Ce travail n'est pas une fin en soi et parmi les perspectives que l'on peut envisager, 
citons: 
- l'introduction de capteurs en ligne supplémentaires (conversion, tailles des particules, 
caractéristiques de la distribution des masses molaires ... ), 
- l'optimisation en ligne, afin de s'affranchir des erreurs de modèle et des perturbations 
non mesurées. Cette étape est cependant liée à la possibilité mentionnée précédemment 
de disposer de capteurs supplémentaires. 

Il faut également noter que l'application industrielle des techniques utilisées dans ce 
travail est tout à fait envisageable. -

De même, l'extension de la méthode au contrôle d'autres variables (composition du co
polymère, taille des particules, température de transition vitreuse, ... ) est simplement liée 
au fait qu'un modèle susceptible de les décrire et adapté à l'optimisation et la commande 
soit disponible, et qu'éventuellement les capteurs en ligne correspondant existent. 



Notations 

Ci 

Cj 

dp 

f 
f(x, u, t) 
f(x) 
fMB 

F 
Fj 
g(X, u, t) 
g(X) 
h(x, u, t) 
h(x) 
H 
Ip 
J 
kcm 

coefficients des polynômes de Lagrange correspondant aux variables 
d'état 
aire d'une particule (dm2

) 

aire occupée par une molécule / par 19 d'émulsifiant 
(dm2 .moléc.-1) / (dm2.g-1) 
aire d'échange (m2

) 

concentration en amorceur (mol.l-1) 
coefficients des polynômes de Lagrange correspondant aux variables de 
commande 
coefficients de la loi de commande non linéaire 
capacité calorifique du fluide caloporteur (J .kg-1.K-1) 
diamètre des particules (dm) 
efficacité de l'amorceur 
second membre des équations d'état 
champ de vecteurs de la dynamique 
fraction molaire d'a-méthylstyrène dans le mélange de monomères initial 
matrice jacobienne du champ de vecteurs f 
débit de fluide caloporteur (1.s-1) 
vecteur des contraintes d'égalité 
champ de vecteurs de la commande 
vecteur des contraintes d'inégalité 
champ de scalaires correspondant à la sortie 
matrice jacobienne du champ de scalaires h 
indice de polydispersité 
critère de performance ou fonction objectif 
constante de vitesse de capture des radicaux par les micelles 
(1.micelle-1.s-1 ) 
constante de vitesse de capture des radicaux par les particules 
(1.particule-1.s-1 ) 
constante de vitesse de décomposition de l'amorceur (S-l) 
constante de vitesse de propagation (1.mol-1.s-1) 
constante de vitesse de transfert au monomère (1.mol-1.s-1) 
gain de Kalman 
constante proportionnelle du régulateur PI 
longueur cinétique de chaîne (g.mol-1) 
dérivée de Lie 
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m 
mcp 

M 
MM 
Mn 
Mp 
Mpc 

Mw 
n 
n 

nu 
nx 
N 
N· 
NA 
Ne 
NE 
Np 
P 
P 
q 
Q 
Qi 
r 
r 
R 
R 
R· 
Ra 
Rp 

Rt 
RtrM 

S 
t 

T 
Tc 
Tf 
Tj 

Tjin 

U 

U 

nombre de micelles par unité de volume (micelles.l-1) 
capacité calorifique totale du réacteur (J .K-1) 
concentration en monomère (mol.l-1) 
masse molaire du monomère (g.mol-1) 
masse molaire moyenne en nombre (g.mol-1) 
concentration en monomère dans les particules (mol.l-1) 
concentration en monomère dans les particules à saturation (mol.l-1) 
masse molaire moyenne en poids (g.mol-1) 
dimension du vecteur d'état 
nombre moyen de radicaux par particule 
nombre de contraintes d'égalité instantanées 
nombre de contraintes d'inégalité instantanées 
dimension du vecteur des paramètres de commande 
nombre d'agrégation des micelles 
(nombre de molécules d'émulsifiant par micelle) 
dimension du vecteur des variables de commande 
dimension du vecteur d'état 
nombre de particules inactives par unité de volume (part.1-1) 
nombre de particules actives par unité de volume (part.1-1) 
nombre d'Avogadro 
nombre de points de collocation 
nombre d'éléments finis 
nombre total de particules par unité de volume (part.1-1) 
concentration en polymère mort (mol.l-1) 
matrice de covariande des erreurs d'estimation 
vecteur des paramètres de commande 
matrice de covariance des incertitudes de modèle 
moment d'ordre i de la distribution des masses molaires 
vecteur résidu correspondant à la discrétisation des équations d'état 
ordre relatif d'un système 
constante des gaz parfaits (J.mol-1.K-1 ) 

matrice de covariance des bruits de mesure 
concentration en radicaux primaires dans la phase aqueuse (mol.l-1) 
vi tesse d'amorçage (mol.l-1. ç 1 ) 
vitesse de polymérisation (mol.l-1.s-1) 
vi tes se de terminaison (mol.l-1. s -1 ) 
vitesse de transfert au monomère (mol.l-1.s-1) 
concentration en émulsifiant (mol.l-1) / (g.l-1) 
temps (s) 
température / température du milieu réactionnel (K) 
température de l'échangeur chaud (K) . 
température de l'échangeur froid (K) 
température de la double enveloppe (K) 
température d'entrée du fluide caloporteur dans la double enveloppe (K) 
vecteur des variables de commande ou d'entrée 
coefficient de transfert de chaleur (J .K-1 .S-1 .m -2) 
vecteur d'entrée externe 
volume d'une particule (1) 
volume d'eau dans le réacteur (1) 
volume de la double enveloppe (1) 



x vecteur d'état 
X converSIOn 
Xc conversion à la fin de l'étape 2 
y sortie mesurée 
Yref trajectoire de référence 
z vecteur des variables d'état après changement de coordonnées 

Lettres Grecques 
ai noeuds des éléments finis 
(3 
~H 

,j 
<P 
<P 
<Pij, \]! ij 

P 
T 

Til 

TI 

W 

Indices 
f 
J 
M 
MS 
0 

p 
p 
S 
w 

ouverture de la vanne trois-voies 
enthalpie de la réaction de propagation (J .mol-1) 

efficacité des particules par rapport aux micelles 
vis-à-vis de la capture des radicaux issus de la décomposition de l'amorceur 
racines du polynôme de Legendre de degré Ne "translatées" sur [0,1] 
fraction volumique 
difféomorphisme 
polynômes de Lagrange servant respectivement à l'interpolation 
des variables d'état et de commande 
densité 
temps adimensionnel 
points de collocation 
constante de temps intégrale du régulateur PI 
fraction massique 

final 
double enveloppe 
monomère 
a-méthy lstyrène 
initial 
particules 
polymère 
styrène 
eau 
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Annexe A 

Paramètres physiques et cinétiques 

VARIABLE 

Constante de vitesse de 
décomposition de l'amorceur 
Efficacité de l'amorceur 
Constante de vitesse de 
propagation 

N ombre moyen de radicaux par particule 
Concentration en monomère à saturation 
Aire occupée par Ig de tensio-actif 
Epsilon 
Constante de vitesse de 
transfert au monomère 

VALEUR 

kdo = 4,5.1016 

Ed = 140200 
f=0,5 
kpo = 1,1.107 

Ep = 29.103 

a = -7,3 
n = 0,5 
Mpc = 5,38 

E = 5.10-16 

ktrMo = 22.1010 

EtrM = 85.103 

b =-4 

UNITÉ 
S 1 

J.mol-1 

l.mol- 1.s-1 

J.mol- 1 

gjpart 
l.mol 1. S-1 

J.mol-1 

TAB. A.l: Paramètres cinétiques 

CONSTANTE VALEUR UNITÉ 

Constante des gaz parfaits R = 8,32 
Nombre d'Avogadro NA = 6,02.1023 

Masse volumique du monomère PM = 0,91 kg.l 1 

Masse volumique du polymère kg.l- 1 

Masse molaire du styrène Ms = 104.15 g.mol-1 

Masse molaire de l'a-méthylstyrène MMS = 118.18 g.mol 1 

Enthalpie de l'homopolymérisation du styrène I:lHs = -70 kJ.mol-1 

Enthalpie de l'homopolymérisation de l'a-méthylstyrène I:lHMS = -35 kJ.mol 1 

TAB. A.2: Autres constantes 
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Annexe B 

Paramètres opératoires et relatifs au 
réacteur 

CONSTITUANT CONCENTRATION 

3,704.10 3 

Emulsifiant (Genapol, Texapon) 6,648 
Monomère 20% 

UNITÉ 

moljlw 
gjlw 
en volume 

REMARQUES 

19j1 
3c.m.c. - GjT=2 
concentration molaire variable 
suivant la composition 

TAB. B.1: Concentration des différents constituants 

FRACTION MASSIQUE D'a-MÉTHYLSTYRÈNE 0% 10% 25% 35% 50% 
FRACTION MOLAIRE D'a-MÉTHYLSTYRÈNE ° 0,089 0,227 0,322 0,468 
CONCENTRATION TOTALE EN MONOMÈRE (mol.lw 1) 2,184 2,159 2,120 2,094 2,055 

TAB. B.2: Différentes compositions en a-méthylstyrène utilisées - Concentration globale 
en monomère initiale correspondante 

Volume d'eau: 0,8 1 

PARAMÈTRE VALEUR UNITÉ 

Capacité calorifique totale mcp = 4,151.103 J.K-l 
Coefficient global de transfert de chaleur UA = 12,8 
Débit de fluide caloporteur Fj = 0,38 I.s 1 

Volume de la double enveloppe Vi = 0,465 1 
Masse volumique du caloporteur kg.l 1 

Capacité calorifique du caloporteur Cj = 4,185.103 

TAB. B.3: Paramètres relatifs au réacteur 
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Annexe C 

Amélioration de la qualité de 
l'interpolation lors de l'augrp.entation 
du nombre de points de collocation 
dans le cas de la recherche d'une 
température constante optimale 
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Annexe C Influence du nombre de points de collocation sur l'interpolation 
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FIG. C.1: Conversion pour Ne = 4 - Profil de température isotherme - Contraintes à tf : 
X f = 60%, Mnf = 3.106 g/mol 
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FIG. C.4: Conversion pour NC=5 - Profil de température isotherme - Contraintes à tf 
X f = 60%, Mnf = 3.106 g/mol 
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Annexe D 

Mise en oeuvre du filtre de Kalman 
étendu pour l'estimation de.s 
variables d'état et la prédiction des 
masses molaires 

Estimation des variables d'état 
étape de prédiction: 

Vecteur d'état: 

Concernant les variables d'état, l'étape de prédiction est basée sur le modèle décrit au 
cours de la première partie. 
- étape 1 : 

~ - f (A t) - k (A ) M X2-Xl - 1 X, U, - - p X3· pc' N
A

•n 

(D.l) 

- étape 2 : 

~ - f (A t) - k (A ) M X2-Xl - 1 X,U, - - p X3· pc.N;t.n 

~2 = h(x,u,t) = 0 

~ _ f (A t) - V /:).H k (A ) M .h - + UA ( A A) X3 - 3 X, U, - -----rn:c. p X3· pc' N· n me X4 - X3 
p A p 

(D.2) 

~ f. (A t) Fj ( A ) UA (A A) 
X4 = 4 X, U, = V. U - X4 - p' Ve. X4 - X3 

J J J J 
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- étape 3 : 

Annexe D Détail des équations du filtre de Kalman étendu 

~1 = fl(X, U, t) = -kp(X3).Mp(xd· t~.n 

~2 = f2(X, U, t) = 0 

~ _ f (A t) - V b.H k (A ) M (A ) X2 - + UA ( A A) X3 - 3 X, U, - -ffiC· p X3· p Xl .--rr-.n mc X4 - X3 
p lVA p 

~ f (A t) Fj ( A ) UA (A A) X4= 4 X,U, =v.U-X4 -p.V.C' X4- X3 
J J J J 

(D.3) 

Matrice de covariance des erreurs d'estimation: 

(D.4) 

avec: 

(~ 
!!h. ôh 

ah l 8X1 8X2 8X3 8X4 

F= af = 
§Ji §Ji §Ji §Ji 
ÔX1 8X2 8X3 8X4 (D.5) ax 8is lli !lii 8is 
8X1 8X2 8X3 8X4 

lli. lli. lli. 814 
8X1 8X2 8X3 8X4 



où : 

âII ax; 

âI3 ax; 

o étapes 1 et 2 

-k,( X3). Kt:, ~f [ ( ~: jpp) PM r N: .n 
1+ --1 -

Xl pp 

étape 3 

-kp(X3).Mpco JA.n étapes 1 et 2 

-kp(X3).Mp(XI)' JA.n étape 3 

- EP2.kp(X3).Mpc.ft.n étapes 1 et 2 RX3 A 

- EP2.kp(X3).Mp(xr).]t.n étape 3 RX3 A 

o 

o étapes 1 et 2 

_ Vb.H k (x ) ~Mo PM/PP 2' X2.n 
mcp • p 3· MM xi [ (Mo ) PM] NA 

1+ --1 -
Xl PP 

- V b.H .kp(X3).Mpco N1 .n étapes 1 et 2 mcp A -V~: .kp(X3).Mp(xr). #A.n étape 3 

V b.H ~ k ( ) M X2 - UA ----;;ne. R 2' p X3· pC' N .n - mc 
p X3 A p 

étapes 1 et 2 

V b.H E () () .!J- - UA ----;;ne·....::::.:LR 2·kp X3 .Mp Xl • NA· n - mcp p X 3 
UA 

o 
o 

UA 
pj~Cj 

ft] UA 
-Vj - pj'\ÏjCj 

étape 3 
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étape de correction: 

Gain de Kalman: 

(D.6) 

Vecteur d'état: 

(D.7) 

Matrice de covariance de l'erreur d'estimation: 

(D.8) 

où: 

H = [0,0,1,0] (D.9) 

Prédiction des moments de la distribution des masses molaires 
Les trois premiers moments de la distribution des masses molaires sont prédits suivant 

les équations du modèle décrit dans la première partie. 
étapes 1 et 2 : 

où : 

étape 3 : 

Rt(Xl' X2, X3) 

Rp(X2' X3) 
RtrM(X2, X3) 

L(Xl,X2,X3) 

Ra (X3).n,X2 
X2 + S(Xl, X2)/f. 
kp(X3).Mpc' Iv:·n 
ktrM(X3).Mpc- Iv~·n 

Rp(X2' X3) 

(D.10) 

(D.11) 

(D.12) 

(D.13) 

(D.14) 

(D.15) 



où: 

Rt(Xl' X2, X3) 

Rp(Xl' X2, X3) 

Mp(xt) 

RtrM(Xl, X2, X3) 

L(Xl' X2, X3) 
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