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RESUME 

Les techniques de mélange en régime visqueux sont, encore 
aujourd'hui, très empiriques. Les phénomènes intervenant sont 
complexes. 

La théorie des systèmes dynamiques fournit une approche des 
transitions possibles entre régimes stables et régimes chaotiques 
promoteurs d'un mélange efficace. Il apparaît que le nombre 
minimal de fréquences incommensurables entre elles susceptibles 
d'engendrer des situations chaotiques est de trois. 

Partant de ce constat, un protocole efficace de mélange au 
sein du système bicylindrique excentré est recherché. L'alternance 
des conditions de vitesses aux parois, génératrice d'une fréquence 
supplémentaire à l'écoulement bidimensionnel, conduit 
effectivement à des situations complexes où le chaos prédomine. 

Une étude mathématique basée sur une cartographie des 
écoulements par une technique dite des "sections de Poincaré" 
fournit une comparaison utile entre théorie et expérience. 

SUMMARV 

The m1xmg of viscous fluids is a highly empirical science and 
still not weil understood. 

The theorie of dynamical systems can help in determining the 
transitions between stable and chaotic regims. The latter 
promoting on efficient mixing, the minimum number of independant 
frequencies for chaos to develop has recently been established at 
three. 

From this result, a m1xmg protocol in a flow between two 
eccentric rotating cylinders is searched. By varying the rotation of 
the inner and outer cylinder, an additional frequency to this two 
dimensional flow leads to complex cases where chaos is evident. 

A mathematical analysis, based on Poincaré sections of the 
flow for a given geometry, allows us to compare theory to 
experiment. 
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Symboles utilisés 

aha2 : Rayons des cylindres en géométrie excentrée (rn) 
d 1 Distance à l'origine du centre du cylindre intérieur (rn) 
d2 Distance à l'origine du centre du cylindre extérieur (rn) 
D Domaine total du maillage 
D Coefficient de diffusion (m2.s·1) 
e Excentricité (rn) 
E Energie du système (j) 
f Répartition de population 
f1,f2,. ... ,fn : Fréquences (s·1) 
g Accélération de la pesanteur (m.s-2) 
h : Rapport de l'amplitude des oscillations d'un pendule à 

l'accélération de la pesanteur 
h,h1,h2 : Coefficients de Lamé du système (rn) 
H : Hamiltonien du système (j) 

: Variable d'espace liée à a (ou x en cartésien) 
j : Variable d'espace liée à ~ (ou y en cartésien) 
1, L : Dimensions caractéristiques (rn) 
Lo, L : Longueur d'un segment de traceur avant et après étirement (rn) 
L : Dérivée de L par rapport au temps (m.s-1) 
M : Nombre de mailles suivant l'axe a 
N : Nombre de mailles suivant l'axe ~ 
p : Pression (Pa) 
r : Distance au centre du vortex (rn) 
R1,R2 : Rayons des cylindres de Couette 
Re : Nombre de Reynolds 
s : Paramètre géométrique du système bipolaire (rn) 
t : Temps (s) 
T : Période des alternances (s) 
U : Vecteur vitesse (m.s·1) 
u : Composante de la vitesse U selon a (m.s-1) 
v : Composante de la vitesse U selon ~ (m.s-1) 
v1 : Vitesse linéaire de la paroi intérieure en géométrie 

excentrée (m.s-1) 
v2 : Vitesse linéaire de la paroi extérieure en géométrie 

excentrée (m.s-1) 
Vx : Composante de la vitesse selon l'axe des x (m.s·1) 
V y : Composante de la vitesse selon l'axe des y (m.s-1) 

.. .! ... 



x,y : Coordonnées cartésiennes du système 

a.,~ Coordonnées bipolaires 
Yo.y Coefficients d'amortissement (s-1) 
y Taux de cisaillement (s-1) 
y Produit du taux de cisaillement par la période d'une 

alternance 
e : Amplitude normée du pendule 
11 : Rapport des rayons R1 et R2 (Couette) 
11 : Viscosité dynamique du fluide (kg.m-1.s-1) 
e,eo : Mesures d'angles (rd) 
1.1 : Exposant de l'équation de Floquet (s-1) 
u : Viscosité cinématique (m2.s-1) 
a : Exposant de Liapunov (s-1) 
r Rapport de la longueur des cylindres à leurs rayons (Couette} 
'V : Fonction de courant (m2.s-1) 
ro : Rotationnel du vecteur vitesse U (s-1) 
ro 1,ro2 : Vitesses angulaires de rotation des cylindres en géométrie de 

Couette (s-1) 
roo,ro,roatt : Fréquences (s-1) 



Chapitre 1 

THEORIE 





1. ELEMENTS DE THEORIE DES SYSTEMES DYNAMIQUES. 

L'étude des systèmes dynamiques se développe aujourd'hui 
très rapidement dans de nombreux domaines de la physique. Ce 
chapitre dégage les concepts fondamentaux utiles pour l'étude du 
mélange des fluides. Il débute par la présentation du cas 
académique de l'oscillateur sans frottement: le pendule simple. 
Dans un second temps, les effets de divers paramètres sur le 
comportement de cet oscillateur sont étudiés: Influence des 
frottements, influence de l'apport d'énergie dans le cas du 
pendule amorti (oscillateur de Van Der Pol), influence d'une 
modulation externe (oscillateur paramétrique). 

I.A • UN EXEMPLE DE SYSTEME DYNAMIQUE CONSERVATIF: LE 
PENDULE SIMPLE SANS FROTTEMENT 

De manière générale, cette théorie s'intéresse au 
comportement de systèmes soumis à des contraintes extérieures 
données. Le premier système dynamique à avoir été étudié est 
l'oscillateur sans frottement. En effet, bon nombre de systèmes 
possèdent des comportements complexes pouvant se 
décomposer en processus plus simples identiques à celui de 
l'oscillateur sans frottement. 

I.A.1 Hamiltonien du système 

L'oscillateur sans frottement qui va être étudié est le 
pendule pesant idéal. Il est soumis à la force de gravité, son 
mouvement est régi par la relation fondamentale de la 
dynamique. Si l'on appelle e l'angle entre la verticale et la 
direction prise par le fil du pendule de longueur 1, on obtient: 

<> 

2 
de g . 

0 --+-sine= 
2 1 

dt 
( 1 ) 

Cette équation définit la dépendance entre l'angle e 
et le temps. Ce système, d'énergie totale constante, peut être 
décrit par la fonction de Hamilton H. Celle ci, correspondant à 
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l'énergie du pendule, est définie par le système d'équations 
suivant: 

de aH 
-=­. 
dt as 

(2) 

. 
de aH 

(3) -=--
dt as 

avec ë = d%t 

L'intégration de ce système nous fournit l'expression de la 
fonction de Hamilton: 

• • 2 2 
H (8,8) = 8 h + ro ( 1 - cos 8 ) (4) 

avec ro=~ 

I.A.2 Portrait de phase du système 

La théorie des systèmes dynamiques privilégie, non pas la 
description dans le plan (S,t) mais dans le plan (8,8) appelé Q.1_g.n 
de phase. L'emploi de ce type de représentation permet de 
décrire, dans le cas du pendule simple, des situations plus 
complexes que la simple oscillation pour de petits angles 8 . . 

8 

Fi gu re 1.1 : Portrait de phase du pendule 
simple sans frottement 

La fonction H fournit les "trajectoires" du point 
représentatif de l'état du système dans le plan de phase. La 
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situation linéaire (sin e = e) correspond aux ellipses de petites 
tailles proches de l'origine et des points (2kn,O), avec k entier 
relatif. Pour ces situations, l'Hamiltonien H prend la forme 
suivante, au second ordre en e: 

[ 
· 2 z] H (e,e) = j_ e + ro2e 

2 
(5) 

Cette équation définit une ellipse dans les coordonnées 
(e,e). Les points (2kn,O) où la fonction H passe par un minimum 
(zéro ici), sont appelés points elliptiques. 

A proximité des points de coordonnées ((2k+ 1 )n,O) la 
fonction H s'écrit : 

( 6) 

Il s'agit de l'équation d'une hyperbole dans le plan de phase. 
Les points correspondant sont appelés points hyperboliques. Pour 
le pendule, ces points définissent la position verticale du 
système. Ils ne peuvent être atteints par le mobile qu'au bout 
d'un temps infiniment long car, à mesure que celui ci se 
rapproche sa vitesse angulaire diminue pour devenir nulle en ces 
points. De manière symétrique, le mobile, initialement situé en 
ces points, ne les quittera qu'aprés un temps infini. 

I.A.3 Propriétés des systèmes conservatifs 

- L'invariance de la fonction de Hamilton entraîne une 
conservation des aires dans l'espace des phases. 

L'écoulement d'un fluide révèle des structures identiques à 
celles observées dans un plan de phase (nous verrons par 
exemple qu'un vortex est caractérisé par un point elliptique). 

Dans un écoulement où les conditions aux parois sont 
constantes dans le temps, l'observation d'une portion de fluide 
révèle une constance de l'aire de celle-ci. 
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Figure 1.2: ConseNation des aires 
dans l'espace des phases 

La déformation de deux portions carrées de fluide 
initialement placées l'une proche du point elliptique et l'autre 
proche du point hyperbolique est représentée sur le schéma ci­
dessus. 

Autour du point elliptique, il y a rotation et déformation du 
carré avec conservation de sa surface. Autour du point 
hyperbolique, le carré se déforme. Il y a allongement selon une 
direction et écrasement selon la direction orthogonale, mais 
toujours avec conservation de la surface. 

- Une autre conséquence est l'invariance des équations du 
mouvement et des solutions par inversion du temps. 

1.8 • SYSTEME DYNAMIQUE DISSIPATIF : LE PENDULE SIMPLE AMORTI 

Le cas précédent, purement fictif, se doit d'être complété 
par une étude des perturbations créées par l'amortissement dû 
aux frottements. Il s'agit donc de l'étude du pendule réel. 
L'équation différentielle est la suivante : 

2 

~ + y de + Q sin e = o 
2 dt 1 

dt 
(7) 

avec y: coefficient d'amortissement. 

La valeur E de l'énergie est une fonction du temps. On a : 

E(é,e) = .1 [é
2 

+ w2e 2
] 

2 
avec w2=g/l 

4 

(8) 



d'où: 
dE •• • 2 • • •• 2 • 2 
dt=88+ro 88=8(8+ro8)=-y8 (9) 

- si y> 0 : L'énergie du système diminue pour devenir nulle 
(le pendule s'immobilise). Dans le plan de phase le point 
représentatif décrit une spirale jusqu'à l'origine. Ce point est 
dit attracteur. • e 

e 

- si y = 0 : L'énergie du système est constante (même 
situation qu'au paragraphe I.A) . 

e 

e 

- si y > 0 : L'énergie du système augmente (ce cas n'a pas de 
sens physique) 

e 

Enfin, contrairement au cas conservatif, il n'existe pas de 
fonction d'Hamilton permettant de décrire le système. Il n'y a 
plus de conservation des aires dans l'espace des phases. Il 
n'existe, dans les cas réels d'expérience, que la contraction des 
aires. 

I.C- SYSTEME DYNAMIQUE DISSIPATIF ENTRETENU 
L'OSCILLATEUR DE VAN DER POL 

Afin de se placer dans une situation pseudo conservative 
de l'oscillateur amorti, le mouvement est entretenu grâce à un 
apport continuel d'énergie. La perte énergétique par frottement 
est exactement compensée par l'énergie fournie au système. 
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L'oscillateur de Van Der Pol (***) possède cette propriété : 
le coefficient d'amortissement est variable en fonction de 
l'amplitude 8. 

avec 'Y< 0 si 92 < 80
2 

et y> 0 si 92 > 80
2 

( 1 0) 

Ainsi, il y a croissance des petites amplitudes et 
décroissance des grandes. Il y a donc stabilisation du mouvement 
d'oscillation. L'équation du mouvement s'écrit donc: 

.. 82/ . 
8 - 'Yo ( 1 - 1 e6 ) 8 + of. e = o ( 11 ) 

En prenant comme unité de temps 1 /ro et comme unité d'amplitude 

8o {ro; 
~-::a 

•• 2 • 
On obtient : 8 - ( e- e )e + e = o ( 12) 

avec e = y
0 

1 ro 

I.C.1 Influence de e 

Pour des valeurs de e faibles (< 0,01) l'amortissement est 
évidemment faible et le portrait de phase du système est celui 
de l'oscillateur sans frottement. (cf figure ci-dessous): 

Si le point représentatif du système se trouve initialement 
en PO, la trajectoire de celui ci va lentement tendre vers le 
cycle correspondant à la configuration stable du système. Ce 
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cycle est appelé cycle limite (ou cycle attracteur). La situation 
est identique si l'on "démarre" du point P1. 

Pour des valeurs de e importantes, il existe aussi un cycle 
limite mais très déformé. Sur la figure ci-dessous est 
représenté le cycle d'un oscillateur de Van Der Pol pour une 
valeur de e = 4. 

• e 

Le cycle limite pour une valeur de e = 4 est beaucoup plus 
attracteur que dans le cas précédent. Les trajectoires issues des 
points PO et P1 tendent extrêmement rapidement vers le cycle 
limite. 

I.C.2 Equivalence entre l'oscillateur de Van Der Pol et 
l'écoulement yisgueux dans un mélangeur bjcylindrjgue 
excentré 

Il existe un parallèle tout-à-fait direct entre l'oscillateur 
entretenu et le comportement d'un fluide placé entre deux 
cylindres excentrés (ou non). En effet, les rotations créées par 
les deux cylindres fournissent une énergie au fluide qui est 
intégralement perdue par frottements visqueux à l'intérieur du 
système. L'équivalence entre le pendule simple soumis à des 
frottements et le système bicylindrique existe mais est trop 
difficile à observer expérimentalement: les frottements 
visqueux freinent de manière quasiment instantanée toute 
oscillation. 

Il est possible de faire une estimation de e qui est le 
rapport de l'effet de l'amortissement sur la fréquence des 
oscillations forcées. La valeur du coefficient d'amortissement yo 
est donnée approximativement par v 1 L2 avec L dimension 
caractéristique du système (L = 0,05 m) et v viscosité 
cinématique du fluide (v= 1Q-3 m2/s pour le glycérol). 
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La valeur de yo est donc, dans ces conditions, de 0,4 s-1. 

La fréquence d'oscillation est, elle, calculée à partir des 
vitesses de rotation des cylindres. Celles-ci sont de l'ordre de 1 
tour par minute, ce qui nous donne 27t/60 s-1. 

On en déduit pour le rapport e la valeur 4. 

Plusieurs corollaires peuvent être dégagés de ce calcul : 

- Le comportement du système dynamique bicylindrique est 
gouverné dans une large mesure par l'action de l'amortissement 
visqueux. Les "trajectoires" des points dans l'espace des phases 
sont très rapidement attirées vers le cycle limite. En effet on 
remarque expérimentalement que la "mise en régime" de 
l'écoulement au démarrage des rotations des deux cylindres se 
fait de manière quasi instantanée. Il en est de même pour la 
phase d'arrêt des rotations. 

- Le diagramme de phase de l'oscillateur correspondant 
(Van Der Pol) révèle une structure à deux échelles de temps 
distinctes. Ce résultat est tout à fait remarquable, car il permet 
de saisir pourquoi l'addition d'une fréquence supplémentaire (par 
l'alternance des rotations par exemple) au système bicylindrique 
peut engendrer une situation chaotique. (L'étude du passage de 
l'état stationnaire à l'état chaotique sera discuté dans la partie 
Il). 

Notons de plus que ce système est quasiment équivalent, 
au point de vue énergétique au pendule simple sans frottement 
(perte d'énergie = gain d'énergie). Nous pourrons donc utiliser, 
lors de l'étude du mélangeur bicylindrique, une fonction 
d'Hamilton classique. 

1.0- SYSTEME DYNAMIQUE CONSERVATIF SOUMIS A UNE 
PERTURBATION EXTERNE: L'OSCILLATEUR PARAMETRIQUE 

L'oscillateur paramétrique est un oscillateur soumis à une 
modulation externe forcée. De nombreux exemples existent 
naturellement. Ainsi, en mécanique céleste, le comportement 
d'un système à deux corps massifs est perturbé par un troisième 
(cet exemple sera discuté ultérieurement dans ce chapitre). 

Imaginons un pendule, sans frottement, dont le point de 
fixation est mobile au cours du temps. Ceci revient à l'étude du 
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pendule simple soumis à une accélération de la pesanteur 
variable : g(t) =go + g1 (t), go représentant l'accélération de la 
pesanteur et g1 (t) le terme perturbateur. 

L'équation de ce pendule est donc : e + g ( t) . sin e = 0 
1 

Même dans l'hypothèse de linéarité du problème (sin e = e) 
cette équation n'est pas intégrable pour une fonction g(t) 
quelconque. Dans le cas particulier d'une fonction circulaire 
(g(t)=gO + g1.cos 2rot), elle est appelée équation de Mathieu : 

@ + (gO + g1.cos 2rot) .e = 0 (13) 
dt2 1 

En posant ro~ =go~ et h = g ,X'o on obtient 

•• 2 
e + ro 0 ( 1 + h cos 2 rot ) .e = o ( 14) 

roo correspond à la fréquence de base de l'oscillateur 
simple (pour h=O). 

1.0.1 Stabilité des solutions 

Selon la théorie de Floquet (cf. BERGE et al. 1988) les 
solutions de l'équation différentielle (14) sont de la forme : 

e ( t) = e ~t P ( t) ( 1 5) 

avec P(t) périodique (de période T =2rc/ro) 

Par continuité, pour h petit, les solutions tendent vers la 

solution triviale e0 cos(ro0 t + <J>). Ainsi, pour h petit et ro proche 

de roo, les solutions se trouvent sous la forme 

~t 
e . e0 cos(rot + <l>) ( 16) 

Plaçons la solution dans l'équation différentielle (14), il 
vient: 

e~t. ( ( ro~-w2+ Jl2) cos ( rot+<l>) - 2J.tro. sin ( rot+<l>) 

+ hro~.cos(rot+<l>) + hro~.cos(3rot+<l>)) = 0 (17) 
2 2 
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Nous négligeons le dernier terme de haute fréquence dont 
l'influence est faible (cf. BERGE et al. 1988). La solution doit 
être valable pour toute valeur de t. Pour cela les sommes des 

ff • 
0 t d t 

111 
t t 

111 
0 d 0 

A cee 1c1en s es ermes en e cos ro e e s 1 n rot o 1vent et re 
nulles. Ceci conduit au système linéaire de deux équations en 
cos($) et sin($). 

2 2 2 h 2 
(ro 0- ro +Il+ 2 ro0).cos(<j>)- 21-lro.sin(<l>) = 0 (18) 

2 2 2 h 2 
21-lro.cos( <1>) + (ro 0- ro +Il + 2 ro0). sin ( <1>) = 0 ( 1 9) 

Le système des deux équations linéaires en sin($) et cos($) 
possède une solution si son déterminant est nul, soit: 

2 
4 2 2 2 ( 2 2) h 2 

Il + 2 ( (1)0 + (!) )Il + (1)0- (!) - - (1)0 = 0 
4 

(20) 

Il s'agit d'une équation du second degré en ll2· Elle possède 
deux racines réelles car le discriminant est toujours positif 

2 2 
(h ro0 > 0). Une des deux racines au moins est négative car leur 

2 

somme est négative : - 2( ro~ + ro 
2
) <o. 

- Si la valeur de ll2 est négative, l'exposant Il est 
imaginaire pur, la fonction exp(l..lt) est une fonction circulaire. 

- Si la valeur de ll2 est positive, l'exposant Il est réel et le 
facteur exp(l..lt) est une exponentielle réelle. Dans ce cas de 
figure, il y a création d'une instabilité car une amplification de 
l'amplitude existe. Ceci est vérifié quand le produit des racines 
est négatif soit : 

h 2 
- (1)0 < 0 
4 

Ce qui conduit à l'inégalité suivante: 

1 0 

(21) 



(22) 

Il s'agit de la condition d'instabilité pour un oscillateur 
paramétrique. Si la fréquence ro est relativement éloignée de la 
fréquence de base roo. le rapport ro0/ro s'écarte de la valeur 1 et 
le système restera stable pour des valeurs de h non nulles 
(néanmoins pas trop importantes). 

Si la fréquence ro est égale à roo (résonance exacte), toute 
oscillation entraîne une instabilité profonde. Il faut noter que 
pour la résonance exacte, la fréquence ro est alors égale à la 
moitié de la fréquence d'excitation 2ro. Cette instabilité est 
appelée sous-harmonique. 

Il existe d'autres domaines pour lesquels une instabilité 
sous-harmonique est présente. Ils correspondent à des valeurs 
du rapport ro/roo égales à 1/n (avec n entier positif). Ceci 
signifie donc que pour une période T de l'oscillation (T = 2rr./ro) 
multiple de la période de base, nous sommes en présence d'une 
instabilité sous harmonique particulière. 

h 

1 1 51 1 4 1 1 3 1 1 2 1 

Figure 1.3 : Diagramme de stabilité 
d'un oscillateur paramétrjgue 

ro 1 roO 

Beaucoup d'exemples peuvent illustrer ce rapport entre 
stabilité et fréquence des perturbations. Le problème des "Trois 
Corps" issu de la mécanique céleste peut être étudié grâce à la 
théorie des systèmes dynamiques. 
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Si nous considérons deux corps massifs gravitant l'un 
autour de l'autre, le problème est parfaitement intégrable. Les 
deux corps décrivent des ellipses dont les foyers coïncident 
avec le centre de masse du système. Le problème se complique 
énormément dés lors qu'un troisième corps est introduit dans ce 
système. L'équation différentielle résultante devient alors non 
intégrable. 

L'étude précédemment faite sur la stabilité paramétrique 
peut nous aider à comprendre, dans le cas de trois corps en 
mouvement soumis à leur gravité respective, pourquoi une 
situation donnée est susceptible d'être stable ou non. 

Sur la figure 1.4 est représentée l'orbite de Jupiter ainsi 
que celle d'un astéroïde autour du soleil. 

Trajectoire d'un 
astéroïde 

Jupiter 

Figure 1.4 : Orbites de la planète Jupiter 
et d'un astéroïde autour du Soleil 

La présence de la planète massive qu'est Jupiter, peut 
stabiliser ou non le déplacement de l'astéroïde (de masse 
beaucoup plus faible que Jupiter) sur sa trajectoire. Jupiter joue 
donc le rôle d'agent perturbateur pour l'oscillateur qu'est 
l'astéroïde. Celui-ci possède une fréquence propre co et Jupiter 
une fréquence de révolution égale à roi. 

Si le rapport ro/ roi est égal à une valeur entière, la 
trajectoire de l'astéroïde n'est pas stable. Par contre, si ce 
rapport "s'éloigne" de ces valeurs entières la trajectoire peut 
devenir régulière. 

Ce résultat est tout-à-fait visible si l'on observe la 
répartition des astéroïdes situés entre Mars et Jupiter. 

1 2 



L'influence de l'attraction de Mars est négligeable devant celle 
de Jupiter. De plus les attractions mutuelles entre les 
différents astéroïdes sont elles_ mêmes d'amplitudes très 
faibles. La figure 1.5 présente la répartition f de la population 
de ces astéroïdes en fonction du rapport rolroj. 

f 

Figure 1.5 : Répartition f des astéroïdes 

en fonction du rapport ro'roj 

ro'roj 

Des mm1ma sont tout à fait visibles pour des valeurs 
entières du rapport ro'Cùj. Le même type de situation existe dans 
la répartition des particules dans l'anneau de la planète Saturne. 
En effet, certains satellites proches de la planète créent des 
zones où la stabilité, pour les petits fragments formant 
l'anneau, n'existe pas. Ainsi, une zone circulaire, appelée 
division de Cassini, ne renferme pratiquement pas de particules. 
Elle est parfaitement visible sur la figure 1 .6. 

·.: :,:· ... ) 
~: . . 

• io'' , 

Figure 1 .6 : Anneaux de Saturne et division de Cassini 

Ce résultat très important est également vérifié si l'on 
considère les perturbations créées dans l'écoulement d'un fluide. 
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1.0.2 Exemple d'oscillateur paramétrique : L'écoulement 
entre deux cylindres excentrés tournant en alternance 

Du point de vue énergétique, l'écoulement entre deux 
cylindres excentrés tournants est équivalent à un oscillateur de 
type Van der Pol. Dans ce cas de figure l'énergie fournie au 
système est perdue intégralement par frottements visqueux. 

C'est l'alternance des rotations des deux cylindres qui crée 
une perturbation à l'écoulement. Pour mieux comprendre l'effet 
de cette perturbation, nous allons présenter les modifications 
structurelles de l'écoulement au voisinage d'un point elliptique. 

Un point elliptique est un point de l'espace autour duquel 
les trajectoires semblent "tourner". Il correspond à une valeur 
de la fonction de courant extrémale. La vitesse d'une particule 
varie en raison inverse de la distance la séparant du point 
elliptique. Nous pouvons donc définir pour chaque particule une 
fréquence ro liée à sa propre "révolution". 

La fréquence des perturbations (alternance des rotations 
des cylindres) est définie par roalt· Ainsi, suivant les valeurs du 
rapport ro'roalt. c'est_ à _dire suivant la distance au centre du 
vortex, les particules de fluide vont être soumises soit à des 
rotations très régulières ou soit à des trajectoires complexes. 
La figure 1.7 montre la perte partielle de stabilité du système 
dans le cas d'un point elliptique. 

(oo/ooalt) "suffisamment• 

/ irrationnel "' 

stables Trajectoires stables 

Ecoulement stable autour 
du point elliptique 

Ecoulement perturbé par alternance 
des rotations des cylindres 

Figure 1.7 : Dégradation de stabilité de l'écoulement 

Point elliptique 

Point hyperbolique 

autour d'un point elliptigue par une modulation externe de fréguence roalt· 
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La perte de stabilité apparaît différemment en fonction de 
la distance des particules au centre du vortex selon que le 
rapport de la fréquence de rotation à la fréquence perturbatrice 
est rationnel ou non. Dans le cas où ce rapport est 
"suffisamment irrationnel" les trajectoires demeurent stables 
et donc de forme elliptique. Il faut noter que la sous structure 
de chaque "pseudo" point elliptique dessiné sur le schéma de 
droite, est identique à la structure globale de ce schéma. Seule 
l'échelle diffère. Chaque nouveau point elliptique de la sous 
structure possède des fréquences plus élevées que la structure 
de base et donc des rapports ro'Walt plus élevés. Cette situation se 
répète indéfiniment avec des échelles de plus en plus petites. 

Pour des valeurs du rapport proches de valeurs entières, la 
situation est plus complexe. Les trajectoires initialement 
elliptiques semblent onduler telles des cordes vibrantes. Les 
nœuds définissent de nouveaux points elliptiques ainsi que de 
nouveaux points hyperboliques (voir figure 1.8). 

ro/roalt rationnel Point hyperbolique 

ro/roalt irrationnel 

• 

Figure 1.8 : Perte de stabilité de l'écoulement 
pour une valeur de w 1 w an rationnel. 

Il est incontestable que cette perte de stabilité n'est que 
partielle puisque subsistent au sein de l'écoulement des zones 
stables caractérisées par des points elliptiques. 

1.0.3 Cas d'un point hyperbolique 

Pour une telle singularité de l'écoulement, une modulation 
des vitesses de rotation peut créer des modifications des 
trajectoires pouvant accélérer le processus de mélange. 
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de la manière 

Figure 1.9 : Structure d'un point hyperboligue 

En présence d'une modulation (par exemple alternance des 
rotations des cylindres dans le cas du mélangeur bicylindrique) 
de fréquence Walt. les trajectoires des particules se replient sur 
elles-mêmes formant ainsi une série de stries parallèles entre 
elles. Si l'on place à proximité du point hyperbolique une zone 
définie de traceur, comme cela est présenté sur la figure 1.1 0, 
ce traceur va alternativement être étiré selon une direction et 
replié selon la direction orthogonale. 

Etirement et repliement du traceur 

2 

3 

Figure 1.10 : Effet d'une perturbation sur les trajectoires 
au voisinage d'un point hyperboliQue 

Le traceur, initialement placé sur une aire carrée visible 
sur le schéma de gauche au point 1, subit une élongation selon 
les axes H2 et H3 ainsi qu'un écrasement selon la direction H1. 
La structure décrite est obtenue sur la figure de droite. 

Dans la partie Ill, l'importance du processus dit 
d'étirement-repliement est mise en évidence (augmentation de 
l'efficacité du mélange). 

I.E - CONSEQUENCES PRATIQUES 

Nous avons, dans cette partie, très sommairement décrit 
quelques systèmes dynamiques soumis à des perturbations 
périodiques. L'oscillateur dit de "Van der Pol" et l'écoulement 
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entre deux cylindres excentrés tournant (vitesses de rotation 
constantes dans le temps) se comportent de manière identique. 
Les forces de viscosité dissipent intégralement l'énergie 
apportée par la rotation des cylindres. Le comportement global 
du système est contrôlé presque exclusivement par ces 
contraintes visqueuses. Dans ce type d'écoulement, le point 
décrivant l'état du système dans l'espace des phases, se déplace 
constamment sur une courbe fermée (appelé cycle limite). 

Il est donc possible, connaissant l'état du système à un 
instant donné de prévoir sans ambiguïté le devenir de celui-ci. 
L'écoulement est parfaitement calculable, les trajectoires des 
particules de fluide sont, nous le verrons, des courbes fermées. 
Le mélange est, dans ces conditions, très peu efficace ! 

Dans la partie I.E, le comportement d'un oscillateur 
paramétrique est rapproché de celui de l'écoulement d'un fluide 
placé entre deux cylindres excentrés alternativement en 
rotation. Certains comportements peuvent, en effet, être assez 
similaires. Nous avons abordé l'étude de perturbations 
périodiques sur des zones particulières de l'écoulement : Les 
régions proches de points elliptiques ainsi que celles proches de 
points hyperboliques. 

Dans le cas des zones "elliptiques", une perturbation 
externe peut entraîner une perte de stabilité des trajectoires. 
Mais cette perte, pour une perturbation périodique, n'est que 
partielle. La stabilité est, en effet, fonction de la distance au 
centre du vortex. Il est donc préférable, dans le but de mélanger 
rapidement, de limiter au maximum le nombre de points 
elliptiques du système. 

Par contre, l'existence de points hyperboliques engendre 
des situations d'étirement-repliement pour les filets de fluides 
au voisinage de ces points. Il faudra donc essayer de créer un 
nombre important de ces points, responsables d'un mélange 
efficace. 
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Il. "ROUTE VERS LE CHAOS" : TRANSITION ENTRE REGIME PERIODIQUE ET 
REGIME CHAOTIQUE 

II.A • QU'APPELLE-T-ON CHAOS EN PHYSIQUE? 

Plusieurs définitions du mot chaos peuvent être données. Dans 
le langage courant ce mot possède une signification "négative": on 
parle de chaos dès lors que plus aucun ordre ne peut être dégagé du 
comportement d'un phénomène par exemple. 

En physique, le terme chaos prend une signification plus 
rigoureuse. Un système dynamique quelconque est dit chaotique si, 
en analyse de Fourier, son signal possède dans son spectre de 
puissance une partie continue. 

Une seconde définition peut être donnée: un système est dit 
chaotique si la fonction d'autocorrélation d'un signal définissant le 
système s'annule rapidement en un temps fini. 

Ces deux définitions sont équivalentes. Elles associent au 
terme chaos l'imprédictibilité de l'état du système à un instant 
donné à partir de la connaissance de l'état de celui-ci à un temps 
antérieur (l'écart de temps étant choisi suffisamment long). 

Le terme de chaos déterministe est apparu assez récemment 
dans le vocabulaire scientifique. Il apparaît naturellement lorsque 
l'on étudie les transitions entre régimes stables et régimes 
purement aléatoires. Sa définition est donnée dans le paragraphe 
suivant. 

11.8 -TRANSITION ENTRE REGIMES STABLES ET ALEATOIRES 

L'étude de ces diverses transitions de régime peut être 
réalisée sur de nombreux systèmes dynamiques. L'écoulement de 
Couette que nous reverrons au chapitre 2, permet de comprendre 
comment s'enchaînent les divers régimes avec la valeur du nombre 
de Reynolds ( appelé paramètre de contrôle). 

Pour un nombre de Reynolds petit, l'écoulement révèle une 
structure tubulaire caractérisée par une fréquence f1 . Lorsque l'on 
augmente le nombre de Reynolds, les "tubes" de fluide perdent leur 
régularité: leurs tailles sont variables avec le temps. Cette 
variation périodique possède une fréquence appelée f2 indépendante 
de f1 . En prolongeant cette expérience par la pensée, on peut 
supposer qu'une nouvelle augmentation de ce paramètre de contrôle 
qu'est le nombre de Reynolds va faire apparaître au sein du système 
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des fréquences supplémentaires f3 ,f4, ... ,fn. Le reg1me chaotique 
pourrait donc être lié à l'existence d'un nombre suffisamment élevé 
de fréquences indépendantes (cf. LANDAU et al. 1971 ). 

En fait ce raisonnement n'est pas tout_ à .. fait exact. Un 
système dynamique quelconque peut perdre toute régularité dès 
lors que trois fréquences indépendantes coexistent. Ruelle et 
Takens (1971) fournirent une première théorie concernant ces 
transitions de régime et notamment le passage du comportement 
apériodique à trois fréquences au régime chaotique. 

Le comportement d'un système dynamique en fonction du 
paramètre de contrôle est résumé sur la figure 2.1: 

Régime 
stationnaire 

Signal de 
Fourier:S 

s 

Régime 
périodique 

Fréq. 

Régime 
"apériodique" à 

deux fréquences 

s 

f1 f2 Fréq. 

Régime 
"apériodique" à 
trois fréquences Paramètre de 

contrôle 

s 

s 

f1 f2 f3 Fréq. 

~ Transition vers le 
T régime chaotique 

Ruelle Takens 

Fréq. 

figure 2.1: Transitions entre régimes d'un 
système Dynamjgue 

Nous illustrons ces concepts par l'étude d'un système 
particulier : il s'agit du comportement d'un laser soumis à une 
modulation externe donnée. Cette expérience a été réalisée par 
GLORIEUX et Al. (1989) à l'aide d'un laser C02. A l'intérieur de la 
cavité résonnante, est placé un modulateur ayant une absorption 
variable dans le temps (cf figure 2.2). Cette absorption peut croître 
de zéro à des valeurs de densité optique très importantes. Le signal 
étudié est la puissance issue du Laser en fonction du temps. 
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Amplification Miroir 
' 

Mesure de puissance 
Miroir Modulateur 

Figure 2.2 : Schéma du laser modulé 

Si l'amplitude de l'absorption A est faible, la puissance du 
Laser évolue de façon identique au modulateur, les fréquences sont 
identiques. Pour des valeurs d'absorption plus importantes, la 
période du signal de puissance ne "suit" plus celle du modulateur. 
Il y a doublement, quadruplement, ... de fréquence. Le système perd 
toute stabilité après que trois fréquences soient apparues. La 
figure 2.3 montre l'évolution du système laser+modulateur en 
fonction de l'absorption appliquée. La puissance est relevée à 
chaque période du modulateur (ce qui correspond, nous le verrons au 
chapitre 3, à une section de Poincaré temporelle). 

Figure 2.3 : Puissance du système Lasertmodulateur en fonction 
de l'amplitude de l'absorption créée par le modulateur 

(la puissance est mesurée à chaque période du modulateur) 

L'oscillogramme présenté ci-dessus, met très nettement en 
évidence l'influence du paramètre de contrôle A. Dans la partie la 
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plus à droite sur la figure, une seule valeur de la puissance existe. 
A partir d'une valeur critique, deux valeurs distinctes sont 
présentent simultanément. Ensuite ces deux valeurs semblent 
"bifurquer" pour laisser apparaître quatre puissances possibles 
distinctes. Cette situation, apparemment peu stable, disparaît 
rapidement pour laisser place à un régime où toute une gamme de 
puissances est possible. Il s'agit d'un régime purement chaotique. 
En augmentant le paramètre de contrôle, un régime_, où trois valeurs 
de la puissance coexistent, réapparaît. Celui-ci disparaît ensuite 
pour laisser place à une zone franchement chaotique indépendante, 
à présent, du paramètre de contrôle. 

Il apparaît alors que le nombre de paramètres indépendants 
minimal, pour obtenir un régime chaotique, est effectivement de 
trois. En effet, dans le système laser+modulateur, le régime à 
quatre paramètres indépendants est très rapidement détruit pour 
tout d'abord donner un régime pseudo-aléatoire, et ensuite un 
régime à trois paramètres. C'est à partir de ce régime que se crée 
le chaos (stable vis_à .. vis de l'influence du paramètre de contrôle), 

On appelle chaos déterministe le comportement irrégulier ou 
aléatoire issu d'un système dynamique (non linéaire) à faible 
nombre de degrés de liberté (3). 

II.C • APPLICATION AU SYSTEME BICYLINDRIOUE EXCENTRE 

Dans la partie I.A, une correspondance entre le système 
bicylindrique excentré et l'oscillateur de Van der Pol a été mise en 
évidence. L'oscillateur de Van der Pol est caractérisé par deux 
échelles de temps distinctes. Le système bicylindrique possède lui 
aussi deux degrés de liberté distincts (bidimensionnel). 

Afin de s'approcher des conditions à trois degrés de liberté, 
nous incorporerons une fréquence supplémentaire grâce à une 
alternance des rotations des cylindres. 

Les conditions seront donc requises pour voir apparaître dans 
le système des écoulements chaotiques déterministes. Néanmoins, 
l'expérimentation est nécessaire, car la théorie prévoit à partir de 
quels nombres de degré de liberté un système est susceptible de 
posséder un comportement chaotique mais ne donne pas exactement 
les conditions requises pour qu'il y ait chaos ou non. 
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Ill. CONCEPTS D'ETIREMENT ET DE REPLIEMENT : CRITERE D'EFFICACITE DE 
MELANGE 

La mise en évidence d'un critère d'efficacité de mélange est 
une condition nécessaire pour quantifier l'état d'homogénéisation 
d'un système donné. 

Deux notions sont couramment utilisées pour caractériser la 
mise en contact de fluides : il s'agit des macro et micromélanges 
(cf. VILLERMAUX 1985). Le macromélange correspond à une vision à 
l'échelle macroscopique, ce critère renseigne sur la morphologie 
des lignes de courant créées par le mobile d'agitation (structures 
de dimensions équivalentes à celles du mélangeur). Le terme de 
micromélange est réservé à des structures beaucoup plus fines: il 
informe sur le degré ultime de répartition des composants de ce 
mélange. 

Dans le cas d'une agitation turbulente efficace, le 
macromélange intervient très rapidement. Le micromélange est, 
lui, souvent plus difficile à obtenir et il est essentiel de le 
caractériser correctement. Un critère fréquemment utilisé est 
l'indice de ségrégation. 

Celui-ci ne renseigne que sur la distribution des composants 
du mélange à un instant donné mais ne tient pas compte des 
répartitions des vitesses au sein du fluide et plus généralement du 
processus global d'apparition du mélange. 

Dans le cas des écoulements rampants, contrairement au cas 
précédent, le macromélange est beaucoup plus délicat à obtenir. Le 
transport par diffusion moléculaire étant très lent, il est donc 
primordial de rendre l'interpénétration des composants du 
"mélange" la plus intime possible par une action géométrique 
adaptée (alternance des rotations des cylindres dans le cas du 
réacteur bicylindrique excentré). Les processus d'apparition de 
mélange jusqu'au stade microscopique sont assez bien représentés 
sur la figure 3.1 . 

• 
Figure 3.1 : Mélange en écoulement rampant 
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Pour une agitation turbulente, les figures, formées par les 
agrégats d'un fluide dans l'autre, possèdent globalement une 
symétrie sphérique. Cette symétrie se conserve tout au long de la 
décomposition de ces parcelles de fluide. Le micromélange est 
supposé atteint lorsque, à l'échelle microscopique (de l'ordre du ~rn 

qui est l'échelle ultime de turbulence), il n'existe plus de gradient 
de concentration. 

Dans nos travaux, concernant le mélange en régime laminaire, 
le processus est fondamentalement différent. Plaçons-nous, dans 
le cas de la réalisation du mélange d'un traceur ""C dans un fluide de 
forte viscosité dynamique. Le traceur possède les mêmes 
caractéristiques physiques que le fluide environnant. Les figures 
créées à présent sont totalement différentes. Le traceur s'étire en 
longs filets qui se déforment au cours du temps. 

III.A- ETIREMENT: PREMIERE CONDITION POUR UN MELANGE EFFICACE 

La caractérisation de l'étirement en régime visqueux est 
étudiée dans quelques cas simples d'écoulements. Un critère 
d'efficacité de mélange sera alors défini. 

III.A.1 Cas de l'écoulement plan 

L'écoulement est réalisé entre deux plans infinis en 
mouvement rectiligne uniforme, l'un par rapport à l'autre. Le 
traceur est positionné selon le segment Os (cf figure 3.2). 

y 

-v 

Figure 3.2 : Position initiale du segment de traceur (Os) 
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Le fluide étudié est supposé avoir un comportement 
newtonien, ce qui entraîne, pour les vitesses, les deux relations 
suivantes: 

Vx='Y·Y 
( 1 ) 

Vy = 0 

. av 
avec y=-x le taux de cisaillement (constant par rapport à y). a y 

Le segment Os fait un angle <l> avec l'axe des x. Ce segment 
s'étire au cours du temps , le point s se déplace pendant un temps t 
de la distance Â = Vx . t. La longueur totale 1 de celui-ci devient 
alors: 

2 2 2 
1 = 10 +Â +21 0 .Â.COS ( <l>) (2) 

L'ordonnée fixe y est égale à Âo.sin (<I>). La longueur du 
segment Os varie donc de la manière suivante: 

_1 = V ()1) 2 .sin2<P + )'t.sin 2<1> + 1 (3) 
lo 

Calculons à présent la variation temporelle relative du 
rapport 1/lo = L. 

L 1 dl (4) -=--
L L dt 

Nous obtenons après calculs la relation suivante: 

l_ y . (Yt + cotg <I>) 
-= (5) 
L 1 + (Yt + cotg <1>)

2 

qui définit la variation temporelle relative de l'élongation 
d'un élément linéaire de fluide (Os). 
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Figure 3.3 : Variation relative de l'élongation en fonction du temps 
(pour des valeurs de <I> comprises entre 10 et 90°) 

A partir de ces informations il est possible de définir un 
premier critère d'efficacité pour le mélange. Dans la partie Il, 
consacrée à l'étude de l'apparition des régimes chaotiques, nous 
avons remarqué que l'une des conditions nécessaires à cette 
création est la sensibilité aux conditions initiales. Ce qui se 
traduirait ici par une élongation très rapide (exponentielle} du 
segment de traceur. Dans ce cas, la longueur L varie comme eot (cf. 
J.M. OTTINO et Al. 1988). Le coefficient cr appelé exposant de 
Liapunov permet d'estimer le taux d'étirement du fluide et donc la 
divergence des trajectoires prises par des particules de fluide 
initialement très voisines. Le critère cr est défini de la façon 
suivante: 

cr = 1 i m ( ~ ln ( L(t} )] (6} 

l~oo 

ou en fonction du taux de déformation L/ L: 

cr= lim lf \.dt 
t~oo t L 

0 

(7} 

Ce critère permet de connaître le devenir du segment de 
fluide étudié. Si l'élongation est proportionnelle au temps, le 
logarithme tend vers zéro et l'expression de cr tend, elle-même, 
vers la valeur zéro. Par contre, si l'élongation est exponentielle, le 
critère cr peut prendre une valeur non nulle. 
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Il est donc possible, par le biais de la connaissance de ce 
critère, de déterminer si une région donnée de l'espace est 
susceptible d'engendrer des élongations exponentielles. 

Dans le cas d'écoulements réels, le calcul de cr ne peut être 
réalisé que par l'estimation de la limite à un temps fini (on désire 
obtenir un mélange le plus rapide possible). En général, ce temps 
correspond à un temps caractéristique du protocole de mélange (par 
exemple la période des alternances dans le cas du Couette 
excentré). En prenant, comme temps caractéristique, T, 
l'expression de cr devient: 

1 • 2 2 • 
cr= 

2
T 1 n ( (yT) .sin <l>o +yT.sin 2<l>o + 1) (8) 

On obtient finalement après avoir intégré sur tous les angles 
<l> de 0 à 2n: 

2 
1 y 

cr=-ln(1+-) 
2T 4 

(9) 

. 
avec y= yT. 

La théorie du mélange définit un critère d'efficacité de 
mélange adimensionnel noté et qui va être défini. Le tenseur des 
déformations peut se décomposer en deux parties distinctes. La 
première, symétrique, correspond à l'élongation du fluide, la 
seconde, antisymétrique, à une rotation pure. (cf. chapitre 3, 
consacré à l'expérimentation en couette excentré et plus 
particulièrement à la biréfringence d'écoulement). Dans l'étude de 
l'élongation simple, seul le tenseur antisymétrique D défini par 
l'équation (11), intervient. La valeur de l'efficacité et s'exprime 
alors comme suit: 

( 1 0) 

L'expression D:D est le carré du module du tenseur des 
déformations, il a pour unité la s·1. Pour un écoulement tel qu'il a 
été défini précédemment, le tenseur des déformations est donné 
par: 
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av x 
dX 

avy 
a x 

av x 
()y 

avy 
()y 

0 y 0 -y 0 -y 

[ . ] 1 1 "] 1 1 "] = o o = ~ r 2o + . F 2o ( 11 ) 

Le premier terme de la somme est le tenseur 0, sa norme peut 
être calculée simplement. 

2 2 
O:D = L L oij . oji 

i=1 i= 1 

avec Oij définissant les termes de la matrice. 

On obtient finalement: (0:0)0.5 =% et donc pour et: 

et = _1_ ln ( 1 + f ) 
y.'/2 4 

. 
avec y= yT. 

III.A.2 Cas de l'écoulement de type vortex 

( 1 2) 

( 1 2) 

Plaçons nous, à présent, dans un cas d'écoulement de type 
vortex. Les lignes de courant sont circulaires et concentriques. La 
vitesse d'une particule placée à une distance r du centre est 
proportionnelle à 1/r. Les vitesses radiale et tangentielle sont 
données par les deux expressions suivantes: 

Vr = 0 

V<t> =roi r 

L'écoulement est représenté sur la figure 3.4. 
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Figure 3.4 : Position initiale d'un segment 
de traceur de longueur lo 

Le segment de traceur de longueur initiale Lo est étiré dans 
le vortex; en effet, l'extrémité proche du centre se déplace plus 
rapidement que l'autre extrémité. Un calcul simple permet, comme 
dans l'écoulement précédent, d'évaluer l'étirement relatif pendant 
un temps t: 

avec 

1 y . 2 2 • 
- = (yt) .cos <I>o- yt.sin 2<I>o + 1 
lo 

· roi 
y= 7 2 

r 

Le rapport ){_s'exprime alors par : 

• • 2 1 
y. (yt.cos <I>o - -sin 2<I>o) 

L 2 - = -----------
L . 2 2 • 

(yt) .cos <I>o- yt.sin 2<I>o) +1 

( 14) 

( 15) 

Le calcul des termes du tenseur des déformations D est 
réalisé en coordonnées polaires (r,<I>) et correspond à: 

0 -~ cy2 2 r 
( 16) 

-~ cy2 0 2 r 
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Sa norme est identique à celle trouvée pour l'écoulement plan 
soit: 

( 17) 

La même expression est obtenue pour le critère er défini pour 
une période de temps T: 

( 18) 

. 
avec y= yT. 

III.A.3 ConséQuences pratiQues 

La figure 3.5 représente la variation de l'efficacité moyenne 
d'étirement en fonction de y. 

0,30 
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/ 

J 

J 

1 
i/ 

l , \ r--~ ... ...... 
~ ~ 

li 
0,00 'Y 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 
Figure 3.5 : Efficacité moyenne d'étirement 

en fonction du paramètre y. 

Les deux critères d'efficacité et et er sont "curieusement" 
identiques dans les deux écoulements étudiés. En réalité ce 
résultat peut, qualitativement, se comprendre si l'on compare 
localement les deux contraintes (plane et circulaire) auxquelles le 
fluide est soumis. L'appareil de Couette a été inventé dans le but de 
créer localement un écoulement plan ! 

La courbe e = f(y) passe par un maximum pour y = 4. En effet, 
pour une valeur de y égale à zéro, l'efficacité est par définition 
nulle. Pour des valeurs de y importantes, l'efficacité chute très 
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rapidement vers zéro (e - 1 l..fiy). La fonction e étant strictement 
positive, il existe un maximum entre ces deux bornes. La 
décroissance de e pour des valeurs de 'Y supérieures à 4 signifie que 
la rotation simple (ou l'étirement entre deux plans) est un 
protocole à proscrire. Par exemple, le mélange entre deux cylindres 
centrés en rotation constante est très peu efficace, le traceur 
s'étire de façon proportionnelle au nombre de tours effectués. 
Ainsi l'étirement devient très rapidement proportionnel au temps : 
l'efficacité devient nulle. Il convient donc d'arrêter, pour un taux . 
de cisaillement 'Y donné, le processus d'étirement à un temps égal à . 
4 /y. 

Nous remarquons donc que l'étirement seul ne conduit pas 
rapidement à une situation de mélange, il est nécessaire de 
modifier les lignes de courant par changement des conditions aux 
parois. 

111.8 - REPLIEMENT: SECONDE CONDITION POUR UN MELANGE EFFICACE 

Le fluide, après avoir été suffisamment étiré, doit voir sa 
géométrie modifiée. Ce changement doit être effectué pour 
permettre à l'étirement suivant d'allonger, non pas une ligne de 
fluide, mais deux (le double). 

Cette technique, dite d'étirement-repliement, est utilisée 
depuis fort longtemps par les boulangers. En effet, pour incorporer 
au sein de la pâte à pain la farine, par exemple, le boulanger étire 
cette pâte au rouleau, puis la replie une ou deux fois. Il 
recommence alors le processus et ceci plusieurs fois de suite. 

Le processus est résumé sur la figure 3.6. En considérant une 
section du fluide à l'intérieur de laquelle une bande de colorant est 
placée, il est possible de décrire la répartition du traceur à chaque 
itération. A la fin de la première séquence étirement/repliement le 
nombre de bandes de colorant est de deux. Ce nombre est de quatre 
à la seconde séquence. Il est évident, par récurrence, que ce nombre 
sera de 2N après N itérations (cf. SMALE 1980). 
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Etirement t 1 1 
1 stne 

Repliement t 

N opérations (Eti. + Rep.) 

N-2 opérations (Eti. + Rep.) 

t 

Figure 3.6 : Mécanisme de mélange par séguences 
successives d'étirement et de repliement 

Cette croissance est exponentielle. Elle permet un mélange, 
en principe, très rapide, intéressant dans le cas de pâtes très 
visqueuses. Il faut remarquer que seulement 10 itérations créent 
plus de 1000 stries au sein du fluide. 

Cette redistribution des lignes de fluide est donc à utiliser 
pour permettre un bon mélange. Elle permet, associée à un 
étirement simple, de générer des filets de fluide très étirés dont 
le nombre augmente exponentiellement. 
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Ce sont ces concepts simples qui seront appliqués plus loin 
au système bicylindrique. 

Notons qu'il n'existe pas actuellement de critère réellement 
efficace pour quantifier un processus de création de mélange pour 
un protocole quelconque donné. 
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Chapitre 2 

ETUDES NUMERIQUES DU SYSTEME EN 2D 





1. RAPPELS CONCERNANT L'ECOULEMENT DE COUETTE 

Le comportement dynamique de fluides, placés au contact de 
corps solides en mouvement est, encore aujourd'hui, 
imparfaitement compris. Un des sujets les plus intéressants, car 
un des plus fondamentaux, est sans nul doute l'écoulement d'un 
fluide placé entre deux plans parallèles infinis en mouvement l'un 
par rapport à l'autre. Les conditions aux limites sont ici 
particulièrement simples et conduisent aisément aux équations 
régissant l'écoulement de Couette (1890). Le problème fut étudié 
dès la fin du siècle dernier. Rayleigh (1916), Sommerfeld (1904) et 
Orr (1907) en fournirent les premières bases théoriques. 

Si la théorie avançait à grand pas, il n'en était pas de même 
de l'expérimentation du fait de l'impossibilité matérielle de 
réalisation d'une telle géométrie. Ce problème fut alors 
partiellement contourné grâce à l'étude de l'écoulement imaginé par 
Lord Rayleigh, c'est-à-dire la circulation d'un fluide placé entre 
deux cylindres coaxiaux de longueur infinie. Expérimentalement, 
une telle géométrie pouvait être conçue, à condition de prendre 
pour longueur de ces cylindres une valeur très supérieure aux 
rayons de ceux-ci. Enfin, de manière à s'approcher des conditions 
présentes dans l'écoulement plan sur plan, la géométrie fut 
remodifiée afin de réduire l'espace annulaire situé entre les deux 
cylindres. Il s'agit de l'écoulement dit de "Couette" dans lequel, 
localement, les conditions aux parois sont sensiblement analogues 
aux conditions plan sur plan. 

Un des problèmes majeurs, rencontrés en mécanique des 
fluides, est celui de la compréhension des transitions entre 
régimes d'écoulement ainsi que la formulation de critères 
efficaces caractérisant la stabilité de cet écoulement. Le critère, 
défini par Reynolds (1883) issu des expériences faites en conduites 
cylindriques, permet de quantifier pour la première fois l'état de 
régime d'un écoulement. Ce critère compare l'inertie de la masse de 
fluide en mouvement aux forces visqueuses engendrées par la 
nature même du fluide. Il fournit au physicien la possibilité de 
prévoir relativement correctement, pour une configuration donnée, 
le régime de l'écoulement. 

Lord Rayleigh déduit de ses recherches sur l'écoulement entre 
deux cylindres de rayons R1 et R2 soumis aux vitesses angulaires ro1 
et ro2 le critère de stabilité hydrodynamique suivant: ro1 *( R 1 ) 2 < 

ro2*( R2)2. Ce critère ne permet pas dans tous les cas rencontrés de 
prédire avec précision le comportement du fluide. 
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Taylor (1923) publie une étude très détaillée concernant 
l'écoulement de Couette. Il décrit les différentes transitions 
intervenant dans la structure du fluide lors d'une augmentation 
progressive de la vitesse angulaire des cylindres, l'espace entre 
les deux cylindres étant supposé faible vis-à-vis des rayons R1 et 
R2. Aux faibles vitesses l'écoulement est laminaire, toutes les 
vitesses se distribuent parallèlement aux génératrices des deux 
cylindres. Pour un fluide de viscosité cinématique v, à partir d'une 
vitesse critique reliée au paramètre critique de Taylor 
(sensiblement égal à roi *ro2*R 14/v2), la structure du film liquide se 
complique singulièrement. A l'écoulement purement laminaire vient 
se superposer une structure tourbillonnaire il s'agit de 
l'écoulement dit des "Vortex de Taylor". A des vitesses plus 
élevées, la structure précédemment décrite perd sa régularité et 
l'écoulement peut alors devenir turbulent. 

L'approche théorique du problème, vérifiée expérimentalement 
par Taylor et par Lewis (1927), fut complétée par Synge (1938), 
dans le cas où l'approximation de faible écart des rayons R1 et R2 
n'est plus réalisée. 

Des équipes comme celles de Diprima (1972) ou de Cole 
(1976) étudièrent le système mécanique des deux cylindres 
coaxiaux expérimentalement et théoriquement en utilisant les 
méthodes variationnelles. 

Parallèlement aux travaux des physiciens s'élaborent des 
théories mathématiques traitant des fondements de la stabilité 
hydrodynamique. Citons, par exemple, le travail de Lin (1955) et 
surtout celui de Chandrasekhar (1961 ). 

Les expériences réalisées par Donnelly sur l'écoulement de 
Couette, mirent en évidence une stabilisation grâce à la modulation 
sinusoïdale des vitesses de rotation des cylindres. Ce physicien fut 
l'un des premiers à étudier les effets hydrodynamiques par le biais 
de l'analyse en fréquences des différents paramètres décrivant le 
système. Le travail de Coles (1965) donne une représentation 
détaillée des transitions de régime apparaissant dans le cadre de 
la théorie spectrale. Il a identifié deux types de transitions 
particulières dans l'écoulement de Couette. La première, appelée 
"transition par évolution spectrale", est obtenue lorsque la vitesse 
de rotation du cylindre interne est très largement supérieure à 
celle du cylindre externe, c'est-à-dire loin de la condition définie 
par Rayleigh. Dans ce cas de figure, la première fréquence apparaît 
avec le régime de Taylor, elle est périodique dans la direction 
axiale, la seconde s'établit à des vitesses plus élevées ; elle 
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correspond à une propagation au sein du fluide d'ondes périodiques 
sur la circonférence. Les modes supplémentaires ne sont que des 
harmoniques des deux fréquences fondamentales. La seconde 
transition appelée "catastrophique" intervient dans le cas où la 
vitesse de rotation du grand cylindre est grande vis-à-vis de celle 
du petit cylindre. L'écoulement se scinde en deux régions 
distinctes, l'une proche du cylindre intérieur qui semble être 
laminaire et une seconde région dans laquelle l'écoulement est 
franchement turbulent, l'interface entre ces deux parties se 
déplace en fonction des conditions de vitesses des cylindres. Une 
des figures caractéristiques d'un tel écoulement est une spirale 
dite de turbulence . 

De ces diverses constatations, il apparaît que le phénomène 
de transition du régime laminaire au régime turbulent, pour une 
géométrie aussi simple que celle des cylindres de Couette, fait 
intervenir une multitude de processus complexes (voir figure 4.1 ). 

Ecoulement de Couette 
(l'écart entre les deux 
c1.1lindres est fortement 
exagéré) 

Cylindre intérieur Cylindre extérieur 

lp=1 

lp=O 

Trajectoires des particules de fluide 
dans un écoulement de Couette en 
régime de Taylor (apparition de la 
première fréquenct fondamtntale). 

Apparition de la seconde fréquence 
à des vitesses de rotation des cy lindrts 
plus élevéts (périodicité sur la 
circonférence). 

Figure 4.1 : Deux cas typigues de régimes 
d'écoulement dans la géométrie de Couette 

Essayer de comprendre le mécanisme de formation de ces 
divers régimes n'est pas chose aisée. Nous savons que le facteur 
primordial, responsable de telles transitions, réside dans la non-
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linéarité du problème. On peut donc raisonnablement interpréter le 
passage linéaire/turbulent comme une cascade de processus dans 
laquelle l'énergie est transférée par intéractions non linéaires d'un 
spectre discret de fréquences à un spectre continu. 

Le schéma 4.2, issu des expériences de Taylor (1923), donne 
une première représentation du comportement d'un fluide placé 
dans l'appareil de Couette. 

wllv 
Cri~ère de Rayleigh 

INSTABLE 
r-+---+---r---~-4-200r---r---~~~~~~ 

-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 

Figure 4.2 : Diagramme de stabilité de l'écoulement 
en géométrie bicylindrigue centrée (Taylor 1923) 

ro 1 Vitesse de rotation angulaire du cylindre intérieur 
ro2 Vitesse de rotation angulaire du cylindre extérieur 

11 Rapport des rayons des cylindres (R1/R2) 
r Rapport de la longueur des cylindres sur leur diamètre 
v Viscosité cinématique du fluide (cm2/s) 

l") = 0,88 

r~ zoo 

w21v 

Les transitions de régime apparaissent assez simplement 
dans la figure 4.2. En réalité les diverses possibilités d'écoulement 
ne sont pas répertoriées ici. Une étude plus approfondie a été 
effectuée par l'équipe de Andereck (1986). Celle-ci prolonge le 
travail de Taylor à des vitesses de rotation beaucoup plus élevées. 
Il apparaît alors toute une série complexe de régimes caractérisant 
l'écoulement. Le schéma de la figure 4.3 présente la diversité des 
situations possibles dans un écoulement qui aurait pu, a priori, 
sembler très simple et facilement prédictible. 
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Figure 4.3 : Diagramme de stabilité en géométrie de Couette 
(d'après les récents travaux de C.D. Andereck) 
(mêmes paramètres que pour la figure 4.2) 

1000 

A chaque reg1on du diagramme correspond un type 
d'écoulement particulier. La partie n°1 0 est une région non explorée 
totalement. 

Ainsi ces différentes études montrent que la simplicité des 
conditions aux limites dans un écoulement n'est pas associée à la 
simplicité des régimes hydrodynamiques. Aussi, dans l'étude qui 
sera menée avec la géométrie non centrée, nous limiterons-nous à 
des conditions de vitesses faibles aux parois pour maintenir, à tout 
instant, des conditions de régime laminaire. 
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Il. ETUDE NUMERIQUE PRELIMINAIRE D'UN ECOULEMENT EN GEOMETRIE 
CARREE (CAS SIMPLISSIMEl 

La lecture des études faites en géométrie cylindrique centrée 
a apporté plusieurs résultats importants concernant les transitions 
possibles lors du passage de l'état laminaire à l'état turbulent. 

Notamment, des conclusions fondamentales ont pu être tirées 
en ce qui concerne l'existence et l'apparition de fréquences 
particulières intervenant lors des différentes transitions. 

De façon similaire, le système bicylindrique excentré est 
étudié expérimentalement et numériquement avec pour toile de fond 
les relations entre les transitions de régimes et les fréquences. 

Nous pensons, à l'instar de plusieurs scientifiques tels Aref 
(1984), Ottino (1989), Chaiken (1986) que la création de fréquences 
particulières au sein d'un écoulement peut entraîner la formation 
d'un état de mélange même en régime purement laminaire. 

C'est la raison pour laquelle nous nous intéressons à l'effet de 
l'addition de fréquences adéquates à un régime bidimensionnel 
laminaire simple. Avant d'aborder le problème bicylindrique, celui, 
plus académique, de la mise en équation d'un écoulement en 
géométrie carrée est traité ci-aprés. 

I.A - MISE EN EQUATION DU SYSTEME 

La première étude menée concerne une géométrie plus simple 
que celle du Couette excentré. Le but de cette pré-étude est 
d'analyser numériquement le comportement en deux dimensions d'un 
fluide visqueux newtonien dans une cuve à section carrée. Une des 
parois est mobile, ce qui est une condition nécessaire afin d'obtenir 
une vitesse aux limites non nulle. Le système de coordonnées 
cartésiennes est défini figure 5.1. 

Le vecteur vitesse U possède deux composantes u et v. 
Le domaine occupé par le fluide est appelé D. 
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y 

c 8 

D 

x 0 A 

Figure 5.1 : Géométrie carrée 

CB est le coté mobile; la flèche indique le sens et la direction 
des vitesses. 

Les conditions aux limites choisies sont les suivantes 

- Sur le côté OA => u = v = 0 
- Sur le côté AB => u = v = 0 
- Sur le côté CB =>v = 0 et u=f(x):;~!:O 

- Sur le côté OC => u = v = 0 

La vitesse u sur le côté CB du carré est non nulle et variable 
en fonction de x, il ne s'agit donc pas de l'étude d'un déplacement en 
bloc du mur supérieur. En réalité, les vitesses sur ce mur sont 
variables en fonction de x, afin d'éliminer toute discontinuité des 
conditions de vitesses sur les deux sommets 8 et C. Elles sont 
fixées à zéro. La forme de u(x), la plus simple, est alors la suivante 

2 2 
u(x)=-16x (1-x) ( 1 ) 

La représentation de cette fonction est faite sur la figure 5.2. 

39 



-u(x) 
1,0 
0,9 
0,8 
0,7 
0,6 
0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 ~_.--~--~~--~--~_.--~~~~ x 

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

Figure 5.2 : Profil de vitesse u sur la paroi supérieure 

Cette fonction vérifie les deux conditions citées 
précédemment, elle a de plus l'avantage d'être inférieure à 1 en 
valeur absolue. 

Notre travail a pour but, à travers l'analyse numérique, de 
rendre compte du mouvement induit au sein du liquide par le 
mouvement de la paroi. Pour cela, une fonction dite de courant 
(notée 'V) caractérisant, en tout point, le mouvement du fluide est 
recherchée. Cette fonction est définie à l'aide du système de 
coordonnées cartésiennes selon : 

d'V d'V \jl=\ji(X,y),- =-V,-= U 
dX dY 

(2) 

Cette fonction, définissant le mouvement, correspond à 
l'intégrale spatiale première de la vitesse. Nous pouvons, de 
manière symétrique, définir la dérivée première des vitesses. Le 
vecteur ro dit de "tourbillon" se calcule en prenant le rotationnel de 
la vitesse. 

- --ro= rot(U) (3) 
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Il est évident que, dans le système étudié (20), le vecteur ro 
est constamment perpendiculaire au plan des vitesses. Le champ du 
rotationnel est donc un champ scalaire. Les deux fonctions "' et ro 
peuvent être reliées : 

Soit 

av au ro= rot(U) =-- -
ax ay 

2 2 

a "' a "' = ----= -L1"' 
2 2 

ax ay 

ro+Ll'!'=O (4) 

L'équation fondamentale régissant l'écoulement est l'équation 
de Navier-Stokes. Celle-ci, dans notre cas, prend la forme suivante 
(pour le rotationnel ro ): 

aro aro aro 
- + u-+v-= vilro 
at ax ay 

(5) 

avec v coefficient de viscosité cinématique. 

Parallèlement, l'équation (4) appelée équation de Poisson, 
fournit la possibilité de calculer les valeurs de la fonction 
potentielle 'V en tout point du domaine O. 

Le calcul de l'écoulement est ici relativement simple. Une 
méthode aux différences finies itérative directe sous relaxée est 
utilisée. 

11.8 - DISCRETISATION DU PROBLEME 

11.8.1 Maillage du domaine 

Le domaine étudié est découpé en NxM régions de l'espace 
suivant le schéma ci-dessous : 
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y 
c 
j = M 1-rr"'"'T"''~...-----------., B 

i 
D 

j=O~~ 
0 ~ • ] A 

x 

Le calcul des différents paramètres (u, v, 'If, ro) est réalisé aux 
sommets de chaque rectangle d'espace. Ces fonctions sont 
dépendantes de trois variables : 

i,j pour les variables d'espace 
n pour le temps 

On notera la valeur de la fonction de courant pour le point de 

coordonnées (i,j) au pas de temps n par 'Vni,j 

11.8.2 Discrétisation des éguations 

Pratiquement le système se résoud sous la forme suivante 

aro aro aro 
- + u- +v-= v~ro 
at ax ay 

a'l' + c.(~'l'+ro) = o 
at 

avec C: constante arbitraire non nulle. 

(6a) 

(6b) 

La première équation est l'équation de Navier-Stokes, le 
terme aro~at s'interprétant comme un compteur d'itérations. 

La seconde équation est fictive, en réalité on la résoud de 
manière itérative afin de converger vers une solution stationnaire. 
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C'est cette solution qui fournit les valeurs correspondantes du 
potentiel. Là encore le premier terme joue le rôle de compteur 
d'itérations. 

Il faut à présent discrétiser chaque dérivée , c'est. à _dire 
linéariser au premier ou second ordre les expressions 
différentie lies. 

aw 
at 

(J}.n "': 1 - or . 
= 1 ,J I,J + O(~t) 

k 
n n 

aro = roi+1 ,j- 00i-1 ,j + O(~x2) 
ax 2~x 

n n 
aw = 00i,j+C 00i,j-1 + O(~y2) 
ay 2~y 

a2ro ro~ 1 .-2 uf. . +ro~ 1 . _ = 1+ ,J I,J 1- ,J + O(~x3) 
ax 2 ~X2 

a2ro ro~. 1-2ro~ ·+W~· 1 = I,J+ I,J l,j- + O(~y3) 
ay2 ~Y2 

(7) 

(8) 

(9) 

( 1 0) 

( 11 ) 

La "cuve" étant carrée nous prendrons pour ~x et ~y la même 
valeur égale à h (h=1/(N+1)). 

L'équation de Navier Stokes prend alors la forme suivante 

( 12) 

Le calcul de wni,j est explicite et centré en espace . Il est 
effectué à chaque pas de temps. 
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n 
ro. . 1 r+ 

~ ~ 1 'j--4...... GJ ... ~1---
i 

n 
ro 

i 'j- 1 

n 
ro 

i + 1 ,j 

Figure 5.3 : Calcul de la valeur de ro en i.i 
à partir des valeurs voisines 

Parallèlement l'équation de Poisson fournit la valeur de la 
fonction de courant. La discrétisation conduit à l'expression 
suivante : 

n+1 n kC n n n n n n 
'l'i,j = '1'i,j7'1'i+1 ,j+'l'i-1 ,j+'l'i,j+1 +'lfi,j-1- 4'1'i ,j) + Croi ,j (13) 

h 

Le calcul se fait rapidement en quelques itérations. Etant 
donnée la simplicité du cas étudié, la convergence est assurée pour 
environ dix itérations sur le calcul de ro. 

Pour le calcul de la vitesse U nous utilisons la définition 
même de la fonction de courant : 

n+1 
U·. => 1 ,J 

,.tl+ 1 .. o+ 1 
't'i,j+1 - 't'i,j-1 

2h 
.. .n+ 1 .. 0+ 1 

v~-t:1 => _ 't' i+1,j - 't'i-1,j 
I,J 2h 

( 14) 

( 15) 

Les conditions aux limites sont obtenues par un 
développement au second ordre de la fonction de courant. On 
obtient: 
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n+1 1 n+1 n+1 
(ù. 0 =- (- 8 'M 1 +'JI· 2) 1, 2 1, 1, ( 16) 

2h 
n+1 1 n+1 n+1 

roo · = - (-8'1' 1 · +'1'2 ·) 
1 J 2 1 J 1 J ( 17) 

2h 
n+1 1 n+1 n+1 

(ùN ·=-(-8'JIN-1 :+'JIN-2 .) ,j 2 ,j ,y ( 18) 
2h 

n+1 1 n+1 n+1 . 
(ù. M=-(-8\M M-1+'1'· M-2-6hf(1h)) 1, 2 1, 1, ( 19) 

2h 

11.8.3 Conditions initiales 

Afin d'accélérer le calcul global, les conditions initiales sont 
prises non nulles. L'exemple donné par Euvrard (1988) a été retenu 

0 2 2 2 
'l'i,j= -16y (y-1).x (1-x) (20) 

0 2 2 
ui,j=-16y(3y-2).x (1-x) (21) 

0 2 
vi,j= -32y (y-1).x(1-x)(2x-1) (22) 

0 2 2 2 2 
roi,j=32y (y-1}.(6x -6x+1)+32(3y-1)x (1-x) (23) 

11.8.4 Organigramme 

L'organigramme utilisé s'inspire largement de celui décrit par 
Roache (1972). Afin de calculer les valeurs recherchées de u,v,ro,'Jf 
on procède par itérations successives. Dans le cas de la cuve à 
section carrée le problème se simplifie notablement ; en effet, une 
seule boucle dans le calcul de ro suffit pour assurer la convergence 
du calcul global. 

A partir des conditions initiales fixées, on calcule tout 
d'abord le rotationnel ro grâce à l'équation (6a) à l'intérieur du 
domaine D (voir ci après): 
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Le calcul de 'l' est réalisé en une seule fois grâce à l'équation 
de Poisson sur tout le domaine O. A l'aide des valeurs de 'l' calculées 
on détermine les vitesses u et v. 

Enfin, grâce aux valeurs de la fonction de courant ainsi que 
celles du rotationnel précédemment calculées, on résoud ro aux 
parois. 

Une fois toutes ces opérations effectuées, on reprend le 
calcul complet en prenant comme nouvelles valeurs initiales les 
valeurs précédemment calculées de ro, 'If, u , v. 

Les résultats sont conservés lorsque le critère de 
convergence est atteint. On se fixe comme objectif de réduire 
l'écart entre deux valeurs successives calculées de ro en un point 
donné du domaine D à quelques pour-cent des valeurs de ro. 
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La figure 5.4 résume l'organigramme utilisé pour le calcul 
global de l'écoulement. Cet organigramme sera conservé dans le 
cadre de l'écoulement bicylindrique. 

non vérifié 

Tracé du maillage 

Conditions initiales 

Calcul au pas de temps 
n da:o selon l'équation (12) 
à l'intérieur du domaine D 

Calcul de 'l'iJ dans tout le 
domaine D à l'aide de 

l'équation de poisson (13) 

n n 
Calcul de u .. et v .. 

l,J I,J 

Calcul des valeurs de ro 
aux bornes du domaine D 

utilisant les nouvelles 
valeurs de roet 'JI 

Figure 5.4 : Organigramme de calcul 
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II.C- RESULTATS 

La valeur du nombre de Reynolds est définie par la relation 
suivante: 

Re= IUI.L 
v 

(24) 

Re est fixé à 100. Les valeurs de lUI et Ill sont prises égales à 
1 ce qui correspond pour U au maximum en valeur absolue. Le côté 
de la cuve a pour dimension L. 

La valeur limite du pas de temps k à partir duquel, pour un 
maillage donné, il y a convergence du calcul, est déterminée. Dans 
le cas du maillage 20x20, une valeur de k égale à 1/50 assure une 
convergence rapide (un essai réalisé avec k=1 /10 montre cette fois 
une divergence rapide du calcul). 

Nous obtenons finalement les valeurs des fonctions u,V,'Jf,ro à 
chaque noeud du maillage (pour un maillage 20x20 cela donne 441 
points de calcul). Afin d'obtenir les lignes de courant du fluide en 
mouvement il reste à tracer les courbes d'iso-valeurs de la 
fonction 'V (cf. figure 5.7) 

A titre d'information les valeurs de 'V sur la ligne 0=8) et sur 
la colonne (i=8) correspondant au maximum de 'V sont tracées sur la 
figure 5.5. 

100~----------------------------------------~ 

'JI • • • • j=8 
• 

80 • 
• 

• • 
60-

• • 

40 • • 
• 

20- • • 
• • 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 19 20 

Figure 5.5 : profil de la fonction de courant 
en j-8 en fonction de i. 
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100~----------------------------------------~ 

"' • • • • i=8 
• 

80- • • 
• • 

60- • 
• • 

40. • 

• • 
20 • 

• 
• 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 19 20 
j 

Figure 5.6 : profil de la fonctjon de courant 
en j-8 en fonction de j 

Les lignes de courant, visibles sur la figure 5.7, tangentes à 
la paroi supérieure le long de celle-ci, bouclent sur elles _mêmes à 
l'intérieur de la cuve. Le centre du vortex ainsi créé, ne se situe pas 
au centre de la cuve, mais décalé vers le haut et la gauche de celle­
ci. Ce décalage provient de la non-symétrie des conditions aux 
parois. 

Grâce à cette pré-étude nous avons pu mettre en évidence 
plusieurs problèmes liés au traitement numérique de telles 
équations. 

- Définition d'un maillage adapté à la géométrie. (système de 
coordonnées adapté), 

- Discrétisation du problème (différences finies), 
- Convergence et rapidité de calcul. 

Ce type de calcul sera appliqué plus loin au système 
bicylindrique . 
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Figure 5.7 : Courbes jso-psi pour la géométrie carrée 
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Ill. SOLUTION ANALYTIQUE EN GEOMETRIE BIPOLAIRE 

Le calcul effectué sur la "cuve" à section carrée, bien que 
très rudimentaire, est le point de départ du travail réalisé sur la 
géométrie de "Couette excentré". 

L'écoulement a été simulé assez simplement, dans une 
configuration cartésienne, avec une condition non nulle de vitesse à 
la paroi. 

Dans le cas de la géométrie bicylindrique excentrée, ce calcul 
s'effectue en coordonnées curvilignes avec cette fois deux 
conditions de vitesses distinctes et non nulles aux parois. 

Fondamentalement le problème reste identique à celui posé en 
cuve carrée, seule la mise en équation est plus complexe. 

Les conditions aux parois, représentées sur la figure 6.1, sont 
au nombre de deux. 

1 

Figure 6.1 : Passage de la géométrie carrée à la géométrie bipolaire 
(mise en évidence des deux conditions aux parois ainsi que de la disparition des 

conditions de vitesse nulles sur les deux autres parois ). 
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C'est la théorie hydrodynamique de la lubrification et 
notamment l'étude des paliers lisses qui amena pour la première 
fois des éléments de réponse concernant l'écoulement dans de 
telles géométries. Les toutes premières études mathématiques 
furent réalisées dès 1904 par Sommerfeld. Duffing et Reissner 
respectivement en 1924 et 1935 améliorent les résultats obtenus 
précédemment. Enfin Wannier (1950) fournit une solution 
analytique simple au problème dans le cas d'un écoulement 
bidimensionnel non inertiel. 

Considérons le système suivant 

Figure 6.2 : Section du système bicyljndrjque 

Le cylindre intérieur est plein, son rayon est donné par a1, le 
cylindre extérieur est lui creux et définit l'espace cylindrique dans 
lequel le liquide est contenu. Son rayon est donné par a2. Les 
vitesses v1 et v2 représentent les vitesses linéaires tangentielles 
sur les parois. 
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L'excentricité est caractérisée par le paramètre e qui 
représente la distance séparant les deux centres des cylindres. 

Les conditions aux limites sont définies de la manière 
suivante : 

- Les vitesses normales aux parois sont nulles 
- Les vitesses tangentielles aux parois sont définies 

par les vitesses v1 et v2. 

Les équations de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes 
sont définies par: 

ap =Tl (a2u + a2u) 
ax ax2 ay2 

ap =Tl (a2v + a2v) ay ax2 ay2 

De même, l'équation de continuité est représentée par 

au +av= 0 
ax ay 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

avec p la pression au point de coordonnées x et y, n la 
viscosité dynamique du fluide, 

u et v les composantes de la vitesse U du fluide au point de 
coordonnées x et y. 

y 

v 

u 

L-------L- x 

Figure 6.3 : Composantes u.y de la vitesse U 

La résolution est faite grâce à l'utilisation de la fonction de 
courant 'V définie par: 

d'If u =-- (4) 
a y 
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V= (5) 

ce qui conduit à la résolution de l'équation biharmonique 
classique : 

2 2 
V'V'\j/=0 (6) 

Cette solution 'l' doit être constante sur les deux parois 
circulaires, le gradient perpendiculaire à chaque paroi doit, lui, 
être égal à la vitesse linéaire v de celle-ci. 

La solution au problème peut être déterminée selon Wannier 
(1950) en décomposant la fonction de courant en deux fonctions <1>1 
et <1>2 de la manière suivante : 

Soit 
(7) 

ou 

(8) 

avec comme conditions pour <1>1 et <1>2 

(équation de Laplace) (9) 

Les coordonnées x et y sont cartésiennes et sont définies sur 
la figure 6.4. Nous définissons de la même manière les nouveaux 
paramètres géométriques issus du changement de système de 
coordonnées. 
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y 

B 

Figure 6.4 : Définition des différents 
paramètres géométriQues 

Les centres des deux cylindres sont représentés par C1 et C2. 
Dans ce système de coordonnées ils se trouvent à des distances 
respectives de l'origine d1 et d2. L'origine est située de telle 
manière que : 

d2 2 d2 2 2 
1 - a1 = 2 - a2 = s ( 1 0) 

Ceci permet alors de préciser les valeurs des distances d1, d2 
et s : 

d1 = -1-(a~- af)- :Le 
2e 2 

( 11 ) 

d 1 ( 2 2) 1 2 = - a2 - a1 + - e 
2e 2 

( 1 2) 
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Les points A et B sur l'axe des y, distants de s de l'origine 
servent d'origine pour le potentiel logarithmique <1> adapté à notre 
géométrie : 

<l> = K log BP 
AP 

( 14) 

Les courbes correspondant à <1> constant sont des cercles 
inscrits entre les deux cercles de rayon a1 et a2 ; deux d'entre eux 
correspondent exactement à ces cercles de rayon a1 et a2. 

Le potentiel précédemment trouvé permet, grâce à la 
décomposition en <1>1 et <1>2 de la fonction 'JI, de déterminer des 
solutions de l'équation biharmonique. La combinaison la plus 
appropriée est de la forme suivante 

'V= A log x2 +(s+y) 2 + B y(s+y) + C y(s-y) 

x 2 +(s-y) 2 x2 +(s+y) 2 x2 +(s-y) 2 

x2 +(s+y) 2 
+Dy+E( x 2 + y2 + s 2 )+Fylog (15) 

x2 +(s-y) 2 

Les six constantes A,B,C,D,E,F sont déterminées à l'aide des 
conditions aux limites définies précédemment. Ces coefficients 
sont donnés par les relations suivantes : 

( 16) 

B=(d1 +s)( d2+s). {s} ( 17) 

C=(d 1 -s)( d2-s). {s} ( 18) 
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( 1 9) 

(20) 

(21) 
-4 se 

Avec { S } donné par la relation suivante 

{s} = 
ata~ (-v1 __ v2) 

----,--2_:_( d--...:~=--_d....:.~.:._) _. _:_( a_1.:_v....:.1_+a.....:2=-v-=2~) ____ + a 1 a 2 

(a~+a~) (<a~+a~) log (d 1+s)( d 2-s) -4 se ) s ( at+a~)(d2- d1) 
(d1-s)( d2+s) 

(22) 

Grâce à cette formulation directe, sont calculées très 
rapidement: 

- Les diverses valeurs de la fonction de courant, 
- Les vitesses tangentielles v et radiales u, 
- Les valeurs du rotationnel de la vitesse en tout point du 

système, 
et ceci quelle que soit la géométrie. 

Il est également possible à l'aide des calculs de Wannier 
(1950) de connaître la pression en tout point du système pour un 
fluide de viscosité dynamique Tl grâce à l'expression suivante 

j_ .p =- B x(s+y) - C x(s-y) - F 4sx (23) 

Tl Y 2 ( o+ s) 2 Y 2 (o-s) 2 Y 2 (o-s) 2 

Les coefficients B,C et F sont ceux définis précédemment 
dans le calcul de 'V· Rappelons que ce calcul n'est valable que dans 
le cas d'un écoulement rampant pour un fluide "Newtonien". Les 
calculs de \jf,u,v et oo sont réalisés par un programme (en langage 
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FORTRAN) présenté dans l'annexe 6 concernant la détermination des 
sections de Poincaré. 

La validité des équations de Wannier sera discutée dans la 
partie V, à partir de la résolution numérique du problème. 
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IV. RESOLUTION NUMERIQUE DE l'ECOULEMENT ENTRE DEUX CYLINDRES 
INFINIMENT LONGS EXCENTRES 

Nous avons présenté très succinctement dans la partie 
précédente (Ill), une méthode de calcul analytique simple et 
rapidement exploitable. Afin de vérifier la justesse des solutions 
fournies par Wannier (1950), il nous a semblé intéressant de 
pouvoir comparer ses résultats à ceux calculés par une méthode 
numérique directe du problème. 

Explicitons donc plus en détail, la procédure de résolution des 
équations caractéristiques de l'écoulement ainsi que les 
hypothèses de travail. 

IV.A - HYPOTHESES DE TRAVAIL 

- Le fluide est considéré comme incompressible. La masse 
volumique p est donc supposée constante. Cette approximation 
permet la simplification de l'équation de Poisson. 

- Le fluide utilisé est supposé "newtonien". Cette remarque 
est parfaitement légitime dans le cas du glycérol utilisé dans les 
expérimentations. 

- Le système est considéré comme isotherme. Cette 
hypothèse est assez bien vérifiée dans nos expérimentations car 
une ventilation efficace permet d'évacuer la chaleur émise par les 
lampes U.V. d'excitation. 

- Enfin, nous supposons l'écoulement bidimensionnel. Ceci est 
assez bien réalisé dans nos expériences. En effet, les cylindres ont 
une longueur suffisamment grande vis-à-vis des sections de ceux­
ci, afin d'éliminer l'effet de fond qui, lui, peut entraîner des 
mouvements de fluide dans la direction verticale. 

IV.B - METHODE UTILISEE 

Il existe beaucoup de méthodes de résolution numenque des 
équations aux dérivées partielles. Nous avons choisi, pour la 
géométrie simple choisie, la méthode itérative implicite par 
différences finies, les variables de calcul étant le rotationnel ro et 
la fonction de courant 'l'· En effet, une méthode aux éléments finis 
ainsi qu'une méthode spectrale ne se justifient pas ici vu l'absence 
de singularité dans l'écoulement. Un autre argument de poids en 
faveur des techniques implicites est la stabilité du schéma de 
calculs. Dans ceux-ci, il faut décomposer le problème en deux 
parties distinctes : la résolution de l'équation de Navier-Stokes et 



la résolution de l'équation de continuité. Pour ces deux équations, 
plusieurs méthodes peuvent être utilisées : nous avons choisi la 
technique dite ADI (Aiternating Direction lmplicit Method) ou 
appelée méthode des directions alternées dans les deux cas, dans le 
but de réduire considérablement les temps de résolutions. 
L'organigramme de calcul est identique à celui présenté en 
géométrie carrée. 

IV.C - MAILLAGE DU SYSTEME 

Le changement de variable bipolaire est tout-à-fait adapté à 
la géométrie. En effet, ces coordonnées curvilignes épousent 
parfaitement la forme du mélangeur (cf. figures 7.1 et 7.2). Elles 
ont de plus l'avantage d'être orthogonales ce qui simplifie 
singulièrement les calculs. La formulation est la suivante : 

X=- s sh(a) () 
ch(a) - cos(~) 1 

sin(l3) 
Y=S----­

ch (a) - cos(~) 

y 

a=O 
Figure 7.1 : Cercles iso-alpha en géométrie bipolaire 
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Figure 7.2 : Cercles iso-béta en géométrie bipolaire 

Nous explicitons à présent les coefficients dits de "Lamé" 
(métrique du système) nécessaires aux calculs des dérivées 
partielles des différentes fonctions utilisées ('If, u ,v). Considérons 
le vecteur r de coordonnées (x,y) dans le repère cartésien et (a,p) 
dans le repère lié au maillage bipolaire. Les coefficients h1 et h2, 
respectivement liés aux valeurs a et p sont ainsi définis 

h 1 = ar 
a a 

h2 = ar 
ap (3) 

Le calcul complet de ces coefficients est consigné en annexe 
1; h1 et h2 correspondent finalement à: 
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h1 = h2 = h(a,~) = ___ s __ 
ch(cx) - cos(~) 

(4) 

Ce coefficient h, caractérisant les "écarts" entre cartésien et 
bipolaire, est aussi appelé métrique du système de coordonnées. 

Figure 7.3 : Maillage bipolaire 21 *50 
(Facteur d'excentricité : exc/r2 = 0.4) 

IV.D - EQUATIONS DE BASE 

Le problème est traité sous la forme (ro,'lf), les deux équations 
fondamentales étant l'équation de Navier-Stokes et l'équation de 
Poisson. 

IV.D.1 Formulation de l'équation de Navier-Stokes e a 
coordonnées bipolaires 

L'équation de Navier-Stokes est ici définie à l'aide du 
rotationnel de la vitesse ro : 
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-aoo - - - ... 2- -
-+ (U.V')oo- (ro.V')U- v V' ro=O 
at 

(5) 

avec - -U=U(u,v) (6) 
et - ... 

ëô = v x <U) (7) 

-La fonction de courant 'JI est reliée à la vitesse U par les 
expressions suivantes (conséquence directe de l'équation de 
continuité) 

u = +_!_d'JI 
h a~ 

v = - _!_d'JI 
h aa 

(8) 

(9) 

L'écoulement est bidimensionnel> le vecteur ro reste donc 
constamment perpendiculaire au plan des vitesses, le champ des ro 
est donc un champ scalaire. 

Le calcul des différents termes est présenté dans l'annexe 2, 
nous obtenons finalement l'expression suivante : 

aw +~ aw +~ aw =~[a2 
(ù + a2

ro] 
at h aa ha~ h2 ac/ a~z (

10
) 

IV.D.2 Formulation de l'équation de Poisson en coordonnées 
bipolaires 

L'équation de Poisson est définie comme suit 

_1 (a2'JI + a2'JI) +CD= 0 
2 2 2 

h aa a~ 
( 11 ) 
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IV.E • CONDITIONS AUX LIMITES 1 CONDITIONS INITIALES 

Il existe deux conditions aux limites distinctes qui sont les 
deux vitesses v1 et v2 aux parois. Celles-ci déterminent les 
dérivées partielles de \jf par rapport à a et ~ : 

[d\j/J - = -h.vl 
da. Cyl.Int. 

( 1 2) 

[d\j/J - = -h.v2 
da. Cyi.Ext. 

( 13) 

[ d\jf] 0 
d~ Cyl.Int. = ( 14) 

[ d\jf] - 0 
d~ Cyi.Ext. 

( 15) 

Quant aux conditions initiales, elles peuvent être choisies de 
façon quelconque, aussi sont-elles prises nulles pour toutes les 
variables sauf pour les vitesses tangentielles v égales à v1 et v2 
aux parois. 

En résumé au départ de la résolution 

- pour i compris entre 0 et N et pour j compris entre 0 
et M: 

\jf=U=W=Ü 

- pour compris entre 1 et N-1 et pour j compris entre 
0 et M: 

V=0 

- pour i = 0 et pour j compris entre 0 et M 

v = v1 

- pour i = N et pour j compris entre 0 et M 

v= v2 
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VI.F • RESOLUTION DU PROBLEME PAR LA METHODE A.D.I. 

VI.F.1 Paramètres du problème 

Les divers paramètres intervenant dans le calcul et dans le 
programme sont de trois types: 

- (1) Géométriques : 

a1 
a2 
alp1 
alp2 
i et j 
a 1 p(i) 
be(j) 
DA 
DB 
e 
h(i,j) 

: rayon du petit cylindre 
: rayon du grand cylindre 
: valeur de la coordonnée alp sur la paroi intérieure 
: valeur de la coordonnée alp sur la paroi extérieure 
: positions spatiales sur un nœud du maillage 
: valeur de la coordonnée a à la position i 
: valeur de la coordonnée b à la position j 
: pas d'espace dans la direction i ( (alp2-alp1 )/N ) 

pas d'espace dans la direction j ( 27t /M ) 
excentricité 

métrique du système au point (i,j) 

Le maillage (i,j) peut se représenter selon le schéma suivant 
(cf. figure 7.4): 

alp(i) 

alp2 i=N 

i 
alp(i) i 

alp1 i=O 

4~ 

0 
Il 

0 

v2 ... 

be(j) 

v1 
Figure 7.4 : Maillage du système 

- (2) Cinématiques : 

~ 
Il 

21t 

v 1 : vitesse linéaire du petit cylindre 
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v2 vitesse linéaire du grand cylindre 
Om1 vitesse angulaire du petit cylindre (v1 /0 m 1) 
Om2 vitesse angulaire du grand cylindre (v2/0m2) 

- (3) Liés à la nature du fluide : 

nu : viscosité cinématique du fluide. 

VI.F.2 Discrétisation des équations de base 

L'équation de Navier-Stokes ainsi que celle de Poisson sont 
discrétisées selon un schéma centré en espace (mêmes calculs que 
ceux présentés en géométrie carrée). 

La technique ADI est du type prédicteur-correcteur. Les deux 
équations de base (1 0) et (11) sont décomposées en deux demi-pas 
de temps. 

Le premier pas de temps permet de réaliser le calcul dans la 
direction j (suivant le paramètre alp(i) ), l'expression est définie 
comme suit: 

Premier demi pas de temps : 

Le terme n correspond au numéro de l'itération. Les termes 
a,b,c et r correspondent à: 

n 
a (i) =- ui,j. hi,j. DA- 2. nu ( 17) 

( 18) 

( 19) 

r (i) = 4 . cJ:.;. (h;,; . DAf ~~ - Ji.; . h;,;. D~. (ro;~i+1- ct..;-1) 
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DA n n n 2 ( ) +2.nu. --
2

. roi,j+ 1-2.roi,j+roi,j- 1 (20) 

DB 

Un système de N équations à N inconnues est ainsi obtenu 
pour chaque valeur de j. Ce système est implicite. La détermination 
des ro est réalisée par inversion de la matrice tridiagonale A. 

Le système est le suivant 
l'équation matricielle suivante: 

A . W = R , correspondant à 

b1 c1 0 0 0 0 0 0 
a2 b2 c2 0 0 0 0 0 
0 a3 \ \ 0 0 0 0 n+% n 
0 0 \ \ \ 0 0 0 (ù. 1 . 

1· ,j r. 1 . 
1. • J 

n+% = 
0 0 0 ai bi ci 0 0 n 

r .. (ù .. 1 • J 
0 0 0 0 \ \ \ 0 l,j 

n+% n 
0 0 0 0 0 \ \ cn-2 ri+ 1 .i 

0 0 0 0 0 0 an-1 bn-1 
00i+1 ,j 

Soit 

W = A-1 . R (21) 

Notons à cet égard que l'inversion d'une telle matrice par une 
résolution itérative, ne se fait sans problème que si celle-ci est à 
dominante diagonale, ce qui signifie que quel que soit i, l'inégalité 
suivante est respectée : 

lb(i)l>la(i)l+lc(i)l i=1 , ...... ,N-1 (22) 

Ceci est toujours vérifié dans nos calculs, le pas de temps dt 
étant pris suffisamment faible. L'inversion est réalisée dans le 
sous programme "tridiag". Le calcul des ro est donc effectué pour 
les i compris entre 1 et N-1 et les j compris entre 0 et M (avec les 
mêmes valeurs pour j=O et j=M car il s'agit des mêmes points de 
l'espace). 
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Second demi pas de temps : 

Dans cette seconde partie du calcul, la direction des 
résolutions est celle des i (suivant les be(j) croissants ). 
L'équation de Navier prend alors la forme suivante : 

n+1 n+1 . n+1 n+% . 
a (j). roi,j- 1+ b (j). roi,j +C (J). roi,i+ 1 = r (J) (23) 

Les nouvelles valeurs des expressions a,b,c et r sont 
présentées en annexe 3. Le principe reste identique à celui fait au 
premier demi pas de temps. Les nouvelles valeurs de ro sont 
déterminées pour des valeurs de j comprises entre 0 et M et des 
valeurs de i comprises entre 1 et N -1. 

Pour l'équation de Poisson (11), la discrétisation se fait de la 
même façon que pour (1 0). Il est néanmoins nécessaire d'ajouter à 

(11) un terme purement fictif a~t servant de compteur 

d'itérations. L'équation devient ainsi 

(24) 

Le premier terme n'influence aucunement la solution 'V 
cherchée. En effet, cette solution est obtenue par itérations 
successives de (24) jusqu'à l'obtention de la stationnarité des 
valeurs de 'V calculées. Le premier terme atteint alors une valeur 
nulle. 

Pour le premier demi pas de temps le prédicteur se formule 
de la façon suivante : 

avec 
a(i)=-1 

b ( i) = 2 + 2 . DA
2 

/ 
/dt 

c(i)=-1 
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r (i) = DA2 [..2_. ~ 0 +("'~i+ 1 - 2
· ~.j+\j/r.j- 1 )+ h~ 0 • c&-+:1] (29) 

dt I,J DB2 I,J I,J 

La condition d'inversion de la nouvelle matrice définie par les 
coefficients a,b,c, et r est une matrice à dominante diagonale et 
ceci quelle que soit la valeur du pas de temps utilisé. 

En effet, le pas de temps est pris positif. La valeur absolue 
de b(i) est donc strictement supérieure à la somme des valeurs 
absolues de a(i) et de c(i). 

Les valeurs de "' sont calculées de i =1 à i = N-1 et de j = 0 à 
j = M. Pour le second demi pas de temps le correcteur prend alors la 
forme suivante : 

n+1 n+1 n+1 n 
a (j). "'i.j- 1+ b (j). "'i.j +C (j). "'i.j+ 1 = r (j) (30) 

Les différents coefficients a,b,c,r sont rassemblés en annexe 
3. Les calculs sont réalisés pour des valeurs de j comprises entre 0 
et M et pour des valeurs de i entre 1 et N-1. 

La détermination des valeurs de "' aux deux parois est à 
présent possible, grâce aux nouvelles valeurs de 'l' calculées en i=1, 
i=2, i=N-2 et i=N-1. 

Compte tenu du fait que la fonction de courant est l'intégrale 
spatiale de la vitesse, sa détermination est obtenue "à une 
constante près". Ceci nous permet donc de choisir librement 
l'origine des valeurs de celle-ci. Nous savons déjà que cette 
fonction de courant doit être constante sur les deux parois du 
mélangeur, aussi nous nous fixerons la valeur 0 pour 'V sur le 
cylindre intérieur. 

Pour la détermination de 'V à la paroi extérieure le problème 
est plus délicat. Il faut intégrer le flux des vitesses entre les deux 
cylindres. En effet, partant de l'équation (9) reliant la composante 
tangentielle v de la vitesse à la fonction de courant "'' nous avons 
accès à la valeur de "' sur la paroi extérieure par: 

['l' J:~ = 'l',,, •• - 0 = J «2 

~ da ( 31 ) 

al 

d'où 
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f
a2 

'l'cyl. ext. = - [ h V ]j fi x é da 
al 

(32) 

La valeur de j a été choisie dans la région d'espace "la plus 
calme", c'est-à-dire sans vortex ou autre singularité d'écoulement. 
Cette région correspond à la ligne de distance minimale inter­
cylindres, soit pour j la valeur M/2. 

Ainsi l'expression de 'l' à la paroi devient : 

i=N 
'l'cyl.ext. =- L v(i, M/2) . h (i' M/2) .DA (33) 

i=O 

On obtient finalement (voir détails des calculs en annexe 4). 

n+1 ( ) n+1 n+1 
'l'cyl.ext. = -v 1 . h(O,M/2)- v2. h(N,M/2) DA+ 'I'N- 1,M12-'!'1, M/2 (34) 

VI.F.3 Détermination de la vitesse et du rotationnel : 

Le calcul des valeurs de la fonction de courant est à présent 
terminé pour cette itération. Il est nécessaire d'estimer les 
vitesses u(i,j) et v(i,j) ainsi que la valeur du rotationnel ro(i,j). Les 
équations (8) et (9) fournissent immédiatement les deux vitesses 

n+1 
U· . I,J 

1 
=-

h· . I,J 

n+ 1 n+ 1 
'1'i,j+1-'1'i,j-1 

2.DB 

n+ 1 n+ 1 
v ~~ 1 - - _1_ 'l'i+ 1,j-'1'i -1 ,j 

I,J - hi,j. 2.DA 

avec les conditions aux parois 

n+1 n+1 
Uo,j = UN,j = 0 

n+1 
v 0 .i = v1 

n+1 
vN,j = v2 
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Enfin, la boucle totale (sur ro) se termine par l'estimation du 
rotationnel ro aux parois du système. Pour cela, la fonction 'l'est 
définie par un développement de Taylor au second ordre: 

Sur la paroi intérieure : 

2 2 
d'V fla. a 'l' 

'1'1 · = 'l'o ·+llo.·-+-·-
• J • J a a. 2 2 a a. 

Compte tenu du fait que V2 'l'+ ro = 0 : 

roo ·=- _1 ·(a2'l' + a2'l') 
,J 2 2 2 

h aa. a~ 

2 

La valeur de 'l' est constante, d'où a 'l' = o 
2 

a~ 

ce qui conduit à l'expression pour ro pour chaque valeur de j 

( 

n+1 n+1 
2 '1'1 · -'l'o · 

(1) ·=- -- ,J ,J 
O,J 2 . 2 

ho,j DA 

v1) +ho J·.-, DA 

Sur la paroi intérieure : 

( 

n+1 n+1 ) 
ro ·=__g_. 'l'N,j-'l'N-1,j+h .. v2 

N,J 2 2 N,J DA 
hN,j DA 

VI.F.4 Résumé de la technigue 

(40) 

( 41) 

(42) 

(43) 

(44} 

L'organigramme dans son principe de calcul est, nous l'avons 
déjà fait remarquer, identique à celui utilisé en coordonnées 
cartésiennes pour la géométrie carrée. Cependant, l'enchaînement 
des opérations va être résumé. 
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Tout d'abord, toutes les variables sont fixées à zéro au 
départ, sauf les vitesses tangentielles aux parois. Ensuite, le 
programme détermine les valeurs de ro à l'intérieur du domaine en 
deux demi pas de temps grâce à l'équation de Navier-Stokes. La 
valeur du pas de temps dt est prise de telle manière à assurer la 
convergence sans trop perdre sur le temps de calcul. Une fois ce 
double balayage terminé le programme se poursuit par la 
détermination des valeurs de la fonction de courant 'V en deux demi 
pas de temps à l'aide de l'équation de Poisson. Ce calcul est itéré p 
fois afin de converger vers une solution stationnaire. Dans le but 
d'estimer cette convergence, un critère de stationnarité est défini, 
rendant compte de l'évolution des valeurs prises par 'V itération 
après itération. Il est défini selon : 

testw= i~('l'~~ 1 - 'V~ ~
2 

pour j fixé (45) .1-J I,J I,J 
i=1 

Les tests sont réalisés pour deux valeurs de j différentes : 

- Tout d'abord en j = M/2, c'est-à-dire sur la ligne 
correspondant à la distance minimale entre les deux cylindres. 

- Ensuite pour j = 0, c'est-à-dire sur la ligne correspondant 
cette fois à la distance maximale entre les deux cylindres. Comme 
nous le verrons par la suite, c'est dans cette région de l'espace que 
se forment généralement des vortex. La convergence des calculs 
est ici plus lente. Le critère précédemment défini diminue au fur et 
à mesure des itérations plus lentement que dans le cas j = M/2. 

L'estimateur calculé en j = 0 sert donc à déterminer le 
nombre d'itérations minimal requis afin d'assurer une convergence 
convenable sur les 'l'· L'estimateur en j = M/2 n'est présent qu'à 
titre d'information. 

Il s'est avéré que, dans tous les cas traités, le nombre 
d'itérations servant à rendre le critère "testw" inférieur ou égal au 
centième de sa valeur calculée à la fin de la première itération, 
est toujours inférieur à 20. En fait, suivant la géométrie et les 
conditions aux parois, cette valeur varie entre 12 et 20. Cette 
détermination est faite au coup par coup selon le cas étudié. 

Une fois ces itérations terminées, débute le calcul des 
vitesses u et v à l'intérieur du domaine. Les valeurs de celles-ci 
sur les deux cylindres sont fixées par les conditions aux limites. 
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Il reste enfin à déterminer les valeurs de ro aux parois. 

Comme dans le cas des itérations faites pour la fonction de 
courant 'V nous définissons un estimateur de convergence appelé 
"testw": 

i=N ( n+1 n J2 
""' ((). . - W· . ~ I,J 1, 
i=1 

tes tw = ------- pour j fixé (46) 

De la même façon, les valeurs j = 0 et j = M/2 ont été 
choisies. Seule la valeur j = 0 renseigne correctement sur "l'état de 
convergence" du calcul des ro. 

Toutes les variables du problème sont à présent déterminées. 
Si les valeurs du rotationnel conviennent (valeur de "testw" 
inférieure à une valeur fixée à l'avance), le problème est alors 
résolu. Si la convergence n'est pas suffisante, alors le calcul est 
repris entièrement à partir de la détermination de w à l'intérieur 
du domaine. 

De façon générale, pour atteindre une valeur de "testw" 
inférieure à 10-5 , ce qui correspond, pour les maillages utilisés, à 
une variation relative des valeurs de w inférieure à 10-4 , le 
nombre d'itérations nécessaire est compris entre 1000 et 20000. 

Nous consignons, sur la figure 7.5, l'évolution du critère non 
normé testro' (correspondant au numérateur de testw), calculé le 
long de la ligne j=O, pour les conditions suivantes: 

Les vitesses angulaires des cylindres sont égales à 1 
tour/min. 

Le rapport des rayons a1/a2 est de 1/4. 
Le fluide possède la viscosité du glycérol (1 Pa.s). 
Le maillage est de 20x50. 
Les valeurs dt et dtp représentent les pas de temps 

respectivement dans la résolution de l'équation en w et 'V· 

72. 



30 
8 
1i) 25 
~ 

20 

15 

10 

5 

0 

/1 
1 

~--~~ 1 
v ~ \ J \ 

'l. 
1 

1 , 
' ..... 

.4.'/ 
/ 
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Convergence du 
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u calcul 

calcul 
= 0,01 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 01 11 21 31 41 51 61 71 81 92 0 

n° d'itération 

Figure 7.5 : Influence des pas de temps 
dans la convergence du calcul 

Le "listing" du programme fait l'objet de l'annexe 5. 
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V. CONFRONTATION NUMERIQUE/ANALYTIQUE EN SITUATION 2D 

Trois cas typiques d'écoulement en regtme de Stokes pour un 
fluide newtonien sont présentés. Il s'agit des deux cas extrêmes 
(rotation d'un cylindre à la fois) et d'un cas intermédiaire (même 
vitesse de rotation pour les deux cylindres). Pour ces trois cas une 
excentricité assez forte a été choisie de manière à s'éloigner 
fortement de la situation "simple" de Couette (facteur 
d'excentricité e/a2 = 0,4). 

Le nombre de Reynolds est défini ici de la manière suivante 

Re= 
max (v1,v2). a2 ( 1 ) 

v 
avec v viscosité cinématique (::::1 0-3 m2.s-1 pour le glycérol) 

V.A • ROTATION DU CYLINDRE INTERIEUR SEUL 

V .A.1 Fonction de courant 

Cette situation est, pour la suite des travaux (notamment en 
pseudo 3D), tout-à-fait fondamentale. La vitesse angulaire du 
cylindre intérieur est de un tour par minute, ce qui correspond à un 
nombre de Reynolds de 0,065. 

La comparaison des deux types de solutions est réalisée grâce 
aux tracés des profils des valeurs de la fonction de courant 'l' le 
long des courbes j=constante. 

Les valeurs de la fonction de courant 'l' sont tracées selon la 
coordonnée bipolaire i. La valeur de j est égale à zéro, ce qui 
correspond à la plus grande distance séparant les deux cylindres. 
Cette région de l'espace est préférée à d'autres car elle est le siège 
de vortex. La convergence y est plus lente. La répartition des 'l' peut 
donc servir de test. 
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200,-------------------------------------------------------~ 
w1:1 t/mln,w2:0,exc=20 Wannier 

11000 ité. 
2000 ité. 

100 

200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 

Figure 8.1 : répartition des valeurs de la fonction de courant en fonction 
du taux de convergence du calcul suivant ta coordonnée y 

(w1 = 1 T/min, w2 = 0, r2=50mm, 
r1 =12,5 mm, e = 20 mm) 

Les valeurs de '!f, calculées par la résolution numenque, sont 
représentées en fonction de l'état d'avancement du calcul (cf. 
figure 8.1 ). Après 3000 itérations, le calcul n'est pas terminé. Il 
faut attendre, pour ces conditions d'écoulement, au moins 11.000 
itérations. 

La corrélation entre les deux solutions est ICI 

particulièrement bonne. L'écart maximal ~'l'l'V reste inférieur à 
1/100. 

La figure 8.2 représente l'allure des trajectoires du fluide 
(Courbes iso-'!f). Nous rappelons que la valeur de 'V est fixée, sur la 
figure 8.2, à zéro sur le cylindre intérieur et à 100 sur le cylindre 
extérieur. A proximité du cylindre intérieur, c'est-à-dire à une 
distance à la paroi inférieure à environ 2.R1 l'écoulement est du 
type vortex simple. Celui-ci possède une symétrie circulaire au 
contact du cylindre intérieur, cette symétrie devient plus 
"elliptique" au fur et à mesure de l'éloignement à la paroi 
intérieure. 
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Figure 8.2 : Ecoulement en géométrie bipolaire 
(82/81 =4. Fact. d'exc. =0.4. rol-l t/min, ro2=0) 

(maillage 1 01 x400\ 

'If= lOO 

Cette reg1on est bordée à la fois par le cylindre extérieur et 
par la ligne d'iso-densité de courant ('V=1 00). Cette ligne de 
séparation limite une seconde région de type "vortex" très allongée 
dont le centre est approximativement le symétrique du centre du 
cylindre intérieur par rapport au centre du cylindre extérieur. 

Cette situation de vortex secondaire est analogue à celle 
présente lors d'une agitation traditionnelle d'un liquide placé dans 
un récipient cylindrique (cf figure ci dessous) : 

Agitateur 

Vortex 
secondaire 

Figure 8.3 : Agitation à l'aide d'un mobile excentré 
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Une étude de l'effet de l'excentricité a été réalisée et est 
présentée au chapitre 3, concernant la comparaison entre théorie et 
expérimentation en deux dimensions. 

V.A.2 Vitesses "tangentielles" 

La figure 8.4 explicite les deux composantes de la vitesse U. 

Figure 8.4 : Composantes tangentielle (y) et radiale (u) 

Les profils des vitesses "tangentielles" sont représentés sur 
la figure 8.5. La vitesse maximale est celle du cylindre intérieur v1 
(= R1 .ro = 1,3 mm/s). La composante tangentielle de la vitesse 
décroît fortement avec la distance au cylindre (décroissance en 
1 /r), cette composante possède des valeurs très faibles dans le 
vortex secondaire (au maximum de l'ordre de 4 % de la vitesse v1) 

Cette dernière constatation indique que la zone dite 
secondaire peut être considérée comme une quasi "zone morte". En 
effet, il est nécessaire de réaliser au moins 25 rotations du 
cylindre intérieur pour voir s'effectuer une révolution complète du 
fluide autour du vortex secondaire. 
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-700 

-900 

-1100 

-1300 

-1500 
0 

w1=1 Vmin, w2=0, fact. d'exc.=0,4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 12 13 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 
Figure 8.5 : Profil des vitesses "tangentielles" 

V.A.3 Vitesses "radiales" 

La figure 8.6 nous donne la composante "radiale" u de la 
vitesse. Toutes ces valeurs sont beaucoup plus faibles que les 
valeurs tangentielles. Dans un maillage 21 x20, les valeurs 
maximales de lui se trouvent en (i=14, j=3) et en (i=14, j=17) ce qui 
correspond à la "montée" et à la "descente" du fluide autour du 
vortex secondaire. 

Figure 8.6 : profil des vitesses radiales 
(ro1-1 tlmin. ro2-0. Fact. d'Exc.=0.4} 
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V.A.4 Rotationnel ro de la vitesse 

La figure 8.7 nous renseigne sur l'amplitude du rotationnel de 
la vitesse pour un même maillage 21 x20. Six profils sont 
représentés: de 2 en 2 de j=O à j=1 0 en fonction de i. 
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Figure 8.7 : Profil du rotationnel en fonction de i 

V.B · ROTATION DU CYLINDRE EXTERIEUR SEUL 

V.B.1 Fonction de courant 

Cette situation est, comme dans le cas précédent, 
fondamentale pour la suite de l'étude (cf. chapitre 3). 

Tous les paramètres géométriques sont identiques à ceux 
présentés dans le cas 1, seule la rotation des cylindres est 
différente. Nous n'avons représenté ici que la solution numérique 
obtenue aprés convergence et la solution analytique. 

La répartition des valeurs de "'est représentée sur la figure 
8.8. 
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Figure 8.8 : répartition des valeurs de la fonction de courant suivant la coordonnée y 
(ro1 = 0, <02 = 1 T/min, r2=50mm, r1=12,5 mm, e = 20 mm) 

La vitesse de rotation angulaire du cylindre extérieur est 
égale à 1 tour par minute. Le régime est de Stokes, le nombre de 
Reynolds vaut, dans cette situation, 0,26. 

Là encore, les deux profils sont quasiment identiques. Les 
deux méthodes fournissent des résultats équivalents. 

La figure 8.9 représente l'écoulement simulé du fluide : 
courbes iso-densité de courant. La situation est assez différente du 
premier cas étudié : la courbe 'lf=O enveloppe le cylindre intérieur 
sur environ une demi circonférence, puis se prolonge au sein du 
fluide selon un cercle quasiment concentrique au cylindre 
extérieur. 

A l'intérieur de cette courbe fermée, un vortex "relativement 
circulaire" se développe. Entre ce cercle et le cylindre extérieur, 
les lignes de courant apparaissent sous la forme de cercles 
concentriques. 
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Figure 8.9 : Ecoulement en géométrie bipolaire 
(82/81-4. Eact. d'Exc.-0.4. rol-0. ro2-1 t!min) 

(maillage 101 x400) 

Cet écoulement se comprend assez aisément. Tout se passe en 
effet selon une rotation en "bloc" du fluide entraîné par le cylindre 
extérieur, le cylindre intérieur créant une traînée au sein de 
l'écoulement. Comme dans le cas précédemment étudié, les courbes 
iso-'1' revêtent une symétrie par rapport à l'axe des y. Cette 
situation n'est possible que grâce au caractère laminaire et non 
inertiel de l'écoulement (Re << 1 ). 

Le sillage créé par le cylindre intérieur reste symétrique par 
rapport à l'axe j=O. 

V.B.2 Vitesses "tangentielles" 

Les profils des vitesses "tangentielles" sont représentés sur 
la figure 8.1 O. La vitesse linéaire v2 est égale à 5,2 mm/s. Dans la 
partie comprise entre la courbe 'Jf=O et le cylindre extérieur, les 
vitesses "tangentielles" possèdent des valeurs comparables à la 
vitesse v2 : Le fluide est bien entraîné par le cylindre extérieur. A 
l'intérieur de la courbe fermée 'Jf=O, les valeurs de la vitesse 
"tangentielle" ne sont pas négligeables par rapport à v2. Le 
maximum de cette composante au sein de cette zone est 
approximativement égal au quart de la vitesse v2. Le fluide se 
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trouve donc ici en rotation assez rapide, contrairement à la 
situation dans le vortex "secondaire" étudié dans le premier cas. 

2000~------------------------------------------~ 
w1:0, w2=1 t/mln, Fact. d'exc.:0,4 
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Figure 8.10 : Profil des vitesses "tangentielles" 
(mêmes conditions qu'à la figure 8.9) 

V.B.3 Vitesses "radiales" 

Les vitesses "radiales", représentées sur la figure 8.11, ont 
des valeurs relativement faibles. Les maxima correspondent aux 
flux "radiaux" liés au vortex. 
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Figure 8.11: profil des vitesses "radiales" pour i=1.2.3.4 
(mêmes conditions qu'à la figure 8.9} 
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V.B.4 Rotationnel de la vitesse 

Le rotationnel de la vitesse est représenté sur la figure 8.12. 
Comme pour le premier cas étudié, ro est tracé en fonction de i pour 
des valeurs de j prises de 2 en 2 entre 0 et 1 O. 
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Figure 8.12 : profil du rotatjonnel ro 
(mêmes conditions gu'à la figure 8.9) 

V.C ·ROTATIONS SIMULTANEES DES DEUX CYLINDRES 

A présent, les deux cylindres sont simultanément entraînés 
en rotation avec des vitesses angulaires égales. 
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Figure 8.13 : Répartition de la fonction de courant w pour i=O en fonction de la 
coordonnée y 
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Les résultats sont, pour les deux méthodes de calcul, une fois 
encore, très proches (cf figure 8.13). Les deux méthodes 
fournissent des valeurs de 'l'très peu différentes. Cette situation 
d'écoulement est tout à fait fondamentale car c'est à partir de 
cette structure que nous allons, par le biais d'une perturbation 
supplémentaire, pouvoir créer un écoulement chaotique. 

• • • 0 .. . .... 

Figure 8.14 : Ecoulement en géométrie bipolaire 
(82/81-4. tact. d'exc.-0.4. ro1-w2-1 t/mjn) 
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Chapitre 3 

CONFRONTATION NUMERIQUE/EXPERIMENTAL EN 20 

EXTRAPOLATION EN 30 





1. EXPERIMENTATION EN GEOMETRIE BIPOLAIRE 

Cette partie décrit l'installation utilisée et présente les 
techniques expé ri me nt a les d'observation d'un écoule ment 
bidimensionnel 

I.A - DISPOSITIF EXPERIMENTAL 

Le dispositif expérimental est relativement simple à 
réaliser. Il a été conçu en plexiglas afin d'améliorer la 
visualisation optique de l'écoulement. Deux moteurs entraînent 
séparément les deux cylindres à des vitesses de rotation fixes 
égales à un tour par minute. Les sens de rotation peuvent être 
inversés. Le cylindre intérieur subit un entraînement direct de la 
part du moteur. Par contre, le second cylindre est entraîné par 
l'intermédiaire d'une courroie. 

L'observation du phénomène est effectuée au-dessous du 
mélangeur, ce qui est un plus par rapport aux expérimentations 
faites par Chaiken et al. (1986). En effet ses observations n'étaient 
que partielles du fait de l'obstruction de l'image par le moteur 
entraînant le cylindre intérieur. 

La fenêtre du fond initialement en plexiglas a été remplacée 
par un hublot optique à faces parallèles en verre de 7 mm 
d'épaisseur. Le gain résultant sur le parallélisme et la planéité de 
cette paroi permet alors une visualisation nette, il ne subsiste 
plus, à l'oeil, d'aberration significative de l'image. 

Le dispositif expérimental est décrit à l'échelle sur les deux 
figures 9.1 et 9.2 : 

I..___JJ ___ ____,1 t25 mm 

200 mm 

Figure 9.1 : Représentation et côtes du cylindre intérieur 
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Figure 9.2 : Représentation cotée du cylindre extérieur 

1.8 • RAPPELS CONCERNANT LES INTERACTIONS ENTRE LUMIERE 
ET MATIERE 

l'V 
0 
0 

3 
3 

Les intéractions lumière/matière sont assez diverses. Dans 
notre travail, l'absorption de lumière, la fluorescence, la 
phosphorescence et la polarisation rotatoire peuvent être utilisées. 
Nous allons donc succinctement rappeler quelques résultats 
importants concernant ces phénomènes physiques . 

Au repos, les molécules, atomes composant la matière, sont 
statistiquement à un état d'énergie minimal. Il s'agit de l'état 
fondamental singulet (que l'on appellera So}. Eclairée par de la 
lumière, de fréquence v, d'énergie E = h v, la matière voit alors son 
environnement électronique se modifier. L'état statistique 81, 
d'énergie supérieure, en valeur absolue, à So, est alors plus peuplé 
qu'auparavant. C'est le phénomène d'absorption (cf figure 9.3}. 
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Energie de liaison electron/molécule 

Relaxation par chocs 
Q) 

.s::; 
Géométrie stable dans (.) 

81 ·Q) 
;;:: l'état excité 
~ -c: 
C\1 
> ·s 
C/) 

$ 
Transition verticale c: 

C\1 
C/) 
C/) 

"ë 
(.) 

a) 
> 
~ hV1 hv2 hv3 0> 
'(!) 

Géométrie stable dans z 8o l'état fondamental 

Figure 9.3 : diagramme simplifié d'absorption électronigue 

Les longueurs d'onde absorbées correspondent en moyenne à la 
différence d'énergie entre les états 8o et 81. Le spectre 
d'absorption est représenté sur la figure 9.5. 

Le retour à l'état fondamental peut s'effectuer de différentes 
façons. Le processus de désactivation direct est la fluorescence. 
Cette transition est permise car elle a lieu entre deux états de 
même multiplicité (singulet). Le temps de déclin lié à la 
fluorescence et donc à la concentration de 81 est très court 
(quelques ns). 

La phosphorescence provient de la désactivation énergétique 
entre deux états de multiplicité différente. Les différents 
processus sont résumés sur la figure 9.4. 
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Energie 
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T1 -~-,...-..-....... --- Etat excité triplet 
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- 1 1 
1 1 

1 

1 3 1 1 3 
1 3 1 ~-------··~:_. __ _ So 

1 : fluorescence 
2 : phosphorescence 
3 : transitions non radiatives (relaxation par chocs ... ) 

Figure 9.4 : Différents processus de désactivation énergétigue 

Intensité lumineuse 
(unité arbitraire) 

Absorption 

Longueur d'onde 

Figure 9.5 : Spectres typigues d'absorption et d'émission 
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Quelques rappels concernant la polarisation rotatoire sont 
consignés au paragraphe I.C.3. 

I.C • TECHNIQUES DE VISUALISATION 

I.C.1 Traçage coloré Utilisation de la Fluorescence 

Le traçage coloré simple consiste à placer au sein de 
l'écoulement une substance de couleur différente du fluide mais de 
mêmes caractéristiques physiques et de suivre celle-ci au cours du 
temps. Cette méthode, très simple, fournit un excellent traçage des 
mouvements du fluide. Cependant, le contraste reste relativement 
faible. Le suivi peut être réalisé en lumière blanche, le colorant 
absorbant le complémentaire de sa couleur. Notons néanmoins que 
le contraste peut être légèrement amélioré grâce à l'interposition 
de filtres de couleur adaptés. 

La fluorescence est elle, beaucoup plus performante à cet 
égard. Tout d'abord, ce sont des longueurs d'onde courtes (ultra­
violet) qui créent l'excitation des particules émissives. Celles~ ci 
réémettent une lumière, dans le domaine visible. Il n'y a donc pas 
de chevauchement ou de trop grande proximité entre les longueurs 
d'onde d'excitation et de d'émission. 

Il faut rappeler que la fluorescence est réellement une 
émission de lumière et non pas simplement une absorption de la 
lumière complémentaire comme dans le cas des colorants usuels 
(mesure absolue alors que l'absorption correspond à des mesures 
différentielles). 

Le contraste peut être très bon. En effet par un choix 
judicieux des substances fluorescentes à grand rendement 
quantique..- l'émission paraît très contrastée sur un fond quasiment 
noir. Il faut noter que pour le glycérol il existe une fluorescence 
bleue parasite non négligeable, ce qui nous a conduit à utiliser des 
filtres optiques séparateurs appropriés. Il faut noter que la 
concentration en produit fluorescent doit rester faible afin de 
garder une linéarité entre concentration et émission. La figure 9.6 
montre l'augmentation du contraste par fluorescence et filtrage 
optique. 

Le dispositif retenu est représenté, page suivante, sur la 
figure 9.7. 
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Lampe U.V. Lampe U.V. 

Liquide visqueux + Particules fluort-scentes 

Traitement de l'image 
Lt-ntille convt-rgente 

Caméra vidéo 

c.e.D. 

Figure 9.7 : Montage expérimental 

L'utilisation simultanée de plusieurs colorants permet, par 
exemple, de singulariser telle ou telle région de l'écoulement, 
notamment si celui.ci est complexe ( zones étirées, vortex ... ). 

Nous reviendrons plus en détail sur la prise d'information à 
l'aide d'une caméra vidéo ainsi que sur le traitement d'image dans 
l'annexe 7. 

I.C.2 Autre traçage coloré Utilisation de la 
Phosphorescence 

La différence majeure existant entre la fluorescence et la 
phosphorescence est le temps de décroissance du phénomène. Les 
deux processus sont gouvernés par des lois exponentielles dont les 
constantes de temps sont très différentes. 

Typiquement la fluorescence possède un temps de relaxation 
caractéristique compris entre la picoseconde et la microseconde. 
Pour le mécanicien des fluides ces laps de temps sont inférieurs au 
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plus petits temps rencontrés dans la description des phénomènes 
physiques (par exemple les échelles de temps utilisées en 
turbulence). Les images obtenues peuvent être utilisées pour 
"figer" les mouvements du fluide (Les plus petits temps 
caractéristiques en turbulence classique sont environ de l'ordre de 
1 Q-4 s). 

Les temps de déclin dans le cas de la phosphorescence (de 
composés inorganiques) sont toujours supeneurs à la 
microseconde. Ils peuvent même être de l'ordre de plusieurs heures, 
voire de plusieurs jours. Ainsi,., contrairement à la fluorescenc~ 
l'émission de lumière peut se poursuivre longtemps après 
l'excitation. Ceci est particulièrement intéressant car la 
visualisation n'est plus gênée par la lampe d'excitation 
(augmentation du contraste optique). 

Enfin notons que l'utilisation de la phosphorescence couplée à 
une excitation pulsée localisée dans l'espace (pinceau lumineux, 
nappe laser) peut donner d'intéressants résultats notamment sur la 
déformation rapide au cours du temps de régions préalablement 
excitées. 

laser 

Excitation tr~s brhe (T=O) 

Coupure de l'excitation 

laser 

Sens de l'écoulement 

~ Photographies de la 
~ région précédemment 

excitée 

Figure 9.8 : Exemple de suivi des déformations d'un cylindre 
de fluide en conduite cylindriQue par phosphorescence 

Nous n'avons pas effectivement travaillé en phosphorescence 
dans notre géométrie. Ceci provient du fait que le contraste obtenu 
en fluorescence est très bon. De plus la variété de colorants 
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fluorescents est particulièrement importante, ce qui n'est pas du 
tout le cas des colorants phosphorescents. 

I.C.3 Visualisation des contraintes de cisaillement du fluide 
en mouvement : Biréfringence d'écoulement 

Une caractéristique fort intéressante de la lumière pouvant 
être utilisée en mécanique des fluides est sa polarisation. 

Le lecteur pourra se référer à l'étude présentée dans l'ouvrage 
de Bruhat (1959). Rappelons, brièvement, que la lumière est 
constituée par l'association de deux vecteurs orthogonaux (le 
vecteur champ électrique et le vecteur champ magnétique). Pour 
une onde plane quelconque, le vecteur champ électrique (et par 
conséquent le vecteur champ magnétique) est aléatoirement réparti 
dans un plan orthogonal à la direction de propagation de la lumière. 

Pour une onde polarisée, ce vecteur champ électrique reste 
parallèle à une direction fixe (orthogonale à la direction de 
propagation). Certains cristaux possèdent la faculté de transformer 
une lumière quelconque en une lumière polarisée. L'exemple le plus 
connu est celui du cristal appelé "Spath d'Islande". Ce solide n'est 
pas isotrope vis-à-vis de la lumière. Il existe un axe privilégié au 
sein du cristal. 

La lumière subit une double réfraction. Les deux rayons 
sortants sont de natures très différentes. Un premier rayon dit 
ordinaire ne possède pas de particularité intéressante. Par contre 
Je second rayon, appelé extraordinaire, est lui très fortement 
polarisé. 

Ray on incident 

Rayon Extraordinaire Rayon Ordinaire 

Figure 9.9 : Double réfraction dans un cristal de "Spath" 
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Cette situation peut également apparaître lors de 
l'écoulement de certains liquides. Il s'agit du phénomène de 
biréfringence d'écoulement (découvert en 1870 par Maxwell). 

L'étude des liquides sous contraintes de cisaillement est 
usuellement réalisée dans un appareil de "Couette". L'espace entre 
les deux cylindres est petit vis à vis des rayons de ceux ci ce qui 
autorise des valeurs de gradients élevés et par conséquent des 
polarisations importantes. 

De façon générale, la polarisation est proportionnelle au taux 
de cisaillement local du fluide (cf. Bruhat 1959) ; tandis que la 
direction de l'axe optique principal en un point fait un angle de 45° 
par rapport à la direction de la vitesse en ce même point. L'étude 
du champ local des vitesses permet de retrouver ce résultat. 

En effet considérons localement l'écoulement de "Couette". 
Les vitesses sont localement parallèles entre elles et, pour un 
liquide newtonien, les gradients de vitesses se répartissent 
linéairement d'une paroi à l'autre (cf. figure 9.1 0) 

Axe principal 

Figure 9.10 : Répartition des vitesses en écoulement de "Couette" 
Apparition d'un axe optigue principal 

Dans un tel système les vitesses prennent la forme suivante 

dVx 
=Y - ( 1 ) a y 

avy 
=0 (2) a x 
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Le tenseur des contraintes est donc défini par la matrice G 
qui peut se décomposer en une partie symétrique et une partie 
antisymétrique : 

+ (3) 

Eti. Rot. 

On reconnaît aisément la matrice caractéristique d'un 
étirement (partie symétrique) et la matrice d'une rotation (partie 
antisymétrique). Ceci signifie, en pratique, que l'écoulement est la 
superposition de ces deux mouvements élémentaires. 

Le schéma de la page suivante montre la décomposition en 
deux mouvements élémentaires de la déformation d'une région de 
forme initialement carrée dans un écoulement idéalisé de 
"Couette". La direction d'étirement est la direction de l'axe optique 
principal. L'angle x séparant la direction de l'écoulement et l'axe 
optique principal est égal à 45°. 

y 

v 

y 1 

x 

Etirement Rotation 

Figure 9.11 : Décomposition en deux mouvements élémentaires de la déformation 
d'une portion carrée de fluide en régime de "Couette" 
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Les études menées en géométrie bicylindrique centrée 
peuvent être appliquées à une situation excentrée. Il est nécessaire 
d'utiliser un doublet polariseur-analyseur afin de rendre compte de 
l'état de polarisation du milieu étudié. Le polariseur est placé 
entre la source lumineuse et le milieu à étudier, l'analyseur est lui 
placé entre le milieu et le système de prise de l'information. Par 
l'adjonction de deux lentilles, nous pouvons décrire sur une grande 
surface le "profil des cisaillements". L'étude détaillée de l'image 
peut renseigner semi quantitativement sur le profil des vitesses. 

Un avantage important en faveur de cette technique par 
rapport aux deux précédemment citées (fluorescence et 
phosphorescence) est qu'il n'est pas nécessaire d'utiliser de 
colorant. Le fluide fournit directement l'information. 

Lentille 2 
Analyseur 

=O=q c.e.D. 
'f----f---· .. ·-----.,.......,..-.0= 

Moteur 

Liquide visqueux 

Faisceau de large dimension 

Filtre 
Lentille 1 

Polarij-c{]-q'----L-AS-ER __ ___. 

Fi gu re 9.12 : Visualisation du cisaillement en écoulement 
bicylindrigue excentré (observation spatialement grande) 
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La figure 9.12 donne un aperçu du matériel nécessaire à une 
étude de cisaillement d'écoulement en deux dimensions. Il faut 
néanmoins préciser que l'information recueillie n'est 
représentative de l'écoulement bidimensionnel que si la longueur 
des cylindres est bien supérieure aux rayons de ceux-ci, i.e. l'effet 
de fond est négligeable devant le mouvement à 2 dimensions. 

Quelques essais ont été réalisés. Toutefois, aucun résultat 
concluant n'a été obtenu à cause de vitesses aux parois et par 
conséquent de gradients de vitesses au sein du liquide trop faibles. 

1.0 - PROTOCOLES D'EXPERIENCES 

La plupart des expériences effectuées en géométrie bipolaire 
sont réalisées à l'aide de colorants fluorescents. Ceux-ci se 
présentent sous la forme de poudres de différentes couleurs 
(distribuées sous le nom "DAYGLO" par la société CARBONNEL­
JACQUEMOT. PARIS). 

Ces poudres se dissolvent assez mal dans l'eau et dans le 
glycérol. Il y a flottation du produit dans le liquide. 

Des essais préliminaires ont montré que la diffusion pure du 
colorant est particulièrement faible dans le glycérol. L'équation de 
la diffusion montre que le déplacement .<:lx d'une particule placée 
dans un fluide de viscosité v est, en première approximation, 
proportionnel à la racine carrée du temps . 

.Ô X= ,f5T (4) 

Le coefficient D, appelé coefficient de diffusion, est 
proportionnel à la température, inversement proportionnel à la 
viscosité du fluide environnant et inversement proportionnel au 
rayon moyen de la particule. Dans les conditions d'expérience 
(température de l'ordre de 20°C, viscosité de l'ordre de 1 Pa.s, 
rayon supposé supérieur à 2 nm) le coefficient D a donc comme 
valeur maximale possible 1 Q-13 m2.s-1. 

Nous pouvons à présent estimer le déplacement par diffusion 
moléculaire d'une particule dans le glycérol au cours du temps. 

Au bout de 1 seconde la particule aura parcouru 
--------- 10 secondes----------------------

--------- 1 rn in ute-------------------------
--------- 1 heure--------------------------
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Ce simple calcul nous indique que ce processus ne peut nous 
gêner de manière importante même pour des tracés durant 
plusieurs heures. 

Le traceur peut être initialement placé dans n'importe quelle 
zone du mélangeur. Néanmoins, afin de renseigner le plus 
complètement possible sur la façon avec laquelle le traceur est 
dispersé, il convient de choisir judicieusement la position initiale 
de celui -Ci. 

Dans la plupart des expériences, ne sachant pas, a priori, quel 
écoulement est succeptible de se produire_. nous avons choisi de 
placer le traceur selon le schéma suivant: 

t = 0 Traceur t > 0 

Figure 9.13 : disposition du colorant à l'instant initial 

Cette configuration de départ se justifie par le fait que la 
zone dans laquelle le colorant est placé est une région où 
systématiquement un vortex se forme (ceci n'est plus vrai lorsque 
les vitesses aux parois sont variables dans le temps : voir partie 
Ill, concernant l'écoulement en (2+ 1 )D). Cette région ne peut donc 
être correctement décrite par le traceur que si celui _ci s'y trouve 
dès le départ. En effet, une particule externe à un vortex ne peut 
pénétrer rapidement dans celui_ ci si la diffusion est très faible. 

Les autres régions, essentiellement caractérisées par un 
écoulement de type cisaillement simple, sont décrites assez 
correctement par le traceur. 

Nous avons placé le traceur légèrement sous la surface libre 
du liquide. En effet il faut se méfier de l'effet de l'élargissement 
du traceur en surface. 
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En effet, deux influences distinctes sont responsables de cet 
étalement, tout d'abord, la gravité qui peut conduire à un 
écoulement radial de la goutte de traceur préalablement placée au 
dessus de la surface du liquide. 

roi 

Figure 9.14 : Elargissement du traceur en surface 

Ensuite, peut venir se superposer un effet convectif 
représenté sur la figure 9.15. 
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Tend ance à l'élargissement du traceur 

Figure 9.15 : Mouvements de conyectjon au sein du mélangeur 
Cette convection est due à l'apport de chaleur des lampes 

ultra-violettes utilisées pour l'excitation du traceur fluorescent. 

Afin de s'affranchir des deux contraintes exposées 
précédemment, nous plaçons les gouttes de traceur, constituées 
par du colorant dissous dans du glycérol, très légèrement sous la 
surface libre du fluide, ce qui évite l'élargissement par gravité de 
la goutte. Les lampes sont elles, placées relativement loin (20 à 30 
cm) du mélangeur. De plus, une ventilation importante permet une 
évacuation efficace de la chaleur. 

Placé à cette hauteur, le traceur ne subit pas l'influence du 
fond du cylindre. 
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Il. CONFRONTATION THEORIE/EXPERIENCE EN 2D : INFLUENCE DE 
L'EXCENTRICITE SUR LES DIVERS ECOULEMENTS OBSERVES 

Dans le chapitre 2, ont été comparés les résultats issus de la 
solution analytique proposée par Wannier (1950), et la solution 
numérique décrite à la partie IV de ce même chapitre. Les résultats 
sont en bon accord. Ceci nous a permis de poursuivre l'étude du 
système en trois dimensions (cf. partie Ill du chapitre 3) à l'aide de 
la solution analytique, plus simple et plus rapide à utiliser. 

Dans cette partie, tous les types d'écoulement de Stokes 
possibles en 2D sont présentés pour un rapport des rayons des 
cylindres fixé et pour un rapport des vitesses ro1/ro2, en valeur 
absolue, égal à 1. En réalité, seuls quatre cas de figure sont à 
étudier: 

- La rotation du cylindre intérieur seul 
- La rotation du cylindre extérieur seul 
- Les rotations simultanées des deux cylindres dans le même 

sens 
- Les rotations simultanées des deux cylindres dans le sens 

opposé 

Dans chacun des quatre cas précités, l'effet de l'excentricité 
a été mis en évidence. Le facteur d'excentricité e/a2 varie de 0 
pour l'écoulement de Couette à 0,75 lorsque les deux cylindres sont 
en contact. Nous étudions l'influence de e/a2 pour des valeurs 
comprises entre 0,05 et 0,7 avec un pas de 0,05. 

Le rapport des rayons des cylindres a1/a2 est égal à 1/4. Le 
choix d'un tel rapport n'est pas entièrement arbitraire. En effet, 
pour des valeurs plus élevées (1/3, 1/2, ... ) l'espace disponible pour 
le liquide est très étroit. Aussi, dans la perspective de fabrication 
d'un véritable mélangeur industriel, une telle obstruction par le 
cylindre intérieur, est certainement à éviter. Symétriquement, les 
rapports plus faibles de rayons limitent singulièrement l'influence 
de la rotation du cylindre intérieur sur l'écoulement observé. 

Les vitesses de rotation des deux cylindres sont nulles ou 
égales en valeur absolue à 1 tour par minute. La viscosité du 
liquide est prise égale à 1 o-s rn 2/s, c'esL à _dire approximativement 
celle du glycérol. 
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L'écoulement réel obtenu par l'expérience est présenté, dans 
quelques cas typiques. Nous pourrons ainsi comparer, ce qui est le 
but de cette partie, théorie et expérience. 

II.A • ROTATION DU CYLINDRE INTERIEUR SEUL 

Le nombre de Reynolds défini par Re = 

est égal à: 
( 2 . 1tl 6 0 * 0 ' 0 1 2 5 ) * 0 ' 0 5 

0, 001 = 0,06. 

max (v1, v2) . a2 
v 

Le régime est donc laminaire. L'inertie créée y est très 
faible, ce qui entraîne une symétrie des lignes de courant par 
rapport à l'axe joignant les centres des deux cylindres (~=0). 

L'influence de l'excentricité du système est bien mise en 
évidence sur les figures 1 0.1.a et 1 0.1.b. Pour des valeurs de e/a2 
proches de zéro, l'écoulement est identique à celui de Couette. Les 
lignes de courant sont quasiment concentriques, elles suivent en 
réalité les courbes iso-a (voir définition de ces courbes dans le 
chapitre 2). 

Cette situation est présente pour des valeurs de e/a2 
inférieures à 0,2. Pour des rapports supérieurs, il apparaît une zone 
de recirculation proche de la paroi supérieure. Le centre de ce 
vortex secondaire se situe sur l'axe défini par ~=0. La taille de ce 
vortex augmente avec le rapport e/a2. L'écoulement présent pour 
une valeur moyenne de e/a2 est représenté schématiquement sur la 
figure 1 0.2. La paroi intérieure est caractérisée par une valeur de 
la fonction de courant 'l' égale à zéro (arbitraire). La valeur de 'l' 
attribuée à la paroi supérieure est calculée par intégration du flux 
de liquide entre les deux cylindres. Cette valeur est atteinte, 
hormis sur la paroi extérieure, au sein même de l'écoulement sur la 
courbe comprise entre les points A et A'. Cette courbe sépare les 
régions définissant les deux vortex en présence. 
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Point elliptique p = 1 

A A' 

Figure 10.2 : Lignes de courant en régime de Stokes 
Cylindre intérieur seul tournant 

Les points A et A' tendent à se rapprocher l'un de l'autre à 
mesure que l'on augmente le rapport e/a2. Ils se rejoignent en ~ = 1t 

pour la valeur de e/a2 égale à 0, 75, c'est-à-dire lorsque les deux 
cylindres sont en contact. 

Il existe dans cette configuration un point elliptique mais pas 
de point hyperbolique. L'écoulement est parfaitement stable dans le 
temps. Ce protocole de mélange utilisé seul est évidemment à 
proscrire. 

La figure 1 0.2.b est une photographie de l'écoulement 20 pour 
un facteur d'excentricité égal à 0,7. Cette figure est à comparer au 
dernier tracé de la figure 1 0.1.b. Les deux images sont 
superposables. 

Le traceur reste confiné dans la reg1on entourant le point 
elliptique. Le mélange est de mauvaise qualité. 

11.8 - ROTATION DU CYLINDRE EXTERIEUR SEUL 

Le nombre de Reynolds défini par Re = 

est à présent égal à: 
( 2 . 1tl 6 0 * 0 ' 0 5 ) * 0 ' 0 5 

0,001 = 0•25· 

max (v1 ,v2) . a2 
v 

Cette valeur est, là encore, très faible. Les figures restent 
parfaitement symétriques par rapport à l'axe ~ = 0 (défini sur la 
figure 1 0.2). 
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Figure 10.2.b : Ecoulement dans le cas où 
seul le cylindre interne est en rotatjoo 

(Wint = 1 T/min, e/a2=0,7) 
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Pour des rapports de e/a2 inférieurs à 0,1, les lignes de 
courant sont quasi concentriques. Pour des rapports plus élevés, il 
apparaît un vortex secondaire proche du cylindre intérieur. Le 
diamètre moyen de ce vortex augmente avec le rapport e/a2. Il y a 
également déplacement de son centre vers le cylindre extérieur à 
mesure que e/a2 est important. Cet écoulement est représenté sur 
les figures 10.3 et 1 0.3.b. 

La figure 10.4 représente l'aspect des lignes de courant pour 
une excentricité moyenne (e/a2"" 0,4). La courbe iso-'1' = 0, ne 
correspond pas seulement à la paroi intérieure, mais aussi à la 
limite de séparation entre le vortex central et les régions proches 
du cylindre extérieur. Une augmentation du rapport e/a2 entraîne un 
élargissement du vortex central. Les points A et A', définis par 
l'intersection de la paroi intérieure et de la courbe iso-'1' = 0 au 
sein du fluide, tendent à se rapprocher l'un de l'autre en ~ = n. Ce 
contact a lieu pour le facteur d'excentricité maximal e/a2 = 0,75. 

~=0 

Figure 10.4 : Lignes de courant en régjme de Stokes 
Cylindre extérieur seul tournant 

Cet écoulement possède un point elliptique représenté sur la 
figure ci-dessus. Les trajectoires sont, comme au paragraphe II.A, 
stables dans le temps. Une goutte de traceur placée dans le vortex 
central s'étire très lentement par "rotation" autour du point 
elliptique. La situation est identique si l'on place une goutte de 
traceur hors de cette zone centrale : il y a étirement continu de 
celle-ci le long de cercles concentriques au cylindre extérieur. Là 
encore, le mélange ne s'effectue pas correctement. 

La figure 1 0.4.b est une photographie (en fausses 
couleurs) de l'écoulement 20 pour un facteur d'excentricité moyen 
égal à 0,4. Cette figure est à comparer au dernier tracé 
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Figure 1 0.4.b : Ecoulement dans le cas où 
seul le cylindre externe est en rotation 

(Wint = 1 T/min, e/a2=0,4) 
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correspondant de la figure 1 0.3. Les deux images sont encore 
superposables. 

Le traceur ne se répartit pas dans tout l'espace. Il reste, 
comme dans l'exemple précédent (voir paragraphe II.A), proche du 
vortex sur l'axe Ji=O. 

II.C- ROTATIONS SIMULTANEES DES DEUX CYLINDRES (SENS OPPOSES) 

Les vitesses de rotations sont de -1 tour/min pour le cylindre 
intérieur et 1 tour/min pour l'extérieur. Ceci définit un nombre de 
Reynolds de 0,25. Les figures 10.5 et 1 0.5.b illustrent l'effet de 
l'excentricité sur les courbes iso-'lf. 

Pour la valeur de e/a2 égale à 0, l'écoulement est purement de 
Couette. A partir de la valeur e/a2 = 0,1 un vortex proche du 
cylindre intérieur se crée. La figure 10.6 donne l'allure des lignes 
de courant pour une valeur de e/a2 moyenne ( ... 0,4). Les 
trajectoires sont ici plus complexes. Dans la région proche de ~=0, 
un "gros" vortex est présent, créé par le couple formé par les deux 
vitesses (opposées) aux parois. Il y a donc existence d'un point 
elliptique sur la ligne ~=0. Près de la ligne diamétralement 
opposée, c'est-à-dire en ~=7t, les vitesses tangentielles s'inversent 
sur la courbe isO-'If=O. Il existe donc un point hyperbolique sur la 
ligne ~=0 où 'l' est minimale. 

~ 0 

Point hyperbolique 

Figure 10.6 : Lignes de courant en régime de Stokes 
Cylindres extérieur et intérieur tournant 

La figure 1 0.6.1 précise la forme de l'écoulement à proximité 
de la ligne ~= 1t. Le point hyperbolique est déterminé par 
l'intersection des trajectoires limites du vortex en ~ = 1t. Quelle 
que soit la position initiale d'une goutte de colorant, celle-ci ne 
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peut atteindre ce point hyperbolique (en supposant la diffusion 
nulle). 

~=1t 

'V= 0 

Figure 1 0.6.1. : Détail de l'écoulement proche de la ligne 6 - zt 

Cette situation est identique pour des valeurs de e/a2 
supérieures. Pour des valeurs proches de 0,75 l'écoulement se 
résume par un "très gros" vortex remplissant quasiment tout 
l'espace disponible. 

Tout comme aux paragraphes II.A et 11.8, l'écoulement reste 
très stable. Le mélange ne peut s'effectuer efficacement par cette 
technique seule. Néanmoins, par rapport aux deux situations 
précédentes, il existe un point hyperbolique succeptible de générer, 
à l'aide d'une perturbation externe, une zone de mélange efficace. 

11.0. ROTATIONS SIMULTANEES DES DEUX CYLINDRES (MEME SENS) 

L'écoulement est encore de Stokes (Re=0,25), les lignes de 
courant sont également symétriques par rapport à l'axe ~=0. Les 
figures 10.7 et 10.7.b illustrent l'effet de l'excentricité sur 
l'écoulement. 

Proche de ligne ~=0, le vortex n'apparaî't que pour des valeurs 
de e/a2 de l'ordre de 0,25, car, contrairement au cas précédent il 
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n'existe plus "d'effet de couple" créé par les deux vitesses aux 
parois. La taille de la zone de recirculation augmente avec le 
paramètre e/a2. A proximité de la ligne ~=n, les vitesses 
tangentielles sont régulièrement réparties de v1 à v2, sans 
inversion du sens. La figure î 0.8 explicite l'écoulement pour une 
valeur moyenne de e/a2 = 0,4. 

~ 0 

Point hyperbolique 

'l'= "'in t 
Figure 10.8. : Lignes de courant en régime de Stokes 

Cylindres extérieur et intérieur tournant 
(même sens de rotation) 

Un point elliptique se trouve au centre de la zone de 
recirculation. Un point hyperbolique est présent sur l'axe ~=0 entre 
la paroi intérieure et le point elliptique. Par rapport à la situation 
rencontrée au paragraphe II.C, le point hyperbolique se situe de 
l'autre coté du cylindre intérieur, car c'est sur la ligne ~=0, qu'il y 
a inversion des vitesses tangentielles. 

La détermination de la position exacte d'un point hyperbolique 
se fait par la recherche de points du maillage possédant un 
voisinage de valeurs y ayant une structure de "col". En effet, un tel 
point est caractérisé par l'intersection de deux directions 
distinctes où les vitesses augmentent à partir de zéro (sur 8 8'} ou 
diminuent jusqu'à cette même limite (sur A A'}. 

8 A 

A' 8' 
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Figure 10.8.b : Ecoulement dans le cas où 
les deux cylindres sont en rotation 

(roint = roext = 1 T/rnin, e/a2=0,4) 
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Il en résulte donc pour la fonction de courant 'If, une 
diminution puis une augmentation le long de l'axe A A' et l'inverse 
pour la direction B B'. C'est la définition même d'un col. 

La figure 1 0.8.b illustre l'écoulement 20 pour un facteur 
d'excentricité moyen égal à 0,4. Cette figure (en fausses couleurs) 
est à comparer au dernier tracé correspondant à la figure 10.7. Les 
deux images sont encore superposables. 

Comme dans toute situation 20, le traceur ne se répartit pas 
dans tout l'espace. Il reste proche du vortex sur l'axe Ji=O. 

Tous les écoulements observés en deux dimensions peuvent 
être déterminés par calculs avec une très bonne précision. Nous 
avons constaté la similitude des tracés des lignes de courant et 
des écoulements réels. Nous verrons dans la partie Ill que cette 
prédictibilité n'est plus vérifiée dans tous les cas de figure. 
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Figure 10.1 : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(1 0 < exc(=e) < 80 mm, (J)jnt = 1 T/min, roext = 0) 
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Figure 1 0.1.b : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(90 < exc(=e) < 140 mm, Wint = 1 T/min, roext = 0) 
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Figure 10.3 : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(0,05 < e/a2 < 0,4 , Cùint = 0, roext = 1 T/min) 
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Figure 1 0.3.b : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(0,45 < e/a2 < 0,7 , roint = 0, roext = 1 T/min) 
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Figure 10.5 : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(0,05 < e/a2 < 0,4 , OOint = -1 T/min, roext = 1 T/min) 
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Figure 1 0.5.b : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(0,45 < e/a2 < 0,7 , O>int = -1 T/min, roext = 1 T/min) 
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Figure 10.7 : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(0,05 < e/a2 < 0,4 , Wint = 1 T/min, roext = 1 T/min) 
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Figure 10.7.b : Modification des lignes de courant 
en fonction de l'excentricité 

(0,45 < e/a2 < 0,7 , Cùint = 1 T/min, roext = 1 T/min) 
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Ill. PASSAGE DU 2D A 3D 

III.A INTRODUCTION 

La situation typiquement bidimensionnelle, caractérisée par 
des vitesses aux parois fixes dans le temps, correspond, nous 
l'avons vu, à un cas d'écoulement stable. Dans tous les cas de 
figure, c'est-à-dire quel que soit le rapport des vitesses angulaires 
ro1 /ro2, il y a création de vortex, donc de points elliptiques stables 
dans le temps. 

L'efficacité du mélange ,dans cette situation, est 
relativement faible. La matière suit des lignes de courant fermées. 
Seule la diffusion agit. 

Une solution à ce problème a été imaginée dès 1984 par H. 
Aref qui a préconisé une alternance des vitesses aux parois. Cette 
situation nouvelle incorpore une fréquence supplémentaire au 
système. H. Aref imagina pouvoir désorganiser l'écoulement simple 
par ce biais. Le chapitre 1 décrit comment les situations de chaos 
peuvent apparaître : Un système tri-fréquentiel est fortement 
enclin à perdre sa stabilité. 

La suite de ce chapitre montre que l'écoulement entre deux 
cylindres soumis alternativement à des rotations possède des 
structures très complexes caractéristiques de cette perte de 
stabilité. 

Plusieurs possibilités peuvent être envisagées pour la 
modulation des vitesses aux parois. La plus simple consiste en une 
alternance créneau des vitesses. La période de la fréquence 
additionnelle étant égale à la somme des temps de rotation de 
chaque cylindre. 

Plusieurs autres possibilités peuvent être utilisées dans ce 
cadre de modulation. Quelques cas particuliers sont représentés 
sur la figure 11.1. 
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Module des vitesses 

v 1 

v2 

Figure 11.1 : Divers types de modulation des vitesses 
(créneau et sinusoïdal) 

Le cas le plus simple, c'est-à-dire l'alternance créneau, est 
étudié. 

Afin d'appréhender l'intéraction de tels mouvements de parois 
sur le fluide ainsi que les conséquences sur l'écoulement global 
résultant, nous nous sommes penchés sur l'étude concernant les 
mouvements de fluide placés au contact de parois en mouvements 
périodiques. 

111.8 MOUVEMENT D'UN FLUIDE AU CONTACT D'UNE PAROI PLANE 
PERIODIQUEMENT MOBILE. 

Considérons le système suivant consistant en une paroi plane 
placée en X=O mobile selon la direction y en mouvement sinusoïdal : 

y 

x 

La vitesse en X=O est donnée par la relation suivante 

U = u1 cos ( rot ) ( 1 ) 

ce qui peut s'exprimer en notation complexe 
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U = Reel [ u1 eirot] (2) 

Réel désignant la partie réelle de l'expression. 

L'étude faite sous la forme exponentielle complexe n'enlève 
rien à la généralité des résultats. En (x,y), l'équation de Navier­
Stokes, pour un fluide de viscosité v s'écrit de la manière suivante 

au + ( u . ô) u + j_ grad ( p ) = v 112 u ( 3) 
at P 

Par raison de symétrie la vitesse et la pression ne sont 
fonction que de la coordonnée x. Il est évident de plus que la 
vitesse U est partout dirigée suivant l'axe des y, (conséquence 
directe de l'équation de continuité). 

L'équation (3) s'écrit suivant l'abscisse x : 

.:!_ g rad ( p ) = 0 ( 4) 
p 

La pression est donc constante par rapport à la coordonnée x. 

L'écriture de (3) suivant la coordonnée y conduit à une 
équation à une dimension du type de celle de la chaleur. 

au a2u 
-=V.- (5) 
a t ax2 

Une solution simple pour cette équation parabolique doit être 
cherchée sous la forme suivante : 

u = u 1 . ei ( kx -rot) (6) 

Remplaçons dans l'équation de la chaleur la solution trouvée. 
Il vient l'expression 

2 
iro=vk (7) 

La vitesse U(x,y) peut donc s'écrire 

U = u1 . ei . { ~· x -rot} (8) 

soit 
-{?;·x i. ({?;· x· rot) U = u1. e 2 v . e 2 v (9) 
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La solution est le produit d'un terme périodique et d'un terme 
exponentiel décroissant caractérisant l'effet de l'amortissement 
du mouvement au sein du fluide perturbé. Il s'agit typiquement de 
l'équation d'une onde transversale amortie ayant une direction de 
propagation perpendiculaire à la vitesse U. 

La distance 8 définie par ~ et correspondant à une 

décroissance d'un facteur e est appelée "profondeur de pénétration". 

Deux conséquences immédiates peuvent être tirées de cette 
caractérisation de la "profondeur de pénétration". 

- 8 est d'autant plus petite que la fréquence est grande. Ainsi 
des perturbations de haute fréquence appliquées aux parois du 
mélangeur n'auront que peu d'influence sur le fluide à des distances 
importantes des parois. De trop grandes fréquences sont donc à 
proscrire. 

- 8 augmente avec la viscosité cinématique du fluide. Il est 
donc préférable, dans le but de perturber profondément 
l'écoulement, d'utiliser un liquide relativement visqueux 
(glycérol. .. ) . Ceci augmente le transfert de quantité de mouvement. 

Dans le montage utilisé, nous avons voulu éviter au maximum 
les effets transitoires dûs aux variations brusques de vitesses 
créées par la fonction créneau. La période T est évidemment reliée 
à ro par la relation : 

T=2n 
(ù 

( 1 0) 

Le temps caractéristique Tf lié à la nature même du fluide de 
viscosité v placé dans un système de dimension caractéristique 8 
s'exprime par : 

2 
0 

Tt~- (11) 
v 

La dimension caractéristique du système bicylindrique est de 
0,05 m. La période Tt correspondante est alors de 

2 

T 0 ·05 2 5 (12) 
f ~ 0,001 = ' s 
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Afin de minimiser les effets transitoires issus de cette 
alternance créneau, il est nécessaire de travailler avec des 
périodes très supérieures à ce temps de 2,5 s. Aussi, toutes les 
expériences seront réalisées avec des périodes supérieures ou 
égales à la minute. 

Nous pouvons remarquer que pour cette période d'alternance 
de 60 secondes la profondeur de pénétration est de 

~0,0~ o -
6
2
0 

= 0, 1 7 m 

Cette profondeur est donc supérieure à la dimension 
caractéristique du système. Il y aura donc un bon entraînement du 
fluide dans tout le domaine inter-cylindre. 

III.C - CARACTERISTIQUES DE LA FONCTION DE COURANT RESULTANTE 

La périodicité des vitesses aux parois a été choisie, nous 
l'avons vu, de manière à minimiser les effets transitoires 
résultants. De cette remarque découle le fait qu'à tout moment le 
système peut être considéré comme étant identique au système 
bidimensionnel simple car l'écoulement reste purement laminaire 
et donc parfaitement calculable. La situation est donc, a priori, 
parfaitement déterministe car les conditions aux parois le sont. 

Nous constaterons que l'addition de cette troisième 
dimension peut néanmoins conduire à des situations tout-à-fait 
inattendues ! 

Il est donc possible de postuler que la fonction de courant 
résultante, fonction des deux variables d'espace x,y et du temps t 
peut s'écrire de la façon suivante : 

1,0 0,1 

'V(x,y,t)=a(t) ·'l'(x,y)+b(t) ·'V(x,y) (13) 

Les deux termes 'V( 1 , 0) et 'V( 0 , 1 ) co r res p o n d e n t 
respectivement aux champs des valeurs de la fonction de courant 
selon les coordonnées x et y pour la situation de rotation seule du 
cylindre intérieur et celle due à la rotation seule du cylindre 
extérieur. Le terme a(t) peut prendre deux valeurs distinctes : 1 
lorsque le cylindre intérieur est en rotation, 0 sinon. Le terme b(t) 
joue le rôle symétrique à a(t). 
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111.0 - SUIVI DE PARTICULES : CONCEPT LAGRANGIEN 

L'étude numérique purement bidimensionnelle réalisée dans 
les parties précédentes s'intéresse aux calculs des champs de 
vitesse, pression, fonction de courant dans tout le domaine 20. 

Cette approche est généralement désignée sous le nom 
"d'Eulérienne". Il existe une seconde manière de caractériser les 
écoulements : il s'agit de l'approche Lagrangienne. 

Cette technique d'investigation privilégie le suivi de 
particules placées au sein de l'écoulement. La visualisation d'un 
nombre suffisant de particules distinctes permet en effet de 
caractériser assez correctement l'écoulement en question. 

111.0.1 Suivi particulaire dans un écoulement purement 20. 

Dans le chapitre 2, les différents champs de vitesse ont été 
déterminés, par l'équation fondamentale de Navier-Stokes. Nous 
avons comparé les solutions issues de cette méthode avec celles 
issues de la solution analytique de G.H. WANNIER (1950). Les profils 
de vitesse sont très similaires au sein du système. 

L'étude en pseudo 30 a été poursuivie en utilisant la solution 
de WANNIER (1950) qui est plus simple à utiliser, et surtout, donne 
infiniment plus rapidement les solutions cherchées. 

Grâce à cette solution, dans un maillage extrêmement fin, 
nous allons pouvoir par le biais de la connaissance de la vitesse en 
un point quelconque, estimer le déplacement élémentaire de la 
particule considérée. En un point quelconque de coordonnées i et j 
(cf figure 11.2) 

i- 1 

j + 1 j- 1 

Figure 11.2 : composantes u et v de la vitesse U au point de coordonnées (i.D 

La solution décrite par WANNIER fournit les valeurs de la 
fonction de courant au point de coordonnées (i,j) ainsi qu'aux huit 
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points environnants. Grâce à ces données, nous pouvons estimer les 
deux composantes u et v de la vitesse ; ce qui revient à la 
connaissance du module de la vitesse U et de l'angle entre ce 
vecteur U et la courbe d'équation i=constante. 

A partir de ces données il est alors simple, de proche en 
proche, de tracer le déplacement de la particule. Selon l'angle e 
précédemment défini, la direction et le sens du déplacement sont 
alors fixés. Par exemple, si e est compris entre 180 +22,5 et 270-
22,5, la particule initialement présente en (i,j) se déplace en (i-1, 
j+ 1). 

Il apparaît que, pour un déplacement simple d'un noeud du 
maillage à un noeud immédiatement voisin, le déplacement global 
après n itérations est trop grossier pour être réellement 
exploitable. Ceci provient du faible nombre de possibilités d'angles 
de déplacement de la particule à chaque pas (dans ce cas : 8 ). 

L'ampleur des déplacements élémentaires a donc été 
augmentée . La particule peut "sauter" de la position i,j à toute une 
série de points placés sur les côtés d'un carré d'arête 21 x21 
(points) centré sur le point i,j. (cf figure 11.3), permettant 80 
possibilités d'angles différents. De façon à garder la précision sur 
le tracé, la résolution du maillage est multipliée par 10 dans les 
deux directions de l'espace (nombre total de points x par 1 00). 

Figure 11.3 : Déplacement élémentaire d'une particule 

125 



111.0.2 Suivi de particule en configuration d'alternance (30) : 

Fondamentalement, le problème reste identique à celui posé 
précédemment. Il faut cependant alterner le champ de la fonction 
de courant suivant la rotation de tel ou tel cylindre conformément 
à l'équation (13). 

Nous déterminons pour chaque saut de particules, la distance 
parcourue et le temps nécessaire à ce déplacement. La particule 
est initialement aux coordonnées i et j. Après son déplacement, 
celle-ci se trouve aux positions i+e, j+e' (avec e et e' entiers 
compris en -10 et +10). 

Pour un maillage NxM, les accroissements élémentaires des 
coordonnées bipolaires (a,~) correspondant à (i,j) sont donnés par : 

!::,.a= ( al - a2 ) ( 1 4) 
N 

( 15) 

' Le déplacement élémentaire t::,.Ç de la particule par rapport 
aux coordonnées (a,~) est donné par : .------. -1 2 2 ,2 2 

t::,.Ç =~ e .oo +e .~ ( 16) 

La distance cartésienne correspondante est donc définie par : 

~ 2 2 ,2 2 
t::,.Ç = h ( i , j ) . e . oo + e . ~ , ( 17) 

La vitesse U de la particule (supposée constante au cours de 
ce déplacement élémentaire) est, elle, déterminée par la relation 
suivante : 

!::,.Ç ~ 2 2 
1 Ul=-= U +V 

t::,.t 
( 18) 

Le temps mis par ce déplacement élémentaire est donc de : 

-1 2 2 ,2 2 
ôt = h ( i , j) .~ e . !xl. + e . /::,.{3 

~ u2 +v2 
( 19) 
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C'est par l'intermédiaire de ce temps dt que l'on détermine 
les instants de changements de champs '1'1 o et ~1. 

Un programme a été réalisé en langage "Fortran" permettant 
la détermination des positions successives d'une particule en 
configuration d'alternance. Pendant chaque alternance un 
"comptage" de temps élémentaires est effectué. Cette somme est 
comparée à la valeur Tk correspondante. 

(20) 

Si T est strictement inférieur à Tk le déplacement se 
poursuit. Dès que la valeur T devient supérieure ou égale à Tk, le 
champ de 'V est modifié. 

Ill. 0.3 Extrapolation à N particules-Section de Poincaré 

Rappelons brièvement l'intérêt du tracé des sections dites de 
Poincaré. Considérons l'ensemble des points de l'espace occupé par 
le système en 3D (flot tri-dimensionnel) . La représentation des 
trajectoires doit donc être réalisée en 3D. Pour plus de facilité 
d'appréciation des trajectoires dans ce flot 3D, nous devons le 
projeter sur les 3 plans (O,x,y) (O,x,z) (O,y,z). 

En réalité cette facilité n'est que très relative puisqu'il faut 
simultanément suivre les projections sur au moins deux des trois 
plans. 

z 

x 
Figure 11.4 : Représentation d'un flot guelcongue en 

trois dimensions 
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La méthode de Poincaré consiste à couper le flot 30 par un 
plan judicieusement choisi et de noter la position de la particule 
sur ce plan lors de son passage à travers celui-ci (les études faites 
par l'auteur peuvent s'appliquer à des flots de dimension 
quelconque). Seul le passage dans un sens est noté. 

plan de section 

Figure 11.5 : Intersection d'une trajectoire d'une particule 
avec un plan de section donné 

Une trajectoire va donc "rencontrer" en un nombre N de points 
ce plan. Ces points de rencontre sont appelés P1, P2, P3, .... 

L'application qui a tout point Pi fait correspondre Pi+ 1 
s'appelle application de Poincaré. L'avantage décisif de cette 
méthode est que l'étude globale du flot 30 peut se ramener à l'étude 
d'une application plan sur plan. 

Cette technique est tout-à-fait applicable à notre problème. 
En effet, bien que l'écoulement soit bidimensionnel, trois 
dimensions sont présentes : deux dimensions d'espace, une 
dimension de temps. La section est faite suivant un plan temporel. 
Le choix de ce plan est tout naturellement fixé par la périodicité de 
l'alternance créneau. 

La section de Poincaré est donc définie par le tracé de la 
position de la particule à chaque période T = Tint + T ext· 

Afin d'obtenir rapidement la structure globale de 
l'écoulement, nous avons placé 50 particules régulièrement 
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espacées sur la ligne j=O (cf. schéma ci- après). L'écoulement ne 
révèle sa structure qu'à partir d'un nombre suffisant d'itérations. 

Position des 

particules à t=O 

Effectivement, un écoulement possédant une ou plusieurs 
structures bien établies de type vortex est caractérisé en 
relativement peu d'itérations (quelques centaines). Par contre, pour 
un écoulement plus complexe, où ne subsistent plus que quelques 
"îlots" de type vortex, la caractérisation claire de ces zones ne 
devient vraiment possible qu'après plusieurs milliers d'itérations. 

Il ne faut pas perdre de vue que seules les positions 
correspondant aux particules aux instants nT (avec n entier) sont 
représentées sur la section de Poincaré. 

Plusieurs cas de figure ont été étudiés grâce à la technique 
de traçage numérique (cf annexe 6). La figure 11.6 correspond aux 
conditions suivantes: 

ro int = ro ext = 1 T/min 
e = 18,75 mm 
T int = 24 S, T ext = 4 S 

Figure 11.6 : Section de Poincaré de l'écoulement en configuration d'alternance 
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III.E - ETUDE DE L'ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL 

Nous rappelons que l'écoulement que nous qualifions ici de 3D 
est un écoulement se développant dans un plan mais pour lequel les 
conditions de vitesses aux parois sont variables dans le temps. 

Au vu des résultats issus de la théorie des systèmes non 
linéaires, nous pouvons nous attendre, dans cette configuration, à 
obtenir un comportement du fluide beaucoup plus complexe qu'en 2 
dimensions. 

Pour un mélangeur excentré donné, c'est-à .dire où le rapport 
a1/a2 est fixé, les paramètres indépendants sont : 

- L'excentricité e (ou le facteur d'excentricité e/a2) 
- Le rapport des vitesses angulaires des deux cylindres rol/ro2 
- Les deux temps d'alternance T1 et T2 ( avec T: période 

totale de la perturbation égale à la somme des deux temps T1 et T2 
définis sur figure 11.7). 

Vitesses angulaires 
1 T 

~~ ........ ..... 
ro1 ----------- ---1 

1 
1 
1 
1 -~ 

1 Temps 
1 
1 
1 

ro2 ----------------- ............ 
T2 

Figure 11.7 : protocole d'alternance 

L'influence de l'excentricité et du rapport T1 /T2 sur 
l'écoulement observé (pour rollro2 = + 1 et pour rollro2 = -1) a tout 
d'abord été étudiée. 

Chaiken (1986) a étudié plusieurs cas de figures. Nous avons 
vérifié la validité des écoulements obtenus par son équipe grâce au 
tracé des sections de Poincaré. Nous avons, dans un second temps, 
approfondi dans certains cas "bien choisis" l'étude de l'apparition 
du chaos. 
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Ces sections de Poincaré ont été parallèlement comparées 
aux figures expérimentales réalisées. 

III.E.1 Influence du rapport T1/T2 et de e sur l'écoulement 

Le tableau 11.8 rend compte de l'influence des 2 paramètres 
précités sur l'écoulement de Stokes 30. 

Le rapport rol/ro2 est fixé à -1. Les quatre facteurs 
d'excentricité e/a2 sont 0,15 ; 0,375 ; 0,55 ; 0,7. Le temps de 
rotation du cylindre intérieur est de 52,5 secondes, les temps de 
rotation du cylindre extérieur sont 0,18 s ; 6 s ; 30 s ; 60 s et 150 
s. 

III.E.1.a Influence de T2 

Plusieurs résultats peuvent être dégagés de l'étude des 
sections de Poincaré. Pour une faible valeur de T2, l'écoulement est 
équivalent à celui 20 pour lequel seul le cylindre intérieur est en 
rotation (quelle que soit l'excentricité e). En effet, l'influence du 
cylindre extérieur dans le cas de T2=0, 18 s est parfaitement 
négligeable par rapport à celle du cylindre intérieur. 

Pour des valeurs de T2 très importantes (ici le maximum est 
de 150 secondes), quelle que soit l'excentricité, l'écoulement 
semble perdre toute stabilité. Ce résultat n'est pas surprenant. 
Nous avons étudié dans la première partie l'influence d'une 
perturbation de grande période sur la stabilité d'un oscillateur 
paramètrique. 

Pour des périodes multiples de la fréquence de base de 
l'oscillateur, il apparaît des zones d'instabilité en nombre 
croissant en fonction de la période d'excitation. En géométrie 
excentrée, les zones de recirculation, présentes pour des valeurs 
de T2 inférieures (30 s, 60 s), disparaissent progressivement 
lorsque T2 augmente. 

Pour des valeurs intermédiaires de T2, le comportement du 
fluide est particulièrement difficile à prévoir. Un vortex demeure 
quelle que soit l'excentricité e, créé par l'action du couple formé 
par l'action des deux cylindres. 

III.E.1.b Influence de e sur l'écoulement 3D 
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Pour des valeurs de e/a2 faibles, l'écoulement ressemble à 
l'écoulement de Couette. Celui-ci, caractérisé par un seul degré de 
liberté, ne peut, sous l'effet de l'alternance, créer des situations 
de repliement efficaces. 

Si e = 0, le mélange ne peut s'opérer que sous l'effet 
d'étirement linéairement dépendant des vitesses aux parois et de la 
diffusion. Le chaos est impossible à obtenir. 

Si e/a2 < 0, 15, pour une faible valeur de T2, l'écoulement 
présente des trajectoires circulaires centrées sur le cylindre 
intérieur. Pour des valeurs plus élevées de T2, des trajectoires 
circulaires demeurent mais concentriques cette fois au cylindre 
extérieur, l'influence du cylindre extérieur devenant plus 
importante. 

Si e/a2 ?: 0,7, il n'existe plus de zone non perturbée proche du 
cylindre extérieur. Le cylindre intérieur joue le rôle de racloir sur 
la paroi extérieur. Par contre, dans l'espace de grande dimension 
offert au liquide, un vortex est présent pour toute valeur de T2. 

Pour des valeurs de e/a2 intermédiaires, il est difficile, là 
encore, d'appréhender l'évolution des trajectoires en fonction de 
l'excentricité. 

Quelques sections de Poincaré particulières sont traitées 
dans l'annexe 6. Les figures 1 ,2,3 (et 3bis) concernent des 
protocoles d'alternance dans lesquels le rapport des vitesses 
ro1 /ro2 est égal à -1. Le facteur d'excentricité est, dans les trois 
cas, de 0,7. La figure 1 présente un "très gros" vortex, ainsi que 
trois plus petits, proches du cylindre intérieur. 

Sur la figure 3, les périodes T1 et T2 sont 4 fois plus 
importantes que celles présentes sur la figure 1. La situation est 
totalement différente. Le vortex principal est plus petit qu'en 1, 
les trois autres vortex ont quasiment disparu. 

La figure 2 est obtenue pour des valeurs de T1 et T2 
interverties par rapport à celles de la figure 3. La situation se 
trouve être, là encore, radicalement différente. 

Ces trois premières figures soulignent les rôles 
fondamentaux des deux périodes d'alternance. Elles mettent 
également en lumière la dissymétrie des influences des rotations 
des deux cylindres. 
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La figure 3bis est expérimentale. Elle sera comparée à la 
figure 3 dans le paragraphe III.E.3. 

Les figures 4,5,6,7 et 8 sont obtenues pour des rapports de 
ro1/co2 = +1 et pour un facteur d'excentricité de 0,375 (sauf pour la 
figure 8 où e/a2 = 0,70). 

Les figures 4,5,6 sont à comparer entre elles. La somme des 
temps T1 et T2 est fixe et égale à 28 secondes. Les valeurs de T1 
sont pour 4,5,6 respectivement de 20,22,24 s. Ces trois sections de 
Poincaré montrent l'importance du rôle de la rotation du cylindre 
extérieur. Sur la figure 4, il y a nettement accumulation de points 
au voisinage du centre du cylindre extérieur. Sur les deux figures 
suivantes, le rapport T2/T1 diminue, la concentration de points 
précédente n'existe plus. Le "traceur" a donc tendance à mieux se 
répartir. 

La figure 7 illustre une fois de plus l'action négative d'une 
période T2 élevée (T1 = 20 s et T2 = 15 s). Un vortex est tout à fait 
visible. Le "traceur" est très concentré au voisinage du cylindre 
intérieur ainsi qu'à la périphérie du vortex secondaire. 

La figure 8 est à comparer à la figure 3. Les paramètres sont 
identiques hormis les rapports des vitesses de rotation qui sont 
opposés. On montre ainsi l'influence des sens de rotation sur 
l'écoulement observé.Les vortex secondaires présents sur la figure 
3 disparaissent totalement. Cette influence est discutée plus en 
détail dans le paragraphe suivant. 

III.E.2 Influence du sens de rotation 

Pour cette étude, une valeur moyenne de l'excentricité a été 
choisie (cf. figure 11.9). Le rapport e/a2 est pris égal à 0,375. Les 
deux vitesses de rotation sont en valeur absolue égales à 1 t/min. 
L'influence du rapport T1/T2 est étudiée (T1 = 52,5 s). 
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Figure 11.9 : Effet de l'inversion d'un des sens de rotation 
sur l'écoulement (3Q) 

Pour des valeurs de T2 faibles (< 1 s), les trajectoires 
observées restent identiques si l'on inverse l'un des sens de 
rotation des cylindres. L'influence de la rotation du cylindre 
extérieur est, là encore, négligeable par rapport à celle de l'autre 
cylindre. 

Pour des valeurs de T2 supeneures, l'écoulement se modifie 
considérablement par inversion d'un des sens de rotation. Pour un 
rapport ro1/o:12. = -1, un vortex est systématiquement présent dans la 
zone de grande dimension (à proximité de la ligne ~=0). Pour un 
rapport ro1/o:12. = + 1, ce vortex n'est plus présent. Il apparaît dans 
cette zone une répartition souvent assez uniforme du traceur. Il se 
crée une déstabilisation profonde de l'écoulement. Celle -ci peut se 
comprendre car la perturbation créée par l'alternance des rotations 
des cylindres entraîne une modification des trajectoires du traceur 
au voisinage du point hyperbolique. Or celui.ci se situe dans la zone 
de grande dimension (sur l'axe ~=0) et non dans la zone de 
pincement de l'écoulement (cas ro1/o:12. = -1 ). Le processus 
d'étirement-repliement se produit donc dans la région de grande 
surface, répartissant ainsi le traceur quasiment dans tout l'espace 
disponible. Seule une fine couche proche du cylindre extérieur 
demeure inaccessible au traceur. L'effet de paroi limite sa 
progression rapide. 

Enfin pour des valeurs de T2 importantes (> 150 s), la 
situation de mélange est pratiquement parfaite. Hormis une couche 
liée à la paroi externe, la répartition du traceur est uniforme dans 
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tout le domaine. Dans cette situation, deux processus tendent à 
déstabiliser l'écoulement : Tout d'abord, la perte de régularité due 
à l'alternance à proximité du point hyperbolique et, de plus, 
l'augmentation des temps de rotation T1 et T2 (ici T2 seul) qui 
entraîne une perte de stabilité par augmentation des périodes (cf. 
partie 1 du chapitre 1 ). Ce cas de figure est intéressant à étudier 
théoriquement, mais reste inadapté aux contraintes de temps 
fixées dans un cadre industriel. 

III.E.3 Etude comparative entre simulations et expériences 

Après avoir discuté les influences de l'excentricité et du 
rapport T1 /T2, nous nous proposons de comparer les résultats 
théoriques par le tracé des sections de Poincaré aux écoulements 
réellement observés. 

De nombreuses expenences ont été réalisées et comparées 
aux sections de Poincaré correspondantes. Dans tous les cas de 
figure, les sections de Poincaré fournissent grossièrement les 
structures de l'écoulement observé. Le caractère approximatif de 
ces tracés est d'autant plus marqué que l'écoulement est plus 
"chaotique", c'est_ à _dire promoteur d'un mélange efficace. De 
manière symétrique, plus l'écoulement présente des zones de 
vortex stables, plus le tracé de la section est fidèle. 

Deux cas typiques d'écoulement sont présentés, un présentant 
des îlots stables (vortex) et l'autre fortement chaotique. 

Le premier écoulement est représenté sur les figures 3 et 
3bis de l'annexe 6, respectivement pour la section de Poincaré et 
pour l'écoulement réel. Dans cet exemple prédominent quatre 
vortex, un de taille importante et les trois autres plus petits 
l'entourant. L'expérience montre qu'effectivement cette structure 
est stable dans le temps. Au cours d'une période, égale à la somme 
des deux temps T1 et T2 les trois vortex secondaires s'échangent 
deux à deux (cf figure 11.1 0) 
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Figure 11.10 ; Structure de l'écoulement correspondant 
aux figures 3 et 3bis de l'annexe 6. 

Cette situation est le résultat d'une perturbation d'un 
écoulement (20) autour d'un point elliptique. La théorie montre qu'il 
n'y a pas perte de stabilité totale de l'écoulement. Ce résultat est 
visible sur la figure 11.1 O. En effet, les quatre vortex précités 
subsistent, englobés dans une zone de chaos dessinée en pointillés 
sur la figure. 

La région avoisinant la zone de pincement (p = 1t),(où se trouve 
le point hyperbolique en 20), est le siège d'un mélange très 
efficace. 

La prédominance des zones de vortex est telle que 
l'écoulement global reste stable dans le temps. Les figures 3 et 
3bis sont superposables. 

Le deuxième exemple est un écoulement fortement chaotique. 
Il est représenté sur la figure 11.11 pour la section de Poincaré et 
sur les figures 11.12 et 11.13 pour l'écoulement réel après 15 
périodes (= T1 + T2) et après un nombre élevé de périodes (>50). La 
section de Poincaré est à comparer à la figure 11.13 qui représente 
la disposition finale du traceur dans l'espace entre les cylindres. 
La section représente très grossièrement l'écoulement observé. 
L'écoulement périphérique plus stable présent sur la figure 11.11 
est difficile à discerner sur la figure 11. 13. Les vortex 
(théoriques) proches du cylindre extérieur ne sont pas observés 
dans la réalité. 
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Figure 11.11 : Structure de l'écoulement 30 sujyant: 
e/a2 = 0.375, I2 = 6 s. Il = 52.5 s. rol /ro2 =+1 

Cette difficulté à superposer les figures théoriques et celles 
réellement observées est due en partie, à des causes 
expérimentales. Toutefois, nous avons remarqué, que dans le cas où 
l'écoulement est relativement plus stable, les figures sont plus 
superposables, les conditions expérimentales restant identiques. 
L'écoulement étant fortement chaotique, il est normal que la 
prévision théorique reste partielle. 

En deux dimensions, pour un rapport de ro1 /ro2 égal à + 1, il 
existe un point elliptique sur l'axe ~=0 ainsi qu'un point 
hyperbolique sur ce même axe. Par l'alternance des vitesses aux 
parois, il apparaît une zone fortement mélangée autour de ce point 
hyperbolique. Celui _ci, situé dans la région d'écartement maximal 
entre les cylindres, engendre une répartition quasi uniforme du 
traceur sur tout l'espace 2D disponible. 

La figure 11.12 montre la disposition du traceur après 15 
périodes. Les structures étirées puis repliées y sont très visibles. 
Chaque "langue" de traceur est constituée par plusieurs stries 
parallèles. Ces structures emplissent l'espace disponible 
rapidement. Dans ces conditions expérimentales, le traceur 
initialement présent le long de l'axe ~=0, se répartit en une 
trentaine de périodes sur tout l'espace 20. 
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Figure 11.12 : Répartition du traceur fluorescent après 15 périodes 
(roi nt = roext = 1 T/min, e/a2=0,375, Tl =52,5s, T2=6s) 
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Figure 11.13 : Répartition du traceur fluorescent après 30 périodes 
(roint = roext = 1 T/min, e/a2=0,375, T1=52,5s, T2=6S) 
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La figure 11.14 rend compte de l'uniformité de répartition du 
traceur. Cette courbe représente les niveaux de lumière émise par 
le traceur fluorescent le long de l'axe ~=0. L'émission lumineuse 
renseigne sur la concentration locale du traceur. 

21 0.00 

N=335 Mean=111.05 Calibrated() 

Fiaure 11.14 : Profil de concentration le long de l'axe b-0 
(longueur du segment 335 pixels) 

A gauche de la figure, le niveau de signal est faible. Il 
correspond au fond "noir" du cylindre intérieur. En se déplaçant vers 
la droite, la courbe s'élève rapidement (niv=21 0) puis s'abaisse 
linéairement jusqu'à une valeur non nulle (niv.,70) à la limite du 
cylindre extérieur. 

La répartition de concentration varie de la même manière. 
Celle- ci ne possède pas un profil plat car le traceur est 
initialement placé le long de l'axe ~=0 avec une concentration 
identique du cylindre intérieur au cylindre extérieur. Le traceur 
initialement proche du cylindre intérieur doit remplir moins 
d'espace (au voisinage de ce cylindre) que la portion de traceur 
initialement proche du cylindre extérieur. Il est donc logique 
d'observer ce profil de lumière. 

Il est donc certain que l'incorporation d'un produit donné b 
dans un fluide a (exemple b=colorant, a=fluide visqueux) ne doit pas 
se faire de manière quelconque. Il semble que l'addition de b, afin 
d'accélérer le processus de mélange ultérieur, doit être située au 
voisinage du point hyperbolique sur l'axe ~=0. 

III.E.4 Mise en évidence du chaos par inversion du temps 

Ce paragraphe est consacré à l'étude expérimentale du 
renversement du temps sur les trajectoires décrites par un 
élément fluide donné. 
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Nous avons, tout au long de ce travail de recherche, souligné 
la différence de comportement des écoulements entre les 
situations 2D et 3D. L'étude du retour temporel va corroborer les 
résultats antérieurs. 

III.E.4.a Inversion temporelle en 2D 

Dans un premier exemple, nous montrons la réversibilité 
quasi parfaite de l'écoulement en 2D pour une série de cinq gouttes 
de traceur linéairement répartis le long de l'axe ~=0 (cf figure 
11.15). 

Seul le cylindre extérieur est en rotation (1 T/min). Le facteur 
d'excentricité est de 0,4. 

Sur la figure 11.15, sont représentées les positions initiales 
des gouttes traceur à gauche, puis après une minute (soit une 
rotation) au centre, et enfin après une minute en rotation inversée. 

Sur la photographie centrale, trois des cinq gouttes sont très 
déformées. La goutte proche du cylindre intérieur semble s'enrouler 
autour de celui-ci. Les deux gouttes proches du cylindre extérieur 
sont, elles aussi, très allongées et "collées" sur ce cylindre. Les 
deux dernières gouttes ont subi une simple permutation par 
rotation autour du vortex central. 

Sur la photographie de gauche, sont représentées les cinq 
gouttes après retour temporel de une minute (-1 T/min). Les trois 
gouttes, antérieurement très allongées, se rassemblent comme sur 
la figure de gauche. Elles ne représentent pas exactement la même 
morphologie qu'initialement car la diffusion, très efficace pendant 
la période d'étirement maximal, tend à agrandir ces zones colorées. 

Il faut rappeler qu'expérimentalement d'autres sources 
d'erreur viennent se greffer à l'écoulement (convection, légère 
perturbation dûe à l'inversion du sens de rotation, démarrage et 
arrêt du moteur ... ). 

Les deux dernières gouttes reprennent exactement leur place 
d'origine. 

Cet exemple montre la réversibilité de l'écoulement par 
inversion des conditions aux parois. 

Un second exemple en 2D est réalisé avec, cette fois, deux 
vitesses continues aux parois non nulles, (rol=ro2=1 T/min). Le 
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Figure 11.15 : Effet de l'inversion des conditions aux parois en 20 
(Wint = 0, Wext = 1 T/min, e/a2=0,4} 
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traceur fluorescent est disposé à mi-distance des deux cylindres 
sur l'axe ~=0. 

Les conditions aux parois sont maintenues constantes pendant 
quelques rotations (cf figure 11.16) puis inversées pendant 
exactement la même durée. 

Vitesses angulaires (tour/min) 

/ roi et ro2 

+1r-----------------'-~ 

1 1 1 1 1 1 1 
temps (min) 

1 1 1 1 -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

- 1 -------------------- 1 

Figure 11.16 : Vitesses angulaires appliQuées dans l'exemple 2. 

Le traceur est photographié à chaque révolution complète des 
cylindres (cf figure 11.17). La trace initiale est circulaire. Elle est 
déformée pendant 4 min 30 (cf figure 11.17 a), puis "reformée" 
durant le même temps (avec rol=ro2=-1 T/min), (cf figure 11.17 b). 

Le traceur ne reprend pas exactement sa position initiale. 
Comme dans le premier exemple, la diffusion agit tout au long de 
l'expérience, c'est-à-dire, ici, pendant un temps neuf fois plus 
long. 

Il est donc normal d'observer cet étalement du traceur. On 
peut, là encore, affirmer qu'il existe, compte tenu des 
imperfections expérimentales rencontrées, une nette réversibilité 
dans le comportement du fluide par inversion des conditions 
extérieures de vitesses. 

III.E.4.b Inversion temporelle en 30 

L'exemple pris pour illustrer l'influence des renversements 
des vitesses aux parois sur le comportement du fluide est 
semblable au second exemple pris en 20. 
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• T=O T= 1 MIN 

T= 2 MIN 

T= 3 MIN T= 4 MIN T=4 MIN 30 

Figure 11 .1Z.a . durant 4.5 pér~odes/a2 0 4) 

_ 1 T/mm, e - ' ((l)int = (l)ext -

de fluide colorée . d' ne goutte . Déformation u : 
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T= 9 MIN (=0) 

T= B MIN 

T= 7 MIN 

T= 5 MIN T= 4 MIN 30 

T= 6 MIN 

Figure 11.17.b : "Reformation" d'une goutte de tlujde colorée 
durant 4,5 périodes 

(roint = roext = -1 T/min, e/a2=0,4) 
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Les vitesses sont, cette fois, alternées selon le schéma 
suivant: 

Vitesses angulaires (tour/min) 

j ~ w2 

+1 
j /WI 

1 1 • 1 1 
temp ... s (min) 

1 1 1 1 1 -
-1 

1 2 3 4 

l 1 1 i r --------------------

Figure 11.18 : Vitesses angulaires appliquées en situation 3D. 

Des photographies de la goutte de traceur sont 
périodiquement prises (cf figures 11.19.a et 11.19.b) 

La figure finale prise par le traceur est très différente de la 
figure initiale. Le temps global d'aller et de retour est équivalent à 
celui de l'exemple 20 (9 min15 s au lieu de 9 min). La diffusion a 
donc agit de la même façon dans les deux cas. Elle ne peut donc, à 
elle seule, justifier de l'importance de la déformation du traceur. 

La photographie prise à t = 9min 15s révèle une structure 
striée, caractéristique d'un écoulement étiré puis replié. Cette 
figure n'est plus comparable à celle obtenue en 20 après 9 min 
d'étirement simple. 

Il est indéniable que le retour temporel est plus délicat à 
réaliser en 30 qu'en 20. En effet, les conditions aux parois doivent 
être rigoureusement identiques dans les phases aller et retour (au 
signe des vitesses près). Expérimentalement, cette condition n'est 
évidemment jamais réalisée parfaitement, ce qui entraîne une 
dissymétrie entre les deux séquences et donc un retour incomplet à 
l'état initial. 

Néanmoins, nous avons remarqué, que, malgré le soin apporté 
aux expérimentations en 30, la figure finale ne correspond jamais à 
celle de départ. Il existe donc une sensibilité très importante de 
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G ' 

. 

T= 0 T: 45 S 
T: 1 MIN 45 S 

T: 2 MIN 45 S T= 3 MIN 45 S 

Figure 11.19.a : Déformation d'une goutte de fluid.e colorée ~urant 
4.75 périodes ayec alternance des yjtesses de rotatton des cylindres 

(roint = roext = 1 T/min, e/a2=0,4, T1 = T2 =30s) 
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T= 7 MIN 15 S 

T= 9 MIN 15 S T= B MIN 15 S 

T= 6 MIN 15 S T= 5 min 15 s 

Figure 11.19.b : "Reformation??" de la goutte de fluide colorée 
durant le même temps (4.75 périodes) 

(roint = roext = -1 T/min, e/a2=0,4, T1 = T2 =30s) 
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l'écoulement dans ce cas de figure. Cette sensibilité est une preuve 
de la nature chaotique de ce régime. 
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CONCLUSION GENERALE 

Après avoir vérifié la validité de la solution analytique de 
G.H. WANNIER (1950) grâce à des calculs numériques dans plusieurs 
situations non inertielles, une technique de tracé de sections de 
Poincaré a été mise en oeuvre pour la configuration d'alternance. A 
partir des cartographies issues de cette technique, la 
confrontation entre expérience et théorie est possible en "30". Il 
apparaît dans beaucoup de cas, une similitude entre ces deux points 
de vue. La prédictibilité reste bonne dans des conditions où 
subsistent en majorité des îlots stables. 

Selon l'excentricité et la période d'alternance des rotations 
des cylindres, les figures décrites par le traceur fluorescent sont 
multiples. Une dissymétrie importante entre les temps de rotation 
des deux cylindres détruit l'effet perturbateur de l'alternance : 
l'influence d'un des deux cylindres devenant primordiale, le 
système retrouve une configuration purement "20". 

En contre partie, une augmentation des périodes de rotations 
des parois entraîne une destruction des îlots stables (Vortex) et 
ce, quelle que soit l'excentricité du système. En effet, la durée 
importante de chaque rotation où le régime est purement "20" 
permet au traceur de décrire uniformément des lignes de courant . 

L'alternance d'un régime à l'autre entraîne une répartition 
homogène de traceurs. 

Ce protocole efficace est néanmoins très pénalisant car très 
long. 

Les sections de POINCARE nous ont montré que certaines 
situations intermédiaires présentaient des régions chaotiques de 
taille importante. 

L'étude des sens de rotation des cylindres révèle une tendance 
à la destruction des zones stables si le rapport des vitesses 
angulaires est positif. 

Enfin, l'influence de l'excentricité a été discutée : dans les 
situations extrêmes où le facteur d'excentricité e/a2 est proche de 
0 ou de 0,75, l'écoulement présente de grosses zones stables, 
difficiles à détruire par une perturbation (alternance) externe. 
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Il apparaît finalement que le protocole optimal est le suivant: 

- Rotation des cylindres lente (d'où perte d'énergie faible) 
- Rotation dans le même sens 
- Rapport des périodes Tint!Text = 1/4 à 1/5 

Excentricité moyenne (voir définition au chapitre 2) e/a2 = 
0,4 

L'incorporation doit être faite aux environs du point 
hyperbolique décelable en "20". Un schéma de principe d'un 
mélangeur industriel pourrait donc être le suivant : 

-- ------

-- --- --- ---

La compréhension des phénomènes n'est encore qu'imparfaite. 
La théorie des systèmes dynamiques fournit quelques éléments 
permettant d'appréhender l'apparition du chaos. Cette théorie nous 
a permis de "cibler" la manière avec laquelle un mélange peut être 
obtenu avec un maximum d'efficacité. 

A partir de cette première ébauche, d'autres études plus 
poussées pourront être réalisées; notamment par la recherche et 
l'interprétation de points hyperboliques et elliptiques d'ordre 
supérieur à 1, ou le tracé de pseudo-sections de POINCARE à des 
périodes non multiples de la fréquence d'alternance. 

Il reste effectivement de belles recherches à entreprendre 
dans ce domaine encore balbutiant de la mécanique des fluides. 
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COEFFICIENTS DE LAME 

Cette annexe est consacrée au calcul explicite des 
coefficients de Lamé (ou métrique) du système de coordonnées pour 
la géométrie bipolaire. Tous ces calculs sont réalisés en deux 
dimensions. 

La transformation bipolaire/cartésien est la suivante: 

x = -s . sh(a) 
ch(a)-cos(!3) 

( 1 ) 

sin(~ 
Y= s.-----

ch(a)-cos(~ 
(2) 

Le point de coordonnées (x,y) peut se représenter par le vecteur 

r (; )· le coefficient H1 est donné par: 

(3) 

Celui-ci se calcule grâce aux dérivées partielles suivantes: 

~=s. (ch(a).cosW) - 1) 

aa (ch(a) - cos(p)) 2 

oy = -s . sh(a).sinW) 

aa (ch(a) - cos(p)) 2 

par l'expression ci-dessous: 

On obtient alors: 

( 4) 

(5) 

(6) 

~ = s2 ·(1-2.cos(P).ch(a)+cos2(p).ch
2
(a)+sin

2
(p).sh

2
(a)) (?) 

(ch(a)-cos(!3))4 

Soit: ~ = s2 

(ch(a)-cos(p) f 
(8) 



Le calcul de H2 est identique et l'on trouve H2 = H 1. 

H1 = H2 = H = 1 s 1 
ch (a) -cos ( 13) 

(9) 
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EQUATIONS FONDAMENTALES DE NAVIER-STOKES ET DE POISSON EN 
GEOMETRIE BIPOLAIRE 

Dans cette annexe, les expressions des équations de Navier­
Stokes et de Poisson sont explicitées en coordonnées bipolaires. Les 
coordonnées sont définies comme suit : 

X=-s sh(a) 
ch (a) - cos(p) 

( 1 ) 

sin(l3) y = s __ ___:_:....:.___ 
ch (a) - cos ( ~) 

(2) 

Equation de Navier-Stokes 

Son écriture en ro est la suivante 

-
aro - - - - 2- -- + ( U.V') (!) - ((!).V) u - v v û) = 0 
at 

(3) 

avec ro rotationnel du vecteur vitesse û = [ ~]. 
L'écoulement est ici purement bidimensionnel, le champ des ro 

est donc scalaire. Un trièdre direct est défini sur la figure ci­
dessous, grâce aux trois vecteurs e1 ,e2 et e3. Les deux vecteurs e1 et 
e2 sont respectivement tangents aux courbes iso-~ et iso-a. Le 
vecteur e3 est orthogonal au plan de la figure. 

e3 

L'équation (3) se résume alors à : 

aoo 2 
-+(U.V')ro=vV' ro 
at 

(4) 



Calcul du second terme de l'équation (3): 

L'expression selon les trois vecteurs de base est la suivante 

(U.V').ro = O.e1 + O.e2 + _u -+_v - .e3 ( 
dû) dû)) 

haa ha~ 
(5) 

avec h coefficient de lamé du système de coordonnées bipolaires. 

Calcul du troisième terme de l'équation (3): 

Il faut à présent donner l'expression du Laplacien en coordonnées 
bipolaires. On sait que : 

V2w=Y'.(Y'.ro}-Y'x(Y'xro) (6) 

Le premier terme de (6) est nul car la divergence du rotationnel 
ro est nulle. Le second terme de (6) se calcule en deux temps : 

h.el h.e2 l.e3 

(v xw) = _1 a a 
0 = ~(~;.el- ~:.e2) - (7) h2 a a a~ 

0 0 (l) 

et 

h.el h.e2 l.e3 

Vx{Vxw}=-1 
a a (iro iro) - 0 

=-~ aa2 + a~2 (8) h2 a a a~ 

d(l) d(l) 
0 

a~ a a 



Ce qui nous fournit, pour le Laplacien de ro, l'expression suivante: 

v2 1 a ro a ro 
( 

2 2 ) 

(1) = h2 aa2 + ap2 (9) 

On obtient finalement : 

( 1 0) 

Il Equation de Poisson 

La forme de l'équation de Poisson est la suivante 

( 11 ) 









COEFFICIENTS DES EQUATIONS IMPLICITES EN w ET EN 'l' 

Les coefficients a(j), b(j), c(j) et r(j) sont explicités. Ils 
interviennent lors de la résolution numérique des équations de 
Navier-Stokes (équation en ro) et de Poisson (équation en '1'). 

Il s'agit des coefficients présents dans le second pas de temps 
du calcul. 

Pour l'équation en ro : 

a (j) = - .Jl.i . hi,j . DB - 2. nu ( 1 ) 

(2) 

c (j) = .Jl.i . hi,j . DB - 2. nu ( 3) 

r (J')= 4 ro~-t:112 (hi,j. DBf 1 _ Lf. h·. DB2 (ro~+11.2 _ oft+1(2) 
. l,j . ldt I,J. l,j. DA. 1+1,] 1-1,] 

+ 2 nu DB2 {ro~+11.2 _ 2 ro~-t:112 + .n.+1(2) 
• • • 1 + 1 J • 1 J (Ui -1 j 2 . . J 

DA 
( 4) 

Pour l'équation en 'V : 

a(j)=-1 (5) 

(6) 

c (j)=-1 (7) 

(8) 









CALCUL DE LA VALEUR DE LA FONCTION DE COURANT A LA PAROI 
EXTERIEURE 

Le calcul de la fonction de courant 'V est réalisé par intégration 
du flux de matière de la paroi intérieure à la paroi extérieure. En 
effet: 

( 1 ) 

ou 

f
a2 

'Vcyl.ext. =- [h v]j fixéda 
al 

(2) 

Les valeurs de 'V sont réparties de la paroi intérieure (i=O) à la 
paroi extérieure (i=N). Les N valeurs de 'V (de 0 à N-1) permettent de 
calculer la valeur en N. 

h.DA 

En effet, la valeur de 'V en i=N est égale à : 

Soit : 

i=N 

'JI cyl. ext. =- L [h ( i ,j}. V ( i ,j}] j fixé. DA 
Î=Ü 

i=N-1 

'1'n-2,j 'l'n-1 ,j 'l'n,j 
1 1 1 

(3) 

2.'JfN = - h(O,j).v1. DA + L ( 'Jf(i+ 1 ,j) + 'Jf(i-1 ,j) ) - h(N,j).v2. DA 

(4) 
De plus: 

i=N-1 
L ( 'Jf(i+1 ,j) + 'Jf(i-1 ,j) ) = 'Jf(N,j) + 'Jf(N-1 ,j) - 'Jf(O,j) - '1'(1 ,j) (5) 
i=1 

On obtient finalement : 

'JI cyl. ext. = (- v1 . h(O,M/2) - v2 . h(N,M/2)) . DA + 'I'N-1 ,M/2- '1'1 ,Mt2 
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c 
c 
c 
c 
c 

*************************************************** 

PROGRAMME DE CALCUL DE L'ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL D'UN 
FLUIDE NEWTONIEN PANS UNE CONFIGURATION BICYLINPRIOUE 

EXCENTREE 
*************************************************** 

• • * • * • * * * • • * * * • * • * * • • • • • * • * * * * • * * • * • * • * * * • * • • * • * * • * • 

Introduction des paramètres 
• * * * * * • * • • * * • • * • * • * * * • • * • * * * * • * * * • • • * * * * • • * * * • * * • • * • 

c 

c 

c 
c 

character*1 O,Nom 
implicit double precision (a-h,o-z) 
dimension alp(0:30),be(0:1 OO),x(0:30,0:1 00), 
&psi(O :30,0:1 00) ,psi 1 (0 :30,0:1 00), u (0:30, O: 1 00), y(0:30, 0:1 00) 
&H(0:30,0:1 OO),w(0:30,0:1 OO),v(0:30,0:1 OO),w1 (0:30,0:1 00) 
dimension a(0:1 OO).b(0:1 OO),c(0:1 OO),r(0:1 00), 
&w2(0:100) 
dimension testpsi1 (0:1 00) 
dimension testpsi2(0:1 00) 
dimension testw1 (0:1 00) 
dimension testw2(0:1 00) 
common /s1/ N,M,kij,kijk 

Nom='fch3' 
open (2,file=Nom,status='new') 

N=30 
M=1 00 
a1 =50. 
a2=200. 
nu=635. 
ex=80. 
om1=0. 
om2=1. 
dt=0.0005 
dtp=0.001 

................................................... 
MAILLAGE CONDITIONS INITIALES 

*************************************************** 

if (ex+a 1.gt.a2) then 
print*,'excentricité trop importante' 
re ad* ,ex 
end if 
Pl=3.141592654 
s=(dsqrt((a1**2+a2**2-ex*ex)**2-4*a1 **2*a2**2))/2/ex 
alp1 =dlog(s/a1 +dsqrt((s/a1 )**2+1 )) 
alp2=dlog (s/a2+dsq rt( (s/a2)**2+ 1)) 
om1 =Om1 *2. *PI/60. 
om2=om2*2. *PI/60. 
v1=a1*om1 
v2=a2*om2 
DA=(alp2-alp1 )/N 
DB=2*PIIM 
d1 =s*dcosh(alp1 )/dsinh(alp1) 
d2=s*dcosh(alp2)/dsinh(alp2) 

Domaine de calcul (x,y) + Calcul de H 
.................................................................... 



2 

4 
3 

c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

do 1 i=O,N 
alp(i)=(alp1*(N-i)+alp2*i)/N 
continue 
do 2 j=O,M 
be(j)=2.*j*PI/M 
continue 

do 3 i=O,N 
do 4 j=O,M 
y( i,j)=s*dsinh( alp( i) )/( dcosh ( alp(i) )-dcos(be(j))) 
x(i ,j)=-s *dsin(be (j) )/( dcos h( alp{ i) )-dcos(be(j))) 
H{i,j)=s/(dcosh(alp(i) )-dcos(be(j))) 
continue 
continue 

Conditions initiales 
"""""""""""""""""" 

Les psi , w , u et v sont égaux à 0 quels que soient i et j 

................................................... 
CALCUL DE W A L'INTERIEUR DU DOMAINE PAR LA METHODE 

DES DIRECTIONS AL TER NEES (ADI) IMPLICITE 
*************************************************** 

kgk=O 

c ---------- CALCUL DE TESTW EN J:O ET J:M/2 

51 do 52 i=O,N 
testw1 (i)=w(i,O) 

52 testw2(i)=w(i,M/2) 

c -----------------------------------------------------------------

kgk=kgk+1 
print*,'ITERATION N°',kgk 

c---- PREMIER DEMI PAS DE TEMPS ---- (DIRECTION i)-------

kij=1 

do 7 J=1,M-1 

b( 1 )=4*(H(1 ,j)**2*DA**2/dt+nu) 
c(1 )=U(1 ,j)*H(1 ,j)*DA-2*nu 
r(1 )=4*w(1 ,j)*(H(1 ,j)*DA)**2/dt-V(1 ,j)*H(1 ,j)*DA**2*(w(1 ,j 

&+ 1 )-w( 1 ,j-1) )/08+2* nu* ( DA/08)**2*(w( 1 ,j+ 1 )-2*w(1 ,j)+w( 1 ,j-1)) 
&-(-U(1 ,j)*H(1 ,j)*DA-2*nu)*w(O,j) 

do 6 i=2,N-2 

a( i)=- U ( i ,j) * H (i ,j) * DA-2*nu 
b(i) =4 *( H( i ,j) **2* DA** 2/dt+ nu) 



c(i) =U ( i ,j) * H (i ,j )* DA-2* nu 
r( i) =4 *w( i ,j) * ( H (i ,j) *DA)** 2/dt- V ( i ,j) * H (i ,j) *DA** 2* (w( i ,j 

& + 1 )·w(i ,j-1) )/D B+2*n u• (DA/DB )**2* (w(i,j+ 1 )·2*w(i,j)+W(i,j-1)) 

6 continue 

8 

7 

c 
c 

i=N-1 
a(N-1 )=·U(N-1,j)*H(N-1 ,j)*DA-2*nu 
b(N-1 )=4*(H(N-1 ,j)**2*DA**2/dt+nu) 
r(N-1 )=4*w(N-1 ,j)*(H(N-1 ,j)*DA)**2/dt-V(N-1 ,j)*H(N-1 ,j)*DA** 

&2* (w(N-1 ,j+ 1 )-w(N-1 ,j-1) )/DB+2* nu* (DA/DB )**2* (w(N-1 ,j+ 1 )-2 
&*w(N-1 ,j)+w(N-1 ,j-1 ))-(U(N-1 ,j)*H(N-1 ,j)*DA-2*nu)*w(N,j) 

cali tridiag(w2,a,b,c,r) 

do 8 i=1 ,N-1 
w1 (i,j)=w2(i) 

continue 

CALCUL DE W EN J:O ET J:M 
UllttffllttttttUttHtttlllllttllttffUttfllltttttt 

b(1 )=4*(H(1 ,M)**2*DA**2/dt+nu) 
c(1 )=U(1 ,M)*H(1 ,M)*DA-2*nu 
r(1 )=4*w(1 ,M)*(H(1 ,M)*DA)**2/dt-V(1 ,M)*H(1 ,M)*DA**2/DB* 

&(w(1, 1 )-w(1 ,M-1 ))+2*nu*(DA/OB)**2*(w(1, 1 )-2*w(1 ,M)+w(1 ,M-1 )) 
&-(-U(1 ,M)*H(1 ,M)*DA-2*nu)*w(O,M) 

do 10 i=2,N-2 

a(i)=-U (i, M) *H (i,M)* DA-2* nu 
b(i)=4* (H (i, M)**2* DA**2/dt+ nu) 
c(i)=U (i, M) * H ( i, M)* DA-2*n u 
r( i) =4 *w( i, M)* ( H (i, M) * DA)**2/dt- V (i, M)*H (i, M)* DA **2/0 B* 

&(w(i, 1 )-w(i,M-1 ))+2*nu*(DA/DB)**2*(w(i, 1 )-2*w(i,M)+W(i,M-1)) 

1 0 continue 

i=N-1 

a(N-1 )=-U(N-1 ,M)*H(N-1 ,M)*DA-2*nu 
b(N-1 )=4*(H(N-1 ,M)**2*DA**2/dt+nu) 
r(N-1 )=4*w(N-1 ,M)*(H(N-1 ,M)*DA)**2/dt-V(N-1 ,M)*H(N-1 ,M)* 

&DA**2/DB*(w(N-1, 1 )-w(N-1 ,M-1 ))+2*nu*(DA/DB)**2*(w(N-1, 1 )-2* 
&w(N-1 ,M)+w(N-1 ,M-1 ))-(U(N-1 ,M)*H(N-1 ,M)*DA-2*nu)*w(N,M) 

cali tridiag(w2,a,b,c,r) 

do 11 i=1 ,N-1 
w1 (i,M)=W2(i) 

11 w1 (i,O)=W2(i) 

c do 111 i=O,N 



c print(1 OO),(w1 (i,j),j=O,M) 
c1 00 format( 11 f7.3) 
c 111 continue 

c ----- SECOND DEMI PAS DE TEMPS --- (DIRECTION j) -------

kij=-1 
kijk=1 

do 12 i=1,N-1 

i=O 

w1 (N,j)=w(N,j) 
W1 (O,j)=W(O,j) 

b(j)=4*( H ( i ,j)* *2* DB **2/dt+ nu) 
c(j )=V (i ,j)* H {i,j)* D B-2*n u 
r(j) =4 *w 1 (i ,j)* ( H ( i ,j) *DB) **2/dt-U ( i ,j) * H (i ,j)*D B**2/DA * 

&(w1 (i+1 ,j)-w1 (i-1 ,j))+2*nu*(DB/DA)**2*(w1 (i+1 ,j)-2*w1 (i,j) 
&+W1 (i-1 ,j))-(-V(i,j)*H(i,j)*DB-2*nu)*w(i,M-1) 

do 13 j=1,M-1 

w1 (O,j}=W(O,j) 
w1 (N,j)=W(N ,j) 
a(j)=- V ( i ,j) *H ( i ,j) * DB-2 *nu 
b(j) =4 * ( H ( i ,j )**2* DB**2/dt+ nu) 
c(j)= V (i ,j) *H ( i ,j) *D B-2*n u 
r (j) = 4 * w 1 ( i, j) * ( H ( i, j) *DB)** 21 dt- U ( i, j) * H ( i, j) *DB** 2/ DA* 

&(w1 (i+1 ,j)-w1 (i-1 ,j))+2*nu*(DB/DA)**2*(w1 (i+1 ,j)-2*w1 (i,j) 
&+W1 (i-1 ,j)) 

1 3 continue 

i=M 
w1 (O,j)=W(O,j) 
w1 (N,j)=w(N ,j) 
a(j)=-V (i ,j) * H ( i,j) * DB-2* nu 
b(j) =4 * ( H ( i,j)**2* DB**2/dt+ nu) 
r(j)=4*w1 (i,j)*(H(i,j)*DB)**2/dt-U(i,j)*H(i,j)*DB**2/DA* 

&(w1 (i+1 ,j)-w1 (i-1 ,j))+2*nu*(DB/DA)**2*(w1 (i+1 ,j)-2*w1 (i,j) 
&+w1 (i-1 ,j))-(V(i,j)*H(i,j)*DB-2*nu)*w(i, 1) 

cali tridiag(w2,a,b,c,r) 

do 14 j=O,M 
14 w(i,j)=w2(j) 
c print* ,w(i,O),w(i, 1 ),w(i,M-1 ),w(i,M) 
1 2 continue 

c do 3000 j=O,M 
c3000 print* ,w(O,j), w(N ,j) 

kij=1 
kijk=O 



c 
c 
c 
c 

................................................... 
CALCUL DES VALEURS DE LA FONCTION DE COURANT (PSI) 

PAR LA METHODE (ADI) IMPLICITE ................................................... 
kk=O 

c ----------- CALCUL DE TESTPSI EN J:O ET J:M/2 ----------

1601 do 161 i=O,N 
testpsi1 (i)=psi(i,O) 

161 testpsi2(i)=psi(i,M/2) 

c -----------------------------------------------------------------
kk=kk+1 

c --- PREMIER DEMI PAS DE TEMPS --- (DIRECTION 1) -------

kij=1 

do 17 j=1,M-1 

b(i) =2+2* (DA)** 2/dtp 
c(i)=-1 

&psi (i ,j-1) )/(DB) **2+H (i ,j) **2*w(i,j) )- ( -1 )*psi( O,j) 

do 18 i=2,N-2 

a(i)=-1 
b(i) =2+2* (DA)** 2/d tp 
c(i)=-1 
r(i )= (DA) **2* (2* psi ( i ,j)/d tp+(psi (i ,j + 1 )-2*psi ( i ,j) + 

&psi(i,j-1) )/(DB)**2+H(i ,j)**2*w(i,j)) 

1 8 continue 

1 9 

1 7 

c 
c 

i=N-1 

a(i)=-1 
b(i) =2+2 * (DA) **2/d tp 
r(i )= (DA) **2* (2*ps i( i,j)/dtp+(psi (i ,j+ 1 )-2* psi ( i,j) + 

& psi ( i ,j -1 ) )/(DB) **2+ H ( i ,j) **2*w( i ,j)) -( -1 ) *psi (N ,j) 

cali tridiag(w2,a,b,c,r) 

do 19 i=1,N-1 
psi1 (i,j)=w2(i) 

continue 

CALCUL DE PSI EN J:O ET J:M 
"""""""""""""""""""""""""""" 



b( i) =2+2* (DA) **2/dtp 
c(i)=-1 
r( i)=( DA) **2* (2*psi(i 1 M)/dtp+(ps i (il 1) -2* psi (il M) + 

&psi( il M-1 ))/(D8)**2+H(i1j)**2*w(i1M) )-(-1 )*psi(01 M) 

do 20 i=2~N-2 

a(i}=-1 
b(i} =2+2* (DA} **2/dtp 
c(i}=-1 
r( i}=( DA)**2* (2*psi (i 1 M)/dtp+(psi( i, 1) -2*psi(i 1 M) + 

&psi(i1 M-1} )/(D8)**2+H(i1j}**2*w(i1 M)) 

20 continue 

i=N-1 

a(i}=-1 
b(i} =2+2* (DA)** 2/d tp 
r( i)=( DA)**2* (2* psi (il M)/dtp+(psi( i 11) -2* psi (i 1 M} + 

&psi(i~ M-1) )/( D8)**2+H (i,j )**2*w(i, M) )-{ -1 )*psi{N, M} 

cali tridiag(w2,a,b,c,r) 

do 21 i=1 ,N-1 
psi1 (i,M}=W2{i} 

21 psi1 (i,O)=W2(i) 

c ----- SECOND DEMI PAS DE TEMPS --- (DIRECTION j) -------

kij=-1 
kijk=1 

do 22 i=1 ,N-1 

j=O 

psi1 (N~i}=psi(N,j) 
psi1 {0 1j}=0. 

b{j) =2+ 2* { D 8) **2/dtp 
c(j)=-1 
r(j}=(D8}**2*(2*psi1 (i,j)/dtp+(psi1 {i+1 ,j}-2*psi1 (i~i} 

&+psi1 (i-1 ,j})/{DA)**2+H(i,j)**2*w(i,j))-(-1 )*psi{i,M-1} 
c print*, psi1 (N,j} 1psi1 (i,j),psi1 (i+1 1j),psi1 (i,M-1} 

do 23 j=1~M-1 

psi1 (N,j}=psi(N,j} 
psi1{0,j)=0. 

a(j}=-1 
b(j) =2+2* { D 8} **2/dtp 
c(j)=-1 
r(j)=(D8}**2*(2*psi1 (i,j)/dtp+(psi1 (i+1 ,j)-2*psi1 (i,j}+ 



&psi1 (i-1 ,j))/(DA)**2+H(i,j)**2*w(i,j)) 

23 continue 

j=M 

psi1 (N,j)=psi(N,j) 
psi1 (O,j)=O. 

a(j)=-1 
b(j )=2+2* (DB) **2/dtp 
r(j)=(DB)**2*(2*psi1 (i,j)/dtp+(psi1 (i+1 ,j)-2*psi1 (i,j)+ 

&psi1 (i-1 ,j))/(DA)**2+H(i,j)**2*w(i,j))-(-1 )*psi(i, 1) 
c print*, psi1 (N,j),psi1 (i,j),psi1 (i+1 ,j),psi1 (i, 1) 

cali tridiag(w2,a,b,c,r) 

do 24 j=O,M 
24 psi(i,j)=w2(j) 

22 continue 

c 
c 

kijk=O 
kij= 1 

CALCUL DE PSI EN 1:0 ET I:N 
.................................................... 

if (kgk.gt.3000) goto 2633 

do 2603 j=O,M 
psi(O,j)=O. 

2603 psi( N,j)=( -v 1 *H( 0, M/2)-v2*H (N, M/2)) *DA+psi(N-1, M/2)-psi( 1, M/2) 
goto 2634 

2633 do 2604 j=O,M 
psi(N,j)=-2*DA*H(N-1 ,j)*v(N-1 ,j)+psi(N-2,j) 

2604 psi(O,j)=O. 

2634 continue 

c • * • * • * * • * * * * * * • * * • * * * * * • * * * * * * * * • * • * * • * * * * * • * * * * * * * 

c * TEST SUR PSI * 
c * * * * • • * * * • * * * * * * * * * * * * • * * * * • * * • * * * * * * * • * • • * * * * * • * * * 

X21 =0. 
X22=0. 

if (kk.lt.20) goto 1601 

c • * • * • * • • * * * * * * * • * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * • * * * * * 

c CALCUL DES VITESSES U ET V 
c * • * * * • * * * * * * * * * * * * • * * * * * * * * * * * * * * • * * * * * * * • * * • * * * * * * 

aka=kgk/1 000.-int(kgk/1 000.) 
if (aka.ne.O.) goto 5006 
do 5004 j=O,M/2,5 



5004 write(2~5005) (psi(i 1j}.i=0 1 N 1 3) 
write(2 1 *) 

1iter. n° 1

1 kgk 
write(2 1 *) ~--------------------------------------

5005 format( 11 f7.2) 

5006 do 27 j=1~M-1 
do 27 i=1~N-1 

v(i~j)=-(psi(i+1 1 j)-psi(i-1 1 j))/H(i 1 j)/2/DA 
u(i~i)=(psi(i~i+ 1 )-psi(i~j-1 ))/H(i~j)/2/DB 

27 continue 

do 28 i=1~N-1 
u(i~M)=(psi(i~1 )-psi(i~M-1 ))/H(i~M)/2/DB 

u(i~O)=U(i 1 M) 
v(i~M)=·(psi(i+1 1 M)-psi(i-1 1 M))/H(i 1 M)/2/DA 

28 v(i 1 O)=V( i 1 M) 

do 29 j=0 1N 
u(0 1 j)=0. 
u(N 1j)=0. 
V(0 1 j)=V1 

29 v(N 1 j)=V2 

aka=kgk/1 000.-int(kgk/1 000.) 
if (aka.ne.O.) goto 5026 

c do 5010 j=O~M 
c501 0 write(2~5011) (u(i~i)~i=0 1 N) 
c5011 format(11f7.2) 
c write(2~*) --------------------------------------

write(2 1 5021) (v(i 1 0) 1 i=0 1 N 1 3) 
5021 format(11f7.2) 

write(2~*) --------------------------------------
5026 continue 

c • * • • • • • • • * * • * • • * * * • • * • • * • * * • * * • • • * • * • • • • • • * • * * • • • * • 

c CALCUL DE w AUX PAROIS 
c • • * * • * • • • • • • • • * • • • • • • * • * • * • • • • • • • • • * * • * * • • • • * • * • * • * 

do 30 j=0 1 M 
w(0 1 j)=·2/H (O~j)**2*( (psi( 1 1 j)-psi(0 1 j))/DA **2+v1*H (0 1 j)/DA) 

3 0 w( N 1 j) =2/H ( N ~i )**2* ((psi ( N ~i) -psi ( N -1 1 j) )/DA **2+v2* H (N 1 j)/DA) 

c aka=kgk/1 000.-int(kgk/1 000.) 
c if (aka.ne.O) goto 5036 
c do 5030 j=O~M 
c5030 write(2~5031) (w(i~i)~i=O~N) 
c5031 format(11f7.2) 
c write(2~ *) --------------------------------------
c5036 continue 

c * * * • * * • • * • * * • • • * • * * * • • * * * * * * * • * • • * * * * • • * * • * * * * • • * * * 

c *TEST SUR W * 
c * * • • • * * * * * • • • * • • • • • • • • * • * * * • • • • • • * • • • • • • • • * • • * • • * • • 

W21=0. 
W22=0. 



do 301 i=O,N 
W21 =W21 +(testw1 (i)-w(i,0))**2 

301 W22=W22+ (testw2( i)-w(i, M/2) )** 2 
print*," W21 "," W22 
print(3012),W21 ,W22 

3012 format(2f15.8) 
print(3011 ),w(O,O),w(4,0),w(8,0),w(12,0),w(16,0),w(20,0) 

c3011 format(6f12.4) 
c do 302 i=O,N,M/5 
c print*,"1000v(",i,")= ",1000*v(i,l11) 
c302 continue 

GOT051 

c * * • • • • • • • • * * • * * • * * • • • * * • • * • • • • • * • * * * • • • * * • * • • • * • • * • 

c RESOLUTION DU SYSTEME TRIDIAGONAL 
c • • • * • • * • * • • * * * * * • * * * * * • • • • • * • * * • * • • • • * * • * • * • * * • • • * * 

subroutine tridiag(w2p,ap,bp,cp,rp) 

implicit double precision (a-h,o-z) 
dimension gam(0:1 00) 
dimension ap(O: 1 OO),bp(O: 1 OO),cp(O: 1 OO),rp(0:1 00), w2p(0:1 00) 
common /s1/ N,M,kij,kijk 

if (kij.eq.1) k=N 
if (kij.eq.-1) k=M 
if (kijk.eq.O) 1= 1 
if (kijk.eq.1) 1=0 

ap(I)=O 
cp(k-1)=0 
bet=bp(l) 
w2p( 1) = rp( 1 )/bet 

do 1 oo ii=1 +l,k-1 
gam(ii)=cp(ii-1 )/bet 
bet=bp(ii)-ap(ii) *gam (ii) 

100 w2p(ii)=(rp(ii)-ap(ii)*w2p(ii-1 ))/bet 

do 101 ii=k-(1 +1),1,-1 
w2p(ii)=w2p(ii)-gam(ii+ 1 )*w2p(i i+ 1) 

1 01 continue 









Sections de POINCARE 

Dans cette annexe sont consignées différentes sections de 
POINCARE ainsi que certains écoulements correspondants obtenus 
expérimentalement. Le programme de calcul des déplacements 
élémentaires et des positions des particules, itération par 
itération, ainsi que le programme graphique s'y rapportant sont 
consignés en fin de l'annexe. 

Les conditions de calcul sont données ci-dessous : (avec ro lnt 

= vitesse de rotation du cylindre intérieur en tours/min, (ù ext = 

vitesse de rotation du cylindre extérieur en tours/min, exc = e = 
excentricité du système en mm, Tint = temps de rotation du cylindre 
intérieur, T ext = temps de rotation du cylindre extérieur) 

Les dimensions du système sont toujours les suivantes: 

. Rint = 12,5 mm 

. Rext = 50,0 mm 
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Figure 1 

w lnt = 1 T/min 
w ext = 1 T/min 

exc = 35 mm 
Tint = 13,13 S 
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Figure 3 

û) int = 1 
û) ext = T/min 

exc = 35 mm 
Tint = 52,5 S 

Text = 60 S 
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Figure 3.bis 
Image de l'écoulement décrit numérjguement à la figure 3 

ro lnt = 1 T/min 
ro ext = - 1 T/min 

exc = 35 mm 
Tint = 52,5 S 

T ext = 60 S 



' 
• 

1 . 
l' Il .. 
t Il 

* 

. . . 

.. .. 
JI 

l . 

. . . . . . . 
. (,, .. ' 

. . 

• 
"' • .. .. Il ..... 

'1 • 
'· •• 

• ·.jtl_.·· . • 1. . ·; .. . . . . 
.. 

·r.: . 
• . . . ' . 

.. 

. . ·.· . . . . : . . . . . 
.t 

. _, 
t. 

. .f~ .. 
. ,. .. 
•• t • 

• • 

··. . ... . . . , 

• 

. . .. • • ' 4 ..... .. .. . .. ,. ..... . ... "'' .. . 
~· ·. ... 

• . .. : ~· .. . .. . 
.~ . . . . 

••• • Il=-.· . . .. ·-.. . . . 
1" 

. .. . 
'Il .~ ~ . . ... 

. ... 

· . . .. -: -:. 

-

' . -.. 
• . . ... ... 

• .. . 

Figure 4 

• 
1. • .... ~·· .... 

ro int = 1 T/min 
ro ext = 1 T/min 

18 75 mm exc = ' 
Tint = 20 S 

T ext = 8 S 

.. . . . 

.. .. 
·. l .. 

~· 
. . 

• ri' ...... 
.. •• c • 
~. ... ··.-

" 
• .· . . 

•i " . .. ,_ . 
t-r"' •• 
: .. 
·-. ... . .. 

• 
y. 
• . 
•• .. • . ... . . 

, 

• 

. . • .. . . . . 
• . . .. . 1 · .. .. .. 

• • . . . ·: 
• ' . 

• 1 

• 



. · . 
. . . 
. 

• :& 
~ . : 

. 

. . 
~ . 

: . 
. 

• J 

" : .. . 

, 

.. ' 

. . .. 
-. . 

t 

.. 

! . . 

• 
""·-

~· 

. .. ~ .. .... 

~· 

.. .. 
~ • 4 • • • 

··--. . ' 
. . ..... 

.. .. ,... .. ... "' . . . . ...... ... 
.. - • 1 ••• ' 

Figure 5 

(J) int = 1 T/min 
_ 1 T/min (J) ext -

exc = 18,75 mm 
Tint = 22 S 

T ext = 6 S 

. .. ... 
' . . . 

... .. 
• 



. ... .. . .. . . . .. 
. . . . . . . . . . . .. . . . . 

... . .. . . .. 
..... . ...... . . -.. . . 

......... .. • .. 
~ .. , .... .. .. . .. 

. . 
. .. . . ... · ... ·,;.,. . . . ' 

• , . 
. . . .. . ... •;a 

. .. 
• • : 1 

. . . . . . 
. . ' . . 
1 •• .. : .. . ·. ... 

., 

•• 

; ... . .. 

. ·-

J . • ... 
~ 

. ,.; . . . .... ~~~~~ .. ...... . ,..,; ... .. ., ...... ... 

Figure 

........ ·,.. ..... 

6 

(ù lnt = 1 T/min 

(ù ext = 1 T/min 
18 75 mm 

exc = - 24 s 
Tint-

T ext = 4 S 

· .. . ... 
·~ .. 
. 
~ '\ .. 

. . . · . · .. .. . . . 
'1. ·~ . · .. . . . .. 

•• \ . .. ' .. :. . 
. \ • 

i.-

. . . 

. .. . 
~ i J .. 

1 • (. .. 
. 
t 1 ~ 

• • 
• 

. . . . . . . . . . . 
•• . . 

f .. .. . ... . . .. 



... 
•• 

. .. 
l . . . . , . 

• 
• .. 

"" 
• • . . . . . . 1 . ... 

.. :. ··! . 
001\. . . . . 

"'· 

• • . 
• . • . . . . . . 
1 

., . 

. . 
... 

Figure 7 

ro lnt = 1 T/min 
ro ext = 1 T/min 

exc = 18,75 mm 
Tint = 20 S 

T ext = 15 S 
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exc = 35 mm 
Tint = 52,5 S 

T ext = 60 S 

'o/:' 

. . ... • 





c 
c * 

c* 
c * 
c 

c 
c* 
c 

c 

c 
c* 
c 

c 
c* 
c 

*********************************************************** 
* 

Programme de Calcul des sections de Poincaré .. 
.. 

*********************************************************** 

* * * ** ** *** *** * **** **** * *** * **** * ** ** *** * *** * * * * ** ** * * * * * * * * 
Introduction des paramètres * 

* * * ** * * *** **** **** * ** ** **** ***** * *** **** *** ** * * ** * * * * * * * * * * 

character*1 O,Nom 
implicit double precision(a-h,o-z) 

dimension alp(O :50) ,be(O :3) ,x(O :3,0 :3) ,y(O :3 ,0:3) ,psi(O :3, 
&0 :3) ,h(O :50,0 :3), u( 0:3, 0:3), v( 0:3,0 :3) ,xi(0:50) ,yj( 0:50) 

Nom="ficc13" 
open(2, file=Nom ,status="new") 

om1=1. 
om2=0. 
perio1=2. 
perio2=0. 
E=18.75 

A1 =12.5 
A2=50. 

Pl=3.1415927 
dtt=.O 
nnn=O 

N=50000 
M=400000 

COMPTEUR D'ITERATION: tut 
tttt=O 

*********************************************************** 

Calculs préliminaires * 
*********************************************************** 

S= ( dsq rt( (A 1 **2+A2**2- E ** 2) **2-4 *A 1 **2* A2* *2) )/2/E 
ALP1 =dlog(S/A 1 +dsqrt((S/A 1 )**2+1 )) 
ALP2=dlog(S/A2+dsqrt((S/ A2)**2+ 1 )) 
01 =S*(dexp(ALP1 )+dexp( -ALP1 ))/(dexp(ALP1 )-dexp(-ALP1 )) 
D2=S* (dexp(ALP2)+dexp( -ALP2) )/(dexp(ALP2)-dexp( -ALP2)) 
01 =0M1 *2*PI/60 
02=0M2*2* Pl/60 

VV1=A1*01 
VV2=A2*02 
DA=-(ALP2-ALP1 )/N 
DB=2*PI/M 

*********************************************************** 

déplacement d'une particule donnée * 
*********************************************************** 



xi(O)=s*dsinh(alp1 )/(dcosh(alp1 )-1) 
xi(20)=s*dsinh(alp2)/(dcosh(alp2)-1) 

do 1254 i= 1 , 19 
xi (i) =Xi (O)+i* (xi(20)- xi( 0) )/20. 

1254 continue 

do 111 k= 1 , 19 
yj(k)=O 

x i(k) = (xi(k) **2+ s *s )/(x i(k) * *2-s*s) 
xi (k)=d log (xi (k) +(xi (k) **2-1) ** ( .5)) 

111 xi(k)=int((xi(k)-alp1 )/(alp2-alp1 )*N) 

1111 

c 

1000 

2121 

c 
c* 
c 

if (ki.gt.19) ki=O 
i=int(xi(ki)) 
j=int(yj(ki)) 

******************'***************************************** 

kik=(-1 )**nnn 
if (kik.eq.1) v1 =VV1 
if (kik.eq.1) v2=0 
if (kik.eq.-1) V2=VV2 
if (kik.eq.-1) v1=0 
tt=.O 

dtt=.O 

tttt=tttt+ 1 
write(6,2121) int(tttt) 

format(i4) 

*********************************************************** 
calcul des coefficients A B C 0 EE F * 

*********************************************************** 

BRACK=2*(02**2-
01 **2)*(A 1 *V1 +A2*V2)/(A2**2+A 1 **2)/((A2**2+A 1 **2)* 

&dlog((01 +S)*(02-S)/(01-S)/(02+S))-4*S*E)+A1 **2*A2**2* 
&(V 11 A 1-V2/ A2)/S/ (A 1 **2+A2 **2)/( 02-01) 
A=-.5*(01 *02-S*S)*BRACK 

8=(01 +S)*(02+S)*BRACK 
C=(01-S)*(02-S)*BRACK 

0=(01 *dlog( (02+S)/(02-S))-02*dlog((01 +S)/(01-S) ))*(A 1 *V1 
&+A2*V2)/ ( (A2**2+A 1 **2) *dlog ( ( 01 +S) * ( 02-S)/( 0 1-S)/( 02+8))-

4*S*E) 

c 
c* 
c 

0=0-2*S*(A2**2-A 1 **2)/(A2**2+A 1 **2)*(A 1 *V1 +A2*V2)/({A2**2 
& +A 1 * * 2) * d log ( ( 01 + S) * ( 0 2- S )/ ( 0 1-S )/ ( 0 2 + S))- 4 * S * E)- A 1 * * 2 *A 2 ** 2 * 
&(V1/A 1-V2/ A2)/(A 1 **2+A2**2)/E 

EE=.5*dlog((01 +8)*(02-S)/(01-S)/(02+S))*(A 1 *V1 +A2*V2)/((A2**2 
&+A 1 **2) *dlog ( ( 01 +S) *(02-S)/ (0 1-S )/( 02+8))-4 *S * E) 

F=E*(A 1 *V1 +A2*V2)/((A2**2+A 1 **2)*dlog((01 +8)*(02-S)/(01-S)/ 
&(02+S))-4*S*E) 

*********************************************************** 

calcul des paramètres de la matrice 9X9 * 
*********************************************************** 



490 

c 

500 

c 

510 

*********************************************************** 

if (kik.eq.-1) goto 500 
if (tt.gt.perio1) nnn=nnn+ 1 
if (tt.gt.perio1) goto 1000 

goto 510 
if (tt.gt.perio2) nnn=nnn+ 1 
if (tt.gt.perio2) xi(ki)=i 
if (tt.gt.perio2) yj(ki)=j 
if (tt.gt.perio2) ki=ki+ 1 

if (tt.gt.perio2) goto 1111 

********************************************************** 

IF (J.eq.O) GOTO 15 
IF (J.eq.M) GOTO 15 

IF (J.eq.-1) then J=M-1 
IF (J.eq.M+1) THEN J=1 

do 1 o 11=1 ,3 
do 10 JJ=1,3 

ALP (Il)= (A LP 1 * ( N-(11 + 1-2)) +A LP2* (Il+ 1-2) )/N 
BE (JJ) =(JJ +J -2) *2 * P 1/M 
X( Il ,JJ) =-S*S 1 N (BE (JJ) )/( ( dexp(A LP( Il)) +dexp( -A LP( Il)) )/2-

&COS(BE(JJ))) 
Y(ll ,JJ)=S*((dexp(ALP(II) )-dexp( -ALP( Il)) )/2)/( (dexp(ALP( Il)) 
&+dexp( -ALP( Il)) )/2-COS(BE(JJ))) 

PSI (Il ,JJ)=A *dlog ((X( Il ,JJ) **2+(S+ Y(ll ,JJ)) **2)/(X( Il ,JJ) "'*2 
&+(S-Y( Il ,JJ)) **2) )+B*Y(II ,JJ) * (S+ Y(ll ,JJ) )/(X( li ,JJ) **2 
&+(S+ Y( Il ,JJ) )**2)+C*Y(II ,JJ) * (S- Y(ll ,JJ) )/(X(II ,JJ)**2+( S- Y( Il, 
&JJ)) **2)+ D*Y( Il ,JJ)+EE* (X(II ,JJ)**2+ Y(ll ,JJ) **2+S**2) 

PSI (Il ,JJ)=PSI(II ,JJ)+F*Y( Il ,JJ)*dlog((X(II ,JJ)**2+(S+ Y(ll, 
&JJ)) **2)/(X( Il ,JJ) **2+( S-Y (Il ,JJ)) **2)) 

H (Il ,JJ )=SI( (dexp(ALP( Il) )+dexp( -ALP( Il)) )/2-COS(BE(JJ))) 
10 continue 

GOT0770 

15 do 20 JJ=1 ,3 
IF (JJ.eq.1) THEN 

NN=M 
ELSE 

NN=O 
end if 

do 20 11=1,3 
ALP( Il)= (ALP 1 * (N-(11+1-2)) +ALP2* (Il+ 1-2) )/N 

BE( JJ)=(JJ-2+NN) *2*P 1/M 
X(ll ,JJ)=-S*SIN (BE(JJ))/( (dexp(ALP(II) )+dexp( -ALP(II 

&) ) )/2-COS(BE(JJ))) 
Y( Il ,JJ)=S* ( ( dexp(ALP(II) )-dexp( -ALP(II)) )/2)/( (dexp(ALP( Il)) 

&+dexp( -ALP( Il)) )/2-COS(BE(JJ))) 
PS 1 (Il ,JJ)=A *dlog ((X (Il ,JJ) **2+ (S+ Y (Il ,JJ)) **2)/ (X( Il ,JJ) **2 

&+(S-Y(ll ,JJ)) **2) )+B*Y(II ,JJ)* (S+ Y(ll ,JJ) )/(X(II ,JJ) **2 



20 

770 

c 
c* 
c 

840 

c 
c* 
c 

&+(S+ Y(ll ,JJ) )**2)+C*Y(II ,JJ)*(S-Y(ll ,JJ) )/(X(II ,JJ) **2 
&+(S-Y( Il ,JJ)) **2)+D*Y(II ,JJ)+EE*(X( Il ,JJ) **2+ Y( Il ,JJ) **2+8**2) 
PSI ( II,JJ)= PSI(II ,JJ)+ F*Y (Il ,JJ) *dlog ( (X(II ,JJ)**2+(S+ Y (Il, 

&JJ}) **2}/ (X( Il ,JJ) **2+(8-Y (Il ,JJ)} **2}} 
H( Il ,JJ)=S/((dexp(ALP( Il) )+dexp( -ALP( Il)) )/2-COS(BE(JJ))) 

continue 

if ((kik.eq.1 ).and.(tt.eq.O.)) write (2,*} x(2,2),y(2,2) 

*********************************************************** 
calcul des vitesses * 

*********************************************************** 
IF (J.It.O} j=j+M 

IF (J.eq.O) THEN 
U(2,2)=0 

GOT0840 
END IF 
IF (J.eq.M) THEN 

U(2,2)=0 
GOT0840 

END IF 

U(2,2)=(1 /H(2,2))*(PSI(2,3)-PSI(2, 1 ))/2/DB 
V(2,2)=-(1 /H(2,2))*(PSI(3,2)-PSI(1 ,2) )/2/DA 

UV=( ( U(2 ,2) **2+ V(2, 2) **2) ** ( .5)/H(2,2)) 

*********************************************************** 
test et mouvement * 

*********************************************************** 

if (V(2,2).gt.O.) then 
1=1 

el se 
1=-1 

end if 

1 F (U(2,2) .eq.O) J=J+ 1 0*1 
IF (U(2,2).eq.O) dtt=(1 O*db)/UV 

IF (U(2,2).eq.O} GOTO 490 
IF ((J.eq.O).or.(J.eq.M/2)) j=j+10*1 
IF ((J.eq.O).or.(J.eq.M/2)) dtt=(1 O*db)/UV 

IF ((J.eq.O).or.(J.eq.M/2)) GOTO 490 
IF (J.eq.M) J=J+1 0*1 
IF (J.eq.M) dtt=(1 O*db)/UV 

IF (J.eq.M) GOTO 490 

T =180*DATAN(V(2,2)*da/db/U(2,2))/PI 

if (u(2,2).gt.O.) then 
1=1 

el se 
1=-1 

end if 

IF ((T.gt.87.14).AND.(T.Ie.90)) THEN 
J=J+1 0*1 
dtt=(1 O*db)/UV 

end if 



IF ((T.gt.81.49).AND.(T.Ie.87.14)) THEN 
1=1+1*1 
J=J+1 0*1 
dtt= ( ( 1 *da* *2+ 1 OO*d b**2) * *. 5 )/UV 

end if 
IF ((T.gt.76.).AND.(T.Ie.81.49)) THEN 

1=1+2*1 
J=J+1 0*1 
dtt=( ( 4 *da **2+ 1 00* db**2) * *. 5 )/UV 

end if 
IF ((T.gt.70.75).AND.(T.Ie.76.)) THEN 

1=1+3*1 
J=J+10*1 
dtt=((9*da**2+1 OO*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.65.82).AND.(T.Ie.70.75)) THEN 

1=1+4*1 
J=J+1 0*1 
dtt=((16*da**2+1 OO*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ( (T.gt.61.24 ).AND. (T.Ie.65.82)) THEN 

1=1+5*1 
J=J+1 0*1 
dtt=((25*da**2+1 OO*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.57.02).AND.(T.Ie.61.24)) THEN 

1=1+6*1 
J=J+1 0*1 
dtt=( (36*da**2+ 1 OO*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.53.17).AND.(T.Ie.57.02)) THEN 

1=1+7*1 
J=J+1 0*1 
dtt=((49*da**2+1 OO*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.49.67).AND.(T.Ie.53.17)) THEN 

1=1+8*1 
J=J+1 0*1 
dtt=((64*da**2+1 OO*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.46.5).AND.(T.Ie.49.67)) THEN 

1=1+9*1 
J=J+1 0*1 
dtt= ( ( 81 *da** 2+ 1 00* db** 2) *". 5 )/UV 

end if 
IF ((T.gt.43.5).AND.(T.Ie.46.5)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J+1 0*1 
dtt= ( ( 1 00* d a**2+ 1 00* db** 2) **. 5 )/UV 

end if 
IF ((T.gt.40.33).AND.(T.Ie.43.5)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J+9*1 
dtt=((1 OO*da**2+81*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.36.83).AND.(T.Ie.40.33)) THEN 

1=1+10*1 
J=J+8*1 



dtt=((1 OO*da**2+64*db""2)"".5)/UV 
end if 

IF ((T.gt.32.98).AND.(T.Ie.36.83)) THEN 
1=1+10*1 
J=J+ 7'*1 
dtt=( ( 1 OO*da **2+49*db**2)**. 5 )/UV 

end if 
IF ((T.gt.28. 77).AND.(T.Ie.32.98)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J+6*1 
dtt=((1 OO*da**2+36*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.24.19).AND.(T.Ie.28. 77)) THEN 

1=1+10*1 
J=J+5*1 
dtt=((1 OO*da**2+25*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.19.25).AND.(T.Ie.24.19)) THEN 

1=1+10*1 
J=J+4*1 
dtt=((1 OO*da**2+16*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.14.).AND.(T.Ie.19.25)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J+3*1 
dtt=( ( 1 00* da**2+9*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.8.51 ).AND.(T.Ie.14.)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J+2*1 
dtt=(( 1 OO*da**2+4*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.2.86).AND.(T.Ie.8.51 )) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J+1*1 
dtt=((1 OO*da**2+1 *db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.gt.-2.86).AND.(T.Ie.2.86)) THEN 

1=1+1 0*1 
dtt=((1 OO*da**2)** .5)/UV 

end if 

IF ((T.Ie.-87 .14).AND.(T.gt.-90)) THEN 
J=J-1 0*1 
dtt=(1 O*db)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-81.49).AND.(T.gt.-87.14)) THEN 

1=1+1*1 
J=J-10*1 
dtt=((1 *da""2+1 OO*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-76.).AND.(T.gt.-81.49)) THEN 

1=1+2*1 
J=J-1 0*1 
dtt=( (4 *da **2+ 1 OO*db""2)**. 5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-70.75).AND.(T.gt.-76.)) THEN 

1=1+3*1 



J=J-10*1 
dtt=( (9*da**2+ 1 OO*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-65.82).AND.(T.gt.-70.75)) THEN 

1=1+4*1 
J=J-1 0*1 
dtt=((16*da**2+1 OO*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-61.24).AND.(T.gt.-65.82)) THEN 

1=1+5*1 
J=J-10*1 
dtt=( (25*da **2+ 1 OO*db**2) ** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-57.02).AND.(T.gt.-61.24)) THEN 

1=1+6*1 
J=J-1 0*1 
dtt=((36*da**2+1 OO*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-53.17).AND.(T.gt.-57.02)) THEN 

1=1+7*1 
J=J-10*1 
dtt=((49*da**2+1 OO*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-49.67).AND.(T.gt.-53.17)) THEN 

1=1+8*1 
J=J-10*1 
dtt=((64*da**2+1 OO*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-46.5).AND.(T.gt.-49.67)) THEN 

1=1+9*1 
J=J-10*1 
dtt=((81 *da**2+1 OO*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-43.5).AND.(T.gt.-46.5)) THEN 

1=1+10*1 
J=J-10*1 
dtt=((1 OO*da**2+1 OO*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-40.33).AND.(T.gt.-43.5)) THEN 

1=1+10*1 
J:J-9*1 
dtt=((1 OO*da**2+81*db**2)**.5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-36.83).AND.(T.gt.-40.33)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J-8*1 
dtt= ( ( 1 00 *da **2+64 *db* *2) **. 5 )/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-32.98).AND.(T.gt.-36.83)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J-7*1 
dtt=(( 1 OO*da**2+49*db**2) ** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-28.77).AND.(T.gt.-32.98)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J-6*1 
dtt=( ( 1 OO*da **2+36*db**2) **. 5)/UV 

end if 



IF ((T.Ie.-24.19).AND.(T.gt.-28.77)) THEN 
1=1+10*1 
J=J-5*1 
dtt=( ( 1 OO*da** 2+25*db**2)**. 5 )/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-19.25).AND.(T.gt.-24.19)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J-4*1 
dtt=( ( 1 00* da** 2+ 1 6*db** 2) ** .5 )/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-14.).AND.(T.gt.-19.25)) THEN 

1=1+10*1 
J=J-3*1 
dtt=( ( 1 00* da**2+9*db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-8.51).AND.(T.gt.-14.)) THEN 

1=1+1 0*1 
J=J-2*1 
dtt=( ( 1 OO*da**2+4 *db**2)** .5)/UV 

end if 
IF ((T.Ie.-2.86).AND.(T.gt.-8.51 )) THEN 

1=1+10*1 
J:J-1 *1 
dtt=({1 OO*da**2+1 *db**2)**.5)/UV 

end if 
goto 490 

END 



c 
c* 
c * 
c 

c 

777 

c 
c* 
c 

c 
c* 
c 

1 

*******************************************************•*** 

Tracé des sections de Poincaré • 
(graphique) • 

*********************************************************** 

integer ibuf(256) 
character*1 O,Nom 
implicit double precision(a-h,o-z) 
dimension x(O :3,0 :3) ,y(O :3,0 :3) 
dimension alph(1 :9),dd(1 :9),aa(1 :9) 
data ibuf/256*-1/ 

print*, "nombre d'itérations ?" 
read*,nnn2 
print*,"Nom du fichier des données ?" 
re ad (*, 777) Nom 
format (a1 0) 
print*, "excntricité ?" 

read*,E 
print*, "temporisation" 

re ad* ,ntemp 
open(2,file=Nom,status="old") 

rewind 2 

A1=12.5 
A2=50. 

Pl=3.1415927 
N=50000 
M=400000 

V1=1. 
V2=1. 

*********************************************************** 

Calculs préliminaires * 
*********************************************************** 

S=( dsqrt( (A 1 * *2+A2**2- E **2) **2-4 *A 1 **2* A2* * 2) )/2/E 
ALP1 =dlog(S/A 1 +dsqrt((S/ A 1 )**2+ 1 )) 
ALP2=dlog(S/A2+dsqrt((S/ A2)**2+ 1 )) 
01 =S*(dexp(ALP1 )+dexp(-ALP1 ))/(dexp(ALP1 )-dexp(-ALP1 )) 
D2=S* (dexp(ALP2)+dexp( -ALP2) )/(dexp(ALP2)-dexp( -ALP2)) 
DA=-(ALP2-ALP1 )/N 
DB=2*PI/M 

*********************************************************** 
cercles de coordonnées * 

*********************************************************** 

do1k=1,9 
alph(k)=(ALP1 *(1 O-k)+ALP2*k)/1 0 
dd(k)=S* (dexp(alph(k) )+dexp( -al ph (k)) )/(dexp( al ph (k)) 

&-dexp( -alph(k))) 
aa(k)=s/dsinh(alph(k)) 

c ********************* graphisme ************************ 

cali gsinit(ibuf,256, 1 ,0,0,-1) 
c cali gsinit(ibuf,256, 1 ,O,O,"GRAPHPLOT") 



c cali gsline (320,250+int(a2) ,320,250-int( d2-d1-a 1)) 
c cali gsline (320,250-int(d2-d1 +a1 ),320,250-int(a2)) 

c do 2 k=1,9 
c2 cali gscir (320,250+(int(dd(k))-int(d2)),int(aa(k))) 

c do 100 kj=1,9 
c beta=2*pi*kj/1 0 
c do 101 ki=O,N/1 0 
c alpha=(alp1 *(N-1 O*ki)+alp2*1 O*ki)/N 
c yy=s*dsinh(alpha)/(dcosh(alpha)-dcos(beta)} 
c xx=-s*dsin(beta}/(dcosh(alpha)-dcos(beta}) 
c cali gscir (320+int(xx},250-int(d2)+int(yy},O} 
ci 01 print* ,xx,yy 
c1 00 continue 

do 12 k=0,10 
cali gscir (320,250,int(A2)+k) 

12 cali gscir (320 ,250-(int( d2}-int( d1}}, int(A 1 }-int(k/2}} 

if (v2.eq.O.} goto 30 
cali gsline (300,270+int(a2},340,270+int(a2}} 

if (v2.gt.O) cali gscir (340,270+int(a2), 1) 
if (v2.1t.O) cali gscir (300,270+int(a2), 1) 

30 if (v1.eq.O) goto 490 

cali gsline (31 0,240-(int(d2)-int(d1 ))+int(a1 ),330,240-
&(int(d2)-int(d1 )}+int(a1 }} 

if (v1.gt.O} cali gscir (330,240-(int(d2}-int(d1 }}+int(a 1 }, 1} 
if (v1.1t.O} cali gscir (31 0,240-(int(d2}-int(d1 )}+int(a1 }, 1} 

490 do 400 i=O,nnn2 
XX=X(2,2} 
YY=Y(2,2} 

read (2,*} x(2,2},y(2,2} 
do 404 k=O, 1 OOO*ntemp 

404 continue 
c f=i/49.-int(i/49.) 
C if (f.eq.O.} XX=X(2,2} 
c if (f.eq.O.} YY=Y(2,2} 
c cali gsline (320+int(xx},250-int(d2}+int(yy},320+int(x(2,2)) 
c &,250-int(d2}+int(y(2,2))) 
400 cali gscir (320+int(x(2,2)),250+int(y(2,2)}-int(d2),0) 

do 2001 k=O, 100000 
2001 continue 

close (2) 
cali gsterm 

END 
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PRISE ET TRAITEMENT DE L'IMAGE 

Le suivi du traceur fluorescent peut être réalisé par des 
séries de clichés photographiques ou par enregistrement vidéo. Les 
deux techniques ont été utilisées. Les avantages décisifs de 
l'enregistrement par vidéo sont : 

- le suivi en continu du phénomène, 
- la disponibilité immédiate de l'enregistrement, 
- la possibilité d'analyser et de traiter les images par 

informatique. 

Le schéma 1 décrit le matériel nécessaire à la prise de 
l'information et le traitement de celle-ci. 

L'image est recueillie grâce à un "camescope" dont les 
caractéristiques techniques sont les suivantes: 

- Capteur à transfert de charges (CCD) de 495000 pixels : ce 
qui entraîne une très bonne résolution de l'image (Néanmoins plus 
faible que la résolution photographique. L'arète de chaque pixel est 
environ de 15 10-6 rn alors que la taille ultime des grains d'argent 
est de l'ordre de 10-6 rn). 

- La sensibilité du capteur est de 5 lux (ce qui correspond 
grossièrement à un éclairage artificiel de "mauvaise" qualité). Le 
traceur fluorescent éclairé par deux lampes ultraviolettes est tout 
à fait visible par la caméra. 

- L'objectif est à focale variable de 8 mm à 88 mm. Celui-ci 
possède une position "macro" qui permet la mise au point sur des 
objets très proches de la caméra. 

Cette image peut être stockée sur bandes magnétiques (au 
format allemand 8 mm PAL) ou/et transférée au micro-ordinateur. 
L'image issue du camescope est un signal synchro-mélangé qui doit 
être converti en quatres signaux de base avant d'entrer dans le 
micro ordinateur. Le convertisseur PALIRVB transforme le signal 
mélangé en ses composantes : rouge, verte et bleue ainsi qu'un 
signal "synchro" permettant la synchronisation ultérieure des 
différents signaux de l'image. 

Le micro ordinateur est un Macintosh Il Si (Apple) muni d'une 
carte d'acquisition vidéo 8 bits (Chromax). L'image est alors visible 



à l'écran en 256 couleurs ou niveau de gris et peut être stockée sur 
disquette ou disque dur. 

Cette image peut ensuite être analysée et traitée par les 
logiciels Optilab et Image afin d'extraire les informations 
intéressantes et/ou améliorer la qualité de celle-ci. 

Enfin une imprimante à jet d'encre couleur (HP Paint Jet) 
fournit un document sur papier A4 ou A3. 

Acquisition de l'image/Numérisation 

~------------------------------------------, 
4 Entrées: 
- rouge 
- vert 

Signal synchro mélangé - bleu 

Vidéo 
(C.C.D.) 

- synchro 

Carte d'acquisition 
===~ "Chromax" 8 bits 

Convertisseur 
synchro mélangé/RVB 

Sauvegarde par 
Bande magnétique 

Vidéo 8 mm 

Format NuBus 

1 

·------------------------------------------~ 

Imprimante couleur 
à jet d'encre 

(HP paint Jet) 

'----------------------- -~ 

' 1 
' 1 
1 

• Moniteur 1 1 00 1 
: , annexe :

1 
1 

(télévision) 
1 

1 1 
1 1 

' 1 
' 1 
' 1 
' 1 
1 1 
1 13' couleur 1 

1 
1 
1 
1 
1 

Unité centrale 1 

Mac Il Si Apple : 
-~-=~ .................. ··-· (68030 à 20 MHz) ' 

1 1 
~-------- _______________ 1 

Sauvegarde 
sur disquettes 
3'1/2 des images 
numérisées. 

Traitement de l'image 
(Logiciel OPTILAB) 

Figure 1 : Acguisition et traitement de l'image 




