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LISTE DES NOTATIONS UTILISÉES

L Opérateur linéaire auto-adjoint
a Opérateur quadratique
I Paramètre de charge
À. Charge critique
F Chargement appliqué
f Force de pernrrbation
Âp Intensité de la perturbaûon
S Second tenseur de contraintes de Piola-kirchoff
U - (ur, uz, \ff, slt , sp, s72) Vecteur mixte (déplacements et contraintes)
u - (u1, u2, w) Vecteur déplacement
(Ur, À, ) Point régulier
(Uc, Àc) Point singulier
^U Réponse à la pernrbation ( vecteur mixte)
Àu Réponse à la perturbation en déplacement
O Mode de flambage (vecteur mixte)
0 Mode de flambage (vecteur déplacement)

it] Vecteur déplacement nodal
y Tenseur de déformation de Green-Lagrange

yt, y" Partie linéaire et partie non-linéaire de y

HR Fonctionnelle mixte d'Hellinger-Reissner
ôHR Variation de HR
P Fonctionnelle énergie potentielle
ôP Variation de P
ô2P Seconde variation de P

tK] Matrice de rigidité totale

[*, ] Marice de rigidité géométrique '

lrc, ] Matrice de rigidité tangente

Lr Opérateur tangent en un point quelconque

Li Opérateur tangent en un point singulier
Up Coeffrcient de la série vectorielle U
up Coefficient de la série vectorielle u
r l , ^
tto l Coefficients de la série vectorielle {v}
ÂUo CoefFrcient de la série vectorielle ÂU

Aoo CoefFrcient de la série vectorielle Àu

l"e Coefficient de la série scalaire l'

ÀFp Coefficient de la série scalaire Ap

{"r} 
Vecteur linéaire du second membre à I'ordre p



{ry, } vecreur non-linéaire du second membre à I'ordre p

; Paramètre qui mesure I'intensité du défaut
Oo Pemains de référence

U.e.N Méthode Asymptotique Numérique



TABLE DES MATIÈRES

INTRODUCTION

I) GENERALITES SUR LA THEORIE DE LA BIFURCATION

I-1 ) Notion de stabilité élastique
I-2) Formulation des problèmes d'équilibre en non-linéaire géomérique
I-3) Points réguliers et points singuliers
I-4) Caractérisation des poinm limites et des points de bifurcation
I-5) Calcul des tangentes en un point singulier

I-5-a) Point de bifurcation
I-5-b) Point limite

I-6) Exemples élémentaires d'illustration de points singuliers
I-6-a ) Présentation de la notion de points limites sur un modèle
simple

I-6-b) Présentation d'un point de bifurcation sur un modèle à un
degré de liberté

I-6-c ) Système à deux degrés de liberté
I-7) Méthodes incrémentales-itératives de résqlution du problème de
bifurcation

I-7-a) Calcul de branches de solution
I-7-b) Méthodes de calcul de points de bifurcation
I-7 -c) Branchement sur les solutions bifurquées

I-8 ) Bifurcation pertubée

rr) uÉrHotB ASyMprorrQUE NUMÉRTQUE POUR LE
CALCUL DES BRANCHES DE SOLUTIONS

tr-1) [.es concepts de base de la méthode asymptotique-numérique
IJ-D Résolution numérique
tr-3) Exemples de calcul d'une branche de solution non-linêure
tr-4) Méthode de continuation
tr-5) Calcul du post-flambage par la méthode asymptotique-numérique
tr-6) Amélioration des séries entières par des approximants de Padé
tr-7) Méthode asymptotique-numérique pour les structures imparfaites



tr-8) Conclusion

IrI) pÉTBCTION D'UN POINT DE BIFURCATION SUR UNE

BRANCHE LINÉATNB

m-1) Modèles mécaniques simPles
Itr-l-a) Modèle à un degré de liberté
m-l-b) Modèle à deux degrés de liberté

m-2) Extension de la méthode à des structures plus complexes présentant

un pré-flambage linéaire

fr-2-a) Cadre de l'érude
m-2-b) Introduction d'une pernrrbation

III-3) Caléul de la solutioo p"ttrrbée (ÂU, Àp) par une méthode

as YmP to tique- numérique

Itr-3-a) Inroduction des développements en série entière

Itr-3-b)Retouràuneformulationendéplacement
Itr-3-c) Discrétisation par éléments finis

Itr-3-d) Analogie avec les problèmes aux valeurs propres

III-3-e) Solution exacte du problème d'équilibre perturbé

Itr.3.f)Applicationdelaméthodeauprobièmed'uneplaquecarrée
m-4) Amélioration des séries à l'aide des approximants de Padé

Itr-4-a) Approximants de Padé sur la série entière Ap(I)

Itr-4-b) Approximants de Padé sur la série vectorielle ÂU(À)

Itr-4-c) APPlications
Itr-4-c- I ) Pernrrbation centrée

fr-4- c-2) Perturbation quelconque

Itr-4-c-3) Pernrbation orthogonale à un mode

m-t Conclusion
m-O Calcul de points de bifurcation avec deux perturbations

III-6-a) Formulation du problème avec deux perturbations et

caractérisation du point de bifurcation

m-6-b) calcul de la solution perturbée (au, apr, ÂLtz) par la

méthode asYmPtotique-numéri que

Itr-6-b-1) Introduction des développements en série entière

Itr-6-b-2) ExemPle d'aPPlication

Itr-6-c) Amélioration des séries à I'aide des approximants de Padé



Itr-6-d) Conclusion

ry) DETECTION D'UN POINT DE BIFURCATION SUR UNE
BRANCHE NON.LINEAIRE ET CALCUL DE BRANCHES
BIFURQUEES

fv-l) Calcui de points de bifurcation sur une branche non-linéaire
IV-l-a) Formulation du problème d'équilibre pernrrbé
IV-l-b) Calcul de la solution Peffwbée (^U, Âp) par la méthode

asymp totique-numéri que

IV-l-c) Retour à une formulation en déplacement et discrétisation
par éléments finis

fV-1-d) Solution exacte du problème d'équilibre pernrrbé
IV- 1-e) Exemple d'application
fV-1-f) Conclusion

IV-2) Calcul de branches bifurquées en présence de préflambage non-
linéaire

IV-2-a) Développement de la méthode asymptotique pour le calcul
du post-flarnbage et formulation du problème aux tangentes

IV-2-b) Calcul des vecteurs Uoet des coefficients Àn Pour p > 2
'frr -2- c) Formulation en déplacement
fv-2-d) Résolution par éléments finis et relaxation
lY -2-e) Exemple d'application
IV-2-0 Conclusion

CONCLUSION

nÉrÉnBNCEs



INTRODUCTION

, La bifurcation et le flambage sont

courants en mécanique des strucnlres, qui

atteint une valeur critique. Ils peuvent être

importantes, soit de la mine de la structure

des phénomènes d'instabilité très

apparaissent lorsque le chargement

accompagnés soit de déformations

(voir Figure-a et b).

a: Flambage d'une Plaque b: Flambage d'une coque cYlindrique

pour des raisons de sécurité il _est nécessaire de disposer de moyens qul

peûnettent de prévoir ia charge au-deIà de laqueile ia strucilre peut flamber'

L,un des premiers auteurs à ouvrir la voie de l'érude de la stabilité est Euler en

L744 sur le problème d'une poutre soumise à un effort de compression'

Depuis, un certain nombre de travaux théoriques, expérimentaux et

numériques ont été réaiisés Pour I'anaiyse du flambement et du post-

f lambement  des s t ructures minces,  Koi ter (  1945) ,  Yamaki (1984) '

Bushnel l( l985), Potier-Ferry(1 918; lg87), Batoz, Dhatt,  Fafard(1985)'

Arbocz(l gg7), Dubas(l gg7). cela esr dû d'une parr à la forte utilisarion de ce

rype de structures dans les domaines nucléailes, aéronautiques, aérospatiaux et

constructions civile, et d'autre part, au progrès accnr des procédures

numériques (al gorithmes et matériei inforsratique sophistiqué)'

Du point de vue pratique, on distingue plusierrrs façons de calculer ia

charge maxrmum Supportable par une strucnrye. Dans certains cas on peut se

contenter de déterminer le premier point de bifurcation sur la branche

fondamentale. Si de plus cette branche est linéaire, on est ramené à résoudre

un très classique problème aux valeurs ProPres @igure-c)' Da-ns d'autres cas

on se doit de déterminer le point minimum sur une branche d'équilibre

bifurquée (Figure-d). Il faut alors d-isposer d'algorithmes Pour suivre ies



bralches d'équilibre, pour détecter les points de bifurcation et pour tourner

sur les branches bifurquees

Figure-c Figure-d

Toutes ces techniques ont été die-gutées dans le cadre des méthodes

incrémentales itératives de type Newton-Raphson par Kellet(I977), Riks(1979'

1984), Ramm(1981), 
'Wagner 

et Wriggers(1988), 
'Wriggers 

et Simo(l990)'

Wriggers er al (1988), Kouhia et Mikkola(l989). Il faut noter que les temps de

calcul peuvent êue très importants et que I'automatisation du suivi de courbe

est un problème délicat.

Depuis 1990 (Damil et Potier-Ferry; 1990) une famille de méthodes

asymptotiques-numériques a êté développée au laboratoire pour le calcul des

branches d'équilibre des structtues élastiques. Le principe génétal consiste à

déterminer des représentations analytiques sous forme de séries entières des

branches de solutions. Il a été monré que ces méthodes sont plus rapides et

plus robustes que les techniques incrémentales-itératives, tout en étant

beaucoup plus faciles à utiliser.

L'objectif de ce travail de thèse est de développer des algorithmes de

détection des bifurcations dans le cadre de ces méthodes asymptotiques-

numériques.

Ce document est composé de quatre chapitres.

c)
èo
li

0)

k

a

ti

À-"*



Le premier chapitre fait I'objet d'une étude bibliographique dans

laquelle on rappelle brièvement les généralités de la théorie de bifurcation. On

introduit les notions de braache fondamentale, de branche bifurquée et de

points singuliers avec leurs différentes caractérisations (point limite et point de

tifurcation). On rappelle aussi les travaux numériques les plus récents de

calcul de point de biflrcation réalisés dans le cadre des méthodes incrémentale-

itératives.

Au chapitre 2 on rappelle les concepts de base des méthodes

asymptotiques-numériques et leurs applications au calcul des branches de

solutions (fondamentales et bifurquées) Pour des strucfures minces de type

plaques, coques et Poutres.

Au chapitre 3 on développe une variante de la méthode asymptotique-

numérique pour le calcul de points de bifurcation sur une branche linéaire. On

introduit un problème d'équilibre perturbé qui permettra de définir un

indicateur de bifurcation bien adapté aux développements asymptotiques' Cet

indicateur sera appelé "rigidité " car il mesure la rigidité de la strucrure par

rapport à une certaine direction. Comme dans les travaux réalisés auparavant,

on doit résoudre une série de problèmes linéaires admettant le même

opérateur. on discute I'amélioration de la représentation polynomiale à I'aide

des approximants de Padé. on applique la méthode à I'exemple d'une plaque

carrée sous compression. Enfin, on définit un indicateur de bifurcation pius

général relatif à plusieurs perturbations, qui cette fois mesurera la rigidité de

la structure par rapport à plusieurs directions données.

Au chapi Ee 4, on étend la méthode de calcul de points de bifurcation

développée au chapitre 3 au calcul de poi-nts de bifurcation sur une branche

non-linéaire. On présente aussi une méthode de calcul de branches bifurqueés

pour les stmctures présentant un préflambage non-linéaire. Le problème du

calcul des d.ifférentes tangentes au point de bifurcation est discuté. Enfin on

présente une application sur un arc circulaire'

J



ce chapitre a pour objectif de rappeler quelques idées générales relatives

à la théorie de la bifurcation. Pour les structures élastiques, l'étude de la

bifurcarion esr étroitement liée au probrème de la stabilité. on a renu à préciser

cette notion dès le début. Ensuite, on rappelle les équations qui régissent

l'équilibre des structures élastiques et on précise les notions de branche

a'equitiUre, de point régulier, de point singulier avec une classification des

divàrs points singuliers: points limites , points de bifurcation' Dans toute cette

partie ou s'appoiera sgr des formulations mixtes de type Hellinger-Reissner qui

sont mieux adaptées aux développements asymptotiques utilisés par la suite,

que les formulations en déplacements. Des exemples de branches d'équilibre

avec un point limite ou un point de bifurcation sont présentés à titre

d,illustration sur des modèles élémentaires. on termine enfin ce chapitre par

un rappel sur les méthodes numériques utilisées poul calculer les branches '

pour détecter le point de bifurcation, et pour tourner Sur les branches

bifurquées.

I-1 ) Notion de la stabilité élastique

Pour la plupart des problèmes de I'ingénieur, la stabilité de l'équilibre

d,une structure élastique soumise à un chargement conservatif est analysée par

la méthode de l'énergie. L'avantage considérable de I'usage de cette méthode

réside dans son caractère purement statique. Bien que la stabilité soit une

notion dynamique, I'approche énergétique associée à une discrétisation

numérique réduil généralement le problème à l'analyse specffale de I'opérateur

de l'élasticité linéarisée au voisinage de la configuration dont on étudie la

stabilité. on ne considérera que les systèmes conservatifs, ce qui est suffisant

pour la plupart des applications. Les états d'équilibre sont alors les points

stationnaires de l'énergie potentielle P, supposée comme fonctionnelle

dérivable autant de fois que I'on veut'

ôP=P'(u).ôu = 0 v ôu déplacement admissible G-1)

où P' est la dérivée de Frechet de P Par rapport au déplacement u dans la

d.irection de ôu. Le critère de stabilité le plus naturel d'un équilibre est le

principe du minimum de l'énergie qui affirme qu'un état d'équilibre us eSt

stable s'il réalise un minimum local de l'énergie potentielle:

4



le > 0 tq 0 . l l"  -  
"ol l<. 

=+ P(u) > P(uo ) (r-2)

Mais ce critère de stabilité est d'un emploi peu commode, puisqu'il dépend de

la topologie choisie et ne peut êUe défini que par rapport à une certaine

nonne. C'est pourquoi le critère pratique de la stabilité est le critère de la
seconde variation de l'énergie potentielle. Selon ce critère, un équilibre u0 est

dit stable si la seconde variation de l'énergie potentielle autour de l'équilibre

est une fonne quadratique défrnie positive:

1

ô2P - iolrl"o )(ôu)2 > 0 Vôu * 0 + us est stable (I-3)
2

Si la seconde variation de l'énergie potentielle est positive, mais pas définie

posirive, on parle alors de l'équilibre indifférent dont Ia stabilité est définie par

les premières dérivées non nulles d'ordre supérieur à 2.

I -Z)  Formulat ion des problèmes d 'équi l ibre en non- l inéai re

géométr ique.

L'obliectif de ce paragraphe est de rappeier les équations qui régissent

l'équilibre des structures élastiques minces avec des non-linéarités

géométriques. Pour des questions de simplicité et de généralité, on adopte les

équations cle l'élasticité 3D non-linéaire. Pour les problèmes de poutres, de

plaques et de coques, il suffit d'utiliser les équations colrespondantes. Plusieurs

formulations du problème d'équilibre peuvent être utilisées selon d'une part le

choix des inconnues, d'autre part le choix entre une écriture locale du

problème ou une forme variationnelle. On détaillera ici: une formulation

classique en déplacement dans le cadre de laquelle la plupart des travaux

théoriques et numériques ont été écrits, une formulation mixte d'intérêt majeur

pour I'utilisation de développements asymptotiques et enfin une formulation

discrète associée à la méthode d'éléments finis.

-Cadre de I 'étude.

On considère une strrcture élastique linéaire occupant dans l'état naturel

un volume de référence Ç)e(un ouvert borné de R3), de frontière àC16. Cette

strucfure est attachée sur une partie àÇ)u de sa frontière, elle reçoit des forces

de surfaces Àt sur une partie ôQr, et éventuellement des forces volumiques



},pb à f intérieur du volume. l-es qualtités -nd, t et pb sont des don-nées définies

il ô; er ôeo, et 1. est uo p*à*ètre de chargement suPposé unique' Le

vecteur déplacement d'un point du soiide Sera noté lI ' le tenseur de

déformacion de Green-Lagrange y, et re tenseur des contraintes de Pioia-

Kirchoff de second espèce s. l-e tenseur Y est relié au déplacement u par ia

relation quadradoPe suivante

y (u) = I ivo*'Vu) * ltv' Vo) - Tr (,t) + Yor (u, u) (I-4)
L

où yl représente la partie ljnéaire de 1(u) et Yd représente ]a partie non-

linéaire

Hypothèse de régularité:

Les deux frontières ôÇ)u et âf), sont complémentaires Figure-I-1

-}JLp

Figure-l-l

-Formulation en déPlacement

L'énergie potentielle totale de la structure s'écrit

P(u,}.) = t IY(u):D:Y(u) dv - } 'Q(u)
Q o L

G-5)



où D est le tenseur d'élasticité du matériau et P" la puissance

extérieurs donnée par

Pe(u)= J pb.udv+ Jt .uaf

des efforts

(r-6)
âorog

L'équation d'équilibre est donnée par la première variation de l'énergie

potentielle

ôP(u,À,ôu) = J y(u):D:ôy(u) dv - l"P"(ôu) = 0
og

Vôu CA à !'0" (I-7)

où ôP désigne la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle P(u,}.) dans la direction

ôu, et ôy la variation du tenseur y. On a

t ,
ôTt= Tt(ôu) +Z1il(u,ôu)

I1 est maintenant classique de définir un opérateur r(u,l.) de XxR dans

X est un espace de déplacements cinématiquement admissibles et

I'ensemble des réels, tel que

(r-8)

X, où
R est

(r-e)ôP = (r(,r,l,), ôu) = 0

( . , . ) est un produit scalaire défini par

(u, v) = j u. vdv
og

Vôu CA à "0"

(r-10)

Comme P(u,À) est une fonctionnelle dont la non-Iinéarité est d'ordre 4 en

déplacement et ôP est linéaire en ôu on peut donc écrire l'équation (I-9) sous

la forme

r(u,}")  = l (u)  +q(u,u)  + c(u,u,u)-  } ,F= 0 ( I -11)

où l(.) est un opérateur linéaire, q(.,.) est un opérateur bilinéaire et symétrique

et c(. , ., .) est un opérateur trilinéaire. Pour I'analyse de stabilité on a besoin

de la seconde variation de l'énergie potentielle qui s'écrit,



ô2p(u,ôu,Âu) = J (yt ( lo)  +Zyi l (u,Âu)) :D:(Tr(ôu) + 2Y*(o,ôu))dv
Og

+ J S:2yd (Âu, ôutsv
og

(r-12)

Formulation mixte

Læs équations d'équilibre en déplacement (I-11) admettent une non linéarité

cubique, ce qui n'est pas commode da-ns la perspective d'utiliser des méthodes

de développements asymptotiques. Pour surmonter cet handicap on préfère

utiliser la formulation mixte d'Hellinger-Reissner HR qui est mieux adaptée

aux développements asymptotiques. En effet dans ce cas la non-linéarité est

seulement quadratique par rapport aux inconnues u et S' La réduction de cette

non-linéarité est due à f inroduction de la contrainte comme variable'

(r-13)

Une formulation variationnelle des équations d'équilibre et des relations de

comportement s'obtient en invoquant ia stationnarité de la fonctionnelle

d'Helhnger-Reissner.

ôHR(u,  ôu,S,  ôS, À) = J (S:ôf(u)  + ôS:y(u)  -  S:D- l  :ôS)dv -  IP"(ôu)=0
ag

(I- 14)

Vôu C.A et V ôS

ôHR désigne la dérivée Fréchet de la fonctionnelle HR en u et s dans les

directions ôu et ôs. on introduit le vecteur mixte u dont les composantes

sont les déplacements et les contraintes

1 .

HR(u,S, À) = J (S:Y -  
;S:D- ' :S)dv 

-  1 'P.(u)
og 't'

Y=[,) (r-1s)



Comme pour la fonnulation en déplacement, on définit un opérateur R(U,l")

de YxR dans Y, où Y est un espace où les déplacements sont cinématiquement

admissibles

ôHR = (R(U,I), ôU) = 0 v ôu admissible (I-16)

Puisque ôHR est linéaire en ôU, on peut donc écrire l'équation d'équilibre et la
loi de comportement sous la forme

R(U,} ' )=L(U)+ Q(U,U) -  1" .F =0 ( I -17)

où L(.) est un opérateur linéaire et auto-adjoint et Q(.,.) est un opérateur
bilinéaire et symétrique. On a les relations suivaltes

(r-(u), ôu) = J {s,tt(ôu) + ôs: (yt (,r) - D-l : s))dv (I-1 8)
Ç)6

(Q(u,u),ôu) = _l(s '2ydiu,ôu; + ôs:yor(,r ,u))dv (I-19)
Q6

(F,ôu) = Ipu.ôudv+ Jt.ôudr
çto âQr

(r-20)

Remarque

Si l'on résout (I-14) par rapport à ôS, on obtient la relation de comportement

S=D:y G-21)

En reportant cette équation dans (I-13) on retrouve l'énergie potentielle

-Formulation discrète

Toutes les formulations continues que I'on vient de voir admettent des
équivalents discrets lorsqu'on applique une méthode d'éléments finis. Ici on se
limitera uniquement à donner la forme discrète de la seconde variation de
l'énergie potentielle. Après le découpage du domaine f)e en éléments, on

approche le champs de déplacement dans chaque élément sous la forme

9



{o}"  =  [N] {v}"

{v}^

(r-22)

où {v}t est un vecteur dont les composantes sont en général les déplacements

u* o*uds et [N] est une matrice contenant des fonctions de forme classiques'

L'approximation des champs de déforûIation réels {y}" et virnrels {fi}" sont

alors donnés Par

= ([", ].t["" ("'l])t"t"
(r-73)

{ôy}^ = ([n, ] * [e, c'" l]){ô"}"

où [8,] est une matrice qui ne contient que les dérivées des fonctions de forme

er [n"t""l] 
est une matrice qui dépend d'une manière non-linéaire du

déplacement. La seconde variation de l'énergie potentielle ô2Psous la forme

discrète est donnée Par

A(ôP) = {ôv}t  [ r ,  çv;]{nv} (r-24)

où {v} est le vecteur déplacement nodal, {ô"} et iÀv} sont deux variations

arbiuaires de {v} et [K,(v)] représente ra matrice de rigidité tangente qui est

non-linéaire en {v}. Pour des états d'équilibre ({v}) stables' [f,çv;] est

définie positive. Au contraire elle est non définie positive si l'état d'équilibre

est insable.

I-3) Points réguliers et points singuliers

Le système (I-17) peut admettre une ou plusieurs solutions u(?')'

compæ tenu de la continuité de HR par rapport à 1., I'ensemble des solutions

u(1,) forme une ou plusieurs courbes dans I'espace (u, l,). ce sont par

définition des branches de solution. Il est habituel de supposer qu'un tel

système admet r:ne solution triviale Uo(}')'

Pour l'étude des branches d'equilibre qui peuvent passer par un point solution

de (I-17), on utilise une représentation paramérique générale donneæ pa'
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U = U(a)

l, = l.(a)

(r-2s)

où le paramètre "a" désigne souvent I'abscisse curviligne. Comme chaque

courbe donne lieu à une direction tangente (U, i), oo peut remplacer la

recherche des cor:rbes d'équilibre par la recherche des directions tangentielles.

Por:r cela, on peut se placer en un point de la solution triviale Uo(I) et dériver
(I-17) par rapport au paramètre "a". Au point d'équilibre considéré, on obtient

R,uU+R,l . i=0 (r-26)

où i, Û sont

R,r = -F. On

les dérivées de l, et de U par rappo*fà "a" et on a simplement

notera que R,u = L(.) + 2 Q(U, .) = Lt( ) désigne I'opérateur

tangent. Il s'agit d'un système linéaire reliant les inconnues Û et 1, et qui

permet de déterminer toutes les directions tangentes éventuelles. Cependa-nt il

est incomplet sans l'addition d'une'condition supplémentaire, que I'on choisit

habituellement comme une condition de normalisation de la forme

(r-27)

Si en un point solution de (I-17), l'opérateur R,g êst inversible, alors le

théorème des fonctions implicites assure I'existence d'une solulion unique

locale para:nétrisée par À (U(î,),1") et ce point est apPelé point régulier (voir

Figure-I-2).

(u,o)+ l . i  = 1

11
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Figure-I-2 : P oint ré gulier

Par contre, si en un point l'opérateur R,g êSt non-inversible, alors ce point est

appelé point singulier et peut colresPondre soit à un point limite (Figure-I-3-a)

soit à un point de bifurcation (Figure-I-3-b) (Koiter; 1963).

a: point limite b: Point de bifrucation

Figure-l -3 : P oints singuliers

En réalité, il n'y a aucune raison de séparer complètement un point limite d'un

point de bifurcation'car ils peuvent parfois corncider. De même, le nombre de

branches bifurquées passant par un point singulier peut être supérieur à 2

@gure-I-4). L'étude de telles situations devier.t très compliquée et relève du

domaine de la théorie de la catastrophe'
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Figure-I-4: Exemple de bifurcation multiple et de cas où un point de

bifurcation coincide avec un point limite

Lorsque I'opérateur R,u d'ordre n est singulier alors son rang p est inférieur à

n. Pour simplifier l'éfude on supposera dans tout ce qui,4rit que p(R,u)=n-l,

c'est à dire qu'on se limitera à des singularités simples. Cela équivaut à dire
que R,u admet une seule valeur propre nulle. Le mode qui lui est associé sera

noté @ et il vérifie

R,g@=o (r-28)

avec (D un vecteur non nul. En général I'opérateur R,u n'est pas forcément
symétrique. Cela revient à dire qu'il existe un mode propre droit Q6 et un
mode propre gauche @, gui sont différents. Dans notre analyse on omettra

cette distinction en admetta:rt que R,g est symétrique.

I-4) Caractérisation des points limites et des points de bifurcation

La projection de lËquation (I-26) sur le mode nous donne la condition

de la compatibilité suivante

i(o,n,r) = o

13
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Selon Spence et Jepson(1985), la discussion de G-29) permet d'aboutir aux

caractéristiques classiques suivantes du point sin gulier

Si (O,n,^)= 0, alors le point singulier est un point de bifurcation CI-30)

Si (O,n,^) t 0, alors le point singulier est un point iimite en charge (I-31)

On notera les relations d'équivalence suivantes

p(R,u)=P(R,u:R, l )  e  (O,n,^)=O G-32)

p (  R,u )  + P( R,u :  R,r)  (+ (* ,* ,^)*  O G-33)

rvl
L'opérateur ( R,g: R,r. ) est défini Par ( R,g: R,1)1^ i 

= R,u V+ R1 p' où V
LPJ

est un vecteur et p est un scalaire.

I. 5) Calcul des tangentes en un point singulier

La solution générale du problème aux tangentes (I-26), peut s'écrire

comme la somme d'une solution particutièt. iw et d'un multiple arbitraire

du mode associé au Point singulier

Û=i \ {+cr@ G-34)

où cr est un scalaire et W est un vecteur qui vérifie l'équation suivante

(W, O) = 0 R,u 0V) = - R,)" (I-35)

On séparera dans la suite de ce paragraphe le cas où la singularité est un point

limite du cas où celle ci est gn point de bifgrcation.
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I-5-a) Point de bifurcation

Au point de bifurcation, la solution générale (I-34), n'est pas déterminée

si on se limite à la première dérivation de l'équation (I-17). Il est donc

nécessaire de passer à la dérivée seconde

2

R =R,rru UU + 2R.rniU +R,uÛ + R,r* i * R,1.1, = 0 (I-36)

Si I'on projene l'équation (I-36) sur le mode Q on obtient

(t,o) : (*, R,rru o u) + z r,(o, n,u^ u)

* (*,*," u) * l.'1o, Rr-,,) + l.(o, R,^ ) = o
(r-37)

(r-38-b)

(r-3e)

deux racines

Comme dans noEe cas R est linéaire en 1., alors R,Ut = R,M. = 0. Compte tenu

de la condition de bifurcation (I-30) et de (I-34), l'équation (I-37) se réduit à

ce que I'on appellera par la suite équation de la bifurcation et qui est donnée

par

Compte tenu de (I-34)

réécrit

= 0 G-38-a)

é R,gUY = Q(U,V), cette équation se

(*,*,u u u)

et de I'identit

z
baz+2cs.) '+di  -0

On notera les constantes suivantes

b = (@,Q(O,ô)) ,  c  = (O,Q(W,O)) ,  d  = (@,Q(W,W))

On pose L= (c2-bd). Si  ̂  > 0 alors l 'équation (I-38) admet

différentes ir et l"z

^. cc[ , c[
hr ,z=-  

d 
=A

15
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Le coefficient 61 esr obrenu à partir de la condition de normalisation (I-27)'

Ainsi on obtient deux tangenres au point de bifurcation. un cas important en

caicul des strucnlres est celui où b = 0 et c#0, ce cas colTespond à une

bifurcation symétrique (Pitchfork bifurcation), stable si l>0 (Figure-I-5-a) et

instable dals le cas contraire (Figure-I-5-b)'

Àr = -r|o
I

, IJ1 = cr(O - 2iwl
d

(I-41)

) "2  =0,U2:cLO (r-42)

a: bifurcation symétrique stable b : bifurcation syrnétrique instable

Figure-I-S: bifurcation simple et syrnétrique

Si b * 0 alors le point de bifurcation est asymétrique (Figure-I-6). Dans Ie cas

où À < 0, alors le point singulier est un point isolé'

16



Figure-l-6: bifurcation simple asymétrique

I-5-b) Point limite

En un point limite la solution générale du problème aux tangentes (I-34)

se réduit à

i=0 et  U=cr@ (r-43)

Si la constante b donnée par (I-39) est nulle alors l,=0, c'est à dire qu'au point

limite il y a un changement de courbure et dans ce cas, il s'agit d'un point

d'inflexion appelépointlimite double (Figure-I-7-a). Si b + 0 alors, i. ?â 0,

c'est à dire que la courbure reste inchangée. Le point limite est cette fois ci un

point tournant (Figure-I-7-b).
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a: point tournant b: point d'inflexion (point limite double)

Figue-I-7: ExemPIe de Point limite

I-6) Exemples élémentaires d'illustration de points singuliers

I-6-a ) Présentation de la notion de points l imites sur un modèle

simple

Pour l'étude du point limite, on introduit le modèle mécanique de la

Figure-I-8. Il s'agit d'un système formé de deux barres élastiques' de même

longueur 16, Qui SubisSent uniquement des déformations axiales, c'est à dire

qu'elles restent rectilignes; le point A se déplace uniquement suivant I'axe

vertical sous le chargement 1".

Figure-I-8: ModèIe mécanique à un degré de libené

18



L'énergie poæntielle coresPondant à ce système s'écrit

P(e, I)  = k[N(e)]2 -  ] ,v(0)

111\
Âl(e)=t("*teo) cos(o)'

v(0) - !çr^g(00) -  tans(O))

Les positions d'équilibre de ce système sont données par l'équation suivante

t  [n2.  1 1 l . lr(0,1')=;ftrl?(#J-fr)sin(o) +;l'l = o (r 47)

(1-47) nous permet d'écrire f,(0) sous la forme

1.(e)=T,#i $-rj)sin(o)

(I-44)

(r-4s)

(r-46)

(r-4e)

(r-48)

Sur la Figure-I-9 on présente I'allure générale de À(e). Dans I'intervalle

[-1, 
ttl, 

cette fonction admet deux asymptotes à 0=+1, ,ro extremum Pour
L z 'z) '  

J  L 2

la valeur de 0 vérif iant cos31e.)=cos(00).On érudie la stabil i té de cette

solution en examinant le signe de la seconde variation de l'énergie potentielle

I . g

r,o = *, 
*à, 

(tangr(O) - I )

Pour 1. < tangr(0), on â I,s ) 0 et l'équilibre est stable. Pour L > tang3(O), on a

r,e ( 0 et l'équilibre est instable. Pour l, = tang,3(O) l'équilibre est critique et

son analyse nécessite le calcul de la dérivée d'ordre 3 au moins. Dans le plan

charge-déplacement, la courbe d'équation l" - tang3(0) sépare la branche

d'équilibre en une région stable et une région instable (Figure-I-9). Les

fonctions (?v = tang3(o)) et (1" = À(0,00)) se rencontrent à l'origine o, au point

maximum M et au point minimum L. Si en un point B de l'équilibre initial
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stable qui déma:re à partir du point D on augmente la chargement l" on

pourra atteindre le point critique M. La position déquilibre devient instable et

]e système passera sous le même chargement au point E. C'est ce qu'on appelle

flambage par point limite ou phénomène de ciaquage "snap-through effect". ce

fype de flambage est souvent accomp agné d'un effet dynamique où la strucrure

devient très difficiie à contrôler et peut même se romPre.

Remarque

Aux points limites on a bien r,s = 0 (singularité de R'u dans le cas d'un

seul degré de liberté) et on a r,1 qui est non-nul (caractéristique d'un point

[mite dans le cas d'un degré de liberté)'

branclæ stable branche instable

Figure-l-9: Courbe de stabilité du système et phénomène de claquage

I-6-b) Présentation d'un point de bifurcation sur un modèle à un

degré de liberté

Pour illuster le point de bifurcation, on utitse ]e systèms g$sanique

simple de la Figure-I-l0. Il s'agit d'une barre rigide verticale de longueur I

dont |'extrémité supérieure est soumise à un chargement l" dont la direction
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reste verticale. A I'autre extrémité, un ressort élastique de raideur k exerce un

moment de rappel. La configuration acnrelle du système est décrite par I'angle

0 que fait la barre avec I'axe vertical.

Figure-I-10: ModèIe à un degré de libené

L'énergie potentielle du système s'écrit

f (e, ,r=+kez - )"1(1 - cos(o)) (r-s0)

La strucfure est symétrique par rapport à i'ære vertical, le système peut partir

vers 0>0 où le contraire et l'énergie potentielle reste invariante c'est à dire que

(P(e, I) = P(-0, À)). L'équation d'équilibre s'écrit sous la forme

r(0, l , )  = k0 -  Àl  s in(0)  = 0 (r-s 1)

Une solution particulière de cette équation est e = 0 pour toute valeur de l', ce

qui correspond à la solution fondamentale. Il existe une autre solution, non-

triviale, donnée par I = ++ figure-I-11). Ces deux solutions se coupent^ I  s in(O)
au point (0, L) qui est le point de bifurcation avec

Fsrrc)=TL-

21
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1r, solution bifurquée

solution fondamentale

Figure-l-l I: branche d'équilibre du système

Pour l',étude de la stabilité de ces deux branches de solutions, on calcule la

seconde variation de l'énergie potentieile r,s

r ,s=k-Àlcos(O)

Læ long de la branche fondamentale (0 = 0)

(r-53)

(I-54)

(r-5s)

le=(k- f , l )

^k
pour ̂  < - on €r f,s ) 0, ce qui revient à dire que l'équilibre 0 = 0 est stable'

pour ̂ tT cet équilibre devient instable. Pour la branche bifurquée, r,s peut

êue approchee à l'ordre 2 Par

,,, =f;e'

donc le long de la branche bifurquée {e>0, ce qui veut dire qu'elle est stable'

on remarque que lorsque la première branche perd sa stabilité, il apparaît une

nouvelle branche stable: c'est le principe d'échange de stabilité' Ce principe

n'est valable qu'en élasticité car, en plasticité, il est acfuellement connu que la

bififcation peut apparaître même si la branche fondamentale est stable'
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Remarque

. Au point de bifurcation oil â r,s = 0 (singularité de R,u dans le cas d'un

seul degré de liberté) et r,À =0 ( caractéristique du point de bifurcation dans le

cas d'un système à un seul degré de liberté).

I-6-c ) Système à deux degrés de Iiberté

Pour illustrer la notion de points limites et de points de bifurcation des

systèmes à plusieurs degrés de liberté, on présente I'exemple suivant issu de

Seydel(1988). Il s'agit de deux équations scalaires à deux inconnues ur et u2 et

dépendant d'un paramètre À.

Rt (ut,uz,) ') = 1 +À (u?+ol - t ;  = g

R2(u1,u2,À)  =uz(10- I (1 +2u!  + u l ) ;=6

Si on se place dans le cas où 1, > 0, ce système admet une solution triviale

U1=(u1,u2) = (t

déf,rnie pour l, >

, 0, À')

I et une solution secondaire

R,r = {;'i

définie dans I'intervalle 4.< l" < 5.5. Les deux branches de solution sont

symétriques par rapport aux plans u1 = 0 et u2= 0 (Figure-I-12). Sur la

branche triviale il existe un point limite en charge (0, 0, 1) et deux points de
^11

bifurcatioo (t*, 0, 4)
L

-au point limite (0, 0, 1) on a

* ' =  
[ :  ; ]

' =  
{ ; }
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-au point de bifurcalion

| +{z ol
P, , - l  

' ' -  
I  R , I=^r,r-L 

0 0l

On voit bien que ces deux opérateurs sont singuliers (det(R,u) = 0) mais au

;;;",ï ;* (*,R^)* 0.i  ,u poinr de bifurcation (.,*,^) - 0, cela

illustre bien les propriétés mathématiques des points limites et des points de

bifurcation l^res précédemmenr er discutées par Spence et Jepson(l985).

(+,0,4)ona

{:i} *={i}
LOJ

(*,*,^) = o

Figure-l-\2: Exemple mathémntique de point limite et de point de bifurcation

Remarque

Sr:r cet exemple on Peut défrnir un opérateur S dit de symétrie qui

vérifie

SU=
[1 0 ]  [" t ' l

[o -tJt"l

R(SU,I') = SR(U,tr)
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et pour lequel, la branche triviale U1 est symétrique (SUr = Ut ) et le mode de

bifurcation est antisymétrique SO - -@. Ce type de bifurcation est connu sous

le nom de (symmery-breaking bifurcation).

En général, si un problème de bifurcation présente une branche fondamentale

symétrique sur laquelle existe un point de bifurcation de mode antisymétrique,

alors on peut montrer dans l'équation de la bifurcation (I-38) que b=0.

Cependant cette condition n'est pas suffisante pour que la bifurcation soit

symétrique (Pitchfork-bifurcation), il faut que la constante c de (I-38) soit non

nulle (Weinitschke; 1985) 0Memer and Spence; 1984).

I-7) Méthodes incrémentales-i térat ives de résolut ion du problème

de bifurcation

Da-ns les paragraphes précédents, on a introduit la notion de branches de

solutions et on a caractérisé les points singuliers. On se propose maintenant de

faire un rappel sur les méthodes numériques généralement utilisées pour

calculer les branches, pour détecter les bifurcations et pour tourner sur les

branches bifiurquées.

I-7 -a) Calcul de branches de solution

Pour la résolution d'équations d'équilibre non-linéaires écrites sous la

forme de (I-11) ou (I-17), on utilise généralement des méthodes pas à pas dites

méthodes de prédiction-correction. Parmi les méthodes les plus utilisées dans

les codes de calcul de sbrrcture, on trouve la méthode de Newton-Raphson, Ia

méthode de Newton-Raphson modifiée, la méthode dite Quasi-Newton.....Dans
ces méthodes on part d'une solution connue (Ur, Iù et on détermine une

nouvelle solution (Ur*r, Ir*r) à une certaine distance du point de départ (U1,

l"f. L'opération est faite en deux étapes: une étape de prédiction (incrément),

généralement un pas tangent, où l'on s'écarte le moins possible de la branche,

puis une étape de correction (itération) pour revenir à l'équilibre. Les

corrections (ÂUi et ÂÀJ sont obtenues en résolvant le système suivant.

R,u(Ui-t, l, i-r).AUi + RÂ (Ui-t, l, i-r)ÂÀi = R(Ui-t, Ài-t)

z(ÂU1, À1,) = I
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z est une relation qui indique une stratégie de pilotage. Après chaque itération

on actualise le déplacement et le chargement

Ui = Ui-t + ÂUi et Ii = Ii-r + Âl"i

jusqu'à ce que le résidu soit inférieur à une tolérance donné'

læs-stratégies de pilotage les plus utilisées sont @atoz, Dhatt, Fafard; 1985):

-Déplacement imPosé

Partant d'une solution particulière(us,À1), on construit la solution

suivante(I]r*r,Ir*r) en se donnant une composante de Ut*t et en cherchant

Ir*1, ainsi que les autres composantes de Ut*t. Cette méthode Permet souvent

de passer les points limites en charge, mais pas ceux en déplacement'

-Force imPosée

De la même façon on part d'une solution particulière, on construit la

solution suivante (Ut*t,Àt*1) en se fixant [t*t. Cette méthode ne marche pas

lorsqu'il s'agit d'un, point limite en charge'

-Longueur d'arc imPosée

c'est une méthode qui permet de passer théoriquement tous les points

limites. Partant d'une solution particulière (ut*r, Ik*l), on se donne une

longueur d'arc ôs pour le pas tangent, puis on oblige toutes les corrections à

êre orthogonale à ce Pas tangent'

Avec le choix d'une stratégie convenable, ces méthodes incrémentales

peuvent parcourir une branche de solution même compliquée' L'exemple

classique auquel se référent les auteurs et qui montle la puissance de ces

méthodes est celui d'une coque légèrement galbée (Figr:re-I-13)'
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Figure-13: CaIcuI
une méthode N-R

I-7-b) Méthodes

d'une branche de solution compliquée point Par point par

de calcul de points de bifurcation

Dans la littérarure de calcul d'instabilité (point limite ou points de

bifurcaiion), on distingue d'une manière générale deux méthodes: I'une a été

appelée directe et I'autre indirecte (Seydel; 1988)

-Méthode indirecte

Cette méthode consiste à calculer la solution du problème d'équilibre

(r(u,À) = 0) ou bien d'équiiibre-comportement CR(U,À) = 0), point par point à

I'aide d'une méthode incrémentale de rype Newton Q'{-Raphson, N-R-Modifié,

Quasi-N) avec une stratégie de pilotage (déplacement imposé, chargement

imposé, longueur d'arc imposée). En chaque point on évalue la valeur d'un

ind.icateur de points singuliers qui est une fonction scalaire de u et de À. Cet

E = 3 1 0 3  K N / m m ' , . . r = 0 3

2L
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indicateur h(u,1,) s'annule en chaque point singulier. Généralement on prend

comme test le produit

h(ur.-r , Àr-r) * h(uk, trk) (r-57)

qui chalge de signe lorsqu'une singularité est dépassée (Figrue-I-14)

Figure-14: Principe de Ia méthode iruiirecte de calcul de points de bifurcation

Ainsi on a localisé la charge cridque 1.. dans I'intervalle [tr"*-t'À*] qoi

peut être parfois grand. Le point critique peut ere"approché pal exemple par

des interpoiations linéaires successives de fypes
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À.=Àr-r+(Àt- I t - r )
h(ur-r , I r - r  )

h(ur-r, Ir-r ) - h(ur., Àr )

rc = ur-r * (ur - ur.-r)- - h(un-L' À*-t)
'  h(ur-r,tr*-, ) - h(ur , tr* )

Sur la Figure-I-15 on présente un exemple d'application sur une

srr-Ltcture simple (deux barres articulées). La branche fondamentale présente

deux points [mites et deux points de bifurcation. L'indicateur de singuiarité

urilisé est le déterminant de la matrice de rigidil{ tengente (indicateur usuel

d'instabilité). Pour différencier un point limite d'un point de bifurca[ion on a

éva1ué le "current stiffness parameter" noté Sp. C' est un paramètre

iniriaiement proposé par Bergan (1978) et qui ne s'annule que Pour les points

limites. L'un des handicaps de l'appiication de la méthode indirecte est qu'il

existe des singularités où I'indicateur s'annule mais ne change pas de signe

(Seydel,  1988).

1Ë...------e
É--
i \*.

0(\ \  q6

Figure-l-1|: Exemple de calcul de points de bifurcation par Ia méthode

indirecte.

-Méthode directe

La méthode directe consiste à résoudre un système qui contient

I'équation d'équilibre et une équation dont les solutions correspondent

exactement aux points singuiiers. Panrri les auteurs ayant utiiisé cette méthode

pour la détection de points limite et de points de bifurcation non-trivial, on

Srmolë l tuss.  det  Kr anr l  Sp-v dragtams
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ffouve Abott(1978). [æ déterminant de

est l'un des trois choix qu'il fait Pour
résoudre le sYstème ci dessous

la marice de rigidité tangente (det(KJ)

h(u, 1,), ciest-à dire qu'i1 a étê amené à

(r-58)f r(u,}") I
la",[r,(o, r)]l 

=

Sur la Figure-I-16, on présente un exemple de caicul de point toumanl

(i..,E.) et de point de biflrcaiion (Iu,(u) sur une même branche de solution'

La résolurion de l'équarion (I-58) pil une méthode de Newton est restreinte à

des systèmes avec un petit nombre de degrés de liberté, car le déterminant doit

être caiculé analyriquement, ce qui est difficile à obtenir (Seydel; i988)'

{0i

t  ^ r  :  1 r â

2 l-t
I
I

o l
? l-t

I
I
j

v l

î t
v l

I
I
I

^ l
v lo . L

, l

77-2V

'  '  : 5 - J

Figure-l-16: Exemple de calcul de point limite et de point de bifurcation par Ia

méthode directe à I',aide du système (I-58) (Abon; 1978)

Pour le calcul de points limites et de points de bifurcation symétriques,

Werner er Spence(l984), V/einitschke(1985) et Seydel(1979) ont proposé un

système qui s'écrit

Geomecrv o i  Trussed Dome i i ;om I l0 l )

V: : i c : i  d , i so iecemeni  o f  ccac :e i  nod, :
l \ , '  es .  , \ '

[r(u,1") I
= j lo (u,1")q f =

l.rro r J
{0}
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G est une fonction définie dans XxXxR, l'équation lo(u,À)0=0 est obtenue

en liréarisant (I-59-a) autour de (u, l,), et joue le même role que det[K,]=0.

l(0):0 esr une condition supplémentaire qui impose Q ;t {0} le long du

processus itératif. Parmi les choix de cette condition on trouve:

l (Q)= l lQll- l  = 0
1(Q)={. ,  } ' {O}-  00 =O

ei est un vecteur de Ro ayant une seule composante non nulle. Il est important

cie ne pas imposer comme condition

l (Q)={O}'r-1=0

car i1 implique la recherche uniquement des points ljmites.

Wriggers,'Wagner et Miehe (1988) ont été les premiers à résoudre ce

sysrème par la méthode des éléments finis. Après discrétisation du problème

variarionnel (principe des puissarces virtuel) et l'approximation du champs de

déplacemenr (érape détaillée dans I-2), ils aboutissent à Ia forme algébrique

suivanæ +,

(r-60)

Pour appliquer la méthode classique de Newton, on linéarise le système

(I-60) ce qui mène au problème incrémental suiva-nt

f  r  ^ \  \

I  r (v , l ' )  I

ô(",0,À,) j *,,",2')a f = {o}
[rro) )

Kr -F

(K,0)," (K,0),r (r-61)

K1 respec[ivement par

à partir de la troisième

0t

n

Kr

a'
iiqil

[o" ] [r(v, ],) 1
lo^ i= -l *,t',À)0 |
[^0J Lll0tt-1 J

(K,Q),u et (K,Q),r

rapport à v et l" et

sont les dérivées directionnelles de

dont les expressions sont déduites
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variation de l'énergie potentielte (ô:P(u,À.)) (souvent, K1 ne dépend pas de l' et
(K,Qh esr nul). tl-6il esr un système de 2n+t équations à 2n+1 inconnues,

pour sa résolution on utilise une technique d'élimination. On cherche les

inconnues {lv} et {AQ} sous la forme

{^"} =l} ,{Àv,} + { lvr},  { lO}=^} '{AO,}+{Âq,} g-ezl

où {Âv,}, {Â"r}, {lO,} et ilq} vérifrent les équations suivantes

Ir,]{Ào'} = ir}

[ r , ] { l " r }  = -{ t }

IK,]t^Or] = -[K, (Q),"]{aot i - [K,(0)],r

lr, l{rO } = -[r, ]{o} - [r, (O)," ]ia"r]

Une fois que {lq} et {Aq} sont connues on déduit I'incrément de charge À}.

par

al. = (r-63)
{o}'{ro' i

Ensuite on actualise ({u}, {Q}, l.)

1.=À+Â1. ,  {"}  = {"}  + {Av} ,  {O}=tQ}*{40} (I-64)

Ce processus est rêpété,jusqu'à ce que I'instabilité soit atteinte. Por:r plus

de détails sur ces calculs nous renvoyons à Wriggers, Wagner et Miehe(1988)'

Sur la Figure-I-l7 on présente un exemple d'application du système (I-60)

pour le calcul du point limite et du point de bifurcation dans le cas d'un atc.

pour différencier un point limite d'un point de bifurcation on calcule la

quantité CtO]'tF)) ou bien le "current stiffness parametef" Sp.

I-es problèmes fréquents lors de l'usage du système (I-60) sont:
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- l-e caicul des dérivées directionnelles de la matrice de rigidité tangente qui
n'est pas facile d'une manière générale flMrigers, Simo; 1990)

- La matrice de rigidité tangente est parfois mal condirionnée lorsque
f instabilité est atteinte flilrigers, Wagner,.Simo; 1988). Ce problèmes a poussé
certains auteurs flilriggers et Simo; 1990) à utifiser d'autres fonctionnelles en
introduisant les multiplicateurs de Lagrange (Penality functionai). Néanmoins
cette procédure a connu d'autres difficultés car il s'agit de résoudre un système
dit modifré de taille plus grand que celui de (I-61).

i  Da te ,  
i

i  
a - .1  =  t .o  t r t '  I

;  d . r  .  l . o .  l o '  i
r  a i = r . o  r o ' I
i  d 3 l ? . s  

I
i  i = t o o o  i

Figure-I-L7: Exemple de calcul de pointlimite et depoint de bifurcationpar la
méthode directe à I'aide du sy-stème (I-60) (Wagner ,Simo; 1990)

I-7-c) Branchement sur Ies solutions bifurquées

En général on utilise la méthode de Lyapounov Shmidt pour
I'enchainement sur la branche bifurquee. Par exemple dans le cas d'un mode
unique, la solution bifurquée V est cherchée sous la forme suivante

V = U(À") + aO +W avec ((o,w;; = 3 (65)

U(I.) est le déplacement au critique 1.". On voit
branche bifurquée, ii êst nécessaire de connaître ie
charge correspondante. Les méthodes de résolution

bien que pour suiwe la
mode de flanbage et la

restent exactement ceiles
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décrites au début de ce paragraphe. Dans le cas d'une bifurcation multiple (n

modes Q) la branche bifurquée est recherchée SÔus la forme.

Y = U(Icl * Ëa1Q+w avec
i=1

I-8 ) Bifurcation Perturbée

((q,w)) = o

L'effet des petites pernrrbations sur un problème de bifurcation a suscité

plusieurs travaux, théoriques, numériques et expérimentaux. D'une part parce

que c'est un moyen qui permet d'étudier les solutions singulières d'un

problème et d'autre part parce que les structures réelles sont souvent

imparfaites. La thèse de Koiter (19a5) étant la première contribution sur ce

thème. pour les structures présentant une bifurcation symétrique stable

(poutres et plaques), lorsqu'on introduit un petit défaut, on constate une seule

branche continue qui tend vers les branches du problème parfait quand

I'amplirude de I'imperfection tend vers 0. De telles structures sont dites

insensibles aux défauts Figure-I- 18-a. Pour les structures présentant des

bifurcations asymétriques ou des bifurcation symétriques instables (telles que

les cylindres), le point de bifurcation se transfortne en un point limite. Ces

strucfures sont d.ites sensibles aux défauts Figure-I-18-b.

Dans un cadre puement mathématique Keener et Keller(I973) ont analysé ce

problème et ont abouti à un système du même tyPe que (I-17) mais dépendant

d'un paramètre t mesurant le défaut

R(U, 1., t) - 0 cr-66)

La résolution de ce système donne la branche d'équilibre perturbée, ce qui

pennet aussi d'approcher la branche bifurquée du système parfait. D'un point

de vue numérique cette procédure a été adoptée par Wagner et Wriggers

(1991) pour approcher les points de biftrcation. Ils ont résolu par la méthode

de Newton un problème du même type que (I-59) donné par

n(u,o,l., t) =
f Rtu,l,,r) l
1*,u(o,l",r)@ f 

=o

Ll(o) )
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La résolution de ce système donne évidement le point limite et le mode

correspondant. Un exemple d'application a été réalisé en utilisant la méthode

des éléments finis sur les deux ba:res de Roorda qui présentent une bifi:rcation

asymétrique Figure-I-19-a. Pour différentes petites valeurs de t (positives ou

négatives) on a résolu le problème CI-67). On trouvera ces résultats sur ia

Figure-I- i 9-b.

Figure-I-18: Influence des tmperfections sur un problème de bifurcation
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L  = 4 0 0 æ

E =21000 t rY /cn :

Â  = t 4 9 a :

i  = 2 5 i i C  m l

f l . = i . ' i 0 5 F ' L L l '

ii,,'//rr,
' ' :  _ -  L  - _ |

. 0 . :  . 0 . 1  0 . 3  0 . :

R o r r < i o n  r n g ' c  3  i n  r a c

Figure-19:  ca lcu l  de po int  de b i furcat ion pour  . les  .deux barres par

pe"rturbation. En trai t  continu, on ioi t  les courbes de réponse force.-angie
po", deux valeurs particulières de 'c. L'ensemble des points limites est Ia Iigne

avec aes DoLnts.
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fn VrÉrffOnB nSynfptOrtOUB l lUn"fÉnrOUB pOUR r,B

CALCUL DES BRANCHES DE SOLUTIOT{S

L'objectif de ce chapitre est de faire un rappel sur les méthodes

asymptotiques-numériques développées au LPMM depuis 1990. Il s'agit de

techniques de résolution non-linéaires qui s'appuient d'une part sur les

méthodes de pernrrbation (asymptotiques) et d'autre part sur des résolutions

par éléments finis (numériques). Le principe consiste à chercher des

ieprésentations des branches d'équilibre sous la forme de séries entières, ce qui

conduit à résoudre une succession de problèmes linéaires bien posés admettant

toujours le même opérateur. L'originalité est de pousser les développements à

des ordres élevés en résolvant numériquement par éléments finis un grand

nombre de ces problèmes linéaires. On construit ainsi des représentations

analytiques continues des branches de solutions pour un coût de calcul qui reste

de I'ordre de grandeur d'un calcul élasrique linéaire'

1.es fondements de ces méthodes asymptotiques-numériques (M.A.N) ont été

proposés par Damil et Porier-Ferry(l990). Diverses variantes de M-A-N et de

nombreuses applications ont été développées dans (Azrat, Cochelin, Damil et

Potier-Ferrli 7gg3), (Cochelin, Damil et Potier-Ferry; 1994 a et b),

(Boutyour, Cochelin, Damil et ,.Fotier-Ferry, 1993) et (Braikat,' Damil et

potier-Ferry; 1gg4). Dans cette présentation on s'est largement inspiré de

(Cochelin; 1.99$.

u-1) Les concepts de base de la méthode asymptotique-numérique

Le point de départ de la méthode asymptotique-numérique est la

formularion mixte (I-17) pour les raisons décrites au chapitre-I($-I-2). On

rappelle que la formulation mixte (I-17) présente une non-linéarité

quadratique et qu'elle se prête mieux aux développements asymptotiques que la

formulation en déplacemenr (I-11) où la non-linéarité est cubique. Une

branche de solution est cherchée sous la forme de développements

asymptotiques da:rs le voisinage d'un point connu (Uo, Io) vérifiant (I-17)

U(a) -  Uo+ a Ut + azU2 +. . .

I(a) = Ào+ a )vt + az )'z + .-.

(tr-1)

,,a" est un paramètre de contrôle de la branche qui sera défini par la suite.
pour le calcul des termes des séries (tr-1), on injecte ces dévelopPements dans
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l'équation (I-17) et on identifie terme à terme suivant les puissances de "a".

Cela permet d'avoir une série de problèmes [néaires mixtes.

ordre I
ur=0 surâÇ)u

(r-2)
I-itur) = rr F

ordre 2
uz=0 sur âÇ)u

(tr-3)
l-,(Ut;= )uzF - Q( Ur, Ur)

ordre p
up=0 sur  àQo

(tr-4)

o - P l
L;(Up) - l.p F - I Q ( U,, Up-')

r=1

Tous ces problèmes admettent le même opérateur tangent I-, Oenni par

l,C.l = L(.) + Q(U0,.) (U-5)

Le premier problème à I'ordre 1 correspond exactement au problème
incrémental tangent qui sert de prédicteur dans I'algorithme classique de

Newton-Raphson. Les problèmes suivants s'apparentent à des problèmes

d'élasticité linéarisés avec un chargement qui dépend des solutions aux ordres

précédents. A ce niveau, il reste encore une indétermination dans chacun de ces

problèmes car le paramètre de développement "a" n'a toujours pas été déftni

précisément. Dans la littérature de cette méthode asymptotique-numérique,

cette indétermination a étê levée en faisant l'un des trois choix suivants du

paramètre"a":

1o) "a" est identifié comme étant f incrément du paramètre de chargement"
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a=I-h

2o) " a" est identifié à la projection de f incrément de déplacement u-us sur le

vecteur u1 corDrne il est classique en théorie de 1a bifurcation (Potier-Ferry-

1987)

a = (t1u - uo ), ur ) G-7)

3o) ,'u" est identifié à la projection des incréments u-us et I-Ào sur le vecteur

tangent ur, Ir et la projection a été prise au sens du produit scalaire ordinaire

a = (u - uo,ur) + (I - Io) Ir (tr-8)

On notera que ce ciernier choix de "a" est inspiré des méthodes de continuation

à longueur d'atc imPosée.

En résumé, la procédure de développement asymptotique présentée ici conduit

à une succession de problèmes linéaires mixtes bien posés dont les inconnues

(o,)
sont À" et Ue=l :t I . par exemple avec le Eoisième choix de "a" et à l'ordre p

tSp J
(avec p > 1) on obtient le problème suivant'

up=0 sur âÇ2o
pl

Lirup) =rpF - > a (u,, up-,) (tr-9)

/ \ ^ . r = 1
(oo, t t )  + 1"n1"1 =0

II-2) Résolution numérique

La résolution des problèmes mixtes (tr-9) a été faite par la méthode des

éléments finis en deux étaPes.
- La première étape consiste à éliminer les contraintes dans l'équation G-9-b)

et à les remplacer par une relation de pseudo-comPortement que I'on obtient

en faisant ôu = 0 à I'ordre p

(rr-6)
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. r l
sp = D: (yl (up ) + 2^{ù (us, uo ) + 

'I.Yt 
(u. uo-" ))

r= I

(tr-10)

A ce niveau le problème C[[-9), dont les inconnues sont les contraintes et les
déplacements, est remplacé par un problème où les inconnues sont les
déplacements up. [-es contraintes seront ensuite calculées par le biais de la
relation (tr-10). Au chapitre 3 et 4 on reviendra d'une manière plus explicite
sur ce point.
- La deuxième êtape c'est la discrétisation par éléments finis du nouveau
problème en déplacement. Dans (I-2) on a présenté comment on approxime le
champ de déplacement u et les champs de déformation réel {u) et virnrel
ôy(u,ôu).
Une fois que ces deux étapes sont achevées on a un problème d'algèbre linéaire
bien posé qui s'écrit généralement de la façon suivante

# [*,]{,r}=io{Fi+{ry}
(r-11)

# Une condition sur t"s 
{to } O* découle du choix du paramètre "a"

f  o l
oU lfiJ 

est la matrice de rigidité tangente prise au point de départ (Uo, l.o),

{F} le vecteur des chargements imposés .t 
iffl } 

un u..reur de force qui ne

dépend que des solutions{t,} et {Sr} aux ordres précédents r < p.

En résumé la procédure asymptotique-numérique décrite plus haut permet de
déterminer les séries suivantes jusqu'à un ordre élevé avec une seule inversion
de la matrice de rigidité tangente.

À(a)=h+alq+* lvz+

i r (") ]  = tro )  + a{v1} * u'  {"r  }*. . .

is(a)]  = {So } + a{s, }  *  u '  {s,  }*. . .

ctr- 12)
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II-3) Exemples de calcul d'une branche de solution non-linéaire

La méthode décrite plus haut a été apptiquée avec un grand succès à

piusier:rs struchtres avec des non-linéarités géométriques (petites déformations

et rotations modérées). Por:r montrer la qualité des solutions asymptoriques

polynomiales on présente ici I'exemple d'une coque cylindrique avec deux

ouverrures soumise à une compression axiale. La Figure-Il-1 présente les

courbes de solutions obtenues avec une troncature des séries (tr-1) aux ordres

10 er 20. On voit bien que ces soiutions coTncident parfaitement avec la

solution exacte sur un large domaine, c'est à dire jusqu'à une flèche de I'ordre

de 2h, au delà de iaquelle les cor:rbes s'écartent d'une manière brutale.

U ^

o

I

L=lûC mm
R=100 ntm

s=30 mm
i=79.5 mrn
E=? t t22.5 l'ihm 2

v=0.3
P=981 N/mm

À <

Déplacement W (pornt A)

Figure-II-I: Solutions asymptotiques aux ordres l0 et 20 pour Ie cylindre

troué (Cochelin, Damil, Potier-Ferry; 1994)

II-4) Méthode de continuation

Dans le paragraphle (tr-3) on a vu sur un exemPle que la méthode

asymptotique-numérique pennet de décrire une certaine partie d'une branche

non-linéaire avec un seul développemenl La représentation pollmomiale est en

0
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effet acceptable uniquement dans le voisinage du point de départ. Cela est dû
au fait que les séries entières ont un rayon de convergence fini. Pour avoir
complètement la branche de solutions, il suffrt d'appliquer la même procédure
d'une façon pas à pas (Cochelin; 1993) et (Cochelin, Damil et Potier-Ferry;
1994-b). I1 s'agit d'une méthode de continuation mise au point sur la base des
méthodes asymptotiques numériques. Le principe est simple: après avoir
appliqué la méthode asymptotique-numérique, il suffit de défrnir un nouveau
point de départ Uo, Ào sur la branche déjà déterminée, puis de réappiiquer la
méthode asymptotique-numérique à partir de ce point. Concrètement pariant,
pour une valeur du paramètre "a" notée a* siruée à I'intérieur du rayon de
convergence des séries (II-i), on calcuie U(am) et l"(ap) qui servira de point

de départ lors de la réapplication de la procédure asymptotique-numérique. On
a appliqué cette procédure dans le cas d'une coque légèrement galbée chargée
en flexion (Figure-\-2).La solution complète de ia coque a été obtenue en 4
pas, c'est à dire avec 4 décompositions de ia matrice de rigidité tangente. La
branche est ainsi décrite par une succession de représentations analytiques et
non par quelques points de solutions comme il est classique avec les méthodes
de prédiction-correction. Avec cette technique, ies pas de caicul sont
reiativement -erands, et de plus ia continuation est entièrement automatique
(Ccchel in; 1993).

3 i

I

I
L
Ir

I

/1 A
/ / /

^/
^ r

-./-_x
(tP,/

w"./
J\ '/

ù , ' '
\ /

r . 5

Figure-Il-2: Continuation asymptotique-numérique de Ia coque légérement
galbée en flexion.
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I I-5) Calcul du
numérique

post - f lambage par  la  méthode asymptot ique-

La méthode asymptotique-numérique a été appliquée au calcul du post-

flambage des stmctures minces en se restreignant à des singularités simples

(Azrar, Cochelin, Damil et Potier-Ferry; 1993). Les développements

asymptotiques sont faits cette fois à partir du point de bifurcation' Après

discrétisation par éléments finis on obtient un problème semblable à (tr-l1) et

qui s'écrit sous la forme .

[ç]{"'}=tq}
(" , ,"0) = o

(rr-13)

G-13-b) est la cond.ition supplémentaire que I'on a choisit sur les vecteus

i"o], "it" "*prime 
l'orrhogonalité oes {voi avec le mode de flambage {v1}.

La d.ifficulté cette fois est que l'opérateur tangent [f;] .tt singulier. Donc on

ne peut pas résoudre le problème (II-13-a) directement sans tenir compte de

Ctr-13-b). pour ceia on autilisé une technique-rçue I'on a appelée "relaxation",

basée sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange et qui permet d'avoir un

problème global inversible se formulant de la façon suivante

pour p>l GI-14)

où "k" est 1e multiplicateur de Lagrange. Pour plus de détails nous renvoyons à

(Azrar, Cochelin, damil et Potier-Ferry; 1993). L'un des premiers tests

numériques a été réalisé sur I'exemple d'une coque cylindrique axisymétrique

de Donnel soumise à une pression. sur la Figure-tr-3 on remarque que l'on a

pu calculer une bonne partie de la branche bifurquée jusqu'à 'Wlh=4' Le

préf1amb age a été supposé linéaire ce qui est une approximation usuelle pour

les coques cylindriques sous pression (Azrar; 1993)

[-*: "'ll"o]={"0}
L"ï olltJ L0J
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Figure-lI-3: Post-flambage d'une coque cylindrique par MAN (Azrar,

Cochelin, Damil et Potier-Ferry; 1993)

II-6) Améliorat ions des séries entières par des approximants de

Padé.

A ce niveau toutes les solutions recherchées sont supposées être des

fonctions analytiques ce qui a permis d'utiliser des développements en série

entières. Une propriété remarquable des fonctions analytiques est que la

connaissance de la fonction au voisinage d'un seul point, est équivalente à la

connaissance de la fonction en tous les points. Aussi, lorsqu'on a déterrniné un

grand nombre de termes de la série de Taylor d'une fonction, on Peut espérer

reconstnrire !a fonction même au delà du rayon de convergence de la série.

Cette propriété a étê exploitée por:r représenter la solution dans un domaine

aussi large que possible en insérant dans les séries (tr-1) des fractions

rarionnelles appelées approximants de Padé. Cette nouvelle représentation

permet d'améliorer considérablement le rayon de convergence des séries

entières. Ce résultat est connu depuis les travaux de H.Padê-I892. On notera



aussi qu'une présentation moderne a été donnée par (Baker et Graves-Moris-

1981).

Définit ion:

Soit une fonction f(x) développable en série entière

+æ
f(x) = I.o*o

n=0

(r-1s)

où les coefficients co sont connus. Un approximant de Padé P[L,M] de cette

fonction est le rapport de deux polynômes, de degré L au numérateur, de

degré M au dénominateur et dont le développement de Taylor coincide avec

celui de la fonction jusqu'à l'ordre L+M.

(rr-16)

[,es coefficients ai et bi sont déterminés à partir des coefficients ci €D écrivant

+æ

I.o^n - P[L, M] = o(xl+lvt+t;
n=0

(II-17) mène à la résolution d'un système linéaire de taille M qui permet

d'obtenir les coefficients bi

cL+M+l

cL-M+z

.l

cL+M+2

ct-vt+3

cI-*r

bM

bv-t

bru-z

b l

cL+l

cL+z

cL+M

(rr-17)

(rr-18)

Une fois que ce système est résolu, on peut

ai pd les formules suivantes
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ao=co
â1 =c l  +brco
àz=cz*bta t+beco

min(L,M)

f i -=e*  E (b1c1-1)
i=1

(rr-1e)

A titre d'illustration, on considère la fonction suivante

f(x)=

Le rayon de convergence de la série de Taylor de f(x) au voisinage de zéro
1

vaut i. Il est imposé par la singularité en x=-0.5. I-e développement de Taylor
2

de f(x) au voisinage de 0 à I'ordre 2 s'écrit

f (x) = 1- 3 **2* '
432

A I'aide des coefficients ci de la série associés à f(x), on détermine les
approximants Padé. Par exemple

P[1,1]  = l+7x18 P12,2)=
I+ ITx l8+ 6Lx2 164

1+13x/8 | +23xl 8 + I21xz | 64

Sur la Figure-tr-4 on trace la fonction f(x), son développement de Taylor à

différents ordres et sa représentation par différents approximants de Padé. On

voit bien que ces derniers arrivent à représenter la fonction sur un domaine

plus vaste que celui des séries entières.

1+xl2
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Figure-ll-4: AméIioration de Ia convergence des développements de Taylor rie

flx) par les approximants de Padé (Baker; 1981)

Pour améliorer les séries (tr-l), on a utilisé la technique d'approximants de

padé que I'on reverTa en détail au chapitre-3. Ici on va uniquement rappeler

qu'il existe au moins deux façons d'introduire les approximants de Padé dans

1es séries G-1) et on se contente d'illustrer les performances sur un exemple

a)-La première façon consiste à insérer les approximants de Padé dans la série

Cg-l-a) et G-l-b). La série @-1-a) n'est pas une série scalaire mais une série

vectorielle. L'introduction d'approximants de Padé nécessite quelques

aménagements préalables qui seront décrits au chapite-Ill.

. . . - " -  L i l y  j

. _ . - ___ -  . i a y  i

- -  - - - ' -  T r v  3

Q ; r . r , r r r  r l c  ( : o t l v ( t  r l e n c e

r ' [  r  ,  r  I  F ( : ; )
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b)-La deuxième façon consiste à insérer les approximants de Padé dans la série

G-1-a) et à recalculer À p* une technique de projection-

Sur ia Figure-Il-5, on présente une application qui a é,té réalisée sur le

problème d'une plaque en flexion. On voit bien que la deuxième façon

d'introduire les approximants de Padé (b) approche mieux la solution exacte

que ia première (a) et qu'eiles sont toutes les deux nettement meilleures que la

représentation polynomiale qui diverge à une flèche Wf3= 2.

A1,--+--
/ ' /

-

r.Plto{'y+,v\ryçry
+, -/-

Figure-ll-S: AméIioration des séries à I'aide des approximnnts de Padé. Ia

représentation polynomiale diverge ars alentours de Wh = 2- et de L= 15.,

alors que I'utilisetion des approxim-ants de Padé Perrnet de suivre Ia courbe au

delà même de W/h = l0 et À,= 1500 (Cochelin, Damil, Potier-Ferry; 1994-a)
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I I -7)  Méthode asymptot ique'numérique pour les structures

imparfaites

L'influence des défauts notamment géométriques sur le flambage des

structures élastiques a fait I'objet de plusieurs études asymptotiques,

Koiter(l 945) Budiansky(7974), Potier-Ferry(1987). Dans le cas d'un mode

unique, d'une bifurcation symérique instable et d'un défaut d'amplitude ao, ces

théories conduisent en général à une réduction de la charge critique

proportionnelle à (a6)zl de la charge critique. Cene analyse asymptotique n'est

valable que pour des amplitudes de défauts suffisamment petites. Ce problème

a été étudié par une méthode asymptotique-numérique en poussant les

développements à des ordres élevés. Historiquement, il s'agit de la première

présentation d'une M.A.N (Damil, Potier-Ferry; 1990). Lorsqu'on tient

compte du défaut les équations d'équilibre s'écrivent sous la forme

L(U) + (À-1".) L'(U) + Q(U,U) + l.ao.d = 0 (rI-20)

où L' est un opérateur linéaire, a6 est I'amplitude du défaut et d est un vecteur

contenant la forme du défaut. Le fait d'avoir à chaque ordre des problèmes

faciles à résoudre, perrnet de pousser les développements asymptoliques à des

ordres élevés ce qui a permis de prendre en compte un spectre plus étendu

d'imperfections initiales. Sur Ia Figure-Il-6, on illustre ce résultat dans le cas

d'une poutre sur une fondation élastique. Pour des valeurs croissantes de

I'amplitude du défaut, on a comparé, la charge limite donnée par un calcul

exact, la charge limite donnée par la théorie de Koiter (troncarure à I'ordre 2)

et celle donnée par la méthode asymptotique-numérique avec une troncature à

I'ordre 6. On remarque que cette dernière coTncide mieux avec le calcul exact.
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Figure-l I-6; Calcul de charges cr i t iques pour une poutre sur fondation
éIastique avec un défaut géométriquet:sur Ie mode de flrembage (Damil et

Porier-Ferry; 1990)

I I -8)  Conclus ion

Læs tests numériques qu'on a présentés dans ce chapire montrent qu'une

méthode de pern:rbation associée à une méthode d'éiéments finis est un moyen

efficace et fiable de calculer les bra-nches de solutions fondamentales ou

bifurquées des su.ucnrres élastiques minces. [.es coûts de caicul sont faibles par

rapport à des méthodes incrémentales-itéradves car la détermination d'une

branche de solurions sous la forme d'une série asymptotique ne nécessite

qu'une seule factorisation de la macrice de rigidité globale. Dals le cas où la

procédure cle continuation est utilisée, quelques factorisadons seulemenl scnt

nécessaires pour avoir complèremetrt une bra-nche de solurion. On a pu

augmen[er ie domaine de validité des représentations poiynomiales par ies

approximants de Padé. Dans la surte on va s'intéresser au problème de la

détecrion de poinrs de bifirrcation sur des branches de solution cà-lculées paJ

des M.A.N.
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Dans les deux chapitres précédents, on afut essentiellement des rappels

sur la théorie de la bifurcaûon et sur les méthodes asymptotiques-numériques.

Dans ce chapitre et le suivant, on présente les parties originales de cette thèse

consacrées au calcul des points de bifurcation par des méthodes asymptotiques-

numériques.
Dans ce chapitre-Ill, on s'intéresse au calcul des premières charges de

bifurcation sur une branche fondamentale linéaire. Ce type de calcul concerne

les structures qui présentent un préflambage linéaire telles que les poutres

droites et les plaques, mais aussi les coques cylindriques sous pression où le

préflambage est quasi-linéaire.
Le principe de notre méthode consiste à caractériser les bifurcations au

moyen d'un problème d'équilibre perturbé, que I'on va résoudre par une

technique asymptotique-numérique. L'analogie avec les approches standards

basées sur un calcul de valeurs propres sera discutée au paragraphe III-3-c.

[.e chapitre est organisé de la façon suivante:

Dans la première partie, on présente sur deux exemples simples à un et à deux

degrés de liberté un problème d'équilibre perrurbé qui nous permet de définir
notre ind.icateur de bifurcation. On montre corunent avoir précisément les

charges et les modes de bifurcation. Dans la deuxième partie, on donnera une

extension du problème d'équilibre perturbé (indicateur de bifurcation) à des

structures complexes. Ce problème sera résolu par des séries et un exemple

d'application sur une plaque sera présenté dans la partie 3. Dans la quatrième

partie, on utilise la technique d'approximants de Padé pour améliorer les séries

entières. Enfin, on traite le problème avec deux perturbations(partie 6).

[ I-1) Modèles mécaniques simples

III-1-a) Modèle à un degré de liberté

On considère le modèle mécanique de la Figure-Ill-l déjà vu au

chapitre:I.
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Figure-III-I: modèle éIémentaire de flarnbage à I degré de liberté

On rappelle que l'équation d'équilibre correspondant à une compression pure

l" s'écrit

ke-f , ls in(0)=Q. (m-1)

elle admet une solution fondamentale 0 : 0, et une solution bifurquée

^  k  e  - ? - L  t ^  r ^ : ! - - - -  
v

)u= =Tt qui se coupent au point de bifurcation (I = ;,0 = 0).(Figure-
I  s in (0) '  

^  I

w-2)
i

solution bifurquée

1À i

solution fondamentale

Figure-III-2 : Courbe charge déplacement

Pour caractériser le point de bifurcation, nous introduisons une petite

perturbation dans le système: soit Âp une force perturbatrice appliquée à

I'extrémité supérieure de la barre selon la direction x, et ^0 la réponse en

déplacement pour une valeur donnée de 1" (Figure-Itr-3)
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Figure-III-3 : Perturbation du système

À0 et Âp sont solutions de l'équation d'équilibre perturbé suivante

(î- î")^e - Âp (trr-2)

où le rerme (i - À) représente la rigidité tangente du système dans la

direction x.
I-e point de bifurcaÉon peut se caractériser de plusieurs façons:

a) C'est 1e point de la branche fondamentale où la rigidité tangente t5 - Il' l

s'annule.
b) Pour une force perturbatrice Âp fixée, c'est le point où la réponse en

déplacement Â0 tend vers I'infini.
c) Pour un déplacement perturbateur A0 fixé, c'est le point où la réponse en

force Âp est nulle. En se fixant Â0, la force Ap s'apparente à une mesure de

rigidité.
La première caractérisation (a) est à la base des techniques de détection des

points de bifurcation classiques en calcul de structures. Pour des systèmes à

plusieurs degrés de liberté, elle revient à chercher les points où la matrice de

rigidité tangente est singulière. La deuxième caractérisation (b) n'est pas

utilisable pratiquement à cause des valeurs infinies de 40. Dans toute la suite,

nous allons utiliser la troisième caractérisation : les points de bifurcation
conespondent aux zéros de la fonction de "rigidité" Ap(À) définie par

l'équation icI,-z) et la condition supplémentaire Â0 = ct*. Pour le modèle de

la barre on obtient le diagramme linéaire de la Figure-Ifl-2. Dans le
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paragraphe suivant on montrera que cette fonction devient plus compliquée

dans le cas d'un système à plusieurs degrés de libertti.

Figure-III-4: AIIure

degré de libené.

III-1-b) Modèle à deux

de Ia fonction de rigidité A1t pour Ie modèle à I

degrés de liberté

Il s'agit d'un système de trois barres rigides articulées, de longueur l,

liées par deux ressorts spiraux de raideur k. Ce système est soumis à une force

compressive ), suivant x1, (Figure-Itr-5). On notera les déplacements des

points B et C Par ur êt u2.

Figure-IILS: Système de trois barres articulées à deut degrés de liberté

Ce système admet une position d'équilibre fondamentale linéaire {u}={ut,uz}t
={0,0}t pour toute valeur de À. Les charges critiques de bifurcation et les

modes correspondants sont solutions du problème aux valeurs propres suiva:rt

[*. . i *, ]{ï } = [[; i]- '[? ;]){:;}= {:}
54
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où [f"] et [*r]sonr les matrices de rigidité élastique et géométrique, et

^-  k^
l, = 

i 
l. un paramètre de charge adimensionnel. Sur la branche fondamentale

{ui-{Q}, i] y a deux poinrs de bifurcation pouril=1 et Lz=3. Le premier

mode associé à ir est symétrique (ur - uz) et le second est a.ntisymétrique(ut =

-ud.

Nous allons retrouver ces résultats à partir de la fonction Àp introduite

précédemment. Comme dans le premier modèle, on introduit une perturbation

en force ^p{f}, où {f} est un vecteur force choisi et ^p I'intensité de la

perturbation. Le problème d'équilibre perturbé correspondant s'écrit sous la

forme suivante

(m-4)

L'intensité de la pernrrbation Âp n'étant pas fixée à priori, le système linéaire

(m-4) comporte deux équations pour trois inconnues, Âut, Âuz et ^p. On va

se donner une condition supplémentaire pour que le problème (m-4) admette ,,*,

une solution unique en chaque point régulier de la branche fondamentale. On

pourrait par exemple imposer I'intensité de la perturbation Âp, mais comme il

a étê montré sur le premier exemple, cela conduit à des déplacements qui

tendent vers f infini au voisinage des points de bifurcation. On préférera

s'imposer une condition sur le déplacement telle que : une compo_sante de

{^*} imposée, la norme de {Au} imposée, ou la projection de {Âu} sur une

certaine direction imposée. C'est cette dernière condition que l'on va choisir

ici. On définit rout d'abord le vecteur {Aoo } comme la solution de (m-4)

pour i = 0. er Âp-1. C'esr à dire que {Àus } vérifie l'équation

[rc.]{auoi={ri (m-5)

et on choisit la condition supplémentaire associée à (Itr-4) sous la fonne

((4" - auo, Âuo )) = o (m-6)

où (( , )) est le produit scalaire défini par((u, v))- {o}'Ir" ]{t}

[*" 
-i*,]to"t=^p{r}
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A titre d' exemple, nous considérons une perturbation de la forme

{f}=t1, 0},.On a alors {l.to I = {5/9, 419}tet la-solution de l'équation (m-4)

compte tenu de (Itr-6), est

5 4-X (trr-7)auz - 9 s-zx

. 5Cr-i lcg-),1
llt.l, -,  3 6_2),)

La foncrion Ap est une fraction raLionnelle en i qui s'annule pour l,=1 et

i=3. Pour i=1, le déplacement {^ui vaut le premier mode de flambage et
a

pour )u=3, le deuxième mode. Les Figures (III-6) et (III-7) montrent

l'évolution de Ap et {Âu} en fonction de i.

En'résumé, les points de bifurcation correspondent aux valeurs'de i qui

annulent la fonction Ap, et les modes de bifurcation sont obtenus à I'aide du
vecteur {4"} conespondant. Dans cette approche, on exploite I'effet de la

singularité de la matrice de rigidité tangente sur la réponse à une perturbation.

5
aur=9
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Fi gure -III -6 : Evolution de

)t, pour une perturbation
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Ia fonction Ap en fonction du paramètre de clwrge

{1',}-{1,0}t.
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Figure-III-7: Evolution de Au1 et Au2 en fonction du paramètre de clnrge

pour une perturbation {J:} ={1,0}t

Remarque

al

N

i

- Les fonctions Ap, Àu1 et Âuz sont des fractions rationnelles en

se généralise facilement pour un système d.e type (4) et (6)

liberté.

i. c" résultat
à n degrés de

f-\ Â u2
/ N \ /
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- Avec le produit scalaire choisi, la conditiou-(Itr-6) peut se réécrire {Âu-
Âuolt{f}-O. Ainsi pour {f i  -{1,O}t,el le revient à imposer la première
composante de{Âu}.

- Les fonctions Âp et Âu2 présentent un pôle entre les deux valeurs propres,
dont la position dépend de la pernrrbation choisie. On pourrait le supprimer en
remplaçant la condition (Itr-6) par une condition de nonne imposée sur {Âu}.
Dans ce cas, les fonctions Âp, Âu1 et Auz ne sont plus des fractions rationnelles.

- En choisissant une force {f} ={1,1}t (orthogonal au deuxième mode de

flambage) la rigidité Apr vaut l-i simplement. Dans ce cas, la recherche des
zéros de Ap ne fournit pas le second point de bifurcation à cause du "mauvais"

choix de la force de la perturbation. On notera I'analogie avec le choix du
vecteur initial dans les méthodes d'itérations pour le calcul des valeurs
proPres.

-Dans le cas d'une perturbation quelconque { f} ={f1 ,fz}t, la situation est
résumée sur la Figure-Ifl-8 où llon présente l'évolution du vecteur Âu en
fonction de 1,. La direction des modes est donnée par la plemière et la
deuxième bissectrice du plan Au1 , Âu2. Le déplacement total Âu est la somme

du déplacement imposé au départ Âu6 et d'une partie orthogonale. Lorsqu'on

augmente la compression i, l" déplacement Âu passe par le premier mode
pour lequel ia rigidité Att s'annule. Pour À > 1, le déplacement et la rigidité

continuent à augmenter pour partir à I' infini quand i s'approche de

;  5( f ,2+f r ' )+8f r f2  ,  -
Âpô le__#.Lorsque}"dépassecet teva leur , ledép lacement'  z(fi +fi + f,fz )
diminue pour atteindre le second mode et Ap s'annule une deuxième fois.
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mode- l

Au(it=l"tc)

-  Â u o

Àu(À=Àæz)

au(i)

,  \  mode-2
\

t .

Figure-ll l-ï:Casd'uneperturbationquelconque

III-2) Extension de la méthode à des structures plus complexes

présentant un pré-flambage linéaire'

I I I-2-a) Cadre de l 'étude

considérons une stmcrure complexe présentant un pré-flambage linéaire

(par exemple une piaque chargée dans son plan Figure-m-g)
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Figure-III-9: Plaque cltnrgée dnns son plan

Lorsqu'on augmente 1, la plaque se raccourcit en restant horizontale, mais à

partiid'une certaine valeur À4, cette position devient instable et la plaque Passe

à un état courbé. La position droite correspond à ra branche fondamentale et la

position courbée à la branche bifurquée. ces deux branches se rencontrent au

point de bifurcation (Figure-Itr-10)

Figure-lll-10: Branche fond.amentale linéaire avec un point de bifurcation

simple.

Comme la branche fondamentale est linéaire, on p€ut l'écrire sous la forme

ur (t) = 1. uf (m-8)

U{ est un déplacement de comprèssion pure qui vérifie l'équadon suivante
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L(Ul; =P (trr,e)

C[-9) provient de (I-17) après avoir supprimé la partie quadratique. Comme
pour les deux modèles simples, on va introduire un indicateur de la bifurcation
bien approprié au développement en série entière.

III-2-b) Introduction d'une perturbation

En un point de la branche fondamentale (Uf, ÀD, on introduit une
perturbation f, d' intensité Ap (Figure-III-11). ÂU est la réponse en
déplacement à ̂ pf.

Figure-III-lt: Plaque soumise à une compression )F et à une perturbation de

flexion Altf

L'équation d'équilibre résultant de la superposition des deux chargements
s'écrit sous la forme

L(gr + ÀU) +Q(Ur + ÀU, Ur + ÂU)=i'p + Àpf Grr-10)

En tenant compte de l'équilibre de la branche fondamentale on trouve

L(^U) + 2Q(Ur,  ̂U) + Q(ÂU, AU) = 4p1 (m-11)

Comme ÂU est une perturbation très petite, alors le terme Q(^U, AU) peut
être négligé. Cela mène a un problème incrémental analogue à (Itr-2)

Lr(^U) = Ap f (rrr-12)

où t4 est l'opérateur tangent pris au point de la branche fondamentale où la

perturbation est inroduite L,( ) = L( , ) + 2Q(Ur, ). En un point régulier où
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L1 est inversible, le problème (III- 12) admet une solution unique si I'on

s'impose une condition supplémentaire équivalente à (m-6). Comme pour le

modèle précédent, on choisit cette condition sous la forme

((au - Âuo,Âuo )) = o (rrr-13)

C'est à dire que I'incrément ̂U - ÀUsest cherché dans l'orthogonal à ^U0 ,

qui est la réponse à la perturbation f à l'origine. Les deux équations @-12) et
(U-13) forrrent un système linéaire en AU et^p équivalent à (m-4) et (Itr-

6). On s'intéresse à l'évolution de la solution (^U, Ap) lorsqu'on patcourt la

branche fondamentale, c'est à dire lorsque " À," croit. Les points de bifurcation

correspondent aux valeurs du paramètre "À" qui annulent la fonction Âp. I-e

mode de bifurca[ion est donné par le vecteur ̂U(À,) colrespondant.

III-3) Calcul de la solution perturbée (^U, Âp) par une méthode
asymptotique-numérique

III-3-a) Introduction des développements en série entière

Pour déterminer la solution (^U, Àp) de (m-17) et (m-13), on utilise

un développement âsymptotique en fonction'du paramètre "I" à partir d'un ii.€
point que I'on choisit comme étant (ÂUo, 1.). On adopte la représentation

suivante

^U(?u) = AUo + l, ÂUr + * LlJz+...

^p(f) = 1 + Ialtt + 12 aP2 +...
(rrr- 14)

En injectant les développements (III-14) dans (Itr-12) et (Itr-13), en identifiant

suivant les puissances de "1,", ot obtient une série de problèmes linéaires

mixtes en ÂUo et ̂ !rp. semblables aux problèmes (II-2, 4). On notera que

l'opérateur I-r(, ) dépend lui aussi du paramètre "À" au travers de Uf.

ordre-0
L(^Uo) = f

ordre 1
L(ÂUr) = Àpr f - 2Q(uî, auo)
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((lut,luo))=o

ordre-2
L(ÀUz) = Àlrz f - 2Q(ui, auo)

l,oor,auo))
(m-15)

ordre-p
L(^Up) = Àpp.f - 2.Q(U{,Âup-i)

((oo,, Âuo))= o

III-3-b) Retour à une formulation en déplacement

On va réécrire le problème à I'ordre p sous une forme adaptée aux

méthodes des éléments finis classiques en déplacement. En utilisant les

définitions (I-1g) et (I-19), l'équation (Itr-15) à I'ordre p peur être écrite

explicitement sous la forme

I taso : iyt 1ôu; + ôs:(Y' (Âop ) - D-l, Np ))dv
o6 

GII- 16)

= ÂppP, (ôu) - J tsl ' 21"I (Âun , ôu))dv
a9

En résolvant cette équation mixte par rapPort à ÀS, on trouve la relation de

comportement suivante

ÀSo = D'yt(Àuo) GII-17)

En reportant ce résultat da-ns (Itr-16), on a une équation où les inconnues sont

uniquement des déPlacemens

J (yt(Oo):D: (yr(Âup))dv = appPr(ôu) - 
Jtsf :21ù(^up-1'ôu))dv

os oo 
,rr"rr)
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III-3-c) Discrétisation par éléments finis

On adopte la démarche classique d'éléments finis introduite en (I-8-b-2),

qui perrret de transformer le problème à I'ordre p écrit avec des opérateurs

variationnels en un problème d'algèbre linéaire facile à résoudre

[r" ]to"o ] = ̂ po {r} + {", }
(m-1e)

{aoo } ' [K,1 {a"o } = o pour p>o

If" ] est la marrice de rigidité élastique obtenue par assemblage de matrices

élémentaires ([K"]") 
", 

donnée par

[r"]" = Jf[e']':[D]:[n']lo" (Itr-2o-a)
floe

I.e second membr" {Fo } .rt obtenu par assemblage des vecteurs élémentaires

{'uo }" qui dépendent uniquement de la solqtion à I'ordre p-1'+*,'

{+ }" = -[K, (sf )]" {r,'o-r } tm-20-b)

Finalement le problème à I'ordre p s'écrit

[r. ] {o"o } = ̂ po {ri - [r, ]{a"o-' i
(rr-21)

{Âoo}'[r,1i l"o]=o pourp>o

En résolvant les problèmes Itr-21 de façon successive on déterrrine les terrres

des séries III-14, même à des ordres élevés.

Remarque

' On peut aboutir plus directement à (m-21) en considérant la forme

discrète de ltr-12 et ltr-l3, qui s'écrit
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[*" * m,]{a"i = ap{r} -

{a,l - luo }[r, ]{a"o } - o
(m-22)

et en y insérant les séries (trI-14). Cependant cette procédure ne sera pas

valable dans le cas d'une branche non-linéaire que I'on va développer dans le

chapitre fV.

III-3-d) Analogie avec les problèmes aux valeurs propres

pour le calcul d'un point de bifurcation sur une branche linéaire, le

critère de la seconde variation mène à la résolution d'un problème aux valeurs

propres écrit sous la forme

[*" * ],Ks (ur l]{a"i = {o} (m-23)

Ce problème est souvent résolu par une méthode d'itération de tyPe sous-

espace. La charge de bifurcation correspond à la plus petite valeur de l" qui

rend non inversible Ia matrice de rigidité tangente.
Dans notre méthode, on cherche les valeurs de l" qui annule la rigidité Âp

définie par m-12 et Itr-13 dont la forme discrète est donnée par (Iil-22).

Lorsque Àp = 0, la première équation est analogue àfr-22.

Remarque

Si la représentation de la branche fondamentale est prise sous la forme

ur (I) = u3 + (I - rt lui Gtr-24)

c'est à dire que I'on part d'un point (U6,Àrs) autre que l'origine, le problème

que I'on obtient avec notre analyse est équivalent à un problème aux valeurs

propres avec un décalage spectal éga1 à lfg.
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III-3-e) Solution exacte du problème d'équilibre perturbé

En tout point donné de la branche fondamentale, il sufEt d'évaluer la

marrice de rigidité tangent"[f, +],Kr(Ui)] pour résoudre directement (Itr-

22). On obtient

En utilisant la formule (m-25) on peut tracer la courbe exacte de la rigidité
^p(f) et par conséquence faire des comparaisons ayec ses différentes
représentations asymptotiques.

III-3-f) Application de la méthode au problème d'une plaque carrée

On considère une plaque élasrique carrée soumise à un chargement de
compression uniaxial ÀF et en appui simple sur les quatres bords. Dans ce cas,
la solution fondamentale est linéaire avec une déformation de membrane pure.
Pour."la discrétisation, on a utilisé 200 éléments triangulaires de qçe D.K.T et
seul le quart de la plaque est pris en compte. On se limite ainsi aux modes de
flambage symétriques par rapport aux il(es x et y (Figure m-12). [æs modes
et les charges de bifurcation exacts ont été calculés par une méthode classique
d'itérations sur sous espaces, Les premières charges critiques sont:
Àr =0.996I ,  7"2=2.1930, f ,3 = 6.8756, ) 'q=8.9971. .  On a appl iqué la

méthode asymptotique-numérique avec une force de perturbation f ponctuelle
appliquée au centre de la plaque et transversale à son plan moyen (Figure-Itr-

t}-a). Comme 17 a été déjà mentionné dans la remarque du paragraphe III-1-b,
ce choix de f et la condition (Itr-13) reviènnent à dire que l'on impose la
flèche au centre de la plaque. La rigidité Att(I) obtenue en Eonquant la série
entière (Itr-l4-b) aux ordres 10, 14 et 17, est présentée sur la Figure-Itr-1'2-b.
!,lls 5'annule à I'intérieur du rayon de convergence de la série pour I=0.9961,
ce qui correspond bien à la première charge critique. Âu(À=0.9961) donne

le premier mode de flambage avec l'écart relatif suivant

^p(r)= -- io"o]'{tl---r \ ' - l  
{r} , [K. + rKrtuf l ] - t {r}

l lau(I = o.ee6t) -_fill= 
o.4088 E _zt = -lq,ll

crtr-2s)
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a: plaque carrée soumise à une compression À^F . I-a perturbation f est centrée.

b: représentation en série entière de Ia fonction a1-t, on

clnrge critique.

)

obtient Ia première

Figure-lll-12: Application à une plnque carrée'

III-4) AméIioration des séries à I'aide des approximants de Padé.

Dans cette partie on se propose d'améliorer les séries @-14) au moyen

des approximants de Padé. En effet par un calcul dans la base modale on peut

*ooÉét que la rigidité Ap et une fraction rationnelle admettant des pôles qui

limitent le rayon de convergence de sa représentation par des séries entières.

1.6
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La technique des approximants de Padé peut donc mieux représenter la
rigidité.

III-4-a) Approximants de Padé sur la série entière ̂ p(f)

On approche la série (III-14-b) tronquée à I'ordre L+M+l par un
approximant de Padé PIL / MX2r) en utilisant la méthode décrite au chapitre

tr($-6). Cela revient tout simplement à résoudre un système linéaire de taille
M. Par un calcul dans la base modale on peut montrer que Âp(À) est une
fraction dont le numérateur est de degré N+l et le dénominateur est de degré
N. Pour le choix de L et de M, il est préférable que PIL / M](À.) soit

équivalent à 1" pour les grandes valeurs de À. Le procédé décrit ici est très
simple mais il ne donne aucune idée sur les modes de fla:nbage.

III-4-b) Approximants de Padé sur la série vectorielle ÂU(i.)

Les approximalts de Padé pennettent d'approcher directement une série
scalaire dont on connaît le développement en série enlière. Dans le cas d'une
série vectorielle telle que (Itr-I4-a), il faut proeéder à quelques aménagements
avant de pouvoir introduire des approximants de Padé. On adopte la même
démarche que celle proposée par Cochelin, Damil et'Potier-Ferry 0994-a):

1') A partir des vecteurs ÂU1 on construit une base orthogonale ÂUi par un

procédé classique de Gram-Schmidt

ÀUs = as' ÀUs

ÂU1 = oct.^U. +arrÀU,

(m-26)

ÂUo - | ao*nu*
k=0

avec (OOr,ÂUr ) 
= ôo*, les coefficients cx,1i sont domés par
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(auo, Âut ) ^- -cpk = 
ffi 

pour 0<k<p, tpp = 1' et 9us = 0' pour p > 0 W-27)

2") On réécrit la série ̂ U(À) à I'aide de cette base orthogonale. Cela fait

apparaître des séries scalaires associées à chaque vecteur ÂUt

^U(1,) = (cræ + pf,Gro + *uro+ .+l.papo )^U;

+ À(crrr + ?'c,.21+ *uy+ .+l.p-lcrpr )^Ut

+ * (an + Lor, +Êu* + -)'P-zapz )^u;

+ rn(uno)Âuo = Ë i' j f j(I) ^u;
j=0

Læs fonctions fi(À) sont données'par

n
P

f j ( I )  = iuut-:
t=J

3") On améliore les séries scalaires fi(À) par des approximants de Padé

P,[L, / Mj](f). Ainsi on oblient ia perturbation ^U(À) sous la forme suivante

^u(1,) = Ë lj P,[L, I u,l au, GII-30)
j=0

4") On calcule enfin la rigidité Ap(À) par projection de l'équation incrémentale

@-12) sur le vecteur ÂUs

(m-28)

(rrl-2e)
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z Ë(l'*' P,ILi r ui] (qcuf ,^u;),^u;)))

clrr-3 1 )

I I I-4-c) Application

III-4-c-1) Perturbation centrée

Sur la Figure-Itr-13, on présente d'une part les nouvelles représentations
de la rigidité ̂ tr(I) obtenues en insérant des approximaats de Padé selon les
procédés décrits aux (trI-4-a) et (Itr-4-b), d'autre part, la valeur exacte de
^tr(I) obtenue par la formule (III-27). Les trois courbes coïncident
parfaitement sur un large domaine (0 < À < 6) puis un léger écart apparaît
progressivement. Comme dans les études précédentes, la technique de
projection est bien plus'efficace que I'application directe des approximants de
Padé sur la série ̂p(tr,).
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t2
:L

-8

- t2

Calcul exact de AtI)) à I'aide du procédé [III-27J
Padé 16 | 6) pour Att(L) : procédé (il-a-a)

padél*/*,frou, AU(L) e*ecalcul de Ap()") par proiection :

procédé(I I I '4 ' | )avec Mj  = 6 '6 '5 '5 ' " ' '2 '2 '  j=  0 ' l ' " "9 etp-14 '

Figure-|3: AméIioration des

comparaison avec la solution
critiques à un Pour cent Près-

séries à I'aide d'approximants de Padé et

exacte. On obtient jusqu' à quatre charges
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Résumé

Sur le tableau- 1, on récapitule les charges critiques calculées par la
méthode asymptotique-numérique (trois manières) et par la méthode
d'itérations sur sous espaces.

Numero de la

charge critique

Solutions æymptotiques- numériques Solutions

exactes

(itérations sur

sous espaces)
Série (12-b)

ordre 14

Séries+Padé

l/rl procédé
Itr-4-a

Séries+Padé
procédé m-4-b
M j  =  6 ,  6 " ' , 2 , 2

i = 0 , 9

I 0.9961 0.9961 0.9961 0.9961

2 2.7930 2.7930 2.7930

J 7.258r 6.8810 6.8756

4 TT.6T28 9.0929 8.9971

Tableau-L: Comparaison des résuhats obtenus dans Ie cas d'une perturbation

centrée

III-4-g-2) Perturbation quelconque

Cette fois la perturbacion est constituée d'une densité de forces 'l

transversales réparties d'une manière aléatoire (Figure-III-14-a). Sur la
Figure-Itr-14-b, on présente la nouvelle fonction ̂ p(t) obtenue en utilisant
des approximants de Padé (procédé III-4-b) et on la compare avec la ,,i
précédente. Les trois premiers zéros qui correspondent aux premières charges
critiques sont identiques. Il y a une différence au niveau de la position des
asymptotes et au niveau des quatrièmes zéros. Da.ns le cas d'une perturbation
centrée le quatrième zéro vaut 8.8835 et dans le cas d'une perturbation
quelconque.il vaut 9.0527 .
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a: Plaque carrée
quelconque.

soumise à une compression )"F et une perturbation f

L2

8

4

0

-4

-8

-12

l, 
l0

....Penurbation centrée - Perturbation quelconque

Figure-III-I4: Cornparaison de Ia fonction Ap(L) pour les dew perturbations'

III-4-c-3) Perturbation orthogonale à un mode

Une pernrrbarion {f } orthogonale à un mod" iq} p",t, être, soit déduite

à partir de la forme d" {q} (voir la remarque ci-dessous), soit construite de

deux façons:
"-partan; d'une perturbation quelconque {g}, oo constnrit {f } en retranchant à

tg] tu composante suivant {q }
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{r}={s}-(g,ûXq}

-cornme les vecteurs propr"r {q} forment une base orthogonale dans le sens

de [K"]t{q}'[r,]{q} 
= ô,j), on peut prendre {f } sous la fonrre

{r} = [r, ]cà',{+,} l  avec j+i
J=t

où ci sont des constantes arbitraires.

Dans cette application, on a examiné le cas d'une perturbation

orthogonale au premier mode de flambage. La rigidité Ap calculée en utilisant

les approximants de Padé (procédé Itr-4-b) s'annule pour la deuxième et la

troisième charge critique mais ne s'a:ûnule pas pour la première (Figure-trI-

1s)

orthogonale au mode I, Ia PremièreFigure-III-15:
charge critique

Cas d'une perturbation
n'apparait plus.
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Remarque

Dans le cas où la perturbation {f} admet une seule composante non

nulle(par exemple ]a ième), on a w que notre méthode revient à imposer la ième

composante du déplacement et uuj*.o,.r l'' il est donc normal qu'une telle

pernubation ne Pennettra de calculer !a charge critique colrespondant à tout

mode dont !4 ième composante est nulle' Par exemple pour une plaque

rectangulaire, le premier mode est antisyméuique (la flèche au centre est

nu'e), si la p;;;;; iii est apptiqué" au centre et transversale au plan

moyen, alors notre procédure ne permettra pas d'avoir la première

bifurcation.

ilI-s) Conclusion

Dans le cas d'une branche linéaire, f indicateur de bifurcation Àp(1') est

une fraction rationnelle en 1.. Il s'annule en chaque point de bifurcation et

présenteunpôleentredeuxvaleurscr i t iquesconsécut ives(voir lasolut ion
exacte sur la Figure_Il_13. Avec la série entière (III-r4-b), on ne peut

déterminer que lalremière charge de bifurcation car le rayon de convergence

est rimité par re pôle sirué entr; ra première er la deuxième charge critique.
' 
ræs approxima:rts de Padé sont ffès efficaces pour améliorer"les séries car les

fonctions recherchées sont des fractions' Le procédé le plus performant est

celui donné au ltr-4-b'
Le choix de la perturbation joue un role important sur la fonction

Àp(À): si la perrurbation est orthogonale à un mode de bifurcation' alors elIe

ne s'annule pas pour cette bifurcation' Si la perturbation est presque

orthogonale à un mode, alors Ap(I) admet un pôle tout près du zéro' voir la

Figure. I t r - l5oùlepremierpôleestvois indudeuxièmezéro.Enfai t , lepôle
et le zéro s,arnihilent lorsque la perturbation est parfaitement orthogonale à un

mode.
Sw l'exemple d'une plaque carrée en compression, le meilleur résultat

est obtenu avec la perngbation aléatoire, où les pôles et les zéros de Àp(1")

sont relativement bien séparés. on arrive à calcurer correctement les quatres

premières charges cridques'
La procédure pourra remplacer avantageusement un calcul aux valeurs

propres linéaire. Sur un exemple, On a montré que I'on peut accéder aux

quelques premières charges de bifurcation avec une seule.décomposition de la

matrice de rigidité globare et querques résolutions seulement. L'efficaciré de la

procédure asymptotique-numàtiqo. est liée au fait que I'on caractérise les
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bifurcations à I'aide de fractions rationnelles, qu'il est facile d'approcher par
des approximants de Padé.

III-6) Calcul de points de bifurcation avec deux perturbations

Pour I'instant, on a calculé un point de bifurcation à I'aide d'un
indicateur qui évolue corrme la rigidité de la strucrure par rapport à une
direction donnée (espace de dimension 1). Dans le cas où cette direction est
orthogonale à un certain mode, on a vu que la bifurcation lui comespondaat ne
peut pas être dêtectée en procédant ainsi. Pour cela on propose une
mod.ification de la méthode qui consiste à caractériser la bifurcation à I'aide
d'un problème incrémental avec deux perrurbations. Le nouvel indicateur de
bifurcation sera le déterminant d'une matrice d'ordre 2 qui représentera la
rigidité de la strucrure par rapport à deux direclions données (espace de
dimension 2). On notera que cette procédure est inspirée des méthodes
itératives de calcul de valeurs propres où I'on augmente souvent I'espace
d'itération. I-e problème sera résolu par la technique asymptotique utilisant des
séries entières et I'amélioraLion à l'aide des approximants de Padé sera
discutée. Enfin, on présentera un exemple numérique réalisé sur I'exemple
désormais classique d'une plaque carrée en compression.

I I I -6-a)  Formulat ion du problème avec deux perturbat ions et
caractérisation du point de bifurcation

On considère deux forces perfurbatrices f1 est f2 d'intensités respectives
Âpt et Âpz (par exemple pour une plaque Figure-m-16).

Figure-|6: Plaque soumise à une compression et à deux forces perturbatrices

L'équation d'équilibre incrémentale modifiée s'écrit

Lr(^U) = Alrr \ + L1t"2f2
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En chaque point de la branche fondamentale où Lt est inversible, le

déplacement ̂ U Peut s'écrire:

Àu = lprl-ît (fi ) + aprt,l (f2 ) CIII-33)

Cette fois, le déplacement AU évolue dans un espace de dimension deux

paramétrable par Âpr et LP'2. On va maintenant reparamétriser cet espace par

deux scalaires arbitraires Ar et Ay, qui représentent les projections du

déplacement ÀU sr:r des directions données'

ÂU = ArÂUro + AzLlJzo + ÀU'(1" Ar' Az) (m-34)

où ÀU' est linéaire en A1 èt A2,ÂUro et ÂUzo sont choisis comme les réponses

respectives de la strucfure aux forces fi et fz à l'origine(}' = 0)'

L(AUlo ) = fr

L(^U2o ) = fz

On va se donner les conditions d'orthogonalité suivantes

(rrl-35)

((oo',au,o)) = o

((oo',auro)) = o

I-e lien entre (ÀFr, Âlrz) et (Ar, A2)s'obtient par projection de ltr-33 et Itr-

34 sur les directions ÂU1s et ̂ U20' On trouve

^p, ((L;t (r1 ), ̂ u1o )) * ^p, ((L;t (r2 ), ̂ ulo )) 
=

n, ((qt (auro ), Àuro )) * o, ((t;t (auzo l, au,o ))

ap, ((l-.'(r1 ), auzo )) * ou, ((t;t (f2 ), Âu2o )) =

a, ((l,t (auro ), Âuzo )) * o, ((t;t (Âuzo l, auro ))

(rrr-36)
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Par simple inversion de ce système linéaire, on trouve
forme

Âttr et Ap2 sous

Âpr = Ardl (À) + A2d12 (1,)

Lltz = Ardzr(À)+ Azdzz(?\)

CItr-37-a)

En reportant (m-37-a) dans l'équation (III-32),
^U(1.) sous la forme

on peut écrire le déplacement

^U(1")= A1 ÂU1(À) + Az AUz(À) (m-37-b)

En reportant (m-37-a, b, c) dans (Itr-32) et (m-36), et en réclamant que ces
équadons soient satisfaites quelque soient les valeurs de A1 et A2, on obtient les
fouationsqui caractérisentles vecteurs ÂUo(À) et les scalaires dqp(À), o, F =

r, 2.

L,(ÂUr) = drif i  +dz:f,z

((aut (1.) - aulo- ̂uto)) = o
':, ,i ((lui (À) - Âuro , Âuzo )) = o

et
Lr(^U2) = drzf i  +d22f2

((au, (t ) - Âuzo , Àuro )) = o

((lu, (À) - auzo, Âuzo )) = o

(rrr-38)

(rrr-39)

Les problèmes (Itr-38) et (trI-39) admettent une solution unique si L1 est
inversible. Sous forme discrète, il s'agit de systèmes de n + 2 équations pour
n+2 inconnues où n est la dimension du vecteur AU.

En résumé, les solutions du problème incrémental (W-32) peuvent s'écrire soit
sous la forme GII-33), soit sous la forme (fr-37-a, b, c) où A1 et A2 sont deux
scalaires arbitraires et où les quantités ÂUo(À) et do3(I) sont données par les

problèmes bien posés (m-38) et (Itr-39).
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Les points de bifurcation correspondent aux valeurs de 1, telles qu'il, existe des

"oopt"* 
(Ar, ÀJ + (0,0) et que lp, = Àuz = 0. ceci se rraduit par la

condition

Determinuot ([1"!]J 1"!1]-1, = o clrl-4o)' vev^^^ase"-  ' l  
dr , ( I )  dzz(À)J ' ,

cette condition (III_40) esr f indicateur de bifurcation associé à une

perturbation à deux Paramètres'
Lorrqu. (Itr-40) esivérifrée, les couples (Ar, Az) admissibles vérifient, par

exemple, Az=-YA1 et 1e mode de bifurcation est donné à une constante
drr

multiplicatrice Près Par

Âu=A1(^u1 -yaur)=c't(d11^u1 -drz/lÏJù (III-41)
u11

Exemple à deux degrés de liberté

!-.:,, considèrons le système discret à deux degrés de liberté de la Figure-Itr-5

traité avec une seule pernrrbation. Si cette foiS on lui applique deux forces

perturbatrices Atll if; ) et Ap2 {f, }, 1'équation d'équilibre incrémentale

correspondante s'écrit sous la forme

[*. - [ *, lto"t 
- ÀLrr tr, ] * ̂ p2 {r2}

L' -,

où [K.] et [fr] ,oot les mêmes matrices écrites en (Itr-4). Pour simplifier les

calculs, on choisira

11 i  r0 l{r'}=t;} ', {t,}=t;}

I-es réponses respectives à ces deux chargements sont
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trl t1l
{Âo,o}=l? f , {ourot=l3|

l;l Ltr
Si on adopte la décomposition (m-34), on peut montrer que {Âu} se réduit

simplement à

{4"} 
- A1{Ar,o } * e, {^"ro }

La résolution des problèmes (Itr-38) et (Itr-39) donne

drr = dzz=t-1, et d12 =dzt=-| i

Le déterminant indicateur de la bifurcation s'écrit

r- r [',-zI -1;l
oeterql d'(À) drz(r) 

ly = ner.ril 
^ 

.,3-" t;'-b= c'ECr - L,>tg - Ll
Ldzr(r) dzzQù) 

L-;^ 
t-;^J

C'est un polynôme qui s'a-nnule bien en chaque valeur Propre. {a"ti = 1)}
TJ

vaut le premier mode ., 
{a"Ci 

= tr} vaut le deuxième mode.

Remarques

-On peut facilement généraliser ces résultats à m paramètres. Dans ce cas, (III-

39) est un déterminant d'une matrice de taille m

-Lorsque L1 dépend linéairement de 1,, les vecteurs AUo(À) et les scalaires

da(I) sont des fractions rationnelles en 1".

-Si l'on applique m perturbations, le déterminant caractéristique de la
bifurcation admet n-m pôles. Ce résultat a êté démontré en faisant un calcul
dans la base modale. L'emplacement de ces pôles est généralement imposé par
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les pernrbations {tr}"r{E}.Le bon choix de ces deux quantités est celui Pour

_ lequel le premier pôle est aussi loin que possible pour avoir le maximum de

valeurs propres.

III-6-b) Calcul de la solution perturbée (AU' Â!tr, Attz) par la

méthode asymptotique-numérique.

III-6-b-1) Introduction des développements en série entière

Pour résoudre les problèmes (trI-38) et (ItI-39) qui permettent de

connaître (ÀUr, drr, dzt, LlJz, dtz, dzz) et par la suite de déterminer la

solution perturbée (AU, ÂFr, Lltù, on utilise les développements

asymptotiques suivants

AUl (1") - ÀUro + ÀÂU11 + fAUr, +. ..

ÂU, (I) : ÂUzo + lÂU21 + Ê LtJrr+...

dr r ( I )  = 1.  +Idt r ,  + I2dr ,  z+" ' (rrr-42)
d12 (I) = trd,zr + Êdrn+- - -

d21(1")  = Idzrr  +*drrr+. . .

dzzîù- 1. +l.dz r, + *drrz+'..

anec ( (auai ,^Ulo))=0,  ( (au*,ÀUzo))=0 pour  i2 l  e tcr=1ou 2

(rrr-43)

En injectant les développements asymptotiques (fr-a}-a), (m-42-c) et (IJJ-42-

e) dans le problème (Itr-38) et en identifialt suivant les puisszmces de 1., on

obtient une série de probtèmes linéaires qui s'écrit

ordre- 1
L(^U11 ) = -2Q(Uï, ̂ Uto ) + dtttft + drrlf'2

((aur,,auro )) = o
((autt, auzo )) = o

ordre-2
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L(^U12) = -2Q(Uf , ÀUr, ) + d1r2f, + drn f,

((au,r,Âuro))= o

l,oo',, 

Âuzo )) = o

ordre-p
+ drrof,

La résolution de (trI-44) permet d'avoir les vecteurs ÂU1o et les coefficients

d11p et d21p. De la même manière, on injecte les développements asymptotiques

(Itr-43-b), cltr-43-d) et (m-43-f) dans le probtème (Itr-39), puis on identifie

suivant les puissances de 1,. On obtient une série de problèmes qui s 'écrit

ordre- 1
L(^U21 ) = -2Q(Uf , AUro ) + d2,tf, + d2r, f,

((aurt,Àuro))= o
((aurt, Àuzo )) = o

ordre-2
L(LVù = -2Q(Uï' ^U21 ) + drrrft + d,o f'

((lur,Âuro )) = o
((aur, auzo))= o

(rrr-4s)

ordre-p
+ dn, f,

c[tr-44)

L(AUle ) = -2Q(Uf , AUro-1 ) + d11pf1

((oo,o,Âuro))= o

((oo,n, auzo )) = o

L(^U2e ) = -2Q(Uï, AU2e-1 ) + d21pf1
t  t  \ \

(( lurn,ÂUro ))  = 0

((ooro,oolo )) = o
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La résolution de (m-45) pennet d'avoir les vecteurs AU2o et les coefficients

d12p et d22p
Ainsi la solution pernlrbée (^U, AFr, A[rz) est complétement définie'

II I-6-b-2) Exemple d'application

On a apptiqué la méthode asymptotique avec deux perturbations à

l,exemple classique de la plaque carr& soumise à une compression (Figure ltr-

l4-a). Les deux pernrrbations sont choisies d'une manière aléatoire. Sur la

Figure-Il-I7, on trace le déterminant indicateur de la bifurcation aux ordres

16 et 1g. Il s'annule deux fois à f intérieur de son rayon de convergence pour

des valeurs de 1, qui coincident exactement avec les deux premières charges

critiques.

10
(l)

€8

6

4

2

0

-2
0.5

Figure-IT-IT: Représentatton en série entière du déterminant indicateur de

bifurcation avec deux perturbations: on obtient deux clnrges critiques'

III-6-c) Amélioration des séries à I'aide des approximants de Padé

comme dans le cas d'une seule pernrrbation, on distingue deux façons

d'introduire les approximants de Padé:
- on améliore làs séries (Itr-42-b, c, d, e), puis on cherche les zéros du

déærminant indicateur de bifurcation @-41)'
- on orthogonalise la base de la série de (fr-42-a), on insère les approxi. manls

de Padé dans la séries ̂Ut(},) et on fait la même chose pour la série (m-43-

3.52.51.5
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b). Par projection des équations d'équilibre perturbé (m-38) et (III-39) sur
ÂUro et ÂU2s, on calcule le déterminant caractéristique de la bifurcation.

On a appliqué cette seconde technique à I'exemple d'une plaque ca:rée en

compression (Figure-III- 74-a). Les deux perrurbations sont choisies d'une

manière aléatoire. On a adopté la même stratégie pour le choix des

approximants de Padé que dans le cas d'une seule perturbation. On montre sur

la Figure-trI-18, que le déterminant s'annule pour des valeurs de 1, qui

coincident exactement avec les quatres premières charges critiques et qu'il

admet toujours des pôles sauf entre les deux premières.

.-4

-8

-12

a

Figure-III-18: Amélioration des séries à l'aide des approximants de Padé. On
obtient 4 clnrges critiques.

I I I-6-d) Conclusion

L'indicateur de bifurcation avec deux perturbations nous a permis

d'avoir les deux premières charges critiques en utilisant uniquement les séries
entières. En procédant ainsi on a:rive à éliminer le pôle qui limitait le rayon
de convergence de I'indicateur de bifurcation dans le cas d'une perturbation

unique. On peut accéder à plus de valeurs propres en utilisant un indicateur
avec plusieurs perturbations. Cependant le temps de calcul des coefficients dspl
peut devenir important. Pour le calcul de flambage, f intérêt d'introduire deux
perrubations semble limité au fait que I'on évite le choix d'une pernrbation

orthogonate à un mode, notarnment le premier. Pour le calcul de vibration on
pense que I'on peut accéder à davantage de fréquences propres avec deux
perrurbations.

T2
E
(D

68
E

10
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IY) DETECTION D'UN POINT DE BIFURCATION SUR UNE
BRANCHE NON.LINEAIRE ET CALCUL DE BRANCTIES
BIFUROUEES

L'objectif de ce chapitre est d'étendre la méthode de calcul de points de
bifurcation sur une branche linéaire au calcul de point de bifurcation sur une
branche non-linéaire. Les structures mécaniques auxquelles on se refère sont
per exemple, les arcs et les coques sphériques. La branche fondamentale sera
déterminée par la méthode asymptotique-numérique, éventuellement en
plusieurs pas avec la procédure de continuation décrite au chapitre II.
L'indicateur de bifurcation sera évalué le long de cette branche de la même
façon que dans le cas d'une branche fondamentale linéaire. On présentera un
algorithme de calcul exact de cet indicateur en chaque point de la branche
fondamentale déterminée par une méthode incrémentale. Cela nous pennettra
de comparer les résultats asymptotiques et exacts. On développera aussi une
méthode asymptotique-numérique pour le calcul de branches bifurquées dans
le cas de structure avec un pré-flambage non-linéaire. Le calcul des différentes
tângentes au point de bifurcation sera discuté. Enfin on présentera un exemple
de calcul de point de bifurca[ion et bralches bifurquées pour un arc circulaire.

IV-l) Calcui de points de bifurcation sur une branche non-linéaire

IV-l-a) Formulat ion du problème d'équi l ibre perturbé

Considérons une strucrure présentant un préflambage non-linéaire (par
exemple un arc circulaire soumis à un chargement concenté Figure-IV-l)

Figure-N-I: Arc circulaire soumis à un chargement concentré
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Lorsqu'on augmente le paramètre 1,, I'arc se déforme en gardant une

coon^goration symétrique (Figure-fV-2-a). Torsque l' atteint une valeur

critique l,arc peut basculer vers une position asymétrique (Figure-rv-2-b)'

A&
confi guration sYmétrique c o nfi g uratio n asYmétrique

Figure-IV-2: Différentes positions d'un arc soumis à un cltnrgement concentré

La position symétrique colrespond à une branche non-linéaire qui représentera

Ia branche fondamentale @igure-rv -3). La position asymétrique correspondra

à la branche bifurquée et on Ia supposera à priori non-linéaire (Figure-rv-3).

La bifurcation dans ce cas colrespond à une brisure de symétrie'

point de bifurcation

branche
fondamentale

^ f^o
branche

bifurquée

Figure-Vl-3 : Branche non-Iinéaire avec une bifurcation simple

I-es deux branches sont solutions de l'équation d'équilibre suivante

U;

L(U) + Q(U, U) = },F
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Comme dans le cas d'une branche non-linéaire on
perturbation Âpf pour caractériser le point de bifurcation
le cas de I'arc Figure-IV-4).

va introduire une
(par exemple dans

Figure-N-4: Arc soumis à un clnrgement concenté )I et à une

perturbation Apf

L'equilibre perturbé sera décrit par le problème incrémental suiva-nt

Lr (^U) - Âpf (rv-2)

où L, (.) = L(.) + 2Q(Ur,. ) est l'opérateur tangent pris au point de la branche
fondamentale où la penurbation est appliquée. Cette fois Ls est non-linéaire en
À. Comme auparavant on va se donner la condition supplémentaire suivante

(rv-3)

En augmentant le paramètre de charge 1,, on s'intérresse à l'évolution des
pernrrbations ÂU et Âp. Le point de bifurcation correspondra à la valeur de

l" pour laquelle la rigidité Âp est nulle.

Remarque

La procédure décrite ici permet de détecter en fait tous les points où la

matrice de rigidité tangente est singulière, c'est à dire les points de bifurcation

et les points limites en charge. Comme par la suite on va utiliser des
représentations analytiques de la branche de solution fondamentale, il sera très
facile de repérer les points limites et donc de les différencier par rapport aux

points de bifurcation.

((oo - Âuo , auo))= o
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IV-l-b) calcul de la solution perturbée ( Àu, ^p) par la méthode

asymptotique -numé rique

Pour résoudre le problème perturbé (IV-2) et (IV-3) on va utiliser des

dévetoppements asymptotiques. On supposera qu'une représentation analytique

de la branche fondamentale non-linéaire est connue sous la forme d'une série

entière

(U5, Irs ) est une solution riviale et les terïnes de la série (Uf , Itt ) sont connus

à partir de la méthode décrite au chapitre-[, "a" est un paramètre de contrô|e

di pennet de décrire la branche fondamentale' On développera les

p"*11.Uu,ions ÀU et Ap en fonction du même paramètre "a"

ur (a) = u5 + auf + uzvrt +

l.t(u) = rro + uÀtt + az)"r, +

à la perturbation au Point
et (IV-5) dans (IV-2) et
"a", on obtient une série

(w-4)

(ry-s)

(u6, rro;. nn
(W-3) et en

de problèmes

où ÂU6 est la réponse de la strucrure

injectant les développements (IV-4)

identifiant suivant les puissances de
linéaires mixtes en ÂUo et A[rp.

ordre 0
t-,1lUo; = t

ordre 1
l - i ( lur)-Âlrr f-2
((4u,, auo))= o

a(uf , Âus)

(rv-6)
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ordre p
p

I-,1auo) = Àppf - 2tQ(Uf , ÂUn-,)
r=1

((oor, Âuo )) = o

où I - i t . l  est  I 'opérateur tangent au point  (U5,f to) .  On a

l i t. l - L(.) + ze(uP,. )

IV-L-c) Retour à une formulation en déplacement et discrétisation
par éléments finis.

Le problème variationnel à I'ordre p sous forme explicite s'écrit

I  {aso: (yt (ôu) + 2yot(Âu, uo )) + Se: 2yi l  (u, ôu) +
og

ôS: (yr (aup ) + 2y"' (ue , auo ) - D-l:ÂSo ))dv

= ÂFpP" (ôu) z I Ef ts, :2yor (,rl-. , ôu) + Sf : 2yd (Âup-r, ôu) +
f,)g r=1

ôS:yd (Âu' ol-r ))dv

(rv-7)

La résolution de ce problème variationnel suivant ôS donne la loi de

comportement suiva:rte

ÂSo = p; (yt(Âoo ) + Z|o'(Âup, o5 ) * 
oiv" 

(au', of-" )) (IV-8)
. r=1

Si on reporte ce résultat dans l'équation (IV-7), on trouve l'équation
' d'équilibre

89



J ((vt (ôu) + ZTd (ôu, uo )): D: (Yt (À,to + Zyot (Âu, uo )) + So :2Tù (u, ôu))dv

= ÀppP" (ôu) - 2 I 
of(ot, 

:Zyil(ol-,, ôu) + sf :2yd 1Âuo-,, ôu) +
f,lg r=1

ynl (,rf , Àup-r ): D: (yr (ôu) + 2T" (no, ôu))dv

(rv-e)

La discrétisation par éiéments finis de ce problème et la condition GV-6-d)
donnent à I'ordre p le problème d'algèbre linéaire que I'on pose sous la forme

[r ,  ]{4,"0 } =  ̂ po ir} + {t ' }

{ooo }' [*, ] {o"o } = o

(ry-10)

{"t } est un vecteur qui ne dépend que des vecteurs ÂU, et Uf . I-a matrice

[*,] q"t intervient dans les problèmes (fV-10) estlamême que celle utilisee

dans le calcul des Uf et I! pour déterminer la branche fondamentale. Ainsi le

surcoût de calcul associé à la détection d'un point de bifurcation est limité à

I'assemblage de quelques seconds membres et à quelques résolutions.

En résumê, la procédure asymptotique-numérique présentée ici permet

de déterminer un grand nombre de termes des séries (W-5) pour un faible

coût de calcul. En général, ces séries ont un rayon de convergence fini qui

limite la validité de la représentation polynômiale à un certain voisinage du

point de départ U6 , fto. En pratique, il faut se limiter à la recherche des zéros

de la fonction Ap(a) à I'intérieur du domaine de convergence des séries.

IV-l-d) Solution exacte du problème d'équilibre perturbé

Afin d'évaluer les perfonnances de la méthode, il est intéressant de

comparer les solutions asymptotiques (W-5) avec une solution exacte du

problème (W-2) et (IV-3). Por:r ceci, on calcule la branche fondanentale (Ur,

Ir) point par point en résolvant l'équation d'équilibre par la méthode de



Newton-Raphson, et en chaque point on

suivante

Alr =

calcule la rigidité Ap par la relation

(w-11)
{r}'IK,(u')f{ f }

Il est évident que la détermination précise point par point de la solution exacte

Àp(a) est coûieuse en temps de calcul et n'a d'intérêt que pour la comparaison

avec la solution analYtique.

IY-1-e)-ExemPle d'aPPlication

Dans ce cas, on a choisi un arc de poutre circulaire en appui simple,

soumis à une charge concentrée }.F au milieu (Figure-Iv-5). I-e point de

bifurcation est à (u,I) = (9.15,4.08), u représente le déplacement au milieu

de I'arc (Figure-IV-2).
La Figure-fV-6 présente le calcul de la branche fondamentale par une méthode

asymptotique-numérique Uonquée à l'ordre 9 et t2, à partir d'un point de

départ qui est I'origine. @n voit que le rayon de convergence des séries (IV-5)

est aux alentours de u = 4 et de )u = 2.5, c'est à dire assez loin du point de

bifurcation. Dans ce cas, la rigidité Ap présentée sur la Figure-IV-7 décroît

mais ne s'annule pas à I'intérier:r du rayon de convergence des séries (IV-5). Si

on recommence la même procédure à partir d'un point plus proche de la

bifurcation (Figure-IV-8), on montre que la rigidité Àp(a) s'alnule pour

a-2.67 (Figure-IV-9), et on obtient le point de bifurcation en (u, I ) = (9'L2'

4.06).

;.5! dï

91



E=1d
R=l 00
L=l 60
H=1
A=1
v{

Figure-N-S: Arc circulaire
perturbation choisie.

soumis à une force concentrée À'F. Altf est

6.0
(<

5.0

4.0

,: , 3.0

2.0

1 .0

0.0
6.0 8.0 10.0 r2.0 14.0

u

.... Solution exacte - Solution asYmPtotique

Figure-N-6: Développement asyrnptotique de Ia branche fondnmentale à partir

de l,origine et comparaison avec la solution exacte.

î*o*o

t7

4.02.00.0
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:l- 2

1.5

1

0.5

0
-0.5

-l

-1 .5

-2

Figure-IV-7: Rayon de conver7ence

pouratteindre Ie point de bifurcation.

6

de Âp, insuffisantde la

)
a

ser|e

6.0
.<

5.0

4.0,

3.0

2.0

1.0

0.0

.... Solution exacte

Figure-IV-ï : Calcul arymptotique de
(u=3.5, ) '=2.38)

bifrrcation
t 2

2.00.0 10.0 12.0 1,4.0
u

- Solution asymptotique

Ia branche fondnmentale à panir de
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a

Figure-N-9: CaIcuI de Lp, au second pas, Ia bifurcation est obtenue'

IV- 1- f ) -  Conclusion

por:r les branches de solutions non-linéaires, la procédure asymptotique-

numérique permet de détecter efficacement les points de bifurcation dès que le

point de départ des,séries est dans un certain voisinage du point singulier. Dans

la mesure où la matrice de rigidité tangente a déjà été triangulée pour le calcul

de la branche fondamentale, le coût en temps de calcul est cette fois limité à

quelques résolutions seulement. Pour I'exemple de I'arc circulaire, deux

inversions de ra matrice de rigidité tangenre étaient suffisantes pour la

détection du point de bifurcation. A notre connaissance il n'existe pas

d'algorithmes capable de résoudre ce problème à un coût aussi bas' Les

approximants de Padé n'ont pas permis d'améliorer véritablement les séries

fV-5-a et fV-5-b. Un effort reste à faire pour choisir convenablement les

approximants de Padé dans le cas d'une branche non-linéaire'
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IV-2) Calcul de branches bifurquées en présence de préflambage

non-l inéaire.

Dans cette partie on développe une variante de la méthode asymptotique-

numérique qui permet de calculer le post-flambage des structures présentant

un préflambage non-linéaire. La bra-nche bifurquée sera recherchée par des

développements en série entière à partir du point de bifurcation calculé par la

méthode décrite au paragraphe (IV-l). On présentera le calcul des différentes

tangentes au point de bifurcation. Enfin on présentera une application à

I'exemple d'un arc circulaire.

lY-Z-a) Développement de la méthode asymptotique pour le calcul

du post-flambage et formulation du problème aux tangentes.

En un point de bifurcation simple, les deux branches d'équilibre

admettent une représentation analytique en série entière sous forme

U(a) -Uc+aU1 +a2U2+. . .

t r (a)=Àc*alr+^zpr+..-

où (U.,I.) est le point de bifurcation, "a" est

branche recherchée, (Ur,Ir) est I'une des

(rv- 12)

un paramètre de contrôle de la

deux tangentes au point de

bifurcation. Ces tangentes sont défrnies par les équations I-34 et I-34 du
chapitre-I. En idenrifiant (Ur,l"r) soit au vecteur tl, soit au vecteur tz de la

Figure-fV-10, on construit ainsi les représentalions de la branche fondamentale
ou bifurquée.
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Figure-N-I0: Tangentes au point de bifurcation

On adopte toujours une cond.ition d'orthogonalité qui identifie le paramètre "a"

à la projection de U sur la tangente au point de bifurcation

(U-Us,U1)=a (rv- 13)

Pour déterminer les tennes de la série (IV-12), on injecte ces développements

asymptotiques dans les équations d'équilibre. En tenant compte de l'équation

(tV-13) on obtient la série de problèmes linéaires suivante

ordre- 1
Lc,(Ur)=I iF
(u1,u1)  = 1

ordre-2
LÎ (Uz ) = ÀzF - Q(Ur, Ut )
(IJt, Ur) = 0

ordre-3
L.. (Ug ) = IgF - 2Q(Ur,Uz )

lor,u') 
= o
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ordre p

Lî (up): rpF - 
-flqCup-",u,)
r=l

(uo, ur)= o

Lc, est I'opérateur tangent au point de bifurcation et il est donc non inversible.

On surrnontera ceffe difficulté en s'inspirant de ce qui a été fait précédemment
(chapitre tr).

Commentaire

GV-14-a, b) et la projection de (IV-14-c) sur le mode Ô sont les
équations qui définissent complètement la tangente (Ur,Àr) (voir leurs

analogues respectives (I-26), (I-27) et (I-38).
En résumé on résout l'équation de degré 2 suivaate

bcrf  + Zcc, ' l . ,  +dÉ,=O

On rappelle que les constantes b, c, d sont définies par (I-39) et enfin on
trouve les deûx tangentes au point de bifurcation'sous la forme 'ù*'

,, = [ï;1'*.*'), tz=(ïl;'*.'')

\ ,  -s*. f ,2_bd
ou K1,2 = 

b-
décrite dans la partie
calculer le vecteur W.

IV-2-b) Calcul des

lJz=LzlY+cx,z6+Ûz

Ûz est solution du problème

. Le mode de bifurcation (D est calculé par la méthode

de ce chapitre et par la suite on montrera comment

vecteurs Uoet des coefficients Io pour p>2

Le problème à I'ordre 2 CfV-14-c) admet une solution sous la forme

(ry-15)
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Li(ûz) = -Q(ur,ur) 
GV_16)

(*,Ûr)- o

et W est solution du Problème

L',(w; - r GV_17)
(o, w) -- 0

Pour calculer les coefficients ?uz et cr2 oll a besoin de deux équations, la

première provient de la condition de solvabilité à I'ordre 3 (projection sur le

mode de (IV-14-e) et la deuxième provient de la condition d'orthogonalisation

enEe U1 et Uz GV-14-d)

(@,Q(Ur,Uz)= rz(Ô, Q(ur,w)) * a-z(@, Q(Ur,W)) * (o, Q(Ur'Û'))  = 0

(w-18)

" i ' , .  (Ur ,Uz)=)uz(Ur,W)+cr2(U1,@)*(u, ,Ûr)=O'r î '

Ainsi on a défini complètement le vecteur Uz'

I-es problèmes à différents ordres se résolvent d'une manière récurrente, Pil
exemple à I'ordre P Up est cherché sous la forme

up = Àow + croo + Ûo GV-19)

Ûo vérifie l'équation suivante

l-î (Ûp I = -5.o(uP-"' u, )
r=1 (W-20)

(o' ûr) = o

La condition de solvabilité à I'ordre p+l (ta projection de l'équation à I'ordre
' 

pri;*;;ode er le fait que (<D,F)=0) et la condition d'orthogonalisation

èotr" Uo et Ul GV-14h), nous Pelmettent d'avoir 1'o et ao.
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Ào (o, e(ur, w)) * 0p (o,Q(ur, @)) +

' 
(o, e(ur,ûn )) . i (.,Eo,o,,up-j ,) = o

crv-21)

Ip (Ur, \ry) * Gp (Ur, o) * (ot,  Ûo ) 
= O

Résumé

Pour résoudre le problème à chaque ordre, on utilise la condition de
solvabilité à I'ordre suivant et la condition d'orthogonalisation. Cela mène tout
simplement à I'inversion une fois pour toute d'une matrice d'ordre 2.

IV-2-c) Formulation en déplacement

Comme auparavant on va réécrire le problème variationnel à I'ordre p
sous une forrne adaptée aux méthodës d'éléments finis classiques en'
déplacement. Explicitement le problème GV-20) s'écrit

I (So: (Tt (ôu)  + 2yo ' (u" ,ôu))  *  S.  :ZT*L(û,ôu)  +
ag

ôs:(y t (ûo)  + 2yor(u" ,ûo)  -  D-1,S0))or t

-- Iof(t ,  ,zTo'(uo-",ôu) + ôs:Td(r 'up-r))dv
Og r=1

(rv -22)

(*,ûo ) = o

La résolution du problème variationnel GV-22-a) pat rapport à ôS donne la
loi de comportement suivante
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_ p-l

So = o'(Tr(ûo ) + zy" (ûp, ,r" ) *àyd to' uo-r )) (rv-23)

Si on reporte ce résultat dans l'équation (N-22),on trouve r:n problème où les

inconnues sont uniquement des déplacements

I( (Vt(ôu) + Zyù(ôu,u.)) :D:(yt(ûp )  +2yi l (u" ,ûp))  + S.  :2yi l  (ûn,ôu))dv

A6

= I  l tS,  :Zyot  (ûp-. ,ôu) + ToI(ûr ,ûp-, ) :D:(1r(ôu) +}yot  (u" ,ôu))dv

Og r=1

(rv-24)

(o,oo) = o

IV-2-d) Résolution par éIéments finis et relaxation.

Après la discrérisâtibn du problème (IY-24) par éléments finis on obtient ;

le problème linéaire suivant

[*;]{u'} = {ryi
(w-25)

(Q,to) = o

"ù {ry} "rt 
un vecteur qui ne dépend que du vecteut Ûo-, et des vecteurs Ui

avec i < p.
hrisque [*:] n'est pas inversible 1e problème (fV-25-a) ne Peut donc pas être

résolu directement. La méthode des multiplicateurs de Lagrange nous permet

de prendre en compte la condition (W-25-b) et d'obtenir un problème global

syrnétrique et inversible se formulant de la façon suivante

["i ol{u,} = {q"} GV-26)
LQ'0J|.kJ L0 )
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où k est le multiplicateur de Lagrange. On notera que {w} est calculé de la

même façon en résolvant le système suivant

La discrétisation du problème (IV-21) donne le système d'ordre 2 suivant

qui permet de trouver les coefficients l.o et eo. {a*t }aepena de W et de

,rr. {"*ul } a la même expression que {t*t } a fu différence qu'il dépend de

O et Ur.

IV-2-e) Exemple d'application

On choisit toujours I'exemple de I'arc circulaire avec un effort au milieu

@igure-IV-5). La bralche fondamentale est obtenue avec deux pas à I'aide de
la méthode de continuation décrite au chapitre-tr. On représente la branche
bifurquée en tronquant la série (IV-12) aux ordres 9, 13 et 15 (Figure-IV-l1).

Le rayon de convergence est sirué aux alentours de u = 110, on obtient une
bonne partie de la bra-nche bifurquée.

[ii 8]{ri= {il}

[r,"ï' o'",.:, l{i, } = {}*'+".'1 $y-27)
L uiw "ir I Loo I f_"iao I
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r20 140

Figure-IV-l l: Description du comportement de I'arc circulaire à I'aide de Ia

méthode asymptotique-numérique: calcul de Ia branche fondamentale par

continuation en deux pas , détection du point de bifurcation et calcul de Ia

branche bifurquée.

IV-2-f l) Conclusion

Dans cette partie on a présenté une méthode asymptotique-numérique

pour le calcul du post-flambage initial des structures minces avec un

préflambage non-}inéaire. La branche bifurquée est représentée par un

développement en série entière partant du point de bifurcation. Cela pennet de

transformer le problème non-linéaire initial en une série de problèmes

linéaires faciles à manipurer. Le calcul des tangentes au point de bifurcation

revient tout simplement à la résolution d'une équation du second ordre. Sur

l'exemple d'un arc circulaire, on a montré que l'on peut calculer une bonne

partie de la branche bifurquée avec un seul développement. Cependant il reste

à tester notre méthode sur d'autres structures telles que les coques sphériques

sous pression et à améliorer la qualité de la solution, notamment avec les

approximants de Padé.

u bif
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a présenté une méthode asymptotique-numérique

pour la détection de points de bifurcation sur une bra-nche linéaire ou non-

linéaire. L,es bifurcations sont détectées au moyen d'un problème d'équilibre

perrurbé qui se prête bien aux techniques de développements en séries. I-es

coûts de calcul sont faibles car la détermination des termes d'une série revient

à résoudre une succession de problèmes linéaires admettant la même matrice

de rigidité. On ne procède ainsi qu'à une seule décomposition de la matrice de
rigidité globale.

Dans le cas d'une branche linéaire, I'indicateur de bifurcation utilisé est

exactement une fraction rationnelle qui s'annule en chaque point singulier et

qui présente un pôle entre deux zéros consécutifs. La représentation en série

entière ne pennet d'avoir au mieux que la première charge critique et le mode

correspondant, comme cela a été montré sur I'exemple de la plaque carrée en

compression. L'amélioration des séries entières à I'aide d'approximants

ra[ionnels de type Padé est ici très spectaculaire: en poussant les séries à

I'ordre 10 seulement on arrive à déterminer assez précisément les 4 premières

charges critiques toujours sur I'exemple de la plaque en compr#,Ssion.

Le choix de la force de perturbation joue un rôle important dans le

calcul des charges critiques. Dans le cas où cette perhrbation est orthogonale à
un certain mode, on a \ru que I'on ne détecte plus la charge correspondante.
Pour éviter cette sifuation, mais ausssi pour améliorer I'algorithme, on peut

utiliser deux forces perturbatrices et définir I'indicateur de bifurcation coûrme
le déterminant d'une matrice d'ordre 2. On pense que les procédures décrites
ici peuvent à terme êre des algorithmes efficaces de calcul de valeurs propres.

Dans le cas d'une branche non-linéaire, les diverses méthodes
asymptotiques-numériques présentées dans ce mémoire constifuent un ensemble
d'outils efficaces pour effectuer le suivi des branches de solutions, pour

détecter les points singuliers et pour tourner sur les branches bifurquées. I-e
gros avantage par rapport aux méthodes incrémentales-itératives est que I'on
possède toujours une représentation a:ralytique des solutions recherchées. Cela
contribue à rendre les algorithmes plus fiables et plus faciles à utiliser.
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