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RESUME

Dans la premitre partie de ce travail, nous nous intéressons & un probléeme d'évolution défini sur
une plaque mince perforée périodiquement. Nous faisons tendre 1'épaisseur de la plaque, la période
des trous et le rapport entre cette période et I'épaisseur des barres qui constituent le matériau vers
zéro, et nous donnons les coefficients du matériau limite obtenu. Plusieurs géométries sont
envisagées, dont I'une donne l'exemple d'un matériau limite a coefficient de Poisson négatif.

Nous étudions ensuite un probléme avec conditions aux bords de type Fourier défini sur une
plaque mince de méme type, et nous faisons tendre, dans un premier temps, 1'épaisseur de la
plaque, puis la taille de la période, vers zéro (dans cet ordre). Dans un second temps, nous
effectuons ces deux passages a la limite dans I'ordre inverse. Nous donnons les deux types de
problémes limites obtenus.

Dans la troisi¢tme partie, nous construisons un outil informatique permettant de calculer
explicitement les coefficients homogénéisés correspondant a des problemes de thermique ou
d'élasticité. Des résultats numériques correspondant aux géométries précédemment étudiées sont
donnés dans cette partie.
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Coefficients homogén€isés
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INTRODUCTION 1

Nous étudions ici des plaques minces perforées, caractérisées par trois petits parametres:
. I’épaisseur de la plaque ( parameétre e ),
. la période des perforations ( parametre ),
. le rapport entre la largeur des barres et la période des perforations (parametre §).

Les deux plaques étudiées different par la géométrie de leurs sections horizontales.

Sur chaque plaque, on définit un probleme d’élasticité tridimensionnelle, dont la solution
#°¢% représente le déplacement de chaque point de la plaque dans les trois directions.
Notre but est de faire tendre les parametres e, € et § vers zéro (dans cet ordre), et d’étudier
les problémes limites obtenus et les fonctions limites qui en sont solutions.

La dépendance par rapport au premier parametre est étudiée par des techniques de plaques
mince.

Au deuxiéme parametre, qui caractérise la période du réseau, on applique une méthode
d’homogénéisation.

Dans la troisitme étape, on s’intéresse au parametre , en appliquant une méthode varia-
tionnelle.

On étudie d’abord une plaque comportant trois barres horizontales et deux barres obliques.

T 2n
Les barres obliques font, avec la verticale, des angles de 3 et 3 (voir figure 1).
Aprés les trois passages 2 la limite, on obtient un matériau isotrope, dont on précise le

module de Young et le coefficient de Poisson. Le coefficient de Poisson est une grandeur

. 1 . .
mathématique théoriquement comprise entre —1 et ~. Si I’on comprime un matériau dans

une direction, ce coefficient caractérise I'augmentation des dimensions du matériau dans
les autres directions s’il est positif, et leur diminution s’il est négatif.

Le premier cas est naturel, et c’est celui que I’on rencontre presque toujours dans la pra-
tique.

Ici, nous donnons I'exemple d’un matériau limite dont le coefficient de Poisson est négatif.

Nous reprenons I’ensemble de cette étude pour une structure dérivée de la précédente, et
obtenue en supprimant les trois barres horizontales de la cellule de base (voir figure 3).

Nous généralisons les résultats obtenus a des angles quelconques (o et m — @) pour les deux
structures, et nous faisons des commentaires relatifs aux types de valeurs obtenues suivant
I’angle a choisi.



. e T . .. ’e
En particulier, en prenant & = —, on retrouve des coefficients limites déja connus car les

trous sont alors des carrés ( voir Cioranescu-Saint Jean Paulin [9]).

D’autre part, dans notre probleme d’élasticité, nous avons d’abord étudié le cas critique
r = 2, r étant la puissance de e dans le terme en temps.

Nous étudions ensuite les cas 0 < r < 2 et r > 2, et nous donnons les problémes limites
auxquels on aboutit alors.

Enfin, nous appliquons les techniques précédentes & un probléme de thermique bidimen-
sionnel, la géométrie de la structure étant celle de la coupe horizontale de la figure 1.



1.PROBLEME D'ELASTICITE : CAS TRIDIMENSIONNEL.

PRESENTATION DU PROBLEME.

On considére la structure tridimensionnelle constituée par une plaque perforée, dont les
quatre bords latéraux sont perpendiculaires aux faces supérieure et inférieure, et dont une
coupe horizontale est donnée sur la figure 1.

La cellule de base Y choisie dans le plan de la plaque est précisée sur la figure 2.
On introduit les notations suivantes:

La structure bidimensionnelle perforée, représentée sur la figure 1, est notée w.s . Son
bord extérieur, qui est un parallélogramme, est noté Jw.

La réunion de w,s et des trous, notés t.s est notée w.
La structure tridimensionnelle précitée, notée .5, est alors définie par

e e
Qees = Wes X] 2 2[
. e e e e
De méme, on note e =w X ] - §a 5[1 Tees = tes X ] [ OTees = Otesx ] - 5 5[
Le bord latéral de €, noté T, est donné par I'§ = 0w X ]—% ;[

La face supérieure ( respectivement inférieure ) de la plaque est notée Q7 5 (respectivement
Dees)-

Sur cette structure, on définit le probleme suivant:

62¢g56 o 6 eegb
e’ L — ai-kh = F?¢ dans Qs x (0,T),
0t2 0:t]( J )
¢ = sur Iy x (0,7),
echd
ai3kh aad) ny = G{* sur T x (0,T),
Th
(1) \ o4
Giakh =5 —Na = 0 sur 0T ees x (0,T),
Th
¢es6(0) — =60 dans Qee&,
ech
\ ‘% (0) = ¢! dans Qe.s,

olt les a;;kn sont constants et satisfont les conditions usuelles de symétrie en élasticité.

Posons

V(Qees) = {v € [H' (Qees)®,v =0 sur T§}.
D’autre part, on fait les hypotheses suivantes:

6



¢ € V(Qees),

51 e (12(Q)

¢ e
e, 2% € 1o, 7, (1(R0)))
3Ge:t
et
\ G, ot

€ L=(0,T,(L*(wx{£5})°)

Les a;jin sont coercifs, c’est A dire qu'il existe une constante Cj strictement positive telle
que
Covijvij < @ijravijvgn,  pour tout v = (vij)tel que v;; = vj;.

Des théoremes classiques assurent I'existence et I'unicité de la fonction $°%% solution du
probléme (1), avec

02 ¢ee&

A € L7(0 T, (V(Qees))")-

D ech o
¢es6 c LOO(O,T, V(Qeeﬁ))v q;t € Lw(O,T,(L-(Qeeé))a)ﬂ

Nous allons étudier la dépendance de ¢° en e, € et § lorsque ces parametres sont petits.
Dans tout ce travail, les indices grecs (respectivement les indices latins) pourront prendre
les valeurs 1 et 2 (respectivement les valeurs 1, 2 et 3).

D’autre part, et sauf mention explicite du contraire, on utilisera la convention de sommation
sur les indices répétés.

-~J
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DEPENDANCE RELATIVE A L'EPAISSEUR.

(Le parametre e tend vers zero.)



A) ETUDE DU CAS r=2.

Al. DEPENDANCE RELATIVE A L’EPAISSEUR.

Dans ce paragraphe, nous fixons € et §, et nous faisons tendre e vers zéro.

AI1. DILATATION DU DOMAINE.

Nous allons transformer le domaine Q.. en le domaine 2.5 = wgs X ( —

de e par une dilatation dans la direction de 3, de la maniére suivante:
Faisons le changement de variables

{zaza:a pour a =1, 2

zZ3 = 6_1.’173 .

Posons également
{ ¢fx§(zla 22, 23) = e_ld)ff&(l'la T2, -'133)

¢ (21, 22, 23) = 950 (71, T2, T3).

Ceci est valable aussi pour Fy et Gf.
Avec ces notations, le systéme qui définit ¢4 devient

3 62 ¢$‘6 . 0 ed

11
—, =) indépendant

2’2

(&5 eéz—n o aizgaig = fr dans Q.5 x (0,T)(AI.1.1),
2%%%6 - 6—6%; agg - %agg = f3 dans Qs x (O0,T)(Al.1.2),
e = 0 sur I'o x(0,T),
on, = 0 sur dT.s x (0,T),
(AI.1) { oiin, = g sur Lest x (0,T).
$28(0) = e 1920 dans Qes,
%Oi(o) = e 1¢8!  dans Qes,
$55(0) = ¢5%°  dans Qes,
{ aféé (0) = ¢3!  dans Qes,

avec les notations

10



(05 = aijapTap(9°) + 267 0ijasVas(9°) + € % aijsa733(4%°),

fz = F3,
fo = eFq,
da = Ga,
g3 = e 1G3.
FO = Ow X (—%,%
11

4 Tg& =t X (""72" 5)

1
I'E = wes x {£5}-

11



On pose V(Qe5) = {v € (Hl(Qas)) v =0 sur [o}.
On établit le resultat suivant:

AlL.2 THEOREME 1

On suppose que

a¢e_:60 3¢q:60
e | 95 |2y €| 55— | , et] —=—

928 L2q,,) 023 "L2(q.)

sont bornés indépendamment de e.

Alors,
e2¢°® — ¢*¢% dans L ((0,T),V(Qes)) faiblex,
ol

$3%0 = ®3%8(21, 22, 1)

*£6
¢*65 — __23 a¢3
@ 0z,

(215 22,t) + B2 (21, 22, t)

La fonction ®3%est caractérisée par

fidzs + (g3t + g3 *) sur wes X (0,T)

( 32(1)356 52 1 b 82(1)*56 3
ot? + 02,02y (12 ™90 526 sz)

D=

P38 = 0 sur Ow x (0,T)
*£6
8‘371 =0 ' sur dw x (0,T)
1 62¢*e6

= € , T
¢ 12b-,-n9p Bzgaz 0 sur Otes x (0,T)

a1 ¢3¢

a—zn(ﬁbfnop 92 azp)n.,- =0 sur 6t55 X (0, T)
®3%9(21,22,0) =0 sur wgs X {0}
6@*55 :
(21, 22,0) = / 1 3581 dzg = ASO! sur wes X {0}
\ -z

out 34! est définie par

e? @50t — 3% dans L*(w.s) faible,

et ol
' { b-ran = Qrpop — a-rnj3dijai30pa
(/f \ (/7 c0 ,,\ 1

LA v/ J Tewgvsy

la fonction ®:8 est nulle.

12



COMMENTAIRE

Le probléme qui définit la déflection $2¢0 est un probleme du deuxiéme ordre en temps et

du quatrieme ordre en espace.

13



AL3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

AL3.1. ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE.
U ¢ . . 5 .
Multiplions Péquation (Al.1.1) par e L et ’équation (AI.1.2) ek En ajoutant

les deux égalités obtenues, et en additionnant les termes similaires, on trouve
d¢; 345
9 ( ot E | 3 2 +
Qes r
+ ezarﬂaﬂq’rn(ﬁbss)'yaﬂ(@sd) + 4earna37rn(¢€6)7a3(¢56) + 2arr]33733(¢66)7rr)(¢56)+
+ 4a730'37a3(d>66)7‘r3(¢56) + 46—1ar333’)’33(¢56)"/r3(¢56) + e 2agsa | 733(4°°) I )dZ

) ogct . 05 g0t
- [ 7 + 28500 +/ (eg?

En intégrant ceci de 0 & t, et en multlphant les deux membres par e?, on obtient

5 ). [Zl Ry ST

+ s (e-vrqwfﬁ)(t)) (ras(8°)(0))+

+ aryas (27en(80)D)) (€70a(8)(0) +

+ 203 (12(8°)(0)) (29ma(6)0)) +
(AL2) + 47303 (10392 (e772(0)D) +

+ a7 (155(80)()) (1r2(6)(0)) +

+ 03333( 33(¢’66)(t)) (733(¢€6)(t))] dz

/ / 845:6 64556

—=)dzdr+
/ / (gj: 3a¢ :j; 2 ¢3 )d dr te (O)

..4

ou E(t) est défini par

E(t) —/ (Z e (t) *+1e ¢§6(t) ” +
ot
+ @rgas (€ 7ra(9°)(8) ) (“/aﬂ(¢€6)(t)) + 4arnan (1r2(6°)() (e703(6°)(0)) +
+ 2arys (1030600 (704 6°YD) + daraaa (70a(6)D)) (30(5)(1)) +
+ 4e araa (’733(@556 )(t)> (7’r3(¢56)(t)> + e *a3333 (733(‘0555)(”) (733((1555)(”)} dz

14



Appelons A (respectivement B) le premier membre (respectivement le second membre) de
’inégalité (AL2).
En posant

Bap(¢°) = Yap(4%),

83 (6°) = 7a3(4%),

633 (%) = 723(6"),

le membre A s’écrit

%/96(2! 3a¢’ () +1é ¢E (1) 1 +aijunben(90)00:5(6°)(1) ) 2

Posons
b 3 e
P =e 9y,
2
¢’3 =€ ¢3 .
Le membre A s’écrit alors :

1 st
5 /Qsé (Z | —%‘— |2 +aijkh¢9kh(¢55)(t)0,-j(¢€5)(t))dz

Or, d’aprés la coercivité des a;jkh, on a

(AL3) 23 Z ll (t)llm(ne&) +Co Z 116:5(6% YN L2(.0)-

D’autre part, on a

//gﬁ(f’ a¢’5;f2¢3 dsz+// 97 gioqb

t 56 eb
= / (fr ¢ . 3 dZd'— / / (giad) g:a’g:} )dO’dT + 62-@
0 JQ 14 2

t
] 5 // O g PO
0 96 2

On a

2 E0)
2

a¢56 t oyp;’
/ / fi—dz dT</ ufi”L'l(Qcé)ll_a_t'|lL2(ch)dT
56 ‘

: [ 7‘ 7
= L \ 7/(\ \

o\.

31,)'6
2
scnfiu,m(mm ) / 125 gt

15



et

t a¢65
+
/0 /rg; T

/[‘i gft(t)d’fé(t)da—/ (0)11)56 do—/ ,/r‘i 3g, zj)e‘sdad'r

< ”gz (t “Lz(pi _|I¢§6(t)|lzz(pi ”gz (O)HLz(Fi'

2c
) ag, e
9”"/) 6(0 “29(pi +3 / “ L?(Fi dr + - / “¢' 6‘|L2(pi

il

Or, on a

|| (1) “L2(Fi) < Ile ¢,5(t)||Lz(pi)
Sca”ez‘ﬁf&( Wa.s
<c'a)le® ()2 q.,
Sd&”&j(ﬁbea)(t)”%?(ﬂgg)'

De méme, on a

||¢56(O)||L2(Fi) <c

car

$35(0) =(w2(0), ¥55(0))
=(e*¢55(0), 2 45°(0))
( ¢550 2¢§60)

.2 (€80
=€ ¢l .
En conséquence,on a

a2 2 6012
1957 (07 r, ) =N @i

<[[e*85°° IV (.4)
<ec.

Il vient
/ / if"ﬁz O dodr
I‘i
9gi*
2 ! ' (€6 2
<O o preesy) 150 2 o (oimasy)) T <MY DN+

da .
')—/0 16:5(*° W L2(a. 0 dr +e.

On a aussi d’apres les conditions initiales :

g
612(0)§c

=

16



On obtient finalement

ag,

< : o
B <allEI(y ppmcan) T 15 o rirry) * 17501 (Ong&))]Jr

+ |86 D 2. +C°/ (Il9u )2 + || (T)“m(mn)dT +c3,

sott

t €
B<c4+cauo,](¢€5) HLQ(QSJ)+09/ (1656} 2 + I gt (MM z(a, ) dr

D’aprés (AL.3), on a

5 Z || v (t Miza.,) + <o Z 16:5 (6 )T 20,0
i

, . . l/)65
<cq + ¢ all;; ()Y T2 00, + €2 / (“911@5 5)(T)”n(nu;) + = (T)||L2(955))d

Choisissons a de sorte que ¢o > c'a.
Alors, on a

a £
> 12 120,00 + 316D O
3]

st

t
<k + 5 [ (185 im0 + 1755 i, dr

D’aprés le lemme de Gronwall, on a

af(/)v 2 < !
Z (Ol 2. + Z 16:5(8°) D7 2¢a.0) < KT,
1j

donc
81/)* )
€ <
Z“ ot “L°°((0 T).L2(@0s)) +Z“01](¢ )”L°°((OT) L2(Q.0) = ¢

Alors, on a
3111'6
Z =13 , <e
((0,7).L2(Qes)) —
soit

aésé .
e’ at ” 0 ((0,T).L7(Res))

[/«

el /4T 4 1N
L2 \/AdL.t.1)
(AL4)

3

< C. 4.2
”LN((O’I‘) L?(Q:n)—c (AL.42)

17



De méme, on a

€é 2 <
DIt Wi o 00,0) <

soit
2., b~ )
1?7080 M o 0.1y 120010 r) SC (ATSD)
(AL5) leras(6™ M o (012300, 00) S & (A15:2)
lI7a3(°®) <C. (Al53)

L= ((0.1).L2(Qes))
D’aprés (AL5) et I'inégalité de Korn, on a
248 — %% dans L%((0,T), V(Qes))) faible .

De méme, d’aprés(AlLS5), on a

) o 2 :
(AI.6) lle* o ” % ((0,7),L2(Qes)) —

Par conséquent, on a

20l — o7f% dans L®((0,T), L*(Qes))) faible .

1]

On a encore

) 8¢§ a¢*56

(21,22,1) € L=((0,T), L*(es)),

Ot

ot ot
et y
965 - ,
¢’ g;* — ¢ € HH(0,T), V(s)')-
Comme
3
<
le ”Lw ((0.1).L2@es)) ~ ¢
on a
38(1526 —1 I
=% 0 dans H'((0,T),V(Qes)")-

D’apres (ALL5.3), on a
”86 ¢€5
Oz3

2.6 < €2C,

d’ou a la limite
¢t€5
I Hz2(@.5) = O
Oz

En conséquence, on a
(ALT) 618 = 3% (2y, 55.). @57 € LP((0.T). H' (wes)) et ®3°° = 0 sur dw x (0,T).
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D’aprés (AL5.2), on a

862(2556 662 b
=5 — 8z3a 2206 < eC,

d’ot a la limite 5 pyres
a¢;5 ¢*€

[a g :0

I 2. + Bz, lL2¢0.5) ,

c’est- a- dire

a(ﬁze& B —ad);e&

dzs  0zo
et donc
' E  xe6 a¢§66 *£6
(AIL8) $a =25 + @3°°( 2y, 22, 1),
Avec
(AL9) 38 € L®((0,T), H (wes)) et @5°° =0 sur dw x (0, T).

(ALT) et (AL9) impliquent,comme dans Ciarlet-Destuynder{5], que :

‘ @*56
(AI.10) @;55 € L°°((0,T),H2(w€5)),<1>§€5 =0 etaa?'2 =0 sur dw x (0,7).
Y
Enfin on a
;66 = (P;E&(ZlaZQat)a
@*66 :
¢;€6 = —236 3 + sze(s(zla‘z?at)'

Ozq
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AL3.2 CARACTERISATION DE &3°6 ET $%°°.

Pour obtenir les équations limites qui caractérisent ®3°° et % nous allons utiliser une
méthode analogue a celle de Caillerie.

On multiplie I'équation

; 6
63 82(}55’6 _ 600'16,,’ _ aaf’g — f
0152 32,, 823 T

par
6230,-(21 ) 227t)7

avec 8, € D([O,T[, 1% (weg)), indépendante de z3,

ou
V(wes) = {v € HY(wes),v = 0 sur dw}.
On obtient “ - -
a¢ 0 d . /T
T 230, — 2 ——050 230, — e=—073230, |dzdT = rez30,.dzdr |
//96 * 82,, n3 Oz3 33) 0 ngf ’

soit apres une intégration par partie :

b T o eé 80
_/ 4¢‘r(0230 )Z—// 64 ¢7-23 ‘r:
ot Q. 5
/ / e 0'1.,1~39 npdzdr +
aTe6
T

/ eaigO dzdt —/ / eaf.gz:;erngdsdT =

+
Qe6 0 r

€b

soit encore

3¢.~:61~39 (O)dz—/ / 6¢> 69
Q.5 > ot

/ e? ;f,~3-—0 dzdr +0+
Q

e6

e 59 dzdr — [ / P(I_qqe(‘ldT—

eé -.I() jFi

+

Jo

T
= / fT6336«,-d3dT.
0 Qsé



Introduisons les moments

L’égalité précédente, devient

cé
_/ €365 2,6, (O)dz—/ / ¢ 2
Qus ot
) / / Mff,«s 9 dsz+/ / Q%0 dzdr —
(AI.11) el et
—/ / egf_t:39,-dsd7:
o Jrz,

T
= / / frez3f,dzdr.
0 Qsﬁ

Compte-tenu de la relation (AL6), les moments M 5% et N ;53 sont bornés dans L™ ((0, T), L*(wes))
et convergent respectivement vers M3 ﬂ et NI *56

De méme compte-tenu de la relation (AL11), QE‘S converge dans L ((0,T), V(wes) )") faible
vers Q=F8.

En faisant tendre e vers zéro dans (Al.11), on obtient 1’équation

T

6,
(AI.12) —0-0+ / / (M:,‘;&g + Qr°%0.)dz dzodr = 0,
0 We

soit

T 81\[:,‘,5 T s
_./ / g dzld22d7+/ M:,E’ n,,GrdsldstT—l-
0 Wes 6~" Otes

T
+ / Q*%0,dzydzedr = 0.
) 0 Wes
Si on choisit 8, € D([0, T[,D(w:s)), on obtient

alu'*sé '
(AI13) __a_j"_ + Q:‘_es =0 dans w_.s x (0, T).
.L},I

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous dans le
probléme limite, nous allons multiplier 'équation (AIL13) par une fonction test
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0. € D([0, T, V(wes))-

Il vient

T a]u:;& T y
—/ / 0,.dz1dzodT +/ / Q:°0,dz1dzedr =0,
0 Wes a"'l 0 Wes

soit

T
00,
+ / / Mzt
0 Wes ! a"”l

T
* / Q:Séerdzl ded'T =0.
0 Wed

(AI.14)

En comparant les relations (AL.12) et (AI.14), on obtient

.M,’f;én,, =0

Multiplions maintenant par

sur Otes x (0,T).

dzodT —/ / 1\1:,‘;671,,9Td31d32dr+"
ateé

03(z1,22,t) € D([O, T(,H} (w)) ,{83 est independante de z3)

I’équation

82 €b 80-55 8056
2 3 39 _ “Y33 _
o B,  Om F
11 vient
. 64555 06
—e? o ¢36193( %1, 22,0 (Ldr—/ /96 3; 53- dzdt+

508

(eo
In a~1l

+/ f

0 Qes
T

= / / f393d2d‘1'.‘
0 Qe&

3q5§6 004

03dsdr —-0=

On intégre une deuxiéme fois par partie. On obtient

—62/ é§6193(:1‘32,0)dzd7'+/
Qs 'QeS

T
dr + [ [ ,)55393 A=y d~dr —

560 803

jO jwd e azﬂ

S
o

S

=, (0)dzdr+

O)dsz——/ / 03393123d<d7'—/ / §f193n3dsd7
/ ¢35193(41 z9, 0 d dT—/ /
Qes
15
5 3
—dzdr —
g [ [0

T
[ oF6,dedr =
0 +



Or, d’apres les conditions initiales, on a
€ ¢°60 dans Lz(ng) faible.
Soit d’autre part ¢3¢ définie par :
624;;51 - ®3°*"  dans L*(Qes)  faible.

Faisons tendre e vers zéro dans (AL15).
11 vient

3 96
_ *e£61 vy > ]
/ (/%@ 63d23)(~1,~2,0)dzdr+/%60 s
d%6 Rl T
/ / 837 3dzcl + / Qe a~3dzldz2dr— / / (95" + g3 *)b3dsdr =
Q eé Weé <7 0 We§

:/0 /u (/_%f;dz3)03dzldzgdr.

On réintégre deux fois par parties.

On obtient
@;561936173)(41 42,0)d7dT—/ @;Eé(O)—'(O) 7d7'+

L., .

*€b 2 Fxeb .
+ / q’ (0) 65(0)dzdr + / / 9 @ 8:dzdr + / Q*€5203 dzydzydr—
We z

We b
T .
-—/ / (95" + g3 ")f3dsdr =
0 wa

[

En prenant ¢ € D(]0,T],D(w.s)), on obtient 'équation sumivante

(0)dzdT+

[

003

W=

i d23) 8;dzy dzadr.

L
2

B 62@*56 aQ*Eé % * ! * - :
(AI.16) pr i ek fidzy +(g7* +957)  dans wes x (0,T).
-l«'r' —

iy
2
En choisissant judicieusement des fonction tests, on établit les conditions initiales et les

conditions au bord des trous suivantes

n

®3;°°(0)=0 sur wes x {0}

[ Q:%n, =0 sur Otes x (0,7)

(AI.17)

*cd L
('?(Ié (0)= /2 @;asldz?, sur wes x {0}.

[
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Dans (AI.16), on remplace Q}® par sa valeur calculée en (AL13).
Il vient

2oyt OPMyE P, o e
(AI18) 522 - 82,1827— = . f3d23 +(93 + g3 )

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous, on multiplie

’équation (AI.18) par 8 € D(J0,T[. V(wes))-
On obtient

T 2 F b T *56 *56
0° 93 3M 06 M
9d d +/ / dZdT—/ /

/ /wd ot2 » az, 9z, ot 64,

/ / / f3 d..g 0d=z 1dz/)dT +/ (g;'* + g3—*)6d5d7',
wWes

Gn,,dsdr =

soit
T 2 F*ed T ’)
0" ®; s 0°0
fdzdr — M>e dzdt
/0 /;d 8t2 T / [)261/111 a +
T 56 *68
(AI.19) + / / Myt ——dzdr — / / T_On,dsdr =
0 Wes avﬂ Otcs Zr
:/ / f3d23)9d~1d29d7'+/ (95" + g5 *)0dsdr.
We % 0 We s
On multiplie par ez3 =— ’équation
<1
%28 605‘1 o Jepe]
63 n._ nr o ne _ f’l’

81&2 8~,— 823

et par § ’équation

207 45° _ 3031) _ Lt = fs
ot? 32,, Ozs '

D’une part on obtient

56
a6 o2 55 0%
/ / g 33 o dz dT+/ /5;6 <9~TaZT](LdT

[ / o2yt - aeﬂ r’ﬂﬂ'—l—/ [ —(](1'7'-—/ /
9 *0zy Jo

jo ./aTMVV"T ? Zn Jo JQ._-s

/ / Gf,l..gg"d.,(ll
Qes -1

m
JQ\

N

“"l

’n-r(fch =



D’autre part, on obtient

/ / 3 fd= dT+/ / st — 9 e
Q 5 Qes a"’l
¢0n, dsd es 99 dzd ' 8 0nsdsd
- eo3,0n,dsdr 03337 zdT — . O330n3dsdr =
0 OT:s (4 Qs <3 0 Feé
T
2/ / f36dzd7—.
0 956

Aprés intégration par parties, passage a la limite en e, puis une nouvelle intégration par
parties en sens inverse, on obtient

d’une part

/ / {*06 d dsz+/T/ Q*56 aodd _0
nr a~razn o s a 24T

et d’autre part

T 2 F*e6 . +T T
/ / 9 @,“:’ 8dzdr +/ / Q*56 96 dzdr —/ / (97" + g3 ¥)0dzdT =
0 Ju, OF 0 Juwes 0z, 0 Juwes
T t
= / / ( f;dzg)Odzldzgdr.
0 We s —‘;—

La difference des deux égalités précedentes donne

T 2 F*cé T 2
0°®; w5 0°0
/ /;M 52 ———0dzdr -—/ / M;; 5205, dzdr =

/ / / f3 d23 Gdzldzgd'r + / (g* + g3 7)0dzdr
Wes

Comparons (AL.19) et (AL20).

il vient

(AI.20)

OM s
a0 n, =0 sur Ot.s x (0,T).
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on a donc

3

1

92 Ppred i [*55 , . .
é‘)tg - 3:,,3”3, =1, fidzs +(g;f +g;%) dans wes x(0,T)
-3
Mfn, =0 sur Otes x (0,T)
oMyt

5 ny, =0 sur Ot.s x (0,T)

(AI.21) 3%(0) =0 dans wes x {0}
838 [T .

R (0) Z/ ) $3=01 dans wes x {0}
$1° =0 sur Ow x {0}
d93°°

S =0 o sur dw x {0}.

Multiplions maintenant par ef,(z;, 22,t), avec 0, € D([O,T[, V(wes )) I’équation

2 1eb €6 b
636 ¢f’ _ 6807'71 _ 80'1.3 — f
ot? Oz, Oz3 "

On obtient

2 *“6 a
/ / ¢ 5 6,dzdr — € T"G dzdr—e/ a0T3l9dzd~
Qes at? Qes aZ’l Qs Oz
8%*<% 96
4 e~ 1461 4 r T
=— 0,(z1.29,0)dz — z
e/ T (21.22,0)d e//;” % 5 dr+
=6 89 66 6
202 —Ldzdr — e’ rqMn0r dsdr+0—e i30,.n3d5d7'
so na" 8Tg6
*£6
/ ¢s¢510 (71’/’9 0 . _ e / / 3<1> 69
56 Q e t
9, . . . _
+ / Nfia dzdr — e/ / gt60,dsdr =
0 We s az" 0 Feié
T
=/ / ef-6-dzdr.
0 Qeé

Faisons tendre e vers zéro.

1 vient

. _ T 99,

(AI.22) —-0-0 +/ / \r*‘ﬁa dzidzedr — 0 =0,
0 Wes

soit

T a,\/:15 y
~/ / " §,dz1dz 2dr+/ / N °0mydsdr = 0.
0 We s a“”l Oy



En particulier,avec 8, € D({0, T[,D(wes)), on obtient

ON;®
Oz,

(AI.23) — =0 sur weg X (0, T).

Pour déterminer les conditions au bord des trous, on multiplie I’équation (AIL.23) par
6, € D([0,T[, V(wes))-
On obtient

T aN*aS
—/ / 9 d,cleQdT = 0
0 We§ aZ"

T 66 T
(AI.24) / / Nes " doydzadr — / / N?E%6,nydsdr = 0.
0 We a" Otes

En comparant les deux équations (AI.22) et (AL.24), il vient

N*<tp 1, =0 sur Ot.g x (0,T).

Ty
Finalement on a le systéme suivant :
B 81\7:,‘,5
(AI.25) Oz,
N*55 =0 sur Otes x (0,T).

Ty

=0 SUT We§,

Soit maintenant 6; € D([O,T[,@(w)), indépendante de z3.
Posons v; = z360;(z1, z2,1).
On multiplie par e%v, ’équation
)
3a2¢;:'6 _ eaaif) _ 8013
ot? 0z, Oz3

= fr,

et par e2v3 I’équation
2 1€ £é
29745 _680311 _ doss
ot? Oz, 0z3

2 1eb
/ / a@f” vrdz dT+/ / 1)3d2d7’—
eo Q €b

[ @'_"v'w~dﬂ— _ r2 [ / 8013 ”; drdr —
JQ 6 0zy Jo ./956 0z3

/ / €? fyvgdz dr—i—/ / e? frurdzdr,
:o Qcé
‘)

&

= f.

Il vient




so1t

—/ 4¢661~39 (0172270)d~—/ e*$5°12305( 21, 22,0)dz

eé 66
By g .
Qs Qs ot?
/ / 630552 i+e20€6?~—3 -)dzdr—
3 n 13 823 )
—82/ / o’ffg;;ﬁingdeT:
o Jri
T
—_—/ / e? fvidzdr.
0 Qeﬁ

Faisons tendre e vers zéro. Il vient

T
0= —0—0—0—0+/ / (0 + o%5%9;) dzdr — 0,
0 Qe6
soit
(AI.26) ol =0.

En utilisant les techniques, désormais standard, introduites dans Caillerie[3 ](voir aussi
Cioranescu-Saint Jean Paulin [9]), on donne les expressions explicites de ;%5,]\7* 5 et

*€b .
Mt

Uaﬂ = baﬂ&p'}’&p(d) 66)
(AI.27) N3g = bapo,m0,(2°)
. 1 62@*55
*eb __ 3
M = ——b

™lp . . >
12 0240z,
ou
<6 b )
= (81, 5),

(AI.28) bapap = Aapop — Gapj3dijaizep
(dij) = (aizjs) ™"

En remplagant N *;7 par sa valeur dans (AIL.25), il vient :

17}
( - Oz (b”lgp’)/gp(@*eé)) =0 SUT Weg X (OT\
2y
@;56 =0 sur Ow x (0,7)
br,,g,,'yg,,(f[)“&)n.,, =0 sur Ot.s x (0,T),



d’olt
(AI.29) @t =0 sur wes. % (0,T).

D’autre part, en remplagant M:;;é par sa valeur dans (AI.21), on a aussi :

( 02@;56 1 34(b§56 % ) ot — i -
—-6?'— + 1_2‘ ™ép 027820629821_, = —% f3 d23 + (g3 + g3 )SUT Wes X (O,T)
3¢ =0 sur dw x (0,T)

(I)*eé '
aa; =0 sur Ow x (0,T)
1 32@*66

(AI30) '1_9'b1'1)0p ‘6—20_812_'711) =0 sur ate5 X (0, T)

A p .

bl 1 32@*56 :
52—_(13 TﬂapFre_g;)nr =0 sur ateﬁ X (O,T)
'1 ) “
@;Eé(zl, 29,0) =0 sur wes X {0}
*£6 3
0‘2 (21,22,0) = / 21 318 dzy = A5 sur wes X {0},
\ . -3

ot ®3! est définie par

2058 — 33! dansL?(wes) faible .

La matrice (b,y9,) étant définie positive, il y a bien existence et unicité de la solution ®3*¢

' @*56
telle que ®3¢ € L>°(0, T, V(wes)) et 66:; € L*(0,T, LZ(Weﬁ))a
ou
. 9 ov
V(wes) = {v € H*(wes),v = I 0 sur Ow}.



DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.

- (Le parametre ¢ tend vers zero.)



AIl. DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.

Pour § fixé, nous faisons tendre ¢ vers zéro.
Nous prouvons le résultat suivant :

All.1l. THEOREME 2.
D'aprés Duvaut (10}, il existe un opérateur de prolongement Q. tel que
Q- € L(H"(wes), H*(w)) pour & =1,2.
Pour v € L*(0,T, H (ws)), on définit comme dans Brizzi — Chalot [2] P.v par
(Peo)(t, 2) = [Qev(2, . )I(2)-

Alors, on a

Pt ~ 03 faiblement dans L (O,T, Hg(w)),
ou, st l'on suppose que
PEASST — ASY dans L*(w) fort,

&% satisfait le systéme homogénéisé

(1Yp10003° 5 0'a vy| /
— d
Y| ot t rne 82,02,0240z, IY ( %fs 7+ (93 +95 )) sur w x (0, T)
B3%(21,22,0) =0 sur w x {0}
*6 1
8<I> (Ll,m 0) = / <I>§Md: = Af! sur w x {0}
—1- :
@; =0 sur 0w x (0,T)
*§ A
\ G;I':l =0 sur Ow x (0,T).
*& ,
Ce systéme admet une solution unique o0 € L (O,T, Hg(w)) et 6? € L™ (O,T, Ll(w’)).

Les coef ficients homogénéisés sont donnés par :

1 I}f*l 1 82X0p
disor = 13 () V1% 77 Jy, P87 By iy dyldy’)
ou la fonction x?ﬂ est solution du systeme
’ - - A2 afl ~ AN D

1 UXg —n ") v .

— brue dy1dys =0 surY/

12 ])'5' e Oye0y, 0y, 0y, 14y s
X?ﬂ Y — périodique,
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avec

™ __
™= §yry1r

AIL.2. COROLLAIRE
On a

P€¢*€6 R ¢*6 dans LOO(O,T,(HOI(UJ))Q) % LOO(O,T, Hg(w)) faible *,

ou

8 = @521, 20, 1)

. 8(1)5*
¢g = —2Z3 a~3 (21722’t)'
Za
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AIL.3.PREUVE DU THEOREME 2

AIL3.1 ESTIMATION A PRIORI SUR ¢3¢ ET RESULTATS DE CONVERGENCE

Donnons des éstimations a priori sur ®3°

. X %3
Multiplions le systéme (1.30) par 5 "
11 vient

62@;66 0(1)*56 1 09¢*56 62 6@*56 '
——dzdz —b, 3 =
/“ oz ot et / o, 12 ""”azeaz,,azaazﬁ( g ) derdz

aq)*eé
a:; dzl ng +

Il
)
£~
-
N
[

f2*dzs)

xeb

* *— a@
' (93+ + 93 )

3
dz1dz.
” N 1429

|
ol

Soit E (resp.F) le premier membre (resp.le second membre) de cette égalité
Ona:

a’)@*e& 0@*%‘3 1 82@*56 o 82(1)*56
E= 10 a S _— 3 2z
(e a7t 12/ b B0 290z, at(azaazﬁ)d 142,
1 %) 8@*’5 1 9 2 Preb Grpres
) boz 3 3 .
~ 20t 5l 8 ”L (wes) T 54 24 at/ per 0290z, 02,02p dz1dz

En effet, on a

a (b . af)q)*s& a‘)@*ﬁ) _ 4 ; a (89@*56) a2¢*=6 N
(AIL1) B\ 9240z, 020025 “"°" Bt \ 2402,/ 924025
Y +b 2é a"@;eé —6_(32¢§€6)

“ paZ.gazp ot azaazﬁ ’

Le second terme du second membre vaut

; a”q,*e& bl (6’)@*56)
"”“"aygaz,, 0t \Bzq0z5

Alors, ce second membre vaut

OQQ‘:‘;E(‘; o 62@356
baﬁep N N _( - )7
a':«aa.cﬁ at a.-.gazp
de sorte que le premier terme de (AIL1) est égal &

bopo 5} (0 «1»5“) ke
89 5\ D240z, ) 822075

En intégrant en t, et d’apres la coercivité des byggp. on a
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/ Edr

1, 0®;°° 1, 0%;°° 9 a%*f&
> 1285~ O O e [ / i) dadands
1 8<I)*E6 1 a(I)teé a *66
2 —” 12200 — 15— (0)”L2(w=5) +C/ ||L2(w55)d
(AIT.2) ot 2 ot 82 32
' 1,085 1 0@*’6 92 res
2—” En 122(0.5) — §|| (0)“L2(w56)+0“3 07 122w, 5) +
a')@*eﬁ
- Ol z20
I Ol e
1 8@*55 e
> 0y + B oy — e,
et

t t aq)*eé acpgeis
Fdr — / / F o) 2B g i + / / (o3+ + 05 2 dzydzadr.
A 0 wr:é( "%)‘ ) a at

Or,on a

a *£b

/ot/wd (/_%fg*dz) 5t dzdr

6@*56
|| f3 dz3)l 2 (wes) =5 | L2(wes) AT
_% ot

[

1 [f olidedl
<3 / 1" desaundr + 5 / 1M s pr
0

-1
2

1 @*56
S N t3 [ 105

1
2

et

t @*56
/ / (g +93 ) dzdr
0 Weé

t a@*EB
< / ng;++g3 el i g erdr

*— l? M 1 I.Ha(ﬁ*e& 12 1.
't wi
jo T 93 NL2(wes) + 7/0 i It NL2(wes)
@*56
* *— (12
<O + 050 s * 3 17
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Enfin, on a

t
/Fdr
0

s C ”/ fs*dzlly,, (0.1 02(wen)) T los™ + 571, (0.7.L2(w 6)))+

@*h‘é
b 12

donce

*e&
(AIL.3) / Fdr <K +/ (II ”L’(wea))d

D’aprés (AIL2) et(AIl.3) on a :

1 a@*eé
S5

*56
<K +/ (Il (t)”L"’(wes))d

(t)“LZ(wea) + el 855 (O (e gy +

soit o Hpses
@*: . @*E
12 Oy < K4 K [ 10RO

D’apres le lemme de Gronwall on a

6@*66 - K
1= e < KT
On obtient donc
aq)*sé
4 — I =
(AIT 4) I ot “Loo(O,T,Lz(wd))-C,
soit
' *eb (|2
(AII5) “(I)3 “LOO(O,T,V(W:6)) -

D’aprés Duvaut [10], il existe un opérateur de prolongement Q. tel que
Q. € E(Hk(weg, Hk(wsg) pour k=1,2.
Pour v € L2(0,T, H*(w.s), on définit comme dans Brizzi-Chalot {2} P.v par

(Pev)(t. z) = [Qcu(t, )](2).

Il vient

P<dt® — 93¢ dans L°°(0.T, H3(w)) faible *
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AIL3.2 CARACTERISATION DE &3¢

Nous allons utiliser la méthode de ’énergie de Tartar.

Posons
- 1 87¢*€6
xeb _ -
(AIL.6) §ap = 12baﬁ9p———az082pa
et
S { €9 sur wes x (0,T)
éZ‘JIa =

) 0 sur wegs X (0,T)
Multiplions par v € L*(0,T, H*(wes)) le systéme (AI.30). Compte-tenu de la notation

(AIL6), on obtient

T a’)@*g& T 5
/ / ETD vdzydzodT +/(; /J Y 6za<9zﬂ ———dz;dzedr =

(AILT)
=

soit, apres prolongement :

3')(1)* é 8*v
/ / af \wsévdzld42d1'+/ /ngﬂ& az 04 dzleZdT—

(S

f;d23 + (g;+ + g;_)) Ud21d22d7',

YR

/ / B f;‘dzg + (g;‘Jr + g;_))vxwddzldndr.

2

Puisqu’on a

I ) <
0.T,L2(w)
Il vient, quand ¢ tend vers zéro :

it [ [ v e B

(AII 8) |Yl o 912 ’LdZ1d:,9dT + — 192 ﬁaﬂ 32 ) de1d22dT

‘ Yy * - —
‘ 6 I / / s f3*dz3 +(g5" + 93 ))vd21d22dT.

N

Il nous faut maintenant caractériser la limite £ Pour cela, on introduit des fonctions

],V&"") c Hl()'&*) solution de
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02 I/V‘rﬂ 2
/ b 5 9 dyydys =0 sur Yy
‘/6t

. aBf
(AIL9) 29 Bydy, yadys
Wit — Tt Y — périodique,
avec
T 1
™= é’yryrr
Posons

W (z) = 5214/;"(§).

Comme d’habitude, il existe un prolongement PeW,;™ de W™ qui converge faiblement
dans HZ(w).

Maintenant, on multiplie (AII 7) par @W; ™", et le systéme vérifié par W; " par &35,
avec ¢ € D([0, T[,D(w)), puis on soustrait les deux égalités obtenues.

Il vient

T 2 F*6 T 2 eTq
>3 . (W™
YW d 2, dzod *e6Z AT 6z dzod
~/0 /ws,s atQ (‘9 s ! 22 T+/0 -/L:Jeg 606 azaazﬂ Zl Z2 "

T 2 *eb
cirg O (023 )
Sty
Naf ~ A A z1dzodT =
/0/u T 9za0zg | rER2ET

L

(AIT.10) -

1

fidzs + (93 + g:f")) ©oW¢ "dz1dzs,

wly--

ou 2 ETT
ebry 1 o° /V '

Top " = 1279090 5,402,

Or.on a

lb 82@;56 82(90‘4;651"1)
12 "‘"""azgaz,, 0z40zp
2 *eé 2 ’ ETTN ETN ETNH
1 9*®3 [BIV 9 OW, + L) ‘Verq+ﬁo_3W ]’

= 130000y, 5. (P 0satz, T Bza 025 | 024025 925 Ozq

et d’autre part

1_ a'zvvéfffl 82(50‘13356)
12 «ple 0290z, 02,024

2‘ Ty *£6 *ed (D*eé
1 oW, [84) Op 093 + & Breb 4 9o 0 ]

= 130as00 92407, P 9endzg | Bza Dzp | Dradzg } | Ozp 0Oza

La différence des premiers membres des deux égalités précédentes s’écrit
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1 05t 09 OW; | D

_'ba ¢ eTn
12 «hlry, 00z, (zaza 0z 024028 Ws D+
1 *w 6(,9 od3et A% preb

— —bg .
12 *h% aéeaz,, 2 B2 D25 T 02007 )
Et donc (AIL.10) s’écrit

T 2 Fked
0° @ € er
'/(; /ww 8t2 nled‘?f)dT‘*‘

/T *56 6‘10 aI/Vsrﬂ a ¥
0

,/ aza Ozp 0240zp
T
/0‘ /e6

csen . O DBIS 9%
- 6; £ 2 +
T
/ / f3dz3+(g3 + gl ))ch”"dzldzng
0 Wes —-%

W; ™) dzydzodT—

e$

(AIT.11)

*eb _
32 Ozp 024025 ° 37 )dzdzpdr =

Faisons une premiére intégration par parties.

Il vient
a@*55 ‘ _ ern T a(b*e& a(p ern
i /w” o (OhplONTy e —v/(; /wcé ot ot — W dzydzodT+
T €T
D OW;™" o2
«eb(9 72 T @ oern
2 Wi ™Ydz1dzodr—
+/ L‘of ( aza azﬁ + 820326 ) z1azqodT
0 0@*66 6
:61-1’ L b @*56 d
/ ‘/“’56 a'vo( aZﬂ + azaaZﬁ )le ZQdT
R T T
0 Wes -3
On a noté g |
GCD (0) Ae&l.

Apres prolongement, on obtient

T cFH*eb
P31 3
— | PEAY5(0)xu,, PSWE M dzy dzg — E 2 TP pewerny  drydzedr+
s 6 & e b
e |

o ot ot
, Op OP° W 8
<5 (2 PEW;™"Ydz dzodT—
/0 A S VPR O Jdzidzodr

+

T e FH*eb
Op OP*®3¢ 9?
_ ~cbrn o A4 ¥ «ebN gy 7
7 2 + PE®3%)dz dzodT
/0 /w Tas dzo Ozp 924028 Jdz1

l
| fidzm (gt g;—)) P W™ dz, dzydr.
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Faisons tendre ¢ vers zéro.
11 vient

0335 8 Y,
/A6l (O)lnﬁllnﬂldz d22 —A / a; a":H”’ lllﬁllelesz—F

L0 O G o, B
/ /6 a 825 +3z,,625H )d21d22dT

,-.61-17 a(P 8@36 8 90 @*6 d - d’_
/ /ﬂﬁ( 0zy Ozp + dzq025 ° Jdz1dz:

Y| N
- / / |I}ﬁ| (/ 1 f;dz3 + (g3+ + g3 )) ‘PH ndZ]ngd’r,
0 w -1

Intégrons une seconde fois par parties.
1l vient

1'*

T 2 5 *0
_ 61 l 6‘ T a(p rnl 6‘ ; / /8(1) rr]I
/wA P(0) T T dz + (O™ i dzdr + | | Sl

T 2 2
, 3*(pll™) OI™™
*5 :l — *6 ” l’T
/ / faﬂ 02402 z1dzdr = / /goﬁazaazﬁ pdz1dz '

a 2835 o o
"5"'7 P © =& 20 dT
/ / M7 e g, B ndad

//ml / fidz3 + (g3 +g§'))so11’"dz1d22dr.

En utilisant (AIL.8), on obtient

T T *6 2
Do DB B,
*6 ¢ ] ~8T @ 4 %5 _
—/0 /w £apPdrabypdzdt —/0 / M(7 o ")(2 ~ G, T zaazﬂ% Ydzdr,

B
soit

Y]

62@*6 8’7(1)*6
— — ~51'n
/0 / Eppdzdr = / / Mg ) = 25,2537 + D70ty ” o) dedr,

soit encore

5 82 *6
/ / 28 pdzdr -—/ /im(” T")az L,odzdr
0

Par consequent, on a

9@*6
~61'n 3
et 5
¢3 (0) — ,\81
Posons

6 ~§T
drpaf = m(naﬂn)
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On a .
0*®;
x5 __
61’1} qrqotﬂaz aZﬂ

On obtient finalement le systéme homogénéisé suivant

VAHER 01 &3¢ Yy | / e |
*dz * *
|Y| 6t2 + QTnGp azraznaz()azp |Y] ( % f3 3+ (gg + g3 )) Sur w X (0, T)
®39(21,22,0) =0 sur w x {0}
*& %
$ 9% z1,29,0) = i dzy = AS! sur w x {0
6t . 3 3
-3
®=0 , : sur Ow x (0,T)
*§
35’3 =0 . sur dw x (0,T),
n

ott A§! est défini par :
e p€bl 61 2
PEAS™ — A dans L*(w) fort.

La matrice (qf_ng ,) étant définie positive, ce systéme admet une solution unique telle que

a@*ﬁ
ot

a3* e 1=(0,T, H§(u)) et € L* (0 T, [*(w) )

Explicitons les coefficients homogénéisés :

On a

1 Pwee
12¢° 54, = == rne—m—dyd
qaﬂep ll" /;16 afity a a Y1 Y2

9 N
32(,/.r9p _ X&p)

= =0 ba r dy dy
Wy T ayedy,
1 52l 82X9P
= <~ bcxr_—'—barr__é'_dyd-
V] y'( T By By ' ays0g,) 1
Y 1 e
Y | dy;dy-

:ba0 A1 bar 2-
‘”‘m YT Jy: P by-dy, a
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DEPENDANCE RELATIVE A DELTA.

(Le parametre 6 tend vers zero.)



II1. DEPENDANCE RELATIVE A DELTA

Pour des raisons de simplicité, nous considérons ici le cas particulier ou les constantes
d’élasticité sont des coefficients de Lamé. Prenons donc

aj111 = 2022 = a3333 = A + 24
a1122 = Q1133 = G2233 = A

Q1212 = 41313 = 42323 = U.

Les coefficients a;jihr qui ne peuvent étre obtenus d’apres les égalités précédentes par les
propriétés de symétrie usuelles en élasticité sont nuls .
Le module de Young est donné par :

, o
oo BB +2)
A4 p

Comme les a;jr, sont des constantes de Lamé, les byp9, sont également des constantes de
Lamé, et un calcul simple donne leurs expressions :

b1111 = ba2o2 = 4#‘/\(%#&) U W,
. bio12 = ba112 = boy21 = b1;221 p—
< 2 ,
b1122 = bao11 = o —\
| tous les autres sont nuls.

AIIl.1. THEOREME 3

Avec les coef ficients de Lamé précédemment rappelés, on obtient, en faisant tendre é
vers zéro :

-1.6
6 dapep — QZﬂep,

avec
. . V3u(13)+10p)
91111 = 92222 = 80\ + )
. . . ) V3u(7A + 6p)
q1212 = q2112 = 92121 = Q1221 — 480\ + )
. o V3 +2p) '
41122 = 92211 48()\4‘#)
tous les autres sont nuls.

40



COROLLAIRE

Soit ®3° satisfaisant I'équation homogénéisée du théoréme 2.
Alors, on a

®:% — @3 dans L*(0, T, H¢(w)) faible * lorsque § tend vers zéro,

ou ¥} est solution de

—

2328 Do i 2V/3( " fpdes + (gt +937)) surw x (0,T)
ot? "9 82,02,02¢0z, -1

®3(21,22,0)=0 - | sur w x {0}

8;? (21,22,0) = A3 : sur w x {0}

;=0 sur 0w x (0,T)

3;;; =0 sur Ow x (0,T)

la fonction A} étant définie par :

ASY — A} dans L*(w) faible.

COMMENTAIRE
Soient v ‘
! * * * * \/5#(7/\ + 6#)
K = 41212 = 92112 = 92121 = Q1221 — 480\ T )
) . V3u(A +2p)
X'=glian = 3211 = _m-
On vérifie sans peine que
. . V3p(13) 4 10p)
N4+ 2p" = qf111 = Gage = B0+ 1)
Soit 1/' le coefficient de Poisson.
On a ,
P
2(A + ")

En remplacant A\’ et u' par les valeurs précédentes, on obtient

g At
48(2u + 31
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On constate que v' est strictement négatif. ~Sef

S ™S

. . : . . e . 1 1 .
Le coefficient de Poisson est uné grandeur théoriquement comprise entre ~3 et 5 Si 'on

fait subir & un matériau une traction dans une direction, un coefficient de Poisson positif
caractérise la diminution des dimensions de ce matériau dans les autres directions, alors
qu’un coefficient de Poisson négatif caractérise 'augmentation de ses dimensions dans
les autres directions. Naturellement, le premier cas est celui que I'on rencontre presque

toujours dans la pratique.

Ici, nous donnons un exemple de matériau limite dont le coefficient de Poisson est négatif.

Sur la figure ci-dessous, on soumet un matériau bidimentionnel présentant la géométrie
étudiée & une traction verticale vers le haut, et appliquée de maniere linéique sur la pointe
représentée en rouge. Les deux bords verticaux (en violet) du bas sont encastrés. Les bords
restant (en vert) sont libres.

‘11 est intéressant de constater la tendance du matériau réel a présenter des déformations
vers P’extérieur, que nous le montre la figure suivante représentant les déformations.
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ATIL.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 3

AIIL.2.1. ESTIMATIONS A PRIORL

On étudie donc 'équation

| Y; |a2@;56 N 32 (q5 02@;6 ) _ I YS* I
Y] ~ 02 " 824023 **7 02,0z, Y]

2

Puisque
2.0

. 0" xs
121qugﬂ9p = baﬂep | Y.6 I - /Y‘ baﬂrua a dyldy‘?,
‘ 5

il faut étudier les limites des Xgp

Les fonctions xz“ sont définies par le systeme

( 82(XTV _ ,ﬂ.'ry) 82,0
bo d dyidys =0,
/y; P Byedy,  Oyadys

(AIIL1) 1 x5¥ est Y-périodique,
TV __ 1
T = Iz‘y'ryu

pour toute fonction v dans H2(Yy"), périodique dans Y.
Utilisons x}* comme fonction test dans ce systeme.

Il vient ) )
a-(x‘ru _ ,n.'rv) 8-XTV
by 8 8 __dydys =0,
/6‘ B8p ayaayp 6yaayﬂ Y1ayY2
ou ) 9 9
a_ﬂ.ﬂ/ a?xru a TV 6 Xru
b 2 gy, = / begs Sy, dys,
/”6‘ M”ayaayp JyaOys e Yy 7 pay03yp 0ya0ys e
Oou encore

a’? TV 82\,1'1/ aZXru
b 2 dyidys = | baprym—2—dyid
,/y; afép ayoayp ayaayﬁ Yyi1aY2 / . Brv 6 a yiays.

Appelons A le premier membre de cette égalité, et B son second membre .
D’aprés Dellipticité des b, 36,, on a

4>0/ > ayaay ) dys dys.
& a,f
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D’apres I'inégalité de Holder, on a de méme

B<O( [ tbosrsdndn) / Z(ayaay )V dyrdyz)

d’ou, apres simplification, ’estimation a priori suivante

VA1 20,2 >0, +A; =2.0n a
a') TV
I

1
_IXe < C|Ye|e.
a)\l y16/\2 y2 LQ(Y';)

Or, on a

Y5 | = 36(2 — V36) + 60(1),

de sorte que

a?xru 2
ATTI2 T <C§é.
( ) | oMy 0r2y, [L2(Y;)

En conséquence, on a
~1_6 *
6 9apop 7 9aBbp-
Décomposons maintenant Y .

On peut écrire
Yy = Hy UHJUHF U6 U6; UNsURs.

Les barres horizontales H; , H :, et HJ sont clairement représentées sur la figure 2, ainsi
que les barres obliques 6! et 67 .
Rs désigne les parties du domaine recouvertes plusieurs fois .

il comprend
”

43

.un hexagone central, tracé en pointillés, et recouvert trois fois, par 65 |, 62 et HP .

. 6 3 » :
Son aire vaut 64 7 = géQ . Ns désigne les parties restantes (encore non recouvertes)
du domaine. Il comprend quatre triangles rectangles plagés a ’extrémité des diagonales

V3

9; et 0:‘; , et d’aires 52?.

.six triangles équilatéraux, d’aire ;recouverts deux fois par 6} et 6% .

Autrement dit, on a mes Rs < C§? et mes Rs < C62, de sorte que les intégrales sur
Rs et Ng sont du type 66(1) .
On écrit donc

V367148 56, = 3(2 — V38)base, — /_ /Ho ./H+ v/e‘

Bxp
-C bosry———dydys.
/e? /N 2 P By,

Les deux derniéres intégrales disparaitront lors du passage a la limite en 4. Nous allons
maintenant voir ce qu’il advient des cinq autres intégrales par le méme passage a la limite.

(AIIL3)
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AII.2.2.DILATATION DES BARRES.

Rappelons que ¥ = [0, 1] x [0.V/3].
Barre Hy :

Introduisons le changement de variable

1=

5y = Y2

2 — 6 ]
(—=)
23

et définissons la fonction ¢y- par

2
(y1,92) = ¢H—(y1,—\5/—§312)

= QSH"(‘ZI’ZZ)'

Or, d’apres (AIIL.2), on a

e
Byt oy LHD = gyligyre LD
<Cé¢,
donc
/ (62Xgu)2dy1dy2 < Cé
Hy Oy -
ou
P 2 8
dzydze < CO
/3( 022 ) 2./3 adz < €6,
d’ou

6‘2 STV
—-—\ff — 2\/§hﬁ" dans L*(Y) faible .
1
De méme, on a
( 6 )—182\;';{_ .
2\/§ 831632

2V/3h75~ dans L*(Y) faible,
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et

6 -2 a?)\g}i[— To— 2 .
— 2V/3h1%~ dans L*(Y) faible ,

(33 2

la constante 2v/3 n’étant destinée qu’a simplifier I’écriture des résultats .

On a

32 ép

_1 bO’TV
g ue 0Ty a

dy;dys

agxep 02X0p 82X0p
5§71 bogil ——2— + 2bq 8 4 bygoy—=2-)dy,d
_ /E ( afll aylg + £12 + 0ag22 8y§ ) Yyi1ay2,

0y1 0y,
soit
2 /9p
51 / boies 5y
1 0*x 9p aq\/sH 6 262Xg§{ 6
™ o ~ba 2 B — b 2 a - dz ng,
) /;(b Bll—F 5 — 6~ s12( \/—) 32,07, + ,992(2\/5) 522 )2\/5 1
solt encore
52 bp
6—1/_boﬁrua \a dyldy"
1 (b 82\/ — + 2bagia( )~ XaH_ + bagaa ( d )72 azx&H )d~ dzy
2\/§ v affll a~1 ZVaB1 ‘)\/— 62162’) aff22 2\/— 322 i 2
et donc
32)(91)
-1 As d
) /_ baﬁruayrayudyl Y2

2\/_/ (bag112V3h55(2) + 2bap122V3h35 (2)+baﬂ222\/§hg§_(z))d21d32.

- / bagrw k2 (y)dy dys
’.

barre H 2.

Introduisons le changement de variables



—— Y2 — 3 + ﬁ
“ (%) 26 2
On l'utilise pour écrire
32\,90
51 bogry ———dy,d
/H° B 3y 0y, Y1ay2
a’) 9P X a’)x 6
1 by by - 6H° . —29 XsHo .
é /Y( B11—F% 5 E: ,, =+ ﬂl”(\/—) £ c'?z +b ﬁ22(\/—) 822 )\/gdzld 2
soit encore
2 €p
6_1 bo v dy dy')
HO B a 6 !
I 0% x gp - a?X6H° —289‘@5110
— 2bo w2 — + ba dz1dz
\/56 4/1’ (baﬂll 6~1 + ﬁlo(\/—) 62162 ﬂ22(\/—) 2 > ld 2-

Comme précédemment, on a d’aprés les estimations a priori (AIIL.2) :

9’ X fo
0z?

a~ 0 TV .
f a:fgi — V/3h7%° dans LX(Y) faible ,

— /3RT¥° dans L*(Y") faible ,
11

_ 6 » 82 ,,ruo
(75 )2 aX&,%H — V/3h32® dans L¥(Y') faible ,

donc on a

/ aﬂru a a dyl dy‘)

l

1
7/ (bagrs V3RY(2) + 2bagri2V3h{5 (2 2) + bagra V31 (2))dz1dzy

/ aﬁruhepo(y)dyldy"
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Barre H ;

Introduisons le changement de variables

a1=U
Ya
Z9 = 3 —
3v3)
On l'utilise pour écrire
32\,01)
51 bogry ———dy1d
~/f15 of ua 8 y1ay2
af)x 2X0p
—1 §H+ 2h - SHY
6 /} (baﬂll 822 + 2bap12( \/-) 52,072
soit encore
62X0p
571 bapry =—2—dy d
/;f T T

8p
X5H"*‘ +b ﬂ22(

&’ X5H+
_)\/— Qfﬁll .

"baﬂ12(:)\/—) -t

Comme précédemment, on a d’apres (AIIL.2)

30X5H+

. az1

2\/_ 621622
)_') )\g;-/[+

2

\/_ 973

donc on a
a?.XGP
6“1/ bogry =———dzydzy
wr 0T By By,

021029

5? 8p
Xsg+

6

§ _,0
+ by -
622(2\/§)

022

)

2V/3

— 2v/3R7¥* dans L(Y) faible ,

— 2v/3R74F dans L*(Y) faible ,

— 2/3h3¥F dans L4(Y) faible ,

le (122 s

)_2 X5H+)dzld52.

7\/—/ aﬁllu\/—h p+ )+2b05122\/§h€g+(2)+b0320~f}l22 (z )d21d29

- / bagre % (y)dy1dys.
;
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Barre 6} :
- 1
Posons ¥y = [0,2] x [—5, 5]

Introduisons le changement de variables

Wt \/'o_’yz
1= ——(—,
2
_ —V3y1 + v
25Ty

: . . ™
qui correspond & une rotation d’angle ——
3 9

puis le changement de variables

[\

NS
|
(w2
S

&
]
I
S

correspondant 3 une dilatation suivant les deux axes .

On a

‘ 92 x,9p
6§71 bagry —2—dy,d
,/;2 B ayrayy Y14ays

4 ‘]
a2xp 2,9,

5§71 (b I X8 b s1s X5 4 bog

Posons :

{ #(s1,82) = (1, ¥2),
So2(t1,t2) = d(s1.52).

50
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On obtient

. o2 gp
6_ boz TV - d d 2
/;2 B ayrayy yiay
L g1 &% i
— -2
4T06 Ag (baﬂll( a ? \/_831839 +3 3322 )+
32 52 X’ 32 ~0p
2 2 -2 5 _
+ baﬂl-(\/_ 6 ’) 851852 \/g 3522 )+
39\,6 32):,? 32
+baﬂ2’)( a a5 + 2\/—851652 + B, ))d31d52
2.6 ~6
35_1/ [b (( 2 % 89/\’653 43 32)(532 82X592)
4 v L \N 63T ot 52— 6/3) 0410t ' 62 Ot
2 _62>:’§Z§ 4 822;/9)2 \/_6 Xse?

+ 2ba 12 (\/_() _ 5\/_) 6t§ ) h 8(2 _5\/§) 8t16t2 5

621‘2232 i62>~55’9’§>](2—5\/§ )

+bapn (3(— )292x50§+ 4v3
B\ T5V3 02 | §(2—6/3) 010ty | 82 013

Comme précédemment, on a d’apres (AIIL.2)

2 angg
(—= — 6%%% dans LY(Y)) faible,
2— 5f ot
5 18
5 5430 ot ;: — 629° dans L2(Y}) faible.
_ Oty
ar) 692 20 )
35 5 — 6557 dans L*(Y}) faible,
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En conséquence, en faisant tendre § vers zéro, on obtient

2.8p

3‘\
51 bogry I dy-
1 ) 5
Z/ [aml(a’e -\/_9'6')-!-39;3”)-{-
Yo
+ bap12(2V/3011° — 46757 — 2v/362,°) +
+ bapza (36307 +2V/3630 + 633°) | dysdye

[ (@apss +2VBasia + 3haguai + (~2VBbepns = thapiz + 23Bhepm )35+

=] =

Yo R
+ (3bap11 —~ 2V3bag12 + baﬂzz)oggp)dyldyz-

Barre 9(% :

Introduisons le changement de variables
=y V3 +1
S1 —
2
—V3y1 —y2 +V3

S9 = 5

-2

v

qui correspond 3 une translation de vecteur —t suivie d’une rotation d’angle

puis le changement de variables-

2
iy = ——s
YT a3
- 32
t2_ 67

correspondant & une dilatation suivant les deux axes

On a
32\,9»0
&1 afrv d
/91 b 8 a a dyl Y2
02\,917 a2xop 82\/9,0
§1 bo: 2b, ba g2 dy,d
/el( 311 —F 95— 3y + 13126 00 + ﬂ2ay§)yl Ya.

&
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On obtient

a’) Gp
5—1/01 baﬂﬂ/a 8 dy,dy-

2 ~8p

a’))\’ap 9? X 0" Xg
— 9
5 / o,,m( +2 \/_aa1359+3352 )

62\*2 a i’a 0’7 0p
2 — -2
+ _:baﬂ12( \/g QZ _.a las,) + \/— )
+ bag2 (3 \/~631832 + By? )]d31d32
92+ 92+9%° ao
_6—1/ [b (( 2 )2 :\68'} n 4\/§ X&e} + 3 X&gl)
4 Yo Pty - §v/3' ot §(2 — 63/3) 0110ty 6 Ot5
2. ~8
+‘)b (_ \/3‘( 2 8 X&el 4 82X6Z; LV \/_a Xﬁel)
e 53 O 8(2—6v3) 040, | 8 013
2 ~0 -8
(32 w8 O 1 Thy) 2058,
o - 6f ati T 82— 6V3) 010ty | & Bt} 2 1682

Comme précédemment, on a

2 a”\f iy
(7 é\/_) 3t° — 81,° dans L*(Yp) faible,
2 1 8?X
5 —do‘f) 8 am’gz — 813 dans L*(Yy) faible,
9259
19X
52 atge — 635° dans L*(Yp) faible.
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En conséquence, en faisant tendre é§ vers zéro, on obtient

_1 6‘) 9/)
) 01 baﬂru a 8 dyldy‘Z

—
/ basi1 (6137 + 2V30;5° + 36357 )+
+baﬂ1’)(— 7\/_910[) _4019p +2\/_610p)

+ bagan (3019 — 2v/3618 + w"’)]dyldyg

1
4

/ ((baﬁll - 9\/_boﬁ1'> + 3baﬂ22)9ifp + (2\/§baﬂll — 4baprr — 2\/—baﬁ22)51) +
Y .

N

+ (8baprr + 2V/3bagia + bap22)033” ) dyrdys.

Autrement dit, on a
12V3¢% 54, = Bbast, — / baprs B2 dysdys
’:

- / bagruh?0dysdys — [ bagrsh?2* dyrdys
’:' 1/

1
[, (CBans 42V + s+

4
+(=2V3bag11 — 4baﬁi° + 2v/3bap22)074° + (3ba51‘1 — 2V/3bap12 + bapaz)0s," ) dy1dy2

1
-1 / ((baprr — 2V3bap1a + 3bog22)02 07 + (2v/3bapr1 — 4bapra — 2V3bap22)01,
Yo
(3bap1 + 2V3bag12 + baﬂzz)G;gp)dyl dy,

Appelons (AIIL.4) cette égalité.
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AII.2.3.CALCUL EXPLICITE DES ¢4,

Nous allons chercher & préciser les valeurs des intégrales apparaissant dans ’expression de

QaBop:
Multiplions par la fonction test ¢ Y-périodique et trés réguliére le probleme (AIIL1).

11 vient

02(X‘90 _ 7r9p) a?(p i
basry 8 dy,dy, = 0.
/}" - p . ayrayu ayaa i vz =

Aprés multiplication par §7!, cette expression s’écrit

P(xs" — %) v
61 bogry J dy,dyy = 0.
J[;- # Jy-0y,  OyaOyg nave

Nous allons partager Yz« en les différentes barres précédentes, puis développer les sommes
placées sous le signe d’intégration .

Barre Hj

=1 [ by, 20" =) 0%
H Oy-0y,  OyaOys

dyidy,

. 528 62 8o 8%y 52
5_/ (b1111—=—5— IXe + 2b1112 + b1122 aX2 bnep)—cp-l—

vy} '6y18 Y2 oyt
02 32X0p 9?2 XOP 3299
+ 267 ; bioty 0y1 + bwl'zayla&w + bszS— — b120,) 3y 0y odlhdyz-l'
B 9? \,Gp 62X0p 6'>X0p 32
+671 (b2211 (?y'g 2ba12 50.00, + baaoa ——5— By2 — by )0 5 dy1dy,
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xae 6 -1 0%x3h
6§71 b b 4+ b s
[, [ 5 425 5) b 5

2., 0p 2
—2 X§H; 6 6 ) _
+( \/—) biisa—F5—5— 922 buep](a 2)( 1,2\/§22)md21d42+
4961 [b . 39X5H6 +9( ) b191?a X6H5
Z v 12117 a9~ 621 . \/_ =1= 321622
2.,0p 82

6 -2 XsH; 4 6 6 .
+(2\/§) b1222 522 bmep] <8y18y2>(zl’2\/?_,42)2\/?_,d21d42+

62X0p 5 a‘)x
—1 §Hs o —— b §H¢
+6 /Y [b2211 922 + (2\/?-)) 2212°5,,07,

-2, 82,\’5 8% é 6
) “bagas 922 bozop](a 2)(21,2\/§22)2\/§dz1dz2.

+Gos
Quand § tend vers zéro, on obtient

- O(xs" = 7%) ¢
§1 / besr é dy,d
. g ayrayu ayaayﬁ ez

—

/ (b11112\/§hf§)_ + 2611122\/511‘195— + 611222\/§h§§" — bi16p) ( )(yl,o) \/—dyldyz+
1/

+2/ (b12112\/§hfl’ +"2612122§/§hf§'_+
v

9%

+ b1222 7\/5’129 — b126p) (m

)(y1,0) \/—dyldyv+

+ (522112\/§hff— + 2522122\/51132— + 622222\/§h§§‘ — by20,) ( )(yh 0) \/—dyl dys
1’

9

1
0p— __
/Y (bo’ﬁ‘ruhru _,\/_ Oﬂep)(a a )(yls )dyldy‘z

Autrement dit, on a

§ b 2 62(X§p - 7.r0p) 6299
H; arry ayrayu ayaayﬂ

dy1dys

1 &
baproh®t™ — ——=bopep) s (y1,0)dy1dys.
 (baarohr” = 57 960) 3y g, W OV dve
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Barre H;' .

Par des calculs similaires, on obtient

: 0% (xg? — %) O
61 bogry —=2 : dy:d
/H; T By 0y, Oyadys

1 8¢
,/Y (baﬂruhiﬁ-*- 9\/— aﬂOp)(a a )(yl O)dyldy"

Barre H).
Par des calculs similaires, on obtient

92 bp _ 90 5?2
5-1/0baﬂru ()\6 ) L dyldy2
H6

8yrayu 6yaayﬂ
1 N V3
6p0 _ v d
/Y (ba'Bﬂ/h'TV \/gbaﬁep)(ayaayﬂ (yl’ 9 )) dyldy2

Barre 0% :
Posons
0% 8¢ 0%
s = (El_ B d\/—831332 +38 %)
8%*¢ 8%p
) = —2 —
i (‘fa T~ 25505 ‘/5652)
- 1t 82 D a (P 82
"= 05 7+ 235 st )
et
Ao (2 %, 43 PR, 3 23,
;TN 637 92 (2—6V3)6 04,8t & 0t}
Bygz = V3(;— =) O, 4 D%, V30,
30 63 0T (2-6/3)6040t, & 9t}
I G AV S o I Wi ¢

Cso3 :3(2_5\/‘ at? + (2 — 6/3)6 01,0ty 6 Bt5

Alors, on a

(o8]
-]



P ) o
6_1 ba TV dy,d 2
/93 P By 0y, Oyadys Y

a” bp a?xal) 02X9P v 3299
-1 O Xs + 2b S _ 4k ST S A ——dy1dy,+
6 /02 (bii11—F55— By? 11123y10y2 + 01122 B2 1165) 5y’ Yy1ay2
32\_, a’z\,9/J 32\"01’ 62(,9

267! — 28 o0 2 + bz — biagy) s —dy1dya+
+24 /02 (b1211 By 2 + 12123y18y2 + 01222 ay% 120P)8y10y2 Y1ay»

82 g,, aQXep aQXGP 0299
+671 /.92 (52211 By 96 + 2b9919 6y- + b2222—y6— — bazep) a_yzdyldy2 =

1, a”x"f’ Pl 9%
=160 /93 [ 2~ V3g50s Y3 )t

_”; a v op 82 ~0p
+2b1112(\/§ X,_f 2 X6 _ \/§ X_& )+
2

"~ 851034 952
89 ~=6p 6‘/? azi,gp
2 —4b Ksds,d
+61122( &1 +2 \/_631659 + 35% ) 110,;] {9d81a382+
~0p 2 ~0p
2 X 0" xs
—& [ [bio ~-2 ' +3 +
t16° /9 [or “( aul \/_351332 353
9%y 8 \/ 82)2
+2hia(V3 an 25505~ V3o )7
0”\’9 axer %y .
+ b1222(3 352 \/_831852 + 952 ) — 4b1‘209p] Ky dsydsa+

a’) v OP 82 ~8p
+—1-5_1/ [b2211( Xy’ 2\/_ +3228 )+
92

16 Js 2 631652 83%
8226 82 62)2?
+ 26221 2(‘/5 552 851832 ~ V3G )Y
9p 9% 5? ~6p
4 bggg ( a H\/—begj& + ai\; ) - 4b‘220p] I{Zl’d51d32
8 2
1 - ( 2 2 32X502 43 BOXM, 3322252)
16 /10 [ MUY 537 92 (2-6V3)6 068ty 62 Ot}
9 . a'l/‘;el) 4 a‘)\/ 3 azx/ep
+ '2b1112(\/§( )2 \ﬁez %, _ £2 302 )
2-6V/3 0ty (2 —63)6 0t 0ty 6% 0Ot]



2 ~8p

g
X6, 10 X602

/3 0%%5,

2
+ br1122(3( 5 5\/5)2

2

L

12 029‘592 _

B2 " (2-6v3)6 00, | &7 B

(G=5va) ae

2
+—67"
16 Jy,

Z

2 029‘592

‘)f 2 029502 3 9 5‘992)—'—
§ 2 —6V30t,0t t 5

[b1211 4302 + 2b1212 B3e2 + b1222C302 — 4b126,)

0o, V3034, 2-6V3

)

(V3(

Yo
‘)

4

2 6/3 0t
(b2211 4342 + 202212 B342 + b2222C362 — 4b224,)

8 Do,

5(2—8) dt,0t, &% ot 2

18(,092 2 — 5\/_

4/3 @,

bdtydt,.

)

it

. Faisons tendre 6 vers zéro.

ot?

- 6V3.

T 52— 6) 0t,0t, 62 Ot2 2

, 025, 8¢ (2 —6V3

(t1,t2) = t1.6t3), on a

Puisque ( 5 )2

2—5\/‘

ds? 2

2~

ot?

5°
""’2 (t,t2) —

=

Puisque 6

52
2—6\/3’)5_

-2 629592

1 62(1502

17,
a f(tlao)
6\/_

._4

2 -

(

So(tlao)

5
53
2 =

(tl,tg)— t1,5tg), on a

o2 2
899992
3t2

8’)
0s
0

——>(ty,t2) =

—6V3

F4

t1,68t2), on a

Puisque ( 5

26\/_

0t 0ty 2

(tlatQ) = aq a (
325502 ¢

(t1,t2) = 55— (%1,0).

( )6~

En conséquence, il vient

6
(xs —

0°p
0t,0ty 0s 6

2

) 52
) ? dy;dy,

5_1 ] baﬂru
o;

1
16 [bml(efi"’ -

+ 2b1112(\/_920p -
+ b1199(39

- 4b119p]( 32 (tl»

Oy Oy,

+‘>x/—0”"

Yo ayﬂ

2v/363,° +3632)

— /36257y

029[’

2~

¢ 923
2V/3 (t1,0)+382(t1

950 ) dtdto+

)_
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——2) — b110p]

6dt1 dt,

bdtydt,



2
+ % . {bml(ef — 2V/36% + 3029%)

+ 261912(\/_9 e - 7920p V36337
+ bi22 (36207 +2/36% 200 1 629°)

\/—82' 5 &y \/-82“
— 4by2g,)( + aLl(tl, )—Hasla&(tl,())— 352 ——(t1,0))dt1dta+

P L [l v 32
+2b9719 V3620 — 26280 _ \/36277)

-+ b')929(36“ + 7\/—92917 + 020p)

8o 9*¢ 0*¢
— 4b220,] (352 (t1,0) + ‘>f (tl, 0) + =5 (t1,0))dt1dts,
- 0s3 0s5
et donc :
- P(xg’ — %)
5§71 bagru dy1d
o dy:0y,  Oyadys
i
6 [(1’1111 + 2v/3b1112 + 3b1122 + 2v/3b1211 + 1261012

+ 6v/3b1222 + 3baa1y + 6V/3boora + 9b2222)93fl)+
+( - 2V3b1111 — 4bi112 + 2V3b1122 — 121211 — 8v/3b1212
+ 12b1292 — 6V/3bag1; — 1269912 + 6\/§b2222)9f§”+
+ (3b1111 ~ 2V/3b1112 + braaz + 6v/3b1211 — 1261212
+ 2V/3b1222 + 9baa11 — 6V/3b2212 + 362222)933”—

9%
— 4(by1g, + 2V/3b120, + 3b220p)]—"%(t1v 0)dt,dts+

( le terme entre crochets est noté A )

1
16 [( — 24/3by111 — 12by312 — 6V/3b1120 — 4bi211 — 8v/3b1212
— 12b1222 + 2V/3baa11 + 12bo212 + 6\/552222)93fp+
+(12b1111 + 8v/3by112 — 1261122 + 8V/3bya11 + 16b1212
— 8/3b1222 — 12b2a11 — 8V/3bya1a + 12b2222)933p+
+ (- 6v3bi111 + 1263112 — 2V3b11a2 — 12b1a11 + 8v/3b1212

— 4byg22 + 6V/3bg211 — 12b210 + 2\/_1)2222)933’)—
0%

— 4( = 2V3b1y0, — 4b12gp + 2V3b22gp) | s — s 05,

(t1,0)dt,dty+

( le terme entre crochets est noté B})
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1
+ E [(3b1111 + 6V3b1112 + 91122 — 2V/3b1211 — 1261212

— 6\/551222 + byay1 + 2\/:_31’2212 + 3b2222)9ffp+

+(— 6V3byi11 — 1261110 + 6v/3b1122 + 12b1211 + 8V/3b1212
— 12b1992 — 2V/3bga11 — 4ba2ra + 2\/552222)9ng+
+ (961111 — 6v/3by112 + 3b1122 — 6V/3b1211 + 1261212
—~ 2V/3biaza + 3baarr — 2V/3baosz + bazae) 637"~
; o
]a 3

( le terme entre crochets est noté CZ).

- 4(3b1190 - 2\/§b120p + basg,) (tl, 0)dt,dt,

Barre 6}

Par des calculs analogues, on obtient

B*(xgf — ) By
6! / bapry— 2> dyd
o 0T By.dy,  Oyadys e

—

1

16 [(bnu — 2V/3by1112 + 3br122 — 2V3bia1s + 12b1212

— 6V/3b1222 + 3baa11 — 67/ 3bga12 + 9b2222)93ff’+

+(2\/§b1111 — 4by112 — 2V/3b1122 — 1261911 + 8V/3b1a12
+ 12b1999 + 6V/3bg211 — 12b2213 — 6\/§b2222)9f;€p+

+ (3by111 + 2V3b1112 + bi122 — 6V3b1a1s — 12b1212
- )\/_blof)o 4 9by011 + 6\/—b2219 + 3b2222)9§g -

%3
~ 4(bu1g, — 2V3biag, + 3b220)1 5 2(t1,o)dt1dt2+
( le terme entre crochets est noté Ai)

1
+ 16 [(2\/§b1111 — 12by112 + 6v/3by122 — 4byo11 + 8v3by219
Yo

- 121)1222 - 2\/—§b2211 -+ 1)b 212 — 6\/_179922)9%?/’_'_



+(12b1111 — 8V3b1112 — 12b1122 — 8v/3by211 + 16b1212
4 8/3b1222 — 1269911 + 8V/3ba21a + 121’2222)9%3“‘
+ (6\/5171111 +12b1112 + 2V/3bi120 — 12b121;1 — 8v/3b1212
— 4bya39 — 6V/3bg211 — 12b9212 — 2\/?—)62222)933,»_

0%y
- 4(2\/§b119/’ - 4b129p - 2\/?_’b220p)]'_i(t1, O)dtldtg—l—
651632
( le terme entre crochets est noté By)
1
+ 16 [(3b1111 — 6v/3b1112 + 9b1192 + 2V 3bia11 — 12b1212
Yo

+6v/3byass + baats — 2v/3baz1z + 3ba22 )63y +

. +(5\/§b11.11 — 12by112 — 6v/3b1122 + 1201211 — 8V/3b1212
— 12b1322 + 2V/3ba211 — 4b2212 — 2\/552222)9ng+
+ (91111 + 6v/3b1112 + 3b1122 + 6V/3b1211 + 1261919
+ 2v/3b1202 + 3bga11 + 2V3ban1z + 62222)033”—

8¢
— 4(3by16, + 2v/3b12p + b220p)]a—;29(t1, 0)dt,dt,
2

( le terme entre crochets est noté Ccl.

En rassemblant les intégrales sur chaque barre, ’expression

O*(xs" — %)
5_1/ ba TV 8 d d = 0
Y5 g 0y- Oy, aya 0 Y niaw

donne a la limite



1 P
/ (baproh™ — —2= agep)( Bvatn )(yl’O)dyldy2+ (AIIL5)

2\/§
82
/(baﬁru v 7 cxﬂru)( oy )(y1,0)dy1dyo+ (AIIL.6)
& V3.
p0 o _
+ ‘,(baﬁ‘ruh \/_baﬂep)( ya )(yla P )dyldy2 + (AIII.{)
1 6”@
1 ) a?¢
— : t1,0)dt dt III.
+ 76 /3 B4(881052)( 1,0)dt1dtz + (AIIL9)
. 6’2(82“9 ¢ )dt dip + AITI.10
+ 15 ;/04633(1’)'12 ( .10)
1 OB,
+1—6./Y0 A4(85%)(t1,0)d1dt2+ (AIII.11)
+— [ BY 9% )(t1,0)dtrdts + (AIII.12)
16 Ys 4 831832 1, 1642 .
32
(557t O)dtadts + (AIIL.13)

En nous inspirant des choix effectués dans (Cloranescu-Samt Jean Paulin {1]) pour d’autres
types de structures réticulées, nous allons, dans ’expression limite précédente, choisir une
fonction test ¢ de la forme

_\/gyl + Y2 —\/gyl—y2+\/?_))
5) 2

o(y1,v2) = @1(y1)e2(y2)es( Ypa( 5

ot les ; sont des fonctions réguliéres, ¢ et @, étant périodiques de période 1 en y; et en
Ya, €t @3 et @4 étant périodiques de période V3 en y; et en ys.

Posons
, ~VBty,  —V3In-p+V8
P(y1,y2) = o3( ——5— )Pl 5 )-

La fonction ¢ s’écrit

o(y1.y2) = @1(y1)w2(y2)(y1, y2)-

Ftudions en détail les différents termes obtenus.

Pour les expressions (AIIL5) et (AIIL6), on obtient :
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_ 1 9’
[ (e85 + %) = base) 5o tun, 0)dad
\% yayﬂ

V3
= £3(0) / (buao (b9 + 192%) = “b110,) T (o1 (1)1, 10)) (w1, O) s o+
TV \/g P ay% 1 | Y L] 2
1 0?
+2 0/ brary(ROP™ 4+ ROOFY — —b1ag,) m—F— , ,0)dy; dy»
©02(0) | (brars( L) 7 1 "")aylayz (01(y1)¥(y1,y2))(y1,0)dyrdys+
699’) Op— 8 1 3
0) [ (brory(R22= + RIEF) = —=b12g,) = , .0)dy,d
( ) ( 1270 ) 7 126p) 51 (¢1(y1)¥(y1,¥2))(y1,0)dy1dy2+
T 2(0) / (baars (92~ + B92%) — byos,Yeor(un) Ot (3, 0)dyr -+
TV \/g i0p 6y§ 7
3 9 _ 1 0
Lp (0 / (baaru(RE2 +hep+)—_b220p)991(y1)_¢(y1aO)dyldy2+
Y V3
bzzru(he”_ + Rty — 76220())991(:‘/1 Y(y1,0)dy1dys.

Pour ’expression (AIIL.7),on obtient :

& V3
/ (baﬂruhepo - ‘—bo39p) ay (yh ) )dyldy2

V3
9? V3
— vy 0p0 _ _~ , X
—802( 5 )/Y (buruhﬂ, \/gbllep) 8y' (991(y1)¢(y1,?/2))(y1, ) )dyldy2+
V3 o0 1 9* V3
+ 2902(-9—) /1 (b12'ruh‘r/1)/ - —\/_—bl’wp) 99100 (‘Pl(yl)'d)(ylayZ))(ylv T)dyldyﬁ

(9 9 0
652 ('\[‘) (bl‘?-ru 900 — —ﬁblwp) Em (1(y1)¥(y1,y2))(¥1, —\é—g)dy1dy2+

8%y 3
+ 902(-—)/ (b22ruhf-p0 - 7—'5290,;)991(111) By2 (yl, \/—)dyldy2+

,9 V3
Lp2(-———)/ (b22ry 0p0 - _b22«9p)991(y1) y2(y1’ —Q_)dyldy2+

0 9 ‘ 3
(p (—)/ (bo’)ru noeo %bﬂep)ﬁol(yl)d)(yl,—\é:)dyldy?.-

Pour les expressions (AIIL8), (AIIL9) et (AIIL.10), on a

2 \/gyl
5 )Pl

P(s1,82) = @(y1,¥2) = o1{nn )992(?/2‘)993(?;

~V3y1 —y2 + V3
2 )\
SOlt,
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\/—o') \/_51 + 59

95(81352) = )
s —\/_ fs +So —V/3s1 —s52 +V3
= o1 (R a (5 Jpa(s2)a = 932 )-
En conséquence, on a
1 372”
Té/ 4227 57 9% (41,0)dt, dbo+
1 , 0%
- 1 t t 2
+ 16/ B4ab1852( 1, )d ldt-+
16 /Y C3 ayn,(tl,O)diflalto
, 0% 35 —/3s; +V3
_993(0) 46 (991( )pa( ) Jeoa( 1 ))d31d32—|—
\/_oz \/_81 + $2
+16993(0)/ 4301 5a (901( 5 )%
—V3 2 +
X 4 2 23 \/—)>(u,0)dsld92+
1 O3 , O 51— V339 \/?:31 + 59
50 [ Bl ()
| K +
X @4 V3sy 232 \/_))(sl,O)dsldSZ—l—

59 3 2
+103(0) Aoc4az(w1< Ry, (Yt

—3s; — 32+\/—))

X @4 5

(Sl, 0)d81d32+

20 — \/§S \/§3 + 59
+ 2220 [ Gl (e
~V3s1 =5, +3
X pa (TSI ) (o1, O)dsdsn +
Lo v3 ~V3+V3
+E 6:923(0) C4‘f°1(—)992( Sl )pa( 9 Sl)dsldsz.

Pour les expressions (AIIL.11), (ATIL12) et (ATIL.13), on a

-\/_yl —V3y1 —y2 + V3
2

G(81,82) = (Y1, y2) = @1{y1)pa( 2)os( 2 Yo ),
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soit
—31-—\/3524-'2 \/?_:31—39)
2 ’ 2

,—Sl—\/§32+2.) (\/gsl—--sg (\/§S1+52—\/§

= 1 5 ) 5 )P3 5 Ypals2).

P(s1,82) = ¢(

En conséquence, on a

1 0%
16/ A4a ,,(tl,O)dtldtQ-{—

1 | 9%
— t1,0)dt dt
+ 16 /Yo B4 8816 ( L ) tl 2+

1 c 9*o
+ E/ h 152 «,(tl, )dtidis

1 o? | — 2 3 351 — V3
—4(0) / Al (e St )992(\/;51)993(\/_51 f))dsldsﬁ

16 y,  r0s? 2 2
1 1 ('3 —381 — \/3_32 + 2 \/§S] — 82
+oeu(0) A Bl (1 Yoo (L) x
\/_ + 92— V3
X p3( 351+ 8 \/~))(31,0)d$1d32+
1 0py, 18 —31—f52+2 \/_51——.92
+76 3s2 (0)/,, Biga ("91( 5 Voo )
S + 8 3
X 993(\/_ LI \/_)>(51,0)d51d82+
a1 0? — V389 +2 \/—81
1570 | Cigg (o1 (e )
+ 3
X (,03(\/_31 232 \/_))(81,0)d31d52+
2 8994 6 —81 — \/552 + 2 \/§81 — 89
t5ao® | Cigs (el L2 T Yoa( ) X
3s — V3
X @3( \/— ! +282 f))(sl, 0)ds1dse+
1 8%y, =81 +2 V/3s V3 V3
5 ag© | Clor(—5 )5 el 21 sy dso

Fn additionnant tous les termes obtenus, on obtient une expression dans laquelle on choisit
comme fonctions test des fonctions telles que tous les termes en facteur devant les intégrales
soient nuls, sauf un.

a-
dy3

Avec (0 # 0, on obtient
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V3
/ (bgg-,—,,(hf.ﬁ_ + h£ﬁ+) — %l&ggl,)dyz =0 (AIII.14)
0
2
Avec 86—;9%2(\/75) # 0, on obtient
| s 6p0 _ L
/(; (l)22-,-,,h.rﬁ - Ebggep)dy2 = 0. (AIII].S)
A 62(,93 .
vec ——-(0) # 0, on obtient
0s3
" C2dy, =o. (AIII.16)
-3
62994 .
Avec ———(0) # 0, on obtient
Oss
" Cldy, = 0. (AITI.17)

-1
2

Gréce aux périodicités en y; et y, des fonctions %, on a

/ hff—dyldyg =/ hfg_dyld?ﬂ =0,

Y Y

' / K20 dy; dy, =/ hP0 dyydyy = 0,
v .

/ BOP* dyy dy, — /1 RO+ dyydys = O,
Y' vd

/ 0l ds = / 01%ds = 0,
Yo Yo

/ 0¥ ds = [ 0%¥°ds =0.
Yo Yo
D’apres (AIIL.14), on a

1

b dy, =0,
2\/5 229,») Y2

\/5 9
/ (bazaa(hos™ + heg™) —
0

d’ou

V3 ba26
| gt = 2o
I - - 2b9222

D’apres (4.13) :

v gp0 1
/0 (b2222hgg - 7§b229ﬁ)dy2 =0,
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d’on
Vi o 229
[ g, = e

0

bazan
D’apres (AII.16), on a

(961111 ~ 6v/3b1112 + 3b1122 — 6v/3b1211 + 12b1212 — 2v/3b1222 + 3bga11—
Yo

~2v/3b2012 + bmz)O%’” — 4(3b116p — 2v/3b126, + ba20,)dy1 dy2 = 0,
d’ou

20p o 8(3b116, — 2v/3b126, + b226,)
022 dyidys =
Yo (961111 — 12¢/3b1112 + 6b1122 + 12b1212 — 4V/3b1222 + baazo).

D’apres (AIl1.17), on a

/ (9b1111 + 6V3b1112 + 31122 + 6v/3b1a11 + 12b1212 + 2V/3b1922 + 3bao1; +
Yo

+2v/3bga19 + bzzzz)oggp — 4(3b116, — 2v/3b120, + baze,)dy1dys =0,
d’ou

16p 8(3b116, + 2v/3b126, + b226p)
022 dl/ldyz =
Yo (961111 + 12v/3b1112 + 6by190 + 1251912 + 4/3b1299 + bagaa)-

Finalement, on obtient

. 2bag22b22¢
12v/3¢% 49, = 6base, — __a_g__g_
2222

_ 2(3b119p — 24/3b126p + b2265)(3bap11 — 21/3bop12 + bap22) _
9b1131 — 12v/3b1112 + 61122 + 12b1212 — 4+/3b1922 + baaao

_ 2(3b116, + 2V/3b126p + b226,)(3bap11 + 21/3bap12 + bap22)
9b1111 + 12¢/3b1112 + 6b1122 + 1261212 + 4+/3by999 + baaaa.

Rappelons maintenant que, pour des raisons de simplicité, nous avions choisi de prendre
pour les a;jxn des constantes de Lamé.

Les coefficients b, g9, sont alors également des constantes de Lamé.

Leurs expressions sont données par

.. G\ o )

1111 = b2222 > T2

bio12 = ba112 = ba121 = bioo1 = 1
22

bii22 = baa1y = e
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En remplagant les bygg, par ces valeurs dans 'expression de q,44,, ON obtient

. _ s V3p(13X 4 10p)
41111 = 92222 = 48(/\ - u)'

* * * * \/§M(7A + 6ﬂ)
q1212 = 92112 = 92121 = Q1221 = 48(A + p)

. V3u(A+2p)
92211 = 48()\ +.U)

| tous les autres sont nuls.

*
91122
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AIIL.3) ETUDE D’UNE STRUCTURE DERIVEE (EN LOSANGE).

On étudie & présent une plaque dont une coupe horizontale est déduite de celle de la
structure en triangle (figure 1) en supprimant toutes les barres horizontales (voir figure
3). 1l s’agit donc d’une plaque perforée dont les trous sont des cylindres ayant pour base
un losange. L’étude de cette nouvelle structure ne difféere pas de la précédente en ce qui
concerne les passages 3 la limite en e et en €. Les calculs concernant le passage a la limite
en 8 sont différents du fait de I’absence des trois barres horizontales dans la cellule de base.

FIGURE 3

Nous ne donnons dans ce paragraphe que la valeur des coefficients limites obtenus.
Comme pour la structure précédente, nous considérons le cas particulier ot les coetficients
d’élasticité sont des constantes de Lamé. Comme nous 1’avons vu, les bygg, le sont alors

également. Nous établissons le résultat suivant :
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AIIL3.1) Résultats de convergence pour qg, 80,

Avec les coef ficients de Lamé précédemment rappelés, on obtient, en faisant
tendre § vers zéro :

-1_6 *
6 lqaﬂep — aBop>

avec

(= (15X + 14p)
1111 ——48\/3-(/\4‘#) )
. V3u(13) +10p)

92922 = 48(/\ +ﬂ) )
¢ . . V3p(A +2p)
Q1122 = 92211 — —m,

Coote = Ghits = Qlogy = Thioy = p(132 + 104)
1212 = 92112 = Q1221 = 92121 _48-__——\/5(/\ e

| les autres sont nuls.

Coercivité des coefficients q,4q,

Montrons qu’il existe a > 0 tel que

VE € R?, gijknbijbrn > abijij-

On a

gijkn&ijlen = %1115%1 + (12222532 + 21122611622 + 4(112125%2 =
(15X 4 14p) 3u(13)\ + 10p) e Bu(X + 2u)
48v/3(\ + p) 48V3OA+ ) 2 48V + i)

4p(13X + 10p)
48v3(A + )

&+ €11€22 +

Or, on a

ﬂ[(15/\ + 14#)5?1 +3(13A + 10#)532 —6(\ + 2u)é11€22 + 4(13X + 10#)6%2] =
= p[8AE] + 240€2, +320¢7, + T\ + 2u)é}, +15() + 20)€2, — 6(X + 21)€11€22 + 20(X + 2p)€]
= pu[8M(E + 363, + 463) + (N + 2p)(7€, + 1563, — 6611622 + ED)]
> p(XA +2p) (€11 — €22)* + 6€5; + 663, + 20€7,)
> p(h +2p) (661, + 663, +20¢7)
> 6u( X +2u) (63, + 655 +261,),
B

d’ott la coercivité des g; 44,-
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AIIL.4 GENERALISATION A UN ANGLE o QUELCONQUE.
( POUR LES DEUX STRUCTURES).

CAS DE LA FIGURE 1: STRUCTURE EN TRIANGLES.

Dans le cadre de cette généralisation, les deux barres obliques ne font plus avec I’horizontale

des angles de % et 2?”, mais des angles a et 7 — a (avec 0 < & < g)

2 ) T
Iei, 1 de Y* est égale & 6(2 + ——) — 26(—— + dtg( 7 — 626(1).
ci, la mesure de Y* est égale & §( +cosa) (sina+ g(2 a)) +6%6(1)
D’autre part, les dilatations correspondant aux différents barres sont données par :

Transformation de la barre Hy en Y :

21 =
Y2
Z9 = 3 .
(Qi‘ga)’

Transformation de la barre H g enY :

21 =M1

Y2 tg2a tgo
(Tg%) 26 2

Z2

Transformation de la barre H ;*' enY:

21 =
2tq%a
Z9 = y: — % + tga.
(925a)

Transformation de la barre O en Y

{ §1 = cosay; + sinayz

89 = —sin ay; + cosays,
suivi de
h = —1—.—31
1-ésina
ty = %2__

Transformation de la barre O¢ en Y

{51 = —cosay; + sinays + cos o

89 = —sinay; — cos ay, + sina,
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suivi de

1
t) = ——s
1= 1 “§sina
S2
g = —.
27

Par des techniques du type de celles que nous avons déja employées, nous établissons le
résultat suivant :

A II1.4.1 RESULTAT DE CONVERGENCE SUR qiﬂ@p- CALCUL DES ¢34,

THEOREME : En faisant tendre § vers zéro, on montre que

-1.5
6 l%ﬂap - q;,eap-

De plus, le coef ficient limite g4, €5t défini de la maniére suivante :

On a

bapa2b226, _

12tgaq5 86, = (2 T )baﬁ0p -2

ba222
(sm abap11 — 2 cos asin abggra + cos abaﬁgg)(sm aby1g, — 2 cos asin abyzg, + cos abnep)

cos osin® awby111 + 2 cos? a sin? abyiog + 4 cos? asin? abygrs + cos? abaars)

(sm abapr1 + 2 cosasin abegra + cos abaﬂgg)(SIH aby1g, + 2 cos asin abigg, + cos Obgggp)

cos asin® aby111 + 2 cos? asin 2 aby109 + 4 cos? asin’ abygig + cost abagrr)
En prenant pour les by g, des constantes de Lamé, on monire, tous calculs faits, que :

4

N ) 14 cosa 14 cosa
dii11 = 6(>\+/1)((3 fya + cos? asma))\+2(——a——

2u sina((B + cos? @)X + 2(1 + cos? a),u)

+ cos® asin @) p)

99990 = 6()\ n ”)
iry = Dot = _,u()\ + 2u) cos? asina
1122 = 92211 6(/\ n #)

u((l + cosa — cos? asin® @)X + (1 + cosa — 2 cos? asin’ a),u\

91212 = 92112 = 92121 = Q1201 = 6 sin (A + )

{ Les autres sont nuls.
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CAS DE LA FIGURE 3 : STRUCTURE EN LOSANGES.

On a le théoréme suivant :

THEOREME :

En faisant tendre é vers zéro, on montre que

-1 6§ *
é QaﬂOp — 4By

De plus, le coef ficient limite g g, €st défina de la maniére suivante :

Ona

2

12tgaqy g9, = gszbaﬂép_

(sm abagir — 2 cosasin abaprz + cos abamg)(sm aby19, — 2 cos asin abygp, + cos” 2 abyag,)

cos a(sm abiiin + 2cos? asin? abyi9g 4 4 cos? asin 2 abyo1z + cost abyggn)

(sm abap1i + 2 cosasin abagiz + cos? abaﬂgg)(sm abiig, + 2cosas1nablgg,, +- cos? abang,)

cos asin® abyy1y + 2 cos? asin 2 aubyg9o + 4 cos? asin® abyarg + cost abaagr)

En prenant pour les bygg, des constantes de Lamé, on montre, tous calculs faits, que :

peosa(2X + (A +2p)(1 + sin’a))

67590“1;111 = ()\ + IL) ’
2usin®a(A(2 + cos®a) + 2ucos’a)
6tgagyany = Mt p )
. . psintacosa(X + 2p)
6tgoqrioe = 2011 = — O+ 1) )

p(\ + 1) — p(X + 2p)cos?asin’a
cosa(A + p)

6tgagiays = Btgags o = 6tgagy sy = 6tgaqisy =

)

L Les autres sont nuls.

. . . s ,
Si I’on prend en particulier & = —, les trous en forme de losange sont des carrés, donc on
P p 1’ )

retrouve la structure étudiée dans Cioranescu-Saint Jean Paulin {1}.

1 est alors intéressant de comparer les résultats que nous avons obtenus & ceux de l'article

précité, en prenant soin de ramener les dimensions caractéristiques de la plaque considérée

dans celui-ci & celles de notre plaque.

Le repéere utilisé dans cet article est paraliele aux barres, alors que le notre fait avec
7 ) )

les barres un angle de —. Aussi, pour comparer les résultats obtenus par les deux cal-

culs, nous reprenons 1’équation homogénéisée obtenue par D. Cioranescu et J. Saint Jean
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Paulin (écrite pour les bonnes longueurs), et nous la réécrivons dans notre systéme d’axes.
Certes, il s’agit d’une équation stationnaire, mais elle se préte néanmoins trés bien a notre
vérification.

L’équation homogénéisée obtenue dans Cioranescu-Saint Jean Paulin [1] est donc ici du
type

0U,
> =2F
10890 5, D2502402,
avec ) \/_
. . 2F
q1111 = 92222 =~ 9 °
C o e e . _ Vo
q1212 = 92112 = 92121 = 1221 = T,
\ les autres sont nuls.

Cette équation s’écrit

N NP il OUs 84Us
91111__82‘11 ‘12222"—823 d1212 92,02,02,022 d1221 921022022071
0tU, 84U,

. 05, — 2F.
+42112 922021021072 +in 029021022021

Nous avons détaillé écriture des dérivées partielles pour faciliter Iidentification des coef-
ficients homogénéisés.

On fait le changement de variables suivant :

21_21+22

V)
/ —2z1 + 22
2y = —F=——-

V()

Avec les nouvelles variables, le membre de gauche de équation homogénéisée s’écrit

84U, . 04U, ) 04U, . 54U,
qu&manf+&ﬁa&ﬁanf+&@nmanmf+mmn&ﬁa

04U, . 94U, . oAU, . 04U,
T, A LA LI v o Ty, AL R PV P Y P Qo+ 5.5 -5.,,0%

Qiznt+

Q;211 ’

avec
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-

( 1 * *
Qi = 59111 + ¢12125

* — * — *
Ql122 = 241111 912195
1

* _ * _ * . * %
Q1212 = Q1221 = Q2112 = Q2121 = 2‘11111,
Q* - _:_l_ * *

2211 — 2(11111 —4q1212»

1

* _ * *

L Q2222 = 5‘11111 + 12125

d’otl1, en remplagant les coefficients ¢}, et ¢y, par leurs valeurs :

N

.
QIIII = Q;111 = \/5
QT212 = Q;221 = Q;112 = Q§121 = \/5

L QRi122 = Q2211 = \/5

p(7TA + 6p)

24N+ )’

p#(3A + 2p)
24X+ )’
H(A +2p)

24\ +p)

On retrouve les valeurs issues de la formule générale.
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B) ETUDE DU CAS r>2.

BI) DEPENDANCE RELATIVE A L’EPAISSEUR.
BI.1) Dilatation du domaine.

Pour les mémes raisons que dans le cas r = 2, on dilate le domaine Q..s en un domaine

Q.5 indépendant de e.

Les changements de variables et de fonctions sont analogues.

On obtient
er+la_;‘f2i6 - ea—i; el = f dans Qe x (0,T)(I.1.1),
e%‘fj—é _ eai, - gmof = S dams Qs x (0, TY(1.1.2),
e — 0 sur Lo x (0,T),
offng = 0 sur OT,s x (0,T),
(B.2) | ofing = g sur Lest x (0, ).
#55(0) = e 1¢%%  dans Qess
$55(0) = 45  dans Qes,
%5_6(0) S dans Qes,

ot les fonctions f; etg¥ sont définies comme dans le cas r = 2 (voir AL2).

On va prouver le résultat suivant :



BI.2) THEOREME 4.

Théoreme 4

. ) o €60 o €60
On suppose que 3! | ¢58 lr20a.,) > €1 ~¢+ | , et | i
028 Lra.s) 923 12(0.0)
i Y . ) afi 4 39?
sont bornés indépendamment de e, et que les fonctions fi, B g; et 5t le
sont également.
Alors, on a
4% — ¢*°% dans L=((0,T), Ves) faiblex,
ou ‘
3 = 25%(21, 22, 1)
. a@*eé 7 .
¢’a\'6 = —2Zz3 3 (21’ z2vt) + @asé(zla Zg,t).
o
De plus, ®3¢est caractérisée par
1 &t pre g
—b, 3 = *dz g x (0,T
3% =0 sur v x (0,T)
a(p*eﬁ
3 = sur v % (0,7T)
ﬁ on
1 23
12 T,,gpmnn =0 sur atsg X (O, T)
1 Pz’
—1—2 ,—ngpmnr =0 sur 8t€5 X (0, T)

et
o = 0.

78



BL.3) DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

B1.3.1) Estimations a priori et résultats de convergence.

b €é
, et ’équation en ¢3 par Z;’ . En ajoutant les deux

égalités obtenues, et en additionnant les termes similaires, on trouve

Multiplions I’équation en ¢, par e

1 r+42 a¢§6 2
2t / ( Z I ot

+ e-aruaﬁ')’rrz(¢€ )'Yozﬂ(‘»é ) + 46&1’1](1371’17(‘1556)7013(4556) + 2arn33733(¢ )71'1)((1566)"‘}‘
+ 4a:303Ya3(9° )71’3(96:5) + eV ara33733 (6% )1ra(6°0) + e 2asaas | 733(6%) I° ) z

B a¢-—-6 ¢56 ia¢
- [ g Iy dz+/ (eg?

En intégrant ceci de 0 & t, et en multipliant les deux membres par e?, on obtient

56
—/ [Zl% B e B ey

+ Gryas (e“m(¢€6)(t')) (27a8(8)()) +
F4argas (1 (99)D)) (aa(6)(0)) +
+ 235 (153(6)(®)) (7ea(47)(D)) +
+ dar305 (e7a3(8°)()) (e7r0(6) (D)) +
+darsss (153(#)D)) (e1ra(6°)(D) +
Fazsas (153(8°)D)) (r3(6°)(®)) | d=

T €é €
= [ [ e 125 4 22 ey

8(15 8¢55. E(0)
3 2003 4. 2
/ /ri g3 < )dzdT + € 5

ou E(t) est défini par
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o= [ (X1 0y 1152y o

+ arnas (2 7e1(67)(1)) (vaﬁ(¢5's)(t)) + drgas (Yea()(1)) (raa(#°)(1)) +

+ 20045 (153(80))) (3(6)(®)) + 41303 (723(8°)(D)) (ra(#°)(D)) +

+4e aran (13(6°)0) (rrs (7)) + € aszas (180(6)(B)) (1067 )(1)) | 2
Appelons A (respectivement B) le premier membre (respectivement le second membre) de

I'inégalité précédente.
En posant

005(¢°°) = e Yap(9),
(B.3) 0a3(9°0) = evas(6°%),
033(4°%) = v33(9°%),

le membre A s’écrit

) 5 [ (1 90 4y 4 15 25 ) P taguaun (0009 0) )

Posons

Le membre A s’écrit alors :

/ (Z | =, |2 +aiJLh0kh(¢€6)(t) 11(¢€6)(t))

Or, d’aprés la coercivité des a;jrn, on a

(B.6) >3 Zu (t 1Z2(0) +Coleeu<¢“)<t>||mm-

D’autre part, on a

¢
0 JQ.s 8 2

Or,on a
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t a =) v
/o /Q (f-€° ¢ + f3€? ) ’dT_/Q (F- () 655(1)) + falt)(€®5°)(2))dz—
- / (f-(0)( 3¢55(0))+f3(0)(e $55)(0))dz — / / (aff Ry af:e2q5§6)dzdr,
Qe&

d’ou

/0 t /Q e 0§°6

Hfr(t)llm(szm+ Sl g (1) ’6l|m(a=6)+ ||f3(t)||L2(Qw)+ Slle*0s(8) 20,0+

3¢
z <
5 ) dzdr

S 5
1 ) o
ZHf'r(O)”L?(Qe,g) + ||63¢ 0 Z2g0up) + 5 ||f3(0)||L2(956) + —||€2¢ 50)[T2 0.5+

Of-(t €6y of
= G [ 1662 Olnandr +3 [ 15 i+
2 J, T L 3/, .

1 [t .
45 [ 165z ot
of:
< (I < o100y 130 o omarc0.)

c! / 16:5(6°° )Ry dr + CY"-

+ Crall6s ()G 2 a0+

De plus, on a

b
/0 (g* 38¢ gg?"'e 095 )de”—/ (g7 2(t)e® 920 (t) + g3 (t)e? 50 (t)) ds—

ot

. . 39 (399 39y 2093
_ 3 cb 6 _ T 3
/Pi (47 (0)°¢°(0) + 63 (0)e57(0)) ds / /Fi o o T et o)

eé

Par conséquent, on a

eb &
/ (gjb 36¢ g‘,,:':e2 0¢5 )dsdr <
0

ot
<__“:i:tH2 |3¢£6t 1 & 6t
gr( ) L2(I‘i |6 ( )HLz(pi '_”93( )”Iﬂ(l"i + 2” ( )H[}(pi +
“g (0)“[,2(1'\1 He ¢€6(0)HL2([¢ “93 (O)HLz(pi ”6 ¢§6(0)”L2(pi

dgE(t . dgF
/ H ( )HL (pi dr + 5 / ” 3¢ 6(t)“L2([‘=t dr + - / “ % “Lz(pi dr+
+ 5[) “ez(bgqliz(pf&)d”—

agt 2
< Co(010 o o nces )+ 150711

! A HES 2
(o,T,L2(1‘;f6))) + Call8:5(¢ )(t)IILz(th&)+

i
CQ’A ||9ij(¢sb)(7-)||iz(pf6)d7_ + C;”-
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D’apres les conditions initiales, on a aussi
e?E(0) <0

On obtient donc finalement
t
(B.7) B < C3 + C3all6:(¢7 ) (D)I12q.,) + C3 /0 16:5(6°°)(T)||22(q. ) dT- -

D’apres (B.6) et (B.7), on a
5 Z H Vs (t Wizca.s + Co Z 110:;(6°°) (W3 2¢q.,) <

Cs + C'a”9u(¢¢6)(t)“m(ﬂea) + C”/ I|911(¢66)(T)||L2(Qg5)d7"

Choisissons « tel que Cy > Cia
Alors,on a -

Z H (O] 2a.p + Z 165(8°) () 22,0y <

< K4 / 18:(65 YO 200,y 7,
0

c’est-a-dire
t
S 106 Kol < K+ [ 180

D’aprés le lemme de Gronwall, on a

S 118:(%) ()3 2.y < KX,

i’j
d’ou
56
(B.8) Z 10:5 (8™ M 7. 120007) < €
soit encore
a,‘bsé 9
<
(B.9) Zn P e ey <
soit enfin
)
Ie-.%”% 2 < C, (B10.1)
3t 'L (0.T.L2(2s))
(B10) 5
(D )
2 <C 2
ot |IM(0TL2(Q ) S C, (B10.2)
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et d’apres (B.8), on a

2 156'
e Yap(6" ) oo (0.1,1200,5)) S © (B.11.1)
(B.11) levas(8°0) . (0.1.02(000)) S C, (B.11.2)
/ (b v »
lev33(6™ ) o (0.7, 2200000) S C. (B.11.3)

D’aprés (B.11.1), (B.11.2) et (B.11.3), et d’apres I’'inégalité de Korn, on a
e — ¢*<% dans L(0, T, V.s) faible.
De méme, d’aprés (B.11), on a

12 25552 <
(B.12) le”o:; Lo (0.7.L2(Qes)) ~

Par conséquent, on a
(B.13) e205d — o7f® dans L™(0, T, L*(Qes)) faible.
Par un raisonnement analogue & celui utilisé dans le cas r = 2, on montre que

618 = B3%(21, 22, ),

A*c, a®*56 : . ! .
@-0:.5 = —23 af + @0'66(21722’t).

“o

BI.3.2) Caractérisation des fonctions 32c8 et 1.

Pour obtenir les équations limites qui caractérisent ®1® et ®%°%, nous allons utiliser une
méthode analogue a celle de Caillerie.

On multiplie ’équation

2 6
el 8° 9%’ _ doty dog3 = f
ot? Oz, 023 T

par
€"239‘1'(21, 29, t)v

avec 8, € D([O,T[, V(wgbg')), indépendante de z3,
ou

V{wes) = {v € H (wes),v =0 sur ow}.

On obtient
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T c
82(,#'6 0 F.) T
r+2 T 248, — 2 7 4 .5~ 0, cé :/ / :
/0 /9:5 (e a9z 3 ¢ 9=, Trp?3 €5 30,3239,—)dzd7' b Ja, frez3b,dzdr,

soit

T a2¢56
/ / o7 H2 TN I 20, d~dr+/ / e’ 0',-7]438 Tdz d7'+/ / e 0,-,,~39 dzdt+
0 Qs Qcs <7 Qes
T .
+/ / or3ez30, n3dsdr :/ / frezzf,dzdr.
0 Fg:é o 956

L’équation (B.14) s’écrit

=)
_/ r+’7 —l¢ =6~39 (1.1,22, )dz-i—er“/ / 845 Zg%g—d d +
Qes Qs

(B.15) +// 620T,,Z3——T‘d3dT+// ear30rdzd7+/ / gfez;,ﬁrdsdt:
0 Qes az'] 0 Qs ' 0 Fe::!:6
T
_ / / frezs0,dzdr.
0 Qsé

Or, d’apres les conditions initiales, on a

€%+1|¢}—66|L2(Q€5) <C.

Puisque
et 1oL paa sy = €271 81 L2, €%
et 6 6
41 00% r 1005 r
e =iz = le T l@ne”
il vient
T 09,
_O+0+/ / (M.;.",,6 + Q0 )d21d22d7_—.0,
L 0 Wes ‘(" .
soit
o _8]\/[’,*,] .
(B.16) +Q5=0.
Oz
Multiplions maintenant par 63(z1, z2,t) 'équation
82 € o , d
T 0 T T8

ot? 8z, Oz
ot1 83(z1, z2,t) € D([0, T[. Hy(w)). 1l vient

T e
. . CYRI R
—e” 1280424, 2 dz—/ =3 ——dz // zar—
e /Qm_(ﬁa 83(z1, 22,0) S + g eag,, +033 o)d dr

T T
— / / gE0;3dsdr = / f303dzdr.
0 Jles 0o Ja¥
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/

Faisons tendre e vers zéro.
On a d’une part

6 I-1,5%
eT|63 | 2a.) = €T TN eE 635 Lagas ),

et d’autre part

a¢€6 e g _+1|a¢56

¢l ot [L2(0.5) = €7 [L2(Q.4)

d’ou 'on obtient

g aQ* * *— 1
(B.17) ot =T e+ [ fida
Oz, -1

Dans (B.17), remplagons Q% par sa valeur tirée de (B.16).

1 vient \ )
0°M; 2
— = ydz g
I fidz +(95" +957)

Multiplions maintenant par ef(z1, z2,t) I’équation

r.|.1a (;b'r _eaa‘rv] _ 80'1-3 — f
ot? 0z, 0z3 e

avec 8, € ‘D([O,T[, V(wsg)).
On obtient

2 <6 T T
/ / ,T dzdr —62/ / 80”'0 dzdt — e/ / 80”’0 dzdt =
Qes B Q. 97y Q., 023
)
o [ et [[ | 2%
a,, Ot

/ / e’ 0’,-,,8 dzdt - e/ / 030, n3dsdr =
Qes "7

_ / £,6,dzdr.
0 Q:& '

Faisons tendre e vers zéro.

Il vient
T
. 00,
/ / N,_,76 T dzidzedt = 0,
0. We
soit
ON}
(B.19) - 1 =0
0z,

Soit maintenant 8; € D([0,T{, D(w)), indépendante de z3.
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posons v; = 236;(z1, 22, t).
On multiplie par e?v, Péquation
orH okl _ 9ory  Oor3

o T, Oz T

et par e?v; I’équation
82 (}5§6 60'3 ) 80’33

¢ o 32,, Oz, =fs

Il vient ) es
/ / r+36 ¢ vrdzdt +/ / vgdzdt—
Q 6 Q:6
—é® / / -a;‘h—)'vidzdt —e? / / 80',‘3 vidzdt =
o Ja.s 97y o Ja. 9%
T T
= / / e? fyvsdzdt —i—/ / e? fru,dzdt
0 Qs 0 Qs
soit

T
/ / e’ fv;dzdt = —/ er+3e_1¢l56239r(21,22,O)dz—/ 6r+26~1¢:13€62393(21,Zg,O)dZ—
0:6

Qcé

:5 155
r+2/ / ~3%d zdt — r+3/ / a 439,.dzdt
Q eb Q L)
+ 6 O’,‘,].:;3—' + e 0','3-9,‘ d.:dt — € 0',‘3239,‘Tl3d3dt.
o Jau Izy Oz o Jr

Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

T
0:_-»0-_0-0—o+/ / (0+ 070:)dzdt — o,
X3

soit

053 =
Comme dans le cas » = 2, on remplace M4 (resp. N ;) dans (B.18) (resp. dans (B.19)).
On trouve

: —l—b 0a3- = : frdzs + (93T + g5F) sur wes x (0,T)
12 Tnopazraznazg@z,, - __;_ 3 3 93 93 €b ’
&3 =0 sur 0w x (0,T)
x£8
\ azz =0 sur 0w x (0,T)
1 02 P3es
l—éb,-qep—‘—azggzp Ny = 0 sur ate,s X (0’ T)
a ,1 o2 Ppred
\ a_zg(ﬁb"’o‘” a——zgaazp)”r =0 sur Otes x (0,T),
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et

0 v
- ’87 (brné?p"mp(@ 6)) =0 SUT Weg X (07 T)
Ul
&reb =0 sur dw x (0,T)
bryopre, (P )y =0 sur dtes x (0,7T),

d’ou

Pt =0 sur wes % (0,T).

BI1.3.3) COMMENTAIRE.

Bien que le probléme de départ soit un probleme d’évolution, le probléme limite qui car-
actérise ®3°¢ est donc un prcbléme stationnaire du quatrieme ordre.

Les passages & la limite en ¢ et en § sont traités dans (Cioranescu-Saint Jean Paulin {9]),
“article qui traite de ce type de problémes pour d’autres structures réticulées. -



C) ETUDE DU CAS 0<r<2.

CI) DEPENDANCE RELATIVE A L’EPAISSEUR.

Nous reprenons ’étude du probléme (A1). Comme pour les deux cas précédents, il faut
dilater le domaine Q.. en un domaine .5 indépendant de e.

Des changements de variables et de fonctions identiques & ceux qui ont été utilisés dans
les cas précédents nous donnent le systéme

r+1 02¢$'6 0 g6

v eg; Trpg — ai%af.g : et~1f. dans Qs x (0, TYC.1.1),
ra—;fT? — e% o—;f, - a—i—a;g = ei7lf; dans Q. x(0,T)C.1.2),
$<¢ = 0 sur Ty x (0,7),
ofn, = 0 sur 9T.5 x (0,1,
(C.1) oifins = gl-i sur . I"ifé x (0,T).
#5(0) = ¢ 1¢¢%  dans Qes,
agfé(m | = g dans Qus.
£6(0) = 45 dans Qus,
25 o) — 4 dans Qs

avec les notations suivantes :

05! = aijapras(9°) + 267 aijas7a3(67) + e 2a33733(6°°),
et fs = Fy,
] e? 7 f, = eFy,
ga = Ga.
L g3 = e 1G;.
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CL1) THEOREME 5.

Théoreme 5 :

On suppose que

. a¢§60 0¢¢60
et | g5t 2.0 ¢l —— | , et| ——— | sont bornés indépendamment de e.
325 L2(es) 323 L2(Q,5)
Alors,
2 16 ) e} .
e? 3% — ¢*<° dans L®((0,T),V(Qes)) faiblex,
ou

36 = 23(21, 2, 1)
093t
O0zq

$ul = —z, (21, 22,t) + B3 (21, 22, ).

o

De plus, on a

093¢ —0
ot
Soit la fonction ¢3¢ définie par
5
e-§+1 aég R ¢*66
ot 3
Alors, la fonction ¢3¢ est caractérisée par
1 ey 1
3 a xeb 3
/ q;; dzz = fidzs sur weg X (0,7,
-3 -3
b ;
$354(0)dz3 = $1*0dz; sur wes X {0},

1 -1
2 2

la fonction ¢1*<® étant définie par eZT1¢3¢% — ¢1*°® dans L?(Q.s),

et
¢t = 0.
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C1.2) DEMONSTRATION DU THEOREME 5.

Par des techniques du type de celles employées pour les cas r = 2 et r > 2, on établit des
estimations a priori identiques & celles du cas r > 2 (voir (B.10) et (B.11)).
Or, on peut écrire

ol

eb
628¢3 . er+18¢

ot ot

De plus, on a

2 e

3¢ 2o (o, i, 0) <€ (indépendant de e.)

Or,onal— % >0, donc
5¢ 0¢*56 _0 .
ot o

L’estimation (C.2) prouve l'existence d’une fonction é3 telle que

b
L AL

5 — 9 dans L*(0,T, L*(Q.s)) faible *

s . . ~ b
Caractérisons la fonction ¢3

On multiplie ’équation

ra’lq’)e& 60 aa.e
6t'-’3 — aw 8233 =er 7l dans Q.5 x (0,7)

par la fonction 63(zy, z2,t) € 'D([O,T[, H(}(w)).

11 vient
2 T a 56 eé
/ / 9 ¢3 ——=03dzdr — / / 19;dzdr — / / 9033 30;dzdr = €7~ / / f303.
Qes Qes 62,] Qes 323 Q.
soit
T e T
03(0)dz — —dzdr —2dzdr =
/Q (0) /Q/ 5t ot +/Q/0 Tan gy, 4T =

T
= / / e3 7 f,0,dzdT + / / 9 0sdsdr.
Qc6 0 [‘fﬁ 4]

Multiplions par e! =% les deux membres de 1’égalité.
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Il vient

;. - 0¢35° 00 0
J e I R -
Qes chx(O,T) 56)((0 T)

n
(C.3) = / fab3dzdT + / e' =3 gF0;3dsdr.
s x(0,T) It x(0,T)
Or, on a
et 8¢

o —(0) = e!*2¢1%* (borné indépendamment de e d’aprés les conditions initiales).

Soit donc #1°%* définie par

el+%¢;}1€6 _M¢§66* dans L2(Q€6) faible.

Faisons tendre e vers zéro dans ’égalité (C.3).
Il vient

— ¢;*€593(0)dz—/ #< 6893d dr+0=

Q¢6 956 X(O,T)
=/ f303dzdr,
956 X(O,T)
soit, pour toute fonction 83(z1,22,1) :
1 eb

e 3]
- / $3*<?0;(0)dz + / $5%(0)65(0)d= + / az 03dzdr = / f¥65dz=dr.
Qes Qes Q.5 %x(0,T) Q.5 x(0,T)

11 vient donc

-1
2

|
RO

$58(0)dz3 = 21 $1*8dzy  sur wes x (0, 7).

-1 —
2 2

La caractérisation de ®*¢ est effectuée par des méthodes analogues a celles employées
dans les autres cas. On montre que &% = 0.
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2.PROBLEME DE THERMIQUE- CAS BIDIMENTIONNEL.

Nous étudions maintenant une structure bidimentionnelle, dont la géométrie est identique
3 celle de la coupe horizontales de la figure (1).

Sur cette structure, nous définissons le probléeme thermique suivant :

0 Oust
_ a_x_(au_a;_) =f dans wes
i j
. €b
(1) aii'aauT”" =0 sur tes
T ;
uft =0 ’ sur §)

Nous supposons f dans L*().
D’autre part, nous supposons les a;; constants, indépendants de ¢ et de 6, et tels que

34 > 0,VE € R?,  a;&:€; > AL

Sous ces hypotéses, le probléeme (1) a une solution unique uss.

2.1. RAPPEL DE RESULTATS D’HOMOGENEISATION

D’aprés des résultats classiques d’homogénéisation, nous savons qu’il existe un prolonge-
ment Pfuf® de u®®, qui converge faiblement dans H}(w) vers la solution du probleme
homogénéisé
§ 62'11.6
pa— q. -
(2) Y 0z;0x j

uwf =0 sur w,

=mes(Ys)f dans w

ou les coefficients homogénéisés qu sont donnés par

1 axj
(3 ¢ == aij — ik =2 )dy,
) P59 T gy,

les fonctions y} étant solutions du systeme

9 (, 0=y _ :
— ayk (a-kl ayl ) =0 dans Y&
: J .
(4) a.HMnk =0 sur Ots
Ay
J

\. est périodique dans  Yj.
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Nous nous proposons 3 présent de faire tendre é vers zéro dans le probleme homogénéisé

(2).

2.2 ESTIMATION A PRIORI SUR xg ET RESULTAT DE CONVERGENCES SUR qu
ET CALCUL EXPLICITE DES COEFFICIENTS ¢;;.

Multiplions par xg le probléme (4), et utilisons la formule de Green .
Puisque mes(Yy) = 38(2 — V/36), on obtient

() | IVxilL2vy) < c6*

En conséquence, on a

(6) 6qt . — qij, lorsque é tend vers zéro.

Décomposons maintenant ¥ de la méme maniére que pour le probleme d’¢élasticité.
Alors on a

ql]—3(7—\/—b

- J
(7) Sy of 4 v[+f e Yk 2 dy, dyy
o dug Sy Je e e TR O

Les deux derniéres intégrales disparaitront lors du passage a la limite en 9.
Par des techniques déja employées, on montre

a;209;
* o Y292;
q,-j_6a,-,-—2 a -

(at’> - \,/_(1,1)(0.2] \/_a’lj) _ (\/_all 12)(\/_0'1] - a2])
3611 —V/3a12 — V3a + a2 3011 + v3az + V3ag; + azy

Remarque : Les dénominateurs 3ay; — V3aj2—v/3as1 +azs et 3a11 +v3a12+V3a21 +as
sont non nuls.

En effet les coefficients a;; étant coercifs, il existe a > 0 tel que
VE € R?, ;i€ > adiki

Pour £ # 0, on a donc a;;§;{; > 0.
Prenons £; = V3 et & = —1.
Alors, on a
ai;6:65 = a1 E2 + aypbrs + as €26y + anés

= 3ay; — V3a12 — V3aa1 + ag > 4.
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Pour 3ay; 4+ V3ays + V3w + asa, on prend & = V3 et £y = 1.
Alors, on a

;€65 = @€l + a12€i&o + anbaby + ané;
= 3&11 + \/galg + \/56121 + agp > 4a.

Etudions la coercivité des coefficients ¢;;.

Posons

D, = 3a11 — \/§<112 — \/5(121 + as2
Dy = 3ay; + V3a12 + V3as1 + as2

Tout calcul fait, on a

q71 = (2a11 — ;01;26:21 + 2(ar1a22 — auazl)(Bll- + DL2)
gty = ¢is = 2V3(a11a22 — a126121)(bl—1 - l—;;)
\ 932 = 2(arrazn — al?.a‘zl)(Dil' + Dig)’
on a donc
@€ 4 ghEibr + G316 + 45,65 =
= 2(ay1a22 — G12a21) % + (-Dl—1 + -;—2)612 + 2\/§(DL1 - 1—)1"2‘)5152 + (537 + —g;)f;;’ )

Le facteur2(ajjass — @iaas;) étant strictement positif, il suffit d’étudier le terme entre

crochets.
On a déja montré que Dy et D5 sont strictement positifs.

En conséquence, on peut écrire, en supposant Dy — Dy <0

2
SD1D> | (D, 4 Dy +2V/3(Ds — Di)aéa +3(D + Do)E3

asg9

> £y D1Do + (D1 + D,l)gf + \/§(D2 — Dl)(—\}'—?—’ff + \/563) +3(Dy + D2)§%

DD,

> &30 +2D3) + 6D,65

a2

DD
as9
> o] +€3)

2 +2D,,6D) (€} +€3)

>anf(

Si Dy — Dy > 0, posons &' = —£; et &' = =&
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Alors
2D, D :
aDDs | p 4 D)2 4 2V3(Ds — Dy)erbs + 3(Dy + Dy)E2

= L1 (D) + Do)eY +2V3(Dy — D2) 66 +3(Ds + Da)é}
N———
<0

> a(ﬁfl-l—{gl) d’aprés le cas précédent

> a€] +63)
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INTRODUCTION II

Dans cette deuxiéme partie, on s’intéresse a un probleme d’élasticité défini sur la plaque
de la premiére partie (voir figure 1 ). Cette fois, la condition donnée au bord des trous est
une condition de Fourier.

Dans le premier chapitre, nous allons faire tendre la période € vers zéro. Les estimations a
priori nous conduisent a distinguer deux cas, qui méneront & deux problémes homogénéisés
différents. Ces deux problemes sont néanmoins de méme type, de sorte que nous nous
contenterons de passer & la limite en e (I’épaisseur e tend vers zéro) seulement dans I'un
des cas.

Dans le second chapitre, on change ’ordre des passages a la limite. On fait d’abord tendre
e vers z€éro, ce qui mene a un probléme limite d’évolution d’ordre deux en temps, et d’ordre
quatre en espace avec des conditions de Fourier au bord des trous.
Dans ce probléme limite, on se propose de faire tendre la période ¢ vers zéro. Comme
dans le premier chapitre, les estimations a priori nous conduisent & distinguer deux cas.
La encore, les deux problémes limites obtenus sont de méme type.
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PRESENTATION DU PROBLEME.

On considére la plaque décrite dans la premiére partie (voir figure 1).

Dans toute cette deuxiéme partie, nous allons donc reprendre des notations analogues,
mais nous omettrons d’écrire le parameétre § qui restera toujours fixé.

Sur ce domaine, on définit le probléme

4 62 (2 6 aues
62 6?21 a (az]kh a h) Fiee sur Qes X (O,T),
ui®=0 sur 'Y x (O,T),
dugs | .

ai3kh ny =0 sur I'G, X (O,T),
1) Oz,
( 5uz€ 2 6uee

Giakh 5 e + Ae’eus® + vee o =Gi*(t) sur 08 x (0,T),

68(0) — us()
3“ = (0) = .

Les deux parametres A et 4 sont des réels positifs ou nuls.
D’autre part, la fonction G*¢ est définie de la maniére suivante:

Soit G;¢: R? x (0,T) — Rx une fonction Y-périodique,
(y17y21t) g Ge(yh y2at)
ou Yy = (— = (—— =
Alors, on pose
L1 T2

Gt (21, 22,23,8) = GH(F, 2,1).

Dans la suite, on écrira donc seulement
(254 [
G ($1,$2,$3,t)=G €($1,$2,t).

Nous introduisons les ensembles suivants:

V(Qee) = {v € H(Qee), Vjpe = 0},
V(Qe) = {ve HY (), Vlpe = 0}.

Nous supposerons de plus que
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G € L=((0,T), L*(95ee))
oG
- € L=((0,T), L*(95.))
Fee € L=((0,T), L*(Qee))
ufo € V(Qe)
ufl € LQ(QeE)'
Ous® 2(, €1 s Indé
'LZ(Qes) et edlui le(Qee) sont bornes lndepend ent de

Bx]-

Nous supposons enfin que €]

e et e. '
Le probléme (1) admet une solution unique u®® telle que uf* € L*(0,T, V(Qe..)),
Out® A*uss

7 (e o] 2 ' 1 oo 7 !
ey € L=(0,T, L*(Qee)) et 50 ,GL (0,T,V(Ree)')




LEMMES DE BASE - DEFINITIONS.

Nous donnons certains lemmes et définitions analogues & ceux de l’article (Cioranescu-
Donato [2]), et que nous allons utiliser tout au long de la deuxiéme partie.

Posons Y = Y % (—% —;—

On appelle s le trou (bidimensionnel) pratiqué dans la cellule ).
x __ yi* e _¢e ¢
On pose Y* = Y* x 22)et5 =3 x 2,2).
Pour une fonction h(yl,yg, t) e L (0, T, LZ(BS)), définissons la fonction h par

h(y1,Y2,y3,1) = h(y1,y2,1).

Naturellement, on a k € L*(0, T, L*(8S.)).
On définit

2) Chl(t) = ﬁ /a (s, t)ds = IYLI /a _ oty

Pour t fixé, soit 4 (y1,y2,t) solution de

d? 8? .
_ (3_3@+?97%)¢h_0h dans Y*,
3 0 0
(3) ) - (6—1n1 + a—y—nz)d)h = h(y1,92,t) sur 9s,
Yp est y1,y, périodique de moyenne nulle.

La fonction %, est également solution de

—(§;%+§:%+§;§)¢h=ch dans Y,
(4) ) 85[: = h(y1,¥2,1) sur 95,
%d;—h =0 sur Y* x {:1:%},
| ¥h est y1,y2 périodique de moyenne nulle.
Posons
(5) vi(z1, 72,1) =¢h(a;—l,a;—2,t)-
Ona
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[ — Auyf = —€7%C), dans B2 x (=3,3) = Se
(6) . 35?: :s‘llr.(%,%,t) sur - 0See

\ (i)d;h =0 sur  R? x {:t%}.
LEMME :

Pour t fixé, soit A(y1,y2,t) € L?(8S.), et supposons que la solution 1} de (6) appartienne
A HY(Qee)-
Alors

t 9 b d
Qe ayt g & 6 ( ) a.. v($l z9 £L'3) T

Vo € HY(Qe:),v/To = 0.

DEFINITION :

Pour t fixé, soit h(y1,ys,t) € L?(8S.),
on note ula forme linéaire sur V() définie par

(8) (i) =< [ WL (1,22, 25)do

ee

VSD € Hl(Qee)a SO/FO =0.
LEMME :

Sous les hypotheses de (7) on a la convergence

(9) i (t) — pa(t) dans H™1(Q) fort,

ou

(0,00 = ma(t) [ s et i) = 57 [ mwtao
o VT Jos.

On définit maintenant :

&
<

(10) vi(t) = e g () (i (). ) = A h.(i_’,t)tpda, Vo € H'(Qe.)
Se
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LEMME :

On suppose L h(o,t)do = 0 et soit v; définie en(10).
105el Jas.

Alors

(11) vi =0 dans H™'(R) faible.
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PASSAGE A LA LIMITE EN ¢, PUIS EN e.



I. PASSAGE A LA LIMITE EN¢, PUIS e.

[.1 DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.
(LE PARAMETRE ¢ TEND VERS ZERO).

Faisons tendre ¢ vers zéro dans le probléme (I1.1).
On établit le résultat suivant:

I1.1 THEOREME 1:
Supposons que Ff¢ — F£* dans L? (O,T, L2(Qe)) fort.

Premier cas : ICq: 2%, + ||Ci;e’_||§o =0.
Alors il existe un prolongement P¢ € S(L°°(0, T,V (Qee)), L>(0, T, V(Qe))) tel que

Py — uf* dans L?(0,T,V(Qe.)) 1<p< oo,

ot u®* est solution de

Aetug*—

" 9 IY*I 62us«* 0 ( auz*) _ |Y*1Fe* _ I_?ﬂ

“Tl o oz, \"* g, ) T T Y

0S|, Bus*
7] ve 5 sur {2, X (0, T),
aue* 1
(I1.1) < qiskn 5:61; ng =0 sur 'S x (O,T),
ui* =0 sur T'9 x (0,T),
uf*(0) = u’,
auz?* _ %1
{ 8t (0) = ui .

1

et ot les fonctions ul® et u}' sont définies par

Psufo s u’;o d(],TLS V(Qe)7
Peust — u}! dans LA(Q.).

Deuzxiéme cas : ||CG:;||§o + IICE;;_:_HgO # 0.
B t

Alors il existe un prolongement P¢ € £(L°° (0, T, V(Qe(.;)),Loo (0,T, V(Qe))> tel que

Pfeut® — uf* dans LP(0,T,V(Q.)) 1<p<= oo,

ou u®* est solution de
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.2 lli;gll 6;:* dans Q. x (0,T),
(I1.2) < uf* =0 we f 0D
qi3kh aaljf ng =0 . F;t " (0, T)’
u*(0) = uj”
| 2 0) =

*0 1

et ul’ sont définies par

et ou les fonctions u} ;

1

Pe(eus') — uf' dans L*(S).

2

{PE (Eufo) — u’fo dans V(Qe)y

Dans les deuz cas, gijrn est définie par

i (ai ikh — QIBkh aX;j )dy .
1YV Sy Ayp

(11.3) Qijkh =

les fonctions x* étant solutions de
( o a Im
_6yﬂ( iakp = — aimkg) =0 dans Y*,

(I1.4) _ xlm
(azakﬁ EN

— almk,g)n,g =0 sur 0Js,

im

V* - périodique, de moyenne nulle.
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L1.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 1

[.1.2.1 ESTIMATIONS A PRIORL

€c

On multiplie ’équation (1) par la fonction
11 vient
A*use 6u“ Ouss | Quge ous®
2 t 1 ee 1
hufiiad 20 iikh de = Ffe—-d
/Q“ o o ° / 3z, 4k g =) ot /Q a o
soit

1 4,0 (,0us 2 Oust 0 ,0Ouss
/Q“ ¢ 5 (G))de + /Q itk By ax,( 5 )4

ouf®  Ouf® ougs
— Aiqhh——"N L do = Fre—- : d:z,
/ Dz, Bt o, ' Ot

soit encore

1,0 /,0uf® 2 ouf® 0 ,0ute
[165 2° E(( ot ) >dl + /Qee Witk G 817]( ot Jde +
Ous®

out* Ous duss
A 2., €€ - '2_ 7  do — es i d — es = d
—l—/asu ( e“eui® + ye'e En ) 5 o /Z;Su G 5t o} /Qu F; 5t .

Or,on a
( du§’ Bu“) . 5} (au“)au“ ta Quss 0 (6ues)
ot " oz, ax; ) T B\ By ) Bz, T M Bz, Ot Oz
Jd ,0uss | Ouss Ouy® 0 ,0ut®
_akh”c?t(@:r ) zy + it 0t(3x1)
_ Lhau,f 3} (au ) + Lhauk Q(au“)
Hikh B, O Oz ; Wik B ot Oz;
oufs 0 Bu“
= 2aijkh 5 - at(ax,
On a alors

190 Out® 190 Oufs Jus* e OUSS
‘?6t/ () d”S?)?/m (aiikn G bz )d‘”‘/Q”F’ o

_Ouss 5 .. O0ut Juse 2
+/ G —do / /\e‘ufs—'—da: —/ ’)/6 € dz.
8Se. ot 5. ot 35S.. ( )

Intégrons entre 0 et t les deux membres de I’égalité précédente.
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Il vient

1 (/90 Ousf Oui®
/ (at/ It ) d’L‘)([T-I- / <8t/ (az]kha zh Oz )da:)dr_
t
/ / Fee 1 dde‘l‘/ Gee ot dodr—/ / Ae? suee us dadr—
0o Jos.. 95..

9 BU'E 2 '.
— vyee(—=)"dodr,
[ [ 050

soit
1 3 1 ouss | Ouss e OUSS
36 / Akhij = o k (t) t)dx ——/ /“ F; 5t dzdr+
a CE
/ / G“ ui” dodr — Aeleufe dodr - ye 5( dad7'+
8See 3S.e

out Bue‘

3ue€ e ;
(0)“L2(9u) +3 /Qu (Lkhij—a;;(O)ET(O)dx.

Appelons A le premier membre de ’égalité précédente, et B le second.

D’apreés la coercivité des a;jin, on a

Jus®
ot

Az 6||

(t)”Ll’(Q“) + 0||’Yu(ue€)(t)HL2(Qee)~

D’autre part, on a

Bus® t Duse T ldus
Fee i dmd7'+/ G —— dadT—/ Ae“euf® ——dodr—
/ / Qe o Jos.. ot 0 g[s ot
/ / Oude Gul*
35e:

1
dodr e ut® + - / a dz.
) + ?|] “Lz(Qu) 2 Jo.. khii g " Bz,
Le quatrieme terme de B est négatif car v est positif. Il est donc majoré par zéro.
Les cinquiéme et sixiéme terme de B sont majorés par des constantes d’aprés les conditions
initiales.
Nous allons majorer séparément les trois premiers termes de B.

Ona

t .
) Ouse
// Fee 'da:d’r</ IEE(Mle2acoll = (Dllzxa.)dr,

: aue-
/ IFE (Mo, ) dr + 5 / 2 ()12 s
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1 Ous®
< 1 [ It + 3 [ 15t
Ous®
ee ({2

< CUFEIE o o) * / 15 (1)l
. . t ouse
Etudions le terme G ——dodr.

o Jas.. ot

En utilisant la méthode de Cioranescu-Donato [2], on peut transformer I'intégrale de sur-
face en intégrale de volume (voir (7)), de sorte que

e OUSE 01/)@: 3 au“ G‘ au“
.//as G; dad // ayJ at a;rJ dd +/ dzdr.

Le terme —( d ) ne peut étre traité par application du lemme de Gronwall.

Ot \ Oz
On va donc d’abord proceder & une intégration par parties pour faire dlspa.ra.ltre la dérivée
en temps de uf

I1 vient

t oust
G¢ —dodr =
/o 55.. = Ot

_ [ et (t)do — / G (0)us*(0)do — / /

0Sec

oG ui*drdo,

. Cg: ..
:/ Vythae (—)(t)Vufs(t)dm—}-/ —'—ufs(t)da:—/ Vybae (z)(O)Vufe(O)dm—
Qee € Q.. Qe.

Ge

8
—/ ¢ il uf(0)dz —/ / \% ¢ace (T)VueE(T)dsz—/ / ——yifdadr,
Qee ee

zy ce EHO)
< Bl r (DO .y + BTN o+ [ )dx+

Y*)

2 [ (uge(t) de + Bl Veer ()OI (o) + B IO 1+

Qee

+ 84 /;2“ (M)-d:c +,34'/ (uff(()))?dx + Bs /t |lvy¢i§,—'€ (E)(T)lliz(y-)dT_'_

£
<

Qee

s’ / 19, o+ 0 [ ) ) ir v [ O, .y

CGe(t)

< ChillYa: (é)(t)”ZHl(Y‘) + CAyi; ()OI L2(.) T CB2 +

< 9 z ' ec
OB KO o + Cllts (2) Oy + OB YOt

+C /34

t
N T ”
| B s O + OB [ s (DN, ydrt

<
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, (cme )

+C8s [ s (I 7 +CBo | —F—dr + OB [ st

L’(Y‘

=k [II@/)G HL°°(0TH‘(Y )Jr 20 IILc’o(o T,H(Yx)) + 1 () Oz @0
lcarll, NCogliy - e ax [ "
il | ] o) O + K [ I

ot |[|Cgslleo = sup |Cae(t)]-
0<t<T

De méme, on a

//65 e heust

2 la(uee
(lUI— A//(?SZ Y ——L—dadr,

2/\5 / 2
- _ e€ d
5 Jps Jodo,

2

2)
=g / e (t)do + / u%%(0)do.
2 Jss., 2 Jas..

N2 e’ e Oy, z, O(us0)> / ;
€ = — 1 d C ?6 0 d
5 /ases (uf®)"(0)do > Jo B, (5) ar; z + Ci ) u<(0)dz,

V(P paqa,n + Ol .. -

€ S nTy
S C ) HVUXHLQ(Y*)
<K,
d’aprés les conditions initiales.

En conséquence, on a

B < Ky [IFf 1w o.1.120000) + 106t Eo 0., m11(00y) F 10062 oo 0,7, 111000y T
at

Csae ||2
ICosl2, Mot lleo g
s YO s, + o= + =2 + Bl () OllErr+

ouse 3
6;. 1|2LQ(Q“)d,~ + K,.

it t
L / i () g d7 + K / I
0 1]

Or,on a
~_
||¢G°||L°°(o T.H1(Qee)) <G,
|l¢we (o711 000y < C-
On obtient
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K - e
B < T + |Carllt + [1Coot 1] + Ko | (s} 7oyt
0

a ee ee
+l| ||1r,2(au))dT+Cfj Hyij(u (t)”L2(Q")

Les calculs précédents permettent maintenant d’écrire que

@u“ I\l

1,
5¢ Hl—== Bt ()12 2(0..) T allyis( (t)”L2(Qu) hS [Cﬁ + HCG°||2 + HCBG" I12.]+

t
+K2/ (”’Yij “Lz(Q“) + H ”L2(Qeg))d7 + Cﬂ H’Ylj(uec)(t)“Lz(Qu)'
0

Choisissons ' tel que Cf' < a.

Il vient
1 auee . K 1 Ce? ' <
5 S OllEa@.0 + 0l () Ol < 70+ 1ICa: 5 + 1Cosz I15]+
t o u." 9
8 [ (). + 1 .o
[4]
soit
aues

. Cy
|—=— ot “L2(Qe5) + [|ri (w)(2) ”L?(Qu) < [Cﬁ + ||CG‘”oo + ]|Cwe 12,]+

¢ e
o | (P a0y + 120 gy

D’apres le lemme de Gronwall, il vient

ouss ., c

=5~ Dz, + s (e IILz(Q“,~ > [Ce? +||Ca: 1% +|]cace||oo] 2t

d’ou

1% o)+ TN o1 1) S < S[Ce +1ICorli% + ICast I%]-

Si ||CqellZ, + [|Coag {2, = 0, alors on a
I

Juss }
G2 <K,

(I1.5) I ot ”LN(O,T.U(Qu)) =

H‘/ij(uee)H?Loo( ) < K.

0.T.L2(Ree)
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Si |[Ceells + 1ICoce 12, # 0, alors on a
- '

e0us® .
=1 . <K,
at 'Leo(0.7.L%(Qe.))

o (eEN|]2 <K.
”5 /t](u )HLOO(O’T'[)(Qec)) =7

(I1.6)
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11.2.2 PASSAGE A LA LIMITE EN ¢ DANS LE PREMIER CAS.

On s’intéresse donc au cas |[Ce:||2, + HC%G_;“Z;O =0.
t

D’apres (11.5), on a

. ves' 2 < ’-
15N o 7. 120007) S

D’aprés Duvaut (8], il existe un opérateur de prolongement Q° € 2<V( Qee), V(2 ))
Pour v € L?>(0,T, H(Qe:)), on définit dans Brizzi-Chalot [1] P*v par
(Peo)(t,2) = [Q°(v(t, )] (2)-

Alors, on a

Py — uf* dans LP(0,T, V(S)), 1<p< oo

1

Nous allons utiliser la méthode de 1’énergie pour définir le probléme qui caractérise u“*.
Posons

£55 = aijrnten(u®).

Alors, le systéme (1) s’écrit

, 02use _ 3/354 = Fe* dans Q.. x (0,T) (IL71),
ot? Oz
{izms =0 sur T'E x (0,7),
(IL7y 4 Gane = GIf = Aeuf” - ve%agfe sur 8S,. x (0,T),
ui =0 sur T'Y x (0,7),
ufs(0) = w,
a;fe (0) = ui'.

D’apres (I1.5), on a
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€55 ”L°°(0TL2(Q ) <C

Notons

G _ { O sur S°¢,

i i sur Qee-
On a ||€ HLC,o (0.1.L2(0e)) = < C, donc {e' — ¢ dans L*>(0,T,L" 2(Q2)) faible *
Caractérisons

1]

Multiplions I’équation (I1.7.1) par une fonction test ¢ € (D [0, T[,D(Qe)).

11 vient

T a e T
/ / e’ ,)’ udzdr—/ / L,DdICl / / Ffodzdr,
0 Qee - Q.. ar] 0 ce

soit

02 T
/ / ,)’ wd:vd" / / ffj'g—dxdF / / fongdodr / / Ffeodadr,
= 0 0See Qee

soit encore

‘2 uss o T
/ / 2 ,_,' wdzdr + / / “——godxd / / Ffodzdr+
ee 0 Qee
€€ 2 es 2 T aufs
+ Gt pdodr —e”Ae uffpdodr —e"ve pdodT.
0 0See 0 Qe 0 ec at

Compte-tenu des notations données en début de deuxiéme partie, 'expression précédente
V24l
s'écrit

8 ce ee?
_/ o(O)d'L-i-/Qeseu (0 d+./,,_,/ 32
/ / fff—-—drdT = / Fifpdedr + / <G, > dr _/ < pgay, Uit > dT—
Oz 0 0 ) 0

— < f>d7'
k]
'uevt’/at

soit encore

—/ ezuflap(O)da:+/ et ('D(O)d +/ / e? fs ('Ddrdr+
Q.. ce
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T T T
/ / 65;699 dedr = / /Q Fi*pdzdr +/ < WVge,p > dT — / < oy, pus® > dr—
0 ee 0 0

es

+/ < Oui® > dr

Apres prolongement, il vient

. . , o )
/ —e?Puflxa,. ¢ (0)d.7:+/ e‘PeufOXQu-—(e(O)dx—l—

e

T
/ / e* (Pui® cha,,dxdT-}-/ / e ('odmdr—
o Ja. e Ot? 1 0z
(11.8) T T
/ Ffexa.. Lpdld’r + / < VGe,p > dT—
0o Ja. 0 )

T T
/ < pSay, p(Puf®) > dr —/ < plry, p(Pus) > dr,
0 0

On suppose que

Peutt — ot fortement dans L*(S.),
Pyt — fortement dans L*(fQe).

D’apres (9) et (11), on déduit de (11.8) que

2 Vel / 2 |Y4l *0699 / / ’} D¢
— * 2% e~ dadr+
/ e’ v Y Ydz + e % u; (O)d z+ IYI 0t2 T
Y.
(11.9) +/0 /Q fj*g;ocl cdT Iﬂ/‘l/ / Fe*g.oda:d”—f < fhe2n, Uit > dT—
j

/T< auf*>d
- He2vy, P, > AT,
0 “eTT ot

soit

- 62Y| T e?l l*oa‘P 2|Y*| e ?ﬁ -
[, e+ || & g0 - [ @z

vf ot 2 0pp(0)de +[ [ ‘”69 Tl dadr +/ | €5 5 dar =
l&’/l/ dus*

Fe*god:rdr-—/ <pe2,\,gouf*>dr—j < fetyy P—m 8 > dr.
0
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On en déduit que

F1 g2 ex gger
ll}Y*ll o2 331:2, _ aizj _ l|}} || Fer Igf’ll €2 Au*—

(I1.10) Igsll 77 " dans Q. x (0,T),
u;"(0) =‘U-f°,
aue* o=

D’apres une idée de Cioranescu-Donato, on introduit la fonction ¢ solution du probléeme
suivant (c’est un probléme en y;, Y2, ou la variable t joue le role d’un parametre) :

— aia (Giors g(k )=0 dans Y*,
(11'11) Giakg ggk =Gt sur 0s
| ¢ Y* — périodique de moyenne nulle .

D’apres le théoréme de Lax-Milgram, on a existence et unicité de la solution du probleme
(11.11).

Posons
‘ aiakﬁ% dans Y*,
0 sur 0s.
et
’71(1(1.1’/1:9 173,t) = 710( t)
La fonction v;, vérifie
i(5)—0 dans Q.. x (0,T)

(I1.13) Dy Vel T * e

Yialta = G° sur 35 x (0.7).
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I3
H’)’ia”Lm (()‘T,L2(Qe=)) 5

D’apres la périodicité de v;, en x; et en z3, 0n a

1

Yia — T Yiady dans L“(O,T,Lz(ﬂee)) faible * .

Y| Jy-
Posons
. : e )y I2
E.‘ et P‘ —, — ).
(*(z) = e(P() s )

Alors s
¢ 0 dans L°°(0,T, (H(Qe)) ) faible * .

Soit W solution du probléme adjoint défini par

8 (9”71["7 . -
—a—w(aiakﬁ”——ay ~ + Smadizig) =0 dans V*,
o
(I1.14) owim
' (aiakBW + ém3aizkg)ng =0 sur 0Os,
I’Vilm — SmAdiiya Y* - périodique, de moyenne nulle.
On pose
7115 W = —x + yada,
(I1.15) —

Alors, (11.14) devient

0 ayim
—— (kg —— — a@imrg) =0 dans Y,
ayﬂ( akp aya 5)
11.16 oxim
( ) ) (Ciaka a\y‘ — aimig)npg = O sur Js,
a
vm Y* - périodique. de moyenne nulle.
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Introduisons

wime = pe(ewim(2,2)).

e’ €

On a
(1117) wite o oM dans HY(Q,) faible,

Y

Wi 0 dans H'(f.) faible,

et
. 8”/-1’\5 ‘ aW_l,\* )

. : — O\alil = : Q ' :
(I1.18) dra brabil B2, dans L*( L)/ faible

On introduit

ime —

U)Lﬂ =

e avvlme
{ zakﬂaTa- dans {2,
0

dans S..,

qui vérifie

(ww +5m3a13L,3)—0 dans 2,

(11.19) Oz
: (wi’fge + ém3aizkg)ng =0 sur OSe..
On a
1 oW im
I11.20 wime Qiak td L (Q, faible *.
( ) k3 Iyl - kB aya Y ( )

D’apres (11.7) et (I1.13). on a

O uss 5] otss
2 T (é-gs _,Ygs) _ 13 — Fes sur x (0 T)
2 o o tor ) ee Y )
(I1.21) o Ova Bmsa .
(£ia —via)na = -Aezeufe - ’)’626 ;2 sur 0S.e X (O,T).
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On multiplie le probléme (11.19) par la fonction test cp(P‘uie — (,i), et le probléme (11.21)
par la fonction test @W/™¢, avec ¢ € D(]o, TY, D(2.)).

On obtient
a” ee T Ime
/ / Y oWimedzdr + / (658 — 755) (= O yrime 4 oOWy gy
ee 0 QCE 6 8
ime
/ / — &) no,c,oVV’m'dadT +/ / 399 Wlme OW Ydzdr =
8See e Oz

T

(I1.22) = / / FfeoWimedzdr
0 ee

et

T ‘
¥ a €,,€€ (2
/0 /Qu (wirgs + 5msalakﬂ) ——afﬂ (P'uk —(x )da:d7+

(I1.23)
0 .
/ / wi’g' + Omgalgkﬂ) a (Pe — Ck"')d.’lidT = 0.

La différence (11.22) - (11.23) donne

T 8‘7 ee lm
/ / i pW/mdzdr + / / (€ — i) drdr+
ee at ee
/ SQW““(I dr+/ / e’ )\eue'a,owl"“dadr-l—
ce a 3Tes

C o+ / e’ % vimedodr + / / .5,3 ? wimedrdr+
T ec a
€€ 8Mﬂmr m a(p €, €€ ee
/0 Q“ Eap Er d'ﬁd’—/ / (wl '+5m3013m)-——axﬂ (Peui® — Ck Ydzdr—

/ / ‘*"L?€+5msalsm)99 S (Pruif - ¢*)dzdr =

= / / FeoWimedudr.
Y e

La différence des deuxiéme et neuviéme intégrales vaut

u‘ff BWI"" ' / / s
_ _ (Ptu
/ /“ Aiok3 oz 8:L'o. dzdr — b3 o azgwgoa ( )dzdr

En effet, on a

T Ime
8W m Foj
/ (€55 —v55)e dxdr — / / (wlm” + bm3aizkg) @ i — (Peuf’ — (ff)dzdT =
0 Qee T ee ﬁ
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apvlme pvlme
/ / I3 d’ch—/ / 710(,98 d.rd'r——/ / wi’gfso Peui.e)d:cdr—{—

/Q {7@1 (Cke dsz—/ / 5m3a13Lﬁ905——(P‘ e .S)d:vdr =
T “ ee lme e‘ e rlme |
0uk oW ms (¢ OW;
= /9" Fiokh 5 @ 2. dfde—/o /u amkﬂ-a?;p B2, dedr—

awime  J(Peugf) T dWme (s
Aiakp a.’l:o, © axﬂ d:l:dT-l—A /g;“ Qiakf—7— 63: 6;1;ﬁd rdT—

0 <, e ee
5mga[3kﬂ(,0.8—.— (P'uk_. —Cr )d:l:dT

J

/ |

T es Ime ee /Imf

/ ouge owime / / h O OWImE
Q e .
J

Giakd s T Org 22 ¥ Bo.

3]
6m3a13kﬂ99a_"‘(Peui€ - Cﬁe)dzdr =

ouse aﬂﬂme
// diaks 5~ k Ban dtdr—6m3// a13L,3goa (Peuf® — (£°)dzdr.

Aprés une double intégration par parties dans la premiere intégrale de (11.24), et apres
prolongement, on obtient

/ / e® P*(uf®)xa.. a::W""dedr+ / / a‘” W"”‘da:d~

duss Tr 2,00  ime, -
+/ < pSay, PrutspW/me > dT+/ <y, PE( S yoWime > dr+ / i wimedz:
at 0 Q. 013

I Im.. a A )
/ / 5:399 dzdr — / / (w'm“ +46 ;:,(113“3)8(‘03 (Peuif - Ck‘)dxc_ir-i—

apf e gwime 3
+/ / Aiak3 k ot —dzdr — 5m3/ / AkBP (P“ o€ Cze)d:z:drz
0 e 5] ama 8

T
=/ / xq.. FfoWimedzdr.
0 Q.

Faisons tendre ¢ vers zéro dans 1’égalité précédente.

On obtient

') e*u Ia')(p Im* 8‘19 Im*

€

+ / < perr, ufTeWim™* > dr + / < Hergyat <,9W’”“‘ > dr+ / 5,3 Z2 wim*dedr—
0 0 8 0 6

T 1
1 aw m a
—_ A Le [m /)) azokﬁ a + 6m3al3kﬂ>dy] a—ﬂu d'EdT+
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dzdr—-

+/T/ [L/‘ o Bwl’md} Bui_*
o Ja, UVl Jy. Y y(PaJJs
T T

. 1 1 out*

—bm ex £d d:cd7-+5m/ / — | ajpsd k odrdr =
3/(; /Qe ( 13 lyl - T3 y)‘P 3 o Ja. (D’I e 13k3 y) dzs wpdxraTt

_ ¥ / ' / Ff*oW{™* dxdr.

Yl Jo Ja.

Donnons quelques explications concernant ce passage a la limite.

Pour la septieme intégrale, nous avons utilisé le lemme de Brizzi-Chalot [1], d’apreés lequel
on peut écrire que
VfE € L%(Q) y, périodique, on a

fedy )au dans L*(Q) faible.
Oz3

N
iy, y2) 53— 325 (D’| -

Pour les huitieme et néuviéme intégrales, on fait le calcul suivant :

On a
—Ome./ / azsmtpa P° o Cf."")d:cdr:

a €, €€ ~EE
= —Oms3 alBLh‘P (P“UL Cfs) - alskss‘o_(Pvuk — Gk ) dzdr =
3 0:53

aP ec a
= "‘51113/ / Qi3khiP Yk _ aiskh BC )d”cdr-l—

bm 30— PPyl — (8 Ydedr =
+ 3/0 /Qc algkggazg( uy @L) vdr

T T o
= —-bm3/0 /Qe (513 © = i3 go)dmd:' +6m3/0 /Qe a13k3<,98—m3 (P ug” — gk‘)dmdr.

A la limite, on obtient

a e*
—5m3/ / g lyI/ Y du d$dT+6m3/ / lyl - a[3k3dy) 52, ——pdzdr.

Ces explications étant données, on a également

I/Vl-lm* — 6m/\m,rilA*.
En effet, on a
Whe = P<(g(—x®)), donc WP = 0.

En conséquence, on a

T 2 * T
. L, OPuE YL / / 1 /
Om SW N dadr — 6, - fdylpbarbidadr—
/ /Q KT * o 9,[ 1 Jy.” o] obrt
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—5mA/ / axm ‘)Vl'\*cpdrdT + / dma < ,U.ez,\,u Wil'\* > dr+

a 13 A=
+/ Oma < fhe2n, 6t >dr —5m,\/ / B3 =W pdzdr+
owim Qure
/ / IJ’I awzkﬂ v +6m3a13kﬁ)dy] £
GW'"‘ dus* T ) .
/ / Iyl e Qiak3—FH ] 81)3 dzdr — 5m3/ /e (613 - 'l'ﬂ L‘ 713dy) (Pd.’l)dl —+

Ous,
3 IJ’I - aisks y) Ozs

lY | / Fe* I/VIA*
Q.

IY

Pour m = A, on a donc

R S WA CE
W Mdzdt — — d dzdr—
lY’ at2 a2 ¥ raT 6 Iyl e Yix y)‘P zar
/ / he2R T’V”‘*(pdrdr +/ < prery, uf WM > dr+
3 ¢* oW au
o2 H/IA* d / / ok 1 dzdr =

II?; II / ] Fe*gﬂw/l)‘*d’l:d”‘

" les premiére, troisiéme, quatriéme, cinquiéme et septieme intégrales disparaissent en vertu

de (11.10).

On a donc

1 T 1 Ow! u
— dy ) pdzdr = — i ’d
/ / E=pp /. ™ v)pdad /o /m(lyl oo o By V) o gz, P

de sorte que

ex a fA 6
= (S)T y- ‘/udy) + (1_;}I /y ks é;a ; ) aI;J

Rappelons encore que



{Wu——»+%%,
wh 2.

En conséquence, on a

, , 1 1 AxP\10us*
11.95 & = (— i d ) + [—— (a a )] E
( ) gb\ lyl e 71z QY Iyl Ve Ak = Crakj a al,]_
Pour m = 3, on a, par un raisonnement analogue au précédent :

1 3W'3 us*

B = (ﬁ . ‘/b\dy) [IJ’I - (amw Bon +a13w)dy] 325 +

+[ﬁ . (aicyk.'s 8@Iy:’ + alsks)dy] 861;‘33*

soit

/ ( oW . )d ]8u
l3 - lyl /13 7/ Iyl Ve Qiakj~—fn a CLl:"k] Yy 8"&1

soit encore

= (g )+ [ (e )]

Compte-tenu des relations (11.25) et (11.26), on obtient donc

G = <|—)17| y‘- aijkﬂ%i_dy> + [ﬁ e (aijkh — QIBkh %x )dy] {;;h )

Posons

1 / ( Bxﬁj)d
ijkh = 1337 Qijkh — Q8K .
qijkl D’I . kb 1Bkh By,g y

Alors. le systéeme homogénéisé est donné par
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( 2 2, ex
A dut*\ |V 18S]. 5 .. 19S]
2 1 _ — e* ___A ex
“Iv| o og, co axh) e e 6t sur Qe x (0.7),
out*
qgi3kh axkh nz =0 3 | sur T x (0,7),
uf* =0 sur 9 x (0,T),
" (0) = i,
a” £ (0) = u'.

\
Les fonctions u*® et u*! sont définies par
1 1

Peus® — 4 dans V(Q.)
Peus! — uf! dans L*(Q.).

Les fonctions uf et u}' appartenant respectivement & V(Q.) et L2(L.), il y a existence
et unicité de la solutlon de ce systéeme homogénéisé, avec de plus

Be*

2, €%
l

ot?

us* € L™ (0 T, V(Qe )) € L°°(0,T, LQ(QC)>, et = L°°(o T, V(S ))
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11.2.3 PASSAGE A LA LIMITE EN ¢ DANS LE DEUXIEME CAS :

On s’intéresse donc au cas ||Cge|l%, + “CBGf 12, # 0
ot

Comme dans le premier cas, il existe un prolongement pPs

P<(cut®) — uf* dans L™ (O,T, V(Qe)).

Nous allons utiliser la méthode de I’énergie pour définir le probléme qui caractérise u®*

Posons
€55 = aijrnven(eu’).
Notons '
se 0 sur S,
&5 = ff]-f sur Qee.
On a
<cC,
liges HL°°(0,T, LQ(QE)> <
donc

gés — €57 faible * dans L (0 T, L2(Q ))

Le systéme (I1.1) s’écrit

9rues 0L
2 i 2] e
ce - = el dans Q.. x (0,T)
6t2 81-.]-
isns =0 sur T'E x (0,7T),
(11.27) \ €iana = €G7° he’uf® - yele? Bg; sur 0S.. x (0,T),
uit =0 sur T'9 x (0,T),
ut®(0) = uf®,
au (0) = ufl.

Caractérisons & .

Multiplions ’équation (11.2
Il vient
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T 8‘7 ee T
e dzd e 00 i — €€ omg -
/0 /Qu (")t" pdx T+/ /“ f,] 9z, zdT / /;SCE EEspngdodT
T
:/ / eFf pdzdr,
0 Qee

2 e=

/ / 3 god’ch-I—/ £ = e ——dzdr =
e 0.  9;
T
:/ / .»:Fl-“apcl:r.dT—l—/ / €G$€god0'd7'—-62/\62/ / uffododr—
0 <t 0 aSee 0 a5ee

—62‘)/62/ / Bui pdodr.

9Sers

Aprés une double intégration par parties (en temps) de la premiére intégrale, et apres
prolongement, il vient

/ / e’ P (cuf* \Quaa 5 ([Q,dT-I—/ / {f]’sa('od:cdr —/ / eFxa,, edzdr+
T .

ous®

+/ < fge,p > dT —/ < piay, PE (euf“)g9>dr—/ </£ez,y,P5(5 a;—)cp>d7—.
0 ) 0 .

0

Faisons tendre £ vers zéro.

On obtient

Iy'*l 28‘2,“‘:3* aé'l?]’.“ a e

2 = fge — poaaptS* — fo2,—— dans Q. x (0,T).

Multiplions le probleme (11.27) par @W!™¢ et le probleme (I1.19) par ¢ P*(eut’), ou 'on
choisit pour fonction test une fonction ¢ € D(]0, T[, D(R)).

On obtient

[ ]2

T l

0 ow;me
/ EeinaoWimsdodr+ / / €65 (e Wime 4 p—i—)dadr =
8See 0 Ja.. Oz3 9

- =
T

= / / eFesoWimedzdr,
0 ee

T {
0p . oW me
I €eg '[/‘[ me l t
/0 ./f;ﬂ éla(a i v a-ra )dxdT

et



T Ime aﬂo c ee
+ (wk;; + 5m3a13kﬁ)——a Pe(euy’)dzdr+
0 ee

T
oP¢
+/ / wkﬁ + 6m3a13kﬂ)99 a(eu dzdr = 0.
0 €e

La différence (I11.29) - (11.30) donne

us T lme
/ / ; w{mdzdr + / / 54 a T2 wimedzdr + / fé«pag/ dzdr—
0 Qec
T T
—/ < u’EGe,c,oI/V,-Ims > dr + /
I/Vlme :
/ / €, g“” Wimedadr + / / 5,38 odzdr—
dp OP¢(eus®
_/ / (wifgf +6msa13k‘3)8:3 / / (w +5m3013kﬂ)t,9—~3%;£d’6d/ =

/ / cFEEoWmedadr.

La différence des troisiéme et dixiéme intégrales donne

OP(cuf?) OWI™ o oWIme  HP(eust)
/ /“ Aiakh 13 .’l)a. dads / /“ Adickp axa (Pa.'lfﬂd.‘lld‘r—

opP <
/ [ anear a(j;“)d rdr =

T . !
OP¢(cutt) OW:me oP<(e
=/ / Qiak3 (cu )99 - d$d7—5m3/ / alskﬂw—a(—ﬂu——d zdr
0 Qee 0 ee

Oz3 Oz o

(11.30)

€eg
1

T
: ; 0 .
¢ #;2/\’6ueepﬂ/lm€ > dr +/ < #227,6 u; (pﬂ/’lm- > dr+
0

ot

On obtient donc, aprés une double intégration par parties (en temps) de la premiere
intégrale, et aprés prolongement :

[ [ artoZra e [ [ 2w

< pcc,gowlme dr +/ < piay, P° (eue')(pW"me > dr+

lms

A
T
+/ < poa, PE(e ag Yo Wime > dr+/ / '36 )Vlmed:cdr+/ / ———pdzdr-

Jy
/ I"’ + 5,,130(3,\3)5—13 (eusf)dzdT+

Pe(cuss) OWlme T dP=(euse
a.,‘a.kga (g )99 ' —dzdr — 6,,,3/ / algk,g(p——(eL)d:z:dT =
o Ja. Oz

Oz, Ozq
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T . Lo .
= / / Xq..eFfEoWlmedzdr.
0 Q.

Faisons tendre ¢ vers zéro.

Il vient

Il,*l /T/ e a (,DIT/Im*dxdT +/ / Wlﬂl*deT /T < Wlm* d

Y{ Jo Ja. u ot? ma 0 HGe, oW > ar+
T

+/ < /LezA’uf*SDpVilm* > dt -l-/ < fhe2 v 68 W/lm* > dr +/ / éf; 86(19 "Vlm*d"

. o A

1 lm
(e 4 m o
/0 /’e {lyl . (CL B a +6 3013Lﬁ)dy] a ﬂuk d$d7+

T 1 T
1 , OW mo ouyt
+ — Qia d odxdT — 6m e podrdr+

g
1 3ue*

+5m/ / — apkpd k_odzdr =
o o BT ) a0

= Q. ' '

Or, on a

Wim* = §pa Wi car WB* =0,

donc, aprés une double intégration par parties (en temps) de la premiére intégrale, il vient

Y. /T / , 9ue /T /
dm ot dadr — by X oo rb1idadT—
7] A e P i rd7 — dma o Jo Einpborbiide

T
m/\/ / i W'I’\*godth — 5m,\/ < ﬂGf,‘PI’Vil/\* > d7+
0 .

ot

053 x /T / 1 AW us*
5m =W, *odrd —_— iakf———— + bm 3 [xdT
A/ / rdT + |y| - (a LB TR + 3a13w)dy] amﬁ (pd.Td +

OWII’\
/ /e |y| - dioks dy )6 c,odde— m3/ / €y drdT+-

au.e*
+bm / / —/ : k_drdr =
3 i Qe(lyl y.am,s iy zdT
=0

Pour m = A, on a

T ous* - -
+5m,\/ < #e2A,ue*S9I/IfilA* >dr + 5m>‘/ < e, _L.Sopvilz\* > dr—
0
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Ve 82 ex*
'|ly Il / / WM dedr - / / £ pdrdr—

ex T T
/ / ij VV”‘*apdzdr—!—/ < uae, (le/\ > dT++/ < /Le2,\,uf*99Wi[/\* S dr
0

T BN
Ouf OW ;A Juyr
e Do g g / / a B
+/0 < fle2+ a W, ™ > dr + e |y| y- ki~ E‘?ya )3:12] pdxdr =0

= 0.

Les premiére , troisiéme; quatriéme, cinquieme et sixieme intégrale disparaissent en vertu

de (I1.28).

On en déduit que

(L[ WP ]au )

X — [m e Aok '_a‘xo (9:1,0, S01

. o 1 i % ouy”

(I11.31) n = [B)—I ) (al,\u Giakj e )dy ] Az,
. j

De méme, pour A = 3, on trouve par un raisonnement analogue

| 1 ovi 0
(11.32) €13 = [m ) (GIBkj — Qdiokj 8;1 )dy ] 31; -
. a J

On regroupe (11.31) et (I1.32) sous la forme

£ = [I—;ﬁ . (aijkh - azﬁkh%X )dy] aat;h -

Posons

1 ( Bx;j d
qijkh = T3 Qijkh — QIBkR ) Y.
’ 1V Jy- \ Oyg

Le systéme homogénéisé est donné par

Y. ,0%us* 0 Out* |0S] .. 8S| Jus*
e — = (Q"kh —") = pge — AT Ul — €

Y|~ ot Oz ; \"™ Oz, i vy |Y| ot

dans . x (0,7),
uit = sur Ty x (0,T),
qiskh %t‘h ny =0 sur T'F x (0,7),
us*(0) = ul®
ag; (0) = u!
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ott les fonctions u?® et u' sont définies respectivement par

Pe(eu®) i dans V(@)

1
et

Pe(eust) - ul' dans L*(R).

H

Puisque u}® € V(Q,) et ufl € L*(Q.), il y a existence et unicité de la solution de ce
systéme homogénéisé.
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1.2 DEPENDANCE RELATIVE A L° EPAISSEUR.
( LE PARAMETRE e TEND VERS ZERO).

Les deux problemes homogénéisés obtenus au paragraphe I.1 étant de méme types, on va
passer & la limite en e seulement dans le cas ot [|Cg¢||2, + ||C gge 12, = 0.
¢ z

at

2.1 DILATATION DU DOMAINE.

Nous allons commencer par faire un changement de variables qui transforme le domaine
Q. en un domaine 2 indépendant de e.

Posons
2o = Tq (a=1,2),
z3
Z3 = —,
€
et

¢Z(zla Za, 623) = 6¢a(zlvz27 Z3)a
#5(z1, 22, €23) = d3(21, 22, 23).

Posons aussi
V(iQ)={ve HI(Q),vlrO =0} et W(Q) = [V(Q)]3

Le systeme (I11.1) devient

Fur 0 ) Y| .. 10S] 185 |
3¥ M T ok T ok * 3 e* _ U, G
¢ 5 ef)z,, Ory Fy Or3 il |Y| — e |Y| ye? 8t (I2.1.1)
sur Q x (0,T),
2 0%u3 o . 90 ., ¥ 1051, 2 e _ 1051 ,0u3

R Pt v L T R A

sur Q x (0,T),
0 = GijapYas(¥) + 267 gijasVas(u”) + e 2 qijzavaa(u®),
(12.1) u*(o) — 6—-1u*0
6u e 1yl
8t tro
u3(0) = u3’,

Ou; .
at3 (0) = u’31 :

ony =0 sur T'* % (0,7T).
u; =0 sur T'% x (0.7).
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ou
fr=cFret f; = F;

Faisons tendre e vers zéro dans le systeme (12.1).
On établit le résultat swivant :

2.2 THEOREME 2.

Supposons que : fy — f3* dans L™ (O,T, L2(Q)) faible.

Alors, on a

(12.2) - ur — ur dans L (o,T, V(Q)) Faible *,

ou
U3 = U3 (21,~’) t)
(12.3) o ouUs*

[ = —2Zz3
024

+ U (21, 22, t)

[ 4

De plus, U}* est caractérisée par le probleme d'évolution suwwant :

— U™

ooy 1 U3 V.| / fredzy 108
V] 02 " 12 "% 08:,02,0240z, Y] 3 98Ty
_|asl U+

vl ot

sur w X (O,T),

(I2.4) <U (21.22,0)=0

1

aU Ps_(21,20.0) = / Usldz,

=

U;*ZO ' ' sur Ow x (0,T),
oUs*
el 0 sur Qw x (0,T).
avec :
Pogop = qapsp — 9apj3dijd
(12.5) 86p af pj1 Bj3¢i;4:36p
(dij)ij = (qisj3)y5 >

la fonction U*! étant dé finie par
2 2
e*uyt — U3 dans L*(w),

et UX* est nulle.
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I2.3 DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

'12.3.1 ESTIMATION A PRIORL

du* Aut
(;Lt et l’equatlon(I‘? 1.2) en u3 par —auti

En ajoutant les deux égalités obtenues, et en additionnant les termes similaires, on trouve

Multiplions 1’équation (I2. 1. 1) pare

3ur 8
9 Bt / ( Z l =2 '2 + egqf1laﬁ7fﬂ’)’aﬁ + 46(]1’1}0371—1)7013 + '2qr,733733'yﬁ,+

+4q¢r3a3Ya3Yrs + 4e” qr333’)’337r3 + 6_243333|’733|2)d2 =

Yol Bup | Vel 005, [ 10S], 4 Our,  [10S|\ 5 .0ui,
/( Tk 8t S Eil il A T ’atd ] ¢ B
0S|, dut Bu* BN 8u3 o
"/Q V] ver? ot ot ), T €5

En intégrant ceci de 0 & t, et en multipliant les deux membres de I'égalité par e?, on obtient

1 Ou; ouy
;/{; (Z |633t_12 +| 2 3' +Q‘rnaﬁ(e 71'1) (6 '7aﬂ) +4QT11013(6 71'77)(67&3

+2¢rn33(733)(€2Yry) + 4¢r3as(evas)(€Trs) + 4qrazss(733)(evrs) + q3333( 733 Nv33)))dz =
|Y| u; l ol pu 20U3
/ NG |Y1f3( 5))e
_ |651 ]aSl 20u3 do—
/ LGt / INGECICE

S 3 O0u aS Ouj 96u* e .
[ [ 'w’*at f)cL/o | ]7(6 (e )= + S ),

3

1Y a Y] ot
ot E(t) est défini par

B(t) =

du* Lo L
/f; (Z |e33ut—l-(t) + |6‘%‘2(t) + q"'ﬂaﬂ(e-’)/‘”l)(e27aﬂ)(t) + 4qrna3(e27rn)(e7a3)(t)+

QQT1]33(733 )(162‘Yr1])(t) + 4Qr3a3(€7a3 )(,671'3 )(t) + 4QT333(733 )(671'3 )(f)+

+(13333(733)(733)(t)) dz.

Appelons A (respectivement B) le premier membre de 1’égalité précédente.

En posant
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go’ﬂ = 6270’19’
003 = €Ya3,

033 = 733,

le membre A s’écrit

/ (ZI 3 |2+] au3l +Qz]Lh6kh91J)dZ.

3
Yo =¢€ u:ya
3 = eluj.

Posons

Le membre A s’écrit alors

[ (515 + natusts)

Or, d’apres la coercivité des ¢;jrs, on a

Ni 15
(12.6) A> Z| [Z2¢0) + Co Z 16:31720)-

)

D’autre part. les deux dernicres égalités de B étant majorées par zéro, on a
o )

<3 // T //"' 1 s
< Fr2d=dt + *2dzdi+
Sy Jo 2P o ) ) 21 Jy Jo 2 3102

IY 8u3 2 |35| e3u*)2

|35| 2, «
+L . :_),ITI-/\b—t((e 1l3) )dtdl+ 'Q—E(O),

donc

< I M i E e
= 7|} |/ Z'f |72 @dt + 7|Y|/ Zl |L2(mdt+/ 2—|Y—|/\(e ur(t))*dz—

1951
2 2Y] s

1651
o 2[Y|

1951

(ur(0))*dz + 27

M u3(t)dz — | S A(e?u3(0))2dz + E(m.
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On sait par hypothése que

e ui|p2q) < C,

au*O

el 2. [L2¢) £ C,

Our®

2 <
\ l B2 lL20) < C,
donc
IYI/ 1 Y. i 5 [9S],, 3 .
= oY Zlf [Ladt + 2|y|/ Zf L2(o)dt + 2lYI/\(e wi(t))2dz+

+ ‘l)ly:/\(e2 ui(t))’dz + C,
solt

Y. [f o2 IY 01/), 85|

1951 »
+/ e 3(t)) dz + C.

A Vaide de I'inégalité de Korn, et compte-tenu du fait que e < 1, il vient

Y, 31/1
< ’IYI/ Zlf |L2(Q)dt+llyll/ Z' 13 2y dt+

1951

,.

(I2.7) +Cr e A Z 11631172 () + C.

..4

Compte-tenu de {12.6) et (12.7), on a

ov, Il 5~ i
3 15 + Co Y- Wl 354 [ 57 15 e
i,j

Cr|0S|
2'}7 ?AZHQUHL")(Q) +C

soit

o  Ci|0S]e2 Al s ,
Z| |Lo(m + (Co - —°2|T—)l|9ij||2u(m < v / ZI Trqydt + C.
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Le réel e étant destiné & tendre vers zéro, on peut le choisir suffisamment petit pour que

I'expression (C’O - %) soit une constante positive A.

On a donc

- o .l o

128 T e + MG < oy A > 1 o+

de sorte que

O o Y, i o
Z' |L (Q) = 2!]Y||/ Zl |L2(Q) +C

D’apres le lemme de Gronwall, il vient

Ob;
ZI d) 720y < Ce—ﬁt

d’ou 3?,1
N
Su 2 '
(22, 2 g e <
soit
51/)1
(12.9) 2 <C.
Z | 3t Lo (0 T, L2(Q))
On a donc
o,
3 <C,
: ot Loo (0 TL2(Q)) -
(I2.10) s
|62 32 S C-

|
Ot Lo (o,T,L?(Q))

D’apres (12.8), on a

[Y.| O;
Al8iilT2 ) < 2|Y|/ Z| 1Z2(0)dt + C.

donc, compte-tenu de (12.9), on a

16:51° (

<C,
Leo O‘T,L2(Q))
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d’ot1

le*vas|? <C  (I2.11.1),
Lo <O,T,L2(Q))
levas|? <C  (I2.11.2),
L> (O,T,L'-’(Q))
lvasl® <C (12.11.3),
Loe (O.T.LQ(Q)>

D’aprés (12.11) et 'inégalité de Korn, on a

De méme, on a

e?uf — u* dans L (o,T, V() faible .

uy* = Us*(z1, 22,t) € L™ (o,T, Hg(w)),

(12.12)
* %k
uyt =
On a encore .
2 Juj
ot

Enfin, on a

donc

oU
9za

(21, 20.8) + UX* (21, 22,t) € L°°(0,T,H3(w)).

Uz
ot

—

(21,29, 1) dans L (0, T, L2(Q)) faible.

*
3 aua

e borné .

du* .
2 ”t“ — i, faible *,

ou*
3 [o3 oo 2 .
ot — (0 dans L (0, T,L (Q)) faible.
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12.3.2 PASSAGE A LA LIMITE.

Multiplions ’équation (12.1.1) par la fonction test ez36-(21, 22, 1), avec 8, € D ([0, T[,H} (w)) )

On obtient

| a L z30-dzdt + e ot 23 9: pedt + ea, 8,dzdt =
n 3
71
I(?SI / / IBSI
/ /Q IY urz36,dzdt — TV et 8t 239 dzdt.

Intégrons une fois par parties la premiere intégrale. Il vient

—/ a’“f(o 238.(0)dz — / / 3“ 60’d~dt+/ /e 0¥ 8- dzdt =

1951, 4 / |55|
_ * T 230,dzdt.
/ [Y| —Ae*u 239 dzdt — lYI 3 z

Pour obtenir les équations limites, nous allons utiliser une méthode analogue a celle de D.
Caillerie.

Introduisons donc les moments

W=

Mup = 62/ 230, 4d23,

, N _
2
¢ Nop = 62/ 0apd23,

1
2

[

1
2 *
Qo = c/ Oo3dzs.
{ -

e

Or, on a

620?,’ = qijaﬂez‘faﬂ(lt*) + 2¢;ija3€Ya3 + Qij33 733

D’apres (I1.2.11), on a ||620-:jllL°°(0,T,L2(Q))<C

On a donc ||My;|| < C et || Nagll <C.

L (0,T,L2(w)) L (0,7,L7(w))

L’estimation a priori sur Q,p est déduite des estimations relatives & Myg et Ngg.

En faisant tendre e vers zéro dans (12.13), on obtient

T
. 96,
0+ /O / (a5, 5o 0, )dzdzydt =0,
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d’ou

OM;
Oz,

(I2.14) T 4+Qr=0 dans wx(0,7).

Multiplions maintenant par 63(z;

,t) € D([0, T[, Hy(w)) I'équation (12.1.2).

11 vient
o O0u3 69 o8
*1 z A 3 3 3
/ 03(z1, z2,0)dzdt — / / 5 d dt+/ /e 3"82,,d zdt =
1Yl |0S]| |85| 2 0uj
= f303dzdt — / E e utbydzdt — / e2—320dzdt.
/0 Q lY]727 Jo olyl 3 Jo Ja VT Bt

Faisons tendre e vers zéro.

11 vient

oU* 99

. 06

/U3 10(z1, 20,0)dz — / / Py —O—Zd“dt /0 /wQ 3, o dzidzydt =
- / '5 l / £5*dzs) O3 d=rdzadt / |IaSSI|/\U§*9d~dt

0

135| 3 3

— 63d=dt.

,/o o W17 0t
soit

(Q2Uzr  0Qy Y. " 051 7ee _ 1081 aU
o oz m( _%f?' dzs) - R
(12.15) ﬁ sur w x (0,T),
3U3 (0) = /2 U*ldz, sur w x {0}.
Dans (12.15), on remplace Q} par sa valeur calculée en (12.14).
Il vient
L A N L 95|,
ot? 9z,0r |V ( _%fg dés) I AUs”
(I2.16) ﬁ I@SI 3U sur w x (0,T),
o
Clipal 3
- TE*lds
5t (0) '/_%LQ, d sur w x {0}.
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Multiplions maintenant par ef.(z, z2,1), avec 0, € D({0,T1, H}(w)), équation (I12.1.1).

On obtient

82 : rr o, . o,

/ / 0,dz dt+/ /Qe‘a,.nazndzdt—_—
|Y*| /T 1051, 4 / 1051 4 0u;

= ——efrf.dzdt — Ae*urfrdzdt — 0,.dzdt,
/0 L e o Jo VI o Jo 71 5

donc
T T

- Oux 06 06

.3 *1 - A T T 2 _* T

e /u,_ 0:(z1,22,0)dz — ¢ /0 / ET T / /e 0”’32,,

Y.l . /T[|S| - / 1951 4043
*0,-dzdt — Ae*urf dzdt — Gddt
//an ef \ Jo V] L Jo 17 =

Faisons tendre e vers zéro.

Il vient

0-0-— // ,,,8”] z1dzadt = 0,

so1t

ON?
——1 =0 sur w x (0,T).
0z,

Posons maintenant
v; = 230;(z1, 22, 1), avec 6; € D([O,T[, H(}(w))
On multiplie par e?v, équation (I12.1.1), et par e?vq I'équation (12.1.2).

1l vient

/ / a“ ddt+/ / vgdvdt+/ / 3o z3——+e09>dzdt
Bz,
= e? Y. f:vrdsdt+/ /ez——f— YV dzdté‘/ /l——/\esu:vrdzdt—
/ / 7] o Jof I o Jo 1

|85} /T / 1051, 4 . /T 0S| 4 8u3
— e vedzdt — et usvsdzdt — et T2 p3dzdt.
/0 w7 at o Jo W7 o Jo W1C ot

soit
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/e uy 230.(21,22,0)dz — /e u3'z303(z1, 22, Odz—/ / 8u3 8(;93(1 dt—

/ / s Ju 239 dzdt +/ / e 0323—— +e 0139,3)dzdt
2 |Ys |0S]
vrdzdt +/ / —/ Lhind P Y Tvrdzdi—
/ Lo 5 ;

a Y]

|0S| / 0S|, 4 . / / lasl 3”3
- z A
/o Q |Y| 7e’ 3t vrdzdt = o Ja Yl ¢ uzvsdedt = Q |Y|

Faisons tendre e vers-zéro:
T
/ /(0 + 0j3)dzdt =0,
0 Ja

* —
T3 = O

11 vient

* soit

En utilisant les techniques, désormais standard, introduites dans Caillerie[3](voir aussi
Cioranescu- Saint Jean Paulin [7]), on donne les expressions explicites de 0, 5, Ny g et M7 ;
ona

0uns = Papoprep(u™™),
Nog = Paﬂé’pr(U**)>

1 8*us*
127 % 8240z,

(I2.18)
M,

ou

-1

{ Popop = 9aBop — 9a8i3dijqi36ps
(dij),-j(qmj:;),-j .

En remplacant N, par sa valeur dans (12.17), il vient

a * %
([‘) 19) ——B—T(Paﬂgp’)’g,,(U )) =0 sur wX (O,T),
Z. <1
U, =90 sur dw x (0,T),

d’ou



D’autre part, en remplacant M, par sa valeur dans (12.16), on obtient

Il
sur w X (O,Y),

sur dw x (0,T),

Il"*l 8‘7[ ;:* 1 (‘.)4U;;* B ]Y | o ‘85'
1o 12P""9”azraz,,azgaz,, Ty / f37dey — S AU
|35|
v
(2.20) { U200 =0
a[]-** A 2 *%k
a: (271,.2’2.0):/_1 U'3 1d23
U;* =0
ous*
an =0

Il y a existence et unicité de la solution du probleme (11.20).
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IT PASSAGE A LA LIMITE EN e, PUIS EN e.

On considére & nouveau le systeme (1).

Contrairement a ce que nous avons fait au paragraphe I, nous commengons par passer a
la limite en e.

I7.1 DEPENDANCE RELATIVE A L’EPAISSEUR.
(L’EPAISSEUR e TEND VERS ZERO).

Comme nous ’avons déja fait, nous dilatons le domaine Q.., et nous faisons les mémes
changements de variables et de fonctions que précédement.
On obtient le nouveau sustéme suivant : "

(0%l J . 3}

—_ - — 0, = f: Q. 0,T), IIn.i1
¢ 6(9:-,, N Fm oty = fi sur Q. x (0,T), ( )
2 &
2 TU3 d € 4 € € O 4 s
9 e 9 e % (0.T), (II1.1.2
ot? eazq O34y 323 033 f3 sur X ( ) ( )
ofny =0 sur I'F x (0,7),
a £
oLy = g — Aeelus — vee? gf" sur 9S. x (0,T),
. . P Ou§
(I11.1) T 05,y = g3 — Aceuy — 8t3 sur 9S. x (0,T),
ut =0 sur ' x (0,7),
us(0) = e Tuy,
u(0) = uf’
e 0= et
311.3
T (0)
o5; = aijapras(u’) + 2e ™ aijaa(u’) + € aijaav33(u5),
avec
f2 = eFe,
i = Fi.
I11.2
() o = Gt
g5 = e Gs.
Posons

V() = {ve H(Q:),v/T'o =0},
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Faisons tendre e vers zéro dans le systéme (II1.1).
On établit le résultat suivant :

11.1.1 THEOREME 3.

Supposons que

f3 — f3° dans L*((0,T), L*(R.)) faidle
eg; — ¢g3° dans L*((0,T), L*(9S.)) faible

Alors on a

e?uf — ul® dans L((0,T), V(§.) faible,

ou *E ___ U*E t
uz- = Us ,(21,22, )
i oU e .
l‘LZ" = —23 623 (Zl, Zg,t) + Uae(Zl, 22,t)
@

De plus, Uf€ est caractérisée par le probléeme d'évolution suwivant :

Uz | 1 o'Use ?
o+ b s dz
52 T 12 %0 02,020,000z, J-s 13" dzs

1 8 o*Ue oUxe e
55 - 5~p)71"+)\€U3 + ye 6? = g3

1 a” Uss

o

LaUg (~1,22,0) /1 l-]:x;:.eldz3 _ *e:l

ot Usct est définie par

e*us! — Use! dans L*(w) fazble,

et ou
bapop = GaBp — Gapjzdijdizep
-1
(dij);; = (aizj3);;

et U est nulle.

sur we X (0,7)
sur 0s. x (0,T)

sur 0s. x (0,T)
sur Ow x (0.T)
sur dw x (0,7)

sur w x {0}

sur w x {0}



II1.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

I11.2.1 ESTIMATION A PRIORI:

£ £

Multiplions (II1.1.1) par la fonction eaautr, et (I1I11.1.2) par la fonction test Bau:’ puis

sommons les deux égalités obtenues.

1l vient

10 au Ou
3‘5{ A ( Z I T 8: I ) + ezarnaﬁ')’fn')/aﬂ + 4earqa3')’rn')’oz3 + 20r17337337rq+

40303703 Vr3 + 4 ara33 73373 + € a3333| Y33 =

. Jut . 0uj ous Oug B

= /{;c ( fi—=—= 5 T+ fs ) +/{9$€ ear,,n,,(e-E—)da +/S‘ ea;;,,n,,(eﬁ)da =

B Ous 8u3 : . 9 e o Oul\ Ouf

_/Q ( v i ) “+/asee(gf AeeTur e 0t) at ot
[ . . 8u3 ous
+/ass e(g3 Aceuy — e ) 5t do

/ / Ous f3 au3)d7+/ 5ezauida—/ Ae(e’us )( T)da—
fr at T3 T s, I o 55, "
, Ous ., Ouj
—/6 e 8t e? Bt )da—{—/ )da—/a Ae(eus)

95,

En intégrant entre 0 et t, et en multipliant les deux membres par €2, on obtient 1'égalité
(111.3)

1 Ous; Jug .
9 /g; (Z les_(’-)t—lz + Ie?‘_a_til'—’) + afﬂaﬁ(627fﬂ)(627aﬁ) + 40-1—,70,3(62’)’,-,,)(6’)/0,3)-{-

+2a7y33(733)(€Yrg) + 4ar3a3(evas)(€¥r3) + 4araaz(evss)(vr3) + a3333(733)(133)dz =

// f’(sat )+ £3(¢ )d d7+// (egr(e ’)dadr—
//{;S ’)’6(6 T)dd/ /Ot s, /()/855/\6(6 us)(e?
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(I11.3) / /a R}

Appelons A (respectivement B) le premier membre (respectivement le second membre) de

I'égalité (I11.3).

t e 2
)d dr — / (75)(623—“2)2(10(17 + S E(0),
o Jas, ot 2

Posons
Oop = e*Yag,
0oz = €Yas3,
033 = 733.
ETUDE DE A :

Le membre A s’écrit

ous Ouj
/ (Z |e? En > + |6QE}|2 + aijkh9kh9ij>d2-
Q. \ T

o = € uf,
2
Y3 = e us.

/Q (Z‘ad)l! +aukhekh9,])d.

Or, d’apres la coercivité des a;jrh, On @
j

Posons

Le membre A s’écrit alors

. ow,
(I11.4) A> ZH ¢ 2(9 )+0‘ZH9U IlL’(Q )

ETUDE DE B :

Les troisieme et septiéme intégrale du membre de droite de légalité (1I1.3) sont négatives,
donc majorées par zéro.

9

N e . ’ b N \ ’
Le terme TZ—E( 0) est majoré par une constante d’apres les hypothéses de départ.

Nous allons majorer séparément chacune des intégrales restantes.

On a



t Bue Bue
e 3 T s 2 3 P

/ 12Nl @l Sl aqapdr + / Iz
t

< / 170 gy + 5 / eS| Bagaydr + 5 / Hf:flliz(ac)dTwL; S [ e,y dr
= Jo 2 Jo 2 Jo = Jo

3

||L2(Q ydr

O
_2/ S + 3 /Zu 2y dr
1 €112 O%i 12
<3N (o nia) 2 5[ S 115 Wiad

D’autre part, on a

//as= (egz 3)(e aat

[ leoxeutlar— [ [ Cixunyarar+ [ eaiuilio-
as | as

/ /(8693 ) da:
oS-

= [ (o)~ [ (eas)0)u)0)do - /. / (

ase

]dad’ =

de gT Ye2us)dodT+

b [ (e - [ (ean)ONE ) 0o -/ / (%295 2 )dodr <

ase
< e L2asoyll(e’uz ) (L2 asey + |[(eg5)(0)IL2(ase)ll(€? uf)(0)||L2(as=)+

/ li(e gr)(t)||L2(as=)||(6 u; )(t)llm(as=)d”+||(€93)(t)||L2(as=)l|(62u§)(t)||L2(as=)+

+||(6g§)(0)||L2(as=)||(€2u§)(0)||m(as=) + 0t3 )P L2ase)l1(€*us ) (T L2(ase)dr <
1 .
< —&—Hegr(f)llm(asw +< ||6 Uf(f)HLl(asq + 5 ||69r(0)||L2(as=) +3 “6 2(0)|1Z2(a5ey+

t t
1. 0g: o
+/0 §|| — ||L2(as=)d' /0 §|163“i||2m(as=)d7 + —.za, llegs (t)|72(ase) + > et u§ (T 2(a5)+

995 12 ‘1 2
ot )dT+/0 §||e2u§||L2(as=)d"-

Compte-tenu du théoréme de trace, I’expression précédente est inférieure a

1 . , tq
+§“egs(0)“:’“(8$=) + 5”52“-5(0)”2L2(as=) +/0 5

i 39
K[ 3 llegt I + 3 ller |+
zi: Lo <O,T,L7(<’:?SE ) Z L°° (O,T,L"’(aS‘)>
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' t € 1 ' g 1 ‘
—Celleui (Dl o, +3C€||e3u;(0)||2m(9€) + ‘,C / ll€®us(0)]|71(q, 7+
ol e L2 1
+—.2—Cslle uz(H e, + §Cs||6 u§(0)[31ca.) + 70 ”6 u§(0) 31 q.)dT-

D’apres I'inégalité de Korn, I’expression précédente est inférieure a

A’I[leegfllim( +Z|Ieag’ I ))]+

0.T,L2(85¢ ) Lo (O T,L?(85¢

c.C C.Co " .
G 15O + 5> [ 1855 oy
(1]

Le terme ||6;;(u® 0)[2,,0 . est borné d’apres les conditions initiales.
J L%(Q)

ca'||9,‘j(us)(t)”%2(ﬂs) +

La somme des cinquiéme et sixieme intégrales de ’égalité (I11.3) est égale a

-—/ / Ae(eus)(e? / / de(eus)(e?
L2(85¢) 2(85¢)
———A e u drda——/ / ~—)\5 e*ui) |drdo =
/L?(ass / 70! ) ] L2(asc) 0 28t ( 3) ]

Ae Ae 5
= / ——(e ul)?(t)do +/ “(e*uf)*(0)do —/ () (t)do+
L2(3S£) 2 L?(ase) 2 L2(355) 2

AE,

+/ (ezug )2(0)do.
L2(d Ss) Z

Les premiére et troisieme intégrales étant négatives, ces termes sont majorés par zéro.

L’expression précédente est donc majorée par
AE 3 e Ae g . 0)12 <
7”6 uS(0)l|72a5¢) + 5 1e”uz(0)lz2ase) <

Ae . Ae ., .
< .—CsHe us (0)|[H o + i;‘CeHe?ué(O)H%{t(ag) <
< —C Coll0:;(u)(0)]172(q.) <
< C d’apres les conditions initiales.

On a donc

2 O
Bsgzuffn;w(o_mm /ZH s+ K[ leotl " s

0,T,L2(85¢ )

C.Co
2

0 ! € 2 g ’ € ‘
n Z lle g, ] + Ca'l|0:;(w ) )| 2,y + Ko + / 16:5(u)lz2a, d7 + C
(o.r.L?(ase)> 0
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Choisissons o' tel que C'a' < a.

Il vient

3 t
S LD ﬁﬁZHGU(uE)(t)HLz(Q <

995 12 “

< K[Ei:llfflli o ) + 3 Nl onas) >l

+
0,T,L2(Q) (o,T,L?(asc))]

] -1t albl
+K' + K /ZII 1Z2(0. 97 + /”911(“ Wiscadr]

de sorte que, compte-tenu des hypotheses sur {, g et 5?—, on a

0 i
Sl 2 O)laqadr + 3 )OI, <

¢ a'Qb 9
<G +C / 12 o 1105 gy )
1 2 ; <Zl:| ot L) 116:; )”LQ(QE))
D’aprés le lemme de Gronwall, on en déduit que
87’[)1 2 9 s V12 < Ct Cot
Z” (2. +Z|| (@) ()L2q,) < Cre7,
i’j

d’ou

9 ‘ ” \[12 .
Z 2 l') (0,T.L2(Qg)> ¥ ;Heii(u )HLC’o (O,T,m(a,)) =

On en conclut alors que

3 < C’
e ”L°° (O,T,Lz(Qe)) -
(II1.5)
8u3
lle? II <C,
» (0,T.L2(Q¢))
et que
e2vap(us <C,
Hle” vas( )HLOo (0.T,L2(Q¢))
a3(u® <C,
(II1.6) lleYas(u )“LN (O,T,L'*’(Qc)) =
a3 (u)ll ( ) <C,
Lo{0,T,.L2(2,)
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de sorte que, par un raisonnement classique en théorie des plaques (cf Cioranescu- Saint
Jean Paulin [7]), on a

(I11.7) etuf — ulf dans L™ (O,T, V(Qs))
lorsque e tend vers zéro.

De meéme, on a
*g Tre )
uy® = Ug* (21, 29, 1),

) SU*s ]
ull = —z; Us + Uy (21, 22, 1),
Ozq
ou
U;E(‘ZI,Sg,t‘) € L® (0’ T, H?-(ws&)), U 3 fou = 0’
et ) 9 .
U;s GLOO(OsT’ (Hl(ws))-)’ ~U‘:E|8w :O

On a encore

005 _ 93"
ot ot

(21,72,8) dans L°°(0,T,L2(w€)).

I1711.2.2 PASSAGE A LA LIMITE EN e.

Multiplion I’équation (II1.1.1) par la fonction test ez38, € D([O, T, H} (w5)>

(indépendante de ) z3.

On obtient

us 2 0 . T
/ / atzr 7391- — 6'-070';1]2391- - e-a—z-?’—af_szger)dzdt = / / ffezsgrdzdt’
“n 0o Ja.

solt

8us T o0 T
/ / 7430 dgdt+/‘ / ezaf_nz;;—rdzdt—l—/ / eor30,dzdt =
0o JQ. Oz, 0o Ja.

= / / feezs8,dzdt.
0 Qe

Pour obtenir les équations limites, nous allons utiliser la méthode de Caillerie [3] déja
employée, avec les notations usuelles que nous avons rappelée plusieurs fois dans ce travail.

(II1.8)

Aprés intégration par parties, passage a la limite en e, puis une nouvelle intégration par
parties en sens inverse, on obtient :
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T Q*e
(IIlg) —0+4+0+ / / (M:,El 8 + Q*50 )dzleZdt = 0,
0 We

On obtient donc

oMy

(II1.10) .

+Q* =0 dans wex (0,T).

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous dans le
probléme limite, nous allons multiplier ’équation (1I11.10) par une fonction test

9. € D([O,T[, V(ws)).

T 6]\4: : T )
/ / 19,.dzdr + / / Qr6,dzdr =0,
0 Jo. Oz 0 Juw,
so1t

T T
(I11.11) / / Aﬂfla~ dzdr ——/ M;:0-nydodr +/ / Qr0,dzdr = 0.
<1 0 s, 0 We

Multiplions maintenant 1’équation (111.1.1) par la fonction test €230,

avec 8, € D([O,T[, V(ws)).

On obtient

11 vient

/ / 9 ?z39 d4d7-+/ / e? ang dz.dr—/ / e amn,,z;;G dodr+
. Zy ase
—I—/ / eaf.ﬁ,dzdr:/ / efiz36,dzdr,

0 Qe 0 e

soit

/ / 3 ur 5230~ d4dT+/ / e’ot
4 6
e gs — dee*uy — ¢ eoiy0, dsz = efiz30,dzdr.
a5e e €

Apres intégration par arties, on passe a la limite en e. Puis, on intégre a nouveau par
’ ’
pa.rties €n sens inverse.

On obtient

T
-040+ / / /I,'f,; Bz / / Q:°0,dzdT = 0. (I11.12)
1 0 We




La comparaison des résultats (II11.11) et (II1.12) montre que
T
/ ; M; 6.n,dodr =0,

c’est-a-dire que ,
.M*'n,, =0 sur 0s. X (O,T).

T

On obtient donc le systéeme suivant

oM
(I11.12) Oz,
M:n, =0 sur 0s, X (O,T).

+Qr*=0 dans we x (0,T),

Nous allons maintenant multiplier ’équation (I111.2.2) par la fonction test 83 € D ([0, T[, H; (we)) .

11 vient

T 2,.€ T £ T
204 / / 908 / /
e’ 93dzdm — e 1 9.dzdr —
/0 /Q, ot? ’ 0 JQ. Oz, ’ 0 JQ.

soit

< T T
u3 o ) 363 / / e
Gxdzdr + ——dzdr = O3dzdr.
/ / at-') 3 /(; LE USr)eazn z o a, f3 3 T

Apres intégration par parties, on obtient

T
_/ e u3193(0)d7—/ / e’ 363dzdr+/ / O5p€ 893 dsz—/ f30sdzdr.
. " Oz o Ja.

Passons a la limite en e.

e T
9730 dodr = / / F50ydzdr,
823 0 Q.

On obtient

A T TxE T I
[ vieasoyis— [ [ Boazars [ [ oy 25 oy dydr =
Qc 0 Q: at 0 We 6
T !
:/ / (/ f;d23)93d21d22d7'.
0 we —-;-

Intégrons par parties en sens inverse.

11 vient

T 2 T L
oruUzxe a0 L
/0 . T 23 05dzydzodT +/ / Q,7 5, idzldzgdr = /0 /w, ( s f3 dz3)93dzldzgd7',

soit
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r dz3>93d41d‘2d~r

T 2 *E T
Uz 9Q;
</0 [dt 6t2 93d41d22dT —A /wc 9 62’" d21d72d7' —/0‘ Le (

Nln—t

soit enfin
277x€ a *< %
9 U,f’ - 2t = fidzs dans w, x (0,T),
ot? 0z, 1
(I11.14) : 2
U3;¢(0) = Use? dans w, x {0}.

-1
2

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous dans le
probleme limite, nous allons multiplier 'équation (II1. 12) par une fonction test

9 € D([O,T[, V(we)).

Il vient

T 2 T 5O *€ T 1
/ O U pdzrdzdr - / 0,290 41 dzydr = / / ([ fidzs)bsdzndzdr,
0 We 6 0 We a~ 0 We -1

soit

T 277%e T 9
/ / g L,? 93d21d32d7— / / Q;Ea 3d21d22d7-_
0 Juwe t= 0 0z,

T T 3
0 I3, 0 We _%

Multiplions maintenant 1équation (II1.1.2) par la fonction test 05 € D([O, T[,‘V(we)).

(I11.15)

11 vient

2 e
/ / a 20;dzdr + / / 03,,eae3d4d~ / / ‘eogyngdzdr = / f£63dzdr,
85S¢ 0 Q.

soit

T 2, T

0“uj a6 o Ouj

20435 0 1 3 g - _ -
/0 /Q¢ e £Te 93dbdr+/0 / (:’0'3,,67 dzdi / /as= €gz — AE ce? u3 — vyee® e )93dad

T
- / fi8:dz1dzydr.
0 Qe

Apres mtegratmn par parties, on passe a la limite en e. puis on intégre a nouveau par
parties en sens inverse.
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11 vient

Uxe T
/ / 23 dZIdZQdT""/ / Qy 0030z2,dz1dzodT—
0 Jw,e

aU*E
(II1.16) / / = AU;¢ = ye =] )ngadr—

/ / / f;edz3)93dzld~odr

En comparant les résultats (I111.15) et (1I11.16), on obtient

8U*€
2y = g3 — AeU3® — e 8: sur 9s. x (0,7).
On a donc obtenu le systéme
( aQU:;E aQ;e 3
- = fadzs dans w, x (0,7T),
ot? Ozy -1
(II1.17) § Qifny = g3 — AeUs* — 68[;: sur 9s. x (0,T).
8[;: (0) = / Uyt dans w. x {0}.

Remplacons dans (I11.17) le terme Q;° par sa valeur calculée & partir du systeme (111.13).

On obtient

e 9 OME oL

i~ az,,( 332 ): _%f3 dzy sur we x (0,7),
soit
. PUx M .
(I71.18) at; o7 aif /_ . faedzs sur we X (0,T).

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord, on multiplie I’équation
(II 1.18) par une fonction test § € D([0,T[, V(we)).
On obtient

T 2 TT*€E T w
" OM;: 96
A ~/we ot2 0d71d odT+A /;S azz Bz,,dzldzsz_
T o OM
/ / ——n,dodr =
0 93¢ a-~'r
T 1 .
/ / f;6d~3)6d21d72d7— _/ / / i "3d"3 '—d~1dw(]7’+
0o Ju. %
T
+/0 /%c ( 1 fi's d23>9n,,dad7-
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Multiplions 1’équation (1I1.1.2) par § € D([0,T[, V(w.)) et I'’équation (II1.1.1)
09

par ezz—.

D’une part, on obtient

2
/ / 0 Hd dr+/ / €T3, 7 d dT—/ / eoy,0n,dodr =
321; 5.
:/ / f36d=dr.
0 Q.

D’autre part, on obtient

' L O%u
/ / Bt" 0z, / / T G 5 82‘,82,,
- elof 2 —-—n,.dadr-!-/ / eo; —dzdr:
/0 /ast ? 36211 0 Jao ')332’7
T
6

= / / frezs 9 dzdr. .

0 Q. 831,

Apres intégration par parties, passage a la limite en e, puis une nouvelle intégration par
parties en sens inverse, on obtient :

D’une part :
T a2 z T
g~ U;s 00
0dz1dz,d ¥ —dzydzodT—
/O/u ETE 1zgr+/0 /uanale?T

T
(111.20) - / Q:‘isenndadr =
0 38e

/ / ;fdzg)edzld 2dr.

T
-0+0 +/ / M i dzydzodT — / / M*e n rdodr+
"m0z a"'I s,

/ Qy 3 o (laleQdT = 0.

La différence de (111.20) et (111.21) donne

/ / o L d71d~od7' —/ / Q; On,dodr—
- Ose
y A/ *< d.., dz,‘) =
(I11.22) / L 2 8” 8217 rydzadr +0 =

» f;faL >9d31d:2d7.

dAdT—

D’autre part :

(II1.21)
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'En comparant les résultats (II1.19) et (I11.2

2), on obtient

T T 029
_/ Q; Onydodr —/ M,’;f.a 3 dzydzedt =
0 Ise 2r02zy

oMz 96

nr

9z, 0

1L

b”

soit

T T
—/ Q:;SGn,,dUdT—i—/ /
0 08, We

OM:: 39

1]7‘

0z, 0z,

411

I,
[ L.

soit encore

oM?::

,~7-

de sorte que

OM*E

nT

Oz,

n, =Qy°
(I1.1.23)

On aboutit donc au systéme suivant :

( QU OPM;

dzle';dT - / / 7]
83, Zr

Ny

ot?
OM*s

nr

02,02,

(II1.24)

*
n,' = 93

ot

(0)

2

Multiplions maintenant 1'équation (111.1.1) par eb-

1l vient

/ / 81179 dz (lT—/

/ fieb dz=dr.
0 JQ.

1

2
/ U;ﬂng

—1

fn,dodr,

oM;: 96 |
9z, Oz,
aM*E

dzydzodT — / / " fn,dodr,
Is¢ Zy

0=

T
"T9n,,dad7' —j S Q:IEHn,,deT,

Use ,
g3 — AelU3® — */saaz sur 9se x (0,T).
3 |
=/ fatdzs sur we X (0,T)
-3
aU*E
— AeUSe — 7e az sur 9s. x (0,T)

sur we x {0}.

(21, 22,1), avec 0, € D([0,T(, Hg(we))-

60T3

9,.dzdt =

/ "'6 dzdt — / f



soit

T el
. . Jus! 06
—64/ e tutle (z,z,0d~—-e4/ T
1220 o Jo, Ot ot
00,
/ / 'r1] a.‘" r3 a" )dZdT -

= / fief d=zdr.
0 Qe.

Faisons tendre e vers zéro.

On obtient
08,
-0-0 +/ NT"{‘) Zdzidzdr =0,
We “'l
501t
. ON:;; X
(I111.25) ——a—~—=0 sur we x (0,7).
2y

Multiplions (II 1.25) par 8, € D([0,T[, V(we))-

Il vient
T ONS
/ / 6,dz1dzodr = 0,
0 Ju. Oz,

soit

(I11.26) / / 7\’:,’ 72 (171de)dT —/ /c;s N7 0rnydodr = 0.

Multiplions P’équation (1I1.1.1) par ef(21,22,t), avec 8 € D([0,T[, V(we))-
Il vient

// ;Gdd, // "Gdzdr // 9730 dodr =
623
=/ / fieb, dzdr,
4] Q.

1 e Qucl 96,
o cninnonee || 5
/ / Tra dzdr — €2 // 0rpfrngdodr =
3:,, 35,
_ / / fie6,dzdr,
o Ja.

soit.
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soit encore

Ausl 90,
o4 —1 519 2. . T
e/ r(21,22.0)d e/ / ot ot
. dus
/ / . 8~,,d‘dl —/; aSe(ezgr — deetus — yeet 5
:/ / fieb dz=dr.
0o Ja.

Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

(II1.27) —0+0+ / Nee " 4o dzpdr —0 = 0.

Tﬂa
En comparant (111.27) A (I 1.26), on constate que '
Nin, =0 sur 9s. x (0,T).

™

On a donc obtenu le systéme suivant

ON*
- —1=0 sur w, x (0,7T)
(IT1.28) 9z,
Nin, =0 sur 9s. x (0,T).

Prenons 8; € D([0, T, Hy(w:)), et posons v; = 230;(21, 22, ).
Multiplions ’équation (II1.2.1) par e2v, et Iéquation (I11.2.2) par e?v;.
En les additionnant, on obtient

Ydodr =

/ / U ,; vrdzdr -I-/ / BT ’U3d4d7’ / / 3 %in vidzdr—
2 Z

dzdr =

T
:/ / egf:fv;;d:dr +/ / e2ffv,.dzd7',
0 ¢ 0 Q.

soit

/ 64'U.V1~39 (..1 Z9, O)d~ / 6 u3 303(21,~9 0 / / 6 %Zgg-e-idsz—

8u 89 . . 02
/ / / / (6 011]"’3 64" +eo :36 30 )d“dT -

:/ / e’ ffvidzdr.
0 Q.
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Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

T
—0——0—0—0-!-/ / (0 + o5 )dzdr =0,
0o Ja,

soit '
oy = sur Q. x (0,7,
En utilisant les techniques, introduites dans Caillerie [3] on donne les expressions explicites
de 033, Noj et M7, : ona

053 = bapsprep(u*c)

N;fi = baﬂﬁ’p’)’ep(U*E)
1 o?U;se

Men = 33" 5200,
p

Ty _1—5

ou

. { basop = Gapop — Gapj3dijaizep
—1
(dij_),'j - (ai3j3),'j .

En remplagant N5 par sa valeur dans (IT 1.28), on obtient

d e
{ ~ 5~ (bray10,(U*)) = 0 sur Q. x (0,T)
fad/]
braopYep(U* )N, =0 sur Os. x (0,T),
dott
(II1.29) (U5, 03%) =(0,0).

En remplagant d’autre part A{*$ par sa valeur dans (II 1.24),on obtient

T

o2Uzs | 1 0U3e LA
at; + ﬁbrqepaz az 832932 = / , f3 d23 Sur we X (0, T)
= TV Y 4 -3
1 0 o*U3e e ouse . '
_ 55;(1”’""’&;755)”" + AeU; +767 = g3 sur s, X (0,7)
217 *E
brqep%n n — 0 sur 835 X (0,T>
(rri.so)  { T
Us$(2z1,22,0) =0 sur w, x {0}
agz (21,22,0) = /2 Ursldzy = V<! sur w. x {0}
U;s=0 sur Ow x (0,T)
80U3 =0 sur Ow x (0,T).
n

160



I1.2 DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.
(LE PARAMETRE e TEND VERS ZERO).

Nous nous proposons de faire tendre ¢ vers zéro dans le probleme limite(II1.30). on établit
le résultat suivant.

112.4 THEOREME 4
Supposons que f3¢ — f3* dans L*°(0,T,,L*(Q)) fort.

: _ 2 2 _
Premier cas: HCg;Hoo + HCag; lloo = 0.

ot
Alors, il existe un prolongement P € L(L°° (O,T,Hk(QE)), L* (O,T,Hk(Q))) tel que

PE(U3¢) = Us* dans L=(0,T, Hy(Q)) faiblex,

ou U™ est solution de

([ |y*| 82U 3? U\ |y / [E] py—

Y| o2 + 82,0z, (470 £z 02,,) RY L B |V 70

lia)j|| 9U; dans w x (0,7)
Us* =0 sur Ow x (0,T)
oU; -0 sur 0w x (0,7)

on

Us*(0) =0 sur w x {0}
6U3 (0) = V;*! sur w x {0}

\

. 2 2
Deuzieme cas : |ICg3*”oo + ”Cag; Hoo 7& 0.

ot
Alors, il existe un prolongement P€ € ,C(L°° (0,T,H*(Q.)), L® (O,T,Hk(Q))) tel que

Pe(eUss) — Us* dans L*®(0,T, H{(Q)) faiblex,

ou Us* est solution de

/ Iy*|62U3** 52 82U** |58| . |33| aU;*
= U T d 0,T
Y| ot? + 02,0z, (- 0Py, Bz 32,,) Hgs — I} Us |y' ans w x (0,T)
Us* =0 sur dw x (0,T)
ﬁ s =0 sur Jw x (0,T)
on
Us*(0)=0 sur w x {0}
aU Vs**l sur w X {0}
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Dans les deux cas, les coef ficients qrq0, sont donnés par

1 a2xrrl
drnop = m \/)') E(brnap - baﬂepm)dy

Les fonctions x™ sont solutions de

( 1 64 TN TN
—bgpap (=x™" +y )—0 dans Y*
12 9yaOypdys0y,
1 P (=x""+y™)
—bgra n, =0 sur 0s
{ 127 Byadyedy,
1, O(x+yT)
—bgpa =0 0
1506008 Byady, n sur 0s
L x™" est J périodique de moyenne nulle
ou y™" est défini par
1 1 1
y'l =Syt =yt =g et v =y

[12.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

[12.2.1 ESTIMATION A PRIORI

Multiplions 1’équation (I11.30) par agt
11 vient

Q*U3 e oUe 1 otUse ause

e o dnt /w 120 55 202007, Bt 0192 =
% *E 8U*€
=/ ([ fiedzs) S dzydz,

We -3

soit

10 /,8Uz, 1 °Uye 9 ,0U3*
/w: i—a—t((_t) )dzldz? - /‘;c Ebmep@zrazeazp az,,( ot )d21d22+

N / 1b Uy oUye
s, 1 76 p@z,-az'g&p ot

(/_ fpfsdz) g*sdzldzm
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soit encore

10 /,8U03° , i 1 QU 0 09Uz o
/ 3-3_15(( Ot ) )(lZlCl-:;?, - Ls E’bf!)@p 827—02902p aZ,'( 5t )dzld:,z =

3 e ouxe oUse
17 {z,dz xe _ \eUX — qe—— 3
/we / C3 dzya ?+/as¢(g3 el, ~e T ) Er ds

Par conséquent, on a
10 /00U, 1 Uy 0* ,0Uz
—— 2N zyd29 —bT - 3 Z9—
/wz 20t (( At ))d 1des [, 12 7"°° 9240z, az,,az,( at Jdz1dzs
_/ 1 Uy 9* oU;*
Os

—b
127782402, D2y (=5

'15 aU*E . 3U*€ aU*E
- / ( ‘f;edzg’) 3 dzydze+ | (955 — AeUs® — e 3 3 ds,

)nrds =

1 ot s, 3 at ' ot
d’ou
10 /,0UF 5\, 10 Uy 8%Uz° N, ., _
| [)E 5'&'(( Ot ) )(141d42 + /‘;c 54 Ot (brﬂepa Gazp ahlaz’_)d"ld"’l -
(I12.1)

_ % *£ 7. aU’;E . *€ e aU3” OU A
_L( 5 dz3) “oi-danden + @ U3¢ ~ e i) ids.

Intégrons entre 0 et t les deux membres de I'égalité(112.1).

1] vient
1 BU*’ . 1 80*°
/ )( ) (t)dz1dz —/ =( )2(0)dz1dza+
1 oruUre | O'UsE 1 U3¢ 0*U;e
~a UT t fd.. d.., —_ r —_
+/w 511 52007, )ag,,avf( A1z /w T e Ok P e
/ / / f;fd cl71d~odt+ / (g3 — AeUs* — aU?’ )6U3 dsdt,
0 J3se
solt
1 oU;s* 1 Uy . o*Us*
/ue 5( af ) (l‘)d.,ld.,) + /ut '2_4b"’0p8~98 (t)azq6: (t)d.-,ldzg =
L aU" ” 1 PUre 0Us*
= ‘/‘;: 5 ) (0 ld"') + /we -)4b‘!‘ﬂel’)6 6 (O)B‘Hayr(o)d"ldz2+
: : aU;* aUze  aU;*
*<dz 3 _dzydzodt s _\eUJe — 3 3 dsdt.
+./0 /w:(/_%f& 3) 5 dz1d= +/0 ah(‘% eU3" — v =) =8¢
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Soit A le premier membre de cette égalité, et B son second membre.

Minorons A.

On a
1 aU ( o*U;
A> ;Il (720, + || (f)lle(wz),
soit ) 0[
42> )+ allU5 (Do)
avec
9 Ov
V(we) = {v € H¥(we),v = o 0 sur Ow}
Etude de B :

Nous allons maintenant majorer chaque terme de B.

D’aprés les conditions initiales, les deux premiers termes de B sont majorés par des
constantes. ’

D’autre part, on a

LLC

ng) 8;]3 d‘cld./)dt

o=

WS '

. Uz
s/ n 1.3~d:3|1m>| 2 g
-7
oU;
._7 H 1 3”L?(w)dt+ “ HL"’(w ydt
<cl / I g / 12
2

D’autre part, on a

[ ], %
g3
0 03,
:/ o3¢ du // 893 % _yyedsdr =
03¢ Js,
- / g1 (U< (£)ds — / g1 (0)U<(0)ds — / / 093 1rec oy =
s, 0se

:/ Vg NNV )d:c-l—/ eIC g (U3 (1)~

sdT =

_/ Yy, *(— (0)\—U*€(0)dr—/ e71C g2 (0)U;5°(0)da—

pEAH

(.|~

( WU (T dxdr—/ / “Cag (TYU3¢(7)dzdr,
e Bt
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donc, on a

t .
oUse

g1f ——dsdr
/0 /a oz

T . 9 _ 2
< BV g (DO gy + BIVUS Ol 0y + 8 / (e71Cys (1)) dot
+5 / (U3(1)) de + BV s (N O 2wy + BIVUSE Ol 2y

1 *E 1 t
+3/ (e7C,2(0) d:c+ﬂ/ (Us (0))2d$+§/0 195 945 AOlEacoydm+
We —a—t

1 ! *€ 2 1 ! -1 2 1 ' *€ 2
45 | VGO adr+ 5 |, | (7 Cagy () dedr 5 | I0E () iundr
ot

soit

[ o2
ds,

2
< Bl gy (SN ey + BN (Moo + B (7 C3 (1) B NV W+

T ' Yy 2 - 2 ! *€ 71112
+ Bl g (NON s cyey + BIVUS Oy +eB(7 Cgz (0)) + BITTAON o+

t T ) : t e : 13 B 2
+C/ ”¢’ag§(j)(T)llhl(y*)dT+C/ U3 (T)Ili(%)d’”‘*‘c/ (5 lcag; (7')) dr+
o 23 E 0 0 293
ot ot

3
+ c/ HU;S(T)H:{,(%)dT
0

d’ou

/ / dsdT
dse

2 *€ 2
< K312 (o r) 1003 U o sy N0 O+
ot

t
e C e+ 7 g 1] + B TS Oy + K [ N5y
ot

ou

C +llec = sup |C «(t)]
Cyzlle = 1p 1G53 0
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De méme, on a

dsdT

[, e
:_/\ *£2
//(; 3% (U3 Ydsdr

_ __“ *e2
R [U ] ds
Ae
=—> Use® (t)ds+—/ *52(0)ds
=~ J3s,
Or,on a
Ae
~Z= | Us(t)ds <0
2 O3,
et e l
,—°/ *€°(O)db
= OS¢
ad/\ 02 C/\
— (Uz* d A *£01\2
-5/ ay}(t) (U3 d + /w(Us Vdr
*6 2 *€
< C—Hvd’ VU | L2 (w0 + ||U3 N7 (wnydz
<ec.
Enfin.on a

t ouUye?
- vE dsdt < 0.
IR

En conséquence,on a

< I b % 2 *e 2 e
B < K (I3 o ranomy) 18803 W (o vy 1905 Ol
ot
_—2 v -2 4
T R 2y R L A
. at 2
2! *E 2 - ¢ 3U
+ B NUS (e, + K2 i (s (7')||v(w5)+|| ||L2(w ))dr + K,
soit
I\— ! 2 e LT*‘
B < Z5(e” +1IC s 1% + IIC gy ) + Ko’ (nU (DB + 175 (P2 Yt
at '

; *£ 2
+ BN DV
Les calculs précédents permettent maintenant d’écrire
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1,0U;5¢
ll—5 Mg + @llU5 O

I{II iy t xe 0U
(e 41012+ 1C agg 1) + Ko [ (05 )y + I e (P
at
+ eB' 105 (O e
Choisissons A tel que ¢’ < a.
On obtient
wo) F US|
I’ " b e oU;*
< ——( +ICyzllee + 1IC oy ||c>o)+1'i9 ; T My + 1175~ (T)||L2(ws))d
ot
D’apres le lemme de Gronwall, il vient
aU I I
l (t ”V(wc) = (C + ”C “oo + ||Cag ” 1\2 ts
ot
d’oul
BU C
Uxe 2 < 2 - 2 N N 2
L°°(0 T.L2(w.)) +11U; “L°°(0 T V(we ) =2 (" + ”Cg3 oo + “C693 llso)-
ot
Si ||Cg;||§o + ||C%||go = 0, on a donc
ot
J*e
oU; I , <K
(I1.2.2 ot "t L)
ozl <K,

Lo (0,TV(we)) —

: 2 2
et si ||Cgrlloo +1IC ggy llco # 0, on 2
ot

Lo (0.T,L2(we)) ~

1003
(11.2.3) ot _

_TT*ef|2 <
VU1« () < B

Nous choisissons de détailler le passage a la limite relatif au cas ||C at 2 +1ICH 9 2, # 0.
ot

167



112.2.2 PASSAGE A LA LIMITE.
D’apres(112.3), on a

- *£112 < ,r.
TN, o o) S F

D’apres Duvaut [8 ], il existe un opérateur de prolongement Q. tel que

Q. € C(Hk(wsg,Hk(_wsg) pour &k =1,2.

Pour v € L?(0,T,V(w,)), on définit, comme dans Brizzi-Chalot 1] P.v par

(Pev)(t,z) = [Qev(t, ().

11 vient

Pe(sUs¢) — Us* dans L®(0, T, HE(w)) faible * .

Nous allons utiliser la methode de ’énergie de Tartar.

Posons

€ __l_b

Ty T

9*(eUs*)
12 7" 8240z,
Alors, U3¢ est solution du systéme

a2U*s O? :‘_1 % . '
8 £ *&
- —;7:”71,, + A2UFE 4 ~e? Bg: = £g; sur we X (0,T)
Erqiin =0 sur 0s. x (0,T)
(112.4) Us(21,22,0) =0 sur w, x {0}
€5U3 (21.22,0) = 6/2 Ustdzy = Vel sur w, x {0}
ot -4
Usc =0 sur OJw x (0,7)
Uz«
\ 617, =0

D’aiarés (I1.2.3), on a

Notons

s:—o
>T1) éi"
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on a
”51'11“[100 (O‘T,Lz(ws)) =

donc

¢, — &r, dans L°(0,T, L*(w)) faible *

T™Y

Caractérisons &7,
Multiplions (I1.2.4) par ¢ € D ([0, T[,D(w)).

Il vient
! 05 dz1dzsdt ' & r dzydzedt
/ /%5 EYo pazydzy +/0 / 82,.82,,99 z1a22

/ / / f;5d23 pdzydzodt.

Aprés une intégratlon par partie, on obtient

*€ T
fw 5 [eagj ¢0d~ldz9 / / oUs* Ofdzldzzdt / / 7 gidqdmdt-k
T T1]
-{—/) /as, 9=, Son,,dadi
T 3
z/ /(/ f37dzs) pdzrdzadt,
0 we —%

donc
.00 T
L )d.,ld./) "‘/‘;e [ U 8t]0d21d22+/

a&rq atp
/T

T a‘)(‘p
/ ECT 512 dz,leth—‘
e JO

2 dzydzadt =
3z, 0z,

1 T
/ gedzg)c,odz]dzzdt—i—/ / €93 odzydzodt—
1 0 I8¢

2
*E

az Yodzidzodt,

U 50
*E l /C_
soit

T a o
+<l (l.,ldu) +/ U;;E(O) (0 Cl..1d22 +/ / 6U3 d~1d22dt+
We we JO

a 2
/ 22 drdzadt — / / e 92 dsdt
We Tn@*‘ra-'u 93¢ ”782,,

/ /lf z ¢d~1d7zdt+/ (.u *,v)df—

T

8[}'*6
— el dl‘—/ S e——=—p)dt.
/0(,\ 39) 0(#7 5 %)

-J
L
),
-/




Apres prolongement, on obtient

c d?
/V* IXw (:9(0 d‘1d~’> + // PE(EU E)XL.,-E a_::dzleZdt+

c,o
/ / €. a~ra~1ld~1dwclz‘
/ / / £32d2 ) X, pdo1dzadt + / (e o) dt — /<u3,P5<eU;f)so>dt—
0

au;« '
~/0 (15, P*(e—3 —)p)dt.

Faisons tendre € vers zéro.
On obtient

R — / /T R — /T / R
— Vil o(0)dz, dz U =L dz dz,dt z1dz
g D}I 3 (0)dzdze + ), ] 3 o z1dzodt + fr,,a az,]d 1dzadt.

T T T OU;*
=00 [ gy )it - |t U5t - | o gt
On réintégre par partie. On obtient

1V ppet V| \V*|  oUF* T
0 d: CIZ’) + Zr) —_ {
Iyl P(0)dz1dzs D}] [ ] = Iyl [ 79]0

T b} ) T
|V*| 82Us* / P
- wdz1dzodt Y 4
+ A /0 |.);I at?’ va= = + 0 - 61'1) a abn 1d2’)(11l

T T T a[J**
= ., @)dt — LU p)dt — : o)dt,
/0 (gr ) /0 (kx Us™) /0 (y, =5, )t

soit

le d22+

ly*| Iy*l / D)*I 8U;* .
0)dz1dzs o dzo
w Y o I Us(0 ) ( Yz, Pl ot (0)(0)dz1dzo+

ly*l al) / / 1'77
pdz1dz idzs
* /w/o R4 at” dzadt + ag,az,,"”d 1dzodt

—/T( \dt — / (uy, UF* )dt—/T( W™ yar
- o :ug;s(p o 23 o Ky ot 5, PIat.

Pour ¢ € D(]0,T[.D(w)). on obtient alors

T ') T T 2 %
lytla ** / / a
pdzidzodt zydzs
// B ae vEndndtt | B0, Pirdadt
- / gyt = [, U5pbat = [, gipha.
0 93 [u] Jo at
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d’ou

D)*l a’zU;* 62 :17 - aU**

1125 e _ 3
( ) V] oz " 9z,0:, 19 uAUs™ =y =5,

sur w x (0,T).

Si on choisit maintenant ¢ € D ([0, T[,D(w)), et d’apres (I1.2.5), on obtient

Us*(0) =0
U

_ %]
at (0) - V3 3

la fonction V;**! étant définie par
Pevyet — v fort dans L*(w).

Soit
per(y) = {p € H*(Y),p etVy sont Y périodiques}.

Soit le probleme adJo1nt défini par

1 WP '
—b T, =0 d *
127 " 0y, 0y,0yey, ans Y
1 oPwes
bprn a5y =0 sur Js
" Dyr Byady,
1 o*wes 5
—bgpry Ny = sur 0s
12777 9yy0y,
Wes — o8 est ) périodique de moyenne nulle

ot y*# est défini par

11 22 _

12 12 __
yo =50y =y =yiys ety =

[N
.

l\UI»—-l
@

On définit la fonction W=*# par
WeeB(z) = P(EWF(2))

Cette fonction vérifie le systéeme suivant

b a«im,eaﬁ
2 0P 9z, 82,0200z,

QPWeas

' b - Y YL

(I1.2.6) T 60T 92,0200z, "
l a‘)I/VEO(B

Y9pr1,

pPTY 8 awp

W‘"" — o7

=0 dans w,

=0 _ sur Os.

=0 sur 0se

est Y périodique de moyenne nulle.

171



On définit également la fonction y*# par

ol _ _Xaﬂ + yaﬂ.

Multiplions maintenant le systéme (IL.2.4) par W8 ou ¢ € ’D([O, T[,D(w)) et le
systeme (I1.2.6) par weU;<. Faisons la différence des deux expressions. On obtient

T 2r7%E T ) 4
82U 5 1 o'
Vel g dx br I/Ve.ozﬂ > o di—
6/ Le ot? # da1dz th +/0 /w 12 no‘)eacraznazoaép derdzd

a{M/Eaﬁ
. Ut dzydzydt =
/ / bal) 1707 a~na~984p9‘9€U3 21022

e / / / Freds )QQW‘ B dzy dzydt.

Intégrons deux fois en temps.
On obtient

We

9 ot o

e L g T, B deweed)
/w. U ot? W d”ld”°(lt_A /L;E 1_.717 z1dzodt+
/,

[eU;f 993] W dzydzy 4

2 Tngpazraz.gaz,, 0z,
1 (U ,
byt oW B dsdt+
Se 12 ’9”8* afgazpkp Mt

1, OPWe? 9(pels)
12 %07 92,8240z, Oz,

T 83I1'"0,3
- b 7~ o~ o~ uU ’)"L dsdt =
A /(; 8p ]aﬂra ea '4 3

C frednd: )goﬂfgaﬂd 1dzydt,

dzydzodt—

Il

Cry
T,
N
\.

. . ey O e

o (0)p(0YW 2Bz dzy + / eU; (0)—3‘;3(0)W- Bdzidzo+

T 2
U aa””w @By dzadt—

T/ 1, PeUs) By

We23dz, dzodt—

127" 92,8240z, 0z,
L, 0(el3) aw=e’
12 770 92,0290z, 0z,

cdzidzadt+
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T 3 cap
+/ bop‘rq »PW O
o Jo. 1277 8;, 8240z, 0z,

T
1 03 ‘/V‘Ofﬁ 6(6 5)

—b ™, 3 2
+/0 /‘,, 12 ¢ '9z,0290z, Oz, pdz1dzadt

U3*Edzl dedt+

T ) T
—¢ / / f;edzld;:g)(,oWE’“ﬂdzleth— / / Ae2UZE WP dsdt—
0 s

T az ,
— / / ye? 7B dsdt + / / egr oW =P dsdt.
0 s, a ds.

Il vient

_ . T
- F Y . a
Vg*d?(O)Trﬁf'e‘°ﬂc131d22 +/ / eUs* ot? fWE P dzydzydt+
0 We

o

=~

L]

1 a?wwﬁ dp d(eUse)
2001 55055, B2y 0

Z [: 1020 Zq Zr
1, WP dp (Ui
12 %P 8240z, Dz, Oz,
1, WS a”(e
12907 92402, © 02,02,

T i T
= 6/ / (/ f;ed.‘:l (lZg)QOI’VE'aﬂledZth — / / A
0 We —% 0 O3,
T Txs T
— / / ve? a—C3—«,9V[75““?dsdt + / / SgggoW's"”gdsdt.
0 Js, ot 0 O3,

Apres simplification et prolongement, on obtient

dZ1 dZth—

I
N /0 /w | 1_12. mepa;fog:) aigz, WeeBdz, dzodi+
) —
YT
J

~

E\.f_\.

L)

dzidzodt—

O\L]O\'

)dzleth
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\“"e: We2Bdz dzodt+

T
/“ Vi o(0) o, WP dz  dzy + / /w P(eU; at2
dp OW b

T T
Weobd, 3 dzydz,dt
+/(; ‘/;frnavnabr /I dz 1d22dt+/(; 5”’82,, 021- zZ1022 +

T . e.al T -
+/ / a(p 171%% OV " dzydzadt — / /ni,’;xﬂaag Pe(eU. 35 )dz1dzodt—
0 w “

TN 3.,, "n

T *
cin O OP*(U g O OP(eUS)
A . Ny g a~1) 8~,. (141 de)dt / / A Z.,. azn 3 le dZth =

T
=€ / / fsfdcs PXw, WP dz dzydt — /(#i,Pe(eUf)soWE’“ﬂ)dt—

0

—/< P(ﬁU P >dt+/<u*,sowe°‘*>d.
0 o g3

A la limite, 1l vient

|V NA IR 1Y
o VI w IV a 2

dp 0zP
;0P z z9 dZ
/ [ 5"'a~,,a~r dedz ‘“*/ [t 7, dadendtt

8()\’ a~oh’ af a‘) * %
/ /ET,la._,. a.’n d~1(17f)dt—/ /m(’l’]-n,)a a~qU3 dzldzgdt—

/fm f—\f 0&, oUs” dzydzodt — / /m ?,f’ Op U~ dzydzodt =
0~,, zr O0zr Ozy4

z“ﬂd 1dzodt+

©0(0)z%%dz1dzy + / =_Us

e T BU'** B
=—/ (pa, Us™pz® )dt—/ (s —5,—02° )dt+/ (pgz,02°7)dt,
0 0 0

soit

*

I (Rl

2y, 'o(0)z*7 / LB
* % Q > d d dt
/w 1Yl i dzidze + Y 5 Vs 6t° zodt+
! dp 0z%F  Bp 0z*F
.aB p 0z ) o dondi—
+/ L{,,l 81.,,6~r * Ozy 0z, 02, aén )dz1dz
’ ? 2 77 %%
a l:]:n: a U
/0 e & a-,a~,,"9d"1d~2dt+ / / M(17]) 5 a~ng9d~1dz';dt+

T a’) ]**
+/ um 771'11 3,,8~,,<'0d21d02dt

T T aU** T
= —/ (g, Us*oz0P)dt — / (fogy —— 5t 0z*P\dt + / (,ug*,apzo‘g)dt\_
0 0 0 3
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soit encore

Iyl wx1 o aB g, 1., Iy*l ‘
D’IV ©(0)2 d~1d42+/ ] —U;" 8t2

a‘) ..,0"3 62 aﬂ
+ / / £, a(ffab,, dzydzodt — / / & 3(26 odzidzadi+

6‘7 ***
/ /mt 1;,—,, Ep 3 pdzydzedt =
<rU~y

** ap T an};* af T af
= - (,u,\, U pz®PYdt — | (py, ——02°P)dt + | (px,p2z%")dt.
0 0 ot o I3

Y 19Bdz, dzydi+

Réintégrons par parties.

Il vient

|y*|V3**1L,9(0)2aﬁd21ng _/ | | (0) ( ) aﬂdzleQ-{—

w [Vl IV

lytla aﬂ / Iy*la() af -

. |)7| ot ledZ')"l‘ lyl at,, (,DZ ledz,gdt-*—
T oo, 8%(2%P)
+/ /5:1_—82':995 ﬁdzleth—/O /f.,.,, 02,-04,1] (,9(12leth+
a?L **
/ /9)? 77,,, 92,0, pdzidzodt =
T T
aU** o N

/ N M [ gz oz=yat

Pour ¢ (]O T[,D(w)), on obtient, en utilisant (11.2.5) :
" aff a”c Jx* d
61‘1] 3~,- (Pd"ldz"dt m 1-17 a,,,.,.az,n(’p Zle’)dt
Or,on a
82(3“3
azraz" - 6011-661]’
donc
a”U**
/(; /faﬂdzl zpdt = / /DT( Tlrn 8~,64,,(szld zodt,
d’our
-~ a‘zU**

127 . _ op 3
(II.—‘-/) 6013 93?(17,-,, ) agrazn
Posons

N 1 1 oWk
Goirn = 937(771-,[,3) N Iyl / ﬁbapm 3’032 dy.
* - ~ 4
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D’apres (11.2.7) et (11.2.5), on a

|y*‘ aZU;* 62 - 62U;* |aS| lasl aU;*
T - = ¥ — —A A R
Y| ot? * 0z, 0z, (g lepazeaz,,) s o3 V| 175 dans w x (0,T)
U;*=0 sur Ow x (0,T)
aU'**
. 3 _

on 0 sur Jw x (0,T)
Uy (0) =0 sur w x {0}
ous* el

T (0)=V; sur w x {0}.

Les coefficients ¢r,9, sont donnés par

1 1 2w

T = T~ - —d
drnép Iyl - 12 aBp azuazﬂ Y
1 1 82(_X1-1] +y'rn)
B m e Ebaﬂeﬂ 02,024 dy i
1 1 azy""i 1 02\,7'1;
= — _ba —2  — b, ’ d
|V 3,_.(12 B0 5240z5 12 5"Pazaazﬂ) Y
1 1 1 92y
= T3 __boz 61'0161 - _ba ————)d
R% y-( 12 P 12 Mpazaazﬂ) y
d’ot
ot 1 1 b b 82xr1) J
qry6p = |—j}—l e ﬁ( ™mlp — aﬁep“az—aa—;;) Y.
REMARQUE

Que l'on choisisse de faire tendre e, puis € vers zéro, ou bien Pinverse, on constate que ’on
aboutit & des probléemes finaux de méme nature.
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TROISIEME PARTIE :

CALCULS NUMERIQUES.



Nous nous proposons ici de construire un outil informatique permettant des calculs de
coefficients homogénéisés dans le cas de problémes de thermique et d’élasticité, définis sur
des domaines bidimensionnels.

Rappelons d’abord les expressions et systémes que nous allons utiliser dans cette partie

numérique.

RAPPELS D’"HOMOGENEISATION.

Nous rappelons que dans le cas d’un probléme de thermique du type

(1)

([ _ _0_((1..?@
Bxi I a.’l:j

* aue6

a;;—mn; =0
1] a:L.J 1]

\u55=0

)=f dans €.,

sur Ofes,

sur  OeztSes,

les coefficients homogénéisés sont donnés par

(2)

oy’
g = /Y (aij — aika—yf)dy’

&

ot les fonctions xj sont solutions de

(3)

0 80d—vj)
- a =0 dans Y},
3yk( "y o
I _ ..
aH?(—X‘Sa—yly—J) =0 sur Ots,

est Y-périodique.

De méme, dans le cas d'un probleme d’élasticité du type
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—_ .. P\ _ f.
61:]‘ (aszr 811:,-) fz dans Qsﬁa

4 { au€6
(4) aijpr-a_p‘nj =0 sur Otes,
r
u56 — 0 sur aextﬂeﬁa

les coefficients homogénéisés sont donnés par

1 aX&
( ) ;51 |Y| ve ( gl jp Y, ) 14

ot les fonctions x'™ sont solutions de

( P 8)(5 2
- Aijpr ’ =0 dans Y*,
ay] ( o 8yr ) s
6 { o —_ im
(6) aijpr—(&’g—yr——)nj =0 sur Ots,
& est Y-périodique.

Pour donner explicitement les valeurs numériques des ¢;; (resp. des gijxs), il faut étre
capable de résoudre numériquement le probléme (2) (resp. le probleme (4)) puis d’évaluer
'expression (3) (resp. ’expression (6)) utilisant les fonctions solutions x* (resp. x*7).

Pour résoudre ces problémes, nous utilisons le code de calcul Modulef. Nous ne donnons
ici qu'un descriptif trés bref des modules correspondant a chaque étape de la résolution,
des renseignements complets étant disponibles dans les brochures et fiches techniques de
Modulef.
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QUELQUES PRECISIONS CONCERNANT MODULEF.

Pour le maillage du domaine, nous utilisons le module APNOPO. Le résultat est stocké
dans une structure de données NOPO, contenant la description du maillage.

Pour le choix des éléments finis, nous avons choisi 1’élément fini TRIA 2P1D, qui existe dans
les bibliothéques THER (utilisée en thermique) et ELAS (utilisée en élasticité linéaire).
Comme il 'est indiqué, entre autres, dans le Guide Modulef-1, les résultats de ce calcul se
trouvent dans les structures de données MAIL (contenant une description du maillage et
de l'interpolation) et COOR (contenant les coordonnées des points).

L’entrée des données physiques et le calcul des tableaux élémentaires sont effectués via les
modules THERCT en thermique, et ELASCT en élasticité, les résultats étant stockés dans
la structure de données TAE, qui contient les matrices et les seconds membres associés a
tous les éléments du maillage.

Le traitement des conditions aux limites est réalisé a ’aide du module COBDCL, qui
permet en particulier d’entrer les conditions de Dirichlet. Les conditions aux bords de
périodicité, dont la prise en compte n’est pas prévue dans nombre de codes de calculs,
peuvent également étre entrées au moyen de COBDCL, ce module offrant deux alternatives:

-On utilise la possibilité d’entrer les conditions de périodicité a la main, sous forme de
relations linéaires. Cette méthode est trés fastidieuse, car elle oblige 'utilisateur, pour
chaque couple de points concernés, a entrer les deux numeéros de points, les deux degres de
libertés correspondant, les deux coefficients du membre de gauche de la relation linéaire,
et les deux membres de droite de cette relation. De plus, le nombre de relations linéaires
autorisées par ce moyen doit étre inférieur a 19.

-Une seconde possibilité est d’écrire un sous-programme SPCLRL décrivant les conditions
de périodicité. L’utilisateur doit ensuite compiler ce sous-programme, et effcctuer une
édition de lien. Cette méthode oblige I'utilisateur a reprogrammer SPCLRL pour chaque
nouvelle structure, mais ne limite en revanche pas le nombre de relations linéaires, une
telle limitation constituant un handicap sérieux si le maillage est fin, surtout dans le cas
de P'élasticité (deux composantes pour les fonctions au lieu d’une seule en thermique).

Pour la résolution du systéme linéaire, nous utilisons en général la méthode de Crout.
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CALCUL DES COEFFICIENTS HOMOGENEISES.

Comme nous ’avons souligné dans les lignes qui précédent, les possibilités offertes par
Modulef pour la saisie des conditions de périodicité sont peu pratiques. Nous avons donc
écrit une version du sous-programme SPCLRL spécialement prévue & cet effet, ainsi qu'un
exécutable cobdxx2 qui appelle SPCLRL.

L'utilisateur désirant entrer de telles conditions de maniére conversationnelle tape alors
cobdxx2 (au lieu du cobdxx habituel), et n’entre, a la demande du programme, que les
numéros des couples de points concernés. Ce procédé est d’utilisation facile et rapide.

Nous avons été en mesure de juger les fonctions x* obtenues, car, du fait des symétries en
‘y1 et en yy de la cellule de base, il est facile de montrer que x! est impaire en y; et paire en
Y2, et que x? est impaire en y, et paire en y;, et de vérifier alors si les fonctions solutions
ont effectivement ces propriétés.

Dans le premier cas que nous avons traité dans les pages qui suivent, o les barres de
'ouvert considéré sont trés fines, les résultats obtenus sont satisfaisants. En revanche,
lorsque la taille dés trous diminue, les résultats obtenus sont clairement erronés.

Ces erreurs sont dues a la présence des conditions aux bords de périodicité, qui perturbent
fortement la nature bande de la matrice de rigidité.

En conséquence, nous choisissons d’exploiter les symétries déja évoquées, les fonctions x*
étant alors solutions des problémes suivants (voir Lené [1]):

La fonction y! est solution de

—Ax'=0 dans Y],
1
%in =0 sur (1),
1
< —aa—xn— =-1 sur (2),
1
aa—xn- =0 sur (3),
[ x' =0 sur (4).

et la fonction x? est solution de
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(—Ax? =0 dans Y],
2
%— =-1 sur (1),
2
] %— =0 sur (2),
2
aain =0 sur (4),
L x*=0 sur (3).

ot Y! désigne le quart de la cellule de base (figure 16).

Pour les calculs d’intégrales relatifs aux expressions des coefficients homogénéisés, par
exemple dans le cas thermique, on utilise 'approximation suivante:

ox* ‘ ax*
Y; ayr TETh T ayr

ou T est un élément de la discrétisation T} de Y.

Sur chaque élément triangulaire, ces intégrales s’écrivent
ox'
0
@ o ayli 1
[ 5= 5[ (s1) s = aa) ' (o2)an = a9) +x'(s2 )z — )]
T 0y2 2

= ';' [Xi(sl)-(b2 —b3) + Xi(32)-(b3 —by)+ Xi(83).(b1 — b2)] ,

ot les s; sont les sommets du triangle T, et ont pour coordonnées (a;, b;).

Pour nos calculs explicites de coefficients homogénéisés, nous avons d’abord résolu numé-
riquement les problémes adjoints définissant les fonctions x'™ en élasticité (resp. les fonc-
tions X' en thermique). Ces problémes sont définis sur la cellule de base du matériau.

Comme indiqué plus haut, nous avons toujours résolu ces problémes d’une part en tenant
compte des conditions de périodicité, et d’autre part en remplacant ces derniéres par des
conditions aux bords plus classiques (Dirichlet, Neumann ou mixtes) & 'aide des symétries
de la cellule de base.

Nous avons donc écrit des sous-programmes destinés & 1’ouverture des fichiers contenant les
structures de données issues des résolutions de ces problémes adjoints, et & I’écriture de ces
structures de données dans des tableaux simples directement utilisables (sous-programmes
lire_ coor, lire_ mail, lire_b, ecrire_coor, ecrire_mail, ecrire_b).

Ces sous-programmes permettent de récupérer les renseignements suivants:

_Les déplacements dans les deux directions (ou les températures) en tout point du
maillage.
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-Les coordonnées de chacun de ces points.
-Les trois sommets correspondant a chaque élément triangulaire.

Les sous-programmes proposés permettent des calculs de coefficients homogénéisés pour
n’importe quelle structure bidimentionnelle, en thermique et en élasticité.

A titre d’illustration, nous nous proposons de traiter un probléme de thermique défini sur
un ouvert perforé périodiquement par des trous carrés.

Nous étudions donc le probleme

0 Jus®
- 5;(&,5%) = f dans Q.,
i j
b
< a,-j%c—.—ni =0 sur Otes,
J
[ u® = sur  Oezt§les,

avec a;; = 6;j, et f=10.
Nous avons calculé les coefficients homogénéisés correspondant a trois épaisseurs de barres.

L’intérét de tester les résultats obtenus en entrant directement les conditions de pérodicité
est de se faire une idée de la validité des valeurs numériques que l'on peut espérer pour des
domaines de géométries voisines, mais dont la cellule de base ne présente pas de symétries
par rapport a x’ox et y’oy.

Des comparaisons de valeurs montrent que les résultats sont tres bons pour des barres
fines, beaucoup moins pour des barres plus épaisses.

La figure 1 représente le premier ouvert étudié. Pour une cellule de taille 1, ’épaisseur des
barres est de 0.1. La figure 2 représente le maillage du matériau homogénéisé. C’est un
maillage classique, en triangles.

Les coefficients homogénéisés ont les valeurs suivantes:

q11 = ¢22 = 0.103,
q12 = q21 = 0.

Les valeurs effectivement trouvées pour g2 et ¢g; sont de Pordre de 107°.
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On effectue les tests suivants:

On trace une horizontale traversant le matériau troué , et passant & mi-hauteur de la
deuxiéme - en partant du bas - couche de cellules perforées. Cette horizontale passe donc
a la fois par le matériau et les trous.

En chaque point de cette horizontale, on demande la température correspondante. La
courbe obtenue est représentée sur la figure 3.

Un test identique est appliqué au matériau homogénéisé, une horizontale le traversant
exactement & la méme hauteur que le matériau réel. On obtient une seconde courbe, que
’on superpose a la premiere.

On constate que le comportement du matériau homogénéisé rend effectivement bien compte
de celui du matériau réel.

Un second test, de méme nature, est appliqué aux deux matériaux, en faisant passer
I’horizontale exactement au milieu du carré. Cette fois, la droite ne coupe donc pas les

trous, donc les deux courbes sont continues (voir les figures et 6).

Enfin, on traverse les deux matériaux par une diagonale, les deux courbes obtenues étant
données sur les figures 7 et 8.

Les figures 9 et 10 sont des représentations d’isovaleurs correspondant aux matériaux réel
(figure 9) et homogénéisé (figure 10). Leur reproduction sur transparents est destinée a

faciliter la comparaison des deux résultats par superposition.

La figure 11, enfin, représente la cellule de base sur laquelle est défini le probléme adjoint.

La figure 12 représente le second ouvert perforé sur lequel nous résolvons notre probleme
de thermique. Les barres sont plus épaisses (d’épaisseur 0.3), et donc les trous plus petits.

Les coefficients homogénéisés ont les valeurs suivantes:

q11 = g22 = 0.326,
qi2 =q21 = 0.

Ici, nous donnons directement des représentations d’isovaleurs (voir figure 13 et 14).

La figure 15 représente le troisiéme ouvert auquel nous appliquons nos tests. les barres sont
encore plus épaisses (d’épaisseur 0.5). On résout cette fois le probléme adjoint sur un quart
de cellule, dont le maillage est représenté sur la figure 16. Les tests correspondant aux
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coupes horizontales passant par les milieux des matériaux (resp. aux coupes diagonales)
sont représentés sur les figures 17 et 18 (resp. 19 et 20).

185



MODULEF 1 jmse
PER3

21/09/94

r.nopo

1233 POINTS

1233 NOEUDS

1536 ELEMENTS

1536 TRIANGLES

16 TROU(S)

COIN BAS GAUCHE :

-2.745 -2.700

COIN HAUT DROIT :

1.745 1.700

NUMERO SOUS DQMAINE

Figure 1
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MODULEF : imse

MATERIAU HOMOGENEISE

20/09/94

h.nopo

1089 POINTS

1089 NOEUDS

2048 ELEMENTS

2048 TRIANGLES

0 TROU(S)

COIN BAS GAUCHE :

-.2452 -.2000

COIN HAUT DROIT :

" 4.245 4.200

Figure 2
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MODULEF : jmse
20/09/94

r.mail

r.coor

r.b

NOMBRE DE COUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 20.453 | .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 19.302 | .00000E+00
—_— ¢ VC INC : 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 3
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MODULEF : jmse
20/09/94

h.mail

h.coor

h.b

NOMBRE DE COUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 20.454 | .00000E+00

EXTREMA DE LA COUPE

NUMERO : MAXIMUM ¢+ MINIMUM
1 | 19.356 | .00000E+00
vC INC : 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 4
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MODULEF : jmse
19/09/94

r.mail

r.coor

r.b

NOMBRE DE COUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 20.453 | .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE :

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1] 20.451 | .00000E+00
— : VC INC : 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 5
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MODULEF : jmse
20/09/94

h.mail

h.coor

h.b

NOMBRE DE COUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 20.454 | .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE

NUMERO : MAXIMUM + MINIMUM
1 | 20.451 [ .00000E+00
— : Ve INC : 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 6
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MODULEF : jmse
20/09/94
r.mail

r.coor

r.b

NOMBRE DE COUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 20.453 |  .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 20.453 | .00000E+00
vC INC : 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 7
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MODULEF : jmse

20/09/94
h.mail
h.coor
h.b
NOMBRE DE COUPES 1
EXTREMA DE LA FONCTION
NUMERO : MAXIMUM MINIMUM
1 20.454 .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE
NUMERO : MAXIMUM MINIMUM
1} 20.447 .00000E+00
—_— : VC INC 1 MNEMO VN

TRACE DE COUPES

Figure 8
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MODULEF : jmse

20/09/9%4
r.mail
r.coor
r.b

1233 POINTS
1233 NOEUDS
1536 ELEMENTS
1536 TRIANGLES

INCONNUE : 1 MNEMO :VN

20
19

18.
17.
16.
15,
13.
12.
11.
10.
.688
.612
.535
.459
.382
.306
.229
.153
.076
.0000E+00

w

2N WaEs oy @

.45
.38
30
22
15
07
99
92
84
76

20.45

20 ISOVALEURS

- Figure 9
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MODULEF : jmse

20/09/94
h.mail
h.coor
h.b

289 POINTS
289 NOEUDS
512 ELEMENTS
512 TRIANGLES

INCONNUE ¢ 1 MNEMO :VN
20.45
— 20.45
19.38
18.30
17.22
16.15
15.07
14.00
12.92
11.84
10.77
— 9.689
8.612
7.536
I 6.459
5.383
. 4.306
— 3.230
— 2.153
. 1.077
— .0000E+00

20 ISOVALEURS

Figure 10
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MODULEF : jmse

PER3

izt §§§§ 8/09/94

> B

\[\’\/ AV
AVAVAV,
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VAVAVAVAVAVAUR @
/\/\\
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08/09/94
r.mail
r.coor
r.b

4721  POINTS
4721  NOEUDS
8192  ELEMENTS
8192  TRIANGLES

INCONNUE : 1 MNEMO

: VN

17.55
16.63
15.70
14.78
13.86
12.93
12.01
11.09
10.16
9.238
8.314
7.390
6.467
5.543
4.619
3.695
2.771
1.848
.9238

17.55

.0000E+00

20 ISOVALEURS

Figure 13
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MODULEF : jmse

20/09/94
h.mail
h.coor
h.b

1089 POINTS
1089 NOEUDS
2048 ELEMENTS
2048 TRIANGLES

INCONNUE : 1 MNEMO :VN
17.55
17.55
16.63
15.70
14.78
13.85
12.93
12.01
11.08
10.16
9.236
— 8.313
- 7.389
6.465
—_ 5.542
4.618
R 3.694
— 2.771
_ 1.847
— .9236
.0000E+00

20 ISOVALEURS

Figure 14
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MODULEF : jmse

| PER3

10/09/94

c.nopo

3321 POINTS

3321 NOEUDS

6400 ELEMENTS

6400 TRIANGLES

i 0 TROU(S)

COIN BAS GAUCHE

-3.0645E-02-2.5000E-02

COIN HAUT DROIT

INANAN

.5306 .5250

. REFERENCE (ARETE)

VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAYAYAYAYAVATAYAVAYAVAV)V AN

\ Figure 16
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MODULEF : jmse
20/09/94

r.mail

Ir.coor

r.b

NOMBRE DE COQUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM ¢ MINIMUM

1] 14.919 | .00000E+00

EXTREMA DE LA COUPE

NUMERQ : MAXIMUM : MINIMUM
1 ] 14.918 | .20858E-01
—_ : Ve INC : 1 MNEMO VN

TRACE DE COUPES

Figure 17
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MODULEF : jmse
20/09/94

h.mail
h.coor

h.b

NOMBRE DE COUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 14.924 | .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 14.923 | .00000E+00
—_— : VC INC : 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 18
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MODULEF : imse
20/09/94
r.mail
r.coor

r.b

NOMBRE DE COUPES : 1

EXTREMA DE LA FONCTION

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 14.919 | .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE

NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 14.918 | .00000E+00
vC INC : 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 19
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MODULEF : jmse

20/09/94
h.mail
h.coor
h.b
NOMBRE DE COUPES 1
EXTREMA DE LA FONCTION
NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 14.924 ] .00000E+00
EXTREMA DE LA COUPE
NUMERO : MAXIMUM : MINIMUM
1 | 14.920 | .00000E+00
—_ : VC INC 1 MNEMO : VN

TRACE DE COUPES

Figure 20
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