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nÉsutr,tÉ

Dans la première partie de ce travail, nous nous intéressons à un problème d'évolution défini sur
une plaque mince perforée périodiquement. Nous faisons tendre l'épaisseur de la plaque, la période
des trous et le rapport entre cette periode et l'épaisseur des barres qui constituent le matériàu vers
zéro, et nous donnons les coefficients du matériau limite obtenu. Plusieurs géométries sont
envisagées, dont I'une donne l'exemple d'un matériau limite à coefficient de Poisson négatif.

Nous étudions ensuite un problème avec conditions aux bords de type Fourier défini sur une
plaque mince de même type, et nous faisons tendre, dans un premier temps, l'épaisseur de la
plaque, puis la taille de la période, vers zéro (dans cet ordre). Dans un second temps, nous
effectuons ces deux passages à la limite dans I'ordre inverse. Nous donnons les deux types de
problèmes limites obtenus.

Dans la troisième partie, nous construisons un outil informatique permettant de calculer
explicitement les coefficients homogénéisés correspondant à des problèmes de thermique ou
d'élasticité. Des résultats numériques correspondant aux géométries précédemment étudiées sont
donnés dans cette partie.

MOTS CLÉS

Coeffi cients homogénéisés

Homogénéisation

Méthode de l'énergie

Méthodes variationnelles

Opérateurs de prolongements

Plaques minces
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INTRODUCTION I

Nous étudions ici des plaques minces perforées, caractérisées par trois petits paramètres:

. l'épaisseur de la plaque ( pa^ramètre e ),

. la période des perforations ( paramètre e),

. le rapport entre Ia largeur des barres et la période des perforations (paramètre ô).

Les delx plaques étudiées diffèrent par la géométrie de leurs sections horizontales.

Sur chaque plaque, on définit un problème d'élasticité tridimensionnelle, dont la solution

$.16 représente le déplacement de chaque point de la plaque dans les trois directions.

Notre but est de faire tendre les paramètres e, e et 6 vers zéro (dans cet ordre), et d'étudier

les problèmes limites obtenus et les fonctions limites qui en sont solutions.

La dépendance pax rapport au premier paramètre est étudiée par des techniques de plaques

mince.
Au delxième paramètre, qui caractérise la période du réseau, on applique une méthode

d'homogénéisation.
Dans la troisième étape, on s'intéresse au paramètre 6, en appliquant une méthode varia-

tionnelle.

On étudie d,abord une plaque comportant trois barres horizontales et deux barres obliques.

Les barres obliques font, avec la verticale, des angles de 
I 

et 
f f*O figure 1)'

Après les trois passages à la limite, on obtient un matéiiau isotrope, dont on précise le

mod,ule de Yolng et le coefficient de Poisson. Le coefficient de Poisson est une grandeur

mathématique théoriquement comprise entre -1 et 
i 

tt l'on comprime un matériau dans

une direction, ce coefficient caractérise I'augmentation des dimensions du matériau dans

les autres directions s'il est positif, et leur diminution s'il est négatif.

Le premier cas est naturel, et c'est celui que l'on rencontre presque toujours dans la pra-

tique.
Ici, nous donnons I'exemple d'un matériau limite dont le coefficient de Poisson est négatif.

Nogs reprenons I'ensemble de cette étude pour une structure dérivée de la précédente, et

obtenue en supprimant les trois ba,rres horizontales de Ia cellule de base (voir figure 3).

Nous généralisons les résultats obtenus à des angles quelconques (c et T - ot) pour les deux

structures, et nous faisons des commentaires relatifs aux types de valeurs obtenues suivant

I'angle o choisi.



En particulier, en prenant o : 
;, 

on retrouve des coefficients limites déja connus car les

trous sont alors des carrés ( voir Cioranescu-Saint Jean Pauli" [9]).

D'autre part, dans notre problème d'élasticité, nous avons d'abord étudié le cas critique

r :2., r étant la puissance de e dans le terme en temps.

Nous étudions ensuite les cas 0 I r 12 et r ) 2, et nous donnons les problèmes limites

auxquels on aboutit alors.

Enfin, nous appliquons les techniques précédentes à un problème de thermique bidimen-

sionnel, la géométrie de la structure étant celle de la coupe horizontale de la figure 1.



I.PROBLEME D,ELASTICITE : CAS TRIDIMENSIONNEL.

PRESENTATION DU PROBLEME.

On considère la structure tridimensionnelle constituée par une plaque perforée, dont les

quatre bords latéraux sont perpendiculaires aux faces supérieure et inférieure, et dont une

coupe horizontale est donnée sur la figure 1.

La cellule de base Y choisie dans le plan de la plaque est précisée sur la figure 2.

On introduit les notations suivantes:

La structure bidimensionnelle perforée, représentée sur la figure 1, est notée u"6 Son

bord extérieur, qui est un parallélogramrne' est noté ôar.

La réunion de c,.t"5 et des trous, notés t.6 est notée o.

La structure tridimensionnelle précitée, notée O9'6, est alors définie par

0e,6:  @e6 xl- i , iV

De même, on note Qe : w x ]  -  
i , i t ,Tee6 

:t ,ox ]  -  
i , t t 'yy.,a 

:  ôte6x

Le bord latéral de f), noté |fi, est donné pax 16 : 0u 
" l-;,;1.

La face supérieure ( respectivement inférieure ) de ta plaque est notée Olr, (

0""0) '

Sur cette structure, on définit le problème suivant:

1  e  e r
t -  5, t t '

respectivement

(1 )

",ry:_&(o,iouffil:
ô " 1 6  : 0

oirkhffint: GTr

on,oowDo :0

d"'6(0) 
-  6e60

ud=" 
fol - 6e6L

ot

F;" dans f)""6 X (0,?),

sur ffi x (0, T),

sur f j", x (0, ?),

sur ô?""6 x (0, ?),

dans f)""5,

dans f)""6,

où les d;i61 sont constants et satisfont les conditions usuelles de symétrie en élasticité.

Posons

V(0 " ,0 )  :  { u  €  [ I / t ( f ] " "6 ] t , u :0  su r  f 3 ] .

D'autre part, on fait les h.vpothèses suivantes:

6



Ôe6o e v(0" 'o) ,

6e6t ,  ( t ' (o" 'o)) t ,

," ,T € ,-(0, ?, (r2(çr"))3)

G"*,af, € -t-(0, T, (L2 (u *{+; }))t).

Les a;i1,6 sont coercifs, c'est à dire qu'il existe une constante Co strictement positive telle

que
csu;iu;i < aijkhuijuktl pour tout u - (u;;)tel que u;i : ui;-

Des théorèmes classiqueb assurent I'existence et I'unicité de la fonction /"'6 solution du

problème (1), avec

'),u'!:" € ,-(0, r, (r1c1",6;)';.
iJt ot"

Nous a]Ions étudier la dépendance de ô"6 "n 
e, € et 6 lorsque ces paralnètres sont petits.

Dans tout ce travail, les indices grecs (respectivement les indices latins) pourront prendre

les valeurs 1 et 2 (respectivement les valeurs 1, 2 et 3).

D'autre part, et sauf mention expiicite du contraire, on utilisera la convention de sornmation

sur les indices répétés.





BAR ol

BAR H;

BARH9

,/
ô

to
I

\ /

/ \

Figure 2.

I

BARH;



DEPENDANCE REI,ATIVE A L,EPAISSEUR.

(Le parametre e tend vers zero.)



A) ETUDE DU CAS r:2.

AI. DEPENDANCE RELATIVE A L'EPAISSEUR.

Dans ce paragraphe, nous fixons e et 6, et nous faisons tendre e vers zéro.

AI.1. DILATATION DU DOMAINE.

Nous allons transformer le domain€ 0"e6 en le domaine Q.6 : ue6" ( - 
;,j) 

t.rdéOundant

de e par une dilatation darn la direction de 23, de la manière suivante:

Faisons le changement de variables

(
I  t o : *o  Pou r  a  : l  ' '  2  '

I  " :  
e-rxs '

Posons également

/  ' ' Â t  
z r z s ) :  

" - t ô ï 6 ( * t ) r 2 r r B ))  Qï \zr 'z :

t d3'("t, :,2,4) : ô3"6 (*t,rz,rz)-

Ceci est valable aussi pour Ff et Gi.
Avec ces notations, le système qui définit {'6 devient

^ "0 ' ô "0  ^a  _e6_  ô  
. . 6 ^

"" At, 
- e 

Azrr 
o"t 

ô"ro "s

,ô 'ô io -o _e6 o - ,a
""Ë-"a,  %;-  uros l

ô'6

- foiXn"

oî3re

dâ6(0)

W-rotat \-

d56(0)
ôôi6 ,,

p* rJ)

(Ar.r)

f"

fz

0

0

+g;

-rô,:o

-, ô!'

ô3oo

ô'"ot

dans 0.6 x  (0, " ) (A/ .1 .1) ,

dans 0.6 x  (O, f ) (AI . l .2) ,

sur fs x (0,?),

sur ôT16 x (0, ?),

sur fe6* x (0,").

dans Qeô,

dans 0rô,

dans f).ô,

dans O.6,

avec les notations

10



^çp- . J

h
i

J d

9o

9t

= a i i a g7 a p(Ô' 6 
) * 2e- 1 a; j .,t 'y ..s(é'o ) + e-2 a i jst'fz, (d'6 ),

: j lr,

-  eFa,

:  G o ,

:  e - r G z .

lo:0, "  e;, ;)

Te6:trr"?TrI)

f5: ue6xt* i)

et

i 1



On pose V(ft,o) :  {u € (ff t(Cl,o))3, ' t  :0 sur fe}.
On établit le résultat suivant:

AI.2.THEOREME 1.

On suppose que

"' | ôi6' 1""1n,01 ,

Alors,

"lWlr,,r.o,'

f oncti,on ôi'6est caractéri,sée par

62ç*e6  6z  ( r ,  â 'oâ '6 \
aF 

- a4arr\tz'"noP a"ea+)

0â'6 : o

ôol'6
_-;L : U

on
1 - 625*e6

ob,neoff i frq: o

a ,1 ,  a,ô i ,6
ur(nb"rtoeff i ; )n '  

:  o

Qâ'o ( r r ,22,0)  :  0

A^rr*e6 f à

-- (rr, 
"",0) 

: / Qi'6rdzs - Â3ot
o t  J _ ;  

o  v  o

OSeot est déf i.nie par

"tl 
W- | ,orrtbornés ind,épend,amment d,e e.'  

ÔzS 
'L2(e,e)

ou

ou

e26'a - 6*e6 dans L*((o,r),y(O,o)) f ai,ble*,

ôi'o : Qi'6 (21, z2,t)

ôio : -"r'l|t (rr; rr,t) + of6 (zt, zz,t)

Sà- 
l-a fidrs + (gi+ + gâ+) s?.Lr ue6 x (0, T)

sur 0w x (0, T)

sur ôw x (0, ?)

sur 0tr6 x (0, T)

sur 0tr6 x (0, ?)

sLir ue6 x {0}

sur ue6 x {0}

et oit
"'a'rot 

- oi'ot d,ans L2(ur6) f aible,

I  
b"r to:  atq1p - arnjsdqaiS7p,

I  r . l  t  . -  ( n , " . . \  . r
\  \ - - û J l & J  \ - - c { J ! r z J

la f onction O16 est nulle.

L2



COMMENTAIRE

Le problème qui définit |a déflection Q$'6 est un problème du deuxième ordre en temps et

du quatrième ordre en espace'



AI.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

AI.3.1. ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE.

Multiplions l 'équation (AI.1.1 I V^, .ff. et 1'équation (AI.1.2) par 
W 

En ajoutant

les deu-x égalités obtenues. et en additionnant les termes similaires, on trouve

tu* 
1..,(.'t l+l'+" tffr *

* e2a,qop'r,r(ë'6) ' ' top(6'6) l4ea,,,o31,r(Ô'6.,, . , t  (d'6) + 2a' ' t t t7' , , ,(Ô'6\l ' r(6'6)+

t   a" to t -yos(d '6) t " r (d '6)  !  4e-La*sr lss(d"6)  l , t (6 '6)  *  e-2as. rs t  I  l r r (d"6)  l '  )a t

f  .  -a6i6 a6i6 .  f  ,  *0Ô1t ,  -+ôô36.": 
Jn.,kf,T 

+.hft)dz t Jr*,@niË 
+ ei-i)a-*'

En intégrant ceci de 0 à t, et en multipliant les deux membres par ez , on obtient

; I.,f T' "'oÔji-ç'11'+ | ""aïÏu {ttt'+

+ a,q d ti (r" l.-r(Ô'oXt)) (.'r'p( O" Xt)) +

r  a,q."t (rt r r(ô'\ (t )) ("r*(d'o Xr)) +

* 2ct,63( 'rr ,(d"X i l )  (""r,r(  ")( t t)+

* 4ct6o3 (q,r(ô'o )(r l) ("" ' ,  (d" Xt)) +

t 4.,"sss (rrr( d'oXt)) ("t"r(0" Xt)) +

* assrr (rrr(d"Xt)) ( t  r(o"Xt))]d'

: lo' ln.,rr,"'+ - rr"'#)d'zd,*

* I,' l,*ro:"'+ . n*æ#\d'zdr * "'"+,
où E(t) est défini Par

E(r): I., (I l.'Turt'+ | "a#ro rùl'+

* &, \o Ê ("' r,(0" X t l) (t, otô" \(t)) * 4a,, q ot (^r,r@'uX t )) ("r* t O'o Xt l) +

* 2arq* (rrr{a'6)(t))  (r"r to"Xt)) * 4a,sot ( ' r .r(o'oXtt) (r"(o'oXt))+

* 4e-tct,zr,  (r .r(@'o )(t))  (r ' r tO'oXt)) * e-2orrsr (rrr td'oXt)) ("r , , t  Ô'6)f t1)]n'

(A1.2)

I4



Appelons A (respectivement B) le premier membre (respectivement le second membre) de

f inégalité (AI.2).
En posant

o' p(ô'6 ) :  "2'Yo 
p(Ô'6 ),

o.'r(ô'6) : e:y..z(Ô'6),

orr(ô'6) :'rcr(ô'6),

le membre A s'écrit

;1,.,(t'"'wu)P+ | ""ffrl f * a ; j t n0 * n(ô' 6 
)(t) 0, i (6' 6 

1çt1) a t.

Posons

(Ar.3)

[ ,t:!
|. +;o

- e3é'J,
-  

" rô i6 .

Le membre A s'écrit alors :

t. [ ( r r ry 12 *a;ip60rn(ô"6)(t)0,iç4,671t1)ar.z Jn,r\+, ot

Or, d'aprés la coercivité des o';i1,6, orl a

, > l t | | ryi(t) | 121,,1o.e ) + cr t ll0, i(ô'o )(ù | l?,ro.,r.- - - 2+ "  
ë t t  i , . 1

Dtautre part, on a

": lo' ln.,ff,u+. nu#)d.zdr * l,' l,r,(gl"'+. nî"'ry)dod' * "'uL)
: l,' ln.,u,+ . r,fftazdr * l: l,r,kr# * n*Y)aodr * "" 

u.,.)

: Io' ln.,r,W-,,4, * l,' lr.,nf 
utir' o'0, * "'uL|) .

Ona

n r  s ,5  r t  â th96

1-9!î-414, < / tt.r,ttL2(e.c)ilïii l L2(a,ùdr
At  -Jo

. L [ '  ur,12.^,^ .r ]r  *L [ '  u$-yr, , ,n ,dr'  
2  J o  

r r r  ' r r ! - \ r r ' 6  '  2  J o  "  O t

s c ll f ;ll î". 10.", r, 1 o. e ) ) * ; l, ll+ ll'v' 1ç.,1 d',

L' ln.,

15



et

I: l,r,Èffa".'
: 

lr:,g!(t\,1,',0(t)clo 
- 

lr*,nl{o)rhi6e)ao 
- 

l"' lrr,TrT6dod',

s fiunf tt ) ll ?, r.1,,, * ill,h:o (t)ll"r,r r| r + I t t n,. r o I tt ?, 1r| r +

*|l,r: 'o)l l '1,1p11 *+ l, nÇll 'y,ç1otd, *; I, l ,hîoll 'r,,r*,d',-

De mêrne, on a

cax

En conséquence,on a

Or, on a

|n l:'ullt2r.,$!)<!rll"' oio( t ) I | ?, **. r
< callez 6i6 ( t ) ll T ro., I
1 c' oll e2 1 i @' 

6 ) (t)ll"r2 (e. e )
< c' c,llÉ- ; / g'o Xt) ll ?, rn., I .

l l , / :6(o)l lprnl) S c,

,r; 6 (o) : (d;ô (o),,/-,;6 (o))
:(e34;6(o), 

" 'd; '(o))
=("t ô'jo , "'ô-ruo)
:", ô1ro .

'14':e 1o) ll?,rrlo I 
: l l e2 dioo 11",,.1 I

<ll"'ôîuo llTrn.,l
1c.

[1 vient

l: |,,,n!ff,"a'
<c(ttn,*tt 'r"",o,r,rz(r.+a)) *i l+il"r"o(o,r,r,1rl,,)) * c'., l l l ; i(g'6;1t;112r,,n.,r+

* * [ '  i l r , , (d"u) l l?,rn . , rr t r  *c.
,  l ^_  J U

0n a aussi d'après les conditions initiales :

e2 E(o l  -- 1 C .

2
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On obtient finalement

B scrfttr,tt;.",r, r.r2ra"a)) + ugf ll'r*ço.r.r,.]r) + llffill'r*io,r,r,r.1r)1+

* c'. , l l l ; i (ô'6)(t) l l ' t"*.0) * ,,  
I ,  

( l ldri(d'6X r)l l2."p.o,t + UffO)l l?,1n.,y) dr ! ca,

soit

+ nffroilt ,tn.,1)ar.

D'après (AI.3), on a

1 f  1141f 1ry;1'r , rn.o)* "o D l l0nik '6)( t) l l ' r , (n,o)
2 L , t t  0 t  

\ -

,rr ;c 'al l0;1(g'oxt) l l?,rn. ,rn'  ,"  [^ '  (ne,iro"tyr) l l2v,p", l  * l l  Sr 'nfr,(o.,))d' 'Jo \

Clroisissons o de solte que cs ) cta.

Alors, on a

\u#(t 
)  l l?,ro.,r .  

ç 
l l i ,  ; i@'6 )(t) l l?,to",r

</i + rr' [  ̂ ' (llr,r14" 1,' ) ) ll?,to.o, * Uff fùl'., 1ç,,y) dr.
Jo  \

D'après le lemme de Gront'all, on a

î t  ,

B 1ca * c 'a l l ï4(ô"6)( t ) l l ï ,o,ot  *  cz |  ( l ldr j (d 'ÔX r)1127,p.ù
l o  \

donc

Alors, on a

soit

( , ,  ,  a6"^6 ,,n

J " t -  
Af  l l ; * ( ro ,n , r . ' {o . .1)

I rr., o6'6 tt'
t  " '  a t  

l l l - ( 1 0 , T ) . t 2 ( a . o ) )

\rff i(t) l l?,ro.or 
. 

? 
l l0;i(ô'6)(t)l l?,ro.,r < K"n'',

ç '  ,1â l l '  112 + \ -  l ld , , (d '6) l l2  ,
4 r ,  A  l l ; * (1o . r l , 12 (a .c ) )  L "  -1 \Y  r l l l - ( 10 ,T ) , r r (o . r ) )  S  

" '

/  ^  /  |  t  /  r \' -  ( u  r  \ f r r . ' È . r ,

< c .  (AL4.2)
(1r .4)
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De rnême. on

t
i j

l lo; i (ô'6 ) l l t r-  1,0,a1 ,r@",\)  a c,

soit

(AI.5.L)

(Ar.5.2)

(,4r.5.3)

" '6'6 
t ç[*e6 dans I-((0,?),y(c]"e ))) faible .

De même, d'aprés(Al.5), on a

I  l l r"^i" i ld"6 )l lr* (to.z),r,{o.or) s c,
I

(A1.5,  
I  

l l " r . r (d '6) l l r -  ( {o.r \ , r , {a. , )  S C,

I  l l t t r t r '6) l l r - ( {o, r ) , r , ro"er)  Sc.

D'après (AI.5) et I'inégalité de l(orn, on a

et

(Ar.6)

Par conséquent, on a

On a encore

o n a

d'où à la limite

Comme

D'après (AI.5.3), on a

Ê#llr '(o.or < e2c,

l lffi l lr,,(o.,r:0.
En conséquence, on a

( -4 I .7 )  6 î ' o  : rD î " ( t r , :2 . t ) .Q î 'o  e  I - ( (0 .T ) ,H ' ( r ,o ) )  e t  ÔT" :0  su r  ôc . r  x  (0 ,? ) .

ll"""if llT-1,0,r,,, "(ç.ot) 
s c'

""oîf 
- oîit dans -t-((0,?),r '(f l .6))) faible -

,"W, Tçr, z2,t) € L*((0, r), tr,(f),0)),

, '+'ôo e H-t ((o,r),v(ct 'c) ') .

ll"t ryll'1,- 11o,rl,r,1n.o)) s c,

"tu1# 
' o dans H-t ((0, ?), Y(ct,6)').

t8



D'aprés (4I.5-2), on a

d'où à la limite

c'est- à- dire

et donc

(A1.8)

Avec

(Ar.e)

(AI.7) et  (AI .e)

(d/ .10)

Enfin on a

lW*Wllr"1a.,1 1ec,

Ê# *g#il,,1e"u; : o'

aôi6 aÔi'6
a4 : 

-n;-'

ei6 :  - ' rY+ rDf6(21 ,22, t ) ,

ol"  e - [ - ( (0,  T),H'(r .a))  et  Q[ '6 :"0 sur ôa x (0,7).

impliquent,conlrne dans Ciarlet-Destuynder[5], que :

oî 'o  e  . t ' " ( (0 ,  T\ ,H2(u,6) ) ,o i "6  :0  
"W:0 

sur  ôar  x  (0 ,?) -

6î 'u :  (Di 'o(rr,zz,t \ ,

. , â0T'6
ëio :  -æl + Qi6 (zr '  zz, t ) '
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AI.3.2 CARACTEzuSA',TION DE 0î'6 ET 0;'6.

Pour obtenir les équations lirnites qui caractérisent Oi'6 et Oâ"', nous allons utiliser une

méthode analogue à celle de Caillerie.

On multiplie l'équation

;tÊ-"gf,-u:t!:r.- 
AP 

" 0", ôrt

Pa r  
ezso  r (21 ,  zz . , t ) ,

avec 0, € D([0, T[,v(u,)), indép"ndante de 23,

ori
V(r,a) - 

{. '  e Ht(r,a),u : 0 sgr ôc' ' ' } '

On obtient

f  [  ( .nW n 2a e6 a '  \  r ' r  r

Jo -/n., \- a{"0'- " ù"'6"'0' 
- 

"ûtZ""tî ')dzdr 
: 

Jo Jn",f 
'""0'dz<,'r '

soit après une intégration par partie :

- t ,nJd-ço)zs,,,(o)dz - [' [ "offi,,ffa,a, *
Jn.o at  Jo JQ.o

+ [ "  
f  ' rÂ  a  fT  r

Jo Jn.,"'"?!"'f-re'ato' 
* 

Jo Jur,o'"o76'230'n'dzdr 
*

f . r  -  f r f  . ,
* 

J, Jn.,"ol!t,dzdr 
- 

Jo lrr,"o\ottsî,nsd-"dr 
:

-- f t r 'ezto'dzctr'
Jo  Je .o

soit encore

- t "'ô","230,(o)dz- [^' [^ "nffirrffara, *
J e , ,  J o  J Q . a

* [' I e2oi6nz3{e"a"a, +o+
Jo JQ., " '  ozt

r  [ '  [  "n'6^e -, t ' r ]r  -  f  f  .o!. .L-, lsd, :' Jo  
Jn, ,  

r ,  Jo  J f * *
r T F

: I I .f,e=30,d2d"r.
Jç :  Je . t

20



lntroduisons les moments

L'égalité précédente, devient

(A1.71)

(AI.L2)

soit

Si on choisit

/  . 4  f  1 ? \

A,Tâ60 : zsoelpd4,

r  r s 6
1 \ o 0 : o'jpd"s,

Q'J : oi6rd4'

r I_,

u l_,

" l_,

Compte-tenu de la reiation (4I.6),les moments Mlïpet Nj[ sont bornés dans tr-((0, T)' L2(u,5,\)

î"'i:::":1ffi:Hî:ffi:Jî#iiÏl,i;lj;' converse dans .L- ((0, r), v (,.ù' ) raible
vers Q|'6.
En faisant tendre e \rers zéro dans (AI.11), on obtient l'équation

- t "'676'zso,(o)dz - f t "nffi,rffa,a, *
Je. ,  Jo JQ, ,

rT r Lr,o"o, + [' I e,,6o,dzdr -* J, J-.,uoil'"ar, Jo J..,
- 

Ir' lr*,"nr='o'd'sd'r 
:

r T f
: 

Jo Jn.^'f""?'dzdr'

-o - o * l,' l..,rrrrou. Qi'6 o,)dz1d,z2dr : o,

- 
Ir' l-",ry*t'dz1dz2d' 

* lo' 1u,.,*Ti'n'0'ds1d'szdr*
l T f

+ I  I  Q; "e"d=1dz2dr :0 .
Jo J r . ,

o, e o([0,?[ ,1(c ' .5)) '  on obt ient

217+s6
- u " ^ 7 ' n  -  6 * e d  -  6  d a n s  r , r - .  x  f 0 . 7 ) .

4  t  a t

oxI

Pour avoir cles renseignements concernant le comporternent au bord des trous dans

problèrne limite, nous allôns multiplier l'équation (AI.13) par une fonction test

21.



0, € D ([0, 
" [ ,  

v(r,o )).
Il vient

- [ ' f
J o J-.,

o,d.zi,zzd., * 1"" l,,,nr" 
r,dz1d,z2d.r : o,

soit

,  f  I  M::6!arrdz2dr- [ '  [  tur i16tt , ,0,ds1cts2drr

(A I . r4 )  

'  
' o r r J - r " ' ' ' "  ô "  Jo  Jô t ' t

I  I  I  Q:" t ,d4dz2dr :0.
Jo  J r ,a

En comparant les relations (AI.12) et (AI-la), on obtient

I t I i i 'n . r :o sur ôt .6 x (0,7 ' ) .

Multiplions maintenant par

0r(rr ,z2. t )  €a(to,  Tl ,Hà(.)) , (d3 est  independante de z3)

a^ri;6
azù

l'équation

"'#:-"æ-#:fz
Il vient

- 
"' In.,oi6t0r(2r,22.0)dzdr 

- 
lr' /n.,""ry#rzd'r*

* 
Ir' ln",l"oi',#. 

oilo1a,ar - 
lr' lr*,oi3rr,zsct-<d'r 

- 
lr' lr*,o;o,rrrz3ct-<ctr

: -"2 
ln.,r:o'0r(rr,22,0)c).zdr 

- 
Ir' 1n",."ry#rzd'r*

* I,' ln.;oi|ho,o' 
- 
l,' lr*,nl',osdr 

- o :

-- 
l,' ln.o'r"'o'o''

On intègre une deuxième fois par partie. On obtient

- 
"t [ 

6io'0r(]rr. 12, o)dzdr + [- "'63t0ff{oVror*Je. ,  JQ,o  
-  o

, , , r r \  ,  [ '  t  . z n r 6 ô 2 0 t , . ] - à r J -  [ '  t  n u r ô ï r s - , 1 - n r ] r -
tâ / . rù ,  , Jo  

Jn .o " ' . ,  ô tz * - " "  Jo  J_ .onr0 t ,

f T f: 
Jo Jn,nrto'd=d''

fr
Jo J.}

22
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Or, d'après les conditions initiales, on a

"'di6o 
- o dans -L2(f).6) faible'

Soit d'autre part di'61 définie par :

""ô3t '- 
oî"t dans -L2(ft '6) faible'

Faisons tendre e vers zéro dans (AI.15).

Il vient

- 
t ( [t, ei"6r0rd,zr)(',, 22,0)d.zctr * 

1,.,0ff{Ua"ar+J , , : " 6  \ J - t  '  Ju .6  v ' '

rT  r  - â2A^  fT  f
* J, Jn.o*î'offia,a, + 1o Jr.,ai"#,dz1d'z2dr 

- 
Ir' l,.,rn{. * sr*)usd'sdr

I
Î t  f  t  f 2

:  l -  |  ( l ' , f ia" , ) tur tz1ctz2dr '
J o  J u , 6  t J - t

On réintègre deux fois par parties.

On obtient

I.,( I-,*r"'tf izt)("t. "2,o)dzd'r 
- 

|-.,a;" @#(o)dzdr*

* I_.,ffrote3e)rt"zdr * Ir' l_.,ryi-0sd'd,r * 1," 1..,nr"ffa,,a,"a,-
l T f- 

J, J.*,'n{- 
+ s;. )osd'<dt :

: 
lo" 1..,( l-rt '0"')tuc.z1dz2dr'

En prenant p € O(]0, Tl,D(u,6)), on obtient l'équation suivante

q:fl _ry: ['rid,,ôtz  0 r ,  J  - \ '  "  "(A/ .16)

En choisissant judicieusement des fonction

conditions au bord des trous suiva,ntes

+ (g3+* + gi.) dans c.r.5 x (0,?)-

tests. on établit les conditions initiales et les

( Q;'o r', : g sur ôt,6 x (o' ?)

J o; 'o1o; :  o sur o'u5 x {o}

I "-i '0,0, : f i  *i 'o'ar, sur ..r.6 x {o}.
l. cfi J -4

(AI.r7)
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Dans (AI.16), on remplace Qi'o
Il vient

par sa valeur calculée en (AI.13).

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous. on multiplie

l 'équat ion (AI.18) par 0 € 1(10. TI . I I (u,6)) .
On obtient

(41.18)

et pa"r d l'équation

ô2Qî'6 _ 
A2tuI;i6

ôtz 02,,02,

I,' l-.,ff{ro=d,+ lo' |,.,ryf#0"0,- I,' I,,..,Y0n,dsdr:
: 

lo' I-.,( l-',';0")ed'4'zd' * Io' l-,,'n 
. + s;* )ud'-sd'r'

soit

l,' l_",ffr0,0, _ l,' I_.,,roii'ffi0,0,*
( A/ 1 e ) .'l! 

r :' ii: ;, o,': o'o ",' : :fi' :,0 r' ** *:n,.,, d s dr
on multiplie par 

"rr#l'écluation

, at ô'16 ôo'no,
," at, 

-" 
ô,

,0" 6'16 aùf,
p - - - P -
" }tz " ôt,

aol6t
- f-  

J  n 10"t

aq53: -fr.
ô"t

D'une part on obtient

f, [ .nôrô,,,' _ ao )_.t_ r [ ' f , .Â ô20

Jo Jn., 
- aP ztftd:dt + 

Jo Jn"r"'o;o"t at.arozdr-

[ '  t  o2ne6-^9L ,- ,  r t<àr* f "  [  
" r 'o^ô0 

,1. , ] t  -  f  f  er ' !2,?0 n",1r7,
Jo J ar.r- 

" tt '- ' '  0=, 
' '  - - - 

lo Jn", "o dt, Jo Jr!, "" 
- iJZ\

: lu' fr.,'f"'#,0=u''
, . 4ta



D'autre part, on obtient

I,' ln.,""ffeozcu * l,' 1n","';l'fra'a'-
- 

Ir' lur,,aoif,0tt,,rt-rcrr * lr' ln",oïIffo"o, 
- 

Ir" lr*,oit,,,rsd,sd.r
-- I,' In.,r"o"o'

Après intégration par parties, passage à la limite en e, puis une nouvelle intégration

parties en sens inverse. on obtient

d'une part

L' l-.,M;;6fho,o, o;o #ozd'r 
:0,* lo' 1..,

et d'autre part

lo' |..,ff{ea,o, * lo' l_.,nr,, #0,0, 
- I,' l.,,rnr. * ss*)ud.zd,r :

: 
lo' l-.,( I-r"0")ocl'dzzcl

La difference des deux égalités précedentes donne

(Ar.20)

Comparons (AI.19) et (4I.20).

ti vient

atut;;6

l,' | -.,ffta,., - lo' l-.,*;ru ffio"o' :
: 

l, ' 1.,,(l-r,ro,')ea",dz2d'r * l, ' l-",1n 
.+gi. )ud'zdr

sur ât.6 x (0. ?).
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on a donc

(AI.2r)

a2ô*e6 _ A2 AtI;:6

ôtz 02,,02,

A,Iii6rt, : o

aM;:6-fi, ttn : u

Ql '610;  :  3

'*-î"rol : /à *;'o'
ot  J_4

ôi'6 : o
ôoi'6 ^--;- : v

ot7

Multipl ions rnaintenant par e0,(21.22,t), avec 0, € D([0, T[,V(u,6)) l 'équation

"'ryi-"#-#:r,
On obtient

", lo fr,,W0,crzctr 
- ", lr",frr,o"or 

- e Ir",#t,d.zd.r
: -'4 

f n.,'-'Ô;6'o'("'' z2'o)dz - u lr' Ir"rryffa'a'+
* 

Ir' fn,nr"o;or\ornr- lr ' Iur,,"'ol6rnr0,dsdr+0- " Ir' lr*,oï!re,nsdsd'r

: -"3 
ln.,rt'trr(21, 

zc.o)dz - 
"t lo lr",#ffa"ar*

* l,' l_",*ro,Ho'n, 
-, lo' Ir*,n:r"nsar :

: 
lo' Ir.o"''''d'zd"r'

Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

(41.22)

soit

fft,oz1dz2rtr 
* 

Ir' lu,.,ni;or,nrdsdr 
:0.

[ '  , ;orr+ (s3+* + gi . )  dans , ,0 )(0, '?)
r-+

sur 0tr6 x (0, ?)

sur ôtr5 x (0, ?)

dans u:"6 x {0}

dans a.',6 x {0}

sur ât^., x {0}

sur ôr,,, x {0}.

-o- r* lo' I_.,* ; ; t#ozyd;2d.r -o:0,

- l,' l-.,
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En particulier,avec d" e O([0, T[,D(u,{), on obtient

(AI.2B\ -uT:,î,^ : o srr .rJ,6 x (0, ?)-

Pour déterminer les conditions au bord des trous, on multiplie l'équation (AI.23) par

o,  €  D( [0 ,  ? [ ,  v ( r , t ) ) .
On obtient

rT r  i )Nl '6- 
J, J..,Ëo'd4dz2d1 

: o'

soit

(Ar.24) 
lo' 1..,*r;'hoz1dz2d,r 

- 
lr' 1u,.,*îïo+,n,d'sd'r 

:0.

En comparant les deux équations (AI.22) et (AI.24), il vient

Nlfdrzo : 6 sur ôtr6 x (0' T)'

Finalement on a le système suivant:

( -aTJi' - o sur ('s(5'
(â/.25) \ 

o",

I Ni,i6,n : o sur ot'5, x (0, 
")'

Soit rnaintenant 0; € D([O,f[,otr)), ind'épendante de 23.

Posons u;  :  zs ï ; (z t ,  zz , t ) -
On multiplie par e2u, l'équation

;0'ôî6 "A"fl _ A"?o'- 1tz- 
- 

"Ë 
- 

6;: r"

et par e2u3 l'équation

"zo 'Ô"6 --aoi6 '  -a.5!- aP--"Ë-6i--h
I l ' ient  

f r  f  .a26- , .  F r  na"ôrr6 1 1

J, Jn,o"'ffiu'a'o' * Jo Jn"o"nffiudzdr-
..3 [" I ooîf, ,, r-r- - "2 f' f ooî! ,,,,t.,], :'  

Jo Je,o ôr,, 
- 

lo Jn., ôa
l T r r T l -

:  I  I  e2.f3r4drr lr+ I  I  e2f,u,dzdr,
Jo  Ja . t  Jo  J { t " t

27



soit

Faisons

ou

0: -0-0-0-0+ (o+"56e;)d 'dr-0,

soit

(A1.26) off6 : o'

En utilisant les techniques, désormais standard, introduites dans Caillerie[3 ](voir aussi

Cioranescu-Saint Jean Paulin [9])' on donne les expressions explicites de oi'!,ÂIj;6 et

lrIî;6 :

(41.27)

- 
In.r"n 

ô'"i ' 40'(21' z2'0)d'z - 
ln"r"o 

ë"ut 4fu(21' z2'0)dz

- I,' fn.,",+",ff0,0, - l,' 1,.,u#",ffa"a,*
* l,' ln., (o "rî "h 

* e2 oi!#t,) ct'zd'r -

- u l,' l*,oi,,,e;n3dsd,r 
:

: 
Io' 1n",""";dzd'r'

tendre e vers zéro. Il vient

Ia." :  
(Qi"o,O;" ' ) ,

1 
b"Uto  :  aagop -  daPisd ; ia i top ,

| .  (d t ; )  :  (o , r j r ) - t .

I,' ln.,

( ' i i  : b..l,,p'Yep(d.'6)

) *: 'ut : balop'Yop(o.'6)

I  r a2oî'6
lr:;' : -iro.,'.ffi,

(Ar.28)

En remplaçant p*s6
' ' t r l

(

t
par sa valeur dans (AI.25), il vient :

-  
0  

, ^  ^  - ^  ( ( r > * e 6 ) \  :  n  . < t r r  t , - ç  x  ( 0
, z l  

t ' l u P t v P \ -  ' l

,Dï '  :  Q -sur 0u x (0, 
")

brqlp: . , lp( tD*td ) t r , ,  :  g  ' * t r r  ô t .6 x  (0,  T) ,
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cl'où

(AI-2g) tDl" :  o st f f  t , le6 x (0'T) '

D'autre part, en remplaçant MÏio par sa valeur dans (AI.21), on a aussi :

(A/.30)

62q*e6 1 , æQî',î_dF_ t ub,neod;A;A;d%

ôî'6 : o
âîi" : o

on
1  ,  62ç *e6tb" to#, 

"" :  o

a,r ,  a2oi '6
ûfi ' , ,ûpleb)rz. 

:6

oi"6(z t  22,0)  :  0

Yçr, zz,o) 
I -r*r"' ozs : t\161

1+- 
l-a

0o
ôn

fîdrt + (gi+ * g[+)sur ee6 x (0, T)

sur 0u x (0, T)

sur 0u x (0, T)

sur 0tr6 x (0, T)

sur 0tr5 x (0, ?)

s'ur @e6 x {0}

strr ur5 x {0},

où Oj'i est défiaie Par

,tO1ot --' OT",t dans.L2(a.,.5) faible .

La matrice (b,,tep) éta,nt définie positivq il y a bien existence et unicité de la solution Q$"6

tel le que Oî'6 e -L"'(0,7.V(u,6)) 
"t î- 

e L*(0,?' Lt( ' ,ù),

où

V( r "a ) :  { u  €  H2 (u ,6 ) , u -0 or\-
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DEPENDANCE RETATIVE A LA PERIQDE.

(tu parametre e tend vers zero.)



AII. DEPENDANCE RELATIVE A LA PERJODE.

Pour 6 fixé, uous faisons tendre e vers zéro.
Nous prouvons ie résultat suivant :

AII.1. THEOREME 2.

Dtoprès Duuaut [10], t/ sa,i.-ste un opérateur de prolongement Q, tel que

Q,  e  L (Hu( r " r ) , ro (c . l ) )  Pour  l c :7 ,2 '

Pour u e L2(0,T,HL(r,a)), on définit cotnnze dans Brizzi -chalot 12) P,u par

(P,u)(t ,  x) :  IQ'u(t ,  .) ]( ' ) .

Alors, on a

P'oî"6 - oio

où, sf l'otz suppose que

f aiblenzent dans , ' "(o,r,n!çr)),

P'^;" - ^3t

Qjd scrti-*/ait Ie systènte hontogénéisé

Ce systènte adntet une -qolution unique Ôi6 e tr-

Les coef f icients hontogénétl-sés -qont d"onnés par

q6 
Lr lY i l ,  L  f'Lpto: 
t, (jti'" Fop - 

ly l";

lv i la2ois *no  ̂ ^= !^Qjt  = -++ (  [ '  , ;o,r+(gi++ei-))  s l t rux(0,?)
W-æ- 

r utloo 6rôz,,oz6ozo 
- 

rr I r-È

Q î o ( " r , 2 2 , 0 ) : 0  - q u ? ' u  x  { 0 }

A d : 6  
I

#r"r,z2,o):  I : rôi61dz3 
- ^g'  sur a x {o}

eî,  :0 sur )u.s x (0,?)

ôÔi6 - n -s ur ùus x (0,?).-a; :u

datzs Lz(u) f ort,

, " "  (0 ,  r , t2ç) ) .(0,r, n!@)) et ôoi6-------- €.
o t

boo,,rffi*ravr)

où Ia f orzction XiP est solution du systèntr

I + i ,,,,"tffiJ*-ao,ar, -o surli
\ 

L2 Jr,; dAedAp o!"oA,

I  x i t  Y-Pér iod ique,
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AII.2. COROLLAIRE
Ona

pe6*e6 -  6"6 d.an. ,< L*(0,?, ( f lo t ( r ) ) ' )  x  L*(0,?,H3@))  f  a ib le  * ,

ou

I  O!-  :  ôf . ( t ,  ,zz, t )
{  , r*  ôo3-,
Id: .  

:  - r '6;(21,22,t)-
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AII.s.PREUVE DU THEOREME 2

AII.3.1 ESTTMATTON A pRrORr SUR Oi'6 ET RESULTATS DE CONVERGENCE.

Donnons des éstimations a priori sur ÔJ'6.

Multiplions le système (I.30) pu, 
T, 

.

Il vient

f a2ai'6 aof'6 , t 1 A "" ryî"t A2 ,AOi'6 . .
J.., ap To"d" + l-,,iu"ut'ffid;'û(È)dz1dz2 

-

r  ,  ST  r *7  , ôô î ' 6  -  f  - ,  aô  ̂ ' 6: 
J-.oU-t'fs* 

d's):fta"d" + l-.,{ni* + si-)ftdzra"'

Soit E (resp.F) le prernier membre (resp.le second membre) de cette égalité.

On  a :

E:qÔ2o." 'a , r1 î " ) *  
t  [  ,  a2b*e60r02b i '6 t -

ôtz '  ôt t  '  oL-. ,b 'oenff id| \ iËA;dadzz
r0 , ,0ô i ' 6 , , ,  1a  [  ,  a2o*e60 tÔ i '6 r - ,: ial|-aî-llL,o.ot + ua J..,b"uto**a,ffia"a"*

En effet. on a

0 /, 22q*e6 626+e6 \ ,  0 102Q;'6 \ ô'oi 'o

*\b,oe offid;fil : bole, At\d;d) Am+
, 7 a2oi'6 ô 1â2iDi'6 1+ oo9eo 

6";6rat\ahatÊ)

Le second terme du second membre vaut

bepoeYuur*(m)

Alors, ce second membre vaut

*u,offi*(Y*r",),
de sorte que le premier terme de (AII.1) est égal à

zu,te,*GË);h

En intégrant en b. et d'apr'ès la coercivité des bnÈsr. o\ a

(AI  I . r )
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(Ar r .2)

lo' "0,
, iuffir',' @. o, - I rr $ro, r2t' (.",) *, lo' * 1.,, (m)" d'",d'",d',

. in$i r'r' @. 0, - l r r $ r o t tl2t' ( -., ) * " l o' *u #-ll'r* " o 1 d',

- ] r r S ll'r, r- " o, - + r r $ t o I ll"r, @. o) + "lt ffill2p, 1. ",7r
-,l lm(o)lt?,r-.ur

aln/i l l"r"(-",)+ cl l6.{ '61;} (a.5y - ctt

U:r.fr.,I'r)Yo,roz2ctr 
! 

lr' l,.,rt* 
* n.-109i-"0 dzldz2d'r'

l,' |-",U:r'r'.'i") 
ô9à" o'o'

= l,' , l:r.f{,t,tltr,@.oltq# llp,ç.,yd,r

= i I, u l'rf{d,sll'",1-.,yd', *: I, ilffil'r,@.')dr

< cll l_rtto',l lî*(o,r,r,(-"0)) *i l, lffrr,@.')dr,

lo' |..,(gJ* + ni)o\ro a"a,

= lr ' l lgi* + si-l lr,(,..,,1ffrt L,@.ttdr
1  f t  , ,  * *  + -  t r 2  r  ,  r  [ '  , , â Q i t 6 , , z  I
,  J "  

l l9 r  Ï  93  l lLz1- . t1u ' t  -  -Z  
Jo  

l l  A t  l tL2(w"6)u '

cllgi+ + ui-llr-(o.r,r,r-.r)) .I 
l, i l# ll 'v,1*.",1d',-

et

lo' ra,

Or, on a

: lo* I_.,

et

:

s

33



Enfin, on a

fo' ,0,

s c, (ll f -' , ,r- 
o"rll'r* ,o,r,12(,.a)) + llgJ+ + gi- ll'r* ço,r,r,-",,y )*

* l,' llry il2y" 1-.,,,,1,.
donc

(Ar r.3) lo' ,n, < /{ + l,' ,,ffui",..6))dr.
D'après (AII .2)  et(AII .3)  on a:

|  . .  aQî, ,6 . . "  , ,  -  - -^ .
inT Oll2r, @. o t + cll ôi '6 (t) l l  Tr.., I *

f ' ... aol"6 ...
S n * 

J o 
(ll :âi-ttlll 'y,1."0,)dr,

soit

tt$ttl ll"r,@.or s /i' + Ii" Ir' urffouz,p.oy)d,-
D'après le lemrne de Gronvuall on a

11$1rtltl2L"(..,.y 1 Iç'"Ii"r .,, 0t

On obtient donc

(ArI.4) rf  Srf; ." (o,r,Lz1..5y) sc,

soit

(41r.5) l loi '6ll l""1o,r,r, -.,r) s c.

D'après Duvaut [10], il existe un opérateur de prolongemerrt Q" tel que

Q, e L(Hn(r , r ,  Ho(r ,o)  po, t r  lb  :  1 ,2.

Pour r., e L2(0,T,Hk(,'s,,6). on défrnit comme dans Brizzi-Chalot [2] P.u par

(P .uX t ,  z )  :  [Q .u ( f , . ) ] ( " ) .

II vient
P"oT"o . .  oi" dans.L-(0.?, n3@)) faible *.
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AII.3.2 CARACTERIS.A.TION DE Oià.

Nous allons utiliser la. méthode de l'énergie de Tartar-

Posons

(AI  r .6)

et

Multiplions par tr €
(AII.6), on obtient

(AIr.7)

soit, après prolongernent :

Puisqu'on a

il(;t'tl <C,

I1 vient, quand e tend vers zéro:

(A11.8)

- * .Â 1 ,  a2o i '6
€;-;: nb'oeo5ffi,

( eiÊ sur td'6 x (0, ?)
i*r! - )
\ o d - l

[  0 sur td.5 x (0, ?)

Lt(0,7.H2(w"6)) le système (AI.30). Compte-tenu de la notation

l,' I",5\,o"fi'2dr * I,' l.",rr,i hdz1d.z2d.r 
:

- 
lo" 1.",( l-rrro^+ 

(gi+ + vî-)) ud'z1d'z2d'r,

lr' l,p, (ry)X,.,ud,z1c)"zzdr * lr' l_4:i hd 
zld.z2dr :

- 
lo" l.U:rfîd',+ 

(gî+ + ri-)) uv-",d'z1dz2dr'

,- (o,r.rrt- l)

H l' l.#,'d'zrdzzd'r * i I, l-e:!uho'1d'z2dr 
:

= ffi l,' Iu:rrîd"+ (gJ+ + si- ))':d'z1d'22d"''

Il nous faut maintenant caractériser la limite (]6u. Pour cela, on introduit des fonctions

I,l.'n'" e H2()ï) solution cle
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.  (  AI I .e)

avec

{ t.,
, a2vÇn 02ub*oeoffiffiduraa, :0 sur YJ

lUf ' t -n 'n  Y-  pér iod ique,

1
T" l  :  

,arar .

Posons

lu ; 'q(x) :  e 'v r i ' ( Ï ) .

Comme d'habitude, il existe un prolongement e'W7' de lUf'q qui converge

dans I/02(a.').
Maintenant, on multiplie (AII.7) par gVrf'q, Qt le système vérifié p* W;"

avec ç € O([0, T[,D(u)), puis on soustrait les deux éga,lités obtenues.

I1 vient

faiblement

par g0T'6,

(A// .10)

Or.on a

lo' |.",#^r;''t 
dz1dz2rt, * lo' l_.,rïf Wd,zldz2dr

- I,' 1*^rlï'ry#dz1dz2dr :

: 
lo" 1.",( l-r,ro,,+ 

(gi+ + e;- ))vwï" azld'22,

ou

r:;' : iu,u,o
a2rry;"t
0zs0z,

1 626*eô 02(çlùf,q\L  t  
( - ,  Y 3  v  \ Y / r 7 6

tz'"oeo area+-EJi
1 , a2o*€6 | a2v:',',t , Ôg ôw;"',

:6oaooo6;ô1le 
ôt"atp 

- a4-6
,  â '9 rr lerq ,  09 ÔWî" 1-  a6a"B"  6 -  a tp  ah ) '

*ed

et d2autre part

1 , A2lry;" ô'(poi'6)
!z"oP'P ôzs7z, 0=o0zp

1, a2rry; ' "  I  a 'oî 'o: 
nuouto6;d;I, æim *

La différence des premiers merlbres des

ffi*,u*#âîl
précédentes s'écrit

0ç 0Qi'6 ,-ôa 
0a -

deux égalités
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Et donc (AI I .10)

(AI I.1L)

- f..,
* l,'-t;
--t;

On a noté

ï*,,#ro#ry#.ffiwr)+
-i*,offioY^W.#oi'6)

s'écrit

l,' I..,ff}| vw;'a d'z1dz2d'r a

* I,' l_.,t::i {r#W . ffiiaf'q)dziz2dr 
-

- l,' l-",r'J;'{rXW. #ef)dz,dz2dr :
rT r r r i: 

J,' J-.,( l-'rt;0,, 
+ (gî+ + oî-)) etaf'q d'z1d'z2dr'

Faisons une première intègration par parties.
Il vient

$,0,u e)raf'r dztdzz - 
1," [.,ry#*7 

oz1d,z2dr*

|..,e:-f r, #W . #r4/;''t )dz dz2d'r -

l. ",r'J{ 
(, #W . ffiQï 

6 )d' z 1 d'z2d r

1..,( l-rrro^+ 
(gî* + oI-)) er4rf'q d'z1dz2dr'

fftol-Aedr
Après prolongement, on obtient

- 
l_r' 

n'6'e(0)x."0 p'ruf'q d.zrdrz - 
lr' |.ry## 

r'*i'x.,,d."1d.22d,r*

* I,' l.e:t rrff'# . ffi*vc, )dz1dz2dr -

- I,' l.nJ;'r'X"fi - ffiP'ô;'6;'r' 1'ltz2dr

: 
lo' l-r-U:, f î,1,,+ (gi* + gJ- ))vP'wi' ' t dz1dz2dr.
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Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

- l.no, rto,ffin' q dz1dz2 - I,' |.ry#n,ffio",o,2dr*
* 1," fufreffW . #r'q)d'z1d'zzd'-
- 
l,' I-*ro':ile[H . #Qildz,d z"dr

: 
lo' l.ffiU'r.fid,t+ 

(gJ* + oi-)) err'.d'z1d'z2d,r'

Intégrons une seconde fois par parties.

Il vient

- l.no,o,o,ffin",a) + l.,-dlrp(')r"o ffi0"0, * I,' I.W^I.,lfËid zctr*

* l,' l.e:hffitzldz2dr 
- 

1," l.e:f#",u*',cclz1dz2dr-
- [" [ *rr':;leYryf * :a"X-^6i6)dz,dz2dr

Jo Jut 
' '- 

ôzo ôrp 
' 

ôzo?zp 
ù /

f' I lvil r ft. fio"r+ (gï* + gi- ))vrr,,d,"rdz2d,r.-- 
lo l.tY \J-+

En utiiisant (AII.8), on obtient

sort 
- I' l.e:o,oo'a': fo' l.*ro':;)?'m, * #rv)a"a''

sort encor" 

I' l-rr,*ozdr 
: 

Ir' lrï,(fi':;)me,zd'r'

- 
1," l.e:!uva,'6,pd'zd'r 

= Io" l.*r,a','ilQ{H. ho;\'ud',

Par consequent, on a
- a2ei6

e:6, -ïrt(fi':il;:;i,

âôT6 ,.r, - ,r dl
at \ ' /  

- ' \

qorwP : tJnho:;)'

38
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0 n a

On

ç*6 -  n6 A'Ôio
S r ?  -  Y r q a P  

0 z o ô z B '

obtient finalement le système homogénéisé suivant

vila2aî6 , ^6 anoîo _ l\ /rt  r+

mnF- 
-",reoa1arr,"e,ro- 

f f i (  J_rr idr '+(gi+ 
+gi-)) sur u x (0,?)

ô io ( " t  , 22 ,0 )  :  0 sur  @ x {0}

sur 0u x (0, ?)

sur 0u x (0, ?),

fftZt.,z2,o, 
: 

l_'rui61d.z3- 
^3' sr'r u x {0}

oi6:o
'3i' : o
on

où Â$1 est défini par : 
p.^io, _ Ag, dans -t2(a.,) fort.

La matrice (q6,re) étant définie positive, ce système admet une solution unique telle que

Oi' e ," '(0, r.nl41) "t 
9# € L*(0,r, r"@)).

Explicitons les coefficients hornogénéisés :

Ona

r2q6,Be r: fr f".u,u,rffiaorar,
:fi 1".u,u,,ry#Pda,.a,
: ù [,@*,,ffi 

- bop,,tffir'vfiaz

- o"rr,ffi - ÉT l",b,o,,ffioo,oor.
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III. DEPENDANCE RELATIVE A DELTA

Pour des raisons de simplicité, nous considérons ici le cas particulier où les constantes
d'élasticité sont des coefficients de Lamé. Prenons donc

(  o r r r r :  a2222 :  03333  :  ^+2p '
I

\  o t r t t :  d . t l 3 s  :  a 2 2 3 J :  À
I
(  atz tz  :  û1313 :  42323 :  lJ '

Les coefficients aijrà qui ne peuvent être obtenus d'après les égalités précédentes par les
propriétés de symétrie usuelles en élasticité sont nuls .

Le module de Young est donné par :

n p'QÀ +2p')
t :  

^1_p - -

Comme les o;y66 sont des constantes de Lamé, lesb..p6, sont égaiement des constantes de

Lamé, et un calcul simple donne leurs expressions :

glzrz: QT'z: Qirzr: glzzt :  
f f i

,  1  ap7+p ' )
o r11 l  :  ozzzz - -  

^+2*

btztz : bznz : bztzt : bnzt
e\ ,  _ ^, .b . . ' zz - -bzz l : :  

X+z t ,

tous les autres sont nuls.

JipQ + 2p)

\ t  J -  ) , t t

I:  11:  l f ,

AIII.1. THEOREME 3

Auec les coef f icients de Lanzé ytrécédemrnent rappelés, on obtient. etz f aisant tend.re 6

uers zéro :

6-t  q 'rpro '  gïpep,

g i r r r  :  Q izzz :
Jip(13^ + 10pr)

+a(À + p)

Qinz :  Q ix r :

fotr-c /e,q autres

48(À + p)
sottt ntLl-q.
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COROLLAIRE

Soit Q!6 satis.f aisant ltéqttation hontogénéisée du
Alot"s, otz a

oîo .-' iDj dans ,*(o,T,Hl1u1) f aible

où Oj e-<t solu.tion de

,J5# * q|,te a"ai
P 0zr0zr,0z60z,

ô iQ t , 22 ,0 )  :  Q
â,r,*

ffttt 
z2,o) : r\ l

@i:o
' f i :o
o?7

la f onctiotz lr! étant dé.f inie par :

^3t - ^â dansL"(r) .f aible.

+ si- )) sur a; x (0, ?)

x  {0}

tr x {0}

âta x (0, ?)

0u x  (0,T)

Jzp$^ + Gp)
+8(À + r)

',/3ir(13À + 10p)
48() + p)

théorème 2.

* lorsque 6 tend uers zéro,

: rrtl( l_t,fid" + (gJ*

sur a

sur

sur

sur

COMMENTAIRE

Soient
( , *
I l t  :  Sntz
,
)
I  r l  *

I  
a  :9 r rzz

On vérifie sans peine que

:  Q in t  :  S \zz r :

_ _Jip(^+2p)
+s(À + r)

Qinz

(lizrr

Soit zt ie coefficient de
Ona

^ '  +2p '  :  Ç i r r r  :8Tzzz:

Poisson.

, r '  -  
^ '

2(^ ,  *  p , ) '

par lcs r-aleurs précéderrtcs, on obticnt

,  ) '+2P
r , : - - -

4s(2p + 3À)

En rernplaçant À' et p'
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On constate que u' est strictement négatif. / i  o - f  /  r
t

Le coefficient de Poisson-est une grandeur théoriquement comprise entre -* 
", ]. Si t'on

22
fait subir à un matériau une traction dans une direction, un coefficient de Poisson positif

caractérise la diminution des dimensions de ce matériau dans les autres directions, alors

qu'un coefficient de Poisson négatif caractérise l'augmentation de ses dimensions dans

les autres directions. Naturellement, ie premier cas est celui que I'on rencontre presque

toujours dans la pratique.

Ici, nous donnons un exemple de matériau limite dont le coefficient de Poisson est négatif.

Sur la figure ci-dessous, on soumet un matériau bidimentionnel présentant la géométrie

étudiée à une traction verticale vers le haut, et appliquée de manière linéique sur la pointe

représentée en rouge. Les deux bords verticaux (en violet) du bas sont encastrés. Les bords

restant (en vert) sont libres
Il est intéressant de constater Ia tendance du matériau réel à présenter des déformations

vers I'extérieur, que nous le montre la figure sui'r'ante représentant les déformations.
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AIII.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 3

AIII.2.1. ESTIMATIONS A PRIORI.

On étudie donc l'équation

I l ' I a2Q*€6 . o', ,no ̂ a2oi6 t
lYl 7tz 

'  
0zo0:6 \ '7dPru 02,ôzu /

Puisque

:  
# K/:rrsd,t)+ (gi+ + e;-))

bop,,ffiorrorr,1",72lYlq6,p6r: baglo I Yi I

il faut étudier les limites des xfp.

Les fonctions Xi' sont définies par Ie système

(Ar I  I .L)
f".uu,offiffiortdaz:0,
Xi' est Y-périodique,

v't' : 
lOrO,

pour toute fonction v dans H'(Yi), périodique dans Y.

Utilisons Xf' comme fonction test dans ce système.

Irvient 
t u.u,otryl#o^oo"

JY; oAeoUp oAaoUÊ

u' u, .ffiffi*td* : 1", u, ur rffiffiarraor,
ou encore

[,,. o. u, .ffiffi*rd* : l",u'u,, ffior,oor'JY;

Appelons A le premier membre de cette égalité, et B son second membre .

D'après I'ellipticité des 6oppr, on a

.{z.* l,,n(mfdv,dv,
A A.+-t



D'après I'inégalité de Hôlder, on a de même

B s c ( l,.to* u,,)',rv,da,)t ( I,nrm)" ao,ao,)i,

d'où, après simplification, I'estimation a priori suivante
VÀr  )  0 ,  Àz  )  0 ,  À r  *  Àz  : 2 .on  a

, o'Gu l < clv;f .I  gxopxraz  ,  L r11 , ; )  
-  ' ' '

Or, on a
l)ï l  : 36(2 - Jzsl + 62oQ),

de sorte que

(AI I1.2)

En conséquence, on a
6-tqo."pro -- qipep.

Décomposons maintenant )i .
On peut écrire

I ï  :  H6 u ul  u n{ u elu eZu NaUÂ0.
Les ban'es horizontales Ilf , HT , et Hl sont clairement représentées sur la figure 2. ainsi
que les barres obliques d] et 0? .
Rs désigne Ies parties du dornaine recouvertes plusieurs fois .
il comprend .n

.six triangles équila-téraux. d'aire 
fft 

,r"rouverts deux fois pa.r el et 0| -

.un hexagone central, tracé en pointillés. et recouvert trois fois, par 0| ,01 .et 1/3 .

Son aire vaut 6L : f 5". .rV6 désigne les parties restantes (encore non recouvertes)
4J32"

du domaine. Il comprend quatre triangles rectangles plaçés à I'extrémité des diagonales

q et  0 l  .etd 'a i res 6 '+.

Autrement dit, on a mes Âr ( C62 et rnes -R6 < C62, de sorte que les intégrales sur

Rc et À16 sont du type 60(t) .
On écrit donc

a2xi"
Q\yr8^z92

2

|  <c6
L 2 ( Y ; )

(-,1///.3)

J ja- 'q6,peo:  3(2 -  J56p,uro -  6- t (  [  +  [  ^*  [ ,  *  [  .JH;  JH? JHI  JET

*  [  + [  -c [  \bns"! { '1, '4 ' ' ' '
J e? /ivo J no oU,oUv

Les cleux clernières intégrales disparaitront lors du passage à ia limite en 6. Nous allons
rnaintenant voir ce c1u'il ad'r-ient des cinq autres intégrales par le même passage à ia limite.



AI I.2.2.DILATATION DES BARRES.

Rappelons que I- : [0, 1] x [0. r/3].

Barre H; :

Introduisons le changement

et définissons la fonction

z t : l t

Uz
p z -  

6  . t
/ _ ' l'2,,,Æ'

ën- Par

ô@t,aù: Ôn-{rr , ,2$or)
:  ôn- (z r ,zz ) .

de variable

I
I

Or, d'après (AIII.2), on a

donc

ou

d'où

a2xi, p
aFaE tuz(H,l

ruùi,' f oafiaz < c6 ,

l,,rW)'fta"azzsc6

. , t  atxi '  û>t 
a;lnæ rrz(Yi\

<c6,

t,,

W-2''Ætqi- 
dans

(*)-'Tk-2htqi-

L' (Y)  ta ib le .

De même. on a

+o

dans I2(Y) faibte.



et

( L-=r-'a':i{- -, zlitr;;- dans L2(y)faibte,'2Ji' o'3

la constan,r- 2Ji n'étant clestinée qu'à simplifier l'écriture des résultats .

Ona

5-r t boB,,!{avrar,
J u. oU"oA,

o

:

-  f  a 2 , . o P  ^ 2 ^ , o P  . ,  ô ' x t ^ ' r ,
5- t  I  f t ,ur r " -^ j  *2ba0n+ rbo02z: ] l )dv1dv2,

J u; 
'  oA? 

'  --uPrL 
ôY' 'yY'  

t  oo922-@ l" l

soit encore

. fo"x l ' ,7
5-t I boÈ,,;_â-. da&az

J r; oU"oa'

:

sort

r -1  t  ,  02 t1P
ô - 

I ootJru;]!-cly1d.y2
J n: oAroAu

:

o-' l, (u, 0,,+ + 2b o 8,2 t#r' W * b o pzz t#r' q#l 
fto', 0",

# l, (0, u,,+ * 2b o F,2 t#r' W * b o Ê22 t#r' U#l d z 1 ct z2'

et donc

- f atxt^, , ,6-t I bop,,a, à- crU(tyz
J u; oU'oU'

- L  

f  , .  ^  / i , à n - l  \  .  - 1 '  n  / î t i o - /  \ ,  I  n  / 1 t - 0 p - r -

# Jr,(b^Bn2Jinli- 
G\ + 2bopp2rÆner;- 1"1 a b.p222rtÉi- Qùdzvd'22

f
:  I  b.,g,,ho,o,- (y)t ly1tly2

J) ,

barre I1!.

Introcluisons le changement de I'ariables
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!"
[ "

:a t

uz 3,J3
: 

/-q-J 
- 

26- 2
\ u / 3 r

On I'utilise pour écrrre

boB,,Ï{aarav,' oU'Qa'

(u,u,, W + zb,s',ç*)-' W a 6 * u,,( ft)-'" ;:{ " ) ft,a,, 0 "".

soit encore

6-' I boB,,l{ayray,
J n2 Oa"oa,

:

1 ,  f  r_ n2,, . .0^p--^ ,  6 ,_r a,xtoon" I  L ,  6 ,-zA'x6ojra-' J"(u'ur,t# 
+2b..Bn\ 

uE) d;A; *b.,',zz(6r't#)dz1ctz2'

comme précédemment, on a d'après les estimations a priori (AIII.2) :

A2  ̂ , r  u
" =t'oto - Jit iio dans -L2(r) faibie ,

dt i

,*,-' ffi 
- Jir,iio da's ,12(Y) faibie

tLlSr-W - rtniio dans -02(Y) raible

donc on a

â2.,,,1P
boB,,ftdg1dY2

oA'oA'

à l" 
(b,srrJinl:o 111 * 2b."pl,Jint;o 1r1 * tt,BzzJstzf;lrl121)aadz2

: 
I, 

b,p,,ho,r,o (yldudyz.

u:' l"

,' l"



Barre I/o+ :

Introduisons le changement cle variables

(" ' :a '
l y26/ -

1,,=ffi-r+/3.
On I'utilise pour écrire

r  a2  ̂ ,oP
6-t l bor,,i-!-d.yfiy2

J nl oYîoYu

:

soit encore

6-, I
Ja{

:

u' l" (r' u',W + 2b. 0,,\ J=r' W a u - u"r(ftY" u' 
#. ) ft,a', a'",

,  atxt^o , 7osflru 
ôyr6*aaPY"

# l"(o'u,, W +2b,urzçJ -Y'W tbo'zzt#r'U#ldz1d'22'

Comme précédemment, ot1 a. d'après (AIII.2)

t# -26hii* dans Lt(Y) faible ,
dti

22  ̂ , ru

Y';ffi -2Jihii* dans L"(Y) raible ,

,-"ô'\i!* - zJihii* dans Lt(Y) faibte' 0r3

donc on a

6
2\/3

6
-
2\/3

6-'l':bol"ffio"o"
+

+ I 
(b,,j1flJin1i* G) + 2bopn2tfsnt;* Q) I boszz2{1nfll+ 1z)az1d.z2

: 
l  r.r. u,,ht o,* (y )d.y 1cly2.
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Barre d! :

Posons I i ;  :  [0.2] " [-], l l

Introduisons le changement de variables

qui correspond à une rotation d'angle

puis Ie changement de variables

ar -t JSaz--2 '

-{3v, + vt

2
-  c r

2 - 6\/3
S 2--;-.
ô

-t '

correspondant à une dila.tation suivant les deux axes

Ona

c - lu

:

,  atxlo ,  1
0aBru- ; - -  ^  A !14 !2

oAroUu

, A2,,oP atxlo . , }rxlo\ , 1(u'u" ffi + 2bo pnffi * banzffi ) dYiaz'

t,,
I,r

!t,-
| . , , :

/  ; ,  \  , /
J a( . t , - *2)  :  ô(ar ,yz) ,
\ -
I  de3 (  t r , t z )  :  { ( - s1 .  s2  ) .

bU

Posons :



o:'l"b*"ffia"a"

fi.-' 1,, (u,u,,rff - raW * tffil*
*2a"p1,@W-tm-,nffi:*
+ bdp22a$ * z',nffi . #ù d s1ds2

:

îo-' l""lu, u,, (Çffir ry, #^'# . #'#)
* 2b e p,z (,nt;n "u' #i", - d:T6'# 

- #Wl.
+ b d p22 (, r*æt''# . #:6:# . i'+)l rTf) 6 dt, dt,

On obtient

Comme précédemment, on a d'après (AIII.2) :

( 2 =rru'lii, ...e?Trdans .12(Ys) faible.\2 -  6vg'  
-W

-:----=!'# - 0"r'rr6ans .L2(y6) faible.
z -aJ j6At t }b

t ô'x18",
æ-a*- 

- 033'dans r2(lo) faible,
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En conséquence, en faisant tendre 6 vers zéro,on obtient

r  n 2 ^  0 P

5 - t  l bou , , $dy1 , ) y2
J e? olro.au

+ t lb,u,,@?|, - 2,/5eil, +ro'?,tp)+
4 Jy-n L

* bopn(2J\ï?l' - 4o?3' - z'/ùell')+

* bopzz(zrr?l' + 2Jso?l, + 033')ldy,da,
:

1 f' t
7 I'+ J).'o

((b,sr, + 2rÆbos1z * Sb..ii:z)e?l' + e2\Æb,pn - 4b.,ptz * 2Jib,p2ùï?lo +

+ (36",p11 - 2rtboptz * boprrle2"fp)ayragr.

Barre dj :

Introduisons le changement de r,'ariables

-ur*Jzyr+t
2

2

suivie

S 2

de

It,_#,,
l',: ?,

correspondant à une dilatation suivant les deux axes.

Ona

t,,
I,r

boB,,!{aoraa,
oA"oAu

(o.r ' ,W + zb.' ot2m * b o e22'Ul dv,dvr'
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-J jv ' -azrJj

qui correspond à une translation

puis le changenent de variables

5 - t

5 - t

vecteur -i d'une rotation d'angle 
+.



I  A2^ ,0p

o-t JrrboÊ.,ffidarar,
: o

t-o-, 
I lb,orreË + 16, a'xo6' * ,o'*lo \

+ J e| , a{ 
- t'o 

A-"rù"" 
-r 't6*z )

+2boilz(-*W-'m*affit
* boazz$W - rÆ!É- - #\dsrdsz

:

îu-' l"ofu.,,, (:ffif '# . #*6'# . i,'#)
a 2bo p,z(- tst;;æ)"41 @:ffi'# . #'+l

+ b, p22(rr; orrf 
'+ 

#6'# . #'#)lr\f)6dt,dt,

On obtient

Comme précédemment, on a

q t  - 0 o

( 2, 
=l'o-I^lbl - Llt ' dans -L2(Y;) faible,'z - 6J5' a?

a 7  - 0 o

G-l) 1"^,*:?; - uig, dans tr2(ft) raibre.t z -a ' ,Æ'6Ôt tÔtz

a 1  - 0 o

I o- X l,'el

F-W 
^ elt" 'dans '12(I i) faible'
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En conséquence, en faisant tendre 6 vers zéro, ott obtient

,  arxlo 1 ,6-r I bou,,;----;-u!1o.!/2
J ei oAroAu

I L"b, urr4llo + 2'hol|t' + 3',lrl.) +

* boon( - zlieii' - 4ol3o + 2Jioll,)+

* baozz(srril' - z'fseier' + ol|')ldardy,

l,', 
J""((b,or, 

- 2rtb,Brz * 3bo.srr)ell' + (Zrtb'ey1 -  b,,gtz - 2J3b,pzù6130+

+ (sb.,gtl + 2tf\boprz * bou""lÉllfp)avtavr.

Autrement dit. on a

L2Jjqâpep : 6l)or3ep - 
l"u'u,,h0,p"- 

dyfig2

- 
l r. 

u, u,, h',p,o dv 1 dv 2 - 
I, 

u, u,, he"o,+ dv 1 dy 2

+ L(Q*B,, 
t 2Jiborin * 3b.,P2ùo?l, +

+ e2JSb, 0n - 4b o atz + zJib, Bzù0?30 + (3b o il | - 2'Æb o ptz * b e szz)e2rfp ) ay t av 2

-i 
l"((ô.prr 

- 2Jib,ptz * 3b.,e"")rllto + (2Jib,p11 -  b.,'tz - 2'Æbop2ù013'

*(3b.Brr + 2rtb, Brz * bo pzz)ellp) ay tav2

Appelons (AIII.4) cette égalité.
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AI 1.2.3.C ALCUL EXPLICITE DES QLB1 r.

Nous allons chercher à. préciser les valeurs des intégrales apparaissant dans I'expression de

QâBep.

Multiplions par la fonction test p Y-périodique et très régulière le problème (AIII.1).

Il vient

f , a,(t_:!) 
^r"y. orrdaz :0.

Jr,^. 
onu"'-6i"-aa, ay.aa p'

Après multiplication par ô-1, cette expression s'écrit

c- r  [  ,  a ' (x lo -o0o)  ô 'çu-' Jr.^.bop,,ffiffi0^daz 
: o'

Nous allons partager )'6. 
"tt 

les différentes barres précédentes, puis développer les sommes

pla.cées sous le signe d'intégration .

Barre H; :

Ona

u-_' 1,, b o p "ry=# ffioo'o'"

o-' I rr(b,,,, #+ 2ô1,,2 ffi r btrzzff - brtep)#.

+ 2d-r l r- {urrrr# I 2b1,1, #roo" * btzzzff - brze,) 
ffin, r d'vz*

+ d-r l r- {urr,r# * 2b,,pm * bzzzzff - bzzep)ffioo,oo,
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[r,,,,W*2(#)-'b,,,,W
* (*)-" b,,",W - ttre o)ffi) e,, #"ù rJra,,a,,+

[u,,,, W * 2(+)-' b,,,,"#
* ( #) 

- " b,,,,W - t t z e of (ffi) ( ",, *Js " ù ;fi ,a,, a, " +

+d-I l"lur^,ffi*r,
6

2\/3)-'brrr"W.

* (#)-' b,;""W - tzze pf W) e,, #,ù ;Jra",a,".

Quand 6 iend v'ers zéro, on obtient

l,-*,.ry#ffi^*

c - l l"

+za-' L

6 - t

| 
" 

@ rrr rz'Æ nii- a zb rrr22Jin'ri- + b ttzz2,Æhi;* - b n e p) (#) @ r, 0) L dv fia z +

*, 
| 
" 

(b r"rrzJint'i- + 2b nrz2tfsnli- +

4 b 12222Jihi3- - bn e p) (#) (r,, 0) L dv,daz+

*_1"(b""rrz,fvnti- + 2b""rr2Jinli- + bzzzz2lihS;* - bzzep) 
ff i)@r,0)Ldvrda"

f , {u. u.,o',,,- - 
#u ̂  u, o) (ffi) {0,, o)dv i,az.

Autrement dit. on a

o-'1,,*,.ry#ffia^*"

| " 
{0, u,, n',0,- - 

}nu, u, ol ffi<t 1, 0) d'v 1 dv 2'
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Barre Hi .

Par des calculs similaires, on obtient

Barre H|,.

Par des calculs similaires. on obtien't

Barre d! :
Posons

6-'lr:u'"4##ffia"a"

f ,, (,, u,, r,',1,* - 
#u. u ù (ffi) (v 1, o)dv 1dv2 -

o^ !,,w..ry#ffio^o*

l" {0, u,,,rt',0 - 
àu * u, o, (ffir r, €ù da,daz.

r -  , 0 "Q  nG A" r i  , , 0 'Q ,t \ t  :  t6q -zvr  
asôsz+ 

tæ)

ri2, : v|r! -2=a'! - ^o'Q,-a* t - tærar-vo5g)

n, - , ,  -  t r } 'Q  - r^Â.  ô tQ .ô 'Q\t\z : \" ôr? 
t zv r4s@s2 - 

4, 
'

e t

A,e, rj;7rt'W 
"%rm.#WB,et ttri;n "u"*it, - d:w# - #W

csel 3( ;66,'u"àit' . o %rm . i'#
Alors, on a

ffi
d l



6-r

+26-1

|  ( - l-tu

u-' Lzbop,,
at(xtt '  _ neo)

)tJ,0y,

o t ç1 ,
*  aAtaaz
oUooa B

^ o ô"xl'
- zVJ;----;-

O S 1 O s 2

, ô'XI'
- L7----;- -

OslO-*2

a l  - 0 o

z/5 9^- x! +
Os1Os2

1,,,
T,
1,,

(ô,',, W + 2btn2ffi * ur,"rffi - b'ep)ffiorrorr*

(br"r,W * 2btuz ffi * brzzzW - btze p) ffioo,da"+

(b",rr# -r 2bzzrz m * bzzzzW - bzze p)ffi ar,ao, --

:Iu-'[;-b,,''(ry
16 Je1t " " '  0 t?

,-2brrrz(/w
a l  - 0 o

*brnz(tffi *

+sa"Ji, ' l+
osi

rra?i,'t*
osi

atxïo t-aÇ,

+sffi)+
,nu?1Ï,'v

osi

ffil 
- +utze p)K z' d"s tdsz+

- +t rrcpfl{zd,srdsz*

,  .  f  r  .a r *10 ^oTt* Io*ftr-' Jr,lu'r,,(-â;i 
- 2'/3:--3-

* 2brzrrqu'ia"=it:o - r!t*::' -' ' 
ôs? 

- 
Q-s10s2

o:Ê +z,fz9"rtJ' +* b.zz(3:ar? 
ôs10-r2

**r-' I,,fou,,, (W - ra gu,ïi; + sffi) +
* 2bzztz @W -, #, ̂  -,tsffl *

* bzzzz(tffi * r'nffi . ffil 
- +tzze of Ii2" d,s1ds2

1- i - ,  t l t , , , , , r r  2 \ ,atxt ' -6,-
16 '  , / r ,  l " t ' r r  \ \  r  -  6 f i '  a t?

* 2b t r r z g5 e-a-- r" 
* 
*i''

+Jj a"{r'r,
Q - 6Jù6 ôt'Ôt,

,  g a2xtor, ,- æ-4 '

,:)Ù

4 f& _,/5 a'x'06, t
e - 6\/5\6 otrott 62 aû t



.t bnzz@(:6 6,' 
*#i'' . &m . #'#) - b,',o]

( :ffir W 
- + :ffiffi . *'Wt\f u dt'l crtz

*ku-' 
Irjur"rrttq-r 

2bppBs6, * bn22c3sî - AbrreoT

ç'nrfffiY W - #- 6ffi - #fttLf d a,,a,,

l"ju""'+ze| 
* 2b22pB s6' * b2222Csq - 4b"'e ol

(B(#r W r ffiffi . #Wt'# udt'dtz
**r-'

Faisons tendre 6 vers zéro.

puisque ,'- !)n , 'ftrr,,tz): Hr4t,.6t,), 
on a

ëft'Wu,,tz)'ffir',,01
puisque u"u'f iZ'rtr,tz): 

#ëYr,,6tz)'  
on a

u'ut#:" ' ( t t , tz)

puisque e+)6-'m(h,tz)

r'-{tr'ffi(t,,t,)
En conséquence, il vient

*..ry#ffior,oo,

-- ll, ',0).osi

:#(+',,6t2)' ona

-#(t,,0).

o-' l,z
---+

1

G
+
+

I rjb,,,,{o?l' 
- 2,,Æell' + se'z"!' 1

zl..-z(Jie?l' - ze13' - JieS','l
urr"rçsett o + zJlell' + e'"1')

 brrepffffiu,,o) - tJt#1t,,0) +
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* h lr"[b,",,,(o?lo 
- 2,/tell' + tell'1

+ 2bnrz(J\o?l' - 20?30 - Jse3|'l
+ bnzz(3l?l' + zJiell' + o33o)

- 4btze plt +,rcffi(rr, 0) - r#(rr, 0) - *Hrtr,01)dtrdtra

t- 
[ u,rrrr(o",Î, -zJiell'+zr,ll'1*GJ""

* 2bzztz(rte?t" - 2e?3' - JieSl'l
i bzzzz(3l?l' + z,fletlo + 033' )
-  bzze plrtffi u,, 0 ) .+ rÆ #( r,, 0 ) * #u,, 01) dt, dt r,

et donc

o-, l,;or,.%#ffio^o*

+ Trtbrrrz * 3b2211 + ïJibrrtz I9b222r)e?l'+

+( - 2Jibrrr, - 4b,,tz + zJibrrr2 - I2b1211 - 8Jibr"r"

t r2bp22 - }rÆbrrt - 12b2212 t 6/ibzzzz)e?0r'+

+ (3br,rr - zt/lUrrr, * bnzz + }Jibrrt - L2bp12

+ 2rtbrrrz * 9b2a1 - 6$brrrz * 3b2rr")033'-

- 4(brreo + 2Jvbrzep + Bbzzee)r#Ur,0)dtf i tz+

( le ternte entre crochets est noté A?o)

1 f
:  I  [ ( trrrr  + 2JSbntz * 3b1p, + zl ibrzt {  r2bp12
r o  J t ;

1 1
*  *  I  [ (  -2 , ,Æt1111  -  t2ô11  p -yJ ib rnz -4bnr -SJ ibnn

IO J l,o

- L2be22 + zJib2zn I L2b2212 + 6J3b222r)e?lo +

+(tzbr'r + Sr/5brr e - !2by2z + 8J\br^r * 16612,,

- 8r,Æbr""2 - 12b2211 - 8tÆbzzrz * I2b22"r)e?3'+

+ ( -  6 rÆbr , r r  *  12b111,  -2 r tbnz2 -L2bp11+8J3bL2n

-  brzzz + 6{3bzzn - 12b2212 + 2\Æb222r)0"r3'-

- +( - zJit,rt,p -  brzep + 2Jibzzer)1#r1r,o)d.t;. ltz*

( le ternte: entre: croch,et-s est noté B2o)
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*+1""[(3brrr, + 6\,/5bu1 z * 9b11r, - 2rtbnn - 12bp12

Ba.rre d]

Par des calculs

6-, I
J0 l

ir
t6 Jrt

*+1""

0 t ç 1 7
;-- ^ a!14!2
oAaoA g

- 6Jibr"rz * bzzn + 2rtbzztz * 3b22"")e?Ï'+

+( - AJiôrrr, - r2br,tz + 6/3bn2z * !2bpr, * 8rtbnrz

- !2bp22 - 2rfïbrrt - 4bzzrz + 2Jib222r)e?lo +

+ (9b11r1 - ïJibrrrz * 3bs2, - 6tÆbnt { l2bp12

- 2Jibpzz * 3b2rr, - zJibzztz + b2222)0llp -

analogues, on obtient

bo 8, ,
a2(xl '  -  ooo)

oa,oy,

- 4(Bb1r6o - 2Jlbnep * bzze)lff iAr,0)dtit2

( Ie ternze entre ôr'ochets est noté Cl).

l(ôrrrr - 2rtbrrrz t Sbt"" - 2t/ib.:zn { L2b12v2

- Tfibrrrz * 3b22r, - ïrtbrrrz * 9b2rrr)e?l'+

+(zJlbrr^ - 4bnr- - 2Jibnzz - L2be11 + SJSbnn

* 12bp2" + 6J3b22r - 72byn2 - 6t/Sbzzzr)e?lo+

+ (3ôrr1r +2Jibrrz *  bnzz -  6r tbrrr1 -  I2bp12

- 2J3bn2z * 9b2211 * Trtbzzrz * 3b222r)e33'-

- 4(brreo - 2r/Sbtzep * 3b22sr)r#Ur,o\dtf i tz+

( Ie ternte entre crochets e-:t noté Af,)

[(2/Sbrrrr - 72b1112+ 6\,/5b1r2 z - 4b",,_ + 8\Æbr212

12b ',22 - 2\,/5b22n * 12b2212 - 6Jibr"rr) 0?l' +

o l



En rassenrblant les intégrales sur chaque barre, I'expression

+ (r2hur - 8r/5ôr r r 2 - L2by22 - 8'fSbrrt ! 76bp12

+ 8{3brz22 - r2b2v1 + 8Jib22rz * L2b22rz)e?30 +

+ (e rÆt,rrrr f 12ôrrr 2 +2Jibn22 - l2bp1r - SJibntz

- 4bnzz - 6J3b22n - 12b2212 - 2rtb222r)e3l'-

-  4(2JsbtL0p - 4b12sp - 2\/5b22rr) l#ftr ,o)dtf i tz+

( le ternze etttre croclzets est noté Bf,)

1 f
+ + I [(3ô,r,, - l/ ibnrz * 9bv12, *2Jibnn - !2b1212

ro J)..o

+ 6Jibn22 * bzzt - 2libzzrz * 3b22"r)0"rlo +

+ (or15a,r, 1 - r2fuy12 - 6Jibn2z * r2bpr, - SJibnrz

- r2bp22 + 2Jib22n - 4bzztz - 2J\bzzzr)e?8' +

+ (961111 + TJibnrz *3bs,2 * TJibpn * L2b12r,

* 2Jibnzz * 3b22rt I2tÆbzzrz + b2222)02rlp -

- 4(3b1rs, * 2Jjbrzeo + bzzep)1ffiUr,o)dt4t2

( le terme entt'e crochets est noté C)1.

o-' |,.^.b*,,ry# ffitttdvz : 0

clonne à. la limite
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f ^ . 1 1 î 1 2 , n \

Jr.tb,o,,r,i ',- 
- 

#b"ut)lffir)fur,0)da&az 
1- (AIII'5)

f ,. I / fr2,n ,.
* 

J"(b.,p,,tr0,',+ 
- 

#r"uà1ffi)@t,0)autdvt 
+ (AIII '6)

f  , , ^  1  . t  o 'ç  \ ,  J j .
* 

Jr.(bop,,h0,o,o 
- 

àu"ut)1ffi)fur,|)dufivz 
+ (AIII '7)

* + l""oi(#ru,,o)) 
&fit2 + @III.8)

t  f  i t2 ' ;  \
* *Jr,"Bi l f f i ){t , ,0)dt 'dtr+ 

(AIII .e)

L  f  ^ r i ) 2 t ô  \
* * Jr."cili it" ' 

o)) dtitz + @IIII0)

*LIei l Ï1.)u.,o)ditz+ @III.rt)
16 Jl'" 

* t' c'-*i / 
' -

1  f  ,  A2 'z  \
* G l, 

Bilffi){t,,0)dt'dt" + (AIII.72)

7  f  ,  A 2 , ; ,
* .* 

Jr^cllddft1,o)dhdt2 
+ êIII.13)

-0 .

E' nous inspirant des choix effectués dans (Cioranescu-Saint Jean Paulin [1]) pour d'autres

types de structures réticulées, nous allons, dans I'expression limite précédente, ciroisir une

fonction test g de la forme

ç (v r, u z) : ç r fu r) ç r(a ")p, 
(-J+*r, u-JTtÉr,

où les ta; sont des fonctions régulières, pt et g2_étant périodiques de période 1 en y1 et en

Uz, et gs et ça étant périodiques de période r/3 en Ar et erLA2'

Posons

l, ( y r, a z) : r rt 
-J!& 

lr r;&#N\'

La. fonction p s'écrit

Pla r. az) : ç {Y r\çzfuz)'b(at, Yz)'

Etudions en détaii les différents termes obtenus'

Pour les expressions (AIII-5) et (AIII.6), on obtient :
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l, {0, u,' {he,o,- + h',0,* ) - àu, u, ; ffi* 1, 0) d'v stv 2

: ç " 
(0) 

| 
" 

(u r r,, t he,o,- + h',0,* ) - àu r 
rc ol ffi, {r, rn'h @ t' v z)) @ t' 0) d'v 6l'v 2 +

+ 2<pzrl) 
l" 

(trr,,tnt',- + ht',* ) - #urrro) #(prfu,)'bfu,,vz))fur'L\dadaz+

* rffi o) | " 
@ rr,, ( he:,- + h',',\ - 

#u rn o) fi f* rf, ù,h @ r, v r)) (v', 0) dv 1 d'v 2 I

+ ç2Q) lnQrr,,the,o,- 
+ hto,*) - 

iurrr)çr@,,r#rr,0)d'vi,v2t

* rffiro) l,(tr",,(h',',- + tre,o,t1 - 
àurrrr)p,@rlffior,o)d'vfi'v2*

* 
ffifot lr@"",,{tf,o,- 

+ hto,*) - 
îrurrr,)pr(vr),b@r,0)dv1dv2-

Pour l'expression (AIII.7),on obtient :

| " 
{u, u,,n',',' - #u, r, ) #hr r, f) or, or,

: ç"(*, | " 
(b rr,, h',to - 

àu rr, ) fr,@,rn,b 
(a r, y ù) @ r,S)oo, oo, *

* 2p z (*, 
L 

(b t2,, If,t ', ' - 
#u r", à # 

(p'(v ù'h @ " a z)) (v t' f ) o' o o" *

* rffi r*, I " 
(b 12,, If,p,, - 

#u,,, ) fi {r, rn,b fu t, v z)) (a,, f) aa, aa, +

+ e z(*, I " 
(b r",, h',0,0 - 

#ur", ) 
p r(a rr# r r, $ ) oo, or, *

. rH r* ) | ". 
(u",,, h',f - ftu,,, o1 r,(ù ffi(a', f ) or, or, *

* H r*, l, çb,r,, t,e,o,o - 
àu,,, ) ç, tu,\'h (v t, $) or, oo r'

Pour les expressions (AIII.8), (AIII.9) et (AIII.10), on a

QG r,", ) : p(a r, uz ) : ç r \v t ')çz(v z W rfL:fL r,  ̂ t-JT$l'

soit
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É("r , "2)  :  o f , , ! f {2 ,  
* t ; *  " ' ,

: e r (';* r, u&+4 v,(,,)ç n(

En conséquence, on a

-t[3", - sz * ./3,- )

-{5a' --a, + Jj 
,.2

+ I"o:'#u''o\rltitz*
1 f ^, A2'?

* * J'^Biffiftt,o)dtfitz+

+ L,olffiu',otctttdtz

a ) 1," ^i u+, (v, t \) v " r f t o ̂r--É+S) d,, a ", 1

rc) | ""ti#"*!'tL*t*rf!2t 
*

x e+( 
-4";*É)) 

{,,, o)crsdsz*

* fi ff ro, I ""ui f; (r,F{\ o,t f}!el *

, *,f itîN)) {",, o)dsrdsz+

+fi,,,,(o) l,"ri #G,rt{ev,tf!2t,
x e q(-$";t$) {",, o)d.s i,s2*

. ## *, l,"ri * (o,,-f\o,r8ft,
x ç+(-e#É)) (,,, o)dsrdsz r

. +Hrc, /" c?ç,(ï)çx$to^Æ*\d s1d s2

Pour les express ions (AI I I .11) .  (AI I I .12)  et  (AI I I .13) '  on a

p (s r , sz )  :  ç@t ; yz )  :  p r ( y r  ) pzûùç r f * ) eu (

+

:

1

1 6 t o

1
*  

*9r



soit

Q ( t r , sù :  ç (

- -  ?r(

En conséquence! on a

.,/3s, - s2.
,  

- l

,rxfT)e,(& +s2-J3,  ,  \- -^-  )9+lsz) .

- -cr  -  J l t r+z
2 '

- -s r  -  J \ t "+2

$ln

(o) 
/

+

:

1

16ço

1
*  

*g+

1  I  ^ 2 , ;

* J r,^ 
AI^;iu 

" 
o)dt 1 dt 2 +

* I*; 
| 
"" 

4 #(t t, o) dt it z+

+ l,,"l#u"o)dtfit2

^I *,? Q, r-:# v xS t *, t6tïÉ) ) d,, a", 1

4#(r,r=t€Ùt6&;zt"
,J\ t ,  *  s2 -  / r  r

vr( f f ) ) ( " , ,O)dsrdsz*

vx8ft"
X

- S 1  - J\".t + 2*fifftorl""ut*('',

+frr.tor / efrQ'c:
x er( 8*#4) {,,, o)ds1ds2 r

---+ta\o"t4t;2t*

*,r-tt;É)) i,,, o)d,s i,sz+

.ik,, 1""'ï*(,,t v,tf\zt*

X

- S 1  - Jit, + z

, . ,Æ"r*s^- 'Æ. .x  pr (  
T) ) ( " r 'O)dsrdsz*

. +H(o),{, ciç,(-.#r*,(+rr,,8t É\d s1d.s2 -

En additionnant tous les termes obtenus, on obtient une ex?ression dans laquelle on choisit

comme fonctions test des fonctions telles que tous les termes en facteur devant les intégrales

soient nuls, sauf un.

*., 4(o) + o. on oSbie'r
dy;

bt)



lon $"r,"&e,l'- + n',ï'l - 
ftu*eo)dvz

o,". 
ffif*lf 

o, on obtient

!o* Qrr,,,t",l,o - 
#ur"r)ouz 

: o'

o"", ffi@ +0, on obtient

I i 'c"naY':o'

Lu"r 
o19oo(o) 

+ o, on obtient
dsâ '  

rà

|  'c ldYz: o '

-0 (AIII.t4)

(Arrr.t5)

(AIII.1,6)

(AIII.t7)

2bzzzz

Grâce aux périodicités en !1 et 92 des fonctions 1do, on u

I"o',F 
ortdyz : 

l"nig- 
o^daz :0,

Irnt f 
orrdaz : 

1"013' 
oordaz : 0,

!"nti* 
orrdyz : 

l"oli* 
o^dyz :0,

l""ol'roa, 
: 

I""ollr.ds 
:0,

lr,o?'roa, 
: 

l""olf.as: o.

D'après

d'où

(AI I I .14) ,  on a

lo* Q"'"{

l,*

l,n

n'Â- + h}g*\ - 
#urrro)dyz 

:0,

(hit- + he"l+ 1ay, : bzze p

- 
àu"'o)oo'
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d'où

I,NIre"lo dy, :
bzzep

bzzzz

D'après  (A I I I .16) ,  on  a

f
/ (9ôrrr, - 6Jibrrr2 * 3bs2" - 6J3brzt * 72ber, - 2libnzz * 3b2"rr-

Jyn

-2Jjbzzrz t bzzzz)o||' - 4(3b1160 - 2Jjbnep * b226p)d,vtdvz :0,

d'où

I  oSloayrdyz:
JYo

D'après (AIII.17). on a

8(3brrdp - 2Jibtre p * bzze o)

[ol,*;t -tzJ3b::p *6b1p, +r2br2r2 - 4Jibnzz * bzzzz).

8(3b11op i 2Jibneo I bzzer)

(gb"r + L2JShnz * 6br,r, + !2bnr2 + 4J3bn2z * bzzzz)'

I Qurur + 6t[3h rrz * 3btnz + 6rtbL2n * !2b12r, + 2Jibnzz * 3b221r1
JYo

+2Jib22t2 + b2222)O22lo - +çltrtl,o - 2Jibnnp * b226)dvldaz : 0,

d'où

I

I ollo ayrdyz :
Jr.;

Finalernent, on obtient

t2Jiqâ pe p : 6b. Be p -'oo dn" o

2(3b n s, - 2\f3b L2 e p I bzz e p)(3b o F r t - 2 &ggylls p"ù- -_ _

2(3b n s, + 2 \,Æbn 0 p * bzz e )(3b o Fn + 2{fr 
" e n + b 

" 
pzù

-

Rappelons maintenant que, pour des raisons de simplicité, nous avions choisi de prendre

pour les cl;111, des constantes de Lamé.

Les Coefficients bo6p, sont alors également des constantes de Lamé.

Leurs expressions sont données par

,  ,  +pQ+u)
o t l l l : 0 2 2 2 2 :  

^ + r t ,

bntz : bztrz -- b2tz, : bnzt : lt

2\p
b t n 2 : D 2 2 r r :  

^ + 2 t ,



En remplaçant les baglp par ces valeurs dans I'expression de q[psr, on obtient

Çir r r  :  Q izzz :
r,fgp(rer + top)

48() + p)

Qiz tz  :  STt rz :  g i rz r :  Q izzr  - -

^*  _. , *  __r fsp(x+zpt)
v1122 -122 r r -  +g (À+ r )

tous les autres sont nuls.

fipçz s + 6p)
48(À + p)
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AIII.3) ETUDE D'UNE STRUCTURE DERIVEE (EN LOSANGE).

On étudie à présent une plaque dont une coupe horizontale est déduite de celle de la

structure en triangie (figure 1) en supprimant toutes les barres horizontales (voir figure

3). n s'agit donc d'une plaque perforée dont les trous sont des cylindres ayant pour base

un losange. L'étude de cette nouvelle structure ne diffère pas de la précédente en ce qui

concerne les passages à ia limite en e et en e. Les calculs concernant le passage à la limite

en 6 sont différents du fait de I'absence des trois barres horizontales dans la cellule de base.

FIGURE 3

Nous ne donnons dans ce paragraphe que Ia valeur des coefficients limites obtenus.

Comme pour la structure précédente, nous considérons Ie cas particuiier où les coetlicients

d'élasticiié sont des constantes de Lamé. Comme nous I'avons vu, les brp6o le sont alors

également. Nous établissons le résultat suivant :

70



AIII.3.1) Résultats de convergence pour qLBep.

Auec tes coef ficients de Lamé précédemment rappelés, on obtient, en f aisant

tendre 6 uers zéro :

avec

ÇTrrr :

gTzzz :

* *
grr22 - q2277 -

6-tqorpr, - Llp,,p,

pc(15À + L4p)

48!E(^ + ù '
t/5p(Lil' + 10p)

+a() + r) '

Jip(s +2p)
+8() +r) '

Slzrz : STtn: Sizzr : Sirzt :

les autres sont nuls.

Coercivité des coefficients ALpep

Montrons qu'il existe o ) 0 tel que

V( e R2, q;ir,nt;itrn2 a€;it;i.

Ona

q;i*n€;jt*n: grrrr€?r I qzzzzt2zz * 2{r,tzz(rt€zz *  qntz€?z :

p(trÀ + 10pr)
48vr'4^ + pf'

p(15) 1-14p), ,  3p(13) *10p) ,":  
.* ; '4;* , l ( r r  

r  +sçsçs* 11 
szz

ap(13À + 10p)
48rtQ + p)

Or, on a

p[(rs.l + tltt)€ï+ 3(13À + L}p)(]r- 6(À * 2p)€ntzz + 4(rrÀ + 10p){fr] :

: , r [s lg f ,  +24^€32+J2^€?2+T(À +2p)( ï+ lb(À +2p) t3r -6(À *2p)€ ' r€zz*20( . \  +zp)€ î

: /, [s)(€1, * J€3" + a€?)+ (À + zp)(z€?, + ÉeI2- 6(rr{zz + €Îr)]
> p(À +2p)((€t, - €rr)' * 6€1, + 6€3r+20€?r)

Z p(À +2p) (o€î, + 6€3r+zoÊ?r)
> 6p(À +zp) (€T, + €3"+2€?r),

p

d'où la coercivité des qipsr.
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AIII.4 GENERALISATION A UN ANGLE A, QUETCONQUE.
( POUR LES DEUX STRUCTURES).

CAS DE LA FIGURE 1 : STRUCTURE EN TRIANGLES.

Dans le cadre de cette généralisation, les deux barres obliques ne font plus avec I'horizontale

,  1 (  , 2 n  - - - r ^ ^  ^  - L -  ^ . / ^ - . .  
7 (

des angles de 
i 

et 
f, 

mais des angles a et r - a (avec 0 < c a 
tJ

, .  6  ^  . 7 t  \ \
Ici, la mesure de Yf, est égale à 6(2* ;;fo) 

- 26(;i"" + &s(: - û)) + 6200)'

D'autre part, les dilatations correspondant aux différents barres sont données par :

Transformation de la barr. H; en Y :

(  
" :a '

I ",-/Lo .,
I  r t@t

Transformation de la barre I{ en Y :

( " t :a '
I a, tg'o , tga

1"":@_ 26 - z.

Transformation de la barr. Hl en Y :

(" :a '

1,,-#,-++ud| \z[s")

Transformation de la barre Ol enY

I t, ,  - cosdpl f  sincy2

\ r, : - sin cy1 | cos ay2,

suivi de

(1

J 
t t  -  

1 -  6 . inosr

t,,: ?
Transformation de la barre Of en Y

I 
r, : - cos dAr * sincy2 * coso

t ', 
: - sin aur - cos d!2 f sin a,



suivi de

t
I

t
Par des techniques du type de celles

résultat suivant :

1
t1 : ;-----;-S1

I - O S r n t
s,

tz :  T.

que nous avons déja employées, nous établissons le

A III.4.1 RESULTAT DE CONVERGENCE SUR q6,pep- CALCUL DES qiB6r.

THEOREME : En f aisant tendre 6 uers zéro, on montre que

6- 'q lpeo '  SLpep'

De plus, le coef f icient l imite gipep est déf ini de Ia manière suiuante:

Ona

L2tgaqiB6p : (2* - L 
;a' Fop - ru"'-;:;li"' -

(sinz ab.'pn -2cososin ab..,gtz *.o"'gbrprù("i* obrtto 2.*o

coso(sina obrrrr *2cos2 asin2 o,bnzz * 4cos2 csin' abrztz * cosa abzzzz)

(sin2 ab.,pn *2cosasin db.Êrz + cos2 o.brpzù(# ùrrop *2cæt#ûtz

"*"(.i"n "Airr, 
* 2cos2 asin2 o,bnzz * 4cos2 csin2 abntz * cosa abzzzz)

En prenant pour lesb.,pg, des constantes de Lamé, onmontre, tous calculs f aits, qu'e :

Çirrr :

S izzz :

Qitzz: Qizrr

il{,(frÏff 
* cos2 csino)À +zèlffg+ cos2 o,ina)p)

2p.sin"(tl + cos2 a)À + 2(1 * cos2 a)p)

0(À + r)
_ _ l,r(À + 2/r) cos2 o sin c

o(À + r)

gixz

Les

- ^* - n* - Qizzr-  t t z t t 2  -  Y2 t2L  - '

autres sont nuls.

(1 + cosc - cos2 asin2 c)À * (1 f cos a - 2cos2 ûsin2 o)g

6 sin o(À * p)
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AS

On a le théorème suivant :

TIIEOREME:
En f aisant tendre 6 uers zéro, on montre gue

6- 'q lBro + Qipep'

De plus, le coef f icient l imite gâpep est déf ini de Ia manière suiuante :

Ona

L2tsaqipsr: *u,uro-
(sinz rrb."Bn - 2cos o sin dbaan + cos2 c,brpzù(sinz o,brrl,p - 2

.ot*1ti"n"Arrrr * 2cos2 asin2 o,brzz*4cos2 osinz abnrz *cosa abzzzz)

(sin2 ab.'prr * 2 cos a sin abagrz + ."

..t 
"Gt"a"brt 

n * 2cos2 a sinz o,b1122 * 4cosz a sinz abnn * cosa abzzzz)

En prenant pour les b.,ps, des constarztes de Lanté, on montre, tous calculs f aits, que :

6tgaqitt ,  :

ïtgaqlrr" -

ucosa(zx + (s + zp)(t + sinz a))
(À+p) '

2p"sinz a(À(2 + cosz a) + 2p.cosz a)

6tgaqir""  :  Qizn:

\+ t- '
psin2 acosa(\ + 2p)

( )+p) '

6tg aqirr, : 6tg aqTnz : ïtgaqiTzr : 6tg aqittt

Les autres sont nuls.

_ p(\ + p) - p.(). + 2p)cos2 asitzz a 
.

coso(À + pr) )

Si I'on prend en particulier o - 1, les trous en forme de losange sont des carrés, donc on
4 '

retrouve la structure étudiée dans Cioranescu-Saint Jean Paulin [1].
Il est alors intéressant de comparer les résultats que nous avons obtenus à ceux de I'article

précité, en prenant soin de ramener les dimensions caractéristiques de la plaque considérée

dans celui-ci à celles de notre plaque.
Le repère utiiisé cians cei ariicie est paraiièie aux ba.rres, alt-rrs que le nôtre faii ai'ec

les barres un angle d" i. Aussi, pour comparer les résultats obtenus par les deux cal-

culs, nous reprenons l'éq^uation homogénéisée obtenue par D. Cioranescu et J. Saini Jean
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paulin (écrite pour les bonnes longueurs), et nous la réécrivons dans notre système d'a:ces'

Certes, it ,'.gii d,une équation stationnaire, mais elle se prête néanmoins très bien à notre

vérification.

L,équation homogénéisée obtenue dans Cioranescu-Saint Jean Paulin [1] est donc ici du

type

n*- un' l  
^ -  2F,ÇoloP ôaôrpô"6oro

**Jin
9r r r r :  Qzzz2 :  T ,

9îzrz:  Qîr tz:  Qîtzt  :  STzzr:  + '
les autres sont nuls.

avec

Cette équation s'écrit

* ffU, , -* ôaus r ^* 7a(Js I n* 7nUt
ûr'ff i * qîzzz@ * Qi^zçffi; * qiz^mffi+

*qîttz#, * qitzt 
A#ra ^ 

: 2F'

Nous avons détai1é l,écriture des dérivées partielles pour faciliter f identification des coef-

ficients homogénéisés.

On fait le changement de variables suivant :

(  - , - z r+22

l't 
- 

tfrz) '
1 ,  -z r *zz

l"':@
Avec les nouvelles variables, le membre de gauche de l'équation homogénéisée s'écrit

"#AQirr, 
. ffiQirzz + ùffiQiz'z *

ffieî,rz. #Qi,,,. nffiQizrr *

avec

tUs
ô4022022Ô21

ônUs
E@,

Qizn*

Qirt t ,

/ o



d'où, en remplaçant les

1
Qit t t  =1ain*q iz tz ,

I

Qirtr= r l i : . : - :-- l lzn,

Qizrz :  Qizzr :  Qirrz :  QTtzr :  
|ûrrr,

I

Qir t t :  ,u i r r t  
-  T Izn,

1
Qizrt: jol.-n * qirrz,

coefficients girrr et qiztz par leurs vaieurs :

Qirr, : Qirrr : A|()+ 
6e') 

'' '  
24(^+ p) '

Qîzrz:  Qîzzr :  Qîrrz:  Qînr :  J t

e i tz , :  e izt t  - -  rpA\. ) ,+zP). .' -24(^+ 
p)

pt(il. + 2y.)
z+(\* ù'

On retrouve les valeurs issues de la formule générale'

/ o



B) ETUDE DU CAS r>2.

BI) DEPENDANCE RELATIVE A L'EPAISSEUR.

BI.1) Dilatation du domaine.

Pour les mêmes raisons que dans le cas r :2, on dilate le domaine f)"'6 en un dornaine

0,6 indépendant de e.

Les changements de variables et de fonctions sont analogues.

On obtient

a"ô':
eî* l

A ê Â A c f t
-  F -

02, 
- rn 7ts

AçÂA-a- e 
az,t 

o;i - 
a^o;Ï

ô '6

^ (
oiitl o

. ^
oi{tt3

d;6(0)

aô,: , ̂ ,-- ; - tul
ot

d56(0)
0ë36,^ ,---:tu,

ot

= T" dans

= ft dans

=0su r

:0su r

+
: gi SUr

: 
"-'Ô"jo 

dans

r  e Â n  t: AJ"" Oans

t  e A 1  I: AS"- OanS

0 'o  x  (0 , "X/ "1 .1) .

f ) .6  x  (O,T)(1.L.2) ,

16 x (0,  ?) ,

0T.6 x (0,?) '

1,6* x (0,  ?) .

Q.6 ,

f ) "d,

f)rd,

f1.6,

0tz
^ro'ô?ru
" att

(8 .2 )

où les fonctions f; "tgl 
sont définies comme dans le cas r : 2 (voir AI.2).

On va prouver le résultat suivant :
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Br.2) THEOREME 4.

Théorème 4

on stqtpose que 
" i+ '  |  ë i6 t  l l2(e.o)

sont born.és irzdéltenda.nzm.ent de e,

sont également.

Alors, on a

, ôÔîoo
" l  azo

et que les

|  .  " t l
L 2 ( Q . t )

fonctions f;,

0ôi60 ,
a4 t  

, r (n , r \

T'nf "t+ le

o1,r

"t6"0 
- Q.'6. dans L* ((0,T),Vr5,) f  aible*,

Ôï6 :  o '

(  o î "  :  Qî '6 ( ' r ' zz ' t )

I  t t '  
-  -23ffr, , ,22,t) *QitQr,zz,t).

De Ttlu-<. Ôj"6esf caract;éri-rée par

1,  #oî"  1 i
iu"rtoffi: J_rfîd" 

+ (gi+ + s;-) sur eeô x (0, ?)

ôî "  :0  su rY  x  (0 'T )

âô i 'o :o  su r  j x (O,? )
0n

1 . a2ùi'6
UU"rtof f i??n:Q 

sur 0tr6 x (0 '?)

1 ,  836*e6

fib,rto5ffi;tz, 
-- 0 sur 0t.5 x (0' 7)

c{ .

/ ô



BI.3) DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

8I.3.1) Estimations a priori et résultats de convergence.

Multiplions l'équation en p,. Ou, "ff, 
et l'équation en dr Par ry 

En ajoutant les deux

égalités obtenues. et en additionnant les termes similaires, on trouve

,* 1,.,("'*'4tYP +"'rffr *
* e2 a.,t o p 1,, (ô" 6 

)'y oB ( d'-6 ) { 4ea,, ..sI,, (é' u 
h .'r( d"6 ) + 2a,,tss1n(Ô'6 )l, r(ô' 

6 
) +

| 4a1,."{r,t(ô'6)l ,r(ô'6) |  4e-La,.3rzse(d'6) i-t(6'6) * e-2ay3.,- |  rrr(d'6) f )at

f  ,  "  aô:6 Aâ:6 |  ,  *AÔf +)Ôio ,r^: 
Jn.oGf"T 

+ fs:ft)dz-r Jr*^@niË 
+ oi ji)as.

En intégrant ceci de 0 à t, et en multipliant les deux membres par e2, on obtient

: l..,tI' "*'u\i 
(t) l '+ leË+r'8i' t'tt' *

* a,,r o t) (." r r(ô'oXt l) (r"'p( d'o )t t)) +

*  a,,tot(r" :".r(ô"Xt)) ("'v"(d" Xt)) +

* 2a, qss(zr, (d'o Xt)) (u",'n( d'oXr)) +

r 4a * ot ("t,r(ô'o )(t)) ("r,, ( d" Xr)) +

*  a,'"n(rr, (d" )(t)) ("t,, (t" Xt)) +

* cgrgr (rrr(o"Xt)) (rrr(0"'lttl) ] 
r'

: [ ' [ (.r,e3+.r'e+\dzdr*
Jo  Je . r '  o

* l,' l,*^rn:"'ry . n*Jffi)dzdr * "'T,

or) E(t) est défini par
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E(t): [ (t r "r*,uïro rt)|" +t"rffia) l '+'  
J o ' o  \ "

* a,, ta0(" ' : ' -r(ô"Xt)) ( 'y.B( O"t l@) t   a,tas(t,r{ô"u){t))  ("" ' r tO"Xr))+

* 2aqst (zrr(d'o ttt)) (r..r(d"Xt)) *  a,s.,t (z.r{d"Xt)) ('t"rto"Xt))+

{ Ae-' ta*r,  (zr,(d'é )( i ))  (r ' . , (d"r(t))  + 
"- 'orrr,( trr(ô'oXt)) (rr ' (6'o11t1)]a".

Appelons A (respectivement B) le premier membre (respectivement le second membre) de

I'inégalité précédente.
En posant

(8 .3 )

Posons

Le membre

Or, d'aprés

(8 .6 )

leî+tSfr l f

( o,p(é"6) : 
"t 'Yos(Ô'6),

4 o,r(ô"t) : e''(.,t(ô'6),

I  d* (d 'u )  :733(d '6 ) ,

r a ; j r, no r, n( ô' 6 )(t)o ; i ( 4' ô 1ç1) a. t -

le membre A

(8 4) t 1,.,

s'écrit

n  :  c A

( l -  f  , î+zo?" ' *  )  12 +
\ .L t "  a t  \ '

[ 
'l'"t

l. +;o
: 

"i+'6'J ,
-  e i * r  6ea .

A s'écrit alors :

L t  /S-r0,hî6 p
2 Jç , r \ /_ ,  

t  a t  I

la coercivité des o.;jkh, ora a

* a ; i 1, 1"0 1, 1,(6' o 
)(t) 0, i (6' 6 

1 çt1) a, .

I .- . .AlbiôA > ;L ll+i t ) | | 21,, 
1o., r + co ! l l0, i @' ô )(t) | | ?, ro ", r'

t , 1

D'autre part, on a

, : lo' ln.,(r,"'ff*r,""ô!30 )a,a,* lo' lr*,rn:"'ff+nî"'ry)dod.r+e2ry
Or, on a
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l,' I n., 
(.f , "' Y . f ,û W) rt z rt, : I n., 

(.f '(t)(ê ô;j rt I ) + hç)kz ô;6 ;1t1 ;az -

- 
In",U,(ox"'d?6(0)) + fr(0\(,2ô'16y1o;;a' - 

Ir' In.,r*"'ë70 +ffæottld'zd'r,
d'où

l,' ln.,u""'+ * r,"'ff)0,0, s
= *l l . f"(r) l  l"r,(n.o) + | l lr 'ô,1t '1'6112y"p.,, 

* | l l fr(t) l l?,ro", l  
+ | lk'ortt) '61121,1o.01*

* |ttr"rol ll"r,(n.,\ *f,tea-:10;1121,1o.,, * il l/r(o)ll?,ro.o) * f,tt*otto)ll?,ro.or*

.: I, ll9#lîr"p"o1d', *! l,' v'ô",0(t)ll'",(a.o\dr *i l, llfflf""o"o)d'*

+ C'ral l ï  ;  1(  d"6 X, )  |  l2p,  1ç,  o1 *

* : I, ll"" ô30 ll"r, te.,\dr

< 
"' 

(l VJfr* (o.r,L2(a"a), + llff lfr*

glo)""é-r610;;a-. - 
I: lrr,

1o,t , r r1n.r l ) )

fo'il,,,1r"u1ç

* i l, ll.'diu ll"y, ç1,td,

s c, (lls,+llî- 1o,r.r,rrlr) 
+ llpn'r*(0,r,r,r..*,r))

* r i  
l , l ld;;(d'oX'

+ C't' r ) l l27"1e ,opr  I

t (gful"t ô':(t) + s3+(r) e2,i,5ô 1t1)as-
Jfl,

)l l?,rrl, ld' + ci '

C,,,,.

De plus, on a

[' t (sï ,+ - nl.,W)dsd, :
Jo J . l  ' " '  i

- t @l$)"'ô;o(o) +
r f l

r#u*.+""ff).,n,
Par conséquent. on a

l: l,r,(sï "'+ . n{ "'ff)dsdr I

= *lg*(t)l l?,o1,, + îl l" 'ô76$)ll '1,1r|) + | l lrr*{t)l l2v'ç!,\+f,l i" '03'(t)l l?,r. l l+

* ]f tn*to)ll?,rrlr +f,!"'07'(0)ll?,.1r * fttn*tolll?,<ri,r +f,l!""0",0(0)ll?,rrlr+

*i l, trylfy,1r1ot,t,.i l, lt, 'd:o(t)t t2y,ç!;d, *i I, rr$r l2r'1ç*o1d'*

+ C'"alll ;1( d'ô Xf ) | l'1, 1p*. I +
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D'après les conditions initiales) on a aussr

"2 
Eç01 < o.

On obtient donc finalement

1 t
(B.i) B 3 Q + clal l ï ; iki"6)(t) l l ' r"@.0, + ci 

Jo l l0, i(ô'o)(r) l l ï ,p.sdr.

D'après (8.6)  e t  (B.7) .  on a

I V 
Ft.he6

,  ) t t f fu l t l ' r , (n.ot 1- co \-  l ld; i (d '6;1t; ; ;2r, ,n", ,  s
i  " "  i , j

e + c'tall0;i@'6)(t)tl?,ro.,r * c{ 
lr' ll0,i(ô'o)(r)ll'r"s,,yd.r.

Choisissons a tel que Co 2 CL".
A lo rs '  on  a  

\ -  , ,o r ' i6  , , r , r "
/ - , t  at  \0/uL2(e"c) + \ -  l l0; i@"6)( t ) l l2v,1e,oy !

z , J

< /{ + ,r' 
lo' 

l i,, i(é'6)(t)ll2y,1ç,01d,r,

c'est-à-dire

\-
/t

i .  j

D'après le lemme de Gronrt'all, on a

LllÉ.;i@" Xt)l l?'tn. ') 1 K"n'',
i , i

? t

l ld;;1o"61(t) l l?,ro.or S I i  + r i '  I  l l0; i(ô'6)(t) l l ï ,p.01,1,r,,  
J O

d'oir

( 8 .8 )

soit encore

(B.e)

soit enfin

t
i , j

t
i , j

l loij@'6)il 'L*(0.r,r,,1o ,or) 3 c,

t{frr*(0,?,1,(o.0,) < c,

leï +z 
Tr'r*(o,r,r,(o.o)) < c,

bt*tu3ï.0 l ' , .*qo.r.r,1n,,)) s c.

(^B10.1)

(810.2)
( 810 )

E2



et d'après (8.8), on a

f  
l "2uo(d '5) lL*  (o . r ,L2@"e\)  <  c ,  (8 '11 '1)

(8 .11)  j  l " r " r (d '6) l r -  (o , r , r ,1o" ,y)  <  c ,  (B '11 '2)

I l . r*(e 'o)11*1o,r,r , , ro. ,r)  
5 c '  (8 '11'3)

D'après (8.11.1), (B.11.2) et (8.11.3), et d'après I ' inégali té de Korn, on

"t 
ô'6 ' 6*e6 dans -L- (0, ?, %c) faible.

De même, d'après (B.11). on a

(8.r2) 1"""îf l2y*(s.r.L,1n.r,) S o.

Par conséquent, on a

( B .I3) .t 
"îf 

- oîio dans I- (0, ?, f'" $t,o)) faible'

Par un raisonnement analogue à celui utilisé dans le câs r : 2, on montre que

(  
" î "0  

:  Ô i "6 ( t r  '22 ' t ) '

{ , *..5 aoi"
I  

r ; '  -  -zsæ + ôf ,6(zr ,z2, t ) -

8I.3.2) Caractérisation des fonctions Ôi'6 et Q|"6'

caractérisent Qfi'6 et Q|'6, nous allons utiliserPour obtenir les équations limites qur

méthode analogue à celle de Caillerie.

On muitiplie l'équation
a'ô?6 ao?6,

- P - -
"  

Ôt ,

ô"?ot
0ts

- f-  
J Ta r * l

0tz

par

avec 0, e

oir

e . 4 0 r ( 2 1 ,  2 2 . t ) ,

o(to, Tl,v(u,)), indép.ndante de 23,

I / ( . r . 0 )  :  { u  €  / 1 1 ( r . t ) , ' t r : 0  s u r  ô a . ' } .

On oblient
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I"' ln.,("'*'ffi,r', 
- "'*"r1,'r,,, - "*"r'r"'o')d'zdr : 1," ln.,. f  ,e40,dzdr,

solt

lr' ln,,("'*'ffi 're,dzctr 
* lr' In.,"2o,rr3horo, 

* Ir' fn.n"'o,r40,d'zd'r*
f . f  ' T f

+ I I o4e4l,n3clsclr: [ '  t .f,ezs0,d'zdr.
Jo Jr!, Jo JQ",

L'équation (8.14) s'écrit

- 
ln,r"r*2 "-r 6r '6 rr0,(2r,.22,0)dz * " '*" Io lr ,r#'rf fO'O'*
r T r

(B.rb) + t  t  e2o,,,rs*o=or* [ '  I  eo,3L,d'zd,r* [ '  [^* of"rre,c]sdt:\ - ' - - '  
Jo  Je "o  

" ' - dz , t  Jo  Je . ,  Jo  J f l

f r f
: 

Jo 1,n,o'' '"tto'dzdr'

Or. d'après les conditions initiales, on a

, r+ t l ô r r ro  l 1 r1s .o1  (  C .

l r ' * '  ô ' , 'o l l r lo"o 1 :  1ei+r 6r,"6lp 'qç,o1ei ,

, ,*, 0ô'16 | | ,*r 0Ô?6 | L
l e r + t  - : - l r , r ( o . r )  :  l e r r ^  

- A t  l y z l ç " 0 1 € 2 ,

-o+ o* l,' 1..,(rr,#

W +ei:o

Puisclue

et

il vient

soit

( ,B .16 )

Multiplions maintenant par d3(21 ,zz,t) l'équation

+ QiL" )d4dz2d ' r  :0 ,

où  d3 ( . : 1  , zz , t )  €  2 ( [0 , " [ . I / o ( , r ) ) -  I l  v i en t

'ryF-"æ-æ:f,,
' 
",'fro ffa, * lo' ln.,

.f$dzdr.

- . '  
ln,rôî 'oor("r ,zz,o)t tz 

-  
fo

- 
I,' lr.,n1',osctr: I: Irr,
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J

Faisons tendre e vers zéro.
On a d'une part

" "1ô l ' 61û@.ù  
:  s i - r  

" i * ' l ë ' r "  l l ' ( o .o ) ,

et d'autre part
- ,  A6i6 ,  r  - l  ,  . r  ,0é '6

" '  l f f l r ,(o",) -  e'  -r ei+' l f f l  L,(e.o),

d'où I'on obtient

(8. t7) -Y: (gî+ + e;-)  *  [ t .  f îd", .
Uzrt J -;

Dans (8.17), remplaçons Q| par sa valeur tirée de (8.16)'

II vient

f %- = f 6d,,+ (gi+ + ei-).
Ô 2 , , 0 2 ,  J - 1 " ù  

v ' \ J o

Multipiions maintenant par e0 1(z 1. 22, t) l' éqt:ration

^,+rô2 Ô'  ^0o ' ,  -  )o .s
e -at ,  -"Ë-6; : f , ,

' / \
avec d"  € 

'D( [0.  T[ ,V(a"6)) .

On obtient

rr r ô2ô;6 ,-.,_ ^2 f t 
u!^.r r,oro IT I oo,

"'*t Jo Jn,,Tdzclr 
- e2 

,o Je", ôz,t 
'' - 

" Jo Jn.,;î,'dzdr 
:

:  - r r+z I  e4, i :6 0,(2r,22,0\d,z -  
"* '  

[ '  [  $*tzd'r*" J n,o Jo Jo., dt dt

l T f

+ I I ("'o,r* *Qd'zd't - " [ ' [ ' o"'"'td'sd'r :
Jo JQ. ,  

'oz ' t  
Jo  J r |

f r f
: I I f,0"dtdr.

J0 J dl. t

Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

l,' L",*r,#dz1dz2dt 
: o,

soit

(8.1e) - ' f l to:o.
d",

Soit maintenant 0; eD(l0,Tl,D(a)), indépendante de 23.

ôD



posons u;  :  40; (21,  z2, t ) .
On multiplie par e2u,l'éqttation

. r+t  
02 Ô'16 -  o0o' ,

ôtz 
- 

0t,

ôo rt

ôtt
- ç-  

J  î 1

+ g;+ ) sur ue6 x (0, 
")

sur ùus x (0, T)

, "nr  ôu x  (0,  ?)

sur ôt,5 x (0, T)

sur ôt,6 x (0, ?),

l: Ir.,e'* Wu,d"zdt * lr' 1r.,"'*"ffusd'"d't-
-"' 

l, lr.,æ';d'zd't 
- "' lo lr,,Y';d'zdt:

: 
1," |n.," 'r,, idzdt * l, '  f n.o"'r,u,dzdt

soit

l T f

l r t  ln.r '^2 
f  ;u;d'dt :  -  

ln,r"r*3 "-t  6Le6 " '0 '("  
'  z2'0)d'z - 

ln,r"r*2 "-r sr"6 zsfu(21' z2'0)dz-

-er*2 
l,' ln.,W,rffo,a, 

- er*3 lr" ln.,ffzs0,dzdt+
rT  f  r ^  ô0 ;  . )  0a  7T  I

* J, Jn.,("'o,,,,rf 
+ e2 o;tfrt,)dzdt - e2 

Jo Jr*.o,r"0;n3dsdt.

,'ryf -"æ-æ:rt

o-o -o* [^ t^ (o+";e,) d,zdt-0,
J o  J d l , o

oi  :0 '

remplace À/jp (resp. N.lp) dans (B-18) (resp- dans (B-19))'

et par e2u3I'équation

Il vient

Faisons tendre e'i'ers zéro.
Il vient

0 : j 0 -

soit

Comrne dans le cas ?' : 2, on
On trouve

1 , 6,.Oî.0 1ï
L2o',oo ar,aôiaro: l-rfidq 

+ (gi*

ôi '6 : o
âÔ-î'n : o

ot7

1 , a'Qi'o -
ub,reoffit?,, 

: o

a , r ,  a2Qî '6

ùfiu,,',ffi)rz"-o
86



et

(a
|  

- ; ( b , , t e p t e p ( o . ' 6 ) )

l*: 'o:o
I  b, , tep' ' l l ,p(O*'6;"0 :  g

- 0 -cur t , ie6 x (0, T)

sur 0u x (0, ?)

sur 0t ,6 x (0,7),

s?Jr ur6 x (0, ?).
d'où

oï6:o

8I.3.3) COMMENTAIRE.

Bien que }e problème de départ soit un problème d'évolution, le problème limite qui car-

actérise tDj'6 est donc un problème stationnaire du quatrième ordre.

L"s pa.s1jes à Ia limite en e et en 6 sont traités dans (Cioranescu-Saint Jean Paulin [9])'
article qui traite de ce type de problèmes pour d'autres structures réticulées.
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C)ETUDEDUCAS0<r (2 .

CI) DEPENDANCE RBLATIVE A L'EPAISSEUR.

Nous reprenons l'étude du problèrne (Ai). Comme pour ies deux cas précédents, il faut

dilater le doma.ine f)""6 en un domaine f)'5 indépendant de e.

Des changements de variables et de fonctions identiques à ceux qui ont été utilisés dans

les cas précédents nous donnent le système

(c .1)

avec les notations suivantes :

0 sur

0 sur

+gi sur

,-r,b,Jo dans

,_, ô.Jt dans

ô3oo dans

ô|ot dans

f ) "c  x  (0 , " ) (C.1" i ) ,

f , ) ,6 X (O,T)(C.L.2).

16 x (0,  ?) ,

07"6 x (0, ?),

l lo r (0, ?).

f ) r6,

0"6 ,

0 t 6 '

Ot , t '

",*,tÊ 
- 

"* "* 
- 

*"rt 
: ei-t T, dans

"'W: 
- 

"h 'il, - *'tg 
: "î-L ïs dans

ô '6

c Âoi;r Io

- ç
oii tz3

d;6(0)

ffrct
d ;6 (0 )
Cr r s.5r r()^

+(0)

"if
, i - ' - f t

, i - t  fo

9o

9s

:  a i i . "g^t. .g(Ô'6) !  2e-r a; i . , r loa(d'6) + e-2 a; jn 'yrg(d'6),

:  Fg,

-  eFo,
- -  Go.

:  e - r G z .

8E



cr.1) THEOREME 5.

Théorème 5 :

On suqtpose que

" i+ t  l ô i o ' l r@. r ) , " 1

Alors,

"q T | ,,,n,,,"o,,,bornés indépendamrnent de e.
0ô;60  ,
Eî ' r r ,n .o , '

"" 
ô'6 - 6*'6 dans tr-((0, ?), v(f|,6)) f oibl"*,

o?-r

ô ; "  :  Q i ' o ( t r , zz , t )

âô: '6

ôï t  :  -  t r l ( " r ,  r r , l  +  A!ô Qr ,  22. , t ) .

De plus, on a

Soit la fonction di'6 définie par

AAe6
ei+r"Y^: - dî.0

IJL

Alors, la fonction /j'Ô est caractérisée par

-0 .

sur c4r€6 x (0" ?),

sur u€6 x {0},

6]. '6 dans Lt (Q,t),

aoi'o

ôi6 : o'

0t

Il:,To',: l-,rîd"t
I C î{*qov', : I_16;*'6 d",

fonction 4].'6 étant définie pa.r e;+ld}'o --.la

et
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cr.2) DEMONSTRATION DU THEOREME 5.

Par des techniques du type de celles employées pour les cas r : 2 et r ) 2, on établit des
estimations a priori identiques à celies du cas r ) 2 (voir (8.10) et (8.1i)).

Or, on peut écrire

"rW 
: si*ral io "r-;dt 0t

De plus, on a

(c .2)  l l . i+ 'Wt l .^^r^  n r2, .ôt "ræ(0,?,r2to.ol) 
S C (indépendant de e')

O r ,ona l - f >0 ,donc

,try- --. ÔÔj'u :0.
at 0t

L'estimation (C.2) prouve I'existence d'une fonction /, t"U" qn"

" î+r06i6 
-  d ; "  dans , * (0,T,L2(Q,5))  fa ib le  * .

Caractérisons la fonction /3"6.

On multiplie l'équation

,u"Ë _"y" t -  -y& :eî - th  dans 0"6 x(0,T)€ - .
dtz 

- 
Uztt ô"t

par la fonction 0t(4, z2,t) €. a(tO, 
"t,I/01(,r)).

Il vient

ln", I,' ",ffr,dzd.r - ln,, l,' "ffir,0,0, - In., Ir' "#tu.zd.r: sî-r ln., lo' f,r,,

soit

t -"'âdf 1o )lre)dz - [ [" ""'*!,' !0,0, * [ [" ",;',p4"6, :Jç.^ 
- 

0t Je,o Jo At dt Ja.o Jo " ' '  dz,t

r rT f f ' r
:  I  |  "+-t . fso&'d"+ l ,  I  e{Ésd-"dr.

Je ,6  Jo  / rL  Jo

Multiplions par el-â les deux membres de l'égalité-
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Il vient

r - f),A"6 f
| -",+i ï l(o)8, (o)dz - I

Je. ,  o t  Jo .a  x (0 , ' - )

(c.3)

Or, on a

"t+i$ffo'o' * In,,x(o,r) êos,€L-;ffa'a' :

"t+try(O) 
: 

"'+i,b'r'6* 
(borné indépendamment de e d'après les conditions initiales).

Soit donc 4l'6. définie par

"t+i ôtr '6 - 6t 'o* dans L'(Q,o) faible.

_ t futud,d,+[,  ] - is{ordsdr.
J O . 5  x 1 o , ? )  J l r .  x ( O , T )

t f{tud.zrtr.
Jo.5  x1o,T)

Faisons
11 vient

tendre e vers zéro da.ns l'égalité (C.3).

- 
ln"dà."or(o) 

o" - ln",x(.,r) îstffarar * 0 :

: 
In,,x(.,?) fifudzdr,

soit, pour toute fonction ît("r,22.t) :

r f fa î * t- 
Jn. dâ..oor(o) o, * 

Jn, 
d56(0)d3(0)d,z * 

Jn,o*ro,rrff0rd'd, 
:

Il vient donc

(  r iaF,6 .  
I

I  t  -Ë-ttzs - [ '  f ior,
)  J - i  'o t  r - i

I  r l  
1

t /; E'Q)a": l-,ôtr*'od"
La caractérisation de Ô|'6 est effectuée par des

dans les autres cas. On montre que Qi'6 - 0.

sur t..,€6 x (0, ?),

stlr &)65 x (0, ?).

méthodes analogues à celles employ'ées
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2.PROBLEME DE THERMIQUE. CAS BIDIMENTIONNEL.

Nous étudions maintenant une structure bidimentionnelle, dont la géométrie est identique

à celle de la coupe horizontales de la figure (1).

Sur cette structure, nous définissons le problème thermique suivant :

les fonctions Xi6 étant solutions du système

A , 0?r"6 ,- =#,(", i  ar): f
Ôu'6 ^aij 
arj 

ni : u

u t é : 0

*(.-,eS#) :o
Ô(xt^  -  Y; )ou, 

a31;-nr '-  
o

il est périodiclue dans Y6.

dans ae6

( 1 )
sur }trt

sur f|

Nous supposons f da.ns L2(Q).
D'autre part, nous supposonS les n;; constants, indépendants de e et de 6, et tels que

lA > 0,Y( e R2, a;i€;ti > At;t;

Sous ces hypotèses, le problème (1) a une solution unique u'6.

2.1. RAPPEL DE RESULT.A.TS D'HOMOGENEISATION

D'après des résultats classiques d'homogénéisation, nous savons qu'il existe un prolonge-

ment P€u"6 de tr'6, qui converge faiblement dans f/j(tr) vers la solution du problèrne

homogénéisé

(  ^  o2u6

(2)  1-ui i ; , ;d-r :mes(Yi) f  
dans

[ r ' : 0  su r

où ies coefficients homogénéisés qf, sont donnés par

n!,: à lr,r",, 
- aik 

*%rlor,

lr)

u)

(3)

( 4 )

dans Y;

sur 0ta

92



Nous nous proposons à présent de faire tendre 6 vers zéro dans le problème homogénéisé
(2 ) .

2.2 ESTIMATION A PRIORI SUR X; ET RESULTAT DE CONVERGENCES SUR qfj
ET CALCUL EXPLICITE DES COEFFICIENTS q;.

Multiplions par 1r, le problèrne (4), et utilisons la formule de Green .

Puisque nzes(Yi) :36(2 - J\O), on obtient

(5) lV xlalur;t S c6ï

En conséquence, on a

(6) 6qfi - Çi', lorsque 6 tend vers zéro.

Décomposons maintenant Ir' de la même manière que pour le problème d'élasticité.

Alors on a

5- ' t l i :3 (2  -  J id l -
( 7 )  ^  I  I  I  r  t '  f  ^  / ,  A X t ,-6- ' ( l  + l  + l  + l+ l+t  -u l  )a ik^-daLdaz' J , ;  

J , i  Jn l  J t I  J tZ J ,v ,  Jno '  oa*

Les deux dernières intégrales disparaitront lors du passage à Ia limite en 6.

Par des techniques déja emplo]'ées, on montre

a î i : 6a i i  t " : : : t  -

- r(a;z 
- 

êa;r)(azi 
- Jiat i) -,  (tÆa;t - o;z)(J3at i  - azi)- .  .

Remarque : Les dénominateurs 3o11 -Jiorr-J\orr*azz et 3crr * , f \orr*J3ax*azz

sont non nuls.

En effet les coefficients o;1 étant coercifs, il existe a > 0 tel que

Yq e R2, o;i€;€i 2 a(;(;.

Pour ( f 0, on a donc a;i{;{, ) 0.
Prenons €t: Ji et {2 : -1-

Alors, on a
a; i€ i€ ;  :  ar r€? r  ant r€z *  azt t "z*  + azzt ' ï

- 3arr - rtor, - J\oz, I  azz ) 4a.
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Pour 3a1 r * JSae + Jiuzr * azz; on prend (t : .Æ et (2 : 1.

Alors. on a

ot jC;€i

Etudions la coercivité des coefficients q;.

Posons

orr€? * an€Âz * azttztt + azz€ï

Sarr + J\or, * Jia21 * azz ) 4o,.

- 3arr - {5or, - ,Æor, * azz

- 3an + tfsan * Jia21 * azz

-  (2an -  ,arzazr  *  2(ar tazz -  orzau)( !
& 2 2  

|  - \ ' L t ' t z  - L L - L ' t \  
D l

: Qiz :2Jl(ana22 - at2azLXfi - 
fil

:2(ctrt(rzz- at2azrlf 
fr 

+ fr1,

In,
ln,

Tout calcul fait, on a

8rr

Çrz

Qzz

,  1 \
'D" )

on a dorrc

qîLe? * qîztr€z * qh .$(; + qïz€3 :
r f ?  1  1  ^  - . 1

:2(a i - . 'zz  -  ar2a2r) là  *  ( ;  +  n ,Xi  +  2\ /3(  
Dt  

- fiielfite,e,+tfr+
suffit d'étudier le terme entreLe facteur2(a11a22 - cl12a21) étant strictement posiiif, il

crochets.

On a déja montré que D1 et D2 sont strictement positifs.

En conséquence, on peut écrire, en supposant D2 - Dt I

€?DrD" * (D, + Dù€? +2Ji@2 - D)€t€z+ 3(Dr + Dz)€3
azz

.ry* (Dr + Dz)€? +,Æ(Dz- DrX 
àr, + rt!)+ 3(D1 + Dùt?

^  D,D '
> {?( "# + 2D2) + sn"6

2 in r ( i t ' "  + 2D2, GDzX{? + ( ; )
azz

2 o(€i + 'Z)

Si  D2 -  Dr  )  0 ,  posons €, ' :  -€ t  e t  {z '  :  _  €z
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Alors
€?DtD' * (D, r  DzXi + 2rt@2 - Dr)€t&+ 3(Dr + Dz)t2z

azz

-  €? 'D 'D"  *  (Dr  + Dr)€? '  +zJJ@t -  Dz)€r '€r '  +  3(Dr  + Dz)€\ '
422 

__

2 
"G?' 

+ t";') d'après le cas précédent

Z "({î + €3)
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INTRODUCTION II

Dans cette deuxième partie, on s'intéresse à un problème d'élasticité défini sur la plaque
de la première partie (voir figure 1 ). Cette fois, la condition donnée au bord des trous est
une condition de Fourier.

Dans le premier chapitre, nous allons faire tendre la période 6 vers zéto. Les estimations a
priori nous conduisent à distinguer deux cas, qui mèneront à deux problèmes homogénéisés
différents. Ces deux problèmes sont néanmoins de même type, de sorte que nous nous
contenterons de passer à la limite en e (l'épaisseur e tend vers zéro) seulement dans I'un
des cas.

Dans le second chapitre, on change I'ordre des passages à la limite. On fait d'abord tendre
e vers zéro, ce qui mène à un problème limite d'évolution d'ordre deux en temps, et d'ordre
quatre en espace avec des conditions de Fourier au bord des trous.
Dans ce problème limite, on se propose de faire tendre la période e vers zéro. Comme
dans le premier chapitre, les estimations a priori nous conduisent à distinguer deux cas.
Là encore, les deux problèmes limites obtenus sont de même type.
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PRESENTATION DU PROBLEME.

On considère la plaque décrite dans la première partie (voir figure 1).

Dans toute cette deuxième partie, nous allons donc reprendre des notations analogues,
*ài, ,rorr. omettrons d'écrire le paramètre 6 qui restera toujours fixé.

Sur ce domaine, on définit le problème

(1 )

*W: - *(o'iuuffil 
- F:'

u\ ' ,  :0

o**u#nr : .0

t^kh#", * Àe2 euf' + l"trT : Gi"Q)

":'(0) 
: It"o ,

T*r: u"1'

Les deux paramètres À et 7 sont des réels positifs ou nuls.

D'autre part, la fonction G"' est définie de la manière suivante:

Soit G;': IR2 x (0,T) + lRx unefonction )-périodique,
(A 

" 
Y' '  t) v+ G" (Y t '  Yz' t)

1  i  /  I  1 \
où Y :  ( - ; ,  

, )  
x  ( -  

r ,  , ) .
Alors, on pose

G";" (* r., t z, r t, t) -- G:(?, ?, ù.

Da.ns Ia suite, on écrira lorrl ,"',rt"*"rr,
G"'  ( r  r ,  t2 , ,  ts , ,  t )  :  G" '  ( r  t ,  xz , , t ) .

Nous introduisons les ensembles suivants:

V (Q" ) :  {u  e  I / l (Q" " ) ,  u ln6  :0 } ,

Y(C|" )  :  {u  e Ht  (Q") ,  u t "6 -  0} .

Nous supposerons de plus que

sur O", x (0,T),

sur f! x (O,T),

sur ff, x (O,T),

sur ô.S". x (0, ?),
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GT" e tr-((0, ili.12ps",1)

T e L*((o,T), r2ças",1)
Ff' e tr-((0, T;, -t21c1".;;

uio € I/(0., )
, i t  e  L ' (Q, , ) .

Nous supposons enfin que 
"l$lLr1e".1 

et e2lu'rlly"p,"ysont bornés indépendamment de

ee te .
Le problème (1) admet une solution unique u"' telle qrrc u!' € ,-(0, T,V(Q".)),
âc t9e î i ,2 c t9e

ff ez-(0, T, L2(Q.,)) * ffi € L-(0,?, I/(O"")',)
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LEMMES DE BASE - DEFINITIONS.

Nous donnons certains lemmes et définitions analogues à ceux de I'article (Ciora^nescu-
Donato [2]), et que nous aJlons utiliser tout au long de la deuxième partie.

Posons Y =!  
"e ; , ; ) .

On appelle s le trou (bidimensionnel) pratiqué dans la cellule ).

On pose Y* :  Y.  "  e; , : r> " t  
5.  :  s  

"  G;, ; ) .
Pour une fonction h(ar,az,,t) e L*(0,7,L2(ôs)), définissons la fonction h par

h(ar,  yr ,  at ,  t )  :  h(ar,  yz,  t ) .

Naturellement, on a h €. r"o(0, T,L2@5")).
On définit

(2) cn(t): 
# lu"u(r,t)d,s 

= 
#, lrr"h(o,t)do.

Pour t f ixé, soit ,bn(Ar1A2,t) solution de

- (#,. #,),bn:cn
- (#"'* fi" ') 't 'n: h(at,vz,t)
thn est At,Uz périodique de moyenne nulle.

La fonction {1, est également solution de

t02  A2  ô2 r- (a;1 * æ+ q)' ln
ôrhn a ,-  -d ;  :  h (Yr 'Yz ' t )

u!, :,
on

dans Y*,

sur â^9",

sur )* x t+;),

Posons

(5)

Ona

t/,t6 est Ur,Az périodique de moyenne nulle.

,h"n@r,xz , t )  :  ç01\ ,2



( 6 )

-  L"rhi :  -€.-2Ch

u!i, :  €-rh(!t , ' t2 ,t1
o n E 6

ui:s
on

o' " (-i, T) - t",
05",

n, x {+i}.

. , t )ç@t ,  x2 ,  x3)do

dans l/-t(ft) fort,

lz (y , t )do.

dans

sur

sur

LEMME :

Pour t fi.xé, soit h(Ur,Az,t) € L2(AS.),et supposons que la solution tb"n de (6) appartienne

à r/r( f)" ,) .
Alors

(7 )

, 
I ur*i lï, !,t '1u(( 

x 1, .,2, xs)d,o :

:, 
In".(W)(?, ?,r#or * cn(t) 1n".,(*,,r2,x3)d'r

Vt '  €  f / r (0 " , ) , u / f o  :9 .

DEFINITION :

Pour t ûxé, soit h(gr,Az,t) € L2(AS"\,
on note prfla forme linéaire sur V(f)"') définie

(6 ) (pï(t) ' e):e lur".nrT

par

I 2
7 e

: lor.'ui
104

V9 e  Hr  (0" ' ) ,  P l lo  :0 .

LEMME :

Sous les hypothèses de (7) on a la convergence

(9) rfn(t\ - PnU)

o ù f

(pr ( t ) ,  p)  :  pn\ )  
Jn*n*  

e t  Fà( t )  :

On définit maintenant :

1 [

l)'-l /as.

(10) uf ,çt)  :  e- '  Lr | , ( t ) ,  ( r ' ; ( t ) , .P) Ytp e Ht (0".)



LEMME :

1 f
On suppos" 

lrrl Jur.,rro,t)do 
:0 et soit u'1, défrnie en(10)'

AIors

(11) rzl - 6 dans I/-t(f)) faible.
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PASSAGE A tA LIMITE EN E, PUIS EN C.



I. PASSAGE A LA LIMITE EN e. PUIS e.

I.1 DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.
(LE PARAMETRE C TEND VERS ZERO).

Faisons tendre e vers zéro dans le problème (I1.1).
On établit le résultat suivant:

I1.1 THEOREME 1:
Supposons que Ff" -- F:* dans L2(0,?,Lt(A")) f ort.

Premier cas: l lOc; l l l  +l lc+l l l  = 0.

Alors iI existe un prolong ement e' e t (l- (0, ?, y(çt"")) , tr- (0, 
", 

y(0" ))) tul que

P'ul' - ul* dans LP (0, r, r1o";) | 3 p < oo,

où, u"* est solution de

^rlY.l Ô"",*
"W at '

uor*uffir:r : o
u?*:o

"; .(0) 
:  uIo,

Trr-,:'

fi(n,,r^#l : W,t. - ff ̂ "' u:* -
-ffi'uS ""ct" *

(11 .1)
- +sur  r ;

sur f:

(0 ,?) ,

x  (0 ,  T) ,

x  (0 ,  ?) ,

et où, les fonctions u!0 et uir sont définies par

P'u"o - 'To dans V(Q') '

P 'u l t  - ,  u : r  dans Lz(Q") .

llcciltl* + llc ryjllL I o.

Alors i l existe un prolongement P' € t(L-(0, T, y(0",)), tr*(0, 
", 

y(CI"))) tul que

P 'eu f , "  -  u | *  dans  Lp(o , r . y (ç ) " ) )  L<p<oo,

oit, u'* est solution de
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l).-l  ̂"ô'ul*
lY" 

-at ' fi(n"ro#l
z '  lâSl -  "*: l lcî - e- 't rtt ui -

l r  I

2 l0Sl Ôui.
-  a ' ^ ,  ! - J  -- ' lv l  0t

(r1.2)

( /1.3)

( /1.4)

ul*:o

ut*nffing : o

";.(0) 
-- u|o,,

Trr:uî'\,

dans O" x (0, f ) ,

sur r! x (0, r),

sur l j  * (o,r),

et où les fonctions u!0 et ull sont définies par

Dans les deux cas, q; ip6

( P" (eu?o\ .-. ,To
1 '

I P'(eufl) -- uIl

est définie par

dans V(Q"),

dans L'(Q").

1
q;1rn:  

l ' l

h("^rB# 
- amro):o

(o,orp#-o,r*kp)np:o

(orrru - atp*r,H)or,ln.
les f onctions y't étant solutions de

xl* /* - périodique, de

dans !*,

sur 0t,

moyenne nulle.
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I.1.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 1

I.T.2.I ESTIMATIONS A PRIORI.

On multiplie l'équation (1) par la ton"tion 
ÔÏTr'

Il vient

fn.,
soit

.'+fff^,-fn..fi@,,'.ffitff^.: In..

l,".o,,ru#*(ff10.-

r:'ffa*,

1,""*u*(ffi1a, +
- 
Iur",o"oo#"ffao: t pr'o!i" 4*

Je.. dt

sorI encore

t  ! . r  0  1,0ui ' ' " "  , )u 'k '  0  , )u l ' r .
Ja",2- ar \ '  0t  )-  \a '  *  

Jn".o; irn# 6r(f t)a. +

* lur..()e2erl' + ̂ rr2efftffio" - 
lur.,ci'A-4o : 

ln".r:' 
aiï a.

Or, on a

ft{o,,no#W :,,,jr u*r#t# . o,*,,# &r#r,
: akhii *r#l# . o,ioo# *r#r,
: aiikh# *r#l r o;ixt # *rffit,
:2o; jonÆ*f#,

t* |,"."',i."')"0* *!* I
* lur",ci'ffa"

On a alors

..(o,inuff.#ro,: lr..r;'a!ui' a* *
- 

lur".Àe2 uï wn' - 
f ur.."""'(T)" d*'

deux membres de l'égalité précédente.
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Il vient

; I,' (* 1n"."'{uii')'n.)a, +i I,' (* In.,@,,'u##ra,)a, --

Io' ln".r;'ffard.r * Io' Iur..c;'W-4o0, 
- 

lo' lur..^"'rui'W4o4,-
- l: |,,..'""(Tf doa''

soit

ïurffiçt)112y,p.., * I ln":oo,,#urW@dr : I,' ln".r;'ffard,*
* lr' Iur.."î"ffu,a, 

- 
lr' f ,"..^"'ru,,'aii' a"a, - 

lo' Iur",r"'119É11'aoa,+
*T4 tff roltt'r,(n.., * i ln,.r,ou,,#*r#Q)rtx.

Appelons A le premier membre de l'égalité précédente, et B le second.

D'après la coercivité des ûijÈrl, on a

o > + "" uff anl"r' (n., | * ollr ; 1 @"' 1 1 t ) | | 21' 1o .. t'

D'aut.re part, on a

t: fo' In..rf'ffa*a, * I,' fur".ri'ffooo, 
- 
l,' !r..\e2eul'0ï' 

aoa,-

- 
lr' lur",r"'r(T)"dod, +!""p1'll2r"(a"., * i l*"oru,,##*.

Le quatrième terme de B est négatif car 7 est positif. Il est donc majoté par zéro.

Les cinquième et sixième terme de B sont majorés par des constantes d'après les conditions

initiales.
Nous allons rnajorer séparément les trois premiers termes de B.

Ona

l r' I n.. 
r;, ff ar d.r I 

/' t t ";' 
t r) | | 1,1o". I ttff ont L" 1ç..1d.r,

=: I, ilrf'(")ili ,(e..ttdr.l I, ttff' )ll'2,1ç".,d.,,
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= + l,' lFf'(,)ll'r,(r""rd, * i l, ttffont"v"1ç".yd,,

< cl lF,e' l l , r*10,r,r"1n..) + i  l r '  ,T(r)1127"1ç""1d.r.

Ét,rdior,, Ie terme 
l: lrr.,c:'oH" 

aoar.

En utilisant Ia méthode de Cioranescu-Donato [2], on peut transformer I'intégrale de sur-

face en intégrale de volume (r,'oir (7)), de sorte que

l,' lu,.."ruvuï" oodr: l"' ln..(#)G)8t(ffi1*0, * l,+ |,".w-a*a,
Le rerme 

*(#) 
ne peut être traité pa^r application du lemme de Gronwall.

On va donc d'abord procéder à. une intégration par parties pour faire disparaitre la dérivée

en temps O: 
"i'.

Il vient

l: |,,".cv4É-aodr 
:

: 
lur.,Gi"(t)u:,(t)d.o 

- 
lur.,*i,(O)uf'(o)do 

- 
lur", lr' T"";'d,rdo,

: 
ln".y uûci(i) trlo,f.(r)dr * ln".!,i,çr1o* 

- 
In""v oûci(i)rolo"f'(0)dc-

C

- 
ln".f,7'1s10* 

- 
lo' ln,.onr#(î)r"lo' i ' f t)dxdr - 

lo' In".- 
(î) 

", f 'd'rdr'

3 ,3tllv ntbci(i)trltt;,(r. ) + Êr' llvuî' (t)ll'",1n."; * 0" ln..(ry)' 
d*+

*Êr' lr..(ui'çt1)2 
ax + gtllv,bct (ilfolf ll,(".) + 0lllvui'(o)ll?,(n".)*

*gn ln".({t)" 
d'* + u,' ln,.(zi'(o))2d 

x * gs 
fo' llou't'*(ilr"lr l 'r"q")d'+

*gr' lo'llvzf'(r)ll?,(n..) d.r * ge 
lr' lr..ryrxd,r * ur' lr' l l,f '( ')l l l ,(".)d,,

< C gtl l, l '": (1)(t)l l ï,*.. , + C 0'rl lr; i(,r"Xt)l l?,rn". , + C gz+.

+c0'zl l r ; ; (r" ' ) ( t ) l l?,ro"" t rC0t l l , r . : ( : )(0) l l 'n,<v- t+CÊLl lr ; r(r" ' ) (0) l l?,rn.. l*

*c t iq%y + c gLllz;;(,," 'Xo)l l?,ro".r * c gs 
lr '  ,r *( i lr" l t t ; ,  (r.-)d"*
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tc0r' fo' 11,,,{u"'(,)ll"r,(n..)d, *c0u lr'ry-ar *cÊa' lo'h4{u" )(")l l'r,1".)d,,

-' rr [t l 'bcill 'r*(o,r,a,(r,*)) * ll ' l '":ll 'r*ço,r,r,(y*)) * llt;i(u")(O)llf'1e..v*

-ry *llc +ill ' '* 
) * , o,yr;;(u." )(t;11 ,7,1tn..t * o' lo lt;i(u'")(r) il|,1o.. r.

où l lcc:11"" :  
ol ï I r lco:( t)1.

De même, on a

- 
lr ' f ur","'^'u"w4od':

Or, on a

# lrr""(,i')2(o)do

-,2Àel: l,,..Two,o,,
: -+ lur".lu'"liao'
: -+ 

lur..uî"(t)rlo t # lur".ui'2(0)d'o'

)d , ,

2 r t 2
l l  L z 1 Q . .  ;  '

: tÈ [ *têla9î*Ï-a, + c^ [ uï"(o
2 Jn" .7y j ' r '  ô * i  

- ^Jn" "  z  \

t

clUv rl,x | | 2,, (r,. ) | lV("i'o )' | | 2,, (o". ) + c1 | l(uf "0 )

.ri,

d'après les conditions initiales.

En conséquence, on a

B S Ii t l l lFf ' l l?*r0,r,L2(o..)) + l lÉc: l l?*(o,r,n,(o".)) + l ld,î: l l?-ro,r,a'(c,,.))*
0 t

*llr;i(t,"')(0)ll?,ra"., * q+ J l + c0'llt;;(u"')(t)l 127,1ç".v*

+I{2 lollr;;(u"')(r;l l21,1o..rd 
r * I{t Ir ' Uffirl 'r,1ç".'1d', + I{4-

Or. on a

l lûc: l l?-ro,r,H,(o". ) \  S C,

l lÉ 191 l l?-to,r,n'(n.")) S C'

On obtient

111



" 
t 

t#[ce2 + llcc:!1]*, + llc,":llil + ,r" fo' 
(llr;;(u"';1 r)ll2y'1ç..1*

,  t rouT '- 1 at ll'r,@",)) dr + c 0' llt;i@"" 1ft)1127,p",).

Les calculs précédents perrnettent maintenant d'écrire que

Tr'rff i(t)112y,p".,,*al l^1;1fu"')(t) l  l ' r ,(n",, = 3lce2 +llcc:lt '* + | lcq;l l l ]+

*o, I, 
(llr;i(tr")1121,1o. ,, * llffi lfr,@,,))dr t C0'lW;i(r""Xt)ll 'r,(n".)-

Clroisissons B' tel qte C B' < a.

Il vient

!  - 2 r , 0 u " i ' , , r r r 2
t" u at r.(/rL2(ee€ i+ o'll^r;ik,"")(q ll?,rn.. , t 

'J[ce2 + llcqllï + llc ry*LtL]+

+Ii ,  lo '  
( l l -v,;{r" ' ; ;  l2L"(e.",  * l f f i l l ï 'p..1)d' ' ,

soit

l l f faltt2L,(e".)

*Cz

D'après Ie lemme

ttffattl 'r,(n".\ s j[c,' + llcc:lli + llC '"i ll"oo]"c" ,-Zt

d'où

noul ' lPl l  A t  
l l l *  ( o , r , l r ( o " .  ) )

* l l l ; i(r" ') l l 'r* 1o,r,rr(o..)) 
S ! tc * + l lcc:l lL + l lc#llLl

* I lr;i(r"' Xi) | l?,ro." I
1 t

/  ( l l t r r (u" ' ) l lT, to. . r
Jo

de Gronu'all, il vient

+ llt ; i (t," X, ) | l 'r, (n., I

<")lcr '  +l lcc:113" + l lcg_ll l l+
a t

â c t 9 €

+ ll?l|,",tn,.t)d,-

Si llCc; | 1'?* + llc * ll3" : o, alors on a

1{,

< /f.

rt $rt;,- (o,r,r,ro.. r) <

I  l r , ; (  rr" '  )  1 1'r-  10.r.r ,1n". l  )
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Si llCc:\|]- + llc :::ll"* + o, alors on a
-E-

I r#ll'r* ço,r,r,(o".)) < K,

I l lr"v,i1,,"')l l?- (0,r,1,1e".;; S rr'
(11 .6)
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17.2.2 PASSAGN À T,.A, LIA,TITE EN C DANS LE PREMIER CAL

On s'intéresse donc au cas l lccil l",- + l lC r":l lL : O.
8 r

D'après (I1.5), on a

I lr;;(u"' ; ; l'r* 7o,r,r' 1-'r.. )) <

D'après Duvaut [8], il existe un opérateur de prolongem ent Q' e t(V{A"'), y(fr")).

Pour o e L2(0,?,.I/l(f)",)), on définit dans Brizzi-Chalot [1] P'u par

(p ' r ) ( r ,  z)  -  lQ '  @ft  , . l t ]  (c l .

Alors. on a

P"ttf '  - uT* dans .tp(0, ?, y(fr")), r S p ( oo.

Nous allons utiliser la méthode de l'énergie pour définir le problème qui caractérise z'*

Posons

t:; :  a; jrn'f tn(u") '

Alors, le système (1) s'écrit

, zô2u | '  -A{ : ;  :  , ' e€
"  a t ,  

-  
a* j - "

€;"rtns : o

tTE", - G:' - Àe2 eul"

uf ' :o

" : ' (0)  
:  t t io ,

Trcr-u;'.

dans fl", x (0, f)

sur r| x (o. r),

sur ô,S", x (0' ?),

sur l! x (0, T),

( / i . 7 . 1 ) ,

( r1.7)
o ôu1'_ -Ye-€_fr

II4

D'après (11.5) .  on a



I l{;"r9 I lr- (0,r,r,1o.. ; ) 
< C'

Notons

on a l l€rï l l r-  (0,r,r , ,1o..1; S

Caractérisons (;"rt.

Multiplions l'équation (11.7.1) par .une fonction rest s € (1 [0, ?[,  o(fr")) .

-  (O  sur .S" ,
Ê e s - tsri - 

I {;e sur f)",.

C, donc €:; - (;'r: du..tt ,-(0'T,L2(A)) faible +

11 vient

f' [ ."ot-u!' odrdr -
lo Jn"."  otz 7

soit

1"" ln.",,9ffvard.r * 1"" ln..
soit encote

ffioo,o, 
: lo' fn".rf'odrd.r,

e:ïffa.a, - 
lo' lur..rïâ*n,od.od'tr 

:

lo' ln..

lo' 1,,..Ff'çdrdr.

lo" ln",,"ffvaxdr * l,' ln",eîïffva.o, 
-- 
lo" ln.",rolrd'rr

; lo' lur.,Gi'pclodr 
- e2\e 

lo' ln",uf'pd'od'r 
- 

"'''t' lr' |r.,ffvaoa''
Compte-tenu des notations données en début de deuxième partie, l'expression précédente

s'écrit

- 
In..*fftol.p(0)do * ln..e'zui'(o)ff(o)dr * ln". lo' "'u:'ffia'a'*

* lr' In."rîi fiz.n, 
: 

lo' 
Ff'edxdr * Ir' t "c;,e 

> d'- Ir' I tr|'x'eul' > d'r-

_ 
Ir' < t2,.,,_+ ) d,,

soit encore

- 
ln.,e2uirç:(o)rt, 

* ln ".e2 
tf;o fffoVr * In.,

115
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(11.8)

* Ir '  l*..rrr#d.xdr: lr" In..Ff'ed'xdr 
* lr '  t 'z:,e) dr - lr" 1t"Z"x'eul'> d'r-

[1: ' ôuee* J, 
< pZ,tvft ) dr.

Après prolongement, iI vient

I n "- "' 
r',ri' xn.. çQ)d* * | n.e2 

P' ul' yç ".ff Q)o' *

* Ir' ln."'(P',,:')xn ..ffioro,* Io" Ir.r!;ffu'o':
: 

Io" ln.r:'*n,,e.dxd.r 
* Ir' 

.rZî,v) dr-

- 
lr" 

1 tZ"x,ç(p'ui) > dr - 
lr '  

. tt ' i"r,ç(P'ui ') > d'r,

On suppose que

( P'uî '- , i t  fortement dans

I P'u;o r ,îo forternent dans

D'après (9) et (11), on déduit' de (I1'8) que

- ln.""ffiuî,v(0)rrr * In.",H,,o frov. * l,' ln""'ffi,;" ffio*d,*
(r1.e) * l,' l*.rr;ff0.0,: H l,' lr.Ff*edxdr 

- 
1," 1 F",\,çul* > d'r-

- 
lr '  

I r12z1tr+ ) ,Ir,

soit

- 1,"",H,,,e(o)dr * In..'ffi,,,. ffrov, - ln.uH"i,olff1ola"+
* I*,.",H ffrotrr.)dc + 1," I,.rH #oa,a, * Io' l,.rt,ffo'o'

H l" ln.rf-oord.r 
- 

Ir' . tt",x,euï* > d'r - lr' t ,*,'off > d'r'

L"(Q.) ,

L"(Q") .
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D'après une idée de Cioranescu-Donato, on introduit la fonction ( solution du problème
suivant (c'est un problème en !1 ,Ai, où la variable t joue le rôle d'un paramètre) :

On en déduit que

( ,110 {

(  11 .11  )

H"' w æ: ffi+. - t?!t "'s';. -
-ffi"'T u^'" rl" x (o'?)'

, : . (0)  :  u lo ,

Trc,-,î'.

a , ?cr,-û (oaoeù)  :0  dans  Y* ,

ô(r ^Paidklf in^: ç" sur âs

q y. - périodique de moyenne nulle .

D'après le théorème de Lax-ltdilgram. on a existence et unicité de la solution du problème
( I1 . i 1  ) .

Posons

f ; r ( r t ,  12,  r r , f  )  :  7 ; " ,  (? ,  ? ,  r ) .

La fonction lio r.érifie

et

( 0Ç*
I  a;o*g;:  dans ) '* ,' Y i o :  
\  o A P

I o sur â-s.

|  -+( 'v i")  :  o da's 0..  X (0,?) '
\  

r ' " o

(  t ; " , ,o  -  C; : '  sur  â ,S" '  x  (0 .T) .
(  / 1 . 13 )
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Ona

l l r , . , l l r* (0,r.u1a".,) s c.

D'après la périodicité de 7io en c1 et en 12, orr à

.r? r
t z(a Tada dans ,-(o,T,L2(Q",)) faiule *

Posons

('(') : e(P'C)(+,?)

Alors
( ' .-- 0 dans ,- (0,r, (r11c1",;)3) faible *

problème adjoint défini par

à1"

Soit W solution du

(11 .14 )

On pose

(11 . i5 )

Alors, (I1.14) devient

a ar,v!"'- d * ( n , o o P  
æ  

*  d r n s a t r t É )  :  0

, aw!",
(on,o,r t  l6, . . .3ar,4i1)rz6 :  6

dans !*,

sur ôs,

w:'" - 6,ns6;t.t)x ). - périodique, de moyenne nulle.

-xjÀ + vx6;t ,
. . t 3- À i ' r

It '!^ :
I ur,l3 :

- * ( ' ,o*d#-c ' t " " tp)  :o

(n, . 'uB 
X-  

a1-1e)rz p:  o

dans )*,

sur âs,

). - périodiclue. de noyenne nulie.

1 1 8

( / 1 .16 )
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Introduisons

Ona

(11 .17)

et

(11 .18)

On introduit

qui vérifie

(11.1e)

O n a

(11.20)

D'après

t t+r;^, - -l^*
I u',"' -- o

dans H'(Q") faible,

dans I/t(çr") faible,

t4/!n s : p.G*!*(?,?l)

At4/:^, c c AW!^.
^  

-  v ^ d v z a  -  
^

olo oîo
dans Lt@r) faible.

- 0 dans f)",,

sur ô.S"r.

Lz(Q") faible *

,u'#'
( . ôrry!*'

: I 
oi"opÉ- dans 0"",

I o dans 5.,,

â :-d*@'#' -l6' ' ,sa.oPP)

( ru '# ' *6mtan*Ê)nB:o

o,,nuwdo,u,#, _ 
,_t, l"

( I 1 .7 )  e t  (11 .13 ) .  on  a

sur

sur

o z ô 2 t t | ' -  
a  ( f g r - . 9 r \'  

} t Z  â . r o  
. = to  t  t d  t

({:; - r,eÀ ),.. - -Àezeul,

a€:i ne€
-  - :  F .

\ r t  
' l

o ôu?'_ -ye'€_ù
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On multiplie le problène (I1.19) p* la fonction test 9(P'u:È' - (;), et le

par la fonction tert" 9lA!*', avec A e D(l0,Tl,D(A.))'

On obtient

1 T  r  A 2 " , e e  î T  f  . â t o

J, Jn"."'ffivtv!^"dxdr * Jo Jn,,(rîâ 
- :rîil(#w:*'

- 
1," lrr..Ur, 

- tÏ;)'t'p14r!^"d'odr * lr' ln..'iÎ(#*!*'

f T f
(1L.22) : 

Jo Jn.,rf'ow!""'drdr

et

lr" ln",@'#' 
* 6nzta*k0)h(P'u"o' - çl)adr+ -

(rr.23)
fTr  -  n

* 
J, Jr",(r f t '  

+ 6mralkp)rù(P'u"o'  -  çf, ' )dxdz :0'

nrry#)axdr-
**W)d,d,:

problème (I1.21)

La. différence (I7.22) - (i1-23) donne

!r' 1r.,""ffi-av!*' dxcrr * l,' ln..Gîâ 
- É:)v\ffd'xd"rr

* lr' |n..(rrr-zf;) ffu':^'auJ"r 
* |o' Iu,",e2)'eu",'er4r!n"cLodr+

* Ir' Iur.,"'trffv14;!^'d.odr * lr' ln".rTiffiru:*"axdrr

lr' ln..e:ivffclxdr 
- 

lr' ln..@'#' * 6^ta*rp)#(p'ui' - (ft')dxd'r-

- 
lr' In".@fr' 

* 6mtarsk0)-&(P'u"o' - çi')d*dr :

: 
Io' Ir..'f 

'^4r!^' tuctt '

La différence des deuxième et neuvième intégrales vaut

lo" ln..o,,or#;rWordk 
- u*, lo In."o"ou'fi{'''r' 

- (i')dxdr'

En effet, on a

l,' ln".(e:; - ,:ilvffdrdr - l,' In".@'#'
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Io' ln..e::vfffd"xd,r 
- 

I,' ln..r::vfffdxdr 
- 
l,' 1n..,'a'r&(p'uf)ctxdr+

* lr ' 1n".,ft 'of,Gflo.o, 
- 

lo' ln".o*ro,rru*f,(P"u"o' 
- (i ')d'rdr:

: 
Io' ln,.n^ou#-Wrtxdr 

- 
lo' In,.aiaks#-Wdxd'r-

- I,' ln..o^oury#rffidrd'r * l,' ln..o*ouffirffio'o'-
- 

lr' ln..o*ro,rnurfi;(p,uii 
- çy)axar

: lo' fn..o^ouffirffid'xd'r * Ir' ln.;,*nr#rry#oxd'r-
- 

lr' ln..o^ro,rouof,(P'u"o' 
- cr)d,xdr:

: lo' fn".o,.o,#-ry#dxdr 
- u*, lo ln..o,rouof,{r''r 

- çft')arar.

Après u1e double intégratiou par parties dans la prernière intégrale de (I1.2a), et après

prolongement, on obtient

l,' ]n..,2 
p"1u1,)yn".ffiv,:*.dxdr * l,' ln..{ei; 

- Éâ)ffu,!*'drd,r*

* lr' 11t'",s,P'ul'prû!*' , ar+ lo' < !r2,r,F(TVW!*' , ar+ lo' lr"rrrffin.:*'a';
* 1," l-.a:;rfff dxdy - 

lo' lr"@'#' * 6,nta**p)y^(p'uT' - ç1)aædr+

* l,' In.o^o,%frWd,*d,r 
- u,., Io' ln"o,,ourfi{r"'r 

- (f')drd"r :

: 
Io' ln"*n,.Ff' er4r!^' dxdr.

Faisons tendre € rrers zéro dans l'égalité précédente.

On obtient

I,' lr.""u:*H#r*r*dxdr * I"' lr.(rrr- (ù lr.tî,da))fft 7'"*drd.r+

* lr' 1F",^,ul*eta!^* > d.r * l"' . r*r,ffvra!** , ar+ fo' lr"e:;ffu':*-clrdr-
- 

I,' l" tù ln.{o,"o r# + 6''tat3kp) otl#"'1,* dxd'r I
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f? :  f  r r  f  _  ôr , r^ ,1 a$_arar_* Jo Â. Ity Jn.o^o'a^ 
o']"o,,

rT  r  t  1  t  ^ . " - , ^ . \  
;T  I  r  L  |  , \ô ! i *oa*ar :-6^'Jo 

/"" (rr 
- 

ù Jr.û,aa),,cdxd, +6,,, 
Jo [. (M lr.o,,o,ost dxs,

:5 f f Ff.çt4/!,,*drrlr.
lY l  Jo Jn-- '

Donnons quelques explications concernant ce passage à la limite.

Pour la septième intégrale, nous avons utilisé le lemme de Bûzzi-Chalot [1], d'après lequel
on peut écrire que
Vfi e L2(A) yo périodique, on a

fîtu,,aùffi- (M l".mo)ffi o,'. L"@) raibre.
Pour les huitième et néuvième intégrales, on fait le calcul suivant :
Ona

-6*s 
lr '  l*.o,roBçLaru(r'u"r- 

(; ') dnd'r:

-  -6*s 
Ir '  l *"("ooor*(p' t ro,  

-  ( ; . )  -  o,rorp**r(p,u"o,

- -6,.t 
l,' Ir.("o*uoff - o,rnoffiv)a*a,+

*6"r 
l,' lr.(o''o'o*(n"'i' 

- (;') d,'tdr :

- -d-s 
l,' lr"(et;, 

- tiiv)drclr + o*, lo ln"o,,o,rft(r",, 
- Çf')dxdr.

A la limite, on obtient

-6*t 
I,' |,.(r,t 

- 
#, I" fi,d,)drdr * u,-, lo' 1,.(#, ln,o,,o,ov)ffiva'a,-

Ces explications étant données, on a également

I4r!n * : 6-114';lÀ*.

En effet. on a

r4/ ! tu:  P"(r(-x j t ) ) ,  donc I41;r3. :  o.

En conséquence, on a

^  f ' I '  f  .02 t t9 '  l \ . - l6^^ 
Jo Jn.r' Èfrrl'l',r^.r/.r'r1r

- (;')) drd'r :

- 6",,À I,' I.[r:; 
- 

i, I, flda)ç.os,çclzdr-
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-6*x 
Ir' lr.ffiw!^-eaxcl.r * lr' 

6*r ( tte2\,uT*çw!^* > d,*

* lr" 6*x 1 ru,,ffer4/:^. > dr - u^^ lo 1."#*:^*ed''d''a
* I,' 1" tfr (",,'uffi * 6,ntanre)*lffied'rdrt

* I,' 1. lfr l*^^*ffor]r#c^d"r 
- 6,n, l,' 1,.(r*- # lr.û,aa)edrdr+

*6-s I,' 1,"G, l" o,,o,dr)ffiva,a,:
: ffir*^ lr' lr.F!*'pta!^.
Pour ln:  À. on a donc

H l"' ln.""ffot'?*d*d, 
- l,' I,",ttr- # fn.r^au)pdxd'r-

- 
lr' l..H'':\*ed'*d' 

* Ir" 1 tt"'^'ul*pt4r!^* ) dr+

* L' 1Fe2t,T,eu,! * > ctr * l,' 1. tù lr.o,^0,#*lffiva,a,:
: 

ffi Ir" Ir"Ff*çr4i!\.ctxd'r'

les première, troisième, quatrièrne, cinquième et septième intégrales disparaissent en vertu

de ( I1 .10) .

On a donc

l T f r

I I (e,i-
Jo  Jo .  \

de sorte que

r T f: JO JN. o,,o,ffrùWrclrdx,(#l#, L.r,^dr)edxdr

(ù1,c e *stÀ ,,^ar) +
ôu!\ . r ôuf.*a;"ri Ufidy )Ë: (ùI

Rappelons encore que
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{  *:^:  -xjÀ * so6;t,

I t4' : -xj'-

En conséquence, on a.

(/1.2b) (ii : (r!, L.fi^dy)- tù lr.(",^0, 
- aia,#n#

Pour nz : 3, on a, par un ra.isonnernent analogue au précédent :

1 1  f{ri : (#, L r,^dr). iù 1,. Q*W a o,,oo) rrl$.

*1-rt î r AV/:3 I tôuf.*
,Ul Jv. (o"'t '  Z; 1 an*s )ool an'

solt

(rï: (i, 1, fidy). l# 1,.(",,0,#ao,,oi) oo]#,

sor[ encore

(/1.26) (,"r*: (ù1, i,dv). t# ln,(o,,*, 
- aiaki#lrrlffi

Compte-tenu des relations (11.25) et (I1.26), on obtient donc

t:; : (i, l".o,,ou#or) . [ù lr.(oo,ou 
- aterr,;;lor) u^W

Posons

1 f  r  }v i j r ,
Çiikt, :  

Vl J" (orroo - atprn#)0,

Alors. le systèrne homogénéisé est dorlné par
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"z lY- l } "u l "  _  Ô (^ . . .ôr i " \
" lY at' 

- 
drt \qtiÈr arh )

u;trnffi'?s :0
ui*:o
, : . (0)  - -  u :o,

a?i-çov - u:'.
ot

Les fonctions zjo et uir sont définies pax

H.t. -ffis"'u:.ffiruff "',0" x (0,?),
sur  l *  

"  
(o ,T) ,

sur r !  x (o.r) ,

t ''":o - t'lo

t P'u:t -- uil

dans Y(f)")

dans L'(Q.).

Les fonctions ufo et ui! appartena.nt respectivement à y(f|") et Lz(Q.), ii y a existence

et unicité de Ia solution de ce système hornogénéisé, avec de plus

T ,r'"(0, r,r2ça"1),.t ffi eu:*  e , '"  (0,T, y(fr")) , ,"" (0, r,v$t)').
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T7.2.3 PASSAGE A LA LIMITE EN C DANS LE DEUXIEME CAS :

On s'intéresse donc au cas llccill'* + llc AG:ll'* * 0'

0t

Comme dans le premier cas, il existe un prolongernent P'

P ' (eu" ; ' )  - '  u Ï*  dans I -  (o , t 'Y(C}") ) '

Nous allons utiliser la méthode de l'énergie pour définir le problème qui caractérise z"*

Posons
C:; :  a; iP1'1P6(eu"') '

Notons

cea  -
5 r J

sur ,S"r,

sur f)"r.
{ : ,

,  r ,  121ft";) .

(0," , r ' (0") )

* dans ,"" (o

Ona

donc

l lÊee  l l
i l \ rJ  i l loo

(f; '{frr fuibl"

<C,

Le système (I1.1) s'écrit

(11.27)

Caractérisons (,"r:.

Ndultiplions l'équa.tron
Il vient

,""O"=r!j" -Y : eFf,çv 
}tz 0*i

(f3'rz3 - g

t i ; " , -€G: ' -s2 \e2u l '

u l ' -0

u:" (0)  -  , r ;0 ,

ffrct-,,:,.

dans f)". x (0, f)

su r  f |  x  (O , f ) .

sur ô.S", x (0, ?),

sur  f !  x  (0 .  ?) ,

(11.27. r ) ,

- te2 "tW'

fonction test cP €
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1," In..",uffvd.rdr i I,' ln".€:iffa.a, 
- 
I,' Iu,".rïârnod,od,r 

:

: 
Io" ln","f''d'rctr'

ou

l,' 1n..,',ffodrd.r * l,' ln""€î; ffa,a, :

: 
lo' ln.,rrf'*rtrdr 

r 
lo' Iur."eGi'edocl 

- e2^e2 
lo' lur.,u";'ed.od,r-

-"r -yr, 
lo' I ur".ff vdoa,.

Après une double intégration par parties (en temps) de la première intégrale, et après

prolongement, il vient

l,' lr.e2 
p'(eul')xn". ffi,,*a, * l,' l*.ri; #0,0, 

-- 
1," ln.rrf'ra".ed,xdr1

* 
I" '  

<trc:,p>dr- l r '  
1t"2"x,P'(eui)e>dr- l r '  

t t '2 'r ,P"Cff- l r>d'r '

Faisons tendre E r.'ers zéro.

On obtient

151., tS - Y : pG: - tt",^FT* - ,*,+ dans e" x (0, r).
l l ' l  

- 
ôtz 0*, ' dt(11 .28)

Multiplions le problème (I1.2?) par qIU!*', et le problème (I1.19) par 9P'(u"i"), où I'on

choisit pour fonction test une fonction g € 2(]0, 
"[,2(0)).

On obtient

l,' 1n.."" rff**!^' dxdr * l,' l*..e::(ffr4/:*' * rry#)dxd,-
(r1.2e) - 

lr' l ur""tir,-, opr4/!^' doa,+ lo' ln..rTi (H*:*' * ory#)clrd., :

: 
lo' In""f''ra!*' 

d'xdr'

et,
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( /1.30)

* Io" ln..
* lo" ln."

(r'#' + 6,n3 a 13 k p) 
ffi 

,' fru"1,' )dx d'r t

(r'#' + 6,n3ar3kplrffid'xcJr :0.

La différence (11.29) - (I1.30) donne

lo' 1n.."' rffrw!^' drd, * l r" lr".rtt#w!*' d'*d',

- 
lr' 

< t"".:,,pw!^' > d'r * 
lr' 

. 1ti,s,eul'Pl4'!*' > dt.*

* I,' ln.1hffiu,:*'axd.r * l,' ln.1irry#ed'xd,-
- 

lr ' ln""@fr" + :nsatsktir#ruuf,') - 
Ir ' ln.,@'#'

*1,

t;

' 
ln..e::vffdxclr-

< t2,r,rff,ett'!*' > d'r*

* 6,.ta*r g) -gf#P d.r dr :

: 
lo" ln ""rrf' 

ow!^' ctrctr.
l" àineiêïce des troisième et dixième i'tégrales do'ne

l,' ln..crioÀr, 
ry#P oW oxd'r - l,' I n.;idkpffi, W" -

- 
I,' fn..o,,nu**#clxcrr 

:

: lo' fr..o,*rry#o#oxdr 
- u^' lo' ln..o"ou'*#dtdr

On obtient donc, après une double intégration pal parties (en temps) de la prernière

intégrale, et après prolongement :

lr" lr.e2 
p' (eul')ffi *n,J4r!*' d.xd.r * lr' lr,e::ffw!*' d'*d'' -

- 
lr' 

< tZ:,ç\ry!*' > clr * 
lr' 

t 1t'"'s,P'(eui')9lu!^' > d'r*

*' j," < p2,,,e'çrfflçw!^'> d.r* L' lr.c?;ffw;^'drdr* l,' Ir.rrrffiooxd'r-
- 

Ir' l*.(.iu 
+ d''3ar3Â-d) 

#*uu"1,')drdr*

* l,' ln.o^u,ry#P ory#nxd'r-u,,, lo' ln"o,,oov"#drd'r:
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: 
lo' In.*n,"eFf',pIû !*'dxd.r).

Faisons tendre e vers zéro.

Il vierrt

ffi Ir' fn."'u",.ffiw!*-clxclr * lr' lr.e::ffw;n'*drd,r 
- 
l"' < pc:,,pw:^* > d'r*

* lr' 1t1.,^,ul*el4/!** > cJ.r * lr' . ru-,,ffvw!* > d'r * lr" lr"e:iffiu';**dr-
- 

l,' lr.li, ln.@*o# * 6psalspp)oolY*""0*d'rd"rt

* l,' 1" t# l,.to,^0,#rr#ro,or 
- 6*s l,' 1,.${ed"xd'r+

*d,,,s lr' jr.+, l, n**da)ffivarar:
-0 .

Or, on a

Try:''o* : 6n xrt !\* car I'T!3" - 6,

do'c, après une double intégration par parties (en temps) de la première intégrale, ii vient

ffir-^ lr" Ir.""o#,1,\*d*,1, 
- 6-x lr" lr.€îâp6,x6t;d,xitr-

-6*\ 
lr' lr.#*i.ectxd,r- 

d-r 
lr' 

. ttci,vr4/!^* > d,* ":'*"

*6-r 
" 
jr'" ." ,",y-,,u1*çr4r!^* > ,lr* 6*À 

Ir' 
. ru^,,ffPr4/:^* > dr-

-6-r 
lr' l*"ffiw!^.çctxctr* 1," l. tù ln.{o*u#*6,nsa*ku)dalffiva*a,1

* 1,",[" tù lr-"^*#ao)#od'xd"r-o*, lo ln"ci;o,o'*
*6-r l,' lr.(ù l, argrp) ffi0,0,:
-0 .

Pour nz : À, on a-
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H l,' lr.uo#14i!^*ctrctr 
- 

I"' ln.ei;*o*a,-

I"' lr.#*t**d.xc1r 
* lr' 

. u"",,vw!^* > d,** 
lr' 

1t1",^,ul*pw!^* > dr

* lr' < tt,e2-,,ff*w!^* >,t, * I,' 1" t# lr.{o,,r,#ffiva.rn:0
-0 .

Les première , troisième, cluatrièrne, cinquième et sixième intégrale disparaissent en verttt

de (11.28) .

On en déduit que

{ii : li, L ",,r,!}orl#: *u

(11.31) (,ï: l#rl" (o,^0,-o^n,#r*lffi
De même, pour ) : 3, on trouve par un raisonnement analogue

(ri.32) ,,,: [ù Ir.("o*,-o*i#)rr]W
On regroupe (11.31) et (11.32) sous la forme

(i; : iù1, (o,,oo - atp*t,;;l'rl#

Posons

c!;irn: i, I, (o,,ou - a*nffil*
Le système homogénéisé est donné par

" .  lasl
= pG? - et I i-;=ri ul*'  

l r  IH"'W-*,(n',oo#l
rr;.  - 0

ut*nffinr : o
, , f - (0)  -  , r lo.

ffn:,,î1.

_ "z^,lôSl 
ôuT*- ' lv l  ôt

dans f)" x (0, ?),

su r  f s  x  (0 ,T ) ,

sur  f ]  
"  

(0 ,  ?) ,
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où les fonctions uiÙ et trJl sont définies respectivement par

P'(euio) - ' io dans V(0") '

et
P" (euir) - ui' dans -t2(f)").

puisque u:o € l/(0.) et 1Jr e L2(Q"), il y a existence et unicité de la solution de ce

système hornogénéisé.
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I.2 DÉPENDANCE RELATIVE À L'EPAISSEUR.
( LE PARAMETRE E TEND VERS ZERO).

Les deux problèmes homogénéisés obtenus au paragraphe I.1 étant de rnême types, on va
passer à la limite en e seulement dans le cas où llC6; lll + llc aCî lll : 0.

at
I2.1 DILATATION DLT DOMAINE.

Nous allons commencer pax faire un changement de variables qui transforme le domaine

f)" en un domaine fl indépendant de e.

Posons

- a ( a  :  1 , 2 ) ,

Posons a.ussi

y(CI)  -  
{ . ,  e  I1 t ( f l ) ,o t .o  :0}  e t  l4z( f l )  :  [y (0) ]3

Le système (I1.1) devient

- & d

r3
t

e

I  Oî{ r r ,  22,  ez3)  :  eôa(zr ,  22,  zr ) ,

I  o5 ( r t  , 22 ,€23 )  :  ô { t t , 22 ,4 ) .

et

,ô2u i  A *  A *  lK l  " *c -  - ; ; ;  -  c ; - t 7 r ,  -  - ' 7  ^  :  - ;  --  
} t z  0 t ,  ' t t  ) t t " ' "  l r l  "

"7 tu i  
A *  A _*  lK l  . .

" -  At :  
-  

"  Arot ' t  
-  

2^ozt :  14 
t t  -

ffi^"',:.
ffi^r',,5.

lASl " 
ôui

- :-:1C- -:-

lv l  ' -  0t
sur f) x

l0Sl  ̂.^r0u[-ln' 'E

sur f) x

( /2 .1 .1 )

(0 ,? ) ,

(12.1.2)

(0 ,? ) ,

x  (0 .  ? ) .

x  (0 .  
" ) .

(12 .7)
oîj : 8; j o B7 o g (u* ) + 2" 

- t q i i ..s'Y .,s(u* ) + 
"-' 

q;jlr?ss ( z* ),

u; (0 )  :  e  - ru lo ,

â o , *

f f tol  
-  e-r, , fr .

" i (0)  
:  uTo,

0u \ , ^ ,  * r
â t  

( r )  :  u . 3 - ,

ol3rr.3 : S

? l i  -  u

sur l-

sur lo
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où

1; : eFi et -fr* : F;-

Faisons tendre e vers zéro dans
On établit le résultat suiva.nt :

I2.2 THEOREME 2.

Ie système (I2.1).

Suqtposons que : fi -.fJ. dans

Alors, on. a

(12.2)

oit

(12.3)

De plu-<, (I{" e-<t

e2 rL! - u"* dans

lr'*l A2Lt;. anu;.
f - r |  -  - J  

t  
'  

D
f  . n  . r , ,  

- f  
; ; I  î I U

l ) ' l  ) tz r r ' î raP 0zr0z, ,0z60zo

,." (0, r, Lr(q)

,- (0,", I/(çr))

f aible.

f aible *,

(  u i *  :  u i " (zr 'zz ' t )
(  

-  AUi.  t  rT*t t  -
I  

u Ï  :  -4  
a ;  +  u ; ' (  21 '22 ' t )

caractéri-cée par le problèn'te dtéuolutiotz ,suiuarzt :

(  P . ' o ' ,

|  ( d ; ; ) ; ;

déf  in ie  par

. . 2  , . * lc  ( t 3

V l:rrî*d"-ffi^ur.-
-ffi'rry sur c..' x (0,?).

(12.4)
U i *Gt ,22 ,0 )  -  0

Tr,r, zz.o) : 
|  _rui*t dzs

uJ*:o
'Tr.- : o

on

su.' âc.r x (0, ?),

, qu r  ô t ,  x  (0 ,? ) .

auec :

( /2.5)

Ia f onction.Ul*t étant

:  QaÊ |p  -  QoP  j sd ; iQ3s ,

,  . _ l:  (Ç;ria );;  '

- t/.**t tlans L2(,,:),

et Liâ* est n.ulle.
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/2.3 DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

I2.3.1 ESTIMATION A PRIORI.

Multiplions l 'équation (I2.1.1) par 
"T:,et 

l 'équation(I2.1.2) en ui p^, 
W.

En ajoutant les deux égalités obtenues, et en additionnant les termes similaires, on trouve

I  A  [  ( "u \ - tâ , '  t 2  +  "21 fu i , r ,i æ Jn\"' L16| + ,-lÊ1" * 
" 'q,rogT,n1at 

* 4e8r,tos'Yrq'Ya3 * 2Çrlts73t7,,1'l

* q,t.,s'yû7rs * 4e-r q,tn'tttIrs * e-2 qsstt?ttlt) d" :

f  ,  lY*l r*?ui * lv. l  r :S-1a=- [  W^r'  *ôul ,  s l)sl '  '  *}uT:  
/n 

( ' jyi. I ;  a, + 
,t;7 , Jç ty | 

' 'u;Ed'z - 
Jn lyl^e-ut * 

o'z-

_ [ P_s\,"+0u] ôui o, _ [ l?sJ"a9!È99a".
ln ll. l 

'" 0t 0t 
*- 

ln lYl 
'" 0t 0t 

-

En intégrant ceci de 0 à t, et en multipiiant les deu.x membres de l'égalité par e2, on obtient

* t  t I  l " t  9!f  + k'a:: , i  12 * q,q,,B("z^t,r)(e2^toù +  q,n."s(ez^t,r)(et*s)+
2 - l O t ? ' "  A t '  

'  r "  
ô t '  

'  a 1  t t u p \ -  ' t t t t \ -  t q P /  '  - a ' t t q { \ -  t

+zq,rrr,(lrt)G''y,r) * 4q,tot(e.'t,"t)(e'y,z) * 4q"ssrs ?tst)kl,t) * qrrrs(zsr )(zrs )))at :

: lo' I (Htt rc'#,+ ffirut" #r)o'-
- l,' I,(ffi^,"',,|)(e3T,n, - l,' l,(ffi^,.',c)kz#ro,-
- l,' 1,ffir,,'T,u'T,0, - l,' 1,ffir,"'#,r""#,0= * Ç"ç01,
où E(t) est défini par

E(t) -

/  f  y  pt f f f@ + l . ' f f f  Al  t -  q, roÊ(e27,, t ) (e21opXt)  + 4q,qot(e2i , r ) ( r 'yoù ( t )+
Ja \? '

t  tn,,rss(733 )Gtt)Q) * 4g'r.s( e^(ot)(e'Y,sXt) + 4q'sss(7es Xer's Xf )+

*qssss (lrs )(733 )(t )) r/z-

Appelons A (respectivement B ) le premier membre de l'égalité précédente.

En posant
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le membre A s'écrit

Posons

l"(\k'#P +k"ffr * q;i*nome,,)a,-

( oop : 
"' 'YoB,

\ 
t,, : e-ya3t

I  d*  :7 r r ,

[  
'b"  :  e3ul '

I rh :  e2u i .

Le membre A s'écrit alors

I (l t#r * q;i*no*ne,1)a"'

Or. d'après la coercivité des clijkhl on a

(12.6) ,r  > |  l f f l ' r , ,n,+ co )-  l i , ; i127"p1.

D'autre part. les deux dernières égalités de , U,"", lajorées pa^r zéro, on a

l \ / l  7 t  r  l l t l  7 t  I  A " , *

" = # l,r l,f rr:Pdzdt.# l,' It"'#fdzdt.#ll,' l,D,tfit'a"a,+

.# I,' l,p'ffra'0,+ I,l,'/.,^*(r"',;)') ùd*t
* I, L' W,^*(r.'ui )')ata, *{"ç01,

donc

" = j]fr l,'\vit'r.otd,* j|t l,r+tfff,,*,.,* lnfff ^,"', }(t))2dz-

-I 
ff+^(e3.i(0))2 o, * Infff ^,"',;1t1f a, - l"*W,À(e2ui(o))'d, +lnot
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donc

" = #r l,'4tfil2"',n,at+
. 1,ffi),ft2tg(t))'d, + c,
soit

On sait par hypothèse que

(r2.7)

Cornpte-tenu de

"' luit ly,pl 
1C,

A#l*pt 3 c.

l# lp,p1 1c,

#, 1,'\t*r",1e1d,* Irffi^@suift))zdz+

u t ffi l,' +l.r!lzr,,n,crt 
+

.I #le'.r1,;1r1y 
2d.z + c.

A I'aide de i'inégaiité de liorn. et

T
;

*ffi "'r I llo;1ll2a,s1 * c,

\-
/-

i
:fff,,,n,+ (c" *#14)rre,,n?,rnr -. $+l'D;

Wru 
^r"2uie))2crz+

" = #t l,' +trTt',,otdt. jfr l,'+tfff,"ppt+
I

+cxffi"'r I llo;11121,1ç1-t c.

(12 .6 )  e t  ( I 2 .? ) .  on  a

tfflî,,n,+ ct 
I 

ll0;ill2y,6t= ff l,'\tfft'r,,ntat+

1l . l  / t  r -  ,ô ,h , , ,  f
tiT l, 

\ lËl;'z@dt + 
Ja

a

compte-tenu du fait que e < 1, ii vient

soit
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Le réel e étant destiné à tendre
r,^-___^^^:  ^-  ( . ,  Ci i lôSle2À1
r expressro. 

\ro 
- 

2ly.l )

On a donc

vers zéro, on peut le choisir suffi.samment petit pour que

soit une constante positive Â.

( /2.8)

de sorte que

t
i

lff fr',n, + Llli, i jll'r, tnt= l3 /'t t*l'",<ntd.t + c,-  2lYl Jo 4' ,  0t

a- , ôd, ,,
L16 l '7"1ç .1  !

L

D'après le lemme de Gronnall, ii vient

#, I,'Lt#r,,.,1tc

\-
/-

a

â r l r -  -  l ) ' .

lYl i , ,nr l  C"L#.1, ,

s- , ôd,; ,,
.:ï1, L,lElL,ot < c.

d'où

soit

(12.e)

On a donc

( /2.10)

D'après (I2.8), on a

Llî;1121,st

donc, compte-tenu de (I2.9), on a

s ]3 / ' t  t* l?,,n, dt + c.-  z lYl  lo ! '  0t

\ ,*r,*(0,,,,,(n)) 
<

ln'#l',- (0,',,',n,)

I '., Tf r,,_ (0,,,,,,n,)

lo; i l ' r  rSc'L- l\o,1,rr(o)/
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D'après (I2.11)et I'inégalité de liorn, on a

d'où

(12.11.)

De même, on a

(12.12)

On a encore

Enfin, on a.

donc

l r t ' voB l t  /  tSC
r,* (o,r,r,zrol/

l . 'y" r l '  /  \<C
L*  

\ o ,T ,L2@)  )

l t r t l ' r  rSC
r* (o,r,r,ztol/

,t# - o dans

( , r2 .11.1) ,

(12.7r.2),

(12.11.3 ) .

faible.

faible.

6;271r  ̂ trJ* dans r '"(0,?,y(CI)) faible.

: ( I { * (z r ,zz , t )  € .  L* (0 , " ,  n3@),

-  -23Ti r r t ,  zz , t )  *  (J i - (21,  z2 . t )  €

; 'T - 
Trr1. z2, r) da's

t
t l3

t{o t -  (0.  T,  Hà(r))"

!upborné.
l t# 

- ?io faible *.

, ' " (0,r , t2ça1)

,'" (0,r, z,'?1el))
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12.3.2 PASSAGE A LA LIMITE.

Multiplions l'équation (12.1.1) par la fonction test ezsî,(z!, z2,t), avec 0, €

On obtient

a(to, rI,Hàr,))

lr' lr,nff",e,dzdt * lr' !n"'oï,,,ff0"0, * Ir' lneoï.tl,dzdt:
- 1," 1.ffi*aulzs0,a'zo' - lo' I.ffir"aff zsl,d'dt'
Intégrons une fois par parties la prernière intégrale. Il vient

f  , 0u ! . ^ .  ^  r r ,  Tu j  A0 : .  t T  I- 
J,éff{U",e,Q)clz 

- 
Jo JrU#',ffa'at + J, Jne2ohï,d,zdt:

f  / la.sl  , .  
' r r tPsl 

noui: _ 
J, Jrffi^"ouf,40,dzor_ Jo Jrfrr"* j{-aî"dzdt.

Pour obtenir les équations limites, nous allons utiliser une méthode analogue à celle de D.
Caillerie.

Introduisons donc les moments

Or, on a

"z 
oii - 

e; i o p ez 1 o p(,r* ) + 2Q ; j .'sel at * Q; jts'ltt.

D'après (I i .2.11), on a |  1"" oi i l l  r*(0,r,r , ,1o;) 5c

on a donc llMo ollr*(0,r,r,,1,.1) 1c et llN.rllr* (o,r,uç1) < c.

L'estimation a priori sur Qop est déduite des estimations relatives à IuI.p et Nop.

En faisant tendre e vers zéro dans (12.13), on obtient

o * lo" l.(*r,#. a:o,)dz1dz2dt :0,

I
1 ,

I  l -  itrf 'p -- e' 
| , 

zsol6d4,

^ f ,
À r o É :  

" "  |  , o i p d z s ,

Qo:"  f i ,o ; rarr .
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d'où

(12.14)  -æ +  Qi  :0  dans  t , ,  x  (0 ,  r ) .

Multiplions maintenant par 0{zr,z2,t) €D(Ï},Tl,H[(u)) l 'équation (12.7.2).

Il vient

î  f ' r r-"' 
Jnuî'us(,t,22,0)dzdt 

- 
Jo JrU#fra,a, * l"' ln"oi,ffo"or:

: Io' l,Hrrt3dzdt 
- 
l, |.ffi*2uiu3dzdt 

- 
l,' |,ffir"'ô!i ea"at.

Faisons tendre e vers zéro.

Il vient

- lnur,r(,,,,2,0)d,z- I,' lrry#d',t* l,' l_e;ffa dz2d.t:

[ ' f  lY'. |  (  [  dt- [ ' IJe4,,v;.Bc].zdt-: 
Jo J- lv1\ /-; 

fi.d") 03d4d':2"' 
J o J a lv-l

- [' I pq -ry:.
Jo la ll'l 

, uiofizdt'
soit

AA; _ l i ; l /  / i  , . * r_  \  lA^91 , , r i * *  _  lASl -AUi-
û: n'I\ J_rr' 

o") 
Wnu' 

- 
W' a

a2Lti*

(12.15)

AP

. 1

t

'?i.rol : [=' 7îi*tctzs
at  J- t

5), on remplace Qi, O", sa vafeur calculée en (12.14).

S U T  @ X

S U T  ( , X

(0 ,  ? ) ,

{0  } .

Dans (I2

Il vient

02Lïi" _ A2Ivt;,

}tz ô2,,0r

fftor :

:HU:,rï"d,,) - ffi^ut.-
-.p1,ry sur id x (0,?),

lYl  '  ôt

ï,

(12 .16)

f I i*r dzj

140
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Multipl ions maintenant par e0,(21,22,t), avec 0, € 2([0, f l ,Hà(ar)), l 'équation (I2.1.1)'

On obtient

l,' l,"nffie,azctt + l,' I,"2ot,ffio,or:
: lo' l.V,"tr0,.zrrt 

- I,' 1,ffi*aui0,dzdt 
- I,' 1,ffir"n\s,4,61,

donc

-é 
lrui,0,(21,22,0)clz 

- u l,' l.Tffo,o, * l,' lru"r,#d'd,t 
:

: lo" Lft"tr.,d"zdt- l,',[ ffi^.aui.,d,zdt- l,' |.ffi""nô#] e,a,ar-
Faisons tendre e vers zéro.

II vient

0-0 -

6NTn

l,' l,*:,,ffia,1dz2dt 
-- o,

soit

-0 sur  i , ;  x  (O,?) .
0,,

Posons maintenant

ui : 40i(zr, z2,t\ ,  avec 0; e a(to, 
"t,  

/ /01(,r)) .

on multiplie par e2u" l'êquation (12.1.1), et par e2u3 l'équation (12.1.2).

Il vient

I,' l.",9ffu,azirt 
.r 

l,' I"'ffu,d,zctt t I,' Ir("' oi,,sh. e2 oi,o;)dzdt :

: lo" l,ufl,iu,ctzdt* l,',[,'Htt u3dzdt- L',[ ffit"5u*,u,dzdt-
- l,' Irffir,'Wu*t.or- 1"" lffi^"atti's3dzdt- l,' l.ffir'nô#iura'a''
soit
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- 
lr"nu:' 

zs0,(21, 22,0)d.z - 
ln"'ui' 

2303(21, 22,0)d.z - 
lr' lrU# "rffotor-

- 
I,' 1.uff",0,d'0, * lo' ln(u "r,,,ff * e2o!,0;3)d.zdt :

: Io' l,uffir;",ozdt r l,' I""vlrfi,dzdt 
- l,' 1,ffi^"sulu,d.zdt-

- l,' lrffir",ffu,a,o, - lo' lrffi^"auiu3dzdt - I,' l.ffir"off-u,a,ar.
Faisons tendre e vers zér'o,

Il vient

+ oit)dzdt - 0,

sort

dL:o '

En utilisant les techniques, désormais standard, introduites dans Caillerie[3](voir aussi

Cioranescu- Saint Jean Paulin [7]), on donrre les expressions explicites de oLa, Nâo et IUIIu :

o?1.4

1," l,*

(12.18)

I  
P,oeo : gaPoP - SaPitd;iSisoP'

\  {a' ; ; ,r(e; ' ; ' )u' '

En remplaçant Njn pa^r sa r.'aleur dans (12.17), il vient

oLB : P",Pl p^f er,(u**),

rVJp : Popoflep([J**),

1 a2u;*^[:p:-i,P,rtoffi,

â /-*( r ,ur , r r , (u. . ) )  :  o sur . ,  x  (0,?) ,

[Jâ* :0 str  0a x (0,?),

ou

(12. le)

u**
1
l-

-0 .

42
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D'autre part, en remplaçant A'I:1B par sa valeur dans (12.16), on obtient

(12.20)

I1 y a existence et unicité de la solution du problème (I1.20).

HW * #o,,,,,r#har,: ffi l-r,ro" - llil ru;.-
-ffirry sur .,x (0,1.).

U { * ( 2 t , 2 2 . 0 )  -  0

aLr:" ri
?r4.  

:2.0) :  
J _,  

LTI*\  dzt

uJ.:o
ALT;- ^- - - : - : U

Ot7

sur ôar x (0,f).

sur  0u x  (o ,T) .
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PASSAGE A LA TIMITE EN C, PUIS EN e.



II PASSAGE A LA LIMITE EN 
", 

PUISJN'.

On considère à nouvea.u le s]'stème (1)'

contrairement à ce que nous avons fait au paragraphe I, nous commençons par passer a

la limite en e.

I/.1 DEPENDANCE RELATIVE A L'EPAISSEIR.
(L'EPAISSEUR e TEND VERS ZERO)'

comme nous l,avons déja fait, nous dilatons le domaine {1".,, et nous faisons les mêmes

changements de variables et de fonctions que précédement.

On obtient' le nouveau sustème suivant :

(1 /1 .1 )

avec

( r11.2)

;#-"*,7,-*o?,:f:

, '#-,*"t,,-*oi,:ff
oisn, :0

o'rrn, : gi - \ee2 tt i  - tr" ' f f

o'rrrz,, : gi - ),eeui - "Yrr#

u t  : 0

u!(0)  -  e- ru i9 ,

" ; (0 )  
:  u ï0 ,

ffol-.-'.,f ,

ffrol - r,':,
o ' r j  :  a ; j . ,È1o1(u ' )  +  2e- r  a ; jo -s (u ' )  *  e

-  o F €_  v L  
î  )

: ri.
-  G7,
:  e - lG '3 , .

sur  Ct ,  x  (0 ,? ) ,  (111.1 .1)

s r l r  Q.  x  (0 ,? ) ,  (117. r .2 )

sur  f i  x  (0 ,? ) ,

sur ô,S. x (0,T),

sur ôS. x (0, ?),

sur r !  x (0,  f  ) ,

-2 
o; jgs 7rs ( , ' ) ,

I'iu;
I , ' ( 0 . ; :  { t '  €  I 1 1 ( f } , ) . t r / f 6  -  0 } .
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Faisons tendre e vers zéro dans le système (II1'1)'

On établit le résultat suivant :

II.1.1 THEOREME 3.

Supposons clue

De plus, U!' est car

où" U{'r est déf inie Par

et oit"

- 
"fJ' d.atzs L2((0,?),r '(f),)) f aible

- 9;' r lans L2((0,7),L2(AS,)) f ai.ble

s2v".  '  u l"  dans r-((0,  T),V(Q,)  f  a ib le,

e2tLlr - U{'r d.ans L'(r) f  aible,

Ir;
\ 'g f

Alors on a

ou
(  u i '  :u i ' .Qt122 ' t )

( *" au;'
[  " ; '  

:  - " tÊ(zr,  Z2,t)  + Ui 'Qr,  zz, t )

actérisée par le problème d'éuolution suiuan.t 
"

AzUî'  1, ?'U!^:fu.f i ,d.zs_dF- * Stt,nood;d;î;6,r: l_+

- i*rr,,,o#*r)rzo * \eui' + Try : si'
1 , a'u;' .
ftb,neoffi,?,,, 

:0

uJ':o
'?j" : o

on
Ui" Qr, 22, o) :  o

ôui, ,  _ ^\_ [ t  r î , rorr:vJ,,
6f f - \z r ,22)u) :  J_+

sLtrr tte x (0, ?)

sur 0s,  x (0,  ?)

sur  Ôs,  x  (0 .7 )

srLr ôus x (0. T)

-"ur ôu x (0, ?)

slrr @ x {0}

sur e x {0i

I  
b r l t o :  a a g o p  -  a r g P d ; 1 a ; s 6 ,

\  -  . - l

[  (d ; ; ) r ,  :  (a ;s is  ) i j

et U[' e-<t nul le.
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I/1.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

II1.2.1 ESTIN{ATION A PRIORI :

f ) , ,e

Multipl ions (II1.1.1) par la fonction e+, et (I I1.1.2)
ot

sommons les deu-x égalités obtenues.

I1 vient

pa^r la fonction test

* e2 arn.,g'lttt^lag ! 4earr67rt77a3 * 2arqss1sl' lrq*

ôui
6i '  Ptt '

ra t
zôt Jn.(ul rffir+"'t#r)

4e-1o43313s11rt * e2 a3s3t lrt, !? :

,;W)o= * lur."o,,n,ç"ff)do * 1ur."o,,,,,{"ff)ao 
-

r;ff) a' * | ur."(ni 
- \ee2 u', - tee2 Tl "ff ao *

n lrr,"(nu 
- Àeetti - r*#)#0" :

: ln. 1,,("r:T * r;T)0, * lu,.s,æffa" . Iu,"\e(e2ui)\e'ff)0"-
- 
lrr"ri,r"' 

a# )1"'Tro' * | ur.s;r"fflao 
- 

| ur.>,e(eu,)@ff)do-
- lu,.r,rcfftr"ffto"-
En intégrant entre 0 et t, et en multipliant les deux membres p* 

"',, 
on obtient l'égalité

(rn.3)

*4a'1'at7qt^/tz *

: ln.Qr:ff*
: ln.Qtff*

(P'.' fff + V"fft') + o,r,o4"rr)(""1,ù + 4a,r6(e2n'n)(etos)+

*2a,,pr(1r, ) (.' 'y,n ) { 4a.4 6(eyor )( el"s ) !  a,sv(erss Xî'"g ) * cerss (î/sg Xtas )d" :

: Io' ln.(,rr"'T, * rï(""#r)dzdr * l: 1,,.('g?)(u'ff)o"o'-
- l,' f' r.r,{; ff)" o" o, * | o' I u r.{"sil("' ff) ao a" - | : I u r. ̂ ,("' u',)("' ff I a" a' -

t 1,.
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(//1.3) - lr' Iur.^rr,"u\)(,'ff)0"0, 
- 
lr' Iur"(tr)k'ff)"0"0, +Çnç01,

Appelons A (respectivement
l 'égali té (II1.3).

Posons

ETUDE DE A :

Le membre A s'écrit

Posons

(rIr.4)

Le membre A s'écrit alors

/  r .-  Êt i  p
l .  \L' at '

v . . c  
2

Or, d'après la coercivité des r,li jkÀ' on a

B) le premier membre (respectivement le second membre) de

0oÊ -- e2^{.,o,

0aJ : €'uc.3,

0n : ' l t s .

b'TP +k'#,'*a;111601r1r0; i )d,r .1..()

I  a ; i111,0ç1r0or )a t .

I  r* :  e3ui '

\ 'l ', : t"ï'

ETUDE DE B :

Les troisième et septièrne intégrale du membre de droite de l'égalité (II1.3) sont négatives.

donc majorées par zéro.

t

Le terme 1E(0) est
2

Nous allons majorer

Ona

, - 
P 

l l#ll2r,(ç,, * " t 
1ld;;(t)1121,1o"r'

majoré par ure constante d'après les hypothèses de départ'

séparément chacune des intégra,les restantes'



l,' l*.(r:"'T. r;"'#)d,zdt s

= Ir' l l/i lL,,<o" ,Vffitr,1a,1d'r * l"' l l/f l lr'<o.l ll"'Wll"'qa.1d'r

=i l, flfi l l"r,<n.rd'r *T l,' ,"',71,'p,1ç.1't' *i l,lf!1127'1ç.f'r 
+

) l,' +ilr r'r' o.)d' + i l,' +llffÊ,' p.1a'

i I lr/,.11, * (o,,,",{n",) * } l"' \ilfflfr"e.va,
Dtautre part, on a

l,' l ur,l("';X,' T, *(.gix" #rldoctr :

: 
f u r. l(es)(e3 u',)l'r,l' - 

l u* Ir' rffir@3 u;)d'r clo * l u r. lkgi)G' u'r)l'rd" -

[  [ '  ,  ô"gi ,,- 
Jur" ,rtËl(",ri 

)drrto --

: 
lur.(esi)(r)(e3 

u',)(t1cto - 
lur.(eei)(0)(e3ui)(o)do 

- 
lur" lr 't9#r(e3u',)ctodrr

* lur.(egiXtXe2 
ui)(t)c;o - 

Iur.(esi)(0)(e2ui)Q)do 
- 

lur. lr'rYrQ2ui)dodr 
I

Sl lkg)G1l l1z1as"1 l l (e3t r ; ) ( t ; l lsz1as. )  +  l l ( "g iX0; l l1z1as") l l (e3ui ) (0)111, '16s"1*

* 
lr '  ttf"ff lO l lr,,ras.rl l(e3ui)(t) l lçps,P'r+ l l(egixt;l l 'z1as.)l l(e'?ui)(t)l l ; '16s'v*

+ll(egiX0)ll lu 1as.)l l(e'?ui)(0)l l1z1as. , - I: l tf"ffXr)l l1,,1as.vll(e'?ui)(z) l ln' l ls')dr S

s *iu,g?(t)l l 'r,(as") * f; l l" ' ,7{,l l?,ras.r + }l lrai(o)l l},1as.) *f, lv'"2{0)1121,,165.1*

' [' t-,,.Ôs',r2--16s. ,,cJr * 
Ir' Luur',11"r,16r,/., * *t*"ûU)ll'r,(as.1 * {lvt"arr)ll?,ras.l*-  

Jo  ; t t cE t tL2

+|ll"vi(o;ll2r,1as.) * ]ll. 'rit0)ll21,1as.r * lr' ln"ffV",ps'tdr * lr' l|"zll 'r'1u*f' ' '

Compte-tenu du théorème de trace, I'expression précédente est inférieure à

t' ' IP ll"g; ll;* (o,r,r,,rr.,) 
* 

P 
ll"Tllr* 

1,,',r,(ôs.))] 
+

!, l,'l lez u ' , l l2y,1a)d,
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t u t  1  ^  ^  1 -  f t
*Tc, l le3rr;(r) l l ' " , rn.,* ic, l le3zi(0)11fu,(o.) * ; t ,  J, l le3tr i (0) l l 'u, tçsdr+

*{",1" 'r i (r) l  l?t ,(a.,* l r , l le2tr!(o) l  l ' r , (n"r*t tr ,  j " '  ," ' rrr0) l l2 ' , ra.rd' .

D'après I'inégalité de liorn, I'expression précédente est inférieure à

r., IT lvûll'r* (o.r.r,rur.,) 
* 

T 
ll"#ll'r_ 

1o,r,r,,ur.,;l 
*

ca'll0;1@) (t)l l?,ro. , ++lld;;(z')(0) l l 'r,(n,, *T fo' l l/,,,@')llï,p,1d'' '

Le terme lld;r.(u')(0)l l?,to., est borné d'après les conditions init iales.

La somme des cinquième et sixième intégrales de l'égalité (II1.3) est égale à

- 
lr ' lr,,ur". 

)e(e3ui )k'T)d'oclr - 
lr ' Ir,,ur"r\e(e2ul)@'Y)d'octr 

:

I  f t  r: - Jr,,ur", Jo lI*^'e"":)'] d'rtto - 
lr",ur', Ir' ltft^'p'ui)'fa'ao :

/  Às ,  ,r , ,-1rç1ao + [  *(. tr ;)r(  0)d" - [  ] (" ' r i  121t1rto+: -J r r ,ur . ,  
, ( t  JLz16s,y2 '  

-Jv"1as 'v7 t "

*  [  * ( . ' , , ;  ) 2 (o )do .
J  L 2 ( A S , )  t

l,"r pi"*iare et troisième intégrales étant négatives, ces termes sont rnajorés par zéro-

L'expression précédente est donc majorée par

f i l" ' ,:ro;l l i ,1as., * f, l le'?u!(0)l l '?i,1as.; S

= y r tl e3 ui (0 ) | 1'?1r, (o. ) * ) c,11"' ui (0) | l'a, ro. l s

< \c,col ld; ;(z ' )(o) l l? ' ro.  I  S

( C d'après les conditions initiales.

On a donc

" 
t t\- t tr; I l'r.. 

1..r,r,,n. r)

. 
P ll"Tllr-- 

1. '.r',ur',)1+ C a' l l0 ; /u' Xt) I l?'ro. r

+ Kr [ !  l l "ei l l ' r-  
1.,",r ,1ur.,)+

+ I{z. *? 
fo' l l,,,,tu) l l?,ro. ,dr + C

.i l,Irrffrr',,(n.,
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t
;

Choisissons o' tei q:ue Co' I a.

Il vient

de sorte que, comPte-tenu

) l

t:
des

D'après ie lemme de

d'où

ttff Altfr,(o" ) + g L llr,,i(u' )(t)1127' çe,1 s

\ -  , ,ôd i  r rz  ) -
L l lE l l Lz (Q . )u '

fr,upotnar"s sur f, g

\-
/---

i
uffunfr,(a.\drI ld;; (u' )(t) ll"r, (n,) 1

s

Glonivall, on en

,01hi r  ' r r t2
l l  *  

t o / l l r 2 ( o . )

- 
T 

ll"gîllr"* (o,r,r,{ur",) 
* 

t 
ll"#ll"* (o.r,r,(as.))]+< Klf ttr:tt ' /

,  - -  l *  ( o , f , l z tO .

+/(' + f" I

+t

* l r' fio,i@' )ll"r, qn,,,d'rf ,

0o
et  

f i , o t ra

( I f lfflfr, <r.1 * llr, ;1@' ) | l?,rn. r) "

"Xt) l l? , ro )  1 Crec",\-
1-

i

1 t

Ct*Cz I
J o

déduit que

+ t llo;iQL
i , i

1* (o, r , r r (n . ) )

1- (o,r.r ,(n.,)  
<

ll""uB(u')llr_ 
(0.r,r,,n.,) 

S '

l l "r .r(r ' ) l l  r_ (o,r,r ,(n")) 
s

l l ' r ' . r( , , ' ) l l r ._ 
(o,r,r ,?(o.,)  

= 
" '
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,,l l#llr._ 
10,r,r,,n.)) 

Lll,, i@')ll '* (o,r,r,{n.r ) 
= 

"

On en conclut alors que

( / /1.5)

et que

uaTr
tt"'Tu c,

( / r1 .6)



de sorte que) par un raisonnernent classique en théorie des plaques (cf Cioranescu- Saint
Jean Paulin [7]), on a

( I  iL.7 )

lorsque e tend vers

De même. on a

e2 tti ^ u*' dans

:  f i i €  ( 2 1 ,  z 2 , t ) ,

-  -z3T: + LIâ'(zr,  z2,t)1

,- (0, r,v@))

2e10.

rLs-

,r;t

ou

et

On a, encore

uî ' ( r r . ,  zz, t )  ,  
! *  

(0,  t ,  n"  @,ù),  Uî '  lu-  :  0,

LIâ '  er""  (0,  T,  (H'( r . ) ) ' )  ,  -uâu tu-  :  o.

.?tLi AU:' .
" 'Ë  

^  
t ( ^ ,22 , t )  

dans ,"" (0, r, ûç;).

(inclépendante de ) .23.

On obtient

f r  f  / ^ ô 2 u . ' .  n  . ) A  .  A  A  "  ^ \

J, /n. (t" ff i"0" 
- 

" ' aroi'tzt| '  
- 

" uro?t4î')dzdt
soit

t T f

r rr1 R\ lr' l*."uffi'r0,clzdt * l"' ln."'o;,=rffio"o' *
'  

:  
l r ' l . . f ;ezso,cJzdt.

III.2.2 PASSAGE A LA LIMITE EN e.

i\,{ultiplion l'écluation (IIi. 1.1 ) par la fonction test e40, € a(to, T[, Hà(,, ))

: I,' ln.f le40,dzdt,

1," l*.eo'rr îrdzdt:

Pour obtenir les équations limites, nous allons utiliser la méthode de Caillerie [3] déja
employée, avec les notations tsuelles que nous avons rappelée plusieurs fois dans ce tra.vail.

Après intégration par parties, passa.ge à la lirnite en e. puis une nouvelle intégration par

parties en sens iltverse, on obtient :
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(//1.e) -o+ o* lo' 1."(rrræ
On obtient donc

+ Qi '0,)d4i lz2dt:0, ,

* l, '  |  .e: 'r,ozd"r:0,

I,' lu,.

(/r1.10) _a^rii
0t,

i- Q"r' : 0 dans c.r, x (0, T).

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous dans ie

problème limite, ,roo, àUorrs multiplier l'équation (II1'10) pax une fonction test

o, e D([o,r[ ,  v(ù).

on obtien' 
f, f aA[:;

J, Ju.-fie"a'a'
soit

(//1.11) l,' I.v;;ffa'a'
Multiplions maintenant l'équation

avec o, e o(to, 
"[, 

v(c^r.)).

Il vient

L' lr."offi,,o,d,zd'r * I,' ln""'o?,,"rf^a'a' 
-

* I"' In.ro7rr,d.zd.r 
: 

lr" l*,ef;z3o,dzd'r,
sort

fT '  f  ,ô2u ' -  1T '  t  .  ôor  r - r -

J" Jn."'ffi"e'azdr + Jo Jr.""o"^fid"a'-
1 T  r  t  . â r . r  f r  f  .  ^  ,  ,  f T  f  - -

- [' [^ - ("'n, - Àeeatf, - t€e4#)0,dod'r * 
lr' In,"oirt,d'zd'r 

- 
lr' Jr"effzsL'dzd'r'Jo Jas.  '

Après intégration pa.r parties, on passe à la limiie en e. Puis, on intègre à nouveau par

pa,rties en sens inrterse.

On obtient

-0 + o * lr '  l-,nurr*,n,0,- 
0 + lr" l-,Q., '0,d'zd'r 

:0' (rr1'12)

- 
lr' lu".*'Ï''n'd'odr * lr' I.

(II1.1.1) par la fonction test e40,,

Qi'9,dzdr : A"

e2 o'rrnr40rdodr+
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La comparaison des résultats (II1.11) et (II1-12) montre que

[' I Mi]o,n,d.od.r :0,
lo Ja". "I

c'est-à-dire que 
a'Iivt,, -- 0 sur ôs' x (0, r)'

On obtient donc le système suivant

( -ryà * Qi' : o dans a;. x (0, r),
(111.12) \ o',

I lr;;n,, : o sur ôs' x (o,r).

Nous allons mailtenant multipiie, l'éqoation (Ii1.2.2) par la fonction test d3 € 2 (t0, 
"[, 

I/0I (t.l. )) -

Il vient

l,' l, ",ffe,az.r - l,' lr."fir,o,o, 
- Io' !r,"*^d.zd,r: lo' ln.fiu,n,o,.

sol t

l,' l. "'ffir,azd'r * lr' In.,i,"#ozdr 
: I,' lr.fi,sdzdr'

Après iniéglatiorr par parties, on obtient

f  ^  fT f  . , \ t f  rT r  - ,  ô% ' - t -  -  , rT 
I

- 
J, e2ui,dr(0) n, - Jo Jn.r'ffera"a, * Jo Jn"oi,rfrdzdr 

- 
Jo Jn.fiî'a'a,-

Passons à. ia limite en e.

On obtient

ln"ur,,r,(o)dz 
- 
l,' lr.Ttsdzd.r* lr' l_.rr'ffd,,a,ra,:

I

1 t  I  t  t î
:  l '  I  (1". f îd"r)osc14d'z2d'r '

J o  J o ' "  \ J - |

Intégrons irar parties en sens inverse.

Il vient

f f '"-!,!' ,rozldz2dr * lr' l..nr'ffa,ra,ra, 
- 

lo' l-,( Lrtro'r)0sdz1dz2d'',lo J-. otz

soit
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lr' I.#"oz1d'z2d'r- l,' l-.
soit enûn

erffar1dz2d,r: 
lo" 1..( L;"0"')o3dz1dz2dr'

pour avoir des renseignements concernant le conrportement au bord des trous dans

problème limite, nous allons rrultiplier l'équation (II1.12) par une fonction test

os € D([0, r[, v(r.)) .

#rrozldz2ctr 
- 

lr' l."rrffio,'oz2d'r 
-- 

lr" l-"

W æ: I-rfîd', 
dans a" x (o,r),

)  rà

I 
u;',0, : J_rrr" 

dans a,,' x {o}-

l,' l_.ffr,u'1dz2rtr 
- Ir' l-.or'ff,l,,a,"a,-

- 
l, ' I u,.Q:" "";sd'oclr: lr' l.,U:rrî 

a")03d'z1d'z2rtr'

(IIr.r4)

( / /1 . i5)

r  f i  \

( L fid'r)o3dz1d'z2tlr,
r - 1

Il vient

l"' 1."
soit

Ir{ultiplions maintenant l'équation (II1.1.2) p* la fonction test d3 e O([0, T['V(,^'''))'

Il vient

l,' Ir.""ffie,ozdr * l,' 1r.o,,,"ff0'o'
soit

Ir' Ir."rffirrozd"r * l,' Ir""o,offozdr 
- 

l,' lur.("n, 
- ),se2ui -'y€e2#l03clod'

r T f
: 

Jo Jn.fietaadz2dr'
nptèr i"i'égt"ti"n par parties, on passe à la limite en e' puis on intègre à nouveau par

pa.rties en sens inverse.

- 
lr" lur."orr,trd.zdr: Io' ln.f irroro,,
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I

: [^' t ( [', fi'd'r)osd'z1d'z2d'r'
Jo J, ' . , ,  \J - \

En comparant les résultats (II1.15) et (111-16)., on obtient

Qi" n, : gi -ÀeUi' - ,r43, s'r 0s, x (o,r)'

On a donc obtenu Ie système

lr' l_.#rrozlctz2dr 
* lr' l..o; 

u^0z,dz1d.zzd,-

- 
I,' lu,. (n, - \etg" - 

"u%* )e'aod'' :

W æ: l-rf id"t 
dans r' 'r"x(o,r),

I 
n;',,,, : si -]rut" -",rY sur ôs. x (o,T).

IT,r, 
: l_rur" dans ar' * {o}.

A /AA[; i r  /+
- -  |  =  

' ' '  
l :  t  f i " d4  su r  & rex (0 ,? ) ,

0zr \  02,  t  J -+""

Il vient

( r l i .16)

( I [ t .17)

soit

(1r1.18)

A2LT;'

Remplaçons dans (II1.17).le terme Qi,' put sa valeur calculée à pa^rtir du s5r5lipe (II1-13).

On obtient

0tz

sur (ré x (0, ?).

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord, on multiplie l'équation

(II i .13) par une fonction test d € O([0,?[,V(a;.)).

On obtient

tÆ-fÆ: [' r{'dz,
} tz  02, ,02,  J  -+

l" l''ff'n"d'z2d'r*
- 
I: I,,.yon,,dodr

ry!4,,d.,,d,-
. o3, ozrt1," l-

: Io' 1..(l-r',^")oa""t"o'- I,' L.(f,
* 1," lr".( l-,.,r' 

=,0,t)o,t,,d'o,t,

(rr1. le)
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Multipl ions l 'équation (II1.1.2) par 0 € O([0, T[,V(' : ,)) et l 'équation (II1.1.1)
a0

pa l  eQ- .

(111.20)

D'autre part :

( I I t .2L)

La différence de (IIi.20) et (II1.21) donne

o I

D'une part, on obtient

1T ,  ,o tu i^ ,  IT  f  "  ao,  ,
J, Jn,""ffiod'a' + 1o Jn,"ol"fia'a" 

-
f T f

J o  J Q ,

D'autre part, on obtient

[ '  t  ^ ro2ui -  ao 1r  I  .  a2e r  1
Jo Jn."#"frL'*" * Jo Jn,"'ol"'ffiozdr-

[ r [ r .ao f r f ,ao, l
l, Jur,"'oi,ztfirz,doo, 

* Jo Jn."oitqara" 
--

: lo' ln'""'ffn=o'
Apres intégration par pa.rties, passage à la limite en e, puis une nouvelle intégration
parties en sens inverse. on obtient :
D'une pa.rt :

l,' I.ffro',rtz2d'r * l,' I-.nr'ffd,,a,"a,-
- 

lr ' fu,.Qi""t"dod'r:

: 
lo' I- ( l-t , 

"'o"')ea"dz2dr'

-0+ o* l,' I_.r,rr#o,,dz2d.r- l,' Iu,.rirffz,d.od,,+
* l,' l..or'ffa,,a,,crr : o

Ir' lur"eol'on'd'od'r 
:

I,' l..ffro,,dz2dr 
- 

I,' lu".r;,rn,docrr-
- I,' I..n rrffio,,ctz2dr* o:

: 
l, ' l- ( l-r 

"'o,t)od'rct=2ct"'

( I Ir .22)

t,f o



En comparant les résultats (IIf i9) et (II1'22)' on obtient

soit

soit encore

de sorte que

- 
Ir' lu",Qî"''z'rtodr 

- 
Ir' 1-.*;:ffidz1d'z2ttr:

: Io' I.ry*ff0,,0,"0, - lo' 1,,.ry*on,d'd'r.

ei,,gn,,dod,, * lo' I,"Wffo",o,"dr 
- o:

,#ffo,,oro, _ lo' l*.Won,d'd,r.

AA/f  *s  1T fu',''',t, 
1rr_dod,r : I I Qf,"ïn,,dodr,

02, o J a",

l,' lu".
l,'l_.

l,' lu".

AM;:

(11 .1 .23)
0.,

On aboutit donc au s5r5f|11e suivant :

atui' _ a2 L[;;
}tz 02,,02,

n' , :  Qf, 'n ' , ,

: 9i -ÀeUf' - ̂ rcry

Yr,,=gi- 
\e(\ '-^,tT

u'^i'tol : [+ u;"'a,,
ot  J_+

f 1
:  

|  , . f i , 'd ' tr  - 1

sur  âs.  x  (0 ,  ?) .

sur (r€ x (0, T)

sur âs. x (0, ?)

sur t.l€ >< {0}.

(111.24)

Multiplions maintenant I'équatiorr ( II1' 1'1) par e0"( 21' :2' t )' avec

Il vient

I' Ir,,nffie,azcrr 
- I"' I.""9Ét0,dzd'r 

- l"' Ir."ftt,azd'r 
:

:  
Io' In."e,, ' t t :rtr '

a,  €D( [0 ,T [ , .A j ta ' ) ) '
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soit 
- 

"n ln.e-tu',r0,(2r,22.0)cl.z 
- u 

Ir '  lr ,

* "' Io ln.ror,,#. ""rr[)dzd'r :

r T l

J, Jn,'fi'o'd"t''
Faisons tendre e vers zéro.

On obtient

+*'zdr*

-o-o * 1."*;: ,#,0 6lz2dr:0,

soit

(rrr.25)

Multiplions (II 1.25)
Il vient

- 0 sur c.[ x (0, ?).
aNii
0t,

par  0 ,  €  O( [0 ,7 [ ,V(u , ) ) .

-!]e'a:1rtz2d'r : o'

sol t

rT r  Ae-  f r f
(r/1.26) 

J, J.,*;;fi,t ',dzzdr 
- 

Jo Ju".*T;e"nrdodr 
:0.

Mult ip l ions l 'équat ion ( I I1 .1.1)  par  e0 ' (21,22, t ) ,  avec 0,  €  O([0. ,  T[ ,V(u") ) '

Il vient

l,' Ir."nffie,azdr - l,' lr.,'fie,azdr - l,' lr."ftr,o"a,
: Io' fn.f:"'""n''

l,' 1.,

soit

- f  
lr .e-Irr ir 

0,(rr,22,0)clz - U 
Ir '  lr"+*clzdr+

,  f i  f  .  ôr tdro,-r"  
f  I  o i ro,nrcrod.r :* '-  

Jo Jn,o| '  a=,, Jo Jas,
f '  f: 

Ju Jn.'fi 'e'd=4''
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sort encore

rz-ea f t +*rzdrr- 
Jn' Jo Jç' ot

^  f T  f  .  o / , r  ,  ,  f '  f  ^  ^  4 - . e  ^ . - ^ n \ r i ,* "t Jo Jn."irfrn't, 
- 

J, Jur.ktn, 
- ),eeau', - ^tee4fi)aoa"

f T f
: I  I f ie? , t lzdr .

Jo  JQ.

Faisons tendre e vers zéro-
Il vient

fT f  - . ae - .
( I I t .27) -0+o*/ . .J, ,* : ; f i0=rdz2dr-0:0 '

En comparant (II1.27) à (I i  1.26). on constate que

( / I1.28)

Ni,ln,, : 0

On a donc obtenu le s1'stème suivant

sur  âs,  x  (0 ,?) .

e2 fiu,dzdr,

[ - '=u;i : o sur (r€ x (0, ?)
I  o=,
[  * ; ; , tu  :  o  sur '  â- . .  X (0,?) .

Prenons 0;  €D([0,?[ , f IJ( r . ) ) .  e t  posor ls  u;  :  zs0; (z1,zz, t ) '

Multiplions l'équatio" (fif .Z.f ) par e2t,, et l'équa.tion (II1.2.2) par e2u3.

En les additionnant. on olltient

l" l''"'ffiu".'o'* Io
- l,' ln."'ffi'';'1='r' --
: 

lo' ln"" Ï;,'"t'cl' + lo

"nffiu,dzd,r _ I,' 1,."'fru,azdr-
' 

ln"

' 
ln.

eauir  4fu(21, z2,o)

f r  f  , .  ao,
|  |  (e"  o i , ,zs67

J  o  J Q .  u o t l

soii

In.rou', 'z3o,(21. 
z2,o)dz - 

lr,

- l,' ln,,'T"ffa'a' *
: 

Io' ln'"' ''i 
.:;clzdr'

o, - lo' ln."np,,ffo,o,-
+ "'oi,!;e,ta,a, 

--
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Faisons tendre e vers zéro.
I1 vient

(0 + oi ; )dzdr :0,

soit
oi i :o sur f), x (0, ?),

En utilisant les techniques, introduites dans Caillerie [3] on donne les expressions expiicites
de ol'p, N['o et Mii, : on a

-o-o-o- o* l,' In.

En rempiaçant

d'où

(IIr.29) (Ui '  ,Ui ') :  (0,0).

En rernplaçant d'autre pa,rt n.Ij,! par sa valeur dans (II 1.24),on obtient

oL"p : baPep'Yep(u*€)

N:V : boPep'Yep(U"')
., azUi,Ir:; :  --hb"rro&,

I  
bo11p:  aagyp -  aqBf id , ; ia ;ssp

|  ( . / ; ;1, ,  :  (o,r i r ) , i ' '

par sa r.'aleur dans (II 1.28), on obtient

a
- 

d;(b"teP'teP(u.")) 
: o sur f)" x (o' ?)

brnep'yep([,r*')r2,, : 0 sur âs" x (0, ?),

a2Lri' 1 . _ 
jgJ'-_ 

: [' fi,d", sur (r€ x (0,?)_ 
aF_ * ub,qe, a;d;66%: I _i

7 A /. A2Ui' \ AUi'- 
nd;\b'reoff i)", * ÀeLI3*' +le-È - sf sur s' x (0' ?)

. a2u:,
b"rt ,  

A;ùr?, ,  
:  0

U i ' ( z t , :2 ,0 )  :  S

aLi; ' , . ^\ 
[, ,;,ror3, : I/3*,r-A i  ( l t , i 2 . r , :  

r_ ,

uJ':o
'Yj' : o

on

ou

( / /1.30)

N:V

{

sur âs, x (0, ?)

sur c.l€ x {0}

sur (r€ x {0}

sur âc.; x (0, ?)

sur ôar x (0, T).
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//.2 DEPENDANCE R^ELATIVE A LA PERIODE.
(LE PARAMETRE e TEND VERS ZERO).

Nous nous proposons de faire tendre € vers zéro dans le problème limiie(Ill.30). on établit
le résultat suivant.

T12.4 THEOREME 4

Supposons que fi" -* ,f i* dans L*(0,7,,L'(A)) f ort.

Premier cqê: l lC ùl l i  + l lc agi l lL : 0.

E
Alors, i I  er iste un prolongement P' e L(r-(0, T,Hk(Q")),L*(0,?,/ /*(Ct))) tuI que

P'(uJ') --' uJ* dans L* (0, ?, Fo'(O)) f aible*,

où Ui* est solution de

WW . &G.,,.ffi) : # l-',,,.0,, - ff^ur.-
lôsl ^.0U!.- l t l  'at

uJ.:o
uïj. : o

on
uj.(o; : s
ôUj. rn, :

ôt \" '/ v;*t

llc giili + llc ôgill:* + o.
At

AIors, il existe un prolongement P' e L(r"" (0,, T, r/e(ft,)), L*(0,?,g*(cl))) tul que

P'(eUi ')  -  [â" dans L*(0,T,r{o'(0)) f  aible*,

dans ar x (0, ?)

sur ôr,.' x (0, ?)

sur ôt^., x (0, ?)

sur t.l x {0}

sur (, x {0}

Deur ièrne cas:

ou Ut* est solution de

WW * #ru",G,,,,ffi): t'sî- #^ut. -Hrry dans u., x (0,r)
uJ*:o
ulj. - o

on
r{-(o; :6
ôui. ro\ _ I/^**1

ô t  \ - /  r

sur ôcr x (0, ?)

sur ôc.r x (0, T)

sur u x {0}

sur c.,' x {0}
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Dans les deur cas, Ies coef f icients grnep sont donnés par

L I  t . .  .  ôZx ' r , ,
Qrttop : 

lyl Jn n\"rto 
- b"pto 

A"3*)dY

Les f onctions X"q sont

1,-  
lzoeoo?

1 ,  Ô t ( -X " ' *Y " ' )

72oe o'9 aroa*oao 
n'

solutions de

t(-x" + a'q)
ôy"ôy pôy60y o

-0

-0

-0

de moyenne nulle

dans Y*

sur ôs

sur 0s
1 ,

uooooÊ

o'(-x" * a"')
aaraa o 

n'

X''t est ) périodique

II2.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

IT2.2.L ESTIMATION A PRIORI.

aUi,
Multiplions l'équation (II1.30) p", 

î.

I1 vient

y'r : 
|a?,at' 

: yzr : 
laru, 

et ," : 
|û.

L.Wff a",a', * 1." iu,,,n#fu
: l,,U :, ïi' d"')ff a"'d"''

où g l r l est défini par

soit

ffa"a',

| _.:* (rry)') d,,,a,, - 1.. iu.,,, ##*r#) dzfi z2 a
* | u,. lu.,,,f&ffn,a',d'z -

: l'"U:,rî'd")ffa"a"'
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solt encore

I,!*(ry\2)d',d"-l.,iu',',#L^ur*'T)d''1d22:
: l-.U:rffd")To"o" * lu""kî' - \etr{" - 

"ry'To'
Par conséquent. on a

|-.î*(ry)')a,, d z2 * 1.,iu",',m#r(ff)a"'dzz-
- | u ". lo "" #h#'#)n' ds --

: l."U:rrî' d")ffa"'a" * l u""Gi' 
- Àeu{' - 

"Tlffo"'
d'où

i* (ry),) a,, dz2 * | _. **(il,,,#h#t) d z1 dz2 :
(rr2'1) 

: l-.U:rtJ'a") To"d" + lu"''nî' 
- )'eui' - 

"T,v;'' 
a'''

In tègronsentre0et t lesdeuxnrenrbresdel 'égal i té( I l2 .1) .
Il vient

1,"'urffi 12 çtvctz, d z', - 
| . "I'T)2 

Q)d z iz2+
" 
Ï 1 " *u.,,, #Ëu, #a;(t ) 

d z 1d z 2 - | - " înu,,,, #*a) ffi(,) 
d z 1 d z2 =

1 t  I  r  r i: Jo J..(l-* fî 'd'r)U-{ a',az2dt* fr' lu".tnî'-\e(J{'-"T1ffa"ar'

sort

irp f çt1,r", c.:z * | .. *r,,,,#;rr) #*@dz 
1dz2 :

| _.turôtli"- 
1' q o l dz 1 dz2 * 

| .. *u,,,, #Ë@ #a,,(0\d' 
z i' zz *

l,' l -,( Ë .6'a,,) Tn',dz2ctt * l,' Iu".,gî' 
-Àeui' - 

"ry\u!;r' 
n-.nr'

1,.
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Soit A le prenier

Minorons A.
Ona

soit

avec

membre de cette égalité, et B son second membre.

^ . ll lff u )lt 'r, t -,, + "n#hft)llzy, 1, "\,
1 ATT:1.{ > ; | | l itttt l 'r,(."1 + olluf'(t)l lTr..r,

V(u") -  { ,  €  H ' ( r " ) , t ,  -  
# :0  

sur  âar }

Etude de B :

Nous allons maintenant majorer chaque terme de B.

D'après les conditions initiales. Ies deux premiers termes de B sont majorés par des

constantes.
D'autre part. on a

l,' I ( I' rË"d") ff'Ld'zdt

s lr' , Lt rf3*"rt:3 llr,@.,llryll*o.Ft

=tt lr, trrî ',1=,ll 'r,1-.1dt *: I, l lffÊr"@.)dt

< cll .f-t r.,; 'o,rllf*10,r,, ,(-.\)*t l, l lrylfr'ç"1'It '
D'autre part, on a

l,' Iu".oi'ff't-*ctr:
: Iu,.[oJ.riJ.].a, 

- I,' lu".ffu;"a,a, :

: 
lu,.eî'(r)tlJ'(r)cts 

- 
/". oi'(O)t/i'(0)ds - 

lu,. lr' Tut'd.sd.r 
:

: 
| _,y ur, gî( I tt t lvrï '  ft)d.r * 

l.,s- 
I cn* 1t; (f i '  (t)dx -

- 
L.v uû gît i rro)vrri'(o)d * - 

l-"r-' 
c gî(0)uJ'(0)dr-

- 
l, ' l_.o ,o 

Tt 
I lt ')vt6'( r)dxdr - 

Ir' l,.e 
-t c 6n; (r)LIi'Q)dxclr.
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t,

donc, on a

d'où

' lu".n;'Ui4'"7'

' 
lu",n;"avjr'a'a'

,tt l lr l ,gît l l tt i t l 'r,ty., + ci, ' l luJ'(t)l l î<-.t + cg(e-rcn-(t)) ' + cy'l luJ"(r)l l îo,t+

c4ll,bo;(1)toll l ï,ry.r * / i ' l lvuJ'(0 )l l '",(n.t * cg(r'cnt(0)) + P'l lu; '(o;11i,,.,.,+

, 
lr' ll,h agî(i)t'lll'rr', y.1d'r * , lo'lluJ'(')lli' @.)dr * , Io' G-', 9Fç'1)' 

a'+
0t 0t

, 
lr' llrâ"(') llî<..td,,

tlllv u,h sî(l)G)ll'r"t-,) * t3'llvu;'(t)11"",(.,, * It I_.(r-'" nîçr1)' a*+

o' |_.(uJ'(t) 12 ttx + il l lv r,hn;t!lto)ll"r,r,,1* g'l lv\$'(0)ll2p,1..1*

u 1..(r'csî(0))'0", * u' l-.(t/3.'(0))2d 
, *f, !,' llo,+ u6tix'lt l'r,(n'.td'+

! l,' ,lvuf'(r)ll'",1-"1d, .i l: l-.(t', Hnr)'d,,1, 
*i l, lvi'u)11"",1-.1d',

soit

,

l,' Iu,.n;'a!j,' a'a'
5 r It ld,n; l l 'r- (0,r,a,1y.,; *

* s-2llcgil lL +'- 'rr" 
T

ll'h a nil l'r* (o,r, rr, (y. )) + | | vu3." (0) | l?' t.,. I *

At

l lL] + ctj ' l lui '(t)l lTr-.r + x' 
lolluJ'(")llî @.)d,.

l lCo; l l-  :  g"t l_ ICei(f )1.
Y r  o < t < T

IbD

OU



De même. on a

Or, on a

- 
l,' Iu,.^rui,%14"4,

- -Às l,' 1u""f,fi,.,;",)0"0,
: -T lu".l'i")'oo'
: -+ |u".""'t)ds*+ lr",u;"'çoP''

-+ 1,".U;'"1t1dt < o

et

+ lr".rt;""ço1a'
: i l_.ffr!r],,;(rË,,o')dx +
5 "i I lv,l'r \ft,, tv.l I lVtâ'o' ll u p.1

1 c .

Enfin.on a
f' f aLr:" .- 

J, Ju,.t 'È 
d-<dr So'

En consécluence.on a

B < lir l l lV'n- l l"r*10,r.n,{r.)) + l l,h agil l 'r- 1o,r,o,rr. l) 
+ l lvuJ'(0)1121'1-"i I-

ôt
rÈ

-r e-2llcn; l13" -r e-2llc ggllL + | J_'rf îd,t l l?- 10,r,r,,",.,)]+
0t

* cs,lp6.(r)l l'r.,."t * Kz [^' {llr; tr)llîr.,. , + llffll"r,(.,1)dr * Ks.
Jo

soit

l lc g-LlL) + or' 
lo'(lltiJ'(1)llî(."r 

* ttfft"l l lzt,(-.,)dr+
0t

+ |..(tfo)2dr
- +l I LrJ'o ll"p, 1-.1d,*

l t -  . '

B < ï i t . '  + l lcn;l l l  +

* cd'| | [r i ' ( t) | lTt-.I

Les c.alculs précédents permettent maintenant d'écrire

166



Irff rlPr" @.r * o I ltt.' (t) | lîr.,. r
Tr'- t

= 
'àtr' + ltcg|ll + llc gËlll) +

Ôt
t  cg '  l l Iâ ' ( f ) l lTt- . r .

Clroisissons P' tel que cl3t 1 a.

On obtient

UfffOtl'r"(..)+ llt6'(l)l l'r@") .
L '  t l

< " '= (e2 +l lcn*l lL + l lcagi l lL) +€2 
at

D'a,près le lemme de Gronr.r'all, il vient

o,' 
lo' 

(lluJ'(')ll Ip.1 +

,r r" I o' 
( | | uJ" (, ) | | T o.t ! |ff r"l|"r, 1-.1) d,,.

, , 0 U 1 ' , , t r r z  I  r r r r * € / r \ 1 2  . I i r "  t ' )  .  t t
l l ât\r ,,,L,tu,y + llr. 'f '1t)l lT<-"r s'!t," + llcgillL + llc g4ll '-)""'"',

0t

d'où

l lryll2r*10.r.r,r,.,.i) + lltrJ'1121*10,r,vr.,.)) s 3"" + llcgîllL + llcagi l lL)
E

Si llCe; ll '"" + llc gÉllL : o. on a donc

0t

( I1.2.2)

et si l lce; l lL + l lcan; l lL
0t

( / r .2.3)

ff l l 'r"-10,',r,1",.v;
I ttu;'l l 'r* 10,r.r,.,.r) <

f 0 , ona

</(

.I{,

ie

u.oui" r"l l -  
0 t  

r r L - ( o , T , L z , - . , )  S  I i

l ltui' l l?- 1o,r,r,-.,) 
< /

passase à la limite relatif au cas llOgîllL + |lC g6llL I 0

0t
Nous choisissons de détailler
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112.2.2 PASSAGE A LA LIMITE.

D'après(II2.3), on a

l lrui'll '-.. t. _... ., ( /{."1-  1o, f ,V(- ,1)

D'après Duvaut [8 ], il existe un opérateur de prolongement Ç. tel que

Q,e  L (uo ( r , o ,Hk ( r , d )  pou r  k : L ,2 .

Pour u € L2(0,7,V(u,)), on définit, comme dans Brizzi-Chalot [1 ] p"o par

(P,u)(t , ,  x) -  IQ "u(t,  
.) ](") .

Il vient
P'(sUj') - Uf* aansL* (0,r, nlp) faibte *

Nous allons utiliser la methode de l'énergie de Tartar.

Posons

t7,:iu',',+#
Alors_- flr*" est solution du sy5lims

,02Lr; '  .  a"t i ,  f+
-  

1 tz  
'  

0z -02 . , : ' |  , ' f i ' d ", ' ,

- gfurr,, 
+ ̂ €.2L1:, r ^uç2aui'- : F, *

ozr 3 -r ^fE - 
0t- 

: Eqt

€irn, :  o

Ui 'Pr ,  22,  o)  -  o

, f fe-t,  :2, o) :  ,  [+ , lr i ' t  d.zs- vr*"
r-+

uJ':o
)ui' _ n

^ - von

(112.4)

D'après (II-2-3), on a.

Notons

sur ar€ x (0, T)

sur (r€ x (0, ?)

sur âs. x (0, ?)

sur rds x i0)

sur t.,e x {0}

sur  0a x  (0,7)

sur ôu: x (0,7).

I  l { ;o l l r . -  (0.r ,2. ,1- .1)  S 1{.

sur -ss

dans t,t.
fo
I c;,
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o n a

donc

Caractérisons {io

l l r e  l l  ,  ,  ( I i
l l s l ? l l  L *  l o , T , L r { - , ) )  

-  - -

g;" - 4ln dans ,-(0,7,L2(u1) faible

Mult ip l ions ( I I .2.a) par p € O([0,  T[ ,D(a)) .
II vient

Après

T

l,' l..rffvaz(tz2dt * l,' l_"h,edz1d,z2dt
: 

lo' l_.,( l_' , rr" 0",)vd,,,d,z2dt.

une intégration par partie. on obtient

I  au; '  l î ,  ,  f  f r  ou;" '
.Lr-at-çloctzftzz 

- 
J_. J, ,+ffidzizzdt -

e

o € 1 , ô ç ,  ,  7 t-;- 7-{Iz1d.z2a.tf
ozr oz4

* l,' lr,.*on,,ctsdt
: 

lo' l_.,( l_t ,,r 0.,)vd,,dz2ctt,

donc

- 
l _.rfftotr(0)ct 

z1ctz2 - 
I_.[rrJ' #)io',d," + 1.. I,' rr,;' ffi oztdz2d.t-

_ 
1," l_.*fia,,dz2ctt:

: 
l,' l-"r( | -r tr" 0,,)vd,,,t,,0, * lo' lu".ro;' rct'2fi'z2dt-

- 
1," lu",r^r'r,r' + ̂ tr'Tr*o'1d'2ctt,

soit

- 
l-.v.i't ee)clz1dz2 * I.,eu.,' @X(o)clz1dz2 * I-. lo"'r'ffia'ra'ra'+

* I,' l-.rr,ffio,,dz2ctt 
- 

l,' Ir".rr,#n,d'sd't
: 

lo' l_.r( | _ r 
tï n,,)vd=,d',0, * lo' {r's;,àat-

- 
I"' ,,\''['r*'e)c/t - 

Ir' "r"ffv)at'

I,' 1.,
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Après prolongement, on obtient

- 
l_rr" x-,t?(0)cl.zrclzz + l_ Ir' 

P' (eui)y..ffi orroz2dt*

* L' l_ri,#o,,dz2crt
: 

l o" l _r ( l _t, rï n,r ) r-.,cdz l dz2rtt * l r' u;;, p) dt - 
l "',rr, 

P' (su {' )Q dt -

- 
Ir"rr'r'{'uî)à'tt'

Faisons tendre € r'ers zéro.
On obtient

- 
l_#rr*'\e(,)dz1ct, * l- l,' #ur.ffia,,a,zdt + l,' I.ei,#dz1d'z2ctt-

- 0 - o* lo'fun;,o),Ir- lr '  ,r^,ui.e)ctt - 
lo'{rr,Tdat

On réintègre par partie. On obtient

- l_#t 
*L ç(0)ctz6t=" * 1.ffi tu;. H)io,,o', - l_# t# e)[d=,a,,1

* | _ l,' #W,,cctz1rr:2crt * 1," | _rr,ffin,,d'2rrt
: 

lo' *rnr,ç)rtt - 
lo' {r^,[{-çc)ctt - 

Io" ,rr.Tdo',

soit

- 
l_#rt*' e(0)dz6t," - 

I#ut.,o )ff{ov,,d=, + l "#fftotr(o)d 
zdzz+

* l. I,' #Wçd.z1dz2ctt 
* 1," |"#çd.zfiz2dt

: 
f o' ,rnr,ç)dt - 

lo' u^.(i-ç)ctt - 
lo' {rr,ffovr-

Pour p e 1(lO, 
"[.  

O(t; )).  ou obtient alors

l_ l, ' Hffiçctzldz2dt * l, ' l"#çdzlctz2dt
: 

lo' fu o-,çlclt - 
lo' rr, ^,rîi. e)clt - 

fo' fur,Tàat.
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d'où

(rr.2.5) ly-la,u;" * !e: auï"
lYl aP ur,;t 

: Fgî - P^ui- - 
"î 

sur (' x (o' ?)'

Si on choisit maintenant ç € î([0, Tl,D(u)), et d'après (II .2.5), on obtient

f u;.10; : s

f ffrol:vr*'1,
la fonction Vr.*l étant définie par

P"\';"t -- V{"t fort  dans,L2(tr) .

Soit
n\",(y): {ç e H'(y),p etYg sont } périodiques}.

Soit le problème àaiont défini par

1 . 2t14rafl

ubt" '  ay ,ay,pyûyt , :  
o

1 . 7ty4ro il

iu'o',di*Mt?" 
: o

1.  2214;ar l

fibe,"ffiu:o

dans y*

sur âs

sur 0s

de moyenne nulle14ral - ,ao

par

est ) périodique

.  ^ À  ,  1 ' î  .

ou y-- est oennl

1 1  7  ,  t ,  ' r r  2 2  I  )
y" :  ;u?,at '  

:  y2r : 'ur 'uz et , t ' t  :  
' rai-

On cléfinit la fonction l4"''od Par

gi,.,o e) : p"(e2t4t'u till.

Cette fonction vérifie le système suivant

1 , a4l4i€ûB- h^ .-- ---------------- : 0
12" 'P' ' t  0:r0zrôz60zo

1 . 6314isar3-  
1 , ^  -  n q : O

1)"uo t t t  0z rôzg0z ,

1 .  2214, rea0

fil'e""6a6r " 
: o

est ) périodique

17l

dans c..t=

sur ôs.

sur ô-*.

de moyenne nulle.

(r  r .2.6)

l l r so t l  -  : oJ



On définit également la fonction XoÉ par

Wott  -  -XoP +AoB.

Multiplions rna,intenant le s],stème (II.2.4) par çIA''oÉ, où g € D([0,?[,O(a.')) et le
système (II.2.6) par çeLIi'. Faisons la différence des deux expressions. On obtient

gW',oÊ d4dz2dt-
zp

U;'

,ô26ô

a4
a,02,

qo p€, [' [ 
Ôt=u!' 

ow',udd:1clz2dt'Jo 
J'' otz Y"

f r ' [  1 ,  2aY7eo9- 
l, J-.Ttot"' at,atîatoar,

-- , 
L' 1., ( I - r 

tf o,r) vl4t''' .0 r)'z1d'z2dt -

Intégrons deux fois en ûemps.
On obtient

I. Fry vf' u"'' o rt : 1 ct z 2 - | -.[.,i' #)i ̂ "'" Ê'L,']', +
r7 - r  i* lr' l_.rr,î'ffir,r,-' 

^o d-1dz2dt - lr' l-,iu,rrr#ff+
* l,' I u ". i0,,,,, #8,*çr4*,o 

p n,,d-,,dt *
l T r  1  6311 :ea1a (eeu_ i )oz1d '2d t_* J, J.. n"u" ar,a4a,,tîr,,
f r  f  r -  a3;g"-or i- 

J, Ju,. nuto", a4-:-a.oarrçeu!'nrd-sdt 
:

7 T  r  ,  r L
: '  

J o- J..( J - ' r 
f i '  o"a=')el4i ' 'aP rtz6tz2d't '

donc

* l,' I.iu.
çeU{'d4dz2dt

Wrtzrdzzdt+

- 
| .,, 

aV;r' 
rolvl0yt4r''' e 4 z 1 d z2 ! 

| -, 
eLr i" $1ff rcw "'o P d' z 1 d' z 2 a

.  fT  f  , , * ,ô "ç* J, J_.rt,;'|frvt 
' ' 'o d:1d:2dt-

1T r  1  os leLrY)  ôp , r , r .oJ f l r rdr2dt_- 
J, J..,,''',',ffi;;t4i*

r T  r  1  0 3 ( e U i , ) ô V r , . o t t- 
J,, J..iu",,t,ffi 4 ;d:'dz2dt*
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Il vient

Après sirnplification et prolongement, on obtient

I -. io' -, ffiH", oz1 clz2dt +

I -. iu, -, ##,W, o z (t 22 dt
' 

l-, ( | _' r r;' 
orrarr)*w',p d.z1rl.z2dt - 

lr' I u",^r'ri" ew''og d'sdt-

I u ",r 
r '  Ui vtv' 'o È,t 'rdt * 

l r '  I u "., 
oivw''o e drdt.

l. 
v3.'r e(0 )I4z ''og dztdr, + 

lr' I"ru;'ffiw''o0 
dzrdzzd.t+

* l,' | _. ir,,,,,+# ffirr,,o 
È d,z,d z2dt+

1r  r  1  02( { { , )  ôp  01Y, 'o0
* 

J" J _. nu,,',æù--6;dz1dz2dt1

* l,' | _,. 10.,,,%# yW crzld z2d,t+
f '  f  r .  ozçLr; ' )  o2lry ' 'oP

* 
J, J-.iu'r 'ræe ar,a", 

d4dz2dt-

r r  f  r -  g214reaÈ o ' ç  i 7- 
J, J..io',,,& #,'u;' dzldz2dt-

[ '  f  1 ^- A2w€dP 0,p ô(eUi') 
dz1d.z2d,t_- 

J, J-. ooto" a=ta+ ar, a*
fT f r . 6214,reaÊ 0ç ô(eui) 

dzldz2dt_- 
J, J-, nuto" a"ra+ 6r-d",

1r r  1 a 'w:t  , "02(eui")  ozldz2dt:-J'J-'iu'."ffioffi
1 T L r à . f ? I

:, 
J" J_ (J_'rfi'o=rd'")erU''oPd4dzzû - 

Jo Ju".^r'uïpt4/''o0d'sdt-

- 
Ir' fu".rr'7!ui,' vtt"'or d"dt * l"' l u".roivru''oe 

d"dt-

1",
l"'
'1,
t;
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- 
Irr",p(o)x.,. 

r4r''oÊ drr,Ir" * lo l.r'Uur")ffi*..w''oe 
d'"rdz2dt*

* l,' | -ri,#htu,,ol d,,,L20, * lo' l.ri,#ryctzfi'z2dt+
* l, ' l_ri,Yffidzldz2dt 

- 
l, ' l.nziru hr"@tg')d,z1dz2rlt-

- 
I,' l_n;iru #ryPdz1du2clt 

- 
I,' l-r;:;o ff'2lffidzldz2dt :

: , 
lo' l-( f rïî'd,r)eX..w''o. 

d'z6tz2dt - 
fo' fu"^, P'(eu{")ere'asldt-

- 
lo'  ,r- . , ,r 'GUîç$r" 'r3)ttr  * l" '  fu;*,ew"o|ldt.

A la.limite. il vient

- 
l_#rt*'p(o )zo0 rtzldz2 * lr' l.Wuilffi ,*o az1d,z2dt*

* l,' l_r:,#zo|,t,1clz2o, * lo' l.rr,#Trz,ttz2dtt

* L' l-rr,,Yfirz{Iz2dt 
- 
f," l-*arfl #rï ctzfi'z2dt-

- 
l,' l_*u,rf , #T:rz,dz2dt 

- 
l,' I,*r,rfl{T*rz1dz2dt 

:

:  - 
lo' ,rx,uî*çroù)* - 

lr '  
(r-,,f f*-d\dt * l" '  ,rnr,pzo0)dt,

soit

- 
l_Wrr*'\ 

cp(o)zoa 4z1d.z2 * l,' I#rïffi 
,"P azld'z2dt+

* l,' l.ci,,rffi"' - ZY . yffto,,oz2dt-
- 

l,' l.*rrril #h-dzldz2crt * l,' l_*rrrfl #hroz1d,z2dt*

* l,' f,rnarf\ ffi-dz1dz2dt 
:

: - 
Io' ,r1, Lii*e:o Blrtt - 

lo' \r^,,Uîrr'o)dr + 
Ir ' ,rnr,ezo0)dt-
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- 
l-#"*t e(o)zots 4z1dz2 * lr" l.#ur.ffi "o 

az'd'z2dt*

* I,' l_rr,Wrzldz2dt 
- 
l,' l_rr,ffiroz1ctz*tt1

l,' l.sn(,Êf I #,roz1ctz2dt 
:

- 
lo'{r^,Lr{*ez'plct 

- 
lo'{rr,\Vu!r- v"'.)at

par partles.

- 
l_#uf*L e(o)zo0 4z1d,z2 - 

l.#rr.tol#rol 
zoe dztd,zz+

. l.#ffrcto(0)z'P d'z1d'"" * Io l.W#o"g dzfiz2dt+

* l,' l-#ezo. ctzldzzdt - 
l,' l.€;,ffied'lctz2dti

* 1," l_*u,rî, #h*ozlctz2dt :

:  - 
lo' ,rs,uî*eroeln - 

lr '  rr,,f f*za.Jdt * fr '  \rn;,çzo,ldt.

Pour g e 1(]0, 
"[,  

O(a;)), on obtient, en uti l isant (II .2.5) :

l,' l-e:',Wsdzfiz2dt 
: 

Io' l.".tnril #a'oziz2dt'
Or. on a,

a2 ( toî\

6;a4- 
: èo7ÔPq'

donc

l,' |-(iBd,,dz2r1t 
: 

lo' |;narfl #a;roz,d 
z2dt,

soit encore

:

Réintégrons
II vient

d'où

(I1.2.7)

Posons

nzrli*
el,:n(rt i l)&

* 
lr '  fun;,pzo,)dt.

1 , azr4,'o ,
r2oto ' ,  ôæar"u ',!,L
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D'après (II .2.7) et (I I .2.5), on a

ly'.l a"ui. , a2 | ., ozui* t
M * 

- at"orr\vtnooS;61
ui.:o
'lr. : o

on

uJ.(O) :0
) U l *  r ^ ,  1 7 * * l-d - \u ) :  vJ

lâ t l  . , , **  lôt l  AUi.  , -  -: Fgî - ffi^u;. 
- 

fr"È 
dans a.' x (0. ?)

sur ôc..' x (0, T)

sur âar x (0, ?)

sur (, >< {0}

sur t.,, x {0}.

Les coefficients qrrtep sont donnés par

cl'otr

Q,qop:i, 1".*r*r,ffioo
:ù['l*u"4#o'
:

: fr ln-'iu'ueP6'o6"P 
- lo'u'.ffi'o'

erqop: # 1". ir,rop 
- bogopffiror'

REN,IARQUE

Que }'on choisisse de fa.ire tendre e, puis e vers zéro, ou bien I'inverse, on constate que l'on

aboutit à des problèmes fi,naux de même nature.
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TROISIEME PARjIIE :

CALCULS NUMERIQUES.



Nous nous proposons ici de construire un outil informatique permettant des calculs de
coefficients homogénéisés dans le cas de problèmes de thermique et d'élasticité, définis sur

des domaines bidimensionnels.

Rappelons d'abord les expressions et systèmes que nous allons utiliser dans cette partie

numérique.

RAPPELS D'HO M OGENEISATION.

Nous rappelons que dans le cas d'un problème de thermique du type

(1 )

A ,  0u'ô,-  
#,@,iâ;) :  f  dans n,d,

Ôu'6a4ft ;n;  :0 sur &,6,

' r . , , '6 :0 sur 0."t{1e6,

les coefficients homogénéisés sont donnés par

(2) n!,: lr;(o,i 
-  ̂ n#)da,

où les fonctions Xj sont solutions de

(3 )

ô ,  O(xt^  -  o '  ' \
-  ^ -  \a* t - -#  :0  dans Y;  ,

oY t '  oA t

or.,ô(xL- vi) - o sur ott,vkt 
oat

Xt6 est Y-périodique.

De même, dans le cas d'un problème d'élasticité du type
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(4)

Ô , Ôu'oo ,- 
dr@niw al) 

: f; dans f)'6'

0u'^6
o4o,Ér j  :0  sur  ôt ,a ,

r . , , '6 :0  sur  ô. " t0 , r6,

les coefficients homogénéisés sont donnés par

(b) efim: ù l"r(o,i,* 
- o,io,W)dv,

où les fonctions 1f* sont solutions de

(6 )

a , ox'i^- 
6"@'i,'âTÏ) 

: o dans Y; '

or, , ,uWnj:o sur ott ,*.Jpr 
0a,

Xkh est Y-périodique.

Pour donner expiicitement les valeurs numériques des qri (resp. des q;i7r6), il faut être

capable de résoudre numériquement le problème (2) (resp. le problème (4)), puis d'éva,luer

I'expression (3) (resp. I'expression (6)) utiiisant les fonctions solutions 1t (retp. 1ti).

Pour résoudre ces problèmes, nous utilisons le code de calcul Modulef. Nous ne donnons

ici qu'un descriptif très bref des modules correspondant à chaque étape de la résolution,

des renseignements complets étant disponibles dans les brochures et fiches techniques de

Modulef.

179



QUETQUES PRECISIONS CONCERNANT MODULEF.

Pour le maillage du domaine, nous utilisons le module APNOPO. Le résultat est stocké
dans une structure de données NOPO, contenant la description du maillage.

Pour le choix des éléments finis, nous avons choisi l'élément fini TRIA 2P1D, qui existe dans
les bibliothèques THER (utilisée en thermique) et ELAS (utilisée en élasticité linéaire).
Comme il I'est indiqué, entre autres, dans le Guide Modulef-l, les résultats de ce calcul se
trouvent dans les structures de données MAIL (contenant une description du maillage et
de I'interpolation) et COOR (contenant les coordonnées des points).

L'entrée des données physiques et le calcul des tableaux élémentaires sont effectués via les
modules THERCT en thermique, et ELASCT en élasticité, les résultats étant stockés dans
la structure de données TAE, qui contient les matrices et les seconds membres associés à
tous les éléments du maillage.

Le traitement des conditions aux limites est réalisé à I'aide du module COBDCL, qui
permet en particulier d'entrer ies conditions de Dirichlet. Les conditions aux bords de
périodicité, dont la prise en compte n'est pas prévue dans nombre de codes de calculs,
peuvent également être entrées au moyen de COBDCL, ce module offrant deux alternatives:

-On utilise la possibilité d'entrer les conditions de périodicité à Ia main, sous forme de
relations iinéaires. Cette méthode est très fastidieuse, car elle oblige I'utilisateur, pour
chaque couple de points concernés,, à entrer les deux numéros de points, les deux degrès de
Iibertés correspondant, les deux coefficients du membre de gauche de la relation linéaire,
et les deux membres de droite de cette relation. De plus, le nombre de relations linéaires
autorisées par ce moyen doit être inférieur à 19.

-Une seconde possibilité est d'écrire un sous-programme SPCLRL décrivant les conditions
de périodicité. L'utilisateur doit ensuite compiler ce sous-programme, et effcctuer un€l
édition de lien. Cette méthode obiige I'utilisateur à reprogrammer SPCLRL pour chaque
nouvelle structure, mais ne limite en revanche pas le nombre de relations linéaires, une
telle limitation constituant un handicap sérieux si le maillage est fin, surtout dans le cas
de l'élasticité (deux composantes pour les fonctions au lieu d'une seule en thermique)"

Pour la résolution du système linéaire, nous utilisons en général la méthode de Crout.
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CALCUL DDS COEFFICIENTS HOMOGENEISES.

Comme nous I'avons souligné dans les lignes qui précèdent, les possibilités offertes par

Modulef pour la saisie des conditions de périodicité sont peu pratiques. Nous avons donc

écrit une version du sous-programme SPCLRL spécialement prévue à cet effet, ainsi qu'un

exécutable cobdxx2 qui appelle SPCLRL.

L'utilisateur désirant entrer de telles conditions de manière conversationnelle tape alors

cobdxx2 (au lieu du cobdxx habituel), et n'entre, à la demande du programme, que les

numéros des couples de points concernés. Ce procédé est d'utilisation facile et rapide.

Nous avons été en mesure de juger les fonctions Xt obtenues, car, du fait des symétries en

y1 et en Az de la cellule de base, il est facile de montrer que Xl est impaire eî yt et paire en

Uz,et que X2 est impaireeî!2 et paire eîUt, et de vérifier alors si les fonctions solutions

ont effectivement ces proPriétés.

Dans le premier cas que nous avons traité dans les pages qui suivent, où les barres de

I'ouvert considéré sont très fines, les résultats obtenus sont satisfaisants. En revanche,

lorsque ia taille dés trous diminue, les résultats obtenus sont clairement erronés.

Ces erreurs sont dues à la présence des conditions aux bords de périodicité, qui perturbent

fortement la nature bande de la matrice de rigidité.

En conséquence, nous choisissons d'exploiter les symétries déja évoquées, les fonctions Xt
étant alors solutions des problèmes suivants (voir Lené [1]):

La fonction Xl est solution de

-axt :o

s:oon
ôx' I

- :  - l

0n
ôx t  _n
0n  

- "

X l  :o

dans Yj,

sur (1),

sur (2),

sur (3),

sur (4).

et la fonction X2 est solution de



-  Lxz :o
oxt I
^ -on
ôx' ^
T _ : U
on
ôx' ^
; - :uon

x2:o

dans Y:,

sur  (1) ,

sur (2),

sur (4),

sur (3).

où Yj désigne le quart de la cellule de base (figure 16).

Pour les calculs d'intégrales relatifs aux expressions des coefficients homogénéisés, par

exemple dans le cas thermique, on utilise I'approximation suivante:

t%-0,:t [U-ar,J"; Ôa'-o - 
fu^J' Ôa'

où T est un élément de la discrétisation 76 de Yf,.

Sur chaque élément triangulaire, ces intégrales s'écrivent

(  [  Ôxo 1 r  A- \  r . , i r ,o^ \  /1 , .  -  
'1

,_\  |  J"6^ov 
:  

; lxn(" t ) . (ô,  
-  6s)  + x ' (s2) ' (ô3 -  br)  *  x ' (ss) ' (br  -  ur)) ,

( / )  1  ^  a  i\  /  
|  Ir$ta 

:Tl*n{",).(o, - or) *x'( 'z) '(or - or) + x'(ss) '(o, - o') ] ,

où les s; sont les sommets du triangle T, et ont pour coordonnées (ot,b;).

Pour nos calculs expiicites de coefficients homogénéisés, nous avons d'abord résoiu numé-

riquement les problLmes adjoints définissant ies fonctiotts Xl- en éiasticité (resp. les fonc-

tions Xt en thermique). Ces problèmes sont définis sur la cellule de base du matériau.

Comme indiqué plus haut, nous avons toujours résolu ces problèmes d'une part en tenant

compte des conditions de périodicité, et d'autre part en remplaçant ces dernières par des

conditions aux bords plus classiques (Dirichlet, Neumann ou mixtes) à I'aide des symétries

de la celiule de base.

Nous avons donc écrit des sous-programmes destinés à I'ouverture des fichiers contenant les

structures de données issues des résolutions de ces problèmes adjoints, et à l'écriture de ces

structures de données dans des tableaux simples directement utilisables (sous-prograrnmes

lire- coor, lire- mail, lire-b, ecrire-coor, ecrire-rnail, ecrire-b).

Ces sous-programmes permettent de récupérer les renseignements suivants:

-Les déplacements dans les deux directions (ou les températures) en tout point du

maillage.
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-Les coordonnées de chacun de ces points.

-Les trois sommets correspondant à chaque élément iriangulaire.

Les sous-programmes proposés permettent des calculs de coefficients homogénéisés pour
n'importe quelle structure bidimentionnelle, en thermique et en élasticité.

A titre d'illustration, nous nous proposons de traiter un problème de thermique défini sur
un ouvert perforé périodiquement par des trous carrés.

Nous étudions donc le problème

A ,  0u '6 ,- 
6i@u Ar) 

: f dans f)'6'

Ôu"6
a; ;Ç-n; :  Q sur  } t "a ,- otj

u'6 :0  sur  ô"" t { l rô ,

I n', : Qzz : 0'103,

\  e , ,  :  ezr  :0 .

Les valeurs effectivement trouvées pour Qtz et Ç21 sont de I'ordre de 10-s.

avec aij : 6;j, et f:10.

Nous avons calculé les coefficients homogénéisés correspondant à trois épaisseurs de barres.

L'intérêt de tester les résultats obtenus en entrant directement les conditions de pérodicité
est de se faire une idée de la validité des valeurs numériques que I'on peut espérer pour des
domaines de géométries voisines, mais dont la cellule de base ne présente pas de symétries
par rapport à x'ox et y'oy.
Des comparaisons de valeurs montrent que les résultats sont très bons pour des barres
fines, beaucoup moins pour des barres plus épaisses.

La figure 1 représente Ie premier ouvert étudié. Pour une cellule de taille 1, l'épaisseur des
barres est de 0.1. La figure 2 représente le maillage du matériau homogénéisé. C'est un
maillage classique, en triangles.

Les coefficients homogénéisés ont les valeurs suivantes:
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On effectue les tests suivants:

On trace une horizontale traversant le matériau troué , et passant à mi-hauteur de la

deuxième - en partant du bas - couche de cellules perforées. Cette horizontale passe donc

à Ia fois par le matériau et les trous.

En chaque point de cette horizontale, on demande la température correspondante. La

courbe obtenue est représentée sur la figure 3.

Un test identique est appliqué au matériau homogénéisé, une horizontale le traversant

exactement à la même hauteur que le matériau réel. On obtient une seconde courbe, que

I'on superpose à la première.

On constate que le comportement du matériau homogénéisé rend effectivement bien compte

de celui du matériau réel.

Un second test, de même nature, est appliqué aux deux matériaux, en faisant passer

I'horizontale exactement au milieu du carré. Cette fois, la droite ne coupe donc pas les

trous, donc ies deux courbes sont continues (voir les figures 5 et 6).

Enfin, on traverse les deux matériaux par une diagonale, les deux courbes obtenues étant

données sur les figures 7 et 8.

Les figures 9 et 10 sont des représentations d'isovaleurs correspondant aux matériaux réel

(figure 9) et homogénéisé (figure 10). Leur reproduction sur transparents est destinée à

faciliter la comparaison des deux résultats par superposition.

La figure 11, enfin, représente la cellule de base sur laquelle est défini le problème adjoint.

La figure 12 représente le second ouvert perforé sur lequel nous résolvons notre problème

de thermique. Les barres sont plus épaisses (d'épaisseur 0.3), et donc les trous plus petits.

Les coefficients homogénéisés ont les valeurs suivantes:

:  Q22 :  0 '326 ,

:  Qz t : 0 '

Ici, nous donnons directement des représentations d'isovaleurs (voir figure 13 et 14).

La figure 15 représente le troisième ouvert auquel nous appliquons nos tests. les barres sont

encore plus épaisses (d'épaisseur 0.5). On résout cette fois le problème adjoint sur un quart

de cellule, dont le maillage est représenté sur la figure 16. Les tests correspondant aux

Io"
I a',

184



coupes horizontales passant par les milieux des matériaux (resp. aux coupes diagonales)

sont représentés sur les ûgures 17 ei 18 (resp. 19 et 20).
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