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RESUME:

Notre première partie correspond à un besoin exprimé par le Commissariat à l'Énergie

Atomique, et relatif à la constuction d'un système de stockage de dechets. Celui-ci est

constitué d'un dispositif, dit module de stockage, présentant une répartition périodique

des puits et des galeries. Les puits et les galeries sont comblés par des remblais dont

la perméabilité optimale est recherchée, de manière à limiter les circulations d'eau et les

possibiiités de fuite résiduelle de radioéléments. Les excavations constituent alors des drains

qui orientent vers eux les circulations d'eau dans le massif. Les paramètres ca^ractéristiques

du problème sont la taille de la période, le rapport entre la hauteur du matériau et la

tailie de ia période, et le rapport des perméabilités des matériaux en présence. Nous

étudions un modèle simplifié, puis des modèles complets correspondant à la structure

réelle étudiée, et nous faisons tendre les paramètres caractêristiques de ces modèles vers

zéro suivant des ordres de passages différents selon les choix de phénomènes considérés

comme prépondérants.

Dans notre seconde partie, nous étudions un problème d'évolution défini sur une piaque

mince perforée périodiquement. Les paramètres caractéristiques du problème sont l'épais-

.eur de la plaque, la période des perforations et le rapport entre cette période et les barres

qui constituent 1e matériau. Nous faisons tendre ces trois paramètres vers zéro, et nous

âorrrroo. les coefficients du matériau limite obtenu. En particulier, on montre que les barres

qui ne traversent pas entièrement la période ne jouent aucun rôle.

MOTS . CLES :
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Méthode de l'énergie
Méthodes variationnelles
Plaques minces
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INTRODUCTION

Le present travail répond à un besoin exprimé par le Commissariat à l' Energie Atomique,

et relatif à Ia construction d'un système de stockage de déchets.

Celui-ci est constitué d'un dispositif, dit "module de stockage", constitué de galeries et

de puits de stockage, avec une répartition périodique des puits et des galeries. Les puits

et les galeries sont comblés par des remblais dont la perméabilité optimale est recherchée,

de manière à limiter les circulations d'eau et les possibilités de fuite résiduelle de ra-

dioéléments.

A titre d'exemple, lorsque ces remblais sont perméables, les excavations constituent des

drains qui orientent vers elles les circulations d'eau dans le massif. Avec des galeries seules,

les écoulements sont conditionnés par leur grande longueur. L, les lignes de niveau étant

alors comprises dans un cylindre horizontal de longueur 
f 

(au^ le cas d'une symétrie

axiale).

D'gne manière plus générale, si nous notore Kc et Ks les conductivités hydrauliques

équivalentes du massif hôte et du matériau de remplissage de la galerie, le drainage est

caractérisé par le rapport 
ft. 

f.drainage réalisé par la galerie varie sensiblement avec

ce rapport. Dans le texte, nous noterons ? : 
#

La structure du module de stockage étant périodique, il semble tout indiqué d'en faire

une étude théorique du point de vue de I'homogénéisation. Cette partie des mathématiques

appliquées, qui s'est développee très abondamment depuis les années 1970' se propose en

effet de remplacer I'étude d'un système hétérogène dont I'analyse numérique est malaisée

(voire impossible) par celle d'un système homogène équivalent, dont les caractéristiques et

le comportement sont voisins de ceux du système réel.

Les delx méthodes que nogs utilisons dans ce travail sont la méthode des échelles multiples,

et la méthode de l'énergie de Tartar. La méthode des echelles multiples, bien que purement

formelle, a le mérite de donner des resultats moyennant relativement peu de calculs. La

méthode de Tartar, beaucoup plus délicate à mettre en oeuvre, fournit une justification

rigoureuse des résultats obtenus pa.r la méthode des échelles multiples.

En particulier, la theorie mathématique dite "homogénéisation" nous assure que Ies coef-

ficients limites que nous déterminons sont indépendants des conditions aux bords relatives

agx problèmes étudiés, de sorte qu'il nous est loisible de traiter un modèle mathématique

plus simple.

La distance entre degx puits pouvant être considéree cornme très petite comparée

agx dimensions globales du module, la taille de la période est caractérisée par un petit

paramètre (adimensionnel) que nous notons e.



Le paramètre 6 est Iié au rapport entre hauteur des galeries et profondeur des puits.

Indiquons également que nos résultats sont encore valables dans Ie cas anisotrope, ce

qui est intéressant si I'on décide par exemple d'utiliser un massif de schiste.

Les trois petits paramètres e, ô et 4 sont destinés à tendre vers zéro. L' ordre des

passages à la limite est lié au choix de ceux qui seront considérés comme prépondérants.

Les choix retenus I'ont été après consultation avec les ingénieurs du C.E.A., et en particulier

M. Serge Richard.

La présente étude est corntituée de trois chapitres, que nous décrivons dans les lignes

qui suivent.

CHAPITRE I: MODELE AVEC SEULEMENT LES GALERIES.

Dans le chapitre I, on étudie un modèle simplifié constitué de galeries, mais sans les

puits qui ne sont pris en compte que dans les parties suivantes.

On considère la taille de Ia période comme le paramètre prépondérant, que I'on fait donc

tendre Ie premier vers zéro. Cela fait, on fait tendre les paramètres 6, puis 4 vers zéro

(dans cet ordre). Puis, on reprend la même opération en inversant l'ordre de ces der:x

passages. En fait, cela revient à considérer cornme prépondérant ou non le rapport des

perméabilités par rapport au paramètre 6.

CHAPITRE II:
LA HAUTEUR DES GALERIES EST TRES PETITE PAR

RAPPORT A LA PROFONDEUR DES PUITS.

Dans Ie chapitre II, on étudie le modèle complet comportant galeries et puits, la hauteur

des galeries étant de I'ordre de eô, c'est-à-dire petite pax rapport à la période. La hauteur

des galeries est ici très petite par rapport à la profondeur des puits. Comme dans le

chapitre I, on commence pax une homogénéisation. On considère donc comme phénomène

prépondérant la tailte de Ia période. Puis, on fait tendre les paramètres ô et 4 vers zéro,

et ceci uniquement dans cet ordre.

CHAPITRE III: MODELE COMPORJTANT GALERIES ET PUITS.

LA HAUTEUR DES GALERIES EST DU MBME ORDRE QUE
LA PROFONDEUR DES PUITS.

Dans |e chapitre III, on étudie encore le modèle complet comporta,nt galeries et puits;

mais la hauteur des galeries est du même ordre de grandeur que la profondeur des puits.



Là encore, le paramètre e est le premier que I'on fait passer à la limite. Puis, on fait tendre

les paramètres ô et 4 vers zéro, dans cet ordre.



CHAPITRE I

MODETE SIMPLIFIE :

ON NE CONSIDERE QUE tES GALERIES.



I) MODELE SIMPLIFIE: ON NE CONSIDERE QUE LES GALERIES.

PR,ESENTATION DU PROBLEME.

Nous étudions ici la structure representée sur la figure (1) ci-dessous.

*"f
- 

ie6tz
:

FIGURE 1: MODELE PHYSIOUE COMPORTANT
SEULEMENT DES GALERIES.

1

Lz
X 1

--J---------
t

a
,

t



Cette structure est constituée de galeries cylindriques contenant un matériau de remplis-

sage perméable, I'ensemble des galeries étant noté Q!6, et d'un massif parallèlépipédique

constituant la matrice dans laquelle sont creusées les galeries.

Le massif constitue I'ensemble CIt', et I'on note

f , ) '6 :ofuCI !6u-r '6 ,

où .It6 représente les interfaces entre A'f et Cz6.

On appellef.'f (resp. f'-6)les faces supérieures (resp. inférieures) de 0'6.

On appelle ffidla réunion des quatres faces latérales.

Dans tout ce travail, les indices grecs va,rient entre L et 2, et les indicæ latins entre 1 et 3.

Enfin, les trois paramètres caractéristiques de la structure sont Ia périodicité e, le rapport

des perméabilites y :4, et Ie réel 6.
11st

Sur cette structure, on considère le problème tridimensionnel

x.j,ffi: ui
fr'ro : o

"ù [[ ]l désigne le saut à travers Ia surface de contact.

Le problème (I.1) s'écrit

V io):o
(r.2)

( / .1)

avec

g)

- d.l,u(K"6, v nrt) -- o
- d,tu(K'j, v rt',,01 : o

[[r;']l : o

llo"'u:::ll : o

K'ôn -

u(K',6n

A$'rf -
0n

-0

diu

, a q l

6 _

Kâ

fi'it6

7Y)

g'+.

sur 0!6,

sur Off,

sur -ft6,

sur 1t6,

sur f';^,

sur ffi6,

sur Ot6,

sur It',

sur ffi6,

[ 
*'rt'sur cl!6

I lrfn sur ftff

K',6n(r,): Kor(T)

2

et



De plus, les coefficients Kda satisfont les hypothèses:

( (i) fa ) 0 tel que xfleoei > oz€n€r v€r e IR
I "

I tze) Kfi € L*(Y) et sont Y-périodiques ,

où  
1 ,  / r  1  1 ' ,
Y :  (0 ,  1 )  x  (0 ,  I )  

"  
( - ; , ; ) .

Le système (I.2) admet une unique solution $fd dans Fft(Cr'6).



I.1) LES PARAMETRES q ET 6 SONT FIXES -

HOMOGENEISATION (e -+ o).

a) DILATATION DU DOMAINE.

La hauteur de Cl'6 dépendant de e, ce qui pose problème au moment du passage à la limite

en 6, nous étudions un problème équivalent déduit du précdent par un changement de

variables, le nouveau problème étant défini sur un domaine de hauteur fixe égale à 1.

Soit r^,r: (0, L) x (0,L2).
On tra.nsforme le domaine f,).6 en le domaine indépendant de e6,

ct- ""el,t)
par le changement de variables suivant:

(  r r : * ,
I
I  2 2 :  1 2

1".
l4 :  €6 '

Le changement de fonctions correspondant est donné par:

I  n ' , f  { " r , rz , r t ) :  Hï6(z t ,22,zs)

I gi(tt, xz,rs) : 91(zt, 22, zs).

Le système (I.2) devient

(r.3)

- (u6)-' *t*gffir) - (,ô)-' frr"nfft-
- (,6)-, f,wtzfft - firx!*ffi, : o

Hïo:o

(e6)-L x!!W"" * *n#ns : eL

sur O (1.3.1),

sur fs

sur f1.

Les ensembles O, Is et T l sont définis comme 0'6, f66 et l"f ,la hauteur de O étant cette

fois de longueur 1.

La structure dilatée est représentée sur la figure (2), et la période de base sur la figure (3).
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FIGURE 3: CELLULE DE BASE CORRESPONDANT
MODELE AVEC GALERIES SEULES.



Introduisons I'espace fonctionnel

Y(f))  :  {u € Ht(Cr) ,u:0 sur ls} .

Nous démontrons le résultat suivant:

b) THEOREME I.1

On suppose que (16)-'gî --. 9i dans L"(r). Quand e tend uers zéro, on a

HiO ̂  Hî faiblement dans Y(O).

La f onction Hfi est i,ndépendante de zs et satisf ait Ie système bidi,mensionnel
homogénéisé sui'uant :

(r.4)

(1.6)

(r-7)

{ *G':,#):si,s\
Iaf:o

sur (,

sur ôcu,

sur Y

sur f1(Y)

où les coefficùents hornogénéisés sont dnnnés par;

W+o-rr<!pW1ao.
Les f oncttons Wf@) sont solutions d,u système tri,di,mensionnel suiuant

-f,rxîtff,:,
k';Wrri:o

W6(o) - Ua est Ar,Az péri,odique de moyenne nulle,

où les cnef f ici,eûs kii sont d,onnés en f oncti,on iles Klf Oat:

k!,b: x!,h
k:,1 : o-t *:g
kil : 6-L K8!,
k[I : 6-'Kgl

7



PREUVE DU THEOREME I.1

c) ESTTMATTONS A PRJORI.

Multiplions l'équation (I.3.1) par la fonction l/fiô.
On obtient

I,.nffffio* (e6)-1 I,"nHHo* (e6)-1 |-*St#ffiu"-
- (,ô)-' lr.o3rffi"r'"3,ds * (16)-" f"grffffo"-

- (16)-' 
Ir_"*#Hfnsd* 

:0,

d'où

I,.nH#."+ (e6)-r l,"nffHo* (eô)-r /.*H#**
+ (e6)-2 l,"Sl#Ho": (ed)-l l,*nir;.0,.

Appelons A le membre de gauche de l'égalité précédente, et B son membre de droite.

Avec

( ullio : aHAo
)E- a,-'

lW:(ed)-l W,
I'expression A s'écrit

o: [.nWWo,* In"nWWo"* [**ffiff,*
*[^it#Y*,

soit encore 

A - /' r *t%ul* o"'
Jn?"" Ôri  ïzt



D'après la coercivité des rc!|, on a

A2a t r.(!:o )'0",Jn l '  az i

Aolre6

AlaLl l i  112p,1e,1,
x

A)a(t rr Wll?,rnr + l l  (eô)-1 
Wll?,rnr ).\fr " dzo

D'autre part' on a 
B < c(e6)-tll gi l l;z1ra) ll Hio llrrrnl.

Ici, la constante C dépend de f), mais O est indépendant de e.
Puisque par hypothèse, on a

(r6)-'gi- gi d,ans L'(r),

on en déduit l'inégalité

de sorte que

On obtient donc

(1.8)

d'où

(/.e)

B < C,ll/dnrll,,(n),

indépendante de e et de ô.

llni'llï.'o s clly ufi6ll2r"p1

s"( Eu#It",,(n)+ll 
(e6)-1 w

< c' l lHio l lvloy.

llHi6llvrat < c,

l l# la,p1< c

l l  (eù-LW- l la,p'1< c,

l l?,rnl )

où C est une constante

Posons

Êio,

D'après les estimations (I.8) et

(1.10)

:K::,W+(eo)-lrndf #
(I.9), on a

l l { ionll",rn\ S C.

I



d) PASSAGE A LA LIMITE EAIBLE - METHODE DE L'ENERGIE.

D'après les estimations a priori (I.8), (I.9) et(I.10), on a (après extraction éventuelle de
sous-suites):

(1.11)

(r.12)

Hio ̂  Hf,

W_ _aHi
ôzo 0zo

ôH:6
f  -+0
ozz

€i6 - €t

taible dans V(0),

faible dans .L2(O),

fort dans L'(Q),

taible dans .12(O).

De plus, Ia convergence forte dans .L2(O) de la fonction Yvers la fonction nulle montre
dzz

que la fonction H$ e-st indépendante de la variable 23, soit

Hf(a, zz, zs) : HiQt, zz).

Caractérisons la fonction €n6.

Multiplions l'équation (I.3.1) par la fonction test

s : (ed) 
lo"" ,{"r, 

z2,t)d,t,

avec (p dans D(f)). Ott obtient

I no,^ln;o f^a"+ (eô)-r |,.'*Hffa,+ (ed)-l ["*#Ho*J'"oÊ 0"P 
+ (e6)-2 Iroggffiffio": (e6)-'1 ,r*nr,o,,

c'est-à-dire

l nel!' {r ù U 
" 

Y^t r, zz, l dt) d'z + l ne1o' v (rt, rz, zs) d'z : I r *

Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

€3n - o.

ûU: e(zr,zz,t)dt)ds'

Choisissons maintenant une fonction test v dans D(r..t), et multiplions par v l'équation

(I.3.1). La fonction v étant indépendante de zs, oD. obtient cette fois

10



f.nffiffa* (e6)-1 f*nffiffa": (e6)-1 I,*nr,o",
c'est-à-dire

l-r':'#47 : (e6)-' l,*oiua''
Faisons tendre e vers zéro.
Ir vient 

1,U:rs6;azt)ff0' 
: 

I,r '* s\)ud's'

-*U:re':a^) : gi *e* sur c'r'

d'où

(/.13)

Caractérisons maintenant {jn en fonction de Hf .

Suivant la méthode de I'énergie de Tartar, on introduit Ia fonction W$Q), solution du
système suivant

- o' *r.StW) - d-' ff r"*ff1-
-6-1 *"*%.-fiq,zfft:o

'x!!W^*":,z#ne:o
WiQ) - a^ est y1,gr2 périodique de moyenne nulle.,

Soit la fonction W;a{xl définie par

,e6 (^) (zt, .,2, zs) - ew 6 (\) (?, 
?, 

r") : eW 6 (x) (a r, ar, a").

La fonctionWfiô(xl vérifie le système suivant

sur Y

sur f1(Y)

- (,6)-" **g%) - (,6)-' f;wnW-r-
- (,6)-' #t*n%t - fi@,L%) : o sur o

@e-'!rc!!%-""*onffiTls:o
est 21, z2 périodique de moyenne nulle.

(1.14)

w;6(^) - z^

11

sur f1



Multiplions le système (I.3) par 9Wfi6(À), "t 
le système (I.14) par gHfi6, avec I dans O(a.')

(indépendante de 23.)
On obtient

l,.nffirffi o" * ln"nffi ffw;d<xt az+
* l,r,ot-' Kna#; r#az + ln@6)-r xflH ffw;atxt az+

* l,r,a-' o*Hrry a, + ln@6)-'\ xflH H*raQ) d"z-
- lr-@6)-L xfrffi ,*;o(^)"'d" * l*t'ol-' o*H'ff o"*

* I,@6)-2 x!!W ffi*yo, d, - l,*G6)-' Kglffi ,r;6(^) n,d*-

- |,"âLry,Wo' - l,"i,z% ffnf a'-
- I,nr-t *grau{io<^t rH o, - I,ur' xyaÆi<tt ffn7 a,-

- l,ur-' *n'Yu, rH* - l,ur-t rravg!^^> Htro o"+ 0-

- I,ur-"4!uW", ,Wo, - I,ur-zxgawiln^t Hr1o"* 0 :0
Toutes simplifications faites, il reste

l,.n# H* r',, d, + | *e a-, x'ÂW @-^w ;a rn a z -

.'rL% ffn;o a, - I,ur-' xyaYi<^> ffn;o a, :

* 
(ed)-lai <cwfia6)4".

qû,t(x't : oilry + @o)-r xflry

(1.15)

Posons

L'égalité précédente (1.15) s'écrit

-1.-
:T,

Ir{AHw;ô(^) dz - In f^^t ffn;o a, : I,*G6)-' giçw;6(^) ds-

Faisons tendre € vers zéro.Avec m(aiztr); : 
ù frng$lag, 

il vient

In*"r'^'lffnXa'
12
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I,r, * s\)ezsd's,l,r*,#,zsd'z 
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soit
- 

I*r{! 
zv)ed,z - 

In*rrora5ffnfa, 
: 

l,ki + o1 )ezsd,s,
soit encore

- 
I, u^Wzsed'z 

- 
lne':a^,, 

- 
Inm(4ôz(r); #,'io' 

: 
l.r, * s\)pzxd's'

D'après (I.13), il vient

- 
lneo^' ro' : lnn@P<\@n$az,

c'est-à-dire

l, U : re1' 
a") ed'z1d'z2 : 

I. I : rn{n6J 
<\> ,fr ed' z1d'z2d'zs'

soit encore

l+,eo^'orr: 
nr1n6n(À) )# sur .,.

On pose

D,après (I.18),on on donc 

qo^L: m(ajatr);'

-*@'#):s\+s: sur(' '

où les coefficients homogénéisés sont donnes par

u?p : ̂ ?f;(')): ù f,to:rff + o-' xfiffilau.
On obtient finalement le svstème suivant

( a 1 6nor9',

I 
-,;,Vn#):si+g\ s'r(' '

I fff : O sur ôc..'.

Le système qui définit Wf6 s'éuit de manière plus simple sous la forme

-!wir?w^i@)y:o sur y
ÔY,-\-- 1t' 0Ai

"-^- 
TWf@

Ki:t:!--r": O sur f1(Y)
r L d V j

Wf@) - r. est y1, y2 périodique de moyenne nulle,



à I'aide des notations (I.17).

Nous définissons maintenant une nouvelle fonction XX@)Ar,y2 périodique, définie en fonc-
tion de Wf6 vat

(/.16) W6(o) : aa - x!r{").

Cette fonction vérifi.e le système

-f,rxï:W,:o
kygffirrt:o

sur Y

sur f-(Y)
(r.17)

Xf('l o, At,Uz périodique de moyenne nulle.

Il faut maintenant prouver Ia coercivité des q6;1u.

Pour cela, on démontre qu'on peut écrire ces coefficients sous forme symétrique, et Ia

coercivité s'en déduit alors aisément.
Les coefficients fru s'écrivent en fonction des 1f(o) "orrt 

la forme

qoJp : I"r.:,ZW + o4 xfrUflao
f  '  n"6(o) 

"-au\@)-- 
J ",*n 

- K:bT - a-' xlpffitau

: I",un-k:bff-k6#ffr0,
Autrement dit, on a

f:u: I"ru!:u-o';fflor.
Si on multiplie le système (I.17) p* x||(P), on obtient:

I k:!a(o': 'X@) uË'u' oo : o.
Jr--t' oai oan

On vérifie maintenant qu'on a bien

qo:p : 
l" ui, Wa@u ;-xï'u' 

) ao.

En effet,

L4



l,urWeWo'
:l"u:rWWoo-l"*;gWW*
:l"u'uW6B,'Y-o

:l,unW*
:fu:zffior*fultWoo
: 1" ":,ZWoo * l"'-' *LaYA"' oo
: *Qf{@))
: q6Ja.

15



I.2) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FIXE T ET ON FAIT
TENDILE 6 VERS ZERO.
PUIS, ON FAIT TENDRE a VERS ZEF.O DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

I.2.1.) LE PARAMETRE z EST FIXE , ET 6 TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le paramètre 6 vers zéro dans le problème homogénéisé
(r.4).

Nous démontrons le resultat suivant:

a) THEOR^EME I.2.1

Sous les hypothèses du Théorème I.I, on a :

Hî - H; f aiblement dans nê@) quand 6 tend uers zéro.

La f onction H; est ltunique soluti,on du système bidimensionnel :

(  a ,  * ,oHi\  * .  *
( / .18)  1-6  

\q ' 'Paq) :e+ts  s r t r&, '

I rr; : o sur ôa'''

Posons

Alors,les coef ficients u![ sont donnés par

1â: olâ - Ki{ffi

qlp: lrta:,u 
- qîu#)on,

_ a rncrl(xi@ 
- o' \

hy-,\Ygt ùf): 
o sur )

Xi(o) 
"t, 

Ut,Az périodique de moyenne nulle,

(r.20)

où les f onctions yi@) sont solutions d,u système bi.d,i.mensi,onnel

(/.1e)

(r.2r)

avec

3, '  :  (0,1) x (0, 1).

16



PREUVE DU THEOREME I.2.1

b) ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE SUR X|(d.

Introduisons I'espace fonctionnel

V(Y) : {u € H'(Y),a est g1,gr2 périodique de moyenne nulle.}

Les coeffic ients q6:b étant fonctions de x$('1, on donne d'abord des estimations a priori sur

xl(").
Multiplions le système (I.17) par Ia fonction xl{d .On obtient

[ *orax\@ 
r^'6(a) ' ,r9rl'o' ,",

Jr^-in oai Tor: ftkYyoo,
soit

], of,r#ff o, + l,o-' xlt#Woo * I, u' "gffff o,*
+ I,o- xfi#ff* : [.UWn, * l"o-' onaâll' oo
En posant

cette expression s'écrit

( a,hî@ oyfl{'t

)W: aa.,,
I a*ir"t - 5-r oxï(*t
(  a* 

-"  
ayt '

I norôrbî@ arhfl@ : I r<ar\'bi")
Jrnt r -Ç-Ç:  Jr t 'a i  ôa j

D'aprés la coercivité des X6rl, on a

lla,b;ï1", ll7,s1 s c.
oaj

En remplaç ant ,1rf,@) par sa valeur en fonctiott d" xfl('), on a

lrffiua.sl 3c,

l,,r-'#ttv,s1 <c,
(r.22)

L7



et donc I'existence d'une sous-suite 1f(') t"[" qn"

(r.23) llx6r{'tllv6 < c.

On a donc les convergences suivantes

(r.24)

x6r(') - x|@l

oxï@ - oxi@)
ôat ôat

^-rôxT@) - 17(o)"  ôaz 
'q

a{it'' - o
oAs

dans V(Y) taible,

dans L2(Y) faible,

dans L2(Y) faible,

dans L2(Y) fort.

La fonction y\@) ne dépend pas de 93.

18



C) PASSAGE A LA LIMITE DANS L'EXPRESSION DE f:U.

Montrons que 1{o? -- K,Îa dans ,L2(Y) fort.

Ona

f  ,  f  n -  ^ - ^  f  - -

l..lKfi - N$ql2au: l..,lKn"j' - Kfi'tlzd,a + l_ .lKfi' - x$ql2au
JY JY.  JY|

:0 * lKfj' - x$q l2mes(Yi)
sc6,

d'où la convergence annoncée.

Caracterisons la limite v,lù ae 6-'a\I:.")

Prenons la fonction test / : 6 I gdt avec A dans O(Y), p est g/1, y2 périodique .

Multiplions le système(I.l7) par cette fonction test, il vient

u l, *f,+# fit foo" vat)ao * I,.lt#çda*
* I".Y,#fir foo" vat)aa+ ô-1 I,.*#eda :
o I"*'AL*( Io'" edt)dy + f"xfivaa.

En utilisant(I.24) et en passant à la limite quand 6 tend vers zéro
Il vient

o * I,.î{Wçda + o * I"r"e;v}ù wda : 0 + l" xfg vau
On obtient:

rc"g;vr.t : Kl{ -.ï{sdans o,(y)

D'où

Kii,
K"ç{ ffiWdansr2(y)(r.25)

Or

vl't :

: I",oïb - .:bW - o-' rcgff1au
19



Quand ô tend vers zéro, on obtient

qo,,B - l"rxSâ 
- .irff - xf;uj"t1ao

D'après (I.25), il vient

qorp - l"rxiâ - "îrW W W#,*
Et donc 

r . r<G,t KG! Kfi Ki{, Axi(o) \qlB : 
[@:A 

- 
W) 

- 6Ti -'@ t 6* )du'

Compte tenu de la notation (I.19), ffi s'écrit encore

*n T 
l "* (a)

eob: Jne'"i 
- alfrffi)au

Caractérisons la limite xi@).

Multipliorn (I.17) pax une fonction I dans O(y).

En fait, <p est donc indépendante d" gt.

Il vient

l" u'r W ffi', : I, k',Ji #oo'
c'est-à-dire

1""Êt# #0, + l,a-' xflW #0, : I"xYffiau
En faisant tendre ô vers zêro, or:- trouve

["F:# ffir, * I"^fiul", #on : l"*S+ #oo
Remplaçons Vn(o) pax sa valeur.
On trouve

l,.F:ffi #oo * I,"fi (w ##ffia, -- l"os+ #oo,
d'où

l,rx1i - .gffi)##oo - l"rrcs+ - "ff ffi)ffioo : o,



soit

soit encore

soit enfin

ll vient donc

l"o\t##oo- l,os#da:0,

l, a',:# ffi" - l"q',t #6 pod's : o,

l"ottW#.,:o

l"f,qi:W#oo:o
Comme les fonctions 1i(') et g sont indépendantes de p3, on a

I  a"r\(xî@) 
- aà 

Por:0 pour rout rp ev(y),
l n ' o rÂ - -A* - v -uYvu r

où
V(y): {u e H'(y),u est y1,g2 périodique de moyenne nulle }.

On obtient le système verifié p* xâ(') suivant:

(126) t *rq1lffi) :osur/'
I x;{'l est g1,3r2 périodique de moyenne nulle.
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d) ESTIMATION A PRIORI ET RESULTAT DE CONVERGENCE SUR Hf-
CARACTERISATION DE H;.

Multiplions maintenant par H$ Ie système (I.4).
Il vient

f o,ôHrAHa. f ,*
J.n',Ju# a3d'": J,@\ + o)Hfdz.

D'après la coercivité des e6l6,on a

(1.27) l lHf l ls;r, l  1ca,

où Ia constante C6 dépend de 6.

Pour cela,nous allons montrer que les coefficients qj[ sont uniformément coercifs.

Ona

d:uao:t
Posons 

uIâB: qn - q:p'

Alors,on a 
ulp 

îoo.

On peut écrire
n?u :nlu + M\B

:I**Tn:ba M|o,
donc

- 1 ' l
fJBr'*u :|ufr*,*e + ,ufirono * MiprorB

>l"lrl' + (f;clrlz + MlBror p),

l'inégalité étant justifiee par la coercivité d* qih que nous prouvonsi dans les pages qui

suivent.

Puisque Mfutend,vers zéro, on peut choisir 6 suffisarnment petit pour que le terme 
f;"1*1'+

Mlpronp reste positif.

En conséquence' on a 
ufinorp 2 

"rrr',
où c est une constante indépendante de 6.
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I,*Hffa, : l.r, * e\)ed'2,
d'où le système limite suivant

(  a , -^aH: \  +
| -  * (%'t 

" :) :9i  
+ gr* sur c 'r

1 Ozo ' "- OZg

[4 :o  surôc ' ' r

Montrons maintenant Ia coercivité des Cl[. Pont cela, on montre donc que les coefficients

Caractérisons maintenant .F/â.

On multiplie le système (I. ) par I e H[(u).

On obtient

On obtient donc

de sorte que

(r.28)

Faisons tendre 6 vers zero.
Il vient

ffi sont coercifs:

Ona

Ecrivons

@fu*:(

Pour tout € e lR', on peut écrire

ll/lillnàot 3 c,

Hi - rIfi dans nâ@).

l.nrt# 9^0, : I,r, + g\)çd,2.

ryi

o"! Kff Kiâ K"9{ - Kir, Kiieffi:Kiâ-W-ffi

Kfi K"ç{ - K,9{ K"gl
K- r t
"33

Kfi K"ç{ - K,ç{ Kfi
K;3

xf{ x"ç{ - x"9{ xil
Ki,J

flpe.,ea :&(rrcîl x"sl - Ki{ K"e{)e? + 6î,1K"ç{ - x,eg xf;1q}+

+ 6?{ 4ç{ - Kf{ K"ç,n€r€z + 6fi K"ç'! - K,9{ K"g{)€'€r).

Kff K"ç{ - Kf{ K"ç,1

(r.2s)



Notons *fl' to mineurs ae (Kfi\ri.

L'égalité (I.29) s'écrit

effie'eo : h @îl *, + *?i eZ + @îl + *?ne,e,) .
^ 3 9 '  '

Ona

6fi,),j,:ffiGryi Hr#i
De plus, Ie fait que la matrice çX$\oi soit définie positive implique que la matrice

1x$')ni-1 l'"rt aussi.

Il existe donc une constante C telle que, poru tout 4 € R3, on ait

*?i rÊ + *"9{,Ê + *"9{ rÊ + @î{ + *?ilq'nt - @îl + *ll)rr'rr, - @?} + *f{)nrn"
> C(rÊ + nZ + rrï.

Choisissons q : (€2,-€r, 0).

On obtient

*?{ €3 + *11 e? + @îl + *Îh€,tz 2 c(€? + eZ),
c'est-à-dire

efl€.€p>cG?+€3).

Montrons maintenant la coercivité des q;3.

Multiplions le système (I.26) par la fonction 1ip.

On obtient

I a"ra(xî(1) 
- aà u\^î'u' oo : o.

Jn"t' oat oat

Pour prouver la coercivité de" qâB, nous allons montrer que ces coefficients peuvent être
écrits sous forme symétrique.



On écrit donc

I e"ro(a'- xi@) a@u 
: xï@)) aa

Jy 
t'' Tae 0y, 

*a

:l,aî;W**oo-l,oæW#.,
: I aç1ô(a'- xî@))

,nuiëTao
: lnraîi$-aî;ffta,

f  ^  ^  R- l (o): Jnoli-aiâffitau
: eTp,

d'où I'écriture symétrique des ffi sous la forme

qlp : f"af; ffia@u *xî@) 
) ao.

La coercivité des e![ s'en déduit aisément.
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I.2.2.) LE PARAMETRE 4 TEND VERS ZERO DANS LE
PROBLEME LIMTTE (I.18).

Posons

(/.30) KG't - rlKs.

Faisons tendre ? vers zéro dans le problème (I.18).

On prouve le résultat suivant:

a) THEOREME I.2.2

Sans les hypothèses du Théorème I.I,on' montre que Ia f onction H* : qHi
est indépendante de q, et uérif ie Ie sgstème bi,dirnensi'onnel :

(  a |  *  0H",  *  .  *
(1.31)  1-M(t 'BAaP):e+te 

st t r@'

( F/. : 0 sur ôc..',

où les coef f i,cùents qâa sont donnés par :

f  A^ , * (a )
(r.r2) eâB: Jr@10 

- Qloff)au,

et sont i.ndépendants de rl..
Les f onctions y*@) sont aussi indépendantes de q et uéri,fi'ent
Ie sy stème bi,dimensionnel suiuant :

(/33) t *ra",ff):osur]/'
I x.(') est Ur,yz périodique de moyenne nulle.
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b) PREUVE DU THEOREME r.2.2

Ecrivons

c'est-à-dire

Estimation a priori sur les fonctions X;@).

Multiplions Ie système (I.21) par la fonction X;@.
Il vient

Qffi:nKïo W
:rt(KIB -.:#, )
:rte*p.

l,ofri##.,: lnai+ff^,,

f,rai",ffi W * : lnra',',ff a,
La fonction y|@) est donc indépendante de 4.
D'après Ia coercivité des Qfir, on u

,,axî@) 5"*(a)
dlffil l '" ' rù < c ll ffi l l " tv)'

d'où

l loxî@l t t " ' - "  < e
AW l l r ' (Y)  -  v '

II vient donc

lxi{"t llvrvr S c,
où la constante C est indépendante de 4.

D'après (I.20) et(I.30), on a

,6n f 
o- *(o)

#p: Jnro"J 
- oîiffitau

: [-,{ralo - natroffilau
t '  

,  5" ,* (a):n Jnlolo 
- aïoffi)au

:qeâr,



Ies coefficients q[u étant des coefficients indépendants de 4.
D'après (I.18), on a

a  ,  * n ïHà \  *- 
aa"(qib a;) 

: s\ + s\'

soit
a / x aH;,- 

aa"lnuLoS*) 
: si + s!,

A / * ô(rlni)-ù,(q:pË) : gi+ g.-.

H* : qHô.

Hi : rl-t H* '

soit encore

Posons

Alors, on a

et la fonction 1{" est solution du système suivant, indépendant de 4 :

(  a /*aH"
I 

- 
6,Gi"oft) 

: s\ * s\ sur a,,
( f/* :0 sur âa.'.
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I.3) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FrXE 6 ET ON FAIT
TENDRE ? VERS ZERO.
PUIS, ON EAIT TENDRE 6 VERS ZERO DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

I.3.1.) LE PARAMETRE 6 EST FIXE , ET ry TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le paramètre 4 vers zéro dans le problème homogénéisé
(r.4).

Nous démontrons le résultat suivant:

a) THEOREME I.3.1

Sous les hypothèses du Théorème I.I, on a :

Hi - n! f ai,blement dans nt@) quand r7 tend aers zéro.

La f oncti,on H! est ltunique solut'ion du système bidimensionnel :

(/.34) { -*r,nffit:si+s:
Inf:o

sur ur

sur 0u.

Les coef f i,cients ffi sorù donnés par :

(r.3b) qoJp: lrrru:u 
- ofu#loo,

oît" Ia f onctian y!o@) 
""t 

soluti,on d,u système suiuant tri,dimensionnel :
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(/.36)

-L*@f,W):o

-*@r,W):o
urWni:o

or,Wrli:o

[[x3(')]l : o

"3(') 
est y1,g2 périod,ique

sur V!

sur Yç

sur f+(Y)

sur 16 du coté d,e

sur 16

de mayenne nulle;
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PREUVE DU THEOREME I.3.1

b) ESTTMATTONS A pRrORr SUn rf,t') ET CARACTERTSATTON
DE LA LIMITE DE 1flt') ( POUR r --'o).

d'où

Estimations a priori sur Xf(o).

Multiplions le système (I.fZ) par la fonction X|j(d.

Il vient

I kgra*ï',"',o- 
6(c) ' ,,tax:,,@) à",

Jr--,, an, Ton: fikïlffoo
Avec

kn"r' :'lkfi'

o n a

f .-o '  . - -  n- '6(o) n- 6(a) n 
;  /  rrrât  .  zrzrsr\  Axtr@) ,

J"uf,(qxvâ + x(vi))TToo: J,kio?txvSl + x(vi))To*

Les coefficients Ê,sr étant coercifs, on a

n.,6(o) 
,  uôxT@) , ,  

,  a^.6(o) 
rr  r  uôx!r@),,  \nllffllzy,1vf) + ll=ft, llL,<vêt s c(nllTll"zsfi) + ll aïllr,1"gy)

â"ô(o)

<cllff l l""<'1'

Or le pa,ramètre 4 est strictement inférieur à 1, donc

^rffif2a,sr) * rnff ilzy" lvsts ctl Wll 7z s1,

^tW 12r,, (v,t < cll 
Wll az s1 t

Uffn"zs1 1c't-' '
soit
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et

On en déduit donc

^rffil2"'1v[) l crt-',

lffilz""1v!\ < c't-''
Finalement, on a

(r.37)

Développement formel sur Xi(o)

Multiplions le système (I.17) par g e V(Y).
On obtient

I"uf,(qxvà+ x(vi)) #*or: I"kIn(qxV)) + x(vi)) 4*or,

c'est-à-dire

(/ 38) l"rrof,ffHo, * 1,,kf,W#0, :, f,, ki,@*., * |,,o|,Hor.
Cette égalité est de Ia forme

(1.39) ,to"(xor(") ,p) + ot(x!r@),ç) : qLc(p) + Ls(ç),

en identifiant deux à deux les premiers termes (top. les seconds termes) des membres de
gauche (resp. des membres de droite) dæ deux égalités (I.38), et (I.39).

On va maintenant procéder à un developpement asymptotique formel.

A l'aide des estimations a priori précédentes, on cherche donc x$(o) to* la forme

x!r{'l - n-'x!l * rf v[(a) * r7Lv6r(o) + -.... * qt v9@ .

On reporte cette expression de 1$(') dans l'égalité (I.39).
II vient

!rffifivzsr) 
1c,t-.,

lu#rr,1v!t < c,t-È-

[  " t Îo: i ' ,9):  
o Pour tout g ev(Y),

I x1(i) e v(Y).
(/.40)



' t(xï@ ,ç) * 
""Q!? ,e) : Ls(d pour tout e e v(Y),

(r.4t) { " '\  /  
lx8t")ev(Y).

(  otk!r@).,p) + ot(x\@),p): Lc(p) pour tout g ev(Y),,(r.42) I ;t 
"i(') 

e v(Y),

(1.4J\ [ "t&]' ' ' ,ç) + 
""Qoi9l,ç) 

:0 pour tout 9 e V(Y),,
\ -  - - l  

I  x { t * l  ev , ) '

et poui tottt j 2 2,

Introduisons I'espace fonctionnel

Vs --  
{ tp eV(Y),Yp: O sur Yj} .

On choisit ç: Xoli) comme fonction test dans le système (I.40).

on obtient 
vx1(î) : o sur Yj,

d'où

x!? e v'-

Choisissons une fonction test g de Vs dans le système (I.42).

Le premier terme du membre de gauche est nul.
De plus,

Ls (d :0  Pour  tou t  g  €Vs ,

donc
o"(xoji),9) : o Pour tout I € vs-

La fonctio" x1(ï) est donc solution de
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( "t{x!i) 
,,e) :0 pour tout tp e v(Y) Q.44.L)

(1.44) 
1""t  

0:î) ,p):0 pour tott  s e vs (1.44-2)

I xlti) € vs.

En prenant comme fonction test rp: X1(î) dans l'équation (I.44.2), on obtient

vx1(i) :osurY3.

En conséquence,

x!? : cte sr Y'

En effet, la fonction x1(i) u,pputtient à H'(Y).
Comme de plus, elle est de moyenne nulle, on a

x19) : s'

Le développement asympotique commence donc en fait au terme ,o*6(a).

Choisissons maintenant une fonction test g € Vs dans le système (I.41).
Le premier terme du membre de gauche est nul et il reste

or(x ï@),ç) :  Lc(P)  Po* tout  g  €vs.

La fonction 1f(') est donc solution de

(  " tQT'" ' ,9):  
Ls(d Pour tout I  ev(Y)

(1.46) I o"QT@,e) : Lc(p) pour tout e €Vs
|  - .

I x3('' e v(Y).

Par un raisonnement analogue, on vérifie que la fonction 1l(") est solution de

[ "tQ|'"' 
', e) : Lc(d - o.(xï@, 9) po* tout <p e v (Y)

(1.47) 
I ""(r|t '\,p) 

:0 pou tout s € Vg

|. 
"1(") 

ev(Y),
et pour tout j ) 2, on a

[ "t|:r'" ,p) : -"t|!i9], p) pour tout s e V(Y)

(1.48) 
1""Qj'"),e):0 

pour tout s € Vg

I xjt'r e v(Y).



On désire maintenant donner une formulation forte du problème (I.46).

La formulation variationnelle de ce problème est de la forme

I,rurff Ho, : I",ki,Hoopour tout e e v(Y)(/.4e.1),

,3@ e v(Y).

et donc

D'après la formule de Green, l'équation (I.49.1) s'écrit

1", *ruf'W)pda + 1,, uf,Wn;ed's : o

En prenant une fonction g dans D(YÊ) comme fonction test dans cette égaJité, on obtient

-*,@f,W) :osurYi,

l,,u|Wnisd's: 
o pour tout tp ev(Y),

d'où

(/.50) f<irafuSl^l-- a; n.i,:1sur 16 du coré de yj.
J. iJa j

Regardons à nouveau la formulation variationnelle du problème (I.a6).

D'après la formule de Green, l'équation (I.49.2) s'écrit

L, *rur,W) çda + 1,, uf,Wnisd s*
r kf,airxï'T) 

- oà nied's : o'+ 
Jr*s1--r, ôai

En choisissant g dans 2(Yj) dans cette équation, on obtient

(I'As) 
1 |"rkf,W$or: I"rkÊ,#orpo'r tout e e vs (1.4s.2),

-*wr,W):osurYi'



En choisissant d'autre part g dans Vs telle que p: 0 sur .f6, on obtient

gp,ô(xio'i' - aà nr: osur t+(r).'x }ai

En conséquence, on a

I Nf,a(r|'i' 
- r.) nied,s: o pour rour s €vs.

J r t - - t '  ôai

Puisque g est dans 7g, oî a g: cte sur Yj, et donc I: cte sur .[6, de sorte que

" l , ,uf,Wnid's:o 
du côté deYfl.

6(o)

(1.51)

Pour c non nulle, on a la condition de compatibilité suivante:

(r.52)

On obtient donc le système vérifié p* x3(') suivant:

l,,unWn,;d,s:o du côré deYf.

-*@r,W) :o
-*@r,W):o
or,Wnt:o

"r,W,,t:o
[[x3(')]l : o

"3(') 
est auaz périodique

sur Y!

sur Yç

sur f+(Y)

sur J6 d,u côté d,e YÊ

sur 16

de moyenne nulle.

c) JUSTIFICATION DU DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE -

ESTIMATION D'ERREUR.

Nous allons montrer que

(1.53) llxô(') - (x3(') + qxl@ + n'x!r@) + ....... + ntxl@))lln,rvt < cnt+'
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Posons
o6r{'l - x3(') + qxl@ + q2yl@) + ....... * qt y|@ + qi*'xoi\ïl .

Avec v dans V(Y), il vient

r7aç(y6(o) - O6r("1,Q + as(y6(o) - p6(o) ,u)

qLc(u) + Ls(u) - (rt@) + qL6(a) -r rtt+'rtocfr]fl,rl).

En prenant a : x6(o) - por(') , on obtient

,tllxo(') - O6r{'l llv (y)2 < (rtoc * as)(yl(a) - ra1o1, xo(o) - o6r{*11
< Cqt+'llX6(o) - por(')llr<1,

donc

llxo(') - oôrl'l llvrrr < cqt+'

Or, on a

l lxo(') _ (xt@ + qx:r@) * rf y:z@) + ....... + ,f xoi@)llsr1vl,

S llx'(') - o6r{'t ll,o'rrl *qi+tllxj!?llsrlr)r
< Cnt+''

D'otr Ia justification du développement asymptotique.

d) ESTTMATTONS A PRIORT SUR 14 -CARACTERTSATTON DE H9.

Ona

. f au6-(o)
db:o:  l (k.p-RæT)aa

Jv oUt

f  '  i - .s  / r r  \  ,  >s /  f  / r /  \  .  î .s  , t r r rÔXlr (o)  ,: 
JrOSlpxVc) + klpx(Ys))da - 

Jrfroyux(Yc) + kfBx(sDffau,

donc Ie passage à la limite en 4 donne

n?u - *u,
avec

qYp: I"rru:u 
- r<tu41au.

Multiplions le système (I.a) pax Hi.
Ona
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[ ,ora'î So" : I ui + o!)Hfdz.
Jr'oo a,B-o"o Ja

D'après la coercivité des coefficient" q6lu, on u

aH6

"r1æ ]1.,"" (,) < cllH$ll n, p1,

soit

u uurylla'@, 
< cq'

d'où
llgîllat<ù S c"t.

En reprenant un raisonnement deja utilisé dans les pages qui précèdent(Il.2.1), on démontre

que les coefficient" qy.sont coercifs, ce qui nous assure la coercivité uniforme des flp.
En conséquence, on a

llii,illnà<,t < 
",

où la constante c est indépendante de 4.
Par suite, on a

Hl - //f dans rrà(") faible.

On multiplie Ie système (I.a) par g dans 2(c,,').

On obtient
f  6n0H lâa  f

J,n";'u uâ;hdz 
: 

J,@i + g\)çdz'

En faisant tendre ? vers zéro, onobtient

['n# ffu" : I,r, 
.t g\)<pd,z,

d'où le système limite suivant, vérifié par f{ :

t -*onffil:gi*s* surr^r
I tf : o sur ôc'r

38



I .3.2.)LE PARAMETRE 6 TEND VERS ZERO DANS LE PROBLEME (I.34).

Nous démontrons le résultat suivant:

a) THEOR-EME I.3.2

Quand 6 tend uers zéro, on a:

o-tqh'QLp,

I 
uh: aiz: Qit

I nt, : #(og"
aaec q$2 > 0.

s
23
tr
31

K
K

Kî,

Æ

Kît

æ;

s
2L
F
1 1

K
K

-0

- Kl,

I",u

,,, Kî"Kî, - rfrzrf, t-nszffi),

PREUVE DU THEOREME I.3.2

b) ESTrr\,{ATroNS A PRIOzu SUR al(').

Multiplions Ia première équation du système (I.36) put X3(')

On obtient

Posons

L'égalité précédente s'écrit
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I,;nffff*:|,,.xff
D'après la coercivité des coefficients Kfi, on a

^rW 127" 1v !1 < c(mesY!)+ ilWil r' tY E ),

d'où

Pa,r conséquent, on a

(r.54)

uffu",sa11c6È '

lffifirzs!) < c6+,

l lo-'u i lr,rv1) 3 c6È

b) PASSAGE A LA IIMITE DANS LES COEFFICIENTS qJi,.

Les coefficients qj| sont donnes par

qoJB: |",{u:u 
- xtufflau

Par suite, on a

|q:u|sc*es(Y.j)+c||w||7"g,1me"(yf)à*C|w||a,g,7*e"(yj)â

6-'qi,6p - qip.

On dilate maintenant le domaine Yj qui dépend de 6 en un domaine Ys qui n'en dépend

pas.Yo est un cylindre de hauteur 1, et de diamètre 
l.

Le changement de variables utilisé est donné par

<c6,

d'où, quand 6 tend vers zéro

et

: l"erlp 
- 
"irff 

- a-' xguffilav

ffi- '0,



( ",, - u|
J" ' ,-  6'

\'i=';'
Le changement de fonctions correspondant est donné par :

xïlî) ra'', aL, vL) : x3@) (a r, u2, a B).
D'après les estimations a priori (I.54), on a

L, (WY .,'H: )' + (6-' #rtds 1 c6,

soit

|,"(ro-'ffir . (W), + {o-1ffi)')oa,y' 1 c6,
d'où les convergences suivantes:

,-,riii, - hto,

W-h\,o,
'-"{ii - h3'o

Rappelons que

6-' qâop :a-' KEp(mesY!)- 6-r l"rf"fuff * oîu# + ,-t xfuffilor.

(/.55)

mes(Y!) :
6n
6+'

donc

a-'qâop: #*:u- ô-1 |""{xlua-'W * *tuffi + -Lxfuffi)oor'.

Quand 6 tend vers zéro, on obtient

(/.b6) 6-'qLop - 
âo:u 

- 
I^@lBhorô 

+ xfurrl'6 + xfun!'6)da' : qLp.
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Pour des raisons de périodicité de la fonction Xf(o), on u

(1.57) 
fr"n|'o 

aa' : o.

Il suffi.t de caractériser les intégrales , 
lr"Oln 

Or' u, 
lr"h|'o 

d,a' .

Multiplions la première équation du système (I.36) pax une fonction test <p dans I/(Y),

très régulière et qui ne dépend que de 91.
Il vient

|,,ufr#Ho': l,rk,'H'
c'est-à-dire

|,;of,W#. ot,W #. u-' *g,'Éf' ffito, : |",xE #ao,
donc

1," (o i,o-' W t#t @-' a',) * o î,W tfil Q-' a',) +

+ o-rrf, Wr#lro-'yi) 6da' - 
I""ol,(ffi)aor' .

Quand 6 tend vers zéro,on obtient

1".(*r,n?'(#) (0) + Ki,h|'' f#Xo) + rf,ng" (#)(o))av : l""K:,(#,)Q)da,
soit

t#t@ 1""(Kf,h1'' + xf,r,o"'' + x{,r,|'1da: fffila) I""Kl'aa.

Si de plns on choisit une fonction test g telle o"" (#)(0) + 0,

on obtient, d'après(I.57):

(/.bs) lr"fx{rnl'' + rf,n!'o)da : oir#,.

Multiplions la première équation du système (I.36) pax une fonction test g dans V(Y),

très régulière et qui ne dépend que de At et As.
Il vient

t *i,uryjl"' *or: I klY,
rY| 7ai }ao-' Jvg'^"',ôyi '



sort

1", (ol,# # . os,# #.d-'Kf, W #.
+ o-, xf,W #". "g,##. u-, *f,u#' #,)0, -

: lrrtoi'# + d-L rcf'ffilo''
Par suite,

1," (* f,o -' 
W <ffit @ -' a',, aL) + " ;,W r#l Q -' a;, aL) +

+ 6 - I r<f, W f#l @-' a;, aL) + 6 -' K 1,6-' W f#t @-' a',, uL) +

+ o- L x f,W t#"1 @-' a',, aL) + u -' o :,u#,! O-' Hl $-' y;, a)) 6 da' -

: f""(o'.,f#l@-'a'r,aL) + ,.-'xE fful(6-'a',.,uL))oav' '

En multipliant par 6 les deux membres de l'égalité précédente et en passant à la limite en

6 , on obtient

Ir"(of,ni* (H)(0, sâ) + xfrnl'' t#rxo, vâ) + rfra!'' tffit@,uL))da :

: I""o:"tH)(o'aL)da'
d'où

| 
""rx 

frnor'' + N f"hl'o + rc {rû1 #(0,, a s) da : 
l r" 

* i, Hro, a s) da .

lr"{xl"n\o
(I.57) on a:

|""{xfrnl'' 
+ xfrno"'o)da: *Irh.

On obtient donc d'après (I.58) et(I.59) le système suivant:
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En choisissant cette fois une fonction test g(g1, As) : ,"-Wdans l'égalité précédente,

on obtient

+ xfrnl'' + r$a!'' )da : *i"â

donc, d'après

(r.5e)



Ior 1""
l*/.

En résolvant ce système, on obtient

f ,o.o , rr rrirrrtr - rt.trrift
J ,o, r r ' "y :64m

et
f , o.o , it /{r"r/€r - /(ttr/#t

J" 'ns'  
aa:u6'

En remplacant ces deux intégrales par leurs valeurs dans I'expression (I-56) de gf,r, on a

qis: â(/dfr(n:u-rft'ffi., rfr/{rt, - r<rtrrrinÏ rft-xffri.* -r.,tffi
i,/{i; -.Ki3-K3"1gF-^rpm

l l r \ 3 9  
-  r L 1 3 4 \ 3 1

hl'o du+ rrrt, Ir"o3o 
oo : rc|rfr,

h\''ay+ rrrt, Ir"o3'"0, 
: olrh,-

donc

Montrons maintenant que qiz > 0' On a

Qir  :0 ,

8 Iz :0 ,
QTr :0 ,

r , - ,s KfrKf, - xfrxf, ,.r rrfrrirsr - r{frrrft 1qîz : â (t,', - /{i;ffi - I{ï"-iiffi )

qTz:
64
r 1I{rFrKfrrf, - I{f,
; + t -

frrrfrr<fr-r<frri,srr<fr-Kfrrrrl,rrrlr+ntlldrrÂ-r<rsrr<ftrrrsr+r€rifg/irsr1
I/{fr/irt, - I{rtr/irt;

ou encore
* 7r det(K;si)

822: O+6

D'après la coercivité des coefficients /i;J, on a bien

q;, > o.

Commentaire:
En faisant tendre les paramètres 6, puis 4 vers zéro dans le problème homogénéisé, on
obtient donc un problème limite final bidimensionnel, avec une matrice elliptique.
Si au contraire, on fait tendre les paramètres 4, puis 6 vers zéro, le problème limite est
difiérent, la matrice limite ne contenant alors qu'un seul terme non nul giz., q:ui est positif.
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CHAPITRE II

MODETE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.

LA HAUTEUR DES GATERIES EST TRES

PETITE PAR R,APPORT A LA PROFONDEUR

DES PUITS.



eôI

/
* l

1/2

II) MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.
(LA HAUTEUR, DES GALERIES EST DE L,OR^DRE DE C6.)

PRESENTATION DU PROBLEME.

Nous étudions ici la structure représentée sur la figure (4) cidessous.
.x^
I J
I

I  ^ c ,ieDtz

FIGURE 4: MODELE PHYSIQUE COMPORTANT GALERIES ET PUITS'
(GALERIES BEAUCOUP PLUS PETITES QUE LA PROFONDEUR

DES PUITS).

o,L2, -l l2)

: :

i-"r!
a t

eô/4
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Nous étudions ici la structure représentée sur la figure(4).
Cette structure est constituée de deux parties parallèlépipèdiques de même section droite,
posées I'une sur I'autre, I'interface entre les deux étant noté E.

La première partie, notée f,)'6*, est constituée de galeries cylindriques contenant un
matériau de remplissage perméable, et immergées dans un massif parallèlépipèdique. La

hauteur de ces galeries est de taille {.
2 '

La seconde partie, notée O-, comporte des puits cylindriques d'axes perpendiculaires à

ceux de la première partie. Là encore, les puits sont irnmerg,és dans le massif. La hauteur

de (-)- est de taille l.' 2 '

La réunion des interfaces matériau de remplissage-massif et puit-massif appartenant aux

deux pa,rties est notée -I'6.

Notons
f,)'6 : 9eô+ g ft- u.f'6 u t.

On notera f56 la réunion des quatres faces latérales de f,)'6, f - la face infèrieure de f)-, et

;e6* 16 face supérieure de ge6*.

Les trois paramètres caractèristiques du problème sont e,6,4.

Sur cette structure, on considère le problème tridimensionnel suivant:

-*@ff#):o dansf,) '6

o{;æ"3: e,+ sur f ' 6 *u f -

sur ffi6.

( / / .1)

fr'ro : o

Ce système s'écrit aussi sous la forme

(rr.2)

-*@rffi) :o
-*@:rW) :o
*gW"3:sl

ffKiiffin:o
lFioll : o
$?f -_ 0

dans Qt6+

dans O-

sur f ' 6 *u f -

sur X

sur E

sur ffi6.
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rr.1-) LES PARAMETRES q ET 6 SONT FIXES - HOMOGENEISATION

(e--+ o) .

a) DILATATION DU DOMAINE.

La hauteur de f)'6* dépendant de e, ce qui pose problème au moment du passage à la limite

en e, nous étudions un problème équivalent, déduit du précèdent par un changement de

variables, le nouveau problème étant un problème défini sur un domaine de hauteur fixe.

Nous utilisons le changement de variables suivant:

S i  ( r1  , rz) ra)  €  O'6* ,  on Pose

Si  ( r1  , r2) r1)  €  f ) - ,  on Pose

On introduit aussi le changement de fonctions:

( " : "

1r: i,"
t  

23 :  
66 '

{t:=î:

I  n;otrr ,zz, ,zz):5 ' . f  ( r r , , r2. , r l ) :  Hl6(r t , r r ,9,6) s i  (æ1, r2 ' , rB) a ge6+

\ gi (rr, 22, zs) : g'+(rt, nz, rt) si (r1, 12, z3) e fl- '
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Le nouveau problème s'écrit alors



(1/.3)

- (,ù-' *,@!!W) - (,ô)-' fiwnffit-
- (,6)-' **nffit - ftw!*ffi, : o sr,, cr+1rr.s.r;,

-fiWii#r:o surf,)- (11.3.2)

(e6)-L x!!H", * 
"g7ffins: e'+ sur r+,

*r;V"s:s'-

@fi-2 x!!#", + (eo)-'\NfrHn",n* :

[[n;o]l : o
Hio:o

sur l-,

-.r,ôHâo tKljlins/e- sur X,
ozj

sur E

sur fs.
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FtcURE 5: M9DELE MATHÉrunrtOUE (DILATÉ) CORRESPONDANT A l-A

STRUCTURE DE LA FIGURE 4.
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FIGURE 6: CELLULE DE BASE CORRESPONDANT
A LA STRUCTURE DE LA FIGURE 5.
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Les ensembles f), O+, fo et l+ sont définis comme les ensembles O'6, 0t6+, f36 et l'6+ ,
la hauteur de O étant cette fois de longueur 1.

La structure dilatée est reprtâsentée sur la figure (5).

La période de base utilisée dans l'étape d'homogénéisation est représentée sur la figure(6).

On obtient le résultat suivant:

b) THEOR^EME II.1

on suwose que i

(rr.4) {G,6)-'n7 
- ei

( 9 - -9 -

Alors, quand e tend uers zéro, on a:

dans L'(E)

dans .L'(f-).

H;o - Hî f aiblement dans Y(CI).

La foncti*, Hâ esti'ndépendante d,e zs sur f,)*, et sati,sfaitle système

homogénéisé tri,dimensionnel suiuant :

(1/.5)

- L (o:ora!i):o
Ô z n v t J  0 ' i '

-r,ïHf *asi ' rns:9-

t a r -+an7Hf-;ù, \ùË"Ë) :g i

Hi -o

sur CI-

SUT I

sur E

sur fo,

-or0Hi-qs j  
6

ù les coef f i,cients homogénéisés sont donnés par :

(//.6)

et

ùâ' : ;I [.@:bW + o-' xgUflao,
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(r r.7)

(/1.18)

Les f onctlons W$Q) sont solutions d,u sgstème tri,dirnensionnel suiaant:

@fiW)do

@ii-xnffta,

-*@ïW) :o

.irw??3:0

-ryfrçsrffi)-r*6YuY#">
-6-1 **nffit-ftrxilfft:o

u,druYl," ,,* x'Âffns : o

!n;i,--à1,
f +':1"-, 1,

{ *

I uzfter

sur Y-

sur f-(Y)

sur Y+

sur l+(Y)

o-, x*aYÂlù ns + 6-t K*W,r/ n* : .'ÂWnel a- sur Ev

11Wt{r)11 :9 sur Ev

W6(t) - gr, est Ut,Uz périodique de moyenne nulle.

et Ia f onctionWf@) , ind.épend.ante d.e!s,, est solution du systèmebidi'mensionnel su'iuant :

(//.e) @ne#- xil) : o sur Y-

est Ar,Az périodique de moyenne nulle'

Remarque

La condition donnée sur la surface E dans (II.5) est d'un type particulier. De telles con-

ditions sont abordées par Sa.nchez-Palencia dans son ouvrage "Non-Homogeneous Media

and Vibration Theoryi, en particulier dans le chapitre 13 (par. 4: Heat transfer through

a na,rrow plate with high conductivity).
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c) ESTTMATIONS A PRIORI.

Multiplions le système (II.3) par

On obtient

PREUVE DU THEOREME II.1

Ia fonction f{6.

ôzz

(,ô)-' I,."gr##0* (eô)-1 |,.":rHHo"*
+ (e6)-1 ["*Hff," * ln*.nffHo"*
* I,_"ffW#a, 

: I,*G6)-'\ s\Hfi6 d,s + l,_ s'-n;6 a,.

Pour (21, zz,zs) € f)*, posons

w__aHao
0zo

:(eô)-1 W

L'égalité (II.10) s'écrit alors

1,."f; Wffi o" * [_"#WWu" : f,*G6)-'\ sirfi. d,s + l,_ o'-n;o a,

D'après la coercivité des coefficient" Kfl, et si l'on suppose que

[ {tù-t si - si dans .12(x)

I o1 - o1 dans ,L2(f-),

r$llz', 1e* I tt + lffill?,rn- r < cllai, ll vror,

ôzo

arbio

( / / .10)

c'est-à-dire
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t
1 ,2

\fff",(o+; * ll ('6)-' Wll?'1n*y Ufftl"""rn- r S c lllf;' llv u't.

1 :=  (e6 ) -2 ,

11v Hfi6ll2z,s 3 cllHfiollt,lny,

+f
i

Or

donc

de sorte que

( / / .11)

En conséquence, on

(I I.r2)

Posons

( / / .13)

lli1lâ6llv<at < c.

Frr#ttv,p+1 
<c

l l ( ,6)- '  Wll1,1o+y

f iWll l '1e+y S

<C

C.t
i

( , :or* : KlnW-
)  "  

- - 'o  
ôzo'f 

,:or- : olloHâo
[ 

=' '-xJ 
0r,

+ (eô)- lr  f{Wsur f)+,

sur f,)-.

D'après les estimations (II.12), on a

(rr.r4) Illeio'* lL,,ro+r < c

I l lçon-ll;,1e-v < c.
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d) PASSAGE A LA LIMITE FAIBLE - METHODE DE L'ENERGIE.

D'après les estimations (II.12) et (II.la), on a

H;O ^ HÎ

ôHAo ^ry
ôzo ôzo

aH:6
* - - -0ozs
f?6tt+ - ç611+
\Z :z

Êe6n- . ç6n-si \i

dans V(fl) faible

dans.L2(O) faible

dans -[2(Ct+) fort

dans.Lz(CI+) faiute

dans.L2(f,1-) faibte .

Sur f)+, la fonction H$ ne dépend pas de z3 .

Caractérisons les fonctions €f- et €16+

Multiplions le système (II.3) par une fonction test v dans I/(O).

Il vient

c'est-à-dire

(,6)-' 1,.4g#ft0"+ (e6)-1 I,."nH#3*
+(e6)-1 ["grffi#a,*
1,.*:r,# ffu, * I,_*i; V #0, :
: I G6)-Ls\uor* [ s,-ud,s,

J I ' +  J l -

Ir*rr:'. #0, * fn*(eô)-lço'r 
* 
#0, lr_r',"- ftu"

: I Gù-rsiuar+ [ s'-ud,s.
J f +  J f -

Choisissons d'abord la fonction test v dans D(Cl-) d-o l'égalité (II.15).

Il vient 
t tî6't- ?a, : o-

Jn- - ozt

En faisant tendre € vers zéro. on obtient

(//.15)

l.-r':- ffa' : o,
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d'où

(1r.16) -uf:- : o sur 0-.

Choisissons maintenant la fonction test tr : (ed) 
fo"" 

,t"r,z2,t)d,t dans l'égalité (II.15),

avec g dans 2(ft+).

On obtient

ln.ef'* {'ùU: ff{',, zz,t)dt)dz * In.€36+ 
p("',22, zs)d'z*

* 
l* €io'- (rq*( 

Ir'" e(zr, zz,t)dt)dz

: 
Ir*t'.U: e(zt, zz,t)dt)o' * Ir-G6)g'-( 1""' e(zt, zz,t)dt)ds'

Quand e tend vers zéro, on obtient

f  , - ,

Jn*€|'*'c(',, ",, zs)d'z : o,

donc

(II.IT) €3n* : o sur fl*.

Introduisons I'espace fonctionnel suivant:

y.(fr) : {u € Ht(O), + :0 sur f)+, u : 0 sur f0}." ôzz

Si on choisit u eV*(O) comme fonction test dans I'égalité (II.15) , il vient

l*.rrf'. #^o' * In-€i6n- ffa' : lr.e6-t s\ud's * l" -s'-ud's'
Quand e tend vers zéro, on obtient

(//.18) lr.r'f. #0" * In_ei'- fra": lroioa, * I,_s* ud,s.

Caractérisons maintenant les fonctio* €ion "t €o 
on en fonctio n de Hf .

Suivant la méthode de l'énergie de Tartar, on introduit Ia fonction Wflt), solution du
svstème suivant:



-+@:iaYj"') :o
ôgnt--  72 ,ai

--^-ôWÎh6 id  
q  

rL3 :  u

(/1.1e)

Posons
W ;6 

("t) ("r, 
"2, "e) 

: eW6 (ù (?, 
7, 

rr) : eW6 (t) (a t, az, a s).

Multiplions Ie système (II.3) par la fonction tæt gWfiô("), 
"t 

le système vérifié pu, Wfi6(')
par la fonction test gHfi6 , avec (p dans V. (O).

Il vient

1,. ":t E rW o, * In. "n# ff*;n' o,*
* ln.@6)-L x6]#rffio, * ln*@fi-L xfi# ff*;n' o"*

* ln. @o\-L xfrHrffio, - I,*@fi-'\ xfffirrlù) n"4s-
- 

Iror-L Kn# vw$h) n,o" * ln* @6)-2 x!!W- ruryA" o"-

- 
I. @o)-' x!!H **l(t\ n,6" - lrOr-' "*# 

rrvv6('ù n3d,s-

- 1,. "ÊLW,H,, - I,..ilW Hrro o"-
- 1,. @fi-r xllffirffi o" - ln. @6)-t xflW #1ro o,-

-r*ws:W)-d-'f,r.Xff1-
- 6-r #,**Wt - ftrx\,zfft : o

o4xgaYïtt ,, * xnffTrs: o

6-,Kyaryj;') n3 * 6-l

[ [w'( 'Y)] l  :0

W6(t) - gr, est uuuz périodique de moyenne nulle.

"n*nsl 
a+ : o',fWnz/ a-,_::

sur _r

sur f-(Y)

sur Y+

sur f+(Y)

û f



- 1,.@6)-L xflWrffo" - 1,.@e-2 x!!%r#'*

* l,r,or' o'*uÆI" eHfi6 n3d,z * lr. @o)-t xô*W rH;6 nsdz+

* lreor' NfawilO<'t eHfi6 n3d'z * Ir. @6)-2 x!!W rHfi6 nsd'z+

* l,_.ïWywy(ù4,* I, oyffiraWlu"-
- l,"gffivwyçù n,o, - l,_ *g Vr1rye6(ù n"4"-

- I, q%ffn;,'- I, "';Wrff**
* I,o{%erfi6nsd,z * I,-.i\ryeHf nsd,z : 0.

Toutes simplifications effectuées, il vient

1,. o':u# #rt?ù 4, 1 ln* r,or-' .nW ff*;n, o,-
- 1,. "ÊLW H3f o, - 1,. @6)-'1 xfiW "ro ffa,*
* l* "yffiff*y,a,- I,_.';ry4*r7o,
: 

lr*G6)-' 
gip1ry6(ùnr4, * 

l, 
g'-pwi@n3d*.

Posons

(rr.20)

On obtient

qI'6't.Y) : 
"tuL% 

+@o)-Lx!!%

,;eôn(ù:"ïry

l*.rr'' #w;6(' dz - Ir.rË'6no) ffu;o a'+

* Ir-€r'h ffw;ah) d,z - 
I- rf'6'/') ffny ar+

: 
lr*G6)-L siwga1) d,s * 

I, s'-w;a<tt s".

sur Q+

sur CI-



Quand e tend vers zéro.ave c IJly+(ç) : 
firho,il 

vientl:

lr. rit' #,zrd' 
- 

In**" * çr+anh)1 99 u$az+

* I, e;o'ff+a, - 
In-sxr-(rtno'('))Y*n4a"+

: 
lroi",o'* lr-s* zrd's,

c'est-à-dire

Ir. r:, 
9# o" - In.€I6' ç6,rd" - 

In.trrv + (r*o'(ù) I nfaz+

* Ir-€, 
6'ry?0, - 

Ir-€n 
6' p6o,d, - 

lr-tx"-(,ro 
o'(\ffuXa"+

: 
Irs\z''d's * Ir- slz''d's'

D'après (II.18), on a

- 
lr.€lo'ea" 

- 
Ir.r.tv+h*o'@)9n$a" 

- 
I, ,-tnsd'z-

- 
I rÎY-(';0"'\HHldz : o'

et donc, pour tout g dans V*(O), on a

as9r-
Itt" * (rr|o"')# ro" - J n_ €, 6' edr+

,  -AnçrlrôHl
Dty-?too'ttt1fivdz : O.

- 
I-tlo'ea, * In.

* I,_
(r r .2r)

Posons

(rr.22)

L'égalité (II.21) donne

: nT!'#,
-or0Hl

: Qti 
A",

( qT!' :llty+1n+or(r))

I n;,'" - ntv-çr-an.o1

I,+"
[*t"
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Il reste à caractériser €i6?.

Pour cela, on introduit la fontion de y1, a, WÎ@) , définie par

{ *@nffi-Kil):o surY-
I W;ttl est g1,y2 périodique de moyenne nulle.

Posons

Alors 

w;ao1 ("' "z) 
: ew6(3) t?'?l

W;ars'' --+ 0 dans Lt(Y-) fort quand e tend vers zéro.

Multiplions le système (II.3) par pWf;6(3) 
"t 

le système vérifié par Wfi6(3) p* la fonction

pHâ6, avec g dans Z(fl-).

II vient

(rr.24)

l-- "nffWro, * l,- "'ÂWW-u" * In-q;e6vve6(z' Ho,-
- l, @nW - K'#)ff r0" - l, @ne# - Kil) ffin;o a, -- o

Or, on a

l, "ilffiru": In-€i'6çd" - I, *liffiro',
donc, après simplification de (II.24) et pa.ssage à la limite (en e), on a

In-*"-@y,W)ffiva"+ 0 + fn-e;ova, 
- 
l,-tltv-(nfll #ro,-

- I- ûty- @nW - x#)nîffiu" : o,
donc

€;0, : îny- @nW - 4ï# - Dty- @nW - K#)W,

e;o':uty-@nffi-*g)#
-orôHl-qs j  

6

d'où



En remplaç aft e|6q et { 
6n par leurs expressions en fonction de I{ (cf (II.æ) ),

I'expréssion (II. 18) s'écrit

t' ^+arïng 0p 
"_ , [ ^-arïHf a9 . f f

(11.25) |,n*rlË" ËE;0, 
* 

Jn_qu"'' Ëù0" 
: 

Jroivd" 
* 

./r* e\pds.

Choisissons d'une part, dans (II.25), une fonction test g dans 2(fr-).
Ona

d'où

ln-nuo'ffff,":0,

-*@;',#) :o surr)-

D'autre part, Ia formule de Green appliquee à (II.25) donne

d'où

(r r.26)

- 1,. ;a:'; ffi)ud,z + 1,,. ùâ' #unod z-
- l, *rr"H)ud'z+ lun-nu'ff"n,"-
: 

froiva, * lr.s\ed*,

- 1,. *rtâ'#r,a" * I, n;t''H'nsd's * l,o;f'ffun"o"
: I gIça"+ [ gtçds.

J E  J r -

Dans (II.26), on choisit coûrme fonction test une fonction v dans ytft) telle que o : 0 sauf

dans un voisinage de f 
-.

Il vient

f -',ôHi , f
1r-o;f' aiunsd's: Jr-s* ed',

d'où

(I I .27) q;f'#^s : s\ sur r-.

D'après (11.27),I'égatité (II.26) a"ti"tt'

f  a  t - . .6 , to { i r^ . r - ,  ï ^ -oroH6 
7

lr.;^@IË" a*)'a' + Jruli'fiunsd's: Jrni'o''
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pour toute fonction v dans Y"(fr).
Par suite, on a

L f a 1^-t6nôHir^.r- ,  [  ^-orU 
r

-i 
J, A4ruou a* )"a" a 

1ru;i'Ëunsds: Jre\uds'
d'où

lAr *6n0Hi ,  .  -o rôH|-;ù,(ùâ' 
u;) 

: gi - q;;"Ë sur x'

On obtient donc le système limite suivant:

-  L  (o=6r%):o sur f , ) -
ôzi\"J ô"i '

q;f'æ,s: s: sur r-

- l  A (n+6^nfrr-^* -^-or4o
2 ozo*oP ur;) 

: ei - o;i'Ë sur x

Hi:o surfo '

Ce système admet une solution unique dans

Vz - 
{a e Hr(Cl-);u : 0 sur fo et ulD € Hl(t)}

(voir Sanchez-Palencia:"Non-Homogeneous Media and Vibration Theory", en particulier

dans le chapitre 13 (pa,r. 4: Heat transfer through a narroïv plate with high conductivity).

En effet, si on multiplie ce système par v dars V2, il vient

l,-n;"#ffa" 
- l, o;t''W"nsds - 1,n;f'Hun3d,s : o,

d'où

l,_o;',H fta, - i l,fir':fffi)ud,z : l,s\,a, * l,_ s* ud,s,
c'est-à-dire, en utilisant la formule de Green:

l,_ n;',H 9z*a, . i l,ùÊ'# ffa, : l,s\oa" * I,- s\ud,s

Cette dernière expression s'écrit sous la forme
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" (Hi ,a) :  
L(a) .

Considérons le produit scalaire suivant, défini pour l'espace de Hilbert Vp :
Soient z, u deux fonctiorn dans V>.

(u,o)v, : In- ##r" * I,#,ffu'.
On définit la norme sur V5 suivante:

l l r l lv" : ((,r, u)r,)à.

Montrons que la forme bilinéaire a est coercive.

Soit v dans 75.

a(u,a) : ln_ n;" #ftu, * ; I,o*" h#0,,
d'après la coercivité des lq6n et q*o', il vient:

â t r  p  ,  a 1  t t o ua(u,u) > ool l  
f t l lL,<-\  + ; l  u^l l?.,e)

> i.n f (as, |l Atfrlp", @- t * llffl l?, r"r )
> lnf (cl,,\>tWtt|,

d'or) Ia coercivité de a.

Montrons que la forme bilinieaire a est continue:

Soient u, v dans V5.

la(u,u)l s oollffll'ro-r llfrllr,<n-, * f tt ffr",rrrllffll",<rt
1sup(co,f Itr| ftl l""rn-t +ll#11,,(D)) l lff l luo-) + |lff l l",ot)

< " ( | | ftllî, rn- + ll #tl2a, p1) r A, #l I ?, r,, - r * ll #tP",, ", ) 
à

< cl lul lv" l l r l lv",

d'où la continuité de a.
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Montrons la continuité de la forme linéaire L:

f r
lr(r)l : l  I s\udz+ | siudsl

J A -  J E

< l lg i l lz, , ro- l l lu l l ; ,1o-y + l lg i l l r r t t l l , l lpt" l

< "(l lrl l',," @- )+ | lrl l'", et)i

s c(l | fitt?",n-, + ll#ll '"',,))È
< c ' l lu l lv , ,

d'où Ia continuité de L.

D'après LAX-MILGRAM, on a bien existence et unicité de la solution.

64



II.2) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FIXE q ET ON FAIT
TENDRE 6 VERS ZERO.
PUIS, ON FAIT TENDRE TI VERS ZERO DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

II.2.1.) LE PARAMETRE rl EST FIXE , ET 6 TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le paramètre 6 vers zéro dans le problème homogénéisé

Gr.5).

Nous démontrons le résultat suivant:

a) THEOR^EME II.2.1

Nous avons le résultat suivant:

Sous les hypothèses du Théorème I I.L, on aj er1. f aisant tendre 6 uers zéro dans
le problème (I1.5) :

Hi- H; f ai,blement dans Vy.

La f onction H$ est I'uni,que soluti'on du système tridimensi,onnel

(rr.28)

Les enef f ici,ents 84*n et AIfr' "-rt 
donnés par ;

-  L (o;.rô-! i ) :o surf)-
020" "  0 " i '

-*,AH; *uii" Uine: e\ sur f-

r  a /  +*nôHi, * _*nôH"- 
;ùkIË' Ë) 

: ei - q;;' 
aï sur E

Hi :o  sur fo '

qni*' : 
à l, @,"i'- v"'81au

q:ô' : & 1,,@ii-qii#too,

(rr.2e)

et

(// .30)
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où les f onctions yi@) sort solutions d,u système tri,d,imensi.onnel sui,uant:

Et Ia f onction yi@ est solution d'u système bid'imensi'onnel suiuant:

-  a ro.ro(xî( i - ) -aà):o s ' ry--  
aw \ ^ i t . - \ y i  t - v

,.cro(xi(o) - ao)Kï 
A ?rls:0 s'r  f  (Y-)

-L ô (o"rU@) - \ afui(1) -aà 
sur Ey- 

ra,.,ropr-ffi): Kf{ iraj
Xi@l est y1,g2 périodique de moyenne nulle

a I r:Gnax;G)- 
û(K:âfr 

- Kfil:o sur Y

Xitsl est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

(/1.31)

(rr.32)
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PREUVE DU THEOREME TI.z.L

b) ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE SUn 
"flt').

Les coefficients homogénéises obtenus après passage à la limite en e sont donnés par (II.6)
et (II.7).

Cependant, nous choisissons ici d'utiliser leurs expressions en fonction a" XX(ù, définies de
la manière suivante:

On pose

(//.33)

et

(rr.34)

xl{'l - -Wf@) *r, sur Y+,

I xort l - -ly6(o) a ro sur Y-

t X$ttl : -1476(s1 sur Y-.

Les fonctio* Xi(o) vérifient le système suivant:

(11.35)

et la fonction 1fl(3) vérifie Ie système suivant

*arô(a. 
-  xfr@)) --  -  oarô(ao 

- xl@)'^.ir 4yi :t'z: KlTs\ffns sur Ev

[[(s'-1f l t ' ) ;11 :s surxv

-L 1*970(a. :x ï@)) :o sury-
7ynt--tz ryAi I -

xo,lô(a.; x|@)) ns: o sur f -(y)
.^j3 

}yi

Xf('l o, At,Az périodique de moyenne nulle,

sur Yr

sur f+ (Y)

( a ,,,or oxîQ)

l-û@Y'ffi-Kfr):o 
surY-

I x$ttl est gf1,gr2 périodique de moyenne nulle.
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Compte tenu de (I/.33) et de (/1.34), les coefficients homogénéisés s'écrivent sous la forme:

ffi':à1".
:à1".
:L I

lY+l JY*

6:2
ô(a. - xf (o))

+o-,xg@1a,tF 6a1

(rr.37)

d'où

(//.38)

6n-.:bW -a-'x!7û!21au

wn-x';fftau
D'autre part, on a

n,i':,!",Lrofiffiloo
: ,!'al" 6'J-*fîTlo''

et

q;i6n:à1" 6!i -o*Tto,

La fonction yf,@) étant indépendante de gB, on a

q;i6n : 
#a I, 6!i - ofi #too,

quo':à1" @fi - xi;fftau

Multiplions le système (II.35) o* 
"i(').

Il vient

l". ur ffff * - f*,,,kitffixf;@t n,o"-
- 1,, k:rWx!,@\ n,d, * I,_.'; #ff*
- l,-,,":Iffixl@) n,o, * |,,.îrffixl@) n,d"
: L*kYWoo * l"- *';:#o''



c'est-à-dire

t kgtôxï@) %'o(") 
r arô(a) axï@) ,,,

Jr*",, ôai àioo* J"-K:l aTffoo
: I,..ITWo, * I"-o';lu#' o,

Pour (g1 ,Az,Us) dans Y+, posons

04fi{'t ^  ô (o )oXn': -
ôyt

^ 6(a)
_ r -1oXq 'ô '

oAe

On obtient

t ooro,hî@) 9:l'o('t I ' ax!r@) axT@) ,",
Jr*-'n, oai 

'û;or* 
Jr_Kif aïTo,

: f,*.YWo' * l"-o*u#' o''
D'après la coercivité des Kll, on a

", at# ll2a" 1v * 1 . ilW 127, 1v - )

< c ( ll Wll27, 1v *1 . u#l'., 1v - v)+,

lffif27, 1v * 1 . lffill'"' (v - ) < c,

ôat

al,i@)
ôYt

c'est-à-dire

d'où

(/r.3e)

Un raisonnement analogue montre que

[Wllz,s+y < c

llu'u# lv,s+1 3c

l#W"<*t<c'

(rr.4o) l#lv,s-1 < c.



Par suite, on a les convergences suivantes:

(rr.4r)

y6r(i) ̂  ,"(t) dans

oxlr@t - ôxi@)
oai ôai

oxl@t - ôxî@)
ôa, oat

V(Y)

aans.L2(r-)

dans,l2(r+)

aans L2(v-).

0yl{'t"1' -- o dans ,2(Y+) fortôa"

u-raryf@)
oUs

axï@ _
0at

^ vlo) dans .L2(Y+)

ax;G)
0a,

c) PASSAGE A LA LIMITE DANS LES EXPRESSIONS DE nXâ' 
", 

DE q:6n

Montrons que lorsque 6 tend vers zéro,on a

Konl - xncrn aars L2(Y) fort.

On a en effet

l"wfi 
- Kfinrd,a

: 
I"*wii 

- Kicinl2da * l"-wfi 
- Kfi'tl2d,a

: 
I"{,lxfi-Kfi'tl2d,v* Ir;,lKr"i-Kfi'tl2d,a* I"r,lK#-Kici't12d,a* Irn,lKfi-x$nfa'.

: lKfi - xfinf mes(Y"+6) +lK# - Kicjnfn'Les(Y;6)
: Ct6 * Cz62

Quand 6 tend vers zéro, on a:

lrwîî 
- Kfiql2da -'o,

Kll - K8'.
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Faisons tendre 6 vers zéro dans (II.38).
Ona

qù0, --- à l" @fi, - x7,,ff)au,

q,i*' : à l, @fi' - xg'9fflau
faisons tendre 6 vers zéro dans (II.37).

nIou,* Ë |,.{xiâ 
-.ï;W - x{;v}*t)av,

qIô':à1".@iâ-Kiêwxflu]'t)as.

Caractérisons la limite Vlù a" 6-rry-.

c rp dans D(Y*),P est At,Uzpériodique.

Multiplions Ie système (II.35) par la fonction test T/ : U 
foo' 

,Or, avec a dans D(Y+),

g At,Az périodique.
On obtient

6[ x\ \ax! '@) ô ( [o"-a
Jv+ ,, aw aar\ Jo ''.lt)aY * lr-.:\WPda*

* f..Y,Wfir lon" vat)au+6-L l,.o*%#pdu*
* o I"_.'; W *t 1,"" edt)ds
: u I"*"y-,**( Io'" edt)dv * I".K?rpdu * o Ir-

En faisant tendre 6 vers zéro, ott a

o * |"."Ï{#pda * o * |".x"$v}ù vd,s * 0: 0 * 1".*S{ rd,v * 0,,

donc

(rr.43)

De même,
Ona

donc

(rr.44)

*y*(1o""edt)ds.

rc"9;vr.t : Kl! - Ki{Wdans o'(Y+),
donc

7L



d'où

(rr. s) v@) : Ki{ - ##6ns ,2(Y+).'rt - 
K"ç{ K"ç{ 6at

En utilisant (II.a5) dans (II.44), on a

oI;' : êt 1". (Kiâ - "ïrW - *ii (# - ffi,ffi*,
c'est-à-dire

donc

(rr.46) n:ô': Ë l".ro".i-al6ffla,
d) CARACTERISATION DE LA LIMITE x;@ '

Introduisons I'espace fonctionnel

V" (y): {u € H'(Y), 
ffi 

: o sur Y+, u est y1,y2 périodique de moyenne nulle. }

Multiplions (II.35) par une fonction test I dans V.(Y)'
Il vient

l". ufi W P*0, * I, _.'; W Hoo
: l,.x*ffiaa * I,-**Ho''

c'est-à-dire

l,. o'A# ffir' * l,.a-' K31W #oo * I, - "'; W Ho,
: I,*o:q#* * I,-**Ho'

Quand 6 tend vers zéro, on obtient

1". 4; ffi Y*oo * 1,. xf; v;'t #o' * I, - "i' ff Ho'
: l"* *S+ #oo * I,_ oS: #ar.



D'après (II.45), cette expression s'écrit

!,.*E:ffiffir, * I".*fi (# ffiW,#oo * l,_*i;ffH^,
: I"* "s+ #,0, * l"- oii #oo,

c'est-à-dire

Cette expression s'écrit

t n"rto) 
^'^ r

J"*ou', aw ffioo 
- J".a\+ffiao * l"-çoi"ff - xffl#da:0'

soit

r or"!ô(xi(ï) 
-aà 

Po, * [ x.r0(xî(1) 
-aà 

las:0.(II-47) 
J"*ou;G oat ry- ;t '  a,w aat

En choisissant une fonction test p dans 2(Y-) comme fonction test dans (II-47),

xi"'xfl
w '#oo*

on obtient

d'où

(r/.48)

En choisissant d'autre part une fonction test g dans V- (Y) dans l'égalité (II.47), on obtient:

- L.*ro",tffi)çda- I" firofr'W)pda+
* l,-,-,qffisnsd's * 1,, -flWensd's : o'

D'après (II.48), on a

-, I,,;roæW)pda * 1,,,-,of{Ws^ds*
* 1,,*flWensd.s:0.

(r/.4e)
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En prenant comme fonction test dans (II.49) une fonction g dans V. (Y) telle que u : 0

sauf sur un voisinage de f 
-(Y-), on a

I,-,-,.frffien3d's:o

x?:a(xî(i) 
- aà??3 : o sur r-(y-)." j3 7ai

D'après (II.50), l'égalité (II.49) devient:

-t I, ;ronW)pda + 1," *î{ We^d s : o'
d'où

-r.*@EtW,-oi;'ff surxv

D'oir

(1/.50)

( / / .51)

On obtient le système suivant

(rr.52)

- a (x"ro(xi(T) -aù) : o sur y-
?Yn\'-tz ,ai '

,.cro(xî@) - a,)
Kï{}':-Aa;-rù3 :0 sur f-(Y-)

-;h@iiffi):Ki"{W surEv
x|@l æt at,az périodique de moyenne nulle'

Ce système admet une solution unique dans

VE, : {a e Ht (y-), ulÙv e Al(lv;, u est At,Az périodique de moyenne nulle' }

Caractérisons maintenant la fonction Xi(3) :

on multiplie le système (II.36) par la fonction I telle Que 9(Ur, a2,a3) : Q(ar,y2) avec

,? e D(!). Il vient

orfl{zt 4itffiau:ot6n
J Y _ oao
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A Ia limite quand 6 tend vers zéro, onobtient

f" w1a#-Kfil#da:o'
d'où 

Lrl"*sa#-*fit#da:o'
Par suite, la fonction 1i(3) vérifie le système suivant:

(//.bB) { *@râ#-Kîil:o 
sur}

I x;tal est y1,!2 périodique de moyenne nulle'

e) ESTIMATION A PRIORI ET RESULTAT DE CONVERGENCn Sun af-

CARACTERISATION DE I4.

Multiplions le système (II.5) par la fonction /{'

Il vient

fn-u,ihffWt" 
- I-r;ïff ninsd's - l,oî'H'n'ds : 0'

d'où

f_nuræWr" 
- I,_s\Hlds 

-i l,ftrr:i; 
-fflngas - l,sinî.s :0,

c'est-à-dire

l,-nu,V#', *f, [':\HH : I,-nr rio, * I,s\Hlds
D'après Ia coercivité de Utr6q "t 

a" qIâ',

on a 
cr(l$ll2r,@-)*lffill?,r"r) s c(ll ffrr"',n-r + ll ffilr'*rr)
. 
", $ælr?,rn-r . rffiil?,r,r) à,

d'où 
F#r?,rn-r .r#r?,,<rt s ca.

T ô



I u5llt". '-t < ca
) 

o'i

lrffitt'r>r 1co,

llnf,ll"" 3 ct-

La constante Co déPend de 6'
Les coefficients qu6a 

"t 
nLâ' étant coercifs, on montre, corrme précedemment, qu'ils sont

uniformement coercifs,
donc

(rr.54) l lgÎl lv, S c,

où la constante C ne déPend Pas de 6.

On en déduit le résultat de convergence suivant:

(//.55) HÎ - H; dans I/5 faible.

On obtient donc

d'où

d'oùr

(r r.57)

Multipliorn le système (II.5) par une fonction test g dans V>'

On obtient

t  ^-aroni ôp n, *1- [ n*aroHï ô9 : r f

Jn-n; '  ùzi vzi*- 
'  2 JrqoÊ a"p ar.- Jr-t"vd"+ Jrolvds'

En faisant tendre 6 tend vers zéro, on obtient

(/rb6) ln_nO-æHr,+l [':fffiX: l,-s;va,+ l,oïva"
En choisissant v dans 2(f)-) comme fonction test dans (II.56), on a

f  _*noHi oLdr:0,
Jn-qnt 

' 
aa orn

_a (o. . *qu{ i t :o  suro-
ôzn\"i  0, i  '

L'égalité (II.56) devient alors
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(//.58)

En choissisant
devient

d'où

(11.5e)

d'où

On obtient donc le système vérifié pat Hfi :

*rr, V)ud"z + l,o;î ff,n"a,*
n;i, H,nsd,s * i [*,W ffu"
s. ud,s + 

lrsïud,r.

telle que u : 0 sauf sur un voisinage de f-, l'égalité (II.58)

f, n;i'Hunsd's : 
I,-s* ad's'

q;; 'æ"s: e* sur r- '

_T
* l,-: I,_

v dans Vy

D'après (II.58) et (II.59) , on a

f _*nAH; .- , , L [ ^+*rôHi 0n f

1rn;i'Ëun3ds 
* ; Jrq:ô''Ë oadz 

: 
Jrnf 

'o',

c'est-à-dire. à l'aide de la formule de Green:

l,o;î ffun"o, - ; Lftrn:;'Hr,o, : f,ot ua,,

n;i'V : gI +;*,(':à'æ) sur E

Ô ,  - *nôHi ,- 
û@u-'Ë) 

: o sur o-

_*.aH; *n;i'ii"e: e\ sur r-

- r  a (nr\n%r-^.  ^--ro! Ï-  
ta " , \Qo l '  Azp  )  :  9+-  qs i '  

Az i

Hô :o  su r fo '

sur X
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TI.2.2.) LE PARAMETRE q TEND VERS ZERO DANS LE PROBLEME (II.28).

Posons

( K"' : qKs

(1/ .60)  lo"r :uq6Pn
I x', : ,nKs.

Nols nous proposons de faire tendre le paramètre 4 vers zéro dans Ie problème limite
(rr.28).

Nous démontrons le résultat suivant:

a) THEOR-EME II.2.2

Sous les hypothèses du Théorèrne I I.L, on môntre que Ia f onction H* : rlHâ

est indépendante de q, et uéri'f ie le sgstème:

(/1.61)

sur O-

SUT I

- *ôH*- qzi 
ôq

t  0  ,  - *0H* .

l-ù(o;.ft):o
|  -*AH* *

{ 
nr, 

6n": 
g-

|  1  a  r  +*ôH* -

|  
-  

;  ^(o[à 6*)  
- -  s \

IH. :o sur fo,

afi. et alfi sont donnés paroît les coef f i,cients

(rr.62)

et

(11.63)

Les f onctions y"@) sont auss'i indépendantes de q et uérif ient

le sy stème tridimensi'onnel suiuant :

qoj*:à1" @fi- uf,T)or,

q:Ë:&|,,@Ia-aiufflaa

_ !@1,ô(x-(ï) 
- aà) : o sur y_

Ôgnt-- t t  ôAi

"f,%Prù3:0

sur E

sur f - (Y-)

-;*ta"-,fft-*î,w surEv
,*(a) est yy,y2 périodique de moyenne nulle.

(rr.64)



La f onction y"G) est solution du système su'iuant;

(  _ a 1or^oxip)  _K.f^) :o sury
( / / .65)  1-anlno7 ôao

[ 
".tsl 

est y1,y2 périodique de moyenne nulle.
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b) PR^EUVE DU THEOREME II.2.2

D'après (II.60), les coefficients qu*q sont donnés par

- * n  L  f  '  o  - - . n ^ ' * ( i )

(//.66) 
qt*' : n J" fuxfi - qKfiffi)oo

:q{1 l" t":,-xfi#r*'

D'autre pa,rt, les coefficient 
" 

qIà'sont donnrés par:

ur;' : # 1," @3i - q",a#lor.

D'après (II.60), on a

affi--qKtp W
= qQEB,

d'où

(rr.67) qIà':rEï lr,{a'-u-alB#r*.

Montrons maintenant que les fonctions 1i(o) sont indépendantes de 4.

En effet, d'après (II.60), les fonctio* Xi(') vérifient le système

-*t'*1W):o surY-

,*f"Wrùe:o surr-(Y-)

-;*tafr,ffit:,*f"W surEv
x|{'l est y1,!2 périodique de moyenne nulle,

qui peut être écrit indépendamment de 4 sous la forme:

80



(//.68)

-*t*f,W):o surY-

of"M#@ns: o sur r(Y-)

-;#rai,ffi-*f,W surEv
**(a) est y1,,y2 périodique de moyenne nulle.

Par un même raisonnement, on montre que Ia fonction 1i(3) est indépendante de 4,
et vérifie le svstème

(  -  a  (nro4*@) -K, f , ) :o  sur)
( / / .6e)  l -6w1no? 

Ôao

I x.(t) est y1,y2 périodique de moyenne nu]le.

Les fonctio* xô(o) étant indépendantes de \t orL peut écrire

q**' :riu; 1,,{a\u 
- qlu#)oo

:  qq**,

et

- * n  L  f  . - - e  - - o ô 1 * ( i ) r  ,q;à'' :,ln 
Jr-Vii 

- xii-fi;lau

: r lÇ,

où les coefficient" q*"' 
"t 

q.ô'sont indépendants de 4.
le système vérifié par H] s'écrit alors:

a / -*aH;,- 
ù(qqt- aa ) 

: o sur f,)-

_-aH; *
naii U;ns 

:91 sur f-

r a , **ïHi-;-*"('nI'i'Ë)

Hô:o  sur fo '

AH:
:e i -qq; ;Ë surE

H* : qHô.
Posons
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La fonction f/* est indépendante de 4 et elle vérifie le système suivant:

0 ,  _*0H*,- 
ù(nu- a, ) : 0 sur fl-

- *0H* *
uiï * 

ns: g: sur f -

ràr+*oH*\x-*ôH*- 
, Ao,\q-P Aa ) : 9+ - qsi 

Aa
H* :0 sur fo.

sur E
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CHAPITRE III

MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.

LA HAUTEUR DES GALERIES EST DU MEME

ORDRE QUE LA PROFONDEUR DES PUITS.



III) MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.

(LA HAUTEUR DES GALERIES EST DE L,ORDRE DE

PRESENTATION DU PROBLEME.

it

Nous étudions ici Ia structure representée sur la figure (7) ci-dessous.
x
3

L12

eô/4

-Ltz)

FIGURE 7: MODELE PHYSIQUE COMPORTANT GALERIES ET PUITS'

GALERiÈS DU MEME ORDRE DE GRANDEUR QUE LA PROFONDEUR

DES PUITS.
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La géométrie de cette structure est analogue à celle de la figure (4), mais Ia hauteur des

galeries est cette fois fixée, de I'ordre O" 
i.

La figure (7) rappelle la figure (5), mais il s'agit ici d'un modèle physique, alors que la

structure représentée sur la figure (5) est un modèle mathématique obtenu par dilatation

à partir du modèIe physique.

Soit ft la structure complète.

On note f6 la réunion des quatres faces latérales de f,), et f- et f+ les faces inférieure et

supérieure de Cl.

Les trois paramètres caractèristiques du problème sont toujours e,6,rl-

Sur cette structure, on considère Ie problème tridimensionnel suivant:

(rrr.r)

ou

-*@ffW) :o

*gæ"s:sI

Hio:o

dans f)

- *sur r -,

sur f6,

K'6q (rt ,  l ,2, i rs) :  Ko' (?,?, *r) '

les coeffici ents Kll satisfont les hypothèses:De plus,

(rrr.2)

ou 
v-( r  11r
Y :  (0,1)  x (0,  t )  ,  ( - i ,  

2, .

Y est la période de base représentée sur la figure (8)'

on notera encore pil Y". la section horizontale de Y, à rs fixé.

| (i) =a > 0 tel que Nff ql{i 2 a€$t v€r e R

\ Qi) Kfi € L*(Y) et sont Y-périodiques ,
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1

FIGURE 8: CELLULE DE BASE CORRESPONDANT A LA

STRUCTURE DE LA FIGURE 7.
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III.1) LES PARAMETRES '? ET ô SONT FIXES _ HOMOGENEISATION
(e -, o).

Introduisons l'espace fonctionnel

Y (O)  :  {o  €  I / t ( 0 ) ,o t "o  :0 } .

On obtient le résultat suivant:

a) THEOREME III.1

on suppose que:

(III.3) gi - gi d,ans .L'(f*).

Alors, quand e tend uers zéro, on a:

H;u ^ Hi f ai.blement dans Y(f)).

La f onction H$ satisf ait Ie système homogénéi,sé tridi,mensionnel suiuant:

( a AH9,

l -h@ii@ù a;) :o surf,) '

(III'4) 
Iti;a,lffi,n: 

n\ sur r+,

I rrf : o sur fs,
où" Ies coef f icients hornogénéisés sont dnnnés par :

(rrr.b) qll@,): ù l,""trcfi 
- x"ffi>au.

Les f oncti,on" yfr(i) sont solutions d,u système bi,d,imensionnel suiuant :

(rrr6) t 
-*@n-#-K*):o suï Y"'

I xft'l est Ut,Uz périodique de moyenne nulle.
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PR,EUVE DU THEOR,EME III.1.

Comme d'habitude, on établit d'abord des estimations a priori sw Hfi6.

On montre que

(rrr.7) i/J"ollvlol < c,

d'où la convergence

(///.8) H;o - Hi dans V(fl) faible'

b) METHODE DE L'ENERGIE.

Pour caractériser Ia limite f{, nous appliquons maintenant la méthode de l'énergie de
Ta,rtar.

€io':.ïæ

D'après (III.7), on a

(rrr.s)

L'équation

-ulio' : o,
ort

obtenue par application d'une fonction test, donne à la limite

(//1.10)

€io, - Êl' dans .L2(ft) faible.

-usf' : o.
ort

Caractérisons maintenant la fonction €;on "t 
fonction de Hl.

Suivant la méthode de l'énergie de Tartar, on introduit la fonction WfO), solution du

système

( a ,,.0, ôW) : o sur y,,
(r//.11) l 

- 
m\ pâ- ùap

lWor'r, - r-, æt Ar,Az périodique de moyenne nulle.
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Posons

( I I I .12) Wl6{ù(rr ,rr ," . ) :  q-eWf(" ' (?,?,"") .

On montre que

(///.13) W'6(t) - t,y faiblement da^ns I/t(O),

(III.I4), 
W 

- d.yo faibtement dans L'(a)

et

(I I I .LI) 
f f-o 

fortementdans l2(f i ) .

Multiplions le système (III.1) par la fonction tæt 9Wfr6(t), "t 
le système vérifié par W$6(t)

par la fonction test gHfiô, avec g dans 2(0).

Il vient

l,r:" @W * #*;'@)dr - l,.t W@# * #,';')dr : o
Toutes simplifications faites, il reste

l,rï" Hwfi6(t) 4* - l,"n% ffny a* * fo*Hff ,o,*
* |,"!'z#Wro' * lnogt#ryrdr : o

En utilisant le lemme(l.l) de B.P.IZZI-CHALOT suivant:

f '(rr,,r,rùH- (ù 1"."r'tnr,ar,rùda)H 
dans ,'(çt) raible

V.f' e L"(O) et At,gr2 périodique.

On obtient à la limite



d'où

(rrr.L6)

l,r': #r,d,n - I-rù [""r'&W au) ffufa,+
* l,(èt 1,,"*';#aa)ffivd* : o,

c'est-à-dire

I,-Hn,ed"r - l,rtr, ro* * ln(f, |,,".â\Wau)ffi vd,æ : 0.
D'après (///. 10),il vient

€l:çL, 1r,""'rlWoo)#'

€tr'-t#
Il reste à identifier€84 :

Pour cela, on introduit la fonction Wf(al définie par

( A ,,,0, ôV'o(t)

(rrr.Ll) I 
- lh,(.nffi 

- Kïz) :o sur Ycg

I w;ttl est at,uz périodique de moyenne nulle'

Posons 
w;at t1(rr ,*r ,*r)  - -  ewô@(9,?,r") .

on a 
w;o'"'t+ o fortement dans ,'(Rt)'

Multiplions le système (III.1) par la fonction te.st gWf;6{3), et le système vérifié pu, Wf;6(3)

par la fonction test gHfi6, avec a dans D(O).

II vient

I,r;', @W * H*;'<s))dr - I,W|W 
- Kn) @,H * #';6)d't : 0,

d'où



l,rt" rWo, * [o!,?Hr#* * l,er" ffw;6(r) h+

* l,oilHsdr t |,"*ffu;o a* - l.o'urffi ffn;o a* : o
Or, on a

lro*#ro, : ln.sio' ro, - lnogffir*.
En passant à Ia limite et en utilisant le lemme deBRIZZI-CHALOT, il vient

I (ù 1","o\zffi*)#ra* + fn€l' pa*-
- I,GI f","ru'uzff - xllaa)#,'î^.- I,Gil,."o*oflffi,or:o'

d'or)

€in : (rt, 1".",.3i - "nffitofiffi *
c'est-à-dire

6n-.i,Zwror)H,

@{; -.*w)r')w:ofrw

€l':tiiff

Gt, 1","

(11l.18)

D'après(III.16) et (I

ei, : (rt, L,"
I I .18) ,  on a

(1/1.1e)

Introduisons les changements de fonctions

(II I .2u) 
wah) : -xlh) +s'
W6(3\ : X6(3)

Les fonctio* x](n) vérifi.ent alors le système:

( a ,,,6, Ôx'6(i)

(rrr.zt) I 
- rh(.'tffi - K!:):o sur Y"'

I xftul est Ur,Uz périodique de moyenne nulle'
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Les coefficients hommogénéises sont donnés en fonction d" 1$(i) pu,t

(AnI11.22)

d'où I'expression

(AnI I1.23)

Le système homogénéisé est donné par

(AnII I.2a)

(rr r.25)

En effet. on a

u6ul @") :

(rr r.26)

@:?-**#to,

(Ki; -oil#too,

( 1 r
|  0 n /  r  '  I

I a.rj\rz) : ly l_
)  

t -  t r r t g
' l  

" r

In8;i".r :ùJ,,"

u6tl@ù: ù |"."r*fi - rc';ffira,

-*rt;atffi) :o
6n r ',AHf {

A.ii \xs) 6, 
nt : 9+

HÏ:o

Pour prouver I'existence et I'unicité de la solution de ce système, on montre la coercivité
d.es coefficients homogénéisés qfl @ù.

c) coERCTvITE DES COEFFICIENTS qonl@ù.

Pour cela, montrons d'abord que ces coefficients s'écrivent sous la forme symétrique sui-
vante:

"KI?,(u 
rrw#+ d*d'i) (u*W + 6,*s6si) d'v'

sur f),

sur l-,

sur ls.

off@ù:

:ï",L"

ù1,"
,t, 1","

6:i_ofr#t*

Kf']$*,- ;or,ffiloo

6H: 6n.,6", t  *  66ô3;,
Or
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donc

c'est à dire

(r r r .27)

f{ @') :

a6nl@"1 :

ùL.,
l, 1,"
ùL""

Ïr, L,"xf2o*,(o'r
pu, xX$).

xff @*.6.r * 6 1"36s' - o':ffi)an

ol'] (o,rtd,, - 
#) 

+ 6 r,stu1) as

"ff$*W 
*6n3tu1)d,y,

o(ao - xIG\)
ôao

+ 61,s6s1)dy.

Multiplions le système (III.21)
Il vient

ce qui implique

(rrr.28)

d'où

(rr r.2e)

D'après (III.26) et (III.29), on a

@âL# in#ru:0,

-dru) ffioo:0,l"."ofhoo,n(6pn

l",,o\Lfuur#- ôr,;) (0,,*9# - 6,-i)da

: - 
I"."xf"';,(d 

pn# - 6p1) 6,,ids

: 
lr,"Ko*3'6''i(60' 

- our#)o''

_K1,,"
axf@
ôap

Or

ooJ {r"): ù lr,"ofLu*i(6ro 
- ou*#)oo

: 
ù 1,."*ILtour#-6ro) 6,,.# -6^)da.
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d'oir

q6,l@ù:ùI"-^o'r:,ro,rffi*6663;)(o.*W+6,.g63i)dg.
.  _ t 3

On a donc montré que les coefficients peuvent être écrits sous forme symétrique.

Nous allons à present prouver Ia coercivité de ces coefficients, et ce en trois étapes.
Première étape.

Montrons que pour tout ( € R3, on u qflçngi > O.

Ona

lollenei:
i ,r j

:ùI"'"2K'r?,(rcro,rffi+ôH63i))(?*,(o,,-W+6,-sos))ag

:L I Yxly,*r,da,-  
lYl  Jr"un-,- '^

où

*:D..,(6urM#*6663a)'

D'après Ia coercivité des coefficient" KÏ7^, il vient

D,qfi e,e,- Ë Ir,"4lr1"l2dv > o

Deuxième étape.

Montrons que pour tout { f 0, on a q'if€i€j > 0.

Par I'absurde, supposons qu'il existe € e 1R3 telle que olrf€Êi : O.
D'après la première étape, on a

donc pour tout k, on a 
Tk:O.

S i k :1 ,ona

",:\- €r(6pr*#):0,
i

o = Ë I"""Tl,nl"da,



ce qui implique

A  / r,t(f €n(un - xft');; : s,

d'où

\€o@n-yl ( i )1  :ç .
i

Autrement dit, on a
3

$@t- xfttr, + t €r(ar - x|;o) : co,.
i=2

Ot Dl:, tr(at - xX@) et ,f,Gl sont périodiques eî ar, alors que ut ne I'est pas, ce qui
implique que

€ r  : 0 '

Si k :2, un raisonnement analogue montre que

€z  : 0 '

Si k : 3, on à Ts: €e : 0. En conséquence, on a

€ : 0 (contradiction')

Tloisième étape.

Montrons qu'il existe p > 0 tel que pour tout ( e IR3, on ait

qool eo€i 2 gtr,€t.

On le montre pouï € + 0 (car pour € : 0, c'est trivial.)

D'après la deuxième étape, on u fnf€n(, t 0 pour tout e * 0.
On divise pa,r l€12 : Dr l€l' + 0.
On obtient

olt 99 t o.' '  l€l l€l
f'

Posons Ao: 
Ë[.

Alors

I fieoet , o,
I ld l  : t .

L'expressiot Dr,j ullenet est une forme quadratique défi.nie sur un compact.
Elle y est continue, et atteint son minimum et son maximum,



soit

On a donc

d'où

0 < P : min1e1:rfnfenet ( car 0 I 0)

g S offeiet pour tout d tel que ldl : t.

o < p sri î l l , te\,

fol €,€i < pl€l'.

On a donc montré la coercivité des coefficients qfrl?.
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III.2) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FIXE T ET ON FAIT
TENDRE 6 VERS ZERO.
PUIS, ON FAIT TENDRE A VERS ZERO DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

III.2.1.) LE PAR,AMETRE ? EST FIXE , ET 6 TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le paramètre 6 vers zéro dans le problème homogénéisé
(rrr.4).

Nous démontrons le résultat suivant:

a) THEOR"EME III.2.1

Nor-rs avons le résultat suivant:

Sous les hypothèses du Théorème III.L, on a, en f aisant tendre 6 aers zéro dans
Ie problème (III.\ :

HÎ ^ H; f aiblement dans Y(CI).

La f oncti,on H| est I'unique soluti'on du sgstème tridirnensionnel

(r r r .30)

A /  *n /  ,AH-;,@il@ù#:):o
AH:

qi! @s)#nt: gL
ofrj

Hi:o

sur f,),

sur f*

szr f6.

Les æef f icients Ail @ù sont donnés par :

(/r/.31)

où les f oncti,ons yi,@ sont solutions d,u système trid,imensionnel suiuant:

oil @ù: Ë |,""(*fi, - *si#)or,

{ *wF:W-'":):o Eur Y""

I x;t';l est g1,g2 périodique de moyenne nulle
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PREUVE DU THEOREME III.2.1

b)ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE SUR 1f(i)-

Multiplions le système (III.21) p* XI(o.

On obtient

1,"" *'uzffi ff * : I*""i1ff or -
D'après la coercivité des coefficients Kff , on a

n.,6(i) a_6(t)

"ll aT ll?." v,) s dlffi ll ", 1v. "1,
ce qui implique

u#rlt '1v,"1 1c,

d'oir

(III.33), l lxfr@llvqv."1 <c

où
V(Y""): {u e Ht(Yr"),u et g1,gr2 périodique de moyenne nulle.}

En conséquence, on a

(III.34) yl(i) - **(t) faiblement dans V(Y",).

c) pASSAGE A LA LIMITE DANS L'EXPRESSION Os qfl@ù.

Montrons que lorsque 6 tend vers zéro, on a

(11l.35) K:l - Ko",'.

En effet,deux cas se présentent:



Premier câs:Jr3 aarrs (-|,0)

Ona

[. wii - K|'tlzd,a: [.,.olKS' 
- xfinl2aa * [..,^lKli' 

- K|'tlzd.a
JYæs JY:" lYlro

:lKl, - xucrnfmes(vfi')
1c62,

d'où

t wfi - x$qlzau - o'
1yæs

Second câ.s:23 aaos (0, 
|)

Ona

f " - r - r
I Wif -Kcnpda: I tof,r-Kfi ' t l2d,y+ | "lKfir-Kicj 't lzdaJyæs " Jv5;ro Lvff

:lKfi, - x$nfmes(rjd)
1c6,

d'orh

t wii - K$ql2aa ..'o'
J yæs

D'après (III.34) et (11I.35), on a

bnr r  1 f  ,  
' . ' ' * ( i )

oï!@ù -- 
ù J,,"(oÏ'- oliffi)or,

d'où

(///.36) qil@e):ù 1"""(o8, 
-Kii#)d,a.

Caractérisons la limite Xâ(i) :

Multiplions le système (III.21) pax une fonction test g dans 2(Y"').
Il vient

(rrr.rr) |","o'uZffi#oo: I","of:#ar.
Quand 6 tend vers 0, on a



f r<"roxi@ Por: I K", ôe ,^,
J*"nuà onu ouo 1Yæo 

't'e'fiau'

En utilisant la formule de Green. on obtient

( a / ,zGn a" '"( i)

(r//.3s) I 
- 

6,(KE:ffi 
- Ko":):o 51r Y"

l.x;Ol"t, Ur,az périodique de moyenne nulle.

La coercivité des coefficient" qil@ù peut être prouvée pax un raisonnement analogue à
celui que nous avons utilisé dan.s la démonstration du théorème (III.1).

d) ESTIMATION A PRIORI ET RESULTAT DE CONVERGENCE SUR f4_
CARACTERISATION DE H;.

Multiplions le système (III.2a) pat Hl.
Il vient

l*n'; roff# t* : l,* s\Hfds -
Les coefficients q6;(n3) étant coercifs, on obtient

, ' 0Ho
"rl l#llr", 1o; S "l lH âll v(o),

J

ce qui implique

aH6
l l# l lz ' to l  1Ca'

1 t t , ;

d'où

llnf llvrol < Co.

La constante C6 dépend de 6.
Les coefficients en6rl(r3) étant coercifs, on montre, comme nous l'avons déja fait dans les

pages qui précèdent, qu'ils sont même uniformément coercifs.

En conséquence, on a

l l f4llvror < 
",

où la constante c est indépendante de 6.
On a alors



Ui - U; faiblement dans Y(CI).

Multiplions maintena,nt le système(Ill.37) pax une fonction test 9 dans V(f)).
Il vient

f ^0,,^ \gp*o*: I givds.
Jnqni\ tst * a*i-*- Jr*

Quand 6 tend vers 0, on a

f  *n, ,0H$ 09 , f
J ntii' @') E ùo* 

: 
Jr* 

g\pds.

On obtient donc le svstème limite suivant:

A /  'En t  , 0H"-û(ni i@ùË) :o

*n  ̂ AH;oii '@z)Ënn: nL

Hâ:o

(rrr.3e)

sur O,

-+sur I -,

sur fs.
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III.2.2.) LE PARAMETRE q TEND VERS ZERO DANS LE PROBLEME(III.30)

Nous nous proposons de faire tendre Ie paramèfte 17 vers zéro dans le problème limite
(rrr.30).

Nous démontrons le resultat suivant:

a) THEOR^EME III.2.2

Sous les hgpothèses du Théarème IIIJ, on, montre que la f oncti,on, H* : qHi
est indépendante de r:-, et uérifi,e le systèrne:

- 
*(oit{"ùffi) : o sur n,

(I I I.4o) 1 ̂ * ,_ ., âH* _
) 

uù{"") 
* 

nr : eL sur f-,

sur ls,H*  :0

où les æef f icients qit@s) sont donnés par

(rrr.A]) uii@t): Ë |r,"(*f,- 
xlifflor.

Les f oncti,ons y*U) sont aussi indépendantes de 11 et uérif ient le système suiuant ;

(rrr.42) { *@8"# 
- Kf') :o sur Y'"'

I x"tnl est y1,92 périod,ique de moyenne nulle-
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b) PREUVE DU THEORE}|.IF rrr.2.2

D'après (II.60), Ies coefficienrs qil@3) sont donnes par

oil @ù:Ë 1,,"(*ï' - "g;ffi10,
:Ë |","(r*f, - qKliffi)or,

d'où

ail @") : r[, l*"{of, 
- xli#r*.

Montrons que les fonctions 1i(i) sottt indépendantes de 4.
Multiplions le système (III.38) par une fonction test g dans V(Y'r).
Il vient

f ,..roxi\Por: I xg., ?e au.
Jr,"nuà ayu oua 1Yz3 

't'a 
6^u'9'

D'après (II.60), on a

, 1",""Ë,# #0, :, I","of,#oo,
ce qui implique

I "_ " 
* Ë.W #oo : | ", " 

o f. 9u ^0,
Par suite, les fonctions 1i(';) sont donc indépendantes de 4. Posons xîQ) : **(i).
Cette fonction vérifie le svstème

Ô t rrs ïX"Q)- 
M,(KÈ" aaft; 

- Kf") -- o sur Y"

X*$) Ut,Uz périodique de moyenne nulle.

Par conséquent, on a

(III.44) ui!@"):'{, Ir,"(of'- x\iff lo'

:naii@s).

(r r r .43)

le système (III.39) devient alors
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En faisant le changement de fonctions suivant

H* : qH;,

c'est-à-dire

Hi : q-L H*,

on obtient le système que'vérifie la fonction ff . ( indépendante d" ,?)

-ft(nn:,r*ùffi):a
nuii@,\ffn;: sL
Hi -0

a  f  * ,  , ôH*-610;tç"')ft):o
aH"

ei i@t)È" , :  n \

H*  :0

sur f),

- J

sur l '*,

sur ls.

sur O,

n-l-sur I -,

sur 16.

(rrr.45)

COMMENTAIRE:

L'intérêt de ce travail est de proposer un modèle mathématique dont le comportement et

les caractéristiques sont proches de ceux du modèle réel. De plus, dans le cas du modèle

mathématique, ces caractéristiques peuvent être évaluees numériquement, alors que de tels

calculs seraient impossibles avec le modèle concret pour des raisons de place memoire.
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INTRODUCTION II

Nous étudions ici des plaques minces perforées, caractérisées par trois petits paramètres:

. l'épaisseur de la plaque ( paramètre e ),

. la période des perforations ( paramètre e ),

. le rapport entre la largeur des barres et la période des perforations (paramètre 6).

Les deux plaques étudiées diffèrent par Ia géométrie de leurs sections horizontales"
Sur chaque plaque, on définit un problème d'élasticité tridimentionnelle, dont la solution

5""6 représente le déplacement de chaque point de la plaque dans les trois directions"
Notre but est de faire tendre les paramètres e, e et 6 vers zéro (dans cet ordre), et d'étudier
les problèmes limites obtenus et les fonctions limites qui en sont solutions.

La dépendance par rapport au premier paramètre est étudiée par des techniques de plaques
minces.
Pour passer à la limite suivant le deuxième paramètre qui caractérise la période du réseau,
on applique une méthode d'homogénéisation.
Dans la troisième étape, on s'intéresse au paramètre 6, en appliquant une méthode varia-
tionnelle.

On étudie d'abord une plaque comportant deux barres horizontales et deux barres verticales
qui traversent toute la période, et huii barres obliques qui ne la traversent pa^s entièrement
(voir figure 3). La nature des coefficients limites obtenus identiques à ceux que I'on obtient
pour une structure semblable, mais sans barres obliques (voir Cioranescu-Saint Jean Paulin

[9]) montre que ies barres obliques ne jouent aucun rôle.

On s'intéresse ensuite à une plaque comportant les mêmes barres obliques, Ies barres
horizontales et verticales étant cette fois beaucoup plus courtes, et assurant la jonction

des extrémités des barres obliques. Cette fois, les coefficients limites obtenus sonts nuls,
ce qui confirme les conclusions issues de l'éiude de la première plaque concernant le rôle
des barres obliques.

Enfin, on vérifie que ces résultats sont encore valables pour un problème thermique (que
I'on traite ici dans le cas bidimentionnel).



A.PROBLEME D,ELASTICITE : CAS TRIDIMENTIONNEL.

I.PRESENTATION DU PROBLEME

On considère la structure tridimentionnelle constituée par une plaque perforée, dont les
quatre bords latéraux sont perpendiculaires aux faces supérieure et inférieure, et dont une
coupe horizontale est donnée sur la figure 1.
La cellule de base Y choisie dans le plan de ia plaque est précisée sur la figure 2.
On introduit les notations suivantes:
La structure bidimensionnelle perforée, représentée sur la figure 1, est notée uee6 . Son

bord extérieur, qui est un parallélograrnme, est noté âc.r.
La réunion de cur6 et des trous, notés f"5 est notée ar.
La structure tridimensionnelle précitée, notée O"'6, est alors définie pax

Qee6:ee6 x l - i , i t .

Demême,onnote;" : ,  x l -  i , i t ,Tee6:t ,ox I  - i , i t ,ôT",a-ôt , tx l -  i , i t .
Le bord latéral de Ç), noté |fi, est donné pax f6 : Ôw x ] - e,e[.
La face supérieure ( respectivement inférieure ) de la plaque est notée CIJr, ( respectivement
0* r ) '
Sur cette structure, on définit le problème suivant:

""w-&(o'jnuffil:
ô . 1 6  : 0

ouroo#nt:  G";+

aiakhffir,: o

ô " ' 6 ( 0 ) :  ô " 6 0

Trr-6e6,

F;" dans 0116 X (0, ?),

sur ffi x (0, ?),

sur fj., x (0, T),

ar  ôT"16 x  (0 ,? ) ,

dans f)".6,

dans fl"r6,

où les a;;17, sont constants et satisfont les conditions usuelles de symétrie en éiasticité.

Posons
7 (0 " ,0 )  :  { u  €  [ I / 1 ( f ) , "0 ] t , u  : 0  su r  f 6 ]

D'autre part, on fait ies hypothèses suivantes:

6e6o ç 7(0" 'o) ,

6e6t ,  ( t ' (cr""o)) t ,

," ,T € ,-(0, 
",  

( I2(ç)"))3)

,"*, a7ai* € tr-(o, T., (Lz (u *{+; i))t ),



Les a;i1r1, sont coercifs, c'est à dire qu'il existe une constante C6 strictement positive telle
que

Csu; iu ; i  1a; j * tu ; ju* t  pour  tout  p :  (u ; i ) te l  que u i j :  u j i

Des théorèmes classiques assurent l'existence et I'unicité de la fonction /""6 solution du
problème (1.1), avec

ôu'6 €r-(0, T,v(e",5)),9#€ r-(0, T,(L2(Q",6))3), ry€ r-(0, T,(v(Q""6)) ') .
of ot"

Nous allons étudier la dépendance de $"'6 en e, 6 et 6 lorsque ces paramètres sont petits.

Dans tout ce travail, les indices grecs (respectivement les indices latins) pourront prendre

les valeurs 1 et 2 (respectivement les valeurs 1, 2 et 3).
D'autre part, et sauf mention explicite du contraire, on utilisera la convention Ce somma'

tion sur les indices répétés.
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DEPENDANCE RETATIVE A L,EPAISSEUR.

(Le parametre e tend vers zero.)



I. DEPENDANCE RELATIVE A L'EPAISSEUR

Dans ce paragraphe, nousfixons e et 6, et nous faisons tendree vers zéro.

I.1. DILATATION DU DOMAINE.

Nous allons transformer le domaine f)",6 €n le domaine Ou6 : u16 x (- .1, *l indépenclant

de e par une dilatation dans la direction de ca, de la manière suivante: 
-

Faisons le changement de variables

[ " o : * o  
p o g r  c v : I , 2

I  " ,  
:  e-rrs

Posons égaiement

I  O'J { t ,  22,  4)  :  e-r  Ôïu (* ' ,  r21 rs)

I  d5 ' ( r ,  ,22 ,4 )  :  ô3"6 (x r , l2 , r r ) .

Ceci est valable aussi pour Ff et Gi.
A'r,ec ces notations, le système qui définit /"'6 devient

e r * 1
a'ô?6

(1 .1 )

A " Â ô c Â
_  ê -  E - '  -  - O ; i

ô2,  
"  în  

, ts

A . Â A r h
_ È - n : ' - - | 1 à i

ô 2 ,  
-  r n  

, t s -

ô '6

c 6oiàno

-ç
oii ,nt

d;6(0)

â,^€6:++(0)
ot

di6(0)

oô : "- : i  (0)
ot

: f rdans

: f ,dans

:0sur

:0sur

+: gi sur

- 1  t c Â î  1:  e  'Qï "  oans

: 
"- 'Ô"Jt 

dans

r  cÂ, î  t: AJ"" OanS

r  e A 1  r:  ai- '  dans

f ) "6 X (0,  T)( / .1.1),

0 ,6  x  (O,T) (1 . r .2 ) ,

f6 x (0,  ?) ,

0?!6 x (0, ?),

l e6a  x  (0 ,  T ) .

f)r6,

f)"d,

0 1 6 ,

Q " 6 ,

ôtz

^,at ô36
"aF

avec les notations suitantes:



"'rt '  
= a;j.,0' l..p(ë'61 12e-r a;j..f l ..z(é") + e-2a;jss'fsr(d"'),

ft = Ft,

Ïo = eFo,

9 o :  G o ,

g t :  e - t G s .

et
ro:ou"e;,t)
Te6: t "ax(- i , * ,

f i :  ue6xf* i )



On pose V(Q"6) :  {u
En prenant r :2, on

I.2.THEOREME 1

On suppose que

" "  lô i6 ' l y ,1e, ,y ,  e l

AIors,

€ ( .1 ' l1(0.6)) t , ,  :0  sur  ls ) .
établit le résultat suivant:

ôôi6o ,-6 l r r (o"u). "rl 
ô!îuo 

I sont bornés indépend,amment de e.;  " " f  ô 4  
'  
, r ( n . r )

ou

ou

" 'é '6  
-  ô*"6 dans L*( (0, " ) ,y(0,0))  f  a ib le* ,

ô i t  Qt ,  zz , t )

La f onction Q!'6est

I  Oî'o : QT'6 ("r, zz,t)

t tt ' 
- -\YQ,,22,t) *

caractérisée par

" 'QZut 
-  ôT"t  dans L2(u,ù f  aible,

I  b r r t ,  :  e r r top  -  a r r i sd" ; io , ;sgo ,

\  (an; ; , ,  :  (o,r i r )ù- ' t .

f l 2 ç , *e6  A2  r I .  ô2o i . 6 t-dï * auar\uo"neo5ffi)
oi'6 : o
ôôi"6 -  n

on
1 , a'ôi '6
nb"rerf f inq: o

a ,1 ,  a"ô i '6
ùtnu,,'.ffi)":o
Oi"u ( r ,  ,22 ,0 )  :0

ô 0 î ' 6  ,  ^ .  
r *

f f {a,zz,o):  l_roi '6tdz3 
-  A;"

ô$'i  est déf inie par

: I-r*d" +19j+ + oJ+) sur . ,e6 x (0,7)

sur ô{l x (0, T)

sur âf) x (0, ?)

sur ôtu6 x (0, ?)

sur ôt16 x (0,  T)

sttr  ue6 x {0}

sIIr c. lr6 
" 

{0}

et oit

Ia f onctio", Ol" est nulle.
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COMMENTAIRE

Le problème qui définit la déflection QJ'6 est un problème du deuxième ordre en temps et
du quatrième ordre en espace.

i 1



I.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

I.3.1. ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE.

Multiplions l'équation (I.1.1) p* 
"+, 

et l'équation (I.1.21 o* #. 
En ajoutant les

deux égalités obtenues, et en additioinant les termes similaires, on tiôun"

I A t (o,*r\- r ôd?6 t2 +., t ÔÔ30 p *
2atJe,o\"  ? ' ,  ô t  |  ' "  ' ,  a t  |  '

I  e2 a,,t . ,pl,r(ô'6)"y.,p(ë'6) * 4earro3lrr(é'o)"y..r(ô'6) + 2a,,tss'yss(ô'o)l,r(ô'o)+

l4aû. ,s- , /o t (ô '6h, t (ô"u)+4e-7a4. l ,73r(ô '6) l , r (ô"6)+e-2at ts t l l r r (ë"6) f )a"

f  , ,aôf  ,aô"6. , ,  f  ,  +0ôi6 _+0ô36. , ,_: 
Jn,,Gï,t + hfi)o" * Jr:,les;É + oî u;)as.

En intégrant ceci de 0 à t, et en multipliant les deux membres par e2, on obtient

; 1,",t|' "t*'u\i (t) l ' + l ei+rffol r *

* a, n a Ê ("t y, (é" o 
)@) ("' u p (O' o 

)(ù) +

* 4a,,1 ot ("t :-r(ô'o)(t)) (.r", ( d"o Xt)) +

* 2atq.n(rr, (d"'X ù) ("'r,r(d'o Xt)) +

*  a,tot ("t,r(ô'o )(t)) (.t,r (d"o Xt)) +

* 4a,sst (rrr(d"X ù) ("',"r(O"u)(l))+

* aress (rr,(d"uXt)) (zrr(0" XO)la"

: Io' ln",u,"'+ - r,"'Y)d'd,*
* I,' lr*,rn."'+ - n*æY)d'zd'r t "" ry,

où E(t) est défini par

E(t): 1,",(1 | "t*' Yu\, + | ";a#u {t) l, +

* a,,toÊ("'r,r(ô'oXr)) (r"p(d'oXr)) * 4a,,tat(t,r{ô"u){r)) ("t,r(d'oXr))+

* 2a t qss(rr, (d"' )(r)) (t'"(o"u Xt)) * 4a,t,s(2., ( d'o Xr)) (r"' t o'u Xt)) +

* 4e-ra,t, (.rrr(d"Xt)) (,y,r(d"Xt)) * e-2osrsr (rrr(d'oXt)) (z"tO"'Xr))]r '

(1.2)

L2



Appelons A (respectivement B) le premier membre (respectivement le second membre) de
I'inégalité (I.2).
En posant

:  e21op(ô'6),

: e'y.,z(ô'6),

-- n (ô'6),

( o'P(Ô'6)

I o"(ô'o)
I a*(d'6)

le membre A s'écrit

1 t ( lr";*,09^10s11'
2 Ja , r \ . / - ,  

t  "  A t  \ - ' l  I

Prenons r:2.

Posons

(/ .3)

+ 1 et + t ô !36 e) l2 + aii p n0 nn(ô' 6 
) (t) 0 r i (ô' 6 

) (t1) a z.

ô':,

ôtto .
[ 't'.! : u'

l'bâo : "'
Le membre A s'écrit alors:

; l*.,( T' ry f +aii p1'0 rn(Ô'6)(t)0 ni @'6)(t7) a''

Or, d'apqés Ia coercivité des o'ii1ç11, or à

t  A"t ,e6

A > ;r, ll+(t) | 121, 1o,e ) ç co D lll,i (ô'6 ) (t) | | 7' rn,u r'
L,J

D'autre part, on a

": fo' /n.,u,""# . ,,u#)d.zd,r * l: l,r,@î"'ry . n*sffi)aoa, * ""1.1)
: lo' ln.,(,,ry * nff)dzdr * l: I,r,GIry * n*W)aoar * "'"f)
: lo' ln.,,,Yd.zdr* I: l,=;îffa"d,+"'ry.

Ona

l,' I n.,, ow- s " 4, ==, 
;'i,! ru; ^;,,:.,:, I :, ïï,,,, rU,ï. p.. 1 d,

< c\r,ll"r.""(0,?,1,1o.,1) * ; lr' u#lll,p*1dr,

13



et

l: l,r,n!ff,'a'
: 

lr:,sr(ù,hîo(t)do 
- 

lr*,nlto)+i6çoyo 
- 

lr' lrr,#176dod'

t *lgf (ùlî"r.Ir + |ll,ti'{rltl'r,1,f,r + f,unîrolfr,1"}r+

+ jtt,t :'to)ll'1,11*, * i I, lÇui,,r!)d, * i l, l'b6 ll'",,r,,d''

|tt t :t rau2,,ç!o) 3911"'ôît(t)ll?,rrj,r

Scalle2 $i6 (t) | | Trn., I

3d alle2 1 ; 1(d'6 )(t) ll ?2(e, o)
<c' o,llî ; /$" )(t) ll ?, rn., I .

Or, on a

De même, on a

car

En conséquence,on a

l l,r;6(o)ll,,rr|y s c,

.h?6 @ - (,/:6 (o), '/;6 (o))

-(e3 ô":Q), " 'd;u(o))
-("'Ô'Jo ',"'Ô'rto)

:"" ôlo, .

ll,/;' (o) ll?,rrl,l : ll'2 d 160 ll'7, çr*01

<ll"'ôioo [l 'orn",l
1c.

Ii vient

1,,lr,,nî7fru 
ooo'

< c(ttoi l l 'r*ço,r,r,rrlr) + l.Ji l l 'r*(0,r,r,1rf,);) + "'olla,;(d'oXt)l lî '@",)*
c'ot f '  , ,  ̂

+ ] J" \e,t(d"')l l?,tn ,o1dr * c.

0n a aussi d'après les conditions initiales:

"'E(o) < 
".2

t4



On obtient finalement

B lc1 [ttr,n;".1, ,r,uqa"o1)+ llg,+ ll'r*ço,r,r,<r*l) + ll$lltr*10,r,r,1.1y)i+

* c'.,l l0;1(ô'o)(t)l l 'r,<Ç,"0) * ,, 
l, (l le,r14"o;1 r)llzyzp"e) + lryO)ll?,1n",y) d,r ! ca,

soit

+llry?)f.,p,,,)d,.

D'après (I.3), on a

1 I tt Wrtl tt'r" (n, o)* "o I ll0, i @"6 )(t) ll?,ro., r2  I  . ' t t  Q 1

,.^* c'all0;i(g"oxt)ll?,<n" ,;:, [^' (le,i(o'ayçr)ll27,p.ol * l l fft xfr,(o",))d".
Jo  \

Choisissons a de sorte que cs ) cta.
Alors. on a

I rr$r t)ll2p,p",y+ D ll0,i(ô"\G)ll?,ro",r' ,  
t J

</{ + rr' [^' (llr,r14";,'))ll?,ro.or + tlSO)ll?,1n.,y)a".
Jo  \

D'après le lemme de Gronwall, on a

B 1c+* c' . , l l0; i (ô'o)(t) l l ' " ,<çr.,)  * " ,  [ '  (1/, , ,ç6,,01çr) l l2p,1a"e)
Jo \

donc

Alors, on a

soit

\ 
rTll ?* q1o,"r, r, (o. e ) ) 

- 
? 

le u i(ô' o )ll 'r- ({o,r), r, {n.,,) s ".

l l+l l l- (1o,rl,r,(o,o)) s ' '

x.r 0Ô'16 x,l l -  0 t  r r l * (10," ) , r r (o . r ) )  S C,  ( / '4 '1)

11"20ô's6 ll,l l -  At  'L- ( (0 ,?) ,Lr (o"r ) )  S C'  (L4 '2)

t
i

â r1 ,9Ù  t ' ,  m

Lll+(t)l l?,to",r 1\- l l lui(ë'u)(t)l l?,rn"or I K"n'' ,
r J

(1.4)

t ô



I l l" ' t"o@'6)llr- ({o,r),r,{o" , l) 3 c, (r '5'1)

(r.5) { l lrr"r(o'6)l lr- ({o,r),r,{o" , l) 1 c, (1.5-2)

I l lzrr(o'6)l lr- ({o,r),r,{o" ,) s c- (/.5.3)

D'après (I.5) et I'inégalité de Korn, on a

"'ô'o 
- ô*"6 dans .t-((0,?),y(çr,o))) faible .

De même, d'aprés(I.5), on a

(r.6) i|,'"""îf ll '7*(10,r),r,(o.r)) S c.

Par conséquent, on a

"toil 
^ oifo dans I-((0,?),r'(cr"6))) faibte

Llloii(d 
6)ll '"- 1,0,r, ,",(n.r)) S c'

"try 
- 

Wrrt,zz,t) e L*((0, r), r '(Q"o)),

"tW 
^ 6o € H-r((0, r), v(c),a)').

U"t #ll 'r* ({o,r),r,{n.,)) S c,

uului - o dans 
"-'((0, 

r), y(rr,6)').

De même. on a

soit

On a encore

Comme

o n a

et

nffillr,1o.,y s "2c,

ll9F;ll;,1e",; :0.

En conséquence, on a

(1 .7 )  ô î ' o  - -Q î ' o ( r r , zz , , t ) , iD i "  e  I * ( (0 ,? ) ,H t (a r ,5 ) )  e t  oT" :0  su r  âa r  x  (0 ,? ) .

D'après (I.5.3), on a

d'où à la limite

16



D'aprés (I.5.2), on a

d'où à la limite

c'est- à- dire

et donc

(/ .8)

Avec

,ô"'ô'ro , 0"2ô'J ,l lË  +  i ; l l r ,1o"o ;  
1ec,

tt\#.Wll1,,1e.o;:0,

aôi6 : _06i0
0"t 0ro '

dT6 : -r"u?io + ôf 6 (zr, zz,t),Yct  
ô"o

( / .9)  ô l '  e I - ( (0,  T), ,Hr(a"6))  et  iD! '6 :0 sur ôa x (C,T).

(L7) et (I.9) impliquent,comme dans Ciarlet-Destuynder, que:

( / .10)  Q i "o  e  I - ( (0 ,  T ) ,H2(u ,6) ) ,o i "  :  o  u t$  :0  sur  ôa  x  (0 ,7 ) .

Enfin on a

(  ô î 'o :  iDT"6( r ,  , zz , t ) ,

1 ̂ : ,0 :  - , ,2ry +e!6(z1,zz,t).
I  o'  -  - '34

17



I.3.2 CRACTERISATION DE 0î'6 ET 0;'6.

Pour obtenir les équations limites qui caractérisent O$'6 et (D['6, nous allons utiliser une

méthode analogue à celle de Caillerie.

On multiplie l'équation

,0' ô'ro ^ao'"6, Ô"'rot

""#-" u;-Ë:r,
Par 

ezsor(z1,z2r t ) ,

avec 0, dans D([o,r[, v(r"ù), indépenda.nte de 23,

où 

v@"a): {u € H'(r,a),,u : o sur ôc,;}.

On obtient

f  [  ( "nW. n .2a -e6-  a -ç  - \  F r

Jo Jo., \- ôt-zsï' 
- 

"tû"'Itt|" 
- 

" unolle"'î')dzdr: Jo Jn"oT""ttî'dzdr 
'

soit après-une intégration par partie:

- t "ng!!ço1zs0,(0)d.z- f f "nffi",ffa,a, +
Ja. ,  d t  Jo JQ,o

rTf . -çaf 'Tr* J, Jr.,"'o7tr"frre'a'o' 
* Jo Jur.,""o76'230'n'dzdr 

+

f T r f T f
* 

J, Jn.,""7trt,dzdr 
- 

Jo lr*,"o',ora|,n3dsdr 
:

Jo Jn.rf ' " t to 'dzdr 
'

sort encore

t "'ô7u'230,(o)d.z - f t "nffi,,ffa,a, *
Je, ,  Jo Je"o

| [' I e2o16,43-s.4r4, + o+
Jo JQ., " '  ozn

rT t r r f
, J, Jn","o1trt,dzdr 

- 
Jo l"*,"t!"o,dsdr:

f T r= 
Jo Jn.,f '""0'dzdr'

18



Introduisons les moments

L'égalité précédente, devient

( / .11 )

Me6p

N&op

= U 
|_rzsoeiBd '3,

: u l-'o'jPd'"'

:  
"  l_roi!rdz3.a":

- 
1n.,"'ô70'zso,(o)dz- lr' ln,,"nffirrffa"a, +

+ I.' l_",rr1",fir,0,0,* lo' l.",ot'r,d,zd.r 
-

- 
Ir' lr*,"g* "l'd'sd'r 

:

: 
lo' ln,,''""'o'dzd'r'

Compte-tenu de la relation (I.6), les moment 
" 

M:op et Nilu sont bornés dans tr- ((0, T),L2('-;,5))-

et convergent respectivement vers M['pô et N[1U6.

De même compte-tenu de ia reiation (I.11), Q',j converge dans tr-((0, T),,vQ':,6)') faibie

vers Q|'6.
En faisant tendre e vers zéro dans (I.11), on obtient l'équation

-o - o * l,' |*,(rrf# 
- qi'6 o,)dz1d'z2d'r -- o,

- 
l"' 1.,,u-#0,dz1d'z2d'r 

* lr' I u,,,*iïo 
nrl'd's1d's2d'r *

rT r
* 

J, J..,nïot,dz1dz2dr 
-0.

choisit d, dans O([0, Tl,D(w,6)), on obtient

-ôtt ' t i ia + r?*16 - 0 dans trr5 x (0,?).- -d ; ' r  wr

(1.12)

soit

Si 'on

( / . 13 )

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous dans Ie

problème limite, nous allons multiplier l'équation (I.13) par une fonction test
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0,d,21d,22d,, * 
lo' 1.,,

o, € D ([0' 
"[, 

v(r"a)).
Il vient

- [ ' I
Jo J..

aMT;6

, 0",

En comparant les relations (I.12) et (I.14), on obtient

Mil6n, - o

Multiplions maintenant par

Qi'6 0,dzrdz2dr : 0,

MiiÔ nrï,ds1ds2drl

sur 0tr6 x (0, ?).

soit

(r.14)

i 'équation

* 1," I",*rroffio",o,,o, - lo' 1u,",
* lr' l,,,or" 

r,d,z1d,z2d,r : o.

os("r, z2,t) d.ans a (lo, r l ,  n] @)), @test independante de z3)

0"33:  f t '"ro'ô'ro _ 
"ôo50," ôtz " 0t,

Il vient

- 
"" fn.,d,o'0r(r,,,22,0)d'zd'r 

- 
lr ' 1n.,"'ry#rzdr*

* l,' ln",{"o\',#. oifga,ar - 
l,' lr*,oi3r,,td.sd, 

- 
l,' lr*,,,l0,e,n3d'sd'r

:  -e2 
ln",rro',t(21,22,0)dzdr 

- 
Ir '  1n"," 'W#'zdr*

* l,' In.,"o3x#0,0, 
- 
I,' lr*,n{r,osd.r 

- o :

: Io' fn.or,',0'o''
On intègre une deuxième fois par parties. On obtient

"' I n,, 
ôlot 0 r(" r, 22, 0) d, z d,r * 

| n., "' 
ôloo ff Q) o, o, *

(r.1b) * 1," 1n","'rr'ffi,^, * l,' 1.",rîoffo,,o,ro, - lo' lr*,nlr,o"o,,
r T f

: 
Jo Jn",f'o'd''d'''

ôts

20



Or, d'après les conditions initiales, on a

"'ô16o 
- o dans -L2(ft"6) faible.

Soit d'autre part /1'61 définie par:

"'ô|tt 
-. 0*€61 dans -02(o'6) faible-

Faisons tendre e vers zéro dans (I.15).
Il vient

- 
t ( [ ',e!'6tfud,23)trr,rr,o)d,zd,r * |.,;ff{Da"ar+J t t . 5 ,  \ J - \

* [ '  I  oyaff iazar* f t  e;,oPa"1d,z2dr- [ '  [(er+*+ sr*)tsdsdr
Jo Je", 

- ot' Jo Jr., 
' ' ozrt Jo J.,o

: 
lo' 1.",( l-rt'0"')o3dz1dz2dr'

On réintègre deux fois par parties.
On obtient

f  r  1=z

| ( l'. ri,,o' rra"r)("r,,r,o)d.zd,r - 
t ai,,o Q)#(o)dzd,r+

J u r . t  \ J - I  '  J . . 6

* 1.., 
1101e t(,)d,zd,r * l,' l-",W;sazar * lr' l,.,or"ffa",dz2d.r-

-  
[ '  [  , {n{ .  *  gr \osdsd'r  :

JO J . ! ,

tT r r r i \
: l^ / ( l ,f ia"Sosdz1dz2dr.J o  J w " 5 ,  \ J - 1

En prenant cp dans î(]0, Tl,D(u,6)), on obtient l'équation suivante

u'*f - u?^;'o : [t fio"r+ (s3-* + 9t-) dans ar"6 x (0, ?).(/.16) -ar, 
0r, J _;

En choisissant judicieusement des fonction tests, on établit les conditions initiales et les

conditions au bord des trous suivantes

( Q;"tn, :  g sur ot"e x (o' 
")

(r.17) l1;"t31 
:o 

," 'c' ' ' '5x{o}

[ ff,rr: lu,e!6td.4 
sur o.6 x {o}.
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Dans (I.16), on rempla"" Qi'o pa.r sa valeur calculée en (I.13).
Il vient

( / .18) ry -ô:'i!- : [ ' rid",+ (gi+ +s;-).
A P  ô z r ô 2 ,  J - 4 " "  

-  \ v o

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord d.es trous, on multiplie
l'équation (I.18) pa.r d dans O (]0, f [, V(r"t)).
On obtient

lo' 1,.,fft,"a,+ lo' 1.,,Wff0"0,- l,' l,,.,Y0n,.sd.r:
: 

lo' 1,.,( l-rrro",)0az6z2a, * lo' l..,rv. t ss*)vd'sd'r,

soit

l" l'"'ffto"o'- lo' l-"'';'offio'o'*
(/.1e) * l,' 1.",*;ro #ro,o, - l,' lr,",T!on,d"sd,r :

: 
Io' 1.",(l-rtto',)eazlazzd'* lo' l..,rn 

. ts,.)vdsdr'

a0
pal eQ;; l 'equatlon

v o f l

^r0'ôio ^Ao16,c -x:;- - c--
ot' oz,

"rô'636 - .oo|t ," 7tz 
- 

ô",
-W:fs.

ozs

D'une part on obtient

I,' |n","nffi "'#o'o' * l,' In,,""il"#ozd'r -
- 

l"' lur.,"roio,,rff,,as'r * lr' ln","rî!rffa,o, 
- 

lo' Irr,"o,ror"sffnû.kd,
: Io' fn.,"ïr"#o"o''

On multipiie

aoiS
- f-  

J  f l l
0"t

et par d l'équation
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D'autre part, on obtient

Après intégration par parties, passage à la limite en e, puis une nouvelle intégration
parties en sens inverse, on obtient

d'une part

I,' !r.,"'ffeazd,r * l,' In.,do,ffa,a,-
- 

lr' lur.,"oi1rn,d,sd,r * Ir' 1r","il#d.zd,r 
- 

I: lrr,oifvnsdsdr

: lo' ln.,r,'o"o''

Io' |,",M;:o ffi0"0, * lo' l,.,nro ffa,a, 
-- o,

et d'autre part

l,' |.",ffi'o'* * l,' I..,n,u
: 

lo' l-",( |-r"o")odzldz2dr'

ae
; -dzdr -
ozn l,' 1,",(9r-* + 93*)?dzdr :

La différence des deux égalités précédentes donne

(1.20)

Comparons (I.19) et (I.20).

Ii vient

aM;i6

lo' l,.,Wto,o, - lo' |..,*;ru ffia^, --

: 
Io' 1,.,( Lrrro'r)eaz,a'za' * lo" I..,rn 

. * sr.)0d'zd'r

sur ôt,6 x (0, ?).

23
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on a donc

(r.21)

Il vient

(1.22)

soit

A2e*e6 _ 
A2 M;i6

Atz 0zr0z,
t+- 
l-a fidtt + (gr** * gi.) dans ae6 X (0, 

")
sur ôt,6 x (0, 

")
sur 0t"6 x (0, 

")
dans a.,"6 x {0}

dans ar"6 x {0}

sur ôc.., x {0}

sur ôar x {0}.

Mii6n, : o
aM::6
Ën, :o
o$'610;  :6

â;5:eo f 1

l-(o) : 
l_rô;eot

ôi'6 : o
ô$":o

on

Multiplions maintenant par e0,(21,22,t), avec 0, dans n(tO, Tl,V(u,6)) l'équation

;#_"æ_#:f.
On obtient

u l,' Ir",Wo,d*dr - "' ln.,ffir,o"o, - " ln.,ffir,o,o,
: -"4 

ln,r"-'17"0'(""22'0)d'z 
- 

"r lo lr,r#ffa'a'+
* lr' 1n","'o?î#0,0,- Ir' Iur,,"'o?\nrl,d,sdr+0- " lr' lr*,o?!r,,,n3d,sd,r

: -e3 
ln,,r!trr(21,22,0)d'z 

- 
"^ l, lr"rryffarar+

* I,' I",*ru,#0,0, 
- " I,' l,*,n*e,asd.r:

: 
lo' /n,,"'' ' 'dzd'r'

Faisons tendre e vers zéro.

-o-o * I,' I",*rr'ffia,,a,,d,r-o:0,

- 
Ir' I",V0'd'z1d'z2d'' * lo' 1u,.,*ï;"'n'd'sd'r 

:0'
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En particulier,avec d, dans O([0, Tl,,D(ur5,)), on obtient

(1.23) -a!^Tït  :  o sur . ,€6 x (0, ?).
Ôt,

Pour déterminer les conditions au bord des trous, on multiplie l'équation (I.23) par 0,

dans O([0, " [ ,  V(r ,a) )
On obtient

f'r r AN::6- 
J, J.,, *, 

o'dz1dz2d7 : o'

soit

(r.24) 
lo' 1.",*r;'Hoz1dz2d,r 

- 
Ir' 1u,",*iio0,n,d.sdr 

:0.

En comparant Ies deux équations (I.22 ) et (I.2!,,ii vient

Nifi6 n, : g 
. sur ot"6 x (0, 7)'

Finalement on a le système suivant:

( aN::6

( r .2b) 1- ^:o 
sur( 'sd '

I  N];6n, : 6 sur ôt,6 x (0, ?).

Soit maintenant d; dans l(to,ft ,O(ar)), indépendante de 23.

Posons u;  :  zs î ; (zr rzzr t ) .
On multiplie par e2u" l'équation

^rô'ô",u_ _ "gf, _# : r,,t  
at,  

- '  
a",  

-  
ô4

et pa.r e2u3 l'équation

^ro'ô,ro_ _ 
"# 

_yÊ : h." at, 
-' 

a, 
- -d;

II vient 
îT f ,ô2 6?6 fr f oa, ë,ru 1 1

J, Jn.,"'ffi"d"d" * Jo Jn","" ffi"d"d'-
- 

", [" I 
a!^îÎ u,a,ar - e2 f f 

o{î! ,na"a, :"  
Jo Jn. ,  ôro Jo Je" ,  ô t t  

- ' -  -  -

l T t r T f
: I I "'Trrrd,zd,r* I I e2f,u,dzdr,

Jo Je , ,  Jo  J { r ,o
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soit
- 

ln"r"n 
Ô7t' 230'(21' z2'0)d'z - 

lr.r"n 
Ô"6t zs0s(21' z2'0)d"z

f 
r .ad'-6 ao 1T I oa2ô'r6 oot , ,

Jo Jn","'T"'ffa'a' 
- 

Jo Jn,o"nffi"fidzdr+
* l,' ln", (u "rî.,,h * e2 oi!#t,) d'zd'r-

- 
"' [' I oi!"30;ntd,sd,r --

Jo Jr!,

: 
lo' ln"o"'r'"d'zd'r'

Faisons tendre e vers zéro. Il vient

0: -0-0-0-0+ (o + ";;6 
e;)d'd, - o,

solt

(1 .26)  df f6  :0 .

En utilisant les techniques, désormais standard, introduites dans Cailierie[3 ](r'oir aussi

Cioranescu-Saint Jean Paulin [9 ]), on donne les expressions explicites d,e o['!,N["u6 et

arrii' :

1,, IN.,

(r.27)

ou

oï"f :  b.. lr ,plep(Ô"'6)

N:'pt :  brl , ,plep(Q*"6)

Mi"ro : -iu,rrrYrrur,

(1.28)

En remplaçant

[  
* - "  :  (o i '6 ,  O;" ) ,

\  
b " U t o :  d a g 0 p  -  a o B j t d ; j a g 1 p )

[  ( d t i )  :  ( o , r j r ) - t '

Nifi6 par sa valeur dans (I.25), il vient:

rô
|  

-  
^ : (b , , tep lep(Ô* 'o) )  

:0  su ' r  u)u6 x  (0,T)

| ""r

I 
o;'6 : o sur ous x (0, T)

I  b,,rep1ep((D*"6)nn : g sur 0tr6 x (0, ?),
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d'or)

(1.29) iDl" : 0 su r us6 X (0, 
").

D'autre part, en remplaçant Mi;o par sa valeur dans (I.21), on a aussi:

626*e6 ,  1 r  440*€6

Att 
''rfiurn0o6;WM

ôi"6 : o
ôoi'6 - n

On

1 -  62ç*e6

ub"rerff inq 
: o

a , ! ,  a2o*e6
frtiu',',ffi)n' 

--o

0i 'u (rr ,22,0) :  0

#r",, z2,o) : 
l_rôi.tdzs

t+- 
l - i fidtt + (gi+ + si+) su.r ue6 x (0, ?)

sur 0a x (0, ?)

sur 0u x (0, ?)

sur ôt"5 x (0, ?)

sur ôtr6 x (0, ?)

sur  ue6 x {0}

su r  ue6  x  {0 } ,

(1.30)

t  e6L:  / r3

où Qj'l est définie par

"'Qltt 
.. oT"" dans-t2(c..'r5) faible .

La rnatrice (b,,tep) étant définie positive, il y abien existence et unicité de la solution iD$'6

tel le que ol '6 dans -L'"(0, T,V(u"6)) 
"t # 

dans.L-(0,?, L'(r"a)),

où

V( r "a ) :  {u  €  H2(u ,6 ) ,u  - - 0 sur ôr\.
0u
0"
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II. DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.

Pour 6 fixé, nous faisons tendre e vers zéro'
Nous prouvons le resultat suivant:

II.1. THEOREME 2.

D,après Duuaut [10], tJ eri,ste un opérateur de prolongement Q. tel que

Q, e L(Hr(r ,o) ,  nr@)) Pour lc :  r ,2 '

Pour u €. L2(0,T,HL(u,6)),, on d'éf i'nit conl,me dans Brizzi' - Chalot [2] P,u Ttar

(P,u) ( t ,  11 :  lQ,u (t , .) ]  (") .

Alors, on a

P'Q;'o - oio

où, si l'on suppose que

P..L,ro'--. ^3t

Q!6 sati,sf ait le système h'omogénéisé

f aiblement d,ans r- (0, r,H!@)),

-  - 9 t  \  .

dans l'- \u ) I ort)

sur u x {0}

sur u x {0}

sur 0u x (0, T)

sur Ôa x (0, T).

lv6.l a2oâ6 + n6 ̂ . = 9n*=io = : H ( ['. r;o"g + (gà+ +sâ-)) sur u)x (0,?)
W-AF- 

r urqoo a4ozroz6ôzo r, I r -à

Q|o  ( r r , 22 ,0 )  : 0

qf  (21,  z2,o)  :
ot

ôâ6:o

,Pâ, : O
on

Ce systèrrte ad'met une solution unique Oâ6 e '"" (0, f , nl@)) 
" Y 

'

Les coef f icients homogénéi,sés sont donnés par :

q6'peo: ; (H baaop- +T l,o'u',ffiaa'da')

oît la f onction XiP est solution du système

( t f r.,  ̂ -o'(xTo 
- noe) ô2u ' '

\ 12 ritJ*ow a;hdaLdY2 
- o sur Yi

I xiP Y-Péri'odique'

,'" (0, T, L2(a'1).



auec 1
T r t :  

, U r a n .

II.2. COROLLAIRE
Ona

pe6*e6 - ô*6 d,ans L* (0,?,(rrJ(r)) ' )  x L*(0,?, u3@)) f  aible *,

ou

(  ô8. :  o3.(rr  ,zz,t)
{  , r .  o@3. ,
I  di .  :  -" tA-(21,22,t) .
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II.3.PREUVE DU THEOREME 2

rr.3.1 E5TTMATIONS A pRIoRI suR oi"6 ET RESULTATS DE CONVERGENCE.

Donnons des estimations a priori sur Ôi'6.

Multiplions le système (I.30) pu, 
ry, 

.

11 vient

t  a:Lî,o aôî'6 , ,  f  1 , a2Ôî'6 a2 ,ôÔT'6' ,
J.., ap ffdaa" * J.", uu"otoffiffi(ft)aadzz 

-

f  r  1 ï  . * 1  , , ôô î ' 6  f  . ,  -  .Ao i "6 .: | ( L, f '*d")To"d"z+ J.,,@i* 
+si-)Èd4dz2'

J u s r 5 , ' J - 1

Soit E (resp.F) le premier membre (resp.le second membre) de cette égalité'

On a:

n : ( '!, i '0, '1r, 'o) * 
t f '  ô2oi'6 ô r o2bt'6 : ' '

a#, at t ,  ;  J,. ,b"Êopî#1dr\ i , f f i )dzfizz
ra , ,aoî '6 , ,2  1a [  ,  A2q i '6A2bi ' ,6 , t - ,: t ôtll ? l lL,r,,ot *  ̂ A J.., '"utoffiff ia"d'"'

En effet, on a

o / ,  62q*e6 ô 'ô i '6  \
at\o'Beod;f, a;a'p )

,  A /A'oi-6 \  A'oi '6 ,:  oooop 
æ\aæa+) Ar"Arp-

,  1  6 2 4 * e d  â  1 ô 2 ô i ' 6  1+ oaoeo 
6*6, at\aha"p )'

Le second terme du second membre vaut

u,o,uffi*(#-)
Alors. ce second membre vaut

*,.ffi*fffi1,
de sorte que le premier terme de (II.1) est égal à

zu,pep*(ffi)#ï"^
En intégrant en t, et d'après la coercivité des bqgso, on a

30
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(rr.2)

lo' uo,

, inffi|2r"(..u) - iu$l o)1121,1..,r * " I o' * 1.., (m)' d",d""d,

, tznff ll2r" @.,) - ir{;r 0 ) | | ?, r.,", r *' I o' 3r, ffill'r' (,. o\d'

, inff ll'r, (, ",) - *r#( 0 ) | | ?, r.,", r + at ffi1g" 1, ", 1 *
-dm1o)1121,,1.,",r

, in$il l2r,@"0)+ clloi '611|, (u,6) - cr,

.o"r)---.Ë!arraz2d,r ! 
lr' |.",(gi* 

+ ni-)a%*'o d"z1dz2d.r.

et

1 t l t f

I rar:1 I
J o  J o  J u . o

Or, on a

u_,',

et

l,' 1,., U :, r'. d"')4î! 6"4'

s l, 'u |:rffd,stt*p.oy lt# l ln,p.ofr

t: 1,, l :rf,*d,,11"r,1."01d,, *; l , l le# l l 'r,1..01d'

< cll l ' ,  fr.o"rl l27*(o,r,r"(-",)) *i I, l l ff l 'r"(,.u)dr,

lo' |,",(gi* + ni-)aïiu a,a,

s l,' llgi+ + si-llr,@",rilff1 1,1.,,'1d,r

=i I,llgi* + si-ll'r,(."0,d'r *I l,' uffu'",,..0)d'

s cllgi+ + gi- ll2r*ço,r,u(.",)) *: lrilq# ll'",1..u1d,,.
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Enfin, on a

1 t

I Fdr
Jo

/ .  f i  r r  * - l -  ,  * - t 2  \ .

< ct (ll J-", ,r- 
o'rll'r- 

1o,r,rz(,"c)) 
+ llgi+ + si-ll2v*(o,r,n(.",))) +

f t  aoT'6, , ,
+ 

/ ll:fll'7,1,"01d,,

donc

(rr.3) lo' ,0, < K + l,' (rryll'",1,"01)d',.

D'après (II .2) et(II .3) on a:

I t t 
u*=i " (, )ll2r, @.,)+ cl I iD g'6 (t ) | | îr.", r *2" 0t  \ " ' '

< K + L' (rffo>t2,p.,1)d,,

soit

ttffrtlt l"L"(,"0) < r{, + ,r,, lo'(ff Sft )ll,r,1..oy)d.,.

D'après le lemme de Gronwall on a

f f 
ôlid-ttlf 

l'r'@.0) t 6t "K"r 
'

On obtient donc

(rr.4) il 
q# ll'"*qo,r,r,(.",)) s c,

soit

(//.5) l loi'ullT_10,r,r, .",r) < c

D'après Duvaut [10 ], il existe un opérateur de prolongement Q" tel que

Q' e L(ur (r"u, Hr (r,o) Pour Ic : 7,2' '

pour v dans -L2 (0, T,I/''(rro), on définit comme dans Brizzi-Chalot [2] P"u par

(P"u)( t ,  x )  :  lQ"u( t , . ) l ( " ) .

P'oî"6 ' oî'o dans I-(0,?,I/. '(r)) faible * -
Il vient
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rr.3.2 CARACTERISATION DE Oi6

Nous allons utiliser 1a méthode de l'énergie de Tartar'

Posons

(r r.6)

et

Multiplions pax v dans -t2
(II.6), on obtient

Puisqu'on a

Il vient, quand e tend vers

(rr.8)

II nous
w[q e

, * tÂ  1  ,  A2Oi 'b
lr-P :  Eo"00o AreT"o,

[ 
€i,'f sur .,€6 x (0, ?)

:  
I  o sur @e6 x(0, ?)

,H'(r"ù) le système (I.30). Compte-tenu de

i*e6
\a9

(o,r la notation

l,' 1,.,ff{,o,vdz2d,r * l,' |..,rïi ffio,1d,z2dr 
:

(II '7) 
: 

I ' 1..,( lt, ïî0"+ (gî+ + s;- ))ud'2fi 'z2dr'

soit, après prolongement:

l,' l.p, e:#)x,"oudz1dz2d.r * I,' l.t::t ffio,1d,z2dr 
:

-- 
I,' l,U:rÏîd't+ 

(gi+ + ri-)) uXu'ed'z1d'z2d'r'

ila;"1ll <C,
,- (o,t,r"t- l)

zetol

lY; l  [ '  I  t^ro 1
lyl Jo J, ftud'aazzdr * u

r v * r  l T r r r ï
:

lY l  Jo J. \J-+'"

faut maintenant caractériser la limite

H'(Y;) solutions de

[ '  [  , *a o2u

J, J,e:h a""aidz1dz2dr 
:

+ oi-))  udzldz2dr '

€ât. Po"t cela, on introduit des fonctions
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(//.e)

avec

7{r : f,r,or.

Posons

wi"@): €'zw;'( :) '

Comme d'habitude, il existe un prolongement P'W;"' de Wf'q qui converge faiblement

dans If62(cu).
Maintenant, on multiptie (II.7) par gWf'?, et le système vérifié par Wf"n par glDi'6.- a\rec

tp dans O([0,?[,O(tr)), puis on soustrait les deux égalités obtenues.

Il vient

{ t",
, a'w;q a2ub'poofrùffidwdaz -osurYf,

W{n-n 'n Y-  Pér iod ique,

Ir' l..,ffvw;'q 
d,z1d,z2d,r * lr' l,",rrf Wdztdzzr*

_ 1,, l,",r,J;,ry#dz1dz2dr 
:

: Io' 1,.,( l-rtro,,+ (gi+ +

,'Jï':|u,o,o#h

(r/.10)

o;-)) çwf'qd'zi '22,

ou

Or,on a

1 , a2Di'6 ôt(vwi"')
uoaÈeo 6"pr-î;dtp

1 . 626*e6 r }zyry;,n ôg ôWf'q }tg rr1e,t: 
ubaeooùMl? a""a"B * a^ uu - 

ùa"p" o

et d'autre part

1 , a'w;" o'(pai'o)
uoaïeo r*Onærp

1 - a'w;" [,^ a'oî'6 - ô? aoi'6 . 0',9 6*,a: 
t2b'uto66leaæ'p* o^n; + aharp*'

La différence des premiers membres des deux égalités précédentes
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i*,,#o*#W.hwi",+
-i^u,o#u;o#W.ffioi")

Et donc (II.10) s'écrit

lo' |..,ff vw;'q d'z1dz2d'r a

* I,' |..,t:'f {r{ry# . ffiwf'n)d,z1dz2d,r 
-

- 
L' |.",rï;'{tXW . hai'ô)dz,dz2d,r 

:

: 
Io' 1.",( l-rrro",+ 

(si+ + gi-))vwi"'az1d'z2d'r'

( / 1 .11 )

Faisons une première intégration par parties.

I1 vient

1,",
t, ,
t

J  u r6

t,,
ry

J,
r T

J,
t;

ffroi, e)w;'q dzrdzz - 
l,' l..,ryffruy' azi,zzd,r *

+ t*e6/q 0g ôI4rf"n
Çao \z  6^ atp 

-

n,t.1nç2!ô3i'o *' t aF  , -  
ô ro  ô rg

1
t  f 1
I  I  r * t  ,  / - * - r

\  /  , I 3dzs  
+ (9s

r  - î

"J-{-Ur;'q)dz1dz2dr-OzsOz p
^ J
n - t ^

^:--oiuo)dtrdz2dr
OzoOz p

+ vî-)) eWf'n dzld'z2d'r.

aoui'.fol :redl
On a noté

Après prolongement, on obtient

- 
l_r, 

n,or e(0)x..,p'wf'n d.ztd"z - 
Ir' 1.ry##o'*i'x.",d."1d,zzd,rt-

* l,' l-ert effryi . #P'w;'n)dz1dz2d,r-
- 1," l,r':;'rrffry . ffiP'oi'6)dz1d,z2d'r

1

: 
lo' I.*,U:rfid,,+ 

(gi+ + oî-)) çoP'w;"'td'4dz2dr'
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Faisons tendre e vers zéro.
Il vient

- 
l,no,rto, Hn" 

q d.z1d"z2 - 
I,' I,ryH"",Wd.zfi,z2dr*

1," l.e;'ra#W . #1Yn) d'z1d'zzdr -

- l,' l,*rr':il(ryff . ffio;6)d,1d,2d,
: 

Io" l.WU:rïâd"z+ 
(gJ* + gâ-))vn"d'",d'z2dr'

Intégrons une seconde fois par parties'

Il vient

- l.no,*,',ffin'ad,z * 1.ry(0)e(0)r",ffia,a, * lo' f#rn"ffia zdr*

* l,' I,e:zffid'1d.z2dr 
- I"' l,e;'uffiroz1d"z2d'r-

- 
1," l.*ro':ile#H . #Qi6)dz1d'z2dr

-- 
1"" I,ffiU:rrid"s+ 

(gâ* + oà-)) errqd'z1d'z2dr

En utilisant (II.8), on obtient

- 
I' l,€Louvo,o6,pd.zd.r: lo' l.*ro':ilefff. #e\6)dzd.r,

soit 
- I' l,e:xro"o': Io' I,*ro':i)G'm'*mv)a'a''

soit encore 

I' l,€|6,vd."d,: Io" I.*ro':;r#L**r.z'r.
Par consequent' on a 

€ ;or:'rcf:;):m'

aâ,â6.tol :Â61.

qln.p : ffi(fr;:f)-
Posons



0 n a

{;i : no"'uffi'
On obtient finalement le système homogénéisé suivant

lY;la2ai6 , ^6 Anoîu _ lt.t r i

W-F 
- u,rLo ar,aroôrehro: ff i 

( 
J_, Ëa" + (gi+ + s;- )) sur ur x (0, ?)

Qî t ( r r , 22 ,0 )  : 0  su r  u  x  {0 }

#r,r,z2,o):  l : ro[6td.zs: 
^f  '  sur u x {o}

Qî ' : 0  su r1ax (0 ' ? )

ôl i ' :o  surôux(O,?) ,
ôn

t2q6,oe o: ù lr-u,u,rffiorror,
:ù l',''u"ry9'da'daz
: ù 1".{u*,,ffi - bog,,tffi)or'ar,
-- u*u, offi- ù lr-b,u,, ffiar,oo,

où Âfl est défini par:
P"^;" - ^3t dans 'L2(c'r) fort'

La matric. (qo,rr) étant définie positive, ce système admet une solution unique telle que

oi' e,'"(0, r,nfipl) " ry e L*(o,r,r, '( ')).

Explicitons les coefficients homogénéisés:

Ona
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DEPENDANCE RETATIVE A DELTA.

(Le parametre 6 tend vers zero.)



III. DEPENDANCE RELATIVE A DELTA

Pour des raisons de simplicité, nous considérons ici le cas particulier où les constantes

d'élasticité sont des coefficients de Lamé. Prenons donc

(  o r r r t  :  dz2zz :  d3333  :  ^  +2P
I

I  o t t r r :  t1133 :  aZZst  - -  \
I
(  crztz :  41313 :  a2923 :  F'

Les coefficients a;116 qui ne peuvent être obtenus d'après les égalités précédentes par les

propriétés de symétrie usuelles en élasticité sont nuls '

Le module de Young est donné Par :

n pQÀ + 2p.)
n : - -s t [ '

Comme les a;i1,7, sont des constantes de Lamé, lesbrBs, sont également des constantes de

Lamé, et un calcul simple donne leurs expressions:

1  L  a p \ + p ' ) -
D t u l : 0 2 2 2 2 :  

^ + 2 , :

bntz : bzttz : bztzt -- btzzt

, 1 2 \ p \ ,
o r t 2 2 :  o 2 2 r t  :  

) + } p :  " .

tous les autres sont nuls

^' + 2[r'
,

:  l f , :  I I

I I I .1 .  THEOREME 3

Auec les coef f icients de Lamé précéd.emment rappelés, on obtient, en f o, isant tendre 6

ue rs  zé ro :

^ - t  Â  *
ô -QâBep + Qap|p '

aDec

I  ei , ,  t :8Tzzz: Ï ,

I  ûrr":  vîrn: Qînr: oîzn : 
f ,I

I  to,rr les autres sont nuls.
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COROLLAIRE

Soit ef6 satisf aisant le système homogénéisée du théorème2.

Alors
ôî, - ôl dans tr '"(0,f,Hl(w)) f aible * lorsque 6 tenduers zéro,

où O$ est solution de

, -. azLi . AoOi(B + \h)6; * ÇXt,tçffi : (3 + ttt( [',
J _ '

fidr' + (gi+

su rux

suT tt x

sur ôa

sur 0a

s r r rux (0 ,? )+ s;-))

{0}

t0)
x (0,  ?)

x (0,  ?) ,

Ôi ( r t  , 22 , , 0 )  : 0

âô1
?("r ,  z2,o)  :  l \ !
ot

ôi:o
âôi  _n

^ - von

laf onction l::Jt étant déf inie par

^gt - Al dans r'@) faible.
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ITI.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

III.2.1. ESTIMATIONS A PRIORI.

Puisque

12lY I qo,pro -- bagopl Yf I l"rbop,,ffiorrarr,,
il faut étudier les limites des yorp.

Les fonctions Xlo sont définies par le système

(rrr.L)
l,,u-u,.*'{i* ffi"rdvz : o,
xlo est Y-périodique,

rop - f,rrr,
pour toute fonction v dans Hr(Yi), périodique da^ns y.
Utilisons Xe6p comme fonction test dans ce système .
Il vient

f , a,(* "\_ !,*J, orrdaz: o ,J*oou"'@ffi
ou

t boî-...a'xlo ô'xîo r Ô2roP ô'xtoo ,J v;p"' ffi ffio^daz 
: l rru'u" fu,ffia^dYz''

ou encore

f , Ôt xlo A" )'oo r 22 uo-e

l t, b" u " ffi ffia' tdaz' : 
l * 

u " u t, ;r;;*dYfiYz'
Appelons A le premier membre de cette égalité, et B son second membre.
D'après I'ellipticité des ôo6rr, on a

A) a l,,t(#,t'dYi'uz'
D'après I'inégalité de Hôlder, on a de même

" < t( lr.{u,u,)'dy,dy,)' ( L,nrm)a^dy,)Ë ,
d'où, après simplification, I'estimation a priori suivante
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VÀr  )  0 ,À2  )  0 ,Àr  *  Àz :2 ,on  a

il-a'-i: lr < crY.|È ,t ' ô \ r y tô \ rU2"  
L r l y *1

où la constante C est indépendante de d.
Or,on a

ly,r l  :  o(s +,Æ -#) . 62o(t),

de sorte que

(rrr.2) lts*p^orll27z1vf) < c6 .

En conséquence, on a
6-tq6,,peo - QLpep.

Décomposons maintenant Yi .
On peut écrire

yi :  H; u nf uve- uvf uetoue| udf u ef uel udf u eluel uNo uRo.

Les barres horizontales H, et[i.,les barres verticales Vlef I/5+, ainsi que les barres
obliques 0I,, 0?, el,, et, |to, 03, 0!, et d! sont représentées sur la figure 2.
Ra désigne les parties du domaine recouvertes plusieurs fois.
N5 désigne les parties restantes (encore non recouvertes) du domaine. On a mes -Rc S
C62 et mes.R5 <C62, de sorte que les intégrales sur -Ro et N6 sont du type 60(l) .
On écrit donc

126-t q6,pso : (B + ,Æ- +) baaop-t . /3 '

(r / / .s) -5-t(  [ . .  *  [ . . ,*  [ . .  + [  ,*  [  + [ .*  [^^*'Jr; Jnf Jr; Jvf J4 Jq JtÏ

* I,r* l,r* l,r* l,r* l,r* l*,- l*,)bo,"#o"oo''
Les deux dernières intégrales disparaitront lors du passage à la limite en 6. Nous allons
maintena.nt voir ce qu'il advient des douze autres intégrales par le même passage à la limite
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I1T.2.2. DILATATION DES BARRES.

Barre Ho ,

Rappelons que Y : ?;,1" f|, l l
Introduisons le changement de variable

(
l  4 :4 ,
t 'o' ' 1 1
l"'-t-+i-;,

et définissons la fonction Ôu- par

ë@r,vz)  :  ôa- ( " r , " r ) .

D'après (III.2), on a

donc

soit

, ô'xlo û -,1 atxlo e
,  

6 
tL2@;) >t  

ANæ 
tL2(Y;) ' ,

< c6.

l,,rW)'dv'd" 1c6'

Lr%)'f,a,,a,,<c6,

d'où

W - zh?l- dans .02(I') faibte.
ôr? 

' '" t t

De même.on a

u_rarxllr_ _ t!t_
ffi 

- hîi- dans '02(Y) faible,

et

u_"arxl!r_ _ lt.2t-" 
Ë 

- 
,h;l- 

dans .L2(y) faibte,

42



soit

les constantes 2 et I n'étant destinees qu'à simplifier l'écriture des résultats.

on a 
6-, I boo,, !'*J' o^dyz:

J n; QUtoAu

: d-r l r- {r,urrff * 2baÊr2ffi * ba,22ffi)oororr,,

o-' Irrbop"ffi*rdvz:

: 6-r l" (uu'W * 4boptz6-'W ! 4bop226-'u' 
#- )f,a"ra,r,,

et donc

6-t I b,u,,Wdy&vz
Ja; olroUv

l"@,urrnti- 
t rl * 2b,pphlî- (') + b,Bzzh\|- Q))d'aaz2

1 ^
: 

J 
" 

b 
" B ",hIP,- 

(y)dy tdyz

barre If5+.

Introduisons le changement de variable

I t t : "
\2v211
l rr: i- a+r.

Comme pour la barre I/t, on a, d'après les estimations a priori:
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% - zhii* dans -[2(y) faibte,
ôt?

o-ta!^xl!t- - hlt* dans .02(y) faible," ôzrôzz

o-'u'l#. -Tolf dans .r2(Y) faible.

Des calculs analogues à ceux effectués pour la barre I/t montrent que

6-t l rtbo P'u ffi*rdvz' Iru' u"ot'o'* (ùaatav''

Barre Vr- :

Introduisons le changement de variables

(  2w,1 1
l " ' :  6 - 6-r,
| " ' : " '

Comme pour la barre Hf,, on a, d'après les estimations a priori:

o-"' 
âT{- 

- lrr'rf dans .12(Y) taibte,

6-ta:xi:,- - ullr- dans .r2(y) faibre," Ô4ôzz

W ^ zutl- dans z2(y) faibte,
ôrZ

et donc

,t 
I u - 

b o p,, 
#0,1d,22 

+ 
|"u, u,,ut o,- (y)dv rdvr.
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Barre V6+ :

Introduisons le changement de variables

(2w11
l t t :  6  

-  
6-r '

1,,: ,,.
D'après les estimatons a priori, on a

,'u'#!;. -*,li* dans -02(I') taibte,

'.-,f*tt:rr- - rït* dans -02(y) faibte," 04ô22

W ^ zr1l* dans .Dz(y) faible,ô"3
et donc

'' 
l,*bop", #*1d'z2 

-+ 
I,u'u"ut 

o,* (ùdv'd'a''

Barre d] :

Le " centrett T de |a barre d3, en fait l'intersection de ses diagonales, a pour ordonnés a1

et  a2.
On commence par ramener cette barre au centre de l'étoile, c'est-à-dire T en O(0'0). Puis,

on procède à une rotation et des dilatations .

On procède de manière analogue pour les sept autre barres obliques, les coordonnées de

leurs centres étant toujours de type to,l,+a$-

Posons
(  u . , -  24

| 
-' - 

/5(s + \Æ - 166)

I re - 7'Æ - 2o\fy6 + 206
(  O t r :I -r 

48 - 16/5I
I  z 'Æ-a,fst+46-8
Io':@'

et notons k',dr eta2 les limites respectivesrlorsque 6 tend vers zéro, de k'ora! eta{,.
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Introduisons les changements de variables

Ona

Or, on a

zt : te\(T<r,- of) + ffv, +'D),

",:*? *r, - ol+f,(a,+ "i)).

s-' lrtbop,,ffi*rdyz:

: d-r lr, {u,^rffi + zb,plzm * ba,z2ffi)orrorr.

îoj#-f,"#,
#0,'#**r'W,

axl' :
oYt

axlo _
ôa,

donc

p  a 2 - . 0 p

rt I b.,o,, !-*: aordaz:
JeI oAroUv

- îo-' l, lu, u,,, (n:u'iït' - zrt*;r' # . #'#) -
â2uop nz",eo, 

_rÆarx\h\.*2baptz(6r,0'# -zkl6-t#ra, 
62 ôrZ ) ,

A2 ^'o P 
+ ztÆr,it-'#. i'#)fr,i-' .a,,a",.+ bap22(tr'rt;#

D'après les estimations a priori, on a, lorsque 6 tend vers zéro:

A2uoP.

(#) - o'fro dans .02(Y) raible,

-  â2uoP.

ïf#l 
^ oiY dans .02(Y) raible,

-  â2uoq.'=(- 
ilti\ - olo^p dans .02(Y) faible,

62 \ ô"2 ., "22
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et ceci pour tout i: 1,8. En conséquence, il vient

6-t I boo,,Waorar"
J eI oaroUv

ir.lu, ur, @'2 ello - z',Æn' ello + telfo) +

+ 2b, prz({Bk'2 ello - 2k' elle -'fsell') +

+ bap22(s*'2 efro + ztÆn'ell' + eil\lk'-r d,y1dy2 -

: 
T I" l{*'t u, or, + zrfgk'2 b a Bn * 3lc'2 b o pr"lrlllo +

+ eZtÆtt'bopt, - 4lc'boB12 +z^Æk'b,prùel|o+

+ (3ôopr1 - 2rÆb,B1z * boB22)0llof*'-t ayrarr.

Bane 0| :

Introduisons les changements de variables

Ona

Or, on a

t " : rt(fa' + oD * f,r"- *f ))'

t " 
: *(- f,to' * oD +*"'- "f ))'

u,u,,#,darityz -

: d-' l r,{u,urrff * 2boprzm * baezzffi)orror".

*r'J#-f,t-'W
î0,#**,"#,

o-' I,z

axlo _
oYt

axlo :
0a,
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donc

r' lrtbop"ffi*tdYz:

- !6-, l"lu,u,, (*,0"# - z,Ær,it-,# . #W)
* 2ba prz (ær','W + 2k16-'1 # 

- #W

+ b a p 22 (rr' u' 
#ïi + z'Æ r,p -' 

# . #ry)f t;-' t a,, a,, .
Lorsque 6 tend vers zéro,il vient

r a 2 0 P

o-t I boo,,#ayraa,
Jq oUroUv

il"l{l*'' t, n,r, + 2\Æk'2 b a Fn * k'2 b, B2)oll, +

+ ?Zt6t/b.,1rr a 4k'bopp +2\Æk'b,p"ù7?jul+

Barre d! :

Introduisons le changement de variables

Ona

* (b.,prr - 2rfSboprz * Sboprr)03i'lk'-L dy1d,y2.

! " : rL(#" - f," * *"t - T"i)'
1,, : l(!rr, * *0, * *a *t"t)

r' Irtb'u"#d'Y1dY2 
-

: d-l lr"[u,^'W + zbdpt2m + bdp22ffldvdaz.



On obtient

o-' Irtu'u"ffidv1dv2:

: îo-' I, lu, u,, (*',' ry + z,Ær,it-' m . #'#)
* 2ba prz ( - Ær',' W + 2ki6-'1 # . #ry)

+ b d p 22 (r': 
u' 
#ï,r - z'fs *; t -' # . #ry)] n5-' u ", a " " .

Lorsque 6 tend vers zéro,il vient

o-, I b*,,Wdyfiaz
J ti oarQUv

ôxïo :
Ôat

axlo :
ôa,

Barre 0f :

Introduisons le changement de variables

*0,'#*!r,#,
-îr'o'#**r"#

! " 
- rt(Ia'- ol) - f'o'- ''))'

I ,, - i(*r,-'f) *'rro,- "i)).

O r o n a

ln 
l"lOotb,ur, 

- z'Æk''baBn * k'2b.B")ellp+

+ QtÆtc'UaBn * 4k'boB12 -2rÆk'b,prù0130+

* (b.,ptr + zrtb,prz * 3b,,Br")eig'lk'-'d'vdv2.

Ona
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u-' l,;

- f' I,t

a2 "'oPt  v  X Â  |  |oa7ruffiaa(ra2:

fb o B,,W * 2b a Êrz ffi * b a o22ffilda fivz'

Orona w
0y,

axlo
0y,

:îr','#**n'W
:-*r'oW*îr"#

On obtient

r' 
l 't ' 'u"#'d'Y1d'Y2:

lu, u,, (r': t# + z\Æk16-' # . #'#l
* 2b a prz (- Ær'0"# - 2k16-'\ # . #tæl

+ b a p2z (rr1"# - z$*; o-' # . i'#)]n;' o a,, a""

Lorsque 6 tend vers zéro,, il vient

6-r lr^u,u.,ffiooroo,

I Ir rrr'' b q e' - z.,Æk'' ba Bn * 3b'2 b o p22)ello +

+ GZtÆtttb.,pr, - Aletb.,Bp -zrÆk'b,prù0130+

+ (3ôapr1 + zlÆb,Brz * bogzz)elflof*'-t avravr.

:Iu'l,
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Barre d! :

Introduisons le changement de variables

Ona

Orona

| " 
-- r''(.!rro'+ of ) + fra' - 4))'

l ': *(- frr,+of) +f,ta,-"i))'

r, lrzbop,,ffi*rdaz:

lb o B',W + 2b o p,z ffi + b, i,ffilda fivz.- ,-' l,z
axl,
ôa,

axî,
ôa,

:îr,oW-fu,'#
:*r'Î#*lu"#

On obtient

r, l,tbop,,ffi*tdaz:

[r,r,, (o:"#::: - z,Æ*rc-'#. #'#)
+ zb d p,2 (arr W 

- 2k'66-t # 
- #'tl

+ b a 822 (*'0"# + z,Æt;o-' # . i'#)fn'o-' u",a,,.
Lorsque 6 tend vers zéro,il vient

r'I'lbo."#."."

L l" lU'' b a en * 2Jik'' b o Brz * 3k'2 bo prùlllo +

+ ?zrÆ*'b.,gn - 4lc'bopp +2tÆk'boBrù0130+

+ (36oBn - 2'Æboprz * boezz)elfef*'-'av&vz

:TN'T,
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Barte 066 :

Introduisons le changement

Ona

Orona

On obtient

de variables

: r1(+(at - .,t) +!r(a,+ 'f )),
: *( -Irr'+ oD +ftu'- *f ))'

A2 ̂ ,oP
b."o,,#ayrdaz ='  oAroUv

lb, B,,W * 2b a etz ffi * b o ezzffil dv fivz'

bop,,ffi*rdvz:

' l,lu,u,' (sr;' ry - 2\ÆkL6-'# . #'#)
* 2ba Ftz (ærl"# + 2k'66-'! # 

- #W

* b e 0 zz (r': 
u' 
iif,' + 2 \Æk'6 6-' # . #'#)f *'o-' o a ", a ", .

r,"
l.-' l,s
: 6 - 1 T,

t#:+r1;!i'-f,,-"#
l*:îr'o'#**,"#

l.-' I,z
:lt-

Lorsque 6 tend vers zéro,il vient
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6-, I
Je2

u,r",#dafiaz

i lrlOo'bopr, 
+ zrÆk''boen * k'2b,B22)0llp+

+ GzrÆt{bopr, { 4lc'bopp +2\Æk'b,prù01ju0+

* (b.,prt - 2tÆb,p1z * 3bop2r)03it1k'-r d,y1d,y2.

Barre dl :

Introduisons le changement de rtariables

Ona

Orona

| ,, - u(*a, - ot) -Iro,- "f )),

| , : i(îa, -'3) *frr,- *f ))

r'l,tb*"ffi^dvz:
: d-r l r,lu,urrff + zboptzffi + u,*rffifdvravr.

:*r',uîî: *î'"#
:-;r',ulî'**r"#

w_
ôvt

axlo
ôy,
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On obtient

a-' lrtboB"ffi*rdaz:

: Iu-' l, lu, u,, (,r1"# + zJn*;t-' # . i,'#)
+ 2b o ptz(- Ær'o'W + 2tt',6-t # . #'æl

+ b a p 22 (r': 
u' 
iTi' - zt'/ t *; o -' # . #'#)f *'o-' u', a " "'

Lorsque 6 tend vers zéro,il vient

r-r [ , a'xto6-' 
Jrlbop"ffiaa'4"

l{s*'' b, or, - 2'Æk'' bo Fr2 * k'2 b, Br)ollP +

+ Q\Æk'bagn * 4le'b,Bp - 2rf3k'b,prùol|'+

* (b.,ptt + z'Æb,Brz * 3boB"r)0i:r'1k'-L d'v1d'v2'

il"

Barre d! :

Introduisons le changement de variables

Ona

! ", 
: rL(.Lrro,+ of ) - *rr"+.t)),

t ,, : i(*r'+ ol) *f,rr,+ "i)).

a-' lrzboB,,ffi*rdaz:
: d-r l r"lu,u,W * 2baBrzffi + bdpz2ffildvfiaz.



O r o n a

axlo:irJî:? **u'
:-*r,o'#*îu-,'#

a*to'rt

ô"2ôy,

axtoo
ôy,

On obtient

r' lrzt'u"ffidYrdaz:
- îu-' I" lu-u', (r':"{Ïl' + z'Æk'06-' #. #'#)

* 2b o B12 (- ær',"# - 2kL6-'! # - #'æl

+bap22('r'0"'#

Lorsque 6 tend vers zéro,il vient

- z,Ær,ia-' # . i'#)fn;-' u", a,,

r, I bo,,,-9"*30 aorar,
Jq oUroav

Autrement dit,on a

L l"lU.b.,lrr 
- zJik''baBn * 3l''2boB22)err'r'+

+ GztÆt{bopr, -  le'boBe -zJik'boBrùe?|q+

+ (3boB11 + 2rÆb.Brz * boBzz)0llo]u'-r dvi'vz.

ï2qLBep

- [ b,u,,@tl,- +u!!,+)avrdaz-
Jv

+ L({k''b*,,r, 
+ z'Æk''baer2 * 3lc'2bop22)çei0r' + el0r'1

+e24ûk'bopr, - 4letboB12 +zJ3k'b,erù(0î3' + l/13\+

+(3ô.8r1 - 2'flb,prz * bo'zz)@!|' + eti '))k'-r dvld'v2

:(3 + 6)b,pto

- 
I"u,u,,(h',0,- 

+ ho,e,\ayrdrJz-

(rrr.4)



-: t (6k''b,u, + 2Jite'2bogn * k'2b.,p22)(0?T' + e?l\+
4Jv  \

+ Gzr,Ækt b o g tr ! 4kt b, 812 + 2rtk' b, Brù(0?30 + Élï\ +

*(ôoprr - 2J3b,B1z * Sboprr)(0'rt' + eli'))k'-r d'vj'v2-

-! [ (gk't b,srr - 2JSk'2bagn * Ie'2boB22)(0lt' + eil ')+
4" / v  \

+Q\,Æk' b o I | * 4le' b o p e - 2'Æk' b, Brù@llo + ïTgp ) +

r(b.,Btt + 2tÆb,Btz * 3boBr")@i\' + eii\)k'-r d'v1dv2-

t 
[ (Ur''baltr -2r/51'zboBn rSle'2b,Brù(0110 + rllero)+-4  

Jo . '

+ (zr,Æk'b,B1v -  le'boBn - 2'/5lc'boB2ù(e13' + Éll|\+

+ (36o811 + 2tÆb*Brz * b.,pzz)(eilo + 03i'))k'-r dvfi'v2'

III.2.3. CALCUL DES EXPRESSIONS EXPLICITES DES qiB6o'

Nous allons maintenant chercher à préciser les valeurs de ces intégrales.

Multiplions par la fonction test 9 Y-périodique et trés régulière Ie problème (III.1).

Il vient

t 6u,,W=u'Y ootdaz:o.
Jr; ""' ' ôY,Ôa, ÔY"ôaP

Après multiplication par 6-1, cette expression s'écrit

6-t t bop,,qq : "\ -a'?-datdaz:0.- 
J"; 

vP'v ôY'}a' ôao?YB

Nous allons partager Yo* en les différentes barres précédentes, puis développer les sommes

placées sous le signe d'intégration .
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Ona
Barre Hî ,

o-'Iorb,B..ry#ffi",d*:
: d-l l r- {urrrrffi * Zbrttzffi * brtzzff - brrep)ffiaa'a"*

+26-r

+6-r

(b,r',W * 2brztzffi * btzzzW - btze p) ffi'^daz+

(brrrrW * 2bzztzffi * bzzzzW - bzze p)Hoo'^"

: l"[ô,,,, W+ 4d-lôrrr rW*

* 46- z b r tz,W - b r r e pl ffi) e,, 1,, - i * f,a)Lra,, a,, +

*, I"lb,r'W 
! 46-t b121"W*

t.,
L,

* 46-2 btzz,W - brze pl (ff i) e,, *,, 
-

+ l"Frr'W+46-tbzz'W*
+ 46-2 bzzz,W - bzze pl W) Q', I',

Quand 6 tend vers zéro, on obtient

6-, I b.u,,@^{ayray,
Ja; Ôa'}v' ÔY"ôYP

-1, 

lu r r' oii- + 2b 1 1 1 2 h'rl- + h n2 hf;t- - 

"u,,' 

ol (#) (a 
" 

-!r) aa ia z +

*, I r[ô'r,, 
nt i- + zur"rrt lg- + b1222hll- - 

Tur,, o] (ffi) (a 
" 

-f,) aa' au' +

+ l, lurr' n'r!r- ! 2b22 12h011- + bzzzzhgi- - 
Tu"' ol ffi) @ t' -t) dv t dY z'

O J

1

t + f,ùIra",a",

1^ .  1 .
4à)td4dz2.

1-  
t - r



Autrement dit, on a

Barre Hl .

Par des calculs similaires, on obtient

Barre Vl ,

Ona

*..ry#ffia^a*
(b. p,,h',,,- - lu, u r,) (ffi) (a,, -f,)d,a, au r.

6 - 1

--+

l"

L,

,'L-^u.,Wffi^d*:
: d-l Ir,- (uurrffi * 2brtrzffi * b'zzff - bttep)ffi0,'oo'*

+26-t lr,- rur"r'W * 2brztzffi * btzzzff - brzep) ffio"da'+

+d-1 lr- {u"rrrff * 2bzzrzffi * bzzzzff - bzze p)ffi0"0" -
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l+6-2 brrrrry + 46-t urrrrW *

| 462bttzz$ - b'e pl ffi)e,t 
-

*, l, 146-2 brrrrry a 46-t b121rffi *

I btzzzffi - btze pl (ffi) e,t -

* l"lnu-' br"rr$ + 46-t bzzrrffi*

:1"
1-+
2

1

t+

l, "sla,,a',

l,"sla",a,,

* bzzzz$ - bzze plffi) e,l - I * I, "2)|d,1d,2.

Quand 6 tend vers zéro, on obtient

u-'L-w,,Wffio,*o'

*, l"lb'rrrulf-

I
* 

l"[brrrr ' lor- 
+ 2bzztzul|- *

+ bzzzzuf;l- - Tu,,, ol (H) ef, ,, ùaa, aa,.

Autrement dit,on a

6-r t b*,,W=%aaray," J rr- 
v(tPru 

ôarÔa, ôa"ov P

-1 

" 
ru, u,,,i,,- - îb.' u, o) (ffi) Grr, a ù aa, ao,.

+ 2hwull- +

+ b trzzu\l- - 
f,u,,, À (#) eLr, r,)a^ da z+

+ 2brztzuerqr- +

+ b 1222ull- - Iu,,, o) (ffi) ef, ,, ù aa fiE z +

1"1u,,,,",1-
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Barre Vi.

Par des calculs similaires, on obtient

*..t%Pffi^*,
---+

f  A . ,  1 ,  , (  0 ' ç  \ r 1

I u (b, u,,rt"'"* - 
ib " B t ) lffi ) (j, ar)da' dar'

. t l

:

*..%Pffi^d*:
l r, {ur,rrffi + zurrrrW t buzzff - btre p)ffiaa'a"*

(ô'r,' W * 2brzrzffi * btzzzW - btze p) ffi'^daz+

(b"rrrW *rrrrrrW *bzzzzW -bzzep)ffiar,ar, -

: t, I"[u,,,, (r','u #:{' - 2rtk'66-' m. #ffi1.
* 2hnz(ûu'o' W - 2k',6-t m - #ffiy
* bnzz(st'o' W + z'/5k'06-' m - iW, -

- +urtep] " (#){f,r,'o-',, - 
*u,r+ o1; St;-'', 

- 
t', 

- o,)r'L-'d'ztd'zzr

u-'1,*

Barre et
Ona

o-'Lt

: 6 - l

+264 lo,

u-, l,t
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* î 1"1u,,,, (r'o' u'#"1{' - zrtk'u6-' m . #ffi1 -
* 2bzztz(Æ*'r' W 

- 2k'06-L # - #ffi1.
* bzzzz (tk'o' W + zlik'r6-' m . #W, -

- +uzzepl " (#)(f,r,',-'"' - *or* of ; *r'o-',, 
- 

X', 
- ot)r'L-'d'z1d'22'

Quand 6 tend vers zéro, on a

r'l'l*u"Wffia"a"
--+

I |rlurrr,(k'' 
r,l'ro - z'/5*'ello + zellol+

+ 2bntz(J3k'z e11e - z*'elero - Ær,ll\+

* hnz(Blc'' elto + ztÆ*' el|o + et|\-

-  +uttep)f f i ) ( f , t ' - ' " r*  or i  *r ' - ' r ,  
-  a2)k'- t  d"z1d'22!

*'* I"lurrrrçk'' 
r,ii' - z'Æu elo"' + zel;\+

+ 2bnrz(Æk'2 ello - a*'ello - 'Æel|\+

* hzzz(lk'' elto + z'fst ell' + r,ll\-

-  +urzep)(ff i )( | t ' ' - ' "* or; *r ' - '" '  
-  a2)k'-t  d'ztd'zz*

* i l"lbrrr,çk'" 
oi'r' - z'Æu el!' + tellol+

+ 2bzzrz6Æk'2 e{ro - ar'ello - 'Ærliï,)+

a br222(3k'' ello + z,Æn'ell' + et|\-

- +bzzep)ffi)(Ir'-'", - f o,z * ,,r;fr,'-' ,r,z - az)t'-'d,,rd,", :
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:

1 f
=l
. i  JY [(l"arrr, 

+ ztÆt '" b,'tz * gk'2brrr,)olor. +

+ ( - 2J3le' brln - 4lct brr12 + 2rtk' brrrr)ï'r$o +

+ (361111 - 2rÆb,.rz + bnzz)Li\' - 4b11sr)x

" (H){f,rr '- '"r* ar; *r '-", 
- a2)tc'-t dzrd'zz*

? [ | Ur't b",r * 2rÆk'2 bntz * 3lct2 br,'")ïllo +
4JvL '

i t - 2\,Ælct bL2,_ - 4k'bp12 + z\Ækt brr,,)Tllo +

+ (3h2r1 - 2'Æbmz * b"zzz)Lt:' - 4bp6,fx

*  (  ̂ ô 'Y )( l * ' - '  z1* arr*r ' - t  z1 -  a2)k ' - 'd"d ' "+' -  \7yf iy2/ '2

l!r'' 
t"rt, + 2\Æk'2 bzzrz I gk'z u"") ellP +

+ ( - z\Ælet b221_ - 4le' b2212 + 2t'Æk' b,"')01!ro +

+ (3b22r - ztfSbzzrz * bzzzz)013' - 4b2zsrfx

" (#)(Ir '- '21* .,t, f t ' ' -"t - az)k'- 'd'"d'":

: î  
l"o\,(#)l f ,r ' ' - '" '* 

ari  ** '- '21 
- a2)tct- 'd"d"+

.'^ I"olr(ff i)f lr '- 'zt 
+ dt;*r '-" '  - o')k'- 'd'zrdzz+

il,

* ï !, or,, (yrz) (f,r, -' z 1 * ,,r, * r' 
-'

Les coefficients Al1 ,Al2 et A!22 conespondent' dans

crochets dans les intégrales précédentes'

z1 - a2)kt-t drrdrr.

cet ordre, aux termes Placés entre
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Barre 03,
O n a

+26-t

d-' 
Lzbop,,Wffi*daz--

: 6-7 l r,{ur'rrff * 2btttzffi * bttzzff - bttep)ffiaa'a"*

(b,r'W * 2brztz ffi * brzzzW - btze p) ffio^dvz+

(brrrrW * 2bzzrz m r bzzzzW - bzze p)ffia,'ao' :
t,,
1,,+6-1

:î ]r[u,',, (rr'," #:{' -2\Æk'66-'#,*. #ffi1.
* 2bntz(J1n'." w + 2k',06-'1 w - #ffi1.
* bnzz(rL"' #:,' + 2\Æk'66-' m . #W) - +u"',1*

" (#)(*n;' ,, - *,, 
- ol;Tr';'"' * *', + a6,1k',-'d'zi'zz*

*î I"[u,,,, (rrl" {::,' -ztÆk',6-'W. #ffi1.
* 2brztz('[st;' W a 2te'06-t # 

- #ffi1.

* bnzz(r', 'u #,{' +z,fsk'06-'W- #W) - +u,,,0)*

" (#àr*n'/,, - I,, - o3;Tr'r',, * +'z + a!)k'o-'d'",d"'a

* I 1"1u",,,(sn:" W - z,/BL'06-' # - #ffi:.
* 2bzztz(6tr'r"# I 2k',6-r W 

- #ffi1.

*bzzzz(r','u #i' +z'Æk',6-'W. #W) -+t,,,0)*

" (#)(*r,;'", - I", - o!;f,r'r'", * +"2 + a6,)k'o-'d,",d,,,.

Quand 6 tend vers zéro, on a
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u-'lrzuu,,Wffio^0"

farr,,1afr" o?l' -ztÆ*'ell' + e'r|o)+iL
+ 2h',(6k'2 ellro + 2k'e?gP - tÆe'rï\+

+ brrrr(k't e?t o + ztt''flelfo + selfol-

- +utrepfæ){ft*'- '"t - otziTr'- '  ,, + a1)k'-t d,z1d,z2r

*'^ I"lurrrrçzt 
'' o?l' - z,Æ*'ello + e\l\+

+ 2hnz(Æk'2 elero + 2k'o?le - tfgrl'rl,t+

+ brrrr(lr'' e?to + ztfs*'e'rl' + se"lo1-

- +utzep)(ff i){f r, '- '  ,t - otztlr '- '21* at)k'-t d,z1d'z2a

* I lrlurrrrçsr,'" 
e?l' - z'Æn'ello + e33')+

+ 2bznz6Æk'2 ellc + 2k'o?to - ,/5e'r3\+

+ brrrr(lr'' e?lo + z'ÆU ell' + æ'zrlo1-

- +uzzepf 
W){ft'-' 

,r - dztlr'-'21 { a1)k'-'d"rd'",

i l"l@o'brrr, 
+z',Æk''bnn * st'''u,,,,)e?lo+

+ ( - 2',Ælr' brrt | 4lc' b1112 + 2t/5k' brrrr)o"rfo +

* (6rrr, - 2rÆbtrrz * Sbvrr)T'rl' - +brrro]*

" (#){ft'-' ,r - ,,zilr'-'", + a1)te'-t d'zrd,zz*

l(s*'" urrr, + zrÆk'' bmz * k'2 brrrr) e"roro +

- ZtÆk'brzr_ * 4le'bp12 + 2\Æle'brrrr)0?lo +

(ôrrr, - zr,Æbrrrz * Sbnzz) 03;' - +ur* o)*

(ffi){f *'-'"r - aziTr'-'", a a1)te'-t d'ztd'zzr

2f*lJo

+(
+



i lrlJo'b"" 
+ zJik''bzztz * r''2t"")ell,+

+ (- 2tÆk'brrr, + 4k'brrr, +zt/}k'brrrr)e?ïq+

* (brrr, - 2'Æbrrrz t 3b22rr)0'rt' - +b22srfx

" (W){f *'-' ,r - azi!r'- 'zr t ott)tt '-L d,z1d'22 :

: I lr^?'(#){f 
rr'-',t - otzilr'-'zt + ot,)tct-'d"d'r+

*'^ lro?,(ffi)r*r-'"i 
- o,;Tr'-',,, + .,r)k'-'dzrdzz*

* t^ 
IroSr(H){f 

r,'-' ,r - .,zilr'-' ,,, a a1)k'-t d'z1d'22.

Les coefficients Alr, A!, et A?r2 cotrespondent, dans cet ordre, aux termes placés entre

crochets dans les intégrales précédentes.

Barre eto ,

Ona

o-'l,r^p,,Wffi^*z:
: d-l lr"tu,rrrff r 2btttzffi * brtzzff - b'ep)ffiarrarr*

+26-t l r,{u,r,,W * 2btzrzffi * brzzzff - brze p) ffior,dv"+

+d-1 l r,{urr,rffi + 2b22t2ffi * urrrrffi - bzze p)ffior,oo, -

: î lJr,',, (sk'o'W + 2\Æk'66-' m. #ffi1.
+ 2o-t2( - JitL' W I 2te'06-t m . #ffi*
*bnzz(r','u'{1" -z'Ær,;t-'#r- #W) - +4,,8,] '

" (#)(*r'; ' ", + I,, 
- o3; -!rk' o'\ ", * *,, 

- ol)r,L-'d'ztdzz+
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*1 ]r[u,,,, (skL'W + 2,,Æk'06-' m. iffil.
* 2brzrz( - Ær,'o' W + zk'06-t W - #ffi1 -

*btzzz(r'o'uTÎ" -2,Æk'06-'m- #W) - +u,,,of*

" (ffi)r*r';'", + *,, - '',;-Tr';", * *', - ol)t'L-'d'zi'zz+

* i 1"1u",,,(s*L' W + z',Æk'06-' W . #ffit.
* 2bzzrz( - 6r'1" w + 2k',06-'\ #. #ffi'.
*bzzzz@':u7:{' -z,,f*k'06-'m. #W) - +u,"60],

" (#)tfr,';',, + f,", - o9;-Tr';'", * *,, - '\)nL-'d'z1d'22.

Quand 6 tend vers zéro, on a

r, I b,u,,W 3L aor4r,
JeÏ "'M-tffida'au'

--+

Ln 
lrlurrrrltrr''ello 

+2,Æ*'el3o + rll|o)+

+ 2hnz(-'Æt''2 etlo + 2k'013e + 'Æel|o)+

+ brrrr(lr'' oll' - ztt''Æel!' + ælle1-

- +trrep)(ffi{f t '-' ,r - .,zi -Tr'-'", - a1)te'-t d'z1d'22!

* ?u 
|rlbrrrrçst 

'' ello + z,fsk' olSo + el|\+

+ 26.,tz(-tÆt '2 e11o + 2k'0Ï3e + ,fgell\+

+ brrrr(lr'' oll' - zte''fln'el|o + ul!'1-

- +utzepf(#){f *'-',r - otzi-*r'-'r,, - a1)te'-1d,z1d,z2r
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*i l"

:

I t

- l
A  ' _ _=  J Y

lurrrrçzt 
'' elt' + zJt*'ello + e\!ro)+

+ 2bznz(-'Æ*'z elero + 2k'018e + Jsrl|l, t+

r b2222(te'2 oll' - 2k'\Æk'ollo + zell'1-

- +uzzeplff i){f * '-t "t 
- otzi -!t '-t 

", 
- a1)lt '-r d,z1d'22

[(s*"arrr, 
- 2tÆk'zbtrz * k'2brrrr)oll, +

+ (ztÆtt'urrrr * 4k'by12 -2\Æk'bltrr)0ll'+

* (ôrrr, + 2\Æbnrz * Sbr.rr)ol?' - +br,l,o]x

" (#){f *'-' ,r - azi -Tr'-' z1 - a1)te'-'d'rrd'"r+

2 f 
| 6*'' ut2,_ - 2r,Ælr'2 brrrz + k'2 br.zrr)gllo +++J"r '

+ (ztÆt 'Uw * 4lc'b1212 - ztfSk'brrtt)ello+

F (ôrrrr + 2\Æbr2rz * 3b12r")0lg'  -  +b12sofx

" (ffi) '*r'- 'zt - otzi-Lr' ' '  zt - dt)tc'-tdzizz+

* / [tt*'' 
brrr, - 2'Æk'2 bzztz * *'2 ur"rr)ell. +

n t" '* 

errerlu-r1 | 4retb221, -zJik'urrrr)e#o+

* (b"rr, + 2tÆbzzrz * 3b22r")03t' - 4b22eof x

" (#)f*r '- 'zt - . ,zt-Tr'- 'r ,  - a1)te'-td'z1d,z2:

: I |"o'r,(#)tf 
*'-' "t 

- ozi -Ir'-' 
" 

- a,)tc'-r dzrdzz*

*'^ Irolr(ffi)r*r'-'zr 
- azi-Tn'-',, - av)te'-t d'zrd'zzr

* i I, 
ot"(#){f n'-' ,r - otzi -lr'-' ,, - a1)tc'-'d'21d,22.

Les coefficients ,4,1, , Al, et A!2 correspondent, dans cet ordre, aux termes placés entre

crochets dans les intégrales précédentes.
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Ona
Barre 0t ,

o-'l,tb*..ry#ffit^daz:
: d-l lr^{uurrffi +zbrrrr-ry- *brrzzff -brtep)ffiooroo"*

+26-t l r, {urrrrffi * 2brztzffi * brzzzff - brze p) ffi'^daz*

+6-1 lr,{u,r'W + 2b2zt2ffi a urrrrffi - bzzep)Horrda, :

fu,,,, (*',"7:{' + 2\Æk'66-' m. #ffi1.
* 2brrtz( - 6r,L' W 

- 2k'06-t m - #W,.

tbttzz(t*L'W -2,Æk',6-'m- iW1 - +u,,,ol*

" (#){Lr*';' ,, * *, + ol,;-*r'r' ,, + f,', + a$1k'o-'d'zrdzz+

*'^ I"[r,r,, (r'r'u #{' +2,Æk'u6-'#. #ffi1-
+ 2bt2t2( - Jir,'u' W 

- 2k'66-t #. #ffi1 -

* btzzz(sk',' W 
- z'Ær1t-' m. #W) - +t,,,01,

" (ffi)ftZn';' ,, * 9,2 * a6r; -*r'r'", + f;", + a$1re'o-t d,z1d,z2l-

*î 1,1u",,,(r1'u #:.:,' +2,Æk'o-'m. #ffir.
r 2bzztz( - 6n'o' W 

- 2k'66-t m. #W,.

*bzzzz(s*'o'W -2,Æk'p-'m. #W) - +u,,,0)*

" (#)(Ir,;' ", + *"2 * ,,6,, -*r';' ,, + X,, + aflrc'r-t d,z1d,z2.

Quand 6 tend vers zéro, on a

_1 t-  
aJv
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o-'l,rbo,,Wffio*oo'

L^ l" lbrrrrqt 
'' eî\' + zrt*'ello + setS,t+

+ 2htz(-J5*'2 e11o - z*'elfo + ,Æet|')+
{ fu122(tk'' ello - z'fs*'e!l' + et|\-

- +utrepf W){f,*'- '",* 
ar; -*r'- ' zr + oe)lct-t d"rd"r+

*'^ l"lurrrrlt 
'" ello + zt/in'ello + srlt|\+

+ 2btzrz(-tÆ*'z e!10 - 2k' rlle + rÆetT\+

a bp22(Btc't ello - z'fsn'ello + et|\-

- +urzepf(ffi)(f,r''-"' * .,t;-*r'-'"r + az)t''-'d"d"+

* I* 
l"lbrrrrçk'' 

01T, + z'Æ*'ello + srl!;')+

+ 2bzu,z(-6t '2 ello - 2H 01le + 'fset|\+

* bzzzz(Bk'' eTlo - z'fzu ello + e13')-

- +tzzepf 
ffi)(Ir' '  

zr * otti -*r'- ' zt + az)k'-'d' 'rd'", :

[(t"arrr, 
- 2rÆk''brrrz * zt ' 'brtrr)ello +

+ (zrÆt'6 rrr - 4lc'b1112 - 2tÆk'brrrr)0130+

+ (3brrr, + 2'Æbrrrz * b,,zz)oil' - +brrrrl*

" (#)(Ir ' - 'zt * ar '-*r ' - 'zt + az)te'- 'd"d'" '+

I l"rrr''brzn 
- 2'Æk'tsbrztz * t/2brrrr)rllor.+

+ (ztÆtr'6211 - 4le'b1212 - ztÆk'brrrr)0130+

+ (3brrr, + 2.,Æbr"rz * btzzz)ïtT' - +utrrrf*

" (ff i){f,r, '- ' ,r* ar; -*r'- 'zL + oe)k'- 'd'rd'ra

:

7 î
; l= J Y
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T lrlJ''bzzt 
- 2J3k'"3b'zrz * k'2b"")olo'P+

+ (zrÆ*'u22tr - 4k'b2212 - zrÆk'brrrr)0130+

+ (sbrrr, + 2rÆbr"rz + bzzzz)LîT' - +Urrrrf*

" (#)(*r '- '  zr t . .rt  -*r '- '  zt + a2)tc' |- 'd'" 'd'" '  :

: I l"ot,(?rl)(|*'-'",* 
or; -*r'-'', + .,2)tc' 'd',d''"+

*'^ Irofr(#){!5,'- '",* 
ar; -*r'- ' .,t + oz)t '- 'd,",d,,r+

* I I, ot,(#){}r*'-' ,, r ,,.ri -*r'-' ,t + az)tc' ' d,",d",

Les coefficients ,4.fr rA!, et Al, corcespondent, dans cet ordre, aux termes placés entre

crochets dans les intégrales précédentes.

Barre 0I ,

Les changements de variables pour les barres 0| et 0l êtant les mêmes à des constantes

additives près, on a

u-t l"*."\ffiffia"a"
--+

T l"oi,ffi)(Ir'-'zL 
- ..r,*r'-' z, + az)k'-'d'"d"+

*'^ l"olr(ff i){rr*'- ' ' , , 
- ati*r '- ' ,, + or)k'- 'd'zi,zz*

*i Irol,(?r){f,r,'-'",- 
ari *r'-' ,,1 a,)tc'-'\dz1d,z2

Les expressions de Al,r,Al,, et Al2 s'obtiennentà partir de Al1 ,Al2 et Ar22 en remplaçant

llt,,0l3o et llle p* gtlo,ello 
"t ello.

Barre É,8, 0I et 0l:

L'expression limite relative à d!(resp 0[ et É,&o) s'obtient de la même manière à partir de

l'expression limite relative à d!(resp 035 et 0l).

Ona



et

utl"*u"Wffi^o*

I |roî,W){fr,'-',r 
* az;Tr'-", - a1)te'-tdz1d'22{

*? 1"o1,(ffi)r*r'-' zr * .',zilr'-',, - a1)te'-L dz1d,z2r

*i Iros,(W){fr,'-',r * az;ln'-'2, - o,tlt '- 'd,,,d,,,,

o-!"^u"Wffio"o"

I l"oi,W){f 
r,'-' ,r r az; -lr'-' ,, a a,)k'-'dzrd,zz*

*'a l"oir(ffi)r*r'- 'zr + az;-Ir'- ',, + a1)tc'-L d'ztd'zz*

*i I"ol,(#){f 
r, '- ' ,t * az;-Ir'- '21! a1)k'-'d",d,,,

o^l'r^u"Wffi^o"

I l"oi,ffi)(Tr'-'zt 
- .'r,-*r'-'21 - a2)tt'|-'d,,d",+

*'^ l"o?,(ffi){f,r,'- ',, 
- ari-*r'-',r - az)t'-'d'",d,,,+

* i I" 
orr(#){!;,'-' ", 

- ari -*r'-' "t 
- az)t '-' d",d"".

7T



En rassemblant les intégrales sur chaque barre, I'expressron

o-, |,,.ut,ry# ffirrrdaz : o
donne à la limite, en utilisant le fait que P est périodique en y1 el y2 :

f"(u,u,,{n',t- + h',tt - b,Beo)(ffi)@r,f,)d'araa, +

+ lr(t,0,,(rl!,- + ulo,+) - boBep)(ffi)(f,,rr)arrar, +

*ï l .ol,(H)(f,r, '- '  
, ,  * at;*r '- '", - a2)tc'-1dzi,zz *

*'^ l"ol,(ffi)fTr'-'21 * ..r,Sr,'-' ,r - az)t'-'d',,d',, +

* i l" 
or,,(#)(|r, '- ' , '* ar i *r'- ' ,, - a2)tc'-'1 dztd,zz *

* i I" o?,(#){f *'-' ,r - ,,zi!r'-' ", a ..1)k'-L d'ztd'zz *

*? I"o?,(ffi)<*r'-' 
zr - azilr'-'", + a)tc'-ldzrd,zz *

*ï l"o;,(W)t*r'-'zr 
- .'ziTr'-'2, + ort)k'|-'d,,,d,", a

* i l" 
o1,(#)r*r'-' zr - azi -Tr'-' ,' - a1)te'-' dztd'zz r

*i 1"o1,(ffi)r*r'-' 
zr - azi -Tr'-' ,, - a1)tc'-1d,zrd'zz *

*i l"olr(ffi)r*r'-' 
zt - otz\ -Lr'-',, - .,1)tc'-t dzrd'zz *

*i I"oî,(#){!1,'-',, * ..r;-*r'-' ,, + a2)te' 'd,,d,,, 4

*i lrol,(ffi)tl*'-' 
zr * 'ri-*r'-", + ot2)te' 'd'",d''" +

*t^ Ir^L(H)(lr '- 'zt 
+ ..t;-*r '- '"r + az)k'- 'd' ' ,d', a

* i l, oL (W) {f,*' -' ", - ari *n' 
-'

zr + a2)lc'-'d"rd,r, +

*'^ I" olr(ffi)tl*'-' zr - ..t,S*'-' "t + az)kt-'d",d", +

(r r r.5)

(r r r.6)

(r r r.7)

(///.8)

(rrr.e)

(/1/.10)

Q I I.tr)

(rrr.12)

(1/ / .13)

(III.14)

(rrr.É)

(rrr.t6)

(r r r.L7)

(1/r.18)

(rr r.1e)

(rr r.2o)
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* i  
l rotr(#){}r , ' - ' " ,  

-  ar i*n'- '  " ,  + a2)te'- t  d 'ztdzz * QII '2t)

* i l"olr(#){f 
r, '- '"r r a2;Ir'- ' ,, - a1)tt'-t dzrd'zz * (IrI '22)

*i  |"olr(#)r*r '- 'zr 
* azi lr ' - 'zr - at)te'-td,zdzz + (rrr-28)

*i  IroS,(#){ft ' - ' , t  
}  az;Tr'- '" ,  -  a1)k'-Ld'z1d'22 | ( I I I '24)

*I lrol,(#){f 
r, '- '"r * .,z;-Ir'- 'z1* ..r)te'-t dz1dz2 + (III '25)

*'^ l, 
o;r(ffi)r*r,-' zr * azi -*r'-' r, I a1)te'-t dzrd,zz * (rrr.26)

*i  l rolr(#){fr, ' - ' "r  
* az;-Lr '- ' , ,  + a1)tc'- tdz1d'22 | ( I I I '27)

* i  l"olr(#)(f ,r , ' - '  
, ,  -  otr i*r ' - '  zL + az)k'- 'd,rd' ' ,  a (I I I '28)

*i lrolr(ffi)rlr'-'zt 
- .'t,f*'-',t * a2)tet-'d,,rd", + (III.*')

* i  l"^Sr(W){!r* '- '  " ,  
-  att*r ' - ' , ,  I  a2)k'-t  d,z1d,z2 : ( / / / '30)

- 0 .

En nous inspirant des choix effectués dans (Cioranescu-Saint Jean Paulin [2]) pour d'autres

types de structures réticulées, nous allons, dans I'expression limite précédente, choisir une

fonction test g de la forme

v(a r,, vz) : ç {a r)pr(ar),

où pr et gz sont des fonctions régulières périodiques en !1 et y2 de période 1.

Etudions en détail les différents termes obtenus.

Pour I'expression (III.5), on obtient:

l, (u, u,, {he,o,- + ht ?,* ) - b o B e p) ffi , t, }) or, oo,

: v"{f;) l"(urr,,{h0,e,- + ht?,, - brrep)ffiAt)dardvr+

*rf*fl l"Qrr,,(htt- + h,,t+) - brzep)ffi{ùaùiaz+

. 
Hri) lr@rr,,(hto,- 

+ htt\ - bzzeo)et(a)darda,
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Pour I'expression (III.6)' on obtient:

f  â 2 r o  1  . -

J " 
(t, u " "lulp"- + "ll,+ ) 

- b. p e p) 
ffi(;, az)dw daz

-  ! t '^ '  
1 r

#f) J,(br,",(rlo,- 
+ rll,*) - htep)ez(v")dv'dv'

*rffirl l"(u,,,,@!i- + u0,ï+) - bnep)ffirrùortdaz+

+ vrrll l" (trr,,{otl,- + ,ll,*) - bzzep)ffirroadaz'

Choisissons une fonction test cp telle que vrff,l: #rrir: #ri): 
?{ }l 

:

Ô9' '1' U'ulf 
1l - 0. Alors, la somme des intégrales correspondant aux barres: 

aor'rl 
: 

ôui z
obliques est nulle ((III.7) e 1Iff.:O;).

Choisissons une fonction test s telle que 
Hri, f o,et vXf,l : ffiff,) 

: ,r(t) :

0gr  ,1 ,  0 '? ,  t: 
fr(;): ffi(;) 

: o' on obtient

I 
- 

(urr,,(ho,e,- + ht!,*) - bzzep)dyz :0.
t a

J  - +
(///.31)

(rr r.32)

Grâce à la périodicité des fonctions ,t'r* .t x,e\*, on a

Choisissons une fonction test s telle que 
Hri, f o,et vrff,t : Hri, 

: 
Hrt, 

:

:  
Hrt,  

:  v,{f ,) :  o'  on obtient

1 i
I 

' 
(bttrr(rt"or- + ut"l,*) -btreo)dyr : o.

J _ T

(///.33)
ntl*aa: I,
ull*av: l,

hor!"- dg : g

ulf- ay : s.

nll- av : Iro'rt* o, : l"
,ll-ar: lr,lt*oo: I"

ll"
t,

( I I I .31) et (III.32) deviennentLes expressions
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Reprenons I'expression constituée par la somme des intégrales correspondant aux barres

obliques. Nous avons déja montré que cette somme est nulle.

En choisissant une fonction test g telle que çz(az):1, on obtient

l', {rr"""&\i- + h33\ - bzzep)dvz : o

I

I ' (urrrr(rti- + rfor*) - brr,,o)dal : o,
J - r  '

! l:t&"t- +nlt+lav':#

I /; @li- + ulp,+pv, - P^'

t, + tt)a,ù (H)(Ir'-' zt + dt)kt-' d,,+

(A?, + dl)azr)fffi lff le'-t zr - a2)tc'-L dzla

(Ai, + . t8rr)a"r)f f f i l {}* '- ' , , ,  -  a1)tct-t  d,z1+

(41, + ,a,lr)d,2)fffi l(*r'- 'zt + d2)kt-'d,", -

d'où

(rrr.34)

(r//.35)

Posons

l:,rl',u
.I-rU:,
.l-,U:,
.l-rU:,
-0 .

,r:-+t'- '+oz
,r: -Tk'-r - otl

t r : f t , - t  +o":

,n: -+t'-' - o,
,r:Tr' '+o,

tu : f * t - t  -a2

Tr'-' - o,

: -lk'-' + o'

.  1 .
F -i)

r: il
/ o



Le schéma suivant précise les positions relatives des ?r, et I'intervalle dans lequel varie t
pour chaque intégrale.

êr*A +

Dans les quatre intégrales de I'expression (III.35), nous faisons les hangements de variables
suivant:

Première intégrale: h : 
|n'-t 

r, + or,

denxième intégrale: tr: f n'-'r, - or,

1
troisième intégrale: ts : lrle'-'zL - dtt

quatrième intégrale: tn: 
f 

t'-'r, + or.

II vient

l:^" ( là,ei, + At)d'22) {'n' {'- o')) #r*r' It'-'\ dt+

. Ë U:r(A?,+ 'tl)azz)(jrn'r* o')) #u'fuc'Ie'-'dt+

* 1"," (fr(Al, + e8,,)azz)(ae'(t1o,)) ffiorr'te'-Ldt+

. 
Ë U: r(A1, 

+ a?,,1a'2) (jrn' t' - o,))#ur?;r'l 1''l-L 47 :

-0 ,

Faisons une première intégration par parties en t.
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On obtient

Faisons une
On obtient

4U:,

.rlu:,

hl.': *(t,
-0 .

(Al, + ,t!r1arr)(z*'çt- or)) T]i^*

. #l/-,u1,+ A\,)dz,)tLurn'a- o,)) Tl:,-
- ,19"(r lu ,roi, + A!,)d2,1(zte'1t - a,

- t"*K, | - r@?' 
+'tl'l a z) (ft*' ç

- ,l*(r l' ,roi, + rl)az"y(zre'(t + a1

2ror , f i ,  .2- 
æ[;((/-*(41' 

+ A\,)dzz)(ftk'(t

)))r, ]"-

+ "r))) ,rf';^-

)))r, ]"-

- 
", ))) r'] .,, *

. hK | : r@?, +'tl;a",) (ftr' ç", o,))#l:: ^.
(Aï, + .tlr1arr) (nc' çt'1 o, )) *li,*

. +rlU -,ut, +,+!;a",) (âr' t' - o,)) #]:,-
-' 

f' *f'l-t^l' + t1)az)(2k'(t- "'))) *av'-
- 

h l:^" *U : r(A?' 
+'tl)az)(Ln*' ç'+ "))) *rù*-

-, 
l:: *tr l - t^f , 

+ al,;a z)(2k' (t+''))) Tr'>o'-

(41, + tlr lazrl(hr'U- 'r))) ff{ùor:

deuxième intégration par pa,rties en t.

4( [t,(Al, + e!,1a,,)(nc'çt- o,)) *]'.,:^*L \  '  1
v  - t

. âl(l-,e2, * 41, )a',)(huu+ o')) Tl.,)^*
, '

| / f z
+ 2 [( | 

',{a1,+ 
41, )a,r)(zt'çt1 o,)) Tl;".r r J _ *
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*' I:^" #u:{Aî'+ tl')az)(zre'(t- *'))) e{t)dt+

2  f : l 6  A2  t ,  f \  , 2  . , \
+ 6 J.,^ h( J_",re?' + A?)a',)(frk'(t + az)))(P{t)dt+

. '  
Ë #U:;A,' '  +'t l)az'1(z*' 1t+ *'))) el ')dt+

.h 1.,': #(rl',toi'+ A!)az;(|rn'tt- *'))) eL1)dt -

-0 .

Choisissons gr € Dltu,lrcl.
Il vient

h#(r l',ro?' + A.,)az)(fr*'ç+ oz))) : o'

d'où

h(rl:,rA?,+ 
di,1aù(ftrc'(t+"))) - r l6ttba pour tout t € (ts'ru)'

Choisissons gr € Olln,1';"!.
On obtient alors pour tout t € (Z+,ts) :

,(, It ,(Al,+A!,)d,z)(zk'(t-a1l)) +rt q:r@?,+A1)a';(];' '(t+az))) : tTatt.b+'
\  

" / _ +  
'  v l J ' r  2

Par un même raisonnement, on obtient

2  n t  ' 2  " \

6(J-'rfAl'' 
+ e\)a"ù(ftk'(t - 

""))) 
- r1fi*ù pour tout t € ('n'T)'

et pour tout t € ('Yz,7s), on obtient de même:

,  r ï  ' \  2  r . ' I  '2  " \
,(t | 

' 
(AT, +Al,)dzr)(zre'(t+a)l) *æ(/_ , f ol' +A1)azz)(ftrr' ' (t-",)) ) : rytibt'

.  J_à

Par ailleurs' on a

zf i r r i  .2  . , \

æ6îl J-,{o"' 
+ A1' )dz'z(ftk'(t + az)) ) : \6'

r8



et

, * (r l : r(AlL+ 
At) d, 22) (2k' (t - o' ) ) ) - #* (r l : rç 

el, + rl,) a "ù (ft*' ( t + az ) ) ) : e a

Choix des fonctions tests:

Premier choix: soit 91 telle que + :0 pour tout 7;, et gt - 0 en 7a pour tout i sauf' d t
ên'ya'
On obtient pour t: 'ya :

,*( f+,ei, + A!,)dz2(zrs'(t- *,))) . â*U:r@?,,+ 
el)az2(#r'u+ az))) : s,

d'où 
rla: o'

Un raisonnement analogue montre que

\s :0 '

Denxième choix: soit 91 telle que gt :|pour tout .yt, et + :0 en 7a pour tout i sauf
ot

elr 'yn'
On obtient pour t : ba:

,  r à  r  2  ,  rÈ  . 2  . \
, ( (J_+(Ai,  + a!)az)(zn'1t -  o '))  )  *  

æ(,/_* 
( ' t i ,+ Ar, ,)dz2)(nn'çt"or)))  :0,

d'où 
ba: o '

Un raisonnement analogue montre que

bs :0 '

Tloisième choix: soit rp1 telle que ry:- :0 pour tout'y6, et 91:0 en 7i pour tout i sauf
dt

en 7o'
On obtient

?o  : 0

Un raisonnement analogue montre que

? r  : 0 '

79



Quatrième choix: soit 91 telle que ?r :0 pour tout ^li, et
en 7o'
Ona

ôçt'

At
: 0 en'/; pour tout i sauf

pour t € ( ls, lo)

pour  t  €  (U, ls)

pour  t  €  ( l t , lz )

+ Alr)dzr)(ftt 'çr+'r))) - ba,

6o:o
d'où

Un raisorurement analogue montre que

En resumé. on a obtenu

(1rr.35)

(A1'

I

2 .  r  f = z  . 2  . \

6 (t/_, t/Ï' * ai')dzz)(6k'(t - or))) - 0
a

fr(rl',,"t,

+ /ï, )dz2(zk'(t + " '  ))) +,U:,

br  :0 .

hf,l:rrA?, + Al,)az,)(fr*'ç'+ az))) : o
, T T

,( 
J_'+(Al, 

+ A!,)d,22)(2k'(t - 
" ')))+

e t  rÈ
. tn!_r@?, + Ai,)d,,ù(âk'(t +",)))-0

Posons

.  
â(rl ' ,roi,+ 

Al,,, lo"s(#r'1t-az))) : o pour t €(tz,tù.

",, : l_r( I',rot, + A!1)d,2,)t '-t dz1.

Avec le cha^ngement de variable , - 
$f'-'", 

- ot2, o1.obtient

223 -- 
[', ( [+,{o?-,, + A!,)dzr)r,'-'a",

ît Ë 
( lt,{o',, +'tl)az') (âr' u * a2))dt

: 
h 1,,'^' ( l',{o?, + A',)az,) (âr' u + a2))dt



( car I'intégrale est nulle pour t € (7î'761.

Avec le changement de variable t : 
;f'-'zr 

* tt, on obtient également

zt4 : lt, ( f+ ,{oi, + A1,)a,r)te'-t d,z1
{ - 1

l l k ' - L + o r  ,  r i
:  2 l ,  . ,  (  l ' . rai,  + A\)a,,)Q*'çt - a))dt

J  - i k ' - r + a ,  .  / - â

: 2 [ ( [+,roi, + Aïr|azz) (ac' (t - a))dt.
Jn  ' . / - â

D'aprés (III.36),on a

zzs  *  z t n :0 .

Par un même raisonnement, on obtient

zez  *  zsy  :0 ,

d'où

(III.IT) [ foi, + A?, + Al,, + A1, + A1,r+ /1, + AT,, + A\)k'-'d,", : s.
J Y

En reprenant des calculs similaires avec cette fois une fonction test g telle que gr : 1, on

obtient
z $  *  2 2 7  : 0 ,

et 
z+s * zJ6 : o'

d'où

(/rr.38) [ fo'r"+ A7r+ A3r+ At + Atrr+ A3"+ Alr+ At)k'-tdz:0.
Jy

Enfin, on a

( / r r .3e) [  fo i r*  A ' r r+ Atr+ Alr+ A1,r+ A?r+ Alr+ A?2)k ' -Ldz:0.
JY

Ecrivons maintenant I'expression des Qâpep en fonction des A;;.

Ona

72qheo: (3 + Æ)bttto

I urrrr(ht.r- + ho,f,+)dafiaz--J"
I brrrr(ulor- + otrr+)dardaz--J"
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1 f / o-; 
J, 

(tk'tbrr' t 3te'2b.,2r)(oYro + ollo)

+e2\Æk' brrr, + 2J3k' bttrr)@l|o + 0lg\+

+(3ô111r + b,'zù(el\' + rlig\)k'-t dv1dv2

-i 
L({zk''urrr, 

+ k'2bnzz)@?t' + rl'rt")+

+ Gz'Ætc' brrn + 2r/5k' brtrr)Q?lo + gll\ +

*(ô,',r * sbnzz)(033' + 033,)) k' 
-1 

d,vfiv2-

-i 
l"({st"6,'', 

+ t'2brtzz)@ll' + r'lto)+

+Q\Æk'bn 1r - z\/llctb',2z)Q13' + ïItp)+

-i L(Q,''t,
+ (2Jsk'htr

- 
lrurrrr(hii- 

+ h!g+ )datdyz-

+ ulf+layrdaz -T 
l"t 

urreob'-t d",,

soit, d'après (III.34):

*(ôrrr, * 3brr""1çell' + Lig'))k'-t dv1dv2-

nr * 3le'2 brr,rr)@Tt' + elot')+

- 2\Æk'brrrr)@130 + rllï,)+

+ (3b1r1 * bnzz)(0i30 + 0i3'))k'-t dv1dv2,

d'où
72qheo: (3 + '/31btrto

-  [  urr ,"r(ht ! , -  +ho,o,+)ayf iyz-
Jv

f- | brr,,(uo,'r- +uo,!+)ayrdaz-
J Y

-+ t(/1, + A?,+A1, + A1,+AL+
4 Jv '

+â1, + AT,, + 41, + lzhnp)k'-r dz,

D'après (III.33) et(III.37), on donc

I2qitep: (3 + \/3)bûop

- Lb""('ff-

t2qirep- (s + Ji)br'ro - bnzz# - bnep - 
i l:2bnsrte'-r 

d'2.

82

(rrr.4o)



De même. on a

d'où

et enfin

( I IL4t )

On a encore

(rrr.42)

T2qizeo: (3 + '/3)brrto-
f- 

J"brr,,(ht"l,- 
+ ho"e,+)dyiaz-

f- I b"r,,(uo,l,,- +ul!+)dyiaz-
J Y

1 f-+ I @Lr+ A7"+ A'rr+ Atr+ Alr+
+ J Y

+A3, + Al, + A3, + 32b22op)le'-r dz,

T2qizep:  (B + Æ)brtto

- [ urrrr@lT
J y

- 
l"urrrr&gi- 

+ h\t+)dytdyz-

+ ulf+laydaz - 
I l"t 

urrerk'-t d,,

r2qizep: (3 + Æ)br"ro - bzzep - bzzr* - i  
l :2b22srk'- t  

d,z.

t2qizep: (3 + ,/s1brrto - 32bp6ok'-r d,21.il"
Détaillons le calcul des coefficients glrro :

Rappelons que k' - -3 -^.
I t V J

Ona

L2qittt: (B + /5Xr' +2rr) - ^' u h 
- (^' +2p')

:(À'+2t"') #"
_ 4p,'(\' * p,')

\' + 2p'

_ tr(S^ + 2p,)

i.\f

\+  t t  
)

t2qizzz: (3 + /gxf' *2p,') - (\'

4p'(\' * p't)

\ ,+2p'
p,(il, + 2p.)

^+ t ,  
'

+2t') #
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t2qînz: (3 + t /5)s'-  À' -  À'-  (1 + . /5; l '
-0 ,

et

l2qiztz 
=fr: 

Æ)P'- (1 + Æ)P'

On trouve donc finalement

(rrr.43)
I uirrr: sIzzz: #,,
I uî"rr: Qînz: Qîzzr: hînt : L6,
I
( les autres sont nuls.
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TTT.2.4. COMMENTAIRE.

Les coefficients limites obtenus sont les mêmes que ceux obtenus par J-Saint Jean Paulin
et D.Cioranescu dans le cas d'une structure comportant les mêmes barres horizontales et
verticales, mais pas de barres obliques (voir Cioranescu- Saint Jean Paulin [9]).
Ceci montrent que les barres obliques ne jouent en fait aucun rôle,et nous allons confirmer
cette constatation en étudiant, dans le paragraphe III.3, une structure dérivée de celle que
nous venons d'étudier, et ne comportant que des barres obliques jointes à leurs extrêmités
par de petits tronçons de barres horizontales et verticales.
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III.3. ETUDE D'UNE STRUCTURE DERIVEE- REMARQUES.

On étudie à présent une plaque dont une coupe horizontale ( resp.la cellule de base ) est
représentée sur la figure (3) ( resp. sur la figure (a)).
On constate que les huit barres obliques sont exactement semblables à celles de la première
structure.
En revanche, les deux barres horizontales et les deux barres verticales ne traversent pas
entièrement Ia période.
L'etude de cette nouvelle structure ne diffère pas de la précédente en ce qui concerne les
passages à la limites en e et en e. Les calculs concernant Ie passage à la limite en 6 ne
peuvent par contre pas être repris sans modification, dans la mesure où la périodicité
des fonctiorc Xlp, jointe à la longueur des barres horizontales et verticales, entrainait des
simplifications qui n'auront plus lieu ici.

Naturellement, nous ne donnerons dans ce paragraphe qu'une version résumée des calculs
qui ont été nécessaires pour aboutir aux résultats.
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Comme pour la structure précédente, nous considérons le cas particulier où les coefficients
d'élasticité sont des constantes de Lamé.

Comme nous l'avons vu, les b6.,p6o le sont aussi.

nous établissons le résultat suivant:

RESULTAT DE CONVERGENCE POUR q6.peo.

Auec les coef f icients de Lamé précéd,emment rappelés, on obtient, en f aisant tendre 6

ue rs  zé ro :

6-r q6opg, -, 0.

III.3.2. RESUME DE DEMONSTRATION.

La mesure de I/6* est égale ' 6(; + \Æ- 
ffl 

+ 62OG).

Le partage de Yi en douze barres, et I'expression de t26-rq6rpe, sont identiques à ce qui

été fait pour la première structure (voir (III.3)).

Les dilatations relatives à chaque barre sont précisées dans I'annexe.

Les estimations a priori, et les résultats de convergence qui s'en déduisent, sont établies

comme pour la première structure.

L'expression de t2qâpel que nous obtenons est identique à I'expression (II.4), en remplaçant

le réel (3 + /5) pr' (; + \fq.

Les calculs concernant les intégrales sur les barres obliques ne cha,nge pas.

En revanche, les simplifrcations directes relatives aux intégrales sur les barres horizontales
et verticales ne sonf plus valables ici, car la périodicité des fonctions Xtoo n" peut être
utilisées sur les barres qui ne traversent pas la période.

On peut néaumoins donner les valeurs de ces intégrales en faisant des choix précis de
fonctions test.

On établit donc que

It,
t/;

bop,r(horPr- + he,or\ay, :

bop,,(ulp,- + u!!+)dy, :

3 ,-noaÊoo;

3,
ZoogeP'
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Par conséquent, l'expression des e\Bep est donnée pa.r

t2qi Be o : fl * Æ)b, p, o - Iu, u, o - lu, u, o - i l:2a" Bs rtc' 
-t d,z

-  (1  +  Æ)b,Bto-  (1  +  Æ)b,Bto
-0 .
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B.PROBLEME DE THERMIQUE- CAS BIDIMENTIONNEL.

Nous étudions maintenant une structure bidimentionnelle, dont la géométrie est identique
à celle de la coupe horizontales de la figure (1).

Sur cette structure, nous définissons le problème thermique suivant:

(1 )

- 
*"{",,ff): r dans 0)e6

o,iff,,:o
u '6  : 0

sur ôt"e

sur O

Nous supposons f dans L'@).
D'autre part, nous supposons les a;; constants, indépendants de e et de 6, et tels que

=A > 0,V( eR2, o;i€;€i > A€;tt

Sous ces hypotèses, le problème (1) a une solution unique u'6.

1. RAPPEL DE RESULTATS D'HOMOGENEISATION

D'après des résultats classiques d'homogénéisation, nous savons qu'il existe un prolonge-
ment P€z'6 de u"6, qui converge faiblement dans I/01(c.r) vers la solution du problème
homogénéisé

(  ^  ô2u6

(2) 1 
- tii6;û-r: rnes(Yi)T dans u

[ u6 :0  su r  u ) )

où les coefficients homogénéisés qfi sont donnés par

(B) eî i :ùlr,@;i-o,r#)da,

les fonctiotr. Xj étant solutions du système

(4)

-*(""W) :o da^ns Yf,

"*%Pnk:o sur ôt6

Xt6 est périodique dans Yt.
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Nous nous proposons à présent de faire tendre 6 vers zéro dans le problème homogénéisé
(2) .

2. ESTIMATION A PRIORI SUR d ET RESULTAT DE CONVERGENCES SUR qJ;.

Multiplions par Xf ie probtème (4), et utilisons la formule de Green .

Puisque rnes(Yi): 6(3 + 'Æ -ry + 62OG),on obtient
\/s

(5) lYxilt,rvil 3 c6i

En conséquence, on a

(6) dqÎi - QIr., lorsque 6 tend vers zéro.

Décomposons maintenant Y! de la même manière que pour le problème d'élasticité.

Alors on a

5-'ufi: (r*,Æ-#)",,-
l f f f r f f

(z) - 5-t ( J ,, * J ,t* J,, * J,t* J,r* J,r* J,r*
+ [ + [ * f + [ + [ * [ -c [ )o,*ffav,av,

Jtî Jt i  Jt", Jt i  Jt", Jttt  Jno' oY*

Les deux dernières intégrales disparaitront lors du passage à la limite en 6. Nous allons

maintenant voir ce qu'il advient des douze autres intégrales par le même passage à la limite.

3.CALCUL EXPLICITE DES COEFFICIENTS qi'

Dilatation des barres.

Barre Hî t

Rappelons que Y -Fr,l"Vl,|t
on utilise encore le changement de variable

(" ' :o '
\2vz11
l": i+ 6-t '
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et le changement de fonction

D'après (5), on a

donc

c'est à dire

d'où

De même.on a

et donc

ô@r,az) :  ôn-( t r , , " r ) .

lYy16l27,1vp < C6,

t çS'f av,d,v2 1 c6 ,
Ju ;  

' oY2 '

l,{ru-'T*;u,- t'!ra,,a,, 1c6 ,

â,, j

6-tY!!8- - hr2- dans Lz(y) faible.
ozz

%"= - 2h'r- dans z2(Y) faible,
dzt

6-t t onr$dyrdy,
J n; oAt

: 6-'\ lr- {o,,#. oo,ffi1av,aa,

: 6-'\ l, ("^W * a;226-'1 #lf,a',a',,

6-' I o,r#d'yrd,y"
Jn; oA*

-'

r
I @rrht- (") * a;2hrr- (z))dadz2

J Y
1 .

: I a;ph!*- (y)dafiyz.
J Y

la constante 2 n'étant destinée qu'à simplifier les résultats.

Ona
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Barre Hi ,

Par des arguments similaires à ceux employés pour Ia barres H6 , on montre que

c - l  f  ax t r .  f6-t 
J rtoikffidarda, 

-. 
Jr",*htr* 

(a)dydyz.

Barre Vl ,

On montre que

donc

Barre Vf ,

On montre que

Barre 0I ,

On montre que

o-' lr*o,r#daror, - I"

- ut- dans L2(Y) faible

zui- darrs L'(Y) faible,

aauro- (y)dyfiyz.

o;1,ui+ çyldardyz.

6-' I ono#d,yraa,
Jv; oY*

(o,,u-' + + ry *l 6d,z1d.z2

6-' I o,r#darda,
Jv; oAt

I,'+
I u*'rr- ̂
| 0,,

t* 
- oii dans z2(Y) raible,

| 
,-' 

W 
- oï da^ns .r2(y) raibre,

: O-' I,
et

-- l"

d'où

94



6-' I a,,%dai,yz
J eI oVx

t f _ r! r^ rTxlte,: 
Jo L,il\t 'tô E, 

- f,,Wr+o;,çf*,,ffi*!5-ro\tot,  \ f  k^,-t  d,
2 dzz 'J

i lrl"uk'eli 
-'fselil + a;z(k't/3r,li + elill*'-'a"

: 
I I"l{*'o,, 

+ Ic'tfla;z)elj + Gr'fio;, + a;z)llilk'-t dz.

Barre 03 ,

De même, on montre
. ^ ;

6-' I  o;*Ydarar"-* [
Jq oUn z JY

Barre 0l ,

De même, on montre

l ltÆt' o,, * k' a;2)oli * (-o;, t Æa;2)o3il*'-t az.

l{rÆt' on, - k' a;2)o,ri * (on* Jia;2)osil/-t d,z.;Lr -1 î  ôxt
o -  I  a ;*JdWdyz-

J e1 oAx

Barre 0t ,

On montre que

u-' 
lrrooo#dyrdy, 

-,; 
lrlU'"n 

- J1t 'o,r)01i * (Jian + an)

Le calcul pon, 1". barres 08,03,0?6 et 4f;,est le même pour d] ,0?,01 et 0!.

Autrement dit.on a

efifn,-'a,.

e|: (3 +Ji)a;1 - l"oro(otr- 
+n|+yy - lro,o(oi- 

+uru+)av-

- 
i l"lt,'o,, 

* k'tÆa;zXeli + BTi) + Gfiol + a;z)@li+ di')] k'-L d'z-

(8) - I, 
Llt'Æn' 

ou a k' a;2)(0?i + rlli )* (-o;, + tÆa;z)(}|t + eit ))tc'-t dz-

i |rl,nt 
'oi, - k'a;2)(0li + 01i)* (o;, + tÆa;2)(03t + eI')lk'-t dz-

, l"lU'";' 
- ,'[ito'o,ù@!i+ dïi) * (Æat + a;2)(0li + dÎ')] k'-t d'z'
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Nous allons maintenant chercher à préciser les valeurs de ces intégrales.

Multiplions par la fonction test g Y-périodique et trés régulière le problème (4).

Il vient

t  or,4@!ay1ay2:s.
Jt; oAt oUr'

Après multiplication par 6-1, cette expression s'écrit aussi

o-' [,,.ç"r,ffi - "r)Hav1dv2 
- Q'

JY;

Nous allons partager Y6* en les difiérentes barres précédentes, puis développer les sommes

plaçées sous le signe d'intégration .

Barre Hî ,
Ona

u-' [,.-1"0,ffi - "r)#daivz 
--

JH;

: 1rT+ + a*2rw - ry e#)Q,,|", - T * xro,
--+

f

l"@^ni- * ap2hi- - ffl(3)ç",,-Lr1a, -

: l,@r,r,r- - ry)(flH(,,, -lro"

Barre HT ,
Ona

6-' [.,n{or,# -"u)ff*dafiaz - lr@o,r,i. 
-ry)e*)ç",,f,1a"-

JHI

Barre Vs- i
Ona

o-' l,-@o,H - "o)ffidvfiaz - l"@r,,!- - ry)eÊ)?f,,,)a"-
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Barre VT ,
On btient

a-' l,r{"r,# - "rlffidafiaz - l,@r,ui. -ry)e*)(!r,ea".

Barre 0I ,
Ona

o-' l,rç"n,ffi - "r)ffidafiaz
--+

'  
[ ç{r'"m + le'tfSaur)Lti + GrfSara * a1,2)0li - zor,1f x

2 J, , '  
k2)vl T \- v .Jl ' 'kl -T 'Lkz)vz - o*rJ 

J

"  (y*) ( | r , ' - ' , , *  0r ,  
* r ' - ' , ,  +  a2)k ' - t  d"z :

:: 
I"Atr, 

x (jir)tf,r' '- ' ', * ..r',*r'-'" a a2)k'-'1dz'

Barre eZ ,
Ona

u 
-l,r*r'# 

- ot)ffiaY'au'

i lrlrnk'on 
+ k'a1,)0!i * (-on, r tÆanz)tti - zorll'

t  Ôç  1 ,6 , , - r  7  ,  t -
" (ff i)(Çt{-' ' t  - .,z,;r '-t zr * ot)k'-t d'z :

:, 
I"A2r, 

x (g#){Çr''-'"r - az'Ir'-'zt t .,r)tc'-t dz'

Barre |tt ,
Ona

6- ' '  (oo,%-or )ôr '  7
Jei oyt ' ûovtov'

i l"lrnt 
'o*, - k'ap2)lli * (or, + tÆa1,)eli - zoolf '

" (#){f r, '- '"t - ot2,Tr'-',, + a1)k'-t d,z :

:, l"o"r, (H)r*n'-'z! - o,2,-Ir'- '
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Ona
Barre df :

I

6-, Irel
--+

, oxt^ ', og
(au# -  ak i )  ^Ld 'y1dY2' oUt ' oA*

"  (#)( | r , ' - ' , r t  or ,  * r ' - 'z t  + ot2)k ' - 'd , " :

:, 
l"oI " (#)è;' '-",1*,, -fr '- '21 - a2)tc'- 'd"'

En faisant le même calcul pour les barres qui restent, et en rassemblant les intégrales sur

chaque barre, I'expression

- I  Txt^ ,ô? ,6- t  |  ̂ . (a*,# 
-  

"oi )ùdardaz 
:0

J03

donne à la limite, en utilisant le fait que p est périodique en fi et !2:

l,{"*rni* + r,i-) - orù(9fr)ç,,,f,1a, +
+ l" (o*,(,',* + u',+) - "r) (#)(f,, ",)d," +

t lrlU'"m 
- tc'''Æarr)lli + ({3a." * a62)0li - zorlfx

(e.1)

(e.2)

*; IrA'r " (#){f,r,'-' ,, * ar,*r'-' ,,, a a2)tc'-t dz +

*i l"A'r" , (g#)r*r'- '2, - e2,,Tr'-',, + at)tc'-'d,z +

*i |ro"r 
* (#)r*r'-'z, - ot2,-Ir'-',, - .,1)k'-'d'z +

*!, l"Aa* 
x (g#)(f,r, '- ' ,,* or, -*r'- '  ,r - az)k'- 'd,, +

*i  |ro'r  
,  (#){L;, ' - ' . . ,  -  a,,*r ' - ' , ,-1 a2)te'- ' \dz +

*i lro " (#)r*r'-'zr * oe,Tr'-'21 - a1)tc'-'d,, +

*i I"o'- , (#)rf r'-'z1 * az,-Tr'-',, a a')tc'-t d'z +

*i lrorr 
, (H){Lru'- '", - , . t ,-*r '- 'zt + a2)tc'- 'd," :

-0 .

(e.3)

(e.4)

(e.5)

(e.6)

(e.7)

(e.8)

(e.e)

(e.10)
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En nous inspirant des choix effectués dans (Cioranescu-Saint Jean Paulin)[l] pour d'autres

types de structures réticulées, nous allons, dans I'expression limite précédente, choisir une

fonction test g de la forme

g(v r, az) : p {y r)vr(yr),

où g' .t g, sont des fonctions régulières périodiques en p1 ety2 de période 1.

Etudions en détail les différents termes obtenus.
Pour I'expression (9.1), on obtient:

l, ("*rni+ + ni-) - ak i) (g#) ç,,,|1a, :
1 f: v,{}) l"{^,rni* + ni-) - ori)(#)Q)d'*

.#ti, l"@,@i+ + ni-) - a2)e{21)d'2.

Pour I'expression (9.2), on obtient:

l,("*t"!* + ,i-) - ooi)(!#)(f,,,,)a, :

: 
#ri, lr@,,{,!* +,f-) - ari)çz(,,)d'z*

1 .  f  t  i r  i - r  , Ô g 2 ,  , ,+ v() Jo@rt("I* +,/-) - ori)ffiQr)a'.

Choisissons une fonction test p tel que vXll -- ffiff,) 
: ,r(T) : ffifT, 

: o. Alors,

la somme des intégrales correspondant aux barres obliques est nulle ((9.3) à (9.10)).

Choisissons une fonction test g telle que 
#ri, lL,,etzr(f,) : pr( i, 

: 
Hf ll 

: o.

on obtient

(10)
l - ,  t ,roi* + ni) -  a2i)d,22 : Q.

Choisissons une fonction test s telle que 
Hri, lL,ete2(T, : Hrll 

: *rff,) : 0.

on obtient

(11) fh @'(u!* + ri-) - a1i)dz1 -- o.
r-+

Grâce à la périodicité des fonctions xip+ et Xiy+, on a



Les expressions (10) et (11) impliquent que

(12)

(13)

(14)

(15)

I l"h"*da: L
I l",t.or: l,

h!1- dy - Q

uJr- dy : g.

Reprenons I'expression constituée par la somme des intégrales correspondant aux barres

obliques. Nous avons déja montré que cette somme est nulle.

En choisissant une fonction test g telle que pz(yz): 1, on obtient par les mêmes techniques

que dans le cas de I'elasticité le résultat suivant:

l"roi + A? + .4 + a1_+ AI + el_+ 'q,T-ï Al)dz : o-

(  n I

I l_',rni* + hi- dz2 : 7,
{  

" - , '

| [ '(,i* + ,i-p,, - !!.
(  J - â  d ' t r

- *  ô -  a i za2 j  a i l a l j
9 ; ; : L u i r  

- - t
'  azz an

En choisissant une fonction test p telle que çt@t):1' on obtient de même

l"rot+ 
A?,+.ql+ at+ Al+ e3+ al+ A8,)dz -- o-

Ecrivons maitenant I'expression de q| en fonction des A;. On a

aîi :(a + r/5)a rt - Y - a;tati -
azz att

- ;L(tal  + n?+el+e!+A!+ 'ql  +e' i+A:)-16a;i)  k '- td 'z '

Rappelons que
R

t t

1+V3

D'après (1a) et (15), on a

eîi :(g + /5)c,, - 
W 

- 
# 

- f,roo,,#,
d'où
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soit
at2azt

: all
azz

at2azt
: ctr22

alt

:  gTt  :0 .

4.COMMENTAIRE:

Comme dans le cas du problème d'élasticité, les coefficients limites que nous obtenons sont
les mêmes que ceux que nous aurions obtenus en traitant une structure ne comportant pas
les barres obliques.
Comme dans le cas de l'élasticité, nous reprenons tous les calculs précédents avec la
seconde structure présentant des barres horizontales et verticales qui ne traversent pas
entièremment la période et les mêmes barres obliques que précédemment(voir figure 3).
Là encore. on trouve

l+ \Æ

{ . ,

soit

5- .331
nii : (, +'ts1";i - +a;i 

- 
i"rt 

- 
r1'6a;1

eii - s'
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ANNEEXE: DILATATION DES BARRES.

PREMIERE STRUCTURE ( FIGURE 1):

Barres horizontales et verticales.

Transformation de H 6 en Y:

(  z t :  y t
I
\211
l t r :6a2+ 6-r '

Transformation de I/5+ en Y:

[ " :a '
<211
l" ' :6Y'-  o+, '

Transformation de V{ en Y:

(211

l " -  6Yt+ 6-t '
1,,: o,

Tlansformation de Vo+ en Y:

SECONDE STRUCTURE ( FIGURE 3):

On pose

(211
l t t :6Y ' -  6* t '

l ' r :  koa,

4\Æ
: - -

3\/3 - 46

{ . ;

,,6 _

24
- - - - - .

r/3(3+ '/s- 166)'

78-7\Æ-20\,f36+206
t - - 4g -L6 \Æ

, 76 - q^Æo + 46 - 8
q ô - -

16(1 - /5)

L02

et



Transformation de V{ en Y:

Transformation de Vrr en Y:

(211

l "- 6a'- o+'
l r, : lroyr.

PREMIERE ET SECONDE STRUCTUR^ES:

Barres obliques.

Transformation de Of en Y

Transformation de H u en Y:

[ " ' 
: Luat

(211

l " r :  5Uz* 6- r-

Transformation de I/rr en Y:

. [ ", : *',(f,a' * *o' -f,,,1 * *41
l', : ir- *r, + Lra, * +'i *f,-t)'

tansformation de Of en Y

[ ", : *'o($a, + f,v, - f,"1 * *41
1,, : irlrr, * fo, - +"i -î,gl

Transformation de Of en Y

[ ", - r'o(*r, - f,r, - I"l * f"tl
l', : roèri, * *0, * **', *-î"8).

(  
" :  

l ' oa t
<211
l" -  6Y' -  t+,

(211

) " ' :6Yr+ 6- t
l  r r :  koyr .
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Transformation de Of en Y

Transformation de O$ en Y

: k',(Ta, -fr, -f,"1**"D
--!utf,, +f,a, -fa -T*ît

: r/o(*o' -!0, *I"i - f"n
:*èrr,**r"-f"l-!'n

r,"
Transformation de O! en Y

[ ,, - r|,(f,a, * *r, *I"i - f "n
1,, : ir- *,i *|,, - +", -|'n

Transformation de Of en Y

[ ,, : r,'oçfa, *!rr, *T"i - f "n
1,, : irlir, * *0,. +",.!-n

tansformation de Of en Y

r
[ ", - k'o(Ir, - fr, * I"i - f"n
1,, : Ir*r, *f,r, * +-î *-î*3)
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