
HAL Id: tel-01776861
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776861

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Mesures de polynômes : application au diamètre
transfini entier
Valérie Flammang

To cite this version:
Valérie Flammang. Mesures de polynômes : application au diamètre transfini entier. Mathématiques
générales [math.GM]. Université Paul Verlaine - Metz, 1994. Français. �NNT : 1994METZ057S�.
�tel-01776861�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776861
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



UNIIVERSITE DE METZ

THESE

présentée par

Valérie FLAMMANG

en vue d'obtenir le t i tre de

DOCTEUR DE L'UNTVERSITÉ DE I''{F,TZ

Spécialité : Mathématiques

Sujet : Mesures de
Application au diamètre

polynômes
transfini entier

Soutenue le 28 novembre 1994

Devant l" jury composé de :

l lonsieur M.WALDS CHMIDT
Nlonsieur F.AMOROSO
llonsieur M.LANGEVIN
\,lonsieur M.MIGNOTTE
Vlonsieur G.RHIN
llonsieur C.J.SMYTH

(Université Pierre et Nlarie Curie)
(Université de Pise)
( I, niversité de Lille 1 )
( U niversité Louis Pasteur )
( I.rniversité de lletz )
( Liniversité d'Edimbourg)

Président
Rupporteur
Ropporteur
Examinateur
Directeur de thèse
Examinateur



\r*no
UNIVERSITÉ DE METZ

THÈSE

présentée par

Valérie FLAMMANG

en vue dtobtenir le t i tre de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITÉ DE METZ

Sujet : Mesures de
Application au diamètre

polynômes
transfini entier

Soutenue le 28 novembre 1994

Devant le jury composé de :

Monsieur M.WALDSCHMIDT
Monsieur F.AMOROSO
Monsieur M.LANGEVIN
Monsieur M.MIGNOTTE
Monsieur G.RHIN
Monsieur C.J.SMYTH

(Université Pierre et Marie Curie)
(Unir.'ersité de Pise)
(Université de Li l le 1)
(Université Louis Pasteur)
(Université de Metz)
( Université d'Edimbourg)

Président
Rapporteur
Rapporteur
Examinateur
Directeur de thèse
Examinateur

ggLrl+l-s

slt skls+



La science des Nombres, en obligeant I'Homme

à raisonner sur des vérités

qui ne sont ni visibles ni palpables,

a la vertu d'élever I'Âme.

PLATON



A ANNE et JEAN



Remerciements.

Qu'il me soit permis ici d'exprimer toute ma

Rhin pour avoir accepté de guider rnes premiers

et m'avoir toujours soutenue et encouragée.

Sa gentillesse et sa disponibilité m'ont été une

Je souhaite vivement pouvoir encore travailler

gratitude à Georges
pas dans la recherche

aide très précieuse.
avec lui.

Mes chaleureux lemelciements vont à Messieurs Francesco Amoroso

et Michel Langevin qui ont bien voulu être rapporteurs.

Je suis reconnaissante à christopher smyth de l'intérêt porté à

mon travail. Nos nombreuses conversations m'apportent toujours

énormément. Je suis très heureuse qu'il fasse partie de mon jury.

Je remercie Messieurs Maurice Mignotte et Michel Waldschmidt qui

ont accepté d'être membres du jury.

Je remercie Françoise et Hedi pour leurs encoulagements et surtout

leur amitié.

Un merci particulier à Monsieur Daniel Grosjean.

un grand merci, enfin, à mes parents qui ont vailllamment supporté

les états d'âme de l'apprenti-chercheur...



SOMMAIRE.

PR,ESENTATION.

CHAPITRE 1 : Spectre de la mesure de Mahler absolue des entiers

algébriques totalement positifs.

1. Mesure sur une famille de polynômes.

2. Les fonctions auxiliaires.

3. La mesure de Mahler

4. Le spectre de la mesure de Mahler absolue.

CHAPITRE 2 : Sur la longueur des entiers algébriques totalement
positifs.

1. Le speetre de la longueur absolue.

2. Comparaison de deux mesures de polynômes.

CHAPITRE 3 : Diamètre transfini entier d'un intervalle à extrémités

rationnelles.

1. Définitions et propriétés.

2. Minoration du diamètre transfini entier de 1: P,Ll.' q ' s '

3. Majoration du diamètre transfini entier.

4. Résultats numériques.

CHAPITRE 4 : Détermination effective d'erisembles de polynômes

de petite mesure.

1. Introduction.

2. Le problème de Zhang- Zagier.

3. Polynômes totalement positifs de petite longueur.

nÉr'ÉnpNCES.

ANNEXES.

p .  I

p .

p .

p .

p .

p .

p.  26

p.  27

P, 38

3

I

+

10

15

p.  47

p. 48

p. 54

p.  63

p.  66

p. 68

p.  68

p .  7 l

p .  78

p. 80

p.  84



INTRODUCTION.

Soi t  P :  aox)d +. . . *ad,  :  as(r -a1) . . . ( r -oo) ,  aoaa 10,  un polynôme

à coefficients complexes de degré d 2 1' On appelle mesure de

Mahler de P la quantité

d

M(P):  ics l  l [  max(1,  lo , l ) .
z = l

Par le théorème de Kronecker, on sait que lorsque P est irréductible,
M(P): 1 si et seulement si f'est cyclotomique. Ce résultat suscite

la question suivante :

a-t-on irt f  M(P) > I?
p irréductible

P non cyclotomique

C'est le classique problème de Lehmer, ouvert maintenant depuis
plus d'un demi siècle.
Schinzel, en 1972, a apporté une réponse partielle à ce problème. Bn

se restreignant à I'ensemble des polynômes P à coefficients entiers,
de degré d, différents de r, x - I et totalement positifs (dont tous

les conjugués sont réels positifs), il a montré que :

/ t  t  - . r d

M(P)= (=o)

Dans ce travail, nous nous proposons de déterminer explicitement
pour certaines familles de polynômes les éléments de petite mésure.
Considérons un ensemble de polynômes P unitaires à coefficients
complexes dont les zéros appartiennent à un domaine D contenu
dans Ie plan complexe et g une fonction de D dans R+. La rnesure
d'un polynôme P de cet ensemble sera pour nous la quantité :

M(P):  I I  g@).
P(o)=o

Nous nous intéressons principalement à trois mesures sur les polynômes

unitaires à coefÊcients entiers totalement positifs :
o  la  mesure de Mahler  or f  g( r ) :  max(1, l r l )



o la longueur orl g(r) :  lr l  + I

o  l a  mesure  no tée  f i n , "  où  g (x ) :  q l  s t ,  ( q , s  €  N . ) .

Nous verroni comment cette dernière mesure est directement liée à

la majoration du diamètre transfini entier d'un intervalle 1 : ll,:l
avec lps - 8rl :  I .
Pour minorer I'expression II g(a), nous serons amenés à utiliser

P ( o ) = 0

une technique de fonctions auxiliaires introduite par c.J.smyth.

Nous choisirons dans chacun des cas un nombre fini de polynômes à

coefrcients entiers Ri,l1j < n et nous chercherons des exposants

réelsposit i fsc;, I  < j  ( n rendant l 'expressionm-ip - g(r)
' x'" 

fl lvi@)|"'
j = l

maximale. On linéarise le problème par rapport aux ci en étudiant la

fonction f @) : logg(r) -Drt log In;(r)1. En général, on n'obtient
l = I

pas de solution exacte du problème d'optimisation considéré. une

méthode de programmation linéaire semi-infinie en fournit une ap-

proximation numérique qui permet d'aboutir à un résultat. Cepen-

dant, nous fencontrerons quelques exemples de solutions exactes que

nous appellerons fonctions auriliaires eractes.

Dans le premier chapitre, nous rappelons d'abord la notion de mesure

de polynômes puis nous décrivons le principe des fonctions
auxiliaires. ce principe a été utilisé par c.J.smyth pour déterminer

Ies quatre premiers points du spectre de la mesure de Mahler ab-

solue. Des améliorations dans la programmation linéaire semi-infinie
nous permettent alors d'exhiber deux nouveaux points résolvant
ainsi une conjecture de C.J.Smyth.
Le second chapitre est consacré à la longueur. Nous nous proposons

d'établir des résultats analogues à ceux obtenus sur la mesure de

Mahler. Ainsi, nous déterminons les cinq premiers points du spec-

tre de la longueur absolue. Ensuite, nous comparons la mesure de

Mahler et la longueur de polynômes à coefiÊcients entiers appar-

tenant à certaines familles



Desrésultats généraux sur le diamètre transfini entier sont présentés
au début clu troisième chapitr.e. Notre objectif est cl,améliorer les
encadrements connus du diamètre transfini entier d'intervailes dont
les bornes sont deux érémen,s consécutifs d,une suite cle Farey
Nous verrons comment la majoration du diamètre transfini entier
de tels intervalles dépend de la minoration de certaines mesures
de polynômes. Les techniques mises en oeuvre dans les chapitres
précédents permetteht d'oblenir de meilleures majorations sauf dans
le cas de petits intervalles proches de 0. La minoration du diamètre
transfini entier repose sur un lemme de chudnou.ky urrqrrel on ap-
plique une construction polynômiale de c.J.smyth. Les résultats
améliorent les minorations antérieures.
L'étude du spectre d'une mesure conduit tout naturellement à la
re.cherche de polynômes "petits" llour cette mesure. Dans le qua-
trième chapitre, nous développons une méthode générale pour trou-
ver efectivement tous ces polynômes et nous illuslrons le procédé en
I'appliquant à la longueur et â la mesure de zhang-zagier que nous
définissons par Z(P): M(p(z))M(p(r - ,)) p;; Fi coefficienrs
complexes .

Nous donnons en annexe : l'exécution en pASCAL d'un programme
d'optimisation ainsi que sa vérification en calcur formel ; une liste
de polynômes et de leurs exposants pour la majoration du diamètre
transfini entier ; un exemple d'utilisation de la méthode du dernier
chapitre pour le problème de Zhang- zagier; une liste de polynômes
dont la mesure de Zhang-Zagier eJ petite ; une liste d";;i;;à;;
totalement positifs de^petite làrrgr",rr. En appliquuot u,r* polynômes
de cette liste la transformarion ? (définie d;;. l" ;;;i;, chapitre),
nous produisons d'autres polynômes irréductibl". totul"r.rent posi-
tifs dont la longueur est petite. Enfin, ra dernière annexe montre
que I'on peut obtenir des polynômes totalement positif's de petite
longueur à partir de polyn-ômàs totalement positifs de ,,mauvaise,,
longueur en utilisant la transformation z. ces deux dernières an_
nexes mettent en évidence I'importance de la transformation z.



CHAPITRE 1

Spectre de la mesure de Mahler
absolue des entiers algébriques

totalement posit i fs.
It doit aaoir fallu plusieurs siècles

pour découurir qu'un couple de faisans ou
une paire de jours étaient des eremples

du nombre deur.

B.Russell

Après avoir défini la notion de mesure sur une famille de polynômes,
nous commençons ce chapitre par une partie numérique qui décrit
le principe des fonctions auxiliaires que nous utiliserons dans la
suite.
Le second paragraphe est consacré à la mesure de Mahler dont
nous présentons quelques propriétés.
ces deux parties nous permettent alors de donner un premier
exemple d'utilisation des fonctions auxiliaires. Nous nous intéressons
à l'ensemble I des valeurs prises par M (a);;#o où M (o) désigne
la mesure de Mahler de l'entier algébrique o que nous supposons
différent de 0 et de 1, et totalement positif (i.e dont tous les con-
jugués sont réels positifs.).
Nous rappelons un résultat de Schinzel qui fournit le plus petit point
t  n  I + \Æ

de L : --- Par ailleurs, C.J.Smyth a établi I'existence d'un
nombre / tel que .C soit dense dans (/, *-). / est le plus petit
point d'accumulation connu. Afin d'étudier la structure de I àans

/ t  '  F  \
I ' intervalle I : ( i+,/) , smyth, en l9gl, a déterminé les qua_

\z /
tre plus petits éléments de f en utilisant la technique des fonctions
auxiliaires décrite ci-après.
Nous trouvons les deux points suivants de I'intervalle 1 dont I'un
avait été conjecturé par Smyth.



1 Mesure sur une famil le de polynômes.

soit D c c et F la famille des porynômes de a[r] vérifiant :

P (z ) : 0+z€D .

ces familles peuvent être, par ex,:mple, les polynômes totarement
positifs (dont tous les zéros sont réels posititr;, r", polynômes totale_
ment réels (dont tous les zéros sont réels) ou les-poiynôm"s ayant
tous leurs zéros dans un secteur du plan .o-pl"*".

Définit ion l . l  Soit M une application de A.[r] d,ans R+.
M est u'ne mesure sur î si pour tout entierd >'0 et tout réel c > 0,
lknsemble des polynômes P e F tels que M(p) I c, deg(p) : d, e't
P e z[x] esf f ini.

Exemples de mesures (l iées au domaine D).
So i t  P  :  d ,o rd  * : . . *  a4  =  as ( r  - o r ) . . . ( r  - âù ,  aoad  10 ,  un
polynôme à coefficients complexes.

d 4

lool flmax(1,1a;l) et loolfl(l + lo;l) sont des mesures sur les ro-
i = l  , -  |

talement positifs et les totâlàment réels.
d

loolDû; est une mesure sur les totalement positifs mais pas sur les
z = l

totalement réels.

Remarque.
si j4 est une mesure supérieure ou égale à 1 alors logM en est une
également.



Les fonctions auxiliaires.

2 .1  P r inc ipe .

Soit D un domaine contenu dans lR ou c. Nous nous placerons tou-
jours dans ce cas mais on peut envisager un domaine D plus général
contenu dans IR".
Soit g une fonction définie, continur: et dérivable sur un ouvert dense
dans D. on suppose de plus g positive sur D. Nous considérons

dans la suite des mesures M de l,r, forme M(p) : II g@1) où p
, - l

est un polynôme unitaire à coefficrents entiers ayant'to'us ses zéros
û t , . . . , 44  dans  D .
On désire de façon générale minorer I'expression :

d

I lg@n)
i=7

Soit c : (ci)r5r<, où les c1 sont des réels positifs non nuls. On
choisit des polynômes à coefficients entiers Rj, I < j S n, qui
dépendent de la fonction g considérée comme on le verra dans les
applications.
Enfin, soit â la fonction définie pour u € , tel que &(r) I 0,,
1< j<n ,pa r :

g (x )
h ( r ,  c )  :

lllni@)f'
J _  L

Soi t  e- ( " )  :  iq f^  h(x ,c) .
x€D

Si les Æi ne s'annulent pas en û; pour I < i  < d, I  1 j  1 r,on a :

g ( a i )  . :  m l- i - - ' e  [ " )  i = r , . . . r ]

f l  lR;(on)1"
; - 1



et en effectuant le produit pour i :1,. ' ,d

d n d

I  g(di) > e^k)d II( i l  l f i i ("0)1"')
i = L  j = l  i = \

or  pou r  j  - -  I , . . t f r ,

ou égal à 1.
Par conséquent

d

ll g(o,)
t = l

Il s'agit ensuite de déterminer le
d'optimisation suivant :

-  e -  :  max e^G)  -  max min  h( r ,c ) .
c  (  c r )  x€ .D

Afin de rendre ce problème linéaire par rapport aux ci, | 1 j 1 n,

on étudie :

f  @,")- los h(r,c) - los s@ -ici los l.Rr(r) l '
; - 1

min f(z,c) est une fonction continue des ci ) 0. Supposons que
x e D  "

i o , r ,  
(  osavec  a1  ) | pou r0  <  i  Sn .  cappa r t i en t  a l o r s  à

J = l

un compact. Or toute fonction à valeurs réelles continue sur un

.o*pu"i y est bornée et atteint ses bornes d'orj I'existence d'une

soluiion au problème ci-dessus. En général, on ne peut pas calculer

rn ; on en obtient une approximation numérique qui permet tout

de même d'aboutir à un résultat. cependant, nous verrons dans les

chapitres suivants quelques exceptions où les ci et m sont explicites.

La fonction auxiliaire qui permet de les trouver sera dite fonction
auriliaire eracte.
Si D est un donaine fini, c'est un problème de programmation

linéaire classique. Or dans les cas qui nous intéressent, D est in-

f ini.
une méthode de programmation linéaire semi-infinie permet alors

d

il
i = 7

lRi@o)l est un entier non nul donc supérieur

2 e^k)d.

nombre rn solution du problème



de donner une valeur numérique approximative des c; dont on pense

qu'ils sont proches des meilleurs possibles. On a donc aussi une ap-

proximation de rn qu'on notera rno.

o Première étape.

on choisit cl'abord un ensemble fini ,{o de points appartenant à

D. Puis on résout le problème de programmation linéaire standard

suivant :
max mi-n /(r, c)

( " . ,  )  c€ .Xo '

sachant que: 
ê ,
laici \ '  as.
J = l

On obtient par Ia méthode du simplexe une

;o : @J) et ms: jpfl f @,"o) .

Ensu i te ,  on  ca l cu le  ^L=TèÊT( r , co )  e t  I ' on  a :

oSeconde étape .

Il faut augmenter I'ensemble des points de D sur lesquels la fonction

est contrôlée. Il y a deux façons habituelles de procéder.

a) Supposons que la fonction f@,"o) atteigne son maximum au

point t  € D.
L'algorithme cl'échange de Remez consisterait à remplacer l'un des

points de I'ensemble de départ xs par le point t (des conditions

précises permettent de savoir quel point écarter ; voir [2] ).
Ensuite, on répète la procédure de l'étape initiale sur ce nouvel en-

semble X6.
une première méthode, inspirée de l'algorithme de Remez, consiste

à ajouter à xo le point f (sans retrancher d'autre point). Mais cette

méthode a I'inconvénient de converger lentement.

b) La seconde méthode ajoute systématiquement tous les

maxima locaux. C'est cette méthode que nous employons sauf pour

famille particulière

m 'o<m1mo.



le théorème 4.3, où nous utilisons une procédure intermédiaire.

on recommence alors le procédé décrit dans la première étape sur

I'ensemble fini Xr réunion de Ys et des maxima locaux de /(r, c0)'

On trouve, en général, m1 et rn', vérifiant :

m ! "1m ' r (m1m1  ( -n t s .

oEtapes suivantes.

L'opération ainsi répétée fournit deux suites (?nt) et (m') telles que

m[ < .. S *'.i I m 1 mt 1 .. I mo

On s'arrête dès qu'il y a assez bonne convergence, quand par exem-

ple, mi - fi 110-6. Supposons que p itérations suffisent alors on

prend ma:  n l .p .

Remarque .
Le nombre des polynômes, le degré et la taille des coefficients en-

gendrent divers problèmes numériques qui ont des conséquences sur

la précision des calculs. Par exemple, cela se produit :
- quand on ajoute des points dans la programmation linéaire
- quand on évalue la fonction / en un point ; ce qu'on fait en général

par I'algorithme de Horner
- dans la recherche des extrema ; en effet, on doit calculer les zéros

de la dérivée de "f . ot, si I'on utilise un programme de recherche de

zéros basé sur I'algorithme de Newton, il faut calculer la valeur d'un

polynôme dont le degré est au moins égal à la somrne des dêgrés

des .Ri. On remplace alors la recherche directe des extrema par

I'algorithme du simplexe introduit par J.A.Nelder et R.Mead [21],
dont on peut trouver une version en Pascal, appelée AMOEBA

dans [23]. cet algorithme donne le minimum d'une fonction sans

passer par sa dérivée, ce qui réduit le risque d'erreurs de calcul.

2 .2 Exemples.

Nous établissons un résultat déjà obtenu indépendamment par G.Hôhn

et N-P.Skoruppa [17].Ils redémontrent un théorème de Schinzel [28].
La proposition 2.5 du second chapitre en est une généralisation.



Théorèm e 2.L Pour tout entier algébriqtte totalement posit i f  a différent

de \  e t  de l ,  on  a :

,eJ(o)  2 l ,vrrq(o)1"#.1À'nrq( l  -  a) l*  ( t  * ,6) '
\É /

où d :  deg(a)  et  I i  :  q(o) .

Démonstration.

Considérons la fonction auxiliaire définie pour z ) 0 et z f I par :

A(z )  : -  Iog (max( l ,  l r l ) )  {  r l og  â  ++bs f  -  z l2

où 0 < r < | et notons o : 
o?,u{, 

A(r).

que A(z) : ^ (i), on restreint I 'étude de A à

I' intervalle ]0,1[.
Soit P le polynôme minimal de o, de racines d. :  o7t... ,Qd.
Alors

d

I A(a;) 3 ad

ce qui conduit à :

M(")  )  
" - "o. lN, r /a(a) l ' . lNr lq(1 

-  o) l t - "  .

On cherche donc r pour que a soit le plus petit possible'
ona  

A ' ( z ) : r  - r - 2 r
z  I - z

Par conséquent,

( r=  m in . ( r l og r  {  ( 1  - 2 r ) l og ( i  -  2 r ) -  ( 1  - " ) l og (1  -  r ) )
0 ( r (  *

a : min. h(r)
O ( r (  *

10



Une étude rapide montre que la fonction h définie sur ]0,|[atteint

son minimurrr €. ?'6 tel que 
#}$ 

: I , i.e

5 - \Æ
to :  

l o  
'

On obtient ainsi

c: loqf.g)
" \  2  /

et

a -d -  r+ \ / 5

2

Dans [32] , logg(r) est égal à rp pour des résultats sur la moyenne

d'un entier algébrique totalement positif.
En choisissant log g(r) égal à r, C'J.Smyth améliore un résultat de

c.L.siegel [29] sur la minoration de la trace des entiers algébriques

totalement positifs.

Théorème 2.2 (Srnyth [33])
Si a est un entier algébrique totalement positif alors

T r (a )  >  l , 771g33deg(a )

sauf  s i  le  po lynôme min imal  de a est  r  - I ,  12 -Jx l I ,  f  -5 t2 +
6 r  -  r ,  14  -7 r3  *13x2  -7x  *1  ou  ra  - 7 r3  * l ' 4 x2  -  8z  *  1 .

Par ailleurs, G.Rhin a considéré une fonction auxiliaire à deux
va r iab les  su r  D  :  { r  )  0 ,A  )  0 , ,  #  l , y  *  I , r  f  y } :

log s (r,,y) :  log+ (r ) +log* (y ) -c1 log l* - al- "r log(xy) 
- ca log | ( r - t  ) (y- t  ) |

( log*(r) :  log(max(t, I t l)) af in de minorer la mesure de Mahler

d'un polynôme totalement positif en fonction de son discriminant.

11



Il obtient :

Théorème 2.3 (Rhin [21])
Soit P un polynôme quadratfrei de zlr) unitaire . non diaisible par
r et r - I ,  de degré d > 2 et dont toutes les racines sont réelles
posit iues. 

/=

Alors, quel que soit le réel 0 uérifant 0 < 0 < + , on a :
3

"  / t r  r .Æ\ '  ^ \ 9
M(P) >- ldisc(P)PiLn ( (=-E ) t+ )

\ \  

o  
/  

/

D'autres exemples seront évoqués plus loin dans ce chapitre ainsi
que dans les deux chapitres suivants.

Remarque.
Dans le cas particulier ori D : R** et si la fonction auxiliaire / se
compose de r, r - 1, et de polynômes réciproques Q $.e QQ) :

zd"s(Q\Q (1) l, il est possible de réduire le domaine d'étude de /.-  \ z / ' '
En effet, Ia fonction 9 définie par s(r) : TIT@) + /(i)l donne une
constante supérieure ou égale à celle de /.
Or, g satisfait à g(*) : g (i) donc il suffit de contrôler 9 sur [0, 1].

Par conséquent, dans ce cas, sans perte de généralité, nous pouvons
nous restreindre aux fonctions / vérifiant la condition :

et les étudier sur l ' intervalle ]0,1[.

3 La mesure de Mahler.

So i t  P  :  ao rd  + . . .  +  aa  - -  as ( r  - o r ) . . . ( z -oa ) ,  aoaa  #  0 ,  un
polynôme à coefficients complexes de degré d> l.

r@) =r (;) (*)

I 2



d.

La mesure de X'[ahlerde P se définit  par M(P) : lao I f l  max(1, lon | ) '
a = L

La mesure de trlahler d'un nombre algébrique a non nul est égale à

la mesure de N{ahler de son polyrrôme minimal P dans z[r].

Une autre manière de définir la mesure de Mahler est la suivante :

, , f  t ( p \ : " *o  (  / t , o *  l p ( " r , * , ) l d t )' \ Jo  /

on montre que ces deux définitions sont équivalentes à I'aide de la

formule de Jensen'

Théorème 3.1 (I(ronecker)

Soit a un nombre algébrique non n'ul'

M(o) :  I  s i  e t  seulement  s i  a  est  une rac ine de l 'un i té '

Le théorème de Kronecker suggère la question :

a- t -on 
o r lor l  # . t ,n"  d .  rM(o) ' '?

C'est le " problème de Lehmer" non résolu à ce jour dont une autre

formulation est :
existe-t-il une constante absolue €s ) 0 telle que si P irréductible à

coefficients entiers vérifie M(P) < 1+ es alors P est cyclotomique?

Boyd ([5] et [6]) a déterminé tous les polynômes de mesure de Mahler

*i"im"té poru un degré d fixé, 2 < d < 20. Cette recherche ne lui

u pu, apptrté .1" ,,'ei-ll"rrr polynôm" q"" celui trouvé par Lehmer

lui-même :

p -_ rro + re - r, - 16 - rs - rn - 13 * r * 1

M(P) :  1 ,176280 . . .
et

Cas part icul iers.
IJn. nombr-e tle Pisot est
Ies autres conjugttés ont

un entier algébrique réel 0 > 1 dont tous

un module < 1. On note S I'ensemble des

l 3



nombres de Pisot.
IJn nombre de Salem est un entier algébrique réel r > 1 dont les
autres conjugués ont un module ( 1 et l'un au moins des conjugués
est de module 1. On note T I'ensemble des nombres de Salem.
Ona :

s i a€  SUT  a lo r sM(o )  : c t .

Nous commençons par rappeler quelques résultats généraux.
D'abord, un théorème de Smyth de 1971 :

Théorème 3.2 (t?/rl)
Si a entier algébrique non nul n'est pas racine d'un polynôme réciproque
(1." L n'est pas conjugué d,e a) alo"s

M(a)  > 0o

où 0g x 1,324717... désigne la racine réelle de 03 - 0 - |  :0.

0s est le plus petit nombre de Pi,sot.

Le problème de Lehmer se trouve donc lié à I'existence du plus petit

nombre de Salem.

Nous poursuivons par un théorème de Louboutin (198a) qui améliore
des travaux antérieurs de Dobrowolski (1979)et Cantor-Stauss (1982)

Théorème 3.3 (Loubouti,n [20])
Soit a un entier algébrique non nul, non racine de l 'unité. Pour tout
e ) 0, i l  eriste une constante D(e) > 0 tel le que pour.tout d 2 D(r)

M(a\> I  + (9 - . ) .  / t 's loqa) '. \ - / - ^ ' \ 4 - , - \ l ogd /

Notons que cette minoration fait intervenir Ie degré de o.

Terminons par un résultat important de Langevin [19], dont la
preuve fait appel à la notion de diamètre transfini qui sera détaillée
dans le troisième chapitre :
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Théorème 3.4 Soit 0 < 0 < r et 56 le secteur du plan complere
tel que larg(z)l < 0. Alors i l  eriste une constante c(0) > I tel le que
pour tous les polynômes P à coefficients entiers, irréductibles' non
cyclotorniquès, ayant toutes leurs racines dans Ss, on a :

M(P)  2 c(g)d"s?\

Soulignons que le résultat initial de Langevin porte sur un domaine
plus général que .9a.-En effet, il considère un voisinage 7 d'un point
du cercle unité et des polynômes à coefficients entiers ,irréductibles,
non cyclotomiques, sans zéro dans V.

Nous rappelons la démonstration du théorème car elle donne une
idée de la façon dont on procède dans la pratique pour trouver la
constante. c(d).

Démonstration.

Soient A et B deux points du cercle unité symétriques par rap-
port à I'axe réel, non situés en -1.

Soit 0 I'angle que fait la droite O A avec la demi droite réelle posi-
tive.
Considérons le domaine D du disque unité limité par les rayons OA
et OB et l 'arc AB .

Pour  z  t e l  que  l r l :  I , posons  x  =  2 - r - :  Cec i  t rans fo rme
a

I'arc ÂB en un segment 16 :10,2 - zcos 0] strictement inclus.dans
I'intervalle [0,4].
Par conséquent, si l(1) désigne le diamètre transfini de I'intervalle /

t ( re)<r ( [0 ,4 ] )  :1

et d'après le théorème d'Okada (voir chapitre 3 page 52), il existe
un polynôme ,R1 € zfrl, unitaire et de degré n1 tel que :

T.1* In'(*)l < 1

Posons R(z) : zn'.Rt(2 - ,- l l .  n est réciproque et on a
mqx l,R(z)l < ].

"eAB
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Il existe clairement un entier naturel n2 tel que :

l nax  l z " ' .R (z ) l  : c<1

"eABuOA

Le polynôme A(:) : zn2.R(") est unitaire à coefficients entiers et

vérifie

T.y lA(z)l < a

d'après le principe du maximum.
Soit P un polynôme irréductible de Z,fxl ayant toutes ses racines o;

dans le secteur .%. ott suppose de plus que P n'est pas cyclotomique

et ne divise pas A (ceci n'élimine c1u'un nombre fini de polynômes).

comme P ne divise pas A, la valeur absolue du résultant de P et de

A est un entier non nul donc supérieur ou égal à 1. On a donc :

des(P)

I  (  l résul tant(P, A) l  < lcd(P)(es@t. I  lA(or) l
t = l

où cd(P) désigne le coefficient dominant de P.

o Si la; l  ( 1 alors a; e D et lA(a;) l  < a'

oSi lo ; l  > la lors leDet

lA(or)l 
=',2'r '," i), l la,, ... R est réciproque

"  ' d ; "

i
= la f " ra ! " rA( ; ) l

I l  en résulte que

I A(" ;) l  1 a.la2-1" +"' t  
1

c'est-à-dire, d'après ce qui précède

|  < lcc l (p) l2q+n2 .oa"sv\  .  I  lao lz(" t * "2\
l o , l > 1
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et finalement

et donc
" l + " r lc(0)  == ( l ) "

\ a /

Remarques.
a) En fait, dans la pratique, ;i I'on veut déterminer explicitement
la constanfe c(0) pour un sec',eur Sp donné, on choisit une fonction
auxiliaire du type :

A (z )  :  z "o  R1 (z ) ' . . .R t ( r ) " u

k

pour j - l  , . . . ,k,  Pj  e z lz l ,  n,  ent ier  et  2ns t  T nideg(Ri)  :  n
J = l

On pose alors .B(z) : lA(z)l* et on substitue à la fonction auxiliaire
polynômiale A(z) de Langevin la forme linéaire :

k

Iog lB(z) l  =  oo log lz l  *D" , log lÂr(z) l
J = r

avec. cette lois.

ai € IR et 2as +f o1d"g(R1) : I
j = 7

On cherche alors les exposants réels t0, ..., o6 les meilleurs possibles
c'est-à-dire tels que nlaxloglB(z)l :  ô soit le plus petit  possible.

On aura alors d'après Langevin, M(P) > 
"-bdes(P).

b) C'est en procédant ainsi que G.Rhin et C.J.Smyth [27] sont par-

venus à calculer de façon explicite la constante c(d) optimale pour

neuf intervalles de [0, z'[. Ils ont choisi D : [0, 1] x [2 - 2 cos 9]
er  log g(r )  :  log*(z)  :  log(max(1, l r l ) .  I Is  ont  conjecturé que la

E r  1  deg (P )

r. l f l ) '6:r; î l  <M(P)
f \oz I

ou
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fonction c(d) est une fonction en escalier sur [0, o[, non croissante et
n'ayant dans chaque intervalle fermé de [0, nI qu'un nombre fini de
points de discontinuité.

Dans toute la suite de ce chapitre, on considère le cas 0 : 0 : celui
des entiers algébriques totalement positifs.

4 Le spectre de la mesure de Mahler absolue.

C.J.Smyth a étudié I'ensemble É des quantités 0(o) : M(").";@,
où o est un entier algébrique totalement positif, différent
de 0 et de 1. O(o) désigne la mesure de Mahler absolue de o.

Remarque.
Techniquement, Smyth [31] a travaillé sur les entiers algébriques to-
talement positifs mais ses résultats sont aisément transposables aux
totalement réels (i.e dont tous les conjugués sont réels) : en effet, si o
est totalement réel alors o2 est totalement positif et 0(o2) : CI(o)'.
Il obtient donc des résultats sur le spectre de la mesure des to-
talement réels et des totalement positifs. Une reformulation du
théorème de A. Schinzel [28] (1972) dans un cas particulier mon-
tre que :

Théorèm e 4.1 Pour tout a entier algébrique totallement positif,
a  f  0 , 7 ,

0 (o )  à  
1+ /5

2

et i l  y a égali té si et seulement si a est racine de 12 - 3" + l .

Ceci signifie que É admet $ .om-e plus petit élément .
Nous avons déjà donné une démonstration du résultat précédent
dans le paragraphe 2.2. Nous en présentons une seconde.
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Nous utiliserons

Lemme 4 .2  Pou r \  a  yo<  1 ,  1  I  i  1  n ,

i l f  t  -  at) SJ- (f I  vo)i ]"
i = l  i = l

I l  y a égali té si et seulement si Ut : Az : . . .  :  yn.

On pose A : e' et l'inégalité vient de la concavité de la fonction
log(1 - e-") définie sur R*".

Soit /( : Q(o) et d le degré de a. a est entier stt Z donc aussi
1, - a. Comme a + 1, la norme de 1( sur Q de 1 - a est un entier
non nul.
Par suite,

1 S l/frrq(l - o)l :  I I  11 - ool. I I  l t  - onl
o t ) 1  a , ( l

1< IIoo f l f r- l l  l l (1 -on)
"lit ,lir o; 

"l?r
donc d'après le lemme 4.2,

Ot,

r < M(o) 
1,- ("g,; ,1J,",) 

*]

/rrrq(o) : If ou. II ,n: (i l  .,) .Mt(,)
o . ( 1  a i ) l  \ o ; < r  /

r<M(a) 
['-(ffi)*]'

t<M(a)--(W)-

donc

19



Comme lfr lq(o) ) 1, on a

,  . t -'  I  \ d
r<M(a\à- { -  t^  j  . . -  \ _ /  

\ M ( " ) /

et finalement, on obtient

M@)Z-M@)â-t>o

ce qui implique
,  l + /5

hI (o) 'a  t ; - .

D'après le lemme 4.2,,|'égalité se produit quand tous les o; ( 1 sont
égaux et tous les o; ) 1 sont égaux ce qui signifie : a quadratique et

î { r t o (o )  : 1 .  a  es t  donc  rac ine  de  12  -bx *  1 :0 '  b :3  conv ien t
et est le plus petit possible et

" 
/rt  \  :r  + 6

""\ z ) z

oRappels sur une famil le d'entiers algébriques.

C.J.Smyth [30] a introduit une transformation H qui jôue un rôle es-

sentiel dans ses travaux sur la mesure de Mahler des entiers algébriques
totalement réels : 

I
Hx : r - -

à I'aide de laquelle il construit une suite (0)">o en posant

(  i l o  : 1
I

f  É " * , ) 0e t  Hgn+ ' t : gn

lin est un entier algébrique totalement réel de degré égal à 2 '



Les Bl forment alors une suite de nombres vérifiant

(pT:r
)

I u:: g3*, + g,l, -2

82, est un entier algébrique totalement positif de degré égal à 2,.

Donnons quelques propriétés des polynômes minim aux des Bl.
considérons la transformation ? : ri, un polynôme p totalemenï pori_
tif de degré d, on associe le polynôme ?(p) réciproque , de degié Zd
et également totalement positif défini par :

T(P)(x) :  f  .P( ,  +!  -z l .
r

T se déduit bien évidemment de la transformation H.
on appelle n'"^" descendant d'un porynôme p le polynôme noté
T"(P) défini par

T " (P ) ( r )  -  r dee ( rn -1 (P ) ) .Tn - r (p ) ( c  + '  -  r ) .
T

Le polynôme minimal p, de B] est 1" ,ietne descendant de
Po@) : r -  1 .  Onadonc

a) P^ est réciproque pour n ) l
b)  deg(P")  :2
c) Toutes les racines des p, sont dans ]0, +oo[
d) Pour n # m, P, et P* n,ont pas de-racine commune
e)

2 "  2 n - 1  , n _ 7p"(,) :n@-\,",n) : If @_93,0)(,_p;,?): î @r_(03_,,;*2)xar)
r = l  i = l  ? = l

c'J'Smyth montre que la suite e(Bi) d'éléments de r admet un
point d'accumulation / : !,TZTJ}5... et que L est dense dans (/, oo).
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Les quatre plus petits éléments de L déterminés par Smyth dans
l t+Ji  , \
\  2  

' r /  son t  :

AW?) :  1 ,618033. . .  AWi l  :  1 ,685389. . .
A@ï :  1,710197...  A@]) :  1.,715534...

où on note c , ,  =  2.or(Z) .' n '

Il avait conjecturé [31] que le point suivant était CI(afio).

On pourrait espérer que les A@ï fournissent de petits éléments
de L.  Cependant , ! lLA@'") :  1 ,9081 > / .  De p lus,  comme I 'a

souligné Smyth, les Q(ol) qu'on rencontre d.n, fl+ 
6, 

/) ,ort
\  2 ' , l

soit de la forme A(Ph), soit de la forme A@',) où 0' est un point
f ixe d'un itéré de H: par exemple, H"o, - -e1 et Haa6s: o60.

Nous établissons :

Théorème 4.3 [14]
Tous les polynômes P de degré d, à coefficients entiers, unitaires,

totalement positifs aérifient :

CI(P) > I,720678.f i f teruttont(p, R1)l? .
,=0

En particulier, si P n'est pas diuisible par les facteurs irréductibles
desR i ,OS f  ( 10 ,  ona :

CI(P) > r,720678.
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Ici,

f i o ( r )  : r - I
R t ( * ) : 12 -J r * I
R (*) :  t4 - 7r3 * 1312 - 7r * L
Ë . ( " )  :  18  - I5 r7  *8316  -  22015  *303 ra  -22013  *8312-  15 r *  1

Rn(r): '76 - 31rr5 * 4I3r1a -314913 i1526112 - 50187ri1 * 115410110
-tàgOeO"n * 22262tx8 - 189036 17 + 1,1541016 - 5018715 * I526lxa - 314113

*4 I3x2 -31 r *1
Rt(* ) :  t4  -  8r3 + l5r2 -  8r  *  1
R^ (x ) :  r
R7 : (r3 - 5r2 * 6r - l) .(rt  - 612 * 5c - 1)
Ra: x6 - I2rs * 44xa - 6713 I 44x2 - 1,2r * I
Rs :  ( ra  -Tr3 *  l4r2 -  8r  *  r ) . ( "n  -  8c3 *  r4r2 -  7r  *  r )

Âro : rs - 16r-7 * 9016 - 239rs l 329ra -23913 * 90x2 - 162 * 1

et
C t :

C Z :

L 5 -

C Z :

q -

q -

L 2 -

L 4 -

w i -

L 8 -

L l o  -

0,32434053
0,01656320
0,00233752
0,20293388
0,00073091
0,00030659

0,04465951
0,00544682
0,00081015
0,00275460
0,00086279

Remarquons que a2, et a7 2 sont racines de .Rz et alo et o6o2 sont
racines de .Re.

Corollaire 4.4 Les sir premiers éléments d,e L sont :

a@ï, a@"), a@ï, a@?), o(oâo), a(g').

Ce sont les seuls points d,e L ilans l'interualle l!*f , 1,7206781.

Rappelons que .C est dense dans (/, *oo) où I : 1,727305....

La démonstration suit celle de C.J.Smyth pour trouver les quatre

premiers éléments de L. On applique la méthode des fonctions
auxiliaires présentée dans la première section en prenant le domaine



D égalà R+* et log g(r) :1og*(r). Les progrès réalisés sont dus tout

d'abord au choix des polynômes dans la fonction auxiliaire puis à

trois améliorations numériques dans la programmation linéaire semi-

infinie.

4.1 La fonction auxil iaire.

Les Ri, j : 0,...,5 appartiennent à deux familles particulières de

polynômes. La première se compose des descendants de Po : x -7.

On notera Pi : Tt (Po).
Ri : Pj pour 0 S j < 3 avaient déjà été utilisés par Smyth. Nous
ajoutons Ra : Pa de degré 16.

Notons G.: H2 la transformation définie pour t ) 0 par :

Gx:*+!-2.
T

Le point fixe de G est racine du polynôme 8'o 
- 1 - 2r dont le

polynôme réciproque est Qp : x - 2' La seconde famille est con-

stituée des polynômes descendants d" 8o. On notera Qi: Ti(Qo).
Nous avons besoin de ,R5 : Qz: x4 - 8x3 I l5r2 - 8r * 1.
Bien que cette nouvelle famille n'intervienne que par un seul de ses
polynômes, celui-ci est indispensable à I'obtention du résultat.

Nous avons vu que a7 est un point fixe d'un itéré de H et az est
racine de 13 - 5x2 I6r - I dont le premier descendant est .Rz.
Le  po l ynôme réc ip roque  de  13  -5 r2  *6x -  1  es t  13 '612  *5 r - I
dont le premier descendant est -86.

De même, a6e est un point fixe d'un itéré de H et o,6s est racine de
x4 -7x3 l l4x2 - 8r * 1 dont le premier descendant est.Re.
Le polynôme réciproque de xa - 7r3 * !4r2 - 8r * I est ra - 8r3 +
14:12 - 7x * I dont le premier descendant est -Rro.
Tout ce qui précède met en valeur les notions de polynômes descen-
dants ou descendants de réciproques de polynômes dont les zéros
sont des carrés de points fixes de 1/.
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Pour r > 0 tel que Ær(r) + 0, 0 S j S 9, la fonction auxiliaire
T@,r)  s 'écr i t  

e
f  @, r ) :  l og+( r )  -Dr , log  lÂ r ( r )1 .

J=o

Comme elle contient r, r - 1 et des polynômes réciproques' nous
po,uvons imposer T@) : f \ l*) (*) et restreindre l 'étude de / à
I ' intervalle ]0. 1[
La condition (*) devient :

I

2ra+ t  c1 .des(R) : r
j=o,j+6

4.2 Améliorations numériques.

Nous avons vu que la programmation linéaire semi-infinie est une
méthode itérative.
A chaque étape, il faut :

a) déterminer min T @, ") 
pour une famille particulière de coefficients

" :  
( c i ) .

b) augmenter I'ensemble des points sur lesquels la fonction est contrôlée.

c) évaluer loglPi(r1)l aux points de contrôle r;.

Pour a), nous utilisons I'algorithme de calcul AMOEBA qui dirÀinue
le risque d'erreurs de calcul car ici le numérateur de la dérivée a un
degré élevé : 63.
Pour b), nous choisissons une méthode intermédiaire à celles présentées
précédemment et qui consiste à ajouter les points où / est suscepti-
ble d'avoir de petites valeurs. Ceci permet d'éviter la saturation et
assure une convergence rapide. Par exemple, à la i" itération , pour
une famille particulière de coefficients c,, nous décidons d'écarter les
points y > 0 ne vérifiant pas :

Tfu,r) .  TjB f  @,c) + e.
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c)  Calcu l  de / ( rs) ,  ro  e D.
Considérons un polynôme Pi déduit d'un polynôme initial Ps.
Habituellement, on calcule Pi@o) par I'algorithme de Horner.
Ici, pour évaluer log lP;(rs)1, nous allons profiter de la définition de
Pj.

Par récurrence, on montre aisément que :

log lPi(26) l  :  t  log l r i - r l  *  log l r ,  -  1 l
&= l

avec

Ce procédé est
éalcul quand le
viennent élevés.

1
t k+ r : r n *= -2 .

r6
facile à utiliser et permet de limiter les erreurs de
degré des polynômes et la taille des coefficients de-

Dans la programmation linéaire semi-infinie, après 15 itérations, on
aboutit à :

1,72067858 1 e* < I,720679

Cependant, l'exactitude des calculs n'est pas garantie, particulièrement
pour les zéros de /' dont le numérateur a un degré 63. Ils ont été
vérifiés par le système de calcul formel PARI l22l avec une grande
précision et finalement, on trouve la constante 1,720678 annoncée
dans le théorème.

Conclusion.
Tous ces résultats paraissent indiquer que les éléments de É dans

/ r  t , $  . \
I'intervalle 

[ait-:, 
/J ne sont que de deux formes: mesures ab-

solues des Bl ou mesures absolues des carrés des points fixes des
itérés de la transformation H. Cependant, le polynôme x7o - 19re *
14318 -55717 *I23Lx6 - 159915 *I23lxa -557x3 *I43x2 - 19r * 1
(voir Annexe 7) de mesure de Mahler absolue I,726076 ne semble
pas être de I'une de ces deux formes.



CHAPITRE 2

Sur la longueur des entiers algébriques
totalement positifs.

" 13 bis, est-ce un nombre
pair ou irnpair ?"

R.Queneau

So i t  P ( r )  :  ao rd  + . . .  +  aa :  ao (x  -  a r ) . . . ( z  -  aa ) ,  ao  10 ,  P  #  * ,
un polynôme à coefficients complexes.
Langevin a distingué trois grandes familles de mesures de polynômes
qu i son tpou rp )0 :

Me(P) : lP(e'?h11n4r1;

L,(P) :  (É b,gï

( I,'
i =0

d

RoQ): laol fJ(l
i= l

+ lo ; lP)à

Certains cas particuliers de ces mesures sont bien connus. En effet,

o Ms(P): 
l ,13 

MoQ) - erp(I".r lP(e2i"t) ldL) et nous recon-

naissons la mesure de Mahler de P.

o D'autre part, L{P) : L(P) est la longueur usuelle de P
c'est-à-dire la somme des valeurs absolues des coefficients de
P.

Remarques.
a) Ces différentes mesures sont inchangées si I'on remplace P par

son polynôme réciproque P* défini par :P.(r) :  ra"self (!).

b)  On a tou jours Lt (P)  S f i t (P) .
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Nous nous proposons tout d'abord d'établir des résultats analogues

à ceux obtenus sur Ia mesure de Mahler dans le précédent chapitre

en examinant cette fois l'ensemble R: {Àt(o);;e(o-T où a est un

entier algébrique différent de 0 et d" 1, totalement positif ) '

Notre démarche suit celle de smyth. \Æ est le plus petit point de

R. Nous montrons qu'il existe un nombre /' tel que R soit dense

dans (/,, +f ). Enfin, nous déberminons les cinq premiers points de

R dans  ( /5 . / ' ) .

Nous ferons ensuite la comparaison de la mesure de Mahler et de

la longueur d'un polynôme P à coefficients entiers dans trois cas

particuliers :

o P est sans racines réelles'

o P est totalement positif (i.e toutes ses racines sont réelles

posit ives).

o P est totalement réel (i.e toutes ses racines sont réelles).

1 Le spectre de la longueur absolue'

Si P est le polynôme minimal d'un entier algébrique totalement posi-

tif, alors Rr(P) coincide avec L1(P), la longueur habituelle de P.

on convient d;appeler longueurde o, orf o est un entier algébrique

totalement positii, la longueur de son polynôme minimal dans 7'lrl.

R(a) : R1@)a;-na> désignera la longueur absolue de a et 7t I'ensemble

des quantités -B(a), o comme ci-dessus.

Une autre formulation du théorème de Kronecker s'énonce ainsi :

Théorème 1.1 Soit a est un entier algébrique'

rt(o) : 2 si et seulernent si a est une racine de l 'unité'

Démonstration.
Pout tout nombre algébrique a dont le polynôme minimal est

P  :  ao rd  + . . .  +  ad :  o 'o ( r  -  o r ) . . . ( o  -  t d ) ,  aoaa*  0 ,  on  a  :

d  /  1 \
fi,(o)' -- looool II { z + l"rl + ,^, I

,=r \ 9t l  /
(1 )
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donc pour  a ent ier ,  Âr(o)  :2d er t ra îne que :  2- l lc . ; l+  l - :+
l o ' l

pou r  i : 1 , . . , d ; c ' es t  à  d i r e  l oo l  : 1  pou r  i =1 , . . , d .
Du théorème de Kronecker, on déduit que a est une racine de 1.

d l  r  \
L'égalité (1) sous la forme fit(o)' : lasaal II ( 4 + U-ar - -;f 

I
, = 1  \  t / o ;  /

/ d  \ à  a  d

et I ' inégal i ta ( l [ (z; 1ro) )  > (f l  u;)* + ( l I  r ,  )à (uo,u; )  0),  per-
\ ; - r  /  i = i  i = r

mettent aisément d'obtenir le résultat suivant qui donne le premier
point de R :

Théorème 1.2 Soit a est un entier algébrique totalement posit i f ,
différent de 0 et de 1.
Alors R(a) > t/5 aaec égalité si et seulement si a est racine de
x2-3x+r .

Considérons la suite des (B) définie par C.J.Smyth.
Ona :

Lemme 1.3

R(Ph: i l t t  + À')t i
i =O

aaec

Ào :1  e tÀ ;a1 : ,  
) j ,  

, ^
( 1  *  ) r ) 2

Ce lemme découle du résultat plus général suivant :

Lemme 1.4 Soit Ào un réel positif et posons 0'. : 1,. Alors si'
('ln;)44r" désignent les conjugués de 1n, on o, :

2 t u r L -

f l(t + )0"r,,;) : ( l l(t + ̂ );)2"
i = l  i =0

r , À ,où Àr+r :  
f t  - I"  Pour i  2 o'



Démonstration.

Procédons par récurrence sur n.
2 n * t  2 n

An+7: l l  ( t  + Ào^/n+r,r,) :  l l (1 * À07,,+r,,)( t  + À61frt , ,)
i = l  r = l
2n

An+r :  l l ( l  + Ào(7,+r,n + l^]r ,)+ À3)
t = l
t n

An+7 : lI(t + À3 + )o(,y" ,; t 2))
u= l
t n

An+t : IIttt 1 Ào)' * À07,,;)
z= l

' ,Û,t* )âr,,0) où Ài = 
U ;$

On utilise I'hypothèse de récurrence sur n avec À[

An+t : (1 * )o)2"*'f Utt + ,l;1i;2" or) Àl*, : 
#i=0

n * l

An+t : (1 + )o)' '* '(f l  (1 + ^' j-L)# )'" "r 
posant i -- i - 1

j = l
n1 ' l

An+r : [(l + À0) l l (r + \)ny^+' car À; = )rl-t
j = 7

n * l

An+t:  l I I t r  + À,5*12"+
j=o

Ceci achève la preuve du lemme.

Par ailleurs, comme log(r + 1) < r quel que soit r à 0,
pour tout n, on a :

tosl(l3'z.) =n*

/  n  t . \

Or.  la  sér ie  (L;  )  
converge car  pour  tout  i  <  0.0 < Àt  S 1 '

\ i -0 -  . /  . ;6
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Par conséquent. la suite (Ë(B3))">o converge et sa limite vaut
l '  = 2.,376841....  Comme pour la mesure de Mahler absolue, / '  donne
une majoration du premier point c'accumulation de R.

1.1 Second point  de R:  exemple d 'une fonct ion auxi l ia i re' 
exacte.

Nous allons établir :

Théorème 1.5 ([13])
Soit P un polynôme ircéductible de Z,[r], de degré d et totalement
posi,tif .
Alors, on a :

R(P) >_
2eâ | p(0) | + tp( 1 ) l+ lp (#) 

" 
(#) t+ lp e +,Æ) p (2 -,Æù+ .

aaec
, ,  ,b tÆ+11, , - r ,7 ,  , rÆ+3.  1 ,  , f i rÆ+63.ca : [ log ( ï ) ] - , [ , , toe ( : ; : l _a t .e (Ë) ] :0 ,005436011. . .

10
,t : 

29 
* Zca - 0, 355699608...

5
cz  :  

f r  
-  Zcq  -  0 ,161541772. . .

,
, t  :  

ù 
- 2ca : 0, 058093496...

En .pa r t i cu l i e r ,  s i  P  l  r , r - ! , x2  - J r1 I ,#  -4x I I  a lo rs  r? (P )  >
29i et il y a égalité si et seulement si

P : xa -T r3 t1312 -7 r - l l .

Corollaire 1.6 Le second point clu spectre est29i : R(0ï.
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Démonstration du théorème.

So i t  / ( r )  :  l og ( z+  1 ) - c1 log ( r )  -  c2 l og l " -  1 l - ca log  l r 2  - 3 r *  1 l
- ca log l r2  -+ r+ l l .

La remarque du paragraphe 2 du premier chapitre permet d'étudier

/  sur  ]0 ,1[  seulement .
La condit ion (*) s'écrit  :

2 r t+cz *2cz l2cs= I (2 )

Par ailleurs,

I  c t .  . .
f  @) :  , l og ( r2  

I2 r  - l  i ) - . t l og ( r )  - i l og (x ' '  -2x+ l )

-ca log lx2 - 3x + 1l - ca log lr2 - 4r + 1l

c'est-à-dire :

.  I  c 2  \ r  /  \  ,  1 ,  |  ,  i
f@) :  ( i -  r ,  -  

;  
-  ct  -  cq)log(r) + r los(r 

+ - +2)

c 2 ,  |  ,  I  I-  
z  rosw t  ;  

-  2 l  -calos b *  : -  
3 l  -  calog W + !  -  + l

Grâce à (2), nous pouvons effectuer le changement de variable qui

à  r  €  R*  \  {0 ,1 }  assoc ie  a  :  r+  !  -2  €  IR+ \  {0 } .r
/(r) devient :

1 c t
g(y) : ir"t(,+ 

4) - 
i I"efu)- 

calog ly - t l  - ca log ly - zl.

Cette transformation présente I'avantage de diminuer le nombre
d'inconnues.
On cherche c; ,  i  :2 ,3,4,  pour  que :

r  /3I \Æ\ 1.
l r [ ,  ) :nros2eI

| 3!rE
I g atteigne son minimum en 

--f 
.

.tz



Pour réaliser la seconde condition, on impose que :

,  /31\Æ\
s,(_/  :o

Finalement, on obtient les c; annoncés dans le théorème.
Le troisième point y0 annulant Ia dérivée de g vaut :

'  4cz * 10cs I I2ca
vo :  I 42_zca_2c .4

Or, g(yo) = 0,853... > | log(29). Ceci f init  Ia preuve.

L.2 Les autres points de R.

Si I'on pouvait continuer ce procédé, il conduirait en principe à la
détermination des points successifs du spectre. Or, les polynômes
nécessaires ne se limitent pas à ceux correspondanb aux plus petits
points du spectre, comme on peut le constater dans le cas précédent
où intervient x2 - 4r * 1. Et nous n'avons pas trouvé le choix des
polynômes permettant d'obtenir les points suivants.
Par conséquent, nous avons employé des méthodes numériques pour
établir :

Théorème !.7 [13]
Tous les polynômes P à coefficients entiers , unitaires, totalement

positifs et non diuisibles par r et par les facteurs irréd'uctibles des
R; ,0  1 i  16  ué r i f i en t  :

6

,?(P) > 2,36110146 fI I rés(P, Rn)17
i=O

aaec
co : 0,31784909 ct : 0, 11621266
c2 :0 ,03824028 c3  :  0 ,01501114
cq:0,00575228 cb : 0,00624420
c6 :  0 ,00321129
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et

R" ( r ) :  ,
R t ( r ) : r - l
R r ( r ) :  12  -  3 r  *  1
Rt(*)  :  t4 -  7r3 + r \ rz -  7r  *  r
Rn(r) :  18 -  1517 +8316 -  220rs *  3032a -  22013 *  8312 -  15r  *  1
Rr ( r ) :  ( r 3  - 5 r2  l 6 r  -  1 / ( r t  -  612  +5x  - I )

Ru@) :  ( r4  -  7r3 *  I4r2 -  8r  *  1) ( "n -  8r3 + l4r2 -  7r  *  I )

En particulier,
R (P )  >  2 ,36110146 .

Coro l l a i re  1 .8  Les  po in t s  deR dans12 ,  2 ,36110146  ] son t :

R(pI : 5i : 2,236067...
R(/3ï : 2gi = 2,320595..
R("?)  :  R(o; . t )  :  2 ,351334. . .  :  13â

R(p ï : 941â  : 2 ,353416 . . .

R(o 'uo)  :  R("" i )  :  2 ,359611. . .  :  31 i

Démonstration du théorème.

La fonction auxiliaire qui intervient ici est de la forme : pour r ) 0

7 . .

f  ( * , r ) :  l og (1  *  r )  -  
|  c i  l og  In i ( " ) l

avec les c7 réels  pos i t i fs ,  Rr( r )  :  * " -on**  1 et  cT :0 ,00119514.

Compte tenu de la remarque à la fin du second paragraphe, on
contrôle / sur ]0,1[ .
La condit ion (*) s'écrit  :

,7

2  ,o  + \c1deg(R i )  :  1
i=1

,f zl



Pour assurer une meilleure convergence de la programmation linéaire
semi-infinie, il convient de réduire le nombre de polynômes dans

T@,r) .  En ut i l isant  la  t ransformat ion A:  r  + ;  -  2 ,  f ( * ,c)  de-

vient :

l l
h ( y , r ) :  

i  
l og (a  +y )  -  

i c r  
l og  a  -  c z l os  l y  -  1 l -  ca  l og  l az  - l a  + t l

-ca log lyn -7yt  + l3y2 -  7y i - l1  - . r log ly t  -  5y '+ 6y -  1 l

c6log lan - 7y" * r4y2 - 8y + l l  -  ,r logly - 2l

Pour démontrer le théorème 1.7, on raisonne maintenant sur la fonc-
tion auxiliaire h.
On applique le principe des fonctions auxiliaires en prenant D : IR+*
et log g(r) :  ]  log(4 + r).
Après 12 itérations, on aboutit ôuX e annoncés
et

e^ : 2.36110147 48792572

Cependant, Ia méthode utilisée ne garantit pas I'exactitude des cal-
culs, particulièrement pour les racines de la dérivée de â dont le
numérateur est un polynôme de degré 16.
A I'aide de Maple (commande "realroot"), ot parvient à exhiber 16
intervalles à bornes rationnelles I; ,  i :  1,..r 16, de long'ueur ( 10-r2,
contenant chacun exactement une racine de h'.
On a alors :

min fr.(z. c) :  min min â(u. a)
3/>0 

'  
i=1 , . . ,16  y€ .1 ;

On obtient finalement :

83  
h (Y 'a )  ) - 2 ,36110146

grâce au lemme suivant :
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Lemnre 1.9 (C.J.Smyth [31])
Soit h une fonction deur fois différentiable su?' un interualle I telle
que h" ) 0 s-ur I. r
Soit 0 e I et supposons que I ' interualle h(0) - 

;(h'(0))2 f 
h"ç11 ap-

par t ienne à [a ,b] .
Alors

ïËl 
h(:t) > 

"

On no te ra  que  R( r2  -4 r *1 ) :  t / 6  >  2 ,36110146 ;ce  qu i  exp l i que
qu'il n'est pas nécessaire d'écarter ce polynôme.

Cela termine la démonstration du théorème 1.7.

Nous nous occupons maintenant de la densité.

Théorème 1.10 R est  dense dansf l ' , *oo[  où / ' : , I ïL  R( / i l '

Démonstration.

Reprenons une définition et une notation de Smyth.
Soit g : [0, +oo[--+ IR une fonction positive et a un entier algébrique
de degré d, totalement réel, de conjugués a: o1,..ro4, alors on
pose

1 r l

Mn@):  
;Ee( |CI ' l ) '

) r

Si ,]iïL 
Mn(0) (respectivement 

,,IïL 
MnQcos(1)) ) existe, elle

sera notée o(g) (respectivement c(g)).
Posons M(g) : {Mn@); a entier algébrique totalement réel } .
Ici, un choix convenable pour g est :
g: r, t-+ log(1 * r2) car alors Mn(a) : log R("').
La preuve s'effectue en deux parties.
La première étape consiste à démontrer que M(g) est dense dans

("(g),foo) et se base sur le théorème suivant :
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Théorème 1.1L (C.J.Smyth [32J théorème 3 )
Soit g : IR+ - IR* un e fonction croissante, nulle sur [0,1,] telle que

h- 9( '4 :  t
r+ôo g@)

et
les ualeurs de logrg(2k + I) mo{ I (k € IN) sozl partout denses
dans  [0 ,1 ) .

Alors la l imite a(g) eriste et M(7) : {Mn(a) ; a entier algébrique
totalement réel j  est dense dans 1a(g),æ).

On remplace g par g* qui vérifiera les conditions du théorème 1.11

r 1

,  \  |  s@)+s( ; )  s i  t ) r
g_@):  

I  
l

t  0  s i  0 ( r ( l

Comme 0^,I "" 
-P;,i est un conjugué de /nj, on a :

Mn(g,) : 
*ïggi' ' ' ,)

1 2 :  ^ 1 .  . rI  \ - r  z ,= ,,, LlgUti,;) + o\ oz )l-  i_ l  t ,n ,N

:  Mn,(0").

Donc l 'existence de c(g.) entraîne celle de a(g) et a(g-): a(g).

Pour pouvoir appliquer le théorème 1.11 à la fonction g*, il suffit
d'étudier la densité de I'ensemble F = {log2 g-(2k } 1.) mod 1 ;
/c e IN.).
En effet, la première hypothèse est immédiatement vérifiée.
Soi t  t  €  [0 ,1]  e t  e  > 0 ;  ex is te- t - i l  /  €  F te lque l /  - t l  <  e?

J I



l ' € t

Cela revient à chercher n et k vérifiant

l logrs-(2k + 1) -  t  -  n l  < e

llog,s-(2k+ 1) - t '  - n log2l < e' (3 )

L'uniforme continuité de la fonction logarithme sur [1; +o"Ientraîne:

Ve'  > 0 l ry(e ' )  >  0te l  queVr,  y  > \ l r -y l  <  ry( . ' )  3  l lsg r - log y l  <  r '

On prend n tel que 2-n < r1ft') et il suffit de trouver fr tel que :

lg" (2k + 1) - 2" et '  |  < r1(e')

or la dérivée de g* est majorée ou, 
p( 1 et d'autre part, i l
1lz + ,Æ

est possible de choisir k tel que

l (zk + 1) -  (g.)- ' (2" et ' ) l  < |

par conséquent, le théorème des accroissements finis pour g* sur

]t, +ooI donne

d'où :

et donc (3).
Par application du théorème 3 à g*, on obtient I'existence de a(g.)
et  la  densi té  de M(g)  sur  (c(g. ) ,  oo)  :  (o(g) ,  - ) .

La densité de M(g) sur (c(9), oo) se déduit de :

Théorème r. l2 (C.J.Smyth [32J théorème / )
Soit g : IR-. --+ R4 une fonction telle que 

"qâg(") 
: -

et qui satisfait la condition de Lipschitz

lg ( r )  -  g (y) l  <  B(À) l r  -  y l

pour  r )y  € [0 ,  À] ,  pour  tout  À > 0.
Alors M(g) est dense dans (c(g), oo) , or)

) r *
c(g) : ;J r 'n t rcos l )d0

l g - (2k  +  1 )  -  2 "e t ' l 1 l

#F9 - ", ' l<2-, <,tk,)



En effet pour g(z) : log(I * 12) et À > 0, B(À) :2À convient.

En conclusion, M(g) est dense dans (/og(/ ') ,  +oo)
oit log(l ')  :  mirt '(a(g)'"(g)). Ceci signif ie que R est dense dans
(/ ' ,  +oo). Ceci achève la preuve du théorème 1.10.

2 Comparaison de deux mesures de polynômes.

2.L Cas d'un polynôme à coeff icients réels n'ayant aucune
racine dans IR..

Nous montrons :

Théorème 2.r [16J
Tout  po lynôme P:  eord +. . .+  a4,  asa6+0,  à coef f ic ients  rée ls  de

d,egré d,> 4, sans racine réelle uérifie :

L(P)  S 2d-2 Me) .

2 y

( , t *

2

Dans le cas orf P n'a pas de racines sur le cercle unité, ce résultat
améliore I'inégalité suivante :

Proposit ion 2.2 ( Boyd [5])
Pour  P € C[r ] ,

L(P) <zd-znr1e1 ('-r #$) ('- #Ë)
En effet, il suffit de voir que, pour r ) 0, (1+ tfr)'z < 20 * r), avec
égalité si et seulement si r = L

Démonstration.

Soi t  P :  aord +. . .  +  aa = ao(r -  ar ) . . . ( r  -  oa)  € v , l r ) ,  asaa f  0 ,  de
degré d > 4. n'ayant aucune racine réelle.

Soit 2dr (respectivernent 2d2 et Zds) le nombre de racines de P de
module I (respectivement de module ) 1 et de module < 1). On a



2 (ù *dz ldz ) : d .
On numérote les racines de sorte eue 04,11 - oj, I < j I d;,
1St<3.
Ona :

d.t d.2 ds

L(P) < l "o l I I (1 + lo, l ) ' .  I I ( t  + ionl) ' . l I ( t  + lool) ' .
.  i = l  i = l  i = l

Nous utilisons ici uir lemme intermédiaire qui s'obtient facilement
par récurrence.

Lemme 2.3 Soient rr,t . . . trn des nornbres réels tous supérieurs ou
égaur à 1 ou tous inférieurs ou égaur à 1.
Alors n n

f l ( t  + ,n)  12n-1(r  + f l  " , )z = L z--l

par conséquent, ,L(P) < 22d1r2d2-z+zdt-zlaol ltt * fi lo,l)(r
I  i= l

d a  f '
+ fI I 'nl) l

i = l  I

/
c 'es t  à  d i re  I (P)  <  Zd-4 lao l  l l  +

\
d.3

car  laa l :  M(P) . l l  lon l ' .
i--1

,l-*,",J' ('*i;,*t'
2.2 Cas dtun polynôme à coefficients entiers, totalement

positif.

Nous obtenons :

Théorèm e 2.4 [16]
Soit P € v-lxl,  de degré d,>- 1, unitaire , totalement posit i f  et non
d ia i s i b l epa r r  e t r - I  e t so i t  Po ( r )  : 12 -  3 t+1  de  deg rédo :2 .
Alors

/ , , ^ .  r#  /  -^ .  r /5
(M(pù)4, I  

r tel-  ' '  
< M(p) S (M(pù) ' f i  [  

' (P)_ 
)

\ r (Po) ; . /  \L (Po)6  I

et i l  y a égalité si et seulement si P est une puissance de Ps.
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L'exemple suivant illustre I'arnélioration apportée à I'inégalité bien
connue

xL(pl  s .w(P) < L(P) (1)

So i t  P  :  t 4  -7 r3  l I 3 r2  -7 r *1 .  Pa r  (1 ) ,  on  ob t i en t
1 ,81  <  M(P) :8 ,068 . . .  (  29  a lo rs  que  pa r  l e  t héo rème2 .4 ,  on  a
7 ,59<M(P)<9 ,56 .

Démonstration.

Elle découle de deux propositions plus générales présentées main-
tenant.

Proposition 2.5 Soit P e Z[r], de degré d ] 7, unitaire, totale-
ment positif et non d,iuisible par g et x - |.

Alors pour tout co, 0 ( ,o < ry, on & :

/  r lp t  \  "o  d
M(p) > |  - r -  |  . (M(pù)4-.1p(0)1" ' . lp( l )1" ,

\ ' (Po )6  /

où c1 ) 0 et c2 2 0 ne dépendent que de cs.

Proposit ion 2.6 Soit P € v. læ1, de d"egré d,> 7, unitaire, totale-
ment positif et non diaisible par r, et r - I.
Alors pour tout c!o, 0 1 Co S h, on a :

L(p) > (  *)  
" t  

. r1",1,*. lp lo; ;" i  lP1 r; ;"â
\M(Po)6 I

où {20 et  c l r )_0 ne dépend'ent  que de Co.

Remarques.
a) Si P n'est pas divisible par r eL x - 1 alors lP(O)l et lP(l) l  sont
des entiers non nuls
donc

M(P) ' -  (  t " " ) " ' ' t (O) ' *

\z (Po)6 /
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et

L(P\, ( -*r 'r,)"t .rro,,*.
\,tr(a)a I

b) Pour co : 0, on retrouve un résultat de Hôhn et Skoruppa [17]
qui redémontrent le résultat de schinzel mentionné dans le para-

graphe 2 du précédent chapitre.
é; Èo"t clo:0, ceci montre que la longueur d'un polynôme de v'lxl',

unitaire et totalement positif est toujours supérieure ou égale à 5f

(résultat déjà démontré dans la troisième partie).

Démonstration de la proposit ion 2.5.

oPrincipe de la preuve.
Soient c;,0 ( i  <2 des réels Posit i fs.
Soit /(r) :  log+(") - (cslog(r + 1) + cl log(r) !  c2loglr - 1l) la

fonct ion déf in ie  pour  t  )  \e t  r  + l .Soi t  rn :  
f ; ;5r / ( r ) '

Tout polynôme P satisfaisant les conditions du théorème et de racines

(o;)1r<;5ay vérifie donc :

log*(o; )  2  cs log(a;*  i )  +c1 log(o; )  |  c2 log la; -L l *m I  < i  <  d

et en sommant sur i, il vient

loe*(fl o;) 2 cs log(fl(o;*1))+c1 log(ll(o;))+cr log(fl lo,-I)+a*
i = l  i = l  i = l  i =7

ce qui donne

M (P)  > L(P) 'o .  lP(O) l " ' . lP(1 )1"  . "^a

oDétermination explicite de rn , cot cr, c2.
Pour cela, nous imposons deux conditions à la fonction / :

t) /(r) :  fe) pour r ) 0

2) / atteint son minimum en ry
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La première condition permet de restreindre l'étude de / à I'intervalle

]0,  t [e t  fourn i t  une re la t ion entre les c ;  :  c t l2cr l  cz :  I  (4) .

Su r  ] 0 ,1 [ ,  /  s ' éc r i t  ,  f  @) :  - ( co log ( r *1 ) *c r  l og ( r ) ! c2 Iog  l t - t l ) .
Le numérateur de la dérivée de /, noté numf', vaut en utilisant (4) :

numf '(r) :  -(1 - ,r)r '  -  (1 - 2co - 2c1)r * c1

La seconde condit i  
.  i ,  /3 _É) 

: o.on rmpose , 
\-, /

Il en résulte c1 : ! e-!- r*)

;;, 
"; 

;o;.",t.),," ?u,",,, a" /, dans (4), on obtient
tÆ -  'o  ' r ' -  

t6  ent raîne cr  2  o et  c2 > o., r :  - -E- .  c-o.  
_  4

Vérifions qu" 
3 

;/5 est bien un minimum pour /.

1 /-  3-\Æ\ l(s+rÆ+z*),+2!6 3+\Ælnumf':-; (. '-ï l L(,- -t z--r^' i- l
5+\Æ.^ -  ^  ,5+\ f5 ^  3+.Æ-^ _^ -5-rÆ

Ur , - l +zco )Ue t  
2  

-Zco  
2  

2uca rco ' -  
4  

.

Par coniéquent, /' admet une unique racine comprise entre 0 et I

et f y atteint son minimum.

Il reste à calculer rn

" /3- \Æ\  ,  ( t+v6\  / t \
* : r (,ïl - ros (ï/ +coros (\æ/
Ceci termine la démonstration de 2.5.

Démonstration de la proposit ion 2.6.

Elle est analogue à celle du lemme précédent.
On utilise cette fois la fonction
g(x) : log(r * t) - (.âlos*(r) + ci log(r) * c!2rosl" - t l) .
Les deux conditions imposées restent identiques.
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On en déduit  :  c ' ,  :? -  
+c'o.  

c ' r :t 
- J\'6

,L S +impl ique r \  > 0 et  ctr2 0 '
vo

On vérifie que 9 atteint bien son minimum 
".t ff "t

, f ry) : los( ,Æl + "'.tnof 
É:f\

- \  2  )  
co ' s \  

2  /

Ceci prouve l'inégalité du second lemme'

Fin de la démonstration.

On à établi que si P e zlrl est de degré d > l, unitaire, totale-

ment positif et non divisible par r eI r - l,

alors pour tous cs et Cs,0 ( co < +,0 < 
"â < h,

(+4)'(?)-
( o )

L(  P \
Comme 

3{ 
2 1 d'aPrès la

plus grande possible pour co :

petite possible pour c! : 
#

du théorème 2.4.

(ô)

remarque c), l'expression (a) est Ia

* "t 
I'expressio" (b) est la plus

Finalement, on aboutit à l'inégalité
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2.3 Cas d'un polynôme totalement réel.

Nous montrons :

Théorème 2.7 [16]
Soit P €. zfxl,  de degré d > I,  unitaire, totalernent réel et non

d ia i s ib le  pa r  r ,  r  - I  e t  r  l I .  So i t  Ps :  t 2  -  r  - I  de  deg ré  do :2 .
Alors

Meù*.(  o,r ' r - )*  < M(p) < M(po)n^.  (  R,@-)** '

\ .Rl (Po)6 / \  R{Po)6 I

et il y a égalité si et seulement si P est une puissance de Ps.

Par exemple, soit P : 14 - 4r2 * 2. Par (1), on obtient
0,43 < X ' I (P) :  3 ,41. ' .  (  7  a lors  que par  le  théorème 2.7,  on a
1 ,  16  <  M(P )  <  4 ,03 .

Démonstration.

Le principe en est le même que pour le théorème 2.4. Aussi nous
n'en donnerons que les différentes étapes.
L'inégalité souhaitée est issue de deux inégalités plus générales énoncées
dans les propositions suivantes :

Proposit ion 2.8 Soit P € Z,fxl,  de degré d,> I,  unitaire, tcitale-
ment réel et non diaisible O*,h: 

r 
t  et r I  l .

Alors pour tout co, 0 < ^ < 
ï, 

on 0, :

/  R . ( P \  \  " o  d .
M(p)> |  _+ |  .utpù6.1p(0)1" ' . lp(1).p(_1) l*

\  f t l (Po)6 /

où c1 2 0 et c2 )- 0 ne dépendent que de ca;
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Proposit ion 2.9 Soit P € v-[n], de degré d >- l ,  unitaire, totale-
ment réel et non diuisible par r) r - I  et r I  l .
Alors pour tout c!o, 0 < clo < t/5 - 2, on a :

/  u t p t  1 "6  d  ,
R,(p) > I  + l  .n,(po)a. lp(o) l " i . lp(1).p(- l )1";

\M(Po)6 /

où c\ 2 0 et clr 2 0 ne dépendent ,yue de c!o.

Les fonctions / et g qui interviennent dans les preuves de ces lemmes
sont

T@) : log* lzl - (cslog(1 + l"l) -f cl log bl + czlog lr2 - tl)
g(x):  log(1 * l" l )  -  (ci log* lxl l  c 'r log lcl  * cl logl" ' -  t l )
Afin de déterminer c; et c!; pour i : L,2, nous imposons les condi-
tions suivantes :
r) f @) : Te) et s(x) = s(+)
2) f etg atteignent leur minimum 

"n 
tty'5

2

En remarquant d'une part que f @) : f  ( r) et g(a): 9(-r), on
peut restreindre l'étude des fonctions à r ) 0.
D'autre part, la première condition réduit le domaine à I'intervalle

]0, t[ et relie les constantes entre elles par co * 2c1 lZcz : 1 et
c lo  +  2c \  l 2d r :  1 .
La seconde condition entraîne que les dérivées des deux fonctions

, /E_ t  .  r
s'annulent en ---- ce qul condult a :

-  1 2  I r

ô  -  V C  V ô c o 'fs b - 2\Æ
" t :  10  

-  
b  

' c z :  Lo  
- co  

l o  '

,  , [ 5  , b - \Æ .  ,  5 -2 tÆ , tÆ
c'r :  -b - 

"oJO 
QÎ' cr: 

10 
- .o 

l0 
.

-  \ / 5 - I  .
co < ï implique cr 2 0 et c2 ) 0.

clo ! t/5 - 2 entraîne c', ) 0_et c', > 0.

On vérifie aisément qr" 
ç 

est le seul point de 10,1[ où les

dérivées sont nulles
Enfin, pour aboutir aux inégalités souhaitées, il reste à évaluer



"  ' /s- t
Je tg  en - - . . ,  :

' 5 - t \  
l ,+ \Æ\  7 t -3co\f (u '  u I  =tost--#l ' (  ^ 

---)" \  -  /  \  j  /  \  2  /

et
(Js-  1\  _,^_/r+rÆ\ /3- .0\, (  ,  )=,ot \  ,  /  (  z  /

Il suffit pour arriver à I'inégalité annoncée dans le théorème 2.7 de
combiner comme précécemment les résultats de ces deux proposi-
t ions.
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CHAPITRE 3

Diamètre transfini entier d'un
intervalle à extrémités rationnelles.

Le parfait mathématicien
est toujours un peu poète.

Weierstrafi

Dans ce chapitre, nous commençcns par présenter les définitions
et les propriétés du diamètre transfini et du diamètre transfini
entier d'une partie compacte du pian complexe. Irlous verrons qu'en
général la valeur exacte du diamètre transfini entier n'est pas connue.
Nous nous proposons de donner des encadrements qui améliorent les
résultats connus.
Le diamètre transfini entier de [0,1] a été beaucoup étudié, car on
pensait pouvoir en tirer une preuve directe du théorème des Nombres
Premiers [12]. Pour estimer ce diamètre, on se sert de la propriété

suivante :  ts , [0 ,1] :  tz [O, I ] i .
Concernant la minoration (traitée dans le second paragraphe), par

des méthodes reposant soit sur une transformation des polynômes

cyclotomiques, soit sur une transformation rationnelle de I'intervalle

[0, à], Aparicio [4] démontre successivement que :

tz[o,r) > 0,4r42r3

et
tzl},rl > 0,420763

Amoroso [1] combine I'inégalité de Liouville et la théorie des polynômes

orthogonaux pour minorer le diamètre transfini entier d'un intervalle
réel. En particulier, il obtient : tsl},1l > 0,415678.
Nous nous proposons de minorer le diamètre transfini entier d'intervalles

I : l?,11. Ces résultats améliorent ceux d'Amoroso pour tous les-q  s '
intervâlles satisfaisant lpr - qrl:1 . Pour [0, 1], nous retrouvons la
valeur d'Aparicio.
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Le paragraphe suivant est consacré à la majoration. Aparicio con-
sidérant sur [0, f] le polynôme

Q@) : "tt(tr 
- 4r)2(l - 5r)2ç29x2 - rrr f  1) aboutit  à :

tL [0,1]  < 0,429053

Amoroso [1], pour majorer le diamètre transfini d'un intervalle réel,
utilise le théorème de Minkcvski et il en déduit , par exemple :
tzl},Ll < 0,424774. Cepend:r,nt, sa méthode n'est pas effective et
elle ne fournit pas de polynôme explicite analogue à celui d'Aparicio.
Nous examinons des intervall,:s .I : W,:l avec lps - qrl:1. Nous
montrons que la majoration de t6(I) est liée à la minoration de cer-
taines mesures de polynômes dev.[rl à racines réelles positives, mino-
ration obtenue à l'aide des résultats du premier chapitre. Signalons
que P.Borwein a été le premier à constater le lien entre diamètre
fransfini entier et entiers algébriques de petite longueur,
En particulier pour I'intervalle [0, à], nous montrons qu'une trans-
formation naturelle des polynômes du théorème (1.5 ) de [13] four-
nit une suite d'éléments de z[r] qui constituent les facteurs d'un
polynôme de petite norme sur [0, à]. C" polynôme donne donc une
majoration detvf}, |]. (les premiers termes de la suite sont r, 4r-I,
5 r - I e t2912 -11 r *1 ) .
Les valeurs obtenues apportent de petites améliorations par rapport
à celles proposées par Amoroso sauf pour les intervalles [0, [] avec
k > 10. Mais nous obtenons par notre méthode un polynôme eb
plicite qui donne une majoration de tvQ).
Le dernier paragraphe donne un tableau de résultats numériques.
Nous y faisons figurer également les résultats d'Amoroso.

1 Définitions et propriétés.

Soit X une partie compacte du plan complexe et P un polynôme de
a[z]. On note l lPl l* :  max lP(u ) l  et des(P) le degré de P.
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Définition I.l Le diarnètre transfini de X est défi'ni par :

t (x) --  - inf  .  t l lPl l i# lPe c[r]

Ê"'"fo)ii"
Définition t.2 Le diamètre transfini entier de X est défi'ni par :

t ,û(x):  - iqf  .  | lp l l . i "#l
,:,i,ry)"

Clairement, on a .
a) Si X est f ini alors t(X) :0.

b) r (x)  < tu(x) .
c) Si X et Y sont des compacts de C tels que X C Y alors
tu(x) < tu(Y).

1.1 Diamètre transfini et conséquences sur le diamètre
transfini entier.

Nous donnons des propriétés du diamètre transfini d'où découlent

des résultats intéressants sur le diamètre transfini entier.

Proposition 1.3 Diamètre transfi'ni d'une image réciproque [25].
Soit X un compo,ct de Ç. et Qr, Q2 deur polynômes de Clrl , Q1
unitaire, d"g(Qr) < d"g(Qt).

On note  R- t (X)  :  { r  €a : ,R( r )  :  m€ X} .
Alors

i . ' f  lQ2@)l . t (X) < t ( r?- ' (X))d"s@t) < sup lQr@)l . t (X).
c e R - l ( X ) '  

-  
r € R - i ( X )

Corollaire L.4
1) t ( l -2 ,21)  :  r

2) Si a et b sont d,eur réels tels que a < b alors t(fa,bD -- !=.
4
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Démonstration.

1 )  Posons  X : [ -2 ,2 ] .
Soient C le cercle de centre 0 et de rayon I, Qt@) : x2 + 1 et
Qr@): r. Les hypothèses de la proposition précédente sont satis-
faites er R-r(l-2,21) : C.
Il s'ensuit I'inégalité

t(-2,21) S t(c) 'z < t(-2,zl)

qui entraîne que
t(-2,21) : r

car il est bien connu que l(C) : i.

2 )  Posons  Y : [ a ,b ] .

Soient Qr@) : x2 * 
*, 

et Q2@) : *.Les 
hypothèses de la

proposit ion sont vérif iées et,R-1([o, ô]) :  l-2,,21.
Par conséquent,

4^4

b _ at( la, 
bl)  < t( l -2,21) '  3 t  _ ot( la,bl l l

e t  d 'aPrès  1 ) '  

t ( a ' b ) )  -  b  - ; o  
'

4

On peut déduire des travaux d'Okada et de Fekete et Szegô [11] les
quatre lemmes suivants :

Lemme 1.5 [25J
Soit X un cornpact du plan complere symétrique par rapport à I'are
réel tel que t(X) < t.  I l  eriste une constante k ) 0 et pour tout
n ) O,un polgnôme unitaire Pn de degré n, à coefficients réels tels
que

l lP" l l "  < kt"

5 1



Lemme 1.6 (liakeya)
Soit (P") une suite de polynômes unitaires à coefficients réels tels
quedeg(P,)  = r .  A lors  pour tout  couple d 'ent iers  (k ,n) ,0  (  l i  (  n ,
il eùste une combinaison linéaire

Pn *  a1,nPn-r  *  . . .  *  a* ,nPn-r

telle que le polynôme obtenu soit à coefficients entiers.
De plus, on peut imposer aur (a;, i \  de uérif ier I 'une des condit ions :
0  1  a6 , i  1 l  ou  - ï  <  oo , i  3  T .

Lemme 1.7 Soit X un compact du plan complere symétrique par
rapport à l 'are réel tel que t(X) 2l.
AIors

Lemme 1.8 (Fekete-Szego [11])
Soit X un conxpact du plan complere symétrique par rapport à I'are
réel tel que t(X) < l .
Alors i l  eriste un polynôme U unitaire à coeff icients entiers tel que

l l r / l lx < 1

Corollaire 1.9 Soit X un conlpact du plan complere symétrique
par rapport à l'are réel .

S i  t (X)  1 |  a lors  tz(X)  < l .

Conséquences pour un intervalle réel / de longueur .L
t.

1 )  S i  ,  2  4  a l o r s  t L ( I )  :  t ( I )  = : .

2) Par contre, quand L 1 4,la valeur du diamètre transfini entier
n'est pas connue. On peut seulement dire que tu(I) < 1. Il est donc
utile d'encadrer cette valeur ; c'est I'objet des paragraphes suivants
dans le cas d'un intervalle à extrémités rationnelles.
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1.2 Propriétés du diamètre transfini entier.

Proposit ion 1.10 Diamètre transf,ni entier d'une image réciproque.
Soit P un polynôrne non constant à coefficients entiers. Pour tout
conxpact X du plan compler,e, on a :

t,t,!_I)r,l# < t z( F-t (x )) s t,(x)æ,<-n\  
lcd(P 11

où cd,(P) désigne Ie coefficient d,ominant de P.

La démonstration est analogue à :elle de la proposition 1.3

Corollaire 1.11
1 )  t u ( l a , , b l )  :  t u ( [ "  +  n ,b+  n ] )  a ,b  eR  ;  n  €  z

2) ( tu( la,bl)) '  :  tv( lab,(+) ' l )  a,b elR ;  o + b e z.

Démonstration

I l  su f f i t  decho is i r  P ( r ) :  r+n  pour  le  1 )  e t  P (z )  : r (a+b- r )
pour le 2).

Conséquences

1)
I t

rz([0,1])  -  tz{o, iD;

2 )Pou ra )0
tu(l- o,o] ) : ts(10,, a2l)i

Proposit ion 1.12 (Fekete [10])
Soàent  a et  b  deur  rée ls  te ls  que b-  a  54.
Alors

b -a  ,  (U -o \ ;

4 
l tv ( la ,a t l  <  

[  +  /



Le résultat suivant généralise un encadrement de tv(10,4]) obtenu
par  G.Rhin [26] .

Proposit ion 1.13 Soient a et b deur réels tels que a < b, alors

max(lal. tôl) > tz(la.ôl) 2 max (##6,+)

Démonstration.

On obtient la première inégalité p.er le polynôme P(r) : a" '
Posons Y : la,bl.
tu([o,b]) > + vient de tu(X) > t(X).
Montrons maintenant que t6([a,,b]. > ITffi
Soit (P"). une suite de polynômes à coefficients entiers telle que

"UtU 
llP.,lT';' : h(x)'

Pour r €]a,b), posons y : -l- et définiss ons Qn €. Zlyl pat
I - O '

Q,(Y) -  ,deo(P*l  Pnt '+ l l'  v '
On a alors

l lp" l lx : ,  / lQ"(s) l \ -  / lQ"(Y) l \
,lH lffi/ à..#ii- *\ffi)

or

.*J'j; , le"@)læiail >r(*,,n * #l) 
: i

Par conséquent' 

v,l#> __L_=_
++*

et ainsi' 

tn(la,uy 2 --!- 
:-

r  - r  4 (b  -  a ) '
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minoration

(0 ,  14177085) 0, 15625000l - 1  2 1
t . r '  5 J

0,09375000t l  2 1
LZt  s l (0,08036980)

(0,08423303) 0,08695652f l  l 1
t s  r  5 l

(0,08284271) 0 ,11111111

Ce résrrltat fournit des améliorations à certaines minorations d'Amoroso.

Tableau 1

Les résultats entre parenthèses sont ceux d'Amoroso [1].

Minoration du diamètre transfini entier de
I : ll,il.

L'outil essentiel des minorations d'Aparicio et des nôtres est le lemme
suivant de Chudnovsky [9] :

Lemme 2.L Soit X un compact de C.; (7")">o des polynômes de

zlxl uérif,ant :

a) T^ et T* n'ont pas de racines conlmunes pour n f m
b) Ie coefficient dominant d,e Tn est an et son degré dn

c\ toutes les racines des polynômes Tn appartiennent à X

alors
t , l À l  >  l l m  l d - l  d n

n + O O
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Démonstration.

Soit (Q,),;s.r1ïr€ suite de polynômes à coefficients entiers telle que

, l im l lç , l l iEb : tz(X) .
t + t o O

Si 71" ne divise pas Q; alors

1 < lrésult ant(Tn,Qt)l :  lcd(7,) ld"nq') f [  lQ{",) l
Tn(a ; )=O

c'est-à-dire

L < lcd,(T*) ld"n(q') W1lk
et donc 

l
+ s ile,uk.

l o " lG

Toute suite de polynômes satisfaisant les hypothèses de ce lemme

sur ,I fournit une minoration de tvQ). Le problème revient donc à

construire une bonne famille de polynômes afin que la minoration

soit la meilleure possible. Nous appliquons ce lemme à la suite
(P,),>o introduite par C.J.Smyth (définie dans le premier chapitre).

Nous constatons alors que cette suite transposée sur I'intervalle
1

[0, i] 
coïncide avec celle utilisée par Aparicio en 1979 qui donne

la meilleure minoration connue de 12[0,1].

2.t Une première méthode d'Aparicio Pour / :  [0,1].

Pour avoir une suite convenable de polynômes, Aparicio, en 1978,
procède par transformation des ltclynômes cyclotomiques. Ainsi,

à partir des racine, r["), 0 < k 1 n - 1, (situées dans le plan

complexe supérieur) du polynôm 
" 

,2nrr + 1, il obtient des réels À['),

0  <  k  1n -  1 ,  t e l s  que :

l l
0 < ,^ S ; en Posant À1") : rf\ + rk@).

À [ " ' +  6  
-  

4
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Il montre alors que les polynômes qui admettent comme raclnes

--+- vérifient les conditions du lemme de Chudnovsky.
) [ " '+  6
Construction de ces polynômls.
Posons  f z , ( * ) :  dH  :  r2n  -  *2n - r  I  a2n -2+ ' . .  +  *  -  t  *

polynôme dont les racines sont rf;) et 4@),0 < k S n - l .
Ona

f r "@) ê,À I '
ï : l@" *- )* l

Il nous faut ici un résultat inl,ermédiaire :

Lemme 2.2 Pour tout entie.r s,

, .  I I
, * *  

ro :F{x  + :+s)

où Fp e z[xl est unitaire et de degré k.

Une récurrence sur k donne le lemme.

ry 
s'écrit alors G",,"( * + L f s) avec Gn,, € z[x], unitarre et de

les

l l e

degré n.

En particulier G,,6(rf) +

donc Gr.,6 : :xn * arrn-r

1
' . *6 ) :0
t n lr k '

+ ... + (trn-1t * dn, a; €. V', admet comme

racines les À[") + 6.
Par conséquent, son polynôme réciproque

Gir,u@) : snyn + ... + arr *1 admet comme racines 1", 
I "

À[") + o'
La suite (G;,u) convient et le coefficient dominant an de Gi,6 vaut :

n- l

lo*l: f[ 1,1[") + ol.
È = 1

Il reste à calculer ,ITL l",l-I

Comme |t f) l  :  1, on a

lrf) + ol : l( ' l; '))2 + 6rf) + 1l
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12  +6 r *  1  s ' annu le  en  a  -  -3  -  JSe t  !  :  - 3+  \Æ.
a

I l  en résulte
n - 7 ' l 1

lo, l  :  l I  l t ' f )  -  
" ) ( ' [ " )  

-  l l l  :  lo l . l f r , ( ! ) r
a "

Æ = l

Or

I i in l /r"( l) l* :  [r . ,  ' (*) i"1' '+ 
t  
l* :  t

n _ + æ  A  n - + c o  
; + f

d'où 
'li1; la'l-* : 1o;

Finalement, par application du lemme de Chudnovsky on obtient :

-  1 -  1tz(lo,iD > ffi
c'est-à-dir 

Itn1o,l l)  >(#æl+:rÆ-r.

2.2 Intervalles de la forme t : ê.L1.r n  r  
" I '

En utilisant le résultat de Chudnovskv. nous montrons :

Théorème 2.3 [15]
Soient p, r des entiers et q, s des entiers positifs non nuls.

Soit (P")"s_s url€ famille de polynômes de zlrl totalement positifs
(i.e dont toutes les racines sont réelles positiues) et telle que Pn et
P* n'ont pas de racine comTnune pour n f m.

Supposons que la suite (slP*14;1æi'; l ;"r0,' " s "

( respectiaement la suite tqlP"(]) la;fu)*>o )q
ad,rnette un plus petit point d'accumulation a > 0,
(respectiaement B > 0).
Alors

.p  r -  I  l .
t z ( l ! ,  - l )  >  max ( - . ; )

s r ,  
-  . û  p ,
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Remarque :

Si  1 :  [0.1] .  a lors s lP"(  :q l l * i , ,  est  égal  à l r (P") læiF;,  où I (P)
J'

désigne la lohgueur usuelle de P. Dans ce cas particulier,, on obtient
donc une relation entre le diamètre transfini entier de [0,1] et la
longueur des polynômes totalement positifs.

A I'aide d'une famille particulière cle polynômes, nous obtenons :

Démonstration.

La suite (P")">o du théorème 2.3 permet de construire une suite de
polynômes (T^),>o satisfaisant les hypothèses du lemme précédent
sur 1 à I'aide de la transformation de ]0, *oo[ dans 1 qui à o associe
,  p i r q

l :  - .
'  

81sx

On a alors :

T^(t) :  (st - r)d"o(*l 'p*(p, '  
t 'q') '

' " ' s t - r '

Notons qte deg(Tn) : deg(P").
T_( t . \

La limite a" 
ffi 

quand t tend vers I'infini fournit le coefficient

dominant an de fi dont nous avons besoin pour appliquer le lemme.
a '  vaut  donc:

an - sd"s(P'l.P^(J)
s

On remarque que les in terva l les 1 :  [L ,L1 . t  J :  [1  -  L , t  -L ]- q  s '  -  s  q '
ont même diamètre transfini entier (utiliser la transformation r r-+
1 - r). Donc le résultat reste vrai en échangeant s et q.

Il résulte du lemme de Chudnovsky la minoration annoncée detz!).



Théorème 2.4 [15]

t,(T.ît, = (q * sr-' fr(r + .rny#

auec,lo : - j \  el À;-.1 : , .  ,^0, ,o pour i  ) Q.
\q  +  s ) '  \ t  +  , t ; ) '

Démonstration.

Nous avons besoin d'une suite de polynômes de z[xJ satisfaisant
les hypothèses du théorème 2.3 sur 1.
Les polynômes minimatx Pn des Pl:'ln, introduits dans le premier
chapitre, conviennent.
En effet, rappelons qu'ils vérifient :

a )  Ps (x ) :  t  - I  e t  P , ( x )  -  *d "eo (P- - t ) .P , - r ( *+ l -Z l. T

b) P" est réciproque pour n ) 1
c )  deg (P " ) : 2
d) Toutes les racines des P, sont dans ]0, +oo[
e) Pour n I m, Pn et P^ n'ont pas de racine commune
f)

Zn  zn - l  2n - r

P,( r) : fl (' -r n,r) : lI @ - n,n)@ -t 
",i) 

: II (*' - (1 *-r,, *2)r* 1 )
i = l  i = l  i = l

Il nous faut évaluer le coefficient ciomin ant an - 
"d"ilP').pntf I

.t

2 n - 1

lo^l :  l I  (q'  I  (^tn-r, ;  t  2)qs + s2)
r=1

zn-r  2n-1

lo* l :  l l  l tq +') '  *  Qs^tn-t, i ) :  (q + s)2" l I  ( i  + Ào1,.-r , ;)
i = l  r = l

ou
'Çs^o : ;--1--( g  +  s / '
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D'après le lemme 1.4 du second chapitre, lo"l vaut :

I r _ I

lo . l :  (q + ' ) ' " ( l l  ( t  + Ào; i12"- '
j = 0

Finalement, d'après le lemme de Chudnovsky, on obtient :

tn( l ! , l l t  > (q + r ;-r1 l im f i t t  *  À;1i ;1?- ' . q ' r J '  -  \ '  '  ' , r * * o o * l '

avec  Às  =  ,  I j  , re t  À ;1 , :  *  pour  i  à  0
\q+s) '  ( r f ^ r / '

Ceci achève la preuve du théorème 2.4.

Remarques.
a) Soit g la fonction définie sur IR.+* par :

g(t) :

"ITL 
lP,(-t')P+Îr;t

Le théorème 2.4 s'énonce aussi :

Coro l la i re  2.5
. . p  r . .  I  l s .tn( l ; , ;J) > 

@.s(l  ?

Proposition 2.6 La fonction g a les propriétés suiuantes :
I

1) s( t )  :  e(7)
l 1

2) g( t  *  ; )  
:  ( t  +  7) .oU) ' .

Le 1) vient de la réciprocité des polynômes P,, ; le 2) de la définition
récurrente des P".
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b) Signalons que la minoration ne dépend que des dénominateurs

des extrémités rationnelles de I (et plus particulièrement de

Ào:( l+!+2)- ' ) .
sq

Ainsi, par cette méthode, les intervalles de la forme Ê,ll ont la' q ' s '

même minoration que l'intervalle particulier Iq,l] "O lps - qrl: l'' q  s '
Ceci explique que les améliorations par rappolt aux résultats d'Amoroso

portent seulement sur les intervalles de.Fatey.

Exemple: nous obtenons ,^l l , ' r) ' ,rrff f  ,  $f I ",Xtr|,$l)supérieurs
où égaux à 0,1060.. .  a lors qu'Am'rroso trouve tu( i , ; ] )  > 0,061.. . ,

1  3  - 1  4 -
t , ( l i , ; l )  > 0,  1160.. .  et ,  tT( t ; , ; l )  > 0,  1647.. '  .

Il découle du théorème 2.4\e résultat suivant :

Corol laire 2.7

( inT(q,s)) -1 > tn l?, l l l  >- " q '  s "  
-

En particulier, on a :

1 r  1  -1' -  
>  t , ( t0 . : l )  >  (1  +  s ) - t ( l  - '  +  o ( - ) )  quands  ->  *oo .

S  
- . . , S  

S  
. S r ' .

Démonstration.

L'inégalité de gauche s'obtient en considérant sur ty^,il les polynômes'q  s '
p -we l r - s r .
Concernant I'inégalité de droite, une récurrence montre aisément

quepou r tou t i à0 :

(q+s)-1(t*  r* f ,*r)- '

À,  1> !  +! +z
sq
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Par le théorème 2.3. on obtient :

tnu) >(q + ")-' frtt * r ,f -,1-
; - f ; - r "

c'est-à-dire

tn(I) > (q + s)-r(t + ;; l  -)- '
s o

La seconde minoration du corollaire est évidente en posant Q: I.

2.3 Comparaison avec la seconde méthode d'Aparicio pour
7  =  [0 ,  1 ] .

En 1979, pour ses polynômes, Aparicio utilise une transformation

rationnelle / de [0, i] dun, lui-mêrne | ôU) : ffi
Il définit la suite (0")">o par :

(  Qo :1 -51
)
)
[  8, :  0 - 3t)2" .Q"- '(ô(t)) ;  des(Q*) :2

Les Q. vérifient les hypothèses du lemme 2.1 sur [0, à].

Nous montrons dans ce paragraphe que, pour l'intervalle [0, !], la
suite de polynômes donnée par Aparicio et la nôtre sont identiques.

Dans notre méthode, les 71, sur [0, ]] satisfont :

(  To: r -5 t
)\
I r" : 0 - 4t)2" .p"(]il; des(T,) :2

Procédons par récurrence pour montrer l'égalité des suites.
Supposons donc que Tn: Qn.
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Qn+r : (r _ 3t)2^+' g"(f,#)

: (1 - 31;2"+' .T,(E#) pur hypothèse de récurrence

(1 -  5t ;2"* ' .P,1r_rry@) par déf in i t ion de 7

Calculons d 'autre part  P"11(; !7)

P"+r(/æ) : (Ja)'".P"(rh + (i*)- ' -2)

(#*)'".P"(m)
: (t-n)'"r-P"(ol=iÊ) car Pn est réciproque

Revenons maintenant à Qnal :

Q ,+ r ( t ) :  ( 1 -  5 t12 "+ ' ' (=n t ren* r  
^  t

.1_ç) ' " ' .Pn+t( f t )

c'est-à-dire

Q"+r( t )  :  T ,+r( t ) '

La suite de polynômes d'Aparicio et la nôtre sont donc bien iden-
tiques.

3 Majoration du diamètre transfini entier.

Nous nous plaçons dorénavant dans le cas d'un intervalle 1 : ffi,i]
vérif iant lps - qrl :  1.
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Proposit ion 3.1 [15]

Soient n et N des entiers positifs non nuls.
Soient b : (b1)4j<, des entiers str icternent posit i fs et (P1)si9,

des polynômes de zlr l  tels que Dbideg(Pj) < N .
J = l

Soit la fonction h(r,b): j_-]atg+ d,éJinie pour r ) 0
l l  loe lPi(r) l#
j = l

et  P i@) + 0,  I  <  i  S n et  te l le  qr t  
BB 

h(x ,b)  :  e^  > 0.

Alors il eriste un polynôme P dans v.[x] de degré N tel que :

1

l lPl l f l-  1 e-* .

Par conséquent, tç(I) I e-*.

Démonstration.

lo  *  s r l
Onae*  S" - î  pour t )0e t  P i@)+0 , I< i1 ,

l I  toe lPi(/)l#
J - t

I l  en résult  
"  f ip,ç4lo, < e-^Nle * szlN pour r )  0 (1)

J _ L

Posons P.(r) -- illr,(r1lL ; d,es(P.) < l/.
J = l

(1) devient lP.(") l  S e-N* la *  sr lN pour z )  0.

On effectue maintenant un changement de variable pour se ramener
dans .I.

Si  z  >  o  a lors  t :P ! "  e  L
Q t s æ
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Enfin définissons P(t) = P-çp-:JT1(-s/ - r)N.
s ï , - r

On a  de7(P) :  des(P. )  +  ( l f  -  des(P. ) )  :  1 / .

(1 ) donne alors :

lp(r) l  s e-N*lq + rp-: !- lNlsr - '1N pour r € 1
s t - r '  '

c'est à dire lP(/)l I e-N* puisclue lps - qrl : 1

donc

T&x lP(r)l;;erFi 1 e-^

P est explicite et tv(I) I  e-^.

Soit P € z[x] un polynôme unitaire à racines réelles positives a;,

r < i < d. La quantité ll(q + sa;) : Ro,"(P) définit une mesure
i=7

de P. La proposition précédente montre que la majoration de t'6(I)
dépend de la minoration de la mesure Âq,".
Nous exploitons le principe des fonctions auxiliaires développé dans
le premier chapitre pour déterminer rn . Nous choisissons le domaine
D égal à R+* et log g(r) :  log(q * sr).

Détaillons I'exemple 7 : [0, 1].
La fonction auxiliaire qui intervient est de la forme :

f  @):  log(r  *  1)  - .o log(r )  -  c l  log l r  -  1 l  -  
D cr  log l ,R; ( r )1 .
J = 2

Rz :x2 -3 r *1
Ë3  :  ( r 3  -  5 r2 *  6 r  -  l ) ( r t  -  612  *52  -  1 )
Rq :xa -7 r3  *1312  -7 r *  1
R5 :  ( ra  -  7r3 *  t4r2 -  8r  *  1) ( "n -  8r t  +  1.412 -7r  *  1)
Ro : x8 - I5r7 * 8316 - 22015 * 303ra - 220x3 * 8322 - 15r * 1
Rz :12 -4 r * I
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De la prograrnmation linéaire serni-infinie, on déduit

l og (m)  :  2 ,361 i014
et

tn( l } , l l )  <  
" - -  

:  0 ,  423531 15

Remarque :
Comme in1O,t1: t,r,I},!]à, on aurait pu étudier une fonction

auxiliaire sur [0, ]]. Elle serait corrposée des transformés des -R; par
t
L  . .

î = 
T _ 4t, 

soit resPectivement

To :  t
T r :5 t - I
Tz :29 t2  -  11 ,  +  1
Ts : 305gg16 - 34083t5 + 15613f - 3759tt + 501t'- 35t + 1
Te: 94rt! - 703t3 + I93P - 23t + r
Ir : 981 18118-145635117+93 6448t6 -340465t5 +76491t4-10865t3+
952* - 47t +1,
?o : 96958lf -r44r5L1{ +928579t6 -33825ns +76L43r4-10836t3+
95rP-47t+r
Tz :33t2 -  I2t  + -
Uo : \ -4 t
Les trois premiers polynômes apparaissent comme facteurs du polynôme
cité dans I'introduction et étudié par Aparicio pour [0, à]'

Résultats numériques.
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Minoration et majoration de tv(I).

Tableau 2

Les résultats entre parenthèses sont ceux d'Amoroso [1].

minorat ion ma joration

[0, ;] (0 ,27334798) 0,28464223 0,28786121 (0 ,29069307)

tn 1l
t " '  3 r

(0 ,21095904) 0 ,21767399 0,22077r92 (0 ,22210898)

[0, à] (0,17278874) 0 , 1 7 7 0 1 0 6 8 0,17937863 (0 ,18043337)

[0, +] (0 ,14665213) 0 ,14947069 0,15199329 (0 ,15220315)

[0, à] (0,12752602) 0,12950020 0,13170886 (0 ,13173675)

[o' -!] (0 ,08408791) 0,08473875 0,08605165 (0 ,08592011)

[0, È] (0 ,07190912) 0,07233143 0,07369445 (0,07324779)

[0, +] (0,  05909715) 0.05934001 0,06034833 (0,06000011)

[o' rf] (0 ,04558513) 0,04569987 0,04620411 (0 ,04612155)

r 1  1 l
t 5 '  t J (0 ,11954914) 0 ,16917092 0,t7072255 (0 ,17181856)

r l  2 1
L 5 r  5 l (0 ,06153947) 0,10604672 0,10768567 (0 ,10832409)

tà, * l (0,07255604) 0 ,12052665 0,12196998 ( 0 , 1 2 3 1 3 3 7 1 )

1 2  I r
t B '  î l

(0 ,08230163)0,12321607 0,12546057 (0, 12578497)

r l  1 l
t E '  q J (0 ,  05014593) 0.09364456 0,09490391 (0 ,09567263)



CHAPITRE 4

Détermination effective dtensembles de
polynômes de peti te mesure.

On trouue ce qu'on peut,
non ce qu'on ueut.

E.Maillet

1 Introduction.

Soit D un domaine contenu dans R ou C. Soient f tn ensemble de
polynômep défini comme dans le premier chapitre et M une mesure
sur f.
Nous nous proposons de présenter une méthode permettant de déter-

miner explicitement les polynômes P e z[rl, unitaires, de racines
drt ...tod appartenant à D, de degré d fixé, vérifiant :

M(P) : ff,n@) < 7d où 'y est un réel positif fixé.
i=1

Nous en donnerons deux applications.

Soit o € Z tel 1rtte P(a) 10. Pour chaque choix de a, on veut
trouver une bonne majoration de lP(a)l en fonction de M(P) et de
d, à partir de laquelle on déduira une inégalité sur les coefficients de
P. Pour cela, nous établissons

Proposit ion 1.1 Soit a € Z tel que P(a) I 0. Alors i I  eriste des
constantes effectiues m ) 0 et cs ) 0 telles que :

l r (o) l  S (M(P)e-* |1 t ,

Démonstration.
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Soit n un entier supérieur ou égal à 0.
Soient .:  (cj)o1r5n où les c, sont des réels posit i fs et Ri,I  S i  3n,
des polynômes à coefficients entiers qui dépendront de la fonction I

(on peut  chois i r  
" , :0)  

e t  te ls  Que c6 * l )c ideg( f i r )  S t .
J = r

Enfin, soit â la fonction définie pour r €. D, r f  a et \(r) 10,
1S j<n ,pa r :

o ( x )
h @ , c ) :  - - - :  n

l *  -  o lo.  l I  In i ( ' ) lu
j = l

Posons e^\") - inf^ â(r, c).
x€.D

On impose la condition suivante :
I1 existe une constante e ) 0 telle que :

g(" \
, - - -+  2 l  pou r  r €De tx f  a  ( * )
@-a1 '  

-

Cette condition garantit lexistence de c avec c6 ) 0 et rn(c) > 0'
Si pour I < i 1 d,, a; f a et si les ,R; ne s'annulent pas Qrr Q4 ,
1< j ( n ,ona :

g(?; )  >e^k)  i : r , . . ,d

taà -  a l "o . f l  lRr(on)1" ,
J = 7

et en effectuant le produit pour i:1,..,d

d d n d '

t1n1a;) > e*k)d.fl l"n - ol* II( i l  lÆi(on)1"')
i = l  j = l  i = lt = 7

or pour j  :  I , . ' , fr , | I  l f i r(tn)l  est un entier non nul donc supérieur
i = l

ou égal à 1.
Par conséquent,

I  P (  o) l  S (M (  P ) . - - t " )a)  "oa '  .

70



Mais on veut que la majoration soit la meilleure possible donc il faut

minimiser (M(P)e-^( ')d)* ce qui revient à minimiser

f ( lo8 M(P) - dm(c)). Or, ceci n'est pas un problème l inéaire en c.

Remarquons que si lP(a)l> Bo pour un certain .B posit i f  f ixé alors
c étant f ixé' on a : 

Me) )- (e^k) B"o.d.

Par conséquent, il s'agit maintena,nt de maximiser I'expression
m(c) -l co log B, ce qui est un problème linéaire en c.
Nous décrivons un algorithme qui permet de trouver c et
n1 :maxrn(c) de sorte que la borne de la proposition 1.1 soit opti-

male en fonction de 7 (et du choix des polynômes (r?r)r<r<,).
On commence par choisir ,81 : 1 cat lP(o)l ) t. Par la tech-
nique des fonctions auxiliaires décrite dans le premier chapitre, on
détermine ,(Bt) tel que m(c(F1)) * c(Bt)ologBl - TT1,1soit maxi-

mal. On note 71 : enl Bi@')o
Si ,yt 2 1t f f i  :  m1 et c: c(Bt) conviennent.

Sinon, on répète le procédé en prenant B, : sà, s entier supérieur
ou égal à 2 et on s'arrête dès que :

' u " ) ' / ) 7 " - r .

On choisira alors 
" 

:  
"(rà).

Exemple.

Considérons le cas où f est l'ensemble des polynômes totalement
positifs et M Ia longueur. On obtient ainsi un corollaire du théorème
1.7 du second chapitre :

Proposit ion 1.2 Si P est un polynôme de Zlxl,  unitaire, irréductible
et totalement positif alors

lP(o)l < ( =Æ) 
\ .Fiirs'g-d

\ - / l  i  
\ 2 , 361  ru+a )

En par t icu l ier ,  s i  d  < 33 et  L(P)  < 2,3769d,  on ( r ,  lP(0) l  :  t .
(Rappelons que2,376841 est le plus petit  point d'accumulation connu
du spectre t le la longueur absolue.)
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2 Le problème de Zhang-Zagier.

Pour a nombre algébrique, posons

H(")  -  los f i (o) .

Rappelons que CI(o) : M(a)æco aerigne la mesure de Mahler ab-
solue de a introduite dans le premier chapitre.

Zhang [36], en 1992,, a établi I'existence d'une constante C > 0
telle que :

H(o)+H(1 - " )>C

pour tout nombre algébrique a à l'exception de 0,1,1i+-!

En 1993, Zagier [35] a rendu effectif ce résultat en montrant :

d .e  0 , I ,
t

o n a :

H(o)+ n(1 - o) ) i^t\f
aaec égalité si et seulement si a ou I - a est une racine prirnitiue

I\ leme de l 'unité.

La démonstration de ce théorème nécessite le lemme suivant où I'on
retrouve la notion de fonction auxiliaire exacte :

Lemme 2.2 Pour  z  € C,  on a

los max(1, l r l )+log max(1, l1-r l) ,  f  ; t  bslz2 -zl*]  rog lz2 -z-rr l
2r/5 2\/5

.1,  r+\Æ
+, tog 

2

auec égalité si et seulement si z ou | - z ei'st égal à 
"# 

o, 
"#

Démonstration.
Notons f (z) la différence entre le membre de droite et le membre



de gauche de I'inégalité proposée. Clairement, .f (z) --+ -oo qusld

z tend soit vers l ' inf inité soit vers l 'un des points O,t,E*j.

D'autre part, / est continue partout ailleurs donc atteint son
maximum en nn ou plusieurs points finis. Comme / est harmonique
en dehors des deux cercles lzl :  t  et l1 - zl :  l , le principe du
maximum implique que les rnaxima sont atteints seulement sur ces
cercles. L'inégalité souhaitée étant invariante par le-s transforma-
tions z r-+ 1 - z et z è 2, ctn peut supposer z = e'4, 0 1 0 1 r.

^0
Posons  S :4s in ' i .

-
Distinguons deux cas.
S i  0  <  0  < i ( i . e  0  <  S  <  1 ) ,  a l o r s  l 1  -  

" o t l (  
I  e t

f k"): +#rog(s) - #rLog(1 
- sl + ir.s

I+ \Æ

En dérivant par rapport à ,9, on voit que l'unique maxtmum sur

l ' intervalle [0,1] est atteint en .9 : =Jg (i.e 0 = l l .t / s'annule.

S i  â  <  01 t r ( i .e  1< ,9<4) ,  a lo rs  l12 - " * ' l>  1 " t5

L'unique maximum sur I'intervalle [1,4] vaut 0 au point ̂ 9:
2 n
u ' l  \

( t . e  a :  - , ; .
ô

3+\Æ

Définition 2.3 Soit P un polynôme à coeffi,cients compleres. On
définit la mesure de Zhang-Zagier de P par :

z (P )  :  M  (P (z ) )M (P ( t  -  z ) ) .

On notera la mesure absolue de Zhang-Zagier par :

1

( (P)  :  (Z(P))d ' - ;m.

l . )



Remarque.
A parti'.' de P
polynôme Qp

On a alors
( (P )  :  ( (Qr ) -

Comme Qp est invariant par la transformation z r-r 1 - z, Q p s'écrit

en fonction cle u.,:  z2 - z et le degré d. Qp en ur vaut d: deg(P)'

On notera Qp@) : wd * br,.d-t t  . . .  * ba.

Par conséquent, sans perte de généralité, on peut se restreindre à la

recherche de polynômes de la forme Qp'

Le résultat de zagier suggère I'idée d'examiner I'ensemble z des

valeurs prises par ((P). Grâce au théorème 2.1,, nous connaissons

déjà les deux premiers points du spectre de Z :

( ( r '  -  z)  :  1 er ((Sn(z)d'o( l  -  z))  :

o ù  â s ( z )  :  2 4  -  2 3  +  z 2  -  z  l l .

Dans la suite, on se limite à la recherche de P à coefficient-s en-

t iers, unitaire, irréductible '  de racines o1,. ' . ,o4, de degré d f ixé et

vér i f iant  ( (P)  < 1,31 .

o Première étape.

selon le principe décrit dans I'introduction, la première étape con-

siste à trouver des inégalités sur Qp@) quand a e v- tel que

Qp@) f 0. D'après la proposit ion 1.1, on sait que :

lQp@)l  S ( ( (P) ' - \â '

défini comme ci-dessus, de degré d, on construit un

à coefficients entiers, de degré 2d en z, en posant :

QpQ) :  P (z )P ( r  -  z ) '

1r+rÆ\l
\2  /

1 Â



Expliquons comment on trouve m eÏ' cs.
Pour 1 < k < n, soient c6 € nL+* et Pp € zfzl' Considérons la

fonction auxiliaire suivante :

ï ( r , " ) :  l og+  l r '  -  , l -  cs  l og  l r '  - ,  -  a l - i r o log lP l , ( z )P1 , ( r  -  ' ) l
k = l

déf in ie  pour  z  € a\ {0,  t }  te l  q lue z2-z-a l0  et  Pp(z)Pp( l - r )  +  0

pou r11k1n .
R"-urq.tons que / peut s'exprimer en fonction de tu : z2 - z pat :

h(.) -- log* l tr l  -  co los lo - al- Ë c; los lQr(-) l
k = l

où Qi, e zlwl.
rn(c) est défini par nz(c) : gÈtË f Q,r). Comme dans la démonstration

du lemmq 2.2, rl suffit d'étudier I sur lzl : I. T s'écrit :

l l c n l I
fQ,") :  t  l " r*  l ,  *  )  

-  2 l  -  
i tot( | " '  

- ,  - ' l l j  -  
;  

- ' l )

-i+bslPtQ)Pr,tf lrulr - 4Pr0 -lt
7-r '2  z

car  sur  l r l :  t ,  lP( r ) l '  :  f  1 r1 . f  ç !1 .
1 '

Enf in ,  posons r  :2  -  z  -  
; ,  

O.  /  dev ient  :

s(x, c)= 1 los*( ' l - f  r"g l -  ax2 - ' (3a*1)r* 
" ' l - iTr"r l8r( ' )1.

Par conséquent, rn(c) : 
.P"tâ 

g(x, c) et il reste à résoudre le problème

d'optimisation introduit dans le premier paragraphe.

on peut également choisir o algébrique en remplaçant dans la fonc-

tion auxiliaire À le terme en ?.0 - a par le polynôme minimal de o

dans v.fwl. Nous avons utilisé o : -T ou o complexe quadratique.

Ce dernier cas présente I'avantage de fournir deux inégalités sur les

coefficients d" Qo.

/ ô



Donnons  un  exemp le :  cho i s i ssons  o :  i  e t  1 :1 ,31 .
La fonction auxiliaire est de la forme ;

h(w) : logn (u.,) - c1 log l . l  -  
"r log lu. '  + 1l - ca log luz + t l .

Comme décrit précédemment, par la programmation linéaire semi-
infinie, on obtient :

m: I ,04523

cr  :  0 ,00766

c2 :0 ' ,15933

cg = J,30486

On a donc

log*(u.') à c1 log lwl + c2log ]u.' + 1l + ca log l. '  + rl * m.

ce qui implique

M(Qp)

c'est-à-dire

puisque lQp(0)l et
Donc,

ce qui donne deux

)  
"^o 

. lQ r(0)1" '  .  lQ p?L)| ,  . lQ ,u) :n" ,

^ t  > e^. lQr( t ) l#

lQ"Gl)l sont des entiers non nuls.

lQr1)l '  < 0."-^)*
inégalités sur les coefficients d" Q".

o Seconde étape.

Pour chaque choix de o, I'inégalité lQp@)l < ga se transforme
en une ou plusieurs inégalités sur une forme linéaire en ô1,...,b4 du
type :

l / (6 t ,  . . . ,  ba)  *  constante l  1  Bo

Par exemple, lQp(l) l  < Bd entraîne lrr l  < Bd en posant
u r : 1 *b r * . . . I ba .

/ o



Nous ut i l isons par  exemple pour  le  degré 18 :  c  :  0 ,  1 ,  -1 ,  - ï ,  i ,+ ,  j  .
On en dédui t  d  formes l inéai res en 61 , . . . ,bd,  notées uI , . . . ,u4 eui
vérifient des inégalités. Nous représentons les up, I 1 fr ( d, sous
forme matricielle :

où, M et ,Ày' sont des matrices à ccefficients entiers.
On a alors

Mais la matrice M-r n'étant pas à coefficients entiers, les u6,
| < k ( d, doivent vérifier des relations de congruences. On désire
définir de nouvelles variables entières ?trt...tz4 à partir desquelles
seront déterminés ôr,.. . ,64 sous la forme :

avec cette fois Q et r? matrices à coefficients entiers.
Les up, i < # ( d, satisfont de nouvelles inégalités linéaires déduites
de celles vérifiées par les up, 1, 1 k < d. Mais on veut que ces
inégalités soient de la forme, pour 1 I k 1d :

l / r ( r t  , . . . , ua )  +  ek l  <  Tk

ori la matrice des formes linéaires /1 sera triangulaire. Aussi, on
prend soin d'ordonner les équations de congruences pour aboutir à
un système triangulaire en ?trrt...,u4 corrlrr)€ ci -dessus.

Pour affiner la recherche des Qp, nous appliquons aux polynômes
trouvés plusieurs pas de la méthode de Graeffe (détaillée dans [7]).
Rappelons-la brièvement.

( : )  
:  * ( ' " , )  . '

(:) : .([ :) i

(:) : o(,',,) ."



P*- t ( r )  :  R(r ' )  i  rS(r2) .

Le polynôme P1, vérifie :

I  
deg (Pk ) :  deg (P)

I

) 
P6 est à coefficients entiers

| ,", ,u.ines sont les racines de P élevées à la puissance 2À

I
I  ugo) :  M(P)rr

Soit P un polynôme de degré d.
Posons

(  P',(r) :  P(rf t)P(-rÆ)
I

t 
"*(t) 

: Px-r(r/i)Pr-'(-Jr)
Le calcul de Pp s'effectue plus aisément grâce à la formule

Pr ( r ) :  R2 ( r )  -  rS2 (x ) ,

.R et S définis par

L(Q P/) 'F+LtiL <.,t.
2rF-

De l'inégalité connue tJP 
S Meù < L(pr),on déduir

- ,^ '+
t ' l r \ )2 .  

<  M(A <  L(Pr \ ;F .
2;E

Dans notre cas, pour Qp, on a i
I

L(Q r , : ) ) *  <  M (e p)
2rF

or  M(Qp( " ) ) :  M(Qp0  -  z ) )  d ' où

r(Qr,ù)#- - - -  
-___d -  3  M(QpQ))M(QpG -  4) :  e(Qp)d.
2rE-

Par conséquent, la condition ((Qp) ( 7 implique
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3 Polynômes totalement posit i fs de petite longueur.

On applique cette fois la méthode développée dans le premier para-
graphe pour déterminer les polynômes P € Zlr), :unttaires, irréductibles,
totalement positifs et de degré d fixé tels que I(P) soit petit.
La motivation de cette recherche est de trouver de bons polynômes
pour le spectre de la longueur absolue. Ainsi, nous nous limitons
aux polynômes tels-que tr(P) < (2,3769)d puisque 2,37684L.. est Ie
plus petit point d'accumulation connu.

o Première étape.

On sai t ,  d 'après laproposi t ion 1.1,  quepour  a €Z te l  que P(a)  10,
il existe m et cs tels que :

lP(o) l  <  QQ)e-*o)à .

La fonction auxiliaire est ici de la forme, pour r ) 0 :

n

T@,r) :  log(r  +  1)  -  cs  log l ,  -  
" l  

-Dr i  log lP i ( r )1 .
J = l

Pour  d :3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,  nous  avons  u t i l i sé  a :0 ,1 , - 1 ,2 r -2 .

o Seconde étape.

d

So i t  P  :  * d  - b r *d - t  + .  ( - l ) db6=  l l ( r  
- a ; )  o r )  pou r  I  < i<  d , ,

t  - - -  r  - - - ! *  

l = l

6; € N et o; € R'*. L'objectif est d'encadrer les b; le mieux possible.
Rappelons que lP(0)l : t. L'inégalité arithmético-géométrique per-
met alors de minorer chaque ôp. En effet, pour I < k < d,

d l

t :  ( l la , )d- ' :  (  l I  (o ; , . . .or* i lË < .ôoi-r 
,Z'i,lî,'!*

oùcdésig""( f )
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et donc

1 b* .

En combinant les différentes inégalités de la première étape, on
parvient à majorer chaque ô;, indépendamment des autres. Mais
ces encadrements sont souvertt trop larges, ce qui rend ingérable le
nombre de polynômes trouvés. On se ramène à un système triangu-
laire d' inégali tés en 61,... ,ô4 comme dans le précédent paragraphe.

o TYoisième étape.

Enfin, la règle de Sturm permet déliminer les polynômes dont les
zéros ne sont pas tous réels positifs.

Finalement, nous obtenons une liste'de polynômes deZlxl, unitaires,
irréductibles, totalement positifs, de petite longueur et de degré
d<7.

Remarque.
En appliquant à ces polynômes P la transformation T définie dans
le premier chapitre par :

rQ)@):rd.P(r+L-z) ,
r

nous obtenons des polynômes T(P) à coefficients entiers, unitaires,
totalement positifs et de degré 2d. Nous ne conservons que les ?(P)
irréductibles et de petite longueur. On trouve ces polynômes dans

l'annexe 6.

(f)
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ANNEXE 1

EXECUTION DU PROGRAMME EN
PASCAL POUR LE THEOREME L.7

DU CHAPTTRE 2.
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coef f i c ien ts

pollmome
polynome
pollmome
pollmome
pollmome
pollmome
polynome

1t
..|
a

3
A

5
6

- 5
1 À

1
1 3

1
-'7

- 1

1
6

- B

1
- 3
- 7

1

0
I_ I

1
- 1

1
1

- 2

*  *  *  *  *  *  *  *  *  * *  *  *  *  *  *  *  *  t k  *  *  *  * *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  * *  *  *  *  *  *  *  *  I

PAS ZERO ( ICS

(  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  t r  *  *  *  *  *  *  *  * ' k  *  *

exposants ont écé f ixés)

pollmome 1
pollmome 2
polynome 3
polynome 4
polynome 5
pollmome 6
pollmome 7

racines sur I  0,  L I
0 . 0 2 4 2 2 1 8 9 6 4 7 9
0 . 1 8 3 6 5 5 6 8 2 3 9 3
0.2274L6446996
0.2660ss446873
0 . 3 9 1 0 5 9 5 4 6 5 5 6
0.544516286024
0.1L55241_13342
1 .  00s8840 4269s
1 . 6 1 1 7 3 6 5 1 9 5 5 4
1 . 7 0 0 0 0 0 0 0 3 0 2 3
2 . 0 s s 0 0 0 0 0 ] - 3 1 2
2.280L569s2L63
2 . 3 0 0 0 0 0 0 0 8 0 6 3
3 . 3 2 9 1 0 6 1  0 1 8 9 3
4 . 0 6 7 6 4 7 5 3 8 1 3 8
4 . 1 3 0 0 0 0 0 0 4 7 2 0

e>çosant 0. 01000000
exposant 0. 0l-000000
exposant  0 .01000000
exposant  0 .00100000
exposant  0 .00150000
exposant  0 .00010000
e>çosanE 0 .  00100000

de la dérivée
1
I

3
4
5

1 5 :
l - 6 :

6 :

8 :

1 0 :
1 1
1.2
1 5

valeur de La fonction
2 .0468459548262922
2.1210530314790299
2 . 11,39 639 661,827 51,9
2  . 1 . 0 9 2 2 0 7 1 5 2 1 . 9 2 6 5 6
2 . r266L8r811889141
2 .L568537203481950
2 . 1,97 4826531,0201,25
2 . 2 4 2 9 3 6 s s 1 s 9 0 8 0 4 3
2 .  38098111,5r2L7920
2 .3885380343225568
2 .457 4001611841,3-66
2 . 5 0 4 2 0 6 9 9 9 0 9 5 3 3 6 6
2 .504630827 4552456
2.6143327245935708
2 .71 094264077 50205
2 .7125640949521249

minoration de la loncrueur absolue= 2.0468459548262922

* * * * * * * t r * * * * * * * * * : k * * * * * * * * * * r k * * * * t ( * J r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

PRN4IER PAS
nbre de points de controle pour 1a programmation linéaire z L1
obj ecLif  = 2 .  3641 643621 498242

polynome 1
polynome 2
polynome 3
pollmome 4
polynome 5
polynome 6
polynome 7

exposantr
exposanL
exposanc
exposant
exposantr
exposant
exposanc

0 . 1 0 9 9 9 0 8 6
0 . 0 1 5 6 7 5 0 5
0 . 0 1 2 6 9 0 3 7
0 . 0 7 1 8 5 0 4 1
0 . 0 3 4 0 3 4 7 1
0 . 0 0 8 8 5 4 9 7
0  .  0 0 0 0 0 0 0 0



-minora t ion= 
2 .3394449140113068

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * r k * * * * * * * * * * * * *

DEUX]EVIE PAS

nbre de point.s de controle: 1-8
ob j  ec t i f=  2  .  3  64 t .630503 166598

1 '

4 :
q .

6 ;
' 7 :

B :
9 :

1 0 :
1l_ :
1 2 :
1 3 :

1 5 :
1 6 :

poLlmome
poLlmome
poL)mome
poLlmome
poL)mome
poLlmome
poLlmome

1
2
3
4
5
6

r a c i n e s  s u r  I 0 , L
l - :  0 .123331632554
2 :  0 . 1 8 1 1 9 7 5 6 2 6 6 3
3:  0 .2L519043292I
4 :  0 . 2 7 7 9 4 0 1 2 4 1 6 5
5 :  0 . 4 9 3 7 0 8 0 1 3 7  4 9
6 :  0 . 5 9 5 9 9 3 8 5 4 7 8 8
7 ;  0 . 7 0 2 6 7 0 6 1 1 9 7 3
8 :  1 , . 4 2 8 7 8 0 2 5 6 0 0 3
9 :  I .6999999901-20

l -0 :  7 .987149832589
1 l - :  2 . 0 5 5 0 0 0 0 0 5 2 4 1
I2z  2 .2807405772L7
1 3 :  3 . 0 4 4 5 1 1 1  9 5 3 0 5
14:  3 .643842076482
l -5 :  4  .1 ,29999952669
1 6  :  4  . 9 6 1  4 4 0 3 5 9 9 3  3

racines sur I 0, l-  [
0 .  r -10414077558
U  .  L é J  I L ) Z é Z V ) J

u .  z r ë r  t é z 5 z ) o  r
0 .287 851,t93251,
0 .49L259292302
0 .  5 9 0 9 3 8 6 3 2 3 6 0
0 .  731804821,822
1 . 3 8 7 0 6 9 3  6 L 2 4 0
1.699999990120
7.967 686244420
2 . 0 5 5 0 0 0 0 0 L 3 r 2
2 . 2 9 9 9 9 9 9 9 3 8 0 5
3 .009106254349
3 .631621,021888
4.129999991042
5 . 2 1 0 1 , 5 0 7 4 6 4 8 4

valeur de La fonction
2 . 3 5 9 3 1 9 9  6 1 8 4 9 9 5 6 6
2 .4126612627958701,
2  . 4 0 3 s 6 4 7  1 8 2 5 3 3 5 9 1
2 .  3 650408255299L61,
2  .36 ] -2 '794137105579
2.364081,3045521793
2  . 3 6 9 1 9 0 3 9 8 5 0 5 2 6 9 9
2 .35625014997 4r5r4
2 .3569'7 67 356882201
2 . 3 5 1 2 6 3 1  1 4 5 3 0 8 4 6 5
2 . 3 6 1 s 3 8 8 1 9 1 6 2 8 7 6 9
2 .3842643t8r006424
2.319261345L649023
2 . 3 6 4 6 0 6 9 4 4 s s 5 s 3 3 8
2 . 37 03849 46630312I
2  . 3 3 9 4 4 4 9 1 4 0 1 1 3 0 6 8

valeur de La fonctio
2 . 3 5 2 9 3 9 7  1 6 3 3 5 1 1 3 r -
2 . 3 8 2 9 0 0 0 8 9 4 8 6 6 8 5 6
2 . 3 8 3 9 9 s 0 1 7 1 2 6 8 5 8 6
2 .3598420892628637
2 .3640948658010994
2 . 3 6 4 0 3 3 4 1 5 3 7 9 0 3 3 1
2 .31 40395]-047 46699
2 .  3651109089689971
2 .357 8534057 584L97
2 . 3 s s 6 0 2 r 5 9 8 9 0 0 1 0 8
2 .357 5951.682450666
2 .311 094624964817 0
2 .3192022206660023
2 .363941,67995561_05
2 .37rs7s022r68861,0
2 .36211031901030]-7

exposanc
exposant.
exposant
exposanE.
exposanE
exposanL
exposant

0.L1,267903
0.0L1,41240
0 . 0 0 5 8 3 8 4 1
0.08259842
0.03542219
0.0082677L
0 . 0 0 0 0 0 0 0 0

minora t . ion= 2 .3529397163351131

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t k * * * * * * * * * * * r k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * / r *

TROIS]NVIE PAS

nbre de points de controle :  L9



obj ect i f  = 2 .  3 6281,64818693 607

pollmome
poLlmome
poLynome
pol,lmome
pollmome
poLlmome
poLlmome

1
1
z

3
A

5
h

7

r a c i n e s  s u r  I  0 , 1  [
0 . 1 2 4 4 1 r 3 8 3 5 2 8
0  .  1 8 1 9 0 6 3  9 9 4 1 3
0 .21650160191"2
0 .285377 459391
0 . 4 8 9 5 8 5 3 3 9 5 3 4
0 . 5 9 5 3 2 0 0 5 3 4 6 7
0.70 '7572520939
L . 42197 683 1 63 7
i  .699999990120
2.0201,46309989
2 . 0 5 5 0 0 0 0 0 5 2 4 7
2 . 2 9 6 4 8 5 5 9 8 3 0 5
3.020572415387
3.623 '754037093
4 .1-299999881-67
4 .9868527 657 65

poLlmome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLlmome
poLlmome

1
I
a

3

5
6
1

0 . L 1 , 6 5 9 7 2 4
0 . 0 1 - 2 0 8 5 6 0
0 . 0 0 7 1 9 7 1 L
0 . 0 8 0 1 5 0 3 3
0 . 0 3 1 3 5 1 5 5
0 . 0 0 8 5 6 7 6 0
c . 0 0 0 4 3 1 4 1

exposanL
exposant
exposant
exposaIlt.
exposant
exposant
exposant

1

3

- 5
6
1
8
9

1 0
1 1
1"2
'1 .l

valeur de La fonctron
2  . 3 6 2 8 0 5 4 8 6 9 3 9 1 0 3 7
2.3933601-608244778
2 .3973004815340471
2  . 3 6 0 6 5 5 s 7 3 6 1 5 5 1 3 5
2 .360542229634241 6
2 .362592355L295469
2 .3724124284559840
2 . 3 6 2 5 0 4 9 9 8 1 3 3 1 7 3 9
2 . 3 5 6 2 5 7 7  3 6 1 _ 2 3 0 5 6 3
2 .3548218288402195
2 .3s5731,L899909870
2 .37 25307 L] 081,6643
2.313894059417r53r
2  .3627523918870837
2 .3720468021,860020
2.361,069381_0761113

valeur de La fonction
2 .36226590405527 44
2 . 3 9 5 0 8 9 0 1 s 7  6 5 1 6 2 2
2 .3969L7 6515811251
2 .361,07 6623rr0t239
2 . 3 6 0 5 5 5 8 0 6 0 9 4 2 5 6 4
2 .36226820L577 6408
2.3672693209667933
2 .357584582311256r
2 .3580L627 081,54946
2 . 3 6 1 8 1 5 0 6 L 6 1 , 9 3 7 2 3
2 .3608] -75858745598

minorat ion= 2.35482782884021,95

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * r k * ) k * * * * * * * * * * t r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t r * * ) k * * * * * * * * * : t ) k *

QUATR]HVIE PAS

nbre de points de control-e : 20
ol-ri er-t- ; f - ) 3622685557 9 49 468

exposant
exposanE.
exposantr
exposantr
exposant
exposanc
exposant

0 .1161358s
0.0rr79442
0.0079221,9
0 .075096s8
0.0296931-6
0 .01123578
0 .00203896

1
a

3

5
6
1
I

1 0
11_

rac ines  sur  I  0 ,1  [
0 .1221198029s2
0.181_148490283
0 . 2 1 4 4 9 4 9  6 8 7 0 3
0.290609944212
0 . 4 8 3 0 3 0 9 0 9 6 0 8
0.603221380294
0 . 7 1 3 8 0 1 6 6 1 5 7 5
1 . 4 0 9 9 0 8 7 3 7 4 9 r
1 .  .693484447340
1. .9581.52553013
2 . 0 5 5 0 0 0 3 3 5 8 1 7



1 2 :  2 . 2 9 9 9 9 9 9 1 5 2 2 0
13: 3.015552215211
1 4 :  3 . 6 0 2 5 7 1 4 8 3 2 5 4
1 5 :  4 . 1 2 9 9 9 9 2 4 2 1 0 7
1 6 :  5 . 0 8 3 3 7 3 4 1 - 3 0 8 6

minoraEion= 2.3575845823II256I

2 .312L380763088302
2 .31 087 661 66936646
2  .362268439326505s
2 .3154560]-9 430201,0
2 .3615100r47  47  6363

valeur de La fonction
2 .3621,332461,659533
2 .390784819734L409
2 .387 30992L61,39 460
2 .35946266484]-27 82
2 .3599034021_63 8543
2.3618042857794922
2.3125828132724298
2 .3619969368890489
2 . 3 5 6 4 4 6 1 8 0 6 9 6 7 6 0 s
2 . 3 5 9 6 5 5 4 4 6 0 3 5 5 6 1 1
2.361,3840008444500
2.37 63182.528913486
2 .37  422681_76017980
2 .3621332219941,652
2 .37 09s307 8849667 5
2  .  3601_8531, r7297 690

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * i r * * * - * * * * * * : k * * * * * J r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * : k * * * * * * * * * * * * * * *

CINQU]EI,E PAS

nbre de points de control-e :  2I
o b i  e c t i  f  =  2  . 3  6 2 1 7  8 2 7  6 1 0 6 1 8 3  4

2 ;

q .

6 .

R .
q .

I 1 :

L 2 z

-L.+ :

1 6 :

1
I

z

3
4
5
6
.7

racines sur I  0,  l -  [
0 .1 ,25629256863
0.1 ,82536281688
0.21 ,6706585276
0.2829L98s8578
0 . 4 9 1 9 0 3 9 9 0 3 2 7
0.  59303088401,2
0 . 7 0 1 8 3 7 9 6 7 2 7 3
L .  42s47 0481987
1, .699999990L20
t .942037941545
2 . 0 s s 0 0 0 0 2 0 9 8 9
2 . 2 9 9 0 8 6 5 0 9 3 0 7
3 . 0 3 4 6 0 9 3 8 7 0 6 3
3 . 6 2 0 3 4 0 0 5 9 9 5 5
4 . 1 2 9 9 9 9 9 8 8 1 6 7
4.966589617048

poLynome
poLynome
poLynome
poLlmome
poLlmome
polynome
poLlmome

poLlmome
poLynome
poLynome
poLlmome
poLlmome
poLlmome
poLlmome

exposanc
exposant
e)q)osanE
exposant
exposant
exposant
exposant,

0 .11730343
0.01L25552
0  .  00801853
0  .  08022s80
0.03221924
0 .00787901
0.002L1,997

SIXIEME PAS

nbre de points de conErole :  22
obj ecLi f = 2 . 36157 642LL0821 48

1,
2
3
4
5
6

exposant
exposanE
exposanc.
exposanË
exposantr
exposanc
exposanE

0 . 1 1 _ 5 8 1 0 0 0
0 . 0 1 3 0 L 6 8 1
0 . 0 0 6 7 5 9 8 0
0.0764231,4
0 .0287Lt96
0 . 0 1 1 8 7 0 6 8
0 . 0 0 r - 9 0 1 _ 7 0



1 .

q .

6 .
' 7 .

4 . .

1 n .

L Z ' .

1 4 :

r a c i n e s  s u r  l 0 , L I
0.122831,062970
0  .  1 8 0 3  6 2 3 9 8 s 0 1
0  . 2 1 . 4 5 0 7  4 0 5 1 6 0
0 . 2 9 2 1 1 , 2 6 1 8 0 5 3
0 .48105122881,1
0 .  6 0 6 6 3  8 7 2 4 6 5 8
0.108321568289
1 . 4 0 5 1 6 6 6 6 3 6 0 9
r  .699028131 492
2 . 0 5 4 9 9 9 9 7 5 8 1 8
2 . 0 6 3 5 3 2 4 4 9 1 5 4
2 . 2 9 9 9 9 9 9 0 0 8 8 0
3 . 0 0 1 0 1 _ 9 8 8 3 1 2 3
3 .625287852908
4 .1,1261314021_3
5  .  0 9 1 0 3  0 0 9 9 0 s 1

valeur de La fonction
2  . 3 6 1 5 1  4 2 t r 9 2 6 t 8 0 4
2 .394596170s321,437
2.3996169885249819
2  . 3 6 L 0 3 6 3  5 2 7 1 8 8 8 0 8
2 . 3 6 0 L B 5 5 9 0 5 9 9 3 0 3 2
2  .361_5206811195825
2 . 3 6 6 4 5 8 1 3 6 5 5 4 5 9 9 3
2 .361,5597 523562162
2  . 3 6 7 5 7 5 5 5 9 8 9 3 5 8 1 0
2 .3591L1,2442135064
2  . 3 5 9 6 5 4 5 5 3 6 3 0 2 3 8 1
2 .3688716236113I6s
2 .37 0691,0423752505
2 .3675027222363284
2.37359064404157r0
2 .36087 64363679482

valeur de La fonction
2 .361436583059L422
2 . 393865281,1,821,892
2  . 3 9 7 9 6 3 2 2 3  5 6 5 1 0 3 1
2 .3 6057 18739164769
2 . 3 5 9 9 2 6 2 1 5 0 8 4 2 3 6 0
2 .361,41,22532312534
2 . 3 6 6 1 8 9 8 7 4 r _ 8 6 0 1 0 5
2 . 3 6 1 4 2 9 9 0 0 7 1 3 7 0 1 1
2 .3614325152888454
2 . 3 6 3 8 3 3 8 7 1 - 4 8 8 0 0 9 4
2.36L42629L3910841
2 .37 028661277 556rr
2 .37 087 0906209424s
2 .36L3173441720655
2 .313326854846651 0
2 . 3 6 0 6 6 5 7 l - 8 0 5 4 9 9 3 0

minora t ion= 2 .3596545536302381

* * * * * * { r * * * * * * * * * * r r * ) k * * * * * * * * * * * * * * * r r * * * * * * r t * * * * * * : k t ( * * * * * * t ( * L * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t t * * * * *

SEPTIB,E PAS

nbre de points de controle :
obi  ect i f  = 2 .  3 61436651 22567 59

z 4

- ^ t .  . . ^ - ^  1
trJ(JlyrrL)rrE f

pol,lmome 2
n n T r m n n a  ?
v v r y  r r v r r r e  J

pollmome 4
n n T r m n m o  (

n n l r r n a m a  A
v v r y r r v r . r e  v

--^r ,  . - .  ^-^ ?
P U l y r r u r r r s  t

r a c i n e s  s u r  l 0 , l - [
0.1,232L7020148
0 .  1 8 0 6 s 0 1 4 4 1 , 3 6
0.21,4595496727
0.291825300473
0 . 4 8 1 8 7 1 5 8 4 2 1 , 2
0 . 6 0 5 3 8 7 4 1 6 L 2 r
0 . 7 0 8 5 9 8 9 1 _ 3 4 3 0
1 _ . 4 0 6 8 5 0 5 8 3 7 2 2
1.697834893992
1 . 9 5 8 3 2 5 8 9 2 8 5 ' r
2 . 0 6 7 1 2 1 , 6 6 6 6 5 3
2 . 2 9 9 9 9 9 9 0 0 8 8 0
3 .0060731,11 ,326
J  . 6 2 2 9  r Z 9  L 2 / . 9  r

4. I I1  422880798
5 . 0 8 1 9 8 1 2 8 8 3 6 5

exposant
exposanE,
exposantr
exposant
exposant
exposant
exposant

0 . 1 1 6 0 8 0 7 4
0.01268942
0.00692947
0 .07  657813
0.02899529
0 . 0 1 1 5 2 0 9 5
0.00243s4L

1
2
3

5
6

8
9

1 n

1 1
1 2
1_3
l_ .t

1-5

minora t ion= 2 .3599262150842360

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ' t ' , ( * * * * * * * * * * * * * * * * * * t r * * * * * * * * * * * * * * * * : t * * * * *



HUITIN4E PAS

nbre de points de control-e : 25
ob j  ecc i f=  2  .  36 t77  36068882890

poLlmome
poLynome
poLlmome
poLynome
poLynome
polynome
poltmome

poLlmome
poLynome
poLlmome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome

ex;rosant
exposant.
exposantr
exposant
exposant
exposant
exposant

0 .  11610323
u  .  v  t z o r t z J é

0 .00650206
0 .07 6391 62
0 .03017025
0 .  01143685
0 .00236180

1
z

^

5
6

2 :

.t '-

q .

.L.L :

1 .2 :
t 3 :
' 1  A .

t _6 :

r a c i n e s  s u r  1 0 , 1 -  [
0 . r 2 3 ' t 2 9 6 2 0 9 2 3
0 . 1 8 0 3 1 3 2 7 1 1 , 9 1
0 . 2 1 . 4 4 9 4 9  6 8 7 0 3
0.2901,90485053
0 .483771,7  46813
0  . 6 0 6 9 8 1  4 3 3 2 6 7
0 .  70730707 4605
L .406889294529
1 . 6 9 7 9 1 5 8 3 2 5 3 4
r .958734479632
2 . 0 6 6 ' 7 4 5 s s 1 1 0 9  .
2 .295990790846
3.012216384437
3.632076851324
4 . 1 1 3 0 8 5 1 0 7 5 0 9
5 . 0 7 5 0 9 8 0 0 5 0 2 2

valeur de La fonction
2 .36111234422487 16
2 .3921306224951297
2 .3971669445481,832
2 .  3618511348424391
2 .3611,57  826677 0757
2 .36 ] -1 ,08 '7101534139
2.36604034272181,3r
2.36116690962L71.33
2 .36L1-697807 469549
2 . 3 6 3 5 1 2 6 3 6 1 8 3 4 0 1 5
2 .361-1-6548ss849498
2 .  37 07 r235L01,631,21,
2 .37201282028]-6494
2 . 3 6 1 , 0 5 4 7  8 1 3 6 5 5 0 9 2
2 .3722550094996927
2 .3603466195286365

valeur de La fonction
2 .3611351-33465s122
2 .3920628643L642Lt
2 .397380324]-9'71658
2 . 3 6 1 _ 6 6 5 2 2 2 7 2 0 9 9 9 2
2 .36L1295427596L7 4
2 .3610628864690462
2 .365969551 969L384

minora t ion= 2 .36034661-95286365

* * * * * * * * * * * * * * * * * i k * * * * * * * * * * * * t r * * r k * * * * * * * * : t * * * t r * * * r k * * * * * * * * * * * * * * i k * * * r k * * * * * * * * * * * * * * * * *

NEWIN,E PAS

nbre de points de conE.role : 26
obj ect. i f  = 2 .  3 611408006030375

1_
)
3
4
5
6
1

exposanc
exposanc
exposant
exposant
exposanL
exposant
exposant

0 .L1 ,521032
0.0t24153t
0 .00637575
0 .01 650111
0 .03003488
0 .01150870
0 .00241888

r a c i n e s  s u r  1 0 , 1
1 :  0 .124] -51 '792833
2 :  0 . 1 8 0 2 6 9 4 0 7 5 3 3
3:  0 .21-4351949454
4: ,  0  .290238884193
5 :  0 . 4 8 3 3 0 8 0 L 6 6 5 4
6 :  0 . 6 0 7 3 8 9 4 1 3 7 8 1 -
1 ;  0 . 1 0 6 7 2 3 0 9 2 6 7 1 _



B:

10 :

7.407895175517
r . 6 9 1 0 0 5 2 7 3 9 3 3
1 . 9 5 8 5 8 5 9 0 2 6 2 3
2 .06832523 6391
2.295432546534
3 .0727 4483281 6
3 . 6 3 0 1 3  6 6 9 0 0 0 2
4  .  1 0 9 8 8 6 3  0 2 6 2 5
5 . 0 6 9 6 8 4 1 8 6 6 6 3

polynome 1
pol,lmome 2
polynome 3

h ^ T  !  h ^ É ^  1

PVly r  rvrtrç I

polynome 2
pollmome 3
pollmome 4
nnTr rnnma R
y v z  r r v : t t v  J

polynome 6
polynome 7

rac ines  sur  I  0 ,1  [
0 .724049242208
0 . 1 8 0 3 0 4 4 9 8 4 6 4
0 . 2 1 4 3 1 0 6 0 4 1 3 9
0 . 2 9 0 2 1 6 5 2 ' 7 9 1 0
0 .4834431 42555
0  . 6 0 1 2 3 3  s 8 0 5 2 0
o .1  06935449738
7 . 4 0 1 1 9 8 9 9 8 4 9 8
r . 6 9 1  4 0 9 9 6 6 6 4 4
1 . 9 s 8 8 0 8 7 6 8 r _ 3 6
2.06112345L522
z  .  z Y ) é I J  t o  /  o ) b

3 . 0 1 2 4 8 0 6 0 8 6 s 6
3.62964191,0101
4 .  17011,023'7 271
5 . 0 1 0 1 6 6 9 5 0 3 3 5

2 .361131825131,9579
2 .361,132821_9441919
2 .363639062773827 9
2 .3671227 414160452
2  . 3 1 0 3 8 6 7 8 0 6 0 7 0 5 1 1
2 .31713191784511,20
2.361,0313720069r45
2.3725021752793'748
2 .361,14007 20829031

valeur de La fonction
2 .3611,023t62593522
2 .392189145351,6021,
2 .391 4097 064821010
2 .361628926699 4854
2 .361,0956777 481269
2 .361,1,06390s268753
2 . 3 6 6 0 2 8 6 7 9 8 0 5 0 4 8 1
2 .361,7032437093219
2 .361099040844si37
2 .3635564649527 491,
2 .36109282198s81,86
2.3704367324334876
2.31 I7541045732589
2  . 3 6 t L 0 6 4 5 3 7 3 8 3 5 4 5
2.3125966978061394
2 .3677060404292903

1 1
L2
1 3
I 4
1 5
1 C )

mj-norat ion= 2.3670373120069145

* * * * * * * * * * t k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ) k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

DIXIruE PAS

nbre de points de cont.roLe: 28
-obj ecLi f = 2 . 3 6l-7064907 16320 4

exposantr
exposant.
exposantr
exposanE.
exposant
exposant
extrrosant

0 .1,1 62L039
0 . 0 1 2 4 8 9 0 0
0 . 0 c 5 4 2 5 9 9
0 . 0 7 6 4 8 3 4 5
0 . 0 : 0 0 1 5 6 9
0.01,150442
0 . 0 0 2 3 8 6 7 8

1

3
ct

5
6 :
7 .

8 :

10 :
11 :
r z l

1 3 :
1 4 :
1 5 :
1 6 :

minorar. ion= 2.3670928219959]-96

* * * * * * * * r . * * * * * * * * * * t r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * J r * * * i r * * * * * * * t ( * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

ONZIEME PAS

nbre de points de controle :  36
obj ectif = 2 . 3 611,014858665022

exposant  0 .11 ,621269
e x p o s a n t  0 . 0 1 2 4 8 8 3 8
exposant 0.00642260



poLlmome
poLynome
poLlmome
polynome

poLynome
polynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLlmome

exposant
oq)osant.
exposanc
exposanr
exposantr
exposant
exposanL

v .  J - L o z r z o o

0.01248841,
0 .00642259
0 . 0 7 6 4 8 0 5 7
0.03002229
0 . 0 1 - 1 5 0 4 5 7
0 . 0 0 2 3 9 0 2 8

^

5
6
1

exposant  0 .07048063
exposanL 0.03002236
exposant  0 .01150450
e x p o s a n t  0 . 0 0 2 3 9 0 2 8

1 :

5 :

1 ;
8 :
q .

1 n .
1 1 :

L J  .'1 
A -

_ L O :

r a c i n e s  s u r  l 0 , l - [
0 . 1 2 4 0 6 1 3 0 3 3 8 8
0.1 ,80299234824
u .  z L 4 5 ô é > J J _ J v O

0 . 2 9 0 2 6 5 1 7 2 6 0 5
0 . 4 8 3 4 s 5 0 5 3 0 4 6
0 . 6 0 1 2 4 9 9 9 0 3 3 7
0 .7  06941241353
r  . 4 0 7 1 1 9 6 4 3 0 9 5
r .691086212475
1, .958111623884
2 . 0 6 7 1 6 6 4 3 6 1 5 5
2.2951751"05544
3 . 0 1 2 4 8 0 6 0 8 6 s 6
3 . 6 2 9 6 9 1 3 8 8 6 3 6
4 . 1 _ 1 0 6 3 1 5 3 7 1 0 6
5 . 0 1 0 1 6 6 9 5 0 3 3 5

valeur de La fonction
2.3611014870392812
2 .392180046801 4409
2 .391 4082826536892
2 . 3 6 1 . 6 3 5 8 0 8 9 0 9 2 8 8 0
2  . 3 6 1 1 0 ] . 4 8 5 0 4 9 3 8 7 9
2 .361,101,4856535776
2 . 3 6 6 0 1 9 8 4 0 6 3 4 4 9 5 2
2.3611014862264890
2 . 3 6 1 1 0 1 3 I 5 5 1 I s 3 8 1
2 . 3 6 3 5 6 7 9 s 3 s 3 3 0 9 2 6
2 .361101_4857101573
2 .370441,5196629049
2 .31I1593253431264
2 .361,L0r4859391609
2.3125868649659402
2 . 3 67701-4858665022

valeur de La fonction
2 .361"10L4760641880
2 .3921801199091 4s3
2  . 3 9 1  4 0 8 4 8 0 5 9 0 4 6 1 4
2 . 3 6 1 6 3 5 8 1 8 5 5 7 7 3 4 9
2 .3671.014148192512
2 .36r1,0L47 48792572
2 .3660L91 5Ir4349 4L
2 .367r0t41522941-69
2 .36rr0L47 48792512
2 . 3 6 3 5 6 8 0 1 3 7 6 0 4 0 1 9
2 .36770147 48792512
2 .37 0441,4121,156225
2 .3'7r7592565382124
2 . 3 61,1-01, 4t 49 521,038
2 . 3 7 2 5 8 6 9 0 5 7 4 5 8 3 8 0
2  . 3 6 1 , 1 0 1 4 7  4 8 7 9 2 5 1 2

m i n o r a t i o n =  2 . 3 6 1 1 0 1 3 8 5 5 1 8 5 3 8 1

* * ) k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * r k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * l r * * * * * * : k * l r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

DOUZIE}4E PAS

nbre de points de control-e : 44
ob'i ectif = 2 . 361-101,41 487 9257 2

1
2

+

5
6
1

r r n i n o q  q r r r  l ô

0.1 ,24061,303388
0.1 ,80299234824
0 . 2 1 4 3 6 8 5 3 1 3 9 6
0.2902651 '72605
0 . 4 8 3 4 5 5 0 5 3 0 4 6
0 . 6 0 7 2 4 9 9 9 0 3 3 7
0 .1  06947241353
r . 4 0 7 1 ' 7 9 6 4 3 0 9 5
r  . 6 9 7  0 8 6 2 1 2 4 1  5
r .958111623884
2 . 0 6 7 1 6 6 4 3 6 1 5 5
2 . 2 9 5 1 1 5 1 0 5 5 4 4
3 . 0 1 2 4 8 0 6 0 8 6 s 6
3 . 6 2 9 6 9 1 - 3 8 8 6 3 6
4.L10631537106
5 . 0 1 0 ' 7 6 6 9 5 0 3 3 s

1t
1
2
3
A

5
6
1
ô
9

1 0
1 1
1.2
1 3
1 A

1 5
1 6

minoraEion= 2 .361,1 ,01 ,47  48192512



A]\NEXE 2

VERIFICATION EN CALCUT FORMEL
DES CALCUTS DU CHAPITRE 2
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Racines de la dérivée de la fonction

h(y) :  log(y + 4) -  t  t l  log lp;(v) l  pour v > 0.
t =7

avec

Po -U l4
P t :A
pz :U3 -by r *6y - I
pz :ua -Ta "+ I4a2 -8y *1

Pa :A - l
ps :A2 -3y+ t
pa :  Ua  -Ty "  +  I3A2  -  7V  +  t

P r=A-2

Le numérateur de la dérivée de â vaut

8524610339

Q : bopLptPzPzP qP sP aPz - hPoPlrp rptp np tpaP z - bzpopt p'zPzP aP sPoP z

- bzP oP t P zPLp np up up, - b qP oP r P zP sP'aP s P aP z - b s P oP r P z P sP qP'sP aP z

- baPoP t P zPsP aP IPLP z - bz PoP rP zPsP aP sP oPlT

A I'aide de Maple (commande "realroot"), ott exhibe 16 intervalles con-
tenant chacun exactement une racine de h' :

1982449172:4r ,
- l

i09951 1627776'68719476736'
136393765425 r r
1*n;|l*ffih L

ôo:1
ôr :0.1L62L266
bz :0.01248841
ôs : 0.00642259
b+:0 .07648057
bs :0.03002229
ôo : 0.01150457
bz :0.00239028

24780614655
r37438953472'

. 235699224675 58924806169 .
I roggbrrlzl T 7 6t 27 497 7 99694l'

r265783557135 53156711427r 1
t 5a97ttt t t* t rg99511627 77 6t t

. 777271318439 97158914805 .
L nggbrr627n6' 1y 4ggg5g4fl'

,466484607999 18659384319971
L 2T 487 7 9069 4 4t *rnrt *27 7 7 6h

, '159578510289 319157020579,
t5a9'r*tt*' nggbrr62l1l 6l
. 66767r445r97 333835722599.
L nggy-r62r 7 T 6t 54975591 3ggg I

. 1547895618963 3869739047 4r.
L nggbrr627 7 7 6' 27 4g7 7 gg6g44t

, 1076887576231 215377 5152463.,
t tnnt*tr* ) roggblrlrllll)
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.331232702157 5 414040877697 .
' lo99bt t627776' 13243895 J4T2"

.126213607 9503 2524272159007,
''ffi' nggbrr62lll6)
.9977 141921 33 3990856768533.
I 27 487 7 9069 4 | roggbr L6zT T 7 6 J

- 13938581 22795 557 543249rr8t .
I 274g71906944 ) roggbrrlzllllr

227340630527 I
109951 1627776'

2259834360055
549755813888

2841 757881 59.
- - l

tJ74BB9bJ4i2"

45196687201 1 1 .
. - 1 .'  

109951 7627776' ' ,

On obtient finalement :

mia À(y) > 2.361101465493619139237121502.
s)o
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ANNEXE 3

POTYNOMES ET EXPOSANTS
UTILISES POUR tA MAJORATION

DU DIAMETRE TRANSFINI
ENTIER.
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Nous utiliserons les polynômes suivants que nous donnons sur ]0, +ooI
par souci de clarté :
ll7 = J:i
q 2 = r - l | ,
g e = x 2 - 3 r f 1 ;
g q = æ 4 - 7 x 3 + I 3 x 2 - 7 r l I ;

8s = s8 - I5t7 * 8316 - 220t5 * 303ca - 220x3* 83c2 - 15c * 1,

Q a = x - 2 ;
gz = 12 - 4a I Li qe = s4 - 8x3 + l5x2 - 8c * 1;

8 g =  x a  - 1 6 x 7  * 9 1 1 6  - 2 4 4 1 5  l 3 3 7 x a  - 2 4 4 c 3  * 9 I a 2  -  1 6 s *  1 .

9ro = æ16 - B2ær5 * 43brra - BBS2a13 + 16427112 - b4ï24sr1 + 1253b6c10 -

2057I2xs * 24240318 - 2057r2x7 * 125i]56c6 - 54324x5 * 16427 ra - 3352c3 +
4 3 5 s 2 - 3 2 x * l ;
g u = a 3 - 5 a 2 + f u - l ;

Qrz = x3 -  6t2 +5x -  l ;
g t |  = x4 -  7x3 + I4s2 -8r  *  1;

! ]+ = o4 -  8c3 + I4r2 -  7a I  I ;
gts = o6 - IIss + 4lxa - 63o3 I 4Ic2 - IIx t I;

4 1 6 = c 8  - L 5 x 7  * 8 4 2 6  - 2 2 b c 5  * 3 l 1 r a  - 2 2 b r 3 * 8 4 x 2  - 1 5 o * 1 ;

Qtz = x6 - 12x5 + 44ra - 67æ3 -l 44æ2 - 12'" * 7;
q18  ==  x8  -16x7  *90a6  -239s5  l 329xa  -239s3  190x2  - l 6x * I ;

Intervalle Polynômes

[0, +] 8r
8z
8e
9+
8s
Qto
8 tz
9t+

[0, à]

Exposants

c1 = 0,48338493
c2 = 0,10594217
ca = 0,04256316
c4 = 0,01444366
cE = 0,00303665
c1o =  0 ,00017926
ct2  =  0 ,00886819
c14 = 0,00292343

cl = 0,5670744
c2 =  0 ,08331792
ca = 0,0276148I
c4 = 0,01'425224
cr = 0,00384644
cr2 = 0,01427487
cr4  =  0 ,00532710

8t
8z
8s
Q+
Y O

8 t z

Q r +

o(i



[0, +]

[0, à]

t0,+l

tn !l
L " t  l 2 J

Qr
Qz
Qs
8q
8s
Qtz
8 t+
Qtz
Qrs

Q r

Qz

Qz

Q+
Y O

Ç t z

Q t s

9 r z

8 ta

cr = 0,67508964
cz = 0,05808450
ca =  0 ,01668214
c4 = 0,00874972
c5 =  0 ,00190303
ctz  =  0 ,01655356
cr4  =  0 ,00701595
cû = 0,0014273I
c18 =  0 ,00094020

cr  =  0 ,70916853
c2 = 0,05026687
ca = 0,01409470
c4 =  0 ,00848611
c5 = 0,00140945
cr2  =  0 ,01677051
crq  =  0 ,00729181
cr7  =  0 ,00150446
c18 = 0,00040359

cl = 0,79642586
c2 = 0,0327047I
cs = 0,00856983
c4 =  0 ,00572115
cb = 0,00045969
cr2 = 0,01465779
cr4 = 0,00666956
ctz  =  0 ,00170126

cr = 0,83446095
c2 = 0,03126779
ca =  0 ,01261633
c4 = 0,00043057
cb = 0,00217162
c72 =  0 ,00889793
ct4 = 0,00278862

Qt

Qz
Qs
8q
Qs
Qtz
Qt+
Qtz

Qr
8z
Qs
Q+
9s
Qrz
Qu
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[o, rr!]

[ n  r l
! " r  2 0 1

tà, àl

r l  2 1
1 3 r  5 J

9t
9z
8s
Q+
9 to
Qtz
8t+

c i  =  0 ,86433126
c2 = 0,02607403

'  ca  =  0 ,01129660
cq =  0 ,00029213
c1o = 0,00164414
ctz  =  0 ,00697223
cr4  =  0 ,00133136

cl = 0,88247070
c2 =  0 ,01801650
c3 = 0,005038957
c4 = 0,00374429
cr = 0,00043231
cr2  =  0 ,009t9448
c14 = 0,005C0928

c l  =  0 ,2496t390
c2 =  0 ,11780320
cs = 0,03991302
c4 = 0,01452753
c5 = 0,00496981
c6 = 0,00250449
c7 =  4 ,00251002
c l1  =  0 ,00629510
ct2 = 0,00242785
c1s = 0,00121269

cr  =  0 ,44681315
c 2  =  0 , 1 1 1 7 4 8 5 1
cs = 0,03902039
c+ = 0,01219496
c5 = 0,00578522
c8 = 0,00091250
ce = 0,00038806
cro = 0,00025345
c15 = 0,00287499
cro  =  0 ,00131785

Qt

Qz
q3

9+
8s
q t2

Qv

9t'

Qz

8s
Qq

9s
9e
lz
8tr
Q tz
Qrz

Qt

8z
Qe
9s
9s
Qa
Qg

9to

Ç t r

Qta

1 0 1



r 1  l 1
r a ,  5 J

1 2  1 1
LE ,  i J

t l  1 l
1.5 '  ZJ

Qt

Qz
q3

Qq

Qs

Qa

Qz

Qe

8rs

Qrc

Qt

Qz

Qz

Qq

8s

Qa

Qz

8rs
Qrc

Q t

Qz

8s
Q+
Qs
9a
Qi

Qe

8rs
Qrc

cl = 0,27210863
c :  =  0 , 1 2 0 5 8 7 1 3
ca = 0,04074475
c+ =  0 ,01304025
cb = 0,00377440
c6 =  0 ,00453351
c7 =  0 ,00286315
c8 =  0 ,00115298
c lb  =  0 ,00489431
cr6  =  0 ,001 i ' l152

cr  =  0 ,18085238
c2 = 0,10425872
c3 =  0 ,03415194
c4 = 0,00695300
c5 =  0 ,0026C149
c6 = 0,01115492
cz = 0,00274602
c8 = 0,00175859 '
c ls = 0,00386288
c16 = 0,00004502

c1 =  0 ,28137387
c2 =  0 ,12101489
ca = 0,04229396
c4 = 0,01265291
cs = 0,00364489
c6 = 0,00257934
cr  =  0 ,00314759
crs  =  0 ,005 i7082
clo = 0,00286478
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ANNEXE 4

EXEMPLE D'UTILISATION DE LA
METHODE DU DERNIER CHAPITRE

POUR LE PROBTEME DE ZAGIER.

I
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On choisit de présenter le cas d : 16.
Ona :

avec

00

I  _ 1
t t

-1  0

0

-1

- l

0

-8

- 1

2

0

4

4

( : , )  
: ^ , ( ; ) . '

0

I)

0

_ 1,

0

1

0

I
2

I

0

-1

io
I  _ 1
2 2

10

01

2- l

01

16  -8

08

M

1

-4

0

- 1

-1

2

-2

-1  0

0  -1

2-L

01

0  -1

2-1

et

,^/

_ !
t

0
1
0

-1
-1

1
0
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Donc

M '  :  M - l

: , )

2"+ l

8us - uz * #u1,- -tru * Trn - Tr" - #u, - #rt + +

18u6 - 3uz +ifiru - *ru + 2u+ - us - î,uz - lur, + E

26us - 6uz + #"u + ?ut + 4u+ *.-us - #r, - #ut + T

28us - 7r, + lru + tru + 5u+ - iu, - tut + n

22us - 7r, + #ru + #rr + lrn + Tr" - 3r, - Iut + T

I2ug - 4u, + 3ru + Ërr + 3rn + us - #uz- *rr + lrq

4ua - 2u, + àru + Ëru + uq * us - Ir, - ?ut + +

Or M'doit être à coefficients entiers. En particulier, 5 fois la quatrième
ligne appartient à Z. On en déduit I'existence de u2 e. Z tel qre
u2: Dr + 1 + 2u2. M' devient :

- " )  :
( (
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M,:

2 ' "+ l

8ue - uz * *uo - itoru t Irn - ïrt - ?rt - t", + #

18us - 3v, +iËru - .1rr + 2ua - uz - Iq- Ê", + #

26us - 6u, + t{ru + ?ru + 4uq - us - Eq - 8", + T

28us - 7uz + Iru + trt + \ua -3ur - 3"2 * T

22us - 7r, + #ru + #rr + lrn + T"t - frt - f", + #

L2us - 4uz + 9ru + Ërr + 3un +us - 3ur - I", + t

4ua - 2uz +*ru + 3ru + lsa * uz- 3rt - ?"t + E

La cinquième ligne appartient à Z, donc il existe u6 € Z tel que
u6: us + 1 + 2u6. Par conséquent,

M,:

2'"+ l

8ts - uz I |us * Irn - Tu" - ?rt - 3", * ïuu + +

180s - 3uz + 3rr + 2u+ - uz - Iq - |ur+ ffi + tO

26us - 6uz + frr + ln- u" - tut - Eur* ?uu + tO

28us - 7uz + 5rr + 1uq - 3ur - 3u, + 7uu + Lg

22ug - 7r, + Trt + lun + Tr" - frt - #ut + T"u + rc

I2us - 4uz +lru + 3rn + us - Êur - I"r* *"u + tO

4ua - 2u, + ârr + ua I us- Êrt - ?r, t ?uu + +
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La seconde ligne appartient àz donc il existe ua e Z tel que u4 : u3*2u4.
Alors

M,:

2 ' "+ l

Sus - uz * Ëus - Trt - tur* Ê"u + u4 + 4

18us -  3u,  +Êru + us -  Iq  -  3" r*  f ru  I  4ua + I0

26us - 6u, +fr,  + 3r.  + -tu,,  -  8",  * T"u* 8u+ * 16

28us - 7r,  +5rr + 5ue - 3ur - 3u, + 7uu+ 10ua * 19

22us - 7uz + Tru +5rr - l  - fr t  -  tu, * Tuu* 9u+ + 16

I2us -  4uz *#r r  +  4r"  +-Ër t  -  I " ,  +  *uu +6r+ + 10

4ue - 2u, + lrt + 2us - 3rr - ?", + ?"u + 2un + 4

A nouveau, la seconde ligne appartient à Z donc il existe u5 € Z tel que
us :2ut i  3u2 * Zue * 5u5. Et f inalement,

M,:

2'"+1

8ue-uz*uo*us*u+*4

18u6 -  3 r ,  +us  *  u r  *2u2*  5u6 *  4ua*  6u5 1  16

26us - 6u., +3re + 4ut + 7r, + I2ua * 9rn + 16us * 16

28u3 - 7u, +5uu + 5ua - 3ur - 3u, + 7uu + 10ua * 19

22us - 7u, +5rr + 7rt + l2uz * 15uo * 9rn + 24us * 16

Ikus -  4uz + 4r"  + 4ur + 7u, +8uu + 6un +142s * 10

4ua  -  2u ,  +2r r+  q  *2uz*2u6*2ua*  4us*  4

l u /



En conclusion,

ô8  :  2ua* l

b7  :Sus -uz lua tu+ lus l 4

bs  :  18us  -  3u ,  +  uz *  u r l 2uz *5u6 i  4ua*6u5  1  19

bs  :  26us  -  6uz  +3 r r  +  4u ,  +7u r+  I2ua lSun+162s  *  16

b4  :  28u6 -7u ,  +  5ua  +  7 r t+L2uz* l 7ua*L }u t *25us *19

h : 22us - 7uz + 5us + 7ut + I2uz * 15uo * 9un + 24us * 16

b2  :  I 2u6  -  4u r  +  4 r "+  A r t  +7u ,  +8 ru  +  6un+  I4us  *  I 0

h :  4ua -  2uz +2u"  + q !  2u2 *2u6 *2ual  4u5 a 4.
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ANNEXE 5

LISTE DE TOUS tES POLYNOMES DE
ZAG,IF.R UNITAIRES

IRREDUCTIBLES EN w - z2 - z ET
TELS QUE 1

((P) - (M(P(z))u(P(1 - z)))*-oa ( 1,310 ET
61des(P) <13.

r09



des(P)  ( (P)

6  1 ,30303332

8 1,27201964
1 , 3 0 6 1 2 1 3 6
r,30744782
1,30855601

10 t,29554667
r,30729354
r,30797444
1,30824057

1,29419803
r,30014417
r,30061777
1,30176505
1,30338103
t,30482344
r,30502529
1,30545878
1, 30572058
t,30730252
1,30836551
1,30933015
t,30942512

r,29736878
1,30153344
1,30350967
1, 30367956
1,30397330
1,30451514
1,30518810
1,30989113
1,30990084

çoeffrcients d" Qp

- 1  - 2  - 1

T 2
1 1
1 0
1 1

1 1
1 1
1 1
T 2

8 8 4 1
8 8 4 r
6 7 4 r
7  8 ' 4  I
3 4 3 1
6 7 4 1
5 7 4 1
5 7 4 1
2 4 3 1
2 4 3 1
6 5 3 1

- 5  - 7  - 4  - l
r431

12

11
10
13
I  - l
1 1
l 1
" t ,

t ,

1 l

t4

4 3 1
2 2 1
1 2 1
3 3 1

1 3 6
1 2 5
1 1 3
t 2 4
1 2 3
1 2 4
1 1 2
1 0 1
1 1 1
1 0 0
1 2  5
1 1 0
1 1 0

- 1  - 4  - 3  - 1
0  - 3 - 3 - 1
1  - 1  - 2  - 1
2  - r  - 2  - 1

2 0 - 5 - 7 - 4 - 1
0 - 1 - 5 - 7 - 4 - 1
4 0 - 6 - 8 - 4 - 1
0  2  - 2  - 6  - 4  - 1
2 5 1 0 1 0 5 1
0 - 4 - 8 - 8 - 4 - 1
2 - 2 - 7 - 8 - 4 - 1
2 - 3 - 8 - 8 - 4 - 1
2 r - 4 - 7 - 4 - 1

1 1 0



1 2  4  7  1 3  1 6  1 2  5  1
1 1 - 1  - 3 3 1 1  1 1  5 1
1 2  6  1 0  4  1 6  1 2  5  1
1 0 - 1  0  6  1 2  1 1  5  1
1 1  0  1  I  1 5  1 2  5  1
1 1 - 1  0  I  1 5  1 2  5  1
1 3  7  1 3  2 0  2 0  1 3  5  1
1 3  8  1 4  2 0  2 0  1 3  5  1
1 1  I  1  6  1 2  1 1  5  1
1 0  - 2  - 3  3  1 1  1 1  5  _
1 2  5  9  1 4  1 6  1 2  5  I
1 3  8  1 6  2 6  2 7  t 7  6  1
1 1  1  3  1 0  1 5  7 2  5  1
1 2  4  8  1 6  1 9  1 3  5  I
1 1  2  4  i 0  1 5  1 2  5  I
1 2  4  6  1 1  1 5  1 2  5  1
1 1  2  3  7  t 2  t l  5  1
1 3  7  1 2  1 8  1 9  1 3  5  1
1 0  - 4  - 5  5  1 4  1 2  5  1
1 1  0  0  7  1 4  7 2  5  I
1 1  0  2  1 0  1 5  L 2  5  I

16 i ,29193978
1,29359769
r,2942t840
r,29433t52
r,29475373
1,29499605
1,29509479
r,29532004
r,29591473
1,296967r1
1,29735423
t,29743rt6
1 ,29788913
1,29811603
r,29839277
1,29859013
1,29901300
1,29965773
1,29967923
1,299733t6
1, 29980365

1,29033496
1,29293187
1,29402488
1,29555600
r,29652783
1,29653366
r,29665464
r,29701775
r,29734140
1,29797390
l ,29800129
I,  29865039

4 -3  -18  -32  -31  -18  -6  -1
2 -7 -9 -22 -26 -r7 -6 -1
3 2 0 - 6 - r 2 - 1 1  - 5 - l
7  9  7  - 2  - 1 1 - 1 1 - 5 - 1
2 -4 -15 -26 -27 -17 -6 -t
0  0  -3  -15  -22  -16  -6  -1
3 -1 -12 -25 -27 -t7 -6 -1
2 -2 -12 -25 -27 -I7 -6 -1
5 2 -8 -22 -26 -r7 -6 - l
2  -2  -9  -19  -23  -16  -6  -1
3 0 -9 -22 -26 -r7 -6 -1
1  1  -3  -15  -22  -16  -6  -1

1 3
I 2
I 2
1 3
I 2
1 1
T 2
I 2
1 3
I 2
T 2
1 1

18
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ANNEXE 6

LISTE DE TOUS tES POLYNOMES
UNITAIRES IRREDUCTIBTES

TOTALEMENT PO.SITIFS TELS QUE
R(P) - (L(PDaitr l 12,376s ET

31 deg(P) < 7.

TISTE DE POTYNOMES UNITAIRES
IRRED UCTIBLES TOTATEMENT

POSITIFS OBTENUS A PARTIR DE
tA LISTE PRECEDENTE PAR LA

TRANSFORMATION ?.

T12



deg(P) ,?(P) coefficients de P

3 2 ,35133468 1  -5  6  - l
2 ,35133468 I  -6  5  -1

4  2 ,32059578 r  -7  13  -7  1
2 ,35961106 r  -7  L4  -8  1
2 , 3 5 9 6 1 1 0 6  I  - 8  I I  - 7  1

6 2,37397t52 1 11 42 67 45 12 1
2,37397152 I 12 45 67 42 11 i

7 2,37241947 I  13 61 131 136 66 t4 I
2,37241947 r t4 66 136 131 61 13 I
2,37561145 1 13 61 132 138 67 t4 I

.. 2,3756t145 I 14 67 138 t32 61 13 I

Polynôrnes unitaires irréductibles totalement positifs réciproques
obtenus à partir de la liste précédente par la transformation

f f )@) -  tdei lPtp7,  + L -2)  et  te ls  que .R(?(p))  < 2,3769 ,

12<des (T (P) )<28 .

Descendants de Pr = t6 -11e5 + 42sa - 67x3 + 45s2 - I2x *'I.

r (p rx r )  =  tL2  +  1  -  23(x t t  +c)  +  218(c r0  +  r , )  -  1118(ce  +c3)  +343g(æ8 +
c4) - oost(e' + r') I 827rx6
et

lr("(Pt))  = 2.36851917

12 eL)@) - r24 + | - 47 (æ23 + c) + 1000(æ22 + r') - 128r5(r2r + 13) + I I 1028(c20 +
r4; - oo toszlo 1e + c5 ) +B 22222r(æ18 +coy- t taootr79(tr7 + x7)+3198064b(c1u +r") -
70138498(r1t + 

"n ) 
+ 122284869(r'n + rto) - 170366g34(113 + r r r ) + 19021g1g3s12

et
R(72e1)) = 2.37243919
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Descendants de Pz = t7 -.13s6 + 61c5 - 131ea + 136c3 - 66x2 + l4r - I.

rQ)@) - rr4 + r  -  27(xr3 + e) -  30(æ12 + r ' )  -  1g63(111 + 13) + 7790(c10 +
u41 - z}l}z(zs + z5) * 3b768(c8 + ru) - 4JrBtxT
et

R(T(Pz)) = 2.36909353

T2e2@D - , ' , "- ! r-55(x27 +o)* 138g(æ26 +12)-2r406(n25 +o3)+ 226659(x2a +
e4; - tztr+a82@23 + xs)+ 10390012( ,22 +16)- 47459717(r,r +r,)+r7s262r}4(rro +
x81 - s09+20920(cre + ce) + 1218029298(118 + s10) - 2g8440gbgg(rtt + r1r) +
3840194748( 1.16 + ,"12) - 51050g7439("tu + rt3) + 56121g56g5sla
et

Rgzeù) = 2'37288714

Descendants de P3 = t7 -1316 +61s5 - 132o4 *138ss - 67s2 + l4x - I.

r @)@) = æra + | - 27 (nLs-+ c)^+ 808(o12 *rr') - 1964(o1 1 + c3) + zg00(c10 + rn) -
203487(xe + 15) + 35853(e8 + 16) - 43247 s
et

n("(Ps)) = 2.369478e2

T2 gù@) = t2a * r - bb(x27 + c) + l3gg(e26 + 12) - 21407 (n25 + c3) + 22669r(x2a +
æ41 - tzssïs4(x23 + x5) + 1098428b( x22 + 161 - 4T4B02Bt(rrt + rr) + t23382888(c20 +
c8; - sooss8110(c1e + ce) + r2r9201054("t8 + rr0) - 29g6290644(117 + 

"tt) 
+

3344259360( tr6 + rr21 - 5110666176(c15 + rtt) + 56r83g272rxra
et 

Rezes)) - 2.g72g756b
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ANNEXE 7

EXEMPLES DE POLYNOMES
UNITAIRES IRREDUCTIBLES DE

TONGUEUR ABSOTUE 1 2,3769
OBTENUS PAR LA

TRANSFORMATION T A PARTIR DE
POLYNOMES DE LONGUEUR

ABSOTUE > 2,3769.

1 1 5
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Les polynômes Qt,1 < i < 32, proviennent d'une table de polynômes établie par
C.J.Smyth dans [32] .
Nous nous sommes limités aux descendants de degré ( 28.

Descendants de Q1 = æ5 -9xa +26x3 -29x2 l I1 . l .  -  I ,  R(Qr)  -  2 ,38395550.

r(Qt)@) = 310 - 19re + 143c8 - 557x7 + 123116 - 1599c5 * l2}rxa - 557s3 +
I 4 3 x 2 - 1 9 r * 1
et

R(T(QrD = 2.36616030

rz(Qù@) = s20 - 3gr1e + 675xr8 -6892æ17 *46538c16 -220782x15 *763027x14 -

1965597c13 * 3830062c12 - SAgAnZcrl + 6499169110 - 5696577xs * 3830062c8 -

r965597s7 * 763027x6 - 22078205 * 46538ra - 689203 * 675s2 - 390 * 1
et ..

RQ'z(Q)) =,2.3771364r

Descendants  de  Q2 =  t5  -9 ra+27x3 -3 Ix2  * I2x-1 ,  R(Qz)=2,40822468.

r(Qù@) = tLl - 19ce + r44s8 - 56517 + 1255æ6 - 1633c5 -t l255xa - 565c3 +
L 4 4 x 2 - 1 9 o * 1
et

RQQz)) - 2.37042684

r'z(Qz)(r) = s20 - 39ere 4 676tt8 -6916sr7 *46794116 -222392æ15 *769707xra -

1984983cr3 * 3870767xr2 - SZSg\SZsrt a 6572085cr0 - 5759657æe * 387076708 -

1984983c7 * 769707x6 - 222392x5 * 46794x4 - 6916c3 * 676x2 - 39c * 1
et

nQ'(QrD = 2.37239377

Descendants de Q3 = û5 -9xa +27a3 -32n2 * 13s -  I ,  R(Qs) =2,42000140,

r(Qù@) = sr0 - tgce + 144æ8 - 566x7 + r260x6 - r64rs5 * r260sa - 566ss +
1 4 4 x 2 - 1 9 r * 1
et

RQ@e)) = 2.37r27r92

T2(Qù@) = r20 - 39s1e + 676x18 - 69r7xr7 * 46813cr6 - 22255rxr5 *770486x14 -
1987485213 * 3876350012 - 5268tr9Ss11 + 6582523c10 - 5768595ce * 3876350c8 -
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1987485s7 * 770486n6 - 222551x5 * 46813ca - 6917'3 * 67612 - 39e * 1

et
RQ2Qù) = 2.3725662r

Descendants de Qa = t5 -9xa +28æ3 -35s2 *  15o -  1,  R(Q+) =2,45401945.

r (Qn)@) = sro -  19ce + 145x8 -575æ7 + 1289e6 -  1683c5 *r289ra -575x3 +
1 4 5 æ 2 - 1 9 c * 1
et

R(r@+)) = 2.37628624

Tz(Qù@) = s2o - 39c1e a 677xrg -6942t!7 +47088cr6 -224320cr5 *777945nr4 -

2009373cr3 +3922638x12 - 58406t3e11 + 6665877xrO - 5840613cs * 392263818 -

2009373x7 * 777945x.6 - 22432015 * 47086xa - 6942x3 * 677 x2 - 39r * I
et

nQ'(Qn)) = 2.37397984

Descend"'ts de 8s = x6 -Ilæ5 +42xa -68x3+46x2 -I2c*I,R(Qs) = 2,37837188.

r@r)(r)  = i . r |  -23x1r +2l8x1o - l l lgre *3445x8 -6670x7 *8297x6 -6670x5 +
3445na - 111913 *2I8r2 -23x*l
et

À(r(8s)) -  2.36e02518

T2(Qs)(r)= a24-47s23+1000e22-r28l6x2l+rr1053020-692266rre+3224669xr8-
1 l50g61ger7 +320t07g2x16 -70213289 sr' +122+26139014-170572818113+190452423x12 -

l705728r8xrr +t22+Z6t39sro -702r32890e +3201 0782x8 - 1 1508619æ7 + 3224669n6 -

692266x5 * 111053ra - l28r6x3 * 1000c2 - 47J" * r
et

Rg'z(Q|)) = 2.37255257

Descendants de Oo = co - 1 1s5 + 42# -68t3 + 47 12 - I3r + 1, R(Q r)' 2, 3827 319I.

f@ù = sr2 - 23arr +218110 - 1119se * 3446x8 - 6675x7 * 8305c6 - 6675x5 +
3446oa - 1119c3 *218x2 -23x * I
et

Æ("(80)) = 2.36915149

t17



T'(Qu) = r24 -47a23 + 1000122 -r28l6x2r * 1110b4r20 -69228Tære *8224867xrg -
1 1509735c17*32015001c16 -7022q6551ts at224487 45rr4 -r70606215cr3+1g04g1 175c12 -
170606715c1r +tZZ++8lq1rro -70224655se+32015001s8- II50g735r7 +3224g67l"6 -
692287s5 * Ifl054ra - 12816c3 * 1000s2 - 47l- * 7
e t

RQ'@6D = 2.872bT069

Descendants de Q7 = s6 -IIx' +43# -72t3+50a2 -I3x+1, R(Qr) = 2,3997844I.

r@z) = s72 - 23ort + 2lgcr' - l131oe -.,- 3b0lr8 - 680317 * 8473x6 - 6803c5 +
350104 - 1131e3 *21902 - 23s * I
et

RQ@.,)) = 2.37265858

T'(Qr) = e24 -47x23 +r00rx22 -r2848x21* ll151br20 -6g627rx1s *3248064ar8 -
1 1 6 06 55 1 r 1 7 * 323 15692r I 6 - 709 3 648 3 xl 5 + 1237 53 432 { 4 - 17 2 47 6555 xr3 + 1g25ggr0 r xl 2 -
172476555x11 +tZSZSg+32rro -70936483re+32315692c8- 11606551e7+ 3248064æ6 -
69627Ix5  *11151514 - t2848s3 *100112 -47x* I
et

nQ'(Qù) -  2.37361338

Descendants de Q6 = r"6-I1;r.'+43x4-72x3+51g2-I4xlI, R(Qr) - 2,40395436.

r@ù = c-12 - 23111 * 2rgxrO - ll3lce * 3b02c8 - 6808c7 * 8481c6 - 6808æ5 +
3502s4 -  1131c3 *2r9x2 -23æ*I
e t .

Â("(gr)) - 2.37278278

T'(Qù = s24 - 47 x23 + r00rx22 - l284ïo2r + 1l1b 16s20 - 6g62g2æLs * 3248262sr8 -
11607667 xr7 *323 1991 1r16 -Z0941ïqgsL' +123776039rr4 -t72510452r13+ 1g2636g53c12 -
1725l0452xr1+t23226038ær0 -70947849ee+3231gg11a8- 11607667æ7 +3249262x6 -
696292x5 * 111516s4 - I2848x3 * 1001c2 - 47x t I
et

R(T'(Qù) - 2.37363132

Descendants de Qe = e6- I Ixs+43xa-73J3 +53s2-15c*1, R(Qg) = 2,41422382.
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T(Qg\ = L\2 - 23rrr + 2rgqrD - rr32ae i 351018 - 6832s7 * 8515c6 - 683215 *
3510# - 1132x3 +219x2 -2k * I
et

Ë(r(8g)) = 2.37340273

T:2 (Q s) = s24 - 4z c23 + t00læ22 - r284g x21 * rrrs42czo - 6g6bg7r ls * 82b0408rr8 -
L16r7823æ17 *32354267 sl6-7t03+006015+ 1239399 r4nr4 -t72750233c13+192g08g45ar2-
172750233x11 + tZgggggt 4sro -7l034006ce +3235 4267x8 -1161782317 +325040816 -
696597 z5 * ll7542ra - 12849x3 * 1001s2 - 47x * |
et

RQ'(QnD = 2.878T6187

D e s c e n d a n t s  d e  Q r c  =  x 7  - I 3 x 6  * 6 1 c 5 -  1 3 3 c a  + 7 4 2 x 3  - 7 1 x 2  * I 5 æ - I ,
R(Qn) -  2,38348066.

T(eto) = sr4 -27r13 +308112 - 196bc11 *78|2æro -20404# *85gg618 -4J42Js7 +
35986c6 - 20404æ5 t78I2sa - 1965c3 * 308c2 - 27s * I
et

À(7(gro)) = 2.37003630

T'(Qro) = n28-55n27+1388c26-2r408x26+226725x24-1755881123+ 10339246122 -
47512148x21 + 173531615020 - 5104r2279tre + t220632000cr8 - 23ggg6g235117 +
3849540877 s16 - 5 1 17946 62rnr5 +562649155 1cla - 51t7g4662rx13 + 3g49540 g77 sr2 -
2389869235c 11 +t220632000c10-5104 12279æe +r7353161518- 47 5r2t48x7 +10339246c6 -
1755881e5 * 226725x4 - 21408x3 * 1388c2 - 55x * 1
et

R(T'(Qrù) = 2.37309040

Descendants  de  Qt  =  æ7 -13a6 162x5 - l35ca +  140e3 -67x2 *14æ- I ,
R(Qt) -  2,38035169.

I:(Q]J) -- xr4 -27xr3 +309c12 -1977crL *787lxro -20564ss *36261c8 -4374gr7 +
36261s6 -20564x5 *787Ixa  - t977s3 *309e2 -27x* l
et

R(T(Q[)) = 2.37131755

T,(Qr,,)- x28-55x27+r389x26-2I444t25+227324x2a-1762017r23+I03g27171'22-
47738898c21 + 174436473120 - 5r3245201r1e + t2277r0692xr8 - 240415360gcr7 +
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3g73007145c16 - 5i49493303115 +566 1297573xr4 -5149493303ct3 +3873002 r45x12 -
2404153609rrr +1227710692''10 -5t3245201 f +r74436473r8-4773889817+10382717c6-
1762017x5 *227324ra - 2I444x3 * 1389c2 - 55c * 1
et

R(T' (Q rr)) = 2.37 360259

Descendants  de  Qn =  x7  - I3x6  *62x5 -  136ra  * I42u3 -68x2 l I4x  - I ,
R(Qn) = 2,38348066.

r(Q rz) = sr4 - 27 s13 +309rr2 - 197grtt * 7881sr0 - 20605ce * 36351c8 - 43865c2 *
36351c6 - 20605s5 * 788lsa - 1978c3 * 309s2 - 27n -t r
et

RQ(Qn)) = 2.3716e828

T2(Qrz) = n28-55o27+1389c26-21445s25-+227356124-rT6248gl-23+10886g8b222-
47765442s2r + r74557227c20 - 51366239tr1s + 12i88325080r8 - 2406540665x17 +
3877071757s16 -5r55072040cr5 +5667494609c14 -5]55072040st3 +3977071757xr2 -
2406540665xr1 +LZZ883Z508c10-51366239be +L74557227x8-47765442x7 +10386985r6-
L762489c5 * 227356ra - 2I445x3 * 1389c2 - 550 * 1
et

RQ2(Qrù) = 2.37369038

D e s c e n d a n t s  d e  Q n :  c 7  - 1 3 x 6  * 6 2 s s  - I 3 6 x a * 1 4 4 x 3  - 7 k z  *  1 5 e -  1 ,
Æ(Qrs)  :  2 ,38812841.

T (Q rc) : s74 - 27 r13 + 309c 12 - 1978o I 1 * z883rr0 - 20620 oe * 363g4c8 - 4&925 17 +
36394c6 - 20620x5 * 7883e4 - 1978c3 * 30912 - 27â. * 1
et

R("(8,s))  -  2.37186e34

T2(er") = x28-5bx27+1889æ26-21445x25+227158æ24-1762b44s23+l0JgT6Tgs22-
47770765x21 + 174585200x20 - 5l3769370c1e + t229I4I638c18 - 2407232200tr7 +
3878288662sr6 - 5 156773748s15 +5669396403cra - 5156773748x13 +3878288 662x12 -
2407 232200 xL 1 + 1229 141638 c 1 0 - 5 1 3 7 69 3 70 0 e + 1 745 85 20 0c 8 - 47 7 7 07 65 x7 +1 03 8 7 6 7 81 6 -
I762544x5 * 227358x4 - 21445x3 * 1389æ2 - 55x * 1
et

R(72(Qrù) - 2.37371652
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Descendants de Qrn = x7 - l3t6 I 62i"5 - I37ra + 146g3 - 72x2 * 15c - 1,
R ( Q t q \  =  2 , 3 9 1 1 9 7 0 1 .

T(Qu) = ar4 -27r13 +309c12 - 1979.r1*7893110 -20661xs *36484c8 -4404rn7 +
36484c6 -  20661s5 f  789314 -  1979c ' r  *309c2 -27s* l
et

R(T(Qta)) = 2.37224892

T2 (Qv) = x28 -55a27+ 1389c26 - 21416t25 +2273g0x24 -1763016x23 +103grg46x22 -
4779730912r + 174705954æ20 - 5r4r86560c1e + 1230263454tr8 - 24096rg256nr7 +
3882353274x16 - 5t62352 485xr5 +5675593439c 1a - 5t62352485t13 + 3882353 27 4xr2 -
24096 19256 nL 1 + tZ30Z63+54 xr o - 5 141865 60 c e + 1 7 47 0595 4s8 - 47 7 97 309 s7 *1 03 9 1 94 6 r 6 -
1763016e5 * 227390x4 - 21446s3 * 138902 - 55c * 1
et

R(T'(Qrù) - 2.37380420

D e s c e n d a n t s  d e  Q t s  =  x 7  - I 3 x 6 * 6 2 x 5  - I 3 7 r a * 1 4 7 s 3  - 7 3 x 2  * 1 5 c -  1 ,
R(Qs) - 2,39272250.

T(Qtr)  = sL4-27xr3+309e12 -r979nlL *7894sro -20668re*36503c8 -44067x7 *
36503c6 - 20668c5 *7894sa - r979s3 * 309c2 - 27s * r
et

Æ(7(8rr)) - 2.37232474

T2 ( Q rc) = x28 - 55 s2t + 1 38 Ir z e - 2 L 446 x2 5 +227 39 1 a24 - 17 630 43 n23 + 1039228 r x22 -
47799850x2r + r747r9r74s20 - 5r42367252rs + 1230407559118 - 2409940245cr7 +
3882916489c16 - 5t63138763x15 +5676471687æla - 5163138763cr3+38829 t6489x12 -
2409940245a1 1 + t 230+025 Sgxlo -5r4236725rs +17 47 I9r7 4x8 -4779985017 +r0392281x6 -
I763043x5 * 22739Iæa - 2I446x3 * 1389u2 - 55c * 1
et

R(T'(Qrù) = 2.37381629

Descendants de Qrc = c7 - l3s6 * 62n5 - 138sa -l I49g3 - 74n2 * 15æ - l,
Æ(Qro)  =  2 ,39575608.

?(8ro) = s74 - 27 æt3 +30gor2 - 1980c11 I 7g04x1o - 2070gee * 365g3e8 - 44183x7 +
36593c6 - 20709t5 1- 7904s4 - 1980s3 * 309s2 - 27s * |
e t

Æ("(Qro)) = 2.37270337
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T2(Qta) = x28-55127+138ga26-21447t25+22742Jx24-r?63b1bc23+105g654gs22-
47826394s21 + 174839928x2o - 574653915s1e + r23r529375c18 - 24r2ï27}0rt17 +
3gg6gg1 10 1r 16 - 5 1682 12500c15 + 568 2668723x1a -516g71 7500s13 + 3gg69g t r}trr2 -
2412327 30rx1 I + t Z3 t SZ937 5rt0 -5146539 15re+ 174839928c8- 47 826394x7 +103g654g16 -
176351515 *227423# -21447æ3 * 1389c2 - 55c * 1
et

nQ'(Qru)) -  2.373e0387

Descendants  de  Qn =  x7  - I3a6 *62x5 -138c4*  150c3 -76x2 *  16c  -  1 ,
R(Qn) -  2,39876679.

r(Qv) = sr4 -27xr3 +309rr2 -  1980c11 *7g05u 10 -20T7Tse *36617s8 -442rTx7 +
3661716 - 207I7x5 -l 7905x4 - 1980c3 * 30912 - 27x * I
et

R(T(Q1)) - 2.3727e791

T' (Q v) = s28 - 55 t27 + 1 3 8 g r z0 - 2 r 447 x26 + 227 42 4x2 4 - 17 635 48 x23 + r}Jg 6g07 x22 -
47829l76x2r + 1748546811.20 - 5t4710729xre + 123t694400c18 - 24t2697847xr7 +
3887634791r16 - 5 t69632930c15 +568 3692269xla -5169632g30s13 +38g763+79rxr2 -
2412697847 sr 1 +1231694400c10 -5147 10729se +174854681s8- 47829t76â.7 +10396907c6 -
1763543s5 *227424x4 -2I447x3 * 1389c2 - 55c * 1
et

R(?^2(Qrù) - 2.37391787

Descendan ts  de  Qra  =  x7  - I 3x6  *62x5  -  138c4  *  151s3  -78x2  * I7x  - I ,

Æ(8ra)  =  2 ,40175500.

T(Qà = s14 -27xr31-309er2 -  1g80c11*2g06s10 -20725xs *36641c8 -442b1æ7 +
36641æ6 -20725x5 -17906x4 - 198013 * 309c2 -27r * 7
et

Æ("(Qra)) = 2.37289240

T2 (Q rù = x28 - 55 x27 + 1 38gr 26 - 21447 s25 + 227 425 æ24 - rT 6Bb7 | r23 + r0BgT 265 x22 -
47g3tg58r2r + r74869434s20 - 514767543x1e + 1231959425118 - 241306g3g3117 +
3888288481e16 - 51205+8360c15 +568 4775815r.ra -5170548360r13 +3888288 48Irr2 -
24 1 30 6 8 39 3 c 1 I + 1 2 3 1 8 5 I 425 t\ 0 - 51 47 67 5 43 te + t7 4869 43 4x8 -4 7 8 3 1 9 5 g c 7 + 1 03 9 7 26 51 6 -
1763571æ5 i 227425æa - 21447x3 * 1389s2 - 55r * I
et

R(7, (Q ," \)  = 2.37393188
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D e s c e n d a n t s  d e  Q n  =  x 7  - I 3 x 6  - l  6 2 x s  -  1 3 9 s 4 * 1 5 3 c 3  - 7 8 x 2  * 1 6 e -  1 ,
Æ(Qrn) = 2,4032:4077.

T(Qrc) = sr4 -27 xr3 +309rrz -  1931rtr  *  7916110 -20765xe *36726xs - 44359x7 - l

36726x6 - 20765x5 -l 79r6xa - 1981c3 * 30912 - 27r * |
et

,  RQ(Qte)) = 2.37325100

Tr(err) = x28-55u27+1389120-21448x25+227457x24-I764042x23+I040lbI0x22-
4785826tx2r + i74988655s20 - 515178084e1e + t232960321s18 - 2415405892117 +
3gg2262618116 -5r75997945n15 + 569 0767553xr4 -5r75997945nr3 +389226261ge12 -
24t5405892æ1 1 + 123296032r{-ro -515178084ce+ 174988655c8- 4785826rx7 +10401510c6 -
I764042s5 * 227457æa - 27448c3 * 13890? - 55c * 1

R(T' (Q rn)) - 2.37 4017 4r

Descendants  de  Qzo =  x7  -13x6 162x5 - l39ca l l54xs  -80x2* I7x- I ,

R(Qzo) -  2,  40619590.

T(Qzo) = s74 -27x13 +309cr2 -  1981ar1 l79l7xrÙ -20773æs *3675018 -44393x7 +
36750c6 -2077315 *7917xa -  1981s3*30912 -27x t l

et
R(T(Qzo)) = 2.37334525

T2 (Q zo) - r28 - 55 x2t + I 389r z6 - 21448*5 +227 458x24 - 17 6407 0 x23 +1 040 1 g6gc22 -
4786r043x21 + 175003408#o - 5r5234898rre + t233r25346c18 - 24r5776438x17 +
38g2g16308r16 - 5126913375n15 +5691791099l '14 -5176913375c13+389291630g012 -
2415776438xr I + tZ33 tZ53 46xr0 -5r5234898re+ 175003408c8- 4786r043s7 +1040186816 -
r764070x5 * 227458a4 - 2144803 * 1389c2 - 55c * 1
et

R(T'(Qzù) = 2.37403140

Descendants de Qzr = c7 - I3x6 *,63c5 -I42æa * 153e3 -75x2 { 15c- 1,
R(Qzr) = 2,40324077.

T(Qzt )  =  sL4 -27 t r3+310o12-  1994cr r  *7985cr0-20966ce*37091c8 -4480rx7  +
37091æ6 - 20966e5 * 7985c4 - 1994c3 * 310s2 - 27æ * |
e t  

R( r (ezr ) ) -  2 .87488409
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T2 (Q:n) = x28 -55x27+ 1390c26 - 2r485x25 +228088c2a - 1770650x23 +r0449249x22 -

4g111555c21 + r760r4267x20 - 5r842819601e + r24r16082901E - 2432077322a17 +
3919793498c16 -52t3123364x15 +573177061 l1.r4 -5213123364013+3919793498c12 -

2432077322x11+tZ+t t60829x0 -518428196xe+176014267x8 -48111555e7+ 10449249x6 -

177065025 r 228088ra - 2I485x3 * 1390s2 - 55c * 1
et

R(T'(Qù) = 2.37461113

D e s c e n d a n t s  d e  Q z z  =  t 7  - 1 3 1 6  * 6 3 1 5  - 1 4 2 æ a + I 5 4 s 3  - 7 7 x 2  * 1 6 c -  1 ,
R(Qzz) -  2,40619590.

T(Qzù = sL4 -27x13 +3r}'"tz - lgg4rtr + 7986110 -20974as * 37115c8 -4483517 +
37ll5x6 - 2097415 * 7986ea - I994x3 * 310e2 - 27r * I
et

RQ(QzrD = 2.37497750

T, (Q rù = r28 - 55 xzt + 1 3 g0 r 26 - 2 1 4g5 x25 + 228089 x2 4 - 17 7 067 8 c23 + l0 449607 x22 -

48tt4337n21 + 176029020t20 - 518485010rre + r241325854x18 - 2432447868xt7 +
892044T188e16 -b2t4098794{5 +5732794157xla -5214038794l-13 +3920qq7 188c12 -

2432447g68x1r +t24t325854c10 -518485010âe+ 17 6029020x8 -48114337 x7 +10449607 x6 -

r770678x5 * 228089ra - 2r485x3 * 139002 - 550 * I
et

R(T'(Qzù) = 2.37462502

D e s c e n d a n t s  d e  Q z z  =  1 7  - I 3 x 6  * 6 3 o 5  - I 4 3 x a * 1 5 7 æ 3  - 7 8 x 2  * I 6 x - 1 ,
R(Qr") - 2,40985945.

T (Q zù = sr4 - 27 rr3 + 3I0 tt z - 1995" t t + 7 gg7 xL0 - 21021 xs -t 37 220 s8 - 44g7 I x7 I
37220x6 -2102rt5 *79970a - 1995c3 *3r0x2 -27æ*r

et
RQ(Qzs)) - 2.37541032

, T, (Qrù = xz3 -55x27 +r}g}"za -2r486s25 +228122124 -r77r776n23 +L0454188x22 -

4gI43tggr2r + 176161610020 - 518946470xre + I242573469rc18 - 2435112946sr7 +
8924g97047o16 -5220292895c15 +5739744801x1a -5220292895113+392+992047xrz -

2435rt2946xrr +1242579469010 -5 189 46470'9 +17616 1610c8-48 143199e7+ 10454188c6 -

t77rt76a5 * 228122xa - 2148613 * 139002 - 55c * 1
:et 

R(Tz(ezs)) = 2.874722tr

124,



D e s c e n d a n t s  d e  Q z n  =  1 7 . -  I 3 x 6  * 6 3 s 5  - I 4 3 x a I I 5 7 s 3  - 7 9 t 2  * 1 6 e -  1 ,
R(Qzs)  =  2 ,41058816.

r(Qzù = s74 -27xr3 +310c12 - 1995c11 *7997xrl  -2l022xe *37224x8 -44977î.7 - f

37224x6 - 2I022x5 -17997xa - 1995o3 * 310o2 - 27x -f I
et

R(T(Qrn)) = 2.37542522

T2 (Q zù = a28 - 55 x27 + 1 3 90126 - 21 486 s25 +228722 a-24 - 17 7 lr7 7 x23 + 10454210 x22 -

4gr43422x2t + 176162994020 - 5189523651le + 1242591775e18 - 2435r559r3xt7 *
3925075015e t6 -5220403809c15 +57398694 11c ra - 5220403809s13 +3925025 015x12 -

2435t55gt3xrl +tZ+259t275e10-51895236i,re+17 6r62994x8 -48r43422a7 +r04542r0x6 -

I77II77V5 * 228I22xa - 2I486x3 * 1390c2 - 550 * 1
et

RQ'(Qzù) - 2.37472376

Descendants de Qzs = xr - I3s6 * 6315 - I43na + 158e3 - 8012 * 16c - 1,
R(Qzs) = 2,41204164.

T (Q zs) = sr4 - 27 s13 + 310 æt 2 - 1995rr t * 7998a 10 - 2L029 xs * 37243x8 - 45003c7 *
37243x6 - 2t029s5 * 7998c4 - 199503 * 310æ2 - 27r * I
et

RQ(Qrr)) - 2.3754997

T2 (Qzù - æ28 -55x27+ 13g0r2o - 214g6x25 +228L23r24 -I77I204c23 +10454545o22 -

48145963121 + r76r76214c20 - 519002530c1e + r242735880er8 - 2435476902117 *
3925638230r16 -522tt90087ær5 +5740747689s14 -5221190087'-13+39256382ts0sr2 -

243547 6902011 +t2427 35880c10 -5 I 9002530ce + 17 677 6214x8 -48 145963c7+ 10454545n6 -

r771204s5 * 228123# - 2r486s3 * 1390c2 - 55c * I
et

RQ'(Qru)) - 2.37473572

Descendants de Qza = t7 - I3x6 * 63c5 - l43xa * 158e3 - 8Ix2 * 77r - I,
R(Qza) -  2,41348988.

r(Qzù = sr4 -27,"13 +310c12 - 1995rrl *7998c10 - 21030re t37248x8 -450ILx7 +
37248x6 - 21030c5 *7998ra -  1995c3 *310x2 =27a*l
et

RQ(Qzu)) -  2.37551836
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Tr(Qru) = æ28-55127+13g0c26-214g6125+228123x24-I77I205r23+I0454568x22-
SAii6i0a,rr, + t76177747u20 - 519009179r1e + 1242756800s18 - 2435526459x17 +
3g25728705x16-522t319239f5+5740892987ela -522I3I9239sr3+3925728705s12-

2435526459xr1 +t242756800010 - 5 19009 179cs+ 17 6177747 x8 -4814620417 +1045456816 -

T77I205c t 228I23æa - 2148613 * 1390c2 - 55c * I
et

R(T' (Q z6)) = 2.37 47 37 64

D e s c e n d a n t s  d e  Q z ,  =  {  - 1 3 u 6  * 6 3 c 5  - l 4 3 x a  + 1 5 9 c 3  - 8 2 s 2 * l 7 a - I ,

R(Qzz) - 2,41493292.

T(Qzz) = ûr4 -27sr3 +3\0xr2 - 1gg5c11*"999c10 -21037xs -137267x8 -45037x7 +
37267 x6 - 27037 æ5 * 7999xa - 1995a3 * 31 0s2 - 27 x * |

R(T(Qzz)) - 2.3755e284

Tr(Qzr) = x28 -55x2t+1390"26- 21486x25+228I24x24-I771232x23+10454903x22 -

qli[itiSrr, + 176190967s20 - 519059344xre + 1242900905c18 - 2435847448x17 +
J92629L920rr6 -5222lfi5517 rr5 +5741771235æ1a -5222105517 s13 + 392629t 920x12 -

2 4ilbg 47 448 xr t + t2 4zg00g0 5 o 1 0 - 5 1 90 593 44 æs + t76 1 90 96 7e 8 - 48 t487 45 xz +1 0454 90 31 6 -

177123205 * 228124xa - 2r486x3 * 139012 - 55a * r
et

R(72 (Q rr)) - 2.37 47 4960

Descendants  de  Qza =  17  -13s6 *6315 - I44sa +  160c3 -80c2*  16c  -  1 ,

R(Qze) - 2,41421205.

r(Qze) = sr4 -27 ols 1310s12 - 1996c11 * 8008o10 - 21069ce *37329æ8 - 45ll3x7 *
37329s6 - 21069s5 * 8008ca - 1996e3 * 31012 - 27x * |
et

R(T(Qza)) - 2.375856e8

T2 (Qza) = x28 -55t27 +13g0126 -21487 x25 +228I55s24 -I771675æ23 +I0458791n22 -
q|iiiiéqr2t + I762gbb84r2o - 5lg4I3825r1e + 1243839390c18 - 2437820991xr7 +
3g2962487 4'-16 -5226657910c15 + 57468200851la - 5226657910sr3 + 3929624874ær2 -

2437g2099tx1 I + t243839390c10 -5 194 13825'9 +176295584c8- 48172284t7 + 1045879 1u 6 -

r77r675x5 *228r55ra - 21487x3 * 139012 - 55r * 1
e t :

R(T'(Q"ù) =2.37482074

l
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D e s c e n d a n t s  d e  Q z s  =  1 7  - I 3 x 6  * 6 3 . 1 5  - I 4 4 n a  * 1 6 1 c 3 - 8 3 c 2  j L T J , . - I ,

R(Qzg) = 2,41780359.

T(Qzù = s14 -27tr3 +3I}xtz - 1996rtt *8009u 10 -2l078xs *37357x8 -45153æ7 +
37357x6 -2r078x5 * 8009ra - 1996c3 + 310c2 - 27x -l r
et

R(T(Qrr)) = 2.37596476

T2(ezn) - x28-sbx27+13g0r20-21487x25+228156124-r77I704r23+r0459r7rr22-
+eiiSZ8grzl + IZ681172Iæ20 - 5tg476534srs + 1244022721118 - 2438234504117 +
3930356532s16 -5227684254115 +574796827Læla -5227684254s13+3930356532sr2 -

2438234504n1r +r24402272t10 -5rg476534rs +r763rl72ln8 -48r75289s7 +1045917ræ6 -

1771704æ5 * 228156xa - 21487x3 * 1390s2 - 55æ * I
et

R(T' (Q rn)) = 2.37 483625

Descendants  de  Qso =  t7  -13x6 *6315 - l44ra l I62n3-85x2 *18r -  1 ,

Æ(8go) = 2,42065395.

f (Q so) = trr4 - 27 xr3 + 3l}atz - 1996"tt * 8010e10 - 21086ee * 3738 1r8 - 45187 x7 +
37381c6 - 21086c5 * 8010ra -  1996u3 * 31012 - 27x * |
et

Æ(7(@ro)) = 2.37605762

T2(Q"o)- r28-55r2t+1390126-21487s26+228157xza-r771732x23+I0459529x22-
+SiZ-80itrrt + 176326474c20 - 519533348r1e + 1244187746c18 - 2438605050o17 *
393t010222s16 - 5228599 684xr5 +5748991817sr4 - 5228599684s13+3931010i22rr2 -

2438605050æ 11 +t244187746'10 -519533348re + 1 76326474x8 -48178071a7 *10459529c6 -

I77r732x5 * 228157xa - 21487x3 * 1390e2 - 55c * I
et

RQ'(Qro)) = 2.374850rr

Descendants  de  Qu =  17  -13x6 *6315 -  I44xa *  163o3 -87x2 *19c-  1 ,
R(Qu) = 2,42348431.

T(Qù = sr4 -27xr3 +3r}xrz -  1996rrr  *8011c10 -2l094ss *3740518 -4522Iæ7 +
37405x6 - 21094x5 * 801lsa - 1996c3 * 31012 - 27x * I
et

R("(Qar)) = 2.37615044
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T2 (Qtr) = æ28 -bbx27+ 1Bg0c26 - 21487 x25 +22grbgæ2a -TT7 rT60x23 +r045ggg7 x22 -
48180853121 + I7634I227c20 - 519590162cre + 1244352TT1'18 - 241897b596xr7 +
3931663912c16-5229515rr4rr5+57500i53632la -52295r5tt4f13+3931663gr2xr2-
2438975596rrr +1244352771r-ro -519590162re +I7634L227 xB -48 180853c7+ 1045988710 -
I77I760a5 -l 228l58ra - 21487 x3 * 1390s2 - 55a * I
et

R(T' (Q 
"r 

)) -- 2.374863e6

D e s c e n d a n t s  d e  Q 3 2  =  t 7  -  1 3 c 6 + 6 3 æ 5 -  I 4 5 x a +  1 6 5 e 3 -  8 T r 2  +  1 8 c -  l .
R(Qst) - 2,42489209.

T(Qsz) = sr4-27x13+3l0st2 -1gg7rtt *8021c10 -2rr34æs f B74g0c8 -4bï2gæ7 *
37490x6 -21 I34r5  *8021ca - IggTxs  *Bt0s2 -2Tx* I

R(r(Qsr))  -  2.3765027r

T'(Q"r) = x28-bbx27+1Jg0æ26-2r488c25+22grg0x2a-lz722lræ23+l0464r}2xz2-
48207I56x2r + 176460448x20 - 520000703c1e + 1245453667xr8 - 244IBIJ091æ17 +
3935638049016 -523q96+699c15+5756067101sra - 5234964699x13+393563g 049xr2 -
24413r3095x11 +1245453667 tro -520000703oe+ 1z 6460448x8 -48207rb6n7 +10464r82x6 -
1772231c5 *228l90xa -2t488r3 * 1390c2 - bbc * 1 et

RQ(Qzz)) - 2.37494860
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