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INTRODUCTION

Dans ce travail, on se propose d'étudier le groupe G = Diff, >~ ( S1) des

difféomorphismes du cercle qui conservent l'orientation. On a mené cette €tude dans deux
directions :

1) La premiére partie consiste a redémontrer que G est une variété de Fréchet. Pour ceci
on a repris dans les chapitres I et II les notions de calcul différentiel et intégral ap-
propriées aux espaces de Fréchet.

2) La deuxiéme partie consiste en un début d'étude du groupe de I' homologie de G a
coefficients dans l'espace Q> (S!) des formes différentielles de classe C> sur le cercle
SL.

Dans le chapitre I, aprés avoir rappelé les propriétés de I'intégrale d'une fonction f d'un
intervalle I de R dans Fou Fest un espace de Fréchet, on redéfinit la notion de dérivée d'une
fonction f:E—F, ol E et F sont deux espaces de Fréchet.

Dans le calcul différentiel classique, on a les deux théorémes suivants :

a)Si G et H sont deux espaces de Banach, une courbe c:R — G est de classe Csi
et seulement si quel que soit f ¢ E'( dual de E) on a foce C*(R,R).

b) Une application g:G— H est de classe C si et seulement si pour toute C*- courbe
¢ de R i valeurs dans G, on a goc € C°([R,[R).

Les deux résultats précédents ne sont pas valables si on remplace la Ce-différentia-
bilité par la Ck- différentiabilité.

On rappelle que f: R—[R est lipk- différentiable si f est de classe Cket DXf est loca-
lement lipschitzienne. On  dit que f est lip™. différentiable si pour tout ke NN, fest lipk-

N

différentiable. Avec cette nouvelle notion, on retrouve des résultats analogues a ceux
précé- dement énonces :

a') Si E et F sont deux espaces vectoriels topologiques quelconques,c:R—E est une
lipk- courbe si et seulement si pour tout le E', loc e lipk (R, R).
b') g:E—>F est lipk- différentiable si et seulement si pour tout lipk - courbe ¢ : R—E,

ona goc: R—TF est une lipk-courbe de F.
Dans le présent travail, on se restreint au cas de la lip=-différentiabilité¢ ( appelée C-diffé-
rentiabilité).



En appendice, on esquisse la théorie des espaces convenables comme le cadre approprié

pour la différentiabilit€. On montre que f: U (cR) —R est C~-différentiable si et seule-
ment si le quotient différentiel [7] est borné. Ce résultat prouve en fait que la lip* -diffé-
rentiabilité ou C°°-différentiable ne dépend que de la bornologie associée a la topologie.
Pour une bornologie vectorielle sur un espace vectoriel E, une suite ( X, ), de E est con-
vergente vers x au sens de la topologie de Mackey (ou M-convergente) s'il existe une

suite (), de R tendant vers 4+ telle que l'ensemble

{A,(x,-%x),neN}

soit borné. Un ensemble A CE est fermé au sens de Mackey si toute suite M-conver-

gente de A a une limite au sens de Mackey dans A. Les ensembles fermés forment une
topologie dite de Mackey. Les espaces complets ( ou M-complets) pour cette topologie sont
appelés les espaces convenables [7] (Les espaces de Fréchet sont des espaces convenables).
Pour ces espaces, on a le théoréme suivant

Soient E et F deux espaces convenables. L'opérateur différentiel
D: C*(E,F) - C*(E, £ (E,F))
défini par

fx+Av)-f(x)
A

Df (x).v=1lim
A—>0

existe et est linéaire et borné (C*>); de plus, pour f, g dans C*(E,F), on a
D(fog) (x).v=DIf( g(x)) Dg(x).v.
On prendra cette définition pour le calcul différentiel sur les espaces de Fréchet.

Dans le chapitre II, on redémontre que Diff, (S!) est une variété de Fréchet. De fagon
précise, on construit un ouvert V de TSI (le fibré tangent 2 S!) et un ouvert W de la dia-

gonale A={(x,x) e SIxS1} qui sont C-difféomorphes, et a partir desquels on cons-
truit deux autres ouverts :

Wi={ge C(SL,Sl)/VOeSL (f(8),8(0))eW}
et
Vi={seC°(SL,R)/ mos=f et VOeSl, (06,s(0))e V}

qui sont C~-difféomorphes. On construit alors explicitement un atlas de C*( S, S1). En
particulier C=(S!,S1) est donc localement difféomorphe 2 C=(S!,R) qui est un espace



de Fréchet. Les ensembles Diff> (S!)et Diff,~(S!) étant des ouverts de C=( S, S1),on
en déduit que ce sont des variétés de Fréchet et en fait des groupes de Lie c'est a dire
l'applications de Diff* ( S1)x Diff~( S!) dans Diff*(S!) qui a (f, g) = fog-l est Co-dif-
férentiable.

Dans le chapitre 11, on reprend des résultats de [3] ot Haefliger et Li-Bange ont étudié

le premier groupe d'homologie Hy (G, Q) du groupe G= Diff > (S1) a coefficients
dans le G-module Q=Q>(S1) des formes différentielles sur Sl.
Hy (G,Q) est évidemment égal a Q/G(Q) ot G() est le sous espace vectoriel

engendré par les éléments de la forme g'w-o, we Q. Dans ce calcul, la difficulté
provient du fait que G( Q) n'est en général pas fermé. En effet, au départ, on cherche

des conditions sur f dans C= (S!,R) pour que df ppartienne a l'adhérence de G( ).
Pour cela,il suffit que tout courant G-invariant T soit nul sur df: <T,df>=0. Si cette

condition est vérifiée il existe une suite o de G(€2) telle que pour n— o, on a

lim oo, = df. On est amené alors a déterminer les courants G-invariants qui sont
isomorphes 2 l'ensemble des fonctions harmoniques a croissance lente sur la boule
unité B={ze C,1zI1<11}. Les différentielles des fonctions harmoniques a croissance lente
sur B sont isomorphes a l'ensemble des O-courants (ou distributions ) sur Sl nuls sur
les fonctions constantes. On montre que ces O-courants sont des primitives de courants
sur le cercle S1. Si on suppose que G est un groupe fuschien (3.52.) engendré par
un nombre fini de générateurs {gj,.., gk}, 1 espace des distributions G-invariantes 2D(Sh)
nulles sur les constantes est isomorphe 2 l'espace des formes harmoniques sur B/ G
(qui est une surface de Riemann ) ayant au plus un pdle d'ordre un en k points
{X{ ».. Xx}. De plus, l'ensemble des courants G-invariants sur S! est isomorphe a
l'espace vectoriel des fonctions harmoniques sur B/G dont les différentielles possedent
au plus un pole d'ordre un aux points Xi,.,Xy. Sa dimension est égale a max (1,k)
et celle de D(S1) est égale 2 max (2g, 2g+2k-2) ou g désigne le nombre d'anses de
la surface de Riemann.

A la fin de ce chapitre,on a donné un exemple ol G(€) n'est pas fermé donc

Ho(G, Q) n'est pas séparé et si on suppose que G est engendré par un €lément
hyperbolique ayant deux points l'un répulsif et l'autre attractif, les deux espaces G (L)
et G(C=(S!,R))sont fermés, dans ce cas le calcul de Hy devient possible.

Dans le reste des chapitres, on se propose d'étudier le groupe d'homologie H; (G, Q)
de G =Diff,~(S!) a coefficients dans Q=0Q*(S!). On a



Hi (G, Q)= { Xgc,® ® g 0icQ,8eCG/ 2jcicy8Foi-0i=0}.

L'idée de départ est la méme que celle de[3]; on cherche fe C*(SL,R) telle que df
appartienne a Hy (G, Q).

On remarque que pour étudier le H; (G, Q) il faut étudier les équations de la
forme g*w- qui s'obtiennent par dérivation d'une équation de la forme @=yog-v,
otl \ appartient 3 C*(S1,R) et g appartient & Diff > (S!).

Dans le chapitre IV, on introduit les notions nécessaires a I'étude de I'équation en W
précédement citée. On rappelle que, R, étant la translation par p (e 2 ) de R et le groupe
D= (Sl)y={fe Diff *(R ) / f-Idg est Z-périodique },

Diff, (S!) = D*(S1) /{R,.,pe Z }.

On étudie le nombre de rotations p : D ( SIy 5 R. p qui est un invariant de
conjuguaison et on redémontre que p est continue. La fin du chapitre est consacrée a
l'étude de la CP-conjugaison a des rotations (un difféomorphisme f de R est CnP-
conjugué & R, si g est de classe Chet f=gloRyo0g). Par passage au quotient on
obtient des définitions analogues dans Diff,> ( S1) (modulo Z ). Le théoréme

d'Herman nous donne des conditions nécessaires et suffisantes sur la Cl -conjugaison
puis sur la CP-conjuguaison. Avec l'étude précédente, on est donc en mesure d'étudier

I'équation en y précédement citée.

Dans le chapitre vV, pour @ e C*(SI,R) et ge Diff = ( S1) telles que p(g)

appartienne a (R/Z)\ (Q/Z ), on montre I'équation en Yy e C*(S,R), ¢o=yog-y
admet une solution, cette solution est unique a une constante pres ( d'aprés le théoréme

de Denjoy ). Pour g=Rpq. (p.q)e 22, on a alors

PROPOSITION
Pour ¢ C*(S1,R), p et q premiers entre eux et fsl(P=0, I' équation en  :

¢ = \IIORp/q -y

admet des solutions si et seulement si les transformées de Fourier d'ordre k=nq sont
nulles. On démontre alors que Yy peut étre choisie de classe C et que si g est CP-



conjuguée a une rotation R, 4, I'équation en y admet, sous les mémes conditions, une
solution y de classe C~. La résolution de I'équation pour R, avec o irrationnelle n'est

pas toujours possible. Il faut imposer d'autres conditions sur o. En particulier, o doit étre

diophantien. Pour la mesure de Lebesgue sur R, le fait d'étre doiphantien est vrai presque
partout.

PROPOSITION
Soit fe Diff,(S!) et f est CY-conjuguée a R, avec o diophantien, si J.Sl eogl =0

(g est I'élément conjugué de f)il existe Yy unique solution de 1'équation @ =yof-y. La

différentiabilit¢ de la solution Wy est donnée par le

THEOREME
Sous les mémes hypotheses que la proposition précédente, il existe W unique, a une

constante pres, de classe C= qui est solution de l'équation @=yof-wy. Si f=R, la
conclusion est la méme.

Dans le chapitre VI, on appelle que RG étant l'algebre du groupe G, on a la suite
exacte 0—IG—>RG— R — 0, qui est une représentation projective de R, donc

H, (G, Q) = Tor1G(G,Q)= Ker{i*:Q@GIG—>Q®G[RGzQ},
ol i (w®(g-1)=g"0-o.
Donc, on a

H (G,Q)= { zakwk@)(g-l) /Zak(g*w—m)=0,ake R,geG,0eQ,neNN }
k=1 k=1

La relation 2
2

Ainsi, on retrouve I'équation déja étudiée dans le chapitre V. Ceci entraine le

ES . .
a ~-®)=o0 provient dune relation de la forme
l<key & (8 @-®)=0p

a (Yeoge-¥ ) =K eR, ae R, gee G et y, e C=(SLR).

1€k<n

THEOREME
Soient fi,f;, ..., f,.; dans Diff,=(S!) et w;,y,, ..,y dans C* (Sl R ).

1l existe f;e Diff,~(S!) et y, e C°(S!, R) telle que



n
2 Dy, ® (f -1) € H, (G, Q).
k=1

Dans le chapitre VII, on a étudié le groupe d'homologie H, (G, R) ot R est con-
sidéré comme un G- module trivial. Hy (G, R ) est évidement isomorphe & H; (G, IG).

Ceci permet d'avoir une caractérisation des éléments de H, (G, R) sous la forme

. 2
HZ(G,IR )={ th k(g,h) (gD ®G(h-I) ,l(g,h)—O sauf pour un nombre fini de (g, h)e G
g,he

-1
telle que Y k(g,h)[(g-I)oh (gDl=0}.
g,heG

Si on remplace g par son relévement g dans D= (Sl), comme g-I ¢ C*(SI, R), on
se raméne a l'étude de 1'équation du chapitre V. Ainsi on a le

THEOREME
Soient fy, fy,., 1 dans Diff = (S!) et y;,¥,,.., ¥, ;dans C=(Sl, R). 1 existe
f,.1, f, dans Diff,(S1) et vy, _;,y, dans C=(SL,R) telles que

n
2 v of -y =0.
1=0

En particulier
COROLLAIRE

Soient fy,f,, .,f.1 »f = Ry dans Diff, = ( S1) avec f,_; ergodique et o diophantien. II
existe @p, @y, ..., P, 1, @, dans C=( SLLR) telles que

n n
D 0ot -9.20, D (-1)®(h-1) € H)(G,R) et T+g=h e D(S')

=1 i=1
ol h; est le relévement de h;.

Dans le chapitre VI, on énonce les conditions pour qu'un €lément de € ®;IG soit nul.

On montre que la forme différentielle w (z)=dz/i2nz, pour z dans {ze C, lzl=1}= SI,
s'identifie a dt et on montre que pour o diophantien dt ® (R -1I) est un élément non



nul de H; (G, Q). De plus, on montre que l'élément (Rp-1)® (Ry-1),00 o est dio-
phontien et ke R est non nul dans H, (G, R).

Kokk
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PREMIERE  PARTIE.

INTRODUCTION.

Dans cette partie, on redémontre que le groupe Diff, = (S!) des difféomorphismes

du cercle qui conservent l'orientation est une variété de Fréchet et est un groupe de Lie
non analytique.

Dans le chapitre I, on rappelle quelques notions de calcul différentiel et intégral sur
les espaces de Fréchet.

Dans le chapitre II, on redémontre que l'espace C*° (S!,S!) des applications de
classe C*°, de S! dans S! est une variété de Fréchet, on démontre ce dernier résultat
par une méthode médiane entre celles de [27] et de [24]. Elle consiste a construire
un atlas formé d'ouverts difféomorphes de C = (S!,S!) et de C=(SI,R ). Les
démonstrations proposées dans cette partie paraissent plus simples que celles de [ 24]

et [27].
Pour conclure, le groupe Diff,>°(S!) étant un ouvert de C>(Sl, S!), tous les résultats
de différentiabilité démontrés dans le chapitre I s'appliquent a ce groupe.

& ok ok
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CHAPITRE |

CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES DE FRECHET
1.1. RAPPELS.

On appelle espace de Fréchet un R-espace vectoriel topologique complet F dont la

topologie est définie par une suite de semi-normes (qn: X — || x|[,)p ey cest @ dire
un espace de Fréchet au sens classique qui est de plus localement convexe.

Soient (F, (qp)pepy) ) Un espace de Fréchet et I un espace compact, I'espace C (L F) des
applications continues de I dans F muni de la topologie de la convergence uniforme est

un espace de Fréchet ( défini par la suite de semi-normes y—ll Yl =Sups ¢ 1 'Y, ne MN).
Pour I=[ab]c R, un chemin y:I— F de I dans F est affine par morceaux s'il existe
une subdivision Gy = (a=sp<..<sp=b) de I telle que y soit affine sur chaque

intervalle [s;_; si], 1Sk <m. On dit que o, trivialise ).

Y
L'espace & (1, F) des chemins affines par morceaux de I dans F est un espace vectoriel
dense de l'espace de Fréchet C(I, F)des chemins continus de I dans F.

1.2. INTEGRALE ( DE RIEMANN ) DANS C(, F ).

L'ensemble & (1) des subdivisions de I=[ab] ordonné par inclusion est filtrant
croissant. Pour Yy € C(I,F) (o F est un espace de Fréchet et o=(a=sy<...<sp, =b)
dans S(I) soit

c(y)= % Z('Y(Sk)+y(sk_l))(sk-sk_l)e F.
k=1

Pour tout neN, on a lo (y)ll,<lyll, L(I) (ou L(I)=b-a).

b
Si ye & (1, F), pour tout G O Oy trivialisant vy, sa o(y) = Oy () noté jy = I Y.
1 a

Alors J.I Y= jI Y est une application linéaire continue de & (I, F) dans F qui par
densité se prolonge en une application linéaire continue de C(I,F) dans F encore notée

jI: Y= _[IY et applée 1 intégrale (de Riemann) de y. En fait, on a

b
= = li o .
!Y J-Iv oelrél(l) (v)
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De plus, pour a<b< ¢, on a

c b c
J'v=jv +jv
a a b

1.3. DERIVEE DANS UN ESPACE DE FRECHET.

1.3.1. DERIVEE D 'UN CHEMIN .
Soit le chemin y:t — y(t) de I=[a,b] dans F. On dit que 7y est dérivable en tel
s'il existe

lim Y ( t+s2-y(t)

s— 0

=y (t) e .

Y est continument dérivable si Y :t—Y(t) est continue de I dans F et on a alors

b
v(b)-v(a)=jv(t>dt.

1.3.2. DEFINITION .
Soient F et G deux espaces de Fréchet et U un ouvert de F. Une application X

de U dans G admet une dérivée en fe U dans la direction de u € F, s'il existe

DX (f)u = lim X(f+tu)- X(f)

e G.
t—= 0 t

Une application X:U — G est de classe Cl si DX (f).u existe pour tout(f, u)e UxF
et si DX <4 (u,f) - DX(f).u est continue de UxF dans G.

1.3.3. THEOREME
Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe deF. Si X:U- G

est de classe Cl, pour tout fe U et heF tels que [f,f+h]c U, on a
1
X(f+h)—X(f)=JDX(f+th).hdt.
0

PREUVE.
Soit y:t—y(t)=X(f+th) de [0,1] dans G. Le chemin Y st continument dérivable et
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1
v(l)-v<0>=jv<t)dt.
0
OrY'(t)=DX(f+th).h et Y(l)—'Y(O)=X(f+h)-X(f) donc

1
X(f+h)-X (1) =I DX(f+th).h dt.
0

1.3.4. THEOREME
Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe de F. Si l'application

X:U—> G est de classe Cl, alors l'application DX : UxF — G est linéaire en F.

PREUVE.
Pour (f,hy, hy)e UxF2 on a

X (f+t(h +h))-X(f)
0 t

DX(f).(h1+h2)=litr£1_)

X(f+t(h1+h2))—X(f+th1) X(f+th1)—X(f)
=lim + lim .

t—0 t t— 0 t

Or on a
1
X (f+th +th) -X(f+th1)=jDX(f+th1+uth2).th2.du
0

et

1
X (f+th ) -X(f) =JDX(f+uth1). th. du, dod
0

X(f+t(h1+h2))-X(f)

t—0 t

. |
ltil_x)lojDX(f+th1+uth2).h2 du +tim [DX (f+uth;).h, du.
0 0

Par passage a la limite dans le second membre, on a

X(f+t(h1+h2)) -X(f)

t—0 t

= DX (f).h+ DX (f).h,.
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1.3.5. THEOREME

Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe de F. Pour une
application continue X: U—G, 1y a équivalence entre

1) X:U—>G est de classe cl.

2) Il existe une application continue L: Ux UxXF— G linéaire en F telle que
X(f]) -X(fp) = L(fy,f2). (f1-1), pour tout f;, £ e U.

PREUVE.
Si X est de classe C!, l'application

L:(f

1
1,f2,h)—->J-DX(f2+t(f1-f2)).hdt,
0

répond bien aux conditions du théoreme.
Réciproquement, si L: UxUxF — G vérifie 2) alors pour [f,f+h]c U, on a

lim X (f+th)-X(f) _
t— 0 t

lim L(f f+th).h = L(f, f).h,
t— 0

et comme L est continue, X est de classe CcL
1.4. LES DERIVEES PARTIELLES.

1.4.1. DEFINITION .
Soient F, G, H des espaces de Fréchet et U,V des ouverts de Fet G

respectivement. Une application X : UxV — G admet des dérivées partielles continues si les
applications

X(f+th,g) -X(f,g)
t

DFX:(f,g,h) - lim de Ux VXF dans H
t—0

X(f,g+k)-X(f,g)

" de UxVxG dans H

et DGX: (f,g,k) elti_r_r)lo

sont définies et continues, elles sont linéaires en h et k.

1.4.2. THEOREME.
Soient F, G, H des espaces de Fréchet et U, V deux ouverts respectifs de Fet G. Une

application X :UxV — H admet une dérivée partielle continue par rapport a F si et

seulement si il existe une application continue L: (fy, f, 8 h) = L (fp f;, g)h de
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UxUxVxF dans H linéaire en h telle que
X (f, g)-X(fo,g)= L (fy, f1,g).(f] - ).
La preuve est Analogue i celle de 1.35.

1.4.3. COROLLAIRE .
Soient F, G et H des espaces de Fréchet et U, V deux ouverts respectifs de F et G.

Pour une application X:UxV > H, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1) X a des dérivées partielles continues sur UxV.
2) X est continue de classe Cl.

PREUVE.

1) = 2) est trivial.
Réciproquement si X a des dérivées partielles continues, par le théoréme précédent on a

X (fth, g+tk ) - X (f, g+ tk)=Lp (f+th, f, g + tk ).th
et X(f,g+tk)-X(fg)=Lg(fg+tk g)tk.

Dot Lim X(f+th,g+tk)-X(f,g)
t—> 0 t

= DFX(f, 2).h + DGX(f, g).k.

Comme DpX et DX sont continues donc il en est de méme DX,

1.4.4. REMARQUE .
Soient F, G, H des espaces de Fréchet et Uun ouvert de F. Pour une application X de

UxG dans H, si X est continue, de classe C! en f et linéaire en g alors X est de classe
Cl sur UxXG et DX (f,g).(h,k) = DeX(f,g)h + X (f k).

1.5. DERIVEE D'ORDRE n > 1.

1.5.1. DEFINITION .
Soient F, G des espaces de Fréchet, U un ouvert de F et une application X de U

dans G. On dit que X est de classe C2 si DX de UXF dans G est de classe Cl.

1.5.2. REMARQUE .
Si DX est de classe C!, par la remarque ci dessus on a

DX (f+tk).h -DX(f).h
7 .

D°X(f).(hk)=lim
t— 0
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1.5.3. THEOREME.
Soient F, G des espaces de Fréchet et U un ouvert de F. Si X: U—> G est de classe

C2 alors pour tout fe U, D2X(f): (h k) - D2X(f).(h, k) est une application
bilinéaire symétrique, continue de FXF dans G.
PREUVE.
DX (f+tk) .(hl+h2)—DX(f). (h1+h2)
t

D2X(f).(h1+h2,k)=%i_r)n0

DX(f+tk).h1 +DX(f+tk).h2 —DX(f).h1 -Dx(f).h
=lim 2

t—0 t

= D2X (f).(hy, k) +D2X (£).(hy, k).

D2X est linéaire par rapport 2 h et DX est de classe Cl, d'aprés le théoreme 13.3, D2X

est linéaire par rapport 2 k. Elle est donc bilinéaire. De plus DX : U xF—G est de classe
C! par rapport a la premiére variable fe U et linéaire par rapport he F elle est donc de

classe C! sur UxF. La symétrie se démontre a partir du théoréme suivant.

1.5.4. THEOREME .
Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe de F. Pour une application

X :U— G de classe C2, (f, h, k)e UXFxF, on a

D’ X (f).(h,k)= lim X (f+th+uk)-X(f+th)-X(f+uk)+X(f)
(tw)—(0.0) tu

PREUVE.
D'aprés le théoréme 1.3.2,, on a

X(f+th)-X(f) _
t

1
j DX ( £+ 6th ).h d6, *)
0

X(f+th+uk)-X(f+uk) _
: =

1
jDX (f+nth+uk)hdn. (*%)
0

En appliquant le méme théoréme a l'application DX, on obtient 1'égalité suivante ce qui
achéve la démonstration du théoréme.
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DX (f+uk+6th).h -DX(f+6th).h
u

1
=jD2X(f+6th+auk).(h, k) .do.
0

Si on fait tendre t et u vers zero, on a

X(f+th+uk)-X(f+th)-X(f+uk) +X(f)
(tw)—(0,0) ut

1 1
J'[ JDZX(f+9th+auk). (h,k).do]de.
0 O

Pour u et t tendant vers zero, le second membre est égal 3 D2X(f).(h,k), dapres le
lemme suivant

1.5.5. LEMME.
Soient E un espace topologique et F un espace de Fréchet. Si X: E X [0,1] - F est

continue alors l'application g:E —F définie par

1
g(x)=‘[X(x, t). dt
0

est continue.

On définit par récurrence la différentiabilité d'ordre supérieure.
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APPENDICE

Calcul Differentiel sur les espaces convenables

1. NOTATIONS.
E est un espace vectoriel topologique localement convexe et E' son dual topologique.

C*( R,R) est 1'ensemble des fonctions de R dans R de classe C*°.

2. BORNOLOGIE .

2.1. DEFINITION.

Soit E un ensemble,on dit que B < P(E) est une bornologie et que (E, B ) est
un espace bornologique si on a:

i) VxeBE, {x} e 9B,
i) Ae B et BC A alors Be B,
ii)Ae B et Be B alors AUBe 3.

Les éléments de B sont appelés " bornés

Dans toute la suite, R est muni de la bornologie formée des ensembles relativement
compacts .

"

Soient (Ej, EBJ- ), je ], des espaces bornologiques, B cE=l_[jE jE;j est un borné de E si
prj(B) est un borné de E;j, ou pr; est la projection canonique sur E;.

Lorsque E est un espace vectoriel,on dit que B est une bornologie vectorielle si les
applications d'addition (x,y) — x+y de ExE dans E et de multiplication par les

scalaires (A, x) = Ax de RxE dans E sont bornologiques ( c'est a dire transforment

un borné en un borné ). On dit que B est une bornologie convexe si 1'enveloppe
convexe de tout borné est un borné.

Lorsque E est un espace topologique localement convexe, B est un borné de E s'il
est absorbé par tout voisinage de zéro de E (pour tout U voisinage de zéro dansE, il

existe A dans R tel que Bc AU ). L'ensemble des bornés de E est une bornologie
appelée bornologie de Von - Neuman.

2.2. LEMME [ 23], 2.1.3.

Soit E un espace vectoriel, B < P (E) est une bornologie vectorielle si et seulement
si elle possede les deux propriété€s suivantes :

i) Be B = B+B e 3,
ii) Be B = Uy (tB)e®.
2.3. LEMME [ 23], 2.1.4.
E et B sont comme dans le lemme 1.3, B est une bornologie convexe si et
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seulement si pour tout Be B alors <B>e® ol <B> est |'enveloppe convexe de B.

3. QUOTIENT DIFFERENTIEL [23], 1.3.

Le quotient différentiel permet de montrer que la différentiabilité d'une fonction dépend
en fait des ensembles bornés de la topologie.

3.1. DEFINITION .
Soit DR, f:D—R et Vke N, Dk>={(ty . ... ti) e R/t t; pour i#j}. On

appelle quotient différentiel d'ordre k, 1 'application o : D<k>— R définie par récurrence
comme Suit :

8f =f,
f(to)-f(tl)

tO-t

1
8f(t0,t1)= )

: 2 (e o o]
SF(t t,t. )= —=—I8f(t,t)-8f(t,t )
(012) tO-tZK 01 12)

On donnera une expression explicite de of dans la proposition suivante

3.2. PROPOSITION [ 23], 1.3.2.
k

8F (g1t ) =k!) B £(1),
. i=0

ou les PB; = HO crekoreiCti-t )-1 sont indépendants de f.

Le théoreme suivant montre que la différentiabilité d'une fonction ne dépend que de la
bornologie associée a la toplogie. On énonce ce théoreme dans le cas des fonctions

Co°-différentiables de R dans R ;en fait, tous les résultats, les calculs et les démonstrations
qui suivent raménent 2 la différentiabilité de fonctions numériques & valeurs réelles.

3.3. THEOREME [23], 1.3.28.
Soient U un ouvert de R et f: U— R. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est de classe C*.
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ii)Vk € N, 8 :U%> - R est bornologique. La bornologie de U<k> est celle induite

par la bornologie de Rk+1,

4 LA C> -TOPOLOGIE ( DANS LES SUITES ) .

4.1. DEFINITION.
a) Soient E un espace bornologique et (X,)pe N UNC suite de E. On dit que lasuite (x;)q

est Mackey - convergente vers x dans E, s'il existe une suite (t,), de R telle que

n—oo g =+

et le sous ensemble
{t,(Xp- X), n€ N}
est borné. On note

x=M-lim x. ou Xk est M-convergente vers X.
n—o 4o N n

b) On dit que la suite (x,), est une M-suite de Cauchy s'il existe t,  dans R telle
que

lim t = +oo
n,m — 4eo LM

et le sous-ensemble
{ty,m(Xp-Xm);0,ME N}
est borné.

4.2. TOPOLOGIE SUR LES ESPACES BORNOLOGIQUES .
Soit E un espace bornologique et F un sous- ensemble de E.On dit que F est un
M-fermé de E si la limite de toute suite M-convergente (X, )q de F est dans F. Les

complémentaires des M-fermés sont appelés les M-ouverts.
Dans un espace bornologique E, les M-ouverts forment une topologie appelée la Mac-

key-topologie ou C>-topologie.

4.3. DEFINITION .
On dit que c: R —E est une C>-courbe si pourtoute forme f de E', le composé foc
appartient a C (R, R). Soit C°(R, E) L'ensemble des C*- courbes de R dans E.

4.5. REMARQUE.
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D'aprés le théoréme (3.3), C: R - E est une C°-courbe si et seulement si pour tout

j dans N, le quotient différentiel Sic : R9> > E est bornologique. La bornologie de E
est celle définie par les formes linéaires : B est un borné de E si pour tout fe E,f(B)
est borné.

4.6. PROPOSITION [23], 2.3.7.
La topologie finale induite sur E par les C*-courbes est la Mackey topologie.

4.7. COROLLAIRE .

i) la topologie finale induite sur E par les suites M - convergentes est la Mackey-
topologie .

ii) Si B est un convexe disqué borné, la topologie finale induite par les injections

canoniquesi : Eg —E est la Mackey-topologie (Ep désigne le sous-espace engendré par B).

5. LES ESPACES CONVENABLES.

Le calcul différentiel et intégral dont on va parler par la suite fait appel 2 un calcul
de limite, 2 la séparation et la complétude des espaces dans lesquels on fait ce calcul.

7z

les espaces convenables répondent A tous ces besoins.

5.1. DEFINITION . . . _
Soit E un espace bornologique convexe, on dit que E est M-complet si toute M-suite
de Cauchy de E est M- convergente.

5.2. DEFINITION.
Soit E un espace bornologique convexe, oOn dit que E est un espace convenable si

E est M-complet (i.e. complet pour la C®°- topologie ).

5.3. DEFINITION.
Soit E un espace convenable et c: R - E une courbe.On dit que qu'un point ¢'(t)
de E est la dérivée (faible) de ¢ au point te R, si pour tout feE, on a

( foc)(t) = f(c' (1))
On dit que '[SS‘C <« (D dt € Eest une intégrale ( faible ) de c, si pour toute f de E',
on a
t t
j(foc)('c)d'c - f(J.c(*c)d't )
S S

5.4, THEOREME [ 23], 2.6.2.
Soit E un espace bornologique convexe. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1) E est M-complet.
2) Si B est un convexe disqué, fermé et borné alors Ep est un espace de Banach.

3) Pour toute C*°- courbe ¢:R — E 1'intégrale (faible) sur [0, 1] existe.
4) Pour toute C®-courbe c: R — E la dérivée ( faible) c' (o) existe.
5)Si { x, ne N}est borné dans E, pour toute suite (ty), de R telle que 2 lty!<+eo,

alors 2., oy (tnXp) converge faiblement.

5.5. COMPLETE D'UN ESPACE BORNOLOGIQUE .

5.5.1. LEMME .
Soit J un ensemble quelconque, l'espace Hj < jR est un espace convenable. Les bornés
de cet espace sont définis comme suit :

Bc Hj <R est borné si pour toute projection prj: Hj cjR— R, pr; ( B) est borné
dans R.

5.5.2. PROPOSITION .
Soit E un espace bornologique convexe. Il existe un espace convenable & unique tel

que pour tout espace convenable F et tout f: E — F bornologique, il existe g: F—> &
unique rendant le diagramme ci-dessous commutatif

Ei)F

bi \Lg

e B ¢

d'apres le lemme précédent, on peut ¢videment donner une forme explicite de & et de i;
en effet,on définit 1 par

i:E —>HIR avec i(x)=(1(x)) g
B

et soit & 1 adhérance de i(E).
5.6. PROPRIETES DES ESPACES CONVENABLES.

5.6.1. DEFINITION. _
Soit E et F deux elc.,on dit que f:E—F est de classe C* si pour toute C*-courbe

de E, foc € C°(R,F).



23

5.6.2. REMARQUES.
a) Dans le cas ob les espaces E et F sont de dimension finie, la définition précédente
coincide avec les définitions usuelles.

b) On démontre que les fonctions constantes sont de classe C*°, les applications linéaires

bornées sont de classe C=.
On est ramené maintenant a définir une bornologie sur les espaces fonctionnelles cest ce
qui fait 1'objet du paragraphe suivant.

5.6.3. BORNOLOGIE DE C*(E, F)
a) BcC®(R,E) est un borné si pour tout compact Kc R, B(K) est borné de E. On

vérifie que l'ensemble des bornés de C°(R, E) est une bornologie.

b) B'c C*®(E, F) est un borné si c*(B') est un borné de C°( R, F), ol c* est
l'application de C°(E,F) dans C*( R, E) définie par c*(f)=foc. Les bornés de C=(E, F)
forment une bornologie.

5.7. THEOREME .
Soient E, F et G trois espaces convenables. On a les résultats suivants :

a) C= (E,F) est convenables.
b) £ (E,F)={f:E —F linéaire et bornée } est convenable.

¢) C*°(ExF,G)=C>(E, C*(F,G)).

5.8. COROLLAIRE .
Soient E, F et G trois espaces convenables les applications sont de classe C*.

a) ev : C°(EF)xE = F, ev(f,x)= f(x).
b) ins: E— C® (F,ExF), ins(x)}(y) = (X, y ).

¢) y: C°(E,C2(F,G)) - C?(ExF,G), v(f)Nxy)=1(x7y).

On arrive enfin au théoréme le plus important qui a motivé le choix de la définition de
la dérivée sur les espaces de Fréchet qui sont des espaces convenables.

5.9. THEOREME .
Soient E et F deux espaces convenables. L' opérateur différentiel

d: C°(E, F) »C”(E L (EF)),
f(x+tv) -f(x)
t k4
existe, est linéaire et borné (C*); on a en plus d(fog)(x)v =df(g(x))dg(x)v.

df (x)v=lim
t— 0
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CHAPITRE 4

DIFF+>~ (Sl ) EST UNE VARIETE DE FRECHET.

2.1. NOTATIONS.

Soient
Sl =RA2r 2.
2) C*(SLR)={f:S! >R,de classe C*®} qui s'identifie a
3) Cz=(R,R) ={f:R —>R, de classe C*, Z-périodique }.

4) Diff>*° (S1) ={ f:S > SL, f est un C*- Difféomorphisme }.
5) Diff > ( S1) est la composante connexe de I'identité dans Diff> ( S1 ).

2.2. TOPOLOGIE SUR C* (S1, S1) ET DIFF,.> ( §1).
On munit S1=R /2 Z de la topologie quotient de R qui est définie par la distance :

pour (x,y) €S2, llx-yll= min, ez | x-y'+pl, ol x'et y' sont des relévements dans R
de x et y.

On définit la topologie de C* (SI,S!) comme suit :

Pour fe Cr(Sl,S!) et re 2, soit f un relevement de f dans CI'» (R, R). 1l existe me Z
tel que

pour xe R, f(1+x)=(x)+m.

Si on pose, pour xe R, f(x)=f(x)-m, f est unique 3 une constante entiére pres et est
Z- périodique. On définit la Cr - topologie par

If Her=I1f lg+IDf lg+eet IDF Iy O £ 10 =Supyecy<q | f X)L

C2(R,R ) muni de cette topologie est un espace de Banach. On munit C =z (R, R )de
la topologie limite projective des toplogie CT. Soit d_ la métrique qui définit cette topologie.
Pour fet g appartenant a C=(S1,S1), soit §_ la métrique telle que d_(f,g)= d_(f g), d.
définit la C-topologie sur C*=(S1, Sl), pour cette topologie Diff> (S1, S!) est ouvert
dans C>(S1,S1) et comme Diff*°, (S!) est la composante connexe de Diff* ( S1) est
donc un ouvert de C* (Sl S

Soit TS!=SlxRle fibré tangent de SI.
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2.3. DIFFEOMORPHISME LOCAL ENTRE TS! ET sIx sl

2.3.1. PROPOSITION.
Soit V={(x,v)eTS!=SIxR, |v]< e}. Pour £>0 assez petit, il existe un voisinage
W de A={(xx), xe S} dans SIxS! tel que Vet W sont C=- difféomorphes.

PREUVE.
La métrique riemannienne de S!, induit une application " exponontielle " notée

exp : TSI - S!

ott pour {=(x,v)e SIxR=TS!, on pose exp({)=x+V.
Pour € >0 assez petit, exp est un C*-difféomorphisme de V={(x,Vv) € Sl ><IR,|V| <eg}
sur exp (V) qui est un ouvert de Sl. Alors 1" application

e:{=(x,v)=>(n({)=x,exp({)=x+V)
de TS! dans SixS! induit un difféomorphisme de V sur W=exp (V) qui est un
voisinage ouvert de la diagonale de SixSL,

2.4. SECTION AU DESSUS D'UNE APPLICATION DE C = ( SI, SI).

2.4.1. DEFINITION.
Soient f e C(S1,S!) et m: TS! —=S! la projection canonique, une section au dessus

de f est une application s: S! — TS1, de classe C*, telle que : Tos=*f

Les sections au dessus de f sidentifient aux sections du fibré ( f'TS!, p, S!), ou
f*TS1 est le fibré image réciproque de (TS, 7, S!) par 1'application f.On a le diag-
ramme commutatif suivant

st 5 st 5 st

~LId \Lp \LTC

2.4.2. REMARQUE.
Soit s: ST — SIxR une section au dessus de f:S! —S1- Pour 8§ €Sl, on a

s(0)=(f(®@), {(®))e SIxR, ott { est une application de S! dans R, de classe
C*, définie par la section s. Réciproquement, soit A: S! - R, elle définit une section s
par s(0)=(f(0),A(0)) et mos=f Ainsi I'espace des sections au dessus de f
peut s'identifier a 1'espace de Fréchet des “applications C>°(S1,[R) qui est lui méme
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isomorphe a 1'espace des applications de classe C*, de R dans R, Z- périodiques.
2.5. OUVERTS C>-DIFFEOMORPHES DE C>= (Sl,81) ET C* (SI, R ).
Pour les ouverts V et W construits dans la proposition 2.3. et fe C= (Sl, Sl), soient

W= {ge C=(SL,S!) telles que (f(0),g(0))e W, VOeSl}.
Vi={ seC®(SLR) telles que mos=f et VOe Sl s(0)eV}.
2.5.1. PROPOSITION.
L' application ®;:g— ®p(g) de Wy dans Vp telle que @ (g)(x)=gx)-1f(x) est

un homéomorphisme et dont la réciproque ¥, est définie par

W(s) est le relevement de f+s dans Wy

PREUVE.
On a évidemment

Yeo @y =1Id sur Wy et ®po'Wp = 1d sur Vg, d'autre part
[P (g) -DPp(2)] (x) = DQp(8) (x) — Pp(g)(x),
= g(x)-f(x) +f(x) -g'(x), VxeSL

= g(x)-g'(x), Vxe SL(*)

De méme
[We(s)- We(s')](x)= s(x) - S'(x). ()
Des égalités (*) et (**), on en déduit la continuité de ‘¥ et @,

2.5.2. PROPOSITION.
Soit (W'9) fe ¢ =(sl.sb.un recouvrement ouvert de C*(Sl,S1) obtenu en remplagant

We de 2.5 par W =¥ (V'y) ou Vi, est un voisinage de la section nulle dans Vg,
alors (W', ®;) est un atlas de C=(Sl,Sl).
PREUVE.

On a démontré précédement que les @, sont des homéomorphismes. Il reste a
prouver que les applications de changement de cartes sont de classe C*°; en effet,
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pour les deux -cartes (W's @p) et ( W'g, q)g ) telles que W'r W'g = J et W= (D¢ )1
CDgo‘I’f: O (W'me'g) - CDg(W'fr\W’g)

est de classe CL.

CDgO‘Pf(h+tk)—q)g0‘Pf(h)
D(®,0o%¥,)(h)k = lim =k,
g °f t— 0 t

d'otl la continuité de D(q)go‘Pf) en (h k).
Par récurrence, on démontre que (Dgo‘Pf est de classe C*,

2.5.3. COROLLAIRE,
C*= (S, S1), Diffe (S!), Diff, > (S!) sont des varietés de Fréchet.

PREUVE.
En effet, Diff* (S1), Diff,> (S1) sont des ouverts de C=(SLSl), qui sont donc des

vari€tés de Fréchet pour la structure induite par C°°(Sl,S1).

2.5.4. PROPOSITION.
Diff> ( S1), Diff,>* (S!) sont des groupes de Lie.

PREUVE.

Diff* (S1), Diff,* (S!l) sont des variétés d'aprés le corollaire préceédent, il reste a
prouver que les applications W,: (f,g) —>fog de Diff*( S1)x Diff*° (S1) ans Diff* (S!)
et ¥,: f — f1 de Diff*(S!) dans Diff° (S!) sont de classe C*.

On va exprimer les deux applications W, ¥, dans des cartes locales. En effet, con-
sidérons Wy et W' des cartes locales de f et g dans C(S!,S!) et Vg, Vg les voisinages
associés dans C= (S, R ), ‘I‘l s 'exprime comme suit

¥
“PfO\I"g fog

Vf><Vg - Wf><Wg - Vfog

(&m) - (PO, Y, - 6 (@G

ou Wi =Diff* (Sl)n W, W = Diff> ( Sl)ﬂW'g et Vi et V, sont les ouverts
correspondants dans C* (S1,R) et 1'application 6: ({1 ) 0 (G,n) de V¢x V, dans
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Vi, g est définie par

VxeSL (L) (x)=flg(x)+n(x)]1+L[g(x)+n(x)] -fog(x)

est de classe Cl: en effet, pour xe S,

lim G(C"'th, n)'e(tﬁ n)
t—0 t

existe pour tout h dans C® (SLR )N Ve Pour xe S1 et en remplacant 8 par son
expression (1), cette limite est égale a

_ 0(L+th, M) (x)-6(L M)(x)
lim = h( g(x) + N(x)).
t—>0 t

Ainsi [ D¢B( &, m).h ](x) = h( g(x) + n(x)).
Etudions maintenant la limite

(*)

0(C,m+tk)-0(E,m)
t—>0 t

Pour tout xe S, elle s'écrit

. [ flgttke+m)(x) -flg+m)(x)  Llg+mtk) (x) -L(g+n)(x) ]
(50 t ' t ]

= [DE(¥, (M).KI(X) + [DG (¥, (n).k).k](x).

On conclut donc que cette limite est égale a
=Dfo‘Pg(n).k+ DCo‘I’g(n ).k. (**)
Ainsi, en rassemblant les deux limites (*) et (**) trouvées précédement, on obtient

D¢6(&mn).h=ho ¥,(n) qui est linéaire par rapport a h
et Dy @(4m )k=[Dfo¥,(n).k+ Do ¥, (n)k.
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Il reste a prouver que ces dérivées partielles sont continues ; en effet,

a) DCG ne dépend pas de C, elle est linéaire par rapport a h,égale 2 ho‘I’g en tant
que fonction de m, elle est donc continue par rapport a ({,m). Daprés la
remarque 14.4., D¢ est continue entant que fonction des trois variables (,m, h).

b) Dne est lin€aire par rapport & k ;comme préceédement, Df o‘Pg est continue en tant
que fonction des trois variables ({,n,k). Il reste a voir que DCo‘I’g(n) est
continue en ({,m) ; en effet, cette application est linéaire par rapport a { et est
continue par rapport a 7, d'aprés la remarque 1.4.4.elle est continue en ({,m ). Donc
continue en tant que fonction des trois variables ({,m, k). D'aprés le corollaire 1.4.3.,

0 est de classe C!.En raisonnant par récurrence sur ces dérivées partielles, on peut
démontrer quelles sont de classe C* et par suite on conclut donc que

l'application (f, g) = fo g de Diff*° ( S1)x Diff*° (Sl ) dans Diff* (S!) est de classe
C. 1l reste a démontrer que 1'application ¢ :f— f! de Diff* (S!) dans Diff> ( S1)
est de classe C*.En effet, exprimons cette applicatiopn par des cartes locales,

C—) (I)f-lo (po‘Pf(C)

Pour | C| assez petit ¢ est bien définie car (f+{)! appartient 3 Wp1. I suffit de
passer aux relévements de (f+{)! et f! pour le vérifier. Pour démontrer maintenant
que 1'application ¢ est differentiable, il suffit de prouver que la limite suivante existe
et est continue en tant que fonction des deux variables { et h. En effet, on a

pour h e C=( SI, R), comme
D1 (§) o [Wp(C+th)Th =[Pp(Grth)o[Pe() T !
= (f+{+th) o (f+{)1
=1 +th(f+¢ ) l=I +th[ W ()L

@, (¥ (Cra)) @ (L)

lim =
t—>0 t
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® L o(P(5)) o (I+th (T (5" -@  (E.(8)" (1)
f f

lim
t—0 t

Comme g1 et [‘Pf(?;)]'1 sont de classe C*, leur composé est aussi de classe C,

il en de méme pour l'application I+th['¥;({ )I'L. La limite précédente est égale a

D( @plol¥r(L)1-1). h (¥ ()L

On conclut que Dp1 o@o'¥; est de classe Cl. Comme la dérivée ne fait intervenir
que les applications ®p1,[ W (Q) 171 et h et leur dérivée, par un raisonnement par

recurrence, on démontre que 1'application ¢ est de classe C*.

2.5.5. REMARQUE.
Diff>> (S1) est un groupe de Lie non analytique ( [28]).
Diff > (S1) est un groupe simple ( égal & son commutateur) ([24]), il est engendré

par les difféomorphismes qui appartiennent & un groupe A un paramétre ( [24] ).

&gk
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INTRODUCTION.

Dans cette partie, on expose un résultat de Haefliger [3] sur le calcul du
groupe d'homologie Hy(G,€2) ou G est un sous groupe de difféomorphismes du
cercle et QQ =Q*>( Sl) l'ensemble des formes différentielles sur S!. On sait que Hy
est €gal au quotient de Q par G (L) : I'espace, vectoriel engendré par les éléments
de la forme { g'w -, ge G,me Q= (Sl), ou g*co = wogDg - W} cet espace n'est
pas toujours fermé,il en résulte une non séparabilité de H, (G, Q )= Q> (S1)/G(Q).
Cette difficulté est toujours sans solution ce qui a ramené a imposer une condition
sur le groupe G. En effet, on suppose qu'il est engendré par un seul élément
hyperbolique g (c'est a dire g a exactement deux points fixes et g(B)=B). On démontre,
dans ces conditions, que G ( Q ) est un espace fermé et pour que f soit un
élément non trivial de Hy(G, C* (SI,R), il suffit que pour toute distribution D sur
Sl, G-invariante < D f> est non nul. Le calcul et la caractérisation de ces
distributions G - invariantes est exposé dans le théoréme 3.5.6. Un autre résultat sur
le Hy (G, Q> (S1)) est dans le théoréme 3.5.7.: une forme différenticlle ® est non
nulle dans H, (G, Q) si et seulement pour tout courant T sur S!, G- invariant, la
valeur de T au point ® est non nulle.

Si on 1impose a G la condition d'étre un groupe Fuschien engendré par un
nombre fini de générateurs, on démontre que les distributions ( respectivement les 1 cou-
rants ) G - invariantes sont en correspondance bijective avec les formes différentielles
harmoniques a croissance lente admettant au plus un pdle d'ordre un en certains points
de 1 espace de Riemann B/ G ou B est le disque unit€ du plan complexe
(respectivement les différentielles de fonctions harmoniques a croissance lente possédant
au plus un pOle d ordre un sur B / G). L' espace vectoriel des distributions
G-invariantes et celui des courants G-invariants sont tous les deux de dimension finie.
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CHAPITRE III

ETUDE DU GROUPE H, ( Diff;* ( sl ), Q= (sly)
3.1. NOTATIONS.
) Sl={zeC, lzl=1}.
2) Q®°(S1)=Q 1'ensemble des formes différentielles de classe C°°, définies sur S!
muni de la C* - topologie.
3) G est un sous groupe du groupe Diff > (S!) des difféomorphismes du cercle .
4y G(Q)={ g*co -, geG, weQ}!l'espace vectoriel engendré par les éléments de
la forme g*a)—(x), weQ et geG, of g*w-m = ®wog.dg -o.

5) F (S) est l'espace vectoriel des fonctions harmoniques définies sur S ol S est
une surface de Riemann.

6) F3(S) est lespace vectoriel des formes différentielles, harmoniques définies sur S
ot S est une surface de Riemann.
HhB={zeC,lzl <1}

3.2. DEFINITION D'UN COURANT.

3.2.1. DEFINITION.
Un courant T est une forme linéaire ( complexe ou réelle ) continue sur €2 pour

une Ck - topologie, k € N¥, i.e.il existe a>0,ke N* tels que
VoeQ, | T(w)|=I<T,o>|< al ® [l

ou ||l est la norme pour la Ck -topologie ( voir chap1). On dit que le courant T

est G-invariant si T=0 sur G(Q), c'est a dire

VgeG VoeQ T(o)=T( ),
L=
<T, o> = <T,g*(o>.

Soit T(S!) 1'espace vectoriel des courants sur Sl.

3.2.2. THEOREME.
Soit fe C(SI,R ). Si pour tout Te T(S1), on a <T,df>=0, alors il existe une

suite o, de G (€2) telle que
lim o = df pour la C” - topologie.

n—o+oo N

PREUVE.
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Soit fe C°(SL,R) telle que df n'appartienne pas 2 1'adhérence de G ( Q ). Alors
sur le sous espace vectoriel G(Q) @ R.df de Q=(S!), g*w—w+ Adf - A est une forme
linaire T G-invariante et est continue. En effet, l'application T' qui & Adf — A est un
isomorphisme ( [8], prop 2, corollaire 1). Soit V; un intervalle ouvert contenant A, le

sous-ensemble G ( Q)@ T-I(V))=T1(V,) est un ouvert de G(Q)® Rdf, donc T est
continue. Par le théoréme de Hahn-Banach, T se prolonge en une forme linéaire continue

sur Q, telle que <T,df> =1#0. Il y a donc absurdité.

3.3. LA TRANSFORMEE DE FOURIER D ' UN COURANT.

On définit les coefficients de Fourier d 'un courant T par
Vne Z,c, (T) =<T,einbdo>.

On dit que la suite de nombres complexes (c, ), est a croissance lente s'il existe k

dans N*, ae R," tels que

%k
lc, | < a|lnf Vne2”

3.3.1. PROPOSITION.

Soit (¢, ) pe 2,une suite complexe a croissance lente, alors la série
+ oo

Z c, im0 49

converge vers un courant T e T(S1) dont les coefficients de Fourier c,(T) coincident

avec les ¢, pour tout n dans Z.

Vine 2, <T,eim®do> =c, (T) =c,

Preuve.
Soit fe C°(S!,R ), considérons la suite

+N 2n
_ o N— _ 1 -inx
Sy (f)_zN‘ ¢, fmy ob Bemy= [reoe™ ax
- 0

La suite (SNy(f))ne N est absolument convergente car si fe C°(SL,R ),Vke Nk >1,
on a

im 10 f(n)=0, YkeN.

n = oo
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Donc il existe lim +2N‘ C /%(n) et f— lim fc /f\(n) est une distributi C™( S1 R)
Jim 2 a Jim 2 I stribution sur ,R).

Posons maintenant

on définit le courant Te T(S1) par

V fe C°(SLR), <T, f(8)dO> =-<D, >

La transformée de Fourier de D a pour coefficients :
VneZ, <D,ein®)=<T, ei®d0> = ¢, (T).

3.4. FONCTION HARMONIQUE ET COURANT.

3.4.1. PROPOSITION.
Si (cy) pe 2 estune suite de nombres complexes a croissance lente, alors la série

4 oo + co
T(2)= gt Y, cn(T)Z" + Y e,z
1 1
est une fonction harmonique sur B ={ze C, |zl <1}

PREUVE. _
On a évidement pour zZ=X+1Yy

2 2
& xriy)" +9 (xaiy) =n(n- 1) (x+iy) 2-n(n-1) (x+iy)" =0,
dx? dy2

Un calcul analogue avec z=x-1iy, nous conduit au méme résultat.
Démontrons d'abord que la série

+ oo 4+ oo

_ B N _
T(z)—co+20nz +2‘c_nzn
1

1

est bien définie. En effet, pour z=rei®, si on suppose que |cn|Sa|n|k, on a
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400 400 +o0
— k * ..
T(2)I<leyl+ Y eI+ 3 le, 1" < logl+2a ) Int's", ke N, k fixé.
1 1 1

Comme la série de terme général [n [krn est uniformément convergente pour lzl < r <1,
on en déduit que les séries de termes généraux respectifs lcplr? et lc,lrn sont

convergentes. Comme (x+iy)™ et (x-iy)" sont harmoniques, on conclut donc que
T (z) existe et est continue sur B.

3.4.2. DEFINITION.
Une fonction f définie sur B est dite a croissance lente, s'il existe ke N,a eR +*

telle que

VzeB, If(z)l s-—a——k.
(1-1z1)

3.4.3. PROPOSITION.
L'application F : T =T (z) de T ( Sl) dans £ 4(B) est un isomorphisme de T ( Sl) sur

le sous espace vectoriel des fonctions harmoniques sur B a croissance lente.

PREUVE.
Te %(S!l) est le courant défini par les c, qui sont a croissance lente, d' apres la

proposition 3.4.1., F(T) est harmonique. Il reste a prouver que F est bijective. En effet,

+ 0o + .00
T(z)=c, + Zann + ZC_DEH.
n=1 n=1

Comme les c, sont & croissance lente, ils définissent un courant T e T( sl unique. Il

reste a vérifier que F(T ) est une fonction harmonique a croissance lente, i.e.

Jkel, k21, Jae R, tels que |F (T)I=1T(z)| < —2—.
(1-1z1)

~ . . . %k
Comme les c, sont a croissance lente, il existe a;>0, aj € R, kye N7, tels que

k Sk
1 T 1 .n
Icn|<alln| et|5£(T)|-lT(z)|SIcOI+2a1. E n r.
1
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La série de terme général nkir™ est convergente pour r <1.Il1 existe donc un entier
naturel n, et b tels que

Ainsi
IF(T)I=1T(z)I<lc,l+ D k6" + b <p(),
1

ou p(r) est un polyndme de degré égal a ny-1 et son plus grand coefficient est |ng) k
(k=k;), F(T) est donc une fonction harmonique 2 croissance lente.

n -
Ip()I S 05 (14 e @ ) sk I

N

Réciproquement, soit h(z) une fonction harmonique a croissance lente et montrons que
les coefficients c¢,, sont a croissance lente. En effet,

Jdae [Ri, JkeN tels que Ih(z) I<—2—

.
(1-1)

+ oo
si on pose z=re® alors |h(z)l=lh(re®)i= IZCnrlnleme.

Comme on sait que

27 . .
f rele .e—lne
anﬁj ( I)nl e, (™)
0 r
' A % %% < a
d'aprés (*) et (**), ona lc I< P
(l-r)r
Inl
On en déduit que lc | <blnlk, avec b > a( |n|?|1 " Inlk.

Le choix de b a bien un sens car la suite qui le minore est convergente, on conclut
donc que les c, sont & croissance lente, ce qui achéve la démonstration.

3.4.4. REMARQUE.
On se servira du noyau de Poisson pour faire un calcul explicite de & (T); pour

cela soit Te C(S!), pour 0< r<1 et (¢, (T))pe 2z les coefficients de Fourier
associés, on a
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. Inl i Inl j
pour z = re'?% c.z"= c.r e'h%= E <T, ein®gg >¢ "eln®

+ oo

—<T zrlnlein(()t-e)d6 >

=< T,P.(0t-6) d0>, ou P, est le noyau de Poisson.

i(oe-0) -
=< T Rée11+re, 5 d9>=<T,—1.—|Z—|—2d9>=h(Z).
[-re (@9 1e®-z]

3.4.5. THEOREME.
L' espace vectoriel ( S1) des distributions D sur Sl telles que <D, 1>=0, est

isomorphe 2 l'espace vectoriel des différentielles des fonctions harmoniques sur B, a
croissance lente. Une distribution est appelée O-courant.

PREUVE.
Si df est la différentielle d'une fonction harmonique f sur B, a croissance lente, d 'apres

la proposition 3.43., il existe un courant Tsur S! tel que & (T)={f Considérons
main- tenant la distribution D définie par

Vie C°(SL,R), < S, df>= -< D, f>,

D est bien définie et <D,1>=0. Réciproquement, soit D une distribution sur S! telle
que <D, 1> =0 et soit le courant T défini par

VfeC®(SL,R), < T,df >=-<D,f>

D 'aprés la proposition 3.4.3.,il existe une fonction harmonique h telle que F(T) soit égale

3 h et h est a croissance lente. La différentielle dh répond bien a la question. Il reste
a voir que h ne dépend pas du choix d'une primitive T de D ; en effet, posons
+ 00 +00
h(z) = cnzn+Zc_n2“, lzl< 1,
0 1

comme les c, sont donnés par

Vne 2, C, = <T,ein84de > = - <D, e inf>
on en conclut que dh(z) ne dépend pas de T et dh(z) est unique.

3.5. COURANT INVARIANT PAR UN GROUPE FUSCHIEN.
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3.5.1. DEFINITION. )
Une transformation de Mobius du plan complexe est une transformation obtenue par
la composée :

1) de translation : z — z+a, ae C,
2) de similitude: z — az, ae (E*,
3) d'inversion : z — 1/z.

3.5.2. DEFINITION. ]
Un sous groupe G de transformations de Mobius est un groupe fuschien si

1) G laisse invariant B={ze C, |z|<1},
2)V K compact de B,l'ensemble {ge G, g( K)Yn Kz} est fini,
3) G est discret.

3.5.3. REMARQUE.
Dans toute la suite,le groupe G est supposé un groupe fuschien engendré par un

nombre fini d'applications conformes du disque unité B de la forme

zZ —>g(z)=ei°‘ _z—al, lal<1l, oe R, de BdansB.
a

3.5.4. THEOREME, [5] p.118.
Soit U un domaine de € (i.e U est un ouvert connexe de C) et soit G un
groupe de transformations de Mobius qui laisse invariant U et opere proprement sur U.

Si pour tout compact K de U l'ensemble { ge G, g(K)NnK#Q } est fini, alors U/G
est une surface de Riemann.

3.5.5. REMARQUE. _ -

1) Si G est un groupe fuschien, engendré par un nombre fini de générateurs et
possédant au moins deux élements, d'ordre infini, n 'ayant pas en commun de points
fixes, alors d'aprés les théorémes : 10.1.2., 9.4.2. ¢t 92.4.de [5], il existe une surface
compacte S et k points Xp, Xp,.., X de cette surface tels que B/ G soit homéomorphe a
S\{ xy, Xp,., X¢}. Dans toute la suite, on prendra S\{ Xy, Xp,..., Xk} au lieu de B/G et soit
g le nombre d'anses de cette surface.

3.5.6. THEOREME.

L'espace des distributions sur S! (ou O-courants ) G- invariantes, nulles sur les constantes
est isomorphe & l'espace vectoriel des 1-formes harmoniques sur S ayant au plus un
pole d'ordre un aux points Xp,..., Xg.

PREUVE
Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin du théoréme 3.4.5. et de résultats
préliminaires dont on indique les références de démonstration.

1) L'application projection qui a z — p(z) de B dans B/G est une application
holomorphe, D'apres [ 4 ], 4c, page. 121.
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2) L'application " p " induit un isomorphisme px :f— px(f)=fop de ¥ (B/G) dans
F(B).

3) L'application p induit un autre isomorphisme p*: o - p*(;) =(m op).dp de %d B/ G)
dans FL4(B).

4) Soit A; un disque ouvert centré en Xxj, i€ { 1.k}, A est isométrique a la surface
de Riemann H/T (voir [ 1] ex6-2, page 122)ou H={ z=x+iy,y>c>0} et Iest le
groupe engendré par la translation t :z — t(z)= z+2m

5) L' application z — e¢iZ=p de H/T dans une carte locale au voisinage de x; est un

homéomorphisme.
6) Caractérisation des formes harmoniques a croissance lente.

Soit ® une forme dans Sﬁed (B), on supposer que ® est I-invariante et que H est muni
de la distance hyperbolique

siz=x+iy e H, ds=dz/y.

Au voisinage de x; et par changement de carte ® (z),ze H, est de la forme

+ oo
u)(z)=z c, e

et m est A croissance lente si et seulement si
* .
JacR*+ JkeN tels que |c,einz| < ayk

Si on pose z=x+1y, cela revient a dire que

| cpeYelX||dz| = |cpe™ y| < ayk, Vne 2.
=N
lc, enY| < ayk-l
soit encore
c,=0, VneZ _={ne Z/n<0}.

Ainsi, une forme differentielle harmonique ® invariante par I'est a croissance lente si et
seulement si

+ oo + oo

(o(z)=z:cnei“Z dz + 2 cy e 1% gz,
0 0
comme, dp=idzP, on a dz=-idB/PB; w(z) est donc de la forme
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+ oo

. ndB . +°°__n
©(z)=-1 Y, ¢, B T )Y, 5 B
0

0

ol | By

Selon que cg est nul ou non, ® (z) admet au plus un pdle d'ordre un au point B=0.

La forme differenticlle o e %d(B/ G) elle que c0=p*(x admet au plus un pdle

d'ordre un aux points x;, ie { L., k }.
Démonstration du théoreme 3.5.6..

Soit D une distribution sur S!(ou O-courant) et soit T le 1-courant associé sur Sl
D'aprés le théoréme 3.45., a T on fait correspondre la différentielle d'une fonction
harmonique sur B & croissance lente, notée df. D'aprés le résultat 5), Il existe une

forme différentielle p € 4 (B/G) telle que f =p*p; p est une forme différentielle ayant

au plus un pdle d'ordre un aux points X;, 1<i <k. La forme différenticlle p est unique
car p* est un isomorphisme donc f est unique.
Réciproquement, soit p une forme différentielle sur B/ G ayant au plus un pdle

d'ordre un aux points x;, ie { 1,., k }; d'aprés le résultat 5) précédent, il existe une forme

N

différentielle ® sur B telle que ®= p* p et ® est a croissance lente. D'aprés le
théoréme 3.4.5., il existe un O-courant D sur S! unique tel que < D,1 >=0.

3.5.7. THEOREME.
La dimension de 1'espace vectoriel des 0 - courants, sur S1, qui sont G -invariants et
nuls sur les constantes est égale 3 max( 2g, 2g+2k -2).

PREUVE. _ .
Pour démontrer le théoréme, on a besoin du lemme suivant.

3.58. LEMME [1] p. 251
Si S est une surface de Riemann compacte a g anses, l'espace vectoriel des

C-formes différentielles harmoniques sur S est de dimension 2g.
Retour & la démonstration du théoréme, pour cela on va envisager deux cas :

1) cas ou k=0.

D 'aprés le lemme précédent, les formes différenticlles sur B/ G sont régulicres et
la dimension de l'espace vectoriel engendré par ces formes est égale a 2 g. C'est aussi
la dimension de I'espace vectoriel des O -courants sur S, ceci d'apresle théoreme 3.4.6.
2) Cas ouk=1. _

D 'aprés le théoréme de Riemann - Roch : [21],27C page 326 ou [1],10-5) p 264 et
10-11] p 267, la dimension de lespace vectoriel des formes différentielles sur B /G

ayant au plus des pdles d'ordre un est égale 3 2g+2k -2. On conclut donc que
l'espace vectoriel des distributions (0 - courants ) a pour dimension max (2g,2g+2k-2).

3.5.9. THEOREME.
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L'espace vectoriel des courants sur Sl est isomorphe a 1'espace vectoriel des
fonctions harmoniques sur B/G dont les différentielles admettant au plus un pole

d'ordre un aux points x;, 1 <1 <k, sa dimension est égale a max (1,k).

PREUVE.
Soit T un courant sur S!, d'aprés la proposition 3.4.3., on peut lui associer une

fonction harmonique " ¢ "sur B, & croissance lente et cette correspondance est un

"

isomorphisme. La différentielle " d¢ " de "¢ " est une forme harmonique sur B a
croissance lente. Comme p>l< est un isomorphisme, il existe une forme différentielle dy

sur B/ G, ayant au plusun pdle d'ordre un aux points x; 1 <i<k. La réciproque se
démontre facilement en remontant la démonstration précédente. La dimension de cet espace
dépend de la valeur dek; en effet,

-Si k =0, d'aprés [1], TH10-16) p 271, dim = 1.

-Sik =1, d'aprés [1], TH10-16) p 27let p 272, dim = 2.

- Si k=2, dapres[3]), dim = k.

On conclut donc que la dimension de I'espace vectoriel des courants est égale a max (Lk).

3.6. FERMETURE DE G ( Q> (S!) ) : ETUDE D'UN EXEMPLE.

On sait que Hy(G, Q) est égal a l'espace Q quotienté par G(Q). On munit H, (G, Q)
de la topologie quotient qui n'est pas nécessairement séparée car G( Q) n'est pas en
général fermé dans Q comme le montre I' exemple suivant.

3.6.1. EXEMPLE.
Supposons que G est le groupe engendré par la rotation Rg(Xx) =X+ 0, on

suppose O irrationnelle. D'apres [ 7], 1' adhérence de G (Q) est de codimension 1.

Comme la mesure de Lebesgue est G -invariante et est nulle sur 1" adhérence de G (L),
les O - courants et les courants sur S! sont des multiples de cette mesure. L'espace
vectoriel des O- courants et celui des courants ont chacun sa dimension égale a 1. IIs

sont donc isomorphes a C.

2n 21
fe C(s', C) telle que jf =0 =>de=0.
0 0

D'aprés le théoréme de Hahn - Banach et le théoréme 3.2.2., il existe une suite Oy

dans G(Q) telle que

pm ooy = f, pour la C - topologie.

Supposons maintenant que 6 vérifie une condition diophantienne



43

(o, PB)e [Rj_2 tel que ‘v’(m,n)e[]‘l*z, ImO +nl Z—a——B,
(1+m?)

(Si 0 ne vérifie pas cette condition, on dit que © est un nombre de Liouville ). On

démontre qu'il existe ge C= (SL,R) telle que
f=goRg— g

(Ce résultat sera démontré dans la derniére partie ).

Si 8 est un nombre de Liouville, g n'existe pas toujours ( voir thése de Hermann
sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle ). Hg( GC(SL,R))
n'est pas nécessairement séparé. Un raisonnement analogue sur Q conduit a la non

séparabilité de Hy (G, Q).
3.7. ETUDE D' UN CAS PARTICULIER DE Hg( G, ).

Dans toute la suite,on suppose que G est engendré par un difféomorphisme g qui
est hyperbolique, admettant deux points fixes x,et x_ 1'un est attractif, l'autre est

répulsif.

3.7.1. LEMME
Soit U un intervalle ouvert de R contenant zéro,et fe C(U,R ) nulle en 0.
Pour

Ae [Ri tel que 0 <A< 1, la fonction définie pour tout X € U par

+ oo
2 fF(A x) est de classe C .
0

PREUVE.
Soit K un compact, KcUet Oe K, d'aprés le théoréme des accroissements finis on a

L) 1= AN T x 1IDEA"x ) 1€A™ X1 Sup, IDfI<a ), ae R} .

-+ co
. - pd a2 pd M z n - e
Du dernier terme de cette inégalité, on en déduit que la série Z f(A x) est uniformé-

0
ment convergente et que sa limite est dérivable. Par un raisonnement par récurrence,
on démontre que cette fonction est de classe Ce.

3.7.2. PROPOSITION
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On suppose que |Dg (x,)l =A>1 et | Dg(x. )|=p<1.Soit ¢ € C2(SL, R), les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) 3ye C2(SLR)tel que ¢ = w—yog et W(xp)=y(x).

+ oo
1
2) 9(x)=9(x)=0 et I ¢(g"(x))=0, Vxes.
On peut méme donner la forme explicite de v :

+ oo
Y(E)=D, 0 (g"(x)).
0
PREUVE.

Supposons que @ =Wy -Wyog, comme x,et x_ sont des points fixes pour le

difféomorphisme g,on a bien ¢ (x4) = @(x. )=0. Il reste & prouver que
4+ oo
D e (x)) =o.

En effet, comme ¢=y-yog,on a donc Qog! =yogh-yoghtl. Si on remplace
cette égalité dans la série

+ co

o () (%)

on obtient 1'égalité suivante

+ 00 + 00 + oo
Do (x))=Y 0(g"(x)) + Y o(g"(x)).
- 0 1

Cette décomposition a bien un sens. En effet,

pour n —+ o et pour tout xe Sl, g"(x) tend vers g(x,)et gh(x) tend vers g(x_).

Montrons que cette convergence a lieu pour la C® -topologie. Pour cela, considérons
un chemin

Y:[0, 1] —SL

Soit t; € [0,1] tel que y(t;) = x, et calculons le développement limité de la

fonction ®:t > P(t ) =@ oghoy (t) de [0,1] dans R. On a

Q(t)-@(t;) = (t-t1).Do(ghoy).Dgt (7). Dy(t;) + o(|t-ty]).
On sait par hypothése que
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| Dgloy(ty) | < AR,
si on choisit o(|t-t;] )<1/n2, on obtient la majoration suivante

| pogloy(t)| <A+ 1/ n2

Le second membre est le terme général d'une série convergente, d' aprées le lemme

précédent, la série de terme général @Qoghoy(t) est convergente pour la C™-
topologie, ce qui prouve que la série suivante

+ oo
2 @ (g"(x)) est convergente pour la C” - topologie.
0

La démonstration est analogue pour la deuxieme série.

+ oo
Il reste a prouver que Z 0(g"(x)) =0. En effet,

considérons les suites Uy et Vy définies par
N -1
Ug= D o(g") et V=D o(g").
0 -N

On démontre facilement que Uy = ¥ - yogN+l et Vy = yogN - y,en
additionnant Uy et Vy on obtient

+N
Uyt YW = Z o(g=yog N -yogt et
-N

+4 oo
im (Ug + V)= D e(g)=lm (wog™N-vog N = yix,)-w(x)=0.

N — + o0
40
Réciproquement , supposons que @ (x, )= (x.)=0 et 2 @og"=0 et montrons qu'il existe

ye C°(S1,R) telle que @ = y - yog. En effet, si on pose

+ oo

VxeSl, \p(x)=z(pogn(x),
0
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alors y répond bien a la question car cette série est C*-convergente d'aprés ce
qui précéde ; on vérifie que Wy est solution. En effet,

+ oo + oo
on a bien y(x, )=y (x.)=0 et \|!—\|on=2(p0g“-2(pog“=(p,
0 1

3.7.3. PROPOSITION.
Soit g un diffSomorphisme de S! qui vérifie les mémes hypotheéses que celles de la

proposition précédente et soit @ € €, les deux proprietés suivantes sont €quivalentes :
1)Jae Q@S /a(xy) =o(x) et ©=0a-g o,

+ 00
2) 0(x,)=0(x)=0e Y g 0=0.

PREUVE.
Une décomposition analogue & la précédente montre que

+N
z g*nm=g*-Nm_g*N+1m=mog-N.Dg—N_mOgNH DN+l
-N
et
1 N
pour xe S, Nlii>n+§;N(x) =X, etNle“ogNH(x) =Xx. donc Z g*n(o=0
et w(x,)= 0(x)=0.
Réciproquement, supposons que ® (x,)= ®(x_)= 0 et Zne v g* N =0. Posons

+ oo
* s * n L. .
o = Z g M@, cette séric est convergente car || g rl(o|| <A ||o|l. On vérifie aisé-
0

ment que o(x,) = a(x.) et =0 — g

3.7.4. COROLLAIRE.
1) G(C=(SL,R)) est fermé dans C*> (S, R).
2) G(Q) est fermé dans Q> (S!).

PREUVE.
Considérons une suite @, dans G( C=( SI,R)) convergente vers ¢ pour la C*-

topologie, comme on a pour tout me [N,

O (X)) =9, (x) =0

on a €encore
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0(xy) =0(x.)=0,
de plus, on a

lim ¢,0g=@0g pour la C™- topologie,

m—> + o

on a donc

+ oo + oo 4 oo
2 § . . E n

D'aprés la proposition 3.7.2., il existe W e C°(SL,R) telle que Wy (x,) = W(x.)
et @ =y -yog, G(C= (S, R)) est donc fermé. La fermeture de G (Q ) se
démontre de la méme facon.

3.7.5. CONCLUSION.

En général, il est difficile d'expliciter le groupe dhomologie Hy (G, €2) ou G est le
groupe des difféomorphismes du cercle qui conservent l'orientation et Q I'ensemble
des formes différentielles sur S1. Cependant pour qu'une forme différentielle ® définisse

un élément non nul de Hy( G, Q),il suffit par exemple que I'intégrale sur S! de ®
soit non nulle. Les formes différentielles sur S! qui ne sont pas exactes définissent

des éléments non nuls de Hy(G, Q).

KKk
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INTRODUCTION

Les notations sont celles utilisées antérieurement. Dans cette partie, on étudie le
premier le groupe d’homologie 2 coefficients dans Q% (Sl) et le deuxiéme groupe
d'homologie Hy ( G,R )de G a coefficients dans le module trivial R. On démontre que

H (G,@)=1{) a0 ®(g-T)tlqe ) a(gfo-0)=0),
k=1

k=1
et
H2(G, R)= {Z k(g,h)(g-l)®G(h-I) ,k(g,h)=0 sauf pour un nombre
(g,h)eG
fini (g,h) € G>tel que Z A, [h*(g-I)-(g-1)]=0}
’ (g,h) '
(g,h)eG

N

L'étude de ces deux groupes est liée a la résolution de 1'équation en y:

@ =yog-y oi @ € C°(S1,R ) et ge Diff,>° (S!) sont données.

Dans le chapitre IV, on définit le nombre de rotations d'un difféomorphisme de Sl
puis son ergocité, sa conjugaison a une rotation et les nombres diophantiens. Toutes

ces notions sont nécessaires pour discuter et prouver l'existence d'une solution y. On
énonce quelques théorémes fondamentaux liés a ces définitions sur la conjuguaison des
difféomorphismes et sur la différentiabilité des difféomorphismes de conjuguaison.

Dans le chapitre V, on étudie ['équation en y: @=yof -y, en particulier l'existence

de solutions Yy et les conditions d'unicit€ et de différentiabilité¢ de ces solutions.

Dans le chapitre VI, en utilisant les résultats des chapitres IV et V, on explicite les

éléments du groupe Hj (G, Q( S1)) et on donne une méthode de construction de ces
éléments.

Dans le chapitre VII, on étudie le groupe d'homologie H, ( G, R ) isomorphe au
groupe H; (G,IG) et on donne une méthode de construction de certains éléments de ce
groupe.

Le chapitre VIII est consacré essentiellement 3 la démonstration de la non trivialité
des deux groupes Hj (G, Q% ( Slyy et H, ( G, R).
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CHAPITRE 1V
CLASSIFICATION ET CONJUGUAISON DES ELEMENTS DE Diff >( sl

4.1. NOTATIONS.
S'=R /2r2.
Dk(Sly={fe Diffk (R ) tel que f-IR est Z- périodique }.

Dans toute la suite, les éldments de DK( S1) seront écrits en caractéres cursifs.
4.2. TOPOLOGIE SUR C*=(SL R).
4.2.1. DEFINITION.

On appelle Ck-topologie ,la topologie définie sur Ck(Sl,R) associée a la métrique
dgx définie par

@e Ck( SLR), 1¢|,= maxgl 1@l

|<P|Ck= | ¢ |, +1Dg@ly +1D2@ I +...c.ccc.. +1DKg l,

(o y) e (CK(SLR)?, di(oy) = |lo_ wlck
On munit C=(S!,R) de la topologie limite projective des topologies Ck, ke IN.

4.2.2.REMARQUE.
Les éléments de Czk(R,R ) s'identifient a ceux de Ck(S!L,R) pour la ck -

topologie, pour tout ke N=N U {o }.
4.3. TRANSLATION DANS R

4.3.1. DEFINITION.
Pour ote R,On appelle translation de R 1' application R, : R —R définie par

VxelR, Ry(x)=x+o0.

4.3.2. REMARQUE.
L 'ensemble { Ry, o € R} est inclus dans Dk (S1), Vk el

4.3.3. LEMME.
L'ensemble { R, pe 2} est le centralisateur du groupe DK(S1),V ke N.

PREUVE.
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Considérons f e Dk(S1), il existe @ : R — R, Z-périodique, telle que f =1 + .
Supposons, en outre, que f soit un élément du centralisateur de Dk ( S1). f doit
commuter avec tous les R,, O«€ R\@. Ceci se traduit par

V xeR, (I+@)oRy(X) = Ry o(1+0 ) (x),

= X+ 0+ QoRy(x) =Xx+0(x) +0,
= QoRy (X) =0 (x),
== QoRy = 0.

On en déduit que pour tout n dans Z, @ oRpgm = @. Comme ae R\ @, I'ensemble
{na+m,(n,m)e 22} est dense dans R, on conclut que ¢ =ct¢ et f=I+c =R, . Pour
prouver que ce2, il suffit de commuter R, avec I application h:[R — R, définie par

h(x) = x+(1/2n)sin2nx. On aboutit ainsi a I'égalité suivante

VxeR, sin2n(x+c)=sin2nx = c=p eZet R, =R,

Donc le centralisateur de D* (S!) est { R,,pe Z}.
4.3.4. DEFINITION.
On définit le groupe Diffyk (S!), ke N, par
Diff,k (S1)= Dk(S1) / { R, pe 2 }.

4.3.5. REMARQUE.
Dk (S!) est le revétement universel de Diff .k ( S1). Si f € Dk( S! ),on note par

f 1'élément correspondant dans Diff, (S!), parRy celui de R.

4.4. NOMBRE DE ROTATIONS.

4.4.1. PROPOSITION.
Si f appartient 3 DK(S1), ke, la suite (f* . I)/n converge uniformément vers

une fonction constante notée p (f ).

PREUVE.
Pour fe Dk (S1), il existe, par définition, ¢ e C2*¥ (R, R ) telle que f =1+ ¢, posons

v,=f" -1, y: R—>R est Z-périodique. Ainsi pour étudier la convergence de (f - I)/n
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il suffit de 1'étudier sur[O, 1[. Pour cela, soit x{,X, dans [0, I[ tels que x| <X, < xq +1.
Comme f est croissante, f” est aussi croissante, on a donc

Frx) < f1x) < frCx)+ L,
dou 0 <f"(x) - f1(xp < L,

posons
E, = E(v,(0)), on a E, < y,(0) < E, +1

il en résulte que pour tout x dans [0, 1],
[ v () - By | < Ty (O v (0] +l w0y + By | < 2,
ainsi on a

W, (x)/n =(fr(x)-x)/ne[(E;-2)/n,(E+2)/n],

or
Ypp (x) = f" (x) -1, pour tout p dans DN,

= fr(fup-D)(x) = frp-D)(x) + ‘Ifn(f"(p'l)) (x), car y, +I=fn
Comme
Fre-D(x) =f(fre-2)y =2 ) +y(f102) (x),

Par un raisonnement par récurrence, on montre que

p-1 .
Yop® = D W, (F (X)),
i=0

En divisant les deux membres par np, on a
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D'ou, \unp(x)/ np € [(E,-2)/n, (Ey,+2)/n]
Les entiers n et p jouant un rble symétrique, on démontre de méme que

Yoo /mp e [ (Ey2)/p, (By-2)/p],

donc tous les intervalles I, qui sont de la forme[( E,-2)/n, (E, +2)/n] se

recoupent deux a deux. Pour n—+co, le diamétre 8( I, ) de I, tend vers zéro, R
est complet il existe un seul point commun a tous les I, c¢'est donc le nombre

p(f ) de rotations de f.

4.4.2. DEFINITION.

Soit f e Dk(S1),k € N, on appelle nombre de rotations de f (noté p(f)), la
limite pour la convergence uniforme de la suite (f" - 1)/n, pour n — +ee.
I est facile devoir que p(foR,)=p+p(f), Vpe Z. p(f) est ainsi défini mudulo 2.

4.4.3. COROLLAIRE.
L' application p:Dk(S!) >R qui a f -p(f) est continue.

PREUVE.
Les applications (f” -1)/n sont continues, elles convergent uniformément vers p (f)

donc p est continue.

4.4.4. DEFIITION.
Soient fe Dk(S!) et f I' élément correspondant dans Diff k ( Sl). On dit que f

est ergodique si 1'ensemble {f"(x),n e Z } est partout dense dans S, pour tout x
dans R.

4.4.5. DEFINITION.
i) Soit f e DX(S1), ke N, on dit que f est C!-conjugué a R, dans DK(S!), ol
0<n<k, s'il existe g € D" (S1) telle que

f=gloRgyog (p(fl=a).

ii) f ¢ Diff,k (S!) est Cn-conjugué a R,,0<n<k, dans Diff,n( S1) s'il existe un
élément ge Diff n(S!) telle que

f =g'loRyog Ry est une rotation de Sl
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On montrera un peu plus loin que les définitions i) et ii) sont €quivalentes.

4.4.6. REMARQUES.
i) SiRy est 1'élément de Diff*( S1) correpondant a R, dans D*(S!) alors o' =0,

modulo Z.
ii)La classe de(fog) =fo g

iii) Si f = g dans Diff, >( Sy = p(f)=p(g), modulo Z, ot f et g sont les €lé-

ments correspondants a f et g dans D(S1).

PREUVE
i)La classe de(Ry)={RgoR, pe Z }={Rgyppe Z }= Ry ol o'=a, modulo

2.
ii)fog= {fogoR, pe2} = { foRjog0 Ryy (p.q)e 2% )= fog

iii)f=g & f=2goR,, peZ & f=g+p =p(f)=p(g)+p, on en
déduit que p (f) = p(g ), moduloZ.

4.5. CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DE R ET DE Sl

4.5.1. PROPOSITION.

Si fe Dk(S!) est CM-conjugué & R, 0<n< k,dans D (S!) alors f est CV-
conjugué 3 R, dans Diff,n (S1) cest a dire si f= gloRyog alorsf=gloRgyog, ol
ge Diff,=( S1) est I'élément correspond 2 g dans D(SD.

PREUVE.
Ceci découle de la remarque 146., ii) et du fait que classe (g ) = g-1.

4.5.2. THEOREME ( Herman [9] ).
Pour fe DI(Sl), il y a équivalence entre
a) f est Cl - conjugué a R,

b) Hy (f)=Suppe2 | Df*l, et p(f) =a.

PREUVE.
a)=b).
Supposons que g e DK(S!) soit I'élément qui conjugue f a R, Clest a dire
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quel'on a f=gloR,0g L application:t— W, (t)= D( gloR0g) de R dans R est
périodique de période 1. En effet,

D(gloR;p 0g)=Dgl(g+t+p).Dg = Dgl(t+g).Dg=D(gloR,0g), Y est continue
car l'application: t— g/oR0g de R dans R est de classe CL

= gloR,0get Dff =D (g1 oRy08)=D(gloRy08)= D(gloRy0g), ol nt'= nt,
modulo Z. Comme nt' e [0, 1], 1'adhérence de l'ensemble

{D(g'oRy 0g ),ne 2}

est compacte, donc Sup, . Zl D | <+o. I est facile de voir que p(f)=o.
b)=a).

Supposons que H; (f)=Suppe 2 | Dfn | < +o0 et p (f) =0, montrons qu'il existe un

élément g € D1 (S!) telle que f = glo Ryo g En effet,

si p(f)=p/qe @Q, D'aprés [1] ch. I, paragraphe 6, il suffit de prouver que f4=R,. On

va raisonner par | 'absurde. En effet,

supposons que f4 #R, Il existe un intervalle I=[xy,X], X;#Xy et Vxel, ona les
deux relations suivantes :

fa(x) -x-p #0,
fQ(x)-Rp(x) =0 pour X =X; OU X =Xj.

La famille {f",ne Z } est relativement compacte sur I, elle est donc uniformément
équicontinue (en fait il existe une sous suite uniformément équicontinue ), de méme pour

la famille { 9 - np,ne}. Si (f9-p)(x) -x <0 & (f9-p)(x)< x, daprés
l'uniforme équicontinuité et le fait que f" - np = ( f49-p)f, on a

limp 400 (f™- 10p )(X) = X3
et

Hm e (f™- 0p ) (%2 ) = Xp.

La limite simple n'étant pas continue donc la suite (f"4-np) n'est pas équicontinue, d'ou
l'absurdité. L'autre cas ol (f9-p)(x) >x conduit 2 la méme absurdité. On conclut
que f4 =R, et d'apres [9],chD-6,il existe g dans D° (S telle que f= g loRyog. Si on
choisit

o
—

Cfi-il,

g q

1]

=_1_
q 4
i=0
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on voit que Dg =20§i$qui/Q>0 donc geDI(S!) et f=gloRy,0s.
Si p(f) =ae R\Q, posons K= Sup,¢ 2 | D~ |0, on a la relation
VneZ, 1/K < Df"<K car Df" (fr) =1/ Dfn

On en tire que  Sup,c 2 | LogDfn |0. Comme on a
n-1 )
LogDf"= Y (LogDf)of ",
i=0
d'apres [1] et [11], f est ergodique sur S! et il existe @ : SI = R continue telle que

LogDf = @of-¢ (%)
Pour tout ¢ dans R, @+c est aussi solution de 1'équation (*), on peut donc choisir

ceR tel que

1 X
Je(P(x)+c dx et posons h(x)= je(P(x) ¢ dx.
0 0

On vérifie que h € D1 (S1),Dhof.Df =Dh, hof =Ryoh et f est Clconjugué a R,

4.6. DIFFERENTIABILITE DES DIFFEOMORPHISMES DE COJUGAISON.
Pour fe Dk(S1), soit Hy(f)= Suppe 2| DfF [0 (421).

4.6.1. THEOREME [1]
Si feDKk(S!), ke N,V n< k,p(f) =0, pour que f soit CM-conjugué a Ry il
suffit que H, (f ) < oo,

PREUVE
Pour oo e R\Q, voir démonstration dans [9].

Nous démontrerons seulement le cas ou p (f )=p/q. En effet, considérerons 1'application
Sq(f ) définie par

q-1
_1 i . p
sq(f)—qg,(f-la).

Montrons que Vn<k, So(f) e D ( S1), en effet,
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f=I+y =12 =1+y+yof, on démontre par un raisonnement par récurrence que

1
g=L| I+ I+ ofd | p(q-1)
L 2( ;)w f -1,

i=1

i-1

Si on pose

q-1 q-1
- -1 i_;Py=Ll i p(q-1)
g =Sg(D=g (X (fi-ifyn=g 3 /-2,
1i=0 i=0
SRY i p(g-1)
— N = J N
—I+‘Pq, ou ‘Pq—z 2\|!of - 5 .
i=1 j=0
On remarque que,Vn<k,ge Dn(Sl). 1l reste & démontrer que gof=fog. En effet,
q-1 a1
-1 vl _jPy-1 i_iP q._
gof =2 D r-if=t X (i g (9D,
i=0 i=0
d'aprés [1] ch. I, paragraphe 6, f4 = R, donc I-f4 = p, par conséquent
gof = g +p/q = Ryjyog et f=gloRy, og

Kok ok
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CHAPITRE 1%
ETUDE DE L' EQUATION: ¢ =yof- .

On se donne fe Dk(S1), oe Ck(SIL, R), soit f I'élement correspondant de f
dans Diff k (S!).On se propose de chercher ye Ck(Sl), k20, telle que

o=yof -y
5.1. THEOREME ( Denjoy [17] page 81 ).
Soit f e Dk(S1, k=2, si p(f) = € R\Q alors f est ergodique, c'est a dire
V xe S! I'ensemble O(x) = {fM(x), neZ } est partout dense dans SL,

5.2, ETUDE DE L'UNICITE DE LA SOLUTION DE L'EQUATION.

5.2.1. PROPOSITION.
Soit fe Diff,k(S!),k 22, si p(f)=Be R/Z\Q/Z et si 1'quation ¢ =yof-y

admet une solution y € Ck(SLR), alors cette solution est unique a une constante prés.

PREUVE.
Supposons qu 'il existe deux solutions et Y, On a la relation

(W1 - ¥y) oft =y -y,
Par un raisonnement par recurrence, on montre que

Vnel, (Yy—yy)ofh = y; -y,
Comme fest de classe CZet p(f) € (R/2)(@/2 ) 'apres le théoréme 2.1.,{f"(x ), n e 2, xeSl)

est dense dans Sl, y,—y, est continue et constante sur un ensemble partout

dense, donc y, —y, = Ct¢ sur SL

5.3. C.N.S. SUR L' EXISTENCE DE LA SOLUTION VY.

5.3.1. PROPOSITION.

Soit @ € c=(s', R), plgqe @,(p,q)=1 et J-(p=0, l'équation en f :
gl
O=YoRp,-V

admet des solutions si et seulement si pour tout k dansqZ, ®(k)=0, o les ® (k)
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sont les coefficients de Fourier de ¢ d'ordre k.

PREUVE.
Si y existe, on a 1'égalit€¢ suivante
- p
A2k (x + =) i .
2 \/.|\I(k)e q _2 {I\I(k)e-lznkx =z$(k)e—12nkx.
ke 2 ke Z ke Z
Soit alors
A 'im(% i2nk i27k
Yadmee  T-1ne™ =Y o),
ke 2 ke Z

en identifiant, pour tout k entier relatif, on obtient

okl

Pk (e 1-1)=0)

Comme on a V keqZ, (e127kP/d_1) =0 ceci implique ©(k)=0, d'on la
nécessité de la condition.

La condition est suffisante. Soit ¢ e C®(S1,R) elle que (Ap(k) =0 pour k=nq, n e N.
Considérons 1'application y définie par

o(k)
W(X)=Z ¢ giakX
keZ , k#nq -2k -

D'ol y est solution de 1'équation @ = YoRp,._ W (Rpq est une rotation de Sl).
Montrons que cette écriture a un sens. En effet, il suffit de prouver que la série

définissant y est convergente. Comme on a

1% (k)! < 19 (k)] ,k#ng, ne Z.

iomE 12 sinkm 21

I1-¢

Posons llkp/qll =Infyy ¢ Z |kp/q+mg| il est non nul car k# ng. Soit mg tel que
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Il'kp/qll -mg = k p/q,
on a |sinmkp/q | = |sinn|lkp/ql| cos myn —sinmgr cos llkp/qll |= | sintllikp/qll

Pour ke Z,k#nq,ne N, le réel Il kp/qll prend les valeurs { 1/q, 2/q, 3/q....q-1/q }.
Ainsi sinllkp/qll prend un nombre fini de valeurs toutes non nulles. Si on

considére A =Infjq<q.q1sin wllkp/qll, on a

1§ (k)|

<Lidwl
| 2sin || k%n |

A

Le second membre est le terme d' une série convergente, donc la série qui définit
est convergente et \ existe, ce qui ache¢ve la démonstration.

5.3.2. COROLLAIRE.
Soient @ € C°°(Sl, R),pqe Q, j(p:O et §(k)=0 pour tout k dans qZ . Il existe
§!
¥ € C=(S1, R ), solution de 1'équation @ =y 0 Ry q-V.

PREUVE.
Soit

o (k)

-i27kx

V= z | oi2mkplg © '
ke . kegz C(1-€ )

Pour tout entier naturel n,1kD @ ( k) |/ | 1-¢i27kp/d| est le terme général d'une
série convergente ce qui prouve que I'application  définie par

K" é\P (k) e-iznkx

v, = -
1 -i2mk
e 127 p/q)

kez,kzqz (1 -

est normalement convergente . Or y; =D v, donc pour tout ne N, ye Cn( SLLR)

donc y € C=(SLR).
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5.3.3. COROLLAIRE.
Soient @ e C=(SL,R),fe Diff,k(S!) et f=gloRyqog [ @ogl =0 alors

'équation @=wyof-y admet des solutions We C(SL,R) si et seulement les coeffi-

cients de Fourier, d'ordre k, de @o gl sont nuls pour tout kdans qZ.

PREUVE.
La condition est nécessaire. En effet, supposons qu il existe e C2(SL,R) telle que

p=yof-y,

ce qui est équivalent a
¢=wyo glo Rp/qog - Y
2=

0o gl=yogloRyq- wo gl

D 'aprés la proposition 2.3.1., pour tout ke qZ, les coefficients de Fourier d'ordre k, de

@og-!, sont nuls.
La condition est suffisante. En effet, supposons que, pour toutk e qZ, les coefficients de

Fourier, d'ordre k, sont nuls. D'aprés la proposition 2.3.1., il existe y, appartenant a
C>(SLR ) telle que
o gl= \VIORp/q‘ Yis

e ¢ogl =wypogofogl -y,
& ¢ = Yogof -y og,
© ¢=yof-y ol Y= yog,

Comme Wy, e C* (S, R) et g peut étre choisie dans Diff,=( S1) alors ye C(SL, R).

5.4. NOMBRE DE ROTATIONS DIOPHANTIEN.

5.4.1. DEFINITION.
On dit que o€ R satisfait & une condition diophantienne s'il existe €>0 et une
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constante C>0 tels que
V (p,q) e 2x2*| o -p/ql = C/ q2* (on peut choisir C=1).

5.4.2. REMARQUE. [13], p.169, th.198.
Le complémentaire dans R\Q des o.e qui satisfont 4 une condition diophantienne est

de mesure de Lebesgue, sur R, nulle.

5.4.3. PROPOSITION.
Si fe Diff,(S!) et f=gloRyog avec o diophantien, soit ¢ C=(S1,R) telle que

N

Js] @o g'1=0, I'équation @=yof-y admet une solution W, unique a une constante

prés. y est définie sur S! a valeurs dans R.

La démonstration de cette proposition nécessite quelques résultats qui seront - énoncés
dans les deux lemmes qui vont suivre.

5.4.4. LEMME.
Pour tout o€ R \@, il existe K dans R* *tel que pour tout (p,q) dans Zx2*, on a

| 1—ei2mo | < Kllpall od lpall=Infpg | pa+ql.
PREUVE.
| 1-ei2rpo | = |(cos2mpa-1) +i ( sin2nmpa | = | 2sinmpa |.
Soit ge Ztel que ll pall = po—q = pa= 1l pall + ¢, ainsi
|2 sinnpo | =] 2sin(nll pall +mp) |=]2sinwlipoly

comme on sait que
Voel0,n/2], 20/m < |sin® | < m8,
en prenant O=mlpall, on a donc
4lpall < |2sinmlipall | <272 lpal,
d'od si on choisit K=>2m% on a bien

| 1-ei2npe | < Klipall
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5.4.5. LEMME.
Soit ote R si o est diophantien alors Ve™>e (€ est comme dans2.4.1.,1a série de terme

général Un=1/n1+9'll noll est convergente.

PREUVE.

Supposons o e R*(la démonstration est la méme pour ate R™). Pour pe N, soit qe N
tel que

lpall=| pa-ql=p | a-ap| = 1/pl+e.

| pro—qi - pror+ayl,
| pr-p2 Il = Cai-a2) / (pi-p2)ls
21/ (| py-py |12

Si pj, ppp<nona lpall21/nt*e et |[lIpoll-lipyal|>1/(2n)+e
Considérons les intervalles I définis par

or, | llp all-lipyoll |

Lo = [ k/(2n) 14, (k+1) / (2n)1#¢ ], 0<k < n-1.

Chaque intervalle I, contient au plus un élément Il po Il pour OSp<n. Ainsi pour

I<k<n-1onallpall 2k/(2n)l+€ Ceci nous permet d' avoir la majoration suivante

n n-1
_ E‘ 1 < l1+e E: 1 1+€ 1+g 1+€
S, = : pal = (2n) e K <2 "n""logn £<Kn log n.
p: =

Considérons maintenant la somme partielle 21 1/ pH+elipall,
<p<

Sps<n
pour p=1 on a Ultall = Sy,
p=2 = 1/ 21+ 1200l = 1/21+€°( S,-8;),
p=n-1 , 1/nl+€ || (n-1)alt = 1/(n-1) 1+ (S, 1-S,5),
p=n . 1/nl*€linall = 1/n+€ (S-S, 1)

En additionnant les premiers membres entre eux et les seconds membres entre eux,
on obtient

n-1 ( 1 1

n \
_ 1 | ;- 1
n_z I pocli = z kPHg (p+1)1+€} Spt v nl+e Sn-
p=1

p=1
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On sait que limp_yoo (1/0n1+€) S, =0 car S, < Knl+€logn, comme

(1/p)-(1/(prDHe) = 1/p2+e,
et

(1/p2+€) Sp < (K/p2+€) . pl+elogp< [K/(pl*E-€)] logp < K/p l+(&-8)/2,

C'est le terme général d' une série convergente et par conséquent la série de terme
énéral U =1/nl+€'lInoil est donc convergente.
g n

5.4.6. LEMME.
Soient o e R, o diophantien et @e C>*(S!, R) telle que Isl ¢ =0, alors 1'équation

¢=yoR, -y admet une solution Y, unique a une constante prés.

PREUVE.
On cherche les conditions d 'existence de . En utilisant les transformées de

Fourier, 1'équation ¢@=wWoRy - Yy se traduit par

-12TTpX -127Tpal 4
Yo (pre P =Y B(py(e Tr-1) e,
pez pEZ

o ®(p) et 1/;\/ (p) sont les transformées de Fourier respectives de ¢ et W .La transformée de
Fourier de y est définie par
AN
§ o(p) -i27px
= €
v(x) -127tpoL :
pez (€ -1)

Pour démontrer que W existe, il suffit de prouver que la séric définissant W est
convergente.

En effet, considérons la suite Vp=,¢(—p) , Vpe Z . Nous avons donc
(e-l2npoc_ 1)
IV | < AI_(b_(p_)l
P lpolt ’

I

ceci est vrai d'apres le lemme 54.5.,A > 0. Comme ¢ est de classe C°°, donc a
partir d' un certain rang p, on a
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VpeZ p2p,, 19(p)l SB.Lk, ke N,

Ipl
on en déduit donc que

| v, < AB/IpKkilpal.

Soit k,e N tel que k, > l1+¢' ol €>&>0 ( € provient de | o —p/q > 1/ g?*€). On
obtient la majoration suivante
|V, | < 1/1pkiipall < 1/1pI+€lpall

D ‘aprés le lemme 545.,la séric de terme général V, est convergente. Donc W existe
et est solution de 1'équation @=wWoRy-y. y+ c est aussi solution de l'équation,
l'unicité de y provient du fait que R, est ergodique.
Retour a la proposition 5.4.3.
Si f=gloRyo0g avec o diophantien (>3e>0,V(p,q e ZxN, la-p/q |>17q2+).
L ' équation

e=yof-y =yogloRyog-v,

© @ogl= yogloRy-yogl,
© ¢ =y 0Ry~ vy, avec @;= 9o gl et y;=yogl

Comme f est C*-conjuguée & Ry, on peut choisir ge Diff >~ (S!) ainsi @, est
dans C*°(S1,R ), d'aprés le lemme 2.4.6., y, existe donc Y existe. L'unicit€ de y se

déduit de celle de y;, ce qui acheéve la démonstration.
5.5. ETUDE DE LA DIFFERENTIABILITE DE LA SOLUTION DE VY .

5.5.1. THEOREME.
Soit f=gloRyoge Diff,~(S!),o0 o est diophantien et ge Diff,( S!). Pour tout

@ eC=(Sl, R) avec _[Sl eo gl =0 il existe y:Sl— R, de classe C*, unique 2

une constante pres telle que @ = yof-vy, y.
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PREUVE.
Unicité, supposons qu' il existe deux solutions y; et Y, de 1'équation 9=y of- y. on

a 1'égalité suivante

¢ =y of- Y= yyo0f-y,
& (Y- y,) of = yi—v,.
Dlol, (W -W,)of" = y; -y, V nelN*
D'aprés le théoréme de Denjoy 452, f est ergodique, car o e R\Q. Donc L'ensemble

{f),ne N}est dense dans Sl. Ceci implique que -y, =C' sur S1, donc W est

unique & une constante pres.
Existence. Par un théoréme vu précédement, on peut choisir g de la méme classe de

différentiabilité que f telle que f=glo Ryog et I'équation @=wyof- y se traduit par
¢=yo gloRgog - W,
& @ogl=wyoglo Ry-vyo gl
& @ =Wy oRy -y, avec ¢ =@ogl et y; = yogl

D'aprés le lemme du paragraphe précédent, Y, existe donc Wy existe. o étant diophantien.
Je >0,V (p,q)e ZxN, | o— p/q | > 1/q 2+ Montrons que Y, est au moins de

classe Cl. En effet, on a

/\ -
llIl(x) = Z —i(gn( Ic)x) c 12“9".
ez (e Y1)

Comme o, = @ogl,p et g sont de classe C* donc @, est de classe C*= . Par

conséquent

VaelN, 19, (p)l =o0(—),
p
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LXCDI <
-i2mpa

< — , K>0
I1-¢e | pllpocll
et
p$, () k
T moo. oM '
Il_elznpal p Hpoll

Les séries de termes généraux respectifs :

_ K . K
P opMiipall ~ p2*e | pall

v =X < K _.
P ol pal pi*€ Nl pall

Il en résulte que les séries suivantes sont normalement convergentes :

o, (p) i
Y ()= * ¢ 27X

-2 TpOL
e (1-e P
et
2TCP€\P1 (p) -2 Tpx
¥, ()5 -2 Tpa © '
pe 2 (1-¢€ )

On en déduit que y, =Dy, et yeCP(S!),VneN Donc y, € C> (S1), il en est

de méme pour ¥ car Y = Y, og et g peut &tre choisi dans Diff, ( S1).

ok ok
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CHAPITRE VI
CARACTERISATION DES ELEMENTS DE Hj (G, Q)

6.1. NOTATIONS.

Dans toute la suite G = Diff, (S!).
A={L:G>5R, VgeG,A(g)=0 sauf pour un nombre fini de g}. Dans toute la
suite A (g) sera noté Xg.

Soit RG = { Z kg.g, Ae A} lalgebre unitaire du groupe G, ol l'addition et la multiplica-

ge G
tion sont données par

1 2 1 2

gt Dhg= D Ugthyle
ge G geG geG

et

(Zkg.g).(z Aoh) = D (Mg A ) gh ).

ge G he G g,he G

Dans toute la suite,un module sur RG, sera appelé un G- module. Pour ge G et e
Q,s0it gf(®@)=wog. Alors g*:@—> wog est un automorphisme de Q et 1'application
qui a g— g>l< définit sur Q une structure de G-module a droite.

6.2. RAPPEL.

En identifiant 1'ensemble des réels aux formes différentielles constantes 1'action de
G sur R est triviale et R sera considéré comme un G - module trivial . Soit 8 I'application
de RG dans R définie par

6:) hyg - 0D Ag) = P

ge G ge G ge G
[Zx /) Ag=0 ]
le noyau de 6 est IG = g8 g=" L qui est un idéal de RG. C'est un R-espa-
LgeG ge G J

pace vectoriel, de base { g-1, ge G}. Donc
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Ker0 =IG = {deGkg( g-1), kg eRlet IG>RG—>R—0 (*) est une suite exacte de

G- modules.
6.2.1. REMARQUE.
RG étant un G-module projectif, la suite (*) est une résolution projective de R.
D'ou,
Tor;G (Q,R )= Ker { ix: Q®GIG-—>Q®G|RGzQ },
ol if[o®(g-1)]= g*(o _o. IG et RG sont considérés des G-modules a gauche

et QO un G-module a droite. Dans ce cas, le produit tensoriel est donc bien défnit.

6.2.2. PROPOSITION .
Tor;G (Q,R) est appelé le premier groupe dhomologie de G A coefficients dans

le G-module Q =Q=(S!), not¢ H; (G, Q)=H; (G, Q°°(Sl)) et on a

H, (G,Q)=1{,a.0,8(g-1) tel que Y a(go-0)=0},
k=1 k=1

ol g e R, gre G e Q< (Sl)etnelN

6.2.3. REMARQUE.
Si on identific I'ensemble Q>°(S1) a2 C°(SL,R),on a

Hl<G,Q°°<sl>>={k2ak[cok®(gk-1>] =k2 2 [98(g-D]/ Y4 (0,08Dg-9)=0)
=1 =1 k=1
o age R, gge G, @« C>(SI,R) et ne N.

6.3. CARACTERISATION DES ELEMENTS DE Hj(G, Q> (S1))

6.3.1. METHODE DE CALCUL D'ELEMETS DE Hj( G, Qe (S1)).

On se donne g, gy, -y dans Diff,= (S1) et on cherche yy, ¥,.. ¥, dans C= (SL,R)
telles que

n
%(ijgj_Wj ) =k ot ke R.
J:

D'ol, par dérivation, on a



70

1 1l
2 Dy o g . Dg;- Du= 0 = 2 Dy ®(g- D EH (G, o~ (s!y).
= =1
Réciproquement, soit ® (6 )=¢og(8).dg (0)-¢p(0)d0 un élément de G (), ou P est
une application de St dans R et ge Diff = ( S1 ). Soit ¢ une primitive de 1.
Localement on aF (0 )=¢@og(0)-¢(0) et dF=0.
6,32 THEOREME

Soient f{,f;, ., f,1 appartenant a Diff > (S1) et ¥y, Py, ., P,y dans CF( SLR)Y il
existe f,€ Diff,=(Sl) et p,€ C* (S, R) telles que

11
2 (Dy.® (f-1) €H, (G, o™ (s')).
]:
PREUVE.
Soit 1' application FeC*(S!, R ) définie par

n
F = 2 (1pj 0 f]. - lpj ) ou les 1{)]. sont arbitrairement choisies dans C ( Sl, R).
j=1

Posons Fy=F -k ot k=Js1 F(x)dx. Nous avons évidemment fg1 Fy (x)dx=0. D 'aprés
Ia proposition 2.8.3. et si on choisit f;, =R, o0 a est un nombre diophantien, il existe
P, € C*° (SL,R) telle que

Fl = 'lpnOR(x - 'll)n.
Par conséquent, on a

n-1
(wjofj— lpj)+ Y, © R, -y, = k.

]:

En dérivant tous les termes de cette égalité, on obtient

n n - 1
]2 (Dy.o £, .ij-mpj)=0:>j=21 (ij@(fj—l))EHl(G,Q (S)).
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o est diophantien et f est conjuguée a Ry. Dans ce cas, on choisit k=IFlo gl dx, et

on résoud l'équation en WY,

F1=Wn0fn —\ljn’
d'aprés la proposition 54.3., Y, existe. On en déduit que
n-1
(ol -v )+ wpofy - vy =k
j=1

Par dérivation, on obtient un élément de Hi(G,Q) de la forme

n-1
Y (Dy, ® (£-1)) +Dy, @ (£, 1)
=1

Une difficulté subsiste néanmoins quant a la comparaison des deux ¢léments précéde-

ment calculés.
skkosk
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CHAPITRE VvII
CARACTERISATION DES ELEMENTS DE Hj (G, R ).

7.1. RAPPEL ET NOTATION.

On considére comme un G -module trivial. On rappelle que
IG={ z }‘g (g-1) ou kg=0 pour un nombre fini de g et z lg=0 , kge R }.
geG geG

IG est un G-module a droite ou a gauche selon qu'on multiplie & droite par h-1
ou h. Soit alors
h*(g-I)=go hl-nl

est I'action induite par G a gauche sur IG et
hx(g-I)=go h -h

est 1'"action induite par G a droite.
Comme RG est un G -module projectif, on a H (G, RG) =0pour n>o0 et Hy(G, RG)
est identique a [R.

7.2. CARACTERISATION DES ELEMENTS DE Hj ( Diffy= (S1), R ).

7.2.1. RAPPEL.
Le deuxiéme groupe d'homologie de G =Diff,>(S1) a coefficients dans R est iso-
morphe au premier groupe d'homologie du groupe G a coefficients dans le G-module

IG ie.Hy(G,R) = H; (G, IG).

PREUVE.
Si on applique le foncteur H« ( G,.) a la suite G-exacte

i

¢
0 -IG oRG -5R—= 0

O Y, A (g-D)= D A

ge G geG

ou

On obtient la longue suite exacte d 'homologie.
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.=~ H, (G,RG)—>H, (G, R) —-H; (G,IG) »H, (G, RG)-» H; (G,R ) >Hy (G, 1IG)
—Hy (G, RG)->Hyg(G,R)—0.

[RG étant projectif,on a H, (G, [RG)=0 pour n>1, d'ou I'isomorphisme entre Hy( G,RG)
et H; (G, IG).

7.3. CALCUL DES ELEMENTS DE Hy (G, R ).
7.3.1. PROPOSITION.
H; (G,IG)= Ker{ix: IG®IG—>IG}, ou ix est donnée par
i#[(g1)®(h-1)]=h"(g-I)- (g-I)=goh! -l -(g-I), dob
n n
H (G, IG)= S1)®(h -1) / h 1) - 1) =0},
(G 16)={D, (g-1)®(h-D)/ D[ K (g -1)-(g]-1)

PREUVE.
A la G-suite exacte

0-IG—->RG—-R—0,

si on applique le foncteur .. ®gIG, on obtient la suite exacte

O—)Tor?( IG, 1G) —)IG@G IG - R G®GIG - RG ®GIG—)O.

Donc on a H; (G,IG) = Ker { i : IG®;IG — IG }.

7.3.2. COROLLAIRE.
. . 2
H2(G, R)={ z }”(g,h) (g—I)®G(h-I), K(g,h)—O sauf pour un nombre fini ( g, h)e G
(ghe G
A h*(g-1)-(g-1)]=0}.
D Mgy lh*(e-D-(gD)1=0)
(g:h)eG

7.3.3. REMARQUE.
Soit g e D°(S1) le relévement de g, 2 R, au dessus de Sl,il existe donc ye C2* (R,R)

telle que g -I = y.La résolution de I'équation

D Mgmy[h(e-D -(g-D] =0,
g.heG
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est équivalente a la résolution de 1'équation
S A Ih .y - y) =0, o yesta déerminer.
he G

7.3.4. COROLLAIRE.
H, (G, R) = { 2 Kh.\ph@) (h-1), kh=0 sauf pour un nombre fini de h et tel que

he G
o0 1
2 kh.(h*.\ph-\yh) = 0, avec I+\|!h eD (S) }
he G
PREUVE.

Soitg = I+, si on remplace y, par(g-1) puis g par g son élément correspondant

dans Diff,> (S!), on obtient les mémes relations du corollaire 4.3.2.

7.3.5. PROPOSITION.
Soient y; € C(SLR) et g e Diff >( Sh,1<i<n,telles que X <<, (W08~ V)
soit nul. Alors il existe

n
[e o] o0 1
(p\lii=(pi € CZ([R,IR), tel que I+(pieD (S )etz ((piogi—tpi)=0.
i=1
PREUVE.

Soit M= Sup ;<< | D |
Si M=0, les y; sont constantes et on peut choisir @;=V;.

Si M>0, on divise 1'égalité par 2M, on obtient

n
1 Ry -
Z;,«ZM ¥ og - (G ¥))=0
1=
Si on pose @, = (1/2M) yj, on a bien la relation demandée, i.e.

n
Z:,(‘Pi°gi"f’i>=°
1=

ot ¢ e Cz”(R,R) car y; e C2*( R,R). Pour montrer que I+¢; € D= (S!) il

suffit de dériver (I+¢;), en effet,
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D(I+¢,) =1+ (1/2M) Dy;

et comme | (1/2M) Dy, | <1, ona
D(I+¢;) >0 ce qui impligue que I+¢@; € D(Sl).
7.3.6. REMARQUE

D 'aprés le corollaire 4.3.4., on remarque que le calcul des éléments de Hp (G, R)
se raméne 2 1'étude des sommes de la forme

n
z (wof - y) =0
=1

7.3.7. THEOREME.
Soient { fi, f5,..., f,.p } dans Diff > ( Sy et { Vi Yo, YW, o} dans C% ( SLR). 1l

existe f,1,f, dans Diff,=(S1) et y, ; et y, dans C<(SI,R) telle que

n
)Y (yof, - v) =0
i=1
PREUVE.
n-2
Posons F = 21‘( y. 0 fi- v, ).
1=
Si F=0, on prend Wy, =V, =0 et les conditions du théoréme sont bien verifiées.

Si F #0, soient k=_[sl F(x) dx et o dans R diophantien, si kest nul, d'aprés la
proposition 2.4.6. il existe @, ; dans C®(SL,R) telle que

F=9o,;0 Ry — @, 1-

n-2
F=Z;‘ (Wofi-) =@ 0Rg - -
1=
Si on prend Y, 1=-¢, fn.1 =R ¥, =0 et f, arbitraire, on a bien 1 'égalité
souhaitée, soit

n
2 (w0 f-vy) =0
)
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Supposons que k>0 (le cas ouk <O est identique ) et posons F; =F -k, on remarque
déja que ISI Fi(x)dx =0. D' apres la proposition 5.4.6.,il existe @, ; appartent a
C(SLR) telle que F1 =¢,10Ry -¢,.1- On en déduit 1'égalité suivante

n-1
-21: (W, 0of -y) =K oy  =-¢  etf =Ry
i=

Soient ¢ dans C°°(Sl,R) et g érgodique dans Diff,(S1) telle que fsl( vog-0)=k
¢ et gexistent toujours car 1'adhérence de 1'ensemble { @og-@, e C*(S!)} est un
hyperplan de C* (SLR). D'aprés la proposition 4.9.6. et comme jsl( Pog-0-k)=0,
il existe y dans C®(SL,R)telle que 9og-¢@ +WoRy -y =k. Ceci implique que

n-1
D (W o £ =)+ (0)og-(-0) + (-¥)oRy-(-y)=0.

i=1

Donc si on pose

CL=VY 0=V @ r =W, 5, O 1= VW, -V, O, = -0, 1 =Rg, f;=g,ona bien le
résultat souhaité

n
Z((PiOfi'(Pi):O'
i=0

7.3.8. COROLLAIRE.
Soient fy, f; ., £, 1,f, dans Diff > ( Slyou f,; est ergodique et f,=Rgy avec o

diophantien, il existe @y, @y,.., @, ;. ¢, dans C*(SL,R) telle que

n n
oo 1
D (9,08 -0.). z (f-1)®(h-1)eH (GR) et T+¢.=h e D”(S),

i=1 i=1

ou h;est le relevement de h;.

PREUVE.
D'apres le théoreme 53.7.,si on prend arbitrairement Y; ,,.., ¥, » On peut construire

V1> Y telles que
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n
Z Cyof-y)=0
i=1

Soit M=Sup1<i<nll|fil si on divise 1'égalité précédente par M, on obtient

n
1 1 -
Zl',( ) of - (Ly, )=o.
1=
On pose, Alors, @; = (1/M).y; 1Si<n,on vérifie aisément que 4 j=1I+ ©; appartient a
D> (S1) pour tout i dans {1,., n}.Par conséquent,si on remplace @; par h -1 et hj
par h; on a
n n
; (hi—I)ofi - ( hi -I)=0 :; (fi-I)®(hi-I)e H2 (G, R).
1= 1=

soekesk
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CHAPITRE VIII

NON TRIVIALITE DE H;( G, Q) ET Hp(G,R)

Dans ce dernier chapitre, on montre la non trivialité des groupes d' homologie
Hi(G, Q=(SY) et Hy, (G, R), en construisant des éléments non nuls dans ces deux
groupes.

8.1. RAPPELS.
On a

n n
oo, 1 oo 1
H,(G, Q(S ))={ka®(gk-1) /Z(gl’:mk—wk)=0, g €G oeQ”(s)).
k=1 k=1
Les éléments { e =1®g,ge G} forment la base canonique du G -module RG ®g RG
qui est lui méme isomorphe 3 RG (G L' application Vieg > Y(ey=g-1 de RGOZRG
dans IG est 1'unique [RG-morphisme défini par Wy ( ag ®g)=y( ag.I ®g)= ag (g-D,

[14] et [15]. ¢ est surjective. Dans toute la suite Q°(S!) sera muni de sa structure
de G- module a droite. Soit

0:s—>® (s)=f(s)ds de S!> L (R,R)=R et ge G, on a
g o= fog(s).dg(s).

8.2. CONDITION DE NULLITE D'UN ELEMENT DE Q= (Sl) ®cIG
8.2.1. PROPOSITION.

Dans le G- module Q*°(Sl) Qg IG, 1'élément Z 1<k <n @k ® (gD est nul si et seule-

ment s 1l existe 0y, Oy,..., 0, dans Q= (S1), ay; € RG, 1<k <n, I1<j<m tels que

n

E a (g-1)=0, Vje{ 1, 2, ...m}
k. k

k=1
et

PREUVE.
Le G- morphisme v :RG®GRG — IG défini ci-dessus est évidement surjectif d'ou la
suite exacte

0— Kery—RG®;RG— IG — 0.
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~

Si on tensorise & gauche par Q°°(S!) au dessus de RG, on obtient encore une suite
exacte a droite

o, ol I® oo, 1 By o 1
—>Q (S )®Kery > Q (S )®G(IRG®G|RG) - Q (S )®GIG%O.
Comme Q% (S1) est un G-module on a Q°°(Sl)®G|RGzQ°°(Sl).
On a la suite exacte
o0 I® o By
-0 (s') @, Kery = Q7 (s')®, RG— @ (s') ®.1G 0.
Ce qui est équivalent a

Qy

Q7 (sh) @, Kery = 07 (s)° S 0°(s')e 16 »o0.

Un élément 0=(®, )geG € Q*(S1H©) = Q=(S!y®gRG s'écrit de facon unique
sous la forme
2 (Dg ® eg )

car la famille { e, =I® g, g G} est une base canonique du G-module RG ®g; RG.

o0 G . . . .
Pour qu'un élément Z @y ®(g-1)e Q (S1 )( ) soit nul il faut et il suffit que cet élément
ge G
appartienne a Ker (I ® y ), ainsi on a l'équivalence suivante

n n
;wk(@(gk-l):O @kz{mk@egke Ker(I® ¥ ),

Ceci est vrai d'apres |'exactitude a droite de la suite ci-dessus, on a donc

n n
;mk@)(gk-l) - ; 08¢, €Im(101)

n m

. oo 1 .

ka@)egk_ Zaj@)l([sj) Lo e Q7 (S1), i(B)) e Kery,
k=1 j=1

et
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i(Bj)=z aé eg,onadonc En‘(ok(@eg =iocj(2agj eg,
kT

geG k=1 geG

J

ou les a, sont nuls sauf pour un nombre fini de ge G.

Si on identifie les deux égalités ci- dessus, on obtient
n m . n m .
J J
e = o a ®e, =
2‘”@ g 2 Z 13 ) ®eg 2. Zaj B )¥ey
k=1 geG I k=1 j=1

et par suite

j=]
=

- j j _ —
(ok-.locjak et;ak(gkl)—o.
J: =

8.3. NON TRIVIALITE DE Hj (G, Q= (S1)

8.3.1. LEMME.
Soit o un nombre ergodique, s'il existe y:S! —R, continue, telle que yo R~y =0,

alors y est constante.

PREUVE.
Si yoRy =y alors WoR,o=y,Vne Z, comme {no, ne Z } est dense dans Sl et

Y est continue donc W est constante.

8.3.2. THEOREME.
Le premier groupe d'homologie de G a coefficients dans Q°°(S!) est non trivial.

Soit H (G, Q= (S!))# {0}.

PREUVE.
Si on identifie Sl 3 {ze C/lizl=1}.

Soit ®(z)=dz - L X -y . xdx+ydy,_
127z 27 2 2 2 2
Xty X“+y

1 .
2n (@ -10))
la forme 0)=(1/21'C).(DI n'est pas exacte et par un calcul simple, on a Jsl(o non nul. Par le

changement de cartes (cos2mt, sin2mt), ®(z) =dt.Soit Ry une rotation de S! ou
o est ergodique. L' élément dt ® (Ry-1) appartient & Hy (G, Q*°(S!)) et il est non
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nul. En effet,

w=dt = 1.dt et woRy dRy =1.Ry.dRy = dt d'ou Ry* dt -dt = dt-dt=0 et par

définition de H;j (G, Q% (S1)) ( voir 5.1)), dt® (Ry-1)e H; (G, Q=(Sl)). De plus si

dt® (Ry -1) =0, d'aprés la proposition 8.2., il existe ay,a,,..., ay dans RG tels que
(*) aj.(Ra—I)=0,Vje { 1,2,.., m}

et il existe O, Qy,...., O, dans Q> (Sl) telles que

n,
J

) j ) o
Alors si on pose aj = 2 7Li .gj, la relation ( *) s'écrit

i=1
n,

n,
J . ] .
J ]
(Z L g)o Ry- (in ‘g) =0.
1=1

i=1

D 'aprés le lemme 6.3.1, aj= Bj=Cte=R -1, Vje{l,2,..,m} et la relation

B.

J

dt—Zoca se traduit par dt= z (R OL OL)—
_]—1 J =1 J

Si on integre les deux membres sur [0, 1], on obtient

1

0¢1=Jdt

0

Ma

J

1
0j(RB @) =0,

e
il
—

d'otr la contradiction, donc dt ® (Ry -I) est non nul et appartient H; (G, Q% (S!)).

8.4. NON TRIVIALITE DE H,(G R)

8.4.1. THEOREME.
R étant considéré comme un G-module trivial ot G =Diff, > (S!) alors le deuxiéme
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groupe d 'homologie Hy (G,R ) de G & coefficients dans R est non nul

PREUVE.
D 'aprés la proposition 7.3.1,1'élément (Ry-1)® (Rgy-I)e Hy (G,R) aveck#0

et o ergodique. En effet,
(R-1).Ry-(Rg-I) = Ry - Ry -Re +1 =0.

D 'aprés la proposition52. et en remplagant Q> (S1) par IG, il existe aj, ap,..., &y
dans RG et (g;-I1),(g-1)p, (gn-1) dans IG tels que

m
- = % - - _ k ok
a (Ry-)=0  (*) et Ry -1 Z;'(gj Dea, (%9
comme dans 6.4, les a; sont de la fcrrme R, -1, Vje{l,2,.,m} et larelation (**)

) B

]

se traduit par
m

R, 1=, (g -D.(Ry -1)= D (goRy~ Rp +1>=j=21[(gj-1>oRBj—<gj-I)].

j=1 ] j=1 ]

En intégrant les applications 9 = g -1 sur I=[0,1],d"'aprés 434. on obtient une

contradiction et par suite ( Ri-1)® (R -1) # 0& est dans H; (G, R ).

seskx
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