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CHAPITRE O

INTRODUCTION

Depuis l'article de Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et

Sternheimer [13] sur la quantification par déformation, de nombreuses applica-

tions de cette notion à l'étude des représentations unitaires irréductibles (R.U.I)

des groupes de Lie sont appa,rues. Plus précisément, il a été alors proposé un

programme de construction et de description du dual unitaire ê (ensemble

des classes de représentations unitaires irr&uctibles) d'un groupe de Lie G,

que nous supposerons connexe et simplement connexe, à partir de l'étude des

déformations de I'algèbre des fonctions C- sur le dual g* de I'algèbre de Lie

g de G (voir [31]).

La méthode usuelle des orbites fit son apparition dans un travail de A.

Kirillov paru en 1962 [49] consacré aux groupes de Lie nilpotents. Elle consiste

à associer aux orbites coadjointes entières de g* des classes de representations

induites et, réciproquement, à une représentation unitaire irréductible de G est

associee une orbite coadjointe par une formule dite formule du caractère de

Kirillov. Depuis, la possibilité de généraliser cette theorie à d'autres classes de

groupes à été signalé. Le développement ultérieur fut obtenu dans les trarraux
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de P. Bernat [14], B. Kostant [47] [48], L. Auslander et B. Kostant [11], L.

Pukanszky [65][66] [67] et M. Duflo [28] [2e] [30].

B. Kostant a remarqué I'existence d'un lien entre cette méthode et le

problème de la quantification d'un systéme mécanique classique. On peut en

effet représenter ce systéme par une variété symplectique .Â1. Supposons le

système est élémentaire pour I'action d'un groupe de symétrie G, la rzariété

est alors un espace homogène et la classification de ces espaces homogènes

symplectiques avait été obtenue bien avant et indépendamment par B. Kostant

[a8] et J.M. Souriau [73]. La quantification du système revient à associer à ,Àl

un espace de Hilbert 7t de fonctions ou des sections d'un fibré. Le groupe G

est alors représenté unitairement et irréductiblement dans 11.

A. Kirillov et L. Pukanszky ont principalement utilisé cette méthode dans

le cas d'un groupe de Lie resoluble connexe. M. Duflo a mis en oeuvre une

méthode de construction du dual unitaire d'un groupe de Lie qui s'inscrit dans

Ie cadre de la méthode des orbites. Rappelons rapidement cette méthode :

Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie B, B* le dual de g, g un élément

de gx, Bn la forme bilinéaire définie sur g par :

B,(X,Y): g( lx,Yl) si  X et Y e g,

G(9) Ie stabilisateur de g dans G, Sb) I'algèbre de Lie de G(g). On note G(g)"

un certain revêtement d'ordre 2 de G(g), p la projection de G(ùt su G(g) , e

l'élément non trivial du noyau de p et G(ùE le sous-groupe p-r(G(g)").

On dit que g est admissible s'il existe un caractère unitaire Xn de G(g)*

dont la différentielle est la restriction de ig à g(ùs et tel que : 1r(e) : -t.

Si g est admissible, on note Xc(g) (rop. XE'b) , Xf"t@) ) l'espace des

classes d'équivalence de representations unitaires (resp. unitaires irréductibles,

factorielles) de G(g)s dont la restriction à G(g)" est un multiple de Xs.

On dit que g est bien polarisable s'il existe une polarisation resoluble en g dans

ga (le complexifié de g) vérifiant la condition de Pukanszky [23].
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Soient g une forme linéaire admissible et bien polarisable,, et T dans X6(g). M.

Duflo associe à (g,r) une classe d'équivalence de representations unitaires de

G , notée ?nG-, vérifiant :

(i) Lecommutant de Tf;,, est isomorphe à celui de z.

(i i) Si a est un automorphisme de G on u É,, o a-l : ff i ,o,.

(rtr) Si g/ est admissible et bien polarisable , r' € Xc(gt), et g' / G.g alors

ff, "t 
Tf;,", sv:lnt disjointes.

(iu) Soient r et rt dans X6(g). L'espace des opérateurs d'entrelacement entre

TnG,, et TnG,", est isomorphe à I'espace des opérateurs d'entrelacement entre r et

T' .

(u) Supposons r factorielle. Soit 7 un élément dans le centre de G(g)e. Alors

rnc,,,h) et r(1,1) sont Ia multiplication par un scalaire.

Les résultats de cette méthode généralisent ceux obtenus auparavant par

Auslander-Kostant dans Ie cas d'un groupe resoluble de type I.

(On peut noter que les résultats de Harish-Chandra [36] [37] [38] peuvent

s'intérpréter dans ce cadre).

Le principal outil de cette théorie est la notion de pola,risation. Cependant

cette méthode est confrontée à des difficultés quand on veut l'étendre à

un groupe de Lie quelconque. Car certaines orbites nilpotentes des groupes

semi-simples ne possédent pas de polarisations invariantes [40] ou ont des

polarisations qui donnent deux representations induites disjointes [71].
Par contre, la "nouvelle méthode des orbites" (le programme de construc-

tion de ô put déformation ) n'a pas besoin de polarisations invariantes et on

espère qu'elle permettra une description plus agréable de ê.

Soit O une orbite coadjointe entière de G, potu retrouver les R.U.I. corre-

spondant à 0,le principe du programme de construction des representations

associées à O, par déformation est Ie suivant :
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Pour chaque vecteur X de g, nous définissons la fonction I 
"ut 

O par :

l tgl  : (€,x),  € e o.

Nous cherchons alors un produit *, en général formel, sur C-((?) :

u*u : lv.C_(u,u)
nO

où z est un paramètre formel tel que :

irt xit - ll *ifr : itx:Yl

si z vaut L/2i. Dans certains cas, le produit * sur C*(O) ou un sous espace de

C* (O) s'obtient directement par un calcul symbolique dérivant d'un procédé

d'états cohérants.

Puis nous extrayons un sous espace .,4 de C*(O) qui contient toutes les

fonctions 1, t"l que le produit formel converge pour rz : L/2i et qui devient

ainsi une algèbre involutive pour * et la conjugaison complexe des fonctions -.

Nous cherchons aiors I'ensemble E des classes de représentations irréductibles

T de (A,,*,- ). A chaque representation T de A est associée la représentation

17 de g définie par :

rr(X) : r1fr)

qu'on exponentie en une représentation de G. Nous obtenons souvent par ce

procédé tout ou une partie dense de ô.

D'autre part, potu exprimer la formule de Plancherel de G, on définit une

application Eo de G dans un espace de fonctions ou de distributions sur O

vérifiant. au moins formellement :

à

frEs(erptX) 
: Es(eæptX) * iX
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et, à l'origine,

Es (e )  : 1 '

Ect æt appelé I'exponentielle étoile, c'est une généralisation de I'exponentielle

eil si G est lR' et * le produit usuel. Nous définissons alors la restriction à (?

de la transformée de Fourier adaptee de G par :

e@)(€) Eo(g)G)e@)ds (ç e ci(G)).

Cette transformation t s'étend en général en une transformation unitaire

de L2(G) dans un espace de Hilbert de fonctions sur le dual entier gi,t de g

(l'union des orbites entières). La formule du caractère de Kirillov prend dans

ce cas la forme très simple suivante :

Il existe une mesure uc) sur E telle que :

f f

J rrrnr(r) 
dus(r) : 

J ot 
(d!)dpo\)

où po est la mesure de Liouville sru (2.

La mesure de Plancherel de G s'obtient en inversant Ia transformation

unitaire t en une transformation de la forme :

f . f rp(g): I eW)(€)Ek-1)(€)d€: I axçoy I E(ùG)n(s-L)G)dpo(€).
Jei-.- Jei^r/G Jo

La mesure de Plancherel est alors Àgze. .E designe I'exponentielle étoile définie

par Els - Eo.

D. funal et J.C. Cortet ont râlise ce programme dans le cas où G est

nilpotent simplement connexe ([1],[4]), puis exponentiel ([6]) en utilisant le

produit de Moyal sur les orbites (2.

Enfin, avec J. Ludwig ils ont étudié le cas resolubles de type I [9].

Si G est un groupe de Lie semi-simple compact, Wildberger ([78]) (voir

aussi [8] [61] [62]) a montré qu'on pouvait utiliser le produit * de Berezin sur

9

:T"
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les orbites coadjointes entières pou réaliser ce programme. Il s'agit d'un calcul

symbolique qui associe à chaque opérateur de I'espace d'une représentation

irréductible z- de G une fonction sur I'orbite (2 associee à zr. Ce calcul est défini

par une méthode d'états cohérents (voir [9],[16] [ 19,20,21] [09]). Il permet de

construire une transformation de Fburier adaptee. Il reste donc essentiellement

à étendre cette theorie au cas semi-simple non compact. Pour les représentations

de la série principale unitaire d'un tel groupe, l'utilisation du produit * de Moyal

a été étudiée par B. Cahen [17] lorsque le centre de G est fini.

Dans Ie present travail, on étudie le cas où G est Ie revêtement universel

SL(2,R) de SL(2,1R), qui est bien entendu le premier exemple à considérer

dans la situation actuelle.

La partie 1 est consacrée aux rappels des définitions associées au groupe

Gr : SL(2,1R.), que l'on peut identifier au groupe G6 : ^9tl(1,1) des

automorphismes du disque unité et à leur revêtement universel C: Sl[m.1.

Ainsi, on rappelle les réalisations usuelles des représentations unitaires

irréductibles de G, qui sont traditionnellement classées en 3 séries : la serie

principale, la série "discrète" et la serie complémentaire. On donne aussi une

description des orbites de la representation coadjointe de G qui sont des nappes

de cônes ou d'hyperboloides.

Dans la partie 2, on associe à chaque orbite du type hyperboloide à une

nappe Ou ( p' > 0 ) une famille de representations de la série principale

paramétree par p et un nombre reel a compris entre 0 et 1 (1 exclu).

Pour cela, on utilise le produit de Moyal * sur Ou. Ce\ui-ci peut être

défini sur r'(oà au moyen d'une transformation unitaire ^s entre L2(o*)
1@

er l. .r',fp,2r[x[0,2r[)dn ( .r3([0,2fl: 1y | /(r + 2r): 
"2r*.f 

(ù]) teue
J [0 ,1 [

que :

Si S(Op) est I'espace des fonctions à décroissance rapide sur O1,, Ies

représentations de (S(Oà,*',-) sont paramétrées par o, elles sont réalisées
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dans Zl([0,22'[) par :

1 f2ir

(riulf)(s) : 
; J" 

su(s, t,a)f (t)dt @ e r,2(0),.f e Lr.(î0,2"1)).

On voit qu'elles s'étendent naturellement à un sous-espa,ce y4 contenant g par :

riTx) : dtri(x),

on d,trft(X) est une représentation de la serie principale ae Sl6n).

Cependant, pour définir la transformation de Fourier adaptée, on a besoin

d'une transformation unitaire .9/ entre L2({)r) et

4 @

I nZtto,hrfxfo,2rf)B-2 (a)da,
J  [0 ,1 [

où B(o) est une fonction C- périodique de période I strictement positive, ceci

à cause de la forme de la mesure de Plancherel de G.

On change alors de produit étoile en posant,

u*' .u: S'-1(,92 * ^9u)

et on montre que ce nouveau produit étoile est formellement équivalent à * par

I'opérateur :

r - t@)  :  B (p ) *u  ca r  u * ' v  :  r ( r -1u* r - l v ) .

La fonctioî P(p) étant "centrale', on voit que les représentations de (A,*,)

sont maintenant :

'r f2n
@',T"11)(r) : 

; J" 
s'u(s,t,a)f (t)dt (u e L2(or),1 e r2.ç[o,zrl1

et

11

r';Qh: d.rî(x).
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C'est ce produit étoile *' qu'on utilisera donc sur (2r.

Puis nous définissons I'action de I'exponentielle étoile sur 5((?r) par :

E(g)*u:  g ' - rç  
[@ t r [ (s)S ' (u)d,a) ,

J  [0 ,1  [

pour tout u de L2(O).

La restriction €u(g) à ()* de la transformee de Fourier adaptee de rp peut

donc être définie par :

1 O
t r(p):  S'- ' (  I  "X@)p@)do): 

S'-r(K.P(t)),
J  [ 0 , 1 [

où .I( est une fonction sur [0,Zrlxl},z-[x [0, 1[ telle que,

K(s + 2r,t, a) - 
"-2ira 

1ç(s, t, a)

K (s,t  *  2r,  d) :  e2ioo K (s, t , ,  a)

K(s , t ,a  +  1 )  :  K(s , , t ,a ) .

Dans Ia pa,rtie 3, on utilise les résultats de [8] pour construire les séries

discrètes holomorphes et anti-holomorphes de représentations de G. Ces

représentations sont notées rh, h positif pour la série holomorphe, h négatif

pour la série anti-holomorphe.

On associe donc à chaque opÉrateur ,4. de I'espace de Ia représentation zrp,

une fonction, le symbole de Berezin Â, tut I'orbite associee 05 qui est une

nappe d'un hyperboloide à deux nappes. Ceci nous définit un produit * sur

chacune des orbites 06 par la relation,

Â* Ê : ,GB.

L'exponentielle étoile est alors simplement donnée par :

En(g): &).
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Enfin on définit la restriction de la transformee de Fourier adaptee à On

par :

13

f ^
tn(d : I çk)En(g-t)ds : on(v),

JG

et

pour toute fonction ç de C?(G).

Dans la partie 4, on réalise la serie complémentaire de G comme une

étoile représentation, en utilisant le produit de Moyal * sur IR x lf et une

râlisation de g en fonctions complexes sur IR. x lf, qui est une déformation

d'une paramétrisation du cône 
"3 

- 
"? 

* r| :0. Ainsi nous associons la serie

complémentaire à I'ensemble des orbites singulières de g*.

Dans la partie 5, on définit la transformee de Fourier adaptee globale t

presque partout sur g* par Ia condition :

t(p)lo, : tp(ç) Vp > 0,

€@)lo^:  €n(ç)  v lh l> I12.

Pour recoller les morceaux correspondant aux series principale et discrète, on

considère le produit * défini sur C-((2) ( O est un ouvert dense dans g*) par :

(u* u) lon :  ( r lo^)  *  (u lo")  et  (u* u) lou :  ("1o,)  * '  ( r lo*)  .

Et on montre, en utilisant la formule de Plancherel de G, que la transformée

de Fourier adaptee globale est une transformation unitaire entre f2(G) et

L?(g), où ll(g-) est formellement I'espace des fonctions sur g* telle que :

^ f
l l / l l i :  I  f  * fd,e<oo.

J L?(s')

Enfin la formule de Plancherel est obtenue en inversant t.
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CHAPITRE 1

t t

GENERALITES

RÉsuuÉ. - Dans cette partie on rappelle les définitions du groupe hyperbolique qu'on
notera G1 , du groupe des automorphismes du disque unité quton notera Go et de leur
revêtement universel qu'on notera G. Ensuite, on donne les réalisations des représentations
unitaires irréductibles de G et sa formule de Plancherel selon Pukanszky [64]. Enfin, on
décrit toutes les orbites coadjointes de G. L'essentiel des résultats de cette partie est issu des
références suivantes [55], [45], [39], [77] [72] et [6a1.

1.1. Le groupe hyperboliqu€, Gr : ^92(2,IR) :

Soit Gr le groupe special linéaire des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients

reels et de déterminant égal à un, i.e.

Gt 
(  (u u ' ' \:  
l e :  \ ,  ,  )  

tGL(2 ,R ' ) /us  -u r t ) :  1 ) '

Soient K, A et N les sous-groupes à un paramètre de G1 définis par :

K - l ' ' - (ens?  
- 'e r 'nn \ '  l' :  

tu,: (.;; ;;; ) loso <2rj,

,r:{o,:(T 
"9,)rten} 

,
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N : {nu: (à i) ,r .  o}
t

1( est un sous groupe compact maximal de Gr.

Lpvttrle 1.1.1 (Décomposition d'Iwasawa ) l7(l. - Tout élûnent g de G1

s'écrit d'une manière unique sous Ia forme:

g : k6 .a1 .nb  auec  01012 r  ;  t , be  R .

De façon plus prér 
( u -) 

. Gr alors: r sq  r r n : \ ,  
s /

e- io -  ry ;  e2, :u2 +u2 et  b:  ry.
!æTæ " 

!ææ
Pour montrer ce résulat, on explicite la relation matricielle et on constate

que le système d'équations en d, t et b admet la solution indiquee et seulement

celle-ci.

1.2. Le groupe des automorphismes du disque unité, Go: ^9tl(t, f) :

Soit Gs le sous-groupe de SL(2,C) formé des matrices de la forme :

.  l a  6 \
A : l i : l  avec  de t (A) :1 .

\P  a /

s ionpor "c=  
1  ( t  - i \

= 
æ (i i ),L'attomorphisme 

intérieur : g -+ CgC-t

de GL(2,C), transforme Gr en Gs. Il induit ainsi un isomorphisme entre Gt et

Go.

Iæ groupe Ge agit sur Ie disque unité D: {z e Al lzl < i} par :

s-L.z : %Ê-= _ pour n-, : (l g) . ^9rl(1, 1) et z eD."  Pz*d \P d l  - - - \

Iæs éléments de G6 peuvent être paramétrés par :

0.,1 : = et u: arg(a) modulo 2z'.
d.
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Il est clair que

lz l  <1,  o:e ' - ( l -  l lh- i  e t  0 :e ' - "y(L- l r l ' ) -à .

Ainsi, Go: {(l,r)l lZl < I et u el - T,r)}, la loi du groupe étant définie

comme suit : (1,,r).(l',,u') : (7",u") avec

1,, : l.y, * re-2;.' t[l + 17, e2i-' l-,

,,),, : u * u, + jr"g + 7,^1"-2t-'][t + l1e-2i-'1-r, modulo 2tr.

Si g est l'élément (l,r) alors g-1 est (-1e2i',_'u).

Par conséquent, le groupe Gs apparait comme le produit topologique du disque

unité D et du cercle.

1.3 Le revêtement universel de .9.L(2, R) :

Dans ce paragraphe nous coûrmençons par rappeler quelques notions sur le

revêtement universel, pour plus de détails c/ [60].

DÉrtNrrton 1.3.1. - Soient T et B deux espaces quelconques. On dit que

g I T -----+ B est une fibration si la condition suivante de trivialité est vérifiee :

pour tout b e B, il existe un voisinage V6 de b dans B et un homéomorphisme

Q de Vu x .F' sur g-L(Vb) tel que :

ç (Q(x , t ) ) :  r ,  Yr  €V6,Vt  e  F .

RnuenquB 1.3.2. -

(i) La fibration est dite triviale si : V6 : B. Dans ce cas : ? est homéomorphe

à B x F et I'application rp s'identifie à la première projection, B x F - B.

(ii) Chaque fibre p-r({c}) est homéomorphe à F.

(iii) Si T et B sont des variétê, g de classe C- et si O est un

difieomorphisme, on dit que la fibration est difiérentielle. Dans ce casi, les fibres

sont des sous-variétes de ? diffeomorphes à F.
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(iu) Si F est discret, on dit que p : T - B est un revêtement.

EXEMPLES. -

a) Soit I/ un sous groupe fermé d'un groupe Xr. Alors, la projection

P: Xr ----- XtlH est une fibration de fibre f/.

b) Si X1 et X2 sont deux groupes topologiques localement compacts et

g : Xt - Xz un homomorphisme continu surjectif de noyau discret, alors p

est un revêtement de fibre Kerg.

DÉpnrrIoN 1.3.3. - Soient Xy et Xz deux groupes topologiques. On dit

que p : X1 ------ Xz est un revêtement universel si c'est un revêtement et si

I'espace total est connexe par arcs et simplement connexe. On dit alors que X1

est le revêtement universel de Xz.

THnoneÀae 1.3.4. -

(1) Tout groupe connere et simplement connexe possède un reuêtement

uniuersel.

(2) Deur reuêtements uniaersels d'un même groupe sont isomorphes.

(3) Si deur groupes sont isomorphes, alors ils ont Ie même reuêtement

uniuersel.

Pour la démonstration de ce théorème on se référera à [60] .

Soit G le produit direct, D x lR, du disque unité et de Ia droite réelle,

i .e .  G :  { (1 ,u ) l l t l  <L  e t  @ €  lR} .

G, muni de la même loi de groupe que celle définie en 1.2 pour Gs -

^9U(1,1) (sans la condition modulo 2zr), est un groupe de Lie.

L'application O : G - Gs définie par :

O(f,r'.r) : (.y, u modulo 2n)

est un homomorphisme continu surjectif et de noyau :

KerQ : {(0,2kr)/k € Z}. Donc, d'aprés ce qui précède le produit

topologique du disque D dans C et de la droite reelle IR. est le revêtement

universel de Go:,SU(l, 1) et aussi de Gr : Str(2,1R).
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Un sous-groupe compact maximal 1{o de Go est donné pa.r :

Ko :  cKC-r :  
{  ( " ; "  

" : , r )  " .  

u}  .

Le sous groupe correspond a* k de G est l'image inverse par o de 1(o et est

isomorphe à IR.

o - t (Ko) : { (o ,d )  /  deR} .

Soit g I'algèbre de Lie de G qui est également celle de Gr.

Dans toute Ia suite, on considère la base de g suivante :

,  r ( r  o\  ,  r l ,o 1\  ,  ,  r (o -1\

" : t \o -L) '  
" : t \ t  o)  et  'o: t f t  o)

On a les relations suivantes :

Vs, I1) :  12;  [ i1  Iz ]  -  - lo  et  l l2 , ls l :1 t .

On identifie le dual algébrique g* de S à S grâce à la forme de Killing

B ( 
"f [32] ) qui est donnée par :

/ \
, -  t

Bl t  r ; I ; ,  D aJ; l :2(rst*rzaz-*oao).
\ i :1 '2 'o  i : l '2 'o  /

1.4. Représentations unitaires irréductibles de C: S^fdn) :

Les mathématiciens Pukarszky (dans l72l) et Sally (dans [6a]) ont détérminé

et décrit toutes les représentations unitaires irréductibles de G. Ces représentations

sont traditionnellement classees en 3 séries :
- la série principale,

- la série "discrète",
- la série complémentaire.
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Dans ce travail, on s'intéresse particulièrement aux series principale et

"discrète".

1.4.1 Série principale selon Pukanszky

La serie principale est obtenue comme une représentation induite unitaire

à partir d'un caractère de M AN oir M est le normalisateur de,4 dans fr 1i"i

fuf - TZ) .Un tel caractère X est déterminé par deux nombres o et r avec o

un réel strictement positif et r compris entre 0 et 1 (1 exclu) donné par

y(erp2Tls.erp tI) - 
"2itr "iot.

Notons r[ la représentation induite. On obtient alors une réalisation bien

connue de r[ [64]. L'espace de r[ est le complété L?(h de I'espace des

fonctions fC*.,tr .Ê vérifiant :

f @ + 2") -- 
"-zr;r 7ç6) po* la norme ll / ll': lo'" lt{ùl' d.e . *.

L?(K) admet une base orthonormée {g,n,m € r * Z} avec g,.(ô) : e-inlë.

Si on note Hi (i : I,2,0), le générateur infinitesimalilr[(t) des groupes à

un paramètre r[(erpttj) tel que r",(erpttj) : .-itH5, on obtient sur la base

orthonormée {g,,} de L?(fr) :

HOgrn: rTL{ltnt

H+e,n: -nl* *, - tf s,-*,, ,
H-s,n: -rl*-;*tfs,,-,

ou

H+:Hr* iHz ,

J { - -H t - i i l z .

Ces opérateurs caractérisent la representation zrl.
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1.4.2 Série discrète selon Sally :

La serie discrète de G comprend la serie "discrète" holomorphe et la série

"discrète" anti-holomorphe. On peut la paramétrer par un nombre réel h non

nul. Elle se réalise dans I'espace de Hilbert Hz,n(D), I'espace des fonctions

holomorphes (si h > 0) ou anti- holomorphes (si h < 0) sur Ie disque D

muni du produit scalaire suivant :

(r,g)n:T 
frrcln\ 

-bl\ 'n-zdsdu si nr;

et

(f , g) s : tim6- r,'+ l, r al;A G - pl\'h-2 drds

le cas oir h < -*, ott a le produit scalaire ci-dessus en remplaçant h par lhl.
Dans le cas oir 0 < h a L,le produit scalaire est défini par :

(r,g)n:ËffiPa'.u.
n:o

oùr /(z) : 
t anzn et g(z) : Db.r^. Dans le cas où, -â < h < 0, on a le
n:O n:O 

æ

produit scalaire ci-dessus en remplaçant h par là1, pour /(z) : 
t anV et

æ 
n:o

g(z) : DU**.
n:o

Ainsi, H2,7, æt un espace de Hilbert ayant pour base hilbertienne le système

des fonctions suivant :

Pour /r, ) 0 on pose :

x , , \  f  f (2à+n) là"* ;  
n€N,Qnr,\z): 

lrffi I ", i n

pour l r (0 ,ona :

À .,-\ - [r(z lnl.t n) 1r o : n € rv.en,h\z) :Lr(2lhmi) ,  i  n

2T
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Cet espace a été étudié en détail dans [6] et [18]. L'action de G sur D est déduite

de celle de Go . EIle est donnée par :

s.z:ak).":# pour n-r:(i i l,

/  n  B\avecO(9) : ( ; '1 .
\P  a /

La série "discrète" admet deux parties, I'une holomorphe et I'autre anti-

holomorphe. La partie holomorphe est donnée par :

("n@).fl(z) : e2i-h(t - lt lt)n(t +72)-2n r@-'.")

oùr â > 0, "f € Hz,n et g : (y,u) e G.

La série "discrète" anti-holomorphe est donnée par :

("n@).r)(z) : e2i-h(r - lrl ')-n(t + tz)2h lb-r .z)

otr /r. < 0, "f € H2,h.

Reunnque 1.4.3. - En remplaçant h par I et Qn,6 par les fonctions {g,-}

oùr rn : -rL- h, on montre, grâce au théorème 2-2-2 de [72], que la série discrète

ainsi décrite est la même que celle obtenue par Pukanszky dans [67].

t.4.4 Série complémentaire :

Soit llo : L2(T) I'espace des fonctions de carré intégrables sur le cercle,

muni du produit scalaire suivant :

(f , 9)',n : 
n), 

-n(2o', h) f*6

si j : D,-fn"tno et g --D-gneinq, o et h étant des nombres reels tels que :

0<o <L/2- lh l , lh l<r /2
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et

Àn(2o,Ol:ffiffi
On munit L2$) d' une base de système de fonctions (g",,),," définies par :

s,-(ei01 : [),p(2o, h)l-t/2.-;^0 si m : h * le, le e Z

et

(f ,g)',n: (f ,g,n)o,nffi.

La série complémentaire se réalise alors dans I'espace Tto,h, complété de Ho,

pour ce produit scalaire par :

(Ior,(^t,,ù1k'e) - 
"-2iuh (#û)n v"o+,"r-t-2or (ff i) ,

s i (7 ,u )eGet (D '  '  (a  É \

Avec res *u"u,Ï"i].;"1f,.$J;:;:ij';Ï on a a,ors:
HOgrn: rngn,

H+9-  - '  (  Àu+t (2o 'h \ \  
1 /2

'n : i (ffi/ (m + L/2 + o)s'n+r''

H-s,o: -, (W#)"' ,* - L/2 - o)s,n-r.

1.5. Formule de Plancherel de G :

Si zr est une représentation unitaire irréductible de G, on lui associe les

opérateus :

r (p) :  Inb)ç(g)ag pour eeCf,(G).
J G

Pukanszky dans [72] (pug" 106) a montré que cet opérateur est nuclâhe (a

trace class) i.e. est un produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt.
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La formule de Plancherel de G est donnée sous Ia forme :

foo 1l

çk) : | | o[Re{thr(a+ ir)}]Tb(n[(@drdo
J O  J O

+ [ 1àl -l)rrQr1,(e))an.
Jl-æ,-r/2lull/2,tæl z

Cette formule présente deux parties qu'on appelle partie principale et "discrète".

On les étudie séparement afin de pouvoir définir une transformation de Fourier

globale sur G.

Reuenqup 1.5.1. - a) La formule de Plancherel fait intervenir les

repr6entations des séries principale et discrète mais pas celies de Ia série

complémentaire.

b) La partie "discréte" ne fait intervenir que les représentations zr'6 pour

lhl > +.
1.6 Description des orbites coadjointes :

Soit g I'algèbre de Lie de G. on designe par g* le dual algébrique de g et

Ad(æ): g --) g la représentation adjointe de G.

DÉprrurrrox 1.6.1. -

(1) On appelle représentation coadjointe de G l'application linéaire trans-

posée de Ad(r-r)qu'on note

Ad.  (x ) :  g*  -  g* .

Donc Ad* : G + GL(8.) est un morphisme du groupe de Lie G dans le groupe

GL(e.).

C'est en fait la representation contragrédiante de la représentation adjointe

de G.

(2) soit / un élément de g* et soit o : G - g* I'application analytique

définie par :

ç@) : Ad. (r)f ( notee aussi r.f),
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son image est par définition I'orbite G./ de / sous I'action coadjointe de G.

Pour plus de compléments c/ [68], [1a].

On sait que, I'algèbre de Lie g de G est également celle de G1 et, grâce à

la forme de Killing, on identifie g* à g.

Ainsi I'action coadjointe de Gr sur g sera donnée par :

g .X :gXg - r  ;  pou r  geG e t  Xeg .

On sait que, les orbites dans g de I'action de G sont les mêmes que celles de

I'action de Gr.

Soit / : (p,0,0) e g où (p, 0,0) sont les coordonnées de / dans la base

{h , I z , / 6 }  avec  p ,>  O .

L'orbite coadjointe de / est :

(  ^  (a 
" \ - , - lor" :  

\sfo- '  ;  e:  ( ;  â)  . " r ] ,

(
O t" : { fur( f * Zbc),, p,(bd - ac), p,(bd, * ac)) / a, b., c, d,€ IR. avec ad, - bc: 1 }.' r)

Le stabilisateur de f est égal à :

Gr(/ ) : {seG I  g.1 : f } :Au{-A] . .

Comme on peut écrjre G1 sous forme Kt NAt où ,4.' : Al) {-A} et

Kt  :  { r r : ( "?" t^  
- t t f ) lo= 

0<t r  } ,  " ,  
comme Gt lGt11)  o t

1 \ sind cos? ) )
en bijection avec Op, alorc Ou æt en bijection avec K'N ou, si on veut,

difieomorphe à K / {id} x N.

Ainsi, tout élément r € 0* æra écrit, via cette bijection, sous la forme

x : ke.na avec le6 € Kt eb na € N.

Ou apparait comme l'ensemble des points I :'(rurz,ro) de g* tels que :

r !+ r l  -  r2o:  p2 > o

Ou æt donc un hyperboloide à une nappe dans g*.
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Reunnquo 1.6.1. - L'orbite (9* est une orbite associée à des représentations

de la serie principale de G (on va le justifier dans 2.3).

Soi t  / :  (0,0,h- È) u* ' ""  h t  â resp. (0,0,h+ j )  avec h < - i )  e e.
L'orbite de / associee à des représentations de la série discrète est :

oh: {sf g- '  t  n :  ( i  
uo) .  

"ry,

( r
( )n: ] ( to t_â) , ie , ,h(bd+"") ;W(&+c2_(a2+b,) ) ;

[ \
(làl-+)sign h (d2 + c2 + a2 + ôr)) I.2  \ *  , " r )J

06 apparait comme l'ensemble des points l: (rr,tz,ro) de g* tels que :

xl+,] - ,,3: -1hl' - ])' . o

avecrs )0  s i  n t ;  e t  xo (0  s i  na - ; .  O t "es tdoncunedes

nappes d'un hyperboloide à deux nappes d" g*.

Or" e.sten bijection avec D puisque le stabilisateur de .f : (0,0, (lhl - ])rt* n)

ætfr  etque G:Dxfr .

Reunnque 1.6.2. - Iæs trois autres orbites de la representation coadjointe

de G sont les deux j cônes d'équations :

r l+*r-  r3:  o,  rs )  o,

f i+x22- r2o :  o ,  16 (0 ,

et {0} .

Toutes les orbites sont des sous variétés de I'espace 1R.3, on peut alors

Ies representer sous forme d'une figure geométrique comme I'indique le dessin

suivant :



Chapitrc.1 27



i ( : i ' r \ i . t : j t t j i  / l l l \ r  ! i . r ;  i  . 1 : i ? t â l  j r Q ; \ i . i : > - . ,  -  . . i r l . i . l r  i ' ,

r - : t t i  r ù

t'\f&\ \l: nllr?s'll(

i " . :  i  i l ; { iO i ' ! i l \ i  : i ' \ r . i i  j i :RtJ: :  ) l i l : ( . :F. ' .L i :  - i t l i . l ! ! :  : 'k l }(  i ; '1 l . . l i  . i i i ) l i i :  i ' l i t :

: ( ! . ; r . iÀ,.1LS; i l i : i r ! :  ; , : i l . \ i l l l " . t , l i  \ i : . : : ! l : :  r1i . : l (  1l '1.1.. i - i  . i t : : { l t :  ; , l ( | } f :1, \ i , l :  \L i l l l . ,

:..{ i l : :,t{ l: i(. i t,.-r.: i  ;Eii l t: i , l{(}Clu.'.1,i:t : l :. lul:; nrrN{.:t ' .\L1.. .;{-: i i lh: i:(|r^.(.: i,.\(.!: } l \ l - i .  r i ;k lg. l t i l \ ( - ;P\r , i :  i t . ; i t l :  i ' ! l l . \ ( : i f . \L i :  \ERlt  : ,Rt la; i i ,sJ-t  ; i i i i i l :  ; ' l t t \ ( ' : t . . \ i , r l

, . : l  : E l t i l . ,  i ' l t l N ( ; l ' \ ù : ,  . f ) i ( l f -  : ' ' t l l r . i l ' . \ t , i :  . i r i l l . l .  ! r l \ t ) ( : l ' 1 t , . : :  - i : l l l l ; 1 1 { l \ ( . : P . ' . r ' . \ i - i :  : ! : . : t j ! j  r '1( l : : ( .1.1,. .L8 . ; i : t { i . :  : ,Ri \(  ; t , , , t_ i :  :È.. j8.  '1 'J\ i  r l ' \ r . !  ; i j - r iË. : ,Ht\r  I

:  
" ! { ; N i . i 9 { . 1 . : : :  

i i l : t i g : , R l \ ' ; i l , \ t . : :  S i l : l i l l i .  ] r k r \ ( : 1 , . ' . 1 _ ] :  > a : R l Ê  / ! { t r . . J . i . : ,  : l : ; i i : : .  i , r i -

: t - i ( l !  I ' i t l l r . i ! ' . \ L i :  > l l i t L  : ' : t l \ r  : t \ l . i  \ r i l ( l E  . , 1 { l l . . i P . t L !  i ë i t l E  I ' l i L \ ( : l . . r t . i :  : e i { l

. : : 1 .  i  i : : \ i  : .  , j

. : ;  - j . l l : i  l .

. : , t .  . . i . .  _ i , , : . :

.  i i  t  : : " . r  i . .

:  : / : 1  ' l ( , ' , '  .  I

, . 1  . t i i l ! a . , ' r i

r i ' r ; . \ t : . :  . i . . i

. , { l  \ (  : 1 ,  i  Ii t i  . 1 , \ (  i i , \ l



CHAPITRE 2

ETUDE DE LA PARTIE
PRINCIPALE

RÉsuvtÉ. - Dans cette partie, on explicite les reprêentations de la série principale à
I'aide d'un produit étoile équivalent au produit de Moyal. On définit ensuite l,eiponentielle
étoile et son action sur une algèbre de fonctions définie sur I'orbite. Ainsi, on donne la
définition de la restrictiron de la transformée de Fourier adaptê à I'orbite.

2.1 Paramétrisation de I'orbite.

PRoposruoN 2.2.1. - II eaiste un syrnplectomorphisme û entre o, et Ie

fibré cotangent du cercle, T*S1.

Démonstration. - On sait que le fibré cotangent T*^9r peut être considéré
comme la sous',rariété algébrique de IRa donnée par :

T*Sr  :  { ( r ,  g ;z , t )  e  R4f r2  *y2  :L  e t  rz  +Ut -0} .

Définissons I'application O de (2u dans ?*,S1 par :

A (kenù - (cos 2d, sin 20, - p,b sin20, prb cos 20).
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(i) O est une application, car la décomposition r : leonb d'un élément de O,

est unique. O est une bijection par construction et de classe C-.

Qù A est un difféomorphisme si rD* (la dérivee de O) est injective, si ôe et

ô6 designent les 2 vecteurs tangents par rapport aux courbes:

0 t+ les'n6; b rt ke'nb'

ona

O. (ôa ) : (-2 sin 2d, 2 cos 20, -2 pb cos 20, -2 p"b sin 20)

iD. (âo) : (0, 0, -p sin 20, - p cos20)

comme p, + 0, alors ces deux vecteurs sont linéairement indépendants.

(iii) O est un symplectomorphisme si et seulement si elle conserve les 2-

formes.

On sait quc sur T*S1 on a la 2-forme :

{ l :  dz AdÆ + d, t  Ady l r .s '  .

Soient X et Y des vecteurs de I'algèbre de Lie associés en ( aux champs ôs et

ô6, c'est à dire tels que :

ôe.fte : 
fr1{"*o(-rX).€)tr=o avec t e Ou

ôa.frc: fi\k o(-tY).()r,:o avec Ê e 0u.

Comme

exP(-2ls) - 
( cos? - sind\

\ s ind  cos l  ) '

alors on peut choisir X : -210.
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En dérivant la courbe

,'-(:ïi ;::î') (l i) (-":ii, :::3),
on trouve

y : (- sin 2d)11 + (cos 20)Iz * lo,

d'où

IX,Y]: (-2sin20)12 - (2 cos 20)h.

L'orbite O, est munie de la 2-forme donnée, en chaque point k6.n6, par :

B(t"rnr)(Ôe, Ôa) :a (lc6nu), IX,Y] >,

et on a l'égalité suivante :

f)(O. (ô6), A- (ôb)) : B (r"rnr)(ôe, ôu).

Les coordonnées I : 20 et p - pb définissent une paramétrisation globale

de I'orbite Op, canontque en ce sens que 6 : dp Adq.

I
Dans la suite, les fonctiors définies sur I'orbite seront considérées comme

des fonctions en (q, p) (donc périodiques de période 2r en tant que fonctions

de la variable q).

2.2. Produit étoile sur I'orbite Op.

on commence d'abord par un rappel de quelques notions la geométrie

symplectique c/ [41].

DÉplNtrton 2.2.1. - Soit M une variété differentiable. Une strucrure

symplectique sur M æt Ia donnee d'une 2-forme difiérentielle extérieure O.

vérifiant les deux propriétes suivantes :
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(i) En tout point r de M, f) est non dégénérée.

(ii) la 2-forme f) est fermée : d0 : 0.

On dit alors que (M,O) est une variété symplectique, et que la forme Q

est symplectique .

RelraRqur- 2.2.2. - Le fibré tangent à une variété symplectiqtte (M,Q)

est un fibré vectoriel symplectique (i.e. un fibré vectoriel muni d'une forme

bilineaire antisymétrique non dégénérée sur chaque fibre). La variété M est

donc de dimension paire. Et réciproquement, la donnée d'une structure de fibré

vectoriel symplectique sur le fibré cotangent à une variété M de dimension

paire, définit sur cette variété une 2-forme O qui vérifie la propriété (i).

DÉr'tlrIttoN 2.2.3. - 1) Soit (y14, fl) une variété symplectique et soit

C*(M,lR) I'espace des fonctions difiérentiables sur .Â21. Pour chaque fonction

/ reelle de classe C-, on définit un champ de vecteurs noté â/ (appelé gradient

symplectique de "f) 
pur la relation

i@flcz: -df .

2) On définit une application bilinéaire de C-(/vl,R) x C*(M,IR) dans

C-(M,IR.), appelé crochet de Poisson et notée :

ff,s) - {T,g},

en posant pour tout f et g de C-(,,1r,1,1R) :

{f ,s} : df -s: -dg.1 = a@f ,dg).

Muni de cette loi de composition, I'espace C*,(M,R) est une algèbre de Lie.

En fait le crochet de Poisson ainsi défini vérifie les propriétés suivantes :

(i) le crochet de Poisson est antisymétrique :

{ f  ,g} :  -{s,  f } ,
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(ii) il vérifie I'identité de Jacobi :

{ f  , {g , , l r } }  +  {g , {h , / } }  +  {h , , { f  ,s } } :0 ,

(zii) c'est une dérivation en chacun de ses arguments :

{hfz,g}  :  {h,s} fz + h{ fz,g l ,
{f ,gsz} : {f ,gr}gz + gr{f ,s2}.

3) On appelle variété de Poisson toute variété différentiable M munie d'un

crochet de Poisson, vérifiant i),ii),iei) sur C'"(Il,R.).

Avant de définir le produit étoile, nous allons rappeler rapidement les

raisors qui ont motivé I'introduction de cette notion par un bref historique.

MotrverroN:

Il est connu que Ia mécanique classique a pour cadre une variété symplec-

tique (l'espace des phases ou plus précisement I'espace des mouvements), et la

mécanique quantique a pour cadre un espace de Hilbert I les observables sont

des opérateurs auto-adjoints sur cet espace. Cette difiérence rend malaisé la

discussion de la limite quantique (h - 0) de la mécanique classique.

En étudiant les propriétes et les applications de la déformation des algèbres

de Lie de Poisson et des algèbres associatives, F. Bayen, M. Flato , C. Fronsdal,

A. Lichnerowicz et D. Sternheimer (c/ [13]), ont proposé une formulation de

la mécanique quantique dans le cadre de I'espace des phases classique c'est à

dire dans le cadre de Ia rrariété symplectique.

Les observables quantiques restent, comme les observables classiques, des

fonctions sur la variété. Quantifier Ie système classique revient à choisir une

déformation, appelée produit *, du produit usuel des fonctions. Le spectre d'un

observable f se définit en termes de la déformation, comme le support de la

transformée de Fburier de t r-r erp* (ilf).

Le problème de I'existence et de la construction du produit * sur différentes

variétes symplectiques a été étudié par plusieurs auteurs notamment :
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A. Lichnerowicz [58], M. De Wilde et P. Lecomte [23], S. Gutt [33],
J. Wildberger [79]. De Wilde et Lecompte [23] qui ont établi le théorème

d'existence général du produit * sur une rrariété symplectique quelconque.

Depuis, plusieurs applications du produit * sont apparues pour la quantifi-

cation de problèmes physiques. Citons par exemple les travaux de :

A. Lichnerowicz [57], application à un système dynamique ayant un nombre

fini de degré de liberté,

M. Cahen et S. Gutt [18], sur le spectre de I'atome d'hydrogène,

J.B. Kammerer et Valton [42], application à la representation d'une partic-

ule quantique de spin 1/2 . Ainsi que d'autres cf [2a] .

DÉr'INtuoN 2.2.4 (du produit étoile ). - Soit N une algèbre de fonctions

C- sur une variété de Poisson pour le produit usuel et de Lie pour le crochet

de Poisson. Un produit étoile (noté *) est une déformation formelle de N, c'est-

à-dire, une application de N x N vers I'espace E(N,z) des séries formelles en

z à coefficients dans N.

u*u -Dru 'C"(u ,u \ ,

ayant les propriétés suivantes :

(i) * prolongé à ,E(N, z) est associative ,

( i i )  Co(u,u) :  u.u,

( i i i )  cL(u,r)  :  {u,u},

( iu)  C"(u,u) :  ( - l ) "C"(u,u),

(a )  c ' ( l , u ) :  c " (u ,1 )  :0  pour  r  )  1 ,

(uf) les C' sont des opérateurs bilinéaires.

Donc * est une déformation associative de (N,.) pilotee par le crochet de
1

Poisson { } et 
fi,(u*u 

- u*u) est une déformation de paramètre y de I'algèbre

de Lie (N, { }).
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RnunnquB 2.2.5. - si tous les c' sont bidifférentiels, on dira que le
produit-* est difiérentiel.

L'exemple le plus célèbre de ces produits est le produit de Moyal sur iR2&.

Soit (p;, qi) U: 1,...,k) un système de coordonnées de IR2e. Notons

k

u(e,,€') :D@iqi - nta),
J : I

otr {: (p,,q) et €' : (p',q').

Si on pose :

On pose

P' (u r  u) :  ly i  r ' i  r  . . .  1y. i" ' i '  .  ô;  r . . . ;  "u.ô i  r . . .  j .u .

P' est un opérateur bidifférentiel nul sur les constantes. On définit alors le
produit de Moyal de la manière suirrante

DÉr'wrrroN 2.2.6 (du produit de Moyal.). - Pour u et u dans C-(lRr*),

la formule

r.L*v 't) : uu *I 4P'(u,u\
7ro r!

définit un produit étoile sur IR2Ë appelé produit de Moyal.

Ce produit trouve son origine dans les travaux de Moyal (c/ [oa]) sur la

formulation canonique de la mécanique quantique.

(ôu

ô;n : )q  
s i  j<k

' l ou

târr*  
s i  k<j<2k;

le crochet de Poisson de u et tr dans C-(R2&) est alors :

{u,o}:  ËrP y -  *  * l  :  r t i , i  o;u.ôju.
iuo'ôni '  

ôai  ôqi '  ôpi '  "  vts
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Reunnque 2.2.7. - De cette définition découle facilement les relations

suivantes :

q j *u  : q j u_ rTp r ,  u *e j  : q j u *u7

ôu "{;
P i *u  :P iu+ "ôq j ;  11 *Q i  : q i u - "U* .

On peut réaliser le produit de Moyal de façon analytique par des formules

intégrales si z : L/2i. Pllus précisément :

Si on désigne par F la transformee de Fourier symplectique sur IR.2fr

'  
, [ .;.(Ê,Ê')uçqrlgqr(r'(")X€) : qzol_ 1o,*

et par x- le produit de convolution symplectique sur IR2È défini par :

(u x -uX€) : 
# Io"*"-'-"'Ê') u(€')u(€ - e)dÊ',,

o n a :

Pnopostrrorv 2.2.8. -SiS(R2k) estl'esp,açe. ilesfonctionsC* à ilécroissance

rapide sur IR2Ë et si u et u sont dans S(lR2k) alors,

( i )  f roF : /ds lpzn ; .

(ii) F(z) x F(o) :F(uu), (x est Ie produit de conuolution usuelle).

(irt) (S(R'r),*,) estunealgèbreassociatiueetinuolutiaepourIaconjugaison

( i .e .  u  x -  u  : i  x .ù ) .

(iu) Si on pose:

. t r* ,u:  F(F(z) x-  F(u))

(u * u)({) : 
# lo"_ug)u(gtt1"i1.G,,Ê")+,(e" 

,e')rut(t' ,Ê)1641 61tt .
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(u) Si Ia transformée de Fourier de u et de u est à support compact, alors

Ia sér ie :
/  - t \ r

)-  t1 '  p"(u,u\
r l

r ) O

conaerge simplement dans s'(R'o) aers u* u (5/(lR2k) est le dual topologique

de 5(n2k)).

on peut étendre ce produit étoile aux cas où z ou u est un polynôme en

(p,q), (u et u appartiennent à C[1R2Ë]) par :

v  
/  - t \ r

.tL*,u : 
I =4"'(u,u).

On obtient ainsi une structure d'algèbre associative sur R.2ËeC[R.r*]. D" même

on peut étendre F et x- donc * à ,2(R2k) qui devient aussi une algèbre

associative.

Tlansportohs maintenant cette construction à T*S1.

Reunnqus' 2.2.9. - Le produit de Moyal sur IR2' est invariant par transla-

tion sur les variables canoniques (p, q). Donc en particulier le produit de Moyal

sur lR2 laisse stable I'algèbre des fonctiorn periodiques en g de pério de 2r.

L'application définie à la fin de 2.1, est une carte adaptée qu'on note :

(  :  le6.n6 € 0r*  (p ,q)  €  R2.

On réalise, alors le produit * sur (2, en transportant le produit * de Moyal sur

lR2 via la carte (; et on continuera de I'appeler, produit de Moyal (voir [l]).

DpptNttroN 2.2.10 (du produit étoile sur ltorbite.). - Soient u et u deux

fonctions C- définies sur l'orbite Oule produit * de Moyale, sur Ouest défini

par :

,tt, *,t) :Ë 
1,9,n 

pn 1u, u1
zr:0

où P' désigne la puissan"" ,rè*t du crochet de Poisson, si cette serie converge.

37
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Reuanquq 2.2.7r. - La série de 2.2.8 converge simplement pour les

fonctions dont la transformée de Fourier est à support compact.

on note s(p,q) I'espace des fonctions c- périodiques par rapport à q et

qui décroissent rapidement par rapport à p.

Pltrs précisément : On note L'fo,ot I'espace des fonctions de carré intégrable dans

O* m:uru de la mesure

dpdq

h r '

La notation fo désigne la transformee de Fourier partielle par rappoft à p

Fru(r,ù : 
+ [** u(o,q)e-in,dp pour u € L?p,q).
L ^  J _ æ

Posons

Ru(s,,t) : Fpu(t- 
", +),

et

.92(s, t, a) : T. e2;kno Ru(s - 2ler,t).
l"ez

PRoposrtrcN 2.2.L2. - a) I'application S est une transformation unitaire
rO

d" L'fo,ù dans 
J 

n2-$,t)da, l'espace d,es fonctions en les uarùables (s, É, o)

de carcé intégrable

^ f r
l l / l l ' :  |  117112.aa<æ

Jo

où
r 2 r  n2 t  ,  t ,

ilrilt : 
Jo J, l.f(s,t, ùPffi.
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b) On d,ésisne par S(EQt,q)) (resp. [* ,Z{,t)d,a) I'imase par S deS(p,,q)
J

(resp. de f2(O)). O, a alors pour toitu deS(p,,q) (resp. d,e L2(O)) :

^92(s * 2r,t,  a) :  e2ino SLL(s,t,  a),

.92(s,  t , ,a  *  L)  :  Su(s, t ,a) ,

Su(s, t  * 2tr, d) :  e-2ino Su(s,t,  a).

c) Si u et u ont des transformées de Fourier à support compact, alors Ia série

définissant u*u conuerge simplement, sa limite est dans S(p,q) et

,9(z*  u) (s , t ,o)  :  +  [ **  ,u1r ,z ,a)Su(z, t ,a)d,z :  (Szo,gu)(s , t ,o) .
2r J_*

La formule ci-dessus définit une structure d'algèbre involutive sur n"(p,q)

et S(p,q).

Grâce à la proposition 2.2.L2, on peut étendre le produit de Moyal à L2 ()p)

qui devient une algèbre involutive notée : Ao: (L2(Cl),*1 .

L'(p,,q) est une algèbre de Hilbert au sens de Dixmier (cf [ZO]).
Pour la démonstration de cette proposition, on se reférera à [5].

Reu,lnquD 2.2.L3. - Soit B(o) une fonction continue strictement positive

et périodique de période 1. On pose :

S'u(s, t ,a) :  B@)Su(s, t ,a)  avec 0 € [0,1[ .

9 est une transformation unitaire entre t2(O) et [* L2.(r,t)B@)-2d,a et

on a la relation 
Jlo'll

S'(u*u)(s,r,  a) :  B@)* 
Ir ' " ,Su(s, 

z,a)Sa(z,t , ,a)d,2,

ce qui donne

s' (u *u)(s, r, a) : B@)-t * lo'* 
r'u{r, z, a)s, u(2,t, a)d,2.
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2.3. Représentations étoile.

La transformée .9' nous permet de changer de produit étoile en posant :

,tL *t u: s''- I (: /*- s' u(s, 2,, a) s, u (2, t, a) d,z)
l T  J - -

*'est une déformation équivalente du produit de Moyal *, en effet :

PRoposrtroN 2.3.1. - Le produit *t est équiualent au produit de Moyal *

défini en 2.2 et on a:

'.i" *t'u : r(r-ru * r-l u)

aaec r: ^9/- l  o .9.

Démonstration - On a

.S(g-r  o  S 'u*S-r  o  S 'u) :  :  [+*  S 'u(s ,z ,a)S 'u(z , t ,a)dz

: Jrl;:,,
Alors,

,S'-1 o ̂ 9(S-t o S'u* ^9-l o ̂ S'u) : u,*t 't)

en posant r : S'-L o ̂ 9 on obtient le rêultat.

I
PRopostrIoN 2.3.2. - Si B est C* et si la transfonnée de Fourier de u

est à support compact alors,

s(p@) *u) : B@).s(u)

Démonstration. - Soit

g@): l .c*e2ik"p
k
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alors,

I

(fr7)(r,q) : 
t c* | e2ikn"-i,t dp
TJn

: 
t c666_ztetr:o)

k

(Rp) (",,, 
I :{:;::,:^r,,

kez

Alors :

( ,SÉ)(" ,  t ,a)  :T."2; t* 'no( i?É)("  *  2ktr , t )
k l

: 
t "2ilc' 

zra 
I cr6ç"_zre, zr:t!ilçn)

lç'ev, kez, 
)

: 
t "2ilc'ra116G_t:2(k+tc,,)1t)k"kez

ou encore :

S(f l )  "^9(z)(s,  t ,a)  :  :  [ "  S(É)(s,  z,a)(Su)(z, t ,a)d,z
l T  J - n

: ! f t e2ik'oo rk6(s-z:2(rç11ç,1n1su(2,t, a)d,z2r J -n rfrru

comme z, s, t,, € [-n, z-[ donc : ls- f | 1 2r,les seuls termes restants correspon-

dent aux valeurs k : -lc'.

Donc :

s(É) " ̂ 9(u)(s, t, a) : + f D "r"-"kno 
61"-,:o1Su(2,,t, a)d,z

"n 
J _n 

ke,

: 
D cpe-2ikno gy(s,t, a)d,z
L e Z

: B@)Su(s, r, a)

:  S(Ê(p)*z) (s , t ,c ) .

4I



42 Eluop DE LA PARTIE PRINCIPALE

CoRot lntRE 2.3.3. - ù- L'opérateur r-L peut être uu comme l'équiualence

entre les déformations formelles * et *t donnée par :

r-r@) :  BQ) *u

: \ -  
1  1

-  
u (a)^  n tP* (0 ;u ) ,

pour toutc fonction u de classe C*.

ii)- La fonction B(pt) étant "centrale" pour le produit de Moyal formel, on a:

Yu,u €. C*(Or) u,*' 'u : r(r-ru* r-ru)

: ?.1 * r-r (u)

: r - r (u ) *u

:  r - r (u*u) .

ReuaRqua 2.3.4. - Le produit *' n'est pas un produit étoile au sens

de notre définition (cf 2.2.4),, puisque I n'est plus I'unité. Cependant nous

étendrons dans ce travail la notion de produit étoile aux déformations formelles

équivalentes à un produit étoile.

On réalise Du com*e I'ensemble de ces représentations ft (0 < a < 1)

agissant sur I'espace'17.', complété de I'espace des fonctions continues / sur IR.

telles que :

f (t + 2r) : e2i*'f (t)

muni de la norme :

T! est défini par Ia relation :

ll/ll2: l"_valPff

(T@)il(O: 
I:^re'z(s, t,a)f Q\fi.
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2.4. Prolongement des produits * et */ :

On considère les fonctions .f, défini"r sur (?" par :

1(€) :. t,x ),

pour chaque X d" g, un calcul direct montre que :

T  r ,q\tes.n6) : <-Içe.na.f ,h> :p,(bsin(2fi + cos(20))

T2ç*6.n61 : 1 lee.na. f , Iz > : - p(bcos(2l) - sin(20))

et  Toçtes.n61 :-pb.

Ou encore, puisque -20 : q et p: Fb ,,

T ,  : -ps inq*pr ,cosq

T,  _  -pcosq-prs ing

To -p.

Lptr,ttvtp 2.4.I. - Le produit * défini sur Ou est G-coaariant.

Démonstration.. - Si X est un élément d" g, d'après Ie calcul ci-dessus la

fonction 1(€) : (€, X) est un polynôme de degré 1 en p. Donc, po,-r tout X

et Y dans g,

P'(r t , t ) :o s i  r l r , ,

du fait que P' est un opérateur bidifférentiel où apparait dans chacun des

termes une dérivation en p d'ordre au moins deux sur I or l. c" qui donne,

rt *l : fr7 - itft,vt.

D'où

rt*7-l*rt:-t1fi,7y.

43
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PRopostrron 2.4.2 . - iX agit sur S(p,q) par multiplication* à gauche

ona

n t . T  1  ô -S(i\ * u) :t(-; * ip,)æss - stnsfr)^9z(s, r)

SQT2 * u) :K!2 - i1t)sins - 
"orrftlSu(s,t)

â
S(iIs * u) :(f )Sz(s, t).os

Autrement dit, on a la relation:

S(zt * u) : dtr(l)'Su Vz e .[2(R', ?) Vl e g

où dtr est une représentation de g.

Démonstration. - Si gr est une foriction affine en p quelconque, alors on a :

i y  *u :  Ë " ]e-ç ty ,u1
o  

' o '

oir

iy *  u:  , .  S 'n (  - r lnÔnY ônu '  ÔnY Ônu
La(-r)"#W+n(-1)"-'ffiæ

On sait que :

*ôu,  ,Fo 
ap@,q) 

: info(u)(æ;q)

ainsi :

â
Fo@') (*; q) : iùfr(") ("; q).

ro@)@;r) : 
/: 

ugt,q)e-in"@
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Notre fonction a la forme : A : go(q) + y{q).p

Alors :

ônyï"u ônysônu ônut ônu

@@ @af 
- ao^n-

et

o- ,ônyg ônu,  ?n^ 'r^6 
W) 

: 
ffi {ù[ix] fo(u)(r; q).

Supposons d'abord que la fonction g soit :

g : cos q, alors

?,e#ffit:WQtro@)@;q)

et donc

?,(iy *u) :Ë #,-r fffitùer)*r,(u)(x;q)

Aiusi :

S(iy * u)(s,t,o) :  
Ë e2iko Rçiy* u)(s * 2tur;t)
È:0
æ

:Ë  e2 iko+oTi ,y*u1  ( t -s*  2kn , ! * t  
\

k :o  
' \  '  

+ te t )

: i Ë "z;r.Lç-Ly0^-3'ff T !ù [ie - s * 2ren)]-
fu n! ' A(+ * kr)-

fo@) (, - , *2tetr;++ k") .
\

Comme

0n cosX 
: I (-r)=l sinX si n est impair

ax" 
: 

I i-tiË cosx si n est pair
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ceci nous donne pour la somme :

Ë*ffi # : D t-rl#sin *#* I r-1)Ë "o. "4n:V tt rrrùparr n nrùparr

:  s inXs inQ +  cosXcosQ

: cos(X - 8)

En posant : r./: -il2 et en écrivant

[i(t - s * 2kn)]' : (2i)'t+ + kt)']
L L  I

on trouve que :

î ""r* "; e D 
Wlie 

- s * 2ktr)l*
À:0

est égale à :

i"',r'cossfo(u) (t - 
" * 2lttr;T * *")

r : i t  
" ' \  2  /

D 'où :

S(cos q * u) : cos s.Su(s; t)

Ie même calcul donne :

S(sinq *u) : sin s.9z(s; t).

De la définition du produit étoile on a :

i p *u : i  
L  a  "

"w+ ifitut

ce qui donne :

S(ip *z)(s, ta) : 
*",,rr(s, 

ta).
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On sait que :

s i ng *p :ps in  u -  ] , " o rq

cosq *p -  pcos o *  
*cos 

q.

Comme le produit de Moyal est associatif, alors :

S(ip*s ins*  u) :  S( ips ins*  
"* ;#Ot"  

q*u))

ce qui donne :

S( ips inq*u) :9 t ( '  \  |  A ' '
.  ds  .s inq*  " )  

- ;6n( r i "  q*u) )

ou exactement :

1â
S(ipsin q * u) : 

5 
cos sS(z) * sin s*S(z)

de même pour :

^9(ipcos q*u): +sins.9(u) * cos"frS1").

Ce qui prouve nos relations.

I
Reuenqur, 2.4.3. - Cette proposition permet donc de prolonger le produit

de Moyal sur I'algèbre A : S(S) O S(p, q) somme direct de I'espace des

fonctions polynômes sur g* par l'æpace des fonctions de 5(p, q) en posant :

l.L* u :.9-1 (^92 o ̂ 9u) si u,u €.5(p, q)

i f r  *u:,s-1 (ùî(x)"su) si  'x e E,u e s(p,q).



PRopostuoN 2.4.4. - La représentation ùr( ainsi définie est la même que

celle obtenue par Pukanszky que nous auons noté dri dans Ie paragraphe 1.1.

Dérnonstration. - La representation ùrf, æt realisee dans Ie complété de

I'espace,

L?: {/ r [0, 2tr] ----+ Ç, c- tel que f Qù : e-2i"'f (0)]

et ayant pour base le système,

{/, ' (") :  s-i(atn1" I ne Z,}.

(dr((ls)f.) (") : -i(a + n)f*(s)

(d,trfr(i1) + idn!)(12)) â(") : - (" * n * i 
- rr)"i(a{n{r)(-s)

(dtr[(11) + id,tr[)(t2)) /,(s) : - (" * n * + 
- rr)â+r(")

(dr!)(Ir) - idn!(12)) .L(s) : - (o * n - 
| * er)â-r(s).

Si on pose :

thjà : !a!n : grn avec n1: û * fr, ltr : o et a: I, on obtient :

ETuoe DE LA PARTIE PRINCIPALE

(d"il (lo)/' : -igog,n

((drO(t) + idr!)(t)) f.: -iH+s,n

((ùrfl(tù - iùrt)(tz)) "f,' 
: -iH_s,n

qui est la même représentation dtrf, donnée dans 1.4.

Avec la notation z (idtrf,)(Is) : I/0, (id,r)(Iù - Hr et (tdtrg11trl :

Hz.
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Reuenquu 2.4.5. - De même, nous pouvons prolonger le produit *' défini

sur .S(p, q) à A en posant,

n *t 'u - S'-l (Stu o.Stu) ri u'u € E(p,q)

i f r  * '  u:  S'-L (d,r î (x)" l 'a)  s i  X e E,u € S(p,q).

2.5 Enoncé du théorème principal.

Resumons tous les resultats obtenus dans les paragraphes précédents dans

l'enoncé suivant :

TneoRprvtn Principal. - Soi,t 1r) O et O* I'orbite du point (p,0,0) de E.

A lors :

1- II eriste sur L2(O*) une structure d'algèbrv inuolutiae défi,nie par Ie

produit *t .

2- Ao: (L2@p),*') a pour représentations ircéductibles l'ensemble

l : {U :  o(0<1}.
It

3- h contient une sous algèbre d.ense .S(p, q) sur laquelle g agit na-

turellement par multiplication étoile fomtelle à gauche et à droite. On obtient

ainsi une sous algèbre associatiae inuolutiue

A: S(p,q)  e s(s) .

j- Les rcprésentationsT[ s'étendent d'une façon unique à A si I'on pose:

rËQx) : ùcË(x)

où rfr est la représentation d,e la série principale de G définie en 1.j.

2.6 Exponentielle- * et Transformée de Fourier Adaptée :

Dans toute la suite on prend :

g@) : f&e{thtr(p+ io)}l-l
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oùr :

p désigne le paramètre de I'orbite

a un réel compris entre 0 et I (1 exclu).

th est la fonction tangente hyperbolique.

et Re la fonction de C dans lR définie par Re(r * iy) : a.

DÉr'tNtrIoN 2.6.1. - L'exponentielle-* ^E(g) est I'opération définie sur

L2(0) par :

, /  re  \
E(g) *' u : St-t I l. .rl(s)S'(u)d,, I Vz e S(p, q).

\ . /  [0 ,1[  /

Comme S/ est une transformation unitaire alors on a :

l ln@ *t ullTzlo) : l lullr,"1o,1.

Si J est une fonction C- à support compact sur G, on sait que pour chaque

représentation irréductible r de G,l'opérateur zr(/) défini par :

f
r(1)ô: 

J"|b)"k-',)ôdg

est nucléaire. En particulier, pour les representations r[ de la série principale,

réalisees comme ci-dessus dans un espace de fonctions sur L2(ï0,r[), rt est un

opératenr de noyau K(.,.,a) :

12n
(,rf(/)dXs) : 

I" 
K(s,t,">Oft)*

otr.I( est une fonction sur [0,22r[x[0,2r[x[0,1[ telle que

K(s + 2r,t,  a) :  e-2ioo' K (s,t,  a),

K (s,t t  2tr, d) :  e2ioo K (s,t,  a),

K(s, t ,o+1) :K(s , t ,a ) ,
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avec

Ir* Ir^ lK(", t,ùf Yn), 
: rntff)r'us.

On définira la transformée de Fourier adaptee t, comme la transformation

de Cf;(G) vers L2(0*) par :

/ re  \
eu(fl - s'-1 ( 1,".,"xu)0@)-t/2d'a) : t '- ' (x.01*1-'r'.)

\ . / [0 ,1[  /

PRoposttroN 2.6.2. - On a pour f e C?(G) et dt' : 
ff U" n'ùesure

définie sur I'orbite) :

f ^1 r

J o,le*{f)l' 
d.e' : 

J o otù-t ll"i,Tll'r rdo.

De plus si d,{ est une nlesure de Lebesgue correctement nortnalisée sur g* et si

t(f)lo" : tr(f) ôn a

f n f o o f l

I lt(flf &: I pdp I o@)-'ll"l,0ll'rrdo.
J {(æ1,x,2,rs);r?+a|-"2>oI Jo Jo

Démonstration. - Cette proposition est une conséquence immédiate de la

relation :

oÊ:ry:uau#
si l'ensemble,

{(ærnz,*ù; *? + *7 -"3 > o}

est paramétré par,

01 :  -psinq+ pcosg,

: t2:  -pcosg -  1.csing,

ro :  p .
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CHAPITRE 3

ETUDE DE LA PARTIE
DISCRETE

RÉsutvtÉ. - Dans cette partie, on définit et on décrit la quantification par déformation
des orbites associées aux représentations de la série discrète de G:.Sr(2,]R) . Ces orbites
sont des nappes d'hyperboloïdes à 2 nappes et elles portent une structure kâhlerienne
naturelle, G-invariante. On va done rappeler d'abord la quantification géométrique des
variæê kâhleriennes [69] et la construction des états cohérents et des symboles de Berezin.

3.1 Quantification d'une variété kâhlerienne .

soit (,tv, rrr) une variété kâhlerienne de dimension 2n, c'est à dire une
vaxiété complexe.rV ( pour une structure complexe J ) qui est aussi une varieté
symplectique pour la 2-forme crl voir [a6] et telle que :

g(X,Y) : u(X, JY),

soit une structure riemannienne sur .^4.

La préquantification de (M,ar) est la donnee d'un fibré holomorphe en
droites complexes r : L - M, chaque fibre .L, est dotee d'une structure
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hermitienne h* et on suppose que .L est muni d'une connexion V qui laisse

invariante la structure hermitienne h et dont la courbt 
ure est , 

fr.
A ce fibré L., on associe I'espace de Hilbert ?l de toutes les sections holomorphes

s qui sont de carré intégrable pou la mesure de Liouville :

(  - - - , r - ,  ,  , , , , 2  f  . . u ) n  )7t : lseHol(L)  /  l l " l l ' :  I  n"( " ( " ) ,s( r ) )=<oof  .
I  J t l  n t  )

Le produit scalaire est

f  , , t f l

(s, 
" ') 

:  
J_h, 

(s(r), t '("))î.

3.2 Etats cohèrents et symboles de Berezin.

Soit g un point de r\{ section nulle } et n : zr(q). Alors, avec les hypothèses

ci-dessus, I'application de ?t --- C, :

s ------ lo(s) telle que : s(c) : lo?)q

est une fonction linéaire continue . Il existe donc, d'après Ie theorème de Riesz

un vecteur eo de 1l tel que:

s( r )  :  ( t , "àq.

Les vecteurs en s'appellent les états cohérents . IIs vérifient

e"q : ê-'"0 (c e C.).

Donc la quantité ll"oll'.h,(q, g) que I'on notera e(c) ne dépend que de r.

Soit maintenant .A un opérateur linéaire bgrné stu ?1. La préquantification

de .4 associe à cet opérateur la fonction Â, appelee symbole de Berezin de A

[16] [69] définie par :

Â1''1 : 
(4to''tq'l
(eq, ecl
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pour tout q élément dans .L \ {section nulle } tel que r(q) : r. Il est facile de

voir que â1"; tt" dépend que de r. Remarquons que la fonction Â caractérise

A.

En effet, si on pose :

A@,y) - 
(4:o',:o'-) 

(o(q) : x, tr(q,) : s),
\ e q 1 € q ' )

on obtient une fonction sur M x y'"l, définie sur un voisinage ouvert de la

diagonale. Cette fonction est holomorphe en la variable gr, anti-holomorphe en

la variable r et telle que :

Â@,x) : Â@) pour tout x e M.

Ces conditions impliquent qu" â est détérminé de façon unique pu, â. D"

plus on a :

Ys e 77, Vt e M Vq e L\ {section nulle} tel que r(q) : t,

(,as)(c) : (As,eolq

:  (s,,A*eo)q

f  , ,P: 
J_huG(ù,(A.")(y))îq

: 
I.hu!(l/), 

(A* eo,"o,lq)#q
f  r , tn: 

J _(Aeq,,, 
eol hub(ù, t')fr a

: 
I _Â@, 

r) (eo,, eo) hu(r@), û# q

: 
I_À@, x)hu(r(u)', ko,, "olq)# 

q

: 
I. 

Â,@, e hn(s(s), ec(y)l# o
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Ceci montre que A s'écrit à partir de la fonction A comme un opérateur à

noyau.

On a donc une correspondance bijective entre I'espace des opérateurs

linéaires sur Îl noté t(?t) et I'espace des symboles noté ,ffi).

DÉr'tNtlIoN 3.2.1. - Soit A et B deux opérateurs sur ?1. On pose :

(Â*Ê):À;b

On définit ainsi un produit * sur l'espace des symbotes ̂d@).

Enfin, s'il existe un groupe G agissant transitivement sur ,L et préservant

u, L, h, Y, alors on obtient :

G agit sur I'espace des sections holomorphes par :

(g.r)(") : e(s(e-lr)).

PRoposrrroN 3.2.2. - L'action ainsi définie est unitaire sur ît.

Démonstration. -

, ,  , , n  f  L ) t u
l lg.sll ' : 

J _h,((s.s)(x), 
(g."X"))l

:  [  ̂ ,  h , (g( r (g- r  r ) ) ,  g(s(s- t  ù)#Ju

: I  ho-,,(s(g-rr),  s(o-Lù ){ (h
J t'l 

\Y *" 
n! \'e G - invariant)

f  r , t tu
: I h"(s(æ),s("))ï @ G-inva,rianr)

J M  N I

:  l l " l l2-

PRoposntoN 3.2.3. - i) Pour tout élérnent g deG et q de L\{section nulle },
on  a :

€gq :  9 .eq -

(C'est la raison pour laquelle Ia famille des états eo est dite "cohérente,,.)
ii) La fonction e définie ci-dessus est une constante .
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Démonstration. - En effet, on voit que si r(q) : r,

i)

Vs eTl  (g.r)(")  :  (g.s,eq)q

: (s, g-r eolq

: g(s(g-rr))

:9 ((s,  en- ' , lg-rr)

:  (sren-rr lq

d'où le résultat.

ii) De même, on a :

e (gù : llessl12 h o, @ a, s u)

: l lseoll2h,(q, q)

:  l leol l2h,(q,q)

: e(r)

- c .

e est donc une fonction constante.

u
Reuenque 3.2.4. - S'il existe une section holomorphe so paxtout non nulle

(c'est à dire si le fibré est trivial), alors chaque section holomorphe est de la

forme s: "fso oùr / est une foncion holomorphe sur .l',1.

3.3 Application aux orbites de la série discrète de G.

On sait que Stl(l, 1) est conjugué avec SL2(R) dans SL(2,,C) (voir chap.t)

c'est-à-dire :
n , ( o  B \  ,  , \  ,  ^ j ? , -  - \  .  / a  ô \

|t (F â ) 
*tunélémentdeSU(l, t) et (c â) 

*r1'élément deSI2(R)

qui lui est conjugué on a :

:) (j, l)

57
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Donc :

+ i(b - c)l

- i (b+c)1 .

Ainsi :

Ce qui implique :

" : ; [ (o  a d)  + (p +î ) ]

b: +[(o - 
-.,) - (p -P)]

": j [(o - a) + (F -Fll

d: r[{o * d) - (p +F)] .

Un point (xr,rz,rs) de I'orbite coadjointe C;, associée à la représentation

16 de la serie discrète de G a donc, dans la base (11, lz,lo) de g* identifié à g,

des coordonnées de Ia forme :

oir h' : (llrl - Il2) sign h.

Par un calcul direct, on a :

I":|x"+al
f o: |x"-ot

( "+d . :a*d
)  a -d : i (b -c )

I  B*F:a-d
(P-  0: - i (b+c) ,

( r t :h ' (ac+M' )

lrr:lro-a2+"'-b')
[ "0 :  {a '+a2+c2+b2)

( ,r :  iht (a.P -a.F)

I ,r: -h' (o.P +d.n
( to :h ' (a.d+p.n.
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En posant :

on obtient :

eio

(L - ,2)à
ze-ie

(L -àà

L - Z Z
-h'(z +z)

L - Z Z
ht(1+ zz)

L - Z Z

[ " :

lo:

t I :

1 2 :

l O :

Les orbites de la représentation coadjointe associées aux representations de la

série "discrète" de G sont, nous I'avons vu des nappes 06 pour (/rl - 
])signâ)

des hyperboloides à 2 nappes d'équations :

,3-*?-,,3,:1t l-;)r.

On utilise la paramétrisation a" Oo définie par :

On -  D:  {z  e  C, ,  l z l  <  1 }  ,  ( ru rz , ro )  -  z

telle que :

/ 1\ . , Imzrr: -2 (lt l- ,)"is"nffi,
/ l\ . , Ptezt2: -2 (l lr l  - 

,)" is"nff i ,
/ .  -  1 \  . t * lz l2ro: (l/zl -;)'is"r,ffi.

Cette paramétrisation permet de réaliser directement la structure kâhlerienne
de O6: C'est celle du disque ouvert D de C. Cette structure est, par construc-
tion, invariante.
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En effet, on choisit comme point de base le point (0, 0, (lhl - |)signh). s""

stabilisateur est le sous groupe fr a. G. On a donc :

Oh :G /K :G t /K

puisque le centre de G agit trivialement sur (?;,.

G1 est isomorphe à .9u(1, 1) (voir I .L.2 ) et on s'identifie à ^gtl(l, L) / xo : p

qui est le disque unité de C, l'action de ^gU(l,1) étant celle que nous avons vu

dans la partie L, SU(I,l) agit transitivement sur le disque D et cette action
préserve la structure complexe de D.

Le stabilisaterrr,de I'origine est le sous groupe
t ,  ( ( o  0 \  _ lK^o: t \ô  

d)  te lque : la l  : l j '

on est donc bien globalement difiéomorphe à D quer que soit h.
En fin, on peut calculer la mesure de Liouville sur (26.

Cette mesure ( 
rth' ' ,' est la, ).-r',....ne rqst <116 : 
; 

où arru' est la 2-forme canonique sur l'orbite. La
paramétrisation de On nous donne :

wht -i(2lhl - 1) .(th: 
," 

-- 
ffisignhdzù'

Remarquons que I'on a,

fut:#

,  - l
0 iD2 :@

,1(EDg :@

(z -z)Q - zàd,h' + ht((L --*1az - h,(L - 22)ù

(z +)(L - 
"z)dh'+ 

h'((t +22)d,z + h,(r + z2)E

(t + z)(t - àdn, + Dht d,z + 2"h, ù]

et ainsi :

,  - i ho ( t -zz \_  ( t - ,  L -22  - ( t - r ' ) \
dsfi.xzdso : 

ffir" [, :T:r 
r;:, 

;:, ) 
an,a,æ
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alors,

-r;ht2
d,ri.rzd'ro: #dhtdzÈ.

\L  -  zz) '

Donc,

dndnzd'xo: ?htd'h'rn
1l

est la mesure définie sur I'ouvert de g" donné par l'équation suivante :

t l+ t | - t2o

3.4.Construction d'un fibré holomorphe muni d'une structure complexe :

On sait que I'orbite On est identifiée au disque unité D = G/fr où Ê

est le sous groupe de G associé au sous groupe compact de .gu(1,1) par

l'homomorphisme canonique entre G et SU(1,1). on sait aussi que .Ê est
isomorphe à R. (c/ la partie 1).

On définit un caractète Xh de .fr par :

Xu(u) - "-2iuth 
où h est le paramètre de I'orbite.

On considère le fibré trivial L1":D x C au dessus de ID, muni de la métrique

suivante :

h,([2, Z]; Iz '  ,  Z' l )  :  Z Z' .

On note par se la section de : D , Lr,définie par,

s6(z) :  
l r ,G 

- lz l '?)t t ' t ]  .

Si â > Lf 2, on met sur Ln Ia structure de variété complexe de D x C trivialisé
par so, sinon on mettra celle de E-re. Donc toute section holomorphe s de ,C6
est donnée sous la forme :

61

s(z):  f (z)ss(z),
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oùr / est une fonction holomorphe si h > l/2 et anti-holomorphe sinon.

On introduit aussi une section o du fibré principal :

G :.-.-+ C/fr =W

donnée par :

o (z )  :  [ r , 0 ] ,

où [2,a.,] désigne la paramétrisation des éléments de G décrite dans la partie 1.

On construit alors le fibré.

P :  Êu t -  On

oùr la : G x C/ - si - est la relation d'équivalence définie par :

(g, ,) - (g' , z') ou lg, z) : ïg'r'1,,

si et seulement si.

l0 e K tel que , (g' , z') : (90,xn(0)-L z) .

Les deux espaces L6 et ,cn sont isomorphes via la bijection :

lz, Zl e L6 v----, [o(r), Zl e tn.

Grâce à cette bijection on transporte la structure complexe de Ln sur ,8a

On considère la section ss de .CL définie par :

s6(z) : 
l"Q),(t 

- lzl ') l t ' l ]

et toute section s de .cL est donnée par :

s(z) : l"Q), f (z)(t - lzl\w]
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oir / est une fonction holomorphe si h > t/2 et anti-holomorphe sinon. Notons

f I'espace des sections de ln. Le groupe G agit sur f par :

k. t ) (")  :  gs(g-r .z)

si

o loQ), f (z)(t - lzl'?)t"t] : 
bo7), f Q)0 - lzl\tnrf

et g-r.z désigne l'action de G sur le disque induite par celle de Go sur D.

PRoposrrroN 3.4.1. - On a

(g . t) (r) : lo Q), xn (o (z)- | g o (g- L z)) . f k- r r) (L - ls- r zl2lntf .

Lplrup 3.4.2. - la quantité o(z)-Lgo(g-r.z) est un élément de fr.

Démonstration. - En effet, si on désigne par o I'origine de L'orbite on a,

o (z) -L g o (g- r  .  z) .o  :  o(z) - r  g .g-L z

o(z)-L z  :  o(z) - r  o(z)o :  o

et donc o(z)-Lgo(g-r.z) appa^rtient au stabilisateur k d" 
".

I
Démonstration. - ( de la proposition )
Ona:

(g. ') (") :  
bob-t .ù, f k-| .z)(L - le-l.212;lu]

: loQ)o(r)-L go(g-'. i ,  f  b-,.2)(t - le-l.212;14l
L  

.  '  \  '  r '  \ r '  - r r J  v  ' ' - / \ -  t J  - - l  t  
I

: 
lo Q), xn (o (z)- L g o (g -r . z)) f b- L . r) (r - ls- | . zl2l|htf

Posons maintenant :
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s.loQ), f (z)(t - lzl\tnr] : lso(s-t .z), (nn@)fl (')l .

Tuponpup 3.4.3. - i) On obtient ainsi une représentation unitaire, Th

du groupe G sur l'espace des fonctions f holornorphes (ntp. anti-holomoryhes).

ii) Cette représentation est Ia même que celle de Ia série 'discrète' défi,nie

par SaIIy. (cf la partie 1).

Démonstration. -

i) On a vu dans la proposition3.2.2 que G agit unitairement sur I'espace de

Hilbert Îl des sections holomorphes de carré integrable de ̂ c. Plus précisément,

on obtient ici :

f(g_,.")(t_|g_'.";z;|r,|_ffi0_k|'),n|1@_,.,).

Alors, 
"n(g) 

s'écrit :

@nb) f) Q) ss(z) : (e.s) (z)

:  xn (o(21-rso(o-L 11',  
( t  -  lg-1{1.1)lhl  

f  (s-r.z)ss(z).\ : '  ' - t  t  (L _ l " l t  t ,  " ,

donc zq, est une représentation unitaire.

ii) Pour montrer ceci on commence par expliciter la quantité , lg-r.zl .

On sait que g-t.z : ôb-\.2 oi g € G et g désigne I'homomorphisme

canonique entre G et Stl(l ,I) kf h partie t).

Si g-t : (7,a.r) et g: (-^ye2r.,-r) alors , d'après 1.2 on a:

g-r.z : e2i@. !1.!:'l)--

oir

a -- ei-(L - lrl ')-à et g -- e-tG - lzl')-à.
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Ce qui donne :

r-lg-'''f:ffi
( t - l z12) ( t - l , y l2 )

lzj + Ll2

Alors,

o(z)-r go(g-L .z) : (-2,0).(-^r""' , -r).("2-9, O)
(zJ + t1

: (=#; -u + jmçdY t""- 9P' o)
/ r \

:  ( O; -u * 
"rLn(A) 

| ,
\ zt' /

avec

A:+*
Donc :

x (o(z)-L so(s-t .r)) :  ê'* (::  !) 
-^

,  
\L *27 /

D'où :

(g. s) (z) : e2th- (H) -,,. ( 1 - ls-t . rlr) l,.t . ( I - lzl2ytnt y çn- | . z) s s(z).

Ce qui donne :

(g.r)(r) - 
"z;n-1! 

+ 17)-r'0-L?12)H. 
"r^''  \L*21' Fff i fb-rz)so(z)'

Alors, en fonction du signe de lr, on retrouve une représentation de la serie
'discrète' holomorphe ou anti-holomorphe. (voir la partie l).
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3.5 Calcul d'un Etat cohérent :

Soient wl,la mesure de Liouville sur 06 et 1/ I'espace de Hilbert des sections

de C holomorphes de carré intégrable :

r
(s,s) : I h,(s(r),s(r))cu1,(r) < oo.

Jon

Si q e L, on sait qu'il existe une section en telle que :

s(z-(q)) :  (eq, s).

On peut associer à tout symbole tr sur 06 un opérateur linéaire unique

A : Tu sur ?l cette correspondance permet de définir un produit * ( grâce à la

bijection entre l'espace des symboles et les opérateurs linéaires bornés). Si à u

on fait correspondre Tuet à u on fait correspondreTu, alors on a :

Tu*u : Â* E : ÊB : TA'B : T- o To

* est une déformation du produit ordinaire des fonctions su (2a.

On reprend la section se du fibré D t- L que I'on identifie à la fonction

(t - l"l ')lnl. Alorr,

h,(ss(z).,"0(r)) : (1 - lzl2lnl.

Tout s de'17 est de la forme /se où / est une fonction holomorphe si h > L/2
et anti-holomorphic si h < -L/2 nous avons alors,

- ('fso"fso) : ;11soll2
r ^ 

"121lhl 
-i(2lhl - L)signhdz A dz:  I  l fQ)\ ' , ( t  - l

rD 
-t t r(1 - l'12)2

d'où l'état cohérent :
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PRoposrr:roN 3.5.1. - On a Ia formule:

e"o@)(z) : 
ry e - az)-2h ro(")

(resp. e,o(-)("): 
YU 

- zw)2hss(z))

s ih> L /2  ( resp.  h<L/2) .

On déduit de ce résultat, puisque l"o(0)12 : 1, que :

, ,  , , . '  h - r /2
l le 'o (o) l l " : f  s i  h>I /2

r r  r r o  h +  1  / 2
l le"o(o)ll" : 

T si h < -L/2

Donc la valeur de la constante e :

€ : lle"o(oy ll2h(s6(o), so(o)) : 
rysign tr.

Nous sommes maintenant à même de calculer explicitement le produit * de

deux symboles :

PRoposrttoN 3.5.2. - Soient A et B deun opérateurs alors, p&r définition

Ie produit * de leurs symboles a Ia forrne :

qÂ*Êy121 : [ Âe,w)E(w,", ((t - l,z-l')(! -,^l,u,l')12tht -illnl - !!z)',tq?.La' n az .Jn \  l r-az1z ) w'
3.6 Exponentielle-* et Transfiormée de Fourier adaptê:ê :

Notons En(g) la fonction sur (25 telle que si z est la valeur du paramètre

correspondant à { dans (21, :

rr.kxO :1È(ù(z) (lt l t *l
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En(g) est le symbole de Berezin de I'opérateur zr5 en tant qu'opérateur de
Hz,n(D) dans I12,6(D).

Pour toute fonction g e Ci(G), on définit la transformee de Fourier de g

sur (26 par :

f
sn(d: 

J"çb)En(g-r)dg.

On notera abusivement €6(p)Q) la valetu de €6(Q au point {.

PRopostrrorv 3.6.1. - Pour toute fonction g e c?(G), on a I'identité:

rrQr1"(e)): [ €n(ç)rn
J 0 n

t 
) 
-i(lhl - L/2)sisn hdz ndz: 

Jrtn(r)(r, î.(1 _ l"lr),

où u6 est la rnesure de Liouuille sur 06.

Démonstration. - On a bien sûr :

lrtnt)t>-ffi:
: [ [ e(ùno(n-t11r7-i(lhl 

- ! lz)sie\-Iaz A d2' -
JcJaP\y)Dh\g 

) \ . )6as

: [ [ e(g)fr(n-rrr"r-i'(lhl 
- 

!f2)siel-.Ldz n dz
rG JD 

t\- '  n0 - lzl2\2

: [ [ ,^1;(e'oe),nn(s)e"o!)) 
-i(lhl - L/z)sign hd,z Ad,z-J"lrv\y)@W

Mais d'autre part si (e,)', est une base orthonormée de f/2,1,(D), on a :
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Tr (tr6(Q) : I ((rrn (ç)e.), e.)

: t [](*n{v)"X'))F 
-i(lhl - l/2)sign hdz Adz

r r J p "  
n t r o l @

: t [-{ft otv)r-, ""o(,))&6.)h,Gse),"0(r)); J D

-i(lhl - I/z)sien hdz ̂ dz
zr(1 - lrl2)2

/ 
f (""",,1,,€nl(en,nn$) * e"ok))le,o(,)1-z-i(lhl 

--]/2)sign hdzù-  
J r Z *  

ù \ J , / ' c s s ( z ) / l c s s ( z ) l  
@

: [ {" " or.1, tr r"(9) e 
" o(,) ) |e"^r,r 1-z 

- i(lhl - L I 2)sien -Idz n dz
JD 

.  "o\" / r  " , . \ r , / rvso(z) t  t "so\z) t  'T( t  _  
1Z1Z1Z

et en faisant l'égalité des deux quantites on obtient le resultat.

De la proposition 3.6.1, de la décomposition de la mesure de Lebesgue d{

sur I 'ensernble {(r1 ,rz,ro)ir?+A?-x$ < 0} et du fait que fr\rn(f)oa-;,(/)* :

lftnf)ll'n.s., on déduit immédiatement le corollaire :

CoRol,lnnp 3.6.2. - Si d{ est une rnesure de Lebesgue correctement

normalisée sur g* et si Qf)lo^: &$), alors pour toute fonction f e ciÇ)

on a,

t PU)f dt : [* [ pn11zrr-i(lhl - tl2)+e\-Idz n dz .
J { ( ' 1 , r 2 , r s ) ; r l + s l - o 2 o < o , y '  

\ ' / '  -  
J t p J n " ' - \ " " t r o  ? r ( 1 -  l r l 2 ) 2
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CHAPITRE 4

SÉRIE coMPLÉMENTAIRE

RÉsutvtÉ. - Dans cette partie on réalise la série complémentai^'e de G comme étoile
reprêentation, en utilisant le produit de Moyal sur ]R x'lf et une réalisation de g en fonctions
complexes sur ]R x'lf, qui est unc déformation dtune paramétrisation du cône ,2o-nl+r]: o.

4.1 L'espacello,h et ses opérateurs de Hilbert-schmidt:

Rappelons que les représentations de la série complémentaire sont réalisées,

selon Sally dans I'espace de Hilbert î{o,h qui est le complété de I'espace

Tto: L2(D ( I'espace des fonctions de carré intégrable sur le cercre ).
Tto æt muni du produit scalaire suivant :

(f ,9) ' ,n: D ),-n(2*,Df-6
n€Z

s i  / :  Dnfn" 'n t  e t  g :Dng, 'e in ' .  o ,h  sont  te lsque :  -L /2  <h<L/2e t

0  <  o  < t /2  -  l h l  e t  neV.

Àn(2o,Ol:ffiffi
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Une base orthonormee de'l7o,n est formée par le système des fonctions (g,n)o,

définies par :

g,.(e'q) : [Àp(2o,,h)l-r/2"-; 'ne si m: h I le , le e Z.

Lpuup  4 .1 .L . -  Pour -L /2  <  h  <L /2  e t  o  € lR  auecÙ l  o  1L /2 - l h l .

La fonction Àn(2o,h) uéri,fie les conditions suiuantes:

i) À*(2o, h) est une fonction réelle positiue,

ii) À-(2o,h) < 1 pour tout n dans Z.

Démonstration. - Le lemme découle directement des résultats suivanrs :

S i  n :0 a lors  Às(2o,h)  :  t

S i n )0a lo r s :

Enfin , si n ) 0, alors :

De ce lemme decoule le resultat suivant :

coRotletnp 4.1.2. - L'espaæî{s s'injecte continuement d,antT{o,n c'est

à dire : Pour tout f € ?lo, on a la rvlation :

ll.fll,,a < ll/ll.

Un opérateur de Hilbert-Schmidt A sur 7{o,n æt défini par les nombres

Àn(2o,t : 
rLI. (

2
oT

/2
/2

1

I
t
+

h
i

1
+

k
E

+r/2+o)+h

)

n

o

o

( -

+

f

f

/2
r/2

o)

o)

- 1+

t+
l -

h-
h -

l2
/2

+1
+1

(L
\e

f(h
f(/,
n-L

II
lc:0

) , -n (2o ,h ) :
( -n+h+L/2-o)

a6t,k : (Agn+n' , gt +n) .,J,



Chapitre.4 73

et

alors

llAll'n,s : t lou,r,l' < *
la,le'

Af : 
D oo,n, (f , gn, +n)o,h.gk+h
k,k,

Leuup 4.L.3. -

si I lo*,*,Ài"12 x;r/zp ( oo,
k,k '

alors A est un opérateur à noyau,, c'est à dire

A e HS(Lr(n)) )nS(ht,,n)

et iI eriste un noyau an(s,t) tel que :

oh € ,2(T x 1r) et, si f e t2çn1, (.a/)(s) : 
Io" 

a1,g,t)f e)fr.
RBunneut 4.1.4. -

La notation f1.9(Iz) désigne I'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt

définis sur un espace V.

Démonstration. - Soit / une fonction de L2$).

Elle admet deux développements :

dans .L2(1f) sur la base (e-;(t+t)t1 r"e, .t dans Ho,t" sur Ia ba,æ (g,n),nçv :

n2r ,

f(ù :D 
/ .f(s)ed(t+r"1e P..."-;çt+h)t : 

Dfo^;,,2e-i(k+h)t.
t " Jo  2n  

k

Par identification, on a:

r2r )t
fo : \!,/2 I f ft\"r(k+h)t 

et 
.^Jo2n
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D'autre part, I'hypothèse nous garantit que la fonction :

a6(s, t) : D ap,1", Àll2 g kah(s)si(k' +h1t
k, le '

est dans L2(T x T).

Donc, on peut écrire :

(.a/)(s) : t an,n,fn,gn+n(s)
krh,

: t o6,p, )}"12 [^'" r(r)"16' +ut 
fisr+à(s)

l i ,k '  J o '

f 2 n  .  ^ , . ,  d t:  
Jo 

a6(s,t)f(t):*.

Ce qui prouve que la restriction de A à ,2(T) est un opÉrateur de Hilbert-

Schmidt de noyau a6 et que.4 est caractérise par sa restriction à ^L2(T) donnee

par la formule :

En effet :

A, étant continu, admet un seul prolongement à'lloJ".

Ler,turB 4.1.5. - Réciproquernent, soit a6 une fonction de L'(T xT) tette
que :

(afXr) : 
lo'^ 

a1,(s,t)f e)fi vf e Lz(T) (*).

D
k,tc, llr* I* ar(s, t)ffi sn, *o$)ffi^ul' . -

oJors I'opérateur à noyau A défini par (*) sur LP(T) e.st continu pour les noT"rnes

ll l l",a ( 0 < o < $ - lt l) et admetune extension àh{o,h.Cette ertension

appartient à H S(7{,,ù nH S@2(T)).
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D émonstration. - Posons

at.,,k, : ^o [ '" [ '^ oo(r,ù.,,o';.4g'*nft\*." - ' - J o J o * , o \ " 1 " r r t u - t t o \ v / r n - r t o \ " r ( u ç 1 2 .

Alors I'opérateur B défini par :

B f : D or,r' (f , gr' +n) o,hsk+h
krk,

est un opérateur de Hilbert-Schmidt sw T{o,h et on a :

a6(s, t) : D o1",1", \1,"/,' g n+n(ùsi&' +h1t .
k,k'

Donc par le Lemme précédent,

B e HS(T{,,n) l'l HS@2$D et sur les fonctions de Lr(T),,

r2T ,l+
@f)G):  Jo 

a6(s, t ) f  ( t ) ; :  (a/) (" ) .

4.2. Paramétrisation du cône :

Rappelons Ia transformation ,S introduite dans Ia partie 2.

On considère I'espace de Hilbert ,2(R x T). Soit une fonction u(p,q)

darn .L2(lR. x T), sa transformée de Fourier partielle (fou)(r,g) appartient à

,2(R x T).

On pose,

Ru(s, t ) : (Tou)( t - r , f l

et

Sz(s,  t ,h)  :T 
"z ikT 

h&n(s *  2 letr ; t ) .
,ceZ

.9 est une transformation unitaire entre, I'espace z2(n x t) et I'espace
r@
I t,(tf x lf)dh.
Jl-+,+l

/ o
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Sz a les propriétés suivantes :

,Su(s * hr,t,, h) - 
"2izrh 

1u(s,t, h),

Su(s,t,h + 1) : ,Sz(s, t, /r,),

^Su(s, t * 2r, h) : 
"-zinh 

Su(s, t, h).

On considère l'espace :

(
Tt(o) :  

l "€r2(R x l f )  :  Supp(,Sz)  c1tx l rx  f - i *  o ; | - f le t
(

u3@) : fr r-*,I 
À*-"Ào llr* I*(^92)(s, t)e-;Q"+n1""'{r"',+n)'ffi1' . -}

J -l+, p u-w 
'- 

lJo Jo (2r)' , )

On pose :

llull, : llull?." @,ù + N](u).

C'est un espace de Hilbert et S est une transformation isométrique entre cet
espace et I'epace

1o

J r +*',+ *orï 
s {Tto'o) n H s @2 $Ddh'

si z et u appartiennent à L'(p,q) et u* u designe leur produit de Moyal

alors on a :

S (z*u ) : ,Suo ,Su

S@(r, t; : (Sz)(t, s).

Donc si z et u appartiennent à T{(o), Su et.gu appartiennent à,

1o

J r- r*,,r *orï 
s tTto'o) n H s @2 $Ddh'

Donc Su o $p aussi.
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Nous allons réaliser la série complémentaire de G sur I'union des orbites

singulières d" g*. Cette union peut être paramétrée par IR x 'lf ainsi,

t r  =  -  ps ing

X2 :  _ pCOSQ

ro :p.

Elle est munie de la 2- forme canonique dp A dq.

On introduit des fonctions complexes T1,T2 et 16 sur ce cône :

T ,  - -ps inq* iocosq

T,  - -pcosq- ios inq

To -p.

Et on vérifie directement que,

s ----) (C-(R 
" 

T), { })

x; -T;'

est un homomorphisme d'algèbres de Lie.

On va construire les représentations de la série complémentaire par multi-

plication * à gauche par ces fonctions I.

PRoposruoN 4.2.1. - g agit sur?t(o) par multiplication* à gauche et

ona

s (,;[.") : 
[,-l 

- o)æss- 
".;""*] ̂ eu(s,r)

s (tT2 * u\ : [r* * o)sins- -"r*l su(s, r)\  '  La  
' - ' - -  - - - - ô " J -

s(ï r  /ô\
-  

, i to*u) 
:  

(* , )  Su(s, t ) .

Autrement dit, on a Ia rclation -.

s (;I* ") 
: d,r,(t)"su vz e .L2(R, r) vl e s,
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où dro est une représentation de g.

Pour la démonstration on fait le même calcul que celui de la proposition

2.4.2, en remplaçant p par io.

On obtient alors pour toute fonction gk+h: ÀrL/2"-;1t"*à)s .

dxr,(Is)st"1o : 
ft{no) 

: -i(k * h)gr+n

d.r,(t)s1"1, : ff -* - o) cos, - ,irr rrô I
L z d; )en+n

d,tr,(t2)s1"ar : 
[,i 

* a) sins - cos ,!*]nr*^.

En particulier cette représentation est décomposable sur chaque Tlo.7,

( lh l  <  l -ù  e tona

Pnoposffirorrr 4.2.3. - Pour h fr,ré, La représentation dtro,h ainsi définie
est la même que celle de la série complémentaire notée (fo,1, et ilécrite en L.4.4.

Détnonstration. - La représentation dlro,h est réalisee dans I'espaceTt(o)
et vérifie :

(ùr,J,(ls)gr,+r,) (") : -i (h + k) 9;,a6(s)

((ùr,,n(tr) * idr,,1,)(Iz)) gn+n(s) : - (o * r+ * + o\ x;L/2"-t(à+k+l)(s)
\ z /

((ùr,s,Q1) * idr,,1,)(Iz)) gk+n(s) : i2 (O * * 
" i * 

")

(# ) 

-"' 
^;l!"--;(h+Ic+ 1)(s)
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(dxr',h) (ls) g rn : - i H og,n

((tu,,6)(11) + tdr,n)Qz)) 5,.: ig+s,n

((ùr',6)(11) - idr,,6)(lr)) g,- : iH-g,n

on retrouve donc la représentation (Jol donnée dans 1.4.4 .

Donc le produit de Moyal nous donne la serie complémentaire de G à
condition d'ajouter une pa,rtie imaginaire pure aux fonctions coordonnées sur
I'union des orbites singulières.

79

((d,r',1"(t1) * idtr.1")(Iz)) gp+n(") : i2 (o * * * i *, (# )-"' 
e/"+,"+r (s)

Iæ même calcul nous ramène à:

((ùr',n)(tt) - idtr',1,(tz)) sn+n(r, : (o + k - !, - 
") (#) 

-"' 
,nu*n-r ("))

((d,r,,n)(rt) - id,n,,1,(tz)) gn+n(s) : -i2 (o * * - 
+ 

-, (*)-' ' ' (gr+,,_r("))

Si on pose : m: h * k et avec la notation z g,n: gtc+h ,, on obtient :
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CHAPITRE 5

FORMULE DE PLANCHEREL ET
TRANSFORMEE DE FOURIER

ADAPTEE

RÉsuvÉ. - Dans cette partie, on choisit une mesure de l,ebesgue sur g* et on définit
la transformée de Fourier adaptée globale t en recollant les deux morceaux correspondant
aux séries principale et discrète. En utilisant la formule de Plancherel de G, on montre que la
transformée de Fourier adaptee est une transformation unitaire entre L2(G) et ltespace des
fonctions de carré étoile intégrable Lf (g*), enfin que la formule de Plancherel est obtenue en
inversant t.

5.1 Mesure sur g* et espace L2*(g*) t

on considère l'ouvert o de g* formé des éléments (rr, rz,ro) vérifiant :

f i+r22-r2o#o

On choisira pour mesure de Lebesgue dans g* la mesure d{ :
d,rfi,rzdno

2r
Alors cette mesure induit sur I'ouvert {(rr, rz,ro)ir\+ 13 < *2o) la mesure :
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-2 i ( lh l - j ) s ignh .  1 .  lat: (ffidzF).(lhl - 
,lan: un(lhl - 

,lan

où ar6 est la mesure de Liouville sur O1, utilisee dans le chapitre précédent.

Rappelons, cf 2.6, que d'autre part cette mestue d{ induit sur I'ouvert

{("t, rz,ro);x2, + r} > 
"'o]' 

la mesure

at: PaP# : ur''Fdlt

où a,ru est la mesure de liouville sur (?, utilisee dans le chapitre 2.

On considère le produit * définit sur C-(O) par :

(u* u) lsn :  (u lo^) *  (u lo^) et  (u* u) le* :  (u lo,)  * '  ( r lo,)  .

Otr * et 't/ sont les produits étoiles sur (?a et Ou définis dans les chapitres
précédents.

On introduit maintenant les espaces L|(O), L?(Où et ll(g.). Comme

dans Ie cas des groupes exponentiels, ils s'intérprètent formellement corlme

des espaces des fonctions z telle que u*Z est intégrable dans 0,,, (26 ou g*.

c'est à dire :

f e t2*(ou) <==+ llfil?: I r *,Tru( oo,
Jou

7 e L2-(on) e+ i l f  Ê: I f  *îrn( oo,
JOu

f e L?(e\ e+ ilf\?: I f *Tdt( oo.
JE'

D'après le chapitre 2, s' identifiera alors I'espace L2*(o) avec I'espace
1@

I .L'(t,t)fl-r(o) da et d'après le chapitre g, L?(Oh) s'identifie avec I'espace
J [o,ll
des symboles des opérateurs de Hilbert-Schmidt dans l'espaceî{ des sections

de carré intégrable du chapitre 3.
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Donc :

^ 1 1 @ ^ p o
L7(s., *tuoa"ttur) 

: 
l,^ ,L?(o*)p ap e l, L?(oh)Qhl - rl2) d"h,

Jl0,oo[ J lhl>L/2

puisque la mesure de Lebesgue fidnsd"q dr2 dans g* est décomposable en une

mesure p dp (rp slrr I'union des orbites Op, et une autre (lhl - r/2)dhrt6 stu

I'union des orbites 0n.

5.2 Transformée de Fourier adaptée globale.

Soit rp une fonction C- à support compact sur G. on a défini dans les

chapitres précédents les fonctions tu(g) et t6(g) respectivement sur o, et O6.

On définit alors Ia transformée de Fourier adaptee globale :

DÉr'wtrtoN 5.2.1. - (i) - si p e c?(G),la transformee de Fourier adaptee

globale est la fonction t(Q défrnie presque partout sur g* par la condition :

€(dlo. : tr(ç) Yp > 0,

t(dlo^ : tn(ç) vlhl> L/2.

TupoReurp' 5.2.2. - La transformée d"e Fourier adaptée globale se prolonge

en une transformation unitaire entre L2(q et Ll(g.).

Démonstration. - Soit <p € Cf (G), on \ra calculer :

Comme on a collé la partie discrète et la partie principale par un nouveau
produit * alors on va faire Ie calcul de I'expression (1) dans les deux cas

séparément.

83

et

- f

ll€(ùll7: I €(p) * s(dtu. (1)
JE'
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Soi tzeS( (?r ) ,a lo rs

Io,u 
I uuu : 

lo fo'" u *t d'(p, ùW

: 
lo'* Fo(u*,2)(0, ù#

f2o: 
fo'" R(u *, t)(q, q)#

7 l  f 2 n: 
Io' fo"" t(u*,û)(q,o,o)#tu

1 l  f2n: 
I"' Io'" 

t, ru *, u)(q, q, a)g@)-, !l*A

1 l  f2n  f2n: 
Io' I, L Ê'(u)(q,r,a)l2p(ar'**^

On pose u: €(p) alors, on obtient d'aprés le chapitre 2

f -  7 1

Jo,€@) 
*' €(flwu : 

Jo ll"l,@)ll2rtB@)-taa'

Ce qui prouve qtre €*(9) est dans L?(Où et que ;

1 l

lle u@)ll? : 
J o ll"X@)ll'n s o @)-t do.

Introduisons alors I'involutioî (p ê p" et la convolution dans Cf; (G) :

ç"k) : p(s-\),, @ x,l,)(g) : 
l"e(sr-\û(*)d*

dn étant la mesure de Haar sur G utilisee en 1.S.

On a donc montré les égalites

l l€*@)ll? : [' Tr (tr[(ex (p,)) (Ê(o))-'do
JO

f æ ^ f c b l l

l ll€u@)ll? p dp : I I rr @Ë@ x e")) B@)-t dnpdp. (2)
JO JO JO
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puisque pour toute représentation unitaire zr et toutes fonctions g,|s de Ci (G),

r(ç") : n(g)* et r(ç x rD : 
"@) 

o r(10.

Reste à montrer l'égalité :

llr n(v) ll2n s : f o ̂e 
n{r) *Tv) G)u n.

on sait que :

llrn(dll2ns : Tr (n6(p) o nn(ç)*)

Mais :
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@G)) e, _ kr n\e)* e,oe), e"pe)l
(e"oG), e"11")

_ (e"ok),rn(g)e"oe))
(e"s(r), e"o!)l

- (e"oe),Tn(9)e"ok))

(e'e1r; ,e"s1)l

Donc en@) est un symbole, et d'apres le chapitre 3 on a :

Tr (tr1,(e) o r(e)) : [ 6o(ç)Tin(p).)(z)un
Jon

: [ &rl*nfi1*,n
Jon

f _

1 €n(d * €6(e)u6
JOn

Donc en(d appartient à L?(2n),

: ên(p)(z).

llen(dll? : T, (nn(ç x p"))
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et

f - - l -
1,,, . ,^lle@)lli(lhl-r/2)sign hdh : I Tr (r6(e x e\) ffil-t/z)sign âdh. (3)r lhl>r/2 J 1t"1>r 1z

Les formules (2) et (3) donnent donc le résultat suivant :

si <p est de classe c* à support compact sur G, arors €6(9) est dans L?(g.)
et sa norme est :

l le(dÊ: [* i lsu(ç)l l?pdp* [* i le@)ll?(hl -L/z)sisnhdh
Jo J lhl>r/2

foo f l: 
Jo Jo 

,, ("n(ç x e\) p(o)-ttupdp*

[* Tr Qr1,(e x e\)(lt l - L/2)sisn hdh.
J lhl>r/2

Ce qui, grâce à la formule de Plancherel ( cf L.5 ), s,écrit :

l le@)ï?:@xp")(e)
r f: I ç@-')p"(x)dn: I e@)e@)dt

JG JC
-- llpll""rrq.

L'application t de Ci(G) dans Zf (g*) est donc une isométrie pour les normes
de t'2(G) et de L?(s.). Elle se prolonge donc à Lz(G), puisque ci(G) est
dense dans ce dernier espace. on notera toujours f son prolongement.

On note dorénavant pæ Ls et Rn les applications :

f  -  Lnf  @):  f  k-r*) ,  f  -  Rgf@):  l@ù.

Soit / une fonction C- à support compact sur G. Dixmier et Malliavin ([2fl)
ont montré que / pouvait s'écrire comme une combinaison linéaire finie de
fonctions de la forme g; x rh; où : rp; et ry'; sont deux fonctions de classe C- à
support compact. Par polarisation, la formule ci-dessus s'écrit aussi :

f
I e@) * ekh;)dt: (e; x û;)(e)rE 

:  [  ,@ixr t ; )d t .
J E '
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On peut alors translater par un élément g de G cette formule :

(ç; x t$k) : (Ro(çi x t!;)) (e)

= 
J".€ 

(Rn(çt x 4t)) dt

: 
J".(€(p, 

x tb) * E(ùdt

Oùr.E(g)*z est bienentendu la fonction définie sur (2u(resp. (?6)par:

E(g) * ulo, : E(g) *' (up,)

et

E (g) * uton : E(g) * (upn).

Donc pour toute fonction / de classe c"o à support compact sur G, on a :

f
rb) : l*.{r{n-') * €U)dÊ.

L'opératetu E(g) * u est par construction unitaire sur .[](g.), I'espace des
symboles tu(f), €n(.f) pour / e Cf;(G) est dense dans L!(0) (,op t?(On)),
et il est clair que cette formule s'étend à tout L?(g) et que I'on peut donc
définir I'opérateur t-r de Zl(g-) vers L2(G) par :

e-'@)(g): I e$)*n(ùdÊ.
JE '

Ceci prouve que I'image de L2(G) par t est tout I'espace L?(S\.
Donc, t est bien une transformation unitaire.
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THpoReuE 5.2.3. - La transformation t peut s,écrire:

t(/xo : ( I"r b) n(g)ag)G).

Sa transfortnée réciproque est:

(e-'u) (s) : I u* E(s)dt.
JE '

ElIe uérùfie:

€Utx  fù :  e f fù"8( fz )

tU"):m
slnf):nk)*€ff)

€(Rnf) :eU)*E(g) .
Démonstration. - On a déjà calculé t-1. Par définition, si / est de classe

C- à support compact, si { appartient à O6, ori- a:

t(/X€) : "foX€)
f ^: I fk)"n(s-1)dg(€)

J C
f: I rk)ûk-')asE)

J G

: (l"r(s)n(g-'lan) rel

Si ( appartient à 0u et u à S(0),

S'@$) *z) (s, t ,a):  
" i ,6) 

o (.9'z)(s,f ,o)
f: 

J"f @) @tG-r; o 1^s'u)) (s, t, a)dg.

Donc:

@(fl* u) (€) : [ ilù @(g) *u) (Ods.
Jc

Ce qui donne I'expression de S(/) Comme opérateur sur L2(Or).
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Enfin, la transformation t vérifie les formules du théorème par défintion;
puisque pour chaque représentation zr,

r Ut x fz) : rUù 
" r(fz), r(f\ : r(f).

r (Lsf) : r(g) o lr(f), ,r(Rofl : r(f) o zr(g).
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