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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Depuis 'article de Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et
Sternheimer [13] sur la quantification par déformation, de nombreuses applica-
tions de cette notion a ’étude des représentations unitaires irréductibles (R.U.I)
des groupes de Lie sont apparues. Plus précisément, il a été alors proposé un
programme de construction et de description du dual unitaire G (ensemble
des classes de représentations unitaires irréductibles) d’un groupe de Lie G,
que nous supposerons connexe et simplement connexe, a partir de I’étude des
déformations de ’algebre des fonctions C*° sur le dual g* de ’algébre de Lie
g de G (voir [31]).

La méthode usuelle des orbites fit son apparition dans un travail de A.
Kirillov paru en 1962 [49] consacré aux groupes de Lie nilpotents. Elle consiste
a associer aux orbites coadjointes entieres de g* des classes de représentations
induites et, réciproquement, & une représentation unitaire irréductible de G est
associée une orbite coadjointe par une formule dite formule du caractére de
Kirillov. Depuis, la possibilité de généraliser cette théorie & d’autres classes de

groupes a €té signalé. Le développement ultérieur fut obtenu dans les travaux
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de P. Bernat [14], B. Kostant [47] [48], L. Auslander et B. Kostant [11], L.
Pukanszky [65][66] [67] et M. Duflo [28] [29] [30].

B. Kostant a remarqué ’existence d’un lien entre cette méthode et le
probléme de la quantification d’un systéme mécanique classique. On peut en
effet représenter ce systéme par une variété symplectique M. Supposons le
systéme est élémentaire pour ’action d’un groupe de symétrie G, la variété
est alors un espace homogene et la classification de ces espaces homogénes
symplectiques avait été obtenue bien avant et indépendamment par B. Kostant
[48] et J.M. Souriau [73]. La quantification du systéme revient & associer & M
un espace de Hilbert H de fonctions ou des sections d’un fibré. Le groupe G
est alors représenté unitairement et irréductiblement dans H.

A. Kirillov et L. Pukanszky ont principalement utilisé cette méthode dans
le cas d’'un groupe de Lie résoluble connexe. M. Duflo a mis en oeuvre une
méthode de construction du dual unitaire d’un groupe de Lie qui s’inscrit dans
le cadre de la méthode des orbites. Rappelons rapidement cette méthode :

Soient G' un groupe de Lie d’algebre de Lie g, g* le dual de g, g un élément

de g*, By la forme bilinéaire définie sur g par :

By(X,Y)=9(|X,Y]) si X et Y €g,

G(g) le stabilisateur de g dans G, g(g) P’algebre de Lie de G(g). On note G(g)®
un certain revétement d’ordre 2 de G(g), p la projection de G(g)® sur G(g) , €
’élément non trivial du noyau de p et G(g)% le sous-groupe p~1(G(g).).
On dit que g est admissible §’il existe un caractére unitaire x, de G(g)®
dont la différentielle est la restriction de ig a g(g)® et tel que : x4(¢) = —1.
Si g est admissible, on note Xg(g) (resp. X37(g) , X£**(g) ) 'espace des
classes d’équivalence de représentations unitaires (resp. unitaires irréductibles,
factorielles) de G(g)® dont la restriction 3 G(g)& est un multiple de xq.
On dit que g est bien polarisable s’il existe une polarisation résoluble en g dans

gc (le complexifié de g) vérifiant la condition de Pukanszky [23].
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Soient g une forme linéaire admissible et bien polarisable, et 7 dans X (g). M.
Duflo associe & (g, 7) une classe d’équivalence de représentations unitaires de

G, notée Tgﬂ vérifiant :

(¢) Le commutant de Tf, est isomorphe & celui de 7.

(i) Si a est un automorphisme de G on a Tf, oa”l=TC

ag,at”’

(#i2) Si g’ est admissible et bien polarisable , 7/ € X¢(¢'), et ¢’ € G.g alors

T_f, et Tgc}"’f, sont disjointes.

(iv) Soient 7 et 7/ dans X¢(g). L’espace des opérateurs d’entrelacement entre
Tfr et Tgf, est isomorphe a ’espace des opérateurs d’entrelacement entre 7 et

7.

(v) Supposons 7 factorielle. Soit « un élément dans le centre de G(g)&. Alors

Tg(,;T, () et 7(7, 1) sont la multiplication par un scalaire.

Les résultats de cette méthode généralisent ceux obtenus auparavant par
Auslander-Kostant dans le cas d’un groupe résoluble de type 1.

(On peut noter que les résultats de Harish-Chandra [36] [37] [38] peuvent
s’intérpréter dans ce cadre).

Le principal outil de cette théorie est la notion de polarisation. Cependant
cette méthode est confrontée & des difficultés quand on veut I’étendre 2
un groupe de Lie quelconque. Car certaines orbites nilpotentes des groupes
semi-simples ne possédent pas de polarisations invariantes [40] ou ont des
polarisations qui donnent deux représentations induites disjointes [71].

Par contre, la "nouvelle méthode des orbites” (le programme de construc-
tion de G par déformation ) n’a pas besoin de polarisations invariantes et on
espere qu’elle permettra une description plus agréable de G.

Soit O une orbite coadjointe entiére de G, pour retrouver les R.U.I. corre-
spondant & O, le principe du programme de construction des représentations

associées a O, par déformation est le suivant :
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Pour chaque vecteur X de g, nous définissons la fonction X sur O par :

X(E€) =<6X>, € e0.

Nous cherchons alors un produit *, en général formel, sur C*°(0) :
uxv = ZV"Cn(u, )
n0

ol v est un parametre formel tel que :
iX %i¥ —i¥ %iX = i[X, Y]

si v vaut 1/2i. Dans certains cas, le produit x sur C*°(O) ou un sous espace de
C>(0O) s’obtient directement par un calcul symbolique dérivant d'un procédé
d’états cohérants.

Puis nous extrayons un sous espace A de C*(O) qui contient toutes les
fonctions X , tel que le produit formel converge pour v = 1/2{ et qui devient
ainsi une algebre involutive pour * et la conjugaison complexe des fonctions —.

Nous cherchons alors 'ensemble ¥ des classes de représentations irréductibles
T de (A, *,” ). A chaque représentation T' de A est associée la représentation

w1 de g définie par :

rr(X) = T(iX)

qu’on exponentie en une représentation de G. Nous obtenons souvent par ce
procédé tout ou une partie dense de G.

D’autre part, pour exprimer la formule de Plancherel de G, on définit une
application Eo de G dans un espace de fonctions ou de distributions sur ©
vérifiant, au moins formellement :

%Eo (exptX) = Eo(exptX) xiX
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et, a 'origine,

Eo(e) =1.

Eo est appelé 'exponentielle étoile, c’est une généralisation de 1’exponentielle
e'X si G est R" et % le produit usuel. Nous définissons alors la restriction & O

de la transformée de Fourier adaptée de G par :

E(p)(€) = /G Eo(g)(€)(g)dg (¢ € C=(G)).

Cette transformation £ s’étend en général en une transformation unitaire
de L?(G) dans un espace de Hilbert de fonctions sur le dual entier g’ , de g
(I'union des orbites entieres). La formule du caractére de Kirillov prend dans
ce cas la forme tres simple suivante :

Il existe une mesure vp sur ¥ telle que :
[ Trante) duo(®) = [ @) ©duo(®)

ol ue est la mesure de Liouville sur O.
La mesure de Plancherel de G s’obtient en inversant la transformation

unitaire £ en une transformation de la forme :

o) = /

int

ENOBG™)©Od = [ D@ | €@©BE ) ©duo®.

La mesure de Plancherel est alors AQve. E désigne I’exponentielle étoile définie
par E|p = Eo.

D. Arnal et J.C. Cortet ont réalisé ce programme dans le cas ou G est
nilpotent simplement connexe ([1],[4]), puis exponentiel ([6]) en utilisant le
produit de Moyal sur les orbites O.

Enfin, avec J. Ludwig ils ont étudié le cas résolubles de type I [9].
Si G est un groupe de Lie semi-simple compact, Wildberger ([78]) (voir

aussi [8] [61] [62]) a montré qu’'on pouvait utiliser le produit * de Berezin sur
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les orbites coadjointes entieres pour réaliser ce programme. Il s’agit d’un calcul
symbolique qui associe & chaque opérateur de l'espace d’une représentation
irréductible m de G une fonction sur I'orbite O associée a 7. Ce calcul est défini
par une méthode d’états cohérents (voir [9],[16] [ 19,20,21] [69]). Il permet de
construire une transformation de Fourier adaptée. Il reste donc essentiellement
a étendre cette théorie au cas semi-simple non compact. Pour les représentations
de la série principale unitaire d’un tel groupe, I'utilisation du produit + de Moyal
a été étudiée par B. Cahen [17] lorsque le centre de G est fini.

Dans le présent travail, on étudie le cas ol G est le revétement universel
S’Lfi R) de SL(2,R), qui est bien entendu le premier exemple & considérer
dans la situation actuelle.

La partie 1 est consacrée aux rappels des définitions associées au groupe
G1 = SL(2,R), que l'on peut identifier au groupe Go = SU(1,1) des
automorphismes du disque unité et a leur revétement universel G = SL/(E,/IR).

7 Ainsi, on rappelle les réalisations usuelles des représentations unitaires
irréductibles de G, qui sont traditionnellement classées en 3 séries : la série
principale, la série “discrete” et la série complémentaire. On donne aussi une
description des orbites de la représentation coadjointe de G qui sont des nappes

de cones ou d’hyperboloides.

Dans la partie 2, on associe & chaque orbite du type hyperboloide & une
nappe O, (¢ > 0 ) une famille de représentations de la série principale
paramétrée par u et un nombre réel o compris entre 0 et 1 (1 exclu).

Pour cela, on utilise le produit de Moyal % sur Op. Celui-ci peut étre

défini sur L?(0,) au moyen d'une transformation unitaire S entre L*0,)

®
et / L2([0, 27 [x[0, 27 [) dex ( L2([0,2n[= {f | f(t+ 27) = X £(1)}) telle
que :
Si §(O,) est lespace des fonctions & décroissance rapide sur O,, les

représentations de (5(0,),+’,”) sont paramétrées par a, elles sont réalisées
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dans L2 ([0, 2x[) par :
1 27
(@NE) = 5= [ Sulst)f®d (we O, f € LA (0, 2nD)
On voit qu’elles s’étendent naturellement & un sous-espace A contenant g par :
T2 (iX) = drj(X),

ol dr;(X) est une représentation de la série principale de SL,(E,/]R).
Cependant, pour définir la transformation de Fourier adaptée, on a besoin

d’une transformation unitaire S’ entre L2(0,.) et

[ 1200, 241x(0,24D8"(@)de,

b

ou ((a) est une fonction C'* périodique de nériode 1 strictement positive, ceci
a cause de la forme de la mesure de Plancherel de G.

On change alors de produit étoile en posant,

ux’ v =8""1(Sux Sv)

et on montre que ce nouveau produit étoile est formellement équivalent & x par

I’opérateur :
Y u) = Bp)xu car ux'v=r(rtuxrlv).

La fonction B(p) étant “centrale”, on voit que les représentations de (A, )
sont maintenant :

27
(@@ = 5= [ Sulsta)f@dt (e L0, f € L2(0,2nD)

et

T/ (iX) = dr2(X).
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C’est ce produit étoile x* "qu’on utilisera donc sur O,.

Puis nous définissons P'action de I’exponentielle étoile sur S(O,) par :
3
E(g)xu=5"([  mi(g)S (u)da),
[0,1]

pour tout u de L2(0,,).
La restriction £,(p) & O, de la transformée de Fourier adaptée de ¢ peut

donc étre définie par :
(<]
£u() =5 [ nt(p)Bla)da) = SN (K.A(@)),
0,1[

ol K est une fonction sur [0, 27[x[0, 7[x [0, 1[ telle que,

K(s+2m t,a) = e 2™ K(s,t,a)
K(s,t+ 21 a) = €2 K(s,t,q)

K(s,t,a+1) = K(s,t,a).

Dans la partie 3, on utilise les résultats de [8] pour construire les séries
discrétes holomorphes et anti-holomorphes de représentations de G. Ces
représentations sont notées mp, h positif pour la série holomorphe, h négatif
pour la série anti-holomorphe.

On associe donc & chaque opérateur A de I’espace de la représentation
une fonction, le symbole de Berezin A, sur lorbite associée @), qui est une
nappe d’un hyperboloide & deux nappes. Ceci nous définit un produit * sur

chacune des orbites O}, par la relation,

—

AxB=AoB.
L’exponentielle étoile est alors simplement donnée par :

En(g) = mh(9)-
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Enfin on définit la restriction de la transformée de Fourier adaptée a Oy,

par :

En(ip) = /G o(@)Enlg™)dg = (9,

pour toute fonction ¢ de C°(G).

Dans la partie 4, on réalise la série complémentaire de G comme une
étoile représentation, en utilisant le produit de Moyal x sur R x T et une
réalisation de g en fonctions complexes sur R x T, qui est une déformation
d’une paramétrisation du céne 3 — z3 + 3 = 0. Ainsi nous associons la série
complémentaire & ’ensemble des orbites singulieres de g*.

Dans la partie 5, on définit la transformée de Fourier adaptée globale £

presque partout sur g* par la condition :
E@@)lo, =Eulp)  Yu>0,

et

E@o, =&(p)  V[h|>1/2.

Pour recoller les morceaux correspondant aux séries principale et discréte, on

considere le produit » défini sur C*°(O) ( O est un ouvert dense dans g*) par :
(uxv)lo, = (ulo,) * (vlo,) et (uxv)lo, = (ulo,) ¥ (vlo,)-

Et on montre, en utilisant la formule de Plancherel de G, que la transformée
de Fourier adaptée globale est une transformation unitaire entre L2(G) et

L?(g*), ou L%(g*) est formellement 1'espace des fonctions sur g* telle que :
1= [ feFig<oo
L3(g*)

Enfin la formule de Plancherel est obtenue en inversant £.
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CHAPITRE 1

GENERALITES

RESUME. -— Dans cette partie on rappelle les définitions du groupe hyperbolique qu’on
notera Gp, du groupe des automorphismes du disque unité qu’on notera Go et de leur
revétement universel qu’on notera G. Ensuite, on donne les réalisations des représentations
unitaires irréductibles de G et sa formule de Plancherel selon Pukanszky [64]. Enfin, on
décrit toutes les orbites coadjointes de G. L’essentiel des résultats de cette partie est issu des
références suivantes [55), [45], [39], [77] [72] et [64].

1.1. Le groupe hyperbolique, G; = SL(2,R) :

Soit G'1 le groupe spécial linéaire des matrices carrées d’ordre 2 4 coefficients

réels et de déterminant égal & un, i.e.

G = {g= (‘: “’) € GL(2,R) /us — vw = 1}.

S

Soient K, A et N les sous-groupes & un paramétre de Gy définis par :

cos@ —sinf\'
= = <
K {ko (sinO cosf )/0_0<21r},

A={at=(f; egt)/teIR},
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N={nb=((1) ’{)/beR}.

K est un sous groupe compact maximal de G.

LEMME 1.1.1 (Décomposition d’Iwasawa ) [74]. — Tout élément g de G

s’écrit d’une maniére unique sous la forme :

g=ke.atny avec 0<6<2r ; t,beR.

De fagon plus précise, sig= (: 1:) € G alors

i U — 1V uw + vs
e W= e ;P =u?4? et b= —] —.
Vu? + v? Vu? 4 o2

Pour montrer ce résulat, on explicite la relation matricielle et on constate
que le systéme d’équations en 6, t et b admet la solution indiquée et seulement

celle-ci.
1.2. Le groupe des automorphismes du disque unité, Go = SU(1,1) :

Soit G le sous-groupe de SL(2,C) formé des matrices de la forme :

A= (% g) avec det(A) = 1.

1 1 —3
Si on pose C = —
de GL(2, C), transforme G'1 en Gg. Il induit ainsi un isomorphisme entre Gy et

Go.

), Pautomorphisme intérieur : g — CgC~1

Le groupe Gy agit sur le disque unité D= {z € C/ |z| < 1} par:

g_l.z=%z:§ pour g—1=(% g) e SU(1,1) et z2€eD.

Les éléments de Go peuvent étre paramétrés par :

g

T=7 et w=arg(a) modulo 27.
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Il est clair que
<1, a=e“(1-P?)"t e B=e“v(1-|y})"2.

Ainsi, Go = {(7,w)/ |7l <1 et w €] — m, 7]}, la loi du groupe étant définie

comme suit : (y,w).(v,w’) = (", w") avec

'Y” — [71 + 76—2iw ][1 + ’7’7’62'@ ]—1
1 . .
VT=wt+ + ZLn{[l + 7 ve 2|1 + v7e 217!} modulo 2r.

Lest (—vye?™, —w).

Si g est ’élément (v,w) alors g~
Par conséquent, le groupe G apparait comme le produit topologique du disque

unité D et du cercle.
1.3 Le revétement universel de SL(2,R) :

Dans ce paragraphe nous commengons par rappeler quelques notions sur le

revétement universel, pour plus de détails cf [60].

DEFINITION 1.3.1. — Soient T et B deux espaces quelconques. On dit que
¢ : T — B est une fibration si la condition suivante de trivialité est vérifiée :

pour tout b € B, il existe un voisinage V}, de b dans B et un homéomorphisme
® de V, x F sur o~ 1(V) tel que :

e (®(z,t)) =2, VreV,VteF.

REMARQUE 1.3.2. —

() La fibration est dite triviale si : V, = B. Dans ce cas : T est homéomorphe
a B x F et I'application ¢ s’identifie & la premiére projection, B x F — B.

(1) Chaque fibre o~ !({z}) est homéomorphe a F.

(#i) Si T et B sont des variétés, ¢ de classe C™® et si & est un
difféomorphisme, on dit que la fibration est différentielle. Dans ce cas, les fibres

sont des sous-variétés de T difféomorphes & F.
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(tv) Si F est discret, on dit que ¢ : T — B est un revétement.

EXEMPLES. —

a) Soit H un sous groupe fermé d’un groupe X;j. Alors, la projection
p: X1 — X1 /H est une fibration de fibre H.

b) Si X; et X5 sont deux groupes topologiques localement compacts et
¢ : X1 — X, un homomorphisme continu surjectif de noyau discret, alors ¢

est un revétement de fibre Kerep.

DEFINITION 1.3.3. — Soient X; et X3 deux groupes topologiques. On dit
que ¢ : X3 — Xo est un revétement universel si c’est un revétement et si
I’espace total est connexe par arcs et simplement connexe. On dit alors que X;

est le revétement universel de X5.

THEOREME 1.3.4. —

(1) Tout groupe comnexe et simplement connexe posséde un revétement

universel.
(2) Deux revétements universels d’un méme groupe sont isomorphes.

(3) Si deux groupes sont isomorphes, alors ils ont le méme revétement

untversel.

Pour la démonstration de ce théoréme on se référera 4 [60] .

Soit G le produit direct, D x R, du disque unité et de la droite réelle,

ie. G ={(7,w)/|l7l <1 et weR}.

G, muni de la méme loi de groupe que celle définie en 1.2 pour Gg =
SU(1,1) (sans la condition modulo 27), est un groupe de Lie.

L’application ® : G — G¢ définie par :

®(v,w) = (v, w modulo 27)

est un homomorphisme continu surjectif et de noyau :

Ker® = {(0,2kn)/k € Z}. Donc, d’aprés ce qui précéde le produit
topologique du disque D dans C et de la droite réelle R est le revétement
universel de Go = SU(1, 1) et aussi de G; = SL(2,R).
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Un sous-groupe compact'maximal Ko de Gy est donné par :
1 e—i0 0
Ko =CKC~ ={< 0 eio)/OeR}.

Le sous groupe correspondant K de G est I'image inverse par ® de Kj et est

isomorphe a R.

®'(Ko)={(0,8) / 6eR}.

Soit g I'algebre de Lie de G qui est également celle de G.

Dans toute la suite, on considere la base de g suivante :

L1 0, Lol(oy o, _1/0 -1
1=3\0 -1)° 2=3\1 0/ & “°T3\1 o /)
On a les relations suivantes :

[lo’ll] = l2; [llal2] =-lp et [lg,lo] =[.

On identifie le dual algébrique g* de g & g grace & la forme de Killing
B ( cf [32] ) qui est donnée par :

B Y @b, > wili | =2(xy1 + zaye — oyo).
i=12,0  i=1,20

1.4. Représentations unitaires irréductibles de G = SL(2,R) :

Les mathématiciens Pukanszky (dans [72]) et Sally (dans [64]) ont détérminé
et décrit toutes les représentations unitaires irréductibles de G. Ces représentations
sont traditionnellement classées en 3 séries :

- la série principale,

- la série “discréte”,

- la série complémentaire.
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Dans ce travail, on s’intéresse particuliérement aux séries principale et
?

“discrete”.
1.4.1 Série principale selon Pukanszky

La série principale est obtenue comme une représentation induite unitaire
a partir d’un caractére de MAN ot M est le normalisateur de A dans K (ici
M = 7Z) . Un tel caractére x est déterminé par deux nombres o et 7 avec o

un réel strictement positif et 7 compris entre 0 et 1 (1 exclu) donné par

x(exp2rlo.exp tly) = 2™ et
Notons 7, la représentation induite. On obtient alors une réalisation bien
connue de #] [64]. L’espace de =7 est le complété Lg(lz' ) de l'espace des

fonctions fC° sur K vérifiant :

) 27
f(¢+2m) =™ (§) powr lamorme || f [P= fo F@)I2 do < oo.

L2(K) admet une base orthonormée {gm,m € T+ Z} avec g.(¢) = e ™.
Si on note H; (j = 1,2,0); le générateur infinitésimal dn7(l;) des groupes 3
itH_.,'

un parametre w,(exptl;) tel que 7 (exptl;) = e "3, on obtient sur la base

orthonormée {g,} de L2(K) :
Hogm = mgm,

) 1
Hygm = —i [m+ 2 7'0] gm+1,

?

1
H_g,,=—i [m ~3 +ia] Gm—1

Hy = Hy + iH,,
H_ = H; — i{H,.

Ces opérateurs caractérisent la représentation .
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1.4.2 Série discréte selon Sally :

La série discrete de G comprend la série “discréte” holomorphe et la série
“discrete” anti-holomorphe. On peut la paramétrer par un nombre réel h non
nul. Elle se réalise dans I'espace de Hilbert Hz (D), Pespace des fonctions
holomorphes (si h > 0) ou anti- holomorphes (si h < 0) sur le disque D

muni du produit scalaire suivant :
2h —1 — _ ) 1
(Fow=2 [ g - P 2dsdy si >

et
2h

(9)y =timpy 2= [ FETEI - a1 2drdy

le cas ot h < —%, on a le produit scalaire ci-dessus en remplagant h par |h|.

Dans le casou 0 < h < %, le produit scalaire est défini par :

_e=T@MT(n+1) —
(f’g)h = Z F(2h+n) an.bn

n=0

ou f(z) = Zanz" et g(z) = anz". Dans le cas ol ——% <h<O0,onale

n=0 n=0

o o]
produit scalaire ci-dessus en remplagant h par |h|, pour f(z) = Zan'z"” et

n=0
g(2) = an?z'".

n=0

Ainsi, Hy }, est un espace de Hilbert ayant pour base hilbertienne le systéme
des fonctions suivant :

Pour h > 0 on pose :

_[T@h+m) 1% .
sl = | iy ¢ men
pour h<O0O,ona:
_[rem+m)t .,
) =[] = 5 men
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Cet espace a été étudié en détail dans [6] et [18]. L’action de G sur D est déduite

de celle de Go . Elle est donnée par :

g.z2=®(g).2 = %z:::g pour ¢ != (% _g) ,

avec &(g) = (% _g)

La série “discrete” admet deux parties, I'une holomorphe et ’autre anti-

holomorphe. La partie holomorphe est donnée par :
(mr(9)-N(2) = (1~ )" (1 +72) " (g7 2)

ouh>0, fe Hypetg=(y,w) €G.

La série “discrete” anti-holomorphe est donnée par :
w 2\ — _ —
(7h(9)-f)(2) = (1 = [y [F) M (1 +v2)* f(g7" 2)

ot h <0, f € Hayp.

REMARQUE 1.4.3. — En remplagant h par ! et ®, ; par les fonctions {g.,}
oum = —n—h, on montre, grace au théoréme 2-2-2 de [72], que la série discrete

ainsi décrite est la méme que celle obtenue par Pukanszky dans [67).
1.4.4 Série complémentaire :

Soit Ho = L?(T) l'espace des fonctions de carré intégrables sur le cercle,

muni du produit scalaire suivant :

(f: 9o =Y An(20,h) fuTn

n€Z

sif=Y,fae? et g=Y, gne'™, o et hétant des nombres réels tels que :
0<o<1/2—-|hl,|hl<1/2
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et
'h+1/240) T(n+h+1/2-0)
Ch+1/2—0) T(n+h+1/2+0)

An(20,h) =

On munit L?(T) d’ une base de systéme de fonctions (g, )m définies par :

gm(€?) = (20, B)] V2™ sim=h+k, keZ

et

(f, g)a,h = (fa gm)a,h(f, gm)a,h-

La série complémentaire se réalise alors dans 'espace Ho,h, complété de Hy,

pour ce produit scalaire par :

. h .

. . 1+ 6"07 . 1 aelo + ﬂ
U, , 10y _ ,—2iwh (___) 10 +a 1-20 (_— ,
,h('Y LU)f(C ) € 1 +e—1,07 |6 ’6 a' f ,661'0 +a/

si (v,w) € Get @(v,w) = (% g) € Go = SU(1,1).

Avec les générateurs infinitésimaux définis en 1.4.1, on a alors :

Hogn, = mgm,

_ o Mk 20, )\
Hygm =1 (m (m+1/24 0)gm41,

. AIc—1(20', h) 12
H_gg=—i| 2 —1/2 = 0)gm-1.
g = =i (B - 172 g
1.5. Formule de Plancherel de G :

Si 7 est une représentation unitaire irréductible de G, on lui associe les

opérateurs :

r(p) = /G r(g)e(g)dg pour ¢ e C2(G).

Pukanszky dans [72] (page 106) a montré que cet opérateur est nucléaire (a

trace class) i.e. est un produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt.
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La formule de Plancherel de G est donnée sous la forme :

00 1
w(e) =/0 /0 o[Re{thn(o + i) }]Tr(x] (p)drdo

1
+ [ (1h] — 2)Tr(m(¢))db.
]_oov_1/2[U] 1/2,+00f

Cette formule présente deux parties qu’on appelle partie principale et “discréte”.
On les étudie séparement afin de pouvoir définir une transformation de Fourier

globale sur G.

REMARQUE 1.5.1. — a) La formule de Plancherel fait intervenir les
repréentations des séries principale et discréte mais pas celles de la série
complémentaire.

b) La partie “discréte” ne fait intervenir que les représentations 7 pour
|h| > 1.

1.6 Description des orbites coadjointes :

Soit g l'algebre de Lie de G. On désigne par g* le dual algébrique de g et
Ad(z) : g — g la représentation adjointe de G.
DEFINITION 1.6.1. — 7

(1) On appelle représentation coadjointe de G I’application linéaire trans-

posée de Ad(z~!)qu’on note
Ad*(z):g* — g*.

Donc Ad* : G — GL(g") est un morphisme du groupe de Lie G dans le groupe
GL(g").

C’est en fait la représentation contragrédiante de la représentation adjointe
de G.

(2) Soit f un élément de g* et soit & : G — g* I'application analytique

définie par :

o(z) = Ad* (z)f ( notée aussi z.f),
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son image est par définition l'orbite G.f de f sous l’action coadjointe de G.
Pour plus de compléments cf [68], [14].

On sait que, P'algeébre de Lie g de G est également celle de G et, grace a
la forme de Killing, on identifie g* 4 g.

Ainsi 'action coadjointe de G sur g sera donnée par :

9.X=gXg' ; pour gG e Xeg.

On sait que, les orbites dans g de l’action de G sont les mémes que celles de
l'action de G;.

Soit f = (u,0,0) € g ou (i, 0,0) sont les coordonnées de f dans la base
{l1,19,10} avec u > 0.

L’orbite coadjointe de f est :
: _ a ¢
) (9u={gfg1 ; g=(b d)ech},

O, = {(p(l + 2bc), u(bd — ac), u(bd + ac))/a,b,c,d € R avec ad — bc = 1}.

Le stabilisateur de f est égal a :
Gi(f)={9eG | gf=f}=Au{-4}.

Comme on peut écrire G sous forme K'NA' ot A’ = AU {—A} et
, cosf —siné
= = <
K {ko (sinO cos 0 )/O_0<7r }, et comme G1/Gi(f) est
en bijection avec O, alors O, est en bijection avec K'N ou, si on veut,

difffomorphe & K/{id} x N.
Ainsi, tout élément x € O, sera écrit, via cette bijection, sous la forme
T = kg.ny, avec kg € K' et ny € N.

O, apparait comme l’ensemble des points | ='(zy,z2,z0) de g* tels que :
4 —22=p%>0

O, est donc un hyperboloide & une nappe dans g*.
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REMARQUE 1.6.1. — L’orbite O, est une orbite associée a des représentations
de la série principale de G (on va le justifier dans 2.3).
Soit f = (0,0,h — %) avec h > :21- resp. (0,0,h + 3) avec h < —%) € g

L’orbite de f associée & des représentations de la série discréte est :

- a b
On={g9f9~" ; 9=(C d)EGl},

On = { Ikl = $)sign h(bd + ac); LIDSBR (2 4 2 — (a2 4 52));
(|h|_zl%sign B2+ e+ a? +b2)) }

Oy, apparait comme ’ensemble des points | = (z1,z2,x0) de g* tels que :

1
2t +af - af = —(hf - 5)* <0

avec g > 0 si h>% et x0 <0 si h< —-;—. Oy, est donc une des
nappes d’un hyperboloide & deux nappes de g*.

O}, est en bijection avec D puisque le stabilisateur de f = (0,0, (|h| — %)sign h)
est Ket que G=D x K.

REMARQUE 1.6.2. — Les trois autres orbites de la représentation coadjointe

de G sont les deux 1 cdnes d’équations :

:1:%+:v§—.1:(2,= 0, zo>0,

wi+zi—x2= 0, <0,

et {0} .
Toutes les orbites sont des sous variétés de l'espace R3, on peut alors
les représenter sous forme d’une figure géométrique comme I'indique le dessin

suivant :
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h-172

h+1/2
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CHAPITRE 2

RESUME. — Dans cette partie, on explicite les représentations de la série principale &
I'aide d’un produit étoile équivalent au produit de Moyal. On définit ensuite P’exponentielle
étoile et son action sur une algébre de fonctions définie sur l'orbite. Ainsi, on donne la
définition de la restriction de la transformée de Fourier adaptée & l'orbite.

2.1 Paramétrisation de I'orbite.

PROPOSITION 2.2.1. — Il eziste un symplectomorphisme ® entre O, etle

fibré cotangent du cercle, T*S!.

Démonstration. — On sait que le fibré cotangent T*S1 peut étre considéré

comme la sous variété algébrique de R* donnée par :
T*S' = {(z,y;2,t) e RY/z* + 2 =1 et zz+ yt =0}.
Définissons |'application ® de O, dans T*S! par :

®(kons) = (cos 20, sin 20, —ubsin 26, b cos 26).
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(4) ® est une application, car la décomposition & = kenp d’un élément de O,

est unique. ® est une bijection par construction et de classe C*°.
(i2) ® est un difféomorphisme si @, (la dérivée de ®) est injective, si Jy et

Op désignent les 2 vecteurs tangents par rapport aux courbes :

0 — kg.np; b kg1,

on a
®.(0g) = (—25sin 20,2 cos 20, —2ub cos 20, —2ub sin 26)

®,(0p) = (0,0, —p1 8in 26, — p cos 26)

comme p # 0, alors ces deux vecteurs sont linéairement indépendants.

(#i7) ® est un symplectomorphisme si et seulement si elle conserve les 2-
formes.

On sait que sur 75! on a la 2-forme :

Q=dzAdr + dt Ady |51 -

Soient X et Y des vecteurs de 'algébre de Lie associés en £ aux champs 9 et

Op, C’est a dire tels que :

Oo.fle = %f(ea:p(—tX)..f)n:o avec £€0,

Op-fie = %f(exp(—t}’).ﬁ)uzo avec £€0,.

Comme

cosf -~siné
sin@ cos@ )’

exp(—2lp) = (

alors on peut choisir X = —2Ip.
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En dérivant la courbe
b cosf —sind 1 b cosf sind
sin@ cos@ / \0 1/ \ —sinf® cosf/’
on trouve

Y = (—sin26)l; + (cos 28)l3 + Lo,

d’oti

[X,Y] = (—2sin20)l2 — (2 cos 20)l;.
L’orbite O, est munie de la 2-forme donnée, en chaque point kg.ns, par :
B(kyny) (98, 0p) =< (koms), [X,Y] >,

et on a I’égalité suivante :

Q(tIJ*(ao), <I>*(6b)) = B(konb)(ao,ab).

Les coordonnées q = 20 et p = ub définissent une paramétrisation globale

de l'orbite O,,, canonique en ce sens que B = dp A dg.

0

Dans la suite, les fonctions définies sur l'orbite seront considérées comme

des fonctions en (g,p) (donc périodiques de période 27 en tant que fonctions

de la variable q).

2.2. Produit étoile sur I'orbite O,,.

On commence d’abord par un rappel de quelques notions la géométrie

symplectique cf [41].

DEFINITION 2.2.1. — Soit M une variété différentiable. Une structure

symplectique sur M est la donnée d’une 2-forme différentielle extérieure €,

vérifiant les deux propriétés suivantes :
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() En tout point z de M, Q est non dégénérée.

(%) la 2-forme  est fermée : dQ2 = 0.
On dit alors que (M, Q) est une variété symplectique, et que la forme

est symplectique .

REMARQUE 2.2.2. — Le fibré tangent & une variété symplectique (M, )
est un fibré vectoriel symplectique (i.e. un fibré vectoriel muni d’une forme
bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur chaque fibre). La variété M est
donc de dimension paire. Et réciproquement, la donnée d’une structure de fibré
vectoriel symplectique sur le fibré cotangent & une variété M de dimension

paire, définit sur cette variété une 2-forme § qui vérifie la propriété (7).

DEFINITION 2.2.3. — 1) Soit (M, Q) une variété symplectique et soit
C*>°(M,R) l'espace des fonctions différentiables sur M. Pour chaque fonction
f réelle de classe C°, on définit un champ de vecteurs noté if (appelé gradient

symplectique de f) par la relation
i(df)Q = —df.

2) On définit une application bilinéaire de C*°(M,R) x C*(M,R) dans
C°(M,R), appelé crochet de Poisson et notée :

(f,9) — {f. g},
en posant pour tout f et g de C*°(M,R) :

Muni de cette loi de composition, ’espace C°(M,R) est une algtbre de Lie.

En fait le crochet de Poisson ainsi défini vérifie les propriétés suivantes :

(%) le crochet de Poisson est antisymétrique :

{fag} = _{gaf}a
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(1) il vérifie lidentité de Jacobi :
{f:{g,h}} + {g,{h, F}} + {h,{f,9}} =0,

(4i1) c’est une dérivation en chacun de ses arguments :

{fif2,9} ={f1,9}fo + fi{f2, 9},
{fi9192} ={f.q1}92 + 91{f, 92}

3) On appelle variété de Poisson toute variété différentiable M munie d’un

crochet de Poisson, vérifiant 1),1i), #4i) sur C°(M,R).

Avant de définir le produit étoile, nous allons rappeler rapidement les

raisons qui ont motivé I'introduction de cette notion par un bref historique.

MOTIVATION :

Il est connu que la mécanique classique a pour cadre une variété symplec-
tique (I’espace des phases ou plus précisément I’espace des mouvements), et la
mécanique quantique a pour cadre un espace de Hilbert ; les observables sont
des opérateurs auto-adjoints sur cet espace. Cette différence rend malaisé la
discussion de la limite quantique (4 — 0) de la mécanique classique.

En étudiant les propriétés et les applications de la déformation des algebres
de Lie de Poisson et des algebres associatives, F. Bayen, M. Flato , C. Fronsdal,
A. Lichnerowicz et D. Sternheimer (cf [13]), ont proposé une formulation de
la mécanique quantique dans le cadre de 1’espace des phases classique c’est 3
dire dans le cadre de la variété symplectique.

Les observables quantiques restent, comme les observables classiques, des
fonctions sur la variété. Quantifier le systéme classique revient & choisir une
déformation, appelée produit %, du produit usuel des fonctions. Le spectre d’un
observable f se définit en termes de la déforrha.tion, comme le support de la
transformée de Fourier de t — exp « (itf).

Le probleme de I'existence et de la construction du produit * sur différentes

variétés symplectiques a été étudié par plusieurs auteurs notamment :
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A. Lichnerowicz [58], M. De Wilde et P. Lecomte [23], S. Gutt [33],
J. Wildberger [79]. De Wilde et Lecompte [23] qui ont établi le théoréme
d’existence général du produit * sur une variété symplectique quelconque.

Depuis, plusieurs applications du produit * sont apparues pour la quantifi-
cation de probleémes physiques. Citons par exemple les travaux de :

A. Lichnerowicz [57], application & un systéme dynamique ayant un nombre
fini de degré de liberté,

M. Cahen et S. Gutt [18}], sur le spectre de ’atome d’hydrogene,

J.B. Kammerer et Valton [42], application & la représentation d’une partic-

ule quantique de spin 1/2 . Ainsi que d’autres cf [24] .

DEFINITION 2.2.4 (du produit étoile ). — Soit N une algébre de fonctions
C* sur une variété de Poisson pour le produit usuel et de Lie pour le crochet
de Poisson. Un produit étoile (noté x) est une déformation formelle de N, c’est-
a~dire, une application de N x N vers l'espace E(N,v) des séries formelles en

v a coefficients dans N,

uxv = ZV’CT(U, v),

r2>20

ayant les propriétés suivantes : |
() = prolongé & E(N,v) est associative ,
(i3) C%(u, v) = u.v,
(ii3) C (u,v) = {u,v},
(iv) C™(u,v) = (-1)"C"(v, u),
(v) C"(1,v) =C"(v,1) =0 pour r>1,
(vi) les C™ sont des opérateurs bilinéaires. |
Donc * est une déformation associative de (N,.) pilotée par le crochet de

. 1 . . \ s
Poisson { } et E(u*v —vxu) est une déformation de paramétre v de I’algébre

de Lie (N,{}).
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REMARQUE 2.2.5. — Si tous les C” sont bidifférentiels, on dira que le
produit-x est différentiel.

L’exemple le plus célebre de ces produits est le produit de Moyal sur R2*.

Soit (p;,q;) (j =1,...,k) un systéme de coordonnées de R2*. Notons

k
w(,&) = (pid} — Pjas),

j=1
ou ¢ =(p,q) et & = (p',q").
Si on pose :

ﬂ si j<k
5pj

Ou=19 "5y

si k<j<2k;

0gj—«

le crochet de Poisson de u et v dans C*°(R?*) est alors :

k

ou Ov Ju Ov p
u, v} = . - . = A" 0;u.0;v.
{ 'U} 221( Bpj qu 6(]]' 8pj ) J

]:
On pose

Pr(u, 'U) = AMIr | Abrodr .6,;1”,,',,U.6j1mjrv.

PT est un opérateur bidifférentiel nul sur les constantes. On définit alors le

produit de Moyal de la maniére suivante

DEFINITION 2.2.6 (du produit de Moyal.). — Pour u et v dans C*°(R2¥),

la formule

Uk, V= uv+ E %P'(u, v)
™0 :

définit un produit étoile sur R?* appelé produit de Moyal.

Ce produit trouve son origine dans les travaux de Moyal (cf [63]) sur la

formulation canonique de la mécanique quantique.
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REMARQUE 2.2.7. — De cette définition découle facilement les relations

suivantes :
* uau u*xq gjiu+v e
g *U = qiu— Ve L = g —_
J J dp; 4] 3 p;
pPi*xu =pjut+v L. Uxq; =q;u V(')u
J J qu’ J Y] qu'

On peut réaliser le produit de Moyal de fagon analytique par des formules
intégrales si v = 1/2i. Plus précisément :

Si on désigne par F la transformée de Fourier symplectique sur R2*

u _ 1 eiw(e,g’)u N gl
CONCEr (@)t

et par X, le produit de convolution symplectique sur R?* défini par :

1 f

(ux, v)(§) = (2m)k /R2k

e~y (¢ (€ — ¢)de,

ona:
ProPOSITION 2.2.8. — Si S(R%F) est | ’espdce des fonctions C* d décroissance
rapide sur R%* et si u et v sont dans S(R?*) alors,
(i) F oF = Ids(gery.
(i1) F(u) X F(v) = F(uv), (x est le produit de convolution usuelle).

(i35) (S(R?*), x,,) est une algébre associative et involutive pour la conjugaison

(i.e. u Xy, V=T X, ).

(iv) Si on pose :

uxv = F(F(u) X, F(v))
alors,

(u*v)(€) = 2—2111'_)" /R N u(gf)u(gl)ei[w(s,é”)+w(£”,s’)+w(£’,£)] de'de”.
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(v) Si la transformée de Fourier de u et de v est a support compact, alors
la série :
> & P
r!
r>0

converge simplement dans S'(R?*) vers ux v (S'(R%*) est le dual topologique
de S(R?*)).

On peut étendre ce produit étoile aux cas ol u ou v est un polynéme en
(P, q), (u et v appartiennent & C[R?¥]) par :
U*v = Z(—%i—)—rpr(u v)
r! T
r>0
On obtient ainsi une structure d’algebre associative sur R?* @ C[R?¥]. De méme
on peut étendre F et X, donc x & L?(R?*) qui devient aussi une algtbre
associative.

Transportons maintenant cette construction a 7*S!.

REMARQUE 2.2.9. — Le produit de Moyal sur R?" est invariant par transla-
tion sur les variables canoniques (p, ¢). Donc en particulier le produit de Moyal
sur R? laisse stable 1’algébre des fonctions périodiques en ¢ de péricde 2.

L’application définie & la fin de 2.1, est une carte adaptée qu’on note :

C:konp €O, (p,q) €R2

On réalise, alors le produit * sur O,, en transportant le produit « de Moyal sur

R? via la carte ; et on continuera de appeler, produit de Moyal (voir [1]).

DEFINITION 2.2.10 (du produit étoile sur I’orbite.). — Soient u et v deux
fonctions C* définies sur I'orbite O, le produit * de Moyale, sur O, est défini

par :
o0

wkv=Y" %(%)nPn(u, v)

n=0

ou P" désigne la puissance n°™® du crochet de Poisson, si cette série converge.
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REMARQUE 2.2.11. — La série de 2.2.3 converge simplement pour les

fonctions dont la transformée de Fourier est & support compact.

On note S(p, q) I'espace des fonctions C* périodiques par rapport & ¢ et

qui décroissent rapidement par rapport & p.

2

Plus précisément : On note L( o

y Vespace des fonctions de carré intégrable dans
O, muni de la mesure
dpdq

2

La notation ¥, désigne la transformée de Fourier partielle par rapport & p

1 Hoo —ipx
Fpu(z,q) = ﬂ/ u(p,q)e”***dp pour u€ L%P,Q)'

Posons

s+t

Ru(s,t) = Fpu(t — s, )s

et

Su(s,t,a) = Z e**™ Ru(s — 2k, t).
keZ

PROPOSITION 2.2.12. — a) lapplication S est une transformation unitaire
®

de L?p, q) dans / L%(s,t)da, lespace des fonctions en les variables (s,t,)

de carré intégrable

1
MWjAWMm<w

2n  p2% dsdt
2 _ Y12
= [ [ e ap G,



Chapitre.2 39

®
b) On désigne par S(S(p, q)) (resp. / L2(s,t)da) limage par S de S(p, q)
(resp. de L2(0,)). On a alors pour tout u de S(p,q) (resp. de L*(0,)) :

Su(s+2m,t,a) = 2™ Su(s, t, a),
Su(s,t,a+ 1) = Su(s,t, a),

Su(s,t+ 21, a) = e~ 2" *Su(s, t, a).

¢) Siu et v ont des transformées de Fourier d support compact, alors la série

définissant u x v converge simplement, sa limite est dans S(p, q) et

+oo
S(uxv)(s,t,a) = % / Su(s, z,a)Sv(z,t, a)dz = (Suo Sv)(s, t,a).

La formule ci-dessus définit une structure d’algebre involutive sur L?(p, q)
et S(p,q).

Gréce a la proposition 2.2.12, on peut étendre le produit de Moyal & L2 (Ou)
qui devient une algebre involutive notée : Ao = (L?(0,), %) .
L?*(p, q) est une algebre de Hilbert au sens de Dixmier (cf [26]).

Pour la démonstration de cette proposition, on se reférera a [5).

REMARQUE 2.2.13. — Soit #(a) une fonction continue strictement positive

et périodique de période 1. On pose :

S'u(s, t, a) = f(a)Su(s,t,a) avec ac[0,1].

(5]
S’ est une transformation unitaire entre L2(0,) et / L2(s,t)8(a) " 2da et
1

on a la relation

27
S'(uxv)(s,t,a) = ﬂ(a)-él; A Su(s, z, a)Sv(z,t,a)dz,

ce qui donne

27
S (uxv)(s,t,a) = ,B(a)'"l-ziﬂ_ A S'u(s, z,0)S'v(z,t,a)dz.
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2.3. Représentations étoile.

La transformée S’ nous permet de changer de produit étoile en posant :

1 [t

ux'v= S'"I(E S'u(s, z,a)S"v(z,t, a)dz)

—00

*' est une déformation équivalente du produit de Moyal , en effet :

PROPOSITION 2.3.1. — Le produit *' est équivalent au produit de Moyal %

défini en 2.2 et on a :

ux'v=7(r"luxr71v)

avecT=S"108.

Démonstration. — On a

] e :
S(StoSuxS oS = 2_171'_ / S'u(s, z,a)S'v(z, t, a)dz

= 5" (u ' v).

Alors, -

S 1oS(S loSuxS oSy =uxrv

en posant 7 = S’~! 0 S on obtient le résultat.

0

PROPOSITION 2.3.2. — Si 3 est C™ et si la transformée de Fourier de u

est d support compact alors,

S(B() *u) = ().Sw)

Démonstration. — Soit

ﬁ(p) — Z Cke2ik1rp
k
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alors,

ED@) =Y e [ =y
k
= Z ck6(1—2k1r=0)
k

(RB)(s,t) = Fpfi(s —t, 5 +1/2)

= E ckés:t+2k7r-

kez

Alors :
(S8)(s,t, ) = Ze“ " (RB)(s + 2k'T, t)

2ik/
= Z esth e ch5(s 2k m=t+2kn)

k'€Z kez

2k’
= E €7 T¥Ckb(s—t=2(k+k')m)
k' k€EZ

ou encore :

S(B) o Sw)(s,t,0) = o= [ S(B)(5,2,0)(Su)(zt, a)dz

—7

Z g2tk kb (s z=2(k+k)m) Su(z, t, a)dz
T k' kez

comme 2, s, t, € [—m, 7| donc : |s—t| < 27, les seuls termes restants correspon-

dent aux valeurs k = —k’.
Donc :
S(B) o S(u)(s,t,a) = — Z cke_%k""‘é(s_z:o)Su(z,t,a)dz
" kez
= che 2""“"Su(s t,a)dz

kez
= B(a)Su(s, ¢, a)

= S(B(p) xu)(s,t, ).
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COROLLAIRE 2.3.3. — 1)- L’opérateur 7~ peut étre vu comme I’équivalence

entre les déformations formelles x et x' donnée par :
77 Hw) = B(p) xu
1 1
— = pn(4:

pour toutc fonction u de classe C™.

it)- La fonction B(p) étant “centrale” pour le produit de Moyal formel, on a :

Vu,v € C°(0,) u* v=T1(r"tuxr"1lv)
= u*x771(v)
=77 u) xv
=7 (u*v).
REMARQUE 2.3.4. — Le produit *' n’est pas un produit étoile au sens
de notre définition (cf 2.2.4), puisque 1 n’est plus 'unité. Cependant nous

étendrons dans ce travail la notion de produit étoile aux déformations formelles

équivalentes & un produit étoile.

On réalise Z# comme ’ensemble de ces représentations T# (0 < a < 1)
agissant sur I'espace Hq, complété de 'espace des fonctions continues f sur R

telles que :

f(t+2m) = ™ f(2)

muni de la norme :

N dt
2 _ 2 4t
Ik = [ 1sors
T# est défini par la relation :

@nNE = [ Sulst, a)f(t)g_;'

-
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2.4. Prolongement des produits x et «’ :

On considére les fonctions X définies sur O, par :

X(€) =<¢X >,

pour chaque X de g, un calcul direct montre que :
Li(koms) =< komp.fily > =u(bsin(20) + cos(26))
l~2(kg.nb) =< kg.np.f,la > = — p(bcos(26) — sin(20))

et lo(ko.ms) =— ub.

Ou encore, puisque —20 =g et p = ub ,

Tl = — psing + pcosq
Tg = —pcosq — psing
lo =p.

LEMME 2.4.1. — Le produit x défini sur O, est G-covariant.

Démonstration. — Si X est un élément de g, d’apres le calcul ci-dessus la
fonction X (&) = (¢, X) est un polynéme de degré 1 en p. Donc, pour tout X
et Y dans g,

PI(X,Y)=0 si r>1,

du fait que P" est un opérateur bidifférentiel ol apparait dans chacun des

termes une dérivation en p d’ordre au moins deux sur X ou Y. Ce qui donne,

XxY =XV - 2{X,Y}.

N e,
|

D’ou
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PROPOSITION 2.4.2 . — iX agit sur S(p, q) par multiplication x a gauche
et

on a

Sl * v) =[(—% + ip)coss — sins%]Su(s, t)

S(ily * u) =[(% — ij)sins — coss%]Su(s, t)

S(ilo * u) =(3)su(s, t).
Os
Autrement dit, on a la relation :
S@l*u) = dr(l)sSu Vue L*(R,T) Vieg

ol dm est une représentation de g.

Démonstration. — Si y est une fouction affine en p quelconque, alors on a :
(o o] ljn
iy xu = ; HP”(zy, u)

ou

B"y o"u ne1 0"y 0"u
zy*u—zz a n + ( 1) 6p6qn—-1 apn—l'

On sait que :

FwEo= [ upge
et
Foge(@.0) = 5, ()0
ainsi :

Fp(pu)(z; ) = z—fp(U)(x q)-



Chapitre.2

Notre fonction a la forme : y = yo(q) + v1(q).p
Alors :
O"yo"u 0"y 0"u O"y1 0"u
dq" p" _ dg™ dp*  dg~ T op

et
B"yo o™
aq™ Opn

_ 9"y

Fp( )= = (@)[iz]™ Fp(u)(z; q)-

Supposons d’abord que la fonction y soit :

Yy = cosgq, alors

0" cosq0"u, 09"cosq, ., _
fp( aqn apn ) - aqn (21:) fp(u) (1:, q)
et donc
. >, o 0" cos C\n
Fpliy xu) = 3 —(=1)"=="(q)(12)"Fp(w)(3; )
5 q
Ainsi :

eX*2 R(iy % u)(s + 2km;t)

NE

S(iy*u)(s,t,a) =

x>
Il

0

M

e** e F, (iy « u) (t — s+ 2km, t 42— ° 4 kw)

™ cos(Z2 + kr)
O(4= + km)»

~

Il
o

e2i’°"%—!-(—1)" [it — s + 2km)]"

a
Il
=

Fp(u) (t—s+2k7r;t-;s+k7r>.

Comme

3"COSX={(—1)13—_1'sinX si n est impair
oxm (-)%cosX si n est pair
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ceci nous donne pour la somme :

n

P LT amx D Y (1) eosx?

n!

n! (X)) n! P n —
n=0 n impaitr n impair
= sin X sin @ + cos X cos Q
= cos(X — Q)
En posant : v = —i/2 et en écrivant

t—s
2

[i(t — s + 2km)]" = (21')"[ + kn)"]

on trouve que :

Z G2ika ¥ (=1) O™ cos(HE + k)
Pt n! o2 + km)n

[i(t — s + 2kn)]"

est égale & :

NE

; t
2% cos s F,(u) (t — 5+ 2km; _; >+ kw)

>
i

0

S(cosq*u) = cos sSu(s;t)
le méme calcul donne :
S(sing *u) = sin sSu(s;t).
De la définition du produit étoile on a :
ipru = ipu+ 22 ()

ce qui donne :

S(ipxu)(s,ta) = —B%S(u)(s, ta).



Chapitre.2 47

On sait que :
. ) 1
singxp = psing — o- cosq

1
CosSqgxp=pcosq+ % COs q.
Comme le produit de Moyal est associatif, alors :
: . o 10,
S(ipxsingxu) = S(ipsingxu + Ea—q(smq*u))
ce qui donne :

1
S(ipsingxu) = (%S(sinq*u) — 56%<Sing*u))

ou exactement :

S(ipsing xu) = % cos sS(u) + sins—a-a;S(u)

de méme pour :

S(ipcosqxu) = _Tl sin sS(u) + cos S%S(u).

Ce qui prouve nos relations.

0

REMARQUE 2.4.3. — Cette proposition permet donc de prolonger le produit
de Moyal sur l'algébre A = S(g) & S(p,q) somme direct de I'espace des

fonctions polynémes sur g* par ’espace des fonctions de S(p, q) en posant :

uxv=S"1(SuoSv) si wu,veS(p,q)
iX %u=S""(dr%(X):Sv) si X €g,veSpq).
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PROPOSITION 2.4.4. — La représentation dr¥ ainsi définie est la méme que

celle obtenue par Pukanszky que nous avons noté dn? dans le paragraphe 1.4.

Démonstration. — La représentation dr est réalisée dans le complété de

)
I’espace,

L2 = {f:[0,21] — C, C* telque f(27)= e_Qi"af(O)}

et ayant pour base le systéme,

{fu(s) = e~ Hatn)s | n 7}
(dnh(lo) fr) (s) = —i(a+ n) fu(s)

(A1) +idrE)(2) fo(s) = = (4 3 =i ) st
- (drti(h) + idnt)(12)) fuls) = - (a T m) farals)

(dnt2) (1) — idn(12)) fals) = — ( atn-1+ iu) faca(s).

Si on pose :

Y(fr) = Gatn = gm avec m =a +n, 4 = o et o = 7, on obtient :

(drf) (lo) fn = —iHogm
((dr8) (1) + idnh)(l2)) fo = —iH gm

- ((drg)(ly) - idng) () fr = —iH_gm

qui est la méme représentation dn? donnée dans 1.4.
Avec la notation : (idn%)(lo) = Ho, (idn#)(l1) = Hy et (idn®)(le) =
H,.
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REMARQUE 2.4.5. — De méme, nous pouvons prolonger le produit *' défini
sur S(p,q) 4 A en posant,
ux' v=_98"1(Suo0Sv) siu,veSp,q)
iX * u= 81 (dr%(X)s8"v) si X €g,veSpq).
2.5 Enoncé du théoréme principal.
Résumons tous les résultats obtenus dans les paragraphes précédents dans
I’enoncé suivant :

THEOREME Principal. — Soit u > 0 et O, Uorbite du point (u,0,0) de g.
Alors : |
1- Il eziste sur L*(O,) une structure d’algébre involutive définie par le
produit .

2- Ag = (L*(0,.),*'") a pour représentations irréductibles ’ensemble

do={T¥ : 0<a<1}. -
m
8- Ao contient une sous algébre dense S(p,q) sur laquelle g agit na-

turellement par multiplication étoile formelle d gauche et @ droite. On obtient

ainst une sous algébre associative involutive
A =S(p,q) @ S(g).
4- Les représentations T s’étendent d’une fagon unique d A st l’on pose :
TH(X) = drn(X)
ou ml est la représentation de la série principale de G définie en 1.4.

2.6 Exponentielle- x et Transformée de Fourier Adaptée :

Dans toute la suite on prend :

B(@) = [Re{thr(p+ ia)}] ™
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ou :
@ désigne le parameétre de 1'orbite
a un réel compris entre 0 et 1 (1 exclu).
th est la fonction tangente hyperbolique.

et Re la fonction de C dans R définie par Re(z + iy) = z.

DEFINITION 2.6.1. — L’exponentielle-x E(g) est l'opération définie sur
L2(0,) par :

®
E(g)* u=98"1 (/ [wg(g)S'(u)da) Yu € S(p,q).

Comme S’ est une transformation unitaire alors on a :
1B(9) # w20, = lull o,

Si f est une fonction C™ & support compact sur G, on sait que pour chaque

représentation irréductible = de G, opérateur w(f) défini par :
w96 = [ Fenlg)edg

est nucléaire. En particulier, pour les représentations n* de la série principale,
réalisées comme ci-dessus dans un espace de fonctions sur L2 ([0, 7[), ¥ est un

opérateur de noyau K{(.,.,a) :

27

OO = [ Kist, e

ou K est une fonction sur [0, 27[x [0, #[x [0, 1[ telle que
K(s+2mt,a) = e 2K (s,t, a),
K(s,t+ 27, a) = e®"*K(s,t,a),
K(s,t,a+1) = K(s,t,a),
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avec

27 p27
L[ et PG5 = Inis

On définira la transformée de Fourier adaptée £,,, comme la transformation
de C(G) vers L2(0,,) par :

’

=5 (/ $[”Z(f)ﬂ(a)‘1’2da) = 51 (K.B(e)™2.)

d
PROPOSITION 2.6.2. — On a pour f € C(G) et d¢' = % (la mesure

définie sur l’orbite) :
2 ! 2
| 1P = [ g Ims )l s
O, 0

De plus si d§ est une mesure de Lebesgue correctement normalisée sur g* et si

E(Nlo, = Eu(f) on a

oo 1
2 -
/ EDFde= [ udu [ B0y k() Brsden
{(z1,22,%0);x3+y2 —x2>0} 0 0
Démonstration. — Cette proposition est une conséquence immédiate de la

relation :

_ dzidzodro — ud dpdyg

d o Hor

si I’ensemble,
{ (21,22, 20); 23 + 23 — z§ > 0}
est paramétré par,
T1 = —psing + pcosgq,

T9 = —pcosq — psing,

Tg = P.
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CHAPITRE 3

ETUDE DE LA PARTIE
DISCRETE

RESUME. — Dans cette partie, on définit et on décrit la quantification par déformation

des orbites associées aux représentations de la série discréte de G = SL(2,R) . Ces orbites
sont des nappes d’hyperboloides & 2 nappes et elles portent une structure kahlerienne
naturelle, G-invariante. On va donc rappeler d’abord la quantification géométrique des
variétés kahleriennes [69] et la construction des états cohérents et des symboles de Berezin.

3.1 Quantification d'une variété kihlerienne .

Soit (M,w) une variété kihlerienne de dimension 2n, c’est & dire une
variété complexe M ( pour une structure complexe J ) qui est aussi une varieté

symplectique pour la 2-forme w voir [46] et telle que :
9(X,Y) =w(X,JY),

soit une structure riemannienne sur M.
La préquantification de (M,w) est la donnée d’un fibré holomorphe en

droites complexes 7 : L — M, chaque fibre L, est dotée d’une structure
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hermitienne h; et on suppose que L est muni d’une connexion V qui laisse

w
invariante la structure hermitienne h et dont la courbure est : i

A cefibré L, on associe ’espace de Hilbert H de toutes les sections holomorphes

s qui sont de carré intégrable poui la mesure de Liouville :
H= {3 e Hol(L) / |s| =/ b (5(2), 5(2)) = < oo}.
M n:
Le produit scalaire est
’ ' w”
6,5 = [ he (@), #@) 2
M n.

3.2 Etats cohérents et symboles de Berezin.

Soit g un point de L\ { section nulle } et z = n(g). Alors, avec les hypotheses

ci-dessus, 'application de H — C:
s — lg(s) telle que : | s(z) =1l4(s)q

est une fonction linéaire continue . Il existe donc, d’apreés le théoréme de Riesz

un vecteur e, de H tel que :
s(z) = (s, €q)q.
Les vecteurs e, s’appellent les états cohérents . Ils vérifient

cq =C leg (ceC*).

Donc la quantité q) que 'on notera e(z)-ne dépend que de z.
Soit maintenant A un opérateur linéaire borné sur M. La préquantification
de A associe & cet opérateur la fonction A, appelée symbole de Berezin de A

[16] [69] définie par :
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pour tout g élément dans L \ {section nulle } tel que m(q) = x. Il est facile de
voir que ;f(x) ne dépend que de z. Remarquons que la fonction A caractérise

A.

En effet, si on pose :

z(x,y>=<éj"—:j’;> (rl)) =z, (¢)=1),

on obtient une fonction sur M x M, définie sur un voisinage ouvert de la
diagonale. Cette fonction est holomorphe en la variable y, anti-holomorphe en

la variable z et telle que :

A(z,z) = A(z) pour toutz € M.

Ces conditions impliquent que A est détérminé de facon unique par A. De

pluson a :

VseH, VzeM Vqge L\ {section nulle} tel que n(q) =z,

(As)(z) = (As,e5)q
= (S, A*e¢1>q

- / hy(s(y), (A*Cq) (y)) w': q
M n
- / hy(s(y), (A%eq, eq,)q,)w' 1
M w
= / (Aeg, eq)hy(s(y), q) w—, q
M n
= / X(y,x) (eq’aeq)hy(s(y)’ql)w' q
n!
- / Ay, x)hy(S(y); (eq€4)q) 4
M "

_ / Z(y,x)hy(s(y),eq(y))w—Tq'
M n.
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Ceci montre que A sécrit & partir de la fonction A comme un opérateur &
noyau.
On a donc une correspondance bijective entre l'espace des opérateurs

linéaires sur H noté £(H) et 'espace des symboles noté :L‘,@).
DEFINITION 3.2.1. — Soit A et B deux opérateurs sur H. On pose :
(A+xB)=AoB

On définit ainsi un produit * sur l'espace des symboles ﬂa)
Enfin, §’il existe un groupe G agissant transitivement sur L et préservant
w, L, h, V, alors on obtient :

G agit sur l’espace des sections holomorphes par :
(9-8)(z) = g(s(g™"x)).

PROPOSITION 3.2.2. — L’action ainsi définie est unitaire sur H.

Démonstration. —
losi = [ hell@:)(@), (09)a@)
= [ halatst™ ), g(st67 2N
™ n!
=/ hg_lz(s(g_lx),s(g_lm))g (h G — invariant)
M n!

- / ha(s@),s@) (@ G — invariant)
M n

= Isl*.

PROPOSITION 3.2.3. —1) Pour tout élément g de G et q de L\ {section nulle },

on a:
eyq == goeql

(C’est la raison pour laquelle la famille des états eq est dite “cohérente”.)

i) La fonction € définie ci-dessus est une constante .
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Démonstration. — En effet, on voit que si 7(¢) = =,
i)
VseH (gs)(:c) = (g.5,€4)q

16q>q

=(s,9~
= g(s(g™'x))
=g ((s,eg-12)97'2)
= (s,€9-12)¢
d’ol1 le résultat.
ii) De méme, on a :
£(97) = llegql*hg=(94, 99)
= [lgeql*hz (g, q)
= llegl®hz(q, 9)
=&(z)
= €.

€ est donc une fonction constante.

0

REMARQUE 3.2.4. — S’il existe une section holomorphe sy partout non nulle
(c’est & dire si le fibré est trivial), alors chaque section holomorphe est de la

forme s = fsg ol f est une foncion holomorphe sur M.
3.3 Application aux orbites de la série discréte de G.

On sait que SU(1, 1) est conjugué avec SLy(R) dans SL(2,C) (voir chap.1)

c’est-a-dire :
fa B . a b ) 214
Si 7 @ t un élément de SU(1,1) et |, c d est |’ élément de SLy(R)

qui lui est conjugué on a :

5270 HCEDE )
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Donéf
a=%[(a+d)+i(b—c)]
8= %.[(a.—d) —ib+ ).
Ainsi :
at+ta=a+d
a—a=ib-c)
B+B=a-d
ﬂ—ﬁ=—i(b+6),

Ce qui implique :
(a=%[(a+6)+(ﬂ+ﬁ)]
b= [~ ~ (5~ B)]
c=7 ll@=m)+ (5 -B)
d=7 [(a+3) - (B8+P)].

o —

\

Un point (z1,x2,z0) de 'orbite coadjointe (O, associée & la représentation
§)

7, de la série discréte de G a donc, dans la base (I3,12,10) de g* identifié a g,

des coordonnées de la forme :

z1 = k' (ac + bd)
/
x2=%(d2—a2+c2—b2)

/
xo=%—(d2+a2+c2+b2)

ou k' = (Jh| — 1/2) sign h.
Par un calcul direct, on a : .
z; = ih' (aﬂ — aﬁ)
z9 = —h' (a.f +a.p)
zo =k (aa@+B.6).
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En posant :

eio

(1 — 27)1
2e —1i0

o= (1 - 27)3

on obtient :
(x ik (z-72)

1—27
—h'(z+7%)

1—-22
_ Rh'(1+422)
\ - 1—27z

Les orbites de la représentation coadjointe associées aux représentations de la
série “discrete” de G sont, nous I’avons vu des nappes @, pour (lh] — %)signh)

des hyperboloides & 2 nappes d’équations :

1
o} — o} — o} = (hl - 212
On utilise la paramétrisation de O}, définie par :
On —D={z€C, [2| <1}: (x1,22,70) " 2

telle que :

1 Imz
Ty =-2 (|h| - 5) 51gnh myprE

Ty = —~2 (|h| - %) 81gnh Re |z|2 ,

_ 14 I:':I2
To = (Ihl ) s1gnh P

Cette paramétrisation permet de réaliser directement la structure kihlérienne

de Oy, : C'est celle du disque ouvert D de C. Cette structure est, par construc-

tion, invariante.
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En effet, on choisit comme point de base le point (0, 0, (|h| - %)signh). Son

stabilisateur est le sous groupe K de G. On a donc :

On=G/K =G, /K

puisque le centre de G agit trivialement sur ©},.
G est isomorphe a SU(1,1) (Voir 1.1.2 ) et O s’identifie 3 SU(1, 1)/Ko =D
qui est le disque unité de C, I’action de SU(1, 1) étant celle que nous avons vu
dans la partie 1, SU(1,1) agit transitivement sur le disque D et cette action
préserve la structure complexe de D.

Le stabilisateur de I'origine est le sous groupe

Ky = (g ;) telque :laj=1;.

Or est donc bien globalement difféomorphe & D quel que soit h.

En fin, on peut calculer la mesure de Liouville sur Oy,

Cette mesure est wp, = %’7’(—, ol wy’ est la 2-forme canonique sur l’oibite. La
paramétrisation de O nous donne :
wp' _ —i(2|h| - 1)
2r 27(1 - 2%)2

wh, = sign hdzdz.

Remarquons que ’on a,

r dzy = m -(z ~2)(1 - 22)d + K'((1 —2%)dz — K(1 — z2)d7-
{ doy = fl_——if_)'-’- F(z +2)(1 - 2z)dh' + A’ (1 + 22)dz + K'(1 + z2)d2-
3 J
oo = (1—_13)2 (1+ 22)(1 - 22)dl' + 25h'dz + 221 dz
et ainsi :
dzidzredry = Mdet z:é i;‘j': —§1+—z§2) dh'dzdz

— ~3\6
(1-22) 142z 2z 22
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alors,
_ 912
dridxodry = Lh_dh’dzdf.
(1 - 22)2
Donc,

dz1dzrodr = %h' dh'wy,

est la mesure définie sur I'ouvert de g* donné par 1’équation suivante :

2+12-13 < o

3.4.Construction d’un fibré holomorphe muni d'une structure complexe :

On sait que lorbite O est identifiée au disque unité D = G/K ou K
est le sous groupe de G associé au sous groupe compact de SU(1,1) par
I’homomorphisme canonique entre G et SU(1,1). on sait aussi que K est
isomorphe aR (cf la partie 1).

On définit un caractére yp, de K par :

xn(w) =€ 2* o h  est le paramétre de orbite.

On considére le fibré trivial £, = D x C au dessus de D, muni de la métrique

suivante :

h.([z,2);2',2')) = Z2Z'.

On note par sg la section de : D — £}, définie par,

so(z) = [z,(1 - |z|2)|h|] .

Si h > 1/2, on met sur £}, la structure de variété complexe de D x C trivialisé
par so, sinon on mettra celle de D x C. Donc toute section holomorphe s de £y,

est donnée sous la forme :

s(z) = f(2)s0(2),
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ou f est une fonction holomorphe si A > 1/2 et anti-holomorphe sinon.

On introduit aussi une section o du fibré principal :

G- G/K=D

donnée par :

(2) = [2,0],

olt [y, w] désigne la paramétrisation des éléments de G décrite dans la partie 1.

On construit alors le fibré,
P25 0O
ol £ = G x C/ ~ si ~ est la relation d’équivalence définie par :
(9,2) ~(9,2) ou [g,2] =[¢'7),
si et seulel;lent si,
30K telque :(¢,2) = (90, xr(0)"12).
Les deux espaces L, et £5, sont isomorphes via la bijection :
[2,2) € L+ [0(2),2Z] € L4.

Grace a cette bijection on transporte la structure complexe de £, sur £,

On considére la section s de £, définie par :
s0(2) = [0(2), (1 - |of)M]
et toute section s de £ est donnée par :

s(2) = [o(2), F(2)(1 = |2f)*]
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ou f est une fonction holomorphe si h > 1/2 et anti-holomorphe sinon. Notons

I" 'espace des sections de £4. Le groupe G agit sur I par :
(9-5)(2) = gs(g7".2)

si

9 [0(2),f(z)(1 - |Z|2)|h|] = [ga(z),f(z)(l - |z|2)|h|]

et g~1.z désigne 'action de G sur le disque induite par celle de G sur D.

ProprosIiTION 3.4.1. — On a

(9:9)(2) = [0(2), X0 (0(2) 90 (9™2) (g ) (1 — g2 M]
LEMME 3.4.2. — la quantité o(2) " 'go(g~1.2) est un élément de K.
Démonstration. — En effet, si on désigne par o 'origine de L’orbite on a,

1 1

o(2) " 1ga(gT .2).0 = o(2)"lg.g712

o(z)lz=0(2)"lo(2)o = o

et donc o(z)"lgo(g1.z) appartient au stabilisateur K de o.

Démonstration. — ( de la proposition )

Ona:

(9:9)(2) = [9o(97".2), flg™.2)(1 = lg~".2/")M]
= [r@o(x)90(g71.2), £g712)(1 ~ g1 2P)M]

= [o@)xn (62 90(5™.2)) £g™.2)(1 — lg~2.242) ]

Posons maintenant :
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9. |o(2), S = 12)M] = [go(g7".2), (mu(9)) (2)] -

THEOREME 3.4.3. — 1) On obtient ainsi une représentation unitaire, ),
du groupe G sur l'espace des fonctions f holomorphes (resp. anti-holomorphes).
i) Cette représentation est la méme que celle de la série 'discréte’ définie

par Sally. (cf la partie 1).

Démonstration. —
i) On a vu dans la proposition 3.2.2 que G agit unitairement sur ’espace de
Hilbert ‘H des sections holomorphes de carré integrable de £. Plus précisément,

on obtient ici :

— lg—1 2|2}l
$lg72) (1= lo%e) ™ = S (1 ) g0,

Alors, 7p(g) s’écrit :

(mr(9)f) (2)s0(2) = (g.5)(2)
(1= lg~t 2P

= xn (o(2)g0(g™"2)) i F e 2)s0().

donc =, est une représentation unitaire.
if) Pour montrer ceci on commence par expliciter la quantité : |g=1.2| .

lz = ¢(g71).z ol ¢ € G et ¢ désigne 'homomorphisme

On sait que g~
canonique entre G et SU(1,1) (cf la partie 1).

Sig™! = (v,w) et g = (—ve**, —w) alors , d’aprés 1.2 on a :

-1 20 (24+7)
2Z =€ —
g (7 +1)

tw -1 fw -1
a=e“(1-1?)"7 et B=e“v(1- |y
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Ce qui donne :

1,2 = |27 + 11> — |2+ 4/

1_
lg [z + 1)2
_ (=P =}
|27 + 1/2 '
Alors,
0(2)"1go(g™" ) = (—2,0).(—7e2, —w) (0 ZED_ )

("+1)’

2iw 24w
—e —z¢ 24w (Z I 7)
= J—w + L A ,0
( 14 2% n(4)) e 2y+1° )

(0; —w %Ln(A)) ,

avec
A= 1+ i’y
14 Zv
Donc :
: 1+ 27 —h
(o 1 gotg™2)) = ¥ (1)
D’ou

1+2%

T4 3y )7 (1~ g™ 2P (1~ [22) M £(g™2) s0(2).

(9-8)(2) = ™ (0=

Ce qui donne :

— |~v|2)H
(9:)() = Xy e M 1 2)ea(a)

Alors, en fonction du signe de h, on retrouve une représentation de la série

‘discrete’ holomorphe ou anti-holomorphe. (voir la partie 1).
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3.5 Calcul d'un Etat cohérent :

Soient wp, la mesure de Liouville sur O, et H I'espace de Hilbert des sections

de £ holomorphes de carré intégrable :
(s,s) = /o he(s(x), s(z))wn(z) < oo.
h
Si g € £, on sait qu’il existe une section e, telle que :
s(m(q)) = (eg, 5)-

On peut associer & tout symbole u sur O un opérateur linéaire unique
A =T, sur H cette correspondance permet de définir un produit * ( grace a la
bijection entre 'espace des symboles et les opérateurs linéaires bornés). Si a u

-on fait correspondre T, et & v on fait correspondre T}, alors on a :

Tuso =A\""-é=A/°\13=TIAOB =TyoT,

* est une déformation du produit ordinaire des fonctions sur Oy,
On reprend la section sg du fibré D —— L que l'on identifie & la fonction
h
(1- |zz|2)I ! Alors,

he(s0(2), s0(2)) = (1 — |2[*)1*].

Tout s de H est de la forme fso ol f est une fonction holomorphe si A > 1/2

et anti-holomorphic si h < —1/2 nous avons alors,

(fso, f50) = | fsoll?
_ —i(2|h| — 1)signhdz A dz
- /D £ = |7y s

d’ou I'état cohérent :
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PROPOSITION 3.5.1. — On a la formule :
h—-1/2 _
€antun (2) = (1 ) s (2)
h+1/2 —
(resp. eso(w)(2) = A / (1- zw)2hso(z))

sih>1/2 (resp. h < 1/2).

On déduit de ce résultat, puisque |so(0)|2 = 1, que :

h—1/2

lewl? =222 s h> 12
h+1/2 .
lewoll? = 2222 si b <1y

Donc la valeur de la constante ¢ :

bl —1/2

&€= ||630(0)||2h(30(0), SO(O)) = h

sign h.

Nous sommes maintenant & méme de calculer explicitement le produit + de

deux symboles :

PROPOSITION 3.5.2. — Soient A et B deuz opérateurs alors, par définition

le produit x de leurs symboles a la forme :

"y ~ ~ - 2 _ 2\ \ 2[h| L _ . _
(A*B)(z)=/DA(z,w)B(w,z)((1 Ilil_)(u_1)2|2lw| )) i(|A] W(11/2_).T;glygi2tdz/\dz.

3.6 Exponentielle-x et Transformée de Fourier adaptée :

Notons Ejp(g) la fonction sur O, telle que si z est la valeur du paramétre

correspondant a £ dans Oy, :

En@)(© =T(@)() (1Al > 3).
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En(g) est le symbole de Berezin de l'opérateur m, en tant qu'opérateur de
HQ’h(D) dans Hg,h(]D).
Pour toute fonction ¢ € C°(G), on définit la transformée de Fourier de ¢

sur Oy, par :

En(p) = /G ©(9)En(g~")dg.

On notera abusivement £,(p)(z) la valeur de &,(¢) au point &.

PROPOSITION  3.6.1. — Pour toute fonction ¢ € C®(G), on a lidentité :

Trim(e) = | Eneen

Op
_ —i(|h] — 1/2)sign hdz A dz
= [ ey A A

ot wy, est la mesure de Liouville sur Oy,

Démonstration. — On a bien sir :

—i(|h| = 1/2)sign hdzdz _
/[;5h(<P)(z) 7T(1 _ |z|2)2 -

= /G /D o(9) En(g ™) (2) =M ;(11/ 2_)S|izg|r21)gdz/\dzdg
— — —i(|h| — 1/2)sign hdz A dz
= [ [ etormigy =t /D b= 1

(€s0(2)r Th(9)€so(2)) —i(|h| — 1/2)sign hdz A dz
= v(g) 3 :
¢ Jp <6so(z)’630(2)) (1 — |z|2)

Mais d’autre part si (&,)n est une base orthonormée de H3 1(D), on a:
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Tr(mn(9)) = Y _{(Th(9)en),n)

" ————i(|h| — 1/2)sign hdz A dz
=3 [[(Enen@Em—H 2

= Z /];)<<7rh((p)6"1 eso(z))<€n, eso(z))hz(SO(Z), So(z))

—i(Jh| — 1/2)sign hdz A dZ

(1 — |2[?)?
. _o—t(lh| — 1/2)sign hdzdz
- /};) ;(eso(z)a En)(ena 7rh(f) * eem(z))leso(z)l 7T(]. — |Z|2)2
_o—t(|h] — 1/2)sign hdz A dz
= /]D)<630(Z)’ 7"'}z((p)ees()(z))Ieso(z)I 7.‘_(1 — |Z|2)2

et en faisant I'égalité des deux quantités on obtient le résultat.
De la proposition 3.6.1, de la décomposition de la mesure de Lebesgue d¢
sur 'ensemble {(z1, T2, 20); 23 +y3 —z§ < 0} et du fait que Tr(xp(f)om(f)* =

7w (F)I% g , on déduit immédiatement le corollaire :

COROLLAIRE  3.6.2. — Si df est une mesure de Lebesque correctement

normalisée sur g* et si & f)lo, = En(f), alors pour toute fonction f € C=(G)

on a,

e de= [ [ Imn(pis —PL—2/Delen hdz A dz
1/2Jp

/{(xl,zg,zo);zf+yg—x3<0} 7T(1 - |z|2)2
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CHAPITRE 4

SERIE COMPLEMENTAIRE

RESUME. — Dans cette partie on réalise la série complémentaire de G comme étoile
représentation, en utilisant le produit de Moyal sur R x T et une réalisation de g en fonctions
complexes sur R x T, qui est une déformation d’une paramétrisation du céne a:g —mf +a:% =0.

4.1 L'espace H,,, et ses opérateurs de Hilbert-Schmidt :

Rappelons que les représentations de la série complémentaire sont réalisées,
selon Sally dans l'espace de Hilbert M, qui est le complété de espace
Ho = L*(T) ( Yespace des fonctions de carré intégrable sur le cercle ).

Ho est muni du produit scalaire suivant :

f, g)a,h = Z A—n(20,h) frTn

n€z
sif=3, /e et g=3 gne. o,k sont tels que : —1/2 < h < 1/2 et

0<o<1/2—|hletneZ

F'h+1/24+0)T(n+h+1/2-0)
T(h+1/2—0)T(n+h+1/2+0)

An(20,h) =
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Une base orthonormée de H, ; est formée par le systéme des fonctions (gm)m

définies par :

gm(€?) = Me(20,h)] 720 si m=h+k,kcZ.

LEMME 4.1.1. —Pour—1/2<h<1/2 et oc€Ravec0<o < 1/2—|h|.
La fonction A\,(20, h) vérifie les conditions suivantes :
1) An(20, h) est une fonction réelle positive,

i) An(20,h) <1 pour tout n dans Z.

Démonstration. — Le lemme découle directement des résultats suivants :
Si n=0 alors Ao(20,h) =1

Sin>0alors:

n-1
- _ k+h+1/2-0)\
,\"(Aa’h)_kl;[o(k+h+l/2+a>

Enfin , sin > 0, alors :

I'h+1/2+4+0)T(—n+h+1/2~-0)
F'h+1/2-0)T(—n+h+1/2+40)

‘ﬁ k—h+1/2—0
_k=0 k—h+1/240)"

De ce lemme découle le résultat suivant :

A=n(20,h) =

COROLLAIRE 4.1.2. — L’espace Hy s’injecte continuement dant Hopn Cest

d dire : Pour tout f € Ho, on a la relation :

1o < £

Un opérateur de Hilbert-Schmidt A sur M, p, est défini par les nombres

ak k= (Aghik's Ghik) g 1y
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alors
1Al =D lakw|? < oo
Kk’
et
Af = Zak,k' (f, 9k’ +h)oh-Gk+h
Kk
LEMME 4.1.3. —

. 1/2y-1/2
S7 Z lak,k’Ak// Ak / l2 < oo,
k,k’

alors A est un opérateur d noyau, c’est & dire

A€ HS(LX(T)) [ HS(Ho,n)

et il existe un noyau ap(s,t) tel que :

27 dt
an € IX(TxT) e, si fe LT),(Af)(s) = /0 an(s, )/ (O) 5

REMARQUE 4.1.4. —

La notation HS(V') désigne 'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt
définis sur un espace V.

Démonstration. — Soit f une fonction de L2(T).

Elle admet deux développements :

dans L*(T) sur la base (e~i(k+h)t) wez € dans Ho p, sur la base (gm)mez
o i(k4-h)s ds —i(k+h)t =1/2__i(k+h)t
=3 /0 fe)eitkthe o =3 fag2e .
k Tk

Par identification, on a :

»f _ L2 /2" f(t)ei(kuz)tﬂ
k= M ) 277'
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D’autre part, ’hypothése nous garantit que la fonction :

an(s,t) = Z ko M G (5)ef TR
k,k’

est dans L?(T x T).

Donc, on peut écrire :

(AN)(5) =) akk i grrn(s)

Kk’
2n
-y dt
= Zak,k'}‘}aﬂ / fBe* +h)t2—9k+h(3)
k k' 0

27
= [t ti0rg
0 T

Ce qui prouve que la restriction de A & L%(T) est un opérateur de Hilbert-
Schmidt de noyau ap, et que A est caractérisé par sa restriction & L2(T) donnée

par la formule :

2
ANE = [ ansDfOF VXD ()

En effet :

A, étant continu, admet un seul prolongement & Ho,h.
LEMME 4.1.5. — Réciproquement, soit ay une fonction de L*(T x T) telle
que : -

27 2w
S| et om0 <o

k,k’

alors opérateur d noyau A défini par (x) sur L?(T) est continu pour les normes
I llon (0 < o < 3 —1|hl) et admet une extension & H, . Cette extension
appartient & HS(H, ) (N HS(L*(T)).
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Démonstration. — Posons

2n 27
_— dsdt
y = ’ t)——.
ak k /\k/o /0 an(s,t)gk+h(8) g +n( )(27r)2

Alors l'opérateur B défini par :

Bf = ak i (fy Ger-+h) o h Gkt
k!

est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H, 1 et on a :

ah(S, t) = Z ak,k//\Ilc,/ng+h(S)6i(k’+h)t.
k,k’

Donc par le Lemme précédent,
B € HS(Ho ) (V HS(L*(T)) et sur les fonctions de L2(T),

27
* CBAE = [ a5 @5 = (AN,

4.2. Paramétrisation du cone :

Rappelons la transformation S introduite dané la partie 2.

On considére l'espace de Hilbert L2(R x T). Soit une fonction u(p,q)
dans L?2(R x T), sa transformée de Fourier partielle (Fpu)(z,q) appartient a
L*(R x T).

On pose,

s+t

Ru(s,t) = (Fpu)(t — s, 5 )

et

Su(s,t,h) = Z e”’“”hRu(s + 2km;t).
kez

S est une transformation unitaire entre, 'espace L?*(R x T) et l'espace

@
/ L*(T x T)dh.
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Su a les propriétés suivantes :

Su(s+ 2m,t,h) = eQi”hSu(s, t,h),
Su(s,t,h+ 1) = Su(s,t, h),
Su(s,t+ 2m, h) = e~ 2™ Su(s, t, h).

On considére 'espace :

H(o) = {u€L2(]Rx'Il‘) : Supp(Su) c Tx T x [—%4.0;%_0]61;
N7 (u) / i PP o) / i 2W(Su)(s £)e—ilk+h)a gilk +hye 450t
o = ; Ak ’ asat
—3+o g g o Jo (27)2

2
<ool,

On pose :

lul? = lullZap,q + Na(w).

C’est un espace de Hilbert et S est une transformation isométrique entre cet

espace et 'epace

/ v HS(Hop) (| HS(LA(T))dh.

—3+oi3+ol

Si u et v appartiennent & L%(p,q) et u % v désigne leur produit de Moyal

alorson a :

S(uxv) = SuoSv
S@)(s,t) = (Su)(t, s).

Donc si u et v appartiennent & H(o'), Su et Sv appartiennent a,

/] ? HS(Hop) () HS(LA(T))dh.

—3+0;d+0|

Donc Su o Sv aussi.
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Nous allons réaliser la série complémentaire de G sur I'union des orbites

singuli¢res de g*. Cette union peut étre paramétrée par R x T ainsi,

r1 = —psing
Tg = —pcosq
g =p.

Elle est munie de la 2- forme canonique dp A dg.

On introduit des fonctions complexes E, Tg et l~0 sur ce cone :

Tl = — psinqg + 10 cosq
l~2 = —pcosq — iosing
lo =p.

Et on vérifie directement que,
g — (C*RxT),{ })
Xi = i::’

est un homomorphisme d’algébres de Lie.

On va construire les représentations de la série complémentaire par multi-

plication % & gauche par ces fonctions ;.

PROPOSITION 4.2.1. — g agit sur H(o) par multiplication * & gauche et

on a
S (d] *u) = [(—% — 0)coss — sins%] Su(s,t)
S (ﬂ; *u) = [(% +0)sins — coss—a%] Su(s,t)
S (zl~0 *u) = (565) Su(s,t). |

Autrement dit, on a la relation :

S ({[* u) = dr,(1).Su Vue L}R,T) Vieg,
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ou dm, est une représentation de g.

Pour la démonstration on fait le méme calcul que celui de la proposition
2.4.2, en remplacant u par io.

On obtient alors pour toute fonction gy = Ay /2e=i(k+h)s

0 :
dro(lo)gk+h = 5-(9x) = —i(k + h)gesn
1 .0
dre (L) gkin = [(—5 — 0)cos s — sin SEJ Jhth

1 . 0
drs(I2)gk+n = | (5 + o) sins — cos s— | Grth.
2 Os
En particulier cette représentation est décomposable sur chaque H,
(k| < 2 —0)etona

PROPOSITION 4.2.3. — Pour h fizé, La représentation dm, p, ainsi définie

est la méme que celle de la série complémentaire notée Us,n et décrite en1.4.4.

Démonstration. — La représentation dmo,h est réalisée dans l'espace H(o)

et vérifie :

(dmon(l0)grsn) (s) = —i(h+ k) gryn(s)

. 1 -1/2 —;
((dwd,h(ll) + Zdﬂ-d,h)(l2))gk+h(s) = — (h + k + 5 + a,) Ak 1/26 1(h+k+1)(3)

((dmon(ly) + idrsk)(l2)) gran(s) = i2 (h +k+ % + a)

—1/2
Ak A= L2 —i(htkt1)(s)
/\k+ 1 k+1
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—1/2
(A n(ls) + idmy ) (12)) Gosn(s) = 2 (h T o) (ﬁ) Ghinra(s)

Le méme calcul nous raméne 3 :

Ak
Akth—1

—-1/2
(o)) = idmon(@) esn(s) = (h+ k= 3= 0) (32=) " grrna ()

-1/2
(ro) 1) = i) g = = (k= 5 =) (22) 7 (grrna(a)

Sion pose : m = h+ k et avec la notation : g,,, = gk+h , On obtient :

(dﬂ'a,@) (lo)gm = —iHogm

((d7mo,n)(11) + id7m6.2) (12)) G = iH g

((dﬁa,h)(ll) - idﬂ'a,h)(l?))gm =iH_g.,

on retrouve donc la représentation Uo,r, donnée dans 1.4.4 .
Donc le produit de Moyal nous donne la série complémentaire de G &
condition d’ajouter une partie imaginaire pure aux fonctions coordonnées sur

'union des orbites singuliéres.
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CHAPITRE 5

FORMULE DE PLANCHEREL ET
TRANSFORMEE DE FOURIER
ADAPTEE

RESUME. — Dans cette partie, on choisit une mesure de Lebesgue sur g* et on définit
la transformée de Fourier adaptée globale £ en recollant les deux morceaux correspondant,
aux séries principale et discréte. En utilisant la formule de Plancherel de G, on montre que la
transformée de Fourier adaptée est une transformation unitaire entre L%(G) et l'espace des
fonctions de carré étoile intégrable L2(g*), enfin que la formule de Plancherel est obtenue en
inversant £.

5.1 Mesure sur g* et espace L2(g*) :

On considére 'ouvert O de g* formé des éléments (z1,z2,x0) vérifiant :

iz - 40
' dxidzodz

2w
Alors cette mesure induit sur l'ouvert {(zy,2,%0); 2% + 73 < 23} la mesure :

On choisira pour mesure de Lebesgue dans g* la mesure d¢ =
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—2i(|h| — 3)sign h
2n(1 — 22)?

1 1
dt = ( dzd2).(|h] - 5)dh = wn((k] - 5)dh
ol wp, est la mesure de Liouville sur Oy, utilisée dans le chapitre précédent.
Rappelons, cf 2.6, que d’autre part cette mesure d¢ induit sur ouvert
{(z1,72,%0); 2} + x% > x3} la mesure

d
d§ = udu%q = wy.pdp

oll w,, est la mesure de liouville sur O, utilisée dans le chapitre 2.

On considére le produit * définit sur C*°(O) par :
(uxv)lo, = (ulo,) * (vlo,) et (uxv)lo, = (ulo,) * (vlo,)-

Ou * et « sont les produits étoiles sur O, et O, définis dans les chapitres
précédents.

On introduit maintenant les espaces L2(0,), L2(O) et L2(g*). Comme
dans le cas des groupes exponentiels, ils s’intérprétent formellement comme
des espaces des fonctions u telle que u * T est intégrable dans O,, O ou g*.

c’est & dire :
FEI20) « [Ifl?= /O 4 Fu < oo,
feL2(On) = |flI2= /O £ # Fm < 0o,
h

feL(g) = |IfI2 = / f*Fdt < oo.
3

D’apres le chapitre 2, S’ identifiera alors I'espace L2(0,) avec l'espace
®
/ L?(s,t)f () do et d’aprés le chapitre 3, L2(0y,) s’identifie avec I’espace
[0,1]
des symboles des opérateurs de Hilbert-Schmidt dans I’espace H des sections

de carré intégrable du chapitre 3.
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Donc :

® @

BOudue [ L2OW)H - 1/2) dh,

1
Li(g", 5rdrodasde) = [
T {R|>1/2

10,00(

puisque la mesure de Lebesgue %rda:oda:ldxg dans g* est décomposable en une
mesure 4 dp w, sur I'union des orbites O, et une autre (|h| — 1/2)dhwy, sur

I'union des orbites Oy,.
5.2 Transformée de Fourier adaptée globale.

Soit ¢ une fonction C* & support compact sur G. On a défini dans les
chapitres précédents les fonctions £,(¢) et () respectivement sur O, et Op.

On définit alors la transformée de Fourier adaptée globale :

DEFINITION 5.2.1. — (i) - Si ¢ € C°(G), la transformée de Fourier adaptée

globale est la fonction £(p) définie presque partout sur g* par la condition :
E@lo, =Eulp)  VYu>0,

et

E(P)lon =Enlp)  VIh|>1/2.

THEOREME 5.2.2. — La transformée de Fourier adaptée globale se prolonge

en une transformation unitaire entre L*(G) et L2(g*).

Démonstration. — Soit ¢ € C(G), on va calculer :
eI = [ &) +E@ds )
g"

Comme on a collé la partie discréte et la pa{rtie principale par un nouveau
produit * alors on va faire le calcul de I'expression (1) dans les deux cas

séparément.
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Soit u € S(0,,), alors

27
/ u*’ﬂwﬂ=// u*’ﬂ(;p,q)M
o, RJo 27
27

_ , Jr,,(w'a)(o,q)gf-r
=/ i(U*’ﬂ)(q,q)%
L on
_ /0 0 S(u*"ﬁ)(q,q,a)%da
_ /0 1 /O " S T) g0, a)ﬁ(a)"lg—Zda
[ [ s naree S g,

On pose u = £(yp) alors, on obtient d’aprés le chapitre 2

- W 1 7

[ £ E@ = [ Imt o) e
Ce qui prouve que £,(yp) est dans L2(0,,) et que :

1
1Eu ()12 = /0 I72(0) 1315/8(c)) " dax.

Introduisons alors I'involution ¢ +— ¢ et la convolution dans C=(G) :

9 =o@ D, (px¥)(g) = /G o(gr~ )P (@)de

dr étant la mesure de Haar sur G utilisée en 1.5.

On a donc montré les égalités :

1
1Eu ()2 = /0 Tr (n(p x ¢*)) (B(c)~'dex

fose) oo 1
/ IEu()I2 1 dpe = / / Tr (n8(p x ©*)) B(e) 'dapdu.  (2)
0 0 0
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puisque pour toute représentation unitaire 7 et toutes fonctions g, 1) de C=(G),
m(@*) =7(p)* et w(pxP)=n(p)on(¥).
Reste & montrer 1’égalité :

(@) 3 = / En(@) * Eal) ©wn.
Oy

on sait que :

7 (@)lFrs = Tr (71 (9) o T ()*)

Mais :
e {TR(D) Caneys o)

(7 (0)*)(2) = <eso(z);(es)o(z))( )
 (eao(z) Th{(P)€ao(x))
T {€s0(2)» €s0(a))
_ {€so(2)s Th(P)eso())
- (€s0(2) €so(2))
~E@)).

Donc &,(p) est un symbole, et d’aprés le chapitre 3 on a :

Tr (za(p) o 7(¢)") = /O (h(2) o T (0)*) (2)wn
=/ W;(Tp)*w@)*wh
Op

- / En(0) * Enl P -
O

Donc En(p) appartient & L2(Oy,),

IER()I2 = Tr (mn (e x ¢°))
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et

/ IE()IZ(1kl—1/2)sign hdh = Tr (mu(e x ) (Ih|—1/2)sign hdh. (3)
|h|>1/2 |h|>1/2
Les formules (2) et (3) donnent donc le résultat suivant :

si p est de classe C*° & support compact sur G, alors £, (i) est dans L2(g*)

et sa norme est :

ez = [ ()2 du + /

[R]>1

o o]

P IE) (IRl - 1/2)sign hdh

o) 1
- / / Tr (mn(p x ¢)) (o)~ dapdu+
0 0
/ Tr(mh(p x ¢¥)) (Jh| — 1/2)sign hdh.
|hi>1/2

Ce qui, grace a la formule de Plancherel ( cf 1.5 ), s’écrit

IE@)I? = (¢ x ¢*)(e)
- / (@) " (@)dz = / (@) p(@)dz
G G

= ”50"2L2(G’)'
L’application £ de C2°(G) dans L2(g*) est donc une isométrie poﬁr les normes
de L*(G) et de L%(g*). Elle se prolonge donc 3 L%*(G), puisque C®(G) est
dense dans ce dernier espace. On notera toujours £ son prolongement.

On note dorénavant par L, et R, les applications :
froLef(@)=f(g7'z),  fr— Ref(x) = f(zg).

Soit f une fonction C*° & support compact sur G. Dixmier et Malliavin ([27)
ont montré que f pouvait s'écrire comme une combinaison linéaire finie de
fonctions de la forme ¢; x ¥; ol : ; et 1; sont deux fonctions de classe C° &

support compact. Par polarisation, la formule 'ci-dessus s’écrit aussi :
[ £« e@irde = (i x )@
g‘
=/ E(pi x 1;)d¢.
g‘
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On peut alors translater par un élément g de G cette formule :

(pi x ¥:)(9) = (Ry(eps x %)) (e)
= [ et x v
-

= [ eox v« )it
Ol E(g) *u est bien entendu la fonction définie sur O, (resp. Op)par :
E(g) xup, = E(9)* (wo,)
et
E(g) * Yo, = E(g)* (yo0,)-
Donc pour toute fonction f de classe C* 3 support compact sur G,ona:

flg) = / (B(g™") % E(f)de.
3

L'opérateur E(g) * u est par construction unitaire sur L2(g*), I'espace des
symboles £,(f), Ex(f) pour f € CX(G) est dense dans L(0,) (resp L2(O4)),
et il est clair que cette formule s'étend & tout L2(g*) et que I'on peut donc

définir 'opérateur £~ de L2(g*) vers L*(G) par :

£ (o) = [ £ Blodde.

Ceci prouve que I'image de L*(G) par £ est tout I'espace L2(g*).

Donc, £ est bien une transformation unitaire.
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THEOREME 5.2.3. — La transformation £ peut s’écrire :
() = ( /G £(9)E(g)dg)(€).
Sa transformée réciproque est : ”
(67 @) = [ ux Bl

Elle vérifie :
E(f1 x f2) = E(f1) xE(f2)
E(f) =€)
E(Lgf) = E(g) xE(f)
E(Ryf) = E(f) x E(g).

Démonstration. — On a déja calcule E- 1 Par définition, si f est de classe

(Ohad 5support compact, si £ appartient & Oy, on a :
E(F)(E) = m(F)(©)
- / F(@)mn(g=1)dg(8)
G
- /G F@)Tr(gY)dg(®)
_ ( / f(g)E(g“)dg) (©).
G
Si € appartient & O, et u & S(0,,),
S (E(f) *u) (5£,0) = 73(f) o (Su)(s,1,0)
/ £(9) (7%(g71) o (S'w)) (s, t, @)dg.

Donc :

(E(F) %) (6) = /G £(0) (B(g) ) (€)dy.

Ce qui donne P’expression de £(f) Comme opérateur sur L2 (0,).
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Enfin, la transformation £ vérifie les formules du théoréme par défintion;

puisque pour chaque représentation ,

m(fix f2) = =w(fi)eon(fe), =(f?) w(f)*
T(Lef) = w(g)on(f), n(Ryf) = =(f)on(g).
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