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ABSTRACT

This thesis addresses problems of planning and controling production of a manufacturing
system. The system considered consists of a set of machines which transform raw-materials
successively into in-process parts and finally into end-products. The flexibility of the sytem is
characterized by the following degrees of freedom: a machine is able to perform different types
of operations and operations of the same type can be performed on different machines.

The goal is to plan and to control the production so as to minimize a performance criterion which
takes inventory costs, backlogging costs and costs associated with the use of the machines into
consideration. The optimisation is subject to the following processing conditions: a machine can
only perform one operation at a time, a machine can start to perform an operation only if all
required parts are available, and operations must be completed without interruptions.

In order to archive this goal we develop a hierarchical plannin g and control procedure with two
decision levels. The upper level is referred to as the "master-level" and the lower level as the
"slave-level”.

The task of the master consists in determining the amount of operations (per operation type) to
be performed on the machines over given planning periods. Instead of the detailed processing
conditions, rather simple constraints of production capacity are taken into account. Due to this
relaxation, a linear programming problem is obtained. If the problem is limited to some hundred
variables and constraints, it is possible (even on a micro-computer) to compute the optimal
solution using linear programming. For the treatment of large scale problems, which cannot
directly be solved by the use of a linear programming method, we propose an aggregation-
disaggregation procedure.

The task of the slave consists in controling the activities of the machines in real time in such a
way that the master plan is completed. At this level the precise processing conditions hold. In
order to determine the control we choose a set of priority rules which determine the activities of
the machines as a function of the volumes of operations imposed by the master and the state of
the inventories.

If the slave does not satisfy the master plan, the real state of the inventories differs from the
planned one. The master takes discrepancies into account and restarts the planning on a rolling
horizon up to the real state of the inventories. In this way a closed loop planning and control
system is obtained, whereby the schedule on the rolling horizon yields to auto-adaptative
planning corrections.

g[]nm RECUPERE ET RECYCLE
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INTRODUCTION

'‘L'automatisation des processus de fabrication est la suite logique et le
prolongement de la révolution industrielle' (Simon [1977)).

Au début des années 60, un premier pas important du processus
d’automatisation fut le développement des machines & commande numérique,
dont les successeurs ont été lacommande numérique par ordinateur, la
commande numérique directe et la commande adaptative (Kief [1984]).
Parallélement, la technologie de groupe, dont le concept est essentiellement basé
sur les méthodes de classification de piéces, a été introduite par Mitrofanov
[1960]. Ces travaux ont été étendus sous la forme de systémes de codage par Opitz
[1964] et ont pour successeur le concept d'élaboration des gammes assistée par
ordinateur (Chang et Wysk [1985], Eversheim et Lock [1983], Nadif et al. [1985]).
Les travaux sur la commande numérique et ceux sur le concept de technologie
de groupe conduisent aux systémes de fabrication assistée par ordinateur
(Hatvany [1983]) que l'on a commencé & connecter & des systdmes de conception
assistée par ordinateur (Hatvany [1977]) dés la fin des années 70.

Un autre pas important du processus d'automatisation fut le développement des
robots industriels permettant d'effectuer des opérations compliquées comme, par
exemple, le soudage, I'assemblage ou le chargement automatique des machines
outils (Brady [1982], Coiffe [1986]). Avec le transport de ‘piéces entre plusieurs
machines ou centres d'usinage & CN (Commande Numérique) par des robots, on
a commencé & former des cellules de fabrication automatisées, aussi appelées
cellules flexibles lorsque le concept de technologie de groupe est appliqué (King
[1980], Kusiak [1985]). Les lignes flexibles d'assemblage, dans lesquelles le flux
des matiéres est unidirectionnel, et les ateliers flexibles, dans lesquels le
transport des piéces est réalisé par des chariots mobiles ou des transtockeurs,
sont le prolongement logique du concept de cellules flexibles.

Les travaux sur les systémes de gestion de production assistée par ordinateur
qui recouvrent des fonctions diverses, comme la planification des besoins en
matériel (Orlicky [1975]), le calcul de la capacité et le calcul des besoins nets de
production (Gunn [1981]), montrent que le concept de CIM (Computer Integrated
Manufacturing) - soit l'idée d'intégrer tous les domaines fonctionnels par le
moyen des ordinateurs - est induit par les besoins des entreprises d'aujourd'hui.



La figure ci-dessous illustre le développement chronologique du processus de
I'automatisation en productique a partir des années 50. Alors que les premiers
systémes de CAO et de FAO étaient déja disponibles sur le marché au début des
années 70 et que la premiére approche de connexion de ces deux systimes
s'effectuait vers la fin de cette période, les premiers essais pour former des
ateliers flexibles ont été effectués au cours des années 80. Nous considérons le
développement des systémes de MRP (Material Requirements Planning) comme
étant 1'étape préalable nécessaire pour pouvoir réaliser le concept de CIM. En
effet, le développement de tels systémes permet d'effectuer le lien entre les
fonctions techniques et les fonctions économiques de l'entreprise grace aux
traitement informatisé des informations.

T 2000
=T 1990
CAOFAO (1 2 T 1980
o=
M6 g MRP
CA - MEF :g MIS -+ 1970
CAPP g
DNC
ONC CAO 5
. nomen- - 1%
CN codage DAO é‘ clature
2
e
TG analyse -~ 1950
CN : Commande Numérique
CNC : Commande Numérique par Ordinateur
DNC : Commande Numérique Directe
CA : Commande Adaptative
TG : Technologie de Groupe
CAPP : Elaboration des Gammes (Computer Aided Process Planning) -
FAO : Fabrication Assistée par Ordinateur
DAO : Dessin Assisté par Ordinateur
CAO : Conception Assistée par Ordinateur
MEF : Méthode des Eléments Finis
MG : Modélisation Géométrique
IA : Intelligence Artificielle
FMS : Ateliers Flexibles (Flexible Manufacturing Systems)
MIS : Systéme d'Information de Gestion (Management Information Systeme)

MRP : Planification des Besoins en Mati¢res (Material Requirements Planning)
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Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons aux probléemes que l'on
rencontre lorsqu'on cherche a commander les opérations que les machines
constituant un atelier devront effectuer. En considérant les systémes de MRP I
(Material Requirements Planning) qui ne traitent que la planification des besoins
en matériel et les systétmes de MRP II (Material and Resource Planning) dans
lesquels s'effectuent également le calcul de la capacité et celui des besoins nets,
l'extension aux systémes qui déterminent, pour chacune des machines d'un
atelier, l'ordre suivant lequel la machine doit effectuer des opérations, est sans
cesse un point crucial dans I'automatisation des processus de fabrication.

Cependant, le traitement des problémes de ce type est une tache complexe et, &
notre connaissance, on ne sait pas encore comment se servir efficacement du
calcul de capacité et du calcul des besoins nets pour déterminer un
ordonnancement en un temps acceptable.

Dans la planification des besoins en matériel et le calcul de la capacité et des
besoins nets, il est commode de considérer le flux de matiére a travers le systéme
de production comme étant continu. Des modéles a flux tendu sont utilisés, par
exemple, pour déterminer le lissage optimal de la demande (Bensoussan et al.
[1983], Libosvar [1988]) ou pour équilibrer la charge des machines (Frein et al.
[1987], Hillion et al. [1988], Tsitsiklis [1975]). En considérant simplement que le
flux des matiéres a travers l'atelier est continu, les méthodes de la programmation
mathématique - en particulier, les méthodes de la programmation dynamique
(Bellman [1957]) et les méthodes de programmation linéaire (Dantzig [1963]) -
deviennent accessibles pour déterminer le flux optimal. Lorsque le modele a flux
tendu est trés complexe, les méthodes de programmation mathématique ne
peuvent pas étre directement appliquées pour déterminer le flux optimal, alors
des procédures d'agrégation-désagrégation (Axséter [1981], Holt et al. [1960],
Bitran et Hax [1977]) représentent une alternative intéressante.

Le résultat d'un modéle a flux tendu (politique de stockage, et de débit de
production) n'est pas directement applicable pour commander les opérations que
les machines constituant l'atelier devront effectuer. Pour pouvoir commander les
opérations a effectuer en temps réel, on a besoin d'informations plus précises
pour répondre a la question : quelle opération doit étre effectuée par quelle
machine et a quel instant ?



La prise en considération des contraintes en temps réel, par exemple, la
contrainte die au fait qu'une machine ne peut effectuer qu'une seule opération a
la fois, conduit a des problémes d'optimisation combinatoire. Il est connu que les
problémes d'ordonnancement et les problémes d'affectation sont NP-difficiles
(Baker [1974], Coffman [1976], Graves [1981]), c'est-a-dire que le volume des
calculs croit de maniére exponentielle avec le nombre de variables du modele, et
qu'on ne trouve pas de méthodes qui conduisent a la solution optimale en un
temps raisonable en pratique. En tenant compte de la complexité des problémes
industriels réels, il est donc nécessaire de développer des méthodes heuristiques
qui ne conduisent pas nécessairement a la solution optimale, mais qui, avec un
volume de calculs acceptable, conduisent & une solution proche de l'optimum.

I1 semble naturel, de profiter des avantages des modales a flux tendu pour ajouter
des contraintes aux problémes de 1'ordonnancement et ainsi réduire leur
combinatoire. Dans cette thése, nous proposons une approche de ce type pour un
atelier dont les machines peuvent effectuer des opérations diverses telles que
I'usinage, 1'assemblage, le contréle de qualité, etc..



CHAPITRE 1

Cadre Conceptuel

Ce premier chapitre introduit le probléme de la gestion de production
tel que nous le considérons et pour lequel nous développons une
méthode de résolution dans les chapitres suivants de cette these. Pour
pouvoir situer le probldme et la méthode proposée, nous nous
intéressons d'abord, dans le paragraphe 1.1, aux principes de la gestion
hiérarchisée. Ensuite, dans le paragraphe 1.2, nous examinons 1'état
de l'art sur l'approche hiérarchisée en gestion de production. A la fin
de ce chapitre, nous fournissons une description informelle du probléme
que nous traitons et de I'approche que nous proposons.
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1.1. Vers une gestion de production hiérarchisée

Dans la littérature des sciences économiques et de la recherche opérationnelle, on
distingue deux approches différentes de la modélisation des problémes de prise de
décision : l'approche monolythique et I'approche hiérarchique (Bitran et Hax [1977],
Graves [1981]).

- Dans l'approche monolythique, on décrit complétement le probléeme

de prise de décision dans un modele unique. Toutes les variables de
décision et les relations entre ces variables apparaissent donc de
maniére détaillée dans le modale.

- Dans l'approche hiérarchique, on décompose le probléme en un

certain nombre de niveaux de prise de décision. Les décisions sont
ensuite prises en descendant dans la hiérarchie. Les décisions d'un
niveau donné déterminent 1'ensemble des solutions admissibles
(c'est-a-dire les contraintes) du niveau immédiatement inférieur.

L'avantage de l'approche monolytique provient du fait qﬁ'on I'on peut établir le
modéle de maniére trés simple. Pour ceci, il suffit de choisir 1'ensemble des
variables de décisions et de décrire les relations qui les lient avec le degré de
précision souhaité. Cependant, les problémes de prise de décision se présentent
souvent sous forme de problémes de programmation mixte qui sont d'autant plus
difficiles a résoudre que le nombre des variables est important. En cherchant a
résoudre un tel probléme, par exemple en utilisant une méthode de séparation et
évaluation (Knuth [1971], Ross [1977], Roy [1970]), on est certain d'atteindre une
solution optimale mais en général le cofit de calcul n'est pas raisonable, car
non-polynémial. En utilisant une méthode de relaxation de Lagrange (Dzielinski et
Gomory [1965], Kleindérfer et Newson [1975], Lasdon et Terjung [1971]), on se
rapproche en général de la solution optimale avec un coit de calcul plus faible,
mais on n'est pas certain d'atteindre effectivement la solution optimale.

Le point crucial de l'approche hiérarchique est la décomposition préliminaire du
probléme global de prise de décision en une suite de sous-problémes plus simples.
Par rapport a l'approche monolytique, 1'approche hiérarchique a l'avantage d'avoir
un processus de prise de décision simple. Cependant, la décomposition arbitraire
du probléme a l'inconvénient de ne pas conduire siirement a la solution optimale



lorsqu'on prend les décisions de maniére successive en descendant dans la
hiérarchie et en ne remettant jamais en cause les décisions des niveaux supérieurs.
La performance du résultat dépend essentiellement du choix de la hiérarchie.

Par la suite, nous nous intéressons au concept de la gestion de production
hiérarchisée. Nous décrivons d'abord de manidre bréve comment nous voyons le
role d'un systéme de gestion de production. Ensuite, nous nous intéressons a la
structuration d'un systéme de gestion de production hiérarchisée.

1.1.1. Rédle d'un systéme de gestion de production |

Un gystéme de production est un ensemble de ressources (ressources humaines,
machines, unités de transport, stations de contréle,...) destinées a transformer des
matiéres premiéres en produits finis.

Le systéme de gestion de production est destiné a commander le systéme de

production. En d'autres termes, il doit déterminer les activités que devront effectuer
les ressources du systéme de production. Vu la dynamique du processus de
production, les commandes sortant du systéme de gestion se présentent sous forme
d'une suite de commandes, encore appelée contrdle.

Le but est d'atteindre un objectif en optimisant un (ou des) critdre(s). L'horizon de
planification donne la période sur laquelle s'effectue la recherche de la commande
(ou contrdle) optimale.

Nous constatons d'une part que les commandes que 1'on déduit de l'analyse du
modele sont fonction de 1'état du processus de production et d'autre part que le
comportement du systéme de production est fonction des commandes sortant du
systéme de gestion de production. La relation entre le systéme de gestion et le
systéme de production apparait donc comme un systéme en boucle fermée (Figure
1.1), que l'on appelle - en utilisant le langage des automaticiens - systéme asservi
ou asservissement.

Remarquons qu'en pratique, interviennent des aléas endogénes et exogénes dans le
systéme de production.
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Figure 1.1 : Commande d'un systéme de production

La cohérence entre 1'état réel du processus de production et 1'état prévisionnel
dépend essentiellement du modele que l'on utilise au niveau du systéme de gestion
de production. On comprend que 1'état réel sera d'autant plus cohérent avec 1'état
prévisionnel que le modele utilisé sera détaillé et réaliste. En outre, comme le
modele doit permettre de décrire le comportement futur du systéme et comme des
informations sur le futur sont incertaines, on comprend également que
l'incohérence augmente lorsque I'horizon de planification devient important.

1.1.2. Structuration hiérarchique d'un systeéme de gestion de production

Un systéme de gestion de production hiérarchisée se compose d'un certain nombre
de niveaux de prise de décisions. Les niveaux sont reliés entre eux par le flux des
décisions qui descendent dans la hiérarchie et par les retours d'informations sur
'état du systéme qui remontent dans la hiérarchie (Figure 1.2).

Au niveau le plus élevé de la hiérarchie, on considére en général un modele global
et on cherche & optimiser le comportement de ce modéle par rapport & un critére
que l'on choisit sur un horizon de planification important. Les décisions prises



--------------------------

modele du s
niveau n

v
¥

modeéle du
niveau 2

v

modele du
niveau 1

Politiques
de conduite Informations sur

I'état du systéme

R I I I N I N T e
s s r s v r s s s s s s s s -~

]
]

Systéeme

49ct10n &

Figure 1.2 : Structure d'un systéme de gestion de production hiérarchisée

déterminent la stratégie de l'entreprise. On passe ensuite 2 un modale plus détaillé
dont on cherche a optimiser le comportement sur un horizon de planification plus
restreint en tenant compte des décisions prises au niveau supérieur. A chaque
niveau, les décisions sont prises afin d'optimiser le comportement du modele de ce
niveau en tenant compte des décisions prises aux niveaux supérieurs. De cette
manidre, on atteint, en bas de la hiérarchie, le niveau le plus détaillé qui est celui
du contrdle de la production en temps réel.

On considére donc des modeles et des criteéres différents & chacun des niveaux que
I'on va évoquer. Au niveau le plus élevé, on travaille avec des entités trés agrégées
qui sont des sous-systémes de production (ensemble de machines, ateliers, ou
parfois usines) et des familles de produits qui regroupent des produits ayant un
comportement analogue lors de leur passage dans le systéme de production. On
réduit ainsi le nombre d'entités & prendre en compte. En outre, la taille de 1'horizon
permet souvent de raisonner en flux continu, et non par unités de produits. Les
sous-systémes de production et les familles de produits s'affinent en détail au fur et
2 mesure que l'on se rapproche du niveau le plus bas. A ce niveau, les entités
manipulées sont effectivement les machines et les pi2ces.
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Etablir un systéme de gestion de production hiérarchisée revient a choisir le nombre
de niveaux de prise de décisions, un modale pour chaque niveau et enfin une
méthode pour coordonner le flux des décisions et le retour des informations entre
les différents niveaux. '

Nous ne parlons pas ici du choix du nombre de niveaux de prise de décisions. Ce
choix dépend essentiellement de la complexité du systéme que 1'on considere : le
nombre de niveaux est d'autant plus grand que le systéme de production est
complexe. On comprend que le nombre de niveaux d'un systéme de gestion destiné
a commander une seule machine est inférieur a celui d'un systéme de gestion
destiné & commander une cellule flexible, et ainsi de suite.

Nous allons parler plus amplement dans les paragraphes suivants de la
constitution des modales que l'on peut utiliser aux différent niveaux de la hiérarchie.
Considérons, pour l'instant, que le modéle d'un niveau donné se compose d'un
ensemble de variables de décisions, d'un ensemble de contraintes définissant les
décisions admissibles et d'un (ou plusieurs) critere(s) qui caractérise(nt) les
décisions.

1.2. Etat del'art

Aprés avoir vu les principes de base de la gestion hiérarchisée, nous nous
intéressons dans ce paragraphe aux aspects pratiques, c'est-a-dire & des modeles de
gestion de production hiérarchisée qui ont &té développés pour des problémes
concrets.

L'état de I'art de Dempster et al. [1981], de Gelders et van Wassenhove [1982], de
Gershwin et al. [1980] et celui que l'on trouve dans la thése de Jonsson [1983] ou,
plus récemment, de Libosvar [1988], montrent que l'approche hiérarchisée
intéresse de nombreux chercheurs. Compte tenu du grand nombre d'articles
existants sur l'approche hiérachisée, nous ne nous intéressons ici qu'a
quelques-uns d'entre eux que nous considérons comme le point de départ pour
I'approche proposée dans cette these.

Nous nous intéressons d'abord au cadre conceptuel proposé par Antony. Ce cadre
conceptuel est assez global, et donc valable pour un grand nombre d'applications.
Ensuite, nous nous intéressons a deux approches hiérarchisées plus détaillées. La
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premiére approche est celle de Hax et Meal qui s'adresse au probléme de la
planification de la production d'un systéme que 1'on considére comme étant une
seule resource de production sur laquelle on fabrique un grand nombre de variantes
de produits. La deuxidme approche est celle de Gershwin et Kimemia qui s'adresse
au probléme de la commande d'un atelier dont le fonctionnement des machines est
soumis & des perturbations aléatoires.

1.2.1. Cadre conceptuel de Antony

Dans le cadre conceptuel de Antony [1965], la gestion hiérarchisée va de la
planification stratégique du long terme au contrdle opératoire du court terme en
passant par la planification tactique du moyen terme. Volontairement, nous ne
relatons ici que les idées essentielles de 1'approche.

La planification stratégique a pour but de situer le syst2me de production dans son
environnement économique global. A partir d'une estimation de 1'évolution de la

demande par une étude du marché sur un horizon de planification important (par
exemple de dix ans), on cherche 2 adapter la capacité (homme et moyen) du
systeme de production & la tendance du marché. Cette adaptation implique des
investissements dans les équipements, les batiments, la formation du personnel et
le développement de nouveaux produits.

La planification tactique a pour objectif de gérer le systéme de production sur un
horizon de planification & moyen terme (pour donner une idée: 'horizon de

planification moyen va typiquement de trois mois & deux ans). Les besoins du
marché et la capacité du systdme sont maintenant supposés connus. On cherche a
répartir les travaux correspondants aux besoins du marché de maniére a
respecter la capacité du systéme et les délais imposés par la demande. Les décisions
de planification concernent l'acquisition des matidres premidres, la régulation du
flux de matiéres a travers le systéme de production et la distribution des produits
finis.

Le contréle opératoire a pour objet de gérer les travaux effectués par les ressources
de production (personnel et machines). L'horizon de planification est relativement
court (typiquement une journée ou une semaine). L'objectif du contrdle opératoire
consiste & ordonnancer et & lancer les activités des ressources de production de
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maniére a ce que les travaux imposés au niveau tactique soient réalisés. Lbrsqu'il
s'agit d'un systéme de production automatisé, les instructions issues du controle
opératoire activent, par exemple, des programmes de commande numérique (CNC).

Soulignons que cette décomposition représente seulement une orientation globale et
que, selon le probléme pratique a traiter, on peut étre amené & décomposer a
nouveau chaque niveau. A notre connaissance, la dénomination de ces
sous-niveaux n'est pas unique, car elle est habituellement liée au type de systéme de
production que l'on considére, lequel détermine & son tour le type de systéme de
gestion qui sera utilisé.

Par la suite, nous ne nous intéressons qu'aux aspects de la planification tactique et
de contrdle opératoire de la production par rapport a ce cadre conceptuel. La
planification stratégique sort du cadre de cette thése. Nous examinons d'abord
I'approche hiérarchisée de Hax et Meal et ensuite I'approche hiérarchisée de
Gershwin et Kimemia. '

1.2.2. Approche de Hax et Meal .

Hax et Meal [1975] et Bitran et Hax [1977] s'intéressent a la planification de la
production d'un systéme qui est considéré comme une seule ressource sur laquelle
on fabrique un grand nombre de variantes. Les auteurs proposent un systéme de
gestion hiérarchisée dans lequel les modéles utilisés aux différents niveaux se
construisent par une approche ascendante en agrégant progressivement les entités
a produire. En allant du niveau bas vers le niveau haut, les entités impliquées dans
les modeéles sont :

les articles : produits finis achetés par les clients

les familles : regroupements d'articles qui subissent une fabrication
commune relativement aux coiits de lancement

les types :  regroupements de familles, dont les cofits d'immobilisation,
les cotits de stockage et la saisonalité de la demande sont
similaires

Le processus de prise de décision est du type descendant : les décisions d'un
niveau donné forment les contraintes du niveau immédiatement inférieur.
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Au niveay des types, les auteurs s'intéressent a 'affectation de la capacité de la
ressource de production aux types. Le modeéle est fourni sous forme d'un
programme linéaire. Il tient compte des données suivantes : un certain nombre
de périodes de planification (par exemple 12 mois), la demande par type par
période, la disponibilité de la ressource de production en heures normales, la
disponibilité de la ressource de production en heures supplémentaires, la durée
unitaire de fabrication par type, et un ensemble de cotits unitaires (colit unitaire
de production par type, coiit unitaire de stockage par type, cofit d'immobilisation
de la ressource de production par heure de travail réguliére, cofit
d'immobilisation de la ressource de production par heure de travail
supplémentaire).

Au niveau des familles, 1'horizon de planification correspond a la premiere
période du niveau supérieur. Les capacités disponibles par type sont fixées

(résultat du niveau supérieur). L'objectif consiste a répartir la capacité disponible
pour un type sur les familles constituant le type de manidre a ce que la demande
par famille soit satisfaite et qu'une fonction économique qui tient compte des
coits de lancement soit minimisée. Le probleme est présenté comme probléme
du sac a dos pour lequel Bitran et Hax [1981] proposent une heunsthue

Enfin, au piveau des articles, les auteurs considérent un probléme similaire a
celui du niveau des familles. Ici il s ‘agit de répartir la capacité d1spon1ble de
chacune des familles sur les articles constituant les familles.

Erschler et al. [1986] et Merce [1987] se concentrent ~sur l'analyse de la
cohérence des décisions entre deux niveaux sucessifs de la hiérarchie et
présentent un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes pour que la
désagrégation soit cohérente. Les auteurs montrent comment se servir de ces

conditions pour améliorer les procédures de désagrégation examinées par
Bitran et al. [1981].

Graves [1982] s'intéresse a un modele monolythique de planification formulé
comme un programme mathématique mixte (linéaire-entier). L'auteur propose
une procédure qui consiste & décomposer le probléme en deux sous problémes : le
premier sous-probléme concerne la planification a I'aide d'un modele agrégé et
le deuxi®me sous-probléme effectue la désagrégation. Les deux sous-problémes
sont situés dans le cadre conceptuel de Hax et Meal. Le rattachement des deux
sous-problémes est réalisé au moyen d'une technique basée sur les
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multiplicateurs de Lagrange, que l'on détermine par une procédure itérative. A
chaque étape, on applique une heuristique pour convertir la solution de Lagrange
en une solution admissible du probléme de planification.

1.2.3. Approche de Kimemia et Gershwin

Kimemia et al. [1982] et Kimemia et Gershwin [1983] proposent une approche qui
est plus' relative au contrdle opératoire. Cette approche est congue pour
compenser les aléas diis aux pannes des machines d'une station de travail
composée de plusieurs machines. L'hypothése de base est que les durées
moyennes entre les événements aléatoires (machines qui tombent en panne,
machines qui sont réparées) sont grandes par rapport au temps de fabrication.
L'approche fait intervenir trois niveaux :

Au niveau haut de la hiérarchie, les auteurs s'intéressent a la régulation du flux
de production (contrdle du débit de production). L'horizon de planification va de -
plusieurs heures & quelques jours. Le modele de régulation de flux prend en
compte la demande future (supposée connue) et des informations statistiques sur
la fiabilité des stations de travail. A partir des statistiques sur les pannes et les
réparations, on détermine les débits de production de manidre a anticiper les
pannes.

Au niveau intermédiaire, on détermine le routage que les pidces doivent suivre a
travers le systdme de production. Ce systtme est modélisé par un réseau de files

d'attente dans lequel on distingue deux types de nceuds : des nceuds de service

représentant des machines, et des zones de stockage contenant la file de piéces en

attente. Le éystéme de routage détermine la répartition des pidces sur les

machines chaque fois que c'est nécessaire.

Au niveau bas, on utilise un module d'ordonnancement qui considere les piéces
individuellement. Le module détermine l'ordre et les temps de passage des pieces
dans le systéme. Lorsqu'une pidce termine une opération sur une machine, le
module décide quelle sera l'opération suivante a effectuer et sur quelle machine.

Il est a noter qué dans leurs premiéres publications concernant cette approche,
les auteurs s'intéressent essentiellement & la modélisation du niveau haut de la
hiérarchie et que les niveaux inférieurs ne sont pas développés en détail.
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Dans le modele du niveau haut, on suppose que chacune des machines se trouve
toujours dans un des deux états suivants : soit la machine est opérationnelle et
capable d'effectuer des opérations, soit elle est en panne et incapable d'effectuer
une opération.

La capacité instantanée de la station de travail est considérée comme étant un
polyédre convexe déterminé par les temps de fabrication et l'état actuel des
machines. La capacité varie chaque fois qu'une machine tombe en panne ou
qu'elle est réparée. La transition d'état des machines est modélisée comme étant
un processus markovien irréductible, dont les probabilités de transition sont
données par les probabilités avec lesquelles les machines tombent en panne et
celles avec lesquelles elles sont réparées.

L'objectif consiste & commander la production des machines de manidre a ce que
la demande soit satisfaite le mieux possible. Le degré de satisfaction est évalué
par une fonction de cofit, associée a 1'état des stocks. Cette fonction pénalise la
politique de commande dans le cas de stockage de pieces ou de retard de livraison.

Pour en déduire la politique de commande, les auteurs font appel au principe du
minimum développé par Rishel [1975). La commande optimale est traitée comme
la loi des circuits en boucle fermée qui, pour chaque état des machines, divise
I'espace d'état des stocks en un nombre fini de régions. Dans chacune des régions
la commande est constante A une extrémité du polyédre représentant la capacité
du systéme. Cela signifie que la commande optimale consiste a produire avec un
débit maximal ou nul pour conduire 1'état des stocks vers un point, appelé "point
de séparation” (en anglais, hedging point). Le point de séparation est un état
optimal des stocks auquel on sépare a nouveau I'espace d'état des stocks en un
nombre fini de régions. Si la demande est proche de la limite de la capacité du
systéme, le point de séparation est & un niveau haut des stocks, car des pannes de
machines conduisent rapidement a des pénuries.

Dans le modeéle de simulation de Kimemia [1982], on détermine le débit de la
production périodiquement .(par minute). Les résultats de simulation montreng
que la méthode fonctionne bien si 1'état des stocks reste a l'intérieur d'une
certaine région R, pour laquelle le débit de la production est constant. Lorsque
'état sort des limites de R, le débit de la production est modifié de maniére a
conduire I'état des stocks & nouveau a l'intérieur de la région R. Si le débit de la
demande est proche de la limite de capacité du systéme, alors l'état des stocks
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bascule périodiquement entre les deux cétés de la frontidre de R. Gershwin et al.
[1985] proposent une approche & ce probléme en introduisant des "bornes
attractives" et des "bornes non attractives".

Xie [1988] a étendu I'approche de Kimemia et Gershwin. Il s'intéresse au controle
des systémes qui sont soumis & une grande variété de pannes de machines, par
exemple, des pannes de durée longue et des pannes de durée courte. L'idée
essentielle est de traiter les pannes de fréquences différentes séparément. En
analysant les pannes, on obtient des classes de pannes selon les fréquences. Une
hiérarchie, dont le nombre de niveaux est égal au nombre de classes de pannes,
est alors définie. A chaque niveau de la hiérarchie, on établit un modele. Dans ce
modele on distingue : '

- les pannes longues par rapport & l'horizon du niveau considérs. Les
machines soumises & ce type de pannes sont considérées comme
restant dans 1'état ou elles sont & l'instant initial tout au long de la
période.

- les pannes courtes par rapport a 'horizon du niveau considéré. Les
pannes sont prises en compte en corrigeant les temps de fabrication,
c'est-a-dire qu'elles sont absorbées en allongeant légeérement les
temps de fabrication.

- les pannes qui sont d'une durée de l'ordre de I'horizon de planification
du niveau auquel on se trouve. Ce sont les seules qui se comportent
comme des événements aléatoires au niveau considéré.

Le contrdle d'un niveau donné définit les objectifs du niveau immédiatement
inférieur. Les pannes d'un niveau donné ne mettent donc pas en cause les
objectifs du niveau considéré ou les décisions des niveaux supérieurs.

Dans un cadre différent Libosvar [1988] s'est récemment intéressé a des cas
particuliers. Il s'agit de la régulation du flux de production d'une entreprise qui
fabrique de I'aluminium. Libosvar a pu démontrer que pour certaines structures
de coiits de stockage il existe un algorithme trés simple pour résoudre de tels
problémes d'optimisation dans le cas déterministe. En particulier, il a pu
montrer que dans le cas ot 'outil de production est représenté comme un réseau
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de sous-systémes a capacité finie et que 1'objectif a atteindre est la production a
flux tendus de familles de produits, il est possible de relaxer cette contrainte et
d'utiliser la programmation dynamique. Pour cela, il a développé un algorithme
de type rétrograde. Cependant, le volume de calcul impliqué s'en trouve
considérablement augmenté.

1.3. Spécification du probléme

Dans cette étude, nous nous intéressons a la gestion de la production d'un atelier,
dont les ressources de production sont des machines. Les machines sont de trois
types : les machines de production, permettant d'effectuer des opérations de
transformation (scies, tours, fraiseuses, perceuses, machines d'assemblage,...),
les machines de manutention, permettant de transporter des pieces dans l'atelier
(robots, chariots mobiles, transtockeurs,...), et les machines de contréle de qualité.
Cependant, dans notre modele, nous considérons les machines de manutention
ainsi que les machines de contrdle de qualité comme étant des machines de
production. Les opérations de transport et les opérations de contréle
correspondent donc a des opérations de transformation fictives.

Le processus de production consiste a transformer des matidres premiéres en
produits finis en passant par des états intermédiaires (produits semi-finis). Les
matiéres premiéres, les produits semi-finis ainsi que les produits finis sont des
pices, qui se distinguent les unes des autres par leur état de transformation.
Comme toutes les opérations sont considérées comme étant des opérations de
transformation, une pidce qui subit, par exemple, une opération de contréle de
qualité est ensuite considérée comme une pidce différente.

1.3.1. Modele du systéme de production

Le systéme de production est modélisé a 1'aide d'un graphe orienté avec deux
types de sommets : des types de pidces et des types d'opérations. Dans les
illustrations graphiques, un type de pidces est représenté par un cercle et un type
d'opérations est représenté par une case (Figure 1.3). A chaque type de piéces est
associé un nombre, qui indique I'état actuel du stock de pidces de ce type. A
chaque type d'opérations est associé l'ensemble des temps de fabrication sur les
machines compatibles.
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Les types de piéces et les types d'opérations sont réliés par des arcs orientés. Un
arc peut aller d'un type de piéces vers un type d'opérations et inversement.
Aucun arc ne relie les types d'opérations entre eux. Il en est de méme pour les
types de piéces. La valeur associée a 'arc orienté d'un type de pidces vers un type
d'opérations 'indique la quantité de pidces nécessaire pour commencer une
opération de ce type. La valeur associée a I'arc orienté d'un type d'opérations vers
un type de piéces indique la quantifé de piéces obtenues par une opération de ce

type.

Dans l'exemple donné par la Figure 1.3, une opération du type jl peut &tre
considérée comme le coupage d'une piéce du type il en quatre pidces du type i5.
Cette opération peut étre effectuée en une heure par la machine M1. Une
opération du type j2 peut étre considérée comme 1'assemblage de deux piéces du
type i2 et d'une piece du type i3 conduisant a une piece du type i6. L'assemblage
peut étre effectué en deux heures par la machine M2 et en trois heures par la
machine M3. Une interprétation similaire peut &tre donnée pour les autres types
d'opérations.
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Figure 1.3 : Représentation du processus de production

Dans cette étude, nous ne traitons pas les problémes qui se posent au niveau de
l'acquisition des matiéres premiéres et au niveau de la distribution des produits
finis. Le systéme de production est donc considéré comme étant indépendant de
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l'acquisition et de la distribution. Les problémes de la livraison des matidres
premiéres et la demande en produits finis sont supposées résolus par ailleurs.

Contraintes :

Nous considérons les contraintes suivantes :

contraintes disjonctives : une machine ne peut pas effectuer plusieurs
opérations en méme temps,

contraintes de précédence : une machine ne peut commencer a effectuer une
opération qu'a condition que toutes les pidces
nécessaires soient disponibles,

contraintes non préemptives : une opération commencée doit étre terminé sans
interruption.

En pratique on considére souvent des contraintes supplémentaires, comme par
exemple des contraintes sur la capacité du systéme de stockage. Pour simplifier
la discussion, nous nous limitons aux trois types de contraintes citées ci-dessus.

1.3.2. La problématique

Objectif :

L'objectif consiste & minimiser une fonction économique qui tient compte des
colits associés au fonctionnement des machines et des coiits associés a 1'état des
stocks. Les coiits associés au fonctionnement des machines sont divisés en coiits
associés au fonctionnement pendant les heures de travail régulidres et en coiits
associés au fonctionnement pendant les heures de travail supplémentaires. Les
colits associés & 1'état des stocks sont divisés en coiits associés au stockage des
produits et en coiits associés aux retards de livraison.

Discussion : |
Le probléme, visant & minimiser les coiits sous la présence des contraintes
disjonctives, des contraintes de précédence et des contraintes non préemptives,
devient difficile & résoudre lorsque le processus considéré est complexe.

En effet, lorsque nous cherchons a traiter le probléme de’maniére formelle, nous
rencontrons des sous-problémes comme, par exemple, 1'affectation des pidces aux
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machines et 'ordonnancement des activités des machines. Pour les problémes
d'affectation ainsi que pour les problémes d'ordonnancement, on sait que l'effort
a fournir pour en déduire la solution optimale croit de maniére exponentielle avec
le nombre d'entités considérées et qu'il n'est pas possible de développer une
méthode pour laquelle 'effort de calcul soit une fonction polynémiale du nombre
d'entités. On dit alors que ces problémes sont NP-complets.

1.3.3. Approche envisagée

Dans l'approche envisagé, nous ne nous intéressons pas a des méthodes exactes
qui, aprés un temps de calcul fini, conduisent a la solution optimale. L'approche
envisagée est une heuristique qui ne conduit pas, en général, a la solution
optimale. En revanche, cette heuristique nous permet de traiter des problémes
complexes (c'est-a-dire de grande dimension) et propose une solution
quasi-optimale avec un effort de calcul raisonnable.

Procédure "Maitre-Esclave"

L'heuristique que nous développons dans les chapitres suivants, fait intervenir
deux niveaux de prise de décision : le niveau supérieur, appelé "niveau du
maitre” et le niveau inférieur, appelé "niveau de l'esclave" (Figure 1.4).

La tdche du maitre (planification tactique) consiste a déterminer le nombre
d’'opérations (par type d'opérations, par machine, par période) a effectuer sur un
certain nombre de périodes de planification. La planification tient compte de la
capacité du systdme de production, de l'état initial des stocks, du systéme
d'équations d'état, des coiits de stockage, des coiits associés aux retards de
livraison et des coiits associés au fonctionnement des machines.

Pour déterminer la politique de planification, nous faisons appel a la
programmation linéaire. Si le nombre de variables et de contraintes se limite a
quelques centaines, il est possible d'utiliser, méme sur micro ordinateur, des
méthodes de programmation linéaire. Si la dimension du systéme est trop
importante, l'utilisation de la programmation linéaire devient impossible et nous
proposons une procédure d'agrégation-désagrégation.

La t4che de l'esclave (contrdle opératoire) consiste & commander les activités des
machines dans le temps, de manire a ce que les travaux imposés par le maitre
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pour la premiére période soient réalisés. Pour ceci, nous considérons un
ensemble de régles de priorité, qui détermine la commande en fonction des
nombres d'opérations imposés par le maitre et de l'étatractuel du systéme.

planification
tactique

Décisions

Informations sur
I'état du systeéme

Figure 1.4 : Lien entre la planification tactique et le contrdle opératoire

Si l'esclave ne réussit pas a réaliser les travaux prévus par le maitre, il y a une
divergence entre I'état réel et 1'état prévisionnel des stocks. Le maitre tient
compte de ce fait en relangant les calculs de planification & partir de 1'état réel
des stocks. De cette manitre, on obtient un systéme de planification et de contréle
en boucle fermée (Figure 1.4). Pour assurer la continuité et la cohérence des
décisions successives, nous considérons un horizon glissant.

orizon glissan ntinui u,
Supposons qu'a un instant ty la décision de planification du maitre soit prise
sur l'intervalle de temps [ty , to+H], ol H est 'horizon de planification. La
trajectoire de 1'état prévisionnel du stock correspondant a la planification est
représentée sur la partie gauche de la Figure 1.5. En fonction de cette décision
de planification et de 1'état du stock, l'esclave cherche a gérer les activités des
machines durant un intervalle de temps [tg, ty+h], avec h < H.
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nivea
stock% veau stock niveau
réel

prévisionnel

Janificat temps jcontrdle}
to tyH tg tgth

temps
Figure 1.5 : Planification tactique et contrdle opératoire

Dans le but de corriger les éventuelles divergences, le maitre mesure 'état réel
du stock a l'instant t,=ty+h et relance les calculs d'optimisation sur l'intervalle

de temps [t; , t;+H]. L'esclave cherche de nouveau & suivre le plan du maitre, et
ainsi de suite (Figure 1.6). '

poursuite du

stock f ' redémarrage stock *
glissant

Figure 1.6 : Redémarrage sur I'horizon glissant

——

Soulignons qu'au niveau de l'esclave nous travaillons avec des régles tres
simples et que les calculs d'optimisation sont effectués au niveau du maitre.



CHAPITRE 2

Planification Tactiqué de la Production
(Niveau du Maitre)

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la planification tactique de la
production. L'objectif consiste a déterminer, période par période, le
nombre d'opérations de chaque type a effectuer sur chaque machine
du systéme de production. Dans ce but, nous établissons d'abord, dans
le paragraphe 2.1, un modale de planification. Ensuite, dans le
paragraphe 2.2, nous examinons les propriétés de ce modele. Dans le
paragraphe 2.3 nous montrons comment trouver la solution optimale
correspondant au modele considéré. Enfin, dans le paragraphe 2.4
nous nous intéressons & un exemple numérique.




2.1. Modeéle de base

Pour établir le modéle de planification de maniére formelle, c'est-a-dire dans un
formalisme mathématique précis, nous donnons d'abord les notions et les
hypothéses concernant la spécification du processus de production considéré.
Ensuite, nous décrivons le comportement d'un tel processus de production en
fonction du temps en considérant 1'état des stocks. Un ensemble de contraintes
sur l'état des stocks et la capacité du systéme de production définissent
I'ensemble des solutions admissibles. Enfin, nous introduisons un indice de
performance qui permet de comparer les solutions admissibles et de poser le
probléme de planification comme étant un probléme d'optimisation.

2.1.1. Notions et conventions

Les notions et les hypothéses concernant la spécification du systéme de
production considéré correspondent a celles introduites dans le chapitre
précédent : M est un ensemble de machines, P est un ensemble de types de pieces
et 7 est un ensemble de types d'opérations.

Nous nous intéressons a des processus de production qui font intervenir des
opérations d'usinage, d'assemblage, de contréle etc... De ce fait, nous attribuons
des numéros différents & une méme piece physique au fur et & mesure des
transformations qu'elle subit. Une pi2ce de type ic Pest donc une pidce arrivée a
un niveau de transformation donné.

Une gpération du type je T est une transformation qui permet de convertir une ou
plusieurs piéces des types il, i2, ...,ip € P en une ou plusieurs pidces de types
i1, i2', ..., ig'e 2. Un type d'opération donné peut étre effectué sur plusieurs
machines et une machine peut &tre capable d'effectuer plusieurs types
d'opérations. Les données caractérisant une opération du type je T sont les
suivantes : '

[a5licp a;eIR™ est la quantité de pieces du type i nécessaire pour
commencer une opération du type j. Nous posons ay; = 0 si
on n'a pas besoin de piéces du type i pour effectuer les
opérations du type j.
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[ bij] ie P bije IR* est la quantité de pidces du type i obtenues a la
o suite d'une opération du type j. Nous posons bij =0 siles
opérations du type j ne produisent pas de pidces du type i.

[t ke mr T IR* est le temps de fabrication si on effectue l'opération
' J sur la machine k. Nous posons T 1= 0 si la machine k
n'est pas capable d'effectuer l'opération j.

Le processus de production est considéré comme un graphe orienté G=(5A4)
dans lequel S= PU T est l'ensemble des sommets et Ae (Px T )u( Tx P)
est l'ensemble des arcs. Le sommet correspondant a un type de pidces ie P est
prédécesseur du sommet correspondant au type d'opérations Jje 7T si ay; > 0, etil
en est successeur si by; > 0.

Nous supposons que le graphe du processus est sans circuit : s'il existe un
chemin d'un sommet sleS$ & un sommet s2¢ .S, alors il n'existe pas de chemin
du sommet s2 au sommet sl. Cela revient a dire qu'il n'y a pas de produits
recyclés dans le systéme.

L'ensemble des types de pidces P se partage en trois sous-ensembles :

’.PP l'ensemble des types de matidres premidres (types de piéces
correspondant & des sommets qui n'ont pas de prédécesseurs),

Py:=(ic® / .Zbij=0}
jeT

E’f I'ensemble des types de produits finis (types de pidces corres-
pondant & des sommets qui n'ont pas de successeurs),

Pr:= (icP/ D a.=0)
f jeT i
?; l'ensemble des types de produits semi-finis (types de piéces

correspondant & des sommets qui sont & la fois successeurs et
prédécesseurs d'autes types de produits),

P; :=P\ (?Pu?f) et pran=¢.
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2.1.2. Systeéme d'équations d'état des stocks

Nous décrivons I'état des stocks de matiéres premieres, de produits semi-finis et
de produits finis sur un intervalle de temps qui est décomposé en T périodes de

durées égales At. Le nombre T est appelé horizon de planification.

Nous considérons que les quantités de matiéres premidres livrées et que la
demande en produits finis sont connues pour les périodest =1, 2,...,T et nous
notons :

[Li];e Pp l;,e IR* est la quantité de matidres premiéres du type i livrée
 pendant la période t,

[difliesr  djcIR* est la quantité de produits finis du type i demandée
a la fin de la période t.

Par ailleurs, les décisions de planification et leurs conséquences sur 1'état du
systéme sont inconnues et nous notons :

[ujkt] ]j‘e T W€ IR* le nombre d'opérations du type j a effectuer sur la
€M  machine k pendant la période t.
[x)iep x;;€ IR T'état du stock de pidces du type ic Pa la fin de la
période t. L'état initial des stocks x;, est donné pour
chaque type de pieces ic P.

La transition d'état des stocks de ma 8 premieéres de la fin de la période t-1 &
la fin de la période t est déterminée pour t =1, 2, ...,T par le systéme d'équations :

La i iéme équation du systéme (2.1) traduit le fait que 1'état du stock de matidres
premigres d'un type i en fin de période t s'obtient a partir de 1'état de la fin de la
période précédente en ajoutant la livraison de matiéres premieres de la période t et
en supprimant la quantité utilisée. La Figure 2.1 illustre le bilan quantitatif d'un
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stock de matiéres premibres, ol les opérations du type j peuvent atre effectuées sur
les machines M1 et M2, ' ' ' o

Figure 2.1 : Stock de matiéres premieres du type i

La transition d'état des stocks de produits semi-finis de la fin de la période t-1 2 1a

fin de la période t est déterminée pour t =1, 2, ...,T par le systéme d'équations :

G.k)e TxM (G,k)e TxM

La i i¢me équation de ce systéme (2.2) traduit le fait que 1'état du stock de produits
semi-finis d'un type i en fin de période t s'obtient & partir de 1'état de la fin de la
période précédente en ajoutant la quantité produite et en supprimant la quantité
utilisée (Figure 2.2).

1h/M1

| ZhM7

Figure 2.2 : Stock de produits semi-finis du type i
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Enfin, la transition d'état des stocks de produits finis de la fin de la période t-1 a 1a

fin de la période t est déterminée pour t =1, 2, ...,T par le systéme d'équaﬁdns :

Vie Py o= Xy b Dbyuy - dy (2.3)
G ke TxM

Laili®me goyation de ce systéme (2.3) traduit le fait que I'état du stock de produits
finis de type i en fin de période t s'obtient & partir de 1'état de la fin dela
période précédente en ajoutant la quantité produite et en supprimant la quantité
demandée (Figure 2.3).

Figure 2.3 : Stock de produits finis du type i

Dans ce modele, les nombres d'opérations sont & déterminer de manidre a ce que
I'état des stocks de matidres premires et I'état des stocks de produits semi-finis
soient positifs ou nuls.

Vie !Pp v P; x; 20 ' (2.4)

L'état des stocks de produits finis peut étre positif, négatif ou nul. Si 'état du
stock d'un type de produits finis ie .‘Pf est négatif & la fin d'une période t, nous
considérons ceci comme un retard de livraison.
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2.1.3. Contraintes sur la capacité du systéme de production

Comme les temps de fabrication T; sont positifs, le nombre d'opérations que l'on
peut effectuer durant une période de At unités de temps est limité. Nous
décrivons la capacité de chaque machine k sur une période de At unités de temps
comme étant le domaine a I'intérieur duquel la machine est capable de réaliser

les nombres W4 DOYr je T. Les conditions de réalisation sont les suivantes :

€T

VG.k)eTx M U 2 0 ' (2.6)

En d'autres termes, la durée de fonctionnement de la machine k durant une
période t est inférieure ou égale a la période, et le nombre d'opérations doit &tre
positif ou nul.

Sur la Figure 2.4, nous avons illustré la capacité d'une machine k qui est
compatible avec deux types d'opérations je {1, 2}. L'ensemble des couples
(1) 3¢,ugy¢) admissibles se trouve a l'intérieur du domaine non hachuré.

domaine
admissible

Figure 2.4 : Capacité de la machine k



2.1.4. Indice de performance

L'indice de performance est une fonction économique qui nous permet de

comparer l'efficacité de plusieurs solutions de planification. Nous définissons
lI'indice de performance en fonction des cofits associés aux retards de livraison,
des cofits associés au stockage des produits finis, et des cofits associés a
l'utilisation des machines. Un plan de production est dit optimal lorsqu'il
minimise l'indice de performance.

Les retards de livraison, ainsi que le stockage des produits finis, engendrent un
coit que nous associons’ a 1'état des stocks de produits finis. L'état du stock
x;; de chaque type de produits finis ie fPf sur la période t est pondéré par une
fonction de cofit f;: IR— IR* supposée continue, convexe, linéaire par morceaux
et définie par

—-cr. X, 8i x, < 0
fi(x;) ‘=1 . 0
cs. X 81 X 2
o cr;e IR* est le cofiit dii_au retard de livraison d'une unité de produit fini
du type i pendant une durée At et cs;e IR* est le cofit dii au stockage d'une

unité de produit du type i pendant une durée At. Une illustration graphique de la
forme caractéristique d'une fonction f; (x;;) est donnée par la Figure 2.5.

retard \ or
1
\ cs.
. ! stockage
- ! >
-1 0 1 Xit

Figure 2.5 : Fonction de cotit associée & 'état du stock x;;
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A lutilisation de chaque machine ke M pendant une période de planification
est associée une fonction de cotit gy : [0, At] — IR*. Pour définir la fonction g,
nous considérons la charge de la machine durant la période t. La charge, notée
Yii» €t donnée par

Vke M ykt = Z Tjk u.lkt
je

En d'autres termes, y;, est égale a la durée du fonctionnement de la machine k
durant la période t. ’

Soit ce [ 0, At ] la durée des heures de travail régulidres pendant la période t.
Une charge y,; est dite régulidre lorsqu'elle appartient & I'intervalle [0, o] et
exceptionnelle lorsqu'elle appartient & l'intervalle ] ¢, At ]J. Nous définissons la
fonction de cotit gy (y),) comme une fonction continue, non décroxssante et
linéaire par morceaux de manidre suivante :

' : <
cvkykt+°fk si 0< Yig <O

g, (y, )= 1
k™" kt " " ;
cv ykt+ka si °<yktSAt
ol les parametres de coiits cv'y , cf, cv'y et cf'y sont donnés. La Figure 2.6
donne une illustration graphique de la fonction de coiit 2k Fki)-

& (Vi)
CVE Atdef] Jmammemmme e aaaaaay
cvi‘ Y +0fk _________
arge ! N
cf, réguliére X X >
0 ] At Yyt

Figure 2.6 : Fonction de cofit associée a la charge y;,
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Les paramétres de coiits cv'y , cfy, cv'y et cf', satisfont aux conditions suivantes
Vo + cf'y = cv'y o + cof "y

0< C’V'k < CV"k

ka 2 cf 'k
Définition :
A Taide des fonctions de codt fi(x;) et g (y),), nous définissons l'indice de
performance J comme étant la somme des coiits associés a 1'état des stocks de

produits finis et des coiits associés aux charges des machines cumulées sur les
périodes de planification.

JX,Y):= i [ 2 f,(xlt) + Z gk(}'kt)] 2.7
t=1 1&1}

Cet indice de performance pénalise donc la planification en ce qui concerne les
retards de livraison, le stockage des produits finis et le fonctionnement des
machines.

Remarquons que l'on peut définir la formulation de l'indice de performance de
maniére différente, si I'on introduit des coefficients de pondération p;20etq, 20
qui pondérent respectivement les fonctions de coiit f: i(%;¢) et g, (yy4). Cependant,
dans ce dernier cas de figure nous pouvons construire des fonctions de coiit f. 6.8
et gy (yi¢), en faisant varier les parametres qui définissent les fonctions de coiit,
de telle sorte que l'on a p;fi(x;,) = fi(x;) et qug(yy) = 93 (¥yy)- Par conséquent,
toute formulation dans laquelle on pondere les fonctions de cotit par des
coefficients peut étre considérée comme étant une forme équivalente a notre
formulation.

Remarquons en plus que les fonctions de coiit f(x;,) et g (y},) sont définies de
maniére trés simple et que dans la pratique il peut étre nécessaire de travailler
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avec des fonctions ayant une structure plus fine. Le traitement mathématique de
toutes les fonctions de cofits définies convexes, continues et linéaires par
morceaux est similaire (peut &tre plus complexe) a celui des fonctions impliquées
dans notre indice de performance. Dans un but de simplicité, nous ne
considérons pas ces possibilités.

2.1.5. Probleme de la planification optimale

Probléme :

Le probléme qui nous intéresse est le suivant : étant donnés un processus de
production spécifié par les données [aij], [bij] et [Tjk], I'état initial des stocks X;0»
la livraison des matiéres premidres (1;;], la demande des produits finis [d;;] et les
coﬁts unitaires déterminant l'indice de performance J , nous cherchons a
déterminer le plan de production U = [uj¢l, la suite d'états des stocks X = [x;;]
et la suite des charges des machines Y= [yx¢] de maniére a

minimiser J(X, Y)

sous les containtes (2.1), (2.2), ...,(2.6).

Discussion :

La recherche de la planification optimale est un probléme de programmation
mathématique : il s'agit de minimiser une fonction convexe sur un domaine
défini par un ensemble de contraintes linéaires.

En considérant les équations d'état, on constate que le probldme peut étre
considéré comme un probléme de programmation dynamique. En tenant compte
de la linéarité des contraintes et du fait que la fonction objectif est linéaire par
morceaux, on peut se ramener a un probléme de programmation linéaire. Nous
allons voir plus loin comment les outils de la programmation mathématique
peuvent étre appliqués pour trouver la solution optimale.

Remarquons que nous pouvons fournir une autre formulation intéressante de ce
probléme qui utilise le fait que les vecteurs X et Y peuvent s'exprimer en fonction
du vecteur U. En effet, la charge Ykt est une combinaison linéaire des nombres
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[ujkt] pour je 7, et en développant le systéme d'équations d'état, 1'état X;¢ i)éut
s'écrire comme une combinaison linéaire de 1'état initial X;o et des nombres [uy, ]
pour (,k,s)e Tx Mx 1,2,...,t).

t

Vie 2, x40 = xp + 2 [L,- Xayug, ] (2.8)
s=1 GKleTxat -

, t

Vie 2 %(U) =X + 2 X (by ey w, (2.9)
s=1 (KeTxMm
t .

Vie ?f xit(U) = X0 + Z [ Z le ujks - dns] (210)
s=1 (KkleTxM

Vke M V@ = X Ty 211)

€T

Le probléme de la planification peut encore s'écrire, en tenant compte des
définitions ci-dessus : déterminer U qui minimise

IO = J(XWU), YU)) (2.12)

sous les contraintes suivantes pourt=1,2, ..., T

Vie 2, UP; () 20 (2.13)
Vke M Vi (U) < At (2.14)
VGike TM  ugy 2 0 - (215)

Appelons €2 l'ensemble des solutions admissibles, c'est-a-dire I'ensemble de tous
les plans de production U qui vérifient les contraintes (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),
(2.13), (2.14) et (2.15). Comme les retards de livraison sont autorisés, il existe
toujours une solution admissible et par conséquent, Q n'est pas vide. En outre, la
linéarité des contraintes implique que Q forme un polyédre convexe.
Compte-tenu du’ fait, que la fonction objectif J est convexe, l'ensemble des
solutions optimales, noté Q*, forme également un polyédre convexe.
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2.2. Propriétés du modele de base

Nous examinons dans ce paragraphe quelques propriétés du modele de base.
Nous nous intéressons d'abord a la relation entre I'état initial des stocks et l'état
optimal a la fin de 'horizon T. Ensuite, nous examinons le comportement du
modeéle dans le cas de figure ou des retards de livraison des produits finis ne sont
pas autorisés.

2.2.1. Relation entre l'état initial des stocks et 1'état a la fin de I'horizon T

Nous examinons successivement, la relation entre 1'état initial et 1'état final du
stock d'un type de produits semi-finis pe P;, et ensuite la relation entre 1'état
initial et I'état final du stock d'un type de produits finis pe ?f '

mar im n
Pour pouvoir démontrer la validité des relations que nous allons indiquer, il est
nécessaire que le type de produits semi-finis (ou de produits finis) ne s'obtienne
pas par des opérations de désassemblage (c'est-a-dire que les gammes soient
convergentes).

Hypothése H1 :

Nous considérons les stocks de produits semi-finis (ou produits finis) a la sortie
d'opérations conduisant a des produits uniques, c'est-a-dire des pieces d'un type
He P;u fPf tels que

VieT by>0 = X b =0

W ie P\ ()

Une illustration graphique de cette relation est la suivante :

Figure 2.7 : Graphe du processus considéré



Remarque : ;
D'apres cette hypothése nous pouvons avoir des opérations d'usinage, comme par

exemple du sciage a condition que l'opération ne conduise qu'a des pitces d'un
seul type. Cette hypothese n'est valable que pour ce paragraphe.

Propriété 2.1 :
Si pour un type de produits semi-finis pe P; I'nypotheése (H1) est vérifiée et si pour
chaque machine ke M la fonction de cofit gk (¥i¢) est strictement croissante, alors

v U* QF X, (U*) < Xy, ot Q" est I'ensemble des solutions optimales

Ceci revient a dire que la quantité de produits semi-finis sur stock a I'horizon T
est inférieure ou égale a la quantité sur stock au début de la planification.

Remarque :

Comme I'état du stock de chaque type de produits semi-finis est toujours positif ou
nul, cette propriété implique, dans le cas de figure oit le stock au début de la
planification est vide, quele stock a l'horizon T soit également vide. Par
conséquent si on utilise le principe de 1'horizon glissant et si 1'horizon T est petit,
alors 'accumulation des pi2ces dans le systéme de production est faible.

Démonstration :

Nous raisonnons par l'absurde. Soit U*e Q. Supposons que X0 < XyT Uu*. 1

existe alors au moins un type d'opérations ve 7, une machine xe M et une

pénode t° tels que u* ;.>0, buv> 0 et, pour les périodes t=t° t°+1, ..., T,
p.t(U )> X,0- Nous pouvons déterminer un plan de production U** en remplagant

dans le pla.n_ U* le contrdle u*, ;. paru **oxte = max {0, u* . - qu(U Y buv ).

Compte tenu de I'hypothése (H1), I'état du stock de chaque type de pidces de
l'ensemble P\{i1} ne diminue pas lorsqu'on remplace u* vite Par u** .. et I'état du
stock de chaque type de prodmts ﬁms reste mchangé Comme la charge y,. U
est supérieure a la charge tho (U**) et 1a fonction de coiit gK( Yo ) est strictement
croissante, le coiit gx(yxto(U )) est supéneur a g (¥e U**). Par conséquent, si
U** est une meilleur solution que u* , ceci contredit I'hypothése de départ.

Q.E.D.
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Par la suite nous examinons la relation entre I'état initial et 1'état optimal du
stock d'un produit fini. Remarquons que cette relation et celle démontrée
précédemment se distiguent par le fait que 1'état du stock des produits finis peut
étre positif, négatif ou nul.

Propriété 2.2 :
Si pour un type de produits finis pe !Pf; I'hypothese (H1) est vérifiée et si le coiit
unitaire de stockage cs,, est strictement positif , alors

T
v U*e Q* qu(Uﬁ>0 © X > de
t=1

Cela revient a dire que l'état optimal & I'horizon T est strictement positif si et
seulement si la quantité de produits sur stock au début de la planification est
supérieure a la demande cumulée sur I’horizon.

Remarque :
La propriété 2.2 implique, dans le cas de figure ot 1'état initial du stock est nul,
que l'état optimal a I'horizon T est négatif ou nul.

Démonstration :

Si 'état du stock au début de la planification est supérieur a la demande cumulée
sur l'horizon, alors il est évident que 1'état du stock a 1'horizon T est positif
quelque soit le plan de production. Nous montrons par 1'absurde que l'état
optimal & I'horizon T est négatif ou nul, si 1'état initial est inférieur a la demande
cumulée et si les produits finis ne s'obtiennent pas par des opérations de
désassemblage.

Seit U'e Q. Supposons que

T
qu(U"‘)>0 et xuOSde
t=1
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Il existe donc un type d'opérations ve 7, une machine xe M et une période t°tels
que u¥,..>0, buv >0 et pour les périodest = t°, t°+1,....,T ona X4 (U* > 0. Nous
pouvons déterminer un plan de production U** en remplagant dans le plan U*
le contrdle u*, 4. par u**, . = max (0, u* .- qu(U Y by, ).

Compte tenue de I'hypothese (H1), le remplacement de u*, o par u** .. ne change
pas l'état du stock de pieces des types de lensemble P\{ p}. L'état optimal x t(U ) et
'état correspondant a la nouvelle solution xnt(U *) est positif ou nul pour t=1t°
t°+1,...,T. Le cout de stockage f (xut (U™) est supéneur af (xut(U *). Par
conséquent si U™ est une meilleure solution que U”*, ceci contredit I'hypothése de

départ. Q.E.D.

Nous montrons a I'aide d'un contre exemple que la propriété 2.2 n'est en général
pas valable, si une opération conduit a des pidces de types différents. De
maniére similaire, on peut trouver un contre exemple qui montre que la propnété
2.1 n'est en général pas valable si une opération conduit a des piéces de types
différents.

Contre exemple :

Considérons la situation simple suivante : étant donnée une machine M1 sur
laquelle on coupe des pitces du type il en deux morceaux. L'un des morceaux
obtenus est un produit fini du type i2 et l'autre morceau est un produit fini de type
i3. Le graphe du processus avec le temps opératoire sur la machine et 1'état
initial des stocks est illustré par la Figure 2.8.

Figure 2.8 : Graphe du processus d'un contre exemple
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Supposons, que le coiit de stockage d'un produit fini i2 et d'un produit fini i3 soit
1 Franc par heure et que le coit associé au retard de livraison est 2 Francs par
heure pour chaque produit. Le coit de fonctionnement de la machine est zéro.
Supposons en plus, que 1'on demande 10 unités de produits du type i2 et que l'on
demande aucun produit du type i3 a la fin d'une période de planification de 10
heures.

Comme I'état initial du stock des produits finis du type i2 et I'état initial du stock
des produits finis du type i3 est nul (Figure 2.8), et comme il est possible de
satisfaire la demande des produits du type i2, on peut se poser la question de
savoir s'il faut satisfaire la demande.

Si l'on coupe 10 pidces du type il en morceaux et si les 10 produits de type i2
obtenus sont livrés pour satisfaire la demande, alors le coiit total correspondant a
cette solution est 10 Francs (coiit de stockage des 10 unités de produit du type i3).
Si l'on ne produit pas, alors le coit correspondant a cette solution est 20 Francs
(cotit di au retard de livraison des produits du type i2). Le coiit correspondant a
une combinaison des deux solutions (par exemple, si l'on coupe 5 pidces de type
il en morceaux et si l'on satisfait la demande &4 50%) est compris entre 10 et 20
Francs. Par conséquent, la solution optimale consiste & couper 10 pidces du type
il en morceaux et de satisfaire la demande des produits du type i2; les produits du
type i3 restent sur stock.

Comme 1'état optimal des produits finis du type i3 a I'horizon de planification est
égal a 10, et I'état initial est égal a 0, ce résultat montre que la propriété 2.2 n'est
en général pas valable lorsqu'une opération conduit & des pidces de types
différents.

Remarque :

Lorsqu'on considére plusieurs périodes de planification de 10 heures et que
pendant chacune de ces périodes on demande 10 produits i2 et 0 produits i3, on
vérifie que l'état du stock des produits finis i2 est toujours nul et que l'état du
stock des produits finis i3 augmente pendant chaque période de 10 untités de
produit.

Dans le cas de figure o le cofit de stockage d'un produit fini i2 et d'un produit fini
i3 est de 2 Francs par heure et le colit associé au retard de livraison est de 1 Franc
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par heure, on vérifie que la solution optimale consiste & ne pas produire. L'état du
stock des produits finis i2 devient alors négatif et I'état du stock des produits finis
i3 reste nul.

Par la suite nous nous intéressons a 1'état optimal des stocks de produits a la
sortie des opérations d'un type ve 7. Les produits peuvent &tre des produits
semi-finis et/ou des produits finis. Soit PS,, ¢ Pi U Pf l'ensemble des types de
produits que I'on obtient par les opérations du type v.

Hypothése H2 :
Nous supposons qu'il existe un type de produits pe Piu Pf que l'on obtient
uniquement par les opérations du type ve 7, c'est-a-dire

Jue TS, avec buv>0 et Z buj =0
je T\{v}

Une illustration graphique de la situation considérée est donnée sur la Figure 2.9.

Figure 2.9 : Graphe du processus considéré

Si p est un type de produits finis, nous supposons en plus que 1'état initial du
stock est inférieur ou égal a 1a demande cumulée sur les périodest =1, 2, ..., T.

Propriété 2.3 :

Si pour un type d'opérations ve T I'hypothese (H2) est vérifiee et si pour chaque
machine ke M la fonction de coit gy (yy,) est strictement croissante, alors il existe



un type de produits p'e PS5, tel que

xu-T(U*) < max {0, xu-o}

En d'autres termes, il existe un type de produits dont 1'état optimal du stock a
I'horizon T est inférieur ou égal A 1'état initial, ou - dans le cas particulier, ou '
est un type de produits finis dont 1'état initial du stock est négatif - 1'état optimal
du stock a I'horizon T est négatif ou nul.

Démonstration :

Soit U*e Q" une solution optimale. S'il existe un type de produits p'e ZS,, tel que

X, 7(U*) < max {0, X0 }, alors la démonstration est terminée. Supposons que
pour chaque type de produits ie ZSy on a x;(U*) > max {0, x;,}. Compte tenu de
I'hypothese (H2), il existe une machine xe M et une période t° tels que u*, 0>0
et pour chaque type de produits ie P, et pour chaque période t = t°, t°+1, ...,Ton a
x;1{(U*) > max {0, x;y}. Nous pouvons déterminer un plan de production U** en
remplacant dans le plan U* le contrdle u*, o par

u* . b.,-x..(U¥%
u**  =max{ 0, min Vit b it
vkt iE.'PSv bit°

Pour chaque type de produits ie 25, et pour chaque période t = t°, t°+1, ...,T ona
(U™ > %, (U™) 2 max {0, X;o)-

Comme la charge yK.to(U*) est supérieure a la charge tho(U**) et que la fonction
de cofit gK(tho) est strictement croissante, le cout gK(tho(U ) est supéneur a
g (Ve U*™)). Par conséquent, si la solution U™ est meilleure que la solution U* ,
ceci contredit 1'hypothese de départ.

Q.E.D.

Aprés avoir vu la relation entre I'état initial des stocks et 1'état optimal a la fin de
I'horizon T, nous nous intéressons par la suite a des solutions ot I'état du stock
de chacun des types de produits finis est toujours positif ou nul, c'est-a-dire aux
plans de production qui permettent de satisfaire la demande en produits finis
sans retard de livraison.
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2.2.2. Solutions sans retard de livraison

Un plan de production est dit réalisable dans les délais lorsqu'il permet de
satisfaire la demande des produits finis sans retard de livraison pour chaque
période de I'horizon T. Appelons Q+ l'ensemble des plans de production Ue
qui satisfont les conditions de réalisation pour t =1, 2,...,T

Vie B¢ X = Xy + Z[ 2byugedig ] 2 0 (2.16)
s=1 (kleTxM

Les conditions de réalisation peuvent s'écrire de manidre équivalente

Vie B¢ Z 2 bjug, 2 max (0, Zdls X0 217
s=1 (,KeTxM

Remarquons que, selon les données du modele, il se peut que l'ensemble Q+
soit vide. Pour vérifier s'il existe un plan de production qui satisfait les conditions
de réalisation, nous faisons appel a la programmation linéaire.

Rajoutons au premier membre de chacune des contraintes du systéme (2.17) une
variable v;;, appelée "variable artificielle". Le probléeme de programmation
linéaire consiste alors & déterminer le plan de production U et le vecteur des
variables artificielles V de manidre a

minimiser JF(V) = i 2 v (2.18)
t=1 iel} ‘

sous les contraintes suivantes pourt=1, 2, ..., T

Vie Tf 22blJ Wge+ Vi 2 max { 0, Zdls X;0) (219)
s=1jk s=1

UeQ, V20 (2.20)
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Une solution admissible pour ce programme linéaire peut étre trouvée de
maniére immédiate. Par exemple, le couple (U9, V), o les composantes du
vecteur U% sont nulles et chacune des composantes du vecteur VO est égale
au second membre de la contrainte correspondant au systéme (2.19), est une
solution admissible. Cette solution peut &tre optimisée grice 4 une méthode de
programmation linéaire.

Une solution optimale du programme linéaire permet de juger s'il existe un
plan de production qui satisfait la condition de réalisation. En effet, comme tous
les parameétres v, it sont positifs ou nuls, on a toujours JF (V)2 0. Pour une
solution optimale du programme linéaire, notée (U* VY, un des deux cas de
figures suivants se produit :

* si JF(V ) = 0, alors tous les paramatres v*. ;t sont nuls. Par conséquent,
le plan de production U satisfait les conditions de réalisation.

*si JF (V") > 0, alors au moins un parametre v*;, est strictement
positif. Si v*;, est strictement positif, alors la demande des produits
finis du type i n'est pas satisfaite en fin de la période t, (optimalité de
de la solution). En outre, il n'existe pas de solution (U™ V) telle que

V**= 0. Par conséquent, il n'existe aucun plan de production qui
‘permet de satisfaire la demande des produits finis sans retard de
livraison.

Apres avoir vu les conditions de réalisation et une technique qui permet de juger
si un plan réalisable existe, nous examinons maintenant a quelle condition les
solutions optimales correspondant au modele de base permettent de satisfaire la
demande des produits finis sans retard de livraison.

Hypothése H3 : L'ensemble Q* n'est pas vide.

Propriété 24

Il existe un seuil tel que, si pour chaque type de produits finis ic :Pfle coiit
unitaire associé au retard de livraison cr; est supérieur a ce seuil, alors chaque
plan optimal de production permet de satisfaire la demande sans retard de
livraison.



Construction du seuil :

Considérons le probléeme de la planification optimale sous forme géométrique.
L'ensemble des solutions admissibles © forme un polyedre convexe, non vide et
fermé. Un plan optimal U*, minimise la fonction convexe et linéaire par

morceaux J sur .
Compte-tenu du fait que la fonction J est linéaire par morceaux, il existe une
partition 2’ de I'ensemble Q telle que,V e P le sous-ensemble O forme un

polyédre convexe et la fonction J est lindaire sur ),

Appelons s7°(()) l'ensemble des sommets de (D, ot quelque soit Ue s () pour
au moins un type de produits finis i et une période t, I'état x;,(U) est négatif.

Pour chaque sous-ensemble MW e P, ot s (M) # ¢ nous définissons
- §(@)  :=max {x,(U)/Ue s7(M) et x,(U)<0)
et ensuite nous définissons
gmin ;= max { gc(o) /WeP et s(W)= g}
‘Appelons J* la valeur minimale de la fonction J sur QF, c'est-é—dire
J* ;= min (J (Q*))
Par la suite nous montrons que le seuil en question s'exprime par le nombre réel

non négatif - J*+ / &™n, Ainsi, plus formellement, la propriété 2.4 s'écrit :

Si I'hypothése (H3) est vérifiée, et si pour chaque type de produits finis ie l’f le
coiit unitaire associé au retard de livraison cr; satisfait la condition

_)‘+/§min

alors toutes les solutions optimales du modele de base sont sans retard de
livraison. '



Démonstration :

1) pour un ensemble de solutions admissibles () € P, un et un seul des deux
cas suivants se produit :

e i 87(() =g alors

Vit et Ue ® x,(U)20

* si s‘((b)#a alors
v ie Pret Ues (@ JU) > - cr; §O)
Comme Vie®s cr;>- J*/§™ , ona
VUes(®W JO > -&W Jr/gmn > J+

Ceci implique que U n'est pas une solution optimale du modale de
“base.

2) pour e Pde telle sorte que min {J (W)} = min(F(Q)},ona
‘min{J(W)} s J*

D'aprés 1) il n'existe pas U e 87(()) de telle sorte que U soit une
solution optimale du modéle de base. Par conséquent, chaque
solution U%e @ avec ‘

J U* = min (J(Q))

permet de satisfaire la demande des produits finis sans retard
de livraison.

3) puisque

Q= ULU*/U%® et FU* = min(T(Q)})
We P

chaque solution de Q* permet de satisfaire la demande des produits sans
retard de livraison. Q.E.D.
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2.3. Recherche de la solution optimale
Dans ce paragraphe, nous montrons comment déduire la solution optimale
correspondant au modéle de base grace a la méthode du simplexe. Pour pouvoir
appliquer cette méthode, nous tranformons le probléme d'optimisation en un
probléme de programmation linéaire.

2.3.1. Premiére transformation

En considérant la définition des fonctions de coiit ﬁ»(xit) et g,(yyy) qui sont de
nature que l'on sait continue, convexe et linéaire par morceaux, on constate que

£(x¢) = max{(-cr; x;, cs;x;)

8k Oit) = max {cv'y yy, + of'y, vy yyq + of ")

Indroduisons pour chaque type de produits finis i et chaque période t un
parameétre a;, qui représent le colt associé a I'état du stock x;; et pour chaque
machine k et chaque période t un parametre Bkt Qqui représente le coiit associé
a la charge y ;. En traitant ces parameétres comme étant des inconnues, nous
cherchons & déterminer le triplet (c, B, U) qui minimise

J(a,p):= i [ Y o +kEMB.¢]

t=1 iE?f

sous les contraintes suivantes pour t = ,2,..,T

Vie B¢ % 2 -cry x(U)

Vie B¢ o 2 cs; x3(U)

VYke M Bt 2 vy Mig(U) + cf'y .
Vke M Bt 2 o'y yig(U) + of ")

UeQ
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Comme les vecteurs X et Y sont des fonctions linéaires de U et comme  est un
polyédre convexe, il s'agit d'un programme linéaire. Chaque solution optimale
du programme linéaire conduit a une solution optimale du mod2le de
planification : si le triplet (a*, B*, U*) est une solution optimale du programme
hnéalre, alors U* est une solution optimale du modele de planification et on a
Jo* [3 )= JUuh.

2.3.2. Deuxiéme transformation

Nous écrivons ensuite le programme linéaire sous forme canonique. En écrivant
les conditions de Q de manidre explicite et en rajoutant au premier membre
(respectivement au second membre) de chacune des contraintes du programme
linéaire une variable d'écart, les contraintes peuvent s'écrire sous forme d'un
systéme d'équations linéaires :

Vie Pf o = -cr; x(U) + oy
Vie P o = o x(M+ o'y
Vke M Brt = vk ¥i(U) + of ' + Bkt
Vke M Bt = CV"k Yii(U) + cf"k"' B"kt

VieBpuBi  xuy(U) = v,

Vke M Z Tjkujkt + Skt = At
€T _

Wiy @ity % it > Bt Bk Vipy B 2 0

Ensuite, nous éliminons les variables a;, et By, en remplagant a;, par le second
membre de I'équation correspondant du premier systéme d'équations et By, par le
second membre de I'équation correspondant du troisiéme systéme d'équations. Les
systémes d'équations s'écrivent alors

Vie Py -ory xyU) + oy = cs (1) + 0

Vke M CV'k ykt(U) +cf 'k+B'kt =CVv "k ykt(U) +cf "k+B"kt



La fonction objectif prend la forme

J(o(U, o), BURH) = i[ )y (-cr; x(U) + o'y )
) -t=1 ie fPf

+ 2 (Vg yi) + of + By ]
ke M
En écrivant les fonctions x;(U)et y;(U) de manitre explicite, J s'écrit

J(a(U o), BU,B)) = i[ 2 cr; (x50 + i(zb e dig) )+ oyy)
t=1 ie?P =
f

( xt + <+ By ]
+kEZMCVkJ§ ik Ukt + fp+ Bt

Dans cette formulation apparaissent des constantes qui n'ont aucune importance
lorsqu'on cherche a minimiser J. Pour simplifier les notations, nous
supprimons ces constantes et nous définissons la fonction Jr comme suit :

Jr(U,a,B):= 2 [ Z Gt Wikt + Y °‘1t+ Zg}‘t]

lEf

ikt = Z( er; (T-t+1) by + ev'yTy,)
le f

On vérifie que J (o(U, o), B(U,B)) = Jr (U, o', B') + cst, oi la constante cst
est donnée par :

CSt"E:[ ic'r ( Zdjt‘ﬁo) + z ka]

t=1 161} s=1

Regroupons encore pour chacune des containtes les termes variables dans le
premier membre et les termes constants dans le second membre. Le programme
linéaire, que l'on obtient est le suivant :



Programme linéaire
Soit & déterminer le tuplet (U, o, a",8', B",Y,5) qui minimise

T
Jr (U, o, B, y) = z [ z Cikt Wikt 2 a'it"' Z B'kt] 2.17)
t=1 k,j i€ l’f ke M .

sous les contraintes suivantes pour t =1, 2, ..., T

t t
Vie l’p 2 2 W+ Ty = X+ Z L, (2.18)
8=l jk s=1
t
Vie®; 2 Xaybpug,+ % =X (2.19)
s=1 j,k
t t
Vie _‘Pf 2 Z (cr;+cs;) bij“jks + o'y o'y = (cry+cs;) ( Zdis'xio) (2.20)
s=1 j’k s=1
VkE M Z (cvnk- Ccv 'k) 'tﬁ(ujkt - B'kt+ B"kt = Cf k- Cf 'k (221)
ik
Vke M X Tyt + 8 = At (2.22)
€T
W O 5 0t > Bty Bty %o St 2 O | (2.23)

Si le second membre de chacune des contraintes du programme linéaire est positif
ou nul, alors on a obtenu la forme canonique souhaitée : les variables Uypeq, Oy et
B'k¢ forment l'ensemble des variables hors base et les variables 7, o'y, Bkt €t Oy

forment l'ensemble des variables de base. Si pour un type de produits finis ie !Pfet
une période t le second membre de (2.20) est négatif (c'est le cas si 1'état initial du
stock est supérieur & la demande cumulée sur les périodes 1, 2, ...t), alars on
multiplie I'équation par -1 et au lieu de traiter o';; comme variable de base et o'y
comme variable hors base, on fait l'inverse : a";; est la variable de base et o'y la
variable hors base. D'aprés la définition des données du modale de planification, le
- second membre de toutes les contraintes est alors positif ou nul et on a obtenu la
forme canonique souhaitée. En posant chaque variable hors base égale a zéro et
chaque variable de base égale au second membre, on obtient une solution de base.



2.4. Exemple Numérique

Nous nous intéressons a un atelier qui est constitué de six machines de production
M1, M2, ...,M6. Les machines sont destinées & convertir des matiéres premiéres
des cinq typesil, i2,...,i5 en produits finis des types i10 et i1l en passant par les
produits semi-finis des types i6, i7, ..., i9. Le graphe du processus de production est
illustré sur la Figure 2.10.

Nous cherchons a planifier la production pour 12 périodes de planification de 6
heures chacune. La demande en produits finis est donnée par le Tableau 2.1. La
demande doit &tre satisfaite & la fin de chacune des périodes de planification.
Cependant, lorsque des produits finis ne sont pas disponibles a la fin d'une période,
la demande peut é&tre satisfaite a la fin d'une des périodes suivantes.

L'état initial des stocks de produits semi-finis et de produits finis est nul. L'état
initial des stocks de matiéres premidres est considéré comme &tant infiniment
grand. Les contraintes sur la disponibilité des matidres premiéres n'interviennent
donc pas dans la planification et la livraison des matieres premiéres *peut étre
nulle dans chacune des périodes de planification.

La fonction de coiit associée a I'état du stock d'un type de produits finis est illustrée
sur la Figure 2.11. Elle est de la méme structure pour chacun des types de produits
finis : le colit de stockage d'une unité de produit sur 6 heures est de 1 Franc et le
coiit dd au retard de livraison d'une unité de produit sur 6 heures est de 100 Francs.

La fonction de coiit associée & la charge d'une machine est illustrée sur la Figure
2.12. Nous ne distinguons pas les charges régulieres des charges exceptionnelles
dans cet exemple. La fonction de cofit associée a la charge de chacune des
machines est donc trés simple et devient directement proportionnelle a la charge,
ol le coefficient de proportionalité est 1 Franc / heure.

Le plan optimal de production que nous avons trouvé a l'aide de la méthode du
simplexe est donnée par le Tableau 2.2. La suite d'états des stocks correspondant a
cette solution est donnée par le Tableau 2.3.

Nous constatons que 1'état optimal des produits semi-finis est nul a la fin de
chaque période et que l'état optimal des produits finis est positif ou nul. Par
conséquent, la demande en produits finis est satisfaite sans retard de livraison.



Figure 2.10 : Graphe du processus

période il10 i1l

00- 6.0 10 25

6.0-120 5 20
12.0-18.0 5 15
18.0-24.0 5 10
24.0- 30.0 10 5
30.0-36.0 20 0
36.0-42.0 25 5
42.0-480 30 10
48.0-54.0 35 15
54.0 - 60.0 35 20
60.0 - 66.0 30 25
66.0 - 72.0 20 25

Tableau 2.1 : Demande en produits finis

demande
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Figure 2.12 : Fonction de coiit associée a la charge d'une machine



il 2 |8|K| B j6

période
Mi|M2| M3|M1| M4| M5| M6 | M5 | M6

0.0- 60 2.5|22.5|22.5| 5.0 [25.0] 5.7} 4.3{14.3]10.7
6.0-12.0 1.3{15.0{15.0{ 4.0 |20.0| 0.0| 5.0[20.0] 0.0
12.0-18.0 1.4117.4117.4] 4.7 |23.6] 0.0| 5.6/20.0| 3.6
18.0-24.0 6.2|30.0]130.0] 2.0 |10.2{14.3|10.7{ 5.7| 4.3
24.0-30.0 6.2|30.0/30.0( 2.0 |10.2|14.3|10.7| 5.7] 4.3
30.0 - 36.0 6.2130.0{30.0f 2.0 {10.2{14.3|10.7| 5.7| 4.3
36.0 - 42.0 6.2]30.0{30.0] 2.0 [10.2{14.3|10.7] 5.7{ 4.3
42.0-48.0 6.2{30.0/30.0{ 2.0 |10.2{14.3|10.7| 5.7] 4.3
48.0 - 54.0 6.2130.0{30.0] 2.0 {10.2{14.3|10.7{ 5.7| 4.3
54.0 - 60.0 6.2 (30.0{30.0{ 2.0 |10.2{14.3|10.7| 5.7| 4.3
60.0 - 66.0 6.2|30.0{30.0] 2.0 [10.2/14.3|10.7| 5.7| 4.3
66.0 - 72.0 25|225|22.5(1 5.0 (25.0] 5.7| 4.3]14.3]10.7

Tableau 2.2 : Nombre d'opérations par type par machine et par période

matiéres produits produits
premidres semi-finis finis
instant

il 12| i3] 14| 5] i6 i7 | i8 9] 10| i11

0.0 oo oo | oo} o | e | 00]00)]00] 00| 00] 00
6.0 oo | o] o] e {00]00| 00} 00] 00] 0.0
120 oo o | oo oo o { 00]00]|] 00| 001 00] 0.0
18.0 oo oo| o] o | e | 00]00}| 00| 00] 06] 86
24.0 oo oo | oo o | e | 00]00] 00| 00/205] 88
30.0 oo oo | oo o | e | 00]00| 00} 00354 ]14.0
36.0 oo ! o o | e | 0.0 00| 00| 00]40.3 ] 241
420 oo 0| o] o | o | 00]00] 00] 0.0]40.3 | 29.3
48.0 oo oo | oof oo o 1 00]00]| 00] 00352 | 295
54.0 oo ] o] oo | e | 00 00| 00| 0.0]|251 | 24.7
60.0 oo o] o] o | o | 00]00]| 00] 0.0]150 | 148
66.0 oo 0| o] o] o | 00]00}] 00| 00] 99] 0.0
72.0 oo ] e| o | e« | 00]00] 00] 00] 00| 0.0

Tableau 2.3 : Etat prévisionel des stocks



CHAPITRE 3

Contréle Opératoire de la Production
(Niveau de 1'Esclave)

Dans ce chapitre, nous examinons comment convertir le plan de
production déterminé au niveau de la planification tactique en un plan
détaillé qui détermine, & chaque instant, l'opération a effectuer sur
chacune des machines du systéme de production. Nous établissons
d'abord, dans le paragraphe 3.1, le modéle du contréle opératoire.
Ensuite, dans le paragraphe 3.2, nous développons une approche
heuristique. Enfin, dans le paragraphe 3.3, nous montrons a l'aide
d'un exemple numérique le déroulement de 1'heuristique.
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3.1. Modéle du contréle opératoire

Dans ce paragraphe, nous établissons le modale de la gestion de production en
temps réel. Le modele tient compte du fait qu'une machine ne peut pas effectuer
plusieurs opérations en méme temps, qu'on ne peut lancer une opération sur une
machine qu'a condition que toutes les matidres nécessaires soient disponibles, et
qu'une opération commencée doit étre terminée sans interruption. Nous
décrivons d'abord le comportement du processus de production en temps réel.
Ensuite, nous introduisons des contraintes qui traduisent les conditions du
processus en temps réel et, de cette maniere, définissent I'ensemble des contréles
admissibles. Enfin, nous proposons un critére qui traduit I'objectif qui est de
réaliser les travaux imposés au niveau de la planification tactique.

3.1.1. Comportement du processus en temps réel

Pour décrire le comportement du processus de production en temps réel, nous
décomposons chacune des périodes du modele de planification en n périodes
élémentaires de durée dt. En tenant compte du fait que les périodes de
planification sont de durées At égales, le nombre n est égal au quotient At/dt. La
durée dt est un nombre inférieur ou égal a tous les temps de fabrication Tjk- De
cette manidre, nous sommes certains qu'une opération lancée au cours d'une
période élémentaire p n'est pas terminée dans la méme période. La suite des n
périodes élémentaires qui correspond a la t i®Mme pgriode du modele de la
planification tactique est notée S = <n(t-1)+1, n(t-1)+2, ...,nt >.

Compte-tenu de la décomposition des périodes de planification en périodes
‘élémentaires, nous notons les quantités de matidres premieres et la demande en
produits finis de manidre différente. Pour les périodes élémentaires p=1, 2
...,nT, nous notons

[Nipliem, WpeIR* est la quantité de matidres premidres du type i
livrée pendant la période élémentaire p,

[di, ;e pr dli,eIR* est la quantité de produits finis du type i demandée
a la fin de la période élémentaire p.
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Appelons & := [Sjkp] le contréle opératoire de la production. Nous posons

[ 1 lorsqu'on lance une opération du type jsurla
5 .= machine k au début de la période élémentaire p
ikp’

] 0

gsinon

Nous langons des opérations sur les machines seulement au début des périodes
élémentaires (Figure 3.1). Le lancement d'une opération au cours d'une période
élémentaire n'est pas autorisé, d'ou la nécessité de choisir des périodes
élémentaires petites par rapport aux durées opératoires.

Soit n; Sk le plus grand nombre entier inférieur ou égal au quotient "C / dt.
Comme la durée dt est inférieure ou égale au temps de fabrication T: ik le nombre

n;, est supérieur ou égal & 1. Par conséquent, si on lance une opératlon du type j
sur la machine k au début de la période élémentaire p, alors lopératlon est
terminée au cours de la période élémentaire p+ny.

| — T [—
opérations du type j -

machine k
machine k' DDA | o
machine k" rv vy
machine k™ = *y

—»' l4- période élémentaire
4——  période de planification ————=>

Figure 3.1 : Lancement des opérations sur les machines

Nous considérons que le contrdle opératoire est donné pour les périodes
élémentaires p =0, -1, -2, ... et qu'il est inconnu pour les périodes élémentaires
p=1,2,...,nT.
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Appelons §ip I'état du stock de pidces du type ic P a la fin de la période
élémentaire p. Nous décrivons la transition de I'état gip—l vers l'état F’ip par (3.1)
lorsqu'il s'agit d'un type de matieres premidres, par (3.2) lorsqu'il s'agit d'un
type de produits semi-finis et par (3.3) lorsqu'il s'agit d'un type de produits finis.

Vie®, Eip= Lip1 - E, 858, + I (3.1)
Js
Vie®; Gip= Sipa1 - ) ay; &5y + ) by; 85kp-nji 3.2)
bk ik
Vie® Ep= Gpa - di + %bij 8ikp-nik 3.3)
)

L'état initial des stocks &;;est donné pour chaque type de pidces. On a &0 = Xo-

3.1.2. Contraintes du processus en temps réel

Considérons qu'une machine k ne peut pas effectuer plusieurs opérations en
méme temps. Cette condition implique que, si on lance une opération du type
ve T au début de la période élémentaire p-ny;, alors on ne peut pas lancer une
autre opération sur la machine k au début de cette période : c'est-a-dire si
svkp-nvk = 1, alors pour chaque type d'opérations je T \{v}, on a ajkp-njk =0. En
outre, si nous supposons qu'une opération commencée doit étre terminée sans
interruption, alors on ne peut plus lancer d'opération sur la machine k tant que
l'opération du type v n'est pas terminée, c'est-a-dire si svkp-njk =1, alors pour
chaque type d'opération je T et pour chaque période élémentaire s = p-njk+1,
- P-n+2, ...,p-1, on a sjks = 0. Par conséquent, le contréle opératoire est
admissible seulement si, pour chaque période élémentaire p=1,2 ..,nT,ona

P
V ke M 2 X 5y, <1 (3.4)
j€T s=pny

v (§,k)e M Sjkpe {0,1) 3.5)
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Considérons encore la condition que l'on ne peut lancer une opération qu'a
condition que les matiéres nécessaires soient disponibles. Le contrdle opératoire
est admissible seulement si, pour chaque période élémentaire p =1, 2, ...,nT, on a

Vie®, Epa + My 2 28y 8y (3.6)
ik
V ie ?i éip-l + 2 le SJkp -njk 2 2 aij ajkp @.7
ik ik

Remarquons que 1'état des stocks de produits finis n'est pas concerné par cette
condition car ces produits ne sont pas nécessaires pour commencer des
opérations.

3.1.3. Cohérence entre la planification tactique et le contréle opératoire

En considérant le plan de production déterminé au niveau de la planification
tactique, nous connaissons pour chaque type d'opérations le nombre d'opérations
a effectuer, période par période, sur chaque machine. Pour s'assurer que le plan
de produétion est effectivement réalisé, nous devons lancer les opérations sur les
machines de telle sorte qu'a la fin de chaque période du modele de planification le
nombre d'opérations a effectuer soit égal au nombre d'opérations effectuées
(Figure 3.2).

nombre d'opérations a effectuer sur une machine k
(résultat de la planification tactique)

lancement des opérations sur la machine
(contrdle opératoire)

==

< période de planification

Figure 3.2 : Lien entre la planification tactique et le contréole opératoire
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Dans le but de définir de maniére simple la cohérence entre les décisions de la
planification tactique et les décisions du contréle opératoire, nous considérons
comme acquis que le nombre d'opérations lancées au cours d'une période de
planification t est égal au nombre d'opérations terminées au cours de la période,
c'est-a-dire si nous langons Vikt Opérations du type j sur la machine k au cours de
la période de planification t, alors Vixt Opérations sont terminées a la fin de la

i
période. Le nombre d'opérations effectivement lancées Vikt est donné par

v G.K)e TM ik = X 8 (3.8)
Pe St

Nous disons que les décisions de la planification tactique sont cohérentes avec les
décisions du contrdle opératoire si, a la fin de chaque période de planification t, le
nombre d'opérétions déterminé au niveau de la planification tactique est égal au
nombre d'opérations lancées au niveau du contréle opératoire, c'est-a-dire a la fin
de chaque période de planificationt=1,2, ..., Tona

Remarquons que pour un plan de production donné U, il n'est pas certain que
'on puisse lancer les opérations sur les machines de telle sorte que les conditions
de cohérence soient satisfaites, du fait (entre autres) que le nombre des opérations
a effectuer u,,, est un nombre réel et que le nombre des opérations lancées Vikt

j
est un nombre entier.

Dans le but de mesurer le degré de cohérence lorsqu'on ne peut pas satisfaire les
conditions strictes (3.9), nous définissons un indice de cohérence. Nous associons
a chaque couple (‘Hkt’ Vikt ) une fonction de pénalisation h : IR* x IN -IR* qui est

supposée continue et convexe avec h(“jktv ijt) =0 si Wikt = Viky et h(ujkt » Vikt )>0
sinon. Ensuite, nous définissons l'indice de cohérence H entre les décisions de la
planification tactique et les décisions du contréle opératoire de maniére suivante :

T
HUV):= X X hluy,v,) (310)
t=1 (,k)e TxM

Si H(U,V) est égal a zéro, alors la cohérence entre les décisions de la planification
tactique et les décisions du contréle opératoire est parfaite, c'est-a-dire que les
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conditions de cohérence (3 8) sont satisfaites pour t =1, 2, ...,T, ke M et j jeT Dans
ce cas de ﬁgure, nous sommes certains qu'a la fin de chaque période de la
plamﬁcatlon tactique 1'état prévisionnel des stocks est égal a létat réel des stocks.

Dans l'approche heuristique du contrdle opératoire que nous proposons dans le
paragraphe 3.2, nous utlhsons comme fonction de pénahsatlon h la différence
absolue Iu kt' ou le moindre carré (qut'V kt) Ces deux fonctions sont
illustrées sur la Flgure 3.3, ou v ikt st considéré comme un nombre réel.

2

ikt

A Figure 3.3 : Comparaison de deux fonctions de pénalisation

3.1.4. Probléme du contréle opératoire

Le probléme qui nous intéresse est le suivant : étant donné un processus de
production spécifié par les données [a], [by), et [Ty ], I'état initial des stocks (€],
la livraison des matidres premieres [ ||1p], la demande en produits finis [ dl; ] les
décisions de la planification tactique U = [u]kt] et la mesure de cohérence H nous
cherchons & déterminer le contréle opératoire & = [J; kp]’ la suite d'état des stocks
€= [§lp] et les nombres V = [v. kt] correspondants de manidre a

minimiser H(U,V)

sous les contraintes (3.1), (3.2), .., (3.8)
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Remarquons que les contraintes (3.3) n'interviennent pas lorsque nous cherchons
le contrdle optimal. En‘outre, nous pouvons remplacer Vit par le second membre
de (3.8). Enfin, si nous exprimons 1'état du stock de chaque type de matidres
premidres et de produits semi-finis en fonction de 1'état initial et du contréle
opératoire des périodes précédentes, alors le probléme d'optimisation peut
s'écrire de maniere équivalente :

minimiser - Z Z h(ug,, Z ajkp | (311)
t=1jk

sous les contraintes suivantes pourt=1,2, ...,T et pe S, .

: P
Vie®, E Z 880 S Ejo+ SZ_‘,lnis (312)
Vie® Z 2 (2585 - bydupni) S Eio (313)
s=1j,k
V ke M )y Z Ss < 1 (314)
j€ Ts=p- Ny
v (,k)e M Jkpe {0, 1} (3.15)

La recherche du contréle optimal est un probléme combinatoire qui est difficile a
résoudre lorsque le nombre des variables binaires Sjkp est grand. Pour pouvoir
traiter des probléemes de grande dimension, nous nous intéresserons par la suite
a une approche heuristique.

3.2. Approche heuristique

Dans ce paragraphe, nous décrivons une approche heuristique au probléme du
contrdle opératoire. Nous présentons d'abord 1'idée de base de I'approche. Ensuite,
nous fournissons une formulation algorithmique de I'approche.



3.2.1. L'idée de base de I'approche

L'approche heuristique est basée sur le concept d'ordonnancement dynamique.
Dans ce concept, on détermine les opérations a effectuer sur les machines en
partant de la premiére période élémentaire et en allant vers la dernidre période
élémentaire tout en tenant compte del'état des stocks, de l'état des machines et des
régles de priorité qui déterminent pour chacune des machines le type d'opérations
qui est actuellement le plus urgent. Les décisions concernant une période
élémentaire p sont prises sans tenir compte des décisions concernant les périodes
futures. En outre, on ne met jamais en cause les décisions prises dans le passé.

Pour s'assurer que les décisions prises conduisent & une bonne solution globale,
nous utilisons le plan de production déterminé au niveau de la planification
tactique comme étant une ligne directrice et nous définissons les régles de priorité
en fonction de ce plan.

Supposons que le contrdle opératoire soit décidé sur les périodes élémentaires
s=1, 2, ..., p-1. Soit [ ]kS] le contrdle correspondant a ces périodes élémentaires et
soit t la pénode de planification, ou pe S;- Si dans la période élémentaire p, une
machine ke M est libre, c'est-a-dire si

2 E 8% 3.16)

J€eT s=p- jk

alors nous déterminons Zxtp ensemble des types d'opérations tels que les
quantités de pidces nécessaires pour commencer une de ces opérations soient
disponibles et le nombre d'opérations restant a effectuer au cours de la période de
planificatiorr t ne soit pas nul. L'ensemble Eytp 5t donné par

p-1
Butp = (Je T/ VieByuP;  ayS Eipg- 2 8y 8% €6 wy > 2 8%, ) (317)

vk s=(t-Dn

A condition que l'ensemble Eyyp N soit pas vide, nous lancons ensuite une
opération du type le plus urgent j*e Zktp Le type d'opérations le plus urgent
satisfait la condition

p-1 ' p-1
h(ujag, 2 8% ) 2 gy, 2 8%) Vie By,  (318)
s= (t-l)n s=(t1)n
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Cette condition signifie dans le cas de figure , o1 h(z,y) = Ix-yl ou h(z,y) = (x-y)2
que le type d'opération le plus urgent est celui dont le nombre d' opérations restant
a effectuer au cours de la période de planification t est le plus grand.

3.2.2. Algorithme

Dans I'algorithme suivant, nous détermlnons le contrdle opératoire pour les
périodes élémentaires correspondant & la période de planification t. Nous
supposons que le contrdle 8°J kp ©st donné pour je T, ke M et PE S 1YUS.a L. 5.

pour chaque période élémentaire pe S faire
pour chaque type d'opérations je T et chaque machine ke M faire
- 8° kp =0
fin pour
pour chaque machine ke M faire
- vérifier si la machine est libre (condition (3.16) )
si la machine est libre, alors
- déterminer I'ensemble des types d'opération T’ktp (définition (3.17))
st l'ensemble Ey,, n'est pas vide, alors
- déterminer le type d'opération le plus urgent j* (définition (3.1 8))
- lancer une opération du type j*; 8°j*kp =1
fin si
fin si
fin pour
pour chaque type de matiéres premiéres ie ?P faire

gip = éip-l - Zk aij 8°jkp + "lp
J»

fin pour

pour chaque type de produits semi-finis ie P; faire
§ip= E-rip-l B zk' a5 8c’j + 2 b 5° jkp-njk
Js

fin pour
pour chaque type de produits finis ie !Pf faire

E-'ip= éip—l N d'ip + z b &° jkp-njk
fin pour

fin pour.



3.3. Exemple numérique

Nous reprenons 1'exemple introduit dans le paragraphe 2.4 du chapitre précédent.
En tenant compte des contraintes en temps réel, nous cherchons ici a lancer les
opérations sur les machines de telle sorte que les travaux imposés au niveau de la
planification tacthue pour la premiére période de planification (Tableau 3.1) soient
réalisés. Lorsque nous langons les opérations de maniére & ce que les travaux
imposés soient effectivement réalisés, 1'état des stocks de produits semi-finis et de
produits finis est nul apras 6 heures.

ke | 1§22 B 94 B j6

ML | 25 50

M2 225

M3 225

M4 | 25.0

M5 57 143
M6 43 107

Tableau 3.1 : Nombre d'opérations par type par machine

Pour déterminer le lancement, nous décomposons la premiere période de
planification en 60 périodes élémentaires & durées égales de 0.1 heure. Comme le
plus petit temps de fabrication est 0.1 heure nous sommes alors certains que l'on
ne peut lancer qu'une seule opération sur une machine au cours d'une période
élémentaire.

Ensuite, nous appliquons l'algorithme introduit dans le paragraphe précédent. Le
lancement des opérations sur les machines est donné par le Tableau 3.2 sous
forme d'un diagramme de Gantt. La suite d'états des stocks correspondant a cette
solution est donnée par le Tableau 3.3. A la fin de la 60 i®éme période élémentaire,
I'état des stocks de produits finis est diminué de la demande : 1'état du stock des
produits finis du type i10 est diminué de 30 unités de produit et 1'état du stock des
produits du type i1l est diminué de 20 unités de produit.

Constatons qu'a la fin de la 60 idme période &lémentaire I'état réel des stocks de
produits semi-finis et des produits finis est proche de l'état prévisionnel.
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machines
instant

M M2 M3 M4 M5 M6

0.1 j3 2 j2 j4

0.2 i3 & & j4
0.3 i3 j2 j2 j4 j6 j6
0.4 i & & j4 & &
0.5 & i2 j2 j4 & &
0.6 i3 & & j4 j6 &
0.7 it )2 j2 j4 & j6
0.8 & & & jé & &
0.9 j3 j2 j2 j4 j6 &
1.0 j1 & & ja &
1.1 & j2 i2 j4 & j6
1.2 & & j4 j6 &
1.3 j2 j2 j4 & &
1.4 & & j4 & &
1.5 j2 j2 j4 j6 j6
1.6 & & j4 & &
1.7 j2 j2 j4 & &
1.8 & & j4 j6 &
1.9 iz j2 js & j6
2.0 & & j4 & &
2.1 j2 j2 j4 j6 &
2.2 & & j4 & &
2.3 2 2 j4 & j6
2.4 & & j4 j6 &
25 j2 j2 jé & &
2.6 & & & &
2.7 j2 j2 j6 j6
2.8 & & & &
2.9 j2 j2 & &
3. & & js &
3.1 j2 j2 & js
3.2 & & & &
33 j2 j2 j6 &
3.4 & & & &
35 j2 j2 & j6
3.6 & & is &
3.7 i2 j2 & &
3.8 & & & &
39 j2 j2 j6 &
4.0 & & js
4.1 j2 j2 &
4.2 & & s &
4.3 j2 j2 &
4.4 & & & j6
4.5 j2 j2 j6 &
4.6 & & & &
4.7 & &
4.8 js &
4.9 & j5
5.0 & &
5.1 j6 &
5.2 & &
5.3 & j6
5.4 is &
5.5 & &
5.6 . & &
5.7 j6 &
5.8 & 5
5.9 & &
6.0 js &

Tableau 3.2 : Diagramme de Gantt
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i4

matiéres
premiéres

instant

RO NMNMTNON oM

o~ 890123456789012
oo Fravivivavia v o

N = ANMENOUN RO =
001111111111222 4

333333333344

23
49

Etat réel des stocks

Tableau 3.3



CHAPITRE 4

Traitement des Problemes Complexes

Au niveau de la planification tactique, il est difficile de déterminer un
plan optimal de production & 'aide de la programmation linéaire si le
systéme de production est complexe. Dans ce chapitre nous examinons
comment traiter les problémes de grande dimension a l'aide d'une
procédure d'agrégation/désagrégation. Nous présentons d'abord, dans
le paragraphe 4.1, l'idée de base de cette approche. Ensuite, dans les
paragraphes 4.2, 4.3 et 4.4, nous proposons en détail une procédure
d'agrégation/ désagrégation & trois niveaux.
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4.1. Concept d'agrégation et de désagrégation

Dans ce paragraphe, nous présentons d'abord le concept d'agrégation et de
désagrégation sous forme générale. Ensuite, nous examinons comment, appliquer
ce concept & des problémes de programmation linéaire, Enfin, nous présentons une
procédure d'agrégation/désagrégation a trois niveaux pour traiter notre probléme
de planification. Les trois niveaux de cette procédure sont examinés plus
amplement dans les paragraphes suivants,

4.1.1. Concept de base

Dans le concept d'agrégation et de désagrégation, on considere un modele détaillé
dont une solution est directement applicable, et un modle agrégé dont une solution
peut étre calculée. Appelons IRN l'espace des solutions du modale détaillg, et IR™
l'espace des solutions du modgle agrégé. Bien entendu, N >> n.

Nous considérons 1'agrégation comme étant une transformation projective
A :IRNS IRn qui projette I'ensemble des solutions du modele détaillé dans I'espace
des solutions du modele agrégé. Si £ IRN est I'ensemble des solutions du modele
détaillé, alors 1'ensemble des solutions du modele agrégé est donné par e = A(E).

La désagrégation est considérée comme étant une transformation projective
D :IR" - IRN qui projette I'ensemble des solutions du modale agrégé, dans l'espace
des solutions du modele détaillé. L'image D(x) d'une solution x du modale agrégé
est une solution du moddle détaillé si le triplet (A, D, ) satisfait la condition de
cohérence (Do A)(E)C E. La Figure 4.1 illustre la démarche.

Figure 4.1 : Transformation d'agrégation et de désagrégation
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Bien entendu, il est difficile de déterminer A et D de telle sorte que la condition de
cohérence soit satisfaite lorsque la dimension de IRN est supérieure A celle de IR™ et
que l'ensemble £ est quelconque. A et D sont en général des applications non
linéaires. '

Dans la pratique, nous nous intéressons a des transformations linéaires du type
AX) := AX et D(x):=Dx, ot AeIR™N est une matrice d'agrégation, De IRN:n
est une matrice de désagrégation et rang(A) = rang(D) = n. Lorsqu'on choisit la
matrice d'agrégation A a priori, et qu'on détermine la matrice de désagrégation
D a posteriori, par exemple, en utilisant le pseudo-inverse de Moore-Penrose par
D := AT(A ATy1, on est certain quel'on a ADAE = AZ.

La signification.de cette équation est la suivante : si l'on projette 1'ensemble des
solutions du modéle agrégé, donné par l'image e =AE, dans l'espace des
solutions du modele détaillé, et si 1'on projette ensuite I'image obtenue £ = De dans
I'espace des solutions du modele agrégé, on retrouve alors I'ensemble des solutions
du modele agrégé ou, autrement dit, e= A E.

Remarquons que cette condition n'est pas suffisante pour étre certain que DAEZc .

En d'autres termes, si 'on projette l'ensemble des solutions du modele détaillé dans
I'espace des solutions du modele agrégé et si l'on projette ensuite I'ensemble des
solutions du modele agrégé, donné par l'image ¢ = AZ, dans l'espace des solutions
du modele détaillé, alors 1'image obtenue ' = De, ne forme pas nécessairement un

sous-ensemble de Z. Par conséquent, on n'est pas certain que la désagrégation
d'une solution du modale agrégé conduise a une solution du modale détaillé.

4.1.2. Application en programmation linéaire

Dans ce chapitre, nous allons appliquer le concept d'agrégation et de désagrégation
pour traiter un probléme d'optimisation. Une des premiéres approches de la
résolution d'un probléme d'optimisation a I'aide du concept d'agrégation et de
désagrégation est die a Holt et al. [1960]. Le modele, connu sous le nom de modele
HMMS (Holt, Modigliani, Muth, Simon), se compose d'une fonction économique
quadratique que l'on cherche & minimiser sous des contraintes données par des
équations linéaires décrivant 1'état d'un systéme de stockage. En programmation
linéaire, le concept d'agrégation et de désagrégation a été examiné par Day [1963],
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Fisher [1969] et Lisegang [1980]. Voyons, comment le concept d'agrégation et de
désagrégation peut étre appliqué pour traiter un programme linéaire.

Etant donné un vecteur Fe IRN, une matrice Ge IRM\N et un vecteur He IRM, nous
cherchons a déterminer un vecteur X ¢ IRN de maniere a

minimiser FIX/ GX<HetX 320

Les composantes x,, Xy, ...,xy du vecteur X sont appelées micro-variables.

Selon le concept d'agrégation et de désagrégation, on remplace le vecteur X par un
vecteur de macro-variables X eIR™, oun<N. Soit P={e;, ey, ..., ¢, } une
partition des micro-variables et soit r;, avec Y 2 0, le poids associé a la
micro-variable X;. L'ensemble des micro-variables {xj } pour je e} est représenté par
la macro-variable x;. Pour décrire la relation entre les micro-variables et les
macro-variables, on introduit une matrice d'agrégation Ae IR™N que 1'on définit

comme suit (Fei [1956]) :

r. six.ee
) ) k

A:=[akj]1skSn avec akj:=

1<jsN 0 sinon

En utilisant simplement la transposée de la matrice d'agrégation comme matrice
de désagrégation, on détermine le vecteur X en fonction du vecteur X de la manidre
suivante :

X=ATX

Remplagons le vecteur X par le terme ATX. Le probléme de programmation linéaire
peut s'écrire sous forme agrégée :

minimiser FTATX / GATX < H et ATX > 0
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Comme les poids ry, Iy, ..,ry sont positifs ou nuls, la relation ATX > 0 est
équivalente a la relation X > 0. En outre, lorsque H 2 0 on est certain que l'ensemble
des solutions du probléme agrégé n'est pas vide. Finalement, si X* est une solution
optimale du probléme agrégé, alors Iimage X°= ATX" est une solution admissible
du probléme détaillé.

Théoriquement, il est possible de déterminer la matrice AT de telle sorte que X°
forme une solution optimale du modale détaillé. Sous I'hypothese que les données F,
G, et H vérifient certaines conditions de proportionnalité, Day [1983] montre
comment construire la matrice A de maniére a ce que X° soit effectivement une
solution optimale du probléme détaillé. Malheureusement, ces conditions sont assez
restrictives, et d'aprés la conjecture de Dayj, il est difficile de trouver des conditions
moins restrictives.

Fisher [1969] considére la possibilité d'agréger autant les contraintes que les
variables du probléme. En introduisant une partition P' = {e';, €'y, ..., e} de
lensemble des contraintes et en associant a chaque contrainte i un poids r';, avec

2 0, 'auteur définit une deuxieme matrice d'agrégation A'e IR™M de la
mamére suivante :

r'. sicontrainte iee 'l

A':=[a li]ISISm avec a,.:=

1Si<M 0 sinon

Le programme linéaire, dont les contraintes sont agrégées, s'écrit sous la forme :

minimiser FTX/ AGX < AH et X 20

L'agrégation des contraintes constitue une relaxation des contraintes. Par
conséquent, si le vecteur X** est une solution optimale du probléme agrégé
ci-dessus, on n'est pas certain que X** forme une solution admissible du probleme
détaillé. Par contre, le probleme dual du probléme agrégé conduit a une solution
admissible du probléme dual du probléme détaillé. Lorsqu'on agrége
simultanément les variables et les contraintes, on trouve alors un compromis entre
I'admissibilité et I'optimalité de la solution que l'on va construire.
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Lisegang [1980] propose une approche d'agrégation et de désagrégation dans
laquelle on cherche d'abord la solution optimale du probléme agrégé (seules les
variables sont agrégées) et ensuite, on effectue une post-optimisation en
reconstruisant la matrice d'agrégation. L'idée de la post-optimisation est la suivante:
soit X* la solution optimale du probléme agrégé. En fonction de cette solution, on
reconstruit la matrice d'agrégation A par l'ajustement des poids. L'auteur propose
d'ajuster les poids en résolvant n sous-problémes de programmation linéaire. Dans
le sous-probléme k on fait varier les poids { T / je e } de la matrice A en cherchant a
rendre minimum (FA)TX sous les contra.mtes GATX <H et ATX 2 0. On obtient
alors une nouvelle matrice d'agrégation A*. La solution du probléme détaillé est
ainsi améliorée. Lorsqu'on détermine A et X de manidre itérative, la solution
détaillée que l'on construit se rapproche, au dire de l'auteur, de la solution
optimale.

4.1.3. Présentation de I'approche du probléme de planification

Partant du modele de planification tel que celui-ci a été introduit dans le chapitre 2,
il se pose les deux questions suivantes concernant le concept d'agrégation et de
désagrégation :

¢ comment regrouper les entités du modele détaillé de manidre a obtenir
le modele agrégé ?

* comment convertir la solution du modele agrégé en une solution du
modele détaillé ?

Dans les paragraphes suivants, nous proposons une procédure d'agrégation et de
désagrégation 2 trois niveaux. Cette procédure fait appel d'une part a une approche
ascendante dans laquelle nous agrégeons les variables du modale de planification
tactique et d'autre part & une approche descendante dans laquelle nous
convertissons le plan agrégé de production en un plan détaillé de production
(Figure 4.2).
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solution
optimale

désagrégation

solutions admissibles
du modele agrégé M'"

solutions admissibles
du modele agrégé M"

solutions admissibles
du modele agrégé M'

post-optimisation

solutions admissibles
du modele de planification

Figure 4.2 : Illustration de la procédure d'agrégation et de désagrégation

Les variables de planification impliquées dans les modeles des différents niveaux de
la procédure d'agrégation/désagrégation sont les suivantes :

riables du m

Uy : nombre d'opérations du type j a effectuer sur la machine k
pendant la période t.

Variables du modéle agrées M

u'jt : nombre d'opérations du type j a effectuer pendant la période t.

Variables du modéle agrégs M’

u’j¢ : quantité de produits finis du type i a fabriquer pendant la période t

u™y : quantité totale de produits finis & fabriquer pendant la période t
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Le modele agrégé d'un niveau donné s'obtient a partir du modele de niveau
immédiatement inférieur en remplagant les variables détaillées de planification du
modele de niveau inférieur par une expression des variables globales du modale
agrégé.

Construction du modél s M'

La variable Wit du modele de planification est remplacée par I'expression
r'jk u'jt. Le parameétre r'jk est le rapport du nombre d'opérations
du type j & effectuer sur la machine k et du nombre d'opérations du type j a
effectuer sur 1'ensemble des machines.

onstruction du modeéle agrégé M"
La variable u'jt du modéle agrégé M' est remplacée par l'expression

j
effectuer pour obtenir un produit fini du type i.

'ezl’fr"ji u"y. Le parameétre r". est le nombre d'opérations du typej a
1

onstruction du modél égé M™

La variable u";; du modele agrégé M" est remplacée par l'expression
r'; u";. Le parametre r'"; est le rapport de la quarftité de produits
finis du type i & fabriquer et de la quantité totale de produits finis a
fabriquer.

Le remplacement des variables du modéle d'un niveau donné par les expressions
des variables globales du modale agrégé que l'on construit, correspond a une
transformation projective, qui consiste & projeter l'ensemble des solutions du
modele détaillé dans un espace de solutions de dimension réduite. Par conséquent,
chaque fois que nous effectuons une agrégation, nous perdons de la précision du
modele détaillé.

La précision des modeles agrégés dépend essentiellement du choix des parameétres
[r'jk], [r"ji] et [r";]. Dans les paragraphes suivants, nous montrons comment
choisir les paramétres. Nous montrons également comment convertir les solutions
des modeles agrégés en une solution détaillée.



4.2. Modele agrégé M'

Dans le modéle agrégé M' nous déterminons pour chaque type d'opérations le
nombre d'opérations a effectuer sur l'ensemble des machines au lieu de
déterminer le nombre d'opérations a effectuer sur chacune des machines
individuelles.

4.2.1. Problématique

Considérons les contraintes de capacité des machines du modéle de planification
tactique. Un plan de productlon U = [u; kt] est admissible pour les capacités des

machines, s'il satisfait pour chaque période t =1, 2, .» T les contraintes
suivantes :
Vke M 2 Tyuy, S At 4.1)
’ jeT
VG, K)eTx M upe 2 0 4.2)

Appelons u'jt le nombfe total d'opérations du type j & effectuer sur l'ensemble des
machines pendant la période t. On a

Vie T Wy = X ouy 4.3)
ke o

Un plan agrégé de production U' = [u' Jt] est admissible pour les capacités des
machines, s'il existe un plan détaillé de production U qui satisfait les contramtes
(4 1), (4.2) et (4.3).

L'ensemble des plans détaillés de production U qui satisfont les contraintes (4.1) et
(4.2) forment un poly2dre convexe. L'ensemble des plans agrégés de production U’
est donné par la transformation projective (4.3) du polyédre convexe des plans
détaillés de production. Comme cette transformation projective est linéaire,
I'ensemble des plans agrégés de production forment également un polyadre
convexe. Par la suite, nous cherchons a décrire le polyddre convexe des plans
agrégés de production de maniere explicite.



4.2.2. Résultats analytiques

Les capacités des machines ne varient: pas d'une période a l'autre. Pour simplifier
les notations, nous supprimons par la suite I'indice t.

Soit 3 1'ensemble des [“jk] qui satisfont les contraintes

Vie T 2 Ty, uy, < (4.4)
jeT
VG,k)E TXM ujk 2 0 (4.5)

et soit 3' l'ensemble des [u'j] pour lesquels il existe [“jk] € S tel que

Vie T wj= X ouy (4.6)
ke M
Propriété 4.1 :

Si {Ul, Uu2,..., UN}, avec Ugr=[yn k] est l'ensemble des sommets du poly2dre
convexe 3, et si (W1, W2, ..., WM}, avec wm= [mm] est I'ensemble des sommets
du polyedre convexe R des W = [w] qui satisfont les contraintes :

Vne(l, 2, ...,N} X (Xuy) w s @n
j€T keM :

Vie T w; 20 4.8)

alors le polyddre convexe 3' peut s'écrire de maniére équivalente comme
I'ensemble des [u'j] qui satisfont les contraintes :

Vme{l, 2, ..., M} Y wm iuj < A (4.9)
jeT '

Vie T u2 0 (4.10)



Démonstration

Soit { U, 'Ilz , N}, avec UP ={ yn. k], I'ensemble des sommets de S. Le polyadre
convexe s peut s'écrire de maniere équlvalent comme lensemble des [u' ]
non-négatifs pour lesquels il existe [AP] de telle sorte que

Vie T Z( 2w ) A =

n=l keM
N
Voe{l,2,..N)] AR20 et DA < 1
n=1

VieT . Z(Zn-k)knzu_,
& ‘ n=1 keM

Vne(l,2,...N}] A"20 et 2 An <1
n=1

VieT - Z( 2 u% )W S -
P n=1 keM

Vne(1,2,...N}] AR20 e A" <1
n=1

Selon le théordme de Farkas et Minowski (Minoux [1983)), il existe [A"] qui vérifie
les contraintes ci-dessus si et seulement si pour tous les [wj] et d tels que

VieT Z(ank)w +3 2 0
€T keM

Vie T w;20 et 520

on ait 2 wju;+8 2 0
jeT
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Sans nuire a la généralité, nous posons &:= At. Par conséquent, [u' ] non-négatifs
appartlent au polyédre convexe 8' si et seulement si pour tous les [ w; ] tels que

Vne(l, 2,...N} Z( Z 11.“1‘)wJ < At
€T keM

on ait 2 wju'j S At
jeT

Soit { W1, W2,..., WM}, avec wm = [w_m ], I'ensemble des sommets du polyedre
convexe R des W [w] qui satisfont les contramtes

Vne(l, 2, ...N}) XX ) w sat
j€eT keM

VieT w; 20

Le polyedre convexe 3' s'écrit alors de manidre équivalente comme l'ensemble des
[u' ] qui satisfont les contraintes :

N ‘
Vme{l, 2, ...,M} 2 mmj u'j < At
jeT
VieT u; 20

Q.E.D.

Par la suite, nous montrons qu'il n'est pas nécessaire de considérer tous les
sommets de 3 pour contruire 3'.



Propriété 4.2 :
Une contrainte Z( z n“jk ) w; < At, ol il existe ke M tel que Z llnjk =0
est redondante. J€7T keM jeT

Remarque :
Chaque sommet UM =[ Enjk 1 du polyédre convexe 3 vérifie les conditions
suivantes :

nnjk € {0, Gt/TJk} et si nnjk = Atfc)k alors 2 nnj'k =0
i'e T\{(j}

Selon la propriété 4.2, il suffit de considérer les sommets de S qui vérifient les
conditions suivantes :

l-lnjk €{0, At/Tjk} et n“jk = At/’Cjk si et seulement si 2 n“j«k =0
: Ve T\()

Ceci revient a dire que 'ensemble des sommets de § peut étre réduit a des
sommets, ot pour chacun d'eux chaque machine effectue un et un seul type
d'opérations avec un débit maximal.

Démonstration :
Soit UM =[ nnjk ] un sommet du poly2dre convexe 3 tel que pour une machine ke M
on a

Z ]lnjk =0
jeT

Soit U™ =[u"), ] un sommetde 3 tel que

Vk'e M\ {k} z nn'jk' = 2 n“jk et 2 n“'jk >0
jeT jeT jeT



On a
VIw12 0 2 ( 211“51(5 w; S Y znn}k) v
j€T keM jeT keM
Q.E.D.
Exemple :

Considérons trois machines M1, M2 et M3. Chacune des machines est capable
d'effectuer les deux types d'opérations jl1 et j2. Les contraintes dgcapacité pour une
période de planification d'une heure sont les suivantes :

Uy, Uyg, Uy 3, Ugy, Ugg, Ugg 2 0

L'ensemble des solutions admissibles forment un poly2dre convexe SCIR®. Les
capacités des machines individuelles pour les deux types d'opérations sont
illustrées sur la Figure 4.3,

machine 1 machine 2 machine 3

Figure 4.3 : Capacités de trois machines pour deux types d'opérations



Nous construisons le poly2dre convexe 3'CIR2 des plans agrégés de production
(u'y, u'y) qui satisfont les contraintes

U = U +uy9 + Uy

Ug = Uy + Ugy + Uy

Nous déterminons d'abord tous les sommets du poly2dre convexe S qui vérifient la
condition de la propriété 4.2. Les sommets sont donnés par le Tableau 4.1.

U1 2 3 4 5 6 7 8
u, | 4 4 4 014 0 o0 o0
us |3 3 0 3!0 0 3 o
wa | 6. 0. 8 8i0 6 o 0
un | 0 0 0 410 4 4 4
U»n [ 0 0 6 0 6 6 0 6
us [ 0 2 0 o0i2 o 2 2

Tableau 4.1 : Sommets du polyédre convexe 3

Ensuite, nous considérons le poly2dre convexe R des couples (wy, wy) qui satisfont
les contraintes ci-dessous. Dans ce systdme, les contraintes (C2) et (C4) sont
redondantes par rapport a la contrainte (C3) et & la non-négativité des variables, et
les contraintes (C5) et (C7) sont redondantes par rapport a la contrainte (C6) et a la
non-négativité des variables. .

Tw, + 2w, <1 (C2)  redondant
10w, + 6wy, <1 (C3)



9wy + 4wy <1 (C4)  redondant
4w, + 8w, <1 (C5)  redondant
6w, + 10w, <1 (C6)
3w, + 8wy, <1 (C7)  redondant
Ow; + 12w, <1 (C8)

W, Wo 20

Les sommets du polyédre convexe R des couples (wy, Wo) qui satisfont les
contraintes (C1), (C3) , (C6) et (C8) et les contraintes de non-négativité sont
donnnés par le Tableau 4.2.

w1 2 3 4 5 6

0 113 113 1/38 116 0
0 0 126 112 116 142

leb N L

Tableau 4.2 : Sommets du polyadre convexe R

Les contraintes du polyédre 3' (Figure 4.4) s'écrivent alors :

0 vy + 0 u, <1 (C1)  redondant
113 vy + 0 vy < 1 (C2) redondant
113 vy + 126 u'y < 1 (C3)
138 u; + 1MN2u, < 1° ( (C4")
116 u; + 116 vy < 1 (C5")

0 v}, + 1MNM2u, <1 (C6")  redondant
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Dans ce systéme les contraintes {C1') et (C2') sont redondantes par rapport a la
contrainte (C3') et a la non-négativité des variables et la contrainte (C6') est
redondante par rapport a la contrainte (C4') et a la non-négativité des variables.

Ug

5 10 u,

Figure 4.4 : lustration du polyadre convexe 3'

Remarquons que la construction du polyédre convexe 3' devient difficile si le
nombre des machines et le nombre des types d'opérations sont grands. Pour le
traitement des problémes de grande dimension, nous proposons par la suite une
approximation de 3'.

4.2.3. Agrégation proposée

Nous construisons le modeéle agrégé M' en remplagant dans le modele de
planification tactique chaque variable Wy par

Les parametres r'jk sont & choisir de telle sorte que

Vie T Yy ry = 1 412)
kemM

VG.k)eTx M r'jk 2 0 : (4.13)



Proposition : :
Les parametres r'jk peuvent étre déterminés en fonction des temps de fabrication
T;x par ‘ '

1
i T. oo
roo. Tik 21/1;jK 81 Vijk <
ik - e M j (4.14)
0 ' sinon

ou M_} = {ke M/ Tjk < = } est 'ensemble des machines qui sont capables d'effectuer
les opérations du type je T. '

Propriété 4.3 : :
Si le plan agrégé de production U'= [u'jt] satisfait pour chaque période de
planificationt =1, 2, ..., T les contraintes suivantes :

V ke M ZT Ty Ty ufy S At (4.15)
j€

Vie T | uj 2 0 (4.16)

alors le plan détaillé de production U déterminé par (4.11) satisfait les contraintes
(4.1), (4.2) et (4.3).

Démonstration :

En effet, si le plan détaillé de production U est déterminé en fonction du plan
agrégé de production U’ par (4.11) et si le plan agrégé de production satisfait les
contraintes (4.15) et (4.16), alors on a

Vke M ' ZTJk ujkt = Z Tjk r'jk u'jt < At
jeT jeT

Vie T ) we = X ik Wiy = W
ke M ke M

V(,k)e oM Wiy = T Wy 2 0 Q.E.D.



mar v

Lorsqu'on détermine les paramétres [r'jk] par (4.14), il peut exister un plan
détaillé de production U qui satisfait les contraintes (4.1) et (4.2), et le plan agrégé
de production U’ déterminé par (4.3) ne satisfait pas les contraintes (4.15) et (4.16).
Ceci revient & dire que 1'ensemble des plans agrégés de production qui satisfont les
contraintes (4.15) et (4.16), est un sous-ensemble des plans agrégés de production
pour lesquels il existe des plans détaillés de production tels que les contraintes
(4.1), (4.2) et (4.3) soient satisfaites.

Exemple :

Considérons deux machines M1 et M2 capables d'effectuer les types d'opérations j1
et j2. En tenant compte des temps de fabrications donnés par le Tableau 4.3, il est
possible d'effectuer 50 opérations du type j1 et 100 opérations du type j2 pendant une
période de 100 heures. En effet, si la machine M1 effectue 50 opérations du type jl et
la machine M2 effectue 100 opérations du type j2, alors la charge de chacune des
machines est de 100 heures et elle est donc admissible.

Te | 1 2

Ml | 20 50
M2 | 30 1.0

Tableau 4.3 : Temps de fabrication

Lorsque nous déterminons les paramatres [r'jk] par (4.11), on a

1 1
r n= = 0.60 r'12 = = 040
2(1/2 +1/3) 3(1/2+1/3)
' 1 017 !
r = - — =0. r = =
2" 5a5+1N1) 27 1am/+10)



Les contraintes de éapacité s'écrivent

20x0.60 u; + 50x017 u, <100
30x040 vy + 1.0x083 uy, <100

u'l ’ u'2 2 0

On vérifie qué les 50 opérations du type j1 et les 100 opérations du type j2 ne sont pas
admissibles pour les contraintes ci-dessus. Cela signifie que, dans le modele
agrégé, nous avons sous-estimé la capacité réelle des deux machines.

Par la suite, nous nous intéressons au cas particulier ol les machines ont des
vitesses proportionnelles, c'est-a-dire que pour chaque type d'opérations je T'il
existe un coefficient T1 j€IR* et que pour chaque machine ke M il existe un
coefficient T2, e IR* tels que les temps de fabrication Tjk peuvent s'écrire

Propriété 4.4 :

Si le plan détaillé de production U satisfait les contraintes (4.1) et (4.2), si les
machines ont des vitesses proportionnelles, et si les parametres [r'jk] sont
déterminés par (4.14), alors le plan agrégé de production U' déterminé par (4.3)
satisfait les contraintes (4.15) et (4.16).

Démonstration

d VieT U 2 0 = uwy = Zujkt 20
| ke
. V ke M 2 T T2 wy, S At
JET
o V ke M | 2 Tliug, < At/ T2

jeT
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= > ¥ Thug, S 2 At/T2,
keMm jeT ke o
o 2T Yuy < X At/T,
 JET keM ke &
= .Z Tyuyy, < X AL/T2
J€T ke s
& 201/ X1/1;78) uy < At
‘ €T kew
& 217 Z1/t) uwys at
JET ke &
= Vke M Z ‘cjk "'jk u'jt < At
j€T

QE.D.

Comme la propriété 4.3 montre seulement qu'un plan détaillé de production que
I'on détermine en fonction d'un plan agrégé de production est admissible, et
comme la propriété 4.4 n'est pas valable dans le cas général, nous ne sommes pas
certains que le plan détaillé de production que l'on construit de cette manidre soit
optimal. Par la suite, nous examinons comment améliorer le plan détaillé de
production en effectuant une post-optimisation.

4.2.4. Post-optimisation (répartition des opérations sur les machines)

Supposons que le plan agrégé de production U’ soit donné et que ce plan satisfait
les contraintes (4.15) et (4.16). Nous sommes alors certains que pour chaque type
d'opérations je T le nombre d'opérations u'jt peut étre effectué pendant la période t
sur l'ensemble des machines.

En tenant compte du coiit de fonctionnement gy de chaque machine ke M, nous
cherchons a déterminer pour chaque type d'opérations je T et pour chaque
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machine ke M le nombre d'opérations Wkt a effectuer pendant la période t de
maniére a

minimiser 2, g,(y,,) (4.18)
ke M

sous les contraintes

VieT W o= X ug (419)
ke M
V ke M X Tuuy, S At (4.20)
jeT :
V (ikKeTx M Uy 2 0 (4.21)

ou la charge yki de la machine k pendant la période t est égale au premier membre
de (4.20).

Exemple :
Considérons les deux machines M1 et M2 et les deux types d'opérations i etj2

de l'exemple précédent. Supposons que le plan agrégé soit donné et que pendant
une période de planification de 70 heures, nous ayons a effectuer 40 opérations du
type j1 et 10 opérations du type j2.

Lorsque les opérations sont a effectuer sur les machines dans les proportions
r'y, = 0.60, r';5 = 0.40, r'g; =017 et r'y; = 0.83, la machine M1 doit effectuer 24
opérations de type jl1 et 2 opérations de type j2, et la machine M2 doit effectuer 16
opérations de type j1 et 8 opérations de type j2. En tenant compte des temps de
fabrication (Tableau 4.3), la charge de la machine M1 est de 58 heures et celle de la
machine M2 est de 56 heures. Comme la période de planification est de 70 heures,
les charges sont admissibles.

Si la fonction de coit associée & la charge de chacune des deux machines est
donnée par g (yy;) = 100 Ykt» alors le coiit total de fonctionnement des deux
machines est de 11400 Francs.



-91-

Dans le but de minimiser le coiit total de fdnctionnement, nous cherchons a
déterminer Ugsi, Uggty Ugse et Ugg, de manidre & '

minimiser 200 ugy, + 300 ugg, + 500 ugs, +100 uge,
sous les contraintes
Ussp +  Ugey = 40
Ugsy +  Ugey = 10
2ug + bug, < M
Buggg + ugg < M
Usst User Ugst Uest = O

La solution optimale consiste a effectuer 35 opérations de type j1 sur la machine
M1, et 5 opérations de type j1 et 10 opérations de type j2 sur la machine M2. La
charge de la machine M1 est alors de 70 heures et la charge de la machine M2 est
de 25 heures. Le coiit total de fonctionnement correspondant a cette solution est de
9500 Francs.

Examinons encore le cas de figure ou le cotit de fonctionnement des machines
n'est pas une fonction linéaire des charges. Soit pour chacune des deux machines
‘la fonction de coiit g, donnée par 8xO) =100 yy., 8i 0< y,, < 30 et par gy =
500 y}, - 12000 si 30 < Ykt S 70. Une illustration graphique de la fonction de cofit gk
est donnée par la Figure 4.5.

L ettt ol ol I N 2 R P

L]

. -
v
Il:' :: "
10 20 30 40 5 60 70 Vit

Figure 4.5 :' Fonction de coiit associée a la charge d'une machine
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Comme gy (y) = max {100 yy,, 500 Yit - 12000}, le probléme d'optimisation peut

s'écrire sous forme d'un programme linéaire. Il consiste & déterminer Ugsy, Usgts
Ugsts Qggt » B'5t et ﬂ'st de manidre &

minimiser 200 ugg, + 300 ugg, + 500 ugs, + 100 ugg, + P'g; + B

sous les contraintes

Ugs, + Usgy =40
Yst + Vg =10

3 Ugge + Uggy < 70
800 ugs  + 2000 ugg, - B'St < 12000
1200 ugzg, + 400ugg, - P < 12000

Usst» Uggt» Ugst» Ugew Bsp Py 2 0

Pour cette structure de cofit, la solution optimale' consiste a effectuer 33.3
opérations du type j1 sur la machine M1 et 6.6 opérations du type j1 et 10 opérations
du type j2 sur la machine M2. La charge de la machine M1 est alors de 66.6
heures et la charge de la machine M2 est de 30 heures. Le coiit de fonctionnement
de la machine M1 est de 21300 Francs et le coiit de fonctionnement de la machine
M2 est de 3000 Francs. Le coiit total de fonctionnement des deux machines est alors
de 24300 Francs.

4.3. Modele agrégé M"

En considérant le modéle agrégé M', nous avons a déterminer pour chaque type
d'opérations le nombre d'opérations a effectuer sur I'ensemble des machines.
L'idée de la deuxidme agrégation consiste & regrouper les opérations a effectuer
pour obtenir un produit fini. Au lieu de déterminer pour chaque type d'opérations
le nombre d'opérations a effectuer, nous déterminons dans le modele agrégé M" la
quantité de produits a fabriquer pour chaque type de produits finis.



- 9 3 -
4.3.1. Calcul des besoins pour fabriquer un produit fini

Considérons, pour expliquer 1'idée de I'approche, le systéme de production illustré
sur la Figure 4.6. Selon ce graphe, on obtient un produit fini du type i8 par une
opération du type j4. Pour pouvoir effectuer 'opération j4, nous avons besoin de
huit produits semi-finis du type i5 et d'un produit semi-fini du type i6. On obtient
les huit produits semi-finis du type i5 par deux opérations du type jl1. Le produit
semi-fini du type i6 est obtenu par une opération, du type j2. Finalement, pour
pouvoir effectuer les deux opérations du type jl1 nous avons besoin de deux unités
des matiéres premieres du type il, et pour pouvoir effectuer 1'opération du type j2
nous avons besoin de deux unités des matieres premiéres du type i2 et d'une unité
des matidres premieres du type i3.

De maniére similaire, on détermine les opérations a effectuer et les pidces
nécessaires pour fabriquer un produit fini du type i9. Le résultat du calcul est
donné par le Tableau 4.4.

il

Figure 4.6 : Graphe du processus de production

opérations a effectuer pidces nécessaires
i1 j2 j3 4 35 |i1i2i3i4i5i6i7

i8 | 2.0 1.0 00 1.0 00 i8 I 20 20 1.0 00 80 1.0 0.0
i91 00 20 02 00 1.0 191 00 40 20 0.2 0.0 20 1.0

Tableau 4.4 : Besoins pour fabriquer un produit fini
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Voyons comment effectuer le calcul sous forme générale. Appelons r"nj le
nombre d'opérations du type je Ta effectuer et Qy; la quantité de pidces du type ic ?
nécessaires pour fabriquer un produit fini du type ne Pf. Nous déterminons les
nombres [r"uj] et [qy;] par l'algorithme ci-dessous.

Algorithme :
Soient les paramétres [d’ij] choisis tels que
Vie B0 2 2 b;®; =1 - (418)
T
VG,j)e PxT ®20 et by=0 = ®;=0 4.19)

Pour chaque type de produits finis nte !Pf nous posons d'abord

1l 81 i=x
0 sinon

Ensuite, nous déterminons les nombres [r"g;l et [qy;] de maniere itérative en
passant par les deux étapes suivantes :

VijeT r'gj '=max { Oy qp; } 4.21)
ie?
Vie P Qg; = 2 ay r"1|:j 4.22)
jeT

Nous arrétons la procédure, si pour deux itérations successives les nombres [r"nj]
et [qy;] restent inchangés.

Remarque :

Les paramétres [dlij ] peuvent étre déterminés en fonction des [ bij ] par

( 1 si bij>0
b..|T.
(Dij:=i ijl 7il (4.23)
0 sinon

ou T;:={jeT/ bij > 0 } est I'ensemble des types d'opérations conduisant & des
pieces du type ie P.



4.3.2. Agrégation proposée

Appelons u" ;; la quantité de produits finis du type ne fPf a fabriquer pendant la
période de planification t. Nous construisons le modéle ag‘régé M en remplagant
dans le modele agrégé M' la variable u' 5t par

u'jt = 2 r"nju"m 4.24)
ne ff

Propriété 4.5 :

Si pour chaque type de produits finis ne ?f et pour chaque période de planification
tona u' 20, et sile plan agrégé de production U’ est déterminé en fonction du
plan agrégé de production U" par (4.24), alors

Vie ®; Xy = Xy - DAy Ul + Z 5 s 2 0
JET

Ceci revient a dire que 1'état des stocks de produits semi-finis est toujours positif ou
nul. : '

Remarque :

Cette propriété montre que dans le modele agrégé M" les contraintes de
non-négativité de 1'état des stocks de produits semi-finis sont redondantes par
rapport aux contraintes de non-négativité des variables u'p,.

Démonstration :

Nous montrons que pour chaque type de produits semi-finis He P; la quantité de
produits que I'on fabrique pendant une période de planification t est supérieure ou
égale a la quantité de produits que l'on utilise pour effectuer des opérations.
Clairement, nous montrons que

Ve ®; Z aw < z bui “'jt
JET jeT

Comme 1'état initial du stock de chaque type de produits semi-finis est positif ou
nul nous sommes alors certains que 1'état du stock a la fin d'une période de
planification t est également positif ou nul.
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Pour chaque type de produits semi-finis pe P?;, ona

S oy = Ty T gt
JET

Je T Re ff
= X Xa,
e ?f JE ‘I'u
= T gy
ne ff
jerT jeT ue 2

= Zb 2 max[d> Qs J 'y
Jj€T neff ie?

2 maX{ Z H'J ;u "nt

nerf ie? jerT

Zmax{ Zb d)l-quEM’ max {Zb i Pini } )
1tE£Pf j€T ie P\(U) je T

) max { q,, max {metbuqm} Y u'p,
e l’f LE P\(i} jeT

2 z Uy u'y

(X 4
ne®,

Q.E.D.

Par la suite, nous considérons les stocks de produits semi-finis a la sortie
d'opérations conduisant & des produits uniques, c'est-a-dire des produits
semi-finis d'un type pe P, tel que

>0 = Z by =0
ie P\ {i}

VveT buv

Nous revenons donc a l'hypothése (H1) 1ntrodu1te dans paragraphe 2.2 du
chapitre 2.



* p P4

n g
Si pour un type de produits semi-finis pe P; I'hypothése (H1) est vérifiée, et si le
plan agrégé de production U' est déterminé en fonction du plan agrégé de
production U" par (4.24), alors

% Rut = - 2ayuy + Tbyuy = 0
jeT JET

Ceci revient a dire que I'état du stock de produits semi-finis du type | ne varie pas
d'une période a la période suivante.

Démonstration :
Nous montrons que la quantité de pidces que l'on prend du stock des produits
semi-finis u pendant la période de planification t est égale a la quantité que l'on

ajoute, c'est-a-dire

zamu.vt = _me'“'jt
JET

j€T

Selon la démonstration de la propriété 4.5, on a

Loyuy = X gou'y

JET e ?f
et Zb ut = Zmax{q » max(zbuj q1|'.i}]u"1l.'t
j€T e ff ieP\fu) jeT

Selon I'hypotheése (H1), si b ;> 0, alors pour chaque ie P\{ji) on a b =0et ;= 0.
Par conséquent, on a toujours

V ie P\{y) Z 0
jeT

et on peut écrire
2 byuy = Z Qg Wt

‘ JE T e ?f
Q.ED.
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Par la suite, nous examinons comment améliorer le plan agrégé de produét‘it:m [0}
déterminé en fonction du plan agrégé de production U" par (4.24).

4. 3. 3. Post-optimisation (Calcul des besoins nets)

L'idée consiste a améliorer le plan agrégé de production U' en cherchant & réduire
les stocks de produits semi-finis & la fin de la premiere période de planification.
Ceci doit &tre fait en respectant les contraintes induites par le plan agrégé de
production U", c'est-a-dire les contraintes qui indiquent que les quantités de
produits finis & fabriquer pendant la premitre période de planification sont
effectivement fabriquées.

Etant donné le plan agrégé de production U", nous cherchons a déterminer pour
chaque type d'opérations je 7 le nombre d'opérations u'jl a effectuer pendant la
premiére période de planification de maniére a

minimiser Y gy (4.25)
ke M

sous les contraintes

Vie 2, 2 (a5-bpuy < x (4.26)
€T

Vie ?f z le u'jl 2 u"il (4.27)
€T

v kE M ’ Z Tjk l"jk u'jl < At (428)
je€T

Vije T u'jl 20 (4.29)

La charge y,; de la machine k pendant la premiére période de planification est
égale au premier membre de (4.28).

Remarque :

Lorsque le plan agrégé de production U" est admissible, nous sommes certains
qu'il existe pour tous les je T des nombres “'jl qui satisfont les contraintes (4.26),
(4.27), (4.28) et (4.29).
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Par la suite, nous nous intéressons a un cas particulier et montrons que dans ce
cas le calcul d'optimisation devient simple.

Hypothese : |

Nous nous intéressons au cas de figure ot, pour chaque type de produits semi-finis
et de produits finis, il existe un et un seul type d'opérations conduisant & ces
produits, et ot des opérations conduisant a des produis finis ne conduisent pas a
des produits semi-finis, c'est-a dire

Vl»le?iu?f VEIve‘T avec bw,>0 et 'E{ }b“j=0
je\{v

et si uel’f ona Z b, =0

1e£Pi

L'exemple d'un processus qui satisfait les conditions ci-dessus est illustré sur la
Figure 4.7. Selon les conditions, il y a pour chaque sommet représentant un type de
produits semi-finis ou de produits finis un et un seul arc qui est orienté vers ce
sommet. En outre, si un sommet représentant un type d'opérations est
prédécesseur d'un sommet représentant un type de produits finis, alors ce
sommet n'est pas prédécesseur d'un sommet réprésentant un type de produits
semi-finis.

Figure 4.7 : Gréphe d'un processus considéré
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Soit Py = { PPy s---» Pp) une partition de I'ensemble P des types de pidces, et soit
Pg={1,, TDy,..., T;} une partion de I'ensemble 7T des types d'opérations de sorte que
B, = fPf etpourh=1,2,...n

* les types de piéces de I'ensemble 7, U P, V... UB ; ne sont pas obtenues
par des types d'opérations de I'ensemble 7%,

* les types de pidces de I'ensemble B H, 1 V... UP, nesont pas nécessaires
pour effectuer des types d'opérations de I'ensemble T,

Pour l'exemple précédent, on obtient quatre classes de pidces et trois classes
d'opérations (Figure 4.8).

Jé

- - - o

3

1

- -&.-----.
O

LA T g QP g g @ B I O 2 3P S s e

b

=N
1%,

5

LR B N EEY WP APy R, S R

;

-—- - rw- -

- W S . W .- - - - - w -
L I P RPay - - L a4 * R el - - oo

J9

- -

N9

L

Figure 4.8 : Classification des types de pitces et des types d'opérations

Algorithme :

Soit fPsucj = lie? bij >0} I'ensemble des types de pidces que 'on obtient par les
opérations du type je T et soit Tsuc; := {je T/ a; >0 } I'ensemble des types
d'opérations qui utilisent des pidces du type i.
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En tenant compte du plan agrégé de production U", nous déterminons pour
chaque type d'opérations j le nombre d'opérations u'*j a effectuer pendant la
premiére période de planification.

pour tous les ve T, faire

u™y; 1= max {u'y /by )

1€ Psuc,,

fin pour
pour h=n-1,n-2,...1 faire

pour tous les ve T, faire

u*,; = max{0, max {( 2, a; u¥) -x;0) /by, 1 )
ie Psug e Tsug

fin pour

fin pour

Propriété 4.7 :

Si pour chaque type de produits semi-finis et de produits finis il existe un et un seul
type d'opérations conduisant a ces produits, et si des opérations conduisant a des
produits finis ne conduisent pas a des produits semi-finis, alors [u""jl] déterminé
par l'algorithme ci-dessus est une solution optimale du probléme (4.25), (4.26), ...,
(4.29).

Démonstration :

Chaque type de produits semi-finis He P; s'obtient par un et un seul type
d'opérations ve T, U Ty \,..., U T, ; et chaque type de produits finis pe '_Pf s'obtient
par un et un seul type d'opérations ve T,,. Par conséquent, u'jl pour je T satisfait
les contraintes (4.26), (4.27), (4.28) et (4.29) seulement si

nl
VvelUTR et ue Psuc,, Z a“ju'jl - buv“'vl <x
h=1 - : je"liciu:u

¢ B.U.
VveT, et pe Psuc, b,y uy; 2 Wi \M;)



-l
VVveUT et pe Bug,  uy 2 (X ayuy - 1)/ by,
h=1" : 3

JET.mtu
=
VveT, et pe Pu, wyy 2wy /b,y
n-l '
VveU T vy 2max{ (X 8y W1 - Xo ) / byy |
h=1 He Psuc,, Je‘l‘.cuc'_l
&
VveT uyy 2 max {uy; /by )

ne Psug,,
Des nombres u'jl positifs ou nuls pour je 7 satisfont ces contraintes si et seulement
s'ils satisfont les contraintes

n-1

Vve UF u'y; 2max {0, max{(Za wy - xy9) /by })
h=1 uel’sucvjefl'sucu
Vvel, uy; 2 max {u"y,/ by}

He .'Psucv

Les plus petits nombres positifs ou nuls u'*j pour je ‘T qui satisfont ces contraintes
sont donnés par :

-

VveT u*, = max {u’y; /byy )
uef:ucv
etpourh=n-1,n-2,...,1
Vve g u*,; = max (0,max{ (), ay; u™y - Xuo ) /by 1)
He Psuc,, Je‘l?ucu

Comme il existe des nombres u', 1 pour je T qui satisfont les contramtes (4.26),
(4.27), (4.28) et (4.29) et comme u * pour je T sont les plus petits nombres qui
satisfont les contraintes (4.26), (4.27) et (4.29),0n a

VkeM 2 Tjkrjku 1 S At
jeT ’
La solution est admissible et la charge de chacune des machines est minimimale.
Compte tenu de (4.25), la solution est optimale.
Q.E.D.
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4.4. Modele agrégé M"'

Au niveau du modele agrégé M", nous avons a déterminer pour chaque type de
produits finis les quantités de produits a fabriquer, période par période. Dans le
modeéle agrégé M'', nous regroupons les types de produits finis et au lieu de
déterminer, période par période, les quantités a fabriquer par type de produits,
nous déterminons, période i)ar période, la quantité totale de tous les produits a
fabriquer.

Pour simplifier la présentation, nous supposons que les coiits associés au
fonctionnement des machines sont négligeables par rapport aux cotits associés a
I'état des stocks de produits finis. Nous supposons en plus que les contraintes sur
la disponibilité des matieres premidres n'interviennent pas dans les calculs de
planifications.

4.4.1. Lissage optimal de la demande

Selon le remplacement des variables Wt du modgle de planification tactique par
les variables u'jt et le remplacement des variables u'jt par les variables u’y, le
probléme de planification tactique s'écrit :

T ‘
minimiser Z 2 fi(x;,) (4.30)
hl iE ?f

sous les contraintes suivantes pourt=1,2,..T

VkeM X Tuuy < At (4.31)
ie?
f
Vie fPf X = Xiq + Wy - dy (4.32)
Vie ?f uy 20 (4.33)

ou T'kit= 2 Tjkr'jk " (4.34)
jeT
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Soulignons que nous ne tenons pas compte des coiits associés au fonctionnement
des machines et des contraintes sur la disponibilité des matires premidres. En
outre, les contraintes sur la disponibilité des produits semi-finis sont supprimées,
car redondantes (propriété 4.5).

Exemple : ,. ,

Considérons trois machines M1, M2 et M3 destinées a fabriquer deux types de
produits finis il et i2. Les temps de fabrication et la demande en produits finis pour
4 périodes de planification de 100 heures sont donnés par le Tableau 4.5. L'état
initial du stock de chacun des deux types de produits finis est nul.

vl ulo 4| 30 W %0 0
M3| 0 1/6

Tableau 4.5 : Temps de fabrication et demande en produits finis

Pendant les deux premieres périodes de planification, la demande est admissible
pour la capacité des machines. Par contre, pendant les deux derniéres périodes de
planification, la demande dépasse la capacité des machines (Figure 4.9).

L L} LI L] 'l >
100 200 300 400 500 600 do

F‘ig'ure 4.9 : Trajectoire de la demande

Nous cherchons & déterminer les quantités de produits finis & fabriquer, période
par période, en minimisant les coiits associés a 1'état des stocks. Soit 100 Francs le
colit associé au retard de livraison par période et par unité de produit pour chacun
des deux types de produits finis et soit un coiit de stockage de 1 Franc par période
par unité de produit.
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En utilisant la méthode du simplexe pour résoudre ce probléme, nous trouvons le
résultat donné par le Tableau 4.6. Le coiit total correspondant a cette solution est de
566.66 Francs. La trajectoire optimale de la production et la trajectoire de la suite
des états correspondants sont illustrées sur la Figure 4.10.

ﬂ1234 ﬂ1234
i1 | 400 388. 366. 350 ﬂwmmo
i2 | 200 233. 466. 300 i2]100 33 0 0

Tableau 4.6 : Solution optimale du probléeme

Xy 4
m-.
400
300 4
= + - D
200 X=X + - D,
U.- D
100 2~ Dg
X
———+———>

T
100 200 300 400 500 600 X

Figure 4.10 : Trajectoire de la production et trajectoire d'état des stocks

Remarquons que la recherche de la solution optimale devient difficile quand le
nombre des types d'opérations et le nombre des périodes de planification
deviennent grands. Pour le traitement des problémes de grande dimension, nous
passons par le modéle agrégé M'' que nous allons construire dans les deux
paragraphes suivants.

4.4.2. Ratiodela production

Pour établir le modale agrégé M'", nous définissons le ratio de la production r''; de
chaque type de produits finis ie Tf par

1
rlll. . — t=1 (4.35)
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Dans cette formule, le numérateur est la demande effective des produits finis du
type ie '_Pf cumulée sur l'horizon de planification et le dénominateur est la
demande effective de tous les produits finis cumulée sur I'horizon de planification.
Nous supposons que le dénominateur est positif, c'est-a-dire qu'il existe au moins
un type de produits finis dont la demande effective cumulée sur I'horizon de
planification est positive. Le ratio vérifie alors les conditions suivantes :

2 =1 | (4.36)
ie ?f
Vie l’f ', 20 4.37)

4.4.3. Agrégation proposée

Appelons u™ la quantité totale de produits finis a fabriquer pendant la période de
planification t. Nous construisons le modale agrégé M'" en remplacant dans le

modele agrégé M" la variable u";; par
u"it = r“li ulllt (4-38)

Les quantités de produits finis u";;  déterminées par (4.38) satisfont les contraintes
(4.31) et (4.33) si pour chaque période de planification t, on a

VkeM X T r"u”, < At (4.39)
iE ?f
u", 2 0 (4.40)
En posant
g At
= " (4.41)
max { szi l"i"}
ke ie%

les conditions (4.39) et (4.40) peuvent s'écrire

0<su",<8S (4.42)



- 107 -

La transition de 1'état des stocks de la fin de la période de planification t & la fin de
la période de planification suivante t+1 est déterminée de manidre unique en
fonction de u'; par

Vie ?f xlt = xitrl + r"'i u"lt - d'lt (4.43)

Dans le modele agrégé M'", nous considérons 1'état des stocks de produits finis de
manidre globale. Nous autorisons la détermination multivoque

Sro= Tra e TrwTa, G
1€

iE ff iE ?f f iE !Pf
et posons
x"'t = Z Xit d'"t = Z d'it (4.45)
ie fPf ie ‘Pf

x'"", est l'état global des stocks de produits finis & la fin de la période de
planification t, et d'"'; est la demande totale en produits finis sur la période de
planification t.

En considérant les propriétés du ratio de la production, on a Z r',u" = u et
(4.44) g'écrit e By

xIIIt := xlllt-]. + ulllt - dlllt (4.46)
Remarquons qu'avec 1'état global des stocks de produits finis, il n'est pas possible

d'évaluer les coits de maniére exacte. En utilisant le ratio {r'"';], nous faisons
I'approximation :

T T -
Y Y ) = X LE("xM,) 4.47)

t=1 ie fPf t=1 ie l’f

En d'autres termes, nous prenons pour acquis que l'état x;; est égal a r"; x'".. Il
est alors possible de simplifier le calcul des coits. Nous obtenons
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. 2 q ( r"'.i xu‘"t )= z max {_ cri rllli xlllt , csi roui xllut} . ;
ie Tf iefPf

= max { z _cri rluixlnt, Z csi rluixlut}
iE 1’]( iE ?f

max { - cI.Ill xlllt’ csIll xIllt}

= flll(xlllt)'
ou er'' = Zcri r"'i cs'"' = chi r"'i
iE?f iE?f
i -cr x"'t 8i x t<0
Fram)e=y (4.48)
cs x t sinon

cr’’ est la moyenne pondérée des coiits unitaires cr; et cs'' est la moyenne
pondérée des coiits cs;.

Le probléme de planification s'écrit alors

T

minimiser 2 ) (4.49)
t=1

sous les contraintes suivantes pour t=1,2 .. .T

xlllt = xlllt.l + u"'t - d'lllt (4'50)
0 <u";, <8 (4.51)
La recherche de la solution optimale du probléme agrégé est relativement simple.

La solution optimale peut atre trouvée a l'aide de la programmation linéaire ou
a l'aide de la programmation dynamique. ‘
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Exemple :
Reprenons 'exemple précédent. En tenant compte de la demande en produits finis
donnée par le Tableau 4.6, nous déterminons d'abord le ratio de la production :

w1400 1200
r = ——— = 054 r s————— = 046
1 1400+1200 2 1400 +1200

Avec ce ratio, nous déterminons pour chaque machine le temps moyen de
fabrication par agrégat de produits finis

T, " + T'gr'™y = 0135 heure/produit

T"21 rllll + T“zz rlll2

0.154 heure/ produit

T"31 r'"l + T"32 l'".z = 0.122 heure/produit

Pour ce ratio, la machine M2 est le goulot d'étranglement de la production. Cette
machine détermine la borne supérieure de la production maximale.

’ 100
S = = 650 produits / période
max {0.135, 0.154, 0122}

Le coit moyen associé a un retard de livraison et le coiit moyen de stockage sont
donnés par

cc = 100x054F +100x0.46 F =100 Francs
cs' 1x054F+ 1x046 F = 1Franc

La demande totale par période de planification est donnée par le Tableau 4.7. Une
illustration graphique de la trajectoire de la demande est donnée par la Figure
411.

di] 12 3 4
|450500850800

Tableau 4.7 : Demande totale par période
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$ + { t >
1 2 3 4 t

Figure 4.11 : Trajectoire de la demande globale

En utilisant la méthode du simplexe pour résoudre ce probléme agrégé, nous
trouvons le résultat donné par le Tableau 4.8. La trajectoire de la production
optimale et la trajectoire de la suite d'états correspondants sont illustrées sur la
Figure 4.12.

u,l 12 3 4 X 12 3 4
|650650650650 |2503501500

Tableau 4.8 : Solution globale du probleme

Figure 4.12 : Trajectoire de la production globale et trajectoire d'état

En fonction de cette solution globale, nous déterminons les quantités de produits
finis par type de produits par
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ult = r"'l u".t = 0.33u t

uzt = rluzul"t = 0.6711 t

Le résultat du calcul et la suite d'état des stocks sont donnés par le Tableau 4.9.

wp| 12 3 4 | 12 3 4
il 350 350 350 350 fl | 0 150150 0
i2 | 300 300 300 300 i2 (200200 0 0

Tableau 4.9 : Solution obtenue par désagrégation

Le cofit correspondant a cette solution est de 700 Francs. Comme le coft
correspondant & la solution optimale est de 566.66 Francs, cette solution n'est pas
optimale. Il est alors intéressant d'améliorer cette solution en effectuant une
post-optimjsation.

Dans le paragraphe suivant, nous proposons une heuristique qui consiste a
améliorer une solution donnée en effectuant des optimisations locales. Cette
heuristique est bien adaptée aux problémes de grande dimension.

4.4.4. Post-optimisation (approche heuristique)

Considérons, pour donner I'idée de base de l'approche, le probleéme d'optimisation
suivant : soit un graphe séquentiel valué donné. Soient S1» Sg» -..»Sp des ensembles
de sommets, ou1 5, contient un seul sommet. Le sommet X,e S, correspond a un état
des stocks de produits finis & la fin de la période t. Les arcs sont donnés par les
ensembles 4;, 4,, ..., Ay, ou I'ensemble 4, contient des arcs partant des sommets
de I'ensemble S, ; et allant vers les sommets de 1'ensemble S;.

Soit X, X, X5, ..., Xy la suite des sommets sur un chemin partant de I'ensemble
So et allant vers 'ensemble Sg. A chaque sommet X, est associé un coiat F(X,). Le
colit associé au chemin est donné par F(X,) + F(X,) +,...,+ F(Xp).

Le probléme consiste & trouver un chemin de S, & Sy, dont le colit associé est
minimal.
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Admettons que nous connaissons un chemin de So & Sp. La suite des sommets sur
ce chemin est notée XOO, Xlo,...,XTO. Nous cherchons maintenant un meilleur
chemin par optimisation locale.

Partant du sommet Xt-lo» nous cherchons un sous-chemin qui va au sommet X, +1°,
tel que le coit associé au sommet sur ce sous-chemin soit minimal. Une
illustration graphique de l'optimisation locale est donnée sur la Figure 4.13.

Figure 4.13 : Optimisation locale d'un chemin de So & Sp

Soit X;'e S, le sommet optimal sur ce sous-chemin. Le nouveau chemin de So & St
est noté par la suite des sommets X0, X;9, ... X, ,0, X,1, X, ,,9,...,.X10. Le coiit
associé au nouveau chemin global obtenu est inférieur ou égal a celui associé au
chemin de départ.

Ensuite, nous pouvons améliorer le chemin obtenu en effectuant une deuxiéme
optimisation locale. Par exemple, nous pouvons chercher un meilleur sous-chemin
partant du sommet th et allant vers le sommet Xt +2° (Figure 4.14).

Figure 4.14 : Deuxi¢me optimisation locale d'un chemin de Sp & St

Voyons comment appliquer ce principe pour améliorer une solution de départ de
notre probléme de planification.
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Soit U",9, U590, ...,U"10 une solution initiale du probléme de planification et soit
X% X9, X,0...,X10 1a suite des états correspondants. Nous cherchons & améliorer
cette solution en résolvant T sous-problémes. En allant vers le passé, nous
partons de la derni¢re période de planification. Le sous-probléme, noté (SPy),
consiste & déterminer un couple (U"y, Xg) de manidre a :

minimiser Y, £(x;7)
iG Tf
sous les contraintes
Vie Tf xlT = xiT-lo + u"iT - le (SPT)
Vke M Z T"ki u"iT < At
ViE ?f u"iT =2 0

La solution optimale du sous-probléeme (SPy) est notée (U"Tl, XTl). Ensuite, nous
résolvons successivement pour t = T-1, T-2, ...,1 le sous-probléeme (SP,) qui consiste
a déterminer un triplet U, X,, U";,1) de manidre a

minimiser 2, fi(x;,)
iE ?f
sous les contraintes
Vie 2y X o= Xy 04wy - dy
Vie % X' = Xig W - dipy (SPy
Vke M 2Ty < At
iG 1’ f
Vke M Z T"ki u"it+1 < At
iE Tf
Vie ?f u"it, u"it+1 20

La solution optimale du sous-probléme (SPt) est notée (U"1, X,!, U", ,1). La valeur
du critére de la solution globale obtenue est inférieure ou égale a celle de la solution
précédente. Si la valeur est inférieure, nous relangons les calculs de
I'optimisation locale avec la solution obtenue, et ainsi de suite. Sachant que la
valeur minimale du critdre est un nombre positif ou nul, nous sommes certains
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que la procédure converge. Cependant, nous ne sommes pas certains que 1'on
atteint la solution optimale. La solution que l'on obtient par cette procédure dépend
de la solution de départ.

Exemple

Nous reprenons 1'exemple précédent et en considérant la solution trouvée comme
point de départ, nous appliquons l'heuristique. Le déroulement est illustré sur la
Figure 4.15. Les solutions trouvées par les deux premiéres itérations sont données
par les Tableaux 4.10 et 4.11. Le coit total correspondant au résultat de la premidre
itération est de 600 Francs et celui de la deuxiéme itération est de 566,66 Francs.
Cette deuxidme solution est un optimum local qui ne peut plus étre amélioré par
I'heuristique. Comme le coiit total correspondant a la solution optimale est de
566,66 Francs, on a atteint dans cet exemple, 1'optimum global.

wll 1 2 3 4 x| 1 2 3 4
i1 | 400 350 300 350 i1| 50 200 150 0
i2 | 200 300 400 300 i2]100 100 0 0

Tableau 4.10 : Solution apres la premiére itération

"2|1234 x2| 1 2 3 4
i1 | 400 388. 366.350 i1| 50 233 150 o
i2 | 200 233. 466,300 i2] 100 33. 0 o

Tableau 4.11 : Solution apras lé deuxiéme itération

solution de départ

*™>™* premiere itération

deuxiéme itération

50 100 150 200 x,

Figure 4.15: Trajectoires d'état des stocks pour deux itérations successives



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons développé une approche de planification et de
commande hiérarchique & deux niveaux faisant appel & un niveau maitre et a
un niveau esclave. Nous pensons que cette approche est bien située dans le cadre
général de la gestion de production et peut s'appliquer & une large gamme de
systémes industriels. Cependant, nous sommes conscients de n'avoir pas résolu
tous les problemes qui peuvent se poser dans la mise en ceuvre de cette approche
sur le plan pratique. En particulier, les points suivants demandent une réflexion
plus approfondie.

Optimalité des solutions :

Comme Peterson et Silver [1979] 'ont déja écrit : 'It is ironic to reflect on the
historical fact that classical economics assumed in their theories for many years
that "engineers" could always marshal any available resource to organize
production facilities so as to yield an optimum output for any combination of
factors (labor, capital and land). Engineers (and presumably management
scientists) beeing burdened so unjustly, in turn assumed that "accountants”
could measure the relevant costs needed by their models.'

Pour pouvoir définir un plan optimal de production nous avons effectivement
utilisé un ensemble de paramétres que nous avons considérés comme étant
donnés par ailleurs. L'obtention de ces données (livraison des matiéres
premilres, demande en produits finis, temps de fabrication, coiits unitaires,
spécification des processus de production et les informations sur 1'état réel des
stocks) est une tiche importante qui doit étre effectuée en collaboration par les
différents domaines fonctionnels de l'entreprise (service commercial, service
comptable, service technique, service de production,...). Il est, par exemple,
inutile de considérer une structure de coiits trés détaillée sachant que les
informations concernant la demande en produits ou les temps de fabrication
sont en fait des estimations grossitres. Les méthodes de I'analyse des données et
de I'analyse des perturbations doivent &tre employées pour pouvoir juger avec
quel degré de précision les différentes données sont a fournir.

h ‘'optimisation :
La détermination d'un plan optimal de production a l'aide d'une méthode de
programmation linéaire, comme par exemple la méthode du simplexe, est
intéressante, si le probléme traité est de petite dimension, ou si le temps de
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calcul n'est pas limité. On écrit facilement un programme sur un ordinateur PC L
qui permet de résoudre des problémes a plusieurs centaines de variables et de
contraintes en quelques minutes. En outre, pour des applications industrielles,
on peut trouver sur le marché de nombreux logiciels performants en ce qui
concerne l'interface entrée/sortie, le temps de calcul et la résolution numérique.

Avec la procédure d'agrégation et de désagrégation que nous avons proposée
pour le traitement des problémes de grande dimension, on se rapproche en
général trés rapidément de la solution optimale. Cependant, on n'est pas certain
d'atteindre effectivement la solution optimale et une adaptation de la procédure
au probléme pratique a traiter est nécessaire.

Temps de changement outils (set-up) :

Les régles simples que nous avons proposées pour le lancement des opérations
sur les machines conduisent 4 des oscillations : les machines basculent entre
les différents types d'opérations qu'elles doivent effectuer. Grace a ces
oscillations, le flux de matiére a travers le systéme de production est bien réparti
et peut étre considéré comme continu. Cette approche conduit & des solutions
acceptables, a condition que les temps de changement d'outils puissent &tre
négligés.

Si, par contre, les temps de changement d'outils sont non négligeables, cette
approche n'est pas directement applicable et nous avons a développer d'autres
régles pour le lancement des opérations sur les machines. Par exemple, en
tolerie, ot les temps de montage et de réglage des emboutisseuses ou des
presses sont importants, il est nécessaire de lancer successivement un certain
nombre d'opérations du méme type avant le lancement d'un autre type
d'opérations.

Ouverture vers la Productique (CIM) :

Par le concept de CIM (Computer Integrated Manufacturing), on entend
I'intégration des diverses fonctions de la production depuis la conception du
produit jusqu'a sa livraison. L'intégration se fait par gestion coordonnée & 1'aide
de l'ordinateur des fonctions, des informations, des processus et des hommes.

L'approche de planification et de commande hiérarchique que nous avons
développée dans le cadre de cette thése se limite seulement a4 des fonctions de
gestion de production. Dans un cadre plus général, nous avons a4 examiner
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l'interaction ‘entre les fonctions de gestion de production et les fonctions
techniques telles que la conception, la préparation du travail, la commande des
machines, etc.

Scheer [1988] décrit la relation entre les diverses fonctions de la production a
l'aide du modele en Y. Ce moddle montre clairement que les fonctions
techniques et les fonctions de gestion de production sont éloignées au niveau de
la planification et qu'elles se rapprochent au niveau de la commande. La
connection entre les fonctions est effectuée de maniere logique et/ou physique par
une base de donnée commune.

GPAO BASE DE DONNEES CAOFAO
planification et commande ~  nomenclatures, plan de travail,  fonctions techniques
de la production ressources
P conception préliminaire
<
calcul des besoins en v O - ) . @)
matériel et en capacité \ conception et dessin E
Pt
n‘t ~ >
préparation du travail

ordonnancement (programmation CN) E

=

A

Z

<

=

=

o

@)

Figure : Modele en Y du concept de CIM (reproduit a partir de Scheer [1 987])
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ANNEXE

Description du Logiciel Master-Slave
(Maitre-Esclave)

Le logiciel "master-slave”, écrit en langage Fortran, est destiné a la
simulation des situations que l'on rencontre au niveau de la
planification et du contrdle de la production d'un atelier. Nous
présentons d'abord la structure du logiciel et montrons comment
mettre en route le programme. Ensuite, nous décrivons la fonction des
procédures constituant le logiciel.
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Al. Structure du logiciel

Le logiciel est constitué d'un programme principal, appelé ' 'master-slave", et
d'un ensemble de treize procédures (Figure Al). Les procédures sont
fonctionnellement regroupées en une classe de procédures permettant de
spécifier le probléme a traiter, une classe de procédures agrégeant des entités de
maniére & ce que le logiciel soit capable de traiter le probléme, une classe de
procédures destinées a la planification et au contréle de la production, et enfin
une classe de procédures générales.

méthodes spécification du processus
spécification de la demande

spécification des coiits unitaires

mesure de I'état initial

regroupement des machines

regroupement des opérations

regroupement des produits finis

détermination des quantités de
produits finis & fabriquer
traduction du résultat du master

lancement des opérations
sur des machines

programme linéaire

fermeture reflexo transitive

transcodage de caractéres

classification typologique

- gén érateur

génération d'exemples

Figure Al1: Modules du logiciel et programmes de service

Les programmes de service "cluster" et "générateur” sont logiquement connectés
avec le logiciel. Il s'agit de deux programmes principaux que l'on peut appeler
lorsque le programme "master-slave” est hors service.
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A2. Fonctions du programme principal

Le programme principal "master-slave" a pour objet de contrdler les interactions
entre les procédures destinées a la spécification du probléme, les procédures
d'agrégation et les procédures de planification et de contrdle. Les procédures
générales "simplexe", "fermeture" et "trans" sont appliquées sans controle
particulier du programme princi'pal. Par appel du programme principal, le
logiciel propose le menu suivant :

spécification du probleme ? ...... (s)

agrégation des entités ? ............ (a)

planification et controle ? ......... (p)

quitter ? ..o, (@
..

Aprés avoir exécuté une procédure ou un ensemble de procédures, on revient
toujours a ce menu principal. Lorsqu'on appelle le programme principal pour la
premitre fois, il est préférable de respecter I'ordre de précédence suivant :

spécification| | agrégation ﬁ?{gﬁg}gﬂ quitter

G a—o—

Figure A3 : Ordre a respecter pour initialiser le programme

Par l'instruction , on met le logiciel hors service et tous les fichiers sont fermés.
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. REPONSE s -

Apres cette réponse le logiciel propose le menu suivant

spécification du processus ? ...... (p)
spécification de la demande ? ... (d)
spécification des coiits ? ......... (¢)
mesures d'état ? ................... .. (e)
menu principal ? .................. . (@
. J

Selon le choix, on se retrouve au niveau du menu principal ou on a acces & une
des quatre procédures "méthodes”, "commerce"”, "comptable" ou "mesures".
Lorsqu'on souhaite spécifier un nouveau probléme, ou modifier les données
enregistrées, les procédures sont a appeler dans l'ordre partiel illustré par la
Figure A4.

menu principal

méthodes commerce comptable mesures

Figure A4 : Ordre partiel & respecter pour spécifier un nouveau probléme

Lorsqu'on souhaite vérifier la spécification enregistrée il est possible d'appeler les
procédures dans un ordre quelconque.
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- REPONSE a -

Apres cette réponse le logiciel propose le menu suivant

regroupement des machines ? ... (m)

regroupement des opérations ? ... (t)
regroupement des produits finis ? (p)
menu principal ?

Selon le choix on se retrouve au niveau du menu principal ou on a accés & une
des trois procédures d'agrégation :"agrégationl","agrégation2" ou "agrégation3".
Par appel d'une de ces procédures, on a la possibilité de vérifier le résultat d'une
agrégation (a condition que le résultat soit enregistré) ou de démarrer un calcul.

Lorsqu'il s'agit d'un nouveau probléeme et que les calculs d'agrégation ne sont
pas encore effectués, il est nécessaire d'appeler les procédures d'agrégation dans
l'ordre illustré par la Figure AS5.

menu principal

agrégationl agrégation2 agrégation3

Figure A5: Ordre a respecter pour effectuer les calculs d'agrégation

Lorsque les calculs d'agrégation sont déja effectués et que 1'on souhaite vérifier
les résultats, il est possible d'appeler les procédures dans un ordre quelconque.
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. REPONSE p-

Apres cette réponse le logiciel demande a l'utilisateur de choisir I'horizon de

planification. En répondant & la question :

Gombre des périodes de planification a

s

avec un nombre entier positif NT (a choisir de maniére a ce que le produit NTxnf
soit inférieur ou égal & 100, ot nf est le nombre de familles de produits finis) le
logiciel commence & effectuer les calculs de planification et de contréle en
appelant sucessivement les trois procédures "master”, "désagrégation” et

"slave".

quantités de produits finis
(par famille)

nombre d'opérations
(par type par machine)

lancement des opérations
sur les machines

Figure A6 : Procédures de planification et de contrdle sur I'horizon glissant

!

désagrégation

v

oui

menu principal
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A3. Fonctions des procédures destinées a la spécification
du probléme

Par appel des procédures : méthodes" "commerce" "comptable” ou "mesures"

il est possible d'enregistrer, de visualiser et de modifier les données du probléme

a traiter.

A3.1. Fonction de la procédure "méthodes "

A l'aide de la procédure "méthodes”, il est possible de déterminer le processus de
production. La procédure effectue également une analyse préliminaire sur la
structure du processus : compatibilité des opérations avec les machines, temps
de fabrication le plus court, classification des pi¢ces en matidres premidres, en
produits semi-finis et en produits finis. |

- MENU -

A condition que les données déterminant le processus de production soient
enregistrées, il est possible de vérifier et de modifier lenreglstrement La
procédure propose le menu suivant :

saisie de l'enregistrement ? ......... (s)
modification de l'enregistrement ? (m})
nouvelle spécification du processus? (n)
quitter le bureau des méthodes ? ... (ﬂ

S'il s'agit du premier enregistrement ou si les données sont incomplétes, alors la
procédure propose un menu similaire, dans lequel on a le choix entre la nouvelle
spécification d'un processus de production et la fin du bureau des méthodes.
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- SPECIFICATION DU PROCESSUS DE PRODUCTION -

- nombre de machines (nombre entier M, avec1 <M < 99)
- nombre de types de pidces (nombre entier N, avec 1 < N < 999)
- nombre de types d'opérations (nombre entier O, avec 1 < O < 999)

Chaque type d'opérations j (j= 1, 2,...0) est défini par
piéces né ir r_commencer un ération

- nombre de types de pidces nécessaires (nombre entier Npre,,
avecl < Npre <20);

pour chacun de ces types i (i= 1, 2, . Npref)
- le type de pidces (nombre entier Ppreu, avecl < Ppre <N)

- la quantité de piéces (nombre réel a;;, avec 0.1 < ay 99 9)

- nombre des types de piéces obtenus (nombre entier N sug;,
avecl < NsucJ <20)
pour chacun de ces types i (i= 1, 2, ...,Nsucj)
- le type de piéces (nombre entier Psucu, avecl < Psuc < N)

- la quantité de pieces (nombre réel b.., avec 0.01 < bu < 99 9)

ij?

- nombre des machines compatibles avec l'opération (nombre entier
ij, avecl < ij <20)

pour chacune de ces machines k (k= 1, 2, ij)
- numéro de la machine (nombre entier Pm. i avec 1 < Pm. ) < M)
- temps de fabrication (nombre réel tauy,, avec 0.1 < tay, S 9. 99)
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- ANALYSE PRELIMINAIRE -

D'aprés les données déterminant le processus de production on
connait pour chaque type d'opérations un ensemble de machines
compatibles. Nous cherchons ici pour chacune des machines
l'ensemble des types d'opérations compatibles, et nous notons {Pojk}
- 1< j<Noy l'ensemble des types d'opérations compatibles avec la

machine k (k=1, 2,....M)

herche du t le fabrication le gl

Le temps de fabrication le plus court, noté dt, détermine la durée des
périodes élémentaires considérées au niveau du contréle opératoire
de la production.

lassification des tvpes de pi

Les matidres premieres correspondent a l'ensemble des types de
pieces { Pp; 11 <i <Np qui ne sont pas obtenues par des opérations. Les
produits finis correspondent & l'ensemble des types de piéces { Pf; }
1<i<Nf qui ne sont pas nécessaires pour effectuer des opérations.
Enfin, les produits semi-finis correspondent a l'ensemble des types
de piéces { Ps; }1 <i<Ns qui ne sont ni matiéres premiéres ni produits
finis.
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A3.2. Fonction de la procédure "commerce "
A T'aide de la procédure "commerce”, il est possible d'enregistrer la durée des

périodes de planification, le nombre des périodes et pour chacune des périodes la
demande en produits finis.

- MENU -

A condition que la demande des produits finis soit enregistrée, il est possible de
vérifier l'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

service de commerce

saisie de l'enregistrement ? ......... veeenn (8)
nouvel enregistrement de la demande ? (n)
quitter le service de commerce ? ... ...... ()

S'il s'agit du premier enregistrement et si le processus de production est spécifié,
alors la procédure propose un menu similaire, dans lequel on a le choix entre
une nouvelle spécification de la demande en produits finis et la fin du service de
commerce.

- SPECIFICATION DE LA DEMANDE -

- nombre des périodes (nombre entier NT, avec 1 < N < 999)
- durée des périodes (nombre réel Dt, avec 0.01 < Dt < 99.99)

pour chaque période t (t=1, 2, ...,NT) et
pour chaque type de produits finis i (i=1, 2,...,Np
la demande (nombre réel d;;, avec 0 < d;; <99.9)
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A3.3. Fonction de la procédure "comptable "
A l'aide de la procédure "comptable" il est possible d'enregistrer les coiits

unitaires de stockage, les coits unitaires de pénurie et les coiits unitaires de
fonctionnement des machines.

A condition que les coits unitaires soient enregistrés, il est possible de vérifier
l'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

service comptable

saisie de l'enregistrement ? ...... (s)
nouvel enregistrement des coiits ? (n)
quitter le service comptable ?

S'il s'agit du premier enregistrement et si le processus de production et la
demande des produits finis sont spécifiés, alors la procédure propose un menu
similaire, dans lequel on a le choix entre une nouvelle spécification des coiits et
la fin du service comptable.

- SPECIFICATION DES COUTS -

pour chaque type de produits finis i (i=1, 2, ..., Np
colit unitaire de pénurie (nombre réel cr;, avec 0.0 < cr; < 999.99)
coiit unitaire de stockage (nombre réel cs;, avec 0.0 < cs; < 999.99)

pour chaque machine k (k=1, 2, ..., M)
coGt unitaire de fonctionnement (nombre réel cuy, avec 0.0 < cup <
999.99)
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A3.4. Fonction de la procédure "mesures"”

A l'aide de la procédure "mesures", il est possible de décrire 1'état initial du stock
des matiéres premieres, des produits semi-finis et des produits finis. Aprés avoir
appelé la procédure apparait le message :

mesure de 1'état initial

La procédure demande ensuite de décrire 1'état initial des stocks pour chaque
type de piéces i (i=1, 2, ..., N). La vérification de l'enregistrement n'est pas
prévue.

A4. Fonction des procédures d'agrégation
Les procédures : "agrégationl”, "agrégation2" et "agrégation3" sont destinées a
agréger les entités du modeéle de maniere a ce que la procédure "master" soit
capable de planifier la production. Pour un probléme donné, il suffit que 1'on
applique chacune de ces procédures une seule fois. Les résultats des agrégations
sont enregistrés et il est possible de vérifier l'enregistrement.

A4.1. Fonction de la procédure "agrégation 1"

La procédure "agrégationl” a pour objet de regrouper les machines de types
similaires. Un ensemble de machines similaires, appelé ilot, est ensuite traité
comme une machine ayant des temps globaux de fabrication par opération. Les
opérations a effectuer sont a répartir sur les machines de 1'ilét, avec un ratio
fixé. Le colit de fontionnement d'un ilot est déterminé en fonction des coiits de
fonctionnement des machines constituant 1'ilét et des ratios suivant lesquels les
opérations sont & répartir sur les machines.
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- MENU -

A condition que I'agrégation ait déja été effectuée, il est possible de vérifier
I'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

calcul d' agrégatlon ) OO
qUItter 7 e (q)

Sinon la procédure propose un menu similaire, dans lequel on a le choix entre
"nouveau calcul” et "quitter".

METHODE -

Pour regrouper les machines en ilots, nous considérons un graphe, ou chaque
sommet du graphe représente une machine. Deux sommets k et 1 sont réliés par
un arc, s'il existe un type d'opérations j qui est compatible avec les deux
machines représentées par ces sommets. Nous cherchons ensuite les
composantes connexes du graphe. Les machines représentées par les sommets
d'une composante connexe forment un ilot.

- SPECIFICATION DES DONNEES -
- nombre d'ilots (noxhbre entier Ma, avec 1 < Ma < M)
pour chaque machine k (k =1, 2,..., M)

- numéro de 1'ilot de la machine (nombre entier am, , avec1 < amy <
Ma)
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pour chaque type d’opérations j(j=1, 2, ...,0)

- numéro de 1'ilot qui est compatible avec le type d' opérauons
(nombre entier ao;, avecl < ao; < Ma)

- temps de fabrication global sur lllot compatible
(nombre réel positif tetal. )

- colt d'immobilisation de 1110t pour effectuer une opératlon
(nombre réel non négatif cul, J)

- ratio avec lequel les opérations de ce type sont & répartir sur les
machines constituant 16t (M nombres réels non négatifs (r1 K
pourk=1,2,..M)

A4.2. Fonction de la procédure "agrégation 2"

La procédure "agrégation2” a pour objet de regrouper les opérations. Dans cette
procédure, nous déterminons, pour chaque type de produits finis, le nombre total
d'opérations a effectuer sur chacun des ilots. Simultanément, nous déterminons
les quantités de matieéres premiéres et les quantités de produits semi-finis qui
sont nécessaires pour pouvoir effectuer les opérations. Enfin nous exprimons les
temps de fabrication et les cotits de fonctionnement des ilots de manidre globale
par produit fini.

Cette procédure ne vérifie pas si les calculs ont déja été effectués. Elle pose
d'abord la question suivante :

nouveau calcul souhaité ? ... (oui/non)
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Lorsqu'on choisit l'instruction o, la procédure commence a effectuer les calculs
d'agrégation; le résultat des calculs sera enregistré. Aprés un certain temps de
calcul (ou immédiatement lorsqu'on choisit l'instruction n), la procédure pose la
question

Eériﬁcation du résultat ? ... (oui/non))

Si la réponse est o et si le résultat est enregistré, le résultat des calculs est montré
sur l'écran. Si la réponse est n, ou si le résultat des calculs n'est pas enregistré
(c'est le cas, si les données sont incomplets), on quitte la procédure.

- METHODE -

Le nombre d'opérations a effectuer par type d'opérations et les quantités de
matiéres premiéres et de produits semi-finis nécessaires pour obtenir un produit
fini sont déterminées simultanément. Pour chaque type de produits finis, nous
cherchons d'abord les types d'opérations qui conduisent & ce type de produits
finis. Nous déterminons également pour chacun de ces types le nombre
d'opérations a effectuer pour obtenir une unité de produit. Ensuite nous
déterminons de maniére itérative

- pour chacune de ces opérations, les quantités de produits
semi-finis (respectivement matiéres premiéres) nécessaires,

- pour chacun de ces produits semi-finis, le nombre d'opérations
par type a effectuer pour obtenir les produits semi-finis.

Nous appliquons cette procédure jusqu'a ce que pour chaque type d'opérations et
pour chaque type de pieces le nombre (respectivement la quantité) nécessaire
pour obtenir une unité de produit fini soit déterminé(e). Ensuite, nous
déterminons les temps globaux de fabrication par ilot pour obtenir une unité de
produit fini et le coiit global de fonctionnement.
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- SPECIFICATION DES DONNEES ENREGISTREES.-

pour chaque type de produits finis mu (mu=1, 2, ..., Nf)
pour chaque type de piéces i (i=1, 2, ..., N)
- quantité de piéces nécessaire pour obtenir une unité de produit
(nombre réel non négatif Pmu i)
pour chaque type d'opérations j (j=1, 2, ..., O)
- nombre d'opérations a effectuer pour obtenir une unité de
produit (nombre réel non négatif ) )
- colt de fonctionnement d'ilét (nombre réel non négatif cu2, )
pour chaque ilot k (k=1, 2, ..., Ma)
- temps de fabrication (nombre réel non négatif teta, )

A4.3. Fonction de la procédure "agrégation 3"

La procédure "agrégation3" a pour objet de regrouper les types de produits finis
en familles de produits. Il est possible de regrouper les types de maniére
automatique ou manuelle. A chaque type de produits est associé un poids qui
indique l'importance du produit dans sa famille. Les types de produits d'une
famille sont ensuite considérés comme étant du méme type. Nous déterminons
donc les temps de fabrication, les cotits d'utilisation des machines, les cofits de
stockage et les cofits de pénurie de manidre globale par famille de produits finis.

- MENU -

A condition que l'agrégation soit effectuée, il est possible de vérifier
I'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

(s)ﬁ

saisie de l'enregistrement ?
nouvelle constitution des familles ?
quitter ? ............... hereeitenrenennees

Sinon la procédure propose un menu similaire, dans lequel on a le choix entre
"nouvelle constitution des familles" et "quitter".
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- METHODE -

Les familles de produits s'obtiennent par le regroupement manuel des types
produits finis. L'utilisateur choisi d'abord le nombre des familles de produits.
Ensuite, il affecte chaque type de produits finis 4 une familles et associe un poids
au type de produits dans cette famille. Il est possible de consulter le programme
principal "cluster" qui propose une classification automatique des types de
produits finis. Pour pouvoir appeler ce programme principal il est nécessaire de
quitter les applications du logiciel "master-slave".

- DONNEES ENREGISTREES -

- nombre de familles (nombre entier positif nf, 2 choisir de maniére a
ce que le produit nfx NT soit inférieur ou égal & 50, ou NT est le
nombre de périodes de planification)

pour chaque type de produits finis mu (mu=1, 2, ..., Np
- famille du type de produits finis (nombre entier fam, ., avec1 <
fam = <nf)
- poids du type de produits finis dans sa famille (nombre réel non
négatif r3 )

pour chaque famille de produits finis (i=1, 2, ..., nf)

- coilit de stockage pour une unité de produit de la famille durant
Dt unités de temps (nombre réel non négatif cs3;)

- coQit de pénurie associé au retard de livraison d'une unité de
prodﬁit de la famille durant Dt unités de temps (nombre réel
non négatif cr3;)

- coits de fonctionnement des flots pour fabriquer une unité de
de produit de la famille (nombre réel non négatif cu3;)

pour chaque ilot k=1, 2, ..., Ma)
- temps demandé a I'ilét pour fabriquer une unité de produit
de la famille (nombre réel non négatif teta3;, )
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Ab5. Fonction des procédures de planification et de
contrdle

Les procédures "master”, "desagrégation” et "slave" sont destinées a planifier et

a controler la production de 1'atelier considéré. Si, au niveau du menu principal,

l'utilisateur choisit de planifier et de contréler, alors le programme principal

"master-slave" appelle, aprés le choix du nombre des périodes de planification,

successivement les trois procédures. ‘

A5.1 Fonction de la procédure "master"

La procédure "master” a pour objet de déterminer pour chacune des familles de
produits finis les quantités de produits a effectuer sur les périodes de
planification choisies. Les quantités sont déterminées de maniére a ce que les
machines de 'atelier soient capables d'effectuer les travaux correspondant et que
la somme des cofits globaux (les coiits de pénurie, les coiits de stockage et les
coits d'utilisation des machines) soit minimisée.

Aprés l'appel de la procédure "master" par le programme principal, la
procédure envoie le message

Y

La procédure commence ensuite & effectuer les calculs de planification. A

condition que les données qui déterminent le probléme soient -complétes et
cohérentes, que les calculs d'agrégation soient effectués, et que les dimensions
soient respectées, la procédure conduit au résultat souhaité. A la fin des calculs,
elle pose la question suivante :

Gériﬁcation du résultat " ...... (oui/noa

et l'utilisateur peut vérifier combien de produits finis (par famille) sont a
effectuer sur les périodes de planification. Il est également possible de vérifier
I'état prévisionel des stocks.
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- METHODE -

Les quantités de produits finis a fabriquer sont déterminées par un programme
linéaire. Nous produisons d'abord un tableau du simplexe qui correspond au
modele de planification. Ensuite, nous appelons la procédure "simplex”. Cette
procédure conduit a la solution optimale du programme linéaire. Enfin, nous
traduisons cette solution sur le plan de notre modéle.

- DONNEES ENREGISTREES -

pour chaque période t (t=t1, t1+1, ..., t1+NT-1)
pour famille de produits finis i (i=1, 2, ..., nf)
- _quantité de produits a fabriquer durant la période (nombre réel
non négatif u;,)
- état prévisionel du stock de la famille en fin de la période
(nombre réel x;;)

A5.2 Fonction de la procédure "désagrégation”

La procédure "désagrégation” a pour objet de traduire le plan de production
global déterminé par la procédure "master” en un plan de production détaillé
calculé par la procédure "slave" : les quantités de produits finis (par famille) a
fabriquer durant la premiére période de planification sont converties en nombres
d'opérations a effectuer sur les machines.

Aprés l'appel de la procédure "désagrégation” par le programme principal, la
procédure envoie le message

La procédure commence ensuite & convertir le plan de production global en un
plan de production détaillé. A condition que le plan de production global soit
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correctement enregistré, la procédure "désagrégation” conduit au plan de
production détaillé . A la fin du processus de désagrégation, apparait la question
suivante : ' ’

(vériﬁcation du résultat ? ...... (oui/nora

et l'utilisateur peut vérifier combien d'opérations sont a effectuer par type
d'opérations et par machine durant la premiere période de planification (sur
l'horizon glissant).

- METHODE -

Nous considérons les quantités de produits finis & fabriquer par famille durant la
premiére des périodes de planification. Nous convertissons d'abord les quantités
de produits finis par famille en quantités de produits finis par type en tenant
compte des poids des types de produits dans leurs familles ("agrégation3").
Ensuite, nous déterminons les nombres d'opérations a effectuer pour obtenir les
quantités de produits finis ("agrégation2"). Enfin, nous répartissons les
opérations sur les machines en tenant compte du ratio fixé par la procédure
"agrégationl”.

- DONNEES ENREGISTREES -

pour chaque type de produits finis i (i=1, 2, ..., Nf)
- quantité de produits & fabriquer durant la premiére des périodes
sur l'horizon glissant (nombre réel non négatif u3;)
- pour chaque type d’opérations j(i=1, 2, ..., O)
- nombre d'opérations a effectuer durant la premidre des périodes
sur I'horizon glissant (nombre réel non négatif u2j)
pour chaque machine k (k=1, 2, ..., M)
- nombre d'opérations a effectuer sur la machine durant la
premiére des périodes sur 'horizon glissant (nombre réel non
négatif uljk)
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A5.3. Fonction de la procédure "slave"

La procédure "slave" a pour objet de lancer les opérations sur les machines de
maniére 3 ce que les nombres déterminés par la procédure "désagrégation"
soient satisfaits.

Apres l'appel de la procédure "slave" par le programme principal, la procédure
envoi le message ‘

La procédure commence ensuite a lancer les opérations sur les machines. A
condition que le plan de production détaillé soit correctement enregistré, la
procédure "slave" détermine pour chacune des machines I'ordre dans lequel les
travaux sont a effectuer'par la machine. A la fin du calcul, apparait la question
suivante :

(vériﬁcation du résultat ? ...... (ouj/noxg

et l'utilisateur peut vérifier le résultat des calculs sous la forme d'un diagramme
de Gantt.

- METHODE -

Nous considérons le temps de fabrication le plus court comme étant la durée des
périodes élémentaires. Le nombre des périodes élémentaires est donné par le plus
petit nombre entier qui est supérieur au quotient : "durée des périodes de
planification" / "temps de fabrication le plus court" .
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~Nous vérifions successivement pour chacune des périodes élémentaires s'il y a
une machine libre. Lorsqu'une machine est libre, nous vérifions si la machine
est devenue libre durant la dernidre période. Dans ce cas de figure, nous
augmentons les stocks de produits semi-finis et de produits finis des quantités
que l'on obtient par l'opération effectuée sur la machine. Ensuite, nous
cherchons l'ensemble des types d'opérations

- qui sont compatibles avec l1a machine

- pour lesquels les piéces nécessaires pour commencer une
opération sont disponibles

- et pour lesquels les opérations restant a effectuer pendant la
période de planification ne sont pas nulles.

A condition que l'ensemble des types d'opérations ne soit pas vide, nous
cherchons ensuite le type d'opérations le plus urgent, c'est-a-dire le type
d'opérations dont le nombre d'opérations restant a effectuer sur la machine
pendant la période de planification est le plus grand. Nous langons une opération
de ce type sur la machine :

- on diminue les stocks de matidres premiéres et de produits
semi-finis, des quantités nécessaires pour commencer le travail,

- on diminue le nombre d'opérations restant a effectuer d'une
unité,

- on note la date a laquelle 1'opération est terminée.

- DONNEES ENREGISTREES -

pour chaque période élémentaire t (t =(t1-1) x nps+1,...,t1 x nps
pour chaque type de piéces i (i=(1, 2, ..., N)
- l'état réel du stock (nombre réel X;¢)
pour chaque machine k (k=(1, 2, ..., M)
- type d'opérations avec lequel la machine est occupée (nombre
entier Jy, avec 0 < J <0 et dJy =0, si la machine est libre)
- date a partir de laquelle 1a machine est libre (nombre réel datey,
0< date, <txdt +taqu’k)
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RESUME

Cette theése s'intéresse aux problémes posés par la gestion de production d'un atelier. L'atelier
considéré consiste en un ensemble de machines, destinées a transformer des matiéres premiéres
en produits finis en passant par des états intermédiaires (produits semi-finis). La flexibilité de
l'atelier se caractérise par les degrés de liberté suivants : une machine est capable d'effectuer
plusieurs types d'opérations et une opération peut étre effectuée par plusieurs machines.

L'objectif consiste & planifier et & commander la production de telle sorte qu'une fonction
économique, qui tient compte des colits de stockage, des colits associés aux retards de
livraison et des coiits engendrés par I'immobilisation des machines, soit minimale. Ceci doit
étre fait en respectant les contraintes suivantes : une machine ne peut effectuer qu'une seule
opération 2 la fois, on ne peut lancer une opération que si toutes les matiéres nécessaires sont
disponibles, et une opération commencée doit étre terminée sans interruption.

‘Pour atteindre cet objectif, nous développons une procédure de planification et de commande
hiérarchique a deux niveaux. Le niveau supéricur est appelé "niveau du maitre" et le niveau
inférieur, "niveau de I'esclave”

La tiche du maitre consiste a déterminer, période par période, le nombre d'opérations désiré par
type d'opérations a effectuer sur chacune des machines. Pour obtenir un tel cadre de
planification a ce nivean, on relaxe les contraintes détaillées et on se contente d'informations
telles que les capacités globales des machines. On obtient alors un probléme de programmation
linéaire. Si le nombre des variables et des contraintes se limite 2 quelques centaines, il est
‘possible d'utiliser, méme sur micro ordinateur, des méthodes de programmation linéaire. Si la
dimension du systéme est trop importante, l'utilisation de la programmation linéaire devient
impossible et nous proposons une procédure d'agrégation-désagrégation.

La tiche de l'esclave consiste & commander les activités des machines dans le temps, de telle
sorte que les travaux imposés par le maitre soient réalisés. A ce niveau, nous considérons
toutes les contraintes de maniere détaillée. Pour déterminer la commande, nous choisissons un
ensemble de priorités a I'aide desquelles nous déterminons les activités des machines en temps
réel en fonction du nombre d'opérations imposées par le maitre et de 1'état réel des stocks.

Si l'esclave ne conduit pas a la production prévue par le maitre, il y a une divergence entre 1'état
réel et I'état prévisionnel des stocks. Le inaitre tient compte de ce fait et relance les calculs de
planification a partir de 1'état réel des stocks. De cette maniére, on obtient un systéme de

planification et de commande en boucle fermée. Le redémarrage sur 'horizon glissant permet
ainsi une correction auto-adaptative.
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