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ABSTRACT

This thesis addresses problems of planning and controllnS prg{u-ction of a manufacturing
system..The system considered coniists of â set of machinës'which transform raw-materiali
successively.i-nto in-process parts and filqlly into end-prcducts. The flexibility of tneiyiem is
:lry"t"fl"a by,the fo[.owing-dggrees of frèedom: a màchinels able qo p".f6.- Anereiriypei
of operations and operations of the same tn e can be performed on differènt machines.

f!" ggtt is to plan and-to ggntrol the production so as to minimize a performance criterion which
takes inventory costs, backlogging costs and costs associated with il're use of the machines into
consideration. The optimisatiôn is-subject to ttrg following processing conaitions: a machine can
only.perform one operation at-a time,- a machine can stàri to perfoim an ôpoàtiononriiCuii
required parts are available, and operations must be completed ùittrout inænriptiôns.

In order to archive this goal-we develop a hierarchical planning and control procedure with two
decision levels. The upper level is refèrred to as the '-master--level" and Oé tô*et level as the"slave-level".

The task of the master consists in determinqg thg amount-of operations (per operation type) to
be performtd 9n the machines over given plànning periods. tnsteào or tnîoJtfu-kd ptoée'#;È
co-nditions, rather simple constraints:of prùuction-capacity are taken into accôunt. bue to thiî
relaxation, a linear programming problerir is obtained. Ïf tné problem is limited to so,,," hundred
variables and constraints, it is qossigle (even on a micro-ôomputer) to compute the optimal
sglutignusing.linegr plogramming..For ihe treatment of large'scalé prouieds, which èannot
directly be solved b1 the use of a linear programming metliod, we fropose an aggregation-
di saggre gation procedure.

The task of the slave consists in controling the activities of the machines in real time in such a
way thatthe master.plan is completed. At-this level the precise processing cônaitions trota. m
order to determine the control wè choose a set of priority^rules which aeteririnàttre activities of
the machines as a function of the volumes of opeiationiimposed by thé ma$i and the state of
the inventories.

If the slave does not satisfy the master plan, the real state of the inventories differs from theplanned one. The ma:ter tr: $rqppanèies into accounr and rystarts ittè pi*"i"g on a rolling
horizon.up !o the r-eal state of the inientories. In- this way a closed toop ptannin[ and connof
system is obtained, whereby the schedule on the rolling horizon yield's io àuio-àaupi.ti*
planning conections.

QUr.*"o.*o ErREcrcLÊ
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INTRODUCTION

'L'automatisation 
des processus de fabrication est la suite logique et le

prolongement de la révolution industrielle' (Simon tlg7?l).

Au début des années 60, un premier pas important du processus
d'automatisation fut le développement dç machines à commande numérique,
dont les successeurs ont été la commande numérique par ordinateur, la
commande numérique directe et la commande adaptative (Kief t1g84l).
Parallèlement, la technologie de groupe, dont le concept est essentiellement basé
sur les méthodes de classification de pièces, a été introduite par Mitrofanov
t19601. Ces travaux ont été étendus sous la forme d'e systèmes de codage par Opitz
t19641 et ont pour successeur le concept d'élaboration des gammes assistée par
ordinateur (Chang et Wysk [1985], Evereheim et Lock [1983], Nadif et al. tlg8bl).
Les travau:r sur la commande numérique et ceux sur le concept de technologie
de groupe conduigent aux systèmes de fabrication assistée par ordinateur
(Hatvany t1983]) que I'on a cornrnené à connecter à des systèmes de cnnception
assistée par ordinateur (Hatvany tlg77)) dès la fin des années ?0.

Un autre pas important du processug d'automatisation fut le développement des
robots industriels permettant d'effectuer des opérations compliquées coynme, pâr
exemple, le soudage, I'assemblage ou le chargement automatlque des machines
outils (Brady [1982], Coiffe tlg86]). Avec le transport de pièces entre plusieurs
machines ou centres d'usinage à CN (Commande Numérique) par des robots, on
a commencé à former des cellules de fabrication automatisées, aussi appelées
cellules flexibles lorsque le concept de technologie de groupe est appliqué (King
[1980J' Kusiak tl985]). Les lignes flexibles d'assemblage, dans lesquelles le flux
des matières est unidirectionnel, et les ateliers flexibles, dans lesquels le
transport des pièces est réalisé par des chariots mobiles ou des transtockeurs,
sont le prolongement logique du concept de cellules flexibles.

Les travau:x sur les systèmes de gestion de production assistée par ordinateur
qui recouvrent des fonctions diverses, comme la planification des besoins en
matériel (Orlicky [1975]), le calcul de la capacité et le calcul des besoins nets de
production (Gunn [1981]), montrent que le concept de CIM (Computer Integrated
Manufacturing) - soit I'idée d'intégrer tous les domaines fonctionnels par le
moyen des ordinateurs - est induit par les besoins des entreprises d'aqiourd'hui.
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La figure ci-deseous illustre le développement chronologique du processds de
I'automatisation en productique à partir des années 60. Alors que les premiers
sysêmes de CAO et de FAO étaient déjà disponibles gur le marché au début des
années 7O et que la première approche de connexion de ces deux systèmes
s'effectuait vers la fin de cette période, les premiers essais pour fomer dee
ateliers flexibles ont été effectués au cours des années 80. Nous considérons le
développement des sysêmes de MRP (Material Requirements planning) comne
étant l'étape préalable nécessaire pour pouvoir réaliser le concept de CIIVI. En
effet, le développement de tels systèmes permet d'effectuer le lien entre les
fonctions techniques et les fonctions économiques de I'entreprise grâce aux
traitement informatisé des infomations.
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1950

Comnande Numérique
Commande Numérique par Ordinateur
Commande Numérique Directe
Commande Adaptative
Technologie de Groupe
Elaboration des Gammee (Computer Aided Process Planning)
Fabrication Assigtée par Ordinateur
Dessin Aesisté par Ordinateur
Conception Assietée par Ordinateur
Méthode des Elémentg Finis
Modélisation Géonétrique
Intelligence Artifrcielle
Ateliers Flexibles (Flexible Manufacturing Systems)
Système d'Information de Gestion (Management Information Systeme)
Planification des Besoins en Matières (Material Requiremente Planning)
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Dans le cadre de ce travail, nous rrous intéressons aux problèmes que I'on
rencontre lorsqu'on cherche à commander les opérations que les machines
constituant un atelier devront effectuer. En considérant les systèmes de MRP I
(Material Requirements Planning) qui ne traitent que la planificatign des besoins
en matériel et les systèmes de MRP II (Material and Resource Planning) dans
lesquels s'effectuent également le calcul de la capacité et celui des besoins nets,
I'extension aux systèmes qui déterminent, pour chacune des machines d'un
atelier, l'àrdre suivant lequel la machine doit effectuer des opérations, est sans
cesse un point crucial dans I'automatisation des processus de fabrication.

Cependant, le traitement des problèmes de ce t1rye est une tâche complexe et, à
notre connaissance, on ne sait pas encore comment se servir efEcacement du
calcul de capacité et du calcul des besoins nets pour déterminer un
ordonnancement en un temps acceptable.

Dans la planification des besoins en matériel et le calcul de la capacité et des
besoins nets, il est commode de considérer le flux de matière à travers le système
de production comme étant continu. Des modèles à flux tendu sont utilisés, par
exemple, pour déterminer le lissage optimal de la demande (Bensoussan et al.
[1983], Libosvar t19881) ou pour équilibrer la charge des machines (Frein et al.
[1987], Hillion et al. [1988], Tsitsiklis t1g?51). En considérant simplement que le
flux des matières à travers I'atelier est continu,les méthodes de la programmation
mathématique - en particulier, les méthodes de la progrommation dynamique
(Bellman t19571) et les méthodes de progro"'mation linéaire (Dantzig t19631) -

deviennent accessibles pour déterminer le flux optimal. Lorsque le modèle à flux
tendu est très complexe, les méthodes de programmation mathématique ne
peuvent pas être directement appliquées pour déterminer le flux optimal, alors
des procédures d'agrégation-désagrégation (Axsâter [1981], Holt et al. [1960],
Bitran et Hax ll977l) représentent une alternative intéressante.

Le résultat d'un modèle à flux tendu (politique de stockage, et de débit de
production) n'est pas directement applicable pour commander les opérations que
les machines constituant I'atelier dewont effectuer. Pour pouvoir commander les
opérations à effectuer en temps réel, on a besoin d'informations plus précises
pour répondre à la question : quelle opération doit être effectuée par quelle
machine et à quel instant ?
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La prise en considération des contraintes en temps réel, par eFemple, la
contrainte dûe au fait qu'une machine ne peut effectuer qu'une seule opération à
la fois, conduit à des problèmes d'optimisation combinatoire. Il est connu que les
problèmes d'ordonnancement et lee problèmes d'affectation sont NP-difficiles
(Baker ltgZ+], Cofuan [1976], Graves [1981]), c'est à-dire que le volume des
calculs croît de rnanière e:rponentielle avec le nombre de variables du modèle, et
qu'on ne trouve pas de méthodes qui conduisent à la solution optimale en un
temps raisonable en pratique. En tenant compte de la sornplexité des problèmes
industriels réels, il est donc néceseaire de développer des méthodes heuristiques
qui ne conduisent pas nécessairement à la solution optimale, ,nais qui, avec un
volume de calculs acceptable, conduisent à une solution proche de I'optimqm.

Il semble naturel, de profiter des avantages des modèles à flnx tendu pour ajouter
des contraintes aux problèmes de I'ordonnancement et ainsi réduire leur
combinatoire. Dans cette thèse, nous pnoposons une approche de ce t1rye pogr qn
atelier dont les machines peuvent effectuer des opérations diverses telles que
I'usinage, I'assemblage, le contrôle de quatité, etc..



CTIAPITRE 1

Cadre Conceptuel

Ce premier chapitre introduit le problème de la gestion de production
tel que nous le coneidérons et pour lequel nous développons une
méthode de résolution dans les drapitres suivants de cette thèse. Pour
pouvoir situer le problème et la méthode proposée, Dous nous
intéressons d'abord, dans le paragraphe 1.1, aux principes de la gestion
hiérarchisée. Ensuite, dans le paragraphe 1.2, nous eraminons l'état
de.l'art sur I'approche hiérarchisée en gestion de production. A la fin
de ce chapitre, nous fournissons nne descriptioninformelle du problème
que nous traitons et de I'approe,he que nous proposons.



-6

1.1. vers une gestion de production hiérarchisée

Dans la littérature des sciences économiques et de la recherche opérationnelle, on
distingue deux approches différentes de la modélisation des problèmes de prise de
décision : I'approche monolythique et I'approche hiérarchique (Bitran et Hax 111977!,
Graves t19811).

- Dans I'aoproche monolythioue, on décrit complètement le problème
de prise de décision dans un modèle unique. Toutes les variables de
décision et les relations entre ces variables apparaissent donc de
manière détaillée dans le modèle.

- Dans I'approche hiérarc , on décompose le problème en un
certain nombre de niveaux de prise de décision. Les décisions sont
ensuite prises en descendant dans la hiérarchie. Les décisions d'un
niveau donné déterminent I'ensemble des solutions admissibles
(c'est-à-dire les contraintee) du niveau immédiatement inférieur.

L'avantage de I'approche monolytique provient du fait qu'on I'on peut établir le
modèle de manière très simple. Pour ceci, il suffrt de choisir I'ensemble des
variables de décisions et de décrire les relations qui les lient avec le degré de
précision souhaité. Cependant, les problèmes de prise de décision se présentent
souvent sous forme de problèmes de programmation mixte qui sont d'autant plus
difliciles à résoudre que le nombre des variables est important. En cherchant à
résoudre un tel problème, pâr exemple en utilisant une méthode de séparation et
évaluation (Knuth [19?1], Ross lLg77l, Roy [19?0]), on est certain d'atteindre une
solution optimale mais en général le coût de calcul n'est pas raisonable, car
non-pol5mômial. En utilisant une méthode de relaxation de Lagrange (Dzielinski et
Gomory [1965], Kleindôrfer et Newson [19Tb], Lasdon et Terjung [lgzl]), on se
rapproche en général de la solution optimale avec un coût de calcul plus faible,
mais on n'est pas certain d'atteindre effectivement la solution optimale.

Le point crucial de I'approche hiérarchique est la décomposition préliminaire du
problème global de prise de décision en une suite de sous-problèmes plus simples.
Par rapport à I'approche monolytique, I'approche hiérarchique a I'avantage d'avoir
un processus de prise de décision simple. Cependant, la décomposition arbitraire
du problème a I'inconvénient de ne pas conduire sûrement à la solution optimale
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lorsqu'on prend les décisions de manière successive en descendant dans la
hiérarchie et en ne remettant jamaie en cause les décisions des niveaux supérieurs.
La performance du résultat dépend essentiellement du choix de la hiérarchie.

Par la suite, nous nous intéressons au concept de la gestion de production
hiérarchisée. Nous décrivons d'abord de manière brève comment nous voyons le
rôle d'un système de gestion de production. Ensuite, nou6 nous intéressons à la
structuration d'un système de gestion de production hiérarchisée.

1.1.1. Rôle d'un système de gestion de production

Un système de production est un ensemble de ressources (ressources humaines,
machines, unités de transport, stations de contrôIe,...) destinées à transfomrer des
matières premières en produits finis.

Le système de sestion de oroduction est destiné à commander le système de
production. En d'autres termes, il doit déterminer les activités que dewont effectuer
les resgources du système de production. Vu la dynamique du processus de
production, les commandes sortant du système de gestion se présentent sous forme
d'une suite de commandes, encore appelée contrôle.

Le but est d'atteindre un objectif en optimisant un (ou des) critère(s). L'horizon de
planification donne la période sur laquelle g'effectue la recherche de la cpmtnande
(ou contrôle) optimale.

Nous constatons d'une part que les commandes que I'on déduit de I'analyse du
modèle gont fonction de l'état du processus de production et d'autre part que le
comportement du sysême de production est fonction des commandes sortant du
sysême de gestion de production. La relation entre le système de gestion et le
système de production apparaît donc oornme un sysême en boucle fermée (Figure
1.1), que I'on appelle - en utilisant le langage des automaticiens - système asservi
ou asser:vissement.

Remarquons qu'en pratique, inten'iennent des aléas endogènes et exogènes dans le
sysême de production.
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Figure 1.1 : Commande d'un sysême de production

La cohérence entre l'état réel du processus de production et l'état prévisionnel
dépend essentiellement du modèle que I'on utilise au niveau du système de gestion
de production. On comprend que l'état réel sera d'autant plus cohérent avec l'état
prévisionnel que le modèle utilisé sera détaillé et réaliste. En outre, comme le
modèle doit permettre de décrire le comportement futur du système et comme des
informations sur le futur sont incertaines, on comprend également que
I'incohérence augmente lorsque I'horizon de planification devient important.

L.L.z. Structuration hiérarchique d'un système de gestion de production

Un système de gestion de production hiérarchisée se compose d'un certain nombre
de niveaux de prise de décisions. Les niveaux sont reliés entre eux par le flux des
décisions qui descendent dang la hiérarchie et par les retours d'informations sur
l'état du sysême qui remontent dans la hiérarchie (FigureL.2).

Au niveau le plus élevé de la hiérarchie, on considère en général un modèle global
et on cherche à optimiser le comportement de ce modèle par rapport à un critère
que I'on choisit sur un horizon de planification important. Les décisions prises

Système
de production
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Figrrre 1.2 : Structure d'un sysême de gestion de production hiérarchisée

déterminent la stratégie de I'entreprise. On passe ensuite à un modèle plus détaillé
dont on cherche à optimiser le comportement Bur un horizon de plarrifrcation plus
restreint'en tenant compte des décisions prises au niveau supérieur. A chaque
niveau, les décisions sont prises afin d'optimiser le comportement du modèle de ce
niveau en tenant compte des décisions prises aux niveaux supérieurs. De cette
manière, on atteint, en bas de la hiérarchie, le niveau le plus détaillé qui est celui
du contrôle de la production en temps réel.

On considère donc des modèles et des criêres différents à chacun des niveaux que
l'on va évoquer. Au niveau le plus élevé, on travaille avec des entités très agrégées
qui sont des sous-systèmes de production (ensemble de machines, ateliers, ou
parfois usineg) et des familles de produits qui regroupent des produits ayant un
comportement analogue lors de leur passage dans le sysême de production. On
réduit ainsi le nombre d'entités à prendre en compte. En outre, la taille de I'horizon
pemet souvent de raisonner en flux continu, et non par unités de produits. Les
sous-sysêmes de production et les familles de produits s'affinent en détail au fur et
à mesure que I'on se rapproche du niveau le plus bas. A ce niveau, les entités
manipulées sont effectivement les machines et les pièces.

TI

Système
de production
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Etablir un sysême de gestion de production hiérarctrisée revient à choisir le nombre
de niveaux de prise de décieions, un modèle pour chaque niveau et enfin une
méthode pour coondonner le flux dee décisions et le retour des informations entre
les différents niveaux.

Nous ne parlons pas ici du c,hoix du nombre de niveaux de prise de décisions. Ce
choix dépend essentiellement de la complexité du système que l'on considère : le
nombre de niveaux est d'autant plus grand que le système de production est
complexe. On comprend que le nombre de niveaux d'un sysême de gestion deetiné
à commander une seule machine est inférieur à celui d'un système de gestion
destiné à commander une cellule flexible, et ainei de suite.

Nous allons parler plus anplement dane les paragraphes suivants de la
constitution des modèles que I'on peut utiliser aux différent niveaux de la hiérarchie.
Considérons' pour I'instant, que le modèle d'un niveau donné se compose d,un
ensemble de variables de décisions, d'un ensemble de contraintes définissant les
décisions admissibles et d'un (ou plusieurs) critère(s) qui caractérise(nt) les
décisions.

I.2. Etat de I'art

Après avoir vu les principes de base de la gestion hiérarchisée, nous nous
intéressons dans ce faragraphe aux aspects pratiques, c'est-à-dire à des modèles de
gestion de production hiérarchisée qui ont été développés pour des problèmes
concretg.

L'état de I'art de Dempster et al. tlgSll, de Gelders et van Waesenhove [19g2], de
Gersh\rin et al. [1980] et celui que l,on trouve dans la thèse de Jônsson llgg3] ou,
plus récemrnent, de Libosvar [1988], montrent que I'approche hiérarchisée
intéresse de nombrerxr chercheurs. Compte tenu du grand nombre d'articles
existants sur I'approche hiérachisée, nous ne nous intéreesons ici qu'à
quelques-ung d'entre eux que nous considérons comme le point de départ pour
I'approche proposée dans cette thèse.

Nous nous intéressons d'abord au cadre conceptuel proposé par Antony. Ce cadre
conceptuel est assez global, et donc valable pour un grand nombre d'applications.
Ensuite, nous nous intéressons à deux approches hiérarchisées plus détaillées. La
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première approche est celle de Hax et Meal qui s'adresse au problème de la
planification de la production d'un système que I'on considère comme étant une
seule resource de production sur laquelle on fabrique un grand nombre de variantes
de produits. La deuxième approche est celle de Gershnrin et Kimetnia qui s'adresse
au problème de la commande d'un atelier dont le fonctionnement des machines est
soumis à des perturbationg aléatoires.

1.2.L. Cadre concephrel de Antony

Dans le cadre conceptuel de Antony [1965], la gestion hiérarchisée va de la
planification stratégrque du long teme au contrôle opératoire du court terme en
passant par la planification tactique du moyen terme. Volontairement, nous ne
relatons ici que les idées essentielles de I'approche.

La planification stratégique a pour but de situer le système de production dans son
environnement économique global. A partir d'une estimation de l'évolution de la
demande par rme étude du marché sur un horizon de planification important (par
exemple de dix ans), on cherche à adapter la capacité (homrne et moyen) du
sysême de production à la tendance du marché. Cette adaptation implique des
investissements dans les équipements, les bâtiments, la fomation du personnel et
le développement de nouveaux produits.

La planification tactique a pour objectif de gérer le système de production sur un
horizon de planification à moyen terme (pour donner une idée: I'horizon de
planification moyen va typiquement de trois mois à deux ans). Les besoins du
marché et la capacité du sysême sont maintenant supposés connus. On cherche à
répartir les travaux comespondants aux besoins du marché de manière à
respecter la capacité du sysême et les délais imposés par la demande. Les décisions
de planification concernent I'acquisition des matières premièreg, la régulation du
flux de matières à travers le sysême de production et la distribution des produits
finis.

Le contrôle ollératoire a Ixlur objet de gérer les travaux effectuée par les ressources
de production (personnel et machines). L'horizon de planification est relativement
court (typiquement une journée ou une semaine). L'objectif du contrôle opératoire
consiste à ordonnancer et à lancer les activités des ressources de production de
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manière à ce que les travaux imposés au niveau tactique soient réalisés. Lorsqu'il
s'agit d'un système de production automatisé, les instructions iesues du contrôle
opératoire activent, por exemple, des progrâmmes de commande nu mérique (CNC).

Soulignons que cette décomposition représente seulement une orientation globale et
que, selon le problème pratique à traiter, on peut être amené à décomposer à
nouveau chaque niveau. A notre connaissance, la dénomination de ces
sous-niveaux n'egt pas unique, car elle est habituellement liée au type de sysême de
production que I'on considère, lequel détermine à son tour le t1rye de système de
gestion qui sera utilisé.

Par la suite, nous ne nous intéressons qu'aux aspects de la planification tactique et
de contrôle opératoire de la production par rapport à ce cadre conceptuel. La
planification stratégrque sort du cadre de cette thèse. Nous exarninons d'abord
I'approche hiérarchisée de Hax et Meal et ensuite I'approche hiérarchisée de
Gershwin et Kimemia.

L.2.2. Approche de Hax et Meal

Hax et Meal [1975] et Bitran et Hax llg77l g'intéressent à la planification de la
production d'un système qui est considéré com'ne une seule ressource sur laquelle
on fabrique un grand nombre de variantes. Les auteurs proposentunsysême de
gestion hiérarchisée dans lequel les modèles utilisés aux différents niveaux se
construisent par rule approdre ascendante en agrégant progressivement les entités
à produire. En allant du niveau bas vers le niveau haut, les entités impliquées dans
les modèles sont :

les articles : produits finis achetés par les cliente

les familles : regroupements d'articles qui subissent une fabrication
comynune relativement aux coûts de lancement

les t5pes : regroupements de familles, dont les coûts d'immobilisation,
les coûts de stockage et la saisonalité de la demande sont
similaires

Le processus de prise de décision est du t1rye descendant : les décisions d'un
niveau donné forrnent les contraintes du niveau immédiatement inférieur.
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Au niveau des tnres, les auteuis s'intéressent à I'affectation de la capacité de la
ressource de production aux types. Le modèle est fourni sous forme d'un
proglamme linéaire. Il tient compte des données suivantes : un certain nombre
de périodes de planification (par exemple 12 mois), la demande par tyBe par
période, la disponibilité de la ressource de production en heures nomales, la
disponibilité de Ia ressource de production en heures supplémentaires, Ia durée
unitaire de fabrication par ty?e, et un ensemble de coûts unitairee (coût unitaire
de production par tyTe, coût unitaire de stockage par t5pe, coût d'immobilisation
de la ressource de production par heure de travail régulière, coût
d'immobilisation de la ressource de production par heure de travail
supplémentaire).

Au niveau des familles, I'horizon de planification correspond à la première
période du niveau supérieur. Les capacités disponibles par type sont fixées
(résultat du niveau supérieur). L'objectif consiste à répartir la capacité disponible
pour un type sur les familles constituant le type de manière à ce que la demande
par famille soit satisfaite et qu'une fonction économique qui tient compte des
coûts de lancement soit minimisée. Le problème est présenté comme problème
du sac à dos pour lequel Bitran et Hax t1gg1l proposent une heuristique.

Enfin, au niveau des articles, les auteurs considèrent un problème similaire à
celui du niveau des familles. Ici il s'agit de répartir la capacité disponible de
chacune des familles sur les articles constituant les familles.

Erschler et al. t19861 et Merce [198?] se concentrent sur I'analyse de la
cohérence des décisions entre deux niveaux sucessifs de la hiérarchie et
présentent un ensemble de conditions nécessaires et suffrsantes pour que la
désagrégation soit cohérente. Les auteurs montrent comment se servir de ces
conditions pour améliorer les procédures de désagrégation examinées par
Bitran et al. [1981].

Graves t19821 s'intéresse à un modèle monolythique de planification formulé
comme un programme mathématique mixte (linéaire-entier). L'auteur propose
une procédure qui consiste à décomposer le problème en deux sous problèmes : le
premier sous-problème concerne la planification à I'aide d'un modèle agrégé et
le deuxième sous-problème effectue la désagrégation. Les deux sous-problèmes
sont situés dans le cadre conceptuel de Hax et Meal. Le rattachement des deux
sous-problèmes est réalisé au moyen d'une technique basée sur les



'  14 '

multiplicateurs de Lagrange, eûê I'on détermine par une procédure itérativé; A
chaque étape, on applique une heuristique pour convertir la eolution de Lagrange
en une solution admissible du problème de planification.

L.2.3. Approche de Kimemia et Gershwin

Kimemia et al. t19821 et Kimemia et Gershwin t19831 proposent une approche qui
est plus relative au contrôle opératoire. Cette approche est conçue pour
compenser les aléas dûs aux pannes des machines d'une station de travail
composée de plusieurs machines. L'hypothèse de base est que les durées
moyennes entre les évènements aléatoires (machines qui tombent en panne,
machines qui sont réparées) sont grandes par rapport au temps de fabrication.
L'approche fait intervenir trois niveaux :

Au niveau haut de la hiérarchie, les auteurs s'intéressent à la régulation du flux
de production (contrôle du débit de production). L'horizon de planification va de
plusieurs heures à quelques jours. Le modèle de régulation de flux prend en
compte la demande future (supposée connue) et des informations statistiques sur
la fiabilité des stations de travail. A partir des statistiques sur les pannes et les
réparations, on détermine les débits de production de manière à anticiper les
pannes.

Au niveau intermédiaire, on détermine le routage que les Dièceb doivent suivre à
travers le système de production. Ce sysême est modélisé par un réseau de files
d'attente dans lequel on distingue deux t5pes de næuds : des næuds de service
représentant des machines, et des zones de stockage contenant la file de pièces en
attente. Le système de routage détermine la répartition des pièces sur les
machines chaque fois que c'est nécessaire.

Au niveau bas, on utilise un module d'ordonnancement qui considère les pièces
individuellement. Le module détermine I'ordre et les temps de passage des pièces
dans le système. Lorsqu'une pièce termine une opération sur une machine, le
module décide quelle sera l'opération suivante à effectuer et sur quelle machine.

Il est à noter que dans leurs premières publications concernant cette approche,
les auteurg s'intéressent essentiellement à la modélisation du niveau haut de la
hiérarchie et que les niveaux inférieurs ne sont pas développés en détail.
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Dans le modèle du niveau haut, on suppose que chacune des machines se trouve
toujours dans un des deux états suivants : soit la machine est opérationnelle et
capable d'effectuer des opérations, soit elle est en panne et incapable d'effectuer
trne opération.

La capacité instantanée de la station de travail est considérée cornme étant un
polyèdre convexe déterminé par les temps de fabrication et l'état actuel des
machines. La capacité varie chaque fois qu'une machine tombe en parule ou
qu'elle est réparée. La transition d'état des machines est modélisée comme étant
un processus markovien irréductible, dont les probabilités de transition eont
données par les probabilités avec lesquelles les machines tombent en panne et
celles avec lesquelles elles sont réparées.

L'objectif consiste à comrnander la production des machines de manière à ce que
la demande soit satisfaite le mieux possible. Le degré de satisfaction est évalué
par une fonction de coût, associée à l'état des stocks. Cette fonction pénalise la
politique de commande dans le cas de stockage de pièces ou de retard de livraison.

Pour en déduire la politique de commande, les auteurs font appel au principe du
rninimum développé par Rishel t19?51. La commande optimale est traitée comme
la loi des circuits en boucle fermée qui, pour chaque état des machines, divise
I'espace d'état des stocks en un nombre fini de régions. Dans chacune des régions
la commande est constante à une extrémité du polyèdre représentant la capacité
du sysême. Cela signifie que la comrnande optimale consiste à produire avec qn
débit maximal ou nul pour conduire l'état des stocks vers un point, appelé ,'point

de séparation" (en anglais, hedging point). Le point de séparation est un état
optimal des stocks auquel on sépare à nouveau I'espace d'état des stocks en un
nombre fini de régions. Si la demande est proche de la limite de la capacité du
système, le point de séparation est à un niveau haut des stocks, car des pannes de
machines conduisent rapidement à des pénuries.

Dans le modèle de simulation de Kimemia [1982], on détermine le débit de la
production périodiquement (par minute). Les résultats de simulation montrent
que la méthode fonctionne bien si l'état des stôcks reste à I'intèrieur d'une
certaine région R, pour laquelle le débit de la production est constant. Lorsque
l'état sort des limites de R, le débit de la production est modifié de manière à
conduire l'état des stocks à nouveau à I'intérieur de la région R. Si le débit de la
demande est proche de la limite de capacité du système, alors l'état des stocks
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bascule périodiquement entre les deux côtés de la frontière de R. Gershwin et al.
t19851 proposent une approche à ce problème en introduisant des "bornes
attractives" et des 'bornes non attractives,'.

Xie [1988] a étendu I'approche de Kimemia et Gershwin. Il s'intéresse au contrôle
des sysêmes qui sont soumis à une grande variété de pannes de machines, par
exemple, des pannes de durée longue et des pannes de durée courte. L'idée
essentielle est de traiter les pannes de fréquences différentes séparément. En
analysant les pannes, on obtient des classes de pannes selon les fréquences. Une
hiérarchie, dont le nombre de niveaux est égal au nombre de classes de pannes,
est alors définie. A chaque niveau de la hiérarchie, on établit un modèle. Dans ce
modèle on distingue :

les pannes lonEues par rapport à I'horizon du niveau considéré. Les
machines soumises à ce type de pannes sont considérées coûrme
restant dans l'état où elles sont à I'instant initial tout au long de la
période.

les Bannes courtes par rapport à I'horizon du niveau considéré. Les
pannes sont prises en compte en corrigeant les temps de fabrication,
c'est-à-dire qu'elles sont absorbées en allongeant légèrement les
temps de fabrication.

- les oannes qui sont d'une durée de I'ordre de I'horizon de planification
du niveau auquel on se trouve. Ce sont les seules qui se comportent
comme des évènements aléatoires au niveau considéré.

Le contrôle d'un niveau donné défrnit les objectifs du niveau immédiatement
inférieur. Les pannes d'un niveau donné ne mettent donc pas en cause les
objectifs du niveau considéré ou les décisions des niveaux supérieurs.

Dans un cadre différent Libosvar t19881 s'est récemment intéressé à des cas
particuliers. Il s'agit de la régulation du flux de production d'une entreprise qui
fabrique de I'aluminium. Libosvar a pu démontrér que pour certaines structures
de coûts de stockage il existe un algorithme très simple pour résoudre de tels
problèmes d'optimisation dans le cas déterministe. En particulier, il a pu
montrer que dans le cas où I'outil de production est représenté comme un réseau
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de sous-systèmes à capacité finie et que l'objectif à atteindre est la production à
flux tendus de familles de produits, il est possible de relaxer cette contrainte et
d'utiliser la programmation d5mamique. Pour cela, il a développé un algorithme
de type rétrograde. Cependant, le volume de calcul impliqué s'en trouve
c_onsidérablement augmenté.

1.3. Spécification du problème

Dans cette étude, nous nous intéressons à la gestion de la production d'un atelier,
dont les ressources de production sont des machines. Les machines sont de trois
types : les machines de production, permettant d'effectuer des opérations de
transformation (scies, tours, fraiseuses, perceuses, machines d'assemblage,...),
les machines de manutention, permettant de transporter des pièces dans I'atelier
(robots, chariots mobiles, transtockeurs,...), et les machines de contrôle de qualité.
Cependant, dans notre modèle, nous considérons les machines de manutention
ainsi que les machines de contrôle de qualité comrne étant des machines de
production. Les opérations de transport et les opérations de contrôle
correspondent donc à des opérations de transformation fictives.

Le processus de production consiste à transformer des matières premières en
produits finis en passant par des états intermédiaires (produits semi-finis). Les
matières premières, les produits semi-finis ainsi que les produits finis sont des
pièces, qui se distinguent les unes des autres par leur état de transformation.
Comme toutes les opérations sont considérées comme étant des opérations de
transformation, une pièce qui subit, par exemple, une opération de contrôle de
qualité est ensuite considérée cornme une pièce différente.

1.3.1. Modèle du système de production

Le système de production est modélisé à I'aide d'un graphe orienté avec deux
types de sommets : des types de pièces et des types d'opérations. Dans les
illustrations graphiques, un type de pièces est représenté par trn cercle et un t1rye
d'opérations est représenté par une case (Figure 1.3). A chaque t1rye de pièces est
associé un nombre, qui indique l'état actuel du stock de pièces de ce tlpe. A
chaque tlpe d'opérations est associé I'ensemble des temps de fabrication sur lee
machines compatibles.
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Les types de pièces et les types d'opérations sont réliés pirr des arcg orientés. Un
arc peut aller d'un type de pièces vers un tyrye d'opérations et inversement.
Aucun arc ne relie les t1ryes d'opérationg entre eux. Il en egt de même pour les
t1ryes de pièces. La valeur associée à I'arc orienté d'un t5pe de pièces vers un $pe
d'opérations indique la quantité de pièces nécessaire pour commencer une
opération de ce tyTe. La valeur associée à I'arc orienté d'un t5pe d'opérations verg
un tlpe de pièces indique la quantité de pièces obtenues par une opération de ce
tJDe.

Dans I'exemple donné par la Figure 1.3, une opération du tlpe jl peut être
considérée coûrme le coupage d'une pièce du tlpe i1 en quatre pièces du t1rye i5.

Cette opération peut être effectuée en une heure par la machine M1. Une
opération du tlpe j2 peut être considérée cornrne I'assemblage de deux pièces du
type i2 et d'une pièce du type i3 conduisant à une pièce du tlpe i6. L'assemblage
peut être effectué en deux heures par la machine M2 et en trois heures par la
machine M3. Une interprétation similaire peut être donnée pour les autres tyryes
d'opérations.

Figure 1.3 : Représentation du pnocessus de production

Dans cette étude, nous ne traitons pas les problèmes qui se posent au niveau de
I'acquisition des matières premières et au niveau de la distribution des produits
finis. Le sysême de production est donc considéré comrne étant indépendant de
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I'acquisitiop et de la {istribution. Les problèmeq de la livraison des matières
premières et la demande en produits finis sont supposées réeolus par ailleurs.

Contraintes:
Nous congidérons les cqntraint€s suivantes :

contraintes disjonctives : une machine ne peut pas effectuer plusieurs
opérations en même temps,

contraintes de précédence : une machine ne peut commencer à effectuer une
opération qu'à condition que toutes les pièces
nécessaires soient disponibles,

contraintes non préemptives : une opération commencée doit être terminé sans
intermption.

En pratique on considère souvent des contraintes supplémentaires, coynme par
exemple des contraintes sur la capacité du sysême de stockage. Pour simplifier
la discussion, nous nous limitons aux trois t}pes de contraintes citées ci-dessus.

1.3.2. La problématique

Objectif :
L'objectif consiste à minimiser une fonction économique qui tient compte des
coûts associés au fonctionnement des machines et des coûts associés à l'état des
stocks. Les coûts associés au fonctionnement des machines sont divisés en coûts
associés au fonctionnement pendant lee heures de travail régulières et en coûts
associés au fonctionnement pendant les heures de travail supplémentaires. Les
coûts associés à l'état des etocks sont divisés en coûts associés au stockage des
produits et en coûts aseociés aur retards de liwaison.

Discussion :
Le problème, visant à minimiser les coûts Bous la présence des contraintes
disjonctives, des contraintes de précédence et deg contraintes non préemptives,
devient difficile à réeoudre lorsque le processus considéré est complexe.

En effet, lorsque nous cherctrons à traitær le problème de manière formelle, nous
rencontrons des sous-problèmes o0mm€, par exemple,l'affectation des pièces aux
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machines et I'ordonnancement des activités des machines. Pour les problènes
d'affectation ainsi que pour les problèmes d'ordorulancement, on sait que I'effort
à fournir pour en déduire la solution optimale eroît de maniène exponentielle avec
le nombre d'entités considérées et qu'il n'est pas possible de développer une
méthode pour laquelle l'effort de calcul eoit une fonction polynômiale du nombre
d'entités. On dit alors que ces problèmes sont Np-complets.

1.3.3. Approche envisagée

Dans I'approche envisagé, nous ne nous intéressons pas à des méthodes exactes
qui, après un temps de calcarl fini, conduisent à la solution optimale. L'approche
envisagée est une heuristique qui ne conduit pas, en général, à la solution
optimale. En revanche, cette heuristique noug penmet de traiter des problèmes
complexes (c'est-à-dire de grande dimension) et propose une solution
quasi-optimale avec un effort de calcul raisonnable.

Procédure "Maître-Esclave"
L'heuristique que nous développons dans les chapitres suivante, fait intenrenir
deux niveaux de prise de décision : le niveau supérieur, appelé "niveau du
maître" et le niveau inférieur, appelé "niveau de I'esclave" (Figure 1.4).

La tâche du maître (planification tactique) consiste à déterminer le nombre
d'opérations (par type d'opérations, par machine, par période) à effectuer sur un
certain nombre de périodes de planification. La planification tient compte de la
capacité du système de production, de l'état initial des stocks, du système
d'équations d'état, des coûts de stockage, des coûts associés aux retards de
liwaison et des coûts associés au fonctionnement des machines.

Pour déterminer la politique de planifrcation, nous faisons appel à la
programmation linéaire. Si le nombre de variables et de contraintes se limite à
quelques centaines, il est possible d'utiliser, même sur micro ordinateur, des
méthodes de programmation linéaire. Si la dimension du système est trop
importante, I'utilisation de la programmation linéaire devient impossible et nous
proposons une procédure d'agrégation-désagrégation.

La tâche de I'esclave (contrôle opératoire) consiste à commander les activités des
machines dans le temps, de manière à ce que les travaux imposés par le maître
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pour la première période soient réalisés. Pour ceci, nous considérons un
ensemble de règles de priorité, qui détermine la commande en fonction des
nombres d'opérations imposés par le maître et de l'état actuel du système.

Décisions

Informations sur
l'état, du système

Figure 1.4 : Lien entre la planification tactique et le contrôle opératoire

Si I'esclave ne réussit pas à réaliser les travaux prévus par le maître, il y a qne
divergence entre l'état réel et l'état prévisionnel des stocks. Le maître tient
compte de ce fait en relançant les calculs de planification à partir de l'état réel
des stocks. Dg cette manière, on obtient un sysême de planification et de contrôle
en boucle fermée (Figure 1.4). pour assurer la continuité et la cohérence des
décisions successives, nous considérons un horizon glissant.

Supposons qu'à un instant t9 la décision de planification du maître soit prise
sur I'intervalle de temps [tg, tg+H], où H est I'horizon de planification. La
trajectoire de l'état prévisionnel du stock correspondant à la planification est
représentée sur la partie gauche de la Figure 1.5. En fonction de cette décision
de planification et de l'état du stock, I'esclave cherche à gérer les activités des
machines durant un intemalle de temps [tg, tg+h], avec h < H.

planification
tactique
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Figure 1.5 : Plarrification tactique et contrôle opératoire

Dans le but de corriger les éventuelles divergences, le maître mesure l'état réel
du stock à I'instant t1= tg+h et relance les calculs d'optimisation sur I'intenralle
de temps [t1 , q+U]. L'esclave cherche de nouveau à suiwe le plan du maître, et
ainsi de suite (Figure 1.G).

stock

Figure 1.6 : Redémarrage sur I'horizon glissant

Soulignons qu'au niveau de I'esclave nous travaillons avec des règles très
simples et que les calculs d'optimisation sont effectués au niveau du maître.

t 0 bfh



CIIAPITRE 2

Planification Tactique de la production

(Niveau du Maître)

Dans ce chapitre nous nous intéreesons à la planification tactique de la
production. L'objectif consiste à déteminer, période par période, le
nombre d'opératione de chaque tyrye à effectuer sur chaque machine
du sysême de productiss. psns ce but, nous établissons d,abord, dans
le paragraphe 2.1, un modèle de planification. Enguite, dans le
paragraphe 2.2, nous gaqrninoag tss propriétés de ce modèle. Dans le
paragraphe 2.3 nous montrons comment trouver la solution optimale
correspondant au nodèle considéré. Enfin, dans le paragraphe 2.4
nous nous intéressons à un s;6mplê numérique.
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2.L. Modèle de base

Pour établir le modèle de planification de manière fomelle, c'eshà-dire dans un
formalisme mathématique précis, nous donnons d'abord leg notions et les
h1ryothèses concernant la spécification du processus de production considéré.
Ensuite, nous décrivons le comportement d'un tel processus de production en
fonction du tenrps en considérant l'état des stocks. un ensemble de contraintes
sur l'état des stocks et la capacité du système de production définissent
I'ensemble des solutions adtttissibles. Enfin, nous introduisons un indice de
performance qui permet de comparer les solutions adrnissibles et de poser le
problème de plarrification cornrne étant un problème d'optimisation.

2.L.L. Notions et conventions

Les notions et les hypothèses concernant la spécification du système de
production considéré correspondent à celles introduites dans le chapitre
précédent : fut est un ensemble de machines, lP eet un ensemble de t5pes de pièces
et tT est un ensemble de t1ryes d'opérations.

Nous nous intéressons à des processus de production qui font intervenir des
opérations d'usinage, d'assemblage, de contrôle etc... De ce fait, nous attribuons
des numéros différents à une même pièce physique au fur et à mesure des
transfomations qu'elle subit. Une pièce de type ie ?est donc une pièce arrivée à
un niveau de transformation donné.

Une onération du tlpe jeteet une transformation qui permet de convertir une ou
plusieurs pièces des tyryes il, i2, ..., ip e,!P en une ou plusieurs pièces de types
i1', i2', ..., iq'e !P. Un type d'opération donné peut être effectué sur plusieurs
machines et une machine peut être capable d'effectuer plusieurs types
d'opérations. Les données caractérisant une opération du tlpe je f sont les
suivantee :

ai5e IR+ est la quantité de pièces du tlpe i nécessaire pour

oomynencer une opération du t1rye j. Nous posons ail := 0 si
on n'a pas besoin de pièces du tlpe i pour effectuer les

opérations du t1rye j.

[ 
"ij] i. r
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I bgl i6 a' bilelR+ est la quantité de pièces du t1rye i obtenues à la
suite d'une opération {u t1rye j. Nous poeons b5 := 0 si les
opérations du type j ne produisent pas dc pièces du tlpe i.

I t;1J kel;t !1eIR+ est le tempe de fabrication si on effectue I'opération
j sur la machine k. Nous posons 

!1 := - si la machine k
n'egt pas capable d'effectuer I'opération j.

Le processus de production est considéré comme un graphe orienté Ç : (5, A 1,
danslequel S= lPvt eet I 'ensemble des sommets et Ae(tpxt)v(l lxtp)
est I'ensemble des arcs. Le sommet correspondant à un tSpe de pièces ie p est
prédécesseur du sornmet correspondant au t5rye d'opérations je f si ag > 0, et il
en est successeur si brj t 0

Nous supposons que le graphe du processus est sans circuit : s'il existe un
chemin d'un sornmet sleJ à un somrnet s2eJ, alors il n'existe pas de chemin
du sotnmet s2 au gommet sl. Cela revient à dire qu'il n'y a pas de produits
recyclés dans le système.

L'ensemble des types de pièces ?se partage en trois soug-ensembles :

Pp I'ensemble des types de matières premières (types de pièces
oorrespondant à des somtnets qui n'ont pas de prédécesseurs),

9O:=( ie?l  E_U,,=O)
ie'T 

-

eJ l'ensemble des t1ryes de produits finis (types de pièces corres-
pondant à des sommets qui n'ont pas de successeurs),

lPy :=  l ie tp l  ) -a ; ;=0)
ie'T 

'

Ai l'ensemble des t1ryes de produits semi-finis (types de pièces
correspondant à deg gott tttets qui sont à la fois successeurs et
prÉdécesseurs d'autes tlpes de produits),

lP l := 
" \  

(  AOveJ) et 'lPOnlPy =6.
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2.L.2. Système d'équations d'état des stocks

Nous décrivons l'état des stocks de matières premières, de produits semi-finis et
de produits finis sru un intenralle de temps qui est décomposé en T périodes de
durées égales Ât. Le nombre T est appelé horizon de olanification.

Nous considérons que les quantités de matières premières livrées et que la
demandeenproduits ftnisgont connues pour les périodest=1,2,...,T et nous
notons :

I lit] i.&

Id'ii i.sf

lire IR+ est la quantité de matières premières du type i liwée
pendant la période t,

4t. R* est la quantité de produits finis du type i demandée
à la fin de la période t.

Par ailleurs, les décisions de planification et leurs conséquences sur l'état du
système sont inconnues et nous notong :

[qrtl;e r- Ttt= IR+ le nombre d'opérations du type j à effectuer sur la
keff tnachine k pendant la période t.

[\t] i. e x1e IR l'état du stock de pièces du type ie ? à la fin de la
période t. L'état initial des stocks xig est donné pour
chaque tlpe de pièces ie P.

La transition d'état des stocks de matières oremières de la fin de la période t-l à
la fin de la période t est déterminée pour t = 1, 2, ...,T par le système d'équations :

Yie 9O x i t= \ç r+ \ t
(i,k)e fxnZ

(2.t)

tr. i ième équation du sysême (2.1) traduit le fait que l'état du stock de matières
premières d'un type i en fin de période t s'obtient à partir de l'état de la fin de la
période précédente en 4joutant la livraison de matières premières de la période t et
en supprimant la quantité utilisée. La Figure 2.1 illustre le bilan quantitatif d'un
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stock de matières premières, où les opératiorrs du type j peuvent être effectuées sur
les machincs Ml et M2.

Figure 2.1 : Stock de matières premières du tlpe i

La transition d'état,des stocks de produits semi-finis de la fin de la période t-l à la
fin de la période t est déterminée pour t = l, 2, . . .,T par le système d'équations :

Yie!P; (2.2)

trt i ième équation de ce système (2.2) traduit te fait que l'état du stock de produits
semi-finis d'un type i en fin de période t s'obtient à partir de l'état de la fin de la
période précédente en qioutant la quantité produite et en supprimant la quantité
utilisée (Fieure 2.2).

xit = Xitf  +
$)rktxM Q,k)etxt{ 

-

Figtrre 2.2 : Stock de produits semi-finis du gpe i
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Enfin, la transition d'état des stocks de pmduits finis de la fin de la période t-l à ta
fin de la période t est déteminée pour t =1,2,...,T par le sysême d'équations :

(2.3)

k i ième équation de ce sysême (2.3) traduit le fait que l'état du stock de produits
finis de tlpe i en fin de période t s'obtient à partir de l'état de la fin de la
période préédente en qioutarrt la quantité produite et en supprimant la quantité
demandée (Figure 2.3).

Figure 2.3 : Stock de produits finis du tlpe i

Dans ce modèle, les nombres d'opérations sont à déterminer de manière à ce que
l'état des stocks de matières premières et l'état des stocks de produits semi-finis
soient positifs ou nuls.

YiePOv lPi \ t  >0 (2.4)

L'état des stocks de produits finis peut être positif, négatif ou nul. Si l'état du
stock d'un type de produits finis ietPy est négatif à la fin d'une période t, nous
considérons ceci comme un retard de liwaison.

vielPy xit = x'tr + Lbt.Itt - 4t
çHetxs{
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2.1.3. contraintes sur la capacité du sysême de production

Comme les tertps de fabrication !k sont positifs, le nombre d'opérations que I'on
peut effectuer durant une période de Ât nnités de temps est limité. Nous
décrivons la capacité de eJraque machine k sur une période de Ât unités de temps
cornme étant le domaine à I'intérieur duquel la machine est capable de réaliser
les nombres Tnt po$r j€'T,Les conditions de réalisation sont les suivantes :

Yke tu{

V(i'k)e'Tx tut

ià "* ltt s ^t

,5rd>o

(2.5)

(2.6)

En d'autres temee, la durée de fonctionnement de la machine k durant une
période t est inférieure ou égale à la période, et le nombre d'opérations doit être
positif ou nul.

Sur la Figure 2.4, nous avons illustré la capacité d'une machine k qui est
compatible avec deux types d'opérations je lL, Zl. L'ensemble des couples
(u1çtr,u21tr) s.lmissi[leg se trouve à I'intérieur du dornaine non hachur€.

ozkt

LtJrzv

o au"ro urr

Figure 2.4: Capacité de la 'nachine k

domaine
admissible
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2.1.4. Indice de performance

L'indipe de Derformance egt une fonction économique qui nous permet de
comparer I'efficacité de plusieurs solutione de planification. Nous définissons
I'indice de performancie en fonction des coûts associés aur retards de liwaison,
des cotts associés au stockage des produits finis, et des coûts associés à
I'utilisation des machines. Un plan de production est dit optimal lorsqu'il
minimise I'indice de perfornance.

Les retards de li\rraison, ainsi que le stockage des produits finis, engendrent un
coût que nous associong à l'état des stocks de produits finis. L'état du stock
xir de chaque tlpe de produits frnra iegç sur la période t est pondéré par une
fonction de coût fi: IR-+ IR+ supposée Jrrtirro", convexe, linéaire par morcearxx
et définie par

-  c r i  x . tt
fr(xrr) := 

{ cg  .  x . .
t l E

s i  r . t  .0

s i  x . rà0

où cri e IR+ est le coût dû au retflrd de livraison d'une unité de produit fini
du type i pendant une durée Ât et csi e fR+ est le cQût dû au stockage d'une
unité de produit du type i pendant une durée Ât. Une illuetration graphique de la
forme caractéristique d'une fonction fi (qt) est donnée par la Figure 2.b.

stockage

*it

f i (  q1)

Figure 2.5 : Fonction de coût associée à l'état du stock q1
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A I'utilisation de ctraque machine kegv{ pendant une période de planification
est associée une fonction de coût 91 : [ 0, ̂ t ] -+ IR+. Pour définir la fonction Bk,
nous considérons la charge dp la machine durant la période t. La charge, notée
X11, est donnée par

Yke tu{

En d'autres temes, yp1 est égale à la dtrrée du fonstionnement de la machine k
durant la période t.

Soit o € [ 0, ^t ] la durée des heures de travail régulières pendant la période t.
Une charge y11 est dite régulière lorsqu'elle appartient à I'intenralle [ 0, o ] et
exceptionnelle lorsqu'elle appartient à I'intenralle I o , Ât J. Nous définissons la
fonction de coût ft(ryg) corrme une fonction continue, non décroissante et
linéaire par morcearDr de menière suivante :

ykt != 
ià 

tn 
"in*

* ' k  Yk t  *  d 'o

* "kyo ,+d"k

s i  03 y*  <o

s i  o<ykt<^ t
sn(vor)

où les paramètres de coûts cv'1 , cf1, cv"1 et cf'1 sont donnés. La Figure 2.6
donne une illustration graphique de la fonction de coût ft(V1s).

e*( vo)

cviat+cf1

ytr

t:= t

Figure 2.6 : Fonction de coût associée à la charge y1,



- æ -

Les paramètres de coûts w'k, cf1, or"1 et cfi satisfont aux conditions euivanteg

cv'go+ cf'1 = clr ' io + cf"1

0< wi < c'v'!

cfr

Définition :
A I'aide des fonctions de coût fdxis) et Bç (Vps), nous définissons I'indice de
performance J cornme étant la gomme des coûts associés à l'état des stocks de
produits finis et des coûts associés aux charges des machines cumulées sur les
périodes de planification.

E9f

Cet indice de performance pénalise donc la planification en ce qui concerne les
retards de livraison, le stockage des produits finis et le fonctionnement des
machines.

Remarquons que I'on peut définir la formulation de I'indice de perfomance de
manière différente, si I'on introduit des coefficients de pondératisn pi à 0 et ft > 0
qui pondèrent respectivement les fonctions de coût fdxls) et gk(ykr). cependant,
dans ce dernier cas de figure nous pouvons construire des fonctions de coût fi(xi1)
et $p(Y1s), en faisant varier les paramètres qui définissent les fonctions de coût,
de telle sorte que I'on a pi{(xit) = fi(xis) et qtgt(yts) = g1(41). par conséquent,
toute formulation dans laquelle on pondère les fonctions de coût par des
coeffrcients peut être considérée comme étant une forme équivalente à notre
formulation.

Remarquons en plus que les fonctions de coût {(x11) et golyos) sont définies de
manière très simple et que dans la pratique il peut être nécessaire de travailler

J(X,Y):= Ë f
t=1

4(tt, *n 
*to(v11)J 

Q.7)
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avec dês fonctions ayant une structure plus fine. Le traitement mathématique de
toutes les fonctions de coûte définiee convexes, continues et linéaires par
morceaur est siynilaire (peut être plus complexe) à cetui dee fonctiong irnpliquées
dans notre indice de perforûrance. Dans un but de simplicité, nous ne
considérons pas ces possibilitée.

2.L.5. Problème de la planification optimale

Problème :
Le problème qui nous intéresse est le suivant : étant donnés un processus de
production spécifié par les donnéee [a;51, [bi;J et [Tjt], l'état initial des stocks x's,
la livraison des matières premières tltll, ta demande des produits finis tdij et les
coûts unitaires déterminant I'indice de performance J, nous cherchons à
déterminer le plan de production U = [Trc], la suite d'états des stocks X = 1411
et la suite des charges des machines y= tyrt] de manière à

minimiser J(X, Y)

sous les containtes (2.1), (2.2),...,(2.6).

Discussion :
La recherche de la planification optimale est un problème de prog?arnmation
mathématique : il s'agit de minimiser une fonction convexe sur un domaine
défini par un ensemble de cuntraintes linéaires.

En considérant les équatione d'état, on constate que le problème peut être
considéré corlme un problème de pnogrâmynation dynamique. En tenant compte
de la linéarité des contraintes et du fiait que la fonction objectif est linéaire par
morcearf,x, on peut se ramener à un problème de prograynrnation linéaire. Nous
allong voir plus loin comment les outils de la prograrnmation mathématique
peuvent être appliqués pour trouver la solution optimale.

Remarquons que nous pouvons fournir une autre formulation intéressante de ce
problème qui utilise le fait que les vecteurs X et Y peuvent s'exprimer en fonction
du vecteur U. En effet, la charge X1g est une combinaison linéaire des nombres
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[u5ttJ pour iel et en développant le système d'équations d'état, l'état xit Feut
s'écrire comme une combinaison linéaire de l'état initial xig et des nombree lqtsJ
pour (,k,s)e tx fr tx $,2,. . . , t  ) .

t
x;s(U) := xio * I [ \r -

È1

VielPi xis(U) := (2.e)

a,nrlnîL%.1
YielPO

Yketu[

t

* io +I
8=1

(2.8)

(2.10)

(2.rL)

(2.12)

(2.13)

(2.t4)

(2.L5)

Le problème de la planification peut encore s'écrire, en tenant compte des
définitions ci-dessus : déterminer U qui minimise

ftI) := J(X(U),Y(tD)
sous les contraintes suivantes pour t = 1, 2, ...,7

Yie lPOvQi

Vketut

V(i'k)e llxtu{

Rt(U) > 0

yrt(U) < ^t

lirc> o

Appelons Çl I'ensemble des solutions admissibles, c'est-à-dire I'ensemble de tous
les plans de productign U qui vérifient les contraintes (2.8), (2.g), (2.10), (2.11),
(2.13), (2-14) et (2.15). Comme les retards de liwaison sont autorisés, il existe
toujours une solution admissible et par conséquent, Çl n'est pas vide. En outre, la
linéarité des contraintes implique que O forme un polyèdre convexe.
Compte-tenu du'fait, que la fonction objectif t est convexe, I'ensemble des
solutions optimales, noté O*, forme également un polyêdre convexe.

oi}#o- 
ai/qr.s

vie Q7 xi/u) := xio . i f I oo ujks - qs ]
sl (J,k)etxrt

vnt(u) t= 
,?oîirrr.t
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2.2. FYopriétés du modèle de base

Nous examinons dane ce paragïaphe quelques propriétés du modèle de base.
Nous nous intéressons d'abord à la relation entre l'état initial des stocks et l'état
optimal à la fin de l'horizon T. Ensuite, nous examinons le comportement du
modèle dans le cas de figure où des retards de livraison des produits finis ne sont
pas autorisés.

2.2.1. Relation entre l'état initial des stocks et l'état à la fin de I'horizon T

Nous examinons successivement, la relation entre l'étatinitial et l'état final du
gtock d'un type de produits semi-finis pe Qi, et ensuite la relation entre l'état
initial et l'état final du stock d'r.rn t5pe de produits finis pegf

Remarque importante:
Pour pouvoir démontrer la validité des relatiorrs que nous allons indiquer, il est
nécessaire que le type de produits semi-finis (ou de produits finis) ne s'obtienne
pas par des opérations de désassemblage (c'est-à-dire que les gamnres soient
convergentes).

Hlpothèse Hl :
Nous considérons les stocks de produits semi-finis (ou produits finis) à la sortie
d'opérations conduisant à des produits uniques, c'est-à-dire des pièces d'un type
pelPiv Qy tnls lue

Vieï  bu i  t  0

une illustration graphique de cette relation est la suivante :

Figure 2.7 : Graphe du processus considéré
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Remarque :
D'après cette hypothèse nous pouvons avoir des opérations d'usinage, corrme par
exemple du sciage à condition que l'opération ne conduise qu'à des pièces d'un
seul t5pe. Cette hnothèse n'est valable que pour ce paragraphe.

Propriété 2.1 :
Si pour nn t5pe de produits semi-finis pe ?; I'hlpothèse (H1) est vérifiée et si pour
chaque machine kegv{la fonction de coût ft(V1g) est strictement croiseante, alors

V U*e Ç)* xg (U*) s fu0, où O* est l'ensemble des solutions optimales

Ceci revient à dire que la quantité de produits semi-finis sur stock à I'horizon T
est inférieure ou égale à la quantité eur stock au début de la planification.

Remarque :
Com'ne l'état du stock de chaque t1rye de produits semi-finis est toujours positif ou
nul, cette propriété implique, dans le cas de figure où le stock au début de la
planification est vide, que le stock à I'horizon T soit également vide. Par
conséquent si on utilise le principe de I'horizon glissant et si I'horizon T est petit,
alors I'accumulation des pièces dans le système de production est faible.

Démonstration :
Nous raisonnons par I'absurde. soit u*e o*. supposons que xrro < xuT (u*). n
existe alors au moins un tnre d'opérations v€ t, wre machine re gvt et qne
période to tels que u*u*tro ) 0, bun> 0 et, pour les périodes t=to,to+l, ...,T,
xur{U*) > xpg.Nous pouvons déterminer un plan de production U** en remplaçant
dans le plan. U* le contrôle u*.r*to par u**u*1o = max {0, u*n*tro - fut(Un)l bpv }.

Compte tenu de I'hlpothèse (H1), l'état du stock de chaque type de pièces de
I'ensemble f\(p) ne diminue pas lorsqu'on remplace û*vrto par u**u*tr. et l'état du
stock de chaque t1rye dc produits finis reste inchangé. Cornme la charge yçg. (U*)
est supérieure à la charge I1çg. (U**) et la fonction de coût g* ( yrt ) est strictement
croissante, le coût g*(v6.(U*)) est supérieur à g*(y*1" (U**)). p"r conséquent, si
U** est une meilleur solution que (f*, ceci contredit I'h1ryothèse de départ.

Q.E.D.
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Par la suite nous exsrninons la relation entre I'état initial et l'état optimal du
stock d'un produit fini. Remarquons que cette relation et celle démontrée
précédemment se distiguent par le fait que l'état du etock des produite finis peut
être positif, négatif ou nul.

Proprj;étn 2.2 :
Si pour un type de produits finis p.Af l'h5pothèse (H1) est vérifiée et si le coût
unitaire de stockage csp est strictement positif , alors

V U*e O* fu"(Ô'o €â fu> Iç
È1

Cela revient à dire que l'état optimal à I'horizon T est strictement psitif si et
seulement si la quantité de produits sur stock au début de la plarrification est
supérieure à la demande cumulée sur I'horizon.

Remarque :
La propriété 2.2 implique, dane le cas de figure où l'état initial du stock est nul,
que l'état optimal à I'horizon T est négatif ou nul.

Démonstration :
Si l'état du stock au début de la planification est supérieur à la demande crrmulée
sur I'horizon, alors il est évident que l'état du stock à I'horizon T est positif
quelque soit le plan de production. Nous montrons par I'absurde que l'état
optimal à I'horizon T est négatif ou nul, si l'état initial est inférieur à la demande
cumulée et si les produits finis ne s'obtiennent pas par des opérations de
désassemblage.

Soit U*e f,l*. Supposons que

InGfl t 0 et fusI'qr
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Il existe donc un t5pe d'opérations v€ t, une psshins refut et une période t"'têls
que u*vrct] ;' 0, bpv > 0 et pour les périodes t = to, to+l, ...,T on a fut (u*) > 0. Nous
pouvons déterminer trn plan de production If** en lgrnplaçant dans le plan U*
le contrôle u*n*1o par u**n*tro = rnax (0, u*n*1o - fut0*tl bpv ).

Compte tenuedel'hlpothèse (H1),leremplacement de u*u*tro par u**u*tro ne change
pas l'état du stock de pièces des tlpes de I'ensemble A{ p}. L'état optimal xudU*) et
l'état correspondant à la nouvelle solution x,rg(U**) est positif ou nul pour t = to,
to+l,...,T. Le coût de stockage t(x*r tu*il est supérieur à 1{xur{u**)). 

par
conséquent,

départ.
si U** est trne meilleure solution que tI*, ceci contredit-l'hypothèse de

Q.E.D.

Nous montrons à I'aide d'un contre exemple que la propriété 2.2 n'esten général
pas valable, si une opération conduit à des pièces de types différents. De
manière similaire, on peut trouver un contre exemple qui montre que la propriété
2.1 n'est en général pas valable si une opération conduit à des pièces de types
différents.

Contre exemple :
Considérons la situation simple suivante : étant donnée une machine M1 sur
laquelle on coupe des pièces du type il en deux morceaux. L'un des morceaux
obtenus est un produit fini du type i2 et I'autre morceau est un produit fini de tlpe
i3. Le graphe du processus avec le temps opératoire sur la machine et l'état
initial des stocks est illustré par la Figure 2.g.

Figure 2.8 : Graphe du processus d'un contre exemple
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Supposons, que le coût de stockage d'un produit fini i2 et d'un produit fini i3 soit
1 Franc par heure et que le coût associé au retand de liwaison est 2 Francs par
heure pour chaque produit. Le coût de fonctionnement de la machine est zéro.
Supposons en plus, que I'on demande 10 unités de produits du type i2 et que I'on
demande aucun produit du t5rpe i3 à la fin d'une période de planification de 10
heures.

Comme l'état initial du stock des produits finis du t}rye 12 etl'ételt initial du stock
des produits finis du type i3 est nul (Figure 2.8), et comme il est possible de
satisfaire la demande des produits du type i2, on peut se poser la question de
savoir s'il faut satisfaire la demande.

Si I'on coupe 10 pièces du type il en morcearxr et si les 10 produits de type i2
obtenus sont livrés pour satisfaire la demande, alors le coût total correspondant à
cette solution est 10 Francs (coût de stockage des 10 unités de produit du tlpe iB).
Si I'on ne produit pas, alors le coût corregpondant à cette solution est 20 Francs
(coût dû au retard de liwaison des produits du tlpe i2). Le coût correspondant à
une combinaison des deux solutions (par exemple, si I'on coupe 5 pièces de type
il en morceaux et si I'on satisfait la demande à 50olo) est compris entre 10 et 20
Francs. Par conséquent, la solution optimale consiste à couper 10 pièces du tlpe
il en morceanf,r et de satisfaire la demande des produits du type i2; les produits du
type i3 restent sur stock.

Comme l'état optimal des produits finis du tlpe i3 à I'horizon de planification est
égal à 10, et l'état initial est égal à 0, ce résultat montre que la propriété 2.2 n'est
en général pas valable lorsqu'une opération conduit à des pièces de types
différents.

Remarque :
Lorsqu'on considère plusieurs périodes de planification de 10 heures et que
pendant chacune de ces périodes on demande 10 produits i2 et 0 produits i3, on
vérifie que l'état du stock des produits finis i2 est toujours nul et que l'état du
stock des produits finis i3 augmente pendant chaque période de 10 untités de
produit.

Dans le cas de figure où le coût de stockage d'un produit fini i2 et d'un produit fini
i3 est de 2 Francs par heure et le cpût associé au retard de liwaison est de 1 Franc
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par heure, on vérifie que la solution optimale consiste à ne pas produire. L'état'du
stock des produits finis i2 devient alors négatif et l'état du etock des produits finis
i3 reste nul.

Par la suite nous nous intéressons à l'état optinal des stocks de produits à la
sortie des opérations d'un t5pe ve'T. Les produits peuvent être des produits
semi-finis eUou des produits finis. Soit 

"Jn 
g eiv ef I'ensemble des tlpes de

produits que I'on obtient par les opérations du tlpe v.

H]æothèse H2 :
Nous Bupposons qu'il existe un type de produits pe Aiw Af que I'on obtient
uniquement par les opérations du t5pe ve { c'est-à-dire

3pe 
" { ,

avec b*n>O

Une illustration graphique de la situation considérée est donnée sur la Figure 2.9.

Figure 2.9 : Graphe du pmcessus considéré

Si p est un t5pe de produits finis, nous supposons en plus que l'état initial du
stock est inférieur ou égal à la demande cumulée gur les périodes t = 1, 2, ...,T.

Propriété 2.3 :
Si pour un tyrye d'opérations ve 7 I'hlpothèse (H2) est vérifiee et si pour chaque
machine kefut la fonction de coût S1(Vp1) est strict€ment croissante, alors il existe

et
je f \ (v ) ' -
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un type de produits p'e ?Ju tel que

u**u*to =  - " * {
I u* .^ b,r. - xiro (U-)l In  * : -  J  V K E -

i e?Ju l  D i t "  ) )

Pour chaque type de produits ie ?Ju et pour chaque période t = to, to+l, ...,T on a
xtr{U*) t xi, (U**) à max {0, qg}.

Comme la charge y16"(U*) est supérieure à la charge y6.(U**; et que la fonction
de coût g*(y6.) est strictement croissante, le coût B*(v6.(U*)) est supérieur à
g1(Y6" (U**)). Par conséquent, si la solution IJ*n est meilleure que la solution U*,
ceci contredit I'hypothèse de départ.

q.E.D.

Après avoir vu la relation entre l'état initial des stocks et l'état optimal à la fin de
I'horizon T, nous nous intérebsons par la suite à des solutions où l'état du stock
de chacun des tlpes de produits finis est toujours positif ou nul, c'est-à-dire aux
plans de production qui permettent de satisfaire la deurande en produits finis
gans retard de livraison.

tdU*) S max ( 0, xu'g )

En d'autres temes, il existe un type de produits dont l'état optimal du stock à
I'horizon T est inférieur ou égal à l'état initial, ou - dans le cas particulier, où p'
est un t}rye de produits finis dont l'état initial du stock est négatif - l'état optimal
du stock à I'horizon T est négatif ou nul.

Démonstration :
Soit U*e Ç)* lrrru solution optimale. S'il existe un tlpe de produits p'e ?d tel que
xu'1(U*)
pour chaque type de produits ie 

"J' 
on a A1(U*) > max {0, xi6}. Compte tenu de

I'hypothèse (H2), il existe une machine K€ ilv{ etune période to tels que u*noo > 0
et pour chaque tlpe de produits ie 

"J' 
et pour chaque période t = to, to+1, ...,T on a

q1(U*) > max {0, xio}. Nous pouvons déterminer un plan de production tf** en
remplaçant dans Ie plan U* le contrôle û*n*tro pâr
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2.2.2. Solutions sans retard de livraison

Un plan de production est dit réalisable dans lee délais lorsqu'il permet de
satisfaire la demande des produits finis sans retard de livraison pour chaque
période de I'horizon T. Appelons O* I'ensemble des plans de production Ue O
qui satisfont les conditions de réalisation pour t = 1, 2,...,7

vietPy \ t  =  \o+

t

àtr,,à:L*k'- 
q' l>o (2.16)

(2.18)

(2.1e)

Les conditions de réalisation peuvent s'écrire de manière équivalente

(2.r7)

Remarquons que, selon les données du modèle, il se peut que I'ensemble Ç)+
soit vide. Pour vérifier s'il existe un plan de production qui satisfait les conditions
de réalisation, nous faisons appel à la programmation linéaire.

Rajoutons au premier membre de chacune des contraintes du système (2.1?) une
variable vitr, aPPelée "variable artifrcielle". Le problème de programmation
linéaire consiste alors à déterminer le plan de production U et le vecteur des
variables artificielles V de manière à

Yie ey I bri qn, > max ( o, l,dr.- x1s )
hk)rrxil e1

minimiser JF(D = Ë
t=1

t

g=1

ielPy

sous les contraintes suivantes pour t = 1, 2, ...,7

t r
YiePy >, > b,j ujr, + v1 > max { 0, !,drr- xro }- 

s=li,k s=1

UeÇl ,  Và0 (2.20)
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Une solution admissible pour ce programme linéaire peut être trouvée de
manière immédiate. Par exemple, le couple (u0, v0) , où les compogantes du
vecteur U0 sont nulles et chacune des composantes du vecteur V0 est égale
au second membre de la contgainte correspondant au système (2.1g), est une
solution admissible. Cette solution peut être optimisée grâce à une méthode de
programmation linéaire.

Une solution optimale du programrne linéaire permet de juger s'il existe un
plan de production qui satisfait la condition de réalisation. En effet, comme tous
les paramètres v;, sont positifs ou nuls, on a toujours JF (v) > 0. pour une
solution optimale du programme linéaire, notée (u*,v*;, un des deux cas de
figures suivants se produit :

' si JF(V*) = 0, alors tous les paramètres v*i, sont nuls. Par conséquent,
le plan de production U* satisfait les conditions de réalisation.

' si JF (.V*) > 0, alors au moins un paramètre v*i, est strictement
positif. Si v*;g est strict€ment positif, alors la demande des produits
finis du tfæe i n'est pas satisfaite en fin de la période t, (optimalité de
de la solution). En outre, il n'existe pas de solution (u**,v**) telle que
V**= 0. Par conséquent, il n'existe aucun plan de production qui'permet 

de satisfaire la demande des produits finis sans retard de
livraison.

Après avoir vu les conditions de réalisation et une technique qui permet de juger
si un plan réalisable existe, nous examinons maintenant à quelle condition les
solutions optimales correspondant au modèle de base permettent de satisfaire la
demande des produits finis sang retard de liwaison.

Hlæothèse HB : L'ensemble Cl+ n'est pas vide.

Prcpnétn 2.4 z
Il existe un seuil tel que, si pour chaque type de produits frnis ie lpyle cottt
unitaire associé au retard de livraison cri est supérieur à ce seuil, ato"É chaque
plan optimal de production permet de satisfaire la demande sans retard de
livraison.
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de la planification optinale sous forme géométrique.
admissibles O forme un polyèdre oonvexe, non vide et
U* , minimise la fonction convexe et linéaire par

Compte-tenu du fait que la fonction i est linéaire par morceaux, il existe une
partition Q de I'ensemble ç) telle que, V O) e Q le sous-ensemble C) forne un
polyèdre convexe et la fonction I est linéaire sur O).

Appelons s-(O) I'ensemble des gornmets de O), où quelque soit Ue s-(O)) pour
au moins un t5rye de produits finis i et une période t, l'état qrru) est négatif.

Pour chaque sous-ensemble O) e @, où s-(O) * 0 nous définissons

6(0)) := max { xilu)/Ue s-(O)) er \rCU) < O }

et ensuite nous définissons

Effi '= max [ Ë((D) | a. e et s-(û)) * o]

âppelons I* la valeur minimale de la fonction i sur f,)+, c'eet-à-dire

I * := min[ l tCl*yy

Par la suite nous montrons que le seuil en question s'exprime par le nombre réel
non négatif ' y+ 

/ E^^. Ainsi, plus formellement, la propriété 2.4 s'écrit :

Si I'h1ryothèse (HB) est vérifiée, et si pour chaque t1rye de produits finis ie ay le
coût unitaire associé au retard de liwaisor cri satisfait la condition

cri> -I- /ry

alors toutes les solutions optimales du modèle de base gont sans retard de
livraison.
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ryry:
1) pour un ensemble de golutions admissiblee (0 e lP,un et nn seul des deux

cae suivants s€ produit :

r si e-(O) = 0 alors

V (i,t) et Ue O) qr(O > 0

o si e-(O) * o alors

V ietPy et Ue r-(0) t (ID > - cr1 f(0)

Comqe Y iegy cri > - I* / E*, , on a

V Ue s-(O) t (tD

Ceci implique que U n'est pas une solution optimale du modèle de
base.

2)  pourOe Pdete l lesor têque min( t (O))  =  min( t (O)) ,ona

min( t (O))  s  !+

D'après 1) il n'existe pas U e s-(O) de-telle sorte que U eoit une
solution optimale du modèle de base. Par cons6quent, chaque
eolution U*e Ct avec

t ru*) = mia(t(O))

permet de satisfaire la demande des produits finie sans retard
de livraison.

3) puisque

( l *  = \JJU*/ I feO er t (U*)=min{t(Q)}}
@eP

chaque eolution de O* pemet de satigfaire la demande des produits sans
retard de liwaiaon. Q.E.D.
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2.3. Recherche de la solution optimale

Dans ce paragraphe, nous montrons comrnent déduire la eolution optimale
conespondant au modèle de baee grâce à la méthode du simplexe. pour pouvoir
appliquer cette méthode, nous tranfomons le problème d'optimisation en un
problème de programmation linéaire.

2.3.L. Première transfomation

En considérant la définition des fonctions de coût { (x11) et gk(ykr) qui sont de
nature que I'on sait continue, oonvexe et linéaire par monceaur, on constate que

{ (4s )  =  max( -c i  t t , cs i \ s }

gn (ytt) = rllax ( *'k Ykt + d'k, *'i ytt + cf "1)

Indroduisons pour chaque type de produits finis i et chaque période t un
paramètre cit qui représent le coût associé à l'état du stock xit et pour chaque
machine k et chaque période t un paramètre Frc qui représente le coût associé
à la charge y1g. En traitant ces paramètres comme étant des inconnues, nous
cherchons à déterminer le triplet (c, Ê, u) qui minimise

J(s,F),= Ë f > oft +
t=1 ielP,

sous les contraintes suivantes pour t = 1, 2, ...,7

-]rF

Vie ey

vie e7

Vke tu{

Yke fr[

%t

qit

ht > w'1 Y1{U) * d'k

Êtt

Ue f,l
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Comme les vecteurs X et Y sont des fonctions linéairee de U et comme f,l est un
polyêdre convexe, il s'agit d'un progranme linéaire. Chaque eolution optimale
du programme linéaire conduit à une solution optimale du modèle de
planification : si le triplet (o*, F*, Ul) .rt trne solution optimale du prograurme
linéaire, alors U* est une solution optimale du modèle de planification et on a
&a*,p*) = i(u*).

2.3.2. Deuxième transfomation

Nous écrivons ensuite le programme linéaire sous fome canonique. En écrivant
les conditions de f,l de manière explicite et en rajoutant au premier membre
(respectivement au second membre) de chacune des contraintes du prograûrme
linéaire une variable d'écart, les contraintes peuvent g'écrire sous forme d'un
système d'équations linéaires :

Viee1 oh = - cq Es(U) + a'it

Vieey %t = cq qj(U)+ c"ir

Yke tut fur = w'1 Vç(U) + cf '1 + F'kt

Ykelvt pkr = w'i V1s(U) * d"k+ F"kr

YielPp,tlPi \t(U) = Tit

Vkefr{- I 
"*\rt+ [r= ^r

ieT

\kt, c'itr, o"it, Fkt, F"kt, Tit, ôtt à o

Ensuite, nous éliminons les variables crig et Ftt en remplaçant aig par le second
membre de l'équation correspondant du premier système d'équations et F1g par le
second membre de l'équation conespondant du troisième eystème d'équations. Les
systèmes d'équations s'écrivent alors

Vieay - cri nr(U) * 0r'1 = ct \t(U) + o"ir

Ykegrt w'5 yç(U) + d'1+p'kt = oy"k yttO) +cf "1+p"1tr
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La fonction objectif prend la fome

J ( s(u,'c'), p(u,p') ) = l f E t - si tt(D + a,is )
t=t ie !P1

+ I t.ct'n nt(u) * .f 'k+ p'6) I
ke *{

En écrivarrt lee fonstions q{U) et ht(U) de manière explicite, J s'éclrit

. ï(a(u, s:),  F(u,F'))= tf  àGo,(qo * l f  L blugs-4r) )+c,i1)
t=l ielP1 g=1 k, j

* àç*'o llo uirt + cf '1+ 
F'rc) ]

keiv{ iet 
-

Dans cette forrnulation apparaîssent des conetantes qui n'ont aucune importance
lorsqu'on cherche à minimiser J. Pour simplifier les notations,. noug
supprimons ces constant€s et nous définissons la fonction ûr coynme suit:

Jr(u,Gr', F'), = Tt I.*îrt+ I-o'n* Lpo]
t=l \j ielPf keM

c5kr = lt- cq 0-t+1) bû * wtr;1)- 
ie !P1

On vérifie que .n ( a(U, a'), p(U,p') ) = Jr ( ff, c', Ê' ) * cst, où la constante cst
est donnée par :

o'= ![ l*,t I qr-\o) + L 'r '1J
t=l ie!P, s=l ke M

Regroupons encore pour chacune des containtes les termes variables dans le
premier membre et les termes constants dans le second membre. Le programme
linéaire, que I'on obtient est le suivant:

où



Prograrnrne linéaire :

Soit à déterminer le tuplet (U, o', O[",F', F",T,ô) qui minimise
T

Jr(U,0',F',T) = >t Iqnr\rc+ Io',r* EF,ol
t= l  k i  E? f  keM

sous les contraintes suivantes pour t = l, 2, ...,7

YielPO

VietPi

t

à T-* 
gm+ ïit = xio +

t,

à P- 
(q;- b6) uits + ïit = \o

t

I\,
s=l

(2.L7)

(2.18)

(2.19)

(2.22)

(2.23)

vie ay

a

vke tut I {*"o- cv'1) tgSrt - F'tt+ F"kr = cf1 - cf'g
i , k

Ykelvt l1,ofn, +ôp, = ^t
iel l

.ttt, d it, c"it, F'p, F"6, Ti6, ôtt > o

s \ t
) ("";*.ri) biirtr, * c'1- c"1 = (cri+csi) ( Iq.-*p) (Z.ZO)
jrk 

r r lt JAË ru rl' - I 

s=l

(2.2t)

t

I
s=1

Si le second membre de chaqrne des contraintes du pûogrnmme linéaire est positif
ou nul, alort on a obtenu la fome canonique souhaitée : les variables $ks, ct"ig et
F'k1 foment I'ensemble des variables hors base et les variables ï;tr, c'itr, F"to, 

"t \,
foment I'ensemble des variables de base. Si pour un t5rye de produits finis ielpyet
une période t le second membre de (2.2O) est négatif (c'est le cas si l'état initial-du
stock est supérieur à la demande cumulée sur les périodes !, 2,...t), alqrs on
multiplie l'équation par -1 et au lieu de traiter û'itr comme variable de base et c"ig
courme variable hors base, on fait I'inverse : c"it est la variable de base et o,'r, la
variable hore base. D'après la définition des données du modèle de plarrification, le
second membre de toutes les contraintes est alors positif ou nul et on a obtenu la
forme canonique souhaitée. En posant chaque variable hors base égale à zéro et
chaque variable de base égale au second membre, on obtient une solution de base.
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2.4. Exemple Numérique

Nous nous intéressons à un atelier qui est constitué de six machines de production
Ml, M2, ...,M6- Les machines sont destinées à convertir des matières premières
des cinq t1ryes il, i2,..., i5 en produits finis des tlpes i10 et ill en passant par les
produits semi-finis deb t1ryes i6, i7,..., i9. Le graphe du processus de production est
illustré sur la Figuie 2.10.

Nous cherchons à planifier la production pour 12 périodes de planifrcation de 6
heures chacune. La demande en produits finis est donnée par le Tableau 2.1. La
demande doit être satisfaite à la fin de chacune des périodes de planification.
Cependant, Iorsque des produits finis ne sont pas disponibles à la fin d'une période,
la demande peut être satisfaite à la fin d'une des périodes suivantes.

L'état initial des stocks de produits semi-finis et de produits finis est nul. L'état
initial des stocks de matières premières est considéré comme étant infiniment
grand. Les contraintes sur la disponibilité des matières premières n'intenriennent
donc pas dans la planification et la livraison des matières premières leut être
nulle dans chacune des périodes de planification.

La fonction de eoût associée à l'état du stock d'un t5rye de produits finis est illustrée
sur la Figure 2.L1. Elle est de la même structure pour chacun des types de produits
finis : le coût de stockage d'une unité de produit sur 6 heures est de 1 Franc et le
coût dû au retard de liwaison d'une unité de produit sur 6 heures est de 100 Francs.

La fonction de coût associée à la charge d'une machine est illustrée sur la Figure
2.12. Nous ne distinguons pas les charges régulières des charges exceptionnelles
dans cet exemple. La fonction de coût associée à la charge de chacune des
machines est donc très simple et devient directement proportionnelle à la charge,
où le coefficient de proportionalité est 1 Franc / heure.

Le plan optimal de production que nous avons trouvé à l'aide de la méthode du
simplexe est donnée par le Tableau 2.2.La suite d'états des stocks correspondant à
cette solution est donnée par le Tableau 2.8.

Nous constatons que l'état optimal des produits semi-finis est nul à la fin de
chaque période et que l'état optimal des produits frnis est positif ou nul. par
conséquent, la demande en produits finis est satisfaite sans retard de liwaison.
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Figure 2.10 : Graphe du processus
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Tableau 2.1 : Demande en produits finis



- æ -

ft(lrJ

00.

80.

60.

&.

n.

f- 1û) r..
l r t

fr(xrr) = J
[  1* i , ,

sixrr<0

sixrr )0

Figure 2.ll : Fonction de coût associée à l'état du stock d'un tyrye de produits finis

6.

5 .

4.

3 .

2 .

1 .

s*(r*r) = ykr

Figrrre 2.L2: Fonction de coût aesociée à la charge d'une rnachine

-2" 0. ?^ 4 ô g. 10. ,it

0 .  l .  z  g .  4  5 .  6 .Yk t



-  5 i t -

période
M6

0.0 - 6.0
6.0 - 12.0

12.0 - 18.0
18.0 - %.0
24.0 - 30.0
30.0 - 36.0
36.0 - 42.0
42.0 - Æ.0
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Tableau 2.2 : Nombre d'opérationg par tyrye par machine et par période
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Tableau 2.3 : Etat prévisionel des stocks



CIIAPITRE 3

Contrôle Opératoire de la Production
(Niveau de I'Esclave)

Dans ce chapitre, nous examinonË comy,nent convertir le plan de
production déterminé au niveau de la planification tactique en rrn plan
détaillé qui détermine, à chaque instant, I'opération à effectuer sur
chacune des machinee du système de production. Nous établissone
d'abord, dans le paragraphe 3.1, le modèle du contrôle opératoire.
Ensuite, dans le paragraphe 3.2, nous développons une approche
heuristique. Enfin, dang le paragraphe 3.3, nous montrong à I'aide
d'un exemple numérique le déroulement de l'heuristique.
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3.1. Modèle du contrôle opératoire

Dans ce paragraphe, nous établissons le modèle de la gestion de production en
temps réel. Le modèle tient compb du fait qu'une madrine ne peut pas effectuer
plusieurs opérations en même temps, qu'on ne peut lancer une opératiorr Bur une
machine qu'à condition que toutes les matières nécessaires soient disponibles, et
qu'une opération commencée doit être terminée sans interruption. Nous
décrivons d'abord le comportement du processus de production en lsmps réel.
Ensuite, nous introduisons des contraintes qui traduisent les conditions du
processus en temps réel et, de cette manière, définissent I'ensemble des contrôles
admissibles. Enfin, nous proposons un critère qui traduit I'objectif qui est de
réaliser les travaux imposés au niveau de la planification tactique.

3.1.1. Comportement du processus en temps réel

Pour décrire le comportement du processus de production en temps réel, nous
décomposons chacune des périodes du modèle de planification en n périodes
élémentaires de durée dt. En tenant compte du fait que les périodes de
planification sont de durées Ât égales, le nombre n est égal au quotient Ltldt. La
durée dt est un nombre inférieur ou égal à tous les temps de fabrication 1i1. De
cette manière, nous sommes certains qu'une opération lancée au cours d'une
période élémentaire p n'est pas terninée dans la même période. La suite des n
pér'iodes élémentaires qui correspond à la 1 ième période du modèle de la
planification tactique est notée lr = < n(t-l)rl, n(t-1)+2, ..., Dt ).

Compte-tenu de la décomposition des périodes de planification en périodes
élémentaires, nous notons les quantités de matières premières et Ia demande en
produits finis de manière différente. Pour les périodes élémentaires p = l, 2,
...,DT, nous notons

I llin I i6 go lline IR+ est la quantité de matières premières du type i
liwée pendant la période élémentaire p,

I dttn ] iepf dlinelR+ est la quantité de produits finis du t1rye i demandée
à la fin de la période élémentaire p.
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Appelone ô:= [ô;1pl le contrôle opératoire de la production. Nous posong

lorsqu'on lance une opération du tfæe j sur la
machine k au début de la période élémentaire p

sinon

Nous lançons des opérations sur les machines seulement au début des périodes
élémentaires (Figure 3.1). Le lancement d'une opération au cours d'une période
élémentaire n'est pas autorisé, d'où la nécessité de choisir des périodes
élémentaires petites par rapport aux durées opératoires.

Soit n55 le plus grand nombre entier inférieur ou égal au quotient Tg / dt.
Comme la durée dt est inférieure ou égale au temps de fabrication Îit, le nombre
n51 est supérieur ou égal à 1. Par conséquent, si on lance une opération du trpe j
sur la machine k au début de la période élémentaire p, alors I'opération est
terminée au cours de la période élémentaire F+\k.

machine k

machine k'

machine lC'

machine Ë"

Période de Planification --+

Figrrre 3.1 : Lancement des opérations sur les machines

Noue considérons que le contrôle opératoire est donné pour les périodes
élémentaires p = 0, -1 , -2, ... et qu'il est inconnu pour les périodes élémentaires
P = 1, 2, . . . ,  nT.

opérations du type j
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Appelons Ëip l'état du stock de piècea du type ie P à la fin de la période
élémentaire p. Nous décrivons la transition de l'état 6ip1 vers l'état Eip par (8.1)
lorsqu'il s'agit d'un t5rpe de matières premières, par (B.Z) lorsqu'il s'agit d'un
tlpe de produits semi-finis et par (B.B) lorsqu'il s'agit d'un type de produits finis.

tip = Eip-r - | ai; ôirp + llip
i,k

6ip = tip-r 
È 

.ii ôjrp + 
à 

oo ôjrp-,,j,

V ieAy €ip = tip-r - dlip . 
,T 

bii ô5rp-nir

V ieQO

V ielPi

Y ketu{
p

jet  *p-n jk

ô j t n= {0 ,  l }

(3.1)

(3.2)

(3.4)

(3.3)

L'état initial des stocks Çg est donné pour chaque t}rye de pièces. On a €io = xio.

3.7.2. Contraintes du processus en temps réel

Considérons qu'une machine k ne peut pas effectuer plusieurs opérations en
même temps. Cette condition implique que, si on lance une opération du type
velf au début de la période élémentairê p-ny1, alors on ne peut pas lancer une
autre opération sur la machine k au début de cette période : c'est-à-dire si
ôvkp-nvr = 1, alors pour chaque t5rye d'opérations je f \{v}, on a ô;tp-njk = 0. En
outre, si nous supposons qu'une opération commencée doit être terminée sans
internrption, alors on ne peut plus lancer d'opération sur la machine k tant que
I'opération du t5rye v n'est pas terminée, c'est-à-dire si ôvkp-nir = 1, alors pour
chaque type d'opération jet et pour chaque période élémentaire s = p-n;1r1,
P-n;1+2, ...,P-1' on a ôik, = 0. Par conséquent, le contrôle opératoirà est
admissible seulement si, pour chaque période élémentairê p = 1,2, ..., nT, on a

v (i,k)e txtu{ (3.5)
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Considérons encore la condition que I'on ne peut lancer une opération qu'à

condition que les matières nécessaires soient disponibles. Le cpntrôle opératoire
est admissible seulement si, pour chaque période élémentaire p = 1, 2, ...,nT, on a

Y ielPO

V ielPi

Ëin-, + llip

€ip-r + 
È 

oii ô;kp -n;t

(3.6)

(3.7)

Remarquons que l'état des stocks de produits finis n'est pas concerné par cette

condition car ces produits ne sont pas nécessaires pour commencer des
opérations.

3.1.3. Cohérence entre la planification tactique et le contrôle opératoire

En considérant le plan de pr:oduction déterminé au niveau de la planification

tactique, nous connaissons pour chaque type d'opérations le nombre d'opérations
à effectuer, période par période, sur chaque machine. Pour s'assurer que le plan

de production est effectivement réalisé, nous devons lancer les opérations sur les
machines de telle sorte qu'à la fin de chaque période du modèle de planification le
nombre d'opérations à effectuer soit égal au nombre d'opérations effectuées
(Fieure 3.2).

nombre d opérations à effectuer gur une machine k
(résultat de la planification tactique)

.4 période de planification .4'

Figure 3.2 : Lien entre la planification tactique et le contrôle opératoire

\
\ lancement des opérations sur la machine

\ (contrôle oPératoire)

HHt NSffi tE+t t4t tE+t I
I

H$
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Dans le but de définir de manière simple la cohérence entre leg décisions de la
planification tactique et les décisions du contrôle opératoire, nous considérons
coulme acquis que le nombre d'opérations lancées au cours d'une période de
planification t est égal au nombre d'opérations teminées au cours de la période,
c'est-à-dire si nous lançons v56 opérations du tlpe j sur la machine k au cuurs de
la période de planifrcation t, alors v511 opérations sont terurinées à la fin de la
période. Le nombre d'opérations effectivement lancées vlkt est donné par

V.(l,k). txgv{ tjtt =
pe lt

Nous disons que les décisions de la planification tactique sont cohérentes avec Ies
décisions du contrôle opératoire si, à la fin de chaque période de ptanification t, le
nombre d'opérations déterminé au niveau de la planification tactique est égal au
nombre d'opérations lancées au niveau du contrôle opératoire, c'est-à-dire à la fin
de chaque période de planification t = 1, 2, ...,T on a

v (i,k)e lxtu[ ojtt = tjtt (3.e)

Remarquons que pour un plan de production donné U, il n'est pas certain que
I'on puisse lancer les opérations sur les machines de telle sorte que les conditions
de cohérence soient satisfaites, du fait (entre autres) que le nombre des opérations
à effectue" 

- 
ojkt eet un nombre réel et que le nombre des opérations lancées vikt

est un nombre entier.

Dans le but de mesurer le degré de cohérence lorsqu'on ne peut pas satisfaire les
conditions strictes (3.9), nous définissons un indice de cohérence. Nous associons
à chaque couple (uim,ujtt ) une fonction de pénalisation h : IR+ x IN -rIR+ qui est
supposée continue et convexe avec h(ujlr,rjtt ) = 0 si lft 

= vip et h(ujkr, v5n, ) > 0
sinon. Ensuite, nous définissons I'indice de cohérence H eot"e les décisions de la
planification tactique et les décisions du contrôle opératoire de manière suivante :

(3.8)

(3.10)H(U,V):=
T

F1
I h(oin, vikt )

(S,k)e9ixî,t

Si H(U'V) est égal à zéro, alors la cohérence entre les décisions de la planification
tactique et les décisions du contrôle opératoire est parfaite, c'est-à-dire que les
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conditions de cohérence (3.8) sont satisfaites pour t =!,2,...,T, ke gv{ et je{ Dans
ce cas de figure, nous sommes certains qu'à la fin de chaque période de la
planification tactique l'état pr€visionnel des ,to.t, est égal à l'état réel des stocks.

Dans I'approche heuristique du contrôle opératoire que nous proposons dans le
paragraphe 3.2, nous utilisone comme fonction de pénalisation h la différence

:l*1": 
lojr! - 

"ir.tl 
ou le moindre carrê (qrrvirt)2. C., deux fonctions sont

illustrées sur la Figure B.B, où v111 est consiàéré 
-ro'.-" 

un nombre réel.

Figure 3.3 : comparaison de deux fonctions de pénalisation

3.1.4. Problème du contrôle opératoire

Le problème qui nous intéresse est le suivant : étant donné un processus de
production spécifié par les données tqf , tbi;I, et [itJ, l'état initial des stocks [€io],
la livraigon des matières premi|1sg t_ilinl, ù aemaode en produits finis t dlioJ, ies
décisions de la planification tactique U = tqr.tl et la mesure de cohérence H, nous
cherchons à déterrriner le contrôle opératoire ô = [ô51p1, la suite d'état des stocks
€ = tËipJ et les nombres v = [v;rc] corre'pondants de manière à

minimiser H(U,V)

sous les contraintes (8.1), (B.Z), ..., (B.g)
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Fl j,k p€Jt
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Remarquons que les contraintes (B.B) nîntenriennent pas lorsque nous ctrenchons
le contrôle optimal. En outre, nous pouvorrs remplacer Irc pa" le secônd membre
de (3.8). Enfin, si nous exprimons llétat du stock de chaque type de matières
premières et de produits semi-finis en fonction de l'état initial et du contrôle
opératoire des périodes précédentes, alors le problème d'optimisation peut
s'écrire de manière équivalente :

rnrlllmtsgr (3.11)

sous les contraintes suivantes pour t = 1, 2, ...,T et pe {

àPa1;ô1rc < Ëio+
EÊI J,K

(3.12)

V ieQi

p

à P. 
(ql ôitt - b1;ô;6-,,1r ) < Ëio

p

je r'a= p-1r*

p

I n,,
g=1

V ieE.

Vke9rt

(3.13)

(3.14)

V (i,k)e'Ix1v{ ôjon. {0, 1} (3.15)

La recherche du contrôle optimal est un problème combinatoire qui est difficile à
résoudre lorsque le nombre des variables binaires ô51n est grand. Pour pouvoir
traiter des problèmes de grande dimension, nous nous intéresserons par la suite
à une approche heuristique.

3.2. Approche heuristique

Dans ce paragraphe, nous décrivons une approche heuristique au problème du
contrôle opératoire. Nous présentons d'abord I'idée de base de I'approche. Ensuite,
noug fournissons une formulation algorithmique de I'approche.
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3.2.L. L'idée de base de l'approche

L'approche heuristique est basée sur le concept d'ordonnancement dynamique.
Dans ce concept, on détermine les opérations à effectuer sur les machines en
partant de la première période élémentaire et en allant vers la dernière période
élémentaire tout en tenant compte de l'état des stocks, de l'état des machines et des
règles de priorité qui déterminent pour chacune des machines le type d'opérations
qui est actuellement le plus urgent. Les décisions concernant une période
élémentaire p sont prises sans tenir cornpte des décisions concernant les périodes
futures. En outre, on ne metjamais en cause les décisions prises dans le passé.

Pour s'assurer que les décisions prises conduisent à une bonne solution globale,
nous utilisons le plan de production déterminé au niveau de la planifrcation
tactique oomme étant une ligne directrice et nous définissons les règles de priorite
en fonction de ce plan.

Supposons que le contrôle opératoire soit décidé sur les périodes élémentaires
s = 1, 2, --., p-l. Soit [ô'itJ le contrôle cornespondant à ces périodes élémentaires et
soit t la période de planification, où pe Jt. Si dans la période élémentaire p, une
machine kefu{ est libre, c'est-à-dire si

p-l

T
jeT s= p-njk

(3.16)

alors nous déterminons EXtn ensemble des types d'opérations tels que les
quantités de pièces nécessaires pour commencer une de ces opérations soient
disponibles et le nombre d'opérations restant à effectuer au cours de la période de
planification t ne soit pas nul. L'ensemble e.tp ".t 

donné par

4tp r= (ietl v ieap.tai aij < Bip_r - 
fifr,ôo51rn 

er ujrt
p-1

tEô. ,n.  )  (8.1?)
s = (t-l)n

A condition que I'ensembl" Ektp ne soit pas vide, nous lançons ensuite une
opération du tlpe le plus urgent j*e Ettp. Le type d'opérations le plus urgent
satisfait la condition

p-l p-l
h( uj*tt, L ô-"r*n, )

s=(h l ln  s=( t - t ) î
Vje 6* (3.18)
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Cette condition signifie dans le cas de figure , où h(x,y) = lx-yl ou h(x,y) = (x.yJ?,:
que le t}rye d'opération le plus urgent est celui dont le nombre d'opérations restant
à effectuer au cours de la période de planification t est le plus grand.

3.2.2. Algorithme

Dans I'algorithme suivant, nous déterminons le contrôle opératoire pour les
périodes élémentaires correspondant à la période de planifïcation t. Nous
supposons que le contrôle ôo5kp est doruré pour jef,,kefot etpeJ6luJs-z u... lr.

pour chaque période éIérnentaire peslfaire
pour clwquc type d'opératians je.Tet chaquc machine keîutfaire

' ôo;1o:= 0
fin pour
pour chaque machine kefutfaire

' vérifier si la machine est libre (condition (9.16) )
si la machine est libre, alors

- déterminer I'ensemble des t1ryes d'opératior e.tp (définition (8.12))
si l'eræernble T-yrrn'est pas uide, alors

- déterminerle tlpe d'opération le plus urgent j* (définition (g.lg))
- lancer une opération du tlæe j+; ôo5*1n := 1

ftn si

fi.n si

fin pour
pour chaque type de tnatières premières ielpO faire

Eipt= Çp-r - I .u ôojnn + ttip

fin pour

pour ehaque type de prcduits semi-fînis ielp; faire

fin pour

Çp= Çp-r -  P.uôo;1p+ 
ào1ôoikp-n i r

pour chaque type de produits finis ielpy faire

fin pour

fin pour.

Çp = Çp-r - dlio +
à 

ou ôoikp-nit
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3.3. Exemple numérique

Nous reprenons I'exemple introduit dans le paragraphe 2.4 du chapitre précédent.
En tenant compte des contraintes en temps réel, nous cherchons ici à lancer les
opérations sur les machines de telle sorte que les travaux imposés au niveau de la
planification tactique pour la première période de planification (Tableau 8.1) soient
réalisés. Lorsque nous lançons les opérations de manière à ce que les travaux
imposés soient effectivement réalisés, l'état des stocks de produits semi-finis et de
produits finis est nul après 6 heures.

o jt t

M1
M2
M3
M4

M5
M6

22.5
n.5

2.5

5.7 14.3
4.3 10.7

Tableau 3.1 : Nombre d'opérations par type par machine

Pour déterminer le lancement, nous décomposons la première période de
planification en 60 périodes élémentaires à durées égales de 0.1 heure. Comme le
plus petit temps de fabrication est 0.1 heure nous sommes alors eærtains que I'on
ne peut lancer qu'une seule opération sur une machine au cours d'une période
élérnentaire.

Ensuite, nous appliquons I'algorithme introduit dans le paragraphe précédent. Le
lancement des opérations sur les machines est donné par le Tableau 8.2 sous
forme d'un diagrarnme de Gantt. La suite d'états des stocks aorrespondant à cette
solution est donnée par le Tableau 3.3. A la fin de la 69 ième période élémentaire,
l'état des stocks de produits finis est diminué de la demande : l'état du stock des
produits finis du tlpe i10 est diminué de 30 unités de produit et l'état du stock des
produits du type il1 est diminué de 20 unités de produit.

Constatons qu'à la fin de la 60 ième période élémentaire l'état réel des stocks de
produits semi-finis et des produits finis est proche de l'état prévisionnel.
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machineg

Il,I2 M3 M4 M5

j3
i5
j3
j r
&
i3
j l
&,
i t
j r
&

instant
M6Ml

j2 j2 i4
& & i 4
i2 i2 i l  j6 j6
& & j 4 & - &
i 2 i 2 j 4 & & ,
& & j 4 i 6 &
i 2 i 2 i 4 & j 6
& & i l  & - &
i 2 i 2 i 4 j 6 &
& & j 4 & &
i 2 j 2 i 4 & j 6
& & i 4 i 6 - &
i 2 i 2 i 4 & &
& & i 4 & &
j2 i2 j4 i6 i6
& & i 4 & - &
i 2 i 2 j 4 & , &
& & j 4 i 6 &
i 2 j 2 i l & i 6
& & i 4 & , &
j 2 i 2 i 4 i 6 &
& & i 4 & &
i 2 i 2 i 4 & j 6
& & i 4 i 6 - &
i 2 i 2 i l & &
& & & &
i2 i2 j6 i6
& & & &
i 2 i 2 & &
& & , j 5 &
i 2 i 2 & i s
& & & &
l 2 i 2 j 6 &
& & & &
i 2 i 2 & j 6
& & j 5 &
i 2 i 2 & &
& & & & ,
i 2 i 2 i 6 &
& & & i s
i 2 i 2 & b
& , & j 5 &
i 2 i 2 & &
r $ & . & j 6
j2 i2 i6 

-&

& & & & ,
& , &
j 5 &
& i 5
& &
i 6 &
& &
& j 6
j 5 &
& &
& & ,
j 6 &
& j 5
& &
j 5 &

0 .1
o.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1 .9
t . l
t . 2
1 . 3
1 .4
1 .5
1 .6
t . 7
1 . 8
1 .9
2.0
2 .1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3 . 1
3.2
3 .3
3.1
3.5
3.6
3.7
3 .8
3.9
4.0
4 .1
4.2
4.3
4.4
1.5
4.6
4.7
4.E
4.9
5.0
5 . 1
s.2
5 .3
5 .4
5 .5
5.6 ,
5.7
5 . t
5.9
6.0

Tableau 3.2 : Diagramme de Gantt
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i9aflr2il

matièreg
premièreg

produits
semi-IiniE

produite
{inie

i10 ill
instant

0.0
0 .1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1 .0
l . l
1 .2
1 .3
1 .4
1 .5
1 .6
t . 7
1 .8
1 .9
2.O
2 .1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3 .0
3 .1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3 .8
3.9
4.0
4 .1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4 .8
4.9
5 .0
5 . 1
s.2
5.3
5.4
5.5
5.6
s.7
5.8
5.9
6.0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 2
4 l
4 2
4 2
8 3
t 3
t 4

1 2 t
r zs
t 2 5
t z 5
1 2 5
1 2 7
1 2 6
1 2 7
t z 7
1 2 8
t 2 8
t 2 9
1 2 8
t2  l 0
1 2  t 0
t 2  l 0
t 2  l 0
t 2  1 2
l l  l 0
l 0  l 0
l 0  l 0
l 0  l l
t 0  l l
l 0  12
9 r 0
9 l z
9 1 2
8  l l
t  l l
I  1 3
7 l l
7 1 2
7 1 2
7 l t
7 1 3
6  1 3
5  l l
3  l l
5  l l
5 9
5 9
5 9
1 7
3 5
t 5
3 1
3 4
3 3
2 l

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 l
o 2
o 2
0 3
0 3
0 4
0 5
0 5
0 5
0 7
o 7
o 7
0 t
o 9
0 9
0 1 0
0 1 0
0  l l
o t 2
o t 2
o t 2
0 1 4
0 1 4
0 1 4
0 1 5
0 1 6
0 1 6
l 1 6
l 1 6
2 1 6
2 1 7
2 1 7
2 t 7
3  t 8
3  l t
3  l t
3 1 9
1 1 9
4 t 9
5 1 9
5 1 9
5 2 0
s2 r
52 r
5 2 1
7 2 1
7 2 1
7 2 1
7 2 2
7 2 t
7 2 t
t 2 9
E 2 3
9 2 t

- l  - l
É
É

-

o

-

o

-

0
0
s
I

l 3
t 3
t 2
l 6
l 6
l 5
20
t 9
l 8
l 8
l 8
l 6
l 6
l 6
l 5
l 4
t 4
l 3
l 3
t 2
t l
t l
l l
9
9
9
9
9
9
8
I
7
7
7
7
6
6
6
6
5
5
4
1
1
4
4
4
2
2
2
2
2
2
I
I
0
0

0
0
I
0
I
2
2
2
3
3
4
4
4
5
6
5
6
7
7
7
I
E
I
9
I

l 0
l l
9
9
9
9
9
9
I
I
7
7
7
7
6
6
6
6
5
5
4
4
4
4
4
4
2
2
2
2
2
2
I
I
0
0

Tableau 3.3 : Etat réel des stocks



CIIAPITRE 4

Traitement des Problèmes Complexes

Au niveau de la planification tactique, il est difficile de déterminer un
plan optirnal de production à I'aide de la progrernrnation linéaire si le
système de production est complexe. Dans ce chapitre nous examinons
comment traiter les problèmes de grande dimension à I'aide d'une
procédure d'agrégation/désagrégation. Nous présentons d'abord, dans
leparagraphe 4.1, I'idée de base de cette approçhe. Ensuite, dans les
paragraphes 4.2, 4.3 et 4.4, nous proposons en détail une procédure
d'agrétation/ désagrégation à trois niveaux.
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4-L - concept d'agrégation et de désagrégation

Dans ce paragraphe, nous présentons d'abord le concept d'agrégation et de
désagrégation sous forme générale. Ensuite, nous examinons comment appliquer
ce concept à des problèmes de progremmstien linéaire. Enfin, nous présentons une
procédure d'agrégation/désagrégation à trois niveaux pour traiter notre problème
de planification. Les trois niveaux de cette procédure sont examinés plus
ernplement dans les paragraphes suivants.

4.L.L. Concept de base

Dans le concept d'agrégation et de désagrégation, on considère un mpdèle détaillé
dont une solution est directement applicable, et un modèle asrégé dont une solution
peut être calculée. Appelons IRN I'espace dee solutions du modèle détaillé, et IRn
I'espace des solutions du modèle agrégé. Bien entendu, N >> n.

Nous considérons I'agrégation conrme étant une transforrnation projective
'4 : IRN-+ IRt qui projette I'ensemble des solutions du modèle détaillé dans l,espace
des solutions du modèle agrégê. Si €g IRN est I'ensemble des solutions du modèle
détaillé, alors I'ensemble des solutions du modèl e agrégé est donné pat e = A(D.

La désagrégation est considérée conrme étant une transformation projective
D : IRn + IRN qui projette I'ensemble des solutions du modèl e agrégé,dans l,espace
des solutions du modèle détaillé. L'image D(x) d'une solution x du modèle agrégé
est une solution du modèle détailté si le triplet (A, D, D satisfait la condition de
cohérence trD oA)(D c-ELaFigure 4.1 ilustre la démarche.

Figure 4.1 : Transfomation d'agrégation et de désagrégation
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Bien entendu, il est difficile de déterminet A etD de telle sorte que la condition de
cohérence soit satisfaite lorsque la dimension de IRN est supérieure à celle de IRn et
que I'ensenble E est quelconque. A et D sont en général dee applications non
linéaires.

Dane la pratique' nous nous intéressons à des transfomations linéaireg du type
ACX) := AX et D(x) := Dx, où Ae IRn,N est qne matrice d'agrégation, De InN,"
est une matrice de désagrégation et rang(A) = rang(D) = n. Lorsqu'on choisit la
matrice d'agrégation A a priori, et qu'on détermine la matrice de dégagrégation
D a posteriori, par exemple, en utilisant le pseudo-inverse de Moore-penrose par
D := dT16 AT)'1, on est certain que I'on a ADAIE = AE .

La signification'de cette équation est la suivante : si I'on projette I'ensemble des
solutions du modèle agrégé, donné par I'image e = Af,, dang I'espace des
solutions du modèle détaillé, et si I'on projette ensuite I'image obtenue tE =De dans
I'espace des solutions du modèle agtégé, on retrouve alors I'ensemble des solutions
du modèle agrégé ou, autrement dit, e= AlË.

Remarquons que cette condition n'estpas suffisante pourêtre certain que DA2-g E.
En d'autres termes, si I'on projette I'ensemble des solutions du modèIe détaillé dans
I'espace des solutions du modèle agrégé et si I'on projette ensuite I'ensemble des
solutions du modèle agrégé, donné par I'image e = Af,, dang I'espace des solutions
du modèle détaillé, alors I'image obtenue E) =Da, ne forme pas nécessairement un
sous-ensemble de E. Par conséquent, on n'est pas certain que la désagrégation
d'une solution du modèle agrégé conduise à une solution du modèle détaillé.

4.L.2. Application en programmation linéaire

Dans ce chapitre, nous allons appliquer le æncept d'agrégation et de désagrégation
pour traiter un problème d'optimisation. Une des premières approches de la
résolution d'un problème d'optimisation à I'aide du concept d'agrégation et de
désagrégation est dûe à Holt et al. t1960]. Le modèle, ænnu sous le nom de modèle
HMMS Qfolt, Modigliani, Muth, flimon), se oompose d'une fonction économique
quadratique que I'on cherche à minimiser sous des contraintee données par des
équations linéaires décrivant l'état d'un système de stockage. En programmation
linéaire, le concept d'agrégation et de désagrégation a été sanyniaf par Day [1968],
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Fisher t19691 et Lisegang t19801. Voyons, cornment le concept d'agrégation et de
désagrégation peut être appliqué pour traiter nn progrârnrne linéaine.

Etant donné un vecteur Fe IRN, une matrice Ge IRM,N, et un vecteur He IRM, noug
cherchons à déterminer un vecteur X eIRN de manière à

minimiser f{rX / GX S H et X > 0

Les composantes x1, x2, ...,xN du vecteur X sont appelées micro-variablee.

Selon le concept d'agrégation et de désagrégation, on remplace le vecteur X par un
vec teur  de  macro-var iab lee  XeIRn,oùncN.  So i t  P=(ê1te2r . . . ,€n)  une
partition des micro-variables et soit r1, âv€c 15 à 0, le poids associé à la
rnicro-variable 

1. L'ensemble des nicro-variables {1 } nour je ek est représenté par
la macro-variable 81. Pour décrire la relation entre les micro-variables et les
macro-variables, on introduit une matrice d'agrégation Ae IRn'N que l'on définit
cornme suit (Fei [1956]) :

En utilisant simplement la transposée de la matrice d'agrégation co'nrne matrice
de désagrégation, on détermine le vecteur X en fonction du vecteur X de la manière
suivante :

X= ATX

Remplaçons le vecteur X par le teme ArX. Le problème de prograûrmation linéaire
peut s'écri"à .oo, forme agrégée :

[  " i  
s ix .eeo

A:=t tnrJr<ksn avec tk j t=1

ls i<N l .  0  srnon

minimiser FrrAry / GAT s H et eT > o
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comme les poids 
"1t 

î2t ...,rN sont positifs ou nuls, la relation ATX > 0 est
équivalente à la relation f, à 0. En outre, lorsque H > 0 on egt certain que I'ensemble
des solutions du problème agrégé n'eet pas vide. Finalement, si f,* est une solution
optimale du problème agrégé, alorr I'image Xo= At* est une solution admissible
du problème détaillé.

Théoriquement, il est possible de déterminer la matrice AT de t"tt. ,o"t" que Xo
forme une solution optimale du modèle détailé. Sous I'h1ryothèse que les données F,
G,'et H vérifient certaines conditions de proportionnalité, Day tlgg3l montre
comment constmire la matrice A de manière à ce que Xo soit effectivement une
solution optimale du problème détaillé. Malheureusement, ceg conditions sont assez
restrictives, et d'après la conjecture de Day, il est diffisile de trouver des conditions
moins restrictives.

Fisher t19691 considère la possibilité d'agréger autant les contraintes que les
variables du problème. En introduisant une partition p'= ( e,i,ê,2,..., e,_ ) de
I'ensemble des contraintes et en associant à chaque contrainte i un poids { ..r".
r'i à 0, I'auteur définit une deuxième matrice d'agrégation A'e IRn,M de la
marrière suivante :

[ t', si contrainte i . . 'l
A '  := [ . ' t i ] rs lsm avec . ' l i t= .1

ls i<M I  o  s inon

Le programme linéaire, dont les contraintes sont agrégées, s'écrit sous la forme :

minimiser f/rX/ A'GX < A'H et X > 0

L'agrégation des contraintes constitue une relaxation des contraintes. par
conséquent, si le vecteur X** est une solution optimale du problème agrégé
ci-dessus, on n'est pas certain que X** forme une solution admiesible du problème
détaillé. Par contre, le problème dual du problème agrégé conduit à une solution
admissible du problème dual du problème détaillé. Lorsqu'on agrège
eimultanément les variables et les contraintes, on trouve alor-s un compromis entre
I'adrnissibilité et I'opt"nalité de la eolution que I'on va construire.
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Lisegang t19801 propose une approche d'agrégation et de désagrégation dans
laquelle on cherche d'abord la solution optimale du problème agrégé (seules les
variables sont agrégées) et ensuite, on effectue une post-optimisation en
reconstruisant la matrice d'agrégation. L'idée de la post-optimisation est la suivante:
soit Xt la solution optimale du problème agrégé. En fonction de cette solution, on
reconstruit la matrice d'agrégation A par I'ajustement des poids. L'auteur propose
d'ajuster les poids en résolvant n sous-problèmes de programmation linéaire. Dans
le sous-problème k on fait varier les poids t r; / je e1) de la matrice A en cherchant à
rendre minimum (FA)T X sous les contraintei GAT X s H et AT X à 0. On obtient
alors une nouvelle matrice d'agrégation A*. La solution du problème détaillé est
ainsi améliorée. Lorsqu'on détermine A et X de manière itérative, la solution
détaillée que I'on construit se rapproche, au dire de I'auteur, de la solution
optimale.

4.L.3. Présentation de I'approche du problème de planification

Partant du modèle de planification tel que celui-ci a étA introduit dans le chapitre 2,
il se pose les deux questions suivantes concernant le concept d'agrégation et de
désagrégation :

o cornment regrouper les entités du modèle détaillé de manière à obtenir
le modèle agrégé ?

o comment convertir la solution du modèl e agrégê en une solution du
modèle détailé ?

Dans les paragraphes suivants, nous proposons une procédure d'agrégation et de
désagrégation à trois niveaux. Cette procédure fait appel d'une part à une approche
ascendante dans laquelle nous agrégeons les variables du modèle de planification
tactique et d'autre part à une approche descendânte dans laquelle nous
convertissons le plan agêgé de production en un plan détaillé de production
(Figure 4.2).
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solutions admissibles
du modèle agrégé M"'

solutions admissibles
du modèle agrégé M"

solutions admissibles
du modèle agrégé M'

solutions admiseibles
du modèle de planification

Figure 4.2 : nlustration de la procédure d'agrégation et de désagrégation

Les variables de ptanification impliquées dans Iee modèles des différents niveaux de
la procédure d'agrégation/désagrégation sont les suivantes :

ujtt : nombre d'opérations du t1rye
pendant la période t.

j à effectuer sur la machine k

egeU
t'it : nombre d'opérations du tlpe j à effectuer pendant la période t.

u"it : quantité de produits finis du t;rye i à fabriquer pendant la période t

solution
oPtirnals

désagrégation

post-optimisation

o"'t : quantité totale de produits finis à fabriquer pendant la période t
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Le modèle agrégé d'un niveau donné s'obtient à partir du modèle de niveau
immédiatement inférieur en remplaçant les variables détaillées de planification du
modèle de niveau inférieur par une expression des variables globales du modèle
agrégé.

La variable ujkr du modèle de planification est remplacée par I'expression
r';1 u;t. Le paramètre 

"it 
est le rapport du nombre d'opérations

du type j à effectuer sur la machine k et du nombre d'opérations du tpe j à
effectuer sur I'ensemble des machines.

La variable olt du modèle agrégéM' est remplacée par

. Ijr';, o"tr. Le paramètre r'5i est le nombre d'opérations

efféctuer pour obtenir un produit fini du tyrye i.

I'expression

du tlpe j à

La variable u"it du modèle agtégê M" est remplacée par I'expression

""'i 
o"'t. Le paramètre 

""'i 
est le rapport de la qoutttité de produits

finis du t5rye i à fabriquer et de la quantité totale de produits finis à
fabriquer.

Le remplacement des variables du modèle d'un niveau donné par les expressions
des variables globales du modèle agrégé que I'on construit, correspond à une
transformation projective, gui consiste à projeter I'ensemble des solutions d.u
modèle détaillé dans un espace de solutions de dimension réduite. Par conséquent,
chaque fois que nous effectuons une agrégation, nous perdons de la précision du
modèle détaillé.

La précision des modèles agrégés dépend essentiellement du choix des paramètres
[r'51J, [r'i1l et [""'i]. Dans les paragraphes suivants, nous montrons comment
choisir les paramètres. Nous montrons également comment convertir les solutions
des modèles agrégés en une solution détaillée.
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4.2. Modèle agrégé M'

Dans le modèle agrégé M' noug déterminons pour chaque t5pe d'opérations le
nombre d'opérations à effectuer sur I'ensemble des machinee au lieu de
déterminer le nombre d'opérations à effectuèr sur chacune des machines
individuelles.

4.2.L Problématique

Considérons les contraintes de capacité des machines du modèle de planification
tactique. Un plan de production U = [qrc] est admigsible pour les capacités des
machines, s'il satisfiait pour chaque période t = 1 ,2, .,., T les contraintes
suivantes :

Vke to{ (4.1)
j e t

\ t t>o

Appelons u5g le nombre total d'opérations du type j à effectuer sur I'ensemble des
machines pendant la période t. On a

L l5rqrt < ^t

V0,k)e tx tu{

V jeT oit  =
ke 9t{

(4.2\

(4.3)

Un plan agrégé de production IJ' = tuisJ est admissible pour les capacités des
machines, s'il existe un plan détaillé de production U qui satisfait les contraintes
(4.1), (4.2) et(4.3).

L'ensemble des plans détaillés de production U qui satisfont les contraintes (4.1) et
(4.2) forment un polyèdre convexe. L'ensemble des plans agrégés de production U'
est donné par la transfomation projective (a.3) du polyèdre convexe des plans
détaillés de production. Comme cette transformation projective eet linéaire,
I'ensemble des plans agrégés de production foment également un polyèdre
convexe. Par la suite, nous cherchons à décrire le polyèdre convexe des plans
agrégés de production de manière explicite.
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4.2.2. Résultats analytiques

Les capacités des machines ne varient pas d'une période à l'autre. pour simplifier
les notations, nous supprimons par la suite I'indice t.

soit s I'ensemble des tçJ a.'i satisfont les contraintes

et soit Sr I'ensemble des [u5l nour lesquels il existe tqpJ e S tel qrre

Y je ï

V(i'k)e txtot

vje'T

Vne {1, 2, ...,N}

Y  je t

Vme {1 ,2 , . . . ,M}

Yjet

,PJ-rr 
< e

\1à o

(4.4\

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

équivalente comme

(4.e)

(4.10)

oj= Iqto
ke t{

Propriété 4.1 :
Si 1gt ,ILz,..., IJN ), avec IIt = [ ut;11, est I'ensemble des sotnmets du polyèdre
convexe 3, et si Wl,IM2, ..., s[M], â.rec $I- = [ w.;1, est I'ensemble des sommets
du polyèdre convexe s des \4/ = [rrj] qui satisfont les contraintes :

!r l+"io) *j = ^t
jelf kegv{

w; à0

alors le polyèdre convexe s t peut s'écrire de manière
I'ensemble des tu;J lui satisfont les contraintes :

ià 
o-i ui < Ât

" j> 
o
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Démonstration
soit { IIf iP,...,IIN }, avec IIn = [ ut;il, I'engemble des sommets de S. Lc polyèdre
convexe iit peol f'€crire de manière équivalent comme liensemble des tu;l
non-négatifs pour lesquels il existe [In] de telle sorte que

N

vjet Ir .àl i*, ^. = u;
n=l kefit

N
Vne[,2, . . . ,N]  In >0 et  E f  s  1

n=1

N

Vje f
(+ n=t lxegv{

N
Vne (1, 2, ...,N1 In > 0 et I f s I

n=1

N

vjet - 11 .I_ pio r r,"
e) n=t ke*t

N
Vne [1, 2, ...,N] ln > 0 et I f"

n=1

selon le théorème de Farkas et Minowski (Minoux tlgg3l), il existe txnl qui vérifie
les contraintes ci-dessus si et seulement si pour tous les twSl et ô tels que

vjet - 11 .I -u";1 ) *; +ô
ietT t.e9lt

Vje, l  w;à0 e t  ô>0

onait S . -L w;u' ;+ô
ie'T
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Sans nuire à la généralité, nous llosons ô:= Ât. Par conséguent, [u;l non-négatifs
appartient au polyèdne convexe st si et seulement si pour tous lee r t I teh que

on ait

vne[,z,...N] 
j]( 

) o":o I 
",, 

s ar

Yje.T w; à 0

N

ie'T 
r r

Soit ( IÀ11, IU,z,..., WM ), avec ltrlp = [ u-;1, l,ensemble des somnletg du polyèdre
convexe s des \ry = t$'jl qui satisfont les contraintes

vne(l'2""N) 
ÈJ à"1k 

) wj <^t

Vjet w;  à0

Le polyèdre convexe 3t s'écrit alorg de manière équivalente comme l,ensemble des
lu;J Oui satisfont les contraintes :

Vme {!, 2,...,M} 
à 

o-, "l 
s ^r

Viet  o j  >  0

Q.E.D.

Par la suite, nous montrons qu'il n'est pas nécessaire de considérer tous les
sommets de S pour contruire Sr.



Propriété 4.2 :
Une contralnte
est redondahte.
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.B .Ef-tk ) wj < Ât , où il exisre kervt tel qne I u';1 = g
ie{I kegvt 

' 
ie,T 

ra

Remarque :
Chaque sommet llt = [ utlr I du polyèd.re convexe S vérifie les conditions
suivantes :

$n5k e (0, $tÆ;r.) et si !1n11 = Atrt1 a lorg E s t i '1=0
i 'e9AÛ) 

-

Selon la propriété 4.2, il suffit de considérer les sommets de S qui vérifient les
conditions suivantes :

!1n11 e (0, AtÆir.) et !lni1 = Âtf$k si et seulement si E rt îk=o
j 'e 2\[i]

Ceci revient à dire que I'ensemble des sommets de S peut être réduit à des
sommets, où pour chacun d'eux chaque machine effectue un et un seul t5pe
d'opérations avec un débit mndmal.

Démonstration :
Soit Un = I g"jk J un sornmet du polyèdre convexe S tel que pour une maehi nekefo{
ona

Eut;1 =o
i . t

Soit gn'= t u"jt J un sorrrmet de S tel que

vk'e 9A(k) I r"ir, = .E onjr er I_u";1 > 0
ie'T 

' 
ief/- ie,T
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,à,P,n**) 
w; s 

,I; à*ir) 
*i

Q.E.D.

Exemple :
Considérons trois machines Ml, M2 et M3. Chacune des machines est capable
d'effectuer les deux tlpes d'opérations j1 et i2. Lee contraintes dlcapacité pour une
période de planification d'une heure sont les suivant€s :

Ll4 ur1 + !14 u2r

Ll3 urz + 116 W < 1

1,16 urs + ln W2 < 1

1111r o12r ulg, u2l, WZrrtZS

L'ensemble des solutions admissibles forment un polyèdre convexe SgIR6. Les
capacités des machines individuellee pour les deux types d'opérations sont
illustrées sur la Figure 4.3,

L2s45  6  h

machine 1 machine 2 machine 3

23456 L29466

Figure 4.3 : capacités de trois machines pour deux t1ryes d'opérations
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Nous construisons le polyèdre convexe S'giz des plan e agrégéa de pmduction
(u'1, u'2) qui satisfont les contraintes

u' l  = u11 *u12* utg

ui = uzf + rtiæ+ u2g

Nous déteminons d'abord tous les somnetg du polyèdre convexe S qui vérifient la
condition de la propriété 4.2. Lcs sommsgs sont donnés par le Tableau 4.1.

u'
n

Itt

n
9p

n
Erg

n
Ez

sL
n

u28

13w1 + O.z S 1

7*r  + 2nz

10w1 + 6*z S 1

0!  4  0  0  0

3:0  0  3  0

6 i0  6  0  0

(cl)

rcz)
(c3)

44

33

60

000

006

020

4

0

6
r . | r r

I

4:0  4  4  4
t

ole 6 o 6
t
I

0t  t  0  2  2

Tableau 4.1 : Sommets du polyèdre convexe S

Ensuite, nous considérons le polyèdre convexe S dee couples (w1, w2) qui satisfont
lee contraintes ci-dessous. Dans ce sysêne, les contraintæp (CZ) et (K,a) sont
redondantes par rapport à la contrainte (CB) et à la non-négativité des variables, et
les contraintes (C5) et (C?) sont redondantes par rapport à la contrainte (CG) et à la
non-négativité des variables. .

r''edondant
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9w1.+ 4*z  S 1

4wr  +  8*z

6*r  +  10w2 S 1

3* t  +  8*z

0*r  +  t2w2 < 1

Wl, W2

0u ' l  +

1/1B r'l +

UfB u'l +

1138 u'l +

Ln6 u'l +

0 [ '1  +

o u'2

o r'2

1126 u'2

lll2 u'2

1/16 u'2

llt? u'2

redondant

redondant

redondant

redondant

redondant

(c4)

(c5)

(c6)

(c7)

(c8)

Les sommets du polyèdre convexe S des couples (w1 , wz) qui eatisfont les
contraintes (C1), (CB) , (C6) et (Cg) et les contraintee de non-négativité sont
donnnés par le Tableau 4.2.

rn3 tn} u38 vL6

0 u26 tnz Ln6

Tableau 4.2 : Sommete du polyèdre convexe S

Les contraintes du polyèdre S' (Figure 4.4) s,écrivent alors :

0

lni,

\ry-

wm-1

uP-2

s1

s1

s1
{

s1

s1

(cl')

(c2')

(c3')

(c4')

(c5')

(c6')

u'l , l'z

redondant
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Dans ce système les contraintes (C1') et (CZ'1 sont redondantes par rapport à la
contrainte (C3') et à la non-négativité des variableg et la contrainte (C6') est
redondante par rapport à la contrainte (C4,) et à la non-négativité des variables.

Figure 4.4 : trlustration du polyèdre convexe St

Remarquons que la construction du polyèdre convexe 3 t devient difficile si le
nombre des machines et le nombre des types d'opérations sont grands. pour le
traitement des problèmes de grande dimension, nous proposons par la suite une
approximation de St.

4.2.3. furégation proposée

Nous construisons le modèle agrégé M' en remplaçant dans le modèle de
planification tactique chaque variable qtt par

Les paramètres 
"if

Y  je t

Ttt = r';1u'it

sont à choisir de telle sorte que

E"h=l
h.e rr

r;1

(4.11)

(4.r2)

V(i,k)e tx fivt (4.13)



r  8 6 -

Proposition :
Les paramètres r;1 Peuvent être déteminég en fonction deq tettrps de fabrication
fjo Par

: = { r;o p; rrn

0

si  T11< -
t jo

(4.L4)

Srnon

iet
Tg rg u5t (4.15)

o) str = 
o>^,"in ":, 

= oh

ojkt = r51 u;t > 0

on %:- { ke lrtl\iu< æ } est l'ensemble des machines qrri sont capables d'effectuer
les opérations du trype jef.

Propriété 4.3 :
Si le plan agrégé de production If'= tu;tl satisfait pour chaque période de
planification t = L,2, ...,T les contraintes suivantee :

Vketu{

Y je t

Y je t o'it > 0 (4.16)

alors le plan détaillé de production U déterminé par (4.11) satisfait les contraintes
(4.1;, ê.2) et (4.3).

Démonstration :
En effet, si le plan détaillé de production U est déterminé en fonction du plan
agrégé de production tI' par (4.11) et si le plan agrégé de production satisfait les
contraintes (4.15) et (4.1G), alors on a

Yke tut ltn \tt = I_ 15r r51 u;t < ^r
i " rT  

-  '  
i . rT  

r -  r -

V$,k)e txtu{ Q.E.D.
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Remarque :
Lorsqu'on détermine les pararnètres [r;11 par (4.14), iI peut exieter un plan
détaillé de production U qui satisfait les contraintee (4.f ) et (4.2), et le plan agégé
de production If' déterminé par (4.3) ne satisfait pas les contraintes (4.1b) et (4.16).
Ceci revient à dire que I'ensemble des plans agrégés de production qui satisfont les
contraintes (4.15) et (4.1G), est un Bous-ensemble des plans agrégée de production
pour lesquels il existe des plans détailés de production tels que les contraintes
(4.1), (4.2) et (4.3) soient satisfaitee.

Exemple :
Considérons deux 'nachines M1 et M2 capables d'effectuer les t;pes d'opérations jl
et j2. En tenant compte des temps de fabrications donnés par Ie Tableau 4.3, il est
possible d'effectuer 50 opérations du type jl et 100 opérations du typg j2 pendant une
période de 100 heures. En effet, si la machine Ml effectue 50 opérations du tlpe jl et
la machine M2 effectue 100 opérations du type j2, alors la charge de chacune des
machines est de 100 heures et elle est donc admissible.

Tableau 4.3 : Temps de fabrication

Lorsque nous déterminons les paramètres tr;1l par (4.11), on a

1
f ' r r = -=0 .60

" 2$n + VB)

1
f or = - = 0.l?4 5(ll5 + llt)

1
f ' . , o= -  =  0 .404 3$n+ U3)

f'gtr =
t (tl6 + 1ll)

= O.fff
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Les contraintes de capacité s'écrivent

2.0x0.60 u'1 + 5.0x0.17 ui < 100

3.0x0,40 u'1 + 1.0x0.83 ul2 < 100

u'1, [t2

On vérifie que les 50 opérations du t5rye jl et les 100 opérations du type j2 ne sont pas
admissibles pour les contraintes ci-dessus. Cela signifie gue, dans Ie modèle
agrégé, nous avons sous-estimé la capacité réelle des deux machines.

Par la suite, nous nous intéressons au cas particulier où les machines ont des
vitesses proportionnelles, c'est-à-dire que pour chaque type d'opérations jetil
existe un coeffrcient 11;e IR+ et que pour chaque machine ke fut il existe un
coefficient X2yeIR+ tels que les temps de fabrication lit peuvent s'écrire

Tjt =î l j14 (4.r7\

Propriété 4.4 :
Si le plan détaillé de production U satisfait les contraintes (4.1) et (4.2), si les
machines ont des vitesses proportionnelles, et si les paramètres tr;r.l sont
déterminés par (4.I4), alors le plan agrégé de production U, déterminé iar (a.B)
satisfait les contraintes (4.15) et (4.16)

Démonstration

o Yiet  Tm>o + oj t  = Iqo,-  
kew-

o Y keto,/
jà 

Tti 12t' 5t't < ^t

(+ V ke tut I_ O, ojr.t S Lt I Dzk
j e t
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=à

(:)

+

à p"R"t*'

,]o,*)r*

s L &tr?,k
ke 9r{

s
ke*t

T
ier

ui"h s I &trzk
kefi{

(â

€+

ier

je r

*P*t 
I Ttirl2.*) op s

_àt 
ttn) u;s < Âr

Yklegv{

Q.E.D.

Comme la propriété 4.3 montre seulement qu'un plan détaillé de production que
l'on détermine en fonction d'un plan agrégé de production est admissible, et
corrme la propriétÉ 4.4 n'est pas valable dans le cas général, nous rre so,,,rnes pag
certains que le plan détaillé de production que I'on construit de cette nanière soit
optimal. Par la suit€, noua exnrninons cornment améliorer le plan détailté de
production en effectuant une post-optinieation.

4.2.4. Post-optimisation (répartition des opérations sur les machines)

Supposons que le plan ry.régé de production If' goit donné et que ce plan satisfait
les contraintes (4.15) et (4.16). Nous sonnes alors certains que pour chaque tlpe
d'o1Érations jef le nombre d'opérations u'p peut êtrr effechré pendant,la période t
sur I'engemble des -achines.

En tenant compte du cott de fonctionnement g1 de chaque machine ke g+{,nous
cherchons à déterminer pour chaque t1rye d'opérations iç t et pour chaque

jàrin "h "i' 
= Ât

2$l

E(rt
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machine ke îvt le nombre d'opérations oju a effectuer pendant la période t de
manière à

minimiser I eogn )
kefr{

sous les contraintes

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.2r)

Y je t

V kegv{-

V fi,k)e'Tx 9v{

ojt = Iuio,
keîv{

) tg uir.t < ^t
ie t

Trt >o

où la charge Yls de la machine k pendant la période t est égale au premier membre
de (4.20).

Exemole :
Considérons les deux machines Ml et M2 et les deux t5pes d'opérations j1 et j2
de I'exemple précédent. Supposons que le plan agtégé soit doûré et que pendant
une période de planification de 70 heures, nous ayons à effectuer 40 opérations du
tlpe jl et 10 opérations du t1rye j2.

Lorsque les opérations sont à effectuer sur les machines dans les proportions
r'11 = 0.60, t'Lz = 0.40, 

"'zL 
= 0.1? et t'zz = 0.83, la machine M1 doit effectuer 24

opérations de fipe jl et 2 opérations de type j2, et la machine M2 doit effectuer 1G
opérations de type jl et 8 opératione de type j2. En tenant compte des temps de
fabrication (Tableau 4.3), la charge de la machine M1 est de 58 heures et celle de la
machine M2 est de 56 heures. Comme la période de planification est de 70 heures,
les charges sont admissillss.

Si la fonction de coût associée à la charge de chacune des deux machines est
donnée Par 9t(Ikt) = 100 y1g, alors le coût total de fonctionnement des deux
machines est de 11400 Francs.
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Dans le but de minimiser le coût total de fonctionnement, nous cherchons à
déterminer û5st, u56t, uost et ueet de manière à

minimiser 200 osst + 300 q6ft + 5(D uoo, + 1fr) t,6et

sous les contraintes

ugst

tbgt

+

+

tkot = &

u6ft = 10

2uga + 5u6gg

3 qæ, + rbet

uSSt, ugOU uOSt, uOOt

La solution optimale consiste à effectuer 35 opérations de type jl sqr la machine
Ml, et 5 opérations de type jl et 10 opérations de t1rye j2 sur la nachine M2. La
charge de la machine Ml est alors de 70 heures et la ctrarge de la machine M2 est
de 25 heures. Le coût total de fonctionnement conespondant à cette solution est de
9500 Francs.

Examinons encore le cas de figure où le coût de fonctionnement des machines
n'egt pas une fonction linéaire des chargee. Soit pour chacune des deux mechines

'la fonction de coûtg1 donnée par gtgtj) = 100 y11si 0 < ykr < A0 et par g{4s) =
500 yç - 12000 si 30 < Tkt < ?0. Une illustration graphique de la fonction de æûi 91
est donnée par la Figure 4.5.

14{m
13qD
12m
um
1(xm
9m
m
7m
6fln
E0æ
4m
3qn
m
lfl)

0 60 æ 70 X11

Figure 4.5 : Fonction de ooût associée à la charge d'une machine
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Qernm€ 91(v11) = max (100 y1r, 500 y11 - 12000), le problème d'optimisation peut
s'écrire sous forne d'un progranme linéaire. Il consist€ à déteminer û65t, u56t,
u65t, u66t , F'gg et F'51de manière à

minimiser 200 ug5, + 300 lbot + 500 oost + lfr) lbet+ Fst + Fæ

sous les contraintes

tbst

tbst

2 uu5t

3 uuet

800 ra51

1200 qs6n

u5ggr u66g r

+

+

u56t

u66û

+ 6 t'65t

+ rbet S 70

+ 2000"68r - Fot < 12000

+ 400reet - Fot < 1m00

u6St, u56j, F6g, F'6g

=40

=10

s70

Pour cette structure de cott, la golution optimale consiste à effectuer 33.3
opérations du t;rye j1 sur la mactrine M1 et 6.6 opérations du type jl et 10 opérations
du t5pe j2 sur la machine M2. La charge de la machine M1 est alors de 66.6
heures et la charge de la machine M2 est de 30 heures. Le coût de fonctionnement
de la machine M1 est de 21300 Francs et le coût de fonctionnement de la machine
M2 est de 3000 Francs. Le coût total de fonctionnement des deux machines est alors
de 24300 Francs.

4.3. Modèle agrégé M"

En considérant le modèle agrégé M', nous avons à déterminer pour chaque type
d'opérations le nombre d'opérations à effectuer sur I'engemble des machines.
L'idée de la deuxième agrégation consistê à regrouper les opérations à effectuer
pour obtenir un produit fini. Au lieu de déterminer pour chaque tlpe d'opérations
le nombre d'opérations à effectuer, nous déterminons dans le modèle a$égé M" la
quantité de produits à fabriquer polrr chaque t1rye de produits finis.
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4.3.L- Calcul des besoins pour fabriquer un produit fini

Considérons, pour expliquer I'idée de l'approche, le sysême de production illustré
sur la Figure 4.6. Selon ce graphe, on obtient un produit fini du tlpe i8 par qne
opération du t1rye j4. Pour pouvoir effectuer I'opération j4, nous avons besoin de
huit produits semi-finis du tyrye i5 et d'un produit semi-fini du ty'pe i6. On obtient
les huit produits semi-finis du tlpe i5 par deux opérations du t1rye jl. Le produit
semi-fini du t1rye i6 est obtenu par rure opération, du tlpe j2. Finalement, pour
pouvoir effectuer les deux opérations du t5pe j1 nous avons besoiD de deux unités
des matières premières du type i1, et pour pouvoir effectuer I'opération du type j2
nous avons besoin de deux unités dee matières premières du type i2 et d'une unité
des matières premières du tJrpe i3.

De manière similaire, on détermine les opérations à effectuer et les pièces
nécessaires pour fabriquer un produit fini du tlpe i9. Le résultat du calcul est
donné par le Tableau 4.4.

Figure 4.6 : Graphe du processus de production

opérations à effectuer

jl jz jB 14 j5
pièces nécessaires

i1 i2 i3 i4 i5 i6 f l

2.0 2.0 1.0 0.0 8.0 1.0 0.0
0.0 4.0 2.0 0.2 0.0 2.0 1.0

i8
i9

2.0 1.0 0.0 1.0 0.0
0.0 2.o 0.2 0.0 1.0

i8
i9

Tableau 4.4 : Besoins pour fabriquer un produit fini
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Voyons comment effectuer le calcul sous forme générale. Appelons r,,o1 le
nombre d'opérations du tfæe je fà effectuer et gri la quarrtité de pièces du type ie p
nécessaires pour fabriquer un produit fini du type netPf, Noue déteminons les
nombres [""rrj] et [qæi] par I'dgorithme ci-dessous.

Algorithme :
Soient les paramètreg [Oil droisis tele que

Y ieaiw Q1 
jà 

bii oii = 1 (4.18)

V (i,i) e lPxt O,i > 0 et b*i = 0 =â ad= 0 (4.1g)

Pour chaque tlpe de produits finis æe tPy r,orla posons d'abord

I  L  s i  i=n
v i e tP 9æi i= J 

(4.20)
L 0 sinon

Ensuite, nous déterminons les nombres [""æj] et tqril de manière itérative en
passant par les deux étapes suivantes :

VieT r"nj := ûtax ( lDi; e,,i | @.n)
ieg

YietP eri r= à .û 
""oj @.ZZ)

ie t
Nous arrêtons la procédure, si pour deux itérations succesgives les nombres [""ojJ
et [qni] restent inchangés.

Remaroue :
Les paramètres [o1 ] peuvent être déterminés en fonction des I b1 I nar

t  -  I  s i  b .>0

Q::=l t ,Jrt l  
-rJ

(4.23)u'- 
t o sinon

où ti:=ljetl bij t 0 ) est l'ensemble des types d'opérations conduisant à des
pièces du t5rye ie ?.
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4.3.2. Agrégation proposée

Appelons u" rr la quantité de produite finis du tlpe netPl à fabriquer pendant la
période de planification t. Nous ænstnrisons le modèle a{rege M" en remplaçant
dans le modèle agÉgé M' la variable u;1 par

o'it =
f ieef

Propriété 4.5 :
Si pour chaque tlpe de produits ftnis ,re Ay etpour chaque période de planification
t on a u"nr à 0, et si le plan agégé de production Lf' est déterminé en fonction du
plan agrégé de production tI" pan (4.24), alors

VielPi \t = 4t r
ie t  ie r  

-

Ceci revient à dire que l'état des stocks de produits semi-ftnis est toqiours positif ou
nul.

Remarque :
Cette propriété montre que dans le modèIe agrégé M" les contraintes de
non-négativité de l'état des stocks de produits semi-finis sont redondantes par
rapport aux contraintes de non-négativité des variables u"og.

Démonstration :
Nous montrons que pour chaque type de produits semi-finis pelpi la quantité de
produits que I'on fabrique pendant une période de planification t est supérieure ou
égale à la quantité de produits que I'on utiliee pour effectuer des opérations.
Clairement, nous montrons Ere

YltetPi 
,Pr'ui "h = 

,]J* "h

Comme l'état initial du stoc.k de chaque tlpe de prcduits semi-finis est positif ou
nul nous somYnes alorg certains que l'état du stock à la fin d'une période de
planification t est également positif ou nul.
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Pour chaque t;pe de produits semi-finie ïLelpi, on a

I_.rri"h = E"u, Iroo';
i e t  

- -  -  
i e r  

' -  
f i ee f

=
,,Eeef 

iet i

= I qnqrtr"nt
fr,eaf

I_bpi"i, = Io* E"'rrjo'*
ie r  ie t - -  rceef

= Eo*
ie t  rEeef  iea

=

f ree f  i ep  ie t ' -  
-

-à-o t I-u*orqiqorr',-Y., 1-ào*tiiQ6 ) ) u"*
lceef ier ie P\(pl j€ I

= I -"* t qsp, rrrax t lbrriotiç ) ) u',o
freef p€ ?\(il ieç 

'

t|eef

Q.E.D.

Par la suite, nous considérons les stocks de produits çemi-finis à la sortie
d'opérations conduigant à des produits uniques, c'est-à-dire des produits
semi-finis d'un t5pe petPitel que

Vvet bpy>0 +
ie A{p}

Nous revenons donc à I'h5ryothèse (H1) introduite dans paragïaphe 2.2 du
chapitre 2.

et
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Prooriété 4.6 :
Si pour un type de produits semi-finis petpilhlpothèse (H1) est vérifiée, et si le
plan agrégé de production rI est déterminé en fonction du plan agrégé de
production If" par (4.24), alors

fu - r,t l =
ie r

ceci revient à dire que l'état du stock de produifg gsmi-ftnis du ûype p ne varie pas
d'une période à la période suivante.

Démonstration :
Nous montrons que la quantité de pièces que I'on prend du stock des produits
semi-finis p pendant la période de planification t est égale à la Erantité que I'on
ajoute, c'est à-dire

S -  - - '  Sr^  - - r
3fuoi t  = Zbuiuj t
i e t  i e  t

Selon la démonstration de la propriété 4.5, on a

et

E "r,; 
ojt =

ie t  f r ,e?f

j}jr*r "i, 
= 

rlo-*, n*,,.îfr,,,ào*toen6 l J u"*

Selon I'hlpothège (II1), d blrj > 0, alors pour chaque ie 4\tp) on a b6 = 0 et ar.i = 0.
Par conséquenf on a toqiours

V ieA{p} 
!U*oi;en = 0

et on peut écrire

I u*"n =
ier  f reef

Q.E.D.
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. . " ,
Par la suite, nous exeminons cornment nrnéliorer le plan agrégé de productiôn U'
déterminé en fonction du plan agrégé de production ff" pat (4.24).

4. 3.3. Post'optimisation (Calcul des besoins nets)

L'idée consiste à n'néliorer le plan agégé de production U' en cherchant à réduire
les stocks de produits semi-finis à la fin de la première période de planification.
Ceci doit être fait en respectant les contraintes induites par le plan agrégé de
production If", c'est-à-dire les contraintes qui indiquent que les quantités de
produits finis à fabriquer pendant la première période de planification sont
effectivement fabriquées.

Etant donné le plan agrégê de production lf'r, nous cherchons à déterminer pour
chaque t5pe d'opérations jetle nombre d'opérations u'5r à effectuer pendant la
première période de planification de manière à

minimiser

sous les contraintes

Vie lPi

VielPr
J

V kegv{

I e(yu)
ke fY{

jà 
lin r55 u,r

o"il

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Yjetf oj r>  0 (4.2e)

La charge ykl de la machine k pendant la première période de planification est
égale au premier membre de (4.28).

Remarque :
Lorsque le plan agrégé de production U" est admissible, nous gommes certains
qu'il existe pour tous les je f des nombres u;1 gru satisfont les contraintes (4.26),
(4.27 ), (4.28) et (4.29).
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Par Ia suite, nous nous intéressons à un cas particulier et montrons que dans ce
cas le calcut d'optimisatiqn devient simple.

Hlmothèse :
Nous nous intéressons au cas de figure où, pour chaque type de produits semi-finis
et de produits finis, il existe un et un seul t5rye d'opérations conduisant à ces
produits, et où des opératlons conduisant à dee produis finis ne conduisent pas à
des produits semi-finis, c'est-à dire

Y 1telPivA1 iJve'T avec b* r 0 et
, .àbd 

= 0

et si tl.9f ona b i r=o

L'exemple d'un processus qui satisfait les conditions qi-dessug est illustré sur la
Figure 4.7. Selon les conditions, il y a pour chaque sommet représentant un tlpe de
produits semi-finis ou de produits finis un et un seul arc qui est orienté vers ce
sommet. En outre, si un sommet représentant un type d'opérations est
prédécesseur d'un sommet représentant un t1rye de produits finis, alors ce
sommet n'est pas prédécesseur d'un gommet réprésentant un t1rye de produits
semi-frnis.

iePi

Figrrre 4.7 : Graphe d'un processus considéÉ
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Soit Fg= | lPg,(P1,..., Qnl une partition de l'ensemble tP des tyryes de pièces, et soit
Ft= (Ay t2,..., {,} une partion de I'ensemble f des types d'opérations de sorte que
!Pn= 9f et Pour O = 1, 2,...rî

o les t1ryes de pièces de I'ensemble tPow tPrv ... v Qt -tne sont pas obtenues
par des types d'opérations de I'ensemble ta,

o les t}ryes de pièces de I'ensemble q:v 4+r u ... \., ?r, ne sont pas nécessaires
pour effectuer des t5ryes d'opérations de I'ensemble f5.

Pour I'exemple précédent, on obtient quatre classes de pièces et trois classes
d'opérations (Figure 4.8).

r72 t
t

Figure 4.8 : Classification des tyryes de pièces et des types d'opérations

Algorithme :
Soit !Psuc;:= (ie g bii > 0 ) I'ensemble des types de pièces que I'on obtient par les
opérations drr type je f et soit tsuci:= lie I I aii > 0 ] I'ensemble des types
d'opérations qui utilisent des pièces du tlpe i.

lPo lPg%e,

t
t
t
I
t
t
t
I
t

,T2

I
t

! t
t
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En tenant compte du plan agrégê de productiôn If", noug déterminons pour
chaque type d'opérations j le nombre d'opérations o'*j à effectuer pendant la
première période de planification.

Propriété 4.7 :
$i pour chaque t1rye de produits semi-ffnis et de produits finis il existe un et un seul
t54le d'opératione conduisant à ces produits, et ei des opérations conduisant à des
produits finis ne conduisent pas à des produits semi-finis, alors [u']1J déterminé
par I'algorithme ci-dessus est une solution optimale du problème G.à5), (4.26), ...,
(4.2ù.

Démonstration :
chaque t5pe de produits semi-finis p€ ?; s'obtient par un et un seul type
d'opérations v€ \v%,(J,..., v lrtet ctraque t1rye de produite finis pe lpJ {obtient
par un et nn seul tlpe d'opérations ve frr. Par conséquent, u;r pour je ll'satisfait
Ies contraintes (4.26), (4.27),(4.28) ef @.2ùeeulement si

pour tous lei vef' faire

u'*vl := rnax ( o"ir. / biv )
ielpsucu

fin pour

Pour [ = D-1, n-2, ...1 faire
pour toua les vetTa faire

u'*r1 :=

fin pour

fin pour

"'a'Io' rfi"r.],,1 
o'*i' - 4//biu ]

,.àfu"ir 
- buvuït 3'l 'o

n-l
V ve\J f5 et ps *tn"

h=l

/""À

r.uft I
VveÇ et pe lPsncu bpv u'vl = o"p,
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ê)

€+

n-l
Vve_Uq"t  t te tuev oï f

h=l jetk\L

Vve{ et peOsurv r'vl à u"p1lbpv

n-l
Vvel/% uïf >mnr[ ! E a,,;u';r - xpo ) / bpv ]

h=l peeanu ie,fsucp

V ve Ç u'vl à max ( u"p1 / bpv l
peeauu

Des nombres u;r positifs ou nule pour je f satisfont ces contraintes si et seulement
s'ils satisfont lee contraintes

vu.Û4 uïr  >max[0, max( I  I  ar, ;u;r  -  xpo ) /  bpv ]  ]
h=l pelpstuu ietaær,

V veÇ r'vl à rnax ( o"!r, /bpv )
yeQnrn

Les plus petits nombres positifs ou nuls u'*1 pour je f qui satisfont ces contraintes
sont donnés par

u'*vl = max ( o"p, / bpv l
ltsestttn

Vve{

et pour h = rr-1r n-2, ...,1

Vve  { r ' *v1 =max(0,maxt 
1>, ap;u '* ; r  -  xpo )  /bpv))

pepanu j.É%

Comme il existe des nombres ulr pour je f qui gatisfont les contraintes (4.26),
(4.27), (4.28) et (4.29) et comme u'*1 poqr je f sont les plua petits nombres qui
satisfont les contraintes (4.26), (4.27) et (4.29), on a

Y ketu{
j3 

Tg r;t u'*;r

La solution est admissible et la charge de ctracune des nachines est minimimale.
Compte tenu de (4.25), la solution est optimale.

8.8.D.
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4.4. Modèle agrégé Mrrr

Au niveau du modèle agrégé M", nous avons à dét€rminer pour chaque type de
produits finis lee quantités de produits à fabriquer, période par période. Dans le
nodèIe agrégé M"', nous reg?oupons les types de produits finis et au lieu de
déterminer, période par période, res quantités à fabriquer par trpe de produits,
nous déterminons, période par période, la quantité totale de tous Ies produits à
fabriquer.

Pour simplifrer la présentation, nous Bupposons que les coûts associés au
fonctionnement des machines sont négligeables par rapport aux coûtc associés à
l'état des stocks de produits finis. Nous supposons en plus que les contraintes sur
la disponibilité des matières premières n'intenriennent pas dans les calculs de
planifications.

4.4.L. Lissage optimal de la demande

Selon le remplacement des variables ugt du modèle de planification tactique par
les,l]iabl". 

li, 
et le remplacement dtg variables u;t par les variables u',i1, le

problème de planification tactique s'écrit :

I qrqrl
ie!P1

sous les contraintes suivantes pour t = 1, Z, ...:I

T
mininiser >,

Fl

Yke î*t

Yie ey

Vie!P1

t"6:=
ie 'T

I î"ki r"it S At
ieey

! r* \ r - r+u' i t  -4t

u"itr à o

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

où î;1r;1r"g (4.U)
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Soulignons que nous ne tenong pas oompte des cotts associés au fonctionnement
des machines et des contraintes sur la disponibilité des matières premières. En
outre, les contraintes sur la disponibilité des produits semi-ffnis sont supprimées,
car redondantes (propriété 4.5).

Exemple :
Considérons trois machines Ml, M2 et MB destinéee à fabriquer deux t5ryes de
produits ffnis il eti2.Iæs temps de fabrication et la demande en produits finis pour
4 périodes de planification de 100 heuree sont donnés par le Tableau 4.5. L'êtat
initial du stock de chacun des deux types de produits finis est nul.

îit

u4
Lt5
0

ta
M2
M3

0
1110
L16

Tableau 4.5 : TemFs de fabrication et demande en produits finis

Pendant les deux premières périodes de planification, la demande est ad-issible
pour la capacité des machines. Par contre, pendant les deux dernières périodes de
planification, la demande dépasse la capacité des machines (Figure 4.9).

lm 2m æ0 {m 5m 6m cI,à

Figure 4.9 : Trqiectoire de la demande

Nous cherchons à déterminer les quantités de produits finis à fabriquer, période
par période, en minimisant les coûts associés à l'état des stocks. Soit 100 Francs le
coût associé au retard de liwaison par période et par unité de produit pour chacun
des deux tlpes de produits finie et soit un coût de stockage de 1 Franc par période
par unité de produit.
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En utilisant la méthode du simplexe pour résoudre ce problème, nous trouvons le
résultat donné par le Tableau 4.6. Le coût total comespondant à cette eolution est de
566.66 Francs. La trajectoire optimale de la production et la trajectoire de la suite
des états correspondants sont illustrées sur la Figure 4.10.

Tableau 4.6 : Solution opt'male du pmblème

ç

5m
4m

m
m

100 2æ 3m 400 5m 600 
"; 

1æ æ0 3m 4(n 500 6cn *t

Figure 4.10 : Tbajectoire de la production et trajectoire d'état des stocks

Remarquons que la recherche de la solution optimale devient difficile quand le
nombre des types d'opérations et le nombre des périodes de planifrcation
deviennent grands. Pour le traitement des problèmes de grande dimension, nous
passons par le modèle agrégé M"' que nous allons construire dans les deux
paragraphes suivants.

4.4.2. Ratio de la production

Pour établir le modèle agrégé M"', nous définissons le ratio de la production r"'1 d.e
chaque tyrye de produits finis ie lPy gæ

*lt

5m
4m

3m

m
1m

.., -"{o' 
Ërun 

- ''J
' i '-i 

È'1"{o'âuu'-=,J

388.366.350
23i|. 466.300

l r ,=x '  * I . [ -Dz

v'z' D z

100 2æ 3m 400 5æ 600

(4.35)
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Dens cette formule, le numérateur est la demande effective des produits finis du
tlTe ielPy cumulée sur l'horizon de planification et le dénominateur est la
demande effective de tous les produits finis cumulée sur I'horizon de planification.
Nous supposons que le dénoninateur est positif, c'est-à-dire qu'il existe au moins
un type de produits finis dont la demande effective cumulée sur I'horizon de
planification est positive. Le ratio vérifie alors les conditions suivantes :

\.r

Àr"' i =1 (4.86)
ieel

VieAy 
""'i

4.4.3. furégation proposée

Appelons u"'g la quantité totale de produits finis à fabriquer pendant la période de
planification t. Nous construisons le modèle agtégê M"' en remplaçant dans le
modèle agrêgé M" la variable u"itr pâr

u"it = 
""'i 

o"'t (4.38)

Les quantités de produits finis u"i1 déterminées par (4.S8) satisfont les contraintes
(4.31) et (4.33) si pour chaque période de planification t, on a

Vkefut I ti, 
",,,i 

û,,,r
ieQy

o"'t à 0 (4.40)

En posant

S:= (4.4r)
^t

max t I,tli rï'l
kel,[ t* 

- r

les conditions (4.89) et (4.40) peuvent s'écrire

0su" ' t<S @.42)
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La transitiop de l'état des stocks de la fin de la période de plarliûcation t à la fin de
la période de planification guivante t+1 est déterminée de manière unique en
fonction de u"'tr par

Yie Ay \t = \tf + t'"io"'t - Et (4.43)

Dans le modèle agrégé M"', noug considénons l'état des stoc;ke de produits finis de
manière globale. Nous autorisons la détermination multivoque

Iq, = I\t-r * I "" ' io"'r-L+ 6.u)
ie!\ ie!\ ieel ielPy

et posons

x"! := I *r, d"'tr := L q, @.45)
ie!P1 iePy

*"'r est l'état global des stocks de produits finis à la fin de la période de
planification t, et d"', est la demande totale en produits finis sur la période de
planification t.

En considérant les propriétés du ratio de la production, on a I ""', 
d"t = u"'1et

(4.44) s'écrit ieay

x"ttr := ttttt l  * 
"tttt 

- dtt ' t @.46)

Remarquons qu'avec l'état global des stocks de produits fuiis, il n'est pas possible

d'évaluer les coûts de manière exacte. En utilisant le ratio [r"'11, nous faisons

I'approximation :

EJ ie91 ÈL iePl

En d'autres termes, nous pnenons pour acquis que l'état xit ed égd à t'"i x"'1. Il

est alors possible de sinplifier le calcul des dts. Nous obtæ,nons
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,)+ 
( r"ti r"'tr )= .l-o 

( - oi 
""'i="'t, csg r"'i =,,,t Ikef ieey

= -a- ( 
.à- *, r"'1x"'tr, I o, r,,,ix,,,tr l
ieQy ieeJ

= max ( - ctr"' xttttr, cg,,, *,,,t )

= f ,r,(x,,,tr)

où

(4.48)

cr"' est la moyenne pondérée des coûts unitaires cri et cs,,, est la moyenne
pondérée des coûts csi.

Le problème de planification slécrit alors

T
rninimiser I f,,,(*,,,r) $.4g)

Fl

sous les contraintes suivantes pour t = 1, 2, ...,7

cr"' := 
.I *i 

""'i cg,,, := I csi r,,,1
ielPy ieel 

' I

1,,,,( x,,,r ) , = { 

-t1..' ."'' 8i x"', < o

I cs"'x"', sinon

x t t ' t = * t t ' t l  *  [ t t ' t  - d t " t

0 su" ' t rs  S

(4.50)

(4.51)

La recherche de la solution optimale du problème agrégé est relativement simple.
La solution optirnale peut être trouvée à I'aide de la programmation linéaire ou
à I'aide de la programmation dynamique.
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Exemple :
Reprenons I'exemple précédent. En tenant compte de la demande en produits finis

donnée par le Tableau 4.6, nous déterminons d'abord le ratio de la production :

1400
= 0.54

1400 + 1200

Avec ce ratio, nous déterminons pour chaque

fabrication par agrêgat de produits finis

T"ll 
""'1 

I 1"12tt"2

T"ZLt'"l * X"22t"'2

T"g1 
""'1 

I 1 g2t"'2

1m0
=- = 0.46

1400 +1200

machine le temps moyen de

t")
" 1

0.135 heure/produit

0.154 heure / produit

O.L22 heure / produit

Pour ce ratio, la machine M2 est le goulot d'étranglement de la production. Cette

machine détermine la borne supérieure de la production maximale.

1m
S= = 5Sgproduits / période

max [ 0.135,0.154, 0.L221

Le coût moyen associé à un retard de liwaison et le coût moyen de stockage sont

donnés par

100 x 0.54 F + 100 x0.46 F = 100 FYancs

1 x0.54F+ 1 x0.46 F = 1 Franc

La demande totale par période de planification est dorurée par le Tableau 4.7. Une

illustration graphique de la trajectoire de la demande est donnée par la Figure

4.t7.

t t a

C f =

t t l
C S =

Tableau 4.7 : Demande totale par période
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Figure 4.11 : Trqiectoire de la demande globale

En utilisant la méthode du simplexe pour résoudre ce problème agrégé, nous
trouvons le résultat donné par le Tableau 4.8. La trajectoire de la production
optimale et la trajectoire de la suite d'états correspondants sont illustrées sur la
Figure 4.12.

Tableau 4.8 : Solution globale du pr,oblène

. ;

1000

m
600

,m

n

Figure 4.L2 : Trajectoire de la production globale et trajectoire d'état

En fonction de cette solution globale, nous déterminons les quantités de produits
finis par tlpe de produits par
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o"lt = t'"lo"'t = 0.33 u"'t

o"2t  = 
" t "2ot t t t  

=0.67ut t t t

Le résultat du calcul et la suite d'état des stocks sont donnés par le Tableau 4.g.

L2 3  4 xi t 12 3  4

0 150 150 0
200 200 0 0

il
|2

350 350 350 350
300 300 300 300

il
r2

Tableau 4.9 : Solution obtenue par désagrégation

Le coût correspondant à cette solution est de ?00 Francs. Comme le coût
correspondant à la solution optimale est de 566.66 Francs, cette solution n'est pas
optimale. Il est alors intéressant d'améliorer cette solution en effectuant une
post-optimisation.

Dans le paragraphe suivant, nous proposons une heuristique qui consiste à
améliorer une solution donnée en effectuant des optimisations locales. Cette
heuristique est bien adaptée aux problèmes de grande dimension.

4.4.4. Post-optimisation (approche heuristique)

Considérons, pour donner I'idée de base de I'approche, le problème d'optimisation
suivant : soit un graphe séquentiel valué donné. Soient J1, 52, ...,8 des ensembles
de sommets, où Jg contient un seul sommet. Le sommet 4.Jg correspond à un état
des stocks de produits finis à la fin de la période t. Les arcs sont donnés par les
ensembles A1, A2, ..., h, oît I'ensemble Al conttent des arcs partant des sommets
de I'ensemble J61 et allant vers les sommets de I'ensemble 51.

Soit \, X1, S, ..., XT la suite deg gommetg sur un chemin partant de I'ensemble
5g et allant vers I'engemble .ft,. A chaque sommet \ est associé un coût F0Ç). Le
coût associé au chemin est donné par FCXt) + F(X2) *,...,* F(xT).

Le problème consiste à trouver un chemin de Jg à JT, dont le coût associé est
minimal.
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.  . :

Admettons que nous connaissons un chemin de Jg à Jr. La suite des sommets sur
ce chemin est notée Xoo, Xro,...,Xro. Nous cherchons maintenant un meilleur
chernin par optimisation locale.

Partant du som'n"t 4-r0, nous cherchons un sous-chemin qui va au sommet q+10,
tel que le coût associé au sommet sur ce sous-chemin soit minimal. Une
illustration graphique de I'optimisation locale est donnée sur la Figure 4.18.

Soit \le 5g le sottt-et optimal sur ce sous-chemin. Le nouveau chemin de Jg à Jï,
est noté par la suite des sommets Xo0, X10, ...,\-t0, 41,4*r0,...,Xro. Le coût
associé au nouveau chemin global obtenu est inférieur ou égal à celui associé au
chemin de départ.

Ensuite, nous pouvons améliorer le chemin obtenu en effectuant une deuxième
optimisation locale. Par exemple, nous pouvons chercher un meilleur sous-chemin
partant du sommet $ et allant vers le gommet 

4*20 (Figure 4.L4).

Figure 4.14 : Deuxième optimisation locale d'un chemin de J6 à.g,1,

Voyons comrnent appliquer ce principe pour eméliorer une solution de départ de
notre problème de planification.

Figure 4.13 : Optimisation locale d'un chemin de Jg à JT
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Soit U"ro,LJ"20,...,IJ"T0 une solution initiale du problème de planification et soit
Xoo, X10, &0...,Xro la suite des états correspondants. Nous cher'chons à améliorer
cette solution en résolvant T sous-problèmes. En allant vers le passé, nous
partons de la dernière période de planification. Le sous-problème, noté (Sp1),
consiste à déterminer un couple (If"T, \) de manière à

minimise" L fdx11)
ie!P.

sous les contraintes 
'

Vieey

VkeM

Yieey

Vieey

Vie lPy

Yke tu{

x i r=* i r - to*u" i r  -47

IÎ"ki r"ir
ielPy

o"iT à 0

(sPr)

(sPP

La solution optimale du sous-problème (SpT) est notée (IJ,'11, XT1). Ensuite, nous
résolvons successivement pour t = T-1, T-2, ...J le sous-problème (Spt) qui consiste
à déterminer lù-t triplet (If"t, \, U"ga1) de manière à

minirniser I qt*,rl
ielPa

sous les contraintes 
r

\t = \t ro + u"it 4t

\t*rl = \t

I ?'n, u"it s
ielPy

* u"it*l - 4t*r

^t

Yke tu{

Yie lP1 u"it, o"it*l

La solution optimale du sous-problème (sPt) est notée (IJ"rl, xf , u"tr*11). Lr valeur
du critère de la solution globale obtenue est inférieure ou égale à celle de la solution
précédente. Si la valeur est inférieure, nous relançons les calculs de
I'optimisation locale avec la solution obtenue, et ainsi de suite. Sachant que la
valeur minimale du critère est un nombre positif ou nul, nous sommes certains

I r"u o"it*l
ieey
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que la procédure converge. Cependant, nous ne sommes pas certains que I'on
atteint la solùtion optimale. La solution que I'on obtient par cette procédure dépend
de la solution de départ

Exemple:
Nous reprenons I'exemple précédent et en considérant la solution trouvée comme
point de départ, nous appliquons I'heuristique. Le déroulement est illustré sur la
Figure 4.L5. Les solutions trouvées par les deux premières itérations sont données
par les Tableaux 4.10 et 4.11. Le coût total comespondant au résultat de la première
itération est de 600 Francs et celui de la deuxième itération est de 566,66 Francs.
Cette deuxième solution est un optimum local qui ne peut plus être amélioré par
I'heuristique. Comme le coût total côrrespondant à la solution optimale est de
566,66 trbancs, on a atteint dans cet exemple, l,optimum global.

Tableau 4.10 : Solution après la première itération

Tableau 4.ll : Solution après la deuxième itération

xft

fi
@ solution de départ

t I rt première itération

- deuxième itération

100 m*ù

t
t

Ir
t
t

. l

Figure 4.15 : lbajectoires d'état des stocks pour deux itérations successives



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons développé une approche de planification et de
commande hiérarchique à deux niveaux faisant appel à un niveau maître et à
un niveau esclave. Nous pensons que cette approche est bien située dans le cadre
général de la gestion de production et peut s'appliquer à une large gemrne de
systèmes industriels. Cependant, nous sommes conscientg de n'avoir pas résolu
tous les problèmes qui peuvent se poser dans la mise en æuvre de cette approche
sur le plan pratique. En particulier, les points suivants demandent une réflexion
plus approfondie.

lvrlrLrlrrauLe qes soltlElolls :

Comme Peterson et Silver t19791 I'ont déjà écrrt: 'It is ironic to reflect on the
historical fact that classical economicg assumed in their theories for many years
that "engineers" could always marshal any available resource to organize
production facilities so as to yietd an optimum output for any combination of
factors (labor, capital and land). Engineers (and presumably management
scientists) beeing burdened so unjustly, in turn assumed that "accountants,,
could measure the relevant costs needed by their models.'

Pour pouvoir définir un plan optimal de production nous avons effectivement
utilisé un ensemble de paramètres que nous avons considérés comme étant
donnés par ailleurs. L'obtention de ces données (livraison des matières
premières, demande en produits finis, temps de fabrication, coûts unitaires,
spécification des processus de production et les informations sur l'état réel des
stocks) est une tâche importante qui doit être effectuée en collaboration par les
différents domaines fonctionnels de I'entreprise (seryice cornmercial, service
comptable, service technique, service de production,...). Il est, par exemple,
inutile de considérer une structure de coûts très détaillée sachant que les
informations concernant la demande en produits ou les temps de fabrication
sont en fait des estimations grossières. Les méthodes de I'analyse des données et
de I'analyse des perturbations doivent être employées pour pouvoir juger avec
quel degré de précision les différentes dorurées sont à fournir.

rvreLrroqes q' opumlsaf,lon :
La détermination d'un plan optimal de production à I'aide d'une méthode de
programmation linéaire, comme par exemple la méthode du simplexe, est
intéressante, si le problème traité est de petite dimension, ou si le temps de
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calcul n'est pas limité. On écrit facilement un progîaurme Bur un ordinateur PC
qui permet de résoudre des problèmes à plusieurs centaines de variables et de
contraintes en quelques minutes. En outre, polrr des applications industrielles,
on peut trouver sur le marché de nombreux logiciels perfomants en ce qui
concerne lTnterface entrée/sortie, le temps de calc"ul et la résolution numérique.

Avec la procédure d'agrégation et de désagrégation que nous avons proposée
pour le traitement des problèmes de grande dimension, on se rapproche en
général très rapidément de la solution optimale. Cependant, on n'est pas certain
d'atteindre effectivement la solution optimale et une adaptation de la procédure
au problème pratique à traiter est nécessaire.

Temps de changement outils (set-up) :
Les règles simples que nous avons proposées pour le lancement des opérations
sur les machines conduisent à des oscillations : les machines basculent entre
les différents types d'opérations qu'elles doivent effectuer. Grâce à ces
oscillations, le flux de matière à travers le système de production est bien réparti
et peut être considéré comrne continu. Cette approche conduit à des solutions
acceptables, à condition que les temps de changement d'outils puissent être
négligés.

Si, par contre, les temps de changement d'outils sont non négligeables, cette
approche n'est pas directement applicable et noug avons à développer d'autres
règles pour le lancement des opérations sur les machines. Par exemple, en
tôlerie, où les temps de montage et de réglage des emboutisseuses ou des
presses sont importants, il est nécessaire de lancer successivement un certain
nombre d'opérations du même tlpe avant le lancement d'un autre type
d'opérations.

Ouverture vers la Productique (CIM) :
Par le concept de CIM (Computer Integrated Manufacturing), on entend
I'intégration des diverses fonctions de la production depuis la conception du
produit jusqu'à sa liwaison. L'intégration se fait par gestion coordonnée à I'aide
de I'ordinateur des fonctions, des informations, des processus et des hommes.

L'approche de planification et de commande hiérarchique que nous avons
développée dans le cadre de cette thèse se limite seulement à des fonctions de
gestion de production. Dans un cadre plus général, nous avons à examiner



-  117  -

I'interaction entre les fonctions de gestion de production et les fonctions
techniques telles que la conception, la préparation du travail, l4 sqmmânde des
machines, etc.

Scheer t19881 décrit la relation entre les diverses fonctions de la production à
I'aide du modèle en Y. Ce modèle montre clairement que les fonctions
techniqrres et les fonctions de gestion de production sont éloignées au niveau de
la planifrcation et qu'elles se rapprochent au niveau de la commande. La
connection entre les fonctions est effectuée de manière logique et/ou physique par
une base de donnée coûrmune.

GPAO

planifrcation et commande
de la production

BASE DE DONNEES

nomenclatures, plan de navail,
ressources

CAO/FAO

fonctions techniques

\+ë
.^.

.-(- ial

, t\,_
l? lp '

z
o
F{
(J

frl

z
Ê
0.

r-l

âz

o
(J

calcul des besoins en
rnatériel et en capacité

Figure : Modèle en Y du concept de CIM (reproduit à partir de Scheer tlg8?l)
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Description du Logiciel Master-Slave
(Maître-Esclave)

Le logiciel "master-slave", écrit en langage Fortran, est destiné à la
simulation des situations que I'on rencontre au niveau de la
planifïcation et du contrôle de la production d'un atelier. Nous
présentons d'abord la structure du logiciel et montrons comment
mettre en route le programme. Ensuite, nous décrivons la fonction des
procédures constituant le logiciel.
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41. Structure du logiciel
Le logiciel est constitué d'un prograrrme principal, appelé "master-slave,,, et
d'un ensemble de treize procédures (Figure A1). Les procédures sont
fonctionnellement regroupées en une classe de procédures permettant de
spécifier le problème à traiter, une classe de procédures agrégeant des entités de
manière à ce que le logiciel soit capable de traiter le problème, une classe de
procédures destinées à la planification et au contrôle de la production, et enfin
une classe de procédures générales.

spécification du pocessus

spÉcification de la dernande

epécification des coûts unitaires

mesure de l'état initial

regroupement des machines

regroupement des opérations

regroupement des produits fïnis

détermination des quantités de
produits finis à fabriquer

traduction du résultat du masrcr
lancement des opérations

sw des machines

prograrnme linéaire

fermetrue reflexo transitive

transcodage de caractères

classification typologique

génération d'exemples

Figure A1 : Modules du logiciel et programmes de service

Les progranrmes de service "clugter" et "générateur" sont logiquement connectés
avec le logiciel. Il s'agit de deux programmes principaux que I'on peut appeler
lorsque le prograrnme "master-slave" est hors serwice.
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/^2. Fonctions du programme principal

Le programme principal "master-slave" a pour objet de contrôler les interactions
entre les procédures destinées à la spécification du problème, les procédures
d'agrégation et les procédures de planifrcation et de contrôle. Les procédures
générales "simplexe", "fermeture" et "trans" sont appliquéeg sans contrôle
particulier du prog"amme principal. Par appel du progranrme principal, le
logiciel propose le menu suivant :

Après avoir exécuté une procédure ou un ensemble de procédures, on
toujours a ce menu principal. Lorsqu'on appelle le progranrme principal
première fois, il est préférable de respecter I'ordre de précédence guivant :

revient
pour la

Figure AB : Ordre à respecter pour initialiser le programme

Par lTnstruction q , on met le logiciel hors service et tous les fichiers sont fermés.



-  126-

- REPONSE s -

Après cette réponse le logiciel propose le menu suivant

Selon le choix, on se retrouve au niveau du menu principal ou on a accès à une
des quatre procédures "méthodes"r "g6rnrnglgg", "comptable" ou "mesures".
Lorsqu'on souhaite spécifier un nouveau problème, ou modifier les données
enregistrées, les procédures sont à appeler dans I'ordre partiel illustré par la
Figure A4.

Figure A4 : Ordre partiel à respecter pour spécifier un nouveau problème

Lorsqu'on souhaite vérifier la spécification enregistrée il est possible d'appeler les
procédures dans un ordre quelconque.

commerce
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REPONSE a -

Après cette réponse le logiciel propose le menu suivant

Selon le choix on se retrouve au niveau du menu principal ou on a accès à une
des trois procédures d'agrégation :"agrégationl","agrégation2,, ou "agrégation3',.
Par appel d'une de ces procédures, on a la possibilité de vérifier le résultat d'une
agrégation (à condition que le résultat soit enregistré) ou de démarrer un calcul.

Lorsqu'il s'agit d'un nouveau problème et que les calculs d'agrégation ne sont
pas encore effectués, il est nécessaire d'appeler les procédures d'agrégation dans
I'ordre illustré par la Figure Ab.

Figure A5: d'agrégation

Lorsque les calculô d'agrégation sont déjà effectués et que I'on souhaite vérifier
les résultats, il est possible d'appeler les procéduree dane un ordre quelconque.

Ordre à respecter pour effectuer les calculs
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- REPONSE p-

Après cette réponse le logiciel demande à I'utilisateur de choisir I'horizon de
planification. En répondant à Ia question :

nombre des périodes de planification ?

avec un nombre entier positif }{t (à choisir de manière à ce que le produit NTxnf
soit inferieur ou égal à 100, où nf est le nombre de familles de produits finis) le
logiciel commence à effectuer les calculs de planifrcation et de contrôle en
appelant gucessivement les trois procédures "master", "désagrégation" et
"slave".

quantités de produits frnis
(par famille)

nombre d'opérations
(par type par machine)

lancement des opérations
sur les machines

Figure AG : Procédures de planification et de contrôle sur I'horizon glissant
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43. Fonctio+g des procédures destinées à la spécification
du problème

Par appel des procédureg : "méthodeg", "commerce", "comptable" ou ,'mesureg"

il est possible d'enregistrer, de visualiser et de modifier les données du problème
à traiter.

43.1. Fonction de la procédure "méthodes "

A I'aide de la procédure "méthodes", il est possible de déterminer le processus de
production. La procédure effectue également une analyse préliminaire sur la
structure du processus : compatibilité des opérations avec les machines, temps
de fabrication le plus court, classification des pièces en matières premières, en
produits semi-finis et en produits finis.

- MENU -

A condition que les données déterminant le processus de production soient
enregistrées, il est possible de vérifier et de modifier I'enregistrement. La
procédure propose le menu suivant :

S'il s'agit du premier enregistrement ou si les données sont incomplètes, alors la
procédure propose tul menu similaire, dans lequel on a le choix entre la nouvelle
spécification d'un processus de production et la fin du bureau des méthodes.

saisie de I'enregistrement ? ......... (s)
rodification de I'enregistrement ? (m
ouvelle spécification du processus? (n)
uitter le bureau des méthodes ? ... (q)
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. SPECIFICATION DU PROCESSUS DE PRODUCTION

- nombre de machines (nombre entier M, avec 1 s M < gg)
- nombre de types de pièces (nombre entier N, avec 1 < N < ggg)
- nombre de types d'opérations (nombre entier O, avec 1 < O < ggg)

Chaque type d'opérations j (i= 7, 2,...O) est défini par

pièces nécessaires pour commencer une opération

- nombre de types de pièces nécessaires (nombre entier Nprei,
avecl sNprei<20);

pour chacun de ces types i (i= 7, 2, ...,Npre)
- le t;pe de pièces (nombre entier Ppreii, avec 1 < pprei; S N)
- la quantité de pièces (nombre réel a;;, avec 0.1 . aij gg.g)

pièces obtenues oar une opération

- nombre des t5pes de pièces obtenus (nombre entier Nsuci,
avec l<Nsuc l<20)

pour chacun d,e ces types i (i= 1, 2, ...,Ns;ucl
- le type de pièces (nombre entier Psuc;;, avec 1 < PsuciS < N)
- la quantité de pièces (nombre réel \, avec 0.01. = bij < gg.g)

temps de fabrication

- nombre des machines compatibles avec l'opération (nombre entier
Nrr5,avecl <Nrn1 <20)

pour chacune de ces machines k (k= I, Z, ...,Nml
- numéro de la machine (nombre entier Pm5k, avec 1 < p\k < M)
- temps de fabrication (nombre réel tau;k, avec 0.1 s taulpS g.gg)
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- AI\ÏALYSE PRELIMINAIRE

D'après les données déterrninant le processus de production on
connaît pour chaque type d'opérations un ensemble de machines
compatibles. Nous cherchons ici pour chacune des machines
l'ensemble des types d'opérations compatibles, et nous notons {poir.}
1 < i < Nok I'ensemble des tlryes d'opérations compatibles avec la
machine k (k=1, 2,...,M)

recherche du temps de fabrication le olue coutt

Le temps de fabrication le plus court, noté dt, détermine la durée des
périodes élémentaires considérées au niveau du contrôle opératoire
de la production.

classification des types de pièces

Les matières premières correspondent à I'ensemble des types de
pièces t Ppi )r < i < Np quine sont pas obtenues par des opératione. Les
produits finis correspondent à I'ensemble des types de pièces { pfi }
I < i < Nf qui ne sont pas nécessaires pour effectuer des opérations.
Enfin, les produits semi-finis correspondent à I'ensemble des t5pes
de pièces ( Psi )r < i s Ns qui ne sont ni matières premières ni produits
finis.
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43.2. Fonction de la procédure "comm€rce "

A I'aide de la procédure "commerce", il est possible d'enregistrer la durée des
périodes de planification, le nombre des périodee et pour chacune des périodes la
demande en produits finis.

. MENU -

A condition que la demande des produits finis soit enregistrée, il est poseible de
vérifier I'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

S'il s'agit du prenrier enregistrement et si le processus de production est spécifié,
alors la procédure propose un menu similaire, dans lequel on a le choix entre
une nouvelle spécification de la demande en produits finis et la fin du senrice de
commerce.

. SPECIFICATION DE I"A DEI\{ANDE -

nombre des périodes (nombre entier NT, avec 1 < N < ggg)
durée des périodes (nombre réel Dt, avec 0.01 < Dt < gg.gg)

pour chaqu,e périodc t (t=7,2, ...,ItlI) et
pour chaque type de prd,uits fînis i (i=1, 2,...,N1)

la demande (nombre réel di6, avec 0 < et < gg.g)
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43.3. Fonction de la procédure "comptable "

A I'aide de la procédure "comptable" il est possible d'enregistrer les coûts
unitaires de stockage, les coûts unitaires de pénurie et les coûts unitaires de
fonctionnement des machines.

MENU -

A condition que les coûts unitaires soient enregistrés, il est possible de vérifier
I'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

S'il s'agit du premier enregistrement et si le processus de production et la
demande des produits finis sont spécifiés, alors la procédure propose un menu
similaire, dans lequel on a le choix entre une nouvelle spécifrcation des coûts et
la fin du service comptable.

- SPECIFICATION DES COUTS

pour chaque type de produits fînis i (i=1, 2, ..., Nt)
coût unitaire de pénurie (nombre réel cri, avec 0.0 s crl s ggg.gg)
coût unitaire de stockage (nombre réel csi, avec 0.0 s csi s ggg.gg)

pour chaque machine h (k=1,2, ..., M)
coût unitaire de fonctionnement (nombre réel cu1, avec 0.0 s cok.
999.99)

saisie de I'enregistrement ? ...... (s)
nouvel enregistrement des coûts ? (n)
quitter le service çsmptable ? ...... (q)
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43.4. Fonction de la procédure "mesures"

A I'aide de la procédure "mesures", il est possible de décrire l'état initial du stock
des matières premières, des produits semi-finis et des produits finis. Après avoir
appelé la procédure apparaît le message :

it+:.sr,.è1iriiï.:l.ii:.:ïiij.È.

mesure de l'état initial
l:li:l.i+i

La procédure demande ensuite de décrire l'état initial des stocks pour chaque
type de pièces i (i=1, 2, ..., N). La vérification de I'enregistrement n'est pas
prévue.

44. Fonction des procédures d'agrégation

Les procédures : "agrégationl', "agrégation2" et "agrégation3" sont d.estinées à
agréger les entités du modèle de manière à ce que la procédure "master" soit
capable de planifïer la production. Pour un problème d.onné, il suffrt que I'on
applique chacune de ces procédures une seule fois. Les résultats des agrégations
sont enregistrés et il est possible de vérifier I'enregistrement.

44.1. Fonction de la procédure "agrégation 1"

La procédure "agrégationl" a pour objet de regrouper les machines de types
similaires. Un ensemble de machines similaires, appelé îlot, est ensuite fuaitê
comme une machine ayant des temps globaux de fabrication par opération. Les
opérations à effectuer gont à répartir sur les machines de I'ilôt, avec un ratio
fixé. Le coût de fontionnement d'un îlot est déterminé en fonction des coûts de
fonctionnement des machines constituant I'ilôt et des ratios suivant lesquels les
opérations sont à répartir sur les machines.
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MENU .

A condition que I'agrégation ait déjà été effectuée, il est possible de vérifrer

I'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

Sinon la procédure propose un menu similaire, dans lequel on a le choix entre
"nouveau calcul" et "quitter".

. METIIODE -

Pour regrouper les machines en îlots, nous considérons un graphe, où chaque

sommet du graphe représente une machine. Deux sommets k et I sont réliés par

un arc, s'il existe un type d'opérations j qui est compatible avec les deux

machines représentées par ces sommets. Nous cherchons ensuite les

composantes connexes du graphe. Les machines représentées par les sommets

d'une composante connexe forment un îlot.

- SPECIFICATION DES DONNEES

- nombre d'ilôts (nombre entier Ma, avec 1 < Ma < M)

pour chaque mochine k (k =7,2,..., M)
- numéro de I'ilôt de la machine (nombre entier âID1, avec 1 S aml S

Ma)
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pour chaque type d'opérations j (i = 1,2, ..,,O)
- numéro de I'ilôt qui est compatible avec le type d'opérations

(nombre entier âo1 , âv€c 1 S aol < Ma)
- temps de fabrication global sur lTlôt compatible

(nombre réel positif tetalj)
- coût d'immobilisation de I'ilôt pour effectuer une opération

(nombre réel non négatif culi)
- ratio avec lequel les opérations de ce t5pe sont à répartir sur les

machines constituant I'ilôt (M nombres réels non négatifs (rlit)
pour k=7,2, ...M \

44.2. Fonction de la procédure "agrégatiorLz"

La procédure "agtégation2" a pour objet de regrouper les opérations. Dans cette
procédure, nous déterminons, pour chaque type de produits finis, le nombre total
d'opérations à effectuer sur chacun des îlots. Simultanément, nous déterminons
les quantités de matières premières et les quantités de produits semi-frnis qui
sont nécessaires pour pouvoir effectuer les opérations. Enfin nous exprimons les
temps de fabrication et les coûts de fonctionnement des îlots de manière globale
par produit fini.

MENU -

Cette procédure ne vérifie pas si les calculs ont déjà été effectués. Elle pose
d'abord la question suivante :
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Lorsqu'on choisit I'instruction o, la procédure commence à effectuer les calculs

d'agrégation; le résultat des calculs sera enregistré. Après un certain temps de

calcul (ou immédiatement lorsqu'on choisit I'instruction n), la procédure pose la
question

vérification du résultat ? ... (oui/non)

Si la réponse est o et si le résultat est enregistré, le résultat des calculs est montré

$ur l'écran. Si la réponse est n, ou si le résultat des calculs n'est pas enregistré
(c'est le cas, si les données sont incomplets), on quitte la procédure.

. METIIODE -

Le nombre d'opérations à effectuer par type d'opérations et les quantités de

matières premières et de produits semi-finis nécessaires pour obtenir un produit

ffni sont déterminées simultanément. Pour chaque type de produits finis, nous

cherchons d'abord les types d'opérations qui conduisent à ce type de produits

finis. Nous déterminons également pour chacun de ces types le nombre

d'opérations à effectuer pour obtenir une unité de produit. Ensuite nous

déterrrinons de manière itérative

- pour chacune de ces opérations, les quantités de produits

semi-finis (respectivement matières premières) nécessaires,

- pour chacun de ces produits semi-finis, le nombre d'opérations
par type à effectuer pour obtenir les produits semi-finis.

Nous appliquons cette procédure jusqu'à ce que pour chaque t1rye d'opérations et
pour chaque type de pièces le nombre (respectivement la quantité) nécessaire
pour obtenir une unité de produit fini soit déterminé(e). Ensuite, nous

déterminons les temps globaux de fabrication par îlot pour obtenir une unité de
produit fini et le coût global de fonctionnement.
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- SPECIFICATION DES DONNEES ENREGISTREES -

pour chaquc type de prcd.uits finis mu (mu=l,2, ..., Nl)
pour chaque type de pièces i (i=7,2, ..., N)

quantité de pièces nécessaire pour obtenir une unité de produit
(nombre réel non négatif pmo i)

pour clwque type d'opérations j (i=7,2, ..., O)
- nombre d'opérations à effectuer pour obtenir une unité de

produit (nonbre réel non négatif r2-o i).
- coût de fonctionnement d'ilôt (nombre réel non négatif cu2_o)
pour chaquc llot k (k=7, 2, ..., Ma)

- temps de fabrication (nombre réel non négatif teta_6)

44.3. Fonction de la procédure "agrégation B"

La procédure "agrégation3" a pour objet de regrouper les tlryes de produits finis
en familles de produits. Il est possible de regrouper les types de manière
automatique ou manuelle. A chaque type de produits est associé un poids qui
indique I'importance du produit dans sa famille. Les tlpes de produits d'une
famille sont ensuite considérés comme étant du même t5rpe. Nous déterminons
donc les temps de fabrication, les coûts d'utilisation des machines, les coûts de
stockage et les coûts de pénurie de manière globale par famille de produits finis.

. MENU -

A condition que I'agrégation soit effectuée, il est possible de vérifier
I'enregistrement. La procédure propose le menu suivant :

Sinon la procédure propose un menu
"nouvelle constitution des familles" et

similaire, dans lequel on a le
"quitter".

choix entre
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METTIODE -

Les familles de produits s'obtiennent par le regroupement manuel des t51pes
produits finis. L'utilisateur choisi d'abord le nombre des familles de produits.
Ensuite, il affecte chaque tyrye de produits finis à une familles et associe un poids
au type de produits dans cette famille. Il est possible de consulter le progïamme
principal "cluster" qui propose une classification automatique des types de
produits finis. Pour pouvoir appeler ce progïamme principal il est nécessaire de
quitter les applications du logiciel "master-slave".

DONNEES ENREGISTREES -

- nombre de familles (nombre entier positif nf, a choisir de manière à
ce que le produit nf x NT soit inférieur ou égal à 80, où I{r est le
nombre de périodes de planification)

pour chaque type de produits finis mu (mu=I, 2, ..., Nf)
- famille du type de produits finis (nombre entier fam,,,,r, avec 1 <

fam-o S nf)
- poids du type de produits finis dans sa famille (nombre réel non

négatif r3_o)

Wur chaquc famille dn prcduits finis (i=1,2, ..., nt)
- coût de stockage pour une unité de produit de la famille durant

Dt unités de temps (nombre réel non négatif cs3i)
- coût .de pénurie associé au retard de livraison d'une unité de

produit de la famille durant Dt unités de temps (nombre réel
non négatif cr3i)

- coûts de fonctionnement des îlots pour fabriquer une unité de
de produit de la famille (nombre réel non négatif cu3i)

pour chaque llot k=7, 2, ..., Ma)
- temps demandé à I'ilôt pour fabriquer une unité de produit

de la famille (nombre réel non négatif tetaSg)
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45. Fonction des procédures de planification et de
contrôle

Les procédures "master", "desagrégation" et "slave" sont destinées à planifier et
à contrôler la production de I'atelier considéré. Si, au niveau du menu principal,
I'utilisateur choisit de planifrer et de contrôler, alors le progr"mme principal
"master-slave" appelle, après le choix du nombre des périodes de planification,
successivement les trois procédures.

45.1 Fonction de la procédure "master"

La procédure "master" a pour objet de déterminer pour chacune des familles de
produits frnis les quantités de produits à effectuer sur les périodes de
planification choisies. Les quantités sont déterminées de manière à ce que les
machines de I'atelier soient capables d'effectuer les travaux correspondant et que
la somme des coûts globaux (les coûts de pénurie, les coûts de stockage et les
coûts d'utilisation des machines) soit minimisée.

Après I'appel de la procédure "master" par le programme principal, la
procédure envoie le message

i.ljF:iriiiriir,i.ïi.tii:ifttiiiiïlii::ii.l.:ïi::ïiiiitjiiiiiiiilliiii:ilili$:liii;i:l;llliiiili.i.1l.,1iÏii:ii
ffi master i

La procédure commence ensuite à effectuer les calculs de planifrcation. A
condition que les données qui déterminent le problème soient complètes et
cohérentes, que les calculs d'agrégation soient effectués, et que les dimensions
soient respectées, la procédure conduit au résultat souhaité. A la fin des calculs,
elle pose la question suivante :

et I'utilisateur peut vérifrer combien de
effectuer sur les périodes de planification.
l'état prévisionel des stocks.

produits frnis (par famille) sont, à
Il est également possible de vérifier
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METTIODE -

Les quantités de produits finis à fabriquer sont déterminées par un prograrnme
linéaire. Nous produisons d'abord un tableau du simplexe qui correspond au
modèle de planifrcation. Ensuite, nous appelons la procédure "simplex". Cette
procédure conduit à la solution optimale du prograrnme linéaire. Enfrn, nous
traduisons cette solution sur le plan de notre modèle.

DONNEES ENREGISTREES

pour chaque période t (t=t7, t7+7, ..., IL+NT-I)
pour farnille dc produits finis i (i=1,2, ..., nf)

- quantité de produits à fabriquer durant la période (nombre réel
non négatif qg)

- état prévisionel du stock de la famille en fin de la période
(nombre réel qs)

45.2 Fonction de la procédure "désagrégation"

La procédure "désagrégation" a pour objet de traduire le plan de production
global déterminé par la procédure "master" en un plan de production détaillé
calculé par la procédure "slave" : les quantités de produits finis (par famille) à
fabriquer durant la première période de planification sont converties en nombres
d'opérations à effectuer sur les machines.

Après I'appel de la procédure "désagrégation" par le prograynme principal, la
procédure envoie le message

désagrégation
r.:liLrj:IËF..14f.ffi i!!!Ers

La procédure cornmence ensuite à convertir le plan de production global en un
plan de production détaillé. A éondition que le plan de production global soit
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correctement enregistré, la procédure "désagrégation" conduit au plan de
production détaillé . A la fin du processus de désagrégation, apparaît la question
suivante :

vérification du résultat ? ......(

et I'utilisateur peut vérifrer combien d'opérations sont à effectuer par type
d'opérations et par machine dirrant la première période de planification (sur
I'horizon glissant).

METIIODE .

Nous considérons les quantités de produits finis à fabriquer par famille durant la
première des périodes de planification. Nous convertissons d'abord les quantités
de produits finis par famille en quantités de produits frnis par type en tenant
compte des poids des types de produits dans leurs familles ("agrégation3").
Ensuite, nous déterminons les nombres d'opérations à effectuer pour obtenir les
quantités de produits finis ("agrégation2"). Enfrn, nous répartissons les
opérations sur les machines en tenant compte du ratio fixé par la procédure
"agrégationl".

DONNEES ENREGISTREES

Wur cha4ue type dc produits fînis i (i=1, 2, ..., Nf)
- quantité de produits à fabriquer durant la première des périodes

sur I'horizon glissant (nombre réel non négatif u3l)
pour chaque type d'opérations j(i=l, 2, ..., O)

- nombre d'opérations à effectuer durant la première des périodes
sur I'horizon glissant (nombre réel non négatif u25)

pour chaque machine k (k=7,2, ..., M)
- nombre d'opérations à effectuer sur la machine durant la

première des périodes sur I'horizon glissant (nombre réel non
négatif ulir)
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45.3. Fonction de la procédune "slave"

La procé{ule "glave" a pour objet de lancer les opérations sur les machines de
manière à ce que les nombres déterminés par la procédure "désagrégation"
soient satisfaits.

Après l'appel de la procédure "slave" par le programme principal, la procédure
envoi le message

La procédure commence ensuite à lancer les opérations sur leç machines. A
condition que le plan de production détaillé soit correctement enregistré, la
procédure "slave" détermine pour chacune des machines I'ordre dans lequel les
travaux sont à effectuer par la machine. A la fin du calcul, apparaît la question
suivante :

vérification du résultat ? ......(

et I'utilisateur peut vérifier le résultat des calculs sous la forme d'un diagramme
de Gantt.

METIIODE .

Nous considérons le temps de fabrication le plus court corrme étant Ia durée des
périodes élémentaires. Le nombre dee périodes élémeùtaires est donné par le plus
petit nombre entier qui est supérieur au quotient : "durée des périodes de
planification" / "temps de fabrication le plus court" .
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Nous vérifions successivement pour chacune des périodes élémentairee s'il y a
une machine libre. Lorsqu'une machine est libre, nous vérifions si la machine
est devenue libre durant la dernière période. Dans ce cas de figure, nous
augmentons les stocks de produits semi-finis et de produits finis des quantités
que I'on obtient par I'opération effectuée sur la machine. Ensuite, nous
cherchons I'ensemble des types d'opérations

qui sont compatibles avec la machine
pour lesquels les pièces nécessaires pour commencer une
opération sont disponibles
et pour lesquels les opérations restant à effectuer pendant la
période de planification ne sont pas nulles.

A condition que l'ensemble des types d'opérations ne soit pas vide, nous
cherchons ensuite le type d'opérations le plus urgent, c'est-à-dire le type
d'opérations dont le nombre d'opérations restant à effectuer sur la machine
pendant la période de planification est le plus grand. Nous lançons une opération
de ce type sur la machine :

on diminue les stocks de matières premières et de produits
semi-finis, des quantités nécessaires pour conunencer le travail,
on diminue le nombre d'opérations restant à effectuer,d'une
unité,

on note la date à laquelle I'opération est terminée.

DONNEES ENREGISTREES

pour chaque përiode élémentaire t (t =(tI-I) x nps+I,...,t1 x nps
pour chaque type dn pièces i (i=(1, 2, ..., N)

- l'état réel du stock (nombre réel qs)
pour chaque machine k (k=(1,2, ..., M)

- type d'opérations avec lequel la machine est oecupée (nombre
entier {, âv€c 0 S Jk < O et { = 0, si la machine est,libre)

- date à partir de laquelle la machine est libre (nombre réel dateL,
0<  d" t " f .  < txd t  + tauJk ,k )
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RESUME

Cette thèse siintéresse aux problèmes posés par la gestion de production d'un atelier. L'atelier
considéré consiste en un ensemblè de machines, destinées à transformer des matières premières
en produits finis en passant par des états intermédiaires (produits semi-finis). La fleiibilité de
I'atelier se caractérise par les degrés de libené suivants : une machine est capable d'effectuer
plusieurs types doperations et une opération peut être effectuée parplusieurs machines.

L'objectif consiste à planifier et à commander la production de telle sorte qu'une fonction
économique, qui tient compte des coûts de stockage, des coûts associés aux retards de
liwaison et des coûts engendrés par I'immobilisation des machines, soit minimale. Ceci doit
être fait en respectant les contraintes suivantes : une machine ne peut effectuer qu'une seule
opération à la fois; on ne peut lancer une opération que si toutes les matières nécessaires sont
disponibles, et une opération commencée doit être terminée sans intemrption.

Pour atteindre cet objectif, nous développons une procédure de planification et de commande
hiérarchique à deux niveaux. Le niveau supérieur est appelé "niveau du maître" et le niveau
inféri.eur, "niveau de I'esclave"

La tâche du maître consiste à déærminer, pétiode par période, le nombre d'opérations désiré par
type d'opérations à effectuer sur chacune des machines. Pour obtenir un tel cadre de
planification à ce niveau, on relæce les contraintes détaillées et on se contente d'informations
telles que les capacités globales des machines. On obtient alors un problème de programmation
linéaire. Si le nombre des variables et des contraintes se limite à quelques centaines, il est
possible d'utitser, même sur micro ordinateur, des méthodes de programmation linéaire. Si la
dimension du système est trop importante, I'utilisation de la programmation linéaire devient
impossible et nous proposons une procédure d'agrégation-désagrégation.

La tâche de I'esclave consiste à commander les activités des machines dans le temps, de telle
sorte que les travaux imposés par le maître soient réalisés. A ce niveau, nous considérons
toutes les contraintes de manière déaillée. Pour déterminer la commande, nous choisissons un
ensemble de piorités à laide desquelles nous déterminons les activités des machines en temps
réel en fonction du nogrbre d'opérations imposées par le maîne et de l'état réel des stocks.

Si l'esclave ne conduit pas à la production préwe par le maître, il y a une divergence entre l'état
éel et l'état prévisionnel des stocks. Le inaître tient compte de ce fait et relance les calculs de
planification à panir de l'état réel des stocks. De cette manière, on obtient un système de
planification et drc commande en boucle fermée. Iæ redémarrage sur I'horizon glissangpermet
ainsi une correction autoadaputive.
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