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CHAPITRE I

II\TRODUCTIOI\ GENERALE



1.1 MOTIVATIONS

Dans un monde où la concurrence s'intensifie, I'augmentation de productivité devient un

facteur crucial pour la survie des entreprises. En outre, I'évolution des technologies est de plus

en plus rapide. Ces deux tendances exigent qu'un système de production puisse fabriquer une

large variété de produits en petites séries. [æs systèmes automatisés et flexibles connus sous le

nom d'ateliers flexibles permettent justement d'atteindre cet objectif grâce à I'intégration de

moyens multi-tâches et à I'automatisation des activités.

Un atelier flexible est typiquement un système à événements discrets dont les principales

caractéristiques sont les suivantes [DES et al. 94]

Parallélisme : Dans un système de production flexible, plusieurs opérations peuvent être

exécutées simultanément;

Asynchronisme : Différentes opérations nécessitent des temps d'exécution différents;

Evolution d'événements : La fin d'une opération peut conduire à l'initiation de plusieurs

nouvelles opérations. L'ordre de ces opérations n'est pas nécessairement unique;

Confl i t  :  l l  est possible que plusieurs processus demandent une ressource commune en

même temps.

Un atelier flexible, qui autorise I'utilisation adéquate des moyens n-rulti-tâches et de multi-

ressources, permet effectivement d'augmenter la productivité. En revanche, une mauvaise

conception peut engendrer des situations de blocage, c'est-à-dire des situations où aucune

opération ne peut plus être exécutée. Par ailleurs, l'initiation simultanée de plusieurs opérations

qui demandent une même ressource fait aussi apparaître des situations de conflit. Une

riésolution inadfouate des phénomènes de conflit non seulement ralentit la production, mais peur

aussi conduire à des situations de blocaee.

Pour éviter ces types de phénomènes, il faut que le système soit correctement conçu et qu'iI

soit bien contrôlé. La complexité des systèmes de production flexible rend indispensable le

développement d'un outil qui fournit une aide à la conception et à I'analyse, à l'évaluation et au

contrôle de ces systèmes. Ceci est precisément I'objectif ultime de notre étude.

Pour atteindre cet objectif, il faut un support puissant qui permette de modéliser correctement

les systèmes étudiés. Les réseaux de Petri (que I'on désigne parfois par RdP pour raison de

simplification) sont réputés pour leur capacité de répondre à cette demande. De nombreux

travaux sont consacrés à l'évaluation et au contrôle des systèmes modélisés par des réseaux de



Petri. Dans notre étude, nous nous concentrons sur I'aspect d'aide à la conception en exploitant

la capacité d'analyse des réseaux de Petri.

Un réseau de Petri  est un outi l  à la fois mathématique et graphique. Comme outi l

mathématique, il permet d'analyser les propriétés du système de production et de caractériser les

activités du système par un ensemble d'équations d'état. En tant qu'outil graphique, c'est un

graphe biparti constitué de places et de transitions (représentées respectivement par des

cercles et par des barres) reliées par des arcs. Les places peuvent représenter les stocks

tampons et certaines places, dites places de ressources, contiennent des jetons qui représentent

des ressources éventuellement partagées entre plusieurs tâches. Les transitions peuvent

représenter les opérations. La structure du réseau permet de modéliser également le

parallélisme, la synchronisation, la concurrence et le conflit. Les places sont associées à une

certaine distribution de jetons qui constitue le marquage du réseau. Les jetons permettent de

modéliser la dynamique du système. Le nombre de jetons dans une place indique Ia quantité de

matièrcs premières ou de produits semi-finis dans le stock tampon représenté par la place, ou le

nombre de ressources partagées disponibles. Un marquage définit donc un état possible du

système.

Depuis que Dr. Carl A. Petri a introduit la théorie des réseaux de Petri, ceux-ci n'ont cessé

de se développer au plan théorique et au niveau des applications. Au plan théorique, de

nombreux types de réseaux de Petri ont été introduits comme les réseaux de Petri temporisés

(voir [RAM 74) et [CHR 83]), les réseaux de Petri stcrchastiques (voir IMOL 82J et IMOL 85]),

les réseaux de Petri colorés (voir [ALL et al. 82], IALL et al. 85] et [SIV et al. 85]), les réseaux

de Peui continus (voir IDAV et al. 87.1), etc. De nombreuses publications ont été consacrées à

I'analyse des propriétés et I'évaluation des performances (voir [PER 81], IREI 82], IBRA 83],

IMUR 891, [DAV et al. 89], [HIL et al. 89] et [LAF et aL.92), IPRO et al. 94], etc). Au plan

des applications, les réseaux de Petri sont largement utilisés dans les domaines comme les

systèmes de production, I'informatique et les communications. [DES et al. 94] conclut que les

réseaux de Petri sont largement utilisés pour les raisons suivantes :
- Les réseaux de Petri permettent de modéIiser la relation de précédence et I'intégration

structurelle des événements stochastiques, parallèles et asynchrones. En plus, les

graphes des réseaux de Petri aident à visualiser des systèmes complexes;
- læs conflits et les capacités des stocks tampons peuvent être facilement modélisés;
- Les éventuels blocages dans Ie modèle RdP d'un système peuvent être détectés;
- Le modèle RdP représente un outil de modélisation hiérarchique avec a fondement

mathématique et pratique bien développé;
- Les extensions diverses des réseaux de Petri, comme les réseaux de Petri temporisés, les

réseaux de Petri stochastiques, les réseaux de Petri colorés, par exemple, permettent

d'analyser I'utilisation des ressources, la défaillance et Ia productivité;



- Les modèles RdP fournissent une plate-forme structurelle pour effectuer une analyse

systématique des systèmes complexes;
- Les réseaux de Petri peuvent être utilisés pour implémenter des systèmes de contrôle en

temps-réel dans les ateliers flexibles.

Les réseaux de Petri semblent être le seul outil capable à la fois de modéliser, d'analyser et

d'évaluer des systèmes de production pendant la conception et le fonctionnement des systèmes.

C'est la raison pour laquelle nous avons choisi les réseaux de Petri comme support tout au long

du navail présenté dans le reste de ce mémoire.

L.2 IIYPOTHESE DE TRAVATL

L'étude qui suit est consacrée à la conception incrémentale des systèmes de production à

I'aide des réseaux de Petri.

Lorsque nous concevons un système de production, le premier objectif, qui est aussi le plus

important, est d'obtenir un système qui fonctionne correctoment. Cela exige que la stnrcture du

système possède des bonnes propriétés qualitatives en terrnes des réseaux de Petri, comme par

exemple, la vivacité, I'absence de bl<rcage, le non dépassement de Ia capacité des stocks

tampons, la possibilité de production répétitive et Ia possibilité à revenir à l'état initial du

système. Certaines de ces propriétés ne dépendent que de la structure du réseau; les autres, par

contre, font intervenir l'état initial. Nous nous intéressons, dans cette étude, à des propriétés

imponantes des systèmes modélisés par des réseaux de Petri.

Nous trouvons dans la littérature une approche par transformation et deux types d'approches

par synthèse, à savoir les approches ascendantes et les approches descendantes. L'approche par

transformation part d'un réseau de Petri donné et applique des règles de transformation

IBER 87] jusqu'à I'obtention d'un réseau de Petri de faible taille. Il est alors possible de

déduke les propriétés du réseau initial des propriétés du réseau transformé.

Une approche ascendante consiste à intégrer des sous-systèmes. Par exemple, Narahari et

Viswanadham [NAR et al. 85a] ont montÉ qu'un p-invariant d'un RdP obtenu en fusionnant

des places de RdPs peut se déduire de p-invariants de chacun des modules intégrés. Dans sa

publication, Souissi ISOU 901 a donné des conditions pour que la vivacité soit préservée

lorsque nous fusionnons les places de deux réseaux de Petri. Proth, Wang et Xie [PRO et al.

931 ont étudié sous quelles conditions les réseaux de Petri, reliés à I'aide de places d'interface,

préservent les propriétés qualitatives souhaitables dans les modèles de systèmes de fabrication.

Koh et DiCesare IKOH et al. 90] intègrent les sous-réseaux par fusion de chemins. Ils



considèrent les propriétés de bornitude et de vivacité. Dépuis plusieurs années, Ie L.A.LL

(Latoratoire d'Automatique et lnformatique Industrielle de Lille) développe une approche

ascendante sur la conception et I'intégration du contrôle des réseaux de Petri clui modélisent les

systèmes de production automatisés. Malheureusement la vérification des propriétés n'a pas été

abordée (voir [GEN et al. 87], IBOU er al. 91] er IAUS et a1.94])

Les approches descendantes se déroulent à partir d'un modèle agrégé d'un système

complexe. Elles consistent à détailler progressivement ce modèle en remplaçant des transitions

ou des places par des modèles plus détaillés tout en préservant les propriétés qualitatives

souhaitées. Valette [VAL 79] et Suzuki et Murata [SUZ et al. 83] utilisent des approches

descendantes en remplaçant des places par des "blocs bien formés" tout en préservant la

vivacité, la bornitude, la réversibilité, etc. Esparza et Silva [ESP et al. 91b] étudient les réseaux

de Petri à choix libre. A I'aide de deux règles, ils montrent comment détailler un réseau à choix

libre pour obtenir un autre réseau de Petri à choix libre, tout en préservant la bornitude et la

vivacité. A noter que les règles proposées peuvent également être utilisées pour la simplification

d'un réseau. Bien entendu, les références citées ne prétendent pas être exhaustives, mais

représentent bien, de notre point de vue, les différentes tendances actuelles. Nous pourrons

également consulter les papiers cités en références des études que nous venons de citer.

I l  faut noter que des techniclues d'analyse classiques (arbre des marc;uages atteignables, par

exemple) ne sont applicables qu'aux réseaux de taille réduite et, de plus bornés.

L'approche que nous proposons dans la suite est totalement différente. Nous considérons le

processus de conception incrémentale. Nous ne cherchons pas à étudier sous quelles conditions

la combinaison de sous-réseaux, ou le raffinement d'un réseau, préservent telle ou telle

propriété. Nous nous plaçons dans I'optique d'un ingénieur qui conçoit un modèle et qui

souhaite savoir, à chaque étape de la conception, si son modèle conserve ou non les propriétés

requises. Une étape consiste à ajouter une (ou des) stocks tampons(s) etlou une (ou des)

opération(s), ou encore relier deux sous-réseaux existants par fusion de stocks tampons ou

d'opérations.

Les raisons pour lesquelles nous considérons la conception incrémentale sont les suivantes.

Tout d'abord, la conception de systèmes se fait étape par étape dans la réalité . Il est courant que

Ie concepteur ajoute des opérations ou des stocks tampons à un modèle existant, ou intègre des

modules existants. Ensuite, dans un processus de conception incrémentale, les propriétés que

nous étudions peuvent être vérifiées en n'examinant qu'une partie du système. Une autre

motivation ost que la conception incrémentale permet de détecter certaines erreurs avant

I'obtention du modèle complet et d'accélérer par ce biais le cycle de conception.



Le fonctionnement effectif d'un système nécessite non seulement la connaissance des

ateliers, mais aussi la connaissance de Ia disponibilité des matières premières et des moyens de

transport, et l'affection des machines aux différents produits ou aux différentes opérations, etc.

[æ premier type de connaissance ne concerne que la structure du système. Le deuxième type de

connaissance, par contre, concerne l'état initial du système. Par conséquent, la capacité

d analyser différentes propriétés du système dépend des informations dont nous disposons.

Au moment de la conception, il est possible que nous ne disposions pas de I'information sur

l'état initial du système. Dans ce cas nous ne pouvons pas vérifier les propriétés liées à l'état

initial. Nous ne pouvons qu'aider I'utilisateur à vérifier des propriétés structurelles qui sont

indépendantes de l'état initial, comme par exemple la non dépassement de capacité des stocks

rampons, la possibilité de productions répétitives et la possibilité à revenir à l'état initial du

système. En terme du modèle réseau de Petri, ces propriétés correspondent respectivement à la

bornitude structurelle, la Épétitivité et la consistance

Lorsque nous disposons de l'état initial du système, nous pouvons nous intéresser à des

propriétés comportementales comme la vivacité et l'absence de blocage du système. En plus, les

résultats que nous obtenons perrnettent de vérifier ces propriétés sous des conditions moins

strictes par rapport aux travaux précédents.

Pour résumer, I'objectif de cette thèse est de vérifier pr<lgressivenrent des propriétés

quali tat ives du système au cours de la conception à I 'aide des réseaux de Petri .

1.3 PLAN DE LA THESE

Iæ travail que nous présentons dans cette thèse est organisé en six chapitres.

Le chapitre II est une revue succincte des réseaux de Petri généraux. Nous insistons sur

les trois aspects suivants :

- Iæs propriétés comportementales et les propriétés structurelles ;
- Les méthodes d'analyse des réseaux de Petri;

- Des sous-classes des réseaux de Petri et leurs propriétés.

Le chapitre III est consacré à la vérification incrémentale de la consistance et de la

conservation d'un modèle RdP en utilisant la base des t-invariants et le rang de la matrice

d'incidence lorsque nous ajoutons ou fusionnons les places etlou des transitions à un réseau de

Peni existant. Les résultats obtenus nous permettent de vérifier la propriété du réseau global en

n'examinant qu'une partie <iu réseau.



Le chapitre IV vérif ie la propriété de bornitude structurel le et la répétit ivi té dans un
processus de conception incrémentale. Les méthodes utilisées sont également basées sur Ia

matrice d'incidence et I'alsèbre linéaire.

Le chapitre V est consacré à deux propriétés très importantes des réseaux de Petri :

I'absence de blocage et la vivacité. Il peut êre considéré comme composé de deux parries. Dans

la première partie, nous proposons des algorithmes pour chercher la base des verrous (resp. des

trappes) du réseau obtenu lorsclue nous ajoutons respectivement des transitions ou des places à

un réseau existant. Les résultats obtenus nous perrnettent de ne rechercher que les nouvelles

verrous (resp. trappes) de base liées aux transitions ou places ajoutées connaissant la base du
réseau existant. La deuxième partie de ce chapitre présente des nouvelles condirions nécessaires

etlou suffisantes pour vérifier l'absence de blocage des réseaux de Petri ordinaires généraux, ou
pour vérifier la vivacité de sous-classes des réseaux de Petri. Ces condirions, ou bien

améliorent les résultats trouvés dans la littérature, ou bien concentent des problèrnes jarnais

traités dans la littérature jusqu'à présent.

Le chapitre VI est une conclusion générale. Dans ce chapitre, nous synthétisons les

résultats de cette thèse et discutons des l imites de ce travail .  Nous suggérons enfin des
perspectives de recherche qui mériteraient d'être approfondies à la suite de ce travail.



CHAPTTRE II
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2.I INTRODUCTION

Les réseaux de Petri (RdP) sont connus comme un outil performant pour la modélisation et

la conception des systèmes de production. Ceci est dû à leur caractéristique.graphique et à la

relation naturelle qui s'établit entre les éléments du modèle et les éléments physiques des

systèmes- Dans le modèle RdP d'un processus de fabrication, les transitions représentent les

opérations, les places représentent les stocks tampons, et les jetons la disponibilité des

ressources ou/et des matières premières. L'évolution de l'état du système est modélisée par le

franchissement des transitions. D'un point de vue formel, la structure d'un modèle de RdP est

représentéc par sa matrice d'incidence, et l'évolution du réseau peut être analysée par un

ensemble d'équations d'états. Les réseaux de Petri sont donc à la fois un outil mathématique et

un outil graphique. C'est pourquoi nous avons choisi de les utiliser au niveau de Ia conception

des systèmes de production du point de vue fonctionnel.

Ce chapitre passe en revue de manière succincte les travaux rapportés dans la littérature. Ceci

perrnettra d'une part d'uniformiser la terminologie utilisée tout au long de ce travail, et d'autre

part de situer notre étude par rapport aux travaux antérieurs. Nous présentons en particulier les

différentes propriétés structurelles ou comportementales des réseaux de Petri ainsi que des

méthodes d analyse de ces propriétés, établies aussi bien pour les réseaux de Petri généraux que

pour des sous-classes des réseaux de Petri.

Ce chapitre est organisé en 6 sections. La section 2.2 rappelle les définitions des réseaux de

Petri. La section 2.3 se concentre sur les propriétés comportementales et les propriétés

structurelles. La section 2.4 présente quatre familles de méthodes d'analyse des réseaux de

Petri. Ces méthodes seront utilisées dans cette thèse pour vérifier les propriétés souhaitées tout

au long de la construction des modèles. La section 2.5 présente des sous-classes de réseaux de

Petri, ainsi qu'une synthèse des propriétés de ces sous-classes. La section 2.6 conclut ce

chapitre.

2.2 DEFINITIONS DE BASE

2.2.1 Dêfinition des réseaux de Petri

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques notions fondamentales des réseaux de Petri,

en commençant par leur définition formelle.



Réseau de Petri :

Un réseau de Petri (RdP) N est un graphe biparti dont les noeuds sont des places et des

transitions, et dans lequel les arcs relient les places aux transitions ou les transitions aux places-

Un réseau de Petri est souvent représenté par un quadruple N = (P,T, I, O), où :
(1) P = {pr, pz, . . . ,  p-} est I 'ensemble des places.

(2) T = {tr, t2,..., t,.,} est I'ensemble des transitions.

(3) I est une fonction avant de type PxT + IN correspondant aux arcs allant d'une place à une

transition. I(p, t)>0 signifie qu'il y a un arc allant de la place p vers la transition t; I(p, t)=Q

signifie qu'un tel arc n'existe pas.

(4) O est une fonction arrière de type TxP -+ IN et correspond aux arcs allant d'une transition à

une place. O(t, p)>0 signifie qu'il y a un arc allant de la transition t vers la place p; O(t, p;=6

indique I'absence d'un tel arc.

Exemple 2.1

Figure 2.1 Réseau de Petri N

La figure 2.1 fournit un exemple de réseau de Petri N. Dans cet exemple, nous avons m=5 et

n= { .p= {p1 ,p2 ,p3 ,p4 ,p5 }  es t l ' ensemb ledesp laces ,e tT={ t I , t 2 , t 3 , t4 l  es t l ' ensemb ledes

transitions. Les relations entre ces deux ensembles sont représentées par les fonctions I et O.

Par exemple : I(p1, t l)=1, O(tl ,  pl)=0 et t(p5, t3)=0 et O(t3, p5)=1.

La structure d'un réseau de Petri est définie par ses places, ses transitions et ses fonctions

avant et arrière. Comme nous le verrons plus loin, cette structure peut être fàcilement exprimée

sous forme mathématique à I'aide de la matrice d'incidence.

Note : Dans la suite de cette thèse, un réseau de Petri est noté seulement N=(P,T) Iorsqu'il

n'y a pas d'ambiguïté.
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Réseau de Petri  marqué :

Un réseau de Petri marqué G = (N, M> est un réseau de Petri N dans lequel nous associons

associé un nombre entier de jetons (marquage) à chacune des places. M(p) est le marquage de la

place p. M0 désignera souvent le marquage initial d'un réseau de Petri.

2.2.2 Règles de franchissement

Le nombre et la disuibution des jetons dans un réseau de Petri peut changer au cours de

l'évolution du système. Ce changement est réalisé par des franchissements de transitions. Ces

franchissements se font en accord avec des règles que nous présentons plus loin. Avant de

présenter ces règles, nous définissons quelques terrnes en relation avec les fonctions avant et

arrière d'une transition ou d'une place

Si O(t, p) * O (resp. l(p, t) * 0), on dit que p ost une place de sort ie (resp. place

d'entrée) de la transit ion t, et que t est une transit ion d'entrée (resp. transit ion de

sortie) de la place p. On utilisera les notations suivantes :

P laces d 'ent rée d 'une t rans i t ion.  On n<l re r t  =  {p l l (p , t )>0}  I 'ensernble des p laces

d'entrée de la transition t;

Places de sort ie d'une transit ion. On note t.  = {plO(t,p)>O} I 'ensemble des places de

sortie de la ransition t:

T rans i t i ons  d 'en t rée  d 'une  p lace .  On  no te  .p  =  { t lO ( t , p )>0 }  I ' ensemb le  des

transitions d'entrée de la place p;

Transi t ions de sor t ie  d 'une p lace.  On note po = { t l Içp, t ;>O} I 'ensemble des

transitions de sortie de la place p.

Si une place (resp. transition) n'a aucune transition (resp. place) d'entrée, i.e. .p=@ (resp.

.t=@), on I'appelle place (resp. transition) source ou place (resp. transition) d'entrée.

Si une place (resp. transition) n'a aucune transition (resp. place) de sortie, r.e. p.=A (resp.

to=Q), on I 'appelle place (resp. transit ion) puits ou place (resp. transit ion) de sort ie.

Règles de franchissement :

1) Une transition t est dite franchissable (ou tirable) pour un marquage M donné si Ie nombre de

jetons dans chacune de ses places d'entrée p€.t est supérieur <lu égal à la valuation de I'arc (p,

t),  i .e. Vpe ot, M(p)>I(p, t).
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2) Le fait qu'une transit ion soit franchissable n' implique pas qu'el le soit franchie

immédiatement.

3) Il n'y a pas plus d'un franchissement à un instant donné pour une même transition.

4) Le franchissement de Ia transition t retire I(p, t) jetons de chaque place d'entrée p de la

transition t, et ajoute O(t, p) jetons dans chaque place de sortie p de la transition t.

On note donc qu'il n'y a généralement pas conservation du nombre de jetons dans un RdP.

Séquence de franchissements :

Si une série de transitions est franchie à partir d'un marquage M6, nous aboutissons à un

marquage M. Nous désignons cette séquence de franchissements par o, et nous écrivons
MoIo>M.

Vecteur caractérist ique :

On désigne par Vo le vecteur caractéristique (ou vecteur de comptage) de la séquence de

franchissements o. Sa j-ème composante représente le nombre d'occurrences de la transition t,

dans o.

Il faut souligner qu'un vecteur caractéristique peut correspondre à plusieurs séquences de

franchissements, mais que ces séquences ne sont pas toutes franchissables. Le vecteur

caractéristique contient une information partielle du fait qu'il ne contient pas I'ordre de

franchissement des transitions. Ceci est illustré par I'exemple suivant.

Exemple 2.2

Figure 2.2 Réseau de Petri marqué

Dans la figure 2.2, nous représentons un réseau de Petri dont Ie marquage initial est

Mg=[O, 1, 1, 0, 0]. Après la séquence cle franchissements o = {t2, 13, t4, t l ,  t3}, nous

obtenons un marquage M=[0, 1,0,0, 11. Le vecteur caractérist ique correspondant à o est

Vo=[1,  1 ,2,  1) .  I l  est  poss ib le  de vér i t jer  qu 'une autre séquence de f ianchissements
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o1: {t3, t2, t4, tl, t3 ) correspond au même vecteur caractéristique est également franchissable.

Mais la séquence o2=[t4,t3,t2, t l ,  t3] ne I 'est pas. a

2.2.3 Matrice d' incidence et équation fondamentale

Matrice d' incidence :

La matrice d'incidence C*,n d'un réseau de Petri N, où

nombre des transitions. est définie de la manière suivante :

Q = [c1;], avec

|  +o ( t ' p r )  s i  t i e ' p ;
I

ci , i= j  - I (p; , r . ; )  s i  t . ;  e pi

|. 
0 sinon

où  i  =  l ,2 ,  . . . ,  m e t  j  =  1 ,2 ,  . . . ,  n .

m est le nombre des places et n le

Nous pouvons également définir la matrice avant C+=lc;1+l et la matrice arrière f-=[c;i-l de

la manière suivante :

-  f tqp , , t , )- l  oci _ JO(r , ,p , )  s i  r ,e 'p , ,-  
I  o sinon,

Par définition, nous avons : C = C+ - C-.

l -  ; ;

s i t ,ep i
sin on.

A I'aide de la matrice d'incidence, nous pouvons vérifier des propriétés structurelles, comme

par exemple la bornitude structurelle, la répétitivité, la consistance ou la conservation (voir la

section 2.3).

Comme nous pouvons le constater à partir des règles de franchissement des transitions, seul

le marquage d'un réseau de Petri caractérise la possibilité ou I'impossibilité de franchissement

des nansitions. Après une séquence de franchissements de transitions, nous arrivons à un autre

marquage. Ce marquage peut être déterminé par l'équation fondamentale.

Equation fondamentale :

M-Mo+CVo.

Elle donne le marquage M obtenu à partir de Mg si l'on franchit les transitions de o, en

supposant que o soit franchissable. Conrrne nous I 'avons souligné plus haut Vo peut
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correspondre à plusieurs séquences de franchissements, doll t  certaines ne sont pas

franchissables.

Exemple 2.3

Pour le réseau de Petri illustré dans la figure 2.2,la matrice avant , Ia matrice arrière et la

matrice d'incidence s'écrivent respectivement comme suit :

1 l

3l
-1  |-rl

Chaque colonne de la matrice C correspond à la modification du marquage apportée par le

franchissement de la transition correspondant. Par exemple, la deuxième colonne de Ia matrice

d'incidence C indicpre que le franchissement de la transition t2 consiste à retirer un jeton de la

place p2 et à ajouter un jeton dans la place p4. Mais la matrice d'incidence n'indique pas si le

franchissement en question est possible, car cette matrice est indépendante du marquage.

Si nous franchissons la série de transit ions o={t2, t3, t4, t l ,  t3} de I 'exemple 2.2,

I'équation fondamentale s'écrit :

2.3 PROPRIETBS STRUCTURELLES ET PROPRIETES
COMPORTEMENTALES

Si l'on veut concevoir et modéliser un système à I'aide des réseaux de Petri, la première

question qu'on se pose est : "Quelles propriétés doit posséder ce modèle ?". Dans cette section,

nous nous intéressons des propriétés qualitatives au point de vue des systèn'res de production en

terrnes des réseaux de Petri. [æs propriétés qualitatives des réseaux de Petri se répartissent en

f l  0  0 0 l
l 0  l  0  0 l

c-=10 0 1 0l

Ls38tl

f000r l
l1  0  0  0 l

g+=11 0  0  0 l
l0  I  o  0 l
10010J

t--r o o
Ir -1 o

c=c*_c-=l  I  0  - l
l0  1 0
L0 0 I

' Lïl ll].[Ï ïi1]"[i] M'+CV
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deux familles : les propriétés conportementales et les propriétés structurelles. Dans la suite,

nous présentons ces deux familles de propriétés.

2.3.1 Propriétés comportementales

Les propriétés comportemennles dépendent non seulement de la structure du réseau de Petri,

mais aussi de son marquage initial. L'étude de ces propriétés est basée à la fois sur la matrice

d'incidence et sur l'équation fondamentale.

2.3.1.1 Atteignabil i té

L'atteignabilité est une propriété importante dans l'étude des.propriétés dynamiques d'un

réseau de Petri. Comme le franchissement de transitions modifie la distribution et le nombre de

jetons dans le réseau, une série de franchissements de transitions conduit à une série de

marquages. Un marquage M est dit atteignable à partir du manluage initial M6 si il existe une

séquence de franchissements o qui transforme Mg en M, i.e. Mg[o>M. L'ensemble des

marquages atteignables pour le réseau marclué (N, Mo) est noté R(Mo). L'ensemble des

s@uences de franchissements admissible est noté L(Mo).

2.3.1.2 Born i tude

Un réseau de Petri marqué (N, M6) est dit k-borné ou sinrplement b<lrné si le nombre de

jetons dans chaque place ne dépasse pas un certain nombre entier fini k>0 quel que soit le

marquage atteignable, i.e. M(p)<k, Vp e P et VM e R(Mo).

A réseau de Petri est dit sain si il est l-b<lrné, i.e. M(p) S1, Vp e P et VM e R(Mo)-

Dans les systèmes de production, les places représentent souvent les stocks tampons. La

propriété de bornitude garantit alors que la capacité des stocks tampons est limitée. Un réseau

de Peri non borné peut conduire à une croissance incessante d'un stock tampon, alors que dans

la réalité, il est impossible d'avoir un stock tanpon à capacité infinie. Voici un exemple de

réseau de Petri non borné.
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Exemple 2.4

Si nous répétons infiniment la séquence de fianchissement 6 ={tl, t2f

par la figure 2.3,le nombre de jetons dans la place p3 sans linrite.

dans le réseau illustré

Figure 2.3 Un réseau de Petri non bomé

2.3.1.3 Vivacité et sans blocage

Une transit ion t est dite vivante si, cluel clue soit Me R(Mg), i l  existe une séquence o

franchissable à partir de M et qui contient t.

Un réseau de Petri <N, M0> est vivant si et seulement si, pour tout marquage atteignable

Me R(M6), et pour toute transition t, il existe une séquence de franchissements admissibles qui,

partant de M, peffnet de franchir t.

Un réseau de Petri <N, M0> est sans bl<lcage si, pour tout marquage atteignable

Me R(1t46), il existe toujours au moins une transition franchissable.

Un réseau de Petri <N, M0> est bloqué si, pour un marquage atteignable Me R(Mg), il n'y

a aucune transition franchissable.

Un réseau de Petri vivant est sans blocage, mais la réciproclue n'est pas nécessairement

waie, comme nous pouvons le voir'à partir de I'exernple suivant.
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Exemple 2.5

Figure 2.4 Un RdP est sans blocage

La figure ci-dessus illustre un RdP <N, M0> qui est sans blocage, car les transitions tl et t2

peuvent être franchies une infinité de fois. En revanche, ce RdP n'est pas vivant, puisqu'après

le franchissement de la transition t3, celle-ci n'est plus franchissable. I

Si un réseau marqué <N, M0> n'est pas vivant, c'est parce qu'au moins une transit ion n'est

pas vivante. Intuit ivement, I 'augmentatiolr du marrluage init ial p<lurrait favoriser Ia vivacité.

L'exemple suivant monrre que cette intuiticln est fausse.

Exemple 2.6

Figure 2.5 Un RdP <N, M6> vivant

Le RdP marqué <N, M0> illustré dans la figure 2.5 ( Voir [DIC et al. 93]) est vivant pour le

marquage in i t ia l  M6=[ ,0,0,  1 ,0,  1 ,0] .  S i  I 'on a joute un je ton dans la  p lace p5,  a lors  Ie
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marquage init ial devient M0'=[,0,0, 1, l ,  1,01, Nous avons M9'2Mget Mg';cMg. Le réseau

<N, M0') n'est plus vivant car, après le franchissement de Ia transition t2, il n'y a plus aucune

transition franchissable. Le réseau est alors totalement bloqué. Par contre, le réseau N est

structurellement vivant puisque il existe un M6 tel que <N, M0> est vivant. Cet exemple montre

que : 1) I'augmentation du marquage initial ne conduit pas nécessairement à la vivacité. t

2.3.1.4 Réversibilité et états d'accueil

Un réseau de Petri marqué (N, Mo) est dit réversible si I'on peut toujours revenir au

marquage M6 à partir de tout marquage M atteignable à partir de M6. Autremenr dit un réseau de

Petri est réversible si Mge R(M), VMe R(Mo).

Un réseau réversible peut toujours revenir au marquage initial ou à l'état initial. Dans les

systèmes de production, nous ne souhaitons pas nécessairement que les systèmes puissent

revenir à l'état initial. Par contre, nous souhaitons souvent que le système puisse revenir à un

état donné, que nous appel<lns état d'accueil, pour des raisons de réglage ou de redémzrrage à la

suite d'une panne.

Un marquage M' est dit état d'accueit si à part ir d'un marclua-ue quelconque Me R(M6),

nous pouvons toujours atteindre M', i .e. M'e R(M), VMe R(M6).

Un réseau de Petri  réversible a au moins un état d'accueil ,  mais la réciproque n'est pas

toujours vraie, comme Ie montre I'exemple suivant.

Exemple 2.7

Figure 2.6 Un réseau de Petri non réversible

La figure ci-dessus représente un réseau de Petri non réversible mais qui a des états

d'accueil. En effet, après le franchissement de la transition tl, Ie réseau ne peut plus jamais

revenir au marquage initial M6=(1,0,0, 0,0), donc il n'est pas réversible. Par contre, tous les

marquages atteignables à partir de M0 sont des états d'accueil. .

l 8



Il faut noter que les propriétés de vivacité, de bornitude et de réversibilité sont indépendantes

les unes des autres.

2.3.1.5 Pers is tance

Un réseau de Petri esr dit persistant si, quelles que soient les transitions franchissables à

un instant donné, le franchissement de I'une d'elles ne rend pas les autres infranchissables.

Un réseau de Petri persistant est aussi appelé réseau sans décision (i.e. décision free),

puisque le franchissement d'une transition n'enrpêche pas le franchissement des autres. Il n'est

donc pas nécessaire de prendre une décision concernant le franchissement de telle ou telle

transition. Il faut noter que la propriété de persistance dépend fortentent du marquage initial du

réseau.

Il est évident qu'un graphe d'événements (voir la section 2.5) est un réseau persistant.

Exemple 2.8

p5

Figure 2.7 Un réseau de Petri persistant

Iæ réseau de Peri présenté dans la figure 2.7 est un réseau de Petri persistant IBRA 83] avec

le marquage init ial Mg=[3, 1,2,0,0]. Si Mg(pl)=l, le réseau n'est plus persistant, puisque le

franchissement de I'une des transitions t2 ou t3 empêche Ie franchissement de I'auEe. o

2.3.2 Propriétés structurel les

Les propriétés structurelles dépendent de la structure des réseaux de Petri, c'est-à-dire de la

matrice d'incidence. Elles sont indépendantes du marcluage initial M9. Ces propriétés sont

souvent vraies pour un marquage initial quelconque. Nous pouvons les vérifier à partir de la
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quelconque. Nous pouvons les vérifier à partir de la matrice d'incidence, à I'exception de la

vivacité structurelle : cette dernière est liée à I'existence d'un marquage initial. Nous pouvons

comprendre que l'étude des propriétés structurelles est très importante lorsque nous concevons

un système dans lequel nous ne connaissons pas encore le nombre de ressources disponibles.

Dans la suite, nous présentons les propriétés structurelles et les liens qui existent entre elles.

2.3.2.1 Vivacité structurelle

Un réseau de Petri N est structurellement vivant si il existe un marquage initial Mo tel

que le réseau marqué G=(N, Mg> est vivant.

Il faut noter qu'un réseau de Petri <N, M0> vivant implique. que N est structurellement

vivant, mais la réciproque n'est pas vraie. Dans I'exemple 2.6, le réseau N est structurellement

vivant, mais le réseau <N, M0> est vivant et le réseau <N, M0'> ne I'est pas.

2.3.2.2 Répétit ivi té et consistance

Un réseau de Petri  est répétit i f  si i l  existe un marquage init ial M,, et une séquence de

franchissements o à partir de Mg tel que chaque transition figure une infinité de fois dans o. La

définition équivalente en terrne de la matrice d'incidence est la suivante : un réseau de Petri est

répétitif si et seulement si il existe un vecteur Y>0 strictement positif tel que CY>0. Il a été

démontré qu'un réseau de Petri  est répétit i f  si et seulement si 7X>0 tel que XrCt0

IMEM et al. 801,

Un réseau de Petri  est consistant si i l  existe un marquage M. et une séquence o

franchissable tels que Mo o ) Mo et que chaque transition figure au moins une fois dans o. Il

a été démontré qu'un réseau de Petri est consistant si et seulement si il existe un vecteur Y>0 à

composantes strictement positives tel que CY = 0. De manière équivalente un réseau de Petri

est consistant, si et seulement si 7X tel que XrC70 [MEM et al. 80].

Un réseau de Petri consistant est répétitif, mais la réciproque est fausse.

D'après les définitions de Ia vivacité et de la répétitivité, nous avons immédiatement une

condition nécessairè de vivacité.
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Théorème 2.1 [BRA 831 :Un réseau de Petri  structurel lement vivant est répétit i f ,  mais pas

nécessairement consistant.

L'exemple suivant illustre ce théorème.

Exemple 2.9

Figure 2.8. Un réseau de Petri vivant

I-e réseau de Perri présenté ci-dessus a comme matrice d'incidence C. C'est un RdP vivant et

répétit i f ,  mais i l  n'est pas consistant. I l  existe un vecteur yt=l l ,  l ,  l ,  I  I  tel que CxY>0. Donc

il est répétitif. Mais il n'existe pas de vecteur Y>0 tel que CY=O. donc il n'est pas consistant. t

2.3.2.3 Bornitude structurelle et conservation

Un réseau de Petri  N est dit structurel lement borné si i l  est borné quel que soit le

marquage initial Mg. En terme de la matrice d'incidence, un réseau de Petri est structurellement

borné si et seulement si il existe un vecteur X>0 strictement positif tel que XTC<O. Ou encore

un réseau de Petri est structurellement borné si et seulement si tsY)0 tel que CY ? 0 [MEM et

al. 801.

Un réseau de Petri structurellement borné est évidemment borné, mais la réciproque n'est

pas vraie. Un réseau de Petri structurellement borné garantit que, quel que soit le marquage

initial, il n'y a jamais d'accumulation de matière dans le système.

I r  - l  0  0 l

"=li i i il
L0 0 2 - r )
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Exemple 2.10

Figure 2.9 Un RdP <N,Mg> borné

Le RdP marqué <N, M0> ci-dessus est borné avec le marquage initial Mg =[0, 0, 0, 1].

Mais si I 'on modif ie le marquage init ial M6'=[,0,0,0], le réseau <N,Mg'> n'est plus borné.

Donc N n'est pas structurellement borné. 0

Un réseau de Petri  est conservatif  si i l  existe un vecteLrr colonne X de dimension m,

strictement positif, tel que XtM = XrMo pour tout marquage M atteignable à partir d'un
marquage init ial quelconque M0. l l  a été montré c1u'un réseau de Petri  est conservatif  si et

seulement si i l  existe un vecteur X>0 tel que XrC =0. Ou bien un réseau de Petri  est

conservatif, si et seulement si ZY tel que CYÉO IMEM et al. 80].

La propriété de conservation garantit, dans un système de production, que le nombre de

ressources est constant et que les matières premières ne se détruisent pas, ni ne se multiplient.

Un réseau de Petri conservatif est structurellernent borné, mais la réciproque n'est pas vraie.

Exemple 2.11

Figure. 2.10 Un RdP structurellement borné

L€ RdP représenté dans la f igure 2.10 a comme matrice d' incidence C. C'est un RdP

structurellement borné, mais il n'est pas conservatif. En eff-et, il existe un vecteur X=[1, 1, 1]

[-t ' -l
c=10 _l I

L 1 _IJ
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tel que XtC<O. Donc i l  est structurel lernent borné. Mais i l  n'existe pas cte vecteur X>0 tel que

XIC=O, donc il n'est pas conservatif. o

On dispose d'une condit ion nécessaire suivante pour qu'un RdP soit à la fois

structurellement vivant et structurel lement borné.

Théorème 2.2 ISIF 87] : Un réseau de Petri structurellement vivant et structurellement borné

est consistant et conservatif, et il est fortement connexe.

Les méthodes d'analyse présentées dans la section suivante permettent de vérifier les

propriétés que nous venons d'introduire.

2.4 LES METHODES D'ANALYSE

l,es réseaux de Petri peuvent modéliser des systèmes à événemenrs discrets. Ces modèles

doivent ensuite être analysés. De nombreux travaux ont été consacrés à I'analyse des réseaux de

Petri. Nous passons certains d'enrre eux en revue dans ce paragraphe.

Læs méthodes d'analyse des réseaux de Petri peuvent être classées en quatre catégories :

l) méthodes faisant intervenir I'algèbre linéaire;

2) méthodes basées sur I'arbre des marquages atteignables ou sur I'arbre de recouvrement;

3) techniques de réduction;

4) méthodes utilisant les verrous et les trappes.

Les méthodes de la première classe analysent les réseaux de Petri à partir de le urs matrices

d'incidence et de l'équation fondamentale dont les définitions se trouvent dans la section 2.2.

Elles sont très efhcaces pour étudier les propriétés de classes particulières de réseaux de Petri

ou les propriétés structurelles des réseaux de Petri généraux. Leurs principaux inconvénients

provienent de l'existence de marquages non atteignables dans I'espace des solutions de

l'équation fondamentale, et I'existence de vecteurs caractéristiques ne correspondant à aucune

séquence de franchissements. Ceci est dû au fait que I'existence d'un vecteur non négatif V6

vérifiant I'équation fondamentale n'est qu'une condition nécessaire pour qu'il existe une

séquence de franchissements aboutissant au marquage M à partir de M6 IBRA 83]. En règle

générale, avec ces méthodes, nous ne pouvons trouver que des conditions nécessaires ou

suffisantes d'atteignabilité de marquages.

La deuxième catégorie de méthodes sont des méthodes énumératives qui permertent de

vérifier des propriétés des réseaux de Petri, par exemple la vivacité. Elles conviennent à tout
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type de réseaux de Petri ,  mais I 'Lrt i l isation de ces méthodes est l imitée aux réseaux de Petri  de

petite taille.

La troisième catégorie concerne Ies méthodes qui utilisent des transforrnations qui préservent

les propriétés souhaitées. Elles sont souvent utilisées pour I'analyse de classes particulières de

réseaux de Petri.

La quatrième catégorie est basée sur la structure des réseaux de Petri. Elles permettent de

vérifier des propriétés des réseaux de Petri ordinaires (voir la définition dans la section 2.5).

2.4.L Mêahodes faisant intervenir I 'algèbre l inéaire

Comme nous I'avons vu précédemment, la structure d'un réseau de Petri peut être définie

par sa matrice d'incidence. Sa dynamique peut être décrite par l'équation fondamentale. Les

invariants que nous allons définir permettent de caractériser les propriétés des marquages

atteignables et des transitions franchissables au cours de l'évolution clu réseau. C'est la raison

pour laquelle la matrice d'incidence, l'équation fondamentale, et les invariants, constituent la

base des rnéthodes faisant intervenir I 'algèbre l inéaire. De nornbreux travaux concernent ces

méthodes.  Ci tons en par t icu l ier  IMUR 771,  ISIL er  a l .  881,  ICOL et  a l .  9 la l  e t  ITER et  a l .  93] .

L'objectif de ce paragraphe n'est pas de présenter ces méthodes, mais d'intrt>duire Ies invariants

qui sont des outils classiques utilisés dans les méthodes d'algèbre linéaire.

p-invariant :

Un p-invariant (appelé aussi p-semi-f lot) est Lrn m-vecteur X à éléments entiers non

négatifs tel que XtC-0 .

Autrement dit X est un p-invariant si et seulement si XrM-XlM6 quel que soit Ie marquage

initial Mg et quel que soit le marquage atteignable Me R(Mg). C'est une conséquence immédiate

de I'équation fondamentale IMEM et al. 80]. Cette définition indique qu'une certaine

combinaison linéaire du marquage est invariante.

t- invariant :

Un t-invariant (appelé aussi t-semi-flot) est un n-vecteur Y à éléments entiers non négatifs

tel que CY=O.

Autrement dit Y est un t-invariant si, à partir d'un marcluage Mg, il existe une séquence de

franchissements o telle que Vo=Y, qui ramène à Mo IMEM et al. 801. Il faut noter cependant
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que le fait  qu' i l  existe un t- invariant n'est qu'une condit ion nécessaire pour qu'un réseau de

Petri soit réversible.

Exemple 2.12

Un RdP marqué <N, M0> ci-dessus a comme matrice d'incidence C et comme marquage

initial Mg=[, 0, 0, 0, 0, 0]. n existe un t-invarianr yt=[l, 1, 0, 0, l, l] tel que CX=0, mais il

n'existe pas de séquence de franchissements correspondante qui conduit du marquage Mo à Mo.

Donc l'existence d'un t-invariant n'est qu'une condition nécessaire pour qu'un réseau de Petri

soit reversible. Le marquage Mp=[1,0,0, 0,0,0] est un marquage inatteignable et la solution

X1=[1, l, 0, 0, 1, 1] est une fausse solution.

Figure 2.1 1 Un RdP <N, M6> dont un t- invariant
n'est pas un vecteur caractéristique admissible

o

L'ensemble des places (resp. transitions) correspondant aux éléments strictement positifs

d 'un p- invar iant  X ( resp.  t - invar iant  Y)  est  appelé suppor t  du p- invar iant

(resp. du t- invariant), et est noté l lxl l  (resp. l lvl l) .  Un p-invariant (resp. t- invariant) à

support minimal est un p-invariant (t-invariant) dont le suppon n'est contenu dans le support

d'aucun autre t-invariant.

Un t-invariant Y (resp. p-invariant X) est dit minimal si il n'existe aucun autre t-invariant

Y' (resp. p-invariant X') tel que Y'(t)<Y(t) (resp. X'(p)<X(p)) pour toutes les transitions t

(resp. toutes les places p). Un t-invariant (resp. p-invariant) à support minimal correspond à un

t-invariant (resp. p-invariant) minimal unique. L'ensemble de tous les t-invariants (resp.

p-invariants) à support minimal constitue la base des t-invariants (resp. p-invariants). Il faut

noter qu'un t-invariant (p-invariant) minimal n'est pas nécessairement un t-invariant (resp.

p-invariant) à support minimal. Tout t-invariant (resp. p-invariant ) est une conrbinaison linéaire

de la base des t-invariants (resp. p-invariants).

[ - r loo00
l l  - l - t  I  0  0
l0  0  I  - l  - l  It=lo o o o r -r
l l  0  0  0  - r  0
L0 -1  0  0  0  I
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Exemple 2.13

Figure 2.l2Une RdP ayant un t-invariant minimal
qui n'est pas un t-invariant à support minimal

Pour le réseau de Petri  présenté dans la f igure 2.12,Yp(l, 1, l ,  1)T,Y2=(2,0, 1, 1)Tet

Y3=(0,2,1,1)T sont  t ro is  t - invar iants  min imaux.  Parmi  ces t ro is  t - invar iants ,  seuls  Y2etY3

sont des t-invariants à support minimal. Le support de Y1 , ltl, t),, t3, t4f , inclut le support de

Y2, It l ,  t3,t4l.  Donc Y1 n'eSt pas un t- invariant à support minimalet Y1=(Y2 +Yù/2. o

2.4.2 Arbre des marquages atteignables et arbre de recouvrement

Pour connaître le comportement d'un réseau, I ' idée la plus sinrple serait de construire

I 'arbre des marquages atteignables IBRA l l3l.  Dans I 'arbre des marquages atteignables,

chaque noeud correspond à un marquage atteignable, et I'arc reliant deux noeuds correspond au

franchissement d'une transition qui conduit d'un marquage à I'autre. L'arbre des marquages

atteignables est un moyen idéal pour vérif,rer les propriétés c<lnrme la vivacité et I'atteignabilité

pour les réseaux bornés. Mais le problème se pose quand un réseau de Petri n'est pas borné,

puisque le nombre de marquages atteignables devient alors infini, et le nombre de noeuds dans

I'arbre des marquages atteignables est également infini. L'idée est donc de construire un arbre

de marquages ayant un nombre fini de noeuds que I'on appelle arbre de recouvrement

IBRA 83]. Dans cet arbre, nous introduisons un symbole o pour indiquer que le nombre de

jetons dans une place est "infini". trl a les propriétés suivantes : pour tout nombre entier k, û) >

k, otk = û) ot ol >co. L'algorithme suivant perrnet de construire I'arbre de recouvrement.

Algor i thme 2.1 :

lt Poser M6 comme racine de I'arbre.

S'il est possible d'atteindre de rr<luveaux marquages par franchissement d'une transition,

exécuter les étapes suivantes :

2.1o Sélectionner un "nouveau" marquage M;

?
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2.2o Si M est identique à un marquage M* du chenrin c<lnduisant de M6 à M, alors M est

un "vieux" marquage. Aucun nouveau marquage ne sera plus dérivé de M.

2.3o Si aucune transition ne peut être franchie, on arrive à la situation de "blocage".

2.4o Si il existe des transitions franchissables pour M, exécuter les étapes suivantes pour

chaque transition t franchissable à partir de M :

2-4-1" Franchir la transition t. Nous obtenons un marquage M'.

2.4.2" Si, dans le chemin allant de Mg à M, il existe un marquage M" tel que

M'(p)>M"(p) pour chaque place p et M'+M", i.e. si M" est couvert par M',

alors remplacer M'(p) par or pour chaque place p tel que M'(p) >M"(p).

2.4.3" Introduire M'comme une nouvelle feuille de I'arbre et établir la branche de M

à M'marquée t.

Exemole 2.14

Le réseau de Petri représenté dans la figure 2.13 a) avec le marquage initial M9=(1, 0, 0) ont

deux transitions t2 et t4 franchissables. Après avoir franchi t2 à partir de Mg, nous obtenons le

marquage M1 à partir duquel il n'y a aucune transition franchissable, donc nous sommes dans

la situation de "blocage". Après la franchissement de t4 à partir de M6, nous obtenons le

marquage M3'=(1, 1,0) qui couvre Mg, donc le nouveau marquage est Mj=(1, co,0).A part ir

de M3, après les franchissements de t2 et t4 respectivement, nous obtenons M4=(0, crr, l)  et

M6=(1, ol, 0). Puisque M3=M6, M6 est un noeud noté "vieux". De la même façon, M5 est un

noeud "vieux" après avoir franchi t3 à partir de Ma. La figure 2.13 b) présente I'arbre de

recouvrement.

M6=(1  0  0 )

\
M1 =(0  0  l )  Mr=(

"blocage" ./

/
M4 =(0  ar  l )

I,3 1
T

M 5 = ( 0  @  1 )

"v ieux"

la r0)

\ ta

\
M 6 = ( 1  a l  0 )

"vieux"

Figure 2.13 a) Un RdP

z7

Figure 2.1 3 b) Son arbre de recouvrement



Le graphe de recouvrement est un graphe orienté W = (V, E), où V est I 'ensemble des
noeuds et E est I'ensemble des arcs. Chaque arc représente le franchissement cl'une rransition t.

Cette méthode est particulièrement efficace pour les réseaux de Petri bornés de petite taille. Si
un arbre de recouvrement d'un RdP ne comportg pas de symbole "{r)", alors le réseau est borné.
Dans le cas d'un réseau de Peri borné, le graphe de recouvrernent contient tous les marquages
atteignables, donc il est aussi le graphe des marquages atteignables. Le problèine d'atteignabilité
peut donc être Ésolu à I'aide du graphe des marquages atteignables.

A cause de l'utilisation du symbole "o)" nous ne pouvons pas vérifier, à I'aide du graphe de
recouwement, si un marquage donné M peut être atteint. Nous ne pouvons que vérifier si il
existe un marquage M' tel que M') M. Cene méthode ne peut donc pas résoudre le problème de
vivacité et d'atteignabilité. Nous montrons, dans I'exemple suivant, que deux réseaux de Petri
peuvent avoir le même arbre de recouvrement alors que I'un est vivant et I'autre ne I'est pas.

Exemple 2.15

Les f igures 2.14 a) et b) représentent un RdP vivanr et un RdP non vivarrr IMUR 891. I ls ont
le même arbre de recouvrement et le même graphe de rccouvrement qui sont représentés dans
les f igures 2.15 a) et b).

Figure 2.14 a) Un RdP vivanr Figure 2.14 b) Un

p2

RdP non vivant

t2p l
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I'[,
M,=( l  0 ro )

/ \
Mr=(1  0c r r )

"vieux"

Figure 2.15 a) Arbre de recouvrement des deux réseaux

Figure 2.15 b) Graphe de recouvremenr des deux réseaux

2.4.3 Techniques de réduction

Lorsque la taille du réseau de Petri étudié croît, les méthodes dérivées de I'algèbre linéaire

deviennent difficiles à utiliser. La construction de I'arbre de recouvrement est aussi très longue.

Nous souhaitons donc pouvoir diminuer la taille d'un réseau de Petri tout en préservant les

propriétés souhaitées. Nous présentons ici 4 règles de réduction classiques IDAV et al. 89] qui

transforment un réseau de Petri en un réseau plus simple en préservant certaines propriétés,

comme la bornitude, la vivacité, la propriété de non blocage, I'existence d'états d'accueil et la

conservation. Malheureusement, en utilisant ces règles, seules certaines places et transitions

peuvent être réduites.

Mo  =  (10  0 )

M2=(0 la r )

/ \
/ \

M2 = (01  ar )
"vieux"

M2 =(0 I rrr)
"v ieux"
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Règle f  (Rf)  :  Subst i tu t ion d 'une p lace

Une place p est substituable si elle satisfait les trois conditions suivantes :

1) Les transitions de sortie de p n'ont qu'une place d'entrée p, i.e. .t={p}, pour Vtep..

2) Il n'existe pas de transition qui soit à la fois transition d'enrrée et transition de sortie de p,

i.e. Zt tel que te op et t€ p..

3) Au moins une des transitons de sortie de p n'est pas une transition puits, i.e. fte p. tel que

t  =@.

Alors la place p, ainsi que les transitions p., peuvent être supprimées.

Exemple 2.16

:l
Figure 2.16 Un RclP avant et après I'utilisation de Rl

Nous représentons dans la figure 2.16 un exemple qui utilise la règle R1. La transition t3 n'a
qu'une place d'entrée p3 : la condition I est satisfaite. Il n'existe pas de transition qui soit à la

fois transition d'entrée et transition de sortie de la place p3 : la condition 2 est satisfaite. La
place p3 n'a qu'une transition de sortie qui n'est pas une transition puits. Donc Ia place p3 est

une place substituable. Après la substitution de la place p3, nous obtenons un autre réseau

illustré également dans la figure 2.16.

Règle 2 (RZ) : Simplif ication d'une place impticite

Une place p est dite implicite si elle satisfait les conditions suivantes :

1) Le marquage de p n'empêche jamais le franchissement de ses transitions de sortie,
Vte po, la relation M'(p')>I(p',r),  Vp'e .r- [p ],  implique M(p)>I(p,t).

2) Son marquage peut se déduire du marquage des aurres places.

p1

:a
. /

P
To

p3

r3

p4

p2

p1 p2

t23r l3RI+
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Exemple 2.17

Nous représentons dans la f igure 2.17

simplifiée à I'aide de la règle R2.

r l

p l

12

p2

t3

un exemple darts lecluel la place p3 peut être

r l

p l

t2

p2

t3

R2==>
p3

Figure 2.I1 Un RdP avant et après I'utilisation de R2

Règle 3 (R3) : Suppression de transit ions neutres

Une transition t est dite neutre si et seulement si I'ensemble de ses places d'entrée est

identique à I'ensemble de ses places de sortie, i.e. ot-to.

Exemple 2.18

Dans I'exemple illustré dans la figure 2.18, la transition t5 est une transition neutre qui

satisfait la condition de la règle R3. Nous pouvons alors la simplif,rer.

Figure 2.18 Un RdP avant et après I'utilisation de R3

5
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Règle 4 (R4)  :  Suppress ion de t rans i t ions ident iques

Deux transit ion t i  et t j  sont dites identiques si el les ont le nrênre ensemble de places

d'entrée et le même ensemble de places de sortie, i.e. 
't,='1; 

et ti = 1i.

Exemple 2.19

Dans I'exemple de la figure 2.19, les transitions tl et t2 ont les mêmes places d'entrée et les

mêmes places de sortie. Elles satisfont donc la condition de la règle R4, et nous pouvons

supprimer une de ces transitions. Dans cet exemple, nous supprimons la transition t2.

Figure 2.I9 Un RdP avant et après utilisé R4

2.4.4 Méthodes uti l isant les verrous et les trappes

Considérons S (resp. Q ) q P un ensemble non vide de places dans un réseau de Petri

N=(P, T, I, O>, Les définitions de veffou (resp. trappe) sont les suivanres :

Verrou (ou blocage) :

S est un verrou si pour chaque transition t, le fait que t ait une place de sortie dans S

implique qu' i l  a aussi une place d'entrée dans S. PIus simplement, S est un verrou si et

seulement si oScS..

Si les places d'un verrou ne sont pas marquées par le marquage initial, alors elles restent

toujours non marquées, quelle que soit l'évolution du réseau. Lrurs transitions d'entrée et leurs

transitions de sortie ne sont donc pas vivantes. Ceci implique donc que le réseau n'est pas

vivant.

R4+
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Théorème 2.3 [BRA tl3l :  Un réseau de Petri  connexe <N, M0> est vivant quel que

soit Mg si et seulement si il ne contient pas de verrou.

T rappe :

Q est une trappe si elle satisfait les deux conditions suivantes :

l) Si une transition t a une place d'entrée dans Q, alors elle a aussi une place.de sortie dans Q,
i.s. oQ=Qo;

2)VteQ., l lpeQnt. tel que p.=@ ou O(t,p) ) min {I(p,t ')}.
t '€p'

Dans les réseaux de Petri ordinaires, la deuxième condition est satisfaite automatiquement.

Si une trappe contient des jetons, alors elle contiendra des jetons cluelle que soit l'évolution

ultérieure du réseau.

Dans les réseaux ordinaires, les verrous et les trappes dépendent de la structure du réseau.

Ils peuvent caractériser la vivacité ou I'absence de blcrcage de cenaines sous-classes des réseaux

de Petri ordinaires (voir la section 2.5).

Composant verrou/trappe :

S est un composant verrou/trappe S/Q si il est à la fois un verrou et une nappe.

Si X est un p-invariant, cela implique que llxll est un composant verrou/trappe [COM 72],

mais la réciproque n'est pas vraie.

Un verrou (resp. une trappe) minimal(e) :

Un verrou (resp. une trappe) est un verrou (resp. une trappe) minimal(e) si il n'existe pas

d'autre verrou (resp. d'autre trappe) S'(resp. Q') tel que ScS' (resp. QgQ').

Un verrou (resp. une trappe) de base :

Un verrou (resp. une trappe) est un verrou de base (resp. une trappe de base) si il (resp. elle)

n'est pas I'union d'autres verrous (resp. trappes).

La base des verrous (resp. des trappes) :

L'ensemble des verrous ( resp. des trappes) de base constituent Ia base des verrous (resp.

des trappes).
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Un verrou (resp. une trappe) minimal(e) est un verrou de base (resp. une trappe de base),

mais un verrou de base (resp. une trappe de base) n'est pas nécessairement un verrou (resp.

une trappe) minimal(e). Tout verrou (resp. toute trappe) est une combinaisons de Ia base des

verrous (resp. des trappes).

Dans les figures suivantes, nous présentons un verrou et une rrappe de réseau ordinaire.

Figure 2.2O a) Un verrou Figure 2.20 b) Une trappe

Il est reconnu qu'en règle générale, la vérification de certaines propriétés, comme la vivacité

et la réversibilité d'un réseau de Petri, est très difficile. En revanche, polrr certaines sous-

classes des réseaux de Petri, ces propriétés peuvent être facilement vérif-rées. Dans la section

suivante, nous présentons des sor,rs-classes de réseuux de Petri.

2.5 SOUS-CLASSBS DE RBSEAUX DE PETRI

Dans cette section, nous présentons certaines sous-classes de réseaux de Petri étudiées dans

la littérature. Nous dét'inissons en premier lieu les réseaux généralisés et les réseaux ordinaires.

Un réseau de Petri généralisés est un réseau dans lequol des poids (nombres entiers

strictement positifs) sont associés aux arcs. Un réseau de Petri est ordinaire si le poids de tout

arc est 1. Il a été démontré que tout réseau de Petri généralisé peut être transformé en un RdP

ordinaire. Dans cette section, nous présentons des sous-classes de réseaux de Petri ordinaires,

qui se distinguent par leurs structures.

2.5.L Graphes d 'événements

Un réseau de Petri ordinaire est un graphe d'événements (GE) si et seulement si toute

place a exactement une transit ion d'entree et une transit ion de sort ie, i .e. VpeP, lp. l=1 et

l .p l=1.



Figure 2.21Un graphe d'événements

Un graphe d'événements est un réseau sans conflit. Il a les propriétés suivantes :

I ) Un graphe d'événements N est consistant , danc répétitif IDIC et al- 93I .

2) Un graphe d'événements N fortement connexe est conçervatif, donc structurellement borné

ICOM etal.TI].

3) Un graphe d'événements N lbrtement connexe est str4cturellement vivant et structurellement

borné, donc consistant et conservatif IDIC et al. 93 ] .

4) Un graphe d'événements marqué <N, M0> estvivant si et seulentent si chttttrue circuit

élémentaire contient au moins un jeton ICOM et al.7l ] .

5) Un graphe d'événements ntarqué <N.Mo> est révcrsible si et seulemcnt si il est vivant

ICOM etal.7]1.

6) Dans un graphe d'événements N,l'ensemble des places tl'un circuit élémentaire est un

composant verroultrappe minimaL I DIC er al. 93 ].

2.5.2 Machines à états

Un réseau de Petri  ordinaire est une machine à états (ME) si et seulement si toute

nans i t i onaexac temen tunep laced 'en t réee tunep lacedeson ie , i . e .V teT ,  l t . l =1  e t  l . t l =1 .

Figure 2.22 Une machine à états

[æs machines à états perrnettent de modéliser les conflits. Elles onr les propriétés suivantes

l) Une mnchine à états N est conservative, donc structurellement bornée IDIC et a\.93].
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2) Une machine à états N Jbrtement connexe est consistante, dntrc répétitive IDIC et al.93l.

3) Une machine à étttts N fortement connexe est structurellertrcnt vivante et structurellement

bornée, donc consistante et conservative IDIC et al . 93].

4) Une machine à états connexe marquée <N, M0> est vivante si et seulement si elle est

fortement connexe et si Mg a au moins un jeton IMUA 89].

5) L'ensemble des places d'unc machine à états connexe est urz composant verroultrappe si et

seulement si elle e$foftement connexe IDIC et al. 93 ] .

2.5.3 Réseaux de Petri  à choix l ibre

Un réseau de Petri à choix libre est un RdP ordinaire ddns lequel, si une place p a

plusieurs transitions de sortie, alors p est Ia seule place d'entrée de chacune de ces transitions,

i .e. Vpe P, I p. |  >1 =>Vtr€ p., |  . t t  |  = I .

Les figures suivantes montrent deux réseaux de Petri. L'un est un réseau de Petri à choix

libre et I'autre ne I'est pas.

Figure 2.23 a) Un RdP à choix à libre Figure 2.23 b) Un RdP à choix non libre

Un réseau de Petri à choix libre possède les propriétés suivantes :

I ) Un réseau de Petri à choix libre N est structurellement vivant et structurellement borné si et

seulement si il est consistant et conservatif, et si rang(C)=lTl+lpl- a-1, où a est le nombre

d'arcs orientés des places vers les transitions IDIC et al. 93 ] .

2) Pour un réseau de Petri à choix libre marqué <N, Mg>vivant et borné, il est réversible si et

seulement st toutes les trappes sont marqltées par M0 [BES et a\.90].

3) Un réseau de Petri à choix libre marqLté <N, Mg> est vivant si et seulement si chaque vemou

contient une trappe marquée IMUR 89].
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4) Si un réseau de Petri à choix libre marqué <N, M6> est vivant, la vivacité est préservée en

augmentant M6, i.e. pour tout Mg'2 Mg, si <N, Mg> est vivttnt . alors <N, M0'> l'est IDIC et

al .93l .

2.5.4 Réseaux de Petri à choix asymétrique

Un reseau de Petri à choix asymétrique est un réseau de Petri ordinaire dans lequel si

tout deux places a une transition de sortie commune, alors I'ensemble de transitions do sorite

d'une de ces places inclut ou égale celui de I'autre, i.e. pour tout pl, p2€ P, si p1ap2+4, alors

piEpiorp i=pi .

læs figures suivantes montrent la différence entre un réseau à choix asymétrique et un réseau

qui ne I'est pas.

Figure 2.24 a) Un RdP à choix asymétrique Figure 2.24 b) Un RdP à non choix asymétrique

Un réseau simple a la propriété suivante :

Un réseau de Petri à choix asymétrique marqué <N, M 0> est vivant si chaque verrou contient

une trappe marquée [DIC et a|.93].

Il faut souligner que le réseau simple inclut les 3 sous-classes de réseaux citées auparavant.

2.5.5 Réseaux de Petri  acycl iques

Un réseau acyclique est un RdP dans lequel il n'existe pas de circuits orientés.

Iæs figures suivantes illustrent la différence entre un réseau acyclique et un réseau cyclique.

Figure 2.25 a) Un RdP acyclique

37

Figure 2.25 b) Un RdP cyclique



Un réseau acyclique possède les propriétés suivantes :

I)Unréseauacyclique est vivant si il n'existe pas de placc source, i.e. si il ne contient pas de

verrou IBRA 83].

2) Dans un réseau acyclique avec mar(lltage initial Mo, M est atteigrutble à partir de Mg si et

seulement si il existe un vectettr de comptage qui satisfait I'éqialqllnrfctndam.entale, i.e. fYil,

tel que M=Mg + CY IMUR 89].

3) Un réseau acyclique est réversible si il est consistant IMUR 89].

2.5.6 Réseaux de Petri  purs

Un réseau est dit pur si il n'existe pas de transition (resp. place) ayant une place ( resp.

transition) d'entrée qui est également une place (resp. transition) de sortie. Autrement dit, un

réseau de Petri est impur si et seulement si il existe un circuit élémentaire qui ne contient

qu'une place et qu'une transit ion.

Les f igures suivantes montrent respectivement un réseau puret un réseau impLrr.

Figure 2.26 a) Un RdP pur Figure 2.26 b) Un RdP impur

Si un réseau de Petri est pur, sa structure peut être complètement définie par sa matrice

d'incidence. Si un RdP est impur, nous ne pouvons pas déduire sa structure de sa matrice

d'incidence. Ceci est dû au fait que si le franchissement d'une transition retire et ajoute des

jetons dans la même place, la matrice d'incidence n'indique pas la différence. Nous ne pouvons

donc pas vérifier les propriétés structurelles des réseaux de Petri impurs en utilisant la matrice

d'incidence. C'est le raison pour laquelle nous distinguons les réseaux de Petri purs et les

réseaux de Petri imours.

En revanche, tout réseau de Petri impur peut être transformé en un réseau de Petri pur. En

plus cette transformation ne change pas les propriétés structurelles des réseaux. Les figures

2.27 et 2.28 illustrent la transformation pour deux types de RdP impurs.
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c#(+ f('
Figure 2.27 Transformation d'un RdP impur en un RdP pur

La figure 2.27 présente un RdP impur dans lequel la transition t a une plâie d'entÉe p qui

est également une place de sortie et dans lequel cette place est une place implicite. Selon la Ègle

2 du paragraphe2.4.3, nous supprimons la place p, le réseau devient un RdP pur.'d(+tr
Figure 2.28 Transformation un RdP impur en un RdP pur

La figure 2.28 présente un RdP impur dans lequel la place p a une transition d'entrée t qui

est également une transition de sortie et dans lequel cette transition est une transition neutre.

Selon larègle 3 du paragraphe 2.4.3, nous supprimons la transit ion t, le RdPdevient un RdP

pur.

Voici un exemple de transformation d'un RdP impur en un RdP pur dans Ie cas général.

Exemple 2.20

p2

t2

Figure 2.29 Transformation d'un RdP impur en un RdP pur



La figure 2.29 représente la transformation d'un RdP impur en RdP pur [DAV et al 89]. La

figure de gauche est un RdP irnpur puisque la place pl est à la fbis place d'entrée et place de

sortie de la transition t2. La transformation de ce RdP en un RdP pur se fait en deux étapes.

D'abord nous remplaçons toute transition de sortie t1 (où j = 1,2) de la place pl par deux

transitions tj'et tj" reliées par une place intermédiaire. Ensuite, nous ajoutons une place p0 qui

contient un jeton, qui est une place d'entrée de toutes les transitions tj' et place de sortie de

toutes transitions ti". Ainsi, le franchissement de la transition tj est remplacé par le

franchissement en séquence de t;' et t1". En effet, après le franchissement de ti', la seule

transition du réseau franchissable est t1". Pour éviter la possibilité de franchir tl entre t2' ett2",

il est nécessaire d'adjoindre à une transition pure telle que tl deux transitions t1'et tl" séparees

par une place. La droite de la figure 2.29 présente le RdP pur colrespondant. a

2.6 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté les définitions des réseaux de Petri, et les règles de

franchissement .  Nous avons in t rodui t  les propr ié tés s t ructure l les,  Ies propr ié tés

comportementales, ainsi que les l iens qui existent entre el les. Nous itvons ensuite présenté

quatre famil les de méthodes d'analyse des réseaux de Petri .  Parnri les quatre famil les, les

méthodes dérivées de l'algèbre linéaire sont efficaces pour vérifier les propriétés structurelles,

comme la consistance, et la conservation, mais elles ne permettent pas de résoudre Ie problème

de vivacité. I-es méthodes utilisant les arbres de recouvrement et de marquages atteignables sont

utilisées pour les réseaux de Petri de petite taille. Les techniques de réduction sont utilisées pour

simplifier les réseaux de Petri. [æs réseaux simplifiés préservent les propriétés souhaitées, par

exemple : Ia vivacité, la bornitude et I'absence de blocage, suivant le type de simplification

utilisé. Les méthodes basées sur les verrous et les trappes conviennent aux sous-classes de

réseaux de Petri ordinaires pour la vérification des propriétés comnre [a vivacité et I'absence de

blocage. Finalement nous avons présenté des sous-classes des réseaux de Petri avec leurs

propriétés.

A partir de la définition des propriétés des réseaux de Petri ainsi que de leur signification

physique, nous pouvons comprendre I'importance de ces propriétés pour les systèmes

modélisés à I'aide des réseaux de Petri, notamment pour les systèmes de production. il est donc

naturel que le concepteur de systèmes prenne soin de s'assurer de I'existence de ces propriétés

dès la conception du système. Ceci permet de mieux comprendre I'intérêt de ce travail dans

lequel nous proposons des outils d'aide à Ia décision dans un environnement de conception

incrémentale, lorsque la propriété souhaitée est la consistance, la bornitude structurelle ou

I'absence de blocage, etc.
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CHAPITRE III

VERIFTCATION TNCREMENTALE
DE LA CONSISTANCE ET

DE LA CONSERVATION



3.1 INTRODUCTION

Nous avons dit, dans l'introduction générale, que I'aide que nous pouvons apporter à

I'utilisateur dépend de I'information dont nous disposons. II est courant que I'on ne

dispose pas du marquage initial au cours de la construction d'un modèle réseau de Petri

complexe. Dans ce cas, nous pouvons néanmoins aider I'utilisateur à vérifier la

consistance ainsi que les autres propriétés qui indépendant au marquage initial. Ceci

pennet de détecter certaines erreurs avant I'obtention du modèle complet et d'accélérer par

ce biais le cycle de conception.

Dans ce chapitre, nous nous limitons à l'étude de la consistance et de la conservation.

Dans les deux chapitres qui suivent, nous étudions respectivement la bornitude

structurelle, la répetitivité et l'absence de blocage.

La consistance est une propriété structurelle liée à la réversibilité et aux états d'accueil.

Elle caractérise partiellement I'existence d'une séquence de franchissenrent qui ramène le

système au état init ial.  El le fournit une condit ion nécessaire pour pouvoir revenir

périodiquement à un Inarquage donné, et donc permet, à l'aide d'un contrôle adéquat, de

garder le système vivant et borné. Nous comprenons donc I'intérêt de cette propriété dans

la modélisation de systèmes de fabrication.

La propriété de conservation caractérise la fait que dans un système de production, les

matériaux ne peuvent ni se multiplier, ni se détruire spontanément.

Dans ce chapitre, nous ne parlons que de la consistance. En fait, les propriétés de

consistance et de conservation sont symétriques : si un réseau de Petri est consistant,

alors le réseau obtenu en remplaçant les places (resp. transitions) par les transitions (resp.

places) est conservatif, et vice versa. Ainsi, les résultats exposés dans ce chapitre

s'appliquent également à la conservation. Lorsque nous nous intéressons à la propriété de

conservation, il suffit de remplacer la matrice d'incidence par sa transposée, les mots

"transition" par "place" et "place" par "transition".

Ce chapitre est organisé en7 sections. La section 3.2 définit quelques notions utilisées

tout au long de ce chapitre et présente une méthode de vérification de la consistance. La

section 3.3 (resp.3.4) examine la fusion et I'ajout de places (resp. transitions). La section

3.5 étudie I'ajout d'un sous-réseau de Petri. La section 3.6 est une synthèse des résultats

précédents. La section 3.7 conclut ce chapitre.
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3.2 UNE METHODB DE VERIFICATION DE LA
CONSISTANCE

Dans cette section, nous définissons quelques notions utilisées tout au long du

chapitre. Comme nous étudions la consistance d'un réseau de Petri en examinant sa

matrice d'incidence, nous définissons d'abord quelques opérations relatives à une

matrice, notamment la forme standard dérivee d'une matrice et la base des t-invariants.

Par ailleurs, comme nous avons besoin de vérifier la consistance d'une partie d'un

réseau de Peni de temps à autres (du moins au début de la conception), nous proposons

une méthode de vérification de la consistance. Cette vérificarion peut aussi être effectuée

en utilisant la méthode proposée dans la section 3.4 pour la recherche du composant

consistant maximal.

Note : Dans ce chapitre, nous utilisons les notations introduites dans le chapitre 2.

Notamment m et n désignent respectivement le nombre de places et le nombre de

transitions d'un réseau de Petri.

3.2.1 Forme standard dérivée d'une matrice et base des t- invariants

Dans la suite, nous appelons combinaison linéaire relative à une ligne d'une marrice,

une des opérations suivantes :

1. multiplier la ligne par un nombre non nu[;

2. ajouter à la ligne une combinaison linéaire des aurres lignes.

Après avoir effectué des combinaisons linéaires relatives aux lignes d'une matrice A de

dimensions uxv, nous obtenons une autre matrice A'de mêmes dimensions. Alors cette

matrice peut être exprimée comme A'= LxA, où L est une matrice inversible de

dimensions uxu. Nous savons que rang(A')=1ang(A).

La remarque suivante nous perrnet de ne considérer que la matrice obtenue après une

suite de combinaisons linéaires de lignes de la matrice d'incidence d'un réseau de Petri

lorsque nous nous intéressons à la consistance.

Remarque 3.1 : Soit C= L x C la matrice obtenue après une suite de combinaisons

linéaires relatives aux lignes de C6;n, matrice d'incidence d'un réseau de Petri. Ce
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réseau est consistant siet seulement si i l  existe un vecteur Y>0 tel,1u" ôY=0. En effet si

le réseau est consistant, nous savons que CY=O, donc ô Y=LCY=0.

Nous introduisons maintenant une matrice Bl de dimensions (n-r)xn, où r est le rang

de la matrice d'incidence C du réseau de Petri N, telle que rang(B1)=n-r et CBf =Q, 6i

I'exposant t indique la transposée. Une telle matrice existe tMUR 891. Par.définition, les
vecteurs lignes de 86 (qui sont indépendants les uns des autres) constituent la base de

I'espace vectoriel engendré par les solutions du système CY=O. Tout t-invariant est une
combinaison linéaire des vecteurs des lignes de 85. C'est pourquoi nous appelons Bç

base des t-invariants du réseau de Petri N. Compte tenu de la définition de 81, le

théorème 3.1 est évident.

Théorème 3.1 : L,e réseau de Petri N est consistant si et seulement si il existe un vecteur

colonne z tel que Bf z > 0.

Nous proposons un algorithme qui est obtenu à l'aide de la méthode de Gausse (voir

ILUE 73] pour calculer la matrice ô. Dunr la présentation de cet algorithme, nous
Â

désignons par Ci,.  (resp. C..;) le vecteur l igne (resp. colonne) constitué des éléments de

la i-ème ligne (resp. colonne) de Ia matri.. Ô. A partir de la matri.. Ô, nous pouvons

facilement obtenir la matrice Bç.

Algorithme 3.1 :

l .  ô=C,  i= l ;

2. Chercher la première ligne notée i*>i dans laquelle le numéro de la colonne où se

trouve le premier élément non nul est le plus petit;

3. Si i* n'existe pas, c'est-à-dire que toute ligne i*>i est nulle, alors on s'arrête;

4. Si i**i, alors ajouter Ia ligne i* à la ligne i;

5. Chercher le premier élément ô;.;* non nul;

6. Diviser la ligne i par ôi,r.;

7. Ajouter à toute ligne i' autre que la ligne i une ligne -ô;,.;* x ô,.. Ceci

éléments de Ia colonne jt sauf celui de la ligne i.

8 .  i= i+ l ,  a l ler  à  2.

annule les

En utilisant cet algorithme, nous pouvons obtenir une matrice Ô Oe ta forme donnée en
(3 .1 )  :
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(3 .1 )

(3 .2 )

où L est la matrice correspondant à la suite des combinaisons linéaires effectuées, et

r = Il=rri et n - t = Il=rs;. Comme dans I'algèbre linéaire, nous désignons par Iu la

matrice identité de dimensions uxu tout au lone de cette thèse.

Danslasuite, Ô de forme (3.1) sera appelée forme standard clérivée de C.

A partir de Ia matric" ô, nou, pouvons construire Bl comme suit :

0 -c^^
Y t Y

0[ .
Y

e
S\̂]

-ô0, ,

0

^
Jrr
^
JSr
^
Jrz
/À
t ( ^v . ' Z

:
^
Jrq
4

J S q

ee
s2 s3

0

0

e
S1

Il est possible de vérifrer que la matrice B, ainsi obtenue satisfait la relation C nf = O

et que rang(81)=n-r. Par conséquent, CBI = L- 1Ô Bi = O.

Nous remarquons que la forme standard dérivée de la matrice et le rang de la matrice

peuvent être déterminés de manière incrémentale lorsque des ransitions etlou des places

sont ajoutées à un réseau de Petri existant. Ceci correspond à I'ajout des colonnes et/ou

des lignes à la matrice d'incidence C du RdP existant. La forme stanctard dérivée de C

(voir larelation (3.1)) peutsememre sousforme Ô= L*C = [t,  
ô' l  

,un" permutation
L0 0l

de colonnes près. Lorsque nous ajoutons des colonnes, nclus obtenons une matrice

Cl  =[C tC*] .  En appl iquant  la  su i te  de combinaisons l inéai res L,  nous avons
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L x ct = 
[Ô :rc.1 = [] : :il t, suffit de poursuivre la rnéthocte de Gauss pour,L0ocz)

transformer Ci et Ci en forme standard dérivée et nous obtenons la forme standard

dérivée de Cl et rang(Cl)=rang(C)+rang(Ci). Lorsque nous ajoutons des lignes, nous

obtenons une matrice 
", 

= 
f^"-1. En appliquant la suite des combinaisons linéaires L à
L\- J

C. nous avons
. n *En annu lan t  C r ,  nous  ob tenons

Nous pouvons alors obtenir aisément la forme standard de C2 et

3.2.2 Une méthode de vérif ication de la consistance

Dans ce paragraphe, nous introduisons Ia matrice E est composée des lignes non

nulles de la matri." Ô. Cette matrice permet de diminuer les dimensions de la matrice

d'incidence C et de vériher la propriété de consistance du système.

On choisit les r premières lignes de Ô, pour former la matrice E. Donc :

(3 .  1 ' )

[, ô'-l' l

0 01.
Ci C; I

t  . )

Lxc,=  
[ ; ]=

[r, ô' 1
l0 0 |
Io ci - ciô'J
rang(C2) = rang (C)+rang(Cl - ciÔ'l

Le réseau ayant C comme matrice d'incidence est consistant si et seulement si il existe

un vecteur Y>0 tel que EY=0. En effet un réseau est consistant si et seulement si il existe

^ l-tr]
un vecteur Y>0 tel que CY=l I lY=EY=O.

LUJ
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Nous avons aussi rang(E)=rang(i)=1. Car rang(Ô;r"ng1[fr-l)=.ong(E). Cela
L ' I

implique qu'il existe r colonnes indépendantes. Après avoir permuté les colonnes, nous

obtenons E, etE2, sous-matrices de E, respectivement de dimensions rxr et rx(n-r),

telles que rang (E1)=r, et El est inversible.

Alors Ia vérifrcation de la consistance s'effectue en vérifiant qu'il existe'deux vecteurs

Y1 et Y2 strictement positifs et respectivement de dimensions r et n-r tels que

IEt =0",r[i;]
r .e .

ou encore

ErY, + E2Y 2:  0,

Y, = -(E1)-tEr",

En examinant (3.1'),  nous voyons que nous pouvons faire en sorte que E, soit une

matrice identité. Nous nous plaçons dans ce cas. Ainsi la mau'ice (Er)-l est également une

matrice identité. Les autres colonnes de E constituent 82. Nous avons Yt= -EzYz.

Comme Yt > 0 etYy> 0, nous obtenons la propriété suivante.

Propriété 3.1 : La condition nécessaire et sufhsante pour qu'un système soit consistant
est qu'il existe un vecteur Y2 positif, tel que EzY z < 0, où E2 est obtenu à partir de E en

supprimant les colonnes qui constituent une matrice unité.

Dans Ies trois cas particuliers suivants, nous pouvons déterminer immédiatement Ia

consistance.

1) Si les éléments d'une colonne de E2 sont tous strictement négatifs, alors I'inégalité

précédente a une solution et le système est consistant. En effet, il suffit de prendre
l'élément de Y2 correspondant à cette colonne suffisamment grand, et les autres éléments

de Y, suffisamment petits.

2) Si Ia somme des éléments de chaque ligne de E2 est négative, alors le système est

consistant ( il suffit de choisir Y2 ayant des éléments tous égaux à I ).

3) Si une l igne de E, ne comporte que des éléments posit i fs ou nuls, alors le système

n'est pas consistant.

Dans le cas général, nous faisons une transformation équivalente de manière à pouvoir

utiliser la méthode de Dantzig. En effet, les trois énoncés suivants sont équivalents

47



1. Le système AX=0, X>0 a une solurion,

2. Le système AX=O, X>e a une solution,

3. Le système AX - -Ae, X>0 a une solurion,

où e est le vecteur unité.

Le troisième énoncé peut être résolu à I'aide de la méthode de Dantzig améliorée que
nous présentons ci-dessous. Par conséquent, la vérification de la consistance peut

s'effectuer en remplaçant A par E.

La méthode de Dantzig perrnet de vérifier s'il existe une solution à l'équation AX=D,
telle que X20, où A est une matrice de dimension uxv, D est un vecteur colonne de
dimension u, X est un vecteur colonne de dimension v. Nous Supposons que le rang de
A est u [KAU 70].

On choisit arbitrairement une base formée de u-l vecteurs Ui (i = l, ..., u-l) et Ug=p

de telle sorte que la matrice U=[Ug, U1, ..., Uu-t] soit inversible. Il faut noter que dans

notre cas, A = E= fIr,Ezl, D=Ee et u = r. Il est donc toujours possible de Fouver de tels
vec teu rs  U i  ( i  >  l )  pou r  que  [U9 ,  U1 , . . . ,  Uu - t l  so i t  i nve rs ib le ,  à  cond i t i on ,  b ien
entendu, que D*0. Il faut noter que D ne peut pas être combinaison linéaire de U1, ...,
Uu-1. Lorsque D=0, la solution est immédiate : il suffit de prendre toutes les composantes

de X égale à 0. Si D*0, il existe un i* tel que d.. *0, où d.. est la valeur de la ix-ème

composante de D; i l  suff i t  alors de prendre Ui = A.i Vi <i*, et U; = A.(i+r) Vi >i..

Ainsi, chacun des autres vecteurs Ui, étant une com binaison linéaire des Ui, peut être

exprimé comme suit:

u - I

Û; = z6, iUs + zr , iU1 +. . .+ zu-r , juu- l  = I r , , :U, .
i=0

Voici I'algorithme qui vérifie I'existence d'une solution.

Algorithme 3.2 :

1. Déterminer les matrices U et U; cette dernière est consrituée des colonnes de A
autres que U1, lJ2, ..., Uu- 1, où les dimensions de U et U sont respectivement uxu

et ux(v-u+1).
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2. Choisirarbitrairement u-1 coefficients positifs wi pour les vecteurs faisant partie de

la base.

3. Calculer Z : lJ-lt , où les dimensions de Z est ux(v-u+l ).

4. Test de 291.

4.1)  S i  z} j<  0 pour  tout  j  =  1,2, . . . ,  v -u+I ,  a lors  i l  n 'y  a  pas de so lut ion,

I'algorithme s'arrête.

4.2) Sinon, on ne sait pas encore si il existe une solution. Pour s'en assurer
on sélectionne un j>l tel que z6j soit le plus grand. Cet entier est I'indice

du vecteur U1 Cui va entrer dans la base.

4.3)  S i  z ; i30 pour tout i  =  1, . . . ,  u ,  i l  ex is te une so lut ion.' r i l

4.4) Sinon, on ne sait pas si i l  existe une solution. Nous choisissons le

vecteur de base qui va être remplacé par U.;.

4.5) Pour cela, on considère une quantité 0 =,rf l . i l ru(* i  I  . ; . j) ,  et le i  qui

réalise ce minimum.

4.6) On obtient ainsi le vecteur U; à retirer de la base : la colonne de t

numérotée j  e t  Ia  co lonne de U numérotée ipernrutent .  Après Ia

permutation, on obtient un nouveau U et U.

5. Chercher les nouveaux coefficients.
w;=0 :
w k  =  w y - 0 2 y , ,

6. Recommencer en 3o. o

Après un nombre fini d'itérations, I'algorithme s'arrête, et I'on sait s'il existe une

solution.

Exemple 3.1

Considérons I 'exemple d'un stocker de type "dernier arrivé, premier uti l isé"

(i .e. Last-In-First-Out) que nous rencontrons dans les chaînes automatisées, et en

particulier dans la fabrication du verre IPRO 92].La figure 3.1 présente un tel stocker

dont le modèle de réseau de Petri est donné dans la figure 3.2. En cas de panne de la

partie aval, Ia première pièce fabriquée par la partie amont est placée en a (voir la figure

3.1). L'ensemble du stocker se déplace alors vers le haut et les pièces fabriquées

suivantes sont placées en b, c jusqu'à d, après quoi le système se bloque jusqu'à la
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remise en sorvice de la panie aval. En cas de panne de la partie amonr, Ia pièce stockée en
demier est utilisé d'abord, après quoi I'ensemble du stocker se déplace vers le bas. Si la
panne de la partie amont se prolonge, nous utilisons I'avant dernière pièce stockée, puis
le stocker se déplace vers le bas, et ainsi de suite jusqu'à ce que, soit le stocker soit vide
(dans ce cas le système se bloque), soit la partie amont soit remise en service.

Figure. 3.1 Stocker LIFO

Figure.3.2 Modèle de réseau de Petri d'un srocker LIFO

La matrice d'incidence C de ce modèle est :

C=

h
c
d

1 - l - l - l - 100000
0 -1  0  0  0  I  0  0  0  0
0 r -100 -11000
001 -100 -1100
0001 -100 - l l 0
00  0  010  0  0 - l  0
010  0  0 - l  0  0  0  0
0010  0  0 - l  0  0  0
00  010  0  0 - l  0  0
00  0  010  0  0 - l  0
00  0  0  0 l  I  I  I  - l
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Après I 'ut i l isation de I 'algorithme 3.1

suivantes :

sur C, nous obtertons les matrices E et E2

0 - l

I  - l

0 0

0 0
- l  0

I  - t

0

I
- t

0

0

I

100000  0  0  0  - l

010000  r  l  l  - r

001000 - l  0  0  0
000100  0  - l  0  0
000010  0  0  - l  0
000001  1  l  r  - 1

E2=

0

I

0
- l

0

I

La matrice E2 ne correspond pas à un cas particulier. Nous sommes donc obligé

d'uti l iser I 'algorithme 3-2. Nous trouvons que ce système est consistant en 0,083

secondes de CPU sur un IBM RISC 6000. r

Dans la suite, nous examinons la consistance d'un réseau de Petri obtenu à partir d'un

réseau de Petri existant en ajoutant ou en fusionnant des places et/ou des transitions.

Chaque résultat est illustré par un exemple. Il convient de souligner que bien que nous

n'utilisions que des réseaux de Petri à valuation unitaire dans les exemples, nos résultats

sont applicables aux réseaux de Petri à valuation quelc<lnque

3.3 AJOUT BT FUSION DE PLACES

D'après la définition de la consistance, nous montrons qu'en ajoutant uniquement des

places à un réseau de Petri non consistant, le réseau obtenu reste non consistant. Nous ne

nous intéressons donc qu'au cas où nous ajoutons des places à un réseau de Petri

consistant. Nous montrons que la consistance du nouveau réseau peut être facilement

décidée dans certains cas sans avoir à vérifier la consistance du réseau entier.

3.3.1 Ajout de places

3.3.1.1 Cas où le rang de la matrice d'incidence reste inchangé

Théorème 3.2 : Quand on ajoute une place à un réseau de Petri consistant N dont la

matrice d'incidence est C pour construire un nouveau réseau N1 dont la matrice

d' incidence est Cl, si rang(C) = rang(Cl), alors N1 est consistant.
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Démonstration : Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ta clernière ligne

de Cl correspond à la nouvelle place. Nous pouvons alors écrire Cl =|-^C.-.|. 
"o**"LC *J

rang(C)=png(Cl), C* est une combinaison linéaire des lignes de C. Donc il exisre un
veÆteurq tel que C* = qtC.

Si N est consistant, alors il existe un vecteur strictement positif Y tel que CY = 0. Par

conséquent ,  nous avons c txY=f : lxY=f  : l - . . ]=0,  er  le  réseau Nl  esr
LC *J Lq'CYl

également consistant. e.E.D.

Le corollaire suivant est la conséquence immédiate du théorèrne 3.2.

Corollaire 3.1 : Considérons deux réseaux de Petri N = (p, T) ., 1r11=(pup,, T), dont
les matrices d'incidence sont respectivement C et Cl. Si rang(Cl) = rang(C), un vecteur
Y est un t-invariant de N I si et seulement si il est un t-invariant de N. Ceci implique que
si I'on ajoute un ensemble de places à un réseau de Petri N consistant sans augmenter le
rang de la matrice d'incidence, alors le nouveau réseau N I est consistant.

Exemple 3.2

On considère un réseau de Petri N (voir la figure 3.3) et sa marrice d'incidence C

t2 p2

[ r  
- r  -1 ol

.=ln r o -rl
Loo l  - rJ

Figure 3.3 Réseau de Petri N

On peut vérif ier que rang(C)=3. De plus, N esr consistant car CY=Q si
Y  = I2 ,  1 ,  1 ,  1 ]1 .

On ajoute une place p4 à N pour construire Nl (voir la figure 3.4) dont la matrice
d'incidence est Cl
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C l =

I

0

0

- l  - t

l 0

0 t

0 - r l

Figure 3.4 Réseau de Petri Nl

On peut vérif ier que rang(C1)=rang(C)=3, donc, selon le théorème 3.2, Nl est

consistant. En effet, le vecteur Y = 12, 1, 1, 1]r nous permet toujours d'obtenir

ClxY= 0. La séquence de franchissements correspondant à Y et qui nous perrnet de

revenir au marquage initial est <tl, t3, t1, t2, t4>.

3.3.1.2 Cas où le rang de la matrice d'inciclence aug)nente

Nous examinons maintenant Ie cas où le rang de la matrice d'incidence du nouveau

réseau est supérieur à celui de l'ancien réseau.

Quand nous ajoutons un ensemble Po de k places à un réseau de Petri  N consistant

dont la matrice d'incidence est C pour construire un nouveau réseau de Petri N I dont la

f  r .  - ] I

matriced' incidenceesrCl = | :_ l ]- ,  alo.s si rang(Cl)=rang(C)+kl où 0<klSk nous
LC *J CI*

pouvons supposer, sans perte de généralité, que les r lignes indépendantes de C sont

numérotées de 1 à r, et que les kl lignes qui contribuent à I'augmentation du rang sont

numérotées de m+l à m+kl. Nous définissons L'qui représente la rransformation qui

l -ô l
conduit de Cl à Cl '=l 

- 
l ,  où C =LxC est la forme standard dérivée de C. par

LC *I

conséquent, avec les notations précédentes :

Nous définissons ensuite L1 clui représente

forme standard dérivée de Cl. soit Ô1 :

0
- l

- l

' =  
[ ;

ol
I* l '

sformation clui conduit de C1' à Iala tran
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ôr=Lr.r,,.[;]=r,.[J, 
T

ôr'10, [r, o ôr - ô'ôil3'
olCI'-,=|o ru' è; l0o'
cl jOo lo o o 10.*k-r-kr

r  k l  n - r - k l
€€<-----)

compte renu des dérinitions précédente* U = 
[Ij i ?] ", 

c- = 
[c] ci 

";l

Nous considérons le réseau de Petri NAI 1resp. NA2; dont la matrice d'incidence est

Co' = 
[t ,  ,  ô, - 

^,ô;] 
(resp. Cn' = 

[,r,  ,  ô;]1. Les colonnes de ces matrices sonr

définies à une permutation près.

Théorème 3.3 : (Condition nécessaire) On ajoute k places (k;0) à un réseau de Petri N

consistant pour construire un nouveau réseau de Petri N1. Une condition nécessaire pour

que Nl soit consistant est que NAI et NA2 le soient également.

Démonstration : Nous supposons que Nl est consistant. Alors selon la remarque 3.1,

il existe un vecteur Y > 0 tel que Ôt ,. y = 0. C'esr-à-clire clue :

h. o ô"-ô,ô;l[v,I
^  t  - i l ' l

ct"Y:10 I*, c; l l  ", 1=u.
Lo o o JLY,I

Cela signifie que

""'[i:]= [r, ,ô, - ô,ô;][i;]= t
que NAl et NA2 sont aussi consistants.

Exemole 3.3

", .^'[T:]= [r, ,ô;f[i,]:0, ce'""î:î.

On ajoute une place p5 au réseau N2 consistant de la figure 3.9 du paragraphe 3.4. 1.1

pour construire N3 (voir la figure 3.5). La matrice d'incidence C3 est la suivanre :
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I

0

0

0

- r - 10

r0 - t

0 t - l
- r l 0

0 0

r0
0r
- l  I

00 - l  1

Figure 3.5 Réseau de Petri N3

C3=

r  00

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

On obtient la forme standard : ô3 =

Puisque NA2 dont la matrice d'incidence est [0, 0, l]
pas consistant selon le théorème 3.3.

Remarques:

n'est pas consistant, N3 n'est

o

- 2  l 0

- l l 0

- r l 0

:ô ô 
'i ',

000

(i) Quand nous ajoutons une (ou un ensemble de) place(s) à un réseau de petri N
consistantpourconstruire un nouveau réseau dePetri N1, si rang(N1)>rang(N), Nl peut
être malgré tout consistant.

(ii) Si NAI et NA2 sont consistants, et si N est le réseau de Petri correspondant à ô1,
alors il suffit de tester la consistance du sous-réseau de N dont la matrice d'incidence est
la restriction de Ôt à ses lignes non nulles (voir la section 3.2). Laconsisrance de IiI peut
être décidée à I'aide de I'algorithme 3.2 présenté dans la secrion 3.2.

3.3.2 Fusion de places

Définit ion 3.1 : Fusionner deux places pl er p2 (resp. deux transit ion t, et t2)
appartenant au même réseau de Petri ou à deux réseaux de Petri différents consiste à
remplacer le couple (pr, pz) (resp. (t1, t2)) par une place unique p (resp. une transition

unique t) tel le que: .p-.plU.p2 (resp. ot=.t lurot2) et p.-p1.\Jp2o (resp. 1o-11oçr12o).

Définition 3.2 : Fusionner deux sous ensembles de places P, (resp. de transitions T1)
et P2 (resp. T2) appartenant au même réseau de Petri ou à deux réseaux de Perri différents
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consiste à fusionner les places de P1 (resp. les transir ions de T1) er p2(resp.T2) deux à
deux. Cela implique qu'il y a autant de places dans P, (resp. de transitions dans T1) que
dans P2 (resp. T2).

Propriété 3.2 : (Condition suffisante)

(i) Iæ réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri consistants par la
fusion de deux ensembles P1' et P2'de places est consistant.

(ii) Le réseau de Petri obtenu après la fusion de deux ensembles P1'et P2'de places d'un
même réseau de Petri consistant est également consistant.

Démonstration : (i) Désignons les sous-réseaux de Petri consistants que I'on souhaite
fusionner respectivemenr par N1=(P1, Tt) et N2=(p2, rz) qui onr respectivement pour

matrices d'incidence a,=fl'l ' l ., cr=[:".l, où c,2 regroupe les rignes de c,
LUrzJ Lwn)

correspondant aux places de Nt à fusionner avec les places de N2 qui elles mêmes
correspondent aux lignes de c21 dans c2. Nous avons alors Tf...T2=@etp1np2+@.

Nous obtenons un nouveau réseau N=Ntt-rNz dont la matrice d' incidence est C en
fusionnant les places de N1 et N2 définies ci-dessus. Alors C peut être représentée

[c' '  oI
comme suit: C = | C,, C", l.

|  
- ' l

L 0 Crrl

comme N1 (resp. N2) est consisranr, alors i l  existe un y1 (resp. yz) >0 tel que
C1Y1=Q (resp. czYz= 0). Alors le vecreur Y= [yt, yzj>O est telque cy:0. Donc N est
consistant.

(ii) Soient P1' et P2' deux ensembles de places à fusionner appanenant à un même réseau
[ : l

de Petri N consistant. Nous pouvons alors réécrire sa marrice d'incidence C = 
| 3;: l, 

.t

L il
ct '(resp. C2') regroupe les l ignes correspondant à pt '(resp. p2'). comme N est
consistant, il existe un Y>0 tel que CY=O, donc C1'y=0 et C2'y=0. Lorsque nous
fusionnons les places P1'et P2', nous obtenons un nouveau réseau de petri N' dont la
matrice d'incidence C' est obtenue en additionnant les lignes de C correspondant aux p1'
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[,.l
et P2', i.e. C'=l Cr'1Cz' l. Nous voyons que tout vecteur Y>0 tel que CY = 0 esr tel que

L:j
C'Y=O, puisque (C1'+C2')Y=0. Donc N'est consistant. Q.E.D.

La fusion de deux places correspond au cas où lpr ' l=l Pz' l=1.

Notons que la fusion de places appartenant à deux réseaux de Petri non consistants,

ou de places appartenant au même réseau de Petri non consistant, peut conduire à un

réseau de Petri consistant, comme le montre I'exemple suivant.

N1 et  N2.  Dans N1,  i l

Donc ils ne sont pas

Exemple 3.4

Les figures suivantes représentent deux sous-réseaux de Petri

existe une place puits p2 et dans N2, une place source p4.

consistants.

Figure 3.6 Réseau de Petri N1 Figure 3.7 Réseau de Petri N2

En fusionnant les places p2 etp4, nous obtenons le réseau N présenté dans Ia figure

3.8 .

Il existe un vecteur Y=f2,

obténu est consistant.

Figure 3.8 Réseau de Petri N

1, 1, I  ,  1,2)r permettant d'obtenir CY=O. Donc le réseau

a
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3.4 AJOUT ET FUSION DE TRANSITTONS

Dans ce paragraphe nous montrons que, quand nous ajoutons des transitions à un
réseau de Petri consistant, la consistance peut être décidée en calculant le rang de la
matrice d'incidence du nouveau réseau de Petri, ou en vérifiant la consistance d'un réseau
de taille plus petite. Si le réseau initial n'est pas consistant, il est nécessaire que,
I'ensemble de places et de transitions ajoutées, contienne au moins une transition pour
espérer obtenir un RdP consisrant. (voir le début de la section 3.3).

3.4.1 Cas où le réseau existant est consistant

3-4.rJ cas où le rang de la matrice d'incidence reste inch.angé

Avant de poursuivre, nous introduisons un lemme qui va servir à développer plusieurs
démonstrations.

Lemme 3.1 : Etant données deux matrices

str ictement posit ive et B est quelconque,

A+sB>0 .

A

i l

et B de mêmes dimensions, où A est

existe un scalaire s tel que s > 0 et

Démonstration. Trivial. Il

Théorème 3.4 : L,orsqu'on
la matrice d'incidence est
matrice d'incidence est C1.

suffit de prendre s suffisammenr petit. Q.E.D.

ajoute une transition à un réseau de Petri N consistant donr
C pour construire un nouveau réseau de Petri Nl dont la
N I est consistant si et seulement si rang(C) = rang(Cl).

Démonstration : 1o Condition si:ffisante :

Nous supposons que le rang de la matrice d'incidence C est r et que C1=[C, C*], où
Cx est la colonne correspondant à la transition introduite. Nous supposons également,
sans perte de généralité, que les r colonnes indépendantes de C sont numérotées de I à r.
Nous effectuons une suite de combinaisons linéaires L de lignes de C et de Cl qui
conduit à :
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r- ,  Â t+ [r  ô.  ô. ]CI,ô=L"C=1"  t ' lY '  e tô l=LxCl= l r ,  \ - r  \ -  l '
Lo olJ.- ,  lo o ol0._,
. : -  r o - t ,  . : -  , n - ' ,  J .

Nous calculons maintenant Bret Bl6correspondant respectivement à N et Nl. En

utilisant (la relation (3.2)), nous obrenons,

s, = [-ôl rn-,] et Brr - 
[_at.i" 

t;, 
?]

En utilisant le théorème 3.1 et le fait que N est consistant, nous savons qu'il existe un

r  Â l
vecteurztel que 

" 
= | lt' l* r t 0. Nous avons de manière équivalente z> 0 et-Ôrr t

L I"-, J
0.

Nous démontrons maintenant la consistance du réseau Nl en démontrant qu'il existe
un vecteur zl = fzx , z*fx, où z* > 0 est un scalaire, tel que :

[-ô, -ô.], , ., [-ô,, - ô.,.-l
Yl=Bl lxzt=l In_,  0 l l  ; l= l  .  I to.

[o r.JL'l 1_ ,* J
on sait déjà que z>0. I l  suff i t  de démontrer qu' i l  existe un z* > 0 tel que

-Ôrr-è ' . *  r  0 .  Comme -Ô,r  t  0 ,  d 'après le  lemme 3.1,  nous savons que le  z*

cherché existe.

2" Condition nécessaire :

Nous démontrons que c'est aussi une condition nécessaire en démontrant que si
rang(Cl)=rang(C) + 1, N1 n'est pas consistant.

Nous supposons que la matrice d'incidence c est de rang r et que ct = 
[c, c.] et

nous supposons toujours que Ies r colonnes indépendantes de C sont numérotées de 1 à
r. Si rang(C1) = r+1, après une suite de combinaisons l inéaires L' <ie l ignes de C1, nous
obtenons une matrice ôt qui s'écrit comme suit :

59



ô1 = L'xcl =

représente un nombre quelconque). En tenant compte de Ia
consistant.

Figure 3.9 Réseau de Petri N2

Les formes standard de Cl et C2 sont respectivement :

l -v l t .
pour tout vecreur 

" 
= 

l ; ;  l i"-, 
t  o, nous avons ôrry

LY,-1CI'

fr, ô, ol0,
lo o rlCIr
lo o oJO,-,-r

r  n - r  I

remarque

l*l
3.1 ,

*0  (où  {<

Nl  n 'est  pas

Q.E.D.

Nous pouvons déduire le corollaire 3.2 du théorème 3.4.

Coroflaire 3.2 : Si I'on ajoute un ensemble de tansitions à un réseau de petri

consistant sans augmenter le rang de la matrice d'incidence, le nouveau réseau est
également consistant.

Exemple 3.5

On ajoute deux transitions t5, t6 au réseau Nl de la figure 3.4 pour construire N2
(voir la figure 3.9). La matrice d'incidence ç2=[c1, c*] est la suivante :

[ t  - l

lo I
C2=1

l0  0
Lo -r

- r0

0 - l

l  - 1

l 0

uol
r  0 l

:ll
p3

r
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00 -r l
r  0 -r l
0 I  - t l
0 o  0J

Comme rang(Cl) = rang(C2) = 3, N2 est consistant dlaprès le corollaire 3.2. Il est
faci le de vérif ier directemenr que N2 est consistant car C2xyZ = 0 pour
Y2=f2,  1 ,7,2,  l ,  l l t .  La séquence de f ranchissements correspondant  à Y2 et  qu i
ramène au marquage initial est : <tl, t3, tl, t2,t4, t6, t5, t4>. i

3.4.1.2 Cas où le rang de la matrice d'incidence augmente

Théorème 3.5 : Lorsqu'on ajoute une transition à w réseau.de Petri N (consistant ou
non) dont la matrice d'incidence est C pour c<lnstruire un nouveau réseau de Petri Nl
dont lamaniced ' inc idenceestCl ,Nl  n 'est  pasconsis tants i rang(Cl)=rang(C)+1.

Démonstration : La démonstration est la même que celle de la condition nécessaire du
théorème 3.4. En effet, si le rang augmente de 1, alors i l  n'existe pas cle vecteur Y
st r ic tementposi t i f te lqueClxY = 0.  e .E.D.

Exemple 3.6

On ajoute une transition t8 au réseau de Petri consistant N4 de la figure 3.13, section
3.5.1,  pour  constru i re  N5 (vo i r  f igure 3.10)  dont  la  matr ice d ' inc idence esr
ç5=[C4, C*] :

[ '  
o o -z t  ' l

ôr=l t '  
'  o - l  t  o l

ln 
0 I  - r  n t l

1000 0  001

.,li

C5=

1  - 1  - l

0 1 0

0 0 1

0 - 1  I

0 0 - l

000
- r l 0

- r0 l

0 -1  l

l 0 - l

0

0
- t

- l

I

Figure 3.10 Réseau de Petri N5
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La forme standard de C5 esr : C-5 =

Comme rang(C5)=4=tang(C4)+1, N5 n'est pas consistant selon le théorème 3.5.

Nous pouvons également vérif ier directement que N5 n'est pas consistant car

XtC5=[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]]0 avec Xr = [0, 1, 0, l, l] (voir chapitre 2, paragraphe

2.3.2.2)

Corollaire 3.3 : Lorsqu'on ajoute un ensemble T p de k transitions à un réseau de Petri

N (consistant ou non) dont la matrice d'incidence est C pour construire un nouveau

réseau de Petri Nl dont la matrice d'incidence est Cl, alors Nl n'est pas consistant si

rang(Cl) = rang(C)+k, k>0.

Nous considérons maintenant le cas où plusieurs transitions sont ajoutées. Quand
nousa jou tonsunensemb leT l rdek t runs i t i ons  àun réseaudePe t r i  c< lns i s tan tNdon t la

matrice d'incidence est C pour corrstruire url nouveau réseau de Petri N I dont la matrice

d'incidence est Cl, trois cas sont p<tssibles

l) rang(Cl) : rang(C)l

2) rang(Cl) = rang(C) + k;

3) rang(Cl) :  rang(C) + kl où 0 < kl < k.

Nous savons que dans le premier cas , N 1 est consistant selon le corollaire 3.2, et que

dans le deuxième cas, Nl n'est pas consistant selon le corol laire 3.3. Nous étudions

maintenant le troisième cas.

Nous supposons que rang(C)=r et Cl = [C, C*], où C* correspond aux k nouvelles

transitions. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les r colonnes

indépendantes de C sont numérotées de 1 à r, et que les kl transitions qui conrribuent à

l'augmentation du rang sont numérotées de n+l à n+k1. Alors il existe deux suites de

combinaisons linéaires de lignes L et Ll telles que (voir équation (3.1) ) :

0 0

1 0

0r

0 0

0 0

a

- l

- l

0

0

I I - r 0

1 0 0 0

0r - r0

00  0  r

0 0  0  0
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-  f r  ^11 .
Ô=LxC= l t '  

t ' l ' '

lo ol0--,
; ï i

[r, ô, o ô;lO,
ôr=Lr*"t=lo o r*, ô;10,,

Lo o o ol1.-.-* '
*a , "-" -:1, Ja

(3 .3 )

(3.4)

où k2 = k-kl est le nombre de transitions ajoutées et qui n'augmentent pas le rang.

Le théorème suivant fournit une condition nécessaire et suffisante pour que Nl soit
consistant. Ce résultat montre qu'il est possible de perdre la propriété de consistance en
ajoutant une ffansition, mais de la retrouver par la suite en ajoutant une transition qui
n'augmente pas le rang.

Théorème 3.6 : on ajoute un ensemble T,rde k transit ions (k > l) à un réseau N

consistant pour construire un nouveau réseau de Petri  N1. Dans le cas où le rang cle la
matrice d'incidence augmente de k I avec 0<k I <k, N I est consistant si et seulement si le

réseau de petri NA dont la matrice d'incidence est c^ = 
[t., , ôr] luoir relation (3.4)) est

consistant.

Démonstration : (Condition suffisante) Nous démontrons d'abord que si NA est
consis tant ,  a lors  Nl  est  consis tant .  Comme la matr ice d ' inc idence de NA est

Co = 
[I*, , ôi], Uors Bf , base des t-invarianrs de NA est (voir la relation (3.2)) :

Bl = [-tô11"., rur]

Puisque NA est consistant, il existe un vecteur zA tel que :

[ -  Â * l
YA =(BÊ) "  * tA  = l  _ t ' l t rA  >0 ,

LIrz l
où zA est un vecteur colonne de dimension k2, ce qui signifie que ,A > 0 et -ciz" > 0.

Considérons le réseau N et la relation (3.3). En tenanr compre de la relation (3.2),

nous obtenons la base des t-invariants de N, soit 81 = 
[-e i l"_, ]. D" plus, comme N
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es t  cons i s tan t ,  se lon  l e  t héo rème 3 .1 ,  i l  ex i s te  un  vec teu r  z  t e l  que

t- _â. Iy  =  B f  t r=  l ,  
- l  

l xz>0ou ,de  man iè reeu iva len te ,z>}e t  -ô ,2  >  0 .'  
L ln-r l

Pour le réseau Nl, en utilisant les relations (3.4) et (3.2), nous pouvons exprimer la
base des t-invariants Bl, comme suit:

Blr - | 
-Ôi- I' '- ' t" o lo" 

-'
"-r - 

L-rcil' o -G;)" rurJ1rz
. . -  . i : : -  ,  

* "  
, * t ,

Selon le théorème 3.1, nous démontrons laconsistance de Nl en démontrantqu' i l

.  l  r f
exis teunzl  = |  ^  |  avec un scala i re  s  >0 te lque :

Lsz^ -r

[-ô, -ôil [-ô,'-.ci'Al' ' - ,  o l l t l  I  t  IYl=B1 l * r t= l tn^ '  . * l x l  n l= l  a *  o  l>0 .
I 0 -cz I Lsz"l | 

-sclz^ 
|

lo rnrl L ,,o l

On sait déjà que z>0, zA >0 et -ÔirA > 0. I l  suff i t  de démontrer qu' i l  exisre un

scalaire s >0 tel qr" -ôrr-rôirA > 0. Comm" -Ôrt> 0, grâce au lemme 3.1, nous

déduisons que le scalaire s cherché existe.

(Condition nécessaire) Nous démontrons que si Nl est consisrant, alors NA est

consistant. En effet, si Nl estconsistantalors, selon laremarque 3.1, i lexiste un vecteur

ce qui implique que NA est aussi

Y > 0 tel que ôt ,. y = 0, c'esr-à-dire que :

f', ô, o ôîlf) I
ôr,.v=lo o 'r, ô;ll ;1 l=o

Lo o o 'jL";]

cera signine que *[i;] = [,n, ô;][i;] = r,

consistant.
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Exemple 3.7

Nous ajoutons un ensemble de transitions t8, t9 et tlO au réseau de Petri consistant N4

de la f igure 3.13, section 3.5.1, pour construire N6 (voir f igure 3.11) dont la matrice

d'incidence est C6=[C4, C*] :

C 6 =

ô 6 =

100

010

00 r

000

000

0 0

0 0

0 l

l 0

0 0

Ir,=lo
L0

^  * - 1
0 c ,  l

^ .1
I ,  C " l'  ' l
0  0 l

0 l

0 0

l 0

0 - l

- l  0

000
- l l 0

- l  0 r

0 - l r

r 0 - l

I  - l

01

00

0 -1

00

- l

0

I

I

- l

0 :0

0 :0
- l  : 0
- l  : l

l : 0

r8

r l0  \
flt- -

p5 l
J

Figure 3.1 1 Réseau de Petri N6

r9

+*

La forme standard est :

I
L

ô ,

0

0

I

0

0

- l

0

- 2  l 1 - l
- 1  100
- l 0 l - r

0  00  0

0  00  0

Puisque k = 3, rang(C6) = rang(C4) + k

d'incidence du réseau NA est çe= 1tr, Ôil

que:

l= rang(C4) + 1 = 4, alors kl < k. La matrice

= [ ,0 ,  -1 ] .  Nous  t rouvons  un  zA  =  [1 ,1 ]  t e l
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yo = 1Bf ;.' ' x zn

Evidemment NA est consistant, donc N6 est consistant selon le théorème 3.6. Nous

pouvons également montrer directement que N6 est consistant car C6xY6=0 pour

Y6=[1, l ,1,2,1, l ,  1, 2, 1, 1]t>0. La séquence de franchissements correspondant à Y6

et qui ramène au marquage initial est : <tl, t3, t8, tlO, t2, t4, t6, t5, t8, t7, t9, t4>. o

Lorsqu'un réseau de Petri n'est pas consistant, il est intéressant de savoir la cause de

cette non consistance. læ composant consistant maximal que nous allons définir permettra

de savoir quelles sont les transitions qui conduisent à la non consistance.

DéfÏnition 3.3 : Le composant consistant maximal du réseau'de Petri N=(P, T) est un

réseau de Petri N' consistant comportant toutes les places de N et un maximum de

transitions de N. Aurement dit, un composant consistant maximal de N est constitué de P

et du support d'un t-invariant à support maximal. Ou encore, il est constitué de P et de

I'union des supports de tous les t-invariants.

Note : après la définition 3.3, n<lus savons que les transitions qui ne sont pas dans le

composant consistant maximal conduisent à la non consistance.

Propriété 3.3 : Le composant consistant maximal N' de N est unique.

Démonstration : Nous démontrons cette propriété par I'absurde. Soient N'et N" (dont

les ensembles de transitions sont respectivement T' et T") deux composants consistants

maximaux différents de N. Nous avons alors T'+T". Comme N' et N" sont consistants,

T'et T" sont respectivement les supports de t-invariants de N, Y' et Y". n est évident que

T'uT" est le support de toute combinaison l inéaire posit ive de Y' et Y". Cette

combinaison donne un autre t-invariant de N. Cela signifie que P et T'uT" constituent un

sous-réseau consistant de N. Puisque T'tT", T'\JT":)T', T'uT":fT". Cette relation

implique que N' et N" ne sont pas des composants consistants maximaux de N. Q.E.D.

Le théorème suivant établit le lien entre Ie composant consistant maximal du réseau

d'origine et celui du nouveau réseau obtenu après I'ajout de transitions.

Théorème 3.7 : On ajoute un ensemble Tn de k transitions à un réseau N=(P, T)

consistant dont la matrice d'incidence est C pour construire un nouveau réseau de Petri
Nl. Le composant consistant maximal Nl'de Nl est constitué de P et de Tç,rT où 7 est

[o 'l r,r [ ' l= 
L; il'L'l = 

Lll ' '
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I'ensemble des transitions du composant consistant maximal lNA;'du réseau 51A 1NA esr

le réseau de Petri correspondant à la matrice Cn = 
[Iu, , Ô;] a" la relation (3.4)).

Démonstration : Soit T* l'ensemble des transitions du composant consistant maximal

de Nl. Nous démontrons d'abord que le réseau N1'=(P, Tv7) est consistant. Autrement

dit, nous démontrons que (Tv7)ET*. Pour cela, nous renumérotons les transitions de

NA de te l le  sor teque les t rans i t ions de 7 so ient  numérotées de n+l  ,n+2, . . . ,  n*171.

Cette opération ne change pas les propriétés du reseau. Nous pouvons alors réécrire :

Cl= [C, Cir, Ciz], otr Ci correspond à 7.

Alo rs :C l=L lxC l

Il faut noter que Ôi,, et Ôi,, constituent Ia matrice d'incidence de NA. Nous savons
ri<

que Ci, est la matrice d' incidence du réseau (NA)' constitué des places de NA et des

transitions de 7. De plus, d'après la définition du composant consistant maximal, à partir

des hypothèses du problèrne, nous savons que ce dernier réseau est consistant. Nous

pouvons alors terminer la preuve que N I' est consistant en utilisant le théorème 3.6.

Nous démontrons maintenant que T*=Tur7. Supposons que Tt+Tu.r7, alors nous

pouvons écrire Tx=Tu7", avec T")T. Nous renumérotons les transitions de NA de telle

sorte que les transit ions de 7" soient de n+l ,n+2,... ,  n+17"1. Nors pouvons alors

écrire :

ct = 
[C Ci. Cr.], oi, Ci. correspond à 7".

Il est clair qu" Ôi' .t Ôi- consrituent la matrice d'incidence de NA er que [C , C,.]

constitue la matrice d'incidence du composant consistant maximal de N1. D'après Ie

théorème 3.6 et le fait  que N est consistant, nous pouvons dire que le réseau

correspondant à la matrice ôi. 
"rt 

consistant, c'est-à-dire que le réseau constitué des

[r, c, ô; ôt, ]CI,
l ^ l=10 0 C,., C)., 10. '
lo o o o _JO--,-u'
* . _ ,  

n - t  
, ,  l ! l  , ,  

t - l r l  
,

on obtient alors : ôr = Lr ,. 
", 

= 
|- 

td 
? f,i &l

L0 0 0 0l
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places de NA et des transit ions de T" est consistant. Comme T")T, cela signif ie que le
réseau (NA)' n'est pas le composant consistant maximal de NA, ce qui est contradictoire
avec I'hypothèse. Par conséquent 7=7". Autrement dit, T*=TurT. Q.E.D.

D'après le théorème3.7, chaque fois qu'on ajoute un ensemble de transitions à un
réseau de Petri consistant, si nous pouvons trouver le composant consistzurt maximal de
NA, alors nous pouvons trouver le composant consistant maximal du réseau global.
Nous proposons maintenant un algorithme pour catculer le composant consistant
maximal. Quand nous ajoutons un ensemble de places à un réseau de petri, si nous
cherchons le composant consistant maximal, il faut considérer le réseau complet.

Algorithme 3.3 : (Calcul du composant consistant maximal)

Nous désignons par C la matrice d'incidence du réseau de Petri N considéré et par N'
le composant consistant maximal cherché :

Etape I : Résoudre le problème de programmarion linéaire sulvanr

max) r,
re'f

sous les conditions suivantes :

z, S Y[t] Vt e

0 (2 . (1  V te

CY=O e t  Y>0

où Y est un vecteur colonne de dimension nxl et de composantes y[t];

T est I'ensemble des transitions de N.

T

T

Etape 2 : { t / Ylt) > 0) constitue Ie composanr consistant maximal.
être vide.

Cet ensemble peut

o

Remarque: Soit k =

Petri est consistant.

2rr. Si k = n, où n est le nombre de transitions, le réseau de
teT

3.4.2 Cas où le réseau existant est non consistant

Considérons un réseau de Petri N non consistant dont la matrice d'incidence est C et
dont le composant consistant maximal esr N'=(P, T'). Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que c=[c' c"],  où c' correspond à T' et est donc la matrice

6tt



d'incidence de N'. Nous avons vu qu'il existe une suite de combinaisons linéaires telles

que :

^ ir,' ô' o
C=Lr.C=10 0 t . , ,

L0 0 o
( lrl ) ( lr-r'l )

Lorsque nous ajoutons un ensemble To de k transitions à N pour consrruire un

nouveau réseau de Petri N1, la matrice d'incidence peut être écrite comme Cl= [C, Cx].

Après une suite de combinaisons linéaires de lignes nous obtenons,

[r-, ô' o ô": o ô*.l0,.
t ^ - t ^

ôr=Lr*cr=lo o I, '  Ô;' o ç; lo'
l0  0 0 0:  I , .  C;10 ' .
t - l

lo  o  o  o :  o  oJ0. - ! ' . r ' . r+
(  l r ' l  ) (  l1 ' - ' r ' l  )  (  l l i l  )

Ê''lt: où L x. = f : :'l ", ,,. ",,= [l Ê'l
o_J0--,-,- Lo ol lo oJ

Soi t  I  ç= (T -  T ' )  u  \  I 'ensemble c les t rans i t ions du composant  consisranr

(NB)'Ou réseau NB dont la marrice d'incidence est

..s - [I.. Ô; o ôi-10'v - lo 
o r,* ô;1CI,.

( lr-T'l ). I r l. | ,

Alors Ie théorème suivant est vrai.

maximal

(3.s)

Théorème 3.8 :  Le composant  consis tant  maximal  de Nl  est  N1'=(P,  T 'vTr)  e t

N'=(P, T') est le composant consistant maximal du réseau N.

Démonstration : Similaire à la démonsrration du théorème 3.7 . Q.E.D.

Corollaire 3.4 : Le réseau de Petri Nl est consistant si et seulemenr si NB dont la

matrice d'incidence est CB (voir la relation 3.5) est consistant ou, de manière équivalente,
s i  I  =  (T-T ' )uT. .
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Exemple 3.8

On ajoute nois transitions t9, tl0, tl I à N5 (voir figure 3.10) pour construire N7 (voir

figure 3.12) dont la matrice d'incidence 
"r, 

ç7=[C5, C*] :

C 7 =

I  - l

0 l

00

0 -1

00

000
- l l 0

- l  0 r

0 - l l

l 0 - l

- l

0

I

I

- l

00

00
- l  0
- l  I

l 0

00

00

00

l0

0 l

0
- l

- l

0

0

Figure 3.12 Réseau de Petri N7

En utilisant I'algorithme 3.3, nous obtenons le composant consistant maximal de N5

qui exclut la transition t8 du réseau N5.

La forme standard de N7 est :

C 7 =
[t,, 

ô,,, o 
1r,, 

o
=10  0  I , z  C r . ,  0

[o  o ;  ô  , , ,

Donc la matrice dincidence CB de C7 est :

^ h^ ô^^ o
6 8 = l r r 2  

\ " 2 , 2

L0 0 r , r

ôr,,.l

:,:,1
0 :0  t -2

0  : 0  : - l

0  : 0  : - l

i '  :o : o
ô :'i ' :-'i '

l 0 O t - 2  1 l - l : 0

0 f 0 : - 1  1 0 0 : 0

0 0 1 : - l  0 l - l : 0

ô ô ô :ô o ô ô : ' i '
0  0  0 :0  0  0  0  : 0

ôr.r- l_ [r -r o o l
ôr,, j- lo o r -rJ

e l-<-
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On peut vérifier que NB est consistant en utilisant le vecteur Yr= [ 1 , I , I, 1], donc N7

est consistant selon le corollaire 3.6. Nous pouvons vérifier directement que N7 est

cons i s tan t  ca r  C7xY7=0  pou r  Y7=13 , I , 2 , I ,  1 ,  1 ,1 ,  l ,  l ,  1 ,  1 ]1>  0 .  La  séquence

de franchissements correspondant à Y7 est: <tl ,  t l0, t3, t l , t2,t4,tI , t3,t7, t6, t5, t11,

t8, t9>.

3.4.3 Fusion de transit ions

Nous considérons maintenant ia fusion des transitions.

Propriété 3.4 : Lorsqu'on fusionne des transit ions de deux sous-réseaux, une

condit ion nécessaire pour que le réseau obtenu soit consistant est que les deux

sous-réseaux soient consistants

Démonstration : Désignons les sous-réseaux de Petri consistants respectivement par
N1=(P1, Tt) et N2 = (P2, T2) qui ont respectivement pour matrice d' incidence

Ct=[Cl l ,  C l  2)  e t  C2-- [C21,  C22J où Cr2 est  I 'ensemble des co lonnes de C1

correspondant aux transitions de N, à fusionner avec les transitions de N, associée aux

colonnes C21 dans C2. En fusionnant les transit ions définies ci-dessus, nous obtenons un

nouveau réseau N= NtuNz dont la marrice d'incidence esr c = [C]l 9r, ^0 
-.l. 

st *- -10 Czt  Czz) ' " "
est consistant, alors il existe un vecreur Y>0 tel que CY=0. C'est-à-dire que :

cn
Czt .:,][ii] ='cxy=[ " ; '

Cela signifie que

", " [i;] 
= [c,, c,z]* 

[i;] 
= , er

implique que N, et N, sont consisrants.

., " [i:] = rcz, c,,f*[i:] = ', ce qui

Q .E .D .

Propriété 3.5 : Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri

consistants par la fusion de deux transitions est consistant.

-7 1
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Démonstration : Désignons les sous-réseaux de Petri consistants respectivement par
N1=(P1,  T1)  et  N2 = (P2,  T2)  qu i  ont  respect ivement  pour  matr ice d ' inc idence

C1=[C11, ciJ et C2=[c), Czz], où ci est la colonne de C, correspondant à la transition

de Nt à fusionner avec la transition de N2 associée à ta colonne ci dans C2. En

fusionnant les transit ions définies ci-dessus, nous obtenons un nouveau réseau

N=NtuNz dont la matrice d'incidence 
"rt 

C = [C^" 
ti 

^t I
L0 c i  C.o)

Comme Nt (resp. N2) est consistant, i l  existe un vecteur tel que"'=lT,']'o
Crr \ r+c iv i  =0(resp. >0 tel que C22Y2z+cifz = 0). En choisissant le"'= [i;1

[v"l
vecteur Y = 

| y, | >0, nous obtenons CY=0. Donc N est consisranr. Q.E.D.

Lrv, I  y).Y., l

Théorème 3.9 : Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri
cons i s tan ts  N t= (P l ,T1 )  e t  N2=(P2 ,  T2 ) ,  de  ma t r i ces  d ' i nc idence  C t  e t  C2

respectivement, en fusionnant de deux ensembles TieTl etT)cT2de transitions est

consistant si au moins une des conditions suivantes est satisfaite.

( l) I l  existe un ie {1, 2} tel que :

vte Ti, 3yl1>0 tel que Ciyi,, = 0 er llf,,ll^ ri = {t}. avec 
,;.-llf,,ll 

= I

(2) f Yi>0 tel que C;Y; = 0 et Vte Ti, Y;1ti=41, â;€ R+, Vi--L,2, où a1 est les valeurs de

composantes d'un t-invariant Yl qui correspondent aux transitions à fusionner.

Démonstration : Désignons par q le nombre de transitions à fusionner, c'est-à-dire

lql  = lr j l  =q.

Sans perte de généralité, la matrice d'incidence de N, (resp. N2) peut être écrite :

Ct=[Ct t ,  c t , l ,  C1,2, . . . ,  c l ,q ]  ( resp.  Cz=lcz; ,c2,2,  . . . ,cz , r t ,Czz] ) ,  où les co lonnes c1, .1

de C1 correspondent aux transitions de N1 à fusionner avec les transitions de N2 relatives
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aux colonnes c2,i de C2. Nous construisons un nouveau réseau N=N1t-,rN2, dont la

matrice d'incidence est C, en fusionnant les transitions de Nt et N2 définies ci-dessus. C

peut être représentée comme suit :

. ._ [Ctt 
cr,r ct,z cr,q 0 

- l

" 
- 

| O czJ cz.2 c2.q Crr)'

Condit ion 1 :

Sans perte de généralité, nous supposons que la condition l) est vérifiée pour i=l. Le

vecteur correspondant à la j-ème transition à fusionner est alors de forme :

vii
0

^ l , j  -
' l

t '
Yr,; I

où y11>0,  V j= l ,  2 ,  . . . ,  g .

D'après la condition 1), nous savons que

CrY1,3 = CrrYri., * cr,jyr,.r = 0, Vj = 1, 2, ..., g.

Nousendéduisonsque C1Ët, , . ,  =Cl l i " i . ,  *  i r , , iy , , j  = 0.Comme nous avons
J= l  j= l  j= l

en outre .r.llt.,ll = T1, nous obrenons I vi, t o.
teTi"  " ' r r  j= l

Comme N2 est consistant, nous savons qu'il existe un vecteur :

Yz,r

Yr=lvz ' j  |  ,  o

Yz,c
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q

tel que CzYz = \cz.1Vz.1+ CrrVi = 11.
J= l

Par ai l leurs :  (yzt  /  yr , : )CrYr,  ,= (vz. i /  yr , : )C1Yi i  *  ct . jy?. j ,  Vj  = 1,2, . . . ,q.

Cette dernière relat ion et  le fa i t  que ClYl j=0,Yj=\ ,2, . . . ,q,  impl ique que :

q q q

ÇI$2.:lYr,;)T,1 = Icr,jYz,j + C1 L(vz.1lvr,1)Yi1 = 0. Comme nous avons en
j=l j=l j=t

oure 
,yrllÏ,,ll= T, nous obtennn. f 1yr,,/v,.1)Yi,>0.

I-c vecteur Y=

LTJrz.:lYr,1)Yi,
yz.t

V o o
J  L I L

:

yz,c
*

Y2

> 0 permet donc d'obtenir CY=O.

Donc N est consistant.

Condit ion 2 :

Si la condit ion 2) est satisfaite, alors dans N1 (resp.N2), i l  existe un vecteur Yl
(resp.Y2) dans lequel les composantes correspondant aux transitions à fusionner ont
mêmes valeurs a1 (resp. a2). Nous pouvons exprimer Y1 et Y2 respectivement comme

Y1=[Y f r ,  â l  ,  & r ,  . . . ,  a t  ] t  e t  Y2=1a2 ,  à2 ,  a2 ,  Y f r l x .  Le  vec teu r

Y=[Yfr, â1, .. . ,  ay (a1/a)Yf2]r> 0 permet donc d'obtenir

I  c ,Y,  I
CY=l  .  . ' . ' i - ,  l=0.

l(aylaùczYz)

Le réseau N est donc consistant. Q.E.D.

Nous proposons un algorithme p<lur vérifier les conditions du théorème 3.9.
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Algorithme 3.4 : Soit un réseau de Petri N= (P, T) dont la matrice d'incidence est C,

T* c T I'ensemble de places à fusionner avec celles d'un autre réseau.

Pour vérif ier la condit ion ( l)

Résoudre le problème de programmation linéaire suivant :

min) Iv..t,l
teTt*eT+

sous les conditions :

Iv, . t r l=r  vteT
t+eT*
C\ *=0 , \ *>0  V t *eT*

\ * [ t ' 1=  g  V t ' e  T * - { t * } ,  V t *  e  T*

La condition 1) du théorème 3.9 est satisfaite si et seulement si ce problème a une

solution pour au moins un des deux sous-réseaux que I'on souhaite à relier par fusion de

transitions.

Pour  vér i f ier  la  condi t ion (2)

Résoudre le problème de programmation linéaire suivant:

smax L4
teT

sous les conditions :

z ,<Y [ t ]  V teT
0<2 ,S1  V teT
CY:0  e t  Y>0
v1ti1 = vltll vti e T*, vtj e T*,i + j

Si pour chacun des deux sous-réseaux, la valeur du critère donne le nombre de

nansitions du réseau correspondant, alors la condition 2) du théorème 3.9 est satisfaite.

3.5 AJOUT D'UN SOUS-RESEAU DE PETRI

Dans les paragraphes précédents, nous avons étudié la consistance d'un réseau de

Petri  obtenu en ajoutant ou fusionnant uniquement des places ou uniquement des

transitions. Lorsque nous ajoutons à la fois des transitions et des places, I'analyse de la
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consis tance du système devient  p lus cornpl ique,  pu isr lue I 'augmentat ion de rang

s'explique, soit par les transitions ajoutées soit par les places ajoutées, ou soit à la fois

par les transitions et les places ajoutées. Dans ce paragraphe, nous recherchons la cause

de l'augmentation de rang lorsque nous ajoutons un sous-réseau de Petri à ce réseau. Si

I'augmentation de rang s'explique soit par les transitions ajoutées ou soit par les places

ajoutées, et nous pouvons utiliser certains résultats obtenus dans les paragraphes

précédents pour examiner la consistance du réseau obtenu. Si l'augmentation de rang

s'explique par les transitions et les places ajoutées, nous proposons des conditions

nécessaires ou suffisantes pour l'examiner. Deux cas sont à considérer suivant que le

rang augmente ou non.

Noter que si le réseau de Petri d'origine n'est pas consistant, il se peut que le nouveau

réseau le soit. Dans ce cas, c'est I'ajout de transitions et non I'ajout de places qui explique

le retour à la consistance.

3.5.1 Cas où le rang de la matrice d' incidence reste inchangé

Si le rang de la matrice d' incidence n'est pas modif ié p:rr I 'ajout d'un sous-réseau,

alors nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3.5 : Si on ajoute un ensemble de transitions T' et un ensemble de places P'

à un réseau de Petri consistant N=(P,T) pour construire N1=(PuP',TvT'), alors si le

rang reste le même, le nouveau réseau est également consistant.

Démonstration : Considérons un réseau de Petri  consistant N=(P, T) de matrice

d'incidence C et de rang rang(C)=r. L'ajout d'un sous-réseau N'=(P', T') peut toujours

êne considéré comme I'ajout de I'ensemble de transitions T' d'abord, suivit de I'ajout de

l'ensemble de places P'. L'ajout de T' au réseau N permet de construire un réseau

intermédiaire N"=(P, TuT') dont Ia matrice d' incidence est C". Puisque

rang(Cl)=rang(C), nous avons obligatoirement rang(C"):rang(C). D'après le corollaire

3.1, N" est consistant. Lorsque nous ajoutons ensuite I'ensemble de places P'au réseau

N" pour construire le réseau final Nl=(PtrP',Tl-.rT') dont la matrice d'incidence est C1,

comme rang(C1)=rang(C")=rang(C), d'après le corollaire 3.2, Nl est consistant.
Q.E.D.

Exemple 3.9

Nous ajoutons une transition t7 et une place p5 à N2 de la figure 3.7 pour construire

N4 (voir figure 3.13) dont la matrice d'incidence est C4 :
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C 4 =

I  - l

01

00

0 -1

- l

0

I

I

: 0

: 0

: - l

j - t

0 0 0

- l l 0

- l  0 l

0 - 1  I

\

\

N l- l
t10 0 - l  1 - l 11

oÉ-
p5

13 Réseau de Petri N4

J
J

Figure 3.

La forme standard de C4 est :

c4=

1 0 0 - 2  l l

0 1 0 - l l 0

00 r  - r  0  r

0 0 0  0  0 0

0 0 0  0  0 0

Puisque ran$(C4)=ran$(C2)=3 et que N2 est consistant, alors N4 est consistant

d'après le corollaire 3.5. .

Soit C' la matrice d'incidence de N' qui va ajouter à N, le corollaire 3.5 considère un

cas équivalent à celui où I'on relie deux sous-réseaux N et N' par des arcs. lÆ fait que

rang(Cl)=rang(C) implique que rang(Cl)=rang(C)>rang(C'), puisque le rang du réseau

obtenu après la reliure ne peut qu'augmenter. Lorsque rang(C')>rang(C), nous avons

alors rang(Cl)>rang(C), la consistance de Nl peut quand même être décidée lorsque

rang(C1)=rang(C') et que N' est consistant. Le dernier raisonnement est le même que

dans le corollaire 3.5 en considérant I'ajout de N à N'.

Corol laire 3.6 : Lorsque I 'on rel ie, par des arcs, deux sous-réseaux de Petri

consistanm 51=(P,T) et N'=(P', T') (où PaP'=6 et TnT'=@) respectivement de

matrices d'incidence C et C', pour construire le réseau N1=NrrN'=(PrJP', TuT') de

matrice d'incidence C1, si rang(C1)=Max(rang(C), rang(C')), alors Nl est consistant.

- l

0

- t

0

0
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Lorsque rang(Cl)>rang(C' )>rang(C) ou lorsc lue N'  n 'est  pas consis tant ,  la

consistance ne peut pas être décidée immédiatement. De toute manière, dans ces cas nous

avons rang(C1)>rang(C). Nous p<luvons alors considérer que le rang est augmenté

seulement par rapport à rang(C). Læ pzragraphe suivant examine ce cas de figure.

3.5.2 Cas où le rang de la matrice d' incidence augmente

Soient N et Nl respectivement le réseau de Petri d'origine et celui obtenu en ajoutant

un ensemble de f places et un ensemble de k transitions à N. Désignons respectivement
l- c î ']+

par C et C1=l ^- :* ll- tes matrices d'incidence correspondantes. Le corollaire 3.5
LC' c',* J0f
a n r , * ,

nous indique que si rang(C1) = rang(C) et si N est consistant, alors Nl est consistant.

Nous examinons le cas où le rang de la matrice d'incidence a augmenté, c'est-à-dire que

rang(Cl) > rang(C). Cette augmentation peut être due à I'une des raisons suivantes :

1) te rang a augmenté seulement en raison de I 'ajout de transit ions ( les l ignes de

[Cç, C6,p1 correspondant aux places ajoutées sont des combinaisons linéaires de celles de

[C, Cpl, mais des colonnes de Cç sont linéairement indépendantes de celles de C). Deux

cas sont alors possibles. Si rang(Cl) - rang(C) < k, où k est le nombre de transit ions

ajoutées; alors laconsistance de Nl peut être décidée à I'aide du théorème 3.6. Dans le

cas contraire, c'est-à-dire si rang(Cl)-rang(C)=lç, N1 n'est pas consistant (voir corollaire

3.3) .

2)I-e, ranga augmenté seulement en raison de l'ajout de places (les colonn", 
" [;;]

correspondant aux transitions ajoutées sont des combinaisons linéaires de celles O" |-^" 

-.|,

-- 
Lcr_l'

mais des lignes de C1 sont linéairement indépendantes de celles de C). Supposons que

rang(Cl) - rang(C) = fl ( f, où f est le nombre de places ajoutées. Les formes standards

de C et Cl sont respectivement :
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I ,

0
C l=L l xC l=

0 Ir ,  ô;  :Ô;
0  0  0  :0

\-----v- +

nk

Condition suffisante 1 (CS1) : Si le réseau de Petri NA dont la matrice d'incidence est

^Â h- o ô,,-l
C^ = | 

-' - 
:'l I est consistant, alors Nl est consistant (voir la démonstration de la

Lo I,, c; l
condition suffisante du théorème 3.6).

L'idée de cette condition est que si le rang a augmenté seulement du fait des places

ajoutées, nous pouvons ne pas tenir compte de I'influence des transitions ajoutées.

Malheureusement ce n'est qu'une condition suffisante. Si NA n'est pas consistant, N1

peut quand même être consistant. Nous sommes donc obligés de vérifier la consistance

du réseau complet.

3) Le rang a augmenté en part ie en raison cle l 'ajout de places et en part ie en raison de
I'ajout de transitions (au moins deux des sous-matrices d'incidence Ci, Cl et C6,p de C1

contribuent à I 'augmentation du rang). Dans ce cas, nous pouvons soit directement

vérif,rer la consistance du réseau entier, soit utiliser d'abord des conditions nécessaires ou

suffisantes pour vérifier la consistance du réseau en vérifiant celle des sous-réseaux si

elles s'appliquent.

Soit ôt la forme standard de Cl :

o Ô,, :Ôi
0 0  :0

I

I'

l'
T -  a .  l n^  t t  ( : ,  | J ,C=LxC= l - '  

- ' l -

lo oJCI-- '
* j -  ,  

o - t ,

u,=f
L

I r  0  cr r
00 0
00 0

or f lô ;
00 0
00 0

o oÔi
rrr o è;
000

ooc"o
0 rn c;
000
--ï-

l'
l'

\------1-

n

où0<k l<k .0< f l  + f2< f .

Nous définissons des sous-réseaux de Petri NAl, NA2, NA3, NA4, dont les matrices

d'incidence sont respectivement CAl, CA2, 6A3, çA4 définies ci-dessous :
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co '  =  
[ t r ,  ,ô ; ]  cAZ =[ r , r  ,ô l ]

co, = [I, o ç".1 .o, - [ln, o çl-1v - [o 
r , ,  ô;J 

\ -  - [o 
t rz ô; . ]

Conditions nécessaire 1 (CNl) : NAI et NA2 et NA4 sont consistants si Nl I'est (voir la

démonstration du théorème 3.3).

Condition suffisante 2 (CS2) : Si NA3 et NA4 sont consistants, alors Nl est consistant

(voir la démonstration de la condition suffisanæ du théorème 3.6).

Ces conditions peuvent être aussi utilisées pour vérifier la consistance d'un nouveau

réseau de Perri obtenu quand nous ajoutons des transitions et des places à un réseau de

Petri non consistant.

3.6 SYNTHESE DES RESULTATS

Nous donnons, dans le tableau 3.1, une synthèse des résultats obtenus dans les

paragraphes précédents.

Tableau 3.1 Svnthèse des résultaDreau J. at

Consist.

deN

Action Condition Consis t .

de Nl

Réf.

Oui Aiout d'une olace si rane(Cl )=rans(C) Oui T3.2

Oui Aiout de plusieurs places si rane(Cl)=ranc(C) Oui c3.1
*Oui Fusion de places Oui P3.2

Oui Aiout d'une transition ssi rang(Cl)=rang(C) Oui
'r3.4

qqc Aiout d'une transition si rang(Cl )=rang(C)+l Non T3.5

Oui Aiout de k transitions si rang(C1)=rang(C) Oui c3.2
Oui Aiout de k nansitions si rang(C1)=rang(C)+k Non c3.3
Oui Ajout de k transitions si rang(C1 )=rang(C)+k I

et ssi NA est consistanr

Oui T3.6

Non Aiout de k transitions ssi NB est consistant Oui c3.4
*Oui Fusion de deux transitions Oui P3.5
*Oui Fusion des transitions condition (l) ou (2) Oui T3.9

Oui Ajout de plusieurs places

et de plusieurs transitions

si rang(Cl )=rang(C) Oui c3.5
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où : 1) RdP init ial est N de matrice d' incidence C (sauf dans les cas indiclués par "*") '

2) Le RdP résultat est N 1 de marrice d'incidence C1:

3 )0<k t  <k ;

4) T (resp. C et P) signifie théorème (resp. corollaire et propriété).

3.7 CONCLUSTON

Notre objectif dans ce chapitre a été de suivre la propriété de consistance tout au long

d'un processus de conception d'un modèle fonctionnel d'un système de fabrication.

Nous souhaitons atteindre cet objecti f  en effectuant, dans la ntesure du possible,

uniquement des vérifications partielles, donc rapides du point de vue des temps de calcul.
Les résultats résumés dans la section précédente, sont encourageants. Des résultats

comparables concernant la bornitude structurelle et I'absence de blocage sont établis et
présentés dans les deux chapitres suivants.
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CHAPTTRE IV

VERIFICATION INCREMENTALE
DE LA BORNITTJDE STRUCTTJRELLE

ET DE LA REPETITTVITE



4.I INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à deux autres propriétés structurelles

importantes pour les systèmes automatisés : la bornitude structurelle et la répétitivité. La

bornitude structurelle est très importante lorsque nous concevons des systèmes de

fabrication automatisés car elle garantit que les en-cours resteront à un niveau limité

quelles que soient les décisions prises. Si une place n'est pas bornée, alors le stock

tampon représenté par cette place peut être saturé et peut donc bloquer la production. La

bornitude structurelle permet d'éviter cette situation quel que soit l'état initial du système

et son évaluation.

La Épetitivité caractérise partiellement la vivacité sructurelle d'un RdP. Elle implique

que chaque transition d'un RdP vivant peut être franchie un nombre infini de fois. Elle

est clairement une propriété imponante d'un système de production bien conçu.

Dans ce chapitre, nous ne parlons que de la bomitude structurelle. En fait, la bornitude

structurelle et Ia répétitivité sont symétriques : si un réseau de Petri est stlucturellement

borné, alors le réseau obtenu en remplaçant les places (resp. transit ions) par les

transitions (resp. places) est répétitif, et vice versa. Ainsi, les résultats exposés dans ce

chapitre s'appliquent également à la répétitivité. Lorsque nous nous intéressons à la

propriété de répétitif, il suffit de remplacer la matrice d'incidence par sa transposée, les

mots "transition" par "place" et "place" par "transition".

Nous étudions Ia bornitude structurelle d'un réseau de Petri obtenu à partir d'un

réseau de Petri existant soit en ajoutant, soit en fusionnant des places et/ou des

transitions, ou encore en reliant deux sous-réseaux de Petri à I'aide de nouvelles places.

Les résultats obtenus nous permettent de vérifier, dans certains cas, la bornitude

structurelle du réseau entier en n'examinant qu'une partie du réseau.

Ce chapitre est organisé en 6 sections. La section 4.2 considère I'ajout de places et /ou

de transitions à un réseau de Petri. La section 4.3 étudie I'intégration de deux

sous-réseaux de Petri par fusion de transitions ou de places. La section 4.4 examine

I'intégration de deux sous-réseaux de Perri à I'aide de nouvelles places et la recherche du

composant structurellement borné maximal d'un réseau de Perri. La section 4.5 résume

les résultats de ce chapitre. La section 4.6 est une conclusion.
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4.2 AJOUT DB PLACBS BT/OU DE TRANSITIONS

Dans cette section, nous étudions le cas où nous ajoutons des places et/ou des

transitions à un réseau de Petri structurellement borné ou absolumenL borné pour

construire un nouveau réseau. Nous établissons des conditions suffisantes pour que

celui-ci soit encore structurellement borné ou absolument borné. La définition des

réseaux absolument bornés se trouve dans le paragraphe 4.2.2.

4.2.L. Réseaux de Petri  structurel lement bornés

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux réseaux de Petri structurellement

bornés. D'après les définitions de place (resp. transition) source et do place (resp.

transition) puits données dans le chapitre 2, la propriété suivante est presque immédiate.

Propriété 4.1 : ( i)  Quand on ajoute une (des) place(s) source(s) (resp. transit ion(s)

puits) à un réseau de Petri structurellement borné, le nouveau réseau de Petri est toujours

structurellement borné.

(ii) Quand on ajoute une (des) transition(s) source(s) à un réseau de Petri structurellement

borné ou non, le nouveau réseau de Petri n'est pas structurellement borné.

Démonstration : (i) Considérons un réseau de Petri N structurellement borné avec

comme matrice d'incidence C . il existe un vecteur X tel que XÎC<O. Nous ajoutons un

ensemble de places source P'à N pour construire le nouveau réseau Nl de matrice

d'incidence D'après la définition d'une place source, nous avons .p = @,

donc Cp,<O. Tout vecteur Xp'>O est tel que Xfi' x Cp' S 0. donc

- 1

Xl .xCt=[x x"c+xf i ,cp,<0.

Nl est alors structurellement borné. Si nous ajoutons un ensemble de transitions puits

T' à N pour construire Nl de matrice d'incidence Cl=[C, C1,], nous avons to : @

d'après la définition d'une transition puits, donc C1,S0. Le même vecteur X>0 permet

d'obtenir atyQl=[XtC, XtC1,], et N1 est structurellement bomé.

" ' = [ ; ]

"'t[;]=
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( i i)  Si nous ajoutons un ensemble de transit ions sources T" à N pour construire Nl de

matrice d' incidence Cl=[C, C1.,],  nous avons ot = A d'après la définit ion d'une

transition puits, donc C1,.>0. Un vecteur strictement positif X>0 implique que XtCr,'>O.

Pour tout vecteur X>0, nous avons donc XrxCl=[XrC, XrCr,'] { 0, alors Nl n'est pas

stmcturellement borné. Q.E.D.

La remarque suivante nous perrnet d'établir le lien entre la bornitude structurelle et la

conservation.

Propriété 4.2 : Un réseau de Petri N de matrice d'incidence C est structurellement

borné si et seulement si il existe un vecteur Cu t0 de dimension lxn tel que le réseau de

l -c l
Petri N'correspondant à la matrice I .- | est c<lnservatif.

LLu-l

Démonstration : Supposons que N soit structurellement borné. Alors i l existe un
vecteur X>0 tel que XtÇ<O. Si nous prenons Cb=-XrC, alors C5>0, et nous avons

r  -  . ' f  C l
lX' l l l  .. l=XtC+Cn=O. D'après la définit ion de la conservation (Chapin'e 2, section- -L\-bl

l -c l
2.3.2.3),le réseau dont la matrice d'incidence est l/- | est conservatif. Ceci termine la

LLUI

démonstration de la condition nécessaire. Supposons qu'il existe un vecteur C5>0 tel que

fc l
le réseau N' correspondant à la matrice C'=l .. I soit conservatif. Il existe un vecteur

L ' b l

l-xl
X'>0 tel que (X')tç'=O. X' peut être réécrit  comme X'=l l ,  oir X (resp. x)

LX - ]

correspondant C (resp. Cu). Nous avons alors (X')tC'=XrC+xC5, c'est-à-dire que

XtC=-xCb. Nous savons que x>0 et C6>0, donc XrC<0. En prenant en compte le fait

que X>0, nous en déduisons que le réseau correspondant à la matrice d'incidence C est

structurellement borné. Q.E.D.

En utilisant cette propriété, nous pouvons démontrer le théorème suivant.
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.t{;], si rang(cr) = rans(c), Nl

Théorème 4.1 : Quand on ajoute une place à un réseau de Petri structurellement borné

N de matrice d'incidence C pour construire un nouveau réseau N I de matrice d'incidence

est structurellement borné.

Démonstration : Si N est structurellement borné, selon la propriété 4.2; 1l existe un

Ic l
vecteur Cut0 tel que le réseau de Petri N', dont la matrice d'incidence est C'=l .. l, est

LLt l

conservatif. Quand nous ajoutons une place p* à N nous ajoutons la même place p* à N'

pour construire N1' dont la matrice d' incidence peut être écrite comme
(C1')1=[C, Cb, C*]t.  Puisque rang(Cl)=rang(C), alors i l  existe un vecteur q tel que

C*=Cxq, ce qui implique que C* = [q o]t [.t I 
= to 0]x C'. Cette dernière relation

L " b l

signifie que rang(Cl')=rang(C'). Selon les résultats obtenus pour la conservation (voir

chapitre 3, théorème 3.2) et du fait que N' est conservatif, nous en déduisons que N1'

est également conservatif. D'après la propriété 4.2, Nl est structurellement borné.

Q  E .D

Le corollaire suivant est immédiat d'après le théorèrne 4.1.

Corollaire 4.1 : Quand on ajoute un ensemble de places à un réseau de Petri

structurellement borné dont la matrice d'incidence est C pour construire un nouveau

réseau Nl dont la matrice d' incidence est Cl, si rang(C1)=rang(C), alors N1 est

structurellement borné.

Exemple 4.1

On considère un réseau de Petri N (voir figure 4.1) de matrice d'incidence C :

p l  t l

u '' l
-1 ol
r-u

p3 tZ p2

Figure 4.1 Réseau de Petri N

[ - 'c=l l
Lo
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On peut vérifier que rang(C)=2. De plus, N est structurellement borné car XrC<0

avec Xt=[l, 1, l]. Nous ajoutons deux places p4 et p5 à N pour construire Nl (voir

figure 4.2) dont la matrice d'incidence est Cl=f :-l ,
LC *J

l"-O'
p l

C l =
f,' : ;
l9 i :l
l t  

- r  0
L0 r  - l

N1Figure 4.2. Réseau de Petri

On peut vérif ier que rang(Cl;=t.nt,C)=z. Selon le corollaire 4.1, N1 est

structurellement borné. Effectivement, le vecteur XI=\Z,'1, l, l , l ] nous permet

d'obtenir XrCl<O. o

Théorème 4.2 : Quand on ajoute une transition à un réseau de Petri structurellement

borné N de matrice d'incidence C pour construire un nouveau réseau N I de matrice

d' incidence Cl=[C, C*], s' i l  existe un vecteur qà0 tel que C* = Cxq, alors N1 est

structurellement borné.

Démonstration : Si N est structurellement borné, alors il existe un vecteur X>0 tel que

XtC<0. Si en plus il existe un q20 tel que C*=Cq, alors le même vecteur X>0 permet

d'obtenir XrCl= [XrC, XrCq]<0. Donc N1 est structurellement borné.

Exemple 4.2

Q.E.D.

On ajoute une transition t5 au réseau de Petri N structurellement bomé de la figure 4.4

pour construire Nl (voir figure 4.3).La matrice d'incidence Cl:[C, C*] est Ia suivante :

- l  0 0

0 - l l

I  - l  - t

0 1 0

Figure 4.3 Réseau de Petri N 1
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On peut  vér i f ler  que C1. . ,5  = Cl . , r1  +C1. . r3.  Selor t  le  théorèrne 4.2,  Nl  est

structurel lement borlé. En effet Ie mênre vecreur Xt=|3, l ,  2, I  I  pernret d'obtenir

XrCl<O. .

4.2.2. Réseaux de Petri  absolument bornés

Maintenant nous étudions les réseaux de Petri absolument bornés que nous

définissons ci-dessous.

Définition 4.1 : Un réseau de Petri est absolument borné s'il existe un vecteur X>0

tel que XtC<0.

Un module de RdP absolument borné signif ie quel que soit les machines, les

opérations et les buffets ajoutées en base sur ce module, il n'y a jarnais de capacité

dépassée pour le module entier.

Par définit ion, un réseau de Petri  absolument borné est toujours structurel lement

borné. Il faut noterqu'un réseau de Petri absolument borné peut être conservatif ou non.

Théorème 4.3 : Si un réseau de Petri N est absolument borné, Ie nouveau réseau de

Petri N1 obtenu en ajoutant des places à N reste absolument borné (donc structurellement

borné) quel que soit le nombre de places ajoutées.

Démonstration : La matrice d' incidence du réseau Nl peut être écrite comme

l -c l
C1=l  ̂  .  l .  Puisque N est absolument borné, i l  existe un vecteur X>0 tel que XTC<O,

LC *I

alors il existe un vecteur X*>0 dont les composantes sont suffisamment petites pour que

l -c l
(X t ; t * ç1= [X1 ,  (X* ) t ] x l  . . *  l =X tC+(X* ; t6 *<0 .  Comme [X ,  X* l>g ,  Nous  en

L\- I

déduisons que Nl est absolument borné. Q.E.D.

Exemple 4.3

On considère Ie réseau de Petri N (voir figure 4.4) et la matrice d'incidence C :
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Figure 4.4 Réseau de

On peut vérifier que N est absolument borné car XtC<O si Xx=[3, 1,2, l).

On ajoute 3 places p5, p6 et p7 à N pour construire Nl (voir figure 4.5) dont la

matrice dincidence.r, cr=[ 
C 

l.
LC *J

\ào,o'

Figure 4.5 Réseau de Petri Nl

Nl  est  absolument  borné se lon le  théorème 4.3.  En ef fe t  le  vecteur

Xr=[5,  1 ,3,  1 ,  1 ,  1 ,  1 .1 est  te l  que XrCl<0.  a

Theorème 4.4 : Considérons un réseau de Petri absolument borné N1 =(P1, T1) dont la

matrice d'incidence est C1, nous ajoutons un autre réseau de Petri N2=(P2, T2) pour

construire un nouveau réseau de Petri N. Si T, ô.q = A et t n R. * A,Vt e T' alors

N est absolument borné.

Démonstration : Le réseau de Petri N peut être considéré comme construit en deux

étapes : ajouter un ensemble de transitions T2 à N1 pour construire N', ensuite ajouter un

ensemble de places P2 à N' pour construire N. Si Nt est absolument borné, alors il existe

un vecteur strictement positif X>0 tel que XrCl<0. Quand nous ajoutons un ensemble de

transitions T2 à Nt, la matrice d'incidence du réseau obtenu N' est C'=[Ct, Czr]. Si

T2r\oP;6 et tÀPpa@, Vte T2, alors C2r<Q et C211.,,1+0, Vte T2. Ceci est équivalent à

ajouter un ensemble de transitions puits à Nr. Alors le vecteur X>0 permet aussi



d'obtenir XrCzl <0, donc N'est absolument borné. Quand nous ajoutons un ensemble

de places P2 à N' pour construire N, selon le théorèrne 4.3, N est absolument borné.

Q .E .D .

Exemple 4.4

On ajoute deux places p5 et p6 et deux transitions t5 et t6 au réseau de Petri N

absolument borné de la figure 4.4 pour construire N1 (voir figure 4-6).La matrice

d'incidence Cl est la suivante :

G.
i  ^/"-r . /"

- l

I '

0

0
'i '

- l

0

- l  0 0 : - l  0

0  - l  I  : 0  - l

I  - l  - l  : 0  - l

0 1 0 : - l  0

ô - i  ô  t  r
- l  0 r 0 l

C l =

: \
:  P l :

r5

Figure 4.6 Réseau de Petri N 1

Comme { t5 , t6 } r l . { p1 ,  p2 ,p3 ,p4 }=A  e t  t i n {p l ,  p2 ,p3 ,P4} . *O ,  i =5 ,6 ,  La

condition du théorème 4.4 est satisfaite et N1 est absolument borné. En effet le vecteur

X t= [3 ,  I , 3 ,1 . ,1 ,  1 ]  es t  t e l  que  XxC l<O.  o

Il faut souligner que si un réseau de Petri n'est pas structurellement borné, le réseau

obtenu après avoir ajouté des transitions n'est pas structurellement borné. En fait, si nous

ajoutons des transitions à un réseau de Petri N non structurellement borné dont la matrice

d'incidence est C pour construire un nouveau réseau de Petri Nl dont la matrice

d'incidence est Cl=[C, C*], comme N n'est pas structurellement borné, alors pour tout

X>0,  nous avons XrC<0,  nous avons également  XîCl {0,  donc Nl  n 'est  pas

structurellement borné. Quand un réseau de Petri n'est pas structurellement borné, il faut

ajouter au moins une place pour le rendre structurellement borné.

p 5 :r6

à
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4.3 FUSION DE TRANSITIONS ET DE PLACES

Nous allons montrer que la fusi<ln d'une (de) transition(s) de deux sous-réseaux de

Petri structurellement bornés ou bien d'un même réseau de Petri structurellgment borné

préserve toujours la bornitude structurelle. Ce n'est par contre pas toujours le cas pour la

fusion de places de deux réseaux de Petri sffucturellement bornés.

4.3.1 Fusion de transit ions

Propriété 4.3 : (i) Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri

snucturel lement bornés par la fusion de deux ensembles T,;etT2'de transit ions est

stnrcturellement borné.

(ii) Le réseau de Petri obtenu après Ia fusion de deux ensembles de transitions Tt' etT2'

d'un même réseau de Petri stnrcturellement borné est écalement structurellement borné.

Démonstration : ( i)  Désignons les sous-réseaux de Petri  structurel lement bornés que

I 'on souhai te  fus ionner  respect ivement  par  Nt=(Pt ,  T1)  et  N2=(P2,  T2)  qu i  ont

respectivement pour matrices d'incidence C1=[C1t, CIZ] et C2=lC2t, Czz), où C12

regroupe les colonnes de C1 correspondant aux transitions de Nt à fusionner avec les

transitions de N2 qui elles mêmes correspondent aux colonnes de C21 dans C2. Nous

avons  a l o r s  T1nTz+Oe t \nPz=O.Nous  ob tenons  un  nouveau  réseau

N = Nt \J Nz dont la matrice d'incidence est C en fusionnant les transitions de N1 et N2

définies ci-dessus. Alors C peut êue représenrée comme suit : a = 
lIt Z'; a:r]

Comme N1 (resp. N2) est structurellement borné, alors il existe un X1 (resp. Xz) >0

tel que XlCl=tXiC11, XfCt2l<0 (resp. XiCz =1XjCzr, XTCzzlS 0). Alors le

vecteur X=[Xt, Xù > 0 est tel que

Donc N est stmcturellement borné.

(ii) Soient T1' et T2' deux ensembles de transitions

réseau de Petri N structurellement borné. Nous

xlCrz + xlCrr, xtc2zl < o.

à fusionner appartenant à un même

pouvons alors réécrire sa matrice

x"c = lxf .T,] = rXlc''";l[',]'
cn
Czr

9 l



d'incidence C=["'Cl', Cz'"'], où C1' (resp. C2') regroupe les colonnes correspondant à

T1' (resp. T2'). Comme N est structurellement borné, il existe un X>0 tel que XIC<O,

donc XîC1'S0 et XrCz'<O. Lorsque nous fusionnons les transit ions T1'etT2', nous

obtenons un nouveau réseau de Petri N' dont la matrice d'incidence C' est obtenue en

addit ionnant les colonnes de C correspondant aux T1' etTy', i .e. C'=l.. .Cr'+ Cz'.. '1.

Nous voyons que tout vecteur X>0 tel que XtC<0 est tel que XTC'<O, puisque

1r(Q1'+C2')<0. Donc N' est structurellement borné. Q.E.D.

Exemple 4.5

On considère deux réseaux de Petri N1 (voir figure 4.7) et N2 (voir figure 4.8)

structurellement bornés dont les matrices d'incidence sont respectivement C1 et C2. Nous

fusionnons les transitions t3, t4 de Nt avec les transitions t7, t8 de N2 pour construire N

(voir figure 4.9).

p l
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p5

Figure 4.7 Réseau de Petri N,
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Figure 4.8 Réseau de Petri N,

sont structurel lement bornés, car les vecteurs Xl=[2,

1, 1l permetrent d'obtenir Xf C,<0 et XjCr<O.
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Figure 4.9 Réseau de Petri N

Après la fusion des transitions t3 et t4 de N, avec les transitions t7 et t8 de N2, nous

obtenons N. Selon la propriété 4.3, N est structurellement borné. Effectivement, le

vecteur X7=12,1, 1, 1, l, 1, 1, 1, l, 1.1 nous perrnet d'obtenir XÎC<O.

4.3.2 Fusion cle places

Nous étudions le cas oùr nous fusionnons des places.

Propriété 4.4 : Lorsqu'on fusionne des places de deux sous-réseaux, une condition

nécessaire pour que le réseau obtenu soit structurellement borné est que les deux

sous-éseaux soient structurellements bornés.

Démonstration : Désignons les sous-réseaux de Petri  structurel lement bornés

respectivement par N1=(P1, T1) et N2 = (P2, T2) qui ont respectivement pour matrices

lctr I lczt Id'incidence C, = | _" I et CZ= | ..'' I où Cr2 regroupe les lignes de C1 correspondant' 
LLtz-.t Lvzz)

aux places de N, à fusionner avec les places de N2 associées aux lignes C21 dans C2. En

fusionnant les places définies ci-dessus, nous obtenons un nouveau réseau N= NtuNz

f.,, o l
dont la matrice d'incidence est C = 

| 
C12 C2l 

l. 
Si N est structurellement borné, alors il

I o crrl
existe un vecteur X>0 tel que XtC<0. C'esçà-dire que :
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x'c = lxi xi.r1, [:l; .:,] =
L o czz)

txicr , + xjc12,xlcu+xfcrr l<0.

xfc, ,  +xlc ' .<0,

xicz., +xlc2r 3o.

Ce qui implique que N, et N2 sont structurellement bornés. Q.E.D.

Propriété 4.5 : Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri

stnrcturellement bornés par la fusion de deux places est structurellement borné.

Démonstration : Désignons les sous-réseaux de Petri  structurel lement bornés

respectivement par N1=(P1, T1) et N2 = (P2, T2) gui ont respectivement pour matrice

[c,,] f . l  
' l

d'incidence Cr = | 
'",' 

I et C2=l n' I où ci est la ligne de C1 correspondant à Ia place de'  
Lc t  )  

-  
Luzz )

N1 à fusionner avec la place de N2 associée à la ligne ci dans C2. En fusionnant les

places d.éfinies ci-dessus, nous obtenons un nouveau réseau N= NtuNz dont la matrice

Cela signifie que

["] *i]*c, = lxt "t][:l]]=

l"; x;]* c, = [xi "t][:;]=

Ic'
d ' inc idence"r rC=l . i

L0

Comme N, (resp.

xf = [xf, *i]'o tel

,  0 l' l
+ l

^ l
v 2  l .- l

Czzl

N2) est structurel lement

que Xi,C,, + *i.i < o

borné, alors il existe un vecteur

(resp. xi  =[4, ^; ] to tel  que

XTzCzz+*ic2 <0).  Alors le vecteur X

XIC<O. Donc N est structurellement borné.

Xl' l
xi | >0 per-et d'obtenir

I  x \1 .  Y . r )

Q.E.D.

t-
I

- l- l

I

l (xr

94



Exemple 4.6

On considère deux réseaux de Petri N1 (voir figure 4.7) et N2 (voir figure 4.8)

structurellement bornés dont les matrices d'incidence sont respoctivement Cl et C2. Nous

fusionnons la place pl de N, avec la place p10 de N2 pour construire N (voir figure

4.10) dont la matrice d' incidence est la l igne ci  ( resp. . r l
fc" oI

.=l.i ci I,oo
I o czz)

de N2).correspond à la place pl de N1 (resp. p10

p5

t4

p3
- l  0 . . .  0

0 : :

l : :

- r  0  . . .  0

1 - 1  1 0 0

0 1 0 - l  0

:  l 0  0 - l

: 0 - l  1 0

0  0 - l  0 l
t6 rl t2 t3 t4

Io

I'
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l r
I'= l;
t;
Lo

L7

0r
- l  I

0- r

I  - l

0 0

;; ,;

p6

p7

p8

p9

p l

p2

p3

p4

p5

Figure 4.10. Réseau de Petri N

Selon la propriété 4.5, N est structurellement borné. En effet, le vecreur

X7= f2 ,2 ,2 ,2 ,2 , l , l ,  1 ,  1 ]  nous  pe r rne t  d 'ob ten i r  X ÎC<O.  ô

Propriété 4.6 : Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri
stnrcturellement bornés N1=(Pt, T1) et N2=(P2, T2) de matrices d'incidence respectives

C1 et C2 par la fusion de deux ensembles Pie P1 et P, CP2 de places est structurellement

borné si au moins une des conditions suivantes est satisfaite.

(1) I l existe un i e U,zl tel que :

vp e pi, fXi,p > 0 tetque Xfnc; s o, l lx,,ollnpi. = {p}., rynll*,,rl l= n
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( 2 ) f x i >0  t e l que  X lC i<0  e r  VpeP i ,X i ( p )=â ; , â1  €R* ,  V i  =1 ,2 .

Démonstration : Similaire à la démonstration du théorème 3.9. Q.E.D.

Nous proposons un algorithme pour vérifier les conditions du théorème 4.5.

Algorithme 4.1: Soient un réseau de Petri  N= (P,T) dont la matrice d' incidence est

C, et soit P* c P I'ensemble de places à fusionner avec celles d'un autre réseau.

Pour vérif ier la condit ion ( l)

Résoudre le problème de programmation linéaire suivant pour chacun des deux sous-

réseaux :

r)
min )l )xo.rnr I

peP\p*eP* )

sous les conditions :

)xo . tR l  > t  vpeP
p*eP*

x; .c<o,xp*>o vpxeP*
Xo* [p ' ]  =  g  vp 'e  P*- {p* } ,vp*  e  P*

La condition 1) du théorème 4.5 est satisfaite si et seulement si ce problème a une

solution pour au moins un des deux sous-réseaux.

Pour vérif ier la condit ion (2)

Résoudre le problème de programmation linéaire suivant pour chacun des sous-

réseaux :

\--max LzP
PeP

sous les conditions :

zp<X lp l  VpeP
0<zo<1 VpeP

XUC<0 e r  X>0
xtpil = xtp;l vpi . P*, vpi e P*,i + j

Si pour chacun des deux sous-réseaux, le valeur du critère donne le nombre de places

du réseau correspondant, alors Ia condition 2) du théorème 4.5 est satisfaite. o



Exemple 4.7

On considère deux réseaux de Petri N1 (voir figure 4.7) et N2 (voir figure 4.8)

stnrcturellement bornés dont les matrices d'incidence sont respectivement Cl et C2. Nous

fusionnons les places pl et p4 de Nt avec les places p10 et p6 de N2 pour construire N

(voir figure 4.11) dont Ia matrice d'incidence est C.
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Figurc 4.1 1 Réseau de Petri N

I lex is tedeuxvecteurs Xj1 =[ ,0 ,  1 ,0,0]  e tXl2=1,O,1,0,  1 ,  1 l  te ls  que XfrCz<0

etXlrCr< 0. La condition 1) du théorème 4.5 est satisfaite, donc N est structurellement

borné.  Ef fect ivement  le  vecteur  Xr=[ l ,  1 ,  1 ,2,  1 ,2,  1 ,2)  nous permet  d 'obteni r

XTC<O. o

4.4 INTEGRATION PAR DES PLACES ET RECHERCHE DU
COMPOSANT STRUCTURELLEMENT BORNB MAXTMAL

Dans cette section, nous cherchons dans quelle condit ion le réseau entier est

structurellement borné quand nous relions deux sous-réseaux de Petri par des places

ajoutées. Nous étudions aussi comment chercher le composant structurellement borné

maximal d'un réseau (voir paragraphe 4.4.2) qui n'est pas structurellement borné.
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4.4.1 Intégration de deux sous-réseaux en ajoutant des places

Définit ion 4.2:En intégrant deux sous-réseaux de Petri  I t=(Pr, T1) et N2=(Pz, Tz)

en ajoutant un ensemble P* de places, le réseau obtenu est N= (P1uP2uPË, Ttt -lTz).

Théorème 4.5 : Quand on relie deux sous-réseaux de Petri structurellement bornés

N1=(Pt, Tt) et N2=(P2, Tz) dont les matrices d'incidence sont respectivement Cl et C2

en ajoutant un ensemble de places P*, si le sous-réseau de Petri N* = (P*, T1t-;T2) est

structurellement borné, alors le réseau global N=NtuNzuN* est structurellement borné.

Démonstration : La matrice d'incidence du réseau de Petri N* peut être écrite comme

C{'=[Ci, C;], où C, (resp. Cr) correspond à T, 1resp. T2). Comme N* est

structurellement borné, alors il existe un vecteur X*>0 tel que (X*;t6* ( 0, autrement

dit, nous avons :

(x*)"Ci < 0 et (x*)rc; < o.

Par ai l leurs, comme N, (resp.N2) est structurel lement borné, i l  existe un vecteur

Xrt0 (resp. Xz > 0) tel que

XlC, <0 (resp. xtc2<0). (4.2\

La matrice d'incidence du réseau N obtenu après I'ajout de P*

(4 .1 )

[c,  ol
t l

s 'écr i rC=10 Czl
t * * l

LC' cz)

Compte tenu des relations (4. I ) et (4.2), tevecteur 
" 

= [i; 

-l 

t o .nnorit a

L*..1

x"c = lxi xi

Le réseau N est donc structurellement borné.

+ 1x*;"ci, xicr+ 1X*;"cil < o.
[c' ol

txxl" ]xl  o cr l=txfcr
Lci c; j

9tt

Q.E.D.



Exemple 4.8

On considère deux réseaux de Petri N1 (voir figure 4.7) et N2 (voir figure 4.8)

structurellement bornés dont les matrices d'incidence sont Ct et C2 respectivement. Nous

ajoutons deux places pll et pl2 pour relier ces deux réseaux et nous obtenons le réseau

de Petri N représenté dans la figure 4.12. Sa marice d'incidence C est ci-dêssous :

Figure 4.12 Réseau de Petri obtenu après intégration en ajoutant des places
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Nous supposons que les places ajoutées (pl l, p12) et les transitions (tl, t4, t6, t7) qui

sont rel iées à ces places constituent un réseau N* dont la matrice d' incidence est

f  r  0 -1 -11
C*=l ^ l. Il existe un vecteur (X*)r =[1, l] tel que (X*)ÎC*<O, donc N*

L- l  I  l  0 l

est structurellement borné. Selon le théorème 4.6,\e réseau N est structurellement borné.

En effet, le vecteur X1=f2, l ,  l ,  l ,  l ,  1, l ,  l ,  1, l ,  l ,  1] nous permet de vérif ier que

XTC<O. i
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4.4.2 Recherche du composant  s t ructure l lement  borné maximal

Dans le cas où le réseau de Petri n'est pas structurellement borné, la recherche du

composant structurellement bomé maximal nous perrnet de connaÎtre pÉcisément la cause

de la non bornitude structurelle

Déflrnition 4.3 : Un composant structurellement borné maximal du réseau de Petri

N=(P, T) est un réseau de Petri N' structurellement borné comportant toutes les

transitions de N et un maximum de places de N. Autrement dit, N' est constitué de T et

des places correspondant aux composants positifs d'un vecteur X20 tel que XtC< 0. IÆ

problème consiste à chercher un vecteur X tel que llxll soit maximal.

Propriété 4.4 : Lecomposant structurellement borné ma*inral N' de N est unique.

Démonstration : Nous démontrons cette propriété par I'absurde. Soient N' et N" (dont

les ensembles de places sont respectivement P' et P") deux composants structurellement

bornés maximaux différents de N. Nous avons alors P'*P". Comme N' (resp. N") est

structurel lement borné, P' (resp. P") est le supports d'un vecreur X'>0 (resp. X">0), tel

que (X')TC<O. I l  est évident clue P'uP" est le support de toute combinaison l inéaire

positive de X' et X". Cette combinaison donne un autre vecteur X>0 tel que XrC<0.

Cela signifie que P'\-/P" et T constitue un sous-réseau structurellement borné de N.

Puisque P'ÉP", P'uP"lP', P't, lP":)P". Cette relation implique que N' et N" ne sont

pas des composants structurellement bornés maximaux de N. Q.E.D.

L'algorithme 4.2 nous pennet de trouver Ie composant structurellement borné maximal.

Algorithme 4.2 : Pour un réseau de Petri N dont la matrice d'incidence est C, on peut

calculer le composant stmcturellement borné maximal N' du N :

Etape 1 : Résoudre Ie problème de programmation linéaire suivanr :

s1max Lze
PeP

sous les conditions suivantes :

zp<Xlp l  VpeP
0<zo<1 VpeP
X"C<0 e t  X>0
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Etape 2: lp/X[p] > 0] constitue I 'ensemble des places du composant structurel lement

borné maximal. Cet ensemble peut être vide. a

Remarque: Si )zn = m, où m est le nombre de places, le réseau de Petri  est
Pel'

srmcturellement borné

4.5 SYNTHESE DES RESULTATS

Nous donnons, dans le tableau 4.1, une synthèse des résultats obtenus dans les

sections précédentes.

Tableau 4.1. Svnthèse des résulaDleau 4 .1 . ultats

Born.

deN Action Condition

Born.

de Nl Réf.

Oui(s) Aiout d'une Dlace si rang(Cl) = rang(C) gu;(l) T4 .1

Ouil9 Aiout de plusieurs places si rang(Cl) = rang(C) oui(l) c4.1
gui(s) Aiout d'une transit ion si C* = Cc1, oùr q>0 gu1(l) T4.2

Oui(s) Fusion de transitions Oui(l) P4.3

Oui(s) Fusion de deux places Oui(t) P4.4

Oui(s) Fusion de places Condition (l ) ou (2) du

théorème 4.5

Oui(t) P4.5

Oui(s) Intégration de deux

RdPs en aioutant Px

N* est struct. borné Ouill) T4.5

Oui(a) Aiout de places Oui(2) T4.3

Oui(a) Ajout de N2 à N1 Si ln .Pr=Aet

tô  P ,o  *  A ,Y t  eT ,

Oui(2) T4.4

où : 1) N dont la matrice d'incidence esr C est le RdP initial;

2) N1, dont la matrice d'incidence est C1, est le réseau résultant;

3) T (resp. C et P) signif,re théorème (resp. corollaire et propriété);

4) (s) indique structurellement borné; (a) indique absolumenr borné.
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4.6 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons étudié la bornitude structurelle des réseaux de Petri

obtenus à partir des réseaux de Petri existants, soit en ajôutant des places et/ou des

transitions, soit en fusionnant des places ou des transitions, soit en reliant deux sous-

réseaux par des places. Ces résultats nous perrnettent dans certains cas de vérifier la

bornitude structurelle en ne considérant qu'une partie du système .
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CHAPITRE V

VERIFTCATION INCREMEI\TALE

DE L'ABSENCE DE BLOCAGE



5.1 INTRODUCTION

Dans les systèmes de production, le nombre de ressources, comme par exemple les
machines, les robots et les stocks tampons, est limité. l-es conflits enrre produits qui souhaitent
accéder aux mêmes ressources peuvent conduire à des phénomènes de blocage : aucune
opération n'est plus alors possible. Une conception bien faite ne devrair pas permettre une telle
situation. L'absence de blocage est donc une propriété fortement souhaitée dès la conception du
système. Dans ce chapitre, nous examinons l'évolution de cette propriété tout au long du
processus de conception d'un système modélisé à I'aide des réseaux de Petri.

Parmi les travaux qui s'intéressent aux situations de blocage des réseaux de petri, nous
trouvons la publication de [VIS et al. 90]. Les auteurs onr mis en évidence quare causes
possibles de blocage dans un sysrème de production :
I ' Exclusion mutuelle : une ressource ne peut pas être utilisée simultanément par plusieurs

processus;

2. Sans interruption : les ressources uti l isées resrent occupées jusqu'à ce que le processus
en cours soit entièrement terminé;

3. Occupation et attente : i l  existe un processus qui occupe au moins une ressource et qui
attend des ressources supplémentaires qui sont occupées par d'autres processus;

4. Attente circulaire:i l  existe un ensemble de processus {n1, fr2,.. . ,æp} tel eue f i i  attend
une ressource occupée par lci+l pour tout i=1,...n-1, et que nn attend une ressource occupée
par 7rl.

Pour résoudre le problème de blocage, trois types de méthodes onr éré développées. Le
premier est qualifié de prévention de blocage. Ces méthodes consisrenr à concevoir le
système tel que Ie modèle de RdP correspondant soit vivant et que la situation de blocage soit
impossible. [DAT et al. 84], IZHO et aL.92] et IESP et al. 93] onr urilisé ce rype de méthodes.
Mais I'application de ces méthodes se limite toujours à des cas particuliers ou à des sous-classes
de RdP.

Le deuxième type de méth<>des s'appelle "deadlock avoidance" que I'on peut traduire par
"éviter les blocages". Il consiste à utiliser des politiques de contrôle pour éviter I'apparition
de blocage, dans un modèle de RdP où des phénomènes de blocage sonr possibles. [BAN et al.
901, [vIS et al. 90] et [BAR et al. 94] ont développé des méthodes de ce type.

Le troisième type de méthodes peut être qualifié de "détection de blocages". Ces
méthodes consistent à vérifier I'existence (ou I'absence) de blocage dans un modèle Rdp. Ces
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méthodes conviennent bien à la conception des systèmes de production et permettent de trouver

des erreurs de conception. IMUR et al. [ i9l ut i l isent les invariants cles RdP pour détecter la

présence de blocages dans les m<ldèles cle réseaux de Petri  des systèmes "Ada".

[TER et al. 93b] a proposé une condition suffisante pour vérifier I'absence de blocage en

utilisant l'équation fondamentale. Cette condition s'applique aux RdP généraux, mais le volume

important de calculs nécessaires empêche son application dans la pratique. [COM 721et [JAN et

al. 801 ont proposé une méthode utilisant les verrous et les trappes (voir Chapitre 2, paragraphe

2-4.4) pour vérif,rer I'absence de blocage dans les RdP ordinaires.

Du fait que tout RdP peut être transformé en un RdP ordinaire, et que les définitions de

verrou et de trappe sont simples, les méthodes faisant intervenir les verrous et les trappes

semblent faciles à utiliser. Puisque tout verrou (resp. toute trappe) est une combinaison de

verrous (resp. de trappes) de base (voir Chapitre 2, paragraphe 2.4.4), alors la connaissance de

verrous (resp. de trappes) de base équivaut à la connaissance de ious les verrous (resp. toutes

les trappes). Pour trouver Ia base des verrous et des trappes d'un RdP, il existe plusieurs

méthodes : [KIN et al. 86] utilisent l'équation logique, [LAU 87] propose une approche basée

sur I'algèbre linéaire, IEZP et al. 9l ] considèrent l'équation linéaire avec des variables d'écart et

[ERW et al. 94] étudient la matrice d' incidence de signe (voir section 5.3). Malheureusement,

lorsque le système est grand, même si I'on ne considère clue la base des verrous (resp. trappes)

le nombre de possibilités reste très important.

Dans ce chapitre, nous considérons des réseaux de Petri ordinaires. Ceci n'est pas très

restrictif car tout réseau général peut être transformé en un réseau ordinaire tout en préservant

les propriétés structurelles. Cela nous permet d'utiliser les verrous pour l'étude des blocages.

Par contre, nous ne nous limitons pas aux réseaux purs.

Nous proposons des méthodes qui ne cherchent que des verrous. Ces méthodes s'appliquent

également à la recherche des trappes, du fait que la définition de verrou et celle de trappe des

réseaux de Petri ordinaires sont symétriques. En effet, un verrou d'un réseau de Petri ordinaire

N=(P, T, I, O) est une trappe d'un réseau inverse N-1= (P, T, I', O'), où I'=O, et O'=I. Pour

trouver les trappes dans un réseau de Petri ordinaire N, il suffit d'inverser I'orientation des arcs

de N et de chercher les verrous dans le réseau de Petri obtenu.

Notre objectif dans ce chapitre est de fournir une aide aux ingénieurs qui conçoivent un

système de manière progressive et qui cherchent à garantir I'absence de blocage pour des

réseaux ordinaires généraux, ou à garantir Ia vivacité pour des sous-classes de RdP.

Ce chapitre peut être regroupé en deux parties. La première partie est consacrée à la

recherche la base des verrous (resp. de trappes), I'ensernble des verrous minimaux et la trappe

maximale dans un verrous minimal, dans un processus de conception incrémentale. A chaque
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étape de la conception incrémentale, nous ne cherchons clue les nouveAux verrous (resp.

nouvelles trappes) de base, ou les nouveaux verrous minimaux (resp. n<luvelles trappes

minimales) qui concernent les transitions ou les places ajoutées.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous proposons des conditions nécessaires etlou

suffisantes pour qu'il y ait absence de blocage pour les réseaux de Petri ordinaires généraux et

pour que la vivacité de sous-classes de RdP soit vérifiée. Ces conditions étânt basées sur la

notion de verrou et de trappe; nos méthodes font donc partie de la famille "détection de

blocage". Lorsque la vérification effectuée n'assure pas I'absence de blocage, nous proposons

une principe de recherche qui pennet de trouver des marquages initiaux pour qu'il n'y ait pas de

situation blocage dans les réseaux de Petri ordinaires généraux, ou que des sous-classes de

réseaux de Petri soient vivants. Ce cclmplément fait donc partie de la famille "prévention de

blocage".

Ce chapitre est organisé en 9 sections. Les sections 5.2 et 5.3 présentent respectivement les

résultats obtenus dans le cas d'ajout de transitions et dans le cas d'ajout de places. La section

5.4 propose une méthode qui cherche la trappe maximale dans un verrou minimal. La section

5.5 vérifie I'absence de blocage pour tout réseau de Petri et propose une principe de recherche

de marquages initiaux afin qu'un RdP marclué soit sans blocage. La section 5.6 est consacrée à

la vivacité de deux s<lus-classes de RdP : les réseaux à ch<lix asymétrique et les graphes

d'événements augmenté de p laces de ressources par tagées.  La sect ion 5.7

s'intéresse à des modèles des gammes de fabrication. La section 5.[i est une synthèse des

résultats obtenus. La section 5.9 est la conclusion.

5.2 AJOUT DE TRANSITIONS

Cette section établit des résultats qui mettent en évidence I'influence sur les verrous de I'ajout

de transitions à un réseau de Petri existant. A I'aide de ces résultats, nous pouvons trouver la

base des verrous (c'est-à-dire I'ensemble des verrous de base) du réseau de Petri obtenu à partir

la base des verrous du réseau de Petri initial en examinant seulement les transitions ajoutées. Un

algorithme qui permet de trouver Ia nouvelle base du réseau est inclus dans cette section.

Nous examinons d'abord I'influence de I'ajout d'une transition à un réseau de Petri sur le

nombre de verrous.

Avant de poursuive, nous introduisons quelques notations nécessaires à la présentation.

Pour un ensemble de places S dans un réseau de Petri N, noté par S(N), .S(N) (resp. S.(N) )
désigne I'ensemble des transitions d'entrée (resp. de sortie) de S(N).
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Théorème 5.1 : Quand on ajoute une transition t à un réseau de Petri N pour consruire un
nouveau réseau Nl, aucun nouveau verrou n'apparait. Autrement dit, tout verrou de Nl est un
verrou de N. Cela implique que Ie nombre de verrous ne peut clue diminuer ou rester inchangé.

Démonstration : Supposons qu'il existe un ensemble de places S qui est un verrou dans Nl
alors qu' i l  ne I 'est pas dans N. Donc .S(N1)e S.(Nl) et que oS(N)gS.(N). Si S n'est pas un
verrou de N, la relation .S(N)gS.(N) implique qu'il existe au moins une tiansition te .S(N)

telle que te So(N). De plus trE car te N et te N. Comme nous avons soit So(Nl;=go(N), soit
So(Nl)=$o(N)u{ t } ,  nous déduisons que reso(N1) .  Par  a i l leurs,  comme .S(N)E.S(N1),

nous avons te oS(Nl). par conséquent .S(N1)qSo(Nl), donc S n,esr pas non plus un verrou
de N1, ce qui est contradictoire avec I'hypothèse. Q.E.D.

D'après le théorème 5.1, nous avons immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 5.1 : L'ajoutd'un ensemble de transitions à un réseau de Petri ne génère pas de
nouveaux verrous. Donc le nombre de verrous n'augmente pas.

Lorsque I'on ajoute une transition t à un réseau de Petri N pourconsrruire Nl,la base des
velrous SB de N peuvent être regroupées en 3 s<lus-ensembles différents, selon leur lien avec la
transition t dans le réseau Nl. Ces ensembles sont les suivants :
l) 51 : sous-ensemble de verrous de base pour lesquels la transition T esr seulement une

transition d'entrée

51= {  S  I  t e  .S ,  x€  S .  ) .
2) .92 : sous-ensemble de verrous de base pour lesquels la transition I est une transition de

sortie

52= {S l reS . } .

3) 53 : sous-ensemble de verrous de base pour lesquels la transition t n'est ni une transition

d'entrée ni une transition de sortie (il n'y a pas d'arc entre I et les places de ces verrous de
base)

53= {S I t e .S ,  r éS . } .

En distinguant ces trois sous-ensembles de verrous de base, nous pouvons faire la remarque
suivante.

Remarque 5.1. Pour tout verrou V de N, i l  existe trois sous-ensembles 31GJ1 , S'2CS2et

S'3GS3, dont au moins un n'est pas vide, tels que u=(ry,t)r(r=yr, s)u[ u s)
/ i  \ s : . t r  )

Nous examinons maintenant le changement de la base apporté par I'ajout cl'une transition.
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Théorème 5.2 : Lorsqu'on ajoute une transition tà N, tout verrou de base de N appartenant à
51 n'estplus un verrou de base de Nl. Tout verrou de base de N appartenant à52 ou 53 est un
verrou de base de N1.

Démonstration : Pour tout verrou de base B de N tel que Be-Sl, nous avons t€.B(N1),

xalo(N1), c'est-à-dire que oB(Nl)GBo(Nl). B n'est pas un verrou de Nl, donc B n'esr pas
un verrou de base de Nl. Ceci démontre que tout verrou de base de N appânenant à 51 n'est

pas un verrou de base de N1.

Tout verrou de base B de N tel que Be52Lr53, est un verrou de N1, d'après la définition de
sous-ensembles 52 et 53. Si B n'était pas un verrou de base de Nl alors il serait I'union

d'autres verrous de N1 qui sont nécessairementdes verrous de N d'après le théorème 5.1, ce
qui est contradictoire avec I'affirmation que B est un verrou de base de N. Ceci démontre que
tout verrou de base de N appartenant à q ou 53 est un verrou de base de N1. Q.E.D.

Théorème 5.3 : Lorsque l'on ajoute une transition t à un réseau de Petri N pour construire
un nouveau réseau de Petri Nl, si B est un nouveau verrou de base de Nl, alors il existe un
velrou de base S1e 51 et un verrou de base Sre 52 telles que B=SiuSj et S;\S1*O.

Démonstration : Comme B est un nouveau verrou de base de N 1, B est aussi un verrou de
Nl, etdonc un velrou de N d'après le théorème 5.1. Selon la remarque 5.1, i l  existe trois sous-

ensembles -Ç1c51, s'2Çs2et 53Çs3 rels que e=[ r, s)U[. , s)Uf t, s') Pour démontrer
\  s€_t  r  / ,  \S€J' ,  /  \S€-ç ' r  )

le théorème, il suffit de démontrer 15'11=15'21=I et S1\Si;rO. Pour cela, nous démontrons
d'abord que S2*@, ensuite S3=A, puis 51*@ et enfin l-Ç11=1521=1.

a). Si Sz=A, t=["y- t)U(."V S). Nnu, avons alors te.B, er rc 8., ce qui implique que
\s€ri ./ \s.{', )

oBGB., c'est-à-dire que B n'est pas un verrou de Nl, ce qui est contradictoire avec
I'affirmation que B est un verrou de N1. Ceci démontre que S2*@.

b). Nous savons qu, (ry,t)r(,y,s) "rt 
un verrou de Nl . Si s'3*A utor, (ry,s) "rt

aussi un verrou de Nl. Alors B ne peut pas être un verrou de base de Nl, ce qui est
contradictoire avec I'hypothèse du théorème. Ainsi nous avons Sz=6.

c). Si St=@,nous obtenonr; g=(.^V S'). Cecl impliclue soitque B n'esr pas un verrou de
\ s€J .2  )

base de Nl (si l-Ç21>1 en considérant le théorème 5.2), soit que B est un ancien verrou de base
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de N (si l52l=1). Ainsi pour qlre B soit un nouveau verrou de base de N1, il faut que S6A et
S '2*4.

d). Nous démontrons maintenant que pour que B soit un nouveau verrou de base de Nl, il

/ \
faut que l-f1l=l et lS'21=1. En effet nous pouvons réécrir" g= 

LJ I Uçq', lJS,z) l .  Nou,
s ' , e i ' , \ s , e J ,  )

savons déjà que S', t-,lS', est un verrou de N1, VS'1e.S1, VS'2e J2. pour que B soit un verrou
de base et que Stû et S2*O,la seule solution possible est que lSl l=l j2l=1.

Finalement si S;\S1=@, alors B=SiuSj=S3. Donc B est un verrou de base cle N, B n'est pas
un nouveau verrou de base de Nl. Q.E.D.

Il faut noter que le théorème 5.3 n'est qu'une condition nécessaire pour la composition d'un
nouveau verrou de base. En d'autres terrnes I'union de deux verrous de base de N, S1e 51 et
Sie52, n'est pas nécessairement un verrou de base de Nl. C'est le cas par exemple lorsqu'il
existe deux verrous de base Sj'=.D er Spe 53 tels que S;uS;=S1,uSç.

Corollaire 5.2 : Lorsque I'on ajoute une trunsition rà un réseau de Petri N pour construire
un nouveau réseau de Petri Nl, la base de N1 reste la même que celles cle N, si et seulement si
I'ensemble 51 est vide dans N.

Démonstration :

a). (Condition suffisante) D'après le théorème 5.3, si J1=@, il n'y a pas de nouveau verrou
de base. Autrement dit, si S1=@, tout verrou de base de Nl est un verrou de base de N.
D'après le théorème 5.2, si J1=@, tout verrou de base de N est un verrou de base de Nl. Ceci
démontre que si St=@,la base de N I et celle de N soit les mêmes.

b). (Condition nécessaire) D'après le théorème 5.2, si S1+A, tour verrou de base de N
appartenant à 51 n'est plus un verrou de base de N1. La base ne peut d.onc pas rester la même.

Q.E.D.

Lorsqu'après I'ajout d'une transition la base reste la même, autrement dit S1=çS,les verrous
restent aussi nécessairement les mêmes. Ceci est le cas de I'ajout d'une transition de sortie (voir
chapitre 2, paragraphe 2-2.2). Nous avons donc la propriété suivante.

Propriété 5.1 : Après I'ajout d'une transition de sortie à un réseau de petri, les verrous
restent les mêmes.
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Du théorème 5.2, nous pouvons aussi décluire la propriété suivanre.

Propriété 5.2 : Après I'ajout d'une transition d'entrée à un réseau de Petri, les verrous qui
contiennent une place reliée à cette transition ne sont plus des verous.

D'après le théorème 5.3, pour trouver les nouveaux verrous de base, il suffit de vérifier
toutes les combinaisons possibles de deux verrous de base appartenant respectivement à 51 et à
52. Par ailleurs, d'après le théorème 5.3, tout verrou de base de N appartenanr à S2t,r53 reste un
velTou de base dans Nl, et tout verrou de base de N appartenant à 51 n'est plus un verrou de
base dans N1. En basant sur ces remarques, nous proposons un algorithme pour trouver la
base dans le réseau Nl obtenu après I'ajout d'une transition à un réseau N, en connaissant la
base de N. Dans le cas où l'on ajoute plusieurs transitions, la base du nouveau réseau peut être
obtenue en appliquant successivement I'algorithme aurant de fois que de transitions ajoutées.

Algorithme 5.1 (Chercher la base des verrous en ajoutant une transition r):
Considérons I'ajout d'une transition t à un réseau de Petri N pour construire le réseau Nl.

l .  Numéroter les verr<lus de base appartenant à 51 (resp. 52 et53) comme St, l ,  St,2, . . . ,  S1,u
(resp.  S2,1,  S2,2,  . . . ,  S2,b et  S j ,1 ,S3,2,  . . . ,  S1,c  ) ,  où a: l5 l l ,  b= l -SZl  e t  c : l j3 l .

2. Si a=0, les verrous de base de Nl sont les mêmes que ceux de N selon le corollaire 5.2,
flrn de I'algorithme.

3 . chercher I'ensemble -s de nouveaux verrous de base potentiels de N I .

3 . 1 .  S :=@.

3 .2 .  Pou r i de làa fa i r e

Pour j de 1 à b faire

Si S1,19521 et S1,;uS2,jeS, alors S1,;r./S2,1 esr un verrou de base potentiel :

-5:=5U {S 1,iuS2; } .

f inpour

f inpour

à S et qui sont des

4. Eliminer les faux verrous de base
Pour tout ensemble de places Be .9 faire

4.1. Calculer I 'union, notée B', des vetrous appartenant à E, à53 ou

sous-ensembles de B, c'est-à-dire( \( )r \3'=l ,V"s lul ,V. s lul g s I,
[;;t / (i.i / [;LB )

4.2. Si B'=B alors B est un faux verrou de base, -Ç:=j-[B].

f inpour
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5. La base des verrous de Nl est J31=52u 53tJ5.

L'exemple suivant illustre I'utilisation de cet algorithme pour trouver la base des verrous du

réseau Nl obtenu après I'ajout d'une transition au éseau de Petri N.

Exemple 5.1

Figure 5.1 Réseau de Petri N1

Nous considérons I 'ajout d'une transit ion t4 à un réseau de Petri  N pour construire N1

présenté dans la f igure 5.1. Dans cette f igure, Ies pointi l lés représentent la part ie ajoutée.

Supposons que nous connaissions la base des verrous de N. En fait, nous pouvons I'obtenir à

l'aide de la méthode proposée par [ERW et al. 94] (voir section 5.3) ou bien en construisant N

à part ir de I 'ensemble des places P={pl ,  p2, p3, p4, p5} et T=IAl et en répétant 3 fois

I'algorithme 5.1, considérant chaque fois l'ajout d'une des transitions t1 ,t2 ett3.

La  base  des  ve r rous  de  N  es t  :  -SE={  {p3 } ,  {p1 ,  p3 } ,  [ p3 ,  p5 ] ,  (p4 ] ,  {p l ,  p2 ,  p4 l ,

[ p1 ,  p2 ,  p4 ,  p5 ]  ] .

La base des verrous de N se classent en trois sous-ensembles, comme indiqué

précédemment:

a )  51  =  t  t p3 ) ,  { p1 ,  p3 } ,  [ p4 ]  ] .
b )  Sz  =  {  { p3 ,  p5 } ,  ( p l , p2 ,p4 ) ,  ( p1 ,p2 ,p4 ,  p5 }  } .
c )53=Q.

A l'étape 2 de I'algorithme 5.1, comme a+0, I'algorithme continue.

p2p1

A l 'étape 3, nous obtenons les n<luveaux verrous de base

[p1 ,  p3 ,  p5 ] ,  {p3 ,  p4 ,  p5 } ,  [ p1 ,  p2 ,  p3 ,  p4 ] ,  [ p l  , p2 ,  p3 ,  p4 ,  p5 ] .

Après la vérification effectuée à l'étape 4, les nouveaux verrous de

[p3 ,  p4 ,  p5 ] ,  [ p i ,  p2 ,  p3 ,  p4 l .

potent ie ls  su ivants :

l l l

base  son t :  { p l , p3 ,  p5 } ,



Enf in ,  nous about issons la  base des verrous du réseau N1 :  J .31=l  lp3,  p5 l ,  {p l ,p2,p4l ,

l p l , p2 ,  p4 ,  p5 ) ,  {p l ,  p3 ,  p5 l ,  { p3 ,  p4 ,  p5 f  ,  { p l  ,  p2 ,  p3 ,  p4 }  l .  o

Dans cette section, nous avons étudié le cas d'ajout de transitions à un réseau de Petri

existant. Nous avons montré comment déduire la base des verrous du réseau obtenu en base sur

celle du réseau initial. Lorsque nous construisons un modèle RdP de manière incrémentale,

nous avons également besoin d'ajouter des places, et donc de connaître l'évolution de la base

des venous dans ce cas. Ceci fait I'objet de Ia section suivante.

5.3 AJOUT DE PLACES

Dans cette section, nous étudions l'évolution de la base des verrous lorsque nous ajoutons

des places à un réseau de Petri existant. A partir des résultats obtenus, nous proposons un

algorithme pour trouver la base du réseau obtenu après I'ajout des places connaissant la base du

réseau initial.

Nous examinons d'ab<lrd I ' inf luence des places ajoutées sur l 'évolution de la base des
verrous.

Théorème 5.4 : Lorsque I'on ajoute une place q à un réseau de Petri N pour consrruire un
nouveau réseau Nl, tout verrou de base de N est un verrou de base de Nl. En plus, tout
nouveau verrou de base de N1 contient la place q.

Démonstration : Pour un sous-ensemble de places quelconque S de N, I'ajout d'une place ne

change pas les ffansitions d'entrée et de sortie de tout sous-ensemble des places initiales. Il est

évident que tout velrou de N I ne contenant pas la place q est un verrou de N et que tout verrou

de N est un verrou de Nl.

Tout verou de base B de N est un verrou de N I et ne contient pas la place q. Si B n'est pas

un velrou de base de Nl, B est I'union de verrous de Nl qui ne contiennent pas la place q. Ces
verrous étant eux-mêmes des verrous de N, B est I'union de verrous de N, ce qui est

contradictoire avec I'hypothèse que B est un verrou de base de N. Ceci termine la

démonstration que tout verrou de base de N est un verrou de base de Nl.

Tout verrou de base B de Nl est tel que oBcB.. Si il ne conrienr pas la place q, alors il est

un velrou de N. Nous démontrons que dans ce cas il est aussi un verrou de base de N. En

effet, si il n'est pas un verrou de base de N, alors il est I'union d'autres verrous de N qui sont

t t2



eux mêmes des verrous de N1 (voir la première partie de la clémonstration), ce clui impliclue que
B n'est pas un verrou de base de N1. Nous sommes alors en contradiction avec I'hypothèse.

Q.E.D.

Par ailleurs, le fait que tout verrou de base de N est un verrou de base de N 1 implique que le
nombre de verrous ne peut qu'augmenter ou rester le même après I'ajout d'une place.

Corollaire 5.3 : En ajoutant un ensemble de places à un réseau de Petri, le nombre de verrous
ne peut qu'augmenter ou rester le même. Les nouveaux verrous de base contiennent au moins
une des places ajoutées.

Propriété 5.3 : Si I'on ajoute une place d'entrée (voir Chapitre 2, paragraphe 2.2.2) à un
réseau de Petri, cette place est un nouveau verrou de base.

Pour étudier I'influence des places ajoutées sur l'évolution de Ia base pour rout réseau de
Petri ordinaire, nous présentons d'abord les résultats de IERW et al.94l, puisque I'algorithme
que nous proposons est une extension de leurs résultats. IERW et al. 94] ont notamment
introduit un type de matrice, appelée matrice d' incidence cle signes, et des règles
opératoires, dont les définitions sont les suivantes.

Définit ion 5.1 : Pour un réseau de Petri  N avec n transit ions et m places, la matrice
d'incidence de signes est A=[aij] de dimension nxm, est définie comme suir :

uij = * si la place pj esr une place de sonie de la transition t;;

aij = si la place pj est une place d'entrée de la transition ti;

ail = * si la place pj est une place d'entrée et une place de sortie de la transition t1:
aij = 0 s'il n'y a pas d'arc reliant la place p; et la transition t;.

Définition 5.2 :L'opération d'addition, notée par @, est une opération binaire commutative
sur I 'ensemble ={*, -,0, t}.  El le est définie comme suit:

+@-=t ,
+ @ ) * = *

a (Da=a ,

t@a= t ,

0@a=a ,

Vae  E ,

Vae  E ,

Vae  E .

A partir de la matrice d'incidence de signes et de I'opération d'addition, Ies auteurs cités
ci-dessus ont ensuite établi une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de
places soit un verou.
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Théorème 5 .5  IERW e t  a l .  941  :  Un  ensemb le  de  k  p laces  S={p t ,  p2 , . . . . pk }  es r  un
vetrou (resp. trappe) dans un réseau de Petri N si et seulemenr si l'addition des k vecreurs
colonnes de la matrice d'incidence de signes A, Al @ Az @ ... O Ap ne contienr aucune
composante "+" (resp. "-"), où A1 est le vecteurcolonne correspondant à la place p;, j: I,2,
. . . ,  k .

Définition 5.3 : Un velrou est dit un verrou minimal de la ptace p si il 'Contient la place
p et si il n'est pas inclus dans aucun autre verrou contenant la place p.

Un verrou minimal d'une place possède la propriété suivante.

Théorème 5.6 IERW et al. 941 : Un vemou est un verrou minimal de la place p si et
seulement si il est un verrou de base du réseau.

Il faut noter qu'un velrou minimal de la place p n'est pas nécesiairement un verrou minimal
du réseau puisqu'un velTou de base n'est pas nécessairement un verrou minimal. Mais I'union
des ensembles des verrous minimaux de toutes les places constitue la base des verrous du
réseau. Il contient donc tous les verrous minimaux.

Nous nous intéressons maintenant à I 'ensemble des verrous rninirnaux SB-; <te la place p.,

dans lequel chaque venou est un verrou de base qui contient la place pj er qui appartiennent à un
réseau de Petri N ayant m places et n uansitions et dont la marrice d'incidence de signes est A.
L'algorithme suivant a été proposé par IERW et al. 94] pour calculer cer ensemble.

Algorithme 5.2 (Chercher les verrous minimaux de la place p1) :

C'est une méthode arborescente. Dans cet arbre, un noeud h est représenté par un sous-
ensemble de places P6 ainsi qu'un vecteur colonne V6 qui est I'addition des vecteurs colonne

correspondant aux places de ce sous-ensemble. Un næud descendant d'un næud comporte une
place supplémentaire. De plus, dans le déroulement de I'algorithme, les noeuds sont regroupés
dans deux listes : nouveaux et feuilles. voici le détail de I'algorithme.

l. Poser le noeud o comme la racine de I'arbre, où Po=[pi], Vo=Aj, et le mettre dans la liste

des nouveaux noeuds. Initialiser la liste "feuilles" à vide. nouveaux:={o}, feuilles:=@.

2. Tant que nouveaux + @ faire

2.1. Sélectionner un nouveau noeud he nouveaux, l 'él iminer de la l iste nouveaux :
nouveaux :=nouveaux- [ h ] .
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3.

2.2.  S i  V1 ne cont ient  aucun é lément  "+" ,  le  met t re  dans la  l is te  des feu i l les :
feui l les:=feuil lesu,r{h} et al ler en Z.l;  Sinon conrinuer.

2.3. Sélectionner un des éléments "+" dans V5.

2.4. Trouver la ligne, notée i, correspondant à l'élémer.lt "+" dans V5.

2.5. Pour toute colonne k tel le que ai,te {-, t},  créer un nouveau næud h'tel que
Ph'=Phv{pt} et Vh'=Vh@ Ak, et le mettre dans la l iste de nouveaux noeuds:

nouveaux:=nouveaux\J { h' },  f inpour.

f intantque.

L 'ensemble des verrous min imaux porent ie ls  de la  p lace p i  esr  a lors
SB l := {Ph lhe  f eu i l l e s }

Eliminer les verrous non minimaux. Tant qu' i l  existe un ensemble de places Ple SB3 tel
qu' i l  existe un autre ensemble P2e SBi tel que P2EPI, alors Pl n'esr pas un verrou
minimal de la place p1. I l  faut l 'él iminer : SB;:=SB;-[P1 ], f intantque. .

La raison pour laquelle nous choisissons un élément "+" cluelconclue esr que les autres
éléments "+" ne sont pas modif iés dans les noeuds descendants. Nous pouvons donc les
considérer ultérieuremen t.

En utilisant I'algorithme 5.2 pour toutes les places du réseau, nous obtenons un ensemble
des verrous minimaux SB, pour chaque place p;, j=1 ,2, . . . ,  m. L'union de ces m ensembles,

c'est-à-dire -9Ê U SB;, nous fournit la base du réseau.
l< jsm

Exemole 5.2

Considérons le RdP Nl de I'exemple 5.1. Sa matrice d'incidence de signes A est la suivante:

[ -  +  0  0  O l t r
t t
I+  -  0  *10

A= l  I
l 0  +  0  0 l t : '
t l

L0 - + + - l t+
pl p2 p3 p4 p5

115



Pourconstruire I 'arbre de verrous minimaux de la place pl, nous uti l isons I 'algorithme5.Z.
Nous posons d'abord le næud 1 tel que P1=[pl ] comme la racine de I'arbre, le vecteur V1 est
alors,

La 2-ème composante de V1 est "+" et dans la 2-ème ligne de A, il existe deux composanrcs
"-" qui se trouvent respectivement dans les colonnes 2 et 3. Les vecteurs colonnes A2 et A3 de
A correspondant respectivement aux places p2 et p3 peuvent s'ajouter à V1 pour neutraliser la
composante "+" de V1. Après I'addition respective de A2 et de A3 à V1, nous obtenons deux
nouveaux noeuds 2et3 tels que Pz=[pl,p2) et P3=[pl, p3] et .

Pour le vecteur colonne V2, il existe un élément "+" dans la 3-ème ligne et, dans la 3-ème
ligne de A, il existe une composante "-" au niveau de la 4-ème colonne. La place p4 peut être
ajoutée à P2 pour construire le næud 4 tel que Pa={pl , p2,p4) et

Le noeud 4 est un nouveau noeud pour Iequel il n'y a pas de composante "+" dans le vecteur
V4. Donc il devient une feuille, la liste feuilles devient donc {4}.

Pour le noeud 3, il existe un élément "+" dans la 4-ème ligne du vecteur V3. Et dans la 4-

ème ligne de A, il existe deux composantes "-" se trouvant respectivement dans les colonnes 2
et 5. Ces places peuvent s'ajouter au noeud 3 pour créer les noeuds 5 et 6 respectivement. Nous
obtenons donc, P5={p1, p3, p5} et P6=[p1 , p3, p}l et

hlv = At =L:]

e Vr=v @Ar 
lil'Ë]=Lil

vz V @Az lil*li] [i]

Y+ Yz@A4 
[l]*|:] [l]

ev'=v:@A2[t]*[,][l]Vs vr@As-[']"Ël 
ll]
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Les noeuds 5 et 6 sont des descendants clu noeud 3. Ce sont deux nouveaux noeuds. Dans
V5 correspondant au noeud 5, il n'existe plus de c<lmp<lsante "+". Ce noeucl clevient donc une
feuil le. La l iste "feui l les" devient d'nc feuil les={4,5}. Dans le vecreur V6 correspondant au
noeud 6, il existe un élément "+" à la 3-ème ligne. Nous rrouvons dans la 3-ème ligne de A,
une composante "-" dans la 4-ème colonne. Nous pouvons donc créer un noeud 7, descendant
du noeud 6 avec la place p4. Donc, P7={p1, p3, p5, p4} et

Vz=V6OA+-

Le noeud 7 est un nouveau noeud dans lequel il n'existe plus d'élément "+". Il devient donc
une feuil le. La l iste "feui l les" est alors {4, 5,7]1. I l  n'y a pl 'us de nouveaux noeuds, et
I'algorithme se termine.

L'arbre correspondanr à la place pl est représenté dans Ia figure 5.2.

Ip l ,  p2 ,  p4 ] Ip1 ,  p3 ,  p5  ]

Figure 5.2 L'arbre des verrous minimaux de la place p1

Il y a au total 3 feui l les correspondanr aux 3 verrous pl=[pr, pz,p4l,p2={pl,p3, p2,p4)
et P3= {pl, p3, p5}. Parmi ces 3 velrous, PlcP2 , P2 n'est donc pas un verrou minimal de
pl. Pl et P3 sont des verrous minimaux de pl et des verous de base du RdP N. Finalement,
SB1={P1 ,  P3 }=  { { p l ,  p2 ,  p4 } ,  { p1 ,  p3 ,  p5 } }

En appliquant I'algorithme 5.2, nous pouvons également construire les arbres des verrous
minimaux pour les places p2, p3, p4 et p5. Ils sont représentés dans la figure suivante :

lil*L:lLl

Ip l ,  p3 )

{p l ,  p3 ,  p2}

{p1 ,  p3 ,  p2 ,  p4 l
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{p3, p5 }

b) L'arbre pour p3.

c) L'arbre pour p4. d) L'arbre pour p5.

Figure 5.3. Les arbres des verrous minimaux

L'ensemble des verrous minimaux de la place p2 est SB2= 1 {p I , p2, p4 } } .

L 'ensemble des verrous min imaux de lap lace p3 est  SB3={(p l ,p2,  p3,  p4} ,  {p3,p5}} .

L'ensemble des verrous minimaux de la place p4 est SBa= [ [pl , p2, p4 ] , I p l, p2, p4, p5l ,
[ p3 ,  p4 ,  p5 ]  ] .

L'ensemble des verrous minimaux de la place p5 est SB5=[{p1, p2, p4, p5}, (p3, p5}}.

Donc  l a  base  des  ve r rous  de  N  es r  -98=r f=5sB t= { {R t ,  p2 ,  p4 } ,  {p1 ,  p3 ,  p5 } ,

{p l ,  p2 ,  p3 ,  p4 } ,  {p3 ,  p5 } ,  [ p3 ,  p4 ,  p5  l ,  [ p l  ,  p2 ,  p4 ,  p5 ]  l .  .

@to't

I
Q tor, ott

À ,or ,  pr ,  p4)

a) L'arbre pour p2.

Ip3 ,  p2 ]

{p3 ,  p2 ,  p l  }

{ .p3 ,p2 ,  p l ,  p4}

[p4, p2)

p4,p2, pl) {p4 ,  p5 ,  p2}

{ p4, p5, p3 }

{p4, p5, p2, p1 )

Ip5 ,  p2  ]
{p5 ,  p3}

I  p5 ,  p2 .  p l  I

{p5 ,  p2 ,  p l ,  p4}
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D'après la définition de la base des verrous. si n<lus connaiss<lns la base des verrous, alors

nous pouvons connaître faci lement tous les verrous minimaux. Sel<ln Ie théorème 5.4,lorsque

nous ajoutons une place, les nouveaux verrous de base du réseau <lbtenu contiennent toujours

cette place. Pour la même raison, les nouveaux verrous minimaux contiennent toujours cette
place. Et les verrous de base (resp. les verrous minimaux) dLr réseau d'origine sont toujours des

verrous de base (resp. des verrous minimaux) dans le nouveau réseau. Par conséquent, si nous

connaissons la base des verrous (resp. les verrous minimaux) du réseau d'origine et si nous

pouvons calculer les nouveaux verrous de base (resp. les nouveaux verrous minimaux)

contenant la place ajoutée, alors nous connaissons la base des verrous (resp. les verrous

minimaux) du réseau obtenu.

Les raisons pour lesquelles nous distinguons les nouveaux verrous de base et les nouveaux

verrous minimaux est que : 1) le volume de calcul pour trouver les nouveaux verrous minimaux

est beaucoup moins important que celui qui est nécessaire pour nouver les nouveaux verrous de

base lorsque nous ajoutons des places (on peut le voir à partir des algorithmes suivants); 2)

pour vérifier certaittes propriétés, par exernple I'absence de blocage ou la vivacité (voir la

section 5.4), nous n'avons besoin que de calculer les verrous minimaux.

Dans la pratique, nous pouvons rencontrer des cas part icul iers oùr nous connaissons toutes

les transit ions dont nous avons bes<lin dans un modèle RdP existant et où n<lus n'ajoutons que

des places dans la construction à venir. Par exemple, nous pouvons n'ajouter que des places de

ressources partagées dans un graphe d'événements (voir la section 5.5). Ce qui rend ce qui

précède particulièrement intéressanr.

Dans la suite, nous distinguons deux cas de figure : dans I'un nous cherchons les verrous

minimaux et dans I'autre la base des verrous.

5.3.1 Détermination des verrous minimaux du réseau

Dans ce paragraphe, nous considérons un réseau N avec un ensemble de verrous minimaux

SM: ={St ,  52, . . . . ,  Sr} .  Nous a joutons une p lace q au réseau N pour  consrru i re  N1.  Nous

savons que Ies velrous minimaux de N sont également des verrous minimaux de N1. Si nous
pouvons trouver les nouveaux verrous minimaux, alors nous connaissons tous les verrous

minimaux de N1. Selon le théorème 5.6, tout verrou minimal S de la place q est un verrou de

base de N1. Nous savons également qu'un verrou de base n'est pas nécessairement un verrou

minimal de Nl, autrement dit, un verrou minimal de la place q n'est pas nécessairement un

verrou minimal de Nl. Pour vérifier si un tel S est un verrou minimal de Nl, nous devons Ie
comparer avec les verrous Si de 5M Si il existe un verrou Sie -SAl tel que S;cS, alors S n'est

pas un verrou minimal de N1, sinon S est un nouveau verrou minimalde N1.
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L'algorithme suivant est basé sur cet idée. Il permet de trouver les nouveaux verrous
minimaux contenant la place q dans le réseau N I obtenu après I'ajout de la place q au réseau N,
en connaissant l'ensemble des verrous minimaux de N. -ç14

Algorithme 5.3 (Chercher les verrous mininraux lorsqu'on ajgute une place q) :

Considérons un réseau de Petri N dont I'ensemble des verrous minimaux est.çff. Nous

ajoutons une place q à N pour construire Nl.

1. Construire I'arbre de verrous minimaux qui correspond à la place q et I'ensemble des verous
minimaux SBq en utilisant I'algorithme 5.2.

2. Eliminer les verrous minimaux de la place q qui ne sont pas des verrous minimaux de N1.

Pour tout verrou S appartenant à SBq, si f S'e SM telque S>S;, alors S n'est pas un verrou

minimal de N1, i l  faut l 'él iminer : SBo=Sno-15;.

3. L'ensemble des verrous minimaux de Nl esr alors SMç9,74.:.5ru. ô

Exemple 5.3

Considérons le RdP Nl de la figure 5.1. Nous y ajoutons une place p6 pourconstruire le
Éseau N2 représenté dans la figure 5.4. Sa matrice d'incidence de signe A est :

000
0+

0-0
++-

Figure 5.4 RdP N2

L 'ensemb ledes  ve r rous  m in imaux  de  N l  es tJ i l f = { {p l , p2 ,  p4 } ,  {p1 ,p2 ,p3 } ,  {p3 ,p5 } } .
En utilisant I'algorithme 5.2 pour la place p6, nous obtenons les verrous minimaux de la place
p6,  SM6=1[p l ,  p2,  p6] ,  {p1,  p3,  p5,  p6 l } .  Le verrou {p l ,p3,  p5,  p6}  n 'est  pas un verrou

minimal de N2 puisqu' i l  contient le verrou minimal {p3, p5}. L'ensemble des verrous
minimaux de Nl est alors SMy =l lpl,  p2, p4), [pl ,  p2, p3], {p3, p5 }, {p1, p2, p6} }. .

pI
:*l
'0 1
. l. _  |

I
,0.1

^l'i
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5.3.2 Détermination de la base des verrous

Dans ce paragraphe, nous considérons un réseau de Petri N=(P,T) dont la base des verrous

est-SE: ={St, 52,... . ,  SU} et dans lequel nous ajoutons une place q pour construire Ie réseau

N1. Selon le théorème 5.4, nous savons que les verrous de base de N sontdes verrous de base

de Nl et qu'un nouveau verrou de base contient la place q.

Selon I'algorithme 5.2, nous pouvons trouver I'ensemble des verrous minimaux de la place

q du réseau Nl, noté par SBq. D'après le théorème 5.6, tout verrou de SBq est un verrou de

base de N1. Par contre, I'algorithme 5.2 ne permet pas de trouver tous les verrous de base

contenant Ia place q, puisqu'il existe des verrous de base de Nl contenant la place q qui ne sont

pas des verrous minimaux de la place q. A titre d'exemple, considérons le réseau de Petri de la

f igure 5.2. L'ensemble des verrous minimaux de la place p6 est.SM6 = { {p1, p2, p6}, {pl,
p3, p5, p6) l  alors que I 'ensemble de nouveaux verrous de base de Nl est { {p1, p2,p6l,

{p l ,  p3,  p5,  p6} ,  {p1,  p2,p3,  p6} ,  {p l  ,p2,p5,  p6}  } .  Parmi  ces nouveaux verrous de base,

{pI, p2, p3, p6}, {pl, p2, p5, p6} ne sont pas des verrous minimaux de la place p6 puisqu' i ls

couvrent le verrou {p1, p2, p6}.

Pour reffouver tous les ven'ous de base, une méthode directe est d'utiliser I'algorithme 5.2

pour chaque place de Nl. Cette méthode permet de trouver la base des verrous de N1. Mais

dans ce cas, nous ne pouvons pas profiter de la connaissance de la base de verrous de N. Læ

volume de calcul est donc important. Pour éviter cet inconvénient, nous cherchons un

algorithme qui ne calcule que les nouveaux verrous de base de N I .

Avant de poursuivre, nous introduisons la définition suivante qui est analogue de celle du

verrou minimal de la place de [ERW et a1.94].

Définition 5.4 : Pour deux places données p et q, un verrou est dit verrou minimal des

deux places p et q s'il contient ces deux places et si il n'est inclus dans aucun autre verrou

contenant ces deux places.

L'algorithme suivant perrnet de calculer I'ensemble de verrous-minimaux des deux places p

et q.

Algorithme 5.4 : (Chercher I'ensemble de verrous-minimaux de deux places pi et pj)

1 . Constmire un nouveau nceud o comme Ia racine avec Po= { pi, pi ), V'=A;OA' et le mettre

dans la liste des nouveaux noeuds : nouveaux:={o}. Initialiser la liste des feuilles à vide.

feuilles:=O.
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[.es étapes 2-4 sont identiques à celles de I'algorithnre 5.2.

Dans ce qui suit, SM;; designe I'ensemble des verrous minimaux des deux places pi et pj.

Théorème 5.7 : Pour tout verrou minimal de la place pi, Sil il est un verrou-minimal des

deux places p; et p; s'il contient la place p;.

Démonstration. Supposons que 51 ne soit pas un verrou minimal des deux places p; et pi. Il

existe alors un verrou V contenant les places pi et pj tel que VcS;. Comme V et S; contiennent

tous les deux la place p;, d'après la définition, Si n'est pas un verrou minimal de la place pi, ce

qui est en contradiction avec I'hypothèse du théorème. Q.E.D.

Revenons maintenant à la recherche de la base

d'une place q au réseau N.

des verrous du réseau obtenu après I'ajout

Théorème 5.8 : Pour toute place pe P du réseau N, un verrou minimal S des deux places p et

q est un verrou minimal de la place p dans Nl si et seulement si S ne couvre pas un verrou de

base de N contenant la place p.

Démonstration : (Condition nécessaire) Evident d'après la définition du verrou minimal de la

place p.

(Condition suffisante) Nous démontrons la condition suffisante par I'absurde. Supposons que

S ne soit pas un velrou minimal de la place p dans N1. Il couvre alors au moins un verrou

minimal S'de la place p dans Nl. Selon le théorème 5.6, S'est un verrou de base de Nl.

Puisque S ne couvre pas un verrou de base de N contenant la place p ( l 'hypothèse du

théorème), alors S' ne couvre pas non plus un verrou de base de N contenant la place p. Le

Théorème 5.4 implique que S' contient aussi la nouvelle place q. Selon le théorème 5.7, S' est

aussi un velTou minimal des deux places p et q, ce qui est contradictoire avec le fait que S est un

verrou minimal des deux places p et q.

D'après le théorème 5.8, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 5.4 : Pour toute place pe P, un verrou minimal S des

verrou minimal de la place p dans Nl si et seulemenr si S ne couvre

qui est un verrou minimal de la place p.

Q.E.D.

Le Théorème 5.6 montre que pour trouver la base des verrous de Nl, il suffit de connaître

tous les velrous minimaux de la place p pour chacune des places du réseau N l. Pour toute place

deux places p et q est un

pas un verrou de base de N
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pc P, les velrous minimaux de la place p dans N I peuvent être dist ingués en cieu.x types : ceux
qui contiennent la place q et ceux qui ne la contiennent pas. Les verrous du premier type font
déjà panie de la base des verrous de N. Ceux du deuxième type sont des verrous minimaux des
deux places p et q selon le Théorème 5.7 . Par conséquenr, connaissant déjà Ia base des verrous
du réseau N, pour connaître la base des verrous du réseau N1, il suffit de conrraître les verrous
minimaux des deux places p et q pour toute place pe P, et les verrous minimaux. de la place q.

A partir de ces remarques et en utilisant les théorèmes 5.7 et 5.8, I'algorithme suivant perrnet
de trouver la base de verrous du réseau Nl obtenu après I'ajout d'une place q au réseau N,
lorsqu'on connait la base des verrous de N, dont I'ensemble est noté s6.

Algorithme 5.5 : (chercher la base des verrous lorsqu'on ajoute la place q)

Considérons un réseau de petri N=(p,T) avec m places et n transitions. La base des verïous
de N est 5E Nous y ajoutons une place q pour construire Nl. Nous cherchons la base de Nl,
notée 581.

I . Calculer I'ensemble de verrous minimaux de la place q, SBq, en utilisant I'algorithm e 5.2.

2. 5f1= 5'4r5"U.

3. Pour toute place pe P faire

3.1 Calculer I'ensemble de verrous minimaux des deux places p er q de Nl en utilisant
I'algorithme 5.4 et noter cet ensemble SMp,q.

3-2Identifier I'ensemble des verrous minimaux de Ia place p appartenant à s.i, noté SBo.

3.3 Pour tout verrou S de SMo,u, si S D S', VS'e SBp, alors poser SB1-.= SSru{S}.

4. 531 est la base des verrous de Nl. o

Exemple 5.4

Considérons le RdP N2 de la figure 5.2.La nouvelle place est p6. La base <ie verrous de N1
es t JE l= [  [ p1 ,  p2 ,p4 ] ,  { p l , p3 ,  p5 } ,  t p l ,  p2 ,p -a ,  p4 } ,  { p3 ,  p5 } ,  { p3 ,  p4 ,  p5 } ,  { p l ,  p2 ,
p4 ,  p5 )  ) .

En utilisant I'algorithme 5.2, nous trouvons que I'ensemble des verrous minimaux de la
p lace p6 est  586 = {p1,  p2,p6} ,  {p1,p3,  p5,  p6)  }
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Les ensembles des verrous minimaux des deux places pi (où

son t  :

SM1 ,6= { [p1 ,  p2 ,  p6 ) ,  { p1 ,p3 ,  p5 ,  p6 l } ;

SM2,6=(  [p l ,  p2 ,  p6 ] ] ;

SMI,O={ Ip l ,  p2,  p3,  p6} ,  {p l ,  p3,  p5,  p6}) ;

SM+,6={ {p l , p2 ,  p4 ,  p6 } ,  {p l ,  p3 ,  p4 ,  p5 ,  p6 } } ;

SM5,6={ {p1 ,  p2 ,  p5 ,  p6 } ,  {p l ,  p3 ,  p5 ,  p6 } f  .

N2

Les ensembles de vorrous minimaux de la place pi ( où i = l, ..., 5) dans Nl sont

SB1={  {p l ,  p2 ,  p4} ,  {p1 ,  p3 ,  p5} } ;

SB2=[ lp l ,  p2,  pa]] ;

SB3={  {p l ,  p2 ,  p3 ,  p4} ,  {p3 ,  p5} } ;

SBa={ {p l ,  p2 ,p4 l ,  l p3 ,  p4 ,  p5 l } ;

SB5={  {p3 ,  p5} ,  {p l  ,  p2 ,  p4 ,  p5}  } .

Après élimination des verrous qui ne sont pas des verrous de base de N2, nous obtenons la
base des  ver rous  de  N2,  S tsz-  { {p l ,  p2 ,  p4} ,  {p1 ,  p3 ,  p5} ,  [p I ,p2 ,p3 ,  p4 ] ,  {p3 ,  p5) ,

{p3 ,  p4 ,  p5} ,  {p l ,  p2 ,  p4 ,  p5} ,  {p l ,  p2 ,  p6} ,  {p l ,  p3 ,  p5 ,  p6 f  ,  {p l ,  p2 ,  p3 ,  p6} ,

[p1 ,  p2 ,  p5 ,  p6 ] ] .

Dans cette section, nous avons étudié le cas où nous ajoutons des places. Avec les résultats

obtenus, nous pouvons trouver la base des verrous du réseau obtenu par de cet ajout, à partir de
la base des verrous du réseau d'origine et en cherchant les nouveaux verrous de base contenant

des places ajoutées. Dans la section suivante, nous présentons une méthode simple pour

chercher la rappe maximale dans un verrou.

5.4 CALCUL DE LA TRAPPE MAXIMALE CONTENUE DANS
UN VERROU

Dans les deux sections précédentes, nous avons montré comment calculer la base des
verrous ou les verrous minimaux du réseau obtenu après avoir ajouté des transitions ou des
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places à un réseau existant. Pour vérifier certaines propriétés structurelles, comme la vivacité et
I'absence de blocage par exemple, nous avons besclin de savoir si il existe une trappe contenue
dans un vemou minimal. Dans cette section, nous présentons une méthode simple qui permet de
trouver la trappe maximale contenue dans un verrou.

D'après la définition d'une trappe, un ensemble de places S est un verrou, mais il n'est pas

une trappe, si et seulement si 3qe S tel que 3te qo tel que tofiS=O. Nous savons que de telles
places ne fait pas pa-rtie de la trappe maximale contenue dans un verrou. Donc nous faisons

S'=S-{q} et nous continuons à étudier I'ensemble S'. Ce processus continue jusqu'à obtenir un
ensemble S"çS dans lequel il n'existe plus de place du type q. Comme I'ensemble S des places

de départ, est fini, ce processus se termine après un nombre fini d'itérations. Si g"*@, alors S
contient une trappe S"; sinon S ne contient pas de trappe.

Selon le théorème 5.5, nous savons qu'urr ensemble de places S={pt, p2, .. . .pk} est un
verrou (resp. une trappe) si et seulement si le vecteur V obtenu, par I'addition des k vecteurs
colonnes Ai (où i=1, ..., k) ne contient aucune composante "+" (resp. "-"), où A1 est le vecteur

colonne de la matrice d'incidence de signe correspondant à la place pi. Un ensemble de places

est un verrou/trappe si et seulement si le vecteur V ne contient ni c<lmposante "+", ni

composante "-". Si le vecteur V cortt ient au nroi lrs ul)e composante "-", alors I 'ensemble des
places correspondant au vecteur V n'est pas une trappe.

Algorithme suivant perrnet de trouver une trappe dans un verrou.

Algorithme 5.6 : (Chercher la trappe maximale conrenue dans un verrou)

Considérons un réseau de Petri N=(P, T) dont la

dimensions nxm. Soit S={pt, p2, .. . .pk} un verrou de

1.  Poser  S '=S.

matrice d'incidence de signe est A, de

v
NetV=èR, .

I

2.

a
J .

Vérifier si S est un verrou/trappe. Si V ne contient aucune composante "-", alors S est un
verrou/trappe, fin de I'algorithme; sinon continuer.

Tant que V contient une composant "-", faire

3.1. Sélectionner une composante "-" dans V et identifrer la lignes correspondante iet faire
S' :=S' -  {p je  S '  I  A1r=-  1 I  .

3.2. Si S'=O, S ne contient pas de trappe, fin de I'algorithme; sinon faire V=o@ .Ar.

Si S'=O, S ne contient pas de trappe; sinon S' est la trappe maximale contenue dans S. r4 .
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Exemple 5.5

Considérons un verrou minimal lpl,  p2, p4)dans la f igure 5.4. Poser S'={pl, p2, p4).

V=At (D Az @ Aa =[t, t, -, tlr. A'étape 2, rtous savons que S n'est pas un verrou/trappe. A
l'étape 3, nous trouvons une composante "-" à la troisième ligne, qui correspond à la place p4.

Donc S'=S'-{p4}. L'addition les vecteurs colonnes correspondant aux places de S'nous donne
V=Al  @ AZ= [1,  t ,  + ,  - ] r .Puisque la  4-ème composante de V est  " - " , .S 'n 'est  pas une

trappe. En supprimant la place correspondante p2, S'={pl}.A la f in de I 'algorithme, nous

obtenons S'=O. Donc le verrou {pl, p2, p4} ne contient pas de trappe. r

5.5 ABSENCE DE BLOCAGE

Dans les trois sections précédentes, nous avons développé des méthodes pour rechercher la

base des venous et I'ensemble de verrous minimaux dans les réseaux de Petri qui modélisent

des systèmes que I'on conçoit de manière incrémentale. Dans cette section, nous étudions

I'absence de blocage en utilisant les méthodes basées sur les verrous et les trappes. Nous

étudions d'abord I'absence de blocage pour un réseau de Petri ordinaire quelconque. Ensuite

nous présentons une principe de recherche des marquages initiaux pour que le réseau soit sans

blocage-

5.5.1 Vérif ication de I 'absence de blocage pour un réseau de Petri  ordinaire

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence une condition suffisante pour que le système

soit sans blocage pour les réseaux de Petri ordinaires généraux. Elle permet de vérifier si le

réseau est sans blocage même dans le cas où certains verrous minimaux ne contiennent pas de

trappe. EIle améliore donc la condition de Commoner considérée jusqu'ici comme la plus

puissante. Cene dernière ne s'applique qu'au cas oùr chaque verrou minimal contient une trappe
marquée. Nous rappelons la condition de Commoner ci-dessous.

Défïnition 5.5 (Condition de Commoner) [COM 721 : lJn réseau de Petri marqué

<N, À{0> est dit satisfaire la condition de Commoner si et seulement si : 1) rour verrou minimal

de N contient une trappe; 2) la trappe maximale de chaque verrou minimal est marquée par Mo.

Propriété 5.4 UIN et al. 801 : Si un réseau de Petri  marqué <N, M0> satisfait la

condition de Commoner, alors il est sans blclcage.

La condition de Commoner est une condition suffïsante pour qu'il n'y ait pas blocage dans
les réseaux de Petri ordinaires. Elle constitue aussi une condition suffisante pour que la vivacité

des réseaux à choix asymétrique (voir Chapitre 2, section 2.5) soit vérifiée, er une condition
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nécessaire et suffisante pour que la vivacité des réseaux à choix libre (voir Chapitre 2, section

2.5) soit vérifiée. Par c<lntre, si dans un réseau de Petri marqué <N, M0>, il existe un veffou

minimal qui ne contient pas de trappe, alors la condition de Commoner ne permet plus de
vérifier s'il est sans blocage. En effet, un verrou contenant une trappe marquée assure que, quel

que soit le marquage atteignable, il contient toujours un jeton. Par conséquent, si nous pouvons

prouver qu'un verrou contient au moins un jeton quel que soit le marquage atteignable, alors le

velTou est toujours actif. Dans le cas contraire, nous avons la définition d'un verrou mortel.

Définition 5.6 : Un velrou est appelé verrou mortel si, soit il ne contient aucun jeton pour

le marquage initial, soit il existe un marquage atteignable dans lequel le verrou n'est pas

marqué.

Il faut noter que le fait qu'un verrou soit mortel ou non est toujours lié au marquage initial.

D'après la définition 5.6, nous avons les propriétés suivanres.

Propriété 5.5 : Un verrou qui contient une trappe marquée n'est pas un verrou mortel (selon

la définition de trappe).

Propriété 5.6. Un réseau de Petri  marclué ne contenant pas de verrou rnininral nrortel est sans

blocage.

Démonstration : Dans un RdP marqué <N, M0>, si il n'existe aucun verrou minimal mortel,

alors chaque verrou minimal contient au moins un jeton pour le merquage initial Mg et pour tout

marquage atteignable. Ceci implique que chaque verrou minimal contient au moins un jeton,

quelle que soit l'évolution du marquage. Donc <N, M0> est sans blocage. Q.E.D.

D'après la propriété 5.6, il est important de vérifier s'il existe des verrous minimaux mortels

dans un réseau marqué. [æ théorème suivant permet de développer une méthode qui permet

d effectuer cette vérification.

Théorème 5.9 : Dans un RdP marqué <N, M0> si, pour chaque verrou minimal S, nous
avons FS >0, alors il n'existe pas de verrou minimal mortel dans <N, MO>. FS est la valeur

optimale du critère du problème de programmarion linéaire suivanr noré (PPL):

E = Y't[rt,o,lt't 
[o-* )

sous les conditions

M=Mo+CY et M>0, Y>0.
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Démonstration : Pour un verrou nrinimal S, si la valeur optimale du critère F5 du problème

de programmation linéaire PPL est supérieure à 0, c'est-à-dire si pour roure solution de

l'équation fondamentale, nous avons IV1pl>tl, alors l'ensemble cles soluticlns de l'équation
p€s

fondamentale inclut I'ensemble des marquages atteignables (voir ICOM et al.91b], proposition

2.1). Alors S contient toujours au moins un jeton, quel que soit le marquage atteignable. Donc

S n'est pas un verrou mortel. Si pour tout verrou minimal S, la valeur optimale du critère F5

ælle que F5)0, alors aucun verrou minimal ne sera vide quelle que soit l'évolution du système,

donc il n'existe pas de verrou minimal mortel. Q.E.D.

Dans un RdP marqué <N, Mg>, il existe deux types de verrous minimaux : les uns

contiennent une trappe marquée, les autres ne contiennent pas.de trappe ou pas de trappe

marquée. Nous savons déjà qu'un verrou minimal contenant une trappe marquée n'est jamais

mortel (propriété 5.6). Nous n'avons plus qu'à vérif ier les verrous minimaux qui ne

contiennent pas de trappe ou pas de trappe marquée. [æ corollaire suivant permet de résoudre ce

problème.

Coro l l a i re  5 .5 :  So i t  un  réseau  de  Pe t r i  n ra rc lué  <N,Mg>  donné .  Dés ignons  pa r  5 ,

I'ensemble des ven'ous mininraux cpri rre c<lntienrrent pas de trappe ou pas de trappe marquée.

Si pour tout S€ 5v, nous avons Fs>0, alors il n'existe pas de verrou minimal mortel dans
(N, M6), où F5 est la valeur optimale du critère du problème de programmation linéaire PPL.

D'après le corollaire 5.5, pour vérifier si un réseau marqué comporte des verrous minimaux

mortels, il faut résoudre autant de problèmes de programmation linéaire que le nombre de

velrous minimaux ne contenant pas de trappe ou pas de trappe marquée. Le corollaire suivant

perrnet de vérifier I'existence de verrou minimal mortel en résolvant un seul problème de

programmation quadrati que.

Corollaire 5.6 : Pour un réseau de Petri  marqué (N, M6t donné, désignons par 5y

I'ensemble des verrous minimaux qui ne contiennent pas de trappe ou pas de trappe marquée.

Si F>0, alors il n'existe pas de verrou minimal mortel, où F est la valeur optimale du critère du

problème de programmation quadratique suivant :

F_ ,r*r[,à,,[à-,,,JJ
sous les conditions
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M=Mo+CY

M>0,Y>0

0(zs  <1

I 's = t
SeJv

Démonstration : Nous démontrons ce corollaire par I'absurde. Supposons qu'il existe un
verrou minimal mortel S'e 5y. Alors il y a un marquage atteignable Me R(MO) tel que

M(S')= Ituttpl = 0 et M=Mo+CY. Par conséquent, si nous prenons comme solution zs,=l et
P€S'

Zs=0, pour tout Se 5y et StS', la valeur du critère correspondante du problème PPQ prend la

valeur 0, ce qui est en contradiction avec I'hypothèse que la valeur optimalc du critère est F>0.
Q.E.D.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la propriété 5.7.

Corollaire 5.7 : Si un RdP marqué <N, M0> satisfait la condition du théorème 5.9 ou la

condition du corollaire 5.5, alors il est sans blocage.

Exemple 5.6 :

Figure 5.5 Un RdP <N, M6>

La figure 5.5 représente un RdP marqué <N, Mg> [DIC et al. 93]. Nous voyons qu'il

possède deux verrous minimaux: {p1, p3, p4} et {p2, p3,p4, p5}. Parmi eux, le verrou

{p1, p3, p4} ne contient pas de trappe, tandis que le verrou lp2, p3, p4, p5 } est lui même une

trappe marquée. Par conséquent, ce réseau ne satisfait pas la condition de Commoner. Nous ne

pouvons pas vérifier I'absence de blocage en utilisant la propriété 5.4. Notre méthode permet

d'affirmer que le réseau est sans blocage. Pour cela nous appliquons le corollaire 5.5 sur le
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verrou S={p l ,  p3,  p4 } .  Après résoudre le  problèrne PPL,  r rous obterrons F5=l .Do1c

condition du corollaire 5.5 est satisfaite, selon le corollaire 5.7, <N, M(t> est sans blocage.

Le corollaire 5.7 fournit une condition suffisante d'absence de blocage. Même si il existe un
verrou minimal S tel que la valeur optimale du critère F5 est 0,. il peut très bien ne pas être un
verrou minimal mortel. Ceci vient du fait que toutes les solutions de I'équation fondamentale ne

sont pas des marquages atteignables. Il suffit qu'il y ait un M vérifiant l'équation fondamentale
et qui ne soit pas un marquage atteignable pour que Fs=0. Par conséquent, lorsqu'il existe un

verrou minimal pour lequel la valeur optimale du critère du problème PPL est nulle, nous ne

pouvons pas affirmer que le réseau est sans blocage. Par contre, après I'application du

corollaire 5.5, nous pouvons identifier tous les verrous minimaux qui sont susceptibles d'être
mortels. Désignons par S* I'union de ces veffous minimaux (qui constitue elle même un
verrou). Le théorème suivant permet d'avoir plus dinformation sur I'absence de blocage.

Theorème 5.10 : Si pour un réseau de Petri marqué <N, M0> I'union des verrous minimaux

susceptibles d'être mortels, S*, n'est pas vide, et si il existe une trappe minimale marcluée 51 tel

que Si n(S*)'= @, alors <N, M0> est sans blocage.

Démons t ra t i on  :  S i  i l  ex i s te  une  t rappe  m i r r ima le  marc luée  S1  te l l e  que  S in (S* ) '=@,

aucune place de Sx n'empêche le f ianchissement d'une transir ion de sort ie de S1. Alors les

transitions de sortie de Sl sont toujours franchissables. Donc <N, M0> est sans blocage.
Q.E.D.

L'application du Théorème 5.10 est illustrée par I'exemple suivant.

Exemole 5.7 :

Figure 5.6 Un RdP Nl

La figure 5.6 représente un RdP marqué <N, M9> (voir IPRO et al. 94]) qui a un verrou

minimal S*={p5} et qui ne contient pas de trappe. En uti l isant le corol laire 5.5, la valeur

la

a

p5t6p1
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optimale du critère est F5=Q, Donc nous ne pouvons pas affirnrer clue RclP <N, M0> est sans

blocage. Cependant, il existe une trappe minimale marquée S1 = [p 1 , p2, p3, p4, p5 ] telle que

SinlS*; '= {t6}, donc <N, M0> est sans bl<lcage selon le théorème 5.10. En effet, après le

franchissement de t6, à I'exception de la transition t6, les autres transitions peuvent être

franchies une infinité de fois. L,e RdP marclué <N, M0> est donc sans blocage. o

Si I'on peut déterminer S'*, union des verrous minimaux qui sont véritablement mortels

dans un réseau de Petri marqué <N, Mo>, nous avons le corollaire suivant

Corollaire 5.8 : Le réseau de Petri marqué <N, M0> est sans blocage, si et seulement si iI

existe une trappe minimale marquée S j tel que Si n 15'*;' = 6.

Il est clair que, par la méthode de programmation linéaire, nous ne pouvons que trouver

I'ensemble S* qui est I'union des verrous susceptibles d'être mortels et non I'ensemble 5'* qui

est I'union des verrous minimaux qui sont véritablement mortels. Il reste donc à résoudre le

problème qui consiste à trouver I'ensemble de verrous minimaux qui deviennent vides au cours

de l'évolution du réseau.

5.5.2 Recherche de marquages in i t iaux pour  I 'absence c le  b locage

Lorsque, dans un RdP marqué <N, M6>, il existe des blocages, ou lorsque I'on ne peut pas

être sûr que ce réseau est $ans blocage, nous souhaitons pouvoir trouver des autres marquages

initiaux M6'tel que <N, Mg'> ne comporte pas de verrou minimal mortel. Ceci fait I'objet de ce

paragraphe. Pour un réseau de Petri ordinaire général, nous ne pouvons que garantir qu'il est

sans blocage s'il n'existe pas de verrou minimal mortel. Pour certaines sous-classes de RdP,

par contre, nous pouvons garantir que le réseau est vivant lorsqu'il n'y a pas de verrou minimal

mortel.

L'idée dp la recherche des marquages initiaux qui évitent les verrous minimaux mortels est :

(i) de connaître d'abord les conditions nécessaires sur le marquage initial pour qu'un verrou

minimal ne comportant pas de trappe marquée soit mortel, et,

(ii) de chercher ensuite un marquage initial qui ne vérifie ces conditions nécessaires pour

aucun verrou minimal ne comportant pas de trappe marquée.

Considérons un RdP marqué <N, M0>. Supposons qu'il existe un verrou minimal S ne

contenant pas de trappe marquée et qui devient non marqué pour un marcluage atteignable M,

c'est-à-dire que S est un verrou minimal mortel, ce clui implique que
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où Mlg, Ml et Cl (resp. I|l4Zg,M2 et C2) sont respectivement constitués des lignes de Mg, M

et de C colrespondant I'ensemble des places P-S (resp. S).

Puisque le verrou S est un verrou mortel, alors la relation (5.2) a une solution. La relation

(5.2) peut être réécrite comme suit

ff ct I [-r 'ul
.ll "t l*"=l-rr. l
ll-cz_l L vtz., l
I  Y>0

Selon le théorème de Faraks-Minkowski (voir [PRO et al. 941),

solution si et seulement si le problème suivant a une solution.

(s.3)

le système (5.3) a une

Ivt(p) = o.
pes

En uti l isant la relation (5.1) dans l 'équation

d'inégalités :

I t v t t =M ln+C lxY>0
t "
lV tZ=M2s+C2xY=0
L v>o

(s . l  )

fondamentale, nous obtenons un ensemble

(s.2)

(5.4)

(5 .5 )

(5.6)

f -vno I
ut *l-M2o l> o

L tutzo _J
fclI

ut"l c2 l=<o
L-C2I
Iut l

u=luzl>o
Lu3l

lntroduisons un vecteur v=u2-u3, nous obtenons

u lTxC l+vTxC2(0

ulT x M1g+vTxM29<0
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Si nous pouvons trouver une base [ ( > 0 ) et V, de I'espace vectoriel engendré par les

solutions de I'inégalité (5.5) on obtient , en I'introduisant dans la relation (5.6) :

(u )TxM16+(V) rxM2s<0

La relation (5.6') fournit les conditions à réunir sur le marquage initial pour que le verrou

minimal S soit mortel pour un marquage atteignable. Si I'on arrive à trouver.des marquages

initiaux Mg tel que :

(5 .6 ' )

(5.7)(u)rxM16+(V)rxM2e20

le verrou minimal S sera toujours marqué, quel que soit le marquage atteignable.

Par conséquent, dans un RdP N, tous marquages initiaux M6 tel que la relation (5.7) soient

vérifiée pour tout verrou minimal S ne contenant pas de trappe marquée, alors le réseau

<N, M0> est sans blocage.

Tout ce qui a été présenté ci-dessus est seulement un principe général pour trouver des

marquages initiaux M9 tel que <N, Mg> soit sans blocage. En pratique, il est difficile de trouver

une base I et V. L'exemple suivant i l lustre la procédure pour trouver un marc]uage init ial M6

pour que <N, M0> soit sans blocage clarts un cas part icul ier.

Exemple 5.8 :

Fisure 5.7 Un RdP N

p4

p5

p6
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La f igure 5.7 représente un RdP N dans lequel  i l  y  a  5 verrous min imaux:  {p4,  p5} ,

{p6,p7 } ,  {p l ,  p2,  p3} ,  {p l ,  p3,  p6 l  e t  lp l ,  p2,  p7 ) .  Parmi  ces 5 verrous min imaux,  les

trois premiers sont aussi des trappes, les deux derniers ne contiennent pas de trappe. Pour les

trois premiers verrous minimaux, si il existe un marquage initial Mg tel que :

Ma,o*Ms,o>0 I
Me,o*Mz,o>0 |
Mr ,o+Mz,o+fUr .o t0 j

alors ils resteront toujours marqués.

de l'évolution du

(5 .8 .2 )

(5 .8 .3 )

(5 .8 .4 )

(5 .8 .5  )
(5 .8 .6 )

(5 .8 .7 )

(s .8.8)

(s.8.e)
(5 .8 .  r0)
(5 .8 .11)
(5 .8 .12)

Pour les deux derniers velTous, nous devons trouver dans quelle condition ces verrous ne

seront jamais vide.

Supposons que le verrou minimal Ip1, p3, p6] reste vide.au cours

système, alors M1+M3+M6=9. L'équation fondamentale du réseau N s'écrit :

Mt=Mt,0+y3+yq-yryz=0

M2=M2,6+yl-yÈ0

M3=M3,9+Y2-Yq=0

M4=M4,6+y2-y1)0

M5=M5.0+yr-yz>O

M6=M6,6+Y4-Y3=0

M7=M1,6+y3-y4>0

A part ir des relations (5.8.2), (5.8.4) et (5.8.7), nous obtenons :

y r =M r,0+M6,6+2M3,9+y2
y3=M6,0+y4

y4=tr{3,0+y2

Y1-Y3=Ml,o+Mg,o

M2,g+M1,9+M3,9>0

M+,0-M r,o-M6,9-2M3,920

M5,6+M 1,9+M6,6+2M3,920

M1,6+M6,@0

A partir de ces relations et des relations (5.8.3), (5.8.5), (5.8.6) et (5.14.8), nous obtenons:

Pour que le verrou minimal {p1, p3, p6} ne soit pas mortel, il suffit qu'une des 4 relations
ci-dessus ne soit pas vraie. Puisque le marquage d'une place est toujours supérieur ou égal à 0,
les relations (5.8.9), (5.8.11) et (5.8.12) sont toujours vraies. Parcontre, i l  est possible que Ia
relation (5.8.10) ne soit pas vraie. Donc la condition suffisante pour que le verrou minimal {p1,
p3, p6) ne soit pas mortel est :
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M+,0-M r,o- M6,s- 2M 3,1y<0 (5 . r i .13)

Avec le même raisonnement,  une c<lndit i<ln suff isante pour que le verr<lu minimal

{pl ,p2, p7} ne soi t  pas mortel  esr :

MS,O-M r,O-M7,9- 2M2,6<0 (5 .8 .14)

En tenant compte des contraintes (5.8.13) et (5.8.14) et disent que la rrappe maximale d'un

verrou minimal doit êrre marquée pour le marquage initial, une condition suffisante sur des
marquages initiaux M6 pour que le réseau marqué <N, M6> soit sans est la suivante :

Mo .o *Mz .o>0

M+.0+Ms .o>0

Mr ,o *Mz ,o+M3 ,0  >0

Mr ,o *Me ,o+ZMz .o>Ma ,o

Mr ,o *Mz .o+ZMz .o>Ms ,o

(s .8.1s)

Un marquage  in i t i a l  poss ib le  vé r i f i an t  (5 .8 .15 )  es t  Mg=(0 ,0 ,  l ,  1 ,0 ,0 ,  1 ) .  Avec  ce

marquage initial, <N, M0> sera sans blocage. o

Il faut noter que, pour Lrn RdP N donné, il est p<lssible c1u'avec la méthode décrite ci-dessus,

nous ne trouvons aucun marquage init ial M6 tel que <N, Mg> soit sans blocage, comme le

montre I'exemple suivant.

Exemple 5.9 :

Figure 5.8 Un RdP N

La f igure 5.8 représente un RdP N dans lequel i l  y a deux verrous rninimau* [pl, p2,p4l et

fp l ,p3,p4] .  Le verrou min imal  1 .p1,p2,  p4]  est  lu i  même une t rappe et  le  verrou min imal

[p1, p3, p4] ne contient pas de trappe. Supposons que M1+MI*M4=Q, alors l 'équation

fondamentale du réseau N s'écrit :
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M r =M t.o+y 3+y 4-y 1 -y 2=0
M2=M2.6+yl-y3>0

M3=M3,9+yz-yy0

M+=M+,0+y1-yq=0

Suivant les relations (5.9.1), (5.9.3) et (5.9.4), nous obtenons :

y1=M1,9+M3,0+M4,0+y2

y3=M3,0+y2

y4=M4,9+y2

(5 .e .  1)
(5 .e.2)
(5 .e .3)
(s.e.4)

En introduisant ces relations dans la relation (5.9.2), nous obtenons : M2,g+M1,g+Ma,0>0.

Cette relation doit toujours être vérifiée. Avec la méthode présentée ci-dessus, nous ne trouvons

donc pas de marquage initial M6 tel que <N, Mg> soit sans blocage. En effet, quel que soit le

marquage initial Mg, (N, Mg> sera sujet à blocage. o

5.6 VIVACITE DB SOUS.CLASSES DES RBSBAUX DE PETRI

Dans la section précédente, nous avons étudié I'absence de blocage p<lur les réseaux de Petri

ordinaires généraux. Dans cette section, nous considérons des s<lus-classes de réseaux de

Petri : réseaux à choix asymétrique (voir Chapitre 2, paragraphe 2.5.4) et graphes

d'événements (voir Chapitre 2, paragraphe 2.5.1) augmentés de places de ressources partagées.

Nous verrons que certains résultats développés dans la section précédente peuvent être

appliqués pour la vivacité de ces sous-classes de réseaux de Petri.

5.6.1 Vivacité des réseaux à choix asymétrique

Nous savons que la condition de Commoner est une condition suffisante de la vivacité des

réseaux à choix asymétrique (rappel Chapitre 2, paragraphe 2.5.4). Malheureusement, si dans

un RdP il existe un verrou minimal qui ne contient pas de trappe marquée, la condition de

Commoner ne perrnet plus de vérifier la vivacité.

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence une condition suffisante moins stricte de la

vivacité des réseaux à choix asymétrique. L'idée de départ c<lnsiste à étudier la structure

particulière des réseaux à choix asymétrique. En effet, si dans un réseau à choix asymétrique,

tout verrou minimal ne contenant pas de trappe est toujours marqué quelle que soit l'évolution

du système, alors ce réseau à choix asymétrique est vivant.
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Avant de poursuivre, nous introduisons le lemme suivant.

Lemme 5.1. Dans un réseau à choix asymétrique marqué <N, M9), s'il existe un marquage

Me R(Mg) et une transition t tels que t n'est plus franchissable à partir de M quel que soit le

marquage atteignable, alors il existe un marque M'e R(M) et une place pe ot tels eue M"(p)=Q,

pour tout marquage M"e R(M').

Démonstration. Supposons que la conclusion du lemme 5.1 soit fausse. Cela signifie que

pour tout marquage M'e R(M) et pour toute place p€.t, il existe un marquage M"e R(M') tel

que M"(p)>0.

Dans un réseau à choix asymétrique, pour toute paire de plaies pi, pieP, si pi opi,+@,

alors pi c Rl ou ni = nl Sans perte de généralité, nous pouvons numéroter les places de telle

sor te que p i  e  p i  c . . .Ç p i ,  e t  Çue p;€. t ,  V l< i<k,  où k=lot l .

Notons par  n1 le  p lus pet i t  i  (1<i<k)  te l  c lue M(p;)=O, c 'est -à-d i re  que M(pnl )=0,  e t

M(pj )>0,  V lSjcn l .  Ce n l  ex is te car  s inon M(p. , )>O,  Vl< j<k,  ce qui  impl iquera i t  que la

transition t est franchissable au marquage M, ce qui est en contradiction avec I'hypothèse.

D'après la supposition, il existe un marquage M 1e R(M) tel que M r (pn r )>0. Si nous notons o

la séquence de franchissements correspondante qui conduit le marquage de M à M1. La

transition t ne peut pas figurer dans o, puisqu'elle n'est pas franchissable pour tout marquage

M' tel que M'e R(M) et M1€R(M'). Pour la même raison, pour toute transition r€ pi, l(i<n1,

puisque pi E pir, t ne figure pas non plus dans la séquence o. Ces remarques conduisent à la

conclusion suivante : M1(p1)>M(q)>0, Vl<j<n1. Si nous désignons par n2le plus perit i rel

que M1(p1)=0, les deux cas suivants sont possibles :

(i) n2 n'existe pas, auquel cas toutes les places d'entrée de la transition t sont marquées, t peut

alors être franchie, ce qui est contradictoire avec I'hypothèse du lemme.

(ii) n2 existe, et nous avons alors n2>nl.

Dans le deuxième cas, nous réitèrons le nrême raisonnement à partir de M1 comme à partir de

M et ainsi de suite. Nous arrivons nécessairement à un marquage où toutes les places d'entrée

de la transition t sont marquées. Nous arrivons à la même conclusion clue dans le premier cas,

c'est-à-dire une conclusion en contradiction avec I'hypothèse du lemme.
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Théorème 5.ll : Un RdP à choix asymétricpre marqué <N, M0> esr vivant si er seulement si
il n'existe pas de verrou mortel.

Démonstration : (Condition suffisante) Nous démontrons que si le réseau marqué n'est pas
vivant, alors il existe un velTou mortel. Pour cela, nous construisons un sous-ensemble de
places P'qui est un verrou mortel.

Si le réseau marqué <N, M0> n'est pas vivant, il existe un marquage Me R(MO) et une
transition t qui n'est plus franchissable à partir de M quel que soit le marquage atteignable.
D'après le lemme 5.1, il existe un marque M1e R(M) et une place pe .r rels que M'(p)=O, pour
tout marquage M'e R(Mr). Nous posons P'={p}.

La seule raison possible pour laquelle la place p€ ot n'esr plus jamais marquée à partir de M1
est qu'aucune de ses transitions d'entrée n'est franchissable à partir de M1. Chacune de ces
transitions possède donc la même propriété que la transition t. Pour chacune de ces transitions,
nous pouvons alors trouver au moins une de ses places conespondante. Ces places sont aussi
incluses dans I 'ensemble P'. A part ir de ces places, nous pouvons encore trouver des
transit ions non franchissables à part ir desquelles nous pouvons trouver des places non
marquées et ainsi de suite. L'ensemble P' évolue jusqu'à arriver à une siruarion où P' n'évolue
plus. Cette situation existe nécessairement, puisque P' est un sous-ensemble de P qui est lui-
même un ensemble fini. Par construction, il existe un marquage atteignable à partir de M tel
qu'aucune des places appartenant à P' n'est marquée. Par construction, pour toute transition
t€ oP', t n'est pas franchissable, alors au moins une de ses places d'entrée appartient à p'.

C'est-à-dire qu' i l  existe une place pe P' tel le que p€ or, ce clui implique que t€ (p'). .  Ceci
démontre que P' est un velrou. Comme il n'est plus marqué à partir d'un certain marquage,
c'est un verrou mortel.

(Condition nécessaire) Lorsqu'il existe un verrou minimal mortel S, il existe un marquage
atteignable M dans lequel S n'est plus marqué. Nous savons qu'un verrou vide reste vide quel
que soit le marquage atteignable. Les transitions de sortie de S ne peuvenr plus jamais être
franchissables, donc <N, M0> n'est pas vivant. Q.E.D.

En utilisant ce théorème, nous avons la propriété suivante.

Propriété 5.7 : Si un RdP à choix asymétrique marqué <N, M0> satisfait la condirion du
théorème 5.9 ou la condition du corollaire 5.5, alors il esr vivanr.
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Exemple 5.10:

Figure 5.9 Un RdP à choix asymétrique <N,M6> vivant

La figure 5.9 représente un RdP à choix asymétrique marqué <N, M0> (voir [MUR 89])

dans lequel i l  y a un seul verrou minimal marqué S={pl ,p2, p3, p4} ne conrenant pas de

trappe. En utilisant le problème PPL à S, nous obtenons Fs=l, la condition du corollaire 5.5 est

satisfaite. Par conséquent, selon la propriété 5.7, le réseau <N, M0> est vivant. o

5.6.2 Vivac i té  et  révers ib i l i té  des graphes d 'événements augmentés de p laces

de ressources partagées

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux réseaux de Petri obtenus par l'ajout de places

de ressources partagées à des graphes d'événements (voir Chapitre 2, paragraphe 2.5.1)
existants. Un tel réseau de Petri <N, M6>, composé de deux ensembles de places P et {et d'un

ensembles de transitions T. est défini de la manière suivanre :

<H1> L'ensemble des places P et I 'ensemble des transit ions T forment un graphe

d'événements, noté par G. Nous remarquons que G peut ne pas être connexe.

<H2> Chaque place de ressource partagée re (est liée à kr>1 couples de transitions dont

I ' ensemb lees tno tépa rDr := { ( t | , t f r ) , ( r l z , r l z ) , . . . , ( t L - , r ' r r r - ) ] , où t l ; ,  r l i €T ,V l< i<k . .

Dr satisfait les conditi<lns suivanres :

i )  ro  -  { t ! ,  t12, . . . ,  t l r ,  }  e t . r  =  { t f r , r fz , . . . , t ip ,  } ;

i i )  t i i  * t l '  et t t6; ro t l1, pour i* j ,  Vi, je Nr, où N1={1,2, . . . ,  kr};

iii) Si tl * tf1, il existe un chemin élémentaire Of dans G reliant ti; à ti;.
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<H3> Chaque circuit élémentaire dans G est rnarqué par Mg.
<H4> [æ marquage initial Mg marque toutes les places de ressource, i.e. M6(r)>0, Vre ( et

aucune des places de Oi n'est marquée par M6.

Ces hypothèses correspondent au fait qu'à I ' instant init ial,  toutes les ressources sont
disponibles. Un jeton dans une place de ressource partagée r ést utilisé pour.le franchissemenr

d'une transition tl1, passe ensuite dans le chemin Of, et revienr enfin à la place r après le

franchissement de la transition tf,.

Nous examinons d'abord Ia structure de ce réseau. Examinons d'abord la matrice
d'incidence. Nous pouvons constater que chaque ligne comporte autant de "+1" que de "-1",
les autres éléments étant tous nuls. En effet, pour une place pe P, nous avons lopf-lpol-1, 91
pour une place de ressource partagée re X(, nous avons lorl-lrol-kr. Partant de ce constat,
examinons l'équation fondamentale. Désignons par M le marquage atteignable à partir d" Mo
après une séquence de franchissement o, et par Vo le vecteur de comptage de o. Pour une place
peP, nous savons que lopl=lpol=1. Par abus de notations, nous clésignons aussi par.p (resp.
pr) la transition d'enrrée (resp. de sorrie) de la place p. Nous avons alors

Selon la relation (5.8) et considérant que chaque place de G n'a qu'une transition d'enté et

qu'une nansition de sortie, pour I'ensemble des places du chemin O[, nous avons l'équation

fondamentale suivante :

M(p)=M6(p)+Vo(. p)- Vo(p. ),

De plus, nous avons

Vo(.p) < Vo(p.),

Vpe  P .

Vpe P telle que MO(p)=0

Pour une place de ressource partagée, nous avons également

K !

M(r) = Mo(r) + I(V"(r[,; - Vo(ti;)), Vre eù
i = l

I vr(p) = I vru(pl + vo(rli) - vo(tfi ).
p€oi peoi

(5 .8 )

(s.e)

(s .10)

(5 .1  1 )

Selon la relation (5.11) er en renanr compre du fait que M(p)>0 et Mg(p)=O, vpeof , la
relation suivante est vraie :
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Vo(tl i)  < Vo(t l i) ,  Vie N., Vre 1(,

De plus le chemin Of n'est pas marqué par M, i.e. M(p)=Q, Vpe Of , si et seulemenr si

Vo(t l i)  = Vo(t l  ),  Vte l ,  Vie Nr.

Selon les relations (5.10) et (5.11), nous avons la propriété suivanre

(s .12)

(5 .13)

Propriété 5.8 : Toute place re 1(- avec unie à les places dans tous les chemins Of , où
i- .1,2,..., kr} constitue un p-invariant et il satisfait la relation suivanre :

M(r)+ |  Iurpl=Mo(r)+ )  Iv tu(p) ,  vMeR(Mo). ( 5 .14 )
ieN, peOf ieN,  peOf

Avant de détablir une condition nécessaire et suffisante de vivacité d'un tel réseau, nous
innoduisons le théorème suivant.

Théorème 5.12:  un réseau de Petr i  <N,  M0> qui  sat is fa i t  les hypothèses <Hl) , . . . ,  <H4>
est réversible si il esr vivanr.

Démonstration : Considérons un marquage atteignable quelconque Me R(Mg) où M*l\4g et
désignons par o la séquence de franchissements correspondante. Désignons par

V=mlxVo( t ) ,  e t  par  'F=l teT lVo( t )<V; ,  nous avons nécessai rement  T*@, car  s inon
teT

V6(t)=V, VteT, ce qui implique que M=M6 avec les relations (5.8) et (5.10), c'est-à-dire que
le réseau est réversible.

Nous démontrons qu'il existe une séquence de franchissements qui emmène le marquage de
M à M6. Nous supposons qu'il existe une transition te f franchissable pour M et qu'après Ie
franchissement de celle-ci, nous obtenons un marquage Ml avec la séquence de

franchissements correspondante 01. Par construction, nous avons : vo,)v6, Vo,*vo et

T?IVo, (t)=V. En réitérant à partir de M1 le même raisonnemenr que celui qui à été fait à partir
t e T  

- l

de M, et ainsi de suite, nous arrivons nécessairement à un marquage M' avec Ia séquence de
franchissements correspondante o'tel le que Vo(t;=V, VteT. Avec cette séquence de
franchissements, nous obtenons M'=Mg.
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Donc i l  suff i t  de démontrer qu' i l  existe une transit ion te T franchissable pour M. La
démonstration se fait par l 'absurde. N<lus démontrons que si aucune transit ion te f n'est
franchissable pour M, alors il existe un ensemble de places P' qui est un verrou mortel, ce qui
implique que le réseau n'est pas vivant. Cela contredit I'hypothèse du théorème.

Nous supposons qu'aucune transition te 7n'est pas franchissable pour M, nous désignons
cette hypothèse par <H5>. Dans ce qui suit, nous montrons en 2 étapes qu'il existe un verrou
mortel.

l) Dans la première étape, nous démontrons que Vte { il existe un chemin élémentaire c(r)
reliant une place de ressource r à t tel qu'aucune place de C(ù n'esr marquée par M et que les
places autres que r appartiennent à P.

Puisque la transition t n'est pas franchissable, il existe au mdins une place pe ot telle que
M(p)=0. Si p est une place de ressource, la démonsrration est faite.

Sinon, nous avons pe P. D'après la relation (5.9), Vo(.p) S Vo(po) <
que ope Z Nous trouvons alors le chemin t lplb avec tt=.p, pl=p et tg=1.

V, ce qui implique

Le même processus se p<tursuit i lvec t1 et i l  se termine par un chenrin élémentaire
thphth-lph-I.. . t0 avec pi€ P, Vl<i<h, dans un des trois cas suivanrs :

i) Soit la transition tn est déjà rencontrée, i.e. rn=1i avec O<i<n-1. Alors nous avons un circuit
élémentaire tnpntn-tpn-t...Pi+l t; dans le graphe d'événement C clui n'est pas marqué par M.
Puisque ce circuit élémentaire est un p-invariant, alors il n'est pas marqué par Mg, ce qui
connedit I'hypothèse <H3>;

ii) Soit la transition tn n'a pas de place d'entrée. Elle est alors franchissable pour M. De plus,
d'après la relation (5.9), V6(tn) s V6(tn-l)<...<Vs(t0)=Vo(t)<V, c'esr -à-dire que tne fet elle
est franchissable. Cela contredit I'hypothèse <H5>.

iii) Soit la transition tn possède une place d'entrée qui est une place de ressource r€ (, est qui
n'est pas marquée par M, i.e. fre otn, telle Que M(r)=O. Alors rrppntn_lpn_1...t0 est le chemin
recherché.

2) Dans la deuxième étape, nous démontrons qu'il existe un verrou mortel.

Nous partons d'une place de ressource r trouvée dans l'étape 1) et posons p':= {r}.
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Considérons chaque transit ion d'entrée t l ;  de r, et nous dist inguons deux cas

vo( t f i )  =  vo( t l i )  e t  vo( t f ; ;  <  Vo( t l i ) .

Si Vo(t i i)=Vo(tl),  d'après la relation (5.11), le chemin Of rel iant t l ;  et t i i  n'esr pas

marqué par M, Nous ajoutons les places de Oi dans P', i.e. P:= P'u Ip, Vpe O J ] .

Si Vo(tf i)<Vo(ti),  nous avons Vo(tft ;<V, ce qui signif ie que tf;e f.  t i ;  n'esr pas

franchissable d'après l'hypothèse <H5>. Selon l'étape 1), il existe une place de ressource r' tel

que M(r') = 0 et un chemin c{tfi) reliant r' à tf; æl qn'aucune place de C(ti;) n'est marquée par

M et que les places autres que r' sont dans P. Nous ajoutons les places de C(ti;) dans P', i.e.

P ' :=  P 'u { r ' } u  {p ,  Vpe  c ( t i i )  } .

Nous répétons la deuxième étape pour chacune de ces places de ressources r'. Le processus

se termine après un nombre fini d itérations car le nombre de places de ressource est fini.

Par construction, pour toute place pe PôP', la transition d'entrée op est soit la transition de
sort ie d'une autre place p"e PnP'; soit une transit ion de sort ie d'une place re Pnq. Pour toute

transition d'entrée ti, de re t(.dans P', si tl; = rf,i, t'5; est également une transirion de sortie de r;

si tl1 + tf,, il existe une place pe PnP' tel que p. = t[,i. Par conséquenr, nous avons la relation
'P'cP' ' .  Autrement dit,  P'est un verrou. En plus, aucune place i ie P'n'est marquée par M,
donc P' est un verrou mortel. Ceci termine la démonstration qu'il existe une transition te T

franchissable pour M.

Nous avons montré qu'il existe une séquence de franchissements qui emmène le marquage
deMàMo. Q.E.D.

Théorème 5.13 : Soit <N, Mg> un réseau de Petri vivant satisfaisant <H1>, <H2> et <H3>.

Alors il existe un marquage atteignable, M*e R(Mo), tel que

<C1> 3y.plr l  tel que M*=Mo +Cy,

<C2> Aucune des places dans Of n'est marquée par M*.

De plus, Mx(r)>O, Vre (,
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Démonstration : D'après la structure de <N, Mg>, nous savons que le vecteur 1ç pllrl tel que
I[t]=1, Vte T est un t-invariant. Donc, la condition <Cl> implique :

Mg=M* -CY=M*+CY*

où y*=Y xr-y et Y = 
1qr{vttl}.

Comme pour les relations (5.tt),  (5.9), (5.10) er (5.1l), nous avons

MO(p) = M*(p) +Y*[op] - Y*[p.],  (5.g')

Y*[op]<Y*[po], VpeP tel le que MO(p)=O, (5.9')

k .

h, Io( r )=M*(r )+ ) rv* t t f i l -y* [ t l i ]  ) ,  v res( ,  (5 .10 ' )
i= l

I  tu toCpl= IM*(p)+y*( t l i ) -y*( t i i )  (s .u ' )
p€Oi p€Oi

Nous montrons c1u' i l  existe une sécluence de franchissements clui emmène le marquage de
M0 à M*. La démonstration est identique à celle du théorème 5.12 en remplaçanr Mg par M*, M
par  Mg,  V6 par  Y*  et  les re la t ions (5.8)  -  (5 .11)  par  (5 .8 ' )  -  (5 .1 l ' ) .

I l  nous reste à démontrer que M*(r)>O, Vre (-. Pour cela, considérons un marquage
Me R(Mx). Selon la propriété 5.1, nous avons

M(r)+) Iurpl=Mx(r)+I  l rur*(p),  vre{.
ieN,  peOf ieN,  peOi

D'après la condition <C2>,

M(r)+  )  I * tp l=M*( r ) ,  VreR.
ieN, peOi

Si Mx(r)=Q pour une certaine place re (, nous avons

M(r)=O, VMe R(M*).

Cela implique que les transit ions t: i  ne sont plus franchissables à part ir de M*. Cela

contredit la vivacité de <N, Mg>. e.E.D.
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Lemme 5.2 : Pour deux transit ions t '  et t" tel les qu' i l  existe un chemin élémentaire dans G
reliant t '  à t", t 'est vivant si t" I 'est.

Démonstration : Selon I 'hypothèse, i l  existe un chemin élémentaire Op1rn...pn tn rel que

t6=t' ,  1n=1" et p1e P, V1<i<n. Nous supposons t '  n'est plus franchissable à part ir d'un

marquage M1. Pour tout marquage atteignable Me R(Mr) tel que M, 4 M, selon la relation

(5.8), nous avons
n n

I fU<p, l  =  IM,(p i )+ Vo(r ' ) -  Vo(r " )
i= l  i= l

Puisque t' n'est plus franchissable, V6(t')=Q, et ifvflp,) >0, ce qui implique
; - t

n

vo(r") < Ivt,(p,)
i = l

Cela implique à son tour que t" n'est plus franchissable après un nombre f ini de
franchissements à partir de M1. Ceci contredit la vivacité de t". Par conséquent, ['est vivant.

Q.E.D.

Lemme 5.3 : Pour toute place de ressource r, pour tout ie Nr, la transition tn', est vivante si et

seulement si la transition tf; est vivante.

Démonstration. (Condition suffisante) La démonstration est la même que celle du lemme

5 .2 .

(Condition nécessaire). Si une nansition est vivanre, alors nous avons I'hypothèse suivante :
elle peut êre franchies une infinité de fois.

Selon les relations (5.1 l) et (5.14) et du fait MO(p)=O, Vpe Of , nous avons

Iufpl =vo(rl) - vo(t| )
Peoi

I*tpl <Ms(r) - M(r)
p€oi

La combinaison de ces deux relations donne

0<M(r)<M6(r)+Vo(tfi )-Vo(ti),
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Si la transition tfi n'est pas vivante, il existe un marquage M1 atteignable à partir de M6 tel

que tfi n'est plus jamais franchissable. Désignons par 01 la séquence de franchissements

correspondante. La non vivacité de tj1 implique que pour toute séquence de franchissemen$ 6i2

à partir de M1, nous avons Vo, oo, (tli ) = Vo, (tf;) ( I'opération " o " signifie la concaténation).

En uti l isanr (5.15), nous obrenons, vor 
"o, 

(t l ,  )  s vo, 1tf, ;+Mg(r), ce qui .  signif ie que la

transition tl n'est pas vivante. e.E.D.

Theorème 5.14 : Un réseau de Petri <N, M0> satisfaisant les hypothèses <Hl> - <H4> est
vivant si et seulement si il ne contient pas de verrou mortel.

Démonstration. (Condition nécessaire) Evidente car <N, M6> n'est pas vivant si il contient
un verou mortel.

(Condition suffisante) Nous démontrons cette condition suffisanre en démontrant que si
<N, M0> n'est pas vivant, il contient nécessairement un verrou mortel.

Si le réseau <N, M0> n'est pas vivant, i l  existe un marquage M et urr ensemble non vide de
transit ions T' tels que les transit ions appartenant à T-T' sorrt vivantes alors que celles
appartenant à T ne sont plus jamais franchissables à partir du marquage M.

Nous remarquons que I 'ensemble des places P peut être part i t ionné en quatre
sous-ensembles de la manière suivante :

P1={pe P I  op€ T-T '  e t  p .€ T-T ' } ,

P2={pe P |  .p€ T '  e t  poç 1 ' ; ,

P3={pe P | .p€ T-T et p.e T},

Pa=P-P1-P2-P3= {p= P I ope T er poç T-T'}.

D'après le lemme 5.2, il n'a a pas de chemin élémentaire de T vers T-T, donc Pq=@.

Lensemble des places de ressource peut être partitionné en trois sous-ensembles :
4t={re (, I  orCT-T' et rocT-T'},

ry={re 4,  I  orcT '  e t  rocT' } ,

?s="vfu-qz.

D'après le lemme 5.3, pour toute place de ressource re (.et pour tout ie N., t!;e T' si et

seulement si tlle T'. Donc nous avons

f i€ T', Vie N., Vre (,tle T' (+
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La structure du réseau de Petri est illustrée par la figure 5.10 :

@ru ( r ,  T-T ' )

N z = ( P z u 9 ( z , T ' )

Figure 5.10 La structure du réseau de Petri N

Puisque les places appartenant i \  Pzu.rPrut<zwK3 sonr les places d'entrée de T', nous

examinons maintenant l'évolution du marquage de chacun de ces sous-ensembles.

Le marquage des places appartenant à t(2 ou à P2 ne se rnodifie pas à parrir de M,

puisqu'aucune de leurs transitions d'entrée et de sortie n'est franchissable. Aucun jeton ne peut
s'ajouter à ces places ni les quitter.

Puisque les transitions appartenant à T' ne sont plus franchissables et celles de T-T' sont
vivantes à partir de M, nous supposons, sans perte de la généralité, que les places de P3 sont
toutes marquées par M, i.e. M(p)>O, Vpe P3. Des jetons peuvent s'ajouter à ces places, mais
aucun jeton ne peut les quitter

Supposons également qu'il exisre un marquage M1e R(M) tel que

M1(r)>0, Vre (3. (5 .17)

De plus, les transitions appartenant à T' n'étant plus franchissables à partir de M, nous
avons

Mr(p)>0,  Vpe P3.  (5 .18)

Considérons le sous-réseau de Petri  de <N, M1> obtenu à part ir de <N2, M1') en
suppr imant  les p laces de P1,  de (_1 et  les t rans i t ions de T-T ' ,  er  M1' (q)=Mt(q) ,
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VqeP2vP3-;IAv'?s. Puisque les transit ions deT'ne peuvent plus être f ianchies à part irde
M1 dans le réseau <N, M0>, alors aucune transit ion du réseau <N2, Ml'> ne peut être
franchie. Cela signifie que l'ensemble de places S vides clans le réseau <N2, Ml' > forme un
verrou mortel. D'après les relation (5. 17) et (5.18), S ne contient que des places de P2r-.r(2. Par

conséquent, S est un verrou mortel du réseau <N, M0>. Cela contredit I'hypothèse du
théorème-

Il nous reste encore à démonrrer l'existence de M1. Pour cela, nous considérons le réseau de
Petri <N1, M'> obtenu à partir de <N, M> en supprimant les places de p2,de p3, de {2, et les
transitions de T', donc N1=(P1uftvfu, T-T') er M'(q) =M(g) Vqe P1u(tr/43. La vivacité

des transitions de T-T' à partir de M implique la vivacité de <N1, M'>. L'existence de M1 est
démonnée s'il existe un marquage M* atteignable dans N1 à partir de M' tel que M*(r)>g,
Vre {3.

L'existence de M* est établie à l'aide du théorème 5.13. Pour cela, nous définissons le
vecteur Y comme suit :

Y[t]=V-Yo1,1, Vte T-T',

où o est la séquence de franchissements du réseau

V= max V- [ t ] .
teT-T'

<N, MO> tel le clue Vtu--9---1U et

Posons Mx=M'+CtxY où C1 est la matrice d'incidence de N1. Puisque Y[t]àQ, Vte T-T', Ia
condition <C1> du théorème 5.13 est satisfaite. D'après la relation (5.1 1), nous avons :

) vr * (p) = Irur'(p) + y(t i ;) - y(tf i),
p€oi p€oi

D'après la définition de M',

M'(p)=Mo(p)+ Vo[.p] -Volp.l.

Vre ftur1{9, Vie N. tel que tfi,e T-T'.

La combinaison des deux relations precédentes donne :

I u * (p) = I(vtotpl + vo[.pJ - votp.])+ y(ti1) - y(tfi )
p€Oi peoi

= IMo(p) + vo[t i ; ]  -  vott l i l+ V - volt l i l  -  V + volt f i l
peoi

= IM'(P)
p€oi
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D'après I 'hypothèse <H4>, nous avons

I tuto (p) =0,
p.oi

Vre (1vng, Vie Ny tel que t[;e T-T'.

La condition <C2> du théorème 5.13 est satisfaite. De plus il est aisé de vérifier que
(Nt, M'> satisfait <H1>, <H2> et <H3>. Donc, M* est atteignable à part ir de M' dans
(Nl, M'> selon le théorème 5.13, Vre fi1r.-,r{3.

Nous concluons <N, Mg> est vivant si et seulement si il ne contient pas de verrou mortel.

Q.E.D.

Pour vérifier si un verrou est mortel, il suffit de trouver une séquence de franchissements et

un marquage atteignable tels que ce verrou soit vide. Dans le pire des cas, nous devons vérifier

tous les marquages atteignables. Mais la vérification de la non existence d'un verrou mortel

consiste à résoudre un problème de programmation linéaire. Nous avons le corollaire suivant.

Propr ié té 5.9:  Soi t  un réseau de Petr i  sat is fa isant  les hypothèses <H1> -  <H4>.  Si  i l

satisfait la condition du théorème 5.9 ou Ia condition du corollaire 5.5. alors il est vivant.

Exemple 5. l1

Figure 5.1 I Un réseau <N, M0>

La f igure 5.11 (voir [PRO et aI.94]) représente un système modélisé par un RdP pour

fabriquer deux types de produits Pl et P2 en utilisant 3 robots partagés notés respecrivemenr r1,

12et13. Son modèle RdP <N, M0> satisfait les hypothèses <H1>- <H4>. En uti l isant les

algorithmes 5.4 et 5.6, nous savons qu' i l  existe un verrou minirnal {p2, p5, r2, 13} ne
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contenant pas de trappe. Selon le théorème 5.14, ce système est totalenrerrt bloqué si et

seulement si Ip2, p5, 12, 13 ]est mortel.

En effet, le verrou {p2, p5, 12, r3f est susceptible d'être mortel si il ne satisfait pas la

condition du corollaire 5.5, c'est -à-dire si le système linéaire suivant a une solution :

114=M6+CY

M(p2)=IY11P 5 ) =M(r2) =M(r3 ) =0

Mà0 et Y>0

où C est la matrice d'incidence de dimensions 9x6.

Après des manipulation algébriques et en considérant les hypothèse <H3> et <H4>, le

velrou {p2, p5, 12,13} peutêtre mortel si les conditions suivantes sont satisfaites :

Ivlo(p3)-Mo(r3) >0
Mo(p6)-Mo(r2) >0
Ms(rl )-Me(r2)-Mo(r3)>0.

Le marquage initial M9 illustré dans la figure 5.1I satisfait ces conditions, donc le verrou

{p2, p5, 12,13} estéventuellement mortel. En fait,  la séquence de franchissement 6={t1, t4}

rend le verrou Ip2, p5, 12, 13l mortel. Désornrais aucune transiti<ln n'est franchissable et le

système est totalement bloqué.

Par  contre,  s i  nous prenons un autre marquage in i t ia l  M1y '=[M6' (p l ) , . . . ,  Mo' (p6) ,

Mg' ( r1) , .M0' ( r2) ,  M6' ( r3) l= [0,0,  1 ,0,0,  l ,  l ,  l ,  l ]  qu i  sat is fa i t  la  condi t ion du coro l la i re

5.5, alors <N, M0'> est vivant. o

5.7 MODELES DBS GAMMES DE FABRICATION

Dans cette section, nous montrons d'abord des gammes de fabrication de base et les modèles

de RdP correspondants. La vivacité de ces modèles est facile à vérifier. Nous examinons

ensuite comment résoudre le problème de vivacité dans le cas où il existe des ressources

partagées dans une même gamme de fabrication ou entre plusieurs gammes de fabrication.

Nous faisons I'hypothèse qu'une opération ne peut être exécutée que par une seule machine.

Une gamme de fabrication est un graphe qui représente le processus de fabrication

indiquant la machine à utiliser pour chaque opération ainsi que I'ordre dans lequel ces

opérations doivent être exécutées. Comme notre étude ne fait pas intervenir les temps

opératoire, une gamme de fabrication est aussi appelée routage. Dans la suite nous présentons

trois types de routages et leurs m<ldèles de RdP [PRO 92].
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5.7.1.  L igne de fabr icat ion

Une ligne de fabrication est une série de n ressources (n>0) clui exécutent chacune une

opération (notées O). Les machines qui exécutent ces opérations sont rangées dans I'ordre

d'exécution des opérations. Des stocks tampons (notés S) sont implantés entre chaque paire

d'opérations successives, comme le montre I'exemple de la figure 5.12.

Figure 5.12 ligne de fabrication

Le routage d'une série d'opérations peut être modélisé par les RdP. Une opération peut être

représentée par une transition et un stock tampon par une place (voir la figure 5.13).

tt

Figure 5.13 Un rnoclèle de RclP du routage de fabrication

5.7.2.  L igne d 'assemblage/désassemblage

Une ligne d'assemblage/désassemblage est similaire à nne ligne de fabrication, sauf que

I'exécution de certains types d'opérations pour fabriquer un produit semi-flni ou un produit fïni

(appelées opérations d'assemblage) nécessite différentes matières premières ou différents

produits semi-finis. Pour exécuter les opérations de désassemblage, nous avons besoin d'une

matière première ou d'un produit semi-fini. Après une opération de désassemblage, nous

obtenons plusieurs produits semi-finis ou produits finis. Un exemple est illustré dans la figure

5 .1  4 .

Figure 5.14 Une ligne d'assemblage/désassemblage
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Cette ligne d'assemblage/désassemblage nécessite 5 opérations parmi lesquelles l'opération

1 est une opération de désassemblage et l'opération 5 est une opération d'assemblage. I faut

noter que I'opération 5 ne peut pas être exécutée si I'un de ses stocks d'entrée est vide. Le

modèle de RdP du routage d'assemblage/désassemblage est représenté par la figure 5.15.

t t

t -
f

bff

Figure 5.15 Un modèle de RdP de routa_ee d'assemblage/désassemblage

5.7.3. Ligne avec confl i t

Une l igne avec confl i t  est composées plusieurs l ignes de fabrication. Dans un tel système,

plusieurs opérations demandent une ressource commune ou une matière commune en même

temps et un demi-produit peut être fabriqué par plusieurs différentes opérations.

Or

t-F

Figure 5.16 Une ligne de conflit

La ligne avec conflit est représentée dans Ia figure 5.16 comporte 8 opérations. Dans cette

ligne, I'opération 03 ou à I'opération 04 demandent le même produit semi-fini. Et le produit

semi-fini qui sert à I'opération 8 peut être fabriqué soit par I'opération 06, ou soit par

I'opération Oz. t e modèle de RdP est donné dans la figure 5.17.

o-fl
osS 3

06
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Figure 5.17 Modèle de RdP du routage avec conflit

On voit que les modèles de RdP représentés ci-dessus sont soit des graphes d'événement,

soit des machines à états, soit des réseaux à choix l ibre. I ls permettent de modéliser la

synchronisation, le conflit, I'assemblage et le désassemblage. Nous les appelons modèles de

base. La vérification de la vivacité de ces modèles de base est présentée dans la section 2.5.lJn

système complexe peut être considéré comme la combinaison de ces modèles de base.

Si dans un modèle de base, oLr entre plusieurs modèles de base. i l  existe des machines

communes ou des robots corl lnrulrs, aklrs les opérations uti l isant une rnême rnachine ou url

même robot ne peuvent qu'être exécutées les unes après Ies autres. La rnachirre (ou le robot)

avec les opérations qu'il exécute forment alors une exclusion mutuelle. Dans un RdP avec

exclusion mutuelle il existe souvent des situations de blocage. LZHO et al 89al ont distingué

deux types d'exclusions mutuelles : exclusions mutuelles paral lèles ("paral lel mutual

exclusions" : PME) et exclusions mutuelles sérielles ("serial mutual exclusion" : SME). Il a

été démontré qu'en ajoutant ces types d'exclusions mutuelles à un RdP vivanr, Ie RdP obtenu

est vivant (certaines conditions supplémentaires doivent être satisfaires lorsqu'il s'agit de SME).

Dans la définition de ces deux types d'exclusions mutuelles, il y a une condition commune à

satisfaire ; si une ressource d'une place de ressource partagée est utilisée, alors il existe une

séquence de franchissements telle que Ia ressource reviendra à la place de ressource partagée.

C'est une condition très stricte. Pour satisfaire cette condition, il faut examiner les marquages

atteignables. En fait, I'application de cette condition est limitée par la srrucrure d'un RdP avec

les places de ressources partagées. Surtout lorsque nous uti l isons plusieurs places de

ressources partagées dans un RdP, I'application de cette méthode devient difficile. Considérons

I'exemple 5.12 (voir IPET 8lJ).
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Exemple 5.12

Processus B

Figure 5.18 Un RdP de blocage

La f igure 5.18 représente un RdP <N,  M6> avec M1;=(1,0,0,  1 ,  l ,  1 ,0) r  dans lequel  les

places p4 et p5 représentent respectivement les deux ressources partagées. L'exécution du

processus A et du processus B demande ces deux ressources partagées. Une structure

d'exclusion mutuelle du RdP esr (p4, [(t l ,  t3), (t5, t6)]), une aurre esr (p5, {(t2, t3),
(t4, t6))). Aucune de ces structures est un 2-PME (un PME avec deux paires de transitions),
parce qu'aucune de ces structures ne satisfait la définition de PME (indiquée dans le paragraphe

précédent). Considérons parexemple I 'exclusion mutuelle (p4, l(t l ,  t3), (t5, t6))). lorsqu'un

marquage atteignable est (1,0,0, 1,0,0, 1,0)r, les transit ions t l  et t5 sont franchissables.

Mais t3 ne peut pas être franchie après le franchissement de tl; t6 ne peut pas êrre franchie après

Ie franchissement de t5. En fait, le système est bloqué à partir du marquage atteignable (0, 1, 0,

0, 0, 1, 0)r.

En effet, ce RdP est un reseau à choix asymétrique, dans lequel il y a un verrou minimal

{p3, p4, p5, p8 } ne contenant pas de trappe. [æ marquage atteignable (0, 1, 0, 0, 0, l, 0)t est

tel que ce velrou est mortel. Selon Ie théorème 5.11, ce réseau n'est pas vivant. o

Nous examinons I'ajout de places de ressources partagées dans les modèles de base des

RdP. Si le réseau obtenu est un réseau à choix asymétrique, alors les résultats obtenus dans le

paragraphe 5.6.1 permettent de vérifier la vivacité des ces RdP. Si le réseau obtenu n'est pas un

réseau à choix asymétrique, mais si le modèle de base avant I'ajout des places de ressources

p6p l
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partagées est un graphe d'événenrents (pas nécessairernent connexe), les résultats obtenus dans
le paragraphe 5.6.2 permettent de vérifier la vivacité. Nous avons donc la conclusion suivante.

En ajoutant des places de ressources partagées à une machine à états, à un
réseau à choix l ibre ou à un réseau à choix asymétrique, si le réseau obtenu est

un réseau à choix asymétrique et si i l  satisfait la condit ion de la propriété 5.7,

alors i l  est vivant.

En ajoutant des places de ressources partagées à un graphe d'ér,énements, si

le réseau obtenu satisfait la condit ion de la propriété 5.9, alors i l  est vivant.

5.8 SYNTHBSE DES RESULTATS

Nous fournissons des tableaux pour synthétiser les résultats obtenus dans les sections
précédentes.

Les résuitats théoriques obtenus dans la première partie de ce chapitle servent de base pour

établir les algorithmes cités dans le tableau -5.1.

Tableau 5.1 Svnthèse des aleoritha ntnese oes algontnrnes

Action Obiectif Résulrats

Ajout d'une

transition

chercher Ia base des verrous Alsorithme 5.1

Aiout d'une place chercher I'ensemble des verrous minimaux Aleorithme 5.3

Aiout d'une place chercher la base des verrous Alsorithme 5.5

chercher la trappe maximale d'un verrou Alsorithme 5.6

Tableau 5.2 Synthèse de I'absence de blcrcase et de vivacité

CA signifre "réseau ordinaire à choix asymétrique";

GER signifie "graphe d'événement augmenté de places de ressources partagées";

V.M. signifie "verrou mortel".

u SC aDSence et oe vlvacl

RdP Condition Résultat Réf.

ordinaire si il n'existe pas de V.M. sans blocase Corollaire 5.7.

CA ssi il n'existe Das de V.M. vivant Théorème 5.1 1

GER ssi il n'existe pas de V.M. vivant et réversible Théorènres 5.12 et 5.14
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5.9 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons d'abord présenté des méthodes pour trouver la base des

verrous (resp. de trappes), ou l'ensemble des verrous (resp. trappes) minimaux dans une

construction incrémentale d'un modèles de RdP, c'est-à-dire lorsqu'on ajoute des transitions ou

des places à un réseau de Petri existant. Ensuite, nous avons étudié I'absence de blocage pour

tout réseau de Petri ordinaire général et la vivacité de deux sous-classes de RdPs : les réseaux à

choix asymétrique et les graphes d'événements augmentés de places de ressources partagées.

Nous avons aussi proposé une approche pour trouver des marquages initiaux afin qu'un RdP

ne contiennent pas de verrou minimal mortel. Enfin nous avons représenté des modèles de base

de RdP, dans lesquels nous pouvons ajouter des places de ressources partagées. Les résultats

obtenus permettent de vérifier la vivacité des modèles obtenus.
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CHAPITRE VI

CONCLUSION GENERALE



Pour conclure, nous rappelons d'abord les points essentiels de ce travail et commentons les

contributions et les limites des résultats obtenus. Ensuite nous proposons des axes de

recherches qui méritent d'être approfondis dans le futur.

6.1 SYNTHESE DU TRAVAIL

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés, à la conception incrémentale des modèles

réseaux de Petri de systèmes de production qui sont des systèmes à événements discrets. Notre

objectif ultime est de développer un outil pour fournir une aide aux utilisateurs tout au long d'un

processus de conception. Nous avons vu, dans I'introduction générale, I'intérêt des néseaux de

Petri dans la modélisation des systèmes à événements discrets (systèmes de production en

particulier). Notre étude est consacrée à des propriétés structurelles des réseaux de Petri que

désirent le concepteur du système. Nous avons étudié les propriétés suivantes dans un

environnement de conception incrémentale :
- les propriétés de consistance et de conservation;
- les propriétés de bornitude strucrurelle et de répétitivité;
- I'absence de blocaee et la vivacité.

Le fonctionnement d'un système physique nécessite la connaissance de l'état initial comme

par exemple la disponibilité des matières premières, des moyens de transport, etc. En revanche,

au moment de la conception, il est possible que l'on ne dispose pas de ces informations. Dans

ce cas, nous ne pouvons qu'aider I'utilisateur à vérifier des propriétés structurelles qui sont

indépendantes de l'état initial du système, comme par exemple la consistance, Ia conservation,

la bornitude structurelle et la répetitivité. Dans le cas où I'on dispose de l'état initial du système,

les résultats obtenus dans notre travail perrnettent à I'utilisateur de vérifrer I'absence de blocage

des RdPs ordinaires généraux et la vivacité de sous-classes de réseaux de Petri.

En ce qui concerne les propriétés de consistance et de conservation, les résultats obtenus

nous perrnettent de vérifier ces propriétés de manière incrémentale en utilisant la base des

t-invariants et le rang de la matrice d'incidence qui se calculent de façon progressive,

lorsque nous ajoutons ou fusionnons les transitions et/ou des places. Les résultats obtenus dans

le cas d'ajout de transit ions sont des condit ions nécessaires et suff isantes puisque

I'augmentation du rang ne change qu'une partie de Ia base des t-invariants. Les résultats

obtenus dans le cas d'ajout de places sont des conditions nécessaires ou suffisantes puisque

I'augmentation du rang peut conduire à un changement total de la base des t-invariants.
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Quant aux propriétés de bornitude structurelle et de répétitivité, les résultats obtenus nous

pennettent de vérif ier ces propriétés en uti l isant la matrice d' incidence lorsque nous

ajoutons ou fusionnons des transitions ou des places. Les résultats obtenus ne sont que des

conditions suffisantes puisque la vérification de ces propriétés consiste à satisfaire un ensemble

d'inégalités.

Pour ce qui concerne I'absence de blocage et la vivacité, nous développons des méthodes

basées sur les verrous et les trappes. Nous proposons d'abord des algorithmes qui

cherchent Ia base de verrous (resp. de trappes) de manière incrémentale lorsque nous ajoutons

des transitions ou des places. Ensuite nous présentons des conditions suffisantes et des

conditions nécessaires et suffisantes pour vérifier I'absence de blocage dans les réseaux de Petri

ordinaires généraux et pour vériher Ia vivacité des réseaux à choix asymétrique et des graphes

d'événements augmentés des places de ressources partagées. Les conditions suffisantes

améliorent la condition de Commoner considéree jusqu'ici comme la moins stricte. Ces résultats

sont par contre limités par le fait que I'on ne dispose pas de méthode efficace pour vérifier la

condition nécessaire de l'absence de blocage et de la vivacité. Dans le cas où I'on ne peut pas

déterminer si un réseau de Petri est sans blocage (ou vivant), nous indiquons seulement le

principe pour trouver des marquages initiaux pour qu'un réseau de Petri ordinaire soit sans

blocage, ou qu'un réseau à choix asymétrique ou un graphe d'événements augrnentés de places

de ressources partagées soit vivant.

Du point vue théorique, nous avons étudié les propriétés structurelles des modèles de

réseaux de Petri des systèmes de production en utilisant soit des méthodes faisant intervenir

I'algèbre linéaire, soit des méthodes basées sur les verrous et les trappes. Du point de vue

pratique, ce travail considère un environnement de conception tout à fait réaliste oir I'on conçoit

un système étape par étape. Toutes les propriétés étudiées peuvent être vérifiées de façon

incrémentale : c'est-à-dire que seulement une partie des calcul est nécessaire à chaque étape.

Cette démarche exploite la propriété et la structure du réseau d'origine d'uno part, et permot

d'économiser le temps de calcul pour vérifier ces propriétés du réseau obtenu, d'autre part.

6.2 DIRECTIONS DE RECHERCHE

Au long terrne, notre étude doit permettre le développement d'un outil d'aide à Ia conception.

Cela concerne essentiellement la mise au point informatique des résultats théoriques, pour que

cet outil soit convivial. Avant cela, nous avons besoin d'approfondir les études théoriques,

pour qu'un tel développement soit possible.
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C'est pourquoi nous suggérons, pclur le moyen terme, trois axes de recherche qui nous

semblent mériter d'être approfondis. Nous sommes aussi convaincus que les études sur ces

axes seront prometteuses.

L)  Développement  d 'une méthode ef f icace pour  vér i f ier  la  condi t ion

nécessaire d'absence de blocage et de vivacité; développement .d'une méthode

systématique pour trouver des marquages init iaux

Nous avons montré que la vérification de I'absence de blocage pour les réseaux ordinaires et

de la vivacité pour des sous-classes des réseaux de Petri se ramènent à ta vérification de

I'existence de verrous mortels. Avec nos résultats, nous savons que, dans le pire des cas, nous

devons chercher tous les marquages atteignables pour pouvoir être sûrs de I'existence d'un

verrou mortel. Une méthode plus efficace qui permette de vérjfier I'existence d'un verrou

mortel est souhaitable pour vérifier Ia condition nécessaire d'absence de blocage des réseaux

ordinaires et la vivacité des sous-classes de réseaux de Petri.

Dans Ie chapitre V, paragraphe 5.5.2, nous avons introduit un principe général pour trouver

des marquages initiaux pour lequel un RdP ordinaire est sans blocage, ou une sous-classe de

RdP est vivante. Beaucoup d'études sont encore nécessaires pour que ce principe général

devienne une méthode simple et systématique.

2) Vérif ication incrémentale des propriétés comportementales

Dans cette étude, nous avons obtenu de nombreux résultats pour vérifier progressivement

les propriétés structurelles d'un modèle de RdP. L'aspect quantitatif est aussi important que

I'aspect qualitatif, puisque le but lorsqu'on conçoit un système n'est pas seulement de le faire

fonctionner mais aussi de le faire fonctionner à moindre coût. C'est pourquoi nous insistons

aussi sur une étude en vérification incrémentale des propriétés comportementales des modèles

réseaux de Petri.

3) Diagnostic des erreurs de la conception

Lorsque l'ajout de transitions etlou de places conduit à une perte de Ia propriété souhaitée du

système, c'est qu'il y a des erreurs dans le processus de conception. Trouver la cause des

erreurs et les corriger est un travail très important. Pour cela, une étude plus approfondie de

I'algèbre linéaire et le développement de méthodes basées sur la représentation graphique des

réseaux sont indispensables.
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En conclusion, I ' idée de départ cle ce travail  (vérif ication incrémentale) est originale et

correspond aussi à la réalité industrielle. Nous pensons que les résultats sont suffisamment

généraux pour être appliqués à d'autre domaines que le domairre de la production. Nous

sommes confiants dans I'avenir de cette direction de recherche, puisque son imponance se situe

non seulement dans I'aspect théorique, mais aussi et surtout dans ses applications pratiques.

Nous souhaitons donc voir beaucoup d'autres ravaux aller dans la même direction.

l 6 l



BIBLIOGRAPHIE

IALA et al. 85] H. Alaiwan et J.M. Toudic, "Recherche des semi-flots, des verrous et des
trappes dans les réseaux de Petri", Technique et Sciences lnformatiqggs, vol. 4, nol,
pp .103 -112 .

[ALL et al. 82] H. Alla et P. Ladet, "Spécificatoin et commande des ateliers fleibles - Utilisation
des réseaux de Petri colorés", extrait de "fæ point en Productique", vol. l, Edition Lavoisier.

[ALL et al. 85] H. Alla, P. Ladet, J. Martinez et M. Silva, "Modelling and validation of
complex systems by coloured Petri nets; application to a flexible manufacturing system", in
LNCS, Spronger-Verlag, pp. 15-31.

IAUS et al. 94] C. Ausfelder, E. Castelain et J.C. Gentina, "A method for hierarchical
modeling of the command of Flexible manufacturing systems", IEEE Transactions on Systems,
Man and Cybernetics, vol. 24, no 4, pp. 564-573.

[BAN et al. 90] Z.A. Banaszak et B.H. Krogh, "Deadlock avoidance inflexible manufacturing
systems with concurrently compeling process flows", IEEE Trans. on Robotices and
Automation, vol. 6, no. 6., pp. 724-734.

[BAR et al. 89] K. Barkaoui et B. Lemaire, "An effective chnracterization of minimal deadlocks
and traps in Petri nets based on graph theory" , Proc. of lOth Petri Net Conference on Theory
and Applications of Petri Nets.

IBAR et aL.92] K. Barkaoui et M. Minoux, "A polynomial-time graph algorithm to decide
Iiveness of some basic classes of bounded Petri nets", Springer-Verlag, LNCS, no. 616,
pp.62-74.

[BAR et al94] K. Barkaoui et I. B. AbdallahB, "An fficient deadlock avoidance control policy
in FMS using structural analysis of Petri nets",IEEE Inter. Conf. on Systems, Man, and
Cybernetics, pp. 525-530.

IBER 83] G. Berthelot, "Transformation et analyse des réseaux de Petri", Thèse d'Etat,
Université Paris VI.

IBER 85] G. Berthelot, "Checking properties of nets using transformntion" , Advance in Petri
Nets 1985, LNCS, Springer-Verlag, pp. 19-40.

[BER 87] G. Berthelot, "Transformntions and Decompositions of Nets", Advance Course on
Petri Nets, LNCS 254, pp.359-376.

IBES 87] E. Best, "Srructural theory of Petri nets : the free choice hiatus", LNCS 254,
Springer-Verlag, pp. I 68-206.

[BES et al. 90] E. Best, L. Cherskasova, J. Desel et J. Esparza, "Characterization of home
states infree choice systems", Hildesheimer Informatik-Berichte, no 7190.

[BOU et al.91] J.P. Bourey et J.C. Gentina, "Conception structurée et modulaire
d'architectures de contrôle réparti en production flexible manufacturing", APII, no 25,
pp.349-376.

t62



IBRA 83] G.W. Britms, "Réseaux de Petri : thé.oric et pratiquc.", (2 vol.), Masson, Paris.

[CAM et al. 91] J. Campos, G. Chiola et M. Silva , " Properties and pe rJormance bounds for
closedfree choice synchronized monocla.ss qtteueing netwrtrks", IEEE Tran:;. on Automatic
Control, vol. 36, no. 72, pp. 1368-1382.

ICAS et al. 85] E. Castelain, D. Corbeel et J.C. Gentina, "Comparative simulations of control
processes described by Petri nets", Proceedings of COMPINT 85 : Computer Aided
Technologies, pp. 530-532.

ICHU et al. 93al F. Chu, J.M. Proth et V.M. Savî, "Planning and Schedulintg Based on Petri
Nets"o CAR&FOF 93, Advances in Manufacturing Systems, pp.49-56.

ICHU et al.93b] F. Chu, J.M. Proth et V.M. Savi,"Ordonnancement basé sur les résearn de
Petri", Rapport de Recherche de I'INRIA, no. 1960.

[CHU et al. 93c] F. Chu, J.M. Proth et F. Vernadat, "Planning and Scheduling of Discrete
Manufacturing Systems: a Petri Net Based Framework", 10th International Sympposium on
Applications of Systems Theory, pp.277-295.

ICHU et al. 93dl C.B. Chu, F. Chu et J.M. Proth, "Vérification de la consistance et de la
conservation d'un réseau de Peti", Rapport de Recherche de I'INRIA, no. 2070.

ICHU et aI.94a] C.B. Chu, F. Chu, J.M. Proth et X.L. Xie, "Vérification incrémentale de la
conststance d'un réseau de Petri", Accepté pour publication dans TSI, aussi Rapport de
Recherche de I'INRIA. no. 2186.

[CHU et al. 94bl F. Chu et J.M. Proth, "Conceptictn des systènrcs ci événement discrèts à I'aide
des réseauxde Petri: lapropriété de bornitttde struuurelle", Rapporrde Recherche de I'INRIA,
no.2245.

[CHU et al. 95] F. Chu et X.L. Xie, "Siphon and trap generation in an incremental design
process based on Petri nets", Conférence ETFA '95.

[CHR 83] P. Chretienne , " Les réseaux de Petri temporisés", IJni. de Paris VI, These d'Etat.

[COF et al 71] E.G. Coffman, M.J. Elphick et A. Shoshan, "Sysrems deadlocÈs", Computing
Surveys, vol. 3, no.2, pp. 67-78.

ICOL et al. 90] J.M. Colom, J. Campos et M. Silva, "On liveness analysis through linear
algebraic techniques", Dpto. Ing. Eléctrica e Informatica, Research Report RR-90- I 1.

[COL et al. 91a] J.M. Colom et M. Silva, "Convex geometry and semiflows in PIT nets",
Advances in Petri Nets '90, LNCS 483, Springer-Verlag, Berlin, pp.79-112.

[COL et al.91b] J.M. Colom et M. Silva, "lmproving the linearly based characterization of PIT
nets", Advances in Petri Nets '90, LNCS 483, Springer-Verlag, Berlin, pp. 113-145.

ICOM et aL.71] F. Commoner, A. Holt, S. Even et A. Pnueli ,  "Marked directed graphs",
Journal of Computer and System Science, vol. 5, pp. 51 l-523.

ICOM 72]F. Commoner, "Deadlocks in Petri nets" , Repport CA-7206-231 l, Massachusetts
Computer Associates Wakefield, Mass.

ICRU et aI.91] D. Cruette, J.P. Bourey et J.C. Jentina, "Hierarchical specff ication and
ualidation of operating sequences in the context of FMS", Computer Intergrated Manufacturing
Systems, vol. 4, no 3.

r63



IDAT et al. 84] A. Datta et S. Ghosh, " Synthesis of o class oJ' DeadLock-free Petri nets" ,
Journal of the Association for Computing Machiney, vol. 31, no. 3, pp. 486-506.

IDAV et al. 87] R. David et H. Alla, "Continuous Petri nets", in Proc. [nt. Work-shop Timed
Petri Nets, pp. 262-27 1.

[DAV et al. 89] R. David et H. Alla, "Du grafcet aux réseaux de Petri", Hermès, Paris.

[DAV et al. 94] R. David et H. Alla, "Peri nets for modeling of dynamic systemt - s syrysy" ,
Automatica, vol. 30, noo 2, pp. 175-202.

[DES et al 94] A- Desrochers et R.Y. Al-Jaar, "Applicattons of Petri nets in manufacturing
systems",IEEE Press.

[DIC et al. 93] F. DiCesare, G. Harhalakis, J.M. Proth, M. Silva et F. Vernadat, "Prectice of
Petri ncts inmanufactwing", Chapman & Hall.

IERW et al 94] R.Erwin ey T. Mutata, "Generation basis siphons and traps of Petri nets using
the sign incidence matrix",IEEE Transaction on Systems - I : Fondamental Theory and
Application, vol. 41, no. 4, pp.266-271.

[ESP et al 91a] J.Esparza et M. Silva, "On the analysis and synthesis of free choice systems" ,
Advance in Petri Nets '90, LNCS 483, pp. 243-286.

[ESP et al. 9lb] J.Esparza et M. Silva,"Top-down synthesis of live and bounded free-choice
systems", Proc. of 1 lth lnternational Conference on Applications and Theory of Petri Nets,
pp. 63-86.

[ESP et al. 93] J. Espeleta et Martinez , " Synthesis of live models fttr a class of F MS" , Proc.od
the 1993 IEEE InternationalConference on Robotics and Automation, pp. -557-563.

IEZP et al. 911 J. Ezpeleta, J.M. Couvreur et M. Silva, "A new teclznique for finding a
generation family of siphons, traps and st-components, application to colored Petri nets",
Procs. l2th Int. Conf. on Appl. and Theory of Petri Ners, vol. l, pp. 126-147 .

[GEN et al. 87] J.C. Gentina et D. Corbeel, "Colowed adaptive structured Petri net : A tool for
the Automatic synthesis of Hierarchical control of flexible manufacturing systems",
Proceedings of the IEEE International Conference on Robotics and Automation,
pp.  1166-1173.

IGHA et al. 94al M.K. Ghabri et P. Ladet, "Dynamic Petri nets and their applications",
Rensselaer's Fourth International Conference on Computer Integrated Manufacturing and
Automation Technology, pp. 93-98..

[GHA et al. 94b] M. K. Ghabri et P. Ladet, "Controlled continous Petri nets", IEEE
International Conference on Robotics and Automation", vol. 1, pp. 788-793.

[HIL et al. 89] H.P. Hillion et J.M. Proth, "Performance evaluation to job-sh.op systems using
timed event grapgs" ,IEEE trans. on Automatic Control, vol. 34, no. l, pp. 3-9.

IHIL 89] H.P. Hillion,"Modélisation et analyse des systèmes de production discrets par les
réseaux de Petri temporisés", Thèse de Doctorat de I'Université Paris VI.

UAN et aI.80] M. Jantzen et R. Valk, "Formal properties of place transition nets", LNCS
no 84.

[KAU 70] A. Kaufmann, "Méthodes et modèles de Ia recherche opérationnelle - I(Les
mat hémathiques de l' e ntrep r ise", Dunod.

r64



[KIN et al. 86] M. Kinuyama et T. Murata, "Gencrating siphons and traps by Petri net
representation of logic equations", in Procs. 2nd Conf. of the Net Theory SIG-IEICE,
pp.93-100.

[KOH et al. 90] I. Koh et F. DiCesare,"Transformation methods for generalized Petri nets and
their applications to flexible manufacturing system.i", Proc. of the 2th Int. Conf. on CIM,
pp.364-371.

[KOH etal.92] I. Koh etF. DiCesare,"Modular transformationmethodsfor generalizedPetri
nets and their application to automated manufacturing systems",IEEE Trans. on Systems,
Man, and Cybernetics, vol. 2I, no.6, pp. I5I2-I522.

ILAF et al.92] S. Laftit et J.M. Proth et X.L. Xie, "Optimization of invariant criteriafor event
gra,phs",IEEE Trans. on Automatic Control, vol. 37, no. 5, pp- 547-555.

ILAU 87] K. Lautenbach, "Linear algebraic calculation of deadlocks and taps", irr
Coucurency and Nets - Advances in Petri Nets, New York : Springer - Verlag, pp. 315-336.

ILAU 86] K. Lautenbach ,"Linear algebraic techniques for placeltransitions nets", Net Theory
and Application, LNCS, no.254, Springer-Verlag, pp. 142-167 . .

[LEE et al. 85] K.H. Lee et J. Favrel, "Hierarchical reduction method for analysis and
decomposition of Petri nets", IEEE trans. Systems, Man, and Cybernetics, vol. SMC-15,
no. 2, pp.272-281.

ILEE et al. 87] K.H. Lee, J. Favrel et P. Baptiste, "Generalized Petri net reduction method",
IEEE Trans. Systems, Man, and Cybernetics, vol. SMC-17, no. 2, pp.297-303.

ILUE 73]D. G. Luenberger; "lntroduction to linear and nonlinear programnting", Addision-
Wesley Publishing Company.

IMAR 81] J. Martinez et M. Silva, " A simple and fast algorithm ro obtain all invariants of a
generalized Petri net" , Second European Workshop on Application and Theory of Petri Nets,
pp. 4l I-422.

IMEH 89] M.L. Mehta, " Matrix theory (Selected topics and useful results)" , Les Editions de
Phisique, Les Ulis.

[MEM et al. 80] G. Memmi et G. Roucairol,"Linear algebra in net theory", LNCS, vol. 84,
pp.213-223.

[MIN et al. 88] M. Minoux et K. Barkaoui,"polynomial algorithms for finding deadlocks,
traps and other substructures relevant to Petri net analysis", lnternal research report N" 212 of
the Laboratoire MASI, Univ. Paris 6.

IMOL 82] M.K. Molloy, "Performance analysis using stochastic Petri nets", IEEE Trans.
Computers, vol. C-31, oo 9, pp. 913-917 .

IMOL 85] M.K. Molloy, "Discrete time stochastic Petri nets",IEEE Trans. Sofrware Eng.,
vol. SE-l 1, no 4, pp. 417 -423.

[MU et al. 92] D.J. Mu et F. DiCesare, "A synthesis method for Petri Net Modeling of
automated manufacturing systems with shared resources", Proc. of the 31st Conf. on Decision
and Control, pp. 1 184- 1 189.

IMUR 771T. Murata, "Circuit theoreric analysis and synrhesis rt'mnrked graphs",IEEE Trans.
on Circuits and Systems, vol. 24, no.7 , pp.400-405.

165



IMUR et a1.86] T. Murata, N. Komoda et K. Matsumoto,"A Petri net based controllerfor
flexible and maintainablc sequence control and its ttpplications in.factnry automation", IEEE
Trans. Ind. Electron., vol. IE-33, pp. 1-tt.

[MUR 89] T. Murata, " Petri nets : properties, analysis and upplications", in Procs. IEEE, vol.
J7,  no.  4 ,  pp.541-580.

[MUR et al. 89] T. Murata, S. Boris et S.M. Shatz, "Detection of Ada static deadlocks using
Petri net invariafis", IEEE Trans. on Software Engineering, vol. 15, no. 3, pp.3|4-326.

INAR et al. 85al Y. Narahari et N. Viswanadh am, "On the invariant, oT rouloured Petri nets",
Advance in Peni nets 1985, LNCS 222,Spnnger-Verlag, pp. 330-345.

[NAR et al 85b] Y. Narahari et N. Viswanadham, "A Peti net approach to the modelling and
analysis of flexible manufacturing systems", Annals of Operations Research, vol. 3,
pp.449-472.

[OHIet aI.93] H.'Ohl, E. Castelain et J. C. Gentina,"State dependent release control in
flexible manufacturing systems", IEEE-SMC, vol. 1, pp. 295-300.

IOHL et al. 941 H. Ohl, E. Castelain et J. C. Gentina, "synchrony theory applied to control
problems inflexible manufacturing system^,;", IEEE International Conference on Systems, Man
and Cyberneties, vol. 2, pp. 1690-1694.

IPET 811 J.L. Peterson, "Petri net theory and the modelling of systems", Prentice Hall,
Englewood Cliffs, NJ.

IPRO et al. 9l] J.M. Proth et X.L. Xie, "A demand-to-mnnufacturing-requirement model based
on predefined Configurations", European Journal of Operation Research, vol. 53, no 3,
pp.297-308.

IPRO 92] J.M. Proth, "Conception et gestion des systèmes de production", Presses
Universitaires de France.

[PRO et al. 93] J.M. Proth et L. Wang et X.L. Xie, "A class oJ'Petri nets Jbr manufacturing
rystèm integration", Rapport de Recherche de I'INRIA, no. 2055.

[PRO et aL.94) J.M. Proth et X.L. Xie, "Les réseaux de Petri pour Ia conception et Ia gestion
des systèmes de production", Masson.

IRAM 74] C. Ramchandani, "Analysis of asynchronous courrent systems by timed Petri nets",
Ph.D. thesis, MIT, Cambridge Mass.

IREI 82] W. Reisig, "Peti nets", Springer-Verlag.

[SIF 87] J. Sifakis, "Structural properties of Petri nets", Mathematical Foundations of
Computers Science, LNCS, no. 64, Springer-Verlag.

[SIL et al. 85] M. Silva, J. Martinez, P; Ladet et H. Alla, "Generalized inverses and the
calculation of symbolic invariants for coloured Petri nets", , TSI, vol. 4, no l, pp. 113-126.

[SIL et al. 88] M. Silva et J.M. Colom, "On the computation of structural synchronic invariants
inPlT nets", Advances in Petri Nets '88, LNCS 340, Springer-Verlag, pp. 386-417.

[SIL et al. 89] M. Silva et R. Valette, "Peri nets andflexible manufacturing" , Advance in Petri
Nets 1989, LNCS 424, Springer-Verlag, pp.374-417.

[SOU 90] Y. Souissi, "On liveness preservation by composition of nets via a set of places",

r66



Proc. of the XIth Int. Conf. on application and Theory og Petri Nets, pp. 277-295.

[SUZ et al. 83] I. Suzuki and T. Murata, "A mcthotlJ'or ste.pwise reJinement and abstraction of
Petri  nets", Joumal of Computer and Systems Sciences, 27(l),  pp. 5l -76.

[TER et al.93a] E. Teruel et M. Silva,"Liveness and home states in equ.al conflit systems",ln
Applications and Theory of Petri Nets 1993, LNCS, Springer-Verlag, pp. 415-432.

ITER et al. 93bl E. Teruel, J.M. Colom et M. Silva , " Lineer"analysis of deadlock-freeness of
Petri net models", Proc. of ECC 93, pp.513-518.

ITOU 81] J.M. Toudic, "Algorithme d'analyse structurelle des réseaux de Petri", Thèse de
3ème Cycle, Université Paris VI.

IVAL 79] R. Valette, "Analysis of Peti nets by stepwise refinements", Journal of Computer
and Systems Sciences, vol. 18, pp. 35-46.

[VIS et al. 90] N. Viswanadham, Y. Narahari et T.L. Johnson, "Deadlock prevention and
deadlock avoidance in flexible manufacturing systems using Petri net models", IEEE Trans on
Robotics and Automation, vol. 6, no. 6., pp. 713-723.

[WYS et aI.91] R.A. Wysk, N.S. Yang et S. Joshi,"Detection of deadlocks in f lexible
manufacturing cells",IEEE trans. on Robotics and Automation, vol. 7, no. 6, pp. 853-859.

[XIE 91] X.L. Xie, "Hierarchical production control of aflexible manufacturing system",
Applied Stochastic Models and Data Analysis" , vol. 7, no 4, pp. 343-360.

IXIE 93] X.L. Xie, "On thc impact ofrundomness irt prcduction lines contntlled by kanbans",
Proc. of the 2nd European Control Conference (ECC'93), vol. l ,  pp. l5tt-163.

IXIE 931 X.L. Xie, "Performance analysis of a transfer line with unreliable mnchines andfinite
buffers",IIE Transactions, vol. 1, no 25, pp. 99-108.

IZJJO et al. 89al M.C Zhou, F. DiCesare et A.A. Desrochers, "A top-down modular approach
to synthesis of Petri net models for manufacturing systetns", Proc. of IEEE Robotics and
Automation Conf., pp. 534-539.

IZHO et al 89b] M.C. Zhou et F. DiCesare, "Adaptive design of Petri net controllers for error
recovery in automated manufacturing systems", IEEE Trans. on Syst. Man : Cybemetics, vol.
19, noo 5, pp. 963-973.

îZJJO et al. 9ll M.C. Zhou et F. DiCesare,"ParalLel and sequential mutual exclusionfor Petri
net modeling of Manufacturing systeltrs with shared resources" ,IEEE Transaction on Robotics
and Automation, vol. 7, no. 4., pp.515-527.

IZJJO et al. 921M.C Zhou, F. DiCesare et A.A. Desrochers, "A hybrid methodology for
synthesis of Petri net models for manufacturing s),stems", IEEE Trans. on Robotics and
Automation, vol. 8, noo 3, pp. 350-361.

167



S5n

CONCEPTION DES SYSTEMES DE PRODUC'I ION A L 'AIDE DE RESEAUX DE PETRI:
VERIFICATION INCREMENTALE DES PROPRIETES QUALI ' I 'ATIVES

Résumé : Dans ce travail, nous nous intéressons à la conception des systèmes de production à I'aide des
réseaux de Petri (RdP). L'objectif est de vérifier les propriétés qualitatives dans un processus de conception
incrémentale.

Le bon fonctionnement. d'un système en phase opérationnelle necessite une conception adéquate. Cela exige
que le modèle réseaux de Petri possède de bonnes propriétés qualitatives : la consistance, la conservation, la
bornitude structurelle, la répétitivité, I'absence de blocage, vivacité, etc.

Nous considérons le processus de conception incrémentale dans lequel la conception se fait étape par étape , ce
qui correspond à la réalité industrielle. Chaque étape consiste à ajouter des transitions eVou des places à un
modèle existant, ou à intégrer des modèles exislants par fusion de places etlou de transitions. Nous nous plaçons
dans I'optique d'un ingénieur qui conçoit un modèle et qui souhaite savoir, à chaque étape de la conception, si son
modèle conserve ou non les propriétés requises. Les résultats rassemblés dans cette thèse fournissent une base
theorique pour le développement. d'un outil qui va dans ce sens. Grâce aux nouveaux résultats théoriques que nous
tlévcloppons, la véril'ication des propriétés du rnodèle peut être efïectuée en n'examinant qu'une parrie du modèle.

En utilisant des méthodes basées sur I'algèbre linéaire, nous établissons des conditions nécessaires etlou
suffisantes pour préserver la consistance, la conservation, la bornitude structurelle ou la répétitivité, dans
différents cas de figure.

La vérification de I'absence de blocage et de la vivacité est basee sur la méthode de verrous et de trappes. Nous
démontrons des théorèmes qui mettent en évidence l'évolution de la base des verrous ou des trappes au cours de la
conception incrémentale. Ces résultas nous perrnetlent de développer des erlgoriùmes pour déterminer la base des
verrous ou des trappes. Nous définissons la notion de verrou rnortel à partir de laquelle nous établissons des
conditions necessaires et/ou suffisantes d'absence de blocage pour tout réseau ordinaire et de vivacité pour les
réseaux asymétriques et les graphes d'événements augmentés de places de ressources partagées. Nous développons
un algorithme de programmation linéare pour vérifier I'absence de verrous mortels.

Mots clés: Systèmes de production, Réseaux de Petn, Conception, PropriéLés qualitatives, Consistance,
Conservalion, Bornitude structurelle, RépétitiviLé, Blocagc, Vivacité.

DESIGN OF MANUFACTURING SYSTEMS BASED ON PETRI NETS:
INCREMENTAL VERIFICATION OF QUALITATIVE PROPERTIES

Abstract. In this work, we are interested in the production systems design based on Petri nets. The objective is
to check the qualitative properties of the system in a step by step design process.

An efficient behavior of un system needs an appropriate design. Thus, the Petri net model of the system
should possess desirable qualitative properties, namely : consistency, conservativeness, structural boundedness,
repetitiviness, deadlock-freeness and liveness, and so on.

We consider a step by step design process which coresponds to a real life situation. The action taken at each
st-op consists ol adding placcs and/or transil ions to an cxisting modcl, or ol ' inLcgrating scvcral cxisting models
by mcrging placcs and/or ransitions. Wc cxaminc thc problcm frorn the point ol ' view of an engineer who
designs a model and who v/ants to know, at each step of the design process, if his model preserves the required
properties. The results presented in this thesis provide a theoretical basis for the development of a tool devoted to
this kind of tests. The theoretical results presented in this work allow to perform these checkings by only
considering a part of the whole modcl.

Using linear algebraic methods, we propose necessary and/or sufficient conditions to preserve consistency,
conservativeness, structural boundedness and repetitiviness.

Deadlock-freeness and liveness are checked using siphons and traps. We prove theorems that give the
evolution of the siphon and trap bases from step to step in the design process. These results allow to develop
algorithms to find out the siphon and trap bases. We define thc notion o[ fatal siphon liom which wc establish
necessary andlor sufficient conditions for the deadlock-frceness of any ordinary Petri nets and thc liveness of
asymmetric nets and event graphs with shared resource places. We show that the absencc ol tatal siphons can be
checked out by a linear program.

Keywords. Manufacturing systems, Petri nets, Design, Qualitative properties, Consistency, Conservativeness,
S tructural boundedness, Repeti tiveness, Deadlock, Liveness.




