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INTRODUCTION

Une des premières étapes préliminair", i un" méthode d'analyse des données esr de
définir et de mettre sous forme de tableau les données à étudier. En règle générale, ce
tableau est à deux dimensions : il permet de décrire un ensemble d'individus à I'aide d'un
ensemble de variables. Les tableaux auxquels nous nous intéressons ici sont les tableaux
dont les éléments ne peuvent prendre que deux valeurs différentes. En générat, les valeurs
0 et I sont utilisées pour coder ces deux possibilités et, dans ce travail, ces deux réponses
sont considérées de Îaçon parfaitement syménique. On parle alors de tableaux de dônnées
binaires. Nous proposons ici des méthodes de classification pour ce type de tableaux et
plus particulièrement pour les tableaux suivants :

- Le tableau de variables binaires : une variable est dite binaire
lorsque son domaine de définition ne contient que deux valeurs distinctes.
Celles-ci sont généralement codées par les valeurs 0 et 1. Les variables
logiques, les attributs de descriptions, les variables sur signes de présence-
absence sont des exemples de variables binaires.

- Le tableau de codage binaire additif : il s'agit de la transformation
d'un tableau de variables qualitatives ordinales (appelé encore tableau de
modalités) par le codage binaire additif (R.R. Sokal et P.H.A. Sneath
1963). Ce codage permet essentiellement de rester cohérent avec la notion
d'ordre enue les modalités d'une variable. Ce tableau sera traité de la même
façon que le tableau de variables binaires.

- Le tableau disjonctif  complet : ce tableau résulte de la
ransformation, par le codage disjonctif complet, d'un tableau de variables
qualitatives nominales encore appelé tableau de modalités ou questionnaire
multiple (M. Jambu 1972, L. Lebart et al. 1977). Le codage disjonctif
complet consiste à transformer chaque modalité d'une variable qualitative
nominale en une variable binaire.

De nombreuses méthodes d'analyse de données ont pour support I'espace vectoriel Rp (F.
Cullez et J.-P. Pages 1976). Une nouvelle étape préliminairè consisie alors à plonger les
individus et les variables dans cet espace. Cette opération peut se réaliser directement
comme pour les tableaux de variables quantitatives, ou indirectement, par l'intermédiaire
d'un changement de codage, comme pour les tableaux de variablei qualitatives. On
dispose ainsi de deux ensembles de points inclus dans Rp et représentani l'ensemble des
individus et I'ensemble des variables. On parle alors de nuage des individus et de nuage
des variables. A partir des tableaux envisagés ici, on peut définir des nuages de points
particuliers : les composantes des points étant binaires, I'espace considéré est alors un
espace du type {0,1}p que I'on note également Bp.

Les méthodes que nous envisageons ici sont des méthodes de type classification
automatique portant sur I'ensemble des individus (ou celui des variables). Nous nous
intéressons en pafticulier à celles dont la mise en place nécessite la définition d'un critère
mesurant la qualité de la partition obtenue. Habituellement, on considère l'ensemble à
classifier comme inclus dans I'espace Rp que I'on munit d'une métrique. I.e critère, qui
dépend de cette métrique, est une mesure de la qualité de la partition obtenue. Les
ensembles à classifier, définis à panir des trois tableaux initiaux, peuvent être traités en
suivant une telle approche. Cependant, si I'espace support est Rp, les critères définis dans
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ce cadre deviennent difficilement interprétables par rapport aux données initiales. En effet,
on ne tient pas compte de la forme et de la sruciure particulière des éléments à classifier.

L'idée de base de ce travail repose sur le principe de la conservation de la
structure initiale des données. Les méthodes dè classification automatique proposées
ici vérifient ce. principe et fo-urnisse-nt des résultats directement interprétablès par rappon
aux données initiales, qu'elles soient simplement binaires ou isùes d'un codajé de
modalités. Pour cela, individus et variables sont plongés dans I'espace Be que I'on irunit
4l*l,t métrique s1mpl9 : la distance entre deux individus est le nômbre de^composantes
différentes entre les deu-x points représentatifs de ces individus. Sur I'espace binaire, il
s'agit exactement de la distance en valeurs absolues ou distance L1. C'esi dans ce cadre
que nous allons construire des méthodes de classification automatique pour chacun des
trois tableaux, méthodes reposant sur I'optimisation d'un critère etâUti à partir de cette
distance.

Nous envisageons ensuite une approche métrique de Bp (muni de la distance L1) en
reprenant les _notions habituelles de l'espace Rp muni d'une métrique euclidiennô (F.
Caillez et J.-P. Pages 1976). Nous définissons principalement une inertie binaire
originale qui nous permet de démontrer des propriêtés irirponanæs. Cette inertie binaire
permet notamment de donner une intelprétation en termsd'inertie aux critères associés
aux méthodes de classification sur tableaux de variables binaires et de les situer ainsi dans
un contexte plus habituel.

Avant de décrire le. contenu précis de ce travail, nous allons indiquer I'importance des
données étudiées ici dans le domaine de la statistique. Il existe de nbmbreuses variables,
dites discrètes, ne pouvant prendre par natue qu'un nombre restreint de valeurs. Citons
par.elemple les variables associées à la situalion familiale (célibataire, veuf, divorcé,
Tqié, ... ) ou encore à la situation professionnelle d'une personne (cadre, artisan,
étudiqlt, ... ). Iæs variables ainsi définiès sont appelées variabfes qualitatives nominales,
les différentes possibilités sont appelées modatités-. Il est également possible de construire
une variable de ce type à partir d'une variable continue, découpée en différents intervalles,
chaque.intg_ry41_e éànt àtors associé à une modalité de tâ uuriaUre qoâiitatiue ainsi
construite (J.Y. Lafaye 1979). Citons par exemple la variable associéeà h taille d'une
personne dont un découp-age peut conduire aux qualitatifs : très petit, petit, moyen, grand
nès. grand. Dans ce cas, les modalités sont ordonnées, on parle^de variables qiraHtàtives
ordinales. D'autres variables ne peuvent être observées^que de façon disiÈte, mais
possèdent une structure latente continue. C'est le cas par exêmple du âegré de remission
o.u d9 progression.d]gng.mqlad1e.. Lorsqu'une variablè n'a que'deux moâa[tés, on parle
simplgpg1t de variable binaire. Par exemple, un caractère peut être présent ou absent chez
un individu. Le caractère est donc une attribution (par eiemple avoir des ailes) ou une
privation (ne pas- en avoir). Les variables binaiies peuvtent aussi provenir de la
transformation de données qualitatives par le codage disjônctif complet (cÏaque modalité
est associée à une variable binate).

Au cours de ces dernières années, de nombreuses méthodes statistiques ont été
dév.eloppées pour analyser-ces-données. Ce type d'approche a souvent é1té envisagé,
moins cependant que pour les données quantitâûves ou continues. Des modèles tenant
compte de la notion de probabilité ont été développés et analysés.

P.B. 9o* !.I99? propose un modèle particulier aux données binaires appelé modèle
logrstique linéaire, à partir duquel il développe des méthodes de régressioïet d'analyse
discriminante. Il montre-que ces modèles logiStiques linéaireb jouent-un rôle analogue â la
théorie des modèles linéaires gaussiens dani I'anàlyse des don-nées continues.

o
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D'autres approches statistiques ont été effectuées, donnant lieu à des modèles spécifiques
et variés, aussi bien pour les données binaires que pour les données qualitatives
nominales et ordinales (S.J. Haberman 1978, Y.M.M. Bishop et al. 1980, D.J. Finney
1978, P.L. Plackett 1981, J.A. Anderson 1983 et 1984, W.E. Barlow et P. Feigl 1985).

Citons également I'importance des données binaires dans la pratique de la reconnaissance
des formes. Dans ce domaine, nous pouvons citer les travaux de J.D. Tubbs (1989) qui
replend les travaux de E. Diday et J.C. $imon (1980) en s'appuyant d'avantage sur la
notion de probabilité atrchée aux données.

En ce qui concerne les données qualitatives, on porrrra se référer aux travaux de L. Iæban
et al. (1977). Il s'attache à la description des dépendances entre plusieurs variables dans
une approche métrique des données. Il propose, en ce sens, une technique appelée
analyse factorielle des correspondances multiples. On citera également J.P. Benzécri
(1977) qui expose diverses interpétations des facteurs fournis parl'analyse précédente.

En classification automatique, I'approche la plus courante des données binaires
consiste à définir, tout d'abord, une mesure de dissimilarité qui soit adaptée, puis à
appliquer des méthodes classiques sur le tableau de dissimilarités ainsi défini. Dàns ce
type d'approche, les résulats obtenus dépendent évidemment du choix de I'indice. A ce
titre, des études détaillées d'indices de similarité ou de dissimilarité ont été effectuées
(P.H.A. Sneath et R.R. Sokal 1963, R.M. Cormack 1971, J.P. Benzécri 1973, I.C.
Lerman 1973, M.R. Andeberg 1973, B.S. Duran et P.L Odell 1974, F. Caillez et J.P.
Pages 1976,M. Jambu 1978, A.D. Gordon 1981, E. Diday, J. Lemaire, J. Pouget et F.
Testu 1982).

Signalons également les travaux de B. Fichet et C. Le Calvé (1984) qui étudient les
propriétés et la nature géométrique d'indices de similarités sur données binaires. J.C.
Gower et P. Legendre (1986) étudient la capacité de certains indices à produire des
matrices de distances métriques et euclidiennes. Ce travail est effectué pouides données
de différents types, binaires et qualitatifs, et les auteurs concluent par des
recommandations quant au choix d'un indice.

Une autre approche, aussi très fréquente, est la transformation des données discrètes
initiales en données continues. on parle souvent de codage. G. Saporta (1968), C.
Dupond-Gatelmand (1978), F. Taleng (1980), P. Cazes et al (1977) s'attachent, entre
aures, à ce problème.

Quelques méthodes spécifiques de classification automatique pour données binaires ont
été développées, aussi bien dans le domaine de la classification hiérarchique que pour la
recherche de partitions. Différentes approches ont été envisagées, reposant sur les notions
de métrique ou de probabilité, ou encore sur la théorie des maihématiques discrète
(graphes, treillis) ou de I'algèbre booléenne. Nous énumérons ci-dessous quelques
travaux relatifs à ces méthodes.

Dans le domaine de la classification hiérarchique, M.W. Buser et C. Baroni-Urbani
(1982) proposent une méthode qui n'utilise pas là notion de dissimilarité enne objets à
classifier, mais un concept d'homogénéité de classes basé sur Ia notion de probabilité
d'erreur.

Toujours pour les données binaires, A. Reinert (1983) propose une méthode de
classification descendante hiérarchique. Pour cela, il contruit des dichotomies successives
optimisant un critère défini à panir de la métrique du Khi2. Après chaque dichotomie, la
qualité des résultats est améliorée par un algorithme d'échange.
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Lorsque les données sont qualitatives, différents critères d'agrégation peuvent être
construit à partir de la métrique du Khr2, pafticulièrement adaptée à ce type de données
(M. Roux 1985).

Lorsque le problème est posé sous la forme d'une recherche de partition optimisant un
critère, une approche consiste à définir celui-ci à panir de modèles statistiques associés à
chaque classe. La partition optimale peut alors être obtenue en utilisant les techniques
destimation du maximum de vraisemblance, ,

Une aune technique consiste à approximer la partition au moyen d'une méthode de type
nuées dynamiques. Celle-ci est utilisée par H.H. Bock (1986) qui propose deux modèles
spécifiques pour données qualitatives et construit les algorithmes associés.

Pour les données qualitatives, une autre approche consiste à définir un critère à partir de Ia
métrique du Khi2. Cette approche a été envisagée par H. Ralambondrainy (1988) qui
propose un algorithme de type nuées dynamiques (appelé MNDQAL) utilisant un tel
critère.

Pour des données binaires, nous pouvons citer les travaux de J.C. Gower (1974).
Celui-ci introduit la notion de vecteurs binaires caractérisant les variables dans les classes
et la notion de prédictions correctes. Il définit un critère évaluant cette prédiction et
représentant simplement le nombre de différences entre les individus et les vecteurs
représentatifs des classes. Il ne propose pas d'algorithme spécifique et suggère
I'utilisation d'un algorithme de transfert. Par contre, il propose une solution au problème
du nombre de classes à rechercher. Cette approche repond au problème de frdélité des
résultats par rapport aux données initiales-et correspond au-cas le plus simple des
méthodes envisagées dans ce travail.

Nous pouvons également citer la méthode de classifrcation croisée sur données binaires
(G. Govaert 1983). L'auteur propose de rechercher simultanément une partition des
individus et des variables et utilise, pour cela, un algorithme appelé CROBIN et
optimisant un critère analogue à celui proposé par J.C. Gower (1974). Ce critère
représente simplement le nombre de différences entre le tableau de données initial et le
tableau associé au couple de partitions recherché.

D'autrres méthodes specifiques aux données binaires et qualitatives ordinales sont décrites
par A. Guénoche et B. Monjardet (1987). Les auteurs présentent un ensemble de
méthodes relevant de I'algèbre de boole ou des mathématiques dicrètes, qu'il s'agisse de
structures algébriques ou combinatoires. Nous pouvons citer des méthodes reposant sur
I'algèbre de boole (A. Guénoche'1985, Cl. Flament 1976), celles utilisant la théorie des
graphes comme support (B. Monjardet 1980), celles reposant sur la notion de treillis (B.
Lefebvre 1977, B. Lefebvre et J. Losfeld 1979) ou encore celles opérant par
réordonnancements (J. Bertin 1977,G. Caraux 1984).

Comme nous I'avons indiquée au début de cette introduction, nous envisageons de
construire des méthodes de classification respectant la structure initiale des données. Pour
chaque type de données, les méthodes proposées reposent sur I'optimisation d'un critère
défini à partir de la distance L1. Cette approche a été envisagée à la suite d'une étude
approfondie de I'utilisation de cette distance dans le cas binaire simple et dans le cas de
données binaires issues du codage disjonctif complet (de données qualitatives nominales)
et du codage binaire additif (de données qualitatives ordinales).

Dans le premier chapitre, après une présentation de I'utilisation de la distance L, dans
divers domaine, nous rappelons les camctéristiques qui lui sont associées dans le cadre de
I'espace Rp. Les notions mises en évidence sont la médiane d'une variable et le centre
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médian d'un nuage de points. A ces deux caractéristiques centrales sont associées des
mesures de dispersion que nous rappelons. Nous reprenons alors ces notions dans le
cadre de I'espace Bp. On aboutit à des résultats très simples et facilement interprétables
qui vont trouver une application en matière de classification.

En particulier, il s'avère que la médiane d'une variable binaire n'est autre que I'une des
deux valeurs 0 ou 1 utilisées pour coder les deux possibilités. Cette valeur est déterminée
par une règle très simple : la médiane est lp valeur I ou 0 majoritaire de la variable. Il
nous est alors possible de représenter le tableau initial par un simple vecteur de Bp. Une
conséquence de cette appoche est que la caractéristique de dispersion s'interprète
simplement comme le nombre de différences entre les valeurs du tableau initial et les
médianes des variables.

Lorsque les données sont issues d'un codage additif binaire, nous retrouvons des
résultats analogues. Ainsi, la valeur caractérisant une variable qualitative ordinale, n'est
autre que sa médiane. De plus, la règle fournissant la médiane d'une variable binaire
s'applique parfaitement à ce type de données. Le tableau initial est alors résumé par un
vecteur de modalités, facilement interprétable.

Lorsque les données proviennent du codage disjonctif complet, il nous est nécessaire
d'imposer une contrainte lors de la recherche des caractéristiques associées à la distance.
l,a démarche suivie ici diffère de la précédente. Cependant, la contrainte nous permet de
caractériser une variable qualitative nominale par I'une de ses modalités. Un tableau de
telles variables peut alors se résumer par un vecteur de modalités.

Dans les trois chapitres qui suivent, nous proposons un algorithme de classification pour
chaque type de tableaux envisagés ici. A chaque fois, nous définissons des critères
spécifiques à partir de la distançs T , et construisons des méthodes reposant sur un même
principe et fournissant des solutions locales au problème de classification posé. En
reprenant les principaux résultats de l'étude de la distance en valeurs absolues, il est
possible de construire des pafiitions telles que les classes obtenues soient simplement
résumées par des vecteurs de même type que les éléments à classifier : si les données sont
binaires, une classe est caractérisée par un vecteur binaire; si les données binaires
proviennent du codage d'un tableau de modalités, une classe est caractérisée par un
vecteur de modalités. Une autre caractéristique des méthodes développées ici est la facile
interprétation des critères associés aux par:titions. A chaque fois, ils s'interpÈtent en terrne
d'écart ou'nombre de différences entre données initiales et résumés des classes. De plus,
des études comparatives avec des méthodes existantes et des applications sont proposées.
Les méthodes de classification automatique développées dans cette étude sont les
suivantes :

MNDBIN pour les tableaux de variables binaires (chapitre 2),

MNDORD pour les tableaux de codage binaire additif (chapitre 3),

MNDDIJ pour les tableaux de codage disjonctif complet (chapine 4).

Les programmes correspondants ont été écrits et intégrés au logiciel d'analyse des
données SICLA (Système Interactif de ClasSification Automatique) développé par
l'équipe de "classification automatique et reconnaissance des formes" de I'INRIA. Ce
système pennet la gestion, la description élémentaire et le traitement de données par les
méthodes d'analyse multidimentionnelle. Son objectif principal est la diffusion de
méthodes issues de recherches récentes, principalement celles concernant la classification
automatïque et notam{nent les Nuées Dynamiques.
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Dans le chapitre 5, nous nous intéressons plus pariculièrement à I'espace binaire Bp muni
de la distance en valeurs absolues. Bien que cette distance ne soit pas euclidienne, il est
possible de démonner, sous certaines hypothèses, des propiétés analogues à celles
vérifiées par la distance euclidienne usuelle sur I'espace vectoriel Rp. En parriculier, à
partir de la distance L,, nous définissons une inertie binaire, puis nous démontrons que
celle-ci vérifie, comme I'inertie usuelle, une relation de type Huyghens. Il est alôrs
possible d'établir une relation de décomposition de I'inertie sous la forme habituelle :

inertie totale = inertie inuiailasse + inertie interclasse.

Ce résultat important va nous permettre de replacer la méthode de classification MNDBIN
dans un contexte plus habituel : le critère optimisé apparait comme une inertie intraclasse
de la partition et il est aussi possible de donner une interprétation de cette méthode en
terme d'optimisation d'une inertie interclasse. Un autre point important de ce chapire est
la définition d'une mesure d'information associée à un tableau binaire. Cette mesure est
bien sûr définie à partir de I'inertie binaire, et elle est introduite de façon analogue aux
mesures d'informations associées aux tableaux de mesures ou de contingence (G.
Govaert 1983). Il est alors possible de replacer la méthode de classificatiôn croisée
CROBIN (G. Govaert 1983) dans le contexte général de la classification croisée : d'une
part la méthode recherche un tableau associé à un couple de partition résumant le tableau
initiat de sorte que la perte d'information due aux regroupements en classes soit minimale;
d'autre part nous montrons que les deux algorithmes inærmédiaires utilisés par la méthode
19 qqqt autres qu'un seul et même algorithme (une version généralisée de I'algorithme
MNDBIN). Toujours à partir de cette inertie binaire, nous pouvons définir des indices
d'agrégations et ainsi construire une hiérarchie des individus ou des variables en utilisant
I'algorithme habituel de classification ascendante hiérarchique. Nous terminons ce
chapitre par un exemple d'application des indices définis ici et ceux habituellements
utilisés.

Dans le chapitre 6, nous commençons par un bref résumé des différentes méthodes
d'analyse factorielle utilisées dans le cas binaire. Nous proposons ensuite une méthode
d'analyse en composantes principales spécifique aux données binaires er qui soit en
accord avec la forme initiale des données. Pour cela, nous reprenons les hypothèses
habituelles de I'analyse en composantes principales que nous replaçons dans lè contexte
de I'espace binaire muni de la-distance-Lr. En se sèns, nous défiirissons I'inertie d'un
lgage de Bp par rapport à un sous-ensemble de Bp, et cela à partir de la notion d'inertie
binaire précédemment définie. Sous certaines contraintes, cette approche rejoint la
méthode de classification MNDBIN et, lorsque ces contraintes sohl supprimées, on
retrouve la méthode d'analyse factorielle booléenne pÉsentée dans le logiciel BMDP par
M.R. Mickey, P. Mundel et L. Engelman (1984). En adoptant la représentation matricièlle
du modèle d'analyse factorielle booléenne, nous reprenons et résumons les méthodes
proposées ici dans le cas binaire. Nous terminons encore une fois par des exemples
dapplication en détaillant à chaque fois les résultas obtenus.
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CHAPITRE 1

ETUDE DE LA DISTANCE LT POUR DES
DONNEES BINAIRES ET QUALITATIVBS

I .  INTRODUCTION

La distance L, n'est pas euclidienne, mais elle est très utilisée dans le domaine de la
statistique. En régression, des algorithmes ont été proposés pour I'estimation des
paramètres de modèles formulés à partir de cette distance. J.E Gentle, V.A. Sposito et
S.C. Narula (1988) se proposent de comparer l'efficacité de certains de ces algorithmes et
notamment ceux construits par R.D. Amstrong et D.S. Kung (1978), R.D. Amstrong et
al. (1978), P. Bloomfield et rW. Steiger (1980), L.A. Josvanger et V.A. Sposito (1983).

L'utilisation de cette distance est souvent associée à la notion de médiane et de centre
médian (J.C. Gower 1974b, F.K. Bedall et H. Zimmermann 1979). Le centre médian
d'un nuage de points est introduit comme le point minimisant un critère de dispersion
défini à panir de la distance L,. Ce centre peut être déterminé de façon analytique mais ne
vérifie pas la propriété d'unicité. R. Kosfeld (1986) reprend la notion de médiane d'une
variable réelle et considère deux extensions pour une variable multidimensionnelle à
valeurs dans Rp : la première n'est autre que le centre médian; la seconde est appelée
"spatial median" et permet de minimiser un critère défini à partir de la distance euclidienne
usuelle. La seconde extension est plus difficilement calculable mais vérifie la propriété
d'unicité.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés et caractéristiques de la distance L,
sur un espace du type {0,1}n ou Bp. Les trois tableaux de données binaires décrits dans
I'introduction (tableau de variables binaires, tableau de codage binaire additif et tableau de
codage disjonctif complet) pennettent de définir des nuages de points, à composantes
dans {0,1}, représentant les individus. Ces trois nuages se distinguent par la stucture
particulière de leurs éléments : soit ils sont à composantes dans {0,1} sans contrainte,
soit leurs composantes vérifient le codage disjonctif complet ou encore le codage binaire
additif. Ces nuages sont donc tous inclus dans un espace du type Bp. Il reste à choisir une
métrique sur cet espace. Nous proposons d'utiliser la distance suivante : la distance entre
deux points sera le nombre de cornposantes différentes entre ces deux points. Sur I'espace
Sn, il s'agit exactement de la distance en valeurs absolues ou distance L1.

Dans ce chapitre, nous définissons les caractéristiques de cette distance pour chacun de
ces nuages de points. Dans tous les cas, nous essayons d'obtenir des caractérisques
facilement interpÉtables et permettant de décrire simplement les tableaux de données.

Le premier paragraphe traite essentiellement de la distance en valeurs absolues dans le
cadre de I'espace vectoriel Rp. En particulier, nous présentons les caractéristiques
associées à savoir la notion de médiane d'une variable et la notion de centre médian d'un
nuage de points.

Dans le second paragraphe, nous reprenons ces caractéristiques lorsque I'espace est Bp.
En fait, les caractéristiques mises en évidence sont la médiane d'une variable binaire et le
centre médian d'un nuage de points associé à un tableau de variables binaires. Les
résultats obtenus nous semblent intéressants dans la mesure où la nature et la structure des
données est respectée.

-7-



o

o

o

o

o

o

o

a

o

o

o

o

Etudc de la distance L1 pour des données binaires et qualitatives

Nous reprenons ensuite ces résultats lorsque le nuage de points est celui associé à un
tableau de codage binaire additif. Les composantes des points vérifiant la contrainte de
codage, nous parlons alors de vecteurs binaires de modalités. Les propriétés mises en
évidence dans le cadre de I'espace Bp restent utilisables ici, car elles permettent de rester
en accord avec la structure des données. Une autre approche est également envisagée,
celle-ci consiste à travailler directement sur le tableau de modalités. À panir des lignei de
ce tableau, on définit un nuage de points dont les composantes sont dés modalités. Nous
parlons alors de vecteurs de modalités. Ce nçage pardôulier est inclus dans un espace E,
que nous définissons, et que I'on munit de la distance en valeurs absolues. Nous
dÉterminons également les caractéristiques de la distance sur cet espace E. Nous monrons
alors l'équivalence avec I' approche précédente.

Une étude semblable est effectuée pour le tableau de codage disjonctif complet et le
tableau de variables qualitatives nominales. A partir du tableau de codage, on définit un
nuage dont les éléments ont une stucture de vecteur binaire de modalités. Pour ces points
partictliers, les caractéristiques de la distance en valeurs absolues ne sont plus en alcord
avec la forme initiale des données. Il est nécessaire d'introduire la contrainte de codage
pour obtenir des caractéristiques interprétables. A panir du tableau de modalités on peut
définir un nuage de points (ayant une structure de vecteurs de modalités) inclus dani un
gspace E (du même type que celui défrni précédemment). Cet espace E est muni de la
distance égale au nombre de composantes différentes entre les déux points considérés.
Dans ce cadre particulier, les caractéristiques mises en évidencé sont facilement
interprétables. Enfin, une étude compilative entre les deux approches proposées pour ce
type de données est effectuée.

2. LA DISTANCE EN VALEURS ABSOLUES

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons plus particulièrement à I'aspect descriptif de la
distance en valeurs absolues.

Des caracatéristiques de valeurs centrales et de dispersion sont souvent associées aux
distances (F. Caillez et J.P. Pages 1976). Pour la métrique euclidienne usuelle sur
I'espace ftn, celles-ci correspondent à la moyenne et à l'écart-type d'une variable réelle,
au centre de gravité et à I'inertie d'un nuage de points. Pour la distance en valeurs
absolues nous pouvons définir des notions analoguei.

Dans ce paragraphe, nous précisons ces notions pour une variable quantitative, puis pour
un nuage de points pouvant être considéré comme le nuage associé à un tableau croisant
individus et variables quantitativés.

2.I DEFINITIoN

Notons d la distance en valeurs absolues-

Entre deux points quelconqgs5 1=(x1,x2,...,*P) ety=(yl,y2,...,yP) de Rp, elle s'exprime
par :

Ë t*j - ,i,
j = l

d(x,y) =

-8-
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2.2 CnucrnRrsrreuns D'uNE vARTABLE REELLE

Soit I={1,2,...,n1un ensemble de n individus décrit par une variable réelle x. Soit E(x)
l'échantillon des valeurs prises par les individus de I. On note :

E(x )= [ (x1 ,p i ) , i e  I ]
où

xi est la valeur prise par la variable x sur I'individu i,
pl la pondération associée à I'individu i et I p.=1.

i e I

l,e plus souvent, on choisit la pondération l/n pour tous les individus. Dans cette étude,
nous conservons la notation p1 désignant une pondération quelconque.

Les caractéristiques habituelles sont la moyenne et l'écart-type de la variable x.

2.2.1 Caractéristique de valeur centrale : la médiane

Définition
Toute valeur h de R minimisant :

P; lx ; -  N

est une caracléristique de valeur centrale de Ia variable x. Elle est appelée médinne de
l'échantillon de Ia variable x. Nous parlons plus simplement de médiane de la
variable.

Remarques
La médiane vérifre la propriété suivante : elle est comprise entre la plus grande et la plus
petite valeur de l'échantillon. Soit :

Min {x '  x2,  . . . ,  xn}  3  À < Max {xr ,  x2,  . . .  ,  *n}

De plus, la médiane existe toujours, mais ne possède pas la propriété d'unicité. Dans
I'exemple ci-dessous, tout point de I'intervalle 12,31est médiane :

E(x)  =  {1 ,2 ,3 ,41

Nous pouvons également démontrer qu'un échantillon admet toujours pour médiane l'une
des valeurs qu'il contient. Ainsi, soit l'échantillon admet une médiane unique et
appartenant à E(x), soit il admet un intervalle médian dont les bornes sont des valeurs
figurant dans E(x). Nous donnons ici deux exemples, en supposant que toutes les
mesures soient munies d'une même pondération :

T
ieI

O

o

( i )  E(x)  =  { I ,2 ,3 ,  4 ,  5 l

( i i )  E(x)  =  [1 ,2 ,3,41

Règle de calcul de la médiane
Lorsque toutes les valeurs de l'échantillon sont munies d'une même pondération (en
général l/n ou plus simplement 1),la médiane peut être déterminée de façon analytique à
panir d'une règle très simple. Elle ne dépend que du nombre de valeurs de l'échantillon :
si l'échantillon contient un nombre impair de valeurs, la médiane est la valeur centrale de
l'échantillon; si l'échantillon contient un nombre pair de valeurs, il admet un intervalle

médiane unique etégale à 3

intervalle médian [2,3]

-9-
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médian dont les bornes sont les deux valeurs centrales. En résumé, et si on suppose
l'échantillon trié de sorte que x132(...S *n, la règle fournit les résultats suivants :

- si n-est impair, une médiane unique x1où k est égal à la partie entière de
(n/2 + r),

- si l. est pair,-un intervalle médian [xt,xr*r] où k est égal à Ia partie
entière de (rtl?). , ,

I-es exemoles (i) et (ii) illustrent cette règle. Nous pouvons ajouter le cas parriculier où,
par exemple, E(x)={ I,2,2,21. La règle fournit un intervalle médian dont Iês bornes sonr
toutes deux égales à 2, on choisit alors cette unique valeur pour médiane.

Cependant, cette règle présente des limites. En effet, dans le cas où les mesures sont
munies de pondérations différentes, elle ne fournit pas nécessairement la bonne solution.
Les trois exemples ci-dessous en sont des illustrations :

l'ensemble 1I,2, 3, 4, 5 ) muni des pondérations
admet une médiane uniçe de valeur 4,

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

/ l  2  |  5  I ,
- l\ 1 0 ' 1 0 ' 1 0 ' 1 0 ,  l 0 /

admet une médiane unique de valeur 2,

- I 'ensemble {1,2,3,4,5} muni des pondérarions 6, #, 
-?-* 

-4,
admet un intervalle median [3,4].

I '
l0/

Enfin, lorsque deux valeurs seulement sont en jeu, la médiane est facilement calculable.
En effet, un ensembfe de_deux réels x1 et x2, munis respectivement des pondérations p1 et
p2, admet pour médiane la valeur X1 ou x2 de plus fortè pondération associée. Si p1 et p2
sont égales, tout réel de I'intervalle [x1,x2] est médiane.

2.2.2 Caractéristique de dispersion : l'écart moyen

Nous définissons une mesure de la dispersion des n éléments de E(x) autour d'un réel
qu-elconque._ Nou,s la notons EC1(x), égale à la somme pondérée (ou moyenne) des
valeurs absolues des écarts des n mesures au réel t. Nous l'âppelons écart parrapport à t
et son expression est :

EC,(x)  = P l l x t - t I

Par définition, cette quantité est minimale pour la médiane de l'échantillon.

Définition
On appelle écart rnoyen de la variable x, l'écart par rapport à sa médiane L et on le
note :

EC(x) = EC,G)

l-'écart moyen et l'écart-type d'une variable ont des significations analogues : ce sont
des quantités mesurant la dispersion de l'échantillon autour des valeurs centrales, que sont
respectivement la médiane et la moyenne de la variable.

-  I 'ensemble {1,2,3,4,5} muni des pondérat ions GL^, * ,  #,  h,*r l

T
ie I

-10-
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2.2 .3  Exemple

Soient E(x)={ L,2,3,4,51 l'échantillon et {lll0,2/l0,lll0,5/I0,1110} les pondérations
associées. Les caractéristiques habituelles de la variable ainsi que celles associées à la
distance en valeurs absolues sont :

moyenne = 3.3 et écart type = 1.19

médiane = 4 
'et 

écart moven = 0.9

2.3 CnnncrpRrsrreuEs DruN NUAcE DE porNTS

Soit I=[ 1,2,...,n1un ensemble de n individus décrit par un ensemble 1=11,2,...,p] de p
variables quantitatives. A chaque individu i est associé un point xl de Rn défini par :

*, = (*l ,*1, ... ,*T)
où x{ représente la valeur prise par la variable j sur I'individu i.

On obtient ainsi un nuage de n points pondérés, noté N(I), et défini par :

N ( I )= { ( x i , p i ) , i e I }

où p, est la pondération associée à I'individu i.

Pour la distance euclidienne, les caractéristiques du nuage sont le centre de gravité et
I'inertie (par rapport au centre de gravité). Ici, nous définissons des caractéristiques
analogues pour la distance en valeurs absolues.

2.3.L Caractéristique de valeur centrale du nuage : le centre médian

Définition

Tout élément )vde Rpminimisant :

2 n; d(xt')u)
ie l

est une caractéristique de vale,ûr centrale du nuage. Un tel point est appelé centre
médian du nuage.

De cette définition, se dégage le problème de la recherche du centre médian d'un nuage de
Rp. Afin de résoudre celui-ci, écrivons la quantité à minimiser de la façon suivante :

L L pi t xl- î,it
j e  J  ie l

Il suffit alors de rechercher, pour tout j, le réel î,j minimisant :

I pi | *{- l':1
ie I

La solution est de choisir, pour l.r, la valeur médiane de I'ensembte {(4, pq), ie I } .

-1 I -
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Finalement, le centre médian est le point dont les composantes sont les médianes des
variables. Par conséquent, il enste toujours, mais n'est pas unique.

2.3.2 Caractérist ique de dispersion du nuage : I ' inert ie

Sur I'espace Rp muni de la distance euclidienne, on dispose de la notion habituelle
d'inertie du nuage par rapport à un point t quelconque. La caractéristique de dispersion est
alors I'inertie du nuage par rapport à son cênhe de gravité. Ici, l'espace Rp est muni de la
distance en valeurs absolues. Pour cette distance, nous définissons une inertie
particulière.

Définitions

Soit N(l)={(xr p), i e I} un nuage de Rp et soit d la distance en valeurs absolues. Nous
définissors I'incrtie du nunge par rapport à unpoint t par :

s,(N(r)) = P; d(x,,t)

Nous appelons inertie du nuage N(l) l'inertie du nuage par rapport à son centre
médian et on note :

s (N(r)) = qNU))

où 2u est le centre médian du runge N(l).

Lorsque I'espace Rp est muni de la distance euclidienne usuelle, I'inertie est minimale
pour le centre de gravité du nuage. De plus, il est possible d'exprimer cette inertie en
fonction des variances des variables.

Ici, l'espace Rp est muni de la distance en valeurs absolues. Par définition, l'inertie du
nuage est minimale pour le centre médian. D'autre part, on peut exprimer I'inertie en
fonction des écarts movens des variables. En effet. on a :

g(N(I ) )= I  I  l , l *1- i , l=  t  ECC)
iel je J j e J

ou
EC(i) exprime l'écart moyen de lavariable j

3. DESCRIPTION D'UN TABLEAU BINAIRE

Nous nous intéressons ici aux tableaux croisant individus et variables binaires. Nous
supposons, en outre, que les deux modalités d'une variable de ce type sont codées par les
valeurs de I'ensemble [0,1].

Nous donnons, tout d'abord, les notations utilisées pour le tableau de variables binaires et
pour le nuage des individus défrni à partir de ce tableau. Chaque individu est représenté
par un vecteur binaire; le nuage des individus est inclus dans un espace du type (0,t 1n
que I'on note BP.

Pour mesurer les proximités enne individus, nous proposons d'utiliser la distance égale
au nombre de valeurs qui ne sont pas identiques pour les deux vecteurs binaires
correspondants. Sur I'espace Bp, il s'aglt exactement la distance en valeurs absolues.

iel

o

o

o
-12-
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Dans un second para$aphe, nous reprenons les notions de médiane et d'écart moyen
pour l'échantillon d'une variable binaire. Nous montrons alors qu'il existe toujours une
médiane binaire, facilement déterminée à partir d'une règle que nous préciserons.

Puis, nous nous intéressons aux caractéristiques de description d'un nuage de Bp. Nous
montrons que le centre médian du nuage a la particularité d'appartenir à ce même espace.
Nous établissons également une relation liant I'inertie du nuage à I'inertie par rapport à un
point quelconque de BP.

Dans le dernier paragraphe, nous montrons que les résultats obtenus sont indépendants
des valeurs a et b choisies pour coder les deux possibilités d'une variable binaire.

3 .1  NOTATIoNS

Le tableau
Soit X(I,J) le tableau croisant un ensemble I={ 1,2,...,n1 de n individus et un ensemble
1=(1,2,...,p) de p variables binaires. On note :

X ( I , J )=1x {  )

où xl, élément de la ih" ligne et de la jh" colonne du tableau, est la valeur 0 ou I prise par

la variable j sur I'individu i.

Le nuage
Chaque individu i est représenté, dans Bp, par le point xi défrni par :

*, = (*f, *f, ... , *f)
A partir du tableau X(I,J), on définit ainsi le nuage de n points pondérés N(I) par :

N ( I )= { ( x ; , p ; ) , i e  I }

où p, est la pondération associée à I'individu i. On suppose encore que ) p,= 1.
i e I

La distance
Si x et y sont deux éléments de 3n, la distance en valeurs absolues d enne ces deux points
s'exprime par:

d (x ,y )= ! t * j - y j t
j= l

3.2 ClnlcrnRrsrreuEs D'UNE vARTaBLE BINAIRE

Soient x une variable binaire et E(x) l'échantillon des valeurs observées sur I'ensemble I
des individus. On note:

E(x )= { (x ; ,p ; ) , i e I }

où xi est la valeur 0 ou 1 prise par la variable x sur I'individu i,

pi la pondération associée à I'individu i.

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
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3.2.1 La médiane

Propriété
Tout échnntillon d'une variable binaire, à valeurs dans [0,1], admet une médiane
appartenant à ce même ensemble {0,1}.

preuve
Cherchons À tel que :

I Pl lxt - l"l soit minimum
ie I

Cette expression peut être décomposée de la façon suivante :

p1(1-x)À+I pix,( l - I )
ieI

que nous réécrivons :

ÀPo + (l-I)Pr

oùPo = I n1(1-x,1 la somme des pondérations des valeurs 0,
i e I

e t  P t= t
ie I

p1x; la somme des pondérations des valeurs 1.

Po=I  p ( l - x i )=pno
i e I

(1-x,) le nombre de valeurs 1 de l'échantillon,

Pr= I  Px i=Pnr
ie I

où nr = I x, le nombre de valeurs 0 de l'échantillon.
ie I

La médiane est alors la valeur minimisant :

l.no + (1-À)n,

Par conséquent, le problème revient à rechercher la médiane des deux valeurs 0 et 1,
mulies respectivement des pondérations Pg et P1. La solution est de prendre pour
médiane la valeur 0 ou l, suivant que Ps est plus grand ou plus petit que Pi. Si les deux
pondérations sont différentes, la médiane- est unique. Par cbntre, si Ps et P1 sont
identiques, la quantité à minimiser est indépendante-de la valeur médiane recherchée.
Dans ce cas, tout réel de I'intervalle [0,1] est médiane. On dispose ainsi d'une règle
perm€ttant de déterminer facilement une médiane binaire présentant I'avantage (que-ne
possède pas la moyenne dans ce cas précis) d'être du même type que les données

Cas où les individus sont munis de pondérations égales
Lorsque les individus sont munis d'une même pondéiation, la règle fournit une médiane
ayant une interprétation particulièrement simple.

En supposant que :
'  V ie I  P i=P

on a alors :

où  no= I
ie I

o

-14-
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Finalement, la médiane apparait comme la valeur 0 ou I Ia plus souvent choisie par les
individus. Elle représente la valeur majoritaire de l'échantillon.

Remarque
La moyenne habituelle possède la propriété suivante : on peut remplacer une partie d'un
ensemble par sa moyenne, munie de la somme des pondérations, sans changer la
moyenne de I'ensemble. La médiane ne vérifie pas cette propriété.

Pour illustrer cette remarque, considérons I'énsemble E composé des 9 valeurs binaires
[1.,1,1,1,0,0,0,0,0] chacune de pondération 1. I l  est alors possible d'appliquer
simplement la règle de la majorité pour déterminer la médiane. Soient également les
trois parties A, B et C telles que :

E = AUBUC

A = {1, l} de médiane a = I de pondération 2

B = { 1, 1, 0} de médiane b = 1 de pondération 3

C = {0,0,0, 0} de médiane c = 0 de pondération 4

La médiane de E est 0, alors que la médiane des valeurs a, b et c, munies de leur
pondération respective, est égale à 1. Il se pose donc un nouveau problème : celui du
choix de la pondération à associer à la médiane binaire. Cela sera I'objet du chapitre 5.

3.2.2 L'écart moyen

On peut décomposer I'expression de l'écart moyen d'une variable binaire x de la façon
suivante :

EC(x )= )  p , l x , - l , l
i e I

<+ EC(x) - ÀP, + (1-À)P,

f ^

I Po si À=1
<+ EC(x) ={

I Pt si i,=o

<+ EC(x)=L {  p; / ieIetx,*À }

L'écart moyen est donc égal â la somme des pondérations associées aux valeurs
différentes de la médiane binaire. Il s'interprète comme une mesure de la présence de la
valeur 0 ou I de plus faible pondération.

Si tous les individus sont munis d'une pondération égale, la médiane est la valeur 0 ou 1
majoritaire de l'échantillon. L'écart moyen repÉsente alors, à un facteur constant près, le
nombre de valeurs minoritaires de l'échantillon. En effet, si on suppose que :

V ie I  P i=P
on a alors :

EC(x) => { p I ieletxi*l, }

(+ EC(x) = p Card{ie I /x,+À.}

- 1.5-
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3.3 Cena,crpRrsrreuEs D'uN NUAcE DE porNTS

o
3.3.f Centre médian du nuage

Propriété
Un ruage de Bp admct toujours un cgntre médian appartenant au même espace Be.

O Preuve
Cette propriété est une conséquence de la propriété de la médiane binaire. En effet, par
définition, le cenre médian du nuage N(I) est tout point l, de Rp minimisant :

I I n, l*l- l,it
o ie l  jeJ

ce qui signifre que, pout tout j, le réel Àj minimise :

L n,l* i- l , j t

O 
ie l

Les données étant binaires, Àj est la médiane binaire de I'ensemble des valeurs prises par
la variable j sur l'ensemble des individus. Le cenne médian est donc le point dont les

;iiffiiff:âi' j:iJ*Ëi:?"H jË:"'3ffi :ff :J,îi?f:;'f""ii":"1P,,,,ro"*ill;
O résumé par un vecteur binaire facilement interprétable.

Notons que, comme pour la médiane, remplacer une partie d'un ensemble de points par
son centre médian peut changer le centre médian de I'ensemble.

3.3.2 Inertie du nuage

Si on note À le centre médian du nuage N(I), I'expession de I'inertie est :

S1X1l)) = 2 I l,| xl-I:l = 2 L {pi /xl+}'rl
C 

ie l  jeJ ie l  jeJ

Dans cette expression, seules les composantes différentes de celles du centre médian
fournissent une contribution non nulle à l'inertie. Si on choisit une même pondération
pour tous les points, I'inertie sera égale, à un facteur constant près, au nombre de valeurs
minoritaires prises par les variables binaires. En effet, si on suppose que :

O  V ie I  p i=p
on a alors :

S(N(I)) = L > tp /xl*)'i1 = p I Card{ier/xl*Ij1
i e l  j eJ  j eJ

O
3.3.3 Exemple d'application

Considérons le tableau croisant 5 individus et 3 variables binaires, représenté ci-après.
Pour ce tableau, et en supposant des pondérations toutes égales à 1, nous avons calculé le

O 
vecteur binairc le résumant, ainsi que la mesure de dispertion autour de ce vecteur.

:
I
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Nous obtenons alors les résultats suivants :

,O 101
r10
001
100
111

tableau de
données

cenre médian :

inertie:

(1 ,0 ,  1 )

)

o

o

o

o

o

o

o

O

o

o

3.3.4 Propr iété

Sur I'espace Rp muni de la distance euclidienne, on dispose d'une relation liant l'inertie
d'un nuage Par r?pport g. ul noint quelconque à I'inertie du nuage par rapport à son cenrre
de gravité : la relation de Huyghens.

Nous allons déterminer une relation analogue sur l'espace Bp muni de la distance en
valeurs absolues.

Propriété
Soient 2v Ie centre médian d'un nuage N(I) de Bp et t un point quelconque de Bp. L'inertie
du.ntnge par rapport au point t s'exprime, enfonction fu l'inertu aè w(), de lafaçon
sutvaile:

StW\) = S N0) + L I ti - lilpro- rtt
jeJ

où Pto=2 p,1l-i) et Prr=2 p/i
iel  iel

I-a propriété_ reste valable pour un point t dont toutes les composantes sont dans
l'intervalle [0,1].

Preuve
L'inertie par rapport au point t peut s'écrire comme la somme des écars des variables par
rapport aux composantes de t :

gt(N(D) = 
à .>, ns lxl- tjt
i e I  j eJ

(+ St(N(I))= 2 ECrl0)
j e J

En reportant la relation exprimant Ecd0) en fonction de EC(), on obtient :

SrNG)) = > (EC(i) + lC-1,{lPÛ-Pil)
j eJ

(+ gt(N(D) =s(N(r)) + 2 rtj-l.lref-rir
j e J

La second membre de cette sorlme étant toujours positif, on retrouve bien une inertie
minimale pour le centre médian. Cependant, le second tenne de cette expression ne
correspond pas-à une inertie et nous empêche d'obtenir, sur Bp, une relatibn ayant le
même sens que la relation de Huyghens sur Rp.
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,  I  p"sir=b
L {Pi/xl*À} = I
iel t Po si l,=a
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3.4 INnnpnnoANCE vls A vIS DU coDAGE

Lorsque les deux modalités d'une variable binaire sont codées par deux valeurs
quelconques a et b, on est amené à considérer I'espace f,={a,b}n. Sufcet E, la distance
égale au nombre de composantes différentes entre deux points n'est plus la distance en
valeurs absolues. Cependant, elle ne dépend pas des valeurs effeCtives de a et b et
s'exprime, cornme sur I'espace Bp, de la façon suivante :

Vxe t ye  E  d ( x , y )=  ;  ô { x , y )
j e J

où ô{x,y) = { 
t si x} vj

L  o  s inon

Nous montrons ici que cette distance fournit des caractéristiques équivalentes pour toutes
valeurs a et b retenues pour le codage. En fait, les résultats obtenus sont indépéndants des
valeurs effectives de a et b.

3.4.I Caractérist iques d'une variable binaire

9l -t"ptt--qd les mêmes notations pour la variable x, I'ensemble I de n individus et pour
l'échantillon E(x)={(xi, pi),i e I}. Seul change le codage de la variable binaire qui
repose ici sur les deux vale.urs a et b.

La valeur centrale de E(x) est tout réel À minimisant la quantité :

Si on note:

T
i e I

{n i lx l+}"1

P"= I {p ; / x ]=a}
ie I

Pu= I  [n1 l * ]=61
i e l

l'échantillon se ramène à I'ensemble des deux valeurs a et b munies respectivement des
pondérations P" et P6. La valeur centrale est alors la valeur a ou b de plus forte
pondération associée et n'est autre.que la médiane de E(x).

La mesure de dispersion autour de la médiane s'écrit :

F!!q n" dépend que des pondérations et non des valeurs effectives de a et b. Elle esr égale
à l'écart moyen EC(x) (tel qu'il a été défini pour le codage par 0 et 1).

3.4.2 Caractéristiques d'un nuage de points

On reprend la notation N(I) pour le nuage défini à partir du tableau de variables binaires
X(I,J). Iæ codage étant réalisé par les valeurs a et b, le nuage est inclus dans l'espace E.

o
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Iæ point central du nuage est tout élément À de Rp minimisant la quantité :

I  P;d(x,, l . )= L I  P1ô{x,,À) = I  L {pi /xl* i . j1
i e l  i e l  j eJ  i e l  j eJ

Pour déterminer 1., il suffit de trouver, pour tout j, la valeur l.j minimisant :

I '  {Pi ' i i ,*x:7
i e I

Ce problème a une solution évidente : on choisit, pour Ij, la valeur a ou b médiane de Ia
variable j. Le point reghelché apparait alors comme le cenrre médian du nuage N(I). De
plus, ce point a la particularité d'appartenir à I'espace E.

Si l, est le centre médian du nuage, la caractéristique de dispersion s'exprime par :

I .I-{Pi /lcr*}"rl
i e l  J € J

Encore une fois, cette quantité ne dépend que des pondérations des individus. En fait,
cette mesure de dispersion apparait comme I'inertie du nuage g(N(I)) (telle qu'elle a été
définie pour la distance en valeurs absolues sur I'espace Bn).

3.4.3 Généra l isat ion

Nous allons maintenant considérer une distance plus générale dépendant d'un paramètre
e. Pour toute valeur de e, on aboutit toujours au même type d'interprétàtion des
caractéristiques associées à la distance. C'est ôe que nous montrôns dans la suite.

Considérons donc la famille de distances :

Vxety€ E d(x ,V)= y  ô l (x ,V)

où  
j eJ

- i .  [ "  s i  x ] y j
{(x,v) ='l et e e R

t  0  s inon

Notons que, dans le- cas particqlier où e prend la valeur la - bl, d" n'est autre que la
distance en valeurs absolues sur E. Lorsque e prend la valeur 1, on retrouve la distaïce d
égale au nombre de composantes différentes entre les deux points considérés.

I,fs caractéristiques associées à toute distance d" sont équivalentes à celles associées à la
distance d. En effet, un échantillon à valeurs dans {a,b} ést caractérisé par sa médiane, un
!ryge de. F est caractérisé par son centre médian appartenant égalemênt à E. Si on nore
EC(,e) l'écart moyen de la variable j défini à paniràè h distancé d", on a :

EC(,e) = eI  {  n i / {+l , j }  =eEC6)
i e I

Dg faço.n analog-ue, I'inertie diffère du facteur e de I'inertie définie dans le cas du codage à
valeur dans {0,1}.
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Remarquons que I'on obtient des caractéristiques analogues (médiane et centre médian) en
choisissant pour e une valeur d dépendant de la variablej.

3.5 CoNcLusroN

?Tt ": 
paragraphe,rous avons mis en évidence quelques propriétés de I'espace Bp muni

de la distance en valeurs absolues. læs ç41a.ptérisrtiquès aiso,jiées présentàt I'avanrage
d'être en accort avec la structure d'espace biàaire. Dè plus, elles peuvent être facileme-nt
calculées.

Un application intéressante concerne, tout particulièrement, les tableaux de variables
binaires : une variable est caractérisée par I'uïe des deux valeurs 0 ou I (la médiane); le
tableau est résumé par un vecteur de-Bp (le centre médian). De plus, ies mesu.ei de
dispersion autorlf dè ces deux caractéristiques s'interprétent simplernent en terme de
différences entre données initiales et valeurs médianes. 

'

Tous ces résultats trouverons une application lorsque nous aborderons la classification sur
tableau de variables binaires.

4. DESCRIPTION D'UN TABLEAU DE CODAGE ADDITIF

Nous nous intéressons maintenant aux tableaux de variables qualitatives ordinales et, plus
particulièrement, à la transformation de ces tableaux par le codage binaire uOfitn

99tyn prgmier.tepqs-, nous précisons les notations utilisées pour le tableau de modalités
Z(I,Q), croisant individus- et variables qualitatives ord.inales, ét pout le nuage associé à ce
tableau. A chaqrte vari-able corr^espondun ensemble de modalités qui sont-généralement
représentées par les valeurs {1,2,...,mo } (où mo représente le nombre Ae m6dUites de la
variable.g 4e _Qi. Nous définissons alois I'espaôe E comme le produit de ces ensembles
de modalitg!^$? g*" coordonnée de tout poini oe E appartient à I'ensemble 11,2,...,m")).læ nuage défini à partir du tableau Z(I,Q) appartient à- cet espace. Nous paùoni atôrjae
nuage de vecteurs de modalités.

E1s.ui1e, après avoir décrit le codage binaire additif d'une variable, on donne les notations
utilisées pour le tableau de.goa-age_ {(I,J) etpour le nuage associé. Cette fois, le nuage est
inclus dans I'espace B- - {0,1}* (où m est ièi le nombré total de modalités âes variâbles
9" 9). Les points.de ce nuage ont une structure particulière : leurs composantes résultent
de la transformation, par le-codage binaire {ditif, du point de I'espace^E correspondant.
Dans ce cas, nous parlons de vecteurs binaires de modalités ei nous appelôns F la
restriction de B. à ces vecteurs.

Nous proposons alors de munir les espaces E et F de la distance en valeurs absolues.
Nous montrons alors la propriété suivante : la distance entre deux vecteurs de modalités
de F est egu]e à la distanceèntre les deux vecteurs binaires de modalités correspondants
de I'espace F.

Nous envisageons ensuite de déterminer les caractéristiques associées à la distance sur ces
deux espacqs.-L? caractéristique fondamentale sur I'espiace E est la médiane. Dans le cas
le plus géngral{Plndérations guglgoqques), cette médiane ne répond à aucune règle de
r.echerche sim_ple-(paragraphe 2.2.1>. Par coqtre, sur I'espace F, lês caracrérisriques-de la
distance sont facilement déterminées : il suffira d'utiliser la Ègie de calcul de la mediane
binaire..Cette règle permet d'obtenir ici, sans y apporter iucune modification, des
caractéristiglles e.n_accord avec la forme initiale desà-onnées et donc interprétables par
rapport à celles-ci. En utilisant ce résultat et la propriété sur les distances, nôus montrons

o
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qu'il est possible de calculer, pour ces données qualitatives ordinales, les caractéristiques
associées à la distance en valeurs absolues sur I'espace E.

4.1 Nornrroxs

4.1.1 Le tableau de modalités

Le tableau
Soit Z(I,Q) le tableau de modalités croisant un ensemble I={ 1,2,...,n1de n individus et
un ensemble Q=11,2,...,p) de p variables qualitatives ordinales. Soit également
Jq=[|,2,...,mq] I'ensemble des modalités de la variable q. On note :

Z(I,Q) = ( tf)

où zf e Jn représente la modalité de la variable q choisie par I'individu i.

Le nuage
A panir des n lignes du tableau Z(I,Q), on définit le nuage de n points pondérés Nz(I)
par :

NzG)= l (z i ,p1 ) , ie I )

où 2. = (z!, ,1, ..., zT) est le vecteur représentant I'individu i,

p1 la pondération associée à I'individu i et ) p.= 1.
i e I

L'espace et la distance
Les données qualitatives ordinales peuvent être considérées comme des données
quantitatives. læ nuage N(I) est alors plongé dans I'espace Rp. Si cet espace est muni de
la distance euclidienne usuelle, les caractéristiques mises en évidence sont : la moyenne
d'une variable, le centre de gravité du nuage. Celles-ci ne sont pas nécessairement de lad'une variable, le centre de gravité du nuage. ne sont pas nécessairement de la
même forme que les données initiales (la moyenne n'est pas une modalité, le centre de
gravité n'est pas un vecteur de modalités).

Nous proposons de plonger le nuage N(I) dans I'espace E défini comme le produit
J1xJ2x...xJo. Nous munissons E de la distance en valeurs absolues, notée dr. Cette
distance coirvient pour les données du type qualitatives ordinales et sa définition est :

D
Vxetye E ds(x,y)  = i lxe- yql

çl

La médiane est la caractéristique fondamentale associée à cette distance. Comme nous
I'avons vu, un ensemble admet pour médiane une valeur figurant dans cet ensemble.
C'est essentiellement cette propriété qui a motivé le choix de la distance en valeurs
absolues. En effet, les valeurs intervenant ici étant des modalités, la médiane d'une
variable qualitative ordinale est alors une modalité.

4.1.2 Le codage binaire additif

Le codage binaire additif est un codage dit à modalités ordonnées : il permet de rester
cohérent avec I'ordre des modalités de la variable.
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Soit z une variable qualitative ordinale à modalités dans { 1,2,...,m}. Le codage binaire
additif de z est une application c qui, à toute mdalité j de z, associe un élément x de
{0,1}-. Nous pouvons la définir de la façon suivante :

V je  {  I ,2 ,  . . .  ,  m} c(i) = * = (*1, x1 ... , x*)

où pout rour k on 1î*= t â :l T. 
=r',

Ce codage permet de recalculer la modalité codée. Si x est le codage d'une modalité j de z,
on  a :

m

t
k=l

Considérons, par exemple, une variable à 5 modalités. Celles-ci sont alors codées de la
façon suivante :

modalité

I
2̂
J

4
)

4.1.3 Le tableau binaire de codage

Le tableau

)

ro

o

o

o

o

o

o

o

o

o

codage

0000
1000
l l00
1110
l 11 l

Soit X(I,J) la transformation, par le codage binaire additif, du tableau de modalités
Z(I,Q). L'ensemble 1=(I,2,...,m) (où m est le nombre total de modalités des variables
de Q) permet d'indicer les colonnes de X(I,J).

Une colonne q de Z(I,Q) contient les valeurs prises par la variable q sur les individus de
I. Cette colonne peut être ransformé par le codage binaire additif. Soit co I'application
qui, à toute modalité de la variable q, associe le vecteur de {0,1}n'q défini par:

v ie I t(rl) = (*of ), *n(,t), ... ,*o(l')

[ t r i i <z j
où v je rq *of, = 

t; ;; 
',-,',1

et où q(), représentant I'indice de J correspondant à la modalité j de la variable g, est
défini par:

9o) = Ë ,n- *:
k= l

Après avoir transformé les p colonnes de Z(I,Q), nous obtenons le tableau de codage
binaire additif X(I,J).

Exemple
Considérons un ensemble de 6 individus identifiés par les chiffres f à 6. Ceux-ci sont
decrits par 3 variables qualitatives ordinales, identifiés par les leures a, b et c. Supposons

o
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3
4
5
6

abc

|  323
2 241
3 315
4 332
5 334
6 r33
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que les modalités des variables soient {1,2,3} pour a, {1,2,3,4} pour b et I I,2,3,4,51
pour c. Les valeurs choisies par les individus sont représentées sous Ia forme d'un
tableau indiqué en figure 1. Le tableau de codage binaire additif est représenté en figure 2.

figure I
tableau de modalités

frgure2
tableau de codage

Le nuage
A partir du tableau de codage, on définit le nuage N(I) par:

N ( I )= { ( x i , p i ) , i e I }

où x, = (*1, *!, . .., xf) est le vecteur représentant l'individu i

p, la pondération associée à I'individu i et ) p,=1.

Çhaqu9 point x1 du nuage N(I) résulte de la transformation (par le codage binaire additif;
du point zi- appanenant au nuage N"(I). Ces deux points sonr liéi par la relation
permettant de retrouver zi à partir de x;, ce qui s'exprime ici par :

V  i e I ,  V  qeQ *olj) = 
"l

L'espace et la distance
Le nuage N(I) est inclus dans I'espace B- que I'on restreint ici aux seuls vecteurs binaires
de modalités. Nous appelons F cette restriction de 8.. A tout point de cet espace
correspond alors un point de E et réciproquement. On munit F de la distance en valèurs
absolues d défrnie ici par :

I
. l

I

I
I
1
I
I
0

1100
0000
1111
1000
1110
1100

100
111
000
110
110
110

I
0

je Jq
o

o

Vxety€F d (x ,y )=2 lx j - y i=  I  I l *q0 l
je J qeQjeJq

Sur I'espace F, la distance n'a pg! une signification très claire. Dans le paragraphe
suivant, nous montrons une propriété permettant d'interpréter simplement cette distance.

4.2 Pnopnrnrn

I-es deux approches que nous avons envisagées sont les suivantes :

(i) les données non codées sont plongés dans I'espace E muni de la distance dp,
(ii) les données codées sont plongés dans I'espace F muni de la distance d.

La propriété énoncée et démontrée ci-après montre l'équivalence entre ces deux
approches.

,e0)1

o

o

o
I

o
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Propriété
Soient d la distance en valeurs absolues sur F et ds la même distance su,r E. Soienr zi et zi
dcrn points dc E et soient x;et xi: leur codage respeûif dnru F. On a alors égatité entre les
distances :

dg(z;,2;) = d(x;si,)

o
Preuve
La distance entre les deux points >i et 4, Aë É

d(x,,x;,) = 2 lxj- *it =
j e J

Les points \ et )i,étant les transformations de 4 et 4,, on a :

I *n!) = 
"l et I *T)= rT

jeJq jeJq

Pour tout q, on peut alors écrire :

I l*of)-*nf)t= ; *q!)(r-*19)+ y *q$)(l-*qf))
jeJq jeJq jeJq

(+ L t*of)-*lÇ)r= L *of)* I *19-zp xcflxtfl l
jeJq jelq jeJq jeJq

<+ I t*nP - *oPt =z? + zl - ztntlzl,zl)
je Jq

<+ I t*n!) - *o$)l =tz? - zll

D'où l'égalité : 
jeJq

d(x,,x1)= I L koP-*o$)t= ) tzf-2fl= dB(zi,zi,)
qeQjeJq qeQ

4.3 cnnecrnRrsrreups D'uNE vaRraBLE eual.rrATrvn oRDTNALE

Il s'agit de déterminer les caractéristiques d'une variable qualitative ordinale. Deux études
sont envisagée-s, en considérant d'abord un échantillon àe modalités, puis l'échantillon
transformé par le codage binaire additif.

4.3.1 Etude de l 'échantil lon d'une variable

Soit z une variable qualitative à modalités ordonnées dans !-(1,2,...,m).On dispose de
l'échantillon E(z) des valeurs prises par les n individus dun ensemble I. dn note
toujours :

E(z )=  {  (z i ,p ; ) , ie  I  }

où z, est la modalité choisie par I'individu i de pondération associée p,.

Par définition, la médiane de E(z) esr rour réel n minimisant la quantité :

I  Pr lz t -a l
i e I

T
qeQ je Jq

-.Pl
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o
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Dans le cas quantitatif, nous avons déjà énoncé plusieurs résultats (paragraphe 2.2.1 de ce
chapitre). Ceux-ci restent valables lorsque la variable est qualitative ordinale.

En particulier, un échantillon admet pour médiane I'une des valeurs qu'il contient. Ces
valeurs étant ici des modalités, la valeur médiane est alors une modalité. D'autre part,
lorsque les mesures de l'échantillon sont munies de pondérations égales, on a le résultat
suivant : la médiane ou I'intervalle médian sont définis à partir des valeurs "centrales" de
l'échantillon. Pour des pondérations quelconques, cette règle ne peut plus être appliquée.

Dans la suite, nous proposons une nouvelle règle fournissant toujours une solution au
problème de recherche de la médiane. Elle repose sur le codage binaire additif des
modalités et sur la règle de calcul de la médiane binaire.

4.3.2 Etude de l'échantillon transformé par Ie codage binaire additif

Nous recherchons ici les caractéristiques associées à la distance en valeurs absolues
lorsque les données suivent le codage binaire additif.

Considérons toujours l'échantillon E(z) d'une variable qualitative ordinale à m modalités
dans J. Le codage binaire additif d'un élément 4 de E(i) est un point x1 de {0,1}- défini
par :

xr= (xf, *1, . . .  ,  *î)

où  V jeJ

Nous obtenons ainsi un ensemble de n points pondérés de {0,1}-. Le centre médian de
cet ensemble peut être facilement déterminé à partir de la règle de calcul de la médiane
binaire. Notons a ce centre médian, la règle fournit alors le résultat suivant :

V jeJ  a j=méd iane  { ( x i , p1 ) , i e  I  }

Les.m -qgmpo_santes binaires du point a, prises séparément, n'ont aucune signifîcation
particulière. Cependant, si on s'intéresse à l'élémènt de {0,1}-, une interprétation est
possible, comme le montre la propriété énoncee ci-dessous.

Propriété
soient z une variable qualitative ordinale à modalités dans J-{1,2,...,mJ et
E(z)={(zi, p), i e I} I'échantillon des valeurs observées sur un ensemble I de n
individus. Soit également l'ensernble {(xi,p),i eI} inclus dans {01}^ tel que chaque
xi soit le codage binaire additif de la modalité z;. Cet ensemble admet alori un centre
médian correspondant au codage binaire additif d'une modalité de la variable. Cette
modalité est lavalew médiane dc l'éclnntillon E(z).

Preuve
Considérons le tableau de codage x(I,J) de la variable z (la notation X correspond au
tableau de codage d'un ensemble de variables). Il s'agit du tableau d'ordre (n,m), où les n
lignes sont définies à partir des n vecteurs binaires {(xi, pJ, i e I}.

La médiane d'une colonne j de ce tableau correspond à la 3a-" composante du centre
médian a.

.i ={â:i1=,?,o

o

o

o

o

o

o

O

o

a
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Pour ce tableau particulier, il résulte que :

- Si la médiane d'une colonne j de ce tableau est égale à l, toute colonne
d'indic-e j,s j admet également pour médiane la"valeur i gà ôotonne j
contient des valeurs l-qui se retrouvent toutes dans la colànne i', cené
dernière contenant éventuellement d'autres valeun l).

- si une colorne j .est de 4éfliane 0, toute colonne d'indice j' > j est
également de médiane O.(la colonne j contient a"r 

"areuii 
ô qùi ré

retrouvent toutes dans la colonne j', cene dernière contenant éventuellèment
d'autres valeurs 0).

Dans ces conditions, le centre médian apparait,co_mme le codage d'une modalité (les
composantes de a véifient le codage binaûie additifl. Soit n 

""n""-oCJiie 
que i'on pèut

déterminer de la façon suivante : 
-

aJ

Il reste maintenant à préciser la signification de cene modalité.

Par définition, le vecteur a minimise la quantité :

qui peut encore s'écrire :

I  I  R l lx l -ar t
i e I  j eJ

lxl- a{ = Pl lz; - ll

çette quantité étant minimale, la valeur A apparait alors comme la médiane de I'echantillonE(z). Lapropriété esr alors démontrée.

Nousdisposon.s dong f une méthode p.ermettant de calculer, dans tous les cas et pour despondérations (pJ.quelconques, la médiane d'un échantiiËn de moda[iei. Elie fournitegalement une indication supplémentaire, en ce sens qu'elle permet de trouver soit unemédiane upiqug (cas où toutés les colonnes de x(I,J)ia-"tt"nt chacune une médianebi.naire u{g.ue)-, soit un intervalle médian (cas où'Érusièurs colonnes successives dutableau x(I,J) admettent un intervalle médian [0,1]).ôeplui,les uorneJde càiinteruaue
sont bien des modalités apparaissant dans l'éihantilloni bes exemples illustratifs sontproposés dans le prochain paragraphe.

Il nous.reste à préciser la signification de l'écart moyen pour les données codées. Commela medrane, l'écart moyen de I'ensemble des valeurs diune colonne de x(I,J) n,a pas de
sens particulier. Par contre, I'inertie de I'ensemble {(x1, pi), i e I} esi une quantité
intéressante puisque :

S( { ( x i , p ) , i e  I } )= ni lx{ - art

(+ S({(x i ,  p) ,  i  e I } )  = Pi lzt - Rl

ê) S({(xi, pq), i e I}) = EC(z)

où EC(z) est l'écart moyen de la variable z

R= I
j e J

I
i e I

Ip i I
ie l  je  J

ieI  jeJ

t
ie Io
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4.3.3 Exemples i l lust rat i fs

Considérons une variable qualitative ordinale à modalités dans (1,2,3,4,5). Nous
proposons d appliquer les résulats précédents à différents échantillons de cette variable.

Exemple I
Considérons ici un échantillon dont les valeurs sont munies de pondérations identiques.
Ci-dessous, on représente l'échantillon et sa transformation par le codage binaire additif.
I.a règle de calcul de la médiane binaire âppliquée aux colonnes du tableau de codage
fournit une médiane égaleà2.

échantillon codage

médiane:
000

I
,O

o

o

o

o

o

o

o

o

o

I
1
2
2
2
2
3
a
J

4
5

2

I
2
2
2
2
4
4
)
)
)

0
0

000
000
000
000
000
000
100
100
110
l l l

Exemple 2
Considérons un échantillon dont les valeurs sont encore munies de pondérations
identiques. L'échantillon et le tableau de codage sont indiqués ci-dessous. La règle ne
fournit pas ici une médiane unique mais un intervalle m&ian-12,41.

échantillon codage

médiane:
[  2 ,4 ] * *0

Le symbole '*' ci-dessus signifie que la médiane en colonne est tout élément de
I'intervalle [0,1]. Toute valeur comprise ente 2 (correspondant à une valeur 0 pour le
symbole) et 4 (valeur I pour le symbole) est médiane de l'échantillon..

Exemple 3
Considérons maintenant un échantillon dont les valeurs sont munies des pondérations
indiquées ci-dessous. Les valeurs binaires résultant du codage additif d'une modalité de

0
0
0
0
0
0
0

00
00
00
00
00
l l
l l
l 1
l l
l l

0
I
I
I

o
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l'échantillon sont ainsi toutes munies de la même pondération, celle associée à cette
modalité. La règle est alors appliquée à ces valeurs binaires pondérées et fournit une
médiane égale à2.

échantillon pondérations

5
fr '
6
n
1
fr
7
fr
1
n5

médiane:
2

codage

10000

11000

11100

11110

l l t  l l

11000

4.4 Clna,crnRrsrreuEs D'uN NUAcE DE porNTS

Les caractéristiques associées à la distance en valeurs absolues sont le centre médian d'un
nuage et I'inertie. Nous reprenons ici ces notions pour le nuage N2fl) défini à partir du
tableau Z(I,Q) et pour le nuage N(I) défini à partir du tableau X(I,J).

P_ar définition, les composantes du centre médian sont des valeurs médianes. Le nuage
Nz(I) est inclus dans l'espace E et admet alors pour centre médian un vecteur de
modalités. Le nuage N(I) est inclus dans I'espace F et, d'après la propriété vue dans le
paragraphe précédent, il admet pour centre médian un vecteur binaire de modalités
appartenant à I'espace F. Dans ce paragraphe, nous énonçons une propriété exprimant le
lien entre ces deux centres médians.

4.4.1 Propriété et caractérist iques

Propriété
Soit a le point de F codnge du point A de E. On a alors l'équivalence suivante :

a centre médian du nwge N(l)

A cente mcaff n runge N2(l)

Preuve
Si a est le centre médian du nuage N(I), il minimise la quantité :

I P; d(xt'a;
i e I

Soit e le codage de a dans I'espace E. Uégalité entre la distance en valeurs absolues d sur
F et dB sur E permet d'écrire :

P1d(x1,a) =
i e Ii e l

-29-
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9:rF qfqntité étant minimale, le point n apparait alors comme le centre médian du nuage
NZQ. Réciproquement, si ,q est-le centre inédian de Nr(I), le codage a de A esr cenrre
médian de N(I).

La dispersion d'un.nuagg aqto-u-r de son centre médian est mesurée par I'inertie. Ici et
comme le montre I'égalite précédente, il y a égalité entre I'inertie du nuâge N(I) et celle de
Nr(I).Les deux approches envisagées aboutissent ainsi à des Ésulats iaéntiqùês.

4.4.2 Exemple d 'appl icat ion

Soit le tableau croisant 6 individus et 3 variables qualitatives ordinales (figure 1). Ces
variables sont identifiées par les lettres a, b et c ef possèdent respectivemënt 3,'4 et 5
modalités. Le tableau de codage est représenté en figùre 2. Supposôns également que les
pondérations soient toutes égales à l. 

-

Po3r gfgue tableau, nous avons construit le nuage associé, recherché le centre médian et
calculé I'inertie (celle-ci est à chaque fois égale a-tf). læs deux cenrres obtenus, indiqués
sous chaque tableau ci-dessous, sont des veéteurs résumant les données initiales.

Etudc de la distance L1 pour des données binaires et qualitatives

111111011100

012012101221=13

figure 2
tableau de codage

1100
0000
1111
1000
1110
1100

100
l t l
000
l l0
110
110

I  111
2  110
3  111
4  111
5  111
6  100

1  323
2  241
3 3r  5
4 332
5 334
6 r33

o

abc

333

346=13

figure I
tableau de modalités

résumé :

inert ie :

4.5 CoNcl,usroN

Nous avons mis en évidence l'équivalence entre les deux approches :

- tableau de modalités Z(I,Q) et espace E muni de la distance en valeurs
absolues,

- tableau de codage binaire additif X(I,J) et espace F muni de la distance en
valeurs absolues.

Dans les deux cas, le tableau initial peut être résumé par un vecteur de modalités
f;acjlemgLt inteTlrétable. De plus, ce vecteur est directemerit fourni par de règle de calcul
de la médiane binaire.

Tous les résultats vus dans 9e paragraphe trouveront une application en matière de
classification pour ce tlçe de données.

o
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5. DESCRIPTION D'UN TABLEAU DISJONCTIF COMPLET

Dans cette partie, nous nous intéressons aux tableaux de variables qualitatives nominales
et, plus particulièrement, à la transformation de ces tableaux par le codage disjonctif
complet. Les tableaux de codage disjonctif complet peuvent êne obtenus à parrir des
tableaux de modalités en transformant les modaliiés en variables binaires. Nous
conservons toujours les valeurs 0 et 1 pour le codage de sorte que : la valeur I signifie
que la modalité a été choisie, la valeur 0 codant alors I'autre possibilité. On peut encore
considérer que le tableau de codage est éelui croisant I'ensemble des individus et
I'ensemble des indicatrices de toutes les modalités.

Nous précisons d'abord les notations utilisées pour le tableau Z(I,Q), croisanr un
ensemble I d'individus et un ensemble Q de variables qualitatives ordinales, et pour le
tluagg Nr(I) associç. C" nuage est inclus dans un espace E identique à celui défini pour
des données qualitatives ordinales : il s'agit toujours de I'espace des vecteuri de
modalités.

Ensuite, après avoir décrit le codage disjonctif complet, nous donnons les notations
utilisées pour le tableau binaire X(I,J) et pour le nuage N(I) associé. Ce nuage esr inclus
dans un espace du type B', où m est le nombre total de modalités. Nous nous intéressons
ici aux seuls points dont les composantes vérifient la contrainte de codage disjonctif
complet._Nous appelons F cette restriction de B-. Les éléments de F sont encore appelés
vecteurs binaires de modalités (ils ont une structure différente de ceux définis dans lè cas
de {o-1n99s qualitatives ordinales, mais ils correspondent toujours à des codages de
modalités).

Nous munissons ensuite les espaces E et F de la distance éga\e au nombre de
composantes différentes entre deux points. Nous démontrons alors une relation liant la
distance sur E et celle sur F. Sur I'espace E, la distance permet de définir des
caractéristiques en accord avec la forme initiale des données. En particulier, on montre
que la valeur centrale de l'échantillon d'une variable est I'une de ses modalités. Sur
I'espace F, la distance devient la distance en valeurs absolues.

Contrairement au codage binaire additif, la règle de calcul de la médiane binaire ne foumit
pas ici des résultats compatibles avec le côdage disjonctif complet. Pour cela, il est
nécessaire d'introduire la contrainte de codaga (le dômaine de rècherche est limité à
l'espace F). Sous ces conditions, cette approche aboutit à des caractéristiques
équivalentes à celles obtenues sur I'espace E. 

- -

5 .  T NOTATIoNS

5. 1. L Tableau de modalités

Le tableau
Soit Z(I,Q) le tableau de modalités croisant un ensemble I={ 1,2,...,n1 de n individus et
un ensemble Q=11,2,...,pl'de p variables qualitatives nominales. On note :

z( I ,Q)=(zf )

où
zf est la modalité de la variable q choisie par I'individu i,

zf e d=1 1,2, ... , ûù) I'ensemble des modalités de la variable q.

o
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Le nuage
A partir du tableau z(I,Q), on définit le nuage de n points pondérés N"(I) par :

Nr ( I )= l (z i ,p ; ) , i e I )
où

zr= (z!, ,?, . . . , zf) est le vecteur représentant I'individu i,

p1 la pondération associée à I'individu i et ) p.=1.
ie I

L'espace et la distance

1^qp_"1,*:E'= respace défini.commg tr pr.o4gil [xJ2x...ilo. ræ nuage N2fl) est alors inclus
93nt tt. Let espace e.st analogle à celui défini dans le ôas ordinil oùï était muni de la(ustance en valeurs absolues.. Cependant, pour_des données qualitatives nominui"s, cettedistance ne-permet pas d'évaluer èorrectement lesprôxi-miièr'"nt 

" 
individus. En effet, lesmodalités d'une variable n'étant pas ordonnees, 

"eite 
aiii-"" n'a plus uurun r"nr iri.

Nous.proposons de rnunir E d'une nouvelle distance ds convenant mieux pour ce type de
$:ry^":t Il s'agit de la distance égale au nombre o" -ôtnlôrantes différentes enrre deuxpomts :

Vxe ty€  E  dp (x , y )  - T
qeQ

ôIx,y)

l s i xq+yq

0  s i non

Cene distance présente l'av.antage d'être facilement interpÉtable. En outre, comme nous lemontrons dans les prochains pâragraphes, les caractéristiques associées sont en accordavec la forme initiale ges doniréeslnn pa,iicutiei, ia àiiiàni" p".-"t de caractériser unevariable par une modalilé e1 un nuage dé poi.nls par un ,reci"* de modalites. Dil h suire,nous précisons la signification de càs carâctéristiques.

5.1.2 Le codage disjonctif complet

soit z une variable qualitative à modalités.dans y-(r,2,...,m).Le codage disjontifcomplet de la variable z est obtenu en associant à chacu"; dr ;odulitéi;i; variablebinaire. Parmi ces m variables binaires, une seule pr"ipi;;drc ra 
"Je* 

ï(;;ii" choisiepar un individu), les autres prenant alors la valeur 0.

91 p"ut définir ce 
"o9"g"- 99nlTe une application c qui, à toute modalité j de J, associe unélément x de {0,1}.. Làdéfinition de c'e^st ators ta sûivante :

V jeJ c(i) = x = (xl,  X2, .. .  ,  xm)

où Vk=I, . . . ,m .n={f i ,

La contrainte s'exprime alors par:

j eJ
x J = 1

où 61*,r) = 
{

k= j
k * jo
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Considérons, par exemple, une variable à 5 modalités. Celles-ci sont alors codées de la
façon suivante :

modalité codage

10000
0r000
00100
00010
00001

5. 1.3 Le tableau de codage

Le tableau
Soit_X(!J) la transformation, par le codage binaire additif, du tableau de modalités
Z(I,Q).L'ensemble J-|t1,2,...,m} (où m esi le nombre total de modalités des variables
de Q) permet d'indicer les colonnes de X(I,J).

Une colonne. q de Z(I,Q) contient les valeurs prises par la variable q sur I'ensemble I des
individus. Chaque élément de cette colonne peut être transformé par te codage. Soit co
qui, à toute modalité de la variable q, associe un vecteur de {0,1}nu 

-de 
sorte quê :

v ie I q(zf) = (*olt', *o(,t), ...,*otl')

-zl

*11
où V jeJn *o!'

et où q(), I'indice de J correspondant à la modalité j de la variable q, est défini par :

e0)=Ë -u * j
k=l

Ap$s avoir effectué les transformations des p colonnes de Z(I,Q), on obtient le tableau de
codage disjonctif complet X(I,J).

On peut ég4ement considérer que J est l'ensemble des m variables binaires correspondant
aux m modalités des p variableS de Q. Le tableau X(I,J) est alors construit de là façon
suivante :

à choisit la modalité j
s i non

Une conséquence de ce type de codage est que la marge en ligne du tableau binaire est
constante :

VqeQ I *q ! )= t  e t  V ie l
je Jq

1
2
3
4
5

={i :;lo

i  f  I  si I ' individu ixi= t  0

o

o

o

a

o

o

o

o

j e J

ix ï=p

Exemple
Considérons un ensemble de 6 individus identifiés par les chiffres I à 6. Ceux-ci sont
décrits par 3 variables qualitatives nominales idéntifiées par les lettres a, b et c.
9ln-n9r9qq que les modalités des variables soienr {1,2,31 pour a, {1,2,i,41pour b et
{1,2,3,4-,51 pour c. [æs valeurs observées sur les individui sont représentées sous la
forme d'un tableau indiqlé en figure l. Le tableau de codage disjônctif complet est
indiqué dans la figure 2. Nous avons choisi d'identifier une variabte binaire (associée à
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une modalité) par I'identificateur de la variable suivi, en indice, de la modalité (par
exemple, la variable binaire asssociée à la modalité 1 de a est identif,rée par a1).

à t  à z a 3 b 1 b 2 b 3 b +  c r  G 2  c 3  C 4  c 5

I  001010000100
2 010000110000
3, .001100000001
4 001001001000
5 001001000010
6 100001000100

to

O

I
2
3
4
5
6

abc

323
241
3 r 5
332
334
r33

figure I
tableau de modalités

figure 2
ableau de codage

Le nuage
A partir du tableau X(I,J), on définit le nuage N(I) par:

N ( I )= { ( x1 ,p i ) , i e I }

où x, = (*f , *'r, ..., xf) est le vecteur représentant l,individu i,

p; la pondération associée à I'individu i et I p.=1.
i e I

Chaque point x1 du nuage N(I) résulte de la transformarion, par le codage disjonctif
complet, du point zi appartenant au nuage Nr(I). læ lien entre ce^s deux poinis est àlors le
sulvant :

V ie I ,VqeQ,V j€J "

L'espace et la distance
Le nuage N(I) est inclus dans I'espace 8.. Plus précisément, le nuage est inclus dans la
restriction de cet espacg aul seuls points dont les composantes vérident la contrainte de
codage disjonctif complet. Soit F cet espace contenanr âes vecteurs binaires de modalités.

a Ainsi, à tout vecteur de modalités de E va correspondre un unique vecteur binaire de
modalités de F et réciproquement.

Nous proposons de munir F de la distance d égale au nombre de composantes différentes
eltre. les deux points considérés. Sur cet eipace, il s'agit de la distance en valeurs
absolues :

( .  .  o

xq f )= ]  
I  s l  z i  =  J

'  
l .  0  s inono

o

a

o

o

o

o

o

Vxety€  F  d(x ,y )=  2  l x i -  y i  =  I  I  l *q0 l - re0)1
je J qeQje Jq

Il nous reste à préciser la signification de cette distance.

5.2 Pnopnrnrp

læs deux approches que nous envisageons ici sont :

(i) les données non codées sont plongées dans I'espace E muni de la distance ds,

(ii) les données codées sont plongées dans I'espace F muni de la distance d.
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La propriété ci-dessous montre l'équivalence entre ces deux approches.

Propriété

l9ieryt zi et zy deux points de E et leur correspondant respecfif xi et xi: dnns F. On a alors
l'égalité suivante :

d"(2,,2) = 2 d(xi,x;)

Preuve
Dans F, on a:

d(x,,x1,) = I
j e J

1*e$) _ *ep;

Puisque :

v qeQ L knf)
je Jq

si  z]  *  z\ ,  
=2F\zr,z i , )

0 sinon

on en déduit:

d(x,,x1,) = 2 > ô{zr,z;,) = 2 dB(zi,z1)
qeQ

5.3 CInIcTnRISTIQUES D'UNE vARIABLE QUALITATIvE NoMINALE

Nous nous intéressons ici aux camctéristiques d'une variable qualitative nominale. Deux
études sont envisagées, en co lsidérant d'abord un échaniillon de modalités, puis
l'échantillon Eansformé par le codage disjonctif complet.

5.3.1 Etude de l 'échanti l lon d'une variable

Soient z une variable qualitative nominale à modalités dans J={r,z,...,m} et E(z)
l'échantillon des valeurs observées sur un ensemble I de n individus. On note : 

-

E (z )= { (21 ,p1 ) , i e I }

où 1 est la modalité choisie par I'individu i de pondération associée q.

A chaque modalité j de J, nous pouvons associer la pondération pj définie par :

Pj= r  {P i /z i= i l
ie I

4 naryit-Ae^E(z), nous pouvons construire un nouvel échantillon composé des m modalités
de z de la façon suivante :

{0 ,p ) , je  J }

si une modalité n'est jamais observée, la pondération associée sera nulle.

Propriété
Ia cqractéristique de valeur centrale associée à la distance d" est tantodntité de plus fone
pondération associée. Si tous les individus sont munis de pondérations àgatàs, la
caractéristiquc est Ia rrcdalité majorinire relative dc l'éclnruillon.

lxl - xll = T'
qeQ je Jq

_ *nfl  ={,
o

o

l.
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Preuve
La valeur cenEale de l'échantillon est tout nombre R minimisant la quantité :

) {pi /2,*e^l 
,} 

tp: l i+ty

La solution évidente est de choisir pour A la modalité j de zde plus forte pondération
associée.

La dispersion de l'échantillon E(z) autour de cette modalité s'exprime par :

) {Pi /zr*e'l

où A est la modalité caractérisant l'échantillon. Il s'agit de la somme des pondérations desmodalités différentes de A..On dispose ainsi dé deux caractéristi{ùàr fu"it"-"nt
interprétables par rapport aux données initiales.

cas où tes individus sont munis de pondération égares
Supposons que tous les individus soient munis d'une même-pondération :

V ie I  P i=P

?f. î?l,,fu,p,ondération d'une modalif j.ae z est égale, à un facreur consranr près, aunombre d'rndividus ayant choisi la modalité j:

V jeJ  o '=à  lp / r i= i ;=pn j

où ni est le nombre d'individus ayant choisi j.

ll_:r1,":t:q1t1l1e de valeur centrale est donc la modalité la plus souvenr présente dansE(z).ll s'agit de la modalité.majoritaire relative de l'échantitton. ta m"so.e'de dispersion
associée I f(l) est alors égale au nombre d'individus ayant choisi une modatité différ"nt"
de la modalité majoritaire relative.

5.3.2 Etude de l'échantillon transformé par le codage disjonctif complet

Nous recherchons ici les caractéristiques de l'échantillo nE(z)transformé par le codage
disjonctif complet.

Iæ codage d'une modalité zrdeE(z) est un élément >i de {0,1}- défini par :

*, = (xf, *1, ... , *f)

où v jeJ  . {= { l s i j .=2 ,^ i - t0s i j *2 ,

A léchantillon E(z) correspond-.don-c un ensemble de n points de {0,1}-. on peut
facilement calculer le centre median de ces. n poi4ts en utiliïant ià iegfà-âè'calcul de la
médiane binaire. Le résultat est alors un pointïe {0,1}* qui n'est pa;iéÀruÈ-ent le
codage d'une modalité.

Soient z une variable qualitative nominale à 5 modalités et E(z)=[ 1,2,2,4,5,3,2,2,5J1
l'échantillon des observations. [æ codage de E(z) est indiqué .i-é"*il ôù-ii'notution
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!r représente la modalité I de la variable z, la notation zzla modalité 2, etc...). Si toutes
les pondéralon! !o!.t égales, la règle appliquée aux colonnes du rableau de codâge fournit
le vecteur (0,0,0,0,0) qui ne correipond à aucune modalité.

2 1 2 2 2 3  2 4

10000
0 r "0  0  0
01000
00010
00001
00100
01000
01000
00001
10000

o

a

O

médianes des colonnes :
00000

Afin d'obtenir un résultat du même type que les éléments de l'échantillon, il est nécessaire
{'iryqgsgr lacontrainte de codage. l-e prôUlème à résoudre est alors de trouver le point a
de {0,1}- minimisant:

I n; I, lx{ - al avec
ie I  je  J

Si on note n la modalité codée par le point a, la quantité à minimiser peut s'exprimer par :

2L{p i /z r+n l
ie I

Le problème est alors identique à celui posé dans le cas de l'échantillon non codé. La
solution est de choisir pour a le codage de la modalité A de plus forte pondération associée
(si tous les individu-s sgn:t munis de pondérations égales, A esr ta moAaUté majoritaire
relative de l'échantillon). La mesure de dispersion dJl'échantillon aurour de cenê valeur
caractéristique est alors :

[vi/ zt*ny P; lxl- arl

Reprenons l'échantil,lon E(z)=[1,2,2,4,5,3,2,2,5,r ]. pour des pondérations routes
égales à l, on obtient les résultats suivants :

- la modalité 2 pour valeur cenfiale,
- une mesure de dispersion égale à 12.

La mesure 12 indique que 6 valeurs de E(z) sont différentes de la modalité 2.

5.4 ClucroRrsrreuEs D'uN NUAGE DE porNTs

Nous étudions ici les-caractéri_s$gugs du nuage Nr(I), inclus dans I'espace E muni de la
distance du, et celles du nuage N([), inclus dans I'espace F muni de h distance en valeurs
absolues d.

)  a J =  I
jeJO

=lr t-  
i e l  j eJ

T
i e I
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5.4. I Cas du nuage âssocié au tableau de modalités

considérons le nuage Nr(I) défrni à panir du tableau de modarités Z(I,e).

Recherchons tout d'abord le point R minimisant :

) pid'(z,r) =r.?, 
oà0,ôtzf,aq;

Pour cela, il suffrt de déterminer, pour tout q de Q, la composante Aq minimisant :

I,_ piôI"?,A1 = I {pi / zrVnqy
i e l  i e l

On retrouve se retrouve dans les mêmes conditions que prédemment. La solution est donc
de-choisir pour Aq la modalité de q de plus forte pondération associée. Dans le cas où les
individus sont munis de pondérâtions égales,- les composantes du point A sont les
modalités majoritaires relatives des variables de e.

La caractéristique recherchée est donc un point appartenant à I'espace E contenant
également le nuage. La seconde caractéristique esf li mesure de diôpersion du nuage
autour de son point central n. Sa définition esC:

I, pidp(zua) = I {pi /zr%qy
ie l  ie l

Il s'agit d'u-ne me-sure de la présencedes valeurs différentes des modalités caractéristiques
des.variables (elles ont une contribution non nulle). Pour des pondérationS pi roures
égales.,-elle représente (à un facteur constant près) le nombre deïaleurs du tadlèau qui
sont différentes des modalités majoritaires relatives des variables.

5.4.2 Cas du nuage associé au tableau de codage

Reprenons le nuage N(I) défini à partir du tableau disjonctif complet X(I,J). Les
caractéristiques de ce nuage, pour la distance en valeurs absôlues d, sont le centre médian
et I'inertie. Le nuage étant inclus dans I'espace 8., il admet pour centre médian un point
de ce même espace, oblegg en appliquant 1â règle de calcul dé h médiane binaire. Pour les
mêmes raisons que précédernment,ce point n'appartient pas nécessairement à I'espace F
des vecteurs binaires de modalités. Pour rester êri accord-avec les données initialeô, nous
imposons à ce point d'appartenir à I'espace F.

On cherche donc l'élément a de F minimisant :

I P1d(xt'a;
ie I

Au point a correspond le point A de E. La quantité à minimiser devient :

2L pids(z;Â)
ie I

P_ar définition, celle-ci est minimale pour A, vecteur de modalités caractérisant le nuage
Nz(I).Le point a apparait alors comme le codage de A.

o

l.

o

o
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Finalement, que les données initiales soient plongées dans I'espace E muni de la distance
ds ou, après transformation, dans l'espace F muni de la distance d, nous aboutissons à
des caractéristiques identiques (au facteur 2 près pour la mesure de dispersion).

5.4.3 Exemple d 'appl icat ion

Reprenons le tableau déjà présenté (paragraphe 5.1.3) et croisant 6 individus et 3
variables qualitatives ordinales. Ces vafidbles, identifiées par les lettres a, b et c,
possèdent respectivement 3, 4 et 5 modalités. Supposons également que toutes les
pondérations soient égales à 1. Dans la figure ci-dessous, nous indiquons le tableau de
modalités pour lequel nous allons rechercher les caractéristiques. Pour le tableau de
codage disjonctif complet, nous aurions évidement obtenu des résultats identiques.

Læ vecteur de rnodalités résumant le tableau est indiqué sous celui-ci, de manière à mettre
en évidence la modalité caractéristique de chaque variable. I.a mesure de dispersion, égale
à 9, montre que le résumé est en désaccord sur 9 valeurs avec le tableau initial.

ab  c

I  323
2 241
3 315
4 332
5 334
6 133

résumé :

dispersion :
333

234=9

5.5 CoNcrusron

Contrairement au cas du tableau de codage binaire additif, nous avons eu recours à une
contrainte afin d'obtenir des Ésultats interprétables par rapport aux données initiales. Les
caractéristiques de description du tableau de codage disjonctif complet sont équivalentes à
celles que I'on obtient en Eavaillant directement sur le tableau de modalités. Dans les deux
cas, une variable est caractérisée par une de modalité et Ie tableau de codage ou de
modalités est résumé par un vecteur de modalités facilement inteqprétable. A chaque fois,
une règle simple permet de déterminer ces caractéristiques. Lorsque les individus sont
munis depondérations identiques, la règle devient la règle de la majorité relative.

Lorsque nous aborderons la partie classification (sur tableau de codage disjonctif
complet), tous ces résultats trouveront une application.
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CHAPITRE 2

CLASSIFICATION SUR TABLEAU DE VARIABLES
BINAIRES

1. INTRODUCTION

La méthode de classification des Nuées Dynamiques (E. Diday et al. 1980) repose
essentiellement sur I'utilisation de la notion de noyau associé à châque classe. La nature
de ce. noyau peut être très variée. Dans le cas le plus simple et ei les variables sont
quantitatives, le noyau est un élément de I'espace Rp contenànt I'ensemble à classifrer.
Cependant, pour-des variables binaires, cette approche ne tient pas compte de la forme
particulière-des données. Dans ce cas, ce type de méthode fournit des noyaux ayanr une
structure différente des données initiales.

Nous propos,ons ici une méthode de classification automatique sur tableau de variables
binaires. Celle-ci est consffuite de manière à répondre à I'idéé d'intégrité des résultars par
rapport aux données initiales, Lq principe des méthodes de type Nuées Dynamiques
permet de répondre à cette idée. En effet, nous avons la possibilité d'ajouterÎacilement
des connaintes aux noyaux pour lui imposer d'avoir la même structuré que les données
initiales. [æs données étant binaires, chàqug élément de I'ensemble à claisifier peur êrre
représenté par un vecteur de I'espace 3n={0,1}p. Il est naturel de vouloir repiésenter
chaque classe p-ar un élément de cet ensemble. Il reste alors à choisir une métrique sur
cet espace Bp. Nous proposons d'utiliser comme distance enre deux individus le nbmbre
de valeurs différentes -pour les deux vecteurs binaires correspondants. Sur I'espace Bn, il
s'agit exactement de la distance en valeurs absolues dont nous avons étudié, dans le
chapitre.précédent, les principales caractéristiques associées. L'algorithme devient alors
particulièrement simple er le critère qui en résulte facile à interpréier.

If..Cory_"r (I974) envisageait également de représenter chaque classe par un vecreur
binaire. Il ne prop_osait qu'un algorithme d'échànge minimisânt un critêre analogue à
celui que nous utilisons, mais introduit à partir dè la notion de prédiction. Le tiavail
réalisé ici est une extension des rravaux de J.C. Gower (1974).

Pans le premier paragraphe, nous rappelons rapidement le principe des méthodes des
Nuées Dynamiques. Puis, après avoir posé le problème de la classification d'un tableau
de variables binaires, nous décrivons l-algorithme construit qui répond à nos exigences.
Cet algorithgg gst appelé MNDBIN : Méthodes des Nuées bynainiques sur tabieau de
variables BlNaires. Nous indiquons ensuite la signification du ciitère associé à la
partition et celle des noyaux fournis par l'algorithmé. Nous définissons également des
indices permettant une analyse plus fine dès résultats. Enfin, nous indi{uons le lien
existant entre la méthode pqoposée ici et la notion de modèle statistique. G. Govaert
(1988) montre comment I'algorithme de classification MNDBIN est lié à un modèle
précis.de. qgla-1tge de distributions de Bernouilli. Cette approche permet de justifier, a
posteriori,-l'utilisation pour les données binaires, d'une pârt de É distance én valeurs
absolues, d'autre part de noyaux binaires.

La distance en valeurs absolues est une distance de la famille de Minkowski. Nous
étendons alors la méthode des Nuées Dynamiques (sous contrainte de noyaux binaires) à

o
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cette famille de distance. Nous nous intéressons, plus particulièrement, à la méthode
utilisant la distance euclidienne usuelle et les centres de lravité comme noyaux. Il s'agit
de la Méthode des Nuées D-y1ryrlques sur tableau de vàriables QuANtitaiives uppeÉe
\4ryDQAN (G. Celeux et al 1989) et proposée dans le logiciel à'analyse de dorinées
SICLA. Dans cette approche, les données binaires sont Èaitées comme des données
q_uantitatives et I'ensemble à classifier est considéré comme inclus dans I'espace Rp.
Nous comparons ensuite cette méthode avec I'algorithme MNDBIN

Dans une dernière partie, nous présentons''lé programme réalisant la classification sur
tableau de variables binaires. Ce programme âppàe MNDBIN a été intégré au logiciel
pIC!+ Une.application sur unexèmple concretèst ensuite proposée. Apës avoir àécrit
le tableau binaire étudié, on donneia et interprétera les r?sultats obtènus. Enfin, on
applique la méthode à des tableaux créés pai un programme généranr des données
binaires à partir de lois de Bernoulli.

2. LA MÉTHODE DES NUÉES DYNAMIQUES

Noqs f{PPelons rapidement le principg de la Méthode des Nuées Dynamiques (E. Diday
et al. 1980). Considérons un ehsemble I de n individus représentéi par uï eniemble ô
de n points incl.us dans un espace E (par exemple pn). bn définii un ensemble de
noyaux L, une distance D entre les élémènts de E èt les noyaux de L. Le critère W de la
classification est alors le suivant :

Classification sur tableau de variables binaires

w(P,L) = D(x,,a1)

où

P = (P1, Pz, . .. , P*) est une partition de I'ensemble I,

L = (a1, 42, ... , a*) est I'ensemble des noyaux des classes de p.

I,'algorithme construit itérativement une suite Po, L0, pl, Ll, ... , pn, Ln de partitions et
de_noyaux-en _minimisant à chaque étape le critère. Cette construction iepose sur la
définition des deux fonctions suivantes :

- la fonction d'affectation (notée f) : elle consiste à affecter chaque individu
à I'une 9:l:_Jtlqt de la partition de manière à optimiser, à châque fois, le
critère W(f(L),L)..Bien sûr, elle repose sur le chbix de la distarrce D.

- la fonction de représentation (notée g): elle consiste à déterminer les
!_gyjtul_dg la partition de manière à optimiser, à chaque fois, le critère
W(P,g(P)).

On obtient ainsi à la convergence une partition avec comme résumé de chaque classe le
noyau associé.

K

TI
k=l iePr

O

3. APPLICATION AU TABLEAU DE VARIABLES BINAIRES

Pour utr-liser I'algorithme de type Nuées Dynamiques dans le cas de données binaires, on
qeut soit considérer que I'ensemble des donnéès appartient à l'espace Rp muni de la
distance euclidienne et aLpliguer la méthode des nuëès dynamique^s en prenant comme
loyau5 des élé-ments {e Rn (méthode des centres mobiles), soif se plaier direcremenr
dans I'ensemble Q (l'ensemble des points représentatif des indiiidus) muni d'une

o
-42-



o

e

o

o

a

o

o

o

o

o

o

Classification sur tableau de variables binaires

distance quelconque et utiliser la méthode des nuées dynamiques sur tableau de distance
(cela revient à imposer aux noyaux d'appartenir à I'ensêmble O).

Les deux situations précédentes présentent des inconvénients. Dans le premier cas, le
r.esumé dg.cfrgue classe et le critère sont difficilement interprétables far iuppo.t uu*
données initiales. En-effet, on a pas tenu compre de la forme parriculièie deiâonnées.
Dans le second cas,.l'appartenance des noyaux à I'ensemble à classifier peut sembler
cette. fois trop restrictiv.e. !t9 plus un tel-algorithme nécessite la conshuction puis
l'utilisation du tableau des distànces sui'ÇI, èe qui va conduire à une certaine perte
d'efficacité en place mémoire et en temps.

La méthode gle nous. propo-.sons ici va se situer entre ces deux approches. pour cela,
nous utilisons la possibilité d'imposer des contraintes aux noyaux.

3.1 NoTATIoNS

Soit X(I,J) le tableau croisant un ensemble I={ 1,2,...,n} de n individus et un ensemble
1={1,2,...,p} de p variables binaires. On note :

X(I,J) = (rd)

où xl représentant la valeur 0 ou 1 prise par I'individu i sur la variable j.

A partir de ce tableau, nous définissons le nuage N(I) par :

N ( I ) : { x , , i e I }

où *, = (*f, *1,... ,*)
Nous n'avons. supposé aucune pondération sur les individus. La pondération la plus
souvent choisie est 1/n. Le fait d'utiliser celle-ci ne change pas le séns des résultats que
nous obtenons sous nos conditions.

Chaque individu i est représenté par un vecteur x;. L'ensemble des individus est alors
représenté par le nuage N(I) dans l-'espace Bn.

Nous munissons cet espace de la distance en valeurs absolues d définie par :

Vxety€ Be d(x ,y )= !  t * j -y t
j=1

où les xj et les y' sont les coordonnées des points x et y.

3.2 Lr pnonlpvre

Il s'agit de déterminer une partition de I'ensemble I en K classes, K étant fixé a priori.

I-'algorithmg que nous allons écrire dorl respecter un principe d'homogénéité : les
données à classer et les noyaux doivent être dè même nâture. L'ensemblà à classifier
étant représe.nté pal le nuage N(I) dans $n, nous imposons aux noyaux de la méthode
d'appartenir à ce même espace.

o
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Le problème à résoudre est alors le suivant :

trouver le couple (P L) où

p = (Pt,P2, ... , P) est une partition de l'ensemble I,

L = (a1, d2, ... , a) est l'ensemble des noyaux appartenant à Bp,

tel que le critère

wel)=f 2a6,,a,,)=f,
k=I iePk k=l iePfieJ

soit minimum.

3.3 L'ITGoRITHME

It'algorithme-se_constrqi! qe la façon habituelle: il s'agit de déterminer la fonction
d'affectation f telle queW(f(L),L) sôit minimum et la fonétion de représenrarion g telle
que W(P,g(P)) soit minimum.

La fonction d'affectation f
Etant donné un ensemble L de K noyaux, un individu i (représenté par x) est affecté à la
classe P1 dont il est le plus prochè du noyau (ar) au sens de la'distaîce en valeurs
absolues.

Ira fonction de représentation g
Il s'agit de déterminer I'ensemble l,=(aya2,...,a.) des noyaux des classes de la partition p
tel que_le critère W(P,L)_soit minimum. Pour éela, il suffrt de recherche., poï. chaque
classe PL, le noyau aç de Bn minimisant la quantité :

iePl
d(x,,ag)

D-aprls la définition de I'inertie sur I'espace Bp muni de la distance en valeurs absolues
(chapitre 1), cette quantité r:eprésente eiactement I'inertie de l'ensemble {x1, i e P1} par
rapport au^point ar (.on parle plus-simplement d'inertie de la classe Pp pâr rappon au
point afl. Cette inertie est minimale pour tu centre médian de I'ensemÈtè 1x1,i. f11
(nous parlons alors de centre médian de la classe p$.

Dans le chapitre l, nous avons démontré qu!n nuage de points de Bp admet toujours un
centre me.dia.n appartenant au même espace Bp. Ce iésulai s'applique ici aux nojaux des
classes de la partition. Les composantes d'un centre m-eAian ir1 ont aûssi une
lignificatiol-par-ticulière : ce sont les-médianes binaires des p variables àans la classe p1.
De plus, celles-ci sont facilement déterminées à partir de là règte de la majorité (noui
n'avons supposé aucune pondération ici). Un noyau ak se co;-struit donc âe la façon

ou

ar = (d, 4.,  . . . ," f l ) .  Bo

4 =.édiune binaire de l'ensembfe { *i, i e p1 }

4 = uul"ur0 ou I majoritaire de I'ensembf" t 4, i e p1 )

O
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9es.noyaux appartiennent à I'espace Bp et la contrainte de noyaux binaires est donc
implicitement respectée. Une restriction cependant : dans le cas-où une variable prend,
dans une classe, autant de fois la valeur I qire la valeur 0, la médiane est toute val,eur de
I'intervalle [0,1]. On peut alors convenir de choisir arbitrairement I'une des deux valeurs
0 ou 1 pour médiane (nous avons choisi la valeur 0). Ce choix n'a aucune influence sur
la valeur effective du critère W(P,L).

3.4 ExPRESsIoN DU cRITERE À LA cof{vERGENcE

A la convergence, le noyau étant fonction de la partition, on peut exprimer le critère
uniquement par rappoft à la partition, de sorte que :

W(P) = W(P,g(P))

(+ w(p)=Ë I  I  r f j -ui . r
k=l iePr ieJ

(+ w(P)=f t ,{
k=l jeJ

;
où A{ est le nombre d'éléments minoritaires dans la classe P. pour la variable j.

Le tableau initial est résumé par un ensemble de K noyaux binaires. Le critère W(p)
représente donc le nombre de fois où la situation obtenue s'écarte de la situation
"idéale", celle-ci correspondant au cas où les individus sont identiques aux noyaux des
classes auxquelles ils appartiennent.

J.C- Gower (1974) identifie les noyaux à des prédicteurs de classes et définit le critère
W(p) comme le nombre de prédictions incôrrectes. Si on note B(P) le nombre de
prédictions correctes, on a évidèmment :

nxP=W(P)  +  B (P )

et, comme le montre cette relation, la méthode revient à maximiser le nombre de
prédictions correctes.

Dans le chapitre l, nous avons défini les notions d'écart moyen et d'inertie associées à la
distance en valeurs absolues sur I'espace Bn.

Nous pouvons alors définir l'écart de la variable j dans la classe p1 par :

EC(kj )= 2 lx j -u i . r  =41
ie P1

L'expression de I'inertie d'une classe Pl devient alors :

g(Pk)= I d(xuan)= I EC(kj)
ie P1 jeJ

Nous obtenons finalement une expression de IV(P) qui rappelle I'expression habituelle
de I'inertie intraclasse :

EC(kj) =
K

k=l

K
I

h l  jeJo
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3.5 AUTRES ExPRESSIoNS DU cRITERE ET PRoBLEMES ÉQUIvALENTS

Première approche
Il est possible de démontrer une relation liant I'inertie du nuage N(I) par rapport à son
centre médian noté a et le critère W(P,L). Pour cela, décomposons I'exprèssion de
I'inertie du nuage comme suit:

g(N(I)).=.> d(x,,a)
i e I

êâ S(N( I ) )=I  >  l { -a l
i e I  jeJ

K
<+ 3(N1I ; ;=2 t t lx f -ar t

k=l iePrieJ

(+ S(N(I) )=5I  Ecaj(k j )
lel je J

Dans le chapitre 1, nous avons établi une relation liant l'écart moyen d'une variable à
l'écart par rapport à un point quelconque de I'intervalle [0,1]. Cela sè raduit ici par :

v k=1,...,K, v je J ECajGj) = EC(kj) + tr{(l) - ril*{o)ttaj - alt

ou:
- nlttl = I *i le nombre de fois où j prend la valeur 1 dans P*,

ie Pg

- nl(O) = :, (1-4 le nombre de fois où j prend la valeurs 0 dans P
ie Pç 

v ss'ù r 
k'

En reportant cette égalité dans I'expression de I'inertie du nuage N(I), nous obtenons :

K
: I

k=l ie J

K p
I I
k=l i=l

(+ g(N(D) = W(P,L) +a

K
3(N1t1;= 2 L EC(kj)+

k=l jeJ
rar-alrrri ln{r)-4(o)l

rai-alrrr{ t r)-4(o)r

En notant T(P,L) le second terrne de cette expression, on obtient :

S(N(I)) = W(P,L) + T(P,L)

C'est une relation proche de la relation habituelle de décomposition de I'inertie. Elle n'en
a cependant pas les propriétés puisque le terme T(P,L) n'est pas une inertie. De plus, le
point a n'est pas le centre médian de I'ensemble formé des K noyaux des clasies. Le
problème de la minimisation du critère W(P,L) est équivalent au problème de la
maximisation de T(P,L). Il reste à préciser la signification de ce nouveau critère.

Notons que seules les valeurs médianes locales (celles des variables dans les classes)
différentes des valeurs médianes globales (calculées sur I'ensemble I des individus) ont
une contribution non nulle au critère T(P,L). Pour une variable j et une classe k, cette
contribution est égale à la différence entre le nombre de valeurs 0 et le nombre de
valeurs I prises par j dans la classe Pp. Cette différence est une mesure de la présence de
la valeur majoritaire de la variable dans la classe. Dans ces conditions, maximiser
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T(P,L) revient à rechercher une partition en K classes regroupant le mieux possible les
valeurs minoritaires du tableau initial (c'est à dire les valeurs différentes des médianes
globales corespondantes).

Seconde approchp
Il est également possible de décomposer le critère W(P,L) de la façon suivanre :

o

o

o

o

a

o

o

o

o

K
trt

k=l iePr ieJ

K
w(P,L)= t I  t .{r-{ l+(r-4)ai

k=l ie Prie J

. K
(+ W(P,L)=I  t  Ix]-)  I  lx la l+t  I  I  (1- ,0q1

k=l iePrieJ k=l iePrieJ k=l ie Pl je J

(+ >,I4=W(P,L)+L I  >4ui.- f  I  >( l-r04.
i e I  j eJ k=l ie Pr ie J k=l ie Pr ie J

En posant :

Nr=L L  x ]
i e l  j e J

le nombre de valeurs I du tableau initial X(I,J)

E q ( l )  = ,dd
le nombre de valeurs 1 communes au tableau initial
et au tableau correspondant à la situation "idéale"

K
E,(0) = I I

lel  iePl jeJ

le nombre de valeurs 0 du tableau initial
représentées par Ia valeur I dans le tableau "idéal"

nous obtenons :
Nr = W(P,L) + @,(1) - E1(0))

Nous avons déja montré que le problème de minimisation de W (P,L) revient à
maximiser le nombre de prédictions 0 ou 1 correctes. Nous avons également vu que cela
revient à rechercher une paftition regroupant le mieux possible les valeurs minoritaires
initiales. D'après la relation ci-dessus, ces problèmes sont équivalents au problème
d'optimisation de la différence entre le nombre de predictions I correctes et le nombre
de prédictions I incorrectes. Nous obtenons un résultat analogue en considérant les
valeurs 0 du tableau initial et les composantes nulles des noyaux.

3.6 lxorcns D'NDE À r'nrtnpRÉTATroN

Nous définissons ici des indices pennettant d'une part de juger de la qualité de la
partition, d'autre part de déterminer les variables caractérisant le mieux les classes
obtenues. Il s'agit de fournir à I'utilisateur des indices facilement interprétables. La
valeur du critère à la convergence constitue un premier indicateur: il représente le
nombre de fois où la situation obtenue s'écarte de la situation "idéale". Cependant,
celui-ci doit être observé en regard de la taille du tableau.
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Nous définissons un indice plus explicite, égal au pourcentage de données initiales
identiques aux noyaux correspondant;, par:

,** np - W(P)
np

où w(P) =

Ai = t" nombre d'éléments minoritaires dans la classe ps pour la variable j.

-figure 3 : les effectifs des classes et le critère d'homogénéité associé à
chacune d'elle,

-figure 4 : le tableau des valeurs idéales ou noyaux,

-figure 5 : le tableau d'homogénéité par classe et par variable.

K

.I. > Ark
x=r jeJ

o

)

'o

p'autrg part, nous proposons u.n indice permettant d'évaluer I'homogénéité d'une classe.
Il représente le pourcentage d'accords èntre individus et noyau d'u-ne classe. pour une
classe Pç de cardinal n1, il est défini par:

\p- )  Ad
100x j 'r

\P

Les. noyau1 s-ont des vecteurs binaires permettant de distinguer rapidement les
particularités de chacune des classes de 11 partition. En complérient, noïs proposons
pour chaque cor.rple (classe, variable) un indice évaluant I'ho'mogénéité de ù loàriabte
dans la classe. Il s'agit simplement du pourcentage d'individus de-la classe ayant choisi
la valeur "idéale" foumie par le noyau. Pour une-classe P1 et une variable j, i'indice est
défini par :

nr-4
100x _

nk

3.7 Exnprplp SIMPLE D'APPLICATION

Soit un ensemble de 10 micro-ordinateurs, identifiés par les nombres de 1 à 10,
caractérisé par un ensemble de lO-propriétés, identifiées pàr les lettres a à j. Iæ tableau
binaire croisant ces. deux ensemblès (figure 1) est consËuit à panir du côdage par les
valeurs 0 et 1, un I indiquant que la prop-riété est vérifiée et un d qu'elle ne I'esipas.

On applique l'algorithme MNDBIN en demandant 3 classes, on obtient la parrition
survante :

(4 ,  B ,  C )  =  ( {1 ,  4 ,  8 } ,  {2 ,5 ,6 ,10 } ,  {3 ,  7 ,91 )

Celle-ci e-st représentée (figure 2) en réordonnant simplement les lignes de manière à
respecter les classes obtenues.

Nous précisons également tous les indices d'aide à I'interprétation et, dans les figures de
la page suivante, on représente :

o
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o I  1010100101.
2  0101011010
3 1000000110
4 1010000100
5 0101111010
6 0100111010
7 0100000101
8 1010110111
9 1001000001
10 0  1  0  I  0  0  1  0  0  0

o

Classifîcation sur tableau de variables binaires

La valeur du critère étant de 15, cela montre que sur 100 données initiales, 15 sont
différentes de la valeur idéale correspondante : 85Vo des données initiales sont donc
correctement représentees par les noyaux.

abcde fgh i j

figure 1
tableau initial

abcde fgh i j

I  1010100101
4 1010000100
E 1010110111
2 0101011010
5 0101111010
6 0100111010
10 0101001000
3 1000000110
7 0 r00000101
9 1001000001

figure 2
tableau réordonné

o

87
88
80

A3
B4
C3o

effectifs homogénéité

figure 3
descriptif des classes

abcde fgh i j

figure 4
les noyaux

figure 5
homogénéité par classe et par variable

3 .8  Rnu lnquns

La méthode MNDBIN résume les données initiales par K vecteurs binaires facilement
interprétables. La qualité du résultat, qui est fournie par la valeur du critère à la
convergence représente simplement le nombre de différences entre données initiales et

o

a 1010100101
B 010101r010
c 1000000101

a

A 100 100 100 100 67 67 100 100 67 67
B 100 r00 100 75 50 75 100 100 75 r00
c 67 67 100 67 100 r00 100 67 67 67

I
lo

o

o
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valeurs idéales fournies par les noyaux. Les indices d'aides à I'interprétation, que nous
lvon: décrits précgdqmment, perrnettent d'effectùer assez rapidement une analyse plus
fine des résultats. Enfin, comme nous l'avons démontré dansle chapitre précédént, ious
ces résultats sont indépendants du codage binaire retenu.

Les inconvénients sont ceux de toute méthode de type nuées dynamiques, à savoir le
problème du choix des éléments de départ et du nombie de classei

3.9 Cl.lssrrrcATloN DE DoNNÉES BINaTRES ET MoDELE

Les liens existant entre les méthodes de classification automatique et les modèles de
statistique inférentielle ont surtout été étudiés lorsque les données sont quantitatives. Le
critère d'inertie intraclasse est alors associé à uri mélange gaussien ê. Scott et M.
Symons 197L, A. Schroeder 1976,G. Celeux 1988).

Lorsque les données sont binaires, G. Govaert (1988) montre comment I'identification
d'un mélange de distributions de Bernoulli, avec le même paramètre pour toutes les
variables et toutes les classes, correspond au critère de 

-classifîcation 
utilisé par

I'algorithme MNDBIN. Ce lien permet alors de justifier, a posteriori, I'utilisation pôu.
les données binaires,.d_'une paft de la distance I-J,, d'autre p-an ae noyaux binaires. En
outre, comme il sera illustré dans le paragraphe consacré à- I'application de la méthode
MNDBIN, ce lien permet d'expliquerles 6ons résultats que noris avions obtenus sur des
données simulées qui suivaient justement ce modèle. 

-

L'a-ut9yr propose également d'étendre ce modèle à des paramères dépendant à la fois des
variables et des classes. De plus, cene généralisation fermet de renôuver le modèle des
classes latentes dans le cas lè plus généial traité par G. Celeux (1988). Enfin, I'extension
du modèle permet de proposer de nouveaui algorithmes utilisant des distances
adaptatives de type L,.

n. $$a.Ari (1989) propose différents algorithmes adaptatifs (différents systèmes de
pondérations pour le-s variables sont proposés) et monrê, sous certaines hypothèses, ls
lien existant entre I'approche géom-étrique qu'il propose et I'approche 

-frobabiliste

exposée précédemment.

4. EXTENSION À LA FAMILLE DE DISTANCES DE MINKOWSKI

Nous proposons ici d'utiliser les distances de la famille de Minkowski dans le cadre des
méthodes de type Nuées Dynamiques. Lorsque les données sont binaires, M.R.
Anderberg (1973) étudie la forme particulière de-cette famille de distances.

4.L LI T.IUTILE DE DISTANCEs DE MINKowsKI

Soit E un espace de dimension p (par exemple ftn) et d, la distance de Minkowski de
p.aramètre r. Soient x et y deux points de I'espace E, la distance d entre ces deux points
s'exprime par :

o

I,o

I

o

I

o

1; j  -  f l r ) t / r

!ou-r l-a_valeur r égale à 1, on retrouve la distance en valeurs absolues, pour la valeur r
égale ù2,\a distance euclidienne usuelle.

art*,v) = (!
J=l
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f-o1.sQue l'espace-considéré- est I'espace 3n, la distance d peut s'exprimer en fonction de
la distance en valeurs absolues, noiée d, de la façon suiv'ante :

Vxe tye  Bn  d  , ( x , y ) txj - yjt )l/r = (o(*,y)) ti'

4.2 Lrs pnonlEMEs

soit I'un ensemble r-'(1,2,.,.,!) de n individus décrit par I'ensemble J={ 1,2,...,p) de p
variables binaires. 9l$u. individu i est représenté, d-ans I'espace Bp, p'ar un pôint *;.
L'ensemble des individus est représenté par le nuage N(I).

Le problème est toujours de déterminer une partition de I en K classes, K étant fixé a
pnon.

Ici, nous munissons I'espace Bp de la distance dr. Nous envisageons encore d'utiliser
des méthodes du type Nuées Dynamiques, pèrmettant d'im-poser la contrainte de
noyaux binaires. Deux études sont réaliiées iôi, dépendantes âe I'expression rerenue
pour le critère à optimiser.

4.3 Pnnnrnne Érunn

La première famille de problèmes est la suivante :

trouver le couple (P L), 6fi p=(P 1,P2,...,Pil est une partition de I'ensemble I
et L-(a1,a2,...,ex) I'ensemble des noyaux binaires, tel que le critère :

wFL)=f 2dl4,,ao)
lel iePz

soit minurnum.

Notons que, lorsque r prend la valeur 2, on retrouve la notion d'inertie.

Le critère w(P,L) ne dépend pas de la distance d. choisie. on a en effet :

K  i  i r  K
W(P,L) = t I I 14- all' = 2 I d(x,,ap)

k=l iePljeJ lel iePl

où d est la distance en valeurs absolues sur Bp. Nous retrouvons le critère optimisé par
I'algorithme MNDBIN. celui-ci fournit donc une solution au problème posé.'

Suppression de la contrainte
Si on supprime la contrainte {q noyaux binaires, la méthode MNDBIN ne convient plus
dès que r est supérieur ou égalà2.

Quand r prend la valeur 2, la distance considérée est la distance euclidienne usuelle. La
solution est alors de prendre, pour noyaux, les centres de gravité des classes. La
méthode correspondante est la méthode dês centres mobiles.

Eqfjn, pour le-s valeurs de r supérieures ou égales à 3, les noyaux deviennent
difficilement calculables.

= ( Ë
j=1

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
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4.4 SncoNon ÉruoB

La seconde famille de problèmes est Ia suivante :

trouver le couple (PL),6fi p=(P 1,P2,...,Pà est une partition de l'ensemble I
et L=(a1,a2,...,ax) l'ensemble des noyaux binaires, tel que le critère :

W2Qt-) = dlxralr)

soit minimurn.

Nous nous intéressons, tout d'abord, aux différentes fonctions d'affectation (f) et de
représentation (g) associées aux différentes valeurs du paramètre r. Lorsque I'espace de
définition est Bp, les distances d1 induisent toutes un même préordre entre vecteurs
binaires (représentant les éléments à classifier) et noyaux binaires : pour toute valeur de
r, les fonctions d'affectations correspondantes sont équivalentes.

La fonction de représentation (g) va, elle, dépendre du choix du paramètre r. On a alors :

- pour r égal à l, il s'agit de I'algorithme MNDBIN (les noyaux sont les
centres médians des classes).

- pour r supérieur ou égal à 2,le noyau d'une classe n'est pas toujours son
centre médian appartenant à Bp et devient alors difficilement calculable.

Suppression de la contrainte
Pour des noyaux quelconques, la méthode MNDBIN convient pour r égal à I (elle
fournit encore des noyaux binaires).

Pour r égal à 2, les noyaux ne peuvent être déterminés de façon analytique et nécessitent
la mise en place d'un algorithme de recherche. Contrairement au centre médian, le noyau
d'une classe est ici unique. J.C. Gower (1974b), F.K. Bedall et H. Zimmermann (1979)
ont construit des algorithmes de recherche de ce type de noyau souvent appelé "spatial
median" ou médiane spatiale (B.M.Brown 1983, R. Kosfeld 1986). R. Kosfeld (1986)
propose également une méthode qu'il compare aux deux algorithmes précédents. Il traite
également de l'utilisation du centre médian et de la médiane spatiale en tant que noyau
ou caractéristique de valeur centrale d'un nuage de points de Rp.

Pour des valeurs de r supérieures ou égales à 3, les noyaux des classes deviennent
difficilement calculables.

5. ETUDE COMPARATIVE

Nous avons mis en évidence deux méthodes de classification de type Nuées
Dynamiques. Elles se différentient par le choix de I'espace et de la distance mais
également par la nature des noyaux repÉsentatifs des classes.

La méthode MNDBIN utilise la distance en valeurs absolues sur I'espace Bp. l-es noyaux
fournis appartiennent à Bp. La méthode MNDQAN (G.Celeux et al. 1989) utilise, elle,
la distance euclidienne usuelle. Dans ce cas, les données binaires sont plongées dans
I'espace Rp. L'ensemble à classifier et les noyaux fournis par la méthode (les cennes de
gravité des classes) appaniennent à cet espace.

Nous comparons ici les critères associés à ces deux méthodes. Un exemple simple
d'application est ensuite proposé.

I

I

I

lo

K
EI
k=l iePpo

o

o

o

o

a

o

o

o

o
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5.I Elunn COMPARATIVE DES CRITERES

Soit P une partition en K classes de I'ensemble des individus.

Le critère associé à la méthode MNDQAN s'exprime par:

w"(P,L,) = f, 2, ol{*,,s*) = f, I, I (r1- dnl'
c o 

hl iePl k=l iePrieJ

où

d" représente la distance euclidienne,

L, = (g' 82, ... , g*) est I'ensemble les cennes de gravité des classes.

Le centre de gravité g1 d'une classe P1 de cardinal ns est défini par :

VjeJ d.=!  > * i
I11 ie p1

La composante j du point gç est égale à la part de valeurs 1 prises par la variable j dans
la classé Ps. Remarquons que si cette part est supérieure à l/2,1a médiane est alors égale
à 1, sinon elle est égale à 0.

Le critère associé à la méthode MNDBIN s'exprime par:

w(P,L) = 5 I I Ej-uil
k=l iePrieJ

où
L = (a1, az., ..., a*) sont le.s centres médians des classes,

V je J 4 = médiane { xi, ie P1 }'

Plaçons nous dans I'espace Rp muni de la distance euclidienne d". Nous disposons alors
de la relation de Huyghens. Pour toute valeur de k, celle-ci nous permet de décomposer
I'inertie de la classe pil rapport au centre médian a1 de la façon suivante :

a  ,  t .

I di(xual) = f, d!(x1,81) +nndj(81,a1)
i eP l  ieP l

<+L
i eP1 jeJ  ieP l jeJ

<+
ie PljeJ iePljeJ

d'où la relation :
K .

W(P,L) = W*(P,L') * 
à 

nn df(g*,ae)

Cette relation montre la différence entre le problème d'optimisation de W(P,L) et celui
de I'optimisation.de Wg(P,Ls).

o

I
,o

I
o

o
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5.2 ExBTrIpLp COMPARATIF

Considérons un ensemble de 10 individus, identifiés par les nombres I à 10. Ceux-ci
sont décrfts par 3. variables binaires, identifiées par les irtt 

"t 
a, b er c. Les données sontreprésentées en figure 1 sous la forme d'un tableïu binaire fre éoaage 

"Jiô":"".s 
réalisépar les valeurs 0 et l).

Nous ap?liquons les méthodes MNDBIN.eI MNDQAN en demandant 2 classes er enpartanr d'une même partition initiale, par exemple ({r-,2i,4j},idtdô,ïou.*"

Les centres médians des classes initiales sont a1=(0,1,0) u a2=(1,0,1), les centres degrylqs. Erol5,3/5,21s) y1 Ez=(r,215,i/s): Lors à.1ïii"-îeà éiuÉ à;uiiectation,I'individu numero I est affedté à ia piemfe.e cràssé po,ii ru méthodê ruNôÈ11.1, a taseconde pour la méthode MryDa4N.'Cela montre iinhuénce de la variable a, ayant icil_a plus forte proportion de vàleurs 1. Finalern"il;-l"r partitions Àûlenues a ruconvergence sont :

(4, B) = ({1, 3, S, 6, 8}, {2, 4,7,9,l0}) pour I 'algorithme MNDBIN,

(C, D) = ({2,3, 4, S}, (1,6,7, g, 9, l0}) pour I 'algorithme MNDeAN.

Nous représentons (figures 2-et 3) les deux partilions en réordonnant simplement leslignes de manière à respecter les clâsses outenirès. È;fi;,-Ë noyaux correspondanr à cespartidons sont indiqués dans les figures 4 et 5.

I
2
3
4
5
6
7
8
9
l0

o

abc

figure I
tableau initial

abc

1  110
3  010
5  010
6  110
I  110
2  001
4  001
7  101
9  101
r0 101

figure 2
après MNDBIN

abc

2 001
3  010
4  001
s  010
I  110
6  t lO
7  tO l
8  110
9  101
10  101

figure 3
après MNDQAN

abc

1
0
0
0
0
1
I

10
01
10
01
10
10
01
10
0l
01

o

c ,++
D 'i+

A

B

o
abc

110

101

figure 4
centres médians

figure 5
centres de gravité

llrt,:^:.ry,9,1è-t_gl|tieurs essais effectués sur ce tableau élémentaire (à partir de pointsrnltraux différents), les meilleures solutions obtenues par les aeui irètfroà"j rontidentiques et.correspong:nl a celle représentée par ri rig'uie 2. Sur aes eiàmiles plusconséquents (paragraphe suivant), les riréthodes fôumissrfit A"r punitiônr aillËrËnt r.
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o

6. PROGRAMME ET APPLICATIONS

6.I PnÉSBNTITIoN DU PRoGRAMME

L'un des buts du logiciel SIÇL{.est de diffuser de nouvelles méthodes d'analyse de
données. Il contient une bibliothèque de procédures destinée à faciliier la
programmation de ces nouvelles méthodes.

C'est dans ce cadre que le programme MNDBIN a été écrit, devenant ainsi une
commande du logiciel SICLA. Lors de I'exécution, I'utilisateur doit répondre à un
certain nombre de.questions permettant de d'initialiser les paramères de la méthode.
Après avoir choisi la structure de données à analyser, I'utilisaleur peut :

- selectionner tout ou partie de I'ensemble des variables et des individus.
- choisir Ie point de dépan initial,
- définir le nombre d'essais à effectuer,
- choisir le nombre de classes de la partition,
- chosir le type de sortie des Ésulats.

6.2 APPLICATIoNS

Il t'}gf, dlét-u{er un ensemble de plaques-boucles de ceintures démasquinées du
Nord-Est de la France, s'échelonnant entre la frn du VIe." et le début du VtrIhâ siècle (H.
Leredde et P. Perin 1980). L'ensemble est consitué de 59 plaques-boucles sur lesquelies
ont été observées la présence ou I'absence d'une sélection aê, ZO critères techniqïes de
fabrication, de forme et de décor. Ces critères sont indiqués dans le listing figu.unt 

"npage 57.-.Le-problème posé est de structurer ces donnéeipour faire apparaÏtrùes liens
entre individus et plaques et, aussi, une évolution dans les'techniqu"s .ié fabrications.

np-p-Pe]g!s \{EROc9 jgt de donn_ées. Plusieurs applications des algorithmes MNDBIN
et IvINDQAN ont été effectuées. Deux classes son-t demandées et Éules les meilleures
solutions sont retenues. Dans les deux cas, on aboutit à une même partition montrant
une nette différence-en-tre-deux grands groupes de plaques-boucles. té tisting résultat de
I'application MNDQANIU91g à ta page 59. Nous noùs intéressons ici uniqiement aux
résultats fou.ry1s-par MNDBIN et illusÈés dans les pages 57 (partition obtenûe et tableau
des valeurs idéales) et 58 (tableau des homogénéités àt tableair initial réordonné).

Le.critère.eg* I 224 taduit le fait que84.5Vo des données initiales sont égales aux
valeurs idéales fournies par les-noyaux. Ces derniers et le tableau des homogétéités font
ressortir un ensemble de variables (homogènes et ayant un noyau différent dans les deux
classes) fortement discriminantes qui permettent dé caractériier deux groupes A (classe
l) ql P (classe 2)_de plaques-bouclès. Nous énumerons ici les cùactères lei plus
explicites de A et B :

Groupe A : damasquinure par incrustation dominate (identifiée par C24),
damasquinure monochrome argent (C22),
fixation par bossette de bronze (C15).

Groupe B : damasquinure par placage prédominant (C25),
damasquinure bichrome (C23),
fixation par clous de fer (C16).
fond plaqué d'argent (C37),
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Nous pousuivons l'étude des données MERO en recherchant une partition en 7 classes.
Cette fois les deux méthodes diffèrent quelque peu. Cependant, elles respecrent la
répartition en deux groupes, en ce sens què toute classe obtenue est incluse sôit dans le
9I99P9_4: soit dans le groupe B. Les résultats figurent dans les pages 60, 6l (poirr
MNDBIN) et 62 (pour MNDQAN).

Le critère associé à MNDBIN égal à 82 indique que 94.6Vo des données initiales sont
correctement représentées par les noyaux. Nous présentons ci-dessous les trois classes
les plus importantes du goupe A Qes clabsês 5 èt 7 incluses dans A onr des effectifs
faibles et nous ne les détaillons pas ici) et les deux classes du groupe B. Les caracrères
spécifiques et discriminant les classes d'un même groupe sont làs suivants :

o

o

o

o

o

o

a

o

o

Groupe A1

Groupe A2

Groupe A3

Groupe B1

Groupe 82

classe numero 3, 18 éléments,
bordures de frises géométriques ou de hachures (C39),
incrustations avec bande pointillée (C33).

classe numero 1, 8 éléments,
plaque de forme ronde (COl),
ardillon à plateau rond (Cl9),
trame géométrique exclusive (C28).

classe numero 6, 7 éléments,
entrelacs de rubans (C30),
incrustations avec ruban plein (C35).

classe numéro 2, 10 éléments,
entrelacs animaliers (C31),
motifs animaliers (C41).

classe numéro 4, l0 éléments,
arabesques (C32),
incrustations fi liformes (C36).

La partition obtenue par MNDQAN permet d'expliquer 79.5Vo de I'inertie initiale. On
r.etrgu,ve, à une permutation près, les goupes 81 (classe 3),Bz (classe l), Az (classe 2) et
A3 (classe 5). Par contre, le groupe A1 est pratiquement décomposé en deux classes
(-numéros 4 et 6), celles-ci étant parfaitement discréminées par la variabte Clr7 : "plaque
9orsale carrée" (d'?pçs les centres de gravités de ces deux èlasses indiqués en page 6Z;.
R_elqar_quons que 6lVo des individus du groupe A1 possédair ce caracrère. La'màthode
MNDQAN a donc divisé ce groupe suivant la dichotomie induite par la variable C17.

Globalement, nous aboutissons à des résultats très voisins de ceux obtenus par H.
Leredde et P. Perin (1980). Pour nos applications, des interprétations analogues à celles
formulées par les auteurs sont possibles. Citons-les : "les applicationJmettent en
évidence une évolution technique, s'acconpagnant d'une évolutiôn chronologique tout à
fait nette. En effet, les techniques caractériiant le groupe A2 apparaissenià la fin du
VIh" siécle et jusque vers 600. Celles-ci évoluent entre 600 er 650, comme le montrent
l_es caractéristiques des plaques-boucles inclusent dans les autres classes du groupe A.
!nfi1, les techniques utilisisées pour les plaques-boucles du groupe B daient de la
deuxième moitié du VIIh" et se prolongent jusqu'au début du Vtrlt-" siècle".

Remarque
Si.on applique MNDBIN en demandant 5 classes, on retrouve le groupe Al qui se voit
rajouter 3 éléments de la classe 5 (de la partition en 7 classes), le groufe Azuir élément
de cette même classe et le groupe A3la ôlasse 7. Les classes 81eiB2 3e retrouve à une
P9-1pu_!ali9n prèg qui n'influe pas sur le critère égal à 100 de la partition. Pour
MNDQAN, on obtient à une permutation près les mdmes groupes que MNDBIN. Ces
partitions seront utilisées dans le chapitre 5 où on traitè aussi dè ta classification
ascendante hiérarchique pour données binaires.

a
-.56-



o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

Classification sur tableau de variables binaires

COMMANDE:  MNDBIN <> nuees dynamiques  sur  var lab les  b lnâ i res

ver lâb les  se lec t ' ionnees :

C01 p laque de  fo rme ronde

C14 p laque de  grande ta l l le

C15 f l xa t lon  par  bosset tes  de  bronze 
.

C 1 5  f l x a t l o n  p â r  c l o u s  d e  f e r

C l7  p laque dorsa le  car ree

C L 9  a r d l l l o n  â  p l a t e a u  r o n d

C22 dâmasqu lnure  monochrome ârgen!

C23 damasqu lnure  b lchrome

C24 dâmâsqu lnure  par  inscrus t .a t lon  domlnante

C25 danasqu lnure  par  p lacage predomlnant

c26 decor  sur  tou te  la  sur face  de  La  p laque

C28 trame geometiique exclusive

C29 t resse

C30 ent re lacs  de  rubans

C 3 1  e n t r e l a c s  a n l m a l i e r s

C32 arabesques

C33 incrus ta t lons  avec  bande po in t l l tee

C34 incrus te t lons  avec  bande hachure  ou  n id

c 3 5  i n c r u s È a t l o n s  a v e c  r u b a n  p l e l n

c 3 6  i n c r u s t â t l o n s  f i l l f o r m e s

C 3 7  f o n d  p l a q u e  d . a r g e n t

C38 fond hachure  ou  a  t rame geonet r ique

c39 bordures  de  f r l ses  geomet r lques  ou  de  hacnures

C 4 0  b o r d u r e s  o f f r a n t  l a  r e p e t i t l o n  d u  m o t i f

C 4 1  m o t i f s  a n l m â l  i e r s

C42 p lâques  â  bords  mouvementes

va leur  du  c I : l te re  ob tenu :  224

par t l t lon  ob tenue :

c l a s s e  1 :  3 9 e l e m e n t s

0 3  0 4  0 5  0 7  0 9  1 1  1 4  1 5  1 7  2 0  2 1  2 2  2 3  2 4  2 5
2 6  2 7  2 8  3 0  3 L  3 2  3 3  3 4  3 5  3 5  4 6  4 7  4 E  4 9  5 0
5 1  5 2  5 3  5 4  5 5  5 6  5 7  5 8  5 9

c l a s s e  2 r  2 0 e l è n e n t s

0 1  0 2  0 6  0 8  1 0  L 2  1 3  1 5  1 8  1 9  2 9  3 ?  3 8  3 9  4 0
4 L  4 2  4 3  4 4  4 5

tab leau des  va l .eurs  ldeâtes

cccccccccccccccccccccccccc
o  L ILLL222222233  33  33  3333  4  4  4
I4567 923456A901 234 5 578901 2

1  1  1 1  1 1
2  1  1 1  1 1  1
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Classification sur tableau dz variables binaires

COMMÀNDE:  MNDBIN <> nuees dynamiques  sur  var lab les  b lna i res

honogene lce  par  c lasse

1 1 1
4 5 6

9 2  8 9  8 9
7 0  L 0 0  9 5

î ? a

J J J

4 5 6

0
1

1 9
1 0 0

c
J

3

53
100

t-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 1

1 1
1 1 1
1 1 1
1 1

1
1 1 1
1 1
1 1
1 1 1

1 1
1 1

1
L
1
1
1
1

1 1
1

1  1 1
1t- l. 1
1 1  1 1

1 1
1  1 1
1  1 1
1 t  1 1
1  1 1
1  1 r .
1  1 1
1 1  t  L
1  1  1 1
1  1 1 ,
1  1 1 1
r -  1 1 1
I  1 1 1
1  1 1 1
1  1 1 1
r .  1 1
I  1 1 1

1 1 2 2 2 2 2 2 2 3' l  9 2 3 4 5 6 A 9 0

c c
3 3
7 8

97 9't 66
90  100  100

6L 82 97 100 100 100 '19 76
E0  100  100  1  00  -100  .  100  70  100

5 1  7 6
95  100

3 3
L 2

9' t  100
55  50

1

1
2

a

8 7  A 2
8 0  1 0 0

3 4 4 4
9 0 r 2

58  100  92  A7
90  60  55  75

tableau ln l t la l  reordonne

0!7 t712222222333333333344 4
r456' t  9234568901 23 4 5 5?8901 2

03
04
0 5
o 7
0 9
1 1

r )
L 7
2 0
2 I

23
24
2 5
2 6

2 A
3 0
3 1

3 3
3 4
3 5
3 6
4 6
4 7
4 E
4 9
5 0
J A

52
53
5 4
5 5
5 6
q ?

5 8
5 9

1
l

1
1
1
1
1
1
1

1
1 1

1
I
1
L

1 1
1

t 1
1

1
1 1

1
1 1
1 1
1 1

1
I
1
1
1

t 1
I

1 l
t 1

1
t
1
1
t

1 1
1 1
1 1

I
I

1 1
1 1

1
1, 1
1 1

1 1
t  1 1

1
1  I  I  1 1

1  1 1  1
1 1 1

1  1 1

t
L
I
I
1

L 1
I t 1
1 1
1 1

1 1
1 1
1 t

1

1 1
1
1
I
1

1 1
1 1

1
1

1 1
I

1 1
1 1
1 1

1

1 1 1 1

1 1
1  1 . 1

1 1
1 1

1
1 1
r  1 L
1
1 1
1 1

I
I
I
I
1

io

0 1  1
o 2
0 6
0 8
1 0  1
T 2
1 3
1 6  1
1 8
1 9
2 9
3 ? 1
3 8  1
3 9  1
4 0
4 1
4 2
43
4 4
4 5

1 l
1 1
1 1
1 1
t t
1 1
1 1
1 1
11
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Classification sur tableau de variùles binaires

co l ' tMANDE :  MNDQÀN <> methode des  nuees dynamlques  sur  var iab les  quant iLa t lves

pourcent .age d  lner t le  exp l iquee en  2  c lasses  =  45 .46

pâr t l t lon  ob tenue :

classe numero 1

03  04  05
2 6  2 7  2 8
51  52  53

classe numero 2

0 L  0 2  0 6
4 7  4 2  4 3

( e f f e c t l f =  3 9 )

1 1  1 4  1 5
3 2  3 3  3 4
5 6  5 7  5 8

(e f fec t i f=  20 ' ,

L 2  1 3  1 5

o 7  0 9
J U  5 I

5 4  5 5

0 E  1 0
4 4  4 5

11  20  2L  22  23  24  25
3 5  3 5  4 6  4 7  4 8  4 9  5 0
5 9

3 9383 72 9I 91 8

I
t (

I

I
I
I
I

I

I

I
I
I
I

I

o

o

coordonnees des  cent res  de  grav lÈe des  c lasses  de  la  pâr t i t lon  :

|  * * * r * * * i r * r  |  * * * * * * * r  * * *  |  * * * r * t  * * * * *  |
l p o p u l a t l o n  l c L a s s e  1  l c l a s s e  2  |
l ( s 9 ) t ( 3 e ) t ( z o t l
|  

* t t * * * * * * * *  
|  

* * * * * * * * * i *  
|  r * r * * * * * * * *  |

t * * * * t t * * * *

vâr i  ab le
( e f f e c t l f  )
r * * * * * t t * * *

a ^ 1

c 1 6

c r7

c 1 9

c23

c24

c25

. 1 3 6

. 5 9 3

. 3  9 0

.322

1 1 0

. 6 4 4

? ? q

. 6 6 1

.237

. 1 5 3

. 3 3 9

. 1 6 9

.  1 6 9

. 3 0 5

. 1 1 9

-322

. 3 5 6

. 4 4 1

. 4 2 4

. 1 3 6

.203

. 3 3 9

. 0 0 0

. 3 0 0

. 0 0 0

. 9 5 0

. 0 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

. 3 0 0

. 0 0 0

.500Ê-01

. 0 0 0

. 4 5 0

. 5 0 0

. 0 0 0

. 2 0 0

. 0 0 0

. 9 0 0

1 . O O

. 0 0 0

.  1 0 0

. 4 0 0

. 4 5 0

. 7 5 0

. 2 0 5

. 7 6 9 8 - 0 1

. 8 9 7

. 1 0 3

. 3 8 5

-L'l9

-97 4

. 0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

-205

.231

.447

. 2 3 1

.256E-01

. 0 0 0

.462

.rze

. I 79

.256E-01

.256E-01

-66 ' t

. 5 9 0

. 0 0 0

- ? 69E-0 I

.  r .28

c26

c2a

c29

c30

c31

c32

c33

c34

c35

c35

c3?

c38

c39

c40

c 4 t

c42
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Classification sur tableau de variables binaires

COMMANDE :  MNDBIN <> nuees dynamlques  sur  var iab les  b lna i res

v â l e u r  d u  c r l t e r e  o b t e n u  =  g 2

par t l t lon  ob lenue :

c l a s s e  1  :

1 5  2 3  4 7

c l â s s e  2  a

0 2  0 6  0 8

c l a s s e  4  2

0 1  1 0  1 6

c l a s s e  5  :

0 3  0 5  2 0

c l a s s e  6  :

1 1  L 7  2 7

c l a s s e  7  2

0 7  5 0

I  ê lements

5 4  5 5  5 6

10 e lenents

L 2  1 3  1 8

10 e lements

3 1  3 8  3 9

4 e lenents

J )

7 e lemenÈs

3 4  4 8  5 1

2 e lements

f , Ë57

c l a s s e  3 :  l . B e l e m e n t s

0 4  0 9  L 4  2 1  2 2  2 4
4 9  5 2  5 3 4 6l b5 l

4 54 42 9

2 6

1,9

4 1

5 9

tab leau des  va leurs  idea les

cccccccccccccccccccccccccc
0 ILLIT2 22 22 2233 33 3 3 3333 4 4 4
L 45 6't 92 3 4 5 68 90t 23 4 5 6't I 90L 2

1

4
5
6

I  1  1 t  1  1
1

1
1

1 1

1

1 l
r  I  t t

homogene l te  pâr  c lasse

1
1

1 t
I

L 1
I

1  l t
1  1 l

1  1 1

1

c c c c c c c c
3 3 3 3 3 4 4 4
5 6 7 8 9 0 L 2

100  100  100  100  100  1oo  l oo  1oo
100  80  100  100  8o  50  90  70
100  100  100  1  00  l 0o  1oo  s4  94
100  100  100  100  1oo  7o  l 0o  8o
100  75  75  100  1oo  1oo  1oo  75
r . 00  100  100  85  85  1oO l oo  85
100  100  100  100  1oo  1oo  l oo  1oo

a .

0 L
T 9

I  1 0 0  1 0 0
2  1 0 0  1 0 0
3  1 0 0  8 3
4  100  60
5  1 0 0  1 0 0
6  1 0 0  1 0 0
7  100  100

3 3
3 4

1  100  100
2 LOO 60
3 9 4 8 8
4  100  100
5 7 5 7 5
6  100  100
7  1 0 0  1 0 0

o

o

c c c c c c c c c c c c c c
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 i J à
s 6 7 9 2 3 4 s 6 B 9 o t i

100 100 100 75  1oO Loo Loo 1oo 1oo loo  loo  t  oo  loo  1oo100 e0  50  100 1oo 1oo 1oo loo  100 ioo  eo  loo  eô  iôô83 83  67  e4  1oo loo  1oo loo  loo  ioo  8E e4 rôô  iôô100 100 100 100 loo  loo  roo  1oo 60  ioo  1oo roo  1ôô iôô75 ' t5  100 100 loo  loo  loo  1oo 1oo 15  ?5  loo  iOO iôô100 100 7r  100 8s  loo  100 loo  ss  loo  loo  iôô  iôô  iôô100 100 100 100 1oo Loo 1oo loo  1oo ioo  1oo 5ô  
-aô  

iôô
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Classification sur tableut de variables binaires

COMMÀNDE :  MNDBIN <> nuees dynan lques  sur  vâr lab les  b lna i res

teb l .eau in i t la l  reordonne

o L r I L t 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3  3 3  3 3 3 3 4 4  4
I 45 67 923 4 5 6A 90I 23 45 67 I 907 2

1
t
1
1
I
1
1
1

t t -  1

I f ,

23
4 7
5 4
5 5
5 6
5 ?
58

1
I

1 1
1 1
1 1

1 1  1  1
1 1  1  L

0 2  1 1
0 6  1 1
08
L 2  I
13  11
18  1
r e  I
z t  I a

4 4  1
45 r.

I  1 1  1 1 1
1 1  1 1 1

1  1  L t
t  1  1 1 1
1 1  1 1
1 1  1 1 1

1  1 1  1  1
1 1 1 1

1 1  1 1
1 1  1

04
0 9
L 4
2 l
22
2 4
z )
2 6
z é
30
3 t
32

3 6
4 6
4 9
52
f , J

o

o

1 t
1 1
1

1 1

1 1
1 1

t 1
1 1

1
1

1
1
I
1
I
1
1
1
1 1
1
I
1
1
I
1
1

1 1
t

1 1
t - 1
L 1
1 1 1

I
t
I
1 t
1
1 1
1 1
1 1
1 1
11.

01
1 ô

1 6

3 8
J Y

4 0
4 t
4 2
4 3

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
t 1
1 1
1 1
1-1

1 1
1

1 1 1
1 1 1

03  1
0 5  1
20
35  1

1 1 1
1 1 1
1 1 1
I  1  1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1  1
1 1  I

1 1 1  1
1 1  1

1 1  1
L 7  1
2 7  I
3 4  I
4 8  1
5 1  1
q o  1

1 1
1
I

1 1
1

1

'o

o

o
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Classification sur tableau de variables binaires

CoMMÀNDE :  MNDQÀN <> methode des  nuees dynâmlques  sur  var labres  quant l ta t l ves

pourcentege d  lner t le  exp l lquee en  ?  c lasses  :  ?9 .53

par t l t ion  ob tenue 3

c lasse nmero  1

0 1  1 0  7 6  3 7

c lasse nunero  2

0 5  1 5  2 3  4 7

c lâsse nmero  3

0 2  0 5  0 8  1 2

c lasse numero  4

0 4  0 9  2 2  2 4

c lasse nmero  5

1 1  l - 1  2 7  4 8

c lasse numero  6

0 3  1 4  2 0  2 r

( e f f e c t l f =  f 1 l

3 9  4 0  4 L  4 2 -  t  4 3  4 5

( e f f e c t l f =  9 )

5 5  5 6  5 7

( e f f e c t l f =  9 )

1 E  L 9  2 9

( e f f e c t l f =  1 0 )

3 2  3 3  4 6  4 9

(e f fec t  i  f -

5 9

( e f f e c t l f =  1 0 )

2 A  3 0  3 1  3 5

5 4

4 413

] J

6 l

Z J

3 6

c lâsse numero  7  (e f tec tL f -

o ?  3 4  5 0  5 2

coordonnees des  cent res  de  grav i le  des  c lâsses  de  Ia  par t l t lon  :

4 l

t . * r r r r r * i r r  t r *
I  var l -ab le  lpopu laÈ lon  lc lâs9e 1  lc lasse  2
l ( e f f e c t l f  ) l  (  s 9 )  |  (  1 l )  |  (  9 t

t t l
I  c 0 1  I  . 1 3 6  |  . 0 0 0  I  . 8 8 9
l t t l
I  C 1 4  I  . 1 5 3  |  . 5 4 5  |  . O O O
l t t l
I  c l s  |  . 5 9 3  |  . 0 0 0  |  1 . o o
t t l
I  c 1 6  |  . 3 9 0  |  1 . 0 0  |  . 0 0 0
l l l r
I  c l ?  |  , 3 2 2  |  . 0 0 0  |  . O 0 o
l t t l
|  ' *  c19  |  .119 |  .  ooo |  .66 ' l
r t t l
I  c 2 2  |  . 6 4 4  |  . 0 0 0  |  1 . 0 0
l t t l
I  c 2 3  1 . 3 3 9  |  1 . 0 0  l . 0 o o
l t t l
I  c 2 4  |  . 6 6 r  |  . 0 0 0  |  1 . 0 0|  |  |  |  . '
I  c 2 5  |  . 3 3 9  |  1 . 0 0  |  . o O 0
r t l
I  c 2 6  |  . 2 3 7  |  . 5 4 s  i  . o o o
l t t l
I  c 2 8  1 . 1 5 3  1 . 0 0 0  I  l . 0 O
t t t l
I  c29  |  .339 t  .9098-01 |  .0oo

r t l
c 3 0  |  . 1 5 3  |  . 0 0 0  |  . 0 o o

t l
c 3 l  t . 1 6 9  t . 0 0 0  t . 0 0 0

l l
c 3 2  t . 1 5 9  t . 9 0 9  t . o o 0

l t l
c 3 3  1 . 3 0 5  t . 0 0 0  I . o o o

t t l
c 3 {  l . l s 3  t . 0 0 0  t . 0 o o

t t l
c 3 5  |  . 1 1 9  |  . 0 0 0  I  . 0 0 0

t l l
c 3 6  t . 3 2 2  1 1 . 0 0  t . 0 o o

l l
c 3 7  1 . 3 5 6  1 r . 0 0  1 . 0 0 0

l l
c 3 8  1 . 4 { l  t , 0 0 0  t . 0 0 0

t t l
c 3 9  1 . 4 2 4  1 . 0 0 0  t . l l r

l t l
c l o  t . 1 3 6  t . 2 7 s  t , 0 0 0

r t l
c 4 I  t . 2 0 3  1 . 0 0 0  t , 0 0 0

t t l
c 4 2  t . 3 3 9  t . 8 l r  t . 0 0 0

l t l
i r r r r r r r r r r  l r r r

I  c l a s s ê  3
l ( 9 )

I
|  . 0 0 0

f c lasge 4
I  (  l 0 )

I
|  . 0 0 0
I
|  . 0 0 0

i  . e o o
I
1 . 2 0 0

|  1 . 0 0

. 1 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

. .000

. 0 0 0

I  . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

.  1 0 0

. 0 0 0

t r i ' r r r r r r r r
I  c l a g s e  5
I  (  6 )

I  c l e s s e  6
t ( r 0 )

I  q lasae 1
l ( 4 1
t i ' r . r r i r ù r

| . 0 0 0

1 . 0 0 0
I
|  1 . 0 0
I
| . 0 0 0

|  1 . 0 0
I
|  . 0 0 0
I
|  1 . 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

. 5 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

.  ? 5 0

. 2 5 0

. 0 0 0

. 0 0 0

.  ? 5 0

. 2 5 0

. 0 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

.  s 0 0

. 0 0 0

. 5 0 0

. 5 0 0

o

o

. 0 0 0

.  0 0 0

. 8 8 9

. 4 4 4

. 0 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

I  . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

.  0 0 0

I  . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 4 4 i |

. 0 0 0

. 7 7 A

1  , 0 0

. 0 0 0

. 2 2 2

.  s 5 6

I  . 0 0

,667

.  8 3 3

.  0 0 0

. 0 0 0

I  . 0 0

. 0 0 0

.  0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

.  t33

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. L 6 7

. 0 0 0

. 3 0 0

. 8 0 0

.200

.  0 0 0

. 0 0 0

I  . 0 0

.  0 0 0

1 . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 9 0 0

.  000

. 0 0 0

. 0 0 0

.  8 0 0

, 2 0 0

. 0 0 0

.  r00

. 7 0 0

1  . 0 0

. 0 0 0

. 0 0 0

. 2 0 0

I
|  . 0 0 0

t  . o o o

I  1 . O O
I
1 . 0 0 0

t . 1 6 1

i  . o o o
I

o

I

lo
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Classilication sur tableau de variables binaires

6.3 AppLrcATroNS À DES TABLEAUX coNSTRUrrs survANT uN MoDELE

G. Govaert (1988) a montré comment I'identification d'un mélange de distributions de
Bernouilli avec le même paramètre pour toutes les classes ei toutes les variables
correspond au critère de la méthode VNOBIN.

Nggt proposons ici d'appliquer la méthode MNDBIN mais aussi MNDQAN sur des
tableaux de données binairès simulées à partir de différentes lois de Bèrnoulli. Le
propramme HASBIN a été construit pour générer de tels tableaux.

Cg Rrg^Srlmme permet de choisir le nombre d'individus, de variables, de classes, les
effectifs.de chaque.classe ainsi qge le paramètre de la loi. Ce dernier correspond alors à
la probabilité d'avoir la valeur idéate définie par le noyau.

Un premier ess_ai est effectué à panir de la loi de Bernoulli de paramètre 0.9. Une
partition de 7 classes contenant chacune l5 individus décrits par t0 variables binaires
est générée. Ap1ès dgs^pgnqgtations aléatoires (effectuées pù HASUN), on dispose
d'un tableau croisant 100 individus (identifiés par les nombrès I à 105) ef i0 ,rariaUtes
binaires (identidiées par VAl à VA20).

f-9s_49ya9x et les classes sont indiqués en page 64. Pour ce tableau, les deux méthodes
MNDBIN (page 65) et MNDQAN (-page 66) rétrouvent exactement la partition simulée.

Un nouvel essai est ensuite etlectué pour un paramèrre égal à 0.8 (page 67).Lapartition
fournie par ry_NPBIN_-(page 68) diffère de 9 individus pir rappon'â Ë partitioniimulée.
Les classes (1,6) et (2,4) comptent respectivement une et-deux différences avec les
classes (5,4) et (6,7) créées par FIRSBIN.

La partition obtenue pg MNDQAN (page 69) compte beaucoup plus de différences,
seules les deux classes (2,5) sont voisinès des classes simulées (5,4).
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1 0 5

1

b .  9 0

0
1

0
0

2

23  24  25  27  29  31  40  5 ' 1  81  90

o

COMMANDE :  HASBIN <> c rea t ion  de  tab leâux  b i .na i res

VÀLEUR DES PARÀMETRES

n o n b r e  d ' l n d i v i d u s

nombre  de  var iab l -es

nombre  de  c lasses

p a r a m e t r e  d e  l a  l o l  b i n o m i a l e

EFFECTIF DES CIÀSSES

cfâsse l .  :  15

c l a s s e  2  :  1 5

c l a s s e  3  :  1 5

c l a s s e  4  a  1 5

c l a s s e  5  :  1 5

. l r c c ê  G  .  l q

c l a s s e  ' 7  
z  L 5

TABLEÀU DES VALEURS IDEÀLES

CIÀSSES DE LA PÀRTITION SIMUI ,EE

Classification sur tableau de variables binaires

96  t - 00

1

3

J

6
7

v v v v v v v v v v v v v v v v v v v
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o o o o o o o
2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 0

0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 - 0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 - o

c l â s s e  n u m e r o :

3 4 5

c l a s s e  n u m e r o :

1 4  7 9  2 0

c l a s s e  n u m e r o :

z  I  z z

c l â s s e  n u m e r o :

1 2  1 5  3 0

c l â s s e  n u m e r o :

r o  z o  J v

c lasse numero  :

I  1 '  J J

c l a s s e  n u m e r o :

1 8  2 1  2 8

69  86  r02

68 '7 2 101

'14 ? 8 1.03

89  l - 04  105

7 56 35 44 94 41 31 0 1 1

6'1

o a

7 3

E 8

a z5 1

5 6

7 0

8 5

4 1

ë J

92

6 5

9 L

4 8

64

3 4

4 7

'17

3 2

4 3

1 6

o

3

3 1

5 J

4 2

6

60

7

4 5 58

- (A -

Y J 94 9 5 97 98 9 9
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Classification sur tableau de variables binaires

COMMÀNDE :  MNDBfN <> nuees dynamiques  sur  var j .ab les  b lna i res

va . Ieur  du  c r l te re  obÈenu a  2L4

p â r t l t l o n  o b t e n u e  :

c l â s s e  1 :  1 5 e l . e n e n t . s

2  1  2 2  3 1  3 2  3 4  3 s  3 8  4 1  s l  5 2  6 7  6 9  8 6  l O 2

c l â s s e  2 i  1 5 e l e m e n t s

t 2  1 5  3 0  3 3  4 6  4 7  4 8  5 0  5 5  5 6  s 9  6 1  6 8  
' t 2  

1 0 1

c l â s s e  3 :  l - 5 e l e n e n t s

1 8  2 t  2 8  4 5  5 8  A 2  8 4  9 t  9 2  9 3  9 4  9 5  9 ' l  9 8  9 9

c l â s s e  4 :  l - 5 e l e m e n t s

L 4  1 9  2 0  2 3  2 4  2 5  2 ' t  2 9  3 ' t  4 0  5 7  E l  9 0  9 6  1 0 0

c l a s s e  5 :  1 5 e l e m e n t s

1 6  2 6  3 9  4 2  4 3  6 2  6 4  6 5  6 6  
' 1 0  ' 1 7  

7 3  1 4  7 8  r . 0 3

c l a s s e  6 r  l . 5 e l e m e n t s

3  4  5  6  8  9  1 0  1 1  1 3  3 6  4 4  4 9  5 4  6 3  1 5

c l a s s e  7 z  1 5 e l e m e n t s

I  I 7  5 3  6 0  7 6  1 7  7 9  8 0  8 3  8 5  A ' 1  8 8  8 9  1 0 4  1 0 5

t a b l e a u  d e s  v a l e u r s  l d e a l e s

vwwwvvww\/vvww
ÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀ

1 1 1 1  1 1 1 1  1 1 2
12345678901  234567A90

1 1 1 1  1 1 1  1  1
2 1  1 1 1  r  1 r .
3  1  1  1 1 1  1 1  I  1
4  7  1  1  I  1  1 1  1
5  1  1 1  1  1 1  1
6  1 1  1 1  1  1  1  1 1
?  1 1  1  I  1 1  1

,a

I
)

o

i

o
-5 .5 -
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Classification sur lableau de variables binaires

COMMANDE :  MNDQAN <> methode des  nuees dynamiques  sur  var lab les  quant l ta t l ves

pourcentege d  lner t le  exp l lquee en  7  c lasses  2  63 .92

1 0 17 2685 1

4 9

f , 9

8 1

4 4

5 6

8 5

3 6

83

I J

4 6

't6

o

1009 68 15 737

4 1o

1 0 37A

6 1a z

't7

5 l

9 998979 59 493

6 6

92

43

5 8o

p a r t l t l o n  o b t e n u e  :

c lasse  nmero  1

1 2  1 5  3 0  3 3

c l .asse  nunero  2

\ 7 7 5 3 6 0

c lasse nunero  3

3 4 5 6

c. l .asse  nmero  4

7 4  1 9  2 0  2 3

c f e s s e  n m e r o  5

2  1  2 2  3 1

c lasse nmero  5

1 6  2 6  3 9  4 2

cl asse nmero 
' l

l E  2 1  2 8  4 5

coordonnees des  cent res

t r r . r i i r  r r r r  I
I  v a r l a b l e  l p o p u l a t i o n  I
l ( e f f e c t l f  ) l  (  1 0 5 )  I

t t l
I  v À l  1 . 6 9 5  |
t l
I  v A 2  1 , 4 2 9

i  v e s

i  v e l
I
I  v À 5
I
I  v À 6
I
I  v À ?

i  v e e

j  v l s
I
I vÀ10
I
I  VÀI I
I
I VÀ12
I
I vÀ13
I
I vÀ14
I
I vÀ15
I
I vÀ16
I
I  vA l?

I  vÀ l t

I vÀ19

t vezo
I

( e f f e c t i f =  1 5 )

4'1 4E 50

( e f f e c t l f =  1 5 )

7 ' t  ' t9  
80

(e f fec t  1  f=  15  )

9  1 0  1 1

( e f f e c t . i f :  1 5 )

2 5  2 7  2 9

( e f f e c t l f =  1 5 )

3 4  3 5  3 8

( e f f e c t l f =  1 5 )

6 2  6 4  6 5

( e f f e c t i f =  1 5 )

8 2  8 4  9 7

8 8 8 9  1 0 4 t -05

6 9

90

86  702

des var iab les  pour  chaque c lasse  de  lâ  par t l t lon  :

o

I

I

lo

t

. 4 2 9

.362

. 3 9 0

. 3 2 4

.261

-  5 9 0

. 4 2 9

. 4 4 t

,324.

. 3 5 2

. 4 8 6

. 4 0 0

.  3 8 1

. 4  0 0

.661

.461

. 4 6 ?

, 0 0 0

. 2 0 0

.461

. 0 0 0

. 0 0 0

, 2 6 7

. 6 6 7 E - 0 1

. 1 3 3

.  J I J

. 0 0 0

. 8 6 ?

I  . 0 0

. 0 0 0

. 2 0 0

. 6 6 ? E - 0 1

. 2 0 0

. 1 3 3

.  0 0 0

. 0 0 0

I  . 0 0

. 6 6 ? E - 0 1

. 4 5 7

. 1 3 3

. 1 3 3

I  . 0 0

. 9 3 3

.567E-01

1 . 0 0

. 933

. 2 6 7

. 1 3 3

. 2 0 0

. 0 0 0

. 933

.  133

. 2 0 0

. 9 3 3

. 0 0 0

.56?E-01

. 2 0 0

1 . 0 0

.  86?

. 1 3 3

. 0 0 0

.667E-01

.a67

. 5 6 7 E - 0 1

.667E-01

.  133

. 6 6 ? E - 0 1

. 6 6 ? E - 0 r

. 9 3 3

.  933

1  . 0 0

.200

.467

. 2 0 0

. t 3 3

. 8 0 0

. 2 6 7

1 , 0 0

, 6 6 ? E - 0 1

I
. 9 3 3  |

I
. 6 6 7 8 - 0 1  I

I
. 6 6 7 E - 0 1  |

I
. 0 0 0  |

.2oo  r  .133 |  .?33 I  . r . .  I  . r . .  i
l t l

. 6 6 7 E - 0 1  |  . 9 3 3  |  . 4 6 1  |  . 0 0 0  |  . 6 6 7 E - 0 1  |
t l

. 8 6 ?  |  . 2 0 0  |  . 6 6 7  |  . 1 3 3  |  . 9 3 3  |
l l

. 8 6 1  |  . 3 3 3  |  . 0 0 0  I  . 1 3 3  |
r t t l

. 2 6 ' t  |  1 . 0 0  I  . 2 0 0  |  . 6 6 7 E - 0 1  |
r t l

. 1 3 3  |  . 3 3 3  |  . 0 0 0  |  1 . 0 0
t t l

. 6 6 ? E - 0 1  1 . 2 0 0  1 . 9 3 3  | . 9 3 3

. 6 6 ? E - 0 1  r . 3 3 3  r . 9 3 3  l . a a r r - . ,
l t l

1 . 0 0  t . 8 6 7  t . 8 6 7  t . 2 6 7

9 3 3  t . 2 0 0  t . 0 0 0
t l

. 1 3 3  |  . 9 3 3  |  . 1 3 3
t l

. 9 3 3  |  . 6 5 7 8 - 0 1  |  . 6 6 ? E - 0 r
I

.  1 3 3  |  . 6 6 ? E - 0 1
I

. 9 3 3  t . 2 0 0
I

. 2 0 0  |  I  . 0 0

. 9 3 3  i . e O z e - O t
I

. 0 0 0  1 . 8 6 ?
I

. t 0 0  1 . 8 6 ?
I

1  , 0 0  |  . 0 0 0
I

. 1 3 3  |  1 . 0 0
I

- 66 -
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COMMÀNDE : HÀSBIN <> creaÈlon de lableaux blnâlres

VÀI,EUR DES PÀRÀMETRES

nombre  d ' lnd iv ldus

nombre  de  var lab les

nombre  de  c lasses

pârâmet re  de  la  lo i  b lnomla le

EFFECTIF DES CIÀSSES

c l a s s e  1  :  1 5

c l â s s e  2  i  1 5

c l a s s e  3  :  1 5

c l â s s e  4  i  1 5

c l a s s e  5  :  1 5

c l â s s e  6  :  1 5

c l a s s e  
' 7  

z  1 5

TÀBI,EÀU DES VÀLEURS IDEÀI,ES

Classification sur tableau de variables binaires

4 2

3 9

5 7  6 5  6 8  8 0  1 0 4

75  77  83  90  105

1 0 5

2 0

7

0 .  8 0

t

J

4
5
6
1

v v v v v v v v v v v v v v v v v v v
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o o o o o o o
2 3 4 5 6 ' 1  8 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

0 1 2 3 4 5 6 ' t 8 9 0

0 1 t 0 0 0 0 1 1 0 t 0 1 0 1 o I 1 0
1 0 0 L 0 0 0 1 0 I 0 0 0 1 o 1 l o L
1 t 0 0 0 1 1 1 0 0 0 t o o o o 1 o o
0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 r 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0

CIÀSSES DE LA PÀRTITION SIMULEE

o

cl.asse nunero :

Z J I

c l a s s e  n u m e r o :

1 4  1 8  2 L

c l a s s e  n u n e r o :

7 1  2 7  3 1

c l a s s e  n u m e r o :

6  1 9  2 0

c l a s s e  n u m e r o :

8 2 6 3 3

c l â s s e  n u m e r o :

1 3 3 0

c].âsse numero :

4 1 0 1 6

1

9

3 4

4

2 4

5

4 E

6

4 1

4 0

8 6

8 7

8 8

7 9

7 6

5 2

6 7

4 9

o l

5 3

4 4

4 5

t 5

8 1

72

1 5

7 4

1 3

2A

1 2

Z J

3 6

4 7

6 2

5 6

1 1

23

3 5

4 6

51
I

I

)o

o

43 O J

- ( f t  -

98  100  101  L02  103
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Classification sur tableau de variables binaires

COMMANDE :  MNDBIN <> nuees dynamiques  sur  vâr lab les  b ina i res

va leur  du  c r i te re  ob tenu :  404

pâr t l t lon  ob tenue :  - "  '

c l a s s e  1 :  1 4 e l e m e n t s

a  2 6  3 3  4 8  6 0  6 2  6 9  
' t L  ' 1 2  ' 1 3  7 5  1 7  8 3  1 0 5

c l a s s e  2 a  l T e l e n e n t s

1  3  1 1  3 0  4 1  5 t  5 6  6 5  6 6  7 4  7 8  8 1  8 2  8 4  8 5
8 8  8 9

c l a s s e  3 :  l S e l e m e n t s

1 4  1 8  2 1  2 2  2 3  2 5  2 8  2 9  3 2  3 9  4 2  4 4  4 9  5 2  6 4
E 6  9 2  9 3

c l a s s e  4 a  l T e l e n e n t s

4  1 0  1 6  4 0  4 3  6 3  6 7  9 0  9 1  9 4  9 6  9 1  9 8  l o o  1 0 1
t02  103

c l a s s e  5 :  1 3 e l e m e n t s

! 7  2 7  3 1  3 4  3 5  3 6  3 7  3 8  4 5  6 t  7 s  8 0  9 9

c l a s s e  6 3  1 4 e l e m e n t s

6  2 0  2 4  4 6  4 1  5 0  5 4  5 5  5 8  5 9  7 0  1 6  8 - l  9 5

c l a s s e  7 2  1 2 e l e m ê n t s

2  5  7  9  1 2  1 3  1 5  1 9  5 3  5 ' t  6 8  1 0 4

t a b l e a u  d e s  v a l e u r s  l d e a l e s

wvwwvvwwwvvvw
AÀÀÀÀÂÀÀAÀÀÀÀÀÀÀÀÀAÀ

1 1  1 1 1 1 1 1 1  1 2
L2345678901234567890

1  1  l t  1  1 1  1
2 I 7  1 1 1 1  1
3  1  I  1  1  1  1 1  I
4  1  I  1 1 1  1 1  1  I
R  1 1 1

5  t -  1 1 1  1  1 1
7  I L  1 1  1  l .  1  L 1

o
- 68 -
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Clasfficuion sur tableau de variables binaires

COMMANDE :  MNDQÀN <> methode des  nuees dynamiques  sur  vâr iab les  quanÈl ta t i ves

p o u r c e n t â g e  d  l n e r t i e  e x p l i q u e e  e n  7  c l a s s e s  :  3 7 . 9 5

o

par t i t ion  ob tenue :

c lasse  nume. ro  1

1 8  2 2  2 5  2 9

c lasse nunero  2

4 2 6 3 3 4 8

c.Iasse numero .3

4  1 0  3 5  4 0
1 0 3

c lasse nunero  4

z ) t

c lasse  nmero  5

6 t 6 2 0

c lâsse nmero  6

L 4  t 7  2 L

c lasse nunero  7

f  J  I I

E 1  8 2  8 4

c o o r d o n n e e s  d e s  c e n t r e s

I val lable lpopulat lon
l ( e f f e c t l f  ) l  (  1 0 5 1

i  u o t  i . t r o
l l

( e f f e c t i f =  1 1 )

4 9  5 2  6 4

( ê f f e c t i f =  1 4 )

6 2  6 9  7 l

(e f fec t l  f :  16)

6 3  9 0  9 L

l ê f f ê ^ f {  f =  l a r

1 3  1 5  1 9

( e f f e c t l f -  1 5 )

4 ' t  50  54

( e f f e c t l f -  1 5 )

3 1  3 4  3 5

(e  f fec t  1  f -  2 l l

3 8  4 L  4 4
9 9

1 0 0  1 0 1 L O 2

t l
. ? 3 3  1 . 1 3 3  t . z s 6

t l
. 2 6 7  1 . 9 3 3  1 . 1 4 3

t l
. i t 0 0  l . ? 3 3  1 . 4 2 9

t l
. 1 3 3  |  1 . 0 0  1 . 2 ê 6

t l
. t 0 0  t . 2 0 0  t . 9 s 2 E - o l

l l
. 2 6 1  t . 5 3 3  t . 1 4 3

t l
. 6 6 ? E - 0 1  t . 1 3 3  t . 8 1 0

l l
. 2 6 7 1 . 4 5 ? 1 . 4 1 6

t l
. 6 6 7 E - 0 1  |  . 1 3 3  |  . 5 ? 1

t l
. 1 3 3  1 , 4 6 7  1 . 4 ? 6 E - O l

E 6  8 9

l-0 5E37 57 31 260

4 3
o

9 6

J I

9 4

53

9 5

93

'19

8 7

8 0

'18

t o

o l

1 4

' to

4 5

6 665

5 8

3 9

5 6f , t

28

L 2

4 6

o
5 9

6 8  1 0 4

o

a

c

o

o

o

o

2 7  3 0
E 5  8 8

de grev i te  des  vâr lab les  pour  chaque c lasse  de  lâ  par t l t . ion  :

l c lâsse  I  l c lasse  2  l c lesse  3  l c lassê  4  i c lasse  5  i c lasse  6  i c lasse  , t  
I|  (  1 1 1  |  (  1 4 )  |  t  1 6 )  |  (  1 3 )  I  (  l s )  |  (  1 5 )  i  t  z r t  I

t t t l t t t t
|  . 1 8 2  |  . 7 8 6  |  . 9 3 9  |  . ? 6 9 8 - 0 I  |  . 8 O o  |  . 2 6 7  |  . 8 r o  I
l l t t t r t l
|  . s 1 8  |  . 2 1 4  |  . 6 2 5 8 - 0 1  |  . 3 0 8  |  . 2 O O  |  . 9 3 3  |  . s l o  Ir t l l l r t l
|  . 0 0 0  |  . 2 L A  |  . B l 3  |  . 9 2 3  |  . 2 0 0  |  . 4 6 ] -  |  . 4 2 9  |
! t t t t t i l
|  , 2 ' t 3  |  . 2 8 6  I  . 1 2 5  |  1 . 0 0  i  r . o o  |  . 6 6 ? E _ 0 1  i  . g S Z e _ O r  Ir t t t t t t
|  . 9 0 9  |  . 2 t 4  |  . 2 5 0  |  . ? 6 9 E - 0 1  |  . 3 6 ?  |  . 4 0 0  i  . S r t  I

I  v A 2

i  v e r
I
I  v À 4

i  v e s

I  v À 6
I
I  v À 7
I
I  v À 8

I  v À 9
I
I vÀ10
I

vÀLs I

vÀl I

VÀI2

vÀ13

vÀ1 4
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CHAPITRE 3

CLASSIFICATION SUR TABLEAU DB
CODAGE BINAIRE ADDITIF

I. INTRODUCTION

Nous proposons ici une méthode de classification pour les tableaux de données binaires
résultant de la transformation, par le codage binaire additif, d'un tableau de modalités
croisant individus et variables qualitatives ordinales. Celle-ci est construite en respectant
un principe de fidélité des résultats par rapport à la forme initiale des données. La
méthode de type nuées dynamiques va permetre de réaliser cet objectif.

A partir du tableau de codage, nous définissons un ensemble de points représentant
I'ensemble à classifier dans I'espace B- (où m est le nombre total de modalités). En fait,
ces points ont une structure particulière : ce sont des vecteurs binaires de modalités (les
composantes vérifient la contrainte de codage binaire additifl. C'est sur cet ensemble
que sera appliquée la méthode de type Nuées Dynamiques.

Dans un premier paragraphe, nous montrons principalement que I'algorithme MNDBIN
peut être appliqué à ce type de données. Sans lui apporter aucune modification, il fournit
des noyaux ayant une structure de vecteur binaire de modalités. Il nous reste alors à
préciser la signification de ces noyaux et du critère associé à la partition obtenue. Nous
montrons ensuite qu'il est possible d'écrire une version de cet algorithme utilisant
directement le tableau de modalités et que nous appelons MNDORD. En fait, cette
version correspond à une méthode de type Nuées Dynamiques dont nous préciserons les
particularités.

Les variables étant qualitatives ordinales, elles peuvent être traitées comme des variables
quantitatives. Les méthodes de classification utilisées dans le cas quantitatif peuvent être
appliquées

Dans le second paragraphe, nous nous intéressons plus particulièrement à I'utilisation de
la méthode des Nuées Dynamiques utilisant la distance euclidienne usuelle et les centres
de gravité des classes comme noyaux. Il s'agit de la méthode appelée MNDQAN (G.
Celeux et al. 1989), pour laquelle deux applications sont envisagées. Nous I'appliquons
tout d'abord aux données qualitatives ordinales, puis aux données binaires résultant du
codage. Dans le second cas, l'application est très particulière et nous détaillons ici tous
les résultats obtenus. Nous disposons ainsi de trois méthodes de classification
(MNDBIN et les deux applications de MNDQAN) pour ce type de données. Une étude
comparative est alors effectuée entre les différents critères associés.

Dans une dernière partie, nous présentons le programme MNDORD. Celui-ci a été
intégré au logiciel d'analyse de données SICLA. Une application sur un exemple
conséquent est également proposée.
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Classification sur tableau de codage binaire additif

2. LA MÉTHODE DE CLASSIFICATION

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit le principe des méthodes des Nuées
Dynamiques, ainsi que I'algorithme qui en découle. Sur ce principe, nous avons
construit la méthode MNDBIN qui repose essentiellement sur le choix de la distance en
valeurs absolues et de noyaux binaires. Cette méthode était plus précisément adaptée
aux tableaux de variables binaires.

Ici, nous disposons d'un tableau de donnéés'binaires très particulier, puisqu'il résulte de
la transformation, par le codage binaire additif, d'un tableau de modalités croisant
individus et variables qualitatives ordinales. A partir du tableau binaire, on définit un
nuage de points représentant I'ensemble à classifier dans I'espace B. (où m est le
nombre total de modalités). Par construction, les éléments du nuage ont une structure de
vecteur binaire de modalités.

Il s'agit d'écrire une méthode de classification fournissant des résultats qui soient en
accord avec la structure initiale des données.

Nous montrons ici que la méthode MNDBIN réalise cet objectif. En effet, cet
algorithme fournit des noyaux ayant une structure de vecteur binaire de modalités.
Après en avoir fait la démonstration, nous étudions le critère associé à la partition et
précisons la signification des noyaux.

Nous proposons également une version de MNDBIN utilisant directement le tableau de
modalités. En fait, il est possible de montrer que cette version correspond à une méthode
de type Nuées Dynamiques utilisant la distance en valeurs absolues sur I'espace des
vecteurs de modalités.

2.I RIpppT- DES NoTATIoNS

Soit Z(I,Q) le tableau de modalités croisant un ensemblel-{-1,2,...,n} de n individus et
un ensemble Q={ 1,2,...,p1de p variables qualitatives ordinales. On note :

z(I,Q) = (')

où zf représente la modalité de la variable q choisie par I'individu i.

A chaque variable q correspond I 'ensemble Jo={,1,2,.. . ,mq} de modalités. Nous
définissons I'espace E comme le.produit J1xJ2x...xJo. Il s'agit de I'espace des vecteurs de
modalités que nous munissons de la distance èn valeurs absolues notée ds. Les
caractéristiques associées à dr ont été définies dans le chapitre 1, paragraphe 4. En
par:ticulier, nous avons déjà montré que tout nuage de cet espace admet un vecteur de
modalités pour centre médian.

A partir du tableau Z(I,Q), nous définissons le nuage de points Nr(I), inclus dans
I'espace E, par:

NzG)= {z , , i e I }

où , i=(4, t , . . . ,2)e E

Soit X(I,J) le tableau de codage binaire additif correspondant au tableau de modalités
Z(I,Q). C'est un tableau binaire à n lignes et m colonnes, où m est le nombre total de
modalités. On utilise I'ensemble I=(I,2,...,m) pour indicer les colonnes de X(I,J).

l'
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Classification sur tableau de codage binaire additif

On note :

X(I,J) = (tq)

En appelant q() I'indice de J conespondant à la modalité j de la variable q, on a :

[ t r i i<oo
VqeQ,V jeJq  -q0 ) - )  

-  I
^i  -  

[or i  j r rT

VqeQ zf= 2 xfo)
je Jc_

Nous définissons I'espace F comme la restriction de B. aux seuls vecteurs binaires de
modalités. Les éléments de F résultent alors du codage des vecteurs de modalités de
I'espace E. De même, à tout élément de E correspond un élément de F.

A partir du tableau X(I,J), nous définissons le nuage N(I) par :

N ( I )= { x , , i e I }

où x, = (x;1, *?r, . . ., xf) e F

Ainsi, à chaque point x, du nuage N(I) correspond un unique point z, de ltlz(I).

2.2 LE PROBLEME

Il s'agit de déterminer une partition de I'ensemble des individus I en K classes, K étant
fixé a priori.

L'ensemble à classifier est représenté dans I'espace F (inclus dans B-) par le nuage N(I).
Nous pouvons alors appliquer la méthode MNDBIN. En notant d la distance en valeurs
absolues, le problème résolu par MNDBIN peut se formuler ainsi :

Trouver une partition P=(Pt,Pz,...,P*) de I et un ensemble de noyaux
L=(a1,a2,...,ay) appartenant à B^ tels que Ie crirère :

K
W(P,L)=> 2d(xrap)=L t  > t r l  -dot

k=I iePt k=I iePûeJ

soit minimum.

Dans la suite, nous montrons que les noyaux fournis par la méthode sont des vecteurs
binaires de modalités appartenant à I'espace F.

2.3 L'ILGOnTTHME

Nous reprenons ici les fonctions d'affectation et de représentation qui caractérisent
I'algorithme MNDBIN.

La fonction d'affectation f
L'individu i est affecté à la classe Pl dont il est le plus proche du noyau ak au sens de la
distance en valeurs absolues.

i.
t
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La fonction de représentation g
Les noyaux binaires (abaz,...,a,ç) fournis par MNDBIN sont les centres médians des
classes (Pr,Pz,...,P*) de la partition. Le noyau aç de la classe Pç est le point minimisant
la quantité :

ie P1
d(x;,a1)

Par définition, le noyau ap est centre médian de I'ensemble {x;, iePp} inclus dans F.
Dans le chapitre l, paragraphe 4, nous avons démontré Ia propriété suivante : un
ensemble de points de F admet un centre médian appartenant à l'espace F. Nous avons
également démontré que ce point est obtenu en utilisant simplement la règle de la majorité,
de sorte que :

V je J ai = médiane binaire 1 xj, i e e* l

Le noyau ainsi construit a donc une structure de vecteur binaire de modalités. Lors de
cette étape de représentation, nous risquons de renconrer un problème lié à la règle de la
majorité : il s'agit du cas où toute valeur de I'intervalle [0,1] est médiane. Cela peut se
produire ici pour plusieurs composantes successives (et correspondant à une même
modalité) du noyau a1. Dans ce cas, nous convenons de choisir pour médiane toujours
une même valeur (0 par exemple), de manière à obtenir le codage d'une modalité. La
valeur du critère ne dépend pas de ce choix.

La méthode MNDBIN peut donc être appliquée à un tableau de codage binaire additif. Elle
fournit implicitement des noyaux appartenant à F. A ceux-ci sont associés des vecteurs
de modalités de I'espace E. Chaque classe est ainsi résumée par un vecteur de modalités;
la valeur représentative d'une variable dans une classe est aussi une modalité. Il nous reste
maintenant à preciser la signification de tous ces résultats.

2.4 INTERPRETATION DES NOYAUX

Soit a1 le centre médian de I'ensemble {x1, iePl}. A cet ensemble correspond, dans
I'espace E, I'ensemble {21, iePl} tel que:

V qeQ, V iePn t?= T
je Jq

*o!'

où zf est la modalité de la variable q choisie par I'individu i.

De même, au noyau fu correspond un vecteur de modalités Al appartenant à I'espace E et
défini par :

nu = (Al, A?, ... ,Al)

où VqeQ of=>uoP et  a l=Jn
je Jq

La propriété d'égalité entre la distance en valeurs absolues d sur F et dE sur E permet de
démontrer que Al est centre médian de I'ensemble (21, iePs) (chapitre l, paragraphe 4).
De plus, lei composantes de ce point sont les médianes des variables dans la classe
considérée, ce qui s'exprime ici par:

V qeQ e[ médiane de I'ensemble {zf, ie P1}
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Si l'ensemble à classifier est inclus dans I'espace F, la méthode MNDBIN fournit des
noyaux binaires de modalités appartenant à cê même espace. Ces modalités sont en fait
des valeurs médianes. Il nous ieste maintenant à étudier le critère assiocié à cette

2.5 ExPRESSION DU CRITERB À I-N CONVERGENCE

A la convergence, nous pouvons exprfmer le critère uniquement par rapport à la
partition, de sorte que :

W(P) = W(P'g(P))

K
<+  W(P)=2 ld ( x , , a1 )

k=l iePr

K
<+ W(P)=2 I  I  l { -u l l

k=l ie Pr ie J

Ce critère représente le nombre de fois où la situation obtenue s'écarte de la situation
"idéale" (conespondant au cas où les vecteurs réponses des individus sont indentiques
aux noyaux des classes auxquelles ils appartiennent).

Pour ces données binaires particulières, il nous faut préciser la signification du critère
W(P). Pour cela, considérohs les K éléments (Ar,A2,...,Ax) de E correspondant aux K
noyaux (ar,a2,...,ar) fournis par l'algorithme. La propriété sur les distances pennet
d'exprimer le critère directement à panir des données non codées, soit :

W(P)= 2 2 d(x,,a1)= I ) ds(zt,Ar)
lel  ieP1 L 1 ieP1

Si on note :
S(Pk)= I d(xi,ak)= I, dB(zr,A1)

ie P1 ie P1

I'expression du critère devient :
K

W(P) = I g(Pk)
' lel

On retrouve alors une expression rapelant celle de I'inertie intraclasse habituelle.

2.6 MÉTHOOP DE CLASSIFICATION POUR TABLEAU DE MODALITÉS

La méthode MNDBIN fournit une partition P et un ensemble L de K noyaux binaires de
modalités minimisant le critère W(P,L). Cette méthode utilise le tableau de codage et,
d'un point de vue programmation, elle peut devenir coûteuse en place mémoire.

Nous avons démonné que les noyaux fournis par la méthode MNDB-IN crrespondent à
des vecreurs de modalités. D'auûe part, il est possible d'exprimer lg critère W(P,L)
directement en fonction des donnéès non codées. Il est alors possible d'écrire une
version de I'algorithme utilisant direcæment le tableau de modalités.

o
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Comme il apparait déjà dans les paragraphes précédents,-cette version de I'algorithme
n'est autre àire la rnéthode des Nuéés bynamiques utilisant la distance en valeurs
absolues sur I'espace E.

En effet, considérons le nuage N7(I)={21, ieI} associé au tableau de modalités Z(I,Q).
Ce nuage représente, dans lËspaôe E, l'ensemble à classifier. Nous munissons E de la
distancé en valeurs absolues dr. Nous appliquons alors la méthode des Nuées
Dynamiques utilisant cette distancè. Le critèrê âssocié s'exprime de la façon suivante :

w(P,tÆ)= 5 ) dr(zi,A1)
k=l ie Pr

où Ls = (At, Az, ..., An) est I'ensemble des noyaux.

Il apparait alors que le noyau A* d'une classe Pn est son centre médian défini par :

v qeQ 4 = médian" ('?,iePs )

Comme nous I'avons demontré (chapitre 1, paragraphe 2),la valeur de la médiane
correspond à I'une des modalités de [a variable q. Le noyau A1 ainsi construit est un
vecteur de modalités de I'espace E.

D'autre part, nous avons également démonné une propriété (chapitre 1, paragraphe 4)
qui, ici, permet d'affirmer {ue : si A1 €st centre médian de {21,. iç Pp} alors lepoint ap,
Ëansfo.tàation de A1 par le èodage binaire additil est centre médian de (x1, ie P1).

Dans ces conditions, le critère optimisé par la méthode est alors identique à celui
optimisé par MNDBIN puisque :

w"(P,L,r) = ds(zt,A1)

) d(x,,ap)
ie P1

<+ Ws(P,Ls) =

(+ WE(P,LE) = W(P,L)

La méthode utilisant directement le tableau de modalités est appelée MNDORD
(Méthode des Nuées Dynamiques sur variables qualitatives ORDinales).

2.7 INDICES D'AIDE À I,NTPNPRÉTATION

Nous proposons ici des indices pennettant une analyse plus fine des résutats obtenus par
I'algorlthme MNDORD (ou MNDBIN).

Il s'agit de fournir des indications sur la_-qualité el-obale d: la partition, mais aussi sur le

ro-fotrc-"nt des variables dans les différentes classes. Pour cela, nous définissons des
indiôes à partir de I'expression du critère associé à la méthode.

La valeur du critère à la convergence constitue un premier indicateur : il mesure l'écart
(somme des valeurs absoluei des différences entre données initiales et noyaux

èorrespondants) entre la situation obtenue et la situation idéale. D9 Plus,.comme nous
tavoni déjà indiqué, il peut être interprété comme une inertie intraclasse (définie à partir

o
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o

o

o
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k=l iePr

K
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de la distance en valeurs absolues). En divisant cette quantité par le nombre total
d'éléments du tableau initial (égal au produit np), on obtient une quantité exprimant la
valeur moyenne des valeurs absolues des écarts entre valeurs initiales et noyaux
correspondants.

D'autre part, nous proposons un indice pennettant d'évaluer séparément I'homogénéité
de chacune des classes de la partition. Pour toute classe P1, il s'agit de I'inertie 5(Pr)
représentant la somme des écarts (en valeurs absolues) entre données initiales et noyaux.
Son expression est la suivante :

S(Pr)= ldr (2, ,A1)=
ie P1

On obtient un indice moyen en divisant S(Pr) par le produit n1p, où nl est le cardinal de
la classe P1. Il représente alors Ia valeur moyenne de l'écart entre données initiales et
noyaux pour une classe donnée.

Les noyaux de modalités permettent de distinguer rapidement les variables caractérisant
le mieux chacune des classes de la partition. En complément, nous proposons pour
chaque couple (classe, variable) un indice permettant d'étudier le comportement de la
variable dans la classe. Il s'agit de la somme des valeurs absolues des écarts entre les
valeurs prises par la variable et la valeur "idéale" fournie par le noyau correspondant.
Nous I'appelons plus simplement écart de la variable dans la classe (nous n'avons
supposé aucune pondération, on ne parle donc pas d'écart moyen). Il est noté, pour une
classe Pl et une variable q, EC(k,q) et son expression est :

EC(k,q) = lqq - eflt

En divisant cet indice par I'effectif n1 de la classe P1, or obtient alors l'écart moyen de la
variable dans la classe.

Les indices sont à étudier en regard de la taille du tableau (pour le critère) et des effectifs
des classes (pour les inerties et les écarts de variables). Quant aux indices moyens, ils
sont, eux, directement interprétables.

2.8 Expnaplp SIMPLE DIAPPLICATION

Soit un ensemble de 10 individus, identifiés par les nombres I à 10, décrit par un
ensemble de 5 variables qualitatives ordinales, identifiées par les lettres a à e.

Supposons, par exemple, que chaque variable est associée à un journal. L'individu
repond alors à chacune d'elle par les modalités 1,2 ou 3 suivant que :

- il ne lit pas du tout le joumal associé à la variable (modalitél),

- il ne lit que quelquefois ce journal (modalité 2),

- il lit souvent ce journal (modalité 3).

Les réponses des individus sont représentées sous la forme d'un tableau de modalités
(figure 1 de la page suivante).

Nous appliquons alors I'algorithme MNDORD en demandant 3 classes. Après plusieurs
essais, la meilleure partition obtenue est :

(A ,  B ,  C)  =  ( {2 ,  6 ,71 ,  [ ,4 ,5 ,  8 ] ,  {3 ,  9 ,  l0 } )

r r, tqo - all
ie PlqeQ

ie P1
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Celle-ci est représentée (figure 2) en Éordonnant les lignes du tableau initial de manière
à respecter les classes obtenues.

Nous indiquons également :

figure 3 : les effectifs des classes ainsi que leur inertie,

figure 4 : les noyaux fournis par la méthode,

figure 5 : les écarts des variablËs dans chaque classe.

Enfin, la valeur du critère égale à 14 mesure l'écart entre la solution obtenue et la
situation "idéale". L'indice moyen correspondant est de 0.28 (I4150),ce qui monre que,
en-moyenne,l'écart entre une donnée initiale et la valeur du noyau correspondant esi de
0.28.

I
2
3
4
5
6
7
8
9
10

o

o

o

o

o

o

abcde

r2232
32r21
23 311
11233
r2133
32112
33211
11133
t22 l l
r3222

figure 1
tableau initial

abcde

figure 4
les noyaux

abcde

2  32121
6  32112
7 332rr
1 12232
4 11233
5 r2 t33
I  11133
3 23311
9 12211
r0 13222

figure2
tableau réordonné

O

3
4
3

A
B
CI

effectifs critères

figure 3
descriptif des classes

abcde

figure 5
tableau des écarts

4
5
5

o
A 0 l  I  I  I
B  0220I
c  11111

A 32111
B l l t33
c  13211

.O
I
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3. APPLICATION D'UNE TTIÉTUOUE POUR VARIABLES
QUANTITATIVES

Les variables qualitatives ordinales peuvent être traitées comme des variables
quantitatives. Ainsi, les méthodes de clàssification valables dans le cas quanriratif le
restent dans le cas qualitatif ordinal.

$ lartir-du tableau de mo4alités, on peut définir un nuage de points représentanr
I'ensemble à classifier Qry Bt (9ù p esl'le nombre de varia6les). Nous pouvons alors
lPlliquer.la méthode MNPqaN Çéja p(sentée et utilisée dans le premier chapitre).
Cette méthode peut aussi être.appliquéé à partir du tableau de codage binaire aàOitii.
Dans ce paragraphe, nous déciivons les iésultats et les particulaiités de ces deux

3.I APPLICATIoN DE LA MÉTHoDE AU TABLEAU DE MoDALITÉs

$epry1ory la notation N2(I)={z;, i e I} pour le nuage associé au tableau de modalités
Z(IrQ. Ce nuage est inclus dans I'espace Rp qué nous munissons de la distance
euclidienne notée D

3.1.1 La méthode

L-e nroblÈme de_classification posé est de trouver une partition de l'ensemble I en K
classes, K étant fixé a priori. L'ènsemble à classifier est rèprésenté ici, dans I'espace Rn,
par le nuage Nr(I).

Lq méthode MNDQAN fournit une solution à ce problème en oprimisanr le critère
W1(P,L6) défini par:

K r K
W1@,[o)= 2 ) D"z(2,,c.)= I

k=l iePr k=l iePrqeQ

où
P = (Pr, P2, ... , P*) est une partition de I en K classes,
I* = (Gr, G2, ... , G*) est I'ensemble des K noyaux des classes.

Les fonctions caractérisant I'algorithme MNDeAN sont:

la fonction d'affeôtation (f) : un individu est affecté à la classe pl dont il
est le plus proche du noyau G1 (au sens de la distance D.).

la fonction de représentation (g) : les noyaux sont les centres de gravité
des classes. Si on note nl le cardinal de laclasse Pp, on n I

Y k=1,2, . . . ,K,  V qeQ ol=i,à"1

lo

I
I
a

!u.y4gut représentative d'une variable est donc la moyenne des modalités prises par les
individus d'une classe. Les modalités étant ordonnées, I'interprétation de cétte -oy"nn"
es.t possible, il s'agit d'une valeur comprise entre la premièïe et la dernière moâatté.
P'}.oTg part, le critère W1(P,L6) reprësente I'inertiè intraclasse de la partition des
individus.

o
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3.I.2 La méthode avec contrâinte sur les noyaux

Nous pouvons reconsidérer la méthode de classification en imposant aux noyaux d'être
des vecteurs de modalités. Par rapport à I'algorithme existant, seule change la fonction
de représentation.

Il s'agit ici de déterminer, pour tout k, le vecteur de modaiités 4 minimisant la quantité :

2, o](2,,n*)
ie P5

La composanrc Afl du noyau doit donc minimiser la quantité :

ie P1
1zf - nfl)2

avec la contrainte 4. Jn = [.L, 2,.. . ,  -o].

Le problème se résoud assez simplement. La valeur minimisant cette quantité est la
valeur entière, inférieure ou supérieure, la plus proche de la moyenne de la variable q
dans la classe P1. C'est une caractéristique différente de celles fournies par les méthodes
MNDBIN (médiane) et MNDQAN (moyenne), sauf cas très particulier.

Pour illustrer ce résultat, considérons l'échantillon { 1,L,1,4,41 d'une variable à 4
modalités. Les différentes caractéristiques de l'échantillon sont les suivantes : une
moyenne égale à 2.2, une médiane égale à I et, comme caractéristique correspondant au
problème avec contrainte, la valeur 2.

En pratique, cette méthode se révèle nès voisine de la méthode sans contrainte
MNDQAN. De plus lors du déroulement de I'algorithme, il se pose souvent le problème
de noyaux égaux et donc de classes vides (les domaines de définition des variables sont
restreints).

3.2 APPLICATION DE LA MÉTHoDE AU TABLEAU DE CODAGE

Reprenons la notation N(I)={x1, ieI} pour le nuage associé au tableau de codage binaire
additif X(I,J). Ce nuage est inclus dans I'espace R. (où m est le nombre total de
modalités) que nous munissons de la distance euclidienne notée d".

3.2.1 La méthode

Le problème de classification posé est de trouver une partition de I en K classes, K fixé
a priori. L'ensemble à classifier est représenté, dans l'espace R-, par le nuage N(I).

La méthode MNDQAN fournit une solution à ce problème en optimisant le critère
suivant:

K K
wzçl,Ln)= I 2, d"(x1,ge)= i I > Ci -g[f

o 
k=l iePl 

- 
k=l iePrieJ

p = (P' Pz, ..., P*) est une partition de I en K classes,

L, = (91, Ez, ... , B*) est I'ensemble des K noyaux des classes.

io

I
I
o

o

ou

-80-



o

o

o

c

o

o

o

o

Classification sur tableau de codage binaire additif

L'algorithme est construit de manière habituelle :

- la fonction d'affectation : chaque individu est rangé dans la classe P1
dont il est le plus proche du noyau gt (au sens de la distance d").

- la fonction de représentation : les noyaux sont les centres de gravité
des classes. Si on note np le cardinal de la classe P1, on â :

V k=1,2,...,K, V jeJ tl =+

Le critère W2(P,L*) représente I'inertie innaclasse de la
particuliers, sont étudiés dans le paragraphe suivant.

t*i
ie P1

partition. Les noyaux, très

G

)

lo
I

I

o

I
I

a

3.2.2 Interprétation des noyaux

Considérons une classe Pl de la partition et les vecteurs Gs de Rp et gl de R-
définis par:

Gk = centre de gravité de ( zr, iePl )

91 = c€ntre de gravité de { xr, ie P1 }

Par construction, un point xi est le codage du point zi. Cela permet d'établir une
relation entre les centres de gravité puisque :

VqeQ c l= 
1 

\z l
r\, ie p1

<+ VqeQ c l=!L L* l ( : )
n1 iepljeJq

<+ Vq.Q cfl= I gfla)
je Jq

où q(i) est I'indice de J correspondant à la modalité j de la variable q.

Lre noyau G1 peut donc être recalculé à partir du noyau gt (la réciproque est fausse).
Cependant, comme nous le cônstaterons dans la suite,-les deux-applications de la
méthode MNDQAN aboutissent à des résultats différents.

Le centre de gravité gl de la classe P1 posséde d'autres propriétés, qui sont toutes des
conséquences du codage binaire additif.

Nous avons tout d'abord le résultat suivant :

v qee sfltt'= slt')= ... = rlt*'

Les composantes de gl fournissent des informations concernant les valeurs prises par les
variables dans la classe P1. Une composante q() de gk représente, de par sa définiiion, la
proportion dindividus de la classe P1 alant choisis une modalité supérieure ou égale à la
modalité j de la variable q.
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L9 point gp fournit en outre des informations sur les proportions des modalités dans la
classe considérée. En effet, si j et j+l sont deux modalités successives d'une variable q,
nous avons :

<+ sfl(j) (x9o - *l('*t)

Toutes les valeurs 1 de la colonne q(i+l) se retrouvent, en même position, dans la
colonne q(i) qui, elle, contient des valeurs I supplémentaires. La domme ci-dessus
re.présente alors le nombre des valeurs I non communes aux deux colonnes q0) et
gql) : la somme est donc égale au nombre d'individus de Pl ayant choisi la modàiité j
de la variable q.

Si on note 40'"" nombre, nous obtenons :

n;qo)
,cÛ)- oe0+l) - 

^
èk nk

ce lYi correspond à la proportion d'individus de P1 alant choisi la modalité j de la
variable q. Connaissant le noyau (&) et I'effectif (nfl d'urie classe, il est alors possible de
reconstituer exactement et de façon unique les échantillons des valeurs prises par les
variables dans ia classe considérée. Cela n'est pas concevable pour le noyu'u cL dônt les
composantes sont des valeurs moyennes.

Nous allons illustrer toutes ces propriétés, en les appliquant à partir de l'échantillon
[1,1,2,2,31 d'une variable qualilative ordinale a niôaailtes daÂs [1,2,3]. Les deux
centres G et g associés à I'échantillon sont calculés, les résultats obtenus sont les

e.,) - re*r) = 
**1.10' 

- 
#,à*tu."

- efl.+rr= * À,

100
100
110
110
l l  l

.31g=r  5  5

I
I
2
2
a
J

G=1 .8

o

c

o

I

I

lo

I

I
o

o

modalités codage

A partir du centre g, nous reconstituons l'échantillon de la façon suivante :

- proportion de modalité I ' gt - E2 = | ?=?

- proportion de modalité 2, g'- *t =3- +=?
- proportion de modalité 3 : 93 = 

t
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3.2.3 Exemple d'application

Reprenons le tableau de modalités, croisant 10 individus et 5 variables qualitatives
ordinales, déjà décrit dans le paragraphe 2.8. Ce tableau est représenté dans la figure 1
ci-dessous.

Dans un paragraphe précédent, nous avons utilisé cet exemple pour illustrer la méthode
MNDORD. Celle-ci avait fourni la partition suivante :

( [ 2 ,6 ,71 , l l , 4 , 5o  g ] ,  { 3 ,  g ,  l 0 } )

Nous appliquons la méthode MNDQAN sur le tableau de codage binaire additif de ce
tableau. Trois classes sont demandées et la meilleure solution obtenue est :

( 2 ,6 ! ,  { 1 ,4 ,5 ,9 } ,  { 3 ,7 ,9 ,  10 } )

Celle-ci est représentée (figure 2) en réordonnant les lignes de manière à respecter les
classes de la partition. Notons enfin que cette partition permet d'expliquer 59Vo de
I'inertie totale.

abcde
' l  12232

2 32121
3 23311
4 11233
5 r2133
6 321r2
7 332 r1
8 11133
9 r22 r l
l0  r3222

figure I
tableau initial

abcde

2  32121
6 32rr2
1 12232
4  11233
5  r2133
8  11133
3  23311
7  33211
9  12211
l0  r3222

figure 2
tableau réordonné

I
I

io

I

o

3.2.4 La méthode ayec contrainte de noyaux de modalités

Si nous reprenons la méthode de classification MNDQAN en imposant aux noyaux
d'être des vecteurs de modalités de 3n (c'eSt à dire appartenant à I'espace F), le critère à
optimiser devient ' 

*(pr) = I 2, dl(x,,a*)
lel  iePl

K
w(P,L) = 

à,à,à 
(-i -'i.)'

K .(+ w(p,L) = 
à à ,.1, 

t*i_ 4r

où L = (ay az, ... , a() est I'ensemble des noyaux appafienant à F.

Nous retrouvons le critère optimisé par la méthode MNDBIN, celle-ci est donc
équivalente à la méthode MNDQAN avec contrainte de noyaux de modalités.

o
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4. ETUDE COMPARATIVE

Dans un premier temps, nous comparons les résultats obtenus par les deux applications
de la méùiode MNDQAN. Puis, nous étudions les différences entre cette méthode et la
méthode MNDORD. Enfin, une application est proposée sur un tableau de petite taille.

4.I COTvTPINIISON DES DEUX APPLICATIONS

Soit P une paftition en K classes de I'ensemble des individus. Soient également les
centres de gravité des classes L6=(G1,G2,...,Gr) et Lr=(gt,82,...,8r),,respectivement
inclus dans-Rp (pour les données non codées) et dans R- (pour les données codées).
Nous allons déterminer une relation liant les critères W1(P,I*) et W2(P,Lg) associés aux
deux applications de la méthode MNDQAN.

L'expression du critère Wr(P,Lc) peut être décomposé de la façon suivante :

<+ W1(P,I6) = 1zf - c[12
K

k=l iePrqeQ

o

O

o

o

o

_ ,ra\1Oeti') _ elo')

I

I
to
I
I
I
I

I

o
i

- 1ére ClaSSe Gt=2 '6

2éme classe Gz=z

K
<+ W1(P,I1) = i

k=l iePrqeQ ieJq
K

(+ Wle,Lc) =Wz(P,Lr) + i t- 
k=l iePlqe QjeJqi'*jeJq

Les problèmes d'optimisation des critères sont différents. Les deux applications de la
méthode MNDQAN (sur tableau de modalités et tableau de codage) vont donc fournir
des résultats différents.

Les propriétés des noyaux (de type 91) permettent d'éclairer les différences entre les
deux applications de la méthode MNDQAN. C'est ce que nous allons illustrer à travers
un exemple simple.

Soit un ensemble de 9 individus décrit par une seule variable qualitative ordinale à
modalités dans {L,2,31. On suppose en outre que toutes les pondérations sont
indentiques. Soit {I,I,2,2,3,3,3,3,31l'échantillon des valeurs observées.

Nous nous intéressons ici la prernière étape d'affection de la méthode MNDQAN à partir
de la partition initiale en deux classes constituées des valeurs suivantes :

( (3 ,  3 ,  3 ,2 ,21,  {1 ,  3 ,  1 ,  3} )

Les noyaux de ces deux classes pour les deux applications sont les suivants :

gt=(1,  1,3)

Ez= (',tt)
On constate que G2 prend la valeur 2, alors que les individus de la seconde classe ne
choisissent jamais la modalité 2. Considérons mairitenant l'étape d'affectation et, en
particulier, èelle de I'individu représenté par la valeur z=2 dans R, par le point 1=(1,1,0)
dans R3.

o
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Les distances entre les noyaux et I'individu sont alors les suivantes :

- d2rçcr,r'1=0.64 a?2{er,x) = 0.36

d3(gz,x) =0.5- fitor,r1=g
L'individu représenté par le point z est affecté à la deuxième classe et, dans l'autre cas, le
même individu représenté par le point x est'affecté à la première classe. Les noyaux des
classes sont plus proches des données initiales lorsque les données sont codées. Ainsi,
I'affectation tient compte des proportions des modalités dans les classes. Cela n'est pas le
cas pour les données non codées, I'individu a été affecté à une classe ne contenant pas de
modalité 2.

Nous pouvons alors situer I'application de la méthode MNDQAN au tableau de codage
entre la méthode MNDBIN (la médiane est une modalité choisie par au moins un
individu de la classe) et la méthode MNDQAN appliquée au tableau de modalités (la
moyenne n'est pas nécessairement une modalité choisie par un individu de la classe).

4.2 COvrpe,nusoN DEs MÉTHoDES

Il nous reste à comparer la méthode MNDORD avec les deux applications de la
méthode MNDQAN. Pour cela, considérons toujours une partition P de I en K classes.
Soit L=(ar,â2,...,âx) les noyaux fournis par MNDBIN. Iæ critère associé s'exprime par :

w(P,L) = )  )  t ry-al t
i e I  j e I

Plaçons nous maintenant dans I'espace R- muni de la distance euclidienne d". La
relation de Huyghens perrnet alors d'exprimer le critère W(P,L) en fonction de

5 y, al1*,,an; = I 2 al{xi,ep) * f "*4tes,a1)k=l iePr k=l ie Pr

<+ w(p,L) = W2(p,Lr) . 
*={ 

* al{ey,a,*)

où n" est I'effectif de la classe P*.

Cela montre bien la différence entre les problèmes d'optimisation de ces deux critères.
Cette relation et celle liant W1(P,I-c) et \il2(P,Lg) montrent alors que ces trois méthodes
ne sont pas équivalentes.

4.3 APPLICATIONILLUSTRATIvE

Nous proposons ici dappliquer les méthodes à partir d'un même tableau de données. Les
résultats obtenus illustrent bien les différences entre les trois algorithmes décrits dans ce
chapitre.

Considérons un ensemble de l0 individus, indentifiés par les nombres I à 10, décrit par
un ensemble de 5 variables qualitatives ordinales, identifiées par las lettres a à e. Nous
supposons que toutes les variables sont à modalités dans {1,2,3}. Les réponses des
individus sont représentées sous la forme d'un tableau de modalités (figure l).

K
T

k=l

o

o

k=l

o

o

I
I

o

o

o
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Nous appliquons les méthodes en demandant 3 classes. Plusieurs essais sont effectués et
on ne retient, à chaque fois, que le meilleur résultat. On aboutit à trois partitions
différentes représentées ci-dessous en réordonnant les lignes du tableau initial en
respectant les classes obtenues. Iæ critère associé à la méthode MNDORD (figure 2) est
égal à 17 (en moyenne, l'écart entre données initiales et noyaux est de 17/50=0.34).
L'inertie expliquée par la partition fournie par MNDQAN (figure 3) appliqué au tableau
de modalités est de 477o.Pour I'application au tableau de codages (figure4;, on obtient
une inertie expliquée de 45Vo.

I  12322
2 2232 3
3 2323 |
4  33113
5 3r  111
6 13222
7 t3113
8 2r233
9 33132
10 22233

o

o

abcde abcde

I  12322
3 2323r
6 t3222
7 L3 l t3
2 22323
8 2r233
L0 22233
4 33113
5 3r  l l l
9  33r32

figtxe2
MNDORD

abcde

3 2323r
6 r3222
9 33r32
4 33113
5 31 l l l
7 r3rr3
I  12322
2 22323
8 2r233
l0  22233

figure 4
MNDQAN

sur données codées

o

a

figure 1
tableau initial

abcde

5  31111
I  12322
2 22323
8 2r233
t0  22233
3 2323r
4 33113
6 r3222
7 13113
9 33r32

figure 3
MNDQAN

sur modalités

o

o
Pour chaque méthode, nous avons également effectué des essais en utilisant, comme
points initiaux, les partitions fournies par les autres méthodes. Pour MNDORD, le
critère obtenu est toujours supérieur à 17. Pour MNDQAN appliqué au tableau de
modalités, on obtient une même inertie expliquée (477o) en partant de la partition
fournie par I'application sur les données codées (la partition obtenue est celle de la
figure 4). Pour MNDQAN appliqué au tableau de codage binaire additif, le critère n'est

o
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5. PROGRAMME ET APPLICATION

5.1 PNÉSNXTA,TION DU PROGRAMME

Comme MNDBIN, le programme MNDORD a été écrit en respectant-le manuel du

programmeur proposé'dan"s le cadre du logiciel.SICLA.-[ -s'applique à.tout tableau

ôtoËunt individus'et variables qualitatives ôrdinales et offre les mêmes choix initiaux

a

a

O

o

o

a

o

que la méthode MNDBIN.

5.2 APPTTCIUON DE LA MÉTHODE

Nous proposons d'étudier les données classiques de R.A. Fisher (193-6) concerant 3

;";]iffir ATri ' S"t6ru (Seto), Versicolor (V^ers) et Virginica (Virg). On dispose d'un

Ë;frffiËJ" so éiéments poui chaque type d'kis. Ces o6jets sont numérotés de I à 50

ô; fi;puratiÀrrSètosu, d" 51 à l(h pôrir Versicolor et de 101 à 150 pour Virgini^ca.
'Ctraque'triï 

"rt 
r*o"téri_ré p* 4 variabies quantitativel: .la.longueur du sépale (Lo-Se)'

h Ëd";dnieput" (iase), la longueur du pétale (LoPe), la largeur du péFle (LaPe).
S* iipug" 91, nous présenions le iableau des meswes exprimées en centimètres.

Chaque variable quanritarive est découp_rj 
"n 

3-intervalles de même taille, et à-chaque
intervalle est assbciée une modalité.'Nous obtenons alors 4 variables qualitatives
ordinales à 3 modalités chacune. Cette opération est réalisée très simplement en utilisant
ù roÀ*"nde CREeAL de SICLA. On indique, pagg 92,\e détail de ce découpage et,
puÀ; ii, le tableau dè modalités obtenu. Læs 4 variables créées sont identifiées par :

- los pour la longueur du séPale,

- las pour la largeur du séPale,

- loP pour la longueur du Pétale,
- lap pour la largeur du Pétale.

Dans un premier temps, nous étudions.la-partition.naturelle de,s trois populations d'Iris.
N;; éirï,Vont Ae O.ji.irminer les variabie-s.qui djscriminent le mieux cette partition.
il;i àpprin tt"r sonienuisagées, en considérànt d'abord le tableau de mesures, puis le
tableauê modalités. Des rèfles simples de décision seront aussi établies.

Approche MNDQAN

Pour les données quantitatives, nous effectuons une approch" 9q tyP.g YNDQAI! L?
commande INPAQN àr SfCLn fournit alors toutè- une série d'indices d'aide à
iffitdt"rion de 1à partition. Ces indices figurent en pages 94 et 95,.où la population
Vil$Ëp"nJ a fu'ôl.rtr 1, V91s_à la classà2 et Setoà lâ classe 3. L'inertie expliquée
p* Ï" puniti* 

"rt 
correcre :86.897o. Nous résumons ici les principaux résultats.

Les classes sont caractérisées par leur centre de gravité :

Virg

1.33
4.26
2.77
s.94

Vers

2.03
5.55
2.97
6.59

Seto

0.25
r.46
3.43
5.01

LaPe
LoPe
LaSe
LoSe

Iris
r.20
3.76
3.06
5.84
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A la lecture de ce tableau, il apparait que les variables relatives aux pétales, LoPe
(surtout) et LaPe, permettent de distinguer très clairement la population Seto. Ces deux
variables sont d'ailleurs celles ayant le plus fort pouvoir discriminant (d'après les indices
COR, page 94). D'autre part, la variable LaPe joue un rôle important dans la formation
des classes Seto et Vers (d'après les indices COR par classe et par variable, page 95).
Elle permet de distinguer la population Vers de la population Virg. Enfin, Setô est la
population la plus éloignée du comportement moyen des 150 Iris, alors que Virg est la
plus proche (d'après les contributions relatives des classes à I'inertie interclasse de la
partition, page94).

Sans analyser d'avantage cette structure de données, nous pouvons utiliser la règle de
décision suivante : on affecte un Iris à la population dont il est le plus proche du centre
de gravité. Si on applique cela aux 150Iris dont nous disposons, nous aboutissons à 16
éléments mal classés : 14 Virg sont affectés à Vers et 2 Vers sont affectés à Virg. La
pop ulation Seto est parfaitement recon stituée.

Approche MNDORD

Nous allons maintenant effectuer une étude semblable en partant du tableau des
variables qualitatives ordinales lap, lop, Ias et los. Comme nous allons le voir, les
résultats obtenus sont plus explicites que les précédents.

Cette fois, chaque classe est caractérisée par son centre médian qui est un vecteur de
modalités. Le critère de la partition est égal à 108 et indique que, en moyenne, l'écart
entre une modalité initiale et la modalité correspondante du centre médian est de 0.18
(108/600). Ci-dessous, on indique le centre médian de I'ensemble des 150Iris, ceux des
classes, les écarts par classe et par variable et les effectifs par classe et par modalité.

les centres médians

Iris Virg Vers

lap
lop
las
los

lap
lop
las
los

a

o

o

4
J

3
2
3

2
2
2
2

Seto

I
I
2
I

Seto

0
0

t4
3

2
2
I
2

lap

23

les écarts

Iris Virg

les effectifs

lop

Vers

1
2

23
l4

5
6

2 l
t9

84
62
96

106

los

2

las

2o
Virg0545064419292r1732
Vers 0 49 I 0 48 2 27 23 0 11 36 3
Seto500050001,36134730

-88 -



o ClassiJication sur tableau de codage binaire addirif

Après examen du tableau des écarts, on constate que les deux variables lop et lap sont
très homogènes dans toutes les classes. Elles permettent aussi de distinguer assez
nettement les nois populations d'Iris : le genre Seto est caractérisé par la modalité 1 de
ces variables, le genre Vers par la modalité 2 etle genre Virg par la modalité 3 (d'après
le tableau des noyaux). De plus, la variable lap discrimine mieux les populations Vers
et Virg (écart=5+1=6) que ne le fait la variable lop (écart=6+2=8).

Une règle de décision consiste à affecter chaque Iris à la population dont il est le plus
proche de centre médian (au sens de la disiance en valeurs absolues). Nous proposons
ici une autre règle, simple et plus explicite, en reprenant les définitions des variables
qualitatives ordinales. Les interprétations précédentes permettent de formuler la règle
suivante :

o

o

o

o

O

a

o

Si 0.1 S LoPe S 0.9 et

Alors genre Seto

Sinon Si LaPe < 0.9

Alors genre Vers ou Virg

Sinon Si 0.9 < LaPe < 1.7

Alors genre Vers

Sinon genre Virg

1. < LaPe <2.96

ra

Le cas où il y a doute entre les genres Vers et Yirg provient du fait que la modalité 1 de
lap (et aussi de lop) n'apparait jamais dans ces populations (du moins pour les mesures
dont nous disposons ici). Le cas échéant, il sera possible de compléter cette règle.

Comme cela apparait dans le tableau des effectifs, I'application aux 150 Iris aboutit
finalement à 6 éléments mal classés : 5 Virg sont affectés à Yers et I Vers est affecté à
Virg. On obtient donc un meilleur résulat que précédemment, tout du moins pour
l'échantillon dont nous disposons ici.

La partition des trois populations n'est pas celle aboutissant au meilleur critère associé à
la méthode MNDORD. La même remarque est valable pour la méthode MNDQAN.
C'est ce que nous illustrons dans la suite en appliquant ces deux méthodes et en ne
retenant, à chaque fois, que la meilleure solution.

Recherche de la meilleure partition

La meilleure partition en 3 classes fournie par MNDQAN est indiquée en page 96.
L'inertie expliquée est de 88.437o, ce qui correspond à une amélioration de ll.7 Vo de
I'inertie intraclasse de la partition des gemes. Au total, il y a 16 différences entre ces
deux partitions. Les classes sont les mêmes que celles obtenues après les affectations
correspondant à la règle de décision :

- Classe I : 38 éléments dont 36 Virg et 2 Vers.

- Classe 2 : 62 éléments dont 48 Vers et 14 Virg.

- Classe 3 : 50 éléments du genre Seto.

o

o

I
I

lo
I
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L'application de MNDORD (pages 97 et 98) aboutit.à un critère de 96, ce. qui

.oË.irp"nO à un écart moyen Oeb.iO (?6/600) et à-une amélioration de ll.lVo du critère
de h fartition naturelle. Iôi, 9 Iris ne figurent pas-dans leur classe.d'9rigjn9. D'autre part,

les 3 èlasses fournies ne correspondent-pas à èeles obtenues après la règle de décision.
Elles sont composées des éléments suivants :

- Classe 1 : 50 éléments du genre Seto.

- Classe 2 : 45 éléments'dônt 43 Virg et 2 Vers.

- Classe 3 : 55 éléments dont 48 Vers et 7 Virg.

La règle de décision a permis de bien classer 3 Iris sur les 9 différenciant la partition

6Ùt"ni" par MNDORD et la partition naturelle. D'ailleurs, ces 9 lris sont ceux qui

auraient êté mal classés si noui avions utilisé la règle consistant à calculer les distances
en valeurs absolues entre Iris et centres médians.

Enfin, signalons que la méthode MNDQAN a fgalgmgnt été appliquée au tableau de
codagê binaire aaditif ainsi qu'au tableauàe modalités. Dans les deux cas, on obtient les

mêmés résultats que la méthode MNDORD.

o

o

a

o

o

o

o

o

o
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LE TABLEAU DE T.,IESURES EXPRII.,IEES EN CENTIMETRES

POPULATÏON SETO POPULATTON VERS POPULATION VIRG

1

a
s
e

L
a
s
e

L
o
P
e

1 0 1  6 . 3  3 . 3  6 . 0  2 . 5
L O z  5 . 8  2 . 7  5 . 1  1 . 9
1 0 3  7 . 1  3 . O  5 . 9  2 - r
1 0 4  6 . 3  2 . 9  5 . 5  1 . 8
1 0 5  6 . 5  3 . 0  5 . 8  2 . 2
1 0 6  7  - 6  3 - O  6 . 6  2 . L
1 0 7  4 . 9  2 . 5  4 . 5  1 . ?
1 0 8  7  - 3  2 . 9  6 . 3  1 . 8
1 0 9  6 . 7  2 . 5  5 . I  1 . I
1 1 0  7 . 2  3 . 6  6 . 1  2 . 5
1 L 1  6 . 5  3 . 2  5 . L  2 - O
r r 2  6 . 4  2 . 7  5 . 3  1 .  9
1 1 3  6 . 8  3 . 0  s . 5  2 . 1
r . 1 4  5 . 7  2 . 5  5 . 0  2 .  0
1 1 5  5 . 8  2 - 8  5 . r  2 . 4
1 1 6  6 . 4  3 . 2  5 . 3  2 . 3
L t 1  6 . 5  3 . 0  5 . 5  1 . 8
1 L 8  7 . 7  3 . 8  6 . 1  2 . 2
1 1 9  ' t . 7  2 . 6  6 . 9  2 . 3
1 2 0  6 . 0  2 . 2  5 .  0  1 . 5
L 2 t  6 . 9  3 . 2  5 . 7  2 . 3
L 2 2  5 . 6  2 . 8  4 . 9  2 . 0
1 _ 2 3  ' t . 7  2 . 8  6 . 7  2 - O
r 2 4  6 . 3  2 . 7  4 . 9  1 . 8
1 2 5  6 . 7  3 . 3  5 . 7  2 - r
1 2 6  

' 1  
. 2  3 . 2  6 . 0  L - 8

1 , 2 ' t  6 . 2  2 . 8  4 . 8  1 . 8
r 2 8  6 . 1  3 . 0  4 . 9  1 . 8
L 2 9  6 . 4  2 . 8  5 . 6  2 . r
1 3 0  7 . 2  3 . 0  5 . 8  1 . 5
1 3 1  7 . 4  2 - 8  6 . 1  1 . 9
r 3 2  ' 1  . 9  3 . 8  6 . 4  2 . O
1 3 3  6 . 4  2 . 8  5 . 6  2 . 2
1 3 4  6 . 3  2 . 8  5 .  1  1  . 5
1 3 5  6 . 1  2 . 6  5 . 6  1 . 4
1 3 6  7  . 7  3 . 0  6 .  1  2 . 3
1 3 ?  6 . 3  3 . 4  5 . 6  2 . 4
r _ 3 8  6 . 4  3 .  1  s . 5  1  .  8
1 3 9  6 . 0  3 . 0  4 . 8  1 . 8
L 4 0  6 . 9  3 .  L  5 . 4  2 . r
1 4 1  6 . 7  3 . r  5 . 6  2 - 4
t 4 2  6 . 9  3 . 1  5 . 1  2 . 3
1 4 3  5 . 8  2 . 7  5 . 1  1 . 9
L 4 4  6 . 8  3 . 2  s . 9  2 . 3
1 4 5  6 . 7  3 . 3  5 . 7  2 . 5
1 4 6  6 . 7  3 . O  5 . 2  2 . 3
L 4 7  6 . 3  2 . 5  5 . 0  1 . 9
1 4 8  6 . 5  3 .  O  5 . 2  2 . O
L 4 9  6 . 2  3 . 4  5 . 4  2 . 3
1 5 0  5 . 9  3 . 0  5 . 1  1 . 8

L
a
P
e

L
o
P
e

L
o
s
e

L
o
P
e

u

a
S
e

L
o
s
e

L

P
e

L
o
s
e

L
a
P
e

lo
I

1  5 . 1  3 . 5  1 . 4  0 . 2
2  4 . 9  3 . 0  1 . 4  0 . 2
3  4 . 7  3 . 2  L . 3  0 . 2
4  4 . 6  3 . 1  1 . 5  0 . 2
5  5 . 0  3 . 6  1 . 4  0 . 2
6  5 . 4  3 .  9  1 -  . 7  0 . 4
7  4 . 6  3 . 4  1 . 4  0 . 3
8  5 . 0  3 . 4  1 . 5  0 - 2
9  4 . 4  2 . 9  1 , . 4  0 . 2

1 0  4 . 9  3 . 1  1 . 5  0 . L
1 _ L  5 . 4  3 . 7  t . 5  0 . 2
L 2  4 . 8  3 . 4  t . 6  0 . 2
1 3  4 . 8  3 . 0  1 . 4  0 . 1
1 4  4 . 3  3 . 0  1 . 1  0 . 1
1 5  5 . 8  4 . O  L . 2  0 . 2
1 6  5 . 7  4 . 4  1 . 5  0 . 4
r 7  5 . 4  3 . 9  1 . 3  0 . 4
1 8  5 . 1  3 . 5  1 . 4  0 . 3
1 9  5 . 7  3 . 8  1 . 7  0 . 3
2 0  5 . 1  3 . 8  1 . 5  0 . 3
2 t  5 .  4  3  . 4  r . 1  0 . 2
2 2  5 . 1  3 . 7  1 . 5  0 . 4
2 3  4 . 6  3 . 6  1 . 0  0 . 2
2 4  5 . 1  3 . 3  1 . 7  0 . 5
2 5  4 . 8  3 - 4  ] - - 9  0 - 2
2 6  5 . 0  3 . 0  1 . 6  0 . 2
2 7  5 . 0  3 . 4  1 . 6  0 . 4
2 8  5 . 2  3 . 5  L . 5  0 . 2
2 9  5 . 2  3 . 4  L  . 4  0 . 2
3 0  4 . 7  3 . 2  I . 6  0 . 2
3 1  4 . 8  3 . 1  L . 6  0 . 2
3 2  5 . 4  3 . 4  1 . 5  0 . 4
3 3  5 . 2  4 . L  1 _ . 5  0 . L
3 4  5 . 5  4 . 2  t . 4  0 . 2
3 5  4 . 9  3 . 1  1 . 5  0 . 2
3 6  5 . 0  3 . 2  L . 2  0 . 2
3 7  5 . 5  3 . 5  r . . 3  0 . 2
3 8  4 . 9  3 . 6  r . . 4  0 . 1
3 9  4 . 4  3 . 0  1 . 3  0 . 2
4 0  5 . 1  3 . 4  1 . 5  0 . 2
4 t  5 . 0  3 . 5  1 . 3  0 . 3
4 2  4 . 5  2 . 3  1 . 3  0 . 3
4 3  4 . 4  3 . 2  I . 3  0 . 2
4 4  5 . 0  3 . 5  1 . 5  0 . 5
4 5  s . 1  3 . 8  1 . 9  0 . 4
4 6  4 . 8  3 . 0  1 . 4  0 . 3
4 7  5 . 1  3 . 8  L . 6  0 . 2
4 8  4 . 6  3 . 2  L . 4  0 . 2
4 9  s . 3  3 . 7  r . 5  0 . 2
5 0  5 . 0  3 .  3  L  . 4  0 . 2

5 1  7 . 0  3 . 2  4 . 7  r . 4
5 2  6 . 4  3 . 2  4 . 5  r . 5
5 3  6 . 9  3 . 1  4 . 9  r . . 5
5 4  5 . 5  2 . 3  4  . 0  l -  . 3
5 5  6 . 5  2 . 8  4 . 6  1 . 5
5 5  5 . 7  2 . S  4 . 5  1 . 3
5 7  5 . 3  3 .  3  4  . 7  r . 6
5 8  4 . 9  2 . 4  3 . 3  1  . 0
5 9  6 . 6  2 . 9  4 . 6  1 . 3
6 0  5 . 2  2 . 7  3 . 9  1 . 4
6 1  5 . O  2 . 0  3 . 5  1  . 0
6 2  s . 9  3 . 0  4 . 2  L . 5
6 3  6 . 0  2 . 2  4 . 0  1 . 0
6 4  6 . r  2 . 9  4 . ' t  r . 4
6 5  5 . 6  2 . 9  3 . 6  1 . 3
6 6  6 . ' t  3 . L  4 . 4  L . 4
6 7  5 . 6  3 . 0  4 . 5  1 . 5
6 8  5 . 8  2 . 7  4 . 1  1 . 0
6 9  6 . 2  2 . 2  4 . 5  r . 5
7 0  5 . 6  2 . 5  3 . 9  1 . 1
1 L  5 . 9  3 . 2  4  . 8  1  . 8
7 2  6 . L  2 . 8  4  . 0  1  . 3
7 3  6 . 3  2 . 5  4 . 9  1 . 5
1 4  6 . L  2 . 8  4 . ' l  r . 2
7 5  6 . 4  2 . 9  4 . 3  1 - 3
7 6  6 . 6  3 . O  4 . 4  L . 4
7 ' t  6 . 8  2 . 8  4  . 8  1  . 4
7 8  6 . 7  3 . 0  5 . 0  1 . 7
1 9  6 . 0  2 . 9  4 . 5  1 . 5
8 0  5 . ' t  2 . 6  3  . 5  1  . 0
8 1  5 . 5  2 . 4  3 . 8  1 . L
8 2  5 . 5  2 . 4  3 . 7  L . O

'  8 3  5 . 8  2 . 7  3 . 9  L . 2
8 4  6 . 0  2  . 7  5 .  r .  r .  . 6
8 5  5 . 4  3 . 0  4 . 5  1 . 5
8 6  6 . 0  3 . 4  4 . 5  1 . 6
8 7  6 . 7  3 . 1  4 . 7  1 . 5
8 8  6 . 3  2 . 3  4 . 4  1 . 3
8 9  5 . 6  3 . 0  4 . 1  1 . 3
9 0  5 . 5  2 . 5  4 . 0  1 . 3
9 1  5 . 5  2 . 6  4 . 4  L . 2
9 2  6 . 1  3 . 0  4 . 5  1 . 4
9 3  5 . 8  2 . 6  4 . O  L . 2
9 4  5 . 0  2 . 3  3 . 3  1 . 0
9 5  5 . 6  2 . 7  4 . 2  L . 3
9 6  s . ?  3 . O  4 . 2  1 . 2
9 7  5 . 7  2 . 9  4 . 2  L . 3
9 8  6 . 2  2 . 9  4  . 3  1 . . 3
9 9  5 . 1  2 . 5  3 . 0  1 . 1

1 0 0  5 . 1  2 . 8  4  . 1  1  . 3
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COMMÀNDE :  DESOÀL <> descr lpc lon  de  var lab les  quaI l tâ t l ves

l .  v â r i a b l e  :  l o s longueur  du  sepa le

l o s L  : =  ( L o S e > = 4 . 3 )  É  ( L o S e < = 5 .  5 )  ;

I o s 2 :  =  ( L o S e > 5 .  5 )  É  ( L o S e < : 6 . 7 )  ;

Ios3  :  =  (LoSe>6.  7 )  e  (LoSe<=? ? .9) /

2 .  v a r i a b l e  :  l a s  l a r g e u r  d u  s e p a l e

I a s l  :  l a s l : : ( I a s e > = 2 . ) É  ( l a S e < = 2 . 8 )  ;

I a s 2  :  1 a s 2 : : ( I a S e > 2 . 8 )  6  ( I a S e < = 3 . 6 ) , '

I a s 3  :  I a s 3 : - ( I a S e > 3 . 6 )  É  ( L â S e < : 4 . 4 ) , '

* m o d l r n b r e r  *  i

* l a s 1 *  4 7 *  3 1 *
r  l a s z  r  E 8  *  5 9  *
*  L a s 3  *  1 5  *  1 0  *  * t * * * * * * * *
* * t * * * * r  * * * t * * t * * * * * * *

3 .  v a r i a b l e  :  l o P  l o n g u e u r  d u  P e t â I e

I o p l  :  l o p l . : = ( L o P e > - 1 . ) e ( L o P e < - 2 . 9 6 ) ;

I o p 2  :  l o p 2 : : ( r o P e > 2 . 9 6 ) & ( L o P e < = 4 . 9 3 ) i

I o p 3  :  I o p 3 : = ( L o P e > 4 . 9 3 )  e  ( ! o P e < = 6 . 9 )  ;

4 .  v a r l a b l e  :  I â P  l a r g e u r  d u  P e t a l e

I a p l  :  I a p l : = ( I a P e > = 0 . 1 )  É  ( I a P e < - 0 . 9 )  ;

I a p 2  3  1 a p 2 : = ( l a P e > 0 . 9 ) É  ( l a P e < - l ' . ? l  ;

l a p 3  :  I a p 3 : - ( I a P e > 1 . ? l e  ( l a P e < - 2 . 5 )  ;

r m o d l r n b r e r t *
* l t l l + t * * * * * t t * * * t t t l *

* l a p l *  5 0 r  3 3 *
* l a P 2 *  5 4 r  3 6 *
* I a P 3 *  4 6 .  3 1 '
t t * * t t i t l l * t t t t i * * t t t t

l o sL  :

I o s 2 :

I o s 3 :

o

a

o

o

LO

o

o
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Seto

1 1 1 1
o a o a
s s p p

Classification sur tableau de codage binaire additif

Virg

1 r 1 1
o a o a
s s p p

Vers

I 1 1 I
o a o a
s s p p

o

o

o

o

o

o

1 0 1  3 3 4 4
I O 2  2 2 3 4
L 0 3  4 2 4 4
1 0 4  3 2 4 3
1 0 5  3 2 4 4
1 0 6  4 2 4 4
1 0 7  1  1  3  3
1 0 8  4 2 4 3
1 0 9  3 1 4 3
L 1 0  4 3 4 4
1 1 1  3 3 3 4
L t 2  3 2 3 4
L 1 3  3 2 4 4
1 1 4  2 t 3 4
1 1 5  2  2  3  4
1 1 6  3  3  3  4
1 1 7  3 2 4 3
1 1 8  4  4  4  4
L L 9  4  2  4  4
L 2 0  2 7 3 3
L 2 r  3 3 4 4
r 2 2  2 2 3 4
r 2 3  4 2 4 4
r 2 4  3 2 3 3
t 2 5  3 3 4 4
1 2 6  4 3 4 3
I 2 7  3 2 3 3
1 2 8  3 2 3 3
7 2 9  3 2 4 4
1 3 0  4 2 4 3
1 3 1  4 2 4 4
r 3 2  4 4 4 4
1 3 3  3 2 4 4
1 3 4  3 2 3 3
1 3 s  3 2 4 3
1 3 6  4 2 4 4
r 3 7  3 3 4 4
1 3 8  3 2 4 3
1 3 9  2 2 3 3
1 4 0  3 2 3 4
1 4 1  3 2 4 4
1 4 2  3 2 3 4
L 4 3  2 2 3 4
t 4 4  3 3 4 4
1 4 5  3 3 4 4
1 4 6  3 2 3 4
t 4 7  3 1 3 4
1 4 8  3 2 3 4
1 4 9  3  3  3  4
1 5 0  2 2 3 3

5 1  4 3 3 3
5 2  3 3 3 3
5 3  3 2 3 3
5 4  2 L 3 3
5 5  3 2 3 3
5 6  2 2 3 3
5 7  3 3 3 3
5 8  L L 2 2
5 9  3  2  3  3
6 0  2 2 2 3
6 1  L r 2 2
6 2  2 2 3 3
6 3  2 1 , 3 2
6 4  3 2 3 3
6 5  2 2 2 3
6 6  3 2 3 3
6 7  2 2 3 3
6 8  2 2 3 2
6 9  3 L 3 3
7 0  2  L  2  2
7 I  2 2 2 3
1 2  3 2 3 3
? 3  3 1 3  3
7 4  3  2  3  2
7 5  3 2 3 3
7 6  3  2  3  3
7 ' t  3 2 3 3
7 8  3  2  3  3
7 9  2 2 3 3
8 0  2 2 2 2
8 1  2 t 2 2
8 2  2 t 2 2
8 3  2 2 2 2

'  8 4  2 2 3 3
8 5  2 2 3 3
8 6  2 3 3 3
8 7  3 2 3 3
8 8  3 1 3  3
8 9  2 2 3 3
9 0  2 L 3 3
9 1  2 2 3 2
9 2  3 2 3 3
9 3  2 2 3 2
9 4  t t 2 2
9 5  2 2 3 3
9 6  2 2 3 2
9 ' t  2 2 3 3
9 8  3 2 3 3
9 9  I I 2 2

1 0 0  2 2 3 3

t  L 3 1 1
2 ' J . 2 r 7
3  1 3 1 1
4  t 2 7 r
5  L 3 1 L
6  2 4 t L
7  1 3 1 1
8 1 3 1 1
9 I 2 I L

1 0  I 2 T I
1 1  2 3 t 1 ,
1 2  1 3 1 1
1 _ 3  I 2 r t
1 4  r 2 ' 1 .  1
1 5  2 4 r 1 ,
16  2  4  r  1 ,
L 7  2 4 I I
1_8 1 3 1 L
L 9  2 4 r l
2 0  1 4 L L
2 L  2 3 1 - L
2 2  1 3 1 1
2 3  1 3 1 1
2 4  1 3 1 1
2 5  1 3 1 1
2 6  t 2 r t
2 ' 7  1 3 1 1
2 8  2 3 r r
2 9  2 3 r t
3 0  1 3 1 1
3 1 _  t 2 7 7
3 2  2 3 1 ,  1
3 3  2 4 L L
3 4  2 4 r L
3 5  L 2 L t
3 6  1 3 1 1
3 7  2 3 r t
3 8  1 3 1 1
3 9  I 2 L I
4 0  1 3 1 1
4 1  1 3 1 1
4 2  1 1 1 1
4 3  1 3 1 1
4 4  1 3 1 1
4 5  1 4 L 1
4 6  L 2 t L
4 7  1 4 1 1
4 8  1 3 1 1
4 9  2 3 1 7
5 0  1 3 1 1

o

o

o

i

o
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CoMMÀNDE:  INPÀQN <> in te rpre ta t ion  d ,une par t i t lon  par  des  vâr j .ab l .es  quânc l ta i t i ves

n o t e s :

b  ( . ,  .  )  - - > i n e r t l e  l n t . e r c l a s s e  d e  L a  p â r t i t l o n
b i J , . i - - t . o n t r l b u l i o n  d e  1 â  v a r i a b l è  1  a  f  i n e r t l e  l n t e r c l a s s e  d e  l â  p a r t l t i o n

U ( . , f } - - > c o n t r i b u t l o n  d e  l a  c L a s s e  k  â  I  l n e r t l e  i n t e r c l â s s e  d e  l a  P a r t l t i o n
b ( J ; k ) - - > c o n L r i b u t l o n  d e  l a  c l a s s e  k  a  I . l n e r t l e  i n t e r c l a s s e  d e  l a  p a r t . l t i o n  p o u r  I â  v a r i a b l e

meme nota t lon  âvec  w - -> iner t le  j .n t rac lâsse -de  la  parÈ l t lon
mene nota t lon  avec  t  - -> lner t . le  de  lâ  popu la t lon

b ( - , . )  :
w ( . , . )  :
r ( . , . )  :

pourcentage d  iner t le  exp l iquee :

lnd lces  de  descr lp l ion  des  c lasses  de  la  par t l t lon  :

602 .52
7 8 . 8 5

6 8 1  . 3 7

8 8 . 4 3

t ( k )  =  L ( . , k ) / t ( . , . )  - - >  p o u r c e n t a g e  d  i n e r t l e  e x t r a l t e  p a r  l a  c l a s s e  k
b ( k )  =  6 ( . , k \ / b ( . , . )  - - >  è o n t r l b u t i o n  r e l a t l v e  d e  l a  c l a s s e  k  a  I  l n e r t l e  l n t e r c l a s s e  d e

pâr t  i t  ion
w ( k l  -  w ( . , k \ / w 1 . , . )  - - >  è o n t r i b u t i o n  r e l a t L v e  d e  I a  c l a s s e  k  a  I  i n e r t i e  l n t r â c l a s s e  d e

D a r t l t i o n
e ( k )  =  b ( . , k ' , / t l - , , 1  - - >  i o u r c e n t a g e  d  l n e r t i e  e x p l l q u e e  p a r  I â  c l a s s e  k

* * * * * * * * *  I  t * t * * t * * *  |  
* * * * * * * * *  

|  
* r t * r * * r *  

|  
i * * r * * r * r

c l a s s e  l e f f e c s l f  I  t ( k )  |  b ( k )  I  w ( k l
* * * * * r t * *  

|  
* * * i * * * r *  

|  
* * * * * * * i *  

|  
* * * * t * * * *  

I  
* * * * * * * * *

l r l l
6 2  |  1 0 . 9

I
50  |  s3 . . 7

I
3 8  |  3 5 . 4

I

I  5 . 7
I
I  s 8 . 2
I
|  3 6 . 0
I

I
|  1 9 . 2
I
|  3 0 . 3
I

e  ( k )

5 r - o

s = 8 E . 4

1 l
I

I
J I

I
l l
l l l l

|  * t * * * * * *  l * t r * *  t * * *  |  r * * * * * *  * r  l i * *  * * * r  r r  l r * * * * * * * r

i n d i c e  d e c r i v a n t  l e  p o u v o i r  d e s c r l m i n a n t  d e s  v a r i a b l e s  p o u r  I a  p a r t i L l o n  ( l - e s  v a l e u r s  s o n t  t r i e e s )

c o r ( J )
c r r ( j )

=  b ( i , . 1 / t ( ) , . 1  - - >  p o u v o i r  d i s c r l n l n a n t  d e  I a  v a r i a b l e  j
=  b ( J , . ' r / b ( - . , . 1  - - >  è o n t r i b u È I o n  r e l a t l v e  d e  I a  v a r i a b l ê  J  e  I  l n e r t i e  l n t e r c l a s s e

var i  ab le

LoPe

l a P e

LoSe

I a S e

Longueur  du  pe t .a le

lâ rgeur  du  pe ta le

longueur  du  sepa le

la rgeur  du  sepâ le

9 4  . 4

8 9 . 8

7  2 . 2

4 5 . 2

7 2 . 7

t 2 . 9

coordonnees des  cent res  de  grav l te  des  var lab les  pour  chaque c lasse  de  la  par t l t lon  :

I
i'
I

i'
o

l *  r * * * r * * * * *  |  *  * * * t  * t * * * t  l * * * * *  r  r r * * *  l * * * * * * * i * * *  l r * * * + * * * * * r  I
i  v a r l a b l e  l p o p u l a t i o n  i c l a s s e  1  l c l a s s e  2  l c l â s s e  3  |

l ( e f f e c È i f ) l  ( 1 5 0 )  |  (  6 2 1  |  (  s 0 )  |  (  3 8 )  l

|  * * * t * * * * * * *  |  * * * * * * t t * * *  |  r * r * * * i r * * *  |  r * t * * * * * * * *  |  * * r r * r * * * * *  |
t l l l
I  L o s e  |  5 . E 4  |  5 . 9 0  |  5 . 0 1  |  6 - 8 5
t l l l l
i  t a s e  I  3 . 0 6  |  2 . ' 7 5  I  3 . 4 3  |  3 . 0 7
r l l l l
I  L o P e  |  3 . ? 6  |  4 . 3 9  |  1 . 4 6  |  5 - 7 4  |
l l l l l
I  l a P e  |  1 . 2 0  |  1 . 4 3  |  . 2 4 6  |  2 - O 7
t l l l l l
j * * r * * * * * * * *  [ t * * * t  * i * * t t  l t t *  t * * t t t t t  l * * * * * t i * * * *  l * * r  r * r * * * * *  |
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COMMÀNDE :  MNDQÀN <> meEhode des  nuees dynamiques  sur  vâr lab les  quant i taE lves

p o u r c e n t e g e  d  l n e r t l e  e x p l i q u e e  :  8 8 . 4 3

coordonnees des  cent res  de  grav i te  des  c lasses  de  ]â  parÈ l t ion  :

l * t *  * * * * * * * *  l * * * * * r *  * *  * r  l * * * * * * * * * * *  l * r * i * r * * t  * *  l * * *  * r r * * * r r

I  v â r l a b l e  l p o p u l a t i o n  l c l a s s e  1  l c l a s s e  2  l c l a s s e  3
l ( e f f e c t l f  ) t  (  1 s 0 )  |  (  3 8 )  |  (  6 2 t  |  (  s 0 )
|  * * r * * * * * * * *  |  * * * * * * * * * * *  |  * * * * * * * * * * *  |  r * * * r r * * * r *  |  r * * * i * * * r * r

Classification sur tableau de codage binaire additif

1 1 3  1 1 6  1 1 7
136  137  13E

5 . 0 1

3 . 4 3

L . 4 6

. 2 4 6

par t l t ion  ob tenue :

c las  se  nmero  1

5 3  7 8  1  0 1  1 0 3
1 l E  t 1 9  L 2 1  7 2 3
1 4 0  L 4 l -  t 4 2  7 4 4

c lasse numero  2

5 1  5 2  5 4  5 5
6 '1  68  69  70
8 3  8 4  8 5  8 6
9 A  9 9  1 0 0  L O z

I 4 7  1 5 0

c lasse nmero  3

L 2 3 4
L 6  L 7  1 8  1 9
3 1  3 2  3 3  3 4
4 6  4 ' 7  4 8  4 9

t t l
I  l .ose  |  5 .84
t l
I  l a s e  |  3 . 0 6
t l
I  L o P e  |  3 . ? 6
t l
I  l a P e  I  t . z o

( e f f e c t l f  :  3 8 )

1 0 5  1 0 6  1 0 8  1 0 9
126  t 29  L30  131
1 4 6  1 4 8  1 4 9

(e f f ec t i f  :  621

5 7  5 8  5 9  6 0
7 2  7 3  7 4  7 5
88  89  90  91

1 1 4  1 1 5  7 2 0  L 2 2

(e f f ec t l f  =  50 )

6 7 8 9
2 L  2 2  2 3  2 4
3 6  3 7  3 8  3 9

1 0 4
r25
1 4 5

5 6
1 L
8 ?

t 1 0
132

6 1
7 6
t z

t24

111  t t 2
I J J  I J )

6 2  6 3  6 4  6 5  6 6
7 7  7 9  8 0  8 1  A 2
9 3  9 4  9 5  9 6  9 7

L 2 1  L 2 A  1 3 4  1 3 9  1 4 3

1 0  1 1  L 2  1 3  L 4  1 5
2 5  2 6  2 7  2 S  2 9  3 0
4 0  4 1  4 2  4 3  4 4  4 5o

5
2 0

5 . 8 5

3 .  0 7

q  7 n

q o ô

2 . ' 1 5

4 . 3 9

1 . 4 3
t t l
I  r  r  *  * r  * *  * * * *  |  * r *  *  i  *  r  *  *  * *  |  *  * *  *  * * r  *

i n d l c e s  d e  d e s c r l p t i o n  d e s  c l a s s e s  d e  I a  p â r t i t l o n  :

c  I a  s s e

I

5 0

3 8

r * * * * * * * * j * r * * * * * *

5 . 1

3 1 . 8

s = 8 8 . 4

1 9  . 2

3 0 . 3o
5 3 . ?

3 5 . 4

q ?

J é .  Z

3 6 . 0I
I
I
I * *  |

i nd ice  decr ivan t  le  pouvo i r  descr lm lnant des  var iab les  pour  la  par t lÈ lon  ( les  va leurs  sont  t r lees)

I,oPe

I a P e

LoSe

I â S e

9 4  . 4

8 9 . 8

7  2 . 2

4 5  - 2

7 2 . 7

L 2  - t

1 2 . 2

Iongueur  du  pe ta le

Ia lgeur  du  pe ta le

longueur  du  sepâ le

la rgeur  du  sepa le

j  * * r * * * * * + + * * * r * * * * * * * * * r * * * r

l nd ices  decr lvân t  les  ro les  d  une var lab le  e t  d  une c lasse  :

|  * r r r * * r * * * r * * r *  |  * * * * i * r t * * r * * * r  |  * r i * * * r r * r r r * * *  |  * r r * * * r r * * * r r * r  I
I  p a r t l t l o n  I  c L a s s e  I  I  c l â s s e  2  |  c l â s s e  3  |
t r t t l

l r * * * * * * * * i  |  * * r r r r  r  |  * *  r r  r r r  |  * r * * * r r  |  * * * * * r *  |  |  r r  r * r r *  |  r * * r * r i  |  * * r * + * *  |
l v a r l a b l e l  c o r  I  c L r  I  c o r  I  c t r  I  c o r  I  c t r  I  c o r  I  c t r  I
r r r t t t t t t t
l * r * r * * r  * * r  I  r r r r r r r  l * r * r * * r  I  r r * r r r *  |  r r  r t t * *  |  * r r * i * r  l r * t l r t *  l * * * r r r r  l r * r * r * *  |
I  L o s e  |  

' 1 2 . 2  
|  t 2 . 2  |  o . 2  |  0 . 6  |  3 4 . 3  |  1 0 . 0  |  3 7 . 7  |  1 7 . 1  |

l r t l t t t t t l
I  l a s e  |  4 5 . 2 1  2 . I  |  2 0 . 9 1  1 7 . 1 1  2 4 . 3  |  2 . 0 1  0 . 0 1  0 . 0 1
t t t t t r t t t l
I  L o P e  |  9 4 . 4 1 ' t 2 . 7  |  s . 4 l  7 2 . 4  |  5 6 . 8 1  ? 5 . 1 t  3 2 . 2  |  6 E . 9 1
r r r t t t t t t l
I  l â P e  |  8 9 . 8 1  I 2 . 9  I  3 . 9 1  9 . 9 1  5 2 . 5 1  I 2 . 9  |  3 3 . 4 1  1 3 . 3 1
t t t t t t t t t l
l * * * r r r r * * r  l * * * r * r *  |  r r  r r * t r  |  * r r r r r *  l * r r r r * *  |  r t * r i r r  I  r r r r * * r  I  t r r r * * *  |  * r * * * r *  |

o
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Class{ication sur tableau de codage binaire additif

COMMÀNDE :  MNDORD <> nuees dynamiques  sur  vâr lâb les  qua l l ta t l ves  ord lna les  u t l l i san t  la
d ls tance L l

va leur  du  c r l te re  ob tenu :  96

ef fec t l f  des  c l -asses

c l . â s s e  1  :  5 0

c l a s s e  2  a  4 5

c l a s s e  3  :  5 5

p a r t i t l o n  e n  I l g n e

c lâsse numero  :  1

7  2  3  4  5  6  7  I  9  1 0
1 1  t 2  1 3  1 4  1 5  1 6  7 7  1 8  1 9  2 0
2 7  2 2  2 3  2 4  2 5  2 6  2 7  2 8  2 9  3 0
3 1  3 2  3 3  3 4  3 5  3 6  3 7  3 8  3 9  4 0
4 1  4 2  4 3  4 4  4 5  4 6  4 7  4 8  4 9  5 0

cLasse nunero  :  2

7 7  7 8  1 0 1  L 0 2  1 0 3  1 0 4  1 0 5  1 0 5  1 0 8  r 0 9
1 1 0  1 1 1  L t z  1 1 3  1 1 4  1 1 5  1 1 6  1 1 ?  1 1 8  1 . 1 9
r2 t  t23  L25 726 728 I29  130 131 r32  133
1 3 6  1 3 ?  1 3 8  1 3 9  1 4 0  1 4 1  1 4 2  1 4 3  1 4 4  1 4 5
746 r4 '7  148 14  9  1s0

c lasse numero  :  3

5 1  5 2  5 3  5 4  5 5  5 6  5 7  5 8  5 9  6 0
6 7  6 2  6 3  6 4  6 5  6 6  6 ' 1  6 8  6 9  7 0
7 2  

' 7 3  ' 1 A  ? 5  7 6  7 1  ' 1 9  
8 0  8 1  8 2

8 3  8 4  8 5  8 6  8 ' l  8 E  8 9  9 0  9 L  9 2
93 94  95  96  9 ' t  98  99  100 r0 ' l  r20

r 2 2  r 2 4  r 2 7  1 3 4  1  3 5

tab leau des  va leurs  ldea les

cableau des ecarLs

l r t l
o a o â
s s p P

1  1 2 1  1
2 2 2 3 3
3 2 1 2 2

1 1 L I
o a o a
s s p p

1 3 1 4 0 0
2  r 7  1 4  3  2
3  1 5  2 1  4  3

o
I
I

o

I

o
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Classitication sur tableau de codage binaire additif

CoMMANDE :  MNDoRD . t  
: T : : : . : : " r "T tOu" "  

su r  va r i ab les  qua l i t a t , i ves  o rd i na lesu t i l i sânL  l â

t ab leau  i n i t i a l  r eo rdonne

C lasse  l -

T l I I
o a o a
s s P p

C I a s s e  2

l 1 r 1
o a o â

S S P P

Classe  3

I I l I
o a o a
s s p p

1

J

4

o

1
a
9

1 0
t 1
1.2
1 ?

T 4
I J

t o

L 7
1 8
T 9

2 L

Z J

2 4
Z J

z o

z l
z ô

2 9
J U

J I

5 Z

3 4

3 6
5 I

1 a

5 >

4 0
4 1
4 2
4 3
4 4
4 5
4 6
4 7
4 8
4 9
5 0

z

2
z 5
Z J

1
l-

1
1
1-
t
I
L
1
1
1
I

1
1
1

7 L
t ô

1 0 1
t02
1 0 3
l -04
1 0 5
L 0 6
1 0 8
1 0 9
1 1 0
1 1 1
t r2
I I 5

1 1 5

1 1 7
1 1 8
l r v
1-2r
L l 5

L25
L Z O

r28
t z 9

1 3 0
r_ 3l
r32
t J 5

l _ J b

t J  t

1 3 8
1 J v

1 4 0
t  4 L
L42
1 4 3
l -44
1 4 5
1 4 5
r41
1 4 8
1-4 9

T 2 3 . T 2 2 2 3
2 2 3 2
z z J S
z L 5 3

5 2 5 3

z z S J

2 2 3 3
3 2 3 3
5 2 3 3

2 L 3 3
3 2 3 3

z z 3 3

z L 5 5

J Z 5 5

z L 5 5

Z L J J

z z J S

z z 5 3

3 3 3 3
J T J J

J Z 5 5

J I J J

z z 5 5

3 2 3 3
2 2 2 3
z r 5 5

3 2 3 2
J I J J

3 3 3 3
z t 5 3

J Z S J

z t 5 5

z z 5 5

z z z 3
3 2 3 3
z z 5 5

5 Z J 5

2 r , 3 3
5 2 3 5

Z Z J J

z z 5 5

z r 5 5

2 2 3 3
2 2 3 3
2 2 3 3

J I  J  Z  Z  Z

5 2  2 2 2 2
5 3  3 2 2 2
5 4  L r 2 2
J 3  I  r  2  I

3 b  z  . L  z  z

3 /  Z  Z  Z  Z

J d  L  L  2  Z

f , v  I  z  I  z

6 0  r r 2 2
6 1  1 . r 2 2
o z z z z z

6 3  2 I 2 2
b q  z  z  z  z

b 5 z z z 2

b b  z  I  z  z

6 7  2 2 2 2
5 8  2 L 2 2
6 9  2 I 2 2
? 0  2 1 . 2 2
1 2  2 1 2 2
7 3  2 7 2 2'l 4 2 1 2 2
/ J  Z  Z  Z  Z

I 2 I
I 2 T
I 2 L
L 2 L
1 3 1

2 L
2 7
2 L
2 T

1
1
I
1
1
1
1
1
I
L
1
1
1
1
1

J

z

z

5

2

2

z
z

z

1 3 1
1 3 1
r 2 l
I 2 L
L 2 1 .
L 2 7
L 2 1 ,
T 2 L
T 2 L
1 1 1
I 2 L
I 2 L
1 3 1
L 2 T
1 3 1
t 2 r
1 3 1 -
t 2 L

1 6
1 1
' t9

8 0
8 1
8 2
8 3
8 4
8 5
8 6
8 7
8 8
8 9
9 0
9 1
92
9 3
9 4
95
9 6
9'l
9 8
9 9

1 0 0
1 0 ?
L20
L22
]-24
L2-l
1 3 4
1 3 5

z z z z

3 7 2 2
z z z z

2 1 2 2
L I 2 2
L 7 2 2
2 7 2 2
2 r 3 2
r 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 r 2 2
2 2 2 2
I I 2 2
r 7 2 2
z z z z

z \ 2 1

I I 2 2
2 L 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
r t 2 2
2 L 2 2
L L 2 2
2 r 3 2
2 L 2 3
2 L 2 3
2 7 2 3
2 L 3 2
2 r 3 2

o
I

I

I

o

I

o
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CHAPITRE 4

CLASSIFICATION SUR TABLEAU DE
CODAGE DISJONCTIF COMPLBT

1. INTRODUCTION

Le tableau binaire étudié ici résulte de la transformation, par le codage disjonctif
complet, d'un tableau de modalités, croisant individus et variables qualitatives
nominales. Nous proposons ici une méthode de classification qui tienne compte de la
structure initiale des données.

A partir du tableau de codage, nous pouvons définir un nuage de points représentant
I'ensemble à classifier dans I'espace B. (où m est le nombre total de modaùtés). Ces
points ont une structure particulière (les composantes codent des modalités), nous les
appelons vecteurs binaires de modalités. Il est alors possible d'appliquer l'algorithme
MNDBIN. Mais dans ce cas, les noyaux fournis par la méthode ne correspondent pas
nécessairement à des codages de modalités. Nous envisageons alors de construire une
nouvelle méthode, toujours sur le principe des Nuées Dynamiques, en imposant aux
noyaux d'avoir la structure de vecteur binaire de modalités. Dans un premier paragraphe,
nous décrivons cette méthode et ses caractéristiques (significâtion du crtièrè et
interpétation des noyaux). Nous définissons ensuite une méthode équivalente, travaillant
directement sur le tableau de modalités et utilisant des noyaux de rn-odalités.

Pour ce type de données, une autre approche est possible. Celle-ci s'appuie sur la
transformation des données initiales en un ensemble de "profils" des individus. Ce sont
des vecteurs de l'espace R., mais ils conservent, dans ce cas précis, une structure très
proche de celle de vecteur binaire de modalités. Le nuage des profils représente alors
I'ensemble à classifier. Pour ces éléments particuliers, on dispose d une distance
appropriée : la distance du Khi2 (distance qui permet d'atténuer l'importance des
modalités à fort effectifl.

C'est dans ce cadre que la méthode des Nuées Dynamiques sur variables QuAlitatives
nominales MNDQAL a été construite (H. Ralambondrainy 1988). Nous présentons
rapidement cette méthode et, comme nous le verrons, les noyaux qu'elle fournit ne sont
pas de la même forme que les éléments à classifier. Nous envisageons alors de reprendre
cette méthode en imposant aux noyaux d'avoir la structure de profil. Après avoir
construit et décrit ce nouvel algorithme, nous comparons les différentes méthodes de
classification mises en évidence dans ce chapitre.

EntÏn, dans un dernier paragraphe, nous présentons les programmes réalisés et intégrés
au logiciel d'analyse de données SICLA. Une application sur un tableau de données a
été effectuée. Les résultats obtenus par les différentes méthodes sont alors résumés.
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Classiftcation sur tableau de codage disjonctif complet

2. LA MÉTHODE DE CLASSIFICATION

Nous disposons ici d'un tableau de données binaires, très particulier, puisqu'il résulte de
la transformation, par le codage disjonctif complet, d'un tableau de modalités croisant
individus et variables qualitatives nominales. A partir de ce tableau, nous défînissons un
nuage de points représentant, dans l'espace B-, I'ensemble à classifier (où m esr le
nombre total de modalités). En fait, les point de ce nuage ont une stmcture de vecteur de
modalités codées. Nous les appelons ici vecteurs binaires de modalités.

La méthode MNDBIN (utilisant la distance en valeurs absolues et des noyaux binaires)
peut être appliquée. Cependant, comme nous I'avons vu dans le chapitre 1, paragraphe 5,
la règle de la majorité (appliquée aux valeurs 0 et I retenues pour le codage) ne fournit
pas nécessairement des noyaux correspondant à des codages de modalités. Nous allons
donc écrire une nouvelle méthode, en imposant aux noyaux d'être des vecteurs binaires
de modalités.

2.I RAPPEL DES NOTATIONS

Soit Z(I,Q) le tableau de modalités croisant un ensemble I={ 1,2,...,n1 de n individus et
un ensemble Q=11,2,...,p1de p variables qualitatives nominales. On note :

Z(I,Q) = ("1)

où zf représente la modalité de la variable q choisie par I'individu i.

A chaque variable q correspond I 'ensemble de modalités Jo={1,2,.. . ,rr,o}. Nous
définissons alors I'espace E comme le produit J1*J2x...xJo, que munissons de la distance
dB, égale au nombre de composantes différentes entre les deux points considérés. Son
expression sur E est la suivante :

V (x, y) e É dr(x,y) = T
qeQ

ô1*,y)

où ôï*,y) = {t 
tt *Lvq

|. 0 sinon

A panir du tableau Z(I,Q), nous définissons le nuage N"(I), inclus dans I'espace E, par :

Nz( I )= {z , , i e I }

où , i=(4,r?,. . . , r1

Soit X(I,J) le tableau de codage disjonctif complet du tableau de modalités Z(I,Q). C'est
un tableau binaire d'ordre (n,m), où m est le nombre total de modalités. L'ensemble
1=(1,2,...,m) contient les indices des colonnes de X(I,J). On note :

X(I,J) = (,C)

vqeQ,vj  e Jo *10={t^s i j  
=zf

' L U Srnon

où q(i) est l'indice de J correspondant à la modalité j de la variable q.o

I

a
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Classification sur tableau de codage disjonctif complet

Nous définissons I'espace F comme la restriction de B- aux seuls vecteurs binaires de
modalités. Les éléments de F résultent du codage des vecteurs de modalités de I'espace
E. De même, à tout élément de E correspond un élément de F.

Nous munissons F de la distance en valeurs absolues d. Les distances d et dr sont liées
par une relation (propriété démontrée dans le chapitre 1, paragraphe 5). Si x, Y sont
deux vecteurs de modalites (appartenant à E) de codage x, y (appartenant à F), cette
relation s'exprime par :

d(x'Y)"= 2 G(x'v)

A partir du tableau X(I,J), nous définissons le nuage N(I), inclus dans F, par :

N( I )={  x , , ie  I  }  où  * ,=(* ;1 , * f , . . . , *1" )

Ainsi, à tout point xs du nuage N(I) correspond un unique point zi de Nz(I) et
réciproquement.

2.2 LB pnonlpun

I1 s'agit toujours de déterminer une partition de I'ensemble I des individus en K classes,
K étant fixé a priori.

Chaque individu i est représenté par un point x; du nuage N(I). Dans ces conditions, le
nuage est inclus dans F. Nous allons écrire un nouvel algorithme, toujours basé sur le
principe des Nuées Dynamiques, mais respectant le principe d'homogénéité suivant:
I'ensemble à classifier étant inclus dans F, nous imposons aux noyaux d'appartenir à ce
même espace F. Nous appelons MNDDIJ cette nouvelle méthode (Méthode des Nuées
Dynamiques sur tableau de codage DlsJonctif complet).

Le problème à résoudre est alors le suivant :

trouver une partition p=(P 1,P2,..t,Px) de I et un ensemble L=(a1,a2,...,arà de
K noyaux de F tels que le critère :

KK
w(PD = 

à ,?r,o''i'aù 
= 

È, ,?rrÈ, 
1 x't'all

soit minimum.

2.3 L'ALGORITHME

Il s'agit de construire la fonction d'affectation f, telle que W(f(L),L) soit minimum, et la
fonction de représentation g, telle que W(P,g(P)) soit minimum.

La fonction d'affectation (f)
L'individu i est affecté à la classe Pl dont il est le plus proche du noyau âp, âu sens de Ia
distance en valeurs absolues d.

La fonction de représentation (g)
I1 s'agit de déterminer I'ensemble L des K noyaux optimisant le critère W(P,g(P)). Pour
cela, il suffit de rechercher, toute classe P1, le noyau a1 appartenant à F et minimisant
quantité:

I
ie P1

d(x1,a1)

o

o

o
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I

I Soitlt appartenant à E, le vecteur de modalités codé par ap. Les distances d, sur E et d
sur F étant liées par la relation suivante :

O
d(x,,as) = 2 ds(zi,Ay)

le problème est alors de trouver le point An de E minimisant :

O !d"(2,,A1)=.I I, ô\2,,A1)
i eP1 ieP lqeQ

ce qui revient à déterminer, pour tout q, la composante,ofl minimisant la quantité :

t ,]*ôo("''o*;

qui représente le nombre d'individus de Pn n'ayant pas choisi la modalité ,\q.

Dans le chapitre 1, paragraphe 5, nous avons vu comment résoudre un tel problème.
Nous rappelons simplement le résultat : la solution est de choisir pour composantes q du
point 41, la modalité de la variable q qui est majoritaire relative dans la classe considée.
Cette composante est donc déterminée de la façon suivante :

Art = *odulité majoritaire relative de I z.r, ie P1 ]

Finalement, le noyau ak recherché est le transformé du vecteur de modalités dont les
composantes sont les modalités majoritaires relatives des variables dans la classe P1.

I.'algorithme ainsi construit fournit un ensemble de noyaux du même type que les
éléments à classifier. L'interprétation de ces vecteurs de modalités est simple, chacune
des composante est la modalité la plus souvent choisie par les individus de la classes
considérée.

Il nous reste à déterminer la signification du critère obtenu à la convergence de
I'algorithme MNDDIJ.

2.4 ExpnessroN DU CRITERE À LA coNvERGENcE

A la convergence, on peut exprimer le critère uniquement par rapport à la partition, de
sorte que :

W(P) = W(P''(P))

(+ w(P)=l  )d(x, ,a*)
k=l iePr

ë w(P)= I  : ,  > t \ j -41
bl iePljeI

Ce critère représente le nombre d'éléments binaires du tableau X(I,J) qui sont différents
des éléments du tableau correspondant à la situation "idéale" (situation où tous les
individus sont identiques aux noyaux des classes auxquelles ils appartiennent).
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Une autre expression de W(P), plus signifîcative, peut être déterminée. Pour cela,
considérons lês K vecteurs de modalités (A1,A2,...,Ar) correspondant aux noyaux
fournis par la méthode. La relation entre les distances d et dr permet d'écrire les
équivalences suivantes :

w(P)= f 2 d(x,,as)
k=l ie Pr

, , K

<+ W(P) =2 > ) d(zt'A1)
k=l ie Pr

K
<+ t { (P)=2 ;

lel  iePlqeQ

h si 2,1*ef
où ô\2, ,A, . )  =  j - '

[ 0 sinon

On peut alors écrire :

wP)=2Ë >Dkq
lel  qeQ

où D[ est le nombre de modalités différentes de la modalité majoritaire relative dans la

classe Pl pour la variable q.

Le critère représente alors simplement le nombre de fois (au facteur constant 2 près) où
la situation obtenue s'écarte de la situation "idéale".

2.5 LI uÉTrrODE SUR TABLEAU DE MODALITÉS

Comme cela apparait dans les paragraphes précédents, il est inutile de procéder au
codage du tableau de modalités pour pouvoir appliquer la méthode MNDDIJ. Nous
pouvôns facilement écrire une version de cette méthode utilisant directement le tableau
de modalités.

En fait, on peut montrer que cette version de MNDDU est équivalente à la méthode des
Nuées Dynamiques appliquée au nuage N"(I), et utilisant la distance dr et des noyaux.de
modalités appartenantà E. Si on note Ls=(A1,A2,...,Ax) ces noyaux,le critère optimisé
s'écrit :

K
W(P,I*)= 2 ) d(zt,Ap)

k=l ie P1

L'ensemble Ls est déterminé à panir de la règle de la majorité relative. La valeur du
critère à la convergence représente exactement le nombre de désaccords entre la
situation obtenue eila situation "idéale". Si on note L=(at,à2,...,ar) les codages des
noyaux de Ls, on a alors , 

* 1 K
W(P,14) = > I d(21,A1) =; > 2 d(xt,a1)

k=l iePr 
- 

bl iePl

(+ w(P,t') = 
â*,t",

to
I

o

I

o
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Cela montre l'équivalence avec MNDDIJ. C'est cette version plus simple de la méthode
que nous retenons et que nous appelons toujours MNDDU.

2.6 INDTcES D'ATDES À I'lnrBnpRÉTATroN

Nous proposgng igl des indices permettant une analyse plus fine de la partition obtenue
par la méthode MNDDIJ.

La valeur du critère à la convergence constitue une première indication : elle mesure la
qualité de Ia partition fournie. Cependant, cette valeur (égale au nombre de différences
entre situation obtenue et situation "idéale") est à étudier en regard de la taille du tableau
initial. A pa$r de ce critère, nous définissons un premier indièe, égal au pourcentage de
valeurs identiqles entre noyaux et données initiales. L'utilisateur peut ainsi rapidement
juger de la qualité de la partition obtenue. Sa définition est la suivante :

, * * (np-W(P) )np

K
où W(P)=)  >Dkq

k=l qee

o

o

o

lo

et où Duq est le nombre de modalités non majoritaites dans la classe Pl pour la variable q.

p'autrg part, pogl chaque classe de la partition, nous proposons un indice premettant de
juger dg t-u qualité. It représente simplement le pouicentage de valeurs identiques au
n-oyau de,la classe. Il est alors possible de juger indépendamment de I'homogénéité de
chacune des classes obtenues. Pour une classe Pl de cardinal n1, la définition de I'indice
est la suivante :

\p- > q:
100 * 

qtQ
nrP

Les noyaux de modalités premettent d'étudier rapidement les particularités de chaque
classe de la partition. En complément, pour chàque couple (classe, variable), nôus
proposons un indice égal au pourcentage d'individus ayant choisis la modalité
majoritaire relative. L'utilisateur dispose ainsi de Kxp indicateurs, directement
inteprétables. Pour une classe Pl et uno variable q, I'expression de I'indice est :

nr-4
100 x- nk

2.7 ExEMPLE SIMPLE D'APPLICATION

Soit un ensemble dg 10 individus, identifiés par les nombres de I à 10, décrit par un
ensemble de 5 variables qualitatives nominales, identifiées par les lettres a à e.
Supposons, pal e{eglple, que ces variables possèdent chacune 3 modalités, représentées
par les entiers {1,2,31. Les données initiales sont représentées sous la forme d'un tableau
de modalités (figure l).
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Nous appliquons alors la méthode MNDDU sur le tableau de modalités en demandant 3
classes. Après plusieurs essais, on aboutit  à la f inalement à la part ir ion
(A ,B ,C )= (  [ 3 ,7 ,9 ,10  ) ,  [  1 , 4 ,5 ,8  ] ,  {  2 , 6  } ) .

Cette partition est représentée (figure 2) en réordonnant simplement les lignes du tableau
de manière à respecter les classes obtenues. Nous indiquonségalement les indices d'aides
à I'interprétation suivants :

- figure 3 les effectifs des claôses et les indices d'homogénéité,
- figure 4 les noyaux de modalités foumis par Ia méthode,
- figure 5 la mesure d'homogénéité de chaque couple (classe, variable).

La valeur du critère à la convergence étant de 12, cela indique que sur 50 valeurs initiales,
t2 ne sont pas égales à la valeur idéale. Et donc, la siuâtion obtenue permet de
représen ter correcteme nt 7 6Vo des données initiales.

abcde abcde

3 2331r
7 33211
9 22211
I0  23322

2232
r233
2r33

8 11133
2  321r1
6  32112

figure 2
tableau réordonné

effectifs homogénéité

figure 3
caractéristiques des classes

abcde

I  12232
2  32111
3  23311
4  11233
5  t2 r33
6  32112
7  33211
8  11133
9  22211
10  23322

I
4
5

figure 1
tableau initial

a

o
I

A
B
C

4
4
2

70
90
75

o

A 75 75 50 7575
B 100 50 50 100 7s
c 100 r00 100 100 50

A 23211
B 11133
c 3211 l

figure 4
les noyaux

figure 5
homogénéité par classe

et par variable

o

I

o
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3. CLASSIFICATION SUR LES PROFILS DES INDIVIDUS

Dans ce paragraphe, nous rappelons tout d'abord la notion de profil associé à un
individu. A partir du tableau de codage disjonctif complet, on définit un ensemble de
profils, inclus dans I'espact p- (où m est le nombre total de modalités). Nous munissons
R' de la distance du Khi2 (qui convient particulièrement aux profils manipulés ici).
Nous pouvons alors appliquer à cet ensemble la méthode de type nuées dynamiques
MNDQAL (FI. Ralambondrainy 1988) qui utilise cette distance. Pour cette méthode, les
noyaux fournis sont les centres de grâvité des classes. Chacune d'elle est donc
caractérisée par un vecteur de R-, vecteur ayant une structure différente de celle des
éléments de I'ensemble à classifier.

Nous proposons ici une méthode de même type, mais respectant toujours notre principe
d'homogénéité : I'ensemble à classifier étant constitué de profils d'individus, on impose
aux noyaux de la méthode d'être de même nature. Cette nouvelle approche est présentée
en détail dans ce paragraphe et, pour mieux la situer, une comparaison avec les
méthodes MNDDIJ et MNDQAL est proposée.

3.1 NOrIrroNS ET DÉFINITIoNS

Soit X(I,J)(n,m) le tableau de codage disjonctif complet du tableau de modalités
Z(I,Q)tn,pl.

La somme des éléments du tableau binaire ne dépend que du nombre d'individus n et du
nombre de variables p puisque :

*10)=L I  (1)=np
ie l  qeQ

où qO est I'indice de J correspondant à la modalité j de q.

On définit également les valeurs suivantes :

o

O

I

a

o

o

Ixi
^tj - 

np

f _ l' i - p

o
I

f.j =

I  I* i  =I I
ie l  jeJ ie l  qeQjeJq

à'u =*à','=#où  n j= I \ j
i e I

\_

Le profil de I'individu i, noté f, (et appartenant à R.), est alors défini par :

Si on note xr le représentant de l'individu i dans I'espace 8., nous avons :

( *rt,*|, ... , *T" )

^ - l ; 1f i .=  à fù=f f i .à4=n
J e J  

'  
J € J

r=(! t+ .bl^ i - \ f i . ' f i . ' " " f i .

r, =i *,

o
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D'autre part, une pondération p1 est associée à chaque profil f,. Elle est définie par :

pi = fi. =l

A partir du tableau X(I,J), nous définissons ainsi un nuage de n profils N(I) par :

N(r) = 1'1r,,f ), iel )

3.2 LADISTANCE DU KHI2

On munit I'espace R. de la distance du Khi2. Pour des vecteurs ayant une structure de
profil, la distance apparait sous une forme simplifiée. En effet, considérons deux profils
fi et f1 du nuage, la distance s'exprime alors de la façon suivante :

d?*z$i,e =Èi( + t),
- .x l  .1,

<+ t*z$.uf;) =,t 
T(; Ë)'

ê dlz(ri,r1) = i,à * C.l - d,)'

'2  ' "  ' , \  =  ! t  l t * i  - * i , t<+ d*z\Ii,ï1t 
Fra., 

- r ̂ i - Ài,

La distance du Khi2 entre deux profils apparait alors comme une distance en valeurs
absolues pondérée.

3.3 Ll,rrrÉurooB

La méthode MNDQAL fournit une partition en K classes, K fixé a priori, de I'ensemble
I des individus en optimisant le.critère :

w1(P,Lr) =*l 
,.T.r,.dlz(ri,e1) 

=Ë, 
,à*,:T f f ,ll'

câ w1(P,Lr)=p,l,,l ,1,iff rll '- 
k=| iePljeJ l f

où P = (P' Pz, ... , P*) est une parition sur I en K classes,

et .Lr= 
(81,82,... , g*) est I'ensemble des noyaux des classes.

o
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Les fonctions caractérisant I'algorithme MNDQAL sont les suivantes :

- la fonction de d'affectation (f) : qui minimise le critère lV(f(Le),L*) en
affectant chaque individu à la classe P1 dont il est le plus froche du
noyau gt (au sens de la distance du Khi2);

- la fonction de repÉsentation (g) : qui permet de déterminer les K noyaux
minimisant le critère IV(P,g(P)). On peut facilement montrer que ces
noyaux sont les centres'de gravité des classes. Si nous notons
[gt'gz,-..,9r] I'ensemble de ces centres' on a :

,d*
Vk=1, . . . ,K ,V jeJ  4  =  ; ;F

où n* est le nombre d'individus appartenant à la classe P,.,

et nl= 2 x] est le nombre d'individus de P* ayant choisi la modalité j.
ie P1

Ces noyaux ne sont ici pas directement interprétable par rapport aux données initiales.

3.4 LauÉTHODE AVEC CONTRAINTE

Nous nous plaçons ici dans les mêmes conditions que précédemment : I'ensemble à
classifier est représenté par le nuage NrG) des profils dans I'espace R' muni de la
distance du Khi2. Nous imposons ici aux noyaux de la méthode d'avoir une structure de
profil. Si F est I'espace des vecteurs binaires de modalités, les noyaux devront être de la
forme:

1 
u où a est un vecteur binaire de modalités de Fp

De cette façon, une variable est caractérisée, dans une classe, par une modalité. Chaque
classe est résumée par un vecteur de modalités. Nous appelons MNDDIK cette méthode
(Méthodes des Nuées Dynamiques sur tableau de codage Dlsjonctif complet utilisant la
distance du Khi2 et des noyaux de profils).

3.4.I La méthode

Le problème à résoudre est le suivant :

trorw)er une partition p=(P 1,P2,...,Pù et un ensemble La=(a1,a2,.. .,ax)
de K noyaux appartenant à F tels que le critère :

K . t l

W2(P,L,) = .I. . Z_ n;{ç(f i5 ap)
k=I iept

sort mrrumutn.

Les éléments manipulés ayant tous une structure de profil, la distance entre un noyau et
le représentant d'un individu s'exprime simplement par :

l, .i-4'
rr

oixr,nf .*l =Ë,à

o
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L'expression du critère à minimiser est alors la suivante :

1 K 1 : :
w2(P,L") = 

o à,à,à; 
t xl - ar* t

Il nous reste à construire les fonctions d'affectation et de représentation caractérisant
I'algorithme MNDDIK.

La fonction d'affectation (f)
Elle est définie à partir de Ia distance du Khi2.

La fonction de représentation (g)
L'étape de représentation consisté à déterminer, pour tout k, le noyau a1 minimisant la
quantité :

Il suffit alors de

minimisant:

L > +rxl-ar* l= I  I  r  +t*3t i)-u*ctr l '
ie Paie J n' ie P1 qe Q je Jq n '"'

trouver, pour tout q, les mq composantes (uIc), j=1,...,m0) de au

t =,à,à#'.f '-ula)r
or :

ie P1ie P1

(+

o

o

o

t | *lo - *r0)1 = r (*latr-afl0) * 4Û)tr-*fa)D

> t *lo - uflo'' - nfl(i) * nr - zaj.eonccil
ie P1

où nr = Card(Pt) et nl0) = L *10)
ie P1

d'où:

T - r +(n*oo)*n*-z{0n[a))
jiqnqtll

La contrainte imposée se traduit par le fait qu'une selle composante est égale à 1, de
sorte que, si on nôte r la modalité codée par ce noyau, T devient :

nfitil n,- nlc)
' F  -  s r  !  - A  -  î -

iÉo no(i) nc(r) 
'nc(r)

Le premier terme de cette somme ne dépend pas de la modalité r. La solution est donc
de ôtroisir pour composante égale à 1, celle correspondant à la modalité r de la variable q
et minimisant la quantité :

nn - 2n$')

nc(r)

dont on donnera une interprétation dans un prochain paragraphe.
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3.4.2 Expression du critère à la convergence

A la convergence, le critère Wz(P,La) peut s'exprimer uniquement en fonction de la
partition, de sorte que :

1 K  I
wz(P) =wz(P,s(P)) =; I I_ l;t xl - alt

r k=l iePrjeJ If

Il apparait que seules les composantes différentes de celles_du_lgy-au ont une
coniribution non nulle au critère. Contrairement à la méthode MNDDIJ (où pour toute
différence, entre noyaux et individus, la contibution au critère était identique), la
connibution dépend ici des effectifs des modalités. Il reste que le crière Wz(P) exprime
toujours un écart entre la solution obtenue et la solution "idéale".

3.4.3 Interprétation des noyaux

Les noyaux fournis par la méthode MNDDIJ avait une interprétation_ simp,le.:-la
caractéristique d'une variable était la modalité la plus souvent choisie par les individus
de Ia classe. Considérons une variable quelconque q de Q, la modalité j choisie pour
noyau était celle minimisant:

n* - 2nflt)

Ici, la modalité choisie ne permet pas nécessairement une telle interprétation. Les
effectifs des modalités jouent un rôle important dans la recherche des noyaux. La
modalité j d'une variable q est choisie pour noyau si elle rend minimum la quantité :

n* - 2nflc)
t= :

Une première constatation se dégage de I'expression de T : si une modalité est choisie
par au moins la moitié des individus d'une classe, celle-ci est alors prise pour noyau. En
èffet, dans ce cas, la quantité T à minimiser est strictement négative (si une modalité est
majoritaire absolue) ou nulle (si exactement la moitié des individus I'ont choisie) et cela
n'eit possible que pour cette seule modalité (pour les autres, la quantité T est
nécessairement positive).

Si les modalités des variables ont des effectifs voisins sur I'ensemble des individus, la
méthode fournit alors des résultats analogues à ceux obtenus par I'algorithme MNDDU
(les dénominateurs de la quantité T ont une influence moindre lors de la recherche des
noyaux).

En pratique, si les effectifs des modalités ne sont pas trop disproportionnés, la-modalité
retenue èst généralement celle qui est la plus souvent choisie par les individus d'une
classe. Poui des effectifs assèz disproprotionnés, la modalité retenue n'est pas
nécessairement la modalité majoritaire relative. La situation suivante peut également se
produire : dans certains cas, uhe modalité n'ayant jamais été choisie par les individus
d'une classe peut être prise pour noyau.

Le noyau retenu dépend donc des effectifs sur I des modalités-et, principalement, de
ceilesâ fort effectif.-Ceci montre les limites de la méthode et de I'interprétation que l'on
peut faire à partir de ces noyaux. Ci-après, nous donnons des exemples simples,
illustrant ces différents cas de figure.
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Exemple I
Soit un ensemble I de 100 individus décrit par une variable qualitative nominale à 3
modalités_ dans {1,2,31. Nous nous intéressons uniquement au comportement de cette
variable dans une classe A de 20 individus. Dans laÏigure 1, on repiésente les effectifs
de ces modalités sur A et sur I. Dans la figure 2, nous indiquons, pôur chaque modalité,
la valeur de la qua-ntité (T) à minimiser.-Nous constatons que lê noyau rètenu a pour
valeur 2, alors que la modalité I est celle de plus fort effectif sur A.

O

o

o

o

o

o

o

o

O

l  l l
15 10

1

r#
3

3
20

A

I

t2

98
20 60

figure 1
effectifs par modalité

T2

70
13 60

figure 2
valeurs de la quantité

à minimiser

Exemple 2
Soit un ensemble I de 100 individus décrit par une variable qualitative à 4 modalités
dans. { L,2,3,41. Considérons encore une classe A de 20 individus. Dans la figure 3, on
représente les effectifs de ces 4 modalités sur I et sur A. Nous indiquons é-galement,
figurg 4, les-valeurs de la quantité (T) à minimiser. Nous constatons qrie le nolau rerenu
prend la valeur 2, alors que la modalité 2 n'est jamais choisie par l^es individus de la
classe.

I234

T 6 1 6 4- 133137

34

76
13 t4

A
I

o

figure 3
effectifs par modalité

figure 4
valeurs de la quantité

à minimiser

3.4.4 Version de I'algorithme utilisant le tableau de modalités

Encore une fois, il est inutile de procéder au codage du tableau de modalités pour
pouvoir appliquer la méthode MNDDIK. Il est possible d'exprimer la distance du Îfti2
uniqueme.nt -PaT -rappory aux effectifs des modalités des variables. Si on nore sO le
nombre d'individus de I ayant choisi la modalité j, la distance enrre profils et noyaux
s'exprime alors de la façon suivante :

alz(rlnlap = 
Ë,à,à;h' oot - "[a) r

(â olzrr,dar =Ëà( 
ô 

. 
ft)u',,,,o*,

f ,s i rFd
où ôq1z,,Rn) =.1 

^ '

[ 0 sinon

Le critère de la méthode peut être réécrit à partir de
distance.

l l l  -

la nouvelle expression de Ia



1 12232
2 3211I
3  233 r1
4 r t233
5 r2133
6 32112
7 33211
8 11133
9 2221I
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3.4.5 Exemple s imple d 'appl icat ion

Soit un ensemble de l0 individus, identifiés par les nombres de I à 10, et décrit par un
ensemble de 5 variables qualitatives nominales, identifiées par les lettres a à e. Ces
variables sont à modalités dans {1,2,31. Les données initiales sont représentées sous la
forme d'un tableau (frgure 1).

Après plusieurs essais effectués à partir de différents points initiaux, MNDDIK aboutit
f Ïna lement  à la  par t i t ion (A,  B,  C)  = ( {3,  l0}  , {1 ,2,6,7,91,  {4 ,  5 ,  8} ) .

Celle-ci est représentée (figure 2) en réordonnant simplement les lignes de manière à
respecter les classes obtenues. Nous présentons également les mesures d'homogénéité
des classes et des variables par classes. Celles-ci sont simplement définies à partir du
critère optmisé par la méthode et exprimées sous la forme de pourcentages (figure 3 et 5).
Les noyaux obtenus à la convergence sont indiqués en figure 3. Pour ce tableau
élémentaire, les composantes des noyaux sont aussi les modalités majoritaires relatives.
Enfin, le critère (défini à partir de la distance du Khi2) indique un pourcentage d'accord
de74.57o entre données initiales et novaux.

abcde abcde

3 23311
l0  23322
I  12232
2 32111
6 32112
7 33211
I  222r r
4  11233
5 r2133
I  11133

hgure 2
tableau réordonné

effectifs homogénéité

figure 3
caractéristiques des classes

abcde

o figure 1
tableau initial

A
B
C

o

A 100 100 100 25 46
86275607856
c 100 74 67 100 100

A 23311
B 32211
c 11r33

2
5
3

76
65
87

o
I

figure 4
les noyaux

frgure 5
homogénéité par classe

o
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Classification sur tableau de codage disjonctd complet

4. COMPARAISON DES MÉTHODES

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux nouvelles méthodes de classification
appelées j \4IPDIJ et MNDDIK. Nous avons également rappeté le principe de la
méthode MNDQAL. Nous illustrons ici les différenôes entre ces trois algôrithmês.

4.I CoNapaR.c,IsoN DES cRITEREs

La méthode MNDDIJ, de par I'utilisation de la distance en valeurs absolues er de noyaux
de modalités, se distingue clairement des deux autres méthodes.

Pour.comparer les critères associés aux méthodes MNDQAL et MNDDIK, on dispose,
s-ur I'espace vectoriel R', de la relation de Huyghens permettant d'exprimer I'inèrtie
d'une classe par rappoft à un point quelconque.

Soient g, le centre de gravité du nuage N(I), et P, une partition de I en K classes. Soient
également Lr=(gr,82,... ,gx), I 'ensemble des cenires de gravité des classes, et
Lv=(aça2'..,ai), I'ensemble des noyaux fournis par la méthode MNDDIK.

La relation de Huyghens pennet alors d'écrire :

à ,à n, {z(r1,sr) = 
*l ,à o, alrrr,nl u*l * 

ào* 
alzÇ! a*,es)

où Pr.= I Pi
ie P1

d'où la relation liant les critères W1(P,Lg) (méthode MNDQAL) et W2(P,L) (méthode
MNDDIK):

W1(P,L*) = W2(P,Lul * i pn dlzÇ!an,g*)

qui exprime bien la différence entre les deux problèmes d'optimisation.

4.2 APPLIcATIoNILLUSTRATIvE

Nous illustrons les différences entre ces trois méthodes en les appliquant sur un même
tableau de données.

Considérons un ensemble de 10 individus, identifiés par les nombres f à 10. Ceux-ci
sont décrits par un ensemble de 55 variables qualitatives nominales, identifiées par Ies
lettres a à e. Supposons que toutes ces variables soient à modalités dans { 1,2,31.

Les réponses des individus sont représentées sous la forme d'un tableau de modalités
(figure I de la page suivante).

Nous appliquons les trois méthodes MNDDIJ, MNDQAL et MNDDIK, en demandant 3
classes. A chaque fois, on effectue plusieurs essais et on ne retient que la meilleure
solution. Iæs méthodes aboutissent alors à 3 panitions différentes.

Celles-ci sont repÉsentées en réordonnant les lignes du tableau initial en respectant les
partitions obtenues par ces méthode (figure 2 pour la solution obtenue paTMNDDIJ,
figure 3 pour celle obtenue par MNDQAL et figure 5 pour MNDDIK). 
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Classiftcation sur tableau de codage disjonctif complet

Les critères obtenus à la convergence et exprimés en pourcentage d'accord sont de 74Vo
PguJ la méthode MNDDIJ (il y a 13 différences entrè données initiales et noyaux), et
70.5Vo pour MNDDIK. Enfin, I'inertie expliquée par la partition fournie par MNDQAL
est de 467o.

abcde

1 12232
2 32r21
3 23321
4 11233
5 r2r33
6 32132
7 33211
8 11r33
9 12211
10 22332

o

o

figure 1
tableau initial

abcde

3 23321
t0  22332
1 12232
4 11233
5 r2133
6 32132
I  11133
2 32r21
7 33.2  I  I
9  12211

figure 3
MNDQAL

abcde

4  11233
5 r2 r33
I  11133
3  23321
7  33211
9 r22rr
1 12232
2 32r21
6 32132
10 22332

figure 2
MNDDU

abcde

2 32t2 r
3 23321
7 33?rr
1 12232
6 32r32
9 t2211
t0  22332
4
5

8

1.233
2133
1133

figure 4
MNDDIK

Pour chaque méthode, nous avons également effectué des essais en utilisant, comme
points initiaux, les partitions fournies par les deux autres méthodes. Les résultats
obtenus ne sont pas meilleurs que ceux présentés ci-dessus.

5. PROGRAMMES ET APPLICATION

5.1 Pnocna,rvnans

Comme les programmes précédents, MNDDIJ et MNDDIK ont été construits à I'aide de
la bibliotheque de procédures du logiciel SICLA. Ils deviennent ainsi des commandes de
ce logiciel. Encore une fois, I'utilisateur a la possibilité de définir les différents
paramètres initiaux.

o
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5.2 APPLICATION

Noys. proposons {'appliquer ces méthodes au tableau de données croisant 30 felins er 15
vanables qualitatives nominales (le tableau figure en page 117). L'une de ces variables
correspond au classement par les zoologistes (zool). Ètté posséae 4 modalités relative
3l{ Se-$eq panthera (pant), neofelis (nefe), felis (feli) et aèinonyx (acin). Nous avons
ici la distriburion suivante :

pant : absence de I'os hyaoide (modalité lar2 de lary),

canines peur développées (modalité den2 de dent).

feli : absence de I'os hyaoide (modalité larl de lary),

canines peut développées (modalité denL de dent).

Considérons que la valeur représentative d'une variable dans une classe soit sa modalité
lajoriqai-1e relative (approchè MNDDIJ). Chaqu_e_classe esr alors résumé" p. un vecreur
de modalités. Dans ces conditions, on compte 91 désaccords entre données initiales et
noyaux, soit un pourcentage d'accords de76.7vo.

Application de MNDQAL
Cette méthode fournr,t une partitionen2classes expliquant 21M7Vo de I'inertie initiale
des données (les résultats sônt en page 12l).

Les effectifs des deux classes obtenues sont les suivants :

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

- pant effectif 5, identifiés par les chiffres de I à 5,
- nefe effectif 1, identifié par 6,
- feli effectif 23, identifiépar7,9à30,
- acin effectif l, identifié par g.

Nous choisissons de supprimer les deux felins du type nefe et acin. La conséquence est
que la vryqble à 2 modalités associée au caractère àes griffes est egJeÀéni'supprimée
(sur les 30 félins, seul celui du genre acin a des griffes rétractibles, tËus les autres ne les
ont pas).

Nous allons donc appliquer les méthodes présentées dans ce chapine sur le tableau
croisant 13 variables (nous n'utilisons pql la^ variable zool) et 28 félins. Nous essayons
de caractériser les deux genres pant et ieli en recherchant des partitions.

La commande DESQAL de SICLA permet de détailler les effectifs des modalités de
toutes les variables. Les résultats sorit.indiqués à partir de la page 118, on fourra s'y
référer pour connaître les variables manipuléês ici. 

^

Une première constatation est que la variable lary discrimine parfaitement la partition
naturelle. A deux félins près, il en va de même pour la varia'ble dent. On a àonc les
camctèristiques suivantes :

Classe I :

Classe 2 :

4 félins du genre pant,

23 félins du genre feli et le pant 5.

r t.5
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Classification sur tableau de codage disjonctif complet

Par ordre d'importance, les variables caractérisant le mieux les deux classes sonr les
survantes :

Classe I : absence de I'os hyaoide (modalité lar? de lary),

canines peut développées (modalité den2 de dent),

taille supérieure à 70 cm (modalité tai3 de tail),

poids supérieur'à 80 kg (modalité pod3 de poid).

Classe 2 : présence de I'os hyaoide (modalité larl de tary).

canines très développées (modalité denl de dent),

petite proie (modalité pro3 de proi).

Les variables caractérisant la première classe sont toutes parfaitement homogènes. Dans
la seconde, on compte une différence pour la variable lary, et 3 pour clacune des
variables dent et proi, soit un total de Tprovenant des trois félins idèntifiés par 5,7 et
11. Les trois variables cités ci-dessus sônt d'ailleurs celles discriminant le'mieux la
partition. Remarquons que, au total, le nombre de désaccords entre données et modalités
majoritaires relatives est de 95, d'où un pourcentage d'accords de75.64Vo (inférieur à la
partition naturelle).

Application de MNDDU

Cette méthode fournit une partition et un critère associé égal à 87 (page 122). Celui-ci
représente le nombre de différences entre données initialés et noyâui de modalités, il
indique aussi un pourcentage d'accords de77r7Vo.

La partition fournie est la suivante :

Classe I : 21 félins du genre feli,

Classe 2 : 5 félins du genre pant et les feli 7 et ll,.

A la lecture du tableau des noyaux et des homogénéités (page 122), on consrare que la
variable dent discrimine parfaitement la panition : les félins de la première classe sont
tous caractérisés par des canines peu développées (modalité I de la variable dent), ceux
de la deuxième classe par des canines très développées (modalité 2 de dent). A un
niveau moindre, on peut égalenient citer les variablès lary et proie. On retrouve alors
les trois mêmes variables discriminantes que pour I'applicaton précédente (mais dans un
ordre d'importance différent). Au niveau de la conititution des classes, MNDDIJ et
MIIPQAL diffèrent des trois éléménts 5,7 et 11. Signalons également que la méthode
MNDDIK fournit ici les mêmes résultats que MNDDIJ.

Autres applications

Nous avons poursuivi l'étude en recherchant des partitions en 4 classes. La méthode
MNDQAL (page 121) fournit, entre autres, une classe (numéro 3) ne contenant que les
pant I et 2, une autre (numéro 1) contenant les trois autres pant et le feli 7. La mé^thode
MNDDIJ (page 123) isole. mieux le g_enre pant puisque 4 d'entre eux sont regoupés en
une seule classe (numéro 4),le pant 5 figurant avec les 1e1i7,9, l0 et ll dans la èlasse
3. Enfin, contrairement au cas précédent, la méthode MNDDIK aboutit, à la même
partition que la méthode MNDQAL.

o
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LE TÀBLEAU DE DONNEES :

t p s c o l t p l q d p a c z
y o r o r a a o o u e r r h o
p  i  i  m  e  r  i  i  n  . ç , n  o  b  a  o
e l f p i y l d g i r t i r s lo

o

L 1
2 3
3 2
4 2
5 2
6 2
7 L
8 4
9 2

1_0 2
1_r. 2
t 2  1
1 3 2
L 4  1
r_5 1
1_6 1
1 7 2
r_8 r_
1 9  3
2 0  1
2 L 2
2 2 2
2 3 L
2 4  1
2 5 2
2 6  1
2 7 4
2 8 2
2 9  1
3 0 2

3 3 2 2
3  3  2 2
3 2 L 2
3 2 2 2
2 2 3 2
2 2 3 1 _
3 2 3 2
2 2 3 2
2 2 1 1
2 2 2 1
2 2 7 2
2 L l 1
L 2 2 L
2 2 3 1
2 7 2 L
1 _ 1 1 1 _
1 1 2 L
1 r _ 2 L
1 t 2 L
1 1 r 1
l r l l

1 1 2 t
1 1 2 L
1 1 1 1
1 1 2 L
t 1 t _ 1
1 1 1 1
1 1 3 1
1 _ 1 2 r
1 1 2 L
L 2 2 L

1
1
L
L
2
L
1
L
t-
1

2
1
t
1

2
1
1
2
1
1
I

1-
I

2
L
1
2
L
1
t_
2

2 L t 2 3
2 3 L 2 3
2 3 r 2 3
2 3 r 2 3
2 L 1 2 2
1 1 1 _ 1 3
2 2 1 _ 1 2
2 3 1 2 2
2 7 2 1 2
2 2 1 1 _ 2
2 2 2 1 2
2 2 2 L 2
2 2 1 _ L 1
2 2 1 1 L
2 3 2 7 1
2 3 1 1 1
2 3 1 _ 1 1
2 2 1 1 1
2 3 r _ 1 1
2 2 2 t 1 _
2 3 1 L 1
2 2 1 1 1 _
2 3 1 _ 1 1 _
2 3 1 1 l _
2 2 1 1 1 _
2 3 1 1 1 _
2 3 1 1 1 _
2 3 1 1 1
2 3 1 1 1
2 3 1 1 1 _

1 1 2 I
1 1 1 1
l 2 1 t
2 2 1 1
2 2 1 1 _
2 1 2 4
2 2  L  3
3 2 1 2
3 2 2 3
3 2 1 3
2 2 1 3
3 2 2 3
3 1 1 3
3 2 1 3
3 2 1 3
3 2 1 _ 3
3 2 1 3
3 r .  1 3
3 2 2 3
3 2 1 3
3 2 1 3
3 2 1 3
3 2 1 _ 3
3 2 1 3
3 2 2 3
3 2 1 _ 3
3 2 1 3
3 2 L 3
3 2 1 3
2 2 1 3

o

o
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o

o

o
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COMMANDE :  DESQAL <> descr ip t lon  de  var iab les  qua l l ta t i ves

1 .  var lab le  :  t ype  aspec t  du  pe lege

typ l  :  sans  tache

typ2 :  tachete

typ3 :  raye

typ4 :  marbre<

* m o d l * n b r e *  t  *
t r * * * i * * * * * t t * * * * t * t * *

t t y p l *  1 2 *  4 3 *
* t y p 2 *  1 3 i  4 6 *
* t y p 3 *  2 t  7 ù
t t y p 4 *  1 *  4 *
* *  r t * * * * * * * * * r * * * * i * * r

2.  var iab le .  :  po i l  four ru re

p o l l :  p o i l s  r a s

p o i 2 :  p o i l s  l o n g s

* m o d l * n b r e * + *
r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t
. p o i l *  2 l *  7 5 *
* p o 1 2 *  7 ù  2 5 *

3 .  var iab le  :  comp compor tement  p redâteur

c o m l :  d l u r n e

com2 :  d iu rne  e t  noc turne

com3 :  noc turne

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

v a r i a b l e  :  o r e l  f o r m e  d e s  o r e i l l e s

ore l  :  rondes  e t  a r rond ies

o l e Z  :  e n  p o l n t e ( t . y p e  c a r a c a l )

* m o d l * n b r e *  t  r

* m o d l r n b r e r  *  r

* o r e l *  2 3 t  8 2 *

* I a r l *  2 3 r  g 2 *

Â

*  o r e z  *  5  *  L g  *  r t * * r t r * * * * * * r r r * r
* * * * * * t t * r * t t * * t t t * * * *

5.  var lab le  :  Ia ry  p resence ou  non de  I .os  hyao lde

I a r l :  p r e s e n c e

Lâr2  :  absence

r m o d l * n b r ê *  t  r

*  J , a r 2  *  5  r  1 8  r  * * r * t t r * r r r * * r * r * r
t * * * r r * * * * t * t r i * t t t t t r

-  i l8 -
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Classification sur tableut de codage disjonctif complet

COMMANDE :  DESQAI  <> descr lp t ion  de  var iab les  qua l l t ' a t i ves

6 .  v a r i a b l e  :  t â i l  t â i l l e  d u  o a r r o t

t a l 1 :  t à l I I e  <  5 0  c m

t a i 2 : 5 0 m < t a l l l e < 7 0 c m

t a 1 3  :  t a i l l e  >  ? 0  c n

r m o d l * n b r e *  *  *

* m o d l * n b r e *  *  *
t * * t t t  t * * * * * * * t * * *  * t * *
r  p o d l  *  1 6  r  5 ' 1  ,  * t * * * t r i * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * r * * * * * * r * r * * * r r l * * r * r * * t i * * *
*  p o d 2  *  7  r  2 5  ù  * t * * * * i * * * * * * * * * * t * * * * * * *
*  p o d 3  *  5  *  1 8  *  * * t t i * t * * * * * * * * t * *

* t a l l *  1 8 r  6 4 *
*  t a 1 2  r  6  *  2 I  *
r t a 1 3 *  4 |  L 4 i
t * * * ^ * * * * * * i * * t *  t t t i r *

7 .  v a r i a b l e  :  p o l d  p o i d s  d e  I ' â n l m a l

podL :  po l .ds  <  10  kg

pod2 :  1 .0  kg  <  po ids  <  80  kg

pod3 :  po lds  >  80  kg

8.  var iab le  :  long  longueur  du  corps

Ion l  :  Iongueur  <  80  cm

Ion2 i  80  cn  <  longueur  <  150 cm

lon3 :  Iongueur  >  150 cm

* m o d l * n b r e *  *  t
t * * * * * * * * * t * * * * i * *  * t r *

r  I O n l  *  L 6  *  5 7  *  t t * * t t * * * * * t * * * * * * t * * * * * * * * i * t t r * * i * * * * t * * t i r r t * r * t t t * r * *

*  I o n 2  *  1 0  r  3 6  *  * * * * * * * r * * * * * * * * * r r * * * t * * * * r r * * t * t * r
* I o n 3 *  2 *  7 *
* * * * t * r t * * * * * * * * * * * i * r

9.  var iab le  :  queu Iongueur  de  Ia  queuê t  a  ce l le  du  corps

q u e l :  p e t l t e

q u e 2 :  m o y e n n e

q u e 3 :  l o n g u e

r m o d l r n b r e *  t  *
t * * * * r r * * * * t t t t r * * * r t t

*  o u e l  r  9  r  3 2  t  * i * r t * * t * * r * * r t r + t * * r * i r * * r * * r * t
r q u e 2 r  1 5 *  5 4 r
* q u e 3 *  4 *  1 4 r
* i * ^ t r * * * l * r * t * r * * t i t *

- r19-
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COMMÀNDE :  DESQAL <> descr lp t ion  de  ver iâb les  qua l l ta t i ves

I 0 .  v a r l a b l e :  dent  cân ines  deve loppees

:  t res  deve loppees

: Peu developpees

* n o d l * n b r ê r S r
* *  * * t * * *  t * * t  ^ * * . t  * r * * i t

i d e n l  *  2 L *  
. 1 5 *

* d e n 2 * . 1  * 2 5 *

11.  var lab le  :  p ro l  t ype  de  pro le

p r o l :  g r o s s e

pro2 :  grosse ou petLte

p r o 3 :  p e t i t e

1 2 .  v a r i a b l e :  a rbr  monLe oU non aux  erbres

:  mont .e  aux  arbres

:  ne  monte  pas

* m o d l * n b r e r  t  r
i * * * r * * t * * * * r * i * * * * * * *

r a r b l r  4 *  1 4 *
* â r b 2 i  2  r

1 3 .  v a r i a b l e  :  c h a s  c h â s s e  â  c o u r r e  o u  a  I , a f f u t

cha l  :  ou l

châ2 :  non

den l

den2

arb l

arb2

i m o d l r n b r e *  *  r

* c h a l r  2 3 *  8 2 a
* c h a 2 r  5 *  1 g *  * * * * r * * * * r * * * r r r * *
r * * i t * * t * * * * i r * t t r * * t t
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'  
co l ' lMÀNDE :  MNDQAL <> methode des  nuees dynamlgues  sur  var lab les  qua l l ta t l ves

p a r t i t l o n  e n  2  c l a s s e s  :

c l a s s e  1  :  e f f ê c t l f  4  1 4 * ,  v a r l a n c e  0 . 4 5 5 ? B E - 0 1

r 2 3 4

c l a s s e  2  ?  e f f e c t i f  2 4  A 6 t ,  v a r i a n c e , . p . g 4 O 1 9 E - 0 1

5  7  9  1 0  l t  t 2  L 3  1 4  1 5  1 6  t 7  1 8  t g  2 0  2 I
2 2  2 3  2 4  2 5  2 6  2 7  2 8  2 9  3 0

l n e r t l e  t o t a l e  :  1 . 6 1 5 4

l n e r t l e  l n t r â  2  L . 2 4 2 8

l n e r t l e  l n t e r  .  0 - 3 7 2 6 2

- - - > p o u r c e n t a g e  d ' i n e r t i e  e x p l i q u e  a  2 3 . o 6 i  ( r n e r t t e  i n t e r / r n e r t . i e  t o t a r e )

CoMMANDE :  MNDQÀN <> methode des  nuees dynamlgues  sur  var iabres  quar i tâ t l ves

p â r t i t l o n  e n  4  c l a s s e s :

c l â s s e  1  :  e i f e c t l f  4  1 4 + ,  v a r i a n c e  0 . 4 4 1 2 4 8 - 0 1

3 4 5 7

c l a s s e  2  2  e f f e c t i f  4  1 4 t ,  v a r l a n c e  0 . 3 0 ? 6 3 E - 0 1

9 1 0 1 1 1 2

c l a s s e  3  :  e f f e c t . i f  2  
' 7 + ,  

v a r l a n c e  0 . 2 3 5 9 3 E - 0 1

r 2

c l a s s e  4  :  e f f e c t l f  1 8  6 4 t ,  v a r l a n c e  O . 2 9 9 O S E - 0 1

1 3  1 4  1 5  1 6  ! 7  1 8  1 9  2 0  2 L  2 2
2 3  2 4  2 5  2 6  2 7  2 8  2 9  3 0

l n e r È l e  t o t a l e  :  1 . 6 1 - 5 4

l n e r t l e  l n t r â  :  O . E 8 5 O 2

l n e r C l e  l n t e r  :  0 . ? 3 0 3 6

- - - > p o u r c e n L a g e  d ' i n e r t i e  e x p l l q u e  :  4 5 . 2 7 3  t  ( I n e r t t e  i n t e r / I n e r t l e  t o t â l e )
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o

o

o

O

o

O

o

o

o
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Classification sur tableau de codage disjonctif complet

COMMANDE :  MNDDIJ  <> nuees dynamlques  sur  tab leau d is jonc t i f  compleL

v a l e u r  d u  c r i t e r e  o b t e n u  :  8 7

e f f e c t i f  d e s  c l a s s e s  :

o

o

o

o

o

O

o

o

o

2 L
'1

1 8  1 9
2 8  2 9

1 5  t 6
z )  2 6

9  1 0  1 2  1 3
2 0  2 1  2 2  2 3
3 0

c l a s s e

c l a s s e

P a r L t L r v I .

c l a s s e  n w e r o :

1 4
2 4

7 1
a 1

c lasse numero  :

t 2 3

p . I  q  d  p  a  c
o o u e r r h
i n e n o b a
d g u t i r s

1 1 2 L 3 2 1
3 2 2 2 2 2 1

t p c o l
y o o r a

. p i m e r
e l p i y

1 1 1 3 1 1
2 2 1 3 7 2

t a b l e a u  d e s  v a l e u r s  l d e a l e s

homogene i te  par  c lâsse

t a b l - e a u  i n i t i â I  r e o r d o n e

L 2

d p a c
e r r h
n o b a
f i r s

1 0 0  9 s  9 0  8 1
1 0 0  5 1  1 t  8 6

5 1
4 3

u

u

t p c o l t p l
y .  o  o  r  a  ?  9  o
p l m e r I l n
e l p j . y l d g

1  4 8  1 6  5 1  8 1  1 0 0  8 6  
- 1 6  

1 6
2  5 ' 1  ? 1  4 3  . 8 6  1 7  5 7  1 r  ? 1o

L p c o f L l r r q u p d c
y o o r a a o o u e r r h
p i m e r i i n e n o b a
e l p l y l d g u t i r so

3 2 2 1 1
3 2 2 L I
2 L 2 L 2
2 2 2 2 2
2 3 2 2 2
2 3 2 2 2
2 1 , 2 2 2

s z
3 2
3 1
5 Z
5 Z
5 Z
5 Z
3 1

3 2
5 Z

3 2
5 Z
5 Z
5 2
3 2
5 2

3 2

1
2
1
2
3

I

1
2

1

1
1
I

2
2
2

2 2

1 1
t 2
7 2

1

2
3

3

3
3
3
3
J

J

5

9
1 0
L 2
1 3
1 4
1 5
L 6
l 7
t 8

2T
22
z 5
24
2 5
z6

28
2 9
30

Z J
z 5
2 3
2 3
2 2
7 2
I 2

1  1 1 1
2  3 1 3
3  2 1 3
4  2 1 3
5  2 2 7' 1  

) . t 2
l t  2 2 2

o
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Classification sur tableau de codage disjonctif comptet

C O M M À N D E  :  M N D D I J  < >  n u e e s  d y n a m i q u e s  s u r  t a b l e a u  d l s j o n c t l f  c o m p l e t

v a ] e u r  d u  c r i t e r e  o b t e n u  :  6 2

e f f e c t i f  d e s  c l â s s e s  :

c l â s s e  1  :  I

c l a s s e  2  i  1 1

c l a s s ê  3  :  5

c . L a s s e  4  a  4

p â r t i t l o n :

c lasse  numero

o

o

o

o

o

o

1 41 2

: 1

1 6

c
o
m
p

J

pt

e

1 1

J Z
4 2

o

2 92 8

2 a2 3

2 22 7

1 1

1 8

I 9

1 0

l 1

3

9

I t p l q d p â c
a â o o u e r r h
r i l . n e n o b a
y l d q u t i r s

1 1 1 1 1 1 3 2 1
1 1 1 1 2 1 3 2 1
L 2 2 2 1 2 2 2 1
2 3 3 2 2 2 1 1 1

r p c o l t p L q d p a c
y o o r e â o o u e r r h
p f m e r j - i n e n o b a
e l p i y t d g u t r r s

I  8 8  6 3  6 3  7 5  1 0 0  8 8  . 7 5  
8 €  ? 5  t O O  1 o O  8 8  7 5

2  5 5  A 2  A 2  9 1  1 0 0  l o o  9 1  8 2  9 1  r O O  9 1  9 1  9 1
3  8 0  6 0  6 0  6 0  g o  r o o  8 0  1 o o  4 0  6 0  6 0  L o o  8 0
4  5 0  1 0 0  ? 5  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 o o  5 0  ? 5  1 o o  ? 5  5 0  

- t 5

c l a s s e  n u m e r o :

1 3  1 5

c l a s s e  n u m e r o :

5 1

c l a s s e  n u m e r o :

t a b l e a u  d e s  v a l e u r s  i d e a l e s

n o m o g e n e i t e  p a r  c l a s s e

t a b L e a u  l n l t i a l .  r e o r d o n e

1 4

1 8
2 0
2 3
2 5
z 6

1 3
l )

L 7
1 9
2 1
2 2
2 4
2 1
2 8
2 9
3 0

I
t^
!

I

I

o

o

-;--;
1 l
9 2

t 0 2
r t 2-;--i-
2 3
3 2
4 2

p c o l t p l q d p a c
o o ! a a o o u e r r h
i n e r  l l , n e n o b à

l_t_:_r_l_:_:_:_:_1_:_:
t 2 2 t 2 2 t I L 3 2 2
1 2 1 1 1 2 2 3 L 3 2 1
1 3 1 1 1 1 1 1 1 3 2 1
2 2 r t I 1 1 2 r 3 1 1
I 2 2 1 I 1 1 1 1 3 2 1
2 3 1 1 I 1 1 1 1 3 2 1
1 2 1 1 r  I 1 1 1 3 2 2

:_:_t_1_1_1_t_t_1_:_:_l
1 2 1 1 r  i  2 2 1 3 1 1
2 3 2 r L 2 I 2 t 3 2 L
1 3 1 1 1 1 1 2 1 3 2 1
1 3 1 t I L 1 2 I 3 2 2
1 3 1 1 I 1 1 2 1 3 2 r
1 2 1 1 I 1 1 2 1 3 2 I
1 . 3 1 1 1 1 1 2 1 3 2 r
1 3 1 1 1 1 1 3 1 3 2 1
1 3 1 l l I L 2 I 3 2 I
1 3 r r 1 1 1 2 1 3 2 1
2 3 I I I I 2 2 T 2 2 I

2 L 1 2 2 2 2 3 2 2 2 r
7 2 1 L 2 3 2 3 2 2 2 1
L t 2 t 2 2 2 t L 3 2 2
t 2 t 1 2 2 2 2 t 3 2 t

? _1_ _? _'_ _? _1 _? -! _? _: _1 _!
1 1 1 2 3 3 3 2 2 1 , t 2
1 3 1 2 3 3 3 2 2 I 1 1
1 3 1 2 3 3 2 t 2 t 2 1
1 3 r 2 3 3 2 2 2 2 2 I
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CHAPITRB 5

INERTIE SUR L'ESPACE BINAIRB ET
APPLICATIoN À Tn CLASSIFICATIoN

I. INTRODUCTION

Dans la cadre de I'espace So_ -uli de la distance euclidienne usuelle, on dispose des
notions de centre de gravité et d'inertie d'un nuage de points. Celles-ci pennettent
notamment d'établir une relation très utilisée : la relaiion de Huyghens.

Dals l.e $apitre 1-, Pqugtlphe 3.3..4, nous avons proposé des notions analogues dans le
93d.e de I'espace.binaire Ep muni de la distance en valeurs absolues ou à'istance L1.
Nous avons défini la notion de centre médian (qui joue le rôle du centre dè gravité) àt
d'inertie associée à cette distance. Cependant, èêttei-ci n'onr pas les mêméi firopriétésque les notions.analogues .{éfinies sui Ro : d;une part la propïété Oe coniètiation du
ôentre médian n'est pas vérifiée, d'autre part une relàtion Oé tyie Huyghens fait défaut.

P*t -t9 chapitre, nous envisageons de reprendre toutes ces notions, sous de nouvelles
hypothèses, de manière à obienir sur I'eipace Bp des propriétés ânalogues à celles
établies sur I'espacg Ro. Ensuite, sous ce-tte nouvelle àppioche, nour i.pr"nons les
méthodes de classification de données binaires. Celles-ci àpparaissent alors sous une
forme plus habituelle.

?ans un premier paragraphe, nous présentons les nouvelles notions de centre médian et
d'inertie définie à p4ir de la distànce en valeurs absolues. Celles-ci t"por"niiri tu
définition d'une pondération particulière associée à un élément Oe f;espaË-fci, nous
détinissons plus précisemment des vecteurs de pondérations. A panir de cette nouvelle
hypothèse, nous démontroll d'une part que là propriété de cbnservation du cenrre
médian est maintenant vérifiée, d'autre pân une reiation de type Huyghens er, plus
généralement, une relation de décomposition de I'inertie (du type ËabituéI": inertie iôtate= inertie intraclasse + inertie interclaise)

Dals- un second paragraphe, nous reprenons la méthode de classification sur tableau de
variables binaires MNDBIN (chapitrè 2). En utilisant les notions précédentes, le critère
optimisé apparait sous la forme dtune inertie intraclasse. La méthdde MNDBIN devient
alors-analogue à la méthode des Nuées Dynamiques utilisant la distance euclidienne
usuelle et les centres de gravité des classes éomme-noyaux (méthode appelée MNDeAN
d.ans.l9 chapitre_2).-Nous.proposons également une exteàsion, plus^'générale, dJcet
algorithme. Enfin, à partii dé ces noùvelles norions, nous dêfinissSns des indices
permettant d'analyser les résultats de la classification. Ceux-ci sont définis de façon
analogue à ceux proposés dans le cas quantitatif.

Dans un troisième paragraphe, nous reprenons la méthode de classification croisée d'un
tableau binaire CROBIN (G. Govaeri 1983). Son objecrif est de rrouver un rableau
1ésupé le plus p_rogh.e possible.du tableau initial. Ainsi âéfini, cet algorith-" rre suit pas
le principe 9"p:4de la classification croisée, principe qui repose-sur la conseruation
d'une mesure d'information associée à un tableàu (G. G6vaeri 1983). Dans ce rravail,
nous montrons que I'on peut définir une mesure d'information, associée à un tableau de

o
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Inertie sur l'espace binaire et applicatian à la classification

dgnqegs binaires, et replacer ainsi cet algorithme dans le conrexte général de la
classification croisée.

Enfin, dans un dernier paragraphe, nous proposons un algorithme de classification
ascendante hiérarchique pour les données binaires. A paitir de la nouvelle notion
d'inertie, nous définissons des indices d'agrégation (analogues à ceux défrnis dans le cas
quantitatif à partir de I'inertie habituelle). Certains peuvent être utilisés pour indicer une
hiérarchie, d'autres, comme nous le verrons, posent des problèmes d'inveision.

2. INERTIE SUR L'ESPACE BINAIRE

2.I LI pnBurERE APPRocHE

Soit A un nuage de points inclus dans Bp. Supposons que chaque élément x de A soit
muni d'une pondération o(x) appartenant à R*.

La proximité entre deux points est mesurée par la distance L1 notée d :

Vxetye A d(x ,y )= !  l * i -y t
j=1

Nous résumons ici les notions déjà définies dans le chapitre l, paragraphe 3.

Le centre médian
Le centre médian a de du nuage A de Bp est défini par :

V j=1,...,p aj = médiane binaire { (xj, a(x)), x e A }

L'inertie
L'inertie du nuage A par rapport à un point b de Bp est définie par :

Su(A)= )  a(x)d(x,b)
xeA

Par définition, le centre médian est le point d'inertie minimale.

Comme nous l'avons vu dans dans le chapitre 1, la propriété de conservation du centre
médian n'est pas vérifiée : si on remplacè une pattie de A par son centre médian, on
change le centre médian de I'ensemble. En fait, le problème que nous avions rencontré,
était celui de la pondération à associer au centre median.

o

I
I'o
I
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Inertie sur l'espace binaire et application à la classification

2.2 EXTBNSION DE CETTE APPROCHE

2.2.L La nouvelle pondération

Dans le paragraphe précédent, nous avons muni chaque élément x de la pondération
cr(x) appartenant à R*. Nous proposons ici d'utiliser comme pondération, non plus un
simple réel, mais un vecteur de pondérations.

Définition

A tout point x de Bp, nous associons Ie vecteur de pondérations a(x) défîni par :

a(x) - (at(r), a2(r),. . . ,  aPU))

où V i=I, . . . ,  P ai lxS e P*

A partir de cette nouvelle hypothèse, nous allons définir une extension de la notion de
centre médian et d'inertie.

2.2.2 Centre médian

La différence avec la situation précédente est que chaque composante d'un point est
munie.de sa propre pondération. Le centre médian de Â est, màintenant, toui point a
minimisant la quantité :

p

L L c/(x)l xr - arl
xeAj=l

Propriété
Le centre médian a du nuage A est défini par :

Vj=I,...,p d = médiane binaire 1 1xj, ajlxy,x e A ]

Preuve
Il s'agit de rechercher, pour tout j, la composante d minimisant :

t crj(x)t *j - rjl
xeA

La solution évidente est de choisir pou, uj la médiane de {(#, d(*)), x e A}.

Remaiquons que, si toutes les pondérations des éléments de A sont égales, on retrouve
la notion précédente.

2.2.3 Pondération associée au centre médian

Jusqu'à présent, nous n'avons associé aucune pondération particulière au centre médian
d'un nuage A de Bp. La seule possibilité envisagée a été de munir ce point de la somme
des pondérations des éléments de A. Cette approche ne permet pas de vérifier la
propriété de conservation du centre médian.
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Nous définissons ici une nouvelle pondération perrnettant de remédier à cela. C'est à
partir de cette nouvelle notion que sera définie I'inertie sur I'espace binaire.

Définition
Nous associons au centre médian a de A le vecteur de pondérations q(a) défini par :

V j=l,...,p ot!o., = 1 ilott) - 
"jtOl I

où n'o{t1 = > ai(x) ri ,o^^e des pondérations des valeurs I,
xeA

et nj{01 = > ai(x) (l -xt) sotnrne des pondérations des valeurs 0.
xeA

Lorsque toutes les pondérations sont égales à 1, la composante j du vecteur de
pondérations exprime la différence entre le nombre d'éléments de A ayant une
composante j à I et le nombre d'éléments de A ayant une composante j à 0.

2.2.4 Propriété de conservation du centre médian

Soit la partition (Ar,Az,.. .,Ax) de A. Pour tout k, le centre médian a1 de As est défini
pa r :

V j=1, ..., p 4 = mediane binaire de { (/, d(*)), x e A1 }

v j=1, ..., p dtql = I dAk(l) - 4ntol t

où 4*{t) = t crj(x) xj
'  

xeAl

er 4nto) = > d(xxt- x)
xeAç

Propriété
Si (fi,â,2,...,A.il est une partition de A, alors le centre médian de I'ensemble des centres
médians {a1,a2,...,ay} (munis de leur vecteur de pondératiorx respectif) des parties
(AtAz,...,A,à est le centre médian de A.

Preuve
Notons b le centre médian de I'ensemble B={(ar, cr(aù), k=l,...,K} des centres médians
des parties A1,42,...,4x.

Le point b est défini par :

V j=1,...,p d = médiane binaire Ae { (4, ajla*)), an e B }

V j=I,...,p d6; = I d"trl - 4fOl t

. K
où rilr{t; = i ojtu*l d*

. K
et dtol = Ï, crta*Xr- 4)

-r28-
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Soit a le centre médian de A. Il s'agit de démontrer eue ! = a et a(b) = o(a).

Pour tout j, on a :

d1u;=l r fB( l ) -dr to) l

<+ crilb; = tj ajlup { j o("nl(l- 4) |

. K
<=) d6;=t ! lnlnrry-d*(o))al f ,+-,0)-nlk(l))(l -al)|

<+ d(u)=t f n'o,trl - 5n'^,.tolt
k=l 

'^Â 
k=l

:) oj1b1= | r/A(1) - rtotO) |

(+ arlb; = 41u1

De ce résultat, on peut déduire l'égalité entre les vecteurs a et b puisque :

d = I cr rilB(l) > nr"(0) <+ r/o{t) > nlt0)

d=1e  a j=1

d = 0 <+ rt'r{O) > nrrtt) <+ rt'o{o) > nltt)

d=0 <+ a j=0

La propriété de conservation du cenfie médian est ainsi démontrée.

2.3 INpRrrp suR L'pspn,cn BINAIRE

En utilisant les notions du paragraphe 2.2, nous allons construire une nouvelle inertie sur
I'espace Bn.

Définitions
Nous définissons l'inertie du nunge A par rapport à unpoint b de Bp par :

D

sulol= L i  arz) lxt-bI
xeA j=l

Now appelons inertie du nuage A l'inertie de A par rapport à son centre médian a. On
note simplement :

S(A) = Sa6)

Remarquons que si toutes les pondérations des éléments de A sont égales, on retrouve là
aussi la première définition.

o

o
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2.4 PsBuno.THÉoREME DE HUYGHENS

Dans le chapitre 1 paragraphe 3.3.4, nous avons déjà tenté de construire une relation de
type- Huyghens. La notion d'inertie utilisée alors ne permettait pas d'aboutir à un tel
résultat.

A partir de la nouvelle notion d'inertie sur I'espace gn, cela devient possible.

P seudo-théorème dc H uy ghens
Soient A un nuage de Bp et a son cente médian. L'inertie de A et I'inertie de A par
rapport à un point quelconque sont liées par une relation qui à laforme habituetle àe Ia
relation de Huyghens :

VbeBp Sutnl = S(A) + Su({a})

où lu({a})=Ld(o) ld-dl
j=I

Preuve
Par définition :

so(A) = I Ë oi(*)r *j- dt = | U4tol + (l-d)rilA(l)
xeAj- l  j=l

3(A)= L Ë ojr*l* j-ujt =! u:4rol+(l-a)ri lo(l)
x€Aj=l j=l

D'où:

Sb(A) - 3(A) = Ë Oj - a)(rlo(o) - rlA(t))
j= l

Cette différence est toujours positive ou nulle puisque, pour tout j, on a :

- si aj= 0 alors nlto) - nltr) > o et dldo(O) - 4trll > o

-  s ia i= l  ators{ fo l -dtr is0 et  {d-  lxdA(o)-4(1))>0

On peut alors écrire :

Sb(A) - 3(A) = Ë rdoto) - dtr)ttuj - uir
J=I

<+ gb(A)-3(A)= 
T oj1u1 d-ajr

j=t

(+ gb(A) - S(A) = Su({a})

Le pseudo-théorème de Huyghens est donc démontré.

Propriété
Le centre médian du rutage est Ie point d'inertie minimale.

Ce résultat est une simple conséquence du pseudo-théorème de Huyghens.
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2.5 RnuTToN DE DÉCoMPoSITIoN DE L'INERTIE

Dans le chapitre 2 paragraphe 3.5, nous avons établi une relation voisine de la relation
de décomposition de I'inertie. Cependant, nous n'avons pu I'exprimer sous la forme
habituelle : inertie totale = inertie intraclasse + inertie interclasse.

La nouvelle notion d'inertie et le pseudo-théorème de Huyghens vont nous perrnettre de
construire une telle relation.

Propriété
Soient b un point de Bp et (A1*â,2,...,Ax) une partition de A. Nous avons la relation de
décomposition suivante :

K
S(Ar) + Z S6({ap})

k=I

où, pour tout k, aoreprésente le centre médian de Ia classe Ao.

Si on exprime cette relation par rapport au centre médian du nuage A, on obtient la
relation hnbituelle :

inertie totale = inertie intraclasse + inertie interclasse

Preuve
Le pseudo-théorème de Huyghens permet de démontrer facilement la relation de
décomposition. En effet, on a :

3o{l) = t $, oj1*;t*i- dt
x€ Ak j=l

K
(+ gb(A)= 136(A1)

k=1

o

K

I
k=l

I

I
ro

K
<+ 5o(A) = I, S(Ak) + 3r({a1})

k=1

<+ Sb(A)= > S(Ak) + ) So({a*})
k=l k=l

Lorsque b est le centre médian du nuage A, on retrouve les notions d'inertie
et d'inertie interclasse :

K
S1l , ;  =  > 3(Ar , )  +  S( [ (an,a(a1)) ,k=1, . . . ,K) )

k=l

La notion d'inertie binaire va nous permettre de donner une nouvelle interprétation de la
méthode de classification MNDBIN et de la méthode de classification croisée CROBIN.

C'est ce que nous montrons dans les paragraphes suivants.
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3. LA MÉTHODE DE CLASSIFICATION MNDBIN

Nous conservons ici la notation N(I)=[xi, i e I) pour le nuage de points de Bp, défini à
parlil d'un tableau X(I,J) croisant un ensemble I de n individus et un ensemble J de p
variables binaires.

3.1 LI uÉrHoDE MNDBIN

C'est un algorithme de type Nuées Dynamiques appliqué au nuage N(I) de Bp et utilisant
la distance en valeurs absolues d. Il fournif une solution locale au problème
d'optimisation suivant :

trouver une partition P=(Pt,...,P*) de I et un ensemble L=(at,...,a) de K
noyaux de Bp tels que le critère :

Inertie sur I'espace binaire et application à Ia classification

habituelle (elle
les noyaux sont
vecteur binaire

o

o

o

o

o

o

o

o

o

K
W(PD=> | d(x,,a)

k=I iel
soit minimum.

La résolution (chapitre 2) a mis en évidence une fonction d'affectation
Iepose sur la distance d) et une fonction de représentation particulière :
les centres médians des classes. Ainsi, chaquè classe est décrite par un
facilement interprétable.

3.2 LINoUvpLLEAPPRocHE

Considgrons le nuage N(I) dont les points sont munis de vecteurs de pondérations toutes
égales à I :

V ie I ,  V jeJ d(x , )  =  1

La relation de décomposition de I'inertie permet d'écrire :

3(N(I)) = W(P,L) + S({(an, cr(aç)), k=1, .. .  ,K})

Le critère W(P,L) apparait alors_g94me I'inertie intraclasse de la partition. De plus, le
problème de la minimisation de W(P,L) est équivalent au problèmè de la maxiniisation
de I'inertie interclasse du nuage des centres médians des classes. Ainsi présentée, cette
méthode est analogue à la méthode des Nuées Dynamiques utilisânt la distance
euclidienne et les centres de gravités des classes commê noyaux.

Si on note a la centre médian du nuage N(I), I'inertie interclasse de la partition s'écrit :

K
S({ (ar ,a(a1)) ,  k=1,  . . .  ,  K})

k=l je I

De par sa définition, cette inertie permet de donner un nouveau sens à la méthode. Il
{PPa{att que seu.le-s. les variables ayant une médiane locale (valeur 0 ou I majoritaire
dans la classe) différente de la médiane globale (valeur 0 ou I majoritaire sur I) ont une
contribution non nulle à I'inertie interclasse. Plus précisemment, I'inertie interclasse
s'écrit comme la somme des pondérations des médianes locales qui sont différentes des
médianes globales. La méthode maximisant cette somme, une partition sera d'autant
meilteure qu'elle contiendra des classes regroupant, le mieux- possible, les valeurs
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minoritaires des variables initiales (afin d'obtenir des pondérations associées les plus
grandes possibles).

Remarques
L'innoduction de l'inertie binaire ne change pas I'algorithme MNDBIN (les pondérations
des centres médians des classes n'interviennent pas). Simplement, cette inertie binaire
nous permet d'interpréter la méthode MNDBIN en terme d'optimimastion d'une inertie
intraclasse et d'une inertie interclasse.

Lorsque toutes les pondérations initiales sont égales, Ia méthode MNDBIN fournit une
solution au problème de classification posé. Cependant, celui-ci ne permet pas de
prendre en compte des pondérations initiales différentes. Dans la suite, nous proposons
une généralisation de I'algorithme MNDBIN, de sorte que celui-ci puisse être appliqué à
un tableau de données binaires muni d'un tableau de pondérations quelconques.

Une utilisation intéressante de I'algortihme MNDBIN généralisé sera vue dans le
paragraphe traitant de la méthode de classification croisée CROBIN.

3.3 GÉNÉnlrrsArroN DE LA MÉTHoDE

Nous proposons ici d'étendre le champ d'application de la méthode MNDBIN à un
nuage de points munis de vecteurs de pondérations quelconques.

Nous. supposons donc que chaque élément du tableau initial est muni de sa pr.opre
pondération, de sorte que:

X(I,J) = (r{)

cr(I,J) = (o)

V ie I, V je J al est la pondération associé" à 4.

Chaque élément xi du nuage N(I) est alors muni du vecteur de pondérations :

cr(x;) = (4,oi, ... , cr)

Pour mesurer corectement la proximité entre individus et noyaux, nous définissons une
nouvelle distance tenant compte de ces pondérations. Il s'agit d'une forme adaptée de la
distance en valeurs absolues. On la note D et elle est définie par :

V k=l,...,K, V ieI D(x,,as) =

où an représente le noyau de la classe k.

Le critère associé à la méthode s'exprime alors par:

K K
W(P,L)= > 2 D(x,,a1)= I > I c4lxl-al l

lel  iePl lel  iePljeJ

ll nous reste à définir les fonctions d'affectation et de représentation associées.

le tableau binaire,

le tableau des pondérations,

o

o

t

I
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I
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o

o
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La fonction d'affectation repose sur la mesure D : un individu i est affecté à la classe k
dont il est le plus proche du noyau au sens de la mesure D.

La fonction de représentation met encore en évidence le même type de noyaux; ce sont
les centres médians des classes définis à panir de la notion de médiane mais en tenant
compte des pondérations :

V k=1,...,K, V je J 4 = mediane,binaire de l'ensemble { (tl cri), ie I }

Remarques
Si on reprend la notion d'inertie binaire, la critère W(P,L) optimisé par I'algorithme
généralisé apparait alors comme une inertie intraclasse. La relation de décomposition
démontrée dans le cas général s'exprime ici de la façon suivante ici :

SN(I)) = W(P,L) + S({(an, a(a1)), k=l, . . .  ,  K})

Cela monte l'équivalence avec le problème de la maximisation de I'inertie interclasse.

Ce résultat va pernettre une approche différente de la méthode de classification croisée
CROBIN. En effet, après avoir donné une interprétation en terrne d'inertie du critère
optimisé par cette méthode, il nous sera possible de démontrer que les deux algorithmes
intermédiaires utilisés par CROBIN correspondent en fait à un seul et même
algorithme : I'algorithme MNDBIN généralisé. Cette étude fera I'objet d'un prochain

Enfin, et c'est ce que nous développons dans le paragraphe suivant, I'introduction de la
notion d'inertie binaire va nous permettre de définir des indices de description d'une
partition.

3.4 Inorcns DE DEscRrprroN D'UNE pARTrrroN

Dans le chapitre 2, nous avons déjà proposé des indices de description d'une partition
obtenue par I'algorithme MNDBIN. Ceux-ci fournissent des indications sur la qualité
globale de la partition, sur la qualité de chacune des classes et, enfin, sur I'homogénéité
de chaque variable dans chaque classe. Ils sont exprimés en terrne de pourcentage
d'accords entre données initiales et valeurs "idéales". A partir de la nouvelle approche,
nous pouvons définr de nouveaux indices, exprimant différemment la qualité des
résultats fournis par la méthode.

Lorsque les variables sont quantitatives, on se place dans l'espace Rp muni de la distance
euclidienne usuelle. On peut alors appliqué la méthode des Nuées Dynamiques utilisant
cette distance et minimisant I'inertie intraclasse de la partition. A partir de la relation de
décomposition de I'inertie, on définit alors des indices de description d'une partition (G.
Celeux et al. 1989).

Nous disposons ici d'une méthode et d'une relation analogue sur I'espace binaire. Nous
allons utiliser cette relation pour définir des indices de description d'une partition
obtenue par I'algorithme MNDBIN généralisé.

3.4.I Notations

Considérons toujours le nuage N(I) de centre médian a, une partition P de I en K classes
et I'ensemble L des K noyaux correspondants.
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Dans la suite, pour définir les indices, nous utiliserons les notations suivantes :

- relation de décomposition de I'inertie : T = W + B

-  pour tou t je t tou tkona :T j=Wr  +B j  T*=Wn+B*  Q =Wl+n l

- inert ietotale,r= 5 I :  qjr*j-dt = I Tj= 5 tn= T I T,k
k=l iePrieJ jeJ k=l k=l jeJ

-  inert ieinrraclasse'w=f > t  4t4-4r =I wr= 5 **= 5 >
k=l iePrieJ

o

o
wi

o

a

o

o

a

o

o

I

I
,O

I

jeJ  l c l  k= l  jeJ

-  iner t ie in terc lasse,n=5 2a j1ap) tdn-ar t  = f  B i= f  
"o=5 

f  B l
k=l  jeJ jeJ k=l  k=l  jeJ

3.4.2 Définition des indices

D'une qalière générale, on retrouve, dans le cas binaire, le même type d'interprétation
de.ces. indices que dans le cas quantitatif. En outre, ceux-ci peuvent appôrter des
indications supplémentaires, vu la particularité des données.

Dans la suite, nous utiliserons les appellations suivantes :

- L-orsque le-noyau d'une classe est identique au centre médian du nuage, nous
dirons que la classe a un comportement "médian".

- De la même manière, lorsque la médiane locale d'une variable (dans une classe)
est égale.à sa médiane globale (sur tous les individus), nous dirons que la classe
en question a un comportement "médian" vis à vis de cette variable. Nous
dirons également que la variable a un comportement local "médian".

- Lorsque toutes les composantes de tous les vecteurs de pondérations sont
éga.les. à.1, la médiane globale d'une variable est la valeur 0 ou 1 qui est
majoritaire sur I'ensemble des individus. Lorsque les pondérations sonr
quelconqrles, la médiane global est la valeur 0 ou I de plui forte pondération
associée. Dans les deux cas, nous parlerons toujours de t'valeur majoritaire" et

Indice général
Il représente la part d'inertie conservée ou expliquée en assimilant les individus aux K
centres médians :

RR=f

Un indice_$. proche de I signifie que le nuage des individus se résume au nuage des K
centres médians.

L'inertie T mesure la présence de valeurs minoritaires dans le tableau initial. L'inertie B
est un indicateur de.la répartition de ces valeurs dans les classes de la partition. Un
indice R égal à I indique alors que les valeurs minoritaires sont parfaitement regroupées
dans certaines classes.
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Contribution des Yariables
On définit ici un indice équivalent à R et représentant la part d'inertie de la variable j
prise en compte pa-r la partition :

coRc) =

Lorsque les données sont quantitativ"r, a", indice est une mesure du pouvoir
discriminant de la variable par rapport à la partition. L'indice R représente alors le
pouvoir discriminant moyen des variables vis à vis de la partition. Ces remarques restent

Un indice égal à I indique d'une part que la partition contient des classes regroupanr
parfaitement les valeurs minoritaires de la variable j, d'autre part que cette variable à un
comportement homogène dans chacune des classes.

L'indice est donc d'autant plus élevé qu'il existe des classes regroupant le mieux possible
les valeurs minoritaires de la variable. Par contre, si la variablè à un comportement
médian (homogène ou non) dans toutes les classes de la partition, elle n'a aucun pouvoir
discriminant (COR() = 0).

On définit également la contribution relative de la variable j à I'inertie interclasse de la
partition :

crn6; = cTR(; = 1

Celui-ci est complémentaire au premier et varie généralement dans le même sens.
Comme dans le cas quantitatif, le fait suivant peut se produire : dans certains cas, on a
COR() faible (resp. fort) et CTR(J) fort (resp. faiblè), cela signifie que la variable j
malgré une forte (resp. faible) contribution à I'inertie interclasse est peu (resp. très)

Description des classes
Pour chaque classe k de la partition, on définit les indices suivants :

représente le poucentage d'inertie extrait de la classe k.

Il reprégente également la part de valeurs minoritaires extraite
par la classe k.

gJ

TJ

gr

B- et
j € Jo

rft) =r&:

o

o

Cet indice permet de sinrer la position de la classe par rapport au
centre médian global. Plus il est élevé, plus la classe occupe une
position excentrée par rapport au centre médian global.

v/,
W(k) =lilF: la contribution relative de la classe k à I'inertie intraclasse.

Il indique la concentration de la classe indépendamment de sa
position. Toutefois, il est à étudier en regard du cardinal de la
classe : un indice fort est d'autant plus significatif que le cardinal
est élevé. L'indice W(k) représente la pan de désaccords extraite
de la classe k.

B,
B(k) =EÉ: la contribution relative de la classe k à l'inertie interclasse.

o
-1 36-
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Description des classes par variâbles
Pour chaque variable j et chaque classe k, on définit un indice représentant le pouvoir
discriminant de la variable j pris en compte par la classe k :

4
coR(i,k) =+

TJ

K
et

k=1
coRc,k) = coRc)

Un indice COR(i,k) élevé indique d'une part que la variable à un comportement local
non médian, d'autre part qu'elle est homogène dans la classe k. L'indice montre alors la
répartition, entre les classes, du pouvoir discriminant de la variable. Encore une fois, si
la variable ne se distingue pas de son comportement médian, I'indice est nul et n'offre
aucune contribution au pouvoir discriminant (même si la variable est parfaitement
homogène dans la classe k).

On définit également un indice complémentaire au précédent et représentant la
contribution relative de la variable j et de la classe k à I'inertie interclasse :

K
T

k=l
o

pJ
"k

CTR(,k) =E- et cTRC,k) = CTRC)

Il permet de voir, parmi les variables ayant un comportement local non médian, celles
qui caractérisent le plus chaque classe. De nouveau, les variables ayant un
comportement local identique au comportement global n'ont aucune contribution.

3.4.3 Remarque sur les indices

Les indices font apparaitre le résultat suivant : les classes et les variables ne sont
significatives (contributions non nulles) que dans la mesure où elles se distinguent du
comportement médian. Si cette différence de comportement existe, une classe ou une
variable apporte alors une information permettant de caractériser certains individus par
rapport à tout I'ensemble.

Considérons, par exemple, un nuage dont le centre médian est I'origine (toutes les
composantes sont égales à 0) et sur lequel on applique la méthode. La partition obtenue
sera d'autant meilleure qu'elle regroupe le mieux possible les valeurs I du tableau initial.
Une variable a un pouvoir discriminant (non nul) si, dans une classe au moins, sa
médiane est égale à 1.

3.4.4 Exemple d'application

Soit le tableau croisant I'ensemble l-(I,2,3,4,5,6,7,8,9,10) des individus et I'ensemble
J={a,b,c,d,e} des variables (figure I de la page suivante). On suppose, en outre, que
toutes les pondérations initiales sont égales à 1.

On applique la méthode MNDBIN en demandant 3 classes. Après plusieurs essais, on
obtient la partition suivante :

(A ,  B ,  C)  =  { (1 ,  6 ,7 ,91 ,  {3 ,4 ,8 } ,  {2 ,5 ,  l0 } )

que I'on représente (figure 2) en réordonnant les lignes du tableau initial de manière à
respecter les classes obtenues. Dans la figure 3, on représente le centre médian du nuage
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des individus ainsi que les noyaux des classes. Dans la figure 4, on indique les vecteurs
de pondérations de ces centres.

L'indice général R monne que la partition permet d'expliquer 67Vo de I'inertie initiale.
Dans la figurg 5, nous indiquons les contributions des variables (indice COR()), ainsi
que les.contributions des variables par classes (indice CORû,k)). Pour permèttre une
interprétation plus rapide, ces indices sont exprimés en pourcentage. On èonstate alors
qge la variable a n'a aucun pouvoir discriminant (COR(a)=O) alors que la variable c
dis-qrimin-e parfaitement la partition (COR(c)=100). Dans la figure 6-, on indique les
indices de description des classes. Dgs trois classes, une même part de valeurs
minoritaires est extraite (T(A)=T(B)=T(C)=33Vo). Les classes B et C sont celles ayant
les plus fortes contributions relatives à I'inertie interclasse. La classe A est- celle
occupant la position la moins excentrée.

abcde

1
2
3
4
5

6
7
8
9
l0

o
1
0
I
I
1

0
1
0
1
I
0
0
I
0
0

0
0
I
I
0

10
00
0 l
0r
00
r0
10
01
00
00

abcde

111000
6110r0
701010
910010
310110
410111
8101r1
210001
510001
l0  10000

figure 2
tableau initial
réordonné

abcde

figure 4
pondérations

o

figure I
tableau initial

abcde

figure 3
centres médians

I84422
A2 2  4  2  4
83333r
c33331

0010
1010
0111
0001

I
A
B
C

C

33 33 33
20 40 40
60 20 20

A

67 100 75 50
67000
0100 0  25
0 075 25

a

IO
AO
BO
CO

r(k)
B(k)
w(k)

figure 5
les indices COR

figure 6
description des classes

3.4.5 Programme

Nous avons déja présenté le programme MNDBIN et les résultats qu'il fournit à
I'utilisateur. En complément, nous avons écrit un progrirmme fournissaht les indices
d'aide à I'interprétation que nous avons défrnis dans un paragraphe précédent. Celui-ci
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est appelé INPABN (INdices de description d'une PArtition sur données BiNaires) et
intégré au logiciel SICLA. Ce logiciel ainsi complété contient alors trois programmes de
classification et trois programmes d'aide à I'interprétation pouvant êre appliqués à trois
types de données :

- MNDQAN et INPAQN pour les données quantitatives,

- MNDQAL et INPAQL pour les données qualitatives,

- MNDBIN et INPABN pour les dônnées binaires.

3.5 INT.I.UnNCE DE LA TRANSFORMATION DU TABLEAU INITIAL

Nous nous posons ici la question suivante : quel sera le comportement de la méthode
MNDBIN lorsque, dans le tableau initial, on inverse les valeurs d'une ou plusieurs
colonnes ?

Définition de la transformation
Considérons le tableau binaire X(I,J) et le tableau de pondérations o(I,J). Nous appelons
transformation de ce tableau par rapport à un point b de Bp le tableau X(I(b),J(b)) définit
pa r :

x(I(b),J(b)) = (4G))

où V ieI,  V jeJ xi(b) = lxi-  dl

Ainsi, une colonne j est inversée si et seulement si la composante j de b est égale à 1.
Lorsque le point b est le centre médian du nuage associé au tableau, on obtient ce que
nous appelons un tableau centré.

A partir du tableau X(I(b),J(b)), on définit alors le nuage N(I(b)) par :

N( I (b) )= {  (x , (b) ,a(x i (b) ) ) , ie  I  }

où  x iO )= l x t - b l

er a(xi(b)) = a(xi)

Considérons la base canonique usuelle (e1,...,ep) et I'origine O=(0,...,0) de Bp. Les
coordonnées des points du nuage N(I) sont expriniées par rapport à ce repère. Par contre,
la transformation effectuée sur les données initiales revient à placer I'origine du repère
au point b. Les coordonnées des points du nuage N(I(b)) sont alors exprimées par
rapport au nouveau repère.

Le centre médian
On peut facilement démontrer le résultat suivant : si a est le centre médian de N(I), alors
la transformation a(b)=la - bl de a est le centre médian du nuage N(I(b)). Ce résultat
s'applique également au centre médian d'un sous-ensemble du nuage et, plus
généralement, aux centres médians des classes d'une partition.

Application de la méthode
Considérons une partition P de I en K classes. Dans le repère d'origine O ou dans celui
d'origine b, les quantités mesurées par les différentes inerties (intervenant dans la
relation de décomposition) sont les mêmes.

o
-1 39-
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Par exemple, pour I'inertie du nuage on a :

3(N1r1u11; = ar(xi) txi(b) - atb)l

(+ s(N(I(b))) = a{x,; lr{ - dr - raj - drl

<+ S(N(I(b))) = crtx,) lxl- ajt

(e 3(N(I(b))) = S(N(I))

De façon analogue, on démontre que les inerties interclasse et intraclasse ne subissent
pas I'influence du changement de repère. La méthode MNDBIN peut donc être
appliquée indifféremment à partir de tout tableau transformé. Changer lès valeurs d'une
ou plusieurs colonnes du tableau initial n'influe pas sur les résultats fournis par

Remarque
Notons f I'ensemble des p variables égales aux p variables inversées de J : une variable
de-l pre_nd la valeur I (resp. 0) si et seulement si la variable correspondante de J prend la
valgur 0 (resp. 1). Considérons un ensemble Q de p variables appartenant à JuI. Toute
variable de cet ensemble apparait soit sous sa forme initialè, soit sous une forme
inversée, mais jamais sous les deux formes. Le tableau X(I,Q) correspond alors à une
transformation du tableau initial X(I,J). Les résultats démontrés dans ce paragraphe
peuvent être interpétés de la façon suivante : la méthode MNDBIN fournit toujouri un
même résultat à toutes les applications sur des tableaux de type X(I,Q).

4. LA MÉTHODE DE CLASSIFICATION CROISÉE CROBIN

4.I I.E pRrNcrpE DE LA clAssrFrcarroN cRorsÉE (G. GovneRT l9B3)

Rappelons rapidement le principe de la classification croisée : ayant un tableau croisant
deux ensembles I (les individus) et J (les variables), il s'agit de trouver simultanément
une partition P de I et une partition Q de J de manière à obtenir, comme en analyse
factorielle, des résultats en même temps sur les deux ensembles.

Lorsque le tableau envisagé est un tableau de contingence, un tableau de variables
qualitatives ou encore un tableau de variables quantitatives, la méthode de classification
croisée repose sur la notion de mesure d'information associée à un tableau. Cette mesure
peut être le Khi2 de contingence, dans le cas de tableau de contingence, ou I'inertie, dans
le cas de données quantitatives. La méthode fournit un tableau résumant le tableau
initial et maximisant cette mesure d'information. Elle procède de façon itérative en
effectuant, à chaque étape, une classifîcation sur l'ensemble I ou I'ensemble J. Dans les
deux cas, I'algorithme intermédiaire utilisé est le même et il maximise, à chaque fois, la
mesure d'information.

La méthode de classification croisée sur données binaires CROBIN ne suit pas ce
principe. Elle n'utilise pas une mesure d'information, mais un critère mesurant l'écart
entre le tableau initial et le tableau résumé. Le problème est alors de trouver le couple de
partitions conduisant à l'écart le plus faible possible.

t
i e l  j e J

T>
ie I  jeJ

>T
i e I  j eJ

a
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4.2 Ln rrrÉrHoDE CROBIN (G. GovnnRr 1983)

Soit X(I,J) un tableau croisant un ensemble I de n individus et un ensemble J de p
variables binaires.

La méthode CROBIN fournit une solution locale au problème d'optimisation suivant :

trouver une partition P de I en K classes, une partition Q de J en M classes et
un tableau binaire à K lignes et I(4'colonnes

a = (af,)
tels que le critère

KM
W(P,QA) = > I

k=l m=I iePpje/n

soit minimum.

Pour résoudre ce problème, la méthode CROBIN utilise deux algorithmes, voisins I'un
de I'autre, et tous deux constmits sur le principe des Nuées Dynamiques :

- le premier permet de déterminer, à Q fixé, une partition P de I et un
tableau A améliorant le critère W(P,Q,A),

- le second permet de déterminer, à P fixé, une partition Q de J et un
tableau A améliorant encore le critère Iry@,Q,A).

En partant de deux nombres K et M et d'un point initial (P ou Q), I'algorithme CROBIN
fournit, à la convergence, une solution au problème posé. Notons également que ces
deux algorithmes recherchent des noyaux particuliers ayant, dans les deux cas, une
forme spécifique: chaque composante binaire de ces noyaux est pondérée (par les
cardinaux des classes de Q dans le premier algorithme, par les cardinaux des classes de
P dans le second). Le tableau A recherché lors d'une itération de I'une ou I'autre étape
intermédiaire est construit de la façon suivante :

V k=1,... ,K, V m=1,... ,M { = mediane de { xl,  ieP* et j€Qm }

Nous allons montrer que cette approche peut se ramener à la recherche d'un tableau
résumé maximisant une me.sure d'information. Ainsi, toutes les méthodes de
classification croisée seront unifiées. Nous allons plus loin en proposant une forme
généralisée de I'algorithme CROBIN.

4.3 Ll prnsunn DTTNFoRMATToN

A partir des tableaux X(I,J) et cr(I,J), on peut définir les nuages N(I) de Bp et N(J) de Bn
par :

N(I) = { (x,, cr), iel }

N(J) = { (t', ar), je J }

où xu cli sont les vecteurs lignes et il, d les vecteurs colonnes des tableaux de déparr.
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L'inertie du nuage N(I) par rapport à I'origine de Bp est égale à I'inertie du nuage N(J)
par rapport à I'origine de B'. En effet, on a :

30(N(I ) )=I  t  q j * i=> I4*{=S'(N(J))
i e l  j eJ  j eJ  i e l

Définition
Nous définissons la mesure d'informatipn du tableau initial X(l,J) commc I'inertie
commune des runges des lignes et dcs colonnes par rapport à leur origine respective :

Info(X(t,J)) = 9oN(D = Soz1lg))

Cette information est une mesure de la présence de la valeur 1 dans le tableau X(I,J). Si
toutes les pondérations initiales sont égales à 1, il s'agit exactement du nombre de
valeurs I contenues dans le tableau.

Si on prend soin de centrer la nuage des individus, c'est à dire de prendre pour origine de
I'espace le centre médian du nuage, I'information est alors une mesure de la présence des
valeurs minoritaires du tableau X(I,J).

4.4 TInTnlu ASsocIÉ À uN couplE DE PARTITIoNS

Soient P une paftition de I en K classes et Q une partition de J en M classes.

Déftnition
Au couple de partition (P,Q), nous associons le tableauX(P,Q) d'ordre (K,M) défini
par :

X(p,e) = Uie,U)
où

Vm=],..,M, Vk=],...,K ffe,O = médiane t Gl,al ),,iepoet jedn ].

On déftnit comme tableau de pondérations associé au tableau X(P,Q) Ie tableau a(P,Q)
suivant :

dt e,0 = I ii(r) - nitol I
ou

û(l) = > 2 o!r! somme des pondérations des valeurs I de X(Pbd"),
iePyjeff

it@ = > > a!1t - x! somme des pondérations des valeurs I de X(Pk{).
iePyjeQn

Remarques sur la construction du tableau X(P,Q)
Le tableau X(P,Q) peut être obtenu en deux étapes, en construisant tout d'abord Ie
tableau X(I,Q) puis, à partir de ce dernier, le tableau X(P,Q) lui même.

De façon équivalente, on peut également obtenir le tableau X(P,Q) en construisant tout
d'abord le tableau X(P,J).

o
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Le tableau X(I,Q) est défini à partir du tableau initial X(I,J) de la façon suivante :

V ie I, V m=1,...,M \T(I,e) = médiane de { (xl, al), j. e- }

er cr |g,e=|L4xr i -  f  4tr-4l t
jeQm je@

A partir de X(I,Q), nous pouvons contruire le tableau X(P,Q) suivant :o

o

V K=1, . . . ,K ,  V  m=1, . . . ,M

er of,{e,e)=t;,
ie Pt ie P1

La propriété de conservation de la médiane perrnet de montrer que le tableau, ainsi
construit, correspond exactement à la définition du tableau X(P,Q).

Remarque sur les nuages associées aux tableaux X(I'Q) et X(PJ)
A partir des lignes du tableau X(I,Q) et des pondérations associés, nous pouvons
construire le nuage N(VO inclus dans BM. Si P est une partition en K classes de ce
nuage, les centres médians des classes sont, par construction, les vecteurs lignes du
tableau X(P,Q).De plus, les vecteurs de pondérations de ces centres sont les vecteurs
lignes du tableau de pondérations associé o(P,Q).

A partir des colonnes du tableau X(P,J) et des pondérations associées, nous pouvons
construire le nuage N(J/Q) inclus dans Bx. Si Q est une partition de ce nuage, les centres
médians des classes et leurs vecteurs de pondérations sont, cette fois, les vecteurs
colonnes de X(P,Q) et du tableau de pondérations associé d(P,Q).

Mesure d'information associée au tableau X(P'Q)
Le tableau X(P,Q) étant un tableau binaire muni de pondérations, nous pouvons lui
associer une mesure d'information. Pour cela, considérons les deux nuages N(P/Q) de
Bwt et N(QÆ) de Bx suivant :

N(P/Q) = { (xr, o!.), k=1,...,K } er N(QÆ) = { (x-, o-), m=1,...,M }

les xn sont les vecteurs.lignes et les x* les vecteurs colonnes de X(P,Q),

les oç sont les vecteurs lignes et les oP les vecteurs colonnes de a(P,Q).

{e,Q) = médiane de { (xi"G,e), cri'(I,e)), iepo

ai{r,Q)1'(r,Q) - 2 o,i{r,Q)(l - xlG,Q)) |

o

o

a

a

c

a

a

ou:

I

I

r l

La mesure d'information associée au tableau X(P,Q) est alors la suivante :

Info(X(P,Q)) = go(N(P/Q)) = $o(N(QÆ))

(+ Info(X(P,e) = 5, Ï, opfr,Ol x[{p,e)
lel m=l

II nous reste maintenant à démontrer que les deux algorithmes intermédiaires utilisés par
CROBIN ne sont autre que I'algorithme MNDBIN généralisé, et que la méthode
CROBIN optimise, en fait, la mesure d'information Info du tableau X(P,Q). C'est ce que
nous montrons dans le paragraphe suivant.
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4.5 Le NoUvBLLE APPRoCHE

Dans un premier temps, nous considérons que le tableau initial X(I,J) est associé à un
tableau de pondérations toutes égales à 1. C'est à ce type de tableau que s'applique la
méthode CROBIN existante.

P-uis, lprès avoir montré que CROBIN s'inscrit dans le cadre général des méthodes de
classification croisée, nous proposons un algorithme CROBIN généralisé qui permet de
prendre en compte des pondérations initiales quelconques.

4.5.1 Les deux algorithmes intermédiaires

Soit Q.gl9 partition de J en M classes, Q initialement fixée. Le premier algorithme
intermédiaire de CROBIN recherche une partition P de I en K clàsses et un tableau
bjnairg A d ordre (K,M) minimisant le critère W(P,Q,A) que nous avons déjà présenté.
Cet algorithme recherche en fait un ensemble de noyaux particuliers quê i'on peut
qualifier de pondérés.

Le tableau des noyaux A recherché par CROBIN n'est autre que le tableau X(P,Q)
associé-au coqple de partition (P,Q). Cet algorithme intermédiaire n'esr aurre que
Lglggritnme MNDBIN généralisé appliqué au huage N(VQ) défîni à partir du tableàu
X(I,Q) et du tableau de pondérationso(I,Q).

$l-ors .que l'-algortJhme intermédiaire de CROBIN recherche des noyaux pondérés,
I'algorithme MNDBIN généralisé recherche, lui, des noyaux binaires et 

-travaille 
sur des

données initiales qui, elles, sont pondérés. Le critère optimisé est alors I'inertie
intraclasse \rye/O de la partition P du nuage N(VQ). C'est ce que nous monrrons dans

Soient (P,Q) un couple de partitions en K et M classes de (I,J). Le critère correspondant
à le méthode CROBIN s'écrit w(P,Q,x(P,Q)). Aprés avoir décomposé I'expression de
W(P,Q,X(P,Q)), nous avons fait apparaitre un lieravec I'inertie intrâclasse We/Q), ti"n
qui se naduit par la relation suivante :

W(P,Q,X(P,Q)) =W(P/Q) + W(Q)

où W(Q) est I'inertie intraclasse de la partition Q du nuage des variables N(J). Si Q est
fixée, cette relation montre bien le lien existant entre I'algorithme intermédiaire et la
méthode MNDBIN généralisée.

De la même manière, pour une partition P fixée, le second algorithme intermédiaire de
CROBIN n'est autre que la méthode MNDBIN généralisée-appliquée, cette fois, au
nu!B! N(J/P) défini à partir des colonnes du tableau X(P,J) et dulâbléau de pondérations
o(P,J). Le crière correspondant s'exprime alors comme I'inertie intraclasse W(QÆ) Oe ta
partition Q du nuage N(JÆ). A nouveau, nous pouvons construire une relation du même
type que la précédente :

W(P,Q,X(P,Q)) =W(Q/P) + W(P)

où W(P) est I'inertie intraclasse de la partition P du nuages des individus N(I). Cela
montre le lien entre ces deux algorithmes

Il nous reste maintenant à montrer que I'algorithme CROBIN optimise en fait la mesure
d'information Info associée au tableàu binaire X(P,Q).
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4.5.2 La méthode CROBIN et la mesure d'information

Soit (P,Q) un couple de partitions en K et M classes de (I,J). Nous savons alors
construire le tableau X(P,Q) ainsi que les tableaux X(I,Q) et X(P,J) et les nuages
associés N(VQ) (inclus dans Brvt) et N(JÆ) (inclus dans BK).

Puisque les centres médians des classes de P sont les vecteurs lignes du tableau X(P,Q),
l'inertie inraclasse de la partition P de N(VQ) s'écrit :

w(P/Q) = L I > C[ÏG,Q)| xinc,Q) - \Ï(P,Q) r
k=l iePrm=l

De manière symétrique,l'inertie intraclasse de la partition Q de N(JÆ) s'écrit :

M K
w(QÆ)= L I 2 arnlr,r;r/n{l,l)-\i(p,Q)r

m=l jeQ-k=l

Proprtéfts
Les inerties intraclasses W(P/Q) et W(Q/P) sont liées aux mesures d'information des
tableaw X(l,Q), X(PJ) et X(P,Q) par les relations suivantes :

(i) InfoÂU,QD =W(P|Q) + Info(X(P,Q))

(ii) Info(X(P,J)) = W(Q|P) + Info(X(P,Q))

Preuve
Nous démonnons ici la relation (i) (la seconde relation se démontre de la même façon).
La mesure d'information du tableau X(P,Q) est égale à I'inertie du nuage N(P/Q) (défini
dans le paragraphe 4.4) par rapport à I'origine. Or, ce nuage n'est autre que le nuage des
centres médians des classes de la partition P de N(VQ). Si on décompose I'inertie du
nuage N(I/Q) par rapport à I'origine, on obtient alors :

K M
goN(VQ)) = w(P/Q) + L 2 cr[{e,Q) 4(P,Q)

k=l m=l

<+ S1N(IA)) = w(P/Q) + 3o(N(P/Q))

Cette relation n'est autre que la relation (i) puisque, par définition, on a :

Info(X(I,Q)) = goN(VO)

et Info(X(P,Q; = $o(N(P/Q))

La nouvelle interprétation de la méthode CROBIN
Dans un premier temps, nous avons démontré que I'algorithme CROBIN minimise, tour
à tour, Ies inerties interclasses W(P/Q) puis IV(QÆ). Pour cela, il utilise I'algorithme
MNDBIN généralisée qui apparait comme I'unique algorithme intermédiaire de la
méthode. Enfin, I'introduction de la mesure d'information pour tableaux binaires nous a
conduit aux deux relations (i) et (ii). Celles-ci permettent alors de montrer que
I'algorithme CROBIN recherche une suite de couple (P,Q) de partitions maximisant Ia
mesure d'information Info du tableau X(P,Q).

o
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Nous pouvons maintenant aller plus loin, et proposer un algorithme CROBIN plus
général travaillant à partir d'un tableau initial dont les éléments sont munis de
pondérations, non plus toutes égales à 1, mais quelconques.

4.6 L'lLGonrrHMEcÉNÉnalrsÉ

Considérons le problème de classification croisée suivant :

Soient X(l,J) Ie tableau de données binaires et a(l,J) le tableau de
pondérations.ll s'agit de trouver un couple de partitions (P,Q) de (I,J) tel que
la mcsure d'information associée au tableau X(P,Q) soit maximale.

Tous les résultats vus précédemment, et en particulier les relations (i) et (ii), peuvent
facilement être redémontrées en tenant compte de pondérations initiales quelconques.
Ces deux relations nous permettent alors de construire un algorithme CROBIN
généralisé qui utilise, comme algorithme intermédiaire, I'algorithme MNDBIN

En partant d'un point initial (P ou Q) il optimise, à chaque étape, la mesure
d'information du tableau X(P,Q). Pour cela, il construit une suite de couple (F,Qr) en
procédant de la façon habituelle :

- Soient Q une partition de J et XG,q) le tableau associé au couple (I,Q). La
méthode MNDBIN généralisée fournit une partitisl pr+l de I et un tableau
Xlpr+t,Qt) en maximisant la mesure d'information associée au tableau
X(Pr+f,qr; (d'après la relation (i)).

- Soient pr+l ons partition de I et X(Pr+I,1; le tableau associé au couple (Pt*I,D.
La méthode MNDBIN généralisée fournit une partition Qr+lde J et un tableau
X(Pr+l,qr+l) en maximisant la mesure d'information associée au tableau
X(Pr+l,Qr+l; 1d'après la relation (ii)).

Dans le cas où toutes les pondérations sont égales à l, on retrouve, bien sûr, I'algorithme
CROBIN initial.

5. CLASSIFICATION ASCENDANTE HIÉRARCHIQUE SUR DONNÉES
BINAIRES

Lorsque les données sont binaires, on dispose d'un grand nombre d'indices de
dissimilarité entre individus. A partir de ceux-ci, on peut construire des indices de
proximité entre classes comme I'indice du lien minimum ou single linkage, I'indice du
lien maximum ou complete linkage ou encore I'indice du lien moyen ou average linkage
(E. Diday et al. 1982).

Une autre approche consiste à plonger les données binaires dans un espace du type Re.
On peut alors utiliser les indices de proximités définis dans le cas quantitatif. Le plus
utilisé est I'indice de d'augmentation d'inertie ou indice de \Mard (1963). Nous pouvons
également citer I'indice de I'inertie de la réunion de deux classes (M. Jambu 1978).

Nous proposons ici une nouvelle approche. A partir des propriétés démontrées sur
I'espace Bp, nous pouvons définir un ceftain nombre d'indices d'agrégation. En fait, les
indices que nous proposons sont définis de façon analogue à ceux proposés dans le cas
quantitatif. Parmi ceux-ci, ceftains ne peuvent être utilisés pour indicer une hiérarchie.
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C'est le cas notamment de l'indice analogue à I'indice de Ward. Comme I'indice de la
distance euclidienne entre centres de gravités des classes (Sokal et Michener 1958) dans
le cas quantitatif, I'indice de la distance (en valeurs absolues) entre les centres médians
des classes pose également un problème d'inversion.

Par contre, I'indice de I'inertie binaire convient parfaitement. Nous proposons, en outre,
un nouvel indice d'agrégation défini comme une mesure de I'homogénéité de la réunion
de deux classes. Pour ces indices, une relation de récurrence n'a pu être démonrée.

5.l Nor,lrroNs

On reprend ici les notations suivantes :

- X(I,J) le tableau croisant un ensemble I de n individus et un ensemble J
de p variables binaires. Nous supposons ici que toutes les
pondérations sont égales à 1. La généralisation à des pondérations
quelconques ne pose aucun problème particulier.

- N(I) le nuage défini à partir du tableau X(I,J).

- N(A) le nuage défini à partir d'une partie A de I et du sous-tableau
X(A,J) correspondant.

5.2 Lps IrnarrEs DE L'ANALOGIE

Lor-sque le-s données sont quantitatives, on dispose de I'indice de Ward qui peut
également-être utilisé pour indicer la hiérarchie. Nôus définissons ici un indice aïalôgue
dans le cadre de I'espace Bp muni de la distance en valeurs absolues.

Cependant, c.elui-ci pose des problèmes d'inversion et ne peut être utilisés pour indicer
une hiérarchie. Le même problème se pose si on prend cbmme critère d'agrégation la
distance en valeurs absolues entres les centres médians des classes. C'est ée que nous
montrons dans ce paragraphe

5.2.1 Indice analogue à I'indice de Ward

Le pseudo-indice de Ward
Soient 11€t 12 deux parties disjointes de I. Nous définissons le pseudo-indice de Ward
comme I'indice de I'augmentation de I'inertie binaire aprés agrégàtion de 11 et 12, soir :

A(I1,I2) = S(N(IruI2)) - g(N(Ir)) - S(N(I2))

Par définition, cet indice est égal à I'inertie interclasse du couple (Ir,Ir) et :

^(I l , I2) = S({ar,a2})

où

al est le centre médian du nuage N(Ir) = { (x,, cr(xi)), ie 11 },

a2 est le centre médian du nuage N(Iz) = { (x,, a(x)), ie 12 }.

o
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Autre interprétation de I'indice
Les inerties binaires intervenant dans la définition de l'indice peuvent s'interpréter de la
façon suivante :

S(N((IruIr)) est égale au nombre de valeurs minoritaires de X(Irr.-.rIr,J),

g(N(It)) est égale au nombre de valeurs minoritaires de X(I',J),

3(N(I2)) est égale au nombre de valeurs minoritaires de X(I,,J).

L'indice Â apparait alors comme I'indice de I'augmentation du nombre de valeurs
minoritaires après agrégation de deux classes.

L'indice n'est pas croissant
L'indice Â ne peut pas être utilisé pour indicer la hierarchie. A travers I'exemple
ci-dessous, nous montrons que I'indice n'est pas croissant et qu'un problème d'inversion
peut surgir.

Soit le tableau binaire, croisant 3 individus (1,2,3) et trois variables binaires {a,b,c},
défini par :

avec des pondérations initiales toutes égales à 1.

L'indice Â, entre deux quelconques de ces points, est toujours égat à 2. Agrégeons, par
exemple, les deux premiers individus :

A( t 1) ,{21) = 2

Le nombre de valeurs minoritaires, initialement égal à 0, est donc augmenté de 2 (une
valeur minoritaire pour b et une pour c).

Après agrégation du troisième point, on obtient I'indice :

^( t1 ,2) , {3} )  =  I

L'agrégation de {1,21 etde {3} induit donc une augmentation d'une seule valeur
minoritaire (celle prise par a sur I'individu 3), c'est-à-dire moins que lors de l'étape
précédente. Les variables (b,c) n'avaient pas de majorité dans la partie {1,21.
L'agrégation avec {3} a permis de leur en fournir une, mais cela ne conduit à aucune
augmentation du nombre de valeurs minoritaires pour ces deux variables.

Remarque
Dans la pratique, I'utilisation du pseudo-indice de Ward aboutit parfois à une hiérarchie
convenablement indicée. Nous en donnerons un exemple dans la suite.

5.2.2 L'indice de la distance entre centres médians

Comme I'indice précédent, I'indice de la distance en valeurs absolues entre les centres
médians des deux classes agrégées peut poser des problèmes d'inversion.
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Notons Â cet indice, on a :

Â(I , ,12)=I  l1 -dr l
j eJ

où a, et % sont les centres médians des deux parties I, et Ir.

Nous donnons, ci-dessous, un exemple simple montrant que cet indice ne peut êre
utilisé pour indicer une hiérarchie.

Considérons le tableau croisant 3 individus {1,2,3} et 3 variables {a,b,c} défini par:

avec des pondérations initiales toutes égales à 1.

La distance entre deux quelconques de ces points est toujours de 2. Si on agrège {1) et
{2l,le centre médian de {1,2} est alors (0,0,0) (on choisit la valeur 0 si aucune valeur
n'est majoritaire). L'indice A({1,2},{3}) égal à I est inférieur au précédent.

L'indice ne tient pas compte des vecteurs de pondérations et donc du comportement des
variables. Deux parties \et[2 ayant un même centre médian mais des pondérations
associées différentes sont agrégées, même si il existe une partie 13, âlant un centre
médian différent, mais où les variables peuvent avoir un comportement global se
rapprochant d'avantage de celui de I'une ou I'autre partie 11 ou 12.

5.3 Ixnrcn DE LIINERTIE

Pour des données quantitatives, M. Jambu (1978) propose d'utiliser, comme indice
d'agrégation, I'inertie de la réunion de deux classes. Nous définissons ici un indice
analogue à partir de I'inertie binaire.

Définition
Nous définissons l'indice de I'inertie de la réunion de deux classes Il et 12 de lafaçon
suivante :

A(IrI2) = S(N(t*/12))

Supposons encore que toutes les pondérations initiales soient égales à 1. Comme nous
I'avons déjà vu, cet indice représente alors le nombre de valeurs minoritaires de la partie
obtenue après agrégation. Il apparait évident que ce nombre se trouve soit inchangé, soit
augmenté après chaque agrégation. L'inertie peut alors être utilisée pour indicer la
hiérarchie.

Ce résultat se démontre simplement à partir de la relation de décomposition de I'inertie
binaire. Si on note a1 le centre médian du nuage N(Ir) et a2 celui de N(Iz), on a :

A(I'I2) = S(N(IrvIz))

(+ A(I,uI2) = S(N(Ir)) + g(N(I2)) + S({apq})

o
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Cette relation montre que I'indice de hiérarchie conespondant à I1uI2 esr supérieur à
I'indice de hiérarchie correspondant à 11 et à celui correspondant à 12.

La généralisation à des pondérations initiales quelconques est évidente. L'inertie
s'interprète alors comme la somme des pondérationi des valèurs minoritaires.

5.4 UN xouvEl INDICE

Nous proposons ici un indice représentant, cette fois, la part de valeurs minoritaires
après agrégation. Ce n'est pas un indice équivalent à I'indice de I'inertie puisqu'il prend
en compte les effectifs des parties à agréger.

Définition de l'indice
Soient I1 et 12 deux parties de L Nous défînissons le critère d'agrégation, égal à la part
de valeurs minoritatres après agrégation, de lafaçon suivante :

2 S(N(I,ulr))A(rrur)=ffi

où p est le nombre de variables, n, Ie cardinal de I, et n, le cardinal de 12.

L'indice Â varie de la valeur minimale 0 à la valeur maximale 1, de sorte que :

Â=0 si la réunion I1uI2 contient des individus ayant tous répondus de façon
identique aux variables,

Â=1 si, après agrégation de 11 et 12, aucune variable n'a une majorité

Au cours de I'algorithme de classification ascendante hiérarchique, I'indice A croît.
Après agrégation, le nombre de valeurs minoritaires se trouve augmenté. L'indice croît
également sauf dans le cas extrème où les centres médians des deux parties 11 et 12 sont
égaux. Cela ne peut se produire que si la classe Ir (par exemple) contient des individus
de vecteurs réponses tous identiques et si la classe 12 est réduite à un élément se
comportant comme ceux de 11 (I2 ne peut contenir plus d'un élément car cela serait
synonyme d'une mauvaise agrégation lors d'une étape précédente). Dans ce cas de
figure, les indices Â(I1,I2), Â(I1) et Â(I) sont tous trois égaux à 0 (où, pour k=1,2, ̂ (Ik)
représente la part de valeurs minoritaire de I1).

Généralisation à des pondérations initiales quelconques
En utilisant la définition de I'inertie par rapport à I'origine et de I'inertie par rapport au
point dont les coordonnées sont toutes égales à 1, nous obtenons I'expression suivante de
I'indice :

Â(It,I2) =
2 g(N(rlur2))

$ e(N(I,uIr)) + q (N(IruI2))

Cette nouvelle expression permet de prendre en compte des pondérations initiales
quelconques : il représente la part de valeurs minoritaires, calculée en tenant compte des
pondérations de ces valeurs.
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5.5 PNOCNITTAME ET APPLICATIONS

Le programmg CAHBIN a également été conçu dans le cadre du logiciel SICLA. Il
propose_à I'utilisateur le choix entre les différents indices étudiés ici : le pseudo-indice
de Wtrd (paragraphe 5:1), I'indice de I'inertie binaire (paragraphe 5.3) ef I'indice de la
part de valeurs minoritaires (paragraphe 5.4).

Nous avons conservé le pseudo-indice de Ward dans la programmation car, pour
certains tableaux binaires, il aboutit à une'hiérarchie convenablement construite. C'ést le
91|-Par exemple, des données MERO (déjà étudiées dans le chapitre 2). Nous allons
d'ailleurs utiliser ce jeu de données pour illustrer le programme cRirgtN.

R.appellons tort d'abord que l'étude de MERO a mis en évidence deux goupes A et B de
plaques-boucles. L'ensemble A semblait contenir des plaques-bouclesloistruites avec
des techniques plus anciennes que celles du groupe B. I-â méthode MNDBIN a aussi
permis de déterminer 5 sous-groupes constitués comme suit :

Groupe A1 : 21 elements

03
31

Groupe A2

05

Groupe A3

07

Groupe 81

Groupe 82

02

9 elements

06 08 12 13 18 t9 29 44

04 09 L4 20 2t 22 24 25 26 28 30
323335646495253

9 elements

15 23 47 54 55 56 57 58

9 elements

ll t7 27 34 48 51 50 59

11 elements

0r 10 L6 37 38 39 40 4t 42 43 45

o

)
l

rO

Le critère associé à cele partition est égal à 100 (le nombre de désaccords enrre noyaux
et données initiales). Pour la méthode MNDQAN, la partition obrenue est identique à
une permutation près : l'élément 52 passe de A1 à A3. Notons que le nombre de
désaccords est alors de 101.

Les hiérarchies connuites à partir des différents indices sont les suivantes :

- H1 utilisant le pseudo-indice de Ward (page 153),

- H2 I'indice de I'inertie binaire (page 154),

- H3 I'indice de la part de valeurs minoritaires (page 155),

- Ha I'indice de Ward (page 156).

Les_ coupures en 2 classes de ces hiérarchies sont toutes identiques : on retrouve
parfaitement les groupes A et B.
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on retrouve la partition fournie par MNDQAN,
le critère est donc de 101.

Les hiérarchies obtenues sont toutes différentes, mais on peut noter que la coupure la
plylp:qrle de la partition MNDBIN est celle de H1 (de façon analogue à H+ et
yryDq4N, qui fournit, sur cet exemple, des résultats voisins de ôeux Oe VtTlpgfry. La
hiérarchie H2 se rappoche d'avantage de H1 que de H3, cette dernière se distingue
d'ailleurs de toutes les autres. Pour H1, H2etHJ, les 5 classes sont agrégées de faion
analogue dans le haut de ces hiérarchies (pour le groupe A, notons que Â2 et A3 s-ont
ag1égés en ̂ premier lieu). Pour H3 les classes du goupe A sont alregeès de façon
différente (A1et A3 en premier lieu).

D'autres essais ont été effectués à partir de données simulées. Il apparait alors que les
coupure.s de la hiérarchie utilisant le pseudo-indice de Ward-(si des probièmes
d'inversion ne se posent pas) et celles dè la hiérarchie utilisant I'inertie binaire sont
souvent très proches des partitions fournies par MNDBIN. Lorsque, pour un tableau de
données,.les applications des méthodes MNDBIN et MNDQAN ne diffèrent que très
peu, la hiérarchie utilisant I'indice de Ward est voisine des dèux précédentes. Enfin, la
hiérarchie construite à partir du critère de la part de valeurs minoritaires se distingue

4ntCl plusieurs qutres essais, une rerharque peut être faite au sujet du critère de la part
de valeurs minoritaires : si le tableau initial èst centré, c'est-à-diie si on place le centre
médian à l'origine, I'indice correspond alors à la part de valeurs 1; la hiéràrchie obtenue
est différente du cas non centré, mais se rapproche de façon sensible de celle construire
en utilisant I'indice de Ward usuel.

Les coupures en 5 classes sont assez proches de la partition fournie par MNDBIN. Les
9g]lT gtoupes inclus dans B se retrouvent parfâitement. Pour le groupe A, des
différences apparaissent :

coupure de H1 24 passe de A3 à A1,
le critère augmente de I et passe à 101.

- coupure de H2 34 passe de A3 à A1 et 35 de A1 à A2,
le critère augmenre de 3 et passe à 103.

- coupure de H3 7 et 50 passenr de A3 à A1 er 52 de A1 à A3,
le critère audmente de 5 et passe à 105.

- coupure de Ha

-rs2-
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COMMÀNDE :  CAHBIN <> c lass l f l ca t ion  h le rarch lque de  donnees b lna l res

A r b r e  d e  l a  c l a s s l f l c a t l o n  h l e r a r c h i q u e  u t i l i s a n t  ] e  p s e u d o - l n d l c e  d e  w a r d  :
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C O M M À N D E  :  C À H B I N  < >  c l a s s l f l c a t i o n  h l e r a r c h l q u e  d e  d o n n e e s  b i n a i r e s

A r b r e  d e  1 a  c l â s s l f l c a L i o n  h i e r a r c h i q u e  u t i l i s e n t  l ' i n d i c e  d e  I ' i n e r ! l e  b i n a i r e  :
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COMMÀNDE :  CÀHBIN <> c lass l f i ca t lon  h le rârch lque de

À r b r e  d e  I a  c l â s s l f l c a t l o n  h l e r â r c h i o u e  u t i l i s a n t

Inertie sur l'espace binaire et applicatian à la classifîcation

donnees b lna l res

I ' i n d i c e  d e  l a  p a r E  d e  v a l e u r s  m l n o r l t a i r e s  :

. r r  I

5 l  l - - - .  I
t - - - - r

t l  ) - - - - - - '  I
t - - - r

1 0 .  |  |
t - - - - r  I  I

3 4 .  I  I  I
t l

o l l - - - - .  |  |  |
|  - - - - .  I

t .  l - - - - - - - r  I

2a  t - - - - - - - .  I  I
t - - - - - - - - .  I

2a  l - - - - - - - .  I

t l
l l

2 2 .  |  |  |
I

2 r  l - - - - - - - - - - .  I

20  l - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - r  I

\ 2 .

l a .  I
I I

t l

t - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

I

I

I

I

I

I

I

I

I

o

I
)
)o

4 3 .  I

t t  ) - - - - - - .  I

I t  l - - - - - .  I

a !  1 - - - - - - - - - - .  I
t -------------------------

o I  .  I

l - - - '  I

l a r  |  |

l _ _ i  I

l o  t - - .  |  |

t-------------.

r a  l - - - - r

r l  ! - - - - - - - - - - - - - - - .
I

I
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CHAPITRE 6

CLASSIFICATION ET
ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

POUR DONNEES BINAIRBS

1. INTRODUCTION

Lorsque les données sont quantitatives, on associe souvent à I'analyse factorielle le
modèle général suivant :

X  =  LxS  +  R

où X représente la variable multidimensionnelle observée, S la matrice des facteurs
(appelée aussi matrice des "factor scores"), L la matrice des composantes des individus
dans la base des facteurs (ou matrice des "factor loadings") et R la variable résiduelle.
Le problème est alors d'estimer les paramètres.

Plusieurs approches permettant d'étendre I'analyse factorielle, terrne ici employé au sens
large (recouvrant à la fois I'analyse factorielle proprement dite et I'analyse en
principales), ont été envisagées pour les données binaires.

Une première approche consiste à calculer une matrice de corrélations (appelées
"tetrachoric correlations") et à appliquer ensuite I'analyse factorielle habituelle. Mais un
problème peut se poser car la matrice ainsi calculée n'est pas nécessairement définie
positive. Pour cette raison, d'autres alternatives ont été proposées (R.D. Bock et M.
Liebermann 1970, A. Christofferson 1975, B. Muthen 1978, B.S. Everitt 1984). Ces
derniers considèrent que la variable multidimensionnelle X (la variable observée) est
issue d'une variable normale X* (variable latente) de moyenne nulle suivant un shéma
précis. Ils supposent alors que cette variable multidimensionnelle X* suit le modèle
habituel de I'analyse factorielle. Notons également les travaux de D.J. Bartholomew
(1980 et 1984) considérant une approche plus générale pour les variables qualitatives
qui inclut les modèles précédents.

M.R. Mickey, P. Mundel et L. Engelman (1984) ont une approche particulière du
problème qui consite à rester "proche" des données binaires initiales. Ils reprennent le
modèle habituel de l'analyse factorielle en considérant les facteurs comme des vecteurs
binaires et les "factors loadings" comme des valeurs binaires. Les opérateurs
arithmétiques utilisés sont les operateurs booléens "et" et "ou". Le problème consiste
alors à déterminer les matrices L et S de sorte que l'écart entre le tableau X et le produit
LxS soit minimum. Cette méthode est appelée analyse factorielle booléenne et optimise
un critère équivalent à celui optimisé par la méthode MNDBIN. Dans ce chapitre, nous
reviendrons sur cette méthode présentée dans le cadre du logiciel BMDP.

Une aune approche est de calculer une matrice de distance et à appliquer ensuite une
méthode de type "multidimensionnal scaling" (L. Teledgi 1986).
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Citons enfin B. Fichet et A. Gbégan (1985) qui utilisent une dissimilarité euclidienne
déduite de la similarité d'Ochiaï. Uanalyse proposée conduit à des formules de ffansition
et de reconstitution des données.

En analyse en composantes principales, les données binaires peuvent être traitées
comme des données quantitatives et, en analyse des correspondances, comme des
données qualitatives. On se place alors dans un espace du typeRn que I'on munit d'une
métrique euclidienne. Dans les deux cas, on ne deÀt pas compte de la forme particulière
des données initiales. Les axes factortels déterminés de cette façon nè sont pas
directement interprétables par rapport aux données initiales.

Da19-ce chapine, nous présentons une méthode d'analyse en composantes principales
spécifique à ce type de données. Pour cela, nous nous plaçons dani I'espace binairè Bp
q-ue f 9n munit d9 la distance en valeurs absolues. Comme pour ia méthode de
classification MNDBIN, nous imposons à la future analyse de iespecter la structure
initiale des données.

Dans un premier temps, nous complétons l'étude de I'espace Bp. Il nous reste à définir
les notions nécessaires à la formulation du problème. Pour cela, nous suivons une
démarche simple : nous reprenons, dans le cadre de I'espace f,n (muni de la distance en
valeurs absolues), les notions habituellement définies sur I'espacs ftn (muni d'une
métrique euclidienne). Nous définissons les notions d'axe binaiie, d'orthogonalité, de
projection sur un système d'axes binaires et d'inertie d'un nuage parlapport au
sous-espace engendré par un système d'axes binaires. Bien sûr, cette analôgie va
compofter des limites,limites qui vont influencer la formulation du problème d'analyse
-n composantes principales sur données binaires. Ces limites sonl dues au fait que
I'espace Bp n'a pas une structure d'espace vectoriel.

Apps ce-ffavail, nous proposons une méthode d'analyse en composantes principales sur
tableau de variables binaires. Celle-ci est présentée sous une fbrme ha6ituellè, le but
étant de rechercher un ensemble restreint-d'axes binaires ou axes factoriels binaires
réprésentant le mieux possible le nuage des individus (ou des variables). Comme dans le
cas.quantitatif, I'ensemble recherché est solution d'un problème d'optimisation d'un
critère : I'inertie du nuage des individus par rapport au sous-espace èngendré par un
système d'axes.

Cependant, il subsiste une différence fondamentale avec la méthode existante. Les
propiétés de I'espace f,n, mises en évidence dans ce chapitre, nous obligent à fixer, a
priori, le. nombre_ d'axes factoriels à rechercher. Sous cetie hypothèse, déux approches
sont envisagées. La première consiste à rechercher un ensemblè d'axes orthogonàux (au
sens où nous I'avons défini). Nous montrons alors le lien entre la recheréhe d'axes
factoriels et la recherche d'une partition de I'ensemble des variables. La contrainte
imposée au système d'axes facilite la résolution du problème de recherche. La seconde
app-roche consiste à rechercher un ensemble d'axes, non plus orthogonaux, mais
quelconques. Comme nous le verrons, la suppression de la contrainte permet d'améliorer
!1Ou*ite des résultats. La résolution d'un iel problème s'avère cependant plus délicate.
Nous avons construit un algorithme, appelé ACPBIN, qui fournit sèulemeni une solution
approximatiye 1 ce problème. Nous montrons ensuite que cette seconde approche esr
très voisine de la méthod-e_"d'analyse factorielle booléenne" ou AFB (M.R.-Mickey, P.
Mundel, L. Engelman 1983).

Dans un nouveau paragraphe, nous reprenons toutes les méthodes (de classification et
d'analyse facto:ielle) pour tableaux de variables binaires que nous associons à un
modèle matriciel. Ce modèle permet d'illustrer les différences et les similitudes enrre
toutes ces méthodes. Il sera alors possible d'effectuer un bilan pour les méthodes pour
tableaux de variables binaires proposées dans cette étude.

o
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Enfin, une application sur un tableau binaire est proposée. Les résultats fournis par les
méthodes MNDBIN et ACPBIN sont déraillés et interprétés.

2. NOTATIONS

2.L Lns ooNNÉns

Les données étudiées sont celles d'un tableau X(I,J) croisant un ensemble I=( 1,...,n) de
n individus et un ensemble J={ 1,...,p} de p variables binaires. on note : 

'

X(I,J) = (r{) le tableau de données binaires,

o(I,J) = (4) le tableau de pondérations,

où o{ représente la pondération associée à xl.

Nous nous plaçons ici dans le cas le plus général où les pondérations initiales sont
quelconques.

A partir des lignes et des colonnes de ces deux tableaux, on définit le nuage des
individus N(I) et le nuage N(J) des variables par :

N ( I ) = { ( * i , q i ) , i e I } N(J) = ( (il, ar), j e J l

2.2 L'pspacp

Le_s données sont plongées dans un espace du type 3n qui sera, ici, le seul espace de
référence envisagé. D'un point de vue géométrique, nous pouvons considérer que cet
espac.e est la restriction de Rp à "l'hypercube" dont les sommets sont les points de
coordonnées toutes égales à 0 ou à l. Il s'agit donc d'un espace fini èontenant
exactemenl l,n points.

Chaque point du nuage des individus N(I) est alors représenté par l'un de ces sommets.
Pour des valeurs élevées de p, il devient difficile de visualiser un tel nuage. Aussi, en
suivant le principe de I'analyse en composantes principales, nous allons définir une
représentation visuelle plus simple, en tenant compte de la forme initiale des données.
Nous essayons de représenter le nuage des individus dans un espace du type BM avec
M..p, en respectant le mieux possible les proximités entre individus, ces proximités
étant, ici encore, mesurées par la distance en valeurs absolues.

En fait, nous essayons de construire un ensemble de M nouvelles variables binaires
résumant le mieux possible les p variables initiales.

2.3 VpCreuns BINAIRES ET oPÉRATIoNS

A chaque point de BP, nous associons un vecteur binaire. C'est à I'ensemble de ces
vecteurs, au nombre de ?s, que nous nous intéressons ici. Nous nous limitons aux
vecteurs joignant I'origine (notée O) de Rp à un sommet ou point de I'espace. Nous
reviendrons dans la suite sur cette restriction.

o
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A chaque point de Bp correspond donc un vecteur binaire. Ces deux notions étant très
liées, nous utilisons, dans la suite, une notation unique pour désigner à la fois le point et
le vecteur correspondant. Il nous reste maintenant à définir des opérations sur ces
vecteurs binaires, opérations qui doivent nous permettre de rester en accord avec la
forme des données.

Somme de deux vecteurs binaires
La somme repose sur la fonction logique "ou" sur I'ensemble {0,1}.On utilise le
symbole "+" pour représenter cette opération. Par exemple, dans Ba, la somme des
vecteurs u=(1,1,0,0) 91y=(0,1,0,1) est le vecteur uay=(1,1,0,1).

Produit par un scalaire binaire
Nous proposons d'utiliser la fonction logique "et" pour définir le produit d'un vecteur par
un scalaire binaire. On note simplement a.v ou av le produit du vecteur u par le scalaire
a. On obtient alors les résultats attendus : le produit dhn vecteur v par le scalaire 1 est v,
le produit de v par le scalaire 0 est I'origine O de I'espace.

2.4 NOTIoN DE BASE POUR L'ESPACE BINAIRE

L'espace Bp muni des opérateurs "et" et "ou" n'a pas une structure d'espace vectoriel.
Cependant, dans la suite, nous parlerons abusivement de "base" pour cet èspace ou pour
des "sous-espaces" de Bp.

La base cononique usuelle (e,,...,eo) de Rp permet d'atteindre tous les points de Bp. Nous
dirons alors que le système de ûecteurs binaires (e,,...,e,) constilue une "base" de
I'espace Bp : tout vecteur binaire peut s'écrire comme une combinaison linéaire, à
coefficients dans {0,1}, des vecteurs de bases. En utilisant les opérateurs logiques
présentés dans le paragraphe précédent, on peut écrire :

V ue Bp u = ulel * uz"r+ .. .  + uPeo = I 
"bji e J

où  V jeJ  r Je  {0 ,1 }

Remarquons qu'une combinaison linéaire de vecteurs binaires est également un vecteur
binaire.

O

o

3. VECTEURS BINAIRES ET SOUS.ESPACES BINAIRES

3.1 Vpcrpun BINAIRE ET SoUS.ENSEMBLE AsSocIÉ

Soit J={ 1,...,p} I'ensemble des indices des vecteurs de la base (e,,...,eo) de Bn.

Définition
Soit A une partie de J. Nous dffinissons Ie vecteur u^associé à la partie A par :

v ieA ui  ={I^st ie l '
l0 sirnn

De la même manière, à un vecteur de Bp on peut associer une partie A de J. Si J
représente I'ensemble des variables, la partie A associée au vecteur réponse d'un
individu contient les variables auxquelles I'individu a répondu par 1. Compte tenu de

o
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cette définition, à une combinaison linéaire des caractères initiaux va donc correspondre
un sous-ensemble de variables.

3.2 AxE BINAIRE

Définition
Soit A u.n axe de Rp passant par l'ortgine. Nous appelons axe binaire I'ensemble des
points intersection de A et de Bp.

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux axes binaires contenant tous un
point commun, par exemple I'origine du repère (on peut toujours se ramener à ce cas de
figure par I'intermédiaire d'un changement d'origine). Cette restriction va s'avérer
suffisante lorsque nous aborderons I'analyse en composantes principales. D'ailleurs, la
méthode habituelle fournit, dans Rp, un système d'axes factoriels sécants en un même
point (l'origine du repère ou le centre de gravité du nuage des individus).

En suivant cette définition, un axe binaire apparait alors comme un ensemble de deux
points : I'origine et un point de Bp. En conséquence, à chaque partie A de J correspond
un vecteur uo engendrant I'axe Âa défini par :

Âo = {O, uo}

T..a notation u1 représente à la fois le vecteur de base et le point de I'axe (ils sont tous
deux associés à la partie A de J).

3.3 AXES oRTHoGoNAUx

Définition
Soient A et B deux sous-ensemble de J et Ao={O,ua}, Ar={O,us} les axes associés. Nous
dirons que ces dewc axes sont orthagonaux sur Bp si et seulement si ils Ie sont sur Rp.

Par conséquenti deux axes An et ̂ B sont donc orthogonaux si et seulement si les deux
parties associées sont disjointes :

Âoet Â" orthogonaux e) AaB = @

3.4 Sysrnup D'axns BTNATREs ET sous-EspAcE ENcENDRÉ

Considérons maintenant un ensemble Q=1qt,... ,Q") de M panies de J. A chacune de
ces parties est associé un axe binaire défini par :

V m=1,... ,M A_ = {O,ur,r}

Définition
Soit E l'ensemble des points s'exprimant comme une combinaison linéaire des M
vecteurs (nt,...,uu).Nous dirons que E est le sous-espace engendré par le système
(h,...,uu) ou, plus simplement, par Q.

Le système (e1,...,eo) est le seul système permettant d'atteindre, de façon unique, tous les
points de Bp. Nous dirons alors abusivement que ce système est une base de gn (qui n'a
pas de structure d'espace vectoriel).

o

o

i'

a
-16 t -



o

o

o

o

o

o

o

O

O

o

o

Classification et arulyse en composantes principales pour données binaires

De même, nous dirons que le système (ur,...,uu) engendrant le sous-espace E est une
base si et seulement si ce sytème permet de défrnir 2t't points distincts. Ainsi, tout point de
E s'exprime comme un M-uplets à valeurs dans {0,1}. Le sous-espace E apparait alors
comme un espace du type BM. Si le système d'axes est orthogonal, iI constitue
évidemment une base de E. Si le système est quelconque, cela n'est pas toujours vrai.

D'après les hypothèse faites jusqu'ici, il apparait que la notions de sous-espaces
supplémentaires n'existe pas sur Bp. Soit, par exemple, le sous-espace E engendré par
les vecteurs u,=(1,1,0) et ur=(0,0,1). Il est impossible de trouver un troisième vecteur u3
tel que le système (u1,u2,u3) soit une base de Bs.

Dans la suite, nous allons définir les notions de projection et d'inertie d'un nuage de
points par rapport à un sous-espace E de Bp. Deux études sont proposées. La première
consiste à rechercher un système d'axes orthogonaux dans lequel le nuage soit le mieux
possible représenté. La seconde approche consiste, cette fois, à rechercher un système
d'axes quelconques.

4. PROJECTION SUR UN SOUS.ESPACE BINAIRE

4.I PNOIcCTTON sUR UN AxE BINAIRE

Soient A une partie de J, us I'axe associé et Â1={O,uo} I'axe engendré. Pour mesurer la
distance d'un point x de Bp à un point a de I'axe Ao, nous proposons d'utiliser une forme
pondérée de la distance en valeurs absolues. Elle est notée D et définie par :

D(x,a)  = 3a({x} )  = :
j e J

c t { x ) l * j - u j l

où o(x) est le vecteur de pondérations associé à x. Pour des pondérations toutes égales à
1, on retrouve simplement la distance en valeurs absolues.

Définition
Nous définissons Ia projection d'un point x sur I'qxe Alcomme étant le point O ou ulde
l'ace le plus proche de x au sens de la distance D, soit :

D(x,O) < D(x,uo)
uo sinon

Le projeté de x n'a qu'une seule coordonnée si on l'exprime dans le repère (O,ua) de
I'axe. La projection apparait alors comme une application de I'ensemble Bp vers
I'ensemble {0,1}.A tout point de Bp, elle associe I 'une des valeurs 0 ou 1. Une
interprétation très simple peut être donnee à cette valeur binaire.

Propriété
Soit x un point de Bp et a{x) Ie vecteur de pondérations associé. La projection de x sur
l'ace Ao ne dépend que des composantes j appartenant à A et :

p(xlA^) - ailo

ou a = médiane binaire de { (xj, aj(x)), jeA }

(O s i
pr(xtAo) = 

|

I

I

o
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Preuve
Le projeté de x étant un point de I'axe, on peut écrire :

pr(xy'Âa) = aur

avec a e {0,1}

Le problème est alors de rechercher la valeur a minimisant la distance D(x,auo) définie
par :

D(x,auo) = 2 crix)lxj- auol
j eJ

<+ D(x,auo) = t cd(x)lxr- al + > d(x)xr
j eA jeJ-A

Il suffit alors de trouver la valeur a minimisant la quantité :

y ajlx;txj - al
j eA

La solution est de choisir pour a la valeur médiane de I'ensemble ( (il, crj(x)), je A ).

Pondération associée au projeté d'un point
Un point x de Bp est muni d'un vecteur de pondérations de Rp*. Soit a I'image de x par la
Prgjection, a est alors une simple valeur binaire. Læ dernier problème à résoudre esi donc
celui de la pondération (appartenant à R.) à associer à I'imâge a de x. En suivant none
approche, il apparait naturel de retenir, pour a, la pondérâtion associée à la valeur
médiane qu'elle représente. La valeur a et sa pondérati-on se déduisent alors du point x et
de son vecteur de pondérations et :

a = médiane de ( 1xr, ar(x;), je A )

cr(a) = t lcrj1x;il - L aj(xxt-x) t
j eA  j eA

L3 projection apparait alors comme une application qui à tout couple (x,o(x)) de
(Bn,Rn*) associe un couple (a,o(t)) de ({0,1},R;).

!a ponderation permet en outre de mesurer la qualité de I'image d'un point. Elle varie de
0 (l'individu est mal représenté sur I'axe) à Card(A) (l'indiviâu est bien représenté sur
I'axe).

Exemples
Considérons I'axe de 87 passant par u=(1,0,1,1,1,0,1). En considérant des points munis
de pondérations toutes égales à 1, on a :

- I'image de (1,1,1,1,0,0,1) est la valeur I de pondération 3,

- I'image de (1,1,1,1,0,0,0) est la valeur I de pondération 1,

- I'image de (0,1,0,0,0,0,0) est la valeur 0 de pondération 5.
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4.2 lvTnce DIUN NUAGE PAR LA PRoJEcTIoN SUR UN AxE

Nous nous intéressons maintenant à l'image du nuage des individus N(I) par la
projection sur un axe Âo. Notons N(I/^J le nuage projeté sur I'axe. Dans Bp, ce nuage
est constitué de n points dont une partie est égale à I'origine O et I'autre au point uo
(puisque le projeté ne peur être que I'un de ces deux points).

Si on se place sur I'axe Âo de vecteur de base u1, le nuage N(V^J apparait alors comme
un ensemble de n valeurs binaires pondérées définies par :

où, pour tout i, on a :

N(V A) = { (ai, cr(at)), ie I }

pr(xy'Ân) = âiur

avec ai= médiane de { (*i, oi, je A }

er cr(a,)=tIc44 - I { t r-x j l r
j eA  j eA

Propriété
Si on note

Lle centre médian de N(I),

Ll l'image )v de par la projection sur I'ax,e Ao,

X,o est lavaleur médiane du nuage projeté N(IIAA).

Preuve
Ôn_pelons_ a la médiane de I'ensemble des valeurs binaires contenues dans le nuage
N(V^J. Celle-ci est définie par :

a = médiane de { (a,, ct(a,)), ie I }

cr(a) = lI cr(ai)ai - I, a(a,Xl-a,) |
i e I ie I

D'après la propriété de conservation de la médiane, on a :

a = médiane de { (rC, 4), je A et ie I

cr(a) = l> >"1-i- > I c{tr-x) r
ie I  jeA ieI jeA

Le centre médian I de N(I) est défini par :

Vje J Ii = médiane de { {{, crl), i= I

et d1t; = tE qLi - > {tr-{l r
ie l  ie l

I'o

o
)

I

o
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La projection de î, sur Âo esr la valeur Î.a définie par :

Àa = médiane de { 1Ij, aj1À;;, jeA}

cr(ÀJ = | :, c/(I)il - > ar(l,Xt-il)t
j e l  j eJ

Et, d'après la propriété de conservation de'la médiane, on a :

Àa = médiane de { (*i, o), jeA et ie I }

a(L)=l)  I" j . i  -  2 2alfr-x lyr
ie I jeA ieI jeA

CeIa montre l'égalité entre î.o (le projeté du centre médian du nuage N(I)) et a (la valeur
médiane du nuage projeté N(I/ J).

Remarque
La projection sur I'axe Âo permet de définir une dichotomie de I'ensemble I des
individus. Celle-ci esr définie par :

1= Iou Io

où Io est l'ensemble des individus se projetant sur l,origine,

et IA est I'ensemble des individus se projetant sur le point uo.

Le nuage N(I) d9 Bp est défrni.à partir du tableau à n lignes et p colonnes X(I,J). Après
projection sur, I'axe ass.ocié_ à une partie A de J, n6us obtenons un nuàgê projeté
contenant n valeurs binaires. Nous pouvons alors construire le tableau X(I,A)-à n tignes
et une colonne résumant ce nouveau nuage.

Le-tableau X(I,A) n'est autre que celui construit à partir du couple (I,A) (comme
indiqué dans le chapitre 5, paràgraphe 4.4). Il en và de même pbur ie tabieau de
pondérations associé.

Si on réordonne les lignes de ce tableau en respectant la dichotomie de I, on obtient
simplement:

A

b0
IA I

où la valeur 0 représente exactement la médiane de I'ensemble des valeurs du
sous-tableau X(Io,A), et la valeur 1 la médiane des valeurs du sous-tableau X(IA,A).

4.3 PnoJpcrroN sUR UN SYSTEME D'AxEs

soit Q=1qt,..r,Q") un ensemble de M parties de J et E I'espace engendré par les M
axes associés définis, pour tout m, ptr a.=[O,u-].

-16-5-



a

o

o

o

o

o

o

o

o

o

M
t

m=l
X E =o

Classification et analyse en composantes principales pour données binaires

Définition
Nous. déf-inissons la projection d'un point x sur E comme étant le point de E Ie plus
proche de x au sens de la distance D.

L-a projection apparait alors comme une application de Bp vers E : à tout point x de Bp,
elle associe un point xB de E ou BM.

Deux cas se présentent alors : soit les M parties de Q sont disjointes, soit elles sont
quelconques. Dans les paragraphes qui'itrivent, nous étudions en détail ces deux
approches.

4.4 CIS u'uN SYSTEME D'AXES oRTHoGoNAUx

Lorsque les M parties de Q sont deux à deux disjointes, le système d'axes associé est
orthogonal. Comme nous I'avons dit, la notion de sous-espaces supplémentaires n'existe
pal -sg Eo. Poot cette raison, nous proposons de choisir les pânies de Q de sorte
qu'elles forment une partition de I'ensemble J. Ainsi, chaque vecteur de la base
canonique est pris en compte par I'un des vecteurs de base (u,,...,una) de E. C'est la
position que nous adoptons dans ce paragraphe.

4.4.1 Propriété

!-e projelé d'un point s'exprime comme un M-uplets par rapport au système (ur,. ..,ur,,).
La propriété ci-dessous nous montre comment le calculer.

Propriété

Soient x un point de Bp et a(x) son vecteur de pondérations. Le projeté de x sur E est le
point xs de E deftni par :

Pr(xlE) = at

où *u= Ë,liu^= l,,pr(xra^)
m=I m=l

et V m=1,...,M # = médiane binaire de { d, d@0, jed"}

Preuve
Le projeté xs de x s'écrit comme une combinaison linéaire à coefficients dans {0,1} des
vecteurs (ur,...,uu), de sorte que :

mâu-

Le problème est alors de rechercher les M coordonnées (a1,...,aM) de xs minimisant la
distance D(x,xs) s'exprimant ici par :

I

I

o
D(x,xB) = 2 crj lx;lxj- (al{ *u2rl2+...+a"ry'")l

j eJ

M
(+ D(x,xr) = I 2, crj(*)t*j- 

"'tm=lieen
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Pour déterminer le point xr, il suffit donc de trouver, pour tout m, Ia valeur a-
minimisant:

L d(x)lxj - a't
jeQ'

La solution évidente est de choisir pour a- la valeur médiane de [(xj, d(*)), j= Ql).

4.4.2 Vecteur de pondérations associé au projeté d'un point

Un point x de Bp est muni d'un vecteur de pondérations de Rp*. Soit xB appartenant à E
I'image de x par la projection. Le point xE appartenant à I'espace E ou BM, il sera muni
d'un veeæur de pondérations appartenant à RM*.

Chaque composante m de xE représentant la valeur médiane d'un ensemble (propriété
précédente), il est naturel de choisir pour celle-ci la pondération correspondant à cette
médiane. On obtient ainsi un vecteur de pondérations appartenant à RM*.

Le point xs et son vecteur de pondérations se déduisent alors du point x et du vecteur
o(x) de la façon suivante :

, = (bl, *i, ... ,*f)

V m=1,...,M xf = médiane de {(xj, d(*)), jee*}

et o-(xr) = | I d(x)xi - t d(x)(t-x) t
jeQl ieQP

La projection apparait ainsi comme une application qui à tout couple (x,o(x)) de
(Bn,Rn*) associe le couple (xs,a(xs)) de (BM,RM*).

De nouveau, le vecteur de pondérationS Xs fournit une indication sur la qualité de
représentation de x (appartenant à Bp) dans un espace de dimension inférieure (BM avec
M<<p). Chaque composante m (variant de 0 à Card(@)) de ce vecteur est une mesure
de la qualité de représentation de x sur I'axe A- correspondant.

Dans un prochain paragraphe, nous proposons de nouveaux indices à partir de la notion
d'inertie (qui reste à définir) du huage par rapport au sous-espace E.

4.4.3 Projection du nuage des individus

Pour tout i, on note ai I'image du point x1 de N(I) par la projection sur E et :

Vm=1,..., M qT= -édiane de { (*i,4), j.ell

Le projeté ai peut s'exprimer comme un M-uplet de Bn. Si on note a(ai) le vecteur de
pondération associé, il appanient à RM* et:

vm=l,...,M oP1a,)=l >"i*i- 2,altt-xllt
jeQl ie@
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Noug pouvons alors définir le nuage projeté N(yE) qui, exprimé dans I'espace BM,
s'écrit :

N0Æ) = { (ai, a(a,), ie I }

Propriété
Si on note

alors

L, inclus dans Bp,le centre m(dian du nnge N(l),

Ivs, inclus dans BM, le centre médian du nunge projeté N(l/E),

Ls est l'image de Lpar Ia projection.

Preuve
D'après la propriété précédente, le point l.s s'obtient en faisant la somme des projections
du centre médian de N(I) sur les différents axes. Pour démontrer la propriété, il suffit
alors de reprendre et de compléter la démonstration du paragraphe 

-4.I 
concernant la

projection du centre médian du nuage sur un seul axe.

4.4.4 Remarques

Le nuage N(I) est défini à panir du tableau initial X(I,J) à n lignes et p colonnes. Si Q
est une partition de J, nous savons construire le tableau X(I,Q) associé au couple (I,Q)
(comme indiqué dans le chapitre 5, paragraphe 4.4). Le nuage N(IÆ) apparait alors
gorymg le nuage défini à partir des lignes de X(I,Q). Notons également que le nuage
défini à partir des colonnes de X(I,Q) n'est autre que le nuage des centres médians dès
classes de la partition Q.

La projection permet de représenter le nuage des individus dans un espace BM de
dimension inférieure à Bp. Tout ce passe comme si nous avions défini M nouvelles
variables binaires, chacune étant la variable résumée d'un sous-ensemble de variables
initiales, chaque variable initiale n'étant présente que dans une seule classe.

4.5 Ca,S o'tIT.I SYSTEME DIAxES QUELCoNQUES

Nous considérons ici que les M parties de Q sont quelconques. Cela revient à considérer
un système d'axes sans contrainte d'orthogonalité. Pour les mêmes raisons que
précédemment, nous supposons que tout élément de J est contenu dans au moins une
panie de Q. La réunion de ces parties est donc égale à J et Q apparait alors comme un
recouwement de J. C'est dans ce contexte que nous allons étudier la projection d'un
point sur I'espace E engendré par Q.

4.5.1 Le problème de la projection

La recherche de I'image d'un point x de Bp par la projection sur E s'avère plus délicate
que précédemment. En effet, la propriété permettant de construire cette image dans le
cas d'axes orthogonaux n'est plus vérifiée ici. Considérons, par exemple, les trois axes
binaires de Bs engendrés par les vecteurs :

u ,  =  (1 ,  1 ,  1 ,0 )  u2  =  (1 ,0 ,0 ,  1 )  u2  =  (0 ,  1 ,0 ,  1 )

Soit le point x=(1,1,0,1) muni de pondérations toutes égales à 1. Ce point appaftienr à
I'espace engendré par les trois axes puisque x=uz*ur. Quant à la propriété permettant de

o
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calculer le projeté-lorsque le système est orthogonal, elle fournit ici le point (1,1,1,1). En
effet, si on considère les. projéctions sur les di-fférents axes, le point x'se pràiitrc sur ur,
u2 et u3. D'après la propriété, le projeté est alors le point u1+u2+u3.

Il se pose d9n9 le problème de la recherche du point de E le plus proche de x au sens de
la dlstance.D. r f problème du choix du. vecteur depondératiôns và de pair, d'autant plus
que la notion de vecteur de pondérations,..utiliséè jusqu'ici, ne p"ui pfus i;appliiuer
(même si nous savons calculef exactement I'image d'ùn p'oint par la projêciiôn). bï eltet,
dans I'exemple-ci-dessus, le projeté ! pgul'compôsantesll,1,o) oanj(u,,ur,ul; ât nous ne
savons pas quelle pondération associer à la valèur 0.

L'espace E_éta1t fini, il est possible_de calculer les distances entre le point x et tous les
points de E. Cependant, cè procédé devient coûteux dès que le n'ombre à'u*., .rt
lmponant.

4.5.2 Un algorithme

Nous propoJon_s iti ul algorithme fournissant, de façon approchée, le projeté x, d'un
point x sur E. Celui-ci recherche, à chaque étape, I'unê deiM coordonnè"s"de *ulplus
exactement, il recherche successivemeni toutei les coordonnées égales à I de cipoint.
Nous décrivons tout d'abord cet algorithme sur lequel nous revienàtoos dans la suite. Il
procède de la façon suivante :

a) initialisation :

- on calcule d0= D(x,O), la distance entre x et l,origine de Bp.

- on pose P = @, I'ensemble des indices des coordonnées de x, égales à 1.

b) étape r :

- on cherche I'indice j n'appartenant pas à p et tel que :

d'=D(x,uj*àk) minimum

- si do < dl alors xs = o.

Lors de la première étape,-si le point x est plus proche de I'origine que de
tout autre point (ut,...,9J de E, il est inutile de poursuivre I'alg-orithme, la
projection de x est I'origine O de I'espace.

- si dt > dt-l alors xr = I un sinon p=pu{j}.
keP

Lors d'une étape r, soit il n'y a aucune amélioration, on arrête alors
I'algorithme en gardant la solution de l'étape précédente, soit on trouve
une amélioration, on ajoute alors I'indice j àrl'ensemble p.

lqur yT système. (y,,-...,uy) constituant une base du sous-espace de projection,
I'algorithme fournit la bonne solution. Dans ce cas, il n'est pas nébessaire d'iutiliser cet
algorithme pui-sqle le nuage projeté est simplement défini àbaftit du rableau associé au
couple (I,Q) où-Q est une-partition de J engendrant le systèfre d'axes. Par conre, pour
des systèmes d'ax.es quelconques, -la solution fournie n'est qu'approximative. Nous
n'avons pu construire un algorithme fournissant le projeté exact â'un ioint.
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Dans la pratique, les résulats sont acceptables si le système d'axes n'est pas engendré par
des parties incluses les unes dans les autres. Dans la suite, nous utiliserons tout de même
celui-ci pour construire un algorithme de recherche d'un système d'axes quelconques
minimisant I'inertie (qui reste à définir) d'un nuage par rapport au sous-espace engendré
pil ce sytème. Ci-dessous, nous donnons des exemples montrant les possibilités et les
limites de I'algorithme de recherche du projeté d'un point.

Exemple I
Nous pÉsentons ici un exemple où le système d'axes n'est pas orthogonal et où le point,
dont on cherche le projeté, appartient déja au sous-espace de projection. L'algorithme
fournit ici la bonne solution.

Soit l'espace E engendré par les vecteurs :

u ,  =  ( 1 ,  1 ,0 ,  1 ,0 )  u2  =  (1 ,0 ,0 ,0 ,  1 )  u3  =  (0 ,  1 ,0 ,0 ,  1 )

On cherche le projeté xs du point x=(1,1,0,0,1). On suppose que toutes les composantes
du vecteur de pondérations de x sont égales. L'algorithme fournit alors les résultats
suivants :

-  é tape  l : x r=u ,

-  é tape2 :x r=u2+u3=x

Exemple 2
Ici, on présente un exemple montrant les limites de I'algorithme. Bien que le point
considéré appartienne déjà au sous-espace de projection, I'algorithme ne permet pas de
le retrouver.

Soit E I'espace engendré par les vecteurs :

u ,  =  ( 1 ,  1 ,  0 ,0 ,0 )  uz  =  (  0 ,0 ,0 ,  1 ,  1 )  u ,  =  ( 1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 )

On cherche le projeté xs du point x=(1,1,0,1,1). On suppose encore que toutes les
composantes du vecteur de pondérations de x sont égales. De manière évidente, le point
x appartient à I'espace E (puisque x=ur+u2), mais I'algorithme fournit, après 2 étapes, le
point projeté xs=u3*u1=(1, l, 1, 1, I ).

4.5.3 Remarque

Considérons le nuage N(I) défini à panir du tableau X(I,J). Il appartient à Bp et le nuage
projeté sur le sous-espace (engendré par un recouwement Q en M classes de) est inclus
dans BM. Tout se passe comme si nous avions défini M nouvelles variables binaires,
chacune étant associée à une partie de Q. Mais cette fois, une variable de J peut
appartenir à plusieurs parties du recouvrement Q.

I

I
io

o
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5. INERTIE PAR RAPPORT À UN SOUS.ESPACE BINAIRE

5.1 lNnntrn DruN NUAGE pAR RAppoRT À uN axn

5.1.1 Définition

Soit Âo={O,uo} l'axe associé à la partie A de J. Nous avons vu que la projection sur cet
axe perrnet de définir le nuage projeté N(I/^A) comme un ensemble-de n valeurs

N(V A) = { (ai, a(a,)), ie I }

où

pr (x,/Âo) = âiua,

a, médiane binairede { (xi oi), j.e }.

Définition
Nous définrssons l'inertie du nuage N(l) par rapport à l'axe Aa comme la somme des
distances (dans 3t) des points du iuage à leur piàjeté :

S^AWT) = 
,?,r(r,,oiu) 

= 
2, Èr"! 

tr! - o,ull

Lorsque les pondérations initiales sont toutes égales à un, I'inertie du nuage par rapport à
I'axe représente le nombre de composantes différentes entre les points dê N(Ii èt Ies
points correspondants du nuage projeté exprimés dans I'espace Bp. 

-

5.I.2 Propriétés

Soit a le point de Bn défini par :

a = (ar, 12, ... , r11)

où Vie I, pr(x,/Âo) = âiun

Ce.point _n'e_st autre- que le centre médian du nuage N(A), inclus dans le nuage des
variables N(J), et défini par :

N(A) = { (*j, aj), je A }

Le vecteur de pondérations associé à a appartient à Rn* et :

V iel cr1(a) = cr(a) = t> 
"i*i 

- I crilr-{l r
j eA  j eA

Il existe donc un lien enne le nuage projeté N(V^A) er le nuage des variables N(A) : les
valeurs binaires constituant le nuage projeté sont égales atx composantes du centre
médian du nuage N(A).

o
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Ci-dessous, nous énonçons une propriété précisant ce lien en terrne d'inertie. Cette
propriété va également permettre de formuler un problème équivalent au problème de
recherche de I'axe d'inertie minimale.

ProprtéÉs
Soit N(llA) le nuage projeté sur I'ance Ao, on a :

(i) SoW(tA)) = So({a}) = D(a,o)

L'inertie du nuage projeté N(llA) par rapport à I'origine et l'inertie du nuage N(l) par
rapport à I'axe Ao sont liées par la relation :

(ii) SoW(D = S6o(N(t)) + SoN(tAo))

Preuve
La relation (i) se déduit de I'expression de I'inertie du nuage projeté :

Sg(N(V A))= I a(a,)a1=I cr,(a)a,=$({a})
i e l  i e l

Si on décompose I'expression de I'inertie du nuage par rapport à l'axe, on a :

S^^(N(D) =à 
à "i 

I x] - a,/t
i e I  j e J

<+ S^^(N(I ) )=L Lc4|x] -a, l  + |  >cr i - iaA 
ie l  jeA ie l  jeJ -A

<+ 3^^(N(I))=I > dr*l a,l +! I c4.i - I I qk]
"  jeJ ie l  ie l  jeJ jeA ie l

<â S^A(N(I)) = S(N(A)) + S'(N(I)) - g'(N(A))

o r :

S'(N(A)) = S(N(A)) + 3o({a})

d 'où :

S^^(N(I)) = goN(J)) - 3o({a})

Ce qui démontre la relation (ii) puisque SoN(J)) = So(N(I)).

5.1.3 Axe d'inertie minimale

Des deux relations (i) et (ii), nous pouvons déduire les équivalences entre les deux
problèmes suivants :

- rechercher un axe tel que I'inertie du nuage N(I) par rapport à cet axe
soit minimale (ou tel que I'inertie du nuage projeté soit maximale),

- rechercher une partie A de J telle que I'inertie So({a}), où a est le
cenre médian de N(A), soit maximale.
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Resoudre un tel problème revient à donc à rechercher la partie A de J telle que la somme
des pondérations des valeurs I du centre médian de N(A) soit la plus élevée possible.

Remarques
Il est possible de construire un algorithme itératif analogue à celui du paragraphe 4.5 : à
chaque itération, on ajoute une variable à la partie A (initialement vide) si et seulement
si I'inertie du nuage par rapport à l'axe associé à cette partie est améliorée. Cependant,
cet algorithme ne fournit pas toujours I'axe d'inertie minimale. L'algorithme fournissant
la solution optimale reste à construire. Dan"s la suite, nous nous attachons à la recherche
d'un système d'axes d'inertie minimale et, comme nous le verrons, il sera inutile de
connaître le meilleur axe puisque la propriété d'inclusion de sous-espaces optimaux n'est
pas vérifiée sur Bp.

Si on se place dans I'espace Rp muni d'une métrique euclidienne, le centre de gravité du
nuage appartient à I'axe d'inertie minimale. Le résultat analogue n'est pas vrai sur Bp
muni de la distance en valeurs absolues : I'axe binaire d'inertie minimale ne passe pas
toujours par le centre médian du nuage. L'exemple ci-dessous en est une illustration.

Considérons, par exemple, le nuage composé des 5 points suivants :

Supposons également que les pondérations initiales soient toutes égales à 1. Le centre
médian est alors le point (1,1,1). L'inertie du nuage par rapport à l'axe passant par ce
point est égale à 4. Pour I'axe passant par le point (1,1,0), on obtient une inertie de 3.

5.1.4 Sous-tableau homogène

Dans le paragraphe 4.2, nous avons mis en évidence la dichotomie suivante :

I = Iou Io
où

Io=  { i e I / p r ( x , /Ao )=O }=  { i e l / â i=0  } ,

Io = { ieI/pr(x,/Ào)=uo ; = { ieI/ a.=l }.

On a alors l'égalité suivante :

3o((a) )  =
i e I

cri(a)a1 = I
ie 16

cri(a)

Rechercher I'axe d'inertie minimale revient alors à rechercher une partie A de J telle que
le sous-tableau X(Ia,A) soit le plus homogène possible en valeurs 1. Une mesure de
cette homogénéité est fournie par I'inertie ci-dessus, qui peut encore s'exprimer par

On se rapproche ici de la définition intuitive d'une classe polythétique formulée par B.
Lefebwe et J. Losfeld (1979): "une classe polythétique est intuitivement considérée
comme un sous-tableau qui possède une proportion et une répartition acceptables de
valeurs 1". Pour rechercher ce type de classe, les auteurs ont proposé un algorithme
reposant sur la théorie des'sous-ensembles flous.

0
0

01
01
10
10
11
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5.1.5 Inertie et mesure d'information

o kï,:iî'i,',:?,î'j:jffi['i,:îi:ili: lJï',,'.f,f: i:;:#ifi'.]ilïrilïfJ,,,liïi:mesure d'information (notée Info) d'un tableau binaire. Pour le tableau X(I,A), on

Info(X(I,A)) = Se(N(VÂo)) = $o({a}) = D(a,O)

o
Nous pouvons alors réécrire la relation (ii) de la façon suivante :

Info(X(I,J)) = Soo(N(I)) + Info(X(I,A))

Rechercher I'axe d'inertie minimale revient alors à rechercher la partie A de J telle que la
mesure d'information du tableau X(I,A) soit maximale.

5.2 INtRrrB D'uN NUAGE paR RAppoRT À uN sysrpMp D'axES oRTHocoNaux

5.2.1 Définition

Soient Q=(Qt,..r,Q") 1n-9 partition de J en M classes et E I'espace engendré. pour rour
m' on note Â-={O-u*} I'axe binaire associé à la classe d" @. Nous-avons vu que le
nuage projeté N(IÆ) pouvait s'écrire comme un ensemble de À points de Bru :

N(IÆ) = { (ai, cr(a,), ie I }

M
avec ai = pr(xiÆ) = L. fu*

m=l

et Vm=l ..., M { = mediane de { (*i, 4), je Q*}

Définition
O N-àus-deftnrssons I'ingrlte du rutage N(I) par rapport au sous-espace E comme la somme

des distances (dans pt) des points du nuàge à ieur projeté :

M
SEWUD=l,D(x, ,a/=I  I  La 1x!  -a i l

O 
iet m=t jeT

Si toutes les pondérations initiales sont-égales à 1, l'inertie du nuage par rapport à E- représente le nombre de composantes diffdrentes enrre les points auîuâge initial et les
points du nuage projeté exprimés dans Bp.

5.2.2 Propriétés

Pour tout m, on définit le point a. de Bn par :

a^ = (al, ... , {) où Vie I, ain = pr(x,Æ)

o

o

o

o

o

o

o
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Ce point est exactement le centre médian de la classe Q-. Le vecteur de pondérations
associé est le point de Rn* défrni par :

Vie I cri(a-) = cr'(a,) = t t 4*i- laf r-xl) r
jeQ* jeQm

Soit X(I,Q) le tableau binaire à n lignes et M colonnes construit à partir du couple (I,Q).
Le-nuageprojgte correspond au nuage des_lignes de ce tableau. Le nuage des cenrres
médians des classes de la partition Q de J est celui associé aux colonnes de ce même
tableau. Cela montre le lien entre le nuage projeté et la partition Q. Les propriétés
ci-dessous précisent ce lien et permenent une interprétation simple de I'inertie du nuage
par rapport au sous-espace.

Propriétés
Soient B(Q) l'inertie interclasse, exprimée par rapport à l'origine, de la partition Q :

B(Q) = f, Sor{o^ll
m=l

etW(Q) l'inertie inraclasse :

w(Q) = l, sQ^)
m=l

Ana :

o

o

o

o

o

a

o

o

o

o

(i)

( ii)

S,W(/A^) = So@f])

LorllUE)) = B(Q) = L SoW(/a^))
m=l

(iii) SEW(D = w(Q)

(iv) 3,N0) = Sr(N(t)) + SyN@E))

Preuve
La relation (i) est évidente puisque, par définition, on a :

so(N(V ̂)) = D(a*,O) = $o({a-})

Lorsqu'elles sont calculées par rapport aux origines des deux espaces respectifs, I'inertie
du nuage des lignes du tableau X(I,Q) est égale à I'inertie du nuage des colonnes de cedu nuage des lignes du tableau X(I,Q) est
même tableau. Cela démontre la relation (ine la relation (ii).

La relation (iii) se déduit de I'inertie du nuage par rapport au sous-espace E :

M
3u61r;; = 2 t l.gir *i- ui" r

iel m=l jeeM

<+ gE(N(r))= I Ste"l
m=l

(+ SE(N(I)) = W(Q)

o
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La relation de décomposition de I'inertie du nuage N(J) nous donne :

gg(N(J)) = w(Q) + B(Q) et g6(N(J)) = g'N(I))

Des relations (ii) et (iii), on deduit finalement la relation (iv) :

S'N(I)) =qN(I)) + go(N(IÆ))

5.2.3 Sous-espaced'inertieminimale

I-,es trois propriétes ci-dessus montrent l'équivalence entre les deux problèmes
d'optimisation suivants :

- rechercher un système de M axes tel que I'inertie du nuage par rapport
au sous-espace engendré soit minimale (ou telle que I'inertie du nuage
projeté soit maximale),

- rechercher une partition Q de J en M classes telle que I'inertie
intraclasse de la partition soit minimale (ou telle que I'inertie
interclasse soit maximale).

Une solution à ce problème est fournie par la méthode MNDBIN appliquée au nuage
des variables. Les classes obtenues permettent de définir les aiés éngendrant le
sous-espace. Iaes noyaux des classes permettent de définir le nuage prôjeté sur ce
sous.-espace. Cependant, dans cette approche, il est nécessaire de fixér, à priori, le
nombre d'axes à rechercher.

Dans Rp muni de la métrique euclidienne usuelle, on dispose du résultat suivant : le
sous-espace de dimension M minimisant I'inertie contient le sous-espace de dimension
M-l minimisant également I'inertie. Il est alors alors possible de rechercher la suite des
sous-espaces optimaux.

La.propriété d'inclusion des sous-espaces optimaux n'est plus waie sur Bp. Nous avons
déjà_vu que le meilleur axe ne contient pasforcément lebentre médian du nuage. Plus
généralement, le meilleur sous-espace èngendré par M axes binaires ne confenr pas
obligatoirement le meilleur sous-espace engendré par M-l axes binaires. Rappelôns
également que la notion de sous-espaces supplémentaires n'existe pas ici. La solution
que nous proposons est donc'de fixer, a priori, le nombre d'axes à rechercher. La
méthode de classification MNDBIN fournit alors une solution au problème posé.

5.2.4 Sous-tableauxhomogènes

Dans le paragraphe 5.1.4, nous avons montré comment un axe binaire induisait une
dichotomie de I'ensemble des individus. Cette dichotomie permettait alors de définir un
sous-tableau homogène en valeurs 1. Nous avons ici les mêmes résultats pour chacun
des axes_engendrant le sous-espace de projection E. Ceci est possible car là projection
sur E s'obtient à partir des projections sur les différents rxes.

Rechercher un sous-espace E d'inertie minimale revient à rechercher une partition Q de
J maximisant :

B(Q) = $e(N(IÆ)) =
M

I
m=lo

o
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En maximisant cette quantité, la méthode fournit aussi un ensemble de M sous-tableaux
homogènes en valeurs 1. La mesure de lthômogénéité d'un sous-tableau X(I-,Q-) est
fournit par So( { am } )=D(a-,O).

5.2.5 Inertie et mesure d'information

!:.glggprojeté sur le sous-espace engendré par Q est celui défrni à partir du tableau
X(I,Q). Derouveau, nous-pouvons poser le problème en terme d'op^timisation d'une
mesure d'information. En effet, si on ieprend là définition de la mesurè Info, la relation
(iv) se réécit:

Info(X(I,J); =$r(N(I)) + Info(X(I,Q))

Les deux problèmes précédent sont alors équivalents au problème de la recherche d'une
panilion Q de J en M classes telle que la mesure d'infoimation du tableau X(I,Q) soit
maximale. Cette mesure étant égalè à la somme des pondérations des valeurs t au
tableau X(I,Q), le meilleur sous-eipace engendré par unè partition Q de J est donc celui
représentant le mieux possible les valeurs I du tableau initial. Pour ùn tableau centré, le
meilleur sous-espace est celui représentant le mieux possible les valeurs minoritaires.

5.3 INpnTTp D'UN NUAGE PAR RAPPoRT À uN sysTBME D'AxES QUELCoNQUES

fgit Q=(Qt,...,QM) un recouvrement de M parties de J. On nore (u1,...,ur,,r) les vecteurs
binaires associés aux parties de Q et E I'espâce engendré.

Comme dans le paragraphe 5.2, nous définissons I'inertie du nuage N(I) par rapport au
sous-espace E par:

S'(N(D) = 2 D(x,,a1)
.  ie l

où a1= pr(x1Æ) =

Classification et analyse en composantes principales pour données binaires

Si on-note_I- l'ensemble des individus se projetant sur le point u- de l'axe A-={O,u-}
associé à Q-, on obtient :

goN(VE))= I L a,(fl)ain= 2 ; a,(a')
m=l ieI m=l ielm

M

r, uÏ u-
m=1

Nous nous sommes déja heurtés au problème de la recherche du projeté d'un point et du
vecteur {p-Po-ndérations à lui associer. Nous avons mis en évidenée lê fait que, même s'il
est possible de calculer le projeté, il nous est impossible de lui associer ùn vecteur de
pondérations._l-a conséquence est que nous ne retrouvons pas, ici, des propriétés
analogues à celles démontrées lorsque le système d'axes est orth-ogonal.

Si on cherche à optimiser I'inertie, il est nécessaire de rechercher à la fois les M axes, M
étant fixé a priori, et les projetés des points sur I'espace engendré. La résolution d'un rel
problème est assez délicate. Avant de présenter I'algorithme que nous avons construit,
nous allons étudier la différence entre cette approche (axes quelconques) et I'approche
précédente (axes orthogonaux).

o
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Suppression de la contrainte

Si Q est une partition, une variable n'est prise en compte que par un seul axe. Dans ce
cas, les variables sont naitées de la même manière. Ainsi, on considère de façon
identique une variable à forte proportion de I et une variable à faible proportion de 1. Si
Q n'est pas une partition, une variable à forte proportion de 1 peut intervenir dans la
définition de plusieurs axes. La conséquence est que I'inertie par rapport au sous-espace
engendré par un recouwement en M pafties sera meilleure que celle calculée par rapport
au sous-espace engendré par une partition'en M classes.

D'autre part, si Q est une partition, les classes obtenues regroupent des variables ayant
un comportement analogue sur I'ensemble des individus. Pour les parties d'un
recouwement Q, nous n'avons plus le même type d'interprétation. Nous reviendrons sur
ce point dans la suite.

Pour i l lustrer ces remarques, considérons les ensembles l=11,2,3,4,5,6,7 j  et
J={a,b,c,d,e} des variables. Le tableau croisant ces deux ensembles est représenté en
figure 1. On suppose, ici, que les composantes des vecteurs de pondérations de ces 7
points sont toutes égales à 1. Dans ce cas, I'inertie représente exactement le nombre de
valeurs différentes entre le tableau initial et le tableau associé au nuage projeté.

On cherche alors un système de trois axes. La méthode MNDBIN appliquée aux
variables fournie la part i t ion (A1,81,C1)=((a,b),{c,e},{d}). On obtient une inert ie
optimale égale à 3 par rapport au sous-espace engendré par les vecteurs orthogonaux
u1=(1,1,0,0,0), v1=(0,0,1,0,1) et w1=(0,0,0,1,0) associés aux classes de la partition. Le
tableau associé au nuage projeté (figure 2) diffère de trois valeurs avec le tableau initial.

Soit le sous-espace engendré par les vecteurs u2=(1,1,0,1,0), v2=(0,0,0,1,1) et
w2=(0,0,1,0,1) associés aux parties (A2,82,C2)=({a,b,d),{d,e},{c,e}) constituant un
recouvrement de I'ensemble des variables. On obtient alors une inertie égale à 1, le
tableau associé au nuage projeté (figure 3) diffère d'une seule valeur avec Ia tableau

abcde abcde abcde

I
2
3
4
5
6
7

o 0
0
0
0

1110
2110
3000
4001
5000
600r
700r

I
0
0
1
I
I
1

10
10
00
01
00
01
01

0
1
I
I

0
0
0
I
0
1
1

1
0
0
1
I
I
I

I
1
1
0

I
2
3
4
5
6
7

10
10
10
01
00
01
01

0
0
0
0

figure I
tableau initial

figure2
partition

figure 3
recouvrement

La contrainte implique le regroupement de variables ayant un comportement analogue
sur I'ensemble des individus. C'est le cas, par exemple de la classe A1={a,b}. Pour la
panie A2={a,b,d) du recouwement, cela n'est plus wai : les trois variables n'ont un
comportement semblable que sur le sous-ènsemble (1,2,3).

Nous allons maintenant nous intéresser à la recherche d'un recouwement optimal et
étudier, ensuite, le type d'interprétation que I'on peut faire de cette structure.
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5.3.2 Le problème droptimisation

Le problème d'optimisation de I'inertie du nuage par rapport à sous-espace est double :

il s'agit de trouver un ensemble de M asces binaires (ut,...,uy) et les projetés
(at,...,a) tels quc l'inertie :

StN(t)) = \ D(x,,a) =Z L d! lx! - {a,Ir! *...* {rfilt
iel iel jeJ

soit minimale.

Supposons que E soit le sous-espace minimisant ce critère. A partir des projetés
(ar,...,ao), nous pouvons alors construire les M points (ar,...,aM) de Bi définis par :

Vm=l,...,M a-= (al, d, ... , uT)

Le système (at,...,aM) engendre alors un sous-espace F de 8..

A partir dgl_M vecteurs (u,,...,ur), nous pouvons définir le système de p vecteurs
(ul,...,un) définis par :

VjeJ .J= (ul, ,4, . . .  ,ur")

On a alors :

gE(N(I))
j eJ  i e l

<+ SE(N(I)) = 2 D(xj,ui) où uj= l, i- u-
je J m=l

(+ gr(N(I)) = $oN(J))

Finalement, résoudre le problème unique, initialement posé, revient à résoudre les trois
problèmes suivants :

- rechercher un.sous-espace E de Bp tel que le critère dinertie SE(N(I))
solt mlnrmum,

- rechercher un sous-espace F de B" tel que le critère d'inertie $FN(J))
soit minimum,

- rechercher simultanément le sous-espace E de Bp et le sous-espace F
de Bn tels que le critère d'inertie 3B(N(I))=3'(N(J)) soit minimum.

5.3.3 L'algorithme

Nous proposons ici un algorithme, que nous appelons ACPBIN, foumissant une solution
1u_p-roblèpe d'o,ptimisation. Celui-ci utilise I'algorithme présenté dans le paragraphe
4.5.2 qui fourni le projeté d'un point dans un sous-espace.

4CIBII\-{ ̂ est_un algorithme itératif qui, à partir d'un recouwement initial Q de M parties
de J, M fixé a priori, optimise tour à tour I'inertie du nuage N(I) par rappori à un
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sous-espace E et l'inertie du nuage N(J) par rapport à un sous-espace F. A I'itérarion r,
les deux étapes perrnettant de minimiser le critèrè sont les suivanrcs :

(i) Soit E le sous-espace de Bp engendré par le sysrème (ur,...,uru) défini à
partir des points (ur,...,un) calculés dans l'étape (ii) de I'itération r-1.
On calcule, en utilisant I'algorithme du paragraphe 4.5, les projetés
(ar,...,a") des points du nuage des individus N(I).

(ii) Soit F le sous-espace Bh engendré par le système (a1,...,aM) défini à
partir des points (a,,...,a,) calculés dans l'étape (i) précédente. On
calcule, en utilisant I'algorithme du paragraphe 4.5, les projetés
(ur,...,un) des points du nuage des variables N(J).

A c-haque_fois,_lors les étapes (i) et (ii), on minimise un même critère d'inertie puisque
s6NG))=srN(J)).

A la-converger_ce, I'agorithme ACPBIN fournit une solution à notre problème, solution
qui dépend évidemment du choix du recouvrement initial.

5.3.4 Remarques

Lorsque Q "lt 
une partition, I'inertie du nuage par rapport à I'espace engendré n'est autre

que I'inertie intraclasse de Q. Elle s'interpÈfe alors cômme une mesure de l'écart entre la
situation initiale et la situation idéale (correspondant au cas où les variables sont
idéntiques aux noyaux des classes auxquelles ellès appartiennent). Cette situation idéale
correspond é-galement au cas où le nuage des individui est inclus dans le sous-espace de
projection : les vecteurs réponses des individus s'écrivent comme des combinaisons
linéaires des vecteurs associés aux classes de la partition. Ces combinaisons linéaires se
déduisent des projections sur les différents axès et des sous-tableaux homogènes en
valeurs 1 peuvent alors être construit.

Lorsque Q est .un,recouvrement, la notion de situation idéale a un sens plus large
coxtenant la précédente. Elle correspond au cas où les vecteurs réponses des individùs
s'écrivent comme des combinaisons linéaires des vecteurs assoèiés, cette fois, aux
parties.du recouvrement. La différence majeure avec le cas précédent est que les
projections sur les différents axes ne permettent pas, sauf câs rès particulier, de
construire le nuage projeté.

|io.ur pouvons cependant construire les sous-tableaux X(I-,Q-) induits par les
dichotomies du type

I= Iov I .

où Io = { iel lai=O } et I ,n) = { iel lai=t 1

Lorsque. Q est une partition, I- est l'ensemble des individus se projetant sur I'axe Â-
associé à Q-. Dans le cas d'un recouvrement, cela n'est pas toujours-vrai. Les deux cai
suivants peuvent se produire :

a

o

o

o

o

a

o

n'apparait que très
à la qualité des

a rarement. Le cas (b) est beaucoup plus
sous-tableaux obtenus comme indiqué

(a) ieI. alors que la médiane ae { (4, 4), j.qf } n'estpas q--1,

(b) ie Io alors que la médiane ae ( (*1, crl), j.Q* ) n'est pas f=9.

Dans la pratique, le cas (a)
fréquents mais ne nuit pas

o
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ci-dessus. Les variables d'une partie @ ont un comportement analogue sur I'ensemble I.
(et non sur tous les individus comme dans Ie cas des classes d'une partition); les
sous-tableaux induits sont pratiquement toujours homogènes en valeurs 1.

Nous n'avons pu ni établir de conditions ni caractériser précisemment les recouvrements
menant aux cas (a) et (b). Noton enfrn, que ceux-ci disparaissent si on augmente le
nombre d'axes ou de parties du recouvrement à rechercher.

Exemple
Soit le tableau croisant 9 individus et 7 variables binaires (figure l). A partir du
recouwement (A,B,C)=({a,b,d},{c,e},{d,e}), on définit le sous-espace de projection E
engendré par les vecteurs ua=(1,1,0,1,0), us=(0,0,1,0,1) et u6=(0,0,0,1,1). L'inertie du
nuage des individus par rapport à E est égale à 2.Le nuage projeté est indiqué en figure
2.

abcde Ul Un Uc

00

l.

o

o

0
0
0
0
1
I

o

I
2
3
4
5

6
7
8
9

0
0
0
I
0

I
I
0
0
0
0
0
1
I

1101
2100
3100
4010
5001
6011
7011
8101
90 l l

1
0
0

o

o

o

o

o

figure 1
tableau initial

figure 2
nuage projeté

On déduit alors les sous-tableaux homosènes en valeurs 1 :

-  {1 ,2 ,3 ,81

-  (4 ,6 ,7 ,91

et  {a ,  b ,  d}

et  [c ,  e ]

-  {1 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 }  e t  {d ,e }

Sur cet exemple, I'indivdu 9 correspond au cas (a) : la médiane des valeurs prises par 9
sur {d,e} peut être soit 0, soit 1. L'individu 8 correspond au cas (b), il peut également
s'écrire u6*us*us et être alors ajouté au second bloc ci-dessus.

6. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES AVEC CONTRAINTE
D'AXES ORTHOGONAUX

Habituellement, I'A.C.P fournit un ensemble d'axes factoriels orthogonaux, afin de
construire des représentations visuelles des individus sur les différents plans factoriels.
Nous proposons ici une méthode d'analyse en composantes principales, spécifique aux
données binaires, recherchant un ensemble d'axes factoriels binaires et respectant Ia
forme initiale des données.

6.I ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES ET CLASSIFICATION

Dans le paragraphe 5, nous avons démontré qu'une telle méthode était équivalente à la
méthode de classification MNDBIN appliquée au nuage des variables. Nous avons

o
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démontré l'égalité entre I'inertie du nuage des individus N(I) par rapport à I'espace E
engendré par une partition Q et I'inertie iÀtraclasse de la parriii,o; e.

La méthode MNDBIN fournit donc une solution au problème de I'ACP sur données
binaires. A partir de la.p-artition Q en M classes de j fournie par la méthode, nous
pouvons construire les différents axes associés et en déduire le soùs-espace E engendré.
Les noyaux des clas.s.eq permettent, eux, de définir le nuage projeté, c'est à d'ire les
composantes des individus dans la basg de E. Celui-ci péut-d'âiileurs s'interpréter
comme un lsPrye de type^Bn. Ain1i, nous avons représenter le nuage initial dâns un
espace Bn de dimension infériere à Bp.

Réciproquement, effectuer une ACP binaire sur le nuage des variables revient à
effectuer une classification des individus. La méthode liNpntNl uppiique" à N(I)
fournit une partition P engendrant un sous-espace F optimal

9n 1" retr.ouve pas ici le shéma de dualité habituel enrre I'analyse des individus et
I'analyse des variables. En effet, les composantes des n individirs exprimés dans le
sous-espace_ $e projection ne permettent pas, sauf cas très pa.ticutieriàr-àefini. un
système de M axes orthogonaui de 8".

Enfin, la méthode CROBIN fournit un couple (P,Q) de parritions en K et M classes de
(I,J) maximisant la mesure d'information àu tablèâu X(p,Q) associé. Cette méthode
?PParait alors c_omme une méthode recherchant simultanément les deux sous-espaces E
(engendré par Q) et F (engendré par p) optimaux.

6.2 Rervr,Lnquns suR LA MÉTHoDE

L'application de MNDBIN sur J met en évidence une partition Q et un ensemble de M
axes minimisant un critère d'inertie. On réalise ainsi unè ACP soùs contrainte. plusieurs
remarques à ce sujet peuvent être faites.

C'est à I'utilisateur que revient le choix du nombre M d'axes ou de classes à rechercher
par.la méthode MN?BIN. Le_s_représentations des individus dans le sous-espace de
projection E engendré p{ le.s M aies sont alors fournies par les noyuu*. bulsq,ie n est
tml, nous pouvons associer, à chaque_élément de E, I'ensernble des points du nïage des
individu-s. gfi.s-e projettent sur cét élément. On dispose ainsi d'un maximum de 2u
classes d'individus quj f9y1e-nt une partition de I (poui M=2 axes, on a une partition de I
en.4 clas,sg:J1ll_us). Si M est.grand, il peut êire intéressanr d'appliquér ensuite la
méthode MNDBIN au nuage prgjeté. Le résulat est alors une partitioh ae Ï où Ès classes
regroupent des individus ayani dés projections voisines.

La projection du nuage des individus sur l'espace E induit un recouvrement de I où les
parties sont composées d'individus se projet-tant sur les points non nuls des différents
axes (on peut rajouter la partie conterant lés points se prôietant sur l'origine si le cas se
présente). La méthode apparait alors comme rechèrc-hanr un recouvrement de I
minimisant un critère d'inèrtie. En croisant ce recouvrement et la partition de J, on
obtient des sous-table.alx-homgggn-es en valeurs 1. En effet, chaquT u*.-induit un"
dichotomie de I'ensemblc des indfuidus. L'application fait alors'resso^rrir un ensemble de
M sous-tableaux homogènes en valeurs t àir type X(I.,Q-) où I. est f r"i"-Uf" A"t
individus se projetant sur le point associé à @. 

- -

Un autre pgint de vue peut être abordé ici, celui de la réduction du nombre de variables.
La méthode fournit un ensemble de M nouvelles variables binaires résumant le mieux
possible les.p variables initiales. On peut alors appliquer la méthode MNDBIN aux
llgnes du tableau du- nuage projeté. D'autre part, puisque les variables initiales sont
binaires, chacune d'elle induiiunê dichotomie ile I- Il est alors possible d'appliquer à ces
p dichotomies un algorithme de recherche des formes fortes. Si p est grund, ceË devient

o

o

o

o

o

o

e

a

a

o
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coûteux. On peut alors appliquer cet algorithme à partir des M dichotomies, en plus petit
nombre, induites par les nouvelles variables.

6.3 INTERPRÉTATIoN DES RESULTATs

La valeur du critère à la convergence fournie par la méthode MNDBIN est I'inertie du
nuage des individus par rapport à E. Il représente simplement le nombre de différences
entre le tableau initial et le tableau du nuàge projeté (3i toutes les pondérations initiales
sont égales à 1).

Les centres médians des classes et leurs pondérations pennettent de tirer les premières
conclusions sur la qualité d9 rgryésegta{oh des individus. Par exemple, si la poïdération
de la composante m du projeté d'un individu i est élevée (proche du cardinal'ae ta classe
Qm), cela signifie que I'individu i est bien représenté sur I'axe Â,,,.

Nous.pouvons-également reprendre les indices d'aide à l'interprétation d'une partition
Çhapi1r9 5)-et leurs_ donner une interprétation en marière d'ACp pour données binaires.
Cette fois, il s'agit de décrire une partition Q de J en M classes. Pôur obtenir des indices
qui soient ici interprétables, il suffit de les redéfinir à partir de la relation de
décomposition de I'inertie du nuage des variables par rappon à I'origine. La relation de
décomposition est la suivante :

go(N(I)) = $E(N(I)) + SoN(IÆ))

<+ go(N(J)) = W(Q) + B(e)

Nous reprenons ci-dessous les indices les plus représentatifs, en donnant leur nouvelle
expression et leur interprétation.

L'indice général
L'indice R représente la part d'inertie ou encore la part de la mesure d'information
conservée :

o

o

o

o

o

o

o

a

Un indice_ R grryd (proche de 1) signifie que le nuage projeté représente correcrememr
le nuage des individus.

Qulité de representation des individus
Soient x-i le point représentatif d'un individu i et aq I'image de x1 par la projection. La
qualité de représentation de I'individu i dans E est fournie par lTndice e ORtil défini
par :

$q({a;})
COR(i) = - =

3s({x;})

L'indice varie de 0 (l'individu est mal représenté) à I (x1 appartient au sous-espace de
projection).

5oN(rÆ))
R=-

go(N(r))
=ffi

D(a,,O)
DG' )

o
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Qualité de représentation des individus sur les axes
L'indice. perrn€ttant de mesurer la qualité de représentation d'un individu i sur un axe À-
est l'indice COR(i,m) déf,rni par:

of(u) f
COR(i,m)

$o({a;})

ou

o

I
I

o

a

{ est la coordonnées du projeté de x, sur I'axe Â-,

cr'(a,) est la pondération associée.

Ces indices pernettent de distinguer les il(es sur lesquels les individus sont le mieux
représentés.

Description des axes
Nous reprenons ici les indices de description des classes d'une partition. Ils sont au
nombre de 3 et leur interprétation, pour tout axe A-, est la suivante-:

T(m) représente.la- part de valeurs 1 extraite par I'axe Â.. Il s'agit également de
la part d'information extraite par I'aie Â*. Un axe eit d.autant plus
important qu'il lui correspond une part de valeurs 1 élevée.

B(m) leprésente !u pun d'inertie du nuage projeté prise en compte par I'axe Â-.
Il s'agit de la part d'information prisaen compte par cet aie. 

-

W(m) représente la contribution relative de I'axe Â^ à I'inertie du nuage des
individus par rappol"t au sous-espace.

Pry l-". paragraphe suivant, nous proposons une application sur un tableau élémentaire.
Les indices définis dans ce paragraphè sont calculés et interprétés.

6.4 ExnupleD'appLIcATroN

Considérons le tableau croisant l'ensemble I={1,2,3,4,5,6,71des individus et I'ensemble
J={a,b,c,d,e} des variables (représenté dans la figure l). on suppose également que les
pondérations initiales sonr toutes égales à l.

On applique la méthode MNDBIN sur I'ensemble J en demandant 3 classes. A la
convergence, la méthode fournit la partition Q=(A,B,C)=({a,b},{c, e},{d}). De celle-ci,
nous déduisons les trois vecteurs :

ue= (1 ,  1 ,0 ,0 ,0 )  us= (0 ,0 ,  1 ,0 ,  l )  uc= (0 ,0 ,0 ,  1 ,0 )

engendrant le sous-espace de projection E.

Le critère égal à 3 représente le nombre de valeurs différentes entre le tableau initial et
le tableau du nuage projeté (indiqué en figure 2) exprimé dans I'espace Bs. Les noyaux
nous donnent les coordonnées des individus dans le sous-espace de projection E
(tableau de la figure 3). De ce tableau se dégage la partition suivante des inàividus :

( [1 ,2 ] ,  {3 ,5} ,  {4} ,  [6 ,7 ] )

o
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Notons que llndice R=0.842 signifie que le sous-espace prend en compte 84.2Vo de
I'information initiale.

Nous précisons enfin la qualité de représentation des individus dans I'espace E (figure 4)
et sur chacun des axes Ân, Â" et Â6 (figure 5). Par exemple, on peut constater que les
individus 2,4,6 et 7 appartiennent au sous espace de piojection n. L'individu 1 est
colrectement représenté, tandis que les individus 3 et 5 ne le sont que moyennement.

abcd

1r101
21101
31001
40010
50001
60011
70011

figure 1
tableau initial

e

1
0
0

abcde

111010
21r010
300010
400101
500010
600111
700111

figure 2
nuage projeté

exprimer dans Bs

ao Â"Â.

,?oi
2?o*
3001

E

TT
21

3i
41

. It1

61

o

o

U6 Us Us

1r0 l

2101

3001

4 010

5001

6 01 r

7011

figure 3
nuage projeté

71

figure 4
indices COR(i)

4010

5001

6 o?+
7 o?+

figure 5
indices COR(i,Q)

Fn outre, le tableau du nuage projeté permet de
homogènes en valeurs 1. Il s'agit de ceux croisant :

construire trois sous-tableaux

-  {1 ,21  e t  {a ,  b }

-  (4 ,6 ,7 )  e t  {c ,  e }

-  {1 ,2 ,3 ,5 ,6 ,7 }  e t  {d }

o
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6.5 INFLUENcE DE LA TRANSFoRMATIoN DU TABLEAU INITIAL

La transformation étudiée ici est celle due à un changemant d'origine de I'espace binaire
Bp. Considérons le tableau initial X(I,J) et un point b de Bp. Prendre b pour origine de
I'espace revient à transformer le tableau X(I,J) en un tableau X(I(b),J(b)) défîni par :

Vie I, Vje J *l(u) = r x] - dr

Comme nous I'avons vu dans le paragraphe 3.5 du chapitre 5, cette transformation n'a
aucune influence sur la méthode MNDBIN appliquée au nuage des lignes. En effet, le
changement d'origine n'influe pas sur les proximités entres individus.

Par contre, les résultats change si on applique la méthode sur le nuage des colonnes
puisque certaines d'entre-elles se trouvent inversées. Cela revient à appliquer la méthode
à I'ensemble de p variables J(b) défini par :

J(b)=U/d=Olu{ j ' ld= l }

où j' est la variable inverse de j : si j prend la valeur 1 (resp. 0) j' prend la valeur 0 (resp.
1). La transformation influe donc sur les résultats de I'ACP binaire. Nous donnons
ci-dessous des exemples illustratifs.

Exemplel
Reprenons le tableau du paragraphe 6.3 et représenté en figure 1. Par rapport à I'espace
engendré par la partition ({a,b},{c,e),{d}), nous avions obtenu une inertiè égale à 3. Si
nous prenons comme origine le centre médian de l'espace, I'ensemble à classifier devient
(a,b,c,d,e) où les variables soulignées reprrésentent les variables inversées. On obtient
alors le tableau indiqué en figure 2. Si on applique la méthode MNDBIN en demandant
trois classes, elle fournit un critère égal à 2 pour la partition ({a,b,e},{c},{d}). Le
tableau du nuage pdeté est indiqué en figure 3.

abcde abcde abcde

11
21
31
40
50
60
70

11r000
211001
310001
400110
500000
600100
700100

I
0
0
1
I
I
1

0
I
I
I

1110
2110
3100
4001
5000
6001
7001

o

o

o

o

o

o

o

o

0
0
0
0

001
001
001
r10
000
100
100

figure I
tableau initial

frgure2
tableau initial
transformé

figure 3
tableau du nuage

projeté

Dans cet exemple, on obtient un meilleur résultat en choisissant le centre médian pour
origine. Mais le meilleur résultat possible n'est pas toujours celui obtenu pour cette
transformation. Dans I'exemple qui suit, nous montrons qu'il existe une transformation,
autre que celle par rapport au centre médian, et aboutissant au meilleur résultat.

Exemple2
Considérons le tableau croisant I=(1,2,3,4,5,6,71 sg J={a,b,c} représenté en figure 4
(page suivante). Si on applique la méthode en demandant 2 classes on obtient un critère
égal à 3 pour la partition ({a,c},{b}).

o
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Le centre médian du nuage des individus esr le point (0,1,1). Le tableau transformé
91oi_s1n9I.et {a,!,9} est indiqué en figure 5. Cetté fois la meû,oAe fournit la panition
({aù},{C}) et un critère égalà,2.

Enfin, considérons le point (0,1,0) et le tableau transformé croisant I et {a,[,c] indiqué
enfigure6.Laméthodefoumitalorslaparri t ion({a},{h,c})etuncritère e{ai i t .

abc a 'É c abc

figure 4 figure 5 figure 6

0
0
0
0

l1
21
30
40
50
61
70

t l01
2101
3001
4011
5010
6110
7010

o

0
0
0
0

1
I
I
I
0
0
0

0
0
0
0

11
21
30
40
50
6l
70

o

o

o

o

o

o

o

Le problème
Les résultats ci-dessus nous amènent à énoncer le problème suivant :

trouver un point b de Bp et un ensemble de M axes orthogonaux
gngerydlant-:1ry.s.?us-espace E 1e!1 au.e Ie critère de l'inertie du ruùge des
individus N(l(b)) par rapport à E soit minimale.

Le changement d'origine n'influe pas sur les proximités entre individus mais sur celles
des variables. Ici, nous.proposons de rechercher le point de Bp qui, lorsqu'il est choisi
comme origine, conduit à un critère minimum. Nous n'avons pas encore résolu ce
problème.

Si nous dédoublons le tableau initial en ajoutant les p variables inversées, nous
aboutissons encore à un problème équivalent au précedent.^

6.6 LES LIMITES DE cETTE APPRocHE

Le fait de rechercher des axes orthogonaux nuit à la qualité des résultats fournis. En
effet, une variable n'intervient que dans la définition d'un seul axe. Ainsi, une variable
}y.?tlt une forte.proportion de 1 est traitée de la même manière qu'une variabte ayanr une
taible p-{oportion {" _1. Une première solution consisre alois à centrer le iableau,
c'est-à-dire à choisir le centre-médian comme origine. Ainsi, toutes les colonnes du
tableau transformé auront une médiane égale à 

-0. 
On réduit les disparités entres

variables et, ainsi, les résultats sont améliorés-. Mais cela ne résoud pas le froblème de la
transformation optimale.

Une autre solution consiste à supprimer la contrainte d'orthogonalité (voir exemple du
paragraphe 5.3.1). Ainsi, une variable-peut intervenir dans la d?finition àe plusieurs axes
binaires. Ce sera notarnment le cas des variables à forte proportion de vïleurs 1. Les
1és1f913'enpeuvent être qu'amélioÉs..En procédant ainsi, on se rapproche d'avantage
de I'ACP habituelle, où les axes recherchés sont des combinai^sôns linéaires dës
9aq9Çr9s. initiaux (un caractère initial contribue, de façon plus ou moins importante, à
la définition .de ptFieurs axes factoriels). Dans le faralraphe qui suit, itous noo,
intéressons à la recherche d'un système d'axes quelconques engendrant un sous-espace

o
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7. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES SANS CONTRAINTE
D'AXES ORTHOGONAUX

La suppression de la contrainte donne un nouveau sens à I'analyse. On recherche
maintenant un recouvrement en M parties de J engendrant un sous-espace E. Chacune
de ces pafiies contient un ensemble de variables au comportement analogue sur un
sous-ensemble seulement d'individus.

Après avois rappeler le principe de la théthode ACPBIN, nous nous intéressons au
problème du choix d'un point initial. Nous montrons ensuite le lien entre cette méthode
et la méthode d'Analyse Factorielle Booléenne AFB pÉsentée dans le cadre du logiciel
BMDP (M.R. Mickey, P. Mundel et L. Engelman 1983). Cette méthode pose le
problème sous une forme matricielle. Elle présente la particularité de recherôher un
!Y_s!èmedeMaxes,Mf ixéapr ior i ,àpar t i rd 'unsystèmedemaxes,mf ixéapr ior ie tm
inférieur à M. Pour cela, elle utilise un algorithme intermédiaire qui correspond à

7.1 LlruÉrnoon

Dans le paragraphe 5.3, nous avons décrit I'algorithme ACPBIN fournissant un
sotf.s-espace E engendré par M vecteurs binaires et minimisant I'inertie du nuage des
individus par rappoft à cet espace. Nous avons également démonné que cette méthode
fournit par la même occasion un sous-espace F minimisant I'inertie du nuage des
variables. En fait, la méthode fournit simultanément les deux sous-espaces E et F
optimaux.

Les résultats fournis par ACPBIN dépendent, évidemment, du choix d'un point initial.
Une solution simple consiste à choisir comme point initial une partition en M classes de
J. Il suffit alors de faire plusieurs essais, à partir de différentes partitions initiales de J, et
de retenir le meilleur résultat.

Une solution plus juste (se rapprochant d'avantage de la notion de recouvrement de J)
consiste à appliquer, tout d'abord, la méthode MNDBIN au nuage des individus en
demandant M classes. Nous utilisons les M noyaux obtenus pour définir un système de
M axes engendrant un sous-espace E. Nous proposons de choisir E comme point initial
de la méthode ACPBIN. La valeur initiale du critère optimisé par ACPBIN est alors
égale à celle obtenue à la convergence par la méthode MNDBIN (un individu se projette
sur le centre médian de la classe à laquelle il appartient). Ce choix induit une
convergence plus rapide de I'algorithme ACPBIN. De façcn symétrique, nous pouvons
choisir comme point initial un sous-espace F engendré par une partition ou un

Les deux choix initiaux finalement retenus sont :

- une partition de I fournie par MNDBIN,

- une partition quelconque de I.

Nous proposons, dans la suite, un exemple simple d'application, sur lequel nous
appliquons les différentes méthodes d'analyse en composanies principales étudiées ici.

Dans le demier paragraphe de ce chapitre, nous appliquons toutes ces méthodes sur des
tableaux plus conséquents. Il sera alors possible de comparer les résultats obtenus à
partir des différents points initiaux indiqués ci-dessus.
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7.2 REMARQUE SUR LAMÉTHoDE

La méthode ACPBIN fournit simultanément les deux sous-espaces de projection. Elle
apparait également comme une méthode permettant de rechercher simultanément un
recouvrement de I et un recouwement de J par minimisation du critère d'inertie.

Les axes engendrant E induisent un recouvrement de J : à chaque axe de vecteur u- est
associé la partie Q- de J. On a un résultat symétrique pour les axes engendrant I'espace
F. En croisant ceraines parties des recouùrements de I et de J, on peut définir des
sous-tableaux. Chaque axe u- de l'espace E est associé à une partie Q. de J et induit la
dichotomie suivante de I:

I = Io ru I_

où Io est I'ensemble des individus se projetant sur I'origine,

et Im est I'ensemble des individus se projetant sur le point u-.

Dans le paragraphe 5.3.4, nous avons souligné les limites de I'interprétation des
sous-tableaux du type X(I-,Q1). Cependant, lors des nombreux essais effectués, ceux-ci
sont pratiquement toujours homogènes en valeurs 1. On obtient évidemment les mêmes
sous-tableaux en considérant les axes engendrant F.

7.3 L'IIrII,LySE FACTORIELLE BoOLÉENNE

Nous montrons ici que I'algorithme AFB utilise un algorithme d'amélioration qui n'est
autre que I'algorithme ACPBIN. Tous deux nécessitent le choix d'un point initial. Pour
celui-ci, différentes possiblités sont également envisagées.

7.3.1 Principe de la méthode

Soit X(I,J) d'ordre (n,p) le tableau initial muni de pondérations toutes égales à 1 (la
méthode AFB s'applique à des données sans pondérations paniculières ). Le but de Ia
méthode est de représenter les p variables initiales X=(xr,...,xp) ptr un ensemble
S=(sr,...,sM) de M "factors" ou facteurs (M << p) .

Les facteurs, éléments de Bn, sont des combinaisons linéaires des variables initiales à
coefficients dans {0,1}.Les opérateurs utilisées pour évaluer ces combinaisons sont
toujours les oprérateurs logiques "et" et "ou".

Cette approche est associée au modèle matriciel :

X=SxL

où L d'ordre (M,p) est la matrice des "factors loading" ou matrice des coefficients des
combinaisons linaires des facteurs, S d'ordre (n,M) est la matrice des "factors scores".

Les opérations manicielles reposent également sur les opérateurs logiques. Le problème
consiste alors à déterminer les matrices S et L de sorte que le nombre de différences
entre le tableau initial et le tableau résultant du produit SxL soit minimum. Si on note
Y=SxL, le critère W à minimiser est alors le suivant :

W=I>l{-y i l  où y ' l=
i e l  j eJ

rï tf-

o

o

o

M

m=l
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Si on note :

R=(1)

la matrice (n,p) d'ajustement entre les matrices X et Y=SxL, on a :

X=Y  +  R

Les éléments de R sont alors définis par :

d=o si * i  =yi

4=t  s i  * i= tety l=g

d=-t  s i  x i=0 et  f= 1

Le critère à minimiser s'écrit alors :

w=I I  td l
i e I  j eJ

ê+ w=I 2,x](1 -v i l * (1 -x i ) t
ie I  jeJ

<+ w=I I* i  -  I  >*iyi-( l  - ,c)yi
ie l  jeJ ie l  jeJ

Il est donc équivalent de maximiser le nouveau critère W défini cette fois par :

w=L I +i-(1 -*)yl
i e I  j eJ

Ce critère représente alors la différence entre le nombre de valeurs 1 communes aux
tableaux X et Y et le nombre de valeurs 0 du tableau X représentées par des valeurs I
dans le tableau Y.

7.3.2 La méthode

L'utilisateur choisit le nombre m de facteurs initiaux
recherchés. La méthode se déroule ensuite en deux

et le nombre M de facteurs à
étapes consistant à ajouter et

o

o
I

supprimer des facteurs.

Tout d'abord, I'ensemble des m facteurs initiaux est déterminé soit par lecture, soit par
calcul. Puis, les M-m autres facteurs sont calculés de la façon suivante : I'algorithme
AFB ajoute un (m+l)a" facteur et un (m+2)h" facteurs, puis élimine le mh" facteur. A
chaque ajout ou élimination d'un facteur, I'algorithme améliore le critère de la façon
suivante : pour une matrice S fixée il recherche une matrice L (et, réciproquement, pour
une matrice L fixée il recherche une matrice S) de sorte que, à chaque fois, le critère W
soit optimisé. Ces opérations sont répétées jusqu'à l'obtention du Mh'facteur pour la
deuxième fois.

Par exemple, si m=2 et M=5, I'algorithme va rechercher 2,3,4,3,4,5,4 et 5 facteurs.
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L'amélioration du critère est.réalisée par un algorithme appelé "boolean regression" ou
régression booléenne. Celui-ci ryrmiet de reàhercher, à's ri*e (resp. à Il ii*é;, une
colonne de la matrice L (resp. unè ligne de la matrice sj suivant le moàèle :

1 j=y '  +  y '  avec  y '=  S*P  1 resp .  x i=s i x ; ,  +  r , )

Le critère optimisé s'écrit :

w'=à tdt  =t- , i l - (1 * l )y i  ( resp. Wr= I . iy i - f r -d) t ' )
ie l  ie l  jeJ

7.4 LrpN ENTRE LES DEUx naÉrHones

L'algorithme ACPBIN .que_nous avons _proposé est identique à I'algorithme
d'amélioration utilisé par IAFB. La maffice S ap-parait comme la matrice des"vecteurs
engendrant un sous-espace F de B'et la matrice L comme la matrice des coordonnées
des variables initiales dans ce sous-espace. De façon symétrique, la matrice i apparait
comme la matrice des vecteurs engéndrant un ious-êspace^E de Bp et S comÀe la
matrice des coordonnées des individus dans ce sous-espac'e. Dans les deux cas, le critère
optimiséreprésente le nombre de différences enrre le tâbleau initial et le tableau S*L,ce
dernier n'étant autre-que_le tableau du nuage projeté. Le critère optimisé 

"riaon" 
I'inertie

du nuage des individus (resp. des variablei) fariapport au sous-espace E (resp. F).

Comme nous l'avons vu.dans ce chapitre: nols ne pouvons pas construire un système
optimal en m axes à.partir du systèmé opdmal en m-l axes. L''AFB s'inqpire fàuitant Oe
::,PltiP:'PçOq.i] rajgutg deux axes àvantd'en supprimer un en améliorant a chaque
tbis le critère. Il utilise ainsi un système initial de m âies (m fixé a priori) pour aboutir à
un système de M axes.

Le.pro,blège-du point initial de la méthode ACPBIN se pose donc également pour la
méthode AFB. Actuellement, le point initial de la méthode^AFB peut sùt être forirni par
I'utilisateur, soit être déterminé par un algorithme recherchant dés relations d'inclusions
entre les colonnes du tableau iniiial (nous-n'avons pas d'informations plus pÉcises sur ce
suJ.et): Par exemple., poqJ le tableau initial indiqué en figure 1, cet alglorith^me cônduit au
pornt initial indiqué en figure 2.

o

o

o

o

o

o

o

o

o

101
01r

101
101
011
011

figure I figure 2

Une solution est de démarrer I'AFB en partant d'un seul facteur, c'est-à-dire d'un seul
axe binaire, par exemple c_elui minimisant I'inertie. Nous avons proposé un algorithme
approximant un tel.a1g. Nous pouvons donc I'utiliser ici pour ôbtènir une m"atrice L
initiale et un critère initial de bonne qualité.

Puisque I'algorithme améliore le choix initial, une autre solution consiste à démarrer la
-im$ç I punit d'un axe quelconque. Si on choisit celui passant par le centre médian, le
point initial est alors optimal, maii it est possible d'obtenir un réôultat final de meilleure
g9"l1té en partant d'un point initial quelôonque (c'est une conséquence de la propriété
d'inclusion des sous-espaces optimâux qui n'est pas vraie sur'Bp). Nous aions des
remarques analogues pour le choix d'une matrice S initiale.

o
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Une autre solution consiste à choisir une matrice L initiale ne contenant qu'une seule
ligne dont-tous les éléments sont choisis égaux à 0. De cette façon, on^ne suppose
aucune inclusion entre les colonnes de la matrice initiale. Cette ligrie L de 0 induif une
colonne S de 0 et, après ajout de deux facteurs, toutes ces valeurs n-ulles seront éliminées
par l'étape de suppression. En fait, en procédant ainsi, le résultat ne va dépendre que de
la manière dont on ajoute et supprime des facteurs et de I'algorithme d'amélioration. Ce
choix permet alors de tester I'algôrithme AFB.

Plfit:gus pouvons également procéddr'comme nous I'avons fait pour la méthode
ACPBIN : on détermine le point initial soit à partir d'une partition queiconque de I, soit
à partir de la meilleure partition_de I obtenue par MNDBIN (de façôn symétrique, nous
pouvons faire le même type de choix pour une partition de J).

En résumé, les différents choix initiaux envisagés pour de futures applications sont les
suivant :

- une parririon initiale de I foumie par MNDBIN,
- une paftition initiale quelconque de I,
- I'axe passant par le centre médian,
- aucun point initial, c'est-à-dire une manice ligne L identiquement nulle,
- un axe quelconque.

7.5 UN nxnvrplE sIMpLE D'appt-lcarroN

Considérons le tableau croisant I'ensemble l=f1,2,3,4,5,6,7]tdes individus et I'ensemble
J={a,b,c,d,e} des variables (fîgure I de la page suivante). Nous appliquons tout d'abord
la méthode ACPBIN puis la méthode AFB en demandant 3 axes.

Application de ACPBIN
Le premier poi-nt initial-envisagé est la meilleure partition de I fournie par MNDBIN. On
obtient une valeur égùe à 3 pour I'inertie du nuage par rapport au système fourni par
ACPBIN Cependant, cela nè constitue pas la meilieure sôlution, éomme le montre
I'application suivante.

Nous appliQ]gns ACPBIN en.partant d'une partition initiale quelconque. Après plusieurs
essais, on obtient comme meilleur résultat une inertie égale à 1 porir le sôus-éspace E
engendré par le système (un,us,u") indiqué en figure 4. Ces vecteurs sont ceux asïociés
au recouwement :

(A ,  B ,  C )  =  ( [ a ,  b ,  d ] ,  { c ,  e } ,  {d ,  e } )

fourni à la conve-rgence-de I'algorithme. Paraléllement, ACPBIN fourni également le
recouwement de I'ensemble des individus :

( f n , I r ,  L )  =  ( { 1 ,2 ,31 ,  ( 4 ,6 ,71 ,  { 1 ,5 ,6 ,7 } )

que_l'on obtient simplement.uprntldu tableau du nuage projeté exprimé dans E (figure
3). Le nuage projeté exprimé dâns Bs est représenté en-fig-ure 2.

4 partir de ces deux recouvrements, nous déduisons les tableaux homogènes en valeurs
I correspondant- aux coup_leg (A,Ir), (B,Ir), (C,rc). Ceux-ci sont réspectivemenr
représentés dans les fÏgure 5,6 et7 .
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Application de AFB
Parmi les choix initiaux, trois seulement ont permis d'aboutir à une inertie de 1 :

(i) une partition quelconque en deux classes de I,

(ii) une matrice ligne L identiquemenr nulle,

(iii) un axe initial quelconque.

On retrouve alors des résultats identiques à céux fournis par ACPBIN. Encore une fois,
Ie choix d'un point initial quelconque (une partition de I en deux classes ou un axe
quelconque) permet d'aboutir, après plusieurs essais, au meilleur résultat. Iæ choix (ii)
montre que les algorithmes d'ajout, de suppression et d'amélioration utilisés par I'AFB
fournisssent des bons résultats sur ce tableau élémentaire. Sur des tableaux plus
importants, cela n'est pas toujours vrai comme nous le verrons dans le dernier
paragraphe.

abcde abcde

0
I
1
I

1110
2110
3100
4001
5000
6001
700r

o

1
0
0
0

ce

411
611
711

111
211
310

figure 3
nuage projeté

dans E

abd

figure 5
sous-tableau

(A'In)

figure 6
sous-tableau

(B,In)

figure 2
nuage projeté

exprimé dans Bs

abcde

figure 4
système

engendrant E

de

figure 7
sous-tableau
(CJ")

figure I
tableau initial

Ua Us Us

10
10
l0
01
00
01
01

0
0
0
0

I
0
0

0
I
I
I

1
0
0
I
I
1
1

1
I
I
I

1
5
6
7

110
210
310
4 0 l
500
6  01
701

o

ua l  1010
usO 0  1  0  I
usO 0  0  1  1
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8. UNE CONCLUSION SUR LES TTIÉTHONES POUR TABLEAU DE
VARIABLES BINAIRES

Nous disposons avec la méthode de classification MNDBIN, la méthode de
classification croisée CROBIN et la méthode d'analyse factorielle ACPBIN ou AFB de
3 méthodes pour analyser des tableaux de variables binaires. Toutes ces méthodes ont
un même but : rechercher une structure satisfaisante, la plus proche possible du tableau
initial, afin d'en extraire plus facilement un certain nombre d'informations.

A chaque fois, le critère associé à chaque méthode représente une mesure de l'écart entre
les deux tableaux. Si les pondérations initiales sont toutes égales à 1, le critère
représente exactemant le nombre d'éléments différents entre le tableau initial et le
tableau recherché. En résumé :

- la méthode MNDBIN permet de représenter les lignes (ou les colonnes)
du tableau initial par un ensemble restreint de noyaux ou de vecteurs

- la méthode CROBIN foumi un tableau résumé du tableau initial.

- les méthodes ACPBIN et AFB fournissent des axes binaires et des
recouvrements de I et J.

Dans un premier temps, nous proposons
résumant toutes ces méthodes. Puis, nous
peuvent êne appliquées.

8.1 Moonle MATRTcTEL AssocrÉ auMÉTHoDES

Nous considérons ici un modèle matriciel général, résumant toutes les méthodes et
utilisant les opérations "et" et "ou" de I'algèbre booléenne.

Le modèle général est le suivant :

ou:

X=Y+R

X est le tableau initial (n,p),

Y le tableau (n,p) fourni par les méthodes,

R la matrice (n,p) d'ajustement ou matrice des erreurs.

Toutes les méthodes recherchent un tableau Y tel que la quantité suivante soit

\ { = l { -  v i l  = rcl

ou :

rl est le terme de la ih'ligne et jh" colonne de R,

xi est le tenne de la ih" ligne et jh" colonne de X,

yl est le tenne de Ia ia'. Hgne et jh'colonne de Y.

Les méthodes diffèrent simplement par la nature de la matrice Y.

un modèle matriciel (non probabiliste)
étudions dans quelles mesures celles-ci

>I
i e I  j eJieI  jeJ

o
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Pour la méthode MNDBIN recherchant une partition P de I en K classes, le tableau Y
peut se décomposer de la façon suivante :

Y  =  SxL

où :

S est la matrice (n,K) disjonctive associée à la partition P,

L est la matrice (K,il) des noyaux.

Si la méthode recherche une partition Q de J en K classes, S correspond à la matrice des
noyaux des classes et L à la matrice disjonctive associée à la partition Q. Dans les deux
cai, I'application de cette méthode âboutit à un tableau 

^Y 
de strùcture parfaite

(correspondant au cas où les éléments de I'ensemble à classifier sont identiques aux
noyaux des classes auxquelles ils appartiennent).

Pour la méthode ACPBIN ou AFB recherchant un système de M axes maximisant
I'inertie du nuage projeté des individus, le tableau Y peut se décomposer comme
ci-dessus, la différence étant que la matrice S n'est pas nécessairement disjonctive :

ou:

Y =  SxL

S est la matrice (n,M) du nuage projeté des individus,

L est la matrice (M,p) des axes du sous-espace de projection.

On a un shéma symétrique pour I'application au nuage des variables. La matrice S
n'étant pas disjonctive, le critère associé à cette méthode est nécessairement inférieur à
celui fournit par MNDBIN (dans la mesure où le nombre de classes est égal au nombre
d'axes). Le tableau Y n'a pas la même forme que dans le cas précédent, la structure
parfaite correspond ici au cas où les vecteurs réponses des individus appartiennent au
sous-espace de projection. Finalement, Y se raproche d'avantage du tableau initial tout
en conservant une structure débouchant sur des interprétations simples.

Pour la méthode CROBIN recherchant simultanément une partition P de I en K classes
et une partition Q de J en M classes, le tableau Y peut se décomposer comme suit :

Y  =  SxLxT

où :

S est la matrice (n,K) disjonctive associée à la partition P,

T est la matrice (M,p) disjonctive associée à la partition Q,

L est la matrice (K,M) des noyaux.

Le tableau Y a ici une structure parfaite menant à des interprétations simples.

Le problème qui se pose est de savoir quelle méthode appliquée. Cela dépend de
I'analyse souhaitée par I'utilisateur mais également de la nature du tableau initial.

Dans le paragraphe suivant, nous revenons en détail sur ces points.

io
I

o
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8.2 UrrIrSInoN DES MÉTHoDEs

Au problème :

trouver le tableau stucturé Y le plus proche possible du tableau initial X,

les méthodes étudiées ici fournissent une solution suivant le type d'analyse souhaitée.
Nous-proposons une stratégie d'application de ces méthodes. Cêite srratélie ne découle
pa-s d'une étude théorique mais résulte iles nombreuses applications éffectueés sur
différents tableaux de données binaires. Le but de ces applicàtions esr d'approcher et
d'avoir ainsi une idée de la structure du tableau initial.

Si le tableau initial a une structure voisine d'une structure parfaite (que ce soit en lignes
gy^^e-n colonnes), la méthode MNDBIN la retrouve. Le chtère indique directemett la
différence entre le tableau initial X et le tableau parfait obtenu Y. L'application des
autres méthodes n'aboutit à aucune amélioration hotable du critère. Cest le cas des
méthodes ACPBIN et ACP qui fournissent non plus des parritions mais des
recouvrements. Un tel tableau initial se résume plus simplement par une partition plutôt
que Par un recouwement. La méthode CROBIN pennet de rechercher un tableau Y qui
posséde une structure parfaite à la fois sur les lignes et les colonnes. Toutefois, si teile
est la structure initiale, if quffit d'appliquer la mdthode MNDBIN sur les lignes puis sur
les colonnes du tableau initial et de construire ensuite le tableau associé à-ce couple de

Si la structure du tableau initial s'éloigne d'une structure parfaite, il devient intéressant
d'appliquer toutes ces méthodes. La méthode MNDBIN fôurnit une première indication
en recherchant des partitions de I ou de J. L'analyse du critère permét de situer, dans un
Plemier tg1p-s, l'éloignement entre le tableau iiritiat et le tableau correspondant à la
situation idéale. En outre, la méthode fournit des recouwements de I ou de J et plus
généralement des. so-us-tableaux homogènes en valeurs 1. La méthode CROBIN peut
compléter cette étude en recherchant simultanément des partitions des lignes ef des
colonnes et donc des sous-tableaux homogènes en valeurs 0 ou 1. Enfin, les méthodes
ACPBIN ou AFB permettent d'approfondir la connaissance de cette structure et
fournissent des recouvrements et des sous-tableaux de façon plus précise (le critère est
meilleur).

En résumé, toutes ces méthodes pennettent de rechercher une structure interprétable, la
plgryto:lt"_possible du tableau initial. Dans un premier temps, on applique ia méthode
MNDBIN. Puis, suivant la valeur du critère, on applique ou non lêi autres méthodes
pour rechelcher des recouvrements et des sous-tableaux homogènes. Les structures
mises en évidence sont les suivantes :

- une partition de I (resp. de J), un recouvrement de J (resp. de I) menant à des
sous-tableaux homogènes en valeurs I en croisani la partition et le
recouvrement (MNDBIN),

- un couple de partitions de I et de J et des sous-tableaux homogènes en croisant
ces deux partitions (CROBIN),

- un couple de recouvrements de I et de J menant à des sous-tableaux homogènes
en valeurs I en croisant ces deux recouvrements (ACPBIN ou AFB).

o
I

o
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9. PROGRAMMES ET APPLICATIONS

Comme dans les cas précédents, le programme ACPBIN (et une version de I'AFB,
utilisant ACPBIN et les points initiaux que nous avons proposés) a été intégré au
logiciel SICLA.

En utilisant la commande HASBIN, nous avons généré plusieurs tableaux de données
binaires afin de tester nos programmes et notammènt les différentes possibilités pour les
points -initiaux. Il ressort que le choix d'un point initial (une pânition ou un axe)
engendré_ de façon aléatoire conduit toujours, après plusieurs tentatives, au meilleur
résultat. Le choix initial d'une matrice ligne identiquément nulle ne conduit que dans
certains cas au meilleur critère. Iæs algorithmes d'ajout, de suppression et d'améiioration
(ACPBIN) utilisés par AFB n'aboutissent pas toujotrs à des résj:ltars sarisfaisanrs.

Nous propo_sons d'appliquer nos méthodes aux données MERO (présentées dans le
chapitre 2). La meilleure partition en 5 classes des individus est associée à un critère de
lfi). La méthode ACPBIN n'améliore pas ce critère (5 axes ont été demandés), au mieux
on retrouve la valeur 100. Cela montre que pour 5 classes, la partition des individus
suff,rt pour dégager une structure de ces donnéès.

Nous allons donc étudier la partition en 7 classes (mise en évidence dans le chapitre 2)
qui se composait comme suit :

A1 4,9,  14,2L,22,24,25,26,28,30,  31,  32,33,36,46,49,
52,53

A2 15,23, 47, 54,55, 56, 57, 58

A3 I1,17,27,34,48, 51, 59

B1 2,6,8,12,13,18,  19,  29,  44,  45

82 1, 10, 16,37,38, 39, 40,4L,42,43

Les deux autres classes avaient des effectifs faibles et regroupaient les éléments (7,50) et
(3,5,20,35). Iæ critère obtenu était de 82 différences ente données initiales er noyaux.
Les caractéristiques de chacun de ces groupes onr éré détaillées dans le chapive 2,
paragraphe 6.2.

Nous allons maintenant appliquer la méthode MNDBIN à I'ensemble des 29 variables en
demandant 7 classes. La meilleur essai donne un critère de 99. En pages 200 et20I,
nous indiquons les résultats suivants :

- la partition obtenue dont les classes permettent de définir les 7 vecteurs
binaires engendrant le sous-espace de projection,

- la tableau des noyaux qui est aussi le tableau du nuage projeté,

- le tableau des homogénéités par classe et par variable montrant également
la qualité de représentation des individus sur les axes,

- le tableau initial réordonné en respectant les classes de la partition,

- la partition du nuage projeté consrruite à partir du tableau des noyaux,

- les 7 sous-tableaux homogènes en valeurs 1 qui se déduisent également
du tableau des valeurs idéales.
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A chaque classe de la partition on peut associer un sous-ensemble d'individus (ceux se
projettant sur I'axe défini à partir de la classe). En croisant cette classe et ce
sous-ensemble, on obtient alors un sous-tableau homogène en valeurs 1. Ici, on constate
que les classes 5 et 6 conduisent à une partition en deul classes des individus (d'après le
tableau des valeurs idéales). On retrouve exactement la décomposition en deux groupes
A et B que nous avions obtenue par I'application de MNDBIN-(en demandant 2 clasies
d'individus). On retrouve aussi les mêmes caractéristiques :

sous-tableau 5 A esr caractérisé par C15, C22 et C24,

sous-tableau 6 B est caractérisé par Cl7, C29, C33, C38 et C39.

En plus de ce résultat, I'application de MNDBIN aux variables permer aussi de
caractériser certains sous-groupes de A et de B. On retrouve cette fois les principaux
résultats de I'application de MNDBIN aux individus (en demandant 7 classes). En èffet,
en examinant les sous-tableaux homogènes, on constate que :

sous-tableau 2 A3 esr caractérisé par C26, C30 et C35,

sous-tableau 3 pr, auquel sont ajoutés 7 et 50, est caractérisé par C31,
C34 et C41,

sous-tableau 4 {1,-au!ugl est ajouté 3, est caractérisé par Cl7, C29,
C33, C38 et C39,

sous-tableau 7 A2 est caracrérisé par C01, C19 et C28.

Le sous-tableau I ne permet pas de caractériser le groupe 82, les individus 40,41,42 et
43 de ce groupe ne se projenant que sur I'axe associé à B. Parmi les individus ne
figurant pas dans les 5 principaux grôupes, 7 er 50 ont été affecté à 81, 3 à A1.

Le nuage projeté est inclus dans B7, mais se résume en 10 points différents : on obtient
ainsi une partition où toute classe est constituée des individus se projetant sur un même
point. Cette partition permet pratiquement de retrouver les groupes Ar, Az, A3 et 81; le
groupe 82 est décomposé est 2 parties (dont I'une contienr 40, 41,42 et 43). Les
éléments 5,7,20,34 (qui appartient à Ar), 35 et 50 ont des projections particulières.

Dans le chapitre 2, deux applications de MNDBIN ont abouti aux deux groupes A et B
d'une part, et à des sous-groupes d'autres part. La seule application dè MNDBIN au
variables pennet de retrouver.pratiquement les mêmes résultats (d'après l'étude des
sous-tableaux homogènes en valeurs 1. De plus, la partition du nuage projeté permet de
distinguer des plaques-boucles particulières. Si nous avions effectué cette analyse en
premier lieu, les résultats obtenus nous aurait alors permis d'avoir une idée du nombre
de classes d'individus à rechercher. Par exemple, pour les données MERO, si on
demande 5 axes binaires, le recouwement des individus est paratiquement une partition.

Nous avons ensuite appliqué la méthode ACPBIN en demandant 7 axes. Le critère
obtenu est de 77, c'est-à-dire inférieur à celui des autres applications. En page 202, on

le détail des 7 axes obtenus,

la partition du nuage projeté,

les sous-tableaux homogènes en valeurs 1.

Classiftcation et analyse en composantes principales pour données binaires
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Classification et analyse en composantes principales pour données binaires

Ces sous-tableaux sont obtenus en croisant le recouvrement des variables et celui des
individus, tous deux fournis par la méthode. Une partie regroupe des variables n'ayant
un comportement homogène que sur un sous-ensemble d'individus. Cela a alors permis
d'améliorer le critère. Par exemple, le groupe A1 est décomposé et se retrouve dans la
définition de deux sous-tableaux (1 et 4). Cela est une conséquence de la faible
homogénéité de la variable C17 dans ce groupe (6lVo des individus de Al possédent ce
caractère). Les autres sous-tableaux permettent de retrouver les groupes B (sous-tableau
5), Br (6), Bz (7), LzQ)et As (3).Parrapport à la situation précédentes (où 82 de
cardinal 10 était divisé), les sous-tableaux obtenus ici ont un pourcentage de valeurs 1
plus important (A1 de cardinal 18 est divisé). On retrouve le même type de résultats en
consultant la partition du nuage projeté (contenant aussi 10 classes).

o
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ClassiJication et analyse en composantes principales pour données binaires

C O M M A N D E :  M N D B I N  < >  n u e e s  d y n a m i q u e s  s u r  v a r i a b l e s  b i n a i r e s

v a l e u r  d u  c r i t e r e  a  c h â q u e  e s s a i  :  9 9

p â r c i t i o n  e n  l i g n e

c l a s s e  n u m e r o  1  :  e f f e c t i f  3

c 1 4  C 3 2  C 4 0

c l a s s e  n u m e r o  2  i  e f f e c t i f  3

c 2 6  C 3 0  c 3 s

c l a s s e  n u m e r o  3  :

c 3 1  c 3 4  c 4 1

c l a s s e  n u m e r o  4  ?

c t ' |  c 2 9  C 3 3

c l a s s e  n u m e r o  5  :

c 1 5  c 2 2  C 2 4

c l a s s e  n u m e r o  6  i

c 1 6  c 2 3  c 2 5

c l a s s e  n u m e r o  1  :

c 0 1  c 1 9  c 2 8

e f f e c t l f  3

e f f e c t  i f  5

c38  c39

e f f e c t i f  3

e f f e c t  i f  6

c 3 6  c 3 7  c 4 2

e f f e c t  i  f  3

t âb l eau  des  va leu rs  i dea les

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 II 11. ).r 22 22 2 2 22 2 2 3 3 33 33 3 3 33 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 5 5 55 5 5 5 5 5 5
I  23  45  61  8  907  23  45  61  8901 .  23  45  67  8907  23  4s  61  I  9  o r  23  45  61  89O!  23  45  61  89

1

J

4
5
b

1

1 1 1
1 1 1 1 1

1  1 1 1  1 1  1 1  1
1 1  1  1  1 1  1 1 1  1  1 1 1 1 1  1
1 1 1  1  1  1  1 1  1  1 1 1 1 1 1 1 1 1  1 1 1 1 1 1 1

1 1  1  1  1  1 1  1  1 1  1
1 1

t â b l e â u  i n i t i a l  r e o r d o n n e

1 1 1 ' 1 1  
1

1 1
1  1  1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1  1 1 1 1 1

000000000I  1  1  I  1  I  t r l l  22222222223333333 '33344 4444444{5s55555 555
!234567 89012345 6? I 90 1234 5 6? I 9o t23456.t 890123456.t 890t23456-t 89

c 1 4  I I  I  1  1 I
I 1

1 1 1

c 4 0  l t  1  1  1 1  I  r

c26
c 3 0

l l t l I  1 1 1 1 1  I  1 1  I
t  1 1

t l  I

I 1
1 I

1 t

t l 1

c 3 1  t  I I  1 1  1 l
c 3 4  I  1 1  I
c 4 1  1  1 1 1 1  l I  1 l

l 1
I 1c 3 5  1  1

1
1 1  1

I

c 1 ?  I  1  1 1  1  r  I
c29  I I  1
. t a

1  1 1  1  r r l
1 1 1  1 1 1  1  1 1 1 1  I 1

r l  1 1 1  I  1 1 1 1  1

I  l t  1 1
1 1  I  1

1 1 I
1  1 1 1 1 r  I
1  I  1 1

c 3 t  I  1 1 1  I  I  1 1 1 l l t ! 1 1 1 1 1 1
c 3 9  1 1 1  1  1  1 1 1 1  1 1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 1

c 1 5  1  I  1  L  I  1 1  I  1 1 1 1 1 1  I 1 l I 1 1 1
c 2 2  1 1 1  1  1  I  1 1  1  1 I 1 1 1 l 1 t 1  1 I 1 I 1 1 1
c 2 4  1 I 1  1  1  1  I 1  1  1 l l 1 I 1 1 1 1  l t  t I 1 1 l

1 1 1 r r l l l 1

1 l l I l 1 1 1 l 1 1 1 t 1
I I l I I  1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t  1  1 1 1 1
r  l 1 1 r 1 l
I  1 1 1 1 t

c 1 6  1 1  1  1
c 2 3  1 1  r 1
c 2 5  1 1  l 1
c 3 6  1 1  I
c 3 7  I 1  1 1

t l  1  t l
l l  I  l I
l 1  1  1 1 1
1 l  1  l t

c 4 2  L L  1 1 1  t l 1

r  l l r l l l t l l
1  r l 1 1 1 l l l 1

l 1 I  r  1 1 1 1 1
1  I  1 1 1 1 1 1 1 1 1

I  1 1  1 1 1 1 1 1  I  1

c 0 1 1 1
c r 9
c 2 4 1 1 1

o
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C O M M À N D E :  M N D B I N  < >  n u e e s  d y n a m l q u e s  s u r  v a r j . a b l e s  b i n a i r e s

t a b l e a u  d e s  h o m o g e n e i t e s

1  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 7  6 1  1 0 0  1 0 0
2  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
3  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  6 1  1 0 0 .  , 6 1  1 0 0  1 0 0  6 7  6 - 1  1 0 0  1 0 0
4  100  80  60  100  80  80  60  100  100  1  00  60  100  80  60  100
5  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
5  1 0 0  1 0 0  1 0 0  8 3  1 0 0  1 0 0  8 3  6 7  1 0 0  8 3  1 0 0  1 0 0  8 3  1 0 0  1 0 0
?  100  100  100  100  61  100  100  100  100  100  100  100  100  100  6 ' t

1  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  6 ' t  1 0 0  1 0 0
2  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  t - 0 0  t - 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
3  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 ' t  1 0 0  1 0 0
4  1 0 0  8 0  1 0 0  8 0  6 0  8 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  8 0  8 0  8 0  6 0  8 0
5  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  6 1  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1  0 0  1 0 0
6  1 0 0  1 0 0  1 0 0  8 3  5 0  8 3  8 3  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0
7  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 7  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0

1 100 100 100 100 100 100 6 ' t  61 6 ' t  61 6 ' t  6 ' t  6 '1 100 t -00
2  100  100  100  6 ' 1  100  100  61  1  00  6 ' t  61  67  67  61  100  100
3  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 - 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0
4  8 0  1 0 0  1 0 0  6 0  6 0  8 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  8 0
5  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0 .  1 o o  1 o o  1 o o  1 o o  1 o o  1 o o  l o o  1 o o  1 o o  1 o o  1 o o
6  8 3  1 0 0  1 0 0  1 0 0  8 3  1 0 0  8 3  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
7  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 ? 8 9 0 I 2 3 4 5

1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
6 1 8 9 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 0

3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4
r 2 3 4 5 6 ' 1  A 9 0 t 2 3 4 5

4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
6 1 8 9 0 1 2 3 4 5 6 ' 1  8 9

1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1  0 0  1 0 0
2  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 - 1  1 0 0  6 1  l - 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
3  1 0 0  1  0 0  1 0 0  1 0 0  t - 0 0  1 0 0  6 7  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
4  100  100  100  100  60  80  50  1 .00  100  100  100  100  100  80
5  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 7  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
6  1 0 0  1 0 0  8 3  1 0 0  8 3  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0
?  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1 0 0  6 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0  1  0 0  1 0 0  1 0 0
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C O M M À N D E  :  M N D B I N  < >  n u e e s  d y n a m i q u e s  s u r  v a r i a b l e s  b i n â i r e s

p â r l i t i o n  d u  n u a g e  p r o j e L é

1 -  p r o j e r e  0 0 0 0 0 1 0  :  4 0  4 1  4 2  4 3  4 5

2 -  p r o j e r e  0 0 0 0 1 0 0  :  5  2 0  3 5

3 -  p r o j e t e  0 o o o 1 o 1  :  1 5  2 3  4 1  5 4  , ,  

'  

, U  5 1  5 8

4 -  p r o j e r e  0 0 0 1 1 0 0  :  3  4  9  1 4  2 1  2 2  2 4  2 5  2 6  2 8  3 0  3 1  3 2  3 3  3 6
4 6  4 9  5 2  5 3

5 -  p r o j e l e  0 0 1 0 0 1 0  ?  2  6  I  1 2  1 3  1 8  1 9  2 9  4 4

6 -  p r o j e t e  0 0 1 0 1 0 0  :  5 0

' 7 -  p r o j e t e  0 1 0 0 1 0 0  :  1 1  1 1  2 1  5 9

8 -  p r o J e t e  0 1 0 1 1 0 0  :  3 4

9 -  p r o j e t e  0 1 1 0 1 0 0  |  1

1 0 -  p r o j e E e  1 0 0 0 0 1 0  :  1  1 0  1 6  3 1  3 8  3 9

s o u s - c â b l e a u x  h o m o g e n e s  e n  v a l e u r s  1

s o u s - t a b l e a u  I
c L a s s e  I

i n d i v i d u s

s o u s - t a b l e a u  2
c l a s s e  2

i n d l v l d u s

s o u s - t a b l e a u  3
c l a s s e  3

i .nd lv i .dus

s o u s - È a b L e a u  4
c l a s s e  4

i n d i v i d u s

s o u s - t â b l e â u  5

i n d i v i d u x

s o u s - È a b l e a u  6
c l â s s e  6

i n d i v i s u s

s o u s - t a b l ê â u  7
c l â s s e  7

l n d l v l d u s

c 1 4  C 3 2  C 4 0
1  1 0  1 6  2 1 , 2 6  2 8  3 ' 7  3 8  3 9

c 2 6  C 3 0  C 3 5'7  
1 -1-  71  21  34  48  51  5  9

c 3 1  C 3 4  C 4  1
2  6  1  A  7 2  1 . 3  1 8  1 9  2 9  4 4  5 0

c 1 7  C 2 9  C 3 3  C 3 8  C 3 9
3  4  9  1 4  2 1  2 2  2 4  2 5  2 6  2 8  3 0  3 1  3 2  3 3  3 4

3 6  4 6  4 9  5 2  5 2

c 1 5  C 2 2  C 2 4
3  4  5  7  9  1 1  1 4  1 5  1 1  2 0  2 7  2 2  2 3  2 4  2 5

2 6  2 1 '  2 8  3 0  3 1  3 2  3 3  3 4  3 5  3 6  4 6  4 1  4 8  4 9  5 0
5 1  5 2  5 3  5 4  5 5  5 6  5 ' 1  5 8  5 9

c 1 6  C 2 3  C 2 5  C 3 6  C 3 7  C 4 2
I  2  6  8  1 0  1 2  1 3  7 6  1 8  7 9  2 9  3 7  3 8  3 9  4 0

4 1  4 2  4 3  4 4  4 5

c01 c19 c28
1 5  2 3  4 1  5 4  5 5  5 6  5 ' l  5 8

o

o

I
O

'o

o
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COMMANDE :  ÀCPBIN <> ana lyse  en  composantes  pr lnc ipa les  sur  var lab les  b inâ l res

le  c r lÈere  ob tenu es t  :  77

a x e s  b l n a l r e s

cccccccccccccccccccccccccc
o1Ltt7222222233 333333 33 4 4 4
1 4 5 67 9234 5 68907 23 45 67 890L2

1  0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
2  10100110100100000000000000
3  0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
4  00101010100000000000010000
5  0001 -0001010000000001100001
6  00000000000000100100000011
7  01000000001000010000000000

nuage projete :

0000000  00  11  11  LL \ I I L22222222  22  3333333333  44444444445555  555555
I 23 45 6'7 890I23 45 61 A90r23 45 6't 890L 23 45 67 890123 45 61 890I 23 45 6'1 89

1  001 -1000010000100000111011101011110110000000001001000 t -000000
2  0000100000000010000000100000000000000000000000100000011111 .0
3  00000010001000001 .0000000001000000100000000000001001  00000001
4  000100101010000000000101100000011100000000000100 t -1011000000
5  1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6  0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7  10000000010000010000000000000000000011111110000000000000000

pârt l t . ion du nuage projeté

1 -  p ro j e te  0000100  :  45  52

2 -  p ro j e re  0000101  :  1  10  16  31  38  39  40  41  42  43

3 -  p ro j e re  000011 -0  i  2  6  8  t 2  13  18  19  29  44

4 -  p roJe re  0001010  :  50

5 -  p ro j eLe  0010000  .  11  27  48  51  59

6 -  p ro j eÈe  0011000  :  11  34
' 1 -  p ro  j e re  0011010  2  ' t

8 -  p ro j eEe  0100000  :  5  15  23  47  54  55  56  5 - '  58

9 -  p ro j e re  1000000  :  3  14  20  2 t  26  28  30  31  35  36

I0 -  p ro j e re  1001000  :  4  9  22  24  25  32  33  46  49  53

sous-tableaux homogenes en valeurs 1

s o u s - t â b l e â u  1
âxê 1

I  nd  lv  ldus

s o u s - t â b l e a u  2
axe 2

i nd i, v ldus

sous- tab leau 3
axe 3

1  nd lv ldus

sous- tâb leau 4
axê 4

1  nd  lv ldus

sous- tab leâu 5
axe 5

1  nd lv ldus

sous- tab leau 6
axe 5

1  nd lv ldus

sous- tâb leau ?
axe 7

I  nd lv ldus

c1 5 c22 c24 C29 C33 C3E C39
3  4  9  14  20  2 \  22  24  25  26  28  30  31  32  33

3 5  3 6  4 6  4 9  5 3

c01 c13 c19 C22 C24 C2A
s  15  23  47  54  55  56  5 ' t  58

c15  c22  C24  C26  C30  C35  C38
? 1 1 L 1 2 7 3 4 4 8 5 1 5 9

c15  C17  C22  C24  C38
4 ' 7  9  1 1  2 2  2 4  2 5  3 2  3 3  3 4  4 6  4 9  5 0  5 2  5 3

c16 C23 C25 C36 C3? C42
I  2  6  I  1 0  1 2  1 3  1 6  1 8  1 9  2 9  3 7  3 8  3 9  4 0

4 7  4 2  4 3  4 4  4 5

c31 C34 C41 C42
2 6 8 L 2 1 3 r . 8 1 9 2 9 4 4 5 0

c15 C26 C32
1  1 0  1 6  3 7  3 8  3 9  4 0  4 1  4 2  4 3
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CONCLUSION

Les méthodes de classification que nous avons proposées dans cette étude reposent
toutes sur un principe simple d'homogénéité, consistant à ne pas dénaturer les données.
Ainsi, que les variables soient binaires ou qualitatives, les résultats obtenus sont
directement interprétables par rapport au données initiales. Le critère associé à la
partition ainsi que les indices d'aides à l'interprétation constituent autant d'éléments
descriptifs simples, facilement compréhensibles, et permettant de juger rapidement de
l'adéquation entre la structure initiale (qui est celle à caractériser) et la structure "idéale"
la plus proche (qui est celle fournie par nos méthodes). Ceci a été possible en définissant
un critère à partir de Ia distance L1. Toutes ces considérations permettent de distinguer
les algorithmes contruits ici (MNDBIN, MNDDIJ, MNDORD) de ceux utilisés
habituellement (MNDQAN, MNDQAL)

Nous avons ensuite repris, sous de nouvelles hypothèses, les méthodes de classification
automatique pour tableau de variables binaires (MNDBIN et CROBIN). L'utililisation
de vecteurs de pondérations et la définition d'une inertie binaire aboutissent à une
relation de type Huyghens. Celle-ci nous a alors permis de replacer nos méthodes dans
un contexte plus habituel. On retrouve ainsi des propriétés analogues à celles formulées
habituellement dans I'approche euclidienne (conservation du centre médian, relation de
décomposition de l'inertie binaire, indices d'aides à I'interprétation, mesure d'information
pour données binaires). Une limite a été entrevue en ce qui concerne I'extension à Ia
classification ascendante hiérarchique et le pseudo-indice de Ward (l'indice de
I'augmentation de I'inertie binaire).

Notons que ce type d'approche a également été envisagée pour les données qualitatives.
Il se trouve alors que, dans le cas ordinal, les propriétés précedentes sont toujours vraies
lorsque les données sont transformées pir le codage binaire additif (d'ailleurs, la
méthode utilisée dans le cas binaire s'applique aussi ici). I1 peut être intéressant
d'approfondir ces résultats et d'étudier le type d'inteprétation qui s'en déduit. Par contre,
dans le cas nominal, nous n'obtenons aucun résultat intéressant.

Pour terminer et compléter cette étude, nous avons envisagé d'étudier une méthode
d'analyse en composantes principales spécifiques aux données binaires. Notre approche
s'inspire de I'approche habituelle pour données quantitatives. Un certain nombre de
résultats sont mis en évidence. Tout d'abord, I'analyse sous contrainte est équivalente à
la méthode de classification MNDBIN sur I'ensemble des variables (nous avons un
résultat analogue pour les données quantitatives et la méthode MNDQAN). Cela a
permis de mettre en évidence des résultats qui n'apparaissaient pas directement lors de
I'application de MNDBIN à I'ensemble des individus. D'une part, la recherche d'une
partition de I'un des deux ensembles revient à rechercher un recouvrement de I'autre
ensemble. D'autre part, la partition et le recouvrement permettent de définir des
sous-tableaux homogènes en valeurs l. La suppression de la contrainte aboutit à une
méthode déjà proposée (ACPBIN), mais formulée en des termes très différents. Nous lui
donnons ici une interprétation en terme d'inertie binaire. Pour minimiser cette inertie, la
méthode recherche simultanément un recouwement de I'ensemble des variables et un
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recouvrement de l'ensemble des individus. Il nous semble alors intéressant d'étudier de
plus près les techniques de recherche de recouvrements dans le cas de données binaires.

Des limites sont apparues dont la cause essentielle est I'abscence d'une structure d'espace
vectoriel pour I'espace binaire. En fait, nous n'avons pu dégager une approche métrique
sans reproche pour cet espace (cela expliqe les limitès de I'algorittrmê eCpgIN). Cèla
nous amène alors à regarder du coté des techniques reposant sur les mathématiques des
structures finies (théorie des graphes, treillis,...), d'autânt plus que certaines d'en-tre elles
ont pour but de rechercher des sous-tableaux homogènes en valéurs 1.
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