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NOTATIONS

Variables physiques

déplacement axial

déplacement circonférentiel
déplacement radial ou mode de flambage
coordonnée axiale

coordonnée circonférentielle

<M<

Y
L longueur de la coque
R rayon de la coque
h €paisseur de la coque
F fonction de la contrainte
Ny contrainte axiale
Ny contrainte circonférentielle
Nxy  contrainte de cisaillement
My moment suivant x
My moment suivant y
Mxy  moment de torsion
P pression
n nombre d'onde circonférentielle (entier)
E module de Young
v coefficient de Poisson



£

Variables sans dimension

yanabples sdalls L2220

X coordonnée axiale
y coordonnée circonférentielle
X
P h
T 7/ 2
-1/2
Y
u déplacement axial
v déplacement circonférentiel
w déplacement radial ou mode de flambage
nx contrainte axiale
Ny contrainte circonférentielle
Dxy contrainte de cisaillement
myx moment suivant X
my ~ moment suivant y
Mgy moment de torsion
f fonction de contrainte
2
Z= % V1-v”
parametre de Batdorf
1
Tz
paramétre géométrique équivalent au
parametre de Batdorf et qui est  petit
pour les coques tres minces ou longues
- 4504 P R .
2 E q

paramétre de pression



PR*(1-v%)
Eh>

A* =12

nL
K=——-
IIR

k=KVn

paramétre de pression

nombre d'ondes circonférentielles

nombre d'ondes circonférentielles

nombre d'ondes circonférentielles

Notations liées 2 la théorie du post-flambage

-Q
b= 30

a

11

facteur de sensibilité aux défauts
amplitude du mode de flambage
amplitude du défaut réparti
amplitude du défaut localisé

défaut localisé

défaut localisé

coefficient de modulation d'amplitude
dérivées premiére et seconde de la
courbe de stabilité neutre



‘Conditions_aux limites étudiées ( C : clamped S : simply supported )

C12U=V=W=W,x=0, Sl:W:—W,xx-':U:V:O
Cl:W=Wx=UsNgy=0, S2:W=Wyx=U=Nxy=0
C3:W=W,X=NX=V=O, S3:W=W,XX=NX=V=O

C4:W=W,X=NX=NXY=0’ S4:w=w,xx=Nx=ny=0



,, INTRODUCTION

La théorie des structures minces (coques, plaques...) est utilisée
dans la modélisation de nombreuses structures industrielles. On rencontre
ces structures dans les domaines nucléaires, aéronautiques et aérospatiaux
mais également pour certaines constructions mécaniques et civiles (plates-
formes pétrolieres marines, boites de conserves...). Du fait de I'importance
de ces structures, des recherches sont menées depuis le début du sidcle dans
le but d'étudier la stabilité des coques cylindriques sous divers types de
chargement.

Cependant les premigres solutions analytiques sont limitées 3 cer-
tains types de conditions aux limites et de chargements [36]. Le développe-
ment des ordinateurs et des méthodes numeériques a permis de construire des
logiciels en vue de résoudre le probléme de stabilité c'est-a-dire de calculer
la charge et le made de flambage théorique avec une bonne précision et sans
restriction [4] [35] [39] [11].Toutes ces études numériques montrent l'effet
important des conditions aux limites et le réle qu'elles peuvent jouer sur la
valeur et l'aspect de la charge de flambage et du mode de flambage.

Dans les années 1930-40, on a constaté un €cart entre les observa-
tions expérimentales et les résultats théoriques de 1a stabilité linéaire. Une
idée a germé : cette différence était due a l'effet des imperfections. En 1945
Koiter dans sa thése [20] a développé la théorie générale du post-flambage
des structures élastiques. Il a établi que les imperfections et les non-linéarités
peuvent réduire d'une fagon significative la charge critique. Il a ainsi expli-
qué les différences observées entre 1a théorie linéaire et I'expérience. Plus
tard, des variantes de l'approche de Koiter ont été développées sans que les
fondements de sa théorie soient modifiés [8] [10]. Cette théorie est 3 la base
de nombreuses applications [9] [39] [5]. Elle consiste a déterminer les coeffi-
cients de I'équation non linéaire qui gouverne 1'évolution de I'amplitude a du
mode de flambage en fonction de 1a charge. En l'absence de défauts et en
premiére approximation, les effets non-linéaires sont pris en compte par le

seul coefficient b reliant l'incrément de charge et 'amplitude :
A=A =ba’+0 (@)

Aprés introduction d'un défaut d'amplitude a,, pour les structures sensibles
aux défauts, cette théorie permet aussi de calculer 1a réduction de charge cri-
tique :

[+]

-%-=l-ct°a2f3+0(a°)



La théorie de Koiter n'a pourtant pas résolu d'une facon définitive le pro-
bleme des imperfections dans les coques. Ainsi dans le cas des coques en
compression axiale, il existe une large différence entre la théorie et l'expé-
rience [37] [38]. La charge de flambage expérimentale dépasse de 15 2 60%
la charge de Koiter donnée par la formule ci-dessus.]l serait donc nécessaire
dans ce cas de pousser plus loin les développements asymptotiques. Par con-
tre dans le cas de la pression externe, la théorie de Koiter est relativement
satisfaisante. Cela est di a une moindre sensibilité de cette sollicitation aux

imperfections initiales. Ia réduction de la charge critique calculée a partir
de cette théorie est alors en assez bon accord avec l'expérience.

Une analyse récente en post-flambage des structures a grand rap-
port d'aspect a élargi le domaine d'application de la théorie non-linéaire de
Koiter et a permis d'étudier un flambage cellulaire, c'est-a-dire des modes
de flambage a peu pres périodiques [28] [12] [13]. Un autre avantage de cette
théorie est de permettre une meilleure prise en compte des défauts géomé-
triques et de leur influence sur la charge de flambage notamment pour les
défauts localisés [2] [3] [30]. Les premiers développements de cette méthode
ont été utilisés dans les problemes de mécanique des fluides [24] [31].

Dans cette thése 'analyse du flambage cellulaire est appliquée 2
I'étude des coques cylindriques sous pression.

L'objectif est d'obtenir 3 1'aide des méthodes mathématiques des ex-
pressions simples de la pression de flambage utiles au dimensionnement du
flambage des coques sous pression. Nous utiliserons pour cela : les perturba-
tions singuliéres, la théorie de la bifurcation et les échelles multiples. Les
formules proposées tiennent compte des conditions aux limites et des défauts
géométriques de formes diverses. Cette étude comprend deux parties : une
&tude linéaire et une non linéaire.

Le premier chapitre est une présentation des principales théories et
méthodes qui seront utilisées par la suite.

Le deuxi¢me chapitre consiste 2 analyser le rdle des conditions aux
limites sur le mode et la charge de flambage. Divers auteurs [34] [38] ont
remarqué le role prépondérant de la condition axiale et la faible influence de
la condition sur la rotation (encastrement ou appui simple). Notre approche
consiste 2 utiliser une méthode asymptotique pour comprendre et clarifier
les effets de conditions aux limites sur le mode de flambage. Nous avons
montré l'existence d'une couche limite qui peut modifier fortement la pres-
sion de flambage. On se raméne ainsi A I'étude d'un probleme de perturba-
tion singuliére. Le petit paramétre de perturbation est surtout 1ié A la géomé-
trie de la coque. C'est l'inverse du parametre de Batdorf :

L2 2
= -ﬁTl' 1-v



10

,Ceci nous a permis d'expliquer le réle paradoxal des conditions aux limites,

Nous avons aussi obtenu des expressions simples de charge de flambage pour
différentes conditions aux limites.

Le troisiéme chapitre est consacré 4 I'étude dy probléme non linéai-
re. Nous utilisons ici les théories connues du post-flambage ainsi que les ré-

sultats analytiques du chapitre précédent. Pour cela nous avons calculé la va-
leur des coefficients de I'équation d'amplitude pour différentes conditions
aux limites en fonction d'un paramétre géométrique de la coque. L'équation
d’amplitude proposée tient compte de la modulation d'amplitude et générali-
se donc 1'équation de Koiter. La réduction de la charge critique causée par
un défaut localisé et un défaut réparti se déduit facilement.

Tout au long de ce travail nous avons confronté le calcul numérique

"exact" et la méthode asymptotique afin de tester la validité des résultats ana-
Iytiques.
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CHAPITRE I

RAPPELS
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-, L.1.Exemples élémentaires des bifurcations et d'instabilités

Dans les théories d'instabilité, en particulier le flambage, des
modeles trés simples peuvent illustrer certaines caractéristiques essentiel-
les de systémes structurels plus compliqués.

Nous allons tout d'abord étudier des modgles simples afin de dé-
finir les concepts de base : point de bifurcation, point limite, stabilité, sen-
sibilit€ au défauts. Au deuxidme paragraphe, nous aborderons la théorie
générale que nous illustrerons par l'exemple d'une poutre sur une fonda-
tion élastique.

L1.1. Modéle élémentaire de flambage

~L1.1.a. Points de bifurcation [10]

Il s'agit d'une barre rigide verticale de longueur L dont l'extré-
mité supérieure est soumise A une force de module constant, qui reste dans
la direction verticale (charge conservative). A Ia base, un ressort élastique
exerce un moment de rappel f(a) non linéaire :

f@) =K, a+K,a’ + K, a’ + ..

K1 >0
(1-1)
"

Fig 1-1:



. L'équation du mouvement s'écrit sous la forme :

d2a
I——2-+f(a)-7LLsina=0

dt

A 'équilibre la branche
(1-2) qui perd sa stabilité 3 la charge critique :

K
=L
ko= L

[

Dans le plan (a, 1) le point (0, A ) estun point de bifur
critique d'Euler). On détermine 1'évolution
ge, qui est caractérisée par les coefficients,

K, A

2T * 3 L 6

Apres développement en a eten AAcs
2 3
-(A—=2) a+C,a +Cya +tos. =0
ot les termes d'ordre supérieur (t.0.s.) 8
4 3
tos.=0@)+0( (k—lc))
L'énergie potentielle de la branche bifurquée s'écrit :

2 3 4
a

(1-2)

fondamentale a = 0 est une solution de I'équation

(1-3)

cation (charge

de la structure apres flamba-

I'équation d'équilibre s'écrit :

(1-4)

écrivent sous la forme:

P@M=Lpa49%+g?+g%+m&}

En envisageant 3 cas C2#0 C3=0,C2=0 C3>
nous retrouvons les 3 types de comportement du post-

1-3).

(1-5)

0,Cy=0 C3<0,
flambage (Fig.1-2 et
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A4 A

A4 | t

! I I

| \\\\\\\‘j—///////’ :

l | Acl

1 — T == -
A.CJ Ad -
v/
Ve
E) T

Fig 1-2-a Fig 1-2-b Fig 1-2-c

Fig 1-2 Courbe amplitude -charge pour les différents cas de
points de bifurcation

'y | ta | 4 A

1

|
] ﬁzz; ///,. ////// 7/’ ‘4{4,% \\‘}

m"
%

Fig 1-3-a Fig 1-3-b Fig 1-3-c

Fig 1-3:Energie potentielle avant et apres la charge critique

Les figures 1-2-a et 1-3-a concernent des structures non symétriques,
celles-ci sortent du cadre général de ce travail. Nous ne traiterons donc
pas ce cas par la suite. '

Les figures 1-2-b et 1-3-b représentent le comportement typique d'une
plaque en compression. La branche bifurquée est un état d'équilibre sta-

ble. On note que 1'énergie potentielle (1-5) est invariante par l'opérateur
de symétrie S tel que :

Sa=-a

(1-6)

et que la bifurcation est accompagnée par une rupture de symétrie du sys-
teme (fig. 1-4)
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1-4-a- A< A 1-4-bA> e
Figl-4 :

1-4-a - la structure est symétrique par rapport alaxe x
1-4-b - rupture de symétrie, la poutre est dévice dans I'une des 2
directions +a ~ ou -2

Les figures 1-2-c et 1-3-c décrivent les deux phases d'équilibre d'une
coque mince ayant une symétrie de révolution sous l'action d'un charge-
ment de révolution - €X ! pression, compression axiale...

Un premier équilibre dit fondamental apparait et possede les mémes pro-
priétés de symétrie que le chargement jusqu'au point de bifurcation ol la
coque prend une forme flambée en perdant cette symétrie. Ce deuxieéme
équilibre est instable et aprés un processus dynamique, on peut atteindre
une configuration finale différente de la configuration symétrique.

I.1.1.b. Point limite

Pour bien étudier ce cas nous allons introduire la notion de point
limite. Pour cela on considére un deuxieme modele [29] (Fig. 1-5)

Fig 1-5 : Modgle de T'arc

e A
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, Un arc est modélisé par deux structures rigides OA =1 et OB = L.
" L'énergie potentielle s'écrit :

2
P(A,2,0) = KTa + ; (Al)* M sin ©

(1-7)
Al (a,®) =1 (cos @o —cos ®) + L (1 - cos ®)
(1-8)

La structure est symétrique par rapport 3 Ax :
P (a,0) =P (-a,0)

Un état d'équilibre symétrique (a=0) peut étre obtenu en cherchant les ex-
tréma de P(A,a,0) par rapport & 6 ce qui conduit I'équation :

A =Kkl (sin © - cos 0, tang ©)
(1-9)
L'étude de la stabilité montre qu'il y a deux points limites, un maximum

et un minimum sur cette courbe d'équilibres symétriques (Fig. 1-6). Le
point o la charge atteint sa valeur maximale (8> A est tel que

- 13 . - 173 _
cos @m = (cos @0) , Soit Alm =-1(cos @O cos @0)

(1-10)

AT
Am| . _

s :’\ équilibre stable

// ' 0,
- @nm e~y équilibre instable
V4
7

Fig 1-6



Pour A inférieur & Aq, il existe un seul équilibre unique stable. La struc-
‘rure atteint le point limite en :

A=A_(©)

On conclut que pour des structures symétriques il y a une perte de stabili-
t€ en un point limite s'il n'y a pas de rupture de symétrie et un point de
bifurcation symétrique dans le cas de rupture de symétrie. La présence de
défauts fait disparaitre en général la symétrie. Dans ce cas on assiste a une
perte de stabilité en un point limite au lieu d'un point de bifurcation

(Fig. 1-7) [29].

1.1.2. Effets des imperfections

Les structures réelles ne sont jamais parfaites et ne satisfont plus
exactement 2 des propriétés de symétrie.
On reprend le modele de la barre (eq. 1-2) et on introduit des imperfec-
tions de module ag petit. Apres troncature des termes d'ordre supérieurs,
on obtient 1'équation :

— (A -2)a+Ca —A 2, =0
(1-11)

On remarque (Fig. 1-8) que I'imperfection initiale ao transforme le point
de bifurcation en un point limite et deux branches distinctes apparaissent.



Fig 1-8-a : Symétrique stable Fig 1-8-b : Symétrique instable

Fig 1-8 : Branches d'équilibre avec imperfection

Pour le cas de la figure 1-8-b il existe une charge maximale A, de la solu-
tion fondamentale définie a partir de 1'équation :

dA _
-3-5—0 en?»—lm
(1-12)
ce qui conduit a :
2
3C,a -(\_-1)=0
(1-13)

et qui correspond 2 une réduction de la charge critique donnée par :

' a
A=Ay =30, )" ¢ 28
(1-14)

Par contre dans le cas de la figure 1-8-a la structure n'est pas sensible aux
défauts.

A partir de I'équation (1-14) on remarque que la charge maximale dimi-
nue quand a, augmente. Sur la figure 1-9 [39], on a présenté l'influence de
I'amplitude du défaut sur la réduction de la charge critique dans le cas des
coques sous pression. Ces courbes ont été obtenues 2 partir des dévelop-
pements (analogue 4 1-11) tranqués a un ordre supérieur au développe-
ment 1-11. On remarque, que plus I'amplitude de l'imperfection est im-
portante, plus la partie instable de la branche bifurquée diminue. Les
points limites se rapprochent puis disparaissent. Ceci n'est pas pris en
compte dans les formules de réduction de la charge critique de type 1-14
que nous utiliserons.
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(. Effect of initial imperfections on the typlcal postbuckling
behaviors of the clamped cylindrical shell under hydrostatic pressure :
Z=100, R/h =405, v=0.3.

Figl-9

1.2 Théorie classique du post-flambage

On rappelle tout d'abord dans ce paragraphe la théorie générale
du post-flambage dite de Koiter [20]. Apres on reprend le modele classi-
que du flambage élastique d'une poutre sur une fondation, notamment
dans Ie but de présenter la méthode qui sera utilisée par la suite.

1.2.1 Rappels de stabilité élastique

L'énergie potentielle P d'une structure élastique soumise a une
charge conservative A peut étre exprimée comme fonction des déplace-
ments U et A. On suppose que cette fonctionnelle est dérivable autant de
fois qu'il est nécessaire, de telle sorte que le développement de Taylor au
voisinage d'un état fondamental UF s'écrit

pa.,UBU)= P UF) + P,ALUTU) + P,0.UF,U) + P,0LUT,U) .
(1-15)

ol P, est une application n-linéaire symétrique. Tout équilibre est solution
de I'équation variationnelle :

{ 5P = P,(A,U",3U) + P (L U"U, 8U) + P, AU USU) +..=0
V 8U admissible |
(1-16)

La dérivée en U de Py (A,U) est une fonctionnelle homogene de degré n-1
en U et linéaire en 3U soit :
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8P =P, (\U,3U)

n

De la méme manitre, nous pouvons ainsi calculer la dérivée seconde
52P(\ ,U,8U,3U) ... etc.

1.2.2. Critére de I'énergie

Un état d'équilibre U est dit stable s'il réalise un minimum local
de 1'énergie potentielle (théoréme de Lejeune-Dirichlet) soit :

{ §P% (8U, 5U) > 0
V 8U adminissible

et instable si :

38U # 0 admissible tel que §° P (5U, 5U) < 0

(1-17)
Si on suppose qu'il existe un équilibre fondamentale UF on a
P, AU",8U) =0
V 3U admissible
(1-18)

Alors la limite de stabilité est caractérisée par l'existence d'un Uj non nul
tel que :

F
3 U1 20, 5P2 = P11 (KC,U ,Ul, 6U) =0
V 8U admissible

(1-19)
U1 mode de flambage

1.2.3. Réduction de Lyapunov et Schmidt

Dans le cadre de ce travail nous supposerons qu'il existe un seul
mode Uy vérifiant (1-19). Un calcul général pour un mode multiple est
détaillé dans [29].



_ On suppose aussi l'existence de la branche fondamentale UF vérifiant
(1-19).La solution du probléme non-linéaire s'écrit dans I'espace des
champs cinématiquement admissibles :

U=aU+V  Ve?d
(1-20)

ol O est un espace complémentaire au vecteur propre U; (Fig.1-10).

La réduction de Lyapunov et Schmidt consiste 2 minimiser 1'énergie po-
tentielle pour le sous espace U :

Min P (aU, +V, )

Ve,
(1-21)

puis 2 reporter la solution V en fonction de a et} dans I'énergie poten -

tielle .
r"’“’

aUt

S

Fig 1-10

1.2.4. Bifurcation 2 partir de la courbe fondamentale

La théorie de bifurcation pefmet d'établir la courbe de solutions
au voisinage de la stabilité neutre. Cette branche peut étre recherchée sous
la forme d'un développement en puissance de l'amplitude a [26], [27],
[29] :

A-A =al +'a27\2+...
(1-22)

U=aU1+a2U2+a3U3+...

(1-23)
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, En faisant les mémes hypothéses que dans le paragraphe précédent, on
peut déterminer A et A, [29]:

P,(U)

A =-3

dP2
22U,
dr

(1-24)
Dans les applications aux plaques et aux coques, en raison des propriétés

de symétrie, on a presque toujours A; = 0. Dans ce cas, 1'allure de la cour-
be bifurquée est donnée par le terme suivant dont I'expression est :

_, 24U - 2,0

2 sz
-—2@)
dA

(1-25)

ou U, est solution d'un probléme variationnel sur le sous espace 3

5{P,(V)+P, (U,V)}=0
' (1-26)

1.2.5. Influence des défauts géométriques

Les coques minces sont en général sensibles aux défauts, en parti-
culier les défauts géométriques initiaux. Cela signifie que la charge criti-
que avec défaut notée A, est inférieure a la charge critique de la méme
coque sans défaut A, caractérisée par (1-19) (Fig. 1-11).

La prise en compte de ces défauts est donc nécessaire pour estimer la ré-
sistance de la structure. Pour une coque avec un défaut quelconque, sou-
mise a un chargement extérieur, il existe un point de charge maximale sur
la courbe d'équilibre (Fig. 1-11). Lorsque cette charge est atteinte, il y a
un phénomene de claquage.

On distingue notamment deux types de défauts géométriques [38]
- défauts modaux Fig. 1-12
- défauts localisés Fig. 1-13

Depuis la thése de Koiter [20], les défauts ou "imperfections” sont intro-
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. duits comme des perturbations dans 1'énergie potentielle en faisant les
deux hypotheses suivantes :

- I'amplitude du défaut est assez petite
- T'espace vectoriel des modes de flambage (défini en (1-19) est de

dimension finie

Load A= i

P
. cl Limit Load of
)‘L A/Perfect Shell

C

ifurcation B,

Load A¢ Post-Buckling o
. VN  Post-Buckli
imit Load B \\:/P_erfect Shell

A ‘ ~
n ,/_ S~

7 ' £ D

! \Post-Buckling of
Imperfect Shell

—

Total Displacement, w

Fig 1-11 : Point de bifurcation et point limite calculés a partir
d'une analyse non linéaire.[5]
OBA : trajet fondamental axisymétrique (sans défauts)
BD : branche bifurquée et rupture de symétrie (sans défauts)
OEF : trajet réel avec une charge maximale A , inférieure alca
cause des défauts .
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-————

Méplat (augmentation locate & Vinfini
du rayon de courbure)

Augmentation du rayon de courbure

Défauts locaux convexes .
ou concaves

4

EXEMPLE DE DEFAYUTS
LOCAUX DE CONSTRUCTION

a- Défauts sinusoidaux

généralisés
n=16
m=7

Fig 1-12 : Défauts modaux [38]

€t —

A=0.1mn‘i
0.2mm
0.4mm

|

b- Défauts sinusoidaux L/7
généralisés
n = 16
m:6

>

1

T

Fig ‘1—13 : Défauts localisés [38]

On considére donc la fonctionnelle P*(U,\,a,) Ol ag est un parametre de
perturbation qui représente I'amplitude du défaut, en sorte que

P*(A,U,0)=P@A,U)
1-27)
Développons cette fonctionnelle par rapport au défaut :

P* (A, U,0)=P (A, U)+2 Q) + to.s.
(1-28)

2
t.o.s. =0 (a, U+A a, U)

Avec les mémes hypothéses que dans le paragraphe 2.3, la réduction de
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, Lyapunov et Schmidt s'applique de la méme maniére que précédemment.
'On montre que 'amplitude du mode est reliée a la charge A et & I'ampli -
tude du défaut par 1'équation [29]:

@, a+o,a(-A)+Ba =0

30

(1-29)

2 &2 U,)

(¢4 = owm———
11 o !
0y9 =4 (P, (U)-F, U,)

B=Q,(A,-U,)

(1-30)

On retrouve une équation analogue a (1-13) avec des coefficients faciles a
calculer dés que I'on connait le mode.

Le critére de I'énergie nous permet d'affirmer que oy est négatif pour
les coques. Mises 2 part quelques exceptions (Fig.1-14) [39], o, est néga-
tif.

En l'absence de défaut, il existe donc un point de bifurcation symétrique
instable, comme représenté a la figurel- 2-c.

Avec un défaut, la charge de flambage correspond au maximum de la
courbe A, qui a la méme allure qu'a la figure 1-8-b .Raisonnant comme

au paragraphe 1-1-2 , on en déduit que la réduction de la charge critique
est, en premiére approximation, donnée par la formule :

3 1/3
a
0,28 %30
A~ Ay =3 (52 —2
11
o4 T T T 77 T T (1-31)
'0.2_\ |
b- \ -
ol —
| \\ / )
02} % \
i / : — :Present N l
_____ —— :Budiansky. 1 i
-04 pa - :Budi:::k:. I ] l
[ . . | L :
e 20 so 100 200 , 500 10007

t
- Imperfection sensitivity factor b for the cylidrical shells .
under hydrostatic pressure.

Fig 1-14 : La valeur de b = - a3¢/0t;; > 0 exprime la sensibilité aux dé-
fauts de la coque. Pour Z < 10; la coque n'est plus sensible aux défauts
(voir 1-8-a aussi) [39]
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1.2.6. Exemple : poutre sur une fondation élastique [21[28]

On considére une poutre flexible de rigidité a la flexion EI, sou-
mise 4 une force axiale F. Le déplacement latéral U(x) est guidé par une
fondation élastique qui prodult une force de rappel par unité de longueur

(Fig. 1-15)
f(x)=K, U-K, U
| (1-32)

On note ag 'amplitude du défaut géométrique et Uy(x) la forme de ce dé -
faut.

- wn voi—

X

p-———-—»
- 3 =3

L
Z

T

Fig 1-15 : Poutre sur une fondation élastique.

Apres adimensionnalisation convenable, 1'énergie potentielle s'écrit :
u" u~ U U

P* UAa) = J'{—-x_+7-7-xa U U} dx

(1-33)

On peut donc la mettre sous la forme (1-28)

pP* =P2+P4+a° Q)
(1-34)
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En rendant stationnaire I'énergie, 8P* = 0, on obtient l'équation d'équili-
bre :

4

v dW , d’u
A —5+U-U'+ha —2=0

dx dx dx

+ conditions aux limites

(1-35)

D'aprés le critére de I'énergie appliqué au probléme sans défauts le mode
de flambage est solution de 1'équation (1-35) linéarisée.

du, 4%
4 + A'c
dx dx

1
2

+U,=0

+ conditions aux limites

(1-36)

Pour simplifier la présentation, on ne tient pas compte des conditions aux

limites (poutre de longueur infinie), que 1'on remplace par une condition
de périodicité. '

On cherche un mode sous la forme :

U1 (x) = cos gx

(1-37)
d'ou la courbe de stabilité neutre :

1
X=q2+-—2
q

(1-38)

qui admet pour minimum dans le plan (q-A). Le point critique est q. =1,
A =2. '

En appliquant les formules 1-30 on trouve :
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L
1 2
Gy = fjul dx=-%
L_4
4 U
agp=- [ tx=-
L
A, 2 A,
B= T J’Uldx= >
(1-39)
d'ou la réduction de la charge critique (Fig. 1-16) [5] :
v 9\ a2
}“c'lm=( 4 )
(1-40)
Load A=P
Fel
“ 'Bjif_urt:cation
X B oin
o C_"/ /Post—Bucklin% of
Limit Load )‘m'—'—/'g“\ Perfect Shell (3,=0)
I/ \\D
| \Post-Buckling of
; Imperfect Shell
0 Buckling Modal Displacement, wy  stable
---- instable

Figure 1-16 : Amplitude du mode en fonction de la charge.
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'1.3. Théorie de bifurcation cellulaire

1.3.1. Les limites de la théorie classique du post-flambage

La théorie classique de Koiter consiste & chercher des solutions
pour une Jongueur d'onde q donnée, soit pour un nombre fini de modes
(en pratique un petit nombre). Pour des domaines infinis (longueur de la
poutre dans l'exemple précédent) il existe un nombre infini de modes,
donc un spectre continu de longueurs d'onde.

Dans ses travaux expérimentaux Boucif [6] a étudié le flambage d'une pla-
que encastrée de longueur L supposée grande. Il a remarqué que le mode
de flambage n'est pas exactement périodique et qu'il y a une forte modula-
tion d'amplitude aux bords, dans une région dont la longueur est de
l'ordre de 1/VA-A; (Figures (1-17) et (1-18)).

Ce phénoméne n'est pas explicable par la théorie classique. Au premier
ordre soit I'équation 1-29, la forme de la solution d'équilibre ne varie pas
avec la charge. La théorie de bifurcation cellulaire, qui est une extension
de la théorie de Koiter, rend compte de la modulation d'amplitude et
permet dans le cas des plaques, de sélectionner des longueurs d'onde [12].
Dans le cas des coques ou plus précisément quand il s'agit d'une bifurca-
tion symétrique instable, elle nous permet, d'une part d'expliquer le phé-
nomene de localisation [29] observé expérimentalement aprés claquage
(Fig. 1-19 [17], et 1-20), d'autre part de calculer la réduction de la charge
critique causée par des défauts localisés [2] [3] [30].

On notera que cette théorie n'est valable que pour des domaines infinis, ou
pour des nombres d'ondes suffisamment grands. Supposons pour fixer les
idées que le mode de flambage d'un cylindre soit un mode 15 et que le dé-
faut soit en mode 16. La théorie des bifurcations cellulaires prend en con-
sidération tous les modes voisins du mode critique (Fig. 1-21) et fait peu
de distinction entre eux, alors que dans la théorie classique seul le défaut
en mode 15 est pris en considération. De cette maniére, on obtient une
interaction entre modes voisins et on peut expliquer la modulation d'am-

plitude. rr

fig 1-17 modulation de 1 'amplitude
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1-18 Plaque encastrée modulation d'amplitude

1-19 : phénomene de localisation 1-20 :mode de flambage localisé
observe dans les coques cylindriques
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q

1-21 : prise en compte de tous les modes
voisins au mode critique

1.3.2. Conséquence de I'équation d'amplitude

La technique de calcul est la méthode d'échelle multiple qui con-
siste 2 utiliser deux nouvelles variables, dans notre cas une variable lente
X =+ex et une variable rapide & = x(qq + € ¥2q; + €72 g, + ...) ol eest un
- petit parametre qui désigne l'écart par rapport A la charge critique *. On

développe la solution sous la forme :

U) = UGKE) =€ U, (KE) +eU, KL+ Uy (KE) + ..

U =AXexpi £+ C.C
U,=A,X)expi§ +C.C.

U, = A,(X) expi & + (..) exp 3i + C.C.
(1-41)
ol apparissent des amplitudes complexes lentement variable qui générali-

sent I'amplitude a(x) de la théorie classique ég.1-29, 1-30 .La premiére
amplitude A,(X) satisfait 'équation :

*

Dans le cas d'une bifurcation sous critique, on pose €= Ac-A, et
g = A-A pour une bifurcation surcritique.
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2
dA,

2
Lo At \Al‘ A =0

v
dXx

(1-42)

Les coefficients o, et o, sont calculés par la théorie classique (eq. 1-29
et 1-30), et on montre [13] que le demier coefficient y est relié 2 la cour-
bure de la courbe de stabilité neutre au point critique:

1 d?

2

>

- =
% dq

8]

(1-43)

1.3.3. Application au probléme modéle de la poutre

A partir des équations 1-38,1-39,et 1-43, on déduit le terme de
modulation d'amplitude. Aprés arrangement, 1'équation d'amplitude
s'écrit :

" 2
4A1(x)-A1+3 \Al\ A1=O
(1-44)

On retrouve ainsila méme équation, de type Landau-Ginzbourg , que
dans [2] . L'avantage de 1-43 est qu'elle nous évite le grand calcul par la
méthode d'échelle multiple pour trouver le terme de modulation .

1.4, Modgeles des coques cylindriques

1.4.1. Hypothéses et approximations

On se propose dans ce travail d'étudier le flambage des coques
cylindriques soumises & des efforts de pression.
On suppose qu'au cours du chargement la charge reste statique et conser-
vative.
Dans la théorie des coques minces, les équations de Koiter et Sanders [21]
[22] [25], furent les équations les plus générales et les plus completes. Mais
vu la complexité de ces équations, les études analytiques sont généralement
faites avec une approximation dite de Donnell, qui donne souvent des ré-
sultats précis [32], [39].
Rappelons brievement les hypothéses géométriques faites dans le cadre de
ces deux théories qui entrent dans le cadre des petites déformations et
rotations modérées. On rappellera également les équations complétes des
coques de Donnell.
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. Soient Xo, Yo, Zo les coordonnées curvilignes d'un point avant déforma-
tion, et

U =Ue, + Ve, + We,
(1-45)

le champ de déplacement de la surface moyenne (z = 0) (Fig.1- 22).
' 2R
7 h

Fig 1-22
Pour des faibles épaisseurs h, les coordonnées X,Y,Z apres déformation
peuvent étre définies a partir du champ de déplacement U par :

X =Xo+U+p Z

Y =Yo+V+B Z

Z=Z0+W ; Z S%

(1-46)
ou B,, B, sont les rotations des fibres respectivement autour d'axes paral-
leles a oy et ox :

Fig 1-23: Rotation B, et B,
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., Le tenseur de déformation de Green-Lagrange y est défini paf

dU = VU.dX
y=%(VU+VUT+VUVU)
(1-47)

Précisons que dans le cadre des petites déformations et rotations modé-
rées, le gradient du déplacement est supposé petit, mais on ne néglige pas
les carrés de certaines rotations , (U,y- V.x)/2, W ¢+ V/R ... par rapport
aux déformations linéarisées.

A partir de 'hypothése de la conservation de la normale 2 la surface
moyenne (ou I'hypothése de Love-Kirchoff) on peut montrer que :

Bx=-Wx
A"
BY=° (W'Y+E)
(1-48)

Avec ces approximations et hypothéses, le tenseur de déformation de la
surface moyenne et le tenseur de courbure s'écrivent sous la forme sui-
vante, ce qui définit le modele de coque de Koiter et Sanders [39]:

U,-V
Y =U +-1-W2+l( Y Xy?

X 2 X 2 2 )
|
w1 2 1 Wy'V,x 2
'YY"V,Y"R""E(WY"'V/R) +-2-(—2—-) ‘
U,+V 1 ‘
'Y ;X
|
Ky == Wy
VY
Ky =-Wyy+5-)

KXY==-[VYXYn+:&i(3V5{-l{Y)]
(1-49)
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k]

1.4.2. Coques de Donnell

L'approximation de Donnell suppose de plus que les déplace-
ments varient assez rapidement avec la coordonnée circonférentielle, ce
qui entraine I'omission dans I'expression (1-48) de la déformation V/R et
des termes en (U,y - V,x)/2.

Les tenseurs de déformation y et de courbure x s'écrivent alors :

‘ 1
w 1

7Y=V.Y'E+'2'W?Y

Uy +V 1

Uyt Vx
Txy 5 +-2-W'XWY
K= W
Ky =-Wyy
Ky =" Wxy

(1-50)
On définit les contraintes et les moments résultant dans I'épaisseur de la
coque agissant le long de X = ct, et Y = c'® comme indiqué 2 la figure
1-24. TUs vérifient les équations d'équilibre [39] :

Naﬁ B =0
(1-51-a)
N.
Y —
Maﬂ,uB + " + Nx W,xx + ZNXY WXY + NY W_YY +P=0
(1-51-b)
a,p varient de 1 2 2
Nx"'Nx,xdx Myy +Myy xdx
Qx"'ox'xdx
\t(N,y+ny.,dx LM,&M,de
N,,>l P L Qy+Qy,ydy ng\f
Qy N Par NytNyydy MYX*Myx.yd'Y’,;
v%| p Y | Nyg+Nyyg ydy f
YRETYY . My+My ydy

N X My |
01’71\ X z T . ||
Ny : Mxy \

. y
Fig. 1-24 : Forces et moments agissant sur un élément de la coque.
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; Pour une coque élastique homogene et isotrope, les lois de comportement
sont :

1-v
N =J O+ V1) 3 Ny =Ty +Va0 5 Nyy= 70—y

oll
Eh
J=—— (rigidité 2 I'extension)
1-v2
(1-52)
My =D (i +Viy) 5 Myy =D (Ky+Vi) s Myy =M =D (1V) K,
ol
3
Eh
D=—— (rigidité 2 la flexion)
1-v2

(1-53)

En I'absence des forces de volume il existe une fonction de contrainte dé-
finie a partir de :

N

x=F

NY=F,XX : NXY ='F.XY

Yy °
(1-54)
A partir de 1-51-a,1-52 et 1-54 on peut éliminer les déplacements U, et
en déduire 1'équation de compatibilité :
1 2 W.XX _ (W, W]
BATTTR T3

(1-55)
En tenant compte de 1-51-a 1-53 et 1-54 1'équation des moments (1-51-b)
s'écrit : '

F
DA?W - =% - [W,F]-P=0

[P.S] =Py S vy + Sxx Py~ 2Py Sy
(1-56)

On appelle équilibre fondamental ou préflambage 1a solution axisymétri-
que des équations 1-55 et 1-56. Dans cet état fondamental les déplacements
et les contraintes vérifient donc :
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F F ,F
wE Ny-Ny Wi -p=0
D XXXX RY X XX

(1-57)
Le flambage induit un équilibre différent de I'état fondamental ou les dé-

placements sont fonction des variables x et y. Les déplacements U,V,W a
partir de 1'état fondamental s'écrivent :

Nyx +Nyyy =0
Nyyx *Nyy=0

Eh F 1 w1
NX=F[U.X+W.XW'X+§W,2X+V(V'Y-E += W)

Eh w1 | 1
NY=._1 5 [Vy +7w'2Y +vcux+wf’xwx+§\xﬁx)]
Eh

AVt W W+ W W]
2(1+V) X XY XY

N

Xy~ (U

Y

(1-58)

F
XX oF F 3
DAZW-—R—-WMF'YY-F'YYW'H-FFHW.YY-2[F,W] =0

1 WJ(X
—ETI-AZF+T+W§O(W'YY='W,XXW'YY 7
(1-59)

Si on fait une approximation "hypoth&se de membrane" pour l'état de pré-
flambage (c'est-a-dire en négligeant les déformations dues a la flexion), la

fonctionnelle (mixte) caractéristique de 1-59 s'écrit :



38

smr BB - 2 [FW1- 2 Fyy W} ©

L=.U{]'7?‘(AM JEh
Q

- .”% [FW]IWdQ
Q

=[O,L] x [0,2]IR[

FF——( 22 " Y?)
(1-60)

En fonction de I'état de chargement, pression latérale ou pression hydros-
tatique, o prend respectivement les valeurs 0 ou 1 (Fig. 1-24).

e

Fig.1- 25-a : a =0 pression Fig.1-25-b: « = 1 pression
latérale hydrostatique
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1.5. Couche limite et perturbation singuliére

La solution analytique d'un probléme de mécanique est en géné-

ral trés difficile, voire impossible a obtenir. Ceci est di 2 la complexité
des équations ou des conditions aux limites. Pour la résolution, on peut
donc faire appel 4 des méthodes mathématiques permettant d'obtenir une
solution approximative ou asymptotique.
Nous allons citer un cas particulier d'équation différentielle ou la dérivée
d'ordre supérieur est en facteur d'un petit paramétre, on dit qu'il s'agit
d'un probléme de perturbation singuli¢re. Les équations de Navier-
Stockes sont un bon exemple de ce cas, ol le petit parametre est €gal a
l'inverse du nombre de Reynolds Re.

1.5.1. Un Exemple de couche limite en mécanique des fluides

-~

Considérons un écoulement de fluide autour d'un obstacle (Fig.
1-26). '
Loin de 'obstacle, on peut assimiler le fluide 2 un fluide parfait de vitesse
U non nulle. Les conditions aux limites sur I'obstacle imposent que la vi-
tesse soit nulle 2 la paroi. Cette condition est impossible a satisfaire en
fluides parfaits. Pour des grandes valeurs du nombre de Reynolds, il exis-
te une petite zone située au voisinage des bords ou la vitesse varie rapide-
ment de fagon 2 satisfaire la condition d'adhérence. C'est cette zone de va-
riations rapides qu'on appelle couche limite.

profil des

écoulement | vitesses

extérieur

" couche-limite .

Couche-limite le long d'une parot.
coucheilimite d'épaisseur §, avec
6=0 (—) = 0

7 (/)

Fig.1- 26:
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1.5.2. Un exemple de perturbation singuliére

Soit 1 un petit paramétre positif . Considérons 1'équation diffé-
rentielle suivante :

{-nU"(x)+U(x)=l , xe [-1]1]

U-1)=U@1)=0
(1-61)
La solution de cette équation est :
x-1 x+ 1
€ €-
uxn)=1- ‘]Tl "l’n
-2
1-e—
n
(1-62)
U(X,Eta)
o'o_o.o 2:2:3;9-_9:9-0-0 0:0:0.0: 1:0:0:0:0-:0:0 O-O-9-9,@,;8-_2:(:::{).o,<>~
N ad LN
S o 0,81 P % Q
[ # N\
3 ./ , 0,61 : \. 5
/ 0.4}
g
0,2
O+ttt +0
-1 -0,5

l ®- Eta = 0,02 ‘O Eta = 0,004

Fig.1-27

Sur la figurel-27 on voit que loin des bords, on a une solution qui est
quasiment constante et égale a 1. Prés des bords on a une variation rapide
dans une couche limite d'épaisseur V.

Oublions pour l'instant cette solution exacte, et essayons de chercher une
solution approximative sous forme de série entiere en 1. Nous allons mon-
trer qu'un développement asymptotique classique en puissances de 1| ne
permet pas d'avoir une solution qui converge vers la solution exacte. Soit
le développement :

U, M) =U, )+ U () +1° Uy +... M<<1
(1-63)
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En injectant le développement 1-63 dans I'équation 1-61, on obtient une
série entiére en 7. En annulant tous les termes on obtient :

U =1
U ®+U,m=0 , dod Ux)=0
U 0+U®@=0 ,.. U®=0
(1-64)
La solution (1-64) s'écrit alors
U =1
(1-65)

Pour m petit la solution 1-65 est proche de la solution exacte, sauf au voi-
sinage des points -1 et +1 ou la solution exacte varie rapidement de fagon
a satisfaire les conditions aux limites (Fig. 1-28). Donc la solution appro-
chée (1-65) n'est valable que loin des bords. On appellera cette solution,
solution intérieure. Pour cela on fait un changement de variable de fagon
a ce que la dérivée d'ordre supérieur de (1-61) ne disparaisse pas dans la
premiére équation. On cherche alors un deuxi¢me développement valable
au voisinage des bords. Prés de 1 on pose :

(1-66)
Selon la méthode asymptotique, on suppose que & varie de 0 (bord) 4 I'in-

fini (fin de la couche limite) [23]. Ecrivons le développement dans la cou-
che limite sous la forme : '

U, €M) = U ®) +n U ®) +0° Ug(®) + ..
| (1-67)

Injectons 1-67 dans 1-61 On obtient au premier ordre :

-U B +U &) =1
U (0)=0
(1-68)
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La solution bornée de (1-6‘8) s'écrit :

U, 0 =1-exp( %)
¥n
(1-69)

On appellera cette solution, solution rapide ou solution dans la couche
limite par analogie avec la mécanique des fluides . De 1a méme maniére,
on peut calculer la deuxiéme couche limite située au voisinage de -1.
La solution approchée s'écrit :

U =~1-exp(%)

app

n
(1-70)

L'erreur entre les solutions, exacte et approchée, est petite, de 'ordre de
exp (- 1/AM)

U(X,Eta) Ui
- s -0-212 *3:010:0:0:0 0-0:0.0- 1.5.0.0-0:0:0 0-01QQ; og: °-<>-‘0-'c.5"-'-v-
‘ / .o.‘ ...:..x “o\
S o 0,8¢ TS
/ /°/ 0,8 e \
o3 J
/ o
N
0,2t
i+ e +——Q
-1 -0,5

‘®- Eta = 0,02 O~ Eta = 0,004

Fig 1-28
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1.5.3. Conclusions en vue d'une application aux problémes de flamba
ge des coques sous pression

Pour le probléme de perturbations singulieres la solution appro-
chée est la somme de deux développements en série. Le premier dévelop-
pement est valable assez loin des bords, il ne tient pas compte de toutes les
conditions aux limites du probléme. Le deuxiéme traduit un comporte-
ment localisé, il est valable au voisinage des bords. Toutes les conditions
aux limites sont donc prises en compte.

Nous verrons que pour les coques minces (caractérisées par le parametre
de Batdorf Z assez grand), le calcul de la pression critique et du mode de
flambage se raméne i un probléme de perturbation singuliere. Le petit
paramétre est équivalent a 1/VZ. Loin des bords la solution intérieure cor-
respond 2 une approximation inextensionnelle. Ceci correspond au fluide
parfait dans le probléme d'écoulement autour d'un obstacle.

Nous dressons un tableau qui permet de faire la correspondance entre les
exemples 1.5.1. , 1.5.2. et le probléme des cylindres sous pression.

Petit Solutions Solution dans
Exemple parametre interieures | la couche limite
.l [ .
-5-1 Re Fluide parfait
} Equation Equation
H-2 n 165 1-69
Cylindre sous _L Approximation Equation
pression JZ" inextensionnelle 2-50
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CHAPITRE II

EFFET DES CONDITIONS AUX
LIMITES SUR LE FILLAMBAGE
ELASTIQUE DES COQUES
CYLINDRIQUES SOUS PRESSION
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,» IL.1. Introduction

Le comportement en flambage d'une coque cylindrique sans dé-
fauts dépend du chargement et des conditions aux limites. En pression ex-
temne ou en torsion les modes de flambage ne sont périodiques que dans la
direction circonférentielle avec une variation beaucoup plus rapide dans
cette direction que dans la direction axiale (Fig. 2-1). En compression le
mode a un aspect différent et il a généralement la forme en points de dia-
mants (Fig. 2-2).

En pression externe le calcul de la charge critique pour une
coque cylindrique a été fait numériquement dans [35] pour différentes
conditions aux limites. Cette étude a montré le réle important de la condi-
tion aux limites axiale (déplacement U = 0, ou contrainte N, = 0). Ce com -
portement est tout a fait différent de celui des structures planes, ou la
condition sur la rotation (appui ou encastrement) joue le role le plus im-
10 | A —

Fig 2-1 Coque sous pression Fig 2-2 Coque en compression axiale

Les caractéristiques géométriques des coques cylindriques peuvent étre
décrites par le paramétre de Batdorf

2
L 2
=._.._‘\I]_-
Rh Y

Dans ses travaux numériques, Yamaki [39] a montré que le paramétre de
pression PRL?/Eh3 et le nombre d'ondes circonférentiel nL/R évoluent res -
pectivement comme Z!/2, et ZI4 pour Z assez grand, et tendent chacun vers
une valeur asymptotique qui dépend seulement de la condition aux limites
axiale (U =0 ou Nk = 0) (Fig. 2-3). Lorsque Z diminue, les effets des au -
tres conditions aux limites (V ou Nyy =0, W 5 ou W 4,= 0) s'amplifient.
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On remarque bien, que sauf pour des coques assez épaisses (Z < 100) il
existe 2 familles de courbes, 'une relative 2 la condition aux limites axiale
U= 0 (C1, C2, S1, S2), l'autre 3 1a condition Ny = 0 (C3, C4, S3, S4).

-Cependant, a notre connaissance, il n'y a qu'un seul travail [37]
dans lequel les auteurs ont tenté d'expliquer le role paradoxal de la condi-
tion aux limites axiale. Ils font pour cela certaines approximations qui re-
viennent 3 I'hypothése classique d'un mode inextensionnel dans la direc-
tion azimutale [36]. Cette approximation est justifiée par le fait que pour
les coques trés minces (R/h >>1, ou Z>> 1) 1a rigidité de membrane est
grande devant la rigidité de flexion, donc les déformations de membrane
sont tres petites. Toutefois, on ne trouve pas dans ce travail d'explication
claire du réle des conditions aux limites. On retrouve aussi ce comporte-
ment inextensionnel dans le flambage d'un anneau circulaire sous pression
externe [7] p. 138. L'approximation du mode inextensionnel réduit de 8 a
4 l'ordre de dérivation par rapport 2 la variable axiale dans le systéme

'‘équations caractérisant le mode. Il y a donc une perte de conditions aux
limites, ce qui montre bien qu'il existe une couche limite (Fig. 2-4).

ey 1 1 (] 1 1

-ats . . . Coordonsice. asiale
. 0 5 1 15 2 X3 "3

Fig 2-4 : Variation de la déformation &y le long de I'axe de la coque.
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Les résultats obtenus par un calcul numérique en éléments finis
sont présentés a la (Fig. 2-5). Pour la rotation W', on distingue deux zones
AA' et OA plus A'O'.

Zone AA'
Située assez loin des bords, ol la courbe varie d'une fagon assez
régulicre.
On _définit le mode intérieur comme étant I'extrapolation a partir du point
A et A’ jusqu'aux bords de la partie intérieure. II ne vérifie donc pas les
mémes conditions aux limites que le mode exact.

Zone OA.Q'A'

On constate un effet de bords (phénomeéne de couche limite, ca-
ractérisé par sa variation rapide).
On appellera cette partie couche limite par analogie avec la mécanique des
fluides. ’
On utilisera donc la théorie des perturbations singulidres (ch. 1 § 5) pour
définir avec précision les notions de mode intérieur et de couche limite.
Ceci nous permettra de faire la distinction entre les conditions aux limites
exactes et les conditions aux limites sur le mode intérieur.

| N NP R B |

Z =860

-
4
—
L
4
-
-
-
<
<
-
1

5 1 1.5 2 2.5 3
Coordonnee. axiale

Fig 2-5 : Mode et rotation de flambage : distinction entre le mode inté-
rieur et le mode exact.
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. Pour bien visualiser la nature de la couche limite, on pourra comparer la
rotation W' dans le cas de la condition aux limites S3 (Fig. 2-6), ou le
mode est en sinus (c'est donc un cas particulier sans couche limite) avec
l'une des sept autres conditions aux limites (voir par ex. fig. 2-5).

1 ' 1 1 1

3.2 T -
’ 0 2 4 6 8 1

Fig 2-6 : Mode et rotation de flambage pour la condition aux limites S3.

L'idée que nous exploiterons est de considérer 1/Z comme petit

parametre, ce qui induit une perturbation singuli¢re dans les équations. La
méthode utilisée consiste 2 faire un développement asymptotique comme
auch.1§S5.
Ceci permet de justifier 'approximation inextensionnelle, d'expliquer et
de clarifier le rdle paradoxal des conditions aux limites, enfin de donner
des formules explicites de la pression de flambage pour les différentes
conditions aux limites.

I1.2. Calcul des pressions de flambage par des méthodes heuristiques

Dans ce paragraphe, nous allons tout d'abord chercher les équa-
tions et les conditions aux limites caractérisant le mode intérieur, ainsi que
les conditions aux limites qu'il vérifie. Aprés avoir expliqué l'origine de
la couche limite, nous allons pouvoir établir 'équation différentielle du
mode intérieur. Nous montrerons dans ce cadre comment, avec I'appro-
ximation inextensionnelle, on pourra relier la condition aux limites axiale
3 ]a rotation du mode intérieur. Ceci nous permettra d'avoir, en premicre
approximation, deux classes de conditions aux limites. Nous calculerons,
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» dans chacun de ces deux cas, le mode de flambage et la courbe de stabilité
neutre correspondante.

I1.2.1. Premiere dérivation des équations approchées. Origine mathé
matique de la couche limite

En théorie de Donnell sans préflambage (cf. annexe 1), le mode
de flambage w(x,y), f(x,y) est solution des équations :

2 2 2
N ox 371 ox dy
2
A2f+ia_‘:=
n2 ax
+ conditions aux limites
2 2
A:iz.+_a_2
ox" dy

(2-1)

ou f est la fonction de contrainte. On rappelle que :

<

L_zY2 03512

n I

On remarque l'influence prépondérante des termes de couplage dus i la
courbure. L'usage est souvent de chercher des solutions de 2-1 sous la
forme de produits de sinus, sans considérer les conditions aux limites (ce
mode est exact seulement pour la condition aux limites S3). C'est notam-
ment ainsi que I'on obtient la formule classique en compression. Le mode
de flambage ainsi obtenu varie beaucoup plus en y qu'en x : voir [7] et fig.
2-1. Ceci suggere 1'analyse approchée suivante : négligeons 9/0x devant
d/dy sauf pour les deux termes de couplage. Cela donne :
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2 2
a4_w_oi 1 d foi+ 4ho d Woi

4
dy 1']2 aX2 33/41_] ay2

2

. =0
4
¥y * n?

(2-2)

Or le systtme approché (2-2) n'est plus que d'ordre 4 par rapport a 9/dx,
alors que le systétme exact (2-1) est d'ordre 8. On n'aura donc besoin que
de deux conditions aux limites au lieu de 4(sur chaque bords) normale-
ment. Cette perte de conditions aux limites est le signe qu'il existe une
couche limite au voisinage des bords, ot le mode varie rapidement. Donc
les équations (2-2) ne gouvernent que le comportement du mode a 1'inté-
rieur de la coque, 2 l'exclusion des couches limites.

En cherchant des solutions de la forme : Woi (x,y) = Woi(x) exp(iKy) ,
on déduit a partir de (2-2) que wy; est solution de :

@) 4.8 4 3.6
Wor GO+ K- 7 A KD Wf() =0

(2.2

\&= 7

11 reste 2 chercher les deux conditions aux limites satisfaites par la solu-
tion intérieure w(x,y). Le lien entre les conditions aux limites pour le
mode exact w(x,y) et le mode intérieur wo;(x,y) n'est pas simple. On ad-
mettra que la condition sur la fléche est conservée (Fig. 2-5) ce qui veut
dire que :

w(x,y)=0 implique w,(£Il,y)=0
(2-4)

Supposons maintenant que la contrainte axiale Nx soit nulle aux bords ce
qui est équivalent 4 :

f @,

(N} e
N’
1
o

(2-5)

* Notation (w,f),; : o signifiant premier ordre
i signifiant intérieur.
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" Admettons pour l'instant que ceci soit valable aussi pour f,;. A partir de 1a
deuxiéme équation 2-2, on en déduit une seconde condition aux limites
pour w; :

2

woi
7 (£112,y)=0
X

(2-6)
Le mode intérieur wq;(x,y) est donc parfaitement déterminé pour toutes

les conditions aux limites qui annulent la fleche et la contrainte axiale aux
bords (C3, C4, S3. S4). '

Les figures 2-7 montrent d'ailleurs que pour cette classe de conditions aux
limites la couche limite est bien visible. Si on prolonge de fagon naturelle
la rotation exacte w', la pente du prolongement est & peu prés nulle aux
bords. C'est ainsi"qu'on obtient une représentation graphique du mode in-
térieur. Ces résultats numériques confirment donc que la solution inté-
rieure satisfait bien les conditions 2-4 et 2-6.

" 35 1

2
=

1
Coordonnce. axiale

31 1 [ 1 1 1

3 . Z =360




W

1 Coordonnee. axiale

> W, » 2 a30 B

Coordonnce. axiale

o
]
]
o

2

EY) B

Rve {0
18] cLse L
W,x

ww

Coord axiale

o2

T i :
H _'s H 1S 3 i Coordounce. axiale

Fig 2-7 : Mode et rotation de flambage le long de la coque pour les condi-
tions aux limites S3, S4, C3, C4.
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I1.2.2. Dérivation des équations approchées 3 partir de 1'hypothése
d'un mode inextensionnel

En partant de I'hypothése d'un mode inextensionnel, nous pour-
rions exprimer le déplacement intérieur axial en fonction de la rotation.
Cette hypothése d'un mode inextensionnel se traduit par les deux condi-
tions suivantes :

aVoi woi 0
£ T —=
y ay T]2
(2-7)
du. oOv.
2e = 2+ —2=0
Y dy Ox
(2-8)
On en déduit :
azum 1 ow_.
2 ot ¥
(2-9)

Ceci montre le lien entre le déplacement axial et la rotation du mode inté-
rieur. Ce résultat peut aussi &tre obtenu par un principe variationnel [1],
en rendant stationnaire la fonctionnelle caractéristique du probléme (2-2)

_1 2. 2.2 2. 2 2 4 2
L—'Z'J.{ (ay Woi) - (ayfoi) - ;‘-2 Woi ax foi -F?‘.o (aywoi) } dQ
Q

(2-10)

La condition sur le mode exact U = O entraine la condition aux limites
suivante pour la solution intérieure: '

oi

ow n
+ 1 yy=0
3 ( 5 Y)

(2-11)

A celle-ci on rajoute la condition aux limites sur la fleche :

I1 =
woi(iT,O)—O
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. (2-12)
L'équation 2-3 et les conditions aux limites 2-11 et 2-12 déterminent en
premigre approximation le mode intérieur pour le cas de conditions aux
limites U =W = 0, soit (C1,C2.S1.S2). Sur les figures 2-8 on a présenté
pour cette classe de conditions aux limites, le mode et la rotation exacts.
On voit bien que la rotation w' peut étre prolongée dans la couche limite
ce qui donne une représentation graphique du mode intérieur. Les calculs
numériques confirment donc que la solution intérieure satisfait bien les
conditions aux limites (2-11), (2-12).

Pour résumer, le mode intérieur est en premiére approximation, solution
de 1'équation 2-3, il satisfait les conditions aux limites 2-4 et 2-6 pour le
cas Ny = W = 0 et les conditions 2-11 et 2-12 pour le cas U= W= (. Le pa-
radoxe sur les conditions aux limites est donc levé. Dans le cadre de cette
approximation au premier ordre, les conditions aux limites en U et W
sont, au premier ordre, les seules 2 influer sur la solution intérieure.
Dans le paragraphe 3, nous expliquerons en détail les effets de toutes les
conditions aux limites et nous confirmerons qu'au premier ordre, certai-
nes agissent sur le mode intérieur alors que d'autres n'ont d'effet que sur
la couche limite et le second ordre.
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Fig 2-8 : Mode et rotation de flambage le long de la coque pour les condi-
tions aux limites C1, S1, 82, C2.
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+»  IL.2.3. Influence des conditions aux limites sur le mode de flambage

L'approximation du mode intérieur et les conditions aux limites
2-4, 2-6 ou 2-11, 2-12 permettent d'avoir une premiere approximation de
la courbe de stabilité neutre. Pour les conditions aux limites Ny =W =0,
on a vu que le mode intérieur satisfait les équations :

4 3
4 418 If _
ng) +(n _Wl"n )woi_O

Wy (2TU2) =w_ (£112) =0
(2-13)

La fonction propre correspondant 2 la plus petite valeur propre A, sécrit :
Woi(x) = A cos x | _ (2-14)
La courbe de stabilité neutre A, en fonction de K est :

3/4

3 1 2
o= (5 + KD

: N K

(2-15)

On rappelle que la condition de périodicité dans la direction azimutale
impose que le nombre d'onde K soit de la forme :

k=1L

IR
(2-16)
ol le nombre entier n est le nombre d'harmoniques. En cherchant le mi-

nimum de 2-15 par rapport A X sans tenir compte de la périodicité, on
trouve le nombre d'ondes K et la charge critique A, suivants :

oc oc

1/8
K =2 % -1
n :
(2-17)

Pour les conditions aux limites U= W= 0, le mode intérieur satisfait les
équations : '
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4 4.8 4 3 6 _
w® +(n K ';5,—47%“ K )w_ =0

w, (£TU2) =Wy (£112)=0
(2-18)

La fonction propre correspondant a la plus petite valeur propre K s'écrit

woi(x)=Acosrx+Bcoshrx

(2-19)

ol r est la plus petite solution de :

tang(r%l-)ﬂanh(r%):O soit r=1.505619

(2-20)
D'olt la courbe de stabilité neutre A,(K),
A )
7»0 == ( -11—3123 +nK")
(2-21)

En cherchant le minimum de 2-21 par rapport a K sans tenir compte de la
périodicité, on trouve le nombre d'onde critique K et la charge critique
suivants : ' :

(2-22)

Les relations 2-17 et 2-22 montrent que le nombre d'onde azimutal K est
de l'ordre de 1/ soit Z!/4, alors que la charge critique est égale a 1.

ou 1.505619. Ce résultat confirme I'hypothese faite sur le mode intérieur,
soit négliger la variation axiale d/ox par rapport 2 la variation azimutale
9/dy. Ceci explique pourquoi, dans le développement asymptotique exact
paragraphe 3, nous poserons :

k=Kvyn soit k=0(1)
(2-23)



Sur les tableaux 2-1 4 2-8, on a présenté la char
prochée (équation 2-15 ou 2-21), en cherchant le minimum

nombre d'onde entier n.

Ces résultats montrent que la charge approchée est précise pour des Z
grands. On remarque que la valeur de Z 2 partir de laquelle la précision
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devient bonne, dépend des conditions aux limites.

- C.L. $3 R/H=100
| L/R | 4 | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
| | Fe | Fe 1 I
{ 0.50 | 23,8485 | 1.1473 (11)| 1.00285 (12) 10.1259 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.1210 (10)} 1.00184 (11)10.1063 |
| 0.75 | 53.6551 | 1.0982 ( 9)| 1.00001 (10) [0.0894 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.0721 ( 8)| 1.00801 ( 9)10.0598 |
I 1.50 | 214.6363 | 1.0489 {( 7)| 1.00076 ( 7)10.0459 |
| 2.00 | 381.5757 | 1.0340 ( 6) ] 1.00285 ( 6)10.0301 |
| 3.00 | 858.5453 | 1.0239 (S)] 1.00001 ( 5)10.0234 |
I 4.00 | 1526.3027 | 1.0441 ( 4)1 1.04355 ( 4)10.0005 |
| 5.00 | 2384.8480 | 1.0230 ( 4)] 1,00561 ( 4)]0.0170 |
© |l 6.00 | 3434.1811 | 1.0976 (4)] 1.07793 ( 4)(0.0179 |
[ .7.00 | 4674.3021 | 1.0515 ( 3)1 1.05316 ( 3)10.0016 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.0095 (3} 1.00285 ( 3)[0.0066 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.0179 (3)1 1.00801 ( 3)]0.0097 |
] 10.00 | 9539.3920 | 1.0546 ( 3)I 1.04369 ({ 3)]0.0103 |
C.L. C3 R/R=100
| L/R | 4 | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
: | | Fc 1 Fec I |
| 0.50 | 23.8485 |°1.4449 (12)| 1.00285 (12) |0.3059 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.3521 (11)] 1.00184 (11)10.2590 |
| 0.75 | 53.6591 | 1.2725 (10)| 1.00001 (10) [0.2141 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.2030 ( 8)| 1.00801 ( 8)]0.1621 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.1411 ( 7)1 1.00076 { 7)10.1230 |
1 2.00 | 381.5757 | 1.0947 (6)] 1.00285 ( 6)10.0839 |
| 3.00 | 858.5453 | 1.0641 (5)1 1.00001 ( 5){0.0602 |
| 4.00 | 1526.3027 | 1.0805 (4)1 1.04355 ( 4)]0.0342 |
| 5.00 | 2384.8480 | 1.0461 (4)1 1.00561 ( 4)}0.0387 |
| 6.00 | 3434.1811 | 1.1134 (4)] 1.07793 ( 4){0.0319 |
| 7.00 | 4674.3021 | 1.0732 ( 3)1 1.05316 ( 3)10.0187 |
I 8.00 | 6105.2109 | 1.0260 ( 3)] 1.00285 ( 3)]0.0226 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.0307 (3)1 1.00801 ( 3){0.0220 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.0653 (3)1 1.04369 ( 3)|0.0203 |
C.L. S4 R/E=100
| L/R 1 4 | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
| I I Fe 1 Fe | |
| 0.50 | 23.8485 | 1.0515 (10)| 1.00285 (12) 10.0463
| 0.60 | 34.3418 | 1.0454 ( 9)| 1.00184 (11) (0.0417
I 0.75 | 53,6591 | 1.0363 ( 9)| 1.00001 (10) |0.0350
| 1,00 } 95.3939 | 1.0260 ( 8)| 1.00801 ( 9)10.0176
| 1.50 | 214.6363 | 1.0281 (7)1 1.00076 ( 7)10.0266
I 2.00 | 381.5757 | 1.0149 ( 6)1 1.00285 ( 6){0.0119
I 3.00 | 858.5453 | 1.0124 ( 5)] 1.00001 ( 5)10.0123
| 4.00 | 1526.3027 | 1.0243 (4)| 1.04355 ( 4)|0.0188
| 5.00 | 2384.8480 | 1.0172 (4)] 1.00561 ( 4)0.0114
| 6.00 | 3434.1811 | 1.0958 ( 4)] -1.07793 ( 4)}0.0163
| 7.00 | 4674.3021 | 1.0381 ( 3)1 1.05316 ( 3)10.0145
| 8.00 | 6105.2109 | 1.0034 (3)1 1.00285 ( 3)10.0005
| 9.00 | 7726.9075 | 1.0150 ( 3)] 1.00801 ( 3)[0.0069
| 10.00 | 9539.3920 | 1.0528 ( 3)| 1.04369 ( 3)10.0087
C.L. C4 R/E=100
| L/R | 4 | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
! ] i Fe | Fe | ]
}] 0.50 | 23.8485 | 1.4340 (11)|. 1.00285 (12) 10.3007 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.3501 (11)| 1.00184 (11) 10.2580 |
| 0.75 | 53.6591 | 1.2725 (10)| 1.00001 (10} 10.2141 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.2019 ( 8)] 1.00801 { 9)10.1613 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.1260 ( 7)1 1.00076 ( 7){0.1112 |
| 2.00 | 381.5757 | 1.0940 ( €)1 1.00285 ( 6)]0.0833 |
I 3.00 | 858.5453 | 1.0628 ( S)| 1.00001 { 5)10.0590 |
1 4.00 | 1526.3027 | 1.0801 ( 4)1 1.04355 ( 4)(0.0338 |
I 5.00 | 2384.8480 | 1.0445 ( 4)| 1.00561 { 4)10.0372 |
| 6.00 | 3434.1811 | 1,1115 (4)1 1.07793 ( 4)0.0302 |
I 7.00 | 4674.3021 | 1.0732 (3)] 1.05316 ( 3)10.0187 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.0252 (3)] 1.00285 ( 3)|0.0218 |
| 9.00 | 7726.9075 | . 1.0297 (3)] 1.00801 ( 3)0.0211 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.0637 (3)] 1.04369 ( 3)[0.0189 |

ge critique exacte et ap-
par rapport au
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C.L. S2 R/H=100
| L/R | z | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
! | | Fe 1 Fe | |
| 0.50 | 23.8485 | 1.1322 (10)] 1.50570 (15)10.3299 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.1579 (10)| 1.50888 (14)10.3031 |
] 0.75 | 53.6591 | 1.1891 ( 9)[ 1.51070 (12)]10.2704 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.2488 (. 8)] 1.51532 (11)1}10.2135 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.3230 ( )| 1.51652 ( 9)10.1463 |
! 2.00 | 381.5757 | 1.3621 ( 7)| 1.53737 ( 8)10.1287 |
} 3.00 | 858.5453 | 1.4194 ( 6)| 1.51070 ( 6)]0.0643 |
] 4.00 | 1526.3027 | 1.4266 ( S)| 1.54333 ( $)10.0818 |
] 5.00 | 2384.8480 | 1.5059 ( 5)| 1.52661 { $)[0.0137 |
] 6.00 | 3434.1811 | 1.4684 ( 4)| 1.57447 ( 4)10.0722 |
| 7.00 | 4674.3021 | 1.4668 ( 4)| 1.50586 ( 4)10.0266 |
] 8.00 | €105.2109 | 1.5264 ( 4)] 1.53737 ( 4)10.0072 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.6211 ( 4)| 1.61961 { 4)]0.0009 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.5506 ( 3)1 1.64631 ( 3)]0.0617 |
C.L. c2 R/B=100
{ L/R | 2 | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
| | | _Fe I Fe |
| 0.50 | 23.8485 | 1.5245 (12)| 1.50570 (15)(0.0123 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.4639 (11)] 1.50888 (14)10.0307 |
1 0.75 | 53.6591 | 1.4245 (10)] 1.51070 (12)10.0605 |
[ 1.00 | 95.3939 | 1.4046 ( 9)| 1.51532 (11)(0.0788 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.4116 ( 8)| 1.51652 ( 9)[0.0744 |
] 2.00 | 381.5757 | 1.4209 ( )| 1.53737 ( 8)(0.0819 |
] 3.00 ) 858.5453 | 1.4495 ( 6)]1 1.51070 ( 6)}(0.0422 |
I 4.00 | 1526.3027 | 1.4558 ( 5)) 1.54333 {( 5)10.0601 |
| 5.00 | 2384.8480 | 1.5163 ( S)| 1.526€1 ( 5)10.0068 |
| 6.00 | 3434.1811 | 1.4913 ( 4)| 1.57447 ( 4)10.0557 |
] 7.00 | 4674.3021 | 1.4783 ( 4)| 1.50586 ( 4)]0.0187 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.5317 ( 4)§ 1.53737 ( 4)10.0037 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.6241 ( 4)| 1.61961 ( 4)10.0027 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.5691 ( 3)| 1.64631 ( 3)10.0492 |
C.L. S1 R/H=100
| L/R | 4 | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
I | I Fe | Fec |
| 0.50 | 23.8485 | 1.2891 (11)| 1.50570 (15)10.1680 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.2919 (11)| 1.50888 (14)10.1679 |
! 0.75 | 53.6591 | 1.3068 (10)| 1.51070 (12)[0.1560 |
I 1.00 | 95.3939 | 1.3338 ( 9)] 1.51532 (11)]0.1361 |
I 1.50 | 214.6363 | 1.3805 ( 8)] 1.51652 ( 9)10.0985 |
| 2.00 | 381.5757 | 1.4037 ( 7)1 1.53737 ( 8)10.0952 |
I 3.00 | 858.5453 | 1.4423 ( 6)1 1.51070 ( 6)]0.0474 |
] 4.00 | 1526.3027 | 1.4528 ( 5)] 1.54333 ( 5)(0.0623 |
] 5.00 | 2384.8480 | 1.5141 ( 5)] 1.52661 ( 5)|0.0083 |
|- 6.00 | 3434.1811 | 1.4913 ( 4)| 1.57447 ( 4)10.0557 |
| 7.00 | 4674.3021.| 1.4767 ( 4)! 1.50586 ( 4)10.0197 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.5308 ( 4)| 1.53737 ( 4)10.0043 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.6231 ( 4)|1 1.61961 ( 4)(0.0021 |}
| 10.00 | 9539.3920 | 1.5713 ( 3)] 1.64631 ( 3)10.0477 |
C.L. Cl R/H=100
! L/R | 4 1 EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |
| 1 | Fe | Fe 1
| 0.50 | .23.8485 | 1.5533 (12)] 1.50570 (15)10.0307 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.4920 (11)] 1.50888 (14)10.0113 |
I 0.75 1| 53.6591 | 1.4498 (10)| 1.51070 (12)10.0420 |
I 1.00 | 95.3939 | 1.4231 ( 8){ 1.51532 (11)10.0648 |
] 1.50 | 214.6363 | 1.4201 ( 8)] 1.51652 ( 9)|0.0679 |
1 2,00 | 381.5757 | 1.4279 ( 7)1 1.53737 ( 8)10.0767 |
[ 3.00 | 858.5453 | 1.4528 ( 6)} 1.51070 ( 6)10.0399 |
I 4.00 | 1526.3027 | 1.4606 ( 5)] 1.54333 ( 5)10.0566 |
] 5.00 | 2384.8480 | 1.5174 ( 5)1 1.52661 ( 5)10.0061 |
|] 6.00 | 3434.1811 | 1.4959 ( 4)1 1.57447 ( 4)10.0525 |
| 7.00 | 4674.3021 | 1.4798 ( 4)| 1.50586 ( 4)]0.0176 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.5325 ( 4)| 1.53737 ( 4)]0.0032 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.6241 ( 4)| 1.61961 ( 4)10.0027 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.5746 ( 3)| 1.64631 ( 3)[0.0456 |

Tableaux 2-1a2-8 -

Comparaison entre la valeur asymptotique A et

exacte

e e e



I1.3. Calcul des pressions de flambage par une méthode asymptotique

II.3.1. Présentation de la méthode asymptotique: application au
probléme de flambage des coques sous pression

Les calculs que nous avons présentés aux paragraphes précédents
sont basés sur des approximations posées a priori . I est intéressant de
disposer d'une méthode systématique qui prouve toutes les hypothéses fai-
tes et permet de trouver avec plus de détail et de précision les solutions
analytiques du probléme 2-1. Clest l'objet de ce paragraphe. Nous utili-
serons pour cela la méthode asymptotique rappelée dans le chapitre I pa-
ragraphe 5.

La technique consiste & considérer n comme petit paramétre et 3 faire un
développement des déplacements et de la pression A en :

A =X, +Am +7LZT]2+...
(2-24)

I
124z

1‘] =
Pour les déplacements nous ferons appel a la méthode de perturbation sin-
guliére. Nous faisons donc deux développements :

a) un développement de la solution intérieure, qui sera valable assez
loin des bords

b) un développement d'une solution localisée au voisinage d'un
bord, ce qui traduit une couche limite.

Le raccord est ici trés facile puisque la linéarité du probléme étudié nous
permet de superposer les deux développements.
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11.3.2. Développement intérieur

L'objet est de déterminer une approximation des déplacements a
sntérieur de la coque. Nous faisons donc un développement asymptotique
des déplacements en puissances de n (ch. 1 § 5). Nous utiliserons pour
cela les équations d'équilibre en déplacement. D'apres les résultats du pa-
ragraphe précédent, le nombre d'onde K est de I'ordre 1/Nm. Nous définis-
sons donc un nombre k qui sera d'ordre unité :

K =X
n
(2-25)

Les déplacements u, Vv, W figurant dans les équations d'équilibre n'ont pas
les mémes ordres de grandeur €n . Etant donné que ces déplacements
sont solutions d'un probléme aux valeurs propres, on peut choisir a priori -
un déplacement azimutal tel que :

v =0(1) (2-26)

Les autres ordres de grandeur peuvent atre déterminés par exemple 2 par-
tir de 2-7 et 2-8. On obtient

u=0@n) , v=0() , w=0m")
(2-27)

On va ensuite développer le mode en puissance de 1 , €n cherchant des so-
lutions harmoniques dans la direction azimutale :

u:«ln{Ui°+nUi1(x)+...}exp(;ﬂﬁy—)

¥
v=i{V +nVy (x)+...}exp(Ey—)
'
w=n3/2{wio+nwi1 (x)+...}cxp(%%)

(2-28)

Si on néglige pour l'instant le préflambage, les équations de Donnell en
déplacement s'écrivent :
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Ly A VW ~0
U x 2 Vyy 2 Vay~ 2
n
1+v 1+v Yy
yy { 9 lxx Tuxy}'_z-"o
n
2 2 4\
A'w + {w-n (v’y+Vu'x)} + —_ {aw’xx+w’yy} =0

n*(1-v) 3

(2-29)

of A.=@;+3).

En reportant les developpements (2-24),(2-28) dans (2-29), nous obtenons
les resultats suivants (voir annexe 2):

Premier ordre

U. (x) = L(x)
io k2
(2-30)
Vio(x) =- i; ®
(2-31)
42
W+ (- —2 15y W. (x) =0
10 33/4 1o
(2-32)
Second ordre
W..( 24V ¢
il
Ull( ) = k2 +?Wlo(x)
(2-33)
Va0 = () v o
k

(2-34)
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Ak xS

4
(4) 8 o _ M
W, (x) + (k - 33/4 YW, (x) = —3—3ﬁ— W, (x)

6 4 2 " 2
* Q-0 K ) W)= W)

(2-35)
A propos de ces équations, on peut faire les remarques suivantes :

1) Les équations 2-31, 2-32 montrent qu'au premier ordre, soit
pour une coque tres mince , le mode de flambage est sans glissement dans
les directions X, y, et sans allongement dans la direction y : il s'agit d'un
mode avec une déformation moyenne quasiment axiale (Fig.2-4). Nous
justifions ainsi I'hypothese du mode inextensionnel (eq. 2-7 et 2-8).

2) L'équation 2-32 est identique 2 1'équation 2-3 qui avait été obte-
nue 2 partir des équations 2-1 et par un argument un peu plus rustique.
Elle a été complétée par des équations en u, v, €t par des équations au se-
cond ordre.

I1.3.3. Développement asymptotique du mode dans la couche limite

La couche limite est un phénoméne localisé aux voisinages des.
bords, a décroissance rapide, traduisant l'effet des conditions aux limites.
Pour les coques minces (soit pour des grandes valeurs de Z) I'exemple le
plus simple de ce type de comportement est la solution du préflambage.
Un calcul de couche limite pour cette solution axisymétrique a été fait
dans l'annexe 3 (Fig A3-1). Nous allons maintenant calculer pour le mode
de flambage la solution rapide sur toute I'épaisseur de la couche limite.
Toute solution des équations du mode 2-29 est combinaison linéaire de

fonctions de la forme :

u(xy)=u exp(r x) exp (-i—kl)

Jn

vixy)=v exp(rx)exp (i];‘—y-)

Jn

iky
w (x,y ) = wexp(rx)exp (—=)
Jn
(2-36)
Nous obtenons 1'équation :
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r4+(k2-r2n)4-t—l(k2-g-r2n)(r2n-k2)2=0
3/4 2

(2-37)
qui admet huit racines. Quatre de ces racines se retrouvent 3 partir de
I'approximation du mode intérieur (eq. 2-32) c'est-i-dire N « 1, ce qui
conduit a :

(2-38)

On note que ces solutions sont de l'ordre de 1. Entre I'équation exacte
2-37 et I'équation approchée 2-38, il y a donc 4 conditions aux limites qui
ont ét€ perdues.

Ces quatre racines permettent de rendre compte des couches limites : deux
pour la couche en x = - /2, deux pour la couche en x = +x /2. L'examen
de I'équation (2-37) montre que le produit des huit racines est de I'ordre
de 1/1]4 . Pour M « 1, les quatre solutions dans la couche limite s'écri-
vent alors sous la forme :

r=2 |, g=0()
Yl

(2-39)

Ainsi, dans la couche limite, les variations dans le sens axial sont les plus

rapides alors que c'est l'inverse & l'intérieur. Ecrivons le développement
de la solution rapide au voisinage de x = -xt /2. On pose :

_x+II2
n

§
(2-40)

La premiére idée est de les écrire de la méme fagon que la solution inté-
rieure en remplagant seulement la variable lente x par la variable rapide .
Nous avons fait cela pour les huit types de conditions aux limites intro-
duits a 1a p.7 . Nous avons trouvé que dans tous les cas, le premier ordre
s'annulait. Cela signifie qu'avec ces conditions limites, la correction

de couche limite concerne plus la pente que la fleche elle-méme

(voir Fig.2-5).

Nous supposons donc a priori un développement de la solution rapide qui
est décalé d'un cran par rapport 2 la solution intérieure :
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u= n3l2 { Uﬂ(E,.) +M Urz(g) +..}exp (@ l\(/l )
i

v=in {V ) +n V,E +.. Texp( %Z )
n

et (W © +1 Wy + - }expi =2 )

Vn
(2-41)
Reportant dans 2-29, on obtient les résultats suivants :
Premier ordr
" 1 . f
U@ - k2 V@ - v W, ©=0
V(=0
1 '
WOE) + — W © +kV, ©)-vU,E) =0
1-v
(2-42)

Second ordre

" 1 . . 1-
UL, - kas Vy® -V W@ =K = U, ®

1-v 1 :
LV ® kW, @)= —— kU, ®

200 7‘0 .
o ) Wﬂ(i)

1 o
wE + (W@ +k V(&) - v U6 =(2K" -

(2-43)

Ne retenant que les solutions décroissant rapidement pour & ---»o, (couche

limite pour x=-1t /2). La solution du premier ordre vérifie :
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wWPE + W (=0

(2-44)
wr1(§)=E1 Cxp(-o'é)_'_C.C. ’ °_=17-|2-_i
Vrl(é) =0
U, &) =-V[OE, exp(-6&) +C.Cl]
(2-45)

ou E; est une constante complexe, et C.C désigne le complexe conjugué.
Les quatre racines ry, -y, 1y, -r dans la couche limite sont alors :

1+ 1
1‘1=-_._
V2 q
L il
2 V2 1

(2-46)
On obtient le méme comportement de couche limite et les mémes valeurs
de r pour la solution axisymétrique (voir anmexe 3).Les resultats d'un cal-
cul en €lément finis visualisent bien ce comportement (fig 2-9).

En tenant compte de 2-45 les équations 2-43 s'écrivent
oA

W () + W, =4 ( 5 k) W, ®)

V) = @+ kW (©)

U, ®) -V W0 =K Q) W, ©)
(2-47)
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Fig 2-9 couches limites de la solution fondamentale et du mode de

bage
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II.3.4. Traitement des conditions aux limites

Comme il s'agit d'un probléme linéaire, la solution dans la cou-
che limite x =-x /2 est la somme de la solution variant lentement en x (ou
solution intérieure) et de celle qui varie rapidement :

: W. (x)
u=n exp \/&[ —5— M (U0 + U ® +1” (Uy ) + U, E) + 0 (%) ]
n k

. W.o(x)
v= expvﬁ[ S N V00 407 (V00 + V) +0 () ]
n
32 ik 2 3
WM e W 1 (W3 + Wi 6) + 11 (W) + W, 80 + 0 ()]
n

(2-48)

ou Ujq, Vi1, Wj1, et Uy, Wyq sont respectivement déterminés 3 partir de
2-33 4 2-35 et 2-42. Comme la varjable axiale x intervient 3 la fois dans le
développement intérieur et dans le développement dans la couche limite,
la dérivée par rapport a x s'écrit :

& o maE (2-49)
On en déduit :

(iky). Wio(x)

= V0P =S+ U €)1 U0+ U, ) + 0 (0)]
L k
L W (%) : .
v, =exp (jY)[- —— N (V00 + V, ) +0 ) ]
n .
w_ =1n""exp %tw}o(x) FW ) +1 (W, (0 + W, ) +0 () ]
W
w_ =1 exp (3@[-1- WA ®)+ W, () + Wp(8) 41 (W, () + V&) +0 (1)) ]
n M
(2-50)
D'ou les contraintes : (voir annexe 4)
(ky) .
. W,
n - exp Y 22k V. () + W, () +Vn 'l:(x) +
1-v? ‘jﬂ

w®

1 (W 0+ —2 4k € 6P+ C.C) 0 (D))
k
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l

(2-51)

Dans le tableau si-dessous, on a écrit les développements des conditions

aux limites pour U ,V, W, Wy, Ny, Nx
cédé de raccord de deux types de solu

loppements asymptotiques.

en x=-1 /2. C'est équivalent au pro -
tion, bien connu en théorie des déve-

Condition aux

Premier terme

Second terme

limites
enn 1P enn 2
Ny = 0 ** 0 W"io(-mt/2) =0
. enn” en 1
Ny y=0 0 W o (-/2)-k*(B15+C.C)=0
enn!? : en 132
U=0 Wio(-1/2)=0 Wi (T2 2W "jo(-T/2)/k! -
V(E;5+C.C)=0
enn ° en
V.=0 Wio(-nt/2)=0 ~-Wi (-m/2)/k +VW "io(-’lt/Z)/k3=0
enn 32 en 137
W=0 Wio(-t/2)=0 W, (-n/2) + (B4+C.C)=0
en
W,x =0 W'o(-7/2),6+C.C)=0 *inutile
en 2
Wyx =0 (E,62+C.C)=0, *inutile
E1=E1) %

#* Dans le cas de la condition aux limites Nx=0, on a besoin du troisiéme

terme du développement d'ordre M

2. Ce demier s'écrit :

W iy (-T0/2) + 2W@, (-/2)/k2+ K €182+C.C) = 0

« Dans certains cas il n'est pas utile de pousser le développement au
second ordre pour obtenir I'expression de ;.
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I1.3.5. Expression analytique des courbes de stabilité neutre

Le premier terme %o du développement de A (eq. 2-24) est dé-
terminé en cherchant la solution de 2-32 et des conditions aux limites sur
Wo. D'apres le tableau ci-dessus, les conditions aux limites Nx=W=0en-
trainent

W, GT2)=W, (¢112)=0

(2-52)
3/4 :
3 1 2
A &) = T ( -7 k™)
k
(2-53)
alors que les conditions U = W= 0 aboutissent 3 :
W, @TIR2)=W, *I/2)=0
(2-54)
g 4
A-o(k) v ( =T k™)
k
(2-55)
ol r est une solution de :
tang(r%) +tanh(r£—1 )=0
(2-56)

Nous retrouvons ainsi les résultats du paragraphe 2 (équations 2-15 et
2-21).

Le terme correctif A, est déterminé en imposant une condition de solvabi -
lité sur I'équation 2-35. Ces calculs nécessitent la connaissance des quatre
conditions aux limites imposées sur chaque bord .

Les différentes expressions de ; en fonction des 8 conditions aux limites
s'écrivent :

. *CasC1 (U=V=W=W,_=0)

3/4 2 6
)\1 =3_{ 2.493 - 12717a + 18.506 v i 51.53 + 38.71v + 6.406c 1
4 k6 k8

(2-57)
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+ 2% Cas Sl (U=V=W=Wxx=0)

3/4 2
3 93127170+ 9.253v* _51.53+38.71v+6.4060. |
4 6 8
K K
(2-58)
* Cas C2(U=N,_ =W=W_=0)
33/4 25.9-6.4060. 20.25
N = {2493 - 127170+ o)
K K
(2-59)
*Cas S2 (U=N, =W=W,_ =0)
3 25.9-6.4060.  40.5
A =-4—-{ 2493 - 127170 + — 8 - 1'0 }
- k K
(2-60)
* Cas C3 (N = V=W =W, =0)
3/4
7\.1=—37r—{2—(x+.1‘;820--_2:;} (2-61)
KK
*Cas S3 (N, = V=W= W,, =0)
3/4
3 . 2+
= {270 - ) . (2-62)
K
* Cas C4 (N, =N, =W=W, =0)
334 090 18 2+o 0.90 (2-63)

}

=—{2-0+ +
4 { 2 6 8 10

1 ¥ k¥ K k

*Cas $4 (N =N, =W=W_, =0)

3/4

7&1:3_4_{2_0‘_3«%9___1_-%0}
k k

(2-64)
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» IL1.3.6. Forme des courbes de stabilité neutre

Les figures 2-10 & 2-14 montrent l'approximation de la courbe
de stabilité neutre donnée par les formules 2-24,2-55 et 2-57 - notées
Aasym - €t comparée a la courbe exacte dans le cas des conditions aux i
mites C1 et pour Z = 858, 1073, 1236, 1526.

Les figures 2-15 4 2-21 montrent I'évolution de la courbe de stabilité neu-
tre approchée, A35Y™M _ en fonction de Z et pour diverses conditions aux li-
mites (C2, S2, C3, S3, C4, S4).

Sur ces figures, on constate :

*  Pour un grand nombre d'onde k, les formules asymptotiques sont
trés bonnes, notamment celle au second ordre.

*  Pour k tendant vers zéro, A 2YM(k) tend vers -oo alors que, bien
sir, la courbe exacte tend vers +oo . Donc pour k petit, cette formule au
second ordre est mauvaise. Sur les figures 2-11 2 2-21, on voit que la
courbe asymptotique a bien un minimum (que I'on cherche), mais aussi un
maximum parasite di aux approximations faites. Notons que ce compor-
tement, certes désagréable, n'est pas anormal puisque les hypothéses
d'ordre de grandeur faites a priori ne sont pas valables pour k petit.

*  La région ot la formule asymptotique A2Y™ est mauvaise est

d'autant plus grande que Z est petit. Ce comportement est aussi attendu
puisque la conditionn « 1 n'est plus remplie.

.;l .

A

03
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ompraison entre les courbes de stabilite neutre asympto-
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Fig 2-15 2 2-21 - comparaison entre les courbes de stabilite neutre
asymptotique et exacte pour les conditions aux limites C2,S2,C3 »93,C4,54,
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.. TIL.3.7. Limite de validité et précision des formules approchées

Nous avons testé la validité des formules asymptotiques en com-
parant avec des résultats numériques pour R/h= 100 et pour les huit cas de
conditions aux limites. Les tableaux notés de 2-9 a 2-17 comparent la va-
leur exacte de la charge critique (exacte apres avoir négligé le préflamba-
ge), la valeur asymptotique au premier ordre (eq. 2-53 et 2-55) et celle au
second ordre (2-57 22-64). La recherche du minimum de la fonction
A asym(k) ne doit pas s'effectuer sur tous les k, car le minimum serait
alors dans la région ol l'approximation est mauvaise. Pour calculer la va-
leur de la charge critique asymptotique, nous avons adopté la procédure
suivante. On recherche tout d'abord un nombre d'ondes minimisant Kmjn,
caractérisé par :

dA asym =0
& S

(2-65)
On appelle kpjno le minimum de 1a courbe du premier ordre (2-53,0u

2-55), au voisinage de kpyino. L€ développement de Taylor de
A= Ao+A, sécrit:

1. 2
xasym (kn'un) = 7\'o (kmino) + E }\'o (k ) (kmm i kmino) +1 )\'1 Ky )

mino mino

(2-66)

aA

asym
—

L = e Koind) Ko~ i)+ 1y Kiing) =0
(2-67)

On en déduit une expression asymptotique du Kmin, qui ne conduit pas aux
inconvénients évoqués ci-dessus : '

k .=k . -1 -—1———-1' (kmino)
min ~mino "
7\'o(kmino)

(2-68)
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* La charge critique est alors obtenue en cherchant le minimum corres-
pondant aux trois nombre d'ondes entiers qui encadrent au plus prés le
nombre d'ondes kp;,. Clest la charge critique ainsi calculée qui est présen-
tée dans les tableaux 2-9 3 2-17. Pour chaque valeur de Z on a détermingé
I'écart entre la valeur de la charge asymptotique et la valeur exacte. On
appelle écart 1'expression :

exact asym
——————— e

A

exact

Remarquons que cette comparaison n'a pas été limitée aux grandes valeurs
de Z. On s'est écarté ainsi de I'hypothese Z grand afin d'établir le domaine
de validité des formules 2:57 3 2-64. Nous avons constaté que lorsque la
force axiale est donnée (C3, S3, C4, S4), le domaine de convergence est
beaucoup plus vaste que prévu. Dans les autres cas (S1, C1, S2, C2), 1a

formule au second ordre ne converge que pour des valeurs plus grandes
de Z.
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C.L. s3 R/H=100
| L/R | Z | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |Asymp. 2er ord| Ecart |
| ] Fc i Fc | | Fc |
| 0.50 | 23.8485 | 1.1473 (11)| 1.00285 (12)10.1259 | 0.98753 (11)10.1392 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.1210 (10)| 1.00184 (11)10.1063 | 0.99954 (10) 10.1084 |
| 0.75 | 53.6591 | 1.0982 ( 9)| 1.00001 (10)10.0894 | 1.02023 ( 9)10.0710 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.0721 ( 8)| 1.00801 ( 9)10.0598 | 1.03517 ( 8)10.0344 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.0489 ( 7)1 1.00076 ( 7)10.0459 | 1.03942 ( 7)10.0090 |
| 2.00 | 381.5757 | 1.0340 ( 6)| 1.00285 ( 6)10.0301 | 1.02799 ( 6)10.0058 |
| 3.00 | 858.5453 | 1.0239 ( 5)] 1.00001 ( 5)10.0234 | 1.02166 ( 5)10.0022 |
| 4.00 | 1526.3027 | 1.0441 ( 4)| 1.04355 ( 4)10.0005 | 1.04145 ( 4)10.0025 |
| 5.00 | 2384.8480 | 1.0230 ( 4)| 1.00561 ( 4)0.0170 | 1.02237 ( 4)]0.0006 |
| 6.00 | 3434.1811 | 1.0976 ( 4)| 1.07793 ( 4)10.0179 | 1.09741 ( 4)10.0002 |
| 7.00 | 4674.3021 | 1.0515 ( 3)| 1.05316 ( 3)10.0016 | 1.05051 ( 3)10.0009 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.0095 ( 3)] 1.00285 ( 3)[0.0066 | 1.00913 ( 3)10.0004 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.0179 ( 3)| 1.00801 ( 3)]0.0097 | 1.01766 ( 3)1{0.0002 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.0546 ( 3)] 1.04369 ( 3)]0.0103 | 1.05447 ( 3)10.0001 |
Cc.L. c3 R/H=100
| L/R | A | EXACT {Asymp. ler ord| Ecart |Asymp. 2er ord| Ecart |
: | | Fc | Fc 1 l Fc | |
] 0.50 | 23.8485 | 1.4449 (12)] 1.00285 (12) 10.3059 | 1.32232 (11)10.0848 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.3521 (11)| 1.00184 (11) 10.2590 | 1.32343 (11) {0.0212 |
| 0.75 | 53.6591 | 1.2725 (10)] 1.00001 (10) {0.2141 | 1.26666 {10) {10.0046 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.2030 ( 8){ 1.00801 ( 9)10.1621 | 1.19342 ( 8)10.0080 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.1411 ( 7)1 1.00076 ( 7)10.1230 | 1.13128 ( 7)10.0086 |
| 2.00 | 381.5757 | 1.0947 ( 6)] 1.00285 ( 6)[0.0839 | 1.09832 ( 6)10.0033 |
| 3.00 | 858.5453 | 1.0641 ( 5) 1.00001 ( 5)10.0602 | 1.06667 ( 5)0.0024 |
| 4.00 | 1526.3027 | 1.0805 | 4)| 1.04355 ( 4)10.0342 | 1 08101 ( 4)j0.0005 |
| 5.00 | 2384.8480 | 1.0461 ( 4)] 1.00561 ( 4)10.0387 | 1.04769 ( 4)1{0.0015 |
| 6.00 | 3434.1811 | 1.1134 ( 4)| 1.07793 ( 4)]0.0319 | 1 11500 ( 4)(0.0014 |
| 7.00 | 4674.3021 | 1.0732 ( 3)] 1.05316 ( 3)10.0187 | 1.07348 ( 3)10.0002 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.0260 ( 3)| 1.00285 ( 3)]0.0226 | 1.02672 ( 3)10.0007 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.0307 ( 3)] 1.00801 ( 3)10.0220 | 1 03155 ( 3)(0.0008 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.0653 ( 3)] 1.04369 ( 3)10.0203 | 1 06572 ( 3)10.0004 |
C.L. sS4 R/H=100
| L/R | A | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |Asymp. 2er ord| Ecart |
! ! | Fc Fe ] | Fc 1 |
| 0.50 | 23.8485 | 1.0515 (10)}| 1.00285 (12) 10.0463 | divexrge | div. |
| 0.60 | 34.3418 | 1.0454 ( 9)| 1.00184 {11) 10.0417 | diverge | div. |
| 0.75 | 53.6591 | 1.0363 ( 9)! 1.00001 (10) 10.0350 | 0.84664 ( 9)10.1830 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.0260 ( 8)| 1.00801 ( 9) 10.0176 | 0.93484 ( 8)10.0889 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.0281 ( 7){ 1.00076 ( 7)10.0266 | 1.00594 ( 7)10.0216 |
| 2.00 | 381.5757 | 1.0149 ( 6)] 1.00285 ( 6){0.0119 | 1.00015 ( 6)0.0146 |
| 3.00 | 858.5453 | 1.0124 ( 5)| 1.00001 ( 5)10.0123 | 1.00653 ( 5)10.0058 |
| 4.00 | 1526.3027 | 1.0243 ( 4)| 1.04355 ( 4)|0.0188 | 1.01637 ( 4)10.0077 |
| 5.00 | 2384.8480 | 1.0172 ( 4)] 1.00561 ( 4)10.0114 | 1.01579 ( 4)(0.0014 |
| 6.00 | 3434.1811 | 1.0058 ( 4)| 1.07793 ( 4)10.0163 | 1.09521 ( 4)10.0005 |
| 7.00 | 4674.3021 | 1.0381 ( 3)] 1.05316 ( 3)(0.0145 | 1.03500 ( 3)10.0030 |
| 8.00 | 6105.2109 | 1.0034 ( 3)] 1.00285 ( 3)10.0005 | 1.00217 ( 3)10.0012 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.0150 ( 3)] 1.00801 ( 3)10.0069 | 1.01423 ( 3)10.0008 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.0528 ( 3)] 1.04369 ( 3)]0.0087 | 1.05265 ( 3)0.0002 |
C.L. c4 R/H=100
| L/R | z | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart |Asymp. 2er ord| Ecart |
| | | Fc | Fc | | Fc 1 |
| 0.50 | 23.8485 | 1.4340 (11)| 1.00285 (12)10.3007 | 1.36537 (12){0.0479 |
| 0.60 | 34.3418 | 1.3501 (11))| 1.00184 (11) 10.2580 | 1.30654 (11)10.0323 |
| 0.75 | 53.6591 | 1.2725 (10)| 1.00001 (10) 10.2141 | 1.25077 (10)10.0171 |
| 1.00 | 95.3939 | 1.2019 ( 8)! 1.00801 ( 9)10.1613 | 1.19013 { 8)10.0098 |
| 1.50 | 214.6363 | 1.1260 ( 7)1 1.00076 ( 7)10.1112 | 1.12407 ( 7)10.0017 |
| 2.00 | 381.5757 | 1.0940 ( 6){ 1.00285 ( 6)]0.0833 | 1.09348 ( 6)10.0005 |
{ 3.00 | 858.5453 | 1.0628 (5)1 1.00001 ( 5)10.0590 | 1.06270 ( 5)10.0001 |
| 4.00 | 1526.3027 | 1.080Q1 ( 4)] 1.04355 ( 4)10.0338 | 1.08019 ( 4)10.0001 |
| 5.00 | 2384.8480 | 1.0445 ( 4)| 1.00561 ( 4)[0.0372 | 1.04464 ( 4)10.0002 |
| 6.00 | 3434.1811 | 1.1115 ( 4)1 1.07793 ( 4)10.0302 | 1.11133 ( 4)10.0001 |
| 7.00 | 4674.3021 | 1.0732 ( 3)] 1.05316 ( 3)10.0187 | 1.07311 ( 3)10.0001 |
{ 8.00 | 6105.2109 | 1.0252 ( 3)] 1.00285 ( 3)[0.0218 | 1.02551 ( 3)10.0003 |
| 9.00 | 7726.9075 | 1.0297 ( 3)| 1.00801 ( 3)]0.0211 | 1.02980 ( 3)10.0001 |
| 10.00 | 9539.3920 | 1.0637 ( 3)| 1.04369 ( 3)10.0189 | 1.06372 ( 3)10.0000 |




] i Fc | Fc i | Fc | !

| 0.50 | 23.8485 | 1.1322 (10) 1 1.50570 (15) |0.3299 | diverge | div |

I 0.60 | 34.3418 | 1.1579 (10) | 1.50888 (14) 10.3031 | diverge | div |

| 0.75 | 53.6591 | 1.1891 (91 1.51070 (12) 10.2704 | diverge | div |

| 1.00*] 95.3939 | 1.2488 ( 8)1 1.51532 (11) |0.2135 | diverge | div ]

I 1.50 | 214.6363 I 1.3230 ( 7)| 1 51652 ( 9)10.1463 | diverge P div., |

| 2.00 | 381.5757 I 1.3621 ( 7)| 1.53737 ( 8)]0.1287 t1.20471 ¢ 7) 10.1155 |

I 3.00 |- 858.5453 | 1.4194 ( 6)] 1.51070 ( 6)10.0643 | 1.37665 ( 6)]0.0301 |

| 4.00 | 1526.3027 | 1.4266 ( 5)| 1.54333 ( 5)10.0818 | 1.38546 ( 5)10.0288 ]

| 5.00 | 2384.8480 I 1.5059 (5)] 1 52661 ( 5)|0.0137 | 1.50060 ¢ 5)10.0035 |

| 6.00 | 3434.1811 | 1.4684 ( 4)| 1.57447 ( 4)10.0722 | 1.44314 ¢ 4) |0.0172 |

| 7.00 | 4674.3021 I 1.4668 ( 4)| 1.5058¢ ( 4)10.0266 | 1.46048 ¢ 4) 10.0043 |

| 8.00 | 6105.2109 | 1.5264 ( 4)| 1.53737 ( 4)10.0072 | 1.52488 ¢ 4)10.0010 |

| 9.00 | 7726.9075 | 1.6211 ( 4)| 1.61961 ( 4)10.0009 | 1 62091 ( 4)10.0001 |

| 10.00 | 9539.3920 | 1.5506 ( 3)| 1.64631 { 3)10.0617 | 1 53631 ( 3)10.0092 |
C.L. C2 R/H=100

| L/R | Z | EXACT IAsymp. ler ord| Ecart [Asymp. 2er ord| Ecart |

| | | Fe = i Fc | ] Fc ] |

| 0.50 | 23.8485 | 1.5245 (12) ] 1.50570 (15) 10.0123 | diverge | div. |

| 0.60 | 34.3418 | 1.4639 (11)] 1.50888 (14) 10.0307 | diverge | div |

| 0.75 | 53.6591 | 1.4245 (10) | 1.51070 (12) 10.0605 | diverge | div. |

I 1.00 | 95.3939 | 1.404¢ (91 1.51532 (11) 10.0788 | diverge | div. |

I 1.50 | 214.6363 | 1.4116 ( 8)] 1.51652 ( 9)10.0744 | 1.14817 ( 8)10.1866 |

| 2.00 | 381.5757 | 1.4209 ( 7)1 1.53737 ( 8)]0.0819 | 1.27172 { 7)10.1050 |

| 3.00 | 858.5453 I 1.4495 ( 6)| 1.51070 ( 6)]10.0422 | 1.40413 ( 6)10.0313 |

| 4.00 | 1526.3027 I 1.4558 ( 5)| 1.54333 ( 5)10.0601 | 1.41574 ( 5)10.0275 |

I 5.00 | 2384.8480 |l 1.5163 ( 5)| 1.52661 ( 5)|0.0068 | 1.50854 [ 5)10.0051 i

I 6.00 | 3434.1811 | 1.4913 ( 4)| 1.57447 ( 4)10.0557 | 1.46790 ( 4)10.0157 }

| 7.00 | 4674.3021 | 1.4783 ( 4)| 1.50586 ( 4)10.0187 | 1.47030 ( 4)10.0054 |

| 8.00 | 6105.2109 | 1.5317 ( 4)| 1.53737 ( 4)10.0037 | 1.52928 ( 4)10.0015 |

I 9.00 | 7726.9075 | 1.6241 ( 43 1.61961 ( 4) |0.0027 | 1.62308 ( 4) 10.0006 |

l 10.00 | $539.3920 | 1.5691 ( 3)| 1.64631 ( 3)10.0492 | 1.55682 ( 3)10.0078 |
C.L. S1 R/H=100

| L/R | Z | EXACT lAsymp. ler ord| Ecart |Asymp. 2er ord| Ecart ]

| | | Fc | Fc | | Fc | |

| 0.50 | 23.8485 | 1.2891 (11) ] 1.50570 (15) 10.1680 | diverge | div. |

| 0.60 | 34.3418 | 1.2919 (11) | 1.50888 (14) 10.1679 | diverge | div. |

I 0.75 | 53.6591 | 1.3068 (10) ] 1.51070 (12) 10.1560 | diverge | div |

| 1.00 | 95.3939 | 1.3338 { 9)] 1.51532 (11) |0.1361 | diverge | div. |

| 1.50 | 214.6363 | 1.3805 ( 8)| 1.51652 ( 9)10.0985 | 1.16322 ¢ 8)10.1574 |

| 2.00 | 381.5757 [ 1.4037 ( 7)| 1.53737 ( 8)10.0952 | 1.28088 ( 7)10.0875 |

| 3.00 | 858.5453 I 1.4423 ( 6)| 1.51070 ( 6)]0.0474 | 1.40584 ( 6)10.0253 |

| 4.00 | 1526.3027 | 1.4528 ( 5)] 1.54333 ( 5)0.0623 I 1.41943 ¢ 5)10.0229 |

I 5.00 | 2384.8480 | 1.5141 ( 5)| 1.52661 ( 5)10.0083 | 1.50807 ( 5)10.0040 |

| 6.00 | 3434.1811 | 1.4913 ( 4)| 1.57447 ( 4)]10.0557 | 1.47166 ( 4)10.0132 |

| 7.00 | 4674.3021 | 1.4767 ( 4)| 1.5058¢ ( 4)10.0197 | 1.47062 ( 4) ]0.0041 |

| 8.00 | 6105.2109 | 1.5308 (4)| 1.53737 ( 4)10.0043 | 1.52894 { 4)10.0012 |

I 9.00 | 7726.9075 | 1%6231 (4)1 1.61961 ¢ 4)10.0021 | 1.62268 ( 4)10.0002 |

| 10.00 | 9539.3920 I 1.5713 ( 3)| 1.64631 ( 3)}{0.0477 | 1.56089 ( 3)10.0066 |
C.L. Cl R/H=100

| L/R | Z | EXACT |Asymp. ler ord| Ecart [Asymp. 2er ord| Ecart i

| | | Fc I Fe I | Fc 1 | i

| 0.50 | 23.8485 | 1.5533 (12) | 1.50570 (15) 10.0307 | diverge | div. |

| 0.60 | 34.3418 | 1.4920 (11) | 1.50888 {(14) |]0.0113 | diverge | div. |

I 0.75 | 53.6591 | 1.4498 (10) | 1.51070 (12) 10.0420 | diverge | div. | !

| 1.00 | 95.3939 | 1.4231 (91 1.51532 (11) 10.0648 | diverge I div. | /

| 1.50 | 214.6363 | 1.4201 ( 8)| 1.51652 ( 9)10.0679 | 1.17473 ( 8)j0.1728 ) 5

I 2.00 [ 381.57%7 | 1.4279 ( 7] 1.53737 ( 8)]0.0767 | 1.28900 ( 7)10.0973 | :

I 3.00 | 858.5453 | 1.4528 (61 1.51070 ( 6))0.0399 | 1.40988 ( 6)|0.0295 P

| 4.00 | 1526.3027 | 1.4606 ( 5)1 1.54333 ( 5)|0.0566 I 1.42325 ( 5)0.025¢ I

I 5.00 | 2384.8480 | 1.5174 ( 5)] 1.52661 ( 5)10.0061 | 1.50964 ( 5)10.0051 | i

! 6.00 | 3434.1811 1 1.4959 ( 4)| 1.57447 ( 4)10.0525 | 1.47454 ( 4)10.0143 | '

| 7.00 | 4674.3021 | 1.4798 (41 1.50586 ( 4)}0.0176 | 1.47218 ( 4)[0.0051 |

I 8.00 | 6105.2109 | 1.5325 (4)| 1.53737 ( 4){0.0032 | 1.52985 ( 4)10.0017 |

| 9.00 | 7726.9075 | 1.6241 ( 4)] 1.61961 (4)10.0027 | 1.62325 ( 4) 10.0005 |

| 10.00 | 9539.3920 I 1.5746 ( 3)| 1.64631 ( 3)[0.0456 | 1.56298 ( 3)10.0074 |

Tableaux 2-9 a 2-17- Comparaison entre la valeur asymptotique Age t 1,
avec la charge exacte '
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Pour mettre en évidence le domaine de validité des formules en fonction
de Z, nous dressons un tableau contenant :

. Lerreur maximum avec la formule au premier ordre pour

24 < Z < 10000.

- La valeur Z, par laquelle la courbe au second ordre n'a plus de mini

mum

. les valeurs de Z au-dessus desquelles la formule au second ordre

donne une erreur maximum de 3%, puis de 1%.

1° ordre Zo Erreur = 3% Erreur = 1%
. Erreur max . pourZ= pourZ=
C1 8 % 800 850 4600
Sl 17 % 900 850 4600
S2 8 % 900 1000 4600
S3 33 % 1500 850 4600
C3 30 % 50 35 50
S3 13 % 70 150 210
C4 30 % 50 50 100
S4 5% 300 200 850

La formule au second ordre est donc précise (a 3% prés) pour Z 21000
avec la condition aux limites U= 0, et pour Z > 200 avec Nx =0. Dans les
autres cas il est préférable d'utiliser la formule au premier ordre, tant que
l'erreur ne dépasse pas 10%.
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I1.3.8 Discussion :

dans [32], [39] pour com

tions, et ceux obtenus

Koiter-
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C1, S3. Les résultats sont présentés sur les Tableaux 2-18 & 2-21.

D'apres ces résultats, on remarque qu'on distingue 3 cas :

- coques de longueurs modérées, pour lesquelles le nombre d'onde n est

supérieur & quatre

- coques longues, ou n prend les valeurs 4 ou 3

- coques tres longues, soit n égal & 2.

Sur les Tableaux 2-18 et 2-19 nous avons présenté les deux premiers cas,

nous rémarquons :

- La charge de flambage de Donnell est presque toujours inférieure 3

celle de Koiter

- L'écart ne dépasse pas les 5% pour n supérieur ou égal a quatre
- L'écart atteint dans certains cas 10% pour n inférieur quatre

Jusqu'a présent, nous avons utilisé les équations de Donnell sans
tenir compte du préflambage. Plusieurs études ont &té faites, notamment
parer les résultats obtenus 2 partir de ces équa-
par des théories réputées plus évoludes (Flugge,
Sanders). Tous les calculs montrent que les équations de Donnell
donnent des résultats de 1 & 3% pres, dés que le nombre d'onde n et supé-
rieur & quatre. Nous avons comparé par un calcul €léments finis les équa-
tions de Donnell et de Koiter-Sanders ( pour les conditions aux limites

ECART Z

L/Rx z %  DONNELL  *KOITER-SANDERS# ¥
2.00% .381576E+403 ¥ 1.42807( 7) % 1.44135( 7) = 0.00921 %
3.00% _858545E+03 x 1.45305( 6) % 1.46940( 6) = 0.01113 %
4.00x . 152630E+04 % 1.46077( 5) * 1.49370( 5) = 0.02205 %
9.00%  238485E+04 x 1.51754( 5) = 1.53560( 5) = 0.01176 %
6.00x .343418E+404 ¥ 1.49651( 4) = 1.56305( 4) = 0.04257 %
7.00% . 467430E+04 x 1.47977( 4) = 1.52356( 4) = 0.02870 %
8.00% _610521E+04 * 1.53278( 4) ¥ 1.56275( 4) = 0.01918 %
3.00% _772691E+404 = 1.62447( 4). ® 1.64572( 4) = 0.01291 %

10.00% .953939E+404 = 1.57500( 3) % 1.74447( 3) = 0.89715 %
12.00% _137367E+05 * 1.48911( 3) % 1.59679C 3) = 0.66392 %
14.00% .186972E405 ¥ 1.52594( 3) = 1.59114( 3) = 0.04098 =

Tableau 2 - 18 Condition aux limites C1



82

Z

¥  DONNELL  =KOITER-SANDERS® ECART # %

1.00% .953939E402 % 1.07217( 8) % 1.67763( 8) = 0. %
2.00% _3815/76E+03 * 1.03411( 6) * 1.04474( 6) = g_g?gi; X
3.00% _858545E403 * 1.02415( 5) % 1.04603( 5) = 0.01528 =
4.00% _152630E404 * 1.04447( 4) % 1.83005( 4) = 0.04181 =
5.00% _238485E404 ¥ 1.02323( 4) % 1.04633( 4) =* 0.02258 =
6.00% _343418E+04 = 1.09786( 4) % 1.11123( 4) = 0.01208 =
7.00% _467430E+04 % 1.05210C 3) = 1.15234( 3) =* 0.08699 %
8.00% .610521E+04 = 1.01008( 3) * 1.07787( 3) = 0.06289 =
9.00% ./772691E+04 % 1.01834( 3) = 1.06603( 3) = 0.044/4 %
10.00% _953939E+04 ® 1.055008( 3) * 1.08964( 3) x 0.03173 =

Tableau 2 - 19 Condition aux limites S3

Tableaux 2-18 et 2-19- Comparaison entre la charge de Koiter-Sanders
et Donnell (cas n > 2)

Le cas des coques trés longues est présenté sur les Tableaux 2-20 et 2-21,
nous remarquons :

. 1'écart est de l'ordre de 20% pour la premiére valeur de A ol n est
égal 4 2. Cet écart diminue au fur et 2 mesure que L/R augmente.

- Les ordres de grandeur de la charge de pression qui avaient été obte
nus en théorie de Donnell (A=1, ou 1.5056) ne sont plus respectés
quand L/R augmente.

- L'influence des conditions aux limites diminue pour les grandes
valeurs de L/R.

DONNELL  *KOITER-SANDERS® ECART Z =

L/R% z X
25 00% .596212E+05 ® 1.53010( 2) x 1.93067( 2) * 0.20748 %
28 00% .747888F+05 % 1.50227( 2) ® 1.79064( 2) * 0.16104 *
30.00% .858545E+405 ¥ 1.51300¢ 2) x 1.74873( 2) # 0.13483 =
35.00% .116858F+06 % 1.59977( 2) x 1.74976( 2) * 0.08572 ®
40.00% _152630E406 = 1.73497( 2) = 1.83603( 2) ¥ 0.05507 =
45.00% .193173F+06 = 1.89515¢ 2) x 1.9664/¢( 2) % 0.03627 %
50.00% .238485E+406 x 2.06927( 2) ® 2.12141( 2) x 0.02458
55.00% .288567E+406  2.25165( 2) ® 2.29696( 2) ¥ 0.01713 =
60.00% .343418E+06 x 2.43918( 2) x 2.46946( 2) * 0.01226 %
70.00% .467430F+06 * 2.82319( 2) ® 2.84230( 2) % 0.00673 =

Tableau 2 - 20 Condition aux limites C1
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L/Rx z

% DONNELL  =KOITER-SANDERS® ECART Z =
15.00% .214636E+05 * 1.08824( 2) ® 1.44798( 2) % 0.24844 x
18.00% .309076E+485 x 1.008694( 2) ® 1.21711( 2) % 0.17268 x
20.00% _381576E+405 ¥ 1.81093( 2) * 1.16451( 2) = 0.13188 =
25.00% _596212E+405 % 1.10976( 2) * 1.18822( 2) x 0.06603 %
30.00% _858545E+485 * 1.26411( 2) % 1.30908( 2) * 0.03435 %
35.00% .116858E+06 ® 1.44036( 2) * 1.46827( 2) =% 0.01301 =
40.00% _152630E+06 * 1.62666( 2) ¥ 1.64560( 2) =* 0.01115 %
45.00% .193173E+06 % 1.818039( 2) % 1.83069( 2) * 0.00688 x
50.00% .238485E+06 * 2.01238( 2) % 2.02132( 2) =% 0.00442 =
55.00% .288567E#06 % 2.20837( 2) % 2.21488( 2) x 0.00294 %

Tableau 2 - 21 Condition aux limites S3

Tableaux 2-20 et 2-21 Comparaison entre la charge de Koiter-Sanders
et Donnell (cas n = 2) :

Dans le paragraphe 4 nous étudierons le cas des coques longues et tres
longues en utilisant les équations de Koiter-Sanders. Nous résolvons ce
probléme par la méme méthode asymptotique que dans le paragraphe pré-
cédent. Nous verrons qu'elle permet d'expliquer ces résultats.

En ce qui concerne les rotations avant flambage, d'aprés [39],
leur influence sur la charge de pression est négligeable pour Z supérieur a
50. Dans I'annexe 5 nous avons étudié 1'effet de ces rotations sur les déve-
loppements asymptotiques de la charge de flambage. Les calculs montrent
qu'on trouve au second ordre des termes dus au préflambage dans le seul
cas ot la force axiale est donnée. Ceci est cohérent avec les résultats
asymptotiques du paragraphe 2 puisque dans ce cas les formules sont pré-
cises pour des Z supérieurs  50. Dans le cas ol on impose un déplacement
axial, il faudra faire un développement au troisitme ordre de la pression
pour voir l'influence du préflambage.

I1.4. Cas des faibles nombres d'onde n

Nous calculons la charge et le mode de flambage pour des coques
longues et trés longues avec la méthode asymptotique du paragraphe 2.
Nous utiliserons pour cela les équations de Koiter-Sanders (annexe 1).
Nous avons restreint le calcul au premier ordre, sans analyser l'effet de
couche limite.
Dans le paragraphe 2, nous avons montré que le nombre d'onde azimutal
K= nL/mTR est de l'ordre de 1/ . Ceci impose que n soit grand. Pour
des faibles nombres d'onde n (n = 4, 3, 2), on pose :
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' K= k*% k=2 —oq)

T

(2-69)

On en déduit l'ordre de grandeur de la pression, en injectant 2-69 dans
2-15. On pose alors :

3
PR 1221-\;2) =0
Eh

(2-70)

Les ordres de grandeur sur les déplacements u, v, w, s'obtiennent par une
méthode analogue a celle du paragraphe précédent. On peut choisir a

priori
v=v* | v¥=0(1)
u=5u* ) u*=0(1)
L]
weo BRIl wh , w*=0(1)
LN12(1-v)
(2-71)
Les équations de Koiter-Sanders en deplacement et sans préflambage
’secnvent
2,2
-—a PV o At DY g py v 4 L2 TR 5 %y aw*=o
12 2 2 24 rR2 X
(2-72)
2
R l=‘icav k*(14D)v +x*_D-v’!‘+l—-R— k* 9™ (1-DA*) k*w*
L> 2 1 G E

R2 3
+I'I7'D(—7k* Wk wh=0
L

4 2
DITR 9w *+DIT 1w *- 2D R 1% % *+ Dice I "-‘3-"-DB— Tk’ *
4 X 2 X 2 2 x
L I’ I
R’ 1
--2—k* D—l'[zau (W +k*v-v—au )+ T2 *D(o. —BW* e oy =0
12 L
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ou
n’ 1+a n* v l+o
A=l+—0(l- %), B=1-— (3 —+ 2A%)
48R 1-v 48R 1+v  1+v
2 2 2
Ce1+- 2(9-““27\*) CE=1-—0 e IV 4% a4y D=t
48R 1-v 48R®  1+v  1+v 12R?

On fait un développement des déplacements en R%/L2.

2 4 6
R R

u*= U, (%) +— U, (x) + —U,(x) + 0 (E-)

2 1 4 1 6

L L L

2 4 6

VeV 0+ v e v w0
io 2 il 4 i2 6
L L L
2 4 6
R R R
W*: Wio(X) + — Wil(X) + F Wi2(X) +0 (—a-)

(2-75)
On remarque que les termes qui ont été négligés dans la cihématique de

Donnell sont de l'ordre de h2/R? . Pour les coques de grande longueur ces
termes ne sont plus négligeables. Pour en tenir compte, on pose :

, t=0Q)

WNI =

t= L4
R4

(2-76)

En injectant 2-75 dans 2-72 a 2-74, on obtient (voir annexe 6) au premier
ordre .

1-v_ .2 1+v
'—Z—k* Uio ‘Tk* Vio,x -V Wio,x =0

(2-77)
k*V,_ +W,_ =0
(2-78)
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o, b L’ @y’

io R2 R4H4 12(1-V2)

(n2 i )\':) Wio =0

(2-79)

A partir des deux premicres équations on déduit :

k*2 Uio = vvio’x
(2-80)

On voit bien que la condition aux limites U =0 entraine toujours Wj,,, = 0.
Donc la forme du mode de flambage reste inchangée par rapport a I'ana-
lyse du paragraphe précédent. Etudions le cas ou on a une condition aux
limites N,=0. Pour cela nous développons 1'équation 2-73 au second ordre

2 1-v 1+v
KV KW =5 Vi 5 K U x
(2-81)
En utilisant 2-78 et 2-80 on obtient :
k* V. + W, =YW, ,xx
il il 2 io
k*

(2-82)

Compte tenu du changement (2-71) ,]a condition aux limites N,=0 s’écrit :
2

R—z ¥,y ~VK*VEFw*)=0 (2-83)
L

Apres développement en R%L2 on trouve :
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au _premier ordre

k*V., +W, =0 (2-84)

au second ordre

U x-vEk*V, +W )=0 (2-85)

En utilisant 2-80, 2-82 on obtient :
Wio,xx =0 (2-86)

Ce qui est aussi identique aux résultats du paragraphe précédent.

Nous récapitulons les résultats du pemier ordre :

Pour la condition aux limites U=W =0,ona:
Wio(x) =Acosrx+Bcohrx , r=1.50561

4 2, o4 52
r 12 (1-v )5_5_2__+n4 (n2-1)2

") = mt 'n

o 2 (nz ] 1)2 (2-87)

La condition aux limites Ny =W =0, entraine :
Wio(x) = A cOs X
2. o4 .2
12 (l;v ) R_4_R_2+n4 (n2-1)2

e L L'h

o) = (2-88)

n? (o2 - 1)
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+ La charge critique Ay* calculée & partir des équations de Donnell (voir
équations 2-15 et 2-21) est :

2 4 2 4
. 12 (1- R
Xo(n)=———(i4y—)—R—4—7 r—6+n2 , pourU=W=0
I1 L "h n
(2-89)
et
. .2 4 2
* 12 (1-v R R 1 2
A @)= (4 ) = —*tr » powrN =W=0
I1 L hn
(2-90)

Pour des coques tres longues, soit quand L/R tend vers l'infini, les expres-
sions des charges critiques 2-87 a 2-88 tendent vers la méme valeur n®. La
pression critique est donc indépendante des conditions aux limites et
s'écrit (pour n = 2) :

3
P=i Eh

R’ 12 (1)
(2-91)
Cette indépendance par rapport aux conditions aux limites est le signe

d'un nouveau probléme de perturbation singuliere. En effet 1'équation
(2-79) s'écrit

4 2 2 2 ,\2
Koyo, b o0 @
4 o

- @ -A)W, =0
L R I 12(1-V9)

(2-92)

Le petit paramétre est donc R4/L4. 1l existe donc bien une deuxi®me cou-
che limite au sein méme du mode intérieur W;, solution de 2-79.

Dans les Tableaux 2-22 2 2-23 nous avons comparé la charge exacte A+
de la cinématique de Koiter-Sanders calculée par éléments finis et asymp-
totiques au premier ordre (2-87 et 2-88) pour les conditions aux limites
S3 et Cl. Cette charge asymptotique est précise a partir de n égal 4 et
méme plus précise dans la majorité des cas que la charge exacte de
Donnell.
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" L/Rx% Z £ ASYMPT  =KOITER-SANDERS%® ECART 7 %

4.00% _152630E404 %27.54196( 4) %27.30071( 4
5.08% _238485E+04 %20.72753( 4) 220.97799( 4
6.00% .343418E+04 %18.27983( 4) 218.55729( 4)
7.00x _467430E404 %16.69144( 3) %16.48762( 3
3.00x .610521E+04 %13.50858( 3) ®13.49485( 3)
3.00% _772691E+04 %11.81468( 3) %11.86433( 3)
10.00% .953933E+04 %10.84671(C 3) %¥10.91513( 3)

HE ME DE HE ME HE HE NE ME NE NE M e B
COOOOOOOOOLOOCOOLOOOOO
[ D B I D D B B D D D D B |
(= W an
[ R e ]
(SR
(o2
o N
BE MHE NE NE NE NE HNE ME ME ME ME ME ME e

14.00% .186972E+05 % 9.48071( 3) ¥ 9.53606( 3)

15.00% .214636E+05 * 9.83653( 2) ¥ 9.65348( 2) 01833
18.00% _3090/6E+05 * 6.81468( 2) * 6.76626( 2) 08716
20.00% _3815/76E+05 % 5.84671( 2) ¥ 5.82696( 2) 00333
25.00% _596212E405 * 4.75641( 2) = 4.75788( 2) 00031
30.00% .858545E+#085 % 4.36478( 2) ¥ 4.36933( 2) 00104
40.00% .152630E+406 #% 4.11542( 2) % 00033

4.11924( 2)

Tableau 2-22 Condition aux limites S3

L/R% Z % ASYMPT  *KOITER-SANDERS® ECART # x
6.00% .343418E+404 x27.71588( 4) %26.10467( 40 =* 0.06172 %
7.00% _467430E404 %22.32394( 4) 221.80942( 4) = 0.02359 X
8.00% .610521E+04 %19.70698( 4) %19.57436( 4) x 0.00674 =
9.00% .772691E+04 %18.31425( 4) %18.32392( 4) = 8.00033 *

10.00% .953339E+404 %18.48986( 3) ¥17.47972( 3) =% 0.057/73 =
12.00% .137367E405 %13.57652( 3) ¥13.28332( 3) = 0.02207 =
14.00% _186972E+05 =11.47029C 3) %11.38839( 3) = 0.00719 =
20.00% .381576E405 % 9.53312( 3) * 9.61297( 3) = 0.00207 =
25.00% .596212E405 % 7.88765( 2) % 7.71033( 2) x 0.02292 x
28.00% _747888E+05 % 6.47023( 2) * 6.38577( 2) x 0.01324 %
40.00% .152630E+406 = 4.59312( 2) ¥ 4.58871( 2) x 0.00036
60.00% .343418E+406 ® 4.11716( 2) * 4.11938( 2) x 0.00054 =
70.00% _467430E+06 x 4.06324( 2) ¥ 4.06521( 2) = 0.00048 =

Tableau 2-23 Cas de la condition aux limites C1

Tableaux 2-22 et 2-23 Comparaison entre la charge asymptotique Ao et
exacte calculée par elements finis.
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II5 Conclusions

I1.5.1. Formules de dimensionnement

Nous proposons donc deux formules de dimensionnement de la

- pression critique de flambage sans défauts.

Pour un nombre d'ondes n_inférieur ou égal a 4

3
P:L )\,* (n)

120v)R* °

L'approximation au premier ordre lo* est définie par 2-87 ou 2-88.

P re d' 38 N Srieur 3 4
4711 h 5/2 R
P= 73 (R) ('_Lm0

36 1)

Ao=1 pour la condition aux limites Nx=W=0
A0=1.505619 pour la condition aux limite U =W =0

Dans ce cas, on obtient la pression critique avec une meilleure précision
en remplacant A par I'une des formules correspondant 4 la condition aux
limites envisagée (2-57 a 2-64).

Toutes les formules que nous proposons sont nouvelles. Dans la bibliogra-
phie la seule formule existante correspond aux cas de la condition aux li-
mites classique S3 (Ny =W = V=M =0). L'étude du cas U =0 n'est pas trai-
tée.

Les recommandations de la commission européenne de la construction mé-
tallique - ECCS - pour les cylindres sous pression avec défauts consistent 2
réduire de 50% la charge théorique classique sans défauts [16]. Ces for-
mules empiriques sont trés souvent inférieures a la charge expérimentale.
Dans le chapitre suivant, nous utiliserons les résultats analytiques du pro-
bléme linéaire, la théorie non linéaire de Koiter et la cellulaire, pour cal-
culer la réduction de la charge causée par des défauts répartis et localisés.
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I1.5.2. Extensions et perspectives

11 est possible d'appliquer la méthode asymptotique du paragra-
phe précédent pour d'autres types de chargement ou pour des géométries
différentes de celle d'un cylindre droit (voir par exemple [14]). En parti-
culier on pourra chercher des formules approchées pour un mode de type
compression axiale. Ces modes ne sont plus forcément symétriques par
rapport au plan x = 0, et I'influence des rotations initiales devient non né-
gligeable (Fig.2-22) [39]. On trouve des nombres d'ondes axiaux et azi-
mutaux de méme ordre en (1/1). Cet ordre de grandeur correspond aussi
a la solution de la couche limite du préflambage (annexe 4). Au premier
ordre les déplacements u, v, w, dépendent de la solution fondamentale.

By (%0l

o7 0925 ~ 0925
{LO05) {1000

o -03 O -03

1 .
E,S _ . : a |
. y 1 .
0 A

0 I -1 0 | 9 1 o 1 o 1+ -1 0 1 -1 0 t -1t O |

°c 1 0 o |

Fig. 2.393 Axlal distributions of Wy and W, In case Cl.

Fig 2-22 cylindre en compression axiale [39].-Wqest la fléche avant flam-
bage .-w; le mode .-n le nombre d'ondes et X le rapport entre la contrain-
te de flambage avec rotation initiale et celle sans rotation initiale .

D'aprés Yamaki [39], dans le cas du flambage d'un cylindre sous torsion,
les résultats numériques montrent que le parameétre de torsion TLYEn?h?
et le nombr= d'ondes circonférentiel nL/R évoluent respectivement comme
z3/4 etz /4 pour Z assez grand. Ces paramétres tendent chacun vers
une valeur asymptotique qui dépend seulement de la condition aux limites
axiale (Fig 2-23). Le rapport entre la charge critique pour la condition
aux limites U =W = 0 et la condition aux limites Ny =W = 0 tend vers 1.1
pour les grandes valeurs de Z. (Nous rappelons que dans le cas de la pres-
sion, on a le méme comportement,et que le rapport est de 1.5 ch.§ I1.2.3.).
La méthode asymptotique utilisée pourrait donc s'appliquer au cas de la
torsion.
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D'apres les résultats expérimentaux existant dans [40], il semble que la
charge critique d'un cylindre rigidifié par des anneaux admet une valeur
asymptothue L'utilisation de la méthode asymptothue devrait donc
s'adapter a ce genre de probléme.

Dans le cas des coques coniques sous pression, on retrouve le réle prépon-
dérant de la condition aux limites axiale. Pour les grandes valeurs de

Z * , le rapport entre les charges critiques pour la condition aux limites
U= 0, et Nx = 0 est voisin de 1.5 [33] [34].
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.. Notons aussi que certains auteurs [18] {33] ont examiné I'influence des
conditions aux limites sur les vibrations propres d'un cylindre. D'aprés
ces résultats, on obtient qualitativement la méme influence des conditions
aux limites en vibration et en flambage sous pression.

Dans notre laboratoire des calculs en éléments finis sur les vibrations d'un
cylindre ont été réalisés. Ces résultats aboutissent a des modes de vibration
qui ont la méme allure que les modes de flambage des figures (2-7 et 2-8).

Nous pouvons donc espérer appliquer la méthode asymptotique aux pro-
blémes de vibrations.
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CHAPITRE III

CALCUL DU POST-FLAMBAGE DES
COQUES CYLINDRIQUES
SOUS PRESSION
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., II.1. Diverses méthodes de calcul de I'influence des défauts

En général la présence des défauts géométriques dans les coques
cylindriques conduit & une réduction significative de la charge critique par
rapport 4 une coque parfaite. La théorie générale de post-flambage de
Koiter [20] permet de prevoir la sensibilité aux défauts de la structure et
de calculer la réduction de la charge critique. Cette théorie non linéaire
est efficace pour des défauts qui ont une forme a peu prés identique a celle
du mode. Selon cette théorie la loi de la réduction s'écrit sous la forme
(équation 1-31)

1-

A
m 1'89(_&.)2’3(-b)1’3ai’3 , b<0
)\'c }\'c (1.11

(3-1)

oll aq est 'amplitude du défaut ,supposee petite , B est sa projection sur le
mode de flambage et 0,;; ,039, b sont des coefficients qui dépendent des

. caractéristiques géométriques de la coque, du type de chargement et des
conditions aux limites. La relation (3-1) se déduit de 1'équation d'amplitu-
de (équations 1-1 et 1-29) :

3
oy, A-A)a+oy,a +Ba =0

(3-2)

Dans le cas ol b est positif la coque n'est plus sensible aux défauts (Fig.
1-14). La branche bifurquée est stable (Fig.1-2-b).

_ On trouve dans [9] l'expression de b pour une coque sous pres-
sion en fonction du paramétre de Batdorf Z, pour la condition aux limites
S3 auquel cas le mode de flambage est explicite. Une étude similaire a été
faite pour la condition aux limites C1 dans [40].

En ce qui concerne les défauts géométriques localisés, Amazigo-
Budiansky-Carrier [2] ont étudié le modele d'une poutre infinie sur une
fondation élastique A réponse non linéaire (ch.§ 1-26). Is ont €tudié 1'in-
fluence d'un défaut localisé sur la charge critique par une méthode asymp-
totique A deux échelles (ch. §1.3.2.). Les résultats aboutissent a une équa-
tion d'amplitude lentement variable qui s'écrit :

" 2
YA +au(7L-7Lc)A+a30AlA, +a B=0
' (3-3)
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%

Cette équation différentielle n'est pas valable dans la région du défaut lo-

calisé (supposé localisé autour de x = 0), qui induit une discontinuité de la
dérivée de l'amplitude :

A'©)-A(0)=-C"3

(3-4)
La réduction de la charge est ici proportionnelle au défaut ,
1 M c*
N,
(3-5)

On trouve dans ce méme article la réduction de la charge sous l'effet d'un
défaut modal. Dans ce cas, la théorie de Koiter s'applique, et 'amplitude
du défaut réparti intervient a la puissance 2/3 .

Pour les coques un probléme se pose. La méthode des échelles
multiples exige la connaissance de 'expression analytique du mode. Or les
conditions aux limites ne permettent pas d'obtenir simplement cette ex-
pression. Dans la littérature il existe un seul article de Amazigo-Frazer [3]
qui étudie l'influence du défaut localisé pour la condition aux limites la
plus simple S3. Le calcul d'Amazigo et Frazer contient une erreur. La loi
de la réduction de la charge qu'ils proposent est donc erronée.

Le probléeme se résume donc aux calculs des coefficients numéri-
ques 011, a3 et de I'équation d'amplitude (3-3) pour des coques sous
pression avec différentes conditions aux limites.Pour cela , on utilisera
une theorie generale des instabilites cellulaires [13] . On montrera dans le
paragraphe 3.2. comment on peut prendre en compte simultanément un
défaut modal et un défaut localisé. La charge maximale ainsi obtenue est
en général fonction de I'amplitude du défaut modal et de celle du défaut
localisé. Nous proposons deux méthodes de calcul des coefficients de
'équation (3-3). D'abord nous utiliserons les modes et les charges criti-
ques qui ont été calculés analytiquement dans le chapitre II. Par la suite les
résultats seront validés par un calcul en éléments finis.
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II1.2. Etude de 1'équation d'amplitude : calcul de réduction de la charge
critique

Dans ce paragraphe nous déterminons 2 partir de l'équation
d'amplitude la réduction de la charge critique provenant de la présence
simultanée de défauts localisés et répartis. On suppose que les amplitudes
des défauts et du mode restent suffisamment petites. Soit un parametre
d'imperfection r qui est d'ordre 1, on pose :

23
a =ra
(\) 1

(3-6)
Si r est grand (resp. petit), seul le défaut non localisé d'amplitude a
(resp. localisé d'amplitude a;) a de l'influence. On notera que, pour que
les défauts aient une influence comparable, il est nécessaire que le défaut
localisé soit localement beaucoup plus grand Fig (3-1).

A\ al Wl(x)
a, w,(x)
T~
/ \
{ \
{ \
/[ \
N
/ ' X
/~\__—".//—\\—~— —— 5

Fig.3-1: Defaut non localisé ( ) et défaut localisé (-------- ).
Dans le cas représenté ici, on dira que les deux défauts sont en phase.

Soit I'équation d'amplitude 3-3 qu'on écrit de la forme :

dA
dx

=f(A A%2)
(3-7)

cette équation peut se ramener 2 un systéme d'équations différentielles du
premier ordre en posant :



dA

dx
ke
dx

=f(A,Ay2)

On appelle plan de phase le plan décrit par les variables A, Az (= A).
A toute solution A = h(x) de I'équation (3-3), on associe une courbe dans le
plan de phase d'équation h(x), h'(x) ,X variable.

A partir de cette courbe dans le plan de phase, on peut retrouver la varia-

ble d'espace x (ce qui correspond a la coordonnée azimutale pour les co-
ques) a partir de 1'équation :

dA

&=x

En intégrant I'équation 3-3, on trouve 1'équation des courbes dans le plan
de phase :

yA%+2g (@, AN =C"

ou
4 2
A A
g=a30-4—+ au (K-lc)-i-—+|3aoA

(3-8)

On se limitera 2 des défauts localisés pairs par rapport a l'axe Ox et on
cherchera des solutions ayant la méme symétrie. Dans ce cas, on peut
montrer facilement que la fonction A(x) est a valeurs réelles et qu'elle est
paire. La condition (3-4) de discontinuité de la dérivée de I'amplitude due
au défaut localisé a; s'écrira sous la forme :

v o By teal
A (0)—-C T

- (39)

On s'intéresse ici au cas ou les coefficients a,;, 0, sont négatifs. Sur la fi-
gure 3-2, on a présenté les trajectoires dans le plan de phase pour un dé-
faut modal d'amplitude a, petite. Les points I, I, Il de coordonnées
(0, Ry) correspondent  des solutions périodiques calculables par la théorie
classique de Koiter puisque leur amplitude est constante (A’ = 0).



Fig3-2 Portrait de phase

On sélectionne uniquement les courbes présentant un croisement au col I
ce qui correspond a des déformées périodiques loin de la région du défaut
localisé. Ces courbes apparaissent dans I'espace de phases sous formes
d'orbites qui partent et aboutissent au col I avec des tangentes distinctes
(orbites homocliniques). Elles tournent autour des points II et ITI qui sont
les points limites de courbes fermées correspondant a des déformées pé-
riodiques ( instables au sens dynamique) de la structure. Pour une
charge A et une amplitude du défaut modal ap, fixé, on a donc deux
courbes fermées dans le plan de phase A,A’ qui satisfont (3-8) et qui pas-
sent par le col I. Il reste 2 tenir compte de la condition aux limites 3-9
dans la zone du défaut localisé. Les solutions du probléme ainsi complg-
tement posé correspondent 2 l'intersection de ces deux courbes fermées
avec une droite’ horizontale (Fig. 3-3). Donc pour A et ag fixés,il

a quatre solutions possibles, correspondant aux arcs de courbes

Yy

Al BI, CI ,DI. . :



S
F1g 3-3-a A'(0M)<0 Fig 3-3-b A'(01)>0
(les deux défauts sont en phase) (les deux défauts sont en opposi-

tion de phase)
Fig3-3 :solution graphique de 1'équation d'amplitude associée a la condi
tion aux limites 3-9

Fig 3-4 influence du défaut dans le plan de A\
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» 1l est possible que seule la solution correspondant a AT soit stable (Fig. 3.5)

On cherche maintenant comment calculer la valeur maximale de la charge
pour des défauts ageta; donnés. La droite ABCD reste donc constante et
les deux orbites passant par I se déforment. Dans le cas d'un défant locali-
s€ en phase avec le défaut modal (Fig. 3-3-a), 1a charge maximum est
obtenue par confusion des deux points A et B.

I

OHG

% - /
\ /f\\\\_.,//ﬁ:
\\\\___,~w”//(/ AB

Fig 3-5 : Défauts en phase -portrait de phase lorsque 1'on atteint la charge
maximale.

L'orbite homoclinique droite (OHD) est donc tangente a la droite ABCD.
Cette condition de tangence conduit aisément a la formule de réduction de
charge dans le cas de deux défauts en phase :

o) aB PP e+

A -2
R oy [r & + *°
' (3-10)
ol r est solution de I'équation algébrique :
-1,8)" 1)’
2, + )
-NA"()=
« a30)”3 3 2 e+1)'P
(3-11)

Lorsque les deux défauts sont en opposition de phase (Fig. 3-3b), deux cas

S
il D%
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. sont possibles. Premi¢rement, comme le cas de défauts en phase, la droite
AB peut devenir tangente 2 T'orbite homoclinique gauche (OHG) (Fig.
3-6a). Comme précédemment, la réduction de la charge est donnée par les
formules 3-10 et 3-11.

pa T A

—]

A.B
/4:‘:: ‘

M \ R

/\J A \_’/ A

3.6-a -Charge maximale fonction 3-6-b -Disparition de la boucle.Pas

de Tamplitude du défaut d'influence du défaut localisé.
localisé et réparti .

Fig 3-6 Influence du défaut localisé et réparti sur la charge maximale.

Deuxi¢mement, I'orbite homoclinique droite peut diminuer, puis disparai-
tre, ce qui correspond a la confusion des deux solutions a amplitudes cons-
tantes I et ITL. La charge maximale ainsi obtenue est donnée par la formu-
le classique 1-14 et ne dépend pas du défaut localisé.

Le défaut localisé réduit la charge critique si les deux défauts
sont en phase (Fig. 3-5) ou si les deux défauts sont en opposition de phase,
~ mais avec un défaut localisé assez grand (Fig. 3-6-a). En revanche, si les
~ deux défauts sont en opposition de phase avec un défaut localisé assez petit
(Fig. 3-6-b), la région du défaut localisé se trouve stabilisée et 1'instabilité
nait en dehors de cette région. C'est pourquoi dans ce cas le défaut localisé
n'a pas d'influence sur la charge critique .

111.3. Calcul des coefficients de 1'équation d'amplitude

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les coefficients v,
0yq, O3 de 1'équation d'amplitude 3-3. Nous commengons tout d'abord
par donner l'expression du rapport b=- asg/ety; @ l'aide d'une relation
asymptotique, puis nous la comparons avec des valeurs numériques calcu-
1ées par la méthode des éléments finis. Ensuite par un calcul d'échelles
multiples nous retrouvons l'expression de y dans 1-43.
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II.3.1. Valeur asymptotique de b

Nous cherchons ici une expression analytique des coefficients
G309, . Le coefficient oy dépend de la solution non linéaire au post-

flambage établie en rendant stationnaire la fonctionnelle (1-60) (apres
adimentionnalisation cf. annexe 1):

| _1 2 2 2 4 l,a 2 2
L(n,k,w,D—EJ’{(Aw) - (Af) i (W v, ) da
P n 37N
-%I[w,f]wdﬂ
Q
.0 IO 2R
Q"['?"i-]x[oyzn L]
2 2
A:-.a_z-[-L2
ox~ dy (3-12)

Cette fonctionnelle peut s'écrire comme la somme d'un terme quadratique
et d'un terme cubique

L=L,+L,

(3-13)
En faisant la méme approximation que dans le paragraphe I1.2.1. c'est

a-dire négligerd/d, par rapport a 9 /dy sauf dans les termes de courbu-
res , il reste :

1f: 2 2 2 2 2 4A 2
L awd =3 [(@wP- @021 w-R 5 2140 |
. Q 3 n
1
-Ej[w,f]wdg
Q

(3-14)

Remarquons que 1'on peut retrouver les équations approchées 2-2 en écri-
vant 8L*, =0.La variation de L * s'écrit

8L* = 8L, + 8L,
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* | (328f)w (a"’t) dw
oLy = [ (@ W @ 5w @D @30 - "n2 it
Q

2
n

4\

SL;— ?lz-j{[w,f] 8w+[8w,ﬂw+[w,8fjw}dQ

(3-15)

s L AR .
me auilhalre sera notée w,f. Compte tenu de I'équa-
26, W et f sont solutions des équations :

AN & .

W+ oo o Af=[w,f ]

y 3/4 y 2 oi’ "oi
3’ yl

La solution du proble
tion variationnelle de 1

a4

a O 1
4 x
ayf+——2----i[w°i, Woi]

3

(3-16)

1/4

¥ 112)=0- v (£11/2)= -—22- pour les conditions aux limites Nx(i R2) = wEI2)=0

& (£ T1/2) = & (£ T1/2) = 0 pour les conditions aux limites U (= I1/2) = w(x T1/2)=0

En écrivant le mode approché Wi, foi (ch. I1.2.3.) sous la forme :

W, (ﬁc,y) =W (x) cos _k_y_
'

ky
£, &.y) =1 (x) cos —
W
(3-17)

A

A
On peut donc préciser les équations satisfaites par W, f:
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A
4 o2f . " C
a; A, T:c a; " - L2= -—] 2% (woi(x) foi(x) + foi(x) w (x) - W (x) foi(x)) cos Z_ky
3 noom ¥

-2 (W, (0) £,(0)"

A . . .
3t "_:V =212 (v () W) - w_(x)?) cos ‘%‘y +K (w ()]
y

+ conditions aux limites
(3-18)
Les solutions de (3-18) sont de la forme :

2ky

W =1 [ W, (x) + w,(x) cos 2 1
¥n
F=n [£,00 +1,00) cos 2 5
¥
(3-19)
Les expressions de o1, 030 sont : (cf. éq. 1-30, [29])

2dL.

2 4 1
o =—(w°i)=-._._J’(aw )" dQ
1 d 33/4

a30 = ZL;I (woi’ W)= - j [woi’foi] W+ [w’foi] Woi t [woi’f] Woi tdQ
o
(3-20)
Dans la suite nous normalisons les coefficients 0y €t a3y en divisant-par
VN / (mes( Q) k) .

Ainsi, pour les deux classes de conditions aux limites Ny = W=,
U=W =0, on peut calculer en premitre approximation, la solution non
linéaire w, f et les coefficients 015 O 5.

I1.3.1.a. Cas de la condition aux limites Nx=w=0

Les termes axisymétriques wo, f, vérifient les équations :
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£)

oi “oi

2 2
- =2 (W

2 2, 2."
ax Wo = k (woi)

(3-21)
wo, f, satisfont les équations :
, M4 . g s .
(16k - 33/4 )W, - f,=- 2k (W, f.+ £ Woi- 2f W)

" ,2

4 2 "
16k £, +w, = 2k (W, W . - W)

(3-22)

On en déduit une équation pour w, tout seul :

2 2
@ 4 2 @ " 2, " @) oo
w, + 40 wW,= 2%k (w W - woi) +32K (W, + W, W - 2w, woi)

A
ot =641’ 1P - =)
33/4

(3-23)
Au premier ordre, d'aprés l'analyse du chapitre II, dans le cadre de l'ap-
proximation inextensionnelle, les conditions aux limites Ny = w = 0 s¢ tra-
duisent par les conditions w = f=0.
on en déduit d'aprés (3-16) :

w2=f =0 , enx=xIl/2

(3-24)

On rappelle que le mode wg; 2 été normalisé en prenant son maximum
égalal :

W (X,y) = COS X COS _Ey_
(3-25)

Les solutions wq, fo, Wa, f2 écrites €n koc = 318 ) . =1sont:
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1/4 )
W (x) = ~—7— o8 x

fo(x) = ; (;052 X
1
2.3

1/4 ‘
Wy =—==[1+Acosh ") cos 2"*x) + B sin h (2"x) cos (2"y) ]
2

[1+B 2 cos h (2™%) cos (2" - AV2 sin b 2" sin (2" ]

£ (x) =-
2 32,314

[sin h 2°*11) sin 2**m)] Vi. - cos h 211 cos 2%
2
A=

[sin h 2*1T) sin 2**11)1? + [cos h 2**11) cos (22

[cos h (2¥*11) cos (211 ‘/i +sin h 1) sin 2¥*10)
2
B=-

[sin h 2*1T) sin @**I1)1? + [cos h @10 cos 2y

(3-26)
L'expression de 030 €n fonction de wy, £, wo, £, est

514 12 £,
= — f{—cos(Zx)+\/—+f cos (2x)+—}dx
3

-T1/2
(3-27)

En remplagant w,, fo, W, fp par leurs expressions données en 3-26, on
trouve:

a3o=l{ 1711 +ﬁ[A-B-ﬂ]+—[A+B ;B]}
64 11 23/4 .‘I 23/4 .\/2

A3 = sin h 2**11) cos (2**m)

Ad =cosh (23/41'1) sin (23/ 4l'I)
(3-28)

d'oll la valeur numérique de oy :



a. = -0.2683
30
(3-29)
Le coefficient a,, se calcule & partir de 3-9 et 3-14, on trouve :
1 0.5774
(111 = - 2\] = - 2
n=v3 n
(3-30)

ont été calculées pour A o =1 et ko = 318,

Les valeurs de ces coefficients
dition de périodicité.

soit sans tenir compte de la con
On en déduit le rapport ,

13_0_ _ 1.324
a'l 1 z
(3-31)
L'équation d'amplitude sans défaut
A-hy, = 1_‘322_4 a2
(3-32)

ol a est l'amplitude du mode adimensionnalisé w;. L'équation d'am-
plitude A de la flache W se déduit  partir de l'équation précédente et les

relations d'adimentionnement (cf. annexe 1) :

d'ou
A . 15887 a-vH (252
\ A Z h
(3-33)
On pose :
o L 15887 1)
as~ 7
(3-34)

Cette valeur asymptotique sera comparée avec la valeur exacte trouvée 2

partir d'un calcul en ¢1éments finis.
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IOI.3.1.b. Cas de la condition aux limites U=W =0

Au premier ordre, d'apres l'analyse du chapitre II, dans le cadre
de T'approximation inextensionnelle, les conditions aux limites U =w = 0
conduisent aux conditions w= wx = 0. D'olt d'aprés (3-20) :

w (x) = w;(x) =(
W,y (x) = wlz(x) =0 , enx=+II2
(3-35)

Le mode de flambage, normalisé en prenant son maximum égal 3 1,
s'écrit :

w(xy) = [ - 1 cosh (rx) + .1 cos (rx) ] cos (j/(—y)
21+ sinh (rI1/2) 21+ S0 (tI1/2) n
sin (rI1/2) sinh (rI1/2)

(3-36)
r=1.505 619

A partir des équations 3-21 2 3-23, on déduit les solutions auxiliaires
WO(X), fo(X), WZ(X)’ f2(x) :

w,(x) = 3" [ A%cosh (m)” + Bcos (rx)” + 2B cosh (ox) cos (rx) |

£(x) = —12/% [ A’cosh (m)” - BZcos (mx)* ]
3

1/4
/I'

8
+ AB cosh (rx) cos (rx)

8(1-127) (248

W, (x) = (A%+B?) [1+ & cosh 2"x) cos (2x) + B sinh (2"*mx) sin @""x)

2 .2

A+B”
—__ [ A% B% +2AB sinh (rx) sin (x) ] - 5(——1[ B cosh (2”*1x) cos (2"rx)
3l g 31/4,572

- asinh 2"*1x) sin (27"m) | +

fz(x) =

ABr .
[ sinh (rx) sin (rx) ]
4 31/4(27_1)



sinh (rI1/2)
B
sin (rI1/2)
1
sin (rT1/2)
4+
sinh (1T1/2)

a_C1D4-D2C2 _C2D1-C1D3
“DiD4-D2D3 " DiD4-D2D3

2(1

M (sinh (rl'I/2)cos(rI'I/2)-sin(rl'I/Z)cosh(rI'I/Z))

2* cosh (I1/2) cos (T1/2)
T &y e @1 (22
B A B A
D1 = cosh 2Ty cos @*rIT) , D2 =sinh @) sin @D
D3 = sinh (22411) cos @I - cosh (2**rIT) sin )

D4 = sinh (2T cos 2**111) + cosh 1) sin 741D
(3-37)

On en déduit oy, (calcul analogue a celui du paragraphe précédent)

oty = - 0.686
. 0.6893
="
n

| : (3-38)
L'équation d'amplitude sans défaut de la fléche A s'écrit donc :

2
A —1- 34.067 ( 1-v )(io )2
x’oc 'y yA h

ocC

(3-39)

On pose :

b 34.067 (1-v%)
as = -

(3-40)
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I1.3.2. Calcul de b par éléments f_inis

Nous utilisons une méthode d'€léments finis pour calculer les va-
leurs de b pour différentes conditions aux limites. On comparera ensuite
ces résultats avec ceux obtenus dans l1a paragraphe précédent.

On commence tout d'abord par calculer le mode et 1a charge de flambage
& partir du principe des puissances virtuelles [15], [19] :

'j(Nap SYaB +Mmr5 éSlcmB)dQ+Pex ®w) =0
Q

V due CA.
Q=[0L]x[02[R]
(3-41)
oil les déformations moyennes Y etles courbures x sont définies par les

relations 1-48. En utilisant la méthode de I'équilibre adjacent [7] dans
3-41, on aboutit 3 deux formulations variationnelles (annexe 7).

La premi¢re formulation concernant le probléme du pré-flambage ou axi-
symétrique conduit 4 la forme intégrale discrétisée suivante :

Trouver W' e V. / k] {WF} ={F}
Va ={We ( H2 0,) )2 / W satisfait les conditions aux limites en déplacements }

(3-42)

oi Kr matrice de rigidité élastique associée au probléme de pré-
flambage. Cette matrice dépend du chargement imposé

F  vecteur chargement.

Le probleéme 3-42 a été résolu par la méthode d'éléments finis en utilisant
des polynomes cubiques de type d'hermite discrétisé sur le segment o, L.

La solution du probléme de flambage est obtenue 3 I'aide d'une seconde
formulation qui aboutit 2 la notion de matrice de rigidité tangente K que
'on écrit comme la somme de trojs matrices [41] : ,

Ke : matrice de rigidité élastique
K, : matrice fonction des déplacements en pré-flambage
AK; matrice de rigidité géométrique



112

I11.3.2. Calcul de b par éléments finis

Nous utilisons une méthode d'éléments finis pour calculer les va-
leurs de b pour différentes conditions aux limites. On comparera ensuite
ces résultats avec ceux obtenus dans la paragraphe précédent.

On commence tout d'abord par calculer le mode et la charge de flambage
3 partir du principe des puissances virtuelles [15],119]:

'j(Naa SYaB +MaB SKaB)dQ*'ch G¢w)=0
Q

Vv due CA.
Q=[0L1x[02IIR[
| (3-41)
ot les déformations moyennes y et les courbures x sont définies par les

relations 1-48. En utilisant la méthode de 1'équilibre adjacent [7] dans
3-41, on aboutit & deux formulations variationnelles (annexe .

La premiére formulation concernant le probléme du pré-flambage ou axi-
symétrique conduit a la forme intégrale discrétisée suivante :

Trouver W' e V, /[ k] (W 1={F}
v,= {We (H2 ((4R)) )2 / W satisfait les conditions aux limites en déplacements }

(3-42)

ol Kg matrice de rigidité élastique associée au probleme de pré-
flambage. Cette matrice dépend du chargement imposé

F  vecteur chargement.

Le probléme 3-42 a été résolu par la méthode d'éléments finis en utilisant
des polynomes cubiques de type d'hermite discrétisé sur le segment o, L.

La solution du probléme de flambage est obtenue 2 l'aide d'une seconde
formulation qui aboutit 2 la notion de matrice de rigidité tangente K que
T'on écrit comme la somme de trois matrices [41] :

K, : matrice de rigidité élastique
K, : matrice fonction des déplacements en pré-flambage
AK, matrice de rigidité géométrique
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+» Le déplacement modal U ={U1,V1,W1} peut s'écrire sous la forme :

Ui(x,y) = Ui(x) exp (iny/R)

V1(x.y) = V1(x) exp (iny/R)

Wix,y) = W1(x) exp (iny/R)
(3-43)

Le probléme se raméne donc a un calcul unidimensionnel pour chaque
nombre entier n donné. L'approximation éléments finis par des polyno-
mes cubiques de type hermites pour la fléche W et par des polynomes Ii-
néaires pour les déplacements U et V permet de résoudre le probléme de
flambage.

En choisissant des fonctions tests de la forme -

8U1(x,y) = 8U(x) exp( - iny/R)
dVix,y)= 8V 1(x) exp (- iny/R)

SW1(x.y) = 8W1(x) exp (- iny/R)
(3-44)

Il se résume 3 :
trouverUle Ua/[KT]{Ul}=O

2
U,={Ve (HX(0,1))x (' 0,1)) / V satisfait les conditions aux limites en déplacements }
(3-45)

Dans toute la suite nous négligerons les déplacements avarit flambage, ce
qui revient 4 annuler Ky;, et rendre A Ko indépendant de WF . Le pro -
bléme 3-45 s'écrit donc :

trouver U, e Ua/[Ke]{U1}=l [KG ]{Ul}
| (3-46)

Le déplacement auxiliaire U={U, vV, W } (solutions du probléme 1-26) se
résoud en deux étapes (voir annexe 8). Ce déplacement s'écrit :

U(x.y) = Ug( x) + W2(x) exp (2iny/R)
V(x,y) = V2 (x) exp (2iny/R)

W(x,y) = Wo(x) + Wa(x) exp (2iny/R)
(3-47)



Le coefficient o, se déduit facilement 2 patir de 3-33. Son expression
est:

a,="U,.K @).U,
| (3-53)

Le coefficient ci3g s'obtient en remplagant les expressions de Uy, U par
leurs valeurs dans les termes cubiques de 1'énergie (voir annexe 8). D'ol
“le rapport b : '

o
b=-—2

Oy

(3-54

Dans le Tableau 3-1 nous avons comparé les valeurs asympt:otiques)bas :

(cf. § IL4.1.) et les valeurs exactes de b ( calculées par la méthode dye;Isl

éléments finis ). Pour les conditions aux limites S1, S2, C1, C2, les va-

leurs exactes de b sont comparées avec la valeur asymptotique §3-1 (cor-

respondante 2 la classe de condition aux limites Ny = W = 0). Les quatre

autres conditions aux limites dans S3, S4, C3, C4, sont comparées avec la

valeur asymptotique de b donnée par 1'équation (correspondante 2 la clas-

se de condition aux limites U=W = 0). l

|

7 % 53.659 % 95.394 % 214.636 % 381.576 % 596.212 * 858.545 ¥ 1168.576 * 1831.727
zxxxxxm&xxxxxxxxxxxxxxz%xzxxmxzxzxuzxxxxzxzxxxxxzxxzxxxzxxxx*xxxxxxmnxxz_xizx_xxuuz

$3 % 0.746 % 0.805 ®* 0.733 = 0.890 * 1.107 ®= 0.362 ¥ 0.845 = .1.146
x'xxxxxxxxxx'xmxxxzxxxxxxxxxxzxzzxxxxxzxzzxxxxxzxﬁxxxzzxxxzzzxﬂmuxxxazzxxﬂxzxxxxxm

c3 % 0.735 % 0.942 = 0.883 % 9.952 % 1.148 ¢ 1,002 X 0.885 * 1.167
zxxzxxstzxxxmxxxxxxxxxxx%zxx%xxxxx%xxzxuxxxxuxzxxzxxxxmxxxxzzx;xxxxxﬁxxxxxxxuuxxx:—

s4 % 0.602 % 0.671 % 0.705 X 0.804 = 0.983 x 0.833 = 0.808 = 1.030
uzxxxxmxmxxxxxxxxzxmxxuxzxxxzxxxxuxx’xzxxxzxxxxxnnxxxzxxzxxxxﬁxxﬁxxxsﬁﬂmﬁﬁxxs

C4% 0.727 = 0.925 % 0.888 = 0.959 = 1.146 = 1.012 * 0.896 = 1.175
xxxxzxxmxxxxxxix*xxxxxxx_x'zxxx%xxxzxxxxzzzxxzzxxxﬁzzzxzxxxxxxuxxxxxxxxﬂxxzuu%xxxxxxe ‘

¢l x 0.562 = 0.623 * '0.630 ® 0.701 % 0.844 * 0.753 x 1.003 ¥ 0.859
xxxxxxxxxxxzxxxxxxxxxxxxxzxxzxzuuxmxxxzzxxxzzxxxxxxzzxzxﬁxmxxxxxﬂmxxxxxxxﬂﬂxzxxs

s1 % 0.472 = 0.540 % 0.57/6 ¥ 0.662  0.815 * 0.732 ¥ 0.934 = 0.848 ‘
xxxxxxzxxxxxxxxxxxxxxx*zxxxxxxxxxmxxx%zxxzx*xxxx#xxxzuxxxxzxxxxzxa&z%x%xxﬁmuxunxxa

C2 % 0.526 % 0.588 % 0.607 * 0.677 = 0.811 = 0.738 ¥ 0.965 ¥ 0.848‘
xxxxxzxxzxxﬂxzxmxxxxxxxmxxxxxx*xmxxxxzxﬁxux%xxxxxxxxxxxgxxzxxﬂxxﬁxix*xxxzxﬂxxx:

s2 % 0.371 % 0.492 ® 0.588 * 0.572 % 0.703 x 0.666 X 0.872 * 0.798
xxxxxxx%xxzx'xmx'x%mxxxxzxzzﬁxx%xx*;xxuxxmxxzxxxmzxxxxxzxxxxzzxixxx%xx%zxxﬁxxxxxzx‘

Tableau 3-1 -comparaisori entre les valeurs asymptotiques €t exactes deb
(bex /bas).  R/Ab=100
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" 11.3.3. Calcul du coefficient de modulation v

La relation générale établie en [13] v/ ey =X"/2 peut étre vér -
fi€e dans chaque cas par la méthode des €chelles multiples. Nous avons ef-
fectué cette vérification dans le cas particulier de 1'approximation au pre-
mier ordre du mode avec comme condition aux limites Nyx=W=0 (cf. an-
nexe 9). Apres avoir déterminé les courbes de stabilité neutre A (n) par la
méthode des éléments finis pour les huit conditions aux limites, nous
avons calculé la courbure A "(n) et donc Y. Le Tableau 3-2 contient les
différentes valeurs de y correspondantes 3 chacune des conditions aux
limites.

Au premier ordre ,la valeur asymptotique de vy est indépendante des con -
ditions aux limites .Sa valeur est :

L2

JZ ®

'Y = 0.7797

(3-55)

Z % 53.653 * 95.394 x 214.636 x 381.576 ® 596.212 % 858.545 ® 1168.576 x 1931.727
xxxxxxi!x%xxxxxxxxnxxxzzxxx*xxxxzxxxxxsm:asxxixuxmxxxxxzxxxxxxzxxxzxxxxxxxﬂxxxxxuxxxx

53 % 0.063 % 0.087 x 0.103 = 0.164 % 0.372 x 0.250 % 0.181 = 0.517 =x
xzxxxzzxxxxxxzmzzxxxxxuxxixxx*xzxxxxixgxxxxxxxxxx:sxxxxxmxxxxxxxxxixﬂxxxmxxxxxxxxxxxxx

C3x 0.038 * 0.092 x 0.167 * 0.169 % 0.379 % 0.255 x 0.185 x 0.523 &
b et i L S S TR S R TR T

S4% 0.037 x 0.057 = 0.080 = 0.132 x 0.282 = 0.213 = 0.165 % 0.447 = .
xxxxxxxxxxxxxxxxxzxxxxxxxzxxxxxxzxxxx%uxxxximxxxzxxxxzzxxxxxxxxxxx*x%xxxxﬁxxxxxxxxxxx! |

(4% 0.036 = 0.083 = 0.165 * 0.165 % 0.357 x 0.251 = 0.185 x 0.510 :
xzxxxzxxxnxxmxxnxxxxxxzxxxzxxxxxxxxxzxxxxxzxuxxxxxxxxxxxxxmxxxxuxxxxx*xxxxxxxxxxxxz

C1* 0.051 = 0.073 = 0.694 * 0.141 % 0.263 % 6.198 =% 0.501 = 0.318 :

!!i!*¥¥¥¥!¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥!!¥!!!!¥i!!!!!i!!!i!i!!i!!!!*!!i¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥%*%%!!%!%¥¥¥¥2*

S1% 0.0 x 0.068 x 0.030 x 0.137 ¥ 0.257 x 0.195 x 0.4%94 x 8.315 :

1¥!¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥!¥!¥¥¥!!!¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥!!!!!i!!i%!!%*¥¥¥¥¥¥¥!¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥%;

(2% 0.0492 x 0.062 x 0.085 * 0.130% 0.238 = 0.188 = 0.453 =* 0.306 =
et L LS T B SRR LR T S B

S2% 0.027 x 0.061 % 0.116 = 0.103 * 0.187 * 0.161 = 0.365 ® 0.274 :
T L T Tt i ——

Tableau 3-2 -valeur exacte de 7y pour differentes conditions aux limites .

R/h=100



116

» TIL4. Expression asymptotique de I'équation d'amplitude

Nous avons déterminé précédemment par différentes méthodes
les coefficients bet y de 'équation d'amplitude 3-3. Ces résultats mon-
trent que pour les grandes valeurs de Z, les relations asymptotiques don-
nent des valeurs satisfaisantes. Dans ce cas I'équation d'amplitude se dé-
termine  partir des seules conditions aux limites axiale et radiale. Son ex-
pression est donnée par :

Cas N, =W =0 aux bords

2 2
OTITL 4w vy s ALY+ 158898 (1V) 3 _
\Z z °
(3-56)
Cas U=W =0 aux bords
0.7797 L2 34.0672 (1-v) .3
: A" () +A L)+ A’=-150562
\Z z
(3-57)

IIL5. Calcul de la réduction de la charge critique A partir de l'équation
d'amplitude

I11.5.1. Cas d'un défaut modal

, Pour un défaut modal la théorie de Koiter s'applique et la réduc-
tion de la charge est donnée par la formule 3-1. Cette relation a été obte-
nue de deux facons différentes. Pour les grandes valeurs de Z la réduction
de la charge se déduit facilement de l'expression asymptotique de 1'équa-
tion d'amplitude 3-52 ou 3-53.

Cas N, =W=0 aux bords

A 1V 15, 8 23
m _1-47512 (=) P ()T Ao =T

>

ocC

(3-58)
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y Cas U=W= 0 aux bords

A

m

A

oC

2
_ 1-viip 8 '
=1-53454(—)" (= | A _=1.50562

La’réduction de la charge a été calculée aussi partir deg3v§19e)urs
de b calculées par éléments finis. Les résultats ainsi obtenus sont présentés
dflns 1§:s tableaux 3-3 et 3-4 . On a distingué respectivement les cas oi la
re\ductwn de la charge est donnée par la méthode asymptotique et les cas
ou celle-ci est donnée par la méthode des éléments finis.

EERET R AR R LR AR R AR A R R R R R AR R R LR AR ER AR LI A A EREE TR

Z % 53.653° % 35.334 =® 214.636 ¥ 381.576 %
R R RS e R N R R R R RN SR LRI RS

X : 4 E 3 X x
Nx= % 3 , ¥ - ¥ 3
H=6 =% 0.583 ¥ 0.655 x 0.737 % 0.783 %
E 3 3 x * p 3
b33+ 3333323323333+ P33T I3 3PS EE ST EE S EF T3
¥ X E 3 X S
U= ¥ 3 ¥ ¥ #
H=0 =% 0.530 = 0.612 ¥ 0.704 ® 0.756 %
3 - X E 3 ¥ ¥

¥¥¥¥%%%%¥¥%¥¥¥!¥%%¥%!x¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥£¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥%¥§¥
Z % 596.212 % 858.545' %1168.576 z 1931.727
FEEREEEE R ERFEEREREEREFEREXE R ELEEEERE RN ERREXTEREE

E 3 3 E X X
Nx= % - . v E 3 3 3
K=0 =% 0.813 * 0.834 x 0.851 % 0.8/4 %,
x ¥ x * E |
3Tttt 127113521131 333343341t1tt1ttttr1t1 1
3 3 : - E 3 tHE
U= = % ¥ . %
H=0 = 0.790 x 0.814 =% 0.832 ¥ 0.858 %
E 4 ¥ 4 3

FEEFEERTERERERE XL EXEER R R EXELLLITTEIRZITELRTERE

Fig 3-3 -calcul asymptotique au premier ordre de la réduction de la
charge causée par un défaut modal . ag/ h=0.2 ; R/h=100
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7 % 53.659 % 95.394 % 214.636 ¥ 381.576 % 596.212 ® .858.545 ¥ 1168.576 x 1931.727 *
axxmxxxxxxxxxx%xxxxxxizxx%xxxxxxxxﬂxxxxxxxmxxmxxzxxﬂxxumxxuzxxxzmixxmzxxxxxxxxx

s3x 0.621 ®* 0.679 % 0.757 % 0.791x% 0.806 = 0.836 * 0.853 x 0.868 =
xzmxxzx'xxxxxxxxxxxxxxxxx;xxxxxxxzxmxxxxxxx%xixxxxzmxuxxzxxxxxxﬁxxxzxxxxxmxxx%zzxxn

3% 0.623 % 0.662 % 0.748 % 0.786 x 0.804 X 0.834 = 0.856 ® 0.867 x
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx*xxxxxxxﬂmxuxmxzx*xzx%xxxxxxxxzxmxxxxxxxxx;xﬂxuxxxxxxmxxxxxxzx

S4% 0.647 % 0.698 = 0.766 % 0.738 % 0.814 * 0.840 = 0.861 = 0.870 x
xxxuxzxxxzxxixxxxxxxxxxxxxxzxxﬂzxxxzxzxxxxzxxxxxxz%xixzxxnxxxxxxxxxxxxzxxxxngxxxxﬂxx

C4% 0.625 % 0.664 % 0.747 % 0.786 % 0.804 x 0.834 ® 0.8 = 0.867 =
xxxxxxxxzxxxﬂxmxxxxxxxxmzmxxxxixxuuzzzmxxxmxxxﬂxxxzxxxz%xxxxxxux%xxz%xxxzzxxxiz

C1x 0.612 % 0.669 x 0.746 * 0.783 x 0.301 * 0.830 x 0.832 x 0.865 =
xx‘xxxxxxzxzxxmx%xxxzuxzxzzxixzxxxxxxxxxxzuumxxx%xzzxxxxxmH*Hxixuzmxzﬁxxxzmxxx

S1 % 0.634 ¥ 0.684 * 0.754 ® 0./8/ % 0.803 = 0.832 x 0.833 x* 0.865 *
xmxxxxxmxzxH%xxxzxzxxxxﬂxﬁxzx;xxxxxxxxxxmxuxxxxumxxxxmxxxmxxixzxxuxxmzxxxnx

2% 0.621 % 0.675 = 0.749 ®* .0.786 % 0.804 = 0.832 ¥ 0.834 x 0.85 *
xxxxxxmmxxxxﬂxxxxxzzxxxxxxxxxxﬁmxxxxxxmxumxxxﬂxzxxzxxxxxmzxxxxxxmxzmxuxxiux

52 ¢ 0.663 % 0.694 x 0.752 * 0./9%7 % 0.813 * 0.837 = 0.833 x 0.863 =
xxxxxxxxxxxx'ﬂmxxx%xxxxzuxxxx%x*z‘xxxxzxxxxxxxxxxxngxxxzxxxxxuxﬁxxxxxx%xxzﬂzﬂxxuxx |

Tableau 3-4 -Calcul en éléments finis-de Ia réduction de la charge
causée par un défaut modal defaut modal pour differentes
conditions aux limites . ag/ h=0.2 ; R/h=100.

I1.5.2. Cas d'un défaut localisé

Dans ce cas, nous avons uniquement déterminé la réduction de la
charge 2 partir des équations approchées au premier ordre en se limitant a
des grandes valeurs de Z pour 1a condition aux limites Nx = w =0 (cf. an-
nexe 9). Dans la région du défaut localisé autour de la région Y =0:

a, cos X W1 )
w,(Y) = 0si/Y/ = oo
(3-60)

1'équation d'amplitude 3-56 n'est pas valable. La discontinuité de la pente
de T'amplitude A de la fléche est donnée par :

1.8854 L A'(O+) =-A1W1(kc)
z1/4 ~

(3-61)

ou VY\I,(') désigne la transformée de Fourier de W ()
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*» La loi de réduction de la charge s'écrit :

A

m
?“OC

=1 - 264(122y1n (ﬂ)|w1(kc), heo =1, k=318
Z h | oL

(3-62)
IH.6. Conclusion

Nous avons calculé de deux fagons différentes les coefficients de
I'équation 3-3, pour une coque cylindrique sous pression. L'objectif de la
premiere méthode était de proposer des formules explicites en vue du di-
mensionnement au flambage des coques cylindriques sous pression en pré -
sence des défauts modaux et localisés. La deuxiéme méthode a conduit 3
un procédé de calcul numérique simplifié permettant de remplacer un
probleme bidimensionnel par plusieurs problémes unidimensionnels. Ainsi
nous pouvons, a partir de la valeur du coefficient b, calculer la réduction
de la charge critique causée par un défaut modal sans se limiter & de gran-
des valeurs de Z. Les formules proposées ne sont précises que pour des
défauts de faibles amplitudes. En liaison avec d'autres travaux développés
au laboratoire, nous envisageons de prolonger ces développements asymp-
totiques a des ordres supérieurs permettant la prise en compte des défauts
de grande amplitude et de formes quelconques. Cette méthode peut €tre
aussi adaptée pour d'autres géométries et d'autres chargements : torsion,
charges combinées...

Les calculs numériques qui ont été utilisés sont beaucoup plus ra-
pides que ceux des gros codes, donc plus facilement utilisables pour le di-
mensionnement. :
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CHAPITRE IV

CONCLUSION GENERALE
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Les conditions aux limites et les défauts sont des éléments pri-
mordiaux dans le flambage des coques. Ce sont les principaux thémes de
ce travail consacré a I'étude du flambage des coques cylindriques sous
pression. A cet effet, nous avons appliqué des méthodes asymptotiques
afin d'obtenir des expressions simples, tenant compte des conditions aux
limites et des défauts. Ces expressions seront utiles au dimensionnement.
L'idée principale consiste a utiliser l'inverse du paramétre géométrique de
Batdorf Z comme petit parametre. Ceci nous a conduit & clarifier le réle
que peuvent jouer les conditions aux limites sur le mode et la pression de
flambage. Nous avons ainsi montré que certaines conditions aux limites
n'agissent que sur la couche limite localisée aux bords de la coque, alors
que d'autres ont un effet plus important et modifient le mode a l'intérieur
de la coque c'est-a-dire loin des bords. Les développements asymptotiques
de la charge et du mode de flambage ont été poussés jusqu'au second
ordre. Au premier ordre les résultats ont montré que le mode de flamba-
ge est sans déformations de membrane. Ce résultat s'explique facilement,
car pour les coques trés minces, la rigidit¢ de membrane est grande par
rapport a celle de flexion. Ce mode est défini par les seules conditions aux
limites axiales et radiales. Les autres conditions aux limites (condition sur
la rotation et le déplacement circonférentiel) n'interviennent qu'au second
ordre du développement. Toutefois, cette formule au second ordre est
assez complexe, elle ne conduit a des résultats cohérents que pour Z assez
grand. C'est pourquoi nous conseillons plutdt 1a formule au premier ordre
pour le dimensionnement. Cette méthode a été aussi appliquée pour d'au-
tres modeles mathématiques (prise en compte des déplacements avant
flambage, le cas des coques longues soit a faibles nombres d'ondes).
L'avantage de la méthode analytique est qu'elle nous permet une meilleure
compréhension du comportement de flambage et des facteurs fondamen-
taux qui l'affectent. Un autre avantage est qu'elle peut simuler avec sou-
plesse et d'assez pres les conditions réelles : par exemple la donnée correc-
te des conditions aux limites, en particulier la prise en compte de la rai-
deur axiale (insert, emboitement, bride...) [14]. Bien que nous nous
soyions limités dans ce travail aux coques cylindriques sous pression, plu-
sieurs arguments [11] [18] [34] [39] [40] montrent que son utilisation
pour d'autres coques de révolution et d'autres chargements est possible, ce
qui confirme l'intérét de l'analyse qui a été décrite dans cette thése.

Nous avons aussi analysé I'influence des défauts localisés et répar-
tis sur la charge de flambage. En ce qui concerne les défauts répartis nous
avons appliqué la théorie de Koiter pour calculer la réduction de la char-
ge. Des formules analytiques ont été proposées et vérifiées a partir de cal-
culs en éléments finis. A propos des défauts localisés nous avons appliqué
la théorie de la bifurcation cellulaire. Celle-ci suppose que 1'amplitude du
mode de flambage est variable, ce qui permet de simuler une modulation
de I'amplitude. Dans la région du défaut localisé, l'instabilité peut donc
s'amplifier. La formule proposée de réduction de la charge est fonction
du paramétre Z et des conditions aux limites. Cette formule, limitée a
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>

I'approximation inextensionnelle, a été établie pour la premiére fois sous
cette forme. ‘

En collaboration avec d'autres travaux [13], il est envisageable a
partir d'un code d'éléments finis de calculer sans approximations la réduc-
tion de la charge critique causée par un défaut localisé pour différentes
conditions aux limites. Ces calculs devraient permettre de vérifier la
formule proposée de réduction de la charge critique. Nous avons l'inten-
tion d'appliquer cette théorie & d'autres structures, a des défauts localisés

de formes diverses et d'étudier l'interaction entre les défauts localisés et
répartis.
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ANNEXE 1

Dans cette annexe nous rappelons I'adimentionna-
lisation utilisées dans les chapitres II et III

Variables sans dimension

Adimensionnalisation des déplacements

Nous notons respectivement u, v, w les déplacements axiaux, azimutaux et
radiaux, sans dimension. Nous posons :

2
U=_I¥u
12 (1)L
2
yo_ Hdh
12 1)L
WeeD _w

J1209

Adimensionnalisation des coordonnées

Nous adimensionnalisons les coordonnées en sorte que x et y varient entre.

les valeurs suivantes :

20TR
L

<x<3s et 0<y<

(N o
(VY e

X=

IIX _
T "

Y
T

Adimensionnalisation de la charge

Nous utilisons deux paramétres de charge sans dimension A, A* propor -
tionnels a la pression (A* est utilisée dans le cas des coques longues).
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| e
n
3 2
aw o 12 PR (1;v )
Eh

Adimensionnalisation des nombres d'ondes circonférenti_elles

Nous notons n le nombre d’harmoniques circonférentielles (entier). Di-
verses mesures adimensionnelles X, k, k* du nombre d'ondes sont utilisées
dans le texte.

K="

IIR

k=KVn

R
k*¥*=K—
L

Adimensionnalisation de la fonction de contrainte

3
p__Eh

=
12 1-v9)

Adimensionnalisation des moments

Nous notons respectivement m,, my, m, les moments de flexion suivant
x, y et de torsion, sans dimension. Nous posons :

. : h'
=
12 a-vHP? L2

Eh' 1

= m
2 avoree?
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Y N E h4 H2
XY™ rrlxy

1272 (1ev) J 12 12

Loi de comportement en membrane

La loi de comportement liant les contraintes aux déformations adimen-
sionnalisées s'écrit :

2

n = (u ey oDy
X 1oy X 2 -Y,nZ 2
1 w2 w2
w X
n =——-7|[v -_+._;y.+v(u +—==)1]
y 1-V2 Y n2 2 X 2
n_ = [u,+Vv_+w_w_]
¥ 2@1+) XXy

Loi de comportement en flexion

La loi de comportement liant les moments aux courbures adimensionnali-
sées s'écrit :

En théorie de Donnell

m =- (w,xx +V w’yy)

m, = - (w' +V w’xx)

yy

mxy =- W,xy

En théorie de Koiter-Sander:

mx=-[w'xx+v(w'yy+-—2 v’y)]
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Tmy=-fwo VytVw,]
R,/ 12(1-v9)
_ h
= - [ W —— ( 3v'x - u'y) ]

’ 4R‘/ 12(1-v9)

Adimensionnalisation des équations des coques de Donnell

* Equations d'équilibre

1
= 1-
0og 1_\’2{( v2) yaB+v(tracey) SGB}

u +u w w
__oB Ba,_ .o B8 W
Yop ) 5942 %
n
A2W'E%’naawaﬂ' ::’4?»3=
n ’ 37n

* Equation de compatibilité

1
A2f+_§W’xx+ [w, w] =0

m 2

ou[PS]=P S _+P__S

XX Yy yy Vxx T 2 P,xy S

XYy

On peut construire une fonctionnelle caractéristique de 1'équation de
compatibilité et la derniére équation d'équilibre :

1 2 2 2 40
-2 [ W - @n? St w2

Q n 3™
-1/2J[w,f]w dQ

o 2 L2
(%W, +w,)}d0

AR

Q=[-T12,02]1x[0,——I
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Apres lin€arisation et en négligeant les termes de préflambage, les équa-
tions d'équilibre de Koiter-Sanders en déplacement s'écrivent :

2 lv ,2 1+v l1-v h 2.2 \CA _
axu+-2— Aayu+T Baxayv-m E(lv)ay{;)xw- nz =0
2
v 0y 14Dy 2 v+ a2 v Y g5 54 (1-DA*)
2 y mrR? %2
h _ 172 } 2.12
+§—(3—v)——(1 v) 3% w+dV) B0
) 43 7 afy RV
A2w+;-h-(a3v+ﬂazav-llaazu)+ ! [w-‘r]z(vau+8v)]
Ry 2 xy 2 xy 4(1-v2) x y
J12a-v% n
2
A¥L 2 2 1 h
+—— (00 W+I Wt —meo——9 v)=0
2 X y Ry
'R ,/12(1-\;2)
2 2 .
A=t+ - H%os po1 Mg IV L o
48R? 1-v 48R%> 14v  1+v
2 2 2
v 1 h
C=1+0 2(9-1+‘"2x*) E=1.P -3 V. oas D= -
48R l-v 48R 1+v  1+v 12R
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ANNEXE 2

Dans cette annexe nous déterminons les équations que vérifient
les trois premiers termes du développement asymptotique
des déplacements uj,vi,wj a l'intérieur de la coque

En théorie de Donnell, et en négligeant le pré-flambage, les équa-
tions du mode de flambage s'écrivent :

2 1-v 2 1+v
axu+ 3 ayu+ 3

3,9,y -L3 w=0

(A2-1)
2 I-v 2 1+v w
ayv+[—2—-axv+Taxayu]-ay-—5=o
(A2-2)
2 2 ah o 2 2
A'w + — [w-7 (ayv+vaxu)]+3—/4[-2—axw+ayw]=O
n*(1-vH 3%/

(A2-3)

Avant d'effectuer le développement asymptotique, on va modifier
I'équation de la fleche A2-3, compte tenu des deux premieres équations.

En dérivant A2-3 par rapport a y, puis en multipliant par
n 2 (1-v?), on obtient :

‘n2 (1-v2) [ ayai w+ aiw + 2Bi83w 1+ —% ayw - aiv -vd. 0 Ju

4\ a A2 3 .
+‘3'37Z“ 1-vH [Z33,w+3w]=0

(A2-4)
On ajoute A2-4 et A2-2, puis on dérive deux fois par rapport & y. On ob-
tient :

1
2(1+v)

4\

33/411

[3,9,v +3,9,u1+7” [+ 3w + 233w + — (L 3w +3]w)] =0

(A2-5)
Ensuite on calcule la combinaison 9,(A2-1) - v 9,(A2-2) :

aiu + ajax v=-(Vv+2) aiayu +vV aiv

(A2-6)
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On dérive A2-6 par rapport a X
aiaxu + ajaiv =-(Vv+2) aiayu +v a‘;v

(A2-7)
On reporte A2-7 dans A2-5, aprés dérivation par rapport a y on arrive a
une équation du 8¢me ordre :

1 3.2 4 4N o 244 6
20 [-(v+2) axayu +V Bxayv 1+1 [?Z ( 5 axayw +ayw )]

+n2 a‘;aiw + azw +2 aiagw 1=0
(A2-8)

Sous cette forme, il est clair que l'on a un probléme de perturbation sin-
guliére pour 7 petit.

On va ensuite développer le mode en puissance de 7, puis chercher des
solutions harmoniques dans la direction circonférentielle. D'apres I'analy -
se faite au § 1.5.2., le développement en dehors de la couche limite peut se
mettre sous la forme suivante, le nombre d'onde k étant de l'ordre de
l'unité : '

w= (U@ 1 U0 + T xp ()
n

v= 1 [Vio(x) +1 Vil(x) +..]exp ('Ey_)
¥n

W=t AW 1 W)+ T exp ()
Y

(A2-9)

En injectant le développement A2-9 dans le systéme d'équations A2-1,
A2-2 et A2-8, on trouve les résultats suivants :

Premier ordre

1-v 2 1+v ' ,
-5 k Uio(x) + - k Vio(x) +V Wio(x) =0

k Vio(x) + Wio(x) =0

6

a k
L (w2 U0 - vk V01 + [ - —— 1 W, () =0
3

2(1+v)

(A2-10)
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Aprés arrangement, on obtient :

"y

. ()
io k2
W. (x)
Vo (x)=- =
k
. g M K
ax Wio(X) + ( k - -—3—/:—) Wio(X) =0
3
(A2-11)
Second ordre
1-v 2 1+v ¢ ; .
S U 00 + ke V(0 + ¥ Wy, (9 = Uy )
vV .
KV, (x) + W, (0) = ! 2" “l’(( 0, 1;"' U, ()
6
1 4?\.0 k
[+ KU - vV (0 1+ [ - —2— 1 W, () =
2(14v) o 33/
QK- 250 YW, () +—— W, (x)
33/4 o 10 33/4 io
(A2-12)

En tenant compte des équations A2-11, et aprés arrangement on trouve :

Wa® | (v42) o

Uil(x) = k2 k4 Wio(x)
W) W ()
V() = ——+ V—
k k
6
4, K 4 20 .2
4) 8 1,6 6 4 6)
W )+ (& "ﬁr)wil(")m;ﬁk W, (x) + (2K -_3TI4£1<)wio(x)-?w‘io

(A2-13)
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roisié r
12 k Uz()"' sz(x)+vW12(x) Ul(x)
1( ) 1+V '
kV. 2(x) + W, (x) = k 5 Uil(x)
@ 4?» k6 k6
[(V+2)k U2(x) vkV, (x)]+[k -—1W 2( X) = (}. l(x)+7L2Wio(x))

A1+V) 33/ 4

6 " 2 4" 4" 4. (4
F2EW - 7 alh K W00 43 K W (0)]-k W )

En tenant compte des équations A2-13, et aprés arrangement on trouve :

’ (5)
W, (x) L (v+2) Wi
12 io
Ui2(x) = k2 k4 11( X) + k6 2v+3)
W..(x) "
V) = - 2 v Wy + ZD Wi )
k : k
4 k°
w(i;.)(x) - ( 330/4 )W Win(®) __W(G) 33/4 1(")
4 k° 9 o 2okt . 4’
33/4 —a Val )'_W( () -k W( () - 534 A Vet 3304 Wiolx)
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ANNEXE 3

Dans cette annexe nous étudions un exemple de couche limite.
Il s'agit de la déformation axisymétrique d'un cylindre sous pression.
Par comparaison avec un calcul par éléments finis, nous étudions les
conditions dans lesquelles 1'analyse asymptotique s'applique.

Pour le probléme axisymétrique les déplacements et les contrain-
tes résultantes ne dépendent que de la variable x. Les équations d'équilibre
(voir annexe 1) s'écrivent :

+ conditions aux limites

(A3-1)

La premiére équation nous permet de montrer que n,® est constant. On
pose alors :

a=1, ou O

(A3-2)

qui estla contrainte axiale axisymétrique du cylindre sous pression.
A partir de 1a loi de comportement on en déduit :

(A3-3)

La solution fondamentale vérifie donc une équation différentielle linéaire
d'ordre 4 :
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4 F 2 F
adw +113 2c31/i»d w +wp(x)=42.':1
dx 3 /

(1- %)
dx? 3 2

+ conditions aux limites

(A3-4)

Les solutions de I'équation sans second membre sont de la forme :

wE)=e"
(A3-5)
44 _320A8°
nor+n —o +1=0
3
(A3-6)
L'équation A3-6 admet quatre solutions, ry, -y, I, -2 :
1- (9
r 2l pgienyny 3
n.\lz 33/4 1- ngn
4304
1- (A y?
r, =_'_1_[(1 -m)1ﬂ+i_3_]
m2 3 1.9An
5304
(A3-7)

La solution générale de A3-4 s'écrit donc :

4
AN vy Y A

F
w (x) =
5304 2 ol

(A3-8)
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On cherche maintenant une approximation de la solution A3-8.
Pour des petites valeurs de m, les 4 racines A3-7 traduisent une varia-
tion rapide localisée aux bords de la coque dans une couche limite d'épais-
seur L1 . Dans la région des x négatifs, au voisinage du bord on peut ap-
procher la solution exacte A3-8 en faisant un développement limité en m
de rj, r,. La partie a variation rapide de 1'équation A3-8 s'écrit alors :

(x +1122) AH) = exp - (x +11/2) (1-i)

F
w_ (x)=E exp-
T ° 2 N2

(A3-9)
La constante E, est déterminée a partir des conditions aux limites.

Loin des bords on peut négliger les effets de la couche limite
(Fig. A3-1). Le déplacement a l'intérieur s'écrit donc :

F 47\.T]

i~ _3/4
3/

(1- OW)

(A3-10)
Comme il s'agit d'un probléme linéaire, la solution dans la couche limite
X = - /2 est la somme de la solution intérieure A3-10 et de celle qui

varie rapidement A3-9. L'approximation de la solution fondamentale
s'écrit donc sous la forme :

(&)— (1 Ly {1+W, ©+1 W ©)+0 M)}
(A3-11)

_x+II2
n

Les fonctions WF;; (€) tendent vers zéro quand & tend vers l'infini (fin de

la couche limite). A partir de A3-3 et A3-10 on déduit la contrainte cir-
conférentielle dans la couche limite :

W © = (140 - B (W O+ W © +-.])

T_l33/4

(A3-12)
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-Z

vG6

o

"‘_,_-—-—("

L'approximation A3-10 est :

viter

o
(¢

Trés bonne bonne moins bonne

Fig A3-1
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ANNEXE 4

Dans cette annexe nous déterminons le mode de flambage dans la
couche limite et nous calculons la courbe de stabilité neutre
pour différentes conditions aux limites.

Nous négligeons ici la rotation avant flambage.

Pour étudier les huit cas des conditions aux limites (cf. notation)
on aura besoin des développements dans la couche limite des quantités u,
ny, v, xy, W, Wx, Wxx.

Les développements de U, V, W ont été écrits sous la forme (cf. § I1.3.2.)

u) =¥ { U, () + 1 [ U, () + U @) 1+1° (U0 + U@ 1+ 0 ) } exp ( ?)

n
V) SV, (0 + 1 [ V00 + VO 141 [V00 + V&) 1+0 () T exp ( -\-/‘kl )
n
Wix) = LW (0 + MW, () + W) 141 W00 + W,(8) ] +0() } exp %“l )
il
(A4-1)

Les développements des dérivées premieres et secondes de w sont calculés
a partir de celui de w :
w_ = LW, () + W (6) +1 (W, () + W E) +0 () } exp ( 71 )
n

(A4-2)

W =" L LW @+ W00+ W0 +1 (W () + Wy®) +0 (D) Y exp ( 4& )
n Ul
(A4-3)

Les contraintes ny et nyy s'écrivent en fonction de u, v, w

1 w
ne=—g [a, + V(-]
1-v n

= 1 [v

n = +u_]
Y 2(14v) e

X

(A4-4)
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. A partir de A4-1 et A4-2, les développements de ny et nyy s'‘écrivent :

n = Lz {- LKV, (x) + W, ()] + ¥ [U, @) + U, ® -V &kV,,(x) + W, () + W_(©)]
1-v il ' T

107 (U (0 + ULE) - v (KV,(x) + W,y(x) +KV,(E) + W,E)] + 0 } exp ( -3‘1 )
n

[V, () +KU,_(x) + V(&) +7 [V, (x) + KU (x) + V(&) + kU, ()]

+0m?) } exp (%q_)

n

nx = 1
Yo2(14v)

(A4-5)

On rappelle que la solution intérieure et la solution rapide vérifient les
équations suivantes (cf. annexe 4 et § 11.3.3.).

| Solution intérieure
k V. (%) + W, (x) =0
kU, () +V, %) =0
KV, (0 + W, () = -é-W;o(x)

2(1+v)

kU, () + Vi, () = =2 W, (x)
k

2v+1) W(4)]

1 L]
k V,(x) + W (x) = = [VW, (x)+ Yo

(A4-6)
Solution rapide

U, ©®-vW,® =0

U, ©)-vW,® =142v) i’ [E, 5 exp (- 08) + C.C.]
U, & =-V[E, Texp(-o&) +CC.]

v, ©®=0

W, (€)=E, exp (-8%) + C.C.

V,(®=k@+)& [E,T exp(-0E)+CC.] , ¢ +1=0
(A4-T7)
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., En utilisant A4-6 et A4-7 les développements A4-1, A4-2, A4-3 et A4-5
se simplifient. On obtient :

W 0 W) (W, ()
+

u(x) =Vn { +1[ -V ES exp (- o€) + C.C]
k?. k2 k4 (El
+0 () exp (L)
n
W, () W () YW, (x) -
Vi) ={ - - —— s —E 10 e (o)
k n

W) = { W, (x) +1 [ W, (X) +E, exp (- 6&) + C.C.1 + 0 () } exp ( %‘y— )

n
W ) =1" { W, (®)-[E, & exp (- 0§+ C.C] +0 (M) } exp ( % )
w0 =n" % [E, c’exp (- 68) + C.C1+ 0 (1) } exp (% )
W) o, . WD, iy
n = { ¥ —==+n*? [ W, 00 + — = + k' €5 exp (- 08) + C.C)1 +0() } exp S
k k
W, (x) . | :
n = {n[—S -k €3 exp (- 68) + C.C)1+0 () Fexp (L)
xy k3 1 \/Tl

(A4-8)
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On dresse un tableau récapitulatif présentant les développements des con-
ditions aux limites de U, N, V, Nxy, W, Wy, Wy jusqu'a I'ordre nécessaire

pour calculer les deux premiers termes du développement de A . A cause
de la symétrie seules les conditions aux limites au bord inférieur de la
coque, soit en x = - T /2, sont écrites.

Condition aux

Premier terme

Second terme

limites
en B _ en 1 7
Ny = 0 ** 0 W"io(-1/2) =0
enn?” enm
Ny y=0 0 W";0(-1/2)-k*(E15+C.C)=0
en 7!/ en 2
U=0 W'io(-1/2)=0 W'y (T 2)K2+ (VW "o (-Te/2)/K? -
Vv(E,5+C.C)=0
enm? enm
V=0 Wio(-/2)=0 Wi (-m0/2)/k +VW "o(-m/2)/k*=0
enn 2 en "2
W=0 Wio(-7t/2)=0 Wi (-7/2) + (E;+C.C)=0
en
W,x =0 Wio(-7/2)46+C.C)=0 *inutile
en 112
Wxx =0 (E,62+C.0)=0, *inutile
(E1=E1)

** Dans le cas de la condition aux limites N,= 0, on a besoin du troisi¢éme
terme du développement d'ordre n32. Ce dernier s'écrit :

W "1(-1/2) + 2WD, (-1e/2)/k 2+ k4 (E,5%+C.C)=0

+ Dans certains cas il n'est pas utile de pousser le développement au
second ordre pour obtenir 'expression de A,.
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Ensuite on va calculer les deux premiers termes du développement de la
charge critique

l=7x.o+kln2+0(n2) '
(A4-9)

On part des deux équations donnant les deux premiers termes du dévelop-
pement de W (annexe 2)

6

4\ k
W) + (K- —2—) W, (x)=0
io 33/4 io
(A4-10)
4 & an k° oA .
4) 8 o 1 4 2 o 2 __(6)
W) + (k- T )W, (%) = . W, (x) + 2K (k-;m)wio(x)—?W(io (x)
(A4-11)

A partir du tableau récapitulatif on voit bien que les seules conditions aux
limites Ny =W =0 ou U = W =0 aux bords définissent parfaitement 1, et
Wio(x).

Pour la condition aux limites Ny =W =0, on a trouvé (cf. § I1.2.3.)

Wio(x) =AcosTX

- 4 A
A, &) =2 L+, r=1
46

(A4-12)

Pour la condition aux limites U =W =0, on a trouvé (cf. § I1.2.3.)

. T
W, (x) =C(sin£;- cosh r x + sinh _rz_ COST X)

P 4
A ) ==—(—+k") , 1=1505619
4 k6

(A4-13)
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. Déterminons le second terme de la charge critique A, pour cela on écrit
A4-11 sous la forme:

LWy = Lz(wio)
ol Lj et Ly sont les opérateurs ci-dessous :

L (W) =W -r* W, , r=1o0u1.505619

il i
6
4\ .k oA
=__1 4.2 o 2) 2 6)
Lz(wio)_—3-3/TWi0+2k (k -;3—/4—)W(io-——2-VV(io

(Ad-14)

On introduit une forme bilinéaire symétrique < > définie par :

72
<fg>= jfg dx
-2
(A4-15)

La condition de solvabilité de 1'équation A4-11 aboutit & I'expression sui-
vante de A, :

A = 33/4 < L(\Nil)’vvio > np 33/4 < Wio’wio > [1 Q2 +a/f2) }"o
g8 <W W > e ) <W. . W. > 342
10 10 10 3 k

(A4-16)

Calculons < L(Wj;), Wjo >
<L (W), W, >=<WP(x) s W (0> -1* < W, (x), W,_(X)>
(A4-17)
Apres intégrations par parties on trouve :

- . v I 77)
SLW), Wi >=[W, W, - W, W+ W, Wi - Wy Wool
(A4-18)
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., Etant donné que toutes les conditions aux limites €tudiées imposent une
fleche nulle au bord, on a toujours :

W, (+TI2) = W, (-T122) =0
(A4-19)

L'expression de A se simplifie donc :

s W W+ W W, oW, W 1T 33,4<wi"o,wio> Q2+o/2) A,

{1-
1 418 <W., W1 > <W._, W, > 33/41(2

(A4-20)

A - Cas des conditions aux limites C1, S1, C2, S2

Cette famille de conditions aux limites satisfait les conditions
U =W =0 aux bords. On a donc :

P
A, =— (—6 + 1)
4l
(A4-21)
W, (x) =C(sin -ITK cosh r x + sinh %15- COST X)
(A4-22)
On rappelle que r est solution de I'équation :
T I I I
sm—2- cosh7+smh7 cos - =0
(A4-23)

la plus petite valeur de r qui vérifie A4-22 est :

r = 1.505619
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. I:'expression :
30 < W, W, > (2+0/2) A

{1
< Wio’ Wio > 33/4k2

3

(A4-24)
qui figure dans A, reste inchangée pour toutes ces conditions aux limites
et s'écrit :
2+a/2) A

34?2 (A4-25)

34 2

37rp{l-

sin rI1

2(I1+ )

B=1- L
' sin 1I1/2

sh’T1/2

I+ )

L'expression

" Co 77
5304 Wy Wit Wy W - W Wil e

4k

2 < W,

io?

Wio >
(A4-26)

est déterminée en tenant compte des deux autres conditions aux limites qui
n'ont pas été prises en compte jusqu'a maintenant.

Conditions aux limites S2 W = Wyx=Nyy=U=0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :
W=Ocn-I'I/ZentraineW'1 (-1112) +E, +El =0
W_, =0en - I1/2 entraine E, =El

" we 4 - ——
ny=0en-H/2entrachio(-II/2)=k (E,0+E, 0)

W _
U=0 en -T2 entraine —- (-TL/2) L42) o (-172) =v (BE+ oE )

K e

(A4-27)
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., Les expressions de W (- n/2) et de W' (- n/2) sont obtenues a partir des
" donmnées ci-dessus :

V2 -
W, 1112)=- By W, -112)
k

W, TV =2 W, (-TI)
k
(A4-28)
Le développement A4-9 de A s'écrit donc :
34 4
3 X2 X3
7»(k)=—[(— +& )(1+—) —t——-4r I3Tl]
4 k k k8 klO
ou
X1=rBQ+o/2)1
5
X2 =- 161 shrll :
o1+ (shrIl/2) )
(sin r1J/2)?
6 2
X3 2. 161 V2 (shrH/.;.)n
na +(sh rl'I/Z)2 )
(sin r I1/2)
(A4-29)
Condition aux limites S1. W=Wy,=U=V =

A partir du tableau récapitulatif on déduit :
W =0 en - [1/2 entraine W, (-T/2) +E, +E, =0
W, =0en-II/2 entraine E, =E,

V =0en - TI/2 entraine L. W, (- I12) = W, (- T1/2)
k

W,
U=0 en - [1/2 entraine (-n/2)+("+2)
K K*

(II/2)-v(cE+cE)

(A4-30)
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. Les expressions de Wj1(- n/2) etde W] (- 7/2) sont obtenues 2 partir des don-
nées ci-dessus :

W, (TI2) =L W, (-TI2)
k

' ' 2
W, e =-Y2 W (- LW, 1)
K V2
(A4-31)
Le développement de A s'écrit donc :
34 4
w0 =21y a+ 20 224 X2 ap]
k k k k
oll
2 4 2
X4 = 16 v r (chrIIf2) _
«lzn(1+(_s_'”ﬂ)2)
(sin r I1/2)
5. 16 (1+v) £ sh (¢ T)
ma+ (sh r I1/2)° )
Gsin 1 I1/2)°
(A4-31)

Condition aux 11m1tes C2,. W= Wy=U=Wyy=0 0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :
W =0 en - I1/2 entraine W, (-T1/2) +E, +E, =0
W_=0en -1'I/2€:ntraineW'io -12) = <5E1 +‘6§1

(‘”’2)w (-n/z) V@E, +0E)

w'il
U=Oen-H/2enu'ai‘ne—3-(-1'I/2)
k

N, =0en-TI2 enraine W, (- TU2) =k* €, 5 +E, )
(A4-32)
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. 4 .
., Les expressions de Wjq(- ©/2) et Wj1(- 7/2) sont obtenues 2 partir des données

ci-dessus :
W, (- TIR) =——— W, - T12)
V2K
W, - T12) =~ W, (- II2)
k
(A4-33)
Le développement de A s'écrit donc :
34 4
3 T 2 X1 X2 X3 2
M) =——[(—=+k)(d+—)+—+ -4r Bn]
4 K5 K2 K& 20
(A4-34)

Condition aux limites C1, W = Wy=U=V=0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

W =0 en - II/2 entraine W, (-I1/2) +E, +E, =0
W_=0en-TII/2 entraine W,_(-12)=GE, +G E,

W.
U =0en - I1/2 entraine —2'1 (-11/2) + (Wf)
k

k

Wio(-H/2)=v(3E1+cEl)

V =0en - I1/2 entraine 'l:vi' W;° (-1112) =W, (-11/2)

(A4-35)

Les expressions de Wiy (- n/2) et Wi (- 7/2) sont obtenues a partir des données
ci-dessus :

W, (T2) =L W, (-TI2)
k

(v+2)

k2

W, (T2) = -V 2 W, (- TIR) - === W, (- TI/2)

(A4-36)
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. Le développement de A s'écrit donc :

w4
3
M9 =2 [ B+ 222 4 2pm)
k k- 2k

(A4-37)

B - Cas des conditions aux limites C3, S3, C4. 54 |

Cette famille de conditions aux limites satisfait les conditions Nx =W =0
aux bords. On a donc :

3/4
x°=§—6(-1?+k2)
4’k

W, (x) = A cos x

(A4-38)
On déduit que :
33/4<\N'ilo’wio>{1 (2+°‘/2)7“o}_3 {(2 a/2)( +13)1
<Wo W > 41> 4’ S
(A4-39)

L'expression A4-39 qui figure dans A; reste inchangée pour toutes les
conditions aux limites telles que Ny = W =0.

Condition aux limites 83, Ny =W =Wy =V =0

A partlr du tableau récapitulatif on déduit Wjj(- n/2) et Wy" (- ®/2).
N, =0en- H/2cntra1neW (-II/2)+k E, - 1) =0

W =0 en - [/2 entraine W,, (- TI/2) + E, +E, =0
W_ =0en-Il2 entrainc E, = E,

V =0 en - I1/2 entraine W, (-II/2) = 0
(A4-40)
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. Les expressions de W (- n/2) et W;;"(- n/2) sont obtenues 2 partir des don-
nées ci-dessus :

W, CTI2) =W, (-TI2)=0
(A4-41)
On remarque que la couche limite est nulle dans ce cas (E; = 0). Ce résul-
tat est attendu puisque le mode est en sinus. Un calcul simple montre que

les termes d'ordre supérieur Ej, E3... du développement dans la couche
limite sont ¢galement nuls.

L'expression de A se déduit 2 partir de A4-41 et A4-39. On trouve :

3/4

2+0/2
M0 =211y @ 2N
k

k2

)+4m]

(A4-42)

Condition aux limites C3 Ny=W=Wy=V=0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

N, =0en - TI/2 entraine W, (-T1/2) +k* (8, - E)) = 0
W =0en - I1/2 entraine W, (- 1/2) +E, +E =0
Wx=Ocn-H/2cmraineWio - 1'I/2)v(E1 c+E 8)=0

V=Oen-1'I/2entraineWil (-1112)=0
(A4-43)

. u \ .
Les expressions de Wjj(- n/2) et Wj1(- n/2) sont obtenues i partir des don -
nées ci-dessus :

Wil (-H/Z) = O

W, (- TI/2) =k* 2
(A4-44)
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L'expression de A s'écrit donc :

EY

33/4

4

(2+°2d2)n)+4n(1+ >
k V2TIK

(A4-45)

A =2 [(—+K) (1 - )]
k :

Condition aux limites S4, Ny =W = Wy = Nyy. =0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

N_=0en- 2 entreine W, (- T2) + k' €, -E))=0
W =0 en - I1/2 entraine W, (-TI/2) +E, +E, =0
W =0en- T1/2 entraine E, = E,
N, =0en-TI/2 entraine W, (- 12)- k* €, +E, 0)=0

(A4-46)

Les expressions de Wjj(- ©/2) et Wj1" (- 7/2) sont obtenues 2 partir des don -
nées ci-dessus :

W, - TI2)=0
W, (- 1112) = "J_i'
K
(A4-47)

L'exprssion de A s'écrit donc :

¥ 1 5 (a2 \2
MO = 2 [+ k) (-2 +4n (- )]

k k

(A4-48)
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» Condition aux limites C4. Ny=W-= Wy = Nyy=0

A partir du tableau récapitulatif on déduit -

N, =0en-I1/2 entraine W, (- I22) + K* &, -E;) =0
W =0en- TI/2 entraine W, (- I1/2) +E +E =0
Wy =0en-II/2 entraine W, (- TI22) - (B, 6 + E, 3) = 0
ny =0 en - I1/2 entraine W:; (-11/2)- Kt E,; S +.I§1’ o) = O.
| (A4-49)

. ” Y hd rd
Les expressions de Wii(- m/2) et Wy (- m/2) sont obtenues 3 partir des donnés
ci-dessus : :

" 1 4
W, (IR) =—* + 1)
i { Vz(

1 1
(

: =—(—=-1
Wa CI2)= (- 1)

(A4-50)

L'expression de A s'écrit donc :

3/4
3 1 2+0/2 V2 1 1 1
Mo=2_ —6+k2][1-L2)“]+n[1+—(—2+—6-—10)]
. k k IT 2" ¥° 2%

(A4-51)
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5_ ANNEXE 5

Dans cette annexe nous étudions l'influence du pré-flambage
sur la charge de flambage.
Nous démontrerons que cette influence intervient sur le troisiéme terme
du développement de la partie rapide du mode de flambage.
Dans le cas ou on impose une contrainte axiale nulle aux bords,
la rotation avant flambage modifie le terme A; du développement

du parametre de pression A .

En théorie de Donnell, les équations d'équilibre du mode de
flambage, compte tenu du pré-flambage, s'écrivent :

2 +1+vv TV +{w W +wa +1-vwa }
u.xx 2 Yy 2 Xy 2 XX 2 Yy

n

0

1oV 1+v Wy . 1-v _F I+v F
{_" V,XX+_2 u'xy}-—z- +-—2—- w ‘xxw,y +—-2 W’x W'X}’ =0
1

2 ! {wn’(v +vu +VWFW )}+21L—{W TVw )

1']4(1-\/2) Wy 3/41—‘ XX WYY

+ — yy+'_'_1 [vwni(vy +ux+wa
n?2 77 (1) Yoo

o A.=@;+d)).

w.x)] W.Fxx= 0

(AS-1)

La solution fondamentale se développe sous la forme (voir annexe 2) :

wh(e) =20 oV ){1+wF(§)+nwF<§>+n2wF(§>+ om? }

33/4

| (A5-2)

Nous étudions l'influence de W¥(€) sur le mode de flambage dans la cou-

che limite. Pour cela, nous développons (comme dans I1.3.3.) 1a solution
| rapide sous la forme :
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. =¥ {U_ ) +1 Uy®) + ... } exp G —f/l )
n

vein (V@ -+ V@t e Gk )
n

w=n"{ W, &) +n W, +... }exp( 13!- )
. n

(AS5-3)
Ensuite nous reportons les développements A5-2 et A5-3 dans le systeme
A5-1. On obtient les résultats suivants :

remi rdr

V¥, © -y W, ©=0

U, @) -k
V,(©)=0

WEO®) + = (W) +k V,®) - VU, E) =0

l-v

(A5-4)

On voit donc que les termes de pré-flambage n'interviennent pas au pre-
mier ordre.

Second ordre

1+v ’ =
,2@ k—2 V(&) - VW) =k — U, ®- —3,04-(1- LYy (WE ()W, (8))

V(&) = k@I, ©

2 200 "
w“"(§>+—<w 2® V0 - VU@ K22y W ()
42, (1% .
+ _)2(__2_) (U, ® VW, ©)1W, E)
334 (1-v2)

(AS-5)
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. ,La prérotation a donc un effet sur les seconds termes du développement
de 1a solution rapide du mode de flambage.

En utilisant les résultats du premier ordre, aprés arrangement, on obtient

4hg

U,© -V W& =K @u+D[E B exp (08 + C.C 1+ 37 (1-%\") W &)W, ©)

V(€ = 2+V) k [E;3exp (-0E}+ C.C]

- ok, AU e ®;
00+ W= () B, e (09 400 —g L (OWE)W, =0

(A5-6)

Etudions maintenant l'influence de la prérotation sur le deuxiéme
terme A;. A partir du développement de ny (premiére équation du syste -
me A4-5), on remarque que le terme en facteur de 13”2 dépend de la solu-
tion rapide du second ordre. Ce terme intervient dans le calcul de A, pour
la condition aux limites N,= 0. Dans les autres cas, les termes du deuxieme
ordre de la solution rapide n'interviennent pas dans le calcul de X .
La prise en compte de la prérotation modifie donc le développement de

n, 2 l'ordre 1 ¥2 . Calculons cette nouvelle valeur. A l'ordre M 32 1a
condition aux limites N, =0 en x égale a - IT /2 s'écrit :

Ui’l(-%)+ur’2(0) VUV + WD)+ V(004 W,,(0)1=0

(AS-T)

A partir de la premitre équation de A5-6 et des équations du mode inté-
rieur (cf. annexe 4), AS-7 s'écrit :

" Ly WO ( Lyt 1) 2 [, (0) W;y 03] = 0
Wil (-;)-Pl-(; i0 ('-2—)+k [EIO' +C.C ]+-—33—l4(;;2;'k 0 r1 ] =

(AS-8)
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» A propos de I'€quation A5-8, on fait les remarques suivantes :
b}

- Dans la couche limite, la solution axisymétrique (pré-flambage) influe
sur le mode de flambage, comme le montrent les équations A5-6 et
A5-8. Ce résultat est dii & ce que les épaisseurs des couches limites sont
du méme ordre c'est-a-dire de l'ordre de 7.

- Suivant les cas (Nx =0 ou U =0), la couche limite peut modifier le
second ou le troisiéme terme du développement de la charge critique
par rapport au petit parametre 1.
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»

ANNEXE 6

Dans cette annexe nous étudions le cas des coques longues telles que le
nombre d'ondes du mode de flambage est assez petit.
Nous déterminons les équations que yérifient les premiers termes du
développement asymptotique & I'intérieur de la coque.
Nous utilisons pour cela la cinématique de Koiter-Sanders.

On part des trois équations d'équilibre en théorie de Koiter-Sanders (An-
nexe 1). On fait le changement de variable suivant :

h 1'12 w¥*
1,‘/ 12(1-vH)

y

W=

) T

y* =

(A6-1)

La premiére étape consiste 2 éliminer w¥-Oy* v* de la troisieme équation
d'équilibre & partir de la deuxi®me, puis deriver deux fois par rapport a
y*. On obtient :

2 2.2
1V 242 e 23 g PSP S L Lk
_i_[axay,, v +3y*axu + 16R2 3 aﬁay*v - axay,,u )]+Ti§;-[a‘;‘,*v + A ay*w

. _
+L82, vE TN O, W+ A 3, wh +\* ot v +TI2 30 v + T2 3, w*)
A y y y y y
h21'12 3-v 2.3 2 42+5 243 3-v 42 1-v .5
= * .y o * .2 *
" 12R2[ > _@i.‘"**‘m 205w + W @A + 50,3V - 2.2,

(1+0)  42~2 3
7 ( axay,v* - ay,axu*) 1+

n? 1t

1212

3 w=0
Yy X

(A6-2)



" *Ensuite on dérive Ia premiére équation par rapport a y* et on multiplie Ia
deuxiéme par v, puis on calcule la différence. On obtient le résultat sui-

vant :
2
Do Dk +3%% v = R EACLIP (1+0) - .32, u* [(1-v)-(1+a)2h* ]
2 Xy X'y 48R2 X'y 2 X'y
2
+4VA D W+ Ak Bk 2 (L) TP 970 s 2y 6y KT o4, W
Xy Hz b L A L2 Xy
2 2
3VR® 4 . 3(l-v) A* - 3yR? A% 1.y
+ ? axV* ['T - (1+a) T] + L2 axay,,,u* ((1+a) -3— - T) }
2
R™ (1-v) 2+v) 3 v(1-v) _4
- L—2 [ _2— axay*u* - —2— axV* ]

(A6-3)

Enfin on soustrait membre 3 membre A6-2 et A6-3 puis on multiplie par
L2/R2, On obtient :

»

2
h 3(1-v) 3 2.2 2 2.2
— {5 [0,3,u* - 3500 ]+ I (1+o) [ 397, v* -axai,w* ]

48R
2,3V.ag3 . 20205 e ax 293 w3V lvs N
-411 [Taxay,,w +211 axay,,,w + A aaxay*w +Tay*axv -Tay*axu
2 2 4 *
-1 R 83,,84w* ] L. A (64,v* + A% 83,,w* + L az,v* + 17 87,,w* +
2 y*x 2 _4 Vy y 2y y
L R 2 2
h™ L

5 2
AMIT 3w+ 2% 38 e TC0,v* + %8 ,w) } = precach! il

3
E
axay,,u

2

* 9
4v72L axv *
IT

R *
2 (L) I 333w + R_2 [2VIF Bv) 33, % +3 v ave (3 % Qr)x
L —

+A* I (140 ] - LA -20% (Lroe 4vax %9 v +

3

+3v aiay,,u* ( )}- % [ 2+V) aiay,,u* -valv

(1+0) A* _1l-v
3 2

(A6-4)
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» En faisant un développement des déplacements u, v, w en R2/L2 et en
cherchant des solutions harmoniques dans la direction azimutale :

R’ oo K
v ={U x)+— g U,x) +— y U, (x) + ... } exp (ik*y*)

R’ R*
vE = { V(0 +— V;;(x) + — V() + ... } exp (ik*y™)
L? r*

R? R’
wk={W. (x)+— W. (X) + — W_(x) + ... } exp (ik*y*)
L2 il L4 “i2

(A6-5)
On obtient au premier ordre :

1-v 4 t 4 3
—5 [(2+v)k*ax Uio- \Y ax Vio = = [ k* Vio -A¥k* W

*
My W Pk WL+
2 io io io
T
1-v
R AR 2 SR A A L
K 1+v

— Vip "V, W, =0
SV, k*W,_ =0
(s ] 10

(A6-6)
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ANNEXE 7

Dans cette annexe nous donnons l'expression des matrices de rigidité
€lastique K.° et géométrique AK,®élémentaire.
Le mode et la charge de flambage sont déterminés en cherchant la plus
petite valeur propre et le vecteur propre associé des matrices globales
/ Kyet AK,
La cinématique utilisée est celle de Koiter-Sanders.

Le probléme d'équilibre élastique de la coque sous pression re-
vient a chercher les points stationnaires de 1'énergie potentielle totale de la
structure. :

Cette énergie s'écrit sous la somme de deux fonctionnelles Pg, Pe. L'éner-
gie de déformation élastique P4 fonction des déplacements U, V, W s'écrit:

L 21R
1
P,= 3 I J (Ny Yy Nyyy + 2Ny yYxy + Myxy + M K + 2Myy Ky dxdy
o o
(A7-1)
L'expression de Ngg, Tap» Map: Xgp 2 €t€ donnée dans le chapitrel. Sous

I'hypothése de charge conservative et en négligeant les forces de volume,
le potentiel des forces extérieures P, peut étre exprimé sous la forme :

L 2IIR
Pe=-I Ipwdxdy+Termesdebords
o o

(A7-2)
L'énergie totale P s'écrit donc :

P=Pq+Pe (A7-3)

La solution fondamentale est solution du probléme variationnel suivant :

L L

SW
j{N§(8UX+W§SWX)-N§—R--M§SWH}dx=j p W dx
o [+]

(A7-4)
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F PR
Nx=ro
F
F F A"
Ny=VNy - Eh—

(A7-5)
ou

o, vaut O (resp. 1) dans le cas de la pression latérale (resp. hydrostatique).
Le mode de flambage est solution de I'équation variationnelle :

L 2[R

J J { N &yy + N Oyy + 2N, OVyy + M, Ok y + MKy + 2M,,, 0K oo, } dx dy

o o

L 2lIR
1
=- I J [N [W 3 8W y +2 (V- Uy) (8V - 8U )]

o o

v, Uy-Vy
+ NG [ (W y+ V/R) (SW,Y+8T{-)+—£Z—:£-(8U'Y—5V’X)]}dxdy

(A7-6)

57x=5Ux+W,Fx§Wx

W
Oy =y g

8V
Sy = BU y + 8V 5 + Wy BW y + =)
8k, = - SW
*x X v
SKY—-(SW'YY+T)

(A7-9)
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> «En cherchant des solutions de la forme :

UX,Y) = UK) exp (i % Y)
VX,Y) =i V(x)exp (i% Y)
W(X,Y) =W(X) exp (i% Y)

(A7-10)
et par le choix suivant de la fonction test :
8U = 8U exp (-i% Y)
8V =-i8V exp (-i% Y)
SW = 5W exp (- i-R’l Y)
(A7-11)

La formulation A7-6 s'écrit aprés intégration par rapport a Y.

L
j { N, &y, + N oy, + 2Nyy Sy + M, oK, +M, 8K + 2My, 8K o, } 2TIR dx
o]

L
1
= [ I W W L v - R0 V-2 1))
Fo n n v, 1 n n
NY[(EW+V/R)(E5W+T)+Z(V’X-EU)(5V,X--§-8U)]}ZHRdx
(A7-12)

L'approximation par éléments finis des déplacements U, V, W consiste 2
faire une interpolation de la forme :

U=<N@©)>{U,}

U,

2

V=<N(§)>{\‘/,1}

2

W= <Ny®>{W,}
Wl.X

sz.x
(A7-13)
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+ sur chaque élément de longueur l.. Les fonctions N(§) (resp. Ny (£)) sont
des polynomes d'interpolation linéaires (resp. d'Hermite) écrits sur 1'é1é-

ment de référence et { Uy, Uy, V1, V2, W1, Wiy, Wo, Woy } les variables
modales.

Ces fonctions sont :

NE) =<8 1- & 1+§
N, (&)=< Nl, N2, N,, N, >

ou

2 1 2 2 Nl
N, =8 §)4(2+E_,) Ny =D D N3=(_1_’;§)4_(2L§)_ , N, = @ );§+ )1,
(A7-14)

La forme intégrale élémentaire de A7-11 sur un élément de référence
s'écrit :

j[q] (57 (D1 [B) g - = j[q] ") 0,+D,) (B " £ &

on pose :
(K)=[B]' DI , MK1=[F] ©+D,)F]
(A7-15)
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0 |2_WF<.§>N]® I"’_ch N,G) I‘_ 0 ZWIENG W NG
e e e ,-l e e e

N® N e 75 3<5> N§)
0 R'(‘Z‘) ® R
n -6 A D ?) W) ”l\bW § | 1+§ '_-.<ng NG N
4 4 A, - Ay
o0 tip hp o o Aa g
2 X o |
]-:1 n2 . n2 ' 0 n 'H_§ n2 ' n2 N )
.o = ETN]G) | ?Nzﬁ) -R_(Z_R) EfNaﬁ') Py 4§
n 1% 3 NN DNy o 3 h e Ay
- d o o o |
\ 1 0. o 0
) 0o 0 1-v 0 0
Eh/l-v = 2
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[al= ]y,

Les modes et les valeurs propres que nous avons calculés ont été restreints |
a un état fondamental de membrane. Ceci revient A annuler les termes de
pré-flambage (W 'g(€)= 0) dans la matrice B et a simplifier les contraintes

fondamentales A7-5 sous la forme classique :

PR
= -} =

2
=-PR

N
N

> m

< T

(A7-16)
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ANNEXE 8

Dans cette annexe nous déterminons la matrice et le second membre
du probléme linéaire qui permet d'obtenir la solution numérique
U, V, W du probléme auxiliaire 1-26.

Ensuite nous établirons l'expression des coefficients ogget oy;.

Pour le calcul numérique, nous utilisons comme dans lannexe?'
la cinématique de Koiter-Sanders. Les déplacements anxiliaires U, V. W,
solutions du probléme variationnel 1-26, sont les points stationnaires de la
fonctionnelle mixte suivante :

F

W U W U W

= . - —— Pl _-I.& — —ﬂ. ——
‘L J‘{Naﬁ[aaﬂ R 8a26|32+(W’a+ R Saz) 5 +2(W.B+ R Baz) 20‘

F
1 U U 1 2 N U U
el B3 l R —aB 85
+ 5 (W'a+ .__sRa az)(w, + R B2)+ 3 (U1,2 V.1) SaB] + ;‘ [(W'a+ _aRa az)(w,B+ R BZ)

2 U,V 1- S0

7 —M K }d Q + termes de bords

2

Q=[0L]x[02IIR[

(A8-1)
ol
U +U
t—:m 3 = _a‘Lz_ﬁ.g_ , tenseur de déformation linéarisé
N : tenseur des contraintes résultantes

MK : respectivement les tenseurs des moments et des courbures

e*(N) : énergie de déformation de membrane en fonction des contraintes
résultantes

'%MiK énergie de déformation de fle-
xion.

La fonctionnelle A8-1 peut s'écrire comme la somme d'un terme quadra-
tique et d'un terme cubique :



i

L= L2 + L3
(A8-2)

WF
Ly= [N e 18,8+ W +—6 )t W +—&8 W]

o R o2 B2
+—2-§

U 1 2 1
SOV 8V 8,0+

77UV SaB] i E *rz

2M:K}dQ |

U U 1 25 1N 440
L, = J [W g0 Wt ® 8 )tz WUarV)d,.15

. LER] . A h
La solution auxiliaire U = { U, V, } est donc solution du probléme va-

riationnel suivant :

A A 1 N
L, (U,80)+L, (U, 80)=0

(A8-3)
ou

U1 ={ Ul, Vl, W1 } est le mode de flambage qui peut s'écrire comme suit :

[exp(in-RX)+C.C.]

2

Ul &y =U'x

[cxp(-i-rl;—Y)+C.C.]

v XY =iV X) >

[vcxp(lan)+C.C.]

2

W &Y =W X)
(8-4)

En reportant les valeurs de L et L3 dans I'équation A8-3 on obtient :

&
8U 50
j{[ (8U) 82852+;WF(8W +—83 )+_wF W +_£5 )]Q*
Q NF ?J 50 " 56
+—§[(W +—°‘8 )(8W +—§-8 )+(WB+R - R »

1 A A A
*5 U,V ) (8U_2-8V’1)_ 8 +m Ok }dQ=
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A

. SU Ul U‘l
J{N [Wh+ “8 )W RS )+-(—-3—i)-8(U'2-\’;‘1)8aB]}dQ

4
(A8-5)
et
A A A
1 Jex A 1 AU 1 A U
—— = — B el —a
ha Mo )1 (U) R azaaz 7 W OV o g8 ) + g W (W 4 28.)
1 1 1 2
ty W"L*T“ O W g* _R& 3 +g W,V 8
(A8-6)

On rappelle que l'éngrgie de déformation élastique s'écrit de la forme :

1 . 2
e*(N) —E[ (I+v)N: N-v(trN)']
(A8-7)
A partir de A8-5 et A8-6 on déduit I'expression de N :

En 1 v O
N=Cy ; v=7y"+7" ; C=—res v 10
l-v 0 0 1-v
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Ensuite on reporte A8-7 dans 'équation A8-4. On obtient :

J { MK, + M 8K, +2M, 8K, - + Ny [ U + W5 W, ]
Q ~

L. W L D VI .t
nY[SV.Y--_R—]+NXY[8U.Y+8V.X+W,X(SW.Y+T)]+

A )
E.A AN 1A A A A I NSV
NX [ W,XSW,X + 7 (U,Y'V.X) (SU,Y' SV,X) 1+ NY [ (W,Y+ E) (SW,Y"' -E-) +

ul-v

1 1A ¥ AN
}dQ=-J‘{NX[W'x8W'X+

1
1 A ~
Z (U -8V ) ]

A N
7 Uy V) BU,-8V )

oo VoA . Uy Vy A A
NG [(Wyt =) BW y+ ) + X - X SUyVl+

A BV Vi A A A
Ny [ W'y BW y+ =0 + (Wit =) BW 14 Ny [8U o+ W3 SW ]

: )
AW

A
A A N &V
+ Ny [V y- =1+ Nyy [3U y+ 8V 4 Wy (BW o+ )] 14 Q

(A8-9)

N-=CoF NNL=C7NL

L'équation A8-9 contient deux termes. Le premier terme a été déja ren-
contré dans la résolution du probléme linéaire qui consiste a chercher le
mode et 1a valeur propre Ky = A K (équation A7-6). Le second terme est
nouveau et est fonction de la solution fondamentale et du mode de flamba-

ge.

La solution de 1'équation A8-9 s'écrit sous la forme :

cxp(%)+€.€.

5 ]

U=Um+ U0

" exp (zlﬂ )+ C.C.

V=1iV,(x) [ R2

2inY

]

)+ C.C.

exp (

"~
W= W) + W, [ ]

2
(A8-10)
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+ La résolution de I'équation A8-9 se fait en deux étapes.

La partie axisymétrique se résout en choisissant une fonction test de la
forme :

N A

dU = dU(x)

50 =0
A A
SW = dW(x)
(A8-11)
Avec le choix de fonction test A8-11, la forme intégrale discréte du pre-

mier terme de A8-9 s'obtient en remplagant n par 0 dans les matrices K,

et K5. Le second terme compte tenu de A8-4 et aprés intégration par rap-
port & y s'écrit :

L
1 1,1 1 01 1 NL F
-EJ{NXW’XSW'X+NXY(§-W + V) BW 4k Ny ™ (BU o+ W W )
0

NL OW
- Ny T}211Rdx
(A8-12)
ou
1 1
2 pRU-V
i 1y ZIWh o+ (———2 )]
47X 2
Eh o
T2 1 nRU-V
w | v LiBwle Y, (2 Xy
Ny 1 v T U W)+ (—5—)

A A A .o
Les déplacements Uj(x), Va(x), W, (x) en exp (2inY/R) qui figurent dans
1'équation A8-9 s'obtiennent en choisissant une fonction test de la forme :

2inY
—)

R
8?/ = SG(x) exp (- —2211)

A A
U = dU(x) exp (-

SW = SWX) cxp(--—llrg-)
(A8-13)

Avec le choix de fonction test A8-13, la forme intégrale discréte du pre-
mier terme de A8-9 s'obtient en remplagant n par 2n dans les matrices K,
et K. L'expression du second membre s'écrit apres intégration par rap-
portay:
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1
nU
(T-V

4

1

x)

(2n

R
7 -

nU 1 2n

NY[(n W1+V1)(2n8W+8V)+( R -V-X)(TSU-BV-X)

4 'R R’'R R 4

L 1
-J{Nx[w1 SW, + U - §V
AP Sb ¢ i .x)]
0
1

]+

1
N. 1
XY 1 ,2n oV n_1 V
T[w.x(_aw+_).(_w +_)6W.X]+

NL NL_2nV W NL . 2n
Ny [8Uy + Wy W, 1-Ny [+ ]+ Ny [ 38U + 8V,

F ,b2n oV
+Wy (Z8W+)]1}2MIR dx

(A8-14)
ol
n_. 1 7
] r 1 _R'U 'v,X
[ N F LWy - (0"
n._. 1
=U-v
3 1..n_3 V. ¥ X 5
Ny "C '§[('§W+'§-)+( 5 )]
£W1+_1_
1 . R R
K Y

On se rameéne ainsi a la résolution de deux problémes linéaires qui consis-
te & calculer les déplacements axisymétriques et en exp (2inY/R) de 'équa-
tion A9-10. ‘

On va ensuite déduire les expressions des coefficients oy et agq. Ces
coefficients sont définis a partir de : [29]

d 1
a, =—L (U)
11 an 2

R
®3p=2L, (U, 1)
(A8-15)



176

A partir de 'équation A8-2, a11 s'exprime comme suit :
F 1 1
d (N U 1 U 1 1 1.2
= Eﬂ_f& [ (Wfa”'iz%az) (W.sJ’Ta&abz) r7 Uy V) 8,140
Q
(A8-16)

En faisant l'approiimation d'un état de pré-flambage linéaire, on peut ap-
procher les contraintes NY, N';;: de la forme (cf. § 11.5.1 et A7-5)

N§=-a?»thR
F PR
NY=-khc
ou
P 4T1E h 5 R L
o= (=) (=)(2)

- (36 ) R L' h

(A8-17)
A étant la valeur propre. L'expression de a;; s'obtient donc en rempla-

cant N (resp. N‘y) par - ohoR (resp. - hotX)  dans la matrice de rigi-
dité géométrique puis calculer l'intégrale :

! 1
=4 Ko (nc) -q
(A8-18)

KG : matrice de rigidité globale intégrée sur tout le domaine [0,L] x [0,2IIR [
q1 : déplacements modaux du mode de flambage

n_ : nombre d'onde critique.
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+ Le coefficient o, s'obtient aprés avoir remplacé le mode de flambage U!
et les déplacements auxiliaires U par leur valeur dans le terme cubique
L,; (équation A8-14). 11 suffit alors de calculer l'intégrale suivante :

L 2IIR
2

1
1 N A" 1 n
0‘30=J I{ [W,lx*‘Z(U,IY'V.IX)?j Nx+[(W,IY+T{)2+Zw.1Y'V.1X)2]NY
0 o

1 A _
A A 1 1A Uy Vy A 4 1
+2NXY[(W,Y+'§—)W,X]+2[W.XW,X+ 7 (U,Y'V,X).]NX

Vl ~ V‘Q U1 - Vl

A A
TR_') (W.Y+ 'ﬁ'

)+ =K (U -V ) INg +

1
+2[(W'Y+ y

N R A SR Ve 1
Z[W’X(W'Y+-I—{-)+W.X(W‘Y+-F)]NXY}dxdy

(A8-19)




178

" ANNEXE 9

Dans cette annexe nous calculons la réduction de la charge critique
causée par un défaut localisé.
Ensuite nous vérifions la relation y/o 1 = A 1.
On se limite ici & 'approximation du mode inextensionnel
et nous étudions le cas de la condition aux limites Ny =W =0.
Nous utilisons pour cela la méthode des échelles multiples décrites au
§ I-3-1.

Les équations de compatibilité et des moments en théorie de Donnell (en
tenant compte des défauts) s'écrivent :

4 2
0 i N 82 w2 _. [wéw] ]
dy mox
4 2 2 . otw
a:"_ azf2+ "'37;43V2V=[w’ﬂ+[w°’ﬂ_ 3/4c 20
ayt nxt 3y 3 3y

(A9-1)

PS]=P, S'yy + P'yy S,xx - 2S‘xy P'xy

Le mode de flambage et l'équation de la courbe de stabilité neutre pour la
condition aux limites Ny = W = 0 s'écrivent :

1 ey C.C.

-icosx[acxp(—J;-)+ ]

3/4 n

3 1 2 1/8
x‘-:T(;g'*'k ) kc=3 ,x‘::l

(A9-2)
On considére un défaut localisé s'écrivant de la fagon suivante :

W, =a CoSX W, (y)

o la fonction w(y) satisfait la condition :
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e w @) <Me®? | (@M)>0
(A9-3)
On introduit une nouvelle variable lente z définie par :
z=gy
(A9-4)
ol
2 A
£ =
A

La fonction de contrainte f et la fléche w sont fonctions des trois variables
indépendantes x, y et z. La dérivée par rapport 2 y s'écrit donc :

22,2
dy 9dy oz

(A9-5)
On en déduit facilement les dérivées d'ordre supérieur 9%/9y2, 33/9y3. En-
suite, on développe w, fetAen € :

2 3
W—€W1+€ W2+8 W3+...

2 3
f=ef +ef,+€1, +...
2 3
-%a1=sB2+s,B3-... *
- (A9-6)
En injectant les développements A9-6 dans le systéme A9-1 on obtient.

ier ordr

34w1 azfl 4% dw
- +
3y nlax 3 oy’

(A9-7)

*  On peut montrer que le premier terme B, (facteur de €) dans le déve-
loppement de A/A, a; est nul.
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con rdr
4 82w [w,,w.] 3
d f2 + 2 - 1’17 Lif
ay4 n28x2 2 dy oz
2 2
e Wz_af2 4Xcaw2_-4iiw
ay4 n28x2 33/411 3y dy oz 1
. 84 9.9 w +[w f]-—SB w"(y)cosx
33/411 ay oz 1 1’71 33/4 271

(A9-8)

Les solutions respectives des systemes A9-7 et A9-8 s'écrivent :

lcosx[a(z)e (ikcy)+CC]

5 1 Xp -J—-___— L.
.. YT

1 cos x ik

fi== [a,(2) exp --‘-:Z + C.C]

2k4 ‘/;1—

W1=

(A9-9)

2iky
In

w, =1 { [az(z) exp ( )+ C.C]cosx + hz(y) cos X + wo(x)

w 2 iky 1 ' iky . iky
+-i(x)[a(z)2exp( )+ C.C.] + = p(x) [a,(z) exp (—=) - 2,(2) exp (—=) ]
e yn 2 In
£, =1 {alay(2) exp ( 2% y4ccl °°Sf + g,(y) cos x + £ (x)

In 2K
£,(x) 2iky 1 : iy . iy
+ 2 2@ exp (=% ) + C.C] + = Q(x) [a,(2) exp (—=) - 3,@) exp (=) 1}
! -L 1 1

In 2 yn In

(A9-10)

Cherchons maintenant les équations que vérifient les fonctions figurant
dans A9-10. Pour cela on reporte A9-10 dans A9-8. Pour les fonctions
Wo, fo, W2, f2 ON retrouve les équations établies dans le § III.3.1.a . Les
fonctions hy(y), g2(y), P(x) et Q(x) sont définies par :
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@) h,(y) _

g2 (y) = 2 O
n
@) gz(y) 4},‘: " 4 szc "
h,” (y) + +——h,(y) =-—— w,(y)
2 112 33/47\ 2 33/4n 1
(A9-11)
P(x)=Acosx
Q)= Bcosx
4 4i 3n
k B - A = T/S Tl
3
(A9-12)

Le défaut localisé induit une discontinuité des différents termes wy,fr,
ainsi que de leurs dérivées dans la région du défaut localisé. Notons par :

[£(0)] = f(0") - f(0)

la discontinuité d'une fonction f au point y = o.

La transformée de Fourier définie par :

<+ o0

£@) =ty exp (X2 ) ay

In
(A9-13)
appliquée au systtme A9-11 en tenant compte de la rdiscontinuité en y=0

s'écrit :

'g,-hy= [g,] -i 0lg] - 0 [g,] +i’ [g)] = O

g, +h,0" (1-—2) = [hy] - i0 [hy) - 0'Th,] +iw’[h,)
37w
X - i)+ ot w =
+ - 1M + ® =
2 2 K~

(A9-14)
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. Le déterminant A du systtme A9-14 s'écrit :

A= (1- y+1

6 2
ko

(A9-15)

On remarque que pour ® =+ ou - K¢ le déterminant A est nul. Ecrivons
les solutions de A9-14

4 4(:)2
a((x)-—g—)+[3
k
A

co4B-a

g,(®) =

b (@) =
(A9-16)

La condition nécessaire pour quekz et g, soient bornés en @ ==L k¢ est :

4
= =
o P=a enw=1% k_

(A9-17)

Cherchons l'expression des quantités qui figurent dans o et B. Pour cela
on écrit que la fleche w et la fonction de contrainte f ainsi que leurs déri-
vées par rapport a y et z sont continues. Ce qui se traduit par :

Wy

ow, Ow
2,1

dy oz
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f2
dy oz
2 2
) £, 2 d £,
ay2 By oz
3 3
ag+38g
ay3 ' ay oz
(A9-18)
qui sont des fonctions continues.
On obtient respectivement les valeurs de o et de B :
03wy 41 o 6 [3'1] o
=21k B3] -4~ [] +2k (—-+[E])
03 4 s o3 2, K
B=2ik A[F)]-4ik [T]+w ([a]+3[E])
2 . - . ' - 4 BZxc(")2
+-5 C2ikA @]+ 21k [E) - [2)] - [5)]) + W,
k ~
(A9-19)

- On reporte A9-19 dans A9-17 et on remplace By par sa valeur 2 partir de
A9-6, on obtient :

34 - ;
Al =L w k)

(A9-20)

La charge maximale est obtenue i partir des relations 3-10 et 3-1len fai-
sant tendre r vers 1'infinie:
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AT 4

a4w __xi_'__c_azw =_6'nazazw + i azw
3 2 1

y o 112 33/471 y y'z 33/411 y 1

an, 3w, 07w 2a 0w
- - W,y +—— w,)+
334 zy 33/4T1 z%y "2 N

wpfil 5 )

+_—Tl +;(ayazw1 d f -axé)zw1 axayf1 +
2

ayazf1 d, w, -0 0

zfl axaywl)

(A9-31)

Appelons respectivement Q,, Q, les seconds membres de A9-30
A9-31:

5@ 6 _; L
| = [—2 + 4 ik” Q(x) ] + termes non linéaires
n k
2 (2) 2 4Ka(2)

Q, = L 16 K+ 4 ik P(x) (k2 e )]- T 1 >~ °+ termes non linéaires.

n 3 37N
(A9-32)

Les termes séculaires s'éliminent en écrivant / ;

4
Q,k'-Q =0

(A9-33)

En injectant A9-32 dans A9-33 en tenant compte de A9-12 et A9-2, nous
obtenons :

2.3% 3 (y) +2, A-A) =0

A partir de I'équation de la courbe de stabilité neutre A9-2, on peut bien
vérifier la relation A9-29.
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