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NOTATIONS

Variables physiques

U déplacement orial
V déplacement circonférentiel
y déplacement radial ou mode de flambage
X coordonnée axiale
Y coordonnée circonférentielle

longueur de la coque
rayon de la coque
épaisseur de la coque
fonction de la contrainte
contrainte axiale
contrainte circonférentielle
contrainte de cisaillement
moment suivant x
moment suivant y
moment de torsion
pression
nombre d'onde circonférentielle
module de Young
coefficient de Poisson

(entier)

L
R
h
F
Nx
NY
Niv
Mi
Mv
Miv
P
n
E
v



, Yariables sans dimension

u
v
w
rl;ç
ny
nxy
rrl;ç
my
rIIxv
f

n

z. = L ^/t-vz
Rh

n - -II--'' 
l'rl4 ^lZ

L=+Ë*tIæ

x
v

coordonnée axiale
coordonnée circonférentielle

déplacement axial
dé-placement circonférentiel
oéiru..*ent radial ou mode de flambage
contrainte axiale
contrainte circonférentielle
conûainte de cisaillement
moment suivant x
moment suivant y
moment de torsion
fonction de conuainæ

paramètre de Batdorf

paramètr e gêométrique équivalent au
'prtt*attt 

de Batdorf et qui est petit

F;t les coques très minces ou longues

paramètre de Pression



6

)v* = 12

NL

TIR

k=K

b= -0go
d t t

PR3(t-v2)

Eh3

K*=KR
L

paramètre de pression

nombre d'ondes circonférentielles

nombre d'ondes circonférentielles

nombre d'ondes circonférentielles

a
ao
â1
rw1

\tr/r

T
À',  À"

facteur de sensibilité aux défauts
amplitude du mode de flambaee
amplitude du défaut réparri
amplitude du défaut loCaHsé
défaut localisé
défaut localisé
coefficient de modulation d'amplitude
dérivées première et seconde dê h
courbe de stabilité neutre
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C1

C2

C3

C4

U=V='W=W,X=0, Sl

W=Vy' ,x=IJ=N*y=0, 52

'W=W,x=Nx=V=0, 53

W=W,x=Nx=Nxy=0, 54

W=W,xx=U=V=0

W=W,xx=U=N*y=0
'W=W,xx=Nx=V=0

'W=W,xx=Nx=Nxy=0



INTRODUCTION

La théorie des structu-res_minces (coques, praques...) est ut'iséedans la modélisation de nombreuses structurei industrielles. ôn rencontreces structures dans res domaines nucléairer, uéronurrtiqrres ït ierorpatiauxmais également pour cerraines construcrioni méc3"ià;il; 
-.îrir., 

(plates_formes pétrolières marines, boîres de conservËr...1. oîLii-oË i:i*po*-..de ces structures, des recherches sont menées depuis le début du siècle dans
:i:Ë:ij#dier 

la stabilité des coques cylindriqu.* r"", îiiËrs types de
cependant les premières solutions analytiques sont limitées à cer-tains tlpes de conditions aux limites eiËt*gèmônrs t361. Le oeveloppe_ment des ordinateurs et des méthodes 

""-éfi3, 
u p.r-is de construire deslogiciels en vue de résoudql" problème o. r'àLilité c,esr-à-dire de calculerla charge et le mode de flambagè tnéorique;;;;r bonne précision et sansrestriction [4] t351.{391 tIll.TËutes ceiérudes numériques montrent l,effetimportant des condiiiont-u,r" limites .ir.-.0Ëqu'elles peuvent jouer sur lavaleur et I'aspect de la charge de flambag;;à;i"ode de flambage.

Dans les années 1930-40' on a constaté un écart entre les observa-tions expérimentales et les résultats théoriques de la stabilité linéaire. uneidée a germé : cette différence était due à rËii.t àes imperfecrions. En 1945Koiter dans sa thèse t20l a dévelopfJdrÈ;; gerrerate du posr_flambagedes structures élastique!.n a établi-qï. rË"i*p"lectio.rs et les non-linéaritéspeuvent réduire d'une façon significïtiue r".turle critique. n u .i.rri expli-qué les différences observéesËntre Ë #;;rliieui.. er lexpérience. plustard, des varianres de 'approche de Koitei;;; ailè;ô;êil*, qu, r.,fondements de sa théorie ioient qgltlielrgi ii0i. cene théorie est à ta basede nombreuses applications t9t tjgt rjr. ÊirË.'oiJirr. à déterminer res coeffi-cients de féquation non lineàiia!"i goïur.n. iÈîorution de l,amplitude a dumode de flambase en fonction cie rI .ttuijè. il i'.d;;; Ë^à'Ëi.urs er enpremière approximation, les effets non-[nÉaires sont pris en compte par leseul coefficienr b reliant l'incrément de .h*g;; i'amplitude :

I - I .  =ba2  +0(a3)

Après introduction d'un défaut d'amplitude ao, pour les structures sensiblesaux défauts, cette théorie permet ausii ae calcftôr h réiluctiô" â" lnurge cri-tique :

-&--  1 -"æ
À

c
{ -o(ao)



La théorie de Koiter n'a pourtant pas résolu d'une façon définitive Ie pro-

blème des impeâ.ii""t à^ttt les,àoques' Ainsi dans le cas des coques en

compression axiale, iI existe- 
"ry 

f*itdifférence entre 1a théorie et I'expé-

rienôe t37l t38l:il ;it;Ët a" qt"uile3xp.e1'mentale dépasse de 15 à 607o

ra charge a" roii.ii;rz; p"1 r" i""i"le ôi-dessus.Il serâit donc nécessaire

dans ce cas de pousser pluq loin ies développements asymptotiques' Par con-

ffe dans le cas de la pression 
"*-i.*t, 

la ttréorie. de Koiter est relativement

satisfaisante. cJ; ,rian à *9;;i"dt. sensibilité de cene soilicitation aux

imperfections i"itiJ;t: l-u tea".iio" Ot la charge critique calculée à partir

decettethéorieestalorsenassezbonaccordavecl'expérience.

Uneanalyserécenteenpost-{I.amlage,desstructuresàgrandrap.
porr d,asp"., u'Ëiâi;ii. 

"qF;il;'d;pùË,tqi 
*. la théorie non-linéaire de

Koiter 
"t 

u p.À[-d'érodi", ;ï;u;; celulaire, c'est-à-dire des modes

de flambage à peu près periodiqueJtâsl-tia ttll. un autre avantage de cette

théorie est de penneffre o.r" *êiU*te prisé ttt to*pte des défauts géomé-

triques ç-r de lêur influence ,or"iîî.ryt O-9 flambage notamment pour les

défauts localisés t2l t3l t30l--k;;;.rrli;* dévelàppeâents de gette méthode

ont été utilisés dansles problèËt"ffiàt*iqot ati n"iats [2al t31]'

Dans cette thèse l'analyse du f$mbage cellulaire est appliquée à

Iétude des coques cylindriquel sous presslon' , '
l'oU:âliirËrt A'oUi."it;f;ieË des méthodes mathématiques des ex-

pressions simples de la pression de fla:rrbage- utiles au dimensionnement clu

harnbage des coques sous pr.rri-o,t Nà"t ofrli"tot's pour cela : Ies pernrrba-

rions si'gurieiJJî m-eîriï d;-iltiturcarion er les échenes multiples' Les

formules proporé"s tiennent."*p" âes conditions aux limites et des défauts

géométriqu.*'àïlor*r, aiu"ttâ 
-CA; 

é*de comprend deux parties : une

BmJ" linéàire et une non linéaire'

Lepremierch3pitreestuneprésentationdesprincipalesthéorieset
*éthod"Go-i q"tont 

"tilisées 
par la suite'

Le deuxième chapitre consiste à analyser le rôle des conditions aux

limites sur le-mode et la 
"tturg" 

Àt flambage' Divers auteu'ry [34] [38] ont

remarqué le rôle prepondét*i?! i;;;;aïttiâiiut" et la faible influence de

la condition sur Ia rotation-(encastrement ou appui-tl*:J:)offe approche

consiste à utiliser une méth;;y"tptotique four comp-rendre et clarifier

les effets de conditions uu* li*itt' sur le *oà" de flarnbage' Nous avons

montré l'existence d'une .oott" ù*iie qui.peut modifier foftement la presl

sion de flambage. On se ,*Ën"îinsi a 1éàrde d'un problèT'" d" pernrrba-

tion singulière. Le pet{.p^ruri'Ëî.-at nt"gtU"i"n estiutout 1ié à la géomé-

trie de l" .d;;. éËri i'i*"; à" pur^utoètt de Batdorf :

* ï -Z=m V I-v
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'ceci nous a permis d'expliquer le rôle paradoxal des conditions aux limites.
iliËi#:'.:îiï,:iiïï.tï'J,iJ:ssioni;i*pd;..n*æàJn.*uug.;;;;

Le troisièmp-chapiFe est consacré à l'énrde du problème non tinéai-re. Nous utilisons ici les ùéories.connues du post-flambage ainsi que les ré_sultats analytiqugs du qhapitre précédenr. pour"J.iu rrou, avons calculé la va-leur des coefficientg de.Î'équâtion.d'amplitooe-pour différenres conditionsaux limites en fonction d'un-paramètre ge*t;âue 
{e ra coque. L,équationd'amplitude proposé,e 

{9n1 cropte o" ra"moàîi;;b d'amplitude et générali -se donc l'équation de Koiter. Là réduction à. i.-.trurge critique causée parun défaut localisé er un défaut réparti se déduit iâcitement.

Tout au long de ce travail nous avons confronté le calcul numérique"exact" et la méthodà asymptotique afin de t.rt iiu validité des résultats ana-lytiques.





CHAPITRB

RAPPELS
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Dans res théories d'instabitité, en particulier re flambage, desmodèles très simples peuvent illustrer certainès caractéristiques essentiel-les de systèmes structurels plus compliqués. 
-- -'

Nous alons tour dabora etuaièr des modèles simpres afin de dé_fTl.lgt conc€pts de base : point de biturcrrrltliàint timitè, stabitité, sen-sibilité au défauts. Au deuxième paragraphe, nous aborderons la théoriegénérale que nous illusrreronr pui l'";;;;Ë d;" pourre sur une fonda_tion élastique.

I .1 .  1.

[1 1.a. points de bifurcation [10]

Il-s'agit d'une b3tr? rigide verticare de longueur L dont lextré_mité supérieure est soumise à uie force ae moàut. 
"oortunt, 

qui reste dansla direction verticale (charge conservative). A iu ùur., un resiort élastiqueexerce un moment de rappel f(a) non linéaire :

f (a)  = K, a + \u '+ K, a3 + . . .

K ,  to

(1-1)^J

Fig 1-1 :
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, L'équation du mouvement s'écrit sous la forme :

,u ' "+ f (a ) - l ,Ls ina=o'F
(r-2)

A l'équilibre Ia branche fondamentale a = 0 est une solution de l'équation

ti:zi q"i perd sa stabilité à la charge critique :

K,r"=t'
(1 -3)

Dans le plan (a,I) le point .(o'1g-) est un Pfint de bifurcation (charge

critique a'g.rràri.-bo der"r*irre t?votution de la structure après flamba-

g., ôi est caraétérisée par les coefficients'

K,  Kr ,x"
cr=t '  c3=T*T ;

AprèsdéveloppementenaetenÀ-xc,Iéquationd'équil ibres'écrit:

- (X-I") a + cr*+ c, a3 + t 'o's' = 0
(1-4)

où les termes d,ordre supérieur (t.o.s.) s'écrivent sous la forme:

r.o.s. = o (u4) + o (a3 1r1'"))

L'énergie potentielle de la branche bifurquée s'écrit :

2 ^ 3 4

P(a,}.)=L t  -0-I")  
ï*"rT*tr !+t 'o 's '  

)

(1-5)

En envisageant 3 cas C2+0 C3 =0' C2 = g Cl t i '  9Z=0 
C3 < 0'

nous retrouvons les 3 t)ryes de comportement du pjst-flambage (Fig'1-2 et

1_3).
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r r  , t+
I
I
I

^+
I
I

^l
I
I

, l " l

I

Fig 1-2-a Fig 1-2-b

Fig l-2 Courbe amplitude -charge pour les
points de bifurcation

Fig l-Z-c

différents cas de

l^
I

rrg r-r-a .Frg t_J_b Fig 1_3_c

Fig 1-3:Energie potentielle avant et apres la charge critique

Le-9 figgres 1-2-a et 1-3-a concernent des structures non symétriques,
celles-ci sortent du cadre général de ce travail. Nous ne trailerons âorrc
pas ce cas par la suite.

Ies figures 1-2-b et l-3_-b représentent le comportement typique d'une
Pluqry en compression. La branche bifurquée eit un état O'é{uitiUte sra-
ble. On ngte_que l'énergie potentielle (1-5) est invariante pail'opérateur
de symétrie S tel que :

Sa=-a

(1-6)

e-t que !a bifurcation est accompagnée par une rupture de symétrie du sys-
tème (fig. la)

Fig 1-3-a Fig t-s-b
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,tf

T\
Ll I

I\
*

L-A-a- À< l,c

Figl-4 :

l-4-a- la structùre est typéftque 
par rapPg+,à I'axe x

1-4-b - rupture de symétrie' la po"[* ttt âéuié" dans I'une des 2

directions +a ou -a

Les figures L-2-c et L-3-c décrivent les deux phases d'équilibre d'une

coque mince ayant une symé"i"^à"ïe""r*m s^ous 'action d'un charge-

,rr"ltt de révolution - ex : pression' compression axiale"'

Un premi", equiîiUr.-àit iorrau*Ërriui ̂ pp..:t et Dossède les mêmes pro-

priéiés de syméirié-qË f" .t ure"';;lî'rqu'uo pôittt de bifurcation où la

èoque prend ,rrrËîoHi"î.Àueî.n p"ia*t rn: symétrie. ce deuxième

équilibre est mstable 9t TIll *;;J;sus dynamiqu"' on peut atteindre

une configuratiffiuf. ainer"ntJ;;î ;;tfiguration svmétrique'

Ll.1.b. Point limitq

Pourbienénrdiercecasnousallonsintroduirelanotiondepoint
limite. pour."iu oï.onsidère," i"r,.ir*" modèle t29l (Fig' 1-5)

l4-b L> lÆ

Fig 1-5 : Modèle de Ïarc
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Un arc est modélisé par deux structures
L'énergie potentielle s'êcrit :

rigides OA =letOB=1.

- - 2
P(î.,a,o) = 

+ * f faU' il sin o

Âl (a,@) = I (cos @o - cos @) + L (l _ cos @)

La structure est symétrique par rapport à Ax :

(1-7)

(1-8)

P(a ,@)=P( -a ,@)

Un état déquilibre symétrique (a=0) peut être obtenu en cherchant les ex-trêma de P(À,a,0) pal rupport à' 0 cê q"i .;;"irï l,équarion :

1. = kl (sin @ - cos @o tang @)

(1-e)
L'étude de la stabilité montre gu'il y a deux points rimites, un maximumet un minimum sur cerre cour6e dÉquilibreJ symetriques'cËiI.- i_o). Lepoint où la charge atreint sa valeur **i-ur. (e;, rr) èrt t.i qi.

cos @* = (cos @Jto , soit Â1,,, = - I (cos @lo - cos @^)

(1-10)

équilibre srable

équilibre instable

Fig 1-6
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?t, = ?t r, 
(@n )

on conclut que pour des structures symétriques,il y a une perte de stabili-

té en un poinr fiÀii. s'il n y- u pur e" *pd* te ivmétrie et un point de

biturcation ,v*iiriào" a*' b. +;d" ;Ëùt * svinetdt-'!:^t::sence de

défauts ruit airpurÏiTiJ il;;Fi" ty",?ttig,. Dani ce cas on assiste à une

perre de stabiliri;;;;;i"iî*ii. u,i tiro d'un point de biturcadon
-(Fie. 

r'7) lzel.

pour 1, inférieur à 1.6, il existe un seul équilibre unique stable' La struc-
'ture atteint le Point limite en :

a m

Fig 1-7

I.L.z. Effets des imperfections

I-esstrucfuresréellesnesoritjamaisparfaiteset,nesatisfontplus
exactement à des propriétés de symétrie'

on reprend re *JËi" Ëi.î#;î"q Lz).rt 9" introduit des imperfec-

tions de module as petit. Après irùËutott des termes d'ordre supérieurs'

on obtient l'équation :

- (x , - I " )a+cr f - \uo=o
(1-1 1)

onremarque(Fig.1.s)q:l.imperfecdoninitialeagtransformelgpoint
de bifurcation errirn poinr rimite éiJ""iutanches disiinctes apparaissent'
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Fig 1-8-a : Symétrique stable Fig 1-8-b : Symétrique instable

Fig 1-8 : Branches d'équilibre avec imperfection

Pour le cas de la'figure 1-8-b il existe une charge maximale l.r' de la solu-
tion fondamentale définie à partir de l'équation :

enî ,= î ,
m*=ooa

(L-r2)
ce qui conduit à

3caa2-( I^-x")=o

(1-13)

et qui correspond à une réduction de la charge critique donnée par :

x"-t*-3(r"| f ,  cr*

(  1-  14)

Par contre dans le cas de la figure 1-8-a la structure n'est pas sensible aux
défauts.
A partir de l'équation (1-14) on remarque que la charge maximale dimi-
nue quand ao augmente. Sur la figure 1-9 [39], on a présenté I'influence de
I'amplinrde du défaut sur la réduction de la charge critique dans le cas des
coques sous pression. Ces courbes ont été obtenues à partir des dévelop-
pements (analogue à 1-11) tranqués à un ordre supérieur au développe-
ment 1-11. On remarque, que plus I'amplinrde de I'imperfection est im-
portante, plus la paftie instable de la branche bifurquée diminue. Les
points limites se rapprochent puis disparaissent. Ceci n'est pas pris en
compte dans les formules de Éduction de la charge critique de type 1-14
que nous utiliserons.
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Effect of lnl,clal luPerfecllons on the typical postbuckllng

behavlors of Èh€ clsûPed cyllndrical shell under hydrosÈetlc Pressure :

z .  100 ,  R /h  -  405 ,  v  -  0 . 3 .

Figl-9
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$/(O.1rl

on rappelle tout d'abord dans ce paragraphe la théorie générale

du post-flambage dite de Koiter t201. AprËs oriripren{ 19 modèle classi-

ôJ J" nu*UuË" eturtiqu. g'1": pôutrè rullï fondation, notamment

â*r le but Ae plt*.ttter ù méthode qui sera utilisé'epar la suite'

I.2 Théorie. classique du post-flambage

T.2.L

L',énergie potentielle P d'une structure élastique soumise à une

charge conservatiuà l, peut être exprimée comme fonction des déplace-

ments U et I. On suppose que cene fonctionnelle est dérivable autant de

fois qu'il est nécessaire, de telle sorte que le dévetoppement de Taylor au

voisinage d'un état fondamental Ur s'écnt :

PO,u{+u )= Po(uF) + Pr(?u,uF,u) + P2(?"uF'u) + Pr(r'uF'u) "'
(1-1s)

où pn est une application n-linéaire symétrique. Tout équilibre est solution

de l'équation variationnelle :

f ôp = pr(?u,uF,ôu; + Prrt?L,uF,u, ôu) + P21(l,uF'u'ôu) + "' = Q

t v ou admissible 
(l_16)

La dérivée en U de Po (?,,U) est gne fonctionnelle homogène de degré n-l

en U et linéaire en ôU soit :
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ôPn = Pn_r,r (I,U,ôU)

De la même manière, nous pouvons ainsi calculer la dérivée secondeo2p(1",u,ôu,ôu) ... etc.

I.2.2. Critère de l'énergie

Un état d équilibre U est dit stable s'il réalise un minimum localde l'énergie potentielle (théorème de Lejeune-Dirichlet) soit : 
- -

f un'(ôu, ôu) > o
l_ V aU adminissible

et instable si :

f ôU * 0 admissible tel que ô2 p (ôU, ôU) < 0

(1_17)

si on suppose qu'il existe un équilibre fondamentale uF on a :

Pr (À,UF,ôU) = o

V ôU admissible

(1_18)

Alors la limite de stabilité est caractériséepar I'existence d'un u1 non nul itel que :

3 U, * 0 , ôP2 = prr (î,",UF, Ur, ôU; = g

V ôU admissible

(1-1e)
U1 mode de flambage

Dans le cadre de ce travail nous supposerons qu'il existe un seul
T.odg !J1 vérifiant (1-19). Un calcul générâipour un mode multiple est
détaillé dans [29].
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on suppose aussi I'existence de la branche fondamentale uF vérifiant

<r_r"g)if.-solution du problème non-linéaire s'écrit dans I'espace des

ànu*pt cinématiquement admissibles :

U=aUr+V Ve  t )

(1-20)

où ù est un espace complémentaire au vecteur propre U1 $ig'1-10)'

La réduction de Lyapunov et Schmidt consiste à minimiser l'énergie po-

tentielle Pour le sous esPace r) :

MinP(aUr+V, l ' )

Ver ) ,
(r-21)

puis à reporter la solution Y en fonction de a et î' dans l'énergie poten -

tielle .

Fig 1-10

r.2.4.

La théorie de bifurcation pennet d'établir la courbe de solutions

au voisinage de Ia stabilité neutre' ô.tt branche-peut être recherchée sous

la forme d'un développement ; ditdce de liamplinrde a l26f ' l27i'

129\:
X-X"=a? '1  * * î " r * " '

(r-22)

u=aur+a2ur+fur*. . .
(L-23)
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r En faisant les mêmes hypothèses que dans le paragraphe précédent, on
peut déterminer À1 et L2- 129) :

xr=-r#-
2*t  [u , ]

dî, 
r

(L-24)

Dans les applications aux plaques et aux coques, en raison des propriétés
de symétrie, on a presque toujours Xl = 0. Dans ce cas, I'allure de la cour-
be bifurquée est donnée par le terme suivant dont I'expression est :

Lz= 2
P4ru1) -P2(U2)

dP^
_i(ur)

(t-2s)

où U2 est solution d'un problème variationnel sur Ie sous espace r)

ô{Pz f f )+P2 l (U 'V) }=0

(t-26)

I.2.5.Influence des défauts géométrioues

[æs coques minces sont en général sensibles aux défauts, en parti-
culier les défauts géométriques initiaux. Cela signifie que la charge criti-
que avec défaut notée X,- est inférieure à la charge critique de la même
coque sans défaut L. caractériséepar (1-19) (Fig. 1-11).

La prise en compte de ces défauts est donc nécessaire pour estimer La É-
sistance de la structure. Pour une coque avec un défaut quelconque, sou-
mise à un chargement extérieur, il existe un point de charge maximale sur
la courbe d'équilibre (Fig. 1-11). Lorsque cette charge est atteinte, il y a
un phénomène de claquage.

On distingue notarnment deux types de défauts géométriques [38]

- défauts modaux Fig. L-L2
- défauts localisés Fig. 1-13

Depuis Ia thèse de Koiter [20),les défauts ou "imperfections" sont intro-
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duits comme des perturbations dans l'énergie potentielle en faisant les
deux hypothèses suivantes :

- I'amplitude du défaut est assez petite
- l'espàce vectoriel des modes de flambage (défini en (1-19) est de

dimension finie

PLosd \=; Pct

ÀL

Bifurcoti on
Lood ).t

Limit Lo od
À,ù

Limit Lood of

A/Penf ect She tt

\' Post- Buckting

È:<'P;;i'ii Sneit
\ i--D

Post- Buckting of
Imperfect SheLL

Totsl, Disptqcement, w

Fig 1-11 : Point de bifurcation et point li*lç calculés à partir
d'une analyse non linéaire.[5]

OBA : trajet fondamental axisymétrique (sans défauts)
BD : branche bifurquée et rupture de symétrie (sans défauts)
OEF : trajet réel aveô une charge maximale l, * inférieure à l. 

" 
à

cause des défauts .
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Méplat (augmentation locate
du rayon de courbure)

à l'infini
Augmentation du rayon de courbure

EXEMpLE DE DEFAUTS
LOCAUX DE CONSTBUCTION

Défauts locaux convexes
ou concaves

Fig 1-12 : Défauts modaux [38]

a - ' D é t a u t s  s i n u s o i
g ê n é r a l i s ê s

n  ' 1 6
m ' 7

. O . 1 m m
O . 2 m m
O . 4 m m

' l

b -  D é f a u t s  s i n u s o ï d a u x
g é n é r a l i s é s

1 l  .  1 6
f f i ' 6

Fig 1-13 : Défauts localisés [38]

On considère donc la fonctionnelle P*(U,I,ae) où as est un paramètre de
perhrrbation qui représente I'amplitude du défaut, en sorte que

P' r ' (1 , ,U ,0 )=P( [ 'U)

Dévetoppons cette fonctionnelle par rapport au défaut :
(r-27)

P* (?1, U, 0 ) =P (À,U) + ao Q ([J; + t.o.s.

(1-28)

t .o .s .=ot"3U+?uaoU)

Avec les mêmes hypothèses que dans le paragraphe 2.3,Ia réduction de
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Lyapunov et Schmidt s'applique de la même manière que précédemment.
'On montre que I'amplitude du mode est reliée à la charge l. et à I'ampli -
tude du défaut par l'équation [29]:

3oro. ' *c r ra(x , - \ )+Pao= 0

(r-2e)
dP.,

c '=2 " (U l )

c3o = 4 (% (Ur) - P2 ru2))

F=Qr(Àc 'U1)

(1-30)
On retrouve une équation analogue à (1-13) avec des coefficients faciles à
calculer dès que I'on connaît le mode.
Le critère de l'énergie nous pennet d'affirmer que cr11 est négatif pour
les coques. Mises à part quelques exceptions (Fig.1-1 4) 1391,cr30 est néga-
rif.
En I'absence de défaut, il existe donc un point de bifurcation symétrique
instable, comme représenté à la figurel- 2-c.
Avec un défaut, la charge de flambage colrespond au maximum de la
courbe 1.,r,, qui a la même allure qu'à la figure 1-8-b .Raisonnant comme
au paragrâphe I-I-2, on en déduit que la réduction de la charge critique
est, en première approximation, donnée par la formule :

U3

\ - x- =, $1'o
%o
ct

l l

(1-31)

- Imperfectlot sensitivity factor b for the cylldrlcal shells

under hYdrosÈalic Pressure'

Fig 1-14 : La valeur de ! = - ct:/crrr > 0 exprime la sensibilité aux dé-
faùts de la coque. Pour Z < l0; la coque n'est plus sensible aux défauts
(voir 1-8-a aussi) [39]

- :  Prêsenl
-  :  B u d i o n s k y .  I
- - - : B u d i o n s k y . l l
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I.2.6. Exemple : poutre sur une fondation élastique [2] [28.|

On considère une poutre flexible de rigidité à la flexion EI, sou-
mise à une force axiale F. Le déplacement latéral u(x) est guidé par une
fondation élastique qui produit une force de rappel par unité de longueur
(Fie. 1-1s)

f (x)=KrU-qd

(r-32)

On note ae I'amplitude du défaut géométrique et Ue(x) la forme de ce dé -
faut.

Fig 1-15 : Poutre sur une fondation élastique.

Après adimensionnalisation convenable, l'énergie potentielle s'écrit :

+r
I

--?
v̂

^ \ I .u"' ^ rJ'2 v2 u4P* (U,l,,ao) = 
J t + L1+|--+- ?r. ao Uo U' ) dx
o

(1-33)

On peut donc la mettre sous la forme (1-28)

P*=Pz+Po+aoQ(U)

(1-34)



n

'En
bre

rendant stationnaire l'énergie, ôP* = 0, on obtient l'équation d'équili-

(1-35)

D'après le critère de l'énergie appliqué au problème sans défauts le mode
de flambage est solution de l'équation (1-35) linéarisée.

dtu dfu , dt.i
-+L  -+U-U '+1 ,x  -J=g
dx*  "d* '  od* '

+ conditions aux limites

â . a

d'u.|  dÎ,
+) r^J*Ur=Q

dx* " d*t

+ conditions aux limites

(1-36)

Pour simplifier la présentation, on ne tient pas compte des conditions aux
limites (poutre de longueur infinie), que I'on remplace par une condition
de périodicité.

On cherche un mode sous la forme :

U' (x) = cos gX
I

d'où la courbe de stabilité neutre :
(1-37)

1,=g

(1-38)

qui admet pour minimum dans le ptan (q-i,). Le point critique est q. = 1 ,
Lc= 2'

En appliquant les fomrules 1-30 on trouve :

z l
,)

q
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L
l f  ' 2  Id' =-fJ U, *=-â

o

L . ,+
4 l v t  3û30=- ' -JZdx=-E'

o

I

I ;p  L
B=-*  lU,  d*=- i. L J I 2

o

d'où la réduction de la charge critique (Fig. 1-16) t5l

(1-3e)

(1-40)

_ stable

---- instable

x" - À- = (n^; n)"

Loodr=fr

Limit Losd
I.B

l = -

r--rn ?'.

f

of
( a o = O )

I
I
I
I
I
I

gurkting Modot DisPtocement,*b

Figure 1-16 : Amptinrde du mode en fonction de la charge.
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T.3. Théorie de bifurcation cellulaire

I.3.1. Les limites de la théorie classique du post-flambage

La théorie classique de Koiter consiste à chercher des solutions
pour une Jongueur d'onde q donnée, soit pour un nombre fini de modes
(en pratique un petit nombre). Pour des domaines infinis (longueur de la
pouire dans I'exemple précédent) il existe un nombre infini de modes,
donc un spectre continu de longueurs d'onde.

Dans ses travaux expérimentaux Boucif [6] a étudié le flambage d'une pla-
que encastrée de longueur L supposée grande. Il a remarqué que le mode
de flarnbage n'est pas exactement périodique et qu'il y a une forte modula-
tion d'amplitude aux bords, dans une région dont la longueur est de
I'ordre de 1dî.-1"c (Figures (1-17) et (1-18)).
Ce phénomène n'est pas explicable par la théorie classique. Au premier
ordie soit l'équation !-29,Ia forme de la solution d'équilibre ne varie pas
avec la chargè. La théorie de bifurcation cellulaire, qui est une extension
de la théorie de Koiter, rend compte de la modulation d'amplitude et
pennet dans le cas des plaques, de sélectionner des longueurs d'onde [12].
bans le cas des coques ou plus précisément quand il s'agit d'une bifurca-
tion symétrique instable, elle nous permet, d'une part d'expliquer le phé-
nomène de localisation [29] observé expérimentalement après claqupge
(Fig. 1-19 t171, et 1-20), d'autre part de calculer la réduction de la charge
critique causée par des défauts localisés t2l t3l t301.
On nbtera que ôette théorie n'est valable que pour des domaines infinis, ou
pour des nômbres d'ondes suffisamment grands. Supposons _pour fixer les
idées que le mode de flambage d'un cylindre soit un mode 15 et que le dé-
faut soit en mode 16. La théorie des bifurcations cellulaires prend en con-
sidération tous les modes voisins du mode critique (Fig. l-zl) et fait peu
de distinction entre eux, alors que dans la théorie classique seul Ie défaut
en mode 15 est pris en considération. De cette manière, on obtient une
interaction entre modes voisins et on peut expliquer la modulation d'am-
plinrde. r

u

fig t-17 modulation de I 'amplitude
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1-18 Plaque encastrée modulation d'amptitude

[- 425 mm

1-19 : phénomene de localisation
observe dans les coques cylindriques

\
ô ls

I
Y

1-20 :mode de flambage localisé
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1

2

q

L-21. : prise en compte de tous les modes
voisins au mode critique

I.3.2. Conséquence de l'équation d'amplitude

La technique de calcul est la méthode d'échelle multiple qui con-
siste à utiliser deux nouvelles variables, dans notre cas une variable lente
x = {ex et une variable rapide € = x(qc + ,r2qt* ,3D 9z + ...) où e est un
petit paramètre qui désigne l'écart par rapport à la charge critique *. On
développe la solution sous la forme :

u(x) = u(x,E) = eLD ul Cx,6) + elIrCX,6) + ,t'' rJr(X,€) + ...

ou

Ur=AICX)exPiÇ+C'C '

U, = Ar(D exP i ('+ C'C'

Us = 4(x) exp i ç + (...) exP 3i( + C.C.

(1-41)

où apparissent des amplinrdes complexes lentement variable qui générali-

sent lîamplitude a(x) de la théorie classique êq.l-29, 1-30 .La premiére

amplitude ArCX) satisfait Ïéquation : .

Dans le cai d'une bifurcation sous critique, on pose e = 1..- î., et

e = x-Xc pour une bifurcation surcritique.

{Ê

s6G)
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' 
dtA, I t2

r+ * o,, A, * oro 
lA{-Ar 

= 0

(L-42)

Les coefficients cr11€t cr,3s sont calculés par la théorie classique (eq. l-29
et 1-30), et on monffe [13] que le demier coefficient y est relié à la cour-
bure de la courbe de stabilité neutre au point critique:

.  ,2n

J- -10 n
1 7or,  'dq-  

( l_43)

I.3.3. Application au problème modèle de la poutre

A partir des équations 1-38,1-39,et I-43, on déduit le terme de
modulation d'amplitude. Après arrangement, l'équation d'amplitude
s'écrit :

(r-44)

On retrouve ainsi la même équation, de type Landau-Ginzbourg , euê
dans [2] . L'avantage de 1-43 est qu'elle nous évite le grand calcul par la
méthode d'échelle multiple pour trouver le terme de modulation .

I.4. Modèles des coques cylindriques

I.4.1. Hwothèses et approximations

On se propose dans ce travail d'étudier le flambage des coques
cylindriques soumises à des efforts de pression.
On suppose qu'au cours du chargement la charge reste statique et conser-
vative.
Dans la théorie des coques minces, les équations de Koiter et Sanders [21]
122) [25], furent les équations les plus générales et les plus complètes. Mais
vu la complexité de ces équations, les énrdes analytiques sont généralement
faites avec une approximation dite de Donnell, qui donne souvent des ré-
sultats précis [32J, t39].
Rappelons brièvement les hypothèses géométriques faites dans Ie cadre de
ces deux théories qui entrent dans le cadre des petites déformations et
rotations modérées. On rappellera également les équations complètes des
coques de Don4ell.

4 Ai(x) - Ar +, 
I^,1 

'A, = o
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, Soient Xo, Yo, Zo les coordonnées curvilignes d'un point avant déforma-
tion, et

U =Ue t  +Ve t+We3

(1-4s)

le champ de déplacement de la surface moyenne (z = 0) (Fig.L- 22).
2Rh

Fig r-22
Pour des faibles épaisseurs h, les coordonnées X,Y,Z après déformation
peuvent être définies à partir du champ de déplacement U par :

X = Xo+U*F*Z

y = yo+V *FrZ

Z=7n+W ; Z =+

(1-46)
où F*, F, sont les rotations des fibres respectivement autour d'axes paral-
lèles à oy et ox:

Fig

ee . 
Q'l 

,Qe'.

I-23: Rotation F* et P,
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,, Le tenseur de déformation de Green-Lagrange T est défini par

dU = VU.dX
I

T =;( vu + vur + 'vu vu)

(r_47)

Précisons que dans le cadre des petites déformations et rotarions modé-
rées, le gradient du déplacement est supposé petit, mais on ne néglige pas
les carrés de certaines rotations , (U,y- y,x)12, Vy',y* V/R ... par rapport
aux déformations linéarisées.

A partir de l'hypothèse de la conservation de la normale à la surface
moyenne (ou lhypothèse de Love-Kirchoff) on peut montrer que :

Êx=-w,x

Fy=-Cw,t*{ l

(1-48)

Avec ces approximations et hypothèses, le tenseur de déformation de la
surface moyenne et Ie tenseur de courbure s'écrivent sous la forme sui-
vante, ce qui définit le modèle de coque de Koiter er Sanders [39]:

I  c , l rU , " -V , * . , ,
rx = u,x *; w* + Z(--Ê)-

'  W.1  ,  I  I  Yy -V" . , ,Ty = v,y - ç-+ i ( & + v/R )- * ; (-:)

^, -u,"*v,x 1
T;çy= ï  

* iW*(W,"+V/R)

&=-w;o<
V.t

r"  =-  (qyy*Ë)

1
ky = - [ \Mxv * ZE 

(3Vx - U,y) ]

(1-4e)



35

' 
I.4.2. Cooues de Donnell

L'approximation de Donnell suppose de plus que les déplace-
ments varient assez rapidement avec la coordonnée circonférentielle, ce
qui entraîne I'omission dans I'expression (1-48) de la déformation VIR et
des termes en (u,y - Y,x)12.
Les tenseurs de déformation 1 et de courbure r s'écrivent alors :

ïx = ux *T#*

ry=v,y #. i*

ïxv=+*|w*w"

& = - V/Jo(

\=-w,"v

ky=-wxY

Crrp

;?
f  .  Q'* o', 'dx

:-K Nrr+Nrr.rdx

o'+ 
| or*or,roy

,/\lÇîl;î::;'

M1y +Myr , ,  dx

M x yN x

Myt

Mi

(1-s0)
On définit les contraintes et les moments résultant dans l'épaisseur de la
coque agissant le long de X = ctê, et Y = ctê com*e indiqué à Ia figure
L-t4.Ilsvérifient les équations d'équilibre [39] :

N'P,P = o

(1-51-a)
N-

Mop,oF+g*Nxw,xx + 2N"" \ "*  Nyw,""  +P=o

var ientdelà2
Nr+Nr,rdx

,V
v

(1-s 1-b)

Fig. L-24: Forces et moments agissant sur ur1 élément de la coque.
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Pour une coque élastique homogène et isotrope, les lois de comportement
sont :

Nx=J(y**uy")  ;  Ny=J(y"*vïx)  ;  Nxy= t ,  
+ )  ïxr

où

. J= 
Eh: 

(rigiditéàl,extension)
l-v2

(t-s2)
Mx=D (rx +vr") ; Mxy=D(r"+vr*) ; M*r=Mlî(=O (t-u1 ç,

- . 3
D =3- (rigidité àlaflexion)

L-v2

(1-s3)

En I'absence des forces de volume il existe une fonction de contrainte dé-
finie à partir de :

Nx=F,w ;  Ny=F;o,  i  Nxy =-FXy

(1-54)
A partir de 1-51-a ,r-52 et 1-54 on peut éliminer tes déplacements uo et
en déduire l'équation de compatibilité :

1 - WX, IW,UrJ
ù 

o ' .  *  
R* 

= - ' " ; '

(1-ss)
En tenant compte de 1-51-a 1-53 et 1-54 l'équarion des moments (1-51-b)
s'écrit :

^ F-*
DA 'W-Ë- [W,F ] -P=0

[P,S] = P,o S,"y * S,o. PJo( - 2 PX, SX"

(1_s6)

On appelle équilibre fondamental ou préflarnbage la solution axisymétri-
que des équations 1-55 et 1-56. Dans cet état fondamental les déplacements
et les contraintes vérifient donc :
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Nl,* = o

D{ooo, ili 
*i*k-P=o

(1-s7)

Le flambage induit un équilibre différent de l'état fondamental où les dé-
placements sont fonction des variables x et y. Les déplacements U,V,W à
partir de l'état fondamental s'écrivent :

N*x*Nxy,y =0

Nxyx+N","=0

** = I r ux * *! *,* * * */* + v (v," - # . â{",,
l-v

*" =# r v,v - # . +f- * v (ux *w! wx * *4,,

Nxy =,fr, I u,y + vx * 4* *," * wx w," ]
(1-s8)

nalv +- w!F,"y -.:ï,*,o - C* w,"" - 2 [F,wl = 0

# oh . + * 4o w,r, = - wpo< w,*
(1-se)

Si on fait une approximation "hypothèse de membrane," poy_L'êtat de prÇ-
nu*Uug" 1c'est-Ëdire en négHgèail les déformations dues à la flexion), la

fonctioinelle (mixte) caractéristique de 1-59 s'écrit :
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t =JJt |rrw' # (aD' - j rt',w, - *tov/) d o
ç}

il+r F,wt wdQ
o

A=[Otr]x[O,2[IR[

f =+ rY'*"',
(1-60)

En fonction de l'état de chargement, pression latérale ou pression hydros-
tatique, a prend respectivement les valeurs 0 ou t (Fig. L-24).

ou

Fig.l- 25-a : cr = 0 pression
latérale

Fig.1-25-b : cr = 1 pression
hydrostatique
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I.5. Couche limite et perturbation singulière

La solution analytique d'un problème de mécanique est en géné-
ral très difficile, voire impossible à obtenir. Ceci est dû à la complexité
des équations ou des conditions aux limites. Pour la résolution, on peut
donc iaire appel à des méthodes mathématiques permettant d'obtenir une
solution approximative ou asymptotique.
Nous alloni citer un cas particulier d'équation différentielle où la dérivée
d'ordre supérieur est en facteur d'un petit pa_ramètre, on dit qu'il s'agit
d'un probième de perturbation singulière. Les équations de Navier-
Stockes sont un bon exemple de ce cas, où le petit paramètre est égal à
I'inverse du nombre de Reynolds Re.

. I.5.1. Un Exemple de couche limite en mécanique des fluides

Considérons un écoulement de fluide autour d'un obstacle (Fig.

r-26).
Loin de I'obstacle, on peut assimiler le fluide à un fluide parfait de vitesse
U non nulle. Les conditions aux limites sur I'obstacle imposent que la vi-
tesse soit nulle à la paroi. Cette condition est impos-sibJe à satisfaire en
fluides parfaits. Pour des grandes valeurs du nombre de Reynolds, il exis-
te une petite zone située iu voisinage des bords où la vitesse varie rapide-
ment dr fuçon à satisfaire la condition d'adhérence. C'est cette zone de va-
riations rapides qu'on appelle couche limite.

écoul ement
extér ieur

couche-l imite

profil des
I v i tesses

I

I

I
I
r l
l . /

Corcle-Limite Le Long dttnze pæoi.
couche-l imite d'épaisseur ô, âvèc
o=0(* )=o(6 )

{K
e

Fig.L- 26:.
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L5.2. Un exemple de perrurbation singulière

Soit "4 un petit paramètre positif . Considérons l'équation diffé-
rentielle suivante :

- r1U"(x)  +U(x)= l ,  x€  [ -1 ,1 ]

ucl)=u(1)=0
(1-61)

La solution de cette équation est :

U(x,q) = 1

x - l  x+1
e-+e- -

- {n{n
- )

l - e  
-

{n
(L-62)

U(X,
o.o.o.o.1

0 , 8

0 , 6

0 , 4

0 , 2

I .a- g," = O,O2 .o- Eta = O,OO4 |

Fig.L-27

Sur la figurel-2l on voit que loin des bords, on a une solution qui est
quasiment constante et égale à 1. Près des bords on a une variation rapide
dans une couche limite depaisseur {q.
Oublions pour I'instant cette solution exacte, et essayons de chercher une
solution approximative sous fonne de série entière en q. Nous allons mon-
trer qu'un développement asymptotique classiçe en puissances de q ne
pennet pas d'avoir une solution qui converge vers la solution exacte. Soit
le développement:

11 <<1

(1-63)

u, (x,n) = uio (x) + n u,r(x) * tlt uo{*) * ...
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En injectant le développement 1-63 dans l'équation 1-61, on obtient une
série entière en n. En annulant tous les termes on obtient :

I{o(x) = I

I { . (x)+I { r (x)=0 ,  d 'où Uo(x)=0

q"-rt*l +I{,,(x) =0 Uo(x) = 0

(1-64)

La solution (1-64) s'écrit alors

U,(x,n) = I

(1-65)

Pour 11 petit la solution 1-65 est proche de la solution exacte, sauf au voi-
sinage des points -L et +1 où la solution exacte varie rapidement de façon
à satisfaire les conditions aux limites (Fig. 1-28). Donc Ia solution appro-
chée (1-65) n'est valable que loin des bords. On appellera cette solution,
solution intérieure. Pour cela on fait un changement de variable de façon
à ce que la dérivée d'ordre supérieur de (1-61) ne disparaisse pas dans la
première équation. On cherche alors un deuxième développement valable
au voisinage des bords. Près de 1 on pose :

'  1 -x
b - T

1n
(1-66)

Selon la méthode asymptotique, on suppose que ( varie de 0 (bord) à I'in-
fini (fin de la couche limite) t231. Ecrivons le développement dans la cou-
che limite sous la forme :

u, (Ën) = uo(6) + rl u,o(O * r12 u*{€) + ...

(r-67)

Injectons 1-67 dans 1-61 On obtient au premier ordre :

- u,o(Ë) +u,o(E) = I

Uro(o) = 0

(1-68)
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La solution bornée de (1-68) s'écrit :

U,o(x)=1-expC* l
l./n

(1_6e)

On appellera cette solution, solution rapide ou solution dans la couche
limite par analogie avec Ia mécanique des fluides . De la même manière,
on peut calculer Ia deuxième couche limite située au voisinage de -1.
La solution approchée s'écrit :

u.no=1-exPt#'

(1-70)

x i

Fig 1-28

L'erreur entre les solutions, exacte et approchée, est petite, de I'ordre de
exp (- 1/{n)

U(X,Eta
o.o.o.o.1.o.o.

0 , 8

0 , 6

o,4

o ,2
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I.5.3. Conclusions en vue d'une application aux problèmes de flamba
ge des coques sous pression

Pour le problème de perËurbations singulières la solution appro-
chée est la sofilme de deux développements en série. Le premier dévelop-
pement est valable assez loin des bords, il ne tient pas compte de toutes les
conditions aux limites du problème. Le deuxième traduit un comporte-
ment localisé, il est valable au voisinage des bords. Toutes les conditions
aux limites sont donc prises en compte.

Nous verrons que pour les coques minces (caractérisées par le paramètre
de Batdort z aisez grand), le calcul de Ia pression critique et du mode de
flambage se ramène à un problème de pernrrbation singulière. Le petit
paramètre est équivalent à ll',12. Loin des bords la solution intérieure cor-
iespond à une approximation inextensionnelle. Ceci correspond au fluide
parfait dans le pioblème d'écoulement autour d'un obstacle.
Nous dressons un tableau qui permet de faire la correspondance entre les
exemples I.5.1. ,L5.2. et le problème des cylindres sous pression.

Exemple
Petit

paramètre
Solut ions

in  ter i  eure  s
Solution dans

la couche l imite

l-5-1
1

R-e Fluide porfoit

t-5-2 h Equotion
l-65

Equotion
r -69

Cylindre sous
presslon

I

T
Approximotion
nextensionnell€

Equotion
2-50
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EFF1ET DES COI{DITIOI\S AIIX
LIMITES SUR LE FLAMBAGE

ELASTTO.UE pES COOUES
CYLINDRIOUES SOUS PRESSION
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, ,  I I . l . Introduction

Le comportement en flambage d'une coque cylindrique sans dé-
fauts dépend du- chargement et des conditions aux limitês. En iression ex-
teme ou en torsion les modes de flambage ne sont périodiqueique dans la
direction circonférentielle avec une variation beaucoup plus râpide dans
cette direction que dans la direction axiale (Fig. 2-L). Èn compiession le
mode alm aspect différent et il a généralement la forme etr poiots de dia-
mants (Fig. 2-2).

En pression externe le calcul de la charge critique pour une
coq}g.cylindrique a été fait numériquement dans t35l pour différentes
conditions aux limites. Cette étude a montré le rôle impôrtant de la condi-
tion aux limites axiale (déptacement u = 0, ou contrainie N* = 0). ce com-
portement est tout à fait différent de celui des strucrures planes, où la
condition sur la rotation (appui ou encastrement) jorre le rôlè le plus im-
portant.

( r .

Fig 2-L Coque sous pression Fig2-2 Coque en compression axiale

I- es caractéristiques géométriques des coques cylindriques peuvent être
décrites par le paramètre de Batdorf

z=LZ  ̂ l '  '?'m.ïr-v

Dans ses travaux numériques, Yamaki t39] a montré que le paramètre de
pression PRLzft6s et le nombre d'ondes circonférentiel nLÂ êvoluent res -
pectivement comme zrz, û7rla pour zassezgrand, et tendent chacun vers
une valeur asymptotique qui dépend seulement de la condition aux limites
axiale (U = 0 ou N* = 0) (Fig . z-3).Lorsque Z diminue, les effers des au -
tres conditions aux limites (V ou N*, = 0, IV,x ou W,xx= 0) s'amplifîent.



c  r .  c2 .  s l . s2

, C a . C a . S : . S e

e 9

ô q

o8

ôÂ
roa tc

p - -  nL /R
k = PR L2/ Éh3

P

On remarque bien, que sauf pour des coques assez épaisses (Z < 100) il

existe 2 familles de courbesil'une relative à la condition aux limites axiale

ti= O tCf , CZ,SI, S2), I'autre à la condition Ny = 0 (C3, C4, 53, S4).

cependant, à notre connaissance, il n'y--a qu'u1 seul travail t37]

dans lequelies uni.irr ont tenté d'expliquer le.iôle paradoxal de la condi-

don aux limites 
".i.fr. 

Ils font pour èetâ certaines approximations qui re-

viennent à f'nypottrÈie ctassiqoô d'ott mode inextensionnel dans la direc-

tion azimutaté ÎS61. Cette approximation est justifié9 qul le fait.que pour

i;;;d;s très *itt."t (vtrï> 1, ou z>> 1) la rigidité.de membrane est

;;;à"'à""ant ù tigiaità de flexion, donc les déformations de membrane

îoni i6r petites. TJutefois, on ne trouve pas dans ce travail d'explication

.Iuir" au rote des conditions aux limites. on retrouve aussi ce comporte-

ment inextensiÀet àans le flarnbage d'un anneau circulaire sous Pre-sslot
;;i;. t7l p. tlî-l-'approximatioridu mode inextensionnel réduit de 8 à

4 l,ordre de dérivation par rapport à la variable axiale dans le système

d'équations caractérirunf 1" *o.i"' tr y a donc tTt q,T:i,"-::"*ttions aux

itt;ifi; ôé q"i Àà"tr" bien qu'il exisie une couche limite (Fig. 2-4)'

€v

Z -.Ja
EL-lo
cr cl

Coorlonncc' axhlc

ô s l t s

Fig2-4: Variation de la déformation ey le long de I'axe de la coque'

I

or .  iT  Yo

- - : c t . c 2 . s t . s 2

/ l l

:  - :  L o f a r o l

53  i  
- - - :Hyd .os l c t i c

c 3 . c 4 ,  S 3 . g
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Les résultaE obtenus par un calcul numérique en éléments finis
sont présentés à ta.(Fig. 2-5). Pour la rotation'w', on àistingue a.u* zones
AA'et OA plus A'O'.

Zone AA'
Située assez loin des bords, où la courbe varie d'une façon assez

régulière.
On définit le mode intérieur comme gtant I'extrapolation à partir du point
A et A' jusqP'aux bordl d.e la partie intérieure. il ne vérifiè donc pui l.s
mêmes conditions aux limites que le mode exact.

Zone OA.O'A'
On constate un effet de bords (phénomène de couche limite, ca-

ractérisé par sa variation rapide).
On- appellera cette oartie couche limite par analogie avec la mécanique des
fluides.
On utilisera donc.la théorie des perturbations singulières (ch. I $ 5) pour
définir avec précision les notions de mode intérièur et de conche limite.
Ceci nous permettra de faire la distinction entre les conditions aux limites
exactes et les conditions aux limites sur le mode intérieur.

. s11 .522 .53

Coordonnee. axiale

Fig 2-5 : Mode et rotation de flambage : distinction entre le mode inté-
rieur et le mode exact.
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pour bien visualiser la nature de Ia couche limite, on pourra com-parer la

iotation V/' dans le cas de la condition aux limites 53 (Fig. 2-6), où le

t"àa. est en sinus (c'est donc un cas particulier sans couche limite) avec

I'une des sept autres conditions aux limites (voir par ex. fig.2-5).

n.2.

Fig2-6: Mode et rotation de fla:rrbage pour la condition aux limites 53.

L'idée que nous exploiterons est de considéret LIZ comme pqut

paramètre, ." qrr^i induit ott. pgttorbation singulière dans les équations' La

*e*toA" utilisêe consiste à faire un développement asymptotique comme

auch.  1$5.
ôeci prà"t de justifier I'approximation inextensionnelle, d'expliquer et

àe cdtiner le rôie paradoxâf des conditions aux limites, enfin de donner

des formules expliàites de la pression de flambage pour les différentes

conditions aux limites.

Dans ce paragraphe, nous allons tout d'abord chercher les équa-

tions et les conditi,ons ini limites caractérisant le mode intérieur, ainsi que

les conditions uo*-ti*it"s qu'il vérifie. Après avoir gxpliqué-l'origile de

ia couche limite, nous allons pouvoir établir l'équation différentielle du

mode intérieur. Nous montrerons dans ce cadre ôomment' avec I'apqrg-

ximation inextensionnelle, on poulra relier la condition aux limites axiale

à la rotation du mode intérieui. Ceci nous permettra d'avoir, en,première

ffio*i*ation, deux classes de conditions âux fimites. Nous calculerons,



49

dans chacun de ces deux cas, le mode de flambage et la courbe de stabilité
neutre correspondante.

fI.2.1. Première.dérivation dqs gquations approchées. Origine mathé
matique de la couche limite

En théorie de Donnell sans préflambage (cf. annexe 1), le mode
de flambage w(x,y), f(x,y) est solution des équations :

L2w-i#.hî("#.#)=o
^2f + 

1 ô2w -o
T12 axz

{

+ conditions aux limites
^2 ^2

6 =-9'- + d

à*2 ày'

(2-r)

où f est la fonction de contrainte. On rappelle que :

r - ^lt? =0.35r z._rf=, 
n,

On remarçe I'influence prépondérante des termes de couplage dus à la
courbure. L'usage est souvent de chercher des solutions de 2-1 sous la
forme de produits de sinus, sans considérer les conditions aux limites (ce
mode est exact seulement pour la condition aux limites S3). C'est notam-
ment ainsi que I'on obtient la formule classique en compression. Le mode
{e flalnblge ainsi obtenu varie beaucoup plus en y qu'en x : voir [7] et fig.
2-L. Ceci suggère I'analyse approchée suivante : négligeons ô/âx devanr
â/ây sauf pour les deux termès de couplage. Cela donné :
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^2 .  -  12 - . -  *

ô4woi t a toi+ 4?r.o d woi 
=o

r5/ 
-7æ-maf -"

-2

4f  . *  
1  dwo i=0

ôyo 
or 

\2 â*2

(2-2)

Or le système approché (z-2)n'est plus que d'o-rdre 4 par rapp-ort à ô/ôx,
alors que le système exact (2-t) est d'ordre 8. On n'aura donc besoin que
de deux conditions aux limites au lieu de 4(sur chaque bords) normale-
ment. Cette perte de conditions aux limites est le signe qglil existe une
couche limitê au voisinage des bords, où le mode varie rapidement. Donc
les équations (2-2) ne gouvernent que !e comportement du mode à I'inté-
rieur âe h coque, à I'exclusion des couches limites.

En cherchant des solutions de |a forme _: foi (4,y) = woi(x) exp(iKy) '
on déduit à partir de (2-2) QU€ we1 est solutton de :

*jf)t*rtno*t - 
#oro n3K6) wodx) = o
J

Il reste à chercher les deux conditions aux limites satisfaites par la solu-
tion intérieure woi(x,y). Le lien entre les conditions aux limites p_our le
mode exact *(*,i) ei le mode intérieur wo1(x,Y) n'est pas^simple. On ad-
mettra que la 

"onditioo 
sur la flèche est conservée (Fig.2-5) ce qui veut

dire que :

w( t#,y)=o impl ique wo,( t f  , r )=o

(2-4)

Supposons maintenant que la contrainte axiale N; soit nulle aux bords ce
qui est équivalent à :

f ,rr0't f)=o
(2-s)

* Notation (w,Ooi : o signifiant premier ordre
i signifiant intérieur.
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Admettons pour I'instryt que ceci soit valable aussi pour foi. A partir de la
deuxième équation 2-2, on en déduit une seconde conditi,on aux limites
pour woi i

^2
d w

.o t  Gnn,Y)=o.,
^ a

dx

(2_6)
Le mode intérieur woi(x,y) est donc parfaitement déterminé pour toutes
Ies conditions aux limites qui annulent la flèche et la contrainté axiale aux
bords (C3. C4. 53. 54)

Les figures 2-7 montrent d'ailleurs que pour cette classe de conditions aux
limites la couche limite est bien visible. Si on prolonge de façon naturelle
la rotation exacte w', la pente du prolongement est à peu près nulle aux
bords. C'est ainsi'qu'on obtient une représentation graphique du mode in-
térieur. Ces résultats numériquès confirment donc que la solution inté-
rieure satisfait bien les conditions2-4 et2-6.

2.5 3

Coodonncc. axiale

F 3 J

È

È'
È

Coordonncc. axialc



u .

l J .

J .

.J

.lJ

-2.5

.3J

2  . r t

l/t- 0

C"L g

È

'' 4J

!J

2 J f

t J -

. 5 .

. t J ,

.15

.15

1S

Coodonncc. erialc

Coordonncc. arialc

Coontourcc. uillc

I Coonlonncsarialc

>.
3 l

Fig2-7 : Mode et rotation de flambage le long de la coque pour les condi-

tions aux limites 53, 54, C3, C4.
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1r.2.2.

En partant de- l'hypothèse d'un mode inextensionnel, nous pour-
rions exprimer le déplacement intérieur axial en fonction de la rotâtion.
Cette hypothèse d'un mode inextensionnel se traduit par les deux condi-
tions suivantes :

t =v

(2-7)
âu .  âv .

-  o l a  o t = 0

av a*

ôv .  w
O l O l ^

- -=  u
av \"

2exy

On en déduit :

(2-8)

(2-Lr)

^2
d u o i  

1
T---

cty Tl

âw.
o l

ax
(2-e)

Ceci montre Ie lien entre le déplacement axial et Ia rotation du mode inté-
rieur. Ce résultat peut aussi être obtenu par un principe variationnel [1],
en rendant stationnaire la fonctionnelle caractéristique du problème (2-2)

L=+f ,,13*oi)2- (air"i)2- 
îr*,,a?r",- #r,(ôrwoi), 

) ao
o

(2-r0)

La condition sur le mode exact U = 0 entraîne la condition aux limites
suivante pour la solution intérieure:

âw.

-Ë(t +,y)=o
o x L

A celle-ci on rajoute Ia condition aux limites sur la flèche :

wo,( t * ,0)=o
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(2-12)

i'équation}-3 et les conditions aux limites 2-II et2-L2 déterminent en

fr.ririèr. uppro*i*ation le mode intérieyr p-ourle cas de conditions aux

limites u =w = o, *it (cl.c2.s1.s2). suiles figures ]-8 on a présenté

po"i."tt" rf.*" a" coiffitts aox limites, le mode et la rotation exacts'

ffiia totation w' peut être prolongée dans Ia couche limite

ce qui donne rine tÀpresentation gryphiq-ué.du pgde intérieur' Les calculs

numériques confirment donc q.té tâ solution intérieure satisfait bien les

conditions aux limites (2-11)' (2-L2).
pour résumer, le mode- intérieur est en première. aqProximation,-solution

à" f eq".tion 2-1, il satisfait les conditi[ns aux limites 2-4 et 2-6 p-our le

;;rç:w = O 
"i 

l"r conditions 2-1L et2-t2 p,our le cas u = 'w= 0' Le pa-

iuào*Ë sur les conditions aux limites est donc levé. Dans Ie cadre de cette

iln,;*;ti* uu premier ordre, les conditions aux limites en U et w

sont, au premre, oràr., les seules à influer sur la solution intérieure'

Dans Ie paragrupnrà,'ttous expliqu_erons en détail les effets de toutes les

conditions aux îi-it"s et nous cottfit-ttons qu'au premier-ot^qt"' certai-

nes agiss"rrt rui l" mode intérieur alors que d'autres n'ont d'effet que sur

la coulhe Hmite et le second ordre'
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4,2.3.

^ , L'approximation du mode intérieur et les conditions aux limites2-4,2-6 ou 2-l l: ?:L.z permetrenr d'avoir une premic.. ufpràxiilation oela courbe de stabilité nèutre. pour les conditions aux limiiôs ,n;^= vy' = 0,on a vu que le mode intérieur satisfait les équations :

*[1) +(n4 Ê +\,r't ')*'=o
J

wo, ( t fU2)= *"i (tIV2 ) = 0

(2_13)

La fonction propre correspondant à la plus petite valeur propre Ào s,écrit

woi (x)=Acosx

La courbe de stabilité neutre ro en fonction de K est :

^ : 3 l a l  7no=T (-  + nK-)
NK

(2_1s)

On rappelle- que la condition de périodicité dans la direction azimutale
impose que le nombre d'onde r soit de la forme :

K=ù
IIR

(2-r6)

où le nombre entier n est le nombre d'harmoniques. En cherchant le mi-
nimum de 2-15 par rapport à K sans tenit .o*pt" de la perioai.iré, on
trouve le nombre d'ondes Koc et la charge critiquè lo" suivants :

. l18
**=ï '  r*=l

Pour les conditions aux limites U = W= 0, le mode
équations :

(2-r4)

(2_17)

intérieur satisfait les
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*if) * ( îo *t 
.#),o 

nt K6 ) woi = o

wo,( tWz)=woi (+ry2)=0
(2-18)

La fonction propre correspondant à la plus petite valeur propre K s'écrit

wo, (x) = A cos r x + B cos hrx

(2-Le)

où r est la Plus Petite solution de :

tang G+)+tanhtr f  )= o soi t  r  =1'505619

(2-20)

D'où Ia courbe de stabilité neutre î'o(K)'

L"=+(+.rrK2)
(2-2t)

En cherchanr Ie minimum de 2-2L gar -raPPpl à K sans tenir compte de la

périodicité, on trouu" i" nomUre-e'oodeiritique Ko" et la charge critique

suivants :

K*=T
(2-22)

Les relations 2-17 et Z-Z}montrent 9l]e 19 nombre d'onde azimutal K est

;;i';;dr;;; V.d ;;izt'o,alors qo" tu charge-critique est égale à 1'

ou 1.505619. Ce t!*ràt"dtfi*t;jhyp"trtetJ faite zur Ie mode intérieur'

soit négliger ta ;;;d;" æriale a/a; ial pPport à la variation azimutale

ô/ôy. Ceci .*pfiqî"îoîqoài, dans te aevèÎoppement asymPtotique exact

paragraphe 3, nous Poserons :

.Jr 3tl8

k=K. /n  so i t  k=0(1)
(2-23)



s8

sur les tableaux 2-r à 2-8, on a présenté la charge- critique exacte et ap _
prochée (équation 2-15 ou 2-zl), en cherchant le r"i"ir"* par rappog au
nombre d'onde entier n.

I EIÀCT lÀsy:np. ler ordl EcarÈ I
l F c l F c t i

0  . 5 0
0 . 6 0
0 .  ? 5
1 . 0 0
1 . 5 0
2 . 0 0
3 . 0 0
4  . 0 0
5  . 0 0
6  . 0 0
7 . 0 0
8 . 0 0
9  . 0 0

1 0 . 0 0

2 3 . 8 4 S s
3 { . 3 t t 1 8
5 3 . 6 5 9 1
9 5 . 3 9 3 9

2t4.6363
3 8 1 . 5 7 5 ?
8 5 8 . 5 4 5 3

L526.3021
2384  .  S4  80
3 4 3 { . 1 8 1 1
4674 .302 t
6 1 0 5  . 2  1 0 9
7126.9015
9539 .3920

L . 4 4 4 9
1 . 3 5 2 1
1 .2725
1  . 2030
1 . 1 4 1 1
1 . 0 9 4 ?
1 . 0 6 4 1
1 . 0 8 0 5
1 . 0 4 6 1
1 . 1 1 3 {
1 . 0 1 3 2
1 . 0 2 6 0
1 . 0 3 0 ?
1 . 0 6 5 3

1 .002s5
1 . 0 0 1 s 4

2 l
1 )
0 l
8 )
7 l
6 )
s)
4 )
4 )
4 )
3 l
3 l
3 )
3 )

( 1 2 )  1 0 . 3 0 5 9
( 1 1 1  1 0 . 2 5 9 0

1 .00001
I  . 0 0 8 0 1
1 . 0 0 0 ? 6
1  . 0 0 2 8 5
1 . 0 0 0 0 1
1 . 0 4 3 5 5
1  . 0 0 5 5 1
1 . 0 ? ? 9 3
r . 0 5 3 1 6
1 . 0 0 2 8 5
I  .00s01
1 . 0 4 3 6 9

1 0 1  l o . 2 1 r t 1
9 )  1 0 . 1 6 2 1
7 l  |  0 .  1 2 3 0
6 )  1 0 . 0 8 3 9
s )  |  0 . 0 6 0 2
4  )  |  0 . 0 3 4 2
{  I  |  0 . 0 3 8 ?
{ )  1 0 . 0 3 1 9
3 )  I  0 . 0 1 8 ?
3 l  1 0 . 0 2 2 6
3 l  lo .o22o
3 l  |  0 . 0 2 0 3

I L/9' I Z I EXÀCT lÀsynç. 1er orctl Ecart II | | r c i " r " - - I l

c . I , .  s4  R/H-100

I  : . :1  !  ?1 .g1gt  |  1 .os ls  (1o t  |  1 .oo2ss  (12 ,  to .o {63  |9 . !9  !  3 . . 3418  i  t . q tq t  i - i i  i  i : ôô ià i  i i r r  r o .o r r z
9.1:  !  : : . ! !1  i  r .oges i  ô i  i  1 .ôôôôi  i ior  ro .osso
1'99 !  ^99 '191? |  1 .9?eo i  e i  i  i :ôô8ôi  i -s)  ro .orze
1.99 !  ? l ! .q9!9 r  r .ozer  i  z i  i  i .ôôôi ;  i  z i  io .oàeè
3 .99  !  l 9 l . 9 l1  r  r . oug  i  e i i  i . oôàà i  i  e i i o .o r r s
: -99  !  -91q .9 !99  t  r . o rz r  i  s i i  i . ooôô i  i  s i i o .o ràg
! .99 I  Ls26.3027 r  r .9319 i  l i  i  r .oegs5 i  l i  io .oree
: . : 9  !  3?11 .9199  i  t . g l t ?  i l t i  1 :ôôE ; i  i  o ro .o r re
! .99  !  111 ! .1s11  r  r . ogse  i  n i i  i : à i t i i  i  o ro .o reg
l . l9  !  t17! .29^\  !  1 .9!9t  i  ! t  i  i .ôss i6 i  s r  ro .orrs
9 .99  !  ! l gg .?199  i  r . oos r  i s i i  i : ôô te i  i l r o . ooos
: .99 !  1 !?9.?971 |  1 .01s0 a 3 i  i  i .ooeôi  i  g i  io .ooegr0 .00  I  s53e.3s20 t  r .osze  i  s i  i  i .o l ie i  i  t i  i o .ooez

c .L .  c {  R/B-100

I L/R l- Z I EXÀCT lÀsymp. ler ordl Ecalt II  I  I  r c  i ' r è  |  i
|  0 . 5 0  |  2 3 . S { 8 5  |  1 . { 3 4 0  ( 1 1 t  r  1 . 0 0 2 8 sy . : g  !  z r . E { 0 5  |  1 . { 3 4 0  ( 1 1 1  I  1 . O O a 8 5  ( 1 2 1  l o . 3 o o ?

9. !9 !  1 ! .9 ! !9  |  r .3so1 i r r i  i  i .oo iÀr  i i r i  io .zseo
9 .1 :  |  ! ! . q9?1  r  r . zzzs  i ro i i  i : ôôôô i  i i o i i o . zu r
1 .99  !  -es .ss3s  r  r . zo rg  i  e i  i  i . oôàô i  i - g i  i o . re r il . g9  I  2 /4 .6363  r  r .Uqg  i  . r i i  i . ôôô ia  i  z i i o . r r r z
3 .99  |  l 9 l . : ?9 I  i  r . og ro  i  e i i  i : ôôàà i  i  e i i o .ôàà i
9 .99  !  -99q .9 !53  i  t . oszà  i  i i i  i : ôôôo i  i  s r ro .osgo
: . 99  !  l : ?9 .19?1  r  r . oeo1  i r i i  i : ô {a i i  i o ro .os :e
9.99  !  ?19! .g !so  i  r .o r rs  i  i i i  i :ôô ; ; i  i  o r ro .o . rz
! . 9 9  |  3 4 3 4 . l s 1 1  I  r . l l l !  i  l i  i  i . ô i t i l  i  n l  l o . o s o z
3. l l  !  t ! l ! .19?l  i  r .oze1 i  i i  i  i :ô i i i ;  i  gr  ro.orez
9.99 !  610s.210s I  r .ozs? i  s i  i  i :ôôtà i  i  s r  ro .ozrs

- : .99 |  1-126.eo7s r  r .oz91 i  r i  i  i :ôô;ô i  i  s l  to .ozrr10 .00  |  ss3e .3s20  r  r . oesz  i  s i i  i : ô {a ; ;  i  l r o .o reg
,l

ces résultats montrent que la charge approchée est précise pour des z
grands. on remarque gge la valeur de zâ partir de Ëquelle ù précision
devient bonne, dépend des conditions aux limites.

c .L .  s3  R/H- IOO

i-;À--- | 
----;-----l---il;;---l;;=;;;;;-î

|  |  t  r c  i  
-  . r c  

I  I

9 . ! 9  I  2 3 . 8 4 8 s  I  1 . 1 4 ? 3  ( 1 1 )  I  1 . o o 2 8 s  ( 1 2 t  t o . 1 2 s e
9 .99  !  l ! . l l * g  r  r . r z ro  i r o i i  i : ôô i8a  i i u ro . roeg9.tr ! :e.e:91 i t:aiit i-;; i  i :à;ô;i i iô;i;. i l ;;
1.99 !  t9 .9939 i  i :ô ià1 i  é i  i  i :ôô;o i  i 'g r  ro .osge
l . : 9  !  ? \ ! . 9?9?  i  r . o rag  i  u i  i  i : oôô i ;  i  z r  t o .oesg
? .99  !  191 . !?97  |  1 .0340  (  6 i  i  1 .oo2gs  i  s r  ro .oso r
l ' 99  !  -9 !q . l ! 99  i  r . ozEg  i  s i  i  i : ôôôô i  i  s r  t o .ozg r
! ' 99  !  \ 1?9 .1921  |  1 .0441  a  4 i i  r . o rsss  i  o ro .ooos
i . 9 9  !  2 3 8 / t . 8 i r s o  i  t . 9 1 1 9  i  n i i  i : ô ô l ; i  i  q t o . o r z o
! . 9 9  M l ! . l q r l  i  i . o g u e  i  r i i  i : ô i i à 5  i  s r  r o . o r z g
i .99 |  4_g11.1ozt  i  r .osrs  i  r i  i  i :ô i i i ;  i  , l  ro .ooro
9 .99  !  g l9q .? lg?  r  1 .ooes  i  3 i  i  r . ooààs  i  s l  r o .ooee

. : . 99  !  17?9 .?073  i  r . o rzg  i  s i i  i : ôôàô i  i  s l ro .oogz10 .00  I  es3e .3e20  t  r . osee  i  s i i  r . o r : èg  i  l r o . o ros

L l R l z
I
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s2 R/H-100

f L l R  I  z  I
t t t

EXÀCT
Fc

lÀsyræ. le!  ordl  Ecart
l F c l

0 . s 0
0  . 6 0
0  . 7 5
I  . 0 0
1  . 5 0
2 . O O
3  . 0 0
|  . 0 0
5  . 0 0
6 . 0 0
7  . 0 0
8 . 0 0
9 . 0 0

1 0 . 0 0

2 3 . 8 4 8 5
3 t l  . 3418
5 3 . 6 5 9 1
9 5 . 3 9 3 9

2 1 { . 6 3 6 3
381  . 5757
858 .  54 53

t326.3027
2384  .  S {  80
3 4 3 { . 1 8 1 1
{ 6 ? { . 3 0 2 1
5 1 0 5 . 2 1 0 9
7126.9075
9539 .3920

t . t322
1 . 1 5 ? 9
1 . 1 8 9 1
1 . 2 4 8 8
1 . 3 2 3 0
1 . 3 6 2 1
1 .419! l
t .4266
1 . 5 0 5 9
1 . { 6 8 r t
f  .  i l 668

t . s264
1 . 6 2 1 1
I  . 5 5 0 6

1 .505?0
1 . 5 0 8 8 8
1 . 5 1 0 ? 0
1 . 5 1 5 3 2
1 . 5 1 6 5 2
1 . 5 3 ? 3 ?
1 . 5 1 0 ? 0
1 . 5 { 3 3 3
1  . 5 2 6 5 1
1 . 5 ? 4 ' l ?
1 . 5 0 5 8 6
1 .5373?
1 . 6 1 9 6 1
1 . 6 4 6 3 1

( 1 s )  1 0 . 3 2 9 9
( 1 4 !  1 0 . 3 0 3 1
( 1 2 1  1 0 . 2 7 0 {
( 1 1 )  1 0 . 2 1 3 s
(  9 )  1 0 . 1 4 6 3
(  8 )  1 0 . 1 2 8 ?
(  6 )  1 0 . 0 6 4 3
(  5 )  1 0 . 0 8 1 8
(  5 '  1 0 . 0 1 3 ?
( A',t tO.0122
(  1 )  1 0 . 0 2 6 6
(  { l  1 0 . 0 0 ? 2
(  1 )  1 0 . 0 0 0 9
(  3 )  l o . o 6 1 7

( 1 0 1  1
( 1 0 1  I
(  e ) l
(  8 , I
(  ? ) l
(  ? ) l
(  6 ) l
(  s t l
(  s t l
1  { }  |
(  4 t  I
(  4 )  |
(  4 )  |
(  3 ) t

c2 R/E-100

EXÀCT lÀsymp.
. f c  I  f c

l L l R  I  z  I
t t l

ler  ordl  Ecart
I

0  . 5 0
0 . 6 0
0  . 7 5
1  . 0 0
1  . 5 0
2 . 0 0
3  . 0 0
'!  .00
5  . 0 0
6 . 0 0
?  . 0 0
8 . 0 0
9 . 0 0

1 0 . 0 0

2 3 . 8 { q 5
3 4 . 3 4 1 8
5 3 . 6 5 9 1

^  9 5 . 3 9 3 9
2t4 .6363
3 8 1 . s i s ?
8 5 8  . 5 4 5 3

1326.3021
2384  .  S480
3 d 3 4 . 1 8 1 1
461 4 .302L
6 1 0 5 . 2 1 0 9
7726 .9015
953  9  . 3  920

1 . 5 2 r 1 5
1 . { 6 3 9
t . 4 2 1 5
t .  { 0 {  6
1 . t 1 1 6
1 . 4 2 0 9
1 . { { 9 s
1 .  { 5 5 8
1  .  5 1 6 3
1 . { 9 r 3
1 . 4 ? 8 3
1 . 5 3 1 7
t . 6 2 4 L
1  . 5  6 9 1

1 .50570
1  . 5 0 8 8 8
1 . 5 1 0 ? 0
1  . 5 1 5 3 2
1 . 5 1 6 s 2
1 .53?3?
1 . 5 1 0 7 0
1 . 5 4 3 3 3
1 . 5 2 6 6 1
1 . 5 ? 4 { ?
1 . 5 0 5 8 6
1 .53?3?
1 . 6 1 9 6 1
1 . 6 4  6 3 1

0 . 0 1 2 3
0  . 0 3 0 ?
0 . 0 6 0 5
0 . 0 ? 8 8
0 .0? .1 i l
o . 0 8 1 9
0.0422
0 .  0 6 0  1
0  . 0 0 6 8
0  . 0 5 5 7
0 . 0 1 8 ?
0  . 0 0 3 ?
0 .002?
0.  0 {  92

l s )
1 { )
L2l
1 1 '

9 )
8 )
6 )
s )
s l
4 )
4 '
{ }
4 )
3 )

L2
1 1
1 0

9
I
1
6
5
5
4
4
4
4
3

(1s )
( 1 { '
(12)
( 1 1 1
( e t
(  8 t
( 6 )
( s t
( s t
(  { )
(  { t
(  { }
(  { )
( 3 )

s1 R/H-100

f L l R  I  z  I
l t l

ExAcT lÀsynp. ler ordl Ecalt
F c l r c l

0  . 5 0
0 . 6 0
0  . 7 5
I  . 0 0
1  . 5 0
2  . 0 0
3  . 0 0
{  . 0 0
5  . 0 0
6 . 0 0
? . 0 0
8  . 0 0
9 .  0 0

1 0  . 0 0

2 3 . 8 4 8 5
3 4 . 3 4 1 8
5 3 . 6 5 9 1
9 5 . 3 9 3 9

2 1 { . 6 3 6 3
381  . 5?5?
8 5 8 . 5 4 5 3

L326.3027
2 3 8 4 . 8 i t 8 0
3 4 3 { . 1 S 1 1
461 4 .302t
6 1 0 5 . 2 1 0 9
1126.9015
953  9  . 3920

1 . 2 8 9 1  ( 1 1
1 ; 2 9 1 9  ( 1 1
1 . 3 0 6 8  ( 1 0
1 . 3 3 3 8  (  9
1 . 3 8 0 5  (  I
1 . 4 0 3 7  (  7
L . 4 4 2 3  (  6
1 . 4 5 2 8  (  5
1 . 5 1 4 1  (  s
1 . 4 9 1 3  (  4
1 . { ? 6 ?  (  4
1 . 5 3 0 S  (  {
1 .623t  (  4
1 . 5 ? 1 3  (  3

1 . s 0 s ? 0  ( l s )  t 0 . 1 6 8 0
1 . 5 0 8 8 8  ( 1 { )  1 0 . 1 6 7 9
1 . 5 1 0 ? 0  ( 1 2 )  1 0 . 1 5 6 0
1 . 5 1 s 3 2  ( 1 1 1  1 0 . 1 3 6 1
1 . 5 1 6 s 2  (  9 l  1 0 . 0 9 8 5
1 . 5 3 ? 3 ?  (  S )  l o . 0 9 5 2
r . 5 1 0 ? 0  (  6 1  1 0 . 0 { ? {
1 . 5 4 3 3 3  (  5 '  1 0 . 0 6 2 3
1 . s 2 6 6 1  (  s !  1 0 . 0 0 8 3
1 . s ? { 1 r ?  (  4 )  1 0 . 0 5 5 7
1 . s 0 5 8 6  (  { )  1 0 . 0 1 9 7
1 . 5 3 ? 3 ?  (  { )  1 0 . 0 0 4 3
1 . 6 1 9 6 1  (  4 )  l o . O o 2 1
1 . 6 { 6 3 1  (  3 )  l o . 0 { 7 ?

c . L . c1 R/ l l -100

l L l R  I
l l

lÀ. !næ.
l F c

I EXÀCÎ
l F c

1ôr ordl Ecrrt
I

0 . 5 0
0 . 5 0
0 . 7 5
1  . 0 0
1  . 5 0
2  . 0 0
3  . 0 0
{  . 0 0
5  . 0 0
6  . 0 0
?  . 0 0
8 . 0 0
9 . 0 0

1 0  . 0 0

. 2 3 . 8 4 8 5
3 4 . 3 { 1 8
5 3 . 6 5 9 1
9 5 . 3 9 3 9

2L4.6363
381 .575?
858 . 54 53

L526.3021
2 3 8 t . 8 4 8 0
3 i t 3 { . 1 8 1 1
4614.302t
6 1 0 5  . 2  1 0  9
1726.9075
953 9  .3  920

1 . 5 5 3 3  ( 1 2 '
1 . { 9 2 0  ( 1 1 '
1 . 4 r 9 8  ( 1 0 '
1 . { 2 3 1  (  9 }
1 . 4 2 0 1  (  8 '
L . 4 2 1 9  |  1 l
1 . { 5 2 S  (  6 )
1 . { 6 0 6  (  5 )
1 . 5 1 ? {  (  s '
1 . { 9 5 9  (  t )
1 . 4 ? 9 8  (  4 )
1 . s 3 2 5  (  4 )
1 . 6 2 { 1  (  { )
1 . 5 ? { 6  (  3 )

1 .505?0
1 . 5 0 8 8 8
1 . 5 1 0 7 0
1 . 5 1 5 3 2
1 . 5 1 6 s 2
1 . 5 3 ? 3 7
1 . 5 1 0 ? 0
1 .5 {  333
1 . 5 2 6 6 1
1 . 5 ? 4 t l ?
1  .50586
1 . 5 3 ? 3 ?
1 . 6 1 9 6 1
1 . 6 4 6 3 1

0 .030?
0 . 0 1 1 3
0  . 0 4 2 0
0 .064t  8
0 . 0 6 ? 9
0 . 0 ? 5 ?
0 . 0 3 9 9
0 . 0 5 6 6
0 . 0 0 6 1
0 . 0 5 2 5
0 . 0 1 7  6
0  .0032
0.0027
0 .  0 4 5  6

Tableaux 2-t à 2-8 - Comparaison entre la valeur asymptotique h et
exacte
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tr.3.1.

Les calculs que nous avons présentés aux paragraphes précédents
sont basés sur des- approximations posées a priori . Il est intéressant dedisposer d'une méthoâè systématique'qui proou. roures les hypoihÈses fai-tes -et permet de tro-uver a-vec plus de-déiail et de précision ies solutions
analytiques du_problème 2-1. 

-c'est 
I'objet de ce paragraphe. Nous utili-

serons pour cela la méthode asymptotique rappelêe dùsie chapitre I pa_ragraphe 5.
La technique consiste à considérer 11 comme petit paramètre et à faire un
développement des déplacements et de la pression î, en :

I  = Io+ I r I  +? t r t l z+ . . .

(2-24)
où

n= [' 
tzrt4lz

Po-T les-déplacements nous ferons appel à la méthode de pernrrbation sin-gulière. Nous faisons donc deux dévêloppements :

a) un développement de la solution intérieure, qui sera valable assez
loin des bords

b) un développement d'une solution localisée au voisinage d,un
bord, ce qui traduit une couche limite.

Le raccord est ici très_ facile puisque la linéarité du problème érudié nous
permet de superposer les deux dévèloppements.
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, [..3.2. Développement intérieur

L,objet est de déterminer une approximluo' des déplacements à

l,intérieur de Ia ;ï; ffi; f"ions donôïn dévelop-pement.asymptotique

des déplacements èn puissances de n (ch. 1 $-5). Nous utiliserons pour

cela les équations d'équilibre en dépl^tà*.nt' b'après les résultats du pa-

ragraphe pre.caetiiJ"à-ut" dËtid. i;;tàe t'oidte 1/{n' Nous définis-

sons donc un nombre k qui sera d'ordre unité :

k
K=T

1n

Les déplacements u, v, w figurant dans les équations d'équilibre n'ont pas

les mêmes ordres de grandeur en 11. Etant donné que ces déplacements

sont solutions d'un problème aux valeurs propres, ott peot choisir a priori

un déplacement azimutal tel que :

(2-2s)

(2-26)
v = 0(1)

Les autres ordres de grandeur peuvent être déterminés par exemple à par-

tir de 2-7 et 2-8- On obtient

u=0( ' / r1)  ,  v=0(1)  ,  w=o(t t 'Z)
Q'n)

onvaensuitedévelopperlerygdegnpuissanc'ede11,encherchantdesso-
i"tioÀ nurmoniquet ààot h direction azimutale :

u='Jn { uio +î un (x) + "' } exP (P I.,ln

v =i { v,o * I v'  (x) +... t  oP t*).,ln

* = r'l'2 t Wio + î wn (x) + ... f *P t#l

(2-28)

Sionnégligepourl ' instantlepréflambage,leséquationsdeDonnellen
déplacement s'écrivent :
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l-v l+v vw _.u  +-- ,xx i " , r*Tt , r r -#=o
î

v  +1J+v  l+v  w
' ,yy  .  r  î " *+7:o, , r ]  

-  
i=on

^2w +* 1w-r121v,r+vu,r)) .+(o*,*r**,,o) =0
q*(1-v2) " 

1À'- 
33

(2_2e)
où Â.=fa]+all .

pn reportant les developpements (2-24),(z-zg) dans (2-29), nous obrenons
les resultats suivants (voir annexe 2) :

Premier ordre

u,o(x) = 
wt* (*)

k-

(2_30)

v,o(x) = - 
wi=(*)

(2-3r)

4." r.l + ( k8 
hr, 

) w,o (x) = o

second ordre Q-32)

d. r* t  â.- .
u,r(x) = "tlt^' *!w*t*l

kz k4 
ro' '

(2_33)

5,*r*uw'"(*)v, r (x)=--*  
k3

(2-34)
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w!f)r*l + ( kB 
#) 

w,,(x) =#w.(x)

* (2k6 - 0 ro k^ 
#1wi.tx) 

=fr{:'o,

(2-3s)

Aproposdeceséquations,onpeutfairelesremarquessuivantes:

1)Leséquat ions2-3I ,2-32montrentqu 'aupremierordre,soi t
pour une coqu. it6 mince , le mode de flanrbagê,est sans glissement dans

les directiorr, *, ï, "it""t 
â[ottgttnent dans.là direction Y-i il s'agit d'un

mode avec une Ééror-ution moyenne quasiment axiale (Fig.2-a)' Nous

fi6fù. ainsi 1hyp"thète d1.*oa. inexiensionnel (eq' 2-7 et2-8)'

Z) L'équatidn' 2-32 est identique à l'équation 2-3 qui avait été obte-

nue à partir A*-âqùtion9 2-! et par un argument un peu plus rustique'

Elle a été complàË;p;; âis équations en u, v, et par des équations au se-

cond ordre.

tr.3.3.

La couche limite est un phénoméne localisé aux voisinages-des

bords, à décroissance rapide, tradiisant I'effet des conditions aux limites'

pour les coque, *ù16 isoit poo, d", grandes valeurs de Z1 I'exemple le

plus simple de ." !yp9. dè compôrtemeît est la solution du préflambage'

Un calcul de couche limite poui-."tte solution axisymétrique a,été fait

dans l'annexe g CiË e3-f). Itious allons maintenant câlculer pour le mode

de flambage la !ïfiii"" iupiO"- r,ritout" l'épaisseur de Ia couche limite'

Toute sorurion Ë éq".tiôïs du mode z-zç esr combinaison linéaire de

fonctions de la forme :

u (x,y ) = u exP(r x ) exP C#l
Jn

v (x,y ) = v exP(r x ) exP t#l
Jn

w (x,y ) = w exP(rx ) exP tSl
Jn

Nous obtenons l'équation :

(2-36)



&

,o*  (  k ' - r ' r l1o - \<u'
J

T?n)(/q-kt)t=o

qui admet huit racines. Quatre de ces racines
l'approximation du mode intérieur (eq. 2-32)
conduit à :

(2_37)
se retrouvent à partir de
c'est-à-dire n << 1, ce qui

,a+k8-oÀonu=n
33t4

(2_38)

p1_not9.que ces solutions sont de I'ordre de 1. Entre l'équation exacte
2-37.et l'équation approchée 2-38, il y a donc 4 conditionr urr* limites qui
ont été perdues.
Ces quatre racines permettent de rendre compte des couches limites : deux
pour la couche en x = - n/2, deux pour la couche en x = +n /2. L'examen
{e f'g9gation (2-37) montre que le produit des huit racines .rt d" I'ordre
de l/1* . Pour q < 1, les quatre solutions dans la couche limite s'écri-
vent alors sous la forme :

r=9 ,  o=0(1)
n

(2-3e)

Ainsi, dans la couche limite, les variations dans le sens axial sont les plus
rapides _alors que c'est I'inverse à I'intérieur. Ecrivons le développement
de la solutiôn rapide au voisinage de x = -îc 12. Onpose :

F _x+ fW

n
(2_40)

T,a première idée est de les écrire de la même façon que la solution inté-
!3ure en remplaçant seulement la variable lente i patiu variablè rapide
Nous avons fait cela pour les huit types de condiiions aux limites intro-
dyits 1F p{ . Nous avons trouvé quê aans tous les cas, le premier ordre
s'annulait. cela signifie qu'avec ces conditions limites, la colrection
de couche limite concerne plus la pente que la flèche elle-même
(voir Fig.2-5).
Nous-su-pposons donc a priori un développement de la solution rapide qui
est décalé d'un cran par rapport à la solution intérieure :
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u =q32 { u,r($ + q u,2(q) +... } exl (i fl I.,/n

v =irl { V,r(q) +q V,r(E) +... } exP (i I I.,/n

* = rl'2 t wrr(g) + 11 Wr2(E) + ... ) exp(i 
f, 

I

(2-4t)

Reportantdans2-2g,onobtientlesrésultatssuivants:

Premier ordre

u;l(E) - o$ v;r(E) - v w,,t6) = o

v,,te) = o

d1,tgl . + W,r(q) + kv,,(6) - v u,,(€)) = o
1-v" 

( z-42)

Second ordre

u,rc€l - n $ vo(Ë) - v \2(É) =': +u,1(É)
1-v
zr o<e't- k w,1(€) = - +k u;1(Ë)

{?cEl * Artwo(É) + k v,2(E) - v u,rro =pÊ '+Y1 w,,t€)

(2-43)

Ne retenant que les solutions décroissant rapidement pour € ---)o"' (couche

limite pour *=-n l2). La solution du premier ordre vérifie :
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wfltel+\,(0=o
(2_44)

Wr l (Ë)=E,exp( -oË)+C.C.  ,  o= 
t l t

lz
vrrG) = o

UrlG) = -v I  oE, exp C o0 + C.C.]

(2_4s)

gù Er est une constante complexe, et c.c désigne le complexe conjugué.
Les quatre racines 11, -r1 ,rz,-rzdans la couché hmite sorit alors :

r  = -  l+ i  I
t - - . /2 ;

r , -  
l - i 1

,- '+2;

(2_46)
On obtient le même comportement de couche limite et les mêàes valeurs
de_r pour- la solution axisymétrique (voir annexe 3).Les resultats d'un cal-
cul en élément finis visualisent bien ce comportement (frgz-9).

En tenant compte de 2-45 les équations 2-43 s'écrivent :

4?tEl +'wo($ = o rh- r') w,,(É)

v;(Ë)=12+v)kïv,1(6)

u;(6) - v wo(E) =Ê (2v+r) v/,r(É)

(2_47)
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I

Coordonnee. axiale

FN

Coordonnee.

et du mode
Fig}-gcoucheslimitesdelasolutionfondamentale

bage
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IJ3.4.

comme ,i] s'ag1t d'un probrème linéaire, la solution dans ra cou-che limite x =-fi /2 est la somme de la solution uâri*t t.nt"rn.nïLn x 1ousolution intérieure) et de celle qui varie rapidement :

u ={r1 e*p +try +11 (u,,(x) + u,r(O +12 ( ur,(x) + ur,(Ë)) + 0 (q3) l{q k'
:r-- IV. (x)

v=exp? [ -  
. ' i o ' ' - '  

+11 v , , (x )  +q2(v , r (x )+vo(€) )  +0  (n3) ]
{n

* ='rt,"*p* t \"(x) + î (wir(x1 + w,r(o + r12 (wn(x) + \2(€)) + 0 (q3)l{n
(2-48)

g"^Yif ,_ViL,Wi_t,l UIl,\1 sont respectivement déterminés à partir de2-33 à 2-35 et 2-42. Commè h variabie axiale x intervienr à la fois dans le
$év-elgppement intérieur et dans le développement dans la cou.rr. Hmite,
la dérivée par rapport à x s'écrit :

d =À* !à
dx  âx  qô(

On en déduit :

u,, = {n r-p q+5! + u,,t() * n {u,,1x1 + u,r(Ë)) + 0 (nr) l, {q  k "  
' r

v,x = exp$f ry +n ry'(*) + vo($) + o (n1 t.rtq ^

w,* = n32 "*p 
({v) 1q"r*) + w,,t6) + n w;r(x; + wr,(O) + o (rl2) l'rln

w,*^ = rtt, 
"*p9tl w,,r€l + w"t*) + w)r$ + n cw;r(x1 + voc$) + 0 (q2) l{nn

(2-4e)

(2-s0)
D'où les contraintes : (voir annexe 4)

(r ky)

o, = '*p 
llt r 

fr tr 
v,o(x) +

i n 2IY!4)
n"' (w,,(-) * 

Ë 
+ ka 1E, o2 + c.c.)) + o (n2) l
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n*v=*'*nffitnu'"+ vl"{x) + 11 1w,"tx) - t4 (Er o + c.c.)) + o (t12) l

(2-s1)
Dans le tableau si-dessous, on a écrit les développements.des conditions

aux limites pour U ,v,'w, w;, Nt , N*y e.tt *:-I 12' C'est éqliyalgnt-au pro -

iéiede racôrd de'deux Opèr ciè sôÏution, bien connu en théorie des déve-

loppements asymptotiques.

Dans le cas de la condition aux limites &=9, on a besoin du troisième

l"r*. au développement d'ordre rflz. Cé demier s'écrit :

til/ "i1(-zcl2) * 2's/(a)b( -æ12>t*+ tC çetô'*c'c) = g

Dans certains cas il n'est pas utile de pousser le développement au

second ordre pour obtenir lexpression de î't'

* *

Second terme

'W"is(-æl2) =0

enq
w"'is(-æl2)-k4(E1 6+c.c)=g

enn3ft
w'nGæ2)/k2+(v+2)w ^ iplntzlPt'

v(E16+C.C)=0

enq
-W i1(nlL)lk +vW "io(-nl2)/kr-0

en 152
Wi{-nl}) + (E1+C.C)=0

en qU2
W'is(-æl2)=0

enq 0

Wio(-æl2)=0

en n 3/2

Wio(-æl2)=0

en n32
W'io(-rcl2)S io+C.C)=O

en 1l/2
(E1o2+Ç,C)=0,

Nx=o**

N*y=o

U=0

V,= 0

W=0

Wrx=0

Wrxx = 0
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. Le premier terme xo du déveroppement de À (eq. z-24) esr dé-terminé en cherchant la solution de 2-32 Ëia.r conditions aux limites surws^. D'après le tableau ci-dessus, les conditionr-.u* limites ù; = w = 0 en _traînent

Wio (t W) =W. ft il121=g

.3 t4  
2-52)

À"(k)= ' i  ( { * t21
T k '

alors que les conditions u = v/= 0 aboutissent à : 
Q-53)

W. (t TIIZI =W. tt lI/21=g

(2-s4)
n3l4 4

Ào{k)=i- t  \*r ' l+ k o

(2_ss)
où r est une solution de :

tang(r f )* ,"nt t t r l l=o

(2-s6)

NousretrouvonsainsilesÉsultatsduparagraphe2(êqlations2.|5et
2-2r).

Le terme correctif 1.1 est déterminé en imposant une condition de solvabi -
lité sur l'équation 2-35. Ces calculs nécesiitent la connaissance des quarre
conditions aux limites imposées sur chaque bord .
Les différentes expressions de 1.1 en fonction des 8 conditions aux limites
s'écrivent :

,  *CasCl(U=V='W=Y*=0)

^3/i4

X, = 
î {2.493 _ r.T^.a* 18.506 v2 _ 51.53 + 38.7-lv + 6.406a

k6 k8

(2-s7)
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,  r  * Cas 51 (U={=\{=Y** = 0)

a3t4 g.z$i 51.53+38'71v+6'4064 ',
L, = ? { 2.493 - t.Tt r7a * 

T 
- 
T 

t

(2-s8)
* Cas C2 (U= N*, ='W= T, 

= 0)

a3t4 25.9-6.406a 20.25 ,
Lr= ? {2.493 - r.T|rla* 

T F,
(2-se)

* Cas 52 (U = N*, ='W= 
I** 

= 0)

a3l4 2-5.9-6.406cr 40.5 .,
Lr=? {2.493 - r.27r7a*ai- 

kro- 
r

(2-60)

* Cas C3 (Nx = V= W =W; = 0)

- 33to - ̂  1.80 2+a, , (2-6L)
Lr=î{z_a.?--}

* Cas 53 (N* = {= \{= Io = 0)

*,=#{2-s--Tr

* Cas g4 (N,. = N*, ='W= W;. = o)

a3t4 0.90 1.8 Z+s. 0.90, Q-63)
r,,=î{2-a*T*F-T-Tr

* Cas 54 (Nx = N*, - $y'= W,** = 0)

a3l4 2+a 1.80 .
Lr=î{2-a -T-_ro-r

(2-64)

(2-62)



Les figures 2-10 à z-r4 monffent I'approximation de la courbede stabilité neutre donnée par les formures i-z+,2-5s et 2_57 _ notées
Iu.qy- - et comparée à la courbe exacte dans le cas des conditions aux li-mrres UI et pour Z = g5g, 1073, L236, 1526.
Les figures 2-15 à2-21montrent l'évolution de la courbe de stabiliré neu-
tre approchée, Lasym , en fonction de Z et pour diverses conditions aux li -
mites (C2,52, C3, 53, C4, S4).

Sur ces figures, on constate :

* Pour un grand nombre d'onde k, les formules asymptotiques sonttrès bonnes, notamment celle au second ordre.

{< Pour k tendant vers zéro, r asy-(k) tend vers -oo alors que, bien
sûr, la courbe exacte tend vers foo . Donc pour k petit, cette formule au
second ordre est mauvaise. sur Je.s figurg i z-n a z-zt, on voit que lacourbe asymptotique a bien un minimuir (que I'on cherché), mais aussi unmaximum parasite dû lulapproximationslaites. Notons qu. .. compor_
tement, certes désagréable, n'est pas anormal puisqu. i", hypothèses
d'ordre de grandeur faites a priori nè sont pas valâbles^po* k pËtit.

* La région où la formule asymptotique laslm est mauvaise est
d'autantptus glalde que zest petit. 

-Ce-comportement 
est aussi attendupuisque la condition q << 1 n'esf plus remplie.^
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Fig 2-10 àz-L4compraison.entre les courbes de stabilite neutre asympto-

tiqie et exact pour Ia condition aux limites Cl
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Fig 2-15 à 2-21 - comparaison entre les courbes de stabilite neuffe
asymptotique et exacte pour les conditions aux limites c2,s2,c3,Sj,c4,s4.
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Nous avons testé la validité des formules asymptotiques en com-

parant avec des tèsuttats numériques pour P$: 100 et_p_our les huit cas de

Ë""îiiiôr, *iri*ites. Les tableâux notés de2-9 à2-L7 comparent Ia va-

leur exacte de la charge critique (exacte apÈs. avoir !9Sligé te préflamba-

g"j, fu valeur u.y*ftoiitgg.uù3rèmier otâte @q. 2-53 et 2-55) et celle au

;;;"d ordre fL-sl à2:6q. ia recherche du minimum de la fonction

^ 
"r"*tu) 

ne doit pas s'effectuer sur tous les k, car le minimum serait

"râii^li*, 
la région où I'approximarion esr mauvaise. Pour calculer la va-

Ieur de la charge critique asymptotique' nous avons adopté-la.procédure

suivante. On recherche tout â'abord un nombre d'ondes minimisant k*in'

caractérisé Par :

r3.7.

D'où

-at -*  -& -k .  )+nî
dk 

' (k*r) = ?t" (Çr") G*' - k-i.J + n rr G,r,1,,o) = 0

(2-67)

On en déduit une expression asymptotique du ko,in, qui ne conduit pas aux

inconvénients évoqués ci-dessus :

d l " r r *  
( k  .  )=o

dk 
' mln'

(2-6s)

onappel lek,o inoleminimuTd" lacourbeduprymierordre(2.53 'ou
t-5t,;t noisitâle de kn'ino. Le développement de Taylor de

X,= l .o+Xt  s 'écr i t :

x.r* (k ,ir,) = xo (Çir,o ) .+t" <o^..1 G,,,ir. - k*nJt + r1 xr (k**)

(2-66)

(2-68)
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La charge critique est alors obtenue en cherchant le minimum corres-pondant aux trois nombre d'ondes entiers qui encadr"nt uu pfus près lenombre d'ondes k-ir,. c'est la charge critique ainsi calculé. q"i;l prés"rr_tée dans les tableaux 2-9 à 2-17. Ptur châque valeur dez ona déterminél'écart entre la valeur.de la charge asympôtique et la valeur exacte. Onappelle écart I'expression :

x"*"", - x"rrrn

À"r""t

Remarquons que cette.comparaison n'a pas été limitée aux grandes valeurs
de z. On s'est écarté ainsi de lhypothèsè z grand afin d'éta6nt t. domaine
de validité des formules 2,57 à i-e+. NouJavons constaté que lorsque Ia
force axiale est donnée (C3, 53, C4, S4), le domaine de convergence est
beaucoup plus vaste qle prévu. Dans les autres cas (s1, cl , si,, cz),la
formule au second ordre ne converge que pour des valeurs plus'grandes
de Z.
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pour mettre en évidence le domaine de vatidité des formules en fonction

de Z,nous dressons un tableau contenant :

- L'erreur maximum avec la formule au premier ordre pour

24<Z<10000.

- La valeur Zo par laquelle la courbe au second ordre n'a plus de mini

mum

- Les valeurs de Z au-dessus desquelles la formule au second ordre

donne une erreur maximum de 37o, puis de 17o'

1o  o rd re

Er reu r  max
Zo

Erreur {- 3 o/o

pou r  ZZ

Erreur 3 1 o/o

pour  Z r ;

C1 I o/o 800 850 4600

S1 17 9o 900 850 4600

S2 I o/o 900 1000 4600

S3 33 7o 1500 850 4600

c3 30 7o 50 35 50

S3 LB o/o 70 150 2t0

C4 30 o/o 50 50 100

S4 57o 300 200 850

La formule au second ordre est donc précise (à zEo près) po-ur^z >1000

avec la condition aux limites U= 0, et pïur - >2OO avéc Nx =-0' Dans les

urrtræ cas il est preiètubl" d'utiliser la iormule au premier ordre' tânt que

I'erreur ne déPasse Pas 107o.
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II.3.8 Discussion :

. Jusqu'à présent' nous avons utilisé les équations de Donnell sanstenir 9-oTp!9 du préflambage. Plusieurs études ont été faitei.ràJu**.rr,
{*r 1321, [39] pour compàrer les résultats obrenus à partiiâ;-;;, équa_tions, er ceux obrenus pai des théories réputées plus^évàruJ.r-ir,rugge,
Koiter-Sanders). Tous les calculs montrenf que lei équatio"s àe oonnett
donnent des résultats de | à 3vo prej, dès que le nombie d'onde n et supé_rieur à qlatre. N,ous ayoS! gomqarépar *' calcul éléments ri"ir l", équa-
tions de Donnell et de Koiter-Sandèrs ( pour les conditions aux limites
c1, s3. Les résultats sont présentés sur lei^Tableaux z-Lg àz_zL.

D'après ces résultats, on remarque qu'on distingue 3 cas :

- coques de longueurs modérées, pour lesquelles le nombre d'onde n est
supérieur à quatre

- coques longues, où n prend les valeurs 4 ou 3

- coques très longues, soit n égalà2.

Sur les Tableaux 2-18 et 2-19 nous avons présenté les deux premiers cas,
nous remarquons :

- La,chTæ de flambage de Donnell est presque toujours inférieure à
celle de Koiter

- 
l'.9"urt ne dépasse pas les 5vo porn n supérieur ou égal à quatre- L'écart atteint dans certains cas lTvo pour n inférieu-r à quàtre

L/Rx DONNELL XKOITER-SAHDERS* ECâRT Z x

2- 00x
3.00x
4.00x
5.00r
6.00x
7.00x
8.00x
9.00x

10.00x
12.00x
14.00x

L.428s7(
1.45305(
1.46077(
1.51754(
1.49651(
1.47977(
1.53228(
L.62447(
1.57500(
1.48911(
1.52s94(

x 0.00921 x
x 0-  01113 x
x 0.02205 x
x 0.01176 x
- 0.04252 x
x 0-02820 x
x 0.01918 x
x 0.01291 x
x 0.09715 x
x 0.06392 x
I  0.04098 x

.381576E+03 x

.858545E+03 *

.152630E+04 *

.238485E+04 x

.343418E+04 x

.467430E+04 x

.610521E+04 x

.222691E+04 x

.953939E+04 *

.137367E+05 *

.186972E+05 *

Z) x 1-44135( 7)
6) x 1-46940( 5)
5)  x 1.49370( 5)
5) x 1.53560( 5)
4) x 1.56305( 4)
4) x 1.52350( 4)
4) x 1.56275( 4)
4). x 1.64572( 4>
3) 'x  1.74447( 3)
3)  x 1.59079( 3)
3)  x 1.59114( 3)

Tableau 2 - 18 Condition aux limites Cl
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, , L/Rx DOH}IELL XKOilER-SÊI{DERS* ECART Z X

1- 00x
2.00x
3.00x
4.00x
5- 00x
6.00x
7- û0*
8- 00x
9.00x

10.00x

.953939E+02 x
-381576E+03 x
.858545E+03 x
.152630E+04 x
-238485E+04 x
.343418E+04 x
- 467430E+04 x
.610521E+04 x
.772691E+04 x
.953939E+04 x

1-02212( 8)  x
1.03411( 6)  x
1.02415( 5)  x
1.04447( 4) x
1-02329( 4) x
1.09786( 4)  x
1.05210( 3)  x
1.01008( 3)  x
1- 01834( 3) *
1.05500( 3)  x

1.0776S( 8)
1.04474( 6)
1.04003( 5)
1-09005( 4)
1-04693( 4)
1.11129( 4)
1.15234( 3)
1.07787( 3)
1.06603( 3)
1-08964( 3)

x 0- 00512 x
x 0.010U x
x 0.01528 x
x 0- 04181 x
x 0-02258 x
x 0.01208 x
x 0.08699 *
x 0.0Ê289 x
x 0-t4474 x
x 0-  03179 r

Tableau 2 - L9 Condition aux limites 53

Tableaux 2-L8 etz-Lg- comparaison entre la charge de Koiter-Sanders
et Donnell (cas n > 2)

Le cas des coques très longues est présenté sur les Tableaux}-Z} et2-2L,

nous remarquons :

- L'êcart est de I'ordre de ZOVo pour la première valeur de î' où n est

égal à 2. Cet écan diminue au fur et à mesure que L/ R augmente'
- Les ordres d; gt;"d"ur de la charge de pression qui avaient été obte

nus en théorie"de Donnell ( ?r=1, ôu 1.5056) ne sont plus respectés

quand l./R augmente. -
- Linfluence dJs conditions aux limites diminue pour les grandes

valeurs de LlR.

DONHELL XKOIIER-Sâ}IDERS* ECART Z X

25.00x
28- 00x
30.00x
35.00x
40.00x
45.00x
50.00x
55- 00x
60.00x
70.00x

-596212E+05 x
.747888E+05 x
.858545E+05 x
- 116858E+06 x
.152630E+06 x
.193173E+06 x
-238485E+06 x
.288567E+06 x
.343418E+06 x
.467430E+06 x

1.53010(
r-50227 (
1- 51300(
1.59S77(
1- 73497(
1- 89515(
2- 06927(
2.25165(
2.43918(
2.82319(

2) x 1.93067( 2)
2)  x 1.79064( 2)
2) * 1.74875( 2)
2) * 1.74976( 2)
2)  x 1.83609( 2)
2) x 1.9Ê642( 2)
2) x 2.t2L4L( 2)
2) x 2-29090( 2)
2) x 2.46946( 2)
2' x 2-84230( 2)

x 0-20748 x
x 0- 16104 x
x 0.13483 x
x 0-08572 x
x 0.05507 x
x 0.03627 x
x 0-02458 x
x 0.01713 x
x 0.01226 x
x 0.00673 x

Tableau 2 - 20 Condition aux limites Cl
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L/Rx DONHELL*KOITER-SANDERS* ECÊRT Z X

15- 00x
18- 00x
20- 00x
25- 00x
30.00x
35- 00x
40- 00x
45- 00x
50- 00x
55- 00*

.214636E+05 x

.309076E+05 x
-381576E+05 x
.596212E+05 x
.858545Er05 x
.116858E+06 x
.152630E+06 x
- 193123E+06 x
.238485E+05 x
.288567Er06 x

1.08824( 2)
1.00694( 2)
1.01093( 2)
1.10976( 2)
r.264rL( 2)
1-44036( 2)
1.62666( 2)
1-  81809( 2)
2-01238( 2)
2-20837( 2)

1.44798( 2)
T.zT7LL( 2)
1.16451( 2)
1.18822( 2)
1.30908( 2)
L-46827( 2)
1.64500( 2)
1.8306S( 2)
2-02132( 2)
2-2t488( 2)

x 0-24844 x
x 0- 17268 x
x 0-  13188 x
x 0- 06603 x
x 0.03435 x
r  0-  01901 x
x 0-  01115 x
x 0-  00688 x
x 0- 00442 x
x 0-  00294 x

x
*
x
*
*
x
r
x
*
*

Tableau 2 - 2l Condition aux limites 53

Tableaux 2-20 et 2-2L Comparaison entre la charge de Koiter-Sanders
et Donnell (cas n = 2)

Dans Ie paragraphe 4 nous étudierons le cas des coques longues et très
longues èn ,riitiiant les équations de Koiter-Sanders. Nous résolvons ce
pro6lètnt par la même méthode asymptotique que dans le paragraphe pré-
èédent. Nôus velrons qu'elle permet d'expliquer ces résultats.

En ce qui concerne les rotations avant flambage, d'après [39],
leur influence srrt lu charge de pression est négtigeable pour Z supérieur à
50. Dans I'annexe 5 nousâvons énrdié I'effet de ces rotations sur les déve-
loppements asymptotiques de la charge de_flambage.les- calculs montrent
qr'ôtt ffouve au sèconâ ordre des termes dus au préflambage-dans le seul
ias où la force axiale est donnée. Ceci est cohérent avec les résultats
asymptotiques du paragraphe 2 puisque dans ce cas les formules sont pré-
ciies poutà"s z supérieurs à 50. Dans le cas où on impos-e un_ déplacement
axial,^il faudra faiie un développement au troisième ordre de la pression
pour voir I'influence du préflambage.

II.4. Cas des faibles nombres d'onde n

Nous calculons la charge et le mode de flambage pour des coques
longues et très longues avec ti méthode asyTptotique dy Paragraphe .2'
Noùs utiliserons pôut cela les équations de Koiter-sanders (annexe 1).
Nous avons r"rttriot le calcul aupremier ordte, sans analyser I'effet de
couche limite.
Dans le paragraphe 2, nous avops montré gue Ie nombre donde azimutal
K= nlfcR eIt âe I'ordre de 1/{n . Ceci impose que n soit grand' Pour
des faibles nombres d'onde n (n = 4,3,2), on pose :
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r r I

*=U.Ë ,  k*= 1=O(t )

(2_6e)

On en déduit I'ordre de grandeur de la pression, en injectant 2-69 dans
2-L5. On pose alors :

1*=PR3 tz( t -v1,  r*=o(r)
E h J

(2-70)

Les ordres de grandèur sur les déplacements u, v, w, s'obtiennent par une
méthode analogue à celle du paragraphe précédent. On peut choisir a
priori

v =v* ,  v*= 0 ( l )
R

u=ïu* ,  u *=0( l )
t  

hn2***=tl tor*1 '  w*=o(1)

(2-7r)
Les équations de Koiter-Sanders en déplacement et sans préflambage
s'écrivent :

$ + r ry r*2 Aut $r.. Bâ^vt LJ', 
orr*'1}] ô* * î v*âw*= 0

(2-72)

{ t* c atJ-- pr,211+D)v *+ t * { t + + * k* â,u*- (1-n1*; k*w*
t2 x '  

rt 2t x'

+nb,$n. Tron.-r*,**y= 6

(2-73)

*' ,{rl* 
*+ort' k*4w *-2D* n'u-"-t* *+Dk*3n2v ,+"#rfr*aln *

, { a-o - I + n2},*D1a {r3"0 - t*2* *- 4 k*v *F 0
2 û L"* f  

*  
r (

(2-7 4)
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ou
. 2  , 2

A=1*  
h-  ( r -  t *o  

27,* ) ,B= t -4( l  
l -n  

*  
1*o  

2À*)
48R' l-v 48R' l+v l+v

c=1 .L(9-1*o z j ,*) ,E=1 L(3 
l -n - l+ct '  z) ,*)  ,D= 

nt=

48Rt 
- 

l-v 48R' 
- 

l+v l+v rzg'

On fait un développement des déplacements enr ztt .

o* = u,o(x) *{u,,,*) ..+u,r(x) * o,{,

u * = v,o(.) * 4 vir(x) * {u,roy * o t {)

**= w,"(x) .{w,,(x) *{*,rt* l  * o t{ lr o . ,  
L ,  L  

- L 6

(2-7 s)

On remarque que les termes qui ont été négligés dans la cinématique de
Donnell sont de I'ordre de nllPtz . Pour les coques de grande longueur ces
termes ne sont plus négligeables. Pour en tenir compte, on pose :

,=É5 , t=o(1)
(2-76)

En injectant 2-75 dans 2-72à2-74, on obtient (voir annexe 6) au premier
ordre

+k*'u,o +k* v,o"x - v \o,x = o

k*V,o+W.-0

(2-77)

(2-78)
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, 2  - 4  2  . 2 . _ 2
Vlo ) *n  

Ln  (n - r )  
fn2_1 , - tW.  =0ro 

R2 Ran+ t2(L-v2). 
o, ro

(2_7e)

A partir des deux premières équations on déduit :

k*t u,o = \o,x
(2-80)

On voit bien que la condition aux limites U =0 entraîne toujours Wio,* = 0.
Donc la forme du mode de flambage reste inchangée pru rapport à I'ana-
lyse du paragraphe pr,écédent. Enrdions le cas où on a une condition aux
limites Nx=O. Pour cela nous développons l'équation 2-73 au second ordre

i l-v ., l+v- k*- Vr, - k* W,, = - 
T 

Vi6,xx - 
T 

k* Uro,*

(2-81)

En utilisant 2-78 et 2-80 on obtient :

k* Vi, * Wir ={W,o,xx
ktl'-

(2-82)

Compte tenu du changement (2-7L) ,la condition aux limites N*-0 s'écrit :

R2- u1x -v(k*v*+w*)=0 (2-83)
t

Après développement enr'?il] on trouve :
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I au Dremier ordre

k*  V .  +W.  =0
lo lo

(2-84)

au second ordre

U. .x -v(k*V. .+W. . )=0- io'-- - \-- - it '. i1, 
(Z-95)

En utilisant2-80,2-82 on obtient :

Wro,xx = 0 (2-86)

Ce qui est aussi identique aux résultats du paragraphe précédent.

Nous récapitulons les résultats du pemier ordre :

Pour la condition aux limites U = v/ = 0, on a :

W,o(x )=Acosrx+B cohrx ,

À.irn) =
,o rz (r-r') *'{ * n

fI4 La h2

n' ftl - t)'

r = 1.50561

o (n"-r)'

W.(x)=Acosx

tz (t: ')  {{ * no 1n _11,
II4 La h2

n'e? -D"

(2-87)

(2-88)
!t

?r
o



88

'La charge critique X0* calculée à partir des équations de Donnell (voir
équations 2-15 et2-2I) est:

t2 (L-vz ) Ro R'
l.o(n) =

12 (l-v2 )

pourU= 'W=0

pourN*=W=0

4
r 2
- * I l  ,

o
nn4

Lz
-*n  '
nn4

tn'

(2-8e)
et

À.tn) =
Ra R2

P=1 
Eh3

R3 12 (l-v2)

(2-e1)

Cette indépendance par rapport aux conditions aux limites est le signe
d'un nouveau problème de perturbation singulière. En effet l'équation
(2-79) s'écrit

La hz

(2-e0)

Pour des coques très longues, soit quand L/R tend vers I'infini, les expres-
sions des charges critiques 2-87 à 2-88 tendent vers la même valeur n".La
pression critique est donc indépendante des conditions aux limites et
s'écrit (pour n = 2) :

- 4  . 2  2  , 2 . , 2

+ rd^" *+ i- (n -r'J: 
tnt - rl) wio = o

f 
ro 

R2 na :u,G-vz)

(2-e2)

Le petit paramètre est donc p4I-4.I1 existe donc bien une deuxième cou-
che limite au sein même du mode intérieurV/6 solution de 2-79.

Dans les Tableaux 2-22 à 2-23 nous avons comparé la charge exacte X,*
de la cinématique de Koiter-sanders calculée par éléments finis et asymp-
totiques au premier ordre (2-87 et 2-88) pour les conditions aux limites
53 et Cl. Cette charge asymptotique est précise à partir de n égal 4 et
même plus précise dans la majorité des cas que la charge exacte de
Donnell.
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* 
L/Rx ASYI'IPT *KOITER-SAHDERS* ECART Z x

4- 00x
5.00x
6.00x
7- 00x
8.00x
9.00x

10.00x
14.00x
15- 00x
18.00*
20.00x
25.00x
30.00*
40.00*

.152630E+04

.23g49gt+04

.,43419t+04
- 467430E+04
.610521E+04
- 27269lE+04
- 953939E+04
.186972E+05
.214636E+05
-,gg975t+05
.381576E+05
.596212E+05
.858545E+05
.152630E+06

x27.54196(
*20- 22759(
*18.27989(
*16- 69144(
x13- 50858(
x11.81468(
x10.84671(
x 9.48071(
x 9.83653(
x 6-81468(
x 5.84671(
x 4.75641(
x 4-36428(
x 4.11542(

0- 00884
0.01194
0- 01495
0- 01236
0- 00102
0- 00418
0- 00622
0.00580
0- 01833
0- 00716
0- 00339
0- 00031
0- 00104
0- 00093

$ x27-30021(
4) x20.97799(
4) x18.55729(
3) x1e.48762(
3) x13.49485(
3) x11.86433(
3)  *10-91513(
3) x 9-53606(
2) x 9.65948(
2)  x  6.76626(
2) x 5.82696(
D x 4-75288(
2) x 4.36933(
D x 4-11924(

4)
4)
4)
3)
3)
3)
3)
3)
2)
2>
2)
2)
2)
2)

x
x
x
x
x
x
x
x
*
x
x
t
x
*

*
x
*
x
*
x
*
x
x
x
x
x
x
x

Tableau 2-22 Condition aux limites 53

L/R* ÊSYI'IPT XKOITER-SANDERSX ECART JI X

6.00x
7- 00x
8.00*
9.00*

10.00x
12.00x
14.00x
20.00x
25.00x
28.00x
40.00x
60.00:
70.00:

.343418E+04

.467430E+04

.61052lE+04

.772991t+04
- 953939E+04
.132362E+05
- 186972E+05
.381576E+05.
.596212E+05
- z4z888E+05
.152630E+06
.343418E+06
.497439t+06

x2Z- 71588(
x22.32394(
x19.20698(
x18.31425(
x18.48986(
r13.57652(
x11.47029(
x 9.59312(
x 7.88705(
:  6.42029(
:  4.59312(
x 4.11216(
r 4.06324(

4) x26- 10462(
$ *21.80942(
41 x19.52496(
41 x18.32392(
3) x17.47972(
3) x13.28332(
3) x11.38839(
3) x 9.61292(
2> x 7 -71033(
2) x 6.38577(
2) * 4.58871(
2) *  4.11938(
2) z 4.06521(

x 0.06172 x
r  0.02359 x
x 0.00674 x
x 0.00053 x
x 0.05279 :
x 0-02207 x
x 0.00219 x
x 0.00207 x
x 0.02292 x
:  0.01324 x
x 0.00096 x
x 0.00054 x
* 0.00048 x

4'
4)
4)
4)
3)
3)
3)
3)
2)
2)
2)
2)
2)

Tableau2-23 Cas de la condition aux limites C1

Tableaux 2-22 et2-23 Comparaison entre la charge asymptotique 1.0* et
exacte calculée par elements finis.
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t t

II.5. Conclusions

tr.5.1. Formules de dimensionnement

Nous proposons donc deux formules de dimensionnement de la
pression critiçe de flarnbage sans défauts.

Pour un nombre d'ondes n inférieur ou égal à 4

L'approximation au premier ordre 1.0* est définie par 2-87 ou 2-88.

Pour rrn nomhre drondes n sunérierrr à 4

4I Ip=

[t6 (t-vz)]3ta

h=l pour la condition aux limites N*=W=0

h=1.505619 pour la condition aux limite U =\il =0

Dans ce cas, on obtient la pression critique avec une meilleure précision
en remplaçant À par I'une des formules correspondant à la condition aux
limites envisagée (2-57 à2-64).

Toutes les formules que nous proposons sont nouvelles. Dans la bibliogra-
phie la seule formule existante correspond aux cas de la condition aux li-
mites classique 53 (N* ='W'= V= Mx = 0). L'étude du cas U = 0 n'est pas trai-
têe.
Les recommandations de la commission européenne de la construction mé,
tallique - ECCS - pour les cylindres sous pression avec défauts consistent à
réduire de 50Vo la charge théorique classique sans défauts U6l. Ces for-
mules empiriques sont tÈs souvent inférieures à la charge expérimentale.
Dans le chapitre suivant, nous utiliserons les résultats analytiques du pro-
blème linéaire, la théorie non linéaire de Koiter et la cellulaire, pour cal-
culer Ia réduction de la charge causée par des défauts répartis et localisés.

(+f /i3r)r"

P=  
Eh3

tz(t-v1n3
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, tr.5.2. Extensions et perspectives

Il est possible d'appliquer la méthode asymptotique du paragra-
phe précédent pour d'autres types de chargement ou pour des géométries
différentes de celle d'un cylindre droit (voir par exemple [14]). En parti-
culier on pourra chercher des formules approchées pour un mode de type
compression axiale. Ces modes ne sont plus forcément symétriques par
rapport au plan x = 0, et I'influence des rotations initiales devient non né-
gligeable ÇFig.2-22) t391. On trouve des nombres d'ondes axiaux et azi-
mutaux de même ordre en (l/tt). Cet ordre de grandeur colrespond aussi
à la solution de la couche limite du préflambage (annexe 4). Au premier
ordre les déplacements u, v, w, dépendent de la solution fondamentale.

Fig2-22 cylindre en compression axiale [39].-Woest la fléche avant flam-
bage .-w1 le mode .-n le nombre d'ondes et E le rapport entre la contrain-
te de flambage avec. rotation initiale et celle sans rotation initiale .

D'après Yamaki [39], dans le cas du flambage d'un cylindre sous-torsion,
les iésultatt notttètiqu.t *ontrent que le paramètre de torsion qLzryæzhz
et le nombre d'ondes circonférentiel nL/R évoluent respectivement comme
7Ua û7U4 pour Zassez grand. Ces paramètres tendent chacun vers
une valeur asyrrptotique qui dépend seulement de la condition aux limites
axiale (Fig 2-2r. Le rapport entre la charge critique pogr la condition
aux limites U =W = 0 et la condition aux limites Nx ='W = 0 tend vers 1.1
pour les grandes valeurs deZ. (Nous rappelons que dans le cas de la prel-
iion, on à le même comportement,et que le rapport est de 1.5 ch.$ n.2.3.)-
La méthode asymptotique utilisée pourrait donc s'appliquer au cas de la
torsion.

o -o3

tZ-'zo-l
r . L R  r

['',,"
* \

"oo4.
r . L n r

I n'' '
* [ \

,.rV,
F l 9 .  Z .

"'oF I r
F$l

t \  t \ \  t \

"l\ l\ ll
" o o Ï  H  o t ,

Flg. 2.39b &(tal dtsrltbqGton!
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Fig.2-23

D'après les résultats expérimentaux existant dans [40], il semble que la
charge critique d'un cylindre rigidifié par des anneaux admet une valeur
asymptotique. L'utilisation de la méthode asymptotique devrait donc
s'adapter à ce genre de problème.

Dans le cas ctes coques coniques sous pression, on retrouve le rôle prépon-
dérant de la condition aux limites axiale. Pour les grandes valeurs de
Z * ,le rapport entre les charges critiques pour la condition aux limites

u = 0, et Nx = 0 est voisin de 1.5 t33l t341.
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Notons aussi que certains auteurs [18] [33] ont examiné I'influence des
conditions aux limites sur les vibrations propres d'un cylindre. D'après
ces résultats, on obtient qualitativement la même influence des conditions
aux limites en vibration et en flambage sous pression.
Dans notre laboratoire des calculs en éléments finis sur les vibrations d'un
cylindre ont été réalisés. Ces résultats aboutissent à des modes de vibration
qui ont la même allure que les modes de flambage des figures (2-7 et7-8).
Nous pouvons donc espérer appliquer la méthode asymptotique aux pro-

blèmes de vibrations.





CHAPITRB [[[

CALCUL DU POST-FLAMBAGE DES
COOUES CYLINDRIOUES

SOUS PRESSIOI{
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,, m.l. Diverses méthodes de calcul de I'influence des défauts

En général la présence des défauts géométriques dans les coques
cylindriques conduit à une Éduction significative de la charge critique par
rapport à une coque parfaite. La théorie générale de post-flambage de
Koiter [20] permet de prevoir Ia sensibilité aux défauts de la structure et
de calculer la réduction de la charge critique. Cette théorie non linéaire
est efficace pour des défauts qui ont uqe forme a peu près identique à celle
du mode. Selon cette théorie la loi de la réduction s'écrit sous la forme
(équation 1-31)

1-b= tr tn 
1-E- )"n (-b) 'R { ,  b<o

]t" À" 0t r

(3-1)

où ae est I'amplinrde du défaut ,supposee petite , B est sa projection sur le
mode de flambage et C[,11 ,030, b sont des coefficients qui dépendent des
caractéristiques géométriques de la coque, du type de chargement et des
conditions aux limites. La relation (3-1) se déduit de l'équation d'ampliru-
de (équations 1-1 et 1.-29) :

crr, (X - X.) a + obo 
"3 

+ F ôo = 0

, 0lo
D = - -

oil

(3-2)

Dans le cas où b est positif la coque n'est plus sensible aux défauts (Fig.
1-14). La branche biturquée est stable (Fig.l-2-b).

On trouve dans [9] I'expression de b pour une coque sous pres-
sion en fonition du paramètre de Batdorf z,pour la condition aux limites
53 auquel cas le mode de flanrbage est explicite. Une énrde similaire a été
faite pour la condition aux limites Cl dans [40].

En ce qui concerne les défauts géométriques localisés, Amazigo-
Budiansky-Carrier [2] ont étudié le modèle d'une poutre infinie sur une
fondationélastique à réponse non linéaire (ch.$ L-26).Ils ont étudié I'in-
fluence d'un défaut localisé sur la charge critique par une méthode asymp-
totique à deux échelles (ch. $I.3.2.). Iæs résultats aboutissent à une équa-
tion d'amplitude lentement variable qui s'écrit :

ïA" + crr,  ( I-  x") A+ %oo lof 
2+ ao F=o

(3-3)



96

t

Cette équation différentielle n'est pas valable dans la région du défaut 1o-
calisé (supposé localisé autour de x = 0), qui induit une discontinuité de la
dérivée de I'amplitude :

A' (o*) - A' (o-) - - c'q

(3-4)

La réduction de la charge est ici proportionnelle au défaut ,

1
l -  -=c ' "a

1" r
c

(3-5)

On trouve dans ce même article la réduction de la charge sous I'effet d'un
défaut modal. Dans ce cas, la théorie de Koiter s'applique, et I'amplitude
du défaut réparti intervient à la puissance 213 .

Pour les coques un problème se pose. La méthode des échelles
multiples exige la connaissance de l'expression analytique du mode. Or les
conditions aux limites ne permettent pas d'obtenir simplement cette ex-
pression. Dans la littérature il existe un seul article de Amazigo-Frazer [3]
qui étudie I'influence du défaut localisé pour la condition aux limites la
plus simple 53. Le calcul d'Amazigo et Frazer contient une erreur. La loi
de la réduction de la charge qu'ils proposent est donc erronée.

I-e problème se résume donc aux calculs des coefficients numéri-
ques G11, cr,39 et de l'équation d'amplitude (3-3) pour des coques sous
pression avec différentes conditions aux limites.Pour cela , on utilisera
une theorie generale des instabilites cellulaires [13] . On monEera dans le
paragraphe 3.2. comment on peut prendre en compte simultanément un
défaut modal et un défaut localisé. La charge maximale ainsi obtenue est
en général fonction de I'amplihrde du défaut modal et de celle du défaut
localisé. Nous proposons deux méthodes de calcul des coefficients de
l'équation (3-3). D'abord nous utiliserons les modes et les charges criti-
ques qui ont été calculés analytiquement dans le chapitre tr. Par la suite les
résultats seront validés par un calcul en éléments finis.
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\TI.2. Etude de l'équation d'amplitude : calcul de réduction de la charge
critique

Dans ce paragraphe nous déterminons à partir de l'équation
d'amplitude la réduction de la charge critique provenant de Ia présence
simultanée de défauts localisés et répartis. On suppose que les amplitudes
des défauts et du mode restent suffisamment petites. Soit un paramètre
d'imperfection r qui est d'ordre 1., on pose :

uo='48
(3-6)

Si r est grand (resp. petit), seul le défaut non localisé d'amplitude as
(resp. localisé d'amplitude a1) a de I'influence. On notera que, pour que
les défauts aient une influence comparable, il est nécessaire que le défaut
locatsé soit localement beaucoup plus grand Fig (3-1).

al  wl  (x)

ao wo(x)

Fig.3-1 : Défaut non localisé (, ,, , ) et défautlocalisé (--------).
Dans le cas représenté ici, on dira que les deux défauts sont en phase.

Soit t'équation d'amplinrde 3-3 qu'on écrit de la forme :

t
I
I
I

d2A
j= f (A' A" ao)
ox 

e-7)

cette équation peut se ramener à un système déquations différentielles du
premier ordre en posant :
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dA
E=Az
dA^

#=f(A,A'ao)

On appelle plan de phase le plan décrit par les variables A, A2 (= A').
A toùie solution n = h(x) de l'équation (3-3), on associe une courbe dans le
plan de phase d'équation h(x), h'(x) , x variable.

A partir de cette courbe dans le plan de phase, on peut retrouver la varia-
ble d'espace x (ce qui correspond à la coordonnée azimutale pour les co-
ques) à partir de l'équation :

.dAox =F

En intégrant l'équation 3-3, on trouve l'équation des courbes dans le plan
de phase :

TA2+2g(ao,A,  À)  = gt "

I = cro #* o,, (i, - r")$ * O u"e

ou

(3-8)

On se limitera à des défauts localisés pairs par rapport à I'axe Ox et on
cherchera des solutions ayant la même symétrie. Dans ce cas, on peut
montrer facilement que la fonction A(x) est à valeurs réelles et qu'elle est
paire. La condition (3-4) de discontinuité de la dérivée de I'amplitude due
au défaut localisé a1 s'écrira sous la forme :

' (3-e)

On s'intéresse ici au cas où les coefficients srr, û30 sont négatifs. Sur la fi -

gare 3-2, on a pr,ésenté les trajectoires dans 19 $n!9 p-hase pour un dé-
Iaut modal d'amplitude ao petite. Les points I ,II , III de coordonnées
(O, Ri) correspondent à dei solutions périodiques calculables par la théorie
classique de Koiter puisque leur amplitude est constante (A'= 0).

A'(o*) =-""+
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Fig3-2 Portrait de phase

On sélectionne uniquement les courbes présentant un croisement au col I
9e qy.i correspond à des déformées périoàiques loin de la région du défaut
localisé. Ces courbes apparaissent-dans l'èspace de phasei ràur ro.-.t
d'orbites_ qui pqtent et aboutissent au col I âvec des iangentes distinctes
(orbites homocliniq-ues). Elles tournent autour des pointr "tr .t III qui sont
les _points limites de courbes fermées correspondant à des déformées pé-
riodiques ( instables au sens dynamiqu.i d. lu structure. pour une
charge L et une amplitude du défaut modal â6 fixé, on a donc deux
courbes fermées. d3ns le plan de phase A,A' qui sàtisfont (3-g) et qui pas -
s_ent par le col I. Il reste à tenir compte de la condition'uoi ti-ites 3-9
dans la zone du défaut localisé. Les sôlutions du problème ainsi complè-
tement posé correspondent à I'intersection de ces-deux courbes fermées
avec une droite horizontale (Fig. 3-3). Donc pour À et ag fixés,il
Àagugej!,lutions possibles, correspondant aux arcs de èourbes
AI, Br, CI ,Dr
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Fig 3-3-a A'(0+)< 0
(les deux défauts sont en Phase)

Fig 3-3-b A'(0+)>0
(les deui défauts sont en oPPosi-

tion de Phase)
Fig3-3 :solution grapli-que de l'équation d'amptitude associée à la condi

- 
tion aux limites 3-9

R

cD ln B

Ê t't

Fig 3-4 influence du défaut dans le plan de A'l'
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Il est possible que seure la solution correspondant à et soit stabre (Fig. 3.5)
on cherche maintenant comment calculer la valeur maximale de la chargepour des défauts ag et a 1 donnés. La droite anéo reste donc constante etles deux orbites paisq! i* I se déform."tlô*r-1" .u, d,un défaut rocali_sé en phase avei te défaut modal (Fit. â-j-;i; t. charge maximum esrobtenue par confusion des deux points i., n. 

-" '

OHG

o
/

A,B

Fig 3-5 : Défaurs en phase -portrait de phase
maximale.

lorsque I'on atteint la charse

L'orbite homoclinique droite (oHo) est donc tangente à la droite ABCD.Cette condition de tangen.. ronduit aisément a ia forrnule de réduction decharge dans le cas de deux défauts en phase :

t .  -À
c m

(3-10)où r est solution de l'équation algébrique :

G I l2(o*) = C 
"o I )oÆ (r-t)'

C orJto rary z çt+LyrB

(3-1 1)
Lorsque les deux défauts sont en opposition de phase (Frg. 3-3b), deux cas

-/ ^ ""n*.  u , -U,  i'*."otrare 
'i
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sontpossibles.Premièrement'commelecasdedéfautsenphase'ladroite
lï';.;î;;;"i;1."sJJ"- a 1*uræ homoclinique gauche (olcl Gie'

3-6a). Comme pte.eaË*ttent, la t?àu.ïi* de la ittargê est donnée par les

formules 3-10 et 3-11'

3-6.a-Chargemaximalefoncdon3-6-b.Disp-arit iondelaboucle.Pas
a. t,u*piin à, a' défaut d'iriflo"ttce du défaut localisé'

locatsé et rePani '

Fig 3-6 Influence du défaut localisé et réparti sur la charge maximale'

Deuxièmemenr, l,orbite homoclinique droite peuj dnninuer, puis disparaî-

rre, ce qui correr:r;# iuî"f,"-i-ôa"r deui sorurions à amprinrdes cons-

mntes I et Itr. La charge *u*r**à ainsi obtenue est donnée par la formu-

le classiqu" f -rÀ"i*iep""d pas du défaut localisé'

Ledéfautlocaliséréduitlachargecritiguetl-l::,i::xdéfauts
sont en phasg Gig. 3-5) ou si bs deux défairts sont^en opposition $e phase'

mais avec un défâut localisé *J;Ë;; cru,1o-a). En revanche, si les

deux défauts sont en opposition de p-has9 av:e un défaut localisé assez petit

(Fig. 3-6-b), I";;i;;',i,' aeru"l toôause se trouve stabilisée et I'instabilité

naîr en dehors ae Ëette région. c'"",i;oljtqroi a*t ce cas le défaut localisé

il;;; â;iono"nce sur la charge critique '

Dansceparagraphe,nousallonsdéterminerlescoeff icientsl '
otl, 030 de l,équatiorid,u*ptitude 3-3. Nous commençons tout d'abord

par dormer l'expression.du rap-port fo=- a'q/411 à I'aide d'une relation

asymptotique, puis nous la comparots au.'-dts valeurs numériques calcu-

lées par U meUroâe des élémenfi n"it. Ensuite par un calcul d'échelles

multiples nous ,.t oono"s I'expression de 1 dans L43'
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m.3.1.

Nous cherchons ici une expression analytique des coefficientso30, Glt' Le coefficient 
îro dépend de la solution non linéaire au posr-flambage établie en rendàirt sàtionnaire ra ron.tio*ele (1-60) (aprèsadimentionnalisation cf. annexe l) :

L(r1,î . ,w,f)  =+I{(Âw)z-( f)2 _4t. .w_ !^,=Lrs.}.r_., ,2 r
rr  o 

' -7^'"*7;t iw'**wo))do

- ;J tw, f lwdc2

o

o=[-+,+]xto ,znz[l
2

\2 12^ = -g- r.-9-
^ 2  ^ 2ox cty (3_lZ)

cette fonctionnerre peut s'écrire comme la somme d,un terme quadratiqueet d'un terme cubique

L =Lr+L,

En faisant la même approximarion que dans le paragraph" u 211-.,13,Jr,à-dire négligerô /à* pàr rapporr à a /ay 
-ilffi; 

les rermes de courbu_res , il reste :

L* (q,x.,w ,, =+l{ t,i*), - raln2 - 
fr\. - h(ôr*), } d o

1 i  o
- iJ t*,tJwdo

o 

(3-14)

Remarquons que_I'on peut retrouver les équations approchées 2-2 en écn_vant ôL*Z = 0. La variation de L * s'écàt :

ôL*=mr*%
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ou

u;=I, .?*l' (alawl - ta'zro o]oo # #
o

4L-ithtt'"')(ô'ôw))do

ôt;= -il rlw,fl ôw + [ôw'fl w + [w'ôfl w ] d o

(3-1s)

La solution du problème ryliliage sera notée ft,î. Co*pt9 tenu de ''équa-

tion variatioorr.fËâJ^l:Ze,ç et ? sont solutions des équations :

,i s .ftris- \r=r*oi'roil

alî*#=-|r*o,,*o,t
(3-16)

u4

S tt npl = 0, î, ( t n, r',= -1 pornles conditions aux limites N'(iII2) = w(È ITP) = 0

1, tt np) = s, (t lll2) =0 pou les conditions aux limites u (t IIl2) = w (t w2)= 0

En écrivant Ie mode approché wei' fqi (ch' tr'2'3') sous la forme :

wo, (x,Y) = woi txl cos 
ff

fo, (x,Y) = foi (x) 
""t f;'

On peut donc préciser les équations satisfaites pu'â' 1'

(3-17)
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(3-18)

'lî.s= LpÊ1w",tx) wo,(x) - wo,{*)2)"",fL+k2 1wo,{x)2)"J

+ conditions aux limites

Les solurions de (3-lg) sonr de la forme :

ù = I I wo(x) + wrk) 
"o, 

tP 
1{n

,\
i= rt I fo(x) + fr(x) cos 4l'/r1

Les expressions de a1t, G30 sont : (cf. éq. l_30, tzgl)

û, = '#(*oi) = 
h:l{ârwo;2 do
t - '  '  n;

c30= 2ir.r(*o,w) = - 
J[*o,,ro,] ** [*,foJ woi * [*o,,fl wo, ] de
o

Dans la suite nous normarisons res coefficienrs c' er aro ." ji;ik 
par{r1/ (mes( O) k)

Ainsi, pour les deux classes de conditions aux limites N1 = vy'= Q,
.Y : Y 

- 0, 9n peut carculer en première .ppôii*ation, la solution nonlinéaire w, f et les coefficients orr, o go.

(3-1e)

Itr.3.1.a.

I-es termes axisymétriques wq, fs vérifient les équations :
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- at. t"

ô'* *"

= - z* (woi foi)

= r.t 1*2",)"

- 2fo, wo)

(3-2r)

(3-22)

On en déduit une équation pour w2 tout seul :

*f) * 4 oa wr=zÊ(w"i {? -i +zzÊc*l. *", 4? - z *1, *"1

où

o4 =64tu t t ' - _L_.,
3314'

onrappel lequelemodeWoiâéténormal iséenprenantSonmaxlmum
égalàt :

wo, (x'Y) = cos * 'o' 
ft

Les solutions wo, fo, w2, f2 écrites en koc = 31ft ' f, o" = 1 sont :

w2,lzsatisfont les équations :

.  4L .4Ê û  - ,2 .
(16k4 +) 

wz - ir= -2k2 (w:i foi * foi woi

J

l6k4 fz+ wi = 2k2 two, *", - tt)

(3-23)

Au premier ordre, daprès,l'analyse du chapitre II, dans le cadre de l'ap-

oroximation irr"*iËÀiô*.1t, tej conditionJ aux limites Nx = w = 0 se tra -

fti** par les conditions w = f = o'
àtt 

"tt 
Oêauit d aPrès (3-16) :

w o = f o = 0

wr=f . r=O ,  e t r  x=LWZ
(3-24)

(3-2s)
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wo(x) =+.or'*

fo(x) = 
#.ort*

7rl4
wr(x) =?[ I +Acosh (27t0*)cosqzTtaxl+Bsin h(Z7tax)cos (zzlax)]

1fr(x) = 
fu[ 

1 + B {2 cos h (27tax) cos (2Ttax's - nrlzsin h (27lax ) sin eTtax) ]

où

{ =

lsin h Qt'on)sin lz3An;l 
i 

cos h 123Æn) cos (23lan)

[sin h (ztton)rin 1z'^n

! = -

[cos h Qtton)cos 1234n; ] 
+;.sin 

h (23lar) sin (23lan)

lsin h (zttoil)rin tzt^

L'expression de %o en fonction de wo, fo, w2, f2 est , 
t3-26)

;n 
nf 

- zw^ w1 f.c30= 

" Jrf 'or(2x)+Ë.focos 
(2x) + 

] t  o*

(3_27)
Fn remplaçant we, fs, w2, f2pu, t"uru expressions données en 3-26, ontrouve:

c3o=*{ rzr .#rA-B-# |.lArA+B.#,,

A3 = sin h e3t\)cos 123lauy

A4 = cos n e3thl sin tz3ltrl

où

d'où la valeur numérique de qs :

(3-28)
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o3o = - 0'2683

Lecoeff icientclnsecalculeàpartirde3-9et3-t4'ontrouve:

| 0-5774
= - -*11 - 

n2./g Tl2

d'où

Lesvaleursdecescoeff icientsontétécalculéespourlo"=
soit sans tenir to*p* de la condition de périodicité'

On en déduit le raPPort '

oro=Y
' t t  z

L'équation d'amplitude sans défaut :

x - ro" = -t.To ]
(3'32)

où a est l'arnplitude du mode adimensionnalisé w1' L'équadon d'am-

plitude A de ru nJ.ù w ," déd"i;;;ft âr r equæion préôédente et les

i;i;iit";^a;uai*""tionnement (cf' annexe 1) :

(3-2e)

(3-30)

1 et Ç. = J1l8,

(3-31)

,, - 15.88? (r-v1 , ôo ''2
--=t-  T.A.
f,o" Ào"

On pose :

1s.887 (1-v1
b" r= - -

Cette valeur asymptotique sera comparée avec la

partir dun calcul en éléments trnrs'

(3-33)

(3-34)

valeur exacte trouvée
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m.3.1.b.

Au- premier ordre, d'aprï r'analyse du chapitre f[, dans re cadrede I'approximation inextensioùele, r., Éà"ati*, aux limites u =v/ = 0conduisent aux conditions w= \il,1= ô. D'où àhp;J, e_20) :

I

wo(x )=wo(x )=0

wr(x)  =wr(x)  =0,  er  x=*WZ

Le mode de flambage, nonnalisé
s'écrit :

wor(x,y) = [ cosh (m) +
z1t* sinh (rryz)

sin (rflp)

r = 1.505 619

(3_35)

en prenant son maximum égal à t ,

1r1 , sin (rfll2)
. é \ l T -

sinh (rIIl2)

cos (nr) I cos 19 y
'vn

(3-36)

A g{*I des équations 3-21 à 3-23, on déduit les solutions auxiliaires'wo(x), fo(x), wz(x), f2(x) :

wo(x) =3rt4r[ A2cosh (o)2 + B2cos (o)2 + 2AB cosh (n<) cos (n<) ]

fo(x) = 
#r[ 

A2cosh (o)2 - B2cos (o)2 ]

^L14
wr(x) = 

ï 
(n2+g1 [1+ c cosh 12,7tarx) cos e,Ttarx) + p sinh (zltao) srn (27tarx1

, AB cosh (n<) cos (rx)

ge-tpt)1e2+n21

f,(x)=m[A,-B,+2AEsirrh(nr)sin(rx)'.w[pcosh(27Ino)cos({tarx1

- a sinh 1{tarxlsin (27lL) 1 . 
;;ft 

t sirù (rx) sin (r:r) I
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ou
{ =

l =

sinh (rfV2)
2( t+:

sin (rII2)

I

2 (1* 
si" (tflr2)

sinh(rfl2)

c lD4  -D2C2 o  -QDl  -  C lD3
o=ffi,P=ffi

24 cosh Gnp) cos (rfVâ _ 1 a)_ - Zela(sintr (r[2)cos(rI]2)-sin(rfl2)cosh(rIl2))
\ - t E -

ê+.?l <{q tl-r>,*.*,.B  A '

Dl = cosfr 123Æril) cos (23Ærfl) , D2= sinh (flatft) sin (23larfl)

D3 = sinh (ftarrt)ro.12tlorn) - cosh (ftarfl)sin (23Ærfl)

D4 = sinh (ftorn)cos (23ArfI) + cosh (z3ta{l)sin (23larfl)

(3-37)

on en déduit a3s (calcul analogue à celui du paragraphe précédent)

o3o = - 0.686

0rr=-ry
rl 

(3-38)

L.équationd,amplittrdesansdéfautdelaflécheAs'écritdonc:

J_= L-34_.067 (+)(+'),
Xo" Io"

(3-3e)

On pose :

. 34.067 (1-v2)
ras=-T

(3-40)
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nI3.2.

Nous utilisons une méthode d'érémen$ finis pour calcurer les va_leurs de b pour différentes conàitio"r uui ii*it"r. o., comparera ensuiteces résulrars avec ceux obrenus dans ra p;.d;ôË précédent.

on commence tout d'abord par calcurer le mode 
"i h charge de flambageà partir du principe des puisiancer uirrolù.r-îisi,irgr ,

* M"p ô*ou) d o + Pr* (ôw) = o

V ôu e C.A.
f t= [0 ,L ]x [0 ,2nRI

(3_4r)
où les déformations moyennes ï et les courbures r sont définies par lesrelations 1-48. En utilisanr la méthode de r'équilibre adjacenr [7] dans3-41, on abourit à deux formulario", u*iuiioniJù., (annexe 7).

La première formuration concemant r: rroblème du pré-flambage ou axi_symétrique conduit à la forme intégral"fir.iÈiisÉe suivante :

TrouverWFe Va l I kF ]  { \ f  }= {F}

v" = { v/ e ( H'10,t; )2 lw satisfait les conditions aur( limites en déplacemens }

(3-42)

où K" matrice de rigidité élastique associée au problème de pré-flambage. cetre marrice dépênd du ch-aÇmenr imposé

F vecteur chargement.

I-e problème 3-42,a été, résolu par la méthode d'éléments finis en utilisantdes polynomes cubiques de tpè dhermite âi*teiire ,* i" 
"j*"o, ", 

r..
La solution du orobrème de flambage est obtenue à r,aide d,une secondeformulation qui^aboutit a r" nôtiôn d-e matrice à. ,igiaité tangenre K1ÇueI'on écrit cormne t. ro**"=a" tràir *ut i.Jr4ii l

Kr: marrice {e rigidité élastique
Ko : marrice f.onc.ti91.d:, déplacemenrs en pré-flambage
l,Ç matrice de rigidité géométrique

-J*"u ur"u
o
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, I 
fr*3.2. Calcul de b par éléments finis

Nous utilisons une méthode d'éléments finis pour calculer les va-

leurs de b pour différentet .o"âiti*s aux limites' On comparera ensuite

ces résultati ;";-;."* obt n* dans la paragraphe précédent'

On commence tout d'abord par calculer le mode et la charge de flambage

à partir d" pri";ip. a"i poisiances virnrelles [15], [19] :

- 
J *"u ôïop +*ou ô*op) do+P"* (ôw) = 0

o 
vôue c 'A'

Q=[0 ,L ]x [0 ,2 f IR l
(3-41)

où les déformations moyennes Ï et les courbures r sont définies par les

relarions 1-4g. En utilisanr ra méthode de l'équilibre adjacent [7] dans

3-4:,on aboutit î4""* i"rmulations variationne[es (annexe 7)'

La première formulation concernant le P{obl!:1e, du pré-flambage ou axi-

symétrique .onauit a h forme intégrate discrétisée suivante :

TrouverwF e Y ̂ l lkFl { wF I = 1 r I

V" = { W e (H2 (0,1) )2 /W satisfait les conditions aux limites en déplacements }

(3-42)

où Kp matrice de rigidité. élastique- associé:-jl-tÏ:l"it de pré-

flarnbage. Cetté maffice dépend du chargement rmpose

F vecteur chargement'

Le problème 3-42 a étêrésolu par la méthode d'éléments finis en utilisant

des polynomes ,oUiqrr., ae rypè O'hermite discrétisé sur le segment o' L'

La solution du problème de flarnbage est obtenue à I'aide d'une seconde

formulation qui'aboutit à Ia notion d-e mauice de rigidité tangente Kl Que

lon écrit ro**"iu sornme de trois matrices [a1] :

Ç : matrice de rigidité élastique
Ko : matri.. i""rr]"" des dépùcemenrs en pré-flambage

lç matrice de rigidité géométrique
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', Le déplacement modar u1 ={u1,vl,wl} peut s'écrire sous la forme :

Ut(x,y) = Ul(x) exp (iny/R)

Vl(x,y) = Vt(x) exp (iny/R)

V/l(x,y) = \ill(x) exp (iny7R)

Le problème se ramène donc à un calcur unidimensionner nf"l'À.n",nombre entier n donné. L'approximation etéments finis par des polyno_mes cubiques de type hermilès pour la flèche w et par des polynomes li_
1éaqes pour les déplacements Ù etvpermer de rés^oud."iJpiâulème deflambage.
En choisissant des fonctions tests de la forme :

ôU1(x,y) = ôU1(x) exp( _ iny/R)

ôV1(x,y) = ôVt(x) exp (_ iny/R)

ôTV1(x,y) = ôW1(x) exp (- iny/R)

Il se résume à :

(3-44)

trouver U, e U"/ f IÇ I { U, } = 0

% = { ve ( Ht 0 ,l))2x 1Hl 10,1)) /v satisfait les conditions aur( limites en déplacements }

(3-4s)
Dans toute la suite-nous négligerons les déplacements avant flambage, cequi revient à annuler Ku , et iendre À Ko indépendant de wF . Le pro _blème 3-45 s'écrir donc :

trouver U, e U"/tK" t { Uf}=I I Ko ] { Ul}

(3-46)

Le déplacement,auxiliaire u={u, v,^w } (solutions du problème 1-26) serésoud en deux étapes (voir annexe s). ce dépla..*"rrt s'écrit :

U(x,y) = Uo( x) + W2(x) exp (2iny7R)

V(x,y) = V2 (x) exp (2inylR)

W(x,y) = \ile(x) + W2(x) exp (2inylR)

(3_47)
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Le coefficient ctll se déduit facilement à patir de 3-33' Son expression

est:

01r = t ,  .  Ko{n") .ut
(3-s3)

Le coefficient Cr3g s'obtient en remplaçani,les elPressions de U.1' U par

leurs valeurs dani-les termes r,ruiq*r àe l'énergia (voir annexe 8). D'où

le rapport b :
0go

!= - -
0 r t

(3-s4)

Dans le Tableau 3-1 nous avons complrg les valeurs asymptotiqu,es b""'*

(cf. $ m.4.1.) et les valeurs .*u.i"-t-'at b ( calculé"s put ta mêttrode des

éléments n"ir i. P;;t ies conditions aux limites 51, 52, Cl les va-

leurs exactes de b sont .o*puré.t un". la valeur asymptotique $3-1 (cor-

respondante à iu .fus. de ôondition aux limites, Nl:.T.g#t quatre

autres conditions .rr* fi*it"t Aunt Sà, 34, C3, C4, sônt comparées avec 1a

vareur ury-proffi æ-u aoo"e. p*'r'eq-uation (correspondante à ra clas-

il; tottâiti'ott aux limites u = w = 0)'

z  x  53-659x 95-394 *z\1:G3Gx3*1.5zsx596.ZLZx 8s8'545x 1168'576x tg3t '727

xx**xxxxxxxxxxxxxxxxx*****x*xxxiixxxx***xxx:**-ixxxxxx*xxxxx*x*xx*x*xx*****xxx*Ëxx***xxi
s3 x 0.746 x 0-805 x t,;ll--:---gtgig-i:"i;i9i l1**l***l*11.-i---klll-'

xxx*xx*xxiïi- -i:iii-i.-i:iii.i..i:fu:::i::-9:991,:*,9t:ll,tL**hlll**l---klll
Ëïi--iiiii--i--i:iii--i*ffi ii--i ---g,ili;i:.Ëiil..;-*1'gf***î***l*ll-*i*--l;lll-'

xx*x*xxxxxxx:rxx*x**xrxxxxx'txxx*x:xtxx*Ëïi..i:iËi--f .iliii.-i..iiËii-,i,,-i'?gi:i:,g'lii.:lffi**l**.hlll--:*-h5l.'

--Ëïi--Ë:iiË--i--i:iii..i..ôïô7; s.677 i :s.811_,1_--g:l3s x 0-s6s * u'u"u
-ûd@sueQrlaerrrr*rtrx*x*xÏxxx*xxxxxx**xxxxxxxxxxxxxxxx****;--li-î--Ë:îiï-i--i:iii-i--i:iiË..i.::!:i?eî"ô:rm- 0-666 * s.q72 * 0'ze8

xxxxxxxxxxsxfixxxxxxx*x*xx*xxx*iiix*x*x***x*xxxxxixxxx*x**xxxxxxxx*xxxxxx*x*xxxxxxxxxxxx

Tableau 3-1 -comparaison entre les valeurs asymptotiques et exactes de b

(bex /bas)' R/h=100
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m3.3.

La relation générale établie en [13] ytc,n=7v,,/2 peut être véri _fiée dans chaque-cas par la méthode des ecneuËs multiples. Nous avons ef-fectué cette 'trêtificatio" o*rlr cas particurie, âe Ïapproximation au pre_mier ordre du mode avec comme condition aux rimites N;ç=\{=Q (cf. an-nexe 9)' Après avoir déterminé les courbes de stabilité neûtre r i.r) par laméthode des éléments finis pour les huit conditions aux limites, nousavons calcuré ra courbure r, "(n) et donc T.Le Tabreau 3-2 contient lesdifférentes valeurs de r correspondantes à chacune des conditions auxlimites.

{u. premier ordre ,la vareur asymptotique de ïest indépendante des con_ditions aux limites .Sa valeur eit :

L2
y = 0.7797

JZ*
(3-55)

Z *  53.659 x 95.394 x2L4.636 x 3s1.526 x 596.ZLZx 858-545 x 1168-526 x 1931.t27 *xxxxxxx*x*xxxxx*x*;xr*xx-xxxtxxx**xxxxxxxxxxtrx*xxxxxxx*xxxxtxxxx*xxxx*xx*xxxrrxrxxxxxxrx
s3x 0-063 x 0-087 x 0.103 *  0-164x 0.372 x 0.250 r  0-1s l  *  0-512 xxxx*x;x*xxx*xtxxx*xxxxxxx:*xxx:*txxxxxxx*x*xxxxxxxxxx*xxxxxxxxxxxxtx*xxxxxx*xxx**x*xxxxxx

!l_T,,9;913*_l__g;g:3-_:-_g:1gt_ 1_ 0-16e x 0.37s x 0.255 x 0.185 x 0.s23 x
iôôôôôô-;f, ;-i-i-;srffi ;3r5:tf, It**t*xxxxxxxtxxxrxx ii

l1'l".9;911_*:*_glg:1--:-_g:ggg I 0-132 x 0.282 x s.zig x 0.165 x 0.447 *xxxxxx*xrxx*xxxxxxxxx*xx:rxx:xxx:***x*xx*:xx*xxxxxxxxx*****ii*x**xxxx*xr**x*xxxxxxxrxxxx*

.*11*1,_9:g1g*_:*_19'91_-I-.-g:1gl__I__ 0- 165 r 0.3s7 * 0.2s1 : 0. 18s x 0.510 r
xxxxiCl x 0-051 *  0.023 :  0 .094 * 0.141 x 0.263 x 0.198 r  0.501 x 0.31S :

51x 0.947 *  0.068 :  0 .090 *  0.132x L-ZST x 0.195 *  0.494 *  0.315 xtxt*x*x:*xxx*xxx**xxx;*rx:x:*t*xxxx:xxxx*xx:trx**xt*xx*xxx:*xx*xxx*xxtx**x*xxxxxxxxx*xxx=
c2x 0-042 x 0.062 x 0.0g5 x 0.130:  0.238 x 0-188 x 0.453 x 0-306 Exx*xxxx*:**x**xxxxrx*:**x*x:x*:;txr***:t**xx:*::tx*-x*tx*xx**x*t*-x**xx**xx*xxxxxxxx*xxx:f

ô ô - - - - - t - a f , t *52x g-027 x 0.061 x 0.110 x 0.103x 0.187 x 0.161 x 0.365 *  9-274:xx*xx *x**!f:l:f ;1I*rrI I *t rwsssrrr lzr e ?! ?eeee3@ û3e

de 1 pour differentes conditions aux limites
R/h=100

Tableau 3-2 -valeur exacre
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' Itr.4.
Nous avons détermin é ptécêdernment par différentes méthodes

les coefficients b et T de l'équation d'amptinrde-3-3' Ces résultats mon-

trent que pour f.r Eàags valeurs de Z,les relations asymptotiques don-

nent des valeutt;titf.isantes. Oans ce cas l'équation d'amplinrde se dé-

rermine à partir d;;;;Ès conditions aux limitei axiale et radiale' Son ex-

pression est donnée Par :

Câs Nx =W = o aux bords

0.77s7 t

Cas U=W = 0 aux bords

A"CY)+A( I
15.8898 (r-v2)

A3=-a
^lz

34.o6tz (t-i) ;
Z

(3-56)

= _ 1.5056 ao

(3-s7)

d'amplitude

m.5.1. Cas d'un défaut modal

Pourundéfautmodallathéoriede$9it9rs'applig}eetlaréduc-
tion de la charge est donnée par-la formule 3-1' Cette relation aétê' obte-

nue de deux façons- différentès. Pour les grandes valeurs de z Ia réduction

de la charge ," ajà.rit facilement-de I'e*ftession asymptotique de I'équa-

tion damPtitude 3-52 ou 3-53'

Cas Nr =W= 0 aux bords

r".= r-4jsrz(+)to(Ln)* , Ào"=1.
xo"

(3-s8)



I Cas U=IV= 0 aux bords

1t7

xt
, .*x

0.655 x 0-737 x 0.283
* *

F= r-s.34s4(+)'o(+)to , \" =t.50562
oc

Laréducrio.n de la ghl.g" a étécalcurée aussi à partir o.:';tiJ"r,de b calculé-es par éléments finisl Les résultats ainsi outerius sÀntïresentesdans les tableaux 3-3 et 3-4 . On a dislingue ,"rp..iiu"À.";i;;;, où taréduction de la charge est donnée par la iretlroaà asymptotique er les casoù celle-ci est donnée par la méthoâe des éléments finis.^

* * * t * * tt t f ;***

z * '  53.659'  x 95.3S4 x 2L4.636 x 381.576 x
x*xxxxxxxxxxxxxxxx*xxx#xx*xx*xxxxx**xxx*x**xxxxx

Nx=
l{=0 0.583

x
*
*
x

x
*
t
*

x
*
x
x

t
*

*
*
*
*

t i
tr
g

*

xxxx*xxx**xxxxxxxxx*xxxx*xxx*x*xxxxx**xxxxxxxxxx
xxxxx

[J=
l{=0

xx
x 0.704 x

0.851

#

0.756 :*

0.874 x
T

***x*x$

x 0.530 * 0.612
* - * * * *

xxxxxxxxxx*xxxx**xxxx**xxx*x**xxxxxx**xx*x*x***x
Z x 596.212 x 858. 545 ; * 1158. 576 = 1911. ,r7 i;:

x*xx***x***x*x**xxx*x**xx*xxx*xxx*xxxxxxxxxx*xxr
x

Hx= *
l{=0 x 0..813

x

0.790 0.814 * 0.832 0.858

x***x***xx*xxx**xx*xx**x*******x***xx****xx:**x*

x
x
*
*

0.834

x
x
x
t

x
x
*
x

t
x

*
*
x
*

x
$= x
l{=0 t

:

Fig 3-3 -calcul asytrrptotique au premier ordre de la réduction de la
charge causée par un défaut môaa . ao lh=0.2; ffi=100
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r  95.394 x 214-636 x 381.576 x 596.212 x .858.545 x 1168-576 x 1931-727 x
Z x 53.659 I

sxxxxxxx*xxx*rxxxxxxxxxxxxrxx***x*x*xxx*xxx**xxxx*xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx**xxxxxx*x*xxxxx
s3x 0-G21 i  g .SZS x 0.757 x 0-791x 0-806 x 0 '836 x 0 '859 x 0 '868 t

xxxxxx*x*xtrx*xxxxxxxxxxxxx*xxxx*x**xxxx*xxxx*xxx**xx*x*xxxxx*xxxx*xtxxxxxx**x*x*xxxxxx*xt
c3x 0.623 i  0 .662 x 0.248 *  0.786x 0.804 x 0.834 x 0.s56 x 0-867 r

xx*xxtxxxxxxxxxxxxxx*xx*xxx:*x*x*x**xxx:*x**xx*xxx*txxxxxxx*x*xxt*xxx*xxxxxxr**x******xxt
s4x 0.642 ;  0 .698 x 0.766 *  0.798x 0.814 x 0.840 *  0.s61 x 0-870 x

rxrxxxxxxx*xxxxxx*xxx|ixxxx**xxxxx*xxxxt:*xxx:*xrxxx**xx*xxx:xx*xxxxxxxxxx**xx**xx**x***x*
c4x 0.625 x g.664 x g-747 x 0.786x 0.s04 x 0 '834 x 0 '856 *  0 '867 x

*xxxxxxr*xxxx*xxx**fixxxxx*xx**xx*xxxxxxxxxtxx*xxx*xxxxxxxxx*xxxxxx*xxxxxxx*xxxxxxxxx*xxtt
c1x 0.612 x 0.669 x g. i+c x 0.783x 0,801 x 0.s30 x 0.832 x 0-865 x

xxxx*xx*xxxxx*xxx*xxx'3t***xxxxxxxxxxx*x*xxtx***xxxxxxxx*x*x*xxxxxx*xx;i**xxxxxx*x*x*x*xxtx
s lx  0.534 *  0.684 *  g. /s+ *  0.787x 0.803 x 0.832 x '0.833 *  0-865 x

x*xxxxxxxxxx*xxx*xx:xxxxxx*xx*xxx*xtxxx***txxxxxxx*xxx*xxxxxxxx*xxxxxxx*xxxxxx*xxxxx*xxxx
c2x 0-621 x 0,675 x 0.749 x 0-786x 0-804 x 0 '832 *  0 '834 t  0 '865 *

xrxxxxxxx*xxxxx**xxxxxxxx*xxxxxxxxx*x*xx*xxxx*xxxxxx*x*x*xxxxxxTxxTxxxÏ*TTT**l***T-iii--ï
iTi--iiiii..l-tôËïï"ô.'7Ëz * 0.zsz x s.srg x 0.837 x 0-83e x 0'868 x

rsr***rrrr****x**x*x*xxxxx
xxxxxxxxx*xxxx

Tableau 3-4 -calcul en éléments finiîi"de ta réduction de la charge

ruurâ il; défaut modal defaut modalpour-differentes

.onâiiiô"i uu* limites ' a0 | h=0'2; R/h=100'

fr..5.2. Cas d'un défaut localisé

Dans ce cas, nous avons uniquement déterminé la réduction de la

charge à partir des équation, ̂pprà.nètt au premier ordre en se limitant à

des grand", uul"iirr d;Zp*tiâ condition uio tit"ites N; ='w = 0 (cf' an-

nexe g). Dans h;;ir" ari oeruut localisé aurour de la région Y = 0 :

al cos x W, (Y)

W,O+0s iNl ->*
(3-60)

l'équation d amplinrde 3-56 n'est pas valable. La discontinuité de la pente

àéi*tputude Â de h fléche est donnée par :

1.8854 L A' ( 0+) = -A lWr (I<")
7ll4 

- '-

la transformée de Fourier de V/ r (')où w1(.) désigne
.W

(3-61)
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', Lâ loi de réduction de la charge s'écrit :

F=r-2.&(:2 1rn
Io" L , I o "= l  ,  l q -3118

(3-62)

tfrl*,ct-{

m.6. Conclusion

Nous avons calculé de deux façons différentes les coefficients de
I'équation 3-3, pour une coque cylindrique sous pression. L'objectif de la
première méthode était de proposer des formutei explicites enïue du di-
mensionnement au flambage des coques_cylindriques sous pression en pré-
sence des défauts modaux et localisés. La deuxième méthbde a conduit à
un p,rocédé de calcul numérique- simplifié permettant de remplacer un
problème bidimensionnel par plusieurs problèmes unidimensionnels. Ainsi
lols pouvons, à partir de la valeur du coefficient b, calculer la réduction
de la charge critique causée par un défaut modal sans se limiter à de gran-
des valeurs de z. Lesjgryuleq proposées ne sont précises que poui des
défauts de faibles amplitudes. En liaison avec d'autres travaui développés
au laboratoire, nols envisageons de prolonger ces développements asymp-
totiques à des ordres supérieurs permettanila prise en compte des déîauls
de grande amplitude et de formes quelconquês. Cette méthode peur être
aussi adaptée.pour d'autres géométries et dautres chargemen6 , torsion,
charges combinées...

I-es calculs numériques-qui ont été utilisés sont beaucoup plus ra-
pides-que ceux des gros codes, donc plus facilement utilisables p^oùr le di-
mensionnement.
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Les conditions aux limites et les défauts sont des éléments pri-
mordiaux dans le flambage des coques. Ce sont les principaux thèmes de
ce travail consacré à l'étude du flambage des coques cylindriques sous
pression. A cet effet, nous avons appliqué des méthodes asymptotiques
afin d'obtenir des expressions simples, tenant compte des conditions aux
limites et des défauts. Ces expressions seront utiles au dimensionnement.
L'idée principale consiste à utiliser I'inverse du paramètre géométrique de
Batdorf Z comme petit paramètre. Ceci nous a conduit à clarifier le rôle
que peuvent jouer les conditions aux limites sur le mode et la pression de
flambage. Nous avons ainsi montré que certaines conditions aux limites
n'agissent que sur la couche limite localisée aux bords de la coque, alors
que d'autres ont un effet plus important et modifient le mode à I'intérieur
de la coque c'est-à-dire loin des bords. Les développements asymptotiques
de la charge et du mode de flambage ont été poussés jusqu'au second
ordre. Au premier ordre les résultats ont montré que le mode de flamba-
ge est sans déformations de membrane. Ce résultat s'explique facilement,
car pour les coques très minces, la rigidité de membrane est grande par
rapport à celle de flexion. Ce mode.est défini par les seules conditions aux
limites axiales et radiales. Les autres conditions aux limites (condition sur
la rotation et le déplacement circonférentiel) n'interviennent qu'au second
ordre du développement. Toutefois, cette formule au second ordre est
assez complexe, elle ne conduit à des résultats cohérents que pour Z assez
grand. C'est pourquoi nous conseillons plutôt la formule au premier ordre
pour le dimensionnement. Cette méthode a êté aussi appliquée pour d'au-
tres modèles mathématiques (prise en compte des déplacements avant
flambage, Ie cas des coques longues soit à faibles nombres d'ondes).
L'avantage de la méthode analytique est qu'elle nous permet une meilleure
compréhension du comportement de flambage et des facteurs fondamen-
taux qui I'affectent. Un autre avantage est qu'elle peut simuler avec sou-
plesse et d'assez près les conditions réelles : par exemple la donnée correc-
te des conditions aux limites, en particulier la prise en compte de la rai-
deur axiale (insert, emboîtement, bride...) t14]. Bien que nous nous
soyions limités dans ce travail aux coques cylindriques sous pression, plu-
sieurs arguments [11] t18l t34l t39l t40l montrent que son utilisation
pour d'autres coques de révolution et d'autres chargements est possible, ce
qui confTrme I'intérêt de I'analyse qui a étê décrite dans cette thèse.

Nous avons aussi analysé I'influence des défauts localisés et répar-
tis sur la charge de flambage. En ce qui concerne les défauts répartis nous
avons appliqué la théorie de Koiter pour calculer la réduction de la char-
ge. Des formules analytiques ont été proposées et vérifiées à partir de cal-
culs en éléments finis. A propos des défauts localisés nous avons appliqué
la théorie de la bifurcation cellulaire. Celle-ci suppose que I'amplitude du
mode de flambage est variable, ce qui pennet de simuler une modulation
de I'amplitude. Dans la région du défaut localisé, I'instabilité peut donc
s'amplifier. La formule proposée de réduction de la charge est fonction
du paramètre z et des conditions aux limites. Cette formule, limitée à
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]'approximation inextensionnelle, a été établie pour la première fois sous

cette Ïorme.

En collaboration avec d'autres travaux [13], il est envisageable à

partir d'un code d'éléments finis de calculer sans approximations.la réduc-

iion de la charge critique causée par un défaut localisé poYr différentes
conditions aux timitej. Ces calcùls devraient permettre de vérifier la

iot-"f" proposée de réduction de la charge critiqu-e.,Nolt -avonl I'inten-

li* à:upi,li{uer cette théorie à d'autres strucfures, à des défauts localisés

de formeï diverses et d'étudier I'interaction entre les défauts localisés et

répartis.





B[BLIOGRAPHIB



723

BIBLIOGRAPHIE

tll ABDELMOULa, R. and M. porIER FERRY. Buckling of
cylindricall shells with a large Bartdorf Parametet, Eôôs collo-
qxiq! on stability of plate and shell structures, Ghenr Ûoin.triry, O-S
April 1987.

I2l AMAZIGO, J.C., BUDIANSKY, B. and G.F. CARRIER.
Asymptotic Analysis of the Buckling of imperfect columns on non li-
near foundarions. krt. J. solids srrucr., 6 6970) p l34L-1356.

t3l AMAZIGO, J.C. and W.B. FRASER. Buckling under external
pressure of cylindrical shells with dimple shaped-initial imperfec-
tions. krt. J. Solids Srrucrs., 7 (197I) p aSf-mO.

l4l ALMROTH, B.o. Influence -9f 9dg. conditions on rhe stability of
alially compressed cylindricall shells, AIAA Journal, vol.4 Nt, p
134-140 (1960).

t51 ARBOCZ, J. Post-buckling behaviour of strucfures numerical tech-
{queg for more complicated structures. In Buckling and post-
9_ur!li"g. Lecrures Nores in physics. p g3-142. Spriiger-vêrlag
(1e85).

16] BouCrF, M. Sélection expérimentale de la longueur d'onde dans
I'instabilité élastique de flambement de plaques *Irr..r, Thèse de 3è
cycle, Université Pierre et Marie Curie, paris VI.

l7l BRUSH, D.o. and B.o. ALMROTH. Buckling of bars, plates
and shells. Mac Graw Hill, New york, (1975).

t8l BU_DIANSKY, B. and J.w. HUTCHINSON. Dynamic Buckling
9l4pq*.ction-sensitive strucrures, proc. Int. congr. Appl. Mech]
XI, Springer-Verlag Berlin L966, 636-65L.

l9l BUDIANSKY, B. and J.c. AMAZIGO. Initial posr - Buckling
Behavior of cylindrical shells under external pressure. J. Math. anà
Phys., vol.47, (1968), p 223-235.

t10l BUDIANSKY, B. Theory of Buckling and posr Buckling
behaviour of elastic stnrctures, advances in Àpp. Meôh., L4 (L974),'
p 1-65



t24

t1llBUSHNELL, D. Computerized buckling analysis of shells. Marti
'- 

nus Nijhoff Publishers Group (1985).

tl2l DAMIL, N. and M. POTIER FERRY. Wave-lenglh selection in
the post-Buckling of long rectangular plate. Int. J. Solids Structures,
22 (1986) P 55t-526.

t13l DAMIL, N. and M. POTIER FERRY. Amplitudes equations in

Cellular instabilities.

t14l DEBANEH, N. Flambage de coques de révolution à méridienne

brisée ,oor pt6sion latérale externe, Thèse de Doctorat, INSA Lyon
(1e88).

t1-51DUVAUT, G. and J.L. LIONS: Equations et inéquations en mé -

ôanique et en physique. Dunod, Paris (1972)'

t16l ECCS Technical Committe 8 - Structurat instability : Euro_pe^an Re-

t17l ESSLINGER, M. and B. GEIER. Calculated post-buckling loads

as lower limits for buckling loads of thin-walled circular cylTqell'

Buckling of strucfures (Èa. n. Budiansky) (L976), p 274-290'

Springer-Verlag.

tlSl FORSBERG, K. Influence of boundary- conditions on the modal

characteristict of t1rin cylindrical shells, AIAA Journal, Vol'2' No12'

p 2t50-2t57.

t19l GERMAIN, P. Mécanique des Milieux continus. Masson, Paris

(1e73).

t20l KOITER, W.T. On the stability of-elastic equilibrium' Thesis,

Delft (1945). English translationi : Nasa techn. Transl. F10' 833
(re67).

t21l KOITER, 
'w.T. 

on the non linear theory of thin shells. Proc. Net.

Akad. \ilet. B 69 (1966) P 1-54-

l2ztKOl{TER, 
'W.T. 

and J.G. SIMMONDS. Foundations of shell
'theory. 

Prôceedings of ttte 13th ruTAM Congress' Springer' Berlin

(1973) p 150-176.

t23l NAYFEH, A.H. Perhrrbation Methods. John v/iley & sons, New

York. London. Sydney. Toronto'(Lg7 6)



125

t24l NEWELL, A.c. and J.A. WHITEHEAD. Finite bandwidth, fi_
nite amplirude convecrion. J. Fluid Mech., 3g (1969) p 279-a$.

t25l NIORDSON FRITHIOF, r. shell rheory, North-Ho[and (1995).

t26l POTTER FERRY, M. Bifurcation et stabilité pour des systèmes
dérivant d'un potentiel, J. Mécanique, 17 (1978) p-579-608.

I?TIPOTIER FERRY, M. On mathematical foundations of elasric sta-
liltv- 4ro.y. Archives of Rational Mechanic Ana1ysis. t.7g (19g1) p
30r-320.

t28l PorrER FERRY, M. Amplitude modulation, phase modularion
and localization of bukling patterns. In "Collapse", J. M. T. Thomp-

son, G.'W. Hunt (Eds), Cambridge Univ. Press, Cambridge (1983) p 149-
159.

t29l POTIER FERRY, M. Foundations of elastic post-buckling theory.
In Buckling and post-buckling. LecËures Notes in physics. p 1-82.
Springer-Verlag (1 985).

t30l PorrER FERRY, M. Influence des défauts sur le flambage des
coques. Rapport de contrat EDF - SEPTEN (1986).

t3U SEGEL, L.A. Distant sidewall cause slow amplitude modulation of
cellular convection, J. Fluid Mech., 38 (1969) p ZOI-ZZ+.

t32l SIMITSES, G.J. and M. AS\ryANI. Buckling of thin cylinders
under uniform lateral loading. J. of applied mechanics (1974) p 827 -
829.

t331511{GER, J. and A. ROSEN. The influence of Boundary Condi-
tions on the Buckling of Stiffened Cylindricall Shells (Ed. B. Bu-
diansky) (1976) p 227-251. Springer-Verlag.

t34l SINGER, J., BARUCH, M. and J. REICHENTHAL.
In fluence of in plane Borurdary Conditions on the Buckling of clamped

conical Shells (1970).

t35] SOBEL, L.H. Effects of boundary conditions on the stability of cy-
linders subjected to lateral and axial pressure. AIAA Journal, 2
(1964) p 1437-1440.

t36l TIMOSIIENKO, S. and J.M. GERE. "Theory of elastic stabili-
ty", Mac Grawhill (1961).



126

, , [37] VON SCHNELL, W. and DARMSTADT. Einfluss der Rand-
verwôlbung auf die Beulwerte von zylinderschalen unter Manteldru-
ck, Der Statrlbau, 6 (1965) p 187-190'

t3SIWAECKEL, N. Imperfections géométriques initiales et instabilités
de structures-minces. Doctorat d'Etat ès sciences, INSA Lyon (1984).

t39l yAMAKI, N. Elastic stab_ility of circular cylindrical shells. North-
Holland, Amsterdam (1984).

t40l yAMAMOTO, Y. Buckling of stiffened cylind1.ll shells under
' external pt"rsor". XV11 Cbngrèl lnternational de Mécanique

Théorique et Appliquée. Grenoble (1988)'

I4L|ZTENKIEWTCZ, O.C. "The finite element method", Mc
Grawhill, London . (L977).



ANDqBXBS



L28

ANNEXE 1

Dans cette annexe nous rappelons I'adimentionna-
lisation utilisées dans les chapitres II et Itr

Variables sans dimension

Adimensionnalisation des déplacements

Nous notons respectivement u, v, w les déplacements axiaux, azimutaux et
radiaux, sans dimension. Nous posons :

u= nh '  u,
12 (r-v-)L

| Ih2
V  = - V

12 (L-v\L

Adimensionnalisation des coordorurées

Nous adimensionnalisons les coordonnées en sorte que x et y varient entre
les valeurs suivantes :

et o<ys+

Adimensionnalisation de la charge

Nous utilisons deux paramètres de charge sans dimension 1., À* propor-
tionnels à la pression (î,* est utilisée dans le cas des coques longues).

-.E< * <.!,
2-" -  2

ID( IÏY
n = . 7  ,  J = T

tJ lr

tz (t-vz)
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^=++c/h)'ff
L p l

\.* = tzln' tr:n1
Eh-

Nous notons n le nombre dharmoniques circonférentielles (entier). Di-

verses mesures adimensiormelles K, k, k* du nombre d'ondes sont utilisées

dans le texte.

r=iL
I]R

k=K6'

R
t *=Kf

F= 
Eh ' ,  

f
12 G-v1

NOuS nOtOnS reSpeCtivement lrlr lllyr m*, leS moments de flexion Suivant

x, y et de torsion, sans dimension. Nous posons :

Eh4rI2
Mx= mx

tr2 (l-vhtt't

Eh4rI2Nk=
ttz (t-v2)ltn t

mv
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MxY =
Eh4 I I2

tz3n 6+v1ft 
"t 

xY

La loi de comportement liant les contraintes aux déformations adimen-
sioruralisées s'écrit :

1-* ' * .w* ' , ,n* = i I o,, *-f + v (v.u - i + +)J^ 
1-v' 

'^ L 'r 
\"

2 2

n. =4 [ v- - +*ry.v (u,* *]l rY 1-v2-  
'Y  

n

n=IJo+v+wwlxv 
2 (1+v) 

' 'v 'x 'x 'y -

La loi de comportement liant les moments aux courbures adimensionnali-
sées s'écrit :

En théorie de Donnell

m =- (w +vw )
rXx ,W'

m =- (w +vw )
Y ' 'YY 'xx'

m  = - l t r f
xY 'rY

E* = - [ *,r, +v (w,ly.+ n,, ) ]
R{ l-v"
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' - r= - [w ,yy+

h
* * y = - [ w , x Y  - -

4R{ 12(1-v-)

v  +vw I
' Y  ' x x '

( 3v,* - u,r) I

* Equations d'équilibre

noP,P = o

nop =* t (r-v1 ToF * v (trace g ôop )

ToF = 
uo.g I 

os.o 
* 

*.{.u - 
1u", u*

47\
Ê * -l - nou *,op -0

3314 Tr3

* Equation de comPatibilité

l 'r*l*,***$'l=o
n'

où tP.S] = P,** S,r, * P,r, S,** - 2 P,*, S,*,

On, peut construire une fonctionnelle caractéristique de l'équation de

compatibilité et la dernière équation déquilibre :

L=+J r <o*l' - (^n2 -4\**- 
ftqï. 4) ] do

, , n j
-LPI lw,f lw dQ

Çl=[ - I l fz ,WZ)x[0,$,
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Après linéqisatio.n et en négligeant res termes de préflambage, les équa_
tions d'équilibre de Koiter-sanders en déplacemenfs'écrivent-: 

'

ôlu+ï ̂+ . + ra.a,"-iË { rr-u1a'â** - "?-=o

fca'J *(1+D) al v +^.ffi'* +"â^â u - (1-n1*;

* {cr-ul "iT' ,i^ 4J3 ,**#|a]*=o
^'* * 

T;æ* 
oi" .+ala,u +a-alur.#B 1 w - r121vô*u + ô,v) J

. #co al * + al-. 
Jd-r{a, 

u ) = o

A=1-4cr-.1*" 2î,*).,
48R' l-v

c=1 -L(9- 1*o 2?,*) ,
48R" l-v

B=1 4(3 
l-u * 1*o2r*)

48R' l+v l+v

E= 1-4(3 l -n -  l+s z)"*)  ,
48R' l+v l+v

, 2
o=I

rzr"
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ANNEXE 2

Dans cette annexe nous déterminons les équations que vérifient
les trois premiers termes du développement asymptotique

des déplacements ui,vi,wi à I'intérieur de la coque

En théorie de Donnell, er en négligeant le pré-flambage, les équa-
tions du mode de flambage s'écrivent :

n2 l-v ^z l+v ^ ^ôiu + tôy + |â*ârv 
- + a_ w = 0

rl
(/^2-L)

\ z  , l - v  - , 2  l +v . .  . r  1  wdyv + |  Tdxv 
+ 

Td*dru J  -  dr7= u

(42-2)

^2w + 
;fr5 

[ * - n2 (ôrv + vâ*u) ]. 
#;îa"*n+ 

ôlw I = o

(A2-3)

Avant d'effectuer le développement asymptotique, on va modifier
l'équation de la flèche A2-3, compte tenu des deux premières équations.

En dérivant A2-3 par rapport à y, puis en multipliant par
\2 e-v2 ), on obtient :

n2 (1-v1 tayalw +â5rw +za2*a3rw1 .+âr* - â2;- vô*ôru
n

4?\* --n (1-v1 tfiaf,arw + â3rw 1 = o
33t4

On ajout e A2-4 et A!-Z,puis on dérive deux fois par rapport ff 3r *
tient :

1 r a]a]" +ô*ôlu I *q' r alal*+ô]* +zala]w. +riftr'ry+ alw ) I =0
2 (1+v ) ' xY  

xY  'Yx  Y  x '  
f , n r l  

t  L !  !

(42_5)
Ensuite on calcule la combinaison ay(A2-1) - v à*(A2-2) :

a3ru + t'y'- u - - ( v+2 ) a'raro * u a1u

(A2-6)
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On dérive A2-6 par rapport à x

t  
^3^oro*o . t;ai" = - ( v+2 ) a'.aro * n alu

(A2-7)
On reporte A2-7 dans A2-5, après dérivation par raPport à y on arrive à
une équation du 8ème ordre :

;fr; r - (v+2) t'.t]" * u alar'" I +n t #(yf^al* 
*l* I I

+n2 [ riti* + a]* + z ô2.afw I = o
(A2-8)

Sous cette forme, il est clair que I'on a un problème de pernrrbation sin-
gulière pour q petit.
ôtt uu ensuite âévelopper le mode en puissance de 1r p.rls chercher des
solutions harmoniquei dans la direction circonférentielle. D'après I'analy-
se faite au $ I.5.2., le développement en dehors de la couche limite peut se
mettre soui lu forme suivanle, le nombre d'onde k étant de I'ordre de
I'unité :

u = {q I u,o(x) + 11 u,r(x) * ... t op ({9n )

v = i 1V,o(x) + 11 V,r(x) * ... 1 *p (15

* =rl"'[ \o(x) + I wir(x) + ... ] *p (*- )
vn

(Az-e)

En injectant le développement A2-9 dans le système d'équations A2-1,
A2-2-et A2-8, on trouve les résultats suivants :

Premier ordre

+Êu.(x) .+k vi"G) * u w"{*) = o

k V,o(x) + \o(x) 
= 0

=+ [ (v+2) k2 uioG) - v t{.ot*) ] + t é 
#J 

v/ro(x) = 0
2(1+v) 3 

(A2-10)
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Second ordre
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arrangement, on obtient

W,"tx)
U,o(x)=+

k

W,o(x)

\o(x)= 
-

aa v/,o{x) + ( k8 
# 

\il/,o(x) = o

(42-11)

+t: u,,(x) . +t v,rtx) + v w,,tx) = uio(*)

k v,,(x) + w,,(x) = +ry -+u.tx)

#, 
[ (v+2) n' uï, - u k{1' (x) ] + t -' - g 1 w,,(x) =

rzt -YÀoko) wl"t*) .#w.(x)

( A2-t2)

En tenant compte des équations A2-11, et après alrangement on trouve :

, \ w,rtx) . (v+2) 
lv.,(x)urr(x) =?* 

k4 
,o. -

w,,(x) * u *l!*r,V,r(x)=-î  
kJ

{?r.l*G'- #)wr'(x) 
=hr'vrro{*)+(2k6 

W 
wi"t*l 

â{:'
(42-13)
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Troisième ordre

+Ê u,r(x) . +r v,rtx) * u it*) = uïr(*)

k v,r(x) + \r(x) =+ry . +u,,txl

# 
[ (v+2) t' uit*l - v t vfrorxl ] + [ k8 

#] 
\ililx) = { tr,*11(x) + r,r\"(x))

+2k6w,,c*) 
ira 

I ro rn w,,{*) + }., ka w"t-l r - r'wf] t-l

En tenant compte des équations A2-13, et après arrangement on trouve :

u,,(x) = ry. ? wi,r.r . # (2v+3)

vo(x) = - *"J' *{ r v wl,rD . 
* 41'r.l r

/,\ +?., tt o - n) ?"w$r*r, 
S 

- r.\ wot* ) = 
;{!)r*r 

+ 2ka É 
#1 

wi,rxr

42u,ko -__ 3 --^r , tL kt\ 21",sk4 41,"k6.l\,(x) - 
ft Ulor - r.o {"or -) - "#*w" * #rv.(x)

(42-1s)
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II ANNEXE 3

Dans cette annexe nous étudions un exemple de couche limite.
Il s'agit de la déformation axisymétrique d'un cylindre sous pression.
Par comparaison avec un calcul par éléments finis, nous étudions les

conditions dans lesquelles I'analyse asymptotique s'applique.

Pour le problème axisymétrique les déplacements et les contrain-
tes résultantes ne dépendent que de la variable x. Les équations d'équilibre
(voir annexe 1) s'écrivent :

n t  =Q
x ,x

d4  rn Ï  FF  4L
-q , / -  - J -  n -  v t  - -=0

dxa \2 
x 'xx 

33l4[r3

+ conditions aux limites

(43-1)

La première équation nous permet de montrer que n*F est constant. On
pose alors :

.F=-  g!. .x_ zr lnn 0=l  ,  ou o

( 3-2)

qui est la contrainte axiale axisymétrique du cylindre sous pression.
A partir de la loi de comportement on en déduit :

F rr Zov y- A o,tf*tn_=-Ë-Y z j3ta rl \z

(43-3)

La solution fondamentale vérifie donc une équation différentielle linéaire
d'ordre 4 :



138

n'ry *n' ## + wF(x) =#(1 -l)

+ conditions aux limiæs

(A3-4)

Les solutions de l'équation sans second membre sont de la forme :

*F1*1= so

(43-5)

4 4 zkc.U.2
n - r -+n - - - l +1=0

33t4

(A3-6)

L'équation A3-6 admet quatre solutions, 11, -r1 ;12,'t2i

1-  1crÀn 12

,,=4t(1 -ol#)'n*, tt ' l  I-r 
n{2 

" 
3314 t_ cû.n

3314

1-1c r ln12

,"='\ t( l  -cr$ rtn*i l  

--{ ' ,

'  t l {2- '  33t4 '  1-q#.
3'

(43-7)

La solution générale de A3-4 s'écrit donc :

\.,F(x) =+(r-+).É4""'
3",* 

t Èt

(A3-8)
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On cherche maintenant une approximation de la solution A3-8.
Pour des petites valeurs de rl. les 4 racines A3-7 traduisent une varia-
tion rapide localisée aux bords de la coque dans une couche limite d'épais-
seur Lq . Dans la région des x négatifs, au voisinage du bord on peut ap -
procher la solution exacte A3-8 en faisant un développement limité en q
de 11, 12. La partie à variation rapide de l'équation A3-8 s'écrit alors :

*f t*l =Eo exp -
(x + IU2) (1+i) (x + II2) (1-i)

E exo-

(43-e)

La constante Eo est déterminée à partir des conditions aux limites.

Loin des bords on peut négliger les effets de la couche limite
(Fig. A3-1). Le déplacement à I'intérieur s'écrit donc :

(A3-10)

Comme il s'agit d'un problème linéaire, la solution dans la couche limite
x = - n/2 est la somme de la solution intérieure A3-10 et de celle qui
varie rapidement A3-9. L'approximation de la solution fondamentale
s'écrit donc sous la forme :

\12 \''12

*i=p(r-l)

E=**w
n

Les fonctions 's/Fri (€) tendent vers zéro quand ( tend vers I'infini (fin de
la couche timite). A partir de A3-3 et A3-10 on déduit la contrainte cir-
conférentielle dans la couche limite :

wF(B) =h1t -cY, )tr t 1 *y:(€) +rr { tel + 0 (n2) }
'  

,A3-11)

"f ter =#{1+(1 ?r{ter*n4(6)+... 1}

(A3-12)
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N
t l
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Trés bonne

L'approximation A3-10 est :

bonne moins bonne

Fig A3-1

à éviter
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ANNEXE 4

Dans cefte annexe nous déterminons le mode de flambage dans la
couche limite et nous calculons la courbe de stabilité neutre

*",10,",iJ*1,'r.""iiïi,ïiiilli###,iffii.r"
Pour étudier les huit cas des conditions aux limites (cf. notation)

on aura besoin des développements dans la couche limite des quantités u,
Il;çr V: Illy' Wr W7ç' W11.

Les développements de IJ, V, V/ ont été écrits sous la forme (cf. $ tI.3.2.)

u(x) ={r1 { u,o(x) + q t u,,(x) + u,r(Ë) I * n' [u,r(x) + u,r(Ê) ] + 0 (n3) I "*p c Pl{n

v(x) =Q v,o(x) + q I v,r(x1 + \r(E) ] *n' [v,r(x) + v,r(Ë) ] + 0 (q3) t "*p t P)1n

w(x) = n"'{ w,oG) + q t \,(x) +\,(6) I *q' 1w,r(x) +w,r(€) I + o (q3) l r*p f * ).,/n
(A4-1)

Les développements des dérivées premières et secondes de'ûi/ sont calculés
à partir de celui de w :

w* =n32 1 w,.tx) +w,r<B) +n dir(*y + w.rtËl) + 0 (q2) ) exp,fr ,

(/'4-2)

w,, = rItP{ l*,,tql + wl"{x) + w)t€) +n w;(x) + wotË)) + 0 (rr1 t r*p c P i
ÀÀ 

n 
rr - rv LL 1/n

(A4-3)

Les contraintes ry et nxy s'écrivent en fonction de u, v, w

1 -  .  w . .
n  =_ lg  +v (v ,y -_ r ) l* 

1-v2 
- '* 

Tl

D , -=  
1  

[ t . r *o ,y ]xY 2 (1+v)
(A4-4)
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, , A partir de A4-1 et A4-z,les développements de nx et nly s'écrivent :

n, = 1;{ -+1kv,o(x) +\o(x)l +{rl rui"(x) +u,rtË)-v (kvil(*)+w,,(x)+v/,,(€))J* 
l-u' 

' 
{n

+\3n rui,tx) + uo(Ë) - v (k\z(x) + wo(x) + k%(Ë) + ïvo(Ë))l + 0(n1 r *p t 
fi 

I

1,
n_._. = { V,o(x) +kU,o(x) +\r(€) +q [V,r(x) +kU,r(x) +V,r(€) +kU,r(Ë)JxY 2(l+v)

+o(r12)t"*ptPl'vn
(44_5)

On rappelle que la solution intérieure et la solution rapide vérifient les
équations suivantes (cf. annexe 4 et $ tr.3.3.).

Solution intérieure

k V,o(x) + tW,o(x) = 0

k U,o(x) + v.{x) = O

t< v,r(x) + w,r(x) = 
|wi"t*l

k u,r(x) + v,,1x1 - 2(1lv) w,^t.lrr '  '  
k3 

ro-

k vo(x) + wo(x) ={ t v wl,tx) * (2v11) 
{? r

k -  k 2  
r o '

(A4-6)
Solution rapide

u;r(E)-vw,,(E)=o

u;2 (6) - v wo(Ë) = (1+2v) k' I E,'o2 e*p G oÉ) + c.c. ]

U,r (É) = - v I Er6exp C oË) + C.C. ]

v,r(Ë)=o

V/,r (q) = Er 
"*P GG(,) + C.C.

v,2(q)  =k(2+v)62 [Er62r*p G oË) + C.C. ] ,  oa+ 1 =0

(A4-7)
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,, En utilisant A4-6 et A4-7 les développements A4-1 , A4-2, A4-3 er A4-5
se simplifient. On obtient :

. W,-(x) Wi,(x) (v+2lwl^tx) -
u(x)  ={q { ' i '  +q t++ "  -  io ' -  -v(q6exp(-o()  +C.C. l

k ' k " ko r

+o(q1 tr*ptPl'vn

w,-(x) w,'(x) vwl^(x) ,v(x) =, - *'i(^' +n [-+.#] +o (n1 ] exp,fi,

w(x) =rrtft { \.(x) +q t\r(x) +Er exp (- oË) + c.c.l +o (n2) } "*p 
(#)
1n

w,*(x) =rttz 1wl"t*l- [Er o exp (- o()+C.C.] +0(n) ] exp tPl
'r/t1

w,*,(x) =rltz{n! t t, ot"*p G o6) + C.C.l + 0 (1) t .*p <* I./n

W. f*l . ̂  ,, ZW!o)
n* = { ./r1 "iît' * rlt n 

lwi c-l * "n 
:o + t a 

B,ô2exp G oË) + c. c.)l + 0(n1 I .*p (*)
^ k L k L ' ' / t r

W.'f* l
n,n = { n t ry - t Ce,6 exp G o€) + C.C.) I + 0 (n2) t r*p t P )"r k' 

- 
"ln

(A4-8)
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On dresse un tableau récapitulatif présentant les développements des con-
ditions aux limites de u, N*, v, N*y, w,'w1, vy'pç jusqu'à lbrdre nécessaire
pour calculer les deux premiers termes du développement de 1, . A cause
de la symétrie seules les conditions aux limites au bord inférieur de Ia
coque, soit en x = - rt 12, sont écrites.

Dans le cas de la condition aux limites Nx= 0, on a besoin du troisième
tenne du développement d'ordre \32. Ce dernier s'écrit :

w " i1(TC|z) + zw(+), oçn2)lt1+kaçe,62+c.c)=0

Dans certains cas il n'est pas utile de pousser le développement au
second ordre pour obtenir I'expression de 1,t.

Condition aux
limites

Premier terme Second terme

Nx=0**

N*y=o

=$

=Q

W=0

Wrx=0

WrxX = 0

U

V

ên q 
-tlz

0l

" lq '  

i

0

en 112
V/'is(-æl2)=0

enn 0
V/io(-æl2)=0

en q 3/2

Wio(-æl2)=0

en 132
Wio,.n2)f io+C.q=s

en r1l/2
(Ero2+9.C)=0,

(El=El)
*inutile

enl  uz
W'is(-rcl2) =0

enq
w"' isçn 12) -k4 (E 1 6+c. c)=o

en q3/2
W' {-nl2)k2+(v+2)W "' io(nl})ka -

v(E16+C.C)=0

enq
-W n(nl2)7k +vW " ioGnl?)k' =0

en q52
Wi1(nl2) + (E1+C.C)=0

*inutile
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Ensuite on va calculer les deux premiers termes du développement de la
charge critique :

r=ro+rrn2+o(q2) '
(44-e)

On part des deux équations donnant les deux premiers tennes du dévelop-
pement de W (annexe 2)

{1,<*l+(k8 #w,o(x)=o
(A4-10)

d\ k6 4L.''6 crl,^ " 2

{1'c.l + (k8 - 
frv 

ïv,,(x) =T\"(x) + zt<a (Ê' j*rwi"t*) - p {:',.,
(A4-11)

A partir du tableau récapitulatif on voit bien que les seules conditions aux

Iimites Nx =W =0 ouU=W=0 aux bords définissentparfaitement î"o et
\il/io(*).

Pour la condition aux limites Nx = w = 0, on a trouvé (cf' $ U"2'3')

Wto(x)=Acosrx

a3l4 4

},o(k)=+(f*t21 , r=1

(A4-r2)

Pour la condition aux limites U = W = 0, on a trouvé (cf. $ n.2.3.)

wro(x) =C(sin 
tI 

costr r x + sinh f 
cosr x)

a3l4 ,4
Ào(k) = 

+ri-+t2 ) r= 1.505619

(A4-13)
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. Déterminons le second terme de la charge critique X1, pour cela on écrit
À+-t 1 sous la forme:

L,W,r) = Lr(Wio)

où L1 et L2 sont les opérateurs ci-dessous :

LrW,r)  =ql ' - / * , r ,  r= 1 ou 1.505619

4I,k6 a ., 41,-
L(w. )=4w. +2Ë (k"- o ) \ i l2)-3vI"t ' 

3314 
ro 

3314' 
ro 

k2 
ro

(44-r4)

On inroduit une forme bilinéaire symétrique < > définie par :

W2

<f,s>=Jtr*
_nn

(44-1s)

La condition de solvabilité de l'équation A4-1t aboutit à I'expression sui-
vante de ?r,, :

n 3t lo.  <L(Wir) ,Wio >,  r I /2 ^3l41wio,W,o t  . .  (2+alz)Lo,^' = 
lF t 

-æ.frl:t t -wz -' 
"EFF 

,' - 
f,o(r4-;,

Calculons < L(Wir), Wio >

< L (wil), wio t =. ql'(x) *ï(o(x) t - ,0. w,, (*), wio ( x) >

(A4-r7)

Après intégrations par parties on trouve :

< L (v/il), w. t = t w;; w. - w', w" * wn w," - wo *," t lf,
(44-18)
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,. Etant donné que toutes les conditions aux limites étudiées imposent une- 
flèche nulle au bord, on a toujours :

W. (+ WZ) =W,o (- lll2) = g

(44-1e)

L'expression de À1 se simplifie donc :

^ -3t 'o 1-w,rwt*w,rw,"-w,rw.r l f |  - . lo 'wu 
wrot 

,  ,  -( '*û)Lo,^'=lF -r ?trFF''--ry-i
(A4-20)

A - Cas des conditions aux limites Cl. S1. C2. 52

Cette famille de conditions aux limites satisfait les conditions
U = V/ = 0 aux bords. On a donc :

^314 4

7"_=J =( l*  r .2)o 
4ku 

'ku

(é'4-2r)

w,o(x) =C(sin 
f 

costt rx + sinh f 
cosr *)

( A4-22)
On rappelle que r est solution de l'équation :

.  r IE  . r r c .  . , t r c  -  - r f iri"ï coshf + sinhf cos i =O

(A4-23)

la plus petite valeur de r qui vérifie A4-22 est:

r = 1.505619
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. \.'expression :

qui figure dans
et s'écrit :

(2+ul2)L^
{ r  '  

f t4Ê:}
3314

<'w. . w.
lo' lo

'wio 'wro t

(é'4-24)

X.1 reste inchangée pour toutes ces conditions aux limites

33t4;2pt1-W,

z(rr+$l

(}I4-2s)
ou

F=1-
rr (1 + sitrw ,

sh-rfl2

L'expression

3zn l- 
w,, w," * wi, wi" - w,, *; lf,

4kz 'wio'wro t

(A4-26)

est déterminée en tenant compte des deux autres conditions aux limites qui
n'ont pas été prises en compte jusqu'à maintenant.

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

V/ = 0 en - fIQ entraîne V/l Gnp) + E, + Er = 0

Wo = 0 en - fIZ entaîne E, =E,

ç W) = ka (Et -o +E, o)N*, = 0 en - fll2 entraîne Wio

lWr" (. ,  ,  o) , t .

U = 0 en -TI[2 entraine ] <-WZl*= W..(-IU2) =v (ûE,+ oEr)
ko k"

(A4-27)
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,, Les expressions de WtG nl2) et de W'1y'- tclz) sont obtenues à partir des
données ci-dessus :

.,1.t
w,, (- ftn) = - # w," çnn)

k-
,  - ' )  t l

W,, (- W)=p*. çnn)

(A4-28)

Le développement A4-9 de I s'écrit donc :

1.(k) = Çr(.+.t') ( t .Ë) *+.Ë- +,'P,t l

ou

| =? F (2 + a/2)Tl

16r5  shr l l
t

n1t1 (sh r I I /2)- ;
(sin r W2)2

t6 16 .,lz (sh r IIP )
-

rI (1 +(sh rW2)"- ,
(sin r [ID-

(A4-2e)

Condition aux limites S1. v/ = w* =u = v = 0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

W=0 en-flf2ennaîneW, (- tIt2)+E, +E, =0

Wo = 0 en - fll2 entraîne E, =8,

v = 0 en - W2enraîne + w; çfif2)= wi, ç nfz)
k-

W;, . (v+2) ,_,"'
U = 0 en -frf|enuaine " 

:t \+u")*: w.oGfl2) =v (61Ër+ oÈr)
k t  k '

(A4-30)

X

X2= -

X3=-

n

2

n
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, Les expressions de witG rclÏ) etae w1!ç 7rZ) sont obtenues à partir des don-
nées ci-dessus :

w,, (- iln)=+w; çnn)
k-

w,, (- wz)= rywïc w)-4*. (-wz), r -  
Ê  lZ

(44-31)

Le développement de 1" s'écrit donc :

x(k) = {r,+.t2 ) (t .Ë).+.Ë - 4? p,t!

ou

16 v2 ra(ch rTll2)2
X4=

X5= -

;n
{z n (r *(sh rrll2)l )

(sin r W2)'

16 (1+v) rs sh (rII)

n11 *@y
Gin r Wz)'

't]

(44-31)

Condition aux li{nites C2. w = v/^= U = w* = 0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

W = 0 en-W2entraîne W,, (- TlfZ) +E, +E, = 0

W* = 0 en - fll2 entraîne TVr" G nn) =o r, +ô Ë,

W.. /rr+?\
U = 0 en-flf2enuaîne - C W2) +9 Wî^ t- fln) =v (ô E, + oÊr)

kz k4 
ro-

\., = 0 en - fID entaîne q. C W) =ga (Er G + E, ô)
x)

(A4-32)



151

,, Les expressions de witG rcl2) etwfiC æ2) sont obtenues à partir des données
ci-dessus :

v/, Lçnn)=*w;cnal

wu G ntz)=+wi"cual
k-

( A4-33)

Le développement de l" s'écrit donc :

"314 
,4 .1.(k) = ?t(++r.' I tr *+ ) *+* *?- - +r' pn lI 
ko k" ko 2k'u

(p'4-34)

Condit ion aux l imites Cl. v/=W*=U=v=0

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

\il = 0 en - W2entraîne W,, (- W2) +E, + È, = 0

W, = 0 en -W2entraîne fVt" G W) =o n, +ôË,

W,' /v+?\
u = 0 en -w2entraîne # c fitz) +9*] wï^ c fln) =v (ô u, + o E,)

k2 k4 
ro

v = 0 en -tll2entraîne * *i" (ntz) = wil çiln)
k-

(A4-3s)

Les expressions d. witc rcn) etwit(. rP) sont obtenues à partir des données
ci-dessus :

wt,(-rf,?l)=+w;çw)
k-

woG nn)= -,row"c rw)-?wicual

(A4-36)
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, ,I* développement de 1, s'écrit donc :

a3l4 ,4 o x1 x51.(r<; = ?u;+k') (1 *+) *+ *+-+r'pn l' 4 - 
kô k" ko zko

(44_37)

B - Cas des conditions aux limites C3. 53. C4. 54

Cette famille de conditions aux limites satisfait les conditions N;ç = \{ = Q
aux bords. On a donc :

"314 
1 o^" =fu(i+t';

wto(x)=Acosx 

(A4-3g)

On déduit que :

_ rvo1pp {r_(r*on)^" }=33r {ryt4*12) }

(A4-3e)

L'expression A4-39 qui figure dans î.1 reste inchangée pour toutes les
conditions aux limites telles que N* = W = 0.

Condition aux limites 53. Nx ='W = W,** = V = 0

A partir du tableau récapitulatif on déduit 'WitG nl?) et Vy'il" (- tc fZ).

N* = 0 en - fID entraînr V4, çnn)* pa (Er -Er) = 0

lV = 0 en -W}entraîne W,, (- WZ) +E, +E, = 0

wo = 0 en - fI2 entraînt E, =4

V = 0 en-W2 entraîne W,, GIIZ) = 0

(A4-40)
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Les expressions de w11(- rc/z) etv/ir"(- æp) sont obtenues à partir des don-
nées ci-dessus :

\t (- W2) = w,, (- nn)=o

(A4-41)

On remarqug que la couche limite est nulle dans ce cas (E1 = 0). Ce résul_
tat est attendu puisque le mode est en sinus. Un calcul simple monrre que
les termes d'ordre supérieur 82,E3... du développement dans la couChe
limite sont ègalement nuls.

L'expression de 1, se déduit à partir de A4-41 et A4-39. on trouve :

À1r<y = {14*12) (r ry) 
+4n l

(/'4-42)

A partir du tableau récapinrlatif on déduit :

N- = 0 en-W2enrraîne wi, (_ fIlz) +1a (Er _ Êr) = 0

i = o en -.W2enrraîne w,, (- W2) +E, + Ë, = 0

W* = 0 en - fll2 entraîn. Wio ÇWZ1ç{E, o + ElG) = 0

V = 0 en - lW entraùre W,, (- WZ) = O

(/'4_43)

Les expressions de wi1( æ12) etw'il n/2) sontobtenues à partir des don -
nées ci-dessus :

\t CUZ) =o

wi, (- fiyz1=v4..!2

= 'W= ' ïV-=V=

(A4-44)
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L'expression de ?' s'écrit donc :

x.(k)= {n 4*r')(t -(2*91)o+4n1r+ 2 v1
k'  {2f lk-

(A4-4s)

A partir du tableau récapitulatif on déduit :

û L -.;:;-ïïJ":;,Ï;:;'
Wo = 0 en - fll2 entraîne E, =E,

N*, = 0 en - fI2 entraîn" w,: ÇWz1- La (Er ô +Èr o) = 0

(A4-46)

Les expressions de Wi1( æ12) etWil" Ç nlz) sont obtenues à partir des don -

nées ci-dessus :

w,, (- Wz'1=g

^l'l
w,, (- IJn)=+

L'exprssion de î, s'écrit donc :

?,(k) = *n l*tt ) (t
4 k o ry)+4n1t-{rr

( 4-47)

(A4-48)
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\ = o en_W2entraîne wi, (_ flf2) +pa (Er _ Ë,) = 0

W = 0 en - TIl2 entraîne W,, (_ W2) +E, +E, = 0

\Vx = 0 en - fI/2 entraîne Ïvt" G Wz) _@r o + El ô) = 0

N = 0 en _ fll2 entraîne v/,",t_nl2)- k4 @, G + E, o) = 0xy .l ,,ro \_LLt..)- n (81 

U\4_49)

Les expressions d" w,rc tt/2) et.wrl<-æl2) sont obtenues à partir des donnésci-dessus :

w,, (-  W)=*fno* t l
!2

w' (- nn)=#,Ë t,

L'expression de 1, s'écrit donc :

(A4-50)

A partir du rableau récapinrlatif on déduit :
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ANNEXE 5

Dans cette annexe nous étudions I'influence du pré-flambage
sur la charge de flambage.

Nous démontrerons que cette influence intervient sur le troisième tenne
du développement de la partie rapide du mode de flambage.

Dans le cas où on impose une contrainte axiale nulle aux bords,
la rotaton avant flambage modifie le terme 1.1 du développement

du paramètre de pression 1".

En théorie de Donnell, les équations d'équilibre du mode de
flambage, compte tenu du pré-flambage, s'écrivent :

l-v " 1+'"., + * t*,1.î,. *î: *r**?-1,*,rr) =0u,***Tv,rr*T ",*t- lr  + I

u,o*t?,,.^ .+u,^r] 
f 

.+ *t,"**, , + *f,*,*, =Q

À 2w + 
;1ft4 

1 w-qz 1v,r+ V u, 
" 
* n *,f, ,",* I t* 

2-&rrnt w, ** * u *, r, )

F

.  + 
* , r r*  1 

[vw-q2(vr,r*o,**wl** ,^))* ,1*= 0
\z n2(1_v2)

où r.=ta]+all .  
(As_l)

La solution fondamentale se développe sous la forme (voir annexe 2) :

o,'(€) 
# Gï xr+'wl (6) +n d tel+q2d(E) + o(n3) )

(As-2)

Nous énrdions I'influence de WF(E) sur le mode de flambage dans la cou-
che limite. Pour cela, nous développons (comme dans tr.3.3.) la solution
rapide sous la forme :
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, u =\3n t url(q) + n ur2(É) +... ) exp (i + )
.rtf1

v = itl t vrr(O + 11 vr2(Ë) + ... ) exp (i I Irln

* =rlt\ { wr1(6) + 11 wrr(É) + ... } e*nti 
ft 

I

(45-3)
Ensuite nous reportons les développements A5-2 et A5-3 dans le système
A5-1. On obtient les résultats suivants :

Premier ordre

u;l(q) - *ry v;r(E) - v w,,tË) = o

v,rt6) = o

{i'}tgl . + w,r(6) + k v,,(Ë) - v u,,tË)) = o
- 1r-v

(As-4)

u;2(6) - t $ v,2(o -v wr(E) ='f +u,r(É)- ffi vî I c*i tBiw,,t6)' l'

ylË) = k(2+v;w,t (Ë)

{?r6l . #,*,2(Ë) 
+ k v,2(q) - uu,rce} eÊ -%l w,, t€l

On voit donc que les termes de pré-flarnbage n'interviennent pas au pre-
mier ordre.

Second ordre

-o^ttt-ï.) t u,, (€) -vw,r (q) I wl'iÉ) l' 
33t4 (t_v2)

(As-5)
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. La prérotation a donc un effet sur les seconds termes du développement- 'd" 
fa solution rapide du mode de flambage.

En utilisant les résultats du premier ordre, après arrangement, on obtient

u;2(Ê) - v \(Ë) = k2 (2v+1)tE, d exp (oÇ) + c.c 1.# (1-î) c*i èl w; (É))

v,2(E) = 12+v) k t ErË2exP Go(lr C'C l

{?ar * w;lo = 4 ( 
#- 

r' ) (E, exp Go6) +c.c) 
P.;dreiw;, 

(0 j = 0

(As-6)

Etudions maintenant I'influence de la prérotation sur le deuxième

terme Àt.A partir du développement de n* (première équation du systè-

me A4-i), orire*arque que lè-terme en facteur derf? dépend de Ia solu-

tion rapide du seconà ordre. Ce terme intervient dans le calcul de tr t pour

la condition arD( limites Nx= 0. Dans les autres cas, les termes du deuxième

ordre de la solution rapiâe n'interviennent pas dans le calcul de î' t.
La orise en compte de tâ prérotation modifie donc le développement de

il ";^il;r";'fù-. ô.ldil"r 
""ur 

nouvelte valeur. A I'oidre \3t2 ,Ia
côndition aux limites N* = 0 en x égale à - II 12 s'écit:

u;,Gl)+u;(0) -v It<ïr(-5) + w,r(-] )+kvr2(0)+rù/,r(0 )l=0

(As-7)

A partir de la première équation de A5-6 et des équations du mode inté-
rieur (cf. annexe 4), A5:7 s'écrit :

41 11-9011 E'

*;(-l ,+i{l,c}}rr4r ef *c.cr.ffit2 twotofw,'{oi1 = o

(As-8)
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, A propos de l'équation A5-8, on fait les remarques suivantes :

- Dans la couche limite, la solution axisymétrique (pré-flambage) influe
sur le mode de flambage, coillme le montrent les équations A5-6 et
A5-8. Ce résultat est dû à ce que les épaisseurs des couches limites sont
du même ordre c'est-à-dire de I'ordre de n.

- Suivant les cas (N* = 0 ou U = 0), la couche limite peut modifier 1e
second ou le troisième terme du développement de la charge critique
par rapport au petit paramètre 11.
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ANNEXE 6

Dans cette annexe nous étudions le cas des coques longues telles que le

nombre d'ondes du mode de flarnbagè-est assez petit'

Nous déterminons les eqoations-qie ïetintit les premiers termes du

développementasymptotiqueàl'intérieurdelacoque.
Nous 

",iliffi;;* 
É.râ u cinematique de Koiter-sanders'

on part des trois équations d'équilibre en théorie de Koiter-sanders (An-

;";5îi il i;i;i" th*g"*""t de variable suivant :

Ru=ro

v=v*
h fl2 w*

W = - = -

rn/ rzlr-ntl

L
y* =EY

La première étape consiste à étimine'*-*-?y*' v* de la troisième équation

d,équilibre a purt-ir-J" iu a.rr*iè*"';;i' àÈ'iutt deux fois par rapport à

Y*.bn obtient :

{-a*u* . * 
{: P*âzr.v* - â-ô3r.u*) I . # [ 4.'* + î'* ô3r.w

+.qô2"- v* * no 4- w* + ̂ - * 4-** + 1'* ôl.v* + ft2 â!.u* + il2 {-w* I

ï1: 
J

(A6-1)

Aa1.f"--+at"-a^
*- la-o*0,ry-r 3: a3f-. ** + zrtat.at-** + ?r.* cr a2.a3r.w* . +â1./*v* 

- ; ô-'-ô*u*
x"y*

12R

ry(a'.airy t at.aT-n- - a3r-a*o*), . }}' 
ô'r-âi* = oh2 n4 ^3 ^4

-dy*d^tzl-
(A6-2)
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Ensuite on dérive la pTi:T é.eu-ati9,1_par rapport à y* er on multiplie la
f#ilu-r 

par v' puis on calcurË h;iffâ;;;:Ë; obtient re résultar sui_

#gti"* + ô2ô2*v*) = 4 t a3i.n* r +. À* (r+a) - a^al.u* t(l-v)-(r+a )2L* 1
+4v À* ô*\. w* *#^- âiu* * 2 (r+v) n, alaj-** + à CI-vl # alar.**

.Ëa.ou. try- (1+a) $r .# ala,.o* ((r+a) I #,,
R' . 11-u; (2+v) ̂;r#ala*o* ryô]u*r

Enfin
r2R2.

(A6-3)

effi:ïr 
membre à membre A6-2et A6-3 puis on murtiplie par

* 
f ry [ a*a],-u* -3\a2.v*t + n2 (1+a) rcf,a].r.- â*4.** l

- 4n'ï+'dri.w* +2.rtatar1.** + À*c a]al_w* .+aî.alu. +al*a,u*

+al.alw* t $ 5 4i.". + r.* â3r.w* .$ài.u* + na âl*w* +
À* nn âi-** + r.* ôl.v* + r2a6*v* + rr2ôl.w*) ) =;ffi t alal..'* r$

+ À* rI2 (1+a), 
+ t (r-v) - 2î,"*(1+a!+ 4v t* a]ar,.** . 

#f*-+ 2 (1+v) n'{al..**.5 î2vtr2(3-v) al%.w* + 3 u ôlu* 3+ -l!1)x,1,
+ e v âlâr-o*, (1+g) r* -f l ] -+ [ (2+v){ar_o* _ v âav* ]

(46-4)
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i En faisant un développement des déplacements u, v, w en Fi2/L2 et en
cherchant des solutions harmoniques dans la direction azimutale :

u* = { u,o(x).5u,,(x) * {t,rO) + ... } exp (ik*y*)

v* = { v,o(x) *{ u,,O).$v,r(x) +... } exp (ik*y*)

w* = { w.(x) .|w,,(x) .5 *r.) + ... } exp (ik*y*)

(A6-s)
On obtient au premier ordre :

\ Vr*r1k*ax uio- v al v,. = 
Stk*o v. - î.* k*3 wio

- I t*' v. - na k*7 'w. +?r* n2 k*5 V/.- +
Z 

- -  ' i o  lo  ro
T

I* k*4 V,o - nt k*u V,o * rrt k*t W,o - 
ï 

n*t u,"

' l+v

+k*  
-2  

V,o-nâ*W.=0

- k*'vro - k* vy',o = o

(A6-6)



Le problème d'équilibre élastique de la coque sous pression re-
vient à chercher les points statioruraires de l'énergie potentielle totale de la
structure.

Cette énergie s'écrit sous la somme de deux fonctionnelles p6, ps. L'éner-
gie de déformation élastieue p4 fonction des déplacements u, v, w s'écrit:

L 2NR
1 î  I

Po= 
îJ J t**t* 

N"t" + 2N*;y*, * Mil(x + My*y + 2M*"r*") dx dy
o o

(47-1)

L'expression de Ncrp, TcrB, McrB, KcrB a êté donnée dans le chapitrel. Sous
I'hypothèse de charle cdnservativej et en négligeant les forces de volume,
le potentiel des forces extérieures pe peut être exprimé sous la forme :
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ANNEXE 7

Dans cette annexe nous donnons I'expression des matrices de rigidité
élastique Kre et géométrique LKoe élémentaire.

Le mode et la charge de flambage sont déterminés en cherchant la plus
petite valeur propre et le vecteur propre associé des matrices globales

Ko et 2[Ko.
La cinématiçe utilisée est celle de Koiter-Sanders.

L 2fIR
1 l

P" =- 
J J n wdxdy +Termesdebords
o o

(47 -2)

L'énergie totale p s'écrit donc :

p = pdl+ pe

(M-3)

La solution fondamentale est solution du problème variatiorurel suivant :

J, *i (ôu* *wlow*l i.li+- {u"o ) dx = J n **

(47 -4)
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\ Les contraintes résultantes sont :

ePR
Ni=- oT

F F w F
Ni=nNi -  EhT-

(A7-s)

ou

cr vaut 0 (resp. 1) dans le cas de la pression latérale (resp. -hydrostatique)'
Le mode de flamlage est solution de 1'équation variationnelle :

L 2NR

J J t 
**af* + Nyôïy +2N,,-rô1o + M"ôr* + Mt'r" + 2Moôr*" ) dx dv

o o

L 2NR
l f - ' l=- J J, *i Iw,xôwx+Utv*- u,") ( ôvx- ôu.y)]

o o

+ Nf t (w,v* vlR) (ôw,"* *; * o'v:v'x) (ôux - ôvx) I ) dx dv

(A7-6)

où

ôYx = Nx *4 u**

ily = ôv,"-*

Wxy = ff,y * ôv* + w! tow,". S I

ôI*=-ôwJo. 
ô

ôKy = - (ôW,w.$,

ôçY = - 1 ô$/o.* (3 ôVx - ô'u,Y) l

(A7-e)
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' 'En cherchant des solutions de la forme :

U(x,Y) = U(x) exp (i f n
VCX,Y) = iV(x)exp GË Y)

wcx,Y) =W(x)exp (if n

(A7-10)

et par le choix suivant de la fonction test :

ôu=ôuexpGtËn

ôv=_iôvexpt_if ,n

ôv/ = ôril/exp t_ ifr I

(47-11)
La formulation A7-6 s'écrit après intégration par rapport à y.

L
f

J { 
N"ry* * Nvôyv + 2N*" ôy* * M*ô** * My ôKy + 2I\,çy ô*"" } 2IIR dx

o ,

f r 1 -= - J t Ni t wxôwr( * i ry* -,fr ut (ôv,x - fr ul r

Nf r r Ë * * vrR) (Ë ôrv + +, ... i *'- ft rr rou*- fi oul I ) 2nR dx
(A7 -r2)

!'approximation par éléments finis des déplacements u, v, w consiste à
faire une interpolation de la forme :

u=(N(6)>rYtt

$=qN(6)>rï t

w=(NwG)'t$._l
wlx
wi*

(47-13)
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r sur chaque élément de longueur 1". Les fonctions N(€,) (resp. N*(()) sonr
des polynomes d'interpolation linéaires (resp. d'Hermite) écrits sur 1'é1é-
ment de référence et { ut,U2, V1, V2, Vy'1, W1*, Wz,Wzx } les variables
modales.

Ces fonctions sont :

N(6)=.+,ff,
N* (q) = ( N1, N2, N3, N4 >

ou

r7 0-\)2(z+E) ^, _ r.r s2tr, e., 
1" 

^, _ (l+q)'e*E) r\T _ g:t) (q+1) l"
,.r =-.--=- , N2 = (1-61 (r-q)b , N3 = o+1f-(2+E) , N4 = t€'-1),

(A7 -r4)

La forme intégrale éIémentaire de A7 -11 sur un élément de référence
s'écrit :

on pose :

K.l = tstr tDt tBl , l.[Ko] = [F]r (Dr+ Dr) [EI

où 
(47-1s)

1 l
f , - T I ; -T- - 

I

J Tt' tsrl tDt tBl tqt' i ue =J 'tot" [etJ {o,*o2) tE] te}" f aq
-1  -1
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vl
Wr

Ut'
x?,
wzx

Les modes et les valeurs propres que nous avons calculés ont été restreints
à un état fondamental de membrane. Ceci revient à annuler les termes de
pré-flambage (w'r(6)= 0) dans la matrice B et à simptifier les contraintes
fondamentales A7-5 sous la forme classique :

rvl=-"+
NT=-Pn

(A7-16)
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ANNEXE 8

Dans cette annexe nous déterminons la matrice 
"t 

l" s..ond. membre
du problème linéaire qui permet d'obtenir la solution numérique

U, V, W du problème auxiliaire I-26.
Ensuite nous établirons I'expression des coefficients cr3g et cr11.

Pour le calcul numérique, nous utilisons comme dans I'annçxe$
la cinématique de Koiter-Sandèrs. Les déplacements anxiliaire, Û, l, ff,
solutions du problème variationnel l-26, sont les points stationnaires de la
fonctionnelle mixte suivante :

f vr U - \\4 1 U"- WF
t = 

J t Nop I top - Ë ôozôpz * w,o + ;i ô*) f * i w,p + =f ôor) -f
o

* *ff,o* b"r)w,p* Sp)* | {u,,r-u,,)'ôopr . + [N,o* fr"rlr*,p* bpr)

* i 
gt,r- v,r)2ôopl +.i* : K ) dct + termes de bords

Cl= [0 ,L ]x [0 ,2 f IR I

(A8-1)
où

e ^ = 
uo'e 

I 
ug'o 

, tenseur de déforrration linéarisé-aÊ 
2

N : tenseur des contraintes résultantes

M,K : respectivement les tenseurs des moments et des courbures

e*(N) : énergie de déformation de membrane en fonction des contraintes
résultantes

1*r.r.
; M:Is énereie de déformation de fle-
z . -

xlon.

La fonctionnelle A8-1 peut s'écrire comme la somme d'rur terme quadra-
tique et d'un terme cubique :
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L=Lr+\

(A8-2)

fwUU{ tU^E
Lt= J { ** ttop- Ë ôorôpr* W,o* a.s*) } + i W,p* nsp) Ï" t

NTuu-1c11
+ 

-+[w,o* 
Ts*)w,p* #pr) + U cu,r-v,r)'ôop] - 

i "* + i u:r ] d o

p U IJ^^  IL, = J I w,o*?u*, w,F**u*, *f, ru,r-v,,)'ôop t f"u 
u t

o

La solution auxiliaire û = [ t, i, û ] est donc solution du problème va-
riationnel suivant :

A ^ r À

Lr, 0, ôU) + L2t (U', ôU1 = 6

(A8-3)
où

Ul = { Ut, Vt, V/l 1 est le mode de flambage qui peut s'écrire comme suit :

ut CX,Y) = ul (x)
lexp($l+c.c. I

vl (x,Y) =ivl(D

2

lexp($l+c.c. l

wt Cx,Y) =wr (x)

2

lexp($l+c.c. l

(8-4)

En reportant les valeurs det-2etL3 dans l'équation A8-3 on obtient :

^ ^

J r rr"oruÛ") +ôorôpr*+q (s,o**u"r,.i4,#
tNt^  ^  û ^  ôÛ^ ^  t I^-  ^
+ 

f I N,o* lo ô"r) (ôw,p* 
*t ôpr) * ff,F* nn ôp) (ôw,o*

^

,e*+ôur)r î<o
ôû

T*ô*)

. +,û,r-i,,) tot,r-oû,,) ôopl * *op ô k.,p ) d o =
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I r ., ut ^ ôt" rul^-u1l ^ ^-J{*"p[(w.+T*ô",)(ô*,p*Ëôu,l+#ô(U,z-V',)ôop]}do
o

(A8-s)
et

ô"r - * u*u, . i q ô,u* * uu,, . ; q ô,o* * u",,
1  r  U '  r r1.' + q". * u"/ r*lu* * u*, . * rL - {,)' ôop

(48-6)

On rappelle que l'énergie de déformation élastique s'écrit de la forme :

1
e*(N) =|" t ( l+v) N :  N- v ( t tm)2 l

(A8-7)

A partir de A8-5 et A8-6 on déduit I'expression de N :

ou

N=cr ;r=r,*ï*, "=# (i à i,)
(8-8)

^ ^

,h=ULvx. , r*=+ctl"*vrn)

'tT=Û,**w!#*' rf=ic*!'.àt!-u!l'
^

,ï=î,"-*, y*=à*1".+,'.âtl"-ulr'
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Ensuite on reporte A8-7 dans l'équation A8-4. On obtient :

I , tçuq, + M"\ + 2M*"ôn*" + Nl t uûr.{* #* 1

l, S,, +1 *Nh r ôû,"+ ôt** *ï (#,".$,, .

{ r firo** * } tt,r-f*l tot," sî*l 1 * Nî t û"*$,u#,". *, .

i ô," T,*r raù,"- oî*l ) d o = - lt Ni r w!0fr". t!;u! 
rS,"- S,*r r

.r l  ^ --tt1vt- 
A ,-+ N| r c*1"* Ë, ,#,".+, * ''"u'* o ô," î*l r *

uL rwl, tô*,".*, * w:"*IU *,,.t **f t #**4u#,*,

* Ny r S,"$, .N* r ot,"* o1** 4,#,".*) I ) d o
(48-e)

NL=cïL t$*=cT*

L'équation A8-9 contient deux termes. Le premier terme a été déjà ren-
contré dans la résolution du problème linéaire qui consiste à chercher le
mode et la valeur propre Ku = X Ko (équation N -6).Le second terme est
nouveau et est fonction de la solution fondamentale et du mode de flamba-
ge.

La solution de l'équation A8-9 s'écrit sous la forme :

À '*r$)+c.c.
U=Uo(x)+Ur(x) t#f

^ ,*p t# ) + c.c.
v=ivr(x)t#t

r\ *Pt4Ë) + c'c'
Y,r= \(x;+V/r(x)t#f

(A8-10)
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I La résolution de l'équation A8-9 se fait en deux étapes.
La partie axisymétrique se résout en choisissant une fonction test de la
forme t n ^

ôU = ôU(x)

ôf=0
^ ^

ôW = ôVi(x)

(A8-11)

Avec le choix de fonction test A8-11, la forme intégrale discrète du pre-
mier terme de A8-9 s'obtient en remplaçant n par 0 dans les matrices Ku
et Ko. Le second terme compte tenu de A8-4 et après intégration par rap-
por tàys 'écr i t :

ou

[: :] [1h
nv

I
1- :Hru]

Les déplacements ûz(*), îz(*), ûz(*) en exp (2inYlR) qui figurent dans
l'équatiôn A8-9 s'obtiénnent en choisissant une fonction test de la forme :

oÛ=aÛt*)expG$l
lr ^ 2iiY.

ôV=ôV(x)exp( - - l )
l\ ,\ 2iny

ôW = ôw(x) exp ( - -E- )

(A8-13)

Avec le choix de fonction test A8-13, la forme intégrale discrète du pre-

mier tenne de A8-9 s'obtient en remplaçant n pat 2n dans les matrices Ko

et Ko. L'expression du second membre s'écrit après intégration par rap-

por tày:

il ,*l *! ôw*+ *i" (*v/1+ vl) ôw*+ *f tut,"* w! ôv/,x)
0

.y+ \znRdx
(A8-12)

rïl
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i, + t wi ôwx. 
(*; u! I 

r S au - ôv,x) l
0

*tç*'**rrffa**
,$-4rrfrou-ôvx)

+, *! r#u*.+) - (Ëw' *$, u**, *

(48-14)

Nf

Nf =C

f r c*'-l'-, Ëu'- t! ,',

-*,,Ë*'*$,.,*u;ul ,,,
n 

*r* Vl

*lr#,.*

ivf r ôu" +4 u*" r - NY r $.+l * ** r S 0,, + ôv,

*rvlrflo*.+ )itzrrRdx

ou

On se ramène ainsi à la résolution de deux problèmes linéaires qui consis-
te à calculer les déplacements axisymétriques et en exp (2inylR) de l'équa-
tion A9-10.
on va ensuite ae{9ir9 les expressions des coefficients cll er a36. Ces
coefficients sont définis à partir de : [291

olr =fr1, cutl

030 = r, rr, {Ut, ù

(A8-15)



A partir de l'équation A8-2, crll s'exprime comme suit :

d fNF^ . '  U1 - "1G,l = ; J + t cd-+ * u"t w]u. ? u*, . à,ul"- v!)' aou I d o
o;

(A8-16)

En faisant I'approximatioq d'rm état de pré-flambage linéait . ol peut ap-
procher les côntraintes Nf , Ny de h forme (cf. $ tr.5.1 et A7-5)

NI=-41 'hoPR

NT=-LhoPR

où  

pR  4 f IE  ,  h  . 5p ,  R .  ï .
o- - -  =  _L 

.w(  Ë ) - ' -  (  
; )  

(  
;  )

t 36 (1_v-) l_. 
(A8_17)

À étant la valeur propre. L'expression de cr' s'obtient donc en rempla-

çant rVf, (resp. iVt ) par - shoPR (resp. - ttoPR) dans la matrice de rigi -

dité géométrique puis calculer I'intégrale :

176

. 1  1
srr = 'g Ko (n") . g

(A8-18)

K : matricederigidité globale intégrée sur tout le domaine [0I] x [0'2IIR I
o
I

q' : déplacements modawr du mode de flambage

n" : nombre d'onde critique.
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' Le coefficient oso s'obtient après avoir remplacé le mode de flambage Ul
et les déplacements auxiliaires Û par leur valeur dans le terme cubique
I41 (équation A8-14). tr suffit alors de calculer I'intégrale suivante :

L 2NR

o30 = J I i rwl. * r,'"- v!r1 fi* * r c*]" *$'.* r], - v!l'r ft"
0 o

* z ft*, t cw:" . S ) w! i + zt*!ûr* + tû,ç û"r r Nl

., vl ,\ 
'Ç 

u1,- vt, ,\ ^ l
+ 2 [ (W'"+T-) W,r*F) * ï(U," Vx) ] Ny *

., }r.- i ,\* , Vl2 r vil &,r* *, * q* cwl"* Ë, , Nf,. r dx dy

(48-1e)

/
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.I ANNEXE 9

Dans cette annexe nous calculons la réduction de la charge critique
causée par un défaut localisé.

Ensuite nous vérifions la relation Tlo1n = L" 12.
On se limite ici à l'approximation du mode inextensionnel

et nous étudions le cas de la condition aux limites Nx ='W = 0.
Nous utilisons pour cela la méthode des échelles multiples décrites au

$ I -3-1.

Les équations de compatibilité et des moments en théorie de Donnell (en

tenant compte des défauts) s'écrivent :

(Ae-1)

où
[P.S] = P,** S,r * P,r, S,r* - 2S,*, P,*r.

Le mode de flambage et l'équation de la courbe de stabilité neutre pour la

condition aux limites N1 = w = 0 s'écrivent :

aar . â2w [w,w] r.--+-
ôyo rtæ= 

- " " ! '. ' - [w'wo)

ôaw a21. 4L è2w ? Â 4L" ôt*o

i l  W* r*æ= 
[w'rl+1wo'rJ 

mæ

'  i kv
* =;cos x [aexp (Ë )  + C.C. ]

a3t4 1 c 
'/n

?r=+t{*t '1 k"=3tl ' ,  \= t

(Ae-2)

On considère un défaut localisé s'écrivant de la façon suivante :

wo=tcosx q(V)

où la fonction w(y) satisfait la condition :
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wl (y )  <M"*Y ,  (c r ,M)>o

(49:3)
On introduit une nouvelle variable lente z définie par :

ou

z=Q

(Ae-4)

^  ? r -1 ,
g '=- ! -

T
c

La fonction de contrainte f et la flèche w sont fonctions des trois variables
indépendantes x, y et z. La dérivée par rapport à y s'écrit donc :

À=À*rÀ
ôv âv àz

(Ae-s)
On en déduit facilement les dérivées d'ordre supérieur A2/Ay2,â3lay3. En-
suite, on développe w, f et 1, en r :

w = € *r*  J*r*  r ' * r  *  . . .

f = €fi * ,'fr* ,'f, * ...

l q = *nr* q3Bs - .-. *
t\

(Ae_6)

En injectant les développements A9-6 dans le système A9-1 on obtient. l

Premier ordre

$',. 
'u.ti =o

cty 1'l dx

ôo*,-lt * o\ t '*,=o
àyo \2a*2 3ttotl èy'

(Ae-7)

{' On peut montrer que le premier terme 81 (facteur de e) dans le déve-
loppement de î,Â, a1 est ruI.
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', Sgr.d-o$Eg

(Ae-8)

Les solutions respectives des systèmes A9-7 et A9-8 s'écrivent :

#,,.k=_r*î,, -**l
-\4 a'f.  4?". a'*r=-4ô3 a *.
#*, W*;rnn èy, ay a" 

-'

l9++ w, + rw,,r ,, - *n, *itvl cos x
33tar1àyè,  

I  -  
J  q

*r=*cos x [a,(z) *r jff ) + c.c.]

t, =âî[a,(z)".0fr * c.c.]
(Ae-e)

w2 =l {Iy@)*p t# ) + C.C.l cos x + hr(y) cos x + wo(x)
Jn

w? ' '  '2 
?ê{-) +c.c.t *]nG) 1a,1r)e*n(+1-a,(z)r*p(+)l+ v (x) [ar(z)- ex1 

.,/n {r {rl

fz = î {,t\@)r*p tP ) + c.c.l f + sr0) cos x + fo(x)
Jn 2k

f"(x) 7.'+Êr'a'*,f ) + c.c.l * |or*l [a,(z) exP,fr ; - a,(z) "æ t 
fr 

I r r
(Ae-10)

Cherchons maintenant les équations que vérifient les fonctions figurant
dans A9-10. Pour cela on reporte A9-10 dans A9-8. Pour les fonctions
ws,fq, wZ,f1on retrouve les équations établies dans le $ Itr.3.l.a. Les
fonctions hz$), gz!),P(x) et Q(x) sont définies par:
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s!o)cvl-n'9'=o
n

r,!o) rvl . 
I 

. 
hn,rv) 

= 
æ*irrr

(Ae-11)

P(x )=Acosx

Q(x)=  Bcosx

koB -  A= 
4 i  

n t tz
3r18

(Ae-r2)

Le défaut localisé induit une discontinuité des différents termes wp,fn,
ainsi que de leurs dérivées dans la région du défaut localisé. Notons par :

[ f(o)]=f(o*)-(o-)

la discontinuité d'une fonction f au point y = o.

La transformée de Fourier définie par :

f (or;  =[r1yyr*pt$lav
-:" t/n

(Ae-13)

appliquée au système A9-11 en tenant compte de la discontinuité en y=9
s'écrit :

& r"-hz= le2l- i cotgzl - r' tg)+ico3 [gr] = a

' 4L 
- rtthJ + ico3lhrlEr+hra" (l -;rtç) = thzl - it thrl

4L ,  4B^1.  ô
. 

Ë 
( thzr - ior [hrl,.Ë." 

5 
= U

(Ae-14)
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r Le déterminant Â du système A9-14 s'écrit :

À =or8 1r -$y * r

(Ae-1s)

On remarque que pour (D = * ou - ks le déterminant Â est nul Ecrivons

les solutions de A9-L4

cr (or4-S,. U
8r(<o) =

14

rbe

i
I

hrtr) = tol- o

(Ae-16)

La condition nécessaire pour quehz et gZsoient bomés en o = t k. est :

4
0 'F=cr  encD=t  kc

(Ae-17)

Cherchons l'expression des quantités qui figurent dans a et p' Pour cela

o' erri, que la ha.n. w et la fonction de contrainte f ainsi que leurs déri-

vées par rapport à y et z sont continues. ce qui se traduit par :

v2

â*" â* '
-+-
ôy àz

^2 ^2
d w z . ' r o * t

I L -

ày" èYàz

â'*, . . ât*,
- + J -
ôy' à'yàz
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f2

afz , afi

ôy àz

a2f^ a2t
4t2  '

èy' èY èz

ôtfo a'fl
' - L " -

âY' ôYèz

(Ae-18)

qui sont des fonctions continues.

On obtient respectivement les valeurs de cr, et de p :

2  ,  4 i  .  f a . l
s. = 2ik" B [âr] - ç t"rt + 2 k" ( 

ï 
+ [â',1 )

F = 2 ik3 A tâl1 - 4 ik3 t{l + rt ( tu,l + 3 t4l )

*\q-2ikA tî,l+ ztkt\l- fr,f - t{,1 ) +1#n,
ko 

'-2' '-l' r-lt , ' 

k6 ;l

(Ae_1e)

Q11eporteA9.19dansA9-L7etonremplaceB2patsavaleuràpart i rde
A9-6, on obtient :

ltlo F,l= - x q w' (- k^)'  
I  

' f é .  - u
c

(Ae-20)

La charge maximale est obtenue à partirdes relations 3-10 et 3-llenfai-
sant tendre r vers l'infinie:



a l n, -*,! . 
hè',*,= 

- 6 n tr?*,. hoî 
*,

_!L a'*.  ^ zL^ .,  -  [w'fr)
,;1 - q (à"â, *, . frà,è, *) . ï
. T .f,râ, ô" *, a1r, - ô^ â" w, ô* ô, r, +

ô, ô" f, ôl *, - à*èrf, ô" ô, w, )

(Ae-31)

Appelons respectivement 01, çt2 les seconds membres de A9-30
A9-31 :

186

o, = 
at(") 

f g * +it' e(*) I + termes non linéaires'qk"

i,(r) , , ,) +Ê a.b\
e, =Ï[ dk2 + 4 ikp(x) (k2 - +) I -' 

^',,*1'l ' 
+rermes non linéaires.' 

Tl 3314 
' ' 

3314 TÎ

(Ae-32)

Les termes séculaires s'éliminent en écrivût I :

ozka-or=o

(Ae-33)

En injectant A9-32 dans A9-33 en tenant compte de A9-L2 et A9-2, nous
obtenons :

23314.itvl * a, (l-I") = o

A panir de l'équation de la courbe de stabilité neutre A9-2, on peut bien
vérifier la relation A9-29.
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