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1 RESIIUE

Nous étuilions les interactions entre Ie flanbage local et Ia
propagation cles i lélaninages dans' les plaques conposites chargées

en conpression.

Le phénonène est décrit  à I 'aide cle notlèles d'assenblages cle
poutres ou i le'  plaques prenant en conpte des non-l inéarités
géonétriques. Plusieurs façons d'assenbler les plaques sont
proposées, notannent pour 1'étutle des i lélaninages courts.

Le post f lanbage rl 'une structure i lélaninée est sinulé par la

néthocle cles érénents f inis pour différentes fornes et posit ions

<tu tlélaninage.

Une nouvelle approche pour le cal.cul

cle 1'énergie dans ces noilèIes est proposée

rlu

e t

taux de resti tut ion

tes tée .

Nous avons réalisé un post-processeur éIénents f inis pour le

calcul i lu taux rle resti tut ion lôcal cte 1'énergie le long d,. un

front cle èélaninage.

l{ots cIés

CO}TPRESSION DEIJÀ}TINAGE EtEI{ENTS FINIS FIJÀI{BàGE

PIJÀQUE COUPOSITE RUPTURE FRAGILENON-ITINEARITE GEOUETRI9UE

TÀT'X DE RESTITUTION DE I,'ENERGTE



2 IBSTRÀCÎ

BUCKTING ÀND DEI,ÀI{INATION IN LÀI{INATED CO}IPOSITE PIÀTES

The interaction between locaI buckling ancl clelanination

growth in laninated conpositeplates is investigaterl.

Tbe phenonenon is tlescribeil within the franework of beans

and, plates theories with aceount of geonetric nonlinearit ies.

Several notlels are proposed incluiling tbe case of relatively

short delanination.

The f inite eLenent nethoil  is used in order to sinulate tbe

postbuckling behaviour of delaninated structure for different

shapes ancl posit ions of the delaninate<l area. À specif ic approach

for the t leternination of the energy release rate is suggestecl in

these nodels .

A f inite elenent-postprocessor is t levelopeil  in order to

compute the loca1 energy release rate along a i lelanination crack

front

Kev rords

COI{PRESSION

BUCKITIIIG

BRITTIJE FRACTURE

DEtÀJ{INATION FINITE EIIE}IENT

COI{POSITE PL,ÀTE GEOI{ETRIC NON-ITINEARIW

EIIERGY RELEISE RÀTE
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1 TItTROItûCÎrOtr

La présenee i le clélaninages dans une structure strati f iée

conposite peut récluire i le façon très signif icative sa tenue en

conpression. Les franbages rocaux qui interviennent au niveau des

zones rle ilécohésion participent activenent à la propagation ile

ces délaninages et contluisent à uDe ruine prénaturée de la

structure. Le calcul de Ia rétluction r le charge supportable est un
problène initustriel fort inportant qui suscite actueil.enent un
grandl effort de recherche.

ta noilélisation et Ia sinulation nunérique rle ces phénonènes font

appels à cleux grandes branches de Ia nécanique :

r  La s tabi l i té  des s t ructures.

r lra nécanique de Ia rupture.

C'est en 1976 que Kacbanov publie Ie prenier art icle sur ee thène

et c'est à part ir de 1980 que de nonbreux auteurs vont apporter

des i léveLoppenents nouveaux (Cbai & â1, 1981-1985); (Bottega &

l taewal ,  1983) ;  (Evans & Eutchinson,  1984) ;  (Y in,  L984,1985) .  Les

notlèles proposés dans ces travaux avaient pour prenier objecti f

de rlévelopper Ia conpréhension iles pbénonènes et ils s'appuient

essentiel lenent sur des théories de poutres et i le plaques, pour

tles tlélaninages tle f ornes géonétriques sinples (rectilignes,

circulaires, el l ipt iques) et des posit ions part icul ières dans

l 'épaisseur  ( t rès super f ic ie l  ou à n i -épaisseur) .

Des raffinenents ont ensuite été introiluits pour anéliorer ces

noiléIisations sinples dont les résolutions étaient avant tout

analytiques : introduction rles éIénents finis, prise en conpte du

cisai l lenent transverse (ïang & al.,  1985).

- 3 -



Figrure 1: noctél isation d'une structure t lélaninée à I 'ai i le de

poutres et de plaques

Malgré un effort tle recherche inportant conne en ténoigne les

récentes publ icat ions :  Storâkers,  (1988-a-b) ,  Y in (1988) ,

Bot tega (1988) ,  I { i l l ians (1988) ;  Ia  s inu lat ion conplète d le Ia

fornation et de la propagation d'une cloque D'a pas encore été

réal isée.  Ceci  t ient  essent ie l lenent  à t ro is  c l i f t icu l tés c lés :

r Le flanbage local est un pbénonène noteur pour la

propagation des f issures. L,a prise en conpte des non-

linéarités géonétriques et tlu postflanbage est d,onc

indispensable pour représenter correetenent le

phénonène de propagation.

r l{algré une faible épaisseur tle la structure ilélauinée

(plaque ou coque), le problène est triilinensionnel au

voisinage rle la pointe tle Ia fissure.

I La caractérisation du conportenent nécanique d'un

strati f ié à coucbes unii l i rectionnelles est t lél icate. Le

natériau est inhonogène, anisotrope et cache sous uD

couportenent global quasi-Iinéaire rle fortes Don-

l inéarités localisées dans 1a natrice (plasticité,

endonnagenent). Les lois de propagation des ilélaniuages

sont na1 coûDues.

Si la résolution d'u! problène 3D non-I inéaire n'est Das bors

portée avec l.es noyeDs rle calcul actuel, I'étude systènatique

ile

en

-4 -



3D non-l inéaire de cl i f férentes fornes et posit ions de délaninage

pour différentes séquences i l 'enpilenent est exelue.

Le travail présenté ici apporte ile nouveaux tléveloppenents pour

Ia descript ion i lu f lanbage local et i le Ia propagation des

ilél.aninages à I 'aide cle notlèles r le plaques (2D).

t< prenier chapitre lt

Dans Ie prenier chapitre (page 11), nous présentons une

notlél isation à une rl inension en tbéorie cles poutres, tout à fait

senblable à cel le proposée par Cbai & aI (1981) et repris par yin

& aI .  (1985) .  La s t ructure f issurée est  ass in i lée à un assenblage

de plusieurs poutres pour lesquelles on ad,net les bypothèses de
petites t léf ornations et rotations noilérées. La rlescript ion

conpLète cles phénonènes tle flanbage local et global est obtenue

en résolvant nunériquernent les équations non-l inéaires du nodèIe.

La propagation iles clélaninages est éturliée rtans le carlre de Ia

nécanique de la rupture fragile et du critère cle Griff i tb. Une

éturle paranétrique net en évi i lence I ' inf luence <le la longueur et

i le la profondeur de f issure sur Ia propagation.

L, ' intérêt de ce noilèle sinple réside surtout dans L'aide qu' i l

apporte à Ia conpréhension de I ' interaction f lanbage-rtélaninage.

Nous effectuons ensuite une eonparaison entre ee noclèle

d 'assenblage t le  poutres et  1 'é last ic i té  2D.

Cette confrontation net en évirlence Les insuffisances tlu noilèIe

d'assenblage de poutres et nous coniluit à proposer un nouveau

nodèIe d'assenblage de poutres, plus perfornant que celui de Cbai

lorsque les f issures sont eourtes

-5 -



a tleuxiène chapitre >

Le second cbapitre (page 49) est entièrenent consacré à

nécanique de Ia rupture et plus part icul ièrenent à la nise

point d'une néthoile tle calcul tlu taux tle restitution

1 'éne rg ie .

Nous eonnençons par une revue des nétbodes classiques tle ealcuL

cle taux de resti tut ion de 1'énergie. El les sont généralenent

associées à 1 'é last ic i té  et  ne peuvent  s 'appl iquer  d i rectenent  à

cles nodèl.es d'assenblages de poutres et i le plaques.

En reprenant Les itlées contenues dans la néthode rle f intégrale

de contour t le 1'élasticité, nous proposons une nouvelle approche

pour Le calcul <lu taux cle resti tut ion i le 1'énergie dans les

nodèIes non-l inéaires cl 'assenblagq de poutres et i te plaques-

Nous avons obtenus des fornules analytiques ilu taux tle

resti tut ion local r le 1'énergie qui ne font intervenir que Ia

solution t lu nodèle de plaque sur Le front de f issure.

La i lénarche est <l 'abord présentée sur un notlèIe cl 'assenblage i le

poutres avec lequel on établi t  deux propriétés inportantes :

r indépenclance clu contour

r tléconposition en nocle I et node fI

Nous nontrons ensuite que ces résultats sont en trés bon accord

avec uDe approcbe en éIasticité 2D.

Nous généralisons ensuite aux assenblages tle plaques.

1a

au

cle

-6 -



( troisiène chapitre ),

Le troisiène cbapitre (page 73) est eonsacré à Ia général isation

i les résultats établis au prenier chapitre, af in i l 'étui l ier les

tlélaninages réels (2D) de fornes et de posit ions à priori
-quelconques.'La nise en oeuvre nunérique par éIénents f inis d'un

noilèle d'assenblage i le trois plaques t le Von Karnan est présentée.

Ce nodèIe nunérique pernet rle sinuler les flanbages Locaux et
globaux d'une structure délaninée quelconque. La tai l1e de Ia

zone clélaninée rloit  toutefois être grande par rapport à

r 'épaisseur des praques. Nous avons uti l isé deux élénents f inis
de plaques différents : Discret Kirchhoff Triangle et Free

Fornulation Triangle. Les solutions sont obtenues par

I 'algoritbne i le Newton-Raphson avec un pi lotage en force. Un
post-processeur élénents f inis pour le calcul du taux i le

resti tut ion local rte 1. 'énergie sur Ie front cle f issure a été

réalisé. Des exenples t le calculs pour <les t l ,élaninages circulaires

et el l ipt iques sont présentés en f in cle chapitre.

- 1 -
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TÀBtEAU DES NOTATIOTIS UTILISEES

structure f issurée

poutre no i ou plaque no i

Ligne tnoyenne des poutres ou tles plaques

boril des poutres ou des plaques

interfaces entre les poutres ou les plaques

Er

Gr

v t

c

p

Y

c

J

a deni longueur de f issure

t deni- longueur de structure

hr épaisseur r les poutres ou des plaques

Ir nonent quailrat ique rapporté à I '  unité de largeur
de poutre

norlules cl 'élasticité cle Young

nodules t l 'élasticité rte Coulonb

coeff icients cle Poisson

rapport des nodules de Young z EzlEt

facteur cle Longueur de f issure z alL

facteur i le posit ion de f issure : bzlhr

charge axiale par unité tle largeur de poutre

taux de resti tut ion de l 'énergie

intégrale ôe Rice
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Svnboles

g vecteur u

u' t lérivée de u par rapport à Ia variable i l 'espace x

u dérivée de u par rapport au tenps

pour la convention ile f indice nuet :

i , j , k , I  va r i en t  de  1  à  3

c!, 9, I  varient i te 1 à 2
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Chapitre 1

LES UODEIJES À INE I'IUEITSIOil : ' IIODELES I}.ÀSSEUBIÂGE DE POUTRES.

tes preniers nodèles (analyt iques ou seni-analyt iques) i léveloppés
pour étudier f interaction f lanbage - t léIaninage reposent sur les

deux sinpli f ieations suivantes :

* Problènes unicl irnensionnels : Les i lélaninages sout recti l ignes

ou circulaires, et les natériaux sont honogènes et isotropes.

* te clé}aninage est très procbe t le Ia surface externe de la

st ructure ( t rès super f ic ie l ) .  I1  sépare une zone f ine du reste

tlu strati f  ié consir léré coruûe seni- inf ini.  0n peut ainsi se

ranener à 1'étutle clu postf lanbage d'une seule plaque.

(Chai  & â1,  1981) ,  (Bot tega & l {aewal ,  1983) ,  (Evans &

Eu tch inson ,  1984) , '  (Y in ,  1985) .

Ces norlèles "couche f ine" ("tbin f i ln") ont par la suite été

étudiés dans i les cas plus réalistes avec des nétho<les nunériques
(éIénents f inis, néthotle i te Rayleigh Ritz). on citera res études i le

chai & Babcock (19g5), Shivakunar & tfhitconb (1985), pour les

rlélaninages el l ipt iques et des natériaux orthotropes. De tels

no<lères sont toutefois l inités aux eas où I 'épaisseur i le ra zone

cléIaninée ne dépasse pas 5 à 10 t de 1'épaisseur totale t lu

st rat i f ié

l r 'ob ject i f  r le  cet te  thèse est  ô 'é tudier  le  cas p lus généra l  d 'un

ôélaninage de forne et ile Dosition quelcouque. Le problène est plus

conpLexe que dans Ie cas "couche fine" car on doit tenir conpte ile

toute Ia structure.

Nous présentons en ce ilébut ôe chapitre un noilèle à une dinension
(poutre) pour ilécrire Ie flanbage et ia propagation des délauinages

dans le cas d'uDe fissure a-priori quelconque. Ce nodèle est très

senblable à celui de Chai & al (1981). LeE résultats obteuus seront

ensuite fort utiles pour construire des noilè1es biilinensionnels

plus réalistes.

-11  -



- t - IrËl IUEiËi A UIE DIIIEIISIOI : " !rcf,ElEi D'ÂSSE{BIrÀGE m FOûBS"

1.1 DESCRIPÎIOil DU UODET.E D'ÀSSEITBI,ÀGE ItE POTIÎRES

Nous considérons une plaque conposite strati f iée présentant un

clélaninage rectiligne traversant ile Longueur 2a

Figre 1-1: pl.aque stratifiée ilélaninée

Pour étudier Ia réponse en conpression t le cette structure, nous

assini lons la plaque t lélaninée à un assenblage cte trois poutres.

Nous ne considérons qu'une cleni-structure pour des raisons tte

syaétrie. Nous appellerons tlorénavant tt nodèIe d'assenblage rle
poutres D 1'ensenble cte ces trois poutres plus I ' interface entre

ces poutres.

Ëgtre 1-2: I'assenblage de pqttres

La théorie non-linéaire classique des poutres en getites

déforuations et rotations nodérées est utilisée ici (Brusb &

Àlnroth -  19?5) .

Nous suDposons que Ia plaque est coostituée d,'un enpilenent

s1métrique ile 2 n couches élénentaires. Dans la partie saine

h
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(non f issurée) <le la poutre, i I  n'y a donc pas t le couplage entre

Ies effets de tension et de f lexion. I1 n'y a en revanche aucune

ra ison pour  {u€,  de par t  e t  d 'aut re de la  f issure,  Ies

enpilenents i le pl is restent synétriques et i I  y a couplage

tension-f lexion dans les part ies 1 et 2. La prise en conpte cle

ees phénonènes introrluirait dé j à, au niveau rles lois tle

conportenent, de nonbreux coeff icients (g ici) qui dépendent de

Ia séquence d'enpilenent. Nous sinpli f ions le problène en

considérant tles natériaux linéaires honogènes pour cbaque poutre

et nous négligeons les couplages tension-flexion. Le noclule Eo ile

Ia poutre Oo est le nodule honogène cle traction cle Ia part ie

saine. Er et Ez sont les nodules honogènes de traction des

enpilenents cle pl is séparés par 1a f issure. Ces trois nodules

vérif ient Ia relation :

( 1 )  Eoh=Erh r  *Ezhz

L'ai loption de nodules de Young cl i f férents pour les poutres 1 et

2 pernet cl ' introduire cle nanière sinple un cléf aut dans la

structure

L.2 DESCRIPTIOI{ DE I,À CIilEttl'TIgT'E

Nous atloptons une cinénatique de type Bernoulli (Kirchhoff en

plaque). tes chanps cle r léplacenent sur chaque poutre sont pris

sous Ia forne :

(2 )  u r  ( x , y )  =  (u r  ( x )  -  ( y - yc )  v r ' ( x ) )  5  +  v r  ( x )  y

i  =  A , ! , 2

et on inpose les conititions de raccord cinénatique suivantes

entre les poutres au niveau de I ' interface :

(3 )  u1  (a , y )  =  go  (a , y )  (41  u2  (a , y )  =  go  (a , y )

Le cbanps ile iléplacenent tle la structure est ainsi entièrenent

iléfini par six fonctions :

(sl

(6)

uo (x) ,  vo (x)

ur (x) ,  vr (x) ,  uz (x) ,  vz (x)

x € [a,LI

x  €  [0 ,a ]

- 13 -
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{u i ,  a f in  i le  sat is fa i re  l2 l  e t  (3) ,  vér i f ient  les s ix  condi t ions

de raccord suivantes :

( ? )  u r  ( a )  =  uo  (a )  -  l ' oo ' t " )  ( 10 )  uz  (a )  =  uo  (a )  +  \ o ' ( a )
22

(8)  v l  (a)  = vo (a)  (11)  v2 (a)  = vo (a)

(9 )  v r ' ( a )  =  vo ' ( a )  ( 12 )  vz ' ( a )  =  vo ' ( a )

Le chanp ile iléplacenent devra vérifier en plus des conilitions de

raccord,, les conrl i t ions aux l inites suivantes :

(13)  ur  (0)  = Q (16)  uz (0)  = Q (19)  vo ( t )  -  0

(14 )  v r ' ( 0 )  =  Q  (17 )  vz '  ( 0 )  =  Q  (20 )  vo '  ( L )  =  Q

(15 )  v r  " ' ( 0 )  =  Q  (18 )  vz  " ' ( 0 )  =  Q

Synétrie par rapport à Oy encastrenent

Sous I 'hypothèse classique des petites t léfornations et des

rotations nodérées nous avons les i léfornations suivantes :

1
(21 )  e r r  ( x , y )  =  ( u r ' ( x )  -  y  v t  "  ( x ) ,  *  

- -  
v r ' 2 ( x )

(221  exv r ( x ,Y )  =  Q

te natériau est supposé l inéaire et honogène. Les contraiDtes

s 'écr ivent  a lors  :

(23 )  ox r  ( x , y )  =  E t  ex r  ( x ,Y )

Nous définissons les contraintes généra1isées Nr, !h par :

[+br/2 . ,  1
( . l [ l  ! [ r ( x )  =  |  s r t  qy  =  E r  h r  ( u r ' ( x )  + - v r ' ? ( x ) )

J -b l?  
-  

2

î+fu 12 Er hro(25) Mr (x) = 
J_or, 

Y orr ily = - 
n 

vr " (x)

Notons que Ie cbanp ile iléforuation n'est en général pas coutinu

au niveau de f interface eDtre les poutres. Seuls les

déplacenents sont continus sur tout le ilonaine O, les

défornations et par conséquent l.es contraintes présentent iles

d,iscontinuités sur f .

- 14 -
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t léfornations et par conséquent les contraintes présentent t les

tl iscontinuités sur f .

1.3 PRIITCIPE I}ES PUISSIITCES VrRTI'ELLES

Sur chaque ilonaine Or (cbaque poutre) les iléplacenents et Ies

contraintes sont contintnent clérivables et le principe des
puissances v i r tue l les s 'écr i t  :

Ot Or 0r(26 )  P , . _  ( 6u )+  P - .  ( 6U)+  p - -  ( 6U)=o  V6uint ext f
i  =  0 ,L ,2

La puissance virtuerle cles efforts extérieurs à 0r est écrite à
1 'aicle de deux ternes :

Or' r P (ôU) pour les efforts extérieurs donnés
ext

Or
I P _ (ôU) pour les efforts de l iaisons exereés par

T
les deux autres poutres sur  l ' in ter face f .

Les efforts t le l iaison i loivent bien sûr satistaire au théorèrne

des actions nutuelles que I 'on exprine ici sous une forne

variat ionnelle :

2 Q t
o7 ,  E .  P  (ôU)  =  Q

i=0 I

pour tout 6U conpatible avee les contl i t ions de raceord (?) à

î2, .  une écriture grobare t lu principe rles puissaDces virtuerles

est obtenu en condensant (261 et (27' l  et en se rinitant à t les 6u
cinénatiquenent adnissibles :

(28 )

On explicite

@st -  r2
i=0

2(Or0r
E .  (p .  (ôu )+P (6u)
i=0 (  int  ext-

=0

' ]ao + tl

u ôu c.À.

(28 )

I,, [*
sous Ia forne :

r  ( 6u r  ' +  v l ' 6 v t ' ) -  l t r  6v r 6u (L )  =  Q

I  6U  C .À .

-15 -
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àprès intégration par part ies,

suivantes :

(29) coniluit  aux équations

équil ibre local

I  r t '  = o
J

L  
t t " -  N l

contlitions aux

No=N

v r t t  =  0

l in i tes en

Nr = Cste
Nr

v t ( a )  -  -  g l r l
Er I t

à  l 'ext rén i té  x  = t

(30 )

(31)

ef  for t

= Q

r trois concli t ions cle

l3Z, No = Nr * Nz

br
(33 )  l t o  = } f t  *N r  _+M,z

raccord sur les efforts etr x = a :

hz- N z -
2

( 3 4 )  H o ' *  N o  v o '  =  l t t '  t  N r  v r '  *  l t z '  *  N z  v z '

Ces trois dernières relations exprinent les raccords sur les

efforts nornaux, les nonents f léchissants et les efforts

tranchants. El les tracluisent Ie théorène cles actions nutuelles.

Notons qu' i l  y a couplage entre les effets de nenbrane et de

flexion dans (33) car les l ignes noyennes cles poutres sont à i les

bauteurs i l i t férentes et rappellons que ces équations

n'entraînenent pas la continuité i les coutraintes locales sur f.

1.4 ItfTEGRÀTrOIf DES EQUtTTOtfS D'E9UIIJTBRE

On intégre les équatious d'équil ibre local (30) et I 'on obtient,

conpte tenu des conil i t ions aux l inites (13) à (20) et i le la

relation (34) sur les efforts tranchants la forne suivante cles

rléplacenents :

1 -eos 1l*D r(35) vr (x) = Àr

(36) vz (x) = Àz *Dz

1 - cos r.ro (x - Ir)

ûtr 2

1 -cos ô 2 x

662

rà22

(37) vo (x) = lo

- 16 -



IttlffRAlICN E 4(nTIOlS D'EUIUIBRE - 1.4 -

(3s) ur(x)=H fi Y dx

(39) uz (x) - Nz x 
l ' .  

v2'2 
dx

EzSz  J0  2

(40) uo (x) - No (x-- a) - [ .  t  dx + uo (a)
EoSo  J0  2

avec  ûù r2= -Nr  / h  S r  (N r (0 ) )

On est donc ranené à un problène algébrique où les huit
ineonnues :

N r  ,  Nz  ,  À t  ,  Az ,  Ao  ,  D r  ,  Dz  ,  uo (a )

sat is font  les hui t  équat ions (7)  à  (12) ,  (32)  et  (33)

Renarques :

r Pour I ' intégration i les équations i l 'équil ibre, nous avons

supposé que les trois part ies étaient en conpression (Nr (

0 , û,r2 ) 0) . Cet état de fait est assurénent vérif ié en

ilébut cle chargenent, nais i I  peut arriver que I 'une cles

deux poutres 1 ou 2 repasse en tension lorsque les

tléplacenents transversaux deviennent inportants. Le

cosinus devra alors être renplacé par un cosinus

byperbolique.

r lres coeff icients Ar, Az, Ào correspondent aux courbures

iles poutres en x = 0 et x = Ir .

- t7 -
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r Dans Ia fornulation du problème, i I  n'y a aucune concli t ion

qui  in ter t l ise I ' in terpénétrat ion des poutres 1 et  2 .  11

convient d,onc, au niveau t le Ia résolution, d'él ininer les

solutions ne correspondant pas à une ouverture de Ia

f issure.

r Les inconnues Dr, Dz, uo (a) apparaissent t le façon l inéaire

i lans les équat ions (7) ,  (8) ,  (10)  et  (11)  et  peuvent  donc

s'expriner en fouction i les aùtres inconnues t lu problène.

Cette clernière renarque nous pernet de ilire que le problème est

entièrenent gouverné par le systène t le cinq équations suivant, en

Nr , Nz , AL . Az, Ao et par la t lonnée N .

(41)

(4zl

y o  = l { 1  * N e

Eo fo Ào cos t . lo  (a- t )  = Er  I r  Ar  cosola
hz

- N l  -
2

(44)

Ao

û)o

Ào

lrJ0

s in  an (a  -  t )  =

s i n  oo (a  -  t )  =

(43 )

(4sl oo (a-t) =

hr
* Ez Iz lz cosoza * Nz -

2

Àr
- s i no r (a - t )
(l)1

t lz (a - Ir)

Az2 F
_t1
4uz2 L

sin 2otz a rl

Àz
-  s1D
(^)2

2uza

Ao
_ sln
ûùo

_2a I  n t  _  Àrz
h I  Ets t  Aot ,

L
rr-'';;:Ïr]

o r2= -Nr  lE t  I r

- 18 -
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1.5 ÀDIIiEilSTOmIII,TSATIOII

Nous adinensionnalisons le problène en rapportant I 'effort

appriqué N à la charge rle franbage d'Eurer de Ia structure sans

fissure. U représente ainsi la réduction i le cbarge (charge

réi luite) .  Ul et Nz sont les rapports cles efforts nornaux Nr et
Nz sur les cbarges cle f lanbage respectives des poutres 1 et 2
(charge de f lanbage pour une poutre encastrée aux deux

extréni tés)  .

-N
(46 ) [= . -= - -  ( 4? )N r= .N t  ( 48 )Na= -N '

p2Eolo l  ,nzEr f r1 ,nzEzlz1
L-l,r-l t a, I L-"" 1

pour les courbures, on prend :

(4e)  Àr  =Àr hr  t1 t
Lhz  J

Les déplacenents sont rapportés à la hauteur de Ia structure :

(50) y-!- = vr I h

En injectant ces définit ions dans les équations, i l  ne subsiste
plus que trois paranètres adinensionnels :

o, = Ez | ù : clissy,nétrie des nodules ite Young

p = a I L : caractérisant la longueur de la f issure

T = hz / hr : posit ion i le la f issure

t es équations adinensionnelles et les fornules t le Dr , D2, Uo (a)

sont données pour Dlus de clarté en annexe B, page 103.

l{ous allons naintenant étutlier I'inf luence rle cbacun tle ces

paranétres rlans les paragrapbes suivants.

- 19 -
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1.6 RESOITIITIO!| DES EgUtTTOItS

1.5.1 PRItrCTPE

Le systène d'équations a1gébriques non l inéaire précértent a été

résolu t le façon nunérique.

Nous appellerons ( eourbe charge-déplacenent D Ia courbe

tl'évolution des cinq grandeurs Ur , N.z , À1 , Àr , Ao en

fonction de la cbarge N . Une tel le courbe est définie pour un
jeu c le  va leurs c les t ro is  paramètres ac l inensionnels  c ,  Ê et  T.

Nous nous proposons de tracer Les réseaux de courbes charge-

i léplacenent en faisant varier suceessivenent Ia longueur cle Ia

f issure (F)  et  sa posi t ion dans la  s t ructure ( f ) .  I . , ' in f luence c lu

rapport cles noclules de Young (c) sera cl iscuté.

Nous avons pour ce faire uti l isé les néthodes i le Newton-Raphson

(NR) , Newton-Rapbson noilif iée (NRl{) , assoeiées à iles pilotages en

force, en rléplacenent ou à longueur d'arc inposée. La principale

cl i f  f  iculté a été i l 'assurer un pi lotage autonatique t lu suivi t le

courbe pour tous les jeux de valeur de o, F et T . Ceci t ient au

fait que Ies courbes charge-cléplacenent peuvent adnettre des

points l inites ou des bifurcations.

Nous renarquons en effet que pour un natériau honogène sur toute

Ia s t ructure _ c ,est  à  < l i re  avec c  = 1 (Er=Ez=Eo) _,  Ie  systène

ailnet la solution triviale :

N r=F2 ( t+ I ) . I

(sl)
(  1  +  T  )2

Nz = 82 (_) t{. (  r  )-

qui corresponil

transversal.

À r  =  L z . =  À o  =  0

à 1'état r le conpression uniforne sans déplacenent

ox = constante

ar t az, vo identiquenent nuls
(s2,

-20 -
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Àvee une néthocle tle perturbation , on nontre analytiquenent qu'il

apparaît une branche bifurquée sur cette solution fondanentaLe
pour  U .  =  [ " r t r l que  tou jou rs  i n fé r i eu r  à  1 .  U" r t r l que  co r respond

à Ia plus petite valeur t le N qui annule le déterninant i le Ia

natrice tangente au systène. [crtùlque clépenct uniquenent i le Ia

longueur et de Ia posit ion de Ia f issure.

V'(")

figure 1.3: Ccnrbe CffiRGE-DELACEIIBII : c, = 1

La courbe charge-t léplacenent pour un natériau honogène icr = 1)

est présentée f igure 1.3. On représente Ie <léplaeenent transverse

vz (0) cle la poutre 2 en fonction de la charge. La solution

fondanentale est sur I 'axe vert ical, Ia branche bifurquée en

trait plein correspond à I 'ouverture de Ia f issure. La brancbe en

pointi l lé correspond à I ' interpénétration des i leux poutres et

i loit  être él ininée. L,a barre horizontale N = 1 représente la

brancbe bifurquée que 1'on obtienrlrait en I 'absence cle f issure

( f lanbage i l 'EuIer) .

-2 t -
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t-'- 
-

Vl (")

Figure 1.4: Courbe CIIARGE-DEITACWtsE : cr, variable

Lorsque I 'on fa i t  var ier  c  (F et  T tou jours f ixés) ,  on obt ient  un

réseau cle courbes typique d'un problène cle f lanbage avec défaut.

(  1-  c  )  joue le  rô le  t le  i lé faut  e t  Ia  b i furcat ion n 'ex is te pLus

pour c t l i f férent cle 1 . On voit tout de suite que Ia dissynétrie

des natériaux peut favoriser I 'ouverture t le la f issure ou au

contraire tendre à rapprocher ses 1èvres, conférant ainsi une

nei l leure tenue à la  s t ructure.

Sur le plan purenent nunérique, Ie cléfaut pernet d'él ininer Ie

problène posé par la bifurcation et on obtient Les courbes

charge-tléplacenent pour un natériau bonogène sur 1a structure

conne courbes l inites lorsque l. 'on fait teni lre o, vers 1.

1.6.2 RESOIilITTOT{ nTUERIQIIE

Le systène tle 5 équations est écrit de façon condensée :

( 531  f ( u ,S )  =  Q  avec  u Î  =  [  N r ,  [ 2 ,  À r ,  À2 ,  f , o  ]

Ia i l i f férenciation de ce systène s'écrit  :

(s{)

Le systène est

I ' =0 ,u=0 .
un pas consiste

f ' u6u+ f , l l  6X .=0

résolu pas à pas à partir cle la solution iuitiale

Connaissant [r,ur une solution du systène, faire

à trouver Iù. et Âu (6 conposantes) tel que :

-22 -
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( 55 )  f ( u r  +Âu ,U r  +ÀU)  = f (u r * r , [ r + r )  =Q  (5équa t i ons )

On tloit bien str se donner une équation supplénentaire : ou on se

f ixe ÂN -  c 'est  le  Di lo tage en force -  ou b ien on se f ixe une

conposante t le Àu - c'est Ie pi lotage en i léplacenent - ou encore

on s' inpose une condit ion nixte en Au, ÂU - c'est le pi lotage à

longueur d, 'arc inposé -. Ce choix peut bien sûr être renis en

cause à chaque pas : ÂU et Âu sont itéterninés par r'

prétl ict ion-correetion "

Â [ = ÂUo À[r  +  ÀXz +  . . . .  f  ÂNn

À u l  +  À u z  *  . . . .  +  Â u n

(55 )

Àu=  Âuo  +

t-J

prétl ict ion

* on a choisi un prétl icteur tangent

À[o et Âuo corresponilent à un tlépl.acenent le long tle la

tangente à la  courbe au point  [ r ,ur .  I ls  sont  so lut ions t lu

systène t l 'équat ion :

(57 )  f , u  Àuo  +  f 'N .  ̂ &  =  0

avec une équation supplénéntaire <léterninant la valeur tlu pas

(58) ÂNo = P pour Ie pi lotage en force

(59) une conposante de Auo = P

(50) ÀUor ÀUo + Àl'lo2 = Pz

* Les Aur et ÂNr sont iles corrections

rési i lu. I Is sont solutions de

(51)

eorreetion

pour le pilotage en cléplacenent

pour Ie Dilotage à }ongueur d'arc inposée

qui pernettent i l 'annuler le

f  , u  Au r  +  f  , L  ÂNr= f  (u r+Àuo+  . .  +Au( l - r ) r I . r+AUo+  . .  +ÀS. t t - r l )

-23 -
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La natrice f,u est actualisée à chaque itération (NR) ou non

(NRt l ) .  L 'équat ion supplénenta i re est  cet te  fo is  :

(52) Âl{r = 0 pour le pi lotage en force

(63) une conposante de Âur = 0 pour Ie pilotage en iléplacenent

(64 )  (Àuo+ . .+au r  ) r  (Àuo+ . .+Àur  )  +  (À&* . . tÀNr  12  =  P2

pour le pi lotage à longueur d'aËc inposée

D'autres var iantes i le  (64)  sont  poss ib les (Riks '  L972,

l fenpner  -  t97L,  Chr is f ie l i l  -  1981,1983] .

Notons que (64)  est  non l inéai re et  que Ie  systène (51)- (54)  se

résout en posant :

(6s)

(55)

Â [ r  = l N r ( a )  + I A U I ( b )

Â U r  = ! 9 1 ( a )  + I Â U r ( b )

où les quant i tés Aur(a)  s !  !u1(b)  sont  so lut ions c le  :

(57) f , u  À u r ( a )  +  f , N .  Â [ 1 { a )  =  r é s i d u  t - l

( 58 )  f  , u  Àu r (b )  +  f  ,N  ÂX . r t u )  =  0

et tr solution i le l 'équation du secontl i legré :

(G9 )  (  Âu r (b ) r  Àu r (b )+  ANr ,o , t l  I z

+ (Âuo  +  Au r+ . .+  Âu ( r - r ) *  Au t (a ) )1  Au r (b l+  ( $o+ . .+Â [ r )  À lh (b ) )  2 I

+  (Âuo  +  Âu l  + . . . *  Âu r r - r l  +  Âu t (e ) ) t  (Auo  + . . *  ! u1 (a ) )

+  (A [o+ . .+ÀN l (8 ) )2  -  P2  =  0

Le pilotage à longueur tl'are inposée est très souvent associé à

la néthode (NRU) car dans ce cas, f, t t  n'étant pas actualisé,

u1(b) est tout sinplenent pris égaL à Âuo et nous D'effectuons

qu'une seule résolution à cbaque itération. Ce tyBe ile pilotage

pernet de passer les points linites et anéliore Ia convergence tle

tle l{R}t par rapport à un Dilotage eD force ou en déplacenent

(Cbrisf iel i l  1981 ). Le surplus de tenps calcul est tout à fait

ninine : forner et résoudre 1'équation du second i legré (69).
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Etant t lonné Ia petite tai l le t le la natrice tangente, et Ia très

forte non-I inéarité de notre problène t le f lanbage, la priori té

n 'é ta i t  pas de l in i ter  le  nonbre d ' invers ions c le  la  nat r ice

tangente nais d, 'assurer le passage autonatique des "zones
tl i f f ici les". tes neil leurs résultats ont été obtenus avec 1a

nétbotle cle Newton-Raphson pure associée à un pilotage à longueur

d'arc inposée. Le suivi cle courbe est ainsi très stable et le
passage des naxinuns est possible. 11 faut toutefois faire deux

résolut ions par  i térat ion,  (57)  et  (68) ,  avec une natr ice f , r

réactual isée.  Dans notre cas,  Ies tenps C.P.U.  ne i tépassent
janais Ia t l izaine d,e secondes.

T.7 TÀI'X DE RESTINNIOIT DE L'EITERGIE

Pour r lécrire la f issuration, nous nous plaçons dans Ie cad,re d,e

Ia nécanique t le la rupture fragile et nous uti l isons Ies lois de

propagation t le Griff i tb. C'est une approche énergétique de 1a

rupture où Ia grandeur fonclanentale est le taux de resti tut ion t le

L'énergie G, cléf ini conne la t lérivée i le 1'énergie potentiel le

tota le  par  rappor t  à  la  longueur  de Ia  f issure.  La f issure se

propage Lorsque Le taux i le res.t i tut ion atteint une valeur

crit ique Ge caractérist ique t lu natériau. De plus la propagation

est stable si la concli t ion G = Gc est assurée penilant Ia

f issurat ion.

RésunonsIes lois i le propagation :

s i  G<Gc  a=O

s i  G=Gc et  L=o 
" ro

La condit ion à = O n'est réalisable que si

I ' inéga1i té  àc/àa (  O est  sat is fa i te  (condi t ion c le  s tabi l i té) .

Dans Ie cas eontraire, Ia f issuration est incapable d'absorber la

total i té i le 1'énergie l ibérée par Ia structure et i l  y a

apparition i['énergie cinétique (effets illnaniques] au cours ôu

proeessus. Pour notre nodèIe ôe poutre, le taux de restitution de

l 'énergie est calculé à 1'aiôe d'une fornule analyt ique dont nous

rlonnerons uae dénonstration au chapitre suivant.

(70) 

{

pas rle propagation

propagation stable
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(,71)

(7z',/.

I l  n 'appara i t  que Ia  so lut ion

f interface et le calcul cle

i léplacenent est innédiat.

0n adinensionnalise Ie taux

posant :

+ wz (a )  -  wo (a )

Hr  (a )  2

Er  I r

clu problène de poutre au niveau de

6 associé à une courbe charge-

t le  rest i tu t ion de 1 'énerg ie en

L
wr (a )  =  -

2

G=  wr (a )

Nr  (a )  2

E r  S r

L
-
2

(73)  Ç = avec 6

1.8 REST'I,TÀTS

1.8.1 tIt E:IEI{PIfi nPIgrrE

Nous présentons sur les f igures 1.5 et 1.6 un exenple typique tte

suivi de courbe pour le jeu i le valeur des paranètres suivant :

c  =  1 r 1 I  =  0 ,3 T = 0 r 2

L,es courbes 1.5 a,  b ,  c  et  d  représentent  I 'évo lut ion i les

tléplacenents vr (0), vz (0) et des efforts nornaux Ut et & en

fonction i le la charge [. On visualise Ia i léfornée sur Ia f igure

1 :5  e ;  l es  r l ép lacenen ts  son t  à  1 'éche l l e  1 :1  e t  nous  avons

choisi un rapport hlL = 0,1 pour une bonne l isibi l i té cle la

figure sacbant que Ie résultat est intlépenrlant <te h/t. Le taux

r le  rest i tu t ion t le  1 'énerg ie est  représenté f igure 1.5.  On

distingue nettenent une prenière phase l inéaire pour [ ( 0,35 ,
pbase au eours de laquelle les poutres restent rlroites (v : 0) et

le taux i le resti tut ion est quasi nul. Pour N > 0,35 Ia poutre 2

atteint sa charge ile flanbage 1X." = 1) et nous avons Ie flanbage

local. l ,es t léplacenents lz évoluent avec I alors que I 'effort

norual N2 reste quasi coustaut. Les accroissenents de eharge sont

entièrenent supDortés Dar la Doutre 1. lorsque N atteint 0,?5

Dous ayoDs le flanbage local de l.'enseuble avec vr ) 0 .

0n constate que le taux cle restitution de I'énergie ne tlevient

signif icati f  qu'avec Ie f lanhage local, et que ce Dbénonène va

1
= -

2Eo So

c
6

(4n2 Eo Io )  2
(-)
(  [ 2 L ] 2  )
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part iciper activenent à la propagation cles f issures. L,énergie

l ibérée par la structure dans une avancée virtuel le de f issure
provient essentiel lenent cle ra poutre 2. 6 augnente ensuite très
rapiilenent avec Ie flanbage globaI. rndépendannent du phénonène

tle proBagation, La récluction de charge est i téjà inportante (25t);

eI le le sera encore plus si Ia f issure se propage avant Ie
f lanbage global.



- 1 - 1'1s I{CDEL,E À tlNE DII'tnNlCnf : " ImEi6 D'ÀSSEl,tB[,,ÀcE m pqlIÎES.,

-o , - - -b  -

-e-

N=o

N =93?

N =  0756

-  c-

U = Q73

Elgtre 1.5: Ih exeryil.e de $rivi cle corrbe : c = 1.1
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o.l o.L o.7 a+ o.5 o.6 d+ a . t o .7

Figure 1.6: Tarx rle restitutiqr en fcnctim cte la eùarge

L.8.2 PROPÀGÀITOI{ DE FISST'RE

Ir 'analyse précéclente (1.8.1)  suppose que Ia f issure n 'avance pas.

Nous al lons naintenant Ia conplèter en prenant en conpte les lois

de propagation des f issures (70). Pour résoudre ce problèrne, Dous

avons suivi les courbes charge-t léplacenent en faisant varier la

Longueur  i le  f  issure F (c  = 1,1 et  \  =  0,2 f  ixes)  et  on

représente sur Ia f igure 1.7 l 'évolution <te 6 en fonction de l[  et

Ê .

La f igure t.7-a pernet t le i léterniner

propager une fissure de longueur

tl irectenent sur 1.?-b Ia stabil i té rte

àclàp (  0)

La charge nécessaire pour

clonnée et on visualise

Ia propagation (stable si

c r l t l q u e

constatons alors que :

Dour les fissures courtes F ( 0,2 iI n'y a pas rle
propagation possible.

* Pour les f issures noyennes - 0,2 ( & < 0,42 - nous ayons une

propagation instable. Une restabil isation est ensuite

possible.

-29 -



- 1 - t6 l,lCDEt6 À tlNE DIIIENSICI{ : " tmE[,ES D'ÀSSIBITAGE DE FqtmES'

figure 1-7: Tarx th restitutiqr de I'énergrie en foctico de Ia ùarge ! et tle la

lqgræur ile fissure F, pcur c = 1.1 et Y = 0.2

-& -

I  =o130

I  =orog
G = a1oê

G =o1o3

g
o.8

('3= to. r- o.+

- 1, - E--gto

N>oré1

\=ot64

o.c

o.+

o.L

N =ofit
!  =o15o (r=i

o.l o.+ o .6 o.8, I
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* pour les f issures longues p ) 0,42 la propagation est
s table,  e t  l 'on peut  su ivre l 'évorut ion c le  ra longueur  de ra
f issure avee ra charge sur ra f igure t.7-a à I 'aicle i le
f  isovaleur  d= Cste

1.8.3 IT{IT,IIEITCE DE IÀ PROFOIIIIEUR DES FTSSTIRES

Nous arlons naintenant nontrer l ' inf luence i le ra profondeur i le
f issure en faisant varier le paranètre T et en conservant a et S
constants  (  c  = 1,1 et  p  = 0,3) .  On v isual ise les défornées
obtenues pour quatre valeurs t le T sur la f igure 1.9 et res taux
i le  rest i tu t ion de 1 'énerg ie corresponctants  sur  1.9 (pages 33 et
34 )  .

*  Pour  c les f issures t rès super f ic ieL les -  r  i l  0 ,05,  re  f rarnbage

Iocal apparaît très tôt - N = 0,06 - et le .f lanbage global

très tard - lr l  = 0,80 -.

* pour des f issures un peu plus profondes f, = 0,15 Ie

flanbage local est retart lé { = 0,3 et le f lanbage global

p lus précoce -  N.  r  0 ,7!  -

Dans ces deux cas L'effondrenent <le la structure se produit

clu coté <lu tronçon le plus épais (vers le haut sur la

f igure) .

*  Au i le là  d 'une cer ta ine profoni leur  -  I  )  0 ,35 -  i I  n 'y  a  p lus

vrainent rle ilécouplage entre Ie flanbage local et Ie flanbage
global. ta poutre 2 n'atteint Das sa cbarge crit ique de

flanbage et I 'effoni lrenent r le la structure se fait cette fois

i lans Ie sens opposé (vers le bas).

* Pour des f issures très profondes - T voisin de 1 - i l  n'y a

plus qu'un f lanbage gIobal.

En ce qui concerne

sur  Ia  f igure 1.9

varier I.

* Dans le cas

penilant tout

i le f issures trés profondes,

le début ilu chargenent

G est quasi nu1

puis il augnente

le taux i le resti tut lon de 1'énergie, on nontre

l'évolution iles eourbes C (U) quanil oD fait
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brutalenent avec I 'apparit ion i lu f lanbage global (T=0.8) et

i I  n'y a pas de propagation possible avant la cbarge

naxinale .

f lans le  cas r le  f issures t rés super f ic ie l les ( I=0.05) ,  6

i levient trés tôt non nul (avec le f lanbage local). 11 croit

ensuite faiblenent avec I 'augnentation i le Ia charge .

I l  y a une profon<teur cri t ique Tc (ici Tc = 0,21 pour

laquel le  les taux de rest i tu t ion de I 'énerg ie sont  les p lus

éIevés Dans Ia nesure où 1e f lanbage local existe, on conçoit

que la quantité rI 'énergie l ibérab1e dans une avancée

vi r tue l le  c le  f issure est  d 'autant  p lus inpor tante que Ia  zone

en f l .anbage est épaisse. La poutre 2 constitue alors un

réservoir d'énergie plus irnportant

D'une façon généraIe,  on nontre que les f issures les p lus

pénalisantes correspondent à cles profondeurs f eonprises entre

0 ,1  e t  0 ,25 .

F= 0.0O

N = O'o7

N- = O.50

o. g?
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t  = 0.45

I  = o.35

l - l

l l| -

N=

N:

N = 0.00

N = 0-30

N = 0.46

N = 0-11

0. 00

0.70

[ = o.g3

0.00

0.84

: 0.50

_- 0.9 4

N=

N=

Figtre 1.8: tlisualisatio des défcrdes : influence ih lâ roÉdeur iles fissrres
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Figrre 1.9: Influence tle Ia pnofodorr cle fissrre sr 6

1.8.4 COIICITUSIOI{S

Les résultats présentés dans ce itébut de chapitre sont en bon
accord avec ceux i le cbai & al (1981) et r le yin & ar. (1995). Nous
en rappellons Les points inportants :

r Le taux de resti tut ion de I 'énergie est quasi-nul avant Ie
flanbage local ou global.

r Le flanbage local Drovoque une croissatrce de G et peut

entraiuer Ia Dropagation des f issures.

r Les fissures très courtes ne se propaEeut - pas avant

1'effoni lrenent <le la stucture.

r les fissures courtes se Dropagent de façon instable ayee une
restabilisation eventuelle.

r Les fissures les plus ilélaninantes correspondent à <les
profondeurs I = hz I b conprises entre 0.1 et O,ZS.
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Cette dernière renarque nontre que les norlèIes ,,couche f ine,, ont

une portée trés r initée.car i ls ne pernettent pas d'étucl ier res
cas les plus sévères. 11 est arlnis que pour I supérieur à 0,1 ces
noilèles ne sont plus applicables .

1.9 COIIPÀRÀISOI{ EIITRE IIE IIODELE 'ASSEUBLÀCE DE POUfRES" ET L'EITASTICITE 2I)

Le problène de structure que l 'on cherche à résoudre
- conpression d'une poutre f issurée - est par nature un problène

bii l inensionnel. En assini l .ant Ia structure à un assenblage de
poutres, on se ranène à une nodélisation unirt inensionnelle sinple

dont la résolution est beaucoup noins coûteuse que celle du
problène d'éIasticité non l inéaire 2D. 11 est inportant

naintenant de situer les résultats obtenus avec Ie nodèIe

assenblage t le  poutre par  rappor t  à  I 'é last ic i té  2D qui  const i tue

Ia référence.

Une façon nature l le  d 'e f fectuer  cet te  conpara ison consis tera i t  à

résoudre par éIénents f inis Ie problème d, 'élasticité non Linéaire

2D rle la poutre en conpression. Nous al lons toutefois cbercher à

sirrpl i f ier en faisant deux renarques :

r Loin de Ia pointe t le f issure, les bypothèses de poutres sont

tout à fait l ici tes et un nodèle cte poutre est sûrenent en

nesure d'approcher correctenent les solutions du problène

d'éIast ic i té  2D.  On sai t  en revanche qu 'au vo is inage de la

f issure, les solutions poutres ou élasticité sont ratl icalenent

différentes et c'est dans cette zoue que la conparaison
présente un intérêt.

r 11 est assez naturel de connencer à conparer les solutions au

voisinage ile la poiute ile fissure sous les hnotbèses de

petites perturbations. L' introduction des effets de non-

l inéarité pourra constituer une étape ultérieure.

l{ous allons effectuer cette conparaison sur un problène très

sinDle èt bien conDu : le nodèIe D.C.B. (Double Canti lever Bean)

pour uD natériau honogène isotrope.
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1.9.1 LE PROBI,EI{E D.C.B. : f,ODEI,E ÀSSEUBLÀGE DE POUTRES LffEÀIRES

,l'
*

*

"Ï-

Figrre 1.10: I'assenrblage tle portres

les déplacenents et les contraintes sont nuls sur 00.

Or et Oz se conportent conne des poutres encastrées en x = 0
(t léplacenents et rotations nuls)

Poutre de Bernoull i
(sans c isa i l lenent)

Poutre de Mindlin
(avec cisai l lenent)

Déplacenent
sous  I ' ac t i on
cle Ia charge

F a 3
v (a )  =  -

3E I
v (a )=

ra. l. (3 E) hrl
-11+(- )  - l
3EI 

L 
(10c) 

"r l

Rotation
sous  I ' ac t i on
cle la charge

F a 2
v ' ( a )=  -

2ET

îaz l  (3  E)  h r l
v '  (a)  =- l1+ (-)  -  |

zEI 
|. 

(5 c) 
"rJ

Taux
ile resti tut ion
de I 'énerg ie

Eza2
G  = -

E I

rzaz f  (3 E) b2l
Ç = -11+(- )  - l

EI 
L 

(10c) 
"r l
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I-9.2 LE PROBtEttE DCB: ELÀSTICITE LfNEAIRE 2D EN COIITRÀfilTE PLÂI|E

F1

Figttre 1.11: Visualisatiqr de la stnrcture tléfornée

on a résolu le  probrène d 'é last ic i té  avec i les érénents f in is  en
dépracenent, quadrangles t le type pl (5000 élénents, Lz64z dall
pour une cleni-structure). À part ir cle la sorution nunérique, nous
avons fait les observations suivantes :

r L,es clépracenents et les contraintes sont nuls dans ra région oo
à  1 'excep t i on  des  deux  bo rds :  l ' encas t renen t  e t  l a  zone  de
raccordenent avec les deux autres poutres.

r Pour res régions or et Qz, et toujours loin des bords, res
contra intês oxx sont  l inéal res c lans 1 'épaisseur l  oxy est  pet i t ,

oyy est quasi-nul.

ligrEe 1.11k iléplaæts en pointe de fissrre
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r Détai1 en pointe de f issure :

f les déplacenents sont quasi l inéaires dans l,épaisseur pour

Ies régions 1 et  2 .

* Les déplacenents dans La région 0 sont n quasi l inéaires par

norceaux D, i I  y a une brisure au niveau de Ia pointe r le

f issure. Cet effet loca1 est souvent appelé dans la

l i t térature " rotat ion en font l  c le  f issure" .

# Le cbanp de co'ntrainte est 2D en pointe de f issure. 0n note

un cisai l lenent relativenent inportant clans Ia part ie 0.

1.9.3 COUPÀRÀTSOil POI'TRE - EI,ÀSTICITE

On ac lopte les d inensions su ivantes z  h la  = 0,1 v  = 0,3

et on rapporte tous les résultats à celui clu nodèLe t le

Bernoull i  :

poutre de
Bernoull i

poutre de' 
Minitlin Elast ic i té

Déplacenent
sous charge 1 1 ,0039 t ,202

Rotat ion
sous charge t L,0026 T ,L26

Taux de rest.
de 1 'énerg ie 1 1 ,0013 1 ,133

Energie de
défornation I 1 ,0039 t ,202

La prenière constatation est que les nodèles i le poutres sont

trop rigi i les. Les déplacenents sous charge sont inférieurs

d'environ 17 t à ceux de 1. 'élasticité. Cette trop grande rigi i l i té

provient essentiel lenent i le la façon dont on a raccordé les

poutres car on peut constater que, à un <léolacenent ile solide

prés, i I  y a une très bonne correspondance entre l 'élasticité et

le no<lèIe assenblage ile poutres dans les régions 1 et 2.

La cinénatique du noilèle cl'assenblage ile poutres interdit Ia

rotation en fond i le f issure,ou, dit d'une autre façon, le noilèle

ôe poutres est eu fait incapable i le représenter l 'effet i le bord

rlans la région 0.
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Plusieurs auteurs

nodélisation :

Ripl ing & Mostovoy

calcul du taux ile

F2 l'
o41  G=  -  l ( a  +

E I I
L

de I 'énerg ie :

îz 72 l'=  |  t  +  L ,LzEI L

@{PâRAISCN FûITE - EXJASIICXTE - 1.9 -

ont proposés des solutions pour anéIiorer Ia

établi  Ia relation suivante pour leont

ion

orl
3-l

(1e64)

rest i tut

a o ) z  +
h

a
+  0 ,59

h2 I

""1
ao est f ixé t le façon enpir ique à 0,5 h pour tenir conpte d,e

rotation des barreaux en fond i le f issure.

Kanninen (1973) propose une nodélisation du problène DCB

considérant deux poutres rel iées entre el les par des ressorts.

Ia

t :
t .Ê-- - - -
I

L - -
t l

(il'aprés lhnninen (1973) )fiSure f.ill: dèIe de lknninen

En choisissant de façon "ad

obtient de façon théorique Ia

ra ideur  des ressor ts ,  i1

5l(75 )
î za2 f

Ç= |  1+
EI t

hoc" Ia

re la t ion

h
t ,28  -  +

a
0 ,406

Ces deux relations sont en très bon accorcl avec les résultats

obtenus en élasticité plane.

1.9.4 COIfCITUSIOI{S

On a nontré <lans uD cas sinplifié que Ie nodèIe d'assenblage

ile poutre était plus rigiile que I'élasticité. On conrnet avec ce

type de noilèles une erreur sur la valeur du taux de restitution

ôe l 'énergie i lont l 'orôre de grandeur est h/a.

La différence constatée entre les nodéles d'assenblage de

poutres et 1'élasticité provient esseutiel lenent d'une nauvaise
prise en conpte des rotations à 1'extrénité de la poutre 0.

i

-L
t
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1.10 UII ÀSSEI{BIÀCE DE POT'TRES POI'R I,ES FISSTTRES COURTES

1.10.1 ITESCRIPTIOI| DE IJ'ÀSSEI{BLÀGE

Si l 'on souhaite étudier le cas des f issures courtes, le notlèIe

d'assenblage de poutres précédent t loit  être anélioré pour tenir

conpte des deux phénonènes suivant 3

f cisai l lenent transverse dans les poutres

# rotations en fond t le f issure.

Pour ce faire, nous al lons toujours uti l iser cles nodèIes <le

poutres,  na is  1 'assenblage est  cet te  fo is  tout  à  fa i t  r t i f férent :

Ia structure est modél. isée par deux poutres de l, l incl l in coIIées

entre eI les,  e t  Ia  f issure est  in t rodui te  en t lécol lant  les

poutres sur une longueur a.

Fignre 1.14: assenblage de ilor:r portres de lffuillin

Le but de ce paragraphe n'est pas rle développer conplètenent ce

Douveau noilèle rl'assenblage de poutres, nais plutôt de nontrer

que cette nodélisation est plus perfornante lorsque les f issures

sont courtes. Par a plus perfornante D , Dous entendons en

neil leure corrélation avec 1'élasticité.

Nous nous plaçons dans le caclre tles blpothèses ile petites

perturbations et prenons une f issure située au ni l ieu de

t
.>
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l 'épaisseur  du s t rat i f ié .  Les deux par t ies ont  a ins i  nêne

hauteur h.

Ire chanp i le déplacenent sur chaque poutre est défini à I 'aide de

tro is  fonct ions ur ,  v l  r  Fr  par  les re la t ions c lass iques de

l{indlin :

h
(76 )  g r ( x , y )= (u r - ( y -7F r ) )E  +  v r  y

h
n7 )  gz ( x , y )= (uz  ( y+1921  ) l  +  Y2  I

On inpose que les déplacenents cle Ia face inférieure i le 1 soit

égaux à ceux t le la face supérieure d,e 2, et cela sur une longueur

t .

(78 )

cec i

(7e)

(80 )

Àins

ent i

que

(81 )

g r  ( x , 0 )  =  gz  ( x , 0 )  x  €  I  0 , L  t

se tratluit  par les deux relations

hh
u r i -B r  =  uz - -92

2 '  2 '

v 1 = v 2

i  la cinénatique ôe La poutre conprise entre 0 et

èrenent définie par 4 fonctions inclépendantes uo, vo,

I 'on chois i t  sous la  forne su ivante :

I  oo  =  1 ,ur+uz)
l2
l __ f ^
l V o = V l = V z

l1I  go  = ; (F r+pz)
I t
I
t1
I  to  =  = (Fr -Fz )
L 2

L  es t

Fo '  I o
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figure 1.15: cinématiqrre des déplacæts

uo, vo, Fo caractérisent Ie déplacenent classique rle l t indl in

correspontlant à un nouvenent i le sol ide de Ia section clroite.

lo enrichit la cinénatique de Ia poutre en autorisant une

brisure r le Ia section clroite. On pourra ainsi nieux prendre en

conpte la rotation en fond cle f issure.

L 'é tabl issenent  d.es équat ions de ce nodèle n 'o f f re  pas t le

d i f f icu l tés :

Les défornations s'exprinent à part ir cles déplacenents :

b
r1 r  =  uo ' -  ypo '  -  ( v  -  

2 . ) f o '

Ze tz  =  vo '  -  9o  -  f o
(82) ,"" O, 

{

,"" O, 

{

h
( y  +  -  ) l o '

(83 '

et les contraintes à 1'aide

(84 )  0 r1=Eer r

où la fooction f (y) pernet ile

des contraintes cle cisaillenent

t t r  =  u o '  -  y F o t  -

2 Ê t z  =  v o '  -  p o  *  I o

relations de conportenent :

o !2  =  G  a rz  .  f  ( y )

nieux représenter la répart i t ion

dans 1 'épaisseur .

A

o

g
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on itéf init  quatre efforts générarisés à part ir de ces contraintes

locales :

(8s)

(85)

(87 )

(88)

(e0)
(e1)

e2l

(e3)

|.97'l

(e8)

r+h
No =  |  o r r

J-n

l"+h
l t o  =  |  . y .

J -n

f+h
To= lo t z

J-h

f+h
Bo= lo t z

J0

N o '  f  f x  =  0

T o '  *  f Y  =  0
-  ! to '  *  To  =  0

6kzG
B o t '  B o  =  0

Eb2

orr  dy

tlv

f0
dv - 

J-norz 
dY

dy

Les t ro is  prenières quant i tés sont  tout  à  fa i t  c lass iques,  e f for t

nornar ,  nonent  f réchissant  e t  e f for t  t ranchanf .  Bo est  un ef for t

!énéral isé associé à la brisure de la section droite :

Bo est Ia différence des efforts tranchants dans chacune des deux
poutres.

Le principe des puissances virtuel les

fo
( 89 )  -  |  o r r  ôe r l  i l 0+P  (ôu )  =  0

JO ext

concluit aux équations suivantes :

V ôg c .À.

sur  l0 ,L [

t  d'écrire les contl i t ions

L
l

pernettanIre terne tle puissance au bord

aux linites vaut :

( 94 )  [ - uo ' ôuo  iMo  ôFo
L

Lres relations cle coiportenent
(951 l {o  = E (2h)  uo '

E (2h)  3
(96)  l to  = -  J  !61

T2

( E b 2  )  . L- 1o 6vo - 
IEIæ 

t" ' ]  6ro Jo
généralisées s'écrivent :

c (2b)
T o = - h r - ( v o ' - F o )

2

c (2h)
B o = - h z - f o

2
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(95) à $71 sont res rerations rle conportenent générarisées

classiques d'un noclèIe cle l t ini l l in, (9S) rel ie la i l i f férence des
efforts tranchants daus chaque poutre à la brisure dans la
sect ion dro i te .

En assenbrant deux poutres de ltinittin , on a construit un nodèLe
cle poutre que I 'on peut voir en ttéf init ive eorure la superposit ion

t l 'un nodère i le  l l in i l l in  [équat ions (90) ,  (91)  ,  (921,  (94)  ,  (g5 l  ,
(961,  (9?) l  e t  d 'un ef fe t  c le  br isure de la  sect ion dro i te  rég i
pa r  l es  équa t i ons  (93 ) ,  ( 94 ) ,  ( 98 ) .

Corrpte tenu rle (93 )

exponentiel le :

(99)  fo  (x)  = À erx

et  (98)  ,  fo  (x)  s 'expr ine sous forme

+  B  e - r r

fe r" clL/z x
r x  =  l - l

l s  I  t t
L J

avec

Lres f igures suivantes

dif f  érentes condit ions

h  pe t i t

présentent  1 'a l Iure des courbes Io  (x)  pour

aux l in i tes.

F!$Ee 1.15: corrbes Io (x)
pour fo (0) = ft et I(L) = Iz

Figrre 1.17: corrbes fo h)
pour 1o (0) = 0 et h (Ir)= M

f o et Bo deviennent négligeables r lès que I 'on s'éloigne cles bort ls

de Ia poutre z 2 à 3 fois h . fo et Bo sont nuls à f intérieur de

la poutre, où I'on retrouve une cinénatique ile t{inillin pure. Ces

deux quantités pernettent i l 'approcher I 'effet de bor<l dans Ia

Doutre 0. Ire cisaillenent est ainsi nieux pris en conpte dans

cette régiou.

Ires coeff icients kr et hz sont des facteurs <le correction de

1'énergie de cisai l lénent transverse. I ls ôépendent cle la

-44 -



DESCRIPTIAÛ M L'ASSE{BI.àGE - 1.10 ,

répart i t ion des contraintes de cisai l lenent dans 1'épaisseur qui

est déterninée loin des bords, êD intégrant les équations

i l ' équ i l i b res  2D.  Pour  l ' e f f e t  i n té r i eu r  on  a :  k r  =  kz  =  516 .

On renarquera que Le coetf icient kz, I ié à Bo , ne joue un rôIe

que sur  Ie  borô et  Ia  va leur  5/6,  va lab le à I ' in tér ieur  de Ia

poutre,  n 'est  probablenent  pas sat is fa isante dans ce cas.  L 'é tut le

cle Ia valeur ile kz nériterait quelques tléveloppenents.

1.10.2 ÀPPLICÀTrOI{ ÀU pROBLErrr D.C.B.

Nous reprenons le problène DCB avec cette nouvelle façon

d'assenbler les poutres et nous obtenons les résultats suivants :

figrre 1.18: Ie Brobfèæ DCB

r No, l{o et To sont nuls dans Ia région 0 .

r lres iléplacenents et

sauf au voisinage rle

nuls. Ira rotatioD en

(100)

les contraintes sont nuls rlans

La pointe tle fissure ou Bo et

fond tle fissure vaut :

la région 0

fo sont non

ro(r). # l[#,,]"'ol

r À une rotation de soli i le Io (L)

conportent conne si elles étaient

prés, les poutres 1 et 2

encas t réeseDx=L .
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r Nous obtenons analyt iquenent les fornules suivantes :

(101 )  v  (L )  = l*lrl {
) Ll2k,cj 

(

+ fal
Ll2krGl

|  
+ o,rs

|  
*  o,r ,

'"'lr*|.,'l
3Er I Lr*,nl

1+[,=,d"i ]l

h z ) )

#ll
( h 2  )  )

Ia]]

Fas  (  ( h
=  _  (  1  +  1 ,53  (  _

3E I (  ( a

Fzaz  (  ( h
=  -  (  1  +  1 ,02  (  _

E  r (  ( a

h2

42

deux

L / 2

( h
( -
( a

(102)

Ces deux rlernières relations sont à rapprocher des fornules i le

Kanninen et Ripling & Hostovoy . Àvec notre approche, les

coef f ic ients  des ternes en (h/a)  e t  (h /a)z  dépendent

naturel lenent des natériaux (et plus précisénent i lu rapport

$/Gl ) alors que ces coef f icients sont f ixés dans les

re la t i ons  (741  e t  (75 ) .

Pour un natériau honogène isotrope, d.e coeff icient cle Poisson

v = 0,3,  e t  en adoptant  pour  kr  e t  kz des va leurs 5/6,  nous

avons :

E2 a2
G  = -

E I

v  ( t )

( h 2
( -
( a z

(103)

(104)

Si  I 'on reprend I 'exemple t le  1.9 (h/a = 0,1)  I 'er reur  sur  Ie  taux

de rest i tu t ion i le  l 'énerg ie est  in fér ieure à 3 t  (contre 11,5 t

sur  Ie  noi lè le  déf in i  en 1.1) .

La fornule (104) est l.égèrenent noins bonne que celle <le

Kanninen. Le coeff icient 1.02 du terne en b/a est un peu faible
(Kanninen propose 1.28). Rappellons que la t léternination t lu

coefficient kz est un problène ouvert et que nous avons pris 5/5

à défaut rle nieux.

1.10.3 IPPLICIIIOI| ÀU PROBIfiËE DU FLÂIIBI,GE

Pour déterniner Ia charge ile flanbage local <le la structure

présentée ci-après, on adopte au niveau de la région 0 un nodèIe

de deux poutres rle l{indlin linéaires collées.
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Fignre 1.19: ftanbage local avec rotatim en fcnd ile fissure

Conpte tenu du raccord entre les poutres, tout se passe conne si

ces deux poutres étaient en appui avec un ressort de rappel en

spirale i le raideur .F égale à :

(105)
a F

E -
r L -  -

I o  ( L ) lB /6kzc l1/2 h

On sait que Ie phénonène rle f lanbage est très sensible aux

contl i t ions aux l inites ( i l  y a un rapport 4 sur la charge i le

f lanbage entre l 'appui  s inp le et  I 'encastrenent)  e t  I 'on peut

déjà pressentir que, conpte tenu cle Ia souplesse introduite au

niveau t lu raccord, cette notlél isation clonnera des charges cle

flanbages plus faible que celles obtenues avec Ie précédent

raccord de poutres.

On supposant (h/a) petit  on obtient conne charge crit ique :

nzE I
(106)

avec

(107)

N c =

Par sa trop granite rigiitité, le notlèIe de poutre tle 1.1 surestine

les charges cle flanbage. La correction aDportée, en prenant en

conpte les rotations en fonil  de f issure joue un rôle assez

inportant dés que les élancenents a/hr t les poutres sont faibles.

ET

' a 2 [' - 'l'
( 1  +E )

H=l[#J"'+l
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1.11 COilCLUSTOIT

Dans ce prenier chapitre, nous avons étutt ié Ia réponse en

conpression d, 'une structure f issurée avec des notlél isations à une

dinension en théorie des poutres.

Les applications pratiques cle ces noclèIes sont certes l initées

nais i ls nous ont pernis de nieux appréhenôer f interaction entre

Les phénonènes de f lanbage local, cle f lanbage global et de

propagation des f issures. Les résultats obtenus constituent une

base intéressante pour construire des no<lèIes <l 'assenblage cle

plaques capables de nieux représenter les problènes rée1s que

sont les i lélaninages de fornes et t le posit ions quelconques sous

des chargenents quelconques (on se reportera au chapitre 3 page

73 ) .

Nous avons nontré que les rotations en fond i le f issure jouent un

rôIe inportant t lès que les élancenents sont faibles et nous

proposons d'assembler deux poutres de Mindlin pour prendre en

conpte ce phénonène.

Le prochain chapitre est consacré aux néthodes de calcu1 du taux

tle resti tut ion de I '  énergie pour ces noclèIes d'assenblage cle

poutres et  de p laques.

-48 -



MIX M RESITIIIITA{ M L'ENRCIE - 2.0 -

Chapitre 2

TIUX DE RESTTN'TIOI{ DE L'EITERGIE

2-L RAPPELS suR LEs IIETEoDES DE cÀLcIIL Du TÀIrx DE RxsTInrrIoN DE
L'EIIERGIE Elt EITASTfCITE

La nécanique de ra rupture et les néthocles de carcul du taux de

restitut ion de 1'énergie ont principarerrent été r léveloppées rlans

Ie cadre de l 'é last ic i té  b i t t inensionnel le  ou t r id inensionnel le ,

et el les sont très souvent associées à la néthode des éréments
f in is  qu i  s 'avère êt re un out i l  pu issant  pour  la  résorut ion des
problènes d '  éLast ic i té .

On d is t ingue deux approches poss ib les,  l ,une Locale,  I ,aut re
globare.  L 'approche locale (ou t l i recte)  est  basée sur  La not ion
de facteur  i l ' in tens i té  des contra in tes et  requier t  Ia
connaissance des solutions singurières en fonil  cle f issure. conne
i I  n 'est  cependant  pas poss ib le  d 'obteni r  les s ingurar i tés avec
des éIénents f inis classiques en déplacenent, cette approcbe

nécessite certains raff inenents : nai l lage très aff iné en pointe

de f issure, éIéments spéciaux incluant les singularités.

L'approche globale (cl i te aussi énergétique, ou int l irecte) clue à

Griff i th, cléf init  le taux cle resti tut ion de I 'énergie conne la

dérivée de 1'énergie potentiel le totale par rapport à la longueur

tle la f issure. Les nétbodes ini l i rectes les plus classiques sont :

r L' intégrale de contour

r lra dérivation nunérique de l 'énergie potentiel le

r La virtuel crack extension technique

Ces nétbocles ne nécessitent pas le calcul exact iles grandeurs en

fond de f issure et paraissent de ce fait bien ai laptées aux

éIénents f inis. Notons toutefois que, bornis I ' intégrale <le

contour, cleux .calculs sont généralenent nécessaires pour obtenir
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Ie taux t le  rest i tu t ion t le  I 'énerg ie (  noté d )  .  De p lus,  la

t lécourposit ion i le C suivant les cl i f  f  érents nocles d'ouverture

n 'est  pas systénat iquenent  poss ib le  a lors  qu 'e l le  est  innédiate

avec uDe néthocle t l i recte.

2.2 TÀIIX DE RESTIl'uTIOtf DE L'EIIERGIE EN ÎEEORIE DES ptÀgItES

La nécanique t le la rupture à été étenclue aux théories des plaques

pour des f issures transversales par rapport au plan noyen de La

plaque.

Fi$Ee 2.1: Fissrrre transversale des plaques (d'aprés Bui)

Ces extensions sont dues à t l i l l ians (1951) pour la théorie cte

Kirchhoff et Bergez & Raclenkovic (1971) pour la théorie r le

Mindlin. Sinmonils & Duva (1981) ont nontré que la tbéorie cle

Kircbhoff est suff isante pour calcuLer précisénent le taux i le

rest i tu t ion t le  I 'énerg ie.  Destuynder  (1982-1985)  ef fectue un

dével.oppenent asynptotique des équations rle 1'élasticité 3D et

nontre que Ie taux d,e resti tut ion de 1'énergie tr i t l inensionnelle

peut s'expriner à part ir de Ia solution de Kircbhoff. Sa

ilénarche, baptisée "teta néthode", souligne I ' inportance des

eftets tranchants dans ce type cle problènes.

Ce n'est que récennent que I 'on trouve les preniers travaux sur

le calcul du taux <le resti tut ion de 1'énergie pour les

assenblages cle poutres ou ile plaques conne celui présenté au

-50 -



1I\ID( DE RFIIîIfICnf DE IJ'EIERCIE IN ffiffiIE mS HJAQIJrS - 2.2 -

chapitre 1 . La f issure est cette fois paral lèle au plan noyen de

la structure et non plus transversale. La structure ctélaninée est
r rodéI isée par  t ro is  p laques sa ines (sans f issure)  et  c 'est  en

assenblant  ces p laques que I 'on natér ia l ise la  f issure.  Les

néthodes cléveloppées pour les f issures transversales ne sont plus

appl icables ic i .

Nous rappelons que ces nodèles d'assemblage de plaques sont

incapables de fournir des solutions acceptables en foncl de

fissure et par conséquent seule une approche énergétique de la

f issurat ion est  l ic i te .  Cbai  & aI  (1981-1985)  ont  u t i l isé une

ilérivation nunérique de 1'énergie potentiel le pour leur nodéIe cle
poutre et Leùr nodèIe t le couches f ines en plaque. Deux calculs

sont alors nécessaires pour des longueurs de f issure voisines.

Y in  (1985) ,  Evans  &  Hu tch inson  (1984) ,  Bo t tega  &  Maewa1  (1983)

proposent des fornules analyt iques de G pour un délarninage

ci rcu la i re  super f ic ie l  (couche f ine) .  Bot tega (1983)  généra l ise

ensuite 1e résultat pour des t lélarninages superf iciels de forne
quelconque. Yin & Ï lang ont obtenu une expression analyt ique cle

C en calculant f intégrale de Rice sur un contour éloigné de la

pointe i le f issure. Leur clémonstration est cepenilant contestable

dans Ia  nesure où i ls  ont  u t i l isé I ' in tégra le de Rice c le

I 'é last ic i té  l inéai re sur  un problènre de poutre non l inéai re et
que les effets tranchants ont été conplètenent négligés.

Très récennent Storâkers & Andersson (1988) ont calculé

analyt iquenent 1a variat ion t le 1'énergie potentiel le dans une

avancée cle f issure et obtiennent une expression analyt ique cle G
pour le noclèIe à trois plaques.

Citons eneore les travaux de Anquez & Nataf (1987) sur le calcul

ile G pour un barreau tlélaniné en traction et ceux de

Destuynder û Nevers (1985-1987) qui ut i l isent la "teta nétbode"

sur le nodèIe à trois Dlaques en petites perturbations.

L'objet i le ce t lébut cle chapitre était t le rappeler les diverses

néthodes de calcu1 de C et notannent de présenter quelques

travaux récents relati fs aux nodèles de poutres ou i le plaques.

Nous allons naintenant présenter notre approche tle ce problène

dans les paragraphes suivants. Une nouvelle nétbo<le ile calcul de
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6 sera d'abord proposée pour les rnotlèIes de poutres puis sera

étenclue aux plaques.

ttlfE lIouvEtLE ÀPPRoCEE PoIIR LE cALcuL DU TÀIIX DE RESTITUTIoN

L'EITERGIE POIJR I,ES I'ODEIIES DE POUTRE

2.3.L TLTRODUCTIOil

Pour clécrire Ia propagation <l 'un t lélaninage de forne quelconque

dans Ie cadre cle la nécanique cle la rupture fragile, i l  est

nécessai re de ca lcu ler  Ie  taux de rest i tu t ion Local  de I 'énerg ie

6(s) le long clu borcl t le la f issure ainsi que la variat ion de

C(s) dans une avancée de f issure. Les cl i f férentes néthodes citées

dans Ie  cadre de I 'é last ic i té  sont  so i t  inar laptées so i t

inapplicables sur les nocléles t le poutres et i le plaques et i l

apparaît nécessaire, comme en ténoigne les travaux précédennent

cités, de développer des néthodes spécif iques pour ces nodèles.

L ' i i lée pr inc ipa le de notre t ravai l  sur  ce su jet  a  été d 'adapter

Les méthodles de type "intégrale de contour" aux nocléles cle
plaques et de poutres non l inéaires.

Nous avons ainsi obtenu des expressions anarytiques rle c(s), qui,

outre uD calcul eff icace t lu taux cle resti tut ion. devraient
pernettre d'accéder à Ia variat ion cle 6(s) dans une avancée de

f i ssu re .

2.3.2 ÎÀTIX I}E RESTII|ITTIOI{ DE IJ'EI{ERGIE EIT TSEORIE DES POIITRES

Revenons d 'abord sur  1 'é last ic i té .  En é last ic i té  p lane,  le  chanp

des contraintes est singulier en pointe cle f issure et I 'ou nontre
que Ie taux de rest i tu t ion de l 'énerg ie 6est  égal  à  f  in tégra le

tle Rice iI iléfinie sur uD contour I qui encerele Ia singularité
(R ice  (1958) ,  Bu i  (1978)  ,  Nguyen  (1980)  )
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G =  i l  = -  o l J  n J  U t , r )  d l

Figrre 2-2: Tax tle restituticn cle I'énergrie 6= J

Dans un nodèIe de poutre équivalent à celui du chapitre 1.1, nous

avons i léjà nentionné que le chanp des contraintes est

parfaitenent régulier sur chaque poutre et qu' i I  présente en

revanche des t l iscontinuités à I ' interface . Nous al lons donc

considérer un contour forné i le trois coupures au sens des poutres

qui rlencerclent" ces ctiscontinuités t le contraintes et nous

suivons une clénarche analogue à celle qui conduit à t 'équivalence

entre 6 et  J  en éIast ic i té  p lane.

Ir'*'

l l
;-l

Figue 2.3: ltois ccnrpures encencl.ent les iliscqrtinuités rle cmtraintes

Nous consiclérons ilans un prenier tenps trois coupures confondues

avec I ' interface des poutres. Dans une progression quasi statique

de f issure à La v i tesse â( t ) ,  le  taux de rest i tu t lon de I 'énerg ie

6 est i léf ini à part ir de Ia dissipation d'énergie :

(108) D i ss i pa t i on=  Gâ=-
i l (  o  o)
- ( t  - r  )
dt ( <tef ext )

o2
J=E
rlef i=0

n (x , t )  dxL

tu

!
0L

(10e)
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avec n (x,t) :  énergie i le défornation par unité r le longueur de

la poutre Or

o
l l_ : énergie de défornation de l 'ensenble des poutres
def

o
Y : travail  t les efforts extérieurs donnés
ext

La t lérivée part iculaire de 1'énergie de cléfornation de I 'ensenbLe

tles poutres conprend deux ternes qui proviennent I 'un de la

var ia t ion de n,  l 'aut re c le  La var ia t ion du donaine.

L,a r lérivée part iculaire du travail  i les efforts extérieurs est la

puissance v i r tue l le  de ces ef for ts  dans le  chanp des v i tesses

réel les àg/àt

(110)

o
d.r

def 2
-= f ,

ctt i=0 I t t r l * ' t 'dx 
+ â [n(a, r )  

+ ru(a, r )  -  n(a, r ) ]

o
dr

ext
-=

(tr
2 Qt I

EPI
i=0 ext L

àur

àr
(111)

Nous appliquons le principe des puissances virtuel les à chaque

poutre Qr en t l ist inguant (conne au chapitre 1.4) 1es efforts

extérieurs donnés de ceux exercés par les deux autres poutres au

niveau de f interface 1. 0n fait i lonc apparaitre deux ternes de

puissance b ien d is t incts  dans (112) .

|  ,  , ,  (x , t )
(otzl 

Jr, t. 
dx +

Les relations (108)

(113) 6â=-â t

ôBr

à t

(109 )  (110 )  (111 )  e t

i:.I I o, ['*'l
l +P  l - l=
J r Lr, J
(112) coniluisent à

Nous allons naintenant donner une

puissance de (113) en écrivant une

genre de tlénonstration (Nguyen

àgr

à t

nouvelle expression ôu terne de

couil i t ion essentiel le dans ce

1980) : les discontiauités de

n (a , t )  +  r z (a , t )  -  n (a , t ) ]  - l
2 Orf

i=o Pr 
L
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contraiDtes se transportent conme la pointe t le f issure à la
v i t esse  â ( t ) .

ta  v i tesse absoLue ègr  /à t

definie dans un repère
par  la  re la t ion :

ôgt

(11â) = u 
Iu

al r ( -ôr

(115)

La t léformation

àgr  /à t  son t  en

1

àgr  /àx ,

revanche

Conpte tenu de la continuité de

condit ions de raccorô en efforts

est  re l iée à Ia  v i tesse re la t ive 69r  /ô t
nobile avec Ia pointe de Ia f issure

Cet te ic lent i té  est  1 'équiva lente de 1 'équat ion (13)  proposée par

Nguyen (1980) qui exprine le transport des singutarités en pointe

de f issure en é last ic i té .

La continuité des déplacenents et des vitesses est assurée dans

Ie repère nobi le ,  e t  la  v i tesse re la t ive dans ce repère est  par

conséquent localenent cinénatiquenent aclnissible.

) 
tg, à-ut

(x '+a( t ) , y ' , t )  I  =  -+â-
,

àt àx

6sr )  (ôs ' )  (ôgr l- )  ( - )  ( -  )
- )  e t  ( - )  = ( - l
6r  )  (ôr  )  (ô t  )

020

et par conséquent 1a vitesse absolue

cl iscont inues sur  f  in ter face.

Iuo']
[ *  ]  

=

Ia  v i tesse re la t ive (115)

(32 )  à  (34 ) ,  nous  avons  :

I o*'l
l - l=0
L6'I

et des

(116)

et  en ut i l isant

Or
Pr

]= ar,rorf,t+]Or
Pr

2
E
i=0

(117)
2

E
i=0

àur

à t

( 114)
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Pour des connodités d'écriture,

nornales extérieures au poutres :

(118)

e t  1 'on  ob t i en t

nous introduisons Ies trois

fiv4
+
(fta

r{Lz

Figure extérieures

Jor=Dz=*1

lno=-r

t

O J I

2.4: rprnales

(11e) n= - r i lo

c le  ( 113 ) ,  ( 117 )  e t  ( 11

àgr

n  (a )

i rà par 8 )  :

lort
nr -P. 

t

qui  s 'apparente à Ia  forne de I ' in tégra le t le  Rice.

Le taux cle resti tut ion de I 'énergie s'exprine clonc à part ir cle

grandeurs nécaniques ttéf inies sur les extrénités des poutres au

niveau de I ' in ter face.  11 est  bon de rappeler  ic i  que Ia  démarche

suiv ie  appar t ient  à  la  c lasse des néthodes g lobales et  qu ' i l  ne

faut voir dans (119) gu'une façon comnode de calculer la i lérivée

de 1 'énerg ie potent ie l le  to ta le  de toute 1a s t ructure.

(119) est ini lépendante de Ia théorie cle poutre uti l isée, qu'el le

prenne en conpte ou non le cisai l lenent transverse, tout au noins

dans le cadre des rotations no<lérées.

Le raccori l  cinénatique entre les poutres joue par contre un rôle

essentiel dans 1'établissenent de cette fornule.

Dans Ie paragrapbe suivant, Dous al lons d'abord, sinpl i f ier la

relation (119) dans Ie noôèIe de poutre présenté au chapitre 1 et

nous ferons alors quelques connentaires.

2.3.3 IPPLICÀÎIOII ÀU IIODFJ.T? IIOII IIITEE,IRE DE POIITNE DE BENNOUI..LI

Une expression plus sinple de (119) est obtenue en précisant la

théorie de poutre uti l isée - en l 'occurreDce ce1le i lu nodèIe

présenté en 1.1 - et en explicitant les valeurs i le I 'énergie de

iléfornation et cles puissaDces .
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Conpte tenu de Ia forne des déplacements (Bernoull i)  et des

hypothèses de rotation nodérée, on a :

(120)
1

=-
2

àgr

àx

avec

1
Nr  € r  + -

2
Mr kr

(
O r (

"rt
)
)
I  =  (  N r u r '  -  D f r v r "  *  T r v r ' )  n r
,

T r  =  l r l l r  f  N t  V t '

(121)

Les relations entre cléplacenents et r léfornations sont :

( 12Z l  r r  =  u r ,  +  
1  

v l  , z  k r  =  -  v t , ,
2

En injectant (120) , (L21) et | .122) dans (119), nous obtenons :

(123) G= nu, l+ p(a) ru(a) -  t r1o 
{+- 'vr '2 

-  r r  u, ' l

Conne la  pente vr  '  est  cont inue à f  in ter face lc f  (9)  e t  (12)  ]  e t

qu '  e f for ts  normaux et  e f for ts  t ranchants vér i f ient  les

condi t ions de raccord (32)  et  (34) ,  le  t lern ier  terne de (123)

est  nu l  e t  I 'on a s inp lement  :

î24t 6=  n (a )  +  r z (a )  -  n (a )

Ainsi Ie taux de resti tut ion de l 'énergie est égal au saut de la

densi té  i l 'énerg ie à I ' in ter face entre les poutres.

r (t241 est une fornule eff icace pour le calcul i le 6 car el l .e

ne dépend que cles contralntes généralisées Nr et Mr à

f interface. te calcul est notannent innéiliat pour les

nodèles isostatiques (nodèIe DCB par exenple).

$241 est en accord avec les fornules analyt iques classiques

de Ia l i t térature pour les poutres (DCE par exenple).

Le résultat obtenu suppose uuiquenent iles lois de

conportenent él.astique l inéaires. (124) peut donc être

uti l isée Dour des poutres strati f iées nult icouches avec des

couplages tension-flexion au niveau ile la loi tle

conportenent.
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Les argunents et les outi ls enployés sont généraux et i I  est

donc possible de généraliser cette fornule aux cas des
plaques, des coques et aux problènes à f issures rnult iples.

La généralisation pour 1es plaques sera donnée plus loin.

I l  est clair que comne en élasticité une approche cluale cle

ee problène conduit à une nouvelle expression i le d qui

s 'apparente à I  ( r lua le de , I ) .

Nous al lons dans les r leux paragraphes suivants apporter des

élénents de réponse aux deux inportantes questions

suivantes :

f; Peut on clécornposer d en node I et node fI ?

i l  y a -t- i l  une expression cle 6 int lépenilante du contour ?

2.3.4 DECOIIPOSITTOI{ DU TAIIX DE RESTITUÎION DE L'EIIERGIE EI{ UODES I ET II

La séparation cle 6 en node I et mode II est un problène inportant

et  nous rappelons qu 'e l le  n 'est  pas systérnat iquenent  poss ib le

lorsque I 'on aborc le la  rupture c l 'un point  de uue énergét ique.

Cet te décomposi t ion est  toutefo is  a isée dans notre cas,  au noins,
pour un uratériau homogène et isotrope sur les trois poutres.

C ne dépenct que de six grandeurs d'efforts intérieurs
généralisées que l 'on va considérer conne la superposit ion i le
plusieurs éta.ts correspondant chacun à un node d'ouverture.

Nous réécrivons (LzAl en explicitant les ternes d'énergie

t2 lloz

h o 3

Nz 2 t2 Ylz2 No 2

$261
N o  = N r  * N z

l{o = }L * l{z f Nr (b;z/21 - Nz |.it/21

(125)  e = 1t [ * t2 ' ]n .2*
2E  (h r  b rg

Les six efforts intérieurs vérif ient :

_+
bz hz3
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Dans une prenière étape nous él ininons Ia part ie passive de ces

efforts intér ieurs en d.écomposant cle la façon suivante :

N r  =  N o  ( h r / h )  *  5  M o  ( h r h z / h s )  +  N r *

N z  =  N o  ( h z l h )  -  6  M o  ( h r h z / h 3 )  +  N z *

M r  =  M o  ( b r / h ) 3  +  M r *

(J271
Mz = !10  (hz lh )s  +  Mz*

N o  = N o

M o  = H o

I

+0

+0

l t l

passi f act i f

La part ie gauche, quali f iée de passive, ne dépend que de No et l{o

et  a  été constru i te  de façon à ce que ces ef for ts  in tér ieurs
passifs correspondent à un chanrp de contrainte local ox continu

sur  l . ' in ter face-  Ce qui  reste est  qual i f ié  i l 'ac t i f  e t  peut

tou jours s 'expr imer à par t i r  c le  quatre grandeurs seulenent  Nr* ,

N2* ,  Mr *  e t  ! 12* .  Exp r iné  d 'une  au t re  façon , l es  d i scon t i nu i tés

sont  ent ièrenent  caractér isées par .  Les quatre grandeurs Nr* ,  Nz* ,

Mr*  et  Mz* qui  vér i f ient  1es concl i t ions :

Iu . *+Nz*=o(128) I
I
I  M.*  + Mz* *  Nr*  (hz/21 -  l {z*  ( fu /21 = 0
L

En in jectant  les re la t ion ( t271 dans (125) ,  on obt ient  :

( 129 )  c=  
t  

I n t * ' * L2Mt *2  * t r * ' * 12 ] t z *2 f
2E (  h r  h r s  hz  hz3  )

Dans une seconde étape, nous redéconposons les efforts acti fs en

not le  I  e t  I I  à  I 'a ic le  r le  deux ef for ts  Nrr  e t  l t r  en posant :

(130)

l { r *  =  Nr r

Nz*  =  -  l f r r

+0

+0

t { r *  =  -  N r t  ( h / 2 ] . [ h r 3 / ( h r 0  +  b z 3 ) l  +  t { r

l l z *  = - N r r $ l 2 l l h z 3 / ( b r s + h z 3 ) l  l f r

I t-l
node If noale I

Lres deux relations (128) sont ainsi autonatiquenent satisfaites.
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J -Mt

) +M'

fiære 2-5: noile I Fi$re 2.5: npde If

0n v isual ise sur  les f igures 2.5 et  2 .G la  r léconposi t ion des
ef for ts .  Les deux nonents (+Mr)  et  ( - I f t )  ouvrent  la  f issure eD
node I .  Les quatre ef tor ts  généra l isés,  qual i f iés de node I I
assurent  la  condi t ion vr  "  (a)  = vz "  (a)  e t  correspondent  a ins i  à
un g l issenent  des deux lèvres de la  f issure.

En reportant (130)  c lans (L291,  on obt ient  :t ions

(131 )

En concrusion, nous dirons que la discontinuité des contraintes

i l  interface est entièrenent déterninée par res deux grandeurs

et Nr I ( l tr  et Nr r se calculent à part ir cle $27!. et (130) :

h  3 h 3  )
-  +  - l  ! i r : :2  +
h r h z  h r 3 * h z s )

t2 )
+  -  )  u t ,

h z s  )

les équa

=* [l J

à

Mr

6
G t  = _

E

(1321  Mr  =  l r r  [ ' o " ] - r r z  [ 3b ' z . ] - uo  [ h13 -h ' z31
(h rs *hzo )  (h r3 *hzs )  (  ns  )

(133) Nr,= Nrl+l -Nzl+l -6lrolpl

Et Ie taux

(134)

(135)

de resti tut ion

e  =  G t  +

1
I r  =  

n

peut se séparer en :

G t t

1  1 )
- + - ) l l r2
h rs  bzs  )

#- - ul*,-l n""

) 
r'-N:

,ç+r#l

(136)
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Les choix effectués pour la déconposit ion cles efforts sont plutôt

i n tu i t i f s  e t  c ' es t  I a  f o rne  f i na le  c le  (131 )  qu i  l es  j us t i f i e  à

posteriori .  (Rappel.ons que (131) est obtenue en reportant J271

e t  (130 )  dans  (125 )  )  .

2.3.5 ITIIE EXPRESSION DE 6 IITDEPET{DÂNTE DU CONTOUR

Pour obtenir (119) et (L24), nous avons consicléré r les coupures

confondues avec I ' in ter face.  Nous a l lons naintenant  é lo igner  ces

coupures en uti l isant une expression {t poutre D de 1a Loi i le

conservat ion c le  Eshelby.  En s ' inspi rant  du résul ta t  de Eshelby

pour  I 'é last ic i té  l inéai re,  oD nontre fac i lenent  que sur  un

t ronçon de poutre non chargé,  Ia  quant i té  :

(137 ) r - ( U u r - M v " * T v ' )

est  constante 1e Long du t ronçon,  êt  que ce résul ta t  reste

valable pour les rotations noilérées.

0n s inp l i f ie  (137)  sous la  forne

(138 )
1

r *  T  v '  N  v ' 2  =  Cs te
2

et  L 'on obt ient  à  par t i r  c le  (123)  une express ion de 6 pour  des

coupures éloignées t le la pointe r le f issure.

I

I
I

I

Tl 'l
". 1

(139 )  Ç  =

I
,"î

I
des ccrryues

r(xz ) r(xo )

1o (xo )  v 'o (xo )

No (xo ) vo 'z (xo )

figrr€ 2.?: pæitim

r(xr ) +

Tr (xr  )  v ' r  (xr  )  +

1- ,N . ( x r ) v r ' 2 ( x r )

Tz (xz ) v'z (xz )

Nz (xz lvz 'z  (xz l
1

+-
2

1

2
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La re lat ion (139)  nontre que les ef for ts  t ranchants ne sont  pas

absents cle notre analyse. Rappelons qu' i ls ont été él ininés cle

la  formule (L241 du fa i t  de la  cont inu i té  t le  1 'angle et  c le

I 'é f for t  t ranchant  à f  in ter face entre les poutres.  Ces ef for ts

tranchants réapparaissent si on exprine le taux cle resti tut ion

de 1 'énerg ie à par t i r  de coupures é lo ignées c le  I ' in ter face.

2-3.5 CONCITUSTOilS

En nous inspirant t le la t lénarche uti l isée pour établir

1 'équiva lence entre le  taux t le  rest i tu t ion t le  1 'énerg ie et

f intéEra1e i le Rice, nous avons obtenu des expressions

analytiques du taux <le resti tut ion t le 1'énergie dans les

nodèIes t le poutres et certaines propriétés ont été nises en

évidence : inclépendance du contour, cléconposit ion en node I et

node I I .

Ces fornules sont des noyens cornnodes de calculer cle façon

exacte Ia dérivée t le I 'énergie potentiel le totale t lu notlèle de
poutre.  11 est  na intenant  inpor tant  de conparer  les résul ta ts

obtenus avec une approche b id inent ionnel le  en éIast ic i té .

2.4 CONFROI{TÀTIOil DU TÀTTX DE RESTIIIITIOII C EII POTTIRE ET DE

Ir'ÀPPROCEE 2D

0n conserve exactenent la nêne géonétrie - structure f ine

fissurée - nais on cberche cette fois à résoudre le problène

i l 'é last ic i té  p1ane.  0n se p lace en é last ic i té  l inéai re,  en

contraintes planes et 1'on suppose Ie natériau honogène et

isotrope. Lres chanps <le déplacenents et t le contraintes sont

obtenus ile façon approchée par un développenent aslmptotique
(Gol 'Denveizer ,L962l  (Ciar le t -Destuyni ler ;1979)  et  le  taux c le

rest i tu t ion de L 'énerg ie est  ca1culé à I 'a ide de f  in tégra le de

Rice sur un contour éloigné rle la pointe tle La fissure, 1à où

Les approxinations poutre sont valables.
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Figue 2.8: crntor I pour Ie calcul de f intégrale tle Rice

Le t léveloppenent asynptotique est effectué dans une zone de

faible épaisseur éloignée t le la pointe i le f issure. La néthocle

consis te à in t rodui re dans Le problème d 'é last ic i té  le

changenent cle variables suivant :

(140)

a ins i  que le

(141)

(142',/.

( 143 )

x=X Y=RY

cléveloppenent asynptotique fornel :

o f =

u=

(  o o  +  R  o r  +  4 z  o z  +  . . . . .

(  u6  *  n  u r  +  qz  uz  +  . . . . .  )

1
v  =  -  (  vo  4  4  v r  *  qz  vz  +  . . . . .  )

R

ou q représente un petit  paranètre caractérist ique de

I 'épaisseur  i le  la  poutre (  Y var ie  ent re -1 l2  et  +L/2 l .

En injectant les relations (140) à (143) t lans Les équations d,u
problène cl 'élasticité, on obtient pour le prenier terne t lu

t léveloppenent les i i tenti tés suivantes :

(1441

vo (X,Y)  = vo (X)

uo  (X 'Y )  =  uo  (X )  -  I  vo ' (X )

oxo  ( x ,Y )  =  f ,  (  uo '  ( x )  -  Y  vo " (x )  )

oxvo  (X ,Y )  =  Q

ovo (X,Y)  = Q

parfaitenent le nodèle de Bernou1li.

13

qui reflètent
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Le prenier terne de cisai l lenent non nul apparait à I 'ordre 1 :

l .  1 (r  )
I  oxv r (X ,Y )  =  -  -  E  vo " ' (X )  |  .  -  Y  II  2  (a  )(14s) J
I
I  o " t  (x ,Y)  =  o
L

Revenons naintenant au calcu1 i le I ' intégrale de Rice (voir

f i gu res  2 .2  e t  2 .8  ) .

Sur les bort ls ls et fr el le est nulle car :

(145) nx = 0 et orJ nJ = Q

Sur les bords lo , Ir et lz , on uti l ise te développenent
précédent :

* pour le terme en énergie, nous avons :

î 47 ,  v=  =1=  (  o *0 ,  +  2  n  oxo  ox r  +  0  (R2)  )
2E

* pour

(148)

Ie terne de puissance :

àuo àvo
o r J n J u r , l =  ( o x o  - * o x y r  + 0 ( n ) )

àx àx

On constate a ins i  Ie  fa i t  b ien établ i  que Ie  c isa i l lenent  joue

un rôle seconrlaire dans l 'énergie de défornation, nais oD

nontre surtout qu' i l  apparaît <lés Ie prenier ordre dans Ie

terne cle puissance et qu' i l  joue donc un rôle inportant pour le

calcul de d.

En gari lant les ternes principaux, I 'approxination i lo de iI

s ' éc r i t  :

2
(149) rJo = E. -i=0

qui est analogue

x.
I

sinpli f ie

lu'

Ia forne :

I
v rdy  lo t

J

I  f(r  o.o. )
I lt; E l - (' r i

à (119)  .  EI Ie  se

2  [ | "  ( 1sxoz

=QL.|,;[; '

oxo  u 'o  -  o ro  Y  vo ,+  oxy l  v ' o  ,  I  " ,  
c l y

J

vô '

sous

'lî(150) Jo =
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que I 'on i r lent i f ie  par fa i tenent

(1se)  :
à la version l inéaire cle

(1s1) G=E (  n  +T r  v l , )  n r

i=0

La i l i f  f  erence de signe entre ces d,eux t lernières f ornuLes

provient t le la cléf init ion d,es nornales.

Nous devons naintenant corriger une aff irnation précétlente en

cl isant  que c 'est  p lu tôt  1 'e f for t  t ranchant  et  non 1e

cisai l lenent qui joue un rôle pour Ie calcul de d.

Si Ie cisai l lenent est parfois cornplètenent négligé dans les

modèles de poutre,  la  not ion d 'e f for t  t ranchant  y  est  tou jours

présente de façon plus ou moins expl. icite. La sini l i tut le entre

(150) et (151) nontre que le plus siurple des rrodèIes de poutre

(Bernoulli) est à nêrne tle f ournir une bonne approximation tlu

taux de rest i tu t ion de 1 'énerg ie du problène d 'é Iast ic i té .

(150)  est  t rés généra le car  nous I 'avons établ ie  à par t i r  d . 'une

approche 2D. La néthode asynptotique uti l isée est bien connue

pour faire Ie passage cles équations 3D aux équations de plaques

cle Kirchhoff. El le est ici enployée sur un cas plus sinple

(2D) .  0n  pou r ra  donc  u t i l i se r  (150 )  (ou  (151 ) )  su r  n ' i npo r te

quel assenblage cle poutres (Bernoull i  ou l{ int l l in, raccords des

poutres quelconques) clés lors que ce nodèle donne, au loin de

Ia pointe t le Ia f issure, une bonne approxination cle l 'énergie

i le  c lé fornat ion,  des ef for ts  t rancbants et  de la  rotat ion v ' .

Un autre intérêt cle (150) est r le val ider les fornules

analytiques obtenues sur le notlèIe d'assenblage cle Doutres.

(150) donne d'excellents résultats pour le noaéle t le deux

poutres t le l , t indl in col lées du chapitre 1.10 .

2.5 EffiEITSIOil I'ES RESIILTÀÎS À UN ÀSSP.IfRLAGE DE PIrAQT'ES

Les argunents que nous avons utilisés pour le calcul ilu taux ile

rest i tu t ion de 1 'énerg ie sont  généraux et  I 'extens ion des

résultats aux assenblages i le plaques De pose pas cle diff iculté.
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Précisons le nodèIe d'assenblage i le plaques : Ia plaque

délaninée est assini lée à un assernblage i le trois plaques Oo ,
Or  et  Oz d 'épaisseurs respect ives h ,  hr  e t  hz.  Les p lans

moyens des p laques sont  notés or  ,  i  =  0,1;2.  L ' in ter face est

notée f et les intersections cles plans noyens avec I ' interface

àr. lr .  On déf init  une abscisse curvi l igne s sur les l ignes àolr
( f i gu re  2 .91 .

3

4 ) c

--J)'.1 -ù,1

-l?.o

arJ.'
Jtr flI

-I
,d^bz'4,^lcf.

Figure 2-9: dèLe tl'assenblagre tle p1a$Es

La vitesse rle propagation de Ia f issure est cette fois t léf inie

par un chanp ile vitesse nornal sur la surface l.

( 152 )  y ( s , xo )  =  v ( s )  B
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Figure 2.10: Ie chanp de vitesse nomal

La cl issipation d'énergie 1iée au processus de propagation

dépend nature l lenent  de v(s)  e t  est  déf in i  par  :

(1s3)

On va montrer

forne

(154)

ôt

et sa r lérivée totale par rapport au

o
dr

def  2  |  àn
(156)  =  E  I  _ao

ttt 
i=o J 

"r 

t'

(oo
( d r  d r
( itef ext

D (v ( s ) ) - - ( -
(
( ilr dr

que cette r l issipation peut se ne

I
I
)

t t re sous la

V v (s )

définissant ainsi le taux i le resti tut ion local de 1'énergie

6(s). On calcule 6(s) en reprenant Ia dénarche rlu paragraphe

2 .3 .2

D(v(s)) = 
I#",  

v(s) i ls

L'énergie i le t léf ornation s 'écrit  :

o2l
(155 )  f _  E .  I  n (x r , xz ,L l  i l a r

def i=0 J

tr]o I..j" n" v(s) ds
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En appliquant le principe des puissances virtuel les à chaque

plaque et  en in jectant  les résul ta ts  dans (153) ,  on obt ient  une
prenière express ion de Ia  i t iss ipat ion semblable à (113)  ) .

2
(152)  D(v (s ) )= - t r=o

ta conil i t ion de transport t les

technique . On cléfinit  cette

tlérivée généralisée de u dans le

(notat ion P.  Gernain) .

(158)

Ce chanp ôg/6t est

conpte tenu du théorène

(1se) 2
E
i=0

et donc

discontinuités est un peu plus

fois 1e chanp ôg/ôt par la

chanp  de  v i t esse  v (s ) .

I,,l " sr ) 2
v(s )  t l s  -  [- i=0

0r
Pr

àgr

à t

)

ôu àu
- =

ô t  à t

àu àu
+(g radg)y (s )= -+ -v (s )

à t  àn

cinénatiquenent atlnissible

nutuelles nous avons :

= Q

v  (s )

plaque sous La forne

ds=

Iocalenent

des actions

(6u r )
0 r (  -  

)
P  ( - 1
r ( )

(ô t  )

z  g ,  
(àu r  )  (au

(150) E Pr ' t  
-  

l=-r2 Po' t -
i =0  I  ( à t  )  i =0  I  ( an

on écrit  Ie terne de puissance en bord t le

d'une intégrale le long de àql :

(àg 
L, 

(au )
(161) 

": ' [ -  
v(s)l  ds = t , ,"  l -  vtsl lr I ro 

]  J". t I to ]

et

ainsi Ia i l issipation s'écrit  :

| .  . l '
(162)  D(v(s))= l - t t  l ,  

or
I  i =o I t t n r -P t
Jàoo L

et le taux i le resti tut ion de l 'énergie :

(àu )
|  0 r (  -  |

I ", [- lv(s) trs- t . t r  (  àn )
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I  t  au tJ
(1G3)  6(s)  =  - r ' l "n  or (  - ) l

i=ol '-t l-ll
L ( an )J

Le taux cle resti tut ion de I 'énergie est expriné à part ir des
grandeurs locales tlu noclèIe rle plaque sur le raccoril f .

te calcul du terme de puissance n'est toutefois pas innécliat car

Ie chanp àg/àn n'est i léf ini que sur f interface f .  Ira relation

classique de puissance en bort l  de plaque t lu urodèle i le Kirchhoff :

o.à
(154)  p_tOut  = (Ncp ns)ôuo + fQo no + l - { t too n0 ro) l  6w- I  L -  às  J

à6w
(Msg lltr lI8 ) -

àn

n'est  pas ut i l isable ic i  ,  car  la  t lér ivée nornale àg/àn v(s)

n'est pas un chanp de i léplacenent de type Kirchhoff, ce gue

suppose la  fornule (154) .

Pour lever cette anbiguité, nous passons à une expression

tridinensionnelLe du terne de puissance en bord cle plaque :

.o l
( 155 )  P (6u )= lo r rn l 6u r i l s

r  Jr

Pour un nodèIe cle Kirchboff ,  le chanp t le r léplacenent s'écrit  :

( 155 )  ! = (uo -xgw ,c ) xc+w ;g

La rlérivée nornale du rléplacenent sur le bortl de pLaque est :

àg

(167 )  -  =  ( so ,o  Dg  -  xs  t r , ao  no )  x ,  +  (w ,c  no )  I g
àn

En injectant (167) dans (165) on obtient :

( àu )
Or  (  - )  

r  l  r  t  r  l  r  r  r  r  r  r
( 168 )  p  ( - )= ( l l  n ) (u  n )  ( l t  n ) ( r  n )+ (Qn ) (w  n )- f  

(  I  cÊF  s ,TT  aFF  , c I I  c c  ,ÊF(àn )

qui est la version ( plaque n de la fornule (121).
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Nous devons souligner que pour le passage cle (165) à (168),

nous n'avons pas posé or s = 0 à priori .  Ires ternes cle

c isa i l lenent  appara issent  sous la  forne d ' in tégra les dans

1'épaisseur  pour .  donner  les ef for ts  t ranchants Q.  En posant

o la = 0,  on é l in inera i t  les ef for ts  t ranchants dans

1'expression t le la puissance au bord et la relation obtenue

serait inconplète.

Nous écrivons donc le taux de resti tut ion local de 1'énergie

sous Ia forne :

(15e)

où

( 1 7 0 )

6(s)  = t r  (s)  + Iâ  (s)  -  f r  (s)

* oË .]rrl
i
L

- ï

Trés peu de résultats sinri laires sont disponibles dans Ia

l i t térature pour  confronter  nos résul ta ts .

(169)  et  (170)  pernet tent  de ret rouver  une !ornule analy t ique

proposée par Yin (1985) pour un t lélaninage circulaire trés

superf iciel cbargé t le manière axisynétrique. Son approche est

surtout basée sur des consit lérations physiques, nais el le est

contestable sur le plan théorique clans Ia nesure où i l  ut i l ise

I ' in tégra le l . l  t le  1 'é last ic i té  l inéai re pour  un problène c le

pLaques non l inéaire.

Pour des t lélaninages trés superf iciels (couches f ines) de

fornes quelconques. Bottega (1983) a proposé une fornule assez

vois ine de (169)  et  (170)  dans laquel le  Ie  terne d 'e f for t

tranchant est toutefois inexistant.

11 n 'y  a,  à  not re connaissance qu 'un seul  résul ta t  ident ique à

(169)  et  (1?0)  c lû  à Storâkers & Andersson (1988) .  Leur  approche

n'est probablenent pas aussi proche des néthodes intégrales de

contour que Ia nôtre car les notions tle contours et tle

transport des i l iscontinuités n'apparaissent pas dans leur

analyse. Ces auteurs calculent directeuent la variat ion

d'énergie potentiel le totale dans une avancée virtuel le de

fissure eu traitant avec soin les i l iscontinuités de grandeurs

nécaniques sur f interface. Avec leurs notations cette

variat ion d'énergie potentiel le vaut :

-  . , - - i  ixi= - v. + L(NaF uo, tr 
- i-ptls *io,
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(171)

$12'l

-  6û=

Pc,P =

t laI lB ôa df

F  ô a Ê  *  N a o  U s , o i  M a o  $ , a 0  -  
9 o  l f , p

(16e) .Elle est en parfai t  accord avec

2.6 COI{CLUSTOilS

Les néthocles classiques de calcul du taux de resti tut ion t le

1 'énerg ie sont  généra lenent  associées à 1 'é last ic i té  et  sont  de

fait soit inadaptées soit inapplicables pour les modèIes

d 'assenblages de poutres et  de p laques.

L 'ob ject i f  de ce.  second ch.api t re  éta i t  de net t re  au point  une

néthocle eff icace pour calculer Ie taux de resti tut ion cle

1 'énerg ie associé à ces nodél isat ions.

J, ||t"o I

Notre dénarche à consisté à

" in tégra le de contour"  en

t ranspor t  des s ingular i tés

transport cles discontinuités

Des fornules analyt iques ont

i le poutres puis général isées

propr ié tés in téressantes ont

des poutres :

r inclépendance du contour

r déconposit ion en nodes I et

reprendre et à adapter Ia méthode

prenant en conpte, non plus le

en fond <le f issure, nais Ie

à f  in ter face entre Les p laques.

été établies pour les assenblages

aux assetnblages tle plaques . Deux

été mises en éviclence dans le cas

I I

En utilisant une néthoile de clévelopperoent asynptotique, on a

nontré qu'uD norlèIe de poutre est suff isant pour déterniner Ie

taux de resti tut ion de 1'énergie t lu problène d'élasticitê 2D.

De nouveaux iléveloppenents ilevraient voir Ie jour, nous pensons

notannent à Ia cléconposition en node I, II et III dans le cas

des plaques.
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Chapitre 3

III{E ÂPPROCEE BIDI}IENSIONI{ELLE :

tEs !{oDELES D'ASSEI{BL,AGE DE PLAQIIES

En uti l isant les résultats des deux chapitres précéclents, nous

sonnes en tnesure de construire des nottèIes d'assenblage cle

plaques pour étui l ier le f larnbage et la propagation i les f issures

sur des t léLaninages plus réalistes, de forne et de posit ions à

priori quelconques. Nous devrons toutefois exclure les

clélaninages trés courts ou de fornes trés irrégu1ières pour

lesquels une approcbe tr icl imensionnelle seurble inévitable.

Nous comnencerons ce chapitre par une réflexion sur Les

diverses façons d 'assembler  les p laques.  L ,es d i f f icu l tés c le

mise en oeuvre nuurériques seront discutées.

La su i te  de ce chapi t re  est  consacrée à l 'é tu t le  nunér ique d 'un

assenblage de trois plaques t le Von Karnan. Nous avons

entièrernent sinulé Ie post f lanbage d'une structure clélaninée

(f lambage loca1 et global). Un post processeur de ca1cul du

taux de resti tut ion de l 'énergie local le long i lu front cle

f issure a été i léve loppé et  testé.

Des sinulations nunériques pour i t i f férentes fornes et posit ions

cle <télaninages sont présentées à la f in de ce chapitre.

3.1 IIMRS ITODELES D'ASSEUBLÀGES DE PLÀ9IIES

Plusieurs nodélisations <le Ia structure <lélaninée sont

possibles suivant Ie noitéIe t le plaque que l 'on va uti l iser

- l{inctlin ou Kircbhoff - et suivant la façon ilont on va

raccorcler (assenbler) ces plaques.
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Les cleux principaux nodes cle raccordenent ile plaques sont

p résen tés  su r  l es  f i gu res  3 .1  e t  3 .2 .

r soit on considère trois plaques et on inpose

de raccord sur  les bor t ls  ào des p laques (3.1)

r soit on considère deux plaques et I 'on inpose

ile col lage sur les faces de contact entre les

i les contl i t ions

tles condit ions

p laques  (3 .2 ) .

Ig
( 

-7u.'

Figue 3.1: assesrblage I FigrEe 3.2: assernblage II

Les résul ta ts  c lu  prenier  chapi t re  (vo i r  1 .9 et  1 .10)  nous

pernet tent  i l 'a f f i rner  que I 'assenblage I  t te  t ro is  p laques est

trop rigide (i f  est poutant largenent uti l isé dans Ia

l i t térature). Les phénomènes i le rotation en fonil  de f issure

(effets locaux dans Ia plaque 0) ne sont pas pris en conpte.

Cet assenblage est néannoins tout à fait acceptable si les

éIancenents des plaques sont importants.

Un assenblage II cle deux plaques tle ltintllin est plus perfornant

car i l  pernet <le représenter les rotations en fond t le f issure.

Un tel nodèle est bien ailapté à I'étutle ôes ilélaninages courts

(faible élancenent au niveau du i lélaninage) (voir 1.10).

Si I 'assenblage II est plus attrayant que le I sur le plan

théorique, i I  n'en est pas de nêne en ce qui concerne Ia nise

en oeuvre nunérique par élénents f inis.
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L'assemblage I est relativenent aisé à traiter nunériquenent

car  i I  suf f i t  d ' inposer  des re la t ions entre les noeuds s i tués

sur les bori ls ào t le chacune des plaques.

L 'assenblage I I  s 'apparente à un problène de contact  ent re deux

plaques et pose quant à lui de sérieux problènes nunériques. I1

n 'est  pas du tout  t r iv ia l  d 'assurer  le  contact  i les faces

extérieures des plaques lorsque Ies cléplacements sont

t l iscrét isés par  éIéments f in is .

La prise en conpte des rotations en fond de f issure augnente

donc considérablenent Ia diff iculté cle nise en oeuvre

numérique.

Conrpte tenu des remarques précédentes, nous proposons un

nouveau noiléle d'assenblage cle plaques qui associe les

avantages des deux so lut ions présentées (vo i r  f igure 3.3)

|aw àe Z* + c-t!.o"Xe-

W dr ncsaL
q4F.a- 9e' 3 ,1Aru.

(,* a-delat';wXe..

fisrre 3.3: r:n rcdèle d'assemblage ile plaques Berfcroant

C'est en fait un assenblage If de deux plaques i le l t indl in où

l 'on réduit la zone de collage en réalisant un assenblage I

avec une troisiène plaque (rappelons que l 'effet de rotation

est  local isé au vo is inage de àoo (1.10)  ) .

r Ce nodèle autorise Ia rotation en fond i le f issure.

r On rétluit  les t l i f f icultés nunériques en l initant la tai l le i le

Ia zone de contact au str ict nininun et en réduisant Ie

nonbre d 'é Iénents.

- 75 -



- 3 - tlNE APPR0CIIE BIDIT{BISIONNE,LE : t.r^q UODEfiS D'ÀSSEIIBIÀ@ m PLIQU$

La mise

conpLexe

(.J741

(17s)

(176)

en

en

oeuvre nunérique de ce modèle reste néannoins

raison t lu col lage entre }es plagues.

I t = l t r *hzNr  12

É,  =Ylz  -  hr  Nz 12

16=Mo

Nous aLlons dans les paragraphes suivants expliciter la nise en

oeuvre nunérique d'un assemblage I cle trois plaques de Von

Karnan (cinénatique <le Kirchhoff + non l inéarité). Outre La

sinplicité, ce choix est notivé par au moins trois autres

argunents :

r un tel nodèle est suff isant lorsque les élancements des

plaques sont inportants.

r nous voulons réaliser une prernière nise en oeuvre numérique

de la  fornule (169)  pour  Ie  ca lcu l  du taux de rest i tu t ion de

I ' éne rg ie  l oca l  I e  l ong  d 'un  f ron t  de  f i ssu re .

r  ce nodèIe const i tue une prenière étape vers la  réa l isat ion du

uroc lè les p lus per fornants présentés sur  la  f igure 3.3.

3-2 ASSEHBLÀGE DE TROIS PLÀ9IIES DE VON KÀRltAN

Nous nettons en place les équations du nodèle d'assenblage I cle

trois plaques cle Von Karnan . Nous reprenons les notations

int ro i lu i tes en 2.5 et  nous les conplètons pour  a l léger  les

écr i tures.

r soit Z une quantité déf inie sur les bords àr,lr . 0n note La

discontinuité de Z tle nanière classique :

(1?3)  [ z l  =Zo_(h+Zz l
I l t

r on i léf init  les nornents If  rapportés à Ia l igne àoo par :

Ires cléplacenents cle Love-Kirchhoff sur la plaque de nunéro i

( i  =  0 ,1 ,2 )  s ' éc r i ven t  :
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$77 l -  g r ( x r , xz , xo )  =  { u r c  ( x r , xz )  -  ( xe  -  z r )  w r , q  } I o

+  w l  ( x r , xz )  I s

où zr est Ia cote de la l igne noyenne cle la plaque.

Les condit ions de raccord cinérnatique entre les plaques sur

f  in ter face f  s 'obt iennent  à par t i r  i le  (177)  :

11
( 1 7 8 )  ù l a  =  U o q  -  -  h z  W o , c  ( 1 8 1 1  U 2 c  =  U o a  -  -  h r  ? I o , r

22

(179) I{1 = tto

( 1 8 0 )  w 1  , c  =  t { o , c

(182) \tz = Iro

( 1 8 3 )  w 2 ,  c  =  l t o ,  c

Nous adoptons les hypothèses de Von Karnan. La t léforrnation

noyenne et Ia courbure sont de la forne :

( 184 )  r cp  =  -  ( uc ,o  +  uo , . ' )  *  
i r , c  

w ,F

(185 )  kqo  =  -  l l ,  ûÊ

On suppose que les matér iaux sont  é last iques L inéai res.

I r 'énerg ie de i lé fornat ion f (e ,k)  est  une forme quadrat ique

définie posit ive êD rap et kcs et les relations de comportenent

s 'éc r i ven t  :

àv
(185 )  Nso  =  

à r .o

àP
(187) l lso = 

àK"B

Ires efforts tranchants Qc sont définis par Ia relation :

(1gg)  Qc = l tcg,  0  *  Nco w,8

Ire priucipe des puissances virtuel les ,

fo
( 1 8 9 )  -  l ( N c p  ô e q s  * I t d p  6 K " o ) d o + P  ( 6 u )  = 0  V d u C . A .

J r.r ext
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concluit aux équations d'équil ibre classiques i le Von Karnan et

aux condit ions de raccord suivantes sur les efforts

in tér ieurs :

(1e0)

(1e1)

|Je2l

[ l l "o  
no  

]  
=  o

fmon'no]  
=o

[ g "  
n "  +  j  t&s  I I q  t o r  

]  
=  Q

3.3 I{ISE EIt OEIME N['}IERI9I'E DU }IODELE

3.3.1 LES ELEI.TEI{TS FINIS DE PI,ÂQUE UTIIJISES

Nous uti l isons une méthode d'éIénents f inis pour déterniner les

solutions en déplacenents et en contraintes t le notre

noi lé I isat ion.

Le cboix d'un éLénent de plaque - tension + f lexion - est

délicat t lans la nesure où Ia l i t térature spécial isée propose

une nult i tucle tt 'é-Iéments plus ou rroins perfornants selon Les

applications envisagées : tel éIénent est réputé trop rigit le,

tel autre ne converge que sous certaines conil i t ions... La

s i tuat ion s 'est  encore conplex i f iée avec I 'appar i t ion récente

i l 'élénents de plaque spécif iques aux s.tructures conposites.

Notre objecti f  prenier n'est pas i le d,éterniner I 'éIénent le

nieux aclapté à notre problène, nais i le nontrer Ia faisabil i té

de 1'étucle et ôe valider certains résultats. Nous avons pour ce

faire uti l isé i leux éIénents f inis de plaque réputés perfornants

de conceptions trés différentes :

r tre prenier est 1'éIénent t le f lexion D.K.T. (Discrets

Kirchhoff Triangle) dû à Batoz & al. (1980) couplé au trés

c lass ique C.S.T.  (Constant  St ra in  Tr iangle)  pour  I 'énerg ie d,e
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nenbrane. La base de départ de cet élénent est Ie moclèle t le

Mincl l in dans lequel on introduit t les hypothèses t le Kirchhoff

sous forne d iscrête le  long c les côtés t le  l 'é lénent .  D.K.T.

converge vers la solution cle plaque cle Kirchhoff.

De nonbreux cas test sont t l isponibles pour cet éIérneut (Batoz

& aI .  -  1980,L9821' ) ,  a ins i  que des conpara isons avec d 'aut res

é Iémen ts  c le  l a  l i t t é ra tu re .  Les  éLénen ts  D .K .T .  e t  D .K .Q .
(quadr iLatères)  ont  é té testés en l inéai re,  en dynanique,  en

f lanbement  et  une vers ion D.K.Q.24 pour  1 'analyse des

coques conposites minces en non-l inéaire a été proposée

récennent  (Chate la in  & Batoz -  1988) .

r  Le second éIénent  est  un éIénent  t le  f lex ion F. f .T.  (Free

Fornulat ion Tr iangle)  (Bergan & Nygâr i l ,1984)  couplé à un

C.S.T.  en nenbrane.  C 'est  un é lénent  "non conforme" de type

Kirchhof f .  Le choix  des ter rnes cubiques pour  I ' in terpolat ion

de la  f lèche est  basé sur  le  concept  "Free FornuLat ion" .

3.3.2 LES RACCORDEITEI{TS DE PLÀQIES

Le raccordement  des t ro is  p laques est  par fa i tenent  réa l isé s i

1 'on inpose les re la t ions de raccord (178)  à (183)  en chaque

point  du f ront  c le  f issure àoo.  Cet te condi t ion n 'est  pas du

tout éviclente à réaliser clès lors que les t léplacenents sont

c l iscrét isés par  é1éurents f in is .  (180)  et  (183)  requièrent  une

continuité Cr t le la f lèche, (178) et (181) clenanclent une

certaine cornpatibi l i té i les fonctions d' interpolation d,e uc et w

sur  1 'é léruent .  11 est  cependant  inut i le  de chercher  à réa l iser

un raccord parfait des plaques car, conne nous I 'avons vu, ce

raccord est  t rop r ig ide.

Nous avons en pratique imposé les relations (178) à (183) en

chaque noeucl clu front de fissure.

Lr'accrochage se ranéne donc à Ia prise en conpte de relations

entre des noeuds du nail lage (voir f igure 3.4). Deux néthod,es

ont été envisagées pour inposer ces relations :

* nultiplicateurs cle Lagrange
* élinination ilirecte des noeuds surabondants
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PlaJn ̂W d.L A" &f a.

?!o'î Wà4 !r-?%"8- o

Figure 3.4: Iæ maillæe des plaques

La méthode des rnult ipl icateurs de Lagrange pose un problène

dans notre cas car  i l  n 'y  a  aucune condi t ions aux l in i tes

inposées sur  les p laques 1 et  2-  S i  on associe uD

nul t ip l icateur  de tagrange à chaque reLat ion,  la  nat r ice de

r ig ic l i té ,  aprés assenblage et  pr ise en conpte des condi t ions

aux l in i tes sur  la  p laque 0,  est  encore s ingul ière à cause i les

nouvements sol ides t les plaques 1 et 2.

I1 est plus sinple dans notre cas cle traiter directenent ces

relations en él ininant, dans Ies inconnues du problène, Les

déplacenents des noeuils situés sur les bort ls cle plaque àolr et

àuz. IIs sont entièrenent t léterninés par les t léplacenents des

noeuds situés sur àoo et par les condit ions de raccord

c inéna t i que  (178 )  à  (183 ) .

La réalisation pratique de cet assenblage est un peu technique

et n'est pas conpletenent ctétai l lée ici.  L,es élénents cles

plaques 1 et 2 qui possèilent des noeuds sur le boril de ces

plaques, necessitent un traitenent spécial pour Ie calcul des

natrices élénentaires de rigidité tangente, des vecteurs

d'efforts intérieurs et cle résit lu (on effectue pour cela des

nult ipl ications par des natrices de passage).

Une série de tests (calculs l inéaires) a été réalisée pour

valider le raccordenent des plaques.
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Figure 3.5: D<ouple de tests nr:uÉriqrres pour Ie raccord des plaques

Lr'assenblage de plaques a été sol l ici té cle r l iverses manières et

Ies résultats obtenus sont confornes à la théorie.

Tous ces tests ont été réalisés avec les éIénents DKT et FFÎ.

Dès que les nail lages i leviennent un peu f ins (-c-), ces deux

éLénents donnent des résultats trés voisins. C'est pourquoi,

dans Ia  su i te ,  nous avons cbois i  de n 'u t i l iser  qu 'un seul  type

d'éIénent ,  Ie  DKT.

Àfin t le bien visualiser les t léfornées des plaques, nous avons

dessiné i les éIéneuts voluniques en reconstituant I 'épaisseur de

Ia plaque. Cette façon de faire est plus l isible que la seule

représentation i les surfaces noyennes des plaques. 1L ne faut

toutefois pas perdre de vue que Ie calcul effectué est

biiliuensionnel et non triilinensionnel.

Le traitenent des faces cachées est effectué suivant

I 'a lgor i thne du peint re.
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3.3.3 DETERI{IIIATIOII DES COTIRBES ( CEIRGE-DEPIÀCEUEilT D

Nous uti l isons 1a uréthoile incrementale cle Newton-Raphson pour

suivre Ies courbes charge-t léplacenent.

On cléternine une suite de couples Charge-Déplacenent qui

sat is font  au pr inc ipe des puissance v i r tue l les (189) .

La différenciation t le (189) concluit à la notion de natrice de

rigidité tangente Kr que I 'on écrit  conne 1a sonne t le trois

natr ices :

Ko :  nat r ice L inéai re

Ko : rratr ice géonétrique

Ku : natrice non-I inéaire

(notat ions d 'aprés Z ienk iewicz -  L977,  chap.  19)

te p i lo tage du su iv i  de courbe est  cet te  fo is  beaucoup p lus

fac i le  que dans le  cas des poutres car  i I  reste une cer ta ine

raideur dans les plaques aprés le fLarnbage. te pi lotage à force

irrposée a donné de bons résu1tats.

3.4 I{ISE El{ OEtry-RE t{U}tERIQrrE DU CALCI'L DE ( 6 D

Le taux c le  rest i tu t ion de I 'énerg ie local  Ie  long du f ront  t te

f issure a pu a isénent  êt re ca lcu lé grâce aux résul ta ts  établ is

en 2.5 (page 55) .  La n ise en oeuvre numér ique de la  foruru le
(169)  pour  6(s)  est  inmédiate.

Figrre 3.5: Points de calctrls de ds)
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I r e S  q u a n t i t é s  N u g ,  M c o  ,  Q o ,  l l c , 0 ,  t V , c p l  W , c  s o n t  C a l c U l é e s  a u

mil ieu des segnents fornant  le  f ront  de f issure.

t 'e f for t  t ranchant  9c est  I ié  à la  c tér ivée t ro is iène de Ia

f Ièche et  Le ca lcu l  préc is  t le  cet te  quant i té  est  probLènat ique

en é lénents f in is

Cependant ,  ce ca lcu l  d 'e f for ts  t ranchants nrest  pas nécessai re

ici car on peut montrer que le terme

(1e3)
I  

go no *,0 no 
ï

de la  fornule (169)  joue un rô le  t rés secondai re dans Ie  ca lcu l

t le  6(s)  e t  nous a l Ions Ie  négl iger .

Rappelons que le  terne équiva lent  à  (193)  dans le  nodéIe

d 'assenblage de poutres éta i t  nu l  e t  que I 'e f for t  t ranchant

n'apparaissait pas dans Ia fornule f l241 cle e.

I c i ,  l e  t e rne  (193 )  n 'es t  pas  nu l  ca r ,  s i  w ,o  nB  es t  con t i nu ,

la  cont inu i té  c les ef for ts  t ranchants

l [Qonol l  =o
[ _ -  l t

n ' es t  pas  réa l i sées

dans Ie  mot lè Ie t le  Ki rchof  f  (vo i r (192)  ) .

On peut  se convaincre que Ia  contr ibut ion i le  L 'e f for t  t ranchant

(193)  est  pet i te  devant  ce l le  des autres ternes i le  (169)  avec

le nodèle cle Mincl l in

En effet, la loi cle comportenent en cisai l lenent cl 'une plaque.

de Minc l l in  s 'écr i t  :

N c a
(194 )  w ,q  =  to  *  

m

I 'e f for t  t ranchant  vaut ,

(195)  Qc = Nco *  Nap I f  ,0

et i l  vérif ie les condit ions de raccord suivantes :

(1e61 
[ o"

Conne les rotations es sont

= Q

s sur le bord des plaques,

[g '  
n" eo no 

]  
= o

o"l

égale

(197)
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et  en repor tant  ces équat ions dans (193) ,  on obt ient  :

(les) [ e" n, Iiiui: I

En négl igeant  (193)  dans }a fornule (123)  de 6(s)  on connet  une

erreur équivalente à cel le qui consiste à négLiger les ternes

d 'énerg ie c le  c isa i l lenent  par  rappor t  aux ternes d 'énerg ie de

f lex ion.

Pour un natériau homogène et isotrope, nous uti l isons la

re lat ion su ivante :

( lee)  c (s)  =  
[  #  [  f r+u l (Ncs Ncp)  -  v  (N"" ) ,  

]

*  
t  

| . ( t + u ) ( l t o p M c o ) - v ( M o o ) z  I
E h s L  J

NoF nF uo,ï  Dï -  MaÊ nP *,oY nr 
l

3.5 RESI'I,TATS ]fltUERr9UES

L, 'ob ject i f  de ce paragraphe est  de va l i t ler  not re not lé le

nunér ique et  de présenter  un cer ta in  nonbre d 'appl icat ions.

r  Tous les ca lcu ls  présentés ic i  ont  é té réa l isés avec

1 'é lénent  DKT

r Les natériaux sont honogénes et isotropes sur toute La

st ructure.  I re  coef f ic ient  de Poisson vaut  v  = 0,3-  Ceci  nous

oblige à introduire un i léfaut . 
- peti te force nornale

appliquée au centre t le la plaque 1 - pour éviter t le suivre Ia

branche fondamanta le c lu  problène (vo i r  1 .6.1) .

r Lres tt i f férentes géonétries étui l iées sont les suivantes :
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tR/u = 0-6
déLaninage circulaire

figtre 3.7: gécmétries de Ia structure

La plaque 0 est encastrée sur ces quatre bord,s (Ies

déplacements dans Ie  p lan sont  autor isés) .

Un chargeneut de conpression biaxé est appliqué sur les bord's

de Ia  p laque 0.

/æ

6,W
Oargenent est entièrement défini par 6. et Q.

Figrge 3.8: Ôargesent fle Ia stnrcture

Nous avons réalisé un post-processeur de calcu1 et i le

v isual isat ion du taux de rest i tu t ion c le  1 'énerg ie local  sur  !e

front de f issure, lra structure est représentée en vue de dessus

RESrnIn1S MrMERrgl$ - 3,5 -

&9.L "zo - l
É F \

a/L = o.6 !-/u - o-z
délanilage elliptique

<*
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et  La répar t i t ion de 6(s)  est  v isual isée par  des batonnets

nornaux au front de f issure.

qb)

FiErre 3.9: visrralisation ile ds)

3.5.1 COT,fPARÀrSON ÀVEC IIN CÀLCI'L ANAL,TIIQUE

Nous avons confrontés nos résultats nunériques avec des

résultats analyt iques dûs à Evans & I lutchinson (1984) pour des

ctéIaninages c i rcu la i res t rés super f ic ie ls  .

Le problème t ra i té  par  ces auteurs est  ce lu i  d 'une p laque

circulaire encastrée à laquelle on inpose un i léplacenent racl ial

ax is lmétr ique (vo i r  f igure 3.10) .  I ls  obt iennent  analy t iquenent

Les so lut ions de post - f lanbage à 1 'a ide d 'un i léveloppenent  au

prenier ordre.

. FtLùr =
I

r l
. I * .SUBSTRATE. l
. l

Ëgrre 3.10: Détæinage circtlaire (d'aprés E\rdns & n$cbimm)

l * c

Nous présentons en f igure 3.11

conparaison.
* la structure est sounise à un

* Ie déIauinage est superf iciel

le nail lage uti l isé pour cette

chargenent biaxé or = oy.

b r  /  h  =  0 , 1 .
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FiEre 3.11: llaillage utilisé pour Ia ccmparaison (de$d structure)

Les résul ta ts  sont  présentés sur  Ia  f igure 3.L2.

* r{r : f1éche au centre de La plaqtre circulaire
* G : tatx rle restih,rtiqr cle I'érergie
* 6 : cætrainte iryosée srrr les bortls tle la stnrcttre
* G : cmtraiate sitique de fianbage cle Ia plaque fine

figrre 3.12: Ccryaraism lnalytlquFtftdri,qtte

11 y a une trés bonne correspondance t les résultats en

déplacenent. Les taux de resti tut ion ca1culés nunériquenent

sont supérieurs de 10 à 15t Ceci n'est pas cboquant conpte

tenu des approxinations faites t lans I 'approche analyt ique et

6o
éc

âo

éc

*- enolyÈiqtre -*ciotyÈdquc

Evels HuFahhson

Ô E[fmcr.Ès Fdn,3

6

Evenr llut

. El Etrincnh Fier!

Ws
T

3 a5 td 4.5 lo'4
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tlu fait que les borcl de plaques sont proches du front de

clélaninage. Ce calcul nous a pernis cle val i i ler notre post

processeur et cle nontrer que la fornule d, 'Evans & Hutchinson

donne de bons résultats bien au rlelà de la contrainte

cr i t ique.  Cepent lant  son donaine d 'appl icat ion est  l in i té  aux

délaminages t rés super f ic ie ls  et  le  cas hr /h  = 0,1 est  c lé ja

l i n i t e  .  En  e f fe t  avec  h r /h  -  0 ,2  l es  éca r t s  a t te ignen t

100 t  .  De pLus,  la  répar t i ton c le  6(s)  nunér ique n 'est  p lus

constante Ie  long du f ront  de f issure,  lorsque I 'on at te in t

t ro is  à quatre fo is  la  contra in te cr i t ique,  a lors  gue le

nodéle analy t ique suppose cet te  répar t i t ion uni forne.

3.5.2 IIIFITIIEIICE DE LÀ FINESSE DU IIÀIL,LAGE

Nous avons étudié Ia nêrne structure (délaninage circulaire)

avec deux rnai l lages c l i f férents ,  I 'un assez f in  1 'aut re p lus

g ross ie r .

555 noeuils
2825 dilt
354 éléments
354 éIénents
372 éIénents

sur 1
sur 2
s r0

sur 1
sur 2
sur 0

195 noeuils
9?5 alttl
100 élénents
100 éItunts
150 éltunts

FiEre 3.13: L'e naillage fin - Ie naillage grrossier

Lres iléplacenents obtenus avec ces ileux naillages sont très

sini laires tout au long du chargenent. 11 y a une bonne

correspondance i les taux <le resti tut ion de 1'énergie au début

du chargenent et au cours du f lanbage local. la situation se

tlétériore un peu avec I 'apparit ion du f lanbage global car Ie

taux de resti tut ion varie assez rapit lenent le long clu front t le
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f issure et  le  na i l lage gross ier  est  incapable de représenter

correctenent  ces var ia t ions.

[ ,es tenps C.P.U.  noyens pour  fa i re  un ca lcu l  sur  une stat ion

de t ravai l  "Àpol lo"  DN3500 sont  de I 'ordre de :

MailJ.age grossier l
10 pas de chargenent l-
15 à 30 invers ions J

1à  2heu resCPU

l,lai l lage f in . l
10 pas de chargenent |- 5 à 10 heures CPU
15 à 30 invers ions J

Dans la  su i te ,  nous ut i l iserons exc lus ivenent  le  na i l lage

gross ier  car  les tenps CPU associés au nai l lage f in  sont

impor tants .  Rappelons que ce nai l lage gross ier  est  tout  à  fa i t

suf f isant  s i  6(s)  évolue lentenent  le  long du f ront  de

f  issure.

3.5.3 DELNiTilAGE ELLrPTr9ttE

Nous avons réalisé une série t le

e l l ip t ique.

calculs avec un délaninage

La géonétr ie  c le  la  s t ructure est  Ia  su ivante :

* rapport cles axes : 2
*  rappor t  c les épaisseurs :  hr  /h  = 0,2

Le nai l lage ut i l isé conpor te :
',' 239 noeuds

* 1195 a ld l
* 100 élénents sur 1
* 100 éIénents sur 2
t 260 éLénents sur 0

Trois chargenents différents ont été appliqués :

* conpression biaxée

* conpression uniaxiale suivant Ie petit  axe

* conpression uniaxiale suivant le grancl axe

Les résultats conplets i le ces calculs (cléf ornée t le la

structure + visualisation de d(s) ) sont regroupés daus

1'annexe C.

Lres taux tte restitution pour Ie chargenent biaxé sont conparés

à ceux obtenus à part ir d'un calcul str ictenent analogue pour
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un <lélaminage circulaire clont Ie t l ianétre est égal au grand

axe  de  1 ' e l l i p se  ( f i gu re  3 .14 ) .

6(s)  est  local isé au vo is inage c lu  pet i t  axe de I 'e l l ipse et  un

tel clélaninage aura donc tendance à se circulariser.

La contrainte cri t ique de f lanbage est supérieure pour le

délaninage el l ipt ique: Cepenclant , le naxinun clu taux cle

rest i tu t ion de 1 'énerg ie croî t  beaucoup p lus rapidenent  aprés

1 'appar i t ion du f lambage local .  On peut  constater  qu ' i1

i lépasse celui obtenu pour 1e déIaninage circulaire à part ir du

pas  3 .

Nous alIons naintenant courparer les résultats obtenus avec Les

chargements uniax iaux ( f igure 3.15) .

Dans le cas du chargenent suivant le petit  axe, nous avons un

f lanbage local  en mode 1 (une seule c loque) .  6(s)  est  tou jours

naxinun sur  le  pet i t  axe de I 'e l l ipse,  na is  sa répar t i t ion est

plus honogène que précéclenment.

Pour  I 'aut re chargenent ,  1 'é tuc le t les défornées (C)  nontre

plusieurs phases : dans un prenier tenps un f lanbage local en

node 1 qui évolue ensuite rapidenent vers Ie node 3. 11

apparait alors cles zones de contact entre les plaques (nous

n 'avons pas encore t ra i té  ce phénonène) .

On voit très nettenent que le chargenent suivant le petit  axe

est  de lo in  Ie  pLus t lé lan inant .

Au travers ce ces deux exenples, nous voyons que la

visualisation de 1'évolution cle 6(s) au cours du chargenent

est  c lé jà  t rés r iche en in fornat ions.  EI le  pernet  en ef fe t  c le

conparer de nonbreuses fornes de f issures et i le clétecter ainsi

les plus délaninantes. On peut égalenent se faire une certaine

iclée de Ia façon i lont la f issure peut évoluer.
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Pas 1

Pas 2

Pas 3

Pas 4

Pas

DEA!'îIIBGE EùIHTqJE - 3.5 -

Figure 3.14: Visualisations de 6(s) Cbargenents biaxés
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Chargement -) petit  axe Chargenent -)  grand axe

Pas

Pas 2

Pas 3

Pas 4

Pas 5

Pas 6
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Figure 3.15: Visualisations de d(s) Chargenents uniaxiaux
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3.5.4 INFLUENCE DE I,À PROFONDEUR DE IÀ FISSURE

Nous avons réalisé une série de calculs pour un délaurinage

circulaire sous chargenent biaxé en faisant varier uniquenent

Ia profoncleur de Ia f issure :

r cas l  :  h r / h=0 ,1

r cas l f  :  h r / h=0 ,2

r  cas  I I I  :  h r / h  =  0 ,3

Les résultats conplets sont t lonnés en annexe C.

On peut  comparer  les taux de rest i tu t ion t le  I 'énerg ie sur  Ia

f igure 3.16 .  On constate un phénonrène analogue à ce lu i

observé sur  Ie  modéIe d 'assemblage de poutres (vo i r  1 .8.3)  à

savoir que les f issures moyennement profondes, ici Ie cas fI

sont  les p lus pénal isantes.

-94 -



@lgjuslcnE Eil PRSPECTTVÊS - 3.5 -

Figure 3.15: Inf luence <le Ia profonôeur cle f issure sur 6(s)

3.5.5 COI{CLUSIOI|S ET PERSPECIrVES

Le notlèle nunérique d'assenblage

Karnan présenté ici nous a pernis

d'une structure t léIaninée et

tle trois plaques tle Von

d'étudier  Ie  post  f lanbage

cle calculer le taux de

Cas I

h l / h  =  0 . 1
h 2 l h  =  0 . 9

Cas I I

h l / h  =  0 .2
h2 lh  =  0 .8

Cas I I I

h1 /h  =  0 .3
b2 /h  =  0 .7

1

2

3

4

5

6 2jN" I
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rest i tu t ion de I 'energ ie local  le  long i lu  f ront  de f issure.

Nous rappellons ses principales caractérist iques :

r  Pr ise en conpte de non l inéar i tés géonetr iques.

r La forne et la posit ion d,u délaninage sont quelconques.

r La tai l le i lu déLaninage cloit être grande par rapport à

1 'épaiseur  des p laques

r  Les uratér iaux sont  é last iques l ineai res.  Nous avons réal isé

tous nos calculs avec un natériau homogène et isotrope pour

val ider  not re nodèIe,  I ' in t ro i luct ion de re la t ions c le

conportenent l inéaires plus réalistes, avec notanent des

couplages tens ion- f lex ion,  ne pose pas de d i f f icu l tés.

r  Les problènes de contact  ent re Ies p laques n 'ont  pas étés

abordés.

Un te1 urodèIe t le f lanbage avait déjà été présenté sur le plan

théor ique dans la  l i t terature,  na is  i l  n 'avai t ,  à  not re

connaissance,  jamais été associé à la  néthode des éIéments

f i n i s .

Nous avons ca lcu lé le  taux de rest i tu t ion de 1 'énerg ie à

I 'aide de fornules analyt iques qui ne t lépendent que de la

solut ion locale du urodè]e c le  p laque sur  Ie  f ront  de f issure.

Nos résultats théoriques sont en parfait accord avec des

t ravaux parra l lè Ies nenés par  Storâkers & Àndersson (1988) .

En ce qui  concerne I 'aspect  nunér ique,  not re néthode est  t rès

s inple à net t re  en oeuvre et  le  ca lcu l  de 6(s)  à  par t i r  de La

solution du no<lèLe t le plaque est inmédiat.

Les travaux présentés dans cette thèse constituent. une

prenière étape vers la sinulation nunérique du post f lanbage

et de Ia propagation des <lélaninages.

Ir 'étude devrait être conplétée sur les aspect suivants :

r Prise en conpte des contacts éventuels entre plaques.

r Mise en oeuvre nunérique du collage tle deux plaques cle

lt indl in pour représenter les rotations en fond de f issure.

ta nétboite de calcul du taux cle resti tut ion i le !. 'énergie

devra notanent être général isée à ce t lpe i l 'assenblage.

r Etutle théorique et sinulation nunérique ile Ia propagation de

la f issure, en l iaison avec des travaux expérinentaux.
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F4ntiors adiænsionnell.es - 8.0 -

Pour  s inp l i f ier  les écr i tures,  nous posons :

(200)  9o = r  (p-1)  {N

(201 )  Q r= r r /N r

( t $z l  Qz=n fNz

les équations acl inensionnelLes t lu problène deviennent :

(203 )  l g r ( t *o r )  ( l +y ) r l  N  =  Nr  *  ays  Nz
t '  J -

(2041 (1+cI) (1+ï) Ao cos Qo = 
[ 

e, 
"o, 

gr + 9r' ,uf- ]

+ q,ïz 
[ Àz cos 9z - Qz2 ,nir6, t

(2os) Àr $ (1+ï)  -  = Ao (F-1) " t :  
9o

9r 9o

- P (1+ï) sin gz sin Qo(205)  U  ,  *  
=Âo (F -1 ,  

*

p-1 Ao cos Qo Q1z- YzQz?
(2OTl

F  2  9o  t2 (L+ t )2F2

+ L2 (1+T)292 
f r _ sin 2Qr ' ,

49 t2  L  2Q1  J

+ 4a2 (1+T)292 
[ f  _ sin 292 

1
4 Q1z '62 L 2Q2 J

Aunexe B

Equations adinensionnelles
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- B - Dquations adilænsionnelles

Dr  Dz  Uoa
(208) Dr = : (209) Dz = - (210) 9.8- = --

hhh

Les expressions d" L-, Dz et uoa SoDt :

(z t }  u ,  =  *  (1  -  cos  go)  -  ë  t f *o l  P2(1  -  cos  gr )

r , lLz l  o ,=*(1 -cos9o) 
#+P2(1 

-cosQr)

(213) ur(a) = 
[# 

-î' ' i::"u'Ir-#-t]

.,t't ur(a)=|ffi #[r-#-t]

(215)  uoa = 
# 

(  ur  (a)  +  ï  uz (a)  )
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Ànnexe C

REST'I,TÀTS DE CAI,CULS

On a regroupé dans les pages c i -après les résul ta ts  d 'une

sér ie  de caLculs .

- Pour chaque calcul, on a fait 5 pas de chargenent.

Ire chargenent 3q nlène pas vaut n fois le chargenent du

prenier  pas.  (p i lo tage en charge avec un pas constant) .

- On ai lopte E = 100 000 ltPa v = 0.3

- On représente une deni-structure. Les t léplacenents ont été

anpt i f iés 5 fo is  sur  les f igures.

- Afin i te pouvoir conparer quali tat ivenent ces résultats' on

aclopte Ia nêne Dorne pour tous Les chargenents de toutes les

figures. te chargement unité correspond a peu de chose près

à }a charge tle flarrbage local ctu cléIaninage circulaire dans

le cas où le  rappor t  des épaisseurs h l /h  vaut  0 .2.

- De nêne, les taux de resti tut ion de I 'énergie sont à Ia nêne

éche}le sur toutes les f igures. On note la valeur t le ( irarr à

chaque pas.
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pas 1

6ax t=  0 .001

DéIaninaqe CIRCUL,ÀfRE

pas 2
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pas 3

6 a x 1 =  0 . 3 6 4



RESItrTAls DE CAICM"S - C.O -

Chargenent équibiaxé

pas 4

Gnax t=  0 .7L7

avecFx=Fy=1

pas 5

6 rax t  =  L .206

(h r  / h )  =  0 .2

pas 6

6ax t=  1 .889
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-c 'R6I I [TA15mCALCU.S

pas 1

6ax  t  =  0 .0004

Délaninase CIRCULAIRE

pas 2

6hax  t  =  0 .039

pas 3

6ax  t  =  0 .203

-108 -



R$ttr1n$ DE CÀICUI.S - C.0 -

Chargement uniaxial

pas 4

6ax t=  0 .480

Fx=1

pas 5

6ax t=  0 .899

-109 -

(h r  / h )  =  0 .2

pas 5

6ax1=  1 .450



- C - RESIJLTAIS DE CÂITUS

pas 1

6ax l=  0 .004

DéIaninaqe ELLIPTIOUE

pas 2

6 E x l =  0 . 0 8 8

- 110 -

pas 3

6hax r  =  0 .427



RESUI1n1S DE CÀICU..S - C.0 -

Chargement équibiaxé

pas 4

6ax t=  1 .135

F x = F y = 1

pas 5

6ax t=  2 .089

-111 -

(h r , / h )  =  0 .2

pas 5

6hax l=  3 .210



- C - RESI]LTATS DE CSICIJI"S

pas 1

6ax  t  =  0 .003

Délaurinaqe EI,LfPTIOUE

pas 2

6ax  I  =  0 .023

- t ] ,z-

pas 3

6ax t=  0 .093



RESutIlls DE CÂrcUI"S - C.0 -

Cbargenent suivant le petit  axe avec Fv = 1

pas 4

6 rax  t  =  0 .301

pas 5

6ax t=  0 .578
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(h r  / h )  =  0 .2

pas 5

6ax t=  1 .123



-c-RESTtrT[15mCÀLc[lIS

pas 1

6ax t=  0 .001

Délaninaqe ELTIPTIOUE

pas 2

6hax t=  0 .008

-LL I -

pas 3

6ax t=  0 .026



RESIttlAIs DE CAICU.S - C.0 -

Chargenent suivant le

pas 4

6hax t=  0 .072

grand axe avec Fx = 1

pas 5

dnax t=  0 .182

(h r  / h )  =  0 .2

pas 5

6ax t=  0 .430
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- c - R$UblâTS DE CÀLCU.S

pas

6 a x l =

Délaminaqe CIRCULÀIRE

pas

6 a x  1 =

pas 3

6 a x l =

- 116 -



RESIJLIn15 DE CÂICIJI^S - C.O -

Chargement équibiaxé

pas 4

6 h a x l =

êVêC Fx  =  Fv  =  0 .6

pas 5

6irax I =

(hr  /h)  = 0.  1

pas 6

6 a x l =

- LL7 -



- c - RgstJLmTs xlE cÀIcus

pas 1

6 a x t =

Délarninaqe CIRCULÀIRE 7

pas 2

6 h a x t =

- 118 -

pas 3

6 h a x l =



RESULTAIS m esICt[S - C.0 -

Chargenent

.  
pas4

6 a x l =

équibiaxé âvêc Fx = Fv = 0,6

pas 5

6 a x t =

( h r / h )  =  0 .2

pas 6

6 a x l =
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- c - RESt,I,mIs rE CÀLCU^S

pas 1

6 a x t =

Délaninage CIRCULAIRE

pas

6 a x l =

2 pas 3

6 a x t =

- L20 -



REI'I,ÎAIS DE OICTJI'S - C.O -

Chargenent

pas 4

6 a x t =

équibiaxé avec F x = F y =

pas

6 a x t =

0 .6

5

(h r  / h )  =  0 .  3

pas 6

6 a x t =

.LzL-
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