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INTRODUCTION

Etant donné un groupe localement compact G, il est important de connaître I'ensemble
ô d". classes d'équivalence des représentations unitaires et irréductibles de G.
La recherche de G est en général difficile. Cependant, pour ceitaines classes de groupes,

on dispose de procédés systématiques.
Si G est un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe, d'algèbre de Lie g,

la méthode des orbites de Kirillov donne une paramétrisation concrète de G. En effet,
le groupe G agit sur le dual de son algèbre de Lie au moyen de la représentation coad-
jointe. Kirillov l22l a montré qu'il existe une correspondence biunivoque entre les classes
d'équivalence des représentations unitaires, irréductibles de G et leurs orbites dans I'espace
dual de g.

Soient (p une fonction de Schwartz sur G et n une représentation unitaire et irréductible
de G. Alors,

est un opérateur traçable. La transformee de Fourier de g est définie comme étant la
transformée de Fourier euclidienne de g o exp € S(g):

I€g* . (0.2)

La trace de I'opérateur zr(g) est exprimée au moyen de la formule de Kirillov par:

,?(t) : 
lrr, "exp)(X)e- 

2"'i1l , *u dX,

r(e):: 
l"v@)o(ùao

trn(e) : 
Io(ro 

exp) " (I)d,ps(t),

(0 .1 )

(0.3)

où pcr est la mesure G-invariante unique sur I'orbite (2, convenablement normalisée. Cette
mesure ne dépend pas du choix de la mesure de Haar dg sur G, pourvu qu'on utilise
la mesure de Lebesgue correspondante dX sur g, définissant P. La mesure indiquée est
caractérisée dans [33].

La transformée de Fourier de g est aussi définie pax:

Fç( " ) : t r r (p ) . ,  rÇG.
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Cette définition permet d'établir la formule d'inversion de Fourier pour les fonctions définies
sur G sous une même forme cue dans le cas abélien:

trr(p)dpQr),p(e ) :IU
où pr est la mesure de Plancherel sur G, décrite par Kirillov[23] et e l'élément neutre de
G. Soient zr une telle représentation et Oo I'orbite correspondante dans g. La transformée
de Fourier adaptée introduite dans [5] et [1] sous le nom de la transformation de Fourier
nilpotente , a fait après I'objet de plusieurs travaux. ([2], [28], [30]). Elle constitue une
généralisation de la transformée de Fburier abélienne usuelle. On sait [42] qu'il existe cles
fonctions rationnelles pi, gi (i :7,...,k) définies sur un ouvert de Zariski t9 dense dans
g*, des fonctions ̂ r. (m : 1r...r n - 2k), polynomiales et G-invariantes sur d et un ouvert
dense Â de IR"-2È tels que I'application

8 - - - - -+Âx IR2È

{ ---+ ()({),p(€), q(())

soit un difféomorphisme. Chaque orbite de À € g*,

Ox :  { {  e  , l  t e l  que  À ( { ) :  ) } :  À  x  IR2É

de G dans t9 admet une carte de Darboux globale définie par les coordonnées p et g (en
particulier la mesure dlt4^ est égale à dpdq).

La transformée de Fourier adaptée introduite dans [1] est une isométrie

o:  L ' (G)  -  L ' (g* ,a€) :  L ' ( ,9 , r ( \ ) i l ,dpdq)

définie par

(o/XÀ, p,8): I  f@*rx)e-zria(v;"n't)f, ,x, f  es(G), (0.5)
J g

oùa(X, \ ,p ,q)  est réel le ,po lynomia leenX,  petq et rat ionnel leen) .  E l les ' inverseen

(0  4 )

(0 .6 )

(0 .7 )

"f("*p x) : 
I f nf^, p, q).'n'o(*,^,o,ù r(\)d,pd,q,

où r(À) est une fonction rationnelle en À définie sur r.9 et elle permet d'écrire la formule de
[a trace sous la forme

(O/)(€)apo^(O, À€re, /e s(G).

On se demande si on peut prolonger cette fonction sur g* x G sans qu'elle perde ses
caractéristiques. Ceci n'est pas en général possible de manière canonique. Cependant,
nous allons construire une fonction définie sur g* x ls x G où ls désigne I'ensemble des
bases de Malcev de g, jouissante des propriétés désirées.

Rappelons quelques notions de la théorie de Schwartz sur les espaces euclidiens. Soit
V un espace vectoriel de dimension finie et notons Ms(V),1'ensemble des endomorphismes
continus E de ^9(V), vérifiant:

E(l"f) :  I"(Ef). ,  Yx €V,, V/ e  ̂ S(V)'

3
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otl

l " . f  (y )  :  T@ -  * ) ,  r , y  €  V .

A I'endomorphisme E, on associe une distribution tempérée sur I/, Dg, définie par:

lDe,r ) :Ef(O),  f  e  s(v) .

Il s'ensuit que:

Ef ( r ) :  I - ,Ef  (0) :  E(1, î ) (0)  :<  Dp ,  t , i  > , :  (D *  f  )@),

où

. f (v): fGù, a€v-
Réciproquement, si D e ^9"(V), alors

Ep,  f  r - - - .D* f

est une application de S*(V) dans I'ensemble des fonctions de classe C- sur V. Une
question qui se pose: Quelle condition faut-il avoir sur la distfibution D pour que Ep
appartienne à MS(V)? La réponse est donnée en termes de la transformée de Fourier.

Pour / € ^9(y), la transformée de Fourier d" f , f, est définie sur V*, I'espace dual de V
par:

^ î
. f ( { )  :  I  r@)"- ' ,o i<Ê' ' )dn,  tev. .

J V

L'application / ,- i établie un isomorphisme entre S(y) et S(V.) et permet de faire
correspondre à une distribution tempérée D sur V, l'élément D de ,S.(y*), défini par:

<D,T>, :<D, Î>,  f  eSV).

Schwartz [39] a montré que pour D e S"(V)., En appa.rtient à MS(V) si et seulement si D
est une fonction de classe C- sur V*,à croissance modérée ainsi que toutes ses dérivées.
En outre. dans ce cas on a:

(D * f)  ̂ (0 : D(€)l(€), v( e v. .

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe d'algèbre de Lie g.
L'espace de Schwartz S(G) peut-être défini comme étant I'image de S(g) via I'application
exp. Notons S.(G) son dual, I'espace des distributions tempérées sur G. Pour .f € S(G),
la transformée de Fourier d. f , i est définie sur g*, espace dual de g par la formule (0.2).

Soit Ad. la représentation coadjointe de G sur g*.

Déftnition:

Une distribution tempérée D sur g* est dite Ad*-invariante si

lD ,FoAd* )=1  D ,F ) ,  VFe  S (g . ) .

Soit .f € S(G). Notons

I , . f (y ) :  . f ( r - ty )  e t  r , f  (U) :  . f (Ur ) ,  x ,  y  €  CJ .

4



Une distribution D sur G est dite bi-invariante si

lD , l r ï ) : 1  D , r r - r f  > ,  V r€G,  V /e  , 9 (G) .

Un calcul direct montre qu'une distribution tempérée D sur G est bi-invariante si et seule-
ment si D e S.(g.) est Ad*-invariante.
Notons MS(G),l'espace des endomorphismes continus de S(G) qui commutent avec les
translations à gauche et à droite par les éléments de G.
Comme dans le cas euclidien, pour tout .E € MS(G), il existe une distribution tempérée
DB sur G telle que

Ef (*):  (De * /Xr) : :1 Ds , I , f  ) ,  V/ e S(G), Vr € G

Réciproquement, si D € ,S.(G), on note, ,Ep I'application définie sur .9(G) par:

Eof :D* f '

Jenkins a montré le résultat suivant:

Théorèmez[zL]

^Soit D e S.(G). L'end,omorphisme Ep associé appart ient à MS(G) si et seulement
si D est une fonction C* sur g* , Ad* -inuariante, à croissance mod,érée ainsi que toutes
ses d.ériuées.

Une telle distribution sera dite un convoluteur central pour S(G).
La démonstration de ce théorème est relativement longue, nous essayerons alors de donner
une autre démonstration.

Plus précisément, cette thèse a été organisée comme suit:

. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les goupes de Lie
nilpotents et la théorie de leurs représentations. Nous exposons essentiellement la méthode
des orbites de Kirillov et les polarisations associées à un élément du dual de I'algèbre de
Lie qui est en position générale.

. Dans ie second chapitre, nous définissons sur I'espace de Schwartz S(G), de nouvelles
transformées de Fourier adaptées , notées ( )-, telles que la norme de Hilbert-Schmidt de
l'opérateut rU), f e S(G), soit égale à la norme de la fonction / dans L2(On,dp).

Lorsque I'algèbre de Lie est de pas deux, ou plus généralement, Iorsque les orbites
sous I'action coadjointe sont plates:

O: l+g( / ) - ,  Ie0

ou
g( / ) :  {X  e  g  te l  que  <  l ,  [X ,g ]  > :  (0 ) ] ,

on peut prendre dans ce cas la tra^nsformée de Fourier usuelle.

Dans le cas où I'algèbre de Lie g contient un idéal I tel que si I/ désigne le sous-groupe
fermé exp b, toutes les l/-orbites soient plates et que toute G-orbite (? soit saturée pax I):

O: O + br ,

o



nous contruisons une fonction û6 sur g* x G de classe C* et donc, la transformée de
Fourier adaptée qu'elle définit est un isomorphisme de S(G)^sur.S(g*). En outre, si (? est
une orbite de G sous I'action coadjointe et zr l'élément de G alors, pour toute fonction /
appartenant à .9(G), la norme de Hilbert-Schmidt de I'opérateur z'(/) est donnée par:

I i(r) l, dp,*(t),|  *ff) l 'r.r: I
J O

(0 .8 )

où p,. est la mesure G-invariante sur I'orbite (? déterminée par (0.3).

Dans la section 3 de ce chapitre, nous déterminons explicitement dans le cas général,
une fonction o définie sur g* x G tout entier. La transformée de Fourier adaptée qui en
résulte vérifie la formule (0.8). Cette construction, liée à la détermination des polarisations,
pose toujours le même problème de singularité en certains points d" g*. Nous construisons
alors une autre fonction, notée aussi o, sur g* x ls x G, où ls désigne I'ensemble des bases
de Malcev de g et nous définissons une nouvelle transformée de Fourier adaptée sur ^9(G)
par:

r@,8) f@)e-i"@,B,t)4r, (F,B) € g* x ls,

puis, nous déterminons l'image de ^9(G) par cette application.

. Nous étudions dans le troisième chapitre les convoluteurs pour l'espace de Schwartz
S(G). Nous redémontrons par un calcul direct quelques propriétés des convoluteurs cen-
traux énoncées dans [21] et nous donnons une approche de la démonstration du théorème
énoncé plus haut.

Supposons que la distribution D soit un convoluteur non central. Autrement dit, les
applications: D * f et f * D définies par:

D*f (x) :1  D, I , f  >  e t  f  *D(x) -<D,r , f  ) ,  x€G

sont dans ,S(G), pour tout / e S1C;. En général, le convoluteur D n'est pas donné par
une fonction. Nous justifions cette afirmation par un exemple.

Réciproquement, si g est une fonction de classe C- sur g*, quelle condition doit-elle vérifier
pour quelle soit la transfortnée de Fourier au sens des distributions d'un convoluteur?

Nous exprimons dans ce cas, une condition suffisante et nous donnons une condition plus
simple dans le cas du groupe de lleisenberg.

. Nous introduisons dans le dernier chapitre quelques notions sur les groupes de Lie
variables et nous rappelons des résultats de calculs fonctionnels sur ces groupes. Ensuite,
nous définissons les multiplicateurs (centraux) de Schwartz pour les groupes de Lie nilpo-
tents variables et nous généralisons la conjecture de Howe caractérisant cette classe de
multiplica,teurs.

:T"



I

RAPPELS ET GENERALITES

Nous allons introduire dans ce chapitre quelques notions sur la théorie des
représentations des groupes de Lie nilpotents d'une importance fondamentale pour le reste
de ce travail. On renvoie le iecteur à [3] et [40] pour ce qui concerne la théorie des groupes
de Lie.

Dans tout ce qui suit, G désignera un groupe de Lie connexe simplement connexe et
g son algèbre de Lie. Notons [ , ] l" crochet de Lie dans g.

1- Groupes de Lie nilpotents:

1--1- Déffnition:

Nous disons que G est nilpotent si son algèbre de Lie g est nilpotentel c'est à dire,

la suite centrale décroissante (g-)-e [.I de g définie par:

91  : g  e t  V  m)2 , ,  g * :  [ g - - t , g ]

vérifie g* : {0} pour un certain rn.

Soit r I'entier tel que g" + {0} et gr*r : {0}, r est appelé le pas de I'algèbre de Lie g.

Remarque :

Une condition nécessaire pour qu'une algèbre de Lie g soit nilpotente, est que pour
chaque élément X de g, I'endomorphisme adX défini par

adX(Y) : lX , ,Y l ,  VYe g

est nilpotent puisque ad,x(gk) est inclus dans gÈ+1.



Le théorème suivant est un outil considérable dans la théorie des groupes de Lie nilpotents:

1-2- Théorème d'Engel:[36]

Soit L une algèbre de Lie d, 'endomorphisrnes d'u,n espace aectoriel V d,e d.imension

fi,nie. Supposons que tout éIément de L soit nilpotent. Alors, il eriste un uecteur non nul
u de V tel que Xu :0 pour tout X appartenant à L.

En tenant compte de la remarque précédente, nous déduisons que:

1-3- Corol laire:

g est une algèbre de Lie ni lpotente si et seulernent si pour tout X € g, I 'endomorphisme
adX est nilpotent.

Nous allons maintenant définir les bases de Jordan-Hôlder et de Malcev d'une alsèbre
de Lie nilpotente.

t--4- Définition:

Soient g une algèbre de Lie ni lpotente et l8: (ôt,. . . ,6,,) une base de g.

a) !s est dite une base de Jordan-Hôlder de g si pour tout k, I < k I n,Ie sous-espace
g1 engendré par les vecteurs (6t+r ,...,bn) est un idéal de g.

b) l8 est dite une base de Malcev de g si pour tout k, L < k I n,le sous-espace gÈ
engendré par les vecteurs (br+t ,...,bn) est une sous-algèbre de g.

Du théorème d'Engel, nous déduisons alors le corollaire suivant:

1-5- Corollaire:

Soit t1 une sous-algèbre d,e g.

1) II  existe une base de Malcea 18 : (ôr,.. . ,bn) de g tel le que h soit I 'espace aectoriel
engendré par les uecteurs (6r.+t,. . . ,  ôr) pour un certain k.

Nous disons alors que E est une base d,e Malceu relatiae à 11 ou passant par h.

Si en outre \ est aussi un iiléal ile g, alors iI eûste une base de Jorilan-Hôld,er passant par

b.
2) Si b est tle cod.imension 1 duns g, alors t1 est un id.éal d,e g.

1-6- La formule de Campbell-Backer-Hausdorff:

Soit G un groupe de Lie connexe. Notons

exp :g - - - -+G

l'aplication exponentielle, /og son inverse et définissons

C(X,Y)  :  log(exPX.exPF),  X,Y € g.

Cette fonction analytique et bien définie, converge normalement dans un voisinage de (0,0)
et ne dépend pas du choix des groupes de Lie localement isomorphes associés à g.
La formule de Campbell-Baker-Hausdorff qui en résulte nous permet de reconstituer G
avec sa loi multiplicative connaissant uniquement la structure de g. Cette formule est
donnée par:



c(x,v-): x+1;+T[x,r] + i lx,[x,v] l  - iv,[x,] . l l  -âtv,[x,[x,r ' ] l l  +
#[r, [)i [)', x]ll + ... (voir [17]).

Si G est un groupe de Lie nilpotent d'algèbre de Lie g, l'application exp est un
difféomorphisme analytique et la formuie de Campbell-Baker-Hausdorff est définie pour
tous X,Y € g.

Nous pouvons alors définir sur g une structure de groupe de Lie nilpotent (g.,C) qui admet
g comme algèbre de Lie. Dans ces conditions, I'application exp n'est autre que I'identité.

Ceci nous ramène à définir des coordonnées sur G. Si g est équipée d'un système de
coordonnées associées à une base, les coordonnées correspondantes dans G seront appelées
coordonnées exponentielles.

Soient G un groupe de Lie nilpotent d'algèbre de Lie g, f; une sous-algèbre de Lie de
G et (61 ,...,b,) une base de Malcev passant par b. Notons 11 le sous-groupe de Lie fermé
de G, exp b.

1-7- Théorèrne:[7]

L'application
B"k ----- G lH

( r r ,  . . . ,  r t )  -  exp  1161 . . . exp  rpbp .H

est un ilifféornorphisme. En outre, I'application

f
f  -  

/pn 
/ ( " "pr rbr . . .exp rpbp)d, r1. . .drk ,

où.f est une fonction d,e classe C* sur GlH, est une n'Lesure G-inaariante sur GlH. En
particulier, si H : {e}, cette application d.éfinit une rnesure ile Haar sur G.

2- La théorie de Kirillov:

Dans la théorie de Ia représentation des groupes de Lie nilpotents, les représentations
induites jouent un rôle déterminant. Nous voulons en parler brièvement.

Soit [1 une sous-algèbre de g et ff le sous-groupe fermé exp [. Soit (p,7{) une
représentation unitaire irréductible de I/ dans un espace de Hilbert 1lr. Notons ?l I'espace
des fonctions

( :G - - -+? to

vérifiant :

i)  Pour tout h € H et pour tout 9 € G, tk.h): p.(h)€(g).

ii) L'application
g ê< t (g) , *  >x,

est borélienne pour tout z €Ho.

iii) L'application

s -l  €(g) lu"

est dans L2(GlH,,de) où dx est la mesure G-invariante sur GlH.
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L'espace ?l muni du produit scalaire

r
1t  ,  q  )11 :  I  .  € ( " )  ,  r1 ( r )  >no d . r  ,  t ,q  € ' t l

J G / H

est un espace de Hilbert.

La représentation définie sur G par

/ \
( " ( "X{) ) (y)  -  e@-' .u) ,  r ,a  € G et  (  € ' t l

s'appelle la représentation de G induite de (p,'11) et d'espace de Hilbert 'l1o : Jl.
On note

,r: ind?tp.

Soient À la codimension de I dans g et (61,... ,bt,bk+t,.. . , ,6,") une base de Malcev de
g passant par b. Alors I'application

T :'llu ----- ,2(m.k)

( -r(o

définie par
T((Xtt, . . . , t  *) :  {(exp(lr fu .. .  exp t pbp)

est un isomorphisme de 'l1o dans r'(m.*).
Le lecteur trouvera plus d'informations dans [32], [7].

L'importance de la représentation induite pour les groupes de Lie nilpotents de-
vient claire grâce au théorème de Dixmier a,ffirmant que chaque représentation unitaire
irréductible de G est induite par un caractère d'un sous-groupe. Ceci nous conduit à la
théorie de Kirillov (voir [22]).

2-1- Orbites de la représentation coadjointe:

Dans ce paragraphe, nous exposons quelques propriétés fondamentales des orbites
coadjointes.
Soient G un groupe de Lie et g son algèbre de Lie. Alors, G agit sur g à I'aide de Ia
représentation adjointe: si g e G, Ad,g est la différentielle à I'origine de I'application

G --'-- G

t  -  grg-r .

Acl.g est un isomorphisme sur g et (Atlg)-t - Ad,g-L. En différentiant I'application

Ad:G ---+ Aut(g)

g,+ Adg,,

où Auf (g) est I'ensemble des automorphismes de g, nous obtenons la représentation adjointe
de g:

ad:g ---+ End(g)

X +--+ adX
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définie par
adX(Y)  :  [X,Yl ,  X,Y e g.

(End(g) étant I'ensemble des endomorphismes de g).

A coté de ces deux représentations, nous citons la représentation contragrédiente de
Ad qi est la représentation coadjointe de G sur g* notée Ad* et définie par

< Ad*gI, X >-< l,  Adg-rX > Vg € G, V/ e g* et VX e g.

Sa différentielle au point e, élément neutre de G,

d(Ad-)": g -----+ End(g.)

est définie par
d(Ad.)"(XXlXY) : :  ad*XI(Y) :< I , [X,Y| >

et si g est un point arbitraire de G,

d(Ad.)s : (Ad* g) o d(Ad,"). - Ad* g o ad* .

Un sous-groupe utile de G associé à / e g* est son stabilisateur

G(I ) : {see :  Ad*s . I : I }

qui est un sous-groupe connexe de G d'algèbre de Lie le radical de /, g(/):

g ( / ) : {Xe  g  t e l que  < l , lX , I , ]  > :0VY€g } .

L'orbite coadjointe d'un élément / € g*

Ot :  Ad*G. l

est une sous-variété car le rang de la différentielle de I'application

ô{s) : Ad* s.l

est constant et est égal à dimg- dimg(I) en tout point de G. On munit I'espace homogène
G lG(l) de sa structure de variété naturelle. Alors, I'application

h: GIG(t)  -  0
g.G(I) *-- Ad"g.I

est une bijection. L'espace tangent TtO à O en un point I est identifié au sous-espace
(ad.g)(l) de g*, ou encore à I'espace a,ffine I + ad.g(l).

Notons aussi, que toute orbite coadjointe O est un sous-ensemble fermé d" g*, donc sa
structure de variété est déterminée par Ia topologie euclidienne de g*.

Remarque:

Soit I € g*. Alors, son radical g(l) est de codimension paire. En effet, la forme
bilinéaire

Br induit une forme bilinéaire antisymétrique et non dégén&ée Ét sur g/g(t) x g/g(I).

Donc, d'après un résultat standa,rd d'algèbre linéaire, glg(l) est de dimension paire.
Nous en déduisons alors que les orbites coadjointes sont de dimensions paires.

11



2-2- Polarisations:

2-2-L- Définit ion:

Soit / € g* espace dual de g. Un sous-espace ! de g est dit isotrope par rapport à /
pour la forme bilinéaire alternée B1 définie par

B{X,Y)  :<  l , l x ,Y l  >  ,  X ,Y e  g ,

si

< I  ,  [h ,b]  >:  (o) .

Si en outre, ! est une sous-algèbre de g de dimension maximale, ! s'appelie une polarisation
de /.

Soit g(/) le radical de /. Alors, si [1 est une polarisation de /, la dimension de ! est

1

d im6 :  r@ im7+d img( l ) ) .

2-2-2- Théorèmezl22l

Soient g une algèbre d.e Lie ni lpotente et I  e 9". Alors, i I  existe une polarisation d,e l .

Etant donné un élément / de g*, le radical g(l) est déterminé d'une manière unique
mais / peut admettre plusieurs polarisations, qui conntiennent toutes g(i). Cependant, ces
polarisations ne peuvent pas être construites d'une manière systématique. Nous donnons ici
une construction d'une polarisation dûe à M.Vergne, utilisant les bases de Jordan-Hôlder.

2-2-3- Théorème:[41]

S o i t

( 0 ) cq | - c . . . cEn

une suite il'id,éaux d"e g tels que dimgi -- j et soit I € g*. Notons li la restriction de I à
gi. Alors,

b(/) :  !o i ( l ; )
j = l

est une polarisation d"e l .

Démonstration:

Soient X et Y deux éléments de [(/) tels que X e gi(/i) et Y € g*(/r). Supposons
queJ ( k, alors,

</ ,  [X ,Y]  > :<h,  [X ,Y]  > :0 .

De plus, si W € gt,

<1,  [W,[X,y] l  ) : (  I  , lX, lW,Y) l  > + < l , l lw,Xl ,y l  ) :0 .

Ce qui prouve que !(/) est une sous-algèbre de g subordonnée à /.
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Pour montrer que dinr\(l) : l(dimU + d.img(l)\ nous raisonnons par récurrence sur
n : clintg. Le résultat est évident si g est abélienne. Supposons qu'il soit vrai pour les
algèbres de dimension inférieur à n et soit

n-I

h'( I )  :  I  sr( l i ) .
j :7

D'après I'hypothèse de récurrence, on a

dimIlt (t) : |{ao*r'-r(t'-1) + 1r, - 1)).

Deux cas qui se présentent:

1er cas: g(/) q E,t( l , ,-y), nous avons donc [(/) :  b'(/) et dimg(I) '-= dimgn-r(/,-r) - 1

2ème .as: f ln-t(In-1) ç g(l) et donc d,im\(l) :  dimtt 'Q)*L,, d, img(I) = d,img,-1(/,-1)+1.

Dans chacun des deux cas, on a dim\(I) : l(dimg + d,img(l)).

D'où [(/) est une polarisation de /.

Soient I € g* et p une polarisation de / choisie. Alors, I'application Xr,p définie sur
P :  EXPF PAr

Xr,P(exPY) :  
"2 t i1 t 'Y) ,  

Y e F

est une représentation de P de dimension 1. Nous pouvons donc former la représentation
induite:

t t t ,p :  ind$y1,p.

2-2-4- Théorèmezl22]

1) Soient F et F' deur polarisations d,e I e g*. Alors, r1,p et Tt,p' sont équiualentes
et irréductibles, nous notons alors rl : r-t,F lorsque nous nous intéressons aur classes
d'équiualence.

2) Pour une représentation unitaire irréductible r d,e G, il existe un I € g* tel que
Tr - rr.  De plus, Tr1N 7r1t si et seulement si l  et l t  appart iennent àla même orbite coail jointe
d"e G.

Nous en déduisons alors que I'application

| =--+ r1,p

est indépendante du choix de p et I'application de Kirillov

g* lAd*G + G

I =--+ 11

est une bijection. Elle est en fait un homéomorphisme ([+], [20]).

Dans ce qui suit, I désignera un élément de g*, [1 une polarisation de I et r -- 11,6.
Soit z'1 la représentation de Lt (G) définie àpartir de zr par

I
r t ( Î ) :  

J . f  k)"k)dg,  f  e Lt(G)
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et dg est la mesure de Haar sur G.

Alors, 7r1 est une représentation unitaire de l'algèbre involutive Lt(C); c'est à dire, pour
f e fr1C7, nt(f*) : (ot(/)). 

"ù /* est la fonction définie sur G par

f - ( r ) : f ( r - r ) ,Vr€G.

Un simple calcul montre que pour t e'11" et x € G,

/  . \  f
("'(/X{),) (") : 

J.,, T,,r(",y)€(y)dù

où H est le sous-groupe exp 11, di1 est la mesure de Haar sw G f H et

f t , i ( r ,y)  i :  [  i l * .h. r - \x ,Uùan.
J H

La mesure de Haar dh sw -Ff est telle que dg soit égale à dhdù.

On en déduit eue ?r1(/) est un opérateur à noyau; et son noyau est la fonction .f7.6.
Dans Ia suite, nous écrivons z'(/) au lieu de z'1(/).

3-L espace de Schwartz S(c):

Rappelons la définition de l'espace de Schwartz ̂ S(n").

Soient z € IR" eI, a : (*t, ..., a,") un multi-indice. Nous notons

xo :  xT, . . . , , l ,  e t  Do :  ( * ) " , . . . f * f "

où (r1 ,...,tn) sont les coordonnées de r dans une base arbitraire de IR'.

Une fonction / définie sur IR', à valeur dans 0 est dite de Schwartz si elle est de
classe C* et pour tous mult i- indices @ : (ar ,. . . ,dn) et P - (&,... ,0n),,

sup I r" DP f (r)  l< -.
r€ IR '

On note .9(IR.") I'ensemble des fonctions de Schwartz sur IRo. La topologie de ^9(IR') est
déterminée par cette famille de semi-normes.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors I'espace de Schwartz S(V) est
défini par analogie avec .S(m.").
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3-1- Remarque:

Soit 2(IR") I'ensemble des opérateurs différentiels sur IR' à ccefficients polynomiaux.
Il est clair alors que / appartient à S(IR") si et seuiement si

l l L.f l loo( oo, V L e 2(IR,").

Soit maintenant G un groupe de Lie nilpotent d'algèbre de Lie g et

d , IR' ---+ G

une application polynomiale; c'est à dire, I'application

logo$ : IR ' - g

est un difféomorphisme polynomial.

3-2- Exemples:

Les deux fonctions th et 4,2 de IR' vers G définies par

,h r4 r , . . . , t n ) :  exp (É  t t b t )  o i t  ( b1 ,  " ' , bn )es t  une  base  de  g
z :7

et

,bz( t t , . . . , tn)  -  exp tyX1. . . . . toXn auec (X1, . . . ,  X, )  est  une base de Jordan-Hôlder  de g

sont des difféomorphismes polynomiaux.

3-3- Définition:

Nous définissons ̂ 9(G) comme étant I'ensemble des fonctions / définies sur G telles que
si ry' est un difféomorphisme polynomial alors / o r/ appartienne à S(IR"). Cette définition
est indépendante du choix de ,h.

Pour X € g et f e C*(G), les champs de vecteurs X1 et -Xp invariants respectivement
à gauche et à droite sont définis pour g € G pat

Xr.T(ù: l inl l t . f  tn exptr) - . f  (g)l
r -o  f  ' "  ' "

1
xn.f @): lr l3 7[/(exn(-tr).9) 

- . f  (g)].

Soient CI [G] I'ensemble des fonctions polynomiales de G sur 0 et P(G) I'ensemble
des opérateurs différentiels sur G à cæfficients polynomiaux.

Si X € g, alors Xp et Xp sont dans P(G). Il en résulte que. pour toute base
(Xt, ..., X,,) de g et pour toute fonction polynomiale p." sur G, les monômes

p"Xi:  p,(gXXr ) i ' . . . ( I"  ) i "

p,Xfr: p"(gxIr )i '  ...(I" )Ë"
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sont dans P(G).

3-4- Proposit ion:[7]

So ien t  (X r , . . . ,  X " )  une  ba -se  de  g  e t

,b , R* ------+ G

une application polynorniale. Alor-s, les farnilles d,e semi-norrnes -sniaantes -sont équ,iualente-s
et déterrninent la même topologie de S(G):

(a) l l  r" DP(f ",h) l l*;
(b) ll p,xi,of ll* , Po € a [G];
(r) ll p"xkof ll* , Po € a [G].

4- Vecteurs C- des représentations irréductibles
d'un groupe de Lie nilpotent:

4-1- Définit ion:

Etant donnée une représentation unitaire n d'un goupe de Lie G sur un espace de
Hilbert 'l7n,rn élément u deTln est dit un vecteur de classe CÈ pour la repésentation zr,
si la fonction .f,, définie sur G par

' f " ( * ) :T ( t ) u '  t €G '

est de classe CÂ. On noteT{l,l'espace des vecteurs de classe Cfr pour la représentation z-.
On dit que u € 1ln est de classe C-, si

,€  ô H*:v7?.
* = 0

On a vu que tout élément X de g, agit sur les fonctions de classe C&, comme étant
un champ de vecteurs invariant à gauche:

1
(Xr..fX') :  lr lr3 ; l f  

(r.expt] i) - /( ')1, r €. G.

4-2- Proposition:[7]

Soient (fr, . . . ,  Xn) u.ne base i le g et u u,n élérnent i le'17n. Alor.s.

ue111  s i e t seu , I emen t -q i , pou , r t ou tmu" l t i - i n i l i cea ' : ( a r , . . . - . o , ) . | . l :Ëo ;SÀ : .

toutes ?es ilériaée, Xi.f existent et .cont continues. 
r=l

L'algèbre enveloppante u(g), agit sur Tlf par les opérateurs zr( A\. A € u(g), du fait
que:

î (J [ 'X u)  :  :  r ( I i '  . . .Xf , "  )u
:  z ' (Xr  ) " t . . .2 ' ( I , ,  ) ' "  r '

:  ( r i . / . ) (e)

où u € Ttf et e l'élément nerrtre de G.
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En r'<-'rtu dr: la fbrmule

x r. . f  ne), (r)  :  Ad(y-r x). f  ,(ry),  x, y e ?7f ,

il s'ensuit que les opérateurs n(y), U € G,laissent invariant l'espace Tlp.

Considérons les opérateurs

t

r (ô):  |  éQ)"Q)an, ô€CiG)
Jc

et soient x € G et o € V7?. On a:

1

Xr-Tn(ô)u (t) : l iq 
;[,r(/ 

explX)z'( ù, - r(x)r(f iu]

f 1: ]'33 "@) Joë@)7tôGxp(-tx)y) 
- ô@)1"(y)udy

:  r(r)(Xn.dXr).

Donc, si (ôùnepg est une suite de fonctions de classe C- sur G, à supports compacts et
qui est une approximation de I'identité dans Lt(G), nous voyons que 1lf est dense dans
'17o.

Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement
connexe et r € G. Il existe donc, une forrne linéaire / sur g et une polarisation p de / telles
que:

7f - 1f l ,p.

Soient P le sous-groupe: P : expp et (Xl,...,Xr) une base de Malcev pasant par la
polarisation p telle que p soit engendrée par les vecteurs (Xr+r,....,Xn).L'application:

P x IRe -----+ G

@, ( t t ,  . . . ,  f r ) )  ê  A .exp ( t1ô1 ) . . .  exp ( t ; 66 )

est un difféomorphisme. Ce qui nous permet de définir une isométrie:

J : L2(IRÂ') --- ftn

t l<lrtrrée l lar:

J ( . f ) ( y . t )  : r r ( y ) / ( t ) ,  V  y  €  P ,  e t  V t  €  IRe ,

oir 11 r'st le caractère défini sur P par:

\ t ( exP Ï ) :  " 2 r i 1 t  
'Y ) ,  Y  e  P .

Orr perrt transférer I'action de G sur ?1, à IR.r', utilisant I'isométrie "I. On obtient d.onc,
rrn<'représerrtation z'' éqrrivalente à ?r sur tr2(IR.r'), appelée une représentation de base de
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Soient P(R.o) i'algèbre des opérateurs différentiels à cæfficients polynomiaux sur IRÈ
et rr(g) I'algèbre enveloppante de g. La représentation zrt s'étend à un homomorphisme
associatif de u(g) vers 2(IRft), dépendant de /, de Ia polarisation p et du choix de la base
d" g.

4-3- Théorèrne:[7]

. Soient g une algèbre de Lie ni lpotente, I  eg* etp une polarisation iJe l .  Considérons
u.ne base ile Malcea passant par p et soit rt Ia représentation défi,nie cornrne ci-dessus.
AIors,

i) n' : u(g) -----+ 2(IRe) est surjectiue.

ii) Pour tout X €g, n'(X) est un opérateur ilifférentiel de ilegré 0 ou 1.

iii) Les cæfficients polynorniaur pour 
"'(X) 

associé à une base d,e coord,onnées ile B.k
ilépend,ent d,'une manière polynomiale de X.

iu) I 'espace'l l i  est isomorTtâe rï  ̂ S(IRk).

5- Les opérateurs de Hilbert-Schmidt:

5-1- Définition:

Soit (X, dp,) un espace mesurable. Un opérateur linéaire

l , :  tz(x) ----- t2(x)

est dit de Hilbert-Schmidt s'il existe une fonction K4 de L2(X x X) telte que pour toute
fonction .f de L2(X), on ait

t
@f)(r): J*Ke(*,y)f@)dp(a), 

Yx e x.

Si A est un opérateur de Hilbert-Schmidt, la norme de Hilbert-Schmidt de A est définie
par

lA  l s . s : l  Ka11z6xx \  ( vo i r  [ 15 ] ) .

Soit {e;}; est une base orthonormée de L2(X). L'opérateur A est de Hilbert-Schmidt si

l l  n" i  l | :Dl< A"i ,  ee >l< oo.
t  i ,k

Dans ce cas, il vient que

I  Alzn.s=l l ,+" i  lZ.
j

Cettte cléfinition est indépendante de la base orthonormee choisie.
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5-2- Rernarque:

Soient A et B deux opérateurs de Hiibert-Schmidt. Alors, A + B , A.B et I'adjoint de
A, noté /* sont aussi des opérateurs de Hilbert-Schmidt. En outre, la forme bilinéaire tp
définie sur I'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt f1.^9(X) par

9o(A, B) : tr(B* A) : I  < B" Aei, ei )
j

est symétrique, définie positive. Elle définit donc une norme sur f/..9(X):

I  A lrn.s: tr(A* A), A e H.S(X).

Par suite, l'espace H.S(X) muni de cette norme est un espace de Hilbert.

Un opératert C de la forme

C:DAtB; ,  Ar ,B;  €  I I .S(X)
-  i : L

s'appelle un opérateur traçable. Sa trace est déterminée par

t rC: taCei ,e i ) .
j

De plus, si C est un opérateur linéaire de IR- de noyau Kç,la trace de C est donnée par:

t rC :  t  l iç@,r)d.r.
"/IR-

(Voir [13])

5-3- Norme de Hilbert-Schmidt de I'opérateur n'(/):

Revenons aux traces des représentations r e G.

Soient O une orbite d" g* sous I'action coadjointe, zr la représentation correspondante et .f
appartenant à S(G). D'après ce qui précède, nous constatons que z'(/) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt. On se demande si z'(/) est un opérateur traçable. Dixmier et Malliavan
ont prouvé dans [11] que si / est une fonction de Schwa^rtz sur G, alors, il existe deux
fonctions I et g appartenant à S(G) telles que

f :g *h .

on a alors que 
nff) : r(g) o r(rt).

Donc, z'(/) est un opérateur traçable pour chaque / e S1C). De plus, la fonctionnelle d,..
définie par

0"ff) :  tr(")(f), . f  € s(G)

est une distribution tempérée sur ,S(G) (t7l).

Kirillov a aussi montré qu'il existe sur I'orbite (2 une mesure Ad.(G)-inva,riante dp,,
telle que
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trQr(f)) :  I  U "exp)^(/)r/p-(/),J o

ou

( / o e x p )  
^ ( / )  :  l ç . e x p ) ( X ) e - 2 r i 1 l  

,  
" d X ,J  s ' "

dX étant la mesure de Lebesgue sur g.
La norme de Hilbert-schmidt de I'opérateur n'(/) est alors donnée par

| "(/) l2n.s: trtr(f* * f) : [ ff- * f)^dp,*(l), / e s1c;.
Jo-

Remarquons aussi que la fonction (/. * /)^ n'est pas positive. En outre, il se peut que la
fonction / appartienne à frerzr sans que ("f* * /)^ soit nulle sur I'orbite (?,".
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II

TRANSFORMEE DE FOURIER ADAPTEE
ET SEMI-NORME DE HILBERFSCHMIDT
SUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

1- Introduction :

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d'algèbre de Lie g.
On désigne par g* I'espace dual de g et par ô I'ensemble des classes dtquivalerr"". d".
représentations unitaires irréductibles sur G.

Soient r e G et / une fonction de classe C- sur G, à support compact. Alors, d'après
la formule de la trace de Kirillov, la norme de Hilbert Schmidt de r(f) est donnée par :

| *(f) lzn.s: tr(r(f.)r(fD : [ [(/. * f) o exp] ̂ (I)dp*(I) (2.1)
Jo .

où p' est une mesure G-invariante positive sur I'orbite Oo de r.

La transformée de Fourier adaptée est introduite^pa^r D.ArnaI et J.C.Cortet dans [1].
Ils ont prouvé que pour toute représentation zr dans ê, il existe une fonction C-

an :OoxG- - -+ IR

telle que. si

alors,

I  o(/) lrr.r: [  |  i t l l  l ,  dlr*Q). (2.2)
J O .

.I.Ludwig ([28]) a donné une définition explicite de ces fonctions.

Ces f<rnctions cî cléfinissent alors une fonction a de g* x IR vers IR qui sont C- en
tout point I dc g*. en position générale.

i ( l )  :  l " fov;a,( t ,xtd.r ,  f  
eDç1 er teon,
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Le problème au quel on s'intéresse dans ce chapitre, est de définir une fonction û, sur
g* x G tout entier de classe C-. Dans ce cas, I'application :

O-' 1- î

sera un isomorphisme de S(G) sur S(g*). Notons

( )" ' S(g-) '----+ S(c)

I'application inverse. On aura

pour toute représentation zr en position généraie et pour toute fonction g dans ,9(g.).

Dans le cas où pour tout I e g* en position générale, I'orbite 0 de I sous l'action coadjointe
est plate:

o: l+s(/)r ,

cette transformée de Fourier est la transformée de Fourier usuelle sur S(G).

Si I'algèbre de Lie g contient un idéal ! tel que si I/ est le sous-groupe fermé exp b,

toutes les f/-orbites soient plates et toute orbite 0 de G soit saturée par 11:

O:O+br ,

on peut construire une fonction c6 de classe C- sur g* x G tout entier et la transformée de
Fourier qu'elle définit sera un isomorphisme entre les espaces de Schwartz S(G) et ^9(g.).

Dans le cas général, nous définissons une transformée de Fourier adaptee ( )- sur

I'espace de Schwartz S(G). Cependant, si / € S(G), Ia fonction / n'est pas C- en tout

point. Nous procèdons alors à la construction d'une fonction notée aussi c sur I'ensemble

g* x E x G où E désigne I'ensemble des bases de Malcev de g et par suite, une transformée

de Fourier adaptée ( )- définie sur S(G) par

N<rus montrons une formule analogue à (2.2) et nous déterminons I'image de S(G) par
cette nouvelle transformée de Fburier adaptée.

trQr((!).),,G)) : 
Io_l s(t) l" d.p*(r)

- 1
f @,n): J"r(x)e-;"(r 'B,c)d.x,, / e s1c; ur (4.B) e g. x 's.
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2- Construction de o pour des algèbres particulières:

2-1- Orbites plates:

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simpiement connexe d'algèbre de Lie g.
On note S(g) I'espace de Schwartz de g.
L'espace de Schwartz S(G) est défini par: .9(G) : {/ e C*(G)lf o erp € S(g)}.

Pour / appartenant à S(G), on note / la transformée de Fourier de / définie par :

î ( t ) :  Iyç" rex)" -2 i l11,x)4y,  /€  s* .
Js

La mesure de Lebesgue sur g est transférée par la fonction exponentielle en une mesure de
Haar sur le groupe G et pour / appartenant à g*, otr peut définir :

Î(D : I  f@)"- ' t t i1t ' toex] 4*,
Jc " '

où log désigne l'inverse de la fonction exponentielle.

z-l-L- Proposition :( [28])

Soient g une algèbre d,e Lie nilpotente et G le groupe g muni de la loi ile Campbell-
Balter-Eausdorff :

r .a:rr !+lk,,al+.. .

Soient O une G-orbite dans g* et r l'élément d,e G ,orrrrponilant. Supposons que I'orbite
O soit plate:

o: t  + s(/) ' .
Alors,

| "ff) la.s : | Î l1r,1os,u*'1, V/ e s(G)

où 1to est I'unique nLesure G-inaariante sur l'orbite O d,éfinie par la formule (0.3) .

Démonstration:

Soient T,O et lr comme dans l'énoncée et soit / un élément de I'orbiteO. Comme
I'orbite est plate, g(l) est un idéal de g et la mesure canonique sur (? est la mesure de
Lebesgue sur g(t)r [29]. (Les orbites plates ont plusieurs autres propriétés intéressantes.
Voir par exemple [35] ou [36]). Donc,

I o(/) l2n.s : trr(f* * .f) : I ft'- * f)^(I')d1r*(I')
Jo

I
:  I  ( / . * / )^ ( , *u)du

J g ( l ) '

:  I  t  ( / .  *  /X" .h)e-i<t+u,, 'h> d,àdhdu.
"rs(r)r J s/s(t)xs(t)

En appliquant la formule d'inversion de Fourier, nous en déduisons que



|  " ( f  )  l2u.s  :  |  ( t -  *  f ) (h)e-2 i l1 t ,h)  46
J se)

f r
:  |  |  t (h t - t  .y - r ) f  (@ .  h ' ) - ,  .  h)e- i< t ,n> dht  dùdh

J s(I) r s/s(t) x g(t)
f f

:  |  |  6y@-t .Ad,(y)h,-r  .h)e- i<t , r">dhtdùdh.
J s(t) J s/s(t)xs(t)

Comme g(/) est un idéal de g, nous avons que

Ady.h ' -1  € g( / )  V h '  e  s( l ) .

Posons k' : Ad(y)lr'-r. Aiors,

|  *U) lrn.s : t  t  f ! :-qf @-t . k, .  h1e-;<I 'h> d,t ,d,hd,g.
J s/sQ) J s(I)xs(t)

1 1
:  I  |  

-f6=rl ' . . ' r fu-t 'h)e-i<t 'r"- ' 'n>d'k'dhdù

J s ls( I )  J  s( t )xs( t )
(en effectuant un changement de variable h ---+ le'-rh).

En outre, du fait que g(/) est un idéal de g, on a

I  l , k ' - t  .  h  > -<  l , h  >  -  I  l , l c '  >  .

Il s'ensuit donc que :

| *(f) l 'r., : [ | [ Ttriq"-ict,k'>61rt I fGy * h)e-i<t,h>anla;1
Js/sU) JsU) JsU)

= [ tr(ùïaù
J u/u( t )

1 q

:  I  l i ( l+u) l 'd,u
J sQ)'

'li'i',; 
lî;: ;: 

Pla'cherer)

J O

I

2-2- Orbite saturée par un idéal:

Soit maintenant g une algèbre de Lie nilpotente contenant un idéal ! tel que si I1 est
le sous-groupe fermé exp b, toutes les l/-orbites soient plates:

H' I t r : I lh*bL,  V/  e  g* '



Considérons lrn sous-espacc d de g, supplémentaire à f . Pour â appartenant à T1 et u
zrppa,rtenant à tl, posons :

hî", :: Ad(erlt(ir)) .o

Soit a6 la fonction définie sur g* x G par:

ao (F , r )  :  ao (F ,e rpu .  e rph )  : 1  F ,u  )  *  <  F ,hà ' ,  .

Il est clair que la fonction rs est linéaire en F, poiynomiale en r et que

ao(F, ï - t  )  :  -as(F, r ) ,  Vt r '  €  g" ,  Vx € G.

Pour / dans -Lr(G) et / un élément de g*, posons

i ( t):  I  f@)"-^iao(t 'x)6*. e.4)Jc ' '

Il est facile de vérifier que I'application ( )- ainsi définie est un isomorphisme de .g(G) dans
s(s.).
Soit / un élément de g* telle que I'orbite O de I sous I'action coadjointe soit saturée par

f ; ;  c 'est  à  d i re ,  I  +bL C O otencore,  O :  O+ br .

Notons 116 7a. restriction de / à b ef g(l tt) son stabilisateur dans g. Soit (g;)i-,,_o une suite

de Jordan-Hôlder partant de f :

0 :Û , , - pC" ' c9n :9

et g; est un idéal d" gl+t de codimension 1.

Soit Es : (ôp+r,...,bn) une base de Jordan-Hôlder de I pour I'action de g.

Nous a.l lons compléter !8s par des vecteurs ô1,... ,6o tels que ls: (ôr r.. .rbo,bp*tr.. .rbn)

soit une base de Jordan-Hôlder de g de la manière suivante:

s i  g , , -p+ r  c  b+  g?n ) ,  a lo rs ,  i l ex i s te  boeg( lh ) \ !  t e leuegn-p* r :  bo  <be> .

Sinon. on choisit un vecteur ôn qui complète ! dans gr_o+r.

De rnêmr:. pour r i  :2,.. .p. si gn-p+; C gn-p*r-r * g(176), alors, i l  existe

bp- i+r  e  g( l  h)  \  ga-p+;- r

tel rp<'

9n-p* i  :  gn-p* i - tO (  bp- ,a r  )  .

Siuou. orr <'hoisit ôr,-i*r (lui complète grr-nr.;-1 dans gr-n+;.

Posot ts  r? : (  ô r . . . . .ô r ,  )  e t  d ' r rn  s r rpp lémenta i re  de  r ln9(176)  dans  d :

i  :  û n g(l l r)+ d'  ct û'  :1 {bi lbi  4 ger) l i=r, . . . ,p ) .



Considérons la déconposition clu groupe G:

G : exp û . H - exp19' .  exp(d À g(ltù). n.

L'orbite O est saturée par b. Sa paramétrisation de Pukanszky ([37]) est alors donnée par:

o :  { f , 2 f t }  *  Ë  P iQ r , . . . , za )b } ; ( 21 , . . . 27 , , . . . , 2d )€  Rd i
j : l  j : p * l

où d est la dimension de O.

Notons O 1r1la restriction de O à \:

O  / h  :  G '  ( l r )  :  e rp , ï ' '  H '  ( l t , )  :  e rpû ' '  O ' ,

où, O'est I'orbitre de lltl sous I'action de 11.

Soient d{Iamesure de Lebesgue sur flr 
"t 

dp'une mesure G-invariante sur O16. A\ors,
la mesure G-invariante pl sur O est donnée par

dp:  d tdp ' -

2-2-L- Théorèrne:

Soit t1 un iiléal d,e g tel que toutes les H-orbites soient plates et soit O une orbite
-catu,rée par b. Alors, pour toute fonction f ilans ̂ S(G), la norme ile Hilbert-Schrnid,t iLe
l 'opérateur r(f) est i lonnée par:

|*f f) l2u.s: I  t fulf  ap(D,
Jo ' -  "  '

où ( )- est I'application définie par (2./1).

Dérr- onstration:

Soit .f un élément de S(G). On a,

^r
|  " ( . f  )  l "u.s:  I  U. f -  * , f )  o ery)  ( l ' )dp( l ' )

J O

-  [  t  [ ( . f . * / )or ' rp ]^ ( (+  t ' ) t t ( t t1 . .
J o , n  J t l t

En appliquant la formule d'inversion de Fourier. nous déduisons que

I

|  " ( / )  lzu.s :  I  Kf -  * . f  )o  erp ln l^  Q' l r lp '
J  O , ,

1 f
:  I  I  ( . f -  *  . f  l (crphl l -2 t r i< I ' 'hs  e lhd l l  .

J o , n  J q

26



D'autre pæt,

( f .  *  f ) (erph) :  I  f "@t(y- t  .erph)d,y
J G

1_: 
J"f@)f@'"'Ph)dY

^ _
: I ^ f@xpu . erpk)f(erpu . erpk . exph)dkdu

J t t x  û

f: 
Jûff,)" 

*s f,)(exph)du

où f,(erpk) : f (erpu'erplc) ; (k,u) € b x û et *s désigne le produit de convolution dans
leg roupe  H :exph .

La mesure p,t étant G-invariante sur (?76. Nous obtenons alors,

| *( i l  l ' r . ,  :  [  [^ [  Uf "f 
x11 f,)(erph)e-2i l<t ,h> d.hdud.1r,

J o t h  J l J  J h

t' f f
: | |" I Unf *s f,)(exph)e-2"i<ed'@xp(-i)) 'I"h>d,hd,ud,pl

J O / h  J ù  J h

f f f
:  I  I^ I  (çù" *s f ,)(erph)s-2"i<t ' ,oi ,dhd,ud.p,.

J rc ,o  Jû  J t1

Soit tr'' l'élément de 11 correspondant à I'orbite O' de /76 dans 11 et nototrs pnt la mesure
If-invariante sur O' et du' Ia mesure de Lebesgue sur d'.

| *U) lza.s : 
[,^, [, lo l^Ur,l* 

*n f")("xph)e-2n;<Ad'(expzt')'t"nt"> d.hdpo,(r')dudu'
J o , .

:  
[ , [ ,  1" ,  I r f , (exph)e-2r i1Ad* 

(e 'p ' "1 t "h i 's  dh l2  d1t* , ( l ' )&; ' ldu

(d'après la proposition 2-1)

: 
[ , ,  oJ [ 

|  
lut,{"*oh)e-2n;<ed' 

(exprr )t"hl ' '  r l l ,  l2 dr, ld.1t*, ( l '  )du'

:  [ .  t  |  [ "  .  f (expu.erph)e-2ni ( '4d*(expt" ; l ' ,à*">r-zn i<1,u>c]ut l l t . l ,  d t r lp* , (1 , )c l t t
J rT '  xO '  J , t * '  J r \  xh " '  

L  L

( d'après la formule de Plancherel ).

D'où.

| *U) lzu.s: l"t îtU 12 d,p,(r).

I

2-3- Exemple:

Soit g I'algèbre de Lie de dimension 6 engendrée par les vecteurs Ir, ...,Ji6 tels qrre

lX t ,Xz l :X4 ,  [X r ,Xr ]  -Xa ,  [X t ,X r ]  -Xo ,  [ -T r , I r ]  - I s ,  [ In , I r j  - Io .



La, sons-algèbre tl d" g engendrée par (x2,...,xu) est un idéal de g de pas deux. Donc,

toutes les H-orbites sont Plates.

so ient  x :  (2r , . . . , r0)  €  g et  I : ( t r , . . . , /u)  €  g* ;  les coordonnées étant  expr imées dans Ia

base (X1 , ..., Xu ) respectivement dans sa base duale. Alors, Ies coordonnées de Ad exp X 'l

sont données par

(  h *xzh l r i l o - r 1 t2 l 6

I t, + rlr + lxltu
Ad*expx.t:{ , '^ i i ) ' , i

|  ,s - x+Ia
(  / a .

Soient / un élément de g" et u : aXI dans !r, t'+ 0' On a:

I + u : Ad'* exPX' I e xzls * 1316 = s'

Donc, I ! u appartient à I'orbite (?(/) pour tout I en position générale. C'est à dire,

pour tout / appartenant à g* avec ls * 0 ort 16 f 0. Ce qui prouve Que, b est un idéal de g

à" p* deux saturé pa1 {?(i) pour tout / en position générale. Par suite, I'applicati"n ( )-

définie par 1a formuie (2-4) est un isomorphisme de s(G) dans s(g*), vérifiant

| "(/) lza': l"t f O f dp*(t), v/ e s(G)

où (? est une orbite de G sous I'action coadjointe et z' est l'élément de ê correspondant.

3- Cas gênêral

Soient g une algèbre de Lie nilpotente d'espace dual g* et, B = (6t,"',6,") une base de

Jorda^n-Hôlder de g telle que 6r' soit central.

Soit F € g*. Nous allons utiliser la construction réalisée par J.Ludwig et H.Zahir

dans [30] porr, àét"rminer une polarisation de F. Nous définissons alors une suite finie de

sous-algèbres de g de la manière suivante :

Soient

jt  :  max{i :  < 4 [g, bi] ># (0)] '

i r  :  max{ i  :  <  F, [ô ; ,6 i , ]  >+ 0]

ct
g r ( .F . )  =  {u€9  i  1F , l u ,b . l , l  > -0 } .

Alors. gr(F) est une sous-algèbre de g de codimension 1. Elle est donc un idéal de g.

De plus. gr(F) contient le radical de F, g(F)'

Porr r  i  :  1 ,  . . . ,  n , i  +  i1 ,  posons:

b!-b;-1ffiu,,
La farnille cle vecteurr {bl};e {r, ...,n1,i}il ainsi construite est une base de Jordan-Hôlder de

sr  (  F) .
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Par récurrence, nous définissons:

jp :  nzar{ j  ,  < F,[gp_r(tr ' ) ,  q-t ]  >+ {o)},

ip :  mar{ i  :  < F,[bl- ' ,bl ; l ]  >+ 0]

et
gp (F ) :  { u  €  g ;  <  F , [ u ,b l , r )  > :0 ] .

Alors, gp(f) est un idéal de gp-r(F) et

bl : bI-, - t 2t!,l i l_r,!.T'l ' uy ', i e {r,..., n} \ {i,, ..., io}-x  
< F, [bon; ,  ,b l -11>" , ,  

,  "

est une base de Jordan-Hôlder de gp(F).

. Soit fr, Ie plus petit entier tei que

<  F , [ sk (F ) ,6 j ]  > :  (0 ) ,  V j  Ç  { i r , . . . , i * } .

Alors, gr(F) est une polarisation de .F qui coihcide avec celle de M.Vergne ([30]).
En outre, la famille de vecteurs

{bn , ,  b l , ,  . . . ,  b ! ; t }  e t  {ô f  } ; . { r , . . . , n } \  { i 1 , . . . , iÈ  }

est une base de Malcev de g relative à la suite 91(-t'),..., gk(F).

Notons, Gs :: G et pour tout p : 1, . . . ,  k, Go ,: Go(F) - exp go@).

Nous avons que

Gp : {exp(ro..16loa, ) . Gp+ti rp+r €IR}.

Soient  P:7, . . . ,k ,  ho € Go et  ao €IR.  Posons

hf,, : :  exp(aob;o) . ho . erp(-aob;o).

3-1- Construction de la fonction a:

Nous définissons maintenant la fonction d pax récurrence en posant :

ak i gi" x Gr ---+IR

(F*,hr)  -  a*(F6 ht )  :<  Fp,hp )

e t  pou r  p :  l r . . . , , k  -  L ,

ap : gi x Go ---+IR

(Fo:  fnr* rbîo* ,  *  Fo*r ,er ;pro l l rb ip l r 'hp, l r )  '+  f io lJp*r  + o 'p+r(Fp+r , ,hp+râ ' "+ ' ) ,

29
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La fonction a est aiors définie sur g* x G par:

a (F , x ) : a ( f ; r b i , +  F1 ,€ rp r l l r ; , . h r ) :  f ; r r r 1 -a t1 f l r , h r i " 1 ,  F  €g " ,  r  €G .

Pour . f  e  Lr (G) et  - t 'e  g* ,  posons:

i ( r )  :  
[^ f  @)"-* ia(F,x)4r .  (2 .5)

Jc

La fonction a est rationnelie en F, polynomiale en u. Donc, / est une fonction C- en tout
point .F de g* en position générale.

3-2- Théorème:[8]

Soient O une G-orbite dans g* et r I'éIérruent de è ,orr"rponilant. Alors, pour toute
Jonction f ilans S(G), Ia norme de Hilbert-Sch.rnidt ile I'opérateur r(f) est d,on-née par:

| *(f) l2a s: I t îU'l l' d,t,*(r'),
Jo

oti ( )' est I'application définie par (2.5).

Démonstration:

Nous démontrons la proposition par récurrence sur &.
Si fr : 0, I'orbite 0 est plate et g(/) est un idéal de g. Le résultat découle alors de la
proposition 2-1-1.

Supposons que fr 10. Soient /r - l1n, et zr1 l'élément de Gr corréspondant à |a G1-orbite
01  de  \ .

Posons
l i : :  Ad " (expsb ; , ) . \ .

Alors,

I  o( i l  l 'n.s :  trr( f* .  i l  :  [  ( . f .  * , f [  ( l )dpL*(t)
J o *

1 f
:  I  l - ( f "  *  f ) /n ,^( î )dp" , ( /1)ds

"/o, JIR'
(d'après la formule d'inversion de Fourier)

f r
:  I  I  t . f .  *  . f  ) ( l t )6-2r ic l i  . , ,>  , l l ,d1,  n , (11 )ds.

Jo, x IR JG,

D'autre part.

( / .  *  . f  )( / r)  :  [  . r -ro.r ta-t  .h\dy
Jt ;
r_

_ | .f fu-t ).f fu-t . t,1dy
J C

t _

:  I  *  . f ( t ' - t  . c rp ( - fô ; ,  ) ) / ( t - t  . r * r ( - tb ; , )h )dkd t .
J(,', x IR



En effectuant un changement de variable: k --+ 6É, on en déduit que

( f -* f ) (h) : t  t  ,  t
.  Jc , , * ï (ernGtUn,)  

.  È- t  .  erp( -  
rb ; , ) ) f (eree;b i , )  

.  k - t  .  erp( - tLo, ) .h)dkdt

: [_((/ ,)-  *",  y,)( t t ])dt
J R - . . " " , v 1 J U ' \

où

f,&) : .f("rp(-Lun) . t, . "*eç-f,t;,)1
et *6'r, désigne le produit de convolution dans le groupe G1.

Ii vient donc que

|  *U) l2u.s : 
fo,*^ 1",*^(fr* 

*c, .,ù(h?1"-zu;<ti,h> dhdtdti*,(r)ds

f f:  
J^, J",*o,(. f  

,*  *c, rù@t)s=2zri<If  
+i 'o 'd,hdlru,(t)dsd;

f  f  |  ^  - t
:  

J * ,  J 
" , ro,( . f r*  

*c,  f r ) (ht  )s-2 ' î i<h" 'h-  > d,hdtdpt*,( l )ds.

D'après lthypothèse de récurrence) on a

| *U) lra.s : 
lu 1",,. *. I f , 

f -,(hi)"-2,ria{rr ,ni) d.h l, dtrn,(r)dsdt

: 
lo,,. * Â 

| 1", 
r {n)"-2tria1(tl 'ni t dh l2 dtd'1-Lo,(/1 )ds.

En appliquant la formule de Plancherel, on en déduit que

I " ( i l  lzu.s:  fo,*u l^ ,  lu l . , f  
(exptb; , .h)e-2oi t t ; r " -2r ia1(I i ,o$)dhdt l ,  d, In,d,1-ro,( t )ds

f:  
Jo_l i ( t ) l '  dp*(I) .

3-3- Proposition:

Pour tout F € g* et pour tout r € G,

a (F , x - t ) :  - o (4z ) .

Démonstration:

Nous démontrons la propriété par récurrence sur k. Elle est triviale si À: - 0. S6it
x  e  G .  I l ex i s t e r r  € IR  e th€  G1  t e l sque :  r :  e î p r rb ; r . h  So i t  F€  g *  e tposons
)r :< F,b;, ).  Alors,
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a(F,  { r )  :  o(F,h- l  .  erp(- " rôn, ) )

: o(F,exp(-r1b;) .  leup(rft ; ,) .  h-t erp(-r, ôn, )])

-  -Àrr r  +  o ,  ( r ,  , [enp(r f t ; , ) -h- '  .erp( - r f tn , ) ]#" )

:  -Àrrr + o, (F, , ["rp(]r1bn,) .  h- 
"*eç]rran, ) l - t)

:  -Àrr r  +  o ,  ( r r ,  [n i "1- r ; .

Or, d'après I'hypothèse de récurrence

at(Ft ,  [ht  "1-t ,  
- -  -  a{Fr,  hï  " ,  ) .

Il s'ensuit donc que

a (F , r - 7 ) :  -À r r r  -  a t (F t , h | " ) :  - o (F , * ) .

3-4- Corollaire:

Soit f une fonction sur G. Posorl.s

f .@): / ( " -0,  r€G.

Alors, pour tout f e D1C1, i" -7.

En effet, soit / € g*. Alors,

i.Q) : foT.tù"-Zila(I'r) 
4, : 

l"

r^
trr(f * s*) -- | fçf 1-gçt,pp"çf1.

J O
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ffrrls-zda(t,x) 4*

T(x)e-z*;"(t,") dn

3-5- Proposit ion:

Soit 0 une orbite ile G sous l'action coailjointe et n l'éIément de G 
"orr""pond.ant.Alor-",

trr(æ)r(fl: I içt,1"ru{r,4d,p*(t,), v/ e s(c) , yr €G,
J O

où dpn Ia mesure positiue G-inuariante sur I'orbite O ilonnée par la formule (0.3).

Démonstration:

Si / et g sont deux fonctions de Schwartz sur G. Alors,

- 
Lffis-2o;o(t ' '-\d,r:

:7Q).



En cffêt,

trn[(f+ s) * (.f + s)"] : [,f + ù-(r,)(fT srcjdp-(r)
J O

:  I  t i (r)f  d.p,*(r,)* [ tg(r,) l ,dl,*(t ,)
J O  J A

* [ iu'ls(ndp*(t')+ [ gçr1fuap-çr1.
Jo  Jo

En outre,

t r r f ( f  +  s )*  ( /+g) . ]  : t rn ( f  * , f . )  *  t r r (s  *g . )  *  t r r ( f  *g* ) * t r r (s  * . f . ) .
En identifiant les deux égalités, il s'ensuit que

trr(f * g.) * trr(s* "f*) : I iu'l;l.-t,lar,(/') + [ gçr1{t,yap-çr1.
Jo  Jo

En reprenant les mêmes calculs pour les fonctions f et ig, on obtient que

trr(f* e*) - trtr(s*,f*) : I i4,VfrVp.^(t,) - [ Eg,ff-fqop*(t,).
J O  J O

Donc' 
f -

trn(f*e*) : I  fU')g(t,)d.!,"( l)
J o

f - r: 
J o f 

( )[ J ;@)"-;"(t'') 
dridp'o(t' )

: I i fr l I g.@)"n"(L')hdtr*(I ')
Jo Jc

: I o. @lt [ îfrVio(I,') dtro(t')]d*.
Jc  " Jo - '

D'autre part,

t rr( f*e*) :  I  s.@)tro(x)tr( f)dx.
J G

Il vient alors que

I  g-@)[trtr(x)tr(f) - [  i tr>"'o( ' ,ùdt,n(I ')]d.x -s
J G  J O

pour toute fonction de Schwartz g srtr G. Par suite,

trtr(x)tr(f) : I i(l ')",o(,,ù ap*(l,).
Jor

Pour l €g * . so i t

o(/ )  :  )u(Ad-t . / )  :  n  Adg.(g( l ) ) .
c€G c€G

Alors, o(l) est le plus grand idéal de g contenu dans g(l) et o(l) est I'algèbre de Lie du
sor$-groupe de G ;{(l) défini par:

l(l) - {r € G rel que oilr) esr un multiple de I'identité},
oir n1 est l'élérnent de ô ..r*".pondant à t [2g].
Il cst arrssi clair <pe

1Âd 'g . l . Z  ) : ( I , Z> ,  VZ€o ( l ) ,Vge  G .



3-6- Corol laire:

Soit l  tm élément de g*. Alors, pour tou,t r appartenant à G et pour tout Z appartenant
à a( t ) ,

a ( I , x -exp  Z )  : {  l ,  Z  >  +a ( I , r ) .

Démonstration:

Soient / une fonction de Schwartz sur G, O la G-orbite de f' et zr l'élément de ô
correspondant. D'après le corollaire précédent, on a:

t rn(r.expz)r(f  ) :  I  iç l '1rn"G,,-"*pz)d[,o( l ,) ,  yr.  e g,,  vz e a(l) .
J O

D'a,utre part,
t r r ( r .exp Z)n( f l  -  

" ;< t ,z>tur@)r( f )
: I f rrl"i l l 'z) "àa(t' 

'ù dtro(l')
Jo"

: I irrlei<t',2> eia(I',ù drro(r,).
Jo- '

En identifiant ces deux égalités, nous en déduisons que

a( l ,x  .exp  Z)  : {  I ,  Z  >  +a( l , r ) .

4- Une autre transformée de Fourier adaptée:

Soient G un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe; g son algèbre de
Lie et g* l'espace dual d" g. Notons E I'ensemble de toutes les bases de Malcev de g.
Alors, E est une partie fermée de l'ensemble de toutes les bases de g. Cependant,

!8 n'est pas une variété différentiable. Dans ce paxagraphe, nous allons construire une

fonction a sur (g. x 8) x G. Ensuite, nous définissons une nouvelle transformée de Fourier

adaptée définie sur I'espace de Schwaftz S(G) jouissante des propriétés de celle construite
dans le paragraphe précédent. En outre, cette nouvelle transformee de Fourier sera un

isomorphisme entre s(G) et un espace s(*fnl) que I'on déterminera.

Soit 2È la dimension maximale des G-orbites qui sont en position générale. Alors,
pour tout / € g* en position générale et pour toute polarisation p(/) de /, la codimension
de p(/) est fr.

Pour B : (bt, . . . ,  b,r) appartenant à E, on note

h (B)  : :  Vec t (ô r .+ r , . . . ,  ô ,  )

et
t tz@): :  [b(B) .  t , (B) ] .

Si B appartient à E, on note

Do :  B  c ' t  B ;  :  ( ô ;a1 , . . . . ô , , ) ,  i  :  1 , . . . . r r  -  1 .

t
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Comme B est une base de Malcev.

b@t )  : :  Vec t (b ;+ t , . . . , bn ) ,  i  : 7 , . . . , 12  -  I

est une sous-algèbre de g. De plus, !(B;+r) est un idéal de codimension 1 dans h@;).
Soit I/(8,) ie sous-groupe fermé expf(B;). Nous identifions dans la suite f/(B;) à
exp( IRô;1t ).f/(B;+r ).

Nous allons définir la fonction d sur (g. x a) x G de la façon suivante:

Soient
a*(B*) : t t .(B*) x H(f6) -----+ IR

(Fr . ,h*)  -+ < Fp,hs; 'eu

e t  pou r  p :  7 r . . . r k  -  I ,
or(Bù , h.(Bp) x H(B) -rIR

définie par:

ao(B)(Fo,ho)  :  ao(Br) (Ào+rb i+r  I  Fr* r ,  exp ro11b p+t  .  hp+r)

:  \p l f  pat  *  ap+r(Bp+tX4+,  , t  i I \ * ' )
où

, I r r * ,  , 7  - 1
hi+or' '  : :  exp( 

2rr*tbo+r) 
. hr*r. exp( 

,:r p+ftp+t).

Notons '  
ao(Fe,Be,he) :  ao(Br) (Fo,ho) .

Tenant compte de ces notations, on définit la fonction d sur (g* x a) x G par

a (F , ,B ,n ) :  a (À f t i  +  F t ,B ,exp  r tb t .h ) :  À r r r  *  a r (F r , ,B r . , h i ' , ) .

II est clair que a est une fonction linéaire en F, polynomiale en r et en B.

4-1- Remarque:

Soient A un isomorphisme d"algèbres de g ilans une autre algèbre ile Lie nilpotente gl
et soit A* son ailjoint, défini sur g* Ttar

<  A*F  ,  r '  ) : 1  F  ,  A - r x '  > ,  r '  €  g * ,  x ,  e  g , .

pou r  B . :  (h , . . . , bn )  €  E ,  no tons

AB :  (Ab r , , . . - ,Abn ) .

Alors, pour tout x' e G' - exp gt et pour tout couple (F, B) € g* x E.

a(A* F, A B, r') : a(F, B, A-r x').

En effet, posons B' : AB - (ôi ,...,b'n) et soit ît e G' . Ecrivons c' sous la forme

r '  :  exp(r ' tb\) 'h ' t ,  r i  € R, /r i  € r,(Bi).
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Alors,

A-L x' : exp(rlA-tb,r) . (A-t h,r).

En outre, d'après la définition de d. on a

a (A"  F ,  oB , * ' ) : 1  A*F  ,  d  )  +a r (A îF r ,B , r ,h ' r ï ' i ) ,

où -41 est la restriction de.4 à b@'r).Le résultat s'ensuit alors en raisonnant par récurrence
sur la dimension de g.

Pour /  €L r (G) ,posons

- f
f (F, B) : 

J"r@)e-i"Q,8,,) 
6r, (F, B) € g* x ,s, (2.6)

où dr est la mesure de Haar sur G définie dans le capitre I, théorème i-T à I'aide de la
base B .

4-2- Proposition:

Soit B une base de Malcea de g finée. Alors, pour toute fonction f appartenant à
S(G), l'application

.F r---> î@, a)

est d,ans S(g-). En outre,

f -

I f (r,B)eia(F,B't)dF: T@) , yr e G.
J g *

Démonstration:

Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de I'algèbre de Lie g. Si g est
abélienne, I'application ( )- est simplement la transformée de Fburier usuelle. Snp-
posons que la dimension de g soit strictement supérieure à deux et notons tl, : \(Cr)
et H1: eXpf1. Alors, pour tout .F' € g*,

- r
f  @, B) -- 

|  f  (r)e-i"(P,B,x) 4*
J G

f  f  1 . ,
:  

l^  /  / (exn(r rôr) '  h1)e- i " l '  
" - ia1(F1'81 'h l ' ' )dhtd ' r ,JTR J n,

(d'après la définition de a)

:  
Iu,  l  r ,  

/ ( "*p(1 ' rôr  ) '  t  r '  "*p( ] r ,b1))e- to ' (R,Br,hù 4;rr f " - i r rh 4rr .

Posons

fr?r,ll,) : / ff"*f f,rrur). h, ."*p(]"1b1))e-;"r(R,Br,hù 66r.
J H r  z

Comme la fonction / est dans S(G) et en appliquant I'hypothèse de récurrence. il s,ensuit
que I'application

(" r ,Fr)  r+ f i ( r1 , ,F '1)
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est clans ,9(I[l"). Par suite, la fonction .f est dans S(g.).

Soient r € G et f € S(G). Alors,

I  i :F, B)sia(F,a,,)  d.F :  I  t  I  f (y)"-n"(r,8,ù 4r1";arF,B,x) 4pJ  s *  J  o . ' J c "

:  
I^ lrrr lu lr,  f  {.*o tft1 . k1)e-iat( Fr,B,,kï" ) 

"- i t ,  
r,  d,r*rdtr1"ia1( F1,l,1,r,!" 1 

";,,7, 
dFtdfl

f  f  _  r  t t .  ,  t ,:  
J* Jr , t  'ur" f ("*p z2bt 

'  k1 'exp 
)br1"-" 'n" i r1r 'dt i ' f ie- iar(Fr 'Br 'kr)x

,  
"à 

a 1 ( Fr, B r, h r+ " ) d,k, d F,

(en effectuant un changement de variable fr1 -+ (kùt).

En appliquant la formule d'inversion, il vient que

ln.  f  
, r ,B)sia(F'a'ùd.F :  

l*  L,. f("*p |ur.k1 
.exp 

?rù"-*,(Ft,Br,tc1)" ia1(F1,8,,h1")dkrdF,
: /(exp rft1.h1) (d'après I'hypothèse de récurrence).

T

Soient F € g* et G(F) son stabilisateur:

G(F' )  :  {s  €G te l  que Ad*s.F-  t r . } .

Soit B une base de Malcev passant par une polarisation de F. Pour g € G tel que
g :  so 'k ,  oo e GIG(F)  et  k  e G(F) ,  on note

e  F  :  Ad*  g .  F  e t  i  B  -  (Adgo  .b r , , . . . ,  Adgs  .b , ) .

4-3- Proposition:

Soient F apparlenant à g*, B: (ôr, . . . ,bn) une base i le Malceu i le g tel le que Ie sous-
espûced"egengend' répar lesaecteurs(6r+r , . . . ,6o)  so i tunepolar isat ionàeF et r l ,é Iément
de G associé à F. Alors, pour toute fonction f ilans ̂ 9(G), la norrne ile Hilbert-Schmid,t
d,e I'opérateur r(f) est ilonnée par:

| ,r(.f) l',r.r: [ | i( o F, b q l, ag.
J  G  / G ( F \

Dérnonstration:

Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de g. Si g est abélienne, I'application
( )-eoincide avec la transformee de Fourier usuelle. Supposons alors que g soit de dimension
>2.
Notons 111 I'idéal de g engendré par les vecteurs (b2,...,bn), Hr le sous-groupe exp t11 et F1
la restricti<rn de F à 0r. Soient O la G-orbite de F et O1la I/1-orbite àe ,1lr. Il en résulte,
<l'après la démonstration du théorème 3-2, que si fi est la fonction définie sur I/1 par

.f,(t ) : /("*p1 lrorr.r. ."*p1f a, y), t, e H1,
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I  o( . f  )  lza.s:  lo,**  In,*u( tn l .  
* r ,  f r ) (h!y"- ' *na " t ' , ,h,> dtdhrdtn,(r \ )ds

f f
:  

J ' , /Hr(Fr)*n"J' ,"^ ({n).  * ' '  r ' )Q'71"- '"nt 
s sLFr'hr>dtd'hrdgfi-s

:  
f  , , /Htu)*u f  ' , ,0a ({r ,) .  *r ,  ï r)(hi1"-z*t< 

,  n,  F,,hr > &dh1d!1ds

(en éffectuant un changement de variable s --+ 
" 

- lrl

I r,, r,r" F, ) x R f ,, *u(rn l. 
* 
" 

f ') (hf 1"-'*ta 
n' ' " p"h! > dtd'ht d'! f i 's'

avec.

' t r l  :  Ad*(exprôr) .4 .

En appiiquant l'hypothèse de récurrence, il vient que

l f f t s
|  " ( f  )  l2u .s :  l ^ ,  |  _  |  |  f r@?)e-2ûar (  

e*F t ,  à t 'B t ,n?)d ,h t  
l2  d ,g rdsdt

J I I L ' J H r / H r (  - . F r )  J H ,

:  
I o " ' xH1 /HL* ' ,Â  l r , r ' r n l )2 -2n ia t (  

s t ' "F t '  s1 ' 'B r ' o ! ) " - ' n ' ^ t t d ' h td t  
l '  dÀ 'd !11ds

(d'après la formule de Plancherel)

t f f _: l  I
JRzxnr /u, tn l  . /n  Jn, f?"vtû 'h)s-2 i la( \ rb i1  

'e1Fr" 'erB 'exptô1 'h ' )dhf i t l2  
d \ rd;1rds.

D'où

| *U) l 'r.r: [ | [ f @"-2ria( 
s F, u a,ùd, 

l, dù
JG/G(F)  Jc

:  I  l i (nr,oqpaù.
r  G  /G(F ' )

I

Sous les mêmes hypothèses que la proposition précédente, les deux corollaires suivants
se démontrent de la même façon que la proposition 3-5 et le corollaire 8-6 du paragraphe 3.

4-4- Corollaire:

Pour tout r appartenant à G et pour tout Z appartenant à o(F),: n g(Ad.g.F).

ce.G

a(F,B, r  .exp  Z)  :<  F ,  Z  >  *o(4  B, r ) .
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4-5- Corollaire:

Pour toute fonction f appartenant à s(G) et pour tout érém,ent r ile G,

t r r ( r )n( f l :  
I  i t  sF)e io(  sF,  iB, , \4 i ,

J  G /G(F)

où r est I'élérnent d,e ê corcespond,ant à F.

5- Image de .9(c) par une transformée de Fourier adaptée:
Soit B: (ôr, "',bn) une base de Jordan-Hôlder de g, fixons une structure euclidienne

< ' > qui nous permet d'identifier g* avec g et notons gle,, l'"r."mble de tous les éléments'9 appa'rtenant à g* qui sont en position géttérale porrr lâ-Ëonstruction de la polarisation
t'e V91sne f (S) de ,S associée à la base B et pÀr hr6),: [b(.S), r,(S)] 

'C,esr 
t ;;",l'application

,S r----+ (b(.9), hrf))
définit une sous variété lisse de la variété de tous les couples (8, F), E c F où .E et .t' sontdes sous-espaces de g de dimensions respectives n - lc-et n'-'koj'k étant la codimension
des !(S) et frs celle des I12(^S).

Soit lso l'ensemble des applications lisses

B : ,5 r-- B(S)

définies sur gluo, où B(^9) est une base de Malcev orthogonale passant par !(^S) et bz(S).
Considérons l'ensembie

9t(g) : {(4,B(^9)), 5 € sie,, F e b2(S)L et B6 t8o}.

Soit maintenant ( )- I'application définie sur ^g(G) par

iqr,a61): [^r@)e-;'G,B(s),ù4*, f e sçc1"t (4.a(s)) e ,r(g). (2.7)J G

Remarque:

S e gie, et B : (ôr, . . . ,  b,-) et Bt : (b\,. . . ,b,n) deux bases de Malcev de g tel lesque

ô i (S )  :  b ' i (S ) ,  i  : 1 , . . . ,È .

Alors, pour tout F € g" tel que (4 B(^g)) 
"t 

(4 B'(,s)) appartiennenr à fr(g),

içr, açsy _ (i(4 B,(,s)), v/ e s(c).
On fixe

B : S '--+ B(S) : (b, (.S), ..., ôr(S), ôr+, (S), ..., 6ro(S), ô*o+, (S), ..., à,,(,S))

avec b(S) :  Vect(b1,a1(^g), . . . ,ô"( .9))  et  bz(S):Vect(b*o+r(S), . . . ,à,( ,S))
et on note ?u(g) I'ensemble des opérateurs différentiels sur G à cæfficients polynomiaux.



5-1- Théorème:

Pour tout D appartenant à Pu(g), iI existe un opérateur ilifférentiet D à cæfficients
polynomiaur, en F et C* en S € glen,, tel que

(Df) ' :Df ,  vf€.s(c).

Démonstration:

Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de g. Le théorème est évident si
I'algèbre de Lie g est abélienne. Supposons alors qu'elle soit de dimension à B.

Supposons en premier lieu que le centre d" g, 3 soit de dimension 1. D,après la
construction de B(S), S e gie, (paragraphe S), on a que

6t(S) : b;r,,  VS € gie,

et il existe j1 tel que

[b ; r , b j , ] :  bn  e  ô .

On décompose g sous la forme:
g : IR6 ; rOg r ,

où gr est le centralisateur de brr. On a alors

içr, açsy : 
lu 1", f {.*ortb;, .h1)e-;F,,r1"-ia1(F1,a,1r,1,u!") d,rrd,hr,

où Gr - exp gt, Fù :1 F,ô;, ) et F1 est la restriction de F à gr.

Soient m, p €IN et D1 e Pu(g1).Alors,

?Too,,hf)- : F? aft,Dri

(en appliquant I'hypotèse de récurrence).

Supposons maintenant que 3 soit de dimension supérieure à deux. pour décrire la
multiplication par un polynôme P, prenons les monômes Xo,, a €IN'. Si o : (1,0, ..., 0),
alors, X' :  Xr(S) et on a

(x,(s)/) -(r, B(s)) - [ ,rg)f (x)e-ia(F,B(s),x) 4*
J G

f f
:  

/*  J" , r r rx1(S)/(expX1(^9)61( 
S) 'h1e-;r ' (s)x l (s)e- ia1(\(s) , r ' (sr) ,à lxr(s ' taxr(S)

D'où
(x,(s)/) - _ ôri.

Soit Y un élément de g non central tel que le sous-esp ace V :: [g, Y] soit inclus dans 3.
Si V: IRZ,, Z € tr, alors, ilexisteX appartenant àg telque lx,iaj: Z. Ladémonstration
est dans ce cas, analogue à celle lorsque le centre est de dimension 1.
Suppososons donc quê la dimension de V soit au moins deux, notons So la restriction de
S àV et soit W un élément de I/ orthogonal à 56. Alors,

So *tW e bz(S + tW)L , Vt e IR.



En effet, écrivons bz(S + ftrZ) sous la forme

hz(S + tW) :br (S  + tW)nyg lÉ( .9  + tW) ,  (somme or thogona le) .
Alors,

1 So*tW,t(S+tW) 1:  (0)  et  I  SottW,bz(S+tW7ny >-< S+tw,hz(S+tW) >:  0.
D'où,

So *  tW €  b(S +  tW)  nhz(S +  tW)L .

I De même' 
-fso * w € h6 + tw) n ïz(s + tw)L.

soit B(.s + tw): (6r(,s + tw),...,b,(s + tw) une base de MaJcev de g passant par
h6 +tW) et par hz(S +tW) telle que b111 (S +tW) : So *tW, b1,a2(S ttw) _ _tSo _tW
et pour j : k * 3, ..., n, bi(S + tW) est orthogonal à I,Z. On note

Ies

r(^s+ tw): !nau{s +tw)
i : 1

k

: t Fibi(s +tw)* trÏ*r(So * tw) + F6n(-tSs + w) + ...
i = 1

Soi ts€ IR .A lo rs .

< F(.9 +tW) ,  sW ) : (  4.+r(So +tW)_f F1a2(_tSoIW) ,  sW >
- tstrt+r * sF42. (2.g)

So i t rappar tenantàG:

r  :  roexpsW,  s  €  IRe t  q  eG/R.W.

D'après le corollaire 4-4, on a que

a(F, B(S + tw),u6 exp 
"W) 

-< .F.(.9 + tW) ,, sW > *a(F,B(^S + tW),xs).
D'autre part, d'après (2.8), on a que

)rr* ,At  < F(S + tW) ,  sW ):  s.

Il vient donc que

Ôrn*rÔ, /  ,=o"- i"(F'B(s+tt+t ) , rs exp 3w) :  - ;""- ia(F,B(s),zo exp sl ,v)

+  -4* (4  B(S) ,  rs )s - ia (F 'a (s ) 'eo  exp  sw)

et 41.(.F, B(S), re) est indépendante de W-. Soit p1a,(X) =( )[ , W >. On a alors,

(Pv,. f  f  (F,B(S)) :  
l^ [  .  -* , f (ro exp sry)e- i1F .  ew - 

"- ia(F,(B(s) 
, ,o) diods-/IR JcTIRrr.

:  i0Fr+,0 ' / '=o 
l^  1",* , , , / ( "oexp'sI ; ! ' )6- i (F 

'  st4 ' ) . - ia(F(a(s* tw) 'xo)46o4,

1 r
+ /- I -... -4*(F, A(.S). ro ),f(ro exp -sI{, ')e -d(F . stl ').- ic(F,(B(s) , 'ù diods.JIR JcTIRru
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Le résultat s'ensuit alors en appliquant l'hypothèse de récurïence.

I
Nous allons maintenant déterminer I'image de S(G) par cette nouvelle transformée de

Fourier adaptée.

Considérons alors I'espace Sl'tr' '\

et vérifiant 1"" pr;:ffr""*-\vi(g)/ 
des tbnctions ça définies sur !t(g), de classe c-

i) L'application

F +---+,?(F,B(S))

est dans S(I lrtSl)t oo,r, tour ^9 € Eia,.

ii) Pour tout champ d'opérateurs différentiels en ^S, Ds, à cæfficients bornés sur gluo
et pour tous multi-indices a et B appartenant àINÉ., il existe une constante positiveg : Co,g,p,s telle que

"w I F'ôPFDsç(F,,B(s)) l< Cq(B(S)),

q(B(s)) àl l  Ds(B(s)) l l= sup l l  Dsô,(.ç) l l  .
i

i i i) Pour toutes bases de Malcev B : (br,...,bn) et Bt : (b,r,...,b,.) de g, pour tout ^S
appartenant à ule, tels que 6i(s) - ôi(s) , j = 1,...,k, et pour tout .F € g* tel que
(4 B(S)) et (F, B'(S)) appartiennenr à !t(g),

e@,8(S))  :  p(F,B'(^9))  et  Dç(F,,B(S))  = Dç(F,8,( .9))  ,  VD € pu(g).

iv) Pour tout opérateur D € Pu(g), pour tout multi-indice a €INÉ0.

s_up I ̂ F"De(F,B(S)) l< -.
F',S

v) Pour tout c € G et pour tout -F € g*,

I

l ^  _  _ ,p ( sF ,B (oS) )e - i o1  
ep . s1  sS )$ td i J

Jc /G(F l

ne dépend pas de B(S). On note ,i(Or,,r:) la valeur de cette intégrale. ori (?p désigne la
G-orbite de .F.
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5-2- Proposit ion:

Pour tout f appartenant à s(G), la fonction i ae6";" par (1.7) est a"", s(nçgS).

Démonstration:

Les propriétés i), iii), iv) et v) sont déjà vérifiées. Pour vérifier la propriété ii), on
raisonne pa^r récurrence sur la dimension de g. Soit (F, B(S)) e fr(g). La fonction a est
linéaire en F, polynomiale en t € G. Donc, si Ds.est 

"rr 
.ir.mp d'ofÉrateurs différentiels

en .9, à cæfficients bornés sur g]r,", il existe co €INÈoo un polynôme psur G et une fonction
C de classe C* sw glun tels qïe

Dsa(F, B(S),x) :  C(S)F"" P(r).

Donc,
F'aflDsi(F(B(s)) : c(s)FlaÊ(pil-, ?y : ol ro).

D'autre part, si gr(s) : vect(bz(s),...rb"(s]) et Gr(s) est le sous-groupe expgr(s),
en écrivant -F' sous la forme F : fgr(s) +.Fr où Fl est ra restrictiÀ ae r e g;(s),'
il vient que

i çr' a çs1' 

: ' iJï"ï; ; 'u,o^r, h)e-ir,., "-ia1(F1,(g 
( Sr ),à3'r ) d hd,,

f f
= 

J * J o rr rr/("rp 
11 b1 (^g) . ht,,  ) e-i  1,, t  

"- 
ia 1(F1,( 81 (sl ),  tz) d hd, 1.

Donc,, Ai^i@,8(s)): @?r) 
-@,8(S)) et f{i@,g(s)) : (Qyl,r) -@,8(.s)), où Q est

un polynôme sur G.
En outre.

Fiaf.,içr,açs|) : 
f trr" ufl, 

Io,rrrf(.*p 
rft1(fl.h4rr1"-iat(Fr,(81(s),h)mhle-;r,,, d.rr.

Il suffit donc d'appliquer I'hypothèse de récurrence à la fonctior "f., , définie sur G1(S) par
f  , , (h) :  / (exp 11b1(^S) .  h+") .

r
Remarque:

soient s et s' deux éléments de glen et F appa^rtena,nt à g* tels que

.F 'e [2 ( ,S) tn t t r ( ,S , ) t .

Alors, pour toute fonction g dans S(mfnl), les valeurs de {9( oF,B(r^g)), 9 € G} sont
déterminees pax les valeurs d" {p( oF,B('cS,)), g € G}.

En effet, soient gs et gs, les fonctions définies sur I'orbite o de F par

ps(l) :  p( l ,^B(S)) et vs,(t) :  e(I ,B(^9,)) , ,  I  e O.
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Alors, gs et ps, sont dans ̂ g(O). En outre, si / appartient à ^g(G),

f - r r
Jovs(t)f s(t)dpo(t) : 

l .  çt(t)| .  |^f @)"-ia(I,B(s),x)arlapsQ)'i t,"
:  |  ̂ f@)t I  vs(t)e- i"( I ,B(s),x) ùrs(t) ldr

J G  J O

f f
= 

| f@\ | çs,(I)"- ia(t 'B(s') 'x)d,prs(l))dr
J G  J O

: 
lor r, 

(t) i s, (t)dpo(t).

Il est clair aussi que

l l  f t l l"rot:l l  is' l lr '<ot '
Donc, siUs,s, est I'isométrie de Lr(O) telle que t/s,s,(îs): fs,,il s'ensuit que

U s,s' (g s) : Us,s, (p's).

5-3- Proposit ion:

soitg un éIérnent de s(n(r)). uorr, pour tout D appartenant àpu(g), bg oppor-

tient aussi a s(lt1oy)

Démonstration:

Soit r/ Ia fonction définie sur glu,, par:

,b@):e(F,B(F)),  F e sinn.,

où B(f) est la base de Malcev ortonormalisée passant par la polarisation associée à F,
construite dans le paragraphe 3. Fixons F € gia, et considérons une fonction e définie
sur g*, de classe C* ,, Ad*-invariante telle que Q = I dans un voisinage Ad*-invarialt de
F et Q: 0 en dehors d" gien. Alors, il existe une fonction fq €,g(G)-telle que

îe(F, , B(F,)) : (e.rD(F,), vF, e s|6n.

Cornme .iq( s F', eB(.S)) est déterminée par îq( n F,, n B(F,)),on a que

.îq( sF', cB(S)):ç( sF', oB(S)) dans un voisinage Ad*-invariant de F. par suite.

bp:  î t îq :  @fd '

clans un voisinage .4d*-invariant de .F. Ce qui prouve que

r^
J",",rvDvt 

o F' B( es))e-to( e F'B( e s)'x)46

n<'<léJrcrr<l pas cle B(S).
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t(*tnl), on fait correspondrela fonction c,a définie sur G par

n  S) ) " i " (  
e  F ,B(  e  s ) ,x )  46 ,  r  € .  G.

5-4- théorème:

L'application ( )- d,éfinie par (L.7) est un isornorphisme d,e s(G) d,ans
inaerse est I 'application ( )-.

Démonstration:

Soit p a (*fnl). Alors, pour tout c appartenant à G,

ç@):  t  .  t  [ ^  ^  ^ . ,p (oF,B(oS)) " i ' (nF,B(n ' ) , ' )dà ]dFJs' /Ad. Jc/cG)
f f

:  
I  t  l , ^ .9 (oF ' ,8 (sF) )e i " (  

eF 'B(  eF) ' x la4ap
J s. /Ad, J c 1c1r1

f
:  

J n 
9@, B(F)1"ia(F,B(F), ')  dF.

La fonction teo défin]e sur g* par po(F): 9(F,B(F)) appart ient à Lt(g-).Donc,
toute fonction / de Schwartz sur G,

1 eo, io ) r,k.) = [ e@,, B(F)lîr, aglar
J g '

_ 
[ -r@, B(F))|, [ 16"'^F,B(F),ùd.r]dFJs '  - Jc -

f f
- 

|  ̂ l | ç(r, B(F11e;"tr'BG)'x)dFlJç*1a*
J G  J g .

f _
:  I  Q@)f(r)dr

J G

:1Q,  f  >urc t .

En outre, si D est un élément de pu(g). Arors. (Ddo appartient aussi à Lt(g-).
Par conséquent,

cl(O, r)dp,({))
Ad .

I

|  ç (  eF ,B (
A d ' J G / G ( F )

A une fonction tp €

e@): t
Js.  /

:I
J s " /

s(oofnl) . son

<  ( D p ) o  ,  ( , f ) o  ) y z 1 n  ) : (  g o

- -<P,

On en dédrrit donc que Dtp appartient à
Ce <1ui l)rouve <pe çà est clans S(G).

,  (D f  )o  )Lz(s . ) : (  po  , (Df ) 'o  )p6 .1
Df >yzg;y:1 Drb ,  f  )urct  .

L2(G), porrr torrt opératerr D dans pu(g).
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Nous montrons maintenant la formule d'inversion. Soient r un élément de G et / une
fonction de Schwartz sur G. Alors-

- I

( f ) - ( r )  :  |  . f (1 ,  B( l ) )e ia( t 'B( t ) 'x )  41
Jg*

t ' I
:  

I  l  f (  ot ,B( sr))eia( et ,B( et) . - t4gdp(o)
J  g*  ,o " *  J { l

I
:  I  t rr(r)r( f)dp(")

Je
(d'après le corollaire 4-5)
:  f ( r ) -

Ce qui achève la démonstration du théorème.

t

6- Exemple:

Soit g une algèbre de Lie ni ipotente de dimension g, et B: (6r,.. . ,ô6) une base de
Jordan-Hôlder de g telie que:

[ b8 ,b2 ] :  h '  [ h , bz ] :  b t '  [ bn ,b r1 :6 r t  l bu ,bu l : 6 r .

[bn,bu] :  6s i  [ô . ,  ôo]  -  b+i  [bu,br1:  6r .

Le centre de g et donc de dimension 1 et il est engendré par le vecteur ô1.

Rernarque:

Considérons un élément F de g* tel que 1 F,h >+ 0. Son stabilisateur g(.1r') est

g(F):  b es/  1F,[ ' ,s ]  >- (0)] :< {ô, ,b0 -  fU-{Zt^-  *ur-*uù r .j r  I r  J r -  J r

Alors, toute polarisation de .F n'est pas un idéal de*g.

En effet, soit p une polarisation de F et soit X : 
I z;6; un élément de p. posons
i = l

Y : :  lX,bel  :  -*rh -  xabq et  Z := lX,h]  :  *gôr *  c6ô5.

Supposons que p soit un idéal de g. Alors, Y et Z appartiennent à F. Par conséquent,

0 :( 4 []', Zl >: ,|,.fr.

Ce qui prouve Que t6 :0. Comme g(f) est inclus dans p, 16 rr€ peut pas être nul.
Pa"r suite, p n'est pas un idéal de g.

1) on va construire une polarisation de F : (ft ...,"fe), avec.fl l0 et par srrite. rme
transformée de Fourier adaptée sur g* par la méthode décrite dans le paragrapSe 3.

Dans cet exemple on a :

f r - 3 ;  i r : 2 ;  z i 1  - $ ;  i z : 3 ;  i z : 7 t  j t : 4 ;  i r : 5 ,



gr (F )  : (  {ô r  ' " ' ' b ' }  } '

Ez(F)  : (  {ô r  '  " ' '  6u}  ) '
et

9s (F ) : (  { ô r  , bz ,bs ,b+ ,ba  -  *U r }  t  .
Ir

On a donc
g  -<  ba ,bz ,6s  >  Ogr (F ) .

soit G3(F) : 
"*pgs(F). 

Le groupe G:: (g,c.B.H) est difféomorphe à

exp(IRôs) . exp(IR67) . exp(IRbr) . Gs(f').

Tenant compte de ce difféomorphisme et de la décomposition de g faite plus haut, un
éiément r € G et un élément F € g*, s'écrivent respectivement sousla forme:

r  :  exp(r16s) .exp(rzbz) .  exp(r3b5)  .hr (F) ,  r7 t  r2 t  rs  € IR et  hr (F)  e Gt(F)

et
.F: )rôs* + Àzbz* * )365* + Fs, )1, , \ ,2, )r € IR et fs e gl l f ; .

Pour i  :8., 7, 5, on note

roi :  expoqb;. c . exp(-a;b;), r € G, a; € IR.

La fonction a est définie donc sur g* x G par

a(F,r ) :  a(Àrba"  I  \2b7"  *  À3ô5* *  Fs,etpr lbs.erpr2bT .  erprsb5 -  âr (F))
:  ) r r r  +  a r ( ^2b7*  *  Àsôs*  +  Fs ,  l exp r2bT .e rp \b5 .hs (F ) ]â " ' ; .

Comme bs et b7 commutent, on a

le rp r2bT  .eæprsb5 .âs ( t r ' ) ]  i , , ,  -  
" rp | r r6 .e rp r2b7  

.e rp \b5 .hs (F ) .e rp ( - * r rU r )

: etpr2bT . [erprsbs . ht(f11i", .

Donc,
a(F, r) :  Àrrr * À2r2 + d2(Àsbs* i  Ft, l(exprybs . fu(F))+,r1ï,21.

En outre,

[(erpryb5 .hs@1|in1Èrz - 
"rp(]rrbs +f,rrbr).hr(r) ."reç-]rrôs - 

Trrur,
: expfx5 ba - (*'s * + *rr*r)0,

I r z
. ,  1  1  1

* (ro * jnæl )ba * csôs * x2b2 * (", * :rrrc2 - 
)r2xs)b1

,  L  \ r  \  f ,:  exp(- ; r2x5 )bs).exp{xs (ôu -  f  ôr)

. i I r
* (x+ * jnxs )b+ * x*s * (r, - 

f ,r2r!1U,
. 1  1  I  . 1  1

* l t r  + 
, r f iz  i rz*t  

-  (  
nrzx,  ) ( rn + , r1x5 ) ]b1]

,7: exp? 
ir2x5 )bs) . h'r(F).
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Il s'c.nsuit que

a(F,:r) :  ) r? ' r  t  À2r2 f  )s(rr  -  Trr* ,  )
+ < l13,  loslexp( l r t  -  

f , r2*,  ) .h ' r (F).(-* ' ,  t  f , r2r5 )6uj  >
: Àrrr i Àzrz * )s(rr - Trr*, )

+ < FB, rs (ba -  
#Ur) I  (*nI  | r1r5 )bt  T rs,h t  ( r ,  -  

l rsrs )b2

*(rt + Trr*, - Trrr, - Trr*u - Trrrsr5 )fu > .
Par suite.

* \2r2* )3(r3 - 
Tr"r, ) + *ufu - 

ffr*,
1.  1
,rt*t )f+ + xth * (*, - 

trt*t )f,
1111
2r@z 2rzxt i,rsr+ 

- 
nrlrsxs )f1.

* ( 'o+

*( " r+

a (F , r ) :  À r r r

2) la sous-algèbre gr :< {br,br,...,ôo} ) est un idéal de g de pas deux.
En outre, l'orbite d'un élément F: ("fi,...,,fr) € g* ter que.fl f 0 est pararnétrisée par:

O(F) :  A1. (G)F

:  { f i6 i  *a1  b i+a2b i *a3b i *aab[+  ] [o r r ,  *aza+*  fa f t  -  f s fs -  fa fz ]bâ
J I

- f  a5bi  *  a66j ,  Qr , . . . , tao € IR) .

Soit
u:ab i+pb i  €g i ,  a ,  B€IF._ .

Alors, pour tout F : (ft.,..., fa) € g*, h * 0,

F+ueO(F) .

Ce qui prouve que I'orbite 0(F) est saturée par gr.
Donc, d'après Ie paragraphe 2-2, on peut définir la fonction a

(4.) :  (tn ,. f2,.. . fe),expr7b7 . erprsbs . 
"rp(D",ô,)) 

appartenant
i = l

n(42)  : ï z . f z *xa fe

pour tout couple

àg*xGpa r :

6

+ . t  . f ;1,;*, loglerp(*rr! ,  *
i = l

1 6

i*rur) . 
"ro(D x;b;) . 

"rpç-!*.,b., - 
T*ror)1,

t : l

6

:  t ' i . f t  * ra . fe+.  f  r ;b ; " , r0ôo - ( rs  +  l r r ru)b5*( rn+f ,xexa)b+*xsbs
i = l  z

!  r2b2* ( r r  +  ] r r r ,  
-  

] r r r r )ô ,  > .
D'<x\.

o(F. r  l :  rz . fz  +: r8. f8  + , ,6 f6-  ( rs  + |xzx6) fs  *  ( ra  +! rsx6) fa
z

+ :r3,f3 + r2f2

11
* ( r r  *  f 2 r s - i r t r r ) f t .
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Un calcul simple montre clue cette définition de a coïncide avec I'application :

g * x G - - - + I R

(F , r :  e rp î7b7-erprsbs .erpD* ;b ; ) )  ' - - - -  <  F , (x7b7 +  rsbs) 'c .n .n  I  "nbn 
> ,

i : l  i = l

où .c.a.n est la loi de Campbell-baker-Hausdorff dans g.
L'application ( )- construite à l'aide de cette fonction a est évidement un isomorphisme

de S(G) vers S(g*) .
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m
LES CONVOLUTEURS DE SCHV/AWTZ

POUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

1- Introduction:
Soient G un groupe de Lie nilpotent, corurexe, simplement connexe; g son algèbre de

Lie et g* l'espace dual de g. Notons ^9(G) I'espace de Schwartz de G et .9-(G) I'espace des
distributions tempérées sur G.

Si f et ? sont respectivement des éléments de S(G) et de S.(G), Ie produit de con-
volution de ? pa,r / est donné par

T*f (x ) - -<T, I , f  ) ,  x€G,

où
I ,T@) -  f  ( * - t  .y )  e t  f  @) = f  ( * - t ) ,  x ,y  €  G.

De même, pour r € G et f e S(G),posons

r" f@): f (y .x ) ,  yeG.

Alors, on définit le produit de convolution de "f p* T pa.r:

f  *T ( x ) : 17  ,  r , f  ) ,  x  €  G '

1-1- Définitions:

i) On appelle multiplicateur à gauche (respectivement à droite) de S(G), tout endo-
morphisme continu D de S(G) tel que pour toutes fonctions f et g dans S(G), on ait

DU)*g:  DU *9) ,  ( respect ivement  f  *  D(g)  -  D( f  *9) ) .

I ii) Soit ? une distribution de ^9(G). On dit que T est un convoluteur à gauche
(respectivement à droite ) si ?*/ (respectivement f *T) est dans.S(G), pour tout /
appartenant à S(G).

La distribution ? est dite un convoluteur bilatère (ou simplement un convoluteur), si elle
est à la fois un convoluteur à gauche et à droite.
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1-2- Proposit ion: [31]

Pour tout rnultiplicateur à gauche (respectiaement à
unique conuoluteur à gauche (respectiuement à d,roite)Tp
à S(G),  on a i t

Dff) -- To * f (respectiaement D(f )

ilroite) D de .9(G), iI existe un
tel que pour tout f appartenant

:  f  *Tp) .

Soit / appartenant à S(G). La transformée de Fourier de / est définie sur g* par

De la même façon, si
g par

^ î
i(g) - / /(""p x)e-zti<e,x>dX.

J o

F est un élément de S(g.), sa transformée de Fourier est définie sur

F(X) : 
ln. 

F(€)"-t"n.r,x> d,(.

l"rt* ll " ll ')u | ,(") | d,x < æ

La transformée de Fourier T d'une distribution tempérée 7 est définie sur S(g*) par

<û , ,  . t ' > -<  7 , ,  Fo log ) .

Notons CS(G),I'ensemble des convoluteurs sur G; c'est à dire, I'ensemble des distri-
bu t i onsDappa r tenan tà^9 . (G ) te l l esquepou r tou t / dans^9 (G) ,D*1e t l *Dson tdes
fonctions de Schwartz sur G.

Dans le cas abélien, Schwartz^a montré dans [39] qu'un élément D de S*( IR") est
un convoluteur si et seulement si D est une fonction C* à croissance modérée ainsi que
toutes ses dérivées. Dans 124],le lecteur trouvera aussi une caractérisation analogue des
multiplicateurs pour Lo(G),lorsque G est un groupe abélien, localement compact.

Corwin a donné la caractérisation suivante des multiplicateurs à gauche d'un groupe de
Lie nilpotent:

1-4- Théorème:[6]

Soit T une ilistribution tempérée sur Ie groupe ile Lie nilpotent G. Les assertions
suiuantes s ont équiualentes :

i) T est un conuoluteur à gauche;

ii) pour tout entier lc, iI existe une fonction intégrable u : up, aérifiant

( * )

et un entier R tels que

T* f  : u , * ( 1  -A )R* / ,  V /e  S (G)

oît. t\ ilé.signe le laplacien relatiuement à une base (X1,...,Xn) ile I'algèbre ile Lie ile G:

o:f*?,
i : l
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iii) pour tout k €IN, il eriste u,n nornbre fini d,'opérateurs ilifférentiels inuariants
gauche Dt , . . . ,D,  e t  des fonct io ' tus u1, . . . ,u , ,  uér i f iant  ( * ) ,  te ls  que

Dans ce chapitre, nous donnons une approche de la démonstration de la conjecture de
Howe [18], caractérisant les convoluteurs centraux pour S(G). Rappelons que ce résultat
a été prouvé par Jenkins [21]. Ensuite, nous donnons une condition suffisante pour qu'une
fonction appartenant à C-(g*) soit la transformée de Fourier au sens de distributions d'un
convoluteur. Une condition plus simple sera donnée dans le cas du groupe de Heisenberg.
Enfin, nous citons un exemple d'un convoluteur pour I'espace de Schwartz du groupe de
Heisenberg et qui n'est pas déterminé par une fonction.

2- Convoluteurs centraux pour S(G):

2-L- Dêfrnition:

Soit D un endomorphisme continu de ^9(G). On dit que D est un multiplicateur
central pour ^9(G) si D est à la fois un multiplicateur à gauche et à droite.

Soit .f une fonction de Schwartz sur G et r un élément de G. On désigne par lrf et
r"/ les transiatés respectives de / à gauche et à droite par r.

2-2- Proposition:

Soit D un multiplicateur pour S(G). Les d,eun propriétés suiaantes sont équiualentes:

i) D est ttn multiplicateur central pour S(G).

i i)  Pour tout f d,ans S(G) et pour tout x appartenant àG,

DQ"f) :  I ,DU) et D(r, f)  :  r"D(f).

Démonstration:

Soient D un multiplicateur central pour S(G) et (g")" une unité approchée de .9(G);
c'est à dire, pour tout n appartenant à IN , g' est une fonction de classe Co" à support

clans la boule de centre 0 et de rayon I et telle qrr" / g,@)dx= 1. On a alors,
J G

" lgq- f  
*gn: ,1$0"* f  : f  v f  € .S(G) .

Soit r clans G. Alors,

D ( l , . f  * 9n )= l , f  *  D (sn )=1 , ( f  *D (9 " ) )  - t 'D ( f  * 9n ) .

Cornme D est continu, on a par passage à la limite qre D(Irf): lrDU).
De rnôrnr:.

D ( r , ( g ,  * . f ) )  :  D (g "  * r ' , f ) :  D (9 " ) * r , f  : r rD (g " *  f ) .

Ett f :r isalrt ten<lre r? \ 'ers l ' inf ini.  on a alors, D(rrf ):  rrD(f\.

" :  D D j r j .
j = l
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Réciproquement, soit D un multiplicateur pour S(G) qui commute avec les transla-
tions à gauche et à droite par des éléments de G. Alors, pour toutes fonctions .f et g
appartenant à S(G),

f  *D(s):  I  f@,,o(s)dy:  I  f@o(tnùda: I  ot f (ùtyg)dy
J G  J G  J G

î
: D( I f @Yrnay) (car D est un endomorphisme continu)

Jc
:  D( f  +  s ) .

En outre.

DU)*s g(a)D(ry_, f )da

I

Soit ? une distribution tempérée sur G. Rappelons que le produit de convoluion à

gauche (respectivement à droite) de ? par une fonction de Schwartz / est défini par

T *  f  (x)  :1  T, l 'T  > ( respect ivement  /  *  T(r )  :1T,r , - ' f  >) , r  e  G.

2-3- Définition:

Un convoluteur ? pour ^S(G) est dit central, si pour toutes fonctions f et g de ̂ S(G),

T * (T *  s)  :  G * f )  *  s :  f  *(T *  s) .

2-4- kernarque:

Soient D un multiplicateur pour .S(G) et Tp le convoluteur associé.
Le convoluteur ?p est central si et seulement si D est un multiplicateur central.

En effet, si D est un multiplicateur central, alors,

: 
I"D1)@)tngoo 

: 
I.s(a)ry-,nU)da 

: 
l.

- ,( 
l.s@)r,-, f d,y)

:  D(f  *  s) .

To * (T * e) : D(T * s) : D(f) * s : (Tp * f) * g
- f*D(g)- f , r (Tp*s) .

Ce qui prouve que ?p est un convoluteur central. La réciproque est
vérifiée. En outre, un convoluteur ? est central si et seulement si

1T ,  l r r ,T ) : (  T ,  f  > ,  Vc € G,  V. f  €  ^S(G).

aussr trivialement

En effet, T est un convoluteur central si et seulement si I'endomorphisme Dr de.S(G)

défini par
Dr( f ) -T* f ,  /e  S1C)
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est un multiplicateur central. Soient donc z € G et .f e SçC1. On a

1T ,  l , r , f  > :  Dr ( l , ' , f )k )
: l,r,(Dr(/)X") (d'après la proposition 2-2)
-- Dr(T)k)
: 17  ,  f  ) ,

où e désigne l'élément neutre de G.

Soit n- une représentation unitaire irréductible sur G et 7 un convoluteur pour S(G).
L'espace r'(S(G)) est algébriquement irréductible sur 113 [18]. L'opérateur r(T) défini
sur ?1f; par:

re)(r(f6) :  re*f)(.

est un endomorphisme continu de'11*

2-5- Proposit ion:

Si T est un conaoluteur central, alors,

r(T) : î1"1tv=

of iQr) appartient à C et In7 désigne I'id,entité d.e 17f .

Dérnonstration:

Soient f "t 
g dans .9(G). On a:

re)r(f) ("(g)e) : r(r. .f)("1sy6)
/ .  -  \ . .:2 . ( ( " * " f ) *s )G)

/  . \:  "( /  *  (r  *  s))G)
:  { f ) r ( \  ( " (g)€)

L'opérateur r(T) commute alors avec r(/) pour tout .f appartenant à S(G). Donc,, d'après
le lemme de Schur,

t (T)  :  T( r ) In7 '

I

Dans la suite, nous munissons ô d..o topologie usuelle. Rappelons que cette topologie
est décrite de la façon suivante:

Une suite (z'r.)r.elN d'éléments cle ô converge vers z' si et seulement si pour tout ( dans

173.i|existe une suite ((r.)161q dans ?1fr telle que

l im < z ' r ( . f  X(r )  ,  {1 .  )=(  , r ( /XO .  (  >  V/  €  S(G).
i -oo
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2-6- Proposition:

Soit T un conuoluteur central pour S(G). L'application,

ê----- CI

n ,-----'Îft1

est continue pour la topologie d,e G décrite plus h.aut.

Démonstration:

Soient r eG et (z'*)*.ny une suite d'éléments de ê qui converge vers 7r. Choisissons
une fonction / dans S(G) et un élément ( de'17f; teis que

.n j ) t ,  t>+0.

Il existe donc une suite ({6)*.1q dans T1fr telle que

* l 'TL'"r( / ) (6r)  ,  (*  ) : (  " ( /X()  ,  (  > '

En outre,
<n*(T * /Xr ,€r  ) :<nr (T) " r ( /X( r )  ,  { r  )

: ' Î ( " * )<  r * ( /X( r ) ,  €o  >  .

ce qui implique que
Àr \  <  rp(T *  " f )€ t  ' ( t  >
t  \n r )  :  <  " . -61gr . ; ,  6o  > '

En faisant tendre k vers I'infini. on a alors

À r  \  , .  <oo (T * / ) € r , ( t )
Um l t i rÀ . r :  I rÛ l  -

&-oo Â--*; < 
"r(/)((r) 

, (r )

<r(T*/X,€>
<"(/xo, {>

_<z ' ( " )z r ( / )€ , (>
<"u)e , (>

: îr").

T

Soient maintenant ( une forme linéaire sur g et p une polarisation de {. Notons P. le
sous-groupe de G, P:: expp. Nous définissons sur ^S(G), I'opérateur Qc par

f  ^ . , -
Qe(/X""px): /  / (exn1x +*))e-2"i1î"m)6*, /  e s1c; et x € g.

J g

On sait que ([39]) si ? est un convoluteur pour S(R"), alors,

(T *  f )^  : ' Î Î ,  v /  € S(m"),

où ( )" désigne la transformée de Fourier usuelle sur S( IR" ).
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Si 7 est un convoluteur central pour ^9(G) où G est un groupe de Lie nilpotent,
ce résultat n'est plus vrai. La proposition suivante a été prouvée dans [21]. Nous la
redémontrons ici par un calcul direct.

2-7- Propsition:

Soient ( appartenant à g* et Xt, Ie caractère sur P iléfini par:

XC(exP  m) :  
" -2z t i 1 ( 'm>-  

'

Soit r, Ia représentati,on de G induite de P par yg. Alors, pour tout conaoluteur central
T pour ̂ 9(G) et pour toute fonctàon f dans S(G),

î(ùee7) : ee1* ?) : ee7 * f).

Démonstration:

Soii (91)*.n1; une partition de I'unité. Alors,

On en déduit que

"Q)QeU):  QaQ * f ) .

Comme r(T) : Û(ù,le résultat s'ensuit.
r

On peut regarder f .omme une fonction sur g* définie par

r1t;,: î(",)
qui est donc une fonction continue, Ad*-inuanante sur g*.

2-8- Proposition:

SoitT un conaoluteur central pour S(G). Alors, i est une fonction C* en tout point
I € g*, en position générale.

Démonstration:

^Soient I € g*,, en position générale, (? I'orbite de I sous I'action coadjointe et r l'élérnent
de G correspondant. Alors, d'après la proposition 3-5 du chapitre précédent, on a que pour
toutes fonctions f et g dans ^S(G),

t,o ((r * /) * s.)) - I"r, 
* il-Qt)gTl)dp*(t').

D'autre part, T est un convoluteur central. Par conséquent,

tr"(Q * ,f) * s.)) : tr"(r * (f *e.)) : i1)trr(f * s-)
^ 1: ?(l) 

Jof 
()g(t')d,p"(t')

(car ? est une fonction Ad*-invaria.nte).
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D'oir pour tout élément / de g* en position générale et pour toute fonction / dans ,9(G),

Q * fl-(t): îçt1f çt7.

Comnre pour tout T e S(G), I'application / et de classe C- en tout point / de g* en
position générale, le résultat s'ensuit.

I

Remarques:

1) Soit 7 un convoluteur central et g un élément de ^9(G). Alors,

f f ^ r
< T,,g): T * g(e) : 

J"trr(T 
* s)dp(r) : 

Jur@) Jo_0f)dp"(Odp(")
f f ^ f: l. I rf)0(ildp"(odp(r)_ | rG)|G)d€.

J G  J ( ) *  J g *

Ceci prouve que cette définition de f coïncide avec ceile de la transformée de Fourier
usuelle d'une distribution. C'est à dire, si f'appartient à S(g.) et Ê désigne l'élément de
.9(G) défini par

Ê("*px) : I rçx1uz.ri<ex> d( VX e g,
J g "

alors, ? est défini par

< ' Î ,F ) : (  T,Ê '  > V.F € S(g. ) .

2) Rappelons qu'une distribution ? € ,9.(G) est dite bi-inva^riante si

1T , I ,r , f  ) :(  T ,  f  ) ,  V/ e S(G), Vx € G

et qu'une distribution D €. S.(9.) est dite /d*-invariante si

1D ,  f  oAd* r  ) : (  D ,  f  ) ,  V /e  S (g . ) ,  V r€G .

Alors, ? e S.(G) est bi-invariante si et seulement si ? e ^9.(g.) est Ad*-invariante.

En effet, soient f e S1C; et c € G. Alors, pour tout ( € g*, on a

I

Q,", f  )^G) = I  f  @-'  expY r)e-2". i1Ê'  Y>dY
Js

I
: 

I nf 
{."o(Adx.Y))e-2ni1t" 

Y> dY

:  
/n 

/{""0 Y)e-2t ' i<td'x 'Ê' '  Y) 4Y

-  i1ta.x.g.
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Supposons que le centre de g, i soit de dimension ) 2 et soit 19, un sous-espace de 6 de
codirnension 1. On identifie dans ce qui suit le sous-espaceû au sous-groupe fermé expd.
A un élément .f de ^9(G), on a,ssocie la fonction /,e définie srr Gf 19 par

fo@):  IT@.u)d.u.
Jo

Notons que si r est un élément de G, alors (/"/)o: l ,(fo) 
"t 

(/)o : (/u)-.

2-9- Lemme:

L'application

f * ïo

est une surjection de S(G) sur S(Glû).

Dérr.onstration:

Il est clair que si / est une fonction de Schwartz sur G, la fonction /,e est dans S(G lrS).

Réciproquement, soient g dans S(Glq et 91l'élément de S(d) tel que

f
r î r (0)  :  

Jror(u)du 
:1.

Alors, .f : ((g o exp) A gr ) o log est un élément de S(G) et

r f
, fo( "*pX)  :  /  / (exp(x +v))dv:  I  Kt  oexp)8srXX +v)dv

J Û  J Û
f:  I  g\*p x)s1(v)dv

J $

:  g(exp X).

I

A une distribution tempérée ? de G, on fait correspondre la distribution temp&ée T6
de G lû définie par:

f
1To, fo >:  

Jo.r , I . , f  
>  du.

2-LO- Proposition:

Soit T u,n conaoluteur central pour S(G). Alor-t.

i) T6 est un conaolutetn central pour S(Glr9).

i i )  ( f ,r  )^ :  î  l tntr) .  :  i  lo ' .

Dérnonstration:

i) Soient f et g deux élérnents de S(G). Alors. fo * go : (.f + g)e (les produits de
convolution étant respectivement dans S(Gl3) et dans S(G)).



En effet, si z appartient à Gf ,3, on a

( fo  *  go)( r ) :  
l " ,oro@)so(a- '  

' r )dù

: 
l .,r( |x, 

'  u)d'u lrotu-' 
'  '  'Qau)dg

: 
Ir( 1.,, lrf @'')s(u-' 'v- '  'r 'u)d!du)du

(en effectuant un changement de variable u r----- u-' 'u)

f r f f \:  
,  (  J" , r  Jr f@'u)g(r - '  

'v - '  ' r 'u)dvdu)du

f t '--  
Jr J. f  @)gfu- '  'x 'u)dYdu

f:  
Jo( f  

*  g)(* 'u)du

:  ( f  *  s)o '

Soient 7 un convoluteur pour S(G) et f € S(G). Alors, pour tout r appartenant à
G,

(T ,e  *  f6 )@)  :1To, l " ( fo ) -  ) : (  To , ( l 'T )o  >

t - trr.g@.æ)du.Jot ' ' l " l ' f  
> d ' :  

J '
D'or\  

To * fo:  (T x f ) ,e.

De même,
fo  *To :  f f  *T )6 .

Supposons maintenant que ? soit central. On a

(To * ' ,o)  *  go:  (? x f )o *  no :  ( { r*  / )  *  o) ,

-  ( r * ( . f  *n ) )o :  To* ( f  *s )x :  To* ( {o*so) .

Par suite, ?6 est un convoluteur central pour S(GlÛ).

ii) D'après la définition de ?e, on a

1To,fo ) :  
I r . r ,hf  

> ou: 
Io< 

T,( /"*o v i l^  > dV

f 1
= I I rh)Q".o v/)^(n) dqdV'l'1.
: 

Jo J*,o)' 'o' 
?(€ * v)(l"*p v/)^(€ * u)d(dvdll

r  r  ^  |  ô _ i / . r - .  1 : \
= I I îG+ù/ /(exp(r +V))e-2"i(€*z') '),11'd(avat:.

J 0  J ( s / O ) * x t *  J s
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En identifiant g à gl,9 x d, il vient que,

lTo,fo >: t t  tG*r) [ /(exp(Y +u +v))"- '"ot(*u'\ '*u)4tdLra*trdy'
J t  J 1 s 1 0 1 - x o -  J s / s x û

f  f  "  -  f  ô - : / è  \ / \  n - : / , ,  r I \  . - ' -
: I I î 'G + ")I | /(exp(Y * v))e-2"i<Ê'Y> "-Ztri1u'u) 

a'i aula(auav
J t  J ( s / û ) * x ? t -  J s l û x û

(en effectuant un changement de variable V ---+ V - U)

r f  l '  ^
: | | t I tfe f z)/(exp (Y + v))e-2ti1v'u) 4[J d.u]e-2"i<c'Y> dv atav.

J $  J ( s / û ) - x s / 7 t  J û x û *

En appliquant la formule d'inversion de Fourier, il s'ensuit que

< To, t, , : [ [ r16;11"*p (Y +v))e-2'.i1('Y] 4tagav
J û  J ( s / û ) . x s l 1 9

I: I i((X/oX""pY).-'n'tÊ'Y> d'f dt
J  (s /û \ -  xs /û

f ^: 
l rn,".r(t')(f 

o)^(od€'

D'autre pilt,

1T,y,To ):( (To^,(f ù" ,:  [  (r,r)^((x/,r)^({)./ i
J  t s /  o ) -

En identifiant ces deux égalités, on en déduit alors que

(?o )^ : Î' l@lo). : f 1,9 L .

I

z-LL- Théorème:[21]

Soit T € S.(G). Alor-q, T e-st tm conuohtteur central ponr S(G) si et -sett lernent si ' Î

est une fonction de classe Çæ -sur e" , Ad -inuartante et -à croissance rnodérée ainsi que

toutes ses dériaée-c.
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3- Une condition suffisante pour qu'une fonction
soit la transformée de Fourier d'un convoluteur:

Soit g une algèbre de Lie nilpotente et considérons la suite déscendante

go :g  e t  g ; : [ g , - r , g ] ,  i : 1 , 2 . . .

Soit r le rang de g; c'est à dire I'entier te1 que g, + {0} et 9.+r : {0}. Ce qui implique

que si ; désigne le centre de g, alors g" est inclus dans 6.

Soient 196 un supplémentaire de 91 dans g et pour tout i : 1,..., r - t, choisissons un

sous-espace d; de g;, supplémentaire d" g;+t. Posons aussi dr :9r-On a alors,

g  :  r Jo  O  r9 r  O  . . .  O  t9 " - r  O  d . .  (3 .1 )

Pour  j  €  {1 , . . . , r } ,  so i t  n i lad imension de d i  e tEi : (br r , . . . ,bL, )  une base de d i .

Soit G:: (g,C.B.H). Si X et I/ sont deux éléments de g, la multiplication de X par

I/ à I'aide de la loi de Camtcl-Baker-Hausdorff est

x . t /  -  x +, *: [x,) , ]  + [ tx, [x,v] l  +.. .  (3.2)

Remarquons que si U €;, alors, pour tous X,Y dans g,

X.(Y +u):  x.Y +U.

Soient 
r r

1 -  -  \ -  - -  - l i^= 
r^, 

er t: 
!,-o' ' ' ,

cler-rx éléments de g, tels que, pour tout i :0,..., r, X; et Y; sont dans t9;, alors,

X'  y  -  X6 + lo  +  D" ,  +y i  +  C; (Xo, . . . ,X i - t ' ) t , . . . ,  Y ; - ) '  (3  3)
r = 1

o i r  C ; ( - \ 6 , . . . , f i - r ,Yô , . . . , I i - r )  appa r t i en t  à  r 9 ; ,  i  :  1 , . . . ' r  e t  pou r  t ous  i , " ?  e  { 1 ,  " ' ' 7 " } ,

C'r est un polynôme de degré i - j en X, (respectirremeut en ll).

Dans la  su i te ,  on convient  que pour  i  :  0 ,  C;(X6, . . . ,  X i - l , } i , . " ' ,4- r )  :  0 '

En vertu de (3.1), un élément ( d" g. s'écrit  sous la forme: € : (€0,... ,€") avec {; € r9i.

Pou r  tou t  J  :  0 , . . . , r ,  s i  X i  e  Û i ,  € i  e  t i  e l  a i  :  ( a i1 , - - - ,Q i , , j )  eD I " ,  on  no te :

xît : xÏ,'r'' " xl,tn"' et tî' : (;i' ' ti,t;ît

oir -X7,t (respectivement €i,r) est 1u f ièrne composante de Xi (respectivement de (;) dans

,,r." lru".e !8, de d; choisiearbitrairen-rent (respectivement dans sa base duaie).
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3-1-  Propos i t ion  :

Soi,ent çt  une fonct ion déf i"r t ie sur g* de clu.- t-re C* et . f  upparteno'nt à S(G). Alor- ' .

p o u r  t o u s  ( o 0 , . . . , o r )  € I N ' o  x . . .  x I N n ' ,  o n  ( L

f f
I  I  ç@(fr '  ' '  ' t i ' f  (Y)"-2ù1( 'x 'Y> dYdt

J g *  J G

:  t  /  [  pG)pi60,. . . ,X,- t )D1f(Y)e-2t ' r i1( 'x 'Y)dYde
I Js- Jc

où les Pi  sont des polynôrnes en X0,. . . ,  Xr-1,  te ls

d,e Pi en X; est inférieur ou égal àîk I a,-e+*)
&=1

Démonstration:

i) Nous montrons en premier l ieu, que pour tout i :1," ' ,?",

,p() t î : t '  . f  (Y)"- ' " i<Ë'x 'Y> dY d€ :

* 
"-2zri<t,X.Y> 

dy dt

avec  P j ( ) i 0 , . . . , f i - r ) son i  des i ro l ; ' n f fmes  dedegrés  <  ( i - j )  |  o , - ;  l en  X i  ( J  : 0 ,  . . . , i - r ) '

Nous raisonnons par récurrence sur i. comme (" est dans;*, d'après (3.2), on a que

que pour tout

I

d :  0 ,  . . . ) r  -  1 ,  Ie  d 'egré

l, l.
1 f

t  /  |  çG)Pi6o, . . . ,x i - r )D1f(Y)x
7  Js -  JG

Il"

l, l"?({)4î" .f (Y)"-"' i<€"x \'> d'Ya€ : 
lu l"vG)ai f 

(Y)"-'"u<l'x \ '> ctYd'('

De urême, si I  = 1,

,p((xi : l '  . f  ( \ ' )"-2"i<{ 'x 'r '>4Y dt : p(()Pi (Xo ) D 1 f $) e-2'æ i <r' x'\ '  >' (lY d E

oir les P;(-\o) sont des pol;'nôûres en X6 de degrés 3l o.-r I et les D; sont cles opéra'teurs

clifférentieis à cceffrcients pol}'nomiaux sur g'

Soit alols i  e {2, . . . .  r}.  On a qr.re

r

0 \ , , - , - , , u  (  ( .  f  ' I '  , -  0Y , - , - ' , u  I  . . - t , - i ,X r - i IY r -1 - lC , -1 (X0 ' " ' , f ' - j - r ' I ' 0 , " ' , ) ' " - i - t ) )

.i:0

tou t  j  >  i ,  C , - . i ( -Xg, . . . , ,  Xr -  j - r , l -0 , . . . '  Y , - i - r )  ne  dépend pas  de  Y ' - ; - r ,

- X ' I '  > :  ( ' - o - t . o + f  1  Ë . -  j ,  ô Y  r - i - t , r .  C  r -  j ( X 0 ,  " ' ,  X ' -  j  - r '  ) ' 0 '  " ' '  1  . - i - r  )  >

j : 0

ri t
I  ls -  Jc

Comme pour

il vient c1-re.

0 \ ' , - r - r . u  (  { ,
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I  l .p(€)0Y,-;-r,r, 
r(Y)"-2t 'r i1( 'X'Y> dYd( : 

ln" l"v0)€,- '-r,*f 
(Y)"-22'r i1( 'X'Y> dYde

En ou t re ,  pou r  t ou t  j  : 0 , . . . , i ,

0y , - ; - r , *C"- r (Xo,  . . . ,  Xr-  j - r ,  Yô,  . - . ,  Y, -  j - t )

ne dépend pas de X;- iar , . . . ,Xr- j -1 .  Posons

Pi(Y, Xo, .. . ,  X ;- i)  :  ôy r - i-r,nC, - j(X o, .  - -,  X, - j  -r,Y0, . - -,Y"- i  -r).

Alors, P7 est un polynôme de degré i- i  + 1 en.Xs, i  - j  en Xr,.. . , l  en X;-i .

Par conséquent,

+ t  ç ' ( { )  <  t " -5 ,P1(Y,X0,  " ' ,x r - i ) iV)" -2n i1( 'X 'Y> dvd '1 '
j=o

F ixonsun jappar tenan tà {0 , . . . , i } e tdescoordonnées€ , - j , p  de ( ' - i  e lP i , rdeP l .  A lo rs ,

f t
I  I  ç@€,- i ,p  Pj ,o  (Y,Xo," ' ,  X; i ) fV)e-2zt i<e 'x 'Y>dYdq

J a *  J G

f f
:  |  |  çG)P i , r (y ,xo , - . . , x ; - i ) }y r - i -7 ,7 t  T (Y) " - ' " i<c 'x ' \ '>dYdt

J o ' J G

j - l  I  r

+t  I  |  ç10 (  ( , -x  ,  Q*(Y,Xg, . . . ,  X i -n) )  P i ,o(Y,Xo, . . . ,Xt - ) f  (Y\" -z" t .<Ê'x ' \ '>dYd€'
-_^Js -  Jc

Les  po l1 ' nômes  Q ;  ,  l i , - -  0 , . . . , j  -  1 ,  son t  de  deg rés  i - k+  1en  X6 , i - k  -  1en -X1 , . . . ,

1  en f r .

Le clegré maximal qui correspond à k:0 est alors, i  + 1en Xo, i  - 1 en X1,... .  1, en X;.

Donc,  en passant  de ( , - ;  à  ( , - ; ,  (k :0 , . . . , j  -  1) ,  le  po iynôme reste lou jours de c legré

infér ieur  ou égal  à  i  +  1en X6,  i  en X1, . . . ,1  en, \ ; .  D 'où,

avec P; est un polynôme de degré i+1 en X0,...,1 en X; ef D j un opérateur clifférentiel sur

G à cæfficients poll'nomiaux.
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En recommençant cette opération, on en ciéduit que

f f
|  |  P((xl : ;-1' ' f ( l '1e-2"i(4'x 'r '>4Ydt :

. J a -  J G

- f f
t  /  |  pG)pi(X6,. . . ,  X;)Di  f  (Y)"- ' "u<€'x ' \ '> c lYd€
=  J s - . J G

où. les D; sont des opérateurs différentiels à cæfficients polynomiaux et pour tout j,

P;  est  un polynôme de degré ( t+ 1-  k)  |  Qr- i - r  len X;  pour  tout  f r  e  {0, . . . , i } .

ii) En vertu de i), il s'ensuit que,

r r | f
I  I  ç@{f i .  . .  .€î ,  TV)"-2, , i1( ,x 'Y>dydt:  ) -  |  I  ç@pi(xo, . . . ,x ,_t)Di  f (y)x

Js -  Jc  7  Js -  JG

* 
" -2zr i14,X.Y> 

dydt

avec Pi est un polynôme de degré inferieur ou égai à

I  r , - t  *2a r -2 . . .  *  rao  I  en  Xs ,

|  ̂ , - ,  i  2a , - s . . .  *  ( "  -  1 ) to  I  en  X1 ,

|  cvo I  en X,-1.

Autrement clit, pour tout z : 0, ...,?" - 1, le degré de P1 en X; est inferieur ou égal à
r - z

, s . - ,
|  )  t a ' ' - r i + r ' l  I '

f : t  
I

3-2-  Proposi t ion :

Soient \t une fonction défi,nie -cof 0* de clu-r-re C* et .f appartenant à S(C). Noton-r,

Do* f , l 'applico.t ion d,éfinie -sttr G par

Do * . f ( ) i ;  :  t  [  çG)L(v)e-zr ;<1 'x  
] .>d] . r / ( ,  x  €  G.

J f  ' t c

A lo r , r ,  pou r  t o ' u t  i : 0 , . . . . r  e t .  po tn  tous  mu l t i - i nd i ce - ,  0o , - . . , ! ; ,

rf'...rf'D,, * .f(-{) : t | | al:...a1,.e(€).f-,(l-).-t-t'ê"x'\'> cIY-tlt.
l n ' J c  \ u  \ '

La  -comme e-s t  sur  I  :  ? t0 , . . . ,1 i )  aaec

2 -  J

l t i  lS l  l i  + ln 'g i* r l ,  . i  :0 , " ' ,d
p : I

et le-q fonctions .f  ̂ ,  sont d,ans S(G).
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Démonstratron:

Nous ailons montrer la proposiiion par récurrence sur i.

Soient X6 appatenant à ,90, Êo dans IN"o et Xo,r 1u 1tièrne composa,nte de X6 dans la base
!Û6. on a que

xo,r" Dp. . f  (n :  [  [  ur",r  çG)f,(v)"-2tr i{( ,x 'Y> dyde
J g *  J G

r f
I  I  ç@Ys,r ,  f  (Y)e-2t i1{ 'X'Y> dY d€.

J *  J G

Il est clair alors que

x{, D r* /(x) : t [ - [^r* roçG)yf ' l(y1"-z*tat,,x 
Y> d,y d(.

loo l -< lBol  
Js+ JG

Supposons que la proposition soit vraie jusqu'au rang i. On a donc

-{,9ii ' .xf, ...x!, D* x .f (x): t l^ I"al:...aî:ç(€)xfiî' f , (v)e-2ri<€,x \'> 41;4q

?, -  J

(la somme est sur I r, l5l 0i + IfrÉi+o l)
P : T

- \- \- t I ui:*"t "'a;.;n"i aiiiiv(t)-f ,,^,' (\'-)"-'nt<€"\ r/>d)"d€' La deuxiè're-  
/ -  L  J r .  J . - C o  

" ' " ( i

sonme es t  su r  l i ' r * ,  l 3 l  go+ t  le t  pour tou t  j :0 , . . . ,7 ,  11 ;  l<  ( t+  I - i )  |  g ;+ t  I
Donc, poul  tout  J :  0, . . . ,  1. ,

z - J

l , , l / 1  , 1  \ -

I  r ;  +?;  |  < l  i J i  +  ) -p l3 i * r+( i  
- r  *  1 )J ; * '  I

i - r *  t
/ t t \ - r l< l  l t l  +  L  t , t t t * , ,  r .

P = 1

On en déduit alors que

l, l",p(o-xd'...rf' .f(\'1e-2*t<4'x r'> dydt: t I, Lai: 
ai:e(o/-, (Y1"-z*ta{'.\ r'>d}"c/(

r - l

oi r  la  somme est  sur  I  r ,  lS l  É"  |  " t  
pour  j  :  0 , . . . ,  r  -  I , l  f i  lS l  g i  + lng i* , l .

p : l

I
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Soit maintenant (p une fonction définie sur g* de classe C"o à croissance modérée ainsi

clue toutes ses dérir'ées.

3-3- Théorème:

Supposons que la fonction g aérifie la cond'ition (C) suiuante:
pou r  tou t  (00 , . . . , 13 r )  € IN 'o  x . . .  x IN" ,  i ' l  eùs te  ( t 0 , . . . ,  o . r )  € IN 'o  x  . . .  x IN"  te l s  que
quelques soient'y0, . . .  t  1r4 uérif iant

r -  j  , -  j - k

l . v .  ( t  \ - 11 " " - ( j + r )  *  I  pa , - çak1 . f l l t  j : 0 , . . . , r  -  7 ,t t r _ ,2 ,  
O= ,

on ait:  (C)

| ôBr:*r"...at:::*,'-' a{;v(0 l< c | (fr. I ... | (i" | .
Alors, Ia distribution tempérée De, d'éfinie sur S(G) par

1Dr ,  - f  ) : (  ço  ,  Î  > ,  /  e  . 9 (G) ,

e-st un conaoluteur pour S(G).

Dérnonstratiou:

soient .f une fonction de schwartz sur G et x un élément de G. Alors,

D" *  . f  (X)  :1  De, lx f  ) :1  ç ,Qx f ) "  >
I I

:  I  I  ç@lyf(Y)e-2î i<e'\ '>dYdt
J s -  J G

f 1

:  I  I  ç@f(Y)"- '"0<Ê"x'\ '>dYde
J s *  J G

- 
Jo. '/" €fr1-€r" to "'Ç' 'r '

En appliquant la proposition 1, il vient que
I  f  , n ( È \

Du " .f (x) :r. I I #yk;pi(x0,..., x,-r)Dii(y1"-z*tae 'x'Y> dYdt.
T  J  n '  J c  Ço  

- " 'Ç r

r - i

arec  deg ré  de  P ;  en  (X ; )  :  13 ;  < lL ro , - r ,+ * )  l ,  z :0 . . . . , ? " -  1 .

\,Iais, err r-ertu cle la proposition ï-=rl on u

\ -  r  r  o (F \
Dr *  f  ( - \  )  :  >_ I  I  a: ' . . .a: ' - '  * t Ï *  l r  . f ( t -1,- ' r= i<4 r ' r '>/ ) 'd{

, . l s - . l c  
ç o  t ' - ' ( ô , " . . . € ; "  r '

a ï e c  

I  t / , t , T ]
I  r ,  I  <  t i+  LP7i+pl

p : l

r - j  r - . i  , - j - P

<l  t l r * , " - ( i+r)+Ip I  À 'o. - ( j+u+or I
I ; :1  P : l  À ' :1

r - j  r - l

< Ik  l  t ' - t j+ t )  +  tÀpo ' - t r+ t *p)  | '
À = l  p : l
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Si la fonction ça vérifie la condition (C), alors,

lai: 'ai:- ie(€) l< c l{3' I l{ i '  I

Par conséquent,

t I eG)f(De-2il<c,x 
y> dydt

J g *  J G

est bornée indépendamment de X.
Pour déduire que D* * T est une fonction de Schwartz sur G, il suffit de vérifier que pour

tou t  B  :  ( 00 , . . . , 0 , )  € lN "o  x . . .  x IN " ,

sup I xP D* * /(x) l< *, Ye - xf" ...xf ' .
x e g

Or d'après la proposition 3-2,

( , t z , yz , zz ) : ( " r  +  r 2 , ! J r  lAz , z r  *  zz l  f  t a  " ,  
, ! J z  t  -  1 . r z . y . t

produit scalaire usuel sur IR'.

fIr. comme étant I'ensemble des matrices carrées d'orclre rz * 2 de

/t,: --\ fI){r
\o o r/

\r" /

x(, ...xf. D, x f (x) :D, [ [ ul:...ai;vG)L(y1"-z*t.*x Y> dyttt.
J g .  J C  

\ u  s r '  ' -

De plus, si çr vérifie la conditio" (C), la fonction

ai;..  ai iv, (^y0,... ,7") €lN'o x ...  xIN",

vérifle aussi cette condition ce qui prouve qtrc D* x.f est dans S(G).

3-4- Corol laire:

Soit ç une t 'onction de
pour  tout  o  €IN' ,  on a i t

I  D"ç(0l< (1+ l l  (  l l ' )u,  v( e s.

Alors. ç déf,nit un conuolutettr pour S(G)'

4- Le groupe de Heisenberg:

Le groupe cle Heisenberg -É1,, est le groupe d'élémenis (r,y,r) €IR" xlR." xIR muni

cl'r.rnc' loi de multiplication définie par

( . t : r .  Y r .  - - r  )  '

o i r ( ,  ) es t l e

On peut réaliser

>l)

I

classe C* sur g* et -supposon-s qu' i l  eriste un ent, ier k, tel qne
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Son algèbre de Lie {7,, est engendrée par les éléments Xr,.. . ,  Xr,Yt,.. . ,1'-n,Z avec

IXt,,Yi]:  6t jZ.

(Les autres crochets sont ou bien nuls ou bien donnés par une antisymétrie ou une

linéarité ).

Nous remarquons alors que I/,, muni de la loi de multiplicabion définie plus haut n'est autre
que I'algèbre de Lie nilpotente [1," munie de la formule de Campbell-Backer-Hausdorff. Pour
plus de détails concernant le groupe de Heisenberg qui est un exemple typique d'un groupe

de Lie niipotent de pas deux et dont le centre est de dimension 1, nous envoyons le lecteur

à [10] , [37]  e t  [38] .

Soient ,p e L2$r:^) et T* la distribution tempérée de -[/,, définie par

1Tç, f  > :<g, f  >  V. f  €  S(H")

où / est la transformée de Fourier de /:

^ f
l(g) : lo.T{""o{x))s-2*i<e 

'x> dx, € € h,,*.

Soit z un élément de Hn. Alors,

To *  . f ( r )  :1  Tç,1, f  ) :1  ? , ( t " i l "  t , :  I  p( (X/ . . f )  " (OcI€
J h i

Dans la suite, nous identif ions ln et Hr; X12n*t, ï :  (rr,rz.f ) (respectivement

y :  (y t ,uz, - r ) )  dés ignera un é lément  de Hn et  ( :  ( ( t , (2 ,À)  dés ignefa un é lément  de b i , .

On a:

To * f @) : lpr,*, x IR2,,+r 
', '(€X /'IX v)s-2ni<c'v> clyd€

f
:  I  ^  c c ( t \ f t r , 1 " - 2 r i 1 € ' ' ' ! > d y d 1 .-  

/ p z n + r  *  T R 2 n * l  
Y - \ \ / J  \ Y /

f
:  I  ç ( t \ f  ( U 1 s - 2 " t [ < 4 1  , r r I y t ) * - - 1 2 , x 2 * y r ) * À ( s * t *  \ ( , . ' r . v r ) - x z , s r > ) l t L a r ] ( ,

J ç 1 2 n + l  ,  p 2 n * l

,  ,  
I  f  ( t t \ c - 2 , i ( ( y r , ( r - È À ' . ) * ( ] i : , € z * ] t . r r  ) + À s ) , l y ) , - z ' ; a 4 ' r ' > ( / ( .

: . / * 2 , , + t  ? ( { ) ( 7 * , r " * l : -  -  
\ v t ' \ L  

" \ '  
! /  '  \ v i l \  ' " v  

) '

On en clécluit a,lors que

To * . f  ( .r)  :  
Â, n+t e({) i tg, -  

I^*r,  (z * i^ '" ,  
\1e-2oi<e ' t> 41

f 11
:  

J* r , * rvGt  
*  l ) t ' ' ' ( z  -  

i ' t t ' "À) I ( (1" -z r i<( ' r>44 '

Soit A €N et notons C?j"o$î,) I 'ensemble cles fonctions I zrppaltenant à C-(t1i)et

vérifiant Ia conclition (C') suivante :
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Pour tout  mul t i - ind ice e - -  ( * r , * r , " r )  € lN 'x IN'x IN,  jJ  ex is te (q,qz,4r)  € IN3,
h*q2 < l  or  +or l  e t  une constante posi t ive C te ls  que pout  tout  ( :  (€r , { r , ) )  €b i , ,

(c')

I  D"p(€) 13 c(t+ l l  (  l l ' )e(1+ l l  €,  l l ' )  *  ç+ l l  { ,  l l ' )? 6 + s ' )E .

Dans Ia suite, nous supposons que n : 1. Le calcul est analogue pour les dimensions
supérieures.

4-1- Lemme:

Pour tout éIément g de Cff,a$D, pour toute fonction f d,ans S(Ht), et pour tout
mu"lt i- indice a, Ia fonction (To"** f) est bornée.

Démonstration:

Nous ra isonnons par  récurrence sur  lc  l .  Commeg,1erV(€t , (2 ,À) ,  )e"ç(€t , {2 ,À)  et
^ ;
)C r1Crç ( t t , €2 ,À )  son tma jo réespa runpo l ynômeen  \ ,Tae rç * f ,Ta r ro+ f  e tTa r ra r r r * f
sont bornées. .

Soient <p un élément de C?.l"o6*J et a : (i, i,t) €IN3. Il existe alors, un entier q
tel que 

Doç
f  o ' q :

appartienne à Cf#,r(bi ).

Soient r appartenant à I/1 et .f dans S(Hr). Alors,

(Tn.ç* /x") : Iu"D"ç((, 
+ +.' ',€z 

- 
àr',  ̂ ) i(g s"-zni<e'x> rtq

f  À  )  )  . . . i _ ,  ):  
l * ,eo, t (€r+) r r , t ,  

- î . * r ,^ ) (1  +( t r+) r )2) - - - t r  * ( {z  -  
} . * r ) t )5 t *J 1r\."

x ( i  *  À2)cÎ ( { )e-2zr i1Ê,x)  41.

Pour montrer que TD,ç*/ est bornée pour toute fonction / dans S(Hr), il suffit de montrer
que

f  À  )  .  ,  r  ; - 1  ^ .

B.. ,q( t )  :  
, / r * .  

Po.q({ r  *  
t ' r ,€z 

-  
, r t ,À) t i , - tx t t -  

j (€)" - ' "u te" '>d€ '

est bornée. En outre.

Bo,o(:;)  :  t  co(rz,r,7r,k7 [^ 0{0[,v,, t f i r+]tr ,€r-]rr ,  À)ô1, a[, i t0;zni1Ê' '> dt.

TïT=i:,' 
JIR' \r sz

Conr.me ga,q € Cîil"o$J on a d'après l'hypothèse de récurrence, que pour toute fonction

.f e S(nr), la fonction,
Tuirulrvo,o * .f

est bornée pour tout Qn,2t) € IN2,rrz < j  -I ,n 1i - 1. Ce qui prouve que Bo,o est bornée.
Par suite, TD.ç *.f  est bornée.

t
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4-2- Théorèrne:

Pour tout entier lc, pour toute fonction g appartenant à Ci:"d$D, to d,istribution
To est un conaoluteur pour S(Hr).

Démonstration:

Supposons que k : 0. Soient ,p e Ci,;:"a(bi) 
"t f e S(Hù. Alors, pour tout

,  :  ( * r , r z , t )  €  H t , pou r  t ou t  a r0  €N  t ,

r De (T* * f )(r): t [*, or r{€, + !rs*r, €z - T^rr,, ^) î,G)"-,"i1ê,2) 4g
^t , ,  

"  
E

où les fonctions /, sont dans ,9(,t/1).

Comme pour tout / e IN 3, pou tout / € ^9(I/1), Topç * / est bornée, on en déduit
que 7e * / est dans ^9(f/1).

Supposons que k ) 0 et soit g un élément de Cf,!"a$il.Alors, la fonction

, n t _  I

"  
-  

( t*  l l {  l l ' )À

appartient à Cî,iÎ".$il.

Pa.r conséqent,

To* * T e S(Ht), V f € .S(I/1).

Soit r € Ht. On a:

Comme gi est dans Cf;o"a(fri), Dogo I'est aussi pour tout o € IN 3 et définit donc d'après

le lemme précédent, un convoluteur pour S(Ht). I1 s'ensuit alors que Zp * / appartient à

S(I/t) et par suite, ?o est un convoluteur de Schwartz pour If1.

T* 'r f (x) : 
Iur e*(€t + f;x*r, €, - |xrr, ÀX1+ ll ({r + T^*r, €, - !s*r, r) ll ')ol(€) '

* 
"-2tri1Ê,x) 

6q

: 
n lu, o" *r,({r * T^"r,€, 

- !r),*r, r)/B(€)"- 2trà1ê*} 6E.
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4-3- Exernple:

Soit 9 la foncion définie sur f f par

çG) :  e r l l € l l ,  ,  € :  ( â ,€2 ,À )  e  IRs .

II est clair que p est une fonction de classe C- sur ff et à croissance modérée ainsi que
toutes ses dérivées. Cependant, elle ne vérifie pas la condition (C') du théorème précédent.
Nous allons montrer qu'eile ne définit pas un convoluteur pour S(Ht). E r effet, supposons
que p définisse un convoluteur D, et soient f e S(nt) et X :(xt,,rz,t) € Hr.Alors,

f r
D,* . f (X) :  |  "  I  ^ ,p( f ' ) f ! )e- i< t ' ' x 'v>dYd€

JIR" ./IR"
l ) ):  l - ,  P({r  -  

t , r , tz 
+ 

, r r ,  
À) i ( { t  , t r , \ ) " - ' (Êt t t*Êzxz*^ùd1rd1" i l ,

JIR.

:  [  _ ^ "ntl ,  
- è rù' +G,r+ è, ù2 + x2] 

Î (â, Cr,À)e-t(€r 
cr + Êz x z*  ̂ t) d€td,t2d,^

JR,3

: [_ " 
ei*1,?+,3) 

" l lcl l '  " ;x(Êzu-Ûxz) Î(€r,er,À)e-t(€rrr+ Êzxz*^t)d,€td€z6^

" /R3

: [ "; !1,1+,]\ [_ .r; l14l l '?11g, ,,(r,  À)"-n^(€r(cr*zz)* ez?z-xù) d,€1dg2]e-i^td),
Jn. 

'JFc2

:  [_  " ;$1 ,1+, ] l1e ; l l€ l l ' f1^  
r ,z (À( r r  *  rz ) , \ ( * ,  -c1) ,  ) )e - iÀ ,d) .

JIR

Soit / appartenant à S(III ) telle que

i (g )  :  e - t l l€ l l ' e -o l l l l l ' ,  {  €  b î -

Alors,

le t l l€ l l ' z l ] ^  ' , , (X)  :  e - î l l x l l2

et
[eil l€ll '?f1 

^ r,z (À(cr * rz), \(r, - rr ), )) - "-zr\2l2x2r+2,2r+r1 
.

On a donc

(Dç * . f  )  
^  
" (" , ,  12,0)  :  

I^@** / ) ( r r  ,x2, t )d, t

: 
I^, ";{{ '?+,ï "-tx2[zxl+2"'r)+rl 

e-;xt d^dt

-  1 .

Par suite, Du* f n'est pas dans S(Ifr).
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5- Un convoluteur qui n'est pas donné par une fonction:

Nous avons vu dans le paragraphe précédent des exempies de convoluteurs de Schwartz
qui sont définis par des fonctions. La question qu'on se pose est la suivante:
Est ce que, comme dans Ie cas abélien, tout convoluteur d'un groupe de Lie nilpotent est
déterminé par ûne {onction?
La réponse est négative comme on va le voir dans l'exemple suivant suggéré par D. Mûller

[34].
Considérons le groupe de Heisenberg .[/1 muni de la structure définie dans /e para-

graphe précédent Soit ç, une fonction définie sur IR, de classe C-, à support compact et
nulle sur un voisinage de zéro. Soit T la distribution tempérée sur f/1, définie par

1 T, f >,: [^ Îro,o, À)p(À)d), / e s(]r,).
JIR,

Alors, T est un convoluteur pour S(I/t). En effet, soient X : (xr,,xz,t) € Hl et f e S@r).
Ona

r  x  f  g )  :17 ,  tx f  , :  [_ ( tx i l  
^  (0 ,0 ,  À) tp( ) )dÀ

/IR
r f

:  l_  I  f6- ' .Y)e- i<{o 'o 'À)  '  Y) r lDd) ,d^
JIF. J u,-

:  [-  t  f (Y)e-;<to'o'À) '  x 'Y>eQ)dYdÀ.
JIF', J ar-

Le groupe .I/1 s'identifie à IR3. On a donc

r * f@) : 
In lur t 

rr,yr, r)"-i\(s*t*lx1v2-î"vù 9c(À)dy1dy2dsil,

f f
= 

J u J m, [@ t, u z, s) ei L"' v' 40,s- i è x t v z 4r, 
"- 

iÀ' ds.p ( À ) e - ù't 4 s

--  
l*Lf  

- \ r* ' , |z1, À)e() )e- i \ rd)"

Il est clair alors que,
T * f  €S (H l ) ,  V /e  S ( f I r ) .

Ce qui prouve que T est un convoluteur à gauche. Un calcul analogue montre que T est
aussi un convoluteur à droite.
Soient /r €.9(IR2) tel le que Â(0,0) - t  et f2 €,S(IR). Posons: f :  . fr 8,fz. On a donc:

1T,f  r :  I  iz1)e(À)dÀ.
JIR

Supposons que T soit défini pa"r une fonction ry', alors

<T , f >:< 4, , . î  r:  
/  tÂ, d,((r,(2,À)ir(€r,(z )r l€rdezliz(À)dÀ.

En identifiant ces deux égalités, il vient que

f ^
p(À)  =  I  ^ ' l ,Gt , {2 ,  À) / r (€ r  , (2 )dgr l {2 .  V . f r  €  S(n2) .

J IR '



Donc
V (€ r ,€2 ,À )  €  R3 ,  , h ( t r , € r ,À )  :  r p ( ) ) .

On en déduit donc que:

p()) : eQ) [-" "f,({r ,€z)dûdtz, vÀ e IR, v.fr e ,s(rR').. 
JIF'"'

Pa conséquent, la fonction rp est identiquement nulle sur IR.
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IV

GROUPES DE LIE VARIABLES

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques notions sur les groupes de Lie vari-
ables, (voir [25] , [26], [27]). Ensuite, nous rappelons un théorème de calcul fonctionnel
sur les groupes de Lie nilpotents variables. Puis, nous définissons les multiplicateurs (cen-
traux) de Schwartz pour les groupes de Lie nilpotents variables et nous généralisons la
conjecture de Howe caractérisant cette classe de multiplicateurs.

1- Définition:
Soient g un espace vectoriel réel de dimension n et M un espace topologique séparable

au sens de Hausdorff et localement compact. Nous disons eue (g, M) est une algèbre de
Lie variable de dimension n si:

1) Pour tout m appartenant à M, il existe une application bilinéaire

[ ,  ] - : g - - -+g

telle que gn i: (g, [ , ]-) soit une algèbre de Lie.

2) L'application:
Mxgxg - -+g

(* , * ,y)  -  l * ,y ]*
est continue.

(g,M) est dite une algèbre de Lie nilpotente (respectivement exponentielle, résoluble...)
variable si quelque soit m dans M, g,r, est une algèbre de Lie nilpotente (respectivement
exponentielle, résolubl",... ).

Dans la suite, nous nous intéressons aux algèbres de Lie nilpotentes variables. Nous sup-
posons aussi que I'espace M soit compact.

Soit G I'espace localement compact g. Pour m appartenant à M,, nous définissons
sur G une loi de multiplication de groupes notée .rn €rI utilisa^nt la loi de Campbell-Baker-
Hausdorff:

r .mU - x*a+f, !* , ,a1^t . . . ;  x,y €G.

Donc, G,n :: (G,.r.) est un groupe de Lie nilpotent, ce qui définit une structure de groupe
<le Lie nilpotent variable (G,M).
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Pour tout nz appartenant à M, Ia mesure de Haar sur le groupe G* est la mesure de
Lebesgue sur g.

2- Uespace de Schwartz S(G,M):

Nous définissons I'espace Lt(G,M) par:

L ' (G,M) : { /  déf in iesurM x  Gte l leque l /  l r :  " *o  l " l , : ( * , r ) ld r<  
oo} .

Par analogie avec l'espace de Schwartz S(G),I'espace de Schwartz S(G,M) est défini
comme étant I'ensemble des fonctions / sur M x G, vérifiant:

1) La fonction / est continue et I'application:

m F----+ p*f : :  f  (*,.),

définie par

p *  f ( r ) : f (m , r ) ,  r €G ,

est à support compact dans M.

2) Pour tout nz € M, p*f €,S(G,.).

Soient f .t g deux éléments de S(G,M). le produit de convolution de / par g est
défini par

( f  *  s)(* ,*)  :  I  f@,y)g(* ,y-r^ . , -  r )dy
J s

où y-l- - -A est I'inverse de y.

3- Calculs foncionnels:

Soit (G,M) un groupe de Lie nilpotent variable. Nous allons munir S(G,M) d'une

I famille de semi-normes qui font de cet espace un espace de Fbéchet pour le produit de
convolution. L'espace M étant supposé compact.

Considérons un voisinage U de I'origine, compact et symétrique et pour m appartenant à
M, soit r^ la fonction sous-additive définie sur G par

1-(0) :  0 et  r^(x)  -  min{telr  €[Jk( '^) ]  s i  z I  0

oir
( Jk ( . ^ )  =  ( J  . ^  . . . . ^L I  .

--
t fois

I l  est clair alors que r^(r .^ A) 3 r^(x) + r^(y); x,y €. G.

P<>sons

rr ' - ( , r )  :  1  *  r^(x) ,  n t  €  M et  r  €  G.

/ D



3-1-- Lernme:

Soi,t U Ia borile unité d,e g. Alors,

1) Pour tout a ) 0, pour tout nz € M et pour tout r,y € G

. i ,@) > 7,  . i ( - r )  :  . i@),  wf@ .  *  a)  < uf l ( t )wf l (y)

et
w*(r)  < 2+ l l  '  l l  .

2) Notons I Ur'( '*) |  la mesure de Eaar de [Jk('^) .  Alors, i l  existe un entier N et une
constante positiue C tels qu,e

lg r , ( ' ^ t  l <  C (1  +  k )N ,  Vm €  M e t  k  €  IN* .

Démonstration:

1) Les premières a.ffirmations sont évidentes. Soient alors (m, r) dans M x G et
rnontrons que w,n(r) < 2+ ll r ll.

S i  f l  r  l l <  1 ,  r  €U  e tdonc  w* ( x ) : 2 .  Supposonsa lo r sque  l l  r  l l 2  t .  So i t p I ' en t i e r
strictement positif tel que

l l " l l  - t<p<l l  
" l l  .

Posons u :  f f i€ [ / .  Comme l l  ( l l  "  l l  
-p)" l l : l l  r  l l  -p< 1, ( l l '  l l  -p)u eU.

Ce qui prouve que

,  :  (p* l l  '  l l  -p)"

: PU'* ( l l  ,  l l  -p)u ç [b+t11'^1.

D'o r i  r - ( r )  3p  1  1  S l l  c  l l  + t  e t  pa r  su i te  t r l - (u ) :  1+  r ^ (x )  <2+  l l "  l l  .

2) Soit nz Q M - On appelle m-idéal de g, un sous-espace [1(rn) de g qui est un idéal
d "  g - '

Désignons par l8- : ("r(rr),..., e"(m)) une base de g telle que le sous-espac" g;(*)
engendré par les vecteurs (";+r(*),,...,e"(m)) soit un rn-idéal de g. Autrement dit, lÛ-
est une base de Malcev d" g-. Alors, si X et Y sont deux éléments de g de coordonnées
respect ives (21(m),  . . . ,x" (m))  e t  (y{m), . . . ,A"(m))  dans la  base E- ,

n

X . *Y  : \ l r ; ( * )  +  y ; ( * )  *  P ; (x {m) ,y r ( * ) , . . . , r i - r  ( * ) , y ; - t  (m) ) ]e ; (m)  (4 .1 )
i :1

où les P; sont des polynômes de degrés ( n déterminés par les structures d'algèbres.

Soit rn e M. En se servant des techniques utilisees dans [12], nous allons montrer que

x€tu"^ l - , [ t , r r ( l  
c1(nr)  1 , . . . ,1  r , , ( - )  l ) ]  <  C(1 + t 'Æ) (4 .2)

où C et .R sont des constantes qui ne dépendent que de la dimension de g.
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Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de g. Si g est abélienne, I'assertion est
évidente . Supposons alors que la dimension de g soit supérieure à trois et appliquons
I'hypothèse de récurrence à glp.".^(*.,. On a

xer#ol.*r l t"p(l 
*t(*) 1,... ,1 * ' ,-t(-) l) l  < c(L + fr ').  (4.3)

De p lus ,  Pn ( r {m) , y t (m) , . . . t r n - \ ( * ) , a , - r (m) )  <  B (m) [ t  *  sup ( l  * r ( * )  l ,  I  y t ( - )  1 , . . . ,
|  ,n-r(*) l , l  yo-r(*) l) lB , où B est majorée par la dimension de g et B(*) dépend des
structures d'algèbres. Comme I'application

Mxgxg - - - - -+g

( * , * ,y )  -  [ * ,a ]^

est continue, B(m) est bornée stn M par une constante B.
Posons

ï(k) : jËo. 
"j.ï.0. 

*,(l 
*r(-) l, ... '  | ""(-) l).

Soit X eUk('*).I l  existe alors un élément X'(*) dans U(k-t)( '-) et un élément X"çm)
dans U tels que X: X'(m).^X"1*1. D'après l ' inégali té (4.2),ona

sup ( l  *r(*)  1, . . . ,1 / ' - t ( - )  l )  < Crf t  + ( f t  -  1) ' ) .
\ - /x€U(k-r ) ( ' - )

En outre,

|  *"(*) |  -- l  * ' , (*) - f  r ' l (m) + P"(r\(m),* i(^), . . . , r 'o_r(rr)," '1,_r(*) |
3l* '*(*) |+| / i@) |+a1t *sup( l  * \ (*) l , l * ' l@) 1, . . . , | ' ' , , - , ( - )  l ,  l r ' l - r@)l) lp
3l r '*(*) | + | x' i@) | +B[1 + cr (r + (k - 1)")]p.

Nous en déduisons alors que

En vertu de (4.3), il s'ensuit que

f (k)<r(k-1)+P(k),

où P est un polynôme dont le degré est indépendant de m. Par suite,

/ ( f r )  s  / (1)  + P(2) +. . .+ P(k)

Soit (X1,...,X,r) une base de g. Posons

Do :  Xf ' *  . . . *  x l .  eu(g) .

|  * , (*)  |  s  f@- 1)  + 1 + B[1 + cr  ( r  + (k -  1)") ]B

< c, (r + (L - t)") * B[1 + c, (r + (r - ry")10.
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Nous munissons S(G, M) de la famille de semi-normes suivantes:

l l  . f  l l ry,o:  [ .9p. [  . '# t  lD'*p,, f@)f a*1i ,  f  e S(G,M).
r n € M  J G  

l o l S N

Alors, pour /, g € S(G,M), on obtient I'estimation suivante:

l l  f * s lhv,osll / l lru,o l l g l lr, ' , '  .

Nous voyons donc que ces semi-normes font de I'espace ,S(G, M) muni du produit de
convolution une algèbre de Fhéchet involutive.

Soit B une algèbre de Banach involutive. Nous disons qu'une fonction <p opère sur un
élément f e B si la transformée de Gelfand Î a. f associée à la qlus petite sous-algèbre de
Banach .A contenant / est réelle et s'il existe g € Atel que g o f - f. On note g : g{f}.

Pou r /€B ,posons
o o  r .  r x ô,U):LY

j = 7  r '

On suppose que ll "@f) lla: O(l t" lN) quand I t l* oo. Alors, toute fonction p de classe
C- sur IR, à support compact et telle que g(0) : 0, opère sur / et

e{il: * Iur:;i)"(À/)dÀ.
3-2- Théorème:[27]

Soit (G,,M) un groupe d,e Lie nilpotent uariable. Soit g une fonction ile classe C*
szr IR, à support cornpact et telle que g(0) :0. Pour f : f* € ,S(G, M) on a

.(^f)  e S(G,,M),  VÀ e IR et  ç{ f }  € S(G,M).

Démonstration:

La première partie du théorème est une conséquence immédiate du théorème 2.7 et
du corollafte 2.2 de [19]. Nous montrons alors que g{f} e S(G,M). Soit / e S(G,, M).

I

ll e{/} llo,r,o : 
â2r, J",f ,à 

| Do * p*@{rù@) lp d,r

1 1 f: (*)o 
:yo, J"u'zI ,D I o" * 

J^tp(À)e(À 
p*f)(x)d\l' d*-

l'l?rv '/ IK

La fonction g est à support compact et la fonction ) r-r e(À p^f) est continue. En
appliquant I'inégalité de Hôlder, il vient que

lle{/} llol'o,os 
" 

jËç, l"rT 0., I Do *e()o p*/)(r)dÀ lo d*,
'  la lSN

où À6 € IR et C est une constante positive. Comme e(Ào p*f) € ^9(G, M),le résultat
s'ensuit.
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4- Multiplicateurs de Schwartz pour les groupes de Lie variables:

4-1- Définit ion:

On appelle multiplicateur à gauche (respectivement à droite) pour ^9(G,M), lortt
endomorphisme continu T de S(G,M) vers S(G,M) tel que

T ( f  * s ) - - fU ) * s  ( r espec t i vemen tT ( / *e )  :  f  *TG) ) ,  V f ,  g€S(G ,M) .

Un multiplicateur 7 pour S(G,M) est dit central s'ii est à la fois un multiplicateur à
gauche et à droite.

Soient ? un multiplicateur central pour S(G,M), rn un élément de M fixé et p une
fonction continue sur ilf. Pour / appartenant à ^9(G), posons

Tr(*) ( f ) :T(pelX- , . ) .

4-2- Proposition:

Soit T un mult ipl icateur pour S(G, M). Alors, Pour tout m e M et pour toute

fonction g continue sur M telle que g(m) : L, Tç(m) est un multiplicateur pour S(G*)
qui ne dépend pas de g.

Démonstration:

Il est clair que Tr(nz) est un endomorphisme continu de S(G,M). Montrons que
Tr(nz) ne dépend pas de <p.

Soit / un élément de S(G, M) +,eI qte f (rn,û) :0 pour tout z appartenant à G. Alors,

f  U)(* ,2)  :  0 ,  Yx € G.

En effet,.i {gr}r est une approximation de I'identité dans,S(G,M), alors,

T(g* * f)@,,*) -- (T(s*) * f)(m,x)
: (n*Q * sk) *^ e*1)( ') :  o,

or\ *- désigne le produit de convolution dans .S(G-). Par passage à la limite, on a

TU)(* , r )  :  0.

Soient g et g' deux fonctions définies sur M, continues , telles que g(m) : g'(m) :7.
Alors, pour tout c a,ppartenant à G,

(ç-e ' )8 f ) (* , r ) :0 .

Donc,

r (v -  e ' )o / ) t ' ' , ,u )  :0.

Ce qrri prouve que
T(ç q. f  X- ,  r )  :  T(e '  e  /Xm, t )

et clonc, Tr(m) ne dépend pas de g.



Montrons maintenant que T"(*) est un multiplicateur pour S(CJ-).
Notons 1, la fonction définie sur M par

l (m) :1 ,  Y rn  e  M '

Soient f .t g deux fonctions de Schwartz sur G-. Alors,

e e ( f  **  s) :  (p I  / )  *  (1 o g) .

Par conséqent,

rr(*)( f *,n s) 
:rr),r rI[; ;;;;î,] r,y,
: pmg(f*e f)) * 11 e o)J (car T est un multiplicateur pour S(G,M))

- T*(ùff) *'' s'

Par suite, T*(*) est un multiplicateur pour S(G*).
T

Dans la suite, on note T(m) au lieu de T*(m) si p est une fonction continue sur M
te l le  que p(m) :1 .

4-3- Corollaire:

SoitT un rnult ipl icateur pour S(G,M). Alors, pour tout couple (m,r) de M x G et
pour toute fonction f appartenant à S(G,M),

T (T)(*,  r)  :  T (m)(P* f)@);

c'est à ilire, pour tout élément m ile M,

t, \
emlrj)) - r(m)(P*f).

En effet, d'après Ia définition de ?(rn), on a

T(*)(p",fXr) :  r@ g p^f)(*, ,  r) .

@ e p*f)( ' )  :  p(m)p,. f  (x) --  f  (m,x),

r ({vo n-l)) (*, *) : r(f)(m, x).

T(*)@^f): p^(ttn)

Comme

on a:

Par suite,
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4-4- Thêorèrne:

SoitT un mult ipl icateur pour S(G,M). Alors, T est un mult ipl icateur central si et
seulement si pour tout m appartenant à M , T(*) est un mult ipl icateur central pour S(G ̂ ).

Démonstration:

Soit ? un multiplicateur pour S(G, M). Pour toutes fonctions f .t g dans S(G, M)
et pour tout rn , 

y, "" "
T(*)(p*f):  T(*)(p*g) e p*(T(T)):  p*(T(s)).

En effet, p*(T(f)) : T(m)(p*f) : T(*)(p*s) : p*Q@)).

Supposons que pour tout éiément m de M, T(rn) soit central. Alors,

T(T *  ù(m,æ) :  p ,n( rç  -o) ) ( " )

: T(m)(p*(f * g))(*) (d'après la proposition 2)

: T(m)(p*f ** p,.g))(r).

Comme f(*) est central, il vient que

rU * ù(*,*1 : (rç6@*f) *^ p*s)@)
:  p*(TU)) **  p*g(t)

/ \=p,n(r t f l *g)(*)

:  (16) * s)@,*).

Réciproquement, supposons que ? soit central et soient f .t g dans ^9(G). D'après la

définition de ?(nz), on a

r@)(f ** s) : p*(r<ro (/ *- g))
/  . . \: p,n("it.p I /) * @ ca o)))

:  p*(r<*s /) * (r o o))
(car T est central).

Mais,
p*[@8 /) * @ e g) :  P*le8 ("f  * ' '  g)] ,

il s'ensuit donc que

r@)U ** s) -- ïp*T(ç s /)l ** p,n(e I s) : r(-X/) *tn s.
I

Soit rn e M et notons Adi I'application coadjointe dans G-.

4-5- Corollaire:

Soit tl: une fonction d,e classe C- sur g*. Alors, {: d.éfinit un rnultiplicateur central
pour S(G,,M) si et seulement si {: est une fonction à croissance moilérée ainsi que toutes
ses ilériaées et pour tout m € M, rl.. est Adl-inaariante.
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