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INTRODUCTION

Etant donné un groupe localement compact G, il est important de connaitre I’ensemble
G des classes d’équivalence des représentations unitaires et irréductibles de G.
La recherche de & est en général difficile. Cependant, pour certaines classes de groupes,
on dispose de procédés systématiques.
Si G est un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe, d’algébre de Lie g,
la méthode des orbites de Kirillov donne une paramétrisation concrete de G. En effet,
le groupe G agit sur le dual de son algebre de Lie au moyen de la représentation coad-
jointe. Kirillov [22] a montré qu’il existe une correspondence biunivoque entre les classes

d’équivalence des représentations unitaires, irréductibles de G et leurs orbites dans ’espace
dual de g.

Soient ¢ une fonction de Schwartz sur G et 7 une représentation unitaire et irréductible

de G. Alors,
r(p) = /G o(9)7(9)dg (0.1)

est un opérateur tracable. La transformée de Fourier de ¢ est définie comme étant la
transformée de Fourier euclidienne de ¢ o exp € S(g):

o(1) = / (¢ 0 exp)(X)e~2™<l» X>dX, I ¢ g*. (0.2)
8
La trace de Vopérateur w(y) est expﬁmée au moyen de la formule de Kirillov par:

tr(ip) = /O (¢ 0 exp)” (Dduo(D), (0.3)

ol po est la mesure G-invariante unique sur l'orbite O, convenablement normalisée. Cette
mesure ne dépend pas du choix de la mesure de Haar dg sur G, pourvu qu’on utilise
la mesure de Lebesgue correspondante dX sur g, définissant ¢. La mesure indiquée est
caractérisée dans [33).

La transformée de Fourier de ¢ est aussi définie par:

Fep(m) = trr(p),

2



Cette définition permet d’établir la formule d’inversion de Fourier pour les fonctions définies
sur (G sous une méme forme que dans le cas abélien:

p(e) = [ tra(o)dutx), (0.4)

ou u est la mesure de Plancherel sur G, décrite par Kirillov[23] et e I’élément neutre de
G. Soient 7 une telle représentation et O, 'orbite correspondante dans g. La transformée
de Fourier adaptée introduite dans [5] et [1] sous le nom de la transformation de Fourier
nilpotente , a fait aprés ’objet de plusieurs travaux. ([2], [28], [30]). Elle constitue une
généralisation de la transformée de Fourier abélienne usuelle. On sait [42] qu’il existe des
fonctions rationnelles pj, ¢; (7 = 1,..., k) définies sur un ouvert de Zariski 9 dense dans
g*, des fonctions A\, (m = 1,...,n — 2k), polynomiales et G-invariantes sur 9 et un ouvert
dense A de IR™2F tels que ’application

9 — A x IR?*
£ — (M(€),p(€),4(€))

soit un difféomorphisme. Chaque orbite de A € g*,

Oxr={t €V tel que A(£) =2} ~ A x R*

de G dans ¥ admet une carte de Darboux globale définie par les coordonnées p et ¢ (en
particulier la mesure dup, est égale a dpdg).

La transformée de Fourier adaptée introduite dans [1] est une isométrie
0 L*(G) — I(g",de) = L*(9,r(\)dAdpda)

définie par

(0f)Y(\,p,q) = /f(expX)e_z”ia(x’)"p’q)dX, feS(G), (0.5)

g
ot a(X, A, p, q) est réelle, polynomiale en X, p et ¢ et rationnelle en A. Elle s’inverse en

flexp X) = / (OF)(X, p, )™ X APDr()dpdy, (0.6)

ou r(\) est une fonction rationnelle en X définie sur 9 et elle permet d’écrire la formule de
la trace sous la forme

tras(f) = /0 (©F)(E)duo,(£), Aed, f € S(@). (0.7)

On se demande si on peut prolonger cette fonction sur g* x G sans qu’elle perde ses
caractéristiques. Ceci n’est pas en général possible de maniére canonique. Cependant,
nous allons construire une fonction définie sur g* x B x G ou B désigne I’ensemble des
bases de Malcev de g, jouissante des propriétés désirées.

Rappelons quelques notions de la théorie de Schwartz sur les espaces euclidiens. Soit
V un espace vectoriel de dimension finie et notons MS(V'), ’ensemble des endomorphismes
continus E de S(V'), vérifiant:

E(l:tf) = lz(Ef), Vz eV, Vf € S(V)a
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ou

A Pendomorphisme E, on associe une distribution tempérée sur V, Dg, définie par:
< Dg, f>=Ef(0), feSV).
Il s’ensuit que:
Ef(z) =1.Ef(0) = E(1.f)(0) =< Dg , l.f >= (D« f)(2),

ou

fy) = f(-y), yveV.
Réciproquement, si D € $*(V), alors

Ep: f—Dxf

est une application de S*(V) dans ’ensemble des fonctions de classe C*° sur V. Une
question qui se pose: Quelle condition faut-il avoir sur la distribution D pour que Ep
appartienne & MS(V)? La réponse est donnée en termes de la transformée de Fourier.
Pour f € S(V), la transformée de Fourier de f, f, est définie sur V*, 'espace dual de V
par:

f(6) = /V f(2)eT<E>dn £ € V™,

L’application f +—— f établie un isomorphisme entre S(V) et S(V*) et permet de faire
correspondre & une distribution tempérée D sur V, I’élément D de S*(V*), défini par:

<D, f>:=<D, f> feSV).

Schwartz [39] a montré que pour D € S*(V), Ep appartient & MS(V) si et seulement si D
est une fonction de classe C* sur V*, a croissance modérée ainsi que toutes ses dérivées.
En outre, dans ce cas on a:

(D * f) “(€) = D(&)(¢), VEe V™.

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe d’algebre de Lie g.
L’espace de Schwartz S(G) peut-étre défini comme étant 'image de S(g) via ’application
exp. Notons S*(G) son dual, 'espace des distributions tempérées sur G. Pour f € S(G),
la transformée de Fourier de f, f est définie sur g*, espace dual de g par la formule (0.2).
Soit Ad* la représentation coadjointe de G sur g*.

Définition:

Une distribution tempérée D sur g* est dite Ad*-invariante si
<D, FoAd >=<D, F>, VYF € 5(g").
Soit f € S(G). Notons

Lf(y)= f(z7'y) et r.f(y)= flyz), 7, y€G.
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Une distribution D sur G est dite bi-invariante si
<D, lLf>=<D,ro.-1f > VzeG, Vfe S(G).

Un calcul direct montre qu’une distribution tempérée D sur G est bi-invariante si et seule-
ment si D € §*(g*) est Ad*-invariante.

Notons MS(G), ’espace des endomorphismes continus de S(G) qui commutent avec les
translations a gauche et a droite par les éléments de G.

Comme dans le cas euclidien, pour tout E € MS(G), il existe une distribution tempérée
Dg sur G telle que

Ef(z)=(De* f)(z):=<Dg, I.f >, Vf€ S(G), Vz€G
Réciproquement, si D € S*(G), on note, Ep 'application définie sur S(G) par:
Epf=Dx*f.

Jenkins a montré le résultat suivant:
Théoreme:[21]

_Soit D € §*(G). L’endomorphisme Ep associé appartient @ MS(G) si et seulement
st D est une fonction C™ sur g*, Ad*-invariante, a croissance modérée ainsi que toutes
ses dérivées.

Une telle distribution sera dite un convoluteur central pour S(G).
La démonstration de ce théoreéme est relativement longue, nous essayerons alors de donner
une autre démonstration.

Plus précisément, cette these a été organisée comme suit:

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les goupes de Lie
nilpotents et la théorie de leurs représentations. Nous exposons essentiellement la méthode
des orbites de Kirillov et les polarisations associées a un élément du dual de l'algébre de
Lie qui est en position générale.

. Dans le second chapitre, nous définissons sur ’espace de Schwartz S(G), de nouvelles
transformées de Fourier adaptées , notées ( ), telles que la norme de Hilbert-Schmidt de
Vopérateur 7(f), f € S(G), soit égale & la norme de la fonction f dans L?(O.,du).

Lorsque 'algebre de Lie est de pas deux, ou plus généralement, lorsque les orbites
sous 1'action coadjointe sont plates:

O=1+g()t, 1O

ou
g(l) ={X egtelque <, [X,g] >=(0)},

on peut prendre dans ce cas la transformée de Fourier usuelle.

Dans le cas ou ’algebre de Lie g contient un idéal h tel que si H désigne le sous-groupe
fermé exp b, toutes les H-orbites soient plates et que toute G-orbite O soit saturée par b:

O=0+ht,
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nous contruisons une fonction ag sur g* x G de classe C* et donc, la transformée de
Fourier adaptée qu’elle définit est un isomorphisme de S(G) sur S(g*). En outre, si O est
une orbite de G sous ’action coadjointe et 7 I’élément de G alors, pour toute fonction f
appartenant & S(G), la norme de Hilbert-Schmidt de lopérateur =(f) est donnée par:

| 7(F) fs= /O | F) 1P dun (D), (0.8)

ol L, est la mesure G-invariante sur Porbite O déterminée par (0.3).

Dans la section 3 de ce chapitre, nous déterminons explicitement dans le cas général,
une fonction a définie sur g* x G tout entier. La transformée de Fourier adaptée qui en
résulte vérifie la formule (0.8). Cette construction, liée a la détermination des polarisations,
pose toujours le méme probleme de singularité en certains points de g*. Nous construisons
alors une autre fonction, notée aussi a, sur g* x B x G, ou B désigne I’ensemble des bases
de Malcev de g et nous définissons une nouvelle transformée de Fourier adaptée sur S(G)
par:

f(F,B) = / f(2)e *FBA gy, (F,B) € g* x B,
G

puis, nous déterminons 'image de S(G) par cette application.

Nous étudions dans le troisieme chapitre les convoluteurs pour ’espace de Schwartz
S(G). Nous redémontrons par un calcul direct quelques propriétés des convoluteurs cen-
traux énoncées dans [21] et nous donnons une approche de la démonstration du théoréme
énoncé plus haut.

Supposons que la distribution D soit un convoluteur non central. Autrement dit, les
applications: D « f et f x D définies par:

D*f(:c)='<D,lIf> et f*D(:c)=<D,r,f>, €@

sont dans S(G), pour tout f € S(G). En général, le convoluteur D n’est pas donné par
une fonction. Nous justifions cette affirmation par un exemple.

Réciproquement, si ¢ est une fonction de classe C* sur g*, quelle condition doit-elle vérifier
pour quelle soit la transformée de Fourier au sens des distributions d’un convoluteur?

Nous exprimons dans ce cas, une condition suffisante et nous donnons une condition plus
simple dans le cas du groupe de Heisenberg.

. Nous introduisons dans le dernier chapitre quelques notions sur les groupes de Lie
variables et nous rappelons des résultats de calculs fonctionnels sur ces groupes. Ensuite,
nous définissons les multiplicateurs (centraux) de Schwartz pour les groupes de Lie nilpo-
tents variables et nous généralisons la conjecture de Howe caractérisant cette classe de
multiplicateurs.



RAPPELS ET GENERALITES

Nous allons introduire dans ce chapitre quelques notions sur la théorie des
représentations des groupes de Lie nilpotents d’une importance fondamentale pour le reste

de ce travail. On renvoie le lecteur a [3] et [40] pour ce qui concerne la théorie des groupes
de Lie.

Dans tout ce qui suit, G désignera un groupe de Lie connexe simplement connexe et
g son algebre de Lie. Notons [, ] le crochet de Lie dans g. ‘

1- Groupes de Lie nilpotents:
1-1- Définition:

Nous disons que G est nilpotent si son algebre de Lie g est nilpotente; c’est a dire,

la suite centrale décroissante (g™),, .y de g définie par:

g =get Vm>2 g"=[g", g

vérifie g™ = {0} pour un certain m.

Soit r Pentier tel que g” # {0} et g™ = {0}, r est appelé le pas de I’algébre de Lie g.
Remarque :

Une condition nécessaire pour qu’une algebre de Lie g soit nilpotente, est que pour
chaque élément X de g, ’endomorphisme adX défini par

adX(Y)=[X,Y], VY €g

est nilpotent puisque adz(g®) est inclus dans gF+!.
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Le théoréme suivant est un outil considérable dans la théorie des groupes de Lie nilpotents:
1-2- Théoréme d’Engel:[36]

Soit L une algébre de Lie d’endomorphismes d’un espace vectoriel V de dimension
finze. Supposons que tout élément de L soit nilpotent. Alors, il existe un vecteur non nul
v de V tel que Xv =0 pour tout X appartenant a L.

En tenant compte de la remarque précédente, nous déduisons que:
1-3- Corollaire:

g est une algébre de Lie nilpotente si et seulement si pour tout X € g, 'endomorphisme
adX est nilpotent.

Nous allons maintenant définir les bases de Jordan-Holder et de Malcev d’une algeébre
de Lie nilpotente.

1-4- Définition:
Soient g une algeébre de Lie nilpotente et B = (by, ..., b,) une base de g.

a) B est dite une base de Jordan-Holder de g si pour tout k, 1 < k < n, le sous-espace
gr engendré par les vecteurs (bg41,...,bn) est un idéal de g.

b) B est dite une base de Malcev de g si pour tout k, 1 < k£ < n, le sous-espace g
engendré par les vecteurs (bgy1, ..., bn) est une sous-algebre de g.

Du théoreme d’Engel, nous déduisons alors le corollaire suivant:
1-5- Corollaire:
Soit h) une sous-algébre de g.

1) Il existe une base de Malcev B = (by,...,b,) de g telle que b soit ’espace vectoriel
engendré par les vecteurs (bg41,...,bn) pour un certain k.

Nous disons alors que B est une base de Malcev relative ¢ §) ou passant par §.

St en outre §j est ausst un 1déal de g, alors il existe une base de Jordan-Hélder passant par
h.

2) Si b est de codimension I dans @, alors f est un idéal de g.

1-6- La formule de Campbell-Backer-Hausdorff:
Soit G un groupe de Lie connexe. Notons
exp:g— G
P’aplication exponentielle, log son inverse et définissons
C(X,Y)=log(expX.exp?), X,Y €aq.

Cette fonction analytique et bien définie, converge normalement dans un voisinage de (0,0)
et ne dépend pas du choix des groupes de Lie localement isomorphes associés a g.

La formule de Campbell-Baker-Hausdorff qui en résulte nous permet de reconstituer G
avec sa loi multiplicative connaissant uniquement la structure de g. Cette formule est
donnée par:



CX,)Y) = X +Y + %[X, Y] + %[X, [X,Y]] — %[Y, (X, Y]] — ﬁ[Y, (X, [X, Y]] +
1+ X, [V [V, X)) + ... (voir [17)).

Si G est un groupe de Lie nilpotent d’algebre de Lie g, 'application exp est un
difféomorphisme analytique et la formule de Campbell-Baker-Hausdorff est définie pour
tous XY € g.

Nous pouvons alors définir sur g une structure de groupe de Lie nilpotent (g, C') qui admet
g comme algebre de Lie. Dans ces conditions, I’application exp n’est autre que ’identité.

Ceci nous ramene a définir des coordonnées sur G. Si g est équipée d’un systéme de
coordonnées associées & une base, les coordonnées correspondantes dans G seront appelées
coordonnées exponentielles.

Soient G un groupe de Lie nilpotent d’algebre de Lie g, h une sous-algébre de Lie de
G et (b, ..., b,) une base de Malcev passant par h. Notons H le sous-groupe de Lie fermé
de G, exp}.

1-7- Théoréme:|7]
L’application
R* — G/H
(r1,.eyTk) —> €xpr1by...expribe. H

est un difféomorphisme. En outre, application
f— /IR'C flexpriby...expribg)dry...dry,

ot f est une fonction de classe C* sur G/H, est une mesure G-invariante sur G/H. En
particulier, si H = {e}, cette application définit une mesure de Haar sur G.

2- La théorie de Kirillov:

Dans la théorie de la représentation des groupes de Lie nilpotents, les représentations
induites jouent un role déterminant. Nous voulons en parler briévement.

Soit b une sous-algebre de g et H le sous-groupe fermé exph. Soit (p,H,) une
représentation unitaire irréductible de H dans un espace de Hilbert H,. Notons H 1’espace
des fonctions

£:G—H,
vérifiant :
1) Pour tout h € H et pour tout g € G, é(g.h) = p*(h)¢&(9)-
ii) L’application

g —<¢(9),z >n,

est borélienne pour tout r € H,,.
iii) L’application

g —| &(9) |n,

est dans L?(G/H,dz) ou dz est la mesure G-invariante sur G/H.

9



L’espace H muni du produit scalaire
<§,?]>‘H:/ <&(z), n(z)>n,dr, {EmeEH
G/H

est un espace de Hilbert.

La représentation définie sur G par

(7)) ) =& w), myeGetE e H

s’appelle la représentation de G induite de (p, H,) et d’espace de Hilbert H, = H.
On note
T = indg p.

Soient k la codimension de h dans g et (by,..., bk, bg+1, ..., bn) une base de Malcev de
g passant par h. Alors ’application

T H, — L*(IR¥)
& — T(¢)

définie par
Y(&)(t1, s tk) = E(exp(t1b1... exp tiby)

est un isomorphisme de H, dans LZ(IRF).
Le lecteur trouvera plus d’informations dans {32], [7].

L’importance de la représentation induite pour les groupes de Lie nilpotents de-
vient claire grace au théoréme de Dixmier affirmant que chaque représentation unitaire
irréductible de G est induite par un caractére d’un sous-groupe. Ceci nous conduit a la

théorie de Kirillov (voir [22]).
2-1- Orbites de la représentation coadjointe:

Dans ce paragraphe, nous exposons quelques propriétés fondamentales des orbites
coadjointes.
Soient G un groupe de Lie et g son algébre de Lie. Alors, G agit sur g a 'aide de la
représentation adjointe: si ¢ € G, Adg est la différentielle a 'origine de ’application

G—G

T +— gxg"l.

Adg est un isomorphisme sur g et (Adg)™! = Adg~!. En différentiant 1’a,pplication.

Ad :G — Aut(g)
g — Ady,

ol Aut(g) est ’ensemble des automorphismes de g, nous obtenons la représentation adjointe
de g: '
ad :g — End(g)

X — adX
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définie par

adX(Y)=[X,Y], X,Y €q.
(End(g) étant ’ensemble des endomorphismes de g).

A coté de ces deux représentations, nous citons la représentation contragrédiente de
Ad qui est la représentation coadjointe de G sur g* notée Ad* et définie par

< Ad*gl, X >=<1, Adg™'X > Vge G, Vleg*et VX €q.
Sa différentielle au point e, élément neutre de G,
d(Ad*), : g —> Bnd(g")
est définie par
d(Ad)(X)D(Y) := ad*' X (V) =< L,[X,Y] >
et si g est un point arbitraire de G,
d(Ad*), = (Ad*g) o d(Ad"). = Ad*g o ad".
Un sous-groupe utile de G associé a I € g* est son stabilisateur
G()={geG : Ad*g.l=1}
qui est un sous-groupe connexe de G d’algebre de Lie le radical de I, g(!):
g)={X €g telque <L[X,Y]>=0VY €g}.

L’orbite coadjointe d’un élément ! € g*
O, = Ad*G.1
est une sous-variété car le rang de la différentielle de I'application

di(g) = Ad*g.l

est constant et est égal & dimg — dimg(l) en tout point de G. On munit I'espace homogene
G/G(1) de sa structure de variété naturelle. Alors, ’application

$1:G/G() — O
9.G(l) — Ad*g.l

est une bijection. L’espace tangent T;O a O en un point ! est identifié au sous-espace
(ad*g)(1) de g*, ou encore a P’espace affine [ + ad*g(!).

Notons aussi, que toute orbite coadjointe O est un sous-ensemble fermé de g*, donc sa
structure de variété est déterminée par la topologie euclidienne de g*.

Remarque:

Soit I € g*. Alors, son radical g(!) est de codimension paire. En effet, la forme
bilinéaire
B induit une forme bilinéaire antisymétrique et non dégénérée B; sur g/g(l) x g/a(l).
Donc, d’aprés un résultat standard d’algebre linéaire, g/g(!) est de dimension paire.

Nous en déduisons alors que les orbites coadjointes sont de dimensions paires.
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2-2- Polarisations:
2-2-1- Définition:

Soit [ € g* espace dual de g. Un sous-espace ) de g est dit isotrope par rapport a [
pour la forme bilinéaire alternée B; définie par

B(X,Y)=<L[X,Y]> , X,Y €gq,
sl
<1, [h,h] >=(0).

Si en outre, § est une sous-algebre de g de dimension maximale, §) s’appelle une polarisation
de .

Soit g(!) le radical de I. Alors, s1 b est une polarisation de [, la dimension de § est

dimb = %(dimg + dimg(l)).

2-2-2- Théoréme:[22]
Soient g une algébre de Lie nilpotente et | € g*. Alors, il existe une polarisation de l.

Etant donné un élément ! de g*, le radical g(!) est déterminé d’une maniére unique
mais [ peut admettre plusieurs polarisations, qui conntiennent toutes g(!). Cependant, ces
polarisations ne peuvent pas étre construites d’une maniere systématique. Nous donnons ici
une construction d’une polarisation die a M.Vergne, utilisant les bases de Jordan-Holder.

2-2-3- Théoréme:[41]

Soit
(0)Cgy C...Cgn

une suite d’idéauz de g tels que dimg; = j et soit |l € g*. Notons l; la restriction de l d
g;. Alors,

h(l) = Zgj(lj)

est une polarisation de l.
Démonstration:

Soient X et Y deux éléments de h(I) tels que X € g;(l;) et Y € gr(lx). Supposons
que 7 < k, alors,
<l, [ X,)Y]>=<l, [X,Y] >=0.

De plus, si W € g;,
<l, W [X,)Y]]>=<1, [X,[W)Y] >+ <, [W,X]Y] >=0.
Ce qui prouve que h(I) est une sous-algebre de g subordonnée a I.
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Pour montrer que dimh(l) = %(dimg + demg(l)), nous raisonnons par récurrence sur
n = dimg. Le résultat est évident si g est abélienne. Supposons qu’il soit vrai pour les
algebres de dimension inférieur & n et soit

n—1
b'() =) a;(l;).
i=1
D’apres ’hypothése de récurrence, on a

dim'(1) = 3(dimgni(Ins) + (n — 1)

Deux cas qui se présentent:

1 cas:  g(I) € gn—1(ln—1), nous avons donc h(I) = §'(l) et dimg(l) = dimgn_1(lp—1) — 1
2°€ cas: g,_1(ln_y) C a(l) et donc dimh(l) = dimb'(1)+1, dimg(l) = dimgn—_1(ln-1)+1.
Dans chacun des deux cas, on a dimb(l) = 7(dimg + dimg(l)).

D’ou h(I) est une polarisation de [.

Soient I € g* et p une polarisation de [ choisie. Alors, 'application x;, définie sur
P = expp par _
xi,plexpY) = 62’”<l’?>, Yep

est une représentation de P de dimension 1. Nous pouvons donc former la représentation
induite:
Tip = indpX1p-
2-2-4- Théoréme:[22]

1) Soient p et p' deuz polarisations de | € g*. Alors, m,, et m p sont équivalentes
et wrréductibles, nous notons alors m = m, lorsque nous nous intéressons auz classes
d’équivalence.

2) Pour une représentation unitaire irréductible m de G, il existe un | € g* tel que
mp ~ 7. De plus, my ~ mp si et seulement s1l etl' appartiennent a la méme orbite coadjointe

de G.

Nous en déduisons alors que ’application
P
est indépendante du choix de p et P’application de Kirillov

a*/Ad*G — G

l— m

est une bijection. Elle est en fait un homéomorphisme ([4], [20]).

Dans ce qui suit, ! désignera un élément de g*, h une polarisation de [ et 7 = 7.
Soit 7; la représentation de L'(G) définie & partir de 7 par

m(f) = /G f(9)n(9)dg, f € L(G)

13



et dg est la mesure de Haar sur G.

Alors, m; est une représentation unitaire de algébre involutive L(G); c’est & dire, pour

f € LYG), mi(f*) = (m1(f))* olt f* est la fonction définie sur G par
f*(z) = f(z~1), Vz € G.

Un simple calcul montre que pour £ € Hy et z € G,

(n@)@) = [ St vt

ou H est le sous-groupe exp ), dy est la mesure de Haar sur G/H et

frp(z,y) :=/Hf(x.h.y_l)xl(h)dh,

La mesure de Haar dh sur H est telle que dg soit égale a dhdy.

On en déduit que 7;(f) est un opérateur a noyau; et son noyau est la fonction fi .

Dans la suite, nous écrivons 7(f) au lieu de m;(f).

3-L’espace de Schwartz S(G):

Rappelons la définition de ’espace de Schwartz S(IR"™).

Soient z € IR" et @ = (ay, ..., @y ) un multi-indice. Nous notons

0
oz,

)

z® =zit..z" et DY = (-az—l)'“(

ou (21, ...,Z,) sont les coordonnées de = dans une base arbitraire de IR".

Une fonction f définie sur IR™, & valeur dans € est dite de Schwartz si elle est de
classe C'*° et pour tous multi-indices a = (ay,...,a,) et 8= (b1, ..., Bn),

sup | z*DPf(z) |< oo.
r € R"

On note S(IR™) I’ensemble des fonctions de Schwartz sur IR". La topologie de S(IR") est
déterminée par cette famille de semi-normes.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors I’espace de Schwartz S(V') est
défini par analogie avec S(IR").
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3-1- Remarque:

Soit P(IR™) ’ensemble des opérateurs différentiels sur IR™ a ccefficients polynomiaux.
I est clair alors que f appartient a S(IR™) si et seulement si

| Lf |low< 00, V¥V LeP(IR").

Soit maintenant G un groupe de Lie nilpotent d’algebre de Lie g et
Yp:R" — G
une application polynomiale; c¢’est a dire, 'application
logoy : IR® — ¢
est un difféomorphisme polynomial.

3-2- Exemples:

Les deux fonctions 1 et o de IR™ vers G définies par

P1(t1, e tn) = exp(z t:b;) ot (by,...,b,) est une base de g
i=1

et
Po(t1,.entn) = expty Xy....tn X, avec (Xi,...,X,;) est une base de Jordan-Holder de g
sont des difféomorphismes polynomiaux.

3-3- Définition:

Nous définissons S(G) comme étant 'ensemble des fonctions f définies sur G telles que
si ¢ est un difféfomorphisme polynomial alors f o1 appartienne a S(IR"). Cette définition
est indépendante du choix de ).

Pour X € get f € C*(G), les champs de vecteurs X et Xp invariants respectivement
a gauche et a droite sont définis pour ¢ € G par

1. .
Xp-f(g) = im ;[f(g-exr)tX) - f(9)]

Xnf(g) = lim ~ [f(exp(~tX)9) ~ f(g)].

Soient € [G] ’ensemble des fonctions polynomiales de G sur € et P(G) 'ensemble
des opérateurs différentiels sur G a cceflicients polynomiaux.

Si X € g, alors X et Xg sont dans P(G). Il en résulte que. pour toute base
(X1,...,X5) de g et pour toute fonction polynomiale p, sur G, les monémes

PaXT = pa(g)(X1)7 - (Xn)T"
PaXg = palg)(X 1) --(Xo)F
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sont dans P(G).
3-4- Proposition:[7]
Sotent (X1, ..., X,) une base de g et

Yp:IR" — G

une application polynomaale. Alors, les familles de semi-normes suivantes sont équivalentes
et déterminent la méme topologie de S(G):

(a) || 2*DP(f 0 9) lloo;

(8) [l paXLaf |loo » Pa € T [G];

(c) | paXgof |loo , Pa € T [G].

4- Vecteurs C* des représentations irréductibles
d’un groupe de Lie nilpotent:

4-1- Définition:

Etant donnée une représentation unitaire = d’un goupe de Lie G sur un espace de
Hilbert H,, un élément v de H, est dit un vecteur de classe C* pour la repésentation .,
si la fonction f,, définie sur G par

fo(z) = 7(z)v, z€G,

est de classe C*. On note H¥, 'espace des vecteurs de classe C* pour la représentation .
On dit que v € H, est de classe C, si

[e o}
ve [ Hy=H.
k=0

On a vu que tout élément X de g, agit sur les fonctions de classe C*, comme étant
un champ de vecteurs invariant a gauche:

(X1.f)(x) = lim <[f(z.exptX) — f(z)], z€G.

4-2- Proposition:{7]

Soient (X1,..., X, ) une base de g et v un élément de H,. Alors.

n
v € HE si et seulement si, pour tout multi-indice a = (ay,...,a,). | a |= Z a; <k.
=1

toutes les dérivées X7.f existent et sont continues.

L’algebre enveloppante u(g), agit sur H2° par les opérateurs m(A). A € u(g). du fait
que:

(X)) (v) : = o( X XS
=a(X)"..#x(X,)"v
= (XT.fele)

ou v € H et e 1’élément neutre de G.
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En vertu de la formule

‘X.L-frr(y)v (:E) - Ad(y_lX)fv(.’ﬂy), z, Yy S H?rov

il s’ensuit que les opérateurs (y), y € G, laissent invariant 'espace HS°.

Considérons les opérateurs

r(4) = /G 8(g)m(9)dg, ¢ € C(Q)

et solent * € G et v € H°. On a:

X1-ftere () = lim < [n(z. exptX)n(8)o — n(x)m(6)e]

= im(e) /G ¢(y)%[¢(exp(—tX )y) = $(y)Im(y)vdy
= m(z)(Xg-$)(v).

Donc, si {(¢p est une suite de fonctions de classe C* sur G, & supports compacts et
‘ neIN pp P

qui est une approximation de l'identité dans L!(G), nous voyons que H est dense dans
Hr. '

Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement
connexe et 7 € G. Il existe donc, une forme linéaire [ sur g et une polarisation p de [ telles
que:

T = Tp.

Soient P le sous-groupe: P = expp et (Xi,...,X,) une base de Malcev pasant par la
polarisation p telle que p soit engendrée par les vecteurs (Xg41,..., X, ). L’application:

PxIR¥ — G

(yv(tla "'atk)) — y'exp(tlbl)'"exp(tkbk)

est un difféomorphisme. Ce qui nous permet de définir une isométrie:
J: LH(IRYY — H,

donnée par:
J()y-1) = xiW)f(t), Yy€eP, etVtelR,

ol \; est le caractere défini sur P par:

\[(GX}) }—) — e21ri<l , Y>’ Y € p.

On peut transférer l'action de G sur H, a IR*, utilisant I'isométrie J. On obtient donc,
une représentation 7' équivalente a m sur L2(IR*), appelée une représentation de base de

"o
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Soient P(IR¥) l'algébre des opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux sur IR*
et u(g) l'algebre enveloppante de g. La représentation #' s’étend & un homomorphisme

associatif de u(g) vers P(IR*), dépendant de I, de la polarisation p et du choix de la base
de g.

4-3- Théoreme:[7]

. Soient g une algébre de Lie nilpotente, | € g* et p une polarisation de I. Considérons
une base de Malcev passant par p et soit 7' la représentation définie comme ci-dessus.

Alors,
i) 7' u(g) — P(IRF) est surjective.
12) Pour tout X € g, n'(X) est un opérateur différentiel de degré 0 ou 1.

111) Les ceeffictents polynomiauz pour w'(X) associé & une base de coordonnées de IR*
dépendent d’une maniére polynomiale de X.

w) Uespace HY est isomorphe 4 S(IRF).

5- Les opérateurs de Hilbert-Schmidt:
5-1- Définition:

Soit (X, du) un espace mesurable. Un opérateur linéaire
A: L*(X) — L*X)

est dit de Hilbert-Schmidt s’il existe une fonction K4 de L?(X x X) telle que pour toute
fonction f de L?(X), on ait

(A1) = [ Ko, @)duts), Vo e X.

S1 A est un opérateur de Hilbert-Schmidt, la norme de Hilbert-Schmidt de A est définie
par

| A IH-S:| I\"A |L"'(XxX) (voir [15])

Soit {e;}; est une base orthonormée de L2(X). L’opérateur A est de Hilbert-Schmidt si
Z | Aej |2= Z |< Ae;j , ex >|< o0.
J 5k
Dans ce cas, il vient que

| Alhs= ) | Aej 1}

J

Cettte définition est indépendante de la base orthonormée choisie.
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5-2- Remarque:

Soient A et B deux opérateurs de Hilbert-Schmidt. Alors, A + B, A.B et ’adjoint de
A, noté A* sont aussi des opérateurs de Hilbert-Schmidt. En outre, la forme bilinéaire ¢
définie sur I’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt H.S(X) par

¢(A,B) =tr(B*A) =Y < B*Aej,¢; >

J

est symétrique, définie positive. Elle définit donc une norme sur H.S(X):

| A3 o=tr(A*4), A€ H.S(X).
Par suite, ’espace H.S(X ) muni de cette norme est un espace de Hilbert.

Un opérateur C de la forme

C = ZA,‘Bi, A;,B; € HS(X)

=1
s’appelle un opérateur tracable. Sa trace est déterminée par
trC = Z < Cej,ej > .
J

De plus, si C est un opérateur linéaire de IR™ de noyau A'¢, la trace de C est donnée par:

trC:/ Ke(z,z)de.
IR~
(Voir [13])
5-3- Norme de Hilbert-Schmidt de I'opérateur =(f):

Revenons aux traces des représentations 7 € G.

Soient O une orbite de g* sous 'action coadjointe, 7 la représentation correspondante et f
appartenant & S(G). D’aprés ce qui précéde, nous constatons que 7(f) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt. On se demande si 7(f) est un opérateur tragable. Dixmier et Malliavan
ont prouvé dans [11] que si f est une fonction de Schwartz sur G, alors, il existe deux
fonctions f et g appartenant a S(G) telles que

f=g*h.
On a alors que
w(f) = n(g) o m(h).

Donc, 7(f) est un opérateur tragable pour chaque f € S(G). De plus, la fonctionnelle 6.
définie par

0x(f) =tr(x)(f), f€ S(G)
est une distribution tempérée sur S(G) ([7]).

Kirillov a aussi montré qu’il existe sur 'orbite O une mesure Ad*(G)-invariante dyn
telle que
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(£ = [ (7o exp) (sl

ou

(f o exp) (1) = / (f o exp)(X)e~2mi<l X> g
a

dX étant la mesure de Lebesgue sur g.
La norme de Hilbert-schmidt de I'opérateur n(f) est alors donnée par

| 7(f) Py.s= tra(f* + f) = /o (F*+ dun(l), f e S(Q).

Remarquons aussi que la fonction (f* * f)" n’est pas positive. En outre, il se peut que la
fonction f appartienne a kerw sans que (f* * f)" soit nulle sur ’orbite O,.



II

TRANSFORMEE DE FOURIER ADAPTEE
ET SEMI-NORME DE HILBERT-SCHMIDT
SUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

1- Introduction :

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algébre de Lie g.
On désigne par g* ’espace dual de g et par G I’ensemble des classes d’ équivalences des
représentations unitaires irréductibles sur G.

Soient w € G et f une fonction de classe C* sur G, a support compact. Alors, d’apres
la formule de la trace de Kirillov, la norme de Hilbert Schmidt de 7(f) est donnée par :

| 7(f) Pr.s= tr(x(f)n(f)) = /O [(F* * ) o exp] > (I)dun(l) (21)

ou p, est une mesure G-invariante positive sur 'orbite O, de =.

La transformée de Fourier adaptée est introduite par D.Arnal et J.C.Cortet dans [1].
IIs ont prouvé que pour toute représentation 7 dans G, il existe une fonction C'®

ar: 0, xG —IR
telle que, si

f(l):/Gf(x)e_i“'("")dx, fEING) et €O,

alors,

| 7(f) By.s= / | (1) P dun(). (22)
Ox

J.Ludwig ([28]) a donné une définition explicite de ces fonctions.

Ces fonctions ar définissent alors une fonction a de g* x IR vers IR qui sont C*® en
tout point ! de g*, en position générale.
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Le probléme au quel on s’intéresse dans ce chapitre, est de définir une fonction a sur
g* x G tout entier de classe C'*°. Dans ce cas, 'application :

() f— ]
sera un isomorphisme de S(G) sur S(g*). Notons
()Y S(g")— S(G)

I’application inverse. On aura
(@ )e(@) = [ 190) P dun()

pour toute représentation 7 en position générale et pour toute fonction g dans S(g*).

Dans le cas ou pour tout [ € g* en position générale, 'orbite O de I sous I’action coadjointe
est plate:

O =1+g(D",

cette transformée de Fourier est la transformée de Fourier usuelle sur S (G).

Si I'algeébre de Lie g contient un idéal h tel que si H est le sous-groupe fermé exp b,

toutes les H-orbites soient plates et toute orbite O de G soit saturée par b:
O =0+,

on peut construire une fonction ag de classe C*® sur g* x G tout entier et la transformée de
Fourier qu’elle définit sera un isomorphisme entre les espaces de Schwartz S(G) et S(g*).

Dans le cas général, nous définissons une transformée de Fourier adaptée ( )~ sur
I’espace de Schwartz S(G). Cependant, si f € S(G), la fonction f n’est pas C* en tout
point. Nous procédons alors a la construction d’une fonction notée aussi a sur ’ensemble
g* x B x G ou B désigne ’ensemble des bases de Malcev de g et par suite, une transformée

de Fourier adaptée ( )~ définie sur S(G) par
f(F,B) = / f(z)e*FBA e f ¢ S(G) et (F,B) € g* x B.
G
Nous montrons une formule analogue 3 (2.2) et nous déterminons l'image de S(G) par

cette nouvelle transformée de Fourier adaptée.
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2- Construction de « pour des algeébres particulieres:

2-1- Orbites plates:

Soit G' un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algeébre de Lie g.
On note S(g) P'espace de Schwartz de g.
L’espace de Schwartz S(G) est défini par: S(G) = {f € C®(G)/foexpc S(g)}.

Pour f appartenant & S(G), on note f la transformée de Fourier de f définie par :
f(y= / flexpX)e 2™<bX>gx e g*.
g

La mesure de Lebesgue sur g est transférée par la fonction exponentielle en une mesure de
Haar sur le groupe G et pour [ appartenant a g*, on peut définir :

f(l)=/C‘;f(x)e'2”i<l’l°g’3>dx,

ou log désigne Pinverse de la fonction exponentielle.
2-1-1- Proposition :( [28])

Soient g une algébre de Lie nilpotente et G le groupe g muni de la loi de Campbell-
Baker-Hausdorff :

1
zy=z+y+gleyl+..

Soient © une G-orbite dans g* et w Uélément de G correspondant. Supposons que lorbite
O soit plate:
O=1+g()*.

Alors,
| 7(f) lgs=1F l(z2(0y,un)> Vf € S(G)

ot pir est lunique mesure G-invariante sur lorbite O définie par la formule (0.3) .

Démonstration:

Soient f, O et 7 comme dans I"énoncée et soit ! un élément de I'orbite ©. Comme
lorbite est plate, g(I) est un idéal de g et la mesure canonique sur @ est la mesure de

Lebesgue sur g(I)" [29]. (Les orbites plates ont plusieurs autres propriétés intéressantes.
Voir par exemple [35] ou [36]). Donc,

| 7(f) Br.s = tra(f* + f) = / (F % ) () dua(l)
(@]
= [ e
g(Dt
— / / (f* % f)(@ - h)e= <tHueh>gidn gy,
s(D)+ Jg/a(l) xg(l)

En appliquant la formule d’inversion de Fourier, nous en déduisons que
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m(f) s = (f* * f)(h)e 2™ <br>dh

o

/ / FORT oy D f((y - B~ - ke <Hh>di! dydh
g(8) Jg/8(l) x g(l)

“Jo

/ Fly=t- Ad(y)R' 1) f(y™" - Ad(y)h'~" - R)e™*<V*>dn/ dydh.
8/8() xg())

Comme g(!) est un idéal de g, nous avons que
Ady.h'"t e g() V' € g(D).

Posons k' = Ad(y)h'~1. Alors,
| 7(f) s = / / Fly= L BN f(y™ -k - h)e i <br>dE dhdy.
/8(D) 7 g(D) xg(1)

:/ / FmT R f(y™ - e~ BT dk dhdy
/8(1) Jg(l)xg(D)

(en effectuant un changement de variable h — k'~1h).

En outre, du fait que g(!) est un idéal de g, on a

<LEVh>=<lh>-<lk'>

Il s’ensuit donc que :

| 7(f) s = / [[ F—y=F)e"P¥>ak’ [ f(—y + h)e™<M">dn)dy
g/9(l) Ja(l) a(l)

RO
g/8(D)
= [ i [
s()*
(d’apres la formule de Plancherel)

= [ 15 Pduatt.
(9]

2-2- Orbite saturée par un idéal:

Soit maintenant g une algébre de Lie nilpotente contenant un idéal b tel que si H est
le sous-groupe fermé exp ), toutes les H-orbites soient plates:

Hljy=1p+h*, Vieg
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Considérons un sous-espace ¥ de g, supplémentaire & . Pour h appartenant 3 hetov
appartenant a 9, posons :

h3? = Ad(e:cp(%v)) - h.

Soit ag la fonction définie sur g* x G par:
ao(F,z) = ag(F,expv - ezph) =< F,o > + < F,h%" > |
Il est clair que la fonction ag est linéaire en F, polynomiale en z et que
ao(F,27 1) = —ao(F,z), VF € g*, Yz € G.

Pour f dans L'(G) et ! un élément de g*, posons

f(h) = /G f(z)e 2miaolb) gy (2.4)

I est facile de vérifier que I’application ( )™ ainsi définie est un isomorphisme de S (G) dans
S5(g").

Soit ! un élément de g* telle que Porbite O de ! sous I’action coadjointe soit saturée par
h; c’est & dire, [+ hL C O ou encore, O = O + pL.

Notons /4 la restriction de [ a § et g({/;) son stabilisateur dans g. Soit (9:)2 une suite

t=n—p
de Jordan-Holder partant de b:

b:gn—pC"-an:g

et g; est un i1déal de g;4; de codimension 1.

Soit Bg = (bp41, ..., bn) une base de Jordan-Holder de § pour action de g.

Nous allons compléter B, par des vecteurs by, ..., b, tels que B = (b, ..., bpybpi1,-ees bn)
soit une base de Jordan-Holder de g de la maniére suivante:

St gn—p+1 C h+a(lyy), alors, il existe b, € a(l/y) \ h tel que gn—py1 = hB < by >.
Sinon. on choisit un vecteur b, qui compléte h dans On—pt1-

De méme. pour i = 2,...p, si @n—pti C @nopti-1 + a(l/y), alors, il existe

bp—i+l € g(l/h) \ An—p+i-1

tel que
Qn—pti = gn—p+i—l® < bp—i+l >.

Sinon. on choisit b,—it+1 qui complete Gn—p+i—1 dans gn_py;.

Posons i =< by.....h, > et ¥’ un supplémentaire de J N a(lyy) dans 9:
J=9nN g(llh) F 0 et 9 =< {bJ/bJ ¢ g(l/h)}j=l,-.-,p >.

25



Considérons la décomposition du groupe G-

G =expd- H =exp?d -exp(d Ng(lyy))- H.

L'orbite O est saturée par fj. Sa paramétrisation de Pukanszky ([37]) est alors donnée par:
p n
O={> zb5+ > Pi(z1,., 20063 (21, 2py ey 24) € IRY)
i=1 i=p+1

ou d est la dimension de O.

Notons Oy la restriction de O & b:
Ony=G-(lyy) =expd' - H-(lp) = expd’ - O',

ot O' est I'orbitre de Iy sous l’action de H.

Soient d¢ la mesure de Lebesgue sur §+ et du' une mesure G-invariante sur @ /4. Alors,
la mesure G-invariante y sur O est donnée par

du = dedy'.

2-2-1- Théoréme:

Soit b un idéal de g tel que toutes les H-orbites soient plates et soit O une orbite
saturée par h). Alors, pour toute fonction f dans S(G), la norme de Hilbert-Schmidt de
Uopérateur n(f) est donnée par:

(£ 12, — FO1y 2
| 7(f) fos /0 | £ 1 du(),

ot ()" est Uapplication définie par (2.4).
Démonstration:

Soit f un élément de S(G). On a,

| 7(F) Py = /O [(F* % £) 0 eap] " (I)du(l)
= / / [(f** f)oexp] (& +1')dEdy".
0, Jor

En appliquant la formule d’inversion de Fourier, nous déduisons que

| 7(F) s = / [(f* + £) o expye] " (I')dp"

O/h

= / /(f‘ * f)(cxph )(-2"i<l"">(lhd/l'.
Oy Jh



D’autre part,

(F* * f)(exph) = /G Fr @)™ - caph)dy
=/Gm7f(y-exph)dy

= s flexpv - expk) f(expv - expk - exph)dkdv
hx

- /ﬂ«fv)* +11 fo)(exph)do

ou fy(expk) = f(expv-expk) ; (k,v) € hx I et xg désigne le produit de convolution dans
le groupe H = exph.

La mesure p' étant G-invariante sur O/y. Nous obtenons alors,

| 7(f) |f.s = /0 /19 /b ((fo)* %1 fo)(exph)e™2™ <" R>dndud,!
/h
B /o /19 /b((fv)* 1 fo)(exph)e2m <AL (exr(=$) L k> gp gy, !
/b

= / / / ((fo)* *H fo)(exph)e 2 <I A7 > dhdudy.
Oy JI Jp

Soit 7' 1’élément de H correspondant & lorbite O’ de ! /y dans H et notons p, la mesure
H-invariante sur O’ et dv' la mesure de Lebesgue sur ¥'.

I 7T(f) I%IS = /o’ /1 [lg /h((fv)* * 5 fv)(exph)e—-27ri<.4d‘(ezpv’).l',h%">dhd#ﬂ_’(ll)dvdvl
- * ! ! 'LU
= /ﬂ[ / ; / | / folexph)e™2mi<AL (xpDERTT> gp 12 gy (1M do' do
o’ ]

d’apres la proposition 2-1
p

N /19' X (’)r[/ﬂ l /;,fv(e:rph)e_%KAd‘(“”"I)"*"%u>dh ? dvldpq (1')do'

= // o /* |/1; bf(ear:pv . e:cph)e"z"KAd‘(e"p ”'””h%U>e"2""<£’”>dvdh 12 dédpn (1" du
X X
( d’apres la formule de Plancherel ).
D’ou,
(7() o= [ 17O F dustl

|
2-3- Exemple:

Soit g 'algebre de Lie de dimension 6 engendrée par les vecteurs X}, ..., X tels que
(X1, X2] = X4, [ X1, X3] = X6, [X1,Xs5] = X6, [X2,X3] = X5, [X4,X;3]) = Xe.
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La sous-algébre h de g engendrée par (X3, ..., X¢) est un idéal de g de pas deux. Donc,
toutes les H-orbites sont plates.

Soient X = (z1,...,z6) € g et I =(l1,...,le) € g*; les coordonnées étant exprimées dans la
base (X1, ..., X¢) respectivement dans sa base duale. Alors, les coordonnées de Ad* exp X -1
sont données par

li + zol3 + z3le — z172l6
12 + 27113 + %1%[6
Is —z1ls
ly + z4ls
ls — z4ls

lg .

Ad*exp X -1 ={

Soient { un élément de g* et v = aX} dans ht, & # 0. On a:
l+v=Ad*expX -l < z3l3 + 23l = 0.

Donc, | + v appartient a l'orbite O(I) pour tout ! en position générale. C’est a dire,

pour tout [ appartenant & g* avec I3 # 0 ou lg #£ 0. Ce qui prouve que, b est un idéal de g
de pas deux saturé par O(l) pour tout I en position générale. Par suite, 'application ( )
définie par la formule (2-4) est un isomorphisme de S(G) dans S(g*), vérifiant

| 7(f) Pr.s= /0 | F(D) P dunlD), VF € S(G)

olt O est une orbite de G sous l’action coadjointe et 7 est 1'élément de G correspondant.
3- Cas général

Soient g une algébre de Lie nilpotente d’espace dual g* et B = (b, ...,b,) une base de

Jordan-Holder de g telle que by, soit central.

Soit F € g*. Nous allons utiliser la construction réalisée par J.Ludwig et H.Zahir
dans [30] pour déterminer une polarisation de F. Nous définissons alors une suite finie de
sous-algebres de g de la maniere suivante :

Soient

j1 =maz{j: <Flg,bj]># (0)},
i1 = maz{i: < F,[b;,b;,] ># 0}

ct

g(F)={ueg; <F, [u,b;,] >= 0}.

Alors, g;(F) est une sous-algebre de g de codimension 1. Elle est donc un idéal de g.
De plus. g;(F) contient le radical de F, g(F).

Pour : = 1,...,n,% # i3, posons:

< F, [bia bj1] >

b= b —
! < F,[b,'l,bjl] >

b;

1°

La famille de vecteurs {bz}ie{l,...,n},i;ﬁl ainsi construite est une base de Jordan-Holder de

a1 (F).
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Par récurrence, nous définissons:

Jp =maz{j : < F[g,—1(F), 87" > (0)},
ip =maz{i: < F,[B}7, 0071 >+ 0}

et
gp(F)={ueg <F, [u,bfp_l] >=0}.

Alors, g,(F) est un idéal de g,—1(F) et

<F [bf—l’b;"p_l] Zop-1 . .
_ °F [bfp_17b§;1] >bi, , t€{1,..,n}\ {71, ...,zp}

est une base de Jordan-Holder de g,(F).
- Soit k, le plus petit entier tel que

< F, [gk(F)7bj] >= (0)’ Vi ¢ {ilw--aik}'

Alors, gi(F) est une polarisation de F' qui coincide avec celle de M.Vergne ([30]).
En outre, la famille de vecteurs

k— k
{Birs biys s Ui} €t {05 Yict,n\ (it is)
est une base de Malcev de g relative a la suite g (F), ..., gx(F).
Notons, G := G et pour tout p=1,...,k, G := G,(F) = expg,(F).
Nous avons que
Gp = {exp(rp41bi,y1) - Gpt1; Tp41 ER}.
Soient p =1,...,k, h, € G, et o, €IR. Posons
hp? = exp(apbi,) - by - exp(—aypb;)).
3-1- Construction de la fonction a:
Nous définissons maintenant la fonction a par récurrence en posant :

ar : 9x X G —IR
(Fryhi) — ar(Fy, hi) =< Fr, bt >

et pourp=1,...,k -1,
ap :g; x G, —IR

i,
(Fp = fipss b,:p+l + Fpi1, e:cpr,,+1b,-p+1 “hpt1) — fip+1"'p+1 + apy1(Fps1, hpt1277%1),

ou Fpyy est la restriction de F & Opt1-
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La fonction a est alors définie sur g* x G par:
(l(F,T) = a(filb; + Flaexprlbil : hl) = filrl + al(Flahl%TI)ﬂ Fe g*7 zed.

Pour f € LY(G) et F € g*, posons:
FP) = [ f@)etmirogs, (2.5)
G

La fonction a est rationnelle en F, polynomiale en z. Donc, f est une fonction C'°° en tout
point F' de g* en position générale.
3-2- Théoréme:|§]

Soient O une G-orbite dans g* et m Uélément de G correspondant. Alors, pour toute
fonction f dans S(G), la norme de Hilbert-Schmidt de opérateur n(f) est donnée par:

| 7(f) Prs= /O | () P dun (1),

ou ()" est Uapplication définie par (2.5).
Démonstration:

Nous démontrons la proposition par récurrence sur k.
Si k = 0, 'orbite O est plate et g(I) est un idéal de g. Le résultat découle alors de la
proposition 2-1-1.

Supposons que k # 0. Soient |; = [ /g, €t m1 Pélément de G corréspondant a la Gy-orbite

01 de ll.

Posons

I := Ad*(expsb;,) - I;.
Alors,

| 7(f) s = tra(f* = f) = /O (F* % £ (Ddpn(l)

- /0 | /mu* e £y () dm (1)ds

(d’apres la formule d’inversion de Fourier)

=/ IR/ (f**f)(h)e'27ri<';"'>dhd;l,r,(ll)ds.
0])( G]

D autre part,

[ £ -y
/ Fy=Nf(y™" - h)dy
G

/ FO=Y - eap(—th;, ) f(K™' . crp(—tb;, Yh)dkdt.
(i) x

(f** f)(h)
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En effectuant un changement de variable: k — k%, on en déduit que

(P o0 = [ Heap(=5h) k- cap(= b)) eapl~2bi,) K71 - cap(— b, ) byt
= [ wa, 130 at
ou

Fi(k) = flexp(=3b,) - k- eap(~2hi)

et *g,, désigne le produit de convolution dans le groupe Gj.

I1 vient donc que

| 7(f) |H s = o xR /G IR(ft* *G, ft)(h_Tt)6—2”<li’h>dhdtdﬂm(11 )ds
1 X 1 X
| B / /G | v, fO(RT )=t dhdy,, (1) dsdt
1 XUy

=/ / (fi* *c, ft)(hl?t')6_2”’(’13"‘%>dhdtdu,,1(ll)ds.
2 Gy xXOq

D’aprés I’hypothése de récurrence, on a
7D s = [ [ o1 bt bian e )asa
O] X ]R,

-/ / / F(Rye 2 G 2 gy, (1y)ds.
1X]R,

En appliquant la formule de Plancherel, on en déduit que

| 7(f) .5 = R / I /13 f(eapth;, - h)e~2mitliy g=2mier (b %) gp gy 12 dl;, dpir, (1y)ds
01 % Gy

= / | F(1) 2 dpen (D).
Ox

3-3- Proposition:
Pour tout F € g* et pour tout r € G,

a(F,z7') = —a(F,z).

Démonstration:

Nous démontrons la propriété par récurrence sur k. Elle est triviale si & = 0. Soit

r € G. llexister; €IR et h € Gy tels que: = exprid;, - h. Soit F € @* et posons
A1 =< F)b;, >. Alors,
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a(F,z7') = a(F, Rt e:cp(—rlbil))
= a(F, exp(—ribi1) - [exp(ribi,) - h texp(—ry b,-l)])
=—-\r; +a; (Fl, [exp(riby,)- A7t exp(—rlb,-l)]—Tl”)
=—-\T1 +a; (Fl, [exp(%rl bi,)-h- e:z:p(:;—rl b,—l)]"1>
=-M\Nr;+ay (Fl, [h%rl]_l).
Or, d’apres ’hypothése de récurrence,
ar(Fy, [R3™]™Y) = —ay (Fy, BE™),
Il s’ensuit donc que

a(F,™Y) = —=\iry — ay(Fy, ™) = —a(F, z).

3-4- Corollaire:

Soit f une fonction sur G. Posorns

fA(z)=f(="1), z€G.

Alors, pour tout f € LY(G), f* = ?
En effet, soit [ € g*. Alors,

f'"*(l):Lf*(z)e—2ria(l,z)dx:/;me—Zwia(l,z)dx

:/me—ﬁlﬂia(l,z‘l)dw:/ f($)6_2"ia(l,z)dx
G G
= f(1).

3-5- Proposition:

Soit O une orbite de G sous Vaction coadjointe et m I’élément de G correspondant.
Alors,

trn(z)n(f) = /0 FIe D dun(l), Vf € S(G), Vz € G,

ot dpy la mesure positive G-invariante sur Uorbite O donnée par la formule (0.3).
Démonstration:

Si f et g sont deux fonctions de Schwartz sur G. Alors,
tra(f +%) = [ FOFTdun(l).
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En effet,
tral(f +9) * (f +9)*] = /0 (F + oy () F ¥ 9T T dun(l')

- / | A 1P dun(l) + / | 5(") 2 dua(l')
(@} Q
t /0 FF dun(l) + ]O GV T Ydn(l).

En outre,
tre[(f +g) x (f + ¢)*] = tra(f * f*) + trr(g g*) +irn(f xg*) + tra(g = f*).
En identifiant les deux égalités, il s’ensuit que
(S v g") +trn(o e £) = [ FORDdunt) + [ 00Tt
o
En reprenant les mémes calculs pour les fonctions f et ig, on obtient que
tro(f xg*) —tra(g* f*) = /Of(l')ﬁ(l’)dﬂw(l') —Lﬁ(l')f(l’)d#w(l')-

Donc,

tra(f * g*) = /O FEVF T dua(')

:/ ol / g(z)e=ie(b=) dz)dun(1')

(@) G

= /o A1) /G 0" (2)e 0D dody (1)

- [ s [ FO D gy
G (0]

D’autre part,
tra(f % g*) = / o*(2)trn(e)n(f)dz.
Il vient alors que °
Lo @lrnan(n) - [ FO D due(t e = 0
pour toute fonction ge Schwartz ¢ sur G. P(Z.r suite,

ra(e)n() = [ O dun(t),

Pour 1 € g*, soit
a(l) = (] a(Ad*g-1) = () Adg - (a(1)).
9€G g€G

Alors, a(l) est le plus grand idéal de g contenu dans g(l) et a(l) est l'algtbre de Lie du
sous-groupe de G A(l) défini par:

A(l) = {r € G tel que m(z) est un multiple de I'identité},

olt 7y est I'élément de G correspondant 3 1 [29).
Il est aussi clair que

<Ad*g-1. Z>=<1, 2>, YZea(l), Vg €G.
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3-6- Corollaire:
Soitl un élément de g*. Alors, pour tout x appartenant ¢ G et pour tout Z appartenant
a a(l),
a(l,z-expZ) =< 1,Z > +a(l, z).

Démonstration:

Soient f une fonction de Schwartz sur G, O la G-orbite de F et 7 ’élément de (¥
correspondant. D’aprés le corollaire précédent, on a:

tro(z.exp Z)w(f) =/ F(1)etez-exp Ddu(l'), Vz g, VZ € a(l).
o
D’autre part, .
trr(z.exp Z)n(f) = <V trn(z)x(f)

:/Oj-'(ll)ei<l,Z>eia(l',z)d#ﬂ_(l/)

— / f(l')€i<l"Z>6ia(1”2)d/,t,r(ll).
o
En identifiant ces deux égalités, nous en déduisons que

a(l,z-expZ) =<1,Z > +a(l,2).

4- Une autre transformée de Fourier adaptée:

Soient G un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe; g son algebre de
Lie et g* ’espace dual de g. Notons 9B I'ensemble de toutes les bases de Malcev de ga.
Alors, B est une partie fermée de Iensemble de toutes les bases de g. Cependant,

B n’est pas une variété différentiable. Dans ce paragraphe, nous allons construire une
fonction a sur (g* x B) x G. Ensuite, nous définissons une nouvelle transformée de Fourier

adaptée définie sur ’espace de Schwartz S(G) jouissante des propriétés de celle construite
dans le paragraphe précédent. En outre, cette nouvelle transformée de Fourier sera un

isomorphisme entre S(G) et un espace S (9‘{( g)) que ’'on déterminera.

Soit 2k la dimension maximale des G-orbites qui sont en position générale. Alors,
pour tout | € g* en position générale et pour toute polarisation p(!) de I, la codimension
de p(l) est k.

Pour B = (by,...,b,) appartenant a 8, on note
h(B) := Vect(bry1,.... bn)

et

b2(B) := [h(B).h(B)).
Si B appartient a4 B, on note

B() =B ct B,‘ = (b,‘+],....b"), 1= 1,....1) - 1.
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Comme B est une base de Malcev,
h(B;) == Vect(biy1,-,bn), i=1,...,n—1

est une sous-algebre de g. De plus, §(B;4;) est un idéal de codimension 1 dans h(B;).

Soit H(B;) le sous-groupe fermé exph(B;). Nous identifions dans la suite H (B;) a
exp(IRbit1)-H(Bit1).

Nous allons définir la fonction a sur (g* x B) x G de la facon suivante:

Soient

ak(Bk) : f)*(Bk) X H(Bk) —s IR
(Fr,ht) — < Fg,hi >p,

etpourp=1,....k—1,
ap(Byp) : §*(B,) x H(B,) —IR

définie par:
ap(Bp)(Fp, hp) = ap(Bp)()‘p+lb;+1 + Fpr1,€xprppibptr - hpya)
= Apt1Tp41 + a,,+1(B,,+1)(F,,+1,h§J:’;+‘)
ou
hzﬂ’ﬁ1 = exp(%"p+lbp+1) “hpt -exp(:2—rp+1bp+1).
Notons,

ap(Fyp, By, hp) = ap(Bp)(Fpa hp).

Tenant compte de ces notations, on définit la fonction a sur (g* x B) x G par

a(F, B,.’L‘) = G(Alb; + Fl,B,exp’rlbl . hl) —_ /\17.1 + al(Fl,Bl, hfrl).
Il est clair que a est une fonction linéaire en F, polynomiale en z et en B.
4-1- Remarque:

Sotent A un isomorphisme d’algébres de g dans une autre algébre de Lie nilpotente g’
et soit A* son adjoint, défini sur g* par

<A'F |, 2'>=<F, A™'%2'>, Feg*, 2'€g¢g.
Pour B.= (by,...,b,) € B, notons
AB = (Aby, ..., Aby).
Alors, pour tout ' € G' = expg’ et pour tout couple (F, B) € g* x B,

a(A*F, *B,z') = o(F,B,A™'2").

En effet, posons B' = 4B = (b),...,b!,) et soit z' € G'. Ecrivons z' sous la forme
t' = exp(ridy)- hy, ri € IR, k) € h(B)).
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Alors,
A7z = exp(ry A7) - (A71RY).

En outre, d’apres la définition de a, on a
1.0
a(A*F, AB,2") =< A*F , ¢' > +a,(A*F, B, h}*™),
ou A; est la restriction de 4 4 h(B}). Le résultat s’ensuit alors en raisonnant par récurrence

sur la dimension de g.

Pour f € L(G), posons
f(BB) = [ f@)e B0, (BB e g xm, (2.6)
G

© ol dz est la mesure de Haar sur G définie dans le capitre I, théoréme 1-7 A 1aide de la
base B .

4-2- Proposition:

Soit B une base de Malcev de g fixée. Alors, pour toute fonction f appartenant é
S(GQ), Vapplication 3
F—s f(F,B)

est dans S(g*). En outre,

/ F(F,B)e*BBAIF = f(z) | Vzed.
g*

Démonstration:

Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de lalgébre de Lie g. Si g est
abélienne, I'application ( )~ est simplement la transformée de Fourier usuelle. Sup-
posons que la dimension de g soit strictement supérieure & deux et notons b1 = 4(By)
et Hy = exphy. Alors, pour tout F € g*,

f(F, B) = /(; f(x)e—ia(F,B,z)dx

N /IR [ Stexplribr) - hyemirisieminstmnd™an, g,
H,
(d’apreés la définition de a)

= /13[ / f(exp(%rlbl) ~hy -exp(%rlbl))e_ial(Fl’Bl’hl)dhl]e_irlfldrl.
H,

Posons

1 1 :
filry, Fy) = / f(eXP(‘2'T1b1) - hy 'exp(§"‘151))6_'a‘(F"Bl’h‘)dhl.
H,
Comme la fonction f est dans S(G) et en appliquant ’hypothése de récurrence, il s’ensuit
que 'application

(ri,F1) — fi(r1, F)

36



est dans S(IR™). Par suite, la fonction f est dans S(g*).
Soient x € G et f € S(G). Alors,

/ f(F,B)ei“(F’B’I)sz/ [/ f(y)e—ia(F,B,y)dy]eia(F,B,z)dF
* - G

a

g
'Y , . i, .
= Ir / [ /IR / flexptiby - ky)e 01 (Fr.BLk? 1)e‘”lfldkldtl]e’“l(F“Bl’h12 Deinfiam df,
i H,
t ¢ . : :
=/ / [ R’ f(exp Elbl - k1 - exp —21—b1)e_'t1f1e"lfldtldfl]e_wl(F“B"kl)><
1/ H

)eim(FLBUbE™) g g
(en effectuant un changement de variable k; — (kl)—Tt).

En appliquant la formule d’inversion, il vient que
s . . 4 3
/ f(F, B)eza(F',B,I)dF = / f(exp %bl k- exp %l,bl)e—zm(FhBl,kl)ezm(Fl,Bl,hl 1)dk1dF1
g* h v Hy

= f(expriby - hy) (d’aprés I’hypothése de récurrence).

Soient F' € g* et G(F) son stabilisateur:
G(F)={g €G tel que Ad*g-F =F)}.

Soit B une base de Malcev passant par une polarisation de F. Pour g € G tel que
g=4go-k, go € G/G(F)et k € G(F), on note

IF = Ad*g -F et gB - (Adgo . bl, ,Adgo . bn)

4-3- Proposition:

Soient F appartenant & g*, B = (by, < bn) une base de Malcev de g telle que le sous-
espace de g engendré par les vecteurs (bgy1, ..., by) s0it une polarisation de F' et 7 I’élément
de G associé & F. Alors, pour toute fonction f dans S(G), la norme de Hilbert-Schmidt
de Uopérateur n(f) est donnée par:

| 7(f) I3y 5= / | F(SF, iB) |2 dg.
G/G(F)

Démonstration:

Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de g. Si g est abélienne, ’application
( ) coincide avec la transformée de Fourier usuelle. Supposons alors que g soit de dimension
> 2. _
Notons b, I'idéal de g engendré par les vecteurs (b, ..., b,), Hy le sous-groupe exp h; et Fy
la restriction de F & §;. Soient @ la G-orbite de F et Oy la H,-orbite de Fy. 1l en résulte,
d’apres la démonstration du théoreme 3-2, que si f; est la fonction définie sur K 1 par

t t
fulk) = f (explhi) - k- exp(3b1)), k€ Hy,
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m s = [ (0" e £ (e Sty (1
1 X 1 X
/H JHy(F) IR/H R ((ft)* *H, ft)(hf)e_z’"< TR Gt dhy dg ds
1 1(L1)X 1 X

/H o ]R/H ].R((ft)* *H, ft)(hf)e‘z’”'< “FORE > gt dh dg, ds
1 1(£1)X 1 X

. t
(en éffectuant un changement de variable s — s — 5)

* L —27: g91-8 ‘% .
:/H JHL( ¢ Fy) IR/H R ((ft) *H, ft)(hf)e 2mi< ik >dtdh1dg1d3,
1 1( *Fy) % 1%

avec

sFl = Ad*(expsbl) . Fl-

En appliquant I’hypothése de récurrence, il vient que

L : . 91-2 i
() li]'sz/ 2 /H JHy( *Fy) | /H fe(hf)em?mes (TR BB gy 12 dgy dsdt
1/41( *Fy 1

- /IszHl/Hl(Fll)/]R Hy fulhf ye i (R gil.mlﬁl%){zﬂultdhldt I dA\1dgyds
(d’apreés la formule de Plancherel)
= /IR2 o L )! /IR . f(exptbl-hl)e‘z"ia(z\lb’ﬁ ¢91p, =0 B,exptbl-hl)dhldt 12 dAydgyds.
xHy [Hi(Fy 1
D’ott
| 7(f) s = /G/G(F) | /Gf(x)e—21ria( F B g 2 ga

- / | F(°F, 3B) 2 .
G/G(F)

Sous les mémes hypothéses que la proposition précédente, les deux corollaires suivants
se démontrent de la méme fagon que la proposition 3-5 et le corollaire 3-6 du paragraphe 3.

4-4- Corollaire:

Pour tout x appartenant & G et pour tout Z appartenant ¢ a(F) := n a(Ad*g.F),
9€G

a(F,B,z-expZ) =< F,Z > +a(F, B, z).
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4-5- Corollaire:

Pour toute fonction f appartenant 4 S(G) et pour tout élément z de G,

() = [ J(smyeeter tme g,

G/G(F)

ot m est I’élément de G correspondant 4 F.
5- Image de S(G) par une transformée de Fourier adaptée:

Soit B = (by, ..., b,) une base de Jordan-Holder de g, fixons une structure euclidienne
<, > qui nous permet d’identifier g* avec g et notons g7, ’ensemble de tous les éléments
S appartenant & g* qui sont en position générale pour la construction de la polarisation
de Vergne h(S) de S associée a la base B et pour h2(S) := [h(S),h(S)]. C’est & dire,
Papplication

S+ (h(5), h2(5))

définit une sous variété lisse de la variété de tous les couples (E, F), E C F ou E et F sont
des sous-espaces dé g de dimensions respectives n — k et n — kg, k étant la codimension

des h(.S) et kg celle des by(S).

Soit By ’ensemble des applications lisses
B: S +— B(S)

définies sur Bgén> OU B(S) est une base de Malcev orthogonale passant par b(S) et h2(S).

Considérons 'ensemble
R(g) = {(F, B(S)),5 € Gyens F € h2(S)t et B € B,).

Soit maintenant ( )~ Papplication définie sur S (G) par

F(F,B(S)) = /G f(2)e “FEODdy, £ e S(G) et (FB(S) € R(g).  (2.7)

Remarque:

Soient S € Ggén €t B = (b1,...,b,) et B' = (b},...,4".) deux bases de Malcev de g telles
que

bi(8) =0b(S), j=1,..,k
Alors, pour tout F € g* tel que (F,B(S)) et (F, B'(S)) appartiennent 3 R(g),
f(F,B(S)) = (f(F, B'(S)), Vfe€ S(G).
On fixe
B: S = B(S) = (b1(S5), s br(S), bis1(S), e beo(S), by 11(S), N ES))

avec h(S) = Vect(br41(S), ..., bn(S)) et b2(S) = Vect(bry11(S), ..., ba(S))

et on note Pu(g) ensemble des opérateurs différentiels sur G a ceefficients polynomiaux.
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5-1- Théoréme:

Pour tout D appartenant d Pu(g), i eziste un opérateur différentiel D & cefficients
polynomiauz en F et C® en S ¢ Ogens tel que

(Dfy =Df, YfeS(@G).

Démonstration:

Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de g. Le théoréme est évident si
algebre de Lie g est abélienne. Supposons alors qu’elle soit de dimension > 3.

Supposons en premier lieu que le centre de g, 3 soit de dimension 1. D’aprés la
construction de B(S), S € g}, (paragraphe 3), on a que

bl(S) = bi17 VS € g;én
et il existe j; tel que
[biwbjl] =b, €3

On décompose g sous la forme:
g = IR‘bil @ glv

ol g; est le centralisateur de b;,. On a alors
F(F,B(S)) = /]R flexprib;, 'h1)e_iF‘1”e_i“‘(Fl’B‘(Sl)’h;%rl)dﬁdh,
Gy
ou G1 = expgy, F}, =< F,b;, > et F est la restriction de F & [
Soient m, p €IN et D; € Pu(g;).Alors,

(r"0%, Dy f) = F2 O, Dy f

en appliquant ’hypotése de récurrence).
q

Supposons maintenant que § soit de dimension supérieure & deux. Pour décrire la
multiplication par un polynéme P, prenons les monémes X % a €lN". Si a=(1,0,...,0),
alors, X* = X;(S) et on a

(X1(8)f) “(F,B(S)) = /G X1(S) f(2)e=a(FBES:2) g

— /m/ XI(S)f(eprl(S)bl(S) . h)e—iF1(S)X1(S)e—ia1(F1(S),Bl(5'1),hfol(s))dXI(S)
G1(5)

D’ou ' 5

(X1(S)f) "= o:f.

Soit Y un élément de g non central tel que le sous-espace V := [g,Y] soit inclus dans j.
S1V =1RZ, Z € 3, alors, il existe X appartenant 3 g tel que [X,Y] = Z. La démonstration
est dans ce cas, analogue & celle lorsque le centre est de dimension 1.

Suppososons donc que la dimension de V soit au moins deux, notons Sy la restriction de
S aV et soit W un élément de V orthogonal 3 Sy. Alors,

So +tW € ho(S+tW)t | Ve IR.
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En effet, écrivons h5(S + tW) sous la, forme
ho(S+tW) =ho(S+tW)NV @ E§S+tW), (somme orthogonale).
Alors,
< SoHW, (S+HW) >= (0) et < So+tW, ho(SHW)NV >=< S+tW, ho(S+tW) >= 0.

Dol

So +tW € h(S +tW) N ha(S + W)L,

De méme,

—tSo + W € (S +tW) N ho(S + tW)2L.
Soit B(S +tW) = (by(S + tW), ..., bo(S + tW) une base de Malcev de g passant par
h(S+tW) et par ho(S+tW) telle que br41(S+HtW) = Sy +tW, bi2(S+EW) = —tSy + W
et pour j =k +3,...,n, bj(S + tW) est orthogonal & W. On note

ko
F(S+tW) =" Fb(S +tW)

=1

k ,
=Y Fbi(S+tW) + Fryy(So +tW) + Frya(—tSo + W) + ...

=1
Soit s € IR. Alors,

< F(S + tW) , sSW > =< Fk+1(50 —+ tW) + Fk+2(—t50 + W) , SW >
= t.S‘Fk+1 +8Fk+2. (28)

Soit z appartenant & G:
T=zoexpsW , scRet z9 € G/RW.
D’apres le corollaire 4-4, on a que
a(F,B(S 4+ tW),z¢expsW) =< F(S§ + tW) , sW > +a(F, B(S +tW), zo).
D’autre part, d’aprés (2.8), on a que
OF 10t < F(S+tW) , sW >=s.

Il vient donc que

apma,/,=oe—.'a(F,B(s+:w).xoexpsW) o ise—ia(F,B(S).z0exp sW)
+ A(F, B(S), Ty )e_ia(FvB(S)on exp sW)

et Ax(F, B(S), o) est indépendante de W. Soit Py(X)=<X,W>.0Ona alors,
(Pw f)(F,B(S)) = / / sf(zoexp sW)e™'<F - sW> o —ia(F\(B(S),20) g c g
IR Joa/IRw
= i@leO,/,:o/ / f(zoexp sW)e i <F . ’M/>e_i°(F‘(B(S“W)'“)dz‘ods
IR Jo/IRw
+/ / Ak(F,B(S).x0) f(xo exp sW)e™'<F . "",>e—i“(F’(B(S)’“)da:'gds.
IR Jo/IRw
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Le résultat s’ensuit alors en appliquant Phypotheése de récurrence.
[ |

Nous allons maintenant déterminer Pimage de S(G) par cette nouvelle transformée de
Fourier adaptée.

Considérons alors ’espace S (m(g)) des fonctions ¢ définies sur %(g), de classe C'°

et vérifiant les propriétés suivantes:
i) L’application
F — o(F, B(S))

L
est dans S’(bg(S)) pour tout S € g7, .

*

ii) Pour tout champ d’opérateurs différentiels en S , Dg, a coefficients bornés sur g*,
g_qen

et pour tous multi-indices o et B appartenant é.INk°, il existe une constante positive
C = Ca,,@,D,B telle que

sup | P20z Ds¢(F, B(S)) |< Cq(B(S)),

ou

4(B(5)) 21| Ds(B(S)) ||=sup || Dsbi(S) || -
iii) Pour toutes bases de Malcev B = (b,, -y bn) et B' = (b,...,b") de g, pour tout S
appartenant a gg.,, tels que b;(S) = b(S), 7=1,..,k, et pour tout F ¢ g* tel que
(F, B(S)) et (F, B'(S)) appartiennent & R(g),
#(F, B(S)) = o(F, B'(S)) et Dy(F,B(S)) = Do(F, B'(S)), VD € Pu(g).

iv) Pour tout opérateur D € Pu(g), pour tout multi-indice o €IN*o,

sup | F"bc,o(F,B(S)) |< oo.
F.S

v) Pour tout z € G et pour tout F € g*,
/ ‘P( IF, B( gs))e—ia( I9F.B( ’S),r)(lg-
G/G(F)

ne dépend pas de B(S). On note G(Op, ) la valeur de cette intégrale. oit Of désigne la
G-orbite de F.
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5-2- Proposition:
Pour tout f appartenant ¢ S(G), la fonction f définie par (2.7) est dans S(D”{(g)).

Démonstration:

Les propriétés i), iii), iv) et v) sont déja vérifiées. Pour vérifier la propriété ii), on
raisonne par récurrence sur la dimension de g. Soit (F, B(S)) € R(g). La fonction a est
linéaire en F, polynomiale en z € G. Donc, si Dy est un champ d’opérateurs différentiels
en S, a coefficients bornés sur 9y¢n, il existe ap €IN k°, un polynéme P sur G et une fonction
C' de classe C* sur Og¢n tels que

Dsa(F, B(S),z) = C(S)F* P(z).

Donc,

Fe9pDsf(F(B(S)) = C(S)F0L(P)", (v=a+aq).

D’autre part, si g1(S) = Vect(by(S), ..., ba(S)) et Gy (S) est le sous-groupe exp g;(S),
en écrivant F sous la forme F = f, b1(S) + Fy ol Fj est la restriction de F 3 01(S),
il vient que '

FFB(S) = [ f@)emie®B© 0,
: G
. . v
=/m/ flexpriby(8) - h)emHimetar(FLBuSOAET) g gy
G1(5)

= / / f(exp lel(s) . h-Tln)e—if1f‘1e—ia1(F1,(Bl(Sl),h)dhdr1.
IR JG1(9)

Done, 97 f(F, B(S)) = (r["f) “(F, B(S)) et f7f(F, B(S)) = (QOF, f) “(F, B(S)), ott Q est
un polyndéme sur G.
En outre,

Frob, f(F, B(S)) = /R[Ffaﬁ /G .

1

f(exp 7'11)1(.9)-h_71r1 )f:""‘”(F1 ’(B‘(Sl)’h)dh]e“"f1 "idr,.
)

1l suffit donc d’appliquer ’hypothése de récurrence 4 la fonction fr,, définie sur G1(S) par

frl(h) = f(exp rlbl(,S’) . h_Tlr!.).
|

Remarque:

Soient S et S’ deux éléments de g*,_ et F appartenant a g* tels que
gén
F e bh(S)t nhy(s)t.

Alors, pour toute fonction ¢ dans S (%(g)), les valeurs de {p( F,B( S)), ¢ € G} sont
déterminées par les valeurs de {¢( ¢F, B( ¢S")), g € G}.

En effet, soient g et g les fonctions définies sur l'orbite @ de F par

es(l) = ¢(L, B(S)) et ws()=¢(1,B(S") , l€O.
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Alors, @5 et g sont dans S(O). En outre, si f appartient S(G),

[ esisauotn = [ esL[ f@e PO Daziauen
(@) O G
= [ 5@ s FOD a1z
G o
= [ 1@ o) 05 Dty )ds
G (¢
= [ esfsduo(d

Il est clair aussi que 3 3
Il fs lz2c0y=I| fs' llz20y -
Donc, si Us s est I'isométrie de L*(0) telle que Us s ( fg) = fs/, il s’ensuit que
Us,s (ps) = Us,s(ps).
5-3- Proposition:

Soit ¢ un élément de S(m(g)). Alors, pour tout D appartenant & Pu(g), Dy appar-
tient aussi d S(m(g)).

Démonstration:

Soit 9 la fonction définie sur Og¢n Par:

(F) = o(F,B(F)), Fe€ g},
ou B(F) est la base de Malcev ortonormalisée passant par la polarisation associée & F,
construite dans le paragraphe 3. Fixons F € 9,¢n €t considérons une fonction Q définie

sur g*, de classe C*°, Ad*-invariante telle que Q = 1 dans un voisinage Ad*-invariant de
F et @ =0 en dehors de @g¢n- Alors, il existe une fonction fg € S(G) telle que

fo(F', B(F")) = (Qu)(F'), VF' € gls.

Comme fQ( IF', 9B(S)) est déterminée par fQ( IF', 9B(F")), on a que

_fq( IF', 9B(S)) = ¢( 9F', 9B(S)) dans un voisinage Ad*-invariant de F. Par suite,
Dy =Dfq = (Dfg)

dans un voisinage Ad*-invariant de F. Ce qui prouve que

/ bgo( IF, B( 95))e—ia( $F,B( "S),r)dg
G/G(F)

ne dépend pas de B(S).
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A une fonction ¢ € S (%(g)), on fait correspondre la fonction ¢ définie sur G par

o) = | + . PLODNHO)

g*/Ad* JG/G(F)

5-4- théoréme:

L’application ( )™ définie par (2.7) est un 1somorphisme de S(G) dans S(D‘i’(g)) Son

inverse est Uapplication ( ).
Démonstration:

Soit ¢ € (%(g)) Alors, pour tout z appartenant & G,

Hz) = / [ / o 9F, B( 98))eis( “FB(*9).0) g1 /F
g*/Ad* JG/G(F)
= [ U (SR BE)e AR g
g*/Ad* JG/G(F)

= / ©(F, B(F))e'*F:B(F).) g
gt

La fonction ¢, définie sur g* par vo(F) = o(F, B(F)) appartient 3 L*(g*). Done, pour
toute fonction f de Schwartz sur G,

<o, Jo >y = [ o(FBI)E BRI
;

- / o(F, B(F))[ / f(z)e BB golgp
8* G

:/ l / o(F, B(F))e* "B g B F(2)de
G Jg*

= / ¢(z)f(x)da
G

=<, f>12g) -

En outre, si D est un élément de Pu(g). Alors, (bcp)o appartient aussi a L?(g*).
Par conséquent,

< (D)o , (flo >12g0) =< @0, (Df)o >L2g)=< o ,(Df)o >p24)
=< ¢, Df >rqy=< D¢, f >L2G) -

On en déduit donc que D¢ appartient a L%*(G), pour tout opérateur D dans Pu(q).
Ce qui prouve que ¢ est dans S(G).
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Nous montrons maintenant la formule d’inversion. Soient z un élément de ¢ et f une
fonction de Schwartz sur G. Alors,

(@)= [ FaBayetroa
;
= [ [FeuBCopyescincnagiy )
0% a4 VO

= [ ra(@)n(autr)
(d’apreés le corollaire 4-5)

= f(a).

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.
[ |

6- Exemple:

Soit g une algébre de Lie nilpotente de dimeﬁsioh 8, et B = (by,...,b3) une base de
Jordan-Hélder de g telle que:

[bs,bz] = bl; [bs,b7] = bl; [b4,bs] = bl; [bs,bs] = b2;

[b4, b6] = b3; [bs,b6] = ba; [bs,b7] = bs.
Le centre de g et donc de dimension 1 et il est engendré par le vecteur by.
Remarque:

Considérons un élément F de g* tel que < F,b, ># 0. Son stabilisateur a(F) est

g(F) = {CII Gg/ < Fa [x,g] >= (0)} =< {blabG - é'bs - Ebz; - éb3 — f—4b2} > .

fi fi f f1

Alors, toute polarisation de F n’est pas un idéal de g.
8

En effet, soit p une polarisation de F et soit X = Z z;b; un élément de p. Posons

=1
Y := [X, bg] = —Z9by — by et Z := [_Y, b','] = x3by + z¢bs.
Supposons que p soit un idéal de g. Alors, ¥ et Z appartiennent & p. Par conséquent,
0=< F{Y,Z] >=z1f,.

Ce qui prouve que z¢ = 0. Comme g(F) est inclus dans p, r¢ ne peut pas étre nul.
Par suite, p n’est pas un idéal de g.

1) On va construire une polarisation de F = ( Ji,.-, fa), avec f; # 0 et par suite. une
transformée de Fourier adaptée sur g* par la méthode décrite dans le paragraphe 3.

Dans cet exemple on a :
k=3 j1=2 i1=8; j2=38; i2=T; ja=4: i3=25,
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gl(F) =< {bl,..., b7} >,
g2 (F) =< {b1, ..., 06} >,

et

93(F) =< {blab2ab3,b4)b6 - ;—::b5} > .

On a donc
g =<bg,b7,b5 > Bg3(F).

Soit G3(F') = expg3(F). Le groupe G := (9,C.B.H) est difféomorphe &
exp(IRbs) - exp(IRb7) - exp(IRbs) - G3(F).

Tenant compte de ce difféoinorphisme et de la décomposition de g faite plus haut, un
élément z € G et un élément F € g*, s’écrivent respectivement sous la forme:

z = exp(r1bg) - exp(rabr) - exp(rsbs) - ha(F), r1, ro, r3 € IR et h3(F) € G3(F)

et

F= /\1b3* + /\2b7* + /\3b5* +F3, /\1, /\\2, /\3 € IR et F3 € g;(F)
Pour : =8, 7, 5, on note

271

z™ =expayb; - x - exp(—a;b;), r€G, a; € IR.
La fonction a est définie donc sur g* x G par ‘
a(F,z) = a(A1bg™ + Aabr™ + A3bs* + F, expribg - exproby - exprsbs - hy(F))
= A1r1 + a1(Qobr™ + Agbs™ + F, [expraby - expribs - hs(F))3™).

Comme bg et b7 commutent, on a
1 1
[exprobs - exprsbs - h3(F)]%r1 = exp§r1b8 - expraby - exprabs - hy(F) - exp(—§r1 bg)

= expraby - [exprabs - hy(F)|™,

Donc,
a(F,z) = Airy + Aera + ap(Asbs™ + Fy, [(exprabs - hg(F))3m]5m),

En outre,
1, .1 1 1 1 1
((exprsbs - hy(F))27]272 = e:rp(-z—rlbg + §r2b7) - h3(F) - e:r:p(—§r1b8 - §r2b7)

- 1
= exp(zs bg — (x5 f—i + =rozs)bs

AR

1 1 1
+ (z4 + 57175 )by + z3b3 + 220y + (21 + 3M1%2 = -2-7“2333)111

= ewp(—%rzms )bs) - exp{zs (b — %55)

1 1
+ (1'4 + =rizs )b4 + -’I?3b3 + (1172 — §T2.’E§)b2

2
(21 + 2 X225 — (Srazs Yos + Srizs o)
+ |71 27‘15'32 27‘21‘3 4T2$5 T4+ 27'1$5 1

1 '
= exp(—§r2w5 )bs) - hy(F).
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Il s’ensuit que
a(F,x) = A7y + Aarg + A3(rs — %7“2335 )
+ < Fy,loglexp(3rs — irazs ) - hy(F)- (=373 + Irazs )bs] >
= A7y + Aorg + A3(r3 — %Tﬂs )
+ < F3,25 (bg — %65) + (24 + 3125 )by + 2303 + (75 — 373T5 )b
+(z1 + %7‘1-’52 - %7‘21103 - %7‘3564 - 417'17“3335 o1 > .
Par suite,

' 1
a(F,ac) = /\17"1 + )\27‘2 + /\3('[‘3 — 5’!‘2565 ) + 376f6 - —:;if5$5
1

1 1
+ (z4 + §r13’5 Va+z3fs + (29 — =r3zs ) f2

2
1 1 1
+ (z1 + 57"1152 - 57"25173 - 57"3_334 - Z?‘lrsms )i

2) la sous-algebre g1 =< {by, b, ...,b6} > est un idéal de g de pas deux.
En outre, orbite d’'un élément F = (f1,..., fs) € g* tel que f; # 0 est paramétrisée par:
O(F) = Ad*(G)F
* * 1 *
= {f1d] + a1b5 + a2b; + asb + agb} + f—[a1a3 + sy + fo f1 ~ fs fs — fafa]bg
1

+ 0[51); + O{Gbg, A,y ...y Qg € IR}

Soit
v=ob;+ b €g9i, a, B IR

Alors, pour tout F' = (fy,..., fs) € g*, fi #0,
F+veOF).
Ce qui prouve que l'orbite O(F) est saturée par g;.
Donc, d’aprés le paragraphe 2-2, on peut définir la fonction a pour tout couple

6
(Fiz)= ((fls.f27 - f8), expzb; - exprgbs - ea:p(z a:,-b,-)) appartenant a g* x G par :
i=1

a(F,x)=z7f7 + 23 fs
6

6
" 1 1 1 1
+ < Z f,'b,‘ s lOg[&’l‘p( §1‘7b7 + 5181)8) . exp(z :c;b,-) . exp(—§z7b7 - §$8b8)] >

=1 =1

6
. 1 1 .
=r;f; + rgfa+ < Z fibi™, xgbg — (zs + 3357-'56)175 + (.’154 + 51'8156)174 + x3b3

=1
1 1
+ .’1'2b2 + (I] + 3.’121‘8 - ;.’173177)171 >.
D o - -
1 1
a(F.x)=1x7f; + xafs + 26 f6 — (x5 + 5Z7%6)fs + (74 + §$8$6)f4
+r3f3 +1a2fs

1 1
+ (1 + 57278 = 5131‘7)f1-
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Un calcul simple montre que cette définition de a coincide avec 'application :

g* xG — IR

6 6
(F,z = expr7bs - exprgbs - e:cpr,-bi)) — < F,(x7b7 + x8bs) -c.B.H Z z:b; >,

=1 =1

ou -¢.g.yg est la loi de Campbell-baker-Hausdorff dans g.
L’application ( )~ construite a l’aide de cette fonction a est évidement un isomorphisme

de S(G) vers S(g*).
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III

LES CONVOLUTEURS DE SCHWARTZ
POUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

1- Introduction:

Soient G un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe; g son algébre de
Lie et g* I’espace dual de g. Notons S(G) ’espace de Schwartz de G et S*(G) I'espace des
distributions tempérées sur G.

Si f et T sont respectivement des éléments de S(G) et de $*(G), le produit de con-
volution de T par f est donné par

T+ f(z)=<T,l.f > r€gG,

ou
Lf(y)=f(a™"-y) et f(z)=f(z7"), z,y€GC.
De méme, pour z € G et f € S(G), posons

Tzf(y) = f(y.z), y€G.

Alors, on définit le produit de convolution de f par T par:

FxT(x)=<T,r.f> z€G.

1-1- Définitions:

i) On appelle multiplicateur & gauche (respectivement a droite) de S(G), tout endo-
morphisme continu D de S(G) tel que pour toutes fonctions f et g dans S(G), on ait

D(f)*g = D(f +g), (respectivement f * D(g) = D( * g)).

ii) Soit T une distribution de S(G). On dit que T est un convoluteur a gauche
(respectivement & droite ) si T * f (respectivement f * T') est dans S(G), pour tout f
appartenant & S(G).

La distribution T est dite un convoluteur bilatére (ou simplement un convoluteur), si elle
est & la fois un convoluteur & gauche et a droite.
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1-2- Proposition: [31]

Pour tout multiplicateur & gauche (respectivement d droite) D de S(G), il eziste un
unique convoluteur & gauche (respectivement d droite) Tp tel que pour tout f appartenant

d¢ S(G), on ait :
D(f)=Tp * f (respectivement D(f) = f *Tp).

Soit f appartenant & S(G). La transformée de Fourier de f est définie sur g* par
f€) = [ HexpXpem<eX>ax.
9

De la méme fagon, si F' est un élément de S(g*), sa transformée de Fourier est définie sur
g par
P(X) = / F(£)e™?<6X> gg.
gl

La transformée de Fourier 7' d’une distribution tempérée T est définie sur S(g*) par
<T,F>=<T, Folog>.

Notons CS(G), I'ensemble des convoluteurs sur G; c¢’est a dire, I’ensemble des distri-
butions D appartenant & S*(G) telles que pour tout f dans S(G), D * f et f * D sont des
fonctions de Schwartz sur G.

Dans le cas abélien, Schwartz a montré dans [39] qu’un élément D de S*(IR"™) est
un convoluteur si et seulement si D est une fonction C® & croissance modérée ainsi que
toutes ses dérivées. Dans [24], le lecteur trouvera aussi une caractérisation analogue des
multiplicateurs pour LP(G), lorsque G est un groupe abélien, localement compact.

Corwin a donné la caractérisation suivante des multiplicateurs & gauche d’un groupe de
Lie nilpotent:

1-4- Théoréme:[6]

Soit T une distribution tempérée sur le groupe de Lie nilpotent G. Les assertions
sutvantes sont équivalentes:

i) T est un convoluteur d gauche;

i1) pour tout entier k, il existe une fonction intégrable u = ug, vérifiant

/ (14 [l 2 |P)* | u(z) | dz < oo @
G

et un entier R tels que
T+f=ux(1-A)F«f VfeSG)

ot A désigne le laplacien relativement d une base (X1,...,Xn) de Ualgébre de Lie de G:

A= Xn:Xf;
=1
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1z) pour tout k €IN, il existe un nombre fini d’opérateurs différentiels invariants d
gauche Dy, ..., D, et des fonctions uq,...,ur, vérifiant (*), tels que

T = zr: Dju;.
j=1

Dans ce chapitre, nous donnons une approche de la démonstration de la conjecture de
Howe [18], caractérisant les convoluteurs centraux pour S(G). Rappelons que ce résultat
a été prouvé par Jenkins [21]. Ensuite, nous donnons une condition suffisante pour qu’une
fonction appartenant a C*°(g*) soit la transformée de Fourier au sens de distributions d’un
convoluteur. Une condition plus simple sera donnée dans le cas du groupe de Heisenberg.
Enfin, nous citons un exemple d’un convoluteur pour I'espace de Schwartz du groupe de
Heisenberg et qui n’est pas déterminé par une fonction.

2- Convoluteurs centraux pour S(G):

2-1- Définition:

Soit D un endomorphisme continu de S(G). On dit que D est un multiplicateur
central pour S(G) si D est & la fois un multiplicateur a gauche et a droite.

Soit f une fonction de Schwartz sur G et  un élément de G. On désigne par I, f et
r.f les translatés respectives de f a gauche et a droite par z.

2-2- Proposition:

Soit D un multiplicateur pour S(G). Les deuz propriétés suivantes sont équivalentes:
i) D est un multiplicateur central pour S(G).
11) Pour tout f dans S(G) et pour tout z appartenant ¢ G,

D(l,f) = 1, D(f) et D(r.f) = r: D(f).

Démonstration:

Soient D un multiplicateur central pour S(G) et (gn). une unité approchée de S(G);
c’est a dire, pour tout n appartenant a IN , g, est une fonction de classe C* & support

dans la boule de centre 0 et de rayon % et telle que [ gn(z)dz =1. On a alors,
G

lim fxg,= h_m gn*x f=f Vf € S(G).

n-—oc
Soit  dans G. Alors,

D(lrf * gn) = l.rf * D(gn) = l:r(f * D(gn)) = lID(f * gn)-

Comme D est continu, on a par passage a la limite que D(I, f) = I, D(f).
De meéine,

D(re(gn* ) =D(gn*r:f) = D(gn) *r:f = r:D(gn * f).

En faisant tendre n vers 'infini, on a alors, D(r, f) = r. D(f).
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Réciproquement, soit D un multiplicateur pour S(G) qui commute avec les transla-
tions & gauche et & droite par des éléments de G. Alors, pour toutes fonctions f et g
appartenant a S(G),

f0g)= [ 1@ = [ swDWoay = [ DUFwe)dy
= D(/ f(y)lygdy) (car D est un endomorphisme continu)
G
= D(f *g).

En outre,

Mﬂw=LDMMM@:LdWr@m®=LﬂWMwﬁ@

= D(/G 9(y)ry-1 fdy)
= D(f *g).

Soit T une distribution tempérée sur G. Rappelons que le produit de convoluion a
gauche (respectivement & droite) de T par une fonction de Schwartz f est défini par

T * f(z) =< T,l.f > (respectivement f + T'(z) =< T,r.-1f >),z € G.

2-3- Définition:
Un convoluteur T pour S(G) est dit central, si pour toutes fonctions f et g de S(G),

T+(frxg)=(T+f)xg=f*(T=*g).

2-4- Remarque:

Soient D un multiplicateur pour S(G) et Tp le convoluteur associé.
Le convoluteur Tp est central si et seulement si D est un multiplicateur central.

En effet, si D est un multiplicateur central, alors,

Tp*(f+xg9)=D(f+9)=D(f)*x9g=(Tp*f)*g
= f+D(g) = f *(Tp * g).

Ce qui prouve que Tp est un convoluteur central. La réciproque est aussi trivialement
vérifiée. En outre, un convoluteur T est central si et seulement si

<T, lyr.f >=<T, f>, Vz€G, VfeSG).
En effet, T est un convoluteur central si et seulement si 'endomorphisme Dr de S(G)
défini par
Dr(f)=T=«f, fe€S(G)
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est un multiplicateur central. Soient donc = € G et f € S(G). On a

<T, lyrgf >=Dr(lyrof)(e)
= l,r(D7(f))(e) (d’apres la proposition 2-2)

= Dr(f)(e)
=<T, f>,

ou e désigne I’élément neutre de G.

Soit 7 une représentation unitaire irréductible sur G et T un convoluteur pour S(G).
L’espace 7(S(G)) est algébriquement irréductible sur Hg° [18]. L’opérateur #(T) défini
sur HY® par:

w(T)(r(f)E) = 7(T * ).
~ est un endomorphisme continu de HZ°.
2-5- Proposition:

Si T est un convoluteur central, alors,
n(T) = T(T)I’Hgo

ot T(w) appartient & C et Iy~ désigne identité de HY® .
Démonstration:

Soient f et g dans S(G). On a:

w(T)r(f) (n(9)€) = 7(T * £)(m(9)¢)

w((T+ )+ g)(6)
=(f+(T*9))()
= n(£)m(T) (n(9)€)-

L’opérateur =(T') commute alors avec 7( f) pour tout f appartenant & S(G). Donc, d’apres
le lemme de Schur,

~

T(T) = T(7)Ins.
||

Dans la suite, nous munissons G de sa topologie usuelle. Rappelons que cette topologie
est décrite de la fagon suivante:

Une suite (), N d'éléments de G converge vers 7 si et seulement si pour tout £ dans

HZ, il existe une suite (§), N dans HZ telle que

kli.n;o < m{ )& 5 & >=<a(fY)E) . £ > Vf € S(G).



2-6- Proposition:
Soit T un convoluteur central pour S(G). L’application,
G—C
7 — T(7)
est continue pour la topologie de G décrite plus haut.

Démonstration:

Soient 7 € G et () xcIN une suite d’éléments de G qui converge vers 7. Choisissons
une fonction f dans S(G) et un élément ¢ de HY tels que

<w(f)€, £>#0.
Il existe donc une suite (k)N dans HZ; telle que

kli_)r{.lo < (&), & >=<7(f)(E), €>.

En outre,

< k(T * )k &k > =< me(T)me(F)(€k) 5 & >
= T(m) < me(F)(&) 5 & >

ce qui implique que

< mk(T * f)ér , &k >
< me(F)(E) 5 &>

En faisant tendre k vers ’infini, on a alors

T(mi) =

. < 7 (T * )k , €k >
dim Tlme) = i ) s & >
_<n(T*f)E,€>
To<n(f)E), €>
_<w(M)r(f)E, £€>
o o<w(f)E, £>
= T(~).

Soient maintenant £ une forme linéaire sur g et p une polarisation de £. Notons P. le
sous-groupe de G, P := expp. Nous définissons sur S(G), I'opérateur Q¢ par

Qe(f)(exp X) = /,, F(exp(X + m))e 2™i<Em>dm  fe S(G) et X € g.

On sait que ([39]) si T est un convoluteur pour S(IR"), alors,
(T+ fy =Tf, Vfe€S(R"),
ou ( )" désigne la transformée de Fourier usuelle sur S(IR").
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Si T est un convoluteur central pour S(G) ou G est un groupe de Lie nilpotent,
ce résultat n’est plus vrai. La proposition suivante a été prouvée dans [21]. Nous la
redémontrons ici par un calcul direct.

2-7- Propsition:
Sotent € appartenant d g* et x¢, le caractére sur P défini par:

xe(expm) = e 2mEm>,

Soit m, la représentation de G induite de P par x¢. Alors, pour tout convoluteur central
T pour S(G) et pour toute fonction f dans S(G),

T(m)Qe(f) = Qe(f + T) = Q¢(T * f).

Démonstration:

Soit (gx); N une partition de l'unité. Alors,
Tim (T % g0)(@e(f) = Jim QT * i+ f).

On en déduit que
m(T)Qe(f) = Qe(T * f).

Comme 7(T) = T(r), le résultat s’ensuit.

On peut regarder T comme une fonction sur g* définie par
() == T(m)
qui est donc une fonction continue, Ad*-invariante sur g*.
2-8- Proposition:

Soit T un convoluteur central pour S(G). Alors, T est une fonction C* en tout point
l € g*, en position générale.

Démonstration:

Soient ! € g*, en position générale, O lorbite de [ sous ’action coadjointe et 7 ’élément
de G correspondant. Alors, d’apres la proposition 3-5 du chapitre précédent, on a que pour
toutes fonctions f et g dans S(G),

(T4 1)) = [ (@ HrEOTOdn(D).
D’autre part, T est un convoluteur central. Par conséquent,
tra((T+ f)+g")) = trn(T x(f + g")) = FW)tra(f + ")
=120) [ FORVdue(?)
= [ 2O F@)Tdur(1)
(car T est une fonction Ad*-invariante).
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D’ol pour tout élément [ de g* en position générale et pour toute fonction f dans S(G),
(T + £y () =T f().
Comme pour tout f € S(G), 'application f et de classe C* en tout point [ de g* en

position générale, le résultat s’ensuit.
[

Remarques:

1) Soit T un convoluteur central et ¢ un élément de S(G). ALors,

<T,g>=Txgc)= /G tr(T + g)du(r) = /G P(r) /0 §(E)dpun(E)dpu()
- / / P(E)5(€)dpn(€)dps(r) = / T()3(€)de.
GJO, g*

Ceci prouve que cette définition de 7' coincide avec celle de la transformée de Fourier
usuelle d’une distribution. C’est & dire, si F' appartient a S(g*) et F' désigne 1’élément de

S(G) défini par

F(exp X) =/ F(X)e™2i<tX>4e ¥X e g,
g*

alors, T est défini par
<T,F>=<T,FF> VYF € 5(g").

2) Rappelons qu’une distribution T € S*(G) est dite bi-invariante si
<T, lir,f>=<T, f>, VfeSG),VeeqG
et qu'une distribution D € S*(g*) est dite Ad*-invariante si
<D, foAd'z>=< D, f>, Vfe€S(g"), Vz € G.

Alors, T € 5*(G) est bi-invariante si et seulement si T' € $*(g*) est Ad*-invariante.
En effet, soient f € S(G) et x € G. Alors, pour tout £ € g*, on a

(Lref(©) = [ S expYa)emm<e V>ay
a
=/f(exp(Ada:.Y))e—2”i<£’ Y>4y
]

=/f(expy)e—21ri<Ad'z-£, Y>dY
g

= f(Ad°z - ).
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Supposons que le centre de g, 5 soit de dimension > 2 et soit 9, un sous-espace de 3 de
codimension 1. On identifie dans ce qui suit le sous-espace 9 au sous-groupe fermé exp 9.
A un élément f de S(G), on associe la fonction fy définie sur G/ par:

fo(z) = [9 f(z - v)dv.

Notons que si ¢ est un élément de G, alors (Izf)s = I.(fs) et (f)s = (fs)_.

2-9- Lemme:

L’application
fr—fs
est une surjection de S(G) sur S(G/9).
Démonstration:
Il est clair que si f est une fonction de Schwartz sur G, la fonction fy est dans S(G/9).

Réciproquement, soient g dans S(G/9) et g; I’élément de S(J) tel que

7 (0) = /ﬂgl(v)dv _1L

Alors, f = ((g oexp) ® g1) o log est un élément de S(G) et

folexp X) = / f(exp(X + V))dV = /ﬂ (g0 exp) ® g1)(X + V)dV

= [ steso X1 (V)
— glexp X).
[ |

A une distribution tempérée T de G, on fait correspondre la distribution tempérée Ty
de G /9 définie par:

< Ty, fo >= / <T,1I.f > dv.
d

2-10- Proposition:

Soit T un convoluteur central pour S(G). Alors.
i) Ty est un convoluteur central pour S(G/9).
i) (T9)" = T/ ooy =T/o +-

Démonstration:

i) Soient f et g deux éléments de S(G). Alors. fy * go = (f * g)y (les produits de
convolution étant respectivement dans S(G/d) et dans S(G)).
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En effet, si z appartient & G/9J, on a
(oran)@) = [ Falwoolu™ - 2)dy
G/9

-/ /ﬂ( [ f-viv [ a2 wi)di
:/19(/G/ﬂ/ﬂf(y-v)g(v_l-y_l-:r-u)dydu)dv

(en effectuant un changement de variable u — v~ - u)

:/ﬂ(/m/ﬂf(y.v)g(v—l.y—l-x-u)dy'dv)du

:A/(;f(y)g(y'l'w-U)dydu
~ [(F o)z v)ao

=(f*g)o
Soient T un convoluteur pour S(G) et f € S(G). Alors, pour tout x appartenant a
G,
(Ty * fo)(z) =< Ty, 1e(fo)_>=<To,(Is f)s >
:/ < T, Ll f>dv= /(T*f)(v-x)dv.
9 ?
D’ou
T,y *f,a = (T*f)g
De méme,

foxTo=(f*T)y.

Supposons maintenant que T soit central. On a

(To* fo)x90 = (T* Porgo = ((T*f)*g),

='(T*(f*g))ﬂ=T,9*(f*g),9=T19*(fz9*go)-

Par suite, Ty est un convoluteur central pour S(G/9).

ii) D’apres la définition de Ty, on a
<Ty, fs > =/ <T,l,f >dv =/ < T,(lexpvf)‘ > dV

J 9

= [ [ 20}y £ yinav

g#

-/ T + 1) lexp v ) (€ + v)déduaV
3 J(g/9)* x9*

= / / T(E +v) / flexp(Y + V))e 2mi<&+vY> gy dédvdV.
9 J(g/9)* x 9+ 9
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En identifiant g & g/9 x 9, il vient que,

< Ty, f9 >= / / T(E+v) / Flexp(Y + U +V))e <&t Y+U>qy qu dédvdV
2 J(g/9)* 8/9%9

x9*
= / / T +v)] / Flexp(Y + V))e 2mi<&Y> = 2mi<nU> gy JudédvdV
¥ J(g/9)* xI* g/9x?
(en effectuant un changement de variable V +—— V — U)
_ / / ([ (e + ) flexp(Y +V))e "<V qUdyle—2m<EY > gy dédv.
8 J(g/9)* xg/d Joxv*

En appliquant la formule d’inversion de Fourier, il s’ensuit que
< Ty fo>= / / TE) flexp(Y + V))e > <EY > qV dédv
9 J(g/9)* x8/?
= / TE)(fo)(exp Y )e 2 <EY>qy de
(8/9)* xg/?
= [ B
(s/9)*

D’autre part,
Ty, fo =< (T () >= [ (@O ()
(a/9)*

En identiﬁant ces deux égalités, on en déduit alors que
(Ty) =T/(a/9)" =T/9 *.

||
2-11- Théoréme:[21]

Soit T € S*(G). Alors, T est un convoluteur central pour S(G) si et seulement st T
est une fonction de classe C* sur g*, Ad*-invariante et.d croissance modérée ainsi que
toutes ses dérivées.
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3. Une condition suffisante pour qu'une fonction
soit la transformée de Fourier d’un convoluteur:

Soit g une algebre de Lie nilpotente et considérons la suite déscendante
go = 4 et g; = [gi~lag]7 1= 172

Soit r le rang de g; c’est & dire entier tel que g, # {0} et gr41 = {0}. Ce qui implique
que si 3 désigne le centre de g, alors g, est inclus dans 3.

Soient ¥y un supplémentaire de g; dans g et pour tout ¢ = 1,...,7 — 1, choisissons un
sous-espace ¥J; de g;, supplémentaire de g;1. Posons aussi ¥, = g,. On a alors,

g:lgoeaﬂl@"'@ﬂr—l@ﬂr- (31)

Pour j € {1,...,7}, soit n; la dimension de J; et B; = (b7, ...,b{;j) une base de 9;.

Soit G := (g,C.B.H). Si X et Y sont deux éléments de g, la multiplication de X par
Y & 'aide de la loi de Cambel-Baker-Hausdorff est

XY = X4+ S XY+ 061KV (32)
Remarquons que si U € 3, alors, pour tous X,Y dans g,
XY +U)=XY +U.
Soient

X:ZT:XZ' et Yzzr:y—i,
1=0 1=0

deux éléments de g, tels que, pour tout 7 = 0,...,r, X; et ¥; sont dans 9;, alors,

XY =Xo+ Yo+ Y Xit+YitCi(Xoyy Xio1, Yo,y Yict)- (3.3)

=1

ot Ci(Xq, ..., Xi—1, Yo, ..., Yi—y) appartient a J;, ¢ = 1,...,7 et pour tous i,7 € {1,...,r},
C; est un polynéme de degré 1 — j en X, (respectivement en Y7).
Dans la suite, on convient que pour z = 0, Cl-(Xo,...,X,-,l,l"}),...,Yi_l) = 0.

En vertu de (3.1), un élément £ de g* s’écrit sous la forme: { = (&o,y -y &r) avec & € O7.

Pour tout j = 0,...,7, 81 Xj € 9;, §; € J; et o = (@1, @j,n; ) EIN™, on note:

Oy i _ g5 g%n;
‘Xj —}‘j,l ‘X]y'”-j et 6] - 51',1 €J,nj

ou X; 1 (respectivement &; k) est la KM€ composante de X; (respectivement de { ;) dans
une base %B; de ¢, choisie arbitrairement (respectivement dans sa base duale).
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3-1- Proposition :
Soient ¢ une fonction définie sur g* de classe C™ et f appartenant @ S(G). Alors.

pour tous (ag,...,a,) EIN™ x ... xIN" on a

/ / @(E)EG0 - £2m (Y )e?m<eXY>dYdg
gt /G

= Z/ /G‘P(f)Pj(Xo,...,Xr_l)D]-f(y)e—zm'<5,)<;,/>aly,d5
ol

ot les P; sont des polynémes en Xo,..., Xr—1, tels que pour tout 1 = 0,...,7 — 1, le degré
r—t

de P; en X; est inférieur ou égal a Z k| ar—(itr) |-
k=1

Démonstration:

i) Nous montrons en premier lieu, que pour tout 1=1,...,r,

€91 F(Y)eRI<EX V> _ (x v
[ [ e soe av ¢ ;/ﬂt/Gso@)P](Ao,...,A,_nDJf(Y)x

% e—27ri<E,X-Y>dY'd§

avec P;(Xg,.... Xi—y) sont des polynémes de degrés < (i—j) lar—i|en X (j =0,...,2—1).

Nous raisonnons par récurrence sur ¢. Comme &, est dans 3*, d’apres (3.2), on a que

/ /pws)f:‘:f.f(if')e‘z”i<€’x"’>de€ =/ /Gw(é) o f(Y)e P TEAY > AV de.
Jgr JG g

De méme, si1 =1,

/ /@(E)é“’ LF(Y)eT2mi<e X Y>gyde = Z/ /so({)P (Xo)D, f(Y)e 2™ <85 > q1de

ot les Pj(Xg) sont des polynomes en Xo de degrés <| a,—y | et les D; sont des opérateurs

différentiels a ceefficients polynomiaux sur g.

Soit alors ¢ € {2,....r}. On a que

R
aYr—i—l,k <, XY >= aYr—i—l,k z < gr——jaXr—j+l/;‘—j+cr—j(—¥0a ----,‘X-r—-j—hYO-/ "'7};—]’—1) > .
=0
Comme pour tout j > 1, Cr—j(Xo, ..., Xr—j—1, Y0, -, Yr—j—1) De dépend pas de Y1,
il vient que,

03‘—"—1'—1,‘ é : ) > 67‘ 1— 1k+2<§1‘ ]76Yr i— 1LCr ](A-(])' 7—Xr ] 11}07"'7)/"1"—].—11)>'

7=0

62



En outre, pour tout j =0,...,,
O r—i—1 kCr—j(Xoy ooy Xojo1, Yo, oo Yo j1)
ne dépend pas de X;_j41,..., Xr—j_1. Posons
Pi(Y, Xo, ... Xioj) = Oy r—i—1 5Cr—j(Xoy o0y Xymjm1, Y0, ey Yo j—1).

Alors, P; est un polynéme de degré i —j + 1 en Xo, 7 —j en Xy,...,1 en X;_;.

Par conséquent,

/ / (€)0Y i1 f(¥)e 2M<EXY> gy g = / / P(E)er—ioa p F(Y)e 2 m<EXY > gy ag
¢ JG g* JG

+ 37 0(8) < by Pi(Y, X, ooy Xeo ) f(¥)eT2m<EX Y >y g,

§=0

Fixons un j appartenant & {0,...,i} et des coordonnées &,_; , de {,_; et P;, de P;. Alors,

/ /G99(€)‘£T—jyp Pjp (Y, Xo, ""Xi—j)f(Y)e_zﬂi<,E’X.Y>de€
g*

= [ [ HOPsp (VKo Xim)By iy F)T TN >0
gt JG

j—1
+Z/ /¢(§)<§T_K, Qi(Y, X0, Xj_1) > Pjp (Vs Xo, ooy Ximj) f(Y)e 2T <EXY>4Y de.
k=0 /8" /G "

Les polynémes Qi , k=0,...,7 — 1, sont de degrés i —k +1en Xo, 2 -k ~1en Xy,
1len X;.

Le degré maximal qui correspond & k =0 est alors, 7 + 1 en Xo,7 — 1 en Xy,.... L en X;.

Donc, en passant de & & &—g, (k = 0,...,7 — 1), le polynéme reste toujours de degre
inférieur ou égal & ¢ + 1 en Xp, 1 en Xy,...,1 en X;. D’ou,

/E* /G'v?(é)fr—i—l,k f(}f')e—zni<£,X.Y>de§: zj:/g‘ /G‘:‘Q(OPJ'(XOv"-aXi)Djf(Y)x

> e—21ri<£,‘\'~)’>d1,l"d£’

avec P; est un polynome de degré i+1 en Xo,...,1 en X; et Dj un opérateur différentiel sur
G a coeefficients polynomiaux.
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En recommencant cette opération, on en déduit que

/ /so(f IR ()PP dY dE =

Z/ / (&)Pi(Xo, .., Xi)D; f(Y)e 2 <&XV>ayde

ot les D sont des opérateurs différentiels a ccefficients polynomiaux et pour tout j,
P; est un polynéme de degré (i + 1 —k) | a,—;—1 | en X pour tout k € {0,...,1}

ii) En vertu de 1), il s’ensuit que,

[ Lot e sertriex>avae =3 [ [ oOF (K Xos)Ds F1)%
’ x e <X Y> gy e
avec P; ést un polynéme de degré inferieur ou égal a
| ar_y -1:201r—2--- + rap | en X,

| org +20p—3... + (r = Dag | en Xy,

| oo | en X, 4.

Autrement dit, pour tout 7 = 0,...,» — 1, le degré de P; en X; est inferieur ou égal a

r—1
‘ Z ka,‘_(H_k) ‘
k=1

3-2- Proposition :

Soient o une fonction définie sur g* de classe C*° et [ appartenant 4 S(G). Notons,
D,  f, Uapplication définie sur G par

D, f(X) = / / PO f(Y)e 2T <OXY> a4y de . X € G,
g JG

Alors, pour tout 1 = 0,...,1 et pour tous multi-indices By, ..., 3;,

X9 XDy x f(X Z/ / 0.0 (&) f4(Y)e 2 <6 X > gy dg,

La somme est sur v = (Yo, ..., ¥i) avec
i-j
|7 1SI8;+ ) pBiap |, 5=0,.,0
p=1
et les fonctions f. sont dans S(G).
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Démonstration:

Nous allons montrer la proposition par récurrence sur :.
Soient Xy appatenant a 9¢, By dans IN™ et Xy x la k**™¢ composante de Xy dans la base
Pp 5 , I
By. on a que

Xo,k Dgo*f(X)=/ /a&,,k (&) f(Y)e 2 <X V> gy de
g JG

p2T<EX Y > _
v [ [ oo 1 av de

Il est clair alors que

XD f) = Y [ [ ortap(er pryetex > ayae
| /8" /G

[80]<1B0

Supposons que la proposition soit vraie jusqu’au rang ¢. On a donc

Xf:l“ Aﬂ° Xﬂ D, * f(X) Z/ / a a% Xlﬂ:lrl £l (Y)e—21ri<£,X.Y>de£

i=j
(la somme est sur | v; |<] 85 + ZJ)ﬂj+p b

p=1

:ZZ/ /aﬁA{;+‘YO 87 +7‘3;’:1199(f)f%7, (5/')6_27ri<5"\"y>de.f. La deuxiéme
g JG

somme est sur | viy1 |<| Big1 | et pour tout j = 0,...,1, | 7.’74 1< (@+1-=3)] Big1 |-
Donc, pour tout 7 =0,..., 1,

)
|y +75 1 <18 +Zpﬂj+p (1 =74+ 1)1 |
r=1
i—j+1
<I 8+ Y phies |
p=1

On en déduit alors que

/ / VXX (Y )e tm<eXY> gy de = Z/ /a‘“ B o(E) f (YV)e P <e XY >4y de

r—j
ou la somme est sur | v, |<| B, | et pour j =0,...,r =1, | v |<| B5 + Zpﬂjﬂ’ |
p=1
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Soit maintenant ¢ une fonction définie sur g* de classe C™ & croissance modérée ainsi
que toutes ses dérivées.

3-3- Théoréme:

Supposons que la fonction ¢ vérifie la condition (C) suivante:
pour tout (Bg, ..., Br) €EIN™ x ... XIN" il eziste (ag,...,ar) €IN™ X ... xIN™" tels que
quelques soient vy, ..., Yr—1 Vérifiant

T—j r—j—k
% S| Zk | ar—(i+i) + Z Par—(itkp) b 7 =0,00ir — 1,
k=1 p=1
on ait: : ©)
14 r—1 Afs "
| aﬁ00+’70,..aﬂr_11 ¥ 1aé3r (&)< C | é-(C)Yo || €.

Alors, la distribution tempérée D, définie sur S(G) par
<Dy, f>=<y¢, > feS(G),

est un convoluteur pour S(G).
Démonstration:

Soient f une fonction de Schwartz sur G et X un élément de G. Alors,

D«p *f(‘X) =< Dtp)lxi >=< 99>(1Xi)A>
= [ [ @i avas
g* /G

:/ / PE)f(V)e 2 <EX V> dyde

/ / 5 (79(6) o.“51(?1:-i(}.")e—27ri<E,X-Y>dy'dg‘

En appliquant la proposition 1, il vient que
D, + f(X) —Z/ / 5"9(5 Pi(Xo, .o, Xp_1)D; F(Y)e2mi<EXY> gy ¢
G -..

r—i
avec degré de P; en (X;) = B; < Zkar—(i+k) [,2=0...,r—1

k=1
Mais, en vertu de la proposition 3-2, on a

D * f‘( '\ Z / / a"YO :: 1150:)9(5) D f(} )7—7rri<£,}\’-§:>dlrd£

r

avec

r—j
I Y; l S ,Bj + zpﬂj+1) |

p=1
- r—j—p
<| Zkar-waP Z R (ipth) |
k=1 p=1
r—j r—j
zk | ar—(isry + Z kpor—(itk+p) | -
k=1 p=1
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Si la fonction o vérifie la condition (C), alors,

| 00O () IS C L €80 | | &

Par conséquent,

[ [ etesetm<exoayae
g*JG

est bornée indépendamment de X.
Pour déduire que D, * f est une fonction de Schwartz sur G, il suffit de vérifier que pour

tout 8 = (Bo, ..., Br) EIN™ x ... XIN"",

sup | XPD, * f(X) |< oo, XP=XxpP. x5
X €Eg

Or d’apres la proposition 3-2,
X XP D x f(X) =Y / /G 53007 olE) (V) <X V> gy e,
g *

De plus, si ¢ vérifie la condition (C), la fonction
agg...ag:«,o, (Y0, <oy yr) EINTO x . xIN",

vérifie aussi cette condition ce qui prouve que D, * f est dans S(G).

3-4- Corollaire:

Soit o une fonction de classe C* sur g* et supposons qu’il eziste un entier k, tel que
pour tout a EIN™, on ait

| D¥p(€) IS (1+ [ €11%)F, VEeg™
Alors. ¢ définit un convoluteur pour S(G).
4- Le groupe de Heisenberg:

Le groupe de Heisenberg H, est le groupe d’éléments (z,y,2) €IR" xIR" xIR mum
dune loi de multiplication définie par

—

(x1.y1-21) (22,92, 22) = (x1 + 22,1 +y2,21 + 22 + 3[< T1,Ys > — < X2, Y1 >])

ot < . > est le produit scalaire usuel sur IR".

On peut réaliser H,, comme étant I’ensemble des matrices carrées d’ordre n+2 de la forme

Y1
1 a =z
0 I, y' ott z=(xy,...,xn) et y' =
0 0 1

Yn
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Son algebre de Lie §,, est engendrée par les éléments X1, ..., Xp,Y1,..., Y5, Z avec

(X, Y] =6;,Z.
(Les autres crochets sont ou bien nuls ou bien donnés par une antisymétrie ou une
linéarité ).
Nous remarquons alors que H, muni de la loi de multiplication définie plus haut n’est autre
que l’algebre de Lie nilpotente §),, munie de la formule de Campbell-Backer-Hausdorff. Pour
plus de détails concernant le groupe de Heisenberg qui est un exemple typique d’un groupe

de Lie nilpotent de pas deux et dont le centre est de dimension 1, nous envoyons le lecteur

5 [10],(37] et [38].
Soient go € L?(h}) et T, la distribution tempérée de H, définie par

< Tp f >=<,f> VfecS(H,)

ot f est la transformée de Fourier de f:

HOE : flexp(X))e 2™ <&X>dX, ¢ e bhn”.

Soit z un élément de H,. Alors,

Ty * f(z) =< Ty, I f >=< @, (I f)">= / (&)1 f) " (£)dE.

h

Dans la suite, nous identifions b, et H, & R***, x = (21, 29,1) (respectivement
y = (y1. 42, s)) désignera un élément de Hy, et £ = (£1,82, ) désignera un €lément de by..

On a:

T, f(z) = / (€)1 ()27 <6V dyde

2n+1 2n+1
R x IR

= /[R2n+1 2 P(6)f(y)e 2™ <87 > dyde

—2mi[ <8, 21y >+ <E2, zaF Y2 >+ A(sHt4 F(<z1.ya > — T2,y >))
Jgoven s qonn HOLppT e Her T ldyde

. g —2m — 1z, 2.6a+ Ll A —2mi<<€, e
/IR?'R+1 SO(é)(/[R’ln—i—l _f;(y)@ {<y1,61—5Az2 >+ <y, 62t 5l >+ s)dy>6 Ti<E 1>(Z£.

Il

On en déduit alors que

£ 1 1 27 z
T, + fle) = /m2"+1 (&) f(&1 — FAz2, & + SAT1, A)e™™ <Er> e

1 1 T(ecy,—2mikE
= /IRQn_H (& + 5/\172752 - 3/\171»)\)1(5)6 FmesE T2 e,

; - ook ~ . . <
Soit k €IN et notons Coo. ,(b7) 'ensemble des fonctions > appartenant a C>°(hy) et
vérifiant la condition (C’) suivante :
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Pour tout multi-indice & = (a1, a9,a3) €IN® xIN™ xIN, il existe (q1,q2,q3) € IN?,
q1 + @2 <| a1 + a2 | et une constante positive C tels que pour tout & = (£1,£2,A) € bZ,

()

| D€)< CO+ [ € 1M+ & DT A+ T & 1D T +a0)F

Dans la suite, nous supposons que n = 1. Le calcul est analogue pour les dimensions
supérieures.

4-1- Lemme:

Pour tout élément ¢ de C mod(h ), pour toute fonction f dans S(Hy), et pour tout
multi-indice «, la fonction (TDa * f) est bornée.

Démonstration:

Nous raisonnons par récurrence sur | a |. Comme ¢, 0, ¢(€1,82,A), Og, (&1, &2, A) et
O¢, 0¢,0(€1, &2, A) sont majorées par un polynéme en X, T, o * f, To,, o * f et To, o, 4 * f
sont bornées. .

Soient ¢ un élément de C| mod(f) ) et a = (i,4,1) €IN?. 1l existe alors, un entier ¢

tel que
D%p

(1+E)T A+ T (1 + 1)

Po,g =

appartienne a ' :’OT;IOO 407

Soient z appartenant & Hy et f dans S(H;). Alors,

A N
(Tpey * f)(z) = /IRS Dp(&1 + 5362,52 — ;z—xl,)\)i(f)e_‘“q’wdg

A . .
:/]_Rsﬁpa,q(fl +§$2,£2 )‘:1:1,)\)(1—1—(51 ix,)) 2V (14 (62 — ifcl)g)_i_x

2
> (1 + /\2)q£(£)6—2m<£,z>d£.

Pour montrer que Tpe, * f est bornée pour toute fonction f dans S(H,), il suffit de montrer
que

A A 1 — }—1 77\, —2mi T
By q(z) :/[R3 Ga,q(&1 +§$2,§2 - 5»’51,)\)3712 '] 1i(§)€ am<he> ge

est bornée. En outre,

’ )\ /\ 2re z
Bag(z)= ), Calm,n.pk / O @aq(£1+)x2 £r=5 21, MR Of, F(£)e P <ErZdg.
(il

Comme ¢q,4 € Coor ) d(f)i‘), on a d’apres ’hypothese de récurrence, que pour toute fonction
f € S(H,), la fonction,

Tom gp *
07 3 paq f

est bornée pour tout (m,p) € IN* m < j—1,n <i—1. Ce qui prouve que Ba,q est bornée.
Par suite, Tpey * f est bornée.
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4-2- Théoréme:

Pour tout entier k, pour toute fonction ¢ appartenant d C’;j;ll;d(bf), la distribution
T, est un convoluteur pour S(H,).

Démonstration:

Supposons que k£ = 0. Soient ¢ € C’;’f’,;?od(b’{) et f € S(H;). Alors, pour tout
z = (21, %2,t) € Hy, pour tout o, € IN ? |

:CaDﬁ(TLP * f)(-'lf) = Z/IR3 D7¢(§1 + %)\$2’£2 _ %/\$1,/\)fy(§)e_2”i<£’z>d§

ou les fonctions f, sont dans S(Hy).

Comme pour tout 8 €IN 3, pour tout f € S(H,), Tps, * f est bornée, on en déduit
que T, * f est dans S(Hy).

Supposons que k£ > 0 et soit ¢ un élément de C:E;lko 2(b71). Alors, la fonction

o ®
(T TET)F

appartient 3 Cfr;fod(bf).

Par conséqent,

Te. * f € S(H1), V f€S(Hy).

Soit z € H;. On a:

T+ fl2) = [y o+ hem o= Do D11 (6 + phens o — 3hen, ) D)

x e—21ri<£,a:>dé-

1 1 A .
= D%pr(€1 + =Az2, & — SAzq, \) f(€)e™2mi<62> ¢,
IR® 2 2

Comme ;. est dans C’:’,;loo 4(81), D%py Dest aussi pour tout & € IN 3 et définit donc d’apres

le lemme précédent, un convoluteur pour S(Hy). Il s’ensuit alors que T, * f appartient &

S(H;) et par suite, T, est un convoluteur de Schwartz pour H;.
|
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4-3- Exemple:

Soit ¢ la foncion définie sur h} par

w(&) = eiell”, £ =(&1,&,)) € R

I est clair que ¢ est une fonction de classe C*° sur hi et a croissance modérée ainsi que
toutes ses dérivées. Cependant, elle ne vérifie pas la condition (C’) du théoréme précédent.
Nous allons montrer qu’elle ne définit pas un convoluteur pour S(H;). En effet, supposons
que ¢ définisse un convoluteur D, et soient f € S(H;) et X = (z;,22,t) € Hy. Alors,

Do x f(X)= /le /[Rs P(€E)f(Y)e T <GXY>dY de
= /]R3 (& — 2562752 + %an, )\)f(fl,fz, /\)e"i(&’”1+5212+"t)d§1d§2d,\
= /[RB ei[sl—%12)2+(€2+%Il)2+A2]f(£1’62,/\)e—i(§1z1+£2$2+kt)d€1d£2dA
= /[R3 ei¥(I§+I§)ei“5“2eik(f211—5112)f(§1’52,A)e—i(&x1+£212+,\t)d€1d£2d/\
= /]R ei"%(z?ﬂ%)[/mz IR f(ey 6, A)eMEnmtea)ealea=)) g, dey]e=iMdN
= /1R ei¥(z3+z§)[eillﬁll2f] *1,2()\(?1 + 2), M2z — :cl),/\)e"i)‘td)\.

Soit f appartenant a S(H;) telle que

F(6) = e~ MEI o=mliel® ¢ g

Alors,
[eillfllzf] LX) = e—WIIXII2
et 1 2 2 2 2
[P ]~ v2(A(z1 + 22), Moz — 21), ) = e~V 223 +223+1]
On a donc

(D‘p * i) “3(1.1,12’0) = /]R(D‘P * i)(itl,l'Q,t)dt
- /IR2 ei¥(13+z§)e—m\’[2z§+2z§)+1]e—i,\td)\dt
= 1.

Par suite, D * f n’est pas dans S(H,).
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5- Un convoluteur qui n’est pas donné par une fonction:

Nous avons vu dans le paragraphe précédent des exemples de convoluteurs de Schwartz
qui sont définis par des fonctions. La question qu’on se pose est la suivante:
Est ce que, comme dans le cas abélien, tout convoluteur d’un groupe de Lie nilpotent est
déterminé par une fonction?
La réponse est négative comme on va le voir dans ’exemple suivant suggéré par D. Miller

[34].

Considérons le groupe de Heisenberg H; muni de la structure définie dans le para-
graphe précédent. Soit ¢ une fonction définie sur IR, de classe C*°, & support compact et
nulle sur un voisinage de zéro. Soit T la distribution tempérée sur H,, définie par

<T, f>= /IR F(0,0,\)p(N)d\, € S(H).

Alors, T est un convoluteur pour S(Hy). En effet, soient X = (21,z2,t) € Hy et f € S(H;).
On a

T f(X) =<, Ixf>= [ (xf) (0.0,0)p()d)
:/IR ; i(X_l .Y)e—i<(0,0,/\) , Y>(’9(/\)de/\
- /]R FY)ei<OON L XY> 0003y d).
H, _
Le groupe H; s’identifie & IR3. On a donc
T4 f(X) = [ [ funmsje ety )y dyndsda
N /IR R? F(y1,y2, 8)e T520 dy e T2 dyy =N dsp(N)e TN
—/ F(= 220, 221, Mo(N)e=Md
= rL T2 2,571 ® .

Il est clair alors que,

TxfeS(Hy), VfeS(H).

Ce qui prouve que T est un convoluteur a gauche. Un calcul analogue montre que T est
aussi un convoluteur a droite.

Soient f; € S(IR?) telle que f1(0,0) =1let f, € S(IR). Posons: f = f; @ fo. On a donc:
<7, f>= [ Ferar
R 2
Supposons que T soit défini par une fonction %, alors

ST fo=<w Fom [, #E 606 ) eI

En identifiant ces deux égalités, il vient que
() = /m2 11’(617627)‘)fl(gl’£2)d£ld§2s Yf, € S(IR?).
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Donc

v (61762’)‘) € m'3’ ¢(§17§21/\) = 90()‘)

On en déduit donc que:

o) = p(V) /mz fi(n, €)dErdes, VAE TR, VA, € S(RY).

Pa conséquent, la fonction ¢ est identiquement nulle sur IR.
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v
GROUPES DE LIE VARIABLES

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques notions sur les groupes de Lie vari-
ables, (voir [25], [26], [27]). Ensuite, nous rappelons un théoréme de calcul fonctionnel
sur les groupes de Lie nilpotents variables. Puis, nous définissons les multiplicateurs (cen-
traux) de Schwartz pour les groupes de Lie nilpotents variables et nous généralisons la
conjecture de Howe caractérisant cette classe de multiplicateurs.

1- Définition:
Soient g un espace vectoriel réel de dimension n et M un espace topologique séparable

au sens de Hausdorff et localement compact. Nous disons que (g, M) est une algébre de
Lie variable de dimension n si:

1) Pour tout m appartenant & M, il existe une application bilinéaire

[, Im:g—4g
telle que gm = (g,[ , ]m) soit une algeébre de Lie.
2) L’application:
Mxgxg—g
(m,z,y) — [z,Y]m

est continue.

(g, M) est dite une algebre de Lie nilpotente (respectivement exponentielle, résoluble...)
variable si quelque soit m dans M, g,, est une algebre de Lie nilpotente (respectivement
exponentielle, résoluble,...).

Dans la suite, nous nous intéressons aux algébres de Lie nilpotentes variables. Nous sup-
) p
posons aussi que 1’espace M soit compact.

Soit G l'espace localement compact g. Pour m appartenant & M, nous définissons

sur G une loi de multiplication de groupes notée -, en utilisant la loi de Campbell-Baker-
Hausdorft:

1
w-my:m+y+§[$,y]m+---; T,y €G.

Donc, G := (G, -m) est un groupe de Lie nilpotent, ce qui définit une structure de groupe
de Lie nilpotent variable (G, M).
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Pour tout m appartenant a M, la mesure de Haar sur le groupe G,, est la mesure de
Lebesgue sur g.

2- L’espace de Schwartz 5(G, M):
Nous définissons ’espace L!(G, M) par:

LY (G, M) = {f définie sur M x G telle que | f |;= sup/ | f(m,z) | dz < oo}.
m JG

Par analogie avec I’espace de Schwartz S(G'), 'espace de Schwartz S(G, M) est défini
comme étant ’ensemble des fonctions f sur M x G, vérifiant:

1) La fonction f est continue et ’application:
m+— pmf = f(m,.),

définie par

pm f(z) = f(m,2),
est a support compact dans M.
2) Pour tout m € M, ppf € S(Gn).

Soient f et g deux éléments de S(G,M). le produit de convolution de f par g est
défini par

(f *g)(m,z) = / F(m, y)g(m, y™im - z)dy

ou y~Im = —y est l'inverse de y.

3- Calculs foncionnels:

Soit (G, M) un groupe de Lie nilpotent variable. Nous allons munir S(G, M) d’une
famille de semi-normes qui font de cet espace un espace de Fréchet pour le produit de
convolution. L’espace M étant supposé compact.

Considérons un voisinage U de l'origine, compact et symetmque et pour m appartenant a
M, soit 1, la fonction sous-additive définie sur G par

Tm(0) =0 et Tpm(z) =min{k/z € UK} siz #£0

ou
Uktm) = U o oo U
N’
k fois

Il est clair alors que 7o (T *m ¥) < Ti(z) + Tm(y); z,y € G.

Posons

W) =14+7n(z), me Met z €G.

(5!



3-1- Lemme:
Soit U la boule unité de g. Alors,
1) Pour tout o > 0, pour tout m € M et pour tout z,y € G

wm(2) 2 1, wp(=2) = wy(z) , wy(e m y) < wyp(z)wg(y)

et
wm(z) <2+ ||z ||

2) Notons | U*(m) | la mesure de Haar de U*Cm). Alors, il existe un entier N et une
constante positive C tels que

| UK < CA+ k)N, Vm e M et k € IN*.

Démonstration:

1) Les premieres affirmations sont évidentes. Soient alors (m,z) dans M x G et
montrons que wp(z) < 2+ || z ||- :

Si||z [|€£1, 2 €U et donc wy(x) = 2. Supposons alors que || z ||> 1. Soit p entier
strictement positif tel que
fell-1<p<|lz]].
Posons u = Hﬁ—” € U. Comme || (|| z || —pull=llzll-p< 1, (| z || =p)u € U.
Ce qui prouve que
z=(pt |zl -plu
=pu-m (|| z || —p)u € YEHIEm),
D'olt To(z) <p+1 <|| z || +1 et par suite wp(z) =14+ m(z) <2+ || 2 |] .

2) Soit m € M. On appelle m-idéal de g, un sous-espace h(m) de g qui est un idéal
de gpm-

Désignons par B, = (e1(m), ..., en(m)) une base de g telle que le sous-espace g;(m)
engendré par les vecteurs (eiy1(m),...,en(m)) soit un m-idéal de g. Autrement dit, B,
est une base de Malcev de g,,. Alors, si X et Y sont deux éléments de g de coordonnées
respectives (z1(m),...,zo(m)) et (y1(m), ..., yn(m)) dans la base B,,,

X mY =) [zi(m) + yi(m) + Pi(z1(m),y1(m), ., zimy(m), yim (m))]es(m)  (4.1)

=1

ou les P; sont des polynémes de degrés < n déterminés par les structures d’algebres.

Soit m € M. En se servant des techniques utilisées dans [12], nous allons montrer que

sup [sup(| z1(m) |,...,| To(m) )] < CQ + kR) (4.2)
XeUkt:m)

ou C et R sont des constantes qui ne dépendent que de la dimension de g.
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Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de g. Si g est abélienne, ’assertion est
évidente . Supposons alors que la dimension de g soit supérieure & trois et appliquons
? ) ’ [N

I’hypothése de récurrence a g/ Re, (m)" On a

sup [sup(| z1(m) |,...,| zn=1(m) |)] < C(1 + k). (4.3)
XeUk(m)

De plus, Pn(x1(m), y1(m), .., Tn-1(m),yn-1(m)) < B(m)[1 + sup(| z1(m) |, | y1(m) |, ...,
| Zn—1(m) |,| yn—1(m) )}?, ot B est majorée par la dimension de g et B(m) dépend des

structures d’algebres. Comme ’application

Mxgxg-—g

(m,2,y) — [2,y]m

est continue, B(m) est bornée sur M par une constante B.
Posons

f(k)=sup sup (| z1(m)],...,| za(m) |).
. meEM XecUk(m)

Soit X € U*(m), 1l existe alors un élément X'(m) dans U*=1(m) et un élément X''(m)
dans U tels que X = X'(m).,, X"(m). D’apres Pinégalité (4.2), on a

sup (| 24(m) |y 2oy (m) ) < C1 (14 (k= 1)°).
XeUk=1)(m)

En outre,

| zn(m) | =| 27(m) + 25,(m) + Pa(z1(m), 21 (m), ..., 2y (M), T,y (m) |
<[ zn(m) | + | 25(m) | +B[1 + sup(] z3(m) |, 21 (m) |,.... | £y (m) |,| 2 _1(m) )]
<| 2h(m) | + | z(m) | +B[1+C1 (1 + (k= 1)°))°.

Nous en déduisons alors que
| on(m) | < f(k = 1)+ 14 B[1+ (1 + (k- 1))
<G (14 (k=1) +B1+C (14 (k- 1)°)P°.
En vertu de (4.3), il s’ensuit que
f(k) < f(k=1)+ P(k),
ou P est un polynéme dont le degré est indépendant de m. Par suite,

f(k) £ fQ) + P(2) + ... + P(k)

Soit (X4, ..., X;) une base de g. Posons
D* =X+ ... x X" € U(g).
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Nous munissons S(G, M) de la famille de semi-normes suivantes:
1
£ llwg=sop [ w2 S | D"xpmf(e) P dal}, £ € S(G, M.
mEMJG T al<n

Alors, pour f,g € S(G, M), on obtient 'estimation suivante:

W *g lInp<Il fllnwp Il g 1IN -

Nous voyons donc que ces semi-normes font de ’espace S(G,M) muni du produit de
convolution une algebre de Fréchet involutive.

Soit B une algebre de Banach involutive. Nous disons qu’une fonction ¢ opere sur un
élément f € B si la transformée de Gelfand f de f associée a la plus petite sous-algebre de
Banach A contenant f est réelle et s’il existe ¢ € A tel que wo f = §. On note g = ¢{f}.

Pour f € B, posons

On suppose que || e(nf) |[p= O(| n [V) quand | n |— co. Alors, toute fonction ¢ de classe
C* sur IR, & support compact et telle que ¢(0) = 0, opére sur f et

of} = g7 [ BN,

27

3-2- Théoréme:[27]

Soit (G, M) un groupe de Lie nilpotent variable. Soit ¢ une fonction de classe C™
sur IR, & support compact et telle que p(0) =0. Pour f = f* € S(G,M) on a

e(Mf) € S(G, M), YA€ IR et o{f}€ S(G,M).

Démonstration:

La premiére partie du théoreéme est une conséquence immeédiate du théoréme 2.1 et
du corollaire 2.2 de [19]. Nous montrons alors que ¢{f} € S(G,M). Soit f € S(G, M).

ol iy = s [ w2 30 | D% pmle{ D@ P do

|al<N

1
=(=—)? sup | w2V D“*/ S(N)e(A pr f)(z)dN [P dz.
2m) sup | lgNl R (Me( )z)dA |

La fonction ¢ est & support compact et la fonction A — e(A py, f) est continue. En
appliquant I'inégalité de Holder, il vient que

161} 1B < € sup [ Wl 37 | D% xe(ho pmf)@)iA I da,
meM jol<N

ou Ay € IR et C est une constante positive. Comme e(Ag pmf) € S(G, M), le résultat
s’ensuit.
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4- Multiplicateurs de Schwartz pour les groupes de Lie variables:
4-1- Définition:

On appelle multiplicateur a gauche (respectivement a droite) pour S(G, M), tout
endomorphisme continu T de S(G, M) vers S(G, M) tel que

T(f+g)=T(f)*g (respectivement T(f xg) = f*T(g)), Vf, g € S(G,M).

Un multiplicateur T pour S(G, M) est dit central s’il est a la fois un multiplicateur a
gauche et a droite.

Soient T' un multiplicateur central pour S(G, M), m un élément de M fixé et ¢ une
fonction continue sur M. Pour f appartenant & S(G), posons

To(m)(f) = T(p ® f)(m,.).

4-2- Proposition:

Soit T un multiplicateur pour S(G,M). Alors, Pour tout m € M et pour toute
fonction ¢ continue sur M telle qgue p(m) = 1, T,(m) est un multiplicateur pour S(Gm)
qui ne dépend pas de .

Démonstration:

Il est clair que T,(m) est un endomorphisme continu de S(G,M). Montrons que
T,(m) ne dépend pas de ¢.

Soit f un élément de S(G, M) tel que f(m,z) = 0 pour tout = appartenant a G. Alors,
T(f)(m,z) =0, Vz€G.
En effet, si {gi}r est une approximation de I'identité dans S(G, M), alors,
T(gx * f)(m, z) = (T(gx) * f)(m,z)
= (pm(T * Gk) *, pmf)(x) =0,

ol *,,, désigne le produit de convolution dans S(G,,). Par passage a la limite, on a

T(f)(m,z) =0.

Soient ¢ et ¢’ deux fonctions définies sur M, continues , telles que p(m) = ¢'(m) = 1.
Alors, pour tout z appartenant a G,

(¢ —¢")® f)(m,z) = 0.

Donc,
T((¢ - ¢') @ f)(m,z) =0.

Ce qui prouve que

T(¢ ® f)(m,z) =T(¢' @ f)(m, )
et donc, T,(m) ne dépend pas de ¢.
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Montrons maintenant que T,(m) est un multiplicateur pour S(G,).
Notons 1, la fonction définie sur M par

I(m)=1, Vme M.
Soient f et g deux fonctions de Schwartz sur G,,. Alors,
p®(f*mg)=(p@f)x(1®g)
Par conségent,
Ty(m)(f +m 9) = PmlT (¢ & (f #m 9))]
pmlT((p® )+ (10))]

T((L,o ® f)) * (1 ®g)] (car T est un multiplicateur pour S(G,M))
m)(f) *m

Par suite, Tq,(m) est un multiplicateur pour S(Gn,).
|

Dans la suite, on note T(m) au lieu de T,(m) si ¢ est une fonction continue sur M
telle que p(m) = 1.

4-3- Corollaire:

Soit T un multiplicateur pour S(G,M). Alors, pour tout couple (m,z) de M x G et
pour toute fonction f appartenant ¢ S(G, M),

T(f)(m,z) = T(m)(pm f)(2);

c’est @ dire, pour tout élément m de M,

- P (T()) = T(m)(pm )

En effet, d’aprés la définition de T(m), on a

T(m)(pmf)(z) = T(¢ ® pmf)(m, z).

Comme
(¢ ® pm f)(z) = (m)pm f(z) = f(m, ),
| T((¢ ® pn ) (m,) = T(F)(m, ).
Par suite,

T(m)(pmf) = Pm (T(f)) .
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4-4- Théoréme:

Soit T un multiplicateur pour S(G,M). Alors, T est un multiplicateur central si et
seulement si pour tout m appartenant & M, T(m) est un multiplicateur central pour S(Gr,).

Démonstration:

Soit T un multiplicateur pour S(G,M). Pour toutes fonctions f et g dans S(G, M)
et pour tout m € M, on a

T(m)(pmf) = T(m)(pmg) <= pm(T(f)) = Pm(T(9))-
En effet, pm(T(f)) = T(m)(pmf) = T(m)(pmg) = pm(T(9))-
Supposons que pour tout élément m de M, T(m) soit central. Alors,
T(f * g)(m,z) = pm (T(f % 9)) (=)

= T(m)(pm(f * g))(z) (d’apres la proposition 2)
= T(m)(pmf *m pmg))(z).

Comme T(m) est central, il vient que
T(f + g)(m,) = (T(m)(pmn ) *m P9 ) (<)
= Pm(T(f)) *m pmg(2)
= Pm (T(f) * g) ()
= (T(f) * g) (m, ).

Réciproquement, supposons que T soit central et soient f et g dans S(G). D’apres la
définition de T(m), on a

T(m)(f *m §) = Pm (T ® (£ +m 9))
= (T((0® N * (9 ©9)))
=P (T(p 8 ) (¢ 0 9))

(car T est central).

Mais,
Pl ® ) * (¢ ® 9) = pmle ® (f *m 9)],

il s’ensuit donc que

T(m)(f *m 9) = [PmT(# ® f)] *¥m Pm(v ® 9) = T(M)(f) *m g.

Soit m € M et notons Ad}, 'application coadjointe dans G,.
4-5- Corollaire:

Soit Y une fonction de classe C™ sur g*. Alors, ¢ définit un multiplicateur central
pour S(G, M) si et seulement si ¢ est une fonction d croissance modérée ainsi que toutes
ses dérivées et pour tout m € M, ¢ est Ady, -invariante.
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