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I E INTRODUCTI@N.

Ces dernières années, les matériaux composites ont pris un essor

considérable. Dans I'industrie automobile et aéronautique, le matériau

composite permet un gain de poids important tout en ayant des propriétés

mécaniques supérieures aux matériaux classiques.

Pour qu'un matériau puisse être qualifié de composite, il doit être

constitué d'au moins deux matériaux distincts séparés par une interface bien

définie. La liaison des deux consdruants s'effectue de manière à ce qu'il y ait

un transfert des contraintes de I'un vers I'autre.

Divers paramètres influencent le comportement des matériaux

composites:

- le comportement des constituants

la microstrucfure

- les interfaces

C'est pour cela, que les spécialistes de la conception peuvent choisir avec une

certaine liberté, à la fois la composition et la structure interne des matériaux

pour obtenir un comportement donné. Cependant, pour répondre à un cahier

des charges bien défini, il est nécessaire de connaître I'influence de chaque

paramètre définissant le matériau sur son comportement global. Ceci n'est

toutefois possible que sur des bases théoriques solides qui permettent de

prévoir I'effet de chaque variable sur les performances du produit.

Comme les matériaux composites sont examinés en tant que matériaux

hétérogènes, on peut considérer que les progrès réalisés dans ce domaine sont à

4
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la base du développement des méthodes utilisées.

Pour prendre en compte les phénomènes et les paramètres de la microstructure

ainsi discutés, trois démarches peuvent être envisagées :

- L'approche phénoménologique qui ne tient pas compte explicitement de la

microstructure et identifie les paramètres d'une loi standard classique à partir

d'essais macroscopiques usuels [1].

L'approche très physique se contente très souvent d'analyser des

phénomènes locaux (cohésion de l'interface, évaluation des confraintes internes

à I'interface fibre-matrice par l'intermédiaire de la physique des dislocations

tzl).

- Une autre approche consiste à ne pas décrire le matériau à partir de

considérations macroscopiques, mais à décrire son comportement global à

partir du comportement local et de sa microstructure. Ce type d'approche, plus

riche que les précédentes, évite le recours systématique à I'identification de

paramètres macroscopiques et peut permettre, en plus d'une meilleure

description du comportement pour une microstructure donnée, de résoudre les

problèmes inverses d'optimisation de la microstructure pour obtenir un

comportement macroscopique donné. Ainsi, grâce à l'énrde de I'hétérogénéité

é1émentaire faite par Eshelby [3], qui a permis d'illustrer I'importance des

phénomènes de concentration de contraintes d'origine élastique, thermique et

plastique, et au-delà des modèles simples de Voigt [4], Reuss [5] et Hill [6]' se

sont développees des méthodes statistiques systématiques qui font intervenir

l'ensembles des fonctions de corrélations des constantes élastiques des

constituants [7]. Des méthodes intermédiaires ont été développées par Krôner

[8], Berveiller et Zaour [9]. Ces méthodes fournissent des résultats exacts dansI
I
I
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le cas de matériaux parfaitement désordonnés ; elles sont la base des modèles

autocohérents. Des développements plus récents ont cherché à mieux décrire

les interactions entre inclusions par l'intermédiaire de la solution du problème

de la paire d'inclusions par Fassi-Fehri [10], ou par I'intermédiaire du modèle

à trois phases introduit par Christensen et Lo [11] et développé par Hervé et

Zaowll2l.

La démarche ainsi que les problèmes sont maintenant bien cernés. Les

recherches actuelles ont été dirigées surtout pour I'amélioration de la

performance des matériaux composites. Ceci, en augmentant leur résistance à

I'impact et à |a fissuration. Dans ce cadre, plusieurs ûavaux ont montré que la

maîtrise des propriétés et de la microstructure de I'interface renfort-matrice

permet de mieux comprendre et prédire le comportement des composites, et

par voix de conséquence, améliorer leur perfonnance [13-16]. En effet les

propriétés de I'interface sont de la plus haute importance : c'est par elle que les

contraintes mécaniques sont transmises de la matrice aux renforts ; en plus,

elle est le siège des défauts et des endommagements dans les matériaux

composites (glissement interfacial, empilement de dislocations, fissuration,

etc.). Citons, en particulier, les travaux de Jianmin Qu [17], qui a montré

I'effet d'une liaison imparfaite entre les inclusions et la matrice sur le

comportement élastique global des composites ; il a modélisé la liaison

imparfaite par un glissement entre I'inclusion et la matrice qui se traduit par

une discontinuité du vecteur déplacement au passage de I'interface inclusion-

matrice. Les propriétés effectives du composite ont êté dêtetminées par

I'intermédiaire du modèle de Mori-Tanaka [18]'

Dans le présent travail, on s'intéresse au cas où ces interfaces sont

constihrées par des interphases à épaisseur faible par rapport aux dimensions

6
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caractéristiques des renforts et dont les propriétés thermomécaniques sont

différentes de celles des inclusions et de la matrice. La présence de cette

interphase interfaciale modifie profondément les mécanismes de transfert de

charges entre inclusions et matrice et affecte à la fois les propriétés

thermomésaniques macroscopiques et les concentrations des confraintes. De ce

fait, elle joue un rôle fondamental dans les problèmes d'optimisation de la

microstructure des matériaux composites.

Duralt les procédés de mise en oeuvre d'un matériau composite, plusieurs

facteurs peuvent contribuer à la formation d'une interphase. En effet, la

plupart des matériaux composites peuvent êre considérés comme des milieux

chimiquement non équilibrés dans lesquels existe un gradient de potentiel

chimique de la fibre à la matrice. Cette différence de potentiel est l'élément

moteur pour les phénomènes de diffusion et les réactions chimiques quand le

composite est utilisé à de Uès hautes tempérafures (en service ou pendant la

fabrication). Les réactions chimiques prenant naissance à I'interface sont à

I'origine de la formation des interphases. Cependant, la formation d'une

interphase n'est pas uniquement limitée aux conséquences de la mise en oeuvre

des matériaux composites. Une interphase peut être introduite

systématiquement lorsque les renforts subissent un traitement de surface (dit

ensimage) qui les rend aptes à établir de solides liaisons avec la matrice dans

laquelle ils sont noyés.

A l'opposé des matériaux techniques traditionnels, le matériau composite

doit, par ses propriétés, s'adapter aux exigences de conception alors

qu'habituellement celle-ci se trouve adaptée aux possibilités des matériaux.

C'est pourquoi, une interphase, à propriétés bien choisies (épaisseur, contantes

élastiques, coefficients de dilatation thermique), peut être introduite
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délibérément afin d'optimiser le comportement macroscoplque pour une

apptication bien déterminée du composite. C'est dans cette optique que

différentes études ont été menées U9,201, et qui ont montré que I'introduction

d'une interphase permet d'atteindre un compromis acceptable enffe la rigidité

et la résistance à la fissuration et à I'impact du composite. C'est le cas, par

exemple, des travaux effectués par Amdouni et al. [21] sur les matériaux

composites à matrice époxy renforcée par des microbilles de verre. Ces

travaux ont montré que I'enrobage des billes de verre par une phase

d'élastomère (i_nclusion à bas module), améliore la ténacité du composite sans

nuire à ses propriétés thermoélastiques.

L'étude micromécanique des composites, contenant une interphase (ou

enrobage), a suscité un grand intérêt chez de nombreux chercheurs durant les

dernières années. Ainsi, différents modèles ont été mis en oeuvre afin de

montrer I'effet de I'enrobage sur le comportement thermoélastique global des

composites, ainsi que sur les concentrations des conEaintes dans chacune des

phases. En utilisant le modèle des assemblages des cylindres composites,

introduit en premier fieu par Hashin et Rosen [22], Pagano et Tando Ï231 ont

étudié l'évolution du champ de contraintes dans les fibres, la matrice et

l'enrobage en fonction de l'épaisseur, du module d'Young et du coefficient de

dilatation thermique de I'enrobage. Dans le même but, Benveniste et al. l24l

ont proposé un modèle micromécanique basé sur la méthode de Mori-Tanaka

[18] modifiée par I'intoduction du modèle des assemblages des cylindres

composites. Hervé et Zaoui t10l ont utilisé le schéma à trois phases de

Christensen et Lo [9] pour résoudre le problème micromécanique d'une

inclusion enrobée sphérique isotrope située dans un milieu infini. Jayaraman et

al. t25l ont étendu le modèle de Benveniste et al. au cas où I'interphase possède

un comportement hétérogène. Récemment, Jasiuk et Kouider [26] ont étudié

I
I
I
I
I
I
I

I
I
I
I
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I'effet d'une interphase hétérogène sur le comportement élastique global des

composites à fibres unidirectionnelles qui présentent une anisofiopie dans le

comportement global. Les propriétés effectives du composites ont été évaluées

en utilisant à la fois le modèle d'Hashin et Rosen et celui de Christensen et Lo.

On voit clairement que les différents modèles sont basés essentiellement sur le

modèle des assemblages des cylindres composites (Hashin et Rosen) ou sur |e

schéma à trois phases de christensen et Lo, d'où leur restriction aux cas

d'inclusions enrobées sphériques avec un comportement isotrope ou

éventuellement des assemblages cylindriques qui présentent un comportement

isotrope transverse. !

Le présent travail consiste en une approche nouvelle du problème

d'inclusions enrobées de forme ellipsoidale et de matériaux anisotropes à partir

d,une démarche micromécanique utilisant simultanément l'équation intégrale et

les opérateurs interfaciaux de la mécanique des solides 127 ,28)'

Le chapitre II est consacré à la résolution du problème d'une inclusion

enrobée ellipsoidale en interaction avec un milieu homogène infini de

référence. L'énrde est restreinte au cas des matériaux à comportement élastique

linéaire et ne présentant pas de d.iscontinuités du vecteur déplacement et du

vecteur contrainte aux interfaces. L'épaisseut aa de I'enrobage est supposée

petite (Aala((l) devant les dimensions caractéristiques a de I'inclusion. La

définition des propriétés effectives de l'élément de volume représentatif ne

faisant intervenir que les tenseurs de localisation moyens dans f inclusion et

l'enrobage, les déforrrations moyennes dans I'enrobage sont calculées à partir

de I'hypothèse d'un champ uniforme selon l'épaisseur de l'enrobage en utilisant

le charrp moyen dans I'inclusion. Les équations sont développées dans le cas

I
I
I
I
I
I
I
I

I

I
I
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général de matériaux anisotropes et d'inclusions euobées ellipsoïdales avec

une géométrie non homothétique. Elles sont particularisées au cas de matériaux

isotropes et une inclusion enrobée sphérique pour lesquels des solutions

analytiques sont connues. Contrairement à ce qui été admis par Walpole [29]'

la déformation dans I'inclusion est pertubée par la présence de l'enrobage : le

champ est non uniforme et sa valeur moyenne dans I'inclusion est différente de

celle déduite du calcul d'Eshelby.

En effet, si ^E' désigne la déformation imposée à I'infini et tr la déformation

moyenne dans I'inclusion, la formule classique d'Eshelby

Er =E_TrGo) Gr_co) er

est modifiée par des termes additionnels faisant intervenir les propriétés de

l'enrobage et la forme de I'inclusion enrobée au travers uniquement des termes

Gr -Co), (c" -co ), Gr -cc) etles tenseurs Tr (c* ) et Tz(c*) qui

désignent I'intégrale du tenseur de Green modifié pour f inclusion et

l,inclusion enrobée calculés par rapport à un milieu de référence de propriétés

C* (*= oouc). (Cl, Cc et Codésignent les constantes élastiques de

I'inclusion, de l'enrobage et du milieu infini respectivement)'

Ainsi, le formalisme de I'inclusion enrobée permet une extension des

résultats classiques d'Eshelby au cas où une interphase est présente entre

I'inclusion et le milieu infini. Les relations de localisation des parties sphérique

et déviatorique données par Eshelby dans le cas d'une inclusion sphérique et de

matériaux isoEoPes

I

I
I
I
I

I
I
I
I
I
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e\k

EI
U

^Id -oij

1ro=ffiEn*

deviennent dans le cas d'une inclusion enrobée

Ces expressions analytiques représentent dans |e cas particulier où

écrites ici, la contribution originale de notre travail traduisant

extension des résultats classiques d'Eshelby.

elles

ainsi

sont

une

Dans le chapitre m, on rappelle sommairement les techniques classiques

d'homogénéisation qui permettent d'exprimer le comportement élastique

global d'un composite en fonction du comportement de ses constituants et des

tenseurs de localisation des déformations. Dans notre cas, les équations font

apparaître les tenseurs de localisation de I'inclusion et de I'enrobage. Ces

tenseurs sont déterminés à partir des résultats du chapitre II et ceci en utilisant

une approximation autocohérente qui tient compte des interactions entre

1 l
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inclusions effobées. L'application du modèle proposé au cas de matériaux réels

fournit des résultats en bon accord avec des mesures expérimentales, aussi bien

qu'avec des résultats déduits à partir d'autes approches.

Une extension du modèle au cas thermoélastique est proposée au chapitre

IV.

Pour ne pas Eop alourdir le texte principal de calculs et de formules trop

complexes, les différentes techniques de calcul sont développées dans les

annexes A et B. L'annexe C est consacrée à une comparaison avec le problème

d'inclusion à frontière mobile [30]. Dans I'annexe D on propose une autre

méthode de calcul des propriétés effectives par l'intermédiaire du modèle de

Mori-Tanaka.

t2
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l. gntroduction.

De nombreux problèmes de mécanique des solides ou de mécanique des

matériaux sont résolus par les méthodes autocohérentes, qui consistent à

déterminer les lois de comportement macroscopiques des solides à partir des

mécanismes physiques de déformation, à l'échelle microscopique, et de la

microstructure (souvent représentée par des inclusions et une matrice) [1-5].

Appliquée aux composites, la méthode autocohérente présente une facilité

de mise en oeuvre (de point de vue modélisation et temps de calcul) et une

bonne évaluation du comportement effectif global des matériaux. En gênéral,

on passe par deux grandes étapes pour I'application de la méthode

autocohérente :

- Détermination des relations entre champs locaux et conditions imposées

à la frontière ; c'est la phase de localisation.

- Opérations de moyenne et détermination du comportement effectif ;

c'est la phase d'homogénéisation.

La résolution du problème de localisation, dans le cadre de la méthode

autocohérente, est basée essentiellement sur la résolution du problème

élémentaire de I'inclusion, infioduit en premier lieu par Eshelby dans le cas de

I'inclusion plastique et inhomogène [6] et adapté, par la suite, aux divers

problèmes de la mécanique par la résolution d'une équation intégrale à partir

des fonctions de Green colrespondant à un milieu homogène infini de

16
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référence t6-81. Ainsi, le problème d'inclusion constitue un problème de base

en mécanique des milieux hétérogènes, puisqu'il concerne la situation

élémentaire d'hétérogénêitê entre une zone donnée (l'inclusion) et son

environnement (la matrice). De même, il permet de déduire le compoftement

du matériau dans le cas dilué où les interactions entre inclusions sont négligées.

On se propose dans ce chapitre d'adapter le problème d'inclusion pour

résoudre le problème de localisation d'un composite à renforts enrobés. Dans

ce cas, I'hétérog énéitê, sera décrite par deux inclusions ellipsoïdales

concentriques mais non homothétiques définissant I'inclusion f et son

enrobage c. La démarche micromécanique mise en oeuvre est basée, d'une

part, sur l'équation intégrale, et d'autre part, sur les relations interfaciales

caractéristiques de la topologie d'inclusion enrobée [9, 10].

La définition des propriétés effectives de l'élément de volume

représentatif ne faisant intervenir que les tenseurs de localisation moyens dans

I'inclusion et I'enrobage (cf. $ III), les déformations moyennes dans I'enrobage

sont calculées à partir de I'hypothèse d'un champ uniforme selon l'épaisseur de

I'enrobage en utilisant le champ moyen dans I'inclusion Ul,l2). Les équations

sont développées dans le cas général de milieux anisotroPes et d'inclusions

elt ipsoidales, el les sont résolues asymptotiquement en se basant

essentiellement sur I'hypothèse d'une couche mince. Dans le cas de matériaux

élastiques isotropes et d'une inclusion enrobée sphérique, des solutions

analytiques sont obtenues.

Enfin, une comparaison avec une solution exacte dans le cas d'une

inclusion enrobée sphérique isotrope obtenue pat Zaottr et Hervé U3l' permet

de vérifier la pertinence des approximations effectuées dans ce travail.
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MATRICE

ENROBAGE

INCLUSION

flig.II-f : cTopologie de l'inclusion enrobée
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2, topologie de I'inclusion enrobée.

La topologie de I'inclusion enrobée (TiS. II-I) correspond à une inclusion

de volume Vl de constantes élastiques CI entourée d'une couche mince d'un

autre matériau de constantes élastiques Cc et de volume Vs, I'ensemble est

plongé dans un milieu infini (matrice [tf) de constantes élastiques Co-

On se limite au cas de l'élasticité linéaire en petites perturbations (les

phénomènes d'inertie sont négligés). On suppose que la liaison entre tous les

constituants (inclusion - enrobage et enrobage - matrice) est parfaite de telle

sorte que les déplacements et les vecteurs contraintes sont continus sur toutes

les interfaces.

3, Equation intégrale,

Nous cherchons les champs de déformations et de contraintes dus à des

déplacements zd = E:x (x e S) imposés sur la surface extérieure (S) de la

matrice, qui créent un champ uniforme (r, E) dans le milieu infini et

homogène.

En se basant sur la loi de comportement locale o(f ) - C(f ):e(f ), les

équations d'équilibre div(o)=0 (en I'absence des forces de volumes) et la

technique du tenseur de Green du milieu de référence Co, on obtient

l'équation intégrale suivante, portant sur le champ de déformations élastiques

e(î) [7]:

6ctu-,(7') t^n(f ') dr- F;'c -7')
v

eij(7 ) - Erj

19
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V êtant le volume du milieu infini (volume représentatif).

fo G -f') est le tenseur de Green modiÏié relié au tenseur de Green usuel

Go (f -f') du milieu de référence Co par :

,= -T{oi,, j,(r -r, ) + Gli,uG -7, )I r-z

6C(f ) esr la flucruation due à I'hétérogénéitê élastique introduite par

f inclusion et son enrobage. Ainsi, le tenseur d'élasticité local est décomposé en

une partie uniforme correspondant aux constantes élastiques du milieu

homogène de référence et une partie correspondant à la déviation 6CQ ) :

C(7) :C0+6C(7)  I I -3

Dans noEe cas, et avec les notations du paragfaphe précédent, on a :

6c(7)-(ct-cn)etF)+(c"-r"){0 F)-ete)} r-4

où les fonctions caractéristiques 0r G ) et 02 (F) sont définies par:

e'e)= tô:i;;1,
e2F): tâ'Jr'r'r?

tr-5

Dans ce cas, VZ désigne le volume de I'inclusion composite

(inclusion+enrobage). On peut également écrire (tr-4) sous la forme :
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ou:

ACro _ (Cr - Co ) et ACco - (C" - Co ) r-7

Dans les développements qui vont suivre, le problème de I'inclusion enrobée

est traité asymptotiquement en se basant sur I'hypothèse de la couche mince'

A partir de ce point de vue, on peut écrire en première approximation :

Ab

M
GEOMETRIE

NONHOMOTHETIQUE

6c(7 ) = acro er ff ) + ac"o {o' F ) - er e t}

e2(7)-er(7)= 6er(7)

6erl)=\oo"W
q

tr-6

tr-.8

II.9

où ao désignent les demi axes de I'inclusion ellipsoidale et Aao l'épaisseur de

I'enrobage suivant l'axe a -

On suppose également que I'inclusion composite (inclusion+enrobage) est de

forme ellipsoTdale de demi - axes (ai + aa) et on traite le cas gén&al d'une

géométrie non homothétiquequi se traduit par le fait que 
Af 

* *rt * i )-a ia i

Ab

l lul \\
tl lJlda
\7

Aa Ab
ab

GEOMETRIE
HOMOTTIETIQIJE
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Dans ces conditions on montre que (voir annexe-A) :

6eri)
q

2
x

d,

iô(\)
a

d

tr-10

où xo sont les coordonnées d'un point de la surface de I'inclusion et ô(S1) la

distribution de Dirac sur la surface 51 de I'inclusion.

La distan ce p perpendiculaire de I'origine de I'inclusion à la tangente plane de

sa surface est donnée Par :

p=- tr-l1

r-12

et en substituant 6C(î ) donnée par (tr-12) dans l'équation intégrale (tr-l), on

obtient pour le chamP e(f ) :

(4,,3 -tY
[4-4-4)

En prenant en compte le résultat (tr-10), 6C(f ) prend la forme suivante :

. t

6c(7)= ACroorG)+ pacco > ++ô(E)
iaoa ' " ' r

er,(7 ) = Eij - I 'ire -7, ) ACI:,,*, e*,(7') er (f', ) dr
v

-; 
[,rir1 

-7,) Acii,,-e*,(r,, ,*fr an,oro 
tt

q,v
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Compte tenu des propriétés de la fonction caractéristique er (f ') et de la

distribution ô(S1), l'équation intégrale (tr-13) devient :

ei j(7 ) 
--  8..- AC;^, e^n(?') drIr;"(7 -r')

vr

"si
ACI;^, e*,(î* ) o**^ 

n'-r4

^ aa a:a

Sr+ est la surface extérieure de I'inclusion et F+ un point de I'interface

inclusion-enrobage vu par I'extérieur de f inclusion (du côté de I'enrobage), les

composantes tmn€* ) décrivent alors le champ des déformations à f intérieur

de I'enrobage en un point très proche de I'interface. Par conséquent, on peut

relier ce champ à celui à I'intérieur de I'inclusion en utilisant les opérateurs

interfaciaux de la mécanique des solides. Ceci fait I'objet du paragraphe

suivant.

4, Ees opérateurs interfacÏantx.

Le champ de contraintes dans la couche varie de manière complexe. De plus, il

existe une discontinuité des champs O et € au passage d'une interface. Lorsque

l'épaisseur de I'enrobage est faible, on peut admettre raisonnablement que les

champs o ou (e0 e sont unifonnes selon l'épaisseur de la couche, si bien que

I'on peut relier les déformations de part et d'autre de l'interface (inclusion-

enrobage) à partir d'une formulation simplifiée des équations de champ

(equilibre et compatibilité) conduisant au( opérateurs interfaciaux [9, 10].
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Soit le cas général de deux solides (1) et (2) deconstantes élastiques C1 et

c2 sêparês par une interface de normale unitaire fr (fig. II-2).

(o ' , t ' )

c2

PHASE (2)

INTERFACE

7ig,II-2 : Problème dtinterlace dans les matériaux

comPosites.

On désigne par ( Or , er 1 et ( O2 ,e2 1 les champs des contraintes et

déformations de pilt et d'autre de I'interface. Comme il a été démontré par

Eshelby, Hill et V/alpole Ï6, g, 101, ces champs peuvent être reliés

explicitement au travers uniquement des propriétés élastiques des constituants

de part et d'autre de I'interface et la normale unitaire à f interface.

En effet, le fait de supposer qu'il s'agit d'une liaison parfaite entre les

deux phases (pas de glissement), conduit à une continuité du vecteur

déplacement

PHASE (1)

l",f=u! -rl -o

24
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et une continuité du vecteur contrainte

["u] ,j =("t, - 4) ", 
: o tr-16

où n; sont les composantes du vecteur normal unitaire.

En un point f (x) de I'interface, les conditions de compatibilité dui -t4,jfui

et la continuité du vecteur déplacement imposent pour le saut du gradient de

déplacement l'équation suivante :

I  l ,  
'

l",,il d.x, = fu!,i - t?r,) dx, - o r-fl

et puisque nidxi = 0, la condition (tr-17) est équivalente à :

r  1  1 , ,2  - i  v ,  t r -18
l",,tl= u!,j -ûri - Lrni

et le saur des déformatioo* [e;;] s'obtient par symétrisation de l"t,i) par

rapport aux indices i etj

tr-19

où ,[ est gn vecteur de proportionnalité (correspondant à I'amplitude du saut),

il est déterminé complètement par la condition (voir annexe-B) :

c[e1\ûi = *1ae?oP,
r-20

Le vecteur î, peut être évalué à partir des composantes du champ de

déformation dans chacune des phases, on obtient alors pour le saut des

['u] = tt, - ,7i = 
ïVtn, + L, n,)
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déformations les deux expressions équivalentes (voir annexe-B):

l'!, - ;1, = nla (Cn*,- cL*,) '?*,
\eu 

- ttu = *io, (co,^,- t ^,) t!,*,

Cette équivalence est confirmée par I'identité suivante (voir annexe-B) :

rlo, Fî,mn cL*,) 1""0n = Pion - '?rn

K!*: Çiwni nr

5, s4pplicatÎon au problème de I'inclusion enrobée,

où p* (*:1 ou 2) est I'opérateur interfacial qui dépend de la normale fr à

l,interface au point considéré et des constantes élastiques C* du milieu (*)

(* = 1 ou 2).

on montre que I'opérateur P s'écrit sous la forme suivante (voir annexe-B) :

n]*t:IF;;' ni nr * xior ni n/ * Ki,-t ni nr * xltr ni ûr) wzz

où K'l est I'inverse de la matrice de Christoffel K dont les composantes sont

données par :

n-21

u.-22

[-24

A présent, I'analyse précédente peut êfe spécifiée dans le cas du problème

d'inclusion enrobée où la phase (1) est décrite par une inclusion entouée par

un enrobage mince qui constinre la phase (2). Ainsi, à I'aide des équations

(tr-21), @-23) et (n-24), on peut relier les déformations e(f+ ) et e(f- )

26
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où i- est un point de I'interface inclusion-enrobage vu par f intérieur de

I'inclusion et ACr" = Cr - Cc.

En première approximation, on remplace dans (II-14) et (tr-25) le champ

e(î) ff eVr) pæ sa valeur moyenne eI dans le volume V, de I'inclusion, de

telle sorte qu'on peut écrire eF+ ) sous la forme approchée suivante :

de part et d'auffe de I'interface par la relation exacte :

ÊijT+ ) = eijT- ) + P,o/Cc,fr) Acfi,n t ewt7- )

eijff+ ) = €li + Prin(C",rt) ACIi,wt sr,m

e,,(7 ) - Etj - Irlj"(7 
-7,) ACI1,*, ef,,dr,

vr

- 
) I-ryrr -7+ ) ACI,,,r,'k o**ot
o sr*

osi

TT-25

tr-.26

u, -27

et en substituant le champ e(l* ) par son expression @'-26) dans l'équation

intégrale (tr-14), il vient :

,i,o**rt

Læs champs eiif) sont en génêral difficiles à évaluer. Par ailleurs, dans les

problèmes d'homogénéisation pour un milieu dans lequel le tenseur C(î ) est

uniforme par morceaux, seules les déformations moyennes d'une phase

interviennent (cf. $ m). On se propose, dans le paragraphe suivant, de déduire

de (tr-26) et E-27) les déforrrations moyennes dans I'inclusion et
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I'enrobage, ce qui permet par la suite de résoudre le problème de localisation

de I'inclusion enrobée.

6. Déformations moAennes dans I'inclusion et ltenrobage.

Les défonnations moyennes dans I'inclusion et I'enrobage, notées er et

tc, sont définies par :

,  l feli =VJtr(7)dr
, v l

IT-28

u.-29

- +> I { f Gre - r* ) *Vrr*g,*rnçc,n)^c1q,,,l,p^*$ ^
. a s1 lr/r ) 

Pq'ù 'r^ aa a:d

D'autre part, l'épaisseur de I'enrobage étant supposée petite, le calcul de la

valeur moyenne de la défonnation dans I'enrobage est effectué en supposant

que le champ E(î) (î eVù est uniforme selon l'épaisseur de I'enrobage et

égalà t(f*). Dans ce cas e(f ) (f eV") ne dépend que de la normale fr àla

frontière de V, et de ce fait, on en déduit à partir de (tr-26) :

. | l.tf =EJ"tr(r) dr

tI est calculée à partir de l'équation intégrale F-27), on obtient :

,'u: Eu -+llry*c -7') ̂c',:*, et^,dr dr

-l- +1 ,$ {;* c -7+ ) d'Y'r*'*' +#.0'

28
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tr-30

pour résoudre (IT-29) et (II-30), nous utilisons, dans la suite, la relation

suivante, qui relie le tenseur de Green modifié à l'opérateur interfacial calculé

par rapport à un milieu de référence de propriétés C0 (voir annexe-B)'

,f :,',i *+{{* ( c",n) o,\ o*,,h

I r;r(7* -r ) dr = Ti*(co ) - P,io,( co,fr )
vr

où

rikt(c" ) : Iri*tr 
-7') dr' si 7 ev,

vr

est un tenseur classique qui se déduit facilement du tenseur d'Eshelby S [6] par

c  - r I  / / -o t îo  t r -33uiimn-,ijkr(Co) CEmn

Compte tenu de la relation (tr-31), l'équation intégrale U-29) devient :

tr-31

u,-32

t'u = Eij - rlrlÇo ) acrfr,*, er*,

+lrf ,c )> 
[, * # 

ds -> 
!,, 

^# 
*Pri*t( 

co' u as\dcp,*, er,*

-+;rlr4co ) ̂ ci,i*,,\ 
{r*&U',,*on( 

cc' n ) dsld$n, e!,, a' - 34

. +4 !,,^tfr,ur, 
o, n ) aclr,,* p,*pq( c, n ) ds tcfn, el,

29
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et d'après les propriêtés (n-22) des opérateurs interfaciaux

Pijrd( Co, fr ) Acii*,P*rpq( C, fr ) = Pijp q( Co, fr' ) - Piipq( C", fr. )

on obtient frnalement

tr-35

tr-36

tl, = Eij -rlntGo ) ACrk?,*, err*

. l  -  An  u2  .  An  v2  I

ïlrU,( c" )> !,, 
^# 

* ds -> 
!,, + # 

prin( co, n t asltcz; el,

rlj kt ( c. ) ̂  cf,?,*,,+ y 
^t 

# 
r,* o n ( c", n ) d $ ̂  c;q,, rl,

- 
+4 [' + *{r','t 

c'' n ) - PiiH( co' n )\as dcr;^,er*,

VI

On voit clairement que le premier terme er = E -TI(Co ) ACro EI est

classique et tient compte de I'hétérogénéité, introduite par I'inclusion. On y

trouve le tenseur classique Tr qui intervient dans les formules d'Eshelby-

Krôner des problèmes d'inclusion. Il est calculé par les techniques habinrelles

dans le cas général d'une inclusion ellipsoïdale de forme quelconque et pour

des anisoEopies quelconques de la matrice.

Les trois derniers termes sont dus à la présence de l'enrobage, ils dépendent

des propriétés mécaniques et de la géométrie de I'enrobage par I'intermédiaire

des constantes élastiques Cc et de l'épaisseur ̂da a. Ils font intervenir deux

intégrales de surface :
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!,r+*P*,,n(c*,n)ds

{ , * * ^

En introduisant la forme approchée de 02 G ) - er e )

e2 F ) - er ff ) = 6ot (7 ) = > r++ô(^U
7' ai ai

d,

d

u,-37

tr-38

tr-40

avec C* = Co ou C* = Ct.

Vu les expressions compliquées de la projection orthogonale p et I'opérateur

interfacial P, la résolution directe de ces intégrales de surface nécessite le

recorus à des méthodes mathématiques complexes. C'est pourquoi, dans la

suite, on se propose de déterminer ces intégrales en se basant sur I'hypothèse

de la couche mince et la relation entre I'opérateur interfacial et le tenseur de

Green modifié. En effet, on peut étendre I'intégrale sur yc en une intégrale sur

le volume représentatif V en l'écrivant sous une forme utilisant les fonctions

caractéristiques 02 et 0l :

tr-39

il vient :

u" - ldr 
- 

I{t'e ) 
- er 61} ar

ucv

'=[1'#+6(\) dr

31
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et en utilisant les propriétés de ô(Sr), on obtient :

v"=?l ,#?'
,s I

r-42

En conséquence, I'intégrale (II-38) n'est autre qu'une forme approchée du

volume Vc de I'enrobage.

D'autre part, à partir de la relation (tr-31) écrite par rapport à un milieu de

référence de propri étés.C" (x = o ou c), il vient :

pijkt(c*,fr) = r:til(c. ) - I4o,rr* 
-71 dr [-43

vr

où l-* est le tenseur de Green modifié du milieu C*.

En intégrant cette expression sur le volume Vc de la couche, on obtient :

Ir*r(c*,fr)dr =u"rln(c* )- J J ffio,G* -i) dr+dr tr"44
uc v"vt

etdufai tque V"=Vr-V, leterme JJI+ F* -71dr+dr peutêtre
v"vt

décomposé sous la forme suivante :

![rrr* 
-i) dr+dr= JJ f c* -r) dr+dr-JJ f rr-î') drùl r-4s

v"vt vzvt vtvt

Par ailleurs, d'après les résultats d'Eshelby concernant I'uniformité de

Ir- f, -f') dr' powune inclusion ellipsoidale, on a :
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I4.F 
-r' ) dr' - r?*(c.) si r ev,

v2

a-46

I4"F 
-7' ) dr' = rikt(c. ) si 7 ev,

vr

Par conséquent, il vient :

I [fine* 
-r ) dr+dr = vrrf*(c. )

vzvt

tr-47

I Ifir,e -7') drdr:\riw(c. )
vtvt

ce qui permet d'exprimer G-a5) sous la forme :

I [ryrT* 
-7 ) dr+dr =vr(firrc. ) -ri,"(c" )) rI-48

v"v.t

Le tensear T2 (C. ) est calculé sur le volume V, de I'inclusion composite

(inclusion + enrobage) supposée de forme ellipsoidale. Comme pour Tr (C* ),

ce tenseur est classique et se déduit facilement du tenseur d'Eshelby. Notons

également que Tr (C. ) dépend de la géométrie de I'inclusion par

I'intermédiaire du rapport d'axes oiloi tandis que T2(C*) dépend de la

géoménie de I'inclusion composite par I'intermédiaire du rapport d'axes

a, + Aatf oj + Aoi .

Dans le cas particulier d'une géométrie homothétique où + 
--+,on a :' a ia j
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a, * aa,
Æ :
ej + Aaj

I ,rr(c" ,n) d.r = v"rlw(c" ) -vr(rfr,t(c. ) -rlnÇ. ))
vc

-o i
oj

r-49

II-50

r-52

et de ce fait I'inclusion et I'inclusion composite ont le même rapport d'axes et

par la suite Tz (C. ) = Tr (C. ) .

En introduisant (tr-48) dans (tr-44), on arrive à :

De même, I'intégrale de I'opérateur P sur Vç peut être étendue en une

intégrale sur le volume représentatif V en introduisant la fonction

caractéristique 6er G ), on en déduit donc :

tr-51

et à partir de I'expression (tr-10) ae 60rçf) et les propriétés de ô(Sr), il

vient :

I ,ur(c* ,fr.) d.r = I ,u*(c* ,fr.) 6er G ) ar
vcv

:

^
/ v r--a

%

I,rur(c*,rt) dr =,I J Pii^(c*,or+ fro ot
vc  ds l

D'où finalement

> I Pijkt(c*,rt)
asI *, 

ds -v"rlwrc. )-vr(rîr(c. )-rirrc. )) tr-53
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Les résultats (tr-42) et (tr-53) permettent alors d'exprimer les intégrales de

surface (tr-37) et (tr-38) en fonction de tenseurs connus ; les tenseurs Tr et T2

calculés respectivement sur les volumes V, et V, de I'inclusion et de llnclusion

composite et qui se déduisent facilement du tenseur d'Eshelby.

Finalement, avec les résultats précédents l'équation (tr-36) devient :

- Erj -Ç,r(co )Ac\?,rufr,rut

+rjn(co 
)ACIÏ,,ut kon(c" )AC;qo,L

+{r}*/c" )-rirçe t}rcf;,,*el, II-54

+ (rij,,*+rln(co )Acl,n)(rkon(e ) -rkorrc" ))Aqn,rl,

On peut également déduire les déformations moyennes dans I'enrobage par

lTntermédiaire de l'équation (tr-30) et en utilisant le résultat (tr-50) :

tr-55

Les équations (II-54) et (II-55) ont été développées dans le cas génétal

d'inclusion enrobée de forme ellipsoldale avec une géométrie non

homothétique et une anisotopie quelconque des tenseurs C, leur résolution

permet de déterminer les tenseurs de localisation des déformations Ar et Ac

dans I'inclusion et I'enrobage et ne nécessitent que le calcul des tenseurs Tr et

T2.

ei = ,',j *{r;rc )-It :-(c" )-r}rrc" t)}dcfi*,e;
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Le calcul de Tr et T2 est classique et déjà acquis par de nombreuses études ;

on y exploite notamment trois méthodes valables pour une inclusion

ellipsoldale dans un milieu anisofrope 114,15, 161 :

- méthode de la transformée de Fourier,

- méthode des fonctions potentielles,

- méthode directe à partir des résultats d'Eshelby-

Dans le cas de,deux inclusions ellipsoidales homothétiques qui définissent

f inclusion 1 et son enrob age c les tenseurs TI et T2 sont équivalents et par

suite les équations (tr-54) et (tr-55) se réduisent aux formes suivantes :

,tJ - Eij - rir( co ) ACI?mnEr,,ut

+ri^( 
co ) Acll,*trk*( c" ) Aqqorl,

-+Vi.(c" ) -ri,(co )I^crki,w,et*,

tr-56

tfj = eli +rfiwG" )A tr-51

On voit clairement que la solution du problème de I'inclusion enrobée

élastique, dans le cas d'une géométrie homothétique (T2 =TI), se ramène

uniquement au calcul du tenseur classique rI. D'ailleurs, cette géométrie

particulière décrit, par exemple, le cas de deux inclusions sphériques

concentriques décrivant la topologie d'une inclusion enrobée sphérique. On se

propose dans la suite de poursuiwe les calculs dans le cas d'une inclusion

enrobée sphérique et de propriétés élastiques isouopes et de déduire de (tr-56)

cli*,ek
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et (II-57) une forme analytique des tenseurs de localisation AI et Ac de

l'inclusion et de I'enrobage.

7. Qas partÎculier dtune inclusion enrobée sphérique

et de matériaux à comportement éIastique Îsotrope.

On se propose de déduire de (tr-56) et (tr-57) une forme analytique des

tenseurs de localisation des déformations Ar et Ac dans le cas d'une inclusion

enrobée sphérique et de matériaux isoftopes.

Les constantes d'élasticité de I'inclusion, de I'enrobage et de la matrice sont

données respectivement dans le cas isotrope par :

cl* : hr6ij6. + pr ( 6ik6 j, + 6;16 y)

CTiw : Lc 6ij6kt + pc ( 6ik6 j, + 6;161) tr-58

Cf, : Lo 6ij61 + Po ( 6,06 it + 6i161r)

où (ÂI, pr ), ( L", lt" ) et ( )"o ,1ro) sont respectivement les modules élastiques

de f inclusion, I'enrobage et la matrice.

Dans les équations générales les différence s ACro, AC"o et AClc s'écrivent

sous la forme :

AqfH - ( Lr - Lo )6ij6kr+2( ttr - Po )I,io,

Aqfrt = ( Lt - Lo )6ij6' +2( tt" - lto )Iijr,t tr-59

ACIj"o, - (Lr - hc )6ij6'+2(pr - p" )Iijnt
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1
où lijkt -;(6ik6 jr+ 676iù est le tenseur unité de 4e ordre.

D'autre part, les tenseur s Tr çc" ) et Tr (c" ) se déduisent du tenseur classique

d'Eshelby et on obtient dans le cas isotrope les formes analytiques suivantes :

rj *1 ( co t -- ffi, 
I,io, - 

#v\ 
6,i 6 o,

(4-sf )
I5lt" (I- v" ) 30tt" (I- v" )

tr-60

6,j60, tr-61Tlrl( C" ) = Irj,

A partir de (tr-59) et (tr-60), on en déduit :

rfipl(co)^eoet*,=(ffi ffi
u.- 62

_ ( l t r - l - ,ot  \  r , (+-5"")( t t r - t " )  
L, . .__

r1yto(L:d uô*+ffi ^iimn

En introduisant le module de compressibilité k = h *?U, Q-62)devient :

r]14(co)ACI,*,=(ffi &r -ko )
10po (L- vo )

tr-63

_2 (4-5vo )( t t l  - , ,o r \  
,Z(4- 5vo )( t t r :  t to )  1, , . .  -

3 rlttofl-# f,u"* 
' 

r1tro(l- {ltimn
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où encore :

rlu( co ) ̂cI?^, : (ffi -zr ̂ =rïillll 
"if 

))u, u.*
n -64

.frffi(Pr-tto)Iii*o

En introduisant les paramères ctro 
"t Êo définis par :

^.o _ 1 1+ vo Bo =! +-Su! tr_65a"=5 
t-vo '  : i5 

r-*

et en utilisant le fait que :

, ,  _3k(t-2v) tr-66r 2( l+ v)

(tr-64) devient :

rlr,lco ) ̂cI,,*,= 1['" ry - Bo ry)uru,*,
n-67

+BoryI,j,*,

De même on a :

rikrrc" ) ̂cf,i,*,= 1["" ry - Bo ry)uru,*,
/ tr-68

+ Bo 
( It' --tto ) 1,,-n

po 
-rJmrl
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rj14c" )^ilk : â["" ry - Bo ry)u;*,
tr-69

+Boryr,j^,

Des relations (tr-67), (II-68) et (tr-69) , nous obtenons pour la déformation

-oy"oo" tr t

T - t( ao(n!rno) +U{a"0-:ao) _ao(r.;uc)\çnr_1r"1ti i :nû-3[ 
f t .  " n1 o" 

- 
7ro I,*

- PaP .+{n# ryl' u' - tr')uu4 70
_( F"(ttr: tt" ) *4{p"O- p" t _py-Rc rl - \

t tto q L p" u#l'Pr 
- u" t 

)"u

q est un paramètre qui dépend des dimensions de I'inclusion et I'enrobage et il

est donné par :

a3
a = 

,* a;p u,-71

avec a le rayon de I'inclusion et Aa l'épaisseur de I'enrobage.

La dilatation volumi qu" ef,1, peut être déduite de (tr-70) par :

elk = Ekk -( a' t4., tc" I
\. ko

n-72

*I -q {ac 
0-- ao ) -ao (r- ac) 

}ror - k")lrhq L k' ko J' '  
')-
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ou encore :

nrcl* - Ek

&r-k")

On obtient ainsi l'équation de localisation des dilatations volumiques dans le cas

d'une inclusion enrobée sphérique. De la même pani|1s, on peut déduire une

équation de localisation de la partie déviatorique qui s'écrit :

On retrouve ainsi les termes classiques

ko + ao (kr - ko ).rylgcko 
(L- ao ) - aokc (r- ac )

' '  q  I  k t

7ro

et
ko+ao(kr-ko)

obtenus par Eshelby dans le cas du problème élémentaire de I'inclusion. Ainsi

I'effet de I'enrobage apparaît à travers les termes

po+Fo(ttr-I to)++ F"tto (r- Fo ) -_Fott" (L- F') i r, _ p" )

i6*Fo(ttr- t to)
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qui dépendent de l'épaisseur et des propriétés élastiques des trois constinrants.

D'autre part, en posant :

Mr=
acko ( l-  ao ) -  aokc (I-  dc )

kc

NI=
F"tto(L- Fo )- Fott"(I-  F" )

p"

et

ko + ao (kr -ko ).+

po+Fo(ttr-po)*+

l'équation (tr-70) devient :

,t, = Nr Eij *tr @t - NI) E* 6,j

ce qui permet de déduire le tenseur de localisation Ar par :

tr-73

4io,= Nr liln*I @t-NI) 6t 60, r-74

On peut également déduire une forme analytique du tenseur de localisation

dans l'enrobage à partir de (tr-57) et en utilisant le résultat (tr-69) :

tia = *t ( p" + F" !t!r - tr") J r*,JKL 
\. p" )

TT-75

) ]  

" *

-t/")
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Pour vérifier la pertinence des approximations effectuées, on compare les

tennes Ur(q) et NIG) à ceux que I'on peut dédufue d'un calcul exact dans le

cas d'une inclusion sphérique enrobée obtenue par Zaottr et Hervé t131.

Ce modèle est basé sur le schéma à nois phases de Christensen et Lo [17]

qui a été introduit pour mieux décrire les interactions entre I'inclusion et la

matrice, pour les biphasés classiques (inclusion-matrice), et par suite,

améliorer le modèle autocohérent classique. Pour cela, I'interaction entre

I'inclusion et le milieu homogène équivalent a été remplacée par celle d'une

inclusion enrobée et le milieu homogène équivalent, et où I'enrobage est

constitué par la matrice ffig. il-3). La solution de ce problème est basée sur la

résolution des équations aux déplacements de Navier en élastostatique, d'où la

géométrie particulière d'inclusion enrobée sphérique et de milieux isotropes.

ON MILIEU HOMOGENE
EQUWALENT

fig. II-3 : Schéma à trois phases de Ghristensen et Co

E
INCLUSI

N
MATRICE
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Les termes MrG) et NrQ) déduits à partir de la solution exacte de

Hervé etZaotli [13] sont donnés Par :

é

ur(q) =

ur(q) -225(l- vo )( l-  f  )xo x

-4(Xo - 1)[ qrq7l3 - Tf 0 -I}r,c ) +35q2 (r - v" )

avec:

t  - lz1+- 5 vo )c + (7 - 5vo )AXo]f t" -r) + 525r72 (r- v" )

lr"t f 
- vo )q+ (1- ,o )rflxo

nr = (4g -50 vc vr )rc+ 35(1 + K)( vr -zvc ) +35(2vr - f  )

n2 =(7 +5vr)(L+K)+4(7 -tOvI)

n3 = 2( l  + K)(4 - 5vc ) +7 - 5vc

*=1-,
p'

x, -4
tr

n = alrf -2rc(4 - Svc )e)fnrqTt - ,t'Q -Iole )l-t26rcr72q(I

t = -[ rf + K0 - sv" lq]l+rf q7t3 + Tf 0 + 5f )l-r26n72q(r-

_ q2l3 )2

q2l3 )2
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Dans le cas où

(ltr -L5o GPa rvr =0.2),

( l t" = 15 GPa, vc :0.2)

( lto - 1.5 GPa rvo = 0-2),

les valeurs de Ml(g) et Wr(q) obtenues par la présente approche et celles

déduites des formules exactes de Hervé etZaoui sont reportées dans les figures

(tr-4) et (tr-5) en fonction de q.

on constate que les deux modèles donnent pratiquement les mêmes résultats

jusqu'à un rappo 
" + 

= 20Vo.

L'avantage de la méthode simplifiée présentée ici réside dans le fait

qu'elle peut s'étendre par voie numérique aux cas d'inclusion enrobée

ellipsoidale et de matériaux anisstrepss'
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Èn

z

-o- Solution exacte(Hervé et àaoui)
:---+- Modèle proposë

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

Viq. U-q : Comparaison du facteur Wr (q) déduit à partir du

modèIe proposé à celui calculé par Ia solution exade pour

différentes valeurs de q.
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\i

E

-G- Solution exacte (Hen é et àaoui)
Modèle ProPosé

0.03

0 .025

0.o2

0.015

0.01

TiE II-S: êomparaison dufacteur Ur(q) déduit à partir du

modèIe proposé à cetui calculé par Ia solution exacte pour

différentes valeurs de q.
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8, Conclusion

Dans le cas général d'une inclusion enrobée ellipsoïdale, avec une

géométrie non homothétique, dans une matrice anisotrope' le problème de la

détermination des champs de déformations moyens locaux est résolu par les

équations (tr-54) et (tr-55). Les relarion de localisation nécessitent le calcul des

tenseurs T2 et TI qui requiert des méthodes numériques dans le cas d'une

matrice anisotrope et d'inclusions ellipsoidales. Dans le cas d'une géométrie

homothétique les équdtions sont réduites aux formes (tr-56) et (II-57) qui

demandent uniquement le calcul du tenseur classique ]"I.

La comparaison avec une méthode de résolution exacte, dans le cas d'une

inclusion enrobée sphérique et de matériaux isotropes incompressibles, montre

que le calcul des déformations moyennes locales avec l'hypothèse d'un champ

moyen selon l'épaisseur de I'enrobage et en utilisant le champ moyen dans

I'inclusion, constitue une évaluation correcte des effets de I'enrobage, tout au

&ttt.moins lorsque :o

Le calcul des contraintes moyennes dans I'inclusion et I'enrobage découle

directement de (tr-54) et (tr-55).
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on peut souligner I'intérêt de ce modèle en faisant deux remarques :

- sa facilité de mise en oeuvre ; on précise par là que les calculs qu'il

induit ne sont pas plus difficiles que ceux des problèmes d'inclusions classiques.

- son originalité,; cela provient du fait qu'on a utilisé simultanément

l'équation intégrale et les opérateurs interfaciaux, de même il présente une

approche nouvelle du problème d'inclusion enrobée qui a le mérite de

s'appliquer à des inclusions ellipsoidales et de matériaux anisotropes, alors que

le schéma à trois phases de Christensen et Lo n'a été développé que pour des

inclusions sphériques et de matériaux isotropes'

Dans la suite, nous utilisons les résultats précédents pour calculer les

propriétés effectives d'un matériau composite contenant de nombreuses

inclusions enrobées. Dans ce cas il faut prendre en compte les interactions

entre ces dernières, interactions qui sont évaluées par f intermédiaire d'une

approche aurocohérente dans laquelle une inclusion enrobée est plongée dans

un milieu infini dont les propriétés sont celles du milieu homogène équivalent'
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CHAPITRE III



@ hapltre I II t Apptochc Atttocohérente et Appllcatbrrs aux Qomposltes,

IUT trr AIPP]R.OEH]B AUTOEOHE]R.IENIT]E ]BT

APIPTITEATIIONS AUX E@MIPOSIITIBS.

l. Position du Problème.

La résolution du problème de localisation par la solution du problème

élémentaire d'une inclusion enrobée en interaction avec un milieu homogène

de propriétés élastiques Co, nous a permis de relier les déformations

moyennes dans I'inclusion et I'enrobage à la déformation macroscopique

imposée à I'infini. On peut directement utiliser ces résultats pour déduire le

comportemenr global dans le cas dilué (faible concentration d'inclusions

enrobées), par contre, dans le cas non dilué il faut tenir compte des

interactions entre inclusions enrobées et ceci en utilisant une approximation

autocohérente.

On se propose, dans ce chapitre, de déduire le comportement élastique

global d'un matériau composite constituant un milieu élastique infini composé

de trois éléments différents, d'une marice dont les caractéristiques mécaniques

sont représentées par le tenseur CM et d'inclusions de forme ellipsoïdale dont

les caractéristiques mécaniques élastiques sont représentées par le tenseur CI'

Chaque inclusion est entourée d'une couche mince qui constitue l'enrobage et

dont les propriétés élastiques sont désignées par C". On suppose également que

I'inclusion composite (inclusion+enrobage) est de forme ellipsoidale'

On note par V le volume total du milieu élastique, Vtle volume total des

inclusions, yc le volume total de l'enrobage et V1a le volume de la matrice de

telle sorte que V - Vt * Vc + Vrvr.
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En infoduisant les tenseurs de localisation reliant les champs locaux aux

chargements mécaniques, les relations de moyenne de Hill-Mandel pennettront

de déduire le comportement effectif global du composite. Ceci permet

d'obtenir une extension de la méthode d'homogénéisation classique aux cas de

matériaux à trois phases. Les tenseurs de localisation sont évalués à partir

d,une approximation autocohérente qui consiste à faire un choix particulier du

tenseur Co décrivant la "matrice" et à limiter, dans le cas de la méthode

autocohérente à un site, les interactions entre constituants à celles entre une

inclusion enrobée ellipsoidale et le milieu homogène équivalent considété

comme matrice.

Les équations obtenues à partir de la formulation autocohérente sont

appliquées pour déduire I'effet de I'enrobage sur le comportement d'un certain

nombre de matériaux réels. La confrontation des résultats obtenus avec des

mesgres expérimentales aussi bien qu'avec d'autres approches pennet de tester

la validité du modèle proposé dans ce travail.

2. tltappels sur les technÎques d'homogénë,Îsation

Si on applique au milieu élasûque une déformation d'ensemble E à la

frontière du volume élémentaire représentatif, elle sera égale à la valeur

moyenne volumique des déformations locales au sein du composite :

ru-l

où e(f) est la déformation microscopique au point f du composite'

1 r
Eij=iJtu(f) dr

v
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rn-2

Les coefficients de comportement homogénéisés seront les coefficients qui

relient la moyenne E sur le volume V de la déformation locale e(l) àla

moyenne E de la contrainte locale o(F ) :

Itr:3

La contrainte d'ensemble

la moyenne sur le volume

Dans ce cas, Cttr désignent les constantes

composite.

D'autre part, on peut écrire d'après la

comport€ment élastique linéaire :

^E résultant de I'application de la déformation E est

V de la contrainte locale o(V ) dans le composite :

élastiques effectives du matériau

linéarité du problème Pour le

1 r
2,j=iJ"r(7) dr

V

Eij : cTf, u,

e,,(î)=A,,0,(7) Eo, III-4

où A est le tenseur de localisation des déformations.

En appelant €I la déformation moyenne dans la phase <<inclusions>>, €c

déformation moyenne dans la phase <<enrobage>> et €M celle dans

matrice, on peut écrire à partir de (Itr-l) :

la

la

Erj =#t'u*#'i,.Yty
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On pose :

'V '
f' = 

I fraction volumique de la phase <<inclusions>>'

f" :+ fraction volumique de la phase <<enrobage>>'

f* = 
# 

fraction volumique de la matrice'

eton ai  f r  + f"  +-fM = 1

Avec ces notations, (fII-5) devient :

Eij=f" l i+fcefi+ftt l III.6

De même pour les contraintes, si on désigne par E la contrdinte

macroscopique, Ol lacontrainte moyenne dans la phase <<inclusions>>, Oc la

contrainte moyenne dans la phase <<enrobage>> et OM celle dans la matrice,

on a:

2,j = T'oli+ f"oli+ f*of III.7

A partir de (Itr-4), on Peut écrire :

th = 4ia Ea

tf = 4jw Ew

Par ailleurs, la loi de Hooke permet d'écrire :

oI = clio'e"

4i = Cfin elt

Itr-8

Itr.9
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et compte tenu de (m-8), on a :

oli = C!,, Ær*, n*,

4i = Cfio, Afu^n E*

De même dans la matrice, on a :

ol = Cfft eY

D'après (III-6) :

,Y =rtFr*- f'Afio,- f"410)Ea

trI-l1

rr-12

III.13

tII-14

et

of = 
#ryr(rr^,- f'ffi^n- T"Alm,,)t*,

des relations (III-7), (m-11) et (III-14), nous déduisons pour I :

z,,j = Fi,*, + Tr r c\w - cYil ArH*, + r" ( cli*t - c\r) Alu,*)u,*, trI-15

relation qui permet d'obtenir les constantes élastiques Ctfr sous la forme :

qfrrrr:^cf,*, + fr ( cli*t - qil Æa,,* + f ( Ç1*t - cY. ) Ah,,* trI- 1 6
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On obtient ainsi à partir d'opérations de moyenne classiques, basées sur le fait

que les déformations et les contraintes macroscopiques sont les moyennes des

champs locaux correspondants, une forme gén&ale du comportement effectif

dans le cas de milieux à trois phases. Cette relation fait intervenir les

caractéristiques mécaniques des divers constituants composant le matériau

hétérogène ainsi que leur fraction volumique. Cette forme est fonction aussi

des tenseurs de localisation AI et Ac des déformations moyennes dans les

inclusions et les enrobages dont la détermination s'effectue à partir d'une

approche autocohérente.

3, Ap p roche autocohérente.

L'Approche autocohérente (ou méthode self-consistente) consiste à

calculer les coefficients élastiques équivalents d'un matériau composite

contenant des inclusions enrobées de forme ellipsoïdale noyées dans une

matrice en considérant I'interaction entre une hétérogénêitê qui est I'inclusion

enrobée et le milieu équivalent au milieu hétérogène initial. Ce milieu

homogène a les propriétés élastiques équivalentes Ce,n -

C.fr

cr

cM

Matériau composiæ à
renforts enrobés

CC

Matériau homogène équivalent
contenant une inclusion enrobée

7ïg.III-| : Schématisation du modèle self-consistent
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On voit alors que la détermination des tenseurs de localisation Ar et Ac, pffi

I'approche autocohérente, se ramène à utiliser les résultats du problème de

I'inclusion enrobée hétérogène, traité au chapitre II, dans lequel il suffit de

remplacer dans les équations Co par Ctff qui représente, dans ce cas, le

milieu homogène équivalent. Par conséquent, les équations (II-54) et (II-55)

deviennent :

tli = Eij -'?,rt'*' )ac!,,*,er,*,

+ri H( c"rr 1 tc\,*,rkon( c" ) Ac;q,,er,,

-#rF;,(e ) -ri,(c"u t!dct;,,*et*

+ ( rij^,+ r]*t(c"n )ach^n)(r3*n(c') -hrnrc l)M;,",t},

trr-17

III- 18

Ar et Ac

elj = ,,,j *{r;o,tc" ) -+(rî,rc" ) -ri,rc" t)ldcy^n '*,

où /Cr =Cr _C.fr et ACc =Cc _C"tr

et dont la résolution pennet de déduire les tenseurs de localisation

par :

4i,, =ttu,, * rloo(en )ACIq,, +

* (r,i,*, + r]*t( etr ) dch,*,)(rfurot c" ) - rkooc )) At^ m - le

. 
+(rj,( 

c"n ) ̂er,,*rhq( e ) * (ri*c ) - rlion( ctr ù) oqr )-t
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4iro={,,^, , *(rir(e )-#(rfntc t-riwrc" \)dc',;^,\or*, m'20

Les formules (III-19) et (Itr-20) donnent les tenseurs de localisation

moyens dans I'inclusion et l'enrobage dans le cas général de matériaux

anisotropes et de renforts ellipsoïdaux. Ces renforts sont représentés par

I'intermédiaire de deux inclusions ellipsoïdales concentriques et non

homothétiques définissant les inclusions et leur enrobage. Cette représentation

est I'une des ptus générales. En effet, si on désigne par a, b et c les paramètres

de forme de I'inclusion ellipsoidale et par Aa, Ab et /c les épaisseurs de

I'enrobage colrespondantes, on peut traiter les cas :

- d'une géométrie homothétique par f intermédiaire du problème

d'inclusions enrobées sphériques où a --b --c et Aa = Ab = /c. Ainsi on

décrit I'inclusion enrobée sphérique par deux paramètres géométriques ; a le

rayon de l'inclusion et Aa l'êpusseur de l'enrobage avec 
#Ut.

- defibreslonguesenrobéesoù a -b ((c, Aa = Ab et Ac=0, c'est le

cas d'une géométrie non homothétique où la fibre longue enrobée est décrite

par trois paramètres géométriques ; a etc les paramètres de forme de la fibre

et Aa l'épaisseur de I'enrobage.

Dans chaque cas, on teste la validité du modèle en le comparant à des

résultats expérimentaux aussi bien qu'aux résultats obtenus à partir d'autres

approches. Auparavant, il paraît cependant intéressant de présenter des

solutions analytiques dans le cas de milieux isotropes et d'inclusions enrobées

sphériques.
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4, Qas d'un composite Îsotrope à inclusions

enrobées sphériques : solution analgtique.

Dans ce cas, les propriétés élastiques des constituants se réduisent aux

constantes rassemblées dans le tableau m-1.

tableau III-1, : propriétés étastiques des constituants isotropes

du composite.

Læ matériau composite contient des inclusions enrobées caractérisées par les

constantes isotropes CI et Cc telles que :

cljn = L' 6,i 6*t +2 ltr I,j* rrr-21

Çiot= ^" 6ii 6*t+2 lt" Iritt nI-22

Les constantes de la maEice supposée isofope s'écrivent également de la même

manière :

ifr= L* 6,i 6a+2 ItM liia rr-23

où / est le tenseur unité de 4e ordre.

I

I
Matrice lnclusion Enrobage

Coefficients de
Lamé L*, rt* L', rtt L", p"
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Nous nous proposons de chercher les solutions çetr17ef1 ,p"tr) du milieu

homogène équivalent telles que :

,?ff,-- ̂*t 6ii 6*t+2 tt"rr lrj,,t TTI-24

Pour cela, nous cherchons une forme analytique des tenseurs de localisation

des déformations Al et Ac déduits, dans le cas homothétique, du système

d'équations suivant:

rrr-25
+rfip1 G"tr ) Ac1^,*pq( c' 1 tcfn,el,

- 
"n?l,urc" 

) - ri Hc." ù ocf^n'l*,

elj = {r r,*, + T}p( c" 1 tcf^} er^,

du = Eij -Tj*r(c"tr )ACImr*

Avec I'hypothèse de la couche mince, on a:

&=L =3ao
fi vr -a

TTT-26

ITT-27

La forme analytque des tenseurs de localisation Al et Ac est déduite de celle

obtenue au chapitre II, où il suffit de remplac et Co par Ctff, on obtient ainsi:

4\*r = *' ,,it,*L, ('t- NI) 6,i 6,

6t

trI-28



Ghapltrc ttt: Apptoche Autocohérente et AppllcatÎons aux êomposltes,

,*,,., = *t ( P" + F" ( ttr - tt" )\ ,
\ikt - " (. lr" )'iikt

.â[,,(ry.)-",(ry)] ',*TTT-29

où

MT_

Treff * oeff çpr -.peff ) û+ oc1rerr 0_ aerr 1_ qeffp" 0_ q)
kr-k")

e / ' r  a  L  p t

On obtient ainsi les deux termes classiques

peff

obtenus dans le cas d'un matériau composite à deux phases.

On voit clairement que I'effet de I'enrobage apparaît à favers les termes

jAo f o"k"rr 0 - u"rr )- - u"n k" (l - a") 
]rot - kc )

a L k" )

3Ao {p"p"n o- pûr ): F"rr tt" (r- F ) }rrr - tt" )Ja 
L pc J '
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qui dépendent de l'épaisseur de I'enrobage et de ses propriétés élastiques.

.r., - Expression de hetr et p"tr .

pour pouvoir décrire le tenseur C"tr il suffit de déterminer )"ejrf et

It"tr.A partir de (Itr-16), ([I-21), (ltl-22) et (Itr-23), Ctff prend la forme

suivante:

qk= {^' 
* rtl(  ̂} - 7u )Mt +?, rt- NI )( pt - u',]

*r"l(L" - 7u )Mro" *!ruto'- NI v" )(p' - pM l)lara^,Ill-30

+zlrM + fr ( pr - |M)NI + f" ( p" - pM )Nrv"lrr^,

et d'après gI-24),nous déduisons pour Â"tr et 1t"ff :

xerr - À,M + frlt n, - xu )Mr +?, *t- NI )( pr- u"r]
III.3 I

+ f"l, ̂ " - 7u )MrO" *!t u'O' - NI vf )( tt" - r" r]

,ef f  = pM + fr(pr -qM)NI+ f"(p" -pM)NrVf [ I -32

où:

.^ kc+a"(kr-kc) - . -c,  pc+F"( l t r -p")
(P- :  e t  w- - -

1rc 
Y 

lf
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Les relations (m-31) et (m-32) sont des équations de second degré en

fl"ff et p"ff. Leur résolution permet de connaître le comportement effectif

global du composite à tois phases pour des fractions volumiques données des

inclusions et de l'enrobage.

On peut également écrire (Itr-31) et(m4D en fonction uniquement de la

fraction volumique des inclusions et l'épaisseur Aa de I'enrobage.

En effet, à partir de la relation (m-27) on en déduit que :

fc=3&ftr -a

ce qui permet d'écrire (trI-31) et (III-32) sous la forme suivante :

- qM)NI + zfftr"

2frr _ LM +fr 
{[f 

,tt - 7u )Mt +?, rt- Nr )( t - u" r]

*t+1, ̂ " - 7u )Mro" *!r utoc - NI ur )( tt" -r',])

III.33

[r-34

trr-35- tLM)NtvÉ),err -pM + rttr u'

Les résultats analytiques ainsi obtenus seront

résultats numériques obtenus par la méthode

suivant.

comparés par la suite aux

décrite dans le paragraPhe
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5. Méthode numérique (cas général).

Contrairement à la méthode analytique exposée précédemment, celle ci est

valable dans le cas le plus général du composite :

- forme des inclusions enrobées ellipsoidale avec une géométrie non

homothétique.

- comportement local anisotrope.

Les coeffipients élastiques effectifs du composite sont déterminés à partir

de l'équation (III-16) qu'on écrira d'une'manière détaillée en considérant les

expressions (III-19) et (III-20) des tenseurs de localisation AI et Ac èt en

utilisant le fait que dans le cas d'une inclusion enrobée ellipsoïdale les fractions

volumiques des inclusions et de I'enrobage sont reliées par :

f" =( &+AJ+&)rI ru-36
"  \ 4  D  C ) "

On obtient ainsi :

ctr =cM + f {dc* .(+ . + * 4)dc"*

r/
l, * l r' r c" ) +(+. + . +)-' (r' ( c" ) - rrrc"r)')a* llL \ \  4 D c/ '  ' )  

lJ

{r * 72 ççerr )acr + (r + 7t 1çrr )Ae)(r'z (e ) -7r 1çc )) rct" m-37

.(+.+.*)(rrççrr )^ccrt(c" )*(t' c )-7tççerrr)) ac"1-'

où ACWI = Cl - 6'tvt ACoM = Cc - 6'M
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On pourra remarquer que la relation (trI-37) est une équation implicite en

Cetr puisque ce tenseur figure dans les deux membres de l'égalité. Pour

résoudre cette équation, on utilise la méthode d'itération qui consiste, en

général, à partir d'une solution approchée pour aboutir ensuite à la solution

réelle. Dans un premier pas de calcul on peut injecter dans I'expression de Ar

et Ac, pour obtenir C"ff, des constantes élastiques initiales, par exemple, à

pafiir de la loi des mélanges obtenue par Voigt (Al = Ac = I) :

çeff _ çM * r'{dclM + (+.+.*)or*l III.38

Quand les solutions obtenues n'avoisinent pas les constantes élastiques injectées,

on calcule de nouveau les constantes C"ff en introduisant les solutions obtenues

dans I'expression de Cetr. On répète le même processus jusqu'à convergence.

On peut adapter le critère de convergence suivant :

1g III-39

où z est le nombre de pas dans le processus itératif et e un nombre petit

devant 1.

Les données nécessaires à la résolution numérique se présentent de la manière

suivante:
Paramètres
géométriques

I-es demi-axes de
I'inclusion ellipsoidale

a.b.c

Les épaisseurs de
I'enrobage

Ân- /ih^ /ra

Propriétés
mécaniques

fenseurs d'ordre 4 des constantes élastiques

cl,c" ,cM
Paramène
de précision e
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ApproximationdeloiBt
calcul de Cj

à partir de III-38

iter=0

Calcul des tenseurs
rr f c,Paï, ) et T2 G#;

Calcul des tenseurs de localisation
Ar et Ac

iter=iter+1

Algorithme f : Détermination des proprlétés elfectives

du composite à trois Phases

Test de convergence
F(iter, i ter-l)3e

Calcul Ae Q!jf*1 à partir
de Itr-37
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5., - Qonfrontation des deux méthodes (cas dtun matériau

îsotrope à renforts enrobés sphérÎques).

Le calcul numérique est effectué pour le composite à trois phases dont les

propriétés mécaniques des constituants sont données par :

PM = 1.5 GPa

[t" = 15 GPa

vM = 0.2

pr =150 GPa

vc = 0.2

vr = 0.2

et pour un rapport

Les figures (III-2) et (III-3) représentent les variations des modules

effectifs en fonction de la fraction volumique des inclusions sphériques. Sont

reportés sur les figures les résultats obtenus par la méthode analytique

(formules (III-34) et (I[-35)) et les résultats numériques obtenus par la

méthode d'itération.

On remarque que dans tous les cas, les courbes colrespondant aux

résultats numérique sont confondues avec celles obtenues à partir des calculs

analytiques. Les calculs numériques sont ainsi vérifiés dans le cas des

composites isotropes à renforts enrobés sphériques par la méthode analytique

développee.

Ao =lovo.
a
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Késultats numérÎques
o KésultaB

"  o  0.2 0.4 0.6 0.8
jradion volumique des inclusions

Tig.III-2 : Evolution du coefficient de î-ame L en lonction de la

fraction volu mique des inchtsions,

trtésultats numériques
o ftlésultats analgtiques

50

40

30
p"rï

20

10

oot

Tig,III-3 : Evolution da coefficient de f-ame p en lonctÎon de Ia

fraction volumique des inclusiotts,

jraction volumique des lnclusÎons
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Afin de vérifier la pertinence des approximations effectuées dans ce

travail, le modèle proposé est utilisé pour déterminer le comportement effectif

global des matériaux composites réels à trois phases. Les résultats obtenus sont

comparés avec des mesures expérimentales et des résultats déduits à partir

d'autres approches (théoriques ou numériques).

On uaite deux types de matériaux composites :

- les mousses syntactiques et les composites à base d'une maEice d'époxy

et de billes de verre enrobées par une couche d'élastomère. Ces

matériaux contiennent des inclusions enrobées sphériques et présentent un

comportement isotrope.

- Les composites à fibres longues enrobées qui présentent une anisotropie

dans le comportement global.

6, Application aux mousses syntadiques

Pour réaliser des matériaux poreux insubmersibles et ayant une très haute

résistance aux pressions hydrostatiques, on utilise des microbilles creuses de

verre pour le renforcement du composite. Les microbilles creuses ont des

diamètres faibles et contiennent un gaz inerte. Elles sont obtenues par passage

de poudre de verre dans une zoîe chaude. Les gaz contenus dans le verre

s'expandent et les microbilles molles gonflent en contenant leur gaz. Un

refroidissement fige alors le verre de la paroi sous pression de gaz inerte. Ces

micro-ballons sont très légers et ont une résistance mécanique élevée. Ils

peuvent ête combinés avec différentes résines (époxydes, polyester, etc.).
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On désigne sous le nom de mousses syntâctiques des matériaux composites

constitués de charges creuses entièrement noyées dans une résine. Ces

inclusions sont généralement formées de microballons de verre, dont le

diamètre varie entre 5 et 200 micromètres, avec une épaisseur variant de I à

3Vo de leur diamère. Ceci confère à ces matériaux une faible masse volumique

(de 0.5 à 0.3 glcmt ) qui favorise leur utilisation dans les domaines variés,

notamment dans la construction de structures sous-marines.

Ces matériaux, utilisés essentiellement pour alléger des véhicules ou des

conduits destinés à travailler pendant des séjours prolongés en immersion, à

des profondeurs pouvant atteindre 6000 m, sous une pression hydrostatique de

600 Bars, courent des risques d'endommagement dus à plusieurs facteurs :

- écrasement des microbilles entraînant une forte variation de la densité du

matériau,

- rupture par traction ou cisaillement des microbilles engendrant des

cassures à l'échelle macroscopique,

- pénétration de I'eau à travers la matrice entraînant un gain de poids du

matériau.

On comprend donc l'intérêt que portent les fabricants de ces matériaux

aux études qui peuvent apporter une meilleure compréhension de leur

comportement et, par voie de conséquence, une amélioration de leurs

performances.

La compréhension du comportement des mousses syntactiques a suscité

I'intérêt de plusieurs chercheurs. Citons en premier lieu Deruntz et Hoffman

tll qui proposent une étude macroscopique basée sur une série d'essais
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mécaniques au cours desquels ils observent toujours un comportement élastique

linéaire suivie d'une modification brutale du comportement. Ils expliquent ce

changement de comportement par I'apparition de ruptures de microbilles et de

décohésion verre-résine. Plus récemment, des modèles micromécaniques basés

sur la technique d'homogénéisation des milieux à trois phases et, dont la

résolution s'effectue par la méthode des éléments finis, ont été proposés afin de

prédire le comportement de ces matériaux 12,3).

On se propose dans ce paragraphe de déduire à partir du modèle proposé

le comportement effectif des mousses syntactiques en fonction de la fraction

volumique des billes de verre creuses et l'épaisseur de la couche du verre. Les

résultats obtenus sont comparés, d'une part, aux résultats théoriques et

expérimentaux de Huang et Gibson [4], et d'autre part, aux résultats obtenus

par une technique d'homogénéisation des milieux périodiques proposée par

Ben Hamida et I-ené [5].

Dans le composite nous soflrmes en présence de trois phases : de la résine

qui consttue la matrice, des microbilles composées de verre qui constitue dans

ce cas I'enrobage et du gaz inerte qui décrit les inclusions.

La résine et le verre ont un comportement élastique linéaire. Ils sont

supposés homogènes et isotropes. Le gaz inerte étant un fluide, on prendra

dans les équations les coefficients CI nuls (on neglige la compressibilité du gaz

inerte contenu dans les billes creuses).

Le comportement du matériau composite est fonction de la fraction

volumique des microbilles dans la résine, les caractéristiques mécaniques des

constituants et du rapport Aala (Aa étant l'épaisseur de la couche du verre et

a le rayon intérieur des microbilles).
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Tig,III-4 :lMicrographie des billes de verre creuses utilisées

dans les composites (a) intactes, (b) endommagées f4l.
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6., - QomparaÎson avec les résultats théorÎques et

expérimentdux de *luang et Çibson,

Dans un travail récent, Huang et Gibson ont proposé un modèle

micromécanique basé sur la solution du problème d'une inclusion sphérique

creuse située dans une matrice infinie isotrope obtenue par Lur'e [6]. Les

interactions entre inclusions ont été négligées et leurs résultats ne sont valables

que dans le cas de milieux dilués.

Effectivement, dans le cas d'une matrice en résine époxy contenant des

billes de verre creuses, les résultats de leur modèle ne s'accordent avec leurs

mesures expérimentales du module de Young que pour des fractions

volumiques d'inclusions enrobées ne dépassant pas 0.1 (Fig. III-5). En

reprenant les propriétés et paramètres définissant le matériau (rappelés dans le

fab. Iil-fi donnés par Huang et Gibson, nous avons calculé le module de

Young équivalent à partir du modèle proposé dans ce travail. La figure (Itr-s)

représente simultanément les résultats des mesures de Huang et Gibson, leurs

calculs théoriques ainsi que les valeurs obtenues à partir du modèle proposé

dans ce Eavail.

On observe que le modèle proposé fournit des résultats en bon accord

avec les mesures expérimentales, y compris dans le cas de milieux non dilués.

Verre Polyester Aal a

p(GPa) 28.5 r.75 0.0r7

v o.23 0.4

qhbleau III-2 : Paramètres mécaniques du matériaa étudié
par fluang et Çibson.
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6.2 - Qomparaiæn avec une méthode par éIémenE finis.

Le comportement macroscopique des mousses syntactiques a êtê étudié

par Ben Hamida et Lénê [5] en utilisant une approche micromécanique basée

sur les techniques classiques d'homogénéisation des milieux périodiques. Cette

technique est basée sur des développements asymptotiques à double échelle et la

résolution du problème sur la cellule de base s'effectue par la méthode des

éléments finis.

Sur la figure (Itr-6) nous avons reporté les résultats concernant le module

de Young homogénéisé par la méthode des éléments finis et ceux obtenus par

le modèle proposé dans ce travail. On constate que les deux méthodes

fournissent des résultats en bon accord.

On pourra remarquer que, dans tous les cas, la fraction volumique des

billes de verre creuses n'intervient pas dans le changement de rigidité du

composite (passage d'un milieu moins rigide que la matrice à un milieu plus

rigide et vice versa). Ce changement n'est fonction que du rapport Aala.

Notons également que la méthode par éléments finis rencontre, dans ce

type d'applications, des difficultés liées d'une part au fait que les problèmes à

résoudre sont tridimensionnels, d'autre part au fait que l'épaisseur du verre est

très faible par rapport à la taille de la cellule et impose par conséquent un

maillage assez fin du domaine. Ainsi, le calcul par éléments finis demande un

logiciel performant et un temps de calcul considérable. Par contre la méthode

exposée dans ce travail est directe et facile à mettre en oeuvre. Les résultats

peuvent être déduits directement à partir des solutions analytiques qui

demandent uniquement une résolution d'une équation de second ordre.
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---r Modèle proposé
- îVléthode pdr éléments finis

Eeff
EM

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

jradion volumique des billes creuses

Tig.III-6:7/arlation du module de loung homogénéisé en

lonciton de Ia fraction volumique des billes de verre creusies
pour dilférentes valeurs du rapport Aaf a,
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Ghapltre lfi: App,æhe Autocohérertc et Appllcatlons aux Gomposltes.

7, Mécanismes de renforcement des réseaux polyépoxg.

7,1 - Kenforcement par une phase dtéIastomère.

Les réseaux polyépoxy constituent un champ important d'investigation

dans le domaine des matrices pour matériaux composites, compte tenu de leurs

propriétés thermiques et mécaniques. Cependant, leur mauvaise résistance au

choc et à la propagation des fissures limite leurs applications. Pour pallier ce

problème, différentes voies de renforcement de ces résaux ont été explorées.

La méthode la'plus répandue consiste en I'introduction d'un élastomère

(inclusion à bas module). Ainsi, différents Eavaux ont été menés afin d'étudier

les performances du composite (matrice d'époxy contenant des particules

d'élastomère) [7-9].

Ces travaux ont montré, d'une part, que la contrainte au seuil

d'écoulement du matériau renforcé diminue lorsque la fraction volumique de

la phase d'élastomère dispersée augmente, ainsi les microparticules

d'élastomère favorisent I'aptitude à la déformation plastique.

D'autre part, ces mêmes travaux ont monEé que I'augmentation de la fraction

volurnique de la phase d'élastomère dispersée améliore la résistance à la

fissuration. Ceci a êté mis en évidence par le fait que le facteur d'intensité de

contrainte critique et le taux de resdnrtion d'énergie élastique sont fortement

améliorés.

La démarche, ainsi que ces phénomènes, sont maintenant bien cernés. le

seul problème qui demeure est la chute du module de rigidité provoquée par

I'incorporation des particules d'élastomères (inclusions à bas module). L'idéal

serait bien entendu un matériau qui possède à la fois de bonnes propriétés

mécaniques et une bonne ténacité.
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?.2 - IQenforcement Par des billes de verre.

La voie qui est couramment utilisée pour augmenter la rigidité des

réseaux polyépoxy est I'introduction de renforts dont le module est supérieur à

celui de la matrice et plus particulièrement les billes de verre. La littérature

montre que les propriétés des composites élaborés dépendent de nombreux

paramètres tels que la nature et la fraction volumique des renforts et bien

entendu la nature de la matrice. Le problème qui se pose dans ce genre de

renforcement est I'adhésion charge-matrice. En effet, dans la majorité des cas,

la rupture des composites s'amorce à I'interface charge-matrice car les

contraintes locales y sont plus importantes que 
fa 

contrainte appliquée à la

matrice.

Différentes voies ont été recherchées afin d'améliorer la ténacité de ces

composites. La méthode la plus souvent employée est I'amélioration de

I'adhésion charge-matrice en utilisant des agents de couplage. Cependant, il a

été montré que I'utilisation de ceux-ci ne peut pas homogénéiser la répartition

des contraintes locales présentes autour des charges, qui deviennent plus aiguës

lorsqu'une contrainte extérieure est appliquée au composite.

On voit alors qu'à partir de ces deux mécanismes de renforcement on a

un gain d'une propriété au détriment de l'autre. En effet, I'introduction des

particules d'élastomère permet d'obtenir un composite qui a une bonne

résistance à I'impact et la fissuration mais avec un faible module de rigidité,

par contre, I'utilisation des billes de verre pennet un gain de rigidité mais une

Une inclusion à haut module pour accroîEe la rigidité.

Une inclusion à bas module pour améliorer laténacité.

perte de ténacité. C'est dans cette optique que I'on introduit dans la matrice

deux types d'inclusions :
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NNI BILLES DE VERRE'È' 
GNCLUSIONS RIGIDES)

I
V

GAIN DE RIGIDITE
MAIS

PERTE DE TENACITE t
ASSOCIER LES DEUX MECANISMES

BILLES DE
VERRE

ENROBAGE
D'ELASTOMERE

7ïg, III-? : ùIécanismes de renforcement des matrices époxg,



Qhapkrc fiI: Apptæhe Aatocohérente et Appllcatlons aux Gomposltes,

7.3 - *lssocÎation des deux modes de renforcement.

On a vu que I'utilisation de chaque mode de renforcement des réseaux

polyépoxy conduit à un gain d'une propriété au désavantage de I'autre. L'idée

est de trouver un compromis entre la rigidité du composite et sa résistance à

I'impact et à la fissuration et ceci en associant les deux mécanismes de

renforcement.

Dans ce but, Amdouni et al. [10] ont monré que I'enrobage des particules

de verre par une couche mince d'élastomère permet d'obtenir un composite

plus résistant à I'impact et à la fissuration sans perte des propriétés élastiques.

Ceci a été mis en évidence expérimentalement par le fait que le facteur

d'intensité de contrainte critique et le taux de restitution d'énergie élastique

sont fortement améliorés par I'introduction de I'enrobage d'élastomère.

Comme application, on compare nos résultats à ceux obtenus

expérimentalement par Amdouni et al. pour le module de Young de ces

composites. Les matériaux de base retenus pour cette comparaison sont les

suivants :

- Matrice d'époxy

- Particules de velre

EM = 2.9 GPa

Er =73 GPa

YM = 0.4

vr -- 0.2

- Enrobage d'élastomère ff = l0 MPa 1f = 0.499

Tous ces matériaux sont supposés isotropes et parfaitement élastiques.
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Chapttre III: Apptæhe Autoæhérente d *4ppllcatlons aux Gomposltes.

La figure m-8 montre l'évolution du module de

fraction volumique des particules de verre pour

d'élastomère. On observe que le modèle fournit des

avec les mesures expérimentales de Amdouni et al.

Young en fonction de la

différentes épaisseurs

résultats en bon accord

c3
Ê*
t)
rÈl

o trt&ultats Exp. et al.)
tTlodèle

Jradion vorumique des particulæ de verre

7ig. III-8 :2,Iodule de /oung en fonction de Ia fraction

volamique des particules de verre,

----Ù====&1

' -  -  aùaf a=4.2
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8. Gas des fibres longues enrobées,

Dans un travail récent, Jasiuk et Kouider [11] ont étudié I'effet d'une

interphase hétérogène sur le comportement effectif global des composites

renforcés par des fibres unidirectionnelles. Iæs fibres sont supposées de forme

cylindrique à base circulaire. Chaque fibre est enrobée par une interphase dont

les propriétés élastiques varient entre celles de la matrice et celles de la fibre

avec deux types de variations : linéaire et en puissance. En utilisant à la fois le

modèle d'Hashin et Rosen [12] et celui de Christensen et Lo [13], ils ont évalué

les constantes élastiques effectives du composite à trois phases et illusré leur

résultats analytiques par deux cas : carbone/époxy et verre/époxy

(fibre/matrice).

Le modèle d'Hashin et Rosen est basé sur la méthode des assemblages des

cylindres composites. Celle- ci a étê introduite pour décrire le comportement

effectif des composites unidirectionnels qui présentent une anisotropie dans le

comportement global. comme son nom I'indique, cette méttrode suppose que le

composite est représenté pat une collection de cylindres composites qui

remplissent entièrement I'espace du volume représentatif (Fig. m-9). Ainsi, le

problème consiste à déduire le comportement effectif du composite à partir

uniquement des modules équivalents du cylindre composite. Par conséquent,

les résultats ne sont valables que dans le cas des milieux dilués'

Afin de généraliser cette méthode au cas des milieux non dilués,

Christensen et Lo ont introduit I'approximation autocohérente pour tenir

compte des interactions entre cylindres composites. Pour cela, ils résolvent le

problème d'un cytndre composite en interaction avec le mileu homogène

équivalent qui a les propriétés effectives du composite.
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M
/ig, III-9 : Modèle des cglindres composites.

En reprenant les propriétés et paramètres définissant les matériaux

(carbone/époxy et verre/époxy) étudiés par Jasiuk et Kouider, nous avons

calculé les modules effectifs de ces composites à partir de l'équations (Itr-37)

et en utilisant I'algorithme I du calcul numérique. Les fibres de carbone ont un

comportement isotrope transverse décrit par cinq paramètres indépendants :

- 214 GPa, GPa (modules de Young axial et transverse)

= 0.25 , ,l = 0.2 (rapports de Poisson axial et transverse)

- 8 GPa (module de cisaillement axial).

4 =t+EL

vl

cl
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La matrice d'époxy et les fibres de verre ont un comportement isotrope dont

les propriétés élastiques sont données respectivement par :

EM =3.5 GPa, vM = 0.35 et Er =69 GPa, vr =0.2.

Dans chaque cas, I'interphase est supposée avoir un comportement isotrope

avec des constantes élastiques données par :

tr - *l:PrQ dr et tr -'l*r'*

où a et É désignent les rayons de la fibre et de la fibre composite

(fibre+enrobage) respectivement. Les constantes P et Q sont évaluées à partir

des conditions suivantes :

en r  = a ona:  Ê = Eleten r=bon a :  Ec = EM-

Les modules de cisaillement effectifs axial et transverse déduits à partir de

notre approche et celle de Jasiuk et Kouider sont représentés en fonction de la

fraction volumique des fibres dans les figures (Itr-10) et (III-11). Tous les

calculs sont effectués pour un rappo" 
+=l}vo. 

on observe que les deux

modèles fournissent des résultats en bon accord.

Ainsi, cette comparaison nous a permis de valider le modèle dans le cas

d'une géométrie non homothétique qui décrit la topologie des fibres longues

enrobées.
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+ Modèle $eo, (lasiul< et Kouider)

dèle proposé

tr
6tvt

o  0 . 2  0 . 4  0 . 6  0 . 8

jraûîon volumique

flif. nI-fO : tTlodute de cisaillement axial en lonction de Ia

fraction volamique desfibre (uerrelépoxg Aala - 70Vo),

7il, UI-lf : JùIoduIe de cisailtement transverce en fonction de Ia

fradion volumique des fibre (carboneléptrgt Aala = 70Vo),

d
6wt

---ê- ModèIe proposé

ModèIe Qeo, (lasiuk et kouider)

JradÎon volumique
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8. Qonclusion,

En se basant sur les techniques classiques d'homogénéisation des mileux

hétérogènes, le comportement élastique global du composite à rois phases est

déterminé en fonction des propriétés mécaniques des constituants et des

tenseurs de localisation des déformations des renforts enrobés.

Les tenseurs de localisation sont déterminés en utilisant le formalisme de

I'inclusion enrobée (chapitre fI), ceci par I'intermédiaire d'une approximation

autocohérente. Les équations sont développées dans le cas général de matériaux

anisotropes et de renforts enrobés ellipsoïdaux avec une géométrie .non

homothétique. Elles sont parûcularisées dans le cas de matériaux isoEopes et

d'inclusions enrobées sphériques pour lesquels des solutions analytiques sont

obtenues.

L'application du modèle aux cas de matériaux réels a montré un bon

accord avec des résultats expérimentaux, aussi bien qu'avec ceux déduits à

partir d'autres approches. Dans la suite on propose une extension du modèle au

cas thermoélastique.

87



Qhapttre ilI s App,æhe Autocohérente ct Appllcatlons aux êomposltes.

$ibliographie.

tll DERUNTZ J. A. - HOFFMAN O., "The static strength of syntactic

foams", J. App. Mech., Vol. 36, (1969).

l2l AVZENA A. - BUNSELL A. R., "Comportement à long terme des

matêriaux composites en immersion sous pression hydrostatique", JNC5, pp

409, Paris (1986).

t3l DAN W., "Etttdes micromécaniques de I'endommngement des mousses

syntactiEtes", Thèse de doctorat, Ecole Centrale de Paris, (1987).

t4l HUANG J. S. - GIBSON L. J., "Elastic moduli of a composite with

hollow spheres in a matrix",l. Mech. Phys. Solids, Vol- 41, (1993).

t5l BEN HAMIDA A. - LENE F., "(Jne méthode micromécanique pour Ia

détermination du critère de limite d'élasticité des mousses syntactiques", Ie

congrés de mécanique, pp 133, Rabat, (1993).

t6l LUR'E A. I., "Three dimensional problems of the theory of elasticiry",

( 1e64).

n ROWE E. H. - SIEBERT A. R. - DMKE R. S., "Toughening thermosets

with liquid budiene/acryIonitrile polymer", Modern plastics, Vol. 47, (1970).

t8l SULTAN J. N. - LAIBLE R. C. - GARRY MC., "Microstructure of two

phase polymers",J.App.Polym. Sci., Vol- 6, (1971).

t9l MAAZOUZ A. - SAUTEREAU H. - GERARD J. F., " Elastomer-

modified diglicidyl ether of bisphenol-'Udicyandiamide (DDA) networlcs :

morphology, viscoelastic and mechanical properties", Polym- Networks

Blends, Vol. 2, (1992).

t10l AMDOLJM N. - SAUTEREAU H. - GERARD J.F., "Epoxy composites

based on glass beads", J. App. Plym. Sci., Vol. 46, (1992)-

88



êhapltre IIL Appræhe Autoæhérente et Appllcatlons aux Qompodtes.

tlll JASIUK I. - KOUIDER M.W., "The elfed of an inhomogeneous

interphase on the elastic constants of transversely isotropic cornposites", Mech.

of Mater., VoI. 15, (1993).

t12l HASHIN Z. - ROSEN B.IV., "The elastic moduli of fiber reinforced

composites", J. Appl. Mech., VoL 31, (1964).

t13l CHRISTENSEN R. M. - LO K. H., "Solutions for effective shear

properties in three phase sphere and cylinder models" J. Mech. Phys. Solids,

Vol. 27, (1979).

89



CHAPITRE IV



Qhapttrz Iilt E ctcrrslondu nrcdèle prcpoû aucasthermoélastlque.

[V- trXTENSI@N DU NffODtrtE PR.OPOStr
AU CAS THER.MI@trLASTIQ(JIB"

l. gntroduction.

Les matériaux composites utilisés comme éléments de structure dans les

domaines de haute technologie (les industries aérospatiales, automobiles...),

sont soumises dans de nombreuses situations à des sollicitations thermiques très

importantes et les constituants de ces composites ne se dilatent pas de la même

manière. Cette différence dans les coefficients de dilatation thermique

engendre des contraintes thermiques qui peuvent conduire à une plastification

ou une rupture totale. Ceci justifie alors la nécessité de déterminer le

comportement thermoélastique des composites à partir des caractéristiques

thermomécaniques des constituants. Ainsi ont vu le jour plusieurs approches

micromécaniques qui ont cherché à montrer I'effet de chaque variable

(fraction volumique, la morphologie, I'orientation et la nature des composants)

sur le comportement thermomécanique global des composites.

Dans l'êtat actuel des travaux, différents modèles ont été mis en oeuvre

afin de montrer I'effet d'une interphase sur la répartition locale des

contraintes. Ces Eavaux ont monEé que I'introduction d'une foisième phase à

I'interface fibre-matrice et dont les propriétés sont bien choisies (modules

élastiques, coefficient de dilatation thermique et l'épaisseur) modifie

profondément la distribution des contraintes thermiques dans la fibre et la

matrice fl,2l.Citons, par exemple, les travaux théoriques de Gardner et al.

[3], qui se sont intéressés particulièrement aux composites à base de fibres de

carbone et une matrice d'époxy, subissant une variation de température en

I'absence d'un chargement mécanique.
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Qhapttre lil: Extenslon du modèle prcpo# au ca:s thennoélastlque,

En utilisant un modèle micromécanique basé sur la méthode des cellules

introduite par Abou di î21, ils ont montré que I'enrobage des fibres de carbone

par une phase d'élastomère conduit à une nette atténuation des contraintes

thermiques dans chacune des phases et par voix de conséquence une

amélioration de la résistance du composite à la fissuration.

Le but de ce chapitre est de généraliser le problème de I'inclusion enrobée

élastique au cas thermoélastique. L'étude concerne le cas gén&al d'inclusions

ellipsoidales et de matériaux anisotropes. Elle est basée sur I'utilisation

simultanée de l'équation intégrale et les opérateurs interfaciaux.

2, Position du Problème.

On se propose de déduire le comportement thermoélastique global ainsi

que les concentrations des conEaintes d'un composite à trois phases subissant

un chargement thermomécanique. La première est décrite par des inclusions de

fraction volumiqu e fI et de constantes élastiques Cr et de coefficients de

dilatation thermiqu e Al,la seconde est constituée par I'enrobage de fraction

volumique l" et de constantes thermoélastiques Cc et ac. La troisième est

une matrice de propriétés CM et dM.

Les propriétés locales étant clairement définies, nous cherchons à

identifier la loi de comportement globale reliant les contraintes

macroscopiques .I aux déformations correspondantes E et à la variation de

température AT. La recherche de cette loi de comportement est de la forme :

z,ij = rif;, (tr- "i,T 
or) TV.1

qu'on peut également écrire :

où Pift = q;[,"ffEij = ÇË, uo,- B{f ̂ r
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Ghapttre Iil: Etctenslon du modèle prcposë A,. cas thennoélastlque,

C€jtr et o.etr désignent les propriétés thermoélastiques effectives du

composite.

Rappelons qu' à partir d'opérations de moyenne, dans le cadre de la

méthode d'homogénéisation classique (cf. $ Itr), le comportement élastique

effectif du composite est donné par :

qf:* - cY*, + fr ( cli*t - cùYkt) AIb,,n * 7c ç cTin - 4l,l oi,,*, rv'z

Par ailleurs, les relations établies par Levin [4] peuvent être étendues au cas de

matériaux à trois phases, on obtient ainsi :

Biju - Fl * rt*jr( Btkt - FH ) + T" *i*t$id - BX ) IV.3

où pÏi = cli*o',,, Pii = Ç1aait "t BY - cffopYt

Les tenseurs de localisation des déformations A et 4 sont définis par :

t'u = 4iaEn+ arrn tlj = $irE*+ altÂT IV-4

eI 
"t 

€c sont les déformations moyennes dans I'inclusion et I'enrobage.

Connaissant le comportemenl local, défini par les tenseurs C"t B*

(*=I,c ou M), il ne reste qu'à définir les tenseurs de localisation A* ,&*

(*=I ou c) pour en déduire les modules effectifs. Les contraintes locales

découlent directement de GV-4).
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Ghapttte I,I/: Ertenslon du Mèle PrcP* au cat thennoélasttque.

3. ÇEenseuts de localisation des déformatÎotrs,

Les tenseurs de localisation mécanique A et thermique d sont déterminés à

partir de l'équation intégrale dont la résolution s'effectue en utilisant

I'approximation autocohérente. Cette méthode consiste à calculer les

coefficients effectifs du composite en remplaçant les interactions entre une

inclusion enrobée et le milieu réel environnant par celles entre une inclusion

enrobée et le milieu homogène équivalent qui a les propriétés Ceff et Be[î

(Fie. IV-1).

Pour cela, on considère une inclusion de volume V1, de constantes

thermoélastiques Cr et BI entourée d'une couche supposée mince de volume

V"et de constantes thermoélastiques Cc et B",l'ensemble est plongé dans un

milieu infini de propriétés Ceff et B"ff . Le milieu subit sur sa frontière ,S une

variation de température AT etune contrainte ̂ I ou une déformation E.

c"tr, Buff

CI,BI

c",p"

MATERI,AU HOMOGENE EQUWALENT
CONTENANT UNE INCLUSION ENROBEE

]tg,lY-l : Schéma aubcohérent Pour le comportement

thermoélastique,

MATERIAU COMPOSITE
A TROIS PHASES
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Chapttte lil: Extenslon du nndèle plopæé au cas thennoélastlque.

A partir de la loi de comportement locale off)-ç1f )eF )-FQ )AT ,les

equations d'équilibre et la technique du tenseur de Green on obtient l'équation

intégrale suivante, portant sur le champ des déformations thermoélastiques

eF ) ls):

e;ie )=E;i+! r,,p7-r, ) l6FaG, )AT - 6Cr,r^r7' )E^nff' )ldn tV-5

V êtant le volume du'milieu infini et f (f -f ') le tenseur de Green modifié.

Dans notre cas, on a:

6c ij ktT )=GIi a- cTff) et e ) + Gfj o,- ffi t a 0t F ) IV-6

Dans les développements qui vont suiwe, on suppose que I'inclusion composite

(inclusion+enrobage) est de forme ellipsoidale de demi-il(es (ai+ Aa). On

traite le cas général d'une géométrie non homothétique (Aatfat+Aaifai).

D'après (tr-10), on a:

6 B 6 ff )=@lj - Bijn ) er F )+$lj- Fifr D er rr I

où les fonctions caractéristiques erf) et 6erf) sont défînies par :

nr*) =J1'l::5 6er.-. rlsiiev,a'(r) ={o si r e v1 (r)= 
lo ri r eu"

6er F ) = p >+$ u, rr) =Lxoô(^t)
q ada : "  '  

o

TY-7

TV-8
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Ghapltre Iilt Extenslon du modèle plapo* au cas thenn&lastlque,

avec _ _ Aoo xza
A t = h -

Lq, - I' aa a?

ei jT)=E,j*[rqrT-7')
vr

L.e,s ai désignent les demi-æres de I'inclusion ellipsoidale et Aai l'épaisseur

de I'enrobage suivant I'axe (i), les .trr sont les coordonnées d'un point de la

surface de I'inclusion et ô(SI) la distribution de Dirac sur la surface St de

I'inclusion. La projection orthogonale p est donnée par :

p = (*? lo + .314. .? l4-+ tv-10

A partir de (IV-5), (IV-6) et (IV-8) et en utilisant les propriétés de ?rC ) et

ô(Sr), l'équation intégrale (IV-4) devient :

It Ft, - p{f ) Ar - ( cL,*, - cr{f,*,) e^,(7' )f dr

ry-11

+ ) Irurz -r* ) lnit- Bff )^r -(clt*n- qilE,*Jr+ 1lnods
osil

Sr+ étant la surface extérieure de I'inclusion et f+ un point de I'interface

inclusion-enrobage vu de l'extérieur de I'inclusion (du côté de I'enrobage). Les

composantes E*rG* ) sont celles du champ des déformations termoélastiques

à I'intérieur de I'enrobage en un point fès proche de I'interface.

Puisque I'enrobage est à faible épaisseur, on peut relier ce champ à celui à

I'intérieur de I'inclusion en utilisant les opérateurs interfaciaux.
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Qhapttre ril: Éxtenslon du modèIe PrcPosé au calt thennoélastlque,

En effet, le saut des déformations thermoélastiques à travers I'interface

inclusion-emobage vérifie la condition de compatibilité suivante :

r l  \
eij(7+)-qj(7-)=içl ' ,"t +)"tn,) rY'rz

où f- est un point de I'interface vu de I'intérieur de I'inclusion et fi la

normale extérieure à I'interface. ,f, est un vecteur quelconque car (IV-12)

décrit la discontinuité de e admissible au passage d'une interface.

A partir des équations d'équilibre à I'interface

lo,,{r* ) 
- oijT- )f ", 

= o

et les lois de comportement dans chacune des phases

6ij (7+ ) = CrjrF*t(f+ ) - FTin

oij(f- ) = cljr1 *r(7- ) - FIidr

on détermine complètement le vecteur )" pat :

hi: Ki,rrntltctor,*-cf,r,*)e*,(v- )+(Pfrt- Fbdrl w-rl

où K-l est l'inverse de la maEice de Christoffel K dont les composantes

sont données Par :



Qhapttre tt: Extenslon du modèlc propod au cas thertn&lastlque,

Kik = Cfip n1 k tv-14

En substituant À,i par son expression (IV-13) dans la relation (IV-12), on

obtient pour le saut des déformations :

eijï+ ) - eije- ) = Pri*tlf cl,,*, - cf,,*,)e,*(f- ) + ( BT,t - F'o) drl rv-rs

En première approximation, on remplace dans (IV-15) et (IV-11) le champ

E(r) 1F eVr) par sa valeur moyenne sI sur V1. L'expression (tV-15) devient

e,,(7+ ) = tt, + Prirtlf rlr,,*- \t*)tl*

+ ) Irurz 
-7* tldBTdr - ̂ eH,*,tkl tads

o sr*

+ ) Irrr(r 
-r+ )aet,*P*polo*;uor - a$u,,

o st*

+ (Fir- FtAml rv-16

TV-17

et en substituant e-n(f+ ) par son expression (IV-16) dans l'équation

intégrale GV-I1), on obtient :

fdBfidr - acl^nef] a"e,,(7 ) = E,j * J r,irT -7')
vr

'ldrf )hds

où /BI - pr - P"tr, AF" = Bc - petr, APrt - Br - P",
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Ghapltrc Iû: Extenslondu modèle aucesthertnoéIastlque.

ACr = cr - çeff , aC = cc -ctff et aclc = cr - cc

A ce stade, les valeurs moyennes tl et gc du champ €(T) sont calculées à

partir des équations GV-16) et (IV-17), ce qui conduit au système d'équations

suivant:

etij = Eij + + I I rr*(7 -r,lltB!,rr - ̂ c\hnil drdr
t vtvt

J
V

.+4* 
{l 

riir,rc -7+ u,lcn*p,*rn(c",ntfrofn

.+;Jrij,(f -7+ )dr fdB;dr 
- aât^nt'*,\xads rv - 18

r - ̂ c;norl,]x*ot

IV-19

En utilisant les mêmes techniques de calcul introduites dans le concept de

I'inclusion enrobée élastique (cf. $ ID, les équations (fV-18) et (IV-19)

deviennent:

'fj = eru +i|'rr(c,fr) arldcroi,* er,*,- dBroi drl
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Q haptt rc Iil : Extenslon du modèle p|?posé au cas thennoélastlquc,

,fj = g +(rir,(c" ) #Fir(c" )-rirrcr))(a clT,*r'*n

tli = Eij +'ï*rett I ldBrodr - dcro,,*tkl

. 
f 

riipl(c"tr )^cia^,rkpq{c" \dffiar 
- ocin ,t',,1

. 
f (rl^( e , - rliot( c"tt t) loBlf ar - tcr;,*er,,l

- ( I,j* + rln( c"n ) ̂ ch,il(r:*rr( c" ) - *o; c l)/02^r - ocin,,tl,)

- dproidr)

rv-21

Dans le cas d'une géométrie homothétique où T2 = fI, 1., équations (IV-20)

et (IV-21) se réduisent aux formes suivantes :

è, = Eij + rlpl( c"tr I ltBfidr - tcf,,,*è,-,1

. 
#rln(c"rr )acfa,*,*oorc')lltt;rar - tcfi,,rt,] ,r-r,

. 
#(r|,*,(e )-rir(c"n \PBiidr - tcf;,,*d, l

tfi = éu +rj*t(c" )(dcli,*,*- dproidr)

IV.20
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Qhapttre Iil: Extenslon du modèIe PloPosé au cas thertnoélastlque,

La résolution des équations (IV-20) et (IV-21) permet d'obtenir une fonne

générale des tenseurs de localisation thermomécaniques A* ,d* (Lloucl dans le

cas général de matériaux anisotropes et d'inclusions enrobées ellipsoidales avec

une géométrie non homothétique :

Ar-{r +r2(c"n yct+(Q +rr(c"n )ac")(rr(c" )-rr(c" ))

- 
+(rt ç çen ) accrr ( c" ) + rt ( c ) - rï ( enr)) ac" I-"'''o

oli=4j*Ait rv-25

rv-26

rv-27

A* --{rr(c"u )Apr-((r a7rççerr )Ae)(rr(c" )-rr(c" ))

-hut(en )accrt(c" )+rr(c" )-rr(c,nr)) aB"1-t

Ac -{r. 
[rtr 

cc)- 
I"{rr,rcyrrlÇcr))ac. }at

a" ={,'* (r're )-*(r',o )-rtrcr))(a çrcor-or")}
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Chapltre I,I/: Ertenslon du modèIe prcpod au cas thennoélastlque.

Rappelons que Tr ( C* ) et T2 ( C* ) sont des tenseurs classiques qui se déduisent

facilement du tenseur d'Eshelby. Le tenseur Tr(C*,) dépend de la géométrie

de I'inclusion par I'intermédiaire du rapport d'axes oiloi (i * i ), tandis que le

tenseur T2 ( C* ) dépend de la géométrie de I'inclusion composite par

I'intermédiaire du rapport d'axes (ai+ Aa,)f (ai + Aat)(i * i,). Dans le cas

d'une croissance homothétique où Aa,f a, -Aatf a1, I'inclusion et I'inclusion

composite ont le même rapport d'axes et par suite Tr ( C* )=72 ( C* ).

4. Application.

On se propose dans ce paragraphe de déterminer les contraintes

thermiques moyennes dans chacune des phases, dans le cas où le matériau subit

une variation de température AT en I'absence d'un chargement mécanique

(E -  0) .

On désigne par ol, a",oM les contraintes thermiques moyennes dans

I'inclusion, I'enrobage et la matrice respectivement. A parûr de la loi de

comportement locale et des relations de localisation (IV-22)-(fV-25), on

obtient :

oli = {c[n (oL,*, t#Ion P"iï . "'0,)- 
pltlo,

4i = {cïin ?i,,,* t#ro P"rli * "i,)- Pi,lo'

oi 5eff = (6.en;-t

TV.28

rv-29

r0l



Qhapltre Iil: Ertenslon du modèle Prcposé aucasthermoélastlque.

et du fait que E :0, on déduit pour oM :

oy- IV.3O

Comme application, on traite le cas de composites unidirectionnels qui

présentent une anisotropie dans le comportement global. Ainsi les équations

(IV-28), (IV-29) et (IV-30) sont appliquées au calcul des contraintes

thermiques pour les composi tes tungstène/carbone/nickel  et

SiC/carbone/aluminate de titane (fibre/enrobage/matrice). Les résultats obtenus

(tableau IV-2) sont comparés à ceux déduits d'un modèle type Mori Tanaka,

basé sur un assemblage de cylindres composites intoduit par Benveniste et al.

tll. De même, ces résultats sont comparés à deux modèles 12,31utilisant la

méthode des cellules inroduite par Aboudi [2]. Tous les calculs sont effecrués

pour une fraction volumique des fibret ,fI -- 0.4 et Aala = l.3%o. Les

propriétés thermomécaniques des constituants de chaque matériau sont

regroupées dans le tableau (IV-1).

ciableau IV-f : propriétés mécaniques des cortstituanE.

r"l_
+r-( rtoli + f"oïifil

EAil yA

Constituants (GPa) (GPa

fibre de tungstène 345 345

enrobage de carbone 34.48 34.48

matrice de nickel 214 2I4

fibre de SiC 431 431

enrobage de carbone 34.48 34.48

matrice d'aluminate 96.5 96.5

de titane

f GA AA

GPa

aT

1O-o/oC

5.0

3.3

13.3

4.86

3.3

9.25

0.278 0.278

0.202 0.202

0.31r  0 .31I

0.253 0.253

0.202 0.202

0.3 0.3

135

14.34

81.6

r72

5.0

3.3

13.3

4.86

3.3

9.25

r4.34

37.r
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Qhapttre I,/: Erûcnslon du modèlc PrcPosé au catt thermoéIastlque.

Contrainte moyenne suivant I'axe des renforts (MPa)

AT =LoC

Modèle proposé 1.192

Référence Ul 1.121

Référence 12) 1.826

Référence [3] l.7M

0.499

0.376

0.412

0.40r

-1.245

-r.175

-r.247

-r.163

Modèle proposé 0.537 0.2t4

0.r47

0.157

0.163

Référence [1]

Référence [2)

Référence [3]

0.556

0.583

0.564

-0.37 4

-0.380

-0.399

-0.37 6

SiC/carbone/aluminate de titane

tableau IV-z : êomparaison des contraintes axiales calculées

à partir du modèIe prcposé avec celles déduites

des références lT-sJ,
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GottcluCon génétale

EONEIUS]ION G]EN]BIR.AIL]8"

Dans de nombreuses situations, une couche mince située à I'interface

inclusion-matrice et dont les propriétés thermomécaniques sont différentes de

celles des inclusion et de la matrice, est présente dans les matériaux

composites. Elle résulte d'opérations d'ensimage ou de réactions chimiques ou

physiques entre I'inclusion et la matrice conduisant à la formation de nouveaux

composés. La présence de cette inteqphase interfaciale (ou enrobage) modifie

profondément les mécanismes de transfert de charges entre I'inclusion et la

matrice et affecte à la fois les propriétés effectives du composite ainsi que les

concentrations des contraintes.

En se basant sur l'équation intégrale et les opérateurs interfaciaux, nous

avons mis en oeuvre un modèle micromécanique qui tient compte de la

présence d'une interphase interfaciale dans les matériaux composites. Le

développement de la méthode passe par deux étapes :

- la détermination des tenseurs de localisation des déformations par la

solution du problème d'une inclusion enrobée ellipsoïdale en interaction avec

un milieu homogène de référence. Ceci a permis d'une part I'extension du

problème élémentaire de l'inclusion d'Eshelby, et d'autre part la généralisation

du schéma à trois phase de Christensen et Lo au cas d'une inclusion ellipsoidale

et de matériaux anisotropes.

- I'utilisation d'une approche autocohérente pour déduire le comportement

élastique effectif d'un composite à renforts enrobée (on a également proposé

une méthode de calcul utilisant le modèle de Mori-Tanaka). L'extension du

modèle au cas thermoélastique se déduit facilement du cas élastique.
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Qonchtslon génénle

Cette étude a clairement montré I'effet de I'interphase sur le

comportement thermomécanique effectif du composite, ainsi que sur la

répartition locale des contraintes. L'application du modèle au cas de matériaux

réels, a donné des résultats en bon accord avec des mesures expérimentales et

des résultats obtenus à partir d'aures approches

L'intérêt majeur de ce modèle consiste à sa facilité de mise en oeuvre,

puisque les calculs qu'il induit utilisent des solutions classiques d'inclusion.

Signalons également $le I'utilisation simultanée des opérateurs interfaciaux et

le tenseur de Green a mis en clair un certain nombre de propriétés

intéressantes pour d'autres classes de comportement des matériaux.

il est en particulier acquis que les comportements des matériaux

composites dont I'hétérogênéité se manifeste à diverses échelles, se montrent

très fortement dépendants des conditions de couplage entre constituants. Gérer

les mécanismes d'endommagement des composites en contrôlant le

comportement des zones interfaciales constitue donc une facette essentielle de

I'adaptation de leur propriétés aux utilisations. Ce modèle est particulièrement

adapté à traiter ce problème en introduisant des propriétés mécaniques

évolutives à I'interface.

Un autre type d'extension concerne des développements non linéaires liés à

la déformation plastique du composite. Ces deux exemples de comportement

non linéaire sont bien sûr à traiter de façon incrémentale en utilisant

directement la présente approche.

106



ANNEXES



*4rrræxcs

ANN]BXIB-A

A.t - @atcul des dérivées de 0r(xi,orr, 
H(xi,ai) 

et 
#(xr,ai)

L'équation d'un ellipsoide I dans un repère orthonormé, s'écrit :

4*4*4-r=o
aie2%

La fonction caractéristique défrnie sur le volume VlPat :

,  11 s i f  eVre'(7) =tô si7 evt

peut s'écrire sous la forme suivante :

er(4*4*4-rt ou e'tf,4-tt
ai et ei 7ai

Posons (J,:L'a i

=+ etg? +u? +u! -t1 ou et(>u? -rl
i

Calculons maintenant les dérivées partielles de gI :

{r2u?-rt er {r2u?-t)- ' i  i  
o ' îT '
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Calcul d.4

A0r à0r àU x1 Aer
A=Tut6=-4M

der âor àu., x, Aer
6:M6=_46

der â0r âgz x7 â0r
6=M6=-Qg

D'une manière générale :

der x; der ^ l
6=-4æ 

r1-r

Qarcut a" 4
dxi

aor àor âur L aer
6=M6="tM

aor_âoràuz_L aer
Tx2:M6-.rM

aer àor àuz I Aer
6=M6=^4
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Annexes

D'une manière générale :

Aer r der
æ="rT,

En éliminant le terme 
#ente 

les équations (A-1) et(A-z),on obtient :

,^ i\: dor --t-ae'(A-I)+ 
W=-TE

A-2

A-3

(A-2)= #=o,#

D'où :

@alcul de la variation 6erçf 1

Par définition :

60rçxr,ai) = 0(xr,ar* Aar)- er(xi,ai l  =E#ot,

En substi*uo, 49t
I/aparsonexpression(A.3)'onobtient:

6or(x,,ar) = .2*o",#
7oi  

' ,dx i

Aer xt àor
7-  -  - - - i -

dai ai dxi
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D'après les propriétés de eI G),on a [1] :

der (i# = -n,ù(\)
dxi '

où z, est la composante du vecteur normal unitaire et ô(S1) la distribution

surfacique de Dirac.

Avec cette propriété, (A-4) devient :

60r(x,,o) =}ïaa,n,ô(sr) A-s

QaIcuI de n,

L'équation de I'ellipsoïde s'écrit :

t*Ê*É=,- 1 V Tq%%

Par dérivation, on obtient :

&**r{, *,t*t _o= -
q%%

Ce qui pennet d'écrire :

d, i .Â -  0

1r0



Annexes

I a*,
où d4dx2

V*t
A

L
4
x2
aa;
Xn

J

4

dI êtant le vecteur tangent à la surface de I'inclusior, Pil conséquent, le

vecteur normal unitaire fr est donné par :

et

En conséquence, n aura pour composantes :

A\
lL = r=;ii OU

llAll

n

4pq
x,
-p
42.

4o
%

Avec (A-6), (A-5) devient :

llÀll-t = p =
(L*L*LY
[4-4-4)

",=f o A-6

6or(xi,ai)=>r4+ ô(sr)
, '  of  a i

A-7
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n 2 - Jorme dpprochée duvolume V. de la couche

En utilisant les fonctions caractéristiques 0z et ïr,le volume % p"ut s'écrire

sous Ia forme suivante :

v" = Idr = I{t'e ) - erçr 1} ar
vcv

V étant le volume du milieu infini.

Or, avec I'hypottrèse de la couche mince, on a :

ezc)-erff) - 6etl)=4r#+ ô(^t,)

d,où v"=lï r#+ 6(\)dr

Compte tenu des propriétés de ô(St), on obtient finalement :

v"=4!,,#+d'

t12
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ANN]BXIE..]B

8.1 - saut des défurmatÎorrs au passage dtune Ïnterface l2l.

Le saut des déformations au passage de I'interface s'écrit :

L, estcalculée en fonction du champ tl ou du champ e2 de part et d'autre de

I'interface en prenant respectivement le milieu Cl ou C2 comme têfétence.

Elle est déterminée complètement par la condition suivante :

= C,jo, t?r"i B-2

Cette condition s'obtient à partir de la continuité du vecteur contrainte au

passage de I'interface en utilisant les lois de comportement dans chaque phase.

Si on prend Cl comme milieu de référence, l'équation (B-1) permet

d'éliminer le champ e2 dans l'équation (B-2), on obtient ainsi :

nj = fiot @lr, + )'on,)ni B-3

ou encore

*i j-r l i=*?,n +1,n,) B-1

c!,, eL, nt

clir t',

trw ni = lior rt n j LkGlio,-c?j,)
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t4nnexcs

En posant :

Kik : Clp nl ni

(B-4) devient :

K,,, L*-Gli*t-C?jil ù"i

Ce qui pennet de déduire Â, sous la forme suivante:

Li= K,o'nt (Clmr-t0,,*; el

B-5

B-6

B-7

Avec (B-7), (B-1) devient :

eij - + =î(*nt nj nt+ xi| n,r,){Q,,*,- t ,,; el B-8

En posant :

,?*:i!;o' nj nr + xil ni nr * Kit nj n* * Ki' n; no) B-e

(B-8) est équivalente à :

*ij - tli = fio,(ct *,-Co,^,) * B-10

tt4
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En prenant C2 corrme milieu de référence, on obtient I'expression analogue

suivante:

t', - t?i = rlo, (Cr^,- cL^,) tk B-11

8.2 - Propriétés des opératews interfaciaux,

L'opérateur interfacial P a êté introduit par Hill pour décrire les

discontinuités des champs au passage d'une interface. Il dépend des constantes

élastiques du milieu de référence choisi et des composantes de la normale

unitaire à I'interface. Des propriétés intéressantes de I'opérateur P peuvent

être mises en évidence par I'intermédiaire des définitions :

1 r  -  ' l

ho, 
-- 

àl(A*- 
ninl)(6i,-nin)+(6y- nin*)(6u- nin)l B-12

1r
Brin = 

àlf A* - nink)n jnt+ ( ôn - n,n)nrn1, + ( 6 it 
- ntry)ninp 

B_13

+( 61, - n jr*)nintl* n,n,ron,

des tenseurs interfaciaux orthogonaux A et B (où 6ûj est le symbole de

Kronecker) Ces tenseurs apparaissent dans la décomposition suivante :

tij = 4ju tu+ Brj*tt*t B-14

où t est un tenseur quelconque d'ordre 2.

D'autre pilt, à partir des définitions des tenseurs A et B, on obtient les

propriétés suivantes :

n5
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AB=BA-0, AA=A, BB=B B-16

De même, on peut déduire facilement les relations suivantes :

AP=PA=Q, BP=PB=P B-17

(BCB)P=B=P(BCB) B- 18

Par ailleurs, le saut des déformations au passage d'une interface est décrit par

les expressions équivalentes suivantes :

1
4iot * Briu = 

1( 6;1161+ 6i16p) = Iriu B-15

I é, - 4 = rln (c?t,* -'4,,*,) r],*,
14- tli = 4,Ft ^"-ê0,,*,) tk

Cette équivalence est confirmée par l'égalité suivante :

pr(C2 - Cr )p2 _ pr - p2

B-19

B-20

qu'on peut déduire à partir des tenseurs A et B. En effet, en utilisant les

propriétés (B-15), (B-17) et (B-18), on obtient :

pr(cz - çr 1pz = pr(A+ U(C - cr )(,q+ B)pz

prncnpz _ PLncrBPz
B-21

= PrB-BPz

Pr-P2
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8.3 - Kelation entre le tenseur de Qreen et ltopérdteur

înterfacÎal.

On se propose de déterminer une relation entre le tenseur de Green G et

I'opérateur interfacial P, ce qui permet par la suite, de décrire la discontinuité

des champs de déformations et de contraintes à partir seulement de tenseurs

classiques déduits du tenseur S d'Eshelby.

Pour cela, on définit le tenseur T Par :

V êtant le volume du milieu infini.

f est un point quelconque du milieu infini, de composantes (x1,x2,x3).

er G ) fonction caractéristique définie sur le volume V1 de I'inclusion

ellipsoidale /.

Pour évaluer le tenseur TG ) nous utilisons la transformée de Fourier du

tenseur de Green G définie Par :

et sa transformée de Fourier inverse :

?
Tijkt(r ) = -J Go,,i,(7 -7' 1or 1F' 1dr

V

Go,{E ) - [rtion'v 
G;r )d,

v

GkiG ) - ! rzion'i Go,{E )an
vk

B-22

B-23

1,17

B-24



Annexes

D'où

a

Gki, jF ) - 2in I ezi"E'r n.Go1Ë )at
vk

B-26

vk

Par conséquent, la transformée de Fourier de Gpi,i1(f) est 4n2kiklGaf).

De même, la transformée de Fourier de la fonction er G ) est donnée par :

s-al

Avec les propriétés de la fonctio n er ç7 1, @-27) devient :

B-28

Puisque Tijkt(7 ) est le produit de convolution d. G*,jr(7 ) et de la fonction

er|), on peut alors utiliserles propriétés de la transformation de Fourier, et

nous obtenons pour la transformée de Fouriet de T(i) t3l :

Go,,i,G ) = -4n2 
! ezi"E'r *.*,GrtË )an

B-25

B-29

6r|l - Ir-''E'rgG)dr
v

efËl- Irt'oL''d,
vr

rûktÈ ) - 4 t* k iktG*tE I 6tE I

D'où inversement :

T,io{r ) - [rziot''i 
+t*tc,*,Grf| fitÊ)at

vk
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Les intégrales (B-30) sont calculées dans le cas général d'une inclusion

ellipsoïdale de demi - axes a,b, c. Pour cela on passe de I'inclusion sphérique

de rayon a par le changement de variables suivant :

E(k ,tq,kz) + R(k1,*or,i,oI

B-31

7(xr,xz, x3) + R(x1,fi*r,iOl

t e changement est effectué de telle sorte qu" Ë.f - R. É..

Pour ce qui est des éléments de volume nous avons :

et comme k.î = K.R, il vient immédiatement de (B-28) que :

h r -e(k) -7e(K)

-  hc  , ,  a2
dr = 

Ad* 
et dk = 

ïrdK 
B-32

avec

B-33

61R1= !e-zioR'Ran
sphére
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La fonctioî 6(R) est bien connue, elle est donnée en fonction du module

du vecteur R etle rayon de la sphère par :

r sin(2nKa)-2nKacos(2nKa)
0(K) = 

ç 
B-35

D'autre part, les composantes GplE) de la transformée de Fourier du tenseur

de Green vérifient le système linéaire suivant :

+ÊfiwkikÉo^(k) = 6i^ B-36

avec C les propriétés élastiques d'un mitieu de référence.
En inroduisant les cosinus directeurs de Ë qu'on notera li, (B-36) devient :

+n2Qûitfi2Gu,(Ë)-6* B-37

En posant :

âiwLiUt 
- M*i

(B-37) devient :

Mki\#tczcr"l = 6i*

ou encore :

gnzn2G1ri) = Mwl

B-38

B-39

r20
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On voit alors que les M1r| nedépendent que de la direction de k et il en va de

même du facteur intervenant dans I'intégrale (B-30) :

+r*nn,Goif ) - hgrMwr

ce qui permet de réaliser séparément lTntégration sur le module de R.

, . -
Tii*te ) - [ aox 1xM at I xz arctzinxun Qç rt 1

0

+i 
4yrzixmn .sin(2nKa) = I1 t1 l,4l ( 1

T 
-losilzRl 

) I

où d{2 est l'élément d'angle solide et ttr = cos(R, R'1.

L'intégrale sur K est complexe. cependant pftMt! est réel et seule la partie

réelle de I'intégrale sur K doit donner une confibution finale non nulle. Nous

laissons donc de côté sa partie imaginaire. Comme e(X) est une fonction

paire de K, il vient que :

æ

nel rczarcrzinxttnfiçrt1
J
0 B-43

. ' t î

=; 
I 

KzdK?2inKuR6(R)

En se reportant à I'expression (B-35) de 6(R), nous voyons que (B-43)

comprend deux termes colrespondants aux intégfales suivantes :

B-41

B-42

r2l
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*î 
o*r''o** cos(2nKa, = *lu(u+#)+ 6(u-#,1 B-4s

J -

Avec ce résultat, (B-42) devient :

1 r
rii*t7)=ù JonX,X,M-r 

-

t"t <#

*# {dohs1u;'
l,,l=#

B-46

Le premier terme dans (8-46) donne une intégrale sur les orientations de k

telle que lul- cos(Rrb et une seconde intégrale sur celles telles que lzl = 
#.

@ est l'angle le long des cerclet lrl= fr.

D'une autre façon, la première intégrale s'effectue sur la surface comprise

enffe les cercles tt = 
#. "t 

u - -#..

En reprenant I'expression (A-1) de \iuf) et en symétrisant suivant les

indices (i, j ) et (k,l) on obtient:

Irurz 
-7')dr -- # Iontr,t4ar +ritryr,it + xix*Mir + 7,7oM1it )

vt u(i

-## 
{o*tr,r,Mat +xixtuoit * xflr,Mrir + 1,7oM1ir )

l"l = # 
B-47
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Lorsque R+ a ona: r=r+.

Parconséquent, lul-cos(R,R)-J1c'estàdire , R R E f

lEllFi 
= 
iEin 

-'

ou encore : X.fr + 1, ceci est équivalentà I + fr.

et d'après I'expression (B-38) de Mpi :

M ->la matrice de Christoffel K.

De même, 
{O* 

+ 47ç,etpuisque:

h n b .
d{) - ry1 -2-1:5 do)

a t '  K '

(où dal est l'élément d'angle solide ellipsoidal).

(B-47) devient :

[ ,u*G* -7' )dr = 
hlorf r,r,M,ar +xithuoi' * rihMrr + 7,260M;r )x

vr

abc

1 '- 
)t"y$ar 

+ n,nrMo,r + xix*Mtir + 7,yoM6r )
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Or:

r]*f C ) : Lr6 
rrl orf r,r,M*it *xixruoit * xil*Mtir + 7,70M;r ) x

abc

@'f, *b2É.+czfiftz

Pijkt(fr, C* ) - Lrf 
"puar 

+ n,n,Mo,r + 7ix1rM11r + x,yoM1ir )

D'où finalement :

I r,io,G* - i, )dr - rln( c. ) - Pijr{fr, c* )
vr

r24
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Autre méthode.

Considérons un milieu infini de constantes élastiques C* contenant une

inclusion ellipsoidale de constantes élastiques Cl etde volume V1.

A partir des résultats classiques de la littérature , le champ élastique est donné

par :

eij7 ) - Eij - I qrl, -1') GIt,*,- 4,,,1 efu at B-48
\

où eI est le champ uniforme à I'intérieur de I'inclusiotr, f* est le tenseur de

Green modifié calculé par rapport au milieu de référen 
"" 

C .

Les champs e(1+ ) et e(f- ) peuvent être déduites à partir de (B-48) par :

EijF+ ) - Erj - Ir;rC+ 
-7') GIm,- ci,,*,) el at

vr
B-49

e,,(r-): Eij- Ir;ofr- 
-r') Gh*n-C,,,^,) efiar

vr

Puisque 7- e Vr, I ry,rT- 
- 7, ) dr = T]*tC ) est uniforme, on obtient

vr

ainsi :

eii7- ) - elt - Erj -riklc. ) GIn,- ci,h*) er,* B-50
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A partir de (B-49) et (B-50), on obtient pour le saut des déformations :

-4,^) Ek

B-51

D'autre part, e(f* ) et €G- ) peuvent être reliées en utilisant les opérateurs

interfaciaux :

EijF+ ) - Eije- ) = Piipl(c* ,fr) (cTa*n- cit*) er,*,

Eii F+ ) - e,,(r- t =\r;r,t c* ) - 
l,r,r,,r* 

- t' ) ar\<ci,,,

Finalement, à partir de (B-51) et (B-52) on obtient :

Pijkt(c* ,fr) = Tikrrc. ) - IÇrc* 
-7') dr

vr

ou

-f ') dt' = Tlrl(c- ) - Pijkt(c* ,fr)

B-12

B-53

B-54[ry,rlr*
vr
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ANNBXIB-C : COIyjIPARAISON AVtrC LB
PR.OBI"EMItr D'INCtUSION

A FRONTNtrRtr MIOBNT]B.

Le problème des frontières mobiles l4l a été introduit pour décrire des

situations dans lesquelles la microstructure du matériau évolue par

I'intermédiaire du mouvement des interfaces séparant les constituants, c'est le

cas, par exemple des transformations de phase par diffusion et précipitation,

recristallisation primaire et secondaire, transformation martensitique etc.

Le travail consiste, par une approche micromécanique, d'incorporer le

déplacement des interfaces dans l'étude des matériaux hétérogènes, et ceci par

une généralisation des problèmes d'inclusions en incluant explicitement

l'évolution de la géométrie de I'inclusion par I'intermédiaire du déplacement

de I'interface inclusion-matrice.

La démarche micromécanique mise en oeuvre dans le problème d'inclusion à

frontière mobile, fait apparaître, en plus du tenseur classiqu e Tl, un tenseur

dû au déplacement de I'interface inclusion-matrice et qui n'est autre que la

dérivée de TI par rapport aux demi-axes de I'inclusion ellipsoidale et il est

donné par :

#=*("-z'")
où Tra - I , ,"( f- f ' )xtodr

VT

sans sommation sur I'indice a.
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Ainsi, si on désigne par (a)o=r,2,3les demi-axes de I'inclusion ellipsoïdale,

par le mouvement de I'interface inclusion-matrice, I'ellipsoïde se transforme

en une autre ellipsoide de demis-axes (ao + Aao)o=1,2,3.

Ona:schématiquement:

aoo

On voit clairement que le problème d'inclusion enrobêe et celui d'inclusion à

frontière mobile sont décrits par la même topologie, d'où I'idée de comparer

les deux approches.

En effet I'hypothèse de la couche mince nous permet d'utiliser des

développements asymptotiques en fonction de l'épaisseur ̂da* et d'exprimer le

terme T2 (C* ) - Tr rc. ) sous la forme approchée suivante :

r2(c)_TI(C*)=T2(C*,ao+Aao)-TIG*,oo)=1ffo""

En conséquence, I'intégrale de surface (II-37) devient :

xs

; I 
P( c*,0,oË 

*,, 
ds = v"r' (c. ) -rrLW oo"

ds I
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et les équations (II-54) et (tr-55) prennent les formes suivantes :

Et = E-( ,rC )+t Ar:rc') \

\ 
, , 

+ àoo tao 
)tcro 

er

-5r, Go )AcoTr (c" )acrcet
vI

-3{r'G" ) -rr (co )}tcr"el
VT '

+ ( r + rt ( co ) ar"" )+W aaoactc el

I-es formules du problème d'inclusion enrobée ainsi exposées, il apparaît

clairement que, comme pour le problème d'inclusion à frontière mobile, les

champs de déformations moyens dépendent, pour leur calcul, de la

connaissance des tenseurs Tr et {.
àoo '

Notons également que dans le cas d'une géométrie homothétique, qui

prend le nom d'une croissance homothétique dans le contexte d'inclusion à

f ront ièremobi le, i |aêtémontréq"">ryAoo=0,etdecefaiton' î dao

retrouve les équations (tr-56) et (tr-57) qui donnent les champs moyens dans le

cas d'une géométrie homotttétique.
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ANNtsXIB-ID s MIODIBTE IDIB
MI@RJI.TTANAKA

Rappelons que I'approximation autocohérente a été introduite pour tenir

compte des interactions entre inclusions et d'évaluer le comportement effectif

dans le cas de milieux non dilués. Ceci est réalisé en remplaçant les

interactions entre inclusions par celles d'une inclusion et le milieu homogène

équivalent.

Dans le même but, le modèle de Mori-Tanaka a étê développé. Il consiste

à relier le champ des déformations à I'intérieur de I'inclusion à celui dans la

matrice par la résolution du problème élémentaire d'une inclusion en

interaction avec un milieu homogène infini qui a les propriétés de la matrice,

et de déduire, par la suite, le comportement effectif du composite à partir des

techniques d' homo généisation classiques.

On se propose ici d'utiliser le modèle de Mori-Tanaka pour déduire le

comportement élastique effectif d'un composite à renforts enrobés.

Apptiqué au problème de I'inclusion enrobée, le modèle de Mori-Tanaka

consiste à relier les déformations moyennes dans l'inclusion et l'enrobage aux

déformations dans la matrice à partir du formalisme de I'inclusion enrobée

(chapitre tr) où il suffit de remplacer la déformation macroscopique E par la

déformation €M dans la matrice et Co p. CM.
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€ M

er

ec

+ E -Trer+f"e"+,f te*

On obtient ainsi les équations suivantes :

tlt = ty -rfp1(c* )dcffier,*

- r" rr,o,{ c* ) dci.,Y,**on( c" ) Ac;q,rrl
Tt^i i

f" | -l / îc I rl zrtu rl trlc ",I D-l- 
rrtrir( 

c" ) -'irt cM tldcrf,,*,er^,

+ (r +rlo,rc" )Aqy,*,1(1*,on(e )-rkorrc" ))Ac;norl,

elj = Ju +{r}r(c" ) f"(r?*(c" ) -rirtc" \lrc'f,^n 
'^,

où /CM = Cl - 6'tvt et ACN = Cc - CM .

On peut également écrire (D-l) et (D-2) sous les formes suivantes :

ttj = Mttil tTj = 4#, tfr

D-2
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ou

4y, ={r* rîon(c*)Aq^+

* (ry,*, + rlaçM 1tcïffi)(+*rr( c" ) - rk*G" )) acrfq,, D - 4

.+r(rlnr(cM )^cir,*,+pn(c" t *(ri*(c" ) -ri*rc"r)) oc;n ,I-t

(q#, : 
I,r*,.(rir( 

c" ) #?ir( c" ) - rirr r" \)oc;^,lohrr"-t

Par ailleurs, les contraintes et les déformations macroscopiques sont les

moyennes des grandeurs locales corespondantes

grj=ftt l i+f"e|, i*f*t l

et
2,j=f'o|+f"f i i*f*ol

Compte tenu des expressions (D-3), (D-6) devient :

u =lTtAM + f A"* +,fM /] r"

ou encore :

rM = [/t o* + f'A'M + f" tl'' n

D-6

D-7

D-8
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De même, en inffoduisant les lois de comportements locales, (D-7) devient :

z -l,ft cr AM + f" çc itcM. + TM ct ] tt D-10

En substituant eM pat (D-9) dans (D-10), en obtient finalement :

z -fyrcIAM + fcCAcM + f*c* ][fto* * fcrcu + f*tf-' n D-11

relation qui permet de déduire le comportement effectif du composite sous la

forme suivante :

çerr -lfrCrÆt + fcCcAcM + T*C* ][fto* * fcfcu +/"/]'1 D-n

Applîcation: cas de milieux iætropes incompressibles à

renforts sphériques,

On se propose de déterminer le module de cisaillement effectif dans le cas

d'inclusions enrobées sphériques et de matériaux isotropes incompressibles

pour lesquels :

Êkk:oetYI  - f  - ' *=*

Dans ce cas, on déduit des résultats du chapiue II une forme analytique des

tenseurs AM et Atr qoi s'écrit :

AM = '= lËt - ,
zf a3r" +19 #,#-r)(pr 

- p" )
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AcM _ (zpr_+?tt" )o*
\. 5p" )

De (D-12), nous déduisons pour lt"tr ;

uerr - tF + y'nlru'- pM)+3+(ry),u" - r",)

ou

H-
5uM

21rr+31tw+zfr(p* - tt nT*r#-D(ftQpr +3p" )+3(ttr - tt" ))
5 a'  l t "
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