N
N

N

HAL

open science

Etude de quelques probléemes de contrélabilité exacte et
de stabilisation dépendant ou non de petits parametres

Louis Roder Tcheugoué Tébou

» To cite this version:

Louis Roder Tcheugoué Tébou. Etude de quelques problémes de controlabilité exacte et de stabilisa-
tion dépendant ou non de petits parametres. Mathématiques générales [math.GM]. Université Paul

Verlaine - Metz, 1995. Francais. NNT: 1995METZ013S . tel-01776912

HAL Id: tel-01776912
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776912

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01776912
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE
DE LORRAINE

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de I'ensemble de Ila
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de réeférencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite penale.

Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




UNIVERSITE DE MET?Z

ok ok ok sk 3k 3k ok ok ok 3k 3k ok ok ok
FACULTE DEPARTEMENT DE
DES MATHEMATIQUES
SCIENCES

Thése de Doctorat de 1’Université de Metz

Spécialité: Mathématiques Appliquées

titre: Etude de quelques problémes de controlabilité exacte et de
stabilisation dépendant ou non de petits parameétres

présentée le 19 mai 1995 par
TCHEUGOUE TEBOU Louis Roder

devant le jury composé de

Mmes Patrizia DONATO
Jeannine SAINT JEAN PAULIN

MM Francis CONRAD

Alain HARAUX Rapporteur
Vilmos KOMORNIK Rapporteur

BIBLIOTHEQUE UNIVERSITAIRE DE METZ

UARARIN

022 420557 9




§J
UNIVERSITE DE METZ
skskskokskokokskskskskskkk
BIBLIOTHEQUE UNIVERSITAIRE
. -METZ |

FACULTE o | 295024 S DEPARTEMENT DE

DES 4 ‘ MATHEMATIQUES
SCIENCES

o [SIM3 9543
o | Mogasrce

Theése de Doctorat de 1’Université de Metz

Spécialité: Mathématiques Appliquées

titre: Etude de quelques problémes de contrdlabilité exacte et de
stabilisation dépendant ou non de petits parametres

présentée le 19 mai 1995 par
TCHEUGOUE TEBOU Louis Roder

devant le jury composé de

Mmes Patrizia DONATO
Jeannine SAINT JEAN PAULIN

MM Francis CONRAD
Alain HARAUX Rapporteur
Vilmos KOMORNIK Rapporteur



Remerciements

Je remercie de tout mon coeur mon Sauveur et Seigneur Jésus-Christ dont le
précieux soutien a permis que ce travail arrive a son terme.

Je remercie le Professeur Jeannine Saint Jean Paulin qui a accepté de diriger mes
travaux et je voudrais ici lui exprimer ma profonde gratitude pour toute la sollicitude
dont elle a fait preuve tout au long de la préparation de cette thése; je vous remercie
aussi madame de m’avoir supporté pendant tout ce temps.

Je remercie également les rapporteurs, messieurs Alain Haraux et Vilmos
Komornik, respectivement Directeur de recherches au C N R S a Paris VI et Professeur
a Strasbourg, pour leurs fructueuses remarques ainsi que pour leur participation au

jury.
Je remercie aussi les Professeurs Francis Conrad (Nancy I) et Patrizia Donato
(Rouen) d’avoir accepté de faire partie du jury.

Mes remerciements sont aussi pour mon épouse pour son soutien constant ainsi
qu’au Département de Mathématiques de 'Université de Metz dont j’ai bénéficié du
précieux support pour la réalisation technique de cette these.

o



Dédicaces

Je dédie cette thése & mon Sauveur et Seigneur Jésus-Christ ainsi qu’a tous les
rachetés de I’Eternel de tous les peuples, de toutes les tribus, de toutes les langues et
de toutes les nations, qu’il s’est acquis par son sang précieux.

Masis Diew a choisi les choses folles du monde pour confondre les sages; Dieu a chois:
les choses faibles du monde pour confondre les fortes; et Dieu a choist les choses wviles du
monde et celles qu’on méprise, celles qui ne sont point, pour réduire au néant celles qui
sont, afin que nulle chair ne se glorifie devant Dieu.

3



Sommaire

Introduction générale......cciviiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiircecesers e e e 4

. Chapitre 1: Contrdlabilité Exacte Interne dans des Domaines Perforés
avec une Condition aux Limites de Fourier sur le bord des

Chapitre 3: Stabilisation et contrdlabilité exacte internes dans des
structures cellulaires MINCES...cccccivereieiiiaiianecaceiorossscernencoans 56

Chapitre 4: Une remarque sur un résultat de J.L. Lions en contrélabilité
exacte et perturbations singuli€res.......cccieivieiiinviriiincecanenns 105

Chapitre 5: Sur la stabilisation de 1’équation des ondes et du systéme de
I’élasticité linéaire en dimension 2........ crersressrsan ceesesrrsasesens 115

Bibliographie générale......c.cccociiuiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiicetiiceiiiieiiereceieitieeceee, 136



Titre de la these:Comportement a I'infini de I’énergie de quelques systémes linéaires
dépendant ou non de petits paramétres

Introduction générale*

Le premier chapitre de cette thése a été motivé par les travaux de D. Cioranescu
et P. Donato (cf. [VI],[VII]). Dans [VII], les auteurs étudient la controlabilité exacte
interne de ’équation des ondes, par la méthode H.U.M de J.L. Lions (cf. [XX]), avec
une condition de Neumann homogeéne sur le bord des trous; nous étudions le méme
probléme, mais avec une condition de Fourier sur le bord des trous. Notre condition
de Fourier dépend d’un parameétre qui pour la valeur zéro transforme la condition de
Fourier en une condition de Neumann homogene; le premier chapitre de cette thése est
donc une généralisation de [VII]. Hormis les résultats de contrdlabilité exacte établis
dans ce chapitre, nous y démontrons également des résultats de convergences faible et
forte de la suite des controles. L’étude de la convergence forte de la suite des controles
n’a pas été abordée dans [VII].

Le second chapitre de cette thése porte toujours sur la contrélabilité exacte interne
de I’équation des ondes, mais le domaine considéré ici est tridimensinnel et de faible
épaisseur; nous utilisons la méthode H.U.M. Ensuite, nous faisons tendre le paramétre
représentant 1’épaisseur vers zéro et nous démontrons que la suite des controles exacts
converge faiblement vers le controle exact du systéme limite bidimensionnel.

Dans le chapitre 3, nous étudions d’abord la stabilisation par "feedback” interne
d’un systéme généralisé des ondes dans un domaine qui se présente sous forme de gril-
lage; nous démontrons qu’on peut stabiliser les vibrations de ce corps indépendamment
de son épaisseur,de la taille des trous et de I’épaisseur des barres; nous obtenons un taux
de décroissance de I’énergie qui est indépendante de ces trois parametres. Ensuite, nous
faisons tendre, I'un apres ’autre, ces trois parametres vers zéro et nous démontrons a
chaque étape de convergence que ’énergie du systéme limite bidimensionnel décroit
exponentiellement et uniformément par rapport au(x) parametre(s) fixe(s). Apres cela,
nous utilisons le principe de D.L. Russell (¢f. [XXIV]) pour établir des résultats de
controlabilité exacte a partir des résultats de stabilisation précédemment démontrés
puis nous faisons tendre les trois petits parameétres vers zéro comme précédemment
et nous démontrons a chaque étape de convergence que la suite des contrdles exacts
converge faiblement vers le controle exact donné par le principe de Russell du systeme
limite bidimensionnel. A notre connaissance, c’est la premiére fois qu’on utilise le
principe de Russell pour établir des résultats de contrélabilité exacte dan les domaines
perforés.

* Les références bibliographiques contenues dans cette section se trouvent dans la bibliographie
générale située en pages 138 et 139.



Dans le chapitre 4 nous répondons a une question ouverte par J.L. Lions dans
[XXI]; dans [XXI], 'auteur démontre que si ¢, est la solution du systéme

ol + A0, — Ape =0 dans 2x]0, T
we =0 sur 002x]0,T|

(*) Ap. =0 sur 00x]0,T]|

0e(0) = €V

:(0) = p; € Hy(Q)

ou T est un nombre réel strictement positif, € est un petit parametre réel strictement
positif destiné & tendre vers zéro et

%4 :{v € H3(Q) NHHN); Av=0 sur 69}

alors, on a pour tout T > 2R,

) { VoLl + VAR + IAwglz}dw <
Q

T
Opcrs 0Dy
< 9e et 22
_CE-//I‘+{(8V) + &( w )2 bdTdt
0

ol pour tout £g € RV, on a
R= .Maa:{l:c —zol; x € QU@Q}, ry = {x €0 (z— o) - v(z) > 0}

v étant la normale unitaire extérieure a 0.
La question ouverte est de donner une estimation sur ¢.. Nous avons donné une

valeur explicite de c.

Le cinquiéme et dernier chapitre a été motivé par un article de V. Komornik (cf.
[XIV}]); nous travaillons en dimension 2. Nous démontrons un résultat de stabilisation
de I’équation des ondes meilleur que celui de [XIV], puis nous étudions la stabilisation
par "feedbacks” interne et frontiére et pour finir, nous employons les mémes techniques
pour étudier la stabilisation du systeme linéaire de ’élasticité.



Chapitre 1: Controlabilité Exacte Interne dans des Domaines Perforés
avec une Condition aux Limites de Fourier sur le bord des
trous

Résumé. On considére un domaine Q de RN, (N > 2) que 'on suppose perforé
périodiquement par des trous dont la taille est de l’ordre de €. On consideére la contrélabilité
exacte interne de 1’équation des ondes dans le domaine perforé {2, avec une condition aux
limites de Fourier sur le bord des trous. Dans un premier temps, on établit par la méthode
H.U.M de J.L. Lions, I'existence du contréle exact; ensuite, on fait tendre & vers zéro et on
montre que la suite des controles converge faiblement vers une fonction qui est le contréle
exact du systéme homogénéisé. Enfin, on démontre un résultat de convergence forte pour la
suite des controles.

Abstract. We consider the internal controllability of a generalized wave equation in a
periodically perforated domain, with a Fourier type boundary condition on the boundary of the
holes. First, we establish by the Hilbert uniqueness method, H.U.M, introduced by J.L. Lions,
the existence of the exact control; afterwards, we prove that the sequence of controls weakly
converges to a function which is the exact control of the homogenized system. We also prove
a strong convergence result for the sequence of controls.



1- Introduction et Position du Probléme.

Le premier résultat d’homogénéisation dans la théorie de la controlabilité exacte a
été établi par J.L. Lions dans [9]. Dans son article, J.L. Lions considére la controlabilité
exacte interne d’un systéme généralisé des ondes avec des coeflicients rapidement
oscillants dans un domaine fixe; il y fournit une technique permettant de régulariser
ce systéme quand les données initiales ne sont pas suffisamment réguliéres pour appli-
quer les résultats classiques d’homogénéisation. Puis D. Cioranescu et P. Donato [4]
ont traité le méme sujet mais cette fois-ci dans un domaine perforé périodiquement
de période ¢. Dans [4], la condition aux limites au bord des trous est une condition
de Neumann homogeéne et les auteurs ne donnent pas de résultat de convergence forte
pour la suite des contrdles. Nous étudions le méme probléme que dans [4] mais avec
plutot une condition de Fourier au bord des trous et nous démontrons un résultat de
convergence forte pour la suite des controles.

Dans tout ce qui suit, nous utilisons de fagon systématique la convention de som-
mation sur les indices répétés ainsi que les notations suivantes:

T est un nombre réel arbitraire strictement positif et 2 est un ouvert borné et
régulier de RN, (N > 2), € est un petit parameétre strictement positif destiné & tendre
vers zéro et S, est I’ensemble de tous les trous contenus dans 2

Q. =0Q\S., ©T=00x]0,T[, Z.=0S.x]0,T[, Y =]0,1["
S est une partie ouverte de Y de classe C?, représentant le trouet Y* =Y\ S
les parameétres « et u sont deux nombres réels avec p > 1, et 'opérateur A, est défini
par:

0 z, O 0 2 z, 9
A, = —a—xi(aij(g)%) Gon %—i(ai]‘(g)%j)w

ol ¥ = (v;;1 <i < N) est la normale unitaire extérieure a 0Q, et les coefficients a;;,
1<1,5 < N, vérifient

a;j € L°°(]RN)’ a;j est Y — périodique, a;; = aji, M = 1<Ai4ja,<$N{”ai]‘||Loo(IRN)}

(1.1) Im > 0: a;(y)é; > mék YE=(&) e RY, pp ye RV,

(1.2) On suppose que les trous ne coupent pas le bord de §.

Maintenant, on se donne {y?, y;} dans un espace de Hilbert approprié et ’on considere
le systeme suivant
(Yl + Acye = v, dans Q. x]0, T

a_ya_ + aety. =0 sur X,
Ova,
(1.3) ) ye =0 sur X

y:(0) =3? dans Q.
yi(0)=y! dans Q.
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ou v, est le contrdle que nous nous proposons de déterminer de maniére & avoir, si y.
est la solution de (1.3),

(1.4) ye(T;ve) = yo(T;ve) = 0 dans £..

La suite de notre travail se présente comme suit
2- Etude de la contrélabilité exacte de (1.3) pour a > 0.
3- Comportement asymptotique de (1.3) pour « > 0, convergence faible des
controles.
4- Convergence forte des contréles pour a > 0.
5- Etude du cas ou a < 0.

2- Etude de la Contrélabilité Exacte de (1.3) pour a > 0.

Cette étude est guidée par la méthode d’unicité hilbertienne, H.U.M, introduite
par J.L. Lions dans [10]. Prenons {y2,y!} dans V. x L%(Q2.), ou

Ve ={u € H(Q.);u = 0 sur 99}

muni de la norme

lellv. = IVelliz2 oy Vo € Ve

Considérons le systéme d’optimalité {¢e, 1.} ol @, satisfait

(ot + Acpe =0 dans Q.x]0, T

% + aetp, =0 sur %,

Ovy

we=0 sur ¥

pe(0)=¢0 dans Q.

PL(0)= ¢} dans 9,

et 1. vérifie

() + Acpe = —p. dans Q.x]0, T
Y.
Ovy,
< Ye =0 sur X

Y(T)=0 dans £,
| Y.(T)=0 dans Q..

+ aetyp. =0 sur X,

La solution . de (2.1) est caractérisée par le lemme suivant:

9



Lemme 2.1. Lorsque {¢%, ¢!} appartient ¢ L2(Q,.) x V', la solution . de (2.1)
vérifie:

(2.3) Pe € C([OvT]§L2(Qe)) ncl([oaT];Vel)'

De plus, il existe deuz constantes strictement positives ki et ko, indépendantes de ¢,
telles que

2 2 1 2 2 1
(24) B {ll@2llz2a,) + leellv, }7 < lleellpzorraany < Fellleelizge,) + lleclly, 2.

Preuve. La premiére partie du lemme est un résultat classique que ’on peut trou-
ver dans ([10], p.133). Pour établir (2.4), on va régulariser le probléme (2.1) comme dans
([4], p-197). Pour ce faire, introduisons x. € V, solution du systéme

Acxe = —go}: dans .

(2.5) a:e +aetxe =0 sur 48,
Xe=0 sur 09, |
et posons
t
(2.6) Ye(z,1) :/0 ve(z,8)ds + Xe-

On vérifie sans peine que 4. est la solution du probléme
(v 4+ Aeve =0 dans Q.x]0, T

Ye =0 sur 25

8
Ova,
Ye=0 sur X

7e(0) = xe dans Q.
[ 72(0) = ¢2 dans Q..

(2.7) {

On a alors, pour tout t€ [0, T, 'égalité de ’énergie

v\ Oe(t) Dre(t)
' 2 g Y n 2 _
il + | o572 e et act [ utepar =

2
(28) T, 0xe Oxe

2
= leblzran + [ as(H55

dz +ae"/ xe2dT.
85,

l

Or comme . est la solution de (2.5), on a

. Oxe OXe 9 1
1 d # € = - L, €4
/ ]( )8:1:] Fe. + ae ,/ase Xe dll (—p2, Xe)

10



oule (, ) désigne le produit de dualité entre V. et V..
D’ou1 'on déduit en utilisant une inégalité de Young et la relation (1.1)

x . Oxe OXe
| auFeGieds vaen [ xdr < sl + S,
e J 1 Se

1 1 T Oxe axe
< — |5, + =
< gl +5 [ @iz gieds

Des calculs simples dans (2.9) donnent alors

(2.9)

z, Oxe Oxe 2 1 1112
2.1 ii(—)=— d s ecdl < — /
(210) || oot gee et 200 | xdr < Tl

et par suite, comme « > 0, on a

T, Oxe Oxe / 2 Loia2
2.11 ; dx # cdl < — ,
(2.11) /E ](6)6.'13] Bz, + o€ assx < m||‘Pa||VE
En vertu de (2.6), on a

(2.12) Pe = 7;'

Combinant alors (2.8), (2.11) et (2.12), on obtient:

1

T 2 2 2
18 ledliominan < Moe{VEA T 1810, + 121,

ce qui représente la 2¢ inégalité de (2.4).

Pour établir I'inégalité inverse, on procéde comme dans ([8]) . Soit
(2.14) p:t— p(t) =t3(T —t)2

Multipliant alors (2.7) par pv. et intégrant par parties sur . x [0,T], on trouve:

/ / ”; 675 ag;(,) (t)d:rdt+a€“ﬁ pO)[re(t))?dE =

/ / (OlL(0) dedt + / / () peltyyL(t)dadt.

Compte tenu de (2.8), on en déduit

T
o2 T Oxe OXe “/ r _
(/(; p(t)dt>{”99e”L2(Qs)+/ aij(= )31'] dz; dzr + ae 55, Xe dl' p =
T
=2 [ [ itV dedt+ / | sndeniisa,
0 JQ. 0 JQ,

11
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Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite de (2.16), on
obtient pour tout A >0

/OT /Q P (e (t)yL(t)dzdt < /\/OT /Qe p(t)ye () dzdit

(2.17) .
+ (N /0 /Q v () dzdt.

ou 'on a posé
1 pl2 T2
c(A) = a”?”LN(]O,T[) =

D’autre part, si ¢, désigne la constante de Poincaré, alors on a

(2.18) / ' | Avtynie < | ' |, 0o dsat

En outre, compte tenu de (1.1) et (2.8), nous avons, pour tout ¢ € [0, T

2 .02 -z Oxe Oxe 2
m|[Vyelizz o <lleellzea,) + /Q az:(g)ggjﬁ ag, 0 T ae” /ass Xe~dl.

En reportant cette relation dans (2.18), on obtient

/oT /Q p(t)7e(t) dedt <
T

c 2 x . Oxe OX
< 2 0 Y s € Ed u 2 )
=~ m (A p(t)dt) {”905”[,2(95) + /{;e al](e )613] al'i T+ ae ‘/5;5'5 Xe dr’

On choisit alors A = -22% et on utilise dans (2.16) les relations (2.17) et (2.19), puis on
c
P

regroupe a gauche les termes identiques; il vient

T
0,2 (E30xe Oxe . / 247 4 <
/0\ p(t)dt{||¢5||L2(Qs) + /s;e az](e )Bx] a:l,‘i dz + ae 55, Xe dP <

2
< 2{2|Ip||Lm(]0’T[) + c(A)}IIVLIILz(o,T;Lz(QE»

(2.19)

(2.20)

Utilisant (1.1) et (2.12) dans (2.20), on trouve

2{2||P||L°°(]O,T[) + C()\)}

||P||L1(]o,T[)

: 2 2 2
(2.21) “‘Pg”m(ns) + m”Xe”v: < ”‘196||L2(0,T;L2(Qe))'

12



Ceci démontre 'existence d’une constante c, positive et indépendante de ¢ telle que

2 2
(2.22) IILIQBIIL?(Q;) < C”‘r%“m(o,T;L?(Qe))‘

Pour démontrer 'inégalité de gauche de (2.4), il reste & démontrer qu'’il existe une
constante positive k, indépendante de ¢, telle que

(2.23) lezlly: < Klixelly, -

Une formulation variationnelle de (2.5) est

(2.24) / ”(:c)axe —-——-d +as“/ xerdl = (—pl, 1) VreV..
6113] 88,

Gréce au Lemme 3.1 de [5], nous avons

(2.25) ae"/ XeTdDl = ae“/ (61’b1 a(X":T)dac +cla6""1/ XeTdT
5. Oyz 6 Oz; .

ou @, vérifie

'4Ayz,b1=—c1 dans Y*

oy
Ov

z/)l est Y-périodique et de moyenne nulle

(2.26) 1 sur 95

etolic) = {W} (la notation | A| désigne la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable

A). En vertu du fait que S est de classe C?, I’application de la Proposition 2.1 de [5]
produit

(2.27) 1 € WHe(Y™).

Or l'on a

(2.28) ”(vyd)l)en[[loo(ge)]l‘/ < ||vy¢1“[Loo(Y*)]N
avec

(Vy)"(2) = (Vy91)() pop dans Q..

Il découle alors de (2.25) qu'’il existe une constante positive c(a), telle que

(2.29)

act [ xe'rdl“l < (e  xely, Il

13



Par conséquent, reportant ce résultat dans (2.24), en utilisant le fait que u est supérieur
ou égal a 1, on trouve:

(2.30) wmws{M+d®humw

D’oti 'on déduit (2.23) et par suite (2.4); ceci achéve la preuve du Lemme 2.1. O

A présent, nous sommes en mesure de démontrer le théoréme de contrdlabilité
exacte:

Théoréme 2.2. Pour tout T' > 0 et pour tout couple de données initiales du
systéme (1.3) vérifiant

(2.31) (W0} € Ve x TX(9.),
il existe un controle interne
(2.32) ve € L2(0, T; L*(R2))
tel que si y. est la solution de (1.3), alors y. vérifie
| v(T)=9.(T)=0 dans Q..
Preuve. Posons
(2.33) F.=L*Q) x V', E'=L*Q.) x V.

ott I'on n’identifie pas F.' & son dual. Définissons

(2.34) A.:F. — F.'
par
(235) AE{QO(E)’ (pi} = {’(b;(O), _11[)6(0)}

ou . est la solution de (2.2). -
Des calculs simples montrent que pour tout_{£2,£1} € F,on a

T
As 0,};,2,: = Eedd
({211, {0, €1) [:Affmt

ol £, est la solution de (2.1) avec les données initiales {£2,£1}. Une application de (2.4)
donne alors

(2.36) kill{ed, e ir < Ac{o2, 0e}llr < kall{el, 02 HIE. -

14



D’ou 'on déduit que A, est un isomorphisme de F. sur F.', uniformément par rapport
ace.
Comme {yl, —y°} € F.', Péquation

(2.37) Ac{ed,0l} = {yi, -y}

possede une et une seule solution dans F, et compte tenu de la définition de A,, on a
donc

(2.38) {¢L(0) =y}

1/’5(0) = 3/2-
Posant alors
(2.39) Ve = —(

Pon voit que . est la solution du systéme (1.3). Mais ce systéme n’admettant qu’une
solution unique, a savoir y., ’on a par conséquent . = y.; par suite,

ye(T) =y.(T) =0 dans £,

ce qui acheve la preuve du Théoréeme 2.2. O

3- Comportement asymptotique de (1.3), convergence faible des contréles
pour a > 0.

Il est question dans ce paragraphe, de faire tendre ¢ vers zéro et d’étudier la
controlabilité exacte du systeme limite.

Posons
(3.1) C(6, e p) =
0 st opu>1
avec
: [Y|
3.2 6 = .
(3.2) | 7]

Pour j € {1,2,..., N}, introduisons x’ vérifiant

_ 9 o —yj)\ _ .
ayk(alk(y) ” ) =0 dans Y

o0’ — i)

(33) ()G =0 sur 95

Y’ est Y-périodique et de moyenne nulle.
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Les coefficients homogénéisés et 'opérateur homogénéisé sont respectivement définis
par

qij = -1—-/ {ai; —akj%—}dy (3.4.1)
Y | Jy. Oy
(3.4) 5 s
A= —8—3“(%87]_). (3.4.2)

Pour la suite de ce travail, nous aurons besoin du résultat suivant que nous rappelons
pour la commodité du lecteur

Lemme 3.1. a) (cf. [7]) Pour tout € > 0, il ezxiste un opérateur de prolongement

Q. € LH*Q.), HY(Q)(k =0,1) vérifiant pour tout v € H(L,)
() Qv =v dans .,
(B)  1QevliL2(0) < ellvll2an),
(1) IVQevllir2@yr < clVollizza.yn-

b) (cf. [4]) Pour tout € > 0, il existe un opérateur de prolongement
P. € L(L™(0,T; H*()),L>(0, T; H¥(Q)))(k = 0,1)
tel que pour tout ¢ € L>®°(0,T; H'(Q)) avec ¢' € L>®(0,T;L%(.)),0on ait:
(i) Pep =¢ dans Q.x]0,T],
(i) P(¢") = (Pup)! dans Qx]0,T],
(113) || Pell oo 0,13 12¢0)) < €llelleeo,1522(02.))
() [[VPeip|| poo 0, 152000y S eIVl Lo 0,722 00 )1%)
(v) | Pei' | Lo 0,7 22¢0)) < €ll Lo (0,7522(02.))

ot ¢ est une constante positive indépendante de €.

Supposons que y° et y! satisfont aux conditions suivantes:

(3.5) {Ily?llve Sc et 32 —y° dans L*(Q) faible

y~§ —y! dans L*(Q) faible

ou le ~ désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie dans Q. et ¢ est une
constante positive indépendante de € . On a alors le

Théoréme 3.2. On suppose que les données initiales de (1.3) vérifient (3.5). Soit
ve le contréle exact donné par H.U. M du systéme (1.3). Alors, lorsque € tend vers zéro,
on a

(3.6) b — v dans L%0,T;L*Q)) faible
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ou v est le controle exact du systéme homogénéisé

( Oy" + Ay + C(6,a,p)y =v dans Ox]0,T[
y=0 sur 00x]0,T]

(3.7) Jy(O): dans

| |

y'(0) = 7 dans (.

De plus s1 P. est Uopérateur de prolongement du Lemme 8.1, on a

(3.8)

P.y. —y dans L*(0,T; Hy(Q)) faible *
Pyl —y' dans L*™(0,T;L*(Q)) faible *.

Pour établir ce théoreme, nous aurons besoin du résultat suivant:

Lemme 3.3. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2, si {9, L} est défini par la
relation (2.37), alors il existe L dans H™1(Q), ¢° dans L2(Q), ¢ dans L2(0,T; L*(Q2))
et une sous-suite extraite de {e}, encore notée {e}, tels que

(3.9)

;E — % dans L*(Q) faible
@. =@ dans L*(0,T;L*(Q)) faible

ou c,o est la solution du probléme

6" + Ap +C(0,a,)p =0 dans Qx]0,T|
¢=0 sur O0Nx]0,T|

0(0) =¢® dans Q

©'(0) = ¢! dans Q.

(3.10)

Preuve. Procédons d’abord aux estimations a priori. En vertu de (3.5), (2.37), (2.36)
et (2.4), on a l'existence d’une constante positive ¢, indépendante de ¢, telle que

”‘Pg”m(gs) <c (3.11.1)
(3.11) lloally,: < e (3.11.2)
l@ell L2, «jo,1) < € (3.11.3)

Grace a (3.11.1) et (3.11.3), on a déja (3.9). L’existence de ¢! est assurée par le
résultat suivant démontré dans I’Appendice

Lemme 3.4. Soit f. € V.. On suppose qu’il existe une constante k, positive et
indépendante de ¢ telle que

I felly, < k.
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Soit . € V, la solution du probléme
Acme = fo dans Q.

+ aetr. =0 sur OS.

Alors il eziste f* € H™'(2) et une sous-suite extraite de €, encore notée ¢ tels que si
Q. est lopérateur de prolongement du Lemme 3.1, on ait

Q.Te — 1 dans H}(Q) faible

avec T vérifiant

Ar + C(0,a, )7 = f* dans Q.

Grace au Lemme 3.4, on sait que si x. est la solution de (2.5), alors
(3.12) Qexe — x dans H}(Q) faible
ou (). est P'opérateur de prolongement du Lemme 3.1 et x vérifie
(3.13) | Ax + C(0,a,p)x = —pl dans Q.
" Combinant (2.9), (3.11.1), (3.11.2), (2.8) et (2.11), on obtient

{ lve@®ll L2,y S € (3.14.1)

(3.14)
lve(llv. < e (3.14.2)

pour tout t € [0, T.
Il découle de (3.14) qu’apres extraction éventuelle d’une sous-suite, l’on a

P.y. — v dans L°(0,T; H}(Q)) faible x
(3.15) { 7. Y ( ()

P.y. —+' dans L*(0,T; L*(Q)) faible .
Maintenant, posons

z . 09

] £ t) =a;;(—)5—(z,t).
(3.16) E£(ont) = o (D gie(a,t)
Appliquant alors (3.14.2), on trouve
(3.17) €% oo 0,7 L2 Ny < €

de sorte qu’a une extraction de sous-suite pres, ’'on a
(3.18) £e — ¢* dans L0, T; [LA(Q))V) faible .
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D’autre part, compte tenu de (3.16), le systéme (2.7) se réécrit

(. — div(¢°) =0 dans Q.x]0,T]|
£ -v+aety, =0 sur X,

(3.19) { ¥e=0 sur &

Ye(0) = x. dans €.

7(0) = ¢? dans Q..

Multipliant la premiére équation de (3.19) par I ® v (avec 1 e D), veD]o, T[)) ,

et intégrant par parties sur 2. x}0,T[, on trouve

T T r _
(3.20) / /(Ps'ye)x(Qe)lv"dxdt +/ /(55 - Vlvdzdt + ae“/ Yelvdl'dt =0
o Jo o Jo

€

oy, ici et dans la suite, x(€2.) désigne la fonction caractéristique de ..
En vertu du Lemme 3.1 de [5], l'on a

T T
(3.21) ae"/ YelvdD'dt = ae”/ / (&b1 )( )a(% )vd:cdt+cla5” 1/ / Yelvdzdt.
Z. o Ja. 9 0o Jo,

Grace a (2.28) et (3.14), on sait que

) . T a¢1 6(76 )
(3.22) gﬂ{as”A Qe( o )( ) dxdt} =0 Vu>1.

Quant au second terme du membre de droite de (3.21), il vérifie, compte tenu de (3.15)
T .
T b [, ylvdedt si p=1
(3.23) lin%){clae"_l/ / 'yelvda:dt} = { 0 70
e—
0 Jo 0 st op>1.

Comme ¢; = %}, il découle de (3.1) et (3.23) que

T T
(3.24) lim{clae“_l/ / 'yelvdxdt} = C(O,a,u){/ /'ylvdxdt}.
€—0 0o Ja, 0o Jo

Le passage a la limite dans (3.20) produit alors

T T T
(3.25) / / f~lv" dzdt + / /(f* - Vvdzdt + C(0, a, ,u)/ / ylvdzdt = 0.
0 Q 0 Q 0 Q

D’ol l'on déduit facilement ’équation homogénéisée
(3.26) 64" — div(€*) + C(8,a,u)y =0 dans Qx]0, T7.
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Procédons maintenant & l'identification de ¢*. Comme les coefficients a;; sont
indépendants du temps, nous suivons ce qui a été fait dans ([7]) dans le cas des
problémes elliptiques. Considérons alors pour tout A € R¥, la solution wy du systéme

4

(lk(y)%) =0 dans Y,

(3.27) \ (a,k(y)%)n,C =0 sur 085,

| wx — A-y est Y-périodique de moyenne nulle.

et posons
ay) =-wa+ Ay

wez) =Xz~ e(Qua)(3)
ou Q € L(HYY*),H!(Y)) est un opérateur de prolongement vérifiant:
IV (Qe)llizzorm < ellVyellizacysyv pour tout ¢ € HY(Y™).
Montrons que
(3.28) we — fn dans HI(Q) faible

ou

f,\(.’l?) =A-z = /\ixi-

Puisque (Qx )¢ définie par
(@xx)(z) = (@x)(=)

converge faiblement vers zéro dans L?(2), on a évidemment
we — fn dans L*(Q) faible.

D’autre part,

awe — )\] _ [BQX/\

I .

et comme on a

/ 99X2 4, —0. j=1.92, .. N,
v ay,
1l vient
8w5 2 . .
— Aj dans L*(Q) faible, j =1,2,...,N.
a.’E]'
Or on a
. = 9h
J Oz



de sorte qu’en fin de compte on a (3.28).

Introduisons
aw by

n; =

et

(nd)j(z) = (n}xf).
Grace a (3.27),0on a

—div(n})) =0 dans €,

(3.29)
n)-n =0 sur IS,

et en vertu de (3.28),

(3.30) (77‘5 )i — Y] / a,](y) dy dans L?*(Q) faible.
Posons
1 owy,
A .. Rt
(3.31) v; = 7] /;/* aij(y) B9; dy

Multipliant (3.19) par w.p ®v et (3.29) par Pcy.¢p®uv, avec ¢ € D(Q) et
v € D(]0,T[)) puis intégrant par parties et soustrayant membre & membre, il vient:

T T o T
/ /(55 - Vo) )wevdzdt —/ /((17;\) - V) Peyevdzdt = —/ / P.vexq, pwev" dzdt
0 Q 0 Q 0 Q

ceci, en remarquant que

T T
/ / (€ - Vo, pvdadt — / / (- e )pvded = 0.
0 JQ. 0 JQ.

Compte tenu de (5.1), (5.8), (5.10), (3.28), (3.30) et (3.31), on obtient & la limite

T
/ /(§ - V) favdzdt — / / 'yvdazdt =—/ /Gmpf;\v"d:vdt
] a.'l:] 0 Q

et des calculs supplémentaires produisent

£ —y}g’

A ce niveau, on remarque qu’un choix judicieux de A permet d’identifier £*. Introduisons
la base canonique {e;, j=1,2,...,N} de RM et posonspour i=1,2,...,N,

i =e; et X' =y —wy,.
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Une vérification immédiate donne

(3.32) g::q,-,-%, i=1,2,..,N

de sorte que (3.26) devient

(3.33) 6" + Ay + C(0,a,p)y =0 dans Qx]0,T].
D’autre part, ’on a déja par (3.15)

(3.34) y=0 sur X.

Il nous reste & déterminer y(0) et 4'(0). Pour ce faire, considérons ! € D(RQ),
v € D([0,T[) et multiplions la premiére équation de (3.19) par I ® v puis effectuons
une intégration par parties sur Q,x]0,T[. Il vient alors

_ ( /Q ;gzdx)vm) t ( /Q (Qexe)x(Qs)ldﬂC)v'(O) +
(3.35) - /0 ' /Q (P ) x(Qe) 0" dedt + /0 : /Q (& - Vi)vdodt +

+ ae“/ Yelvdl'dt = 0
\ e

Passant & la limite dans (3.35), on trouve

- ( /Q <,o°ld:c>v(0) + 0( /Q xldx)v'(O) + /0 ' /Q Ovylv" dzdt +

(3.36) T .
+/ /(f* - VDvdzdt + C’(G,a,p)/ / ylvdzdt = 0.
0 Q 0 Q

En réintégrant (3.36) par parties, on obtient

_ (/Q c,o"ld:c)v(O) + 0(/Qxldx)v'(0) - 9(/97(0)1(1.’[)'0'(0) +

(3.37)
+ e( / v’(O)ld:c)v(m ; <97" T+ Ay +C(8, 0 1)1, 1 ® > —0
Q

Grace a (3.33), le dernier terme du membre de gauche de (3.37) est nul; par conséquent,

(3.37) devient
- ( /Q <p°ldm>v(0) + 9( /Q dex)v'(O) - 9( /9 7(0)ld:r>v’(0) +
4 9( /Q 7’(0)ld:c>v(0)=0.

(3.38)
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Si l’on choisit dans (3.38), v tel que v(0) = 0, des calculs simples montrent alors que

(3.39) 7(0) =
Si maintenant dans (3.38), v est choisi tel que v'(0) = 0, I'on vérifie sans peine que

0

(3.40) v (0) = -
En définitive, v est la solution du probléme

(67" + Ay + C(6,a,p)y =0 dans 0x]0,T|
vy=0 sur 0Qx]0,T]
(3.41) J ¥(0) = x dans

0
7'(0)=% dans Q.

Comme 'on a ¢, = . (voir (2.6)) et comme
(3.42) . — 64" dans L*(0,T;L%*(Q)) faible
on en déduit, en prenant en compte (3.9)
= 97;,
ce qui acheve la preuve du Lemme 3.3. O

Preuve du Théoréme 38.2. Puisque l'on a v, = —¢p, (voir (2.39)), le Lemme 3.3
nous donne (3.6) pour une sous-suite extraite. Il nous reste & démontrer (3.7) et (3.8);
pour cela, nous avons besoin de passer & la limite dans (2.2). Procédons aux estimations
a priori dans (2.2). L’on sait par (2.38) que

(0) = !
(3.43) ¥e(0) ve

$e(0) = y..
D’autre part, on a I’égalité de 1’énergie:

(Ol + [ 0D B2t aen [y opar =

z, 0y 9y? .
Gat)  { =Wl + [ an(DgE G +aer [ popar -
Q. a5,

¢
—2// weldzds.
o Ja.
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Or P'on a d’apres le Lemme 3.1 de [5]

31/’1 2 3([3101 ) - /
n 2 — I € p—1
ag /ass [v2)%dT" = ae / (3y, B2, dz + cyae o [y2)?dx

D’ot 'on déduit facilement
_ 2
(3.45) ae* /BS [ye)?dT < Ce*H[y2lly,

ou la constante C' ne dépend pas de ¢.
En vertu du lemme de Gronwall, de (3.5), (3.11.3), (3.44), (3.45) et du fait que
4 > 1, 1] existe une constante k, positive et indépendante de ¢, telle que

{ lbell oo 0,7322002,)) < & (3.46.1)

(3.46)
lbell oo o, 1w, ) < K- (3.46.2)

D’ou 'on déduit qu’a une sous-suite extraite

(3.47)

P.p. — ¢ dans L°(0,T; Hg(R)) faible *
Pyl — ' dans L™(0,T;L*(Q)) faible *.

Un raisonnement analogue a celui développé dans la preuve du Lemme 3.3, conduit au
systéme suivant

6" + A + C(0,a,p)p = —p dans Qx]0, T
=0 sur 00x]0,T[

P(T)=0 dans Q

P (T)=0 dans Q.

(3.48)

Grace a (3.5) et (3.43), on vérifie facilement que

P(0) = y— dans Q,
(3.49) z

$'(0) = 7 dans .
Comme 'on a 9. = y,, on a ainsi démontré (3.7) et (3.8) pour une sous-suite appropriée

extraite de €. Une application de la Méthode H.U.M a (3.7) permet la construction

d’un isomorphisme
A LH(Q) x HYQ) = L3(Q) x HY{(Q)

vérifiant
gl g0
(3.50) A’ i) =1{% -}
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puisque ¥ = y.
En outre, on sait que v = —p minimise la fonctionnelle

1 T
J(h) = 5/0 /th’dwdt

Usa ={h e L*0,T;L*(Q));y(T, k) =y'(T,h) =0}

sur ’ensemble

ce qui détermine le contréle v de facon unique. Par suite, toute la suite {v.} satisfait
ve — v dans L?(0,T;L*(Q)) faible
et donc toute la suite {P,y.} vérifie
P.y. —y dans L°°(0,T; Hy(£)) faible *
ceci achéve la démonstration du Théoreme 3.2. a

Remarque 3.4. L’on constate que lorsque > 1 et a > 0, le systéme homogénéisé
que 'on obtient est semblable & celui obtenu par D. Cioranescu et P. Donato dans [4];
tout se passe donc comme dans le cas ou I'on prend a = 0.

. Remarque 3.5. On peut prendre des données initiales moins réguliéres dans le
systéme (1.3); en effet, on obtient des résultats analogues aux précédents pour des
données initiales y° et yl vérifiant

yg € L2(Q€)
yr e V!

Il y a dans ce cas un transfert de régularité; ¢? et ¢! sont plus réguliéres maintenant.
De ce fait, les résultats de convergence liés aux suites {¢.} et {y.} sont échangés, les
calculs étant quasiment les mémes (cf. [4]).
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4- Convergence forte des contréles pour « > 0.

Dans tout ce qui suit, la notation ulq, désigne la restriction a ). d’une fonction
u définie dans 2, 'opérateur Q. est 'opérateur de prolongement du Lemme 3.1 et Qr
est son adjoint.

Le but de ce paragraphe est de démontrer que si nous remplacons les hypothéses
(3.5) de convergence faible des données initiales du systéme (1.3) par des hypothéses de
convergence forte, le résultat (3.6) de convergence faible des contréles est remplacé par
un résultat de convergence forte. Ceci est 1'objet du Théoréme 4.4. Mais préalablement,
nous allons énoncer un autre résultat de convergence faible en remplacgant les hypothéses
(3.5) ou la convergence était celle des prolongements par zéro par des hypothéses ot la
convergence porte sur l'opérateur ()..

Théoréme 4.1. On suppose que les données initiales y2 et yl du systéme (1.3)
vérifient maintenant

{Qeyﬁ — 2% dans H}(Q) faible (4.1.1)

(+1) Qeyr — 2! dans L*(Q) fort. (4.1.2)

Soit ve le contrile exact donné par H.U.M du systéme (1.3). Alors lorsque ¢ tend vers
zéro, on a

(4.2) Ve = v dans L*(0,T;L*(Q)) faible
ot v est le contrile ezact du systéme homogénéisé

02"+ Az + C(8,a,p)z =v dans Qx]0,T|
z2=0 sur 90x]0,T|

2(0)=2° dans Q

Z(0) =2 dans Q.

(4.3)

De plus Uon a

(4.4) {Psye —z dans L%(0,T; Hy(Q)) faible +

P.y. —2z' dans L*(0,T;L*(Q)) faible *.

Remarque 4.2. Le Théoréme 4.1 se démontre comme le Théoréme 3.2. Cependant,
nous tenons & donner quelques précisions sur les hypothéses (4.1); nous allons montrer
qu'’il existe des suites {y2} et {y>} telles que l'on ait (4.1). En effet, on peut choisir y°
et y! par

0 _ 0
(45) Ye = Z€|Qe
22 € Hy(Q) et 22 — 2° dans H}(Q) faible,
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1_ .1
(4:6) {ye _ZSIQe

zl € L*(Q) et 2z} — 2! dans L?*(R) fort.

Le passage de (4.5) (resp. (4.6)) & (4.1.1) (resp. (4.1.2) est possible avec le

Lemme 4.3. a) Soit {u.} C H}(Q) avec

(4.7) ue —u dans H}(Q) faible.
alors
(4.8) Qe(ucla.) — v dans Hy(Q) faible.

b) Soit {u.} C LE(R) telle que

(4.9) u. —u dans L*(Q) fort.
Alors
(4.10)  Qe(uela,) — u dans L*(Q) fort.

Preuve. La partie a) du Lemme 4.3 est un cas particulier du Lemme 2.1 de [3].

suffit donc de démontrer la partie b). On va procéder en deux étapes
. Etape 1. Montrons d’abord que pour tout u € L%()

(4.11) Qe(ulg,) —— dans L?(9) fort.

Soit u € L2(Q). Il existe {un,n € N} C H}(Q) telle que

(4.12) U, — u dans L%(Q) fort.

n—oo

En vertu de (4.8), on sait que pour n fixé

(4.13) Q:(unla,) — 7 tn dans H,(Q) faible.

Par conséquent, pour n fixé

(4.14) Q:(unla,) — 7 Un dans L%(Q) fort.

Or 'on a

(4.15) { 1Qe(ule.) — ull 2@y < 1Qe((w — un)l llzsar+

+ ”Qs(unlﬂe) - un”L’(Q) + flun — “||L2(Q)-
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Puisque ||Q.((u — un)|a, Mz2(0) < cllun — u|lL2¢0), on déduit de (4.15)

(4.16) [Qe(ula.) — ullz2@) < [1Qe(unla.) — unllLaa) + (¢ + Dllun — ul|L2(q).-

Grace 3 (4.13), le passage & la limite en ¢ dans (4.16) donne
(4.17) lim | Qe (ula,) — ullz2@) < (¢ + Dllun — ullzaay.

Passant ensuite & la limite en n dans (4.17), on obtient (4.11).
Etape 2. Soit {u.} C L?(Q2) vérifiant (4.9). On a alors

(418) { ”Q€(u5lﬂe) - u”L2(Q) < ”Qe((ue - u)lQ;)”Lz(ﬂ) + “Qe(ulﬂs) - U“Lz(Q)
< cfJue — ull L2y + 1Q(ula.) — vl L2(0)-

L’on sait par (4.9) et (4.11) que le second membre de (4.18) tend vers zéro avec ¢; d’otr
’'on déduit (4.10) et le Lemme 4.3 est ainsi démontré. O

Théoréme 4.4. Soit v, le controle donné par H.U.M pour le systéme (1.8). On sup-
pose que y° etyl vérifient (4.1) et qu’en outre, pour y°, on a U hypothése supplémentaire

( Aeyg = Q9. dans €.
0y?

Ova,

y?=0 sur OQ

| 9. € HY(Q), g — g dans H™1(Q) fort.

+ acy? =0 sur 0S.

v

(4.19)

Alors la convergence (4.2) a liew dans L(0,T; L%()) fort.

Remarque 4.5. Avant de démontrer ce théoréme, nous allons donner quelques
éclaircissements sur 1’ hypothése (4.19). Pour ce faire, nous rappelons des propriétés
de l'opérateur de prolongement (). introduit dans le Lemme 3.1.

(4.20) {Qeu =u dans Q. WVué€ LQ(QE)

||VQeU||fL2(Q)]N < f[Vullipaeagy  Vu eV
Il découle de la premiere équation de (4.20) que

(4.21) IVulliL2@av S IVQeulljr2yy  Yu € Ve
ce qui signifie encore

(4.22) [ullv. < |Qeullay@) Vu € Ve.
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Appliquant alors le Théoréme I1.20 de 2], on trouve que 'opérateur Q¥, adjoint de Q,,

Q H Y Q) — V'
est surjectif. L’hypothése (4.19) trouve ainsi une justification. Nous tenons cependant
a préciser que ce n’est pas la premieére fois q’une hypotheése de ce genre est utilisée;
une hypothése semblable a été déja utilisée dans [1], (4.5) en vue d’établir un résultat
de correcteur pour ’équation des ondes dans le cadre de la H-convergence. Une telle
hypothése a été aussi employée dans [6], (1.9). L’hypothése (4.19) est plausible con-
trairement a ’hypothese

- (4.23) Qeyd — 2° dans H}(Q) fort

qui est un peu artificielle et peu réaliste !
Nous allons a présent procéder a la démonstration du Théoreéme 4.4

Preuve du Théoréme 4.4. Nous savons que le contrdle v, est donné par
Ve = —@, ol ¢, est la solution de (2.1) avec {¢?, !} vérifiant (2.37). On montre
facilement que

T
(4.24) / / le(z, t)2dedt = / sie%ds + (—pl,y0)
0 Q. Q. Ve

4 Ve
D’autre part, comme on a (voir (2.5))

Acxe = —p) dans Q.
Ixe
ova,
Xe =0 sur 01,

(4.25) +agtyxy. =0 sur 98,

on en déduit

(10 N u/ 04T
/< Soe’ye)v _/(;! al](e)ax]_ 83:,- $+0{6 a5, X€y5

_ €L aX€ ayg u/ 0 —
= /QE a”(e)axi ijdw + ag s, XeYedl'  (car aij = aji)

=VS,<A5?J2, X6> v,

=W(Qde,xe)v

&

= (gea QeXe)

CHTY®)

(4.26)

Hy(Q)

Reportant (4.26) dans (4.24), on obtient
T

@y [ [ e Pdedt = [ yletat G0 Qux)
o Ja.

H™Y(Q) HY(Q)

€
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Comme les hypotheses (4.19) et (4.1.2) sont plus fortes que celles contenues dans (3.5),
le Lemme 3.3 est encore vrai. Avec toutes ces informations, on peut passer 3 la limite
dans (4.27); il vient alors

T o~
iy [ [ [@ete, 0P dodt = limy [ (Quui)elde + _, (o,
0 Ja e=0Ja

H™N(Q) H3 (@)

1.0
— d .
/Qz @ dz + H_l(m<g,x)H3(Q)

D’autre part, I’application du Théoréme 4.11 de [5] montre que 2° vérifie

(4.29) A2° +C(0,a,1)2° =g dans Q.

e—0

(4.28)

Par conséquent, on a

( _ Ox 62°
H'l(Q) (g’X> H&(Q) _/Q tJa a dx+C(9 44 ﬂ)/ XZ

:/ 'ng gz dz + C(6,a ,u)/ x2%dz  (car ¢;; = ¢;i)

= @) (Ax + C(8,a, 1)x, 2°) @

— _1 .0 N
\ —H'I(Q)( Pyr 2 )Hg(Q) (d’apreés (3.13)).

(4.30)

En utilisant cette relation dans (4.28), on trouve

. T
4.31 li Pe(z,t)|Pdadt = [ 2'¢%d 1, =2° :
@sn) i [ e Pt = [ Sdee gt

L’application de la méthode H.U.M pour la contrélabilité du systéme (4.3) montre que

T
4.32 z,t)|2dzdt = / 210z + 120 .
@ [ [lee [(2tdat k=)
ou ¢ est donné par le Lemme 3.3. On déduit alors de (4.31) et (4.32) que

(4.33) e — ¢ dans L*(0,T; L*(Q)) fort,
ce qui établit le Théoréme 4.4 puisque v, = —p. et v = —¢p. O

5- Etude du cas ou o < 0.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer que les résultats établis dans
les paragraphes précédents pour les valeurs positives de a restent encore valables pour
des valeurs négatives de a. Comme les résultats précédents reposaient essentiellement
sur le Lemme 2.1, nous nous bornerons ici & la démonstration d’un lemme analogue au
Lemme 2.1.

Comme dans les paragraphes précédents, ici, ¢, désigne la constante de Poincaré.

On a
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Lemme 5.1. (i) Soit ¢g > 0. On suppose que les paramétres «, ¢, u vérifient

m
5.1 =1 0 < e < g, -——<
oU Tg = cp{clcp+250||Vy7,b1“[L°°(Y.)]N} et la constante ¢y ainst que la fonction 1, sont
encore données par (2.26).
Alors le probléme (2.1) posséde une unique solution ¢, vérifiant (2.3) et, il eziste des
constantes hy et hy strictement positives et indépendantes de ¢ telles que

1

1
2 2 2 2 2 2
(5.2) hl{ucpznm) n nap;uw} < ellnor oy < hz{usozum) i Hsoillw}

(i) Lorsque p > 1 et a est choisie arbitrairement dans | — 00,0[, on a la méme
conclusion que dans (i), pourvu que ¢ vérifie en plus de (5.1)

1
m ]u—l

(5.3) €< [_2MO

Remarque 5.2. Dans le cas ou pu = 1, 'hypothése sur «, contenue dans (5.1) est
suffisante pour établir (5.2) mais elle est insuffisante pour effectuer le passage 4 la limite
en ¢. En effet 'équation homogénéisée associée a (2.5) est toujours donnée par

(5.4) {Ax +acify = -} dans Q

x=0 sur oqQ.

On vérifie sans peine que ’application du lemme de Lax-Milgram pour établir ’existence
et 'unicité de la solution de cette équation requiert que la valeur absolue de « n’excéde
pas une certaine valeur; plus précisément, on doit avoir

(55) —a < '071

ou Ay est la premiere valeur propre de 'opérateur homogénéisé A (avec condition de
Dirichlet). On doit donc combiner (5.1) et (5.5) pour passer 4 la limite.

Preuve du Lemme 5.1. Démontrons d’abord I'inégalité suivante qui sera utile
pour la suite. Pour tout v € V,, on a

(5.6)

m

Oze“‘lTo/ z,. Ov Ov

dzr < ag* 24r.
a;;(— )8x18x,m—a€ /asv

Gréace au Lemme 3.1 de [5], on sait que pour tout v € V,, on a

(5.7) —ae"/ v?dl = —2a€"/ (3¢1 :c Ov vdr — clae“_l/ vide.
5. Q.

8y1 6x i
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En vertu de I’inégalité de Poincaré et de (2.28), on a

—2ae"/ (&pl)(“’)a” / v2dz <

(5.8)
— ae*” 1{201750”vy‘/’1”[L°°(Y")]N +CICI2)}HV'U“[2L2(QE)]N'
Orl'on a
) x, Ov Ov
(5.9) m[[Volliza, v < / 53) 5y 5z

Combinant (5.7), (5.8), et (5.9), on trouve

—ae”“lcp{260||vy¢1H[Lw(y.)]N +e16p} (:c) Ov Bv
m %ij €’ 0z; ax,

(5.10) —ae"/ v2dll <
a5,
D’ol 'on déduit I'estimation voulue, compte tenu de la définition de 7.

Preuve de (i). Les hypothéses faites sur ¢, o et pu permettent de démontrer I’existence
et I'unicité de la solution de (2.1) comme dans le cas oi a est positif. Nous allons
établir seulement les inégalités de (5.2). En vertu de (2.8), (5.1) et (5.6) ainsi que de
la négativité de a, on a

. aty z, 07e(t) O0ve(t)
leellzzo,mir2ny + 1+_ / / ”(e) Oz; Oz; o, TS

2 z aXs 8Xe
T 1300 + [ oS3 Pean )
Q. J t

Mais grace a (5.1), on a

(5.11)

1+22 50
m
il découle alors de (5.11) que
£ e N aXe
(512) leliaomanay < ThSlia + T | au()gee eds

Maintenant, nous allons estimer le second terme du membre de droite de (5.12).
Nous rappelons I'inégalité (2.10) qui reste valable sous (5.1)

T, Oxe OXe / 2 Looq,2
. isl—)—=— d 2 e dP< —_— ’.
(5.13) /Qza'](e)awj B2, z + 2a¢e assx hS ||‘Pe”vs

Utilisant (5.6) dans (5.13), on trouve

(5.14) [ 20”"] / air(H P Ne g < Ly,

m r; Oz;
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En vertu de I’hypothése faite sur a, I'inégalité (5.14) se réécrit

z) 9xe Oxe !
(5.15) | i3 s < Sl

m — {—2amy

Combinant alors (5.12) et (5.15), on obtient

2 2 1 2
610) el < T{I0) + ey et

d’otli 'on déduit facilement la deuxiéme inégalité de (5.2) avec la constante h, donnée

par
hy = Max{\/f \/nT\/Za?}}

Il nous reste a établir la premiére inégalité de (5.2); nous allons procéder comme dans
le cas de la preuve du Lemme 2.1. Compte tenu de ce qui a été fait dans la preuve de
la premiére inégalité du Lemme 2.1 (cf. (2.12) et (2.15)), on a

/OT /Qe{[%(t)] +aij( )c’m(t) Bg;(zt)} I /2 p(t)[%(t)mz%

=2 / / ROOZE / / P Erlpe(tadt.

(5.17)

Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite de (5.17), on
obtient pour tout A > 0

/0 ' / e P (t)ve(t)pe(t)dzdt < A /0 ’ /Q ; h(t)%(t)z dzdit

+¢(N) /0 ' /Q e 0e(t) dadt.

(5.18)

ou l'on a posé

T2
(5.19) e(A) = || ||L =(0,7) = -

D’autre part, on a

(5.20) / ' | otere(oiasi < [ ' | oz,

En outre, compte tenu de (1.1), on a, pour tout ¢ € [0, T]

676 876
(5.21) IV l{z2g v < _/ ”( ¢’ oz; 9
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En reportant cette relation dans (5.20), on obtient

/oT /Qe p()7e(t)’ dzdt <
Ery

On choisit alors A = 7 et on utilise les relations (5.18) et (5.22) dans (5.17), puis on
P
fait les simplifications nécessaires; il vient

' SEPEN-AOL,A0) 2
O A A [ o e e L O

2

(5.22)

IN

< 2{2{lpllzes o,y + €M) Hleell 120,712 (00))

En utilisant (5.6) dans (5.23), on trouve

[ {iouor + [ 2emd, ) 2e020)

< 2{2“10||L°°(]0,T[) + c()‘)}HQDEHL?(O,T;L?(QE))

(5.24)

d’otr 'on déduit aisément

[m = 2m°} / / {[soe(t)] +aii(= )ag;(f)agfv(f)} p(t)dzdt <

< 2{2||P||L°°(]0,:l‘[) + C(/\)}||995||i2(o,T;L2(QE))‘

(5.25)

En vertu de la relation (2.8) et de la négativité de @, on a pour tout ¢ € [0, 7]

3xe

2 8x
”902“L2(Qe) +/ l]( ) : d«'C + e /as ngdr <

[ fo vt

La combinaison de (5.25) et (5.26) produit

(5.26)

2 ax€a
”(Pg“L?(QE) +/ az]( ) §€d$+0‘5/as xe2dl <

4m{2||p| Lo qo,Tp) + C(/\)}
= [m —{=2am }lloll1qo,1p)

(5.27)

loellz200,;22(0.))-
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L’utilisation de (5.6) dans (5.27) donne

e oand) 1 (i 02222 <

m

4m{2|pll 2o, + (V) }
= [m = {=2a7o}]lloll L2 o, p

(5.28)

l0ellz20,7;22(0.))-

Or 'on a pour tout 7 € V,

(5.29) / (2 )3’“ OT i + act [ xerdt = (=gt
:L‘ RR

D’ou 'on déduit
2
(5.30) letlly,: < [M = arol?|lx.l7, -

Des calculs simples dans la relation (5.30) montrent que

' z . OXe 8)(5 m 1u2
. a; z 2> ‘-
(531) P e e e A
Combinant alors (5.28) et (5.31), on obtient

[M_}_ / (0] dz + [—M—-FH%HV'

4m{2||p|| Lo qo,1p + <(A)}
[m — {—2a7o }|lpllLrgo,1p)

(532)

||99€”L2(0,T;L2(Q;))
d’ou I'on déduit I'inégalité voulue; ce qui achéve la preuve de (i).

Preuve de (ii). La démarche étant la méme que dans le cas de la preuve de (i), nous
nous bornerons ici & la démonstration des relations de la forme (5.15) ou (5.31).
Grace a (5.6) et (2.10), on sait que

m — {—2ae"“_17-0}]/ ”(x)axe 8)(5

m e’ Ox; 8:151 - m”%:”V"'

(5.33)

Utilisant (5.3) dans (5.33), on obtient une relation de la forme (5.15); ce qui permet
d’établir sans peine la deuxiéme inégalité de (5.2). De maniére analogue, on montre
que

z . 0Xe OXe m 102
34 i —dz > /
(53 ) /S ](6)813_, Bx, = [M__agﬂ_l,ro]zu‘r%”vs
ceci permet d’établir la premiére inégalité de (5.2) et le Lemme 5.1 est démontré. d
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Appendice: Preuve du Lemme 3.4.

Avant de donner la démonstration de ce lemme, nous voulons préciser qu'’il
correspond, pour a = 0, & un résultat de L. Tartar (cf. [4], Theorem 2.5). Notre
preuve utilise essentiellement les idées de I’Appendice de [4] basées sur le théoreme de
compacité par compensation (cf. [12]).

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne différentes constantes positives indépendantes de ¢
et le 7 désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie sur 2..0On suppose
que a est positif ou bien « vérifie les hypothéses du Lemme 5.1

Maintenant nous donnons la preuve du Lemme 3.4. Introduisons p, € V. ,
solution du probléme

—Ap. = f. dans .,

(A1) , pe =0 sur 09,
Pe _
5 =0 sur OS..
Ensuite, posons
| ox’ ] dpe
A2 o= b — -
( ) gi [ k 6yk £ Jaxk
avec x' défini par (3.3).
On a alors
(A.3) gl <e

D’oli 'on déduit qu’a une extraction de sous-suite pres, on a
(A.4) g¢ — g* dans [D'(Q)]V faible
ou ¢* est une mesure de Radon vectorielle. Posons

. i___{@Te_ape
(A.5) '0’5 _a”(s)axj o5,

On vérifie facilement que

(A.6)

—dwwo, =0 dans €.,
Oe-v+aetr. =0 sur 0O8S..
Comme on a

(A.7) | fellyv, < e,
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on en déduit d’abord

" it =
llpelly, <c

puis

(A.9) lloelliz2ayr < e

Ainsi, on a, aprés extraction éventuelle d’une sous-suite,

(4.10) {g — 0 dans [LA(Q)]" faible

Qeme — 7 dans Hy(Q) faible.
On vérifie sans peine que o et 7 satisfont a la condition suivante
(A.11) : —dive + C(6,a,u)r =0 dans Q.
Soit h € D(§). On introduit r, € V. tel que

Acre =h dans Q.
re=0 sur 01,

(A.12)
Ore _ 0 sur 9§
aI/Ae - €
On montre aisément que
(A.13) Qere — 7 dans Hy(Q) faible

avec r vérifiant

. Ar =60h dans
(A.14)
r=0 sur OJf.
On pose
(A.15) ' Ne = e - V(Qcre).

Dans [4], on avait

(A.16) dive, =0 dans

et l'utilisation du théoréme de compacité par compensation [12] permettait de conclure
directement que

(A.17) Ne — 0 - Vr dans D'(Q) faible.
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Or dans notre cas, divd, n’est pas borné dans L?(Q) mais nous allons montrer que
(A.17) a encore lieu. Soit ¢ € D(£). Des calculs simples montrent que

,
D'(Q) (776’90) D(Q) = _a5“LS Te@Tedl’ _/f; (0’5 : VSO)Tedu’C
=—af /( Oy )( )3(7-5:"'5) clag“_l/rsgoredx - /(05 . VSO)T‘ed:C
P o g

(A.18) ¢ Os 2 Oregrs) B

- / (GO T b — craet ™ [ XN Qur)ol@ero)io—

Q. : Q
- /(0’:/6 ’ VSO)QETEdIE.
Q

Or l'on a pour tout ¢ € D(Q)

'hm{as“/ G X5 aal =0 vz

(419) ¢ tm{aac [ (@@ )e@erde b = 00,0 [ roras]
ti [ (5 Vo)Qurede = [ (o Vipyrda.

\

D’oti I'on déduit facilement, en utilisant (A.11) que

A.20 li e Vr)ed Yo € D(Q
(A.20) Egr(lm,(m(n ®) @) /(0 r)pde v € D(Q)
ce qui prouve que (A.17) a bien lieu.

Admettons provisoirement que

or Or . Or

21 e —™ (qi4 —9;
(4.21) L q’@mjax,- ga:ci

dans D'(Q) faible.

On remarque alors en s’aidant de (A.17) que

- Or Jor Or

(A.22) i « or

oz;  "i3z; 01; Y bz;

Comme le choix de r est arbitraire, on déduit de (A.22) la relation suivante

. or
(A-23) —g; = 0i{— Qi 87j’
donc
(A.24) —div(g*) = At + C(6, a, p)7.
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En vertu de (A.23), on sait que ¢* € [L*(Q)]"; donc div(g*) € H~1(R). On prend alors
(A.25) f* = —div(g"),

et le Lemme 3.4 est démontré sous réserve que la relation (A.21) soit justifiée.
Etablissons & présent (A.21). On a

(. Z ore _5P: (Qcre)
"s_(“”(e)ax,- 6:::,-) Oz

(A.26) —
_ a“(f)are O(Qere)  Ope O(Qere)
Ye’0z; Oz Ooz; 0Or;

Gréace au théoreme de compacité par compensation (cf. [12]), on sait que

(5% AQere) | Or Oor (9) fai
(A.27) a”(e)axi 3z, gij 8z; Bz, dans D'(Q) faible.

Maintenant nous allons démontrer le résultat suivant qui sera utile pour la suite:

Ope O(Qere) _ , Or

9z Oz 9i 5 dans D'() faible.

(A.28)

D’apreés [11], le développement asymptotique de r. est donné par

(429 ri(2) = (@)~ exH () (@) + Re(a)

avec R, vérifiant

(A.30) |Re|| 510,y < ce? ott ¢>0 et cest indépendant de «.
Grace a (A.30) on sait que

(A.31) VR, — 0 dans [L2(Q)]VN fort.

On vérifie sans peine que

a’:a(Qere) _ 57):67;

8m,~ 8.13,' - 0.’[,‘ 8x,~
o 00K .5 o O
- gkaxk + Az Ozr £x (E)axkaxi dr;’

(A.32)

On obtient (A.28) en remarquant que les deux derniers termes du membre de droite de la
derniere ligne de (A.32) tendent vers zéro. Combinant alors (A.26), (A.27) et (A.28), on
obtient bien (A.21) et la preuve du Lemme 3.4 est terminée. O
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Chapitre 2: Controlabilité exacte interne des vibrations d’un corps
mince

Résumé. Nous étudions la controlabilité exacte interne d’un corps tridimensionnel
de faible épaisseur. Ensuite nous faisons tendre le parametre représentant ’épaisseur
vers zéro et nous établissons que la limite du controle exact est le contrdle exact du
systeme limite bidimensionnel.

Abstract. We study by the Hilbert uniqueness method, (H.U.M), of J.L. Lions,
the exact controllability of a 3-dimensional body of very small thickness. Afterwards,
we let the thickness parameter go to zero and we prove that the limit of the sequence of
exact controls is the exact control given by H.U.M, of the 2-dimensional limit system.
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Dans la suite, Q désigne un ouvert borné de R?, le domaine mince d’épaisseur e
est noté O° et est donné par O¢ = Qx| — £, +£[. Le domaine dilaté noté O est donné
par O = Qx| — 1, +1[ et T désigne un nombre réel quelconque strictement positif.

1-Introduction. La contrélabilité exacte de 1’équation des ondes dans des
domaines minces a été d’abord abordée par J.L. Lions dans [4, chap.5] dans le cadre
de la controlabilité exacte frontiére, puis ont suivi les travaux de J. Yan (cf. [7]) et de
J. Saint Jean Paulin - M. Vanninathan (cf. [6]), dans le méme cadre. Dans ce travail,
il est plutét question du cas des contrdles distribués. Plus précisément, on se donne
{y°,y'} dans des espaces de Hilbert appropriés et I’on se propose:
(i) de trouver un contréle v tel que, si y est la solution du systeme

y' — Ay =v dans O°x]0,T]

dy +e
E_O sur Qx{7}x]0,T[
(11) Jy=0 sur 90x] -5, +5[x]0,T|

e
5
y'(0) =y' dans Qx]-— : +E[

272

y(0) =y® dans Qx]— %,—{-

on ait
(1.2) y(T) = y'(T) = 0 dans O°

(ii) d’étudier le comportement limite (lorsque e tend vers zéro) de ce probléme.

Maintenant, nous allons nous ramener & un domaine fixe en procédant comme
dans [5]. Pour ce faire, on introduit la transformation suivante:

€
(z1,29,23) € O° = (21,22,23) €0
ou l'on a posé
Za = Tq a € {1,2}
T3
23 = —.
e
De méme, pour toute fonction f, on pose
f(xl) Za, 1'3) = fe(zl s 292, 33)-

Avec tout cela, le probleme & résoudre devient: pour {y?,y!} convenablement choisis,
trouver un controle v, tel que si y, vérifie

Y, — Aeye = v, dans Ox|0,T][

Oye 1
5, = 0 sur Qx {:\EE}X]O,T[
(13) Ye =0 sur aQX]_ %7%[X]0’T[

ye(O):yg dans O
ye(0) =y, dans O
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avec

on ait
(1.4) Ye(T) = y4(T) = 0 dans O.

Ensuite, on fait tendre e vers zéro et 1’on montre que v, converge dans un sens
convenable vers une limite v qui est le contréle exact du systéme limite associé & (1.3).
La suite de cette étude se présente comme suit

2- Contrélabilité exacte dans ’ouvert dilaté et convergence de la suite des controles.
3- Cas des données initiales moins régulieres.

2- Contrdlabilité exacte dans 1’ouvert dilaté et convergence de la suite
des controéles.

Dans tout ce paragraphe ainsi que dans celui qui suivra, on pose

V= {UEHI(O);u=0 surBQx]—%,%}

et on munit ’espace V de la norme suivante

3 ou\? ou \? ou \?
. 2 __ Ihall - -2 Y= ~
(2.1) i = [ % J{(32) +(52) + (32) }asa

puis on désigne par V,, l'espace de Hilbert ainsi obtenu, V, désignera ’espace dual de
Ve.

Nous allons & présent mettre en ceuvre la méthode d’unicité hilbertienne, H.U.M,
présentée dans [3], pour résoudre le probléme de controlabilité exacte. Introduisons ¢,
solution du systeme

(¢l — Agpe =0 dans Ox]0,T|

Ope 1
o 0 sur Qx {iz}X]O,T[
(2.2) Ye=0 sur ONx]— E l[><]0,T[

23
0u(0)= g0 dans O
¢e(0) = ¢, dans O.

Remarque 2.1. On montre que lorsque ¢? € L%(0) et ¢} € V/, alors la solution ¢, de
(2.2), vérifie:

(2.3) e € C([0,T); L*(0)) N C([0, T}; V).
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Le lemme suivant sera utile pour la suite:

Lemme 2.2. Il eziste deur constantes positives ¢y et co, indépendantes de e, telles
que

1
2 2 |2 2 2 ]2
e el el ) < leelisonnm < aflletliag + et}

Ce Lemme se démontre comme le Lemme 2.1 du chapitre 1 de cette thése; pour
les détails, nous renvoyons donc le lecteur a ce chapitre. Posons

(2.5) F,=L*0)xV!  F!'=V,xL)O0)

et définissons

r }
(2.6) el ee}lp, = {/0 /O(we)2dzdt} :

Grace au Lemme 2.2, on sait que |||z, est une norme sur F uniformément équivalente
a la norme de Fe.
Considérons le systéme rétrograde

P — Aetpe = —p,  dans Ox]0,T[

Othe
ov

bo=0 sur OQx]— % %[X]O,T[

Y(T)=0 dans O
Yo (T)=0 dans O.

=0 sur QX {:i:%}x]O,T[
. (2.7)

D’aprés (3], on sait que le probléme (2.7) posséde une et une seule solution 1. vérifiant
(2.8) ve € C([0,T); Ve) N CY([0,T]; L*(0)).-

Définissons alors 'opérateur

(2.9) Ae:F. — F'
par
(210) Ae{‘w"g, Lptla = {1/);(0)7 _"/)6(0)}

On vérifie sans peine la relation suivante:

2
(2.11) Fr{Aedwl, ot} {0, e 1) . = {2, pe HIE,
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d’ou Pon déduit
(2.12) [Acllzcre,pey 2 1.

D’autre part, on montre facilement que A, est continu et satisfait a la condition

(2.13) Aelle(r, Fy <1

Donc A, est un isomorphisme de F,. sur F,. Par conséquent, prenant le couple des
données initiales {y?,y!} du systéme (1.3) dans F}, ’équation

(214) Ae{(pga(pelz} = {yiv_yg}
admet une solution unique dans F,. En vertu de la définition de A, on a

{ $2(0) = y2

(213) $e(0) = 1.

Si I’on choisit le vecteur controle par
(2.16) Ve = —(e

alors, on constate que . est solution de (1.3). Or avec (2.16), le systéme (1.3) possede
une et une seule solution y.; donc y. = .. Comme ¢, vérifie

{ Ye(T)=0 dans O

(2.17) P (T)=0 dans O

on a donc (1.4). Ainsi est établi le résultat suivant

Théoréme 2.3. Pour tout nombre réel strictement positif T, pour tout couple de
données initiales {y,yl} du systéme (1.3), pris dans F,, le systéme (1.3) est ezacte-
ment contrélable et le contréle ezact v, est donné par (2.16).

Maintenant nous allons étudier le comportement limite du systéme (1.3). Pour ce
faire, on suppose que les données initiales y° et yi vérifient

(215) {nysne <c et y) —~y° dans H'(O) faible

y! —y! dans L%(O) faible

ol ¢ est une constante positive indépendante de e. On a alors le

Théoréme 2.4. Lorsque e tend vers zéro, le contréle ezact v, du systéme (1.3)
donné par H.U.M, est tel que

(2.19) ve — v dans L*(0x]0,T[) faible
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ot v est indépendant de z3 et v est le contréle ezact du systéme
y' — Ay =v dans Qx]0,T][
y=0 sur 00x]0,T[

y(0) =y° dans Q

y'(0) = M(y') dans Q

(2.20)

avec M(yl) défini par

=

(2.21) M(y* (21, z2) =/ 1 y' (21, 22, 23)dzs
et 52 5

En outre, on a

(2.22) {ye —y  dans L%(0,T; HY(0)) faible «

y. —y' dans L°(0,T;L*(0)) faible *.

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin des résultats suivants

. Lemme 2.5. Sous les hypothéses (2.18), soit p. la solution de (2.2) avec p? et
ol données par (2.14). Alors, lorsque e tend vers zéro, on a

(2.93 @2 — % dans L*(O) faible

>23) M(pl) = ) dans H™Y(Q) faible «
ainst que

(2.24) ¢e — 04 dans L*(0,T;L*(0)) faible

ot @y est la solutron du systéme

@y = Do =0 dans Qx]0,T|
v« =0 sur 00x]0,T]

Px(0) = M(g)) dans Q

0L (0) =) dans Q.

(2.25)

Lemme 2.6. On suppose que (2.18) a liew. Soit ¢ la solution de (2.7) avec @
définie par (2.2) et (2.14). Alors, lorsque e tend vers zéro, on a

(2.26) e — P, dans L=(0,T; HY(0)) faible «
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ainsi que

(2.27) Wl — L dans L*®(0,T; L*(0)) faible *

ot P« est la solution du systéme

Yy — Dotpe = —p  dans Qx]0, T
Ye =0 sur 00x]0,T]

Y(T)=0 dans Q

$i(T)=0 dans Q.

(2.28)

Esquisse de la Preuve du Lemme 2.5. Grice au Lemme 2.2 ainsi qu’a (2.14) et
(2.18), on a les estimations suivantes

leell 20y < ¢ (2.29.1)
(2.29) leelly, < ¢ (2.29.2)
0l L2¢0yxj0,71 < € (2.29.3)
Il découle de (2.29.2) que
(2.30) ||M(99¢13)||H-1(Q) <ec

On déduit alors de (2.29.1), (2.29.3) et (2.30) qu’a une extraction de sous-suite prés,
on a (2.23) et (2.24). Maintenant, nous allons montrer que ¢, est solution de (2.25).
Puisque, les données initiales de (2.2) sont peu réguliéres, on ne peut pas faire tendre e
vers zéro directement dans le systéme (2.2); nous allons donc procéder comme dans [3].
Introduisons la fonction r, définie par

(2.31) re(z, 1) :./0 ©e(z,8)ds + 7.(2)

ou 7, est la solution de
— AeTe = —pl dans O

O, 1
(2.32) 5, = 0 sur Qx {ii}

Te =0 sur O0x]— %, —;—[

On vérifie sans peine que 7, est la solution du systeme

r!! — Aere =0 dans Ox]0,T]|

ore 1
= 0 sur Qx {ia}X]O’T[
(233) Te = 0 sur aQX] - %, %[X]O’ T[

re(0) =71, dans O
P(0)=¢? dans O
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et qu’on a ’égalité de I’énergie
(2.34) lee®z2(a) + lIre®IlE = l€2llT2(0) + lI7elle, ¥t € [0,T].

D’autre part, grace a (2.29) et (2.30), on montre sans difficulté qu’a une sous-suite
extraite de {e}

(2.35) 7o = 7, dans H'(O) faible

et

(2.36) {re_kr dans L*(0,T; H'(0)) faible +

r! —¢' dans L™(0,T; L*(0)) faible *
avec r indépendante de z3 et vérifiant

r' —Ayr=0 dans Qx]0,T][
r=0 sur 00x]0,T]

r(0) =7, dans Q

r'(0) = M(¢?) dans Q.

(2.37)

De plus, la fonction 7, est la solution du systeme

(2.38)

— A1y = —goi dans €
T« =0 sur Ofd.

Si on pose h = r', on vérifie & ’aide de (2.37), (2.38) et de la relation suivante
(2:39) r € C([0, T); Hy(92)) N C*([0, T); L*(2)) N C*([0, T, H~(Q)).
que h est la solution du systeme

' — Ayh =0 dans 2x]0, T
h=0 sur 90x]0,T][

h(0) = M(¢%) dans €

R'(0) = ¢l dans Q.

(2.40)

Puisque @, = r', la combinaison de (2.24) et de (2.36) donne

€
(2.41) pe=1"=h
d’ott 'on déduit que @, est bien la solution de (2.25). d
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Esquisse de la preuve du Lemme 2.6. Pour tout ¢t € [0,T], on a I'inégalité de
I’énergie

(242) IO + eI < LT IBLOIE 20 + 1Ee(OIE + el 200,71 }

d’oli ’on déduit, en utilisant (2.15), (2.18) et (2.29.3), que

!
oo . < C
(2.43) { ldell Lo 0,7512(0)) <

”’»be”Lw(o,T;Hl(o)) <e.

A une sous-suite extraite de {e} prés, on a donc les convergences

— s (o3 . 1 . .
(2.44) {‘f’e i dans L(0,T;H'(0)) faible

! — ' dans L*(0,T;L*(0)) faible *
ou v est une fonction indépendante de z3 vérifiant

" — Agp = —p, dans Qx]0,T
p=0 sur 00x]0,T]

Y(T)=0 dans
$'(T)=0 dans Q.

(2.45)

O

Esquisse de la preuve du Théoréme 2.4. Grace a (2.15), (2.18) ainsi qu’au
Lemme 2.6, on a

(2.46) { p(0) =y° dans Q

$'(0) = M(y') dans €.
Puisque ye = e et v = —e, (voir (2.16)), on a alors (2.19) et (2.22) avec
(2.47) V= —@u, y=1

pour une sous-suite convenable extraite de {e}; ceci montre que y est la solution de
(2.20). L’application de la méthode d’unicité hilbertienne, H.U.M, au systéme (2.20)
permet de déterminer v de facon unique; donc toute la suite v, converge vers v et par
suite, toute la suite y. converge vers y. a

3- Cas des données initiales moins réguliéres.

Dans le probléeme que nous venons de résoudre, les données initiales y? et y! du
systéme (1.3) étaient prises respectivement dans V, et L?(0). Maintenant, nous allons
les choisir dans L%(Q0) et V. respectivement.
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Dans tout ce qui suit, ¢ désigne différentes constantes positives indépendantes de e.

On a le

Théoréme 3.1. Pour tout T > 0, il eziste un controle
(3.1) v, € [H(0,T; L*(0))]
tel que la solution y. de (1.3) satisfasse la condition

(3.2) Ye(T) = yo(T) = 0 dans O.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.2. On suppose que les données initiales ©8 et ol du systéme (2.2)
vérifient

(3.3) po €Ve, o€ L¥0).

Alors, il existe deux constantes ¢, et co, positives et indépendantes de e telles que

2 2 2 2 2
(3.4) Cl{”@SHVe + ||<Pi||L2(0)} < eellz2coxgomp < C2{||<Pg||ve + ||99<1e||L2(0)}

Preuve du Lemme 3.2. Pour le systéme (2.2), on a 1’égalité de ’énergie

(3.5) bl 20y + eI = 92120y + 62112, ¥t € [0,T]
d’ou 'on déduit aisément P’existence d’une constante positive ¢, telle que
(3.6) el o, mizzon < calllellly, + lletlzaan} -
Montrons maintenant qu’il existe une constante positive c; telle que
(3.7) er {2z + et Lao))? < Ieeliaominaon-
Pour ce faire, considérons comme dans [2]

ne(z,t) = p(t)pe(z, )

o p(t) = t3(T — t)%.
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La multiplication de la premiére équation de (2.2) par 7. et une intégration par parties
donnent

T T T
| tecontowa= [ [ sieyand+ [ [ fopoeiwdsa

Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite, on obtient
pour tout v > 0

/0 ' /O P()pe(t)el(t)dadt < v /0 ' /O o)1) drdit

p/2
”7;”qumTD T
+ / / (1) dzdt.
7o ¢ (*)

D’autre part, si ¢, désigne la constante de Poincaré, alors on a

(3.8)

T T
/0 loe(DI2p(t)dt < / /O o(1)h (1) dadi+

(3.9) T T .
- / loe(®)I2o(t)dt + () / /O o (1) dedt
”BZ”LNGQTD
o(n) =—F—74—

Compte tenu de (3.5), il découle de (3.9) que

(/ Co0) {121 + 0} <2 / ' JRECEOR2

T 2 2 T 2
([ o) {162 + 0ot} + e [ [ etcerdsa

Puisque ’on peut choisir 4 aussi petit que 'on veut, (3.7) s’en suit. Combinant alors
(3.7) et (3.6), on obtient (3.4) et la preuve du Lemme 3.2 est terminée. a

(3.10)

Preuve du Théoréme 3.1. Introduisons ¥, solution du probleme

Ye' — Detpe = ) dans Ox]0,T]|

| | aalie =0 sur QX {j;—;-}x]O,T[
(3.11) | #e=0 s 09x] - 5 210, T]

Ye(T)=0 dans O
Y (T)=0 dans O.
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ou ¢! vérifie
(3.12) —ph, T / / pLr'dzdt pour tout T € H'(0,T;L*(0))

de sorte que

(3.13) @) € [H'(0,T; L2(O))]’ (espace dual de  H'(0,T; L*(0))).
Posons
(3.14) F, =V, x L*(0) (on a maintenant F. =V, x L*(0))

et définissons A, comme précédemment. Grace au Lemme 3.2, nous savons que A, est
un isomorphisme de F, sur F, tel que

(3.15) cill {92, we}llF. < {Ae({we, peDlir: < call {we, 02} lIF..

D’ou il découle que ’équation

(3.16) Ae({92:pe}) = {ve, —ve}

a une et une seule solution dans F, car {y},—y?} € F..
~Choisissons

(3.17) Ve = @

ol @, est la solution de (2.2) avec {p?,¢l}, solution de (3.16). De plus, on a par
définition

(3.18) Ac({ge,92}) = {$e(0), —ve(0)}.

Combinant alors (3.16) et (3.18), et tenant compte de l'unicité de la solution du
probléme (1.3), on obtient

ye:d)e

de sorte que v, défini par (3.17) est le controle exact convenable; ceci achéve la preuve du
Théoreme 3.1. O

Maintenant, nous allons faire tendre le parameétre e vers zéro; on a le

Théoréme 3.3. On suppose que les donnnées initiales y et yl du systéme (1.9)
satisfaisant & (3.16) vérifient

(319) {yg - yg dans L2(O) fazble

lyellv: < e et My =yl dans H™YQ) faible *.
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Alors, lorsque e tend vers zéro, on a
(3.20) ve — v* dans [HY(0,T;L*(0))] faible *
ot v* est le contréle exact du systéme

Yy — Aoy =v*  dans Qx]0,TY,
ye =0 sur 00x]0,T],

ye(0) =gy dans Q,

y.(0) =yi dans Q.

(3.21)

En outre, on a

(3.22) Ye — yx dans L®(0,T;L*(Q)) faible *.

La preuve de ce Théoréme découle aisément des résultats suivants

Lemme 3.4. " Soient ©0 et ¢l les données initiales de (2.2) solution de (5.16).
Alors, on a

(3.23) {gog —® dans H'(O) faible

@l — ' dans L*(0) faible

ot 0 est une fonction indépendante de z3.
En outre, on a

(3.24) {% ~ ¢ dans L®(0,T; H'(0)) faible +

e — ¢ dans L*°(0,T;L*(0)) faible
ot o est la solution du systéme

0" —Ayp =0 dans Qx]0,T|[
=0 sur O00Qx]0,T]
0(0)=¢° dans Q

©'(0) = M(¢') dans Q.

(3.25)

Lemme 3.5. Lorsque e tend vers zéro, la solution v, de (3.11) vérifie
(3.26) e — 3 dans L°(0,T; L*0)) faible *
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avec v satisfaisant a

D"+ Agtp =" dans Qx]0,T|
=0 sur 0Nx]0,T[

P(T)=0 dans O

P (T)=0 dans O.

(3.27)

Esquisse de la Preuve du Lemme 3.4. Grace au Lemme 3.2 ainsi qu’a (3.16) et
(3.19), on a les estimations suivantes

leell < ¢

leellp2c0y < €
(3.28) ¢ 1O
loell 20y xjo,17 < €

“‘Pe”e <c¢

On déduit alors de (3.28) qu’a une extraction de sous-suite prés, on a (3.23) et (3.24).
Puis on vérifie sans peine que ¢ est la solution de (3.25). O
Preuve du Lemme 3.5. Nous allons procéder comme dans [1]; pour cela, intro-

duisons x. € V., solution de

— AeXe = ¢.(T) dans O

(3.29) 83)26 =0 sur Qx {i%}
Xe =0 sur OQx]— —;—,%
et posons
T
(3.30) Yezit) = = [ el s+ xe

On vérifie facilement que v, est la solution du systéme

Ye" — Aeve = ¢, dans Ox]0,T]|

Ove 1
S 0 sur Q x {:I:§}><]0,T[
(3.31) \ Ye =0 sur 9I0x] - %a %[X]OaT[

Ye(T) = xe dans O
7' (T)=0 dans O.
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On montre a partir de (3.28) que y. est bornée pour la norme de V,; par conséquent,
a une extraction de sous-suite de {e} prés, on a

(3.32) Xe — x dans H'(O) faible

avec x indépendante de z3 et vérifiant

(3.33) { —DMox =¢'(T) dans Q

x=0 sur ON0.

Pour le systéme (3.31), on a I’égalité de ’énergie

T
(3:34) Ilvé(t)lliz(m+I|7e(t)||3=l|er|§—2/ /Owévédzds, Vi € [0,T]
t

Utilisant (3.28) et (3.32) dans (3.34), on trouve qu’a un sous-suite extraite de {e} prés

(3.35)

Yo — v dans L*(0,T; H'(0O)) faible *
v, — 4" dans L°°(0,T;L*(0)) faible *

olt v est indépendante de 23 et 7 est la solution du systeme

Y —Ayy=¢' dans Qx]0,T][
y=0 sur 909x]0,T|
YT)=x dans O

¥ (T)=0 dans O.

(3.36)

Puisque 1, = v, on déduit (3.26) de (3.35) et l'utilisation de (3.33) et (3.36) permet
d’affirmer que v est la solution de (3.27); ce qui termine la preuve du Lemme 3.5. O

Esquisse de la preuve du Théoréme 3.3. Puisque par le Théoréme 3.1 on a
Ye = e, le Lemme 3.5 nous donne immédiatement

ye — ¥y, dans L(0,T; L*(Q)) faible *.
D’autre part comme v, = ¢, on a aussi
ve —v* dans [H'(0,T;L%(0))] faible

et l’obtention de (3.21) découle du Lemme 3.5. Nous tenons a préciser que toutes les
convergences obtenues jusqu’a présent sont liées a des sous-suites extraites de {e}. Pour
achever la preuve du Théoréme 3.3, on doit encore montrer que toutes les convergences
ont lieu pour toute la suite {e}. Pour ce faire, on applique la méthode H.U.M au systeme
(3.21); ce qui nous permet de savoir que le controle exact v* est unique; d’ou I'on déduit
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que toute la suite {v. } converge et par suite, toutes les autres convergences ont lieu pour
toute la suite {e}. a

1]
2]

3]
[4]
[5]
[6]
[7]

Références bibliographiques.

D. Cioranescu, P. Donato, Exact internal controllability in perforated domains.
J. Math. Pures et Appl, 68 (1989), 185-213.

A. Haraux, On a completion problem in the theory of distributed control of wave
equations, Nonlinear partial differential equations and their applications, Collége
de France Seminar 1987-1988, H. Brézis and J.L. Lions Eds., Res. Notes in Math.,

Pitman.

J.L. Lions, Contréolabilité exzacte, perturbations et stabilisation des systémes
distribués, tome 1. R.M.A (Masson, Paris, 1988).

J.L. Lions, Contrélabilité ezacte, perturbations et stabilisation des systémes
distribués, tome 2. R.M.A (Masson, Paris, 1988).

J.L. Lions, E. Magenes, Problémes auz limites non homogénes et applications. vol.

1 (Dunod, Paris, 1968).

J. Saint Jean Paulin, M. Vanninathan, Exact controllability of vibrations of thin
bodies. Portugaliae Mathematica, 51(1994), 421-453

J. Yan, Controlabilité exacte pour des domaines minces. Asymptotic Analysis,
5(1992), 461-471.

56



Chapitre 3: Stabilisation et contrélabilité exacte internes dans des
structures cellulaires minces

Résumé. On étudie d’abord la stabilisation par "feedback” interne d’un systéme
généralisé des ondes dans un domaine qui se présente sous forme de grillage tridimension-
nel; on démontre qu’on peut stabiliser les vibrations de ce corps indépendamment de son
épaisseur, de la taille des trous et de 1’épaisseur des barres; en effet, nous obtenons un taux de
décroissance de I’énergie qui est indépendante de ces trois paramétres. Ensuite, nous faisons
tendre, ’'un apreés 1’autre, ces trois paramétres vers zéro et nous démontrons a chaque étape
de convergence que 1’énergie du systéme limite bidimensionnel décroit exponentiellement et
uniformément par rapport au(x) paramétre(s) fixe(s). Aprés cela, nous utilisons le principe
de D.L. Russell pour établir des résultats de controlabilité exacte a partir des résultats de
stabilisation précédemment démontrés puis nous faisons tendre les trois petits paramétres vers
zéro comme précédemment et nous démontrons & chaque étape de convergence que la suite des
contrdles exacts converge faiblement vers le contréle exact donné par le principe de Russell du
systeme limite bidimensionnel.

Abstract. We first study the stabilization by internal feedback of a generalized wave
system in a domain which looks like a 3-dimensional grid; we prove that it is possible to
stabilize the vibrations of this body independently of its thickness, of the size of the holes,
of the thickness of the bars; in fact, we obtain a rate of decay which is independent of these
parameters. Afterwards, we let these parameters go to zero successively and we prove, at each
step of convergence, that the energy of the 2-dimensional limit system exponentially decreases
uniformly with respect to fix parameter(s). After that, we use the principle of D.L. Russell
to establish exact controllability results from the previous stabilization results; then we let
the three small parameters go to zero as previously and we prove at each step of convergence
that the limit of the sequence of controls weakly converges to the exact control given by the
principle of D.L. Russell for the 2-dimensional limit system.
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Introduction. L’objet de ce travail est d’étudier la stabilisation interne d’un corps
qui se présente sous la forme d’un grillage (cf. figure 2) et d’utiliser le principe de
D.L. Russell [13] pour obtenir la controlabilité exacte des vibrations de ce corps.

La controlabilité exacte par application du principe de Russell n’a pas encore été
abordée dans le cadre des domaines perforés; notre résultat est le premier dans ce sens.

Etant donné que notre probléme comporte plusieurs petits parametres, nous allons
utiliser en plus des techniques de stabilisation, des techniques d’analyse asymptotique.
La stabilisation utilise les idées de [10] et pour ’analyse asymptotique, nous utilisons
les idées de [1], [3], [5], [6] et [7]. La présentation de notre travail est la suivante:

* dans le premier paragraphe, nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité
ainsi que la stabilisation uniforme des vibrations du corps perforé

* dans les paragraphes 2, 3 et 4, nous faisons tendre les différents petits parametres
vers zéro dans le probléme de stabilisation I'un apres 'autre et, a chaque étape de
convergence, nous démontrons que ’énergie du systéme limite bidimensionnel décroit
exponentiellement et uniformément

* le paragraphe 5 est constitué d’un ensemble de commentaires et de remarques
sur les résultats des paragraphes 2, 3 et 4; nous y démontrons qu'il est plus avantageux,
lors des passages de faire tendre d’abord ’épaisseur du grillage vers zéro, puis la taille
des trous et ensuite ’épaisseur des barres

* dans le paragraphe 6, nous utilisons le principe de Russell pour établir un résultat
de contrélabilité exacte

* dans le paragraphe 7, nous faisons tendre les différents parametres vers zéro dans
le probléme de controlabilité exacte du paragraphe 6 et a chaque étape, nous montrons
que la suite des contrdles converge vers le contrdle exact obtenu par le principe de
Russell du systéme limite obtenu

* dans le paragraphe 8, nous donnons des éléments essentiels dans le cas ou les
données initiales sont choisies dans un espace plus grand que celui utilisé dans les
paragraphes précédents.

1- Position du probléme et premier résultat de stabilisation

On considére le domaine perforé décrit par la figure 2; il est contenu dans ’ouvert

€ €

Qe =]0,11[X]0,l2[><] - 5, 5[

ol e est un petit paramétre réel destiné a tendre vers zéro. On suppose que e¢ = &7 ou
¢ désigne la période et n est un petit parametre.

o8



Wes 1
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S
) /Y* 5
figure 1 figure 3
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VTV T1 7171 7
VTV TV T 7
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—

figure 2
On pose
. . ) . 11
w =]0,54[x]0,[ Y =]0,1[x]0,1[ Yz= {y €Y; dist(y,dY) < —i} Vi =Y; ><]—§, 5[

ot § est petit parametre positif strictement inférieur & 2. On suppose que
(i) la périodicité n’a lieu que dans les directions y; et y,
(i) les trous ne coupent pas le bord latéral de Qe.
On désigne par
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* S.s l'ensemble de tous les trous contenus dans w
11
* 566,1 = Seéx] - 57 'é‘[
¥wes =w \ {Ses UDSes}
* Ses,e I'ensemble de tous les trous contenus dans §2,
et on pose 5. = wes x| — 5, F[-

Dans toute la suite, nous utilisons systématiquement la convention de sommation
sur les indices ¢, j, a, 3, et u lorsqu’ils sont répétés; par contre, il n’ya pas de sommation
sur les indices €, 6,7 quand ils sont répétés.

On considere le systeme suivant

’ulelé,e + Aeueé,e + bu,sé,e =0 dans 956’6 X]O’ +OO[

aauTeje =0 sur 0S.s.ex]0,+o0]
OUese +e
(1.1) s 0 sur wes X {7}x]0,+oo[

Uese =0  sur Owx]0,+o00]

0
us&,e(o) = Ugse dans Qeg,e

! 1
us&,e(o) = Uege dans Qe&,e

ou
0 0 a 0 0]
Ac = ——(a;j— € = ij ;
€ a.T,'(al] 811]) ta 81/,45 81,- (ajaitj )1/1
ou v* = (vf;1 <1 < 3) est la normale unitaire extérieure & .5, et les coefficients
a;;, 1<1,57 <3, sont des constantes indépendantes de ¢, ¢ et e vérifiant
a;; = aji, M = 1]%{3%3“(1,']']}
(1.2) Im > 0: a6, > még VE= (&) e R
o0 2 1 1 R . Iy
a € L¥(R*x] — 3 5[), a est Y-périodique et positive
(1.3) af(z) = a(2, 22 2
( ) ( c I c ] 3)

b est une constante réelle strictement positive.

Pour travailler dans un domaine indépendant de e, on fait le changement de vari-
ables suivant

T3
o (551,562@3)'—’(21=$1722=$2,23=—)
(1.4) En
fe(z1, 20, 23) = fo(21, 22, 23).
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Alors le systéme (1.1) devient

ulls o+ Ac qUes g + buls, =0 dans Q.5x]0, +o0[
0 8 c
(aup ; £é.n + 5_1n_1aa3 g S, Jnag =0  sur 0S5.s1%]0, +oo|
2p 23
Ou . 1
Ues,n +6_177_1a33 Ou 6,77 )n3 =0 surw.s X {EI:Q—}X}O,+OO[

(1.5) (Gap =5, dzs
Uesy =0 sur Qwx] — —1- —[X]O +oo[

Ues p(0) = ugs,n dans Qeg

! 1
Ugs ,(0) = uzs, dans Qg

ou
QE& = Qe&,l
et
82 8299 O? a')
As — o 1 -1 o _ 1 1 2
% Gaby o2 ¢ ¢ % 82423 © aw@z?, 8 e ass dz3 taty

Posons

11 1 11
(1.6) Q=w><].—§,§[, Vis=<ve H(Qe); v=0 sur wa]—s,s[

On munit V.s de la norme

v Ov Oov Ov dv Ov
. 9~ 1n~1q, =2, =2 <02\ e
(1.7) ”v“eén /st{a ﬂaza _82/3 + n a 3343 7 +c 7 n agg—az3 _823 + a1 }d

et du produit scalaire correspondant. On a le

Théoréme 1.1. On suppose que les données initiales ugé,n et ul , du systéme (1.5)
vérifient

(1.8) ugayn € Ves et “elré,n € L*(Q.s).

Alors (1.5) posséde une et une seule solution ucs , et cette solution satisfait a la cond:-
tion

(1.9) Ues,n € C([0,+00[; Ves) N CH([0, +o00[; L*(Qes))

Preuve. On va utiliser la méthode de Hille et Yosida (cf. {2], [9], {10]). Pour ce
faire, introduisons ’opérateur

A5 : Vs x Vo Vs x L*(Q.
(1.10) { §: Ves X Ves — Ves X L*(Qes)

(u,v) — (—v, A yu + bv)
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de domaine

D(Aes) = {(u,v) € Ves X Vieg; Acqu € L*(Qes) et

(aoﬂ% 4+ e~ 7]_laaggz%)na =0 sur 05,
Ou -1 -1 Ou. +1
(agﬁb?ﬂ +e 'y a338—23)n3 =0 sur wes X {7}}

1

b,y satis-

Nous allons démontrer le Théoréme 1.1 pour des données initiales u?; , et u
faisant

(1.11) {ugsyn,ulgm} € D(A.s).

11 suffira ensuite d’utiliser un argument de densité pour obtenir la démonstration de ce
théoréme pour des données initiales vérifiant (1.8). A partir de maintenant, on suppose
que (1.11) a lieu. Posons

(112) Z = (ueé,m ulgé,n) et ZO = (u(;&,n?uié,n)

alors le systeme (1.5) devient

L Z'+ AsZ =0 dans (0,400)
(1.13)

Z(0) = Z°.

Pour obtenir l'existence et I'unicité de la solution de (1.5), il suffit de démontrer que
(1.13) posséde une et une seule solution. En vertu du théoréme de Hille et Yosida
(cf. [2]), il suffit de démontrer que 'opérateur A.s est maximal monotone.

Montrons que A.s est monotone. Soit (u,v) € D(As). On a

(At == [

+/ bv?dz
(1.14) Q.

bvldz
Qeé

0

v{Asy,,u}dz—l-/ v{A. yuldz+
956

v

donc A.s est monotone. Il reste & montrer que pour tout (f,g) € Vg x L?(€es), il
existe (u,v) € D(Ags) tel que

(1.15) Acs(u,v) + (u,v) = (f, 9).
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En vertu de la définition de 'opérateur A.s, la relation (1.15) s’écrit encore

(1.16 u—v=7f
16) Acqut(b+1l)v=g

d’ott I'on déduit
(1.17) Ae,nu+(b—l—1)u:g+(b+1)f.

Comme on cherche (u,v) dans D(Acs), u doit vérifier en plus de (1.17)

u € Ve&
au _ —1 8u
(1.18) (aaﬂa—zﬂ tTE N Qa3 52—3)7%1 =0 sur 0S4
au 1 -1 8u ﬁ:l
(a?’ﬂ@_zg +e a336—23)n3 =0 surwe X {—2—}

Grace a la théorie des équations elliptiques (voir par exemple [12]), on sait que le
systéme constitué par (1.17) et (1.18) admet une seule solution; ayant ainsi obtenu u,
on obtient v en utilisant la premiére équation de (1.16). En outre, la deuxiéme équation
de (1.16) nous permet d’affirmer que A, ,u € L?(Q.s); donc (u,v) € D(A.5). Nous
avons ainsi établi que 'opérateur A.s est maximal monotone; donc (1.13) posséde une
seule solution sous I’hypothése (1.11) et par suite (1.5) posséde aussi une seule solution
Ues,y et cette solution vérifie

(119)  {uesgtilg,} € ([0, +00[; D(Aes)) N CH([0, +00f; Ve x L*(Ser))-

Maintenant, nous supposons que u? 5.y € ul 5., vérifient seulement (1.8).

L'opérateur A.s étant maximal monotone, son domaine, D(A.s), est dense dans
Ves x L*(Q5); un simple argument de densité permet de conclure que sous I’hypothése
(1.8), le systéme (1.5) posséde une solution unique u.s,, et cette solution vérifie (1.9);
ceci achéve la preuve du Théoreme 1.1. a

Lorsque la condition (1.8) est vérifiée, ’énergie du systéme (1.5) est donnée par

1 \
1200 Esalt)= 5] [ WesOPds + s, po Vo0
ed

=

ot ||.||es., est définie par (1.7).
On établit facilement le résultat suivant

Lemme 1.2. L’énergie E.5, décroit avec le temps; plus précisément, on a
(1.21) Els,(t) = —/ bluts,,(z,t)|*dz, Vi >0
956
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T
(1.22) amwaMAm:/'/ blucts (2, 8)*dzdt 0 < § < T < +oc.
S 956

Soit A\¢ une constante strictement positive et indépendante de ¢, 8,7 telle que pour
tout v € Vg

1
(1.23) / v[*dz < —|Vepvf®.
Qe& AO

ou l'on a posé

dv Ov Ov Ov dv Ov
1 2 _ . 2~ 1n~lq, -2 2 -
( 24) |Venv| Aeﬁ{a ﬂaza 8zﬁ Teem a 3323 0zq Te T Tass 023 Oz3 }d

Remarque 1.3. Une telle constante )\g existe; en effet, on peut prendre

(1.25) Ao = AALLEEPS ¢p désigne la constante de Poincaré.
€p

On ale

Théoréme 1.4. On suppose qu’en plus de (1.3), a et b vérifient

11
(1.26) 2X2 < a(y1,92,y3) presque partout dans R*x] — 53
b = 2/\0
Alors Uénergie du systéme (1.5) vérifie
1
(1.27) E.s4(t) < [exp(l — Aot)]Ecs,5(0), Vit > o
0

Preuve. En vertu de [8] (on peut aussi consulter.[10] et [15]), il suffit de démontrer
que pour tout S >0

+o0
1
(1.28) /&m@ﬂéyﬁm@)
0
S

En effet, si ’on a (1.28), on en déduit

+o00

d

E[emp()\oS) / Eegy,,(t)dt} <0
S
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d’ou 'on déduit

+oo +o0
/ Eesn(t)dt < exp(—XoS) / E.s,(t)dt
S 0

et appliquant (1.28) & cette derniére relation, on trouve

+oo
(1.29) / Bus,(t)dt < [exp(—/\OS)Jj—OEea,,,(oy
S

Comme E.5, décroit, on sait que
H

+oo
1 1
(1.30) —Es,(S+—) < /Esé,,(t)dt.
/\0 ! )\0 ’
s

Combinant (1.29) et (1.30), on obtient
1

(1.31) Ees.5(S + )\—) < lexp(—AoS)|Ees,n(0) VS >0
0

d’ou Pon déduit (1.27).

Maintenant, procédons & la démonstration de (1.28). Soient 0 < S < T < +oo.
Multiplions la premiére équation de (1.5) par u.s, et intégrons par parties sur
Q6%]S,T; il vient alors

T

T T
/ ui:ﬁ,nuiﬁ,ndz] _// Iulsé,nIQdZdt+/|Vsn“€6,n|2dt+
Qs& S 5 Qe& S

T T
+// aelueg,,,|2dzdt+// buls ntes qdzdt = 0.
5 Qes S Qes ’

T
Ajoutant le terme 2 // |u'€5”n|2dzdt aux deux membres de (1.32), on obtient
Qes .
S .

(1.32)

T

T
/ ué&:’lu’:&’ndz} + ]{/ {Iu:‘&,n'Zdz + |v€nueé,n!2 + a€|u55’n|2}(15}dt+
Qs& S 5 Qes

T T
+ // bulas,nue&,ndZdt = 2// |U;5,n|2d2dt.
5 Qes S Qes
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En tenant compte de la définition de E; 5, on déduit de (1.33)

T T T
2/E55,,,(t)dt = —/ u'eé’nueg,,,dz} +2// |ugs,, |>dzdt—
S Qs& S 5 Qes

T
- // buls ,tes ndzdt.
5 Qes ’

(1.34)

Or nous avons par (1.22) et (1.26)

T T
a2 1
(1.35) Q/L MMWth/A buty [ dzdt = 5-(Eesn(S) = Bes,(T))
5 eé 5 s

et

T
b
- // bulz—:é,nueindZdt = 5/ {Iueé,ﬂ(za S),2 - ,usé,n(ZaT)F}dz
Qe Qes
S
(1.36)

‘ < )\0/ [ues,n(z,S)|?dz

Qe&

< — “lues., 2dz.
— 2)\0 Qséa |u 67'(Z7S)|

Posons pour tout t > 0

(1.37) Xm:—/zgﬂumwp@@; X = X(T) - X(5).

€s

Utilisant une inégalité de Young, on obtient ’estimation

. 1 A
(1.38) | X(#)] < T/ luls ,(z,t)[dz + ?0 |uesq(z,t)2dz
=10 Q;é - Qsé
et en utilisant (1.23), on déduit de (1.38)
. . 1

(1.39) |1 X(t)| < W{/ |u'£6,,7(z,t)|2dz + |V5,,u55,,,(t)|2}.

=0 Qsé
Combinant (1.37) et (1.39) on trouve
) - 1 ) 1 ] 2 2
(140) |}‘| S /\_OES&U(T) + 2_/\0 Q. |u56,1;(33 S)' dz + |V57]u55,1](5)| .
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Reportant (1.35), (1.36) et (1.40) dans (1.34), on obtient

T
1 1 1
2 [ Besa(t)it < 5 (Bes(S) = Busa(T)) + 3 Fesa(T) + 3 FesalS)
Ao Ao Ao
S
2
S 1 Ees TI(S)
Ao
d’ou T'on déduit
T
. . 1
(1.41) /Eeé,,,(t)dt < - Eea(8) WSS <T < 4oo
S 0
Il découle de (1.41) que
+oo 1
(1.42) / Fesp(t)dt < - FesglS) 9520
J 0
ce qui est la relation (1.28) annoncée et la preuve du Théoréme 1.4 est terminée. [

Remarque 1.5. Au lieu de fixer b égale & une constante dans le Théoréme 1.4, on
aurait pu y choisir b comme une fonction bornée, strictement positive et périodique dans
les directions y; et yo; le choix que nous avons fait a pour but de simplifier ’écriture
du taux de décroissance de l’énergie; dans chacun des deux choix de b, le taux de
décroissance de ’énergie est indépendant des trois petits parameétres ¢, § et 0.

2- Premier résultat de convergence: homogénéisation (¢ — 0).

Dans ce paragraphe et les paragraphes suivants, a et b sont choisis comme dans le
Théoreme 1.4.

Dans ce paragraphe, nous allons faire tendre ¢ vers zéro et nous étudierons la
stabilisation du probléme limite obtenu. Pour ce faire, nous aurons besoin du résultat
suivant

Lemme 2.1.- a) (cf. [5]) Pour tous ¢ > 0, § > 0, il eziste un opérateur de
prolongement Q.5 € L(H*(Qes), H*¥(Q))(k = 0,1) vérifiant:

() Qesv =v dans Q.s,

(B) Qesvll2(y < cllvllL2(a.,),
(1) IVQesvliir2aye < cliVoullizzia. )5

b) (cf. [4]) Pour tous e > 0, § > 0, il existe un opérateur de prolongement
P.s € L{L™(0,+00; H*(Qes)), L=(0. +00; H¥(Q)))(k = 0,1)
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tel que pour tout o € L*(0,+oo; H*(Qes)) avee @' € L®(0,400; L*(Qcs)),0n ait:
(i) Pesp =¢ dans Q.5x]0,+00],
(1) Pes(¢') = (Pesp)' dans Qesx]0,+00],
(1) ”P€599“L°°(0 +o0;L2(Q)) = < |l Lo (0,400;L2(Qes))
(1) [[VPes @l poo 0, +005r2()17) < iVl Leo (0,4-003L2(2:6)12)

(v) ||P6699'|,Loo(o,+oo;m(9)) < el zeo (0,400 L2(0205))

ot ¢ est une constante positive indépendante de € et b.

Supposons que uo n € uls . satisfont aux conditions suivantes:

—

c
”ugé,nHE&U << et ouly, — ug

dans L*(Q) faible

(2.1) - 6 56)1’ 7
luts o llz2es) < ¢ et uls, — ug, dans L*(Q) faible

ou le 7 désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie dans 2.5 et c est une
constante positive indépendante de €, § et 7.

Remarque 2.2. On vérifie sans peine que u}  €st une fonction indépendante
de z3. De plus grace au Lemme 2.1 et & (2.1), on montre que

(2:2) ug, € H'(w)

et
0

Qesuds , — Zom dans H'(Q) faible
o1 0)
ou
6(6) = |Y¢|, |Y5*| est la mesure de Lebesgue de Y.
Donc

Cc

|| 9(5) ”Hl(w) < hmlnf ||Q€5u€5 "||H1(Q) 3
ou la constante c est indépendante de § et 7.

Théoréeme 2.3.  On suppose que les données initiales de (1.5) vérifient (2.1).
Alors quand ¢ — 0 (avec n et § fizes), on a

2.3) P.stucs, — us, dans L®(0,4o00; H'(Q)) faible x
(23 Pesugs, — ug, dans L*(0,+o0; L*(Q)) faible *
ot

(2.4) us,y est indépendant de z3
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et ug ., vérifie
5 32u '
0(8)us, — qa’ga b + asugsy +b0(8us, =0 dans wx]0,+oo]
usy, =0 sur Ow x]O, +oo]
(2.5) u?
us n(0) = ﬁ dans w
‘ 1*
ugs ,(0) = 9(6513 dans w
avec
(2:6) 6(6) = |¥s'| = 6(2 - 6)
1 1
2 2
(27) as = / /* a(yl,y2,23)dy1dy2d23, u};fn = / u%mdzg.
1 1
2 2
Les coefficients homogénéisés qaﬂ sont donnés par
wdm 6,m
2.8 5’":—/ {a ® +n7la “}d dyady
(2.8) 9B v 8 By., n 38 e Y1dy2ays
et les fonctions wSm sont solutions du systéme
82w6,n 62,w6,r] B 82w5,7]
a -1 -1 -
" By, " Oyay ? Bysy
_ 32106"’
-7 2433 £ =0 dans Y5
(29) dwlm dwlm 3 11
Ay~ By +n"lag; ay(?; =0 sur 0); \O{Yx] 37 2[}
wh" + yo est périodique en yy et ys, {5 + yo }dy1dyadys = 0.
Yi
Preuve. Comme ’énergie du systéme (1.5) est décroissante, 'on déduit de (2.1) que
c
llues n”Loo(o 400, L2(Qe5)) S 3
c
(2.10) [esnll Loo (0, 40011 (000)) < 5
Oues n
152 oo (0,400 L2(006)) < 5677
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ou ¢ est une constante positive indépendante de ¢, § et n.
Gréce au Lemme 2.1, on sait alors qu’a une extraction de sous-suite de {€}, on a

{Pegueg,,] — ugy dans L%°(0,+o00; H(Q)) faible «

(2.11) , NG
Pesugs, — ug, dans L°°(0,+4o0; L2()) faible * .

On déduit de (2.11) et des deux dernieres inégalités de (2.10) que
(2.12) us , ne dépend pas de zs.

11
D’autre part, comme u.s, =0 sur dwx] — > 3[><]0,—|—oo[, on a en vertu de (2.11)

(2.13) Usy =0 sur Qwx]0, +o0]

ce qui est la deuxieme équation de (2.5).
Nous avons ainsi démontré (2.3), (2.4) et la deuxiéme équation de (2.5) pour une
sous-suite extraite de {e}. Il nous reste & vérifier que ug,y vérifie les autres équations

de (2.5).
Posons
’ Oues , 0 :
(214) TP =g b Ty g R s 12,3
En vertu de (2.10) on sait que
<6, C
(2.15) o™ =0 4ooiz2(000) < %
de sorte qu’a une sous-suite extraite de {¢}, on a
(2.16) G o™ dans L*=(0, +o0; L*(R)) faible *.

Pour déterminer 1’équation satisfaite par af’" , nous allons adapter la technique de
Caillerie [3] qui est basée sur un choix appropriée de fonctions tests dans les domaines
cylindriques. Soient ¢ € D(Q), v € D(]0, +oo[); posons

w(z,t) = (/023 90(31,52,3)ds>v(t).

Multipliant la premieére équation de (1.5) par cnpw et intégrant par parties sur
Q5x]0, 400, on obtient aprés quelques calculs

+o0 +oo P
en / / Pegtes " x(Qes)dzdt + en //5;5"’%(1:(115-}—
0 7% o e

+ o0
(2.17) ¢ //E;é’"cpvdzdt—i—
Q
0

+oo +oc
+en / / a° Pegties yox(Qes)dzdt + 2n / / bPE,guf,&y"w\/(ng)(Z:(lt =0
Q Q
0 0
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ou x(fes) désigne la fonction caractéristique de §2.5.
Le passage a la limite dans (2.17) donne

+o00
(2.18) //ag’"wdzdt:o
Q
0

d’ott I'on déduit
(2.19) | obm =0.

Maintenant, st I'on prend ¢ € D(w), v € D(]0,+00[) et que 'on multiplie la premiere
équation de (1.5) par ¢ ® v, des calculs simples montrent alors que

+ o0 + o0

//Psguegy,,cpv”x(ﬂeg)dzdt-I-//EZ‘S’"—%vdzdt—l—
Q Q 8Za

0 0

(2.20) ¢

+o0 too
+ //a,nggueg,napvx(Qeg)dzdt+//bPegu'eMcpvx(Qeg)dzdt:0.
Q Q
0 0

Puisque 'on a pour § fixé et € tendant vers zéro

(2.21) x(Qes) — 0(6) dans L(Q) faible *
11
et pour presque tout z3 €] — 5 5[
@ X(Qe)(2) = (@x(V ), 2, 20)
(222) ' Fxyy P10 22 00 (T2 :
(ax(Y; ))(?7 T,zg) — /a(yl,yg,z;;)dyldyg dans L°°(R?) faible *
vy

&

le passage & la limite dans les trois premiers termes du membre de gauche de (2.20)
s’effectue sans difficulté; pour passer a la limite dans le dernier terme, on remarque que

+oc +o0

//stg(u'sa,,l)apvx(Qe,s)dzdt: //b(Psgusg’,,)'cpvx(Qeg)dzdt
Q Q

0 0

+o00
:—//bPE(,*usg‘,,c,ov'\'(Q_,g)d:dt
Q
0



d’on

+ o0
hm//bpeg (s n)P0X(Qes)dzdt = //bua’,,gov'G((?)dzdt
Q
0

= //fzbug’n¢v9(5)dzdt.
0

Passant maintenant a la limite dans (2.20), on trouve

//U5ngov g(8) dzdt+// a’"a—vdzdt—l—
Zo
+//aaW,,,govdzdt—i—//bug’ntva@)dzdt:O.
Q Q
0 0

Il découle de (2.25) que

(2.25)

ai’"dz;;) + asusq + b0(8)us, =0 dans wx]0,+oo[.

~\w|~

, 0
(2.26)  6(S)uy, — g(

2

Maintenant, nous allons identifier le terme ag’"dzg, a = 1,2. Nous allons

|
= \wl»—l

procéder comme dans [6]. Posons

5 o 22
(2.27) we(z1,22,23) = €w "’(— St ,23)
ol 08" est définie par (2.9).
Définissons le prolongement de w¢, & R? par
A Ao e ey V21 22
(2.28) REfw(21,22,23) = —2a + €QF [(wfy’" + ya)(?, o 23)]

ou Qf est 'opérateur de prolongement introduit dans [5], (voir aussi le Lemme 2.1 ).
Introduisons 52’}' € L*(Yf) défini par

o 6,71 Swbn
a v 8,7 o
(2.29) oy (Y) = Qyj—5"— 5y + 17 as; Bys

~1
[SV]



et posons

(2.30) £07(2) = €00( 2, 2 2).
€

On vérifie que

o €6, +€6,7
(2.31) { Cog | -1,-193"

925 T oz
Grace a (2.28) et (2.30), on montre que
REwS, — —2z, dans H'(Q) faible

} =0 dans .

2.32
(2:32) /566 Tdzg — qi’g dans L%() faible

ou les qi’g sont les constantes de la relation (2.8).
Soient ¢ € Hi(w), v € D(]0,+o00o[). Multiplions la premiére équation de (1.5)
par (Rfw§ )c,o ® v et intégrons par parties sur Q.5 x]0, +o0[; il vient

// Pesuesn(R5ws )ov" x( E,;)dzdt—!—//Neé’"—(goRewz)vdzdt—#
4
(2.33) +€—177-1//3§6’"np 0 (Rfwg, )vdzdt+
Q 32
' 0

+ / / {aePeguegy,,(REwZ)cpvx(Qeg) + bPegu'Ea,n('Rewfy)govx(Qeg)}dzdt =0.
Q

Multipliant maintenant (2.31) par @vPesucs , et intégrant par parties sur £2x]0, +00],

on trouve
/ / 666’"—UP sUes,ndzdt + / / 566" Pestcs ) pvdzdt+
z z

iyt / /656"’—(P€5u€5,,,)99vdzdt:0.
23

(2.34)

Soustrayant (2.34) de (2.33) membre & membre et sachant que

/ / Z%n 8 (P€6u55 1,) + 6_1 _1655,71—_-(Pesue&m)}govdzdt—i—

(2.35)

0 a

~eb,1 €, € 1 —1~€5,'7 €,.€ _

//Q{aﬂ —aZﬁRwa)—l-e N 0o s —(Rw )}govdzdt 0
0
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on obtient

// P.stes n(Rw a)gov”x(Qeg)dzdt-I—//~€6"( W REwE, Jodzdt+

(2.36) < / / a® Pestcs,n(REwE )X (Qes) + bPesurs , (R w; )govx(Qeg)}dzdt—

/ / 656’"—vP sUes ydzdt = 0.
Ozg

Passant a la limite dans (2.36), on obtient

+
8

+o0

Ugnzatpv' 0(6)dzdt — / /(/2 02"’d23)gf—zavd2dt—
w w J— Zg

0

[N

8

(2.37) — /{agu&n + b9(5)ug’,’}zagpvd§dt+

8

.+.

St O+ O

Op
Lqiﬂa vus pdzdt = 0.

Intégrant (2.37) par parties et utilisant (2.26), on trouve

+oo

+oo
(2.38) /// 2’"d2399vd§dt—//qi’gaaué’ncpudfdtzo
_1 w z3
0 2 0

d’ou1 'on déduit

3 .
(2.39) / 1 obMdzy = ¢} 5.
-2

Combinant (2.26) et (2.39), on obtient la premiere équation de (2.5). Pour terminer la
preuve du Théoréme 2.3, il reste a montrer que
(i) les deux derniéres équations de (2.5) sont vérifiées

(ii) toute la suite {Pesu.s,,} converge lorsque ¢ tend vers zéro.
Montrons (i). Soient ¢ € D(w), v € D([0,4+o0[). Multiplions la premiére équation de

4



(1.5) par ¢ ® v et intégrons par parties sur s x]0,400[; il vient

~( /Q
(2.40) | //”‘“’ T vdzdi+

/ / a®Psucs ,,cpv\(Q:,s) + bP55u€5 ncpvx(Qeg)}dzdt = 0.

ui&ﬂ?L’OdZ)v(O) + (/ Ues anOdZ / / cbUes 7PV X(Qgﬁ)dzdt-‘l—

\

Passant & la limite dans (2.40), intégrant le résultat obtenu par parties et utilisant
(2.26), on obtient

_ ( /w ul* ods ) 0(0) + ( /w ug’nc,od,%)v'(O)—é)@)( /w ug,n(O)c,od.%)v'(O)-l-

+ 9(5)( / ug’,’(O)tpdf)v(O) = 0.

«w

(2.41)

d’ol1 'on déduit aisément

ug ,
us(0) = 9(6)
u}s*n

u%m(O) = 9(5)'

(2.42)

Maintenant montrons (ii). Sil'on montre que le systéme homogénéisé (2.5) possede une
et une seule solution, alors, pour toute sous-suite extraite de {¢}, la limite de { Pestics y }
sera solution de (2.5); donc la suite { P.sues5} aura une seule valeur d’adhérence et par
conséquent, toute la suite {P.sucs,} convergera. Pour établir que (2.5) a une seule
8,1

o ﬂa_:;) est coercif. Pour ce faire.

solution, il suffit de démontrer que l'opérateur ——(q
~a

3 .
on remarque que les ¢ ag sont encore donnés par

811 O™ b Ows"
57}_ {(1 all’ B +7—1(1- Wy B }d duod +
qaﬂ /6 T ay‘y ayu 7 'y3 ay‘y ay3 yl y2 y3

(2.43)

5,1
Jwdn awﬂ ,  Owbn awg
+ {1 “las, +n Cag3—= }dy dysdys.
/y 7 s al'i ayu 7 0?}3 ay3 1

é

Soit h = {h;.hy} € R% Posons
w(y) = hawl"(y).

s



I1 vient alors

Jw Ow ow Ow ow Ow
] a] — — 9 -1 -2
dafhahs = /y; & By, 0gp T oy, by T 5y oy }dvadyads

(2.44)
> m/ |Vw|*dy; dyadys
Vs
d’onr V’on déduit, comme dans [1] qu’il existe une constante strictement positive v
dépendant probablement de 1 et 6 telle que
(2.45) qi’ghahﬂ > vhahy pour tout h € R?

ceci achéve la preuve du Théoreme 2.3. d
Maintenant, nous allons étudier le comportement de us , lorsque ¢ tend vers +o0; on a

Théoréme 2.4. L’énergie du systéme (2.5) donnée par

(246)  Eaa() =5 [ {0000 +43 a“g’z’;(t) 250 | afusnt)* a2
vérifie

Esolt) < Esn(0),  ¥£20
(2.47) V244

t
< L >Ty: Ty =
Eéy’l(t) = [e:vp(l TO )] Eé,ﬂ(0)7 vt - T07 TO 4)\0

"Preuve. On multiplie la premiére équation de (2.5) par us, et on intégre par
parties sur wx]S, T[; on obtient

T T

9(5)/ ug’nug,,,dé] -—//9(5)|ug,n(t)|2d§dt+
w S w
S

T
(2.48) / / i Mton(t) Qusn(t) oy / / aslus (D) didi+
S

ap Ozg 024

+ (_5)b//u2,nu5,,,d2dt:0
S w

d’ot1 l'on déduit

T T
2
2/E,5,,,(t)dt = —9(6)/u3,nu5,nd4] + 3// |u5n(t)|2dzdt—
5 “ s

(2.49)

T
—9(6)b//ug’nu§,,,d§dt.
S w
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Etudions séparément chaque terme du membre de droite de (2.49).
D’apres (1.26) et (2.22), on a

(2.50) : as > 2)20(6)

et on vérifie sans peine en utilisant une inégalité de Young que

r 1
(2.51) ’—9(5) / ug’,’uls,,,di]s < Now (Es.(T) + Es.(S))-

D’autre part, on a

%//wbe(cs)luis,n(t)Pd%dt = —)%J(EG’"(S) — Es (1)), (puisque b=2A)
(2.52)

0
— o) / [ hausadzie < T8 [ asfus (S)Pa < 5-Ean(S),
0

Reportant (2.51) et (2.52) dans (2.49), on obtient

T
4
(2.53) Q/Egin(.t)dt < \/_)\+ FEs ,,(S) VO0< S <T < ~oo.
S

Faisant tendre T vers +oo dans (2.53), on trouve

+oo

: . 4
(2.54) / Es,(t)dt < f; Es.,(S) V§>0
S
d’ot1 ’on déduit (2.47) et la preuve du Théoreme 2.4 est terminée. 0

3- Résultat de convergence sur I’épaisseur du grillage: (n — 0).

Dans ce paragraphe, nous allons faire tendre le parametre n vers zéro dans le
systéme (2.5) et nous étudierons 'estimation de I’énergie du systéme limite. Le résultat
suivant sera utile pour la suite

Proposition 3.1. S w™ est la solution de (2.9), alors lorsque n — 0, on a
(3.1) wdh" — w®  dans HYY}) faible
ot w? est une fonction indépendante de y3 vérifiant

wb € W(Yy)

(3.2) aygagﬂ)awi Oy

dyidy, =0 Vo € W(Y5)

a —
Y.;( 7/3 ass ay—y ay[j
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avec

(33) W) = {¢ € HY(Y}); o est Y — périodique et by dyy = o}.

e
‘6

Preuve. Multipliant la premiére équation de (2.9) par w5 + y, et intégrant par
parties sur V5 (sans faire de sommation sur «), on trouve

Qwg" dwy" wlm dwly” S
Ay t=— =+ a = X lagy( 2 z}di dysdys =
(3 4) /:y; { YH ay'y ayu T, ¥3 ayﬂy 6y3 T] ) 33( ay3 ) le Y2 y3

E— —_a - & Sdy dysd
/y {am By, +n Qa3 By, } Y14Y2dys

*
6

d’ou l'on déduit

, - (?wg?"
mf| Vywg|[Fr s o SM\/9(5){||V2wi"H[L?(y;)]?+77 gl 3 ||L2(y;)}
(3.5) Y3
< 2MA/B() IV w2 ey
ou on a posé
owdn owdm Owdm .
3.6 Vouwd" = (=2 & t Vywh? = (Vawl™ n~! %),
( ) 2Wy ayl ’ ayz ) e nWaq ( 2Wq 57 ay3 )

I1 découle de (3.5) que

2M+/8(8)

m

(3.7) IV pws liz2s e <
et en vertu de (3.7), on a

2M\/6(6
(3.8) Vw2 < /Te(é)

Puisque w57 + y, est de moyenne nulle sur Y}, il existe, d’aprés I'inégalité de
Poincaré-Wirtinger (cf. [2]), une constante positive ¢ indépendante de 1 et pouvant
dépendre de 6 de fagon bornée telle que

(3.9) w3 + yallL2z) < el Vel L2 ye-

Combinant (3.8) et (3.9), on trouve

2M+/6(6)
c———",
m

(3.10) wd L2 vey <
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Donc, quitte & extraire une sous-suite de {n}, on a
(3.11) wh? — w! dans H'(Y;) faible

et en vertu de (3.7), w$ ne dépend pas de y3. Maintenant, nous allons montrer que (3.2)
a lieu. Pour ce faire, nous allons une fois de plus utiliser la technique de Caillerie [3]
basée sur un choix approprié de fonctions tests. Soit ¢ € per(yé) avec

per(yg) {¢ e HY (YY), ¢ est ¥ — périodique}.

Posons
Ys

¢(y17y2ay3) = / @(ylay%s)d‘s

(X

et multiplions la premiére équation de (2.9) par ni puis intégrons par parties sur Vy;
il vient

OwSm O 8wf,;" owsm awg"
(3.12)/ NG~y 9y, ay#‘+a73 By, ptazy—F— I ayu-l-? Lass 3y

}dy1 dysdys = 0.
ce qui se réécrit

Sws" owdn Jws" 9y dwsm Oy
3.13 —*_ 4! < dy = — — & bdy.
( - ) /; {(173 ayv +n “ass 6y3 }99 Y /y; {770")’# ay—y ayy + a3u ay3 ayﬂ } Y

Passant 3 la limite dans (3.13), on obtient

Owdn _ Owl"
(3.14) l1m/*{a73 By +n tass ay }gody 0 Voe Per(yé)
donc
6, &,n
(3.15) a73@"—+77_1(1338wa — 0 dans L*(Yf) faible.
9y Oys3 '

Maintenant, multiplions la premiére équation de (2.9) par ¢, (¢ € W(Y")), et intégrons
par parties; il vient

(3.16) /_y

ce qui se réécrit

owsn ¢ 1, dwsm 9o
P - L dy=0
{(l-\“ ay.r ay” + 77 3[ a 3 ayu } y

-
6

dy = 0.

8,1 8,3

a-zasz,  Owd" dp as, Jw" L Owdn | dp
3.17 ,— ! t d ¢ Aoy ———

( ) \/;]‘((L'W' ass ) ayv ayll y+ ass . ‘{ ¥3 a 7 +77 asz—o—— 0 Y3 }

&

9y,

9



Passant & la limite dans (3.17) et utilisant (3.15), on trouve

ayzazg Ows O
(3.18) / (ayp — ik 3ﬂ) Ld dyidy, =0 Vo € W(YY).
i ass ay7 8
Nous avons démontré la Proposition 3.1 pour une sous-suite extraite de {n}; pour
terminer la démonstration il nous reste & démontrer que (3.1) a lieu pour toute la
suite {n}. Si l'on extrait une autre sous-suite de {n} et qu’on la note {n'}, on vérifie

facilement que
(3.19) wi”" —w!? dans H'(Y}) faible

olt w'¢ est une fonction indépendante de y; et vérifie (3.18). On vérifie aisément que

, o wé ) o ,w6 __apnlb
(3.20) / (0 — 223938y - we') O : o) gydys =0, (w—wl) € W(YP).
yr ass Yy Yp

8 a 3a3ﬂ 8 .
C Popérateur —— — Ly — b est { dans W(Y¢) (cf.
omine 'opérateur vz {(ayﬁ = ) ay-,} est coercif dans W(Yy*) (cf. [3]), on

déduit de (3.20) que w8 = w!® et par conséquent toute la suite {w$"} converge; ce qui
acheve la preuve de la Proposition 3.1. O

Remarque 3.2. Puisque l'on a

awé,n awé,n

] _

qu) = —/*{a‘yﬂa—a' +n " asg 8; }dyldyzdys
; 3

, y
(3.21) a av ow! a Ow’n Hwsm
v3433 o 38 o —1 o
= — a3 — ———)—=dy — — {ag——}— a }dy
y;( K ass ) 63/7 az3 Jy: K ay'y 1 53 ay3

I'utilisation de (3.14) avec ¢ = 1 donne

A 5,1 a~3as a
(3.22) qaﬁ B / Oy — ﬂ) ———dy1dys.
ass Yy

Théoréme 3.3. Il existe une sous-suite extraite de {n}, que nous notons encore
{n} pour simplifier, telle que

ug,,’ ;:3 u dans Hy(w) faible

3.23
(3.23) ugh — ug  dans L*(w) fasble
" op—0
ug, — ws dans L(0,+oo; Hy(w)) faible
n—0
(3.24) ’

ug, — ws dans L>=(0,400; L*(w)) faible *
o —0
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ot us est la solution du systéme

6(8)uy aﬂ@a’ + asus + b0(6)us =0 dans wx]0,+oof
us =0 sur 8w><]0,+oo[
(3.25) <u5 () = 9((%) s o
ug(0) = 0((‘1;) dans w
avec
(3.26) == [ (ara- 220038 ) 00 g 4y,
. ass Oy,

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.4. Il existe une constante strictement positive vy indépendante de n telle
que

(3.27) ¢OThahg > Yhaha VR € R,

Preuve. Nous allons procéder comme dans [7]. En vertu de (3.22) et (3.26), on sait
que

8,
(3.28) qag — qgﬁ

de sorte que
3 6 6:
qag = qozﬁ + QQ/Z

(3.29) QU — 0.

D’autre part, on sait qu’il existe une constante strictement positive k& dépendant
probablement de 6 telle que

(3.30) goghahp > khoho  Vh €RZ

Grace a (3.29), on sait qu’il existe 7o tel que

k

(3.31) 77<770:>|Q6"|< g
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On a alors pour tout h € R2
6’"’1 h@ = 6 h h + Qa’nh h
qozﬂ o qaﬂ allp af’ta B

L 2 2
> khozha - gz |ha|z |hﬂ|
1 1

> khehe — ghaha

(3.32) <

k
§hahox

Y

\

ce qui établit le Lemme 3.4. O

Esquisse de la preuve du Théoréme 3.3 Grice a (2.1) et & la Remarque 2.2, on
sait qu'il existe une constante strictement positive ¢, indépendante de é et n telle que

{ N2t ll 1 ) < €

(3.33) !
”ué,n”[?(w) <c

d’oli 'on déduit (3.23).
En vertu du Théoreme 2.4, on a

E5,17(t) < E5,n(0)’ Vi >0

de sorte qu’appliquant le Lemme 3.4, on trouve

|1u6,n||L°°(o,+oo;H3(w)) <
(3.34)
!
[l ol Lo (0,4-00;L2(w)) <

PO onl o

d’ott ’'on déduit aisément (3.24).
Pour obtenir (3.25), on procéde comme dans la preuve du Théoreme 2.3. d

Maintenant nous allons établir la décroissance exponentielle de l’énergie du
systeme (3.25); avant de poursuivre, nous rappelons que

(3.35) 6(8) = 6(2 - 6), b =2MX.
L’énergie du systéme (3.25) est donnée par

1 5 6U5(t) 3U5(t)

(336 E)= [{BOWGOF + a5 T Faskua(l iz

On a le résultat de stabilisation suivant



Théoreme 8.5. L’énergie du systéme (3.25) vérifie

Es(t) < Es(0), Yt>0
(3-37) V244

4

Bo(t) < [eap(l — )| B(0), V2 To; T

La preuve de ce théoreme se fait exactement de la méme maniére que celle du
Théoréme 2.4 et l'on remarque que le taux de décroissance est le méme que dans le
Théoreme 2.4.

4- Résultat de convergence sur I’épaisseur des barres: (6 —0).

Dans tout ce paragraphe, ¢ désigne différentes constantes strictement positives
indépendantes de 6.

Ici nous allons étudier le comportement asymptotique de us lorsque § tend vers
zéro ainsi que la décroissance exponentielle du systéme limite obtenu. Pour étudier
le comportement asymptotique de ug lorsque § tend vers zéro, nous aurons besoin du
lemme suivant

Lemme 4.1. Il eziste une constante strictement positive qo indépendante de & telle
que

(4.1) ¢S shahs = qohaha  VhE R2.

Preuve. Montrons d’abord qu'il existe une sous-suite extraite de {é}, notée encore
{6} pour simplifier, telle que

(4.2) 6_1qiﬂ———>qaﬂ dans R.

En vertu de (3.8) et (3.11), on sait qu’il existe une constante ¢ strictement positive et
indépendante de ¢ telle que

(4.3) lwdllayyy < eV 8(6)-

Or grace a (3.26), on a
a~3a
(4.4) ghsl < Maa{lass = =25 v € {1, 2} VB Il vy

Reportant (4.3) dans (4.4), on trouve qu'il existe une constante k strictement positive
et indépendante de § telle que

(4.5) lgo 5] < ké
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d’ot1 ’on déduit (4.2).
Admettons un instant le résultat suivant qui sera démontré plus loin

(4.6) Jeo > 0 : gophahp > cohoha Vh € R2.

Nous procédons une fois de plus comme dans [7]; on pose

(4.7) 671955 = gap + Qb
avec
(4.8) Qs — 0 dans R.

On sait alors qu’il existe § > O:

4.9 §< 8= Q%5 <2 Va,B.
01;3 8

Soient h € R? et § < 6. On a alors

(671¢8 shahp = qaphahs + Qoshahs

2 2
Co
) > cohaha — '8— E lhal E Ihﬂl
(4.10) Tq

> COhahoz - %)haha
€o

> —hoho

-2

ce qui, sous réserve de la démonstration de (4.6), établit le Lemme 4.1 avec ¢y = 50.
Maintenant, démontrons la relation (4.6). Dans [6], D. Cioranescu et J. Saint Jean
Paulin démontrent que

2 boqb
(4.11) dop = 2bap — et

1 b'Y’Y
avec
(4.12) byg =ays — 2y393p .

ass

En vertu de [3], on sait que
(4.13) 3po > 0 : baphahs > pohoha  Vh e RE
11 est facile de vérifier que
(4.14) gap=0 si a#p

84



et

(4.15) qu1 = det(b)’ ga2 = M, b étant la matrice (bqp)
baa b1
d’out on déduit que
(4.16) qu1 > 0, g22 >0
ceci achéve la preuve du Lemme 4.1. O

Remarque 4.2. Puisque les coeflicients go3 sont donnés explicitement, on vérifie
aisément que (4.2) a lieu pour toute la suite {6}.

Le comportement asymptotique de ug lorsque é tend vers zéro est donné par le

Théoréme 4.3. Il eziste une sous-suite eztraite de {6}, que mous notons encore
{6} pour simplifier, telle que

u§ — u®  dans Hy(w) faible

§—0
4.17 ' :
(417) uj — u'  dans L*(w) faible
—0
(4.18) §tag 2 do dans R
—0
et .
bus —s u  dans L2(0, +oc; H}(w)) faible *
(4.19) e \ ,
Su e dans L*(0,4+o00; L*(w)) faible *
—0

ot u est la solution du systéme

( 2
2u" — gap +aou+2bu’' =0 dans wx]0,4o00]
aZaZﬁ
u=0 sur Owx]0,+oo
(4.20) u®
u(0) = 5 dans w
ul

les coefficients qap étant donnés par (4.14) et (4.15).

Remarque 4.4. Avant de démontrer ce théoréme, nous voulons donner une
précision sur ag; en effet, si la fonction a vérifie en plus de (1.3) et (1.26)

(121) a € CRL2(1 - 3,35
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alors procédant de la méme maniére que D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin dans [6]
pour l'identification des g4, on montre que

=
[N
[

(4.22) ap = /{/a(tl,O,%)dtl + /G(O,tz,ys)dtz}dys-

1 1

2 2

Preuve du Théoréme 4.3. Grace a (3.23) et (3.33), on sait qu’il existe une
constante strictement positive et indépendante de ¢ telle que

0
u 1(w <e
(4.23) {” f“Ho( )
lusll 2wy < ¢

d’ott 'on déduit (4.17).

Nous rappelons que

(4.24) aéz// a(y1, Y2, 23)dy1dy.dzs
1 Y‘;

donc

(4.25) as < cb

d’ol 'on déduit (4.18).
. Puisque 'on a pour tout ¢ > 0 (voir (3.37))

(4.26) E&(t) < Eg(O)
et
C
(4.27) E5(0) < g{nu}u%z(w) + IIugllilg(w)}

on déduit du Lemme 4.1 et de (4.23), (4.26) et (4.27) que

(4.28) { 1625 | Loo (0,400 (w)) < €

1625l Lo (0,400;L2(wy) < €

dott (4.19).

Il reste & montrer que (4.20) a lien. Soient ¢ € D(w), v € D(]0, +0o[). Multiplions
la premiére équation de (3.25) par ¢ ® v et intégrons par parties sur wx]0,+oo[; on
obtient alors
+oo

(2-9) /6u5g0v"d§dt+ / /6—1q5 35u50_cpvd§dt+
W 0 w

B O0zg 0zq

o\.é_

(4.29)
+

o\.-é-

/ {6_1a56u§ +(2- 6)b6ug}c,ovd§dt ~0.
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Passant a la limite dans (4.29), on trouve

(4.30)

+ o0
2 "dzdt // o
/Lugov zZdt + q 85, ﬂazavdzdt—l—
0
+o0
+//{a0u+2bu’}govd§dt:0
0 w

d’ot l'on déduit la premiére équation de (4.20). Grace & la deuxiéme équation de (3. 25)
et a la premiére convergence de (4.19), la deuxiéme équation de (4.20) est satisfaite.
Montrons maintenant que les deux derniéres équations de (4.20) sont satisfaites. Pour
ce faire, multiplions la premiére équation de (3.25) par ¢ ® v, avec p € D(w) et v €
D(Jo, +oo[) et intégrons par parties sur w x]0, 4+o0[; il vient alors

(4.31)

- (/ ulpdz)v(0) +(/ ugpds)v'(0) + (2 - | 8) +/Oo/ Sugspv" dzdt+

+o0
+ / /5-1 s 0us Op  1omy

“ﬂa 0z,

(=1

+oo
+ / /{6—1a55u5 +(2 - 6)b6u2}<pvd§dt = (.

o

Le passage & la limite dans (4.31) donne

(4.32)

Intégrant par parties dans (4.32) et utilisant la premiere équation de (4.20), on trouve

(4.33)

“+ o0
—( / ul pd#)o(0) + ( / WCiods)'(0) + 2 / / wov'dzdt+
400

+o0
Ou Oy , B
+ / / Gopy ﬂa—vdzdt-l- / /w{aou+2bu }c,ovdzdt = 0.
0

0

o

- ([ wedz)o() +( [ wpdzy(0)-
Y / w(0)pdZ)v'(0) + 2( / W (0)pd2)v(0) = 0

d’ou 'on déduit facilement

(4.34)

u0)=%, W(0)=%
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ceci acheve la preuve du Théoreme 4.3. O
Maintenant, nous allons énoncer et démontrer un résultat de stabilisation pour le
systeme (4.20). L’énergie de ce systéme est donnée par

(4.35) B = 5 [ {20OF + 000G 5 + aolu) oz

et on a le

Théoréme 4.5. L’énerqie E décroit et I’on a en outre

V244
g

(4.36) E(t) < [exp(1 — Ti)] E(0), Vi> 10, 1=

Remarque 4.6. L’on remarque que le taux de décroissance de ’énergie E est le
meme que celui de ’énergie Fs du Théoréme 3.5.

Preuve. Soient S,T € R, 0 < 5 < T < 400 . Multipliant la premiére équation de
(4.20) par u et intégrant par parties sur wx]S, T, on trouve

T T 5 T
2/Edt= —2/ uudz] 3// 2bju’ (t)[*dzdt—
S S
—2b// u'udzdt.
S w

Des calculs analogues & ceux faits en (2.51) et (2.52) donnent

(4.37)

{ T 1
—92 'ud?

’ [au ¢ z}s‘ ~ V2

2 ’ 1

s ! 245 - — —_

(4.38) {3 / /w 26w (t)[ dzdt = +-(E(S) ~ E(T))
S )
T

— 2b// u'udzdt < —2-1—/ a0|u(5)|2d2 < %E(S)

\ 5 v 0 Jw 0

Il découle de (4.37) et (4.38) que

[ 3
(4.39) / Edt < i;‘LE(S)
S
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d’ott 'on déduit comme dans le Théoréme 2.4 que
t
E(t) < [exp(l - —)} E0),  Vi> .
To
ce qui acheve la preuve du Théoréme 4.5. O

5- Quelques remarques sur les résultats de convergence des paragraphes
pPrécédents.

Dans ce paragraphe, nous montrons dans un premier temps qu'il est plus
avantageux de passer a la limite d’abord en 7. Ensuite, nous montrons que sous
certaines hypothéses sur les données initiales ugﬁ,q et ”i&,n du systéme (1.5), les
convergences dans les paragraphes 3 et 4 ont lieu respectivement pour toute la suite
{n} et pour toute la suite {6}.

On suppose que les données initiales uds , et uls . du systéme (1.5) vérifient

(5.1) ||u26,,,||€5,.,, < g et ugm — u25 dans Hl(ng) faible
||u;6’,,”L2(Qe6) <c et uim — uig dans Lz(Qeg) faible

ou ¢ est une constante positive indépendante de ¢, § et 7.

On a alors le

Théoréme 5.1. Lorsque € et 6 sont fizes et n tend vers zéro, on a

52) Ucs,g — Ues dans L°(0,+o0; H'(Qes)) faible *
52 Ups p — Ups dans L°(0,+o00; L2(Qs)) faible

ot
(5.3) ucs est une fonction indépendante de 23

et u.s vérifie

) 2
ulls — baﬁ% +@Ues +bugs =0 dans  wesx]0, 400
02428
J ues =0 sur Owx]0,+oo]
.
(5.4) b Oues Ne =0 sur 0Sesx]0,+00]

B aZﬂ

ues(0) = uls dans w

uLs(0) = ult dans w
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avec

( baﬁ = Gag — Ax30a33
ass
1
—€ _ 2 21 22
(5.5) l @ —/_%a(?,?,z3)dz3
2
Ui;(21,22)=/1 u16(21722,23)d23-
\ —z

Avant de démontrer ce théoréme, nous donnons la

Remarque 5.2. Grice aux hypothéses faites sur u? 5,4» ON Vérifie sans peine que
(5.6) uls  est une fonction indépendante de 23
et u25 € U.s ou

(5.7) Uess = {v € H'(wes);v =0 sur Bw}.

Preuve du Théoréme 5.1. Utilisant la relation (5.1) et la décroissance de 1’énergie
du systéme (1.5), on trouve qu'il existe une constante positive ¢ indépendante de ¢, §
et 7 telle que

,
l|tes,nll Lo (0,40052 (02 6)) <

Q.,|Q°’>|Q

(5.8) $ Nesnlizes 0, 400H1(0206)) <

ou 5, Cc
I 6;3" | Loo(0,400;12(0e5)) < 5E7-

d’ou 'on déduit qu’a une sous-suite extraite de {n}, on a

(5.9) Uesy — Ues dans L®(0,+o0; H'(R.5)) faible *
> ugs, — ugs dans L%(0,400; L*(Qes)) faible
et

(5.10) Ues est indépendante de z3

> ues =0 sur Owx]0,+oof.

Nous avons démontré (5.2), (5.3) ainsi que la deuxiéme équation de (5.4) pour une
sous-suite extraite de {n}; il nous reste & montrer que les autres équations de (5.4) sont
satisfaites.
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Posons

s, Ou 5, 1 — Ou 5, .
(5.11) oo = a,-ﬁa%ﬂ" +e71p la,-ga%;’, i=1,2,3.

En vertu de (5.9), on démontre comme dans le paragraphe 3 que

eb,n eé oo .72 .
o " — o dans L*(0,+00; L*(. aible *
(5.12) { ( (Q2es)) farble

o557 0 dans L*(0,+00; L*(Qes)) faible *.

Multipliant la premiére équation de (1.5) par ¢ @ v, avec ¢ € D(w.s) et v € D(0, +00),
et intégrant par parties sur .5 x]0, +00[, on trouve

(7 e,
/ / Ues v dzdt + / / aff"’—(’ovdzdt+
956 955 aza
0 0
+oo +o00
+ / / aues ppvdzdt + / / bugs povdzdt = 0.
0 Q:& 0 956

Passant alors & la limite dans (5.13), on obtient

(5.13) )

( +oo

// u,_:g(pv"dzdt—I-// o<t =2 vdzdi+
Wes Qes aza

—I—// auegcpvdzdt-l-// bu_spvdzdt =0
0 We s 0 We s

d’ot I’on déduit aisément

(5.14)

(5.15) ulls — i(

£ e‘5dz3,) +@°ucs + buls =0 dans w.sx]0, +o0l.

. \w—-

2

Maintenant, nous allons identifier 05%; ce qui nous permettra d’obtenir la premieére

équation de (5.4). Soient ¢ € D(w,s) et v € D(0,+00). On vérifie facilement que

(5.16) // o pvdzdt = // a,g c,ovdzdt—{——— // oS5 ovdzdt.
Qes Qes 04 aszs Q.s

Grace & (5.12), le passage 4 la limite dans (5.16) donne

+00 +o0 5
/ / 0% pudzdt = / / bop—— ted podzdt
0 Qes 0 Wes a~
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d’oti 'on déduit

Oues

A7 _—
(5 () af 32,3

6
o dzz =b

\»ul»-'

o=

Nous venons d’établir que la premiére équation de (5.4) est vérifiée. Pour montrer
que les deux derniéres équations de (5.4) sont satisfaites, on procéde comme dans les
paragraphes précédents. Montrons maintenant que la troisitme équation de (5.4) est
satisfaite. Soient ¢ € D(e5) N Ues et v € D(0,+00). Si on multiplie la premiére
équation de (1.5) par ¢ ® v et qu’on intégre par parties sur 2.5 x]0, +00[, on trouve la
méme équation que (5.13)

(400 +oo 5
/ / uea,ncpv"dzdt + / / aff’”—tpvdzdt—l—
0 Qe& 0 955 azox ‘

+00 +oo
+ / / a*ues ppvdzdt + / / bugs ppvdzdt = 0.
0 Qe 0 Qes ’

Passant a la limite dans cette derniére égalité, intégrant par parties dans ’équation
limite et utilisant (5.15), on obtient

;

. +oo
(5.18) / / baﬁ%nawvdsdt =0
85.s = 0%p

0

d’ot 'on déduit
aueg

bap—=—na =0 sur 05.5x]0,+oof

8Zﬂ

ce qui est I’équation voulue. Il reste maintenant a4 démontrer que toute la suite {u.s,}
converge lorsque 1 tend vers zéro.

Puisque le systéme (5.4) admet une solution unique, on en déduit que toute la suite
{ues,n} converge lorsque 7 tend vers zéro et la preuve du Théoréme 5.1 est terminée. [

Maintenant, nous allons faire tendre vers zéro le paramétre ¢ dans (5.4); le
comportement limite de {u.s} est donné dans ce cas par le

Théoréme 5.3. Il eziste une sous-suite ectraite de {¢}, que nous notons encore
{c} pour simplifier, telle que
uds — ul, dans L}(w) faible
(5.19) =

uly — uj, dans L*(w) faible
e—0
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et

(5.20) {P€6u66 — uge dans L%°(0,+o00; H'(w)) fasble *

P.suls — uf, dans L*(0,+o0; L*(w)) faible *

avec ug, vérifiant

2
6(8)uy, — qiﬂ 0 us + asuss + 00(8)us, =0 dans wx]0, 400
O0za2p
uss =0 sur Owx]0,+oo[
(5.21) ul,
us«(0) = 206) dans w

ul
up, (0) = 2% dans w.

8(6)

Les coefficients homogénéisés qgﬂ amnst que les constantes 6(6) et as sont les mémes
que les paragraphes 8 et 2 respectivement.

Remarque 5.4 Les fonctions uj, et u), (voir (3.23)), ne sont pas forcément les
mémes. Il en est de méme des fonctions u}, et u}, (voir (3.23)).

Remarque 5.5 La démonstration du Théoréme 5.3 se fait comme celui du
Théoreme 2.3; on remarque cependant que lorsque ’on fait tendre n vers zéro avant
de faire tendre € vers zéro, il y a moins de calculs & faire parce qu’on introduit un
seul probléme auxiliaire, & savoir, le probléme (3.2) tandis que, lorsqu’on fait d’abord
tendre ¢ vers zéro, on introduit un probleme auxiliaire dépendant de 7, (voir (2.9)) et
on doit passer a la limite en 1 dans ce probleme, ce qui augmente le nombre de calculs
a effectuer.

Le passage a la limite en é dans le systéme (5.21) se fait comme dans le cas du
Théoréme 4.3; on a le

Théoréme 5.6. Il existe une sous-suite extraite de {6}, que nous notons encore
{6} pour simplifier, telle que

ul, — v dans Hy(w) faible

(5.22) =0
' uj, — ur dans L*(w) faible
(5.23) 6§ Las P do dans R
et
buse — us  dans L(0,+o00; Hy(w)) faible *
6—0
5.24

(5.24) buf, — u',  dans L°°(0,4o00; L*(w)) faible *

6—0
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ot uy est la solution du systéme

2
QUZ —4qop Fu, +aous + 2bu:= =0 dans wx]O,—I—OO[
O0zaz28
e =0 sur an]O, +OO[
(5.25) J u?
u(0) == dans w
2
1
ul (0) = 92—* dans w

les coefficients qqop €tant les mémes que dans le paragraphe 4.

Remarque 5.7 Les fonctions u? et u%, (voir (4.17)), ne sont pas forcément les
mémes. Il en est de méme des fonctions ul et u!, (voir (4.17)), ainsi que des constantes
E() et ag.

Maintenant, nous allons donner des hypothéses sur u? 8.0 ul 5 €t sur la fonction a
de maniére a obtenir des convergences pour

(i) toute la suite {n} dans le Théoréme 3.3

(i1) toute la suite {6} dans le Théoréme 4.3 et le Théoréme 5.6

(iii) toute la suite {¢} dans le Théoréme 5.3.

0 1 4o
On suppose que ugs ., Ugg, €t a vérifient

0
Acntesy = f dans Q.4

- Oul ou?
(aaﬂﬁ + 5_177_laa38—zjq)na =0 sur 05,
(5.26) ou® Hu° 1
(a3ﬁ a:;n + 6_177_1033 6:;’" Jng =0  sur wes X {—2-}
11
uds, =0 sur dwx]— 3 5[
ou
(5.27) , f € L*(w).
(5.28) Ulsy = vl; o' € [*(w)
et
~ 9 oo 11
(529) x € C(RY L=(1 - 5. 50)

Alors on a le
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Théoréme 5.8. (a) Dans le Théoréme 8.3, toute la suite {usy} converge lorsque
n tend vers zéro.

(b) Dans le Théoréme 4.3 et le Théoréme 5.6, toute la suite {us} converge lorsque
§ tend vers zéro.

(¢) Dans le Théoréme 5.3, toute la suite {P.sucs} converge lorsque ¢ tend vers
zéro.

(d) Contrairement au cas général considéré dans les remarques 5.4 et 5.7, on a

alors
0 _ .0 1 _ .1
Ugye = Usg, Ugy, = Ug
u*zuo, uizul, ay = ag

Preuve. Le Théoreme 5.8 sera démontré si I'on montre que toute la suite {§1as)
converge et toute la suite {ugﬁyn} vérifie

. . . 0 T . . 0
(530) }ﬂ(%ﬂ(!% Q€5ue§,n)) - }E}%(g% QS&(}]E% ue&,n))'

Or grace a (5.29), (voir aussi la Remarque 4.4), on a déja la convergence de toute la
suite {6 1as}; en effet, on a

I~
o=
[~

2 2
(531) 6_1(1,5 — /{/a(tl,O,yg)dtl—l— /a(O,tg,yg)dtg}dy;;.

Il reste & démontrer que (5.30) a lieu. D’aprés [6], on a le résultat suivant

Lemme 5.9. Lorsque § et € sont fizes et n tend vers zéro, on a
(5.32) udsy, — Vo5 dans H'(Q.s) faible

ot v3s est une fonction indépendante de z3 vérifiant

( 9?v? .
—b_aﬂaza L 1@ =f dans w
0
(5.33) < baﬂ-———aal;e‘sna =0 sur OSe
v =0 sur Ow

ot les coefficients homogénéisés bog sont donnés par (5.5).
Lorsque & est fize et € tend vers zéro, on a

(5.34) Qesvs — v) dans Hl(w) faible
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avec vy vérifiant

g0 T L e —6(6)f
(5.35) qaﬂ@zazﬂ AsVs = ans w

v§ =0 sur Ow

ot les coefficients qgﬂ sont donnés par (3.26).
Enfin, lorsque 6 tend vers zéro, on a

(5.36) v —v° dans H}(w) faible
ot v0 est la solution du systéme

920
(5.37) T s
=0 sur Ow

+aiv® =2f dans w

ot les coefficients gop sont donnés par (4.14) et (4.15), et

=
[
|-

. 2 2
(538) a; = /{/a(tl,O,yg,)dtl—}- /a(O,tz,yg)dtz}dy;;.

Remarque 5.10. Si dans le Lemme 5.9, on commence par faire tendre ¢ vers zéro,
puis €, on obtient le méme systéme limite (5.35).

Grace au Lemme 5.9 et & la Remarque 5.10, on a (5.30). O

6- Contrdlabilité exacte du systéme (1.5).

Dans [13], D.L. Russell montre que la décroissance exponentielle de 1’énergie d’un
systeme linéaire réversible entraine sa controlabilité exacte. Nous utilisons ce principe
pour démontrer le résultat suivant

1 . . .
Théoréme 6.1. Soit T > —. Soit {w?  w! € Vs x L?(Q.s). Alors il eziste
Ao ed,nr Teby

un contréle

(61) Vesp € L2(0a T; LZ(Qeﬁ))
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tel que siwes, est la solution du systéme
wls T AcqWesy = vesy  dans Qs x]0, T

Ow, 0
(aaﬂ 8 —<on + 5_177_1(103 —g;ﬂ)na =0 sur 8555’1 X]O, T[
3

a 66,7] -1 -1 aweg,.,, :i:].
(62) (asp 925 +e7 a33——)n3 =0 surwes X {Y}X]O’T[

Wesy =0  sur Qwx| — ; 2[><]0 T]
We,(0) = wga,n dans Qs
[ weg ,(0) = wim dans Q.5
alors on a
(6.3) Wes n(T) =wis (T) =0 dans Q..
Preuve. Nous procédons comme dans [10]. Soit {ugém,uim} € Ves x L2(e5)-

Introduisons u.s, et .5, vérifiant
Ugs p + Ae qiesy + bugs, =0  dans Qs x]0, +00[

du. Ou
(aaﬂ i + 5_177—10'013 Zebn )'I’La =0 sur 6556’1 X]O, -I-OO[

8Zﬂ 623
Buag,,, -1 -1 aueg’,, +1
(6.4) (asgp 92 +e7 " ass Jng =0  sur wes X {7}><]0, +o0[

1
Uesy =0 sur wx] — 3 2[><]0 +o0[

0
Uesn(0) = Ues n dans .4

! 1
“e&,n(o) =g, dans

ris o T AeqTes g + bris, =0 dans Q.sx]0,+oo]

or (9
(aap 6;;” + 6—177_1(1a3 aiim) o =0 sur 0S.571x]0, +00]
Ores 7 —1 _1 are&,n +1
(6.5) (asg F +€e7 0 ass B2 Jng =0 sur wes X {T}X]O’ +oo]

11
resy =0 sur Owx|— 5 -2—[><]0,+oo[

1‘55,,,(0) = —ueg,,,(T) dans Qeg
Tesn(0) = ugs (T) dans Qs

et posons

(6:6) {a n(t) = tesg(t) + res,n(T — t)

Ves (t) = —b{ugs (t) + ris (T — 1)} pour t € [0,T].
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La fonction w,s, vérifie les quatre premieéres équations de (6.2) ainsi que (6.3). En
outre on a

(67) { weé’n(O) = u26,n + re&,n(T) dans Qs&

wh o(0) = uls,, —rbs o (T) dans Qe
Il reste maintenant & démontrer que pour tout {wg&n’ w;&n} € Vis X L*(Qes), il existe
{“35,,7’ uia,n} € Ves x L?(Q.5) tel que

{ ebny = 561}+T~‘=‘5 TI(T)
_ 1
e&,n = Ugsy — eé,n(T)'
Ceci revient a montrer que Papplication

{Leé : Vs x L}(Qes) — Ve x L2(Qes)

{u(5)6,177 uié,r)} A {ugé,n + rf&yﬂ(T)’ Ui&,n 66 U(T)}

(6.8)

(6.9)

est surjective.

Or l'on a
(6.10) Les =1Id — K¢
ou
6.11) { K5 : Vs X L¥H(Q5) — Ves x L*H(Qe5)
{Ugs,m Ui&,n} — {—’"eé,n(T),T"ea,n(T)}

et 1l suffit de vérifier que
(6.12) [ Kesllc(visxr2(oeey < 1.
Lorsque (6.12) a lieu, L.s est inversible. Posons
Wes = Ves x L*(Qes).
En appliquant deux fois le Théoréeme 1.4, on obtient
(1K es(uds, g utsg)llwes = ||{—"e6,n(T),Téa,,,(T)}Ilw
< [exp(1 = XoT)) F[l{res,n(0), 7 resn(0)Hlw.s
[eap( = AoT)] [{—ttes.n(T), whs o (T)Hlww,e
[ 1_’\0 ]“{ueﬁm e&f]}”Ws&

(6.13) {

<
<
d’ou 'on déduit _

(6.14) | Kesllcqw.s) < exp(l —XT) < 1

et la preuve du Théoreme 6.1 est terminée. (]

Remarque 6.2. On peut aussi étudier directement la controlabilité exacte du
systéme (6.2) en appliquant la méthode H.U.M présentée dans [11]; nous savons que
par cette méthode, on obtient un résultat de contrélabilité exacte meilleur que celui
du Théoréme 6.1; mais nous avons choisi d’appliquer le principe de Russell [13] qui
contrairement a la méthode H.U.M n’a pas encore été utilisé dans le cadre des domaines
perfores.
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7- Comportement asymptotique du probléeme de contrélabilité exacte (6.2).

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de faire tendre vers zéro les différents
parametres €, § et n du probléme de contrélabilité exacte (6.2) et de démontrer dans
chacun des passages a la limite, que la limite de la suite des contrdles est le contréle
exact obtenu par application du principe de Russell [13] du systéme limite associé.

Dans la suite, ¢ désigne différentes constantes positives indépendantes de ¢, § et 7.

Passage a la limite en 7.

Théoréme 7.1. On suppose que la fonction a vérifie (5.29) et que les données
initiales wls . et wls  du systéme (6.2) vérifient

Aeqwlsn=9  dans Qes
ow? ow’
(aaﬂ—ae—&l + 5_177—1(103 -a;ﬁ’n)na =0 sur 05,
Zp z3
(asp 6:;’" +€_1ﬂ_la33—a—zj—n)n3 =0 surwes x {—5—
11
wgg’,, =0 surdwx]-— 33
ol
(7.2) g € L*(w).
(7.3) Wi, =W w! € L2 (w).

Alors la suite des contréles {ves,} obtenus par le principe de Russell pour le
systéme (6.2) vérifie

(7.4) Vesy — Ves dans L°°(0,T; L*(Q.5)) faible *

ot v.s est une fonction indépendante de z3 et v.s est le controle exact obtenu par
application du principe de Russell du systéme

a2w€6 —
wlelé —bap B7azs + @ Wes = ves  dans wesx]0,T|
wes =0 sur Owx]0,T|[
(7:5) \ bo,g%na =0 sur 0S.x]0,T]
0z

wes(0) = wls  dans wes

w!s(0) = w' dans wes
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avec wl; satisfaisant (voir Lemme 5.9)

2w
- baﬂaz Wes +awlds =g dans w
(7.6) ) bog 381055 =0 sur OSe
(wl =0 sur Ow

ot les coefficients byg sont donnés par (5.5).
En outre, on a

(7) {weg,,, — wes  dans L(0,T; H'(Qes)) faible *

wis, — wes dans L(0,T; L*(Qes)) faible
avec wes tndépendante de z3.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin des résultats suivants:

Lemme 7.2. Lorsque n tend vers zéro, les données initiales du systéme (6.4)
vérifient

(78) uls, — uls dans H'(Qes) faible
. uls est indépendante de z3
(7.9) Uis, — uls dans L2(Q.s) faible.

De plus, on a

(7.10) Ues,p — Ues  dans L%(0, +00; H (Q:5)) faible *
. us, — uts dans L=(0,+00; L*(Qes)) faible *

ot

(7.11) Ues est une fonction indépendante de z3

et ues vérifie

O%ucs
B D zazs 2028
ues =0 sur Owx|0,+oo]

ulls — b +@Ues +buls =0 dans wesx]0,+o0[

—ng =0 sur 0S.x]0,+00]

ues(0) = u’s  dans wes

ulg(0) = ult dans wes
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avece

=

uig(zl,z:g):/ Ui&(21,22,23)d23-

1
2

Lemme 7.8. Lorsque n tend vers zéro, la solution res, de (6.5) vérifie

(7.13) Tesy — Tes dans L°(0,+o00; H'(Qes)) faible *
’ rls, —rhs dans L°°(0,+00; L%(Qus)) faible +

ol

(7.14) res est une fonction indépendante de z3

et r.s vETIfie

: o
res — baﬂ——rﬂS +@res +bros =0 dans wesx]0, +00]
O0zq23
J Teg = 0 sur 6&))(]0,"‘00[
(7.15) bagp Ores ne =0 sur 0S.5x]0,+00[
Ozg

res(0) = —ues(T) dans wes
ris(0) = uls(T) dans wes

Idées pour la preuve des Lemmes 7.2 et 7.83. On démontre que

{ llugspllesn <

(7.16)
lugs nllz2.s <c

et on applique le Théoreme 5.1; ce qui permet de démontrer le Lemme 7.2 pour une sous-
suite extraite de n. Pour ce qui est du Lemme 7.3, I’application du Théoréme 5.1 permet
d’obtenir (7.13), (7.14) et les trois premieres équations de (7.15). La démonstration des
deux derniéres égalités de (7.15) exigeant des calculs un peu plus complexes que ceux
utilisés dans les paragraphes précédents, nous avons jugé utile de la donner en détail.
Puisqu’on a '

£ 0 £ S
(7.17) {ll?‘ 5,0(0)lesn < c

17 5.0 (0l L2¢0.5) < €

on en déduit

res,y(0) — ar dans H'(Q.s) faible
(7.18) ’ . 1.
at est indépendante de z3

101



et
(7.19) risn(0) = Br dans L*(Qs) faible.

Maintenant, il nous faut identifier ar et fp. Comme ’'on a (7.10) et

(7.20) { re6,(0) = —ues n(T) dans Qs

r:—&,n(o) = u,€6,r](T) dans QE&
il est tentant de dire que ’on a directement

QT = —ueg(T) dans Qeg

2 ﬂsz.?» - 'U:IE(;(T) dans Qeg

1
2

(7.21)

mais nous tenons a préciser qu'on ne saurait utiliser (7.10) pour justifier (7.21)
parce que le résultat de (7.10) est trop faible pour permettre d’obtenir les deux
équations de (7.21) bien qu’avec [14], il permette d’obtenir la premiére égalité de
(7.21). Par souci de complétude, nous démontrons les deux égalités. Multiplions
la premiére équation de (6.4) par ¢ ® v, avec ¢ € D(wes), v € D([0,T]) vérifiant
v(0) = v'(0) = 0 et intégrons par parties; il vient alors

([ wesa@pdz)on) - (|
Qes Q
(7.22) < +// af,ﬁmia—('o—vdzdt+
S S0 Oz

“+o0
+ / / {ale55,n99U + buf,:&,,,apv}dzdt =0
Qs&
0

ol 026’" est donnée par (5.11).
Passant a la limite dans (7.22) et utilisant (7.12), on obtient

Brdz)o(T) + ( /

(7.23) fles e
— (/w u'eﬁ(T)godf)v(T) =0.

(

+oco
uezs,,,(T)c,odz)v'(T)-{-//;2 Ues v dzdt+
0 €é

ed

arpd? )o/(T) + ( / ues(T)pd2 o' (T) -

Wes

d’oti 'on déduit aisément (7.21).



Pour achever la preuve de ces lemmes, on doit montrer que les convergences ont
lieu pour toute la suite {n}. Pour ce faire, on montre, avec les techniques utilisées au
paragraphe 6, que ’opérateur

(7.24)

lsg : Ueg X L2(w55) _ Ue(s X L2(w55)
{ugs,ues} — {uds + res(T),ugs — ris(T)}

est bijectif. Ensuite on utilise le fait que {w%,w!} est déterminé de facon unique dans
Ues x L*(wes) pour conclure que les convergences (7.8) et (7.9) ont lieu pour toute la
suite {n}; d’ot I’on déduit aisément que les convergences (7.10) et (7.13) ont également
lieu pour toute la suite {n}. O

Esquisse de la preuve du Théoréme 7.1. En vertu de la définition de v.s,
(voir (6.6)), et des lemmes 7.2 et 7.3, on a (7.4) avec

(7.25) ves(t) = —b{uls(t) + ris(T — 1)}, pour t € [0, T].

Gréce a la définition de w,s,, et aux lemmes 7.2 et 7.3, on a (7.7) avec

(7.26) Wes(t) = ues(t) + res(T — 1), pour t € [0, T}

d’ott Von déduit

(7.27) wes(T) = wls(T) =0 dans wes.

Pour obtenir (7.5), on procéde comme dans le paragraphe 5. d

Passage a la limite en €.

Théoréeme 7.3. Lorsque € tend vers zéro, on a
(7.28) Ues — vs dans L*(0,T; L*(w)) faible *

ot vg est le controle exact obtenu par application du principe de Russell du systéme

( 0(§)wy — 8 O ws +asws =vs dans wx]0,T[
§ af aZaZﬂ ’
(7.29) {ws=0 sur Owx]0,T|

ws(0) = w§ dans w

| w5(0) = w! dans w

avec w) vérifiant, (voir Lemme 5.9)

2,..0
s 07wy

— Gogp + aswl = 6(8)g dans w

(7.30) Ozn2p

wy =0 sur Ow
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ot les coefficients qgﬂ sont donnés par (3.26).
En outre, on a

(7.31) {P€6w€6 —ws  dens L(0,T; Hy(w)) faible +

Pswls — ws dans L°(0,T; L*(w)) faible *.

La preuve de ce Théoreme se déduit des lemmes suivants

Lemme 7.5. Lorsque ¢ tend vers zéro, les données initiales du systéme (7.12)
vérifient

(1.32) {Q55u25 —ul dans H}(w) faible

ul = uj dans L*(w) faible

De plus, on a

P.su.s — us  dans L®(0,+o0; Hi (w able *
(7.33) { §lUes — Us ( o(w)) f

P.sugs, — us dans L%(0,+00; L*(w)) faible

ot ug est la solution du systéme

0%us

+ asus + b0(8)us =0 dans wx]0, +o0o]

9(5)U'&' - qgﬂ

us =0 sur Owx]0,+4o0[

O0zq2

7.34

(7.34) us(0) = uy dans w
: ug
ué(O)zm dans w.

Lemme 7.6. Lorsque n tend vers zéro, la solution r.s de (7.15) vérifie

: P.sres — s dans L*(0,+o00; Hy(w)) faible
(7.35)

P.srls — 5 dans L°°(0,+4o00; L*(w)) faible x

avec Ts satisfaisant

8(8)rs — qiﬂ.agﬁ + asrs + b0(8)ry =0 dans wx]0,+oo]
7
(7.36) {rs=0 sur Owx]0, +o0o[
rs(0) = —us(T) dans w
r5(0) = uy(T) dans w.
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Remarque 7.7. Pour démontrer les lemmes 7.5 et 7.6, on applique le Théoréme 5.3
aux systémes (7.12) et (7.15) ainsi que les idées de la preuve des lemmes 7.2 et 7.3. Une
fois que les lemmes 7.5 et 7.6 sont démontrés, on en déduit la preuve du Théoréme 7.4;
en particulier, on a

{wg(t) = ug(t) + rs(T — t)

(7.37) vs(t) = —9(5)b{ul5(t) + Tg(T -1}, pour ¢t € [0,T].

Passage a la limite en 6.

Théoréme 7.8. Lorsque § tend vers zéro, on a
(7.38) 6§ lvg — v dans L®(0,T; L*(w)) faible *

ot v est le contrile exact obtenu par application du principe de Russell du systéme

2
20" — qup 0w +aqw=v dans wx]0,T|
O0za2p
(7.39) J w=0 sur Owx]0,T]

w(0) =w’ dans w

L w'(0) =w! dans w

avec w° vérifiant, (voir Lemme 5.9)

— Gup +ajw’ =2¢ dans w

(7.40) Oza2p

w' =0 sur Ow

ot les coefficients qop sont donnés par (4.14) et (4.15), et aj est donnée par (5.38).
En outre, on a

(7.41) {“’6 —w dans L*(0,T; Hy(w)) faible

wy — w' dans L®(0,T; L*(w)) faible *.

La preuve de ce Théoreme se déduit des lemmes suivants:

Lemme 7.9. Lorsque 6 tend vers zéro, les données initiales du systéme (7.34)
vérifient

(7.42) {“3 —u® dans Hg(w) faible

6 'up — u' dans L*(w) faible.
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De plus, on a

(7.43) {“5 —u dans L*(0,+o00; Hj(w)) faible *

uy —u' dans L*(0,+o00; L*(w)) faible *

ot u est la solution du systéme

0%u

2u" — gap—— +aju+2bu' =0 dans wx]0,4o0]
azaz,g

Ju= 0 sur OJwx]0,+4o0]

u(0) =u® dans w

ul

u'(O):? dans w.

(7.44)

Lemme 7.10. Lorsque é tend vers zéro, la solution rs de (7.86) vérifie

(7.45) {"6 — 71 dans L*(0,+o00; Hy(w)) faible *

rg —r' dans L%(0,4+o00; L*(w)) faible x

avec r satisfaisant

2
opl! Qaﬂﬁ + aa‘r + 20r' =0 dans wX]O, +OO[
@

(7.46) r=0 sur OJwx]0,+oo
r(0) = —uw(T) dans w
r'(0) =u'(T) dans w.

Remarque 7.11. Pour démontrer les lemmes 7.9 et 7.10, on applique le
Théoreme 5.4 aux systémes (7.34) et (7.36) ainsi que les idées de la preuve des
lemmes 7.2 et 7.3. Une fois que les lemmes 7.9 et 7.10 sont démontrés, on en déduit la
preuve du Théoréme 7.8; en particulier, on a

w(t) = u(t) + (T —t)
(7.47) { v(t) = =2b{u'(¢) + r'(T — 1)}, pour t € [0, 7.

8- Cas des données initiales moins réguliéres.

Dans les paragraphes précédents, on avait
(81) {“'26,7]7“\1'-:6,1]} € ‘/55 X LQ(QEts)
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mais dans ce paragraphe, on suppose que les données initiales uds , €t uls , du systéme
(1.5) vérifient

(82) {ugé,n?ui&n} € L2(QE6) XV,
et qu’en plus, il existe une constante c positive et indépendante de ¢, § et n telle que

w8 o llL2(@s) S ¢ et uls, —uj, dans L*(Q) faible

(8.3) c
ledsallvy, < 5-

Dans ce cas, on obtient des résultats analogues & ceux établis dans les paragraphes
précédents en remarquant que Yes,, définie par

t
(84) yeé,r)(zat) = / ue&,n(z7s)d5 + T€5,7I(z)
0

olt s, est la solution de (1.5) avec les données initiales vérifiant (8.2) et (8.3), et
Tes.n € Ves est la solution du systeme

( AenTebn = _uig,n dans s
(aaﬂa U eI aas Oretn Jng =0 sur 0S5,
Oz Zg 0z3 ’
(85) Ot o +1
ﬁ (asp P ﬁm +e 'n " ass a;_’" Yng =0 sur wes X {-—}
j

11
Tesp =0  sur Jwx] — 3 2[

vérifie

ygﬁ:"l + As,r]y66 n + byleﬁ,q =0 dans 955 X]O, +OO[

P, 0
(aap 556,," + e ans g?"’ Jna =0  sur 85cs,1%]0, +oo]
ayeﬁ,q 8 5677’ :tl

(8.6) ﬁ (asﬂ Oz 28 +e” 77 lass 3 Jng =0 surwegx{—}x]o +oo[

Yesy =0 sur dwx] — [><]0 +o0]

yeé,n(o) = Teb,n dans ng

ylsn(0) =uls, dans Qes.

On applique les résultats des paragraphes précédents au systéme (8.6) puis on
utilise (8.4) pour en déduire des résultats analogues pour u.s,-
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Chapitre 4: Une remarque sur un résultat de J.L. Lions en contrélabilité
exacte et perturbations singuliéres

Résumé. L'objet de ce travail est de résoudre un probléeme posé par J. L. Lions

dans le cadre de I’étude de la contrélabilité exacte de 1’équation des plaques avec
perturbations singuliéres.

Abstract. The aim of this chapter is to solve an open problem due to J.L. Lions
in the theory of exact controllability of plates and singular perturbations.
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Dans la suite,  désigne un ouvert borné de classe C3 dans R™, (n > 1) et v est
la normale unitaire extérieure au bord de Q2. Pour zo € R", on convient des notations
sulvantes

m(z) =z — o, R=Ma:v{|m(:r)|; T € QU@Q}
Ty = {z €09 m(z)- v(x) > 0}, I_=00\T,

T est un nombre réel strictement positif et € est un petit parametre réel strictement
positif destiné & tendre vers zéro.

Pour {y%,y!} € L%(Q) x H~1(Q), on considére le probléme suivant: trouver des
controles vg. et v, tels que si y. est la solution du systéme

( y! + A%y, — Ay, =0 dans 2x]0, T
ye = voe sur I'yx]0,T]

Ay. = vy sur I'px]0,T]

(1) {y.=0 sur T'_x]0,T]

Ay, =0 sur T'_x]0,T]

ye(0) =y dans Q

ye(0) =y; dans Q

(2) ye(T) = y.(T) = 0 dans 2.

Pour résoudre ce probléme dans 4], J. L. Lions a utilisé la méthode H.U.M qu’il a
introduite dans [3]. Cette méthode exige l'introduction du systeme

o +eA?p. — Ap, =0 dans Qx]0,T|
pe =0 sur 9Nx]0,T]|

(3) { Ap. =0 sur 9Nx]0,T|

p(0) =02 €V

©%(0) = ¢z € Ho(Q)

ou

(4) Vv ={v € H*(Q)N Hi(N); Av =0 sur 39}.

On établit pour le systéme (3) des estimations a priori appropriées qui permettent de
conclure.

Dans [4], J. L. Lions démontre le résultat suivant
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Théoréme 1. On suppose que
1
(5) T>{2R+ —}
Ao

ou A est la premiére valeur propre de —A avec condition de Dirichlet.
Alors on a

/ { VL + e[ VAP + 1A¢2|2}dx <
Q

(6) < - R /T/ {(Q_‘rf'g)z +g(%)2}det.
—T—{2R+)\i0}o r, U v Ov

Remarque 2. J.L. Lions démontre dans [4] par un argument de compacité que (6)
a encore lieu pour tout T > 2R; cet argument introduit des constantes qui dépendent de
¢ de facon implicite; ce qui rend impossible I'utilisation des estimations ainsi obtenues
pour effectuer le passage a la limite en €. Notre propos ici est de démontrer (6) pour
tout T > 2R par un calcul simple en appliquant les techniques développées dans [1], [2]
et [3]. Notre résultat est le suivant

Théoréme 3. Pour tout T > 2R, on a

,

[{ivetr +eivavtr + 1ager o <
Q

(7) R ’ o' A
Pev2 Pe 2
ST—zR//1«+{( o) T, )}drdt'
0

Remarque 4. L’énergie du systéme (3) est donnée par

1 '
B0 = 3 [ {IVeOF + 90008 + 1800 s
et elle vérifie pour tout t € [0, T

1
B(t) = B0) = 3 [ {I9o1P +1v a6 + It .
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Preuve du Théoréme 8. Soit ¢. une solution suffisamment réguliere de (3).
Multipliant la premiére équation de (3) par —(2m - VAp. + (n + 1)Agp.) et intégrant
par parties sur 2x]0,T[, on obtient

T

_ / o.(2m - VApe + (n+ DAp.)de| +
Q 0

T
+ // oL(2m - VApL + (n + 1)Apl)dzdt+
Q
0

T
+ E// VAp. - V(2m - VAp, + (n + 1)Ap)dzdt—
Q

0

.

(8)

T
0Ap, 2
—26/ aﬂm-u( 5 YedT'dt—

T
+ //(Agoe)(Zm -VAp: + (n+ 1)Ap.)dzdt = 0.
Q
0

Des calculs simples dans le deuxiéme terme du membre de gauche de (8) donnent

r T

// oL (2m - VAL 4 (n + 1)Apl)dzdt = —(n + 1) // Ve | dzdt—
o Q

J 0

CIR T T
—2n// c,o;Agogdwdt—2//(m-V<p'E)Ago'€da:dt.
0 ¢ ‘ 0 Y
Or l'on a
T T
(10) —Zn// goéAgodedtan// |Vl |>dzdt
Q Q
0 0
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et

T T
-2 / / (m- Vol )Ap.dzdt = 2// V(m-Ve.) - VeLdzdt—
o 71 0 7
T 50!
_ . Pe 2
2/ an u(ay)dI‘dt
aw { , .
=2 // [Vl |2dadt + // m - V|Vl |2dedt — 2/ m - V(ﬁ':-fdr‘dt
Q Q F:To) Ov
0 0 0
T T
12 a‘p’s 2
=(2-n) [Vl |*dzdt — m - v(—=)*dl'dt.
\ ) JQ s Joa Ov

Reportant (10) et (11) dans (9), on trouve

T T T
!
(12) //<p'€(2m-VA90;+(n+1)Acp'5)dxdt=//|V<p'€|2dxdt—// m-y(%)?‘dl"dt.
0 Ja Q o0 Ov

0 0

Maintenant nous allons nous occuper du troisieme terme du membre de gauche de (8)

T
€ / f VAp.-V(2m-VAp, + (n+ 1)Ap.)dzdt =
Q
0

T T
=(n+1l) Ye|“dzdt + 2¢ Pe - V(m - pe )dzdt
VA, |[*dzdt + 2 VAp, - V(m - VAp,)dzd
Q Q
0 0
(13) S T T
= (n+3)£// |VA<,9€|2dxdt+e// m - V(|VAp|*)dzdt
Q Q

0 0

T _ T
= 3¢ // IVAp.|*dzdt + e/ m - v 08¢ Y2dI'dt
s Je o o0 Ov

Si l'on effectue, dans le cinquieme terme du membre de gauche de (8), des calculs
analogues a ceux développés pour obtenir la derniére ligne de (13), on obtient

T T
(14) //(Anpe)(Qm -VApe + (n 4+ 1)Ap,.)dzdt = // |Ap.|2dzdt.
Q Q

0 0
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Reportant (12), (13) et (14) dans (8) et utilisant la Remarque 4, on obtient

T
- [ viem Vit (n+ 1)A<Pe)dx]
Q

0

T
+2TE6(0)+25// VA, |?dzdt =
Q
0
(15) < T

:/ an(m.y){(%’%) + (aA"QE) }d[‘dt.

D’ou 'on déduit

(16) 2TE,(0) < X + /T [ men{ Gy 252y L ara

ou 'on a posé
T

X = / wL(2m - VApe + (n+ l)Agoe)dx} .
Q 0

Si I’on montre que
(17) |X| <4RE(0)

alors la preuve du Théoréme 3 est terminée; en effet si on reporte (17) dans (16), on
obtient

3Acpe

(18) (2T — 4R)E.(0) < R / / { 5¢6>2+ e )}dI‘dt.

Il reste donc & montrer (17). Pour ce faire, posons pour tout ¢ € [0, T
(19 X() == [ Guem- VAt + (n+ Dapd(t)de
Des calculs simples dans (19) donnent

(20) X()= [ () em- T + (n = pl(t)ds

d’ou 'on déduit par 'inégalité de Young
et la relation (17) découle aisément de (21). O

114



Remarque 5. Pour démontrer que l'inégalité (6) a lieu pour tout T > 2R,
J.L. Lions a eu & estimer la quantité ||¢,|[Le(0,7;22(0)); il @ notamment montré que

T
' Opl A,
22 340) > 0: lelumomay < @) [ [ {527+« 25E0 Lara
F+ 124 v
0

et le probléme qu’il a soulevé était de donner une estimation de ¢(¢).
Comme l’on a (7) et

1 1
e ()l L2y < A—Ollvw’e(t)ll[m(m]n < A—O\/2Ee(0) vt € [0,T]

on voit que

T 1
! 1 R 699:-: 2 aAS‘oe 2 2
(0T 12(a)) < —1] s TPe 989 .
3 Weilimamion < 50 ogg | {0 + (TG0 fara
0

On peut donc prendre
1 R
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Chapitre 5: Sur la stabilisation de I’équation des ondes et du systéme de
I’élasticité linéaire en dimension 2

Résumé. On montre dans un premier temps qu’un choix judicieux de feedback
frontiére donne un résultat meilleur que celui de [3] lorsque la dimension d’espace est
égale a 2. Puis, on établit un résultat de stabilisation rapide dans le cas ou I'on utilise
simultanément un feedback interne et un feedback frontiere toujours en dimension 2.
Enfin, on applique les mémes techniques pour étudier la stabilisation du systeme de
’élasticité linéaire en dimension 2.

Abstact. We first show that a judicious choice of boundary feedback gives a
better result than the one found in [3] when the dimension of the space is equal to 2.
Afterwards, we establish a rapid stabilization result in the case where internal and
boundary feedbacks are simultaneously used. Finally, we apply the same techniques to
achieve the stabilization of the linear elasticity system in 2-D.
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Dans la suite, {2 est un ouvert borné de R? de frontiére I" de classe C2. On désigne
par v le vecteur unitaire normal extérieur a I'. On fixe z° € R? et on pose m(z) = z—x°,

R =sup{|m(z)|,z € Q}, Ty ={zeTim(z)-v(z) >0} et T_=T\T,

(u-v = uyv; + uyvy pour tous u,v € R?).

Pour tout résultat d’existence et d’unicité, dans tout ce qui suit, nous renvoyons
a [3] et [5].

I- Equation des ondes.

I.1- Cas du feedback frontiére.

Dans [3], V. Komornik propose un résultat de décroissance rapide de I’énergie
pour P’équation des ondes; ce résultat est trés intéressant pour les dimensions d’espace
supérieures ou égales & 3 au vu du principe élaboré dans [8] ainsi que des résultats
de [7]. Cependant, on constate qu’il est peu satisfaisant lorsque la dimension d’espace
vaut 2. On donne ici un résultat meilleur dans le cas de la dimension 2.

Soit

V={ve H(Q); v=0surT'_}

on se donne {y°,y'} € V x L*() et deux fonctions positives a et b avec a,b € L(T'y).
Puis ’on considére le systéme suivant

(y"—Ay:O dansQX(O,oo)

%-I—ay—}-by’zo sur 'y x (0, 00)

y=0 surT'_ x(0,00)
y(0) =y dans Q
[ ¥'(0) =y dans Q.

(I.1)

On démontre le résultat suivant
Théoréme I.1. Soit k € L°°(T'y) vérifiant

1

(1.2) k> = p.p sur Iy, lkm| <1 p.p surTy.

On choisit les fonctions a et b par

(1.3) a= %(m -v)k?, b=(m-v)k.
Alors on a
(1.4) E(t) £ [exp(1 —t/3R)] E(0) Vt> 3R
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50 = 3{ [ W @0P +19u@ 0P|+ [ aropar v

est Uénergie du systéme (1.1).

1
Remarque I1.2. Dans (3], V. Komornik montre que pour le choix a = §(m v)k?,

b= (m-v)k, on a (1.4) avec 3R remplacé par 4R; donc notre résultat améliore le sien, et
il est d’autant meilleur que 'ouvert Q est étoilé (cf. [3]). Nous conjecturons que (1.4) est
la meilleure estimation qu’on puisse obtenir par la méthode usuelle des multiplicateurs
qui actuellement est la méthode qui permet d’avoir un taux de décroissance explicite
pour le systéme des ondes (voir par exemple [4]).

La démonstration du Théoréme 1.1 découle des lemmes suivants
Lemme I.3. Soient ST € R, 0 < 5 < T < +o0. La solution de (I.1) vérifie,
([T T 3
2/ E(t)dt < —/ y'{3m - Vy + 2y}dw] +—/ (m-v)|y' |2 dn—
s 0 s 2Jryx)s1] .

(1.5) J - §/ (m - v)|Vy|*dT - / aly|>dT — 2/ byy'dx—
2 Jr,x)s,1] T4 x]S,T] T4 x]S,T]

~3 / (ay + by'Ym - Vydz.
\ P+ X]S,T[

Lemme I.4. Sous les hypothéses du Théoréme L1, on a

(L.6) /S TE(t)dt < 3R B(S) VS [0, +oo|

I.2- Démonstrations des Lemmes 1.3 et 1.4, et du Théoréme I1.1.
Pour la démonstration du Lemme 1.3, nous utiliserons le résultat suivant dont la

preuve est donnée plus loin.

Proposition A. Pour tout {u,v} €V, on a

1
(I.7) /Q(Au)m +Vudr < - | (au+bv)m - Vudl — 3 /P+(m - v)|Vul?dT.

Py

avec V défini par

V= {(u,v) €V xV;Au € L*(Q) et
(1.8)

/ {(Av)w + Vu - Vw}dz + {auw + bvw}dl = 0 Yw € V}.
Q

ry

118



Démonstration du Lemme 1.8. Puisque V est dense dans V x L%(£), on établit
ce résultat sous ’hypothese

{v.y'} eV
le résultat général s’en déduit par un argument de densité.
Lorsque {y°,y'} € V, on montre que le systéme (I.1) possede une et une seule

solution y vérifiant
(1.9) {y,y'} € C([0,00[; V) N C([0,00[; V x L*())

Dans la suite, on suppose que (1.9) a lieu. Maintenant, multiplions la premiére équation
de (I.1) par 3m - Vy + 2y et intégrons par parties sur Qx]S, T[; il vient alors

T
/ y'{3m-Vy+ 2y}d:c} ——/ y'{8m - Vy' + 2y'}dzdt—~
(1.10) Q s Jax]sTq
— / (Ay){3m - Vy + 2y}dzdt = 0
Qx]S,T(

Or puisque div(m) = 2, on a

— / y'{3m - Vy' + 2y'}dzdt = —/ {§m V(Y1) - 2|y'|2}dxdt
Qx]S,T] ax)s,T[ ‘2

(I.11) 5
‘ = / ly'|2dzdt — —/ (m - v)|y'|2dTdt
Qx]S,T| 2 Jr,x)s,11

puisque dww(m) = 2.
Grace a (1.7), on a pour tout t > 0,

3
(1.12) 3/(Ay)m - Vydz < —3/ (ay + by')ym - VydI' — -—/ (m - v)|Vy|?dl.
Q T4 2Jr,
D’ott on déduit

/ (Ay){3m - Vy + 2y}dzdt < —3/ (ay + by'Ym - VydL'dt—
Qx]S, T . Ty x]S,T]

_3 / (m - v)|Vy|2dDdt + 2/ (Ay)ydzdt
2 Jryx]s,T] Qx]S,T[

(I.13) < —3/ (ay + by'Ym - VydDdt—
F+ X]S,T[

- §/ (m - v)|Vy|*dTdt — 2/ |Vy|?dzdt
2 Jryx)s,1] Qx]S,T]

- 2/ {ay® + by'y}dTdt.
F+ X]S,T[
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Reportant (I.11) et (1.13) dans (1.10), on trouve

T
3
( / y'{3m - Vy + 2y}d:v] +/ ly'|?dzdt — —/ (m-v)|y'|2dldt <
Q s Qx]8,T[ 2 Ty x]S,T]

3
(L14) ¢ < —3/ (ay + by')ym - Vydl'dt — —/ (m - v)|Vy|*dTdt—
T4 x]S,T] 2 Jryx18,1]

- 2/ |Vy|*dzdt — 2/ {ay® + by'y}dI'dt.
Qx]S,T[ 'y x]8,T[

Ajoutant aux deux membres de (I.14) la quantité [, X16,T] |Vy]2dxdt+fr+ <1811 ay?dldt,
on obtient

T
/ y'{3m - Vy + 2y}d:v] +/ {Iy'|* + |Vy|?dzdt + / ay*dldt <
Q S Qx]S8,T[ Ty x]S, T

<3 / (m - v)ly'[2dTdt — 3 / (ay +by')m - VydTdt
2 Jrix)s,1] T4+ x]S,T]
3

- —/ (m - v)|Vy|*dldt —/ |Vy|*dzdt—
2 Jroxjs,T] Qx]S,T]

- / {ay® + 2by'y}dTdt.
T4 x]S,T]

(1.15) 4

En vertu de la définition de I’énergie E, il découle de (1.15) que

T T

(
/ y'{3m - Vy + 2y}d:1:] +2/ E(t)dt <
Q s S

(1.16) < 3 / (m - v)|y'|2dldt — 3/ (ay + by")m - VydD'dt
2 Jrex1sTy T4+ x]S,T]
3

/ (m - v)|Vy|2dTdt - / {ay® + 2by'y}dTdt.
2 Jryx)s Ty T4+ x]S,T]

D’ott 'on déduit (1.5) et le Lemme 1.3 est démontré.

O
Démonstration du Lemme 1.4. Posons
) T
X = / y'{3m - Vy + 2y}dx]
Q S
Ve 3 112 3 2
Y = 3 (m-v)|y'|*dldt — 3 (m - v)|Vy|“dTdt
(I17) < 'y X]S,T[ ry X]S,T[

N = —3/ (ay + by")m - VydI'dt
F+ X]S,T[

K = —/ {ay® + 2by'y}dTdt.
T4 x)S.T]
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La combinaison de (I1.16) et (1.17) donne
T
(1.18) 2 / E(t)dt < |X|+Y + |N| + K.
S
Introduisons pour tout ¢t > 0,
(1.19) X(t) = / ¥ (H){3m - Vy(t) + 2y(¢)}da.
Q

On a alors

3R ! 2 1 2

X< — | Wl de+ = [ Bm - Vy(t) +2y(t))"dz
2 Jo 6R Jo
3R 1(\|2 1 2 2 2 2
< — [ W@ dz + o= | OR*|Vy|" +6m - V(y°) +4y”)dz
2 Jo 6R Jq

3R 1072 2 21 1 -
< —2—[/0“3/ @&)* + [Vyl }da:—|—/r+ gﬁ(m-y)y%ﬂ-‘] +§/Q(_12+4)y de.

Or le dernier terme est négatif et d’apres (1.2) et (1.3), on a

21 9 9
——m-l/ydI‘S/ ay“dl’
/1“+3R2( ) Ty

donc

(1.20) |X(t)| < 3RE(%).

En vertu de (1.20) on a

(1.21) |X| < 3R(E(S) + E(T))

D’autre part, en remplagant a et b par leur valeur respective donnée par (I.3) dans
I’expression de IV, on obtient

IN| =3

/ (gky + y"Ye(m - v)m - VydI['dt
ryx]S,T[ 3 _

< E[/ (gky + y')z(m -v)dldt +/ lkm|*(m - v)|Vy|?dTdt .
2Ureqgs o3 L4 x]8,T(
En développant et en utilisant encore (I1.3), on trouve

IN| < / ay?dT'dt + 2 / by'ydTdt+
(1.22) '} x]S,T] ; T4 x]S,T[

+ —/ (m - v)|y'|*dldt + 3 / |km|*(m - v)|Vy|>dTdt.
2 Jrox)8,1] 2 Jryx18,1]
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Maintenant, on reporte (1.21) et (1.22) dans (1.18) ; on trouve alors

T 3
2 /S E(t)dt < 3R(E(S) + E(T)) + 5 /

F+ X]S,

(m - )|y’ |>dTdt—
T

3
- —/ (m - v)|Vy|?dDdt + / ay’dldt + 2/ by'ydTdt+
2 Jr, x18,7] T4+ x]S,T] T4 x]S,T[

3 3

(1.23) {
;3 / (m - v)|y'[2dTdt + > / km[2(m - )| Vy|2dTdt—
T4 x]S,T] 2 Jryxs,1

2

- / ay?dl'dt — 2/ by'ydT'dt
T4 x]S,T] ryx]S,T[

Utilisant (1.2) dans (I.23) et éliminant les termes identiques de signes contraires, on
obtient

T
2 / E(t)dt < 3R(E(S) + E(T)) + 3R / k(m - )|y’ [2dTdt
(1.24) S T4 x]S,T[
<3R(E(S)+ E(T)) + 3R/ bly'|*dl'dt  (d’aprés (1.3)).
Iy x]S,T[
Or on a
. T
(1.25) E(S) - E(T) = — / E'(t)dt = / bly'[2dTdt.
S F+ X]S,T[

Combinant (I1.24) et (1.25), on trouve
T

(1.26) / E(t)dt <3R E(S) VS,T €[0,00[ avec 0< S <T.
s

Faisant tendre T vers I'infini dans (1.26), on obtient le résultat voulu et le Lemme 1.4 est
démontré. : O

Démonstration du Théoréme I.1. Nous allons procéder comme dans [2].
L’énergie de (I.1) vérifie

E(t) = - /F D)y (T,O)PdT ¥t > 0

et comme la fonction b est positive, on en déduit
E'(t)<o0, Vit>0.
Grace au Lemme 1.4, on a

(1.27) gdg ([e:z:p(S/3R)] /S ~ E(t)dt) <0, VS>o.
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D’ou 'on déduit
(1.28) lezp(S/3R)] /S " Byt < /0 T B, VS0,
Or par (I.6) ’on sait que
(1.29) /0 " B(t)dt < 3R E(0).
Une combinaison de (I.28) et (1.29) produit

/S T B(t)dt < 3R [eap(~S/3R) E(0), VS > 0.
Il découle de cette dernidre inégalité que

S+3R

/S E(t)dt < 3R [ezp(~S/3R)] E(0), VS >0

et en vertu de la décroissance de I’énergie, on obtient
3RE(S +3R) < 3R [exp(—S/3R)] E(0), VS>0.
D’ou 'on déduit facilement, en posant t = S + 3R
E(t) < [ezp(1—1t/3R)] E(0), Vt>3R
ce qui acheve la preuve du Théoréme I.1. O

1.3- Cas des feedbacks interne et frontiére.

Maintenant, on prend encore {y°,y'} € V x L?(Q) et on considére le systéme
suivant

(y”—Ay-{—lzy-{—ly':O dans Q x (0, 00)

%+ay+by' =0 surI'y x(0,00)
(I30) 3 Yy = 0 sur I'. x (0,00)

y(0) =y® dans Q
L y'(0)=y" dans Q

ol les fonctions a, b et I vérifient

1.31
( ) l(:v)zi pp €N

{ le L*2(Q)
R

123



(1.32) a=(m-v)k? b= (m-v)k.

L’énergie de ce systéme est donnée pour tout ¢ > 0 par
1 1
(133)  Ex(t) = 5{ [0 + 19y, 01 + lzly(w,t)l“’}dz} +5 [ aly(®opar
Q Ty

et elle est décroissante.
Pour ce nouveau systéme, on établit le

Théoréme 1.5. On suppose que (1.31) et (1.82) ont liew avec k € L>(Ty) et k
vérifiant

(1.34) k(z) > % pp sur Tj.
Alors on a
(1.35) Ei(t) < [exp(1 —t/2R)] E1(0) VWt > 2R.

Remarque 1.6. On remarque que dans la situation présente, la décroissance de
I’énergie est plus rapide que dans le cas précédent ot I’action était uniquement frontiére;
cependant, le professeur V. Komornik nous a fait remarquer que contrairement au cas
du seul feedback frontiere ot R est 1ié & la géométrie du domaine 2, dans le cas présent,
R peut étre choisi aussi petit que l'on veut et indépendamment du domaine .

Démonstration du Théoréme L.5. Multiplions la premiére équation de (1.30) par
y et intégrons par parties sur 2x]S, T[; il vient alors

T
/y'yd:c] —/ (y')2dxdt+/ [Vy|*dzdt+
Q s Qx]5,T] Q18,17

(1.36)
+/ (ay® + by'y)dTdt +/ (Py? + ly'y)dzdt = 0 .
T4+ x]8,T] Qx]8,T[

Ajoutant la quantité 2 fo]s T[(y’)2dxdt aux deux membres de (1.36), on trouve

T .
/ y'ydz} +/ {(y')2 + |Vy|* + lzyz}dxdt +/ ay*dldt+
Q S Qx]S,T] 'y x]8,7[

+/ by'ydT'dt +/ ly'ydzdt = 2/ (y')dzdt.
Ty x]$,T] QxS Qx]S, T

Or l'on a par I'inégalité de Young

[ v
Q

(1.37)

(I1.38)

<3 /Q {2+ 22 }d,  vizo
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d’ou 'on déduit

T

(1.39) [ vitwoi] | <rE@ + Es)

S

D’autre part, on vérifie sans peine que
( 2/ ly'|*dzdt < 2R(E1(S) — Ey(T))
Qx]S,T[

R
(1.40) V= wwaras<g [ ays)par
T+ x]S,T[ 2 Jr,

—/ ly'ydzdt < E/(P(y(S))zdxdt.
( Jax]s,T] 2 Ja
Reportant (1.39) et (1.40) dans (1.37) et utilisant (1.33), on trouve

> [ " Bi(t)dt < R(E\(T) + Ex(S)) + 2R(Ex(S) - By(T))+

(I.41) s

+ —? /F + a(y(S))2dT + g /Q (2(y(S)) dzdt

d’ou 'on déduit san peine

: T
(1.42) 2 / Ei(t)dt <4REy(S), Y0<S<T < +oo
S

[

et par suite

+oo
(1.43) / Ey(t)dt < 2REy(S), VS >o.
s

La relation (I.35) découle alors aisément de (1.43) et la preuve du Théoréme 1.5 est
terminée. O

Remarque 1.7. Si on suppose que ’ensemble I'_ est de mesure non nulle, et que
I'ouvert 2 est tel que ’

(1.44) cp < 2R

ou ¢, est la constante de Poincaré, on a un résultat plus fort que (1.43). En effet, dans
ce cas, on peut estimer le premier membre de (1.37) autrement; au lieu de (1.38), on
peut choisir I’estimation

(1.45)

/Qy’(t)y(t)dx < %”/Q {(y'(t))2+ IVy(t)|2}d:c, V¢ >0
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de sorte que
o) | [ y'(t)y(t)dx]: <o) +2 [ {W(5)7+[Tu(s)P}a.

Combinant (1.37), (1.40), (1.46) et utilisant (1.33), on trouve
T
(1.47) 2/ Ey(t)dt < (c;—2R)Ey(T)+Maz{c,+2R,3R}E,(S), V<S<T <+
S
d’ott 'on déduit, en vertu de (1.44)
too Cp 3R
s

ce qui est un résultat meileur que (1.43).
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IT- Systeme de D’élasticité linéaire.

II.1- Cas du feedback frontiere.

Dans [5], V. Komornik a étudié la stabilisation du systéme de ’élasticité linéaire
pour les dimensions d’espace plus grandes que 2 et je le remercie de m’avoir suggéré
I’étude du cas de la dimension 2. Je signale en passant que le cas unidimensionnel se
réduit a I’équation des ondes (cf. [7] et [3]). Les techniques que nous avons utilisées
précédemment dans le cas de ’équation des ondes s’appliquent aisément ici; on se donne

{v°,¥'} € Vo x [L3H(Q)]? o

Vo={ve[HY(Q))* v=0surI'_}

et deux fonctions positives a et b avec a,b € L°°(T'y.). Puis l'on considére le systéme
sulvant

y"' — pAy — (A + p)V(divy) =0 dans Q x (0, o0)

ug—i + (A + p)(divy)y +ay +by' =0  sur Iy x (0, 00)

(II.].) 4 y—_—O SurF—X(())oo)
y(0) = ¢° dans Q

y'(0) =y' dans Q

ou A et p sont les constantes de Lamé. On suppose que € est isotrope; on a alors le
résultat suivant

Théoréme II.1. Soit k € L*°(T'}) vérifiant

(I1.2) k> % p-p sur 'y, lkm| <1 p.p surTy.

On choisit les fonctions a et b par

(I1.3) a= g,u(m - v)k? b= /p(m-v)k.
Alors on a
(I1.4) E(t) < [exp(1 - Et/3R)] E(0) ¥t > 3R//E
B0 = 5{ [V OF + uiTu(e0F + O+ w)dioy(e, 0 iz b+
(I1.5) “

+é/ aly(T,H)PdT Vi >0
Iy
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est l'énergie du systéme (II.1).
La preuve de ce théoreéme repose essentiellement sur les résultats suivants

Lemme I1.2. Soient S, T € R, 0 < § < T < +oo. L’énergie du systéme (II.1)
décroit; plus précisément, on a

T
(IT.6) E(S) - E(T) = / / bly' (T, ¢)[2dTdt.

s Jr,
En outre, st pour toutt > 0, on pose
(I1.7) X() = / y' - {3(Vy)m + 2y}d:c

Q
alors om a
3

II.8 X()| £ —E(1).
(11.8) | X(2)] 7R (t)

Lemme II.3. Soient S,T € R, 0 < S < T < +o00. La solution de (II.1) vérifie,

( T 3 T 12
2/5 E(t)dtSX(S’)—X(T)-I—-Q-/S /F+(m~1/)ly| dldt—

T T T
(I1.9) ¢ — Z)iu—/ (m - v)|Vy[>dTdt — / / aly|*dTdt — 2/ / by - y'dldt—
. 2 Js Jrg s Jry s Jr,

T
- 3/ / (ay + by') - (Vy)mdDdt.
. S F+

Lemme I1.4. Sous les hypothéses du Théoréme IL1, on a

(I1.10) /5 " Bt < f’/—}; E(S), VS €0, +oo].

Le Théoreme II.1 découle sans peine du Lemme II.4 comme le Théoréme 1.1 du
Lemme I.4; nous démontrerons uniquement les lemmes.

I1.2- Démonstrations des lemmes I1.2, I1.3 et IL.4.

Preuve du Lemme II.2. Faisant le produit scalaire de la premiére équation
de (IL.1) par y' et intégrant par parties sur Q2x]S, T, il vient

T
3 [ 5] [0 DR + a9y O + O+ i) dion(e, )7+

(I1.11) 1

T
+ 5/ a|y(F,t)|2dl"} +/ / bly' (T, t)|*dTdt = 0
2Jr, s Jry
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d’ot I'on déduit aisément la relation (11.6). Maintenant, démontrons la relation (I1.8).
L’utilisation de 1’égalité de Young dans (II.7) donne

xoi< 5z [ P+ 3F [ BVu(e)m +20(0)da
Q
<3 f o [ WP+ L [(ORIVYE +6m - V(uP) + 4o

< o[ [ r v uupyas+ [ 2 om o]
f/}i

et la preuve du Lemme I1.2 est terminée. O

(1112) |

2 .
E(t) (puisque / ——-——2(m-1/)y2d]." S/ ay?dl’)
r, 3 R T,

Démonstration du Lemme I1.8. Nous établirons ce résultat pour {y°,y'} € W
avec

W = {(u,v) € Vo x Vo ulu + (X + u)V(divu) € [L2(Q)]? et

(I1.13) - J /Q{(uAu + (A + p)V(divu)) - w + pVu - Vw 4+ (A + p)divudivw}dz+

Ty

Le cas général s’en déduit par un argument de densité parce que W est dense dans
Vo x [L#()]%. On montre que lorsque {y°,y'} € W , le systéme (11.1) posséde une et
une seule solution y vérifiant

(11.14) {y,y'} € C([0, 00; W) N C*([0. 00f; Vo x [L*(Q)]*).

Faisons le produit scalaire de la premiére équation de (II.1) par 3(Vy)m + 2y et
intégrons par parties sur Q2x]S, T{; il vient alors

X(T)—- X(S) - /Qx y' - {3(Vy')Ym + 2y' }dzdt—

(II.15) s
- ] {(pAy) + A+ ,u)V(divy))} : {3(vy)m + 2y}d:cdt =0
Qx]S;T[
Or l'on a
- / y' - {3(Vy')m + 2y’ }dzdt = — / {gm V(ly'1?) + 2|y'|2}d:cdt
(I1.16) 2x]$,T1 ax]S,T|

= / ly'|*dzdt — 3 / (m - v)|y'|2dTdt
ax]S,T] 2 Jroxs 1y
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puisque div(m) = 2.
Grace a ’analogue de la Proposition A , on montre que pour tout ¢ > 0,

3 [y + (A4 ) V(divy) - (Vymde <=3 [ (ay +by') - (Vyymdr~
_7/F+(m-1/)| y| T /F+(m-u)| soy|*dl’

d’ou 'on déduit
[ By O+ ) V(dioy) - {3(Va)m + 2y}deds <
Qx]8,T]
< —3/ (ay + by'ym - Vydl'dt — 3u (m - v)|Vy[2dTdt+
T4 x]S,T[ 2 Jroxs T
+ 2/ (pAy + (A + p)V(divy)) - ydzdt <
(I1.18) ¢ @151

< —3/ (ay + by') - (Vy)mdldt—
F+ X]S,T[

_3u (m - v)|Vy|*dTdt — 2/

5 (ulVy[* + (A + p)(divy)?)dzdt—
'y x]8,T] Qx]S8,T]

- 2/ {aly|* + by’ - y}dTdt.
T4+ x]5,T]

Reportant (11.16) et (I1.18) dans (I1.15), on trouve

X(T) - X(S) + / ' dzdt — > / (m - )|y [PdTdt <
Qx]S,T] 2 JryxysT
< —3/ (ay + by"ym - VydI'dt — 3u (m - v)|Vy[2dDdt—
Ty x]S,T] 2 Jr,x)s1]

(I1.19) ¢

_2/
Qx]S,T

K

(WIVyP + (A + p)(divy)?)dadt—
[

—2f (el b )T
F+ X]S,T[
Ajoutant aux deux membres de (I1.19) la quantité

/ 1 Vy? + (X + p)(divy)*dedt + / aly|*dTdt
Qx]S,T[ F+ X]S,T[
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on obtient

(

(I1.20) [

Il découle

X(T) - X(S) + /

Qx]S,T

[ {1/ + ulVyP + (A + u)(divy)? }dedt-+

3
+ / aly|*dldt < / {—(m V)|y'|? = 3(ay + by')m - Vy}dth—
Ty x]S,T] ryx]s,T] ' 2

_ 3 (m-y)|vy|2drdt-/
2 JrixisTy Qx]S,T]

—/ {a]y|* + 20y’ - y}dTdt.
F+ X]S,T[

{ ulVyl2 + (A + ,u)(dz'vy)2}d:cdt—

alors de cette derniére expression

T
X(T) = X(S) +2 / E()dt <
s
3
(I1.21) <= / (m - v)|y' |2 dDdt — 3/ (ay + by')m - VydI'dt—
2 Jryx)18,T] T4 x]S,T[
_ 3 (m - v)|Vy|?dDdt — / {aly|® + 2by’ - y}dTdt.
2 JryxsT] T4 x]S,T]
D’ot1 'on déduit (I1.9) et le Lemme I1.3 est démontré. O
‘ Démonstration du Lemme II.4. Posons
(X = X(S) - X(T)
3 12 3:“ 2
YV =— (m-v)|ly'|°dldt — — (m - v)|Vy|*dT'dt
2 Jrox)8,1] 2 JryxisTy

(I1.22)

)

N = —3/ (ay + by') - (Vy)mdI'dt
I‘+ X]S,T

K= —/ {aly> + 2by’ - y}dD'dt.
F+ X]S,T[

\

La combinaison de (I1.21) et (I1.22) donne

(1I.23)

T
2/ E(t)dt < |X|+Y + |N|+ K.
S

En vertu du Lemme I1.2, on a

(I1.24)

x| < %(E(S) + E(T)).
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D’autre part, en remplagant a et b par leur valeur respective, donnée par (I1.3), on
obtient dans ’expression de N, on obtient

IN|=3 / \/_ky—{—y)\/_k(m v) - (Vy)mdI'dt
P+X]S,T[

3f T 2 T
<3 [/ / 2V by 4 o P(m u)dth+,u/ / lkm[2(m - 1)|Vy|2dTdt
2lJs Jry 3 s Jr,

< / aly>dT’dt + 2/ by' - ydTdt+
T4 x]S,T] T4 x]S,T]

3 3
43 / (m - v)|y'[2dTdt + 2F km [ (m - 1)|Vy[2dDd.
2 JryxisTy 2 Jryxgs,Ty

(I1.25)

\

Maintenant, on reporte (I1.24) et (I1.25) dans (I1.23) ; on trouve alors

([T 3R 3 "o
2 /S E(t)dt < \/—E(E(S) +B(T) + 5 /F +x]S,T[(m-V)Iy| dldt—

_ 3 (m-y)lVy|2dI‘dt-|—/

: {a|y|2 + by - y}dth+
F+ X]S,T[ F+ X]S,T[

(I1.26) {

+ —/ (m - v)|y'|2dTdt + 3u [km|*(m - v)|Vy[>dDdt—
2 Jryx1s,1] 2 JryxisTy

- / aly|*dTdt — 2/ by' - yd'dt.
F+ X]S,T[ F+ X]S,T[

Utilisant (II.2) dans (I1.26) et éliminant les termes identiques de signes contraires, on
obtient

T 3R 3R vy
2| E@)dt<—(E(S)+ET)+— \/ﬁk(m-l/)|y| dldt
3R 3R
< —(E(S)+ E(T))+ b|y'|2dth (d’aprés (I1.3)).
VI N T, x]S,T]
Utilisant (I1.6) dans (I1.27), on trouve
T 3R
(I1.28) / B(t)dt < 2B(S) VST [0, +oof avee 0<S<T
S

Faisant tendre T vers +oo dans (11.28), on obtient le résultat voulu et le Lemme I1.4 est
démontré. O



I1.3- Cas des feedbacks interne et frontiére.

Dans le cas de 'élasticité, on peut aussi ajouter a ’action frontiére, une action
interne; plus précisément, si maintenant, on prend encore {y°,y'} € Vp x [L3(Q))? et
on considéere le systéme suivant

y" — pAy — (A + p)V(divy) + Py + Iy’ =0 dans  x (0, c0)
9y
)
y=0 sur - x(0,00)
y(0)=y° dans Q
y'(0) =y' dans Q

+ (A + p)(divy)y +ay+ by’ =0  sur 'y x (0,00)
(II.29) 4

ou les fonctions a, b et [ vérifient

le L™(Q)
(I1.30) { l(z) > —\]/{—E pp xEQN
(I1.31) a=p(m-v)k?, b= /p(m-v)k.

L’énergie de ce systeme est donnée pour tout ¢ > 0 par

B0 = 3{ [ 1V/(.0F + uVu(e O + O+ )divy(e,0) )+
(I1.32)
41 /Q Ply(z,t)Pdz + %/ aly(T, £)[2dT

2 -

et elle est décroissante.
Pour ce nouveau systeme, on a le

Théoréme IL.5. On suppose que (11.80) et (I1.81) ont lieu avec k vérifiant (1.84).
Alors on a

(I1.33) Ey(t) < [exzp(1l — t/u/2R)] E1(0), Vt>2R/\/p.

La démonstration de ce théoreme se fait comme celle du Théoreme 1.5; mais pour
la commodité du lecteur, nous en donnons les détails.

133



Démonstration du Théoréme IL.5. Faisons le produit scalaire de la premiére
équation de (I1.29) par y et intégrons par parties sur 2x].S, T'[; il vient alors

T T
(1138 X —!9 /Q |y’|2da:dt +/S /Q {ﬂ'Vylz + (A + #)(divy(fc,t))2}dxdt+

T
[ P vy gyaraes [ ] Py -gdedt=o
s Jry s Ja

T
Xz/y'-ydx] .
Q s

Ajoutant la quantité 2 |, ;?F Jo |¥'|*dzdt aux deux membres de (I1.34), on trouve

ou l'on a posé

r T
X +/ / {Iy'l2 + 1| Vy P+ Py + (A + ﬂ)(divy(x,t))2}dxdt+
s Ja

T T T
(II1.35) g +/ / a|y|2dI‘dt+/ / by'-dedt-l—/ /ly'-yda:dtz
S JT'y S 'y S JQ
T
=2/ /|y'|2dxdt.
\ S Q

Or on a par (I1.30) et I'inégalité de Young

arse) | [v-vas| < 5 [ WP+ PR} vz
d’ott on déduit
(11.37) X1 < Z(B(T) + By(S))

D’autre part, on vérifie sans peine que
l
/ | Pdadt < [ | SRz < 228 (5) - Bi(T)

(II.38) - / / by' - ydTdt < £ aly(S)PdT'  (d’apres (1.34))
s Jry T Vi Jr,

T

—/ /ly'-ydxdt =< £/ Ply(S)?dzdt  (d’apres (I11.30)).
s Ja Vi Jo

Reportant (I1.37) et (I1.38) dans (11.35) et utilisant (II.32), on trouve

T R 2R
2 [ Bu(tat < SLOB(T) + B (S) + Z2B(S) - BT+

(I1.39) o o
o a 2 R 2 2 4.
+ﬁ/r+ ¥(S)| dr+ﬁ/9<z (y(S) P dedt
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d’ot1 'on déduit sans peine
T 4R
(11.40) 2/ E,(t)dt < —E1(S5), VO<S<T < 4oo
s VH
et par suite
(I1.41) / " mmda< B, vs>0
. s 1 = \/[7 1 ) - Y.

La relation (I1.33) découle alors aisément de (11.41) et la preuve du Théoréme IL.5 est
terminée. a

Remarque I1.6. On a des remarques analogues aux remarques 1.6 et 1.7.

Annexe: Démonstration de la Proposition A

Dans cette partie, on se propose d’établir I'inégalité (I1.7); nous la rappelons ici
pour la commodité du lecteur. Pour tout {u,v} € V, on a

(A.1) /(Au)m - Vudz < —/ (au + bv)m - Vudl — l/ (m - v)|Vul*dT.
Q Ty 2 'y

Démonstration. Nous rappelons que l’on a I'identité de Rellich (cf. [3]), pour tout
z€ H*(Q),ona
0z 1 5
(A4.2) (Az)m - Vzdz = —m - -Vzdl' — - [ (m.v)|Vz|*dT.
Q o Ov 2 Joa

Maintenant considérons {u,v} quelconque dans V. Fixons u; € H2(Q) NV tel que

Oou |
(A.3) —5;1 = —(au+bv) sur T,.
Posons alors
(A.4) Uy = u — Uj.
On a donc
Ou
(A.5) 0—1/2 =0 sur Ty.

D’apres le Corollaire 6.3 de [1], qui dit en gros que si une fonction v vérifie

vevV

Av € L¥(Q)

ov

a—y = 0 sur F+
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alors on a

/(Av)m - Vodz < / ng - Vodl' — l/ (m - v)|Vo|*dT.
Q aq Ov 2 Jaq
on sait que uy vérifie
6UQ 1 2
(A.6) (Aug)m - Vuadz < ——m - Vuadl' — = | (m-v)|Vuy|*dT.
Q aq Ov 2 Jaa

D’autre part, u; satisfait & (A.2), puisque u; € H2(Q), et 'on a

an /Q(Au)m -Vudz = /Q(Aul)m -Vuidz + /Q(AU2)m - Vugdr+
b [ {(dum Vus + (Bus)m- T )da.
Q

Compte tenu de ce que ’on sait sur u; et ug, on déduit de (A.7)

( /(Au)m-Vuda: < %m-VuldI‘— l/ (m - v)|Vu, |2dT+
Q 5Q ov 2 Jsa

) + %m-vuzdr—lf (m - v)|Vuy 2dT+
an

(A8) an 61/ 2

+ /Q{(Aul)m - Vug + (Aug)m - Vuy }dz.

Des calculs simples montrent que (A.8) s’écrit encore

( /(Au)m - Vudz < / @m - Vudl — -1—/ (m - v)|Vu|?dl -
Q aq Ov 2 Jaa
(A4.9) < - {?m -Vuy 4+ %ﬂm - Vuy }dF + (m - v)Vuy - Vuadl'+
an OV v 80
+ / {(Auy)m - Vug + (Auz)m - Vu, }dz.
\ Q

Par une méthode d’approximation de domaine, (voir la preuve du Lemme 2.2 de [6]),
on montre que

/ {(Aui)m - Vuy + (Auz)m - Vuy }dz = _8_u_1_m - Vuadl'+
(A.10) a on O
+ %m - Vu,dl' — (m - v)Vuy - Vuadr.
an Ov oQ
Reportant (A.10) dans (A.9), on trouve
Ou 1 ”
(A.11) /(Au)m - Vudz < —m-Vudl' — = [ (m-v)|Vul*dl.
Q aq OV 2 Jog
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Or le membre de droite de (A.11) vérifie

a—um Vudl"——/ (m - v)|Vu|?dl = / 8—um-VudI‘+
Ly

(A.12) oa v %
v [ (me)Goyar -3 / (m)VuPdr =5 [ (m- )G T
car Vu = ?ﬁu sur ' (puisque wu=0 sur T_).

I decoule aisément de (A.12) que
/ 3u - Vudl — —/ (m - v)|Vul*dl < — / (au 4+ bv)m - Vudl'—
9

Q l/
(A.13) 1
— = | (m-v)|Vu)*dl
Iy
parce qu’on a
(A.14) % =—(au+bv) sur Ty e m-v<0 sur T_.
Reportant (A.13) dans (A.11), on obtient bien (A.1); ce qui achéve la démonstration de
la Proposition A. O
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