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Titre de la thèse:Comportement à I'infini de l'énergie de quelques systèmes linéaires
dépendant ou non de petits paramètres

Introduction générale*

Le premier chapitre de cette thèse a été motivé par les travaux de D. Cioranescu
et P. Donato (cf. [VI],[VI{). Da^ns [VII], les auteurs étudient la contrôlabilité exacte
interne de l'équation des ondes, par la méthode H.U.M de J.L. Lions (cf. [XX]), avec
une condition de Neumann homogène sur le bord des trousl nous étudions le même
problème, mais avec une condition de Fourier sur le bord des trous. Notre condition
de Fourier dépend d'un paramètre qui pour la valeur zéro transforme la condition de
Fourier en une condition de Neumann homogène; le premier chapitre de cette thèse est
donc une généralisation de [VI{. Hormis les résultats de contrôlabilité exacte établis
dans ce chapitre, nous y démontrons également des résultats de convergences faible et
forte de la suite des contrôles. L'étude de la convergence forte de la suite des contrôles
n'a pas été abordée dans [VI!.

Le second chapitre de cette thèse porte toujours sur la contrôlabilité exacte interne
de l'équation des ondes, mais Ie domaine considéré ici est tridimensinnel et de faible
épaisseur; nous utilisons la méthode II.U.M. Ensuite, nous faisons tendre le paramètre
repiésentant l'épaisseur vers zéro et nous démontrons que la suite des contrôles exacts
converge faiblement vers le contrôle exact du système limite bidimensionnel.

Dans le chapitre 3, nous étudions d'abord la stabilisation par "feedback" interne
d'un système généralisé des ondes dans un domaine qui se présente sous forme de gril-
lagel nous démontrons qu'on peut stabiliser les vibrations de ce corps indépendamment
de son épaisseur,de la taille des trous et de I'épaisseur des barres; nous obtenons un taux
de décroissance de l'énergie qui est indépendante de ces trois paramètres. Ensuite, nous
faisons tendre, I'un après I'autre, ces trois paramètres vers zéro et nous démontrons à
chaque étape de convergence que l'énergie du système limite bidimensionnel décroît
exponentiellement et uniformément pax rapport au(x) paramètre(s) fixe(s). Après cela,
nous utilisons le principe de D.L. Russell (cf. [XX[V]) pour établir des résultats de
contrôlabilité exacte à partir des résultats de stabilisation précédemment démontrés
puis nous faisons tendre les trois petits paramètres vers zéro comme précédemment
et nous démontrons à chaque étape de convergence que la suite des contrôles exacts
converge faiblement vers le contrôle exact donné par Ie principe de Russell du système
limite bidimensionnel. A notre connaissance, c'est la première fois qu'on utilise ie
principe de Russell pour établir des résultats de contrôIabilité exacte dan les domaines
perforés.

* L"r références bibliographiques contenues dans cette section se trouvent dans la bibliographie
générale située en pages 138 et 139.



Dans le chapitre 4 nous répondons à une question ouverte par J.L. Lions dans

[XXI]; dans [XXI], I'auteur démontre que si g, est la solution du système

( * )

ç'! + eL2ç, - Lp" : 0 dans Clxl6, ?[

ge :0 sur âf)x]() ,7[

Lg, :0 sur ôf t  x]0,  ?[

,p. (0)  :  p!  eV
p : (0 ) : ç t , € I l o t ( ç t )

où T est un nombre réel strictement positif, e est un petit paramètre réel strictement
positif destiné à tendre vers zéro et

V : {u  € I /3( f ) )  n  H;(Ct) ;  Au:0 sur  ôf i }

alors, on a pour tout 7 ) 2R,

( * * )  

{

r ( rpSl'+ l^e2l']10. =
/  { lvr : l '+elvt  

r
= ", | |,.{r#Y +,(Y>'}arat

U

où pour tout 16 E IRN, on a

R: Mar{ t r -  xo l ;  r  €  C)uôn} ,  t+ :  { r  e  ô f i ;  ( * - *ù . / ( / )  >  0}
) '  t

u étant la normale unitaire extérieure à Afr.
La question ouverte est de donner une estimation sur ce. Nous avons donné une

valeur explicite de cr.

Le cinquième et dernier chapitre a été motivé par un article de V. Komornik (cf.

[XIV]); nous travaillons en dimension 2. Nous démontrons un résultat de stabilisation
de l'équation des ondes meilleur que celui de [XIV], puis nous étudions la stabilisation
par "feedbacks" interne et frontière et pour finir, nous employons les mêmes techniques
pour étudier la stabilisation du système linéaire de l'élasticité.

o





1-- Introduction et Position du Problème.

Le premier résultat d'homogénéisation dans la théorie de la contrôlabilité exacte a
été établi par J.L. Lions dans [9]. Dans son article, J.L. Lions considère la contrôlabilité
exacte interne d'un système généralisé des ondes avec des coefficients rapidement
oscillants dans un domaine fixe; il y fournit une technique permettant de régulariser
ce système quand les données initiales ne sont pas suffisamment régulières pour appli-
quer les résultats classiques d'homogénéisation. Puis D. Cioranescu et P. Donato [4]
ont traité le même sujet mais cette fois-ci dans un domaine perforé périodiquement
de période e. Dans [4], la condition aux limites au bord des trous est une condition
de Neumann homogène et les auteurs ne donnent pas de résultat de convergence forte
pour la suite des contrôles. Nous étudions le même problème que dans [4] mais avec
plutôt une condition de Fourier au bord des trous et nous démontrons un résultat de
convergence forte pour la suite des contrôles.

Dans tout ce qui suit, nous utilisons de façon systématique Ia convention de som-
mation sur les indices répétés ainsi que les notations suivantes:

T est un nombre réel arbitraire strictement positif et f,) est un ouvert borné et
réguiier de IRN,(^I > 2), e est un petit paramètre strictemeni positif destiné à tendre
vers zéro et ,S. est I'ensemble de tous les trous contenus dans C)

f ) ,  :  C I  \ s , ,  X  :  ô0x ]0 ,? [ ,  D ,  :  ÔS,x ]O ,? [ ,  Y  : ] 0 ,1 [N

,9 est une partie ouverte de Y de classe C2, représentant le trou et Y* : Y \ 5
les paramètres a et pr sont deux nombres réels avec p,2 1, et l'opérateur A" est défini
pari

A,:-9-on,é)!) -L -!@n;(\!1,,
l r t  '  e  o r  j '  QuA"  ï r ; ' - " t ' € ' ô r i ' -

oir rz: (r;;t < t < N) est la normale unitaire extérieure à âfr. et les coefficients ûijt
1< i , j <N ,vé r i f i en t

aij e ,""(Rt), a;i est Y - périodique, &ij : ajil M : 
rY,i2*{ llon' ll r'- (R') }

p.p a € IRN.( 1 .1 )

(1 .2 )

lm)0:  a ; i@)ËÉi>_ mt ; t ;  V( : ( { ; )  e  R" ,

On suppose que les trous ne coupent pas le bord de ft.

I\4aintenant, on se donne {A2,A!} dans un espace de Hilberi approprié et I'on considère
Ie système suivant

(1 .3 )

a'! * Ary, : u" dans f|, x]0, ?[

9 - lae tu , -0  su rE .
i)uA.

Ue  :0  su r  E

A,Q): y2 dans f).

y',(0) : y! dans f)"



où u. est le contrôle que nous nous proposons de déterminer de manière à avoir, si y"
est Ia solution de (1.3),

(1 .4)  U"(T;u, )  -  y ' , (T;u")  :  0  dans f ) " .

La suite de notre travail se présente comme suit
2- Etude de la contrôlabilité exacte de (1.3) pour a ) Q.
3- Comportement asymptotique de (1.3) pour a ) 0, convergence faible des

contrôles.
4- Convergence forte des contrôles pour a ) Q.
5- Etude du cas où a < 0.

2- Etude de la Contrôlabilité Exacte de (f.3) pour a 2 0.

Cette étude est guidée par la méthode d'unicité hilbertienne, H.U.M, introduite
par J.L. Lions dans [10]. Prenons {a\,,y!} dans V, x L2(Q.), où

V, : {u € f l |(ç}"); u :0 sur ôf,)}

muni de la norme

l lel lv" : l lVpll tr,(o")l 'u Vtp € V".

Considérons le système d'optim alité {grrûr} où g, satisfait

(2 .1 )

p'J + A"g" :0 dans f,)"x]0, ?[

%*ae,ç, -o sur  t "
ouA.

9e  :0  su r  t

p,(0) : ç2 dans fl"

ç'"(0): pt dans f),

et th, vérifie

( ,  , \

,h'! + Arrh, : -g, dans 0, x]0, ?[

%*aeqû, -O sur  t .
iJuA,

th" :0 sur t

,h,(T) :0 dans f,)"

,hLQ) :0 dans f) ' '

La solution g. de (2.1) est caractérisée par le lemme suivant:



Lemrne 2.t.  Lorsque {V\,g!} appart ient à L'(Q") xV,' , la solution p, d,e (2.1)
aérifie:

(2 .3)  e"  €  C( [o,T l i  Lz(A))  n  C1( [0,  T] ;V" ' ) .

De plus, iI ex,iste deun constantes stricternent positiaes k1 et k2, indépend,antes de e,
telles que

(2.4) trr{llelll'",<n) + llç'.lli,}t < llv,,llu10,r;.02(o")) 3 kr{lle2ll'r,(n) + llç!llT,}+ .

Preuve. La première partie du lemme est un résultat classique que I'on peut trou-
ver dans ([10], p.133). Pour établft (2.4), on va régulariser le problème (2.1) comme dans
([a], p.197). Pour ce faire, introduisons X, € %, solution du système

(2 .5 )

(2 .7 )

( Arr, : -pr. dans Cr"

ly laepy"-o sur  ô5,
I o'o.

I x' :0 sur ô0,

et posons

1 t
(2 .6 )  t , ( r , t ) :  I  g , (x ,s )ds  I  y " .

Jo

On vérifie sans peine eue 7e est la solution du problème

l !  + Ar"/, :0 dans f)" x]0,7[

p t *6 rep .y " -0  su r  t ,
i)uA.
'Ye :0 sur t

l"(0): X, dans f)"

l"(0): eZ dans f),.

On a alors, pour tout t€ [0,7], l'égalité de l'énergie

re R\ !wxafr,(o") 
+ ln.",,li)WWo. t aep lur"t"{ù'ar 

:
\-'-l 

[ : ttrS 111.,(a")* |n.",,ç)Wffa.*aep lur"r,'n,.
Or comme 1" est la solution de (2.5), on a

lr""oi{i)#** r aep Iur"r,'n, 
: (-ç'",x")

10



où le ( , ) désigne le produit de dualité entre V,' et V,.
D'où I'on déduit en utilisant une inégalité de Young et la relation (1.1)

( [^ ",trilffiffo" * .,ep lu,.r,,o, = *tç',|î,,+']|x,nî.
/ r  o \  )  ra "
\ ' ' " t  I  1  c  1  f  , r ,?Xr?Xr ,

| < ,^llç', l l i" '* iJr."u(;)Ë#o*'
Des calculs simples dans (2.9) donnent alors

ln"o,,(:r#ffa. *2aep lur"*,'0, < jilrlllî.,(2 .10)

et par suite, comme a ) 0, on a

(2 .15)

(2 .11)

En vertu de (2.6), on a

(2.12) Pe : l '" .

Combinant alors (2.8), (2.11) et (2.I2), on obtient:

(2.13)

ce qui représente la 2' inégalité de (2.4).

Pour établir I'inégalité inverse, on procède comme dans ([8]) . Soit

(2.14) p : t v+  p ( t ) : t 2ç f - t 72 .

Multipliant alors (2.7) par p'y" et intégrant par parties sur f)" x [0,?], on trouve:

ln"",,ti)#** * ae. Iur"r,'0, < |lr',ttï,

I l,' ln"o',(î'Wffi 't'ldxd't r o'r l,.p(t)lt'(t)]' d'D :

I 
: 

/' ln.atlw'"(t)!2 arat * I,' ln"o' 
(t)t,(t)1',(t)drdt.

^ r i
+ l lel l l i " ' l- )

Compte tenu de (2.8), on en déduit

(2 16) I(1,' 
n{t)at) {,'': tt'r'@") * 1,.",,ritffift0. * aep lu,.*"'*\ :

[ 
:, 

l, ' lr,p(t\t '.ft)2drdt* L" Ir.p'(t)t,ft)t ',(t1drclt.

11



Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite de (2.16), on
obtient pour tout À > 0

I I,' ln. e'tt)t'ft)'1"'(t)hdt

[ + .rr) l,' Ir.'',ft)2 arat.

, ^ 
l, ' ln"ou)t,(t)2d,rdt+(2.17)

(2 .18)

où I'on a posé

c ( ) ) :  
1 "P '2 "  T '

4^ l l T l l L - (10 , " [ ) :  À .

D'autre part, si co désigne la constante de Poincaré, alors on a

lr' lr" 
p(t)7,(t)2 dxdt 1 "r, lr" ln, o(t)rv 7"e)12 drdt.

En outre, compte tenu de (1.1) et (2.8), nous avons, pour tout t € [0, f]

mllv1,(t)llfr,1n";1,* < lleg ll2r,@") * In"",,f!1ffiff0. * aep lur"*"ror.
En reportant cette relation dans (2.18), on obtient

I I,' ln.e,)t'(t)2dxdt s

I 
= *(1," o(,)0,){ 

"r: 
n',,<n) * |n"",,Çtff** r aep 1,,"*,, or|

(2 .1e)

On choisit alors À : 
ftet 

on utilise dans (2.16) les relations (2.17) et (2.19), puis on

regroupe à gauche les termes identiques; il vient

(2.20) [ l, '  
p(t)dt{rr ': l l2r'@"'* In"""tr, l_rffo' toep lu,. '" 'o'} =

[  = r 
{  

r , '  ol l  r-  r ]o,rp * .(  À) 
} 

l t ' , l l ' r ,  to,r:12(e" ))

Util isant (1.1) et (2.12) dans (2.20), on trouve

tp\r',, rn.v * nz | | x" ; 1,". =' {' "' '1,;î::;::u't 
^' 

} 11p )t2v, 1o,r; r 2 ( o " ) )
(2 .21)

L2



Ceci démontre I'existence d'une consta^nte c, positive et indépendante de e telle que

(2.22) l lç2l l ' r ,<n,t 3 r l lçJl"r,@,r;12(a")).

Pour démontrer I'inégalité de gauche de (2.4), il reste à démontrer qu'il existe une
constante positive k, indépendante de e, telle que

(2.23) llv|llu; < kllx,lly".

Une formulation variationnelle de (2.5) est

f  , r ,ôy ,  0 r  ,  f(2.24) 
Jn,"u(;)6rfr0" * aep 

Jur,r,ro, 
_ (-ç',,r) vr €v.

Grâce au Lemme 3.1 de [5], nous avons

(2.2s) orr I y"rd,r : o€F I fYlfyraT'T) a* * coeu-t I y,rd,x
J asê Je. '  ôy;  "  e '  0r ;  Ja"

où /r vérifie

1 
-Luth - -c1 dans Y*

(2.26) l% :1 sur aS
lo,
( {r est Y-périodique et de moyenne nulle

et où c1 : i#+ (la notation I Al désigne la mesure de Lebesgue d'un ensemble mesurable

A). En vertu du fait que S est de classe C2, I'application de la Proposition 2.1 de [5]
produit

(2 .27)  th t  €  Wl ,* (y . ) .

Or I'on a

(2.28) l l(Vrd,) ' l l1z,*1o.y1' < l lvs,rr l l lz,*1v.y1,

avec

(Vrrh) '@): (Yrrh)ér) n.r dans f) , .

Il découle alors de (2.25) qu'il existe une constante positive c(o), telle que

(2.2e) l*rr  I  y"rdr l  < c(ot)et ' - ' l lx, l la l l r l ly".
I Jas. I

13



Par conséquent, reportant ce résultat dans (2.24), en utilisant le tait que pr est supérieur
ou égal à 1, on trouve:

(2.80) l lvl l lu. s {r+ c(o)}l l""ttn.
TJ

D'ori I'on déduit (2.23) et par suite (2.4)1 ceci achève la preuve du Lemme 2.1. n

A présent, nous sommes en mesure de démontrer le théorème de contrôlabilité
exacte:

Théorème 2.2. Pour tout T ) 0 et pour tout couple d,e données initiales du
système (1.3) uérifiant

(2.31) ta|,y!\ e v" x Lz(Q,),

iI eriste un contrôIe i,nterne

(2.32)  u,  €  L2(0,T;  L2(A))

tel que si y" est Ia solution de (1.3), alors y" uérifie

y"(T) : yt"(T) :0 dans f,)".

Prluve. Posons

(2.33) F" : L2(Q") x V,'  ,  F"'  -- L2çQ,7 x V,

où I'on n'identifie pas Jt' à son dual. Définissons

(2.34\ lt": F, ----- F"'

par

(2.35) ly"{çZ,pt} : {,ri:(o), -' l,(0)}

où d, est la solution de (2.2).
Des calculs simples montrent que pour tout {{!,gl} e F", on a

l T f

(Â"{p3,e:} , {€3,€:})  :  |  |  e"Çdrd' t
Jo  Je .

où €. est la solution de (2.1) avec les données initiales {{3, (: }. Une application de (2.4)
donne alors

(2.36) k ' l l {p3,e}} l la < l l^"  {p\ ,p!} l l r . '  < kr l l {p2,e}} l l r"  .

14



D'où I'on déduit que Â" est un isomorphisme de .F. sur F.', uniformément par rapport
àe .

Comme {al,-y2} € F, ' , I 'équation

(2.37) tv,{p2.,v!} :  {v! ,-y2}

possède une et une seule solution dans .t'. et compte tenu de la définition de 4", on a
donc

( ,b'-rc\: ul
(2.38)

[ +.(o) : a2.
Posant alors

(2.39) ue -- -e,

l'on voit gve 1b" est la solution du système (1.3). Mais ce système n'admettant qu'une
solution unique, à savoir y", I'on a par conséquent 1b" : Aei par suite,

y,(T) : yL(T) :0 dans f) ' ,

ce qui achève la preuve du Théorème 2.2. n

3- Comportement asymptotique de (1.3), convergence faible des contrôles
.  pou ra20 .

Il est question dans ce paragraphe, de faire tendre € vers zéro et d'étudier la
contrôlabilité exacte du svstème limite.

Posons

(3 .1 )

avec

(3.2)

. f e"ff i  si F:7
C(0 ,a ,  p )  :  \

t  0  s i  p>7

Pour j  € {1, 2,.. . ,  N), introduisons Xi vérif iant

,  -  ly . l"- rtr '

A ,  , ,O(x r  -y i ) )  
_o  dans  y*- 

Ayk\atr\a )-60,

,  ,  ,o (x t  - y r )
(",0@)-. 

a;")"r 
- 0 sur AS

Xi est Y-périodique et de moyenne nulle.

(3 .3)
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Les coefficients homogénéisés et I'opérateur homogénéisé sont respectivement définis
par

(3.4) ln,, 
,: Ë lr.ro,,- "*i#\dv

f r: -firn,,fit
(3 .4 .1 )

(3.4.2)

Pour la suite de ce travail, nous aurons besoin du résultat suivant que nous rappelons
pour la commodité du lecteur

Lemme 3.1. a) (cf. [Z]) Pour tout e ) 0, iI existe un opéro.teur d,e prolongement

Q, € L@k(0,), He(Cr)Xfr :  0, 1) aérif iant pour tout u e .F11(f,)")

(r) Q"u : tr dans f,)r,

@) l le"ul lyzp, ( cl lul l ; ,1o"1,
(r) l lVQ,ullp"(o)tN S cl lVull1l,1ç"y1'.

b) (cf. lal Pour tout e > 0, il existe un opérateur de prolongement

P, € L(L*(0, ,7 ;  Hk(Q,) ) ,  r - (0 ,  
" ;HÈ(O))Xk 

:  0 ,1)

te l  qu.e pou,r  tout  g € , - (0,  T;Hr(Q,))  aæc I '  e , - (0,  T;L2(A)) ,on ai t :

(i) P"ç : I dans fr" x]0, ?[,

( i i )  P"(p ' )  : (P,?) '  i lans C)x]0,?[ ,

( i i i  ) l l  P,7ll r* 1o,r, L" 1ç2) ) < c l l  9 | | ; * 10, r ; L2 (a.))

( ia ) l lV P"pll 7* @,7 ;Wz(o)lN ) 3 .l lV çll r* (0,?; [L 2 (o" )] N )

(o) l lP,ç ' l l r -10,r , r ,1n; ;  < . l lp ' l l  L*(o,r ;12(e.))

où c e-st une constante positiue indépend,ante d,e e.

Supposons que y9 et y] satisfont aux conditions suivantes:

(3 .5 )

où le 
- 

désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie dans f), et c est une
constante positive indépendante de e . On a alors le

Théorème 3.2. On suppose que les d.onnées init iales d,e (1.5)uérif ient (3.5). Soit
t t" le contrôle exact i lonné par H.U.M d,u système (1.3). Alors, lorsque e tend, uers zéro,
o n a

(3 .6  )

!na2llv 
< c et î2 ̂  ro dans L'(0) faible

t i: - ,t dans L'(a) faible

4 - . ,  dans  L ' (o ,T tL2(aD . f  a ib te
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(3.7)

0a" + Aa + C(0,a, p)y : u d,ans f)x]0, ?[

U  :0  su r  ô f l x ]0 ,7 [
, ,0

aQ) : ï  dans  ç l

" , 1
u ' (o \ : ! ^  dans  f ) .

0

De plus si P, est I'opérateur d.e prolongernent d,u Lemrne 3.1, on a

(3.8) [ 
P' ' '  - '  dans '-(o' ?";Ho(CI)) f aible *

\ 
p,y',  ̂  a' d,ans tr-(0, T; L2(0)) f aible * .

I4 
- ro d,ans L'(o) f aible

t A - r i lans Lt(o,r;L2(aD faible

Pour établir ce théorème, nous aurons besoin du résultat suivant:

Lemme 3.3. Sous les hypothèses du Théorème 3.2, t i  {V2,9!} est défini par Ia
re lat ion (2.97) ,  a lors  i l  ex is teg l*  d ,ans I f - t ( f ) ) ,  p0 dans L ' (Q) ,9 d,ans L ' (O, f ;L2(Q)
et une sous-suite extraite d.e {e}, encore notée {e}, tels que

oît u est le contrôle eract du système homogénéisé

(3 .11)
I llvïll;,1ç.y s .

I l lr l l l ,", 1,

I  l le . l l r , , (o"x]0," [ )  (  c

où g est la solution d,u problème

( t r"  *  Ap + C(0,a,  p)? :0 dans f tx lO, ?[

| ç :o  su r  â f t x ]0 ,? [
(3'10) 

1 ç(o) : çro dans f)
t "
[ .r'(O) : 11 dans f).

(3 e)

Preuve. Procédons d'abord aux estimations a priori. En vertu de (3.5), (2.37), (2.36)
et (2.4), on a I'existence d'une constante positive c, indépendante de e, telle que

(3 .11. i )

(3 .11.2)

(3.11.3)

Grâce à (3.11.1) et (3.11.3), on a déjà (3.9). L'existence de 9] est assurée par le
résultat suivant démontré dans I'Appendice

Lemme 3.4. Soit f ,  € Vr'.  On suppose qu' i l  eriste une constante lc, posit iue et
indépendante d,e e tel le que

l l / " l ln '  < r .

L7



aaec r aérifi"ant

Soit r" € V, la solution du problèrne

I A,r,: f" dans CI"

lS laepr" -o  sur  05,
| 

Ô"o'

I  z. :0 sur AA.

Alors il eriste f* €. H-'(0) et une sous-suite ertraite d,e e, encore notée e tels que si
Q, est I'opérateur ile prolongement iJu Lemme 3.1, on ait

Qer"- r  i lans â; (CI)  fa ib te

Ar * C(0,a, p)r :  f" dans fr.

Grâce au Lemme 3.4, on sait que si X" est la solution de (2.5), alors

(3.12) Q"x" - X dans f/rt(fr) taible

où I, est I'opérateur de prolongement du Lemme 3.1 et X vérifie

(3.13) Ax + C(0,a, p,)y : -ç'* dans ç).

Combinant (2.9), (3.11.1), (3.11.2), (2.8) et (2.I1), on obtient

(3 .14)

pour tout t € [0,7].
II découle de (3.1a) qu'après extraction éventuelle d'une sous-suite, l'on

llliltlttL2(a) 1c

t l l 'v"( t)  l lv.  3,

(3 .14 .1)

(3.14.2)

(3 .15)

Maintenant, posons

(3 .16)

Appliquant alors (3.L4.2), on trouve

I P"r, -, dans tr-(O,";H;(O)) raible *.

\ r,r: - r' dans ,-(0, r; LT(AD faible * .

Ç@,t)-- ",ir!1ft@,t).

(3 .17) ; l (e l l  1*10,r ; ILr (4. ) ]N)  (  c

de sorte qu'à une extraction de sous-suite près, I'on a

(. .-.  €* dans ,-(0, f ; [ f2(Ct)]N) faible * .(3 .18)
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D'autre part, compte tenu de (3.16), le système (2.7\ se réécrit

(3.1e)

l! - diu({') : o dans f)" xlo, ?[

t '  ' r  l  aeq1" : g sur t '

1e :0  su r  t

f (0) :  X,  dans f l ,

l'"Q): V2 dans f),.

Multipliant la première équation de (3.19) par / 8, (.lr"" t e D@), u € D(lL,tD),

et intégrant par parties sur f)rx]0,?[, on trouve

fT f , . f T f - f
(3.20) 

J, Jn@,t")x(Q,)tu" 
dxù, * 

Jo Jn(€" 
.Yt)udrdt * aeq 

Jr,r,rrOro, 
- 0

où, ici et dans la suite, X(frr) désigne la fonction caractéristique de Or.
En vertu du Lemme 3.1 de [5], I'on a

.. f  fr:  f  ,ôrh,,,* ,a(yû_udrdt 
* c1a6r"_r [,  [  1"bd,rd.t.(s.21) or* 

Jrl,tudrdt 
- or, 

Jo Jr.(fr)(;)à., ro rf,i.

. Grâce à (2.28) et (3.14), on sait que

(8.22) !:*{',r [^' [. r#uîr\#udrdt] : o vp 2 1
' - " \  J 0  J d l .

Quant au second terme du membre de droite de (3.21), il vérifie, compte tenu de (3.15)

(  .  f r  f  I  (  
" r "0 f f  [çy lod, rd t  s i  F : I(3.23) l '${"orr- 'Jo Jn.r",uo*rt}: to si r,>r.

Comme 
"r 

: 
i#f ,i l découle de (3.1) et (3.23) que

5{., aep-7 
I, ' I*.t,Iudrdt\:c(0,*,r){ I, ' l. 'ytudrdt\.

Le passage à la limite dans (3.20) produit alors

(3.2b) f  t  v1h"dxdt*  [ '  [  rc .  .y l )udrdt+c(o,o. t  )  [  [  l ludrdt--0.
Jo Ja Jo Jo 

'Jo 
Jst

D'où I'on déduit facilement l'équation homogénéisée

(3.26)  01"  -  d iu( { " )  +  C(O,a,  p) l  :0  dans f tx ]0 .  ? [ .
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Procédons maintenant à I'identification d" (*. Comme les coefficient" aii sont
indépendants du temps, nous suivons ce qui a été fait dans ([7]) dans le cas des
problèmes elliptiques. Considérons alors pour tout À € lRN, la solution u;; du système

et posons

x^@) -  -w^ *  ) '  Y

w"(t) :À'x-  ,@xx)( i )

où Q e L(H|(Y.), Ht(Y)) est un opérateur de prolongement vérifiant:

l lVr(8e) l l l r , (y) lN S cl lVrtp; ; [12(y.) ]N pour tout  (p € H'(Y.) .

Montrons que

(3.28)

où

u, ^ f x dans f/t (f)) faible

Ï x ( " ) : ) " x : \ i r i '

Puisque (Qxr)' définie par

(Qxr)"(") :  (Qx^Xi)
c

converge faiblement vers zéro dans ,L2(f)), on a évidemment

A  ,  ,  \ ôaÀ ,

6@,n{a)f i )  
:o dans Y*,

/  /  \ôu tÀ ,
@tnfu)û)"r -o sur AS,

wx - \.y est Y-périodique de moyenne nulle.

w, - T\ dans ,L2(f)) faible.

0. ,  ,  l  ôQxÀ] ,  r ,  . .  1
d, 

- Ài - 
L'ff lf ; ' '  i  : 1,2' " ' 'N

I oQxx ,
J' i;ou 

: o' i : L'2' "' ' N '

! :  -  s,  dans L"@) faible, j  :  r ,2,. . . ,  N.
Clr j

(3.27)

D'autre part,

et comme on a

il vient

, ô.fr^j : 
a*,

Orona



de sorte qu'en fin de compte on a (3.28).
In t roduisons 

\  t ,ô t r rÀ
Tj '  : :  a; i \Y ) AW

et
(ry]),(") ,- (ryixi).

Grâce à (3.27), on a

(3.2e) I 
-diu(q!) -0 dans f),

In].n:o sur ôs,

et en vertu de (3.28),

(8.30) (6i ^ 
à |*o,p)#do 

dans L'(o) faible.

Posons

(3.31) ,1 ,:àlr.onfu)Hdr.

. Multipliant (3.19) pax w,ç@u et (3.29) par P"1,ç&u, avec g € D@) et
u e . D00,7[)) puis intégrant par parties et soustrayant membre à membre, il vient:

[^' [^r{,.yç)w,udrdt 
- 

l,' lrran.ys)p4,ud,rd.t 
: - 

l,' lrr,-,,*n"ew,u"dxdtJ o  J a

ceci, en remaxquant que

[ '  [ ( { , .V. , )  eudxdt-  f  I  A:-v1)euhdt -0.
J O  J Q ,  J O  J Q ,

Compte tenu de (5.1), (5.8), (5.10), (3.28), (3.30) et (3.31), on obtient à la l imite

[^' [^((. .vp)/r udxdt - 
l,' I,"i#rud*dt 

: - 
lo' lnervï^u"d,rdtJo Jç

et des calculs supplémentaires produisent

€..À : ù!.-  ' o r j

A ce niveau, on remarque qu'un choix judicieux de À permet d'identifier (*. Introduisons
la  base  canon ique  {e r ' ,  j  :  7 ,2 , . . . ,N }  de  pN e t  posons  pou r  i  :  7 ,2 , . . . ,  N ,

À ;  - e i  e t  X i  :U i - u \ ; -
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Une vérification immédiate donne

(3.32)

de sorte que (3.26) devient

(3.33) 0^y" + At + C(0,a, p)t : 0 dans Clx]O, ?[.

D'autre part, I'on a déjà par (3.15)

(3.34) 7:0  su r  t .

Il nous reste à déterminer 7(0) et 7'(0). Pour ce faire, considérons / € D(A).,
u e D(10,"[) et multiplions la première équation de (3.19) par / I u puis effectuons
une intégration par parties sur f), x]0, ?[. Il vient alors

Ç:urif i, i :L,2,...,N

- (1,æ,0"),rol * (l,ro,r,)x@)tdr)u'(o) *

I  ae| 
lr .r ,rrordt: 

o

Passant à la limite dans (3.35), on trouve

,ô ô^\ [ Urv'm*)u(o) + e(l.xta.),'to) * l,' lneru"a*a, +
(3.36) {\ - - -/ 

[ - /' IrU. 
.yt)ud,xdt + c(o,,o,ù 

Io fntrud.*ar 
: 0.

En réintégrant (3.36) par parties, on obtient

(3 sz) [ Ureou*),p1 . t(l*ta'),'ç01 - e(l,trqldr)u'(0) *
\ -  -  /  

[  * ,( l r t ' fol ta"), foi  *  ( tr"  *At+c(0,a,F).y,re,) :o

Grâce à (3.33), le dernier terme du membre de gauche de (3.37) est null par conséquent,
(3.37) devient

{3.38) [ U"'fm*)u(') + e(l,xta.),'to) - e(l,rr0xdr)u'(0) r
\- -- l  

[  *, ( l , t 'rotta'),10;:0.



Si I'on choisit dans (3.38), u tel que u(0) :0, des calculs simples montrent alors que

(3.3e) 40): x.

Si maintenant dans (3.38), o est choisi tel que u'(0) :0, l'on vérifie sans peine que

(3.40) t'trJ) : 4.0

En définitive, 7 est la solution du problème

(3.41)

0'y"  + -at  + C(0,a,p) l :0 dans f)x]0,?[

1  :0  sur  âOx]0 ,  
" [

t@): X dans f)
, N U

7'(0): + dans fr.a

Comme l'on a g, :.y'. (voir (2.6)) et comme

(3.42) 7', - 0l' dans L'(o,r; L2(O)) faible

on en déduit, en prenant en compte (3.9)

P :01 ' ,

ce qui achève la preuve du Lemme 3.3.

Preuve du Théorème 3.2. Puisque I'on a rt" : -pe (voir (2.39)), le Lemme 3.3
nous donne (3.6) pour une sous-suite extraite. Il nous reste à démontrer (3.7) et (3.8);
pour cela, nous avons besoin de passer à la limite dans (2.2). Procédons aux estimations
a priori dans (2.2). L'on sait par (2.38) que

(3.43) | 'b',{o) : u!
\ ,4"{o) : a2.

D'autre part, on a l'égalité de l'énergie:

n

ll,b'"Q)ll'",<r,") + ln."n,{!)Wffid* t oe' lur.l,b"{r)l2.lf 
:

l t f-2  I  lp , rh ' ,d rd" .
J O  J Q ,
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Or I'on a d'après le Lemme 3.1 de [5]

,' In.rfflr!ffi d.x t cr.,ep-' ln"W\l' d,*f  ^ ^
o€ ' |  [y i ] "dr :a

J AS.

D'où I'on déduit facilement

(8.4b) 'r* [ [a\]'dr s ce,-tlla\llî.
J  as .

où la constante C ne dépend pas de e.
En vertu du lemme de Gronwall, de (3.5), (3.11.3), (3.44), (3.45) et du fait que

p>1, il existe une constante fr, positive et indépendante de e, telle que

(3.46)

(3.47)

(3.4e)

I nrbLll t* rc,r,r(o")) < k

I l l '1,l lr*10,r,v") < k.
(3.46.1)

(3.46.2)

D'où I'on déduit qu'à une sous-suite extraite

[ 
,,rh, - ,b dans ,-(0, f ; Hâ(f))) faible *

I P"rh'" - ,b' dans tr-(0, T; L2(q) faible x .

Un raisonnement anaiogue à celui développé dans la preuve du Lemme 3.3, conduit au
système suivant

( eth" + Arb + C(0,a, p)th - -ç dans flx]O, ?[

l , / :o  sur  ôf tx lo ,?[
(3 '48)  

1, l , t l :o  dans c)
[ ,/'(t) : o dans çt.

Grâce à (3.5) et (3.43), on vérifie facilement que

| +ro1 : f- dans ç),

| +'rol : $ dans o.

Comme I'on a th" : U", on a ainsi démontré (3.7) et (3.8) pour une sous-suite appropriée
extraite de s. Une application de la Méthode H.U.M à (3.7) permet la construction
d'un isomorphisme

A: ,2 (0 )  x  a - l ( c r )  - -  t 2 (Q)  x  ao l ( c l )

vérifiant

:t+,-Çl(3.50) ^ ( {po ' ,P l } )

, ^
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Pursque ç' - A.
En outre, on sait que u - -g minimise la fonctionnelle

t r T f

r(h): :  I  I  nza,at
zJo  Ja

sur I'ensemble

L loa  :  {h  e  L ' (0 , f ; L2 (A \ ; v (T ,h )  :  y ' ( 7 ,â )  : 0 } ;

ce qui détermine le contrôle u de façon unique. Par suite, toute la suite {dr} satisfait

6" - u dans L'(o,T; L2@D taible

et donc toute la suite {Pryr} vérifie

P,a, ^ a dans ,-(0, 
";fl01(O)) 

faible *

ceci achève la démonstration du Théorème 3.2. n

Remarque 3.4. L'on constate que lorsque p, > ! et a ) 0, le système homogénéisé
que l'on obtient est semblable à celui obtenu par D. Cioranescu et P. Donato dans [4];
tout se passe donc comme dans le cas où I'on prend a:0.

Remarque 3.5. On peut prendre des données initiales moins régulières dans Ie
système (1.3); en effet, on obtient des résultats analogues aux précédents pour des
données initiales y2 et a! vérifiant

Ia2 e L'(Q,)
lv! e v,'

Il y a dans ce cas un transfert de régularité; g0, et çr" sont plus régulières maintenant.
De ce fait, les résultats de convergence liés aux suites {pr} "t {yr} sont échangés, les
calculs étant quasiment les mêmes (cf. [+]).
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4- Convergence forte des contrôles pour c 2 0.

Dans tout ce qui suit, la notation ulo" désigne la restriction à f,)€ d'une fonction
u définie dans f,), l'opérateur Q" est I'opérateur de prolongement du Lemme 3.1 et Çl
est son adjoint.

Le but de ce paragraphe est de démontrer que si nous remplaçons les hypothèses
(3.5) de convergence faible des données initiales du système (1.3) par des hypothèses de
convergence forte, le résultat (3.6) de convergence faible des contrôles est remplacé par
un résultat de convergence forte. Ceci est I'objet du Théorème 4.4. Mais préalablement,
nous allons énoncer un autre résultat de convergence faible en remplaçant les hypothèses
(3.5) où la convergence était celle des prolongements par zéro par des hypothèses où la
convergence porte sur I'opérateur Qr.

Théorème 4.L. On suppose que les d,onnées initiales
uérifient maintenant

(4 .1 )

Soit u" le contrôle
zéro, on a

a2 "t a! du système (1.3)

(4 .1 .1 )

(4.r.2)

Alors lorsque e tend, uers

(4.2)

où i est

t ,  - u' dans L'(0,7;L2(çl)) faible

Ie contrôle eract ilu système homogénéisé

0"" + Az * C(0,a,  p)z :  u d,ans f lx]0,  ?[
z  :0  sur  ô f l x ]0 ,  

" [z(01 : to dans C,

z ' (o) :  sr  dans cr.

I Q"u2 - to d,ans r/ot(fl) f aible

lQ,a! -, tt d,ans L'(a) fort.

exact donné par H.U.M d,u système (1.3).

[ 
''0" ^

Ievl-

r,i

De plus l 'on a

(4.4)

(4.3)

z dans tr-(O, 
";Hô(fr)) 

f aible *

z '  dans tr-(O, T;L2(AD f  a ibte * .

Remarqu e 4.2. Le Théorème 4.1 se démontre comme le Théorèm e3.2. Cependant,
nous tenons à donner quelques précisions sur les hypothèses (a.1); nous allons montrer
qu'il existe des suiter {y3} et {y!} telles que I'on ait (a.1). En effet, on peut choisir y!
et yl par

: z2lç,
€ H'r(ç,) et z! ^ to dans ffot(fl) faible,

(4.5)
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(4.6) {oi: "-i"l::-
I rj e n'@) et z! -' zt dans ,2(ft) fort.

Le passage de (a.5) (resp. (4.6)) à (4.1.1) (resp. (4.1.2) est possible avec le

Lemme a,s. a) Soit {u,} C Ht(Q) aaec

(4.7) ue ̂  Itr d,ans //ot(fl) faibte.

alors

(4.S) Q"(u,\n.) -, ilans I/ot(Cr) faible.

b) Soit {u,} c Lt(O) tel le que

(4.9) ue --+ r.t dans L2(Q) fort.

Alors

(4. r0)  .Q"(u, lo" )  - - ,  dans Lz(A)  foù.

Preuve. La partie c) du Lemme 4.3 est un cas particulier du Lemme 2.1 de [3]. I1
suffit donc de démontrer la partie 6). On va procéder en deux étapes

. Etape L. Montrons d'abord que pour tout z € .t2(ft)

(4.11) Q,(u1n.) ;; " 
dans ,t2(ç,) fort.

Soit u € L2(A). I l  existe {un,n e N} c Hot(O) tel le que

(4.12) un 
â 

u dans ,2(f)) fort.

En vertu de (4.8), on sait que pour n frxé

(4.13) Q,(un1n");; 
"" 

dans HJ(f)) faible.

Par conséquent, pour n fi.xé

(4.14) Q,(unlo");;  r,  dans ^L2(f l) fort.

Or I'on a

( l lQ,.@ln) - 
" l lr ,(o) 

( l lQ"(" - uo)lo.) l lz,,1o;*
(4 .15)  {  "

[  +  l lQ"@"|o . ) -  un l l y ,p l  *  11 , , "  -  z l l l ' 1e ; .
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Puisque llQ,((" - u'")la")llptol ! "llu" 
- ully"i1;"1, on déduit de (a.15)

l lQ"@la") - ul lT,pt 3l lQ"@'ln. ) - unllT,sl * (c + 1)l lu, - ul lunt.

Grâce à (4.13), le passage à la limite en e dans (4.16) donne

(4.17)
J'5 l lQ'("1o.) - ul lT,sy < (. * 1)l lr '  - ul ly,py.

Passant ensuite à la limite en n dans (4.17),, on obtient (4.11).
Etape 2. Soit {r,} c L'(A) vérifiant (4.9). On a alors

(4.18) { l lQ"{" ' ln") - ul l : , ,<o) < l l8,( (u, -r) lo.) l lz,r at + l lQ,'@lo") - ul l7,p1
\  /  

[  S" l lu , -u l l l ,p1+l lQ' ( " |o . ) -u l l ; ,1o l .

L'on sait par (4.9) et (4.11) que le second membre de (a.18) tend vers zéro avec e; d'où
I'on déduit (4.10) et le Lemme 4.3 est ainsi démontré. n

Théorème 4.4. Soitu" le contrôIe ilonné par H.U.M pour le systèrne (1.3). On sup-
pose que y2 

"t 
y! uérifient (/1.1) et qu'en outre, pour y!, on a I' hypothèse supplémentai,re

(4.16)

(4.1e)

(4.20)

( | 
o,r2 : Qis, itans f)"

I l:* 
* ae'v! : s sur os"

|  
(u3:o sur Ao

( g, e Il-t(C)), 9e ------+ g d.ans H-r(Q) Tort.

Alors la conuergence (/1.2) a l ieu d,ans L2(0,7;L2(A\ fort.

Remarque 4.5. Avant de démontrer ce théorème, nous allons donner quelques
éclaircissements sur l' hypothèse (4.19). Pour ce faire, nous rappelons des propriétés
de l'opérateur de prolongement Q, introduit dans le Lemme 3.1.

I Q," : y dans f). Vu € ,2(Q,)

\  l l vO"" l l [ r , (o ) ]N <  c l lVu l l l l 2 (o" ) tN Vu çV" .

II découle de la première équation de (4.20) que

(4.21)

ce qui signifie encore

(4.22)

l lVr l l lp to" ) lN < l lV8." l l t r , (o) lN Vu €V"

l l " l lv"  S l l8," l lHô,(o)  Vu €V,.
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Appliquant alors le Théorème II.20 de [2], on trouve que I'opérateur Ql, adjoint d" Q",

A: : a-l(fi) --- V,'

est surjectif. L'hypothèse (4.19) trouve ainsi une justification. Nous tenons cependant
à préciser que ce n'est pas la première fois q'une hypothèse de ce genre est utilisée;
une hypothèse semblable a été déjà utilisée dans [1], (a.5) en vue d'établir un résultat
de correcteur pour l'équation des ondes dans le cadre de la H-convergence. Une telle
hypothèse a été aussi employée dans [6], (1.9). L'hypothèse (4.19) est plausible con-
trairement à I'hypothèse

(4.23) Q,y! - ,o dans .F/ot(fr) fort

qui est un peu artificielle et peu réaliste !
Nous allons à présent procéder à la démonstration du Théorème 4.4

Preuve du Théorème 4.4. Nous savons que le contrôle tr" est donné par
ne -- -ee où p, est la solution de (2.1) avec {g!,pl} vérifiant (2.37). On montre
facilement que

(4.24) y!çZd* + u,Fv!,aï)  v

Dtautre part, comme on a (

lr' lr.le,(*,t)12 d'nd't : 
ln"

voir (2.5))

( A,X, : -g! dans ç2"
l ^

lY*ae,x,-o sur aS"
I o'o,
t X' : 0 sur AC),

(4.25)

on en déduit

(4.26)

Reportant

(4.27)

,", (-e',,v\) v, : ln.",,C)æffiu" t aep f ur"*"r!ar
: 

/n.",,(?#ffu. * orcp lur.*,r2ar (car a;i : ai;)
: 

,",(A"a2 'X") v"
: 

u,(Qil ' ' 'x ') v.
:  

H - ' (o )  \ g "Q 'x " )  Ho ' (o ) '

(4.26) dans (4.24), on obtient

l r '  Ir" le..@,t)12 
drdt :  

l r"a!p2d** n-,(o) (s",e "x, lpâ(ol.



Comme les hypothèses (4.19) et @.7.2) sont plus fortes que celles contenues da,ns (3.5),
le Lemme 3.3 est encore vrai. Avec toutes ces informations, on peut passer à la limite
dans (4.27); il vient alors

( 4.28\ [ nl,' lnlæ{*,t)12 d'rdt : !nlrto,vr;gd'** n-,(o) k,x)Hâ(o)
\  /  

[  
: ln" 'coa*fr- , (o)k,x l ,o,(o).

D'autre part, I'application du Théorème 4.11 de [5] montre que z0 vérifie

(4.29) A"o +C(O,a,p,)zo - g dans O.

Par conséquent, on a

(4.30)

(4.32)

(4.33)

/1- 1(o) (g ' ùHâ (o) : lr"o" ffffo. + c (0 ' *' ù lnvzo dx

- 
lro,,ft#* + cQ,o,ù lnyzo d" (car q;i : qin)

= 
r-, ,n, 

(Ax + C(o'a'  P)x' 'o) r{o'(o)
=a-,(o) Fpt. ,"o) otu,) 

(d'après (3'13)) '

En utilisant cette relation dans (4.28), on trouve

(4.31) :11 /t ln@{*,,t)12 
dxdt : 

ln", ,o d* * u_, (ny (r1, - "o) ,ârnr.
L'application de la méthode H.U.M pour la contrôlabilité du système (4.3) montre que

l T f

Ir '  Irp@,,t)12 
d,xdt : 

ln"' vo a** n-,(o) (çt.., -rolnâ(ol .

où rp est donné par le Lemme 3.3. On déduit alors de (4.31) et (4.32) que

6 - ç dans L'(0,7;L2(Q)) fort,

ce qui établit le Théorème 4.4 puisqu€ u" : -ge et u : -g.

5- Etude du cas oir a < 0.

Dans ce paxagraphe, nous nous proposons de montrer que les résultats établis dans
les paragraphes précédents pour les valeurs positives de o restent encore valables pour
des valeurs négatives de o. Comme les résultats précédents reposaient essentiellement
sur Ie Lemme 2.1, nous nous bornerons ici à la démonstration d'un lemme analogue au
Lemme 2.1.

Comme dans les paragraphes précédents, ici, cn désigne la constante de Poincaré.
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Lemme 5.1. (i) Soit es > 0. On suppose que les paramètres a,e,,p uérifi"ent

(5 .1 )  F :1 ,  0<e (€0 , -2^ to

où rs : co {c1co*2es l l vn r i r l l l z , -1 r , . y1 r }  e t l acons tan tec l  a ins ique la fonc t i on {4  son t
encore données par (2.26).
Alors le problème (2.1) possèd,e une unique solution g, aérifiant (2.3) et, il existe iles
constantes h1 et h2 strictement positiues et ind,épendantes de e telles que

(  ^  o  ^  r â  (  -  n  ^  )+(5.2) h' 
tl leg ll '""(n,) + llel l l i '  j < llç,117,6,7,7,1a")) s hz{tt13tt?,,n"r + llpl l l i,,} .

(ii) Lorsque pr ) I et o est choisie arbitrairement ilans ] - *,0L on a la mêm,e
conclusion que dans (i), pourvu que € vérifie en plus de (5.1)

tmr#(5.3) ,.Ltl "-'.

Remarque 5.2. Dans Ie cas où p - 1, I'hypothèse sur a, contenue dans (5.1) est
suffisante pour établir (5.2) mais elle est insuffisante pour effectuer le passage à la limite
en e. En effet l'équation homogénéisée associée à (2.5) est toujours donnée par

{ 
O* | ac10y : -p1. dans c,

Ix :O sur  AO.

On vérifie sans peine que l'application du lemme de Lax-Milgram pour établir I'existence
et I'unicité de la solution de cette équation requiert que la valeur absolue de a n'excède
pas une certaine valeurl plus précisément, on doit avoir

(5.4)

(5 .6 )

(5 .5 )

où )1 est la première valeur propre de I'opérateur homogénéisé "4 (avec condition de
Dirichlet). On doit donc combiner (5.1) et (5.5) pour passer à la limite.

Preuve du Lemme 5.1. Démontrons d'abord I'inégatité suivante qui sera utile
pour la suite. Pour tout u € V., on a

) '-oa 
eo

+o 1""";i(:)#ff0, 1 aep lu,"u' or.
Grâce au Lemme 3.1 de [5], on sait que pour tout u € V", ort a

(b.7) -aep 
lur"u'0, 

- -zoe, 
ln,( ,*%lfilftrar 

- crorr-' 
ln,u2,rx.
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En vertu de

(5.8)

Or I'on a

(5.e)

(5 .11)

Mais grâce à (5.1), on a

il découle alors de (5.11) que

(5 .13)

Util isant (5.6) dans (5.13), on trouve

mllv ull!r,1'")lN < 
ln,o,,(:, # ftu".

l ltr"ll '7"10,y,y,p")) 
+ [1 *#l Ir' |r;,,ç)Wffo'*, <

l t{lleSll?,rn"r * In"",,r!ffi**\

I'inégalité de Poincaré et de (2.28), on a

[  -zorr  I  fT,ût" t r 'ou '  ]1*r r - '  I  u2d,r<
I  Jr ,  àv,  ) \ ;  )  ̂ uar  

-  '  -  
Ja"

[ 
- or"- t {zcoe 6llv nrh,,ll 12,- 1r. y1, * ac?o} ll vu ll f1, 1e" y1, .

Combinant (5.7), (5.8), et (5.9), on trouve

f . )  .^  -  -a lq-rco{2tol lvnr i t l l l r*1r.y1,  *  aco} 1 , r ,  ôu ôu ,(5 .10)  -o€P 
l  _u 'dT1  

-  ' t  "  
I  " ; i ( : ) -  , ,  d * .

JAS" m Je. " €' Ori dx;

D'où I'on déduit I'estimation voulue, compte tenu de Ia définition de rs.

Preuue de (i). Les hypothèses faites sur 6, a et p, permettent de démontrer I'existence
et I'unicité de la solution de (2.1) comme dans le cas où a est positif. Nous allons
établir seulement les inégalités de (5.2). En vertu de (2.8), (5.1) et (5.6) ainsi que de
la négativité de r, on a

(5 .12)

Maintenant, nous alions estimer le second terme du membre de droite de (5.12).
Nous rappelons I'inégalité (2.10) qui reste valable sous (5.1)

1+4"0  >0
N'L

llç,ll'",<o,r;12(e,ll S TlleS 111.,@s *, 1n,",,Ç1ffff0..

In"on,(îrffto. r2ae lu,.*,'0, < |lr',llî.,.

[' . +] ln."n,{i)h** < }n'"trï",
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En vertu de I'hypothèse faite sur a, I'inégalité (5.14) se réécrit

(5 .15)

Combinant alors (5.12) et (5.15), on obtient

(5 .16)

(5 .18)

ln. ",, (!)#k t. s ;=hlv!lï, .

d'où I'on déduit facilement la deuxième inégalité de (5.2) avec la constante h2 donnée
pax

hz:Max{'Æ, -Æ---\.
[ '- 'JædJ'

Il nous reste à établir la première inégalité de (5.2); nous allons procéder comme dans
le cas de la preuve du Lemme 2.L. Compte tenu de ce qui a été rait dans la preuve de
la première inégalité du Lemme 2.I (cf. (2.12) et (2.15)), on a

(  rT  ,  (  -  .  - o  . r , ô1 " ( t )  h ,U ) ' l  , ,  -  f
| | | ltç"@l' + "u(i)ËË |o(ùa*at 

* o' 
Jr.p(t)[t,(t)]2dE 

:
(5 .17 )  {  

' o  ro -  L  ë

l r r f ^ rTr

| 
:, 

J, Jn"e(t)[v,ft)]"drdt + 
Jo Jn,o'Q)t,(t)e"(t)dxdt.

Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite de (5.17), on
obtient pour tout À > 0

I l,' fr" 
o' {t)t'(t)e'G)dÆdt

[ + ,rr) 1," lr.e,(t)2 tudt.

| |ç"| |? ' ,(o,r ;L2(a"))='{ i lç2| |" , ,<n, l-#;æ||vL|| ï , . }

I  . .  o '2 . .  T2c(À) : 
^r,t7llr-110,4y 

: 
T

= ̂  
l,' ln,o{ùr"{t12drdt+

où I'on a posé

(5 .1e)

D'autre part,

(5 .20)

o n a

En outre, compte

(5 .21 )

I,' I*" 
p(t)1,(t)2 drdt 1,? 

Ir' ln" o{t)lv 7,Q)12 dxdt.

tenu de (1.1), I 'on a, pour tout t e [0,?]

ll vz'(t) lliz,(o")tN = * lr.",,f!1ftft0'.
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En reportant cette relation dans (5.20), on obtient

(5.22)

(5.26)

La combinaison de (5.25) et (5.26) produit

I l,' fn"o')t'(t)2dxdt <

I = * (1,' ^ù0,) |n.",,{i)#**
On choisit alors ) 

*
\: 

q 
et on utilise les relations (5.18) et (5.22) dans (b.12), puis on

fait les simplifications nécessaires; il vient

(  r r  r  (  .  . l  r ,07, . ( t )h,e) l  , . -  f
(8.28) I J, /"" t lp"(t)1" + ,";i(|)ËË j o(t)a*at * o, 

Jr" 
p(t)W,U)l'dE <

[  < ,{r l lr l lr*qo,rp + c(À)} l le,, l l ' , , ,(o,r;12(a"))

En utilisant (5.6) dans (5.23), on trouve

(5,24)[I,,I"{[p,(t)],-|ry)",,r!ftf+*\,,{ùa*a,<
|  <,{r l ld |r-ç0,r1y + c(À)} l lç, l l2r,@,r;L2(a"))

d'où l'on déduit aisément

(ym-{ -2o, ro}1  [ '  [  
(  4  r rô1,Q)Az"( t ) I^

(5'25){,#lJ,Jn"\|v,(t)]"+",i(î)Ëi;#}oft)a*at<
[  < z{zl lr l lr-6o,r1y + c(À) } l lp, ' l l ' r"<o,r;12(a")).

En vertu de la relation (2.8) et de la négativité de c, on a pour tout f e [0,7]

In 
zll"r,(n,) * |n"",,ç)æfta, * o, lur"x"zd,r <

I l. {lr,t'it' * ",,rî)WW\*

lr-rtt2r,@.) 
* |n.",,Ç)#fta. * ', lu,.x"2 dr S

)  -  +*{z ; lp l l l -60,4y + c(À)}  , .^  u2
[  

-  
@ l l Y e l l L 2 ( o , T ; r 2 ( o " ) ) '

(5.27)
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L'utilisation de (5.6) dans (5.27) donne

( sm - {-aro}, 
lr"{[ç2]' + ",,r!ff%*\* =(5'28) 

J 

t 
n-i,,r,,,]n,,n, * ,,^,) t,n 12

[  
]  

@ l l v e l l L 2 ( o , T ; 1 2 ( Q " ) ) '

Or I'on a pour tout z ç V",

(5.2g)  f  ' r 'Ôx '  Ô' -d, r+aer  
I  y , rd. l  -  Fç! , r ) .Jn.a;it ;  t6 à"-, J as,

D'où l'on déduit

(5.30) llçllli, < IM - o,o)'llxJl'u.

Des calculs simples dans la relation (5.30) montrent que

I n " ",, {i)h**, wh ue'.lî",(5.31)

Combinant alors (5.28) et (5.31), on obtient

(5.32) [ryl l,"vzt" a. + ffi4tvitï, s

I = ffi llç"ll'r,(o,r;12(a.))

I n " "n, ritffifto, < llr!ttî", .
dans (5.33), on obtient une relation de la forme (5.15); ce qui permet

peine la deuxième inégalité de (5.2). De manière analogue, on montre

f  ^  .  . r  r  t )X,  ôX,  s^  - -  m 1,  ̂11t2
Jn.ont \ ; )  a* i -aoo*  a 

1U _ * r - r rç l l?Z l lv" ,

d'où I'on déduit I'inégalité voulue; ce qui achève la preuve de (i).

Preuue d.e (ii). La démarche étant la même que dans le cas de la preuve de (i), nous
nous bornerons ici à la démonstration des relations de la forme (5.15) ou (5.31).

Grâce à (5.6) et (2.10), on sait que

(5.33)

Utiiisant (5.3)
d'établir sans
que

(5.34)

-  { -2aeP- t "o }

ceci permet d'établir la première inégalité de (5.2) et le Lemme 5.1 est démontré. !
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Appendice: Preuve du Lemme 3.4.

Avant de donner la démonstration de ce lemme, nous voulons préciser qu'il
correspond, pour û : 0, à un résultat de L. Tartar (cf. [4], Theorem 2.b). Notre
preuve utilise essentiellement les idées de I'Appendice de [4] basées sur le théorème de
compacité par compensation (cf. [t2]).

Dans tout ce qui suit, c désigne différentes constantes positives indépendantes de e
et le 

- 
désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie sur f)..On suppose

que o est positif ou bien o vérifie les hypothèses du Lemme b.1
Maintenant nous donnons la preuve du Lemme 3.4. Introduisons p" € v, ,

solution du problème

(A .1 )

Ensuite, posolls

(A .2)

avec Xt défini par (3.3).
On'a alors

(4 .5 )

On vérifie facilement que

( l l .6 )

Comme on a

( ' { .7)

- Lp , : f ,  dans  f ) r ,

p ,  -0  sur  AQ,

ôP, ^ ^^
a "  

-u  su r  oJ " .

-e  _  [ - .  7X i , * . . |  ôp"
si :Lon*-Aakl ; ) ]A^

vectorielle. Posons

i  t x , } r ,  0 p ,
o . , : a i j ( ; ) A . j _ 6 "

( , , t .3) l lo" l l1r, '1o;1N < c

D'où I'on déduit qu'à une extraction de sous-suite près, on a

(4 .4 ) g' - g* dans [D'(C))]t faible

où g* est une mesure de Radon

(  -d ; ro "  -0  dans
{ '
l o " . r l aeq r " -0

f).,

sur 0Sr.

l l / " l l r r " ,  1c ,
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on en déduit d'abord

(,4.8)

puis

(A.e) l lo.l l17,,1o;1rv ( c.

Ainsi, on a, après extraction éventuelle d'une sous-suite,

It" 
- 

" 
dans [r,(c))]t faibte

lQ"r, ^, dans ffi(CI) faible.

On vérifie sans peine que d et z satisfont à la condition suivante

(4 .11 )  d i uo *C(0 ,a ,p ) r : 0  dans  f ) .

Soit h, € D(O). On introduit r, €.V" tel que

{ l l ' . l l  v" < c

I l lp ' l l  vsc

(4.12)

On montre aisément que

(4 .13 )

avec r vérifiant

(A.r4)

On pose

(4 .15 )

Dans [4], on avait

(, ,{.16 )

Q"r"' r dans I{(Cr) faible

diuî r :g  dans f )

et I'utilisation du théorème de compacité par compensation [12] permettait de conclure
directement que

(4 .17 ) q" - o.Vr dans D'(A) faible.
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Or dans notre cas, diuî, n'est pas borné da.ns .t2(f,)) mais nous allons montrer que
(4.17) a encore lieu. Soit g eD(A). Des calculs simples montrent que

,,(n)(T",*) ornr: 
-o,' 

lus.r"pr,dy 
- 

In"(o"'vg)r"d,r
: - or* | rffXilWffd,r - claep-' 1,"r,"d. 

- 
I (o". ys)r,d*

O"  O .

(A.1e)

D'orf l'on déduit facilement, en utilisant (A.11) que

(4.20)

ce qui prouve que (4.17) a bien lieu.
Admettons provisoirement que

(4 .18)

Or I 'on a pour tout g €D(O)

(A.23)

donc

(4.24)

I*{-,r l,"r#>rî)W a*} : o

l,5 {.,'r, 
-' 

fnr{n ")(e ",")ç(e ", )dr} :

:'g I @, .vç)e"r,dx : 
In@ 

.Ye)rdx.

0r  ô r  0 r  *ô ,o 'ao :  q ; i  
a r  j  0u  

-  0n  uro '

* ô ,-9 i  :  o ;  -  8 ; j  
Ar i ,

]Tà r,rnl (n.,v)D(o) 
lrr" 'Yr)edx 

ve e a(cl)

- - o'r l'#>tî>\Wd'æ 
- cl.,ep-' 

I x@)(Q"")ç(Q'r")d'r-
O . O

-  
|  ,o 'vs)Q"r,d 'u '
0

vP2t

c(0,a,  ^{ | . ,v ,a,}

(A.21)

On remarque alors en s'aidant de (A.17) qn"

ôr  0 r  .ô r
\e ̂  Qii4rd;- ni U, 

dans D'(A) faible.

(4.22)

Comme le choix de r est arbitraire, on déduit de (A.22) la relation suivante

-d iu(g.) :  Ar + C@,o, Lr)r .
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En vertu de (4.23), on sait que 9* € [r'?(O)]N1 donc diu(g*) € H-1(çr). On prend alors

(4.25) f" : -diu(g"),

et Ie Lemme 3.4 est démontré sous réserve que la relation (A.21) soit justifiée.
Etablissons à présent (A.21). On a

(A.26)

Grâce au théorème de compacité par compensation (cf. [12]), on sait que

(  ̂  -  /  ̂ . . ,  !ro'.  -6i l  ,a(Q,'")
I  T , :  \a i i \ ; )Ar ;  -  

Ar , )  Ar ,
t '

| ,r,ôr. ô(Q"r,) îf i  açq,r,)
[  

:a i j \ ; )a t iT-6  
ar ,

,r,ôr. ô(e"r") ôr ôy 
dans D,(A) faible.aii\;) 

AqT 
- eti A*, ô*i

nous allons démontrer le résultat suivant qui sera utile pour la suite:

fia@"r) ^* ô, À.
Ôx; 6# 

- ni au 
da'ns D'(f,)) faible'

(4.27)

Maintenant

(A.28)

D'après

(A.2e)

avec R,

(,4.30)

vérifiant

[11], le développement asymptotique de r, est donné par

r,(r) :,(*) - ,xrfilfi(") + R"(*)

fl,R,lls,1o" ) S cei où c ) 0 et c est indépendant de e.

Grâce à (A.30) on sait que

(4.31) î8, -- 0 dans [12(fi)]N fort.

On vérifie sans peine que

(4.32)

On obtient (A.28) en remarquant que les deux derniers termes du membre de droite cle la
dernière ligne de (A.32) tendent vers zéro. Combinant alors (A.26), (A.27) et (A.28). on
obtient bien (A.21) et la preuve du Lemme 3.4 est terminée. n
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Clrapitre 2: Contrôlabil i té exacte interne des vibrations dtun corps
mince

Résumé. Nous étudions la contrôlabilité exacte interne d'un corps tridimensionnel
de faible épaisseur. Ensuite nous faisons tendre le paramètre représentant l'épaisseur
vers zéro et nous établissons que Ia limite du contrôIe exact est Ie contrôle exact du
système limite bidimensionnel.

Abstract. We study by the Hilbert uniqueness method, (H.U.M), of J.L. Lions,
the exact controllability of a 3-dimensional body of very small thickness. Afterwards,,
we let the thickness parameter go to zero and we prove that the limit of the sequence of
exact controls is the exact control given by H.U.M, of the 2-dimensional limit system.
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(  1 .1 )

Dans la suite, f) désigne un ouvert borné de IR2, le domaine mince d'épaisseur e
est noté O' et est donné par O": Ox] -;,+;[.Le domaine di laté r 'oté O est donné
par O : Ox] - 

T,+Tl et T désigne un nombre réel quelconque strictement positif.

l-Introduction. La contrôiabilité exacte de l'équation des ondes dans des
domaines minces a été d'abord abordée par J.L. Lions dans [4, chap.5] dans le cadre
de la contrôlabilité exacte frontière, puis ont suivi les travaux de J. Yan (.f. t7]) et de
J. Saint Jean Paulin - M. Vanninathan (cf. [6]), dans le même cadre. Dans ce travail,
il est plutôt question du cas des contrôles distribués. Plus précisément, on se donne

{yo,y' } dans des espaces de Hilbert appropriés et I'on se propose:
(i) de trouver un contrôle u tel que, si y est la solution du système

y" - Ly : u dans O" x]0, ?[

#:o sur r,  " { 
*}}r lo,r l

a : o sur ôrt xl - i, +it"lo, 
"[

a(0):  yo dans 0* l  -  
i , * i f

a' (0) :  y t  dans f ) * ]  -  t , * t t

on ait

( 1 .2 )

(ii).d'étudier le comportement limite (lorsque e tend vers zéro) de ce problème.
Maintenant, nous allons nous ramener à un domaine fixe en procédant comme

clans [5]. Pour ce faire, on introduit la transformation suivante:

( * r , * r , r s )  g  O '  , -  ( z r , zz , zs )  €  O

où l'on a posé
za : ra  a€ {1 r2 }

,, - 9.
e

De même, pour toute fonction /, on pose

T( r r , r z , xs )  :  - f  " ( z t )  
22 ,  z r ) .

Arrec tout cela, le problème à résoudre devient: pour {y!,yl} convenablement choisis,

(1 .3 )

a(T) :  y ' (T):  0 dans O'

trourrer un contrôle u" tel que si y" vérifie

( , ' ! - L"a" : ue dans ox]0, ?[

l * : t  
sur 0x{+}}, ,10,t t

I ,": o sur ôftxl - I,Trxlo,?[
I v"(o): u3 dans o
(  v l (o) :  y ]  dans O
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avec

(2.1 ' )

on ait

(1 .4 ) a"(T) :  aLQ): 0 dans O.

Ensuite, on fait tendre e vers zéto et I'on montre que ue converge dans un sens
convenable vers une limite u qui est le contrôle exact du système limite associé à (1.3).
La suite de cette étude se présente comme suit

2- Contrôlabilité exacte dans I'ouvert dilaté et convergence de la suite des contrôles.
3- Cas des données initiales moins régulières.

2- Contrôlabilité exacte dans I'ouvert dilaté et convergence de la suite
des contrôles.

Dans tout ce paragraphe ainsi que da.ns celui qui suivra, on pose

(  - - r , n ,  ^  ^ ^  ,  1  l r l
V: \u€H' (O) ;u :0  sur  â f ) * ]  - ; , ; I j

et on munit I'espace V de la norme suivante

^  A 2  A 2  - r ô '
À e :  

æ r * æ * e  
- æ ,

ilu|z : | :, l,{(#)' . (#)' * "-' (#)' } 0,0,,

puis on désigne pæ V.,l'espace de Hilbert ainsi obten\ V: désignera I'espace dual de
v".

Nous allons à présent mettre en æuvre la méthode d'unicité hilbertienne, H.U.M,
présentée dans [3], pour résoudre le problème de contrôlabilité exacte. Introduisoîs g",
solution du système

P' ! -L"Pe:o

ff:o sur
dans O x]0, 7[

CI x {+; }x lo,?[
(2 .2 )

Remarque 2.L. On montre que lorsque V2 e L'(O) ef gr" € V:, alors la solution g. de
(2.2), vérif ie:

(2.3) ç" € c(l},rl i  L'QD n c1([0, rl;v!).

ee : o sur ôrt xl - f,,,f,t"rc,rt
ç"Q):  ç2 dans O

çLQ): çt" dans O.



Le lemme suivant sera utile pour la suite:

Lemme 2.2. I1 existe d,eun constantes positiaes c1 et c2, indépenilantes de e, telles
que

(  ^ ,  - ,  ) à  (  ^ o  - ,  ) â(2.4) qlllezllî,e) + llçLlli: l < llç"ll,-"<oxl',"r) t "' l l leïllî,ot + llçil l i: l
t  - ' - '  " )  "  \  " )

Ce Lemme se démontre comme le Lemme 2.1 du chapitre 1 de cette thèse; pour
les détails, nous renvoyons donc le lecteur à ce chapitre. Posons

(2.5)

et définissons

(2.6)

F" : L2(o) , vl, Fl : v" x 12(o)

Grâce au Lemme 2.2, on sait que ll.llp" est une norme sur Fu uniformément équivalente
à la norme de F".
Considérons le système rétrograde

,b': - L.rhe : -ge dans Ox]0, ?[
â"lr - 1

#:o sur 0x{+;}x lo,?[

û" :  o sur ô0xl  -  
] ,  ] t " to,  r t

,b"(T) -- 0 dans O

,b ' "Q) :o  dans  o .

D'après [3], on sait que le problème (2.7) possède une et une seule solution tf;. v&ifrant

(2.8) û" e c(o,Tl;v.) n cl([0, rhL'zQD.

Définissons alors I'opérateur

(2.e)

par

l\": F" --- F:

(2.10) lr"{eo",vL} : {,i:(0), -,/"(0)}

On vérifie sans peine la relation suivante:

r1(tt .{v2,,pL}, {p2, pL} ) n :  l l  {e3, e:} l lT.
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d'où I'on déduit

(2.12) llL"llc<r",ry > 1.

D'autre part, on montre facilement que Â" est continu et satisfait à la condition

(2.13) l l^" l lc<n ,re S 7.

Donc A" est un isomorphisme de F. sur Fj. Par conséquent, prenant le couple des
données initiales {y\,Al} du système (1.3) dans -{, l'équation

(2.14) L"{qZ,çL} :  {y l , -a2}

admet une solution unique dans F". En vertu de la définition de Â", on a

(2.1b) {'t':t.21.: ui
t +"(o) -- y2.

Si I'on choisit le vecteur contrôle par

(2.76) ue : -9"

alors, on constate que tb"est solution de (1.3). Or avec (2.16), lesystème (1.3) possède

. une et une seule solution y6 donc y" : lb".Comme tl:" véfifre

( ,lt"(T\ : O dans O
(2 .17 )  t  - '

[ +:(r) : o dans o

on a donc (1.4). Ainsi est établi le résultat suivant

Théorème 2.3. Pour tout nornbre réel strictement positif T, pour tout couple d,e
d"onnées init iales {A2,,A!} d,u système (1.3), pris d.ans F!, le système (1.3) est eracte-
ment contrôlable et le contrôle eract u" est i lonné par (2.16).

Maintenant nous allons étudier le comportement limite du système (1.3). Pour ce

faire, on suppose que les données initiales A2 .t yl vérifient

(2.18) { 
ttvSll. ( c et y2 - ao dans H'(O) f aibte

I vj - v' dans L'(o) f aible

où c est une constante positive indépendante de e. On a alors le

Théorème 2.4. Lorsque e tend, uers zéro, le contrôle exact o" d,u systèrne (1.3)

d,onné par H.U.M, est tel que

(2.19)  t )€  r  t '  1ans L2(Oxlg,T[ )  . f  a ib le
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où u est inilépendantde zs et u est Ie contrôle eract ilu système

( o" - Lzu : u dans flx]O, ?[

)  a  :0  su r  âC)x ]0 ,7 [

I u(o) : uo ilans çt

I v'(o) : M(vt) i lans f)

(2.20)

auec M(yt) d,éf,ni par

(2.21,)

e t

En outre, on a

(2.22)

A'(zt ,  22, zs)d,zs

-  a  dans L*(0,7;  Ht(O))  f  a ib le  *

^ y' dans ,-(0, T; L2QD f aible * .

. r ï
M(y')( t t ,  r r )  - -  Ir-+

.a2a2Lz: 
dF, + 

æ,.

la"
Irl

Pour démontrer ce théorème, nous aurons besoin des résultats suivants

. Lemme 2.5. Sous les hypothèses (2.15), soit g" Ia solution d.e (2.2) auec ç2 et
gf, i lonnées par (2.14). Alors, lorsque e tend uers zéro, on a

(2.23) !  v2 'v? d'ans L'(o) f aibte

\utvl - pl d,ans I/-t(ç)) f aible *

ainsi qu,e

(2,24)

où g* est la solution d,u s

dans L'(o,T;L2@D f aibte

(2.25 )

Clx]0,  ?[

ç,

Lemme 2.6. On suppo-<e que (2.18) a l ieu. Soit $" la solution de (2.7) auec A"
rléfinie pa,r (2.2) et (2.1/). Alor-s, lorsque e tenil uers zéro, on a

(2.26)  1, "  -  r f , *  dans , - (0 ,  T;HL(O))  . f  a ib le  *

Ye '1/*

ystème

(ç ' l -

)  o.:

I r.(o)
I  el(ol

A2pa :0  i lans

0 sur ôQx]0,  ?[

: M(ço*) ilans

: ç: ilans Ct.
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a?,nsT qlLe

(2.27)

où rb* est Ia solution

(2.28)

*  :  -p*  dans 0x]0,  ? [
' trr ôf lx]0, 

"[d.ans f)

d,ans f).

Esquisse de la Preuve du Lemme 2.5. Grâce au Lemme 2.2 atnsi qu'à (2.14) et
(2.18), on a les estimations suivantes

f l lv2l lÛp1 
<, (2.2e.r)

(2.2e)  
{ lp l l l r " ,  

<c (2.2e.2)

I l lçr"l lurr4x]o,r[ ( c. (2.29.3)

Il découle de (2.29.2) q:ue

l lM(ç)l ln-r1ey ( c.

Âzth

0s

) :0

) :0

,b'" - ,h'*

du système

Ii'i:
I lil;

d,ans tr-(O, f ; L2(q) f aible *

On déduit alors de (2.29.I), (2.29.3) et (2.30) qu'à une extraction de sous-suite près,
on a (2.23) et (2.2Q. Maintenant, nous allons montrer que p* est solution de (2.25).
Puisque, les données initiales de (2.2) sont peu régulières, on ne peut pas faire tendre e
vers' zéro directement dans le système (2.2); nous allons donc procéder comme dans [3].
Introduisons la fonction r, définie par

(2 .31)  r . (z , t )

où r. est la solution de

(2.30)

(2.32)

(2 .33)

: 
Io' 

p"(z,s)d,s -f r"(z)

(  -  O" r . :  -ç f ,  dans  O

l*  
: '  sur rt  x {+;}

[*:o sur âclx] - i , i ,

On vérifie sans peine que re est la solution du système

( , ' :  
-  L" r "  :0  dans O x]0,  T[

l * :o sur CI"{+;}xlo,?[

j  
""  

:  o sur ôf lx l  - ; , i [x] ' ,  
" [

| ,"(o) : 
"" 

dans o

Ie|(o):  e l  dans o

47



et qu'on a l'égalité de l'énergie

(2.34) llp"(t)ll'r"to; + llr"(t)ll? : lle2ll'r,tn) + llrà'.3., Vt e [0, ?].

D'autre part, grâce à (2.29) et (2.30), on montre sans difficulté qu'à une sous-suite
extraite de {e}

(2.35)

et

re - r* dans Ht(o) f aible

( r . ' r  dans
(2.36) t -

I tl 
- t' dans

avec r indépendante de z3 et vérifiant

, - (0,  T;  HL(O)) f  a ib le *

tr-(0, r; LZQD f aible *

(  , "  -  A2r  :  0  dans f )x ]0,7[

l r :0  sur  ôf )x ]O,?[
(2.37) 

I 
,.(o): "- dans f)

( 
"'(o) 

: M(po") dans ç)'

De plus, la fonction r* est la solution du système

(2.38) I 
- orr. : -gr. dans ç)

I "* 
: o sur ôç''

Si on pose h : r', on vérifie à I'aide de (2.37), (2.38) et de la relation suivante

(2.3e) r  e C([0," ] ; f l01(ç]))  n Cl( [0,  
" ] ; r '?(O)) 

n C2([0,  
" ] ;H- l (CI)) .

que /z est la solution du système

(2.40)

(2.41)

(  n"  -  L ,2h:0 dans 0x]0,  ? [

)h=o 
sur  â f tx lo ,? [

I ofoi : u(ç?) dans o

I a'10; : 11 dans c).

Puisque ge : rt", la combinaison de (2.2! et de (2.36) donne

cl'ot\ I'on déduit eue p* est bien la solution de (2.25). tr
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Esquisse de la preuve du Lemme 2.6. Pour tout t € [0,T], on a I'inégalité de
l'énergie

(2.42) llrh'.G)ll'",rcr1 + llr/"(r)ll3 < 47){llrb',.Q)ll'r,ror + llr/"(o)ll3 + llp"ll",ro*,0,r,,}

d'où I 'on déduit, en uti l isant (2.15), (2.18) et (2.29.3), que

I n*lll v* @,r.;12(',)) < c

t  l l , l . l l l * (0," ;Hlro l l  S c.(2.43)

A une sous-suite extraite de {e} près, on a donc les convergences

(2.44) Irh" 
^ rh dans ,-(0, T;Ht(o)) faible *

\rb'" 
- ç'  dans L*(0,7; L2Q)) faible *

où t/ est une fonction indépendante de z3 vérifiant

(2.45)

Esquisse de la
Lemme 2.6,, on a

(2.46)

( ,b" - L2tf; : -g* dans f) x]0, 7[

) 
,h -- O sur ôCI xl0, 7[

| +{r) : o dans f)
( ,/'(r) : o dans fr.

tr

preuve du Théorèrne 2.4. Grâce à (2.15), (2.18) ainsi qu'au

[ 
,h{O) : ao dans ft

[  + ' (o)  :  M(at )  dans CI.

Puisque U" : rb. eL t).:  -9", (voir (2.16)), on a alors (2.19) et (2.22) avec

(2.47) ' u - -P " t  a :4 '

pour une sous-suite convenable'extraite de {e}; ceci montre que y est la solution de

(2.20). L'application de la méthode d'unicité hilbertienne, H.U.M, au système (2.20)

permet de déterminer u de façon unique; donc toute Ia suite ue converge vers u et par

suite, toute la suite ye converge vers y.

3- Cas des données initiales moins régulières.

Dans le problème que nous venons de résoudre, les données initiales y! et yl du

système (1.3) étaient prises respectivement dans V" et L2(O). Maintenant, nous allons

les choisir dans L2(O) et V! respectivement.
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Dans tout ce qui suit, c désigne différentes constantes positives indépendantes de e.
Ona le

Théorème 3.1. Pour tout T > 0, il existe un contrôIe

(3.1)  u"  €  [H1(0,  ? ;  L ' , (O)) ] '

tel que Ia solution U" de (1.3) satisfasse la cond.ition

(3.2)  y" (T)  :  y ' " (T)  :0  dans O.

Pour démontrer ce théorème, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemrne 3.2. On suppose que les données initiales p2 
"t 

gL du système (2.2)
aérifient

(3.3) ç2 € V", eL € LzQ).

Alors, iI eriste ileur constantes c1 €t c2, positiaes et indépendantes de e telles que

(  ^ ,  -  t  1 *  (  ^  t  r *

(3.4) . ,  1 l leS lT" + l lçLl l ' r ,<ot |  
"  

< t t r : l lu<oxlo,rr)  t  rr l l lç2l l i "1 '  ̂ 1 '2 t '
a  

Y e l l V " T l l Y e l l L 2 ( o ) )  .  (  
- l l Y e l l L 2 @ ) l

Preuve du Lemme 3.2. Pour le système (2.2), on a l'égalité de l'énergie

(3.5) llç'"(t)ll'r,<o1 + llç.(t)ll: : llç!ll'r,<ot + llç2112, vt e [0, ?]

d'où l'on déduit aisément I'existence d'une constante positive c2 telle que

(3.G) 11ç'" l lyzp,r ; I2(o))  1cz{ l lp2l l i .+ l le l l l? ,1n. ; }+.

Montrons maintenant qu'il existe une constante positive c1 telle que

(3.7)  . , { l lp l t tS + l le l l l ' r , rot  } }  < l le i , l lyz@,7irz1o1).

Pour ce faire, considérons comme dans [2]

n" ( r , t )  :  p ( t )g "@, t )

p ( t \ : * ( r -ù2 .
avec

DU



La multiplication de la première équation de (2.2) par 4" et une intégration par parties
donnent

f r f T r n r T r

l, llç"@ll2p(t)dt : 
Jo J oe{t),c'"tt)2 

arat + 
Jo J o/ $)v"(t)e'"Q)d,rdt.

Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite, on obtient
pou r tou tT>0

f r . f f r r -
| | p'(t)e"G),p'"Q)dxdt < t I I pft)p"(t12drdt+

Jo Jo Jo Jo

11P,2 "
* 7l l ' -( lo'r[) [ '  I

4t J' Jo

si co désigne la constante de Poincaré, alors on a

llç "@ll!p(t)dt < 
lr' l" 

pft)e,"Q)2 drdt+

9'"(t)2 drdt.

(3 .8 )

D'autre

(3.e)

(3 .11)

Pæt,

It;
t 9'.(t)2 dxdt

ou

+ w? lo' ll*"{r)ll!pQ)a# c6) l,? I

, ,  P,, , ,

c (ù  : t tT t tL - * ( l o ' r )  .

Compte tenu de (3.5), il découle de (3.9) que

(  ,  f r  \ r  ^  t  .  e  ' ,  f T  f  ,

| ( /- 
p(qdt){ttr:tt3 + llell l ' ,,<ot\ =, J, J"p(t)e'"(t)2dxdt+(3 .10)  {  " '\ -'-" ' 

[ - ,,?( l, 
p(ùdt){llr: tt3 + ilel |',"to) } * 'rr) 1," Is'"(t)z 

tudt.

Puisque I'on peut choisir 7 aussi petit que I'on veut, (3.7) s'en suit. Combinant alors
(3.7) et (3.6), on obtient (3.4) et la preuve du Lemme 3.2 est terminée. n

Preuve du Théorème 3.1. Introduisoîs û" solution du problème

,b""  -  L"th":  g 'J dans Ox]0,  ?[
â,,1, - 1

f f i :o sur ctx{+i}xlo,?[

?h" : o sur ôoxl - ], Itt lo, tt

,h"(T) :0 dans O

,h . 'Q) :o  dans  o .
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où p'! vérifie

(3.12) (-p ' ! ,ù:  [ '  [  4 ' . r 'd,*dt  pour tout  r  e Hr(0, f ;L2(O))
Jo  Jo

de sorte que

(3.13) e':  e l l . t(o, ?; L"(O))] '  1".p.." dual de l/ t(o, f  ;  L'z(O))).

Posons

(3.14) F" : V" x Lz(o) (on a maintenant F: : V! x L'(O))

et définissons Â" comme précédemment. Grâce au Lemme 3.2, nous savons que Â" est
un isomorphisme de F" sur Fj tel que

(3.15) 
"rl l  {ç2,çL} l lr" S l l(^"({e2,elDllrt < ,rl l  {e2,ç!} l l+.

D'où il découle que l'équation

(3.16) t t . ( {p2,v l } ) :  {y l , -a2}

. a une et une seule solution dans F" car {yl,-A2} e pl.

. Choisissons

(3 .17)  u" :  p ' !

où p" est la solution de (2.2) avec {p!,9}}, solution de (3.16). De plus, on a par
définition

(3.18) L"(ç2,çl j) :  {r/"(0),- ' i"(0)}.

Cornbinant alors (3.16) et (3.18), et tenant compte de I'unicité de la solution du
problème (1.3), on obtient 

u.: th.

de sorte que ue défini par (3.17) ést le contrôle exact convenablel ceci achève la preuve du
Théorème 3.1. !

Maintenant, nous allons faire tendre le paramètre e vers zéro; on a le

Théorème 3.3. On suppose que les ilonnnées initiales A2 "t 
yl d"u systèrne (1.3)

sati-sfaisant à (3.16) aérif ,ent

(3 .1e)  [u2 . . .v l  
dans L ' (o)  f  a ib le

I t tr : l lv;  s c et u(v) -- .  vl  dans / /- ' (r ,)  f  aibte x.
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Alors, Iorsque e tend,

(3.20)

où u* est le contrôle

o n a

dans [frt(0, r; L2@D]' f aible

ystèrn e

- L2ya : u* d'ans 0x]0, ?[,
-  0 sur ôf)x10,7[ ,

0) : g9 dans f,),

0): yl i lans ft.

aerg zero,

*U e - u

eract du s

(aT
I
)v.
I v.(
I

I Yl(

(3 .21)

En outre, on a

(3.22) ue 'a *  dans  L * (0 ,7 ;L2 (O) )  f  a i b l e  * .

La preuve de ce Théorème découle aisément des résultats suivants

Lemme 3.4. Soient ç2 et gf, les données init iales de (2.2) solution d,e (3.16).
Alors', on a

G.n)
o dans Ht (o) f aible
I dans L'(o) faible

d,e  4 .

(3.24)

où g est Ia solution ilu

où go est une
En outre,

(ç2-p
l  ' '

lp l  -p

fonction indépendante
on&

I v" - v dans ,-(0, T; HI{@D f aible x

lp" ^ p' d,ans ,-(0, r; L2@D f aible *

systèrne

[ , "  -  Lzg :0 d 'ans Ctx]0,  ?[

)  ,  :0 sur ôf , )x]O, 
" [

I r(o) :'ro d'ans CI

I e'(o) : M(çt) d'ans ç2.

(3.25)

Lemme 3.5.

(3.26)

Lorsque e tend, aers

rh" - th d,ans

zéro, Ia solution rh" i |e (3.11) uérif"e

, - (0 ,  T;  L2(O))  . f  a ib le  *
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aaec rb satisfaisant à

Clx l0 ,7 [

(3.27)

Esquisse de la Preuve du Lemme 3.4. Grâce au Lemme 3.2 ainsi qu'à (3.16) et
(3.19), on a les estimations suivantes

('b" * Lr'h : ç" d'ans

) 'b :  o sur ô0 xlo, 7[

l  
r t tr)  :0 d,ans O

( , / ' ( f) :  o i lans O.

(3.28)

(3 .31)

(3.2e)

et posons

(3.30)

On vérifie facilement eue 7e

llpïll.3 ,

llv'"llt"s <,

llçLllu<otxlo,?[ S c

l lp. l l "  < ,

- L"X" -- 9r'"(T) dans O

ox"  -^  ^ . . -  o  . , ,  J+1\
Ar :U  

su r  l l x t ï t J

xe:o sur ôftxl  - i ,T,

rT
^1 , (2 , , t )  :  -  l  rh " ( r ,s )ds  *  X" .

J t

esf la solution du système

.y." - L".y" : ?'" dans O x]0, ?[

â.u^ 1

# : o sur ct x {+i} xlo' 
"[

^te : o sur ârr xl - i,irxlo, ?[
. f " (T) :  X"  dans O
' r " ' (T ) :0  dans  O '

54

On déduit alors de (3.28) qu'à une extraction de sous-suite près, on a (3.23) et Q.2a).
Puis on vérifie sans peine que p est la solution de (3.25). !

Preuve du Lemme 3.5. Nous allons procéder comme dans [1]; pour cela, intro-
duisons X" € V", solution de



On nrontre à partir de (3.28) eue X" est bornée pour Ia norme de Vu; par conséquent,
à une extraction de sous-suite de {e} près, on a

(3.32) xe ̂  X dans Ht(O) f aible

avec X indépendant e de zs et vérifiant

(3 .33) I 
- Or* : p'(T) dans f)

I  t  :0 sur ôçr.

Pour le système (3.31), on a l'égalité de l'énergie

r T f

(3.s4) llt'"Q)ll'",tor + llr,(t)ll'": llx"ll| -, J, Jov'.t'"d,ra', 
Vt e [0, ?]

Utilisant (3.28) et (3.32) dans (3.34), on trouve qu'à un sous-suite extraite de {e} près

(3.35) l t ,  
-  t  dans ,-(0,  T;Ht(o))  f  a ib le *

I rl - "y' dans L*(o,r; L2(o)) f aibte *

où 7 est indépendante de e et J est la solution du système

(3 .36  )

( ," - Lz' 't : P' dans ftx]0,7[

) t :O  sur  ô f )x ]0 ,7 [

I r(") : x dans o
l. r '(7) : o dans o.

Puisque th" : j'" on déduit (3.26) de (3.35) et I'utilisation de (3.33) et (3.36) permet
d'affirmer que d est la solution de (3.27); ce qui termine la preuve du Lemme 3.5. I

Esquisse de la preuve du Théorème 3.3. Puisque par le Théorème 3.1 on a

U": ?b., le Lemme 3.5 nous donne immédiatement

u"  -  g*  dans t r * (0,  T;LZ(AD f  a ib le  * .

D'autre part comme u": g'J, oî a aussi

u" - 1,* dans [frt(O, TiL'z@D]' f  aible *

et I'obtention de (3.21) découle du Lemme 3.5. Nous tenons à préciser que toutes ies
convergences obtenues jusqu'à présent sont liées à des sous-suites extraites de {e}. Pour
achever la preuve du Théorème 3.3, on doit encore montrer que toutes les convergences
ont lieu pour toute la suite {e}. Pour ce faire, on applique la méthode H.U.M au système
(3.21 ); ce qui nous permet de savoir que le contrôle exact u* est unique; d'où I'on déduit



que toute ia suite {u"} converge et par suite, toutes les autres convergences ont lieu pour
toute la suite {e}. n
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Chapitre 3: Stabilisation et contrôlabilité exacte internes dans des
structures cellulaires minces

Résumé. On étudie d'abord la stabilisation par "feedback" interne d'un système
généralisé des ondes dans un domaine qui se présente sous forme de grillage tridimension-
nel; on démontre qu'on peut stabiliser les vibrations de ce corps indépendamment de son
épaisseur, de la taille des trous et de l'épaisseur des bamesl en effet, nous obtenons un taux de
décroissance de l'énergie qui est indépendante de ces trois paramètres. Ensuite, nous faisons
tendre, Itun après l'autre, ces trois paramètres vers zéro et nous démontrons à chaque étape
de convergence que l'énergie du système limite bidimensionnel décroît exponentiellement et
uniformément par rapport au(x) paramètre(s) fixe(s). Après cela, nous utilisons le principe
de D.L. Russell pour établir des résultats de contrôlabilité exacte à partir des résultats de
stabilisation précédemment démontrés puis nous faisons tendre les trois petits paramètres vers
zéro comme précédemment et nous démontrons à chaque étape de convergence que la suite des
contrôles exacts converge faiblement vers le contrôle exact donné par le principe de Russell du
système limite bidimensionnel.

Abstract. We first study the stabilization by internal feedback of a generalized wave
system in a domain which looks like a 3-dimensional grid; \r/e prove that it is possible to
stabilize the vibrations of this body independently of its thickness, of the size of the holes,
of the thickness of the bars; in fact, we obtain a ra,te of decay which is independent of these
parameters. Afterwards, we let these parameters go to zero successively and we prove, at each
step of convergence, that the energy of the 2-dimensional limit system exponentially decreases
uniformly with respect to fix parameter(s). After that, we use the principle of D.L. Russell
to establish exact controllability results from the previous stabilization results; then we let
the three small parameters go to zero as previously and we prove at each step of convergence
that the limit of the sequence of controls weakly converges to the exact control given by the
principle of D.L. Russell for the 2-dimensional limit system.
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Introduction. L'objet de ce travail est d'étudier la stabilisation interne d'un corps
qui se présente sous la forme d'un grillage (cf. figure 2) et d'utiliser le principe de
D.L. Russell [13] pour obtenir la contrôlabilité exacte des vibrations de ce corps.

La contrôlabilité exacte par application du principe de Russell n'a pas encore été
abordée dans le cadre des domaines per{orés; notre résultat est le premier dans ce sens.

Etant donné que notre problème comporte plusieurs petits paramètres, nous allons
utiliser en plus des techniques de stabilisation, des techniques d'analyse asymptotique.
La stabilisation utilise les idées de [10] et pour I'analyse asymptotique, nous utilisons
les idées de [1], [3], [5], [6] et [7]. La présentation de notre travail est la suivante:

* dans le premier paragraphe, nous démontrons un résultat d'existence et d'unicité
ainsi que la stabilisation uniforme des vibrations du corps perforé

* dans les paragraphes 2, 3 et 4, nous faisons tendre les différents petits paramètres
vers zéro dans le problème de stabilisation l'un après l'autre et, à chaque étape de
convergence, nous démontrons que l'énergie du système limite bidimensionnel décroît
exponentiellement et uniformément

* le paragraphe 5 est constitué d'un ensemble de commentaires et de remarques
sur ies résultats des paragraphes 2, 3 et 41 nous y démontrons qu'il est plus avantageux,
iors des passages de faire tendre d'abord l'épaisseur du grillage vers zéro, puis la taille
des trous et ensuite l'épaisseur des barres

* dans le paragraphe 6, nous utilisons le principe de Russell pour établir un résultat
de contrôlabilité exacte

* dans le paragraphe 7, nous faisons tendre les différents paramètres vers zéro dans
le problème de contrôlabilité exacte du pa.ragraphe 6 et à chaque étape, nous montrons
que la suite des contrôles converge vers le contrôle exact obtenu par le principe de
Russell du système limite obtenu

* dans le paragraphe 8, nous donnons des éléments essentiels dans le cas où les
données initiales sont choisies dans un espace plus grand que celui utilisé dans les
paragraphes précédents.

1- Position du problème et premier résultat de stabilisation

On considère le domaine perforé décrit par la frgure 2; il est contenu dans I'ouvert

fl. :10, /1[x]0, trt"l - i, i l

où e est un petit paramètre réel destiné à tendre vers zéro. On suppose que e : etl où

e désigne la période et 4 est un petit paramètre.
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figure 2

On pose

,  : ]0 ,  /1 [x ]0 ,  /2 [  Y : ]0 ,1 [x10,1 [  YT :  
{ ,  

.  
" ,

d,ist(y,âY) < ;) t i  :Yixl - i , i ,

où 6 est petit paramètre positif strictement inférieur à 2. on suppose que

(i) la périodicité n'a iieu que dans les directions yt et y,

(ii) les trous ne coupent pas le bord latéral de C)"'

On désigne Par
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EEEEtrN
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* ,S.a I'ensernble de tous les trous contenus dans r.r
* S.o.r  :  ,S.o"t  -  * , l l* ,"6: , \ 1s,o ubs'"61
* 5.6," I'ensembie de tous les trous contenus dans f)"

et  on pose f )e6,e :  u"6x l  -  
; , ;1 .

Dans toute la suite, nous utilisons systématiquement la convention de sommation
surles indices i, j,a,0,^l et pl lorsqu'ils sont répétés; par contre, iln'yapas de sommation
sur les indices e,6,T quand ils sont répétés.

On considère le svstème suivant

u'!t," * Aeue6,e * butr5," : 0 dans f,)"6," x]0, +ooI

ou

(1 .1 )

oir v'
( I ; ;  .  1

(  1 .2 )

(  1 .3 )

Pour travailler
ables suivant

(1 .4 )

ux:u* : o sur âs"6," x]0, +oo[
dut

H 
: o sur .,e6 " {+}xlo, +oo[

t te6,e :0 sur ôar X]0, +ooI

ura,"(0) : u26," dans f)"6,"

u'.d,"(0) : u!6," dans f,)"6,"

aa
A, : - i  @; i^  )+a '

O r ;  -  O r j '

a a, a
aro 

: 
6o@u ur)"i

3) est la normale unitaire extérieure à f).6," et les coefficients
des constantes indépendantes de e. 6 et e vérifiant

a i j  :  c r j i l  *  :  
r \ ,1{ r { lo ; i ; }

1m)0 :  a ; i $ (1>  m€ ; ( ;  V {  : ( € ; )  e  R3

^  1 1
€ Z-(lRz x] - :, :[), c est Y-périodique et positive

2 ' 2 ' '
F ,  \  / r t  r z' ( r )  :  û (= ,  -1 , * t )

e e

est une constante réelle strictement positive.

dans un domaine indépendant de e, on fait le changement de vari-

( * t , * r , " r )  -  ( r t  :  r r ,  z z  :  t 2 )  z J  :

. f  . ( r 1 , : c 2 , r 3 )  :  T , t ( z r )  2 2 , 4 ) .

60

: (u i ; l< i<
< i , j  (  3 ,  sont

{ ;

1 3 \

€n)



Alors le système (1.1) devient

(1  5 )
,  ôur6, ,  - r  - l  0u"6, r ,
@'BËï  + €- 'n- 'a t t6 ï ) t r  :  0  sur  t . t .6

, ,e6,,t :o sur ô, xl- 
i ,  *tt to, *-[

z.a,,i(0) : u|;,,, dans f),6

u'"a,r(O) : urû,rt dans f)"6

ou

u'!a,r l  *  A",r1u"6,r1 I  butr6,,  :0 dans f)r6 x]0, +oo[

,  0u"6 , ,  - r  - r  0ur6 , , ,
@"8ËÏ I  e- t  T- 'aosf f )""  :  O sur ô,9.a,r  x]0,  +oo[

+1

"  { ; i  x lO,  +oo[

et

Ar,r lg :

Posons

(  1 .6 )

f)ed : f,)e6,r

0 ' ç  - r  - r  0 ' ç  - r  - r  0 t ç  - ?  - 2  0 ' ç  .  I- a a 7 A L  - € - ' t l - ' a o s . -  -  ^ - t 0 - ' n s , a L  - € - - t l - - u r r ; - ,  I r t = f'OZaZp 02q2g Oz3:p  U: i

f) : c,r "l - ï,Tt, Vu6: { re  a t {c l .o ) ;  u :o  su r

On munit Vr6 de la norme

^  f  (  ôu  0u ,n_ r  _ r  0u  0 t(1.7) l lul lS u,, :  Jn,ot",u ; ;ù*2e-tr-r"*fr#+ t-2,7-2n33

et du produit scalaire correspondant. On a le

oaxl- l, i,)

0u0u - " . l
or, or, * u' r' 

I 
tt:

Théorème l. l .  On suppose que les d,onnées init ialesulu,, etu!0,, dn sy,stèrne (1.5)
uérifient

(1.8)  u !6, ,  €  V"6 et  u !a, , t  €  L ' (Q"u) .

Alors (1.5) possèd,e une et une seule solution ur6,, €t cette solution satisfait à, la con,d,i-
t ion

(1.9) u,,6,, t  € c([0, +oo[iv"a) nct ( [0, *-[ ;  t r ' ( f t .u )) .

Preuve. On va utiliser la méthode de Hille et Yosida (cf. [2], [9], [10]). Pour ce
faire, introduisons I'opérateur

I O,u : V"6 x V,6 + V,6 x L'(Q,t)

t  (u ,u ) - - -+  ( -u ,A" , ru*bo)
( 1 .10 )

O I



de dornaine

D(4 ,6 )  :

Nous allons dér'nontrer
faisant

(  1 .11 )

clonc .4"6 est monotone.
ex i s te  ( t r , o )  €D(A"s )  t e l

( 1 .15 )

V,6  x  V"6 i  Ar , ru  e  L2(Q"6)  e t

O,uh I e-tt:-ta,rff),r,

,  0u  - r  - r  0u ,  ^
\ o tB  

A*  
t ,  ' T l  ' an  

Az t )n t :  
U  su r  Qe6  X

Ie Théorèrne 1.1 pour des données initiales u!u.,,

{u2u, r , " t  a , r }  €  D(A"6) .

{ ( , , , )  
e

- 0 sur â,9"6, l

r11r\' 2 t J

et urr6,, satis-

Il suffira ensuite d'utiliser un argument de densité pour obtenir la démonstration de ce
théorème pour des données initiales vérifiant (1.8). A partir de maintenant, on suppose
que (1.11) a l ieu. Posons

(1 .12 )  Z  :  ( r r6 , r , u ' "6 ,n )  e t  Zo  :  (u2a , r , " ! a , r )

alors le système (1.5) devient

(1 .13 ) I t' * A"aZ -- 0 dans (0, +oo)

I  zfol : zo.

Pour obtenir I'existence et I'unicité de la solution de (1.5), il suffit de démontrer que
(1.13) possède une et une seule solution. En vertu du théorème de Hille et Yosida
(cf. [2]), il suffit de démontrer que l'opérateur Ara est maximal monotone.

Montrons que ,4.6 est rnonotone. Soit (u,r) € 2("4"6). On a

br',2 dz
( i . 14 )

( / " 0 ( 2 , t , ) , ( z , u ) )  :  -  
[  u { A , , , , t 1 } d . ,  +  [  u { A , , , , t 1 \ c l z }

J e . t  J e . t  
r

*  
, n , o

: I bu2d,
J  e . t

>0

à montrer queI1 reste
que

pour tout (,. f  ,g) e V"6 x ,t2(C),6), i l

:  ( . f  ,  g ) .4 , 6 ( u . , o )  f  ( t r , ' u )
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En vertu cle

(1 . i6 )

(1.i5) s'écrit  encore

cl'oir I'on cléduit

(1 . i7 )  Au,nu+(ô+1)u:  s+(b+1) / .

Comnre on cherche (u,,u) dans D(A,a), u doit vérif ier en plus de (1.17)

la définition de I'opérateur A16,la relation

[ " -u:T
lA" , r r+(ô+7)u:s

( 1 .18 )

Grâce à la théorie des équations elliptiques (voir par exemple [12]), on sait que le
système constitué par (1.17) et (1.18) admet une seule solution; ayant ainsi obtenu u,
on obtient tr en utilisant la première équation de (1.16). En outre, ia deuxième équation
de (1.16) nous permet d'aff irmer que A,,ru € L2(Q,6\ donc (r,r) € D(A"6). Nous
avons ainsi établi que I'opérateur A"d est maximal monotone; donc (1.13) possède une
seule solution sous I'hypothèse (1.11) et par suite (1.5) possède aussi une seule solution
?116,,, €t cette solution vérifie

(1 .1e) { r t "a , r , r r ' , ,6 , , t }  €  C( [0,  * - [ ;  D(A,d))  n  Cl ( [0 ,  * - [ ;  V,6 x  12(C] .6) ) .

\.4aintenant, nous supposons que z!u,o et ulu,, vérifient seulement (1.S).
L'opérateur A"6 étant maximal monotone, son domaine, D(Ar6), est dense dans

V"6 x Lt(Qra); un simple argument de densité permet de conclure que sous I'hypothèse
(1.8), Ie sysflp" (1.5) possède une solution unique ur5,,,  et cette solution vérif ie (1.9);
ceci achèr'e la preuve du Théorème 1.1. !

Lorsque la condition (1.8) est vérifiée, l'énergie du système (1.5) est donnée par

u€Vra

@,uh* e -r  ?t- t  aosft)r ,  :  o sur ô,9"6,1

@rufr r e-t,t-1assff)nr: o sur .,€6 t t#t

(  1 .20  ) 8,6,,tft) : +{1",,I t i ,o,rQ)12 rtz * l lu,6,r(t t l l3r, ,  
) ,

I

E', t , ,u$) :  -  
|  b l r r ' . r , , ,1 : . t )12 d: ,

J  e " , r
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vr>0.

oir  l l . l l "6.u est  déf in ie par (1.7).
On établit facilement le résultat suivant

Lenrme I .2.  L 'énergie 8"6.,  décroît  auec le ternps; plus précisément.  on a

( 1 .21 ) vr>0



(1.22) E"a,r(S) - 8,6,q(T): 
l :  ln.ol lu '"o,rQ,t) l2dzdt 

V0 < ^9 ( ? < +oo.

Soit Às une constante strictement positiveet indépendante de €r6,e telle que pour
tout u e Vrd

(1.23) t @fdz=+lv",, l ' .
J  Q . t  ^ 0

où I'on a posé

(r.24) lv ",,1' : 
fn.,{""t## i 2e-tr-r""r##, * e-2r7-2arr##}r=

Remarque 1.3. Une telle constante )s existe; en effet, on peut prendre

(1.25) ^o: @- où co désigne la constante de Poincaré.

Ona le

Théorème I.4. On suppose qu'en plus de (1.3), a etb uérif ient

(  zû S a(ar,az,g) presque partout d'ans R2 g - 
T,Tt(1 .26)  {

[  ô :  2À0 .

Alors l'énergie du système (t.S) uérlfie

(1.27) E,a,q(t)  < lexp(I -  ^0t) lL"6,n(0), O, - 
+

Preuve. En vertu de [8] (on peut aussi consulter- [10] et [15]), il suffit de démontrer
que pour tout ^9 2 0

*oo

(1.28) [ 
",6,rft)at3!n"e,,,(s).tt ^o

En effet, si I'on a (1.28), on en déduit

dt î -  .  . rj .  le rp(ÀsS) I  E"o, r ( t )d t l  <  0
d r l  t ,  I

a to+



d'où I'on déduit
*oo *oo

f f
I E,a,r!)dt < erp(-)ss) | 8,6,rft)dt

tt tt

et appliquant (1.28) à cette dernière relation, on trouve

*oo
r - l

(1.29) I  E, t ,n!)dt  < ferp(-ÀoS)lrE o,o(0).
tt ^o

Comme 8"6,, décroît, on sait que

(  1 .30)

Combinant (1.29) et (1.30), on obtient

* " " * " *  * )

+oo
I

I

J

(  1 .31 )

d'où l 'on déduit (1.27).
Maintenant, procédonsàladémonstrationde (1.28). Soient 0 < S < 7 < +oo.

N4ultiplions la première équation de (1.5) par u"6,n et intégrons par parties sur
f)"6x],9,7[; i l  vient alors

I

E,s,q(S +,  )  <  [erp(- ) ,0^S) ]8,6,?(0)  V.9 > 0
^ 0

(1 .32)

{ '

1 , I T T
ut,6,r , r ,6,rd.r l  

" -  [  [  lu 'u6,r l2d,zd. ,  *  
|

'  
l s  J  J e , t ,  

' " 1 ' t '  

s
T T
1 1  ^  f

+l l  o ' lu ,6, r l 'zdzdt+ l
J  Je . t  J  Je ,o
ss

j r  I r  r  )
u',6,ru,6,rdzl + |  I  |  { lu '" t ,r12 dz + lY,, , tu,a,, t l t  + o'  lu,n,r l '  \a :  I  a.t+

l s  d  
( J Q " o  )

T T
f f f f

+ |  |  bu'"u,ru,a, , tdzdt:2 |  |  lu ' ,d,r l2d:d. t .
J  J Q . t  J  J { l , t
ss

lY  , , , rLr6, r l2  dt+

btL t ,6 , ru ,5 , rdzd t  :0 .

Tt '
Ajoutant le terme 2 / | lu'"ai,,rl2dzdt aux deux membres de (1.32), on obtienl

J "  J  Q 'o

(133)  

{ ' '
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En tenant compte de la définition de 8"6,n, on déduit de (1.33)

T
l r  r  r

u|5,ru,6,rdzl  +2 |  |  l " ' "a,r l2dzt t . t -
l . s  t ,  t n ,o

T
f 1

- 
|  |  bu'uo,ru,t,rdzdt.

J  J Q . r
5

11

r '
, 

I ",o,rrt)dt: r',o
s

:  
* ln",{ l""u,rç" '  

s) l '  -  lu"a,,("" '}o'

= ̂ ,  
ln"r l r ,6, r (2,  

s) l2r tz

a 
*  ln,uo" l r "a,r ( r ,s) l2dz.

Or nous avons par (1.22) et (1.26)

(1 .34)

(  1 .36  )

(  i .3e  )

(1 .35)

et

T

2 |  |  lu ' , t , r l2 t l :d t :
J  J Q . s
s

blu'a,rl2 dzclt : !(a,o,(s) - E,a,n(T)).  , , , . , .  
À 6  

.

T

"!L,
I-|l.^

^5

btt'r6,ru 
"6,rdzdt

Posons pour tout f ) 0

(1 .37 )  I ( t )  : -  /  u ' , 6 , r ( z , t ) u ,6 , r ( z , t ) d , z ;  X :X (? )  -X (S ) .
J  e , o

Utilisant une inégalité de Young, on obtient I'estimation

(1.8s) l I ( r ) l  =+ [  l tL ' , r . r (z, t ) l2r lz.+ [  W,a,,(z, t ) l2cr:z , to  Je , t  -  Je .n

et en uti l isant (1.23), on déduit de (1.38)

l r ( i ) l  = + { l r " , lu ' ,6, , , (z, t )12 
dz* lV.ou.6,r( t ) l '  } .

Combinant (1.37) et (1.39) on trouve

1, , ! r ,n (  : .  S)12  c I :  *  lV . , ,uu6. , r (S112 ) .
)

U U

(  1 .40  ) l-\ l  < *u.0,,,tr, * * {1r.,



Reportant (1.35)

l,l '
ls

cl'où I'on déduit

,  (1.36) et

"a,r( t )dt  
<

(1 .40)  dans (1.34) ,  on obt ient

f 
(4"u,,,1s) - E"a,,t(T)) + f 

r. a,r(T)* f ""r,r1s;

*" "u , " '

. 
fr,r,n1s; 

vo < .9 ( ? < +-.

8"6,,,t(t)dt t 
*r,u,rrt, 

V^ç > o

( 1 .41 )

T
I

I  8"6,q( t )d t
J
s

*oo

s

I l  découle de (1.41) que

(1 .42 )

ce clui est la relation (1.28) annoncée et la preuve du Théorème 1.4 est terminée. !

Remarque t.s. Au lieu de fixer 6 égale à une constante dans le Théorème 1.4, on
aura,it pu 1,- choisir 6 comme une fonction bornée, strictement positive et périodique dans
les directions !1 et yz; le choix que nous avons fait a pour but de simplifier l'écriture
clu ta,ux de décroissance de l'énergie; dans chacun des deux choix de b, le taux de
décroissance de l'énergie est indépendant des trois petits paramètres e , 6 et 4.

2- Premier résultat de convergence: homogénéisation (e --+ 0).

Da,ns ce paragraphe et les paragraphes suivants, a et b sont choisis comme dans le
Théorème 1.4.

Dans ce paragraphe, nous allons faire tendre 6 vers zéro et nous étudierons la
sbabilisation du problème limite obtenu. Pour ce faire, nous aurons besoin du résultat
suivant

Lernme 2.1.- a) (cf. l5l) Pour tous e > 0, 6 > 0, iI eriste un opérateur d,e
pro lon,gement  Q"6 € L(Hk(Q"6) , f IÈ(çr )Xfr :  0 ,7)  uér i f iant :

(.) Q,6u : L) d.an-s f)"6,

@) l lg"or l l1 ,1o;  S c l lu l l ; ,1o . , ; ,

( .y )  l lVS,or l l t rz lo ;1s (  c l lVu l l1 l ,1ç.0y1 ' .

b) (cf. l4]) Pour tou-c e > 0, 6 > 0, il eriste ttn opérateu,r d,e prolongement

P ,d  Ç  L (L * (0 ,+oo ; f / f r (C t .o ) ) ,  Z - (0 .  *oo ;aÀ1s l ;1 ;1 f  :  0 ,  1 )
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t e l  que  pou r  tou tgc  €  , - (0 ,+oo ; f /È ( f t "6 ) )  auec  a '€  , - (0 ,  *æ;L2 (Q"a ) ) ,on  a i t :

( i)  P"ap - g d,ans f).6 x]0, *æ[,

( i i)  P,6(9') :  (P"aç)'  i lans f l .6 x]0, foo[,

( i i i  )  l l  p" 6pll  z,- 1o,aoo; r, (o)) < cl |  9 l l  ;-  1o,roo;.12 (o"6))

( iu ) llv P 
" 6P | | r, - (0, + oo; I r, (o )] " ) 

< rllv çll r- ( o, 1 oo; [.02 (a " o )] 3 )

(o) l lP,aç' l lz,-1o,1oo;r,(o)) < 
"l lç '  l l r-(0,+oo;12(o"o))

oit c est une constante positiae indépendante i|e e et 6.

Supposons qtrc u!u,, et u!0,, satisfont aux conditions suivantes:

I ll"2u,rll,u,, S I 
et E, - uor,, dans L'(tt) faible

( 2 .1 )  (  o

I l l" ]r,nl lr '1o"u; ( c et u!a,, - u|,, t  dans L'(O) faible

où le 
- 

désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie dans f,)"6 et c est une
constante positive indépendante de e, 6 et q.

Rernarque 2.2. On vérifie sans peine que z!,n est une fonction indépendante
de 23. De plus grâce au Lemme 2.7 et à (2.1), on montre que

(.2.2) u2,, € Ht (r)

et

Q"6uo"6,,t ^ 
*, dans H'(f)) faible
0 ( ô  )

otr
d(6) : lf;1, lYf,l est la mesure de Lebesgue de Yf,.

Donc
, , ' 2 , , , ,  / l : - ^ : - . r t t . \  ^o  "  ' c
l l aifilla'r.") S liminf llQ,arLïa,,t lla'rnl < 

;

où la constante c est indépendante de 6 et 17.

Théorème 2.3. On suppose que les ilonnées initiales de (1.5) aérifient (2.1).
Alor-' qttand e --+ 0 (auec q et 6 fixes), on a

(2.3)  {  
, ,0u, ,0 , ,  - , t t r6 , , t  d .ans t r - (O,+oo; I / l ( f i ) )  f  a ib le  *

I Pr&'"a,, - u'6,,1 d,ans ,-(0, +oo;.L2(fl)) f aibte *

oît

(2.4) u6,,, est ini lépend'ant d'e zs
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el u6,r, aérif,e

(2 .5 )

&aec

(2.6)

(2 .7 )

0(6) :  l y j l  :6 (2-6)

a(y t ,  Az, zs)dy 1 dy 2d zj ,

^  â 2 0 , .

0(6)u'f ,, - qt;iffi I aaut,n + b0(6)u'6,n : 0 d,ans {.rx]0, +ooI

uo,, :  0 sur ôa. '  x]0, +oo[
n

? I :

zs -(0) : l f :1 d,ans e
. " ' ' , \ ,  0 (ô )

, , 1 ^ *

u'^ -(o) : : i* da.ns uw, , t  .  
ap  )

1

t

J
1-t

I

,
f f

ctr6: I  I
J JY:
1"_ ,

" , r *  -* 6 , I  - u16,rdz3.

Les coefficients homogénéisés q6;[ sont d.onnés par

(28) qo;l:- 1",{",uWt,t- '\ospffi\ay,ay,ay,
et les fonctions wln sont soluti ,ons du système

- atoTYY - rt-t o^,rI!E - n-L a 
Ô2w6"t

' oAfl g oAfls 
3P 

ôAW 
-

(2.e)
- n-2 ^sW : o d'ans li

Preuve. Comme l'énergie du système (1.5) est décroissante, i'on déduit de (2.1) que

1".,,W *n-'oti#flni:0 sur rfi ir{t "l-i, it\
-ô;' + yo est périod,i,que en !1 et !2, 

lrrr.*' 
* y,)d,afiUzdyz : 0.

l lu'ra,rt l l  z- (0,+oo;.rrto"r)) S Ï

l lur . , r l l  r - (0,+oo;n, tn"ol l  S Ï
, , 0 u r 6 , ,  u  c
l l - # l l L - ( 0 , + o o r l 2 ( Q " 6 ) )  t  

U , r '

(2 .10)
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ou c est une constante positive indépendante de e, 6 et q.
Grâce au Lemme 2.\ ,on sai t  alors qu'àune extract ion de sous-suite de {e},  o1

(2 .11) I  P,ou,u,,  ̂  ,u6,r dans ,-(0, +oo;f i l( f l)) f  ct i t t le *

I  P. r "1o,o -  r l '6 ,q  dans L*(0,+oo; , t2(Cl ) )  . f  a ib le  * .

on déduit de (2.11) et des deux dernières inégarités de (2.10) que

(2.12)

Dtautre part, comme u.,6,, :0

u6,q ne dépend pas de 23.

ô  ,  1  1 .
sur  du. r r . . |  - ; , f  Ix ]O, f - [ ,  on a en ver tu de (2.11)

(2.13) u6,,1 : o sur âc-r x]0, +oo[

ce qui est la deuxième équation de (2.5).
Nous avons ainsi démontré (2.3), (2.a) et la deuxième équation de (2.5)

sous-suite extraite de {e}. Il nous reste à vérifier qle u6,rt vérifie les auires
de (2.5) .

Posons

(2 . r4 )  o " ,6 , ,  :  onu9# ! t . ,  - ,  - ,  Ôu ,6  n
0zB  

*e ' q ' an -A ; '  i : 1 ' 2 ' 3 '

En vertu de (2.10) on sait que

(2.15) l l " îo,r l l r . - (0,+oo,r , , (a"o))  S

de sorte qu'à une sous-suite extraite de {e }, on a

j 16 ,n  -  od 'q  dans  , - (0 ,  +oo; .L2( f l ) )  ,a ib le  *  .

Pour déterrniner l'équation satisfaite po, o!,, , nous allons adapter la
Caillerie [3] qui est basée sur un choix appropriée de fonctiols tests dans
cylindriques. Soient (p € D(Q), u € D(10,+-[); posons

u(z, t ) :  (  
I r ' "  ?( : r , :2 ,s1ds)uf t ) .

Multipliant la première équation de (1.b) par equ et intégrant par
0"6x]0, f-[, on obtient après quelques calculs

6

pour une
équations

technique de
ies domaines

parties sur

(2 .16)

(2.17)

too *oo

€?? t I P,orr,u,,,tr"1(f)"6 )d:t]t t ett t I a:'r!Arar+
1 Ja J Jç " U:n
u 0

*co
1 f
I I 6'r"'' gudzdt+

J J A
t t

+oo
1 f

t  eq I  I  eî  P,61r,6., , t t rX(f ls6 )cl : t l t  *  u7
J  J A
0

*oc

f f
I  I  bP"^u'.6.,,rr ' \  ( f2.5 )r l :r/ f  :  0

J .ta
0
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ou
Le

X(f).c) désigne la fonction caractéristique de f).6.
passage à la limite dans (2.17) donne

(2 .18 )

d'où I'on déduit

(2 .1e)

+ôo

I I 
"0"' '  

ourl:t l t : o
JJa
0

ot ' '  :0.

I4aintenant, si I'on prc'nd ç € D(w), u e D(]l,+oo[) et que I'on multiplie la première
équation de (1.5) par p Q u, des caiculs simples montrent alors que

*,ro *oo

(2 .20)

f f f r â , n

I I p,o",a,,tpu't y(ç1"6)dzd.t -t I I ;"J" {udzdlt
J  J a  J  J a "  d z o
0 0

*co *oo
f f f f

+ | I  n'P,5u,6,rt2uy({1,6)dzdt * |  |  bP,6u',a,,tpuX(Q,ùdzdt : 0.
J J ç J J A
0 0

a, poul6 fixé et e tendant vers zéro

r(O.a) - d(6) dans ,-(f |) . f  aible *

et pour presque tout z3 af - +,;t

[  " ' * ,0 .a  ) ( : )  :  (ax ( ) '6 . )X  
ï ,  ï ,  

r t ,

I  
t '*toi lx:,ï , ' r) - 

|  
trrr,u2,z3)dyr, la, dans , '"(R2) faible *

t t ;

Puisque I'on

(2 .21 )

/ r r.))

(2 .23  )

le passage à la limite da,ns les trois premiers termes du membre de gauche de (2.20)
s'efièctue sans difficulté; pour pa,sser à la limite dans le dernier terme, on remarque que

+oc'
f f
I I bP,6(ti.6,,,)çus(Q,5)dzdt

J  J A
0

*oo
f r

:  I  I  b(P"6u"6, r ) 'pr \ (Q,6)d:dt
J  J A
0

too
f f

:  -  
|  |  bP, t , t l . .h , , t?ù t \ ( f l . r  )d :d t

.t J{t
0

1T



cl'oir

(2 24, 

{

Passant maintenant à la limite dans (2.20), on trouve

*oo *oo
f t ' f t '

l i+  |  |  bP,6(u ' "6 , r )çuy(9 ,6)dzdt : -  |  lb "o , rpu t0(6)dzdt€ ' u  J  J a  J  J n
0 0

* ir
: I I bu'u.,9u0(6)dzdt.

J  J A
0

(2 25) 
I

too +oo
f f f f - â , n
I I u6,rçu"0(6)dzdtt I I "*'it-udzdtlJJnJJa "dzo

0 0

*oo *oo
f f f f

+ I  I  oouo,rgudzdta |  |  b" '0. ,9u0(6)dzdt:0.
J J a J J a

Il découle de (2.25) que

t
(2 26) 0(6)u'|,, - 

*( | "t 
'Orr) + oouo,,t * b0(6)u'u,, : 0 dans a, xl0, *-[.

_ 1

u,
Maintenant, nous allons identifier le terme 

J. "!'att, 
o : 1,2. Nous allons

procéder coilrûre dans [6]. Posons 

-t

( 2 .27 )  u ' oQ1)22 ,23 ) :  eu6 ;n (? ,? , r r )

oir tt'|'r est définie par (2.9).
Définissons le prolongement de æ! à IR3 par

(2.28 ) R" ui(21, 22, 4) -  -  za t  eQ'l f  t rr | ' t  *  y,)( ï  ,? ,  t ; l

oir Q" est l'opérateur de prolongement introduit dans [5], (voir aussi le Lemme 2.7 ).
Introdrrisons €:'l € L2 (yî) défini par

(2.2e) t6;;'tu): atj+# +n-'",jffi
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et posons

(2 .30)

On vérifie que

(2 .31)

Grâce à (2.28) et (2.30), on montre que

t!; ' Q) : to;;' (ï, ?,,r).

]W+e-'1n-' \W} :o dans r).

(2.32)

où les f;fi """t 
les constantes de la relation (2.8)

Soient I € H](u), u e D(10,+oo[). Multiplions la première équation de (1.5)
par (?cwi)ç g u et intégrons par parties sur fl,5 x]0, f -[; il vient

lO'r-, 

- -zo dans frr(0) faible

1 [ t':{d,t - -nt;i dans tr2(f,}) faible

t-à

+oo
f f
I  I  P,6uu6,r(R' .2)gr"

J  J a
0

too

-r f  f  -rt .n A-' 
J Jn6ï""'* An(R"wi)udzdt-r
0

*i r, -- .)
+ |  l^ lae P"6nu6,r(R"wi)qux(Cr"o) *  bP,6u!6,r(R' . | )vuX(0.;)Jdzdt :  O.

. l  J a \
0

too
| f â

y(Q"6)dzdt * I I 6"u' ' '  i-(pR'.i)udzdt*
J  Jn 'ozp
0

(2 .33) r  ^ - l -- r c  t l

Multipliant maintenant (2.31) par tpuPr6uu6,, et intégrant par parties sur f)x]0, +oo[,
on trouve

(2.34)

( ,Soustrayant

(2 .35)

+oo +oo

t [ 7"0,r ô9 ,,
J Jr,o0 ôzu-P,au"a,ndzdt + 

J Jatii fi(r,u",t,,t)(pudzdt+
0 0

+oo

r e-r n-' I I t* firr"ou,q,)çud'dt : s.
0

.3a) de (2.33) membre à membre et sachant que
-F oo

â- 
I l"{r:{ f,ro,uu,e,z) *,-'n-'(zoi' f,{o,uu,a,,)\'pud'zdt+
0

*co
. A \

. I lr{r 'uu" fiw.z) + e-rn-r æo'*tn'w)\eudzdt:0
0

l e )



on obtient

(2.36)

l-oo +oo
r  f  _  É \  , ,  / ^  \ ,  7 ,  .  f  f  - r s . r ' ôç
I I P,u",t,t(R'?x'.')pu" x(Q"a)dzdt * I I oï"' ( oL)(P-'ui)utlzdt+

J  Ja  J  Jç '  ozp
0 0

*oo

+ t [^{o'  r ,ou"s,n(R" w")çux(Q,a) -f  bP,6ut"6,r(R' uZ)pux(f).0 t \  arat-
J  J a \
0
+co

t [ 7,u,, ocp ,,D -., - s-s+ - ^- 
J 1n€ïo-' A-*uP,ou..a,,tdzdt 

:0'

Passant à la limite dans (2.36). on obticnt

(2.37)

Intégrant (2.37)

+oo +oo r
f  f  .  f  f  f l  6 . , ,  , 0 ç
I I uo,rr,pu"0(6)dZdt - I I ( | o'o"'rlz3) ^Lz*utl2dt-

J  J .  J  J r J - t ,  "  0 2 0
0 0

+oo
f f r , I
| | 1a6rtr6,rt * b0(6)u'6,rlz"pudJdt+

0

too ^
I  I  t . n o Q

J J-qi' i f iu"o,,+2dt: 
o'

0

par parties et utilisant (2.26

*oo 7
l '  I  l ' 2

I  |  |  ,o lqd4eud|d t -
J  J @  J  _ +

), on trouve

+oo

t  f  6 . , 0u6 , , t

J J.d:;f i*ua'dt: o
0

(2.38)

d'où I'on déduit

(2.3e) fi oor,0", : q*']YJt.
J  - ;  

'u "  
0= ,J

Combinant (2.26) et (2.39), on obtient Ia première équation de (2.5). Pour terminer la
preuve du Théorème 2.3, il reste à montrer que

(i) les deux dernières équations de (2.5) sont vérifiées

(ii) toute la suite {P"..u"6,,t} converge lorsque E tencl vers zéro.
Montrons (i).  Soient p €D(a), u eD(10,+-[). l t4ult ipi iorrs la, pr<,rrnière écpration cle

T4



(1 .5)  par

(2.40)

( ,  4 ) \

(2.43)

ç I u et intégrons par parties sur f)"6 x]0, *-[; ii vient

t f  " - : -  \  /  l " : -  \  
* i f

-  (  |  u to . ,pdz ) r (0 )  +  (  I  "2u . , çdz )u ' (0 )  
+  |  |  P 'o "e6 , r tpu ' t v (Q ,a )dzd t+

\ J0  - " ' ' '  t  v Ja  ,  
I  Ja

*oo

.  f  f  - ,a . ,09+ J Jn i "' a;u,I'at+
0

*oo

+ t [^{o" 
.,0n.5,,,çcu1'(f) ,t) * bP"6ut"a,,tPDX({1,ù}arat : O-

J  J a r
0

Passant à la limite dans (2.40), intégrant le résultat obtenu par parties et utilisant
(2.26), on obtient

(2.4r\ I-( l-uî:'oot)'tol *(l '
\- ' -- l  

[  * r tr l  (  1., 'u,,{o)çdz)uQ)

d'où I'on déduit aisément

uo6,rçdz)r'(0) -

- 0 .

d(6) ( I,,u,,ror*dz) 
u' Q)+

\4aintenant montrons (ii). Si I'on montre que le système homogénéisé (2.5) possède une

et une seule solution, alors, pour toute sous-suite extraite de {e}, la iimite de {P.oz"o,,r}
sera solution de (2.5); donc la suite {P"otr5,n} aura une seule valeur d'adhérence et pa,r

conséquent, toute la suite {P,6ur6,r} convergera. Pour établir que (2.5) a une seule

solution, il suffit de démontrer que l'opérateur -!A*'Âfi, *rcoercif. Pour ce faire.

on remarque que les qf'fi sont encore donnés par

f,,,,ro) :fu
[,,;,,,ror :ffi

,  Â " , ,  ,
n o ? r ' ô :  ' ( . y ) .

75

+,t-' * -,,W#\ dv fiv 2ctv s +

*,t-2 attf f#\ dy 1 dy2,Iy j .

I n*',: : t {n ,,0:'*"'g
) " '  

l y ; l  
) r '  7Y t  } a r

I r ( ' }to!'tatoo'

[  
*  

l , {r7-r ' , , ,  ËA"

{h1.h2}  e IR ' .  PosonsSoit /z :
u (11 ) :



(2.44)

d'où I'on déduit, comme dans [1] qu'il existe une constante strictement positive 7
dépendant probablement de r7 et 6 telle que

(2.45) f; f tr,nu ] thoho pour tout h e lR2

ceci achève la preuve du Théorème 2.3. !
Maintenant, nous allons étudier ie comportement de u6,r lorsque f tend vers foo; on a

Théorème 2.4. L'énergie d.u sgstème (2.5) donnée par

Il vient alors

(2.46)

r r  4Â)

cl'oir I'on

(2.4e )

r n-' o,, 
##\ 

d,y 1 d,y2d,y 3

E6,,tQ) :; 
l_{i/1d11u'0,,çt)1, + ,';iwy# ! a5lu5,,(t)1"\az

aérif,e

( Eo,r(t) < Eo,r(o), vr > o
I

(2 .47)  {  r  f  r_

I  
uo,rtt) < 

lerp(t 
- 

", 
)] Ea,,t(O), Vr 2 

"o; 
To:

Preuve. On multiplie la première équation de (2.5) par u6,q
part ies sur ux]S,?[; on obtient

dédu

I
t

Jî+ +
4Ào

et on intègre par

f  I ,T  T f
06) I u'6,ru6,rdzl - I I eçd11"'u,rft)l2dzdt+

Ju t  lS  t r  t .

T T

,  t  [  - t , ,0u6, r f t )ôu! ,n1)42&+ [  [a6fu6, r , l2dzdt+- 
J l-'t 'g azp dzo J Ju

I I

+ 0(6)b |  |  d6. , , tL5, rd |dt  :0
J  J -
c

T T
r  r  1 ' t '  27 r ,  ,

2186,, , ( t )c l t : -0(6)  |  u '6,rua,rd; l  +;  I  I  ue1dy" 'o.r1) l2dzat-
J  "  J -  l s  o t r  t -
t  

Tr-0(6)b I  I  u 'n,rua., ,didt.
J  J u
D

/ l J



Etudions séparément chaque terme du membre de droite de Q.a9).
D'après (1.26) et (2.22), on a

(2 .50  ) a6 > 2^30(6)

et on vérifie sans peine en utilisant une inégalité de Young que

t  f  1 " ,  ' l
( 2 .51 )  l - eO  l u ' 6 . , u6 , rd21  lS - ; .  (Ea , r (T ) *E6 ,n (S ) ) .

r  Ju  J  , l  
-  

{ 2 ) s '  
- '

D'autre oart. on a

T
) t ' f ^ ' l
;  I  I  be(6) lu ' ,u. , ( t ) l ' ,d2dt:  ?(80,, , (s)  -  86, , t (T)) ,  (puisque 6:2)o)
o J  J -  ^ o

(2 .52)  {  
'

-0(6)b 
| 1"u'|5,,u6,,d.2d., =9# f_ouluo,r(il l2dz < fur,r{si.
s

Reportant (2.51) et (2.52) dans (2.49), on obtient

T
f  ^ / r J - A

(2 .53)  2  I  E6 ,n ( t )d t< ] i r j 86 ,? ( .9 )  V0<^9<?<+oo.
tt z^o

Faisant tendre T vers foo dans (2.53), on trouve

*oo
f  . / ) . + 4

(2.54)  lnu,r l t ld f  <#Et , r (s)  v .9>0
tt +^o

d'où I'on déduit (2.47) et la preuve du Théorème 2.4 est terminée. tr

3- Résultat de convergence sur l'épaisseur du grillage: (4 -+ 0).

Dans ce paragraphe, nous allons faire tendre le paramètre ry vers zéro dans Ie
s]'stème (2.5) et nous étudierons l'estimation de l'énergie du système limite. Le résultat
suivant sera utile pour la suite

Proposition 3.1. Si w6"t est la solution d,e (2.9), alors lorsque q --+ 0, on a

(3.1) u;! ' t  ̂  *o dans Ht(Yil  f  aibte

o,) .'1 e.<t trne fonction ind.épend"ante d"e ys aérif,ant

( lro6" e W(f i)
(3 .2 )  1  t  /  a$a , rp rô . *  ôp  r ^ .  r . ,

I /,, 
(attt - Ïf )7r, fida'au' 

: o vç e w(Yi)

- -



aaec

(3.3) W(Y;) :  
{1,  

e HL(v\ ; ;  ,h est  Y -  pér io i l ique et  [ . . - r t ,ooravr:0\ .J \,:

Preuve. Multipliant la première équation de (2.9) pa,r tt'|'1 * Ao et intégrant par
parties sur )i (sans faire de sommation sur a), on trouve

| |,,{",-Wry# + 2,t-'1 ",,Wry# *,t-2 nt,(#2\,rv1,rv2,tv, :
( 3 . 4 \  I  " o  

- a |  
- u '\" / 

I 
: - lr,{",-W +n-'"*+#\dv1dv2dv3

d'où l'on déduit

(
I mlly "w!, lll,., 1y_ y1"

( 3 . 5  )  {  
' t

t
où on a posé

(3.6) y 2w6^:q : P?*' . P":l er y ,.2., : (y 2ru6o:n .,1-', M: ).a  -  \  
0 y ,  

,  
ô y z  

t  ' "  ' q * o  *  i * c r '  . ' ,  
} l J ,

Il découle de (3.5) que

ll7 rro;, llf", <v; r" = 
tl#

117

l lvr}ol l1",1y;;1, r 'o'1 {6 .
?'17

< M JEù{ l lvr,r* ' , l l1r,1y;;1, + , i- '  l l f f i l l  r, ly-y }
< 2 M \/0(6)l I Vn r"l 'n | | 1r, 1y; 11'

(3  7 )

et en vertu de (3.7), on a

(3 .8)

Puisque wod't + yo est de moyenne nulle sur $, il existe, d'après I'inégalité de
Poincaré-Wirtinger (cf. [2]), une constante positive c indépendante de 4 et pouvanb
dépendre de 6 de façon bornée telle que

(3 9) l l -u; '+ v, l l  L2(y;,)  S cl lvto|"111r,,1y-;1".

Cornbinant (3.8) et (3.9), on trouve

2^r J0$)
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(3 .10) l l r * ' l l  L2(v ; )
t17.



Donc, quitte à extraire une sous-suite de {r7}, on a

(3.11)  .6 ; '  ^ .6 ,  dans H' (Yi l  fa ib le

et en vertu de (3.7), w6o ne dépend pas de y3. Maintenant, nous a,llons montrer que (3.2)

a lieu. Pour ce faire, nous allons une fois de plus utiiiser la technique de Caillerie [3]
basée sur un choix approprié de fonctions tests. Soit g € H;",(yi) avec

( )
H;".Qil:  

{,4 
€ f l t(y6.); ,h est Y -périodioue}.

Posons 
f y3

, l r(ar,  uz, !Js) :  
J _, P(ar, v2, s)ds

et multiplions la première équation de (2.9) par qrb puis intégrons par parties sur )j;
il vient

f r Aw6"1 ôrh , ^ 0.*, . , _ ôw6"t ôrh -, 0w6"t 'l
(3.12) l r.\r"^,,1i fi+ ""'ff io* "',Ë fi+r-' "*ffiv j dvldv2dus : 0.

ce qui se réécrit

(s.13) ln,{",,W*,r-'o,r W}vau : - lr,{,,o.,,W#. ",rry#H}*
Passant à la limite dans (3.13), on obtient

1 r 7u!l -, }u!n 1(3'14) I:y, Jr;\'^,'ffi 
+ q-t att-di |vda : o ve e H)"'o[)

donc

(3.15) ".,r+# t \-'nrrff 'o dans L2Uil faible.

Maintenant, multiplions la première équation de (2.9) par tp,, @ e l\t(l'1)), et intégrons

par parties; il vient

(3.16) In.{".,,,##.rt-'\att,W#\or:o
ce qui se réécrit

(3.17) [,,.{,,,, -r#)Ti#,n, +9}t .[rrr".,,Ti+ '7-l ",,w\ffa' :o-
r y i
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(3 .18)

Nous avons démontré la Proposition 3.1 pour une sous-suite extraite de {r7}; pour
terminer la démonstration il nous reste à démontrer que (3.1) a lieu pour toute la
suite {r7}. Si I'on extrait une autre sous-suite d" {q} et qu'on la note {?'}, on vérifie
facilement oue

f*to^'u 
- "t"Ïlu l##turdaz:0 ve ew(Yf)'

w!' i  ^ * 'a dans H'(Yil  f  aibte

une fonction indépendante de y3 et vérifie (3.18). On vérifie aisément que

/ _ (r$as. ,0(*u, - . ':) a@t" - . '!)_4rr4r2 : 0, (.0, _.,J) e w(y;).\ùt9 - 

"* 
) Ay1 

---û;

corrme l 'opérateu, -*{to-,u - %#)*\ est coercif dans lzV(Yrr) (cf. [3]), on

cléduit de (3.20) qn" ,f :.'J et par conséquent toute la suite {ru;'} converge; ce qui

Passant à la l imite dans (3.17) et ut i l isant (3.15), on trouve

(3 .1e)

où tof

(3.20)

achève la preuve de la Proposition 3.1.

Remarque 3.2. Puisque I'on a

(3 .21)

(o^,8 -

est

t,,

(3l 'utilisation de

!

avec ?: 1 donne

qo;i - - 
Ir,(o,B 

- 
Trr;dv,dv*(3.22 )

Théorème 3.3.

{ry} portr simplif ier,

(3 .23)

_-1 
"3 

d.ans Hl(w)
? - U

---.- ur6 dans L2 (u)
? l -0

Il eriste
telle ryte

T"
I"

une -co'u,s-sni,te ertraite d,e {q}, que nolls notons encore

0
6 , 7

1 *
6 , r t

faible

f aible

l '0,
I "i'''

-----+ u6 d"ans L*(0, *oo;AJ(r)) faible *
?r*0

--1 r ld d.ans L*(0, *oo; rt@)) faible +
D - 0

(3.24)
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or't, ?16 est la solution d.u système

n t  c \  , t  ,  0 " t
aQ)u ' i - qLp^ .  * l aou tu z d z p

u6 : 0 sur âr,r x]0, +oo[
n, , :

ur(O) - .;+ d,ans u)" \  /  e@)
, rl^

u'^(0)
aQ)

* b0(6)u'o : g d,ans a.' x j0, +ooI

(3.25)

aaec

(3.26)

(3 .30  )

Grâce à

(3 .31  )

q6,B: - 
l"r(o,B 

- 
ry? u*urdvfiaz'

Pour démontrer ce théorème, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemrne 3.4. Il eriste une constante strictement positiue 7 indépendante de r7 telle
que

(3.27) qo;f h,hp 21h,ho Vâ e IR2.

Preuve. Nous allons procéder comme dans [7]. En vertu de (3.22) et (3.26), on sait
que

(3.28) qu;â ----- qo*,t

cle sorte que
qu; l :q6"p+A6; i

atrec

Qo;i----- '0.(3.2e)

D'a,utre part, on sait qu'il existe une constante strictement positive k dépendant
probalrlement de 6 telle que

f,ph,tru > khoho Vlz e R2

(3.29), on sait qu'il existe 4s tel que

,  ^ h  , , ,  Â '

r l l t l s -W; ' ô l  < ,
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qu;f h,n u : u6o Bh,h u + Qo;lh "h B
o 2

>tchoho- : t lh " l | , lhe lô7 |
k

>  k h o h o  -  
, h " t  "

h
,  

, h " h "

ce qui établit ie Lemme 3.4.

Esquisse de la preuve du Théorème 3.3 Grâce à (2.1) et à la Remarque 2.2, on

sait qu'il existe une constante strictement positive c, indépendante de 6 et 17 telle que

(3.33) I ll"2,,ll16o1 < 
"

I ll,];llr,@t I c

d'où I'on déduit (3.23).
En vertu du Théorème 2.4, on a

86,,t(t) 1 E6,r(0), Vt > 0

de sorte qu'appliquant le Lemme 3.4, on trouve

d'où I'on déduit aisément (3.24).

Pour obtenir (3.25), on procède comme dans la preuve du Théorème 2.3.

Maintenant nous allons établir la décroissance exponentielle de l'énergie

système (3.25); avant de poursuivre, nous rappelons que

0(6 ) :6 (2 -6 ) ,  b :2 \o .

On a alors pour tout h e IR2

(3.32)

(3.34)

(3.35)

(3 .36)

I  l l"u,r l l l ,-10,100;H;t- lr s I

\  l t " ; , r l l r - (0,+oo;r ,ot t  3 I

!

du

L'énergie du système (3.25) est donnée par

Ea(t):t l.{t,,i)lu!(t) 12 + f.oWry* + atlrLtft)f\az.

On a le résultat de stabilisation suivant
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Théorème 3.5. L'énergie ilu système (3'25) aérifie

( na(t) s Eo(o), vt > o
(3'37) 

i u,,r, s leryQ- #llEo('), vt > ro' 
" 

: {'-n-;n
(  " " - L  l o ' J

La preuve de ce théorème se fait exactement de Ia même manière que celle du

Théorème 2.4 et I',on remarque que le taux de décroissance est le même que dans le

Théorème 2.4.

4 -Résu l ta tdeconve rgencesu r l ' épa i sseu rdesbar res : (6+0 ) .

Dans tout ce paragraphe, c désigne différentes constantes strictement positives

indépendantes de 6.
Ici nous allons étudier le comportement asymptotique de u6 lorsque 6 tend vers

zéro ainsi que Ia décroissance exponentielle du système limite obtenu' Pour étudier

le comportement asymptotiqu" dà u6 lorsque 6 tend vers zéro, nous aurons besoin du

lemme suivant

Lemme 4.T. It eùste une constante stricternent positi,ae q6 ind'épendante d'e 6 telle

que

(4.1) a6'Bh,hB 2 qslz.,h.- V/z e IR'2'

preuve. Montrons d'abord qu'il existe une sous-suite extraite de {6}, notée encore

{6} pour simplifier, telie que

(4.2) a-'q6,B + 8..9 dans R"

En vertu de (3.8) et (3.11), on sait qu'il existe une constante c strictement positive et

indépendante de 6 telle que

(4.3) l lr l l l r l t  Yi l  S 'Jo@'

Or grâce à (3'26), on a

(4.4) lqo,pl < rwo*{lo-,B - t#; z € {1, 2}\'/aott l l l" 't ';r '

Reportant (4.3) dans (4.4), on trouve qu'il existe une constante k strictement positive

et indépendante de 6 telle que

(4 5)  lq lBl  5 f rô
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d'où l'on déduit (4.2).
Admettons un instant le résultat suivant qui sera démontré plus loin

avec

(4.S) Qo,B - 0 dans lR.

On sait alors qu'il existe 6o ) 0:

6<60 *@t"01.? V*,Ê.

Soient â e IR2 et 6 ( 60. On a alors

Nous procédons une fois de plus comme dans [7]; on pose

O - t q 6 r p : Q . , | + Q 6 " 8

l co  >  0 :qoBhohB)  cshoho  Vâe  lR2 .

6-t q6. rhrh g : go Bhoh o * 
rQ6, 

ph *h o

2csh,h.-?PlnÀD,lnBl

)  cshaha - 
TO,O,

,- To,o,

,
ô' i- brrbrB

Q o l : Z b a Ê  -

, b T

1  -  a$430
0 t l 3 :  a -YB  -  - .

An

(4.6)

(4.7)

(4.e)

(4 .10)

(4 .13)

ce qui, sous réserve de la démonstration de (4.6), établit le Lemme 4.7 av, 
cs

zcQo :T .

Maintenant, démontrons la relation (4.6). Dans [6], D. Cioranescu et J. Saint Jean
Paulin démontrent que

(4 .11)

avec

(4.12)

En vertu de [3], on sait que

Il est facile de vérifier que

(4.t4)

fpo  >  0 :boBhohB2  Foh ,ho  Vh  €  IR .2 .

l aB :0  s i  a+P
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et

(4.15) 8rr:  
W, 

e22: W, 
6 étant la matr ice (b,B)

d'où I'on déduit que

(4.16)  Çrr  )  0 ,  8zz )  0

ceci achève la preuve du Lemme 4.1. !

Remarque 4.2. Puisque les coefficients qoB sont donnés explicitement, on vérifie
aisément que (4.2) a lieu pour toute la suite {6}.

Le comportement asymptotique de u6 lorsque 6 tend vers zéro est donné par le

Théorème 4.3. II eriste une sous-suite ertraite d,e {6}, que nous notons encore

{6} pour si,mplifi,er, telle que

( u2------ uo dans H[(a) faible
(4'17) 

I ,1 Ï r' itans Lz(a) faibre(  " d * o

(4.18) 6-toa ------+ ctro dons IR.
6-0

et

(4 .1e)

où u est Ia solution d,u système

(420 , {

I  
U"u 

â" 
i lans L*(0, *oc;nJ(r)) faible *

I 
r"; 

aju' 
d,ans L*(0,*oo; t'(r)) faible *

a ,  o2u
2u" - q"Bû * aou * 2bu' :  0 dans c"'x]0' +oo[

u :0  su r  ô t " ' x ]0 ,  +oo [

, , 0
u(0) :  -  i lans u

o r l
u'(01 -- :- d,ans u

Ies coeff icients qog étant donnés par (1.11) et (11.15).

Rernarque 4.4. Avant de démontrer ce théorème, nous voulons donner une
précision sur o6i en effet, si Ia fonction c vérifie en plus de (1.3) et (1.26)

aeC( lR2;r"" ( l  - ] , ]Ul

Ut)

(4.2r)



alors procédant de la même manière que D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin dans [6]
pour I'identification des qoB, on montre que

(4.22)

_  1  _ 1
2 2

_ 1

Preuve du Théorème 4.3. Grâce à (3.23) et (3.33), on sait qu'il existe une
constante strictement positive et indépendante de 6 telle que

I ll"ïll";r.,y < "
I tt,l ll7,p1 I c

a(At , ,yz ,4 )dy1dy2dz3

z z t
f ( f f )

ao:  l \  |  " ( t r ,0 ,ys )d t1a  |  " (0 , t2 ,ys )d t2 ldy t .J  ( J  J  )

(4.23)

d'où l'on déduit (4.17).
Nous rappelons que

(4.24)

(4.2e)

a6  1c6

(voir (3.37))

Ea(t) < Eo(O)

donc

(4.25)

d'ori l'on déduit (4.18).
. Puisque l'on a pour tout f ) 0

(4.26)

et

(4.27)

on déduit du Lemme 4.1

(4.28)

d'où (4.19) .
Il reste à montrer que (4.20) a lieu. Soient 9 e D(u), u e D(10, +oo[). Multiplions

la première équation de (3.25) par g I u et intégrons par parties sur @x]0,*oo[; on
obtient alors

1
2
r 1

a6: I  I
J  JY:

l o- t

Eo(0) = ; { llu16ll27, 1-1+ ll"3 ll'";r.,r }
et de (4.23), (4.26) et (4.27) qte

I l lt"ollr-(0,+oo,aôt.)) -( c

I t ta",6l l r-(0,+oo,r zp11 I c

*oo
f 1

(2 - 6) I I 6"tvu" dzdt +
J Ju:
0

+oo

| 1"6-,q6,pW!ff,ouor*
0

+oo

+ t [ { o-t oraus t (2 - 6\b6u\)çud,2dt : o.
J  J - t  

u ) '
0

86



d'où I'on déduit la première équation de (a.20). Grâce à la deuxième équation de (3.2b)
et à la première convergence de (4.19), la deuxième équation de (4.20) est satisfaite.
Montrons maintenant que les deux dernières équations de (a.20) sont satisfaites. Pour
ce faire, multiplions la première équation de (3.25) par g @u, avec a €D(u) et u €
D([0,+oo[), et intégrons par parties sur c.l x]0, *-[; il vient alors

Passant à la limite dans

(4.30)

(4 .31)

(4.33)

Le passage à la limite dans (4.31) donne

(4.32)

(4.29), on trouve

*oo *oo

uo

T

r  r  f  f  oua2 I I uçu"dzdt
tr. 

*!J-n"u#f^'dzat1
*oo
f  f  r  . )

+ 
J J_\"0" 

r 2bu' |teudidt 
: o

0

. f  r  - i r
- ( | uiçdz)u(o) + ( | "içdz)u' 

(0) + (2 - 6) I | 6"0çu" dzdt+
Ju: Ju to J-

*oo

t [ .-, ^ Ô6u6 
?, ,OUO.** 

J J,o 
-Qâe 

arB oro
0

+oo

+ t [ { o-' ortus t Q - 6\b6ui\çud.zdt : o.
J  J . \  '  " ) '
0

. f  r  - i r
-  (  I  " 'edz)u(0) I(  I  uuvdz)I) ' (O)+2 I  I  upr"dzdt+

JuJud t .

*oo *oo

* | l.n,uhff auor * I l.Laou + 2bu'\vudzdt :0.

Intégrant par parties dans (4.32) et utilisant la première équation de (4.20), on trouve

| 
-, 

l.ut ed.z)u(o) + ( l.uo çdz)u' (0)-

I 
- ,,/ u(0)edz)u'(o) + z( 

l,u,(o),ed,z)u(0) 
: 0

facilementd'où I'on déduit

(4.34) u l

T,  u ' (0 )  :
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ceci achève la preuve du Théorème 4.3.
Maintenant, nous allons énoncer et démontrer un résultat de stabilisation pour
système (4.20). L'énergie de ce système est donnée par

n
le

(4.35)

e tona le

Théorème 4.5. L'énergie E d,écroît et I'on

E(t) : I l.{rt"' tt)|, + ̂pWW + aolu(l l2jdz

- l
E(t) < ferp(l ,-  _ )]E(0),-  

T g '

a en outre

V t l r s  r s -
,Æ++(4.36)

4\o

Remarque 4.6. L'on remarque que le taux de décroissance de l'énergie E est le
même que celui de l'énergie .85 du Théorème 3.5.

Preuve. Soient S,T € R,0 ( S <T ( *oo. Mult ipl iant lapremière équation de
(4.20) par u et intégrant par parties sur trx]^9,7[, on trouve

(4.37)

Des calculs analogues à ceux faits en (2.51) et (2.52) donnent

T T
f  f  l '  ) .  f  f2l Edt- -) 

J.u'udzlr*i  I  J"zblu,(t) l2dzat-

,  I  : r 7 ,

l-, I_u'udzf ,lt #(E(s) + E(D)
T

? | l.zblu' (t)12 d,zd,t :ftrrsl - Eg))
s

T

- ru I l.u' ud,zd,r = * I.^tu(s)lz dz= *r,r,s

T
1 1

-2b I I u'ud.\dt.
J J-s

(4.38)

Il découle de (a.37) et (4.38) que

(4.3e)
T
f
lEdt<

J
s

'Æ,+4^.^ .
a). 11;'1
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d'où l'on déduit comme dans le Théorème 2.4 oue

l l ' rE(t) < 
lerp(I- ;) l  E(0), vt ) rs.

, 0  r

ce qui achève la preuve du Théorème 4.b.

5- Quelques remarques sur les résultats de convergence des paragraphes
précédents.

Dans ce paragraphe, nous montrons dans un premier temps qu'il est plus
avantageux de passer à la limite d'abord eî q. Ensuite, nous montrons que sous
certaines hypothèses sur les données initiale" u20,, et u!0,, du système (1.b), les
convergences dans les paragraphes 3 et 4 ont lieu respective'ment pour toute la suite
{ry} "t 

pour toute la suite {6}.
on suppose que les données initiales u|,,,, et ulr,o du système (1.5) vérifient

(5 .1 ) Ilt"2o,rll,a,n 
1 9 et u2q, - u\o dans flt(f,)"0) faible

I ll"lo,o llprrr,"o'1 I c et u!a,, ̂  ula dans L'(Q,o) taible

où c est une constante positive indépendante de e, 6 et q.

On a alors le

Théorème 5.L. Lorsque e et 6 sont fixes et r7 tenil aers zéro, on a

[ ",0,, 
^ rtre6 d"ans ,-(0, +*; Ht (0"0)) f  aibte *

lu'r6,, 
^ u|6 dans tr-(O, +oo; Z2(f l  

"d)) f  
aible *

oIJ,

(5 .3 )

et ur6 uérif.e

ur6 est une fonction indépenilante de z3

(5 .4 )

n ,  7 'urt
u'!d - b*pffi *d'u,6 * butr6 : Q d'ans u€dxl0'+oo[

ttr5 - 0 sllr ôu.r x]0, +oo[

,  0ur6
b"pf in" :0 sur âS.o x]0, *oo[

,.0(0) : ,3, d"ans u

"!r(0) 
: uli dans u



(  o .o , l

(5 .8 )

Avant de démontrer ce théorème, nous donnons la

Remarque 5.2. Grâce aux hypothèses faites sur z!6,0, on vérifie sans peine que

u|a est une fonction indépendante de 23

,  -  aasa37
o o 0 :  a o 7  

, *
^ 1

- Ê  l 2  , 2 7  2 2
a" :  |  . a ( : , - , z s )dzsr - i

r I

" t iQ r ,  
zz )  :  

| ' ,  " ' " oe r ,  
22 ,  4 )d .4 .

[ Je6 :  
{u  

e  Hr ( r "a )1u :0  su r  U r ] | .

l l r !o ,n l l r - to , *oo ;12(e" r ) )  <  ;

l l r 'o,nl lz*(0,*oo;r i l (o.  rD < ;
,0u"6, ,  ,  c
l lË l l r - (0 ,+o" ; r ,2 (o .c ) )  =  Or r .

(5 .6 )

et u!, 6 /"6 où

(5 .7 )

Preuve du Théorème 5.L. Utilisant la relation (5.1) et la décroissance de l'énergie
du s5rs1|pe (1.5), on trouve qu'il existe une constante positive c indépendante de e,6
et r7 telle que

d'oir I'on déduit qu'à une sous-suite extraite de {r7}, on a

(5.e)

et

(5 .10  )

Nous avons démontré (5.2),
sous-srrite extraite de {r7}; il
sa t isfaites.

I  u" t , ,  -  ue6

I ,r!o,n - ulr
dans ,-(0, *oo;.I/r(f).0)) f  aible *

dans tr-(0, +æ;L2(Q,a)) . f  aibte *

(  , .  , ,
J 

u.6 est indépendante de :3

I u.o : 0 sur ôc,,'x]0, +*[.

(5.3) ainsi que la deuxième équation de (5.a) pour une
nous reste à montrer que les autres équations de (5.4) sont
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Posons

(5 .11 ) o'nl , ,  -  
" ruf f  *  e- t r7-ra*æ, i :7,2,8.

En vertu de (5.9), on démontre comme dans le paragraphe 3 que

I "?,t', 
^ o'j dans ,-(0, +æ;L2(e,ù) f aible *

I oi' 'o - 0 dans ,-(0, +oo;.L2(fl ,ù) f aibte * .

Multipliant la première équation de (1.b) par g @ tr, avec p € D(a,5) et u € D(0,*-),
et intégrant par parties sur f)"6 xl0, +oo[, on trouve

(5.12)

(5 .13)

too
1 f
| |  u,6,rçcuttdzdt I

J  J Q , S
0  

- -

tco

* 
{ l'"aeu'5''tPud'zdt 

+

*co
f  f  A , ^

| | o'j 'n sudzdt+
. 1 ^  J d l c 6  u z a

Passant alors à la limite dans (5.13), on obtient

(5. i4)

*oo
f 1

I I bu',6,rçcudzdt -- 0.
t  tn ,o

!,arar+
OZa

bu'"5gcudzdt : 0

(  +*  +oo

I t l-",u"'*'"d'zdt. ! ln,,o!

[ 
. 

i l  ,od'tt,6eud'zdt 
t.[ 1,.,

d'où I'on déduit aisément

+
(5 .15)  u ' !a-  * t  [  , ' , f  or r )  *d"u,6*but ,6-  g  dans t . , .6x ]0,* - [ .u"o r!+ /

Maintenant, nous allons identifier o"j;.e qui nous permettra d'obtenir la première
équation de (5.a). Soient 9 e D(u,6) et u eD(O,*oo). On vérifie facilement que

+oo

(b.10) t t o"j,qsud.z(1t:
to  tn"o { I",u,uWoud'zclt+ 

9"3 
! lr",ol6'qsud'zdt.

*oo +oo

Grâce à (5.12), le passage à la limite dans (5.16) donne

*oo *oo

t t o"jeud"zcrt: t t r,,u*4rud,zdt
t 

tn,n to J-,n o:p
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d'ori I'on déduit

/  F  .  - \-  t o . r i . ,

Nous venons d'établir que la première équation de (5.4) est vérifiée. Pour montrer
que les deux dernières équations de (5.4) sont satisfaites, on procède comme dans les
paragraphes précédents. Montrons maintenant que la troisième équation de (5.4) est
satisfaite. Soient g € D(d"6) n U.6 et u e. 2(0, +oo). Si on multiplie la première
équation de (1.5) par g @u et qu'on intègre par parties sur f,)"6x10,+oo[, on trouve la
même équation que (5.13)

1
t
f - â

|  "" jarr :  b,pp.
J UZP

_ 1
2

*oo *co

t t ue6,qeu"d,zdt+ t t o';,rSrd.zdt+
{ 

Je,u 
{ 

Je", " dzo

*oo *co

+ t t aeu,6,reud,zd,t* t t bu',6,reud,zdt:0.
(  tn "o  to  tn "o

*oo

t t b,BYr,çud,sdt: o
J Jôs,a oz7

Passant à la limite dans cette dernière égalité, intégrant par parties dans l'équation
limite et utilisant (5.15), on obtient

(5 .18)

d'où I'on déduit
, 0u"6
b"pfin, :0 sur ô.5.6 x]0, +oo[

ce qui est l'équation voulue. Il reste maintenant à démontrer que toute la suite {n"a,r}
converge lorsque 17 tend vers zéro.

Puisque le système (5.4) admet une solution unique, on en déduit que toute la suite
{url.,r} converge lorsque 17 tend vers zéro et la preuve du Théorème 5.1 est terminée. n

Maintenant, nous allons faire tendre vers zéro le paramètre e dans (5.a); le
comportement limite de {ur5} est donrié dans ce cas par le

Théorème 5.3. II eriste lrne sous-suite ertraite d,e {e}, que nous notons encore
{e} pour simplifier, telle que

( Eo -- "2. 
itans Lz(a) faible

1  
t *u

I 4; = "1. d,ans L2(w) faibte
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et

(5.20)

AAeC U6* aérifiant

Théorème 5.6.

{6} pour -,implifier,

(  :5 ' ) r \

(5.23)

et

(5.24)

ôa.'x]0, +oo[

iJans e

dans u.

Pe6ue6 ^ r tr6* i lans ,-(0,1oo;^I /1(tr))  f  aible *

P"ou|a -  u '6* dans ,-(0,  aæ;Lz(u)) f  aibte *

(5.21)

Les cofficients h,omogénéisés e6oB ainsi que les constantes 0(6) et 0,6 sont les mêmes
que les paragraphes 3 et 2 respectiaement.

Remarque 5.4 Les fonctions ul* et z!, (voir (3.23)), ne sont pas forcément les
mêmes. Il en est de même des fonctions u|* et u|, (voir (3.23)).

Remarque 5.5 La démonstration du Théorème 5.3 se fait comme celui du
Tlréorème 2.3; on remaxque cependant que lorsque l'on fait tendre ? vers zéro avant
de faire tendre 6 vers zéro, iI y a moins de calculs à faire parce qu'on introduit un
seul problème auxiliaire, à savoir, le problème (3.2) tandis que, lorsqu'on fait d'abord
tendre e vers zéro, on introduit un problème auxiliaire dépendant de 17, (voir (2.9)) et
on doit passer à la limite en 4 dans ce problème, ce qui augmente le nombre de calculs
à effectuer.

Le passage à la limite en 6 dans le système (5.21) se fait comme dans le cas du
Théorème 4.3; on a le

0(6)u'i- - q6,Bm * a6u6* I b0(6)u'o*: g iJans arx]O, +oo[

u6*  : 0  ï u r

u6.(0) : 
h

uâ.(0):h

Il existe une sous-suite ertraite
telle que

( uo6* ---- u! dans H[(u)
1 ô+0

I "l- ;; "1 
d,ans L2(u)

d,e {6}, que nous notons encore

faible

faible

Io"o.
I'"!.

6-'oa --+ do dans lR
6-0

i l  
.,* i lans L*(0, *oo;ffd(r)) fai,ble x

il "l 
dans L*(0,*oo; f '@)) faibte *
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Ies coefficients qoB étant les rnêmes que dans le paragraphe /1.

Remarque 5.7 Les fonctions u! et 20, (voir (4.17)), ne sont pas forcément les
mêmes. Il en est de même des fonctions u] et ul, (voir (4.fD), ainsi que des constantes
Z6 et 46.

Maintenant, nous allons donner des hypothèses sur ,26,r, u!0,, et sur ia fonction a
de manière à obtenir des convergences pour

(i) toute la suite ir7) dans le Théorème 3.3
(ii) toute la suite {d} dans le Théorème 4.3 et le Théorème 5.6
(iii) toute Ia suite {e } dans le Théorème 5.3.

On suppose que u|',,r, ula,, et a vérifient

où u*  est la solution d.u système

(5.25)

(5.26 )

ou

(5 .27)

(5 .28)

et

(5.2e )

Alors on a, le

a  ,  02u*
2r ' l  -  q"p;â *dou* *2bu|  -  Q d,ans t , , ,x10,+oo[

u*  :  0  sur  ôt . 'x ]0 ,  +oo[

, r o
u . (0 ) : ;  d , ans  u

o r 7

" l (0 ) : i  
d .ans u

Ar,,tu2a,,t:  f  dans f)"5

@.pW I e-r r.-t a,rfu),?o : o sur âs.6,1

@rufu t e-tr7-ta*$yv' : o sur cr€6 " t#l

u\a, , t :0 sur Luxl-  1,* f

f  e  L2(u) .

utr6,r :  u ' ;  u l  e L2(u)

c e C(lR2;r '"( l  -  
] ,  IU
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Théorème s.e. (a) Dans le Théorènte 3.3, toute la suite {u6,r} conuerge lorsque
11 tend aers zéro.

(b) Dans Ie Théorèrne /.3 et Ie Théorème 5.6, toute la suite {u5} conaerge lorsque
6 tend uers zéro.

(c) Dans le Théorème 5.3, toute Ia suite {Pr6ur6} conaerge lorsque e tend" uers
zéro.

(d') Contrairement &u cas général consiiléré dans les ren"Larques 5.! et 5.7, on a
alors

[ "2. 
- uo6, ut',* : ,ta

[  , 9  :  , 0 ,  u r * :  u l  . ,  do  -  as .

Preuve. Le Théorème 5.8 sera démontré si I'on montre que toute la suite {6-t oo}
converge et toute la suite {"20,r} vérifie

(5.30) ;56fprfl\Q,d"0,0,n)) : 
l'*(lg1Q'a(|'11 u2e,)).

Or grâce à (5.29), (voir aussi la Remarque 4.4), on a déjà la convergence de toute la
suite {6-1a6}; en effet, on a

i, i +
(b  81)  6- 'oa - ,  

|  { l  
^ r r ,o ,y)dt ,  +  

|  
a to , t2 iys)dt2}orr .

-+ -+ -t

11 reste à démontrer que (5.30) a lieu. D'après [6], on a le résultat suivant

Lemme 5.9. Lorsque 6 et e sont fi,xes et r7 tend uers zéro, on a

(5.32) u2u,r- . r2a dans / / t ( f t ,o)  f  a ib le

où ulo est une fonction inilépendante de zs aérifiant

(5.33)

- bogm * a"ulo : 7 ilans a

b,pffin,:o sur ôS.a
u3a:0 s l r r  0u

où les coefficients homogénéisés boB sont d,onnés par (5.5).
Lorsque 6 est f,re et e tend, uers zéro, on a

(5.34) Q,sD2a - u3 dan-q Ht@) .f aible
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eaec ug uérifiant

(5.35)

où les cofficients qLB sont donnés par (3,26).
Enf,n, Iorsque 6 tenil aers zéro, on a

(5.36) ,3 - ro dans nt@) f aible

où uo est Ia solution ilu système

( ^ 02uo^

I 
- qt"pù"rp + aauï : 0(6)T d'ans u

[ "3 :o  sur  ôu

(5.37)

( azuo

I 
- n"u6 | afiuo -2f dans u

I ro -0  su r  ôa

où les coeff icients eaÊ sont donnés par (4.1/r) et (/1.15), et

+rr+, 7 l
(5.38) a6= l1 I  "Gt,0. ,y)df i+ I  "Q,t2,ys)d. t2 lar t .J  \ J  J  )

_ 1  _ 1  _ 1

Remarque 5.t0. Si dans le Lemme 5.9, on commence par faire tendre e vers zéro,
puis e, on obtient le même système limite (5.35).

Grâce au Lemme 5.9 et à la Remarque 5.10, on a (5.30). n

6- Contrôlabilité exacte du système (1.5).

Dans [13], D.L. Russell montre que la décroissance exponentielle de I'énergie d'un
système linéaire réversible entraîne sa contrôlabilité exacte. Nous utilisons ce principe
pour démontrer le résultat suivant

Théorème 6.r. SoitT t +. Soit {u!6,r,r!a,r} €V"a x,t2(f),6). Alors i l  eriste
À6

u,n contrôIe

(6 .1 )  ue6, , t  €  L ' (o ,T i  L2(Q"6) )
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te l  que si tur6,,, est la solution d,u système

(6.2)

(6.4)

(6 .5  )

et posons

(6 .6 )

. ' !a, ,  I  A",qwr6,q :  ue6,q d,ans { l , '6 x]0, ?[

r^uW * e-r  r7-7 aosffrn,  :  o sur 0s"6,1x]0,  ?[

auffi* e-1 n-Lastffrnr: o s'ur ae6 ,. t#lxlo,?[

u)e6,n :  o sur }uxl  -  
| , | t<o,r t

tora,,t(O) : w|d,, dans dl"6

, ' ro,r(0) : . !6, ,  dans dlr6

alors on a

(6.3) w"a,rt(T) : w!' , , t(T) :0 dans d1"6.

Preuve. Nous procédons comme dans [10]. Soit {u!6,n ,u!a,r} e V,a x L2({t"6).
Introduisorrs r..r.e6,q et r,,6,, vérifiant

sur â,9"6,1x]0, +ooI

sur (r€6 t t#l x]0, +oo[

I
\

utJa,n * Ae,que6,q I but"6,, :0 dans f)r6 x]0, +oo[

O,uW *e-Lr7-la*ffVa: o

a,uff *e-'r-to*W)"g: o
, t . re6,q :o sur ô,  x l -  

] , ] t t to,  
*- [

u.6,r(0) :  u|a,n dans f)r6

u!o,n(0) : urra,,t dans f)r6

r ' !s,r t  *  Ar,qTe6,r7 * brtr6, ,  :0 dans O16 x]0, +ooI

.  0116, ,  - r  - r  0 r . ,6 . r ,
@"s6# * e-'T-'aorf i)"" : O sur â^9'o,r x]0, +oo[

,  ô r r6 .n  - r  - r  ô r "6 .n \  ,  .  +1
(atpË * e 

- 'q- 'anf i )" t  :  o sur . ,e6 >< t î )  x]0,  +oo[

re6 , , t  :o  sur  ou :x l  - ; , ; [ x ]0 ,  +ooI

r"o,z(0) : -u"6,q(T) dans C).6

,"lc,n(o) : u',d,,t(T) dans fl '6

u 
"6, r ( t )  

:  urd, , t ( t )  a  r ,6 , r (T -  t )

t ' .5,0(t) - -b{u',6,,t(t) + r!r,o(T - t)} pour t € [0, 
"].
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La fonction u)e6,e vérifie les quatre premières équations de (6.2) ainsi que (6.3). En
outre on a

(6.7) {'",0"1?!: 
uïa'' + r'6''t(T) dans f)'6

L .lr,n(O) : ul,,t,, - r',,e ,r(T) dans f).6.

I l  reste maintenant à démontrer que pour tout {.20,r,*!a,r} €V"a x L2(Q,6), i l  existe

{u|u, r ,u l , , , r }  €  V"d x  L2(Q,6)  te l  que

(0.8) { ' i t":  
u26' '  + r '6"t(T)

[ ,]r,o : u!6,, - r ' ,,a,r(T).

Ceci revient à montrer que I'application

(  L,o t  V"6 x L'(Q,o) + Ve6 x L2(Q"6)(6.e) J
\ {"2,,,r,utrr,r} '-- '  {u2u,, + r"a,,t(T).,u1r6,, - r '"0,r(T)}

est surjective.
Or I 'on a

(6.10) L,6 : Id - K,a

où

(6.11)  {  
t t "u  t ' io  

n*  
L ' (Q"o)  - - -+ V"a x  L2(Q"o)

[  { " ï l . , r ,u ' "a , r }  -  { - r , ,a , r (T) , ' ' "a , r7) }

et il suffit de vérifier que

(6 .12 )  l l fÇo l l  L (v "5xLz (a .o ) )  (  1 .

Lorsque (6.12) a lieu, -t"6 est inversible. Posons

W,a -V ,6xL ' (Q rn ) .

En applicluant deux fois le Théorème 1.4, on obtient

[  |  |  
h'o ( uZa,r, uk,)l l  w " 6 : l l  {-r.,  a,r(T), r ' , ,  5,r(T)} l l  v,, o

|  < fexp( l -  )or) ]  â l l { " , r ,n(o) ,  " lo,o(0)}  l lw",(6 .13)  {\ - ' - - l  
I  S fexp( t -À0") ]â l l { - r .u ,n(T) ,w ' ,u , r (T) } l lw" ,I

t  S fexp(L - À0")] l l {u3r,n, ut"a,r\ l lw"o
d'or\ I'on déduit

(6.i4) l lK,,al lc<w",y 1 exp(l - )o?) < 1

et la preuve du Théorème 6.1 est terminée. fl

Rernarque 6.2. On peut aussi étudier directement la contrôlabilité exacte du
système (6.2) en appliquant la méthode H.U.M présentée dans [11]; nous savons que
par cette méthode, on obtient un résultat de contrôlabilité exacte meilleur que celui
du Théorème 6.1; mais nous avons choisi d'appliquer le principe de Russell [13] qui
contrairement à la méthode H.U.M n'a pas encore été utilisé dans le cadre des domaines
perforés.
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7- Comportement asymptotique du problème de contrôlabilité exacte (6.2).

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de faire tendre vers zéro les différents
paramètres e, 6 et r7 du problème de contrôlabilité exacte (6.2) et de démontrer dans
chacun des passages à la limite, que la limite de la suite des contrôles est le contrôle
exact obtenu par application du principe de Russell [13] du système limite associé.

Dans la suite, c désigne différentes constantes positives indépendantes de e,6 et q.

Passage à la limite en rl.

Théorème 7.1. On suppose que la fonction a uérifie (5.29) et que les d,onnées
initiales w!u,, et w!6,, d,u système (6.2) uérifi,ent

(7 .1 )

ou

(7 .2)

(7 .3 )

Alors Ia sui,te d"es
système (6.2) aérifie

(7.4)

Ar , r .26 , r :g  dans {1 , ,6

@,uW * e-rr7-ta.rfurnd -- o srr os,,t,r

@rufu * e-rr1-tarr*rrs : o sur e.6" t#t

t20,, :0 sur ô, xl - I, l t

' t  I  ô2 ' "a
, ' !t - b"uî# *d'to,6 : ue6 d,an-, tr.5 xlO, ?[

ue6 :0 sur ô,uxl} ,Tl

, 0a"6 ^b,Ofino : 0 sur â^S,o xlo, ?[

, "0(0)  :  ,20 dans ue6

tr ' !r(0; :  , t  dans . ie6

s e L2(a) .

t ! 6 , r :  
" r ;  

w l  e  Lz (w ) '

contrôles {u"o,r} obtenus par le principe d,e Russell  pottr

ue6, , t  - 'ue6 dans t r - (O,  T iL2(Q"5))  . f  a ib le  *

où u"5 est une fonction inilépenilante d,e 4 et ur5 est le contrôIe exact obtenl.L par
application du principe de Russell ilu système

(7 .5 )



où les coefficienfu boy sont donnés par (5.5).
En outre, on a

auec utlo satisfaisant (uoir

(7 .6 )

(7 .8 )

(7.e)

De plus, on a

(7 .10)

où

(7 .11)

et ur6 aérifie

(7.12)

Lemrne 5.9)

, o'.2^ . -F-  bog , -1  *  a -w2 ; ,' ozozp

, ô.2^
o"B6no :  U sur

wla :0 sur ôu

: g da,ns

0S"a

L* (0 ,7 ;Hr (Q ,6 ) )  f  a ib le  *

,-(0, T; L2(Q,6)) f  aible x
(T .T)  { ' :u ' '  

^ ' :o  d 'ans

I u.6,t? ̂ wr6 o'ans

auec ue6 ind.épend,ante ile zs.

Pour démontrer ce théorème, nous aurons besoin des résultats suivants:

Lemme 7.2. Lorsque r7 tenil aers zéro, Ies d.onnées initiales d,u système (6./r)
uérif,ent

Iu20,, 
^

I u!5 esl

I  u,u,, - 1tre6 d,ans ,-(0,+oo;ff l(Cl 
"d)) f  

aible *

I , !r,o ^ u'r6 d,ans tr-(0, +oo;,t2(f l  ,ù) f  aible *

,2a d,ans I/t(çl"r) faibte
indépend,ante d"e zs

utra,, - utra d,ans L'(Q"u) faible.

us6 est une fonction ind,épend,ante d,e zs

n 1 0 'ur6
u'!a - b"p#u *d"u,,6 * but '6 : g dans ar'6 x]0' 1oo[

rtre6 : 0 sur ôc.r x]0, +oo[

, }urabopff in" :0 sur ôS"u xl0, +oo[

, ,0(0) :  u\o d'ans ue6

" !o(o) 
:  u l i  d,ans ue6
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ut"aQt,22, zs)d,4.

17 tend uers zéro, Ia solution r"6,, iLe (6.5) uérifie

- re6 d.ans tr-(O, +oo;I/1(f1,,6)) f  aible *

- r ' ,6 dans ,-(0, +co;22(f,1,ù) f aible *

rr5 est une fonction ind,épend,ante d,e z3

I l l "2r , , l l .a,n 
1c

I  l l r ]u ,o l l ; ,1ç .oy (  c

l l r"e,n(o)l l"  6,,1 1 c

l l r !o,n(0)l l  Lz(e"oy I  c

Lernme 7.3.

(7 .13)

o ù

(7.14)

et r,6 aérifi,e

(7 .16)

(7 .17)

on en cléduit

(  7 .18  ) /  
t "o . r (O)  ' c ,T  dans

\ a7 est indépendante

//t(fl"r) faible

de z3

Lorsque

{;i';:,

( r" '  ô" '6

| 

':o - b"Biâ * a"r"6 * brt,6 : Q d'ans t'r"6 x]0, +oo[

| 
, , t  - 0 sur ôar x]0, +oo[

(7'15) 
1u"'HDo 

: o sur â^9'6 xlo' +oo[
I
|  " . r (O)  

:  -u ,o(T)  d,ans ue6

( t!o(o) : u',a(T) dans Qe6

Idées pour la preuve des Lemmes 7.2 et 7.3. On démontre que

et on applique le Théorème 5.1; ce qui permet de démontrer le Lemme 7.2 pour une sous-
suite extraite de 7. Pour ce qui est du Lemme 7.3, I'application du Théorème 5.1 permet
d'obtenir (7.13), (7.L4) et les trois premières équations de (7.15). La démonstration des
deux dernières égalités de (7.15) exigeant des calculs un peu plus complexes que ceux
utilisés dans les paragraphes précédents, nous avons jugé utile de la donner en détail.
Puisqu'on a
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,',t,r!) - Êr dans L'(Q,a) faible.

nous faut identifier ory et By. Comme I'on a (7.10) et

et

(7 .1e)

Maintenant, il

(7.20)

il est tentant de dire que I'on a directement

Ir,0,,,(O) 
-- -u,a,,t(T) dans f,1"6

I rlr,n(0) : u',a,n(T) dans fl"6

I  
or :  -u, t (T) dans f) '5

l r I

| | , 
grd"t : u',e(T) dans f,)"6

\  "  
- t

(7.2r)

mais nous tenons à préciser qu'on ne saurait utiliser (7.10) pour justifrer (7.2I)
parce que le résultat de (7.10) est trop faible pour perrnettre d'obtenir ies deux
équations de (7.27) bien qu'avec [14], il permette d'obtenir la première égalité de
(7.21). Par souci de complétude, nous démontrons les deux égalités. Multiplions
la première équation de (6.4) par p @ u, avec ç €. D(u,o), u € D(l},Tl) r'érifiant
u(0) : t"(0) : 0 et intégrons par partiesl il vient alors

l-oo
f r

I I u€6,ttçu" dzdt+
J  J Q , N
0  

- -

;

u . s ( T \ o d | )  u ' ( ? ) -
/

r)+

btient

, f

I t'  J  t s . 6

ob

(

l r ' (

no

+(

T)pdz

-0

I.r2), <

) ' '(r)

| ( t .u,,a,,(r)ecrz)ue) 
- ( 1,.,u,t,,t(j

|  

' ' n ' o

|  * i '
22) \. I ln.^oio''ffi,a,at+

lo
|  +r^

[ 
- 

/ Jn",{o""'6"tPU 
t bu''6''eu\a'at =

o"U6'n est donnée par (5.11).
Passa,nt à la limite dans (7.22) et utilisant (7

[ ( [ Brçdt)t'(?) * ( l-.,.,r,,cdz)
23)  {  "n " r^

l 
- ( J,.,u'"çT1çclz)u(T) 

: 3'

rù I 'on déduit aisément (7.21).

(7.21

o ù o

(7.2:

d'où
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Pour achever la preuve de ces lemmes, on doit montrer que les convergences ont
lieu pour toute la suite {q}. Pour ce faire, on montre, avec les techniques utilisées au
paragraphe 6, que I'opérateur

(7.24)  { ' "  

'  u" : :L ' ( ' . , ,a)  " - - -+ (Je6 x L2(w"5)

I {"30, "lo} 
- {u|a * r"a(T),rLa - r',,t!)}

est bijectif. Ensuite on utilise le fait que {u.'!0,tr.,l} est déterminé de fBçon unique dans
U"6 x L'(r"a) pour conclure que les convergences (7.S) et (7.9) ont lieu pour toute Ia
suite {4}; d'où I'on déduit aisément que les convergences (7.10) et (7.13) ont également
lieu pour toute la suite {4}. !

Esquisse de la preuve du Théorème 7.1. En vertu de la définition de u"6.n
(voir (6.6)), et des lemmes 7.2 et 7.3, on a (7.4) avec

(7.25) u"6(t) :  -b{u',a(t) + rt"6(T - t)},  pour r € [0, 
"].

Grâce à la définition de wr6,, et aux lemmes 7.2 et 7.3, on a (7.7) avec

(7.26)

d'où I'on déduit

(7.27)

, ,a( t )  :  u"6( t )  1r"6(T -  t ) ,  pour  t  €  [0 ,7] .

. , t (T )  :  w ' ,a (T)  :0  dans  ue6.

Pour obtenir (7.5), on procède comme dans le paragraphe 5.

Passage à la lirnite en e.

Théorème 7.3. Lorsque e tend" uers zéro, on a

(7.28) 6Ja ̂ ,a d,ans L'(0,7;L2(u)) f aible *

où u6 est Ie contrôIe exact obtenu par application d,u principe d"e Russell d.u système

!

(7 2s) 

{

^ / . \  t t  Â  ô 2 ' t
0(6)w'| - qt"B#u * aawa - ua d,ans c.rx]0, ?[

w6 :0 slir ôuxl},Tl

?116(0) - wo6 dans u

tot(O; :11' t  i lans u

auec ul aérifiant, (aoir Lemme 5.9)

(  ,  ô 2 w 0 ,  ^  ^ . ^ \

(7.30) I 

- q""Pà3r""p + aauua : 0(6)g dans u

I t3 :o sur  oa
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où les coefficients Aôrs
En outre, on a

sont donnés par (3.26).

Pe6ue6 - , t r6 d.ans ,-(0,  T; H](u)) f  aible *

P"swls ^ yr'o dans tr-(O, T;L2(u)) f aible *.

ce Théorème se déduit des lemmes suivants

Lorsque e tend aers zéro, Ies données initiales du système (7.12)

^ u3 d,ans ni@) faible

u16 d,ans t'(r) faible

(7 .31)

(7.34)

La preuve de

Lernme 7.5.
uérifient

(7.32)

De plus, on a

f Q,a"Za

l4; -

(7.33) [ P.,6u,,6 - u6 d'ans

\ Pr5u'"5,, - u'6 d,ans

où u6 est Ia solution du système

tr-(0,*oo;I/ j( i.. ')) f aible *

t r - (O, *æ;L2(u))  f  a ib le *

tenil aers zéro, Ia solution r16 de (7.15) aérifie

- rô d,ans tr-(O, *oo;ffol(cu)) f aible *

'7to dans tr-(0, aæ;L2(a)) f  aible x

A /  1 \  t t  E  } ' u a
0(6)u'i - q'"8ffi * aaua * b0(6)u't: g d"ans a.'x]0, +ooI

u6 : 0 sur âr.rx]O, +oo[

u6(0) : 7! d.ans u

0 , 1 ^

ut^(Q) :  ; - :ô; t  d,ans u.
aQ)

Lemme 7.6.

( i .35)

a\ec r6 -satisfaisant

Lorsque 11

{';.'u',i"',

A t  . \  t t  ^  ô " 50(6)r'i - q',pffi * aaro + b0(6)r'5

16 : 0 sur âarx]O, +oo[

16(0)  :  - "a(T)  d,ans u

ri(O; : u't(T) iLans e.

- 0 ilans ar x]0, +ooI

(7 .36)
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Remarque 7.7. Pour démontrer les lemmes 7.5 et 7.6, on applique le Théorème 5.3
aux systèmes (7.12) et (7.15) ainsi que les idées de la preuve des lemmes 7.2 et 7.3. Une
fois que les lemmes 7.5 et 7.6 sont démontrés, on en déduit la preuve du Théorèrne 7.4;
en particulier, on a

, , j  qry \  [  * , 'U)  :  ua( t )  *  r5(T -  t )
\ r . ù r l  1

|. ,r(t) :  -0(6)b{u'o(t) * r 'o(T - t)},  pour f € [0, 
"].

Passage à Ia limite en 6.

Théorème 7.8. Lorsque 6 tend" aers zéro, on a

(7 .38) 6-ru6  ̂  11 d,ans , - (0 ,  T;L2(u))  f  a ib le  *

où u est le contrôle exact obtenu par application d,u principe ile Russell du système

(7.3e)

ç  l t  ô2w
2u)" - q"p 

AAzp 
i a[w : u dans t. 'x]0, ?[

w -- 0 sur ôaxl},T[

tr.'(O) : ro dans u

to'(O) : tr'1 dans u

auec uo aérif,ant, (aoir Lemrne 5.9)

(7.40)

oit les coeff icients qdg sont i lonnés par (/1.1/) et (/r.15), et af, est d,onnée par (5.38).
En outre. on a

(7.41)

La preuve de ce Théorème se déduit des lemmes suivants:

Lemme 7.9. Lorsque 6 tend aers zéro, les données initiales ilu système (7.34)
aérif"ent

( a'*o
|  -  q*p? I  a f iwo :2g d,ans a
{  

ozdz p

I ro :0  sur  0u

[ 
.ut - . d.ans tr-(O, f; Hà@\ f aible *

[ .l 
- to' d,an-c tr-(0, T; Lz(u)) f aible ,r .

I uo6 ^ r,o dans Hà@) faibte

I o-ttr| - ,,t dans L'(r) Jaibte.
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De plus, on a

(7.44)

Lemme 7.1O.

(7.45)

aaec r satisfaisant

(7 .48)  { " :  
-  

" ,
lu'o 

^ u' d'ans

où u est Ia solution du systèrne

Lorsque 6

[ ' o ^
[ ' i-

t ' (q: u(r)  +r(T -t)

t  , ( t )  :  -2b\u '  ( t )  + r ' (T -  r  ) ) ,

,-(0, +oo;// j(c,.r)) f aible *

, - (0,  *æ;L2(u))  f  a ib le *

^ ,,  02u2u" - Uoffi 1- afiu * 2bu' : 0 dans a.' x]0, +oo[

u : 0 sur âa., x]0, +oo[

z(0) : 7o d"ans u

0 , 7
u'(01 : :- i lans e.

tend aers zéro, Ia solution r5 de (7.36) aérifie

r d,ans ,-(0, +oo;f/ j(o)) f aible *

r '  dans ,-(0,  *æ;Lz(w)) f  a ib le *

ît2 n

2r" - q"0- + aôr l-2brt :0
Ozaz0

r : 0 -srn âr.rx]0, +oo[

r(0) : -"(T) dans a

r ' (0)  :  u ' (T)  d ,ans u.

dans a.' x]0, 1oo[

(7.46)

Remarque 7.11. Pour démontrer les lemmes 7.9 et 7.70, on applique le
Théorème 5.4 aux systèmes (7.34) et (7.36) ainsi que les idées de la preuve des
lemmes 7.2 et 7.3. Une fois que ies lemmes 7.9 et 7.10 sont démontrés, on en déduit la
preuve du Théorème 7.8; en particulier, on a

(7.47)
pou r t€ [0 ,? ] .

8- Cas des données initiales moins régulières.

Dans les paragraphes précédents, on avait

{ , ,3r ,u,  t , la,r}  € V,t  x .L2(f) .6)(8 .1 )
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(8.2)

et qu'en plus,

(8.3)

mais dans ce paragraphe, on suppose que les données initiales u|,,,, 
"t 

uLr6,,t d'r système

(1.5) vérifieni

{u |u, r ,u ' "a , r \  e  L2(Q"6)  xv la

il existe une constante c positive et indépendante de e, 6 et 17 telle que

l l lu2o,rllr,(o.r) 
1c et Ç, 

- u2,, d'a^ns L'(q faible
\ . . . c

I l l" lo,nllv;, S o'

Dans ce cas, on obtient des résultats analogues à ceux établis dans les paragraphes

précédents en remarquant que Ur1,,n défirrj'e par

ae6,q(z,,rr :  l :  
u"6,q(z,s)ds * r ,a,n(z)(8.4)

où u,5,0 est la solution de (1.5) avec les données initiales vérifiant (8.2) et (8'3)' et

r,6,n € %a est la solution du sYstème

(u.c,)

A",rtTr6,rt : -ul"6,rt dans f,)"6

@,u*# + e-1,t-1 o*æ)"a : o

f^uff r e-Lr7-ta*Vr":, : o

Te6,rt :0 sur Luxl - Lrl,

sur ô,S.o,r

t lT I
. .  r  - -  Isu r  t  €6  "  t t J

vérifie

(8 .6 )

A'!a,n I Ar,rtU"6,rt + bA'r6,rt = 0 dans fl"6 x]0' +ooI

@,uW * e-rr7-ta*SfVo : 0 sur âs"6,1x10' +oo[

@rpW * e-tq ta*%#)":r :0 sur ..,€6 ,. {+}xlo'+oo[

ue6,t1 :o sur ouxl - f,,,f,t"1l, +oo[

9.0,n(0) 
-- re6,rt dans f)'6

YLa,r9) : u|a,,t dans f,)'6'

On applique les résultats des paragraphes précédents au système (8'6) puis oil

utilise (8.4) pour en déduire des résultats analogues pour u.e6,rt.
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(1 )

Dans la suite, f) désigne un ouvert borné de classe C3 dans IR", (, 2 1) et z est
la normale unitaire extérieure au bord de 0. Pour 16 € R', on convient des notations
suivantes

m(x )  :  t  -  t o t  R :  Ma r { l - t r l l '  r  €  0uôC I }

r+ :  {r  e ACI; m(r).  z(r) > 0},  r-  -  ôf,  \  r+

T est un nombre réel strictement positif et e est un petit paramètre réel strictement
positif destiné à tendre vers zéro.

Pour {y!, y!} € L'(O) x a-l(O), on considère le problème suivant: trouver des
contrôles us6 et u1, tels que si y, est la solution du système

y! + eLzy" -  LA" :0 dans f , )x]0,7[

ae :  uoe sur f1x]0,7[

La,.  :  ut ,  sur f1x]0,7[

Ue :0  sur  f  -  x ]0 ,  ? [

Ly ,  :0  sur  f  -  x ]0 ,  7 [

y"(0) : y! dans f,

y'"(0) : v! dans f,

on ait

(2) y,(T) :  y ' , (T):  0 dans f) .

Pour résoudre ce problème dans [4], J. L. Lions a utilisé la méthode H.U.M qu'il a
introduite dans [3]. Cette méthode exige I'introduction du système

ç' !  + eL2ç, -  Lg":0 dans f)x]0,7[

ge : 0 sur âCI x]0, 7[

Lg, :0 sur âC) x]0,  7[

.p"(0)  : ,p !  eV

e:(o)  :ç1,€I lJ(C))

v :{u € f /3(0)n Hor( f r ) ;  Au :  0 sur â0}.

On établit pour le système (3) des estimations a priori approprrees qur permettent de

conclure.

Dans [4], J. L. Lions démontre ie résultat suivant

(3 )

( 4 )
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Théorème l .  On suppose que

(5 )

(6 , {

où \fi est la première aaleur propre de -A, aaec condition d,e Dirichlet.
Alors on a

r > {2R* +}

[  {wo:l '  + elvr,pSl '  + l^el P}o. t
Jo  [ '  

T

s # I I,_{r#' +,1 uo#",'}oro,
0

[ {trr:t2 +e tva p2l'+lve2l'}o. t
/oL '  

' - ' )  

r

Remarque 2. J.L. Lions démontre dans [4] par un argument de compacité que (6)
a encore lieu pour tout ? > 2R; cet argument introduit des constantes qui dépendent de
e de façon implicite; ce qui rend impossible I'utilisation des estimations ainsi obtenues
pour effectuer le passage à la limite en e. Notre propos ici est de démontrer (6) pour
tout 7 > 2R par un calcul simple en appliquant les techniques développées dans [1], [2]
et [3]. Notre résultat est le suivant

Théorème 3. Pour tout T > 2R, on a

(7 , {

Remarque 4. L'énergie du système (3) est donnée par

E"(r) : t  Ir{tor:tt l t '  * elvae"(t) l '  + lae.1tyl '?}ar

et elle vérifie pour tout t e [0, ?]

E"(t) :  E.(0) : ;  
I r{ f  "r :12 

+ elva,pSl '  + lapS f}0..
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Preuve du Théorème 3. Soit g" une solution suffisamment régulière de (3).
Multipliant Ia première équation de (3) par -(2* 'Y Lg" * (n I7)Lç,) et intégrant
par parties sur f)x10,?[, on obtient

(8)

f  .  . . . l "- I  p',(z* 'v Lg.- * (n * L)L'a,)dxl +
J a  l o

T
f f

+ I I p',(2* .v LeL * (n * 7)L,e')drdt+
J J A
0

T
f r

+,  I  I  Vtp, .V(2m.VAp'  *@*L)L 'e") tudt-
J J A
0

T

- 2, I lun*. ,ruàT" l2drdt-
0

T
f f

+ I |  (Â.p")(zm'YL'e,* (n * I)A'e)drdf :  0.
J J N
0

T T

I I"e'"(2m'v 
/lp',* (n * 1)L,e')d'xd,t : -(n * t) | L

0 0
T T

-2 ,  [  [  p ' ,Lç ' ,dxd t - ,  [  [ (m.Ye ' , )Ls ' ,d ,xd t .
J  Jo ' -  J  Ja '
0 0

(e)

Des calculs simples dans le deuxième berme du membre de gauche de (8) donnent

lV9',12 dxdt-

Or I'on a

T T
1 1  r f-2" I I  p',Lp'..drdt:2n I I

J  Jn ' "  J  Jç
0 0

t72

(  10) lVp'"12 drdt



et

(11 )

f  f  Î t-2 I  l@.Vs'" )L,e ' ,dxdt :2 I  I  v(* .Vv ' ) .Vs ' ,drdt -
J J a  J J a
o o T

- ,  [  [  * .  ,ç(- )2 drat
J Jaa ou

T T T
I  I  f  f  I  f  â,nt:  2 | |  lv,p'"1zarat + | |  *.vlve', l2d.rdt - 2 I I  m. u(%-)2drdt

J  Jç  J  Ja  J  Jaa  
'du '

: (2 -, I lrlve'"l2dxd, 
- 

| lun*.,ç9;j),arar.
0 0

: (n+ù [  [  l ror , l2d,rdt+ze [  [oor" .V(- -vL,e)dxdtJJa '  JJa
0 0
T T
r r  ^  f  I  ^

: (n*3) t  I  I  lV tç , l 'zdxdt+r  l  I  m.V( lvArp" lz)drdt
J J a  J J a
0 0

T T

: t, I lnlo or,l2 drdt + , I lun* 
- ,e\u:," )2 drdt

Reportant (10) et (11) dans (9), on trouve

T T T
f f  f  f  I  I  â ,nt

(12) | |  * '"(r*.vLe',*(nf L)a,e')dxdt : I  I  lvç'"faxat- |  |  m.u(%-12drdt.
J  Ja  

-  
J  Ja  J  Jaa  du '
0 00

Maintenant nous allons nous occuper du troisième terme du membre de gauche de (8)

(13 )

T
f f

e I I  V Lv, .Y(2m .V Le, * (n * r)Le,)drdt :
J J a
0

f f
I I lLç,lzdrdt.

J J A
0

T
f f
I  I  @ç,)Q* .VAe.

J J A
0

Si I'on effectue, dans le cinquième terme du membre de gauche de (8), des calculs
analogues à ceux développés pour obtenir la dernière ligne de (13), on obtient

* (n *  L)L,e,)drdt :
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Reportant ( r2

T
) ,  ( 13 )  e t  (14 ) dans (8) et utilisant la Remarque 4, on obtient

l T T
* (n * 7)L,e)drl + zrn,(o) + ,, [ [ lVAp, l2d*dt :

Jo  ,o  tn

T

: [ [ (^ ,){ê#f +,(ryf)arat
JJan  I ' ou  du  )
0

.(* o{rffy+,{w)'\arat(16)

où I'on a posé

(15 , {

(  18)

(  1e)

(20)

g' , (2* .Y Lp"

D'orl I'on déduit

2TE"(0)

g ' , (2m.VAp,  *  (n  *

Si I'on montre que

(17) lxl < 4RE,(0)

alors la preuve du Théorème 3 est terminée; en effet si on reporte (17) dans (16), on
obtient

T
r l

sx+ I I
J J I
0

l T
r )Ltc,)dr l  

o.
,: ln

II reste donc à montrer (17). Pour ce faire, posons pour tout t e [0,7]

T

(2r - 4R)8"(0) s R [ [ { t%-y +,(ryt'}arar.- - J  
J r -L tô r l  

' - \  
0u ' ) - - -

0

X(t )  :  -  
lnw' ,@(2* .VAcp"( t )  

f  (n*  L)Lp, ( t ) )dr .

Des calculs simples dans (19) donnent

x(r) : 
l ;o*,{ù)(z*.yç',U)* 

( '  - t)e',(t))dr

d'où I'on déduit par I'inégalité de Young

(21 ) l x ( f ) l  <  2RE,( t )  :28"(0)

!et la relation ( 17) découle aisément de (21).
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Remarque 5. Pour démontrer que I'inégalité (6) a iieu pour tout T > 2R,
J.L. Lions a eu à estimer la quantité 1lr|llp*p,r;L2(aDi il a notamment montré que

T

(22) lc(e) > 0, l lç ' ,117-n.r ir ,(o)) < 4ù [ [_ {r#f * r(+f}arat
" /  J f+ (

et le problème qu'il a soulevé était de donner une estimation de c(e).
Comme I'on a (7) et

lp,"(t)l*ra, = + llvp!(t)ll1z,,(n)1, S +
on voit que

Vt e [0,7]

(23) l lp'"l lr*@,r;12(a))

On peut donc prendre

1
- )o

l lRc(6) :  
Xlr_n
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Dans la suite, fl est un ouvert borné de lR2 de frontière I de classe C2. On désigne
par u le vecteurunitairenorma.lextérieuràf. Onfixer0 € IR2 etonpose *(r): r-ro,

Æ:sup { l * ( * ) l , z  e  f , } } ,  l + :  { r  €  l ;  m ( r ) . u ( r )>0 }  e t  t _  -  f  \ t +

(u - u : utut I  u2D2 porJr tous z,u e R2).

Pour tout résultat d'existence et dtunicité, dans tout ce qui suit, nous renvoyons
à [3] et [5].

I- Equation des ondes.

I.L- Cas du feedback frontière.

Dans [3], V. Komornik propose un résultat de décroissance rapide de l'énergie
pour l'équation des ondesl ce résultat est très intéressant pour les dimensions d'espace
supérieures ou égales à 3 au vu du principe élaboré dans [8] ainsi que des résultats
de [7]. Cependant, on constate qu'il est peu satisfaisant lorsque la dimension d.'espace
vaut 2. On donne ici un résultat meilleur dans le cas de la dimension 2.

Soit
V : {u  e  / 11 ( f l ) ;  u : 0su r l - }

on se donne {A0,ar} e V x L2(A) et deux fonctions positives a et b avec a)ô e .t-(f..).
Puis l'on considère le svstème suivant

(r .1)

a" - La :0 dans 0 x (0, oo)
ât t

*+aY lbY t  
:Q  su r  f . '  x (0 ,oo )

a :0  su r f - x (0 ,oo )

A(0): Ao dans f,)

y ' (0) :  y t  dans f ) .

On démontre ie résultat suivant

Théorème l.L. Soit k e .t-(f a) uérifiant

(1.2) f ,- 
*. 

p.p sur 11,, lk*l  S t p.p sur t1.

On choisit les fonctions a et b par

( / . 3 )  o : ' 5 { * . r ) k ' . ,  b : (m . r ) k .

Alors on a

(1.4) E(t) < ferp(L -tlïR)l E(0) vt > 3.R

LL7



ou

E (t) :  ;{  l"{ la, @, t)1, + ly y(*,r l f  }  d"}

, 
I 

EQ)dt t - Ira'{B*.Ya +ro@.]'r*l 
|r.,.rs,'(m 

.u)ly'lzdE-

- 
T l,. *1s,r1( 

' u)lvvl2 d, - 
l, -xrs,{ 

alvl2 dD - , 
l,.xrs,?[ 

bvv'd,E-

- t  [  @v+bv' )* 'vvdE.
"/f .. x]S,?[

** [ ola(r,t)lzar vr > o
z  J I .+

est l'énergie d.u système (1.1).

Remarqu e 1.2. Dans [3], v. Komornik montre que pour le choix o - l{* 
. ,)lrr,

b: (n'u)k, on a (I.a) avec 3R remplacé par 4R; donc notre résultat améliorË le sien, et
il est d'autant meilleur que I'ouvert f) est étoilé (cf. [e]). Nous conjecturons que (I.4) est
ia meilleure estimation qu'on puisse obtenir par la méthode usuelle des multiplicateurs
qui actuellement est la méthode qui permet d'avoir un taux de décroissance explicite
pour le système des ondes (voir par exemple [4]).

La démonstration du Théorème I.1 découle des lemmes suivants

Lemme I.B. Soient S,T € lR, 0 < S < ? < +*. La solution de (1.1) aérifie,

( / .5)

(1.6)

les hypothès

l* nç1a'

I.2- Démonstrations des Lemmes f.B et I.4, et du Théorème I.1.

Pour la démonstration du Lemme I.3, nous utiliserons le résultat suivant dont la
preuve est donnée plus loin.

Proposi t ion A.  Pour  tout  {u ,u}  €V,  on a

(I.T) 
lnf 

oO*.vud,x = - l,*@u * bu)m. vudr - T lr.r*.u)lyul2dr.
auec V tléfini par

( (

I  Y:  l { " ,u)  €V xV;L^u € L2(Q) et
(1 '8 )  

{  f  r

t  l {(au)tr. ,  
*Yu'vw}d'r * 

Ir_{auwrbuuldr:0 
vr{,  € v}.

Lemme I.4. Sous es iJu Théorème 1.1, on a
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Démonstration du Lemme I.3. Puisque V est dense dans V x L2(Q), on établit
ce résultat sous I'hypothèse

{vo ,y t }  ev

le résultat général s'en déduit par un argument de densité.
Lorsque {Ao.,A' } e V, on montre que le système (I.1) possède une et une seule

solution y vérifiant

{y ,a ' }  €  C( [0 ,  - [ ;V)  n  C l ( [0 ,  æ[ ;V  x  L2(A) )

Dans la suite, on suppose que (I.9) a lieu. Maintenant, multiplions la première équation
de (I.1) par 3rn.YA*2y etintégrons pa.r part ies sur f,)x].9,?[; i l  vient alors

(r.e)

( / .10)

(/ .11)

( / .13)

( r17 ' r
|  |  , '  {s* .Yy -r 2y}dxl -  I  y '  {3* .vy'  + 2y'}drdt-
)  J A  l s  - r o x l s , ? [
) r
|  -  I  @y){3m'Yv+2y}drd t :o
\  " /o xlS,T[

Or puisque d iu(m) :2 ,  on a

puisque diu(.nz) :2.
Grâce à (I.7), on a pour tout I )

f
(1 .12)  3 l (Ly )m-Vydr1

J O

D'où I'on déduit

- t^ . ̂  _, {!r* . ,1r, l,) - zla, l,\ a*at
Jax1s,r1 \ z

l y ' l2drd t - :  t  (m.u) ly ' l2drd t

(oa + ba')* . vydr - T l,.(m 
. u)lvyl2 dr.

0,

- ' / , .

t  (Ay){3rn .vy + 2y}dxdt < 4 [ @a + ba')* .Yydrdt-
JO x lS,T[  J  f  . '  x ]S,T[

- : t  @.u) lvy l2arat+2[  (a,y)ydrdt
' J r + x l s , " [  J Q x ] s , " [

34 [  @y*by ' ) * 'vydrd t -
Jf - ' r  x]S,?[

- :  t  (m.u) lYy l2drd t  -2  [  lYy l2dxdt
t  J l+x l s , f l  . /Qx lS ,T [

-2  [  {oa"  +bv 'v}drd ' t '
Jra  x lS , " [
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(I.11) et (I.13) dans (I.10), on trouve

f .  l r r

Jnu'{s*.Yy + zy}dtl 
r* Inxr,s,fl ly' l2drdt -T 

lr_*1s,r1(m.u)ly'12drctt <

<4[ @v+ba')* 'Yvd'Tdt 
3 Î

Jr* x1s,r1 
+ ba')* '  Yvdrdt - 

;  J, -,1s,r1(m 
' u)lYvl2 dldt-

- r [  .Fy l ' tudt-z [  {oa '+by 'y}drdt .
"/o xls,r[ "/r* x1s,r1 

- '

Ajoutant aux deux membres de (I.la) la quantité [n*1r,r1lYyl2drdtrÂ1x]s,r[ ay2dldt,
on obtient

Reportant

(r ,4, 

{

(1 .15)

En vertu de

r lT r

Jna'{s*'va 
+ rr}orl 

r* Inx1s,r1{ la' l '  + lyyl2drdt * 
Ir_xls,fl 

ayzdrdt <

=*[  (* . , ) la ' l 'drû-B[ @a+ba)*.yydrdto J l+  x ls , f l  J f  1x ls , " [

- * t (m .u)lvy1'arat - ,[ lvylzd.rdt-o J r+x ls , " [  Jox ]s , " [

- t {ov'+2bv'v}drdt'
J 1 1 x l S , " [

Ia définition de l'énergie E, il découle de (I.15) que

f  l "  rT

Jna'{s* 
.va + zu}arl 

,*, J, 
E(t)dt <

=: [  ( * . , ) l y ' l 'd r&-B[  @y+ba ' ) * -vydrd t.  J l+  x ls , f l  J f  1x ls ,? [

- 
I l, -,1r,r1("' 

v)lv vlz dr dt - 
l, * *rr,rr{oa' + 2bv' v} dr dt'

(1.16)

D'où i'on déduit (I.5) et le Lemme I.3 est démontré.

Démonstration du Lemme I.4. Posons

(r.r7)

n

f1 r* = 
Jna'{3* 

.Vy + rr}Orl 
,

v- : I [. _,. _,(,n. u'lly'l2drd, - 
i [" . - ̂ ,(*. u)lysl2drdt

' J l + x l s , f l  J f + x l s , T [

N:4  [  @arby ' ) * .Yyd ld t
J f  a  x lS ,? [

I i : -  [  {oy '+2by 'y }d , l c t t .
J ra  x lS ,T [
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La combinaison de (I.16) et (I.17) donne

( / .18)

Introduisons pour tout t

(1 .1e)

On a alors

lx(r)l s

,  
Ë 

EG)dt< lx l  +Y +lrul  + r{ .

>0,

x(t) :
lrr'{r){z* 

.va|) + 2y(t)}dn.

+ Ilv'(t)l2dr+ # l,rt* 'vv(t) +2v(t))2dr

+ |"tu'(t)12 
dæ+ # l;sn'lvvl' 

-t 6m 'v(v2) + 4v2)dr

+ll"{tv' u)t' + tvvt'\dr + l, _t #r*' ùo' *f * * I,ctz + +)v2 dn.

Or le dernier terme est négatif et d'après (I.2) et (I.3), on a

l , .?r#rm' 
u)v2 dr = l,.ovz dr

donc

(r.20)

En vertu de (I.20) on a

lx(f)l < 3RE(t).

(r.21) lxl s 3Â(E(s) + Eg))

D'autre part, en remplaçant a et ô p* leur valeur respective donnée par (I.3) dans
I'expression de ly', on obtient

lrrl :, I t -," -,(?r, * y')k(m. u)m.roororl
l"/ra xls,T[ |

t Tll,.,1r,r{?ka + v')' (* . u)drd,t * I,.xrs,?r lkml2 (m' u)lv vl2 d.rt] .

En développant et en utilisant encore (I.3), on trouve

l lù l  S/  oy2drdt+zI  by 'ydrdt*
(1 .22)  " / r+ x ls '4  

,  ,  .  

/ r+  x ls 'T l

* ;  
Jr_*ts, r t (m. 

, ) la '12drdt  *T 
I r .x ls , f l  lknzl2 lnt  '  u) lYvl2drr t t -
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Maintenant, on reporte (I.21) et (I.22) dans (I.18);o.r trouve alors

Utilisant (I.2) dans (I.23) et éliminant les termes identiques de signes contraires, on
obtient

( rT

l ,  l '  E(t)dt  <BR(E(q + nçry + BR I k(*.  u) ly, l2drdt
(1.24) { " "/r*x1s,r1

| < BR(E(fl + nçr11 + sR I bfu,l2drd,t (d,après (r.3)).( 
- 

Jr*xls,fl

(r.23)

démontré.

Démonstration du Théorème I.1.

, 
l: 

EG)dt< 3Æ(E(s ) + nçry1 * I lr.*1s,r1(m 
. u)ly'l2drdt-

- 
I I, . *l s,r.[(m' 

u)lv v l2 dr dt + 
l, * *r r,rrav2 

dr dt *' 
l, *x] s,fl 

bvt v dr dt i

* I l, .,. j s,"r 
(m' u) lv' l2 dr & +, l, * *r r,rrlkml2 

(m . u)rv vl2 dr dt -

- t oy2drdt -2 [ by'ydrdt
. r1 . .  x ]S,?[  J f  + x ]S, f [

O r o n a

(r.25) bly'l2dldt.

Combinanf (I.24) et (I.25), on trouve

(r.26) rT',

J, 
E(t)dt < 3R E(S) VS,T € [0,oo[ avec 0 < ^9 < ?.

Faisant tendre T vers I'infini da,ns (I.26), on obtient le résultat voulu et le Lemme I.4 est

E(s) - E(T: - 
I: E'G)dt: 

l,*xrs,"r

nçr1ar)

t22

tr

Nous allons procéder comme dans t2l.
L'énergie de (I.1) vérifie

E'(t1 -- - [ 6(f)ly,(f, ù12il vr > o
J f ,

et comme la fonction 6 est positive, on en déduit

E'(r) < 0, vr > 0.

Grâce au

(1 .27 )

Lemme I.4, on a

à/ r*
as (t""ots lsa)l J,

<0,  v .9>0.



D'où l'on déduit

(1.2a) ferp(slll, I: 
EU)dt = Ir- 

E(t)dt, v.e > 0.

Or par (I.6) I'on sait que

(1.2s) [* uçr10, 3 3Â E(o).
J O

Une combinaison de (I.28) et (I.29) produit

f æ

J , 
E(t)dt < sR [erp(- S IJR)] E(0), V^9 > 0.

Il découle de cette dernière inégalité que

/ f  S+3R

I n(ùdt < 3R [exp(-SlïR)] E(0), Vs > 0
Js

et en vertu de la décroissance de l'énergie, on obtient

\RE(S + sn) < 3-R ferp(-Slzn)l E(0), V.ç > 0.

D'où I'on déduit facilement, en posant f : ,S + 3.R

E(t) < [exp(r - tlsB)] E(0), Vr > 3R

ce qui achève Ia preuve du Théorème I.1. tr

I.3- Cas des feedbacks interne et frontière.

Maintenant, on prend encore {ao,at} e v x L2(Q) et on considère le système
suivant

A"  -  Ly *  I2y + ly '  :0  dans C)  x  (0,  - )
ôy , . , ,

Au+ay*by '  
:Q  su r f l  x  ( 0 ,oo )

a :0  su r f -  x (0 ,oo )

A(0) : Ao dans f,)

a ' (0) :  a t  dans f )

où les fonctions a,b et / vérifient

( / . 31 )

(1.30)

f  /  € I*(0)

1,1"1 =* p.preo
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(1 .32 )  o  :  ( * .  , ) 1 r2 ,  g :  (m .  u )k .

L'énergie de ce système est donnée pour tout t ) 0 par

.  1 (  f  )  1  r(1.33) E'( t) :  ;J l^{ lu 'ç*, t) l '  +lyy(*, t ) l '  + r ' la@,t)12}dr I  *  *  |  " ly(r , t ) l2dr

et ere esr décrois;:: 

) 2 Jr'

Pour ce nouveau système, on établit le

Théorème I.5. On suppose que (1.3J,) et (I .JL) ont l ieu auec k € L*(11) et k
aérifiant

(r.34)

Alors on a

(/.35) Et(t) < [erp(L - t l2R)] Er(O) vt > 2R.

Remarque I.6. On remarque que dans la situation présente, la décroissance de
l'énergie est pius rapide que dans le cas précédent où I'action était uniquement frontière;
cependant, le professeur V. I{omornik nous a fait remarquer que contrairement au cas
du seul feedback frontière où R est lié à la géométrie du domaine f), dans le cas présent,
R peut être choisi aussi petit que I'on veut et indépendamment du domaine f).

Démonstration du Théorème I.5. Multiplions la première équation de (I.30) par
y et intégrons par parties sur f)x].9,7[; il vient alors

( r -1 T I

I  l r ' ro*f- l  çy'y2axat+[ lvylzdrdt+
( I .36)  {  ,c l  Js  " /ox ls , " [  " rox1s, r1

l r r
|  +  l_  .__. (oy ' i -by 'y )d td t+  I  e ryr+ Iy ty )drd t :0 .( Jr* xls,"[ Jo *1s,r1'

Ajoutant la quantité 2 /o,.1s,r1(y')zdxdt aux deux membres de (I.36), on trouve

(r.37)

Or I'on a par I'inégalité de Young

k(r)  > 
*  

p.p sur f+.

I I"'''d']'r* lnxrs,rr {{a\' + lvvl' + t'v'\a*at * Ir.xrs,n av2 dr,Ita

[ 
.,[-x]s,"[ bv'vdrdt* 

l-,r,r, 
tvtvtudt : '  

ln4s,rr(u')2d*o''

t l,{rnrt))' + t21v1t112\a*,(1.38) lna'U)uU,r"l =
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d'où I'on déduit

(/.3e)

D'autre part, on vérifie sans peine que

(1.4r)

(L44)

f  1 T l

Jna'(t)u?)o*l rl 
< n(81(") + ar(s)).

(r.40)

Reportant (I.39) et (I.aO) dans (I.37) et utilisant (I.33), on trouve

2 [ fu'f dxdt < 2R(Et(q - nr(T)
" /OxlS,T[

- t  by 'ydtdt=* [a ly(s) l2dr
" / l ax lS '? [  "  J l+

-  t  tu 'ydndt=* [Q2@çsyzaxat.
" /O x lS ,? [  L  JQ

[ , [ '  Et(t)dt < R(Et(r) + u,1s;; +2R(Et (s) - Et(r))+
I  rs

[ 
.* l,.o(aa))'dr** l,a'@6))ztudt

d'où l'on déduit san peine

' 1 7

( r .42)  2 l  Er( t )dt<4RE|(S) ,  V0<S(?<+-
J S

et par suite

f+oo
(r.43) I Er(t)dt < 2RE\(S), V^S > o.

J S

La relation (I.35) découle alors aisément de (I.43) et la preuve du Théorème I.5 est
terminée. n

Remarque I.7. Si on suppose que I'ensemble l- est de mesure non nulle, et que
I'ouvert f) est tel que

co  <2R

or\ co est la constante de Poincaré, on a un résultat plus fort que (I.43). En effet, dans
ce cas, on peut estimer le premier membre de (I.37) autrement; au lieu de (I.38), on
peut choisir I'estimation

? l,{{r'{t))' + lvv(t)12\ar,

725

(r.45) lna'U)vU,r"l = vf>0



de sorte que

(r.46)
fnr' tùr{r,*],1 < c,Ey(r) * ? l,L{r'{s))' + lvy(s)1'z}tu.

Combinant (I.37), (I.40), (I.46) et utilisant (I.33), on trouve

1 T
(1.47) 2 I Et(t)dt ! (ro-2R)Er(T)*Mar{cot2R,,Bn}Er(S), V0 < S < ? < +-

J S

d'où I'on déduit, en vertu de (I.aa)

/f +""
(r.48) 

I;- 
E,(t)dt 1 Max{} * ^,!t",ftl, v^s > 0

ce qui est un résultat meileur que (I.43).
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II- Système de ltélasticité linéaire.

fI.1- Cas du feedback frontière.

Dans [5], V. Komornik a étudié la stabilisation du système de l'élasticité linéaire
pour les dimensions d'espace plus grandes que 2 et je le remercie de m'avoir suggéré
I'étude du cas de la dimension 2. Je signale en passant que le cas unidimensionnel se
réduit à l'équation des ondes (cf. [7] et [e]). Les techniques que nous avons utiiisées
précédemment dans le cas de l'équation des ondes s'appliquent aisément ici; on se donne
{ao,at }  e  Vo x [ r2( f ) ) ]2  où

Vs :  { u  €  [ f / l ( f ) ) ] r i  u : 0  su r  f _ ]

et deux fonctions positives a et b avec cl)b e ,L-(f..,.). Puis I'on considère le système
suivant

p*+Q+ p . ) (d iuy )u+ay+by ' -0  su r  f4  x  (0 ,oo)
l * 0 u  

' \ ' r r  t v Y t v y

(rr.1) { ",|  / : 0  su r l -  x (0 ,oo )

A(0) :  yo dans f l

y ' (0) :  y t  dans f )

où À et p sont les constantes de Lamé. On suppose que Q est isotrope; on a alors le
résultat suivant

Théorème II.r. Soit k e -L-(11) aérifiant

(11 .2 )  f  , -  
* .  

p .p  su r  14 ,  l k * l 3 I  p .p  su r  l a .

On choisit les fonctions a et b par

(rr.3)

Alors on a

o :25u@. , )k '  b  :  , /1 t (m .  , )k .

(11.4) E(t) < lerp(L-,[pt l \R)] E(0) vt>sal\ /1t

oir,

, ,7 È\ ["ur:  ;{  ln{ lr ' | " , t ) l '  + t  lYa@,t) l '  +(^+ t t)(diua(r, t11'z}az}+
(rr.5) {

I .t lr_alv(r, i l l2cl vr>o
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est I'énergie d.u systèrne (11.1).

La preuve de ce théorème repose essentiellement sur les résultats suivants

LemmeI f . 2 .  So ien tS ,  T  € IR ,0<  ^9<  ?<  f oo .  L ' éne rg ie  dusys tème  (11 .1 )
décroît; plus précisément, on a

(/1.6)

En outre,

(rr.7)

alors on a

(11.8)

(//.e)

Lemme II .4.

(11.10)

hypothèses

E(t)dt <

f7. f
E(s) - nQ) : 

J, Jr.blu'Q,ùl2drdt.
si pour tout t ) 0, on pose

x(t): l.r' 
.

lx(')l = h"ur.

, l : Eu)dt< x(s) - x(q.: 
l: 1,.@.u)ty't2drdt-

-+ 
l, l,.r*'u)tvvt2drdt 

- 
l: l,-atvt2dtdt 

-, 
l: I,.uo 

'v'drdt-

- t 
l: 1,,@, + by').(vy)mdrd,t.

{r1vy;- + za}dr

Lemme II.g. Soient S,T € IR, 0 < S < ? < +oo. La solution de (11.1) uérifie,

Sous les

t:
d,u

3.R
-
\/ 11

Théorème 11.1, on a

E(S), V.9 e [0, +*[.

Le Théorème II.1 découle sans peine du Lemme II.4 comme le Théorème I.1 du
Lemme I.4; nous démontrerons,uniquement les lemmes.

II.2- Démonstrations des lemmes II.2, II.3 et II.4.

Preuve du Lemme II.2. Faisant le produit scalaire de la première équation
de (II.1) pa;r yt et intégrant par parties sur f)x]S,7[, il vient

( t [ 'd l t ' t^ ] (* t
(  rr . rr \  )  

,  J,  a\J"{ la '@,t) l '  + plvv(*, t ) l '  + (^ + p)(diua(r, t ))2}dr+
'  ' l  

1  f  . . . - - ' l  2T  I

[  
+; Jr_ala(t , t l l '?ar]+ J, l r*ulr ' {r , t ) l2drctt :o
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d'où I'on déduit aisément la relation (II.6). Maintenant, démontrons la relation (II.8).
L'utilisation de l'égalité de Young dans (II.7) donne

et la preuve du LemmeII.2 est terminée. n

Démonstration du Lemme II.3. Nous établirons ce résultat pour {y0, ar} e lry
avec

(I1.12)

("  13) 

{

lx(r)l = # lnw,{r)t,0. + # lnrjvr{r))* + 2y(t)l2dr

= # lnlr' {r)l' o* . # lnrno'lval' * 6m. vflyl') + alyl2)dr

= #ll,tw,rr>f + r,tvyt2jdx * 1,.+#r*. ùu,rdrf
= 

#3u, 
(puisque 

lr.'+#(m.u)y2dt = ,[. 
ay2dr1

(
W : 

\(u,r)€ 
% x Vo; pLu+ (À + p)V(diuu) € [12(f l) ]2 et

l;{ro"+ 
() + p,)Y(d,iuu)) . t * trY u .Vtrl * (\ + p,)dtuud,iuw}d,r}

* 
l r-{au'w 

* bu 'u.,}df :  0 v, .  Vr}

Le cas général s'en déduit par un argument de densité parce qre W est dense dans
Vs x llz (Q)]'. O" montre que lorsque {Ao ,at} e 14r , b système (II.1) possède une et
une seule solution y vérifiant

(11 .14) {y ,a ' }  €  C( [0,  
"o [ ; I I l )  

n  C1( [0.  oo[ ;% x lL '?( f ] ) ] '?) .

Faisons le produit scalaire de la première équation de (II.1) par 3(Vy)m | 2y et
intégrons par parties sur f)x]S,?[; il vient alors

(  * fq -  x@ - [  y '  . {3(vy ' )* t2y ' }dxdt-
(11.15) I 

Jo x1s,r1\--.--/ 
t  

- 
ln*rr,rrLrrarl+(À+ 

pt)v(diuy)l) {qvy)-* za}a*at :o

Or I'on a

t  
-  

|  a'  .  {s(va')**2y'}d,rdt :  -  
|  { i*.Y(ly ' l ' )  +z1y'12\a*at

1 Qx lS,T [  ox ]S ,? [

|  : /  fu ' l2d i l t - | t  Qt t .u) ly ' l2drdt
[ "lox]s,fl . Jr+xls.T[

L29

( / r .16)



puisque diu(m) :2.

Grâce à l'analogue de la Proposition A , on montre que pour tout f ) 0,

d'où I'on déduit

l t [.froy + () + p,)v(d.iuy))-(vy)md,r 1 -r 
lr*ro, 

+ ba) .(vy)mdr-
(rr.17) 

J 
',_,

|  
'+ 

lr.r* 'u)lvvl2d,t 
- 3(),+ p) 

lr.@.u)ldiuyl2dr

( /1. i8)

I !rka+ (À + 1t)v(d,iuy))'{3(vy)m *2y}d,rd,t <
Jo x1s,11

<4[ @y+by')* .vydrdt-+t  @.u) lvylzdrdt+
- t fax lS,?[  

"  J t+x]S,T[

f
+2 I 1'Lv + (À + p')v(diuv)) 'vdrdt <

J axlS,Tl

f
< -3 I ("a * bYt)'(YY)mdrdt-

"/fa xlS,?[

3 P '  f  /  r r e  r 2 r n r ,  r
-  o  I  \ rn :u ) lVa l2d ld t -2  |  (p lvy l '  + (À+ p) (d iuy)2)d , rd t -

' J l + x l S , f l  . r g x l s , " [

-2  |  { " ly l ' *by ' .y }drd t .
" / f  l  x lS '?[

Reportant (II.16) et (II.18) dans (II.15), on trouve

( /1.1e)

Ajoutant aux deux membres de (II.19) la quantité

xe) - x(q + [ fu'f drdt -: t  (*. ,) ly' l2arat <
. /Ax lS,?[  .  J l+x]S,T[

<4[ @a+by')*.Yydrdt-+t @.u)lvyl2arat-
" / f  l  x lS,?[  o J l+ x]S,?[

-2 [  ç"Fsl '+(À+ 1l@,iuf i2)d,xd, t -
" /OxlS,?[

-2  [  {o | l ' tba ' .y )drd , t .
Jf  a x ]s , " [

I

I plvvl2 + Q + 1t')(diuv)2 drdt +
. /o xls,"[ l, **,,,,,
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on obtient

(rr.20)

Il découle alors de cette dernière expression

(rr.2t)

(rr.23)

En vertu du

(I1.24)

xQ)- x(s) * 
fn*rr,rr{lr ' l '  + plval' + (À + pt)(d,iuy)2}a*at+

* 
lr.xls,fl 

alvl2drdt = Ir.xrs,rr {lr*'ùla'l' 
- S(ov * bv')m'vv}arat-

-y 
Ir*,rr,rr(m'u)lvvl2drdt 

- 
In*rr,rr{ulvul' + (À + 1-t)(d,iuv)2}a*at-

- t  {oful '+2bv' 'v}d'rd' t .
" / l 1 x ] S , ? [

x(T- x(s) -, l: E(t)dt <
q l l

<: l  ( * .ù lv ' l 'dr i l -BI  @y+by' )* .yyd,rdt -o J l+ x lS,?[  - / f  + x ]S,?[

-+t  @.u) lvyl2arat- [  {o, , l r+2ba,.y}d,rdt .o  J l+x lS ,? [  J f l x ]S ,T [

D'où I'on déduit (II.9) et le Lemme II.3 est démontré.

Démonstration du Lemme II.4. Posons

(r r.22)

La combinaison de (II.21) et (II.22) donne

x:X(S) -x(T)

n:: [  (*. ,) la '12arat-+t @.u)lvyl2drdt2 Jr+x ls ,?[  
/ 'v  '  2  Jr+x]s ,T[  

'  / '

N:4 [  @a+by ' ) . (vùmdrdt
"/f a xlS,"[

I i  :  -  [  fu ly l ,  +2by' .y ]drd, t .
Jf .. xlS,T[

n

f'T
2l E(t)dt  <lx l  +y+lNl  +/{ .

J S

Lemme II.2, on a

lx l  <*f"fr l  +Ee)).
t/ tt
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D'autre pa,rt, en remplaçant a et 6 p* leur vaieur respective, donnée par (II.3), on
obtient dans I'expression de ly', on obtient

(rr.25)

Maintenant, on repofte (II.24) et (II.25) dans (II.23) ; otr trouve alors

(rr.26)

Utilisant (II.2) dans
obtient

lNl : 3 | /  . . , .  _,( '+ka + y')rtk(*. u). (vy)mffdtl
l"/ra xls,{ ù 

|

=ill: |,., '*ra 
-t y'12(*.u)drd,t. , l: l ,*tr*r,m.u)tvyt,arat]

=[ afufdrdt+zI  byt .ydrdt*
"/l.u xl^9'?[ ./f 1 x]S,î[

*: [  (*.  ,) ly ' l 'drdt ++ t f tmf (m. u)lvyl2drdt.
o J l+x ls , î [  .  J I .+x]S,?[

, [ ' EU)dt = &,..f"fq + nqr11 *: [ (* . ,)la'12 arat-
J S  V t t  " J l + x l S , " [

-  3P [  _ _.(* .  u) lvy lzdrdt  + [_ . .1c n,{ar f  + ba,  .u}arat+
2 Jr+xls,?. [  Jrç"1s,r1 (  ' "

**/  (*. ,) la ' l 'drdt++t f tmf(m.u)lvyl2drdt-.  J l+x ls , f l  "  J l+x ls ,T [

t  a ly l2drdt-z I  by ' 'ydrdt .
Jr*  x1s,4 Jr*  x1s, r1

(II.26) et éliminant les termes identiques de signes contraires, on

[ ,  [ '  E(t)dt =*f"r t)  + r1r; ;  + + [ , / r ,k(*.  u) ly ' lzdrdt
( II.2T\ I Jr \/11 1/lt lr*xls,"[ 

'
\  /  

|  =\ t" f t l+EeD++[ bly, lzdrdt  (d,après(rr .3)) .
| \/11 {lt Jr*xls,fl

Uti l isant (II .6) dans (II .27), on.trouve

[' 
"çr10, 

= 4"rt) vs, ? e [0, +oo[ avec 0 < .s < ?.
Js 

- 
t/tt

(rr.28)

Faisant tendre T vers *oo dans (II.28), on obtient Ie résultat voulu et le Lemme II.4 est
démontré. !
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II.3- Cas des feedbacks interne et frontière.

Dans le cas de l'élasticité, on peut aussi ajouter à I'action frontière, une action
internel plus précisément, si maintenant, on prend encore {Ao,yt} e Vo x [I2(Cl)]2 et
on considère le système suivant

(rI.2e)

où les fonctions

a" - pLy - (À + p)V(diuy) + I2y + Iy' :0 dans f) x (0, -)
â?r

,A r+Q+ t t ) (d iuy )u Iay*by ' -Q sur1 . l  x  (0 ,oo)

a :0 sur l -  x (0,  oo)

a(0): yo dans f,)

y'(0): y' dans f, l

a,b et / vérifient

(//.30) [ 
/ e r-(CI)

1,t",.# p.p z€o

a :  p (m .  , ) 1 t2 ,  b :  { p ( * . " ) k .(r r.31)

L'énergie de ce système est donnée pour tout t 2 0 par

[  
" rU) :  

* {  [  { l r ' ( * , t ) l '+  p lvy(* , t ) l '+(^+ p)(d iuu(r , r ) ) '?}dr}+
(11 .32 \  {  

z \ ro  )\-- '"-/  
I  **["tu(r ' t)12tu*:Ia4(r 'ùl2dr
\  z Ja  zJ r -

et elle est décroissante.
Pour ce nouveau système, on a le

Théorème II.5. On suppose que (11.90) et (11.31) ont lieu auec lc aérifiant (1.3/,).
Alors on a

(//.33) E'(t) < fexp(I - t{1tl2R)l E'(0), Vt >- 2Rl{1t.

La démonstration de ce théorème se fait comme celle du Théorème I.5; mais pour
la commodité du lecteur. nous en donnons les détails.
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Démonstration du Théorème II.5. Faisons le produit scalaire de la première
équation de (II.29) pat A et intégrons par parties sur Ox]S,7[; il vient alors

[ " 
- 

f: t^tu'l2drdt. [: [^{rvrr + (À + 1,t)(diuy(r,ty'?}ardt+
( I I .B4 \  I  

t t Jo  Js  Jo (

I . f l,,tot' + ba' .y)drd,t. 
l: I*r'tat' + ty' .y)d,rd,r : 0

où I'on a posé

* : lnr' .ro*f 
,.

Ajoutant la quantité 2 tl t"ly'l2d,rd,t aux deux membres de (II.34), on trouve

|  *  *  t :  t^{ lo ' l '+ r , lval '+t ' ly l2+(À+ 1,t)(d, iuy(r, t \ 'z\dxdt+
I  Js Ja

I 
. l: l,*ou'ar& + I: I,.bv' vdrdt. l: In,r' vd,xdt -

[ : ,l: lntu't'^..,
par (II.30) et I'inégalité de Young

I l,r'r,t. r@d.l= O* 
l,{r'ur' + t2tv(t)t'z\dr, v, > o

déduit

lxl < O*rur(") +8,(s)).

,art, on vérifie sans peine que

? Ë lnt't'o*., = l: l"Trtu'tzdx't < ffirr'rs) 
- E,e))

I l: l,*'r' 
'vd'rdt s # l,*olr{s11'* (d'après (I'34))

[ / In,r' 
.yd,xdt:= 

# In',rrtrr2d,rdt 
(d'après (II.so)).

t (II.37) et (II.38) dans (II.35) et utilisant (II.32), on trouve

P I: E,u)dt < ftr",rr) + E1(s)) + ffir",rn- E,("))+

I - # l,."ta6);2ar + # l,u'ts(s)tzdrdt

(//.35)

Or I 'on a pi

(//.36)

d'où I'on dé

(rr.37)

D'autre par

(/r.38)

Reportant (

(11.3e)
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d'où l'on déduit sans peine

f T  a P
( r r .40) ,  

J ,  
Et( t )dt . î r " r ( t ) ,  v0<s<?<+oo

et par suite

( I I .  L) [** 
"r( t )dt  

<4ur6),  vs > o.
J s ,/tt

La relation (II.33) découle alors aisément de (II.41) et la preuve du Théorème II.5 est
terminée. f]

Remarque II.6. On a des remarques analogues aux remarques I.6 et I.7.

Annexe: Démonstration de la Proposition A

Dans cette partie, on se propose d'établir f inégalité (I.7); nous la rappelons ici
pour la commodité du lecteur. Pour tout {u, u} € V, on a

f  f  1 f
( ,a . i )  |  (x " ) * .Yudx S-  |  (ou+bu)m.Vudr- ;  I  (m.u) lvu l2dr .

Jo  J t+  z  J t *

Démonstration. Nous rappelons que I'on a I'identité de Rellich (cf. [3]), pour tout
z  e H2(Q),  on a

f f â 2  1 1(A.2)  l  çn")* .Vzdr :  I  #* .Vzdr- :  |  (m.v) lVzl2dr .
Jç JaQ Ou Z Jaa

Maintenant considérons {u,u} quelconque dans V. Fixons q € Hz(Q) n y tel que

(4.3) Y : -@u -f bu) sur l+.
0u

Posons alors

( 4 . 4 )  u 2  : ' u ,  -  u 1 .

On a donc

( , 4 .5 )  *  : 0  su r  f+ .
du

D'après le Corollaire 6.3 de [1], qui dit en gros que si une fonction u vérifie

(  u  eV
I
)  Lu € Lz(a)
l ^
lân
I  A ,  

:0  sur  f+
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alors on a

ln{o,)* 
- yud,r = Iur#* 

yud,r - 
T lrrr*. u)lvul2dr.

on sait erre u2 vérifie

(4.6) 
ln{mr)*.vu2dx = lrr#*.yu2dr 

-I 
Irrr*.u)lyu2l2dr.

D'autre part, u1 satisfait à (A.2), puisque u1 e H2(Q), et I'on a

(4.7)

Compte tenu de ce que I'on sait sur u1 et u2, on déduit de (4.7)

(,4.8)

Des calculs simples montrent que (A.8) s'écrit encore

(,4.9)

Par une méthode
on montre que

( ,4.10)

Reportant

(4 .11 )

ln{o,),, 
-yud,r = Irr** 

.Yui,r - 
I lrrr* 

. u)lyu1lz dr+

* lrn#^'Yuzdr 
- 

I Irrr*' u)lYu2l2dr+

+ 
ln{{t"r)m 

'vu2 * (Lu2)m 'vu}d,r.

lr{o,)* 
.vudr = lrr!*.vud,r 

- 
I lrrr*. 

u)lvulzdr-

- 
Irr{#*. 

yuz * #*. vur }df + Iun@. u)vu1 . yuzdr+

+ [  {@"r) rn 'Vu2 *  (Lu2)m'  Vu1}dr .
J A

d'approximation de domaine, (voir la preuve du Lemme 2.2 de [6]),

[  [Uo")m 
.vu2 *  ( r ,u2)m .Yur]d,x :  

l r r**  
.vuzdr+

)ro

I  .  l rr#*'Yufir 
- 

lur@'u)Yu1 
'Yuzdr'

(A.10) dans (A.9), on trouve

lnto,)* 
. vud,x = lun#* 

Yudr - 
I lrn,. 

. u)lYulz dr.
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Or le membre de droite de (A.11) vérifie

(  f  Ôu  *n  I  f  .  . ô - -  t  0u  -  E .  1

, . {  1ô\  |  Jr"  ôun' r 'vudl  
-  

i  Jun@'u) lvu l "dt : . / r *  aum'  
Vudlr

\t ' 'Lz) 1 t @.,)(,*4)'dr -I [^ ,*.u)lvul2d, -+ [^ ç^',1çfif ar
[  

-  
J t - '  

"  -  / \  Au)  
* -  

"  J t+  2  J r - '
0u

car Vu : 
fr, 

sur f- (puisque u :0 sur f -).

Il découle aisément de (A.12) que

(  t  **.vudr-:  t  (m-u)lvuftr<- [  @u*bu)m.ytdr-
, r { ô \  |  Jaa i J ,  2Jaa  Ja * '
\ . { .ro/ I  r  f  _

|  - : l (m.u) lYu l2dr
(  z / r *

parce quton a

ôu
(A.LA) 

A,  
:  - (ou + bu)  sur  fa  et  m'u 10 sur  f  - .

Reportant (A.13) dans (A.11), on obtient bien (A.t); ce qui achève la démonstration de
la Proposition A. !
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