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REST,]ME

L'étude des structures de stockage nécessiæ avant tout la déterurination

des pressions norrnales sur les parois. Deux types de méthodes de calcul sont en

général développées, soit une méthode analytique soit une technique

numérique par éléments finis. Les méthodes analytiques sont généralement

exploitées dans l'étude pratique et rapide des silos élancés. Par contre, la

considératon du comport€ment complexe du matériau ensilé, de I'influence de la

flexibilité de la paroi et du comporæment de I'interface matériau-paroi, nécessite

I'utilisation d'une méthode numérique par éléments finis. Les travaux antérieurs,

utilisant cette méthode, considèrent souvent un compoftement complexe du

matériau ensilé, par contre, la flexibilité de la paroi et le comportement de

I'interface matériau-paroi ont peu d'importânce.

Le but de ce travail est de démontrer qu'une technique relativement

simple par éléments finis peut précisément déterminer les pressions sur la paroi

dans le cas du remplissage, en utilisant les caractéristiques appropriées du

frottement sur la paroi. Quatre éléments différents sont présentés pour I'interface,

deux pour ta jupe et deux pour la fiÉmie. La performance de la méthode est très

satisfaisante, comparativement aux autres travaux et résultats expérimentaux,

pour les silos à faible, à moyen et à fort élancement. On constate également que,

I'utilisation d'une loi de compoft€ment Eès sophistquée du matériau ensilé n'est

pas nécessaire, par conhe, la modélisation précise du frottement sur la paroi est

très importante. Cependant, il est possible dans cette étude d'introduire

facilement les comporûements plus complexes de matériaux ensilés si nécessaire.
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ABSTRACT

The design of storage structures requires, above all, the calculation of the

normal pressures on silo walls. Two methods of calculation are generally used,

the analytical and the numerical method. The analytical methods are generally

used for practical and rapid calculations in slender silos. However, if we

consider the complex behavior of the ensiled material, the effect of wall

flexibility, and the behavior of the material-wall inærface, only a numerical finite

element technique can be used. Earlier studies, using this method, often

consider a complex behavior of the ensiled material, however, show a simple

behavior in the material-wall inærface, and the effect of wall flexibility is usually

neglected. -

Our aim is to study the pressure distributions in circular silos with flexible

walls, and to show that comparatively simple finite element techniques, which

include appropriate wall friction characteristics, can accurately model the

pressures exerted by stored solids on silo walls in filling conditions. Four

different contact elements gre applied to the interface, two for the cylindrical

section and nvo for the conical section. The perfonnance of this method is very

satisfactory compared to the experimental, theoretical and numerical results, for

the squat and slender silos. It can be noûed that the use of a very sophisticated

behavior law for ensiled material is not necessary, whereas an exact modeling of

the wall friction is vital. However, if necessary, a more complex behavior of

ensiled material can be incorporated into this study.
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AVANT PROPOS

L'application de la technique de calcul par éléments finis dans un

domaine nécessite de la continuité de ce domaine. L'assimilation d'un milieu

granulaire à un domaine continu, est donc régi par les lois de la mécanique des

milieux continus, et constitue une êtzp quasi-obligatoire dans toute approche,

orientée vers la détermination du champs des sollicitations dans le silo. Cette

assimilation doit cependant reposer sur des hypothèses et des comportements

bien choisis, par exemple: l'élasticité, la plasticité; on peut également prendre en

considération la particularité du problème posé, où I'on aurait tendance à

considérer le matériau ensilé comme un solide en cours de remplissage et comme

un fluide lors de la vidange.

Dans le premier chapitre, est présenté la justification de ce travail, de

manière à mettre en évidence les aspects et nécessités générales de cette étude.

Le deuxième chapitre est consacré à I'analyse des paramètres généraux et

à l'étude bibliographique des modèles de la littérature.

Dans le troisième chapitre, est abordé l'étude théorique de la modélisation

du matériau ensilé et le problème du contact entre le matériau ensilé et la paroi,

autrement dit, la modélisation d'une interface enfie le matériau ensilé et la paroi.

Le chapitre 4 est consacré à I'exploitation des résultats. Les résultats

obtenus sont comparés avec plusieurs méthodes de calcul pour démontrer qu'il

est inutile d'utiliser des caractérisations complexes et non linéaires de la matière

ensilée pour déærminer les pressions sur la paroi en cours de remplissage.

Enfin, dans la conclusion, nous effectuons une synthèse de nos travaux

et présentons les développements à exploiter.
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NOTATIONS

A surface des différents types d'élément

tBl matrice de déformation

C cohésion de la matière ensilée
d diamètre du cercle inscrit de la cellule

Em module d'élasticité de la matière ensilée

Ep module d'élasticité de la paroi

{F} vecteur des sollicitations globales

ttil matrice de comportement élastique

H hauteur totale de la cellule
hc hauteur de la partie cylindrique
ht hauûeur de la frémie
hs hauûeur du cône supérieur de remplissage (surcharge)

tJl matrice jacobienne

J déærminant de la matrice jacobienne

Kl matrice de rigidité élémentaire

tkl matrice diagonale des propriétés de l'élément de contact

kn rigidité normale de l'élément de contact

ks rigidité tangentielle de l'élément de contact

kp rigiditgde la paroi
L longueur de l'élément de contact
Ni fonctions de forme

NPI nombre de poinæ d'intégration numérique

D, s coordonnées locales
n indice de non linéarité de la loi de Boyce

P perimètre de la section latérale du silo

{p} vecteur des pressions sur la paroi
pn pression normale sur la paroi
ps pression tangentielle (frottement) sur la paroi

R rayon de la cellule circulaire
Rh rayon hydraulique de la cellule

t, 0, z coordonnées globales cylindriques

ffJ matrice de passage
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t épaisseur de la paroi

{u} vecteur de déplacements nodaux

ui déplacement normal de ième noeud dans le système de coordonnées

globales

vi déplacement tangentiel de ième noeud dans le système de coordonnées

globales

{w} vecteur de déplacements relatifs de l'élément de contact
wnt déplacement normal du côté matériau de l'élément de contact

wn- déplacement normal du côté paroi

wrt déplacement tangentiel du côté matériau

wr^ déplacement tangentiel du côté paroi

o angle d'inclinaison de la trémie par rapport à I'horizontal
p égal à EmR/Ept

ô angle de frottement de la matière contre la paroi

ç, €66, Ery,,Tn composantes cylindriques de déforrnations axisymétriques

Q6, 096, $zz,trn composantes cylindriques de contraintes axisymétriques

T poids volumique

il fonctionnelle de l'énergie potentielle

v coefficient de Poisson

L rapport de la contrainte latérale sur la contrainte verticale

tl coefficient de frottement contre la paroi F=tgô
oli poids ou coefficient dans les schémas d'intégraton numérique

0 angle de frottement interne

0 angle entre la paroi du silo et le vertical

V angle de talus naturel

ta1 résistance au cisaillement

6, n, ( coordonnées paramétriques
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La plupart des travaux concernant l'étude des pressions sur les parois de silo

considèrent que les silos sont à fort élancement et que leurs parois sont rigidifiées.

Ces travaux exploitent des mises en équation inadaptées pour déterminer les

pressions lorsque les silos ont des parois flexibles et à faible élancement (silo-

magasin). De même, les méthodes actuelles prennent peu ou pas en considération

I'interac tion matériau-paroi pour c alc uler les pressions.

Par conffe la facilité de mise en oeuvre des structures métalliques a favorisé la

construction de silos métalliques de petiûe taille ou de taille moyenne (élancement

faible ou moyen) dont les parois sont flexibles.

De nombreuses tentatives ont été faites pour utiliser le calcul par éléments

finis pour prévoir les pressions sru la paroi du silo U-8-12-16-22-32-36-381. Presque

toutes les méthodes antérieures ne considèrent aucune interaction entre les

pressions des matériaux ensilés et la déformation de la paroi. La complexité de la

nature des paramètres caractéristiques des matériaux a conduit les chercheurs à ss

limiter à un nombre restreint de paramètres dans les calculs. Les calculs de

Mahmoud et Abdel-Sayed l32l et Ooi-Rotter [36] prennent en considération la

structure et le matériau ensilé et ont étudié I'effet de la flexibilité de la paroi sur ces

pressions. Cependant, la corrélation entre les pressions expérimentales et

analytiques n'est pas proche pour le premier, et le second n'a pas étudié cet effet sur

les silos élancés équipés de trémie. Presque dans toutes ces études par éléments

finis, aucune tentative n'a été faite pour démontrer que les paramètres

caractéristiques complexes du matériau sont nécessaires, ou pour explorer la

sensibilité des pressions prévues par rapport aux paramètres donnés qui ne sont pas

rès significatifs.

Dans notre étude, une ûechnique de calcul par éléments finis relativement

simple est présentée en utilisant les caractéristiques appropriées du frottement en

paroi. Il est bon de préciser que cette étude portera essentiellement sur la

déærmination des actions appliquées sur les parois de silos cylindriques, équipés ou

non de trémie, avec des conditions aux limites et des conditions de remplissage. Elle

prend en considération I'action du matériau ensilé et la paroi de silo circulaire. Les

résultats obtenus par éléments finis, sont comparés avec les études théoriques,

numériques et experimentales antérieures. Il est monEé qu'on n'a pas besoin des
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caractérisations complexes et non linéaires du matériau ensilé pour déterminer les
pressions sur la paroi en remplissage.

On ne prétend pas que les matériaux ensilés, ne présentent qu'un

comportement élastique, ou que les déformations initiales des différenæs parties de

matériaux sont sans importances. Cetæ étude est enfreprise pour explorer les états

de contraintes qui se rencontrent dans une masse élastique linéaire et homogène

sans déformation initiale. Elle est soumise à son poids propre et emmagasinée dans

un silo à fond plat, ou à trémie avec des contacts sur la paroi avec frottement. Ce

fiavail apporte des résultats importants mais simple. Ils peuvent êne utlisés corlme

référence à des modèles plus complexes. Quelques études paramétriques

préliminaires sur la distribution des pressions aux parois de silos sont présentées et
les paramètres critiques qui affecænt les résultats sont identifiés. Cette étude pemtet

la détermination raisonnable des effets de flexibilité de la paroi et les autres

paramètres.
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z.r. cÉNÉnlllrÉs

2.r.r. penennÈTREs cÉovrernreuEs DU srr,o

Lorsque I'on s'intéresse aux silos ou aux trémies, il s'agit en général
d'accumulateur de matériaux ou de réservoirs pour le stockage des produits en vrac;
constitué, généralement de deux parties:

Figure 2-l Géométrie de silo
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une partie à parois verticales que I'on désigne par cellule ou corps du silo et une
partie à parois inclinées que I'on désigne par frémie. La figure 2-l decntun silo, avec
les désignations adoptées par la norme NF P22-630, [34].

Nous désignerons par "silo", tout accumulateur de matière, constitué d'une
paroi à génératrices verticales, terminé inférieurement par des parois inclinées ou par

un fond plat horizontal.

2.1.2. PaRAMÈTRES nTBCemQUES ET PHYSIQUES DES MATÉRTAUX
ENSILES

Un milieu granulaire, dans sa forme générale est composé d'un ensemble de
particules discrètes, en contact les unes avec les autres et qui sont de formes, de

dimensions et d'orientations diverses, à ttre d'exemples: céréales, sable, gravier. Le

comportement en remplissage des silos fait appel aux notions d'angle d'éboulement,

angle de frottement interne et angle de frotûement en paroi.

2.1.2.1. Angle du cône de remplissage

L'angle d'éboulement d'un matériau granulaire, est utilisé pour déterminer
I'angle du cône de remplissage \y (ou angle de talus naturel), figure 2-7, estcelui que

forme I'horizontale avec Ia gén&atrice d'un tas conique de produit tombant
*lentement et régulièrement de faible hauteur, exprimé en degré.

L'angle d'éboulement n'est pas une mesure directe de la capacité
d'écoulement du produit en vrac. L'angle décrit ici sert essentiellement à des fins de

comparaison enfie les cônes de remplissage des différentes matières ensilées. Le

plan moyen de remplissage est défini par rapport au cône de remplissage de la
rnatière ensilée. Ce plan est pris au tiers de la hauteur du cône de remplissage, hs,

figure 2-L. La mesure de I'angle d'éboulement est obtenue par la procédure

opératoire suivante:

Conformément à la définition, le produit en vrac est versé lentement et

régulièrement de faible hauteur sur un plan horizontal. Le but à atteindre est

d'obænir un tas de forme conique aussi abrupte et régulière que possible. Il est
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procédé à la mesure des diamètres conjugués D1 etDz ainsi que la hauteur h, figure
2-2.

Les diamètres D1 etD2 doivent mesurer au moins 20 fois le diamème des
grains constituant le produit et se chiffrer au minimum environ 100 mm.

L'angle d'éboulement V est calculé à partir des valeurs mesurées h, D1 etDz:

v = Arcts#; (2.1.D

La mesure est effectuée au moins trois fois et, à partir des résultats obtenus,

on calcule la valeur moyenne arithmétique:

(2.r.2)

Figure 2-2 Angte d'éboulement

2.1.2.2. Angle de frottement interne au remplissage des silos

La mécanique des sols classique utilise le critère de Mohr-Coulomb, précisant
que la contrainte tangentielle t dépend linéairement de la contrainte normale o,
perpendiculaire à la surface de rupture:

20
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L'angle Q est défini comme étant I'angle de frotæment interne de la matière.

Le paramètre C représente la contrainte tangentielle maximale à o=0, figure 2-3, rI

est appelé cohésion. La cohésion due aux forces d'attraction des particules dépend

de la contrainûe et donc de la densité en place p. Les matériaux granulaires sont en

général à faible cohésion.

Figwe2-3 Condition de rupture après Mohr-Coulomb

Les phases de remplissage d'un silo sont des phases de compression

(tassement) de la matière ensilée. L'angle de frottement lors du remplissage, Q, est

déterminé par I'essai riaxial: inclinaison de la tangente à I'enveloppe des cercles de

Mohr [33]. Toutefois on peut avoir deux angles de frottement dans les essais

fiaxiaux: un angle de frottementmaximum 0.rr, et un angle de frottement minimum

O-itt.
L'angle de frottement maximum est obtenu par la tangente aux premiers

petits cercles de Mohr et I'angle de frottement minimum par la tangente aux derniers

grands cercles de Mohr. Toutefois on peut prendre I'angle Q comme la tangente à

I'enveloppe tinéarisée de tous les cercles de Mohr, dans ce cas, Q diminue avec

I'augmentation de la contrainæ latérale oz 1271.

2.1.2.3. Angle de frottement en paroi (Coefficient de frottement )

L'angle de frottement en paroi est déærminé facilement à I'aide de I'appareil de

cisaillement de Jenike ou de Casagrande. La tangente de cet angle est appelée
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cofficient de frottement en paroi et désignée par p. On mesure I'effort de
cisaillement du matériau confiné lorsque ce matériau est déplacé sur une surface
plane faiæ du matériau de la paroi, figure 2-3.Le macé de I'effort de cisaillement I en
fonction de la confrainte normale o dans un diagrarnme t-o, donne souvent dans le
cas de parois métalliques une droiæ passant par I'origine du plan t-o, figure 2-4.

L'angle produit entre cette droite et I'axe horizontal est appelé angle de fronement
en paroi La tangente de cet angle, tgô, est le coefficient de frottement en paroi. Il y
a cependant d'aufres associations paroi-matière pour lesquelles le diagramme t-o
n'est pas une droite [27].

Figure 2-3 Boîæ de cisaillement

Figure 24 Coefficient de frotûement en paroi

Il est toutefois possible de déterminer I'angle de frottement en paroi à I'aide
de I'appareil triaxial. Il suffit dans ce cas de considérer une partie de l'échantillon
comme matériau de paroi en lui donnant une fomte inclinée afin que le cisaillement
ait lieu sur la face inclinée.

o=N/A
t=S/A
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2.2. THEORTES CLASSIQIIES DE CALCIJL DES PRESSTONS SIJR LES
PAROIS DE SILOS

Il y a beaucoup de théories qui t€ntent de prévoir les pressions provoquées
par les matériaux ensilés, sur la paroi. Ces théories peuvent ête classées en deux
groupes: le premier groupe intéresse les silos élancés et le second les structures de
stockage ou silos à faible élancement. Cette différence survient parce que les
pressions sur la paroi en silos élancés résultent de la formation de voûte, alors que
les silos à faible élancement, grâce à l'effet de butée-pousée, sont suffisamment
flexibles pour qu'on suppose un glissement sur llinterface. Une description brève
des différences importantes entre ces théories est donnée dans la suite. Des
descriptions complémentaires peuvent ête trouvées ailleurs [ 1 -3- 1 9].

2.2.I. Théorie originale de Janssen

Les théories pour les silos élancés sont basées en générale sur l'équation
différentielle d'équilibre vertical pour une couche horizontale de matériaux, figure
2-5:

parol

\

a
+4

o r l

1=

o.  +do ,
t r

I
Figure 2-5 Équilibre d'une couche de matière ensilée

Le bilan des conhaintes dans la direction z donne:
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Sor+15dz - r ,Pdz- (o"+do")S dz=O (2 .2 .1)

avec:
S : surface intérieure de la section droiæ de la cellule du silo
P : perimètre intérieur de la cellule suivant cette section
y: poids volumique de matériau ensilé,
oz : contrainte horizontale
t : contrainte de cisaillement, égale à por , où ol est la contrainte normale et
p : coefficient de frottement.

La résolution de cette équation à deux inconnues, c'est-à-dire les pressions
horizontale et verticale, nécessite I'utilisation d'une relation complémentaire
définissant le rapport l, entre deux pressions ci-dessus, appelé rapport de pression
latérale. La solution originale de Janssenl25l suppose que À est invariant avec la
profondeur du matériau. Cetæ hypothèse conduit à la disribution de pression:

(2.2.2)

avec:

"o=fr et no=È

R1 est appelé le rayon hydraulique de la section et pour un silo circulaire est égal à
R/2 où R est le rayon du silo.

2.2.2. Théories proposées à partir de la solution de Janssen

Cette solution a é,tÉ, adoptée par Koenen [28], Pieper et Wenzel [37], Walker

[50], Walærs [51], Jenike et aI. 126l et Sokol [45] dans leurs propositions pour
déærminer les pressions apÈs le remplissage.

Bien que ces auteurs aient supposé que le rapport de pression latérale est
invariant avec la profondeur, sa valeur déterminée par chacun était différente.
Koenen [28] a adopté le rapport de pression active de Rankine:

p=+ [-e-ztzo1
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(2.2.3)

où Q est I'angle effectif du frottement interne.

Pieper et Wenzel [37] ont suggéré que la valeur de l, ci-dessus est trop faible

et ont proposé une relation empirique d'après laky pal:

À = 1-sin0 (2.2.4)

Les modèles de Walker et Walters reposent sur I'hypothèse d'une

distribution non uniforme de la contrainte verticale depuis I'axe du silo jusqu'à la
paroi, toute en ne respectant que l'équation d'équilibre global par tranche donnée

en (2.2.1).

Walker [50] a constaté que les matériaux ensilés adjacent à la paroi ne
peuvent pas supporter la conffainte de cisaillement exigée si on utilise un état
plastique correspondant à l'état actif de Rankine (équation 2.2.3), et a déærminé À

sur I'hypothèse que les matériaux adjacent à la paroi glissent en bas de la paroi et
sont à la limiæ de rupture:

?,, -
1+ sin2Q - 21@;4 - pæos$i (2.2.s)

cos2Q + 4p2
*

ceci conduit aux valeurs de l. entre celles obtenues par l'équanon (2.2.3) quand la

paroi est lisse et:

^  1-s in{l, = 1*ffi Q.2.6)

quand la paroi est rugueuse [50] de telle sorûe que les particules glissent sur elles-
nÉmes.

Walters [51] a étendu cette analyse pour admetffe la non uniformité des
contraintes verticales sur une couche des matériaux ensilés à une profondeur
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importante, en supposant que la masse entière est en état de rupture plastique. Ceci
conduit à:

i . -
I - sin{

(2.2.7)
1 + sin2Q + 4cosQ [w3Q - (82Q - w\3t2]

3rP

qui produit des valeurs enffe celles des équations (2.2.3) et (2.2.5).

En constatant I'augmentation de la complexité dans tous ces travaux, Jenike
et aI. 126l ont proposé 7v=0.4 et Homes l23l a proposé )F0.45 pour un grand choix

des matériaux communément utilisés.

Sokol [45] détermine les équations donnant les contraintes maximales qui

peuvent se produire en remplissage et en vidange dans un silo. En partant de la
variaton du coefficient À, deux états d'équilibre sont alors étudiés. Le premier état

d'équilibre peut se produire au remplissage. Dans l'équation d'équilibre des forces
verticales sur une couche horizontale selon Janssen, Sokol prend comme contrainte
verticale, la moyenne de la contrainte verticale sur une couche. La valeur de À

proposé par lui, pour l'état limite actif, en tout point de la section est alors:

, ,_1-s inQcos2v*
À=1+s inQco6\ tp (2.2.8)

qui produit les valeurs p presque égales à celles de Jenike 126J. vçp est I'angle enfe

le vecteur contrainte principale majeur à la paroi et I'ane vertical.

2.2.3. Norme Française P 22-630

Cette nonne utilise la formule originale de Janssen. La valeur de I est celui

proposé par Sokol (l'équation 2.2.8). L'angle v* est déduit de la forrrule:

cosvcp - sinQ (2.2.e)sin2ô + lffiS - sinS ç.t6
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2.2.4. Solution de Reimbert

Quand la théorie de Janssen est appliquée à plusieurs silos à faible

élancement, l'origine du système de coordonnées est pris au tiers de la hauteur du

cône de remplissage, ce qui conduit à la prédiction des pressions significatives au

point de contact des matériaux avec la paroi à la surface libre. Reimber [40] a
produit une autre solution de l'équation différentielle qui permet à î, de varier entre

zéro à la surface libre de matériaux (en haut) et la valeur de l'équation (2.2.3) à une

profondeur importanûe de matériaux. Ceci a conduit à:

p=#lt rî*rr'1 (2.2.10)

avec:

(2.2.rr)

et hs est la hauteur du cône de remplissage.

L'équation (2.2.10) produit des pressions plus grandes que les équations

(2.2.2) et(2.2.3) près de la surface libre du matériau ensilé.

2.2.5. Autres théories de calcul des pressions

Toutes les théories ci-dessus sont développées à I'origine pour des silos

élancés. Moins d'attention a été apportée par les chercheurs aux pressions dans les

silos à faible élancement. La théorie de Rankine [39] a été proposée parfois par

Lambert [31], et l'équation générale proposée pour la pression sur la paroi est:

[.ot,y - l@@:cos'zO-p-')zcos\rLffi (2.2.r2)

où V est I'angle du talus naturel, fomré par la matière ensilée (cône de remplissage).

Rh"
zo=M.- î
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Les pressions sur la paroi données par la théorie de Rankine agissent
toujours dans la direction parallèle à la pente du cône de remplissage et le
frottement de paroi est négligé. Sæwart l47l arecommandé I'utilisation de la théorie
de Coulomb [14] pour sunnonter ce problème. Ceci conduit à:

(2.2.r3)

où:
ô = ArctgF

et 0 est I'angle entre I'horizontal et la paroi .

Les deux théories de Rankine et de Coulomb sont appliquées aux parois

planes, non aux parois circulaires communément utilisées en silos. Abdel-sayed [1] a

modifié la théorie de Coulomb pour I'appliquer à I'anneau conique de matériaux qui

glissent dans la direction axiale.

Ragneau [38] a présenté une méthode de calcul des pressions normales à la

paroi, qui est basée sur l'équilibre interne du matériau ensilé, compte tenu des

conditions de frottement qui se développent au contact de la paroi et moyennant

des hypothèses sur les variations des contraintes suivant le rayon du silo:

p =',/lzo(t - e-rlrù+ (1 - L"r$e-ztq

R .  ^  1+s inQcos2Oe
zo=M.  e t  ^= l -s inocos2%

(2.2.r4)

avec:

0s désigne I'angle ente la facette parallèle à I'axe r et la direction principale majeure.

Il a présenté une aufre solution à partir de I'inroduction d'emblée un terme
cubique dans la loi de variation du cisaillement selon le rayon.

La plus grande partie des théories simples ci-dessus sont comparées dans le

chapitre 4 avec les résultats de l'étude élastique par éléments finis.
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2.3. trÉrnoDps NuuÉnIeuES DE cALCUL DEs pREssroNS
SUR LES PAROIS DE SILOS

2.3.r. cÉmÉnar,rrÉs

Plusieurs tentatives ont été faiæs pour calculer les pressions sur la paroi du
silo par la méthode des éléments finis en cas du remplissage; coûrme les travaux de
Bishara [55] modélisé, les fravaux de Eibl et les fravaux de Ragneau-Aribert [38] en
France. Le remplissage de la cellule dans les Eavaux de Bishara est modélisé par

superposition de couches d'éléments finis (élément rectangulaire à 4 noeuds) en
adoptant une loi de comportement visco-élastique pour le matériau ensilé et une loi
de frottement à la paroi de type Coulomb. L'élasticité de la paroi est également

simulée par des éléments particuliers fraduisant uniquement I'effet des déformations
radiales. Eibl a utilisé deux méttrodes différenæs (hypo-élastique et élasto-plastique)
pour la simulation du comportement du matériau ensilé en cours de remplissage.
L'étude de Ragneau-Aribert utilise le comportement élastique non linéaire et

élastique non linéaire couplé avec le critère élasto-plastique du matériau ensilé en
cours de remplissage.

Tous ces ftavaux ont utilisé les caractérisations complexes du matériau ensilé,
par exemple, la loi élasto-plastique de Lade [30] avec 14 paramètres à obtenir, ou la

loi hypo-élastique de Kolymbas [29] avec 4 paramètre sans sens physique.

Quelques études bibliographiques et assez complètes de ces modèles ont été
réalisées par les auteurs, par exemple, les ftavaux de Roth-Khelil [57], Martinez [56],
Ragneau-Aribert [38]. On va démontrer dans le paragraphe suivant que les
paramètres complexes et difficiles à obtenir tels que les notions de I'angle de
frottement inærne et la cohésion du matériau ensilé ou la notion de la non linéarité

élastique, ne peuvent pas influencer de la manière importante les pressions normales

à la paroi. Nos résultats avec un comportement simplifié, présentés dans le chapire
4, sont très proches à ces méthodes numériques, qui ont utilisé les paramètres

complexes du matériau ensilé.
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2.3.2. INFLUENCE DES PARAMÈTRES DU COMPORTEMENT SUR LA
PRESSION NORMALE

2.3.2.1. L'effet des Q et C sur les zones plastifiées

L'étude de E. Ragneau [38] constate que pour les silos à faible élancement
avec [Vd inférieur à 1,5, les zones plastifiées dans le matériau ensilé sont pas très
importantes. Cette étude pour un silo avec Hld égal à un, ne présente aucune zone
plastifiée au bord de la paroi, figure 2-7. Ainsi suivant que I'on accepte ou non
I'hypothèse d'une faible cohésion, les zones plastifiées sont limitées au bord de la
paroi lorsque C (cohésion du matériau ensilé) est nul, et se concentrent au contraire
vers le fond de la cellule lorsque C augments, frgure 2-6.

Cellule D (base exPérim.)
hauteur d'ensilage 8 m
A: C= 2,34I(Pa Q=22"
B : C = 1 , 4 2  "  Q = 2 2 o
C:C=0 ,10  "  Q=27 ,

.n.  
{

Aj ustement des paramètres
ô e t C

ABC

Figure 2-6 Influence des paramètre Q et C sur les zones plastiques [38]

Il paraît important de souligner que l'évaluation des zones plastifiées, qui est
faite dans l'étude de [38], en terme d'invariants du tenseur des contraintes (critère
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de Druker-Prager) n'implique pas obligatoirement une plastification au sens de
Mohr-Coulomb, si I'on se place dans le plan de symétrie (r,z) de la cellule. Dans la
figure 2-8, en utilisant le critère de Mohr-Coulomb les zones plastifiées pour deux
angles de frottement interne différents, 0 égal à 30' et à 40", sont présentées [36].
Ces zones plastifiées ne peuvent pas encore influencer considérablement les
pressions norrnales dans le cas de remplissage, surtout quand Q est assez grand. Des

dépassements de seuil d'élasticité vus dans cette figure conduisent aux pressions

nonrrales prévues légèrement plus grandes que si le critère plastique du matériau

ensilé était respecté.

l=

Figure 2-7 La zone plastifiée dans
un silo à taible élancement [38]

_={{q
:

,z-
\

ô:40"

= 0=30'
\

Em=1
Vm=0

0 MPa
,3

EP =  2 ,0x105
vo = o '3

R/t =5t
H/d =1

)0, P=Q,5
t

I

Figure 2-8 L,es zones plastiques pour

0 = 30o et Q = 40" [36]
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2.3.2.2. L'effet des paramètres Q et C sur la pression normale

En revanche, il semblerait que les paramères couplés (C et Q) n'aient pas une

influence déærminante sur la distribution des pressions normales à la paroi comme
ænd à le monEer la figure 2-9. En effet les répercussions qu'entraînent I'utilisation
des paramètres caractéristiques complexes de matériau ensilé sur les efforts transmis
à la paroi, sont finalement très faibles et peu significatives. Les modèles de
comportement complexe établis à partir de I'une ou I'autre étude expérimentale,
conduisent finalement à un comportement de la matière ensilée globalement

équivalent lorsqu'on se place au niveau de la paroi, même si localement les rigidités
calculées peuvent êre très différenæs [38].

0  5  1 0  1 5  2 0
presslon normale en KPa

Figure 2-9 Influence de $ et C sur la pression normale [38]
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Figure 2-10 Influence de 0 sur la pression normale [38]

L'influence des paramètres du comportement dans le cadre du modèle

élastique non linéaire de Boyce couplé avec le critère plastique de Drucker-Prager

aêtait étudiée par [38]. Le produit ensilé utilisé est le blé avec les paranètres

élastiques déduits des essais effectués au L.M.S. l2ll.Lafigure 2-10 présente trois

distributions de pression normale le long de la paroi, obtenues pour différentes

valeurs de I'angle de frottement interne (respectivement 18,5o, 22,5" et 30"), faites

par [38]. Dans le premier cas I'effet de pic près du fond de la cellule est amplifié, ce
qui ænd à réduire la valeur approximative de la pression normale asymptotique. Ce

cas ne correspond pas à I'expérience; on ne peut jamais trouver dans la nonne
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française une matière ensilée avec un angle de frotæment interne inférieur à22".La
valeur moyenne de I'angle de frottement interne pour 20 matériaux présentés dans
cette nomre est 30,5o, ce qui est très différent avec le premier cas.

Les deux autres courbes dans la figure 2-10, correspondent pourtant à deux
valeurs assez différenæs de Q (22,5" et 30o), restent quasiment identiques sur toute
la hauteur de la cellule. Par conséquent, il semblerait que la prise en compûe de
I'angle de frottement interne dans le modèle numérique n'ait pas de répercussions
importantes sur la distribution des pressions normales [38].

Par conséquent, I'influence des paramètres caractéristiques complexes du
matériau ensilé sur le calcul de la pression nonnale à la paroi reste faible; surtout si
I'assimilation de frottement sur la paroi est adoptée avec une bonne précision.

2.3.2.3. L'effet de la non linéarité élastique sur la pression normale

Le paramètre de non linéarité de la loi de Boyce n, ffaduit un comportement
réel et fortement non linéaire pour n=0,3 (la linéarité étant réalisée pour n=l), figure

2-ll. ô est le niveau de contrainte moyen à mi-hauæur du silo. Pour connaître I'effet
de cette non linéarité, dans la figure 2-12, on a représenté les pressions norrrales à la
paroi pour les deux cas extrêmes (n = 0,3 et n = l), [38]. Les résultats présentés,
figure 2-12, correspondent au cas d'un silo de hauteur 24m,de rayon 2m avecun
coefficient de frottement à la paroi de 0,33 et un fond supposé lisse. Ils montrent
que la distribution des pressions normales à la paroi pour ces deux cas extrêmes a
sensiblement la même allure; elle est majorée d'environ 5Vo en élasticité linéaire, ce
qui traduit un écart faible.
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Figure 2-11 Présentation du paramètre de non hnéaitÉ, n
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0  5  1 0  1 5  2 0  2 5
preesion normale en KPa

Figure 2-12 Comparaison de la distribution de pressions normales obtenues pour
les deux cas de comportement linéaire et fortement non linéaire du produit ensilé
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3.r. cÉNÉnnurÉs

Le silo circulaire et les matériaux ensilés sont supposés chacun coûlme un
matériau élastique linéaire et homogène. Cette hypothèse élémentaire, est faiæ car
le matériau ensilé constitue un bloc solide contre la paroi et un modèle élémentaire
comme celui-ci peut être utile pour les calculs plus complexe. Les résultats qui
résulænt de cette théorie simple, montrent que ces hypothèses sont valables.

Le matériau ensilé et la paroi du silo sont modélisés comme étant des solides
axisymétriques à I'aide de la méthode des éléments finis [6]. Les éléments utilisés
sont isoparamétriques et pendant ce travail, I'analyse avec les éléments à trois,
quafte et huit noeuds est testée. L'élément quadratique à huit noeuds (avec quatre
points d'intégration de Gauss t53l ) fournis de meilleurs résultats de ce problème
pour un nombre de degré de liberté total donné. Un maillage typique est monfté
pour représenter-une section radiale de matériaux ensilés et du silo; on prend un
maillage fin près du fond, de la jonction cellule-trémie et de la paroi, figure 3-1.
L'interface matériau-paroi, en général, est modélisée par deux éléments de contact, à
quatre et à six noeuds. Les matériaux ensilés sont raités comme ayant une densité
uniforme, et les contraintes résiduelles qui se développent pendant le remplissage
progressif sont négligées.
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3.2. MODÉLISATION DU MATÉnmu Busu,É
ET DE LA PAROI

3.2.r. cÉNÉnalrrÉs

La méthode des éléments finis est une technique particulière d'approximation
des fonctions solutions par sous-domaines. Grâce à la géométrie du matériau ensilé
dans un silo circulaire, c'est-à-dire, un co{ps à symétrie de révolution soumis à un
chargement ayant la même symétrie, on prend en considération la symétrie du
problème comme pour un corps axisymétrique [43]. La figure 3-2 présente un
élément de volume de ce co{ps.

figure 3-2 Iæs contraintes dans un problème axisymétique

Le problème théorique est analogue à celui des contraintes planes ou des
déformations planes car il est, ici encore, bidimensionnel. Pour des raisons de
symétrie, les deux composantes du déplacement dans toute secton plane contenant

I'axe de symétrie définissent complèæment le champs des déformations et donc les

' î ,/A \
6== ùo*

orz
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contraintes. Une telle section plane est représentée sur la figure 3-3. On voit bien
qu'un élément axisymétrique est un tore de section, par exemple, triangulaire ou
quadrilatérale.

Soient r etz respectivement les composantes radiale et axiale d'un point, u et
v les déplacements correspondants, on trouve immédiatement que les fonctions

définissant le déplacement de l'élément axisymétrique sont celles de l'élément plan

bidimensionnel.

Dans les problèmes d'élasticité plane, le travail interne est associé aux trois
composantes de la déformation dans le plan, la composante norrnale de la contrainte
n'intervenant jamais, soit piuce qu'elle est elle-même nulle, soit parce que la
composante correspondanæ du déplacement est nulle.

(b) section quadrilatérale

Figure 3-3 Iæs éléments axisymétriques toriques

4l

(o) section triangulaire



En symétrie de révolution, la composante radiale du déplacement produit
automatiquement une déformation tangentielle et corlme la contrainte
correspondante est sûrement différentp de zêro, il faut faire intervenir une quatrième
composante des défomrations et des contraintes. C'est là que réside la différence
essentielle de la symétrie de révolution, [6] et [53].

3.2.2. THÉORIE DE BASE

Le principe des déplacements virtuels et du minimum d'énergie potentielle
totale jouent un rôle important dans les méthodes de calcul des structures élastiques
par éléments finis. Dans le cas où I'on ne considère que des sollicitations statiques
ne dépendant pas de l'état de déformation (ce qui est le cas en théorie linéaire
classique de l'élasticité) on peut définir une fonctionnelle fI [6-13-44-48-52],
appelée énergie potentielle totale telle que:

(3.2.r)

W est la fomre intégrale de type Galerkin conduisant aux modèles déplacements en
éléments finis et:

fl(u,w) = Ilil(u,w) - fL*t(u,w) (3.2.2)

où fllnl est l'énergie inærne de déformation (forme quadratique en {e}):

(3.2.3)

et -fL*t est le potentiel des forces de volume et de surface (forme linéaire en u ):

flia(u,w) = 2n I tl trltru {e} r dr dz
A L

fL*t(u,w) =2n I. {u}r{/"} r dr dz + 2n I {u}r{/r} r ds (3.2.4)
A S y

A représente I'aire du plan méridien (r, z) et Sy la partie de contour de ce plan où
sont imposés les efforts. {fu} et {"fr} sont respectivement les forces de volume et

surfaciques:
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{fu}r= <f f 7 et {fr}t = <fs. /r"t (3.2.s)

La solution {u} du problème d'élasticité correspond à un minimum de l'énergie
potentielle totale. Le principe du minimum de l'énergie potentielle totale s'énonce
ainsi [6]:

<<Parmi tous les champs de déplacements
cinématiquement admissibles celui qui rend fI

minimum correspond à la solution du problème>>.

Les quantités importantes sont récapitulées par la suite [43]:

Les composantes des contraintes:

{o}T = < q.. O69 672 La.}

Les composantes des déformations:

{e}T = < err €ee 4z Tn>

Les relations enfte les déformations et les déplacements:

(3.2.7)

,*=# €oo=î e,,=# ,-=#.* (3.2.8)

Pour un matériau isotrope la matrice d'élasticité:

(3.2.e)

s'intéresse aux modules de
ité K et de cisaillement G:

Dans
compressibil

(3.2.6)

et c=#
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3.2.3. ELEMENT TRHNGIJLATRE AXTSYMETRTQUE (T3)

L'élément est un tore de section triangulaire, figures 3-3a et 3-4. On
représente ici l'élément de référence et l'élément réel dans un plan rz pour 0=(-0,

t6l.

( rg, t  J

G z,= )  (r  , ,2 ,)
( -= o = a (=0=0ouZa

l -  >

Elément réel

Figure 3-4 I-a géométrie de l'élément triangulaire

Les fonctions d'interpolation pour u, w, r et z (élément isoparamétrique) sont
définies par: ,

N t= l "

Nz=6
Nl= I

et donc:

avec l ,= l -6- r l (3.2.r0)

= [N]{U} (3.2.11){; }=[i'0 Nz 0 Nr 0l

Nr 0 Nz 0 Nt l

u1

w1

u2

w2

u3

w3

'1

2(1,0,0)

Elément de référence
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[N] est la matrice des fonctions d'inæqpolation (fonctions de formes), et

{U} est le vecteur des degrés de liberté (ddl) de l'élément, ou bien le vecteur de
déplacements nodaux.

En considérant les équations (3.2.8), les déformations axisymétriques sont:

[e ]  =
{ ; }

Compæ tenir la relation (3.2.11), l'équation précédente s'écrit:

{e} = tBl{U}

[B] est la matrice reliant les déformations aux déplacements nodaux:

tsl=ml r

r lZ 223 r13 zl t  rZt zt2

avec:

2A= z3ttll - r3tzZl

rtj = rj -ri ; zij= zj -zi

A est la surface de l'élément

Le domaine d'intégration est:

(3.2.r2)

(3.2.r3)

1 1-6

I t...1 dY =2nl I (...)'I dn d6
V" oo
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J est le déærminant de la matrice jacobienne de fiansformation:

f rzt zzr 1
Ul=l I

L r31 z3t -)

et pour ce cas J =2A. L'élément d'aire esu dS = J d6 dn

La matrice de rigidité est intégrée numériquement:

NPT

lKlo"o = ), ( tBlr (t42A.2rcr. tHl )tBl )erni

(3.2.rs)

(3.2.16)

(3.2.17)

où [H]a*a est la matrice d'élasticité et 0)i est le poids d'intégration numérique. NPI est
le nombre de points d'intégration numérique.

En général [K] est évaluée par intégration réduite avec un seul point:

E i= î i= l ;  o l i= ' i  rm=| t . ,  +12+\ )

soit Klu,.u = 2nArm[B]rtHl tBl

où la matrice til .orrrrpond à l'équatio n (3.2.13)sauf pour la seconde linge de la
natrice qui est alors:

I  1  1^1
,_.â 0 â 0 i  0>

Le rang de [K] est alors égal à 4.ll y a un mode de corps rigide (ranslation
en z) et un mode parasiæ qui disparaît en assemblant deux éléments.

Le vecteur sollicitation dû à des forces de volumes ft(r,z) suivant r et f 7g,z)
suivant z est:
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NPI

{.fu}r=I(<Nrf' N1fi N2f1 Nzf, Nf' Ns/r>roiJ 2*)err, (3.2.18)

pour f" constant et f r = 0 et en considérant la formule suivante pour I'intégtation:

11+

i l-6iniand€=i*â (3.z.rs)

on trouve:

{ /u } r=2nfzâ .0  11  *3ra1  0  r2+3ra1 0  13+3ra1> Q.2 .20)

Les contraintes en un point (r,z) sont reliées aux variables nodales par la
relation suivante:

{o} = tHltBI{U}

3.2.4. ELEMENTS QUADRTLATERAUX AXTSYMETRTQUES

3.2.4.1. Élément quadrilatérat axisymétrique à quatre noeuds (Q4)

t

L'élément est un tore de section quadrilatérale. On présente ici l'élément de
référence et l'élément réel dans un plan (r,z) pour 0=0, figure 3-5, [6].

Les fonctions de forrnes pour u, w, r et z (élément isoparamétrique) sont défînis par:

Nr=l(1 -0(1 -r) Nz=f tr+g(r-q)
(3.2.21)

Nr=l( l+EXl+n) No=l(t -EXt +q)
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,,* I

u1
w1

Élément de référence

T ,U

Élément réel (8 ddl)

Figure 3-5 Elément quadrilatéral axisymétrique à quatre noeuds

La matrice jacobienne de transfomlation:

,, I rzr(t-tl]tr3a(l+q)
tJl = il- 

L ra1(l-()+r32(1+Ë)

et pour ce cas:
J=detUl=Ao+A16+AzI

avec:

fu = 
â (uzrn - z31142) où 4As est l'aire du quadrilatère

A , =f {rr*rr - nfy) ; Az =f {^rrr, - 42r4r)

Pour l'élément d'aire on a: dS = J d€, drl

La matrice [B] est

[B]+"s =

(3.2.23)
avec:

221(l-rl+44(1+n)

att-E)+uzQ+E)
(3.2.22)

[:t 
0 a2 0 a3 0 a4 o 

I

l+oYoYoYol
| 0 fu 0 b2 0 h 0 ba, I
L b t  a r  b z  a 2  b t  a 3  b q  a 4 J
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ai  =Nir= j t t  N i ,e+ j tzNin ;  b i=Niz=jz t  Ni ,€+ jzzNi ,n  i  i=  r , . . . ,4

jii sont les composantes de la manice inverse de Ul, c'est-à-dire, Ul-l.

Le calcul de [K] et {.fu } s'effectue cornme pour le triangle avec des schémas

d'intégration du type Gauss. Pour cet élément les polynômes à intégrer sont
quadratiques; un schémas de Gauss à quatre points (2x2) donne une intégration

exacte.

3.2.4.2. Étément quadrilatéral axisymétrique à huit noeuds (Q8)

L'élément est un tore de section quadrilatérale, figure 3-6. On présente ici
l'élément de référence et l'élément réel dans un plan (r,z) pour 0=0, [6 et 43]:

23

Élément de référence Élément réel (16 ddl)

quadrilatéral ærisyméuique à 8 noeudsFigure 3-6 Elément

Les fonctions de formes pour u, w, r et z (élément isopararnétrique) sont définis par:

,r* I
7

8
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N, = -l(t - çXl - îX€+11 + 1) Nz=l(t-Çz)(1 -q)

Nr=l(1 +O(t-nX6-q-1)

Ns=l(r+6)(1 +qXE+n-1)

Nz = -l (t - 0(t +nXç - q +t)

Les déplacements de l'élément sont:

{" }=rNr{u}
l w J

avec:

La matrice de rigidité:

ou:

1 1

lKlro,.ro = Znlr[ tetr[HttBl rJ dr1 dÇ

(3.2.24)

(3.2.2s)

(3.2.28)

(3.2.2e)

ru=l(1 -n2x1 +E)

No=l(t-(z)(t+q)

Ns=l(1 -nz)( l  -()

I <t.r.ru

(3.2.27)

[B]+*ro =

avec:

4i = Ni,. = jrr N1E + jrz Ni,n l

N6  0  Nz-O Ns  0

0N60N70Ng

t lO WO ùZ WZ Ug Wg )

ll

[N r0N20N30Na0N50
lNl =l

LO N1 0  N2  0  N3  0  Na  0  N5

{U}T = ( ur wr uz wz ug w3 u4 w4 u5 w5

a8

&
r
0

bt

a3

&
r
0
btrft

0

0

bt

a3

a.z 0

Yo
obz

bz a2

bi = Ni,, = jzr Ni,Ë+ jzz Ni,n ; i = 1,...,8
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ji: est les composantes de la matrice inverse de [J], c'est-à-dire, [J]-l

(3.2.30)

Pour l'élément plan à huit noeuds, on utilise souvent une intégration réduite
2x2 pour [K]. La marice [K] a alors un rang [4] égal à 12 (un mode parasiæ et trois
modes rigides; les modes parasites disparaissent en assemblant deux éléments).
L'élément axisymétrique à huit noeuds a un rang égal à 15 (et un mode rigide), alors
un schémas d'intégration de Gauss à quafre points donne une intégration exacte,

t6t.

{/"},;,., =2n !,1 *'{i;}rJ dq dÇ
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3.3. MODÉLISATION DU CONTACT ENTRE LA PAROI ET
LE MATÉnrlu Blrsil,É

3.3.r.. Ér,ÉunNTS DE cor{TAcr

Un élément de contact est inftoduit enffe les matériaux ensilés et la paroi
pour la modélisation des caractéristiques de frottement.La méthode d'utilisation
d'un élément de contact pour la modélisation du frottement est expliquée par
Goodman, L20l et [36]. On teste deux types d'éléments, élément de contact linéaire
et quadratique.

3.3.1.1. Elément de contact linéaire pour un silo circulaire (C4)

En partant d'une équation d'énergie minimisée par rapport aux déplacements
nodaux, la rigidité pour l'élément linéaire à quaffe noeuds est obtenue. Cet élément
de contact typique est représenté sur la figure 3-7.

S r  W s

Figure 3-7 Elément de contact à quatre noeuds, système de coordonnées
locales et globales, largeur = zéto

1
I

t
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Cet élément est de longueur L et de largeur zéro, c'est-à-dire les couples de points
(1,4) et (2,3) ontinitialement les mêmes coordonnées.

En général, la matrice de rigidité pour un élément peut être obtenue à partir
d'une fonctionnelle de l'énergie potentielle et en remplaçant les contraintes et les
déformations en fonction des déplacements nodaux:

1
r = inlulrtKl {u} - L{u}r{F} (3.3.1)

où A est la surface de l'élément, L est la longueur qui est soumise à la charge
répartie, [K] est la matrice de rigidité de l'élément et {F} est le vecteur des forces
généralisées. En minimisant cette fonctionnelle, on obtient l'équation du sysême:

AtKl{u} = LtF} (3.3.2)

En particulier, l'énergie potentiélle, II, de l'élément de contact est dûe aux
forces appliquées par unité de surface, p1, âgissant le long de la trajectoire du

déplacement, intégrée sur la surface de l'élément. Donc:

i l= ,  J  w1p'  dA
A

(3.3.3)

où wi est le déplacement relatif. En considérant un cylindre circulaire, on aura:

dA = Pds (3.3.4)

P est le perimère de la section du silo au point s. En remplaçant I'expression de dA
dans l'équation (3.3.3), on houve:

L_

1?
i l= iP J w1p1 ds (3.3.5)

L
,,

ou sous forme matricielle:
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L
1 2

n=ïe J {*}r{p} ds
L
2

(3.3.6)

où {w } est le vecteur de déplacements relatifs donnés par:

| *n'-*nP I
{w}=1 |  G.3.7)

L **'-**P J

wnm et w.m sont respectivement les déplacements normal et tangentiel sur les

matériaux ensilés avec les exposants m,
woP et wrP sont ceux sur la paroi avec les exposants p, et:

Ip"l
{p}=1 |  t3.3.8)

IPsJ

est le vecteur des pressions (confraintes) normale et tangentielle.

Le vecûeur {p} peut êre exprimé comme suit:

{p} = tkl {w} (3.3.e)

[k] est une matrice diagonale des propriétés , exprimant la rigidité de l'élément de

contact par unité de longueur dans les directions normale et tangentielle:

Ikn o 1
t t l=L o k,J 

(3'3'10)

ks, c'est-à-dire, la rigidité tangentielle de l'élément de contact est une quantité non-
linéaire par rapport à la hauæur de silo.

Les équations (3.3.6) et (3.3.9) donnent:
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+
1 :

i l=in J {w}rf t l {w} ds
L
.,

Les déplacements {w} peuvent être exprimés en fonction des

nodaux {u} à paftfu d'une inærpolation linéaire:

(3.3.11)

déplacements

Soient ui et vi respectivement les déplacements dans les directions normale et

tangentielle au point nodal i, appartenant à la paroi:

*' = l-È Nz=|+f (3.3.r2)

(3.3.13)

et au point appartenant aux matériaux ensilés:

f*n*l ]-].i o ]È
1*,'l=L o l.i o

alors le déplacement relatif de l'élément de contact devient:

{ ï } [ to* +]; t;* ;-; l{ll}

;r;l{ll}

[ *n - - *nP l  [_Nr  0  _N2 0
{w} = 

t *,- -*.n .f 
=L 

o -N1 o -N2
Nz0*t0 ' l

0Nz0Nr l

u1

vl

tJz

v2

u3

v3

u4

Y4

(3.3.14)

(3.3.1s)

55

et symboliquement:



{w}  = tB l  {u}  (3 .3 .16)

lBl et {u} sont définis par l 'équation (3.3.15). Les équations (3.3.11) et (3.3.16)
donnent:

L
, 2
l l

n = âp | {o}rplr[<]Fl{u} os.L (3.3.r7)

L

Le développement de l'équation (3.3.17) donne:

tBlrtkltBl =

- -N1 o -

o -N1

-N2 o

o -N2

N2o

oN2

N1 0
-  0  N1 -

tîllIi' Nrol
|  (3.3.18)

o Nr l '

0-N20N2

N1 0  -Nz0

0

N2

d'où:

lBlrtkltBl =

Nr2kn

0

N1N2kn

0

-N1N2ka

0

-Nr2ko

0

0

Nr2k.

0

N1N2kg

0

-N1N2k5

0

-Nr2ks

N1N2kn

0

Nz2ko

0

0

-NrNzkn

0

0

N1N2kg

0

Nz2k,

0

0

-N1N2k5

-N1N2kn

0

-Nz2kn

0

0

N1N2kn

0

0

-N1N2k5

0

-Nz2k,

0

Nz2k,

0

N1N2kg

-Nr2kn

0

-N1N2kn

0

NrNzkn

0

Nr2kn

0

0

-Nr2k,

0

-N1N2kg

0

N1N2k5

0

Nr2k,

3.3.19)
-Nz2ko Nz2ko

-Nz2k,
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Dans I'exploitation de l'fouation (3.3.17), compte tenu de la relation (3.3.19),

les seuls ternes qui varient sur la longueur, sont les Fois ûermes Nt2, Nz2 et N1N2; on
a donc trois intégrales à évaluer:

(3.3.20 et21)

(3.3.22)

En utilisant ces résultats, I'intégration de l'équation (3.3.17) donne:

L
2 r

J*;ds=i
L
2

L
2

f*,tor=l;
L
2
L-
2 f

J*,*rds=â
L
2

et

^"{;;'; 
i] 

rKz')=l ,: ''

avec:

ou:

n = |rrlolr6l {u}

r [Kr]  K2l lKl = âL r*a K,r .l
-2kn 0

0 -2k

-kn 0

-ks

(3.3.23)

(3.3.24)

ou bien:

trtata = â

-Zko  
0

2kt

kn 0 -kn

0ks0

2kn 0 -2kn

2k. 0

2ko

Sym

0
-2ks

0
-ks

0

ks

0

2ks -

0
-ks

0
-2kt

0

2k*

-Zk'-

0
-kn

0

kn

0

2ko
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Par analogie à l'équation (3.3.1), [K] est la matrice de rigidité par unité de

surface. Le facteur I A*, l'équation (3.3.z3)sera éliminé en prenant la variation de

fI comme dans l'équation (3.3.2).

La matrice de rigidité de l'élément de contacta32 composantes non-nulles et
elle ne dépend que des rigidités dans les directions norrrale et tangentielle.

3.3.1.2. Elément de contact linéaire pour la partie conique (CT4)

Dans le cas général, la dernière étap pour I'obtention de la matrice de rigidité
de l'élément de contact est la définition des calculs dans le système global pour la
structure entière. Pour cela, en considérant la figure 3-8 on peut écrire:

{ , )=or{
r l

,J (3.3.2s)

avec:

où n et s sont les coordonnées locales dans les directions normale et tangentielle sur
la paroi et [To] est la matrice de passage aux coordonnéer globales r et z. 0 est

I'angle entre la paroi et I'axe vertical. On peut le déterminer à partir de la relation
suivante:

I cosO -sin0
lrol=L sine coso

tso=fu{l,=ffi (3.3.26)

i est le nombre des noeuds sur un côté de l'élément et Ni'est la première dérivée de

la fonction de forrre appartenant au noeud i.
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F;
Figure 3-8 Systèmes de coordonnées local et global

La relaton entre les déplacements nodaux dans les systèmes local et global à

patir de la matice [To] , s'écrif

Ui et Vi sont les déplacements normal et tafgentiel du noeud i dans le système
global. Pour I'ensemble des noeuds d'un élément, on peut écrire la relation suivante
à partir de l'équation précédenæ:

{u} = f l l{ue} (3.3.28)

où {ug} est le vecteur de déplacements nodaux dans le système global et:

{;: }=rr.r{i }

o,=[ 

*' 
,'or 

rro] 
*, ]

(3.3.27)

(3.3.2e)
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est une matrice 8x8 pour un élément de contact à quafre noeuds.

Pour un élément de contact conique, applicable à la partie de trémie du silo,
figure 3-8,I'équation (3.3.17) se récrit:

i
t i

il =2Qn) J {ur}rtlrFlrtkltBltrl{ug}rds (3.3.30)

a

avec:
r= fm+ss inO (3.3.31)

rm est le rayon moyen de l'élément, c'est-à-dire, (r1+r2)l2,frgvre3-8.

Dans I'exploitation de l'équation (3.3.30), compte tenu de la relation (3.3.19),

les seuls termes qui varient sur la longueur, sont les fiois terrnes rN12, rN2z 
", 

rNtNz;
on a donc trois intégrales à évaluer:

,
i  ^  L.  Lsino, :  T roinA

JNrâos =flr.-:4 ) JN2hos =fr.+ff) Q.3.32 et 33)
L - t t = J-1 2-L

2

et JNrNr.ar=h Qs.34)
L
a

Compæ tenu de ces résultats, I'intégration de l'équaton (3.3.30) donne:

t -
1=y'.2rrLXue)'Fl'ûÇl f[l{ue} (3.3.35)

avec:
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2*n 0 cl<rr 0 -ckn 0 -2ùn 0l

2akr 0 cks 0 -cks 0 -2aks 
I

2bkn0-2bkn0-c lh0 l

2bks 0 -2bks 0 -cks I
2bkn o ckn o 

l (3 '3 '36)Sym 2bks 
^l 

.:, 
Ilaltu 0 
|

2ak J

tx"lsxe = â

ou:

Lsin0 , Lsin0
a=rm f ;  b=r .+  4  e t  c=rm Q.3.37)

La matrice de rigidité élémentaire dans le système global s'écrit:

Kel = rrlr[ç] rrl (3.3.38)

Par analogie à l'équation (3.3.1), [Kg] est la matrice de rigidité par unité de

longueur. Le facæur I Ouo, l'équation (3.3.35) sera éliminé en prenant la variation

den.

Pour une paroi cylindrique, avec une surface moyenne de rayon R, la matrice

de passage [T] est une matrice unique.
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3.3.1.3. Elément de contact quadratique pour un silo circulaire (C6)

En considérant la figure 3-9, on peut écrire pour un élément quadratique

une dimension les fonctions de fomres corlme suit [43]:

Nr = -ï (l-n)

N2 = (1+qX1-n)

r.{r = } (t+n)

(3.3.3e)

' î

I

î '  W s

6 (0,1)

Figure 3-9 Elément de contact à six noeudsr système de coordonnées
locales et globales, largeur = zéro

Les déplacements relatifs {w} peuvent être exprimés en fonction des déplacements

nodaux {u} comme la démarche précédente pour un élément à quatre noeuds à

partir des fonctions de formes. Au point nodal i, appartenant à la paroi:

I
3 (0,1)

o
I

x
.(l'

'c)
P
o
E
.c)
P
.O()
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et au point appartenant aux rntériaux ensilés:

0 Nz0 Nt

N10 Nz0

o Nz o N3:,r{li 
}N1 o N2 o 

ti: J

*,{ll}{ï}=[i' (3.3.40)

(3.3.41)[  *n' I  [  * t

1**. j= L o

alors le déplacement relatif de l'élément de contact devient:

| *o- -*nP 
I

{w}=1 l=
L *.t -wrP J

u l

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4

(3.3.42)

et symboliquement:

{w} = tBl  {u} (3.3.43)

[B] et {u} sont définis par l'équation (3.3.42). Les équations (3.3.11) et (3.3.43)

donnent:

[-*t 
0 -Nz 0 -N3 0 Nt 0 Nz 0 N3 o 

I
L 0 -N1 0 -Nz 0 -N3 0 Nt 0 N2 0 Nrl
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avec:

n =+, j t u ttt"lrtkt tBI { u }detlll dn
-1

rn=[(fri.(o+l]''

(3.3.44)

(3.3.4s)

(3.3.47)

Ul est la matrice jacobienne avec une seule composante.

Le développement de l'équation (3.3.44) donne:

tBlrtkltBl =

- -N1 
o

o -N1
-Nz o
o -Nz

-N3 o

oN1
N2o
oN2

N3o
o N3-

d'où:

avec:

-g 
_N3 

l[n" 
0 

l[-Nl 
0 Nz o -N3 0 Nr 0 *, 

I I, : ' l  rr.r.oulN1 0 lLo ks l l0 -N1 0-N20-Ns0Nr0N20N3J

f [Ko] -tltul I
lBl'tkltBl =L _fr<ot frtuf J
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Kol =

- 
Nr2kn 0 N1N2kn 0 N1N3kn 0

0 Nr2k, 0 N1N2ks 0 N1N3k5

N1N2kn 0 Nz2kn 0 N2N3kn 0

0 N2N1k5 0 Nz2k, 0 N2N3kg

N3N1ka 0 N3N2kn 0 N:2kn 0

0 N3N1ks 0 N3N2k5 0 Nl2k, -

Dans I'exploitation de l'équation (3.3.44), comptÊ tenu de la relation (3.3.47),

les seuls termes qui varient sur la longueur, sont les six produits de N1, N2 ot N3,

c'est-à-dire, N12, N22, N32, NtNz, NzNr et N1N3; on a donc six intégrales à évaluer:

|  ,  |  . .
r - - o .  4  f - . ' r .  1 6
JNr 'c ln = 15;  JNz'c l t l  = 15 ;-1 -1

I , l ^
r - - -  4  f - - - -  

' 2

JNr, on = È; JNtN, dq = É; (3.3.48)
-1  -1

l ô 1 1

J*r*, dn =+; JNrN3 û =+
-1 - l

En utilisant ces résultats et en développant de l'équat on (3.3.M), on troive:

1 -

,  f I=7LP{u} ' [K] {u}  (3 .3 .49)

avec:

Kl,r",r=rtt -';Ï ,tr:i ]

ou:
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-4kn  
0

4k*

Sym

Zkn 0 -kn 0

0 2ks 0 -ks

16kn 0 2ko 0

16ks 0 2k,

4ko 0

4kt

lKrl =

ou bien:

lKlrzrrz= $ "

4kn 0 2ko

4kn 0

16kn

kn0

0ks

-Zkn 0

0 -2k,

-4kn 0

0 -4ks

-kn 0

0 -ks

2ko 0

0 2ks

4kn 0

4ks

0 -kn 0 -4kn 0

2kr0 -ks0-4ks

0 2ko 0 -2kn 0

16ks02kr0 -2k ,

4kn0kn0

4k. 0 ks

4ko 0

4ks

sym

-Zko 0
o -2k.

-16kn 
0

o -r6ks
-2kn 0

o -2ks

2kn 0
o 2k*

16kn 0

16ks

(3.3.50)

Comme l'élément linéaire et par analogie à l'équation (3.3.1), [K] est la mahice

de rigidité de cet élément. Le facteur i 0ans l'équation (3.3.48) sera éliminé en

prenant la variation de fI comme dans l'équation (3.3.2).

Cette matrice de rigidité de l'élément de contact a 72 composantes non-
nulles et elle ne dépend que des rigidités dans les directions normale et tangentielle.
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3.3.1.4. Elément de contact quadratique pour la partie conique (CT6)

Dans le cas général, la dernière étape pour I'obtention de la rigidité de
l'élément de contact est la définition des calculs dans le système global pour la

structure entière. La démarche est la même que pour l'élément à quatre noeuds. La
matrice [T] pour ce cas est:

- frol

Fl= (3 .3 .51)

[T] est une matrice 12x12 pour cet élément.

L'équation (3.3.44) se récrit:

, 1  
I

q = Z Qù I { us } rFlrlBlrtkl tBl trl { ug } dettJlrdrl
-1

avec:
t  =tz+ s s in0

(3.3.s2)

(3.3.53)

12 est le rayon de l'élément au deuxième noeud, c'est-à-dire, I'origine du système

local, fîgure 3-9. s est interpolé comme suit:

s=N is i ;  i =1 ,3 (3.3.54)

Dans I'exploitation de l'équation (3.3.52), compte tenu de la relation (3.3.47),

les seuls termes qui varient sur la longueur, sont les six tennes rNl2, rN22, rN32,
rN1N2, rN2N3 et rNrN:; on a donc six intégrales à évaluer:

I  .  ^  I  a li ^ 4 3
JNtt ron = fr Grxll-sino); J*rt ratr = iT rt-1 -1

frol
flol

fr"l
tTol

[I"l
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l r ^ 1 /

JN3z ran =#ur&sino); J*r*, rdn = fr<'r*|r"r1 (3.3.55)
-1 -1

1 ^ _ l

JN,N, rdrl = fr t.r2\.ty' JNrNr ,on = +r2
- t  - l

En utilisant ces résultats et en développant de l'équation (3.3.52), on trouve:

,1
Q = i(2æLXuelrrrlrFçltrl{ue} (3.3.s6)

avec:

r I Krl -Krl 'l
Klt,.tr=3oL -rrl Krt I

(3.3.s7)

ou:

avec:

Krl=

- 
4akn 0 2dkn 0 -ekn 0

4akr02dkr0 -eks

16ekn 0 29h 0

l6eks 0 2ckg

Sym 4bkn 0

a = r2Tll-sine

b = rz+lgl-sino

. = rr-f*tnt

4bks

T
d = rz+îsin0

e  =12

La matrice de rigidité élémentaire dans le système global s'écrit:

Kel = rllrtlÇl Fl (3.3.58)
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Par analogie à l'équation (3.3.1), [Kg] est la matrice de rigidité par unité de

longueur. Le facæur I aun, l'équation (3.3.56) sera éliminé en prenant la variation

def I .
Pour une paroi cylindrique, avec une surface moyenne de rayon R, la

matrice de passage [T] est une matrice unique.

3.3.2. MODELISATION DU FROTTEMENT

L'élément de contact permet le déplacement relatif des noeuds entre les deux

côtés de cet élément. La caractéristique essentielle du module normal est que

l'élément de contact doit se comporter d'une manière beaucoup plus rigide que la

paroi du silo.

3.3.2.1. Rigidité normale de l'élément de contact

La rigidité radiale de la paroi peut être précisément approximée en utilisant la

théorie des coques [54]:

(3.3.5e)

où % est le module d'élasticité de la paroi, t est l'épaisseur de la paroi, et R est le
rayon du silo. L'élément de contact est donc choisi pour avoir un module normal k1

de:

kn=m.kp=nl# (3.3.60)

où m est grand, par exemple de I'ordre de 1000. Par la variation du facteur m, ses

évaluations sont obtenues à partir des erreurs de la prédiction de pression sur la

paroi. La valeur de 1000 donne une elreur d'approximation de O,l%o.

no =E#
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3.3.2.2. Rigidité tangentielle de l'élément de contact

Le module de cisaillement est initialement choisi pour avoir une valeur égale

à celle du module normal et elle est ensuite diminuée progressivement à partir du

glissement entre les matériaux ensilés et la paroi. Le calcul est itératif (voir en

annexes). Une fois que les déplacements de contact sont obtenus, on détermine les

contraintes normale et tangentielle. Là où la contrainte normale trouvée est une

Eaction, le module de cisaillement est remplacê par zéro pour I'itération suivante. Là

où la contrainte normale ffouvée, est une compression, la contrainte maximale de

cisaillement (résistance au cisaillement) est déterminée comme suit:

Tm = F.Pn (3.3.61)

p est le coefficient de frottement et il est fonction de la rugosité de la paroi. Si ps

n'est pas plus grande que To', le module de cisaillement pour cet élément est laissé

inchangé. Si p, est plus grand QUe Ta1, le module de cisaillement est diminué de soræ

que les déplacements existants satisfassent la limite plastique de cisaillement. De

cette façon le module de I'itération i+l est déterminé à partir de la valeur de

I'itération i:

(3.3.62)

3.3.2.3. Critères de convergence

L'équation de système est itérativement résolue jusqu'à ce que la contrainte

tangentielle, pour chaque élément, soit à moins de 5Vo de la conEainte mærimale de

cisnillement:

Ps < 0,95 t- (3.3.62)

et jusqu'à ce que I'intégrale de cisaillement pour tous les contacts de glissement soit

à moins de LVo de I'intégrale de résistance au cisaillement:

(ks)i*r =ffG.),

70



NEC NEC

! A,(nJ, < 0,99 2, A,(tJi (3.3.62)

NEC est le nombre d'éléments de contact et A. est la surface de l'élément i. La

condition précédente assrue à peu de chose près l'équilibre total, tout en limitant la

complication des calculs numériques [36].
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CHAPITRE: 4

APPLICATION DE LA METHODE PROPOSEE

AUX DIFFÉRENTS CAS DE SILOS
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4.I. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on présente les résultats obtenus par I'exploitation de

notre programme dans le cas de différentes structures de silos. Des

comparaisons sont établies avec, les normes en vigueur, plusieurs théories

classiques, les calculs numériques et les mesures expérimentales. Parrni ces

exemples on trouve des silos élancés, des silos à élancement moyen et à faible

élancement avec ou sans trémie. Les effets de différents paramètres, comme

I'effet, du coefficient de frottement, du rapport R/t, du module d'élasticité et la

rigidité globale, du coefficient de Poisson de la matière ensilée, de la hauteur

d'ensilage et du poids volumique sur les résultats, sont exploités. Enfin, les

aspects numériques du prograrnme comme I'effet des différents éléments de

maillage utilisés et I'effet du nombre d'éléments sur les pressions normales, sont

étudiés.

4.2. SILOS A FAIBLE ELANCEMENT

La distribution de la pression normale à la paroi, dans un silo à faible
élancement est tout à fait différente de celle des silos élancés. Dans le cas d'un

silo à faible élaiement, gràceà I'effet de butée-pousée, le silo est suffisamment

flexible pour qu'on suppose un glissement à I'interface matériau-paroi.

Nous donnons ici, à titre d'exemple, la distribution des pressions sur la

paroi d'un silo de 6m de hauteur et de 6m de diamère, figure 4-l.Le fond de silo

est supposé rugueux et la paroi est bloquée en bas et libre en haut. Le module
de Young pour la paroi est égal à 20xl05MPa etù 50MPa pour le matériau

ensilé, avec un coefficient de Poisson égal à 0.3 dans les deux cas. Le

coefficient de frotæment est de 0.5 et I'angle du cône de remplissage est de 25o.

Les résultats obtenus montrent une bonne concordance avec les théories
classiques et numériques. La valeur À, utilisée dans les théories classiques, est

égale à 0,4. Les valeurs K et G, respectivement les modules de compressibilité et
de cisaillement, correspondantes aux Em et vm sont égales à 4l ,67MPa età

19,23MPa.
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La figure 4-2 monne les résultats obtenus pour un silo de diamètre 6m et

de 8m de hauteur (la cellule D de la base expérimentale de Chartres, voir en

annexes). On a également fait figurer sur cette planche des mesures fournies par

la base expérimentale l27l en reportant les pressions moyennes obtenues à
partir de plusieurs essais, et ceci sur deux génératrices opposées. Les
caractéristiques mécaniques du matériau ensilé et de la paroi sont:

Ee=2x1C5 MPa,module d'élasticité de la paroi

Eo1 - 50 MPa, module d'élasticité de la matière ensilée
v = 0.3, coefficient de Poisson de la paroi et de la matière ensilée

T = 800 Kg/m3, poids volumique de la matière ensilée

F = 0.33, coefficient de frotæment sur la paroi

Q = 22", angle de frottement interne

Les valeurs K et G, respectivement les modules de compressibilité et de
cisaillement, correspondantes aux Em et vm sont égales à 4I,67MPa et à

19,23MPa
Les résultats sont comparés avec la solution élasto-plastique faite par E.

Ragneau [38]. La matière ensilée utilisée dans la base expérimentale est le blé de

Charres avec les caractéristiques suivantes [27]:

T = 810 Kg/mj, poids volumique de la matière ensilée

F =_0.306, coefficient de frottement sur la paroi

Q = 30o, angle de frotûement interne

Les différences enfie les caractéristiques des matières utilisées par [38] et celles

utilisées dans la base expérimentale peuvent encore augmenter les pressions

obtenues par [38] dans la partie inférieure, ce qui éloigne les résultats de E.

Ragneau des résultats expérimentaux.
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La relation théorique entre la pression normale sur la paroi et la
contrainte circonférentielle dans la paroi s'obtient en multipliant cette dernière
par t/R. La superposition de la pression normale et de la contrainte
circonférentielle est représentée par la figure 4-3, qui montre bien une bonne
concordance entre elles. Toutefois, on voit une différence entre elles près du
fond du silo à cause des conditions aux limites.

--.-.€- contrainte circonférentielle
----+- pressionnormale

5  1 0 1 5  2 0  2 5
pression normale en KPa

contrainle circonférentielle de t" 
"oeu" $

Figure 4-3 Comparaison par superposition des pression normale et contrainte
circonférentielle en paroi

Les figures 4-4 à 4-6 rcprésentent les distributions des contraintes
verticales, radiales et circonférentielles dans le matériau ensilé pour les
différentes tranches horizontales, correspondantes au silo de I'exemple de la
figure 4-2. Totes ces contraintes sont des compressions. Ces distributions de
contraintes, sauf près du fond, sont presque constantes par rapport au rayon
dans un silo à faible élancement, ceci représente I'hypothèse exploitée dans les
théories classiques. La conhainte radiale près de la paroi, peut présenter la
pression horizontale sur la paroi du silo. Dans le plan horizontal, la variation du
déplacement radial u pr rapport au rayon est linéaire, par conséquent, les
contraintes radiale et circonférentielle sont presque égales.
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La figure 4-7 donne la variation de contrainte de cisaillement dans la
matière ensilée. Cette variation est presque linéaire, sauf près du fond et près de

la surface libre du matériau ensilé. Dans la théorie classique des silos, elle est

supposée linéaire.
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Figure 4-7 Variation de contrainte de cisaillement en fonction de rayon du silo
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La répartition de contrainte méridienne (compression) dans la paroi du

silo est représentée, figure 4-8. Dans un silo à faible élancement, la distribution

de pression nonnale n'est pas constante, par conséquent, il en est de même pour

le frottement. Ceci entraîne donc une disfibution non linéaire de la contrainte

méridienne dans la paroi du silo. L'évolution de cetûe conffainte en fonction de

la profondeur se rapproche d'une droiæ. Une confrainte méridienne plus élevée
peut provoquer le flambement dans le silo.

0
0,0 1 ,0 2,O 3 ,0

compression méridienne en MPa

Figure 4-8 Variation de conrainte méridienne dans la paroi du silo

en fonction de hauæur du silo
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Figure 4-9 Influence du fond du silo sur la répartition
des pressions normales à la paroi

La figure 4-9 représente la comparaison des pressions potu un silo à fond

rugueux et à fond lisse. Dans le cas du silo à fond rugueux, les déplacements

radial et tangentiel, u et v, sont bloqués et on suppose que les matériaux ensilés

glissent sur eux-mêmes; par contre, dans le cas où le fond est lisse, le

déplacement radial est libre, par conséquent, les matériaux ensilés peuvent

glisser sur le fond etpousser normalement la parol
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La figure 4-10 montre la variation du module tangentiel, ks, de la paroi en
fonction de la hauteur du silo, z. Cette figure montre bien que ce module est
non linéaire et presque logarithmique. En haut du silo, les déplacements des
matériaux ensilés sont plus grands qu'en bas du silo, donc il faut que la valeur
de ce module soit moins êLevêe en haut qu'en bas pour le tassement du matériau
ensilé.

2 0 0  3 0 0  4 0 0  5 0 0
R i g i d i t é  t a n g e n t i e l l e  k s  ( M N / m )

Figure 4-10 La variation de ks en fonction de z

La figure 4-11 donne la variation du frotûement dans un silo de hauteur
8m et de 6m de diamètre. Les résultats obænus sont bien concordants avec les
résultats expérimentaux. La formule de Janssen donne des résultats plus faibles
que notre solution, figure 4-1. Les méthodes de Walters et du CTICM [27]
donnent des résultats presque identiques et les plus faibles par rapport aux
autres méthodes. Nos résultats sont inférieurs et plus proches des résultats

obtenus par la Norme Française. Dans la partie inférieure du silo, les résultats

obtenus avec les élémenæ finis sont presque identiques.
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Figure 4- 11 Variation du frottement sur la paroi du silo
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Figure 4-12 krfluence du cône de remplissage sur la pression no(male

La figwe 4-12 présente une comparaison des pressions obtenues pour

un silo à faible élancement avec ou sans cône de remplissage. Dans le cas d'un

cône de remplissage, la pression normale présente une augmentation constante

le long de la hauteur. Pour un silo élancé, cette augmentation de pression n'est
pas constante et elle s'annule avec I'augmentation de la profondeur.
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4.3. slt.os À ÉIa,NCEMENT MOYEN

Les travaux de J. Eibl et cl., depuis longæmps, étudient les charges dans

les silos, qui ont conduit à la mise au point d'une méthode de calcul par élément

finis non linéaire pour déærminer les pressions norrnales sur la paroi. En cours

de remplissage, ils ont utilisé deux méthodes différentes pour la simulation du

comportement du matériau ensilé dans le calcul. La première consiste en une

formulation élasto-plastique, présentée par Lade [30], la seconde consiste à

utiliser une formulation hypo-élastique, proposée par Kolymbas [29]. Quelques
exemples sont présentés par [41] pour les deux cas. Ils montrent qu'enffe deux

cas, la distribution des pressions normales à la paroi a sensiblement la même

allure; en moyenne, elle est majorée d'environ3To dans le cas de Lade, ce qui est

négligeable. Dans la figure 4-I3, on a comparé les résultats obûenus pour le cas

du blé avec les résultats obtenus en utilisant le comportement proposé par

Kolymbas (hypo-élastique) et avec la Norme Française (P22-630, t34l). Le silo

utilisé, est à fond plat de hauteur 28m etde 5,6m de diamème, rempli de blé. Le

coefficient de frottement sur la paroi est égal à 0,5, le module d'élasticité et le

coefficient de Poisson sont respectivement égal à 50MPa et à 0,3. Le poids

volumique supposé du blé est égal à 835 Kg/mj. Nos résultats sont très proches

des résultats obtenus par Eibl; et encore ici, les pressions normales obtenus de

notre étude sont bien concordantes avec les résultats obtenus à partir d'un

comportement hypo-élastique ou élasto-plastique. La Norme Française montre

une majoration maximale d'environ 75Vo, ce qui est logique en raison de la

sécurité. Si on prend en considération la solution élasto-plastique de Ragneau

[38], on peut dire premièrement que, I'analyse du comportement d'un matériau

ensilé est très difficile, et deuxièmement qu'un comportement plus sophistiqué

ne peut pas influencer de manière importante les pressions normales à la paroi

du silo.

La figure 4-14, présente une comparaison de nos résultats avec les

résultats obtenus par Eibl [41] et avec la Norme Française (P22-630). Les

caractéristiques du silo sont les même caractéristiques que dans I'exemple

précédent, et seule la matière ensilée est remplacêe par du sable ayant un poids

volumique égal à 1600 Kg/mj. Nos résultats sont situés entre la solution hypo-

élastique [41] et la solution obtenue par la Norme Française. Ici, les courbes

obtenues ne sont pas raisonnables; en principe, la solution hypo-élastique doit

être inférieure à nohe solution (élastique linéaire), et la solution de N.F. doit être

supérieure à notre solution. De touûe façon, la différence entre elles, n'est pas

importanæ.
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La figure 4-I5, donne une compiuaison de nos résultats avec les résultats
obtenus par les nonnes A.C.I. [2], D.I.N. [15] et N.F. [34]. Les résultats présentés
sur cette figure, correspondent au cas d'un silo de hauteur ZOm, de rayon 2,6m
avec un coefficient de frottement à la paroi de 0,525 et un fond supposé lisse.
Ils montrent que les résultats obtenus par la nonne française dans la partie
inférieure du silo, sont plus faibles que les autres noûnes, par contre dans la
pafiie supérieure, ils sont les plus importants que les autres. Toutefois nos
résultats sont inférieurs à tous les autres résultats obtenus par les noflnes
indiquées ci-dessus, ce qui est cohérent en considérant I'effet du coefficient de
sécurité imposé par les normes.

Les figures 4-16 à 4-18 représentent les distributions des contraintes
verticales, radiales et circonférentielles pour les différentes tranches horizontales
dans la matière ensilée, correspondantes à I'exemple de la figure 4-13. Comme
pour le silo à faible élancement, ici encore ces contraint€s sauf près du fond du
silo, sont constantes par rapport au rayon du silo. La variation de ces
contraintes par rapport à la hauæur du silo, est semblable à la variation de
pression normale sur la paroi du silo élancé, c'est-à-dire, en augmentant la
profondeur de la matière ensilée, elles tendent vers une constante.

0 , 0  0 , 5  1 , 0  1 , 5  2 , O  2 , 5
rayon de silo en (m)

Figure 4-16 Variation de containæ verticale en fonction du rayon
dans un silo élancé
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Figure 4-I7 YarJratton de contrainte radiale en fonction du rayon
dans un silo élancé
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Figure 4-18 Variation de conminæ circonférentielle en fonction du rayon
dans un silo élancé
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La variation de la contrainte de cisaillement dans les silos élancés par
rapport au rayon du silo, a aussi la même allure que dans les silos à faible
élancement, c'est-à-dire, cette variation est linéaire, sauf près du fond et près de
la surface libre de la matière ensilée. Ceci est représenté dans la figure 4-19.

0 , 0 0 , 5  1  , 0 1 , 5  2 , O  2 , 5
rayon de silo en (m)

Figure 4-19 Variation de contrainte de cisaillement en fonction de rayon

dans un silo élancé

La répartition de contrainte méridienne (compression) dans la paroi du

silo est représentée dans la figure 4-20. Comme pour un silo à faible élancement,

la disributon de cette contrainte n'est pas linéaire à la partie supérieure du silo,

mais dans la partie inférieure cette distributon est linéaire, puisque la variation

de pression normale et donc le frottement est constante à cette partie. Une

contrainte méridienne plus élevée peut provoquer le flambement dans le silo. On

peut également dire que I'intégrale de la contrainæ méridienne dans une section

horizontale, est presque égale avec I'intégrale de la contrainte (pression) de

frottement sur la paroi du silo, en considérant la partie supérieure de cette

section.
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Figure 4-20 Variation de contrainte méridienne dans la paroi en
fonction de hauteur dans un silo élancé
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4.4. SILOS A FORTS ELANCEMENT

Toutes les théories classiques qui sont présentées dans le deuxième
chapitre, donnent presque les mêmes valeurs à une profondeur infinie dans un
silo. Les résultats obtenus par notre calcul, sont cohérents avec ces théories.
Nous donnons à tire d'exemple les courbes de pressions latérales sur la paroi,
obtenues par les différentes théories de calcul, pour un silo élancé de diarnètre
6m et de 36m de hauteur. Le fond du silo est supposé rugueux, c'est-à-dire, dans
le maillage exploité dans notre programme les noeuds sur le fond sont bloqués.
La paroi est encasffée en bas et libre en haut. Les caractéristiques mécaniques
de la matière ensilée et de la paroi sont :

4 = 20xI6MPa, module d'élasticité de la paroi

Em = 50MPa, module d'élasticité du matériau ensilé
vp et vm = 0.3, coefficients de Poisson de la paroi et du matériau ensilé

F = 0.50, coefficient de frotæment sur la paroi-
r4I = 25", angle du cône d'ensilage

La valeur À, utilisée dans les théories classiques, est égale à 0,4. Une

comparaison des résultats est effectuée sur la figure 4-21. Les résultats obtenus
par éléments finis, près de la surface libre sont inférieurs aux résultats obtenus
par Pieper-Wenzel l37l et par Reimbert [40]. Dans la partie inférieure du silo les
résultats obtenus par éléments finis dépassent légèrement les autree résultats.
L'exemple de la figure 4-22, confirme les remarques précédentes. On trouve
également une bonne cohérence enffe nos résultats et ceux établis à partir de la
norme française [34].

La figure 4-22 présent€ une comparaison entre les résultats obtenus et les
mesures expérimentales données par Nielson et al. [35). Le silo est à fort
élancement de hauteur 46m et de 7m de diamètre. Les caractéristiques
mécaniques du matériau ensilé et de la paroi sont:

Ee = 2x105 MPa,module d'élasticité de la paroi

F-a1 = 50 MPa, module d'élasticité de la matière ensilée
vp et vm = 0.3, coefficients de Poisson de la paroi et du matériau ensilé

T =760 Kg/m3, poids yelrrmique de la matière ensilée

lL = 0,M, coefficient de frottement sur la paroi

0 = 31o, angle de frottement inûerne
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La pression mærimale obtenue pour cet exemple, par la formule de Janssen est
égale à 30 KPa au fond du silo. Cette comparaison (figure 4-22), prend
également en compte la norme NF P22-630 t341. Nos résultats sont proches des
mesures expérimentale s.

4.5. SILOS AVEC UNE TREMIE

Pour calculer les pressions normales sur la paroi du silo et de la trémie,
nous avons utilisé les éléments de contactCT4 et CT6 (cf. $ 3.2.1.2 et3.2.1.4).
Contrairement aux éléments de contact C4 et C6 (cf. $ 3.2.1 .l et 3.2.1.3),
applicables à une interface normale enfte le matériau ensilé et la paroi du silo, les
éléments CT4 et CT6 sont applicables à la totalité de I'interface matériau-paroi,
c'est-à-dire, I'interface de la partie cylindrique et de la trémie. La frgwe 4-23
montre les résultats obtenus potu une cellule analogue à la cellule D de la base
expérimentale de Chartres, de diamètre 6m et de \rn de hauteur, équipée d'une
trémie à 45o avec une oùverture de 0,502 de rayon en partie inférieure. Les
caractéristiques mécaniques du matériau ensilé et de la paroi sont:

Ep = 2x105 MPa, module d'élasticité de la paroi

Em = 50 MPa, module d'élastcité de la matière ensilée
v = 0.3, coefficient de Poisson de la paroi et de la matère ensilée

T = 800 Kg/m3, poids volumique de la matière ensilée
p 10.33, coefficient de frottement sur la paroi

t= 6 mm,l'épaisseur de la paroi

La distribution des pressions nonnales le long de la trémie est bien
concordante avec la solution élastique non linéaire de Ragneau-Aribert [38].
Par contre, le long de la partie cylindrique noffe modélisation donne des
résultats inférieurs aux deux aufres solutions, c'est-à-dire, élastique non linéaire
et élasto-plastique. Dans notre solution, la flexibilité de la paroi est prise en
compte, ce qui diminue la pression sur la paroi. Quant à la distribution de
pression nonnale au voisinage de la liaison jupe-virole, celle-ci est très variable
et une discontinuité apparaît à ce voisinage en raison de la discontinuité
géométrique.
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Figure 4-23 l-arépartition de pression normale dans un silo équipé de trémie
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Les travaux de A.G. Bishara et al. [8-9-49], depuis 1977, utilisant le
comportement des matériaux ensilés à partr d'une loi de comportement
viscoélastique, ont conduit à la mise au point d'une méthode de calcul par

éléments finis non linéaire pour déterminer les pressions statiques en cours de
remplissage.La figure 4-24 présente la comparaison des résultats obtenus par
différentes méthodes de calcul. Les caractéristiques mécaniques du matériau
ensilé et de la paroi sont:

Ep = 2x105 MPa,module d'élasticité de la paroi

Em = 50 MPa, module d'élasticité de la matière ensilée
v = 0.3, coefficient de Poisson de la paroi et de la matière ensilée

T =769 Kg/m3,poids vohrmique de la matière ensilée

F = 0.30, coefficient de frottement sur la paroi

0 = 33o, angle de frottement interne

La solution de Janssen donne les pressions les plus faibles par rapport aux

autres. Par contre, notre approche donne des pressions plus importantes le long

de la frémie par rapport aux autres, ce qui est plus raisonnable en considérant la

solution élasto-plastque présenté dans la figure 4-23. Notre solution le long de

la partie cylindrique donne des résultats proches des solutions Vedaie-Bishara

[49]. Dans la partie cylindrique la solution ADINA [5] donne les pressions plus

importantes que les autres.
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4.6. ÉTUDE PARAUÉrrueuE DES slr.os

Dans la littérature, les effets des différents paramètres mécaniques et

physiques des matériaux ensilés sur la pression normale à la paroi, ne sont pas

systématiquement prise en compte. Dans ce puuagraphe, on présente les effets
du coefficient de frottement F, sur la paroi, du rapport R/t, du module d'élasticité

de la matière ensilée E, du coefficient de Poisson de la matière ensilée v, de la

hauteur d'ensilage H et du poids volumique de la matière ensilée 1. Comme

référence, les paramèffes suivants sont adoptés:

Ep = 2x105 MPa,module d'élasticité de la paroi

Em = 5O MPa, module d'élasticité de la matière ensilée

vp et vm = 0.3, coefficient de Poisson de la paroi et du matériau ensilé

F = 0.5, coefficient de frottement su la paroi

Y = 835 Kg/m3, poids volumique de la matière ensilée-

R/t = 600, le rapport entre le rayon du silo et l'épaisseur de la paroi

FVd = 1, le rapport entre la hauteur du silo et le diamèfre de la paroi

On fait varier un ou plusieurs de ces paramètres pour étudier

influence sur la pression nomtale à la paroi.

4.6.1. L'effet du coefficient de frottement

leur

La figure 4-25, présente I'influence du coefficient de frottement sur la
pression normale à la paroi. La distribution de la pression nonnale est étudiée
pour trois valeurs 0.3, 0.5 et 0.7 du coefficient de frottement sur la paroi. Dans

la théorie de Janssen I'augmentation du coefficient de frottement sur la paroi

provoque une diminution de la pression normale et une augmentation de

I'effort de frottement sur la paroi. Notre étude présente la même prédiction.

4.6.2. L'effet du rapport R/t

Dans les études antérieures sur les silo, la flexibilité de la paroi n'est prise

en compte que très rarement. La figure 4-26 prêsente la variaton de pression

normale par rapport aux différents rapports Wt. Une réduction de l'épaisseur de

la paroi augment€ la déformation de la paroi et celle-ci cause une réduction de la
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pression sur la paroi. La variation de la pression normale par rapport au R./t est
non linéaire. En diminuant ce rapport, la pression normale tend vers une

asymptote traduisant la pression normale maximale. Cetæ pression maximale

co.respord à la pression sur une paroi supposée rigide (fomrule de Janssen).

-æ F =0,3
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P = 0'5
--t- 

P 
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Figure 4-25 Yanatron de pression normale par rapport aux différents
coefficients du frottement p. sur la paroi
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Figure 426 Yanation de pression normale par rapport à la flexibilité
des différentes épaisseurs de la paroi

103



1 6

max

1  0 0 0 1  0 0 0 0
rapport R/t

Figure 4-27 Yanaljon de pression normale en fonction du rapport R/t

La figure 4-27 présente la variation de pression normale en fonction du rapport
R/t. La courbe obtenue présente une variation presque exponentielle. Cette
courbe est obtenu pour le niveau zlH = 0, c'est-à-dire au fond du silo. L'analyse
de cette courbe est effectuée dans le paragraphe suivant.

4.6.3. L'effet du module d'élasticité

La figure 4-28 présente la variation de la pression normale par rapport
aux différents modules d'élasticité de la matière ensilée. Comme le module
d'élasticité augment€, la pression norrnale sur la paroi baisse. En considérant les
relations (3.2.9a), une augmentation du module de compressibilité K ou du
module de cisaillement G, baisse aussi la pression normale. En général, on parle
d'un rapport de rigidité Em/Ep, c'est-à-dire le rapport entre les modules
drélasticité de deux matériaux (matériau ensilé et la paroi). L'augmentation de ce
rapport fait baisser la pression normale. La combinaison des rapports Wt (cf. $
4.4.2) et E./$, donne le paramère F=E.RÆpt, Eaduisant la rigidité globale de
la stnrcture. On fait varier les rapports R/t et E"rÆp tout en gardant p constant.
Les résultats pour les deux cas p=9.975 et 0.75 sont comparés sur la figure 4-
29. Pour chaque F, lu superposition des résultats est faite pour deux
combinaisons différentes de F. On peut bien voir que la distribution des
pressions norrnales pour B constant reste identique.
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En effet, on peut dire que la distribution de la pression normale sur la
paroi dépend du paramètre p, qui est une indication de la rigidité relative des

deux matériaux. Dans la figure 4-30,Ia pression norrrale est étudiée par rapport
au paramètre B, pour quatre hauteurs différentes d'ensilage. Pour p inférieur à

0.01, la pression normale tend vers une asymptote horizontale Eaduisant la
pression normale maximale, ce qui correspond au cas d'un silo à paroi rigide.
Ceci est concordant avec la prédiction de la formule de Janssen. Pour p variant
entre 0.1 et 1.0 la variation de la pression norrrale est très rapide. Si on prend B
égal à 10, une faible pression est transmise à la paroi. Évidemment ici,
I'hypothèse du comportement élastique linéaire pour la matière ensilée est
invalide, ce qui présente la matière ensilée comme un matériau autoporteur
(solides). En pratique B ne dépasse pas 0.5 et pour les silos à faible élancement

ce paramètre est compris, enfte 0.01 et 0.21361, où I'interface entre le matériau
ensilé et la paroi peut jouer un rôle important.

p=H-  
Ept

Figure 4-30 Effet du paramètre de rigidité p sur la pression normale
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4.6.4. L'effet du coefficient de Poisson du matériau ensilé

La théorie de l'élasticité, prévoit une influence du coefficient de Poisson
v sur la pression normale. La figure 4-31 reprêsente la variation de la pression
normale par rapport au coefficient de Poisson du matériau ensilé. Quand ce
coefficient s'approche de 0.50, la pression normale augmente considérablement.
En effet, si v passe de 0.2 à 0.4, la pression norrnale maximale sur la paroi double
aussi. En conséquence, dans l'énrde par éléments finis, la valeur de v doit êne
choisie avec une bonne précision pour avoir des résultats satsfaisants. Dans la
théorie de Jenike [26], pour le vidange du silo, le coefficient de Poisson est un
paramètre important, il est souvent choisi égal à 0,3. La modélisation de la
matière ensilée par l'élasticité peut êre élémentai-re, mais la modélisation avec un
comportement non linéaire doit contenir un paramètre comparable qui jouerait

le rôle du coefficient de Poisson.

4.6.5. L'effet de la hauteur d'ensilage

La figure 4-32 rcprésente l'évolution de la distribution de la pression
normale à la paroi pour les différentes hauteurs d'ensilage. On peut bien voir
qu'en augmentant la hauteur d'ensilage, la tangente à la courbe de pression
normale dans la partie inférieure vers le fond du silo, tend vers nl2. Par
exfrapolation des courbes obtenues, on peut également montrer que la pression
normale reste invariante à la profondeur infinie, ce qui est cohérent avec la
prédiction de la formule de Janssen. Cette figure montre également que la
relation entre la hauûeur d'ensilage et la pression norrnale n'est pas linéaire, mais
aussi exponentielle, ce qui est encore cohérent avec la forrnule de Janssen.

La figure 4-33 montre une autre type de comparaison entre les
distributions de pressions normales sur la paroi par rapport aux différentes
hauteurs d'ensilage. Les quatre premières courbes de la figure précédente sont
décalées vers le haut et sur la cinquième. Cette fois on voit bien que les courbes
coïncident bien. On en déduit que si on a une distribution de pression normale
sur la paroi dans un silo, par exemple, à l5m de hauteur, on peut prévoir la
distribution de pression normale potu les silos, par exemple, à 12, à 9 et à 6m de
hauteur.
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Figure 4-31 Variation de pression normale par rapport aux différents
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4.6.6. L'effet du poids volumique

La figure 4-34 présenûe la variation de la pression normale par rapport
aux différents poids volumiques de la matière ensilée. Cette figure montre bien
que cette variation est linéaire. En effet, si lpasse de 0.6 à7.2,Ia pression
normale sur la paroi double aussi. Dans la formule de Janssen, I joue aussi le
même rôle que dans notre étude.

5  1 0  1 . 5  2 0
pression normale en KPa

Figure 4-34 Yanation de pression normale par rapport aux
différents poids volumiques
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4.7. Éruon DES AspECTs NuwrÉRIeuES

Dans le calcul par éléments finis, le nombre des éléments utilisés et les
différents types d'éléments influencent normalement les résultats obtenus.
D'abord, nous allons traiter dans ce paragraphe I'influence du nombre d'éléments
avec trois types différents d'éléments, appliqués au matériau ensilé:

a) l'élément triangulaire à trois noeuds (T3),

b) Iélément quadrilatéral à quatre noeuds (Q4),

c) et l'élément quadrilatéral à huit noeuds (Q8).

On verra que cet effet n'est pas Eès important dans notre démarche, puisque le
haitement du matériau ensilé contre la paroi ressemble à un bloc, qu'il ne dépend
que des rigidités normale kn et tangentelle kr. Ensuite, en étudiant I'influence
des différents types d'éléments utilisés, on ffouve que cet effet peut être
important.

4.7.I. L'EFFET DU NOMBNN O'ÉT,ÉMENTS T]TILISÉS

4.7.1.1. Élément triangulaire (T3)

La figure 4-35, présente les résultats obtenus avec les nombres différents
d'éléments triangulaire à trois noeuds (T3). Cet élément est utilisé pour
discrétiser le matériau ensilé. Pour I'interface enffe le matériau ensilé et la paroi,
on a utilisé l'élément de contact à quatre noeuds (C4) et enfin l'élément
quadrilatéral à quatre noeuds (Q4), est appliqué pour la paroi. Les courbes
présentées dans cette figure, montrent qu'entre les trois cas (avec les nombres
d'éléments appliqués au matériau ensilé égal à 48, à 192 et à 768), la distribution
des pressions nonnales à la paroi a sensiblement la même allure; la différence
entre elles n'est importanæ qu'à la partie inférieure et vers le fond du silo, c'est-à-
dire là où les conditions aux limites sont appliquées.

4.7.1.2. Élément quadrilatéral à quatre noeuds (Q4)

Les résultats obtenus par l'élément quadrilaæral Q4 montrent une faible

différence, même en bas du silo, figure 4-36. On a discrétsé également la matière

ensilée avec seulement huit éléments Q4, c'est-à-dire, huit éléments le long de la
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hauteur du silo et un élément par rayon du silo. La différence enffe les pressions
normales obtenues, avec les nombres différenæ d'éléments, sont négligeables.

4.7.1.3. Élément quadrilatéral à huit noeuds (Q8)

La figure 4-37 présente une comparaison de la distribution des pressions
normales à la paroi obtenues, en utilisant les nombres différents d'éléments
quadrilatéraux Q8 égal à 8, à 96 et à 384. On a utilisé pour I'interface entre le
matériau ensilé et la paroi du silo, l'élément de contact à six noeuds (C6). Pour le
matériau ensilé et la paroi, on a appliqué l'élément Q8. Les courbes obtenues
corncident bien, sauf dans la partie inférieure du silo vers le fond, là où I'effet du
fond est présent. De plus, on trouve que le nombre d'éléments utilisés ne peut
pas influencer sensiblement les pressions nonnales à la paroi obtenues en
utilisant l'élément Q8. Près du fond de silo, la pression tangentielle est très faible,
par conséquent, lorsqu'on prend un maillage fin près du fond avec l'élément Q8,
dans I'itération suivante à i, c'est-à-dire i+l, le programme ne peut pas corriger la
pression normale à cet endroit. C'est pourquoi la courbe obtenue pour 384
éléments présente quelques parasites, qui ne sont pas importants.

4.7.2. COMPARAISON DES RÉSULTATS OBTENUS PAR LES
Ér,ÉunNTS DrrFÉRENTS

La figure 4-38 présente une comparaison des pressions normales
obtenues en utilisant les types différents d'éléments. Les courbes tracées des
résultats obtenues, par les éléments Q4 et Q8, monfrent une bonne coïncidence
sauf vers le fond du silo, où on relève une faible différence. Par contre, cette
figure montre une différence considérable entre les résultats obtenus par les
éléments Q4 et Q8 d'une part, et les résultats obtenus par l'élément T3 d'aufre
part, dans la partie inférieure du silo. Les pressions obtenues piu T3 montrent
une majoration de la pression normale maximale d'environ l3Vo par rapport aux
pressions normales obtenues par les éléments Q4 et Q8. La figure 4-35 montre
que même en augmentant le nombre d'éléments, une amélioration importante de
pression ne peut pas être atteinte. Cet élément est linéaire, et par contre les

éléments Q4 et Q8 sont respectivement bilinéaire et quadratique.
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Figure 4-35 Résultats obænus avec les nombres différents d'éléments T3
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Figure 4-38 Résultas obænus avec les élémens différena

4.7.3. CONCLUSTON

Entre les éléments T3, Q4 et Q8, on trouve que ce dernier accompagné de
l'élément de contact C6, donne de meilleurs résultats pour un nombre de degré
de liberté total donné. Une énrde numérique de comparaison des perfonnances

de différents éléments axisymétriques [58] a monfré que l'élément triangulaire
T6 à six noeuds (n'est pas présenté ici) et l'élément quadrilatéral Q8 s'avèrent les
plus performants pour les problèmes raités. L'élément T3 resæ très économique
pour les situations simples au niveau des conditions aux limites. Les résultats

obtenus par l'élément Q4 sont très proches des résultats obtenus par l'élément

Q8 dans le cas d'un silo sans Eémie.
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Dans le domaine de l'étude concernant la détermination des actions de la
matière stockée sur la paroi des silos, nos ffavaux ont pour but de montrer que
I'utilisation d'une loi de comportement simple donne des résultats satisfaisant
dans le cas du remplissage des silos. En effet nous considérons dans nos calculs
un comportement élastique linéaire pour caractériser le comportement de la
matière ensilée et obtenons des résultats proches des mesures expérimentales
connues. Les théories proposant l'étude à partir des critères complexes de
rupture ne sont donc pas nécessairement indispensables. L'hypothèse de
comportement élastique linéaire de la matière ensilée avec ou sans cohésion,
donne des résultats d'autant meilleurs que la matière est confinée sous de faibles
charges.

Dans noffe travail, nous démontrons que I'hypothèse du comportement
élastique linéaire utilisant des paramètres du matériau simples à obtenir,
s'affranchit des paramètres ûels que la notion de rapport de pression latérale 7u,

ou les notions de I'angle de frottement interne et la cohésion de la matière
ensilée, qui sont introduits par les théories classiques développees à partir des
méthodes de Janssen et par les méthodes numériques aux éléments finis
effectuées à partir d'un comporûement élasto-plastique de matériau ensilé. Parmi
ces méthodes les effets de flexibilité de la paroi sont rarement pris en
considération.

La modélisation exacte du frottement en tenant compt€ de la flexibilité de
la paroi est importante. En effet, le concept d'êtat limite de frottement, mis en
évidence par I'utilisation d'un élément de contact à I'interface matériau-paroi, est
entièrement défini à partir de I'angle de frottement à la paroi.

Pour les matériaux ensilés ayant un angle de frottement interne élevé,
I'hypothèse de comportement élastique est plus adaptée. Lorsque la cohésion du
matériau ensilé est faible, son angle de frottement interne augmente, ce qui est
admis pour les matériaux granulaires. L'omission des effets de plastification du
rnatériau ensilé en utilisant I'hypothèse de comportement élastique linéaire de la
matière ensilée, entraîne une faible augmentation de la pression normale dans la
partie inférieure et une faible diminution de cette pression dans la partie

supérieure du silo (cf. $ 2-3).
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Lorsque le rapport géométrique enre la hauteur et le diamètre de silo tVd
est supérieur à 5, la défonnation de la paroi est importante, ce qui baisse la
précision du fonctionnement de l'élément de contact. Dans ce cas, on préfère
rigidifier la paroi, soit en augmentant l'épaisseur de la paroi, soit en bloquant les
noeuds le long de la paroi du silo.

Les exemples étudiés pour les cas de silos à fond incliné, montre que la
démarche suivie au chapitre 3, peut donner une bonne solution dans la trémie.
En réduisant la charge sur la trémie et I'angle a (entre la trémie et I'horizontale) la
qualité des résultats obtenus augmente. En augmentant le coefficient de
frottement sur la paroi du silo p, la pression sur la ûémie diminue, par conséquent,
il y a une amélioration des résultats avec une augmentation de p. L'élément de

contact quadratique CT6 (cf. $ 3.2.2.4.) donne des résultats plus précis que

l'élément de contact linéaire CT4 (cf. ç 3.2.2.2.).

L'effet du coefficient de Poisson v est très important, et les études

ultérieures sur le comportement des matériaux granulaires doivent mesurer le

comportement volumétrique.

L'utilisation de ce programme est économique du point de vue du temps
de calcul; la linéarité de comportement du matériau ensilé est à I'origine d'une
diminution Eès importante du ûemps de démarrage du pro$aulme. L'exécution
du programme est jus{u'à 100 fois plus rapide qu'une résolution non
linéaire classique.

La suiæ à donner à ce travail, consiste à définfu des modules d'élasticité
globaux du milieu continu equivalent pour les matériaux ensilés et le coefficient
de Poisson, ou définir des modules de copressibilité K et de cisaillement G. On
peut également trouver une solution simplifiée, en utilisant les éléments de
contact présentés dans ce travail, pour le cas de la vidange. Les éléments de
contact peuvent modifier en utilisant les éléments axisymétriques de coque pour
discrétiser la paroi.

Enfin, à partir de cette étude on peut facilement introduire les
comportements plus complexes de matériaux si nécessaire.
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ANNEXE I

PRÉSENTATION DE LA BASE ExPÉRIMENTALE D'EsSAIS
DES SILOS DE CHARTRES

L'implantation générale au sol des cellules est indiquée sur la figures 1. on
a retenu une disposition en ligne des cellules, d'une part elle est la plus

économique et d'autre part elle est plus rationnelle et laisse la possibilité de

compléær ultérieurement la base par d'autres types des cellules, selon les besoins

et les moyens futurs.

Actuellement il y a quatre cellules de divers types,permettant d'examiner

les différents paramèEes en vue de justifier les hypothèse de base retenues pour

la méthodes de calcul qui est adoptée dans le cadre de la nonne de vérifîcation

de la résistance des silos [27].

Cellule A

Elle est de section horizontale carrée, avec paroi en tôle trapézoïdale,

maintenues au moyen de tirants. Les nervures sont orientées horizontalement.

La rigidité verticale des parois est assurée par les montants et les tirants.

Cellule B

Elle est de section horizontale rectangulaire, avec les parois en tôle,trapézoidale

autoportantes. Les nervures sont orientées horizontalement. La rigidité verticale

des parois est assurée par les montants. CettÊ cellule offre la possibilité d'installer

des tirants. Il est envisagé de procéder à des essais avec deux types de tirants:

souples et rigides.

Cellule C

Elle est de section horizontale circulaire, en tôle ondulée. La rigidité verticale de

la virole est assurée par les montants.

Cellule D

Elle est de section horizontale circulaire, en tôle lisse. Cette cellule est équipee

d'un extracteur rotatif pour assurer une vidange mécanique de la matière ensilée.
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CARACTERISTIQTJES DES CELLULES

Les caractéristiques principales des cellules sont présentées dans le

tableau ci-dessous.

Cellule A B c D

Forme
géométrique

Carée Rectangulaire Circulaire Circulaire

Forrre des
parois

Trapezoidale Trapézoidale ondulée Lisse

Sysême de
maintien des

paroi

Tirants/

montants

Montants
(avec et sans

tirants)
Montants Autoportant

Dimension (m) 6,42 x 6,42 x
16

2,25 x 6,42 x
16

8 x 12,5 6 x7,5

Capacité de
stockage (m3)

660 200 660 220

Rayon
hydraulique

(m)
1,605 0,833 2,0 r5

Élancement
M

9,97 19,2 6,0 4,67

Forme du
fond

Plat
horizontal

PlaE
horizontal

Plat, '

horizontal
Plat,

horizontal

Système de
vidange

Gravitaire Gravitaire Gravitaire/
mécanique

Gravitaire

Fonction de
vidange

Centrée/
excentrée

Centrée/
excentrée

Centrée/
excentrée

Centrée/
excentrée

Caractéristiques principales des cellules

Chacun des silos peut êre instrumenté suivant plusieurs génératrices

verticales avec des capteurs des pressions très performants spécialement conçus

pour mesurer à la fois la composante normale à la paroi et la composante

tangentielle due au frottement (deux modèles ont été fabriqués, I'un par la

société BETA [46] et I'autre par le CETIM t11l). Des systèmes complémentaires
permettent de mesurer au cours des différentes phases d'utilisation du silo, divers
paramètres cornme par exemple le débit de l'écoulement, le poids de matière

ensilée, la hauteur d'ensilage, la déformation et de déplacement des parois.
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ANNEXE II

ORGANIGRAMMES

DU PROGRAMME CP SILO

ET

DU MODÉLISATION DU FROTTEMENT
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Lecture des fichiers d'entrée et de sortie

Lecture des données: Coordonnées et connectivités élémentaires

Lecture du type et du groupe de propriétés
élémentaires pour chaque élément

Lecture des propriétés de chaque groupe.

Lecture du chargement

Lecture des Conditions aux limites

Calcul du vecteur des charges équivalentes dues aux sollicitations réparties

Choix du type d'élément pour: matériau ensilé, interface et paroi

Réactualisation des rigidités tangentielles des éléments de contacts

Calcul de la matrice de rigidité et des vecteurs de chargements

Assemblage de la matrice de rigidité élémentaire
dans une matrice bande elobale

Modification et introduction des conditions aux limites par pénalisation

Résolution du système d'équations par la méthode directe de type Gauss

Calcul des contraintes de l'élément de contact

des résultats avec le critère
Ps < PPn

Calcul de Déplacements et contraintes



Réactualisation des rigidités tangentielles ks

Résolution du système

Déplacements de I'interface

Calcul des contraintes de l'élément de contact pn et ps

de contact suivant

Îm =  F .Pn

P.  )  1 .

les éléments
de contact sont

éléments restent
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