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Introduction

IxrnonucrroN.

Un système de C.F.A.O. (Conception et Fabrication Assistées par Ordinateur) s'appuie

principalement sur un modèle qui sert de description virtuelle d'un objet que I'on veut

concevoir puis fabriquer.

Les évolutions de la modélisation ont permis d'effectuer de réels progrès pour prévoir le

comportement des pièces que ce soit pour étudier une déformation possible, pour préparer de

façon automatique leur fabrication ou même pour déterminer leur forme à partir de leurs

fonctions.

Il apparaît clairement qu'il est essentiel pour mener à bien ces opérations, de pouvoir

stocker la forme de I'objet. Historiquement, deux modèles solides ont été utilisés à cette fin :

le modèle B-Rep (Boundary Representation) qui est une représentation de la frontière de

I'objet et le modèle CSG (Constructive Solid Geometry) qui est un arbre de construction. De

plus en plus, ces deux modèles sont maintenus conjointement dans le système, le modèle

B-Rep étant généralement calculé automatiquement à partir de I'arbre de construction. Les

possibilités offertes par ce dernier en matière de paramétage et de remise en cause de

I'historique de construction sont alors associées aux avantages amenés par le fait que la

représentation par les limites est évaluée (visualisation rapide, cotations, ...). L'outil

permettant de convertir une description CSG d'un objet en une suite de faces est

communément appelé évaluation booléenne. Ce mémoire est consacré à cet opérateur.

Le travail présenté dans ce mémoire, s'inscrit dans le projet SACADO (Système Adaptatif

de Conception et d'Aide au Développement par Ordinateur) développé au Laboratoire de

Recherche en Informatique de Metz. Notre objectif à terme est de foumir au système

SACADO un modèle hybride s'appuyant sur un arbre CSG étendu et évolué.

Dans ce cadre, nous avons étudié une nouvelle approche des opérations booléennes. Le

chapine I monte que de nombreux algorithmes sont connus. Cependant ils sont souvent

sensibles aux imprécisions de calcul. En outre, leur temps d'exécution est important pour

parfois ariver à un résultat erronné. De plus, ces algorithmes doivent gérer de nombretx cas
particuliers et ont des difficultés à s'adapter à d'autres familles d'objets que les polyèdres,

notamment aux objets non-Eulériens qui comportent des parties sans volume.
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Chapitre l. Etat de I'art

1. INtnoDUcrroN.

La diversité des besoins en C.A.O. a fait progressivement apparaître trois types d'objets :
- les objets à facettes planes ou polyèdres,
- les objets comportant des surfaces gauches,
- les objets possédant des parties sans volume appelés objets non-Eulériens.

Les algorithmes d'évaluation des opérations booléennes dont le but est, d'une part la

construction d'objets et, d'autre part, de permettre la liaison entre le modèle CSG et le modèle

B-Rep, se sont adaptés à ces trois types d'objets.

Dans ce chapitre, nous étudions les differentes méthodes que nous avons recensées pour

ces trois types d'objets. Dans un premier temps, nous proposons de rappeler les conditions sur

les opérateurs et les modèles par les frontières (section 2), puis les principales familles

d'algorithmes existants sont détaillées (sections 3 à 5).

Dans la section 3, nous résumons les principaux algorithmes pour les objets polyédriques,

la section suivante relatant ceux existants pour les objets à surfaces quelconques (section 4).

Le chapitre se termine par une rapide présentation des approches pour des modèles non-

Eulériens (section 5).

2. Lns MoDÈLEs DE soLDEs pAR LES FRoNTTÈRES.

Formellement, les opérateurs booléens sur deux solides A et B peuvent être définis par :
- UNION : ensemble des points appartenant à I'un ou à I'autre solide (notée At-rB),
- DIFFÉRENCE : ensemble des points appartenant au premier solide et n'appartenant

pas au second (notée A-B),
- INTERSECTION : ensemble des points appartenant aux deux solides (notée AnB).

Dans la mesure où ces opérateurs ne sont pas des lois de composition inteme dans

I'ensemble des solides, les opérateurs régularisés (figure 1) doivent être mis en æuvre. Ils sont

définis par IGAR 83], IRET 78] : Au+B = r (AvB) où r désigne I'application qui à un sous-

ensemble de R3 associe I'adhérence de son intérieur.
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Chapitre L État de l'art

@ Yolygonee

$ Polygonee

Figure I : (a) : Placement des polygones A et B.
(b) : intersection non régularisée
(c) : intersection régularisée.

La validité d'un modèle de solides est assurée par les conditions suivantes l

rigidité : le solide décrit dans le modèle a une forme invariante, quelles que soient sa

position et son orientation,
- finitude : le volume du solide décrit dans le modèle doit être fini,

- homogénéité : tout point à I'intérieur du solide ne peut appartenir à aucun autre objet.

Ces conditions très générales sont indépendantes de la famille de modèles utilisée. Elles

doivent être converties en conditions vérifiables du point de we informatique, qui dépendront

du modèle utilisé. Dans un modèle Eulérien, la vérification de validité peut être faite soit par

le traitement de chaque fonction appliquée sur un objet, soit par vérification sur les données

géométriques et topologiques de I'objet après application de la fonction. Cette seconde

solution reste diffrcile à mettre en æuvre (il est plus aisé de contrôler une modification d'une

partie d'un objet que I'objet après modifrcation) et seule la vérification de la validité

topologique est relativement aisée.

Dans les algorithmes mettant en æuvre les opérations booléennes, la première solution est

choisie. Toute opération construisant ou modifiant un solide se charge de la validité' Les

opérations booléennes régularisées, qui permettent de composer des objets, sont supposées

ainsi assurer la validité du résultat. Cette propriété est extrêmement importante, dans la

mesure où certaines opérations deviendraient impossibles. Prenons par exemple, la fonction

"appartenance d'un point au solide", qui est I'un des traitements de base utilisé dans de

nombreux algorithmes ; cette fonction ne pourra être implantée en utilisant la méthode de la

demi-droite et en comptant le nombre d'intersections significatives que si I'on est certain que

I'objet est un solide. Il n'est cependant pas obligatoirement judicieux d'assuter la validité en

pennanence pendant le déroulement de la fonction. En particulier dans le cas des opérations

booléennes, on peut accepter des états intermédiaires non valides, à condition que l'état final

le soit.
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Chapitre l. Etat de I'art

Ainsi I'utilisation d'opérateurs d'Euler peut ne pas être la panacée, même si ces derniers

sont à la base de certains algorithmes. On peut utiliser des primitives qui ne vérifient pas la

validité topologique, laissant cette responsabilité à la fonction de construction qui les utilise.

Les modèles par les frontières s'appuient sur un graphe FAS (Faces, Arêtes, Sommets). Les

conditions topologiques (figure 2) utilisées sur ce graphe sont les suivantes :

- a. une arête est partagée par deux faces exactement,
- b. une arête est parcourue une fois dans un sens, et une fois dans I'autre pour les deux

faces la partageant,
- c. deux arêtes ne se coupent qu'en un sommet.

Figure 2 : Relations topologiques entre les entités géométriques.

Les conditions géométriques se réduisent à :
- a. deux faces ne peuvent se couper qu'en une arête partagée,

- b. la surface définie par le contour de la face ne peut avoir de recoupement (sans

importance pour des modèles à facettes planes).

3. MTsn EN GIIvRE DEs oPÉRATIoNs BOOLÉENI\ES ST]R DES OBJETS

POLYÉDRIQTIES.

Les opérations ensemblistes sont I'un des moyens très utilisés pour construire des solides.

Leur mise en æuwe sur des modèles par des facettes planes est relativement diffrcile. Pourtant

leur définition mathématique est très simple.

Les opérations booléennes sont utilisées dans deux types d'algorithmes [BRO 88] :

- ceux effectuant une opération booléenne sur deux objets B-Rep et dont le résultat est

un objet B-Rep. Ils sont recensés sous le nom de "fitsion des frontières" ("boundary

merging"),
- cetu( évaluant un arbre de construction CSG et réunis sous le terme "calcul des

frontières" ("boundary evaluation").

t2



Chapitre l. Etat de I'art

L'idée sous-jacente de ces deux types d'algorithmes est cependant la même. Elle consiste à

évaluer le résultat d'une opération booléenne sur deux objets B-Rep. L'évaluation d'un arbre

de construction devient alors triviale : il suffit de transformer les primitives en objets B-Rep

puis d'évaluer I'arbre de construction du modèle CSG. C'est pourquoi notre étude va

essentiellement porter sur les algorithmes "fusion des frontières".

Pour étudier les algorithmes d'évaluation d'opérations booléennes sur les objets

polyédriques, on peut classer les différentes méthodes (figure 3) en deux grandes familles :

- les méthodes utilisant un modèle intermédiaire spécifique (essentiellement les arbres

octaux),
- les méthodes travaillant directement sur le modèle par les frontières.

Passage d'un modèle à I'autre
Opérations booléennes

Figure 3 : Méthodes d'évaluations d'opérations booléennes.

Nous allons faire un survol exhaustif des différentes méthodes travaillant directement sur le

modèle par les frontières puisque la méthode que nous présentons dans le chapitre 2 appartient

à cette famille. Cependant nous expliciterons tout de même quelques méthodes appartenant à

la première famille citée.

3.1. Méthodes d'évaluation directe sur des B-Rep.

3. l. 1. Méthode d'intersection arêtes-faces.

Cette méthode [BRA 751, fait partie des premières méthodes publiées sur les algorithmes

d'opérations booléennes. Elle ne concerne qu'une classe d'objets restreints. Ces derniers ne

peuvent être composés que de faces planes et de surfaces cylindriques. Un objet est dit négatif

s'il n'est considéré comme n'étant constitué que d'antimatière sinon il est dit positif. Les objets

négatifs servent notamment à supprimer de la matière dans un objet positif. Les points de

l'espace euclidien 3D sont classés suivant leur appartenance aux objets.
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Chapitre l. État de I'art

Soit un objet Q positif, alors pour tout point p de I'espace :
- si QO) : I alors le point est à I'intérieur de I'objet Q,
- si QO) = ll2 alors le point est sur la surface de I'objet Q,
- si Q(p) = 0 alors le point est à I'extérieur de I'objet Q.

Soit un objet Q négatif, alors pour tout point p de I'espace :

- si Q(p): -1 alors le point est à I'intérieur de I'objet Q,
- si QO) :'Il2 alors le point est sur la surface de I'objet Q,
- si QO) = 0 alors le point est à I'extérieur de I'objet Q.

Cette caractérisation permet la définition d'une opération d'addition de deux objets.

L'addition de deux objets va donner un objet positif eVou un objet négatif. Cette opération est

définie par les tables ci-dessous (figure 4). Lapremière table représente I'objet résultat positif

et la seconde I'objet résultat négatif.

Q1(P)
U2 0 -U2 -l +

I
Q2(P) r/2

0
-U2
- l

Q1(P)
U2 0 -U2 -l

;

Q2(P) u2
0

-v2
-1

0
?

-U2
?
-1

11tU20
t? t /2?0
rv2000

U2?000
00000

0
0
0
0
0

00
00
00
? -ll2

-U2 -l

0
-U2
- l
-1
- l

Figure 4 : Tables d'opérations d'addition entre deux objets. La première table donne I'objet résultat positif et la seconde

I'objet résultat négatif. L'ensemble des "?" inclus dans les tables est défini suivant les normales sortantes aux

deux objets au point testé.

Cette définition mathématique d'un objet assure une classification rapide d'un point de

I'espace mais ne permet pas une représentation informatique de I'objet (un objet ne peut être

représenté informatiquement par I'ensemble des points qui le compose). C'est pourquoi la

méthode s'appuie sur cette définition mais ne I'utilise pas directement.

La méthode diffère suivant la position des deux objets et donne deux cas :

- les deux objets sont juxtaposés, I'opération d'addition est locale aux deux faces de la

juxtaposition,
- les deux objets ont une intersection.

Le second cas peut être décrit simplement par :
- calcul de toutes les intersections arêtes / faces, caractérisation et éclatement évenfuels,

- construction de I'objet final en fonction de tous les cas particuliers qui peuvent se

poser.
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Chapitre l. Etat de I'art

Cependant la mise en æuvre de I'algorithme décrit effectivement tous les cas particuliers se

présentant ; ce qui rend la compréhension lourde et ardue et son implémentation diffrcile.

Bien que cela n'ait pas été le cas dans la première implémentation de ce type d'algorithme,

la détermination des faces peut se faire par recherche de cycles dans un graphe.

3.1.2. Méthode du polygone de section.

La méthode étudiée dans cette section a été élaborée dans IMAN 821, MAT 831

améliorée dans [MMP 87a] IMMP 87b]. Elle est basée sur le polygone de section.

1
Figure 5 : Ligne de section

Le principe est le suivant : I'intersection de deux polyèdres se fait le long d'une ou plusieurs

lignes brisées (figure 5) qui permettent de partager chaque polyèdre en deux catégories (figure

6) :
- la partie du polyèdre qui est extérieure à I'autre solide,

- la partie du polyèdre qui est intérieure à I'autre solide.

On obtient donc quatre sous-ensembles qu'il suffit d'assembler selon les règles suivantes :

Union = Coller (A extérieur à B, B extérieur à A)

lntersection = Coller (A intérieur à B, B intérieur à A)

Différence = Coller (AextérieuràB, B intérieur àA)

puls
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Chapitre l. Etat de I'art

A extérieur à B A intérieur à B

BintérieuràA BextuieuràA

Figure 6 : Les différentes parties des objets A et B suivant leur
classification par rapport à l'autre objet.

Globalement I'algorithme est le suivant :

Calculer les intersections de A avec B et réciproquement (intersection arêtes faces)

Construire la ligne de section joignant les points d'intersection

Partager A en (A intérieur à B) et (A extérieur à B)

et

Partager B en (B intérieur à A) et (B extérieur à A)

Choisir selon I'opérateur :

Union : Coller(AextérieuràB,BextérieuràA)

Intersection : Coller(A intérieuràB, B intérieuràA)

Différence : Coller(AextérieuràB, B intérieuràA)

Les calculs d'intersection arêtes / faces impliquent le traitement de tous les cas particuliers

pouvant se présenter (ce qui était également le cas pour la méthode d'intersection arêtes-faces

[BRA 75]).Ladiffrculté essentielle de cette approche réside dans la détermination de la ligne

de section. La ligne de section est formée par les points d'intersection entre arêtes et faces qui

doivent être correctement reliés.

L'idée générale est que I'on peut relier deux points d'intersection si ils appartiennent à une

même face sur A et sur B pour des faces convexes MAN 82]. Dans le cas de faces non

convexes [MMP 87a] [MMP 87b], on ordonne les points d'intersections communs à deux

faces ce qui donne un certain nombre de segments candidats. Un segment candidat constitue

une arête si le milieu du segment appartient à chaque face.

B extuieur à A
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On insère les éléments de la ligne de section dans chaque objet en deux étapes :
- insertion des points d'intersection dans les contours de faces auxquelles ils

appartiennent,
- pour une telle face, on la parcourt jusqu'à un point d'intersection, puis on parcourt la

ligne de section tant que I'on est sur la même face. Le parcours se pousuit sur le

contour de la face jusqu'à un nouveau point d'intersection ou jusqu'à ce que le parcours

donne un contour fermé.

La partition en intérieur et en extérieur est assez simple puisqu'une face d'un ensemble

(extérieur et intérieur) ne peut pas traverser I'autre solide. Par adjacence d'arêtes initiales et

test de classification d'un point, on détermine facilement l'état des sous-ensembles de faces.

Les opérateurs d'Euler sont en général utilisés [HIG 93], car ils permettent de traiter

facilement des opérations consistant à couper des arêtes, créer des arêtes nulles...

Cette famille d'algorithmes fonctionne sur des faces planes et impose un traitement

particulier pour les faces coplanaires.

3.1.3. Méthode de découpage defaces.

La troisième méthode [PIL 89] [LTH 86] aborde les opérations booléennes par un

découpage de faces.

Chaque face de A est étudiée par rapport aux faces de B. Lorsqu'une face de A coupe une

face de B, elle est partagée en plusieurs "sous-faces" à partir des points d'intersections avec les

arêtes de la face B (figure 7).

Figure 7 : La fase du solide B est découpée en sous-faces Fl, F2 et F3. Les faces Fl
et F3 sont extérieures au solide A, par contre la face F2 est intérieure au solide A.
Fl et F3 vont donc appartenir par exemple à I'union de A et de B. Il faut les réunir
pour obtenir une des faces de I'objet résultat.

Ensuite, les caractéristiques de chaque sous-face sont déterminées.

17
F I

FZ

F3
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Une sous-face peut être :
- à I'intérieur du solide résultat,
- sur le solide résultat,
- à I'extérieur du solide résultat.

Ceffe détermination est faite de la manière suivante : chaque sommet d'une sous-face est

évalué par rapport au solide ; s'il est intérieur ou extérieur au solide, la sous-face ne peut

appartenir à la frontière du solide hnal et elle est abandonnée. Si tous les sommets d'une sous-

face sont sur le solide, il suffit de tester un point intérieur à la sous-face pour s'assurer que la

face est sur le solide ou pas (dans la mesure où aucune sous-face ne peut couper le solide et ne

peut donc le toucher que sur la frontière). Enfin, pour éviter les faces ne séparant pas

I'intérieur de I'extérieur (n'appartenant pas à la fermeture de I'intérieur), deux points de part et

d'autre de la sous-face à une petite distance sont testés : la sous-face n'est considérée comme

appartenant au solide que si I'un des deux points est intérieur et I'autre extérieur.

La seule partie algorithmique restant à définir est la détermination du fait qu'un point

donné soit intérieur, extérieur ou sur la frontière du solide. Dans [PIL 89], les auteurs évaluant

un arbre CSG proposent naturellement de tester cette propriété sur les feuilles (primitives), ce

qui est relativement trivial, puis de donner la propriété sur I'arbre en évaluant ce dernier

récursivement. Dans le cas où les deux objets sont connus par leurs frontières, il suffrt de

mettre en æuvre un algorithme de type demi-droite [LTH 86] pour déterminer cette propriété

(str A, sur B et sur I'opération booléenne de A et B).

Les sous-faces faisant partie de la frontière de I'objet final doivent être ensuite regroupées

afin d'obtenir I'ensemble des faces du solide résultat. Les sous-faces appartenant à un même

plan sont fusionnées. En supprimant les arêtes de contact, la face finale est formée.

Parmi les difficultés liées à cette famille d'algorithmes, on peut citer :
- le nombre important de sous-faces créées au fur et à mesure du déroulement de

I'algorithme, ce qui peut influer sur les performances,
- I'existence de sous-faces très petites qui peuvent impliquer des problèmes de précision.

3.1.4. Méthode du pan.

La quatrième méthode MIC 871 IBEN 93] utilise une structure de représentation différente

du graphe FAS du B-Rep afin de faciliter les calculs d'intersection. Nous allons expliquer

quelle est la structure utilisée avant de décrire la méthode.
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L'élément de base de la représentation que proposent les auteurs estle pan. Un pan est une
portion de face incidente à une arête donnée d'un coté bien déterminé de I'arête. A un pan, sont
associées trois informations (voir figure 8) :

- la face f sur laquelle se situe le pan,
- I'arête d sur laquelle se rapporte le pan : elle est orientée de telle manière que son

origine précède son extrémité dans I'ordre 6YZ),
- une valeur s égale à +l ou -1.

Le triplet (a,f,s) définit un par-r de f incident à a et de sens s. Si N est le vecteur normal à la

face f et E le vecteur allant de I'origine à I'extrémité de a alors le vecteur V (nommé vecteur

indicateur) définit par s * (E " /f) se dirige vers I'intérieur de la face.

Figure 8 : Notion de pan.

Un solide est un ensemble de faces maximales. Une face maximale est le plus grand sous-

ensemble de la frontière du solide porté par un même plan orienté. Une face est composée

d'un ensemble de pans. La frontière d'un solide est donc simplement composée d'un ensemble
de pans.

La méthode sur ce type de représentation d'objets est la suivante :
- comme pour la méthode précédente, chaque face de A est étudiée par rapport aux faces

de B. L'ensemble des couples susceptibles d'avoir une intersection est réduit par

I'utilisation de boîtes englobantes.
- pour un couple candidat de faces, I'ensemble des arêtes d'intersection n'est pas calculé

directement. Comme ces arêtes appartiennent à la droite d'intersection D entre les deux
plans des faces, les segments d'intersection entre chaque face et la droite D sont
générés séparément. Ces segments sont considérés comme identiques suivant leur

classification (Sur, Dans, Hors) par rapport aux faces dont ils sont issus pour former

les arêtes d'intersection (figure 9).
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Figure 9 : Le segment [It,It] est classé "DansF", "Sur F," et
"DansF," sur F2. Il fait donc partie des arêtes d'intersection
entre I'objet A et I'objet B.

Puisque I'on calcule les arêtes d'intersection (elles ne peuvent pas être formées à partir d'un

segment "Hors"), ne sont retenus que les couples de segments (Sur,Sur), (Sur,Dans) et

(Dans,Dans). A chaque nouvelle arête sont associés exactement quatre pans: deux pans de

I'objet A de sens opposé et réciproquement pour B. Le découpage d'une arête originelle d'un

des deux solides opérandes donne des arêtes homogènes. Chaque sous-arête homogène est

créée avec autant de pans de A que de pans originaux incidents à I'arête originelle. Si de plus

elle est incluse dans une face de I'autre solide, alors elle reçoit deux autres pans

supplémentaires héritant du plan de la face de I'autre solide.

L'ensemble des pans de I'objet final est donc inclus dans I'ensemble des pans des arêtes

d'intersection, des arêtes homogènes et des arêtes banales (i.e. dont tous les pans appartiennent

au même solide). Il reste à déterminer I'ensemble des pans utiles au solide résultat.

Si un pan provient d'une arête banale qui est intérieure à I'autre solide, alors le pan est utile.

La détermination de la classification de I'arête par rapport au solide se fait par un test de

classification du milieu de I'arête par rapport au même solide (lancer de demi-droite).

Si un pan est incident à une arête non banale (arête d'intersection ou arête homogène), il est

utile s'il détermine I'intérieur du solide résultat. Cette détermination s'effectue par les

informations données par le vecteur indicateur du pan et la normale sortante à la face du pan.

La description furale de la frontière du solide peut alors êne générée à partir de tous les

pans trouvés utiles. Les faces mærimales sont reconstituées avec les pans de plans identiques.

3.1.5. Méthode des domaines.

Cette méthode IZHA 921 utilise plus specifiquement les informations topologiques du

B-Rep pour mettre en Guvre les opérations booléennes.
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Un solide est défini par un ensemble de faces appelé composante connexe ("shell"). Une

composante connexe d'un solide S peut être représentée par un graphe G dont les sommets du

solide correspondent aux sommets du graphe (figure l0). Les arêtes du solide S correspondent

aru( arcs du graphe G et les faces du solide sont les régions du graphe G.

F2 IF3

Objet O

Figure l0 : Un objet et son graphe.

Graphe G

Etant donné deux objets 01 et 02 et leurs graphes associés G1 et G2, si les deux objets 01

et 02 ont une intersection alors G2 découpe G1 et réciproquement. Les intersections entre G1

et G2 peuvent se faire à plusieurs niveaux :
- les objets 01 et 02 possèdent deux faces qui ont une intersection, les graphes G1 et G2

vont hériter d'un nouvel arc qui représentera I'arête d'intersection,
- les objets 01 et 02 possèdent deux faces coplanaires qui ont des parties communes, les

graphes G1 et G2 vont hériter de deux nouvelles régions correspondant à la partie

d'intersection entre les faces coplanaires.

L'ensemble de ces intersections va former des domaines dans G1 et G2. Un domaine est un

ensemble de régions connectées du graphe qui a la même classification par rapport à I'autre

graphe. Chaque domaine est formé à partir des intersections des données géométriques des

solides. Un domaine peut donc être issu :
- d'un cycle d'arêtes d'intersection. L'intersection des deux objets n'est constitué que

d'une suite d'arêtes,
- d'un cycle d'intersection mixte. Les deux objets ont deux faces coplanaires :

I'intersection des deux objets est donc formée à partir des arêtes d'intersection et de la

partie de face commune aux deun faces coplanaires,
- d'un cycle d'intersection de faces. Les objets n'ont que des faces coflImunes en

intersectiorL
- d'aucun cycle. Les objets n'ont qu'une seule face cornmune et il n'existe pas de matière

commune aux deur objets.
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Chaque domaine doit ensuite être classé par rapport à I'autre solide. Un domaine étant

formé d'un ensemble de régions, il suffrt de connaître la position d'une région pour connaître

la position du domaine par rapport à I'autre solide. Une région d'un graphe représente une face

ou une sous-face du solide. La position d'une face est déterminée par la position d'un point de

la face.

La classification d'un domaine implique donc la classification d'une face ou d'une sous-face

du solide et non de I'ensemble des faces ou sous-faces faisant partie du domaine.

En réunissant les domaines nécessaires à une opération booléenne donnée, on reconstruit le

graphe de I'objet résultat.

La méthode se résume donc par :
- construction des cycles d'intersection et découpage des composantes connexes en

domaine,
- classification des domaines,
- regroupement des domaines.

Dans la formalisation de son approche, cette méthode peut sembler différente de la

méthode de polygone de section MAN 82]. Cependant leurs finalités sont identiques

puisqu'elles consistent à classer les différentes parties d'un solide par rapport à l'autre solide

afin de les unifier de façon adéquate pour former I'objet résultat.

3. L 6. Mëthodes par faces.

D'autres méthodes préconisent de traiter les opérations booléennes face par face et de ne

conserver que les portions de faces intervenant dans la composition de I'objet résultat.

Notamment, dans MAT 881, il est indiqué qu'il est possible de reprendre I'idée générale de la

méthode des opérations booléennes en deux dimensions pour implémenter celle des

opérations booléennes en trois dimensions en considérant la position relative des vecteurs

nonnaux aur faces. L'article ne donne cependant aucune description de I'algorithme. De

même, IHOF 89] propose une approche qui tansforme le problème des opérations booléennes

tridimensionnelles en une gestion de graphes.

La méthode publiée dans IKIY 92] donne un bon aperçu de cette famille d'algorithmes. Les

auteurs précisent qu'il n'est pas nécessaire d'exécuter les opérations booléennes d'union et de

différence puisqu'elles peuvent être facilement déduites de I'intersection par les lois de De

Morgan:

AUB=AnB

A - B = A n E avec E définissant le complémentaire de I'objet E.
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Cependant cette interprétation des opérations booléennes demande de traiter des objets

négatifs et infinis.

L'algorithme présenté est le suivant :

l. Exécuter les actions suivantes pour un solide A donné :

/. Etendre une face Fo du solide A à son plan infini Sa, obtenir une section Co

entre le plan So et les faces d'un autre solide B.

2. Trouver les points d'intersection entre la face Fo et la section Co et découper

les arêtes en fonction de leur classification (Dans, Hors, Sur).

3. En suivant les arêtes découpées en 2, obtenir la face d'intersection Io entre

Fo et la section Co.

4. Exécuter les étapes 1 à 3 pour toutes les faces du solide A et obtenir toutes

les faces d'intersection. Unifier ces faces pour générer une composante connexe

ouverte Sho.

2. De la même manière, exécuter I pour un autre solide B et générer une deuxième

composante connexe Sh".

3. Unifier les composantes connexes ouvertes Sho et Shr pour obtenir une composante

connexe fermée Strç qui est le solide intersection résultat.

</------>

Ie

Solide C

Figure I I : Les différentes étapes de I'algorithme de la méthode par faces.

ShA
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La recherche de la section du solide B suivant le plan So de la face Fo s'effectue en

recherchant tous les points d'intersection ente les arêtes de B et le plan So. Les points

d'intersection ainsi trouvés doivent ensuite être reliés correctement afin de former la section.

Une façon adéquate de relier les points est de suiwe le contour du solide B. Ceci est possible

grâce aux entités reliées aux arêtes de B ayant donné une intersection avec le plan So et les

faces adjacentes à ces arêtes.

A partir de la section les auteurs ont détaillé de nombreux cas particuliers pour générer la

face d'intersection entre la face Fo et la section Co :

(1) le plan Sa n'a pas d'intersection avec le solide B, la section Co n'existe Ps,
(2) le plan So a une intersection avec le solide B et la section Co existe,

(3) la face Fo est coplanaire avec une face de B.

A travers ces trois cas, les auteurs distinguent encore des cas particuliers. Par exemple, ils

expliquent comment résoudre le cas (2) lorsque il existe plusieurs contours extérieurs pour la

section ou lorsque la section est formée de plusieurs contours intérieurs. Le cas (3) est aussi

découpé en huit sous-cas par rapport à la position des deux objets. Enfin ils terminent en

expliquant comment résoudre le problème du cas (2) et du cas (3) simultanément (la face Fo

est coplanaire avec une face de B et il existe une section CJ.

Face à cette abondance de détails qu'il aurait peut-être été possible de généraliser, les

auteurs ne présentent guère d'explications sur la manière dont ils unifient les parties des faces

qu'ils trouvent faisant partie de I'intersection. Ce point nous paraît pourtant bien plus

important puisqu'il permet de générer des objets cohérents par rapport au modèle utilisé. Nous

ne savons donc pas si les auteurs recherchent les points de I'objet final de manière

géométrique dans les differentes parties de face trouvées ou si cette recherche s'exécute par

rapport à la topologie des deux objets. L'article ne donne également aucune indication pour

expliquer si les auteurs ont rencontré des diffrcultés lors de cette unification et quelles sont les

solutions qu'ils auraient pu y apporter.

24



Chapibe l. État de l'art

3.1.7. Conclusion.

Nous venons de recenser les différentes méthodes d'opérations booléennes sur deux

polyèdres A et B. Les méthodes sont les suivantes :

(l) intersection entre les faces et les arêtes afin de générer les arêtes et les faces de

I'objet résultat,

(2) création d'un polygone de section permettant de séparer les deux objets en parties

distinctes suivant leur classification par rapport à I'autre objet,

(3) découpage de faces et classification de ces faces par rapport à I'autre objet,

(4) modélisation différente des polyèdres par la notion de pan attaché à une arête,

(5) passage de I'objet à la notion de graphe et classification des domaines du graphe,

(6) méthode par construction des faces de I'objet résultat à partir des faces des deux

objets opérandes.

Ces méthodes procèdent en quatre étapes :

l- Calcul des intersections entre des entités de la frontière de A et des entités de la

frontière de B. Échtement de ces entités.

2- Classification de chaque élément provenant du pas 1 par rapport à I'autre objet.

3- Sélection suivant I'opération booléenne des éléments à retenir pour la composition de

I'objet résultat.

4- Fusionnement des différentes entités trouvées au pas 3 pour obtenir I'objet résultat.

L'approche de la méthode (5) est similaire à celle de la méthode (4) mais elle permet une

amélioration notable en introduisant la notion de domaine d'un graphe. Ceci permet de ne

tester qu'une sous-face d'un domaine au lieu de tester toutes les sous-faces créées.

Les différences majeures proviennent du choix des entités sur lesquelles s'ef;[ectue une

intersection et de la façon de classifier les entités par rapport à I'objet résultat. Pour les

méthodes (l) (2) et (5), des intersections arête-face sont effectuées, par contre pour les

méthodes (3), (4) et (5) ce sont des intersections face-face. La classification en intérieur-

extérieur se réalise avec un polygone de section pour la méthode (2), avec une recherche de

section pour la méthode (6) et plus classiquement par test d'un point avec un lancer de demi-

droite pour les méthodes (l), (3), (4) et (5).
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Toutes ces méthodes sont diffrciles à implémenter, il faut tenir compte de tous les cas

particuliers pouvant se présenter ; ce qui ne donne généralement pas des algorithmes faciles à

écrire et à constmire. Elles sont plus ou moins gourmandes en temps suivant la méthode

employée pour le calcul d'intersection. De plus, puisqu'elles calculent des intersections, elles

sont sensibles aux erreurs de calcul dues à I'imprécision du codage des réels sur les

ordinateurs utilisés pour leur implémentation. Certains algorithmes tehdent à résoudre ce

dernier problème et les solutions proposées sont diverses :
- utilisation d'une arithmétique rationnelle paresseuse IBEM 93] FAI 931 permettant de

coder les réels par un rationnel proche,
- en réévaluant les différents tests sur un sommet, une arête ou une face IHOF 89].

3.2. Méthodes utilisant un modèle intermédiaire.

La section précédente présente .les différentes méthodes recensées qui travaillent

directement sur les objets opérandes. Nous abordons, dans cette section, les méthodes qui

utilisent un modèle intermédiaire. Ces méthodes prennent souvent un modèle arbre octal pour

évaluer les opérations booléennes. Un arbre octal (ou octree) est une décomposition récursive

de I'espace considéré comme un grand cube dont les arêtes sont parallèles aux axes du repère.

Un objet de cet univers est représenté par un ensemble de cubes plus petits. Chaque cube est

le résultat d'une subdivision récursive d'un cube donné en huit sous-cubes identiques. A

chaque pas de la division un cube peut être noir s'il est totalement intérieur à I'objet ou blanc

s'il est complètement extérieur à I'objet. Si une partie de la frontière appartient au cube alors le

cube est gris. L'ensemble des cubes gris est soumis à une division. La division s'arrête lorsque

les cubes gris sont devenus suffrsamment petits. Les feuilles de I'arbre octal sont les cubes

noirs, blancs ou gris ayant atteint le niveau mæ<imum de division.

Si la méthode appartient à la famille "fusion des frontières" alors elle se décompose de la

manière suivante :
- passage du modèle B-Rep au modèle arbre octal,
- évaluation de I'opération booléenne sur les deux arbres octaux,
- passage du modèle arbre octal au modèle B-Rep.

Par contre, si la méthode appartient à la famille "calcul des frontières" alors elle ne

comporte plus que deux parties qui sont :
- passage du modèle CSG au modèle arbre octal, l'évaluation des opérations booléennes

étant nécessaire pour la constnrction du modèle arbre octal,
- passage du modèle arbre octal au modèle B-Rep.
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Cependant I'arbre octal présente le problème suivant : lors du passage du modèle B-Rep au

modèle arbre octal (ou du modèle CSG au modèle arbre octal), I'ensemble des informations

géométriques du modèle sont perdues. C'est pourquoi les auteurs proposent d'utiliser un arbre

octal étendu [NAB 86] (extended octree ou enriched octree) qui permet le stockage de

certaines données géométriques.

L'arbre octal étendu diffère de I'arbre octal dans le sens où chaque feuille de I'arbre peut

stocker une information géométrique (figure 12). Une feuille peut donc être :

- homogène : elle correspond aux cubes noirs ou blancs de I'arbre octal,

- une feuille "face" : la feuille contient une portion de face de I'objet mais ne peut

contenir ni une portion d'arête, ni un sommet de cette face,

une feuille "arête" : la feuille contient une portion d'arête mais ne contient aucune

portion de faces non adjacentes à cette arête,
- une feuille "sommet" : la feuille ne contient que des portions d'arêtes partant de ce

sommet.
- une feuille "plans" : la feuille contient plusieurs plans.

(a) (b)

(c)

Figure l2 : Les différentes feuilles de I'arbre octal étendu'
(a) : feuille "face", (b) : feuille "arête", (c) : feuille "sommet",
(d) : feuille "plans".

Le passage du modèle B-Rep au modèle arbre octal [.IFB 87] se fait par divisions

successives de I'espace. Chaque cube ainsi trouvé est classé par rapport à la frontière de

I'objet. Si un cube ne peut être classé, il est subdivisé en octants et le test est poursuivi sur les

huit octants jusqu'à obtention d'une classification possible.

(d)
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L'évaluation d'une opération booléenne sur deux arbres octarD( s'effectue de la manière

suivante [WAL 89], [PLA 93] :

Étant doruré deux arbres octaux étendus A1 et A2, I'algorithme impose que la racine de

l'arbre A1 représente la même portion d'espace que celle de I'arbre A2. La première feuille de

A1 est étudiée avec la première feuille de A2. Si les deux feuilles occupent le même espace

alors la première feuille de I'arbre octal résultat est générée à partir de la configuration

géométrique des deux feuilles étudiées. Sinon la feuille la plus grande est subdivisée jusqu'à

obtention de la taille de la plus petite feuille. La seconde feuille de A1 est ensuite étudiée avec

la seconde feuille A2 et ce, jusqu'à parcours complet des feuilles de A1 et de A2. Etant donné

qu'il existe cinq types de feuilles différentes et trois opérations booléennes, il y a quinze

combinaisons possibles pour un couple de feuilles. Les combinaisons les plus diffrciles sont

celles où une des feuilles contient un sommet.

Pour le passage du modèle CSG au modèle arbre octal INFB 87], I'arbre CSG est d'abord

transformé en un arbre CSG étendu (expanded CSG). Un arbre CSG étendu est un arbre CSG

dont les feuilles peuvent contenir un plan définissant alors un demi-espace. Si I'arbre CSG est

un arbre CSG dont les feuilles sont des primitives classiques, il est aisé de trouver une boîte

englobante de I'arbre CSG. Ensuite, de la même façon que pour un modèle B-Rep, le modèle

CSG est transformé en un arbre octal.

Il reste ensuite à convertir I'arbre octal en un modèle B-Rep IAYA 88]. Les équations des

faces de I'objet peuvent être obtenues facilement à partir de I'arbre octal. Les informations

géométriques restantes sont obtenues en deux traitements :
- le premier parcourt I'arbre octal et recense les différents sommets pour former une liste

associée à chaque face. Cette liste est composée de couples de faces adjacentes

provenant des cônes de faces adjacentes des sommets.
- le second trie I'ensemble de ces listes pour obtenir I'objet résultat.

L'inconvénient majeur d'un arbre octal est qu'il a besoin d'un grand espace mémoire. De

plus I'ensemble de ces méthodes nécessitent deux traitements supplémentaires en plus du

calcul des opérations booléennes : le passage du modèle B-Rep vers le modèle arbre octal et

inversement.
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4. MÉrrroDEs sT]R DEs oBJETS coNTENANT DES SIIRFACES GAUCI{ES.

L'ensemble des méthodes qui exécutent les opérations booléennes sur des objets

polyédriques a été présenté dans la section précédente. Dans cette section, nous nous

intéressons aux méthodes d'opérations booléennes sur des objets à surfaces quelconques. Ces

méthodes reprennent le schéma vu à la section 2.1 de ce chapitre :

(1) Calcul des intersections entre des entités de la frontière de A et des entités de la

frontière de B. Éclatement de ces entités en vue de leur classification.

(2) Classification de chaque élément provenant du cas (l) par rapport à I'autre objet.

(3) Sélection suivant I'opération booléenne des éléments à retenir pour la composition

de I'objet résultat.

(4) Fusionnement des differentes entités trouvées au cas (3) pow obtenir I'objet final .

L'ajout de surfaces non planes intervient surtout dans le point (1). Les entités dont on

recherche I'intersection ne sont plus aussi simples que des arêtes rectilignes ou des faces

planes. I1 faut y ajouter un calcul d'intersection entre surfaces.

Dans un premier temps, nous allons décrire brièvement les différentes méthodes de calcul

d'intersection de surfaces, puis nous décrirons les méthodes recensées pour les opérations

booléennes.

4.1. Intersection de surfaces.

La fiabilité des algorithmes d'intersection de surfaces est difficile à assurer en vue de leur

utilisation dans un système de C.A.O. Elle est liée à leur comportement lors de recouvrement

de surfaces ou lors de la présence de très petites courbes fermées d'intersection. De plus

I'ensemble de ces algorithmes est très sensible aux erreurs numériques dues à une précision

finie des opérandes lors des calculs.

Divers algorithmes d'intersection de surfaces existent qui peuvent être classés en quatre

catégories [PAT 93] :
- les méthodes analytiques [FAR 87b],
- les méthodes d'intersection des isoparamétriques [MIC 92],
- les méthodes de suivi [LUK 89] IBAH 88] [BER 95],
- les méthodes de subdivision [HOE 85] IAZB 90].

Dans les sections suivantes, nous allons décrire de façon succincte ces quatre familles

d'algorithmes d'intersection de surfaces.
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4. I. I. Méthodes analytiques.

Les méthodes analytiques dérivent une équation principale afin d'obtenir la courbe

d'intersection entre deux surfaces. Pour les surfaces polynomiales, l'équation de la courbe

d'intersection est de la formeflu,v) : 0 où/est un polynôme en u et v. Cette équation peut être

obtenue en substifuant les coordonnées cartésiennes d'une surface polynomiale R(u,v) dans

l'équation algébrique d'une surface telle quefiR):0.

En théorie, il est possible de traiter I'intersection de deux surfaces représentables par des

polynômes en cherchant une représentation algébrique pour une des deux surfaces. En

général, la substitution des coordonnées cartésiennes dans l'équation algébrique donne une

équation algébrique de degré élevé. Plus le degré est élevé, plus la détection topologique d'une

telle courbe devient difficile.

4.1.2. Méthodes incluant une intersection des isoparamétriques.

L'ensemble de ces méthodes réduit la complexité du problème d'intersection de surfaces en

partant de I'intersection des isoparamétriques d'une surface avec I'autre surface.

Les méthodes se déroulent en trois parties :
- calcul des intersections des isoparamétriques d'une surface avec I'autre surface,

- obtention d'un ensemble de points appartenant à la courbe d'intersection entre les

surfaces,
- formation de la courbe d'intersection en reliant les points d'intersection.

Si le choix des isoparamétriques n'est pas assez fin, la méthode peut omettre des petites

boucles d'intersection ou des points isolés qui indiquent une tangence des deux surfaces.

4.1.3. Méthodes de suivi.

Ces méthodes génèrent un ensemble de points de la courbe d'intersection en avançant pas à

pas à partir d'un point donné sur la courbe et dans une direction donnée par la differenciation

locale de la courbe. L'ensemble de ces méthodes est délicat à mettre en æuvre dans le sens où

elles demandent un point de départ pour chaque portion de la courbe d'intersection. De plus, le

pas d'avancement doit être judicieusement choisi sinon il risque d'induire des boucles infinies.
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4.1.4. Méthodes de subdivision.

Ces méthodes impliquent la décomposition du problème d'intersection de surfaces en

problèmes de degré de difficulté moindre (méthode de Newton). La résolution du problème

global est donc fragmentée en solutions de problèmes simples. Les solutions "simples"

doivent être reliées pour former la solution du problème global.

Les techniques de subdivision ne demandent pas de point de départ contrairement à la

méthode "pas à pas". Cependant, il est difficile de garantir une connexion correcte des

branches de la courbe d'intersection près de points singuliers'

4. L 5. Problèmes communs.

L'ensemble de ces méthodes présente les problèmes suivants :

- diffrculté de détecter les singularités des courbes d'intersection comme le

recouvrement de surfaces, des petites courbes d'intersection ou des points

d'intersection,
- sensibilité aux imprécisions de calculs,
- temps de calcul parfois trop importants,
- impossibilité, en gén&al, d'obtenir la courbe dans le même modèle mathématique que

les surfaces.

4.2. iLv aluation d' opérations booléennes.

L'inclusion des surfaces gauches dans la composition des objets nécessite I'insertion de ces

données géométriques dans un B-Rep nommé B-Rep exact. Un B-Rep exact est toujours un

graphe Faces-Arêtes-Sommets dont les supports des faces ne sont pas forcément plans et dont

les arêtes ne sont pas forcément rectilignes. Les données topologiques ne diffèrent pas d'un B-

Rep représentant des polyèdres.

Traiter les opérations booléennes sur des objets non polyédriques demande la résolution de

problèmes tels que I'intersection de surfaces.

Tout au long de cette section, les objets A et B sont les objets opérandes de I'opération

booléenne et I'objet C est I'objet résultat.

4.2.1. Méthode par calcul direct.

La méthode présentée dans [MIL 93] implique la résolution de I'intersection de deux

surfaces.
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L'auteur reprend le schéma classique qui est :
- générer des ensembles de faces, arêtes et sommets contenant I'ensemble des faces,

arêtes et sommets de C,
- tester les éléments de ces ensembles afin de déterminer quelles sont les diverses entités

appartenant à la frontière de I'objet final.

L'ensemble des arêtes de I'objet résultat est donc contenu dans I'ensemble des arêtes de A,

dans I'ensemble des arêtes de B et dans I'ensemble des arêtes d'intersection de A et B. Les

arêtes de C jointes correctement forment les faces de C. L'auteur ne s'intéresse donc qu'au

calcul des arêtes et de leur classification pour obtenir I'objet final. Les données géométriques

(faces et sommets) et topologiques sont déduites des données géométriques et topologiques

des arêtes.

De plus, seule I'intersection est implémentée, puisque I'union et la différence peuvent être

déduites de I'intersection en utilisant la complémentarité d'un objet.

Les arêtes de C peuvent donc provenir des arêtes de A ou de B (typel), des courbes

d'intersection entre les surfaces de A et de B (type2) ou de la combinaison des derx (une

partie d'une arête de A peut appartenir à une courbe d'intersection entre une surface de A et

une surface de B) (type3) (figwe l3).

Figure 13 : Le cylindre est tangent à la boîte tronquée sur la face F. La face représentée à droite est la face grisée de la

boîte tronquée. L'arête I1l3 est une arête d'intersection entre la face grisée et le cylindre. Elle se compose de deux
parties. Une partie typel qui est la portion 1112 et une Partie type3 qui est la portion I2I3.

Après le calcul des arêtes d'intersection, I'ensemble des arêtes peut ête classé par rapport à

C de la façon qui suit :
- une arête typel de A appartient à I'intersection des deux objets si elle est intérieure à B

(et réciproquement potu une arête typel de B). Cette classification est équivalente à la

classification d'un point intérieur de I'arête typel par rapport à I'objet B,

- une arête Wpe} appartient forcément à I'intersection des deux objets,

- la classification d'une arête type3 nécessite plus d'informations pour déterminer si elle

appartient à I'intersection. On recherche les sections des solides par rapport à un plan

perpendiculaire à I'arête type3 et passant par son milieu. Si les intérieurs des deux

sections sont disjoints alors I'arête type3 n'appartient pas à I'intersection.
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A ce stade, I'ensemble des arêtes de C est connu. Ces arêtes sont ensuite reliées

correctement afin de former les faces de C qui vont former I'objet final.

Pour calculer les arêtes d'intersection, il est nécessaire de calculer le support de ces arêtes

qui est une intersection surface-surface. Malheureusement, dans cet article, I'auteur n'indique

pas quel modèle il a employé ni quelle méthode d'intersection de surfaces il a utilisée. Des

détails sur le modèle auraient permis de savoir s'il conservait et calculait les données

géométriques de I'arête. Cependant, on peut se référer à un article du même auteur MIL 87]

où I'intersection des quadriques est traitée de façon exacte et paramétrique.

4.2.2. Méthode d'intersection de carreatuc restreints.

Comme il est difficile d'obtenir des résultats corrects dans toutes les configurations

possibles, les opérations booléennes basées directement sur les calculs d'intersection de

surfaces ne peuvent être fiables.

De plus, même si les courbes d'intersection peuvent être calculées correctement, elles

n'appartiennent pas forcément en totalité aux parties de surfaces définies dans les solides.

Dans de tels cas, on utilise la notion de carreau restreint [CAS 89] [FAR 87].

Un carreau restreint (figure 14) est un c:ureau découpé par un ou plusieurs contours. Un

cilïeau restreint est donc un carreau dont on ne conserve qu'une partie. Le carreau restreint est

représenté par la fonction suivante :

r :D cS2 + fr3

(u , r )e r (u , r )

à laquelle est associée une liste de contours 2D.

Figure 14 : Caneau restreint

a a
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La frontière ôO d'un objet O représenté par un ensemble de carreaux restreints est définie

n

par: ào=Ur(o,).
i= l

Effectuer une opération booléenne sur A et B représentés par un ensemble de carreaux

resfteints pour obtenir un objet C est équivalent à chercher les parties des carreaux restreints

de A et de B intervenant dans la frontière de C [CAB 89] c'est-à-dire :

L'algorithme est donc le suivant :

(l) intersection entre les carreaux de A et les carreaux de B,

(2) à partir des données de (1), construction des contours 2D sur chaque carreau et

construction des domaines Oi et ej.

(3) formation de I'objet final avec les domaines calculés en (2).

Les points les plus importants de cet algorithme sont le calcul de I'intersection de deux

caneaux et la classification d'un domaine du carreau par rapport à I'autre objet.

Le calcul de I'intersection de deux carreaux se fait principalement par deux méthodes : par

un suivi de courbes qui est particulièrement adapté au traitement des points singuliers [BAH

88] ou par la méthode de subdivision qui transforme un problème global (ici, I'intersection de

deux carreaux restreints) en plusieurs sous-problèmes de diffrculté moindre. Dans [CAS 87]

on utilise cette dernière méthode en approchant les camearx restreints par des triangles. Selon

I'auteur, le choix de cette méthode s'explique parce qu'elle convient à d'autres parties de son

algorithme. La méthode de calcul d'intersection de careaux restreints est donc la suivante :

- approcher les carreaux par des triangles,
- calculer les potylignes d'intersection entre les carreau( à partir des intersections entre

les triangles,
- raffiner les polylignes d'intersection afrn de former les courbes d'intersection.

ôc=[Ù1("r))r[Ûr(';))

avecXl = {p e Xr /p ebc}
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Le point le plus délicat de ce calcul est de relier colrectement les segments d'intersection

entre les triangles afin de constituer les polylignes d'intersection entre les carreaux. L'auteur

indique que relier deux segments qui ont deux de leurs extrémités qui appartiennent au même

voisinage peut conduire à des erreurs. La méthode choisie consiste à relier deux extrémités de

segments si leur provenance topologique le permet.

L'ensemble des courbes d'intersection découpe le cilreau en plusieurs domaines. Ces

domaines doivent être classés par rapport à I'autre solide pour déterminer quels sont ceux qui

participent à la frontière de I'objet final. Le classement de tous les domaines d'un czureau

s'effectue à partir du classement d'un point du carreau.

Etant donné la classification d'un point P d'un domaine par rapport à un solide, I'ensemble

des points dans le voisinage de P a la même classification. Par extension radiale, tous les

points du domaine de P ont la même classification. Donc la classification d'un domaine se fait

par classiflrcation d'un point du domaine. Lorsque I'on change de domaine c'est-à-dire

lorsqu'une courbe d'intersection est traversée, la classification s'inverse et ainsi de suite jusqu'à

parcourir I'ensemble des domaines du careau. Ceci devient faux lorsque les objets ne sont pas

réguliers. En résumé, tous les domaines du carreau peuvent être classés si I'on connaît la

classification d'un point du domaine (voir figure l5). Sur les B-Rep, la classification d'un

point de I'espace euclidien par rapport à un objet se traite par un lancer de demi-droite à partir

du point considéré. Si le nombre d'intersections entre la demi-droite est I'objet est pair alors le

point est extérietr sinon le point est intérieur. Cet algorithme doit tenir compte de tous les cas

particuliers pouvant se présenter (par exemple, un sommet de I'objet appartient à la demi-

droite).

Intérieur

Intérieur
O

P

Intérieur

Figure I 5 : Si le point P est intérieur à un objet
O alors les domaines du carreau intérieurs à O
sont rapidement trouvés.
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4.2.3. Méthode par approximation polyédrique

Les avantages d'une approximation polyédrique sont les suivants :
- elle permet d'adapter facilement les opérations booléennes aux surfaces gauches ;

I'extension des méthodes vues à la section 2 de ce chapitre n'est pas toujours évidente

et peut demander de lourds traitements informatiques,
- les inconvénients associés à une intersection directe de surfaces disparaissent (par

exemple, mauvaise connexion des courbes d'intersection).

De telles méthodes enrobent les opérations booléennes sur des objets polyédriques par un

pré-traitement qui consiste à approcher les objets opérandes par des polyèdres, et un

post-traitement qui modifie la frontière de I'objet final pour mettre à jour les surfaces

intervenant dans la composition de cet objet.

La méthode de [TOT 9l] s'appuie sur une approximation polyédrique pour donner une

représentation topologique de I'objet final. Les données géométriques de I'objet résultat sont

calculées à partir des courbes d'intersection entre les objets. La méthode s'effectue en quatre

parties :

(l) calcul des courbes d'intersection (figure l6b),

(2) approximation polyédrique (figure l6c) à partir d'une approximation des arêtes

curvilignes,

(3) opération booléenne entre les deux objets opérandes (figure l6d),

(4) création des surfaces de I'objet final (figure l6e) en utilisant les informations

géométriques calculées dans la partie l.
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t

Figure l6 : Les différentes étapes des opérations booléennes par approximation polyédrique.
(a) les deux objets en vue cachée (b) courbes d'intersection pour un objet
(c) approximation polyédrique (d) objet résultat approché
(e) objet résultat

Pour la première partie, les points d'intersection entre les arêtes de I'objet A et les faces de

I'objet B sont calculés (et réciproquement). À partir de ces points, les arêtes d'intersections

entre les faces sont générées. Lorsque les supports des faces sont des quadriques, les dorurées

géométriques sont utilisées pour calculer les courbes d'intersection [JOH 9l] IELV 94],

d'autant plus qu'au moins deux points de la courbe d'intersection sont connus. Les données

topologiques des différentes intersection sont également stockées.

L'approximation polyédrique est indépendante de I'ensemble de ces informations: elle

consiste pour chaque face à approcher les arêtes courbes par des segments. Pour ce faire, on

construit un ensemble de points plus ou moins dense suivant la précision désirée. En reliant

ces points, on obtient une polyligne qui est une approximation de I'arête courbe. Le centre de

la face est ensuite calculé et relié à I'ensemble des points approchant les arêtes courbes afin de

former plusieurs faces planes.

Après application de I'opération booléenne sur les deux objets polyédriques, I'objet résultat

est obtenu. Ce dernier est une approximation de I'objet réel. L'objet comprenant les surfaces

gauches est obtenu à partir de I'objet polyédrique en trois traitements :

- les arêtes provenant de I'approximation polyédrique sont supprimées,

37



Chapitre l. État de I'art

- les sommets de I'approximation polyédrique sont également supprimés et les arêtes

courbes sont réactualisées ; les sommets générés par I'exécution de I'opération

booléenne et ne faisant pas partie des points d'intersection de la partie (l) de

I'algorithme sont supprimés,
- les arêtes provenant de I'opération booléenne sont comparées avec les arêtes calculées

dans la partie (l) de I'algorithme et les arêtes rectilignes sont transformées en arêtes

courbes.

Les problèmes inhérents à cette famille de méthodes sont dus à I'approximation

polyédrique. Dans ITOT 9l], la surface exacte de I'objet est incluse dans I'approximation

polyédrique. De ce fait, deux objets n'ayant aucune intersection avant I'approximation peuvent

en avoir une après (et inversement si I'approximation polyédrique se fait en dessous de la

surface de I'objet).

4.2.4. Conclusion

Les opérations booléennes sur des objets comprenant des surfaces gauches s'effectuent

principalement de deux façons :
- soit par calcul direct des intersections surface-surface etlou des intersections courbe-

surface avec ou sans la notion de carreau restreint,
- soit par approximation polyédrique des deux objets opérandes de I'opération

booléenne.

Les méthodes par calcul direct des intersections sont tributaires des inconvénients liés au

calcul d'intersection de surfaces, à savoir :
- difficulté de détecter les singularités des courbes d'intersection comme le

recouwement de surfaces, des petites courbes d'intersection ou des points

d'intersection,
- sensibilité aux imprécisions de calculs,
- temps de calcul parfois trop importants,
- impossibilité, en général, d'obtenir la courbe dans le même modèle mathématique que

les surfaces.

Ces méthodes engendrent donc des problèmes de fiabilité dans les systèmes employant un

calcul direct d'intersection de surfaces. Cependant lorsque les surfaces sont des quadriques, les

intersections sont mieux maîtrisées.
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Les méthodes par approximation polyédrique permettent une extension plus facile des

opérations booléennes sur des objets comportant des surfaces gauches, en réutilisant les

algorithmes existant sur des polyèdres. Les inconvénients de ces méthodes sont donc les

inconvénients de la méthode employée sur des polyèdres. De plus, elles nécessitent un pré-

traitement et un post-traitement pour rendre I'objet polyédrique et pour remetfre I'objet dans la

représentation initiale des objets opérandes (avec des surfaces quelconques). De par le

pré-traitement, elles peuvent engendrer un changement géométrique des deux objets. Si

I'approximation polyédrique est incluse dans la frontière de I'objet initial alors deux objets

ayant une intersection avant I'approximation peuvent ne plus en avoir après (et inversement si

la frontière de I'objet est incluse dans I'approximation).

5. OpÉRATToNS BooLÉEI\NES suR DEs oBJETS NoN-EIILÉRrENS.

5.1. Définition.

Les objets définis à la section 2.1 sont aussi également appelés des objets Eulériens (une

arête est partagée par deux faces uniquement). Les "r-sets" englobent les objets Eulériens et

sont plus permissifs que ces derniers (une arête est partagée par plus de deux faces) [DES 92].

Au-dessus des "r-sets", se trouvent les objets non-Eulériens (figure l7). Ceux-ci permettent

des faces ou des arêtes isolées dans la composition d'un objet.

Figure 17 : Objets non-Eulérienes.
(a) : objet "r-set" avec une frontière Eulérienne
(b) : objet "r-set" avec une frontière non-Eulérienne
(c) : objet non-Eulériens
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Il peut être utile en C.A.O. de détecter si deux objets sont en contact et dans I'affirmative

vouloir connaître la région de contact. Un contact existe si les frontières des detr:< objets ont

une intersection et si leurs intérieurs sont disjoints. Dans un tel cas, avoir formalisé une

opération d'intersection régularisée peut être un inconvénient. C'est pourquoi les objets non

Eulériens et les opérations booléennes associées doivent être implémentés pour résoudre ce

type de problème.

De ce fait, les modèles supportant ce type d'objets doivent être définis. Le modèle B-Rep

supporte très bien I'extension IMAS 93]. Un objet est composé d'une ou plusieurs faces. Une

face est un polygone plan comportant plusieurs frontières connexes. Une frontière connexe

peut être une suite fermée d'arêtes, une arête ou un sommet. Une arête est représentée par deux

sommets et un sommet est un point de I'espace euclidien. A I'ensemble de ces données

géométriques, il faut ajouter les relations topologiques. Un sommet est partagé par une ou

plusieurs face(s), une arête peut être partagée par plusieurs faces.

Le modèle CSG fait aussi I'objet d'études pour s'adapter à ce type d'objets [ROR 9l]. Les

primitives ne sont plus seulement des volumes mais peuvent être aussi un sommet, une arête

ou un polygone plan. Les opérations booléennes sur ces primitives ne sont plus régularisées et

un nouvel opérateur est ajouté qui permet de "coller" deux primitives.

5.2. Opérations booléennes.

Les opérations booléennes reprennent le schéma classique des opérations booléennes sur

des objets Eulériens (voir la section 2 de ce chapitre) :
- intersection entre les différentes entités,
- fusionnement et éclatement suivant I'opération booléenne effectuée.

L'intersection entre les différentes entités s'effectue dans I'ordre croissant de leurs

dimensions [GCP 91]. Selon cet ordre, on trouve : les sommets, les arêtes et les faces. La

méthode d'intersection se déroule en six étapes :
- intersection sommet-sommet (figure 18) : chaque sommet Sa de I'objet A est examiné

avec chaque sommet Ss de I'objet B. Si les deux sommets sont tès proches (c'est-à-

dire si la distance [SeSe] est inférieure à une certaine tolérance), les deux sommets

sont marqués comme identiques ;
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Figure l8 : intersection sommet-sommet.

- intersection sommet-arête (figure 19): si la distance entre un sommet et le projeté

orthogonal de ce sommet sur une arête est inferieure à une certaine tolérance alors les

deux points sont marqués comme identiques. L'arête est divisée en ce point et donne

deux nouvelles arêtes ;

Figure 19 : intersection sommet-arête.

- intersection arête-arête (figure 20): si deux arêtes possèdent leurs origines et leurs

extrémités marquées comme identiques alors les deux arêtes sont considérées comme

identiques. Si aucune extrémité n'est identique avec une autre alors la plus petite

distance entre les arêtes est calculée. Ceci s'effectue en cherchant la droite

perpendiculaire aux deux arêtes. Si les points d'intersection entre cette droite et les

arêtes appartiennent respectivement aux arêtes alors les deux points d'intersection sont

marqués comme identiques. Les arêtes sont découpées en ces points ;

Figure 20 : intersection arête-arête.
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- "intersection" sommet-face (figure 2l): à ce stade de l'étude des cas d'intersections, il

n'est pas nécessaire de considérer I'intersection sommet-face sur la frontière de la face

puisque toutes les intersections sommet-sommet et sommet-arête ont été effectuées. Si

la distance entre le sommet considéré et le projeté orthogonal de ce sommet sur la face

est inférieure à une certaine tolérance alors les deur points sont marqués comme

identiques et un sommet isolé est créé sur la face;'

' Figure 2l : intersection sommet-face

intersection arête-face (figure 22) : si les extrémités de I'arête appartiennent à la face

(c'est-à-dire si les extrémités de I'arête ont été marqués comme identiques au test

précédent) alors il faut tester si I'arête est intérieure à la face. Dans ce cas, une nouvelle

arête est créée sur la face et les frontières de la face sont mises à jour en conséquence.

Si aucune extrémité de I'arête n'a de point identique avec ceux de la face alors le point

d'intersection entre le support de I'arête et la face est cherché. Si ce point d'intersection

appartient à I'arête alors un sommet isolé est créé sur la face et les deux sommets sont

marqués comme identiques ;

Figure 22 : intersection arête-face.

- intersection face-face (figure 23): si toutes les entités de la première face sont

identiques avec les entités de la seconde alors les deux faces sont marquées comme

identiques. S'il existe plusieurs entités identiques, et si les deux faces ne sont pas

coplanaires alors la droite d'intersection entre les deux faces est construite et les

sommets marqués cornme identiques sur cette droite sont triés. Les arêtes entre chaque

sommet sont alors construites et les frontières des faces sont mises à jour.
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Figure 23 : intersection face-face.

Lors de la phase de fusionnement, toutes les entités marquées comme identiques sont

fusionnées. Ensuite, chaque entité est choisie en fonction de I'opération booléenne appliquée.

Comme les opérations booléennes ne sont pas régularisées pour ce type d'objets, elles sont

plus aisées à réaliser. En effet, de par la défrnition des objets, des cas particuliers disparaissent

(notamment les faces coplanaires). Par contre, elles sont aussi soumises à I'imprécision des

calculs : dans les intersections décrites plus haut, la coihcidence entre deux entités est testée

avec une certaine tolérance. Cette demière dépend de la position géométrique des deux objets

et de leurs tailles.

6. CoNcr,usloN.

Actuellement, les deux modèles principaux sont le modèle B-Rep et le modèle CSG. Dans

le modèle CSG, de nombreuses informations sur le frontière de I'objet sont implicites. Dès

que I'on veut contraindre une entité de la peau de I'objet (par exemple donner une longueur à

une arête), le modèle CSG n'est plus suffrsant et le modèle B-Rep devient nécessaire. C'est

pourquoi, il faut posséder des liaisons qui permettent de passer d'un modèle à I'autre. Les

modeleurs actuels intègrent une évaluation du modèle CSG vers le modèle B-Rep. Quelques

études existent sur la liaison B-Rep vers CSG ISfrv 9ll ISHV 93]. L'évaluation du modèle

CSG vers le modèle B-Rep passe par la réalisation des opérations booléennes sur deux objets

B-Rep. Les primitives de I'arbre CSG sont alors transformées en objets B-Rep. Ensuite, un

parcours de I'arbre en évaluant à chaque næud I'opération booléenne sur les deur objets fils

permet d'obtenir la frontière de I'objet final.
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De par la variété des besoins en C.A.O., les opérations booléennes doivent s'adapter aux

différents types d'objets existants, à savoir :
- les objets à facettes planes (ou polyèdres),
- les objets comportant des swfaces gauches,
- les objets comportant des arêtes ou faces isolées etlou dont les arêtes sont partagées

par plus de deux faces (ou objet non-Eulériens).

Dans ce chapitre, nous venons d'expliquer les différentes méthodes que nous avons

recensées pour chaque type d'objet nommé ci-dessus. Ces méthodes peuvent ête résumées par

le tableau suivant :

Les méthodes s'adressant plus particulièrement aux polyèdres se regroupent en deux

familles : celles travaillant directement sur la frontière de I'objet et celles utilisant un modèle

intermédiaire (arbre octal). Les méthodes qui permettent I'intégration des surfaces gauches

dans les objets utilisent les algorithmes sur les polyèdres en ajoutant une phase de

polygonalisation de I'objet ou bien travaillent directement sur la peau de I'objet. Dans ce

dernier cas, ces méthodes sont tributaires des inconvénients liés arut algorithmes de calcul

d'intersection de surfaces.

0bjets à faces planes Objets à faces
quelconques

Objet non-Eulériens

Intersection arête-
face

oui oui qvec approximation non

Polygone de section oui oui s't e c appr ox imat i on non

Découpage de faces oui oui avec approximation non

Méthode du pan out oui avec approximation oui

Méthode des
domaines

out oui avec approximation oui

Méthode par faces out oui qvec approximation oui

Méthode par arbre
octal

oui avec passage arbre
octal

oui avec passage arbre
octal

oui avec passage arbre
octal

Méthode par calcul
direct

non out non

Intersection de
czureaux restreints

non out non

Intersection par ordre
croissant des
dimensions

ou, non out
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La plupart de ces méthodes s'appuie sur la suite d'opérations "calculer les intersections",

"combiner", "classer" et "extraire" I'ensemble des entités (sommets, arêtes et faces) formant

les deux objets opérandes. Les intersections ne portent p:!s sur les mêmes entités (intersections

arête-face, intersection face-face ou intersection surface-surface) et le taitement pour classer

les entités diffère également (polygone de section permettant de partager les objets en

extérieur-intérieur, classement de sous-faces en intérieur-extérieur par classement d'un point,

transformation d'un objet en graphe pour classer toutes les faces appartenant à un même

domaine, tests d'entités identiques par ordre croissant des dimensions des entités pour les

obj ets non-Eulériens).

Les principaux inconvénients de ces méthodes sont :

leur sensibilité aux imprécisions de calcul ; les méthodes sont confrontées au problème

de la gestion d'epsilon notamment lors de la comparaison de deux réels ou du calcul

d'intersection;
- leur temps d'exécution important pour arriver parfois à un résultat enoné ;
- la gestion de nombreux cas particuliers ;
- leur diffrculté à s'adapter à d'autres familles d'objets que les objets polyédriques

(comportant des surfaces gauches ou non-Eulériens).

Dans le chapitre suivant, nous proposons une méthode permettant de résoudre une partie de

ces problèmes (la gestion des cas particuliers, la robustesse du résultat et I'extension possible à

des objets autres que des polyèdres). Le problème de la gestion d'erreurs ne fait pas partie de

notre propos car il est en cours de traitement dans notre laboratoire.
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CnaptrRr 2.

OpÉnq,TIoNS BooLÉENNES suR DES PoLYÈDRES :

LA MÉTHODE DES SECTIONS.
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1. INrnoDUcrIoN.

Afin de résoudre les problèmes cornmuns arD( diverses méthodes d'opérations booléennes

existantes (à savoir la gestion de nombreu( cas particuliers, la robustesse du résultat et

I'extension possible à des objets autres que des polyèdres), notre objectif est de définir et

mettre en æuwe un algorithme d'opérations booléennes sur des objets polyédriques, en tenant

compte des contraintes suivantes :
- les objets initiaux sont déf,rnis par leurs frontières,
- I'objet final doit être défini par ses frontières,
- la théorie développée pour les objets polyédriques doit tenir compte des objets

comportant des surfaces gauches (voir chapitre 3) et à des objets non-Eulériens.

L'algorithme que nous décrivons dans ce chapitre répond aux deux premières contraintes

en ne traitant que des objets à faces planes. Bien que la hoisième contrainte pour les objets

non-Eulériens ne soit pas traitée dans ce manuscrit, la méthode a été définie de telle sorte

qu'elle puisse s'adapter à ce type d'objets.

Z.lnÉn pRTNcIpALE ET BAsEs rrrEoRrQrIEs.

Dans cette section, nous allons donner une approche de la méthode quel que soit le type

des objets opérandes et décrire les bases théoriques qui permeffent d'y accéder. Potr ce faire,

nous donnons quelques notations.

Notons u I'opérateur booléen "union" trois dimensions. Si I'opérateur booléen est

régularisé nous le noterons \J*.

Notons ô I'opérateur booléen "intersection" trois dimensions. Si I'opérateur booléen est

régularisé nous le noterons ̂*.

Notons - I'opérateur booléen "différence" trois dimensions. Si I'opérateur booléen est

régularisé, nous le noterons -*.
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A I'aide de ces notations, nous pouvons définir notre but. Soient deux objets 01 et 02

définis par les frontières, nous voulons obtenir un objet 03 également défini par les frontières

tel que 03 soit le résultat d'une opération booléenne sur Ol et 02 c'est à dire :

O t=Or \JOz

ou O l=Or  ^  Oz

ou  O l=Or -  02

ou O::  Oz -  Ol .

Le fait de s'imposer que les objets soient définis par leurs frontières nous a conduit à

proposer une méthode générale basée sur l'étude de chaque face.

Notre intérêt se porte donc sur la frontière des deux objets et plus précisément sur les faces

de chaque objet opérande. Soit f(Or) et F(O2) les faces de I'objet 01 et les faces de I'objet 02

respectivement. Notons M(O1) et M(O2) la matière de O1 et la matière de 02 respectivement.

L'objet 01 (respectivement I'objet O) est déduit de F(O1) et M(O) (respectivement F(O2)

et M(o)):
or=F(or)wM(o,)
oz= F(o)w M(or).

Montrons que I'ensemble des faces de I'union ou de I'intersection ou de la différence de 01

et 02 peut s'exprimer en fonction de F(O1), F(O), M(O) et M(O2). Pour ce faire, nous

indiquons que le terme [f(O,) c M(Or)] doit être traduit par "l'ensemble des parties des

faces de l'objet O 1 inclùses dans la matière de l'objet O2" .

Par définition de I'union :
O,vO,  = (Or  aOr )u (Oz  aO, )

o, vo, =(1r1o,;u M(o,)]c[F(o,)u u(or)])
,([r1o,; w M(o,)]c [r(o,)u lz(o,)])

Cependant, les faces de I'objet résultat ne peuvent provenir que des faces des objet 01 et 02

(les matières des objets ne peuvent pas produire de faces). Donc :
F(o, uo,)=[F(o )e M(ozl]u[r1o,; e M(o,)fw[r(o,)uF(o,)]
F(O, uO,;=[F(O,) -(F(O,) n M(Or)) lu[r1O,; -(F(Or)n M(O,))]

u[r1o,;u F(or)]
F(o, uo,)= [r(o,) - M(o,)]w[r(o,)- M(o,)]u[r(o,) u F(or)]
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Par définition de I'intersection :
O ,nO,  = (Or  cOr )u (Oz  cO, )

o, no, = (;r1o,)u M(or)]c[r(or) w u(o)])

u([r1o, ; w M (o,)]c [r1o, ; u ar(o, )])
De même :

F(o, n o, ) =[r1o ,) c M(or;]u [r1o, ) c M(o,;]u [r1o,1n r(o, )]
F(o, nor;=[F(o,) n (F(o,) n M(or))lu[r1or;n(^F(or) n M(o,))]

u[r1o,)nF(o,) ]
F(o, n or)= [r(o,) n M(orl]u[r1o,y n M(o,)]v[r(o,) n F(o,)]

Par dérinition de t" 
Ëï:Ël': io, o o, ) v (o, c o, )
o, -o, = (;r1o,)u M(o,)] elrp;v u(o)l)

u([r1o,; w M(o,)]c [r1o, y u M(o, )])
Enfin:

F(o, -o,)=[F(o ) e M(o2l]v[r1o,) c M(o,)lu[r1o,; - F(o,)]
F(o, -o,)=[F(o,) -(F(o,) a M(or))lu[r1or1 n(F(or) n M(o,))]

u[r1o,;-F(o,)]
F(o, -o,)= [r(o,) - M(or)]w[r(o,) n M(o,)]u[r(o,) - F(o,)]

L'ensemble des faces de I'union des objets 01 et 02 ou de I'intersection des objets O1 et 02

ou de la différence de I'objet Ol par I'objet Oz (c'est-à-dire respectivement

F(O, u02), F(Or nOr) et F(O, -Or)) est composé de trois termes :

F(or @o,) = [r(o, )@ M(or)lu[r1o,;@ M(o,)]u[r(o,)@ r(o,)]

(Équation (1))

dans lesquels @ est une opération booléenne en trois dimensions. Lorsque cette opération

booléenne s'applique à des objets réguliers, elle doit être régularisée.
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Le premier et le deuxième termes de l'équation (1) représentent une opération booléenne

entre les faces d'un objet et la matière de I'autre. Comme spécifié dans l'équation (1),

l'opération booléenne est en trois dimensions. Cependant, algorithmiquement, I'opération

booléenne s'effectue sur chaque face, c'est donc une opération booléenne en deux dimensions.

Cependant les deux opérandes de cette opération doivent être des entités deux dimensions.

Déterminer la matière de I'objet par une entité deux dimensions revient à chercher la matière

de I'objet suivant le plan de la face traitée. Ceci implique qu'il faut trouver la section d'un

objet par un plan donné. Le premier et le deuxième termes sont donc des opérations

booléennes entre les faces des deux objets et les sections de ces objets par rapport au plan des

faces. Le troisième et dernier terme de l'équation (1) représente, quant à lui, le cas particulier

où des faces du premier objet et des faces du second objet sont coplanaires (ou cas de contact

entre les frontières).

Les différentes étapes de I'algorithme sont donc les suivantes :

Début

Pour chacune des faces d9 01 et 02

déterminer la section du second objet par le plan de la face;

calculer une opération booléenne 2D appliquée à la face et à la section;

FinPour

construire 03 avec I'ensemble de faces généré par la boucle;

Fin

Il est à noter que I'intérêt majeur de I'algorithme réside dans le fait que la complexité de

I'algorithme est ramenée en deux dimensions. De plus, le fait de proposer une méthode

générale basée sur l'étude de chaque face permet de résoudre facilement le cas des faces

isolées que les objets non-Eulériens peuvent comporter.

En résumé :

L'opération booléenne en deux dimensions est choisie en fonction de I'opération booléenne

en trois dimensions de la manière suivante :
-Or \J 02 : est I'ensemble des parties des faces de 01 extérieures àO2et des parties

des faces de 02 extérieures à 01. Les opérations booléennes en deux dimensions sont

une série de différences.

- Or n 02 : est I'ensemble des parties des faces de 01 intérieures à 02 et des parties des

faces de 02 intérieures à 01. Les opérations booléennes en deux dimensions sont une

série d'intersections.
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- Or - Oz : est I'ensemble des parties des faces de 01 extérieures à 02 et des parties

des faces de 02 intérieures à Or. Les opérations booléennes en deux dimensions sont

une série de différences lors du traitement des faces de 01 et une série d'intersections

lors du traitement des faces de O".

Si I'on note nro I'opérateur booléen "intersection" en deux dimensions, -ro I'opérateur

booléen "différence" en deux dimensions et u I'opérateur "union" ensembliste alors (figure

24):

u : { - zo }u { - r o }

ô  =  {ôzn }  u  {n ro }
- : { - zo }u {n ro }

(a)

(c) (d)

Figure 24 : Les faces du résultat d'une opération booléenne sur deux cubes.
(a) : positionnement des deux objets
(b) : union
(c): intersection
(d) : différence
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L'algorithme général est donc de la forme :

Début { OpérationBooléenneTroisDimensions}

01, 02 : objet;

TraiterObjet (Or , 02 , Opérateur, EnsFacel);

TraiterObjet (Or , 02, Opérateur, EnsFace2);

CréerObjet (EnsFacel , EnsFace2 ,Q:);
Fin

Début {TraiterObjet}
EnsFace = A i
Pour chaque face F de I'objet 01 Faire

CréerSection (O1 , Section);

OpérationBooléenneDeuxDimensions (F, Section, Opérateur, Face);

EnsFace := EnsFace u {Face};
FinPour

Fin

Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons les procédures CréerSection ($3),

OpérationBooléenneDeuxDimensions ($4) et CréerObjet ($6) qui s'appliquent aux objets

polyédriques réguliers. Nous étudions aussi le troisième terme de l'équation (l) qui

correspond au cas de faces coplanaires entre les deux objets ($5).

3. RncTTNRCHE DE LA SECTION.

La recherche de la section permet de trouver la matière du deuxième objet opérande pour

une face donnée du premier objet opérande. Ce qui va permettre de résoudre, face par face,

l'équation (l) qui est :

.F(o, I '  o,) = ["(o,) @' M(o)lu[rlor)a' M(o,)]u[r1o,1@- F(or)].

Soit F une face traitée de l'objet O,. Soit O, le second objet opérande. On recherche la

matière de I'objet O, afin de résoudre une des opérations booléennes du premier terme de

l'équation (1) :

F 8lo M(Or).
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Chercher la matière de I'objet 02 pour exécuter I'opération booléenne 8lo, revient à

chercher la section de I'objet Oz par le plan de la face F. Il faut donc suiwe le contour de

I'objet O, sur le plan de F. Pour ce faire, corrme les supports des faces sont des plans, on

calcule les intersections entre les plans des faces de I'objet 02 avec le plan de la face F. Le

résultat de ces intersections est un ensemble de droites. Deux droites provenant de deux faces

adjacentes donnent un point d'intersection susceptible d'appartenir à la section. Ce point

d'intersection n'est retenu que s'il appartient à I'arête commune entre les deux faces. Le

contour de I'objet est formé en reliant ces points de façon adéquate.

L'intersection entre deux plans donne trois résultats possibles (figure 25) :
- les plans se coupent, la droite d'intersection est ajoutée à I'ensemble de droites servant

à former la section. Cependant, la droite peut contenir ou non une portion du contour

de la section (voir explication ci-dessus),
- les plans sont parallèles, le plan de la face suivante de I'objet O, est soumis au test

d'intersection,
- les plans sont identiques. Il existe au moins deux faces (la face F et une face de I'objet

O) qui sont coplanaires. L'intersection se poursuit pour chercher les autres faces de

I'objet 02 susceptibles d'être coplanaires avec la face F. Nous traitons ce cas particulier

de coplanéarité dans la section 5.

Z Section donnée par le plan4'

Figure 25 : Face et section. Le plan P1 donne une section conFairement au plan F2.

L'algorithme d'intersection entre le plan de la face traitée et les plans de I'objet est le

suivant :
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Début { IntersectionFaceObj et}

EnsDroite :: Z;

Pour chaque face Fi de I'objet O.;

Faire Si intersection = Droite Alors

EnsDroite :: EnsDroite u Droite:

FinSi

Si intersection=OAlors

rien à faire;

FinSi

Si les plans sont identiques Alors

F et F.; sont regroupées;

FinSi

FinPour

Fin

Avec les intersections plan-plan, on construit la section de I'objet. Les intersections entre le

plan de la face traitée et les plans de I'objet donnent un ensemble de droites. Chacune de ces

droites peut porter, ou non, un segment [g , Ê] appartenant au contour de I'objet (figure 26).

Soit J une droite comportant une portion du contour de I'objet, alors il existe une droite -!c[

et une droite JB telles que o soit I'intersection des droites,"$ et Js et B soit I'intersection des

droites J etJB.

Figure 26 : Recherche de la section.
La droite J' qui provient de I'intersection entre Ie plan F et la face traitée ne contient aucune partie du

contour de la section. Par contre. la droite J contient un segment de la section.

Les points o et P appartiennent au contour de I'objet sur lequel est réalisée la section.
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Trouver la section de I'objet par rapport au plan de la face F revient à suiwe les intervalles

1u] , FIJ où i eI\i est le nombre de cycles dans la section et j eI\T le nombre de points

contenus dans le cycle i avec :
crï =F| etB]=cr|,

On parcourt les intervalles pour former I'ensemble des cycles. Un cycle cornmence en un

des points d'intersection entre les droites. On suit le segment jusqu'au point extrémité puis on

parcourt la droite suivante. On recommence jusqu'à revenir au point de début de cycle. Tant

que tous les points d'intersection entre les droites n'ont pas été parcourus, on cherche un autre

point de départ de cycle. Le parcours des segments [a] , Fll donne un ensemble de cycles qui

sont tous considérés au départ comme des contours extérietus ne comportant pas de contours

intérieurs.

Cependant, de par la définition d'un modèle B-Rep, une section non vide est constituée d'au

moins un contour extérieur et éventuellement d'un ou plusieurs contours intérieurs. La section

recherchée est formée à partir des cycles et chaque cycle doit être correctement évalué

(contour extérieur ou contour intérieur). On compare tous les cycles deux à deux en testant

leur inclusion, tant qu'il y a un changement d'inclusion, et en ajoutant au fur à mesure des

contours intérieurs de la façon suivante (figwe 27) :

Début {ordonnancement de deux cycles Cl et C2}

Si Cl et C2 ne sont pas disjoints Alors

Si Cl c C2 Alors

Si Cl est inclus dans un trou de C2 Alors

Cl est un contour extérieur;

Sinonsi Cl entoure un ou plusieurs trous de C2 Alors

Cl est un contour intérieur de C2;

Les trous deviennent des contours extérieurs;

Sinon Cl est un contour intérieur de C2;

FinSi

FinSi

Sinon inverser les rôles de Cl etC2;

FinSi

FinSi

Fin
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mm
ru
Après classement

[]

[rn]
L"l

Avant classement Après classement

r , Premier cycle

T - - -
' - - -' Second cycle

Figure2T : Ordonnancement de deux cycles.

Avant classement

W ttutier"

4. OpÉnarloNs BooLÉEI\NES EN DEUx DIMENSIoNS.

Dans la section précédente, la recherche de la section d'un objet par rapport au plan de la

face traitée a été expliquée. Le traitement suivant, donné par I'algorithme de la section 2,

consiste à calculer une opération booléenne en deux dimensions sur la face traitée et la

section. Cette opération booléenne en deux dimensions dépend de I'opération booléenne en

trois dimensions (voir section 2). L'opération booléenne, une fois appliquée sur la face et la

section, permet de définir les parties de la face de I'objet opérande qui appartiennent à I'objet

final.

Dans cette section, nous allons indiquer de manière sommaire comment calculer les

opérations booléennes sur des polygones éventuellement troués (donc les opérations

booléennes en deux dimensions). L'implémentation de ces opérations booléennes est basée sur

I'algorithme d'Atherton-Vy'eiler N/EA 771 IBMP 9l].

Considérons deux polygones A et B représentés en fonction de leurs arêtes et de leurs

sommets (B-Rep en deux dimensions) et définissons les opérations booléennes en deux

dimensions.

56



Chapitre 2. Opérations booléennes sur des polyèdres : Ia méthode des scctions

4.1. Calcul de I 'union.

L'algorithme de I'union de deux polygones consiste à calculer les intersections segment-

segment entre les deux polygones. À partir de ces points d'intersection et des sommets des

polygones, on cherche un point de A qui soit extérieur à B (ou réciproquement). On parcourt

les deux polygones à tour de rôle suivant les cas d'intersection qui se présentent et les cas de

tangence entre les segments des polygones pour former le polygone résultat (figure 28).

Début

Tant que ((A et B n'ont pas été parcourus) et (que I'on peut trouver un point P)) F'aire

Choisir un point P du polygone A qui soit extérieur au polygone B (ou

inversement);

11  < -P

Répéter

À partir de I1, parcourir A jusqu'à une intersection 12avecB;

À partir de 12, parcowir B jusqu'à une intersection 11 avec A;
jusqu'à ariver au point P;

FinTantQue

Fin

N RolygoneA

Figure 2E : Union de dcux polygones A et B.
a) : les deux polygones
b), c), d) : itérations de la boucle de I'algorithme de l'union

4.2. Calcul de I'intersection.

L'algorithme de I'intersection de deux polygones diftre de celui de I'union par la recherche

du point de départ. Ce dernier doit êne intérieur aux deux polygones. Le parcours des deux

polygones est ensuite identique à celui de I'union.

Début

l-P 
-----__-l

| [T-_]
l - - - - - l -L \

ÆIr{\
7V Yotygon"s
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Tant que ((A et B n'ont pas été parcourus) et (que I'on peut trouver un point P)) Faire

Choisir un point P du polygone A qui soit intérieur au polygone B (ou

inversement);

11  eP

Répéter

À panir de I1, parcourir A jusqu'à une intersection 12 avec B;

À partir del2,parcourir B jusqu'à une intersection I1 avec A;
jusqu'à arriver au point P;

FinTantQue

Fin

4.3. Calcul de la différence.

L'algorithme de la différence du polygone A par le polygone B diffère de I'algorithme de

I'union de ces deux polygones par la recherche de point de départ. Ce dernier doit appartenir

au polygone A et être extérieur au polygone B. De plus, le sens de parcours du polygone B

doit être inversé afin que le parcours donne bien une différence.

Début

Inverser le sens du polygone B.

Tant que ((A et B n'ont pas été parcourus) et (que I'on peut trouver un point P)) Faire

Choisir un point P du polygone A qui soit extérieur au polygone B ;
11  +P

Répéter

À partir de I1, parcourir A jusqu'à une intersection 12 avec B;

À partir de 12, parcourir B jusqu'à une intersection 11 avec A;

jusqu'à ariver au point P;

FinTantQue

X'in

4.4. Conclusion.

Les sections 3 et 4 de ce chapitre permettent de calculer I'opération booléenne entre les

faces du premier objet et la matière du second objet (c'est-à-dire la section), et

réciproquement.
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Toutefois, les opérations booléennes en deux dimensions sur les faces et les sections ne

prennent pas en compte les cas de contact entre les frontières des deux objets polyédriques. Ce

cas de contact se traduit par des faces des deux solides qui appartiennent au même plan. La

section suivante permet de résoudre ce cas particulier.
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5. TnAITEMENT DES FACES coPLANAIRES.

Le seul cas particulier pour la résolution des opérations booléennes sur des objets

polyédriques concerne les faces coplanaires regroupées lors de I'intersection plan-plan de la

section 3 de ce chapitre.

5.1. Résolution théorique.

Ce cas particulier est formalisé plus particulièrement par le troisième terme de l'équation

(l) de la section 2 à savoir :

F(o, @'o,) = [r1o,) @' M(o)lv[r1o,)o' M(o,l ]u[r1o,18' r(o,)] .

Considérons deux faces F1 et F2 coplanaires telles que F1 est une face du premier objet et

F2 une face du second objet.

Soit S, (respectivement S/ la section du second (respectivement premier) objet par rapport

au plan de F1 (respectivement F).

L'équation (l) devienr ' [4 ol, s,]r[q s;" ù)]..r[4 el" 4]

La résolution de ce cas procède en deux parties :

a- résolution de ,{ @i, Fr: puisque les faces sont coplanaires, elles représentent en fait

un point de contact entre les deux objets. Donc, elles doivent être prises en compte

pendant I'opération booléenne car ces faces (ou des parties de ces faces) peuvent

appartenir à la frontière de I'objet résultat.

L'opération booléenne en deux dimensions doit être adéquate par rapport à I'opération

booléenne en trois dimensions appliquée aux deux objets opérandes. Pour déterminer

quelle opération booléenne en deux dimensions il faut appliquer aux faces coplanaires,

il est nécessaire de savoir situer la matière des deux objets par rapport à ces deux faces.

Pour ce faire, il est possible de connaître où se trouve la matière d'un objet par rapport à

une face de deuxfaçons :
- par information de proximité (ou voisinage) [TIL 80] IREV 85]. A chaque face

d'un objet est associée une sphère dont le centre se situe au milieu de la face. La

frontière du solide découpe la sphère en deux parties. La partie à I'intérieur du

solide représente I'information de proximité de laface,
- par la normale sortante de la face. C'est cette seconde solution que nous avons

choisie car elle est directement liée au sens de parcours du contour extérieur de

la face.

Équation (2).
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L'opération booléenne en deux dimensions est donc fonction des deux normales atx

faces afin de déterminer s'il y a seulement contact entre les deru< objets ou si, au

contraire, une réelle intersection de matières est présente (figure 29). Ceci garantit une

régularisation de I'opération booléenne en trois dimensions ;

(a)

Figure 29 : Contact avec ou sans intersection de matière.
(a) : contact uniquement
(b) : contact et intersection de matière

b- résolution de [l O;, S,]r[C S;" Sr] : la résolution de a- n'est pas suffisante car

seules les frontières des objets ont été considérées. Il faut aussi examiner le résultat de

(1) par rapport aux matières des deux objets et donc par rapport aux sections pour

obtenir les parties exactes des faces intervenant dans la composition de I'objet résultat.

Dans le cas où les faces coplanaires ne sont pas identiques atD( sections des deux objets,

il est nécessaire d'ajouter (ou de retrancher) au résultat du traitement (l) les parties des

sections qui interviennent (ou qui n'interviennent pas) dans I'opération booléenne

principale.

En résumé, I'opération booléenne en deux dimensions dépend de celle appliquée en trois

dimensions en tenant compte des normales aux deux faces. Soit {F} I'ensemble des faces

issues de la résolution du cas particulier de coplanairité. À partir de l'équation (2) et des sens

des deux normales, on obtient deux cas :
- si les deux normales sont dans la même direction (contact avec intersection de

matière), alors :

çr 'e {F} = {{{Fr ulo Fz} - lo S,}  - lo Sz}

r'\ '+ {F} = {Fr ̂ lo Fz} v* {Fr nlo Sr} u* {F2 ô;D 52}

-'e {F} = {F', F"} t.q. {F'} = {{Fr -lo Fz} -ro Sr}

{F"}:  { fr  n]o Srl
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- sinon (contact sans intersection de matière), les résultats sont les suivants :

q.r'3 {F} = {F',F"} t.q.

n'e {F} : {F',F"} t.q.

-. + {F} : {F',F"} t.q.

{F'}  = {{Fr - lo Fz}-ro Sr}

{F"} = {{ Fz - lo Fr} -ro Sz}

{F ' } :  { {Fr  - lo  Fr ;  nro s t ;

{F"}  = { {  Fz - ro Ft }  n ;D 52}

{F'}  = {Fr - lo Sr}

{F"} :  {{  Fz - lo Fr; nro Sr;

5.2. Exemples de faces coplanaires.

5.2.I. Faces égales aux sections.

Nous donnons ci-après I'ensemble des parties des faces entrant dans la peau de I'objet

résultat lorsque les faces coplanaires sont égales aux sections (i.e. F1 : 52 et Fz : Sr).

Si I'opération booléenne en trois dimensions est une union et si les normales sortantes sont

dans la même direction, alors I'opération booléenne en deux dimensions est une union (figure

30a). Si les normales sortantes ont des directions opposées alors on obtient deux faces: la

première est le résultat d'une différence entre F1 et F2, la seconde est une différence entre F2 et

F1(figure 31b).

Si I'opération booléenne en trois dimensions est une intersection et si les normales sortantes

sont dans la même direction, alors I'opération booléenne en deux dimensions est une

intersection (figure 30b). Si les normales sortantes ont des directions opposées, alors le

résultat est vide (figure 3lb).

Si I'opération booléenne en trois dimensions est une difference (du premier objet par le

second objet) et si les normales sont dans la même direction, alors I'opération booléenne en

deux dimensions est une difference de la face appartenant au premier objet par la face

appartenant au second objet (figure 30c). Si les normales ont des directions opposées, alors la

face du premier objet reste inchangée (figure 31c).

Le tableau suivant permet de résumer les différentes opérations booléennes en deux

dimensions qu'il faut appliquer sur les deur faces (lorsqu'elles sont égales aux sections) en

fonction du sens de la normale.
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Opération booléenne 3D Normales dans le même sens Normales de sens opposé

Union F,  t l  F , F t -F re tF r -F ,

Intersection F ,nF , a
Différence F '  -F , Fr

(b)

(a)

(c)

(c)

Matière

Figure 30 : Lorsque les normales aux faces sont dans la même direction.
(a) union,
(b) intersection,
(c) différence.

Matière

Figure 3l : Lorsque les normales aux faces n'ont pas la même direction.
(a) union,
(b) intersection,
(c) différence.

(a)

(b)d
/-
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5.2.2. Faces non égales atÆ sections.

Prenons I'objet O suivant vrr en filaire :

Prenons les deux objets opérandes de I'opération booléeme identiques à O et positionnés

corlme suit (vue de dessus) :

Les deux faces inférieures des trous (ayant la coordonnée en z la plus basse) sont des faces

coplanaires. Les sections des deux objets passant par le plan des detx faces coplanaires ne

sont pas égales aux faces (les faces correspondent aux trous des sections).

Donnons les résultats du traitement de ces deux faces pour les trois opérations booléennes

possibles appliquées aux deux objets sachant que les deux normales sont dans le même sens.

| -

i i =:ï:',
Dans les schémas suivants, les parties hachurées représentent les parties de faces entrant

dans la composition de I'objet final.
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Le schéma suivant donne le résultat pour I'union 3D (AuB) :
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6. RncoNsTRUcTIoN DE L'oBJET nÉsuT.tIT SUTVAIYT LA DEFIMTION DU

MODÈLE B-RNP.

A ce stade, I'ensemble des parties de faces intervenant dans la frontière de I'objet final a été

calculé. Il reste à représenter I'objet final suivant le modèle B-Rep à partir de I'ensemble de

ces parties de faces.

Les points des faces de cet ensemble doivent être correctement reliés pour former I'objet

résultat. En effet, I'ensemble des données géométriques de I'objet résultat a déjà été calculé :

ce sont les points des faces. Il reste à former les relations topologiques de I'objet final. Le but

est donc d'éliminer la redondance sur la création des points (un sommet d'un même objet ne

peut être déclaré plusieurs fois dans le modèle). Une des solutions aurait été de comparer les

coordonnées des faces de I'objet résultat afin de permettre la liaison topologique. Mais cette

solution n'est pas souhaitable car elle amène forcément à des erreurs dues à I'imprécision des

calculs sur des Éels. C'est pourquoi les points identiques du solide vont être retrouvés dans

I'ensemble des faces grâce à la topologie dont ils sont issus.

Seuls les cas Eulériens sont décrits puisque les faces et les sections sont des contours

réguliers. Les différents cas proviennent des intersections possibles entre la face et la section

et ils sont au nombre de quatre :
- intersection entre une arête de la face et un segment de la section,

- un sornmet de la face appartient à un segment de la section,
- un point de la section appartient à une arête,
- un sommet de la face correspond à un point de la section.

Afin d'obtenir un algorithme robuste, nous avons formalisé ces diftrents cas de façon

rigoureuse en utilisant différentes notations mathématiques que nous explicitons dans la

section suivante.
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6.1. Notations mathématiques, définitions et propriétés.

Afin de formaliser de façon rigoureuse la construction d'un objet à partir d'un ensemble de

faces, nous avons choisi les notations et les définitions suivantes :

Notons .{ : I'ensemble des arêtes créées dans le modèle,

J : I'ensemble des droites d'intersection,

J : I'ensemble des faces créées dans le modèle.

A partir de ces ensembles, définissons les fonctions suivantes :

FaceAdj: (,7x{) + J

(f,, o) e.t
telle quef est la face adjacente àlafacef,en I'arête a.

ArêteAdj: 1#xJ; + {

(ft'l) -> a

telle que a soit I'arête du modèle partagée par les facesf,etfi. a prend une valeur par défaut

lorsque les facesf etfine sont pas adjacentes.

Face: J -+ S

d t+"f

telle que / soit la face dans le modèle ayant engendré I'intersection de numéro d avec le

plan de la face traitée.

Droi te:  J+J

fr> d
telle que d soit le numéro de I'intersection provoquée par la face/dans le plan de la face
traitée.

ArêteSuiv: ldxJ; + d

(at,fl t+ at
telle que a, soit I'arête qui suit I'arête 4, sur lafacef.

ArêtePrec:1dx,T; + d

(a,,fl t+ at
telle que a, soit I'arête qui précède I'arête 4; sur lafacef.
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A I'aide de ces fonctions, on a les propriétés suivantes :

Soient/ e T,.fz el, de J et a €d.

l. Droite (Face (d) : d

2. Face (Droite (fr)) = fr

3. FaceAdi (\ , ArêteAdi (\ , fz)) = fz

4. ArêteAdj (\, FaceAdi (\, a)): a

5. ArêteSuiv (ArêtePrec (a, f1) , fr) = a

6. ArêtePrec (ArêteSuiv (a, f1) , f1) : a

6.2. P ropriétés topologiques.

La méthode traite deux objets face par face. Pour chaque face du premier objet, la section

du second objet par rapport au plan de la face du premier objet est calculée. Pour chaque face

des deux objets, une opération booléenne en deux dimensions est appliquée sur la face et la

section. Les intersections face-section sont calculées segment par segment. À ce stade, les

informations topologiques de I'intersection sont sauvegardées afin de rechercher

ultérieurement les points identiques.

Comme les objets sont réguliers, les sections de ces objets et leurs faces sont des polygones

réguliers. En particulier, un sommet d'une face n'est partagé que par deux arêtes uniquement et

un point de la section n'est partagé que par deux segments de la section. Nous pouvons donc

énumérer tous les cas d'intersection entre une arête et un segment et ils sont au nombre de

quatre.

Premier cas (figure 32) : une arête a une intersection avec un segment de la section mais ce

point d'intersection ne correspond ni aux extrémités de I'arête ni aux extrémités du

segment.

arêtes

droites

N
EI
<->

face

section

Figure 32 : Cas L
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Deuxième cas (figure 33) : un sommet de la face appartient à un segment de la section.

N f"""

E section

arêtes

droites

e

Figure 33 : Cas 2.

Troisième cas (figure 34) : un point de la section appartient à une arête.

E
<->

N
E
e

face

section

d
I

N rur"

section

arêtes

droites

d ,
t -

Figure 34 : Cas 3.

Quatrième cas (figure 35) : un sommet de la face correspond à un point de la section.

arêtes

droites
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Notons solidel,le solide auquel appartient la face traitée. Notons solide2,le solide auquel

appartient la section. Avec les quatre cas présentés ci-dessus, il est possible de retrouver tous

les points identiques dans les faces traitées de solidel et de solide2. Nous donnons maintenant

toutes les propriétés topologiques que nous allons utiliser pour résoudre les quatre cas.

- Propriété (a) (figure 36) : si le point d'intersection P appartient à une arête de solidel alorc

il doit se trouver dans la seconde face adjacente à cette arête.

71 lace traitée de solidel

Figure 36 : Propriété (a).

- Propriété (b) (figure 37) : si le point d'intersection P est un sommet de solidel alors il doit

se trouver dans toutes les autres faces adjacentes à ce sommet.

72 face traitée de solidel

Figure 37 : Propriété (b)

- Propriété (c) (figure 38) : si le point d'intersection appartient à un segment de la section et

si ce point n'est aucune des extrémités du segment, alors il doit appartenir à la face qui a

donné la droite supportant ce segment. Ce point d'intersection ne peut être un sommet de

solide2. Sinon il serait un point de la section. Par contre, il peut appartenir à une arête de

solide2. Dans ce cas, la recherche de point identique se poursuit avec la propriété (a).

(a) 74 faces de solide2

Figure 38 : Propriété (c)
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- Propriété (d) (figure 39) : si le point d'intersection est un point de la section, alors il

appartient à une arête de solide2. De plus, ce point d'intersection peut être un sommet de

solide2. Dans ce cas, la recherche se poursuit avec les propriétés (a) et (b).

(a)

Figure 39 : Propriété (d).

6.3. Démonstrations.

Dans ceffe section, nous donnons toutes les équations topologiques nécessaires à la

recherche des points identiques dans toutes les faces suivant les quatre cas décrits dans la

section "Propriétés topologiques". Nous indiquons où se situe le point d'intersection pour les

quatre cas dans les autres faces de solidel etde solide2.

Pour ce faire nous définissons une nouvelle fonction, commutative :

Inter (ap... , arr) telle que

ai € .d ou e € J avec ne {2,... ,+oo}

qui détermine I'intersection entre les entités ai sur une face donnée du traitement.

En utilisant la fonction Inter, tous les cas présentés à la section 6.2 de ce chapitre peuvent

s'exprimer de la façon suivante :

Cas I <+ P: Inter (a, d) sur la facef.

Cas2 (+ P : Inter (a1 , a2, d) sur la facef.

Cas 3 <+ P: Inter (a, d1 , d) sur la facef.

Cas 4 (+ P : Inter (a1 , à2 , d1, d) sur lafacef.

Comme la recherche de points identiques de ces quatre casi comporte des parties

communes, il nous est apparu plus judicieux de transformer ces quatre cas en quatre nouveau(

qui prennent en compte les entités de la fonction Inter.

(b)

(i)

(ii)

(iii)

(iv)
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Si I'on considère les équivalences (i) à (iv), on staperçoit que la fonction Inter comprend

une ou deux çntités qui appartiennent à I'ensemble.{ et une ou deux entités qui appartiennent à

I'ensemble J. Ce qui donne également quatre cas :
- la fonction Inter n'a qu'une seule entité appartenant à l'ensemble.d,
- la fonction Inter a deux entités appartenant à I'ensemble.{,
- la fonction Inter n'a qu'une seule entité appartenant à I'ensemble J,
- la fonction Inter a deux entités appartenant à I'ensemble J.

Nous allons détailler ces quatre cas car leur combinaison adéquate donne la résolution des

cas I à cas 4 de la section "Propriétés topologiques".

Dans ce cas, le point P appartient à une arête a de solidel . Donc le point P doit se trouver

dans I'autre face adjacente à I'arête a. Avec l'équation (l) et la propriété (a) on en déduit :

P : Inter (a, er , ... , ên) srur FaceAdj (f , a).

6.3.2. Lafonction Inter a detn entités appartenant à l'ensemble ./

P  =  In te r (e r , . . . ,  en )  su r f te lquen  €  {3 ,  4 } ,

3 i ,  j /e ,  e .4  ,e ,  e  de tVk /k  e  {1 , . . . ,n } , t  *  i , k  +  j ,en  e .d .

€)

P: In te r (a1 ,a2 ,e l  , . . . ,en )sur f te lquene  {1  ,2 ) ,a1  e . { ,  a2e  A ,  V ie { l , . . . ,n } ,e ,  ed .

(3)

Le point P est à I'intersection des arêtes a1 et a2. Donc le point P est un sommet du solide

solidel. Dans ce cas le point P doit se trouver dans toutes les autres faces adjacentes au point

P. Avec l'équation (3) et la propriété (b), on peut déduire :

6.3.1. Lafonctionlnter n'a qu'une seule entité appartenant à l'ensemble .{

P = Inter (er , ... , en) sur f tel que n e {2 ,3) ,

3 i /e ,  e {  e tv ; /  j e { t , . . . ,n } , j * i ,e ,  G .d .

(+

P =  In te r (a ,  e r ,  . . . ,  en)  sur f te l  que n  c  {1 ,  2 } ,  ae  . { ,  V ie { l , . . . ,n } ,e ,  Ê . { .

P -- Inter (a1,ArêteSuiv (al,FaceAdj (f , ar)), er ,..., en) sur FaceAdi (f , ar)

et

P : Inter (a2, ArêtePrec (q,, FaceAdj (f , q)), er, ..., en) sur FaceAdi $, az)

(2)

(1 )

(4)

(s)
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Si ArêtePrec (aZ , AdjFace (f,aZD n'est pas égal à ArêteSuiv (a1 , AdjFace (f,a1)) alors il

est nécessaire de parcourir toutes les faces adjacentes du point P afin de trouver tous les points

identiques.

6.3.3. Lafonctionlnter n'a qu'une seule entité appartenont à J

P : In te r (e r , . . . ,en )sur f te lquene  {2 ,3 } , : l i l e ,  e ' !  e tY j l i e { t , . . . ,n } , j * i ,e ,e8 .

<=)

P- -  In te r (d ,e r , . . . ,on )sur f te lquen€  {1 ,  2 } ,de , ; ,  V ie {1 , . . . , t t } ,e ,  eJ .  (6 )

Le point P se trouve sur un segment porté par la droite d. Le point P se trouve au moins

une fois sur I'objet solide2 sur la face ayant donné la droite d. Le point P est à I'intersection

entre la droite provenant de la face f et les droites provenant des faces adjacentes aux entités

ê1 ,  . . .  ,  en .

Avec l'équation (6) et la propriété (c), on peut déduire :

P : Inter (Droite (f) , Droite (FaceAdi (f,er)) , ... , Droite (FaceAdi (f,e"))) sur Face (d).

(7)

Le point P ne peut pas être un sommet de Face (d) sinon P serait à I'intersection de deux

droites. Mais le point P peut appartenir à une arête de Face (d). Soit a4 aatte arête. Dans ce

cas, l'équation (7) est incomplète et est :

P : Inter (a6, Droite (f) , Droite (FaceAdi (f,er)) , .. , Droite (FaceAdi (te"))) sur Fcce (d).

(8)

A partir de l'équation (8) et de la propriété (a) sur I'arête a4onpeut déduire :

P : Inter (a6 , Droite (f) , Droite (FaceAdi (f,er)) Droite (FaceAdi (f,e"))) sur

FaceAdj (Face (d), aJ. (9)
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6.3.4. Lafonction Inter a deux entités appartenant à l'ensemble J

P  :  In te r (e r ,  . . . ,  en )  su r f te lquen€  {3 ,4 } ,

i r i , j l  e ,e  J ,e ,  e  Je tVk /k  €  {1 , . . . ,n } ,k  *  i , k  +  j ,eu  e  8 .

(+

P =  In te r  (d r ,  dz ,  € r , . . . ,  €J  su r f  te l  quen  e  { l  ,21  ,  d r  €  J ,  d ,  e  J ,

Vi  e { l , . . . ,n} ,e,  e J.  ( lo)

Le point P appartient à I'arête commune aux faces Face (d) et Face (d) car il est à

I'intersection des droites d, etdr. Soit a,rcette arête.

Avec l'équation (10) et la propriété (d) on peut déduire :

P - Inter (Droite (D , àt2, Droite (FaceAdj (ler)) , ... , Droite (FaceAdT (f,e"))) sur

Face (dr) ( t  l )

et

P : Inter (Droite (f) , arz , Droite (FaceAdj (f,er)) , ... , Droite (FaceAdT (f,e"))) sur

Face (d).

Si le point P n'est aucune des extrémités de I'arête a,, alors tous les cas ont été traités. Mais

si P est I'origine ou I'extrémité de I'arête a,, alors I'arête précédente et I'arête suivante de

I'arête a,2 doivent être prises en compte dans l'équation (11) et l'équation (12). Dans ce cas, le

point P est un sommet de solide2.

L'équation (l l) est alors incomplète et est :

P -- Inter (Droite (D , arz, ArêteSuiv (ap, Face (d,)) , Droite (FaceAdj (f,er))

Droite (FaceAdj (f,e"))) sur Face (dr)

(t 3)
et l'équation (12) devient :

P : Inter (Droite (f) , an, ArêtePrec (an, Face (d)) , Droite (FaceAdj (ler))

Droite (FaceAdj (le"))) sw Face (d2). (14)

A partir de l'équation (13) et avec la propriété (a) stn I'arête suivante de a12, on peut

déduire:

P : Inter (Droite (f) , ArêteSuiv (ar2, Face (dr)) , ArêtePrec (ArêteSuiv (ap, Face (dr))) ,
Droite (FaceAdj (f,er)) , Droite (FaceAdj (f,e"))) surr FaceAdi (Face (dr) ,

(r2)

ArêteSuiv (ae, Face (dr))).
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A partir de l'équation (14) et avec la propriété (a) sur I'arête précédente de a12, on peut

déduire:

P : Inter (Droite (f), ArêtePrec (arr, Face (dJ) , ArêteSuiv (ArêtePrec (ap, Face (dz)) ,
Droite (FaceAdj (ter)) , Droite (FaceAdj (f,e"))) sur FaceAdj (Face

(dr) , ArêtePrec (arz, Face (dt)). (16)

Si FaceAdj (Face (dr) , ArêteSuiv (an , Face (dr))) n'est pas égal à

FaceAdj (Face (dr) , ArêtePrec (an , Face (dt)), il est nécessaire de tourner tout autour du

point P tant que toutes ses faces adjacentes n'ont pas été parcourues afin de retrouver le point

P dans toutes les faces.

Les équations (l) à (16) représentent tous les cas topologiques possibles pour un point

d'intersection. Si le point de la face n'est pas un point d'intersection, alors il est soit un sommet

de la face soit un point de la section. Il n'est pas nécessaire de traiter le point de la section car

il est traité par toutes les équations (1) à (16). Par contre, si le point est un sommet de la face,

il est nécessaire de tourner tout autour de ce point pour le retrouver sur toutes ses faces

adjacentes. L'objet résultat est correctement créé en combinant de manière adéquate tous les

cas décrits dans cette section.

7. Conrp^m.rlsoN AvEc LA MÉTHoDE DES FAcBs.

Cette section est consacrée à la comparaison de la méthode des faces [KIY 92] (voir la

section 3.1.6 du chapitre 1) avec la méthode des sections [PER 92] [GAP 93] que nous

présentons dans ce chapitre car les auteurs décrivent une méthode similaire à celle que nous

avons développée.

Nous ne nous attachons pas ici à souligner les similitudes entre les deux méthodes, nous

développons simplement les principales différences que nous avons décelées. Pour ce faire,

nous rappelons brièvement I'algorithme de la méthode des faces :

i. Exécuter les actions suivantes pour un solide A donné :

i./. Etendre une face Fo du solide A à son plan infrni So, obtenir une section Ca

entre le plan Sa et les faces d'un autre solide B.

r.2. Trouver les points d'intersection entre la face Fo et la section Co et

découper les arêtes.

f.3. En suivant les arêtes découpées en i.2, obtenir la face d'intersection Io entre

Fo et la section Co.
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i.4. Exécuter les étapes i.l à i.3 pour toutes les faces du solide A et obtenir

toutes les faces d'intersection. Unifier ces faces pour générer une composante

connexe ouverte Sho.

ii. De la même manière, exécuter i pour un autre solide B et générer une deuxième

composante connexe shB.

iif. Unifier les composantes connexes ouvertes Sho et Shr pour obtenir une composante

connexe fermée Sh. qui est le solide intersection résultat.

Nous portons notre attention sur la manière dont les auteurs proposent de rechercher la

section et sur la façon d'unifier les faces d'intersection afin de former les deux composantes

connexes ouvertes Sho et Sh, dans un premier temps, et la composante connexe fermée Sh"

dans un second temps.

La recherche de la section semble plus indiquée que la notre dans la mesure où les auteurs

font moins de calcul d'intersections que notre méthode. Mais leur intérêt n'est pas d'avoir un

algorithme dont I'extension à d'autres types d'objets soit possible. Effectivement, les auteurs

supposent qu'un segment relie deux points de la section. Ils ne prennent donc pas en compte le

cas où deux points de la section peuvent être reliés pÉu une courbe. Notre méthode résout ce

cas en effectuant un calcul d'instersection de plans qui peut être remplacé par un calcul

d'intersection de surfaces dans le cas des objets à surfaces quelconques.

Détaillons les deux algorithmes :
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Méthode des sections

Début

{Recherche des points de la section}

EnsDroite::Z;

Pour chaque face F; de I'objet O; Faire

Si intersection (F, f) 
= Droite Alors

EnsDroite := EnsDroiteuDroite

FinSi

Si intersection = Z Alors

face suivante

FinSi

Si les plans sont identiques Alors

F et Fi sont regroupées

FinSi

FinPour

EnsPoint::Z;

Pour toutes les droites D de EnsDroite Faire

Pour toute droite D'de EnsDroite - D Faire

Si D et D' ont une arête commune A Alors

Si (I = Intersection (D,D'))eA Alors

EnsPoint := EnsPointu I

FinSi

FinSi

FinPour

EnsDroite::EnsDroite-D :

FinPour

{Formation de la section}

Suivre toutes les droites D de EnsPoint et

former la section ;

Fin

Méthode desfaces

Début

{Recherche des arêtes de la section}

Etendre la face F à son plan P

EnsArete:=@;

Pour toutes les faces F; de I'objet Oj Faire

EnsPoint::@;

Pour toutes les aretes A3 de I Faire

P = Intersection (F,A3)

EnsPoint:=EnsPoint t-,r P

FinPour

Former les arêtes Ag à partir de EnsPoint

et les inclure dans EnsArete

FinPour

{Formation de la section}

Suivre toutes les arêtes de EnsArete afin de

former la section

Fin

Dans les deux méthodes, si un point P est un point de la section alors P appartient à une

arête A' de I'objet sur lequel s'applique la recherche de la section. L'arête A, est partagée par

deux faces F, et F2. Soit F la face que I'on traite.
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Dans la méthode des sections que nous présentons, le point P est obtenu en faisant deux

intersections plan-plan (intersection entre le plan de F et le plan de F1 et obtention d'une droite

D1 ; intersection entre le plan de F et le plan de F, et obtention d'une droite Dr) puis une

intersection droite-droite (intersection entre Dt et D).

Dans la méthode des faces, le point P est obtenu par une simple intersection entre I'arête A;

et le plan de F.

La méthode pour obtenir un point de la section est donc beaucoup moins complexe que

celle que nous avons développée. Cependant, cette résolution est absolument spécifique aux

objets à facettes planes mais ne peut en aucun cas être utilisée pour des objets ayant des

supports de faces non plans. Effectivement, dans ce cas, ce n'est plus un segment qui relie

deux points de la section, mais une courbe quelconque.

De plus, les auteurs ont détaillé de nombretx czrs particuliers que nous avons réussi à

généraliser :
- ils distinguent le cas où la section n'est composée que d'un seul contour et celui où elle

en comporte plusieurs ;
- ils développent tous les cas particuliers inhérents aux faces coplanaires notamment

celui où une face du second objet appartient à la section mais où la section n'est pas

égale à cette seule face.

Face à cette abondance de détails qu'il était possible de généraliser, les auteurs ne

présentent guère d'explications sur la manière dont ils unifient les parties des faces qu'ils

trouvent faisant partie de I'intersection. Ce point nous paraît pourtant bien plus important

puisque c'est cette étape qui permet de générer des objets cohérents par rapport au modèle

utilisé (voir section 6 de ce chapitre). Nous ne savons donc pas si les auteurs recherchent les

points de I'objet final de manière géométrique dans les differentes parties de face trouvées ou

si cette recherche s'exécute par rapport à la topologie des deux objets. Nous ignorons

également s'ils ont rencontré des diffrcultés lors de cette unification et quelles sont les

solutions qu'ils auraient pu y apporter.

8. IÙPI,ÉMENTATTON.

L'algorithme décrit dans ce chapine a été implémenté sur station SUN en langage C#

sous Unix BSD4.3 SLIN OS 4.1.1 [GAP 921. ll a été ÉaLisé pour des objets Eulériens à

facettes planes tels que des boîtes, des cylindres ou des sphères approchés par des faces

planes. Le modeletu utilisé est SACADO (Système Adaptatif de Conception et d'Aide au

Développement assisté par Ordinateur) développé dans notre laboratoire IGAJ 88].
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L'ensemble des algorithmes étant détaillé dans le chapitre 4, nous allons citer les problèmes

que nous avons rencontrés et qui sont liés à la réalisation. Les difficultés rencontrées sont dues

au fait que les objets mathématiques et informatiques sont différents. Par exemple, comme

dans de nombreux autres algorithmes traitant les opérations booléennes, des problèmes

demandent à être résolus :
- comment affirmer qu'un point appartient "exactement" à une droite,
- comment affirmer que deux points sont identiques.

Les méthodes mises en æuwe pour résoudre ces problèmes sont classiques et prennent en

compte les erreurs provenant des calculs sur ordinateur par la gestion d'un epsilon. Cependant

toutes les solutions numériques implémentées restent empiriques car aucune éfude ne donne

une méthode formelle pour définir et utiliser les epsilons. Nous ne nous sommes pas

intéressés à résoudre ce problème car d'une part il constitue à lui seul une étude de thèse et

d'autre part car le sujet est en cours de traitement dans notre laboratoire.

De plus, I'exécution de notre méthode a montré que les temps de calculs étaient trop

importants. En effet, nous avons formalisé la recherche de la section (i.e. suiwe le contour de

I'objet) de telle façon que cette recherche puisse s'adapter à des objets n'ayant pas que des

plans en supports de faces. Cependant, le passage de la théorie à la pratique a Évélé un temps

d'exécution conséquent dès que le nombre de faces devient important. Ce temps d'exécution

élevé était dû essentiellement à la recherche de la section.

Nous avons vu à la section précédente, qu'un point de la section est généré par deux

intersections plan-plan et une intersection droite-droite. Afin de réduire les temps de calcul

pour I'application de la méthode aux objets polyédriques, nous avons modifié ces calculs

d'intersection dans le but d'obtenir un algorithme de recherche de section moins général. En

efflet, il n'est pas nécessaire de calculer les intersections plan-plan puisque deux points de la

section sont forcément reliés par une portion de droite puisque ce sont des objets

polyédriques. En conséquence, il est suffisant de trouver les points de la section pour obtenir

le contour de la section. Pour ce faire, on remplace les deux intersections plan-plan et

I'intersection droite-droite par une intersection plan-arête (voir la complexité à la section 2 du

chapitre 4).
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9. EXENæLES.

Exemple I : Exemple de faces coplanaires.
l. Ies deux objets positionnés,
2. union,
3. intersection,
4. différence.

Exemple 2 : Création d'une roue dentée.

Exemple 3 : Création d'un manchon (vue en filaire et vue en parties cachées).

ffi
W

o

ffi
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Exemple 4 : Création d'une manivelle (vue en filaire et vue en parties cachées).

10. CoxcLUSroN.

Notre objectif était de mettre en æuwe une méthode originale pour les algorithmes

d'opérations booléennes en tenant compte des contraintes suivantes :

- les objets initiaux sont définis par leurs frontières,
- I'objet final doit être défini par ses frontières,
- la méthode doit pouvoir être étendue à des objets comportant des surfaces gauches et à

des objets non-Èulériens.

Ce chapitre a permis de poser les bases théoriques d'une méthode devant s'appliquer à des

objets polyédriques mais pouvant s'adapter à d'autres types d'objets.

Le fait d'imposer que les objets initiaux soient définis par les frontières nous a conduits à

proposer une méthode traitant les objets face par face. Cette approche a de plus transformé la

complexité d'un problème trois dimensions en un problème deux dimensions. L'algorithme

traite donc les objets face par face, en cherchant les parties de chaque face qui interviennent

dans la composition de I'objet final. Pour ce faire, on applique une opération booléenne en

deux dimensions entre la face naitée et la section du second objet qui dépend de celle

appliquée sur les objets. Le seul cas particulier de ce traitement est le cas où des faces du

premier objet opérande et des faces du second objet opérande sont coplanaires. De plus, le

traitement face par face d'un objet permet de prendre en compte les faces isolées qui peuvent

exister dans les objets non-Eulériens.
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Lorsque I'ensemble des faces faisant partie de I'objet final a été gén&é, il faut le

ûansformer afin d'obtenir un objet final dont la représentation correspond au modèle de

représentation par les frontières. Cette demande nous a amenés à formaliser rigoureusement la

reconstruction d'un objet à partir d'un ensemble de faces. Cette formalisation nous a permis

d'éviter de trop nombreun cas particuliers et d'obtenir trn algorithme robuste.

Nous avons expérimenté cette approche sur des solides à facettes planes. Les résultats

obtenus montrent que la solution est viable et que la formalisation que nous en avons faite a

réellement débouché sur un algorithme robuste. Les problèmes que nous avons rencontrés

sont des problèmes d'implémentation liés aux approximations des réels et aux temps de

calculs.

Dans le chapite suivant, nous proposons une extension de la méthode que nous venons de

présenter dans ce chapitre, pour traiter des surfaces non planes. Nous explicitons les

différentes façons dont le problème peut être abordé, en conservant la méthode générale

proposée pour les facettes planes. Nous détaillons ensuite celle qui a été choisie.
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CnaprrRE 3.

OpÉnq,TIoNS BooLÉENNES suR DES oBJETS A

FACES QUELCONQUES :

EXTENSION DE LA UÉTHODE DES SECTIONS.
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1. It,ttRoDUcrIoN.

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une méthode pour traiter les opérations

booléennes 3D sur des objets à facettes planes [GAP 93] IGAP 94] [GAP 95]. Les apports

fondamentaux de cette méthode sont : la formalisation des differents fraitements à effectuer, la

simplification consistant à traiter un problème essentiellement 3D en 2D et un traitement basé

sur les faces, facilitant la prise en compte des faces isolées de certains objets non Eulériens.

Nous proposons dans ce chapitre une extension de cette méthode pour traiter des surfaces

non planes. Nous présentons les differentes façons dont le problème peut être abordé, en

conservant la méthode générale proposée pour les facettes planes. Nous détaillons ensuite

celle qui a été choisie et nous terminons par des exemples et une critique de notre travail.

Dans I'ensemble de ce chapitre, le terme "facette" désigne toute partie de frontière de I'objet

ayant comme support un plan ; le terme "face" indique toute partie de frontière de I'objet ayant

comme support une surface quelconque ; le terme "surface" représente la définition

mathématique du support d'une face.

2. Cuour DrrJn-E soLUTroN.

2.1.. Formulation du problème.

L'élément essentiel de I'algorithme que nous proposons pour les polyèdres et que nous

voulons étendre aux objets à surfaces quelconques, est de traiter le problème face par face,

donc de réduire la complexité de I'algorithme à un problème en deux dimensions. Si un objet

est maintenant composé de surfaces quelconques et non plus de faces planes, il faut considérer

que la face n'est pin, en général, une entité bi-dimensionnable.

Deux solutions sont possibles :
- trouver un algorithme ayant la même trame que celui pour les objets B-Rep en utilisant

la définition mathématique des surfaces,
- adapter les surfaces quelconques pour qu'elles puissent être utilisables par I'algorithme

traitant les faces planes.

Dans les deux sections suivantes, nous allons développer les inconvénients et les avantages

de ces deux solutions pour décider quelle est la plus adaptée à ce problème.
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2.2. Méthode sans modèle intermédiaire.

Dans cette section, nous allons expliciter quels sont les problèmes devant être résolus pour

utiliser la définition mathématique des surfaces.

Le choix d'une méthode qui travaille directement sur les surfaces quelconques, implique
que cette méthode soit capable de calculer la section d'un objet opérande par le plan d'une face

de I'autre objet opérande et d'en déduire un algorithme en deux dimensions.

Pour résoudre ce problème, I'utilisation d'un algorithme d'intersection de surfaces est

nécessaire. Le fait d'utiliser un tel algorithme peut contenir de manière cachée le passage par

une approximation (en particulier par facettes planes). Cependant, même si cette

détermination est faite en utilisant un algorithme par suivi, un certain nombre d'inconvénients

peuvent apparaître :
- le temps de calcul de I'intersection peut être important,
- I'exécution n'est pas fiable et peut aboutir à des incohérences ou à des non-résolutions

dans les cas de tangence (point singulier),
- le résultat est une suite de points appartenant à la courbe d'intersection. Celle-ci est

donc approchée par des segments et l'équation mathématique est perdue, voire

impossible à déterminer dans le même modèle que les surfaces elles-mêmes.

Il faut également assurer le passage vers un algorithme en 2D. Ce passage nécessite une

projection des objets en cause (section et face). Or cette projection n'est pas possible

simplement, sans recouvrement. Par exemple, une sphère pourrait être projetée sur un plan

s'appuyant sur un méridien, mais chaque point de projection pourrait correspondre à deux

points réels (de chaque hémisphère). Il faudrait découper chaque objet de base en plusieurs

sous-objets dont on pourrait assurer une bijection entre les points de la projection et les points

de la surface.
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2.3. Méthode avec un modèle intermédiaire.

Le modèle intermédiaire le plus naturel pour appliquer la méthode que nous avons

développée dans le deuxième chapitre, sans travailler directement sur les surfaces, est un

modèle par facettes.

Deux approches sont possibles pour la réalisation d'une approximation des surfaces par des

facettes :
- les surfaces de I'objet sont approchées par des facettes; ce qui revient à considérer

I'objet comme s'il était représenté par un modèle B-Rep,
- seules des portions de faces sont concernées par I'approximation qui doit être adaptée à

la méthode.

Il est indispensable d'expliciter les critères qui permettent de choisir la méthode qui

semble la plus appropriée en tenant compte du passage possible ou non de la théorie à

I'implémentation.

Pour ce faire, nous allons essentiellement développer la seconde méthode citée

précédemment en précisant quels sont les besoins qu'engendre sa réalisation. En effet, les

exigences de réalisation de la première méthode sont incluses dans celles de la seconde. S'il

est possible de localiser I'approximation, alors il est forcément possible d'étendre cette

approximation à I'ensemble de la surface. De plus, dans ce cas, I'algorithme des faces planes

ne nécessite aucune modification pour sa mise en æuwe.

Nous allons donc expliquer pourquoi et comment on peut mettre en cÊuvre une

approximation non systématique et quelles sont ses répercutions sur I'algorithme des faces
planes.

L'endroit d'une face qu'il est nécessaire d'approcher par des facettes est principalement le

lieu de I'intersection de cette face avec le second objet. En effet, les autres parties de la face

sont soit inchangées, soit inutiles dans le résultat de I'application de I'opération booléenne
(figure 40). En conséquence, toutes les facettes qui ne sont pas dans le voisinage de la courbe

d'intersection sont inchangées ou inutiles dans le résultat final. S'il est possible de trouver le

voisinage du lieu de I'intersection sur la face, il est superflu de traiter les faceffes qui ne vont
pas construire la courbe d'intersection. L'application de I'algorithme sur les facettes se situant

au lieu de I'intersection va donner les parties des facettes qui interviennent dans le résultat
final. En ne gardant que les arêtes qui séparent deux surfaces différentes, on obtient une
approximation de la courbe d'intersection entre ces deux faces.
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$ffi objet intersection ente un cône et un cube

W Facette inchangée par I'application de I'opération booléenne

æ Facette sur le lieu de l'intersection et subissant une modification

Figure 40 : Facettes utiles et inutiles.

La méthode générale est donc la suivante :

Notons 01, le premier objet opérande et 02 le second objet opérande.

Début

Pour toutes les surfaces de O, et O, f,'aire

Trouver le lieu de I'intersection entre O, et O,

Facettiser le lieu de I'intersection

Fin Pour

Pour toutes facettes de 01 et O, Faire

Appliquer I'algorithme des faces planes

Fin Pour

Supprimer les facettes devenues inutiles pour I'objet résultat

Fin

On peut trouver des variantes de cette méthode en travaillant face par face, mais cela ne

change pas fondamentalement I'approche.

Pour réaliser cette méthode, il faut :

l) définir un modèle qui puisse supporter une approximation par des facettes,

2) définir une méthode pour trouver le lieu de I'intersection afin de calculer ces facettes,

3) trouver quelles sont les implications d'une approximation non systématique sur

I'algorithme des faces planes puisque les objets opérandes peuvent comporter des
portions de surfaces non approchées par des facettes,
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4) trouver une méthode qui permette la suppression des facettes créées pour I'application

de I'algorithme des faces planes afin que I'objet ne comporte plus que des faces eVou

des portions de surfaces.

Nous ne traiterons pas ici le point l. Nous le développerons plus amplement dans un

paragraphe suivant. Disons simplement que le modèle dewa permettre la création d'objets

composés de faces planes et de faces à surfaces quelconque, et plus particulièrement, I'ajout

d'une facette à un objet et assurer également la destruction d'une facette. Ainsi, puisque le

modèle supporte I'ajout de facettes, il aurait été possible d'arrêter la méthode à I'application de

I'algorithme des faces planes sans considérer une suppression des facettes de I'objet résultat
(donc éliminer le point 4).

Cependant cette suppression est triviale et

d'approximation choisie. Le traitement du point 4

dans le choix de la méthode de calcul de facettes.

est la même quel que soit le type

ne nous intéresse donc pas actuellement

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons détailler les points 2 et 3. Pour ce faire,

montrons en pseudo-code quel serait le schéma global de I'algorithme :

Début {Algorithme général}

Oyo,2, 03 : Objet B-Rep exact ;

Ensfacel , Ensface2 : Ensemble de faces ;

Facettiser (Q1 , Or , Englobant (Ol) , Englobant (O2)) ;

Traiter (O t , OZ , opérateur , Ensfacel) ;

Traiter (OZ, Ot , opérateur, Ensface2);

Reconstruction (Ensfacel , Ensface2 , 03) ;

Fin.

Pour trouver le lieu de I'intersection et approcher I'objet par des facettes (ce qui correspond

à la procédvre Facettiser de I'algorithme ci-dessus), il est possible de transformer I'objet

considéré en un arbre octal. Rappelons qu'un arbre octal divise I'englobant cubique d'un objet

en octants appelés aussi boîtes (voir section 3.2 du chapitre I "État de I'art").

Les boîtes qui nous intéressent pour trouver le lieu de I'intersection sont les boîtes grises de

I'objet, qui ont une intersection avec les boîtes grises de I'objet2. On doit ensuite approcher par

des facettes les portions de surfaces de I'objet contenues dans ces boîtes. Cette partie est la

plus ardue du problème car il ne suffrt pas de calculer ces facettes n'importe comment sur la

portion de surface de la boîte; I'approximation de la surface contenue dans une boîte doit ête

fonction de I'approximation des six boites voisines afin de garder une topologie cohérente. Cet

aspect de I'approximation a été réalisée lors de la construction d'un maillage [PES 89]. Les

auteurs montrent que c'est un travail complexe qui inclut de nombreu( cas particuliers.
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L'algorithme suivant résume la méthode pour trouver le lieu de I'approximation :

Procédure Facettiser (Ql,QZ, 81 , 82) I

Début
Comparaison (Bl , 82 , Etat, Facettel , Facette2)
Cas suivant Etat
Anêt {Rien à faire}
Poly:Début

Ajouter (Facetrel , e1) ;
Ajouter (Facette2, QZ) ;

Divis ion (B 1, ListeBoitel)
Division (82, ListeBoitez)
Pour toutes les boîtes BOI de ListeBoitel Faire

Pour toutes les boîtes BO2 de ListeBoite2 Faire
Facettiser (Ol , 02, BOI , BO2)

Fin Pour
Fin Pour

Fin
Fin Cas

Fin

Procédure Comparaison (B1 , B2 , 01 , 02 ,Etat , Facettel , Facette2)

Début
Si ( Intersection (81, 82) et Frontière (81 , Equation (Ot))

et Frontière (B2 , Equation (Od)
) Alors
Si Niveau (Bf ) = Dernier Alors

{à polygonaliser}
Etat ê Poly

Sinon {on continue à diviser}
Etat e Div

Fin Si
Sinon {on anête}

Etat ê Anêt
Fin Si

Fin

Fonction Intersection (B1 , 82)
{Renvoie VRAI si les boîtes Bl et B2 ont une intersection}

Fonction Frontière (B , Eq)
{Renvoie VRAI si la boite B contient une partie de la surface représentée par Eq}

Fin
Div: Début
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Considérons maintenant la procédure Traiter citée plus haut. On rappelle que I'on est en

train de traiter une facette d'un objet et que I'on cherche à ffouver la section du second objet

par rapport au plan de cette facette. Pour ce faire, on calcule I'intersection du plan avec toutes

les facettes du second objet. Si I'on se borne à ces intersections, on n'obJiendra jamais (ou

exceptionnellement) des segments constituant une ligne brisée fermée formant la section

puisque I'on n'a approché par des facettes que le lieu de I'intersection. Pour fermer la ligne

brisée il faut donc, soit utiliser un moyen quelconque pennettant de relier les segments, soit

intégrer à ces segments les intersections plan-surface. Ce qui soulève le problème suivant

(voir figure 4l) : I'intersection plan-surface va nous donner I'ensemble de I'intersection plan-

surface même si I'on n'a besoin que d'une portion de cette intersection.

Plan de coupe

Figure 4l : La section de I'objet par rapport au
plan de coupe va donner un cercle entier qui
correspond à I'intersection entre le cylindre et le
plan de coupe. Cependant une partie du cercle
appartient à la section.

L'algorithme de traitement des faces et facettes d'un objet partiellement approché par des

facettes est le suivant :

Procédure Traiter (Ol , 02, Opérateur, EnsFace)

Début
EnsFace + A:
Pour toutes les facettes F de I'objet O, Faire

Intersection (Plan (F), 02 , EnsDrgitg , EnsPoint) ;
ConstruireSection (EnsDroite,EnsPoint, section) ;
Bool2D (F , section , Face) ;
EnsFace <- EnsFace u {Face} ;

Fin Pour
Fin
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Procédure Intersection (P, O, EnsDroite, EnsPoint)

Début
EnsDroite <- @;
EnsPoint <- @ ;
Pour toutes les faces F de I'objet O Faire

Si plane (F) Alors
InterPlanPlan (P, Plan (F) , Droite) ;
EnsDroite e EnsDroite u {Droite} ;

Sinon InterPlanGauche (P , Gauche (F) , EnsPoint) ;
Fin Si

Fin Pour
Fin

2.4. Conclusion.

Le temps de calcul important nécessaire à la réalisation de l'intersection exacte de deux

surfaces, I'approximation sous-jacente à un calcul d'intersection direct de surfaces et les cas

d'avortement des différentes méthodes existantes nous incitent à choisir une approximation

des surfaces par des facettes pour traiter les opérations booléennes par la méthode des sections

sur des objets quelconques.

L'approximation pouvait être systématique (toutes les surfaces sont approchées par des

facettes) ou bien plus "intelligente" (prenant en compte les données du problème). Cependant,

les avantages que peut apporter une approximation "intelligente" sont remis en cause par la

complexité de programmation des problèmes qu'elle engendre (localisation de I'approximation

avec une cohérence topologique et modification de I'algorithme des opérations booléennes sur

des faces planes). De plus, le traitement des facettes inutiles est trivial (élimination par les

englobants) et se révèle sans doute moins gourmand en temps de calcul que la mise en æuwe

d'une approximation "intelligente". En outre, le fait que toutes les surfaces d'un objet opérande

d'une opération booléenne doivent être approchées par des facettes, (l'utilisation d'un filtre

correspondant à un test d'intersection d'englobants parallélépipédiques étant impossible pour

éliminer les surfaces n'ayant pas d'intersection avec le second objet) est compensé par les

problèmes qui se poseraient pour la recherche de section (identiques à ceux posés par la

recherche d'une section avec une approximation partielle et localisée à I'intersection des deux

objets (voir section 2.3 de ce chapitre)) si toutes les surfaces n'étaient pas soumises à une

approximation. C'est pourquoi I'approximation systématique par des facettes a été choisie.

Cette approximation demande néanmoins :
- la réalisation d'un modèle capable de supporter cette modification de I'objet et sa

visualisation,
- l'étude sur la façon de calculer les facettes sur la surface à partir d'un contour donné,
- la suppression des facettes devenues inutiles lors de la reconstruction de I'objet résultat

après application de I'opération booléenne.

Dans la section suivante, nous allons présenter une méthode résolvant ces différents points.
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3. MÉrnoDE PRoPosÉE.

Dans la section précédente, nous avons montré que la méthode la plus simple pour

effectuer des opérations booléennes sur des objets à surfaces quelconques est une

approximation systématique par des facettes des deux objets opérandes afin d'utiliser, sans

changement, la méthode des opérations booléennes sur des objets à facettes [GAP 95b].

La méthode doit donc passer par les étapes suivantes :
- approximation complète des deux objets;
- opérations booléennes sur les facettes planes;
- suppression des facettes pour retrouver les surfaces réelles.

L'algorithme sur les facettes planes est décrit dans le chapitre 2 "Opérations booléennes sur

des polyèdres: la méthode des sections". Pour décrire complètement la méthode, il faut

disposer d'un modèle supportant les faces non planes et interprétant les résultats de la

méthode. Il est également nécessaire de proposer des algorithmes pour calculer et supprimer

les facettes des faces. Nous allons détailler I'ensemble de ces points dans les sections

suivantes.

3.1. Le modèle.

3. 1. l. Représentation.

Afin de gérer les opérations booléennes sur des objets quelconques, il est indispensable de

disposer d'un B-Rep amélioré et tenant compte des surfaces quelconques d'un objet.

Rappelons que pour exécuter des opérations booléennes sur ce type d'objets, nous avoru;

décidé d'approcher les surfaces par des faceffes. Le modèle doit être capable de représenter des

objets comportant des surfaces quelconques ainsi que supporter une approximation de ces

surfaces. Il assure I'ajout d'une facette sur une surface donnée. Comme nous ne nous

intéressons qu'à la peau de I'objet, I'idée est de garder la représentation d'un B-Rep, c'est-à-

dire un graphe FAS (Face Arête Sommet), mais en I'adaptant pour qu'il garantisse les services

nécessaires à la gestion et à I'approximation de surfaces d'un objet par des facettes.
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Le modèle que nous présentons s'appuie donc sur un graphe FAS avec des changements

par rapport à sa définition classique :
- le premier changement est la généralisation du support de la face. Le support de la face

peut être, soit un plan (dans ce cas la face est appelée facette), soit une surface

quelconque. Une facette est identique à une face d'un objet B-Rep classique. En

revanche, pour une face (le support est alors une surface quelconque), plusieurs

contours sur la surface sont possibles (notion de face marimale) ainsi le support d'une

face n'est représenté qu'une seule fois. Nous appelons contour I'ensemble formé d'une

boucle extérieure et de zéro, un ou plusieurs boucles intérieures. Chaque boucle est

fermée et bornée par des arêtes. Pour chaque face ou facette, une normale sortante

indique I'extérieur de I'objet,
- le second changement concerne I'approximation d'une face. Un ensemble de facettes

peut provenir de I'approximation de la surface de la face. Ces facettes ne font donc pas

partie intégrante de la composition de I'objet et sont éliminées au cours de la phase de

reconstruction de I'objet dans le même modèle que les objets opérandes.

Cependant, malgré ces changements, une arête reste rectiligne même si elle représente une

partie d'intersection entre deux surfaces. Une arête sépare donc soit deux facettes, soit deux

faces, soit une face et une facette. Une arête est parcourue deux fois et deux fois trniquement

mais n'est représentée qu'une seule fois dans le modèle. Enfin, une arête est constituée de deux

sornmets.

L'implication que toute arête est rectiligne, même si elle représente une portion de courbe,

est que lorsque le résultat de I'opération booléenne est topologiquement correct, il est

cependant géométriquement faux (c'est le cas de tous les modeleurs aujourd'hui).

L'implémentation du modèle aétéfaite en C++ (voir section 3.1 du chapitre 4).Le modèle

que nous avons réalisé pour notre maquette ne contient que deux quadriques (sphère et

cylindre) mais il permet une extension aux autres quadriques et aux surfaces quelconques.

3.1.2. Classification d'un point.

L'une des qualités essentielles demandées à un modeleur est de pouvoir repondre à la

question : étant donné un point P de I'espace, peut-on dire s'il est sur la surface d'un objet O,

extérieur ou intérieur à O ? La réponse à cette question est indispensable pour la mise en

æuvre de nombreux algorithmes.
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L'algorithme le plus classique sw des modèles B-Rep est celui de la demi-droite. On

"lance" une demi-droite partant du point P et d'une direction choisie pour simplifier les calculs

(par exemple parallèle à I'ore des x). Si le nombre d'intersections ente la droite lancée et les

faces de I'objet est pair alors le point est extérieur. Si le nombre est impair alors le point est

intérieur. Cet algorithme nécessite le traitement d'un certain nombre de cas particuliers. Un

simple test d'appartenance aux faces (demidroite sur un polygone ou angles capables) permet

de dire si le point se situe sur la frontière de I'objet. Cet algorithme ne concerne que les objets

Eulériens.

Une autre méthode consiste à trouver la face la plus proche du point que I'on traite (plus

proche pouvant signifier zéro) et dire suivant la normale sortante à la face si le point est

extérieur, intérieur ou sur la frontière.

Nous avons combiné ces deux algorithmes pour résoudre le problème de classification d'un

point avec notre modèle. S'il est aisé de connaître le point le plus proche d'une face par rapport

à un point P (c'est le projeté orthogonal de P sur la face), ceci I'est moins lorsqu'il s'agit d'une

surface quelconque (non unicité du point le plus proche). Par contre nous pouvons dire quel

est le point le plus proche d'une surface suivant une direction donnée D puisque le point

cherché sera à I'intersection de la droite passant par P et de direction D avec la surface.

D'où I'algorithme :

Début
Prendre une droite D passant par P et d'une direction donnée.
PlusProche = -
Tant qu' il existe une surface S de O et que P n'est pas SurO Faire

S i  Pe SAlors
P est SurO

Sinon I =IntersectionDroiteSurface (D, S)
Si (I < PlusProche) Alors

PlusProche: I
Fin Si

Fin Si
Fin Tant Que
Si P n'est pas SurO Alors

Si PlusProche est dans le même sens que la normale sortante en S Alors
P est ExterieurO

Sinon P est InterieurO
Fin Si

Fin Si
Fin
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Fonction IntersectionDroiteSurface (D , S)

Début
Si Plane (S) Alors

I = IntersectionDroiteFace (D , S)
Sinon Trouver toutes les intersections avec D

Les ordonner sur D
rouve € Faux
Tant qu' il existe une intersection I sur D

et
que non (trouve) Faire

Si lntérieur (I , S) Alors
trouve ê Vrai
Stocker la normale à S en I dans I

Sinon Passer à I'intersection suivante
Fin Si

Fin Tant Que
Fin Si

Fin

Fonction Intérieur (1, S)

Début
Si S n'a pas de contour défini Alors

I est intérieur
Sinon Prendre I'arête la plus proche de I

Tester le point I par rapport à I'arête trouvée
(Matière à gauche)

Fin Si
Fin

Pour savoir quel est le point le plus proche d'une surface d'un objet O par rapport au point

P dont on veut connaître la classification par rapport à O, il faut, dans un premier temps,

calculer toutes les intersections entre cette surface et la droite passant par P et d'une direction

donnée. Ensuite, pour chaque point d'intersection fiouvé et ordonné suivant la direction de la

droite, il faut tester s'il appartient à la portion de surface intervenant dans la composition de

I'objet.

Pour savoir si un point de la surface appartient réellement à la portion intégrée à I'objet, il

faut trouver I'arête la plus proche de ce point sur la surface. L'orientation de I'arête permet de

dire si le point est extérieur ou intérieur (voir figure 42).
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Figure 42 : L'orientation de I'arête (matière
à gauche) permet de savoir que le point P
appartient à la portion de sphère.

La normale à la surface en I'intersection la plus proche du point P permet de savoir si le

point est extérieur ou intérieur (voir figure 43).

Figure a

Figure b

Normale en un point de la surface

Coupe de I'objet

Portion de surface n'intervenant pas dans la composition de I'objet

Figure 43 : Lafigure a représente la coupe d'une différence enfre une boîte et un
cylindre. Les poins I, et I, sont les points d'intersection entre la droite lancée et le
cylindre. Le point 12 plus proche de P, n'appartient pas au solide. C'est le point It
qui permet de déterminer que le point est extérieur. La figurc à représente I'union
d'une boîte et d'un cylindre. Le point 11 plus proche de P, n'appartient pas au
solide. C'est le point 12 qui permet de déterminer que le point est intérieur.

->

95



Chapitre 3. Opérations booléennes sur des objets à surfaces quelconques : extension de la méthode des sections.

3.1.3. Conclusion.

Le modèle que nous avons créé présente donc les avantages suivants :
- il permet d'effectuer les opérations booléennes sans calculer explicitement une

intersection comprenant une surface,
- il permet de déterminer si un point est extérieur, intérieur ou sur I'enveloppe d'un objet.

Cependant il a I'inconvénient suivant :

lorsque I'objet résultat donne un résultat topologiquement correct, le modèle est

néanmoins géométriquement faux. Les nouveaux points créés par I'application de

I'opération booléenne n'appartiennent pas exactement à la courbe d'intersection des

deux objets.
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3.2. Approximation dfune surface par des facettes et suppression des
facettes.

3.2.L Approximation.

Nous avons expliqué pourquoi nous avons choisi
(ou des) surface(s) traitée(s) (voir section 2).

I'approximation d'une surface par des facettes.

une approximation de I'ensemble de la

Nous allons maintenant expliciter

La réalisation de cette approximation que nous proposons est basée sur une triangulation

plane qui correspond à celle du mailleur TRIGEO [GEO]. Cette dernière concerne des

domaines de contour a priori quelconques. Cependant la partie de contour traitée doit garder

une géométrie raisonnable. Si tel n'était pas le cas, I'adjonction d'entités supplémentaires

permet de conserver une bonne géométrie (Exemple triangulation d'une face trouée : on ajoute

un lien entre le contour extérieur et le trou ce qui permet de se ramener à un polygone simple).

Le contour est défini par une suite de points quelconques. L'algorithme permet de générer

des éléments internes (ici des triangles) qui réduisent la complexité du contour. Le contour est

en fait assimilé à un polygone. A partir des côtés du polygone, des triangles sont générés et les

nouveaux côtés du triangle constituent un nouveau polygone interne.

A chaque stade de l'évolution du polygone, on recherche le plus petit angle déterminé par

deux côtés consécutifs du polygone. Le triangle n'est généré que si le (ou les) nouveau(x)

segment(s) qui le compose(nt) ne coupe(nt) pas le contour du polygone, ce qui permet de

traiter les cas de polygones non convexes. Les triangles sont formés suivant la valeur du plus

petit angle. Notons ct ce plus petit angle et indiquons quels sont les trois cas associés à la

valeur de I'angle :

. o.o.%,

Le triangle (S2 , 53 , 34) est généré. Les arêtes (S2 , 53) et (S3 , 54) sont supprimées du

contour. L'arête (S2 , 54) est ajoutée.

s5
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.  f .a<2/3

Le sommet S est généré sur la bissectrice de I'angle cr à une distance calculée à partir de la

longueur des arêtes (S2 , 53) et (S3 , S4). Nous avons pris la moyenne des deux longueurs

pour simplifier. Les triangles (S2 , 53 , S) et (S , 53 , 54) sont générés. Les arêtes (S2 , 53) et

(S3 , 54) sont supprimées du contour. Par contre, les arêtes (S2 , S) et (S , 54) y sont ajoutées'

.  or2%

51 54

Le point S est généré tel que le triangle (S2 , 53 , S) soit équilatéral si la longueur de I'arête

(S2 , 53) est inférieure à la longueur de I'arête (S3 , S4). Sinon le point S' est généré sous les

mêmes critères.

Ces trois cas sont répétés jusqu'à fermeture de la surface à trianguler.

Cette triangulation est intéressante puisqu'elle permet de construire des triangles à partir

d'un contour donné. Pour transformer ceffe triangulation plane en une approximation de

surface, il faut être capable d'élever le point sur la surface. Dans la maquette, nous n'avons

réalisé que I'approximation d'une sphère et d'un cylindre. Le problème des sphères et des

cylindres a été facilement résolu puisque ce sont des surfaces convexes. Les points S sont

calculés dans le plan défini par les trois points successifs des deux arêtes du contotr. Comme

les sphères et les cylindres sont des surfaces convexes, les points S se situent en dessous de la

surface. Ils sont donc ajustés en les élevant de telle façon qu'ils appartiennent à la surface.

Pour la sphère, il suffit de trouver le point d'intersection sur la sphère appartenant à la droite

passant par le centre de la sphère et le point S. Pour le cylindre, on prend le point sur le

cylindre appartenant à la droite passant par le point de I'axe du cylindre à même hauteur que le

point S et le point S.

S'
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Dans le cas où une des deux quadriques de la maquette n'a pas de contour défini, cornme ce

sont des surfaces fermées définissant un volume, ceci indique que |objet est la quadrique.

Dans ce c:N, une polygonalisation classique de la sphère ou du cylindre est mise en æuvre.

Cependant, les phases de création et de suppression des facettes à chaque opération

booléenne peuvent être réduites à une seule opération de création et une seule opération de

suppression lorsque I'algorithme des opérations booléennes est utilisé pour évaluer un arbre de

construction CSG. Dans ce cas, il suffit de polygonaliser les primitives quadriques de I'arbre

et d'appliquer les opérations booléennes successives sur ces objets sans supprimer les facettes

à chaque opération. La phase de suppression s'effectue alors à la racine de I'arbre de

construction.

3.2.2. Suppression des facettes.

L'implémentation de la suppression des facettes est triviale : soient deux objets sur lesquels

une opération booléenne est appliquée. Les deux objets sont approchés par des facettes et

I'objet résultat est obtenu en exécutant I'algorithme des opérations booléennes sur des faces

planes. L'objet résultat contient donc des facettes qu'il faut supprimer afin d'obtenir I'objet

résultat dans le même modèle que les deux objets opérandes. Il suffrt pour chaque facette

d'une surface donnée de I'objet résultat de ne garder que les arêtes qui ne partagent pas la

même surface. L'ensemble de ces arêtes forme un ou plusieurs contours sur la surface de

I'objet (idem recherche de section pour les faces planes) et définit la portion de surface à

garder dans la composition de I'objet.

3.3. Exemples.

La méthode de création et de suppression de facettes que nous venons de décrire a été

implémentée en C+f version 2.0 sur des stations SUN sous le système SUN OS 4.1.1 unix

BSD4.3. L'ensemble des algorithmes nécessaires à ces traitements est décrit dans le chapitre

4. Lamaquette ne comporte comme surfaces que des sphères et des cylindres. Nous donnons

ci-après quelques résultats.
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Exemple 5 : Création d'un barillet
Opérations booléennes successives entre plusieurs
cylindres sans suppression de l'approximation entre les
opérations booléennes.

Exemple 7 : Approximation de I'union de deux sphères.

Exemple 6 : Suppression des facettes des surfaces
du barillet.

Exemple 8: Union de deux parallélépipèdes et d'une
sphère. La sphère est tangente à I'extrémité de I'arête.
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Exemple 9: Union de dcux cylindres
perpendiculaires et de même rayon.

Exemple I I : Différence de deux cylindres
pcrpendiculaires et de meme rayon.

Exemple l0 : Interscction de dcux rylindres
perpendiculaires et de même rayon.

Exemple 12: Opérations booléennes entre sphères
et cylindres.

3.4. Incohérences géométriques.

Nous avons monfié qu'il est possible de déterminer si un point de I'espace appartient ou

non à un objet représenté par notre modèle. Avec cette méthode, si I'on veut trouver la

classification d'un point P par rapport à un objet O, il faut chercher I'intersection la plus

proche du point P sur I'objet O suivant une direction donnée. La classification du point P se

fait alors avec la normale sortante au point d'intersectioû trouvé.
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Le lancer de rayons est I'un des algorithmes les plus utilisés pour la visualisation d'un objet.

Ses traitements principaux sont la recherche de I'intersection la plus proche entre un rayon

(ayant pour origine I'oeil et passant par un pixel de l'écran) et un objet de la scène en

connaissant la normale en ce point d'intersection. Le lancer de rayons, de par ses propriétés,

est, en particulier, approprié pour valider notre méthode de classification d'un point par

rapport à un objet puisqu'il demande exactement les mêmes traitements.

Comme on peut s'y attendre (voir la conclusion de la section 3.1), puisque le modèle est

géométriquement faux, les résultats montrent qu'il existe des erreurs de visualisation dans le

voisinage proche de I'arête. Il existe des raisons à cela :
- le produit vectoriel effectué pour détecter si le point est extérieur ou intérieur suivant

I'orientation de I'arête n'est plus fiable dès que le point se rapproche très près de I'arête;

le vecteur devient trop petit (norme du vecteur quasiment nulle) pour être

caractéristique dans le produit vectoriel. Nous avons résolu le problème en considérant

le point intérieur dès qu'il se trouve dans le voisinage de I'arête,

- des points dans le voisinage de I'arête sont omis dès que les extrémités de I'arête

s'éloignent de trop de la courbe d'intersection entre les surfaces. Plus les facettes

approchent grossièrement I'objet, plus les extrémités des arêtes s'éloignent de la courbe

d'intersection. Effectivement seuls les points appartenant au contour de la facette

appartiennent exactement à la surface qu'elle représente (puisque la création des

facettes est ainsi traitée).

Supposons qu'une extrémité de I'arête soit un point d'intersection entre une facette

d'une surface S, avec un segment de la section d'un objet approché. Le segment de la

section participant à I'intersection provient d'une facette d'une surface du second objet

et le point d'intersection se situe au milieu de la facette de la surface 51. Moins les

facettes seront nombreuses, plus l'écart avec la courbe d'intersection exacte sera grand.

Pour pallier ce désagrément, nous proposons d'une part un nombre important de

facettes (mais cela augmente le temps de traitement des opérations booléennes), d'autre

part de lisser les points afin de les ajuster sur la courbe d'intersection. Nous réduisons

ainsi les erreurs de visualisation au voisinage des arêtes concernées (voir notamment

les exemples de la section 3.4 du chapitre 4).
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4. CoNcr,usroN.

Afin de pouvoir implémenter les opérations booléennes sur des surfaces gauches, note

choix est d'étendre la méthode proposée pour les polyèdres. La canctéistique principale de la

méthode des polyèdres est de traiter les objets face par face. Pour garder cet avantage, deux

solutions étaient envisageables :
- utiliser la définition mathématique des surfaces en cherchant un algorithme ayant la

même trame que pour les objets polyédriques,
- approcher les surfaces de I'objet par des facettes afin qu'elles puissent être utilisées par

la méthode des sections.

Les principaux problèmes qui nous ont décidé à approcher les surfaces non planes de

I'objet sont :
- les temps de calcul des méthodes d'intersection pouvant être importants,
- I'approximation sous-jacente à un calcul d'intersection de surfaces,
- les cas d'avortement des méthodes d'intersection de surfaces.

Le type d'approximation pouvait être systématique en approchant toutes les surfaces d'un

objet par des facettes ou plus intelligent en prenant en compte les données du problème (seul

le lieu d'intersection des surfaces des deux objets nécessite obligatoirement une

approximation). Cependant, le gain en temps de calcul du traitement des facettes localisées au

lieu de I'intersection se révèle sans doute moins important que le coût du traitement nécessaire

à une localisation de I'approximation tout en conservant une cohérence topologique de I'objet.

De plus, les facettes inutiles d'une approximation systématique sont rapidement éliminées par

les englobants lors du traitement de I'opération booléenne. C'est pourquoi I'approximation

porte sur toutes les surfaces des deux objets opérandes de I'opération booléenne.

La réalisation des opérations booléennes sur des objets à surfaces quelconques et la mise

en ceuwe d'une approximation de toute surface par des facettes demande la définition d'un

modèle pouvant représenter les objets composés de surfaces non planes approchées par des

facettes. Le modèle que nous avons implémenté s'appuie sur un modèle de type B-Rep. Avec

ce type de modèle, un problème courant en C.A.O. qui est I'appartenance d'un point

quelconque à un objet a été résolu. Grâce à un algorithme de visualisation, nous avons monté

quelles étaient les limites de ce modèle et enfin nous avons donné des solutions qui permettent

d'améliorer les imprécisions de I'appartenance d'un point au modèle révélées par I'algorithme

de visualisation. La maquette du modèle que nous avons conçu€ ne traite que detur quadriques

simples (sphère et cylindre) mais I'approche de la méthode, non spécifique à ces detx
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quadriques, peflnet une extension possible à d'autres surfaces plus complexes (surfaces

paramétriques).
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CnnptrRn 4.

RÉnltsATIoN, MISE EN tEUvRE ET coMPLExITE.
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1. IutnoDucrroN.

Afin de valider la méthode que nous avons présentée dans les chapitres 2 et 3, nous avons

mis en æuwe et programmé les différents algorithmes qui conespondent aux concepts que

nous avons formalisés dans les deux chapitres précédents. L'ensemble de cette programmation

a permis la réalisation d'une maquette permettant la construction d'objets B-Rep par

opérations booléennes. Le terme de maquette est un choix délibéré dans le sens où ce que

nous avons mis en æuwe se devait de valider les approches proposées en respectant

totalement la formalisation et, donc, sans rechercher à tout prix les meilleures performances.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les différents algorithmes que nous 'avons

développés pour valider notre théorie. Ce chapitre va se décomposer en deux sections

principales. La première section conespond à la méthode des opérations booléennes sur deux

objets B-Rep présentée au premier chapitre. Elle présente le modeleur sur lequel s'appuient les

différents algorithmes, explique les differents algorithmes implémentés pour la réalisation de

la méthode et se termine par une série de résultats obtenus et par les différents problèmes

rencontrés. La seconde section qui correspond au deuxième chapitre reprend avec plus de

détails les différents algorithmes mis en æuvre pour la réalisation des opérations booléennes

sur des quadriques. Elle a un schéma identique à la première section à savoir présentation du

modeleur, des différents algorithmes et des résultats obtenus.

L'ensemble des algorithmes de la première section s'appuie sur le modeleur SACADO qui

est le projet fédérateur de notre laboratoire. Ces algorithmes ont été écrits en langage C. Par

contre, comme SACADO est actuellement entièrement réécrit en langage C+r , les

algorithmes de la seconde section ainsi qu'un modèle spécifique ont été implémentés en

langage C++ pour une intégration ultérieure à SACADO plus facile. L'ensemble de ces

prograûrmes ont été testés sur des stations SUN sous le système SUN OS 4.1.1 unix BSD4.3.
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2. OpÉnq.TroNs BooLÉEI\NES srIR DEs PoLYÈDREs.

Z.l.Le modèle de SACADO.

L'ensemble des travaux de recherches présentés dans cette thèse s'intègre dans une mise en

æuvre globale de systèmes de CAO développés dans notre laboratoire et réunis sous le sigle

SACADO qui correspond aux termes Système Adaptatif de Conception et d'Aide au

Développement assisté par Ordinateur. Le système SACADO est un projet fédérateur en

perpétuelle évolution. Son but est de rassembler dans un même outil I'ensemble des travaux

réalisés par les differentes équipes du laboratoire (dialogue, modélisation et visualisation).

En fait, SACADO peut être considéré àla fois comme un outil de CAO ou comme une

base de développement pour systèmes de CAO. Ce point de vue est générique et ainsi, toute

implantation SACADO est construite avec les mêmes outils et la même méthodologie. Une

grande partie de son développement est consacrée au dialogue homme-machine: SACADO

est basé sîr un certain nombre de concepts de dialogue et est articulé autour d'une hiérarchie

de menus. Cependant, le sujet que nous traitons n'a besoin que des procédures et fonctions du

modèle géométrique 3D implanté dans SACADO. Le modèle géométrique 3D de la version

de SACADO que nous avons utilisée est un modèle de type B-Rep polyédrique de style "arête

ailée". En tant que tel, il correspond à un graphe Faces-Arêtes-sommets et il est constitué de

septtables:

1. une table des objets 3D ou polyèdres: un objet est entre autres caractérisé par un

ensemble de numéros de contours 3D de la sixième table, par le numéro de la première

et de la demière faces du volume ainsi que des premiers et derniers sommets et arêtes

pour un rapide parcours des faces, arêtes et sommets du volume,

2. une table de faces et de contours : chaque contour peut être un contour extérieur ou un

contour intérieur. Si le contour est un contotr extérieur, on connaît le numéro du

premier contour intérieur s'il existe. Si le contour est un contour intérieur on connaît le

numéro du contour intériew suivant,

3. une table d'arêtes : chaque arête est caractérisée par ses numéros de sommets origine

et extrémité. Ces deux sommets définissent un sens de parcours intrinsèque de I'arête.

On connaît le contour empruntant I'arête dans ce sens (nommé contour gauche) et le

contour empruntant I'arête en sens inverse (nommé contour dror|. Sont connus éalement

les numéros des arêtes suivant I'arête courante sur les contotus gauches et droits et sur le

volume,

4. une table des sommets : elle comprend les coordonnées de chaque sommet et le

numéro de I'objet auquel il appartient,

5. une table des vecteurso
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6. une table des contours 3D avec un lien vers le modèle géométrique 2D,

7. une table des transformations géométriques.

Les procédures et fonctions de SACADO que nous avons utilisées concernent la création et

la consultation de différentes entités composant un objet. Dans la suite de cette section sur les

opérations booléennes sur des polyèdres, les procédures et fonctions qui feront référence au

modèle cornmenceront par MD.

2.2. Structures de données avec justification du choix.

L'idée principale de la méthode des opérations booléennes sur des polyèdres (voir

chapitre 2 "Opérations booléennes sur des polyèdres : la méthode des sections") est de traiter

les objets face par face en leur appliquant une opération booléenne en deux dimensions

adéquate par rapport à celle en trois dimensions. L'algorithme des opérations booléennes en

deux dimensions demande une structure de données qui permet d'effectuer des opérations

booléennes sur des polygones. Cependant, comme la reconstruction de I'objet, une fois toutes

les faces traitées, s'effectue en considérant les informations topologiques de chaque point, des

informations ont été ajoutées à chaque point en plus des informations nécessaires à la

réalisation des opérations booléennes sur des polygones. La structure de polygone est la seule

structure utilisée pour effectuer les opérations booléennes en trois dimensions. Le résultat de

I'opération booléenne en deux dimensions sur la face peut donner plusieurs polygones

résultats. Comme le nombre de ces polygones n'est pas connu a priori, une structure en listes a

été choisie.

ListePolygone:

ListeTrous :

ListePoints :

Enregistrement
ContourExterieur : ListePoints ;
Contourslnterieurs : ListeTrous ;
Suivant : ListePolygone ;

FinEnregistrement ;

Enregistrement
Trou : ListePoints ;
Suivant : ListeTrous :

FinEnregistrement ;

Enregistrement
Point: TypePoint;
Précédent : ListePoints ;
Suivant : ListePoints ;
Saut: ListePoints :

FinEnregistrement ;
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TypePoint: Enregistrement
Numero :Entier;
Solide : Entier;
(X,Y,Z): Coordonnees ;
ListeTopo : ListeTopologie ;
Marque: Booléen;

FinEnregistrement ;

A un point est associée une liste de topologie. On associe une liste de topologie plutôt

qu'une seule topologie donnée car le même point peut être soumis plusieurs fois à trne

opération booléenne en deux dimensions (par exemple lorsque la section n'est pas composée

que d'un seul polygone). Cependant le parcours des opérations booléennes en deux

dimensions tient compte du type du point (il faut savoir si c'est un sommet ou un point

d'intersection entre les deux polygones opérandes). Dans ce cas, lorsque I'opération booléenne

est réentrante Gar exemple une série de différences sur un polygone de départ), un point

d'intersection entre la face traitée et la section devient un sommet de la face.

ListeTopologie: Enregistrement
Topologie : TypeToPologie ;
Suivant : ListeTopologie ;

FinEnregistrement ;

TypeTopologie:

Facel : Entier ;

{Type du point}

{Type du point relié}

{numéro de la face traitée}

{numéro si la face est un trou}

{numéro de la face coplanaire}

{numéro si la face coplanaire est un trou}

{arête dont le point est I'extrémité}

{arête dont le point est I'origine}

{arête dont le point relié est I'extrémité}

{arête dont le point relié est I'origine}

{vrai si traitement de 2 faces coplanaires}

{ensemble des droites donnant le point de la
section)

Troul : Entier ;
Face? : Entier ;
Trou2 : Entier:

Arete3 : Entier;

Enregistrement
Type : Type_P;
TypeRelie: Type_P;

Aretel : Entier ;
Arete2: Entier ;

Arete4 : Entier ;
Coplanaire: Booléen;
Droites : ListeDroites ;

FinEnregistrement ;

Type_P: (NonRelie , T_Sommet , T_Section , T_Inter, T-Sommet Inter, T-Section-Inter, T-Termine) ;

Le type T_Sommet correspond à un sommet de la face. Le type T-Section correspond à un

point de la section. Le type T_Inter corespond à un point d'intersection franc c'est à dire "au

milieu" d'une arête et "au milieu" d'un segment de la section. Le type T-Sommet Inter

correspond à un sommet de la face qui est aussi un point d'intersection. Le type

T_section_Inter correspond à un point de la section qui est aussi un point d'intersection. Le

type T_Termine correspond à un point des faces créé dans le modèle comme sommet de

I'obj et final (c'est-à-dire après construction).
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2.3. Algorithmes de la méthode.

2.3.1. Recherche de la section.

Nous avons w dans le deuxième chapitre que I'implémentation de la théorie donnait des

temps d'exécution, en pratique, trop importants. Une étude précise a montré que ceci était dû à

la recherche de section qui n'était pas optimisée par rapport à la définition des objets B-Rep.

Voici I'algorithme de recherche de section correspondant à la théorie :

Procédure RechercheSection (Entrée : face , solide , courbes, matrice ; Sortie : section)

{ face correspond au numéro de la face traitée }
{ solide correspond au numéro de solide sur lequel est recherchée la section }
{courbes correspond aux intersections entre le plan deface et les plans des faces de solidel

{ matrice correspond à la matrice de passage du repère du monde au repère de la face }
{ section correspond à la liste de polygones associée à la section }

Variables locales : ListePointslntersection :

Début
ListePointslntersection <- Vide :

{ intersection entre les courbes d'intersections }
IntersectionEntrelesCourbes (face , courbes , matrice , ListePointslntersection) ;

{ On relie les différents points d'intersection trouvés }
RelierPoints (ListePointslntersection, section) ;

{On cherche le bon sens pour les contours de la section }
section <- TrouverSens (section) ;

Fin

Procédure IntersectionEntrelesCourbes (Entrée : face , courbes , matrice ; Sortie : ListePointslntersection)

{ face correspond au numéro de la face traitée }
{ courbes correspond aux intersections entre le plan deface et les plans des faces de solide \
{ matrice correspond à la matrice de passage du repère du monde au repère de la face }
{ ListePointslntersection correspond aux points d'intersection entre les courbes }

Début
Tant que (Non (Vide (Suivant (courbes))))
Faire IntersectionUnecourbe (Tete (courbes) , Suivant (Courbes) , matrice , ListePointslntersection)

courbes e Suivant (courbes)
FinTantQue

Fin
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Procédure IntersectionUneCourbe (Entrée : unecourbe , courbes, matrice ; Sortie : ListePointslntersection)
unecourbe correspond à une courbe d'intersection enûe la face taitée et les faces du solide )
courbes correspond aux intersections entre le plan deface et les plans des faces de solide I
matrice correspond à la matrice de passage du repère du monde au repère de la face )
ListePointslntersection correspond aux points d'intersection enFe les courbes )

Début
Tant que (Non (Vide (courbes)))
Faire InterCourbeCourbe (unecourbe, Tete (courbes), res, point)

Si (res) Alors
Si AreteCommune (Face (unecourbe) , Face (Tete (courbes)) , matrice , point) Alors

ListePointslntersection e Cons (point, ListePointslntersection)
FinSi

FinSi
courbes <- Suivant (courbes)

FinTantQue

Fin

Voici I'algorithme de recherche de section améliorée :

Procédure RechercheSection (Entrée : face , solide , matrice ; Sortie : section)
face correspond au numéro de la face traitée )
solide correspond au numéro de solide sur lequel est recherchée la section )
matrice correspond à la matrice de passage du repère du monde au repère de la face )
section correspond à la liste de polygones associée à la section )

Variables locales : ListePointslntersection ;

Début
ListePointslntersection e Vide ;

{ intersection entre les arêtes de solide et le plan de face }
IntersectionPlanArêtes (face , solide , mafiice , ListePointslntersection) ;

{ On relie les différents points d'intersection trouvés }
RelierPoints (ListePointslntersection, section) ;

{On cherche le bon sens pour les contours de la section }
section e TrouverSens (section) ;

Fin

L'ensemble des algorithmes des procédures et fonctions (IntersectionPlanArêtes,

RelierPoints et Trouversens) présentes dans le corps de la procédure Recherchesection est

décrit dans I'annexe A.

2.3.2. Opérations booléennes en deux dimensions.

L'algorithme des opérations booléennes en detur dimensions sur deux polygones P1 et P2,

quelle que soit I'opération booléenne considérée, se divise en trois parties :

- la première partie consiste à calculer tous les points d'intersection entre les deux

polygones,
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- la deuxième partie consiste à chercher un point de départ sur Pl et/ou sur P2 (suivant

I'opération booléenne considérée) pour trouver le premier point du polygone résultat.

Le cas échéant, cette partie teste tous les cas d'inclusion possibles entre les deux

polygones et donne le résultat de I'opération booléenne,
- la troisième partie consiste à former le polygone résultat en parcourant tour à tour et de

façon adéquate les deux polygones P1 et P2, à partir du point de départ trouvé par la

deuxième partie. Pour ce faire, il faut considérer tous les types d'intersection possibles

et tous les cas de tangence possibles pour déterminer s'il y a un changement de

parcours de polygone ou non.

L'ensemble de ces algorithmes a été décrit dans [BMP 91] IWEA TTl.Ladiffrculté majeure

de I'algorithme des opérations booléennes en deux dimensions est le traitement de tous les cas

particuliers pouvant se présenter lors du parcours des deux polygones P1 et P2 (troisième

partie). Suivant les cas d'intersection que I'on rencontre entre les deux polygones, il faut

décider sur chaque point d'intersection entre les deux polygones rencontré lors du parcours, si

I'on change de polygone ou non. Cette décision tient compte du type d'intersection rencontrée

(intersection franche entre les deux segments, sur un sommet des deux segments, ...) et des cas

de tangence passés ou à venir (le point d'intersection considéré appartient-il ou non au

segment venant d'être parcouru ?).

L'en-tête de la procédure permettant d'effecuter une opération entre deux polygones est

donné dans I'annexe A.

2.3.3. Cas particulier des faces coplanaires.

Nous présentons ici les algorithmes nécessaires à la résolution des faces coplanaires. Ces

algorithmes ne concernent que deux faces coplanaires (une face du premier objet et une face

du second objet). Si une face du premier objet est coplanaire avec plusieurs faces du second

objet alors le traitement est réentrant avec le résultat de I'opération booléenne en deux

dimensions et la face coplanaire suivante du second objet.
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Procédure TraitementFacesCoplanaires (Entrée : facel , face? , sectionl , section2 , ope3d ;
Sortie: polygone)

{facel correspond au polygone de la première face coplanaire}
{1ace2 correspond au polygone de la seconde face coplanaire}
{sectionl conespond à la section associée à la première face, donc section sur le solide de face2}
{section2 correspond à la section associée à la seconde face, donc section sur le solide de facel}

{ope3d correspond à I'opération booléenne appliquée en trois dimensions}

{polygone est la liste des polygones résultats du traitement entre les deux face}

Variables locales : /

Début
Cas ope3d Suivant
Union3D : FaceCoplanaireUnion (facel ,face2, sectionl , section2, polygone);
Inter3D: FaceCoplanairelntersection (facel , face2, sectionl , section2, polygone);
Diffe3D : FaceCoplanaireDifference (facel , face2 , sectionl , section2 , polygone) ;
FinCas

Fin

Nous n'allons pas décrire les trois procédures FaceCoplanaireUnion,

FaceCoplanairelntersection et FaceCoplanaireDifference puisqu'elles ont le même schéma

d'algorithme. Chacune de ces trois procédures se divise en deux procédures suivant le sens des

deux normales des deux faces. Dans ces six procédures, seules les opérations booléennes en

deux dimensions appliquées aux faces et aux sections sont modifiées (voir section 2.5 du

chapitre 2). Nous n'allons détailler que la procédure FaceCoplanaireUnionMemeSens qui

traite I'union sur deux objets pour le cas de deux faces coplanaires ayant leurs normales dans

la même direction.
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Procédure FaceCoplanaireUnionMemeSens (Entrée: facel ,face2, sectionl , section2; Sortie: polygone)
{facel correspond au polygone de la première face coplanaire}
lface2 correspond au polygone de la seconde face coplanaire)
{sectionl correspond à la section associée à la première face, donc section sur le solide de face2}
{section2 correspond à la section associée à la seconde face, donc section sur le solide de facel}
{polygone est la liste des polygones résultats du traitement entre les deux face}

Variables locales : /

Début
PU:  V idC;
Traitement2D (facel , face2, Union2D, PU);
Si (Egal (facel , section2) et Egal (face2 , sectionl)) Alors

polygone <- PU;
SinonSi (Egal (face2, section I )) Alors

{On met la topologie de PU en sommets pour effectuer le traitement 2D}
TransformeEnSommets (PU) ;
Traitement2D (PU , section2 , Diffe2D , polygone) ;

SinonSi (Egal (facel , section2)) Alors
{On met la topologie de PU en sommets pour effectuer le traitement 2D}

TransformeEnSommets (PU) ;
Traitement2D (PU , sectionl , Diffe2D , polygone) ;

Sinon LR = Vide ;
TransformeEnSommets (PU) ;
Traitement2D (PU, sectionl , Diffe2D, LR);
TransformeEnSommets (LR) ;
Traitement2D (LR , section2 ,Diffe2D, polygone) ;

FinSi
{On garde la topologie adéquate pour chaque point}

RemetBonneTopologie (polygone) ;
Fin

2.3.4. Construction de l'objet résultat.

L'analyse formelle pour la construction de I'objet suivant la représentation du modèle B-

Rep a été décrite dans la section 2.6 du chapitre 2. Nous rappelons que les points identiques

du solide sont retrouvés par rapport à la topologie dont ils sont issus. Les différents cas

proviennent des cas d'intersection possibles entre la face et la section et ils sont au nombre de

quatre :
- intersection entre une arête de la face et un segment de la section,
- un sommet de la face appartient à un segment de la section,
- un point de la section appartient à une arête,
- un sommet de la face correspond à un point de la section.

Ces quatre cas ont été programmés. Cependant nous n'allons développer que le premier

cas, car les trois autres reprennent un schéma d'algorithme identique. Toutes les parties de

faces trouvées par opération booléenne sont parcourues point par point. Si le point a déjà été

traité par une recherche de point précédente, le point suivant est traité.
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Nous sommes donc dans le cas où I'on traite la recherche de point identique pour un point

d'intersection entre une arête d'une face et un segment de la section. L'algorithme

correspondant à cette topologie est le suivant :

Procédure PointlnterRelieAveclnter (Entrée : liste ; Entrée-Sortie : T)

{liste correspond à une liste de points arrêtée sur le point à traiter}

{T est le tableau des polygones de faces indexé par le numéro des faces}

Variables locales : Topo , F1 , F2 , Fu, A1 I

Début
{On recherche la topologie du point}

Topo <- Tete (TopologiePoint (Tete (liste))) ;
{On cherche le numéro de la face traitée}

F1 e FaceTraitee (Topo) ;
{On cherche le numéro de la face ayant donnée le segment de I'intersection}

Fu + Tete (Droites (Topo));

{On cherche I'arête de I'intersection}
A1 e PremiereArete (Topo);

{On crée le point dans le modèle}
i <- MDCreerPoint (Coordonnees (Tete (liste))) ;
liste -+ Point.Numero = i ;
liste -+ Point.ListeTopo + Topologie.Type <- T_Termine ;

{On cherche la face adjacente en I'arête}
F2 <- MDFaceAdjcente (At , Ft);

{Recherche du point dans les autres faces}
{dans la face F2}

RecherchePointlnter (T [FZ] , -A1 , Fa, i) ;
{dans la face Fa}

RecherchePointSection (T [Fa] , Fu , F1 ,FZ , i) ;
Fin

L'ensemble des algorithmes correspondant atrx procédures RecherchePointlnter et

RecherchePointSection présentes dans le corps de I'algorithme de la procédure

PointlnterRelieAveclnter est donné dans I'annexe A.

2.4. Complexité et résultats.

Dans cette section, nous allons étudier la complexité de I'algorithme des opérations

booléennes sur les polyèdres en proposant :
- la complexité dans le pire des cas,
- la complexité dans le meilleur des cas,
- la complexité de certains exemples simples.

Nous terminons cette section par quelques temps d'exécution illustrés par des $aphiques.

Pour calculer la complexité dans le pire des cas, nous allons chercher la complexité des

différentes parties de I'algorithme principal, à savoir :

115



Chapime 4. Réalisation, misc en æuvrc ct complexité

test des englobants parallélépipédiques des deux solides opérandes afin de détecter si

les solides sont disjoints,

por.r chaque face des deux solides :

a. test de I'englobant parallélépipédique de la face avec I'englobant

parallélépipédique du second solide pour savoir si la face traitée peut traverser

ou non le solide,

b. recherche de la section du second solide par rapport au plan de la face,

c. opération booléenne en deux dimensions entre la face et la section,

construction du solide résultat suivant le modèle de représentation B-Rep à partir des

parties de faces des deux objets opérandes intervenant dans la frontière de I'objet

résultat.

Reprenons ces différents points (1 à 3) afin de déterminer la complexité dans le pire des cas

de I'algorithme global. Pour ce faire, donnons les notations que nous avons utilisées pour les

différentes entités intervenant dans la complexité :
- notons nf1 et tfz l" nombre des faces du premier et du second solide,
- notons narl et nar2le nombre d'arêtes du premier et du second solide ayant une

intersection avec le plan de la face traitée,
- notons na le nombre d'arêtes de la face et nss le nombre de segments de la section.

1. Le test sur les englobants parallélépipédiques des deux solides est composé de trois

comparaisons de coordonnées. Dans le pire des cas, les trois comparaisons sont effectuées.

Quelle que soit la disposition des englobants, ce test prendra toujours le même temps

d'exécution. Notons ce temps par une constante K.

2a. Le test entre I'englobant d'une face et I'englobant d'un solide consiste comme pour le

pas 1, à tester les six coordonnées des englobants. Ce test correspond à une constante qui est

identique à celle des englobants des solides. Cette constante est K. Comme ce test est effectué

pour toutes les faces des deux solides, nous obtenons :

(nf, + nf).K

2b. La recherche de section consiste à trouver I'ensemble des points formant la section à

partir des intersections entre le plan de la face traitée et les arêtes du second solide puis à

parcourir I'ensemble de ces points. Le nombre d'arêtes ayant une intersection avec le plan de

la face traitée dépend de la position de ce plan. Le traitement pour parcourir les points dépend

du nombre d'arêtes ayant une intersection avec le plan de la face. Notom Tr le temps

nécessaire au traitement d'un point de la section. L'algorithme de recherche de section est donc

fonction de T1.nar2 (f.

1 .

2.

J .
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2c. L'algorithme des opérations booléennes est un algorithme dont la complexité est

connue. Les opérations booléennes en deux dimensions que nous développons s'effectuent sur

la face et la section trouvée en 2b. L'algorithme des opérations booléennes en deux

dimensions est fonction du nombre d'arêtes de la face par le nombre de segments de la section.

Il est donc fonction de T2.na(f).nss(f).

3. La construction du solide résultat consiste à parcourir, point par point, toutes les parties

de faces trouvées par opérations booléennes en deux dimensions. Pour chaque point on

recherche en considérant leurs données topologiques les points identiques dans les autres

faces. Le parcours pour chaque point prend au plus un temps T3 qui dépent du nombre de

faces où I'on doit rechercher le point. Pour une face où la recherche doit s'effectuer on

parcourt tous les points de cette face. L'algorithme de construction du solide est donc fonction

de : 

Nombre de facesdans
lesquelles on recherche P

P= Pointsdu solide résultat F=l

La complexité de I'algorithme général est donc :
K

+ (nf,  +nt)xK
nfr ,

*I(r, x nar, (f) + ! x (na(f) x nss(f)))
f= l

nf"

*I(r, x nar, (f) +T, x (na(f) x nss(fl))
f=l 

Nombre de facesdans
lesquelles on recherche F

+
P= Po int s du solide Ésultat F= I

Dans le meilleur des cas, la complexité est IV3. En effet, ce cas arive lorsque les deux

objets sont distincts et lorsque le test des englobants est validé à la première comparaison de

coordonnées.

Donnons maintenant la complexité d'une opération booléenne (union, intersection ou

différence) sur des objets opérandes simples calculée en reprenant tous les pas cités plus haut

(du pas I au pas 3). Ces objets opérandes simples sont :
- deux cubes,
- deux sphères de polygonalisation d (c'est-à-dire approchéepar û facettes),
- deux cylindres de polygonalisation d,
- deux cônes de polygonalisation d.
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Pour deux cubes la complexité est fonction de :
tlf +(41 + 16Tr) x6x2+ 16xT, xNombre de points dusoliderésultat

Pour deux sphères la complexité est fonction de :
( t+z  *a '? )x  r+ ( rxd  x !  +4  xd  x I )x  2xd2  +4xd  xT ,

xNombre de points du solide résultat.

Pour deux cylindres le complexité est fonction de :
(s +zx d ' )  x  r+(z xd x!  +d2 x r r )x(zx d +4)+d'  *T,

xNombre de points du solide résultat.

Pour deux cônes la complexité est fonction de :
(z +zxd2) x r+(z xd x t  +d2 x r r )x(zx d+2)+d'  

"  
T,

xNombre de points du solide résultat.

Pour illustrer la complexité de I'algorithme des opérations booléennes sur des polyèdres,

nous proposons des temps d'exécution pour le traitement des opérations booléennes en deux

dimensions sur les faces des deux objets (graphique 1) et des temps d'exécution pour le

traitement de la construction du solide résultat (graphique 2) pour les mêmes séries

d'opérations booléennes sur les mêmes objets.

' t2

1 0

I

6

4

2

0

Nombne de faces de I'o[iet A * nombre de faces de I'objet B

faces des deux objets pour une série d'unions et une séric d'intersections.
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Graphique 2 : Temps d'exécution du traitement de la construction du solide pour une série
d'unions et une série d'intersections.

Nous pouvons constater, corlme le laissait prévoir l'étude de la complexité théorique, que

le temps d'exécution (qui est égal au temps d'exécution des opérations booléennes en detrx

dimensions sur les faces * le temps d'exécution de la construction solide) d'une opération

booléenne sur deux objets polyédriques dépend, d'une part, du nombre de faces traitées

(graphique 1) et, d'autre part, du nombre de points à prendre en considération pour la

construction solide (graphique 2).

En effet, pour une intersection entre deux objets le nombre de points de I'objet final peut

être moindre que pour une union entre les deux mêmes objets, ce qui donne des temps

d'exécution moins importants pour la construction solide (graphique 2).

Nous pouvons également noter (graphique l) que pour une face donnée en cours de

traitement, plus le second solide a d'arêtes, plus le temps d'exécution de fraitement de cette

face sera important (exemple : le temps d'exécution du traitement des faces de 324*324 est

supérieur à celui de 900*6 même si le nombre de faces des deux objets au départ est inferieur

à celui du second traitement (648 < 906).

A partir du graphique 3, nous observons que le rapport :

Temps d'exécution du traitement des faces
Iemps d'exécution du traitement de la construction solide

n'est pas constant. Nous ne pouvons donc pas supposer, a priori, I'importance d'une partie

(soit traitement des faces, soit traitement de la construction solide) quelle que soit I'opération

booléenne effectuée et quels que soient les objets opérandes.
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ion des temps d'exécution traitements principaux à savoir le traitement des faces
et le traitement de construction du solide par rapport au temps total d'exécution pour deux séries d'opérations
booléennes différentes : union et intersection

2.5. Problèmes rencontrés.

Les problèmes rencontrés pour le traitement des opérations booléennes sur des objets

polyédriques sont essentiellement des problèmes de réalisation. Nous avons expliqué ces

différents problèmes dans la section 2.8 du chapitre 2. Nous allons maintenant détailler ces

différents problèmes par des exemples et envisager quelques solutions permettant de les

minimiser. Les problèmes que nous avons eus sont de deux types :
- problème de gestion d'erreurs dans les differents tests d'appartenance d'une entité à une

autre (exemple : appartenance d'un point à une droite),
- problème de temps d'exécution trop importants pour la réalisation des opérations

booléennes.

Un exemple classique pour montrer les problèmes de gestion d'erreurs est le cas d'une

opération booléenne entre deux cubes tel que le second cube soit le résultat d'une

transformation très faible sur le premier :
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Supposons que l'écart entre un point du premier cube et son transformé sur le second cube

soit de I'ordre de I'epsilon théorique que nous avons choisi pour effectuer des tests entre réels,

il se peut que pour le traitement d'une face f, une arête a de cette face ait deux intersections

alors que pour le traitement de la face adjacente à f (en I'arête a), l'arête a n'ait qu'une seule

intersection. Une des solutions possibles dans ce cas de configuration d'erreur est de compter

le nombre d'intersections sur une arête donnée afin de mettre en æuvre un algorithme de

décision pour les intersections de la même arête lors du traitement de la face adjacente.

L'implémentation de la théorie a montré des temps de calcul trop importants (voir les

temps représentés par les histogrammes "théorie" dans le graphique 4). Une étude appropriée

a permis de réaliser que ces temps de calcul trop élevés étaient dus à une recherche de section

trop générale lorsque la méthode n'est employée que sur des objets B-Rep (voir section 2.8 du

chapitre 2). L'optimisation adéquate a été réalisée (voir section 2.8 du chapitre 2), ce qui a

donné des améliorations de temps conséquents surtout pour les cas les plus défavorables (voir

les temps de calcul représentés par les histogrammes "pratique" dans le graphique 4).

Comme les temps de calcul n'étaient pas encore suffisamment satisfaisants, nous avons

cherché à améliorer encore les performances. Pour ce faire, nous avons modifié la méthode de

construction du solide qui utilisait des listes de polygones. Nous avons remplacé cette liste par

un tableau indexé par le numéro de la face traitée afin d'obtenir un accès direct sur la liste de

polygones associée à un numéro de face (voir les temps de calcul représentés par les

histogrammes "pratique améliorée" dans le graphique 4).

Temps
dtexécution en

secondes

450
400

350
300
250
200
150
100

50
0

L e s c a s l  à 5 s o n t
des unions entre une sphère et un cube en augmentant au fur et à mesure le degré de
polygonalisation pour la sphère. Degré 6 pour le cas l, 12 pour le cas 2, lE pour le cas 3,
24 pour le cas 4 et 30 pour le cas 5.

Afin d'apporter un point de we différent sur les améliorations effectuées, nous donnons ci-

après le graphique des pourcentages de gain de temps en fonction des différents cas (l à 5).
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Graphique 5 : Diverses améliorations. La première coffespond aux
engendrées par la nouvelle recherche de section. La seconde correspond aux
améliorations de la construction de solide.

3. OpÉnarroNs BooLÉENNES suR LEs euADRrQuEs.

Après avoir formalisé de façon rigoureuse les opérations booléennes sur les objets

polyédriques afin que la méthode puisse s'étendre à des objets plus complexes, nous avons

montré que la meilleure approche pour traiter les surfaces gauches est d'enrober la méthode

sur les objets polyédriques par un pré-traitement et un post-traitement (voir chapitre 3). Le

pré-traitement consiste à approcher les surfaces gauches des deux objets opérandes par des

facettes et le post-traitement consiste à supprimer les facettes des surfaces gauches de I'objet

résultat afin qu'il ait les mêmes caractéristiques que les deux objets opérandes.

La réalisation des opérations booléennes sur des objets à surfaces gauches demande la

réalisation d'un modèle capable de supporter la représentation de tels objets. Le modèle doit

également pennettre une facettisation des surfaces d'un objet ainsi que la suppression de ces

facettes une fois I'opération booléenne effectuée. Dans cette section, nous allons décrire les

algorithmes nécessaires à I'implémentation du modèle, de I'approximation et de la suppression

des facettes.
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3.1. Modèle pour objets à surfaces quelconques.

Pour la réalisation des opérations booléennes sur des objets à surfaces quelconques, nous

avons implémenté un modèle capable de représenter de tels objets. Nous n'avons pas pu

utiliser le modèle SACADO que nous avons présenté dans la section 2.1 de ce chapitre,

puisque SACADO ne s'applique qu'aux objets polyédriques. Les diverses possibilités offertes

par un langage objet (classes, généricité, héritage, surcharge des opérateurs, ...) nous ont

amenés à écrire les différents algorithmes en langage C++. De plus, SACADO étant

actuellement en cours de traduction en langage C#, le développement du modèle pour des

objets à surfaces quelconques en langage C+r permet ainsi une intégration future plus simple.

Nous allons présenter la structure du modèle. Les objets du modèle ne peuvent avoir,

actuellement, que deux quadriques: la sphère et le cylindre. Cependant comme le modèle a

été implémenté en C+r et parce que I'approche de la méthode le permet, I'ajout de nouvelles

surfaces est aisé (héritage).

Le schéma suivant donne I'ensemble des classes du modèle. Le formalisme utilisé est celui

de Grady Booch [BOO 9U.

Obiet
\, LS-: Liste de Surfaces'i

;  , . - - -  ( " - '
l -  

- . '

! ^rr Conlour

Contour extérieur: Liste d'arêtes
', Conours-intérieurs: Liste de listes d'arêtes I

Schéma I : Les différentes classes du modèle.
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Nous n'allons pas détailler I'ensemble des classes définies pour la création du modèle,

cependant la classe "Face" est la plus importante car la plus complexe. Sa définition est

donnée dans I'annexe B ainsi que toutes les procédures et fonctions disponibles pour accéder

au modèle.

3.2. Algorithmes de la méthode.

Pour réaliser les opérations booléennes sur des objets à surfaces quelconques, nous avons

choisi d'encapsuler les opérations booléennes str les polyèdres en une phase de pré-traitement

consistant à transformer les objets en polyèdres et une phase de post-traitement qui permet de

supprimer les faces servant à approcher une surface par polygonalisation (voir sections 3 et 4

du chapitre 3). Donnons dans les deux prochaines sections les algorithmes nécessaires à la

réalisation de ces deux phases.

3.2.1. Phase de pré-traitement : approximation par des facettes.

L'approximation (voir section 4.2.1 da chapitre 3) consiste à approcher des surfaces

quelconques par une collection de facettes. Dans la maquette que nous avons réalisée, seules

deux quadriques simples sont considérées : la sphère et le cylindre. Cette maquette permet

sirnplement de valider les différents concepts d'une approche générale qui permet une

extension à des surfaces plus complexes. Lorsqu'il n'existe pas de contour défini sur la

surface, la surface représente la frontière d'un objet. Dans ce cas pour notre maquette, une

approximation classique a été implémentée. Cependant dès qu'il existe un ou plusieurs

contours définissant des parties de surfaces intervenant dans la surface, une triangulation est

mise en oeuvre pour chaque contour. Dans cette section, nous allons donner I'algorithme

global consistant à trianguler une partie de surface à partir d'un contour d'arêtes donné.
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Procédure Triangulation (Entrée : Lpt , Num ; Entrée-Sortie : S)

{Triangutation du contour concave représenté par la liste d'arêtes Lpt sur la surface S}

{Lpt : liste des arêtes du contour}

{Num : numéro de la surface dans le modèle S : Objet de type surface}

Début
Tant que (Longueur (Lpt)) Faire

{On recherche le plus petit angle et suivant la valeur de ce dernier, on construit le
triangle)

PlusPeti tAngle (Lpt,  S, l ieu, angle ,al  ,a2,pnouveau)
Cas angle Suivant
< nl2 : PremierCas (al , a2, Num , Lpt , lieu) ;
12n13: DeuxiemeCas (al , a2, pnouveau , Num , Lpt , lieu) ;
sinon: TroisiemeCas (al ,a2, pnouveau, Num, Lpt, lieu);
FinCas

MDAjouterFacette (MDConsOrigine (Tete (Lpt)), MDConsExtremite (Tete (Lpt)), MDConsExtremite
(Tete (Suivant (Lpt))) , Contour (Lpt) , Num) ;
FinTantQue

Fin

L'ensemble des procédures et fonctions présentes dans le corps de la procédure

Triangulation sont décrites dans I'annexe B.

3.2.2. Phase de post-traitement : l'annulation de lafacettisation.

Après avoir efflectué les opérations booléennes sur des objets à surfaces quelconques

devenus polyédriques grâce à I'algorithme décrit dans la section 3.2.1,I'objet obtenu est un

polyèdre même s'il est composé de surfaces quelconques. L'ensemble des facettes qui ont

servi à rendre les objets opérandes polyédriques et dont certaines parties forment la frontière

de I'objet résultat doivent être éliminées (voir section 4.2.2 dn chapitre 3). Ainsi, I'objet

résultat est du même modèle que les objets opérandes. Pour chaque surface de I'objet résultat

provenant d'une surface approchée des objets opérandes, il suffit d'éliminer toutes les arêtes

dont les faces adjacentes représentent une même surface. Ensuite, avec les arêtes restantes on

reforme les contours sur la surface de la même façon que pour la recherche de section (voir

section 2.3.1 de ce chapitre).
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Procédure Quadrique::SupprimerFacettes (Entrée : NS)
{Supprime toutes les facettes de la quadrique}

{NS est le numéro de la surface dans le modèle}

Début
{Recherche des arêtes à garder et à supprimer}

agarder <- ConsVide ; asupprimer e ConsVide ;
{parcours de toutes les facettes de la surface et consfuction des listes d'arêtes}

Tant que (Non (Vide (LF))) Faire
contour <- MDConsContoursSurface (Tete (LF)) ;
TeteContour (contour).SupprimerAretes (agarder , NS , asupprimer) ;

{On supprime la facette}
MDDetruireSurface (Tete (LF)) ;
LF e Suivant (LF);

FinTantQue
{On supprime les points et les arêtes inutiles dans le modèle}

pointsagarder e ConsVide ;
MDlisteAreteslistePoints (agarder, pointsagarder) ;
Tant que (Non (Vide (asupprimer))) Faire

po e MDConsOrigine (Tete (asupprimer)) ; pe <- MDConsExtremite (Tete (asupprimer)) ;
Si (Non (Appartient (po , pointsagarder))) Alors

MDDetruirePoint (po) ;
FinSi
Si (Non (Appartient (pe , pointsagarder))) Alors

MDDetruirePoint (pe) ;
FinSi
MDDetmireArete (Tete (asupprimer)) ; asupprimer e- Suivant (asupprimer) ;

FinTantQue
{Mise à jour des contours sur la surface}

LC +- ReconstruitContour (agarder, this) ;
Fin

3.3. Résultats.

Nous illustrons maintenant les temps de calcul pour I'approximation d'une surface en

fonction du nombre de triangles créés :

Tenps

35
30
25
20
1 5
10
5
0

45 1n 257 355 402

Graphique 6: Courbe du temPs d'exécution de
I'approximation en fonction du nombre de triangles créés.
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En supposant que la relation plausible entre le temps et le nombre de friangles créés soit

linéaire et d'ordre deux. alors le modèle s'écrit :

Temps = u*Fx*W' +e

où x représente le nombre de triangles créés.

Par une régression linéaire [SAP 90], on trouve l'équation qui ajuste au mieux ce modèle et

qui s'écrit :

Temps =2.07 xlOa xx2

( l ) .

Le coeffrcient de détermination ajusté R2 égal à 0.99 reflète la qualité de I'ajustement.

L'équation (l) permet d'estimer le temps de calcul pour un nombre de triangles donné.

3.4. Problèmes de visualisation du modèle.

Dans la section 4.4 du chapitre 3, nous avons vu, comme nous nous y attendions, qu'il

existe des erreurs de visualisation d'un objet au niveau de I'arête. Ceci est dû au fait que les

extrémités des arêtes n'appartiennent pas à la surface. Un moindre mal est d'augmenter la

polygonalisation des surfaces avant opération booléenne afin de réduire cet écart entre les

extrémités des arêtes du solide résultat et la stuface.

Nous donnons ci-après des exemples qui permettent de valider notre solution.

Exemple 13 : Visualisation de I'intersection
de deux sphères de degré de
polygonalisation 6.

Exemple 14 : Visualisation de I'intersection de
deux sphères dc dcgré de polygonalisation 12.
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Exemple 15: Visualisation dc
I'intersection de deux sphères de degré de
polygonalisation 18.

3.5. Apports de C++ par rapport à C.

Les algorithmes que nous venons de décrire dans cette section ont été écrits en langage

Cr+. Le modeleur SACADO de notre laboratoire étant en train d'être entièrement réécrit dans

ce langage, I'intégration ultérieure des différents algorithmes pour les opérations booléennes

sera plus simple.

L'utilisation de Cr+ montre que ce langage permet de développer des algorithmes plus

clairs et plus concis. En effet, C+r permet I'héritage ce qui évite notamment d'avoir des séries

de "Si ... Alors ... Sinon" imbriqués puisque c'est suivant le type de I'objet manipulé que se fait

le routage vers I'algorithme correspondant.

Par exemple au lieu d'avoir I'algorithme :
Si (Surface: Sphère)
Alors TraitementSurSphère;
SinonSi (Surface:Cylindre)
Alors TraitementSurSphère;
SinonSi (Surface=Cône)
Alors TraitementSurCône:
FinSi

on a directement :

S + Traitement; où la procédure Traitement a été développée pour chaque classe associée à

un type d'objet (sphère, cylindre et cône).

De plus, la surchage des opérateurs permet également des algorithmes phs clairs. Il est

intuitivement plus évident de lire V : Vr + V2 que V = Plus (Vr,Vd si V, V1 et V2 sont des

vecteurs. C+f est plus fortement typé que C. Ceci implique une compilation moins

permissive ce qui réduit considérablement le nombre des erreurs de programmation et

d'exécution.

t28



Chapitre 4. Réalisation, mise en ceuvre et complexité

Enfur, la généricité semblait a priori un outil intéressant (ce qui autorise plusieurs types de

listes avec exactement les mêmes fonctions d'accès) cependant son implémentation demande

un outil spécifique qui n'était pas disponible lors du début de I'implémentation du modèle.

4. Coxcl,usloN.

Dans ce chapitre, nous venons de présenter une partie du développement des opérations

booléennes sur des objets polyédriques et sur des objets à surfaces quelconques.

L'implémentation des algorithmes théoriques que nous avons présentés dans les chapitres 2 et

3 a permis de valider notre méthode.

L'implantation des opérations booléennes sur les polyèdres s'est appuyée sur le modeleur

qui a été implémenté dans notre laboratoire: SACADO. Sur ce modeleur, se greffent toutes

les maquettes des algorithmes et méthodes développées dans notre laboratoire. Les

programmes ont été écrits en langage C contrairement aux algorithmes colrespondant aux

opérations booléennes sur les objets à surfaces quelconques qui ont été développés en langage

C#|, et ce pour la raison suivante :

SACADO est en train d'être réadapté à nos besoins en langage C+r, I'intégration des

opérations booléennes sera donc plus aisée si son implémentation est en C+r.

Développer des programmes en langage Cr+ semble plus intéressant que de développer en

langage C. La lecture des algorithmes est plus claire parce que ces derniers sont plus concis

(héritage et surchage des opérateurs). De plus, la compilation de programmes C# est moins

permissive ce qui enlève certaines elreurs de programmation.
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CoNcl,usroN.

Notre objectif a été tout au long de ce mémoire de proposer une méthode d'opérations

booléennes qui permette de résoudre des problèmes coruants liés à ce type d'algorithme

(chapitre un): des temps d'exécution fiop importants pour de plus ariver à un résultat

erronné, une gestion de cas particuliers trop nombreux et des difficultés à s'adapter à d'autres

familles d'objets que les polyèdres. Le but de I'amélioration de ces problèmes est de pouvoir, à

terme, obtenir un modèle hybride basé sur un arbre CSG.

La méthode que nous avons proposée, dans le chapitre deux, pour résoudre ces problèmes

sur les objets polyédriques, a exigé un effort de formalisation pour aniver à un algorithme

robuste et plus frable (limitant, ainsi, les cas où les opérations booléennes échouent). Cette

formalisation nous a aussi permis de réduire considérablement les cas particuliers en ne

traitant que le cas de contact entre les frontières des deux objets.

De plus, lintérêt de la méthode est de résoudre un problème tridimensionnel par un

problème bidimensionnel basé sur les faces des deux objets. Les objets non-Eulériens pouvant

comporter des parties sans volume (i.e. des faces isolées), leur prise en compte, dans le futur,

en sera donc facilitée.

Le troisième chapitre montre que la solution la plus adéquate potr adapter la méthode que

nous proposons atu( objets à faces quelconques est un pré-traitement et un post-traitement des

objets, afin d'utiliser sans changement les opérations booléennes sur les polyèdres. Le pré-

traitement consiste à approcher les faces non planes de I'objet par des facettes et la phase de

post-traitement consiste à supprimer les facettes d'une même surface.

La maquette que nous avons réalisée comporte seulement deux types de quadriques, à

savoir la sphère et le cylindre. Une de nos préoccupations futures sera de permettre la

construction d'objets par opérations booléennes avec des surfaces plus complexes que des

quadriques (surfaces paramétriques).

Le quatrième chapitre a permis d'illustrer I'important développement algorithmique

nécessaire à la mise en æuvre des différents concepts présentés dans les chapitres deux et trois

ainsi que les différents problèmes rencontrés. Les difficultés mentionnées dans ce chapitre,

sont de deux sortes :
- d'une part, liées à la gestion des erreurs par un "epsilon" théorique. La gestion d'erreurs

est un thème actuellement en cours de traitement dans notre laboratoire [GAP 95c] et

nous poturons modifier notre algorithme pour intégrer les nouveaux concepts issus de

cette recherche.
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- d'autre part, liées atu( temps de calcul. Nous avons montré, dans ce chapitre, qu'il était

possible de modifier I'algorithme général porn en accélérer le traitement. De plus, une

étude précise sur I'utilisation du parallélisme pourrait peut-être permettre d'améliorer

considérablement les temps d'exécution. En particulier, la structure de notre

progmmme s'adapte aux architectures massivement parallèles orientées S.I.M.D.

(Single Instruction Multiple Data). En effet, le traitement des faces du premier objet

opérande se fait indépendamment du second objet opérande (et réciproquement). En

outre, chaque traitement d'une face d'un des deux objets ne dépend d'aucune autre face.

Ainsi, chaque processus gère les opérations d'une face d'un des objets en consultant les

faces de I'autre objet se trouvant en mémoire principale.

Enfin, I'ensemble des procédures et fonctions de cette implémentation vont nous servir à la

conception et la réalisation d'un modèle hybride. En effet, l'évaluation des opérations

booléennes permet le passage du modèle CSG (dans lequel les opérations booléennes sont

implicites) au modèle B-Rep (qui représente la peau de I'objet). Cependant, il est préférable

d'avoir un modèle hybride plutôt que deux représentations pour un même objet. C'est

pourquoi, le nouveau modèle géométrique tridimensionnel REGAIN [GAR 94] de notre

laboratoire pourra être un modèle CSG dans lequel des informations supplémentaires sur les

faces de I'objet seront ajoutées en chaque næud. Ces informations potrront être :
- les faces des deux sous-objets fils éliminées par I'application de I'opération booléenne,
- les faces des detx sous-objets fils inchangées après I'opération booléenne,
- les parties des faces restantes (i.e. ni inchangées, ni éliminées par I'opération

booléenne) qui appartiennent à la frontière de I'objet et dont le contour doit alors être

explicitement spécifié.

En parcourant l'arbre de construction, nous obtiendrons ainsi la frontière de I'objet

représenté par la racine de I'arbre.
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Arqvr>rc A.

Les algorithmes ci-dessous sont les algorithmes des procédures et fonctions utilisés dans

I'algorithme de la procédure de recherche de section :

Procédure AjouterPoint (Entrée: P, facel ,face2,face, solide; Entrée-Sortie: liste)

{ P correspond aux coordonnées du point à ajouter dans la liste }
{ facel ,face2 et face correspondent à latopologie du point }
{ liste conespond à la liste de points d'intersection construite par la procédure, elle est de type ListePoints }

Variables locales : Topologie ;
Début

T o p o l o g i e < - C o n s T y p e T o p o l o g i e ( T _ C o u r b e , N o n R e l i é , f a c e , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , F A L S E , C o n s
(facel , Cons (face2 , Vide))) ;
NumeroPoint <- NumeroPoint + I :
Point e ConsTypePoint (NumeroPoint, solide , P , Cons (Topologie , Vide) , FALSE) ;
liste <- Cons (Point, liste) ;

Fin

Procédure IntersectionPlanArêtes (Entrée : face , solide , matrice ; Sortie : liste)
face correspond au numéro de la face traitée )
solide correspond au numéro de solide sur lequel est recherchée la section )
matrice correspond à la matrice de passage du repère du monde au repère de la face )
liste correspond à la liste de points d'intersection consûuite par la procédure, elle est )
de type ListePoints )

Variables locales: Plan, ListeArêtes, Origine, Extremite, Pointl , Res, Arête, facel ,faceZ;

Début
Plan <- MDPlan (face) ;
ListeArêtes e MDArêtesObjet (solide) ;
Tant que (Non (Vide (ListeArêtes))
Faire Arête e Tete (ListeArêtes) ;

MDConsArête (Arête, Origine, Extremite) ;
IntersectionSegmentPlan (Origine , Extremite , Plan , Res , Pointl) ;
{ On conserve la topologie du point d'intersection }
MDConsFacesArête (Arête , facel , face2);
Cas (Res) Suivant
0 : {L'arête est dans le plan d'intersection}

AjouterPoint (Extremite*matrice , facel , face2 , face , solide , liste) ;
AjouterPoint (Origine*matrice , face I , face2 , face , solide , liste) ;

I : {L'origine de I'arête est le point d'intersection}
AjouterPoint (Originetmatrice , facel , face2, face , solide , liste) ;

2: {L'extrémité de I'arête est le point d'intersection}
AjouterPoint (Extremite*matrice , facel , face2 , face , solide , liste) ;

3 : {Pointl est le point d'intersection}
AjouterPoint (Pointl*matrice , face I , face2 , face , solide , liste) ;

FinCas
ListeArêtes <- Suivant (ListeArêtes) ;

FinTantQue
Fin
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Procédure RelierPoints (Entrée : liste ; Sortie : section)
{ liste correspond à la liste de points d'intersection }
{ section correspond à la liste de polygones associée à la section }

Variables locales : Changement, Nouveau ;
Début

section = Vide ;
Si (Non (Vide (liste)))
Alors { On construit I'ensemble des contours à partir des points d'intersection }

ConstruitCycle (liste , section) ;
{ On construit I'ensemble des contours extérieurs et leurs contours intérieurs }
Changement = Non (Vide (section)) ;
Nouveau: Vide ;
Tant que (Changement)
Faire ImbriquationPolygone (section , Nouveau , Changement) ;

section = Nouveau ;
Nouveau: Vide ;

FinTantQue
FinSi

Fin

Procédure ImbriquationPolygone (Entrée : section ; Sortie : polygone, changement)

{ Cette procédure prend tous les polygones de section un à un et les compare }
{ suivant I'algorithme décrit dans la section 2.3 du chapitre 2 }
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Procédure ConstruitCycle (Entrée : liste ; Sortie : section)
{ liste correspond à la liste de points d'intersection }
{ section correspond à la liste de polygones associée à la section }

Variables locales : Cycle , Contour, Numero , NumeroSuivant, Endroit;
Début

Cycle e Vide;
{On recherche les mêmes points d'intersection et on rectifie pour chaque point sa }
{topologie}
liste <- TrouveMêmesPoints (liste) ;
Si (Longueur (liste; <:2;

Alors section e vide;
Sinon {On aligne et ordonne les points qui proviennent d'une même face}

Alignement (liste , Cycle) ;
{On segmente chaque droite en segments intérieurs à la face}
Cycle <- Segmenter (Cycle) ;
{On construit chaque contour en suivant les segments sur chaque face}
Endroit <- Vide ;
Tant que PossibleConstruireCycle (Cycle , Endroit)
Faire Contour e Vide :

{Numéros de la fâce courante et de la suivante à parcourir}
Numero e 0 ; Numerosuivant <- 0 ;
{On insere le premier segment dans le contour et on initialise les}

{numeros de face}
DébutCycle (Endroit , Numero , NumeroSuivant , Contour ) ;
{On construit le contour jusqu'à arriver au même point de départ}
Tant que (NumeroSuivant o Numero)
Faire ContinueCycle (NumeroSuivant , Contour, Cycle) ;
FinTantQue
section <- Cons (Contour, section) ;

FinTantQue
FinSi

Fin

Nous donnons ci-après I'en-tête de la procédure permettant d'effectuer une opération

booléenne en deux dimensions sur deux polygones.

Procédure Traitement2D (Entrée : polygonel , polygone2 , ope2D; Sortie : polygone)

{polygone I correspond au premier polygone opérande }
{polygone2 correspond au second polygone opérande}
{ope2D conespond à I'opération booléenne en deux dimensions choisie}

{polygone est la liste des polygones résultats}

Nous donnons ci-après les algorithmes des procédures présentes dans le corps de la

procédure PointlnterRelieAveclnter de la section 2.3.4 du chapitre 4.
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Procédure RecherchePointlnter (Entrée : polygone , arete , face , numero)
{polygone correspond à la liste des polygones résultats de la face haitée}
{arete est le numero de I'arete sur lequel se situe I'intersection recherchée}
{face est le numero de la face ayant donnée le segment de I'intersection recherchée}
{numero est le numero de point que I'on doit attribuer au point recherché}

Variables locales : Trouve , Contour, Trous ;

Début
Trouve = Faux ;
Tant que (Non (Trouve) et Non (Vide (polygone)))
Faire Contour = ContourExterieur (polygone) ;

Trous : Contourslnterieurs (polygone) ;
AttribueNumeroPointlnter (Contour , arete , face , numero , Trouve) ;
Tant que (Non (Trouve) et Non (Vide (Trous)))
Faire AttribueNumeroPointlnter (Tete (Trous) , arete , face , numero , Trouve) ;

Trous = Suivant (Trous) ;
FinTantQue
polygone: Suivant (polygone) ;

FinTantQue
Fin

Procédure AttribueNuméroPointlnter (Entrée : liste , arete , face , numero ; Entrée-sortie : trouve)
{liste correspond à la liste de points sur lesquels s'effectue la recherche}
{arete est le numero de I'arete sur lequel se situe I'intersection recherchée}
{face est le numero de la face ayant donnée le segment de I'intersection recherchée}
{numero est le numero de point que I'on doit attribuer au point recherché}
{trouve devient vrai si le point recherché est trouvé}

Variables locales : Topo , A1 , F4;

Début
Tant que (Non (trouve) et Non (Vide (liste)))
Faire Topo +- Tete (TopologiePoint (Tete (liste)) ;

Si (Type (Topo): T_Inter)
Alors {On cherche I'arête de I'intersection}

A1 e PremiereArete (Topo) ;
{On cherche le numéro de la face ayant donnée le segment de I'intersection}
Fu <- Tete (Droites (Topo)) ;
Si ((At = arete) et (Fu = face))
Alors ûouve e vrai

liste + Point.Numero e i ;
liste + Point.ListeTopo + Topologie.Type e T_Termine ;

FinSi
FinSi
liste e Suivant (liste) ;

FinTantQue
Fin

La procédure RecherchePointSection correspond à la procédue RecherchePointlnter sauf

que la recherche porte sur les diftrentes faces ayant donné le point de la section.
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Nous donnons ci-dessous I'ensemble des définitions de la classe (et de ses sous-classes) la

plus importante du modèle pour les objets à surfaces quelconques.

/* Définitions de la classe face *l

/*------------- ------------*l

class Face
{

protected:
int obj ; /* référence au numero de I'objet *l

ListeContour LC ; /* liste des arêtes des contours troués de la surface */

publ ic:
/* Fonctions de topologie pour la consultation et la création d'une face dans le
modèle*/
ListeContour DonneAretes 0;
void AjouterNumeroObjet (int);
int DonneObjet 0;

virtual void AjouterSurfaceFacePremier (int, Arete*) : 0;
virtual void AjouterSurfaceFaceDeuxieme (int, Arete*) : 0;

/* Affrchage des caractéristiques d'une surface */

virtual void Affiche 0 = 0;
/* Sauvegarde des caractéristiques d'une surface dans un fichier */

virtual void Sauvegarde (ostream&):0;
/* Initialisation d'une surface à partir d'un fichier */

virtual void Charge (istream&) :0;

/* Donne le point d'intersection ente la surface et la droite */

virtual int IntersectionRayon (Droite, Intersection&) : 0 ;
l* Yrai si le point appartient à la surface */

*/

virtual int
virtual int

PointAppartient(Point):0 ;
PointAppartient (Point, Contour) = 0 ;

/* Calcule le coin bas gauche et haut droit de I'englobant parallélèpipèdique de la
surface */

virtual void Englobant (Point & , Point &) = 0 ;
/* Calcule la normale en un point de la surface */

virtual Vecteur Normale (Point) = 0;
/* Translate la surface d'un vecteur */

virtual void Translater (Vecteur) = 0;

) ;
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class Sphere : public Quadrique
{

Point Centre;
double Rayon;
int IntersectionRayonMonde (Droite , double & , double &);

public : Sphere 0; /* Centre, Rayon, Sens , Liste Aretes , Liste Facettes */

Sphere (Point, double, int, ListeContour, ListeEntier);
Vecteur Normale (Point);
void Affiche 0;
void Sauvegarde (ostream&) ;
void Charge (isheam&);
void TriangulerEntierement (int , const int , int) ;
void Englobant (Point & , Point &);
Point Surelever (Point, Plan);
void Translater (Vecteur);
Point Aleatoire (double , double);
Point CentreSurface 0;

l ;

class Cylindre : public Quadrique
t

Point CentreBæe;
Vecteur Directeur;
double Rayon;
double Hauteur;
int IntersectionRayonMonde (Droite, double & , double &);
int IntersectionRayonUnitaire (Droite , double & , double &);
void MiseAJourMatrices 0;

publ ic:Cyl indre0 ;
/* Centre de la base , Vecteur Directeur, Rayon , Hauteur , Sens , Liste Aretes , Liste
Facettes */

Cylindre (Point , Vecteur, double , double , int , ListeContour, ListeEntier);
Vecteur Normale (Point);
void Affiche 0;
void Sauvegarde (ostream&);
void Charge (istream&);
void TriangulerEntierement (int , const int , int);
void Englobant (Point & , Point &);
Point Surelever (Point , Plan);
void Translater (Vecteur);
Point CentreSurface 0;

) ;

A partir de I'ensemble des classes définies pour le modèle (voir section 3.1 du chapitre 4),

voici I'ensemble des fonctions disponibles dans le modèle :

Fonctions de CREATION

/ *  *  *  r . ' i  *  f  ' i  * ' r  *  *  *  *  *  *  *  * r t*  **  **  **  *  *  *  *  + * /

/* Creation d'un point dans le modele */

/ * * * * *  * * *  * * * ' t  r . * * * *  * * * * * * * * * * * * * * * /

int MDCreerPoint ( double x , double y, double z ) ;

* l
*l

lt
l*
l*
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class Facette : public Face
t
I

Plan P i l* Plan de la face *l

Matrice M ; /* Matrice de projection sur le plan de la face *l

Matrice lnv ; /* Matrice inverse de la projection sur le plan de laface */

public : Facette 0;
Facette (Contour);
Facette (Plan , Contour);

Plan DonnePlan 0;
Matice Projection 0;
Matrice Projectionlnverse 0;
/* fonctions de topologie */

void AjouterNumeroSurface (int);
void AjouterSurfaceFacePremier (int , Arete*);
void AjouterSurfaceFaceDeuxieme (int, Arete*);
/* autres fonctions */

void Affrche 0;
void Sauvegarde (ostream&);
void Charge (isheam&);
int IntersectionRayon (Droite , Intersection&);
int PointAppartient (Point);
int PointAppartient (Point, Contour) ;
void Englobant (Point & , Point &);
Vecteur Normale (Point);
void Translater (Vecteur);

) ;

class Quadrique : public Face
{

protected :
ListeEntier LF ; /* Liste des numeros des facettes de la surface gauche */

Matrice LocalMonde; l* Matrice de passage du repere local au repere du monde */

Matrice Mondelocal; /* Matrice de passage du repere du monde au repere local */

int Positif; l* Yrai si la surface est prise en positif *l

int IntersectionRayonEntier (Droite , Intersection&) ;
virtual int IntersectionRayonMonde (Droite, double & , double &) = 0 ;

public : l* Liste des facettes de la surface si elle est facettisée */

ListeEntier DonneFacettes 0;
/* Sens de I'utilisation de la quadrique, en différence ou pas */

int Sens 0;
/* Matrices de passages des deux repères Monde et Local */

Matrice PassagelocalMonde 0;
Matrice PassageMondeLocal0;
/* Fonctions de topologie */

void AjouterSurfaceFacePremier (int , Arete*);
void AjouterSurfaceFaceDeuxieme (int, Arete*);
void AjouterNumeroFacette (int);
/r Autres fonctions */

void SupprimerFacettes (int);
int IntersectionRayon (Droite , Intersection&);
int PointAppartient (Point);
int PointAppartient (Point , Contour);
void Trianguler (int , int, int);

) ;
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/ * ' t * * * * * + ' i * * * * t * * * * * * * r t * * * * * * * * * * * * * * ' t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ' | * * * * * * * * * * * * * /

/+ Creation d'une arete dans le modele connaissant son point origine et son point extremite */

/ * * * { . * * * * * ' * * * * r . * * * * * * * * * ' t * * * * * { t * * * * * * * * * * * * * 1 . * * * * * * * * * * ' } * * * * * * * * * * r . ' r * * * /

int MDCreerArete (int Pl , int P2 );

/ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * *  |

/* Creation d'une face dans le modele en spécifiant trois points */

/** * * * * * * {. * * * * ** {. {. * * ** * * ** * * l. * ri * * * * * * * * * * * * * * * * * * /

int MDCreerFacette (int Pl, int P2 , int P3 , Contour C);

/ * * * * *  * * *  *  * * ' l * * * * i * * * * * * r . * r . * * * /

/* Creation d'une face dans le modele */

/ * * * ' t  * * * * ' t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * /

int MDCreerFacette (Contour C) ;

/ * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * ! i * * * * * 1 . * 1 . ' t * * { . ' t ! t ' l ' 1 . ! * : t * ! 3 ' t * * * * * ! t * * * 1 . 1 . * * * * * * * * * /

/* Creation d'une portion de sphere, la portion pouvant etre la sphere elle-meme *l

l* LA : Liste des Aretes LF : Liste des Facettes * |
/ * * * * * * * * * * ' r * * * * * * * * * * * * * * l r * * * r l * * * ! t * * : f * * ! t * * * * ! t ' l ' t * * ' l ' f * 1 . , i * * * * * * * * * /

int MDCreerPortionSphere (Point P ,double R , int SensPlus , ListeContour LA, ListeEntier LF );

/ * * * * * * * * : l * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * { t * ' t ' l * * ' l ' * * * ! t * * * * * * * ! t : l * * * * * * * * * * r ' /

/* Creation d'une portion de cylindre , la portion pouvant etre le cylindre entier */

l* LA : Liste des Aretes LF : Liste des Facettes * |
/* * * r.* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * l. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * */

int MDCreerPortionCylindre ( Point Base ,Vecteur V ,double Ray ,double H ,int SensPlus ,
ListeContour LA , ListeEntier LF ) ;

,r* 
'i,l 't * 'i:f *,1 {. * * 'i * !i 't * tt ** ** !t !t,[ * tl,l * l. * tl * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 'r */

/* Creation d'un objet connaissant la liste des surfaces le composant */

/ * * * * t  * * * * * * : t t f * * * ! t r t ' t r * ' * ' l * ' l t i : t * t t r t * * { t t * ' t r t * * * * * r t r t * * * * { . * * * * * * /

int MDCreerObjet (ListeEntier LS);

/* * * * * * * * * * * * * * ** * * lr * * {. * * * * * * * * * * !t !t !È !t * rt 13:t,t !* * rt * * * * * * * * *,t *:t r( !* !* t* tt,È t*:t * * * * r. * * * tl * !t * * */

l* Cree un objet qui contient la liste de vraies faces planes LF, comme liste de facettes LFS s'appuyant sur */

/* les surfaces deja existantes dans le modele LS + /
/ { 3 * * * { . * t } * * * * * * * * * * f * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ' l ' l * * * * ' } ' t * , t * ' t { . ' t * ! t * ' f , t ' l t ' t * ' t * , È * * * * * * * * * ' r * * * * * /

int MDCreerObjetFacettise ( ListeEntier LF, ListeDelisteEntier LS, ListeDelisteEntier LFS ) ;

/** * * * 't {r * 'f * * * * {. * * * 'r * ** * * * * * * * * * **/

/* Ajoute la facette NF sur la surface NS */

/ * * * *  
* * * *  * * * * * * * * * * * * *  { .  * * * * * ' l f  ' f  * * /

int MDAjouterFacette (int Pl ,int P2 ,Contour L ,int NS ) ;

/* * * * * * * * 'i * * * * * * * * * +* * * * * * * 'l 'l * * {. * */

/* Ajoute une nouvelle face au solide NO */

/ * * * * * * * * * * * * * r * * * * * * * * * * * * * * * * * * /
int MDAjouterFacette (Contour C , int NO ) ;

Fonctions de CONSULTATION

* t

* l

/ * * * t  ' i * * * * * * * * * * * * * { . * * * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * r t ' t * ' t { . * * * ' t * * ' r * * * * * * /

/* Procedure donnant les coordonnees du point connaissant son numero dans le modele */

/* * ** * * * * * * * tr * rt * rt * * * * * * * i * * * * *{r * * * * * * * * * r. * * ** * * * * * * l. * * * * * * * ** * 'l * * * * 'l */

Point MDConsPoint ( int num );

l*
l*
l* * l
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/ * * * * * ! r * * * * * * * * * * * * * * * *  * * { . * * * * * * /

/* Origine de I'arete num dans le modele */

/ * * * * * * *  *  * * * * * * *  * * * * * * * * * * * ' r ' r * * * /

int MDconsorigine ( int num) ;

/* * + * * * *' l  * * * * * * {. ' t '} ' t ' l '} * * * * * * * * * * {. */

/* Extremite de I'arete num dans le modele */

/ * * *  * t r * * * * * * * * * * * * * * *  * * * * * * * * * + * * /

int MDConsExtremite ( int num) ;

/* * * {.'r * * *,} * *'l * * * * * * * * * * r. * * * * l. * * t I t * * */

/* Renvoie I'arete suivante de na sur la face nf */

/ * * * * * * *  *  * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * /

int MDAreteSuivante ( int na, int nf ) ;

/* * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * * * r. * * * rr * * */

/* Renvoie I'arete precedente de na sur la face nf*/
/* * * * * {. * * * * * * tf tl tl * tl * * tl * tt tt * t} tf rl * !t * * rf * {. tf * */

int MDAretePrecedente (int na, int nf ) ;

/ { . * *  * * * * * { . * * * * * * * * *  * /

/* Yrai si I'arete est vive */

/ * *  *  * * *  *  *  * * *  * * * * * * * * /

int MDAretevive (int NA) ;

/* * rt * {. * * * * * * * * t * * * * r. * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * * */

/* Donne la liste de points associee a la liste d'aretes */

/ *  *  *  *  *  *  *  *  *  * , |  *  *  *  *  **  *  *  **  *  *  *  **  *  * ' t  *  *  *  *  *  *  **  *  *  * /

void MDlisteAreteslistePoints (ListeEntier LA , ListeEntier & LP ) ;

/*  
*  *  *  l .  *  *  ' l  *  *  *  *  ** *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  ** *  *  t l /

/* Renvoie les faces encadrant I'arete*/
/ * *  *  * * *  *  *  * * * * * *  * * * t ' t  l t *  * * * * * * *  * * * /

void MDConsFacesArete (int na , int & nsl , int & ns2 ) ;

/* * {. * * * * * * rl {t * *'l * * * * * t | {r * * * * * * * * | * * {r * */

/* Renvoie la liste des contours sur la face */

/* * * * tt * * * * * * * * l. lr *'l * * * * * * * * * * * * * * * {. rt * */

ListeContour MDConsContoursFace (int num) ;

/ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * r /
/* Renvoie le plan de la facette num */

/ * * *  * * *  *  *  * * * * * * * * * * * * *  * * * * *  |
int MDConsPlanFacette (int num , Plan & P) ;

/ * * * * * ' f  
t i  * ' l + * * * * * * * * * * * * * * * * r t * r t t * ' l * * * * * * * * , 1 ' l * * * * * *  |

/* Renvoie vrai si la facette presumee NF appartient a une quadrique */

/ t  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  t r  *  *  *  **  *  r  *  *  *  * r r r r  *  * r*  *  *  *  ***  *  *  r*  *  *  ** t  *****  |

int MDFacetteDansSurface (int NF) ;

/ * * * * * * * * * * * * * * * * * ' r * * * * * /
/* Donne la surface de la facette */

/ * f  f  * * * * * * * * * * * * * * + r * * * + /

int MDFaceFacette (int NF) ;

/ *  *  *  *  *  *  t  *  *  **  *  *  *  *  **  *  *  *  *  *  *  *  { . ' t  *  ****  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  { .  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  * /

/* Renvoie la liste des numeros de faces de I'objet num dans le modele */
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l*
l*
l*

/ **  *  *  *  *  **  *  *  t r  { . *  *  *  ****  *  t* t  ***  r  *  *  ***  *  * ' t  *  *  *  *  *{ r  t r  ***  *  *  ***  *  *  *  *  *  * /

ListeEntier MDConsFacesObjet (int num) ;

/*'l * *'r * * *'l * * * * * * * * * * * *'t * * * * * * * rt,f * * * *'r * * * * * * */

/* Donne la liste des numeros des aretes du solide num */

/* * * * * *'t * ** * * * lr * * * * * * * + *{r * * * * * * * * * * ** ** * * * *'r/

ListeEntier MDConsAretesObjet (int num) ;

/* * * * * * * * * ** * * * ' f* ' t * * * * ** *'t I * * rt * ** {. * * r. * **** * * * * * * * t '  * * * * */

/* Renvoie la liste des numeros de facettes de I'objet num dans le modele */

/* 
* * * rl. * * * ri * * * * * * * * * {. tt * rt tl. tt * * :i !È't * !t * tt * !i r} * * !t :S * l * * t * * * * * * * * * /

ListeEntier MDConsFacettesObjet (int num) ;

/ *  *  *  *  *  *  * { .  *  * *  ' t  *  *  *  *  *  *  *  *  * r t * r f  *  * *  *  *  *  *  *  *  *  * /

/* Donne la liste de tous les objets du modele */

/* * * {. * * * * * ** * * * * * * * * * * * * ** ** {' 'r * * * * * */

ListeEntier MDConsTouslesObjets 0 ;

/ * *  *  *  *  *  *  *  *  *  * *  *  *  *  *  *  *  *  { r  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  * * * * *  /

/* Donne la liste de toutes les aretes du modele */

/* 
* * * * * * * * *'t't * * :f '*'t :f * !t {. * !t * * * * * * * * * * * * * */

ListeEntier MDConsTouteslesAretes 0 ;

Fonctions de DESTRUCTION

/ * * * * * * * * : t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * /

/* Destruction d'un point dans le modele */

/ * * * * * *  * * * * * * * * * * * r . * *  * * * * * * * * * * *  * /

void MDDetruirePoint (int Num) ;

/ * *  *  *  *  *  * *  * * * * * * * *  * * *  * * * * * *  * * * * ' |  * * /

/* Destruction d'une arete dans le modele */

/ * *  *  * *  *  * *  * * * { . * * * *  * * *  * * * t t  * ' } * * * * *  * /

void MDDetruireArete (int Num) ;

/ * * * * * * * * ! t *  
* * * * * * * * { . *  * * { r * * * * * * * * * * * /

/* Destruction d'une face dans le modele */

/** * * * * * * 't * * * 'l * * * ** * * * r. * ** * * * * * ** * */

void MDDetruireFace (int Num) ;

/ * * * *  * * * * * *  * * * { t * * * * * * t * f  * * * * * * * ' f /

/* Destruction d'un objet dans le modele */

l * * * * * * * * * * * * * ' | * * * * * * * * * * * * * * * * * /
void MDDetruireObjet (int Num) ;

SAUVEGARDE
---------------_-____ * /

* l

/ *  *  *  *  *  *  * * ' l  *  { t  +  *  *  * *  *  |  *  * /

/* Sauvegarde du modele */

/ * * * * * * * * * * * * * * + * * * * t /

void MDSauvegarde (char * Nom);

l*

* l
lt
l*

* l/*
/* CHARGEMENT
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*l

/ r r  **  *  *  ***  *  ***  *  *  *  *  *  *  *  * ! r  t /

/* Chargement d'un modele */

/ * * *  * * * * * * * * * * * * * * * * * * * /

void MDCharge (char * Nom);

*l

*l
il

/*
/*
l*

PROCEDURES AYANTACCES AU MODELE

/ *  *  *  * ' r  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  **  *  *  { .  l . ' t  *  **  *  *  ** ' r  *  *  **  { r  *  **  *  **  r r  *  *  ** /

/* Cacule la premiere intersection visible ente le modele et un rayon */

/ *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  * ' t  t  *  *  *  *  *  * *  *  *  * *  *  *  *  *  *  *  *  * *  * *  *  *  * ' i  r i  *  *  *  * *  *  *  * /

int MDlntersectionRayon (Droite Rayon , Intersection & I );

/ * * * ' È * * * * * * * * ' r * * * * * ' i * * * * * * * * * * * * * * * ' l ' t * * ' l ! t ' l ' l ' * ' * ' t * * ' * * * ! t * ' t * * * * * * * * * * /

/* Renvoie vrai si le point P appartient a la face de numero num dans le modele */

/ * * * * * * * ' i * * * * * * * * * : i * * * * l ' * * * * ' 3 ' t ' l ' f ' l * * * ' t * ' t ' * * * * ' t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * /

int MDPointAppartientFace (int num , Point P ) ;

/ * * * ' f  *  * *  *  * * * * { .  * * * * * * *  *  * t * * * * * * /

/* Renvoie I'arete la plus proche de P */

/ *  
*  *  * * * * * * * ' f  * * * * * * * , i * * * * ' l * * * * * /

void MDAretelaPlusProche ( ListeEntierL, PointP, double & Dist, int& arete);

/* * * * * * {. t} * * l. * * * * * * * * * * * * * * * * * * l. l.rt * rt * * * * *rt r* * * {r * * 't !*:* r} r* * r** * * * * * * * * ** * tf * * * * r. * */

/* Renvoie 0 si le point est exterieur , I si le point est interieur , 2 s'il est sur la frontière de I'objet */

/ * * * * * t i * r l * * * * * * * * * * * * * * * ! t r l r t r l * ! t * * * r t t ! t , * * r * { . r t r t * ! * * * r t * r i ' t r } r X * * * * * * * * * * * * * * | f * * * * * * * /

int MDExterieurlnterieurObjet (int num , Point P) ;

/ * * *  * *  * ' r * * ' t ' * * * * * * * *  * * * * * * /

/* Englobant parallepipedique */

/ * *  * * * *  * * * * * * *  * * * *  *  * * * * * * /

void MDEnglobantObjet ( int num , Point & BG , Point & HD ) ;

/* * * * * * * * * * *** | * * * * * * * +* * * * tr {r rt {.{. * * * * * * *'t* * tr * * * * * * * * * * + */

/* Renvoie la liste des aretes communes entre les faces NSI et NS2 */
/ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + t  { . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * /

void MDFacesAdjacentes ( int NSI , int NS2 , ListeEntier &L) ;

/* * * * * * * * * * * ** * * * * * * * lr lr {t * lr * t,t * * * * * ** {. * * **/

/* Fait la triangulation de I'objet num dans le modele */

/'i * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * 't *'l !t !t 'i * * * *'1. * *lt lr * * **/

void MDTrianguler (int num) ;

/ *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  * *  * *  +  * *  *  *  *  *  *  *  *  *  * * *  *  *  *  *  * *  *  * *  *  *  * ' t * * ' r /

/* Donne la face adjacente a la surface ns en I'arete na */

/* t* * * * * * * * * * * * I * * * * * * *t * * * *{.{. *!t {. * ** {r * ** * * * * */

void MDFaceAdjacenteEnUneArete (int na , int ns , int & adj ) ;

/*  *  *  *r ' r*  *  *  *  *  ** *  *  *  ***/

/* Union de deux objets */

/* ** * * * * ' r  * ** * * **** t  */

void MDUnion3D (int NOI , int NO2 , ListeEntier & LO3 ) ;

/ * * *  * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * /

/* Intersection de deux objets */
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/ * *  +  * * * t f  *  f  * *  * { .  *  t l *  * ' l  * * *  *  * /

void MDlntersection3D (int NOI , int NO2 , ListeEntier & LO3 ) ;

/ t *  *  *  *  *  * ' r *  *  * *  *  *  *  i  *  *  * * *  *  *  *  *  *  t  *  *  * *  *  * *  ! r * i  *  *  * * /

/* Difference de deux objets *l

/* * * * * * * {r * * * * * * * lr * * * * * * * ** * * * ** * * * r * * ** | * */

void MDDifference3D (int NOI , int NO2 , ListeEntier & NO3 ) ;

/*  
*  *  *  *  *  *  *  *  * ' t  *  *  *  *  * ' f  *  *  *  *  *  * ' l ' t  * ' l  *  *  r t ' l  *  *  *  *  *  *  *  { .  ! f  

/

/* Translation de vecteur V de I'objet NO du modele */

/t*rt * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** {r * * r. * **'} * * * * */

void MDTranslater ( int NO , Vecteur V ) ;

/* * *'r * * * * * * * * * * * * * * * * * *'t't * * rt * * l"* * * * * * * I

/* Translation de vecteur V du point du modele */

/* * * * * * * * * * *'r * * * * * * * * *'f i  * ' l  * *'t ' l '* * 't * * * * * |

void MDTranslaterPoint (int NOP , Vecteur V ) ;

/* * {. ' t * * * * *'} * {. * * * * * * * l. * * * * * * * !*'t ' t  rÈ *'r * * : l * * * * * * * */

/* Supprime les facettes de la triangulation sur I'objet NO */

/* 
* * * * * rr * * *,ù rf !t rl * * * tf * * t't * * t * * * rt * * rt * * * {. * * * * * * * */

void MDSupprimerTriangulation (int NO) ;
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L'ensemble des procédures et fonctions complètent la procédure de triangulation de la

section 3.2 dv chapine 4.

Procédure PlusPetitAngle (Entrée : Lpt, S ; Sortie : Lieu , Angle, Al , A2, Pnouveau)
{Recherche le plus petit angle formé par deux arêtes consécutives de Lpt}
{Lpt : Liste des arêtes du contour}

{Lieu : pointeur sur la premiere arête où se forme le triangle}
{Angle : valeur numérique du plus petit angle trouvé}
{Al : première arête sur laquelle va porter le niangle}
{A2 : deuxième arête sur laquelle va porter le triangle}
{Pnouveau : troisième point du triangle s'il est nécessaire de la calculer, cas2 et3l

Variableslocales:pet i tangle, lsauv,debut, lprec,ar l  ,ar2,Pl ,P2,P3,possible,pnouv;

Début
Angle e 2n; petitangle <- 0 ; lsauv e Lpt ; debut <- Vrai ; lprec <- Demier (Lpt) ;
Tant que (Non (Vide (Lpt)))
Faire {On prend les deux arêtes consécutives à partir de Lpt}

arl e hemiereArete (Lpt) ; ar2 e DeuxiemeArete (Lpt, lsauv) ;
{On prend les trois points consécutifs des deux arêtes}
Point Pl e MDConsPoint (MDConsorigine (arl)) ;
Point P2 e MDConsPoint (MDConsExtremite (arl)) ;
Point P3 e MDConsPoint (MDConsExtremite (ar2)) ;
{On calcule I'angle (Pl,P2,P3)}
petitangle e CalculeAngle (Pl ,Y2 ,P3);
Si (petitangle < Angle)
Alors possible e Faux ;

{On teste s'il est possible de former le triangle, notamment test pour que les arêtes du
triangle ne coupent pas le contour actuel soumis à la triangulation)
Cas petitangle Suivant
<æ12: possible e TestPremierCas (Pl ,P2 ,P3, lsauv, S) ;
4n/3: possible <- TestDeuxiemeCas (Pl, P2 , P3 , lsauv, pnouv , S) ;
sinon: possible <- TestTroisiemeCas (Pl , P2 , P3 , lsauv , pnouv , S) ;
FinCas
{Sauvegarde des données si le triangle est candidat}
Si (possible)
Alors Angle <- petitangle ; Al e arl ; A2 + arZ;

Pnouveau <- pnouv ;
Lieu e lprec;

FinSi
FinSi
Si (debut)
Alors debut <- Faux ;

lprec e lsauv ;
FinSi
Lpt e Suivant (Lpt) ;

FinTantQue
Fin

Fonction CalculeAngle (Entrée : Pl , P2 , P3) : Réel ;
{Calcule I'angle formé par les trois points}
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Fonction TestPremierCas (Entrée :Pl ,Y2, P3 , lsauv, S) ; Booléen

{Cherche si le triangle formé par les points Pl,n , P3 ne coupe pas le contour lsauv sur S}

Les fonctions TestDeuxiemeCas et TestTroisiemeCas ont un rôle identique à celui de la

fonction TestPremiereCas en y ajoutant un calcul de nouveau point sur la quadrique S.

Fonction TestDeuxiemeCas (Entrée :Pl ,Y2, P3 , lsauv, S ; Sortie : Pnouv) : Booléen

{Calcule le point Pnouv sur la surface S puis teste si les triangles (Pl , P2 , Pnouv) et (Pnouv, P2 , P3) ne
recoupent pas le contour lsauv sur S)

Fonct ionTestTroisiemeCas(Entrée:Pl ,P2,P3, lsauv,S;Sort ie:Pnouv):Booléen
{Calcule le point Pnouv sur la quadrique S puis teste si le triangle (Pl , P2 , Pnouv) ou si le riangle (P2 ,P3 ,
Pnouv) doit être ajouté à la quadrique)

Procédure PremierCas (Entrée Al , A2, Num ; Entrée.Sortie : Lpt , Lieu)

{Création de la facette (Al , A2 , -As) et suppression des arêtes Al et A2 dans Lpt et Lieu}

Les procédures Deuxiemecas et Troisieme cas ajoutent et suppriment les arêtes adéquates

dans Lpt et Lieu afin de former les triangles correspondants à ces deux cas.
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Résumé:

Notre objectif, tout au long de ce mémoire, est de proposer une méthode consacrée à l'évaluation des

opérations booléennes sur deux objets B-Rep (Boundary Representation).

Le premier chapitre s'intéresse attx dffirentes méthodes existantes suivant les types d'obiets auxquels les

méthodes s'appliquent. Ce chapitre permet de souligner les problèmes inhérents aux algorithmes d'opérations

booléennes, à savoir une certaine sensibilité atn erreurs de calcul, un temps d'exécution pouvant être important,

un résultat parfois erroné, une gestion de trop nombreux cas particuliers et une dfficulté à s'adapter à tous les

types d'objets.

Le second chapitre propose une méthode pour traiter les opérations booléennes sur des obiets ù faces

planes. L'intërêt principal de la méthode est de résoudre un problème tridimensionnel par un problème

bidimensionnel basé sur les faces des detu objets. Les apports fondamentaux de cette méthode sont la

formalisation rigoureuse des dffirents traitements à ffictuer débouchant sur un algorithme robuste et fiable

ainsi que le traitement sur les faces facilitant la prise en compte des obiets non-Eulériens.

Le troisième chapitre montre que la solution la plus adéquate, pour adapter la méthode du chapitre deux,

sur les objets à surfaces quelconques, consiste en un prë-traitement et un post-traitement des obiets en vue

d'utiliser la méthode sur les polyèdres sans changement.

Le quatrième chapitre permet de mettre en evidence l'important développement algorithmique nécessaire à

la mise en æuvre des dffirents concepts présentës dsns les chapitres deux et trois. Ce dernier chapitre met aussi

l'accent sur la complæité de lo méthode présentée.

Mots clés : Modélisation, Opérations booléennes, Boundaty Representation.




