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INTRODUCTION

L'algorithme des fractions continues a les propriétés suivantes:

- Le développement en ll 'action continue d'un nombre réel a est périodiclue si et seule-

rnent si a est quadratique. De plus, dans ce cas si a est un nombre réel racine

cl'un poll'nôme /(-{) : f2 - uX - 6 à coefficients clans Z avec û > 6 > I alols le

cléveloppement en fi 'action continue cle a est symétric1ue.

- L'algorithme des fractions continues fournit l 'unité fbndamentale de tout colps cle

nornbres cluadratique réel.

De nombreuses tentatives ont été faites dans le but de généraliser I'algorithme cles fractions
continues.
L'une des généralisations les plus classiques est I'algorithme de Jacobi-Perron (AJP)
introcluit par Jacobi en dimension 2 et généralisé par Perron à des dimensions supérieures.

- Pour cet algorithme on ne connaît aucune condition nécessaire et suffisante pour
qu'un développement soit périodique. E. Dubois a montré I'existence clans tout

corps de nombres réels d'une base dont le développement est périodique.

- Lorsque le développement par I'AJP d'une base d'un corps de nombres réels est
périodique, il fournit une unité de ce corps mais cette unité n'appartient pas
nécessairement à un svstème fondamental d'unités.

LIne a,utle généralisation bien connue de I'algorithme des fractions continues est I'algorithme
cle Voronoi pour les corps cultiques.
Le développement par I'algorithme de Voronoï est purement pér'iodique et fournit un

s1'stème fonclamental d'unités cle tout corps de nombres algébriques de degré 3. Pat' cou-

tre clans la pratique son calcul peut être complexe.
J. Buchmann a généralisé cet algorithme à des corps de nombres algébriques cle degré

supérieur à 3 et ainsi obtenu un algorithme (GVA) purement périodique permettant cle

calculer un système fondamental d'unités de corps dont le rang du groupe des unités est

1ou2 .

LIn pr-oblème classique de la théorie des nombres est la recherche cle familles paramétrées

infinies cle corps de nombres algébriques dont un système fondamental d'unités s'éci-it

sirrplement en fonction des paramètres.
E1 clegré 2, F. Halter-Koch, H.C. Williams et beaucoup d'autres ont donné des familles
paranetrées infinies de nombres entiers positifs 1/ tels que le développement en fractiott

iontinue d" r/F fournisse une unité d" Q(Æ) qui s'écrit simplement en fonction des

paranètres.
En clegré 3, L. Bernstein et plus tard C. Levesque et G. Rhin ont étudié le développement

par I'AJP cle familles paramétrées infinies de nombres algébriques. Ces développements



étant périodiques, ils ont ainsi obtenu une unité de corps de nombres algébriques de clegré

3. E. Dubois et H.C. Williams on+, étudié le développement par I'algorithme de Voronoï de

certaines familles et obtenu ainsi une unité fondamentale de corps de nombres algébriclues

cubiques non totalement réels. Pour toutes ces familles la longueur du développement pal

I'algorithme de Voronoï est au plus égale à 6. On peut encore citer, parmi d'autres, les

tlavaux de H.J. Stender sur- cles familles de s;'sflp"s fondamentattx d'unités dépenclant

cle palamètres.

L'étude de telles familles met en évidence plusieurs problèmes :

- Détermination effective d'un système fondamental d'unités de corps de nombres

algébriques. Pour ce ca,lcul, l 'algorithme de Voronoï et plus tarcl ceux cle E. Dubois

et H.C. Williams conviennent pour les corps de degré 3 et I'algorithrle Ci\A de .I.

Buchmann convient pour les colps de degré supérieur à 3 dont le rang dtt grottpe cles

unités est I ou 2. Plus récemment, J. Buchmann a donné un algorithrne théoliclue

pour calculer le nombre de classes, la structure du groupe des classes, le régulatertl et

un système fondamental d'unités de tout corps de nombres algébriques de clegré cluel-

conque. Cet algorithme a été implanté par H. Cohen, F. Diaz y Diaz et N[. Oliviel

clans le système PARI: cette technique permet de traiter des corps de clegré allant

jusqu'à 15, par contre la validité des résultats dépend de l'Hypothèse de Riernann

Généralisée.

- Calcul du développement en fraction continue d'un nombre algébrique réel et plus

généralement celui par I'AJP de n nombres algébriques réels (" > 1). Pour le calcul

en lraction continue, nous disposons d'algorithmes tels que celui donné par S. Lang et

A. Trotter qui util ise les polynômes réduits. E. Bombieri et A.J. van cler Poorten ont

clonné un algorithm" ,i*pl" qui fournit le développement en fraction continue cle i/I.

par contre Ia méthode ne se généralise pas de façon évidente. Poul le développernent

par I'AJP, G. Rhin a étuclié le développement par I'algorithme de Jacobi-Perron cle

({4, /Tel jusqu'à I'ordre 1954 sans faire apparaître de période.

Dans ce travail, nous commençons par rappeler dans le chapitre 1 les cléfinitions et

propriétés principaies de i'algolithme de Jacobi-Perron et de celui de VolonoT et trotts

intlocluisons une notion cle cléveloppement par I'AJP symétrique généralisant celle clu

cléveloppement en fraction continue symétrique.

Nous examinons ensuite dans le chapitre 2 les deux familles infinies de polynômes

clépendant chacune de deux palamètres introduites par C. Levescltte et G' Rhin:

(1) /(X) : X3 - c*X2 - (c - I)X - c* (pour la première famil le)

(2)  / (X)  :  X3 -  ( "^  *c- I )X,  - ( "^  -L)X -c*  (pour  la  deuxième fami l le)

oir c 2 2 et m ) 1 sont deux entiers.
Pour.. chacune de ces familles C. Levesque et G. Rhin ont donné le développement par

I'AJP d'un vecteur à composantes dansQ(a), avec û I'unique racine réelle clu polynôme

.f(X). Ces cléveloppements étant périodiques, ils ont ainsi obtenu une unité cle ces colPs

ef ont conjecturé que cette unité était fondamentale dans I'ordre Zlal. De plus, poul ces



développements, la longueur de la période tend vers I'infini.
Ces familles fournissent des exemples de développement par I'AJP symétriques.
Dans ce même chapitre, nous déterminons le développement par l'algorithme de Voronoi
de ces deux familles et obtenons les résultats suivants:

- la longueur de la période de ces développements tend r,ers I'infini.

- le cléveloppement pal I'algolithme de Voronoï et, celld pal l'AJP sont étroiterlent liés
poru ces deux familles.

- I'unité donné par I'AJP est fondamentale da,ns I'orr-lre Z[a]: ce clui résout Lrne con-
jecture de C. Levesque et G. Rhin.

Cles résultats sont à I'origine cl'un article accepté pour publication dans Nlathenatics of
Clomputation.
Nous généralisons ces familles à des familles infinies de colps de degré quelconclue pour
lesquelles nous étudions un développement par l'AJP. Ces développements étant pér'iocli-
ques (nous remarquons de plus qu'ils sont symétriques), nous obtenons ainsi por-rr cles
familles paramétrées infinies de corps de nombres de degré quelconclue une unité clui
s'écrit sirnplement en fonction des paramètres. Nous sommes alors amenés à posel le
ploblème suivant: peut-on pour ces familles infinies de polynômes de degré quelconque.
donnel le développement par l'algorithme de Voronoï et un système fondamental cl'unités
dépendant des paramètres ?

Dans ce but, nous proposons dans le chapitre 3 une nouvelle méthode de calcul clu
cléveloppement par I'algorithme GVA introduit par J. Buchmann. Nous donnons une
cléfinition plus générale de points extrémaux et décrivons une méthode de recherche cle
ces points. Cette méthode nous permet de calculer des unités de tout corps de nombres
algébriques et un système fonclamental d'unités lolsque le lang clu groupe des unités est 1
ou 2. Nous I'appliquons ensuite à une des familles précédentes de clegré 4 poul lacluelle le
rang clu groupe des unités est 2. De plus, nous proposons un algorithrne (utile pour Ie cal-
cul cle points extrémaux) qui permet entre autre de triangulariser une matrice sons fbrme
normale d'Hermite (HNF). Nous I'appliquons à une matrice 20x20 donnée pal J.L. Hafner
et K.S. NlcCurley et montrons que la taille des entiers intervenant dans l'algolithme est
nettement plus petite que dans I'algorithme de réduction standard d'Hermite.

Nous donnons dans le chapitre 4 un algorithme dont le calcul n'utilise que cles nom-
bres entiers qui permet de déterminer le développement par I'AJP de n nombres réels
algébriques (en particulier, si n : l, celui en fraction continue d'un nombre réel algébriclue).
Nous présentons quelques exemples numériques dont le développement en fraction con-
tinue de Î/Z 1o" constate alors que les calculs sont plus rapides et la taille des entiers
nécessaires au calcul plus petite qu'en utilisant les formules données par E. Bombieri et
A.J. Van cler Poorten) et le cléveloppement par l'algorithme de Jacobi-Perron ae (r7T, /tO)
jusqu'à I'orclre 2000. Ce chapitre est à l'origine d'un article accepté pottr publication clans
le Bulletin of the Australian Mathematical Society.

Nous donnons en annexe :

- En complément du chapitre 3, la description de I'algorithme qui permet de tlian-
gulariser une matrice sous forme HNF, sa programmation en PARI et détaillons
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l 'application à la matrice 20 x 20 citée dans ce même chapitre.

- Le programme en PARI de I'algorithme permettant de déterminer le développement
par I'algorithme de Jacobi-Perron de nombres réels algébriques.

- Des exemples de calculs de points extrémaux pour des familles de degré 4.



CHAPITRE 1

Définitions de I'algorithme de Jacobi-Perron et de
l'algorithme de Voronoi

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions classiques du développement par I'algorithme
cle Jacobi-Perron d'un vecteur de IR".
Lorsclue celui-ci est périodique nous définissons un développement symétrique pour rz ) 1,
qui généralise la notion de développement en fraction continue symétlique.
Enfin, nous rappelons les définitions et propriétés essentielles de I'algorithme de Voronoi
clans un corps de nombres cubique à conjugués complexes.

1.1 Rappels sur l talgori thme de Jacobi-Perron.

1.1.1 Premières définit ions et notations

Dé f in i t i on  1 . f  . 1  So i t  a :  (4 r ,e2 , . . . , on )  un  uec teu r  de IF " "  ( "21 ) .  Le  déue lop l temen t
par I 'algorithme de Jacobi-Perron [2/1] (noté AJP/ de a est la donnée:

- d'une suite de uecteurs (a'),>o de Z" appelés quotients incomplets, notés cr '  :

( r 1 i . u i , . . . , 0 ' ^ )

- r l 'une suite de uecteurs (a'),2o de R" appelés quotients complets, notés ù' :

( a i , a i , .  .  .  , d ' . )

définis par:

f , o : d .

et  pour  u  20 a i  : la i l  pour  1  1 i  4n

ets ia i la i  r r l+ ' - - -+ ;  r r i+ t :d i ! : -? , i : r  pour  I  l - i<n .
a i -a i '  "  a i -a i

où [r'] désigne la partie entière du réel r.



Remarque 1: L'algorithme de Jacobi-Perron est une généralisation de I'algorithme des

lractions continues qui correspond à n : I dans la définition précédente.

Remarque 2:  s i  pour  tout  u  2 0 on a a l  #  " i  
(  ce qui  est  vra i  s i  1 ,41,  . .  . ,Qn sont  Q

linéailement indépendants ) alors le développement est infini et sera noté

, ' U( L n ut"  t l i

Déf in i t ion 1.L.2 A yrz  te l  déueloppement  on peut  associer  une su i te  de uecteurs (A) ,>g

r le  z"  ap l te lés rédui tes,  notés A '  :  (A io,Ai ,A i , . . . ,A!" )  déf i r t is  par :

(
I  pour0< i< rze t0 . - j1n ,  A t ,  :1 i : : : : '
) '  I  us rnon

I
I  p o o ,  u  ]  } e t  0  (  i  1 n ,  A Y + n + 7  :  A ï  * o i A i + t

On a alors les formules suivantes:
n

D ti*'oi
(1) *; : t#--, pour tout z 2 0 et en notant ù'o : I,

\ -  Al+r,-r l
L "U - "J

j=o

Ai
( : )  l i r n  j - a ; ,

,-"o A()

(3) En notant A,les matrices définies

n
a;

al
uo, a!

al

- _ lu2

L.1.2 Développements périodiques

Définition 1.1.3 Le déuelop2ternent par I'AJP est di't

ltres enti,ers k positif et I stràctentent positif tels que af+'

+ . . .  +  o iA i+"

0

0
1
0

oll a

A, :

AoAt .  .  . 4 , - r

par

- .u
un,

^ u
U -  1

:
ai
I

10

0  " .

ô
0 . . .

Au+n

n )+n^o

:I " ^ )

pér iod ique s ' i l  eûste deu, t  not r t '
-  ok *v * t  Douru  )  0  e f0  (  i  (  n .



Si k et I sont les plus petits ent'iers uérif,ant cette égali,té, alors k est la longuetn' de la

prépériod,e et I la longueur de la période du déueloppement. Le déueloppement est dit

purernent  pér iod ique s i  k :0 '

Reprarque:  Lorsque le  dér . 'e loppement  par  I 'AJP de o:  (ar , rvz ' . . . .4 ' )  est  p t t rement

périocl icpre cle longueur /.  i l  foulnit une unité clu corps I i  =Q[ctr.. ' . .û' ] ,  à savoil :

, :  AL+. r rA|* t  +  . .  .+  a ,AL+" u:  I I  O , .
u = 0

de la matrice cle la multiplicatiouDans ce cas. la matr ice AoAt .  .  .At- ,  est la t lansposée

par  € expr imée dans la  base {onr .  . .  ,  ar ,  1} .

On a u1e formule analogue clans le cas plus général cl'un développement périocliclue. cle

longueur de prépériocl" ft, q.,e I'on obtient en remplaçant o; par of ( t ( i ( rr ).

1.1.3 Développements syrnétriques

Dans le cas des fractions continues, on a la proposition suivante:

Proposit iol 1.1.4 Soit a un nombre réel non rationnel, quadratique tel que a ) 1 -cor, l

rac1ne rlu polynôrn" f 6) : X2 - o,X - b auec a ) b ) I, alors le déueloppement par

l 'algorithme rles fractions continues de a est purement périodique et symétrique, c'est-à-

dire :
s i l t l , és i gne la l ongueu rde lapé r i ode ,a t - i : a i pou r tou t i t e l que0< i< louenco res ' i
on  no te  a :  [ a ; ;A r , - : , a1 -1 f  ,  l e  "mo t "  l oo ,o r , , . . . , a t - r , o4 f  es t  un  pa l i nd rome '

On moltre facilement cette proposition en considérant le cléveloppement en fractiou cou-
I

tinue cle -i, où a désigne le conjugué de a'
a

On va clans ce paragraphe généraliser cette notion de développement symétriclue aur

cléveloppements par I'AJP cle n, nombres algébriques réels avec n ) 2.

a) Définit ions

Déf in i t ion 1.1.5 Soient(or ,or , . . . ,dn)  n nornbres a lgébr iques réels  dont le  déueloppentent

par I 'AJP est purement périodique de longueur L Soit k le plus petit  entier tel que

kl, )_ n - L On dit que ce déueloppement esl symétrique si et serLlernent si l tour tout i

t e l  queO S  i  <  n - I  e t  t ou t  u  t e l  que0  I  u  <  / -  i  on  c t

La conclition (1) entraîne que le "mot"

O k l - n i l

s \ t - r

t  " ï"- '  
:  a l+t (1)

I o?1'r'- '  : aï+r Q)

" * )

al

oa t

[ ,



est symétrique,
et la condition (2) entraîne q

(

I
I
\

ue

oht

le "mot

- n * 2
ak l -  l

. . k l - ru 3

est sYmetrlque.

b) Exemples

E. Dubois et R. Paysant-Le Roux [10] ont démontré le théorème suiva,nt:

Théorènre 1.1.6 Soi t  g( r )  :  r ' * r  -entn (L1r-as o iL les nom,bres a;  (0  (  i  (  r t  )
. : on tdesen t i e r spos i t i f s t e l squeasd iu i sea i ( l < i 1n ) , ao ) I e ta , ) c r i ( 0< i ( r r - 1 ) .
Soit a la racine positiue de g. On pose

Io ' :o
I o, :  a(a;+r - a;+r)

alors (an, ( tn-r , t  .  .  .  ,or)  admet un déueloppement par I 'AJP purernent pér iodique de longuetrr

(rr  *  1),  la pér iode étant don'née par :

o?: " ;  11 iz -n

a l :n i  r3uSn,1< i<n-u l l' a o

a l : a t  n - t / +1< i1n

(-les clér'eloppements sont syrnétriques.

Explicitons un exemple poul n: 4. Considérons le polynôme

g(x)  :  Y5 -  8x4 -  6x3 -  2x2 -  4x -  2 .

Le cléveloppement par I'AJP de (oa, drte2,a1) est purement périodique de longueur 5 et

s'écrit
s / R

z O

I 2
) t

)

,)

( -  2
633

11
222

(8

l6
121
\+ z

6

)

48\
3361

i12l
2 2  2  4 l

10
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et
(s s\
\ 6  )

sont symétriques.

c) Notation matriciel le

Orr consiclère les matlices A, dêfr,nies précédemment, associées à un cléveloppement pal
l 'A.IP.

Dans le cas des fractions continues:

(l) ces rnatrices sont de to tor-" ( fï ,l ) ", 
sont clonc s1'métriclues.

\ r  u , l

(2) de plus, si le développement est purement périodique symétrique de longueur /. le
produit de matrices AoAt...  At est symétrique c'est-à-cIire At-t:  .4r poul tout i  t ,el
c l ue0  < i<L

On généralise ces deux résultats au cas n ) 1.

Définit ion L.L.7 Soit n un entier str ictement posit i f .  Pour tout entier a et tout en.t ier t
tel çte 1 < i  < n, on déJinit la matrice At@), appelée matrice élémentaire par

A ; (a ) : 0

0

0

a 1
10

0

0
0

0
1

1

0

ô

0

( t - 1 )

n

On note (l l).Ao
z = l

Notation : Soient At (l < i 3 n) n matrices carrées.

procluit de ces matlices selon les indices i croissants.
On obtient alors la proposition suivante:

:  A tAz ' . . . ' 1 ,  I e

Propos i t i on  1 .1  ,8  So ien t  (o r ,o r , . . . , d , - )  n  nombres  rée l s  ( t  >  I ) .

(1) Le.s natrices A,, d,éJinies 1trécédemment, associées ttu, déueloqtpentent ltar l' 'AJP de,

(or,or, . . . ,a,) se d,écomposent en un produit de ntatr ices sy'métriques élémentnire:s,

n o t é :  
n

A, : (l l)." i : AiAi .. . Ai.
r - 1

l 1



(2) Lorsque le déueloppement par I 'AJP de (a1,cr2t..-"a,.,) e,st , ir: i ,"_",:.1:Ti,odique

symétrique de longueur I alors le produit d,e. matriu:.t ( l l).( i l  )*Ai s'écrit

sous form.e d,'un prorluit .syrnétrique de rnatr'ices sym.étt'liy,2r, tortËrtélé*entaires san.f
ér:entnel lement une, où k est  le plus Ttet i t  ent ier  te l  qtr ,e k l  )  n -  I .

,\r'ant cle clémontrer cette proposition on considère l'e-,temple clonné pr-écéclemment.

O n  a :

A _
J10 -

A3 Ai

cléfinit de même les matlices .4, pour I 3 u < 5.
a a,lols

5  m in (6 -u ,4 )

( f I ) . t  I I  ) "Ai  :  Ao,. . .A\Ai . . .AIA?.. .  A' ,nAl , . . .  ASAiA;A\.
u=O i= l

Enpe rmu tan t ce r t a i nesma t i - i ces (ene f f e t , pou r tou t ze t t ou tp te l sc l ue0 ( -u ( - \ ç1
0 (  1r  (  5  on a AiAi :  A lAi ,  A iAt :  AtAi  e t  A iAl :  AIAD on a successivement :

5  m in (6 - v ,4 )

(fl ).( fI )" Ai : A,JSASA\AiAiA\AïA?ASASAiA\AïA\AîA\Ai
u=O r= l

--AïA3A3A2A\A!,AIA!4A?A7A3A?AiAZ(AîAïA|Ai

:A?AïASA2AiA|A|A!^A?A7A?3V3'A?4)AïA\ATA\Ai

: A? A2 A? A2 "4i Ai Aà A\ A? A3 A3 Ai éi Ai) Ai A3 Ai Ai

:A0J2A3A2A\A!,AàA!4A?A3A?3AiAïé\ATASA\AsL

81

60

2 i
10
10 [' f, q):[si I l, )

0

0
1
0

0

ï î )

d l'; Slf ià ,
o o"àijt,o 3

Ao.

On
On

12



:AjJ3Aj3A2A\Ai"4LV?Aï)AïV\AïA\A\AïASA;A\.

Ent r t i l i san t leséga l i tésA l ; { - '=A i+ t (0< t< ,1 ,0<u35- t )  ceprodu i t s 'éc r i tde la
façon svmétrique suivante:

5  rn i n (6 -  u ,4 )

(ll ).( II
u=O z=  l

Preuve de la  proposi t ion 1.1.8

(1) Soit n un entier tel que n 2 2. Montrons par récurrence Ia propriété,

suiva,nte:

Quels  que so ien t  les  en t ie rs  a r t . . . ,an ,  Ia  mat r ice

sous la forme d'un produit  A1A2..  .  An, où les matr ices

matrices élémentaires telles que A; : A;(at)'

ctrn

Q n - l

;,
I

10

0 
' . .

:u . . .
0  . . .

4Q<

notée  (H" ) ,

?)
0ls 'écr i t

r)
rz) sont les

( " ,1  0\  l1  0 o\ /az i  0 \
Si  , , :2 ,  I  a1 0 I  l :  |  0  ur  1 l l  I  0  0 l .

\ r  ool \o 1ol\o ot l
Ainsi (É12) est démontrée.

Supposons donc (f1") et montrons (H"+r).

Ona

I

U

i
0

:l
:J[ïi' 0

lo '
l 1

anl l

an

.

àl

0 0

: :

0 :

l-l 1
V I

(.) 0
0 1

a2

1
0

et I'hypothèse de récurrence implique que

13
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: )

:,l

1 0

0  " .

t  . . .
0  . . .

a n l l

A 2

I

a n * 7

I

0

àl

0

:

0

1 0

: ' .

0  . . .

D'oir

(  " " * '  
I

| 
",'' 

:

\'ï 3
. .  0

. :

' .  0
0 1

n \

,l_
o l -
r f
o /

1 0

0  ' .

0  . . .

0

0

0

Ce qui démontre (H"+t).

rL

Ainsi ,4., : (n). Ai : AiAi . . . Ai, où
i = l

A u  _^ i -

A 1 àl

a 2  I

1 0
0

t ,

I

L
I  a n I I  I

l r n
t ^

\-,

u  . . .

. 0

. :

. 0
I

1 0

0  " .

0  . . . 0

0
0

:

0
1

1

0

:
U

a i l
10

0

0

1

0

:
0

0
:

0
1

k I  m in ( k l - u I l , n )

(2) Nlontrons que le produit cle matricer (fl).( ff ).Ai s'écrit sous forne cl'un
v=O i=L

procluit symétrique de matrices symétriques'

k t  m in ( k l - u * l , n )

on note Bo : (ll ).( II )- Ai .
u=O

( n * 1 )

z = 7



O n  a :

Bo:  (A?. .  A , " ) . . . (A l , - " * t  . . .ak t -n* t1ça* t -n+2" . .A* '_ i * ' ) . . . (A l ' - ' . ,q t ' - t ) "q l ' .

En trti l isant les égalités AiAi: AiAi pour tout i et 3 tels que li- j l>2
(0<r<k | ,0<p<k l ) ,
on a,

( : { f r - n+ t  .  . .  A l t - "+ t1Q1 | - "+z  . . .  ak t -n+21  -

etf t-"+t Af; \ i+t)(Al,-"*t  .  .  .A!, ,_-; ,* t  )r1kt-nt |  aLt-nt2

et en poursuivant

e1ll-"+r . . A*t-"+r1(Alt-"+z . . .,qïl:i*r) . . ç1lt-t Axt-r )Al, =

(Alt-"+t A\t :1,+r: ,(g|-"+z .  .Af; i : ; .+21 .  "ql , - t (4"t-nç7r1kt_-rtr t  . . .A\ ' - t l f , )

En nti l isant les égalités A!*1: "qfl1o (0 < i 1n- 1), on obtient

Bo:  (A l .  .  .Ao" )Br (A ' " .  .  .A?)

avec

&:(AI . - -Ai ) . . . (A l ' - " . . .A1 ' - " ) (Al t -^+t . . .Af ; ' - i * ' ) . . . (A l ' - 'A l t -z1a*t - t .

On poursuit ce processus et on obtient ainsi, pour tout j tel que 0 < j < U=",

Bi  :  (A ! r . .  .  A ! , )  . .  .  (A l ' - " - r *1  . .  .  X .k t -n - i+ t )  .  é l ' - i - t  Ak t - i - l )A l ' - i ,

et

Bo:  (A?. .  A ' " ) . . . (A i - '  . . .A ! . - ' )B i (A ' , - t  . . .A ! r - ' )  . . ( .A i  . . .A? l

Cas  1 :  ( k l -  n )  i r npa i r :  onpose  k l - n t I : 2p .
Ainsi

Be : (Aï. .  .  Al")(Ait-n-p!2 .,ql!-ï- '* ')  .  .  .  lalt-n-t At ' t-e-t)Al '- '  .

Soit

Be : (Aï . . . A!^-r)Al,(Al'-"-p+2 . . . Af;;;-'*') . . . Al'-'-t çat"t-;-n "ql'-').

En ut i l isant les égal i tés A!,a1: l l l r ' - ' (0 < i  1n- 1),  on obt ient

B,  =  (A ! .  . .APn- r )Bo+ ' (AT- ' .  . .A Ï )

avec
B o*, : Al,ê1, 

- 
" 
- pi2 . . . Alt _ ; 

-, *', . . . ( Al' 
- o- 2 

Akt 
- e - 2 

) Alt 
-' - t

et de même
B r*, : (AT*' . . . A!,*-t")B r+r(A?.+-t" . . . Al*' )

15



avec
Bp+s: A!,

En poursuivant ce process

B-

Bo :  (A?. . .  A ' " ) . . . (A ' ï '  . . .  A lo- t ) (A i  . .  A ! , - r ) . . .8  . . . (A l " - r .  .  A ï  . . (A l ,  A? l

oir 6 est une matrice syrnétrique.

Cas 2 :  (k l  -  n)  pa i r :  on pose k l  -  n  -  2p.
LIne démonstration analogue nous donne:

ur :  t .o i . . .  A"^)  . . .8 . . . (A", .  Ai)

oir B est une matrice symétrique, à savoir:

I nr,*-'r,q'^*-', . .A'r*i si (n - r) impair
B: l  ,

I  an*-\ai l1 Ai*+ si (n - I) pair

ce clui termine la clémonstration de la proposition 1.1.8.

A!,*_t (Al'-n-p+3 . . . -41':ï-'*t) . . . /!t 
-n-z

us, on obtient, en notant:

(  ana ' , : ' r .  . .A l **  s i  t t  pu i ,
I
L_,
I l l , lX*-:r .  .  .Al*- . , i  r t  i rrr tr t i ,

L.2 Rappels sur ltalgorithme de Voronoi

L.z.L Uni tés d 'un corps de nombres

On note:
k un corps de nombres algébriques de degré n : rr l2r2 oùr 11 (
clésigne le nombre de plongements réels ( respectivement complexes

Cî un oldre de k,
7 le groupe des unités de (J.

On lappelle le théorème de Dirichlet suivant :

T l réorème L.Z.L On a
U-Gxz '

oti G est l 'ensemble des racirtes de l 'unité qui sont dans t et r :  rr

Définit io tt  L.2.2 (Jne base {.r, . .  .e,} d'e la part ie l ibre de l ' l  est

fondamental d'unit és de g.

Airrsi. tout élément e de U s'écrit de façon unique sous la folme:

, : ( , rT ' . . .e1 '

respectivement 2r2 )

) de È dans (X,

+  1 2  -  l .

aqtpelée zn système



oir ( est nne racine de I'unité dans 0 et n1,...nr sont des éléments de Z.

L'algorithme de Voronoï [9] permet de déterminer un système fondamental d'unités dans
lecasn :3 .Onse l im i t e ra i c i aucâs11  : 1 ( l ecâs? '1  : 3se ra t ra i t édans le t r o i s i ème
chapit le ).

1 .2.2 Notat ions et  Déf in i t ions

Soit /r C IR un corps de nombres cubique à conjugr-rés complexes. Soit Z un f-n-ioclule
l ibre de lang 3 de Â de base {1,ot,42}. On dira que,L est un r 'éseau de h et on notera
L :1  I . a1 ;a2  ) .  Tou tpo in t  {  deL  s ' éc l i t  r b :n l ua t ! t ua2  avec (u ,u ,u ' )  uné lémen t
cIe Z:t.
On note o et o les plongements complexes de If dans CI.

Définit ion 1.2.3 On dit Çuetbo € L est zn point extrémal de L si et seulem,ent si l tortr
tout  r f  de L te l  que 0 < ô < rbo on o l " (é) l  >  lo(Éo)1.

Cl'est-à-dire que le rectangle ci-dessous (fig.1) ne contient aucun point de.L.

l"(_u'o)l

Définit ion L.2.4 Soit k un entier posit i f ,  on dit Que 1b*+t e.ct /e point extrémal adja-
cent ri ,!r, de prernière espèce dans L (fig.2) si et seulement, si tfipal est tel qttr:

0< - t bn+ r< - ( , n

l "?b*+t) l :  min ' { | " (h) l  te l  c lue 0 < th  l  tb* ,  4"  €  L et  t l :  l0}

I
I

l " (É) l

(f is.t)



1"01,)l

lo(  ç ' r .+t  ) l

la (  { ' r  ) l

(fis.2)

Définit ion 1.2.5 Soit k un entier ytosit i f  ,  on dit 7ue 1,,*+t est le point extrérnal adja-

cent à tf ip de deuxième espèce dans L (f ig.5) si et seulement.si

,h*+r:  min{{  te l  que , l t  > ,bn et  lo( t l : ) l  < l " (É*) l }

l " (Ér) l

l " (É*+'  ) l

(fis'3)

Définit ion L.2.6 LIn résectu L est réduit si et seti l ,ernenl, ,si,  I  est urt point e:rtréntul cle

L .

1.2.3 Périodicité et unité fondamentale

Si tr est un réseau réduit, on peut construire la suite décrc,issante ( respectivement crois-

sa,nte ) cle points extrémaux adjacents de première { respecl,ivement deuxième ) espèce

nal' :

Par Volonoï [9] on sait que cette suite est purement périodique de la forme:

.  .  . e 2 t h t - t , .  .  .  , € 2  r ' e l h r t r .  .  .  , e ? b t r e  :  t h t r r h r r r .  .  .  , 4 ' o  :  |  ( 1 "  e s p è c e )

l"0/)l



nne base cle .Lo.

Dire clue tt,2 est le point extrémal adjacent à r1'1

\

f f iA i ,b ,  :  e- ' ,e- r 'hr , ' "  ,e- r 'br i ,€-2, ' ' '  ,e-2 'b t - r , ' ' '  (2"  espèce)

où e est I'unité fondamentale de -L inférieure à 1 et / désigne la longueur de la période.

L.2.4 Méthode de construction de points extrémaux

Pour construire une suite cle points extrémaux, il suflit cle savoil construire le point

ertr-énal acljacent à 1 clans un réseau réduit. On déclit ici la méthocle clue à \bronoï [9]

[28] qui per-met cle construile la suite de points extrémaux acljacents de plemière espèce.

Soii io .,n r'és"o., récluit de 1i. Dans -Ls on clétermine 0l - 4'r le point extrémal acljacent

à 1 (cle première espèce) et un point l f ; tel que lo(d!) l  soit peti t  et tel que {0!.d!.1} soit

dans trs équivaut à clire q." 
Ï 

est le

point extrémal adjacent à I clans !. Ainrl, pour clételminer y',2, on cléfinit
v ' l

t.n 09 I
Lr: 

-] :( 
1, *,+ ), on cherche dj le point extrémal adjacent à 1 dans .L1 et on aur-a

('r oi oi

Y : e: c'est-à-dire ç, : 0!û'
V)r . , .
On itèr." ce processus. On suppose que l'on connaît la suite des points_ extrémaux jnsqr-r'à

u,4. Ponr déterminer y', t+r on consiclère le réseau récluit Lt : i- I ,H,# t.' "  '  ai- '  a;- '

(1) Dans ce réseau on clételmine 0! le point extrémal acljacent à 1 cle première espèce.

1,  Ç '  €  Lç  e t  u '  l 0 )

(2) On choisit alors un élément 0f de L1, te| que lo(df) l  soit peti t  et tel clue {9}.df. l}
soit une base de tr6.

On  pose  L *+ r : . 1 -9 i - -  
1  

> '- \  r '  0 t '  0 t  ' '

On obtient ainsi une suite décroissante de points extrémaux adjacents à 1 de prenière

espèce. Cette suite est périodique et si / désigne la longueur de la période, c'est-à-cli'-e

le pltrs petit entier striciement positif tel que |tr:|os, alors une unité fondamentale cle
, r
L -  |

O: Lo est  e :  I I0 l
À;=0

potrr cette construction le ploblème essentiel est la détermination de 0!- Pour cela.

Vor.onoT récluit la base c7e L1, de manière à n'avoir plus c|.re trois points à consiclérel

clans la base récluite: parmi ces trois points, on choisit df comme étant celui clui rencl

lo(r l ,) l  minimum.

c'est-à-dire que 0! est le point de Lp tel que

f o. 0t.r

1 t"frf l l  :  min{1"(1,)l  tei que o < ?, <

. ,h*
On atrra alors 

ff 
: 0l c'est-à-dire ,1tr*t: 0!ûn'
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Dans [29], Williams décrit une méthode analogue pour cons:truire une suite de points
extrémaux adjacents de deuxième espèce.
Ainsi, à chaque étape, il s'agit dans un réseau réduit .f.1 de déterminer df le point

extrémal adjacent à 1 de cleuxième espèce, c'est-à-dire ';1.ne 0i; est le point de .L1 tel clue

(  l "0 l ) l  < 1
t -'l

| 0ï minimunr
Potrr cela, on récluit la base de Lp de manière à n'ar'oir plu.s c1;ue clix points à consiclérel
pa,r'mi lescluels on choisit le minitnum.
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CHAPITRE 2

Familles infinies de développements

C. Levesque et G. Rhin [20] ont étudié deux familles infinies de corps Q(o) dépendant
chacune de deux paramètres et ont donné, pour chacune d'elles, le développernent pa,r'
I'AJP d'un vecteur à composantes dans Q(a). Ces développements étant périodiques (la
longueur de la période tendant vers l'infini) ils ont ainsi obtenu une unité de ces colps et
ont conjecturé que cette unité était fondamentale dans l'ordre Z[a].
Ces familles ont également été étudiées par A. Fahrane [12] qui, le premier, a montré
la fondamentalité de cette unité pour I'une des familles lorsque I'un des paramètres est
suffi.samment grand ( ce résultat n'est pas effectif ), par S. Louboutin l22l qui a montr'é
que cette unité était une puissance bornée ( la borne étant indépendante des paramètres )
cle I'trnité fondamentale de l'ordre Z[a], ainsi que par J. Kùhner [16] qui donne également
le développement par l'algorithme de Voronoï pour une de ces familles.
Après avoir rappelé les résultats obtenus par C. Levesque et G. Rhin nous allons, dans ce
chapitre:

- étudier le lien entre le développement par I'AJP et par I'algorithme de Voronoi cle
ces deux familles : ce qui nous permettra de prouver la fondamentalité cle I'unité
obtenue par I'AJP pour toutes les valeurs positives des paramètres.

- généraliser ces deux familles à des familles infinies de corps Q(a) de degré quel-
conque pour lesquelles nous donnerons le développement par I'AJP d'un vecteur à
composantes dans Q(cv).

2.1 Rappels des résultats obtenus par C. Levesque et G. Rhin

2.1.L Première famil le

Soit c 2 2 et m 2I deux entiers, on considère le polynôme:

/ (x)  :  x3 -  c*x2 -  (c-  r )x -  c- '

/(X) est irréductible, admet une racine réelle, notée o, unique et on a le théorème suivant :
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Tlréorème 2.1.1 Le déueloppement par I 'AJP de (a1,oz): (o' - c*a,a) est ptrrenrent

pé r i od iqued ,e l ongueu r l : 3m* I  e t  /  a  \ -€ :  e  ( "  _  *  I  
est  l 'un i té  deQ(a)  fourn ie p( f f  ce

dét,eloppement.

2.1.2 Deuxième fami l le

Soit c ) 2 et r iz ) 1 deux entiers, on consiclère le polynôme:

/ (x )  :  À-3  -  ( r ^  *  c -  1 )x ' -  ( r " '  -  t )À-  -  c " ' .

. f ( - \  )est i l réduct ible,  admet une racineréel le,  notée a, uniclueet on ale théorème sui ' , 'ant:

T l r é o r è r n e  2 . L . 2  L e  d é u e l o p p e m e n t  p a r  I ' A J P  d e  ( a 1 , o z ) :  ( o ' -  ( r ^  +  c -  7 ) a , a )  r : s l

p u r e n t e n t  \ t é r i o d , i q u e  d , e  l o n g u e u r l : 4 m * I  e t  e  = * ( - " ' - ) -  , r ,  l ' u n i t é  d e Q ( c r )
\ a - c n ' I

fot trnie par ce déueloppement.

Remarque : Pour chacune de ces familles, ces développements sont symétriclues.

2.2 Algorithme de Voronoi et comparaison avec ITAJP

2.2.L Méthode de recherche de points extrérnaux

On clécrit ici une méthode qui permet dans certains cas cle déterminer une suite croissante
cle 1>oints extrémaux. On sait que pour dételminer une telle suite il suffit cle sa,voir
construile le point extrémal adjacent à 1 de deuxième espèce dans un r'éseau récluit
L  : 1 1 ,  t 1 ,  a z  )  .
Ainsi on cherche un élément rb : u ! ua1 | r.ua2 de .L tel que

(  'P ' t
{  l " (É) l  < t
I t/ -ini-n-

Notons F(tr",u,w): lo(1,) l ' .  F définit  une forme quadratique à trois variables u, 'rr, 'u'  à
coefficients léels, positive de rang 2. On va dans ce paragraphe énoncer une proposition
c1ui. utilisant un vecteur isotrope de cette forme quadratique) nous permet de restreindre
à 5 au maximum le nombre de choix pour un point extrémal adjacent à i.
IIn avantage de cette méthode est qu'une réduction de la base n'est plus nécessa,ile à
chaclue étape.

On strpposera dans la sui te du palagraphe que (^1r, I ,71) est un vecteur isotrope cle,F
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et on pose

ôr : ltz] + at Ç' : ([tr], t, o)
Ôz :  hzl  *  ar  *  az Q, :  ( [ t t ] , I , |
é t :  [ l r ]  I  a r  -  az  Qs :  (hz ) , l ,  -1 )

ë4 : l l z l -1 ta1  Qn: f i i r l -1 ,1 ,0 )
ôs :  hz l  -  I  +  a r  I  az  Qt :  (bz l  -  1 .1 .1 )
rbs :  l^rz l  + I  + 2a1 -  a2 eu --  ( [ r r ]  + 1.2.  - l  )
ë,  :  [^ , r ]  *  2ar Q, :  ( r r ] ,  Z.O)
os  :  [ t r ]  +  1+  a r  -  o t2  Çs :  ( [ r r ]  +  i ,1 .  -1 )

oir [r] clésigne la partie entièr'e clu réel e'.

Lenrnre 2.2.1 Si 0 < a1 ( 1 et 0 {  a2 1I on, rem(rrql le qu.e l 'on cL

én<ës<ôr<62
ô+<éu<ôt< ,bz
Qr<Qz<ôe
Q t l Q s l Q a

si a2 < a1 alors ôz < ô,
si 2a2 - 1 < a1 I a2 alors /7 < ôz < ,ia
s i a l < Z a z -  l a l o r s  é z < ô e  < ô z
si 2a2 - 1 < 0 alors é, < é".

Lernnre 2.2.2 Soit F un,e form,e quadratique à trois uariables Lr)'t))lD, à coeffici,ents rée:ls,
positiue de rang 2 telle clue

F(1 ,0 ,0 )  :  t  e t  F (0 ,0 ,1 )>  1 .

,Si  F adm.et un uecteut '  i .sotrope (^1r,7,11) alors F s 'écr i t :

F ( u , u , w )  :  o ( 7 0  -  : l r u ) 2  * 2 b ( u  -  ? r u ) ( u  -  ^ i z u )  I  ( u  -  ^ 1 2 t ) 2 / . )  t \

r:t

e t

.F(u.u.  r ,1  : l l * - ( r '  +  z ! t r ) ,+z lu l '+ |W-Tu)2+(1 -  z t ) fu-  jz t )2 ( '2 .2)

( r ueca l l e t  b2<a .

Preuve
Soit M la matrice de la lbrme polaire associée à fl.

a,vec rl33 ) 1.

O n a

M s 'écr i t :

1 3 \

23 1
3 3 /

( I  a n a
M: la rz  azz  a

\  ots azz a

I
I

Q r 2 : - . l z - 1 t 0 n

a22 = 6r)' + 21r^lror:. + rrss(^lr)z
Q 2 3 : - a n 1 z - a s z ' l t
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car (12,1,71) est un vecteur isotrope de F.
En posant: c!.:  as et b: or" on obtient les formules (2.1) et (2.2).
F étant une forme positive de rang 2, on a b2 < a.

P ropos i t i on  2 .2 .3  S i  0  <  ^h  . - - I ,  ̂ t z )  1 ,  0  <  a1  (  1 .  0  ( . 2  I  I  e t  +bz  <  a  on ,  ( r

1 .  , ' ' , i  F (Qr )  <  |

a. si b 10 alors le l toirt t  e;rtrémal adjacent à 1 est er,g:t orL ôt

b. si h) 0 alors le. l toit t t  ertrém,al adjacent à 1 est ô1 olt a5

2 .  , 5 i  F (Qr )  >  I  e t  F (Q2)  <  I

a. si b < 0 alors le poittt ertrémal adjacent à I est :

i .  ô2,ôz ou ës .si a2 I a1

i i .  ë2 ,ô t ,ôa  ou  ë i  s i 2a2  -  1  <  a1  < -a2

ii i .  é2,ô3,é+,ôa ou $7 si a1 < 2c.2 - I

b .  s i  b)  0  a lors  le  po int  er t rémal  ad jacent  à 1 est :

i . $2ouSs .s i 2a2 -1<0

i i .  ô2 ,ôs  ou  ôa  s i 2a2  -  1>  0 .

Rernarqu e 2.2.4 Une condit ion suff isante pour aaoir 4b2 < a est l2bl < I (car (r > I ).

Preuve de la proposit ion2.2.3 On note ,b: u*ucvr !r-ua2le point extrémal a,djacent
à 1 et P : (u,'r', u') l'élément cle 23 corlespondant.

1.  On suppose d 'abord que F(Q1) < 1.

a. N{ontrons que u est non nul. Si 'u : 0 on a:
s i  t r : 0  a lo rs  F (P ) :  o :u ,Z  >  1 ,  s i  t r ' : 0  a lo rs .F (P )  :  t , 2  )  1 ,  e t

s i  t L  f 0  e t  t l  f  0  a l o l s  F (P ) ,  
î *  I  - z t 1  >  t

ce qui est impossible.

b. Montrons que si ?b + /3 alors r!,)'u)?,D sont tous positifs ou nuls.
On a (u- l tù' ( 2 cal F(P) ( 1 et 4b2 < a, or ^12 ) 1 donc utr 2 0. On a
(u - 11u)2 ( 2 donc uu >0 ou ltr. ' l  < 1.
Si tou 2 0, u ( 0 entraîne tl ( 0 et tr S 0 ce qui est impossible car y'' ) 0. clonc
onau )0 ,220e t t o20 .
S i ' r . ou  (  0a lo r s  l t o l  :  t .  S i u ; :  l  a l o r su  (  0e t t r  (  0 .  S i  u :0ona ,

F (P ) ,  
î *  I  - 2 : )  >  I  e t  s i  u  (  0  on  a  { ,  <  0  ce  qu i  es t  imposs i l > l e .

Si  tn  :  -1 ,  u  )  0 ,  u  2 0 et  ( *  -^ l tu) '  >  I  e t  s i  u  (  [12u]  a lors  ( tL-^12t , )2  2 1 et
F(P)  )  1 ,  s i  u : l l ru l  a lors  /  -  d .  ou ,h  > ôt ,  e t  s i  u2 l12ul*  I  a lo ls  4, )  6 t .
Ainsi uu 10 entraîne ,h : Ôs.
On a donc démontré que si ,h I ô" alors u ) 0 et u, et u sont positifs ou nuls.
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c. Montrons que u : I .
Si u > 2 on a (u - lrr) '  < 2 donc u > 2112j-- 'u' i ,r ' t  u ) [72], donc rl t  > ér.

cl.  Etude de u et w.
On a (u - : .2u)2 < 2 donc u 2 l"rzJ- l .
N'Iontrons que tu < 2.
S i  t a  à  2e tu  >  [ i r ]  a lo l s  ù . '  >qz .> . / r y  e1 , , : ; i  u , , -  i ' i , , l i - - l  a lo rs  ( ' u -12 t ' ) 2  >  1e t
(u : ,  - ^1p )2  ) l c l onc  F (P )> I "
Si u 2 [rr] + 1 a,lor-s ti ] <bz > h,
Da,ns le  cas o i r  ur :1 .  s i  t :  [ tz r ]  a lors  r l , ] ,s1 dr . ,n , : ' '  t t :  [ i2 ]  -  I  e t  r , :  g ' , .
Dans le cas oir tr' :0. si u : fi'2t,1 alors rf:: çp., et;sl rir : l^trl - 1 alors 1., : o{.

De p lus s i  6  < 0 on a F(Q) )  1  et  s i  ô  )  0on a F(ûr)  )  1  et  F(Qn) > 1 ce c lu i
clémontre la première partie de la proposition.

2.  Supposons maintenant  que F(Qr)  > 1et  F(Q2).<. '1 .
De mêrne que précédemment on a u 2 0, t, ) 0 et to ) 1.

a,. Nlontrons que u 12.
S i  u  >  3  on  a  u>  hz l *1  e t  s i  t r  )  0  a lo rs  rb  >  ë r .  S i  u  :  - 1  e t  z  >  [12 ]+1
alors ty' ) $2 et si tr : hrl + 1 on a (u - ^trr)' ) 1 et (u - 7p,)2 ) 1 clonc
F (P )>  1 .  A ins i  u  :  1  ou  u  : 2 .

b. Le cas u : 1. De même que dans la démonstration de Ia premièle partie on a
LL > l^ /21-  1 et  tu  {2.
Si  t r . ' :  1 ,  s i  u  > hr l  a lors  y '  )  ô2,  s i  u :  [72]  a lors  , l t :  ô ,  e t  s i  z  : l^12)-  I  a lors
,1,--  Ôs.
Si  .u '  :  0 ,  s i  u  > [ f r ]  a lors  /  ]  ôz,s i  u  :  [72]  a lors  V,  :  6ret  s i  z  :  dz)-1 a lo ls
rl, : ô+.
Si  t r '  :  -1 ,  s i  u  > hz l*  1  a lors  rb > Qr,s i 'u  :  I r r ]  +  1 a lors  r l ,  :  ô t ,s i ' r ,  :  hz]
a lors  {  -  ôsets i  z  :  br l - tona( t r ' -7r r ) '  )  I  e t  (u-yu) '  >  1 doncF(P)  > 1.

c. Le cas u : 2. On a alors 
" 

> hzl.
Si u_' 2 1 alors ,h > 62.
Si  u :0,  s i  z  > l l r l  a lors  ty '  7  $2et  s i  u :  I t r ]  u lor .  ,b :  ô . , .
Si tr '  :  -1, si 

" 
> Wz)*1 alors 4, > ôr,si u : l ' r t l  +1 alors rb : ôuet si 'u : l12l

alors (u.' - ^ttu)2 ) 1 et (u - ^12u)2 > 1 clonc .F(P) > 1.

Dep lus  s i  b  <  0ona  F (Qr )  )  1  e t  F (Qr )  )  1  e t  s i  ô  )  0ona  F (Q" )>  1 ,  F (Qn )  >  l .
F(Qr) ) 1 et F(Qu) ) 1 ce qui démontre la deuxième partie cle la proposition.

Cette proposition va nous permettre de donner explicitement la suite croissante cles
points extr'émaux du développement par I'algorithme de Voronoi pour les deux familles
pr'écéclentes.
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2.2.2 Application à la première famil le

Soit c ) 2 et m ) | deux entiers, on considère le polynôme:

/ (x) :  x3 - c*x2 - (c - r)x - c^.

Tl réorème 2 .2 .5  So i t  a  la  ruLc ine  rée l le  du  po lynôrne . f  (X) .  1 i  -Q(cr )  eÉ O: : [a ] .

i )  Lu stLi te des Ttoints eùréntau:r de O est:  pour 0 (  s (  nr -  I

r - , o :  l , u 3 s + r : o ( - 3  ^ ) "  . r / . " * ,  : o ' ( - - " - ) '  . , , ' . " * . :  (  t o  - ' ) " * t
\ O - C " ' . i  \ A - C " '  /  \ C \ - ( " ' /

e t  { z^+ t  :  "  
( - :  ^ ) *
\ o - c " ' t

i i )  L 'uni té fond,amentale d,e O est €:  (r  (  "  = ) ' "  et  la longuenr de la période r l t t
\ a - c ^ /

rléueloppernent par I'algorithme de Voronoi' est I : 3m, * I.

Preuve du théoreme

Pour cette démonstration on sera amené à utiliser les formules snivantes:

c *<c \<c^+9
(l

et
r r l - c

æ-;6:o1
Soit I :( 1,(rr,(r2 ) un réseau de /i et r/ le point extrérnal adjacent à 1 clans I. En
notant ,/, : u I uat I waz on a les lemmes suivants :

Lenrnre 2.2.6 Pour  un e 'n t ier  s ,  0  (  s  1m

sà  L  :<  1 ,0  -  , * , L  )  a l o r s  ( u ,u ,u )  - -  ( c - , 1 ,0 ) .
o

Preuve
On vérifie clans ce cas que F est une forme quadratique positive de rang 2 clui s'éclit à
I 'aide cles formules (2.1) et (2.2) avec:

a  ,  û (û  -  c ^ )  c ^ - "
a :  

t - 2 "  
, o :  -  

Z C r r - ,  
, ^ i 2 :  o  , ^ l t :  

; '

On a0  (  7 r  (  I , ' l z ) 1 ,  0  <  a1  (  1 , ,  0  <  az (  1  e t  4b2  <  a  ca r

4b '_a (o -c^ )2  
a r .

Q, Cn
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En reprenant les notations du paragraphe 3.2.1, on a S1: a donc

F (Q t ;  :N ( " )  : " ^  ( 1e t6<0 .
a a

D'après la proposit ion2.2.3le point extrémal adjacent à 1 est dt, ôt ou /a.
O.  Ç3 :  (c" ' ,1 ,  -1)  e t  I 'on a.  d 'après (2.2)

F(Q,),;*;r t*îy, ff i+c" * ! r,,, ,.
En f i n  e t : o t - 1e t

r - , , ^  \  - \ - ( n  -  I ) ' 2 c^  l  c  - ' 2 , ' J c " '  *  c  - ' 2
r t Q 4 i :  

c l J  
:  

o _ ' 1  
>  

, ^  
> i .

Dorrc V :  Ç\  c 'est -à-d i re  (u,  r ' .  u ' )  :  (c^ , I ,0) .

Lenrnre 2.2.7 Pour u,n entier s, 0 ( s ( m - 1

s i  L  : l - t , 4 ,  1  t  a l o r s  ( u ,u ,w )  - -  ( c " ,  1 .0 ) .
d

Preuve
En procédant de la même façon que pour le lemme 2.2.6 on a:

o  _  o  
. u  _  _ a ( a  

_  c ^ )  
. 1 c :  

r " o  
. ^ r ,  :  

r t o  
( o  _  c ^ )

cm 2c* c^ cm 
'

e t  0  (  7 r  (  1 ,  ̂ l z )  I ,  0  (  o t  <  1 ,  0  1  a z  1 I .
De plus

l za ;  :  o (o ;  t ' )  
'  ' '

cm

On peut donc uti l iser la ploposit ion 2.2.3.
rs*1

Orr a o1 :  - ; :  ^ et  Àr(a -  c") :  c-*1 donc
a \ a  -  c " "  )

F(e, l :" l i - ! )(1etô<0.
czm-  Zs -  L

On a  Q3  :  ( c " ,1 ,  -1 )  e t  d ' ap rès  (2 .2 )

F(Qù, #(t t  *c"(rr  - ,^)) '  * ( l  + +( a -  c*)) ' )  > r .

On a  Qa  :  ( c "  -  1 ,1 ,0 )  e t  c l ' ap rès  (2 .1 )

F(e,): f io,), +4!-!)r, ("" - r - #).(L + "("--'- l) '
En cléveloppant les deux dernier-s telmes, on obtient

rQr)- 1 + 4f: !  (c '-  1l  *2!y7f l  *  *o - 
"^)2 > r.

Donc V,  :  er  c 'est -à-d i re  (u, ' t - ' ,  to)  :  (c" ,1 ,0) .
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Lenrnre 2.2.8 Pour un entier s. 0 ( s I m - I

s i  L : . .  1  
o  -  r *  o (o - -  a - )  - .  n rnn "  ( , ,  

" ,< l .Ë . f f  >  a lors  (u .u .u , ) :  (c - - r - " ,1 .0) .

Preuve
En procéclant cle la même façon clue précédemment on a:

a 2 m - 2 s - 7  , m - s - l  C _ l  t
u : -  À - . '  / -  

- - ^ ' l
"  a ( a  - c " ' )  2  

t  
c m  o '

e t  0  (  l r  (  1 ,  ̂ l z )  1 ,  0  <  c r1  (  1 ,  0  <  c rz  <  1 .
De plus

u . '^ '  { l -2) -1.
a ( a - c n ' )  6 :  c ^ - '

1
CY

l2bl  : rm-s-1i+ -  I )  .  c-"  (  1.' c m a

On peut clonc uti l iser la proposit ion 2.2.3.
Ona

O  , m - 2 s - 2
@ r : " " + r  e t F ( Q 1 )  :  

o  
< 1 e t ô > 0

clonc t/' - dt on ,h : ëu.
En tr t i l isant la formule (2.1) pour ' f l (Ç5) et F(Q1) on a

F(Qr) : F(Qr) + 1 + (ct, - 2ay - 2bi) + (2b'j - 2bbrj) * 2btr

" i  i f z ] :T-W21.
Nlontrons clue a - 2o^lt - 2b > 0. On a

r 1
r l l ls(tue ___--_ : I  t  ____ ùn â'  

o ( a  -  c * )  a t

a -2ay -2b

"m-s - I

a  -  2 a 1 1 -  2 l t

a m - s - l

Sis  <  n t , - I , çm- r -s>2 ,2 t - " - ' (  l  e t  +  <  l  donc  a -2a^11-  2b>0 .
o  c^ - r  

-

si *- nz-r,a-2a11-2b:(r+.-!)+(; -fu*(;-|r to.
De plus 2br) -  2b{1r} )  0 clonc F(Qu) > 1.
On en conc lu t  que /  

-  /1  c 'es t -à -d i re  (u ,u ,w)  -  (c - -1 - " ,  1 ,0 ) .

A I'aicle cle ces lemmes, on clémontre par récurrence le théorème cle la façon suivante:

Soit  Io :(  1,  e -  c^, '^ , .  Par le lemme 2.2.6 on a ,bt  :  a.
a

On choisit un point auxiliaire S1 tel que {?y'l, Ôr,r/o} soit une base cle tr0, à savoir,

r h :  a ( a  -  c ^ ) .
Potrl cléterminer ûz on cherche le point extrémal adjacent à 1 clans le réseau

a- tt,- 1 rb"
Lr :1  1 ,+ ,+  > :<  1 ,û  -  , * , !  )  e t  pa r  le  même lemme 2 .2 .6  on  a :  + :  o  c 'es t -à- - ' 

,hr' lh, 
'  

cY ' O,
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-d i le :  ,hz :  a2.
En poursuivant ce processus, on obtient pour 0 ( s ( m - I les résultats donnés dans le
tableau crui suit :

k Lr :< 1^Q-L,T , # r t + r

V't

Q r + t

,i,r

0
c''

( 1 , a - c " " 1 - >
a

( c " ' ,  1 , 0 ) ( c -  1 .0 ,1 )

3"+1 1 I , a  -  c ^
c-

) -  >
a

( c - , 1 ,0 ) (0 ,  0 .  1 )

3s  I2
- c ' 1(  I , ; ,  -  )

a
( c " ,  1 ,0 ) (0 ,  0 ,  1 )

3 t+3 .  e - c ^  a ( a - c * )
\ rr --------l-l-;--------------l - 

z'
cs+r  cs t  r ( c - - r - " , 1 ,0 ) (0 ,  0 ,  1 )

On a noté

Ôn:a -c^  , ' r l t - r : t
d

et les troisième et quatrième colonnes clonnent les coorclonnées cle 
t/r*+l 

et de 9! .lon,
!;t" ('À

le r 'éseau I l .

A I'aicle cles quotients successif, 
pl+t 

on peut facilement déterminer la suite cles points
tlt *

extr-énraux tl,,p de zfa).

On en cléduit clue

tbz^+t :  o  ( - -  " -1-^  
\ a - c ^ /

O n a

/y'(V's-+t)  :  1 et N(rht)  I  I  s iO < i  (  3nz.

Dotrc '{'3,.+r est I'unité fondamentale e de O et la longueur de la période du développement
de l'algorithme de Vor-onoi est / : 3m * 1.
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2.2.3 Application à la deuxième famil le

Soit c 2 2 et m )_ I deux entiers, on considère le polynôme:

/ ( X )  :  1 ' 3  -  k ^  +  c -  t ) X 2 - { c *  - -  I l X  -  c *

Tlréorènre 2.2.9 ,Soit  a l r t  racine réel le r lu polynômr- /(- \  ) .  / r  :  Q(a) t t  O :  Zlal .

i) LrL .sttite de.s ltoint-: e:r:tréntaut: de () est:

( 'O  :  1  .ç , r  :  A ,4 ,2  :  A2  r r1 t ,  :  - !È-
a ' -  c ' n

! i ' + r : o (  
o ' , = ) t . u ,  ' (  a2  \ '

\ n  - . , ,  /  
r t + r  : * '  

l ^ - o /  
t ' o t t t  I  <  I  <  n t  -  |

a ( c t+ r  -  1 )+  r ' "  ̂  (  
" 1_ \  . t , . , , "  :  /  

. o t  
\ t * '  oou r  I  <  1  < , r  _ lr - ' 4 i + 2 :  

a _ c *  "  \ "  
_ *  

)  
. , , ' 0 , * t :  

\ "  
_ . -  

)  
t t w t t t  r  -

(  , o ,  \ -  
o (  

o ,  
\ , " .eL  vq - - z :  

l "  _  *7  
. u4m- t  :  

\ o  _  . -  /

i i )  L'unité fond,amentale r le O est €: a (a+) et h longueur d,e la périorJe rl tL
\ a - c * /

déueloppement de l'algorithme de Voronoi' est I : 4m - L

Preuve du théoreme

Pour cette clémonstration on sera amené à utiliser les formuies suivantes :

c*
c21a .1c2+ i

e t1 l c
t * ; i  

o , :  a - c *
enno tan t  c2 : c ' n  * c -1 .
Avec les mêmes notations que celles définies précédemment on a les lemmes suivants:

Letnrne 2.2.LO Pour un entier i ,  0 < t 3 m

s i  L  : 11 ,  d  -  , r , !  )  a l o r s  ( u ,u ,w )  :  ( c2 ,  1 ,0 ) .
a

Preuve
La clémonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme 2.2.6 du paragraphe précédent.

Lentrrre 2.2.L1 Si

L:.-1,c ' -1+4,! t ,
a d .

( i )  s i  0  <  t  <  m -  I  a lo rs  (u ,u ,u )  :  ( c t ,  1 ,0 )
( i i )  . s i  t  :  0  ou ,  t  :  m  -  I  a l o r s  ( u ,u ,w ) :  ( c r , 1 ,1 ) '
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Preuve
Les coefficients o et ô de la forme quadratique F associée à L et le vecteul isotrope sont
clonnés par:

a(a - c2) a ( ç ' n - t - I ) l c ^o L
u _  _ . o :

c.

e t0 (7 r (1 ,?z ) l . ga
De plus

r  , l l  -

c*- t  ( \

n1  ( I . 0<o2<1 .

l 2b l : o (n - cz )  . , .t - " t  
C m

D'ap rès  (2 .1 )  on  a

F(e,)  :  + (r-*b-c^)) '* . "1 "  -1 ,z-a(a:cù (r-*r(r-c.r)  Arn-c, , , )
c -  \  c ^ ( \ ' - '  

-  ' /  ' c *  - t  
c m  \  c t , c r t *  /  1 . "

c'est-à-clire en développant :

' )+ r  + |
o  c t '  ,  I  ( r - c t  c '  c '

fQ )  - - : - +  * (a - r - ) ' (  _  * I + - )  - 2  * (o - c ' ) -  * ( " - c " ' ) o (o - r z ) .
c ù r  c z * '  

' c ^ Q  
c *  c z ^  c z ^ '

En rema,rquant que
L  a - c ,  c

*r+r+ c^ 
:  

o-* ,  
(2 '3)

orr  o l r r ie. t  F(Q,) :  
ï  

-  
f f t "  

-  c*)  (z + o1o -  cz)  - . ' * ' ) .

On a -F( Qù :  F(Q)* n *  2o^tr  + zb{tr}
clonc

F(Qs) :  F(Qr)  +  +  +2+a(c* - ' - r )  
I  c^  -  c r (a  -  cz) . ( t  -  t " ) .

'  \ " < / t t  I  
C n 7  

'  -  
C *  C * - t d .  C ^  C * - t

On renalclue que e - cz ( 2 et que
o (c^ - ' - l ) +c -  .  c ^ -L  c ^

c l - c '
d a l ?

soit 0 < (r^-" - c) +!tt - {; ." qui est vérif ié.
d a

Dor rc  F (A . . \ ; '  
o  

; '  1 .
c^

O n a

F(Qn) :  F (Q ' )  *2b t r  +  1+  2 { t r )

clonc F(Q n) > F(Qr) + 2brj car -1 < 2b11 < 0,

c'est-à-cl i r  e F(Qn), # 
-  

hr" 
-  c*) (z + o1o - 

"r)  
- . ' * ' )  + r#

Le terme cle droite est supérieur à 1 si et seulement si

=f  ( ,  -  *e*  a(o -  , r )  - . '+ ' )  + z . ' )  > o
Cttl \ C- /

ce cltri écluivaut ( en remplaçant a(a - c2) par c^ - |

<cnL- t  _ r+ t
(}

r ') I 'r

rtu

+-) à
d.
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\  I  ct a ,2t+r-m - c'-^ - 
" ,0 ce qui est vrai pour 0 Ë t < m - I donc ,F(Qa) > 1.
o

On applique la proposition 2.2.3 en remarquant que,5 < 0"

r (e)  <  r  équ ivaut  à  t  -  +  +  *O -  c^) (z+o1o -  r r )  - " ' * ' )  t  0 .

En mtrltipliant par' 
:, 

et en lemplaçant a(a - c2 ) pal c^ - I + t on voit clue cette

concl i t ion est écluivalente à I  I  c"" +'^ -  ct+1 - c*-t  > 0. D'oir

( i )  s i  0  <  /  <  n t  - I  a l o l s  F ( Q 1 )  <  1 , o

( i i )  s i  / : 0  o u  t :  m - 1  a , l o l s  F ( Q r )  >  l  r n a i s  c l a n s  c e  c a s  g 2 :  
' ' * ' = .  

e t  I (  o , z ) :  r 2 t n * 7
(\ - cn'

a - c ' n
<lorrc É'(U.r l  :  ^------ : . ---  (  l .

7 2 m  -  Z I -  |

Ains i :
( i )  s i  0  < t  <m- I  a l o r s  r y '  -  / 1  c ' es t - à -d i r e  ( u ,u ,w ) :  ( c t , 1 ,0 )  ;

( i i )  s i  I  :  0  a lors  2oz -1 (  ar  (  a2 donc rb :  Ô,  or  ô2.
F(Qr) : +u,7? * 8b1s, - 4b7rhtl + (2t, - ltrl)' "t 

4a7l t Sb^t'^t, : 0 si r : 0
donc  F (Ç7)  >  1  e t  , b  :  ô ,  c ' es t -à -d i re  (u ,u ,w) :  ( c r ,1 .1 ) .

Si t  :  rn. - |  et m ) 2 alors {\1 ) o.2donc t/ - $2 c'esi-à-dire (u,u,u) - (ct, 1. 1).

Len rme  2 .2 .12  Pour  un  en t i e r  t ,  |  < t  1  m -2

( )  -  c ^  a (a  -  c ^ \
s i  L  :11 '  

. ,ç r* ,  -  11 *  * 'âçf f i  
>  a lors  ( t t " t r '  tu)  :  (1 '  1 '  0) '

Preuve
on a': 

rzm+r

( o  -  c ^ )  ( ( r ' + t  -  1 ) ' -  a ( a  -  c 2 ) ( c t + t  -  1 )  +  c ' ' a ) '

b-
(çt+r -  1)( . ,  -  a -  2c^)+ cy(o -  rr) '  -  2c^ !  c" 'a(a -  c2)

2 ((ct+t -  1) '  -  a(a -  c2)(ct+t -  l )  + c*a) 
I

, r :  
'  

1  . 1 1  :  ' o ( ? - ' ^ )' '  -  
o 1 r * - t  -  1 )  I  c ^ ' ' t  

-  
o ç " ^ - t  -  1 )  *  c * '

e t  0  (  7 r  (  1 ,  h ) I , 0  (  a t  (  1 , 0  I a 2  1 1 .
Etucle de b.

^/
Etr l rosanL )$ :  ^ on a- L )

l /  :  o(a -  rr) '  I  c^a(a -  rr)  -  2rm*t*7 -  (a -  c2)(ct+l  -  1),

d ' o i r  , V  2  a ( a  - . r ) ' l c ^ a ( c " _  r r ) - c 2 *  - ( o - c 2 ) @ * - 1  - 1 )  : r r .

O n  a , r  :  ( o  -  c 2 ) ( a ( a -  c z )  *  c ^ d  -  ( c m - r  -  1 ) )  -  c 2 *  d o n c

tL :  cn'-r(a -  rz) ( .  -  f  1 ca * 
; )  

-  c2^ errremplaçant a(a -  c2) par c^ -  l+ +cr
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Et  de  même c t - *n :  (6 ,  -  cù(c  -  |  -  - :  =  i t  . -  I J ( ,1  - -  . r9 )  >  0 .
( j  

'  
o '

OnaD)0doncô>0 .

N{ontlons que l2ôl ( 1, ce qui équivaut à l /  - I} <0.
On  a  À  -  D  -  (o (o -  r r ) ' - r n t * t * r1  *Q*a (o - - c2 ) -cno ' ,a ' , t

+  (c t (o  -  c2)Qt+r  -  1)  -  rm'* t * r )  -  1 . ' * t  -  r ) '  - ( r r  -  c , ' ) (c '+1 -  1) .

DoncÀ- r (0e t l2ô l  <1 .

O n a
c2t+2

D t / ' \  \  _  
t Y t v T I  

_1  \ V r )
v(d'  )

- '  ( 1
ô, (ct+t -  1)2 -  a(o -  c2)(r1+r -  1) f  c, 'cr

clonc le point extrémal adjacent à 1 est ër ot Ôs,
o r  ôs  11  c l onc  , h  :  Ô ,  c ' es t - à -d i r e  ( u ,u ,w ) :  ( 1 ,1 ,0 ) .

Lenrnre 2.2.13 Pour  un ent ier  t ,  |  <  t  1m -  I

s i  L  : 1  r . "  ,  : ^  . o ( " t * t  ,  .  
r )  +  c ^

ct+r  '  , r+ f  
> a lor 's  (u 'u 'u)  :  1c^-1- t  ' l '0 ) '

Preuve
Ona

(6 t+1  -  1 )2  - cu (a  - r r ) ( " ' + t  -  1 )+  
" ^o  ,  2 ( c t+ r  -  1 ) -  a (a - c2 )

c,+t  zr ' - '

(r(cm-t - r) I  c^ 1^ l z :
, ^ t / r -

a \ a  -  c " ' )  ( )

e t  0  (  ? r  (  1 ,  1z )  I , 0  (  a r  <  1 ,  0  I  o2< - I .
De plus 1b2 < c, en effet

t t ' -  1b2 :  
# ( r ^o -c ,2 (o  

-  c r ) 2  +3 (c '+ r  -  r )  ( a (o  - cz ) -  ( . ' * t  -  1 ) ) )  t  o .

Ona
('m

F(Q t ) :  , , - -  < I .

( i )S i  i  1n t -  2  a lo rs  b  <  0  e t  , h :  Qr ,  d r  o , t  Ôs .Or

F(Qùri"+\,r i

et  en ut i l isant  les inégal i tés ( " ' * t  -  1) '>  0,  o(a -  cz)  1c^,
(6 t+ t  -  1 )  (  ( c - -1  -  1 )  e t  a )  c2  on  ob t i en t  a )2  donc  .F (Q3)  >  1 .

D 'ap rès  (2 .4 )  on  
"  

F (Qn) :  F (Q ' )  - l 2h t  +  1  +  2b r j  >  F (Q ' )  +21^ ,11 .
Potrr montrer que F(Qn) > 1 i l  suff i t  de prouver q:ue2b11+ 1 + 2{lr} >0.
Ona

.2h, +1 + 2{7,} :W -, (W- .-- '- ')

ô.)



2  (  I  (m+r  \  o - . ,  / t  r  r -  
\:  

a * ' ( - ; *  
" - r ^ - c *  

- ( " - " ) ) * tæ :  * t [ , ;  -  

" - *  
* ; ( o  - c * ) /

et cl 'après (2.3) le premier terme est nul et donc F(Qn) > 1+ 
T r r.

A i r rs i  , l t  :  ô t  c 'est -à-d i re  (u.  u ,  t r ' )  -  (c- - l - t ,  1 ,0) .

( i i )S i f  :  t z t - 1  a l o r s  ô  >  0  e t  f ,  -  E1  ouQ5 .  On  a  F (Qr ,  : { *14  e t  en

faisant le procluit cles conjugués on obtient

F (eù  -  a (o  -  c z )  +  az (o  -  c z ) '  +  c ^ (az  -  a )  +2 r ^ ,  o1 , . . . *  
r ,

C2*e Crrcl

c lonc  . t r (Qt )  >  1  e t  p  -  01  c 'es t -à -c l i re  ( t t ,u ,Lu)  -  (c - - l - t ,1 ,0 ) .

Ainsi, à I'aide de ces lemmes et en procédant de mêrne que pour la premièr'e fàmille
on olrtient pour 1 < t < m - 2les résultats donnés dans le tableau qui suit :
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k L*  =1 1 , ï !k ,T , :!-u-
tbr

ôx+  t
t/,t

0
cn'

< 1 , 4 - c 2 , - )
ù

( t 2 . l ,  0 ) ( c -  -  1 , 0 , 1 )

1
( l , a - c 2 , - )

a
. i .r:. l . t l) ( 0 , 0 .  1 )

2
- L  1

( I ,  n , - )
û - a

{ t .  t . 1 (  r .  r .0 )

.) <1 ,
a ( c - I ) * c * c ! - c ^

r - )
ccd

c r r - -  ,  . 0 . 1 ( c ' t - 1 , 1 , 0 )

4t
ct

( 1 , o - c z t - )
a

( c 2 ,  1 , 0 ) ( c r  -  1 , 0 ,  1 )

4 t+ I
c t - I  c t  1

( 1 , - * - ; ' - )
a. d" ot

( c ' ,  1 ,  o ) ( 0 , 0 ,  1 )

4 t+2
c t  -  c^  a (a  -  c^ )

1 ,
a ( c t * r  -  1 )  +  c n 1 '  d ( c t + r  -  l )  *  c ^

( 1 , 1 , 0 ) ( 0 ,  0 ,  1 )

4 t+3
(r - c'n a ( c t t 7  - I ) t c ^

I ,
c t+ t  

,  
c t * l  d .

( c r " - I - t , 1 , 0 ) ( d n - r - t  _  l , 0 , 1 )

4 m - 4
c * - 7

(  1 , o  -  c 2 , -  )
a

{ c 2 , 1 . 0 ) ( c m - r  -  1 , 0 , 1 )

4 n r - 3
C * - l  _ I  C t t t - r  1

< 1 ! - t - - - - - ; - , - )
a d .

( r n ' - 1 , 1 . 1 ) ( c " t - 1 , 1 , 0 )

4 t n - 2
a ( c ' ' - l ) + c ^ ( r - c *

cm
( 1 ,

cm (l
( 1 , û ,  l ) ( 0 ,  1 . 0 )
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On a noté 
c*

ëo :  o  -  c2  e t  t - t :  ; '

De même clue précédemment on en déduit que

/  ^ 2  \ m

L . 4 m _ t : "  ( : * )

O n a
, \ r (d '+--r)  :  1 et  1/({ ; )  I  I  s iO < i  < tnt  -  2 '

Dorlc rr,-1,,-1 est I'unité fonclamentale e de O et la lougueui-' cle la pér'iocle clu clér,'eloppenretlt

cle l'algolithme cle Voronoï est / : 4m - I.

2.2.4 cornparaison de ces résultats avec ceux obtenus par I 'AJP

Pour la méthocle utilisée précéclernment, il faut déterminer à chaclue étape un point auril-

iaire /a tel que {rb*,ô,,,rbr,-r} soit une base du réseau Lp. La compalaison de ces résultats

a,vec ceux obtenus par I'AJP est facilitée par le choix de ce point auxiliaire que nous avons

la i t .

Renrarqu e 2.2.L4 Les poirtts aurili,aires yteuuent être ch,oisis, po'ur- ce.s deur fanùlles, ptn-

le cléueloltpement par I 'AJP de (ay,a2) de la façon suiuante: (où a1 et a2 sont dé.f in. is par

le.s théorènt es 2.1.1 et 2.1.2)
,5i on définit les matrices de 1ta-rsage de Lp à Lpq par

( ro  \  / i ' *+ ' \ut*16* l : lôp+r f  '
\uo - , /  \q ' *  )

ol1. & :

- pout" la première famil le ( I  :3m -f I  )

L'Ir - a,-r Pour 0 < fu ( 3nz,

- pour la deurième famil le ( I  :  4m * I )

I ' [ r -  a , - r  Pou l  k : 0ou  k :  1

fu[1,: At-*-r Pour 4 < k 1 4nt -4

MtMz:  A;+At-sAt-z

Ma^-sNIa^-z:  ArAzAs

oîL I désigne la long,ueur du déueloppement par I 'AJP d'e (a1,a2) et les A, sont lr 's

nratrices-rléfinies dans le premier chapitre associées au mêrne cléueloppement.

On en cléduit que le développement par I'AJP de (o1, a2) et celui par I'algorithrne cle

\ioronoi clonnent la même unité qui est donc I'unité fondamentale de Z[a].

36



Renrarque 2.2.15 Un uecteur isotropelx d"e la forme quadratique F erprimée dan.s nn
réseau Lç est donné par les quotients complets du déueloppe'ment par I 'AJP de (a1,c.2) de
la fo,çon suiuante :

- pour la Ttremière famil le:

f ; ,  :  (a j - r ,  1 ,of - t  -  [ " f - t ] )  pour  1 < f t  (  3r rz .

- pour la cleu,ùèrne famil l t  :

f 7 ,  :  ( a j - l ,  1 ,  o f - t  -  [ r f - t ] )  pou r  Â  :  I  ou  k  :2

f3 : (af ,  crf - [af],  t)

f ; ,  :  ( a f , t , a f  -  [ o f ] )  pou r '  +  <  Â :  (  - l r n  -3

l  r^_,  :  (o I^- ' ,a f ' " - t  -  [c lT"- t ] ,  I  ) .

2,3 Général isat ion de ces famil les

Dans ce paragraphe on clonne le développement par I'AJP cle familles infinies obtentres en
généralisant les polynômes précédents à des polynômes de clegré cluelconclue et on obtient
les r'ésultats suivants :

2.3.L Première famil le

Soit c 2 2, m à 1 et n 2l des entiers, on considère le polynôme

T6):  xn+r  -  c*xn -  (c  -  t ) )ç" - r  - î r r^  -  1)x t  -  cn ' .
i = 1

f(-{) aclmet une unique racine réelle notée cv telle que c" < cr < c^ +1.

En notant /(X) : Xn+t - 
Ifiot, 

et en posant

on a le théorème suivant:

Tlréorème 2.3.1 Le déueloppe.mrcnt par l 'AJP de (a1, .  .  .  ,  o,)  est l t tLrernent pér iodiqur,  r le

l o n g u , e u r ' l : ( 2 n - \ ) ^ l I  e t ,  e n  s u p p o s a n t  q u e  l e  d e g r é  r l e a  s o i t ? 1 ,  e  :  
(  a " - t  \ " '

"\"- t-7
r:.st nrr.e unité de Q(a) . De plus, ce déueloppement est syrnétrique.

2.3.2 Deuxième famil le

Soit c ) 2, m,2 I et n )_ I cles entiers, on considère le polynôme

n - l

/ (x )  :  xn+l  -  ( r *  *  c-  1)x"  -  
I ( . -  

-  1)x '  -  cn ' .

. f (X)  admet  une unique rac ine réel le  notée a te l le ; . -  I  c -1 < n l -c^  I  c .
Avec les mêmes notations que pour la première famille on a le théorème stti'n'a,nt:

Io ,=o
I oo :  a(o;+r - 6;+r)
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Théorèrne 2.3.2 Le déueloppernent par I 'À,IP de (*;1,^-.,û,,) est Tturement périodiqrte

r le  longueuy l :  (2n)m ! l  e t ,  en suPposant  r lue le  û, r ,gré dc,s  .so i t  t r ,  € : "  (J ; ) -
est tnt,e tmité deQ@). De plus, ce déueloppement l ;it,,s31rnétrique.

2.3.3 Généra l isat ion

('. Levescltte a encore généralisé ces cleux familles de la façon suivant,e:
Soit c ) 2, nt ) 1 et n ) 1 cles entiels, on consiclèr'e les poh'nômes

, - 1

.Ê (x )  -1 -n t r  _  cn 'x "  - ( c -  1 )x ' - f ( . - -1 ) -Y t -c "  pour  I  ( l  (  r r .

Lenrrrre 2.3.3 .fr(X) admet u,ne unique racine réelle notée a telle que

Preuve
Poul cette dérnonstration on utilise ia règle de Desca,rtes [23], à sa,voir':
So i t  /  :  anXn *an- rX ' - t  + . . . *ao  un  po lynôme à  coef f i c ien ts  r 'ée ls ,  avec  aso , ,  f  0 .
Soit  t '  le nombre de changements de signe dans la sui te (r0,. . . ,c, , )  de ses coeff ic ients et
soit r le nornbre de ces racines réelles positives, comptées avec leul ordre de multiplicité,
alors il existe un entier naturel m tel que r : u - Znt,.
On en cléduit que fi(X) aclmet une unique racine r'éelle positive et on a:

cl'oir le r'ésultat.

Err rrotant /,(X) : Yn*r - iU!i lvo et en posant
r i=O

l on :o
I  oo  :  a (o ;+r  -  6 l i+ t t ,

on a, le théorèrrre suivant:

Tlréorènre 2.3.4 [19] Le déueloltpement par I 'AJP de (ay,. .  .  ,  o,) est Tturenrent périodique

d,e longuenr  l  :  (n  t t )ml I  e t ,  en supposo,nt  qu"e le  degré d,e a so i t  n ,  € :c '  ( - -9 : - ) " '
\ c r  

-  a " t , /

e.st tnze unité de Q(a) .  De plus, ce déueloppem,ent est symétr i ,qu,e.

Renrarque: Si n : I, la seule valeur possible poul I est I et on obtient la famille cle
polyl$^"r,

/ t (x )  :  x2  -  ( r *  *  c -  r )X  -  c * .

Si rz : 2, les valeurs possibles pour t sont 1 ou 2 et on obtient les deux familles cle
poll'nôrnes étudiées par C. Levesclue et G. Rhin.

I  r ^  +c - I  1a  <  c^  l c  pour  t :n ,

[ " -<a<c** l  pour  1< l<n- I

/ - *
)  Ï r ( r ^ * c -1 )  <0e t f { c * f  c )  >0  s i  t : r t

I  T 'k^)  <0ef  T tk '+  1)  >0 s i  1< l<rz- l
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2.3.4 Preuve du théorène 2.3.4

(i) Cas n:t:l (fraction continue)
a étant la racine réelle de fi(X) telle que c^ + c- 1 < e 1 c'n * c, il faut rnontlel
clue Ie développement en fraction continue de o est purement périodique cle longueur

I  : 2m*  I  e t  /  a  - ) -  
" r t  

une  un i t é  c l eQ(o ) .Qù€e :o \o_ r ^ ,

Ona
^? :o ;  n l : ç " ' . 1c * l

e t l es l b rmu lesc le récu r rencesu i van tes (pou r0 ( - s ( rn - I ) c l u i son t imméc l i a tes

o?t*' : ç'rn-s-7
C m - s - l

J - - i
a

a?'rr : c"

ctl"+2 - ,nz-s-1'

(-ie clui nous donne au rang 2nz

^ 2 m  -
L t 1 n?* :  r .

Ainsi, on obtient
o?^* t -a :a? ,

ce clui démontre que le développement est purement périodique de longueur
I  : Z n t .  *  L
L'unité fondamentale cle Q(o) est donnée par la folmule cle Hasse-Bernstein [2].
savoir :

,:'fr^aI: a(--=-)
( i i )  Cas  n l1

Pour cette dérnonstration on utilisera la lbrmule suivante ( pour 1 ( f ( n ) :

C(\,

1
1 - L - .

d

1*a+a2+ . . . +c r ' - 1  *en :

Au rang 0 on montre facilement que

(l - cn'

n  r  ô ,  (  c * * c - I  s i l : r i
u; :  l a ; ) :  

I  . -  s i  /  <  r r
a ! :1o f1  :O  pour l< i<n  (s i l< " -1 )

c ! : [a ! ]  =c - I  s i t l n

a : : [ c Y : ]  : 6 m - 1  p o u r l < i < l  ( s i f  > 1 )

Supposons t lL et clue pour 0 ( s ( m-I on ait les folmules suivantes. clue I 'ou
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ctemontrera par recurrence : {en notant k .= rt I .î.}

On a alors

of' = o?;

of "  :  (6 ' l7 r -s

^  k s * l  _t'r i

l . r r  O
L t _' .  

c l n - s

s i l <n ,  pou r l< i<n - - -7 ,
n - i t

^ k s * r  -  o " - ' ( o  -  c ^ )  .
"  cm-s

pou r ' 1< i< t -1 ,

,^ iDo'(c* - I)
r = l

el"+! ': ct

of"+t  :  0

;  o f ' + t=c " -1
(lx Cn1- s

et

pou r l - 1< i3n - I ,

ks*2  o t - ' ( o  -  c ^ )

a ( ç m - s - l ) 1 6 - '

"-l,'+2 
: c^-" e.

a ( c n t - s - l ) + c ^ '

pour l< i< t - I ,

o i * r ( "m-s

z

- l ) + r - + \ - m ' ( c ^  _  1 \'  L - ' \ "
r = l

a l '+2  :0

;  a f '+2 :  0
a i l s ( ç * - " - l )  * c - ]
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Puis, pour 31u1

o!"t ' :

^ ,ks+u _- rn

poul I  f

^  k s l u  _
L t i

pou r1  i / - t - y  e tu l t ,

o i tu - r ( çm- "  _  1 )  *  c " ,  I

l o n a

u - 2

ou- rç rm-s  -  1 )  +  c^a  I  I  a ' ( c -  -  1 )
E - t

u - 2

n " - l (  c m - s  - l )  + . -  *  f  o ' ( c , ,  -  I  )
r - l

l - u  i 1n - I ,
t " - i ( *  -  c ^ )

u - 2

n " - r ( c n r - s  -  I )  I  c *  *  f  o ' (  c " ,  -  l )
T - l

t I v - 2
\ -  r v t l r ' ' - l )
Z J  

' t

r = l
u - 2

çv i l6rv-1(c*-"  -  1)  +, -  +  
\a '  

(c" '  -  I ) l

al"+' - 1

ctf '+' - g

i  cLl"+" -  g

Aurang ( f r s * / f 1 )  ona

pour I

n t t * t+ t_ ' l

t - 2

o t - r ( cm-s  -  l )  + . -  +  t  o ' ( c -  -  J  )
r = l

O t z - 1 ( a  -  C , n )

n - I ,

, r k s i t * 1 ,  :  çT t - s - l

, r ts+i+t -  O

<i<
I

; !ù '

En effet,

l ê

oÀs* t * r  : ' * - " - '  ( -  co l  
)  -  i  - -1 -

, ,  
A n  

.  ( r  _  C r 7 .  7 _ ,  A " _ ,

m - c - 1

o È s * t * l  : '  ( l f a * . . . * o t - l
" ()n

o k s * t * r  :  C m - s - r  *  ( C - - " - 1  _  1 )

cl'oùr le résultat.
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Pour2 lu l n - t i 2 ,

pou rn -u+ I
als*t+v : al;

Au r a n g Æ s * n * 2 o n a

p o u r / - 1 < 2 1 n ,

6rls*n+z : aÎ;

ol:1"*' : (çnt-s-r

pour l  < i< t -1 ,

ols*n+z : j,

P o t r r ' 3  1 u  K  l  o n  a

6rFs*t*u

rt.l"+t+' - O

^ k s l n t 2u i

n m - s - l
,  

'  
^ A ' s * n I 2  _  - m - s - l  I

a  

" , - t  

r  ( r t - l  -  (  -  |

qt ! r*"+z -  O

"1"*n+' 
- nY

;m- s- I

+;** t ;  . I I ï I '  -  ,m-s- r  -  1

6rFsln+u - O

a f "+k ' :  a f  pou r '  2 - - i  1n '

a l '+n - .nr -s- l  -  1

t l u o n a

{ i 1 n ,
n- a ;

*i"::# : (,nz-s-r - r, (r *"î" #) " ffi, 
,,|"!jli : o

pou r l< i<n -u f l ,

oÀ-s*f*z :  l ,
, a ,

-a l

-', ('.8*t)

pou r l - u l I < i ( - n ,
çrFsrn+v : d?;

al"!?! '  - 1"m-s-r
L -  U l  r

-', ('-"f J')
pou r l< i< t - u * I ,

1
I

Qks+n+u _ _:_;' (r,

ce clui nous

t
)

I
l.

donne au rang ks * k

. ,F"+t ' :  o?;

of"** :  (6m-s-r  -  1)+ +,

Ainsi on a montré que toutes les formules précédentes sont valables pour tout entiel
- s t e l c l ue0 (s (nz .

Pour t:1, on peut montrer facilement que I'on a les formules de récurlence suir--
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artes: (en notant k : n * 1)

f "f":"1
I
)l
I  ^u" -  J

["' I
Ainsi, pour tout / tel clue I < / <

I "!*: ol;

I"f-:*,
Finalement, on obtient

of**' : o?;

pou r2 ( - i 1n

t t u - 5

û

- .nL
L-

( . - 1 ) + ;  p o u r

r?, au lang frnt on a

o'l'" : ct? pour 2

of^:o

J]?

- ç - -0

( i ( r r

of^*t -"1 p o u r 0 1 2 1 n ,

ce clui démontre que le développement est pulement périodiclue de longueur

I  :  k m *  1 ,  i . e .  I  -  ( r ' r  l t ) m - f  I .
LTne unité deQ(a) est donnée par la formule de Hasse-Bernstein [2], à savoir'

k m  /  ^ t  \ m

. : f ia 'n:o( "  r )
r = o  \ a - c ^ /

Cieci termine la démonstration du théorème.
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CHAPITRF] S

Généralisation de ltalgorithme de Voronoi

Dans [-1] J. Buchmann a généralisé I'algorithme de !'oronoî à drrys corps de degré supérieul
à 3 en définissant des points extrémaux adjacents dals différerrtes directions. L'algorithme
ainsi obtenu (GVA) permet de calculer un système fondamental d'unités de corps dont le
lang des unités est 1 ou 2.
Nous donnons dans ce chapitre une définition plus générale de points extrémaux adjacents
dans une direction donnée et une méthode de recherche de ces points extrémaux. Pour
cette méthode nous utilisons entre autre :

- Un algorithme que nous décrivons dans le premier paragraphe qui permet dans cer-
tains cas de compléter un sous-ensemble {r1, . . .rrr} deZ" en une base de Z'". Nons
montrons de plus comment utiliser cet algorithme pour triangulariser une matrice
sous forme normale d'Hermite (HNF) et l'appliquons à une matrice 20 x 20 clonnée
par J.L. Hafner et K.S. McCurley.

- L'algorithme LLL [18] dont nous rappelons dans le deuxième paragraphe les définitions
et propriétés essentielles.

Après avoir appliqué cette recherche à celle de points extrémaux au sens de J. Buchmann.
nous étudions une famille infinie de polynômes de degré 4 obtenue en génér'alisant une cles
familles de degré 3 vue dans le chapitre précédent. Comme pour le degré 3 nous étudions
le lien entre le développement par I'AJP et le développement par la généralisation de
l'algorithme de Voronoi.

3.1 Méthode de construct ion d'une base dans un module

Définit ion 3.1.1[27] Soient n et r deur entiers str" ictement posit i fs tels que r 3 n
So ien t rL t . . . , , t , , r  é l émen tsdeZ"  Ond i t que lesys tème{ r r , . . . , r , }  es l p r im i t i f  s i
et seulement si on peut le compléter en une base de Z" Si r :  I ,  on dit qtLe 11 e-sl
adrnissible.

On peut remarquer qu'un élément ,  :  (r t , . . . ,*n)t  de Zn est admissible si  et  seule-

m e n t  s i  p g c d ( r r , . . . r r " ) : 1  ( e n  n o t a n t  z r  l a  t r a n s p o s é e  d e  r  ) .
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On r.a dans ce paragraphe donner un algorithme, noté (A1) permettant, si z: 11 est un
élément admissible de zn, de construire (n - 1) éléments de 2", notés t2t. . ., r,, tels clue

{ t r , . . . , r , }  so i t  une base de  Zn.  En d 'au t res  te rmes:  s i  r  es t  admiss ib le  I 'a lgor i th rne
(41) nous permettra de construire une matrice carrée cl'o'-dre rz à coefficients entiels de
cléterminant tl dont la premièle colonne est r. Cet algorithme se généralise en un a,lgo-
l i thme, noté (Ar) c lui  perntet,  s i  {r ,1, . . . , r , . }  est un s1'stème pr imit i f  c le Z'" ,  c le constmire
( r r  -  r ' )  é lé rnents  de  Z"  no tés  :? ' r . * l ; .  .  .  , x tn  te ls  c lue  { r r ,  .  .  .  , . r i , . , .1 '711, .  . .1 , , r }  so i t  une l tase
tIe 2".

3 .1 .1  Descr ip t ion  de  I 'a lgor i th rne  (A l )

( 1 )  Â '  :  I ,  r p :  a .

(2 )  Tan t  que  rÈ  +  ( I ,0 , .  .  .  ,0 ) ' '

Soit 7 le plus petit entier positif tel que .ri-r 10.

Pour  1  <  i  <  n  -  J -  1  on  pose  n j ,  : l+ ] ,
^  L - N _ J J '

* l i

uf100
) a

a ' k u " :

: :  0
- -  ) - 1a' i- ' - '  o o 1

100
( ! k  -

--
J

0

0

. l rÀ+ l : u i ' r * r k :A+1 .

(3 )  On  no te  Às  :  k ,  f l :  f i  uk ,  l u i :  ( ( J t t , . . . ,Un ; . ) t  pou r  2  (  z l  (  r z .
k = 1

( r r ,  r ' r , .  .  .  , r r )  est  a lors  une base de 2" .

3.1.2 Val id i té  de I 'a lgor i thme (A1)

On peut remarquer que si J : 0 les matrices u,6 sont du type de celles cléfinies claus le pre-
miel chapitre par l'AJP. Ainsi, on montre facilement le résultat suivant, issu cles tra,r'a,ux
cle Perlon [2,1] :

Résul ta t :  Soi t  r :  ( r t , . . . , r ' )  un é lément  non nul  de 2" .  Soi t  r /  le  pgcd c les norn-
l r res  r , 1  , . . . , r n .  I l  ex i s te  un  en t i e r  s t r i c temen t  pos i t i f  Ès  te l  que  rao  :  (d ,0 , . . . . 0 ) t ,  o i r
r6o est construit à I 'aide de l 'algorithme (A1).

Démontrons ce résultat :
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soit k un entier strictement positif et j le plus petit entier positif tel que ,i-t + 0.
Pour  1 < i  <n-  j  -  1on noteai  le  quot ient  de la  d iv is ioneucl id ienne de r i  par
ri-r .  La relation :rk+7 : u*t** entraîne le système suivant:

r'r : aïri-t + ri!\ pour 1 < i < n -- j - 1 (*)

- n - J  -  - ll l i  -  e k + 7

e t  on  a  :  pgcd ( r r1 , , . . . , r i - t )  :  l t gcd ( r1 "a r , . . . ,  r i * r r )  :  d .

Par (*) on a 0 < * ' ; ; t ,  < r i-t .  La suite (" i- ')*.^. étant une suite de nombr-es
entiers positifs strictement décroissante, il existe un entier strictement positif / tel
qre r i - i  :  0 .  On a a lors  f ,  =  pgcd(r , t , . . . ,  , i - t - ' ) .
On reprend alors le même processus avec (rz - j - 1) entiers et ceci jusqu'à n'avoiL
plus que 2 entiers à considérer: dans ce cas il s'agit de I'algorithme cl'Er.tclide clui
f ou rn i t  donc  l e  pgcd  de  ( " t , . .  . , r " ) .

r étant admissible, on a O : t*or. qui montre que I'algorithme se termine.

Dans ce cas, la matrice tf : il, u4 est telle que:
k= I

( i )  U- r r  =

( i i )  dé tU : t l .

[,r est donc une matrice de déterminant *1 dont le premier vecteur colonne ssl .1: - 1:1 et
en notant  r2 t . . . ,  r , ,  les aut res vecteurs co lonnes de LI ,  { * t , .  . .  , rn}  est  une base c le  2" .
Cjeci montre la validité de I'algorithme (41) dans ce cas.

3.1.3 Forme normale d'Hermite

Définit ion 3.1.2 Soient n et r deur entiers str ictement posit i fs tels que r 1 n. , ïoit
A: (a;i) r. ; .n une rnatrice n x r dont les termes sont des éléments de Z. On rl i t .  qne A

13j3,
est sous forme normale dtHermite ( on notera HNF ) si et seulement si A s'écri, t :

A_

[l)

[ ï

o t i H : est  te l le  que:
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( i )  hu  :0  pou r  t ou t  ( i , i )  t e l  que  i  >  i ,

( i i )  h i i  )  0  pou r  t ou t  i  t e l  que  L  1 i  ( - r ,

( i i i )  0  a h; j  t  h i i  t tout ' tout  ( i ,  j )  te l  que i  <  j .

Remarque: Dans la cléfinition donnée pal H. Clohen [i]. la rnatlice ,-l est
r l ignes et rz colonnes. Nous uti l isons la notation contlai le.

Tlréorènre 3.1.3 ,Soient n rt r detLr entiers str ictentent posit i f-s tels que r
une: tn,(ftr ic€ Tt. x r, de rrtng r dont les terme.s sont des élé.ment.s de, Z. I l
rrtrLtricr,7t x truninodtLlaire telle (tue LiM soit une matricr, il{F.

une matl ice à

1 r t .  ,So i t  ,V
r , t is tc .  ( , -  u t tc

Les algorithmes classiques permettant de triangulariser une matrice sous fbrme normale
d'Hernite utilisent une méthocle semblable à I'algorithme d'Euclide clui 1âit intelvenil un
certain nombre de calculs cle PGCD. Dans la pratique ces rnéthodes sont presclue inu-
til isables lorsque n et r sont "grands". En effet, les entiers utiles au calcul "erplosent"
la,pidement. Ainsi, J.L. Hafner et K.S. McCurley [13] ont clonné un exernple cle ma,trice
20 x 20 dont les coefficients sont tous inférieurs ou égaur à 10 et telle que certains entiers
intelvena,nt dans le calcul soient de I'ordre de 105000. Ils donnent un algorithme rnoclu-
laile qui permet de transformer cette même matrice en une matrice HNF en utilisant cles
entiers dont le plus grand est environ 1033 (de I'ordre cle la borne d'Hadamarcl potu le
déterrninant de cette matr ice).

Rernarque: L'algorithme (Ar) fournit une méthode pour transformer une matrice en
une matrice HNF.

En effet,

on  a ,  mont ré  p récédemment  que,  pou l  to t t t  r :  ( r1 , . . . - . r ' )  é lément  non nu l

I 'a lgor i thme (Ai)  fourni t  une matl ice LI,  rz x tz,  unimodulai le tel le que Ir-1.r

o i r  d  :  pgcd ( r r , . . . , r " ) .

Soi t ,M:  ( r r , . . . , r , )  une matr ice n x  r .  Appl ic luer  I 'a lgor i thme (Ar)  à ,Âzl  consis te
à appliquer I'algorithme (A1) successivement aux colonnes cle,Â21. Ainsi I'algor-ithme
(Ar) fburnit une matrice U, n x n, unimodulaile telle que

LI_L M : )k

d,

cle i"

[l)
dr

0

ô

x

.0

0
où (l-r M est une matrice HNF.
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En applicluant cet algorithme à la matrice20 x20 citée précédemment on obtient rapide-
ment la matrice HNF corresponclante et le plus gland entier nécessaire au calcul est cle
I 'orclre de 1068.

3,2 Défini t ion et méthode de recherche de points extrémaux

Soit  n un ent iel  str ictement posit i f  et  L1,.  .  .  .  Ln, rr  formes l inéai les indépenclantes sur
I R n .  O n  n o t e r a  L : ( L r , . . . , L n ) .

Déf in i t ion  3 .2 .1  So i t  j "  un ,  en t ie r  s t r i c tement  pos i t i J  te l  çLe  j ,  I  n .  So i t  . r :  ( r ' r . . .  .  .  r ' , , )
r tn élétnent non nul c le 2".  On di t  c lue r  est le point extrémal adjacent à I  dan.;  la

direct ion j ,  relat iue'ment à L si  et  seulem,ent si

I  m,4x l^Ci(.r) l  < t  ( ,q)
(si) l '*"

I  lL i , ( " ) l  :  n ' r in{ lL i . fu) l  te l  que y  uér i f  ie  (S) ,y  €  z"  e t  y  + 0}

3.2.L Méthode de recherche

Pour déterminer le point extr'émal adjacent à 1 dans

(1) on recherche un point particulier rs non nul tel

max l l ; (16) l  <

la direction j. relativement à l:

q u e :

t ,

(2 )  on  pose  B  :  l L i .@o) l

solutions, clont 16 f 0,
minirnum.

Le ploblème essentiel ici est

. Le système

clans 2". Palmi

aclmet un nombre fini cle

choisi t  cel le qLri  rencl  l4r.( . r) l

I rn:lro(")l <

I lr,"(")l < B
ces solutions, on

la recherche d'un point particulier'.

3.2.2 Recherche dtun point part icul ier

On veut donc trouver une solution particulière ee dans Zn du système, noté (,5') suiva,nt

l L ; ( r ) l <1  pou r  t ou t  i  t e l que  i + i "

telle que

lL i "@o) l  "Pet i t "

oir,C; (1 < t S n) sont n folmes linéaires indépendantes sur IR".

Pour cela. on utilise un algorithme de réduction de réseaux, à savoir I'algor-ithme LLL
de A.I i .  Lenstra, H.W. Lenstra et L. Lovasz [18].
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a) Descript ion de I 'algorithme LLL

Soient br,. . . ,bn I'L vecteurs linéairement indépendants de .V,n et L le réseau engenclré

par ces rz vecteurs, c'est-à-dire L : @UUo.

Réduire un réseau c'est t louv"..,L? "bonne" base cle ce,iéseau c'est-à-di le une base
clont les ræcteurs sont "assez petits" et "presclue orthogr-,nau,{". Clette notion fait clonc
intelvenir la structure eucliclienne de I'espace dans lecpe-l on se place.

Définit ion d'une base réduite au sens de Lovasz

So ie r r t  b  :  ( b r , . . . , bn )  une  base  c le  R" ,  ,  :  
Q  

Lb ;  e t  l f  :  \ h î , . . . , b i )  l a  base  o r thog -
t = r

onale obtenue à palt i l  cle 6 par Ie procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt
c'est-à-clire cléfinie nal

b i  :  b ;  -  l .  F , i b * ,  (Po t r r  1  1 t  3n )u | " r J '

|  ( 7 ( j

avec
h.b i

pij :  
bib.

Définit ion 3.2.2 b est une base LLL-réduite si et seuleme'nt si
1

(1 )  fu ; i l  <  ;  pour  tou t  ( i ,1 )  te l  que L  1 j  <  i  1n ,
L

/ 3  ^  \
( J ) l b : f <11 - r ' '  r rÂ *  t 2
t - /  t - r ,  -  

\ 4  
t l i , i _ t  

)  
l u i _ l  I

Tlréorèrne 3.2.3 Soi tb :  (ôr , . . . ,b . )  une ba.se LLL-rédui te .  Pour  tout  r  non n 'u l  rLe L
o t z  a :

lb, l  < 2+l*1.

L'algorithme LLL transforme, en temps polynomial, une base ô d'un r'ésea,tt I en une base
Lll-récluite. Le théorème précédent montre que I'algorithrne LLL fournit "presclue" le
plus petit vecteur d'un réseau c'est-à-dire un vecteur de petite norme.

b) Application à la recherche d'un point part icul ier

On  no te :
n

L;( r ) :  t  r i l , ; i  pot r tout  i  te l  que I  1  i  1  n,
j = L

p: (cL;i) r<,<, la matl ice associée,
r3j3"

ô; les vecteurs colonnes de rn (1 3 j < r),

A, le vecteur colonne obtenu en supprimant clans bi la composante i. (1 < J 5 rr,),

( L j : a j c , j ( 1  < i ( r z ) ,
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I  le  réseau engendré par  ( fu , . . . ,bn) .

On va appliquer I'algorithme LLL à ce réseau. Si on utilise le pr-oduit scalaire usuel, le
"petit" vecteur obtenu alors n'est pas forcément satisfaisant. C'est pourquoi on cléfinit
un nouveau produit scalaire dépendant d'une constante c, ce qui va nous permettre, en
faisant l'arier c, d'obtenir un vecteur aussi "petit" que I'on veut.
Soit c une constante r'éelle positive quelconque. On cléfinit sur IR" le procluit scalaile uoté
(  . 1 . .  )  pa r '  :

(b , l ,bu)  :  (A i .A*)  t  cu. , r tp

oir (.) clésigne le produit scalaile usuel.
La norme notée l l  .  .  l l .  associée à ce produit scalaire est cléf inie par:

l l r l l l  :  l lD" iAi l l '+.1 D,=,* ,n,1 '

" i  l l  .  . .  l l  désigne le norme euclidienne.
On pose c: I .  Le produit scalaire (.11.) correspond au produit scalaire usuel. Si le vecteur
obtenu ne vérifie pas le système (S) on fait décroître c jusclu'à ce c1u'il en soit ainsi.

r \ . . . -  r  <

l lr,a;,1 < 1. pour tout i tel que i + j"
J = I

rL

l \ - r , a , , l  1B
|  2  J  J c t J t  -

près avoir tliangulalisé la matrice rn : (a;i) r(i(n par la rnéthocle clu Pivot de Gauss, ou

peut facilement exhiber toutes les solution 
" 

d:::h" de (I) et le point extrémal acliacent
à 1 clans la direction j" relativement à I est la solution qui rend lLi.@)l rninimum.

3.2.4 Généralisation

On peut généraliser cette notion de point extrémal de la façon suivante: soient rr et À'
deux entiers str ictement posit i fs tels que k 1n et J : { j t ,  jr , . . . ,  ju} un sous-ensernble
c le {1,2, . . . ,n} .  S i  ,Cr ,  . . . ,Ln sont  n  formes l inéai res indépendantes sur  IR ' ,  on note
L :  ( L r , . . . , Ln )  e t  L r :  ( L i r , . . . , L j ) .  So i t  I  l o  une  no r rne  c l é f i n i e  su r  IR " .

Déf in i t ion 3.2.4 Soi t  r :  ( r r , . . . , rn)  un é lément  non nul  de 2" .  Orr .  d i t  q tLe t :  est  l t '
po int  ext rémal  ad jacent  à l  dans /a  d i rect ion J  re la t i ,uement  à L et  à  1. . .11.  s i  e /
.seulernent si

maxlL;(r) l  < i  (S)

lL t ( r )1 , , :  m in{ lL t (y )11 ,  te l  que y  uér i f  ie  (S) ,y  €  Z"  e t  y  +  0 }

A

3.2.3 Recherche du minimurn

(  ^p* l .C;(r) l  < I
Le systènre I 

' - t '  
,  noté

" l

I  l l , .(") l  s s

(Sr )
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La méthode de recherche de points ext.rémaux tlé,finie ainsi *ir,t semblable à celle décrite
précédemment.

3.3 Généralisation de lealgorithme cle 
.Vornnoi

3.3 .1  Travaux  de  J .  Buchmann

On a clécrit clans le plemiel chapitre l'algorithme de \,'onirroî r-ians nn corps cubiclue à cou-
jugués complexes. On décri t  ic i  une général isat ion cie cet aigor i thme clue à.J.  Buciunarr l

[ ] ]  [5]  (  la général isat ion aux corps cubiques totalemert r 'éels, inai t  été fai te par ' \bronoï
Iui-rnêrne ).

a) Notat ions et Déf ini t ions

O n  n o t e :
1r trn corps de nombres algébriques de degré n : 11 !'2r2 où 11 ( respectirrement 2r'2 )
clésigne le nombre de plongements réels ( respectivement complexes ) de h clans 0.
t " : I ' l * t ' z - 1 ,

0 w ordle de 1i,
or,. .  . ,  d,, les plongements réels de 1i dans 0,
or t * t . d r t+1 . .  .  .  , o r r t r z ro r l t r u  l es  p longemen ts  comp lexes  de  Â '  dans  C .

Potrr tout rlt de Ii on note :

, / '  :  ( lo r ( / )1 ,  . . ,1o , , ( / )1 ,  lo " ,+r  (b) l ' , . .  . , \o , ,+ , ,k ï l ' ) ,
QQ;) : {y e lR"+1 tel c1ue 0 l yn l rlto,, Vi, 1 < i < r * 1} oir y' ( respectivement r/,;

) cle-signe la i-ième composante du vecteur y ( respectivement rf ) pour tout i tel que
l ( z ( r+1 .

Définit ion 3.3.1 On dit r1u,e tf ,  est un point extrérnal de () si et .seulernent -si Ç(ç') r ')
0 : {g_,r i ,} .

Définit ion 3.3.2 So,it  k un entier posit i f  et j" u,n entier tel que 1 ( J.- ( r* I ,  on dit qrLr, '
r f ,pp1 e-*t un point extrémal adjacent àtlp dans /adirection j ,  dcrn,sO si et serLlentr,nt
,si r/'r+r est tel que

0 < loo(rbr*')l < l"o(rhr)l pour i f j, (S')

loi .?hr*r) l :  min{I" i . (b) l  tel  que t/ :  uéri f  ie (S')" 7b € 0
I
I

On peut renarquer que si Ty'6.,'1 est un point extrémal atliacent à
'{'1a1 sont également des points extrémaux adjacents à {* ( où t/i,+r
complexe cle 'ry'6",1 ). Ainsi, pour éviter toute ambiguité on dila que:

Définit ion 3.3.3 t[pal est le point extrémal adjacent àrf,p clans
O .:i r:t .seulement si rb*+r uérifie le système précéclent et est, tel qrLe
Ë"(y' '*+r) 2 0 e, I*(rb*+t) à 0 où Re ( respectiuement Im ) désigne
( resltectiuentent irnaginaire ).

et t / ,  l0 j

ry'6 alors - t/,6-rr1 et
désigne le conjugué

direction j .^ dans

part ie rée,l le

la

la
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Renrarque : Si n :3 €t 11 : 1, les valeurs possibles pour 7" sont 2 et I et la définition
précédente est équivalente aux définitions de points extrémaux adjacents respectivement
cle plemière et de deuxième espèce.

b) Périodicité et système fondamental d'unités

Si /- est ttn r'éseau récluit. ou peut ainsi construire une suite cle points ertr'émaux acl-
jacents clans 11 f 12 clirections pa,r-

[ ] ' o : 1
{ "'^.*t 

est le point extr'émal adjacent à u'4

I clans la clirection j. si A > 0

J. Buchmann a démontré c1ue, de même que pout' le cas n:3, r"r :  1, cha,cule cle ces
sttites est pulement pér'ioclique et fournit une unité cle O ainsi clue les résultats suir,ants :

Résultat 1 : Si r : 1, les valeurs possibles pour j. sont 1 et 2 et les cleux unités
clue l'on obtient sont inverses I'une par rapport à I'autre et chacune d'elles est une unité
fbnclamentale de (?.

Résultat 2 : Si r : 2, les valeurs possibles pour j" sont 1, 2 et 3. Pour dételrniner'
un système fondamental d'unités de (2:

- on détermine la suite des points extrémaux adjacents à 1 dans une première clirection.
On note (rb*)ry cette suite avec tf:s: 1 et /  le plus petit ,entier st l ictement posit i f

tel c1u'il existe un entier /1 vérifiant 0 ( /r ( / et tel que 
ff 

soit une unité.

- On détermine la suite des points extrémaux adjacents à i;, clans une cleuxième
cli lection. On note (6u)*<; cette suite avec /s : pl,  et i  le plus petit  entiet 'st l icterlent

positif tel qu'il existe ttu entier /2 vérifiant l, I l, S / et tel que $ soit une unité.
Vt,

t b , @ i .  l
En rtotant q :  î  et  €2: #,  { . r ,  e2} est un système fbnclamental  c l 'uni tés cle O.

Vh r?t"

3.3.2 Méthode proposée pour la recherche de points extrémaux

Poul construire une suite de points extrémaux, on procède comme dans le cas d'un corps
cubiclue à conjugués complexes. Il suffit de savoir construire le point extrémal acljacent à
I clans un réseau réduit. Pour déterminenbx+t ( on suppose que l'on connaît la suite cles
points extrémaux jusqu'à r/p ) on considère un réseau récluit 16.

(1) Dans ce réseau on détermine df le point extrémal adjacent à I clans Ia dilection 7..
c'est-à-dire qte 0l est le point de Lp tel que

[0.1o;(df) l  <1 i+ j "  (s ' )
I
I

I  l " i " (Pf  ) l :n ' t ' in {1" i " (h) l te l  que r f  uér i f ie  (S ' ) ,  ,h  €  L*  e t  r l '+0]

On aura a lors  ry '6a1 : ï f rhr .
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(2) On choisit alors, à I'aide de I'algorithme (41) décrit dans le premier paragraphe.
( ,  -  1 )  é léments  0 r , . . .01  de .L6  te ls  que 01 , . . .01so i t  une base de  2" .

On pose L*+t :1 f  ,H, . . . , f f  ,' 0 i  0 ï

et on poursuit  ce processus.

Pour cette construction le problène est encore la cléterrnination cle 9f. Poul cela. ou

utilise la rnéthode décrite dans le paragraphe précédent .

En effet. on remarque cltte por-tl tout i ) ,t) on a

I  In"(o i ( r - ' ) ) l  <  I
l a , ( r ' ) l  <1  t n l r a îne  {

I  l l n r  ( o i ( r ' ) )  l  <  I

oir Re(x) ( respectivement Im(x) ) désigne la partie réelle ( r'espectivement imaginaire )
cle x et en considérant les n applications linéaires de Z" clans IR définies pal :

o ; ( r 1 ' \  s i i ( r '

/ \
Re {o '+"+ '  ( t y ' )  )  s i  i  >  11  e t  ( i  -  11)  impa i r

\  
- - - 1 - " ' /

/ \
Im (o ry r ( / )  )  s i  i  >  11  e t  ( i  -  11)  pa i r

\  - - . - ' , ' /

où  I ' on  no te  z  :  ( : x t r . . . , r n )  s i  t i '  :  11  !  r 2a1+ . . .  +  r nQn- r .
Alors, recirercher df revient "pLesque" à lésoudre un système clu type (Sr) (si j. ( r'1) ou
(.52) (si j ,  )  rt  avec k : 2 et I  l* est la norme euclidienne).
E1 effet, il suffit de rajouter un contrôle supplémentaire à la plerrière étape ( r'echerche

cl'un point particulier ) : le point particulier r0 Que I'on obtient est tel que
' f  

In "  o ; ( r lo ) l  <  I
)
)
I  l I -  o , (d 'o) l  <  1

Il faut r,'érifier clue lo;(ps)l < t, sinon on change la valeur de c et I'on recomltrence.

3.3.3 Cas cubique à conjugués complexes

On a décrit dans le deuxième chapitre une méthode qui, clans un colps cubique à coniugués

complexes permet dans certains cas de déterminer la suite cles points extlémattx clans la

cl irection j , :  I .  En effet,Ty' est le point extrémal adjacent à 1 dans la di lection j . :  I

signifie que :

I  o<|" (q ' ) l  <1
)
\
[  t / '  :  m in {$  te l  que  ô  >  I  e t  l o ($ ) l  <  l }

(-iette méthode n'est qu'un cas particulier de celle décrite plus haut. Effectivement.

(l ) clans la proposition 2.2.3 on suppose que I'on connaît un point particr-rlier q'6 cltti

correspond à Q1 ou Q2 ( avec les notations utilisées clans le cleuxièrne chapitre ).

4, , " ,  :  

{
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Io<1"(É) l  <t
(2) Le système { admet un nombre fini de solutions parmi lesquelles on

IP<v 'o
choisi t  le minimum.

En fait. clans cette même proposition on impose des hypothèses sLrpplémentailes cltti ttotts

fo . lo( r , ' ) l  < I
pelnrettent cle restt'einch'e le nombt'e cle solutions du svstème {

[  , . , .  . ' ,u

3.4 Applications

S o i t  c  2 2 . m  2 1 e t  n )  I  c l e s e n t i e r s .  D a n s l e c l e u x i è r n e c h a p i t l e o n a é t r . r c l i é l a  f a m i l l e

cle pol1,'nômes:

t - 1

/ ; ( x )  -  vn*7  -c 'nxn- (c -  1 )x ' -Lk*  - l ) r j - c " '  Pour '  1 ( /S  r r '
i = l

Orr consiclère ici le cas oir n : 3 et t :2 c'est-à-dire Ie polynôme:

f6 )  :  Ya  -  c *X3  -  ( c -  1 )X '  -  ( r ^  -  l )X  -  c " .

Lenrrne 3.4.1 f,X) est irréductible dans Z,[X), possède deur, racines réel, l ,es et r lc 'u.t

racines cornpleres.

Preuve du lernme 3.4.1

Ona / ( c - )  <0 ,  f k ^ *1 )  >0 , . f ( - 1 )  ) 0e t . f ( - ; )  <O

clonc ./ aclmet deux racines réelles, notées a et 13 telles clue

I r ^ao l cm*1

{  1  
( 1 )

[ -1 .J<- ; .

Ains i ,  on a / (X)  :  (X ' -  (a  *  lJ )X + 
"13)  Q6)  où Q(X)  est  un polynôme de IR[X]  de

clegr'é 2.
Or" les inégal i tés ( I )  ent raînent  que (X ' - (a+ l3)X +c. l3)  /z lx l ,  en ef fe t :

si n t ,d est entier alors a -t 0 : cm et dans ce cas afi n'est pas entier'

Donc .f (-\  ) est irr 'éductible dans Z[X].

De  p l us ,  on  a  Ç (X )  =  Xz  + (a+  13 -c * )X  -+  Le  c l i s c r im inan t  c l e  Q ( - \ ) es t
ab

\  :  (  cv -  c^) '  +20v-  -  c^)  + 92 ++ :  (o -  r * )  ( (a -  c- )  + 20)  + ( r '  * { )
ap  \  a l l l '

onac t  - ç ; n :  ^ ' o ' ,  . a9a  -1. -  
a 3 * o * I  a  c ^ - 1

entlaînent A < 0. Ainsi 8(X) achnet clettxet les inégalités
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racines complexes non réelles.
Ceci termine la démonstration du lemme.

On en dédui t  eue 11 -  12:  r :2  (or )  11 ,  " .2et  r  sont  déf in is  comme dans le  para-
graphe précédent ) et qu'un système fondamental d'unités de (2 contient 2 éléments.
On peut se poser le problème de la détermination d'un tel système. Pour cela on a
utilisé la méthode de recherche de points extrémaux dans différentes dir-ections cléclite
précédemment et essayé de paramétrer les résultats obtenus: on a établi une conjectule
dans la direction j , :1. Par contre on a obtenu un système fondamental d'unités cle Cî
de façon paramétré dans le seul cas où m:1. On détai l le ici les résultats obtenus.

3 .4 .1  Casm)2

Les différents exemples traités nous ont permis de conjecturer le résultat suivant :

Conjecturc 3.4.2 Soit a la racine réelle du polynôme f 6) ful le que c^ < a < c^ +I,
I i :Q(o)  e tO:v"La l .

( i )  La sui te des points ertrémaur de O dans la direct ion j" :  I  est:

V o :  t

=(  'o '= ) " * t ,  
?hz"+z : r f -=1) " * t  pour  0 (s  ' -m-  2

\ û  
-  c " ' /  \ 0  

-  c " "  /

e L Q z * - r : o ( ^ " ' - ^ \ ^ .
\ a - c " ' /

( i i )  LIne unité fondamentale d,e O est €:  t  f  -+) et  h longueur r le la période clu
\ a - c ^ )

déue loppement  dans  la  d i , rec t ion  j " :1  es t  l :2m -  I .

Renrarque : Comme dans le cas ft:2, ces points sont donnés par le développement par
I ' A J P  d e  ( a 1 , o 2 , a 3 )  o ù :

de Ia façon suivante:
onsep laceàchaqueé tapedansdes réseaux  L l , de la fo rme  L* :1  ô f ) , ô f ) , 4 [ t ) , , 7 ,4  >où ,

éf), éf) et d[3) sont trois points auxil iaires, avec Ls:( o3, c.2tc,r,1 >. Si on cléfinit  les
matrices de passage de Lp à lr+r (pour 0 < k 12m - 2) par

(  o " :  o

\  o r :  a ( a  -  c * )

I o r :  e 3 - c * e . 2  - ( c - l ) a

*.'[ #l:(#ï )



o n a

A/L  _  A t_ r . . .A t_ ,

Mz - At-u

pour  1 (  s  (  n t  -  2  {  l [ - " * t  
:  At -G"+s)At-6 '+ ' t \ ' ' '  At -$"+ ' )

|  \Vr ,+r :  At_$"+a)  '

I ' I r * - r : 4o . . 'A+

oit / :5rrz * 1 est la longueul du cléveloppement par I 'AJP cle (cr1 ,.az,c.z) et les.4; sont
les tnatlices définies clans le premier chapitle associées au même cléveloppement.

Dans les cl i t 'ections jr:2 et _/. - 3 on pourrait déterrninel la suite cles poit i ts ertr 'érnalrr
pou r -  t o r t t eva , l eu l  dec  (  c )  2  )e t  de  m (nz>2)  eL  en  c léc lu i reun  sys tèmefbuc la rnen -

tal cl ' trnités rJ,e O contenant (.:  ef4)' ' .  ,ur. contre on ne sait pas pa'amétlel les
\o - r ^ /

r'ésultats obtenus.

3.4.2 Cas rn: l

Les clifférents exemples tlaités nous ont permis de conjecturer le r'ésultat suivant:

Conjecture 3.4.3 Soit a la racine réelle du polynôme f (X),
o ' r ) . / ( I ) :  Xa -cX3 - ( c -  1 )X ' - ( c - l )X  - c te l l e  quec<  a  <  c+1 ,  / r  :Q (a )  e , f
0 :  z la l .

( i )  Dans /a direct ion j , :  I  la longueur de la période du déueloppement est l :  f  et  l r t
srt i te des points ertrémaur de ()  et  leur norme sont donnés par le tableau suir :ant:

L coorclonné"s cle,1,[1) .i[') N(,rJ.'))

0 (0 ,0 ,0 ,  1 ) I 1
I

I (1 ,0 ,0 ,0 ) Q _ C

2 ( c , 1 ,0 ,0 ) a2 c2

3 ( r ' ' + r -1 ,c ,1 ,0 ) d" -c"

4 ( " '  +  2 r ,c  f  1 ,1 ,1 ) 1*o+a2+a3 1
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ori la

QAe:C

( i i )  Dan ,s
sui te ,

k I coorclonnées de /'[3) | x(u'[t,)

0 (0 ,  0 ,  0 ,  1 ) I

1 (1 ,0 ,  -1 ,0 ) )
C -

3 ( - 1 , - 1 ,1 , c *1 ) 1

Sous cette conjecture, on obtient le corollaire suivant:

Corol laire 3.4.4 Un systènte fondam,ental d'unités de O e.st {.r, .r} oir e1 -

€ ' 2 :a2+ I .

Preuve
On a r : 2 donc pour obtenir un s;rsf,lpe fondamental cl'unités cle () on consiclère le
dévelolipement dans deux clirections (J. Buchmann [4]): on considère ici les clirections
j " : \ e t 7 " -3 .
Ona

,/'[1) est une première unité

et
1V(li {')) : 1/('rt'))

clonc

deurième colonne désigne les coord,onnées de çft\  dont la base (o",rr,ar,1)
(  o r=o

\ or: a(a - c) et N(1,0r)) désigne lcr, norme d,e 4:11).
I  o t : a " - c ( r t  - ( c - l ) a

1n d i rect iou j .  -  3  la  longueur  de la  pér iode du dére loppemtnt  e .s t  I  : '2  e  t  la
cles points ertrématm cle O et leur nornre -sorzt donnés par le tablerLu .;tLiuant:

:l
c.l-

- . 1-  r r
a - c

t? ' ( r )  
?y ' l l )  'btr-';ffi lrest un système fondamental d'unités de

o ,  + ,1 t )  :  a3*  cy2*a+ l :  - {  . t q :  a2  11 ,  a ins i  en  posa ,n t  e1
o -c  û1 " ,

on obtient Ie résultat énoncé.

, ( l ]

V'lt) *t ez : ,lt
r l r '  '

9 l
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Rernarque : De même que précédemment, la suite des points extrémaux dans la di-
rection j. : I est donnée par le développement par I'AJP de (a1 ,a2)c.3) de la façon
suivante:
en utilisant les mêmes notations que précédemment on a

I 'L - At-r, I I2 - At-r, A/h - At-t.  I , [4 - At-aAt-oAt-.t

o i r  / :6  est  la  longneul  c lu  c lér 'e loppernent  pa l  I 'AJP c le  (o1.az.cre) .
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CHAPITRE 4

Calculs des développements par Jacobi-Peruon et en

fraction continue de nombres algébriques

Dans ce chapitre nous décrivons un algorithme permettant de déterminer le développement
par l'algorithme de Jacobi-Perron de n nombres algébriques réels et plus particulièrement
celui en fraction continue si n : 1.
S. Lang, A. Trotter [17] et G. Cantor, P. Galyean, G. Zirnmer [6] ont donné un algo-
rithme, utilisant les polynômes réduits, qui fournit le développement en fraction continue
d'un nombre algébrique.
E. Bombieri et A.J. van der Poorten [3] 9nt donné un algorithme simple qui fournit le
développement en fraction continue de il2. Pour cela ils donnent une formule explicite
pour le calcul des quotients partiels notés c7,, à savoir

, ( -1 )À- t  \p 'n - ,  8 t  -z ' ,

" :L qu, i l - td:-  pu'r

où pn et gy. sont définis par

? â) (r â):(;; ii-:)(r à) (
pou r tou the lN .

Mais cette méthode ne se généralise pas de façon évidente. En effet, une formule analogue
dans le cas général fait intervenir un terme d'erreur qu'on ne peut négliger qu'en utilisant
le théorème de Roth qui n'est pas effectif.
P. Liardet et P. Stambul [21] donnent également un algorithme fournissant le développement
en fraction continue d"'iÆ mais cette méthode utilise une mesure d'irrationalité d. i/2
due à A. Baker, à savoir

lW - 
it, # 

pour tout rationnel on 
to 

" 
q premiers entre eur).

Par contre, pour I'algorithme décrit ici le calcul ne fait intervenir que des nombres entiels,

sans aucune condition du type précédent.
Après avoir démontré la validité de cet algorithme nous I'appliquons à certains nombres

algébriques réels.
Enfin, nous donnons quelques exemples numériques dont le développement en fraction
continue ,L i/2 et le développement par l'algorithme de Jacobi-Perron d" (V4, ,/TOl'
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4.L Description de ltalgorithme

4.1. I  Déf in i t ions et  notat ions

Définition 4.1.1 On dira qtt'une matrice M à coefficient.s réels est positive .si elle e.st
à terntes t,ous str icte'ment po.sit i fs ef posit ivement régulière s' i l  eriste un entie,r Â: > 0
tel qrtr l Ik -coit Ttosit iue.

Soit rr un entier (, > 1) et a1 ,.. . ,ù,t n, entiers algébriclues r 'éels (str ictement posit i l ,s)
te l s  c lue  1 ,o1 , . . . , en  so ien tQ- l i néa i remen t  i ndépendan ts .  On  no te  / i :Q la r , . . . , o , , ] .  11
le  c leg r ' é  de  / f  su rQ  e t  n?  :  d - I .  On  comp lè te  c r1  , . .  ,Gn  pa , r ' a2 . . , r1 , . . . , r , ,  t e l s  c lue

{ I . r l r , . . . , a * }  so i t unebasec le . I (  su rQ .O"cho i s i t uné lé rnen tnonnu l . , . , c l eh  t e l c l t t e :

(1) *' t 
,?rtt,lc.,'rl 

oir les c..,1 sont les conjugués cle c,; dansCI;

(2) la transposée de la matrice de la multiplication par co explimée clans la base {rr,,. . . . . rl1. 1}.
notée M, soit une matrice à coefficients entiers positivenent régulière.

Notation : Contrairement à I'usage, les matrices seront, par la suite, notées de la façon
suivante:

I  o^ , *  a - .0  \
t l

À' l : (a ; t )  o .o . - : l  I" d<'i<; 
t I
\ co,- ao,o /

If(rr) désignera la matrice extraite de M en supprimant les lignes de numéro nr à (rr * l).
c 'est-à-dire :

M ( " ) :  ( c t ; i )  n * r 1 i 1 m  =
o<îS*

. . , . û n | . | , o

: . . " . , ,

Q n * l , m

Q O , ^

4.L.2 Algor i thme

On clonne un algorithme qui fournit le développement par I 'AJP cle (cv1 ,.. . ,e,.) jusclu'à

I'ordle p clonné.
Soit Às un entier tel que ,4.1Èo soit à termes tous strictement positifs.

(1)  À.  :  0 ,  Mp -  AIk"(n) .  On note M*:  (on i )  osos.  .

(2) Si,\y'p vérif ie Ia concli t ion (Cl) suivante:

(Cll) Pour 0 < i < n, les quotients de la division de a;i par a6, dans Z sont tous égattx
pou r0< j3 r t .
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alors on pose ô; : îlll *

A-

b ,  100

bn_t 0 1 :

u 0 . . .  0  I
100

Si '11À ne r 'ér i f ie pas la concl i t ion (Cl)on passe à l 'étape (4).

( ;3) orr  pose 11 :  A- l t r [*  :  (h;1) o.. i1n.on peut rernalquel c lue f I  est à coeff ic ients
O( i1rn

positif's ou nuls.
Si 1/ vérifie la condition (C2) suivante:

(C l )  Pou r0<  j  ( -m .h1 r>0 .

alors on a A : "40 (où ,44 désigne la k-ième matrice de I'algorithme cle Jacobi-Per.r'on
définie dans le premier chapitre ) et on pose M6a1 : H , k : k + 1. Si fr ( p on pa,sse
à l 'étape (2), sinon on s'arrête.
Si Ë1 ne vérifie pas la condition (C2) on passe à l'étape (4).

(+) ll'Ik : NIrM. On réitère cette opération jusqu'à ce que ,4{, soit à terrnes tous stlicte-
ment posit i fs. On passe à l 'étape (2).

4.2 Preuve de l talgori thrne

On montre clue l'algorithme précédent fournit le développement pal I'AJP de (a1 . . . . , r, ).
i.e. à chaque étape on a A - An. Pour cette démonstlation on utilise le théorèrne cle
Flobenius [15] suivant:

Tlréorèrrre 4.2.L Soit A une rnatrice carrée à coefficients réels d'ordre n posi,tirrnt,ent
régtilière alors:

(n) A admet un aecteur propre ro à termes tous str ictement posit i fs tel que Aro : Àor:0.

(b) Si À I Ào est une autre uo,leur propre d,e A alors l)l < À0.

(c) I l  er ' iste un n-uple fo à termes tous str ictement posit i fs tel que'.foA-- Àotfo €t tel.
que

Ë'îr,o : t
i = 7

(rl) 8,, ltosa'nt P : @? fl) 0.,5,, , on (tr,lim- $AÀ : P.- 
Oi:--<n r;-oo nô

1) Premièrement on montre qu'il est toujours possible de constr-uire une matrice i,16,
à partir d'une matrice M positivement régulière, vé.-ifiant la condition (C1)et telle
clue 1/ : A-rfuI* vér'ifie la condition (C2).
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M étant positivement régulière, on peut utiliser le t.héorème de Frobenius par
lequel on a:

(i) i,.' est la seule valeur propre de M de plus grand module dont le vecteur
propre associé est :

/ t - \

0:l : I
l^ ' l
\ l  /

[ ; )

alols.  en

'l
I

)

1 . \ / l1 r r  
;

( i i )  
, l i 1 ,  

l rOO ' :  P  avec  p :  (a ;À )  
B : l a . ;  

( en  no tan t  c lo :  1 )  o i r . \ :

est à termes tons strictement positifs.

On en déduit que pour tout e > 0, il existe /o > 0 tel clue si / > /0,

no ran t  M '  :  ( u ; j )  o< i<^ .  on  a  f t  -  9À1  a  . .
o<17m aoj  ao^ i

Or a; I lrrol, clonc pour tout / assez grancl on aura l?l: ["0]({o i

C'est-à-dire que pour tout i ,  0 ( i  1 n,les cluotients de n;, par csy, notés ô;.
sont tous égaux pour 0 < j < m.
On a de plus

Às
(o"  - .  b , )Ào

( a 1  -  f i ) À 6

) p a r 1 1  
- A -

( 1< t ( r r ) .

/ ^ ^

I  l { " " -b, )À*
, , I l ; r - '  r [ tQt)  :  A- t  P(n) :  It

\  ( o ,  -  b ' ) ) -

Donc pour tout / assez grand la matrice H définie dans (3
vérifie la condition (C2), à savoir hoi ) 0, pottr' 0 ( j ( rn

exlste un entlel

2) On montre à présent clue si les b; sont définis par (2) alors 6; : [ctt]

O n a
( oo'* ûo'tt 

. \
I  o. .^ -  ao,*bn an,o -  uo.obn In:l I
l ,  ,,,- - uo,*br . . . o,,o -' no,ob, )

c'' étant la valeur pi-opre de M associée au vecteur- prop..'e C), il
1 > 0 tel que .4'1a0 : ulO(n), c'est-à-dire:

( o n . ^  a n . o \ / o , " \  
/ o , \

l l l l , l ' l
I ll : l:''t^ l;
l,"",- : ".,.J\l'/ l,i'/
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l . e .

d 'où (pou r0< i ( r z )

A; t  PQt1 :

d 'où

7n
ç:
)  a ; ; Q ;

2 ' J J

, - n
(li : -fr-,

\-
)  A n ; C Y ;

2 " J

' / =0

rn
\.-,
)  l ( t ; ;  -  ( | n , 0 ; l o  ;

2 \  
' J  

" J  
' I  J

l = o
a ; : b t *

m
s : ,
)  l ( I ; ;  -

l c to lc i
j = 0

as lb ; )a1

b; : (!l entraîne clue 0 <
aoj

<1,m
\-a

)  ao ja  j
j=o

i . e .  b ; :  [ a r ]  ( pou l0  <  i  <  n ) .
Ainsi on a montré que A - Ar'.

3) Montrons par récurrence que I'algorithme fournit le cléveloppement pal I'AJP cle
(o r , . . . , an )  j usqu 'au  rang  p .

Soit (É1p) I 'hypoihèse: jusqu'au rang k on a A: A*.
Précédemment on a montré (110), supposons donc (f14) et montrons (H611).

1

on a l im 1, ,q; '  .  .  .  A;r  iv t tçn) :  a-r  . .  .  A;L P(n1
l-rx 0)L

et  Aat  . . .A;1rç, r )  :  + . .  l t " f * ' ) r )  0 .0. ,  (E)
oÆ.tt oi ,iStS--

oùr  c r f+ l  son t  les  rée ls  c lé f in is  par  le  déve loppement  par  I 'AJP de (41 , . . . .o , ) .

En effet,

, , " : : ' )

l ^ *Ào\
|  (o, -  ol)À- (a,,  -  ol)Ào I

,a ; ' r1ny: l  .  .  
\ *7r  

. *n t "v  l :1 t "1Àr)u-<1=<, ,
t I o; o<r;(m

\  (cr,  -  ol)À- (o, -  oo)Ào )

et pa,r récurrence on obtient la formule (E).

Er r remplaçant  dans  les  c lémonst ra t ionsprécédentes  (a r ,  . . . ,Qn)  pa l (c r f+ r , . . . ,o1 ;+ t )

on obtient ô; : [af+1] soit A : A*+r ce qui termine la démonstration.

01
0 -o9"

:
U :
r -"1,l(
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4,3 Application à certains nombres algébriques

4.3.I  Développement des racines r- tèmes

S o i t  ( a r , . . . , o n )  :  ( l A , { A , , . . . , { d " )  o i r  r  e t  n  s o n t  c l e s  e n t i e r s  t e l s  c F r e  r  )  2  e t

1 ( n S r'- I et d est nn entier clifférent d'une puissance r-ièrne.

L'aigorithme clécrit pr'écédenment nous pertnet cle clonnet'le ciér'elopirernent par I'A'JP de

( û r ' . .  ' . a " ) .
En effet.
o l l  pose l t '  :Q, \Jû .

t r n e  l r a , s e  c l e  K  s u r  Q  e s t  B  :  { ( d ' - ' , . . .  , l d , I } .

On chois i t  * -  :  I  +  dA+ . . .  +  f i ' - ' ,
et on peut r,élifier que la transposée de la matrice de la multiplication par ç erprimée

clals la base 6 est posi t ive. Ainsi  on peut appl iquer I 'a lgor i thme précéclent avec Ào: l .

4.3.2 Autres nornbres algébriques

D é f i n i t i o n  4 . 3 . 1  S o i t  f ( X ) :  a , X ' '  - ( a , - r - X " - r + . . . + r 1 0 )  u n  p o l y n ô m e  i r r é d r L c t i b l e

r le zlx).  On, di t  que f  est posi t ivement réduit  s i  et  seulernent si  a,cLs > 0, n,  )  0

(I  < i  1r -  1) et  i l  er iste deur ent iers k1 et k2 Ttremier--q entre eur tels que a'k lap,,  )  0.

Soient cy la seule racine réelle positive de / (l 'unicité de cette racine est clonnée pal la

r è g l e  c l e  D e s c a r t e s  [ 2 3 ] )  e t  ( o r , . '  .  , a n )  :  ( a , ù 2 , - .  . , a " )  o i r  n  1  r '  -  I '

01 peut lti l iser I'algorithme précédent pour clonner le développernent par I'AJP de

( o r , . . ' , 0 r ) .

En effet.
on  pose 1 i  :Q(a) ,

u r e  b a s e  c l e  K  s u r  Q  e s t  { a r - t , .  '  .  ,  a , 1 } .

On clroisit u) : e,r(rt

et la transposée de la matrice cle la rnultiplication par u explimée clans la base {a'-r, . . . . .t. I }

est

L'T _

a r - l  Qg

a r  0  . . .  0  0

u ' .  ' .  :  :
:  ' .  ' .  u  :
0  . . .  0  a r  0

Lenrnre 4.3.2 f est Ttosititte'm,ent réduit irnplique que II est positiuement régnlière.

Preuve
Ponr. rnontrer que ,\ar est positivement régulière, on utilise la proposition [E] suivartte:

Proposition 4.3.3 soit A : (a;i) 
320,<.7 

une matrice car'rée d'ordre n, à te:nn,es réels

posit iJs ou, nuls. Soit G(A) le grapheir lenté associé à A t le Ia façon suiuante:

-  l es  somnre t s  de  G(A )  son t  1 ,2 , . . .  ,D ,
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-  G(A)  possède un  arc  de  i  uers  j  s i  a ;1  t '0 .

Alors le.s deur proposit ions suiuantes sont équiualentes :

( i )  A est 'posi t iuement régul ière.

( i i )  G(A)  e .s t  un  gra l the . fo r te rnent  connerc  ( i .e .  pour  t ,ou t  t "ou ,T t le  ( r ,y )  de  sontmt t .s  i l

rt ' i.ste tLrt chemin cle r èt, y et un chentin de y à r) tr:l qrLe le PC;.CD rles longueurs

r l t s  c i . r c u i , t s  ( c h e m i n  ( t r . . .  . . r n )  t e l  Q l t €  : r 1  -  : t q )  d e  G ( ' 4 )  s o i t  é g a l  à  I .

(t..,.(t.s ) 0 entlaîne que G(-1/) est lbrtement connexe

et

.f positivement r-écluit entraîne clue le PGCD cles longueurs cles cilcuits est égaL à I (en

effet. il existe cleux circuits cle longuettr respective Â1 et À2).

-11 étant à termes tous positifs ou nuls, la proposition -1.3.3 implique clonc cltte -'11 est

positivement r'égulière. Cjeci telmine la dénonstra,tiotl du lemme 1.:1.2.

D'après le théorème de Frobenius, c,; est la valeur propre de ,'.l1 cle plus grancl tnoclttle

ce clui nous permet d'util iser I'algorithme précédent.

R e n r a r q u e  4 . 3 . 4  S i l ( ) f )  :  a , X ' -  - ( o , - t X ' - r  +  ' . .  + û 0 )  û I ) € c  ( I , a s  >  0 ,  a ; 2  0

0 < i ( r - I ) , a , - r ( 0 e s / t e l q u ' i l e r i s t e d e u r e ' n t i e r s f u e t k 2 p r e m i e r s e n , t r e e u ; t t e l s
qrre aktak, )  0 (on dira que f  est"presque posit ivemeut réduit" /  alors en rentploçatrt

0  par  t t ,a  t  lo r - r l  on  aura

û r - 1

lûr-r l

lr[ -

0
lo , - t l

Q , l n , - t  I

qrLi e:.st po.sitiuement régulière.

4.4 Le cas des fract ions continues

01 étuclie dans ce paragraphe comment applicluer I'algorithme da,ns le cas cles fractions

continttes à un nombre algébliclue a.

Ag

0

:

+
0 r

0

0

lo" - r  I

Soit a une racine réelle cl'un polynôme irréductible P de

[ .0 , . r , . . . ,ch, . . . ]  l "  développernent  en f ract ion cont inue c le

strite cle polynômes P6 cIe Z[X] paL:

I  
Po:P 

I
t Pn*r(r) : -x'Pn(rn + |l

D'apr.ès H. Zassenhaus [30] les polynômes P7, adnettent o6, cluotients complets cle a. pottr

r.a,cile et pour ô sufiisarlment grand, A.G. Aklitas [1] a montré clue ce r'ésultat peut être

rencltr effectif, les autres racines, notées 86, v&lfient

l lnl < | et - 1 < Re(8,r,) < 0,

degré r ) 2 de z[-\] .  Soit
o .  On perr t  const t ' t t i re  ut te
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où Re(/36) désigne la partie réelle cIe 86. On dit que P1, (ou o6) est réduit.

Pour développer a en fraction continue,, on construit la suite cles polynômes P7, (en util-
isant, par exemple, I'algorithme de G. Cantor, P. Galyean et G. Zimmer[3]) et si P7, est
positivement réduit ou presque positivement r'écluit on peut alors utiliser I'algorithme
précéclent pour clévelopper o1.
Nons clonnons clans la ploposition suivante une conclition snffisante ponr clue Pl soit
positivement récluit.

Proposit ion 4.4.L ( i) ,9i r" :2, alors P7 rérluit  équ,irarft èL P6 posit irentent rérluit .

( i i )  ,5 i  r ' )  :1 ,  cL lors  P6 rédui t  r , : t  c6)  r  -  I  impl iç tent  r lur '  P1,11 ts t  l tos i t i re ,nt t r t t  rér lu i t .

Preuve
(i) étant éviclent. montrons (i i) .  En notant

r - l

Pn(x)  :  u ,x '  -  (a , ;x ' - r  + . . .  +  û0)  :  a , (x  -  an) I - * rx ' - j -1 ,
, = u

o n  a , i  p o r l r  0  l 7  1 r  -  1 ,  s ,  )  0  e t  
û ' - J  

:  a â - s i - l  -  s i .

En posant 
pn+r"r(x)  :  . r ,x,  -  (A4,"  , ,y,  r ;  . .  *  Ao),

on a cl'a,près la formule cle Taylor,

r - t  p ( r - k )  1  . ,  1
pn+,(x l  :  -x 'pr , ( " r )  +  

à ï :Ë 
t - ,

c lonc ,pou r03k< r

/ ' \  À ' l " - l \
oo :  ( ' t  )  

a,c;-  
I  

( ,  k-_ ' . t  )  
ct ,_1cf ; - | .

D 'où  (pour '  0  (  k  1  r ,1  <  /  <  A)

'40 -| ' - ' . ,  f  (  ' , .-  
1 )"n- '  -  ( :- t-t  )";- ' - 'o) *..^.

o, -h ' ' \ \ l - t ) 'n  
- \A- t -L  

t  /
Posons /  ' \  /  - - l - r \

A:( l-1 )"1-t- l  
' . - ' . - '  

) .1-,- 'o,
\  D  -  o  /  

- n  
\  A ' -  I  -  |  I

cr, 1 a 1 cn l1 implique que

/  /  , - t -  I  \  _  (  , - / - t  \ \A > cf-'-t I c6 |
\  \  k - t  /  \k - t - r ) ) '

i .e. .{ t  . f- ' - '  , ,  (1,- ' -  l ) '  ' , ,  (r,  -!+\" " ' ' - ' h  (A_ / ) ! ( r _Â :_1 ) !  \ ' ^  r _k )

et c7, ) r - 1 impliclue c1ue r, - O - 
! à 0, i.e. A > 0.

t ' -  K
Or pour  0 < /  <  k ,  on a,s ;  )  0 ,  donc pour  0 < k  (  r ,  on a Aa )  0 .
Or"4,. : -Pn(cn) > 0, donc P7,a1 est positivement réduit.
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Remarque 4.4.2 (a) Si r :  3, alors P6 réduit et c6 ) r imptiquent que P6 ou P611 ou
P7a2 est posit iuement réduit.
(b) Sl r ) 3, alors P1 réduit et c6 2 r -2 irnqtliquent que P1,41 est ltresque Ttositiuernent
rédtLit.  Dan-, ce cas on ne peut pas remplacer la borne (r_ 2) parL En e.fJet, le polynôme
Pn( I ) :SXa+2X3  -MXz  - I3X  -3  fou rn i t  un  con t re -e ren tp le .  On  a  P1"  réd rL i t  r : t
c1, :  [a1): I ,  or P711 n'est pas posit iuement réduit.

4.5 Exemples numériques

4.5.7 Développement en fraction continue

On clér.eloppe W en fi'action continue à I'olclre 1000.

Poul cela. on choisit a: I+ W+ W et on uti l ise l 'algol i thme pr'écéclent ar.ec

r'[ :

Les calculs ont été effectués sur une station Sun Sparcl avec le langage Pali cléveloppé
pal Cl. Batut, D. Bernardi, H. Cohen et M. Olivier.
On constate alors que ces calculs sont nettement plus rapides (6 ms) et la taille cles entiers
nécessaires au calcul (environ 170 chiffres) plus petite qu'en utilisant les formules données
par E. Bombieri et A.J. Van cler Poorten (6mn et 507 chiffres).

4.5.2 Développernent par I 'algorithme de Jacobi-Perron

(ii)

On clévelopp" (V4, /t6; pu. I'algorithme de .Jacobi-Perron à I'orclre 2000.

Ponr cela. on choisit u; : | + W + tT6 et on utilise I'algolithme précéclent ar-ec

T,I :

On constate que les plus grands entiers intervenant dans la suite des cluotients incomplets
sont (1920,2002) à I 'ordre 1799 ainsi  qu'une elreur dans la table clonnée pal Ci.  Rhin [2rr ] .
Les plus grancls entiers nécessaires au ca,lcul ont environ 990 chiffres. 

I
On peut rematquel que, polrl cet exemple, en l'emplaçant dans I'algorithme t1 lal il l13
(matlice de déterminant 1) on diminue considérablement la taille (81 chiffr'es) cles entiers
nécessa,ires au calcul (par contle le temps est environ le même).

4.5.3 Développement en fract ion cont inue de a où o est une racine de P(X) :
a-7_7x+3

P aclmet 3 racines réelles. Notons a I'une d'entre elles. En construisant la suite cles
polvnômes P7, cléfinies dans le palagraphe précédent on constate clue Pa est positivement

(iii)
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rédtrit. On note P+ : Da;Xi et aa la racine réelle d" Pn. On considère a., : aza.t €.t

l'algorithme précédent ;;:,t fournit le développement en fraction continue de aa et clonc
de a (c1uel que soit a, racine réelle de P).
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APPENDICE A

Algorithme (A"). Application à la tr iangularisation
d'une matrice sous forme HNF

Nous donnons ici, en complément du chapitre 3, la description de I'algorithme (Ar) et sa
programmation en PARI. Nous I'appliquons ensuite à la matrice 20 x 20 [?] citée clans ce
même chapitre.

So i t r unema t r i cenx r .

r  :  (ru) ol isn :
O1 j l r

Rappelons que I'algorithme (Ar) fournit unimodulaire telle cme

u-r r :

orl [.I-1r est une matrice HNF.

Appliquer I'algorithme (Ar) à r consiste à appliquer l 'algorithme (41) successivement aux

colonnes de r.

On note s I' indice de la colonne sur laquelle on travaille:

( t )  
"  

:  1 .  On app l ique I 'a lgor i thme (A1)  à  ( r r r ,  . . . t tn r ) t .  A ins i  on  ob t ien t  une mat l i ce
( l r ,n  x  n ,  un imodu la i re  te l le  que la  p remière  co lonne deUl r r  so i t  (d t ,0 , . . . ,0 ) t  o i r

f i  :  p g c d ( ï l r t . . . r r n r ) .

1 n .

" t r  \

I' l

, ' r ,  )

nxn )
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(2) -s : 2. De même, (41) nous fournit une matrics f i2, n x n, unimodulaire telle clue

les deux premières colonnes de u;rLllrr soient de la folr,ne

ù rn
odz

:U

: :
00

Si r/2 < 0, on mult ipl ie [ i f  l [ [12 par

E' posant ": 
I

Ij
0

;l
ù  r z \
o. dz 

I
:  0  l . a v e c Q ( r ' 2 q r l . . 1 .t -

0  ô )

1  f  l 1 r  l

r a )  )

0i

0

les cleux premièr'es colonnes de H-rLI; | [ [1r sont

(3)  -s  :  3 .  On poursui t  ce processus . . . . . .

A.2 Description de I 'algorithme (Ar)

(1 )  , s  :  1 ,  . ù "  -  7 .

(2)  Tant  que s (  r :

( a )  f t : 1 , r (À ) : t " .

(b)  Tant  q . r "  ( "1*) ,  . . . , * \o) )  +

\J

xd1

0

0

soit j le plus petit entier positif tel que ,f,),," 7 O,

pour  s  <  i  <  n  -  j -  I  on  pose c f  : [# ] ,
* , n -  

i , s



(LT

u?

n - i - t
A t -

1

:x&+1)  -  h r r r& ) , k:k+I

(c) On note fts : À;, u" h,1r ,  r ,  -  g(ko) ,

I

0

ô
1 , _
t L S l 0

0

0

0
I

0

0

1

0

0

0

:

0
I
0

0

1

0

0
0

0

0

0

-
J

fro:lr
l . - l

0

0

sisne(r \ ! ) )

\.,

0

0
1
I

0

0
10

0 
' . .

ô

, .  -  A - 1 -! (  s  
-  r r s l  & s .

Pour l ( i ( s -1
r -{È) 'l

on pose ô[ : LiË] ,
. L s , s

t . )



1

0 0
0

0
1

0

:

0
01

I

0

:
0

0

btr

b"n-t
0

s igne( r \k )  )
t , -t r  s )  

- 0

0

0
.

0

n - s

( 3 )  On

4.3

4.3 .1

Entrée:

Solt ie :

r  - l
. l 's  :  / )sz ' .1 ' " '

note f r " : k ,s :s *1 , r t  rh "1h.  
12.

A.3.2 Programme

irr i t ial iser n et r;
r  :ma, t r ix  (n ,  r ,  i ,  k ,0) ;

{ rnatricebase( x ) 
-u-matrix(n,n' j ,k, i f( j  -  k, 0, i  )  ) ;

maux=u;
h:mauxi
for (s :1, r .

for ( j :9 ,1- t -1 ,
whi le(x [n- j ,s ] ,

a:vector(n-j,k,x [k,s] /x[n-j,s] ) ;
for (k :1,s-  1 ,

h[k ,  ] :mau*[k ,  ] ) ;
for(k:1,n-j-s,

h[k+s-1,  ] :ma, tx [k+t ,  ] ;
h[k+s- 1,s] :round(a[k+t- 1] ) ) ;

h[tt- j ,  ] :maux[s' ] ;
for (k :0, j -1 ,

t / :  l l
s = l

Programme en PARI

Notations

z désigne une matrice n x r orl r ( n.

r est sous Forme Normale d'Hermite.

rr:matricebase(r) est la matrice de passage (n x n et unimodulaire).
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h[n-k, ] :ma,ux[n-k, ]  );
U:U*h;
x : h - l * x ) ) ;

h:mauxi
h [s ,s ] :s ign(x [s ,s ] ) ;
X : N  ^ * X ;

u:u*h:
for(l i :1 .s- 1 .

h lk .k ] :s ign(x[k ,h] ) ;
cg':11oor'( x[k,s] /x [s,s] ) ;
h[ i .s] :qrxsign(x[s.s] ) ) :

h[s.s] :5ig11(x[s,s] ) ;
u :u*h;

r  - 1
N : 1 1  - + - \ / ;

print(x);
u ; )

L.4 Application

On considère la matlice 20 x 20 suivante [13] :

1 0 8 1 0
4 r 0 8
2 4 6
1 5 0
9 8 5
1 0 3 1
8 2 8
0 4 8
4 6 4
2 0 7
2 2 1
4 1 1 0
5 3 3
4 8 1 0
6 9 4
5 1 0 5
1 3 1 0
6 4 1
. 1  t o

102 r0

0 8 5 9
5 1 2 6
3 0 1 0 2
1 0 1 0  2  0
3 1 0 3  8
8 2 1 6
3 0 7 8
5 0 0 3
5 6 9 8
7 5 3 7
4 4 6 7
9 7 8 9
4 2 7 8
10 4  4  10
6 9 5 8
9 5 1 4
1 1 1 0 6
3 1 3 7
1 0 4 0 0
3 2 0 2

K

5
4
^

4
0
0
o

8
10

z

0

I
.7

o
2

z

t)

É
J

z

.f

8
10
0
0
0
c)
8
4
â

L

0
1 0
1 0
5
8
1 0
2

8
I

K

7
0
0
4
CI

1
t l

I
K

,t

4
0
l 0
4
1 0
K

4
l 0
I

I

I
I
I
I
7
1 0
5
I
6
2
7
8
I
8
.)

3 0 9 9 2 7
1 4 6 2 7 7
0 6 7 5 t - 7
3  6 1 0  2  1 0  2
4 7 1 5  8  6
1 0 7 1 9  2  3
3 4 5 3 8 1
6  I  5  1 0 1 0  3
3 6 7 3 8 5
1 0 6  2  2 I  I
1 0 0  2  5  I  I
3 3 9 1 0  1 7
7  5  5  9 1 5
1 0 7  4  5  i  3
6 9 8 7 5 9
9 8 9 3 5 2
4 3  8 1 6 1
1 0 2  I  l 0  3  3
3 2 I 5  |  7
3 3 1 5 5 1 0

10
6
0
0
o
cl

0

1
2
^

I
0
I
8
.)
0

2
0
q

6 0
I 4
.) .)
1 0  1 0
8 3
1 0 2
4 4
5 9
10 1
9 1
1 0 2
r ' )

4 1 0
2 l
8 9
2 0
2 ( j
6 5
1 0 5
0 7

n t r
l ; )



En appliquant le programme précédent à z on obtient la matrice HIrtrF:

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 r 2493458668016156498
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 7556416162606434903
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4231394917846061251
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i  6550643086271827800
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 5894433903726787389
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i  2888190720018309095
0 0 0 0 0 0 I  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 r2295323497751105773
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8561026937410374622
0 0 0 0 0 0 0 0 l  0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 8874075066612566'17
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3774323279430667231
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 r  8991458640024406,118
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 r  8774977490966952608
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I  0 0 0 0 0 1 3028895122851664353
0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  0  0  0  0  0  3 1 1 0 1 4 3 5 1 1 8 9 9 1 5 0 5 7
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 i639912404139121091
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 7095458530815061658
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 3582422800395622835
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 I '1352248112149263337
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1516991708448737959
0 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  09253708263869640819

Le plus grand entier intervenant dans le calcul a 68 chiffres et le temps nécessaire arr
calcul est environ 2mn40s (sur un Macintosh Quadra 650).

J D



APPENDICE B

Programme permettant de déterminer le
développement par ITAJP de nombres réels

algébriques

Nous donnons ici, en complément du chapitre 4, la programmation en PARI de I'algolithme,
décrit dans ce chapitre, permettant de déterminer le développement par I'AJP cle rz
nombres réels algébriques. Nous I'appliquons ensuite aux racines r-ièmes de 2 (pour
31 r<10 ) .

E}.1 Programme en PARI

B.1.1 Notat ions

On rappelle que pour déterminer le développement par I'AJP de n nombres réels algébliques
(or,..  . ,an), i l  suff i t  de considérer une matrice, notée m, régulièrement posit ive clui est
une matrice de mult ipl ication par un élément c., '  deQ[a1,. .  . ,  a,].
En entrant :

n: le nombre de réels à développer
m: la matrice de multiplication par u
clim: le rang de m
lg: la longueur du développement,

le programme suivant nous fournit la suite des quotients incomplets du développement
pa r  I 'AJP  de  (a1  , . . . , dn ) .

8.1.2 Programme

r €ntrer m, dim, n et lg;

mid:matrix(dim,dim,i,k, i f( j  -k,0,1 ) ) ;
h1 :m;
a:vector(n,j ,0)i

{ boucle(j ) :t :divres (ht [dim-j, 1 ]'ht [dim-j + 1, 1] ) ;
u : t [ 1 ] ;
k :2;
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whi le( test ,
t:divres (ht [dim-j,k],hi [dim-j * i,k] ) ;
v : t [ 1 ] ;
i f(abs(u-v),
test:0

irlai--1,
test: 1 :
u [ : ] : "

test :0  ) ;
l i : k *1 ) ) ;

i f(dim*1-k,
test:0

iest:1;
h:mid;
h [,dim-j ] :rnid [,dim-j f 1] ;
h [,dim-j t 1] :mid[,dim-j ] ;
h ldim-j * 1,dim-j * 1 ] :-v;
ht:h*ht;
i f(n-j ,

boucle(j+1)

)
) ) ; )

tou l :0 ;
ht :m;
whi le( tour( lg ,

ht :m,
test: 1 ;
boucle(1) ;
i f( test,

pr in t ( tour , "  " ,a) ;
tour:tour* 1;
m:ht

m:m*h1) ) ;

8.2 Application

Nous donnons dans le tableau suivant la liste des plus glancls qttotients incomplets ap-
paraissant clans Ie développement en fraction continue des racines r-ièmes cle 2 (pour
; l  S r '  < 10), avec lg < 1000.
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r I plus grand quotient incomplet I ordre

3 7451 571

+ 1018 870

678 D ô /

b 26088 538

7 4532 342

8 1244 t77

9 3r32 29r

10 327 688
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APPENDICE C

Calculs de points extrémaux. Résultats justifiant les
conjectures du chapitre 3

A partir de la méthode de recherche de points extrémaux décrite dans le chapitre 3 on
a écrit un algorithme (et un programme en Pari) permettant de calculer cette suite cle
points.
On a essentiellement appliqué ce programme aux corps ,K : Q(o) de degré 4 où a est la
racine réelle du polynôme

f |X)  :  Xa -  c^X3 -  (c  -  r )X '  -  ( r^  -  r )X -  c*

telle que c* < ù. < c'" I L

On a conjecturé précédemment que ces points sont donnés par le développement par

I 'AJP de (a1 ,  o2 ,a3)  avec

( 1 3 :  d

a z :  a ( a  -  c ^ )
dt --  a3 -  c*e.2 -  (c -  l )a

On no te :

À la longueur du développement par I 'AJP de (o1, t2, û3).

A ;  :  As - ; . . .Ax - r (pou r  0  <  i  <  À )  où  l es  ma t r i ces  A ,  (À  -  i  <  u  1  À -  1 )  son t  l es

rnatrices associées au développement par I'AJP définies dans le premier chapitre.

/1 le vecteur de Za dont les composantes sont obtenues par la dernière ligne de A;.

j. Ia direction.

/ la longueur du développement par la généralisation de I'aigorithme de Voronoi.

(t*)oSrSr la suite de points extrémaux qui sont exprimés par leurs coordonnées dans

la  base  (o " ro r ro r , l ) .

8 l



C.1 rrr

m:2 ( l -B)

2 2,  d i rect ion j , :L

c = 2 (coordonnées de ,l,r) (caordonné<s de (coordonn.ées de

I (  1 8 , 4 ,  1 ,  1 ) ( 8 { . 9 , 1 . 1 ) ( 2 6 0 , 1 6 , 1 ,  l ) Q3

2 ( 4 0 , 9 , 2 , 2 ) ( 2 6 1 , 2 8 , 3 , 3 ) i  1 0 5 6 , 6 5 , 4 , 4 ) O,l

.1 (  1 8 4 1 , 4 1 6 , 9 4 , 8 5 ) (71282,7650,821,  793) { 1 1363d7, 69952, 4:306, 424r) ( ) t l

m-3  ( l - 5 )

c = 2 (coordonnées de tbr) c  = 3 (coordonnées de vr)

( 6 6 , 8 ,  1 , 1 ) ( 732 ,27 , t , r )

(272,33 ,4 ,4 ) ( 6 6 i 5 , 2 4 4 , 9 , 9 )

( 37536, 4556, 553, 537) (t4606244, 538767, 19873, 19792 )

(77313,9384, 1 139, 1 106) (43998068, 1622916, 59863, 59619)

( 2 1975 15 1, 266727 3, 3237 45, 314361 ) (292642436033, 1 079.1430604, 398 1 64 1 68, 39654 1 2 52 )

Liste des matrices A;

On clonne ici quelques exemples pour les matrices .i1; de rnanière à justifier la dernièr'e
colonne cles tableaux précédents: on note en caractères gras les points co.-responclant a,ttx
poiits extr-émaux. Pour plus de clarté, les matlices seront notées sur nne seule ligne:

(41  0  0 \

a i ns i  l a r r r u . t r i . " l  
I  o  I  o  I

t  i  i  i  I  |  
' " . .  notée [4,1,0,0; 1,0, 1,0;0,0,0,1; 1,0,0,0].
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c : 2 i  m  : 2 ;

A 1  =  [ 4 ,  1 , 0 , 0 ;  1 , 0 ,  1 , 0 ; 0 , 0 , ù ,  l ;  1 , 0 , û , 0 ]

A 2  =  [ 1 7 , 4 , I , 0 ; 0 , 0 , 0 ,  1 ; 1 , 0 , û ^ , 0 ; 4 ,  1 , l ] , 0 1

. - t 3  =  [ 1 7 ,  4 , I , I ; 1 , 0 , 0 ,  0 ; 4 ,  t r , û , 0 ;  ] 7 , , 1 .  1 , û l

A a  =  [ 1 8 , 4 ,  1 ,  1 ; 4 ,  1 , 0 , 0 :  1 7 . 4 . 1 . ù .  1 7 , a ,  t , {

. { 5  =  [ 4 0 , 9 , 2 , 2 ; 1 7 , 4 , 1 , 0 ; 3 5 . 8 . 2 . 2 ; 1 8 .  ' 1 .  ] . .  l j
,16  :  1177, .10 ,9 ,8 ;  75 ,L7 . .1 ,4 :5o ,  13 ,3 ,  3 ;4O"  9 ,  2 ,  q

.{7 = [783, I77,40,36; 58, 1 3, 3,  3;40, 9,2, 2:  t77,4t1,.9, ' ,5J

.{s = [1624, 367, 83, 75; 4{J, !) - 2, 2; 17 7,40, 9, 8: 783, 177, 4l], )l{-ij

- -15 ,  -  [1664,376,85 ,77 :177. , ' t rù ,9 ,8 ;783.1 î7 . -1 i ] ,36 :16 t4 .367 'S3. ,7 i ] ]
l ro = [1841, 416, 94, 85; 7 83" 177,40, 36; 1624. 367, 83, 7+; J6{t4. '376" 85, 77]

-4 r r  =  [8147,1841,416,376; .?465,783,177,16{ t ;7187" I { }2 - { ,36?, i } l , l? . ] -841.4L6,94 .85 ]

c . :  2 ;  n t  :  3 ;

A 1  =  [ 8 ,  1 , 0 , 0 ;  1 , 0 ,  1 , 0 ; 0 , 0 , 0 ,  1 ;  1 , 0 , 0 , 0 ]

, 4 2  =  [ 6 5 , 8 ,  1 , 0 ; 0 , 0 , 0 ,  1 ;  1 , 0 , 0 , 0 ; 8 ,  1 , 0 ,  0 ]

A 3  =  [ 6 5 , 8 ,  1 ,  1 ;  1 , 0 , 0 , 0 ; 8 ,  1 , 0 , 0 ; 6 5 , 8 ,  1 , 0 ]

, 4 a  =  [ 6 6 , 8 ,  1 ,  1 ; 8 ,  1 , 0 ,  0 ; 6 5 , 8 ,  1 , 0 ; 6 5 , 8 ,  1 ,  1 ]

.45  =  1272,33 ,4 ,4 ;65 ,8 ,  1 ,0 ;263,  32 ,4 ,4 ;66 ,  8 ,  1 .  1 ]

A6 -  1224I ,272,33 ,32 ;  535,65 ,8 ,8 ;338,41 ,  5 ,5 ;272,  33 ,  \  4 )

A7 = [18463, 224I,  272, 264;338, 41, 5,  5;  27 2, 33, 4,  4;  224I,  272,33, 32]

,4s = 137264,4523,549, 533; 272,33,4,4;224I,272,33,32; 18463, 2241, '272,2641

Ae =  [37536,4556,553,  537;224I ,272,33 ,32 ;18463,224I ,272,264;37264,4523,549,533]
-4io = 177 313,9384, 1 139, 1 106 ;  18463, 2241, 27 2, 264; 7 4800, 9079, I  102, 1070;

37536,4556, 553. 537]

.4 r r  =  [636967,  77313,9384,9112;  152113,  18463,2241,2176;269175.32708,3970.3855;

773L3, 9384. 1139. 11061

.\rz = 15247849,636967,77313, 75072;269475,32708,3970, 3855; 77313,9384, 1139, 1106;

636967,  773 13 ,  9384,  91  l2 l
.4rr  = 121260871,2580576, 313222,304143;773I3,9i184, 1139" 110{i ;636967,77313,9384,9112;

5247 849,636967, 773 1 3, 7 507 2)

Au = [21338184, 2589960, 314361,305249;636967, V7313,9384, 9l  12,5247849,636967, 77313, 750i2;

2126087 r,2580576, 313222,304 1431

-4 r r = [2 1975 1 5 1, 2667 27 3, 3237 45, 31436 1 ; 5247849, ô36967, 773 I3, 7 507 2;

2126087 1,2580576, 313222, 304143;2133818'4, 2589960, 3 1436 1, 3052491

.,lr o = [ 18 1049057, 2197 5I5I, 2667 27 3,2589960 ;'432 36022, 5247 849, 636967, 6 1 8504;

17 516 42 4I,2 1 2608 7 1, 2 580576, 25057 7 6 ;2L97 5L5L, 2667 27 3, 3237 45, 3 1 436 1]

Cas général :  Conjecture

Le lien avec I'AJP nous permet de conjecturer l'expression générale de ces points.
A ins i :
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ca2
ë s :  ( c 2 ^  * c , c ^ , 1 , 1 )  c ' e s t - à - d i r e  y ' 1  = ( c 2 ^  * c ) a :  l c * u . t * a r  *  1

:  (63m-t *  2c^ ,  
"2m-r 

I  I ,  c^-r  ,  c^-r  )  c 'est-à-di  re ûz 
-

(t"

( s - c n

e - c ^

ôa

Qtt:

Q t t

:(65nr * 4c3nr+t + c3"" + ,2rtr a 3"rnl2 ,c{r,  + Bc2^+t + c2,r,  + c,r,  + c2,

)  . !  "3 rn  
a  2 rn t * l  I  c " '  +  r .c3" '  +  

"n r * l  
1  c t t t  *  1 )

c'est-à-cl ir e { 's : ,  
' - '  

^",- ,s' i  rn : 3.
( a - c " ) t

: ( c t i m - 2  l i c 4 r r . - t  |  ç l t t r - 2  l ç 3 m - z  + 6 c 2 r ,  * c -  l ,  r r r r t - 2  +  4 a 3 n r - 1  |  ç 3 n t - 2  l ç 2 n t - z  * 3 c , , , .

, 1n r -2  a3 r2 t t t - l  a  ç2n t -2  +  cn1 -2  I  I , g1 rn - z  *2c2n r -L  a  s2 rn -2  l  r n t - 21

(  /  a 2  \ '
|  # , 3 :n (___ :_ l  , i  t n : 2

'  4 :  - t , -  l  \ o - c " " /ces t -a -o l r e {  )  ,  , z
l l a ' \
I ro:" ["_*7 

s i  nr :3

/  ^ 2  1 3
:.,{ ' '  I

\ a - c * /
Qrs

C.2 Résultats complémentaires

On clonne ici d'autres résultats tels qu'ils sont obtenus pal le programme. En entrant c
et rn. ce programme fournit pour chaque direction:
- la l iste des points extrémaux par leurs coordonnées dans la base (ar,ar,ar,1) (au signe
pr'ès ),
-la, norme de ces points,
-la longueur du développement.
On peut remarquer que l'on ne peut paramétrer de façon sirnple les résultats obtenus poul
j , : 2  ou  7 .  -  3 .

c:2; trn:2

clirection : 2
coorclonn,ees norrne
( - 3 , . 1 ,  - 5 , 2 5 )  - 1 1
( 1 4 ,  - 1 8 , 2 3 ,  - 1 1 8 )  2
( - 2 1 3 , 2 7 3 , - 3 5 0 , 1 7 9 5 )  - 9
( - 7 5 5 , 9 6 8 , - 1 2 4 1 , 6 3 6 4 )  1 2
( 9 6 8 ,  - 1 2 4 1 , 1 5 9 1 ,  - 8 1 5 9 )  - 3
(3432, -4400,5641, -28928) 4
(4400, -5641,7232, -37087) I

longueur = 7

direc.tion : 3
coordonnees nor rne
( - 1 ,0 ,1 ,1 )  - 7
(2 . - r , - 2 ,1 )  - 1

Ionqueur = 2
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c :2 ;  m :3

direction : 2
coordonrtees
(6, -8, rr, -l2r)
( 8 ,  - 1 1 , 1 5 ,  - 1 6 4 )

norme
-56
4

( - 8 8 2 , 1 2 0 6 ,  - 1 6 4 9 , 1 8 0 3 8 )  - 1 4

( -2101,3283,  -4489,49104)  16
(  -32S3,4489,  -6138 .67142)  -2

( -360801,193339, -674(o64,7378887)  7
(-982189, 1342990, -1836329, 20087r44) -8

(-13'12990, 1836329, -2510893, 2746603r) 1
longueur = I

c l i rect ion: 3
coot'donn.ees tt.ortne

( - r , - 2 ,0 , I 2 )  4
(21 ,13 ,  - 11 ,  - 111 )  97
(-43, -28, 22,234) -2
( 1013, 70, -737 , -2609) r

longueur = 4

c:3; rn:2

cl i rect ion:  2
coordonnees
( - 9 , 1 2 ,  - i 6 , 1 9 1 )  - 1 8 9

( - 9 , 1 2 , - 1 6 , 1 9 2 )  3
(-1050, 1399, -1864,22352) -7

( -3159,4209, -5608 ,67248) I
(  [4209, -5608, 7472, -89600) -  1

lougueur = 5

cl i rect ion: 3
coordonnees norme

( - 3 ,  - 1 , 2 ,  1 3 )  - i
lougueur = I

c :3 ;  m:3

direction : 2
coordortnees nol"me

(57 ,  -81 ,115,  -4408)  l54 l
(505,  -717,1018,  -39025)  2081
( 1515, -2151, 3054, -117074) - t37

(94573, -134275,190644,-7308275) 1817
(480633, -682404,968879, -37141658) 929
(5928836, -8417777,11951582, -458159967) -261

(477 439795, -677870281,962442014, -36894898212) 203 1
(993357552, -14103?1674,2002449425,-76763240419) 1267
(-12727016174,18069851153,-25655622357,98349984898b) 191
(-3331054118r,47294394282, -67148705821, 2574123563077) -25

( -  79348098536, 1 126586397 1 7, -  159953033999, 6 13 1 746975 140 ) 27
(-112658639717, 159953033999, -227101739820, 8705870538217) - l

loneueur = 12

norlne



direction : 3
coordonnees norme
( - 2 ,  - 1 ,  1 , 3 0 )  4 8 3
( 9 , 8 ,  - 3 ,  - 1 8 7 )  9 6 1
( -36 ,  -13 ,20 ,475)  29
(  -391,  -56 ,253,  3938)  -301
(  -3119,  -109,2160,  26573)  2215
(421r .  -4738,  -4989,  33901 )  2655
(-5126,-16876, -3462,282985) -3805
(44422,13436, -2 'o773,- i1487.S8) 841
(  167852,87719,  -81868,  -2603236)  -8563
( -6255r ,136014,  101356,  -1447877)  1465
(475158,  -306035,  -464555,  576131)  -1

lonsueur = 11

c:4; ur-2

d i rec t i on :  1
coortlonnees
( 2 6 0 , 1 6 , 1 , 1 )
( 1 0 5 6 , 6 5 , 4 , 4 )
(1136387,  69952,  4306,4241) - l

longueur = 3

di rect ion:  2
coortlonnees
(  -83 .  r  13 ,  -  154,  3359)
( -91 ,124,  -169,3685)
(  -  182,  248,  -338,  7371)
(  -471,  642,  -875,  19081)
(  -3750,  51  11 ,  -6966,  151908)
( 32074, -437 15,59581, -  1299287)
( -27 2253, 37 1065, - 505740, r 10287 07 )
(  -  1 1621618, 15839589, -21588438, 470780554)
( 539 145629, -7 34824116, I 00 1 522506, -2184027 025r )
( - 14854878 2r, 2024633450, -27 59 457566, 60 1 7568 I 1 52 )
( -2024633450,2759457566. -3760980072, 820 1595 1403 )

loneueur = 11

nol 'me
- D 4

4

direction :3
coorclonnees
( l  , 2  , 0  ,  - 2 4 )
( - 5 ,  - 1 3 ,  - 1 , 1 4 9 )
(55 ,  -88 ,  -73 ,624)
(295,  -248,  -310,  1151)
(350,  -336,  -383,  1775)
( -672,  -249,410,  5355)
( - 342r, - 485, 237 2, 1 959 1 )
(  16732, 23399, -3950, -301896)
( -6695i, - 15984, 44059, 447036)
(  -2530 1 ,  60769,  40961,  -485839)
( -29660, -  160436, -36285, 1701019)
(222733, - 13302, -170766, -835678)
( -227092, -207903, 93520, 3022536)
( 865631, 756r,  -642103, -3828551)
(  -444230,  r300480,  804156.  -  10818813)
( 2823985, 230586, -2019829, -  14508189)

no| ' tne
-2383
-883
- , l l t

67r
-2 r2
151
zô

22
1 3
- 1 6
1

nortTLe
-88
35
368
2545
488
-  1 5 1
-25
344
- t492
-545
- t472
-274
232
239
r45
I
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longueur = 16

c:2; r'n:4

direction : I
coordonnees nprme
( 2 5 8 ,  1 6 ,  l .  I  )  - ' 8

( 2 0 8 0 .  1 2 9 . 8 . 8 )  8
(  1085888,67348,  4177,4115\  6 -1
( ,1377089,271472,16837,1 i j708)  -+

(1570214664,283449872,17579881,17445185) -5r2

(9211003487.571276833,35431234 .35159762) 2
( 19383335614081, 1202176355199, 74560334482, 73989057649) -1

lougueur = 7

c : 3 ;  m : 4

direction : 1
coordonnees
( 6 5 6 4 , 8 1 ,  1 ,  1 )
(  177309, 2188,27 ,27)
( 349370 1882 ,4311242r,532009, 53 1766 )
(  -31457685530, -388189098, -4790269, -4788081 )
(  1 85952955 1032836, 22946669055846, 283 I  628 14200,283033476937)
( -  558 I  1378900 14235, -68871464853068, -84987663 1698, -84948E442600)

(990190461330883029145,12218989908385718414, 150782824327r07459,150713952862254391)
longueur = 7

c :4 ;  m:3

cl i rect iou: 1
coordonnees noI ' tne

( 4 1 0 0 , 6 4 ,  1 , 1 )  - 6 4

( 6 5 6 6 4 , 1 0 2 5 , 1 6 , 1 6 )  1 6
( 1078205410, 16830544, 26272r,262465) 4096
( '1317028355,67387840,  1051909,1050884)  -4

(28381965399347r,4430360854595, 69156934785, 69089546945) I
lonqueur = 5

t 7 0 l ' l l l e

t 7

2 î
7r()
_()
-  19683
'J

- I

6 /



C.3 m_l

c:2

direction : 1
coordonnees TLorrne
( 1 , 0 , 0 , 0 )  - 2

( - 2 ,  - 1 , 0 , 0 )  4
( 5 , 2 .  1 , 0 )  - 8

( 8 , 3 ,  1 ,  1 )  1
longueur = 4

r l i r ec t i on :2
coordonnees not 'n te
( - 1 , 1 , - 1 , 2 )  - 2

( - 5 ,  6 ,  - 7 ,  1 6 )  4
( - 1 8 , 2 1 ,  - 2 4 , 5 5 )  7
( 3 5 ,  - 4 0 , 4 6 ,  - 1 0 6 )  - 8

(  -93 ,  107 ,  -  123 ,  283 )  1
longueur : 5

direction :3
coordonnees nornre
( 1 , 0 ,  - 1 , 0 )  4
( - 1 ,  - 1 ,  1 , 3 )  1

lougueur = 2

c -5

clirection : I
coordonnees norrne
( - 1 , 0 , 0 , 0 )  - 5

( - 5 ,  - 1 , 0 , 0 )  2 5
( 29 ,5 ,1 ,0 )  - r 25
(35 ,6 ,  1 ,1 )  1

longueur = 4

clirection :2
coordonnees rr.ot'Trle
( -  1 ,  1 ,  - 1 ,  5 )  - 5

(  1 1 ,  - 1 2 ,  1 3 ,  - 7 0 )  2 5
( -36 ,39 ,  -42 ,226 )  61
( -143 ,  154 ,  -166 ,895 )  -125

(  -333 ,  359 ,  -387 ,2086 )  1
Iongueur = 5

tl irection :3
coot'donnees norrne
(  1 , 0 ,  - 1 , 0 )  2 5
( - 1 , - 1 , 1 , 6 )  1

lougueur = 2
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c : 1 5

dii'ection: 1
coordonnees norrne

( - 1 , 0 , 0 , 0 )  - 1 5
( - 1 5 , - 1 . 0 , 0 )  2 2 5
( 2 3 9 ,  1 5 , 1 , 0 )  - 3 3 7 5
( 2 5 5 , 1 6 , 1 , 1 )  1

lotigueur = 4

ditect ion :2
coord.on,nees

( - 1 ,  1 .  - 1 , 1 5 )
( 3 1 ,  - 3 2 , 3 3 ,  - 5 i 0 )
(  -96 ,  99 ,  -  102,  1576)
(  -  1023,  1054,  -1086,  16785)
( -2r7 :1, 2239, -2307, 35656 )

Iongueur = 5

direct ion :3
coordonnees norrne
( - 1 , 0 , 1 , 0 )  2 2 5
( - 1 ,  - 1 , 1 , 1 6 )  1

longueur = 2

c : 2 0

t70t'n7e
- 1 5
225
D J I

- 3375
i

d i rect ion:  1
coordonnees norffLe
( - i , 0 , 0 , 0 )  - 2 0

( - 2 0 ,  - 1 , 0 , 0 )  4 0 0
( 4 1 9 , 2 0 , 1 , 0 )  - 8 0 0 0
( 4 4 0 , 2 1 , 1 ,  1 )  I

longueur = 4

clirection :2
coord .onnees norme

( - 1 ,  l ,  - 1 , 2 0 )  - 2 0
(4 t ,  -42 ,43 ,  -880)  400
( - t 2 6 , r 2 9 , - r 3 2 , 2 7 0 r )  1 1 4 1
(1763,  -1804,1846,  -37780)  -8000
( -3693,  3779,  -3867,79r4r )  1

lougueur = 5

direction :3
coordonnees norme
( - 1 , 0 , 1 , 0 )  4 0 0
( - 1 ,  - i , 1 , 2 1 )  1

longueur = 2
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Cas général (conjecture): l ien avec I 'AJP

I (  1 ,0 ,  u ,  û ) Q t ;

2 ( c ,  1 ,  0 , 0 ) q ?

( c ? + c - 1 , c , 1 , 0 ) P3

4 ( c 2  +  2 c , c  *  1 ,  1 ,  1 ) Q a

Liste des tnatrices A;

A 1  =  f c , l , 0 , 0 ;  c  -  1 , 0 ,  1 , 0 ; 0 , 0 , 0 ,  1 ; 1 ,  0 ,  0 ,  0 ]

A 2  =  l c 2  +  c  -  I , c ,  1 , 0 ;  0 , 0 , 0 ,  1 ;  1 , 0 , 0 , 0 ; c ,  1 - ,  0 ,  0 ]

A 3 = l c z  * c -  1 , c ,  1 , 1 ; 1 , 0 , 0 , 0 ; c ,  1 , 0 , 0 ; c 2  *  c  -  1 ,  c ,  L , 0 ]

A a  =  l c 2  |  c , c , I , l ; c ,  1 , 0 , 0 ; c 2  +  c  -  1 , c , 1 , 0 ; c 2  {  c  -  1 , c ,  1 , 1 ]

. 4 5  =  [ c 2  l 2 c , c +  1 , 1 ,  1 ; c 2  +  c  -  I , c , 1 , 0 ; c 2  I  c -  L , c , I , I , c 2  *  c , c , 1 . 1 ]

- 4 , ;  =  [ c 3 + 3 c 2 +  c - T , c 2  ] 2 c , c a 1 , c ;  c 3  l 2 c 2  - c - I , c 2  * c -  l , c , c ;

c 3  + 2 c 2  -  c , c 2  * c -  1 ,  c , c ; c 2  1 2 c ,  c  !  1 ,  1 '  1 - ]

coordonnées A" ,! l ')
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