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Quand, faute de fil conducteur dans le labyrinthe des montagnes.
nul ne peut progresser par déduction, car ton chemin tu connats
qu’il échoue a l'instant seulement ot se montre l'abime, et qu ainst
le versant opposé est encore ignoreé, ..., alors parfois se propose
ce guide qui, ..., te trace la route. Mais une fois parcourue, cette
route demeure tracée et t’apparait comme €évidente.

Antoine de Saint-Frupéry

A Marie,
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INTRODUCTION

L'algorithme des fractions continues a les propriétés suivantes:

- Le développement en fraction continue d'un nombre réel a est périodique si et seule-
ment si a est quadratique. De plus, dans ce cas si « est un nombre réel racine
d’un polynome f(X) = X? — aX — b a coefficients dans Z avec ¢ > b > 1 alors le
développement en fraction continue de «a est symétrique.

- L algorithme des fractions continues fournit 'unité fondamentale de tout corps de
nombres quadratique réel.

De nombreuses tentatives ont été faites dans le but de généraliser I’algorithme des fractions
continues.

L'une des généralisations les plus classiques est l'algorithme de Jacobi-Perron (AJP)
introduit par Jacobi en dimension 2 et généralisé par Perron & des dimensions supérieures.

- Pour cet algorithme on ne connait aucune condition nécessaire et suffisante pour
I
qu’un développement soit périodique. E. Dubois a montré ’existence dans tout
corps de nombres réels d’une base dont le développement est périodique.

- Lorsque le développement par ’AJP d’une base d’un corps de nombres réels est
périodique, il fournit une unité de ce corps mais cette unité n’appartient pas
nécessairement a un systeme fondamental d’unités.

Une autre généralisation bien connue de ’algorithme des fractions continues est I'algorithme
de Voronol pour les corps cubiques.

Le développement par l'algorithme de Voronoi est purement périodique et fournit un
systeme fondamental d’unités de tout corps de nombres algébriques de degré 3. Par con-
tre dans la pratique son calcul peut étre complexe.

J. Buchmann a généralisé cet algorithme & des corps de nombres algébriques de degré
supérieur & 3 et ainsi obtenu un algorithme (GVA) purement périodique permettant de
calculer un systéeme fondamental d’unités de corps dont le rang du groupe des unités est
I ou 2.

Un probléme classique de la théorie des nombres est la recherche de familles paramétrées
infinies de corps de nombres algébriques dont un systéeme fondamental d’unités s’écrit
simplement en fonction des parametres.

En degré 2, F. Halter-Koch, H.C. Williams et beaucoup d’autres ont donné des familles
paramétrées infinies de nombres entiers positifs N tels que le développement en fraction
continue de VN fournisse une unité de Q4/N) qui s’écrit simplement en fonction des

parametres.
En degré 3, L. Bernstein et plus tard C. Levesque et G. Rhin ont étudié le développement
par ’AJP de familles paramétrées infinies de nombres algébriques. Ces développements



étant périodiques, ils ont ainsi obtenu une unité de corps de nombres algébriques de degré
3. E. Dubois et H.C. Williams ont étudié le développement par 1'algorithme de Voronoi de
certaines familles et obtenu ainsi une unité fondamentale de corps de nombres algébriques
cubiques non totalement réels. Pour toutes ces familles la longueur du développement par
I’algorithme de Voronoi est au plus égale & 6. On peut encore citer, parmi d’autres, les
travaux de H.J. Stender sur des familles de systemes fondamentaux d’unités dépendant
de parametres.

L'étude de telles familles met en évidence plusieurs problemes :

- Détermination effective d’un systeme fondamental d’unités de corps de nombres
algébriques. Pour ce calcul, ’algorithme de Voronoi et plus tard ceux de E. Dubois
et H.C. Williams conviennent pour les corps de degré 3 et 'algorithme GVA de J.
Buchmann convient pour les corps de degré supérieur a 3 dont le rang du groupe des
unités est 1 ou 2. Plus récemment, J. Buchmann a donné un algorithme théorique
pour calculer le nombre de classes, la structure du groupe des classes, le régulateur et
un systéme fondamental d’unités de tout corps de nombres algébriques de degré quel-
conque. Cet algorithme a été implanté par H. Cohen, F. Diaz y Diaz et M. Olivier
dans le systeme PARI: cette technique permet de traiter des corps de degré allant
jusqu’a 15, par contre la validité des résultats dépend de I’'Hypothese de Riemann
Généralisée.

- Calcul du développement en fraction continue d’un nombre algébrique réel et plus
généralement celui par I’AJP de n nombres algébriques réels (n > 1). Pour le calcul
en fraction continue, nous disposons d’algorithmes tels que celui donné par S. Lang et
A. Trotter qui utilise les polynémes réduits. E. Bombieri et A.J. van der Poorten ont
donné un algorithme simple qui fournit le développement en fraction continue de V2.
par contre la méthode ne se généralise pas de fagon évidente. Pour le développement
par ’AJP, G. Rhin a étudié le développement par l'algorithme de Jacobi-Perron de
(V4, ¥/16) jusqu’a l'ordre 1954 sans faire apparaitre de période.

Dans ce travail, nous commencons par rappeler dans le chapitre 1 les définitions et
propriétés principales de 'algorithme de Jacobi-Perron et de celui de Voronoi et nous
introduisons une notion de développement par PAJP symétrique généralisant celle du
développement en fraction continue symétrique.

Nous examinons ensuite dans le chapitre 2 les deux familles infinies de polynomes
dépendant chacune de deux parametres introduites par C. Levesque et G. Rhin:

(1) f(X)=X3-c"X?—(c-1X —-c" (pour la premiere famille)
(2) F(X)=X3=(c"+c—-1DX2—(c"—1)X —c™ (pourla deuxieme famille)

ou ¢ > 2 et m > 1 sont deux entiers.

Pour chacune de ces familles C. Levesque et G. Rhin ont donné le développement par
’AJP d’un vecteur & composantes dans §(«), avec a I'unique racine réelle du polynome
F(X). Ces développements étant périodiques, ils ont ainsi obtenu une unité de ces corps
et ont conjecturé que cette unité était fondamentale dans Pordre Z[a]. De plus, pour ces



développements, la longueur de la période tend vers 'infini.

Ces familles fournissent des exemples de développement par ’AJP symétriques.

Dans ce méme chapitre, nous déterminons le développement par ’algorithme de Voronoi
de ces deux familles et obtenons les résultats suivants:

- la longueur de la période de ces développements tend vers I'infini.

- le développement par I’algorithme de Voronoi et celui par I'AJP sont étroitement liés
pour ces deux familles.

- I'unité donné par I'AJP est fondamentale dans l'ordre Z[a]: ce qui résout une con-
jecture de C. Levesque et . Rhin.

Ces résultats sont a l'origine d’un article accepté pour publication dans Mathematics of
Computation.

Nous généralisons ces familles a des familles infinies de corps de degré quelconque pour
lesquelles nous étudions un développement par ’AJP. Ces développements étant périodi-
ques (nous remarquons de plus qu’ils sont symétriques), nous obtenons ainsi pour des
familles paramétrées infinies de corps de nombres de degré quelconque une unité qui
s’écrit simplement en fonction des parameétres. Nous sommes alors amenés a poser le
probleme suivant : peut-on pour ces familles infinies de polynémes de degré quelconque,
donner le développement par ’algorithme de Voronoi et un systeme fondamental d’unités
dépendant des parametres ?

Dans ce but, nous proposons dans le chapitre 3 une nouvelle méthode de calcul du
développement par l'algorithme GVA introduit par J. Buchmann. Nous donnons une
définition plus générale de points extrémaux et décrivons une méthode de recherche de
ces points. Cette méthode nous permet de calculer des unités de tout corps de nombres
algébriques et un systeme fondamental d’unités lorsque le rang du groupe des unités est 1
ou 2. Nous l'appliquons ensuite a une des familles précédentes de degré 4 pour laquelle le
rang du groupe des unités est 2. De plus, nous proposons un algorithme (utile pour le cal-
cul de points extrémaux) qui permet entre autre de triangulariser une matrice sous forme
normale d’Hermite (HNF). Nous I’appliquons a une matrice 20 x 20 donnée par J.L. Hafner
et K.S. McCurley et montrons que la taille des entiers intervenant dans ’algorithme est
nettement plus petite que dans 'algorithme de réduction standard d’Hermite.

Nous donnons dans le chapitre 4 un algorithme dont le calcul n’utilise que des nom-
bres entiers qui permet de déterminer le développement par ’AJP de n nombres réels
algébriques (en particulier, sin = 1, celui en fraction continue d’un nombre réel algébrique).
Nous présentons quelques exemples numériques dont le développement en fraction con-
tinue de /2 (on constate alors que les calculs sont plus rapides et la taille des entiers
nécessaires au calcul plus petite qu’en utilisant les formules données par E. Bombieri et
A.J. Van der Poorten) et le développement par I’algorithme de Jacobi-Perron de (V4, ¥/16)
jusqu’a ’ordre 2000. Ce chapitre est & l’origine d’un article accepté pour publication dans
le Bulletin of the Australian Mathematical Society.

Nous donnons en annexe :

- En complément du chapitre 3, la description de ’algorithme qui permet de trian-
gulariser une matrice sous forme HNF, sa programmation en PARI et détaillons



Papplication & la matrice 20 x 20 citée dans ce méme chapitre.

- Le programme en PARI de l'algorithme permettant de déterminer le développement
par I’algorithme de Jacobi-Perron de nombres réels algébriques.

- Des exemples de calculs de points extrémaux pour des familles de degré 4.



CHAPITRE 1

Définitions de 1’algorithme de Jacobi-Perron et de
I’algorithme de Voronoi

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions classiques du développement par I'algorithme
de Jacobi-Perron d’un vecteur de R".

Lorsque celui-ci est périodique nous définissons un développement symeétrique pourn > 1,
qui généralise la notion de développement en fraction continue symétrique.

Enfin, nous rappelons les définitions et propriétés essentielles de I'algorithme de Voronoi
dans un corps de nombres cubique a conjugués complexes.

1.1 Rappels sur I’algorithme de Jacobi-Perron.
1.1.1 Premiéres définitions et notations

Définition 1.1.1 Soit a = (a1, g, ..., ,) un vecteur de R" (n > 1). Le développement
par I’algorithme de Jacobi-Perron [2/] (noté AJP) de a est la donnée :

- d’une suite de vecteurs (a”),»0 de Z" appelés quotients incomplets, notés a” =

(af,db,...,a%)

- d’une suite de vecteurs (o”),>0 de R" appelés quotients complets, notés o =
(a¥,al,...,ar)

définis par:
o =«

et pour v >0 af =[a)] pour 1 <i<n

1 ol —af .
etsia #a) o/tl=——; M= pour1 <i<on.
af —ay af — af -

ot [2] désigne la partie entiere du réel z.



Remarque 1: L’algorithme de Jacobi-Perron est une généralisation de ’algorithme des
fractions continues qui correspond & n = 1 dans la définition précédente.

Remarque 2: Si pour tout v > 0 on a o} # af ( ce qui est vrai si 1,ay,...,a, sont @
linéairement indépendants ) alors le développement est infini et sera note

0 1 v
a, a, P e a,
0
. ay
0 “3 1
s . y
4] v
(421 (ll . e aq

Définition 1.1.2 A un tel développement on peut associer une suite de vecteurs (A”),»o0
de =" appelés réduites, notés A¥ = (Ay, A, AY, ...  A}) définis par:

pour 0 <:<netl<jy<n, A{:{”VZJ
0 sinon

pour v >0 et 0<i<n, A" =AY+ a? AT e AT

On a alors les formules suivantes:
n

> Arta;

1) o = =0 , pour tout ¥ > 0 et en notant ag = 1,
P 0

= = '
v+3 v
E A

—o

v
(2) Jim S5 = o,

0

(3) En notant .4, les matrices définies par

av 1 0 0
a’_, 0

A= 0

ay 0 . 0 1

1 0 0

on a
Avtm LAY
AoAr.. A =

Astr oL L A

1.1.2 Développements périodiques

Définition 1.1.83 Le développement par I’AJP est dit périodique s’il eviste deux nom-
bres entiers k positif et | strictement positif tels que a*t = M pourv >0 et 0 < i < .



Si k et | sont les plus petits entiers vérifiant cette égalité, alors k est la longueur de la
prépériode et | la longueur de la période du développement. Le développement est dit
purement périodique si k =0.

Remarque: Lorsque le développement par 'AJP de @ = (aq,az,...,ay) est purement
périodique de longueur /. il fournit une unité du corps K =Q[a.....ay], & savoir:

1-1
! (141 4l
e= Ay + a1A0+ 4+ ...+ a'nA0+” = H Q.
v=0

Dans ce cas, la matrice AgA; ... A_; est la transposée de la matrice de la multiplication
par € exprimée dans la base {an, ..., a1, 1}

On a une formule analogue dans le cas plus général d’'un développement périodique. de
longueur de prépériode k, que 'on obtient en remplagant a; par af (1<i<n).

1.1.3 Développements symétriques
Dans le cas des fractions continues, on a la proposition suivante:

Proposition 1.1.4 Soit & un nombre réel non rationnel, quadratique tel que o« > 1 soit
racine du polynéme f(X) = X% —aX — b avec a > b > 1, alors le développement par
Ualgorithme des fractions continues de o est purement périodique et syméirique, c’est-a-
dire :

si | désigne la longueur de la période, ai—; = a; pour tout 1 tel que 0 <1 <[ ou encore st
on note a = [dg, ag,.--,ai-1), le "mot” [ag, ay,. .. ,ai_1,a; est un palindrome.

On montre facilement cette proposition en considérant le développement en fraction con-
. 1 \ — ’ . . ’
tinue de ——, ou @ désigne le conjugué de a.
a

On va dans ce paragraphe généraliser cette notion de développement symeétrique aux
développements par ’AJP de n nombres algébriques réels avec n > 2.

a) Définitions

Définition 1.1.5 Soient (ay, @g, - . ., &,) n nombres algébriques réels dont le developpement
par UAJP est purement périodique de longueur [ Soit k le plus petit entier tel que
kl > n— 1. On dit que ce développement est symétrique si el seulement si pour tout !
tel que 0 <1< n—1 et tout v tel que 0 < v <l—1ona

kl—w—i \
ai+1u b= a:-’+1 (1)
2l —p—i
ajyr = a (2)

La condition (1) entraine que le "mot”



est symétrique,
et la condition (2) entralne que le "mot”

kl-n+2 ki1
a, oo

est svmétrique.
b) Exemples

E. Dubois et R. Paysant-Le Roux [10] ont démontré le théoreme suivant :

Théoreme 1.1.6 Soit g(z) = 2"t —a,a™ — ... — a;x — ag ot les nombres a; (0 <@ < n)
sont des entiers positifs tels que ag divise a; (1 <1< n), ao > 1 etay, > a; (0 <0 <n—1).
Soit o la racine positive de g. On pose

a, = «
a; = a(ai+1 - di+1)

alors (Qp, Op_1, . . ., 1) admet un développement par I’AJP purement périodique de longueur
(n+ 1), la période étant donnée par:

(a)=a 1<i1<n

a; .
a=— 1<v<nl1<i<n—-v+l1
Qo

- =a;, n—v+l<i<n

Ces développements sont symétriques.

Explicitons un exemple pour n = 4. Considérons le polynome
g(X)=X*—8X*-6X°>—2X?—4X - 2.

Le développement par 'AJP de (a4, a3, a3, @) est purement périodique de longueur 5 et

s'écrit

oo
o
00]

Les mots
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et

8 8
6
sont symétriques.

c) Notation matricielle

On considere les matrices A, définies précédemment, associées a un développement par

I"AJP.

Dans le cas des fractions continues:

) vl ..
1) ces matrices sont de la forme “ et sont donc svimétriques.
1 0 : L

(2) de plus, si le développement est purement périodique symétrique de longueur /. le
produit de matrices AgA; ... A; est symétrique c’est-a-dire A;_; = A; pour tout ¢ tel
que 0 < <[

On généralise ces deux résultats au cas n > 1.

Définition 1.1.7 Soit n un entier strictement positif. Pour tout entier a et tout entier
tel que 1 < ¢ < n, on définit la matrice A;(a), appelée matrice élémentaire par

(n—i)

T 0 0
0 0 0
L
0 ... 0 1
Aia) = 0 “ (1)‘ 0
10 .0
0 0 |
L
0 0 1

(i-1)

Notation: Soient A; (1 < i < n) n matrices carrées. On note (H)*Ai = A1A,... A, le
=1

produit de ces matrices selon les indices ¢ croissants.

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 1.1.8 Soient (ay,aq,...,a,) n nombres réels (n > 1).

(1) Les matrices A,, définies précédemment, associées au développement par I'AJP de

(a1, 0y, ..,a,) se décomposent en un produit de matrices symétriques eléementaires,
note :
"
* v 14 v v
A, = (TD A = Ay A
=1



(2) Lorsque le développement par 'AJP de (o, ay,. .., ) est purement périodique
kl min(kl-v+1,n)
symétrique de longueur | alors le produit de matrices (][ )*( I Y AY s éerit
=0 i=1
sous forme d’un produit symétrique de matrices symétriques, toutes élémentaires sauf
fventuellement une, ou k est le plus petit entier tel que kI > n — 1.

Avant de démontrer cette proposition on considere 'exemple donné précédemment.

On a:

S 1 0 0
10 0 10
6 0 010 O 0100
A= 5 o|=] 001 0 21
N 41 10
40 ... 0 1
10 ... ... 0 0 10 0 0 1
A8 pe
1 0 0 8 1 0
0 6 1 0 10
10 100
OO 1 0 O 010
0 1 00 1
AY A}

On définit de méme les matrices A, pour 1 < v < 5.

On a alors
5 min(6—-—y,4)
D¢ I ;A=A ARAL L AAL L AAT L ARALA AL
v=0 =1

En permutant certaines matrices (en effet, pour tout v et tout p tels que 0 < v < 5 et
0<pu<50na AVA = ALAY, AJAS = ASAY et A Af = AL AY) on a successivement:

5 min{6—v,4)
(IDC II A = ABAAAAAAAAAAAAAALALA
v=0 =1

= A AAGAGA A A ALAT A ASAGAT A (AL A ALAY

D ADAS AL A AL A3 A A S AL ASALAS

= A AAGASAL A AGALAT AL A AL (AL AT ALAT AL A

= AV A AL AT A A ALAT AL ASAG A (AT AD A AL AT

12



= AJAQAZAGAL AL As( AT AL A (ATAD) AL AT ATASAG AT

5—v—1 . v

En utilisant les égalités A7 = A7, (0 < ¢ <4, 0 < v <5—1) ce produit s’écrit de la
facon symétrique suivante:

5 min(6—v,4)

(I 1II

v=0 =1

FAY = D AOAL L ALAE (AL ARAL AT LAY,
N —

matrice symétrique

Preuve de la proposition 1.1.8

(1) Soit n un entier tel que n > 2. Montrons par récurrence la propriété, notée (H.,),

suivante:
a, 1 0 ... 0
Ap—1 0 :
Quels que soient les entiers a,...,a,, la matrice S s'écrit
ay 0 ... 0 1
1 0 0

sous la forme d’un produit A;A;...A,, ou les matrices A4; (1 < ¢ < n) sont les
matrices élémentaires telles que A; = A;(a;).

ay 1 0 1 0 0 a9 1 0
Sin= 2, a, 01 = 0 aq 1 1 00
1 00 0 1 O 0 0 1
Ainsi (H,) est démontrée.
Supposons donc (H,) et montrons (Hp41).
On a
an 1 o ... 00
1 1 0 1 0 +1 | .
. . U
an 0 0 0 : .
. = : 0
: 0 0 ?
ay 0 1 as 0 0 1
10 0 a1 ) 10 0 0
10 0 0 1
(n+2)

et ’hypothese de récurrence implique que




1 0 0
a‘n+1 ]. 0 0 an+1 1 0
0 O 1 0
an 0 . 1 0 0
. . = : 0
: 0 0 ... 0 1 O 0
[P 0 0 1 .
1 0 O a2 1 0
10 0 01
(n+1)
D’ou
1 0 0
(Ln+1 ]. 0 0 .
0
Un 0 0
0 = : 0
: : o 0 1
3 0 ... 0 1 “ 1
1
1 0 0 0 Lo |
1 0 0 .
an41
0 0 0 1 0 "
. 1 0 0
0 0 1 . 0 0
az -
0 1 0 0 .
0 0 1 0 0 1
Ce qui démontre (H,41)-
n
.. * v N
Ainsi A, = (J]) A7 = ATAS ... A7, ol
=1
1 0 0
0 0 0
SN
o ... 0 1
0" iy 0
v
AV = 1 0
1 0 0
0 0 |o
o
0 0 1

(2) Montrons que le produit de matrices (I (

kl min(kl—v+1,n)

I

=1

)*AY s’écrit sous forme d'un

v=0

produit symétrique de matrices symétriques.

k! min{kl—v+1,n)

On note Bo = (J])*( II

v=0 =1

)AL

14



On a:

By = (AD. .. AD) .. (AR-nHL | gElonddy ghlond2 gk ”"'2) (AR AR AR
En utilisant les égalités AY A4 = A%.AY pour tout i et j tels que [ — j| = 2

(0<v <kl 0<pu<kl),

on a
(Allcl-—n+1 . _AZI—71+1)(A§'I——H+2 B .A/’L;’I—n+2) —

LT —_ LT 9 9
(Allu n+1...A£l_1n+l)(AIfl n+2 Akl n+‘)ALl ”+1.A“ n+2

et en poursuivant
(AII\:I—n.—f—l N .AI;;I_”+1)(AIICI—71+7 .Akl n+2) ”(Allcl—lAgl—l)ﬁz
(Allcl—n+1 Akl 7L+1)(Allcl—n+2 Ak:l n+2) Akl I(Akl n+1Ak1 n+" .Agl—l./-l}f[)-
En utilisant les égalités A%, = AN7' (0 < < n—1), on obtient
(A9 AO)BL (A A
avec
= (AL ALy (AR ARy (AR CARREy (A’fl_ZAgl_Q)A’fl_l.
On poursuit ce processus et on obtient ainsi, pour tout j tel que 0 < j < bontl
p b 2

= (A] ALY (AT AR (AT AT AN

et

= (AD L AC) (AT AT B (AT AT L (AD L AD).

Cas 1: (kl —n) impair: on pose kl —n + 1 = 2p.
Ainsi

B, = (AD... AP)(ARmn=p42 | pklonopd2y gt ARP AR
Soit '
Bp _ (Allj--- Z_I)Aﬁ(Allcl—n—p+2 Akl n— p+2) Akl p— 1(Akl n—p+2 .Allcl—p).
En utilisant les égalités A%, ; = A7 (0 < i < n —1), on obtient
B, = (A .. A2 By (Ab_; ... AD)

avec

kl—n-— +2 ki— +2 kl—p—2 pgkl—-p-2 ki—p—1
Bp+1 = AZ(A] nop A 'IL P ) .- (./41 A2 )./41

et de méme

Byer = (AT AZEL)B, o (AZTS AT

15



avec

B p+3 —APAP+1(Akl n- p+3 Akl n— P+?) --Alfl_p_Z.

En poursuivant ce processus, on obtient, en notant :

+£—_2 ) .
AP APTL AT sion pair
B =

AP AP st noimpar

-1 _ .
By= (A2, A) (AT AR (AL AR ) B (A AD) LAY AD)
olt B est une matrice symétrique.

Cas 2: (kl —n) pair: on pose kl —n = 2p.
Une démonstration analogue nous donne:

Bo=(AY...A%)...B...(AY... A9
ol B est une matrice symétrique, a savoir:
APTLAPY2 LATTE (n — 1) impair
B = ,
ngl ‘
AP AP AT 5 (0 — 1) pair

ce qui termine la démonstration de la proposition 1.1.8.

1.2 Rappels sur 1’algorithme de Voronoi

1.2.1 Unités d’un corps de nombres

On note:
k un corps de nombres algébriques de degré n = ry + 2r; ou ry ( respectivement 2r; )
désigne le nombre de plongements réels ( respectivement complexes ) de k dans €,

O un ordre de k,
U le groupe des unités de O.

On rappelle le théoréme de Dirichlet suivant :

Théoréme 1.2.1 On a
U~GxT

ot G est U'ensemble des racines de Uunité qui sont dans @ et r = r; + 15 — 1.

Définition 1.2.2 Une base {ey,...¢.} de la partie libre de U est appelée un systeme
fondamental d’unités de 0.

Ainsi, tout élément € de U s’écrit de fagon unique sous la forme:

e= (el ... €




ou ( est une racine de 'unité dans @ et ny,...n, sont des éléments de Z.

L’algorithme de Voronol [9] permet de déterminer un systeme fondamental d’unités dans
le cas n = 3. On se limitera ici au cas r; = 1 ( le cas ry = 3 sera traité dans le troisieme

chapitre ).

1.2.2 Notations et Définitions

Soit A" C IR un corps de nombres cubique a conjugués complexes. Soit L un Z-module
libre de rang 3 de ' de base {1, a;,a,}. On dira que L est un réseau de A" et on notera
L =<1,a;,ay >. Tout point ¢ de L s’écrit ¥ = v + vay + wa, avec (u, v, w) un élément

de Z3.
On note o et @ les plongements complexes de K dans C.

Définition 1.2.3 On dit que g € L est un point extrémal de L si et seulement si pour
tout ¢ de L tel que 0 < ¢ < by on a |a(@)| > |o(vo)]-

(Vest-a-dire que le rectangle ci-dessous (fig.1) ne contient aucun point de L.

(fig.1)

Définition 1.2.4 Soit k un entier positif, on dit que 11, est le point extrémal adja-
cent a v, de premiére espece dans L (fig.2) si et seulement si 4y est tel que

0 < Yp4r < Yy,

lo(Yes1)| = min{lo(y)| tel que 0 < < ¥y, ¥ € L et ¢ # 0} .
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rtenall | o - = -
oo L — e
| !
| |
| ! )
0 Yrt1 Vi

(fig.2)

Définition 1.2.5 Soit k un entier positif, on dit que Yyyy ¢st le point extrémal adja-
cent a v, de deuxiéme espece dans L (fig.3) si et seulement si

Yrp1 = min{y tel que ¥ > Yy et |o(¥)]| < |o(¥)]}

()]

1J(¢k)| --—— - — — I

|0'(?+/)k+1)| ——————— l— — A

0 (U Tf/’k+1
(fig-3)

Définition 1.2.6 Un réseau L est réduit si et seulement si 1 est un point extrémal de

L.

1.2.3 Périodicité et unité fondamentale

Si L est un réseau réduit, on peut construire la suite décroissante ( respectivement crois-
sante ) de points extrémaux adjacents de premiere { respectivement deuxieme ) espece
par :

o =1

Yr41 est le point extrémal adjacent & 1), de premiere
(respectivement deuxieme ) espece si k > 0.

Par Voronoi [9] on sait que cette suite est purement périodique de la forme:

B 7€2¢l—17 s a6276¢l—1? <. 76¢1a6 = ¢lv¢l—17 s 7,¢)O =1 (16 espéce)
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1= o, ..., 1,0 =€ e, .o, e Mhir, €% € by, ... (2° espece)

oil ¢ est 'unité fondamentale de L inférieure a 1 et ! désigne la longueur de la période.

1.2.4 Méthode de construction de points extrémaux

Pour construire une suite de points extrémaux, il suffit de savoir construire le point
extrémal adjacent & 1 dans un réseau réduit. On décrit ici la méthode due & Voronoi [9)]
[28] qui permet de construire la suite de points extrémaux adjacents de premiere espece.
Soit Ly un réseau réduit de A'. Dans Lo on détermine 92 =y le point extrémal adjacent
5 1 (de premiere espece) et un point 89 tel que |o(63)] soit petit et tel que {07,031} soit
une base de L.

. . . . N . . . . U
Dire que i, est le point extrémal adjacent a ¢y dans Lo équivaut a dire que — est le
A

L o , . o
point extrémal adjacent a 1 dans 1/—0. Ainsi, pour déterminer i, on définit

1
L’O 02 1 . , . N
L =— =<1, 500 g0 >, on cherche 6, le point extrémal adjacent a 1 dans L, et on aura
¥ g Y
'l ! . .
ZZE = 0; c’est-a-dire 1y = 0;1,[)1.
b
On itere ce processus. On suppose que I'on connait la suite des points extrémaux jusqu’'a

k-1 1
. Pour déterminer v;1; on considere le réseau réduit Ly =<1, 02—_1, i
9 9

(1) Dans ce réseau on détermine 9’; le point extrémal adjacent a 1 de premiere espece,
c’est-a-dire que 05 est le point de Ly tel que

k
0<09<1

lo(0%)] = min{|o(y)] tel que 0 <3 <1, 4 € Ly et ¢ #0}

On aura alors w’,};:l = 95 c’est-a-dire g4y = 957,/%.
(2) On choisit alors un élément 0F de Ly tel que lo(85)] soit petit et tel que {5,051}
soit une base de L.
ok 1
On pose Liy =<1, ok OF >.
g g
On obtient ainsi une suite décroissante de points extrémaux adjacents a 1 de premiere
espece. Cette suite est périodique et si [ désigne la longueur de la période, c’est-a-dire
le plus petit entier strictement positif tel que 0; = 09, alors une uniteé fondamentale de
I-1
Ny L k
O—Loestc— Heg
k=0
Pour cette construction le probleme essentiel est la détermination de 05. Pour cela.
Voronoi réduit la base de L de maniere a n’avoir plus que trois points a considérer
dans la base réduite: parmi ces trois points, on choisit 05 comme étant celul qui rend

|o(v')| minimum.
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Dans [29], Williams décrit une méthode analogue pour construire une suite de points

extrémaux adjacents de deuxieme espece.

Ainsi, a chaque étape, il s’agit dans un réseau réduit L; de déterminer H;‘ le point

extrémal adjacent a 1 de deuxieme espece, c’est-a-dire que 79; est le point de Ly tel que
IJ(H;‘)I <1

92" minimum
Pour cela, on réduit la base de L; de maniere a n’avoir plus gue dix points a considérer

parmi lesquels on choisit le minimum.
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CHAPITRE 2

Familles infinies de développements

C. Levesque et G. Rhin [20] ont étudié deux familles infinies de corps Q(a) dépendant
chacune de deux parametres et ont donné, pour chacune d’elles, le développement par
’AJP d’un vecteur & composantes dans Q(«). Ces développements étant périodiques (la
longueur de la période tendant vers l'infini) ils ont ainsi obtenu une unité de ces corps et
ont conjecturé que cette unité était fondamentale dans 1'ordre Z[a].

Ces familles ont également été étudiées par A. Fahrane [12] qui, le premier, a montré
la fondamentalité de cette unité pour 'une des familles lorsque 'un des parametres est
suffisamment grand ( ce résultat n’est pas effectif ), par S. Louboutin [22] qui a montré
que cette unité était une puissance bornée ( la borne étant indépendante des parametres )
de 'unité fondamentale de I'ordre Z[a], ainsi que par J. Kithner [16] qui donne également
le développement par ’algorithme de Voronoi pour une de ces familles.

Apres avoir rappelé les résultats obtenus par C. Levesque et G. Rhin nous allons, dans ce

chapitre:

- étudier le lien entre le développement par I’AJP et par 'algorithme de Voronoi de
ces deux familles : ce qui nous permettra de prouver la fondamentalité de l'unité
obtenue par ’AJP pour toutes les valeurs positives des parametres.

- généraliser ces deux familles & des familles infinies de corps Q(a) de degré quel-
conque pour lesquelles nous donnerons le développement par ’AJP d'un vecteur a
composantes dans Q(«).

2.1 Rappels des résultats obtenus par C. Levesque et G. Rhin
2.1.1 Premiére famille
Soit ¢ > 2 et m > 1 deux entiers, on considere le polynome:

fX)=X2=c"X?—(c—-1)X — ™

f(X) est irréductible, admet une racine réelle, notée o, unique et on a le théoreme suivant :
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Théoreme 2.1.1 Le développement par I’AJP de (a1, a3) = (o — c™a, a) est purement

a
> est ['unité de Q(«) fournie par ce
a—cm

périodique de longueur | =3m+1 ete=a <

développement.

2.1.2 Deuxieme famille

Soit ¢ > 2 et m > 1 deux entiers, on considere le polynéme :
J(X) =X (" +c=DX2— ("= 1)X = ™
(X)) est irréductible, admet une racine réelle, notée a, unique et on a le théoreme suivant:

Théoréme 2.1.2 Le développement par 'AJP de (a1, a3) = (o — (¢™ + ¢ — 1)a, a) est

2 m

purement périodique de longueur | = 4m + 1 et € = « est l'unité de Q(a)

a—cm
fournie par ce développement.

Remarque : Pour chacune de ces familles, ces développements sont symétriques.

2.2 Algorithme de Voronoi et comparaison avec PAJP

2.2.1 Méthode de recherche de points extrémaux

On décrit ici une méthode qui permet dans certains cas de déterminer une suite croissante
de points extrémaux. On sait que pour déterminer une telle suite il suffit de savoir
construire le point extrémal adjacent a 1 de deuxieme espéce dans un réseau réduit
L=<1l,a1,ay9 >.

Ainsi on cherche un élément ¥ = u + vay + way de L tel que

P >1
lo(y)} < 1

¥ minimum

Notons F'(u,v,w) = |o(¢)|*. F définit une forme quadratique & trois variables u,v,w a
coefficients réels, positive de rang 2. On va dans ce paragraphe énoncer une proposition
qui, utilisant un vecteur isotrope de cette forme quadratique, nous permet de restreindre
a 5 au maximum le nombre de choix pour un point extrémal adjacent a 1.

Un avantage de cette méthode est qu'une réduction de la base n’est plus nécessaire a
chaque étape. '

On supposera dans la suite du paragraphe que (v;,1,7v;) est un vecteur isotrope de F
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et on pose

¢1 = [12] + Q1 ={[72],1,0)

$2 =[] + a1 + ay Q2 = ([72],1,1)

¢3 = [Y2] + 01 — Qs = ([12],1,-1)
ds=[n]-1+a Q4= ([12) = 1,1,0)
¢s = 2] =1+ 1 + g Qs = ([12] = 1.1.1)
¢ = [v2] + 14+ 201 —ay Qs = ([12] +1.2.-1)
o7 = [72] + 2 Q7 = ([12].2.0)

s =[n]+l+ar—ar Qs=([r]+1.1.-1)

ol [x] désigne la partie entiere du réel .
Lemme 2.2.1 Si0 < a; <1 et 0 < a; <1 on remarque que l'on a

Py < ¢3 < 91 < @
Py < 95 < d1 < P
$1 < 97 < ¢g
¢1 < ¢3 < 9g

Sl g < v alors ¢y < ¢

s1 20, — 1 < o < @y alors ¢7 < ¢y < @4
si a; < 2ay — 1 alors é7 < ¢ < @

st 2ay — 1 < 0 alors ¢y < ¢s.

Lemme 2.2.2 Soit F' une forme quadratique a trois variables u,v,w, a coefficients réels.
positive de rang 2 telle que

F(1,0,0) =1 et F(0,0,1) > 1.
Si F admet un vecteur isotrope (y2,1,7) alors F' s’écrit :
F(u,v,w) = a(w — y1v)* + 2b(w — Y1) (u = ¥20) + (u — yv)? (2.1)

et
2

b b
Flu,v,w) = =[w = (y1 + ZEvg)v + 2;1]2 + %(w — o)+ (1= 2;)(u — 1v)? (2.2)

o) Q

avec a > 1 et b® < a.

Preuve
Soit M la matrice de la forme polaire associée a F. M s’écrit :

1 aip ays
M= a1z Q22 dag23
a13 d23 d33

avec azz > 1.

On a
12 = —7%2 — Ndi3
az = (12)? + 21172013 + asz(n)?
Q23 = —da137%2 — A3zzn
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car (72, 1,7v1) est un vecteur isotrope de F'.
En posant: a = ass et b = a;3 on obtient les formules (2.1) et (2.2).
F étant une forme positive de rang 2, on a b* < a.

Proposition 2.2.3 Si0 < v <1,7%>1,0<a; <1, 0<a, <1 et4b’> <a ona
1 Si F(Q) < 1

a.

5t b < 0 alors le point extrémal adjacent a 1 est ¢1,03 ou ¢y

b. si b > 0 alors le point extrémal adjacent a 1 est ¢; ou s

2.5 F(Q1)>1 et F(Q2) <1

a.

st b < 0 alors le point extrémal adjacent a 1 est:
i $2,¢93 ou @y STy < o

1. ¢2,¢3,¢4 ou ¢7 st 20[2 —1< ap < Qg

Ui ¢9,03,04,06 0U $7 ST oy < 209 — 1

b. st b > 0 alors le point extrémal adjacent a 1 est:

i. ¢2 0’lt¢5 Si20!2—1<0
1. @q,05 ou ¢g St 2c9 — 1 > 0.

Remarque 2.2.4 Une condition suffisante pour avoir 46* < a est |2b] < 1 (car a > 1).

Preuve de la proposition 2.2.3 On note ¢ = u+ va; + wa;, le point extrémal adjacent
alet P=(u,v,w)’élément de Z* correspondant.

1. On suppose d’abord que F(Q;) < 1.

a. Montrons que v est non nul. Siv=0o0n a:

si u =0 alors F(P)=aw?>1,siw=0alors F(P)=u?>1,et
2

b
siu;éOetw;éOalorsF(P)>%+(l—2:L—)>1

ce qui est impossible.

. Montrons que si 1 # ¢3 alors u, v, w sont tous positifs ou nuls.

On a (u —y2v)* < 2 car F(P) < 1let4b® < a,ory > 1 doncuv > 0. On a

(w — mv)? < 2 donc wv > 0 ou |w| < 1.

Si wv > 0, v < 0 entraine « < 0 et w < 0 ce qui est impossible car ¥» > 0, donc

onav>0,u>0etw>0.

Si wv < 0 alors |[wl = 1. Siw=1alorsv <0etu <0. Siu=0o0na
2

b
F(P)> g +(1—-2—)>1letsiu<0onasi <0 cequiest impossible.
a

Siw=—1,v>0,u>0et (w—mv)>>1etsiu<|[y0]alors (u—7vv)? > 1et
F(P)>1,si u=[y] alors ¢ = ¢3 ou ¢ > ¢4, et si u > [y20] + 1 alors ¢ > &.
Ainsi wv < 0 entraine ¢ = ¢3.

On a donc démontré que si 1 # @3 alors v > 0 et u et w sont positifs ou nuls.
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c. Montrons que v = 1. N
Siv>2ona(u—7yv)<2doncu> 2y 2 et u>[y,], donc ¥ > ¢,.

d. Etude de u et w.
On a (u — yv)? < 2 donc u 2 [7] — 1.
Montrons que w < 2.
Siw>2etu> [y alors v > ¢y > oy et si.
(w0 — vyv)? > 1 donc FI(P) > 1.
St u > [vo] + 1 alors ¥ > ¢ > ¢.
Dans le cas on w = 1. si u = [yov] alors ¥ >
Dans le cas ott w = 0, si u = [yv] alors ¢ = ¢y et si & = [yy] — 1 alors ¢ = oy,

tal = 1 alors (v — 490)% > 1 et

@y dons u = [12] — 1 et v = 05.

kY

De plussi b < 0on a F(Qs) > 1etsibdb>0ona F{Zx) >1et F(Qq) > 1 ce qui
démontre la premiere partie de la proposition.

2. Supposons maintenant que F(Q1) > 1 et F(Q3) < 1.
De méme que précédemment on a v > 0, v > 0 et w > 1.

a. Montrons que v < 2.
Stv>3onau>[y]+letsiw>0alorsy > ¢y Stw=—-1letu>][y]+1
alors ¥ > ¢y et siu = [y +1 on a (u—y0)2 > 1 et (w~yv)? > 1 donc
F(P)>1. Ainsiv=1o0uv=2.

b. Le cas v = 1. De méme que dans la démonstration de la premiere partie on a
w> [y —letw<?2.
Siw=1,slu> [y] alors ¥ > ¢, si u = [72] alors ¥ = @, et si u = [y,] — 1 alors

Y = ¢s.
Siw =0,siu> [y9] alors ¥ > ¢, si u = [7,] alors ¥ = @, et si u = [y,] — 1 alors
= @y

Siw=—1,siu>[y]+1alors ¥ > ¢, si w=[y;] +1 alors ¥ = ds, si u = [4]
alors ¢ = ¢z et siu = [yo]—1lona(w—yv)* > 1et (u—yyv)? > 1 donc F(P) > 1.

c. Le cas v = 2. On a alors u > [7,].
Siw > 1 alors ¥ > ¢,.
Siw=0,siu> [y] alors ¢ > ¢, et si u = [y2] alors ¥ = ¢7.
Siw=—1,siu>[y]+1 alors ¢ > ¢q, si u = [12]-+ 1 alors Y = ¢g et si u = [7,]
alors (w — 1v)2 > 1 et (u — 72v)? > 1 donc F(P) > 1.

Deplussib<Oona F(Qs) >1let F(Qs) >1letsib>0onaF(Qz)>1, F(Q4) > 1.
F(Q7) > 1 et F(Qs) > 1 ce qui démontre la deuxieme partie de la proposition.

Cette proposition va nous permettre de donner explicitement la suite croissante des
points extrémaux du développement par 'algorithme de Voronoi pour les deux familles
précédentes.
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2.2.2 Application a la premiere famille

Soit ¢ > 2 et m > 1 deux entiers, on considere le polynome:
f(X)=X3— "X —(c-=1)X — ™

Théoreme 2.2.5 Soit o la racine réelle du polynome f(X). K =Q(«) et O = Z[a].

i) La suite des points extrémauzr de O est: pour0 < s<m—1

« s o s co s+l
- — — 2 ; _
g =1 7¢33+1 =ua (a ) ,7/)33+2 =« ( ) » 3543 = < )

—cm o — o — M

a m
et 'lf//'3m+1 =« < ) .

o—cm

et la longueur de la période du

it) L'unité fondamentale de O est e = «

_Cm

développement par 'algorithme de Voronoi est | = 3m + 1.

Preuve du théoreme

Pour cette démonstration on sera amené a utiliser les formules suivantes :
m m C
c'<a<ct+—
o

et
14 1 c
a?  ala—cm)’
Soit L =< 1,1,y > un réseau de K et ¢ le point extrémal adjacent a 1 dans L. En
notant ¥» = u + va; + wa, on a les lemmes suivants :

Lemme 2.2.6 Pour un entier s, 0 <s<m

S

st L=<1,a —cm,c— > alors (u,v,w) = (<™, 1,0).
a

Preuve
On vérifie dans ce cas que F est une forme quadratique positive de rang 2 qui s'écrit a

"aide des formules (2.1) et (2.2) avec:

o ala —c™) ¢t

S am T T e TS

Onal0<y <l,vm>L,0<a <1,0<ay<1et4b? <acar

40 afa—cm)?

a cm

< 1.
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En reprenant les notations du paragraphe 3.2.1, on a ¢, = « donc

N(a)=C—<1etb<0.
a a

F(Ql):

D’apres la proposition 2.2.3 le point extrémal adjacent a 1 est ¢y, ¢3 ou ¢,.
Or @3 = (¢™,1,—1) et 'on a, d’apres (2.2)
: cmT « ™
F(Q3) > ——(1 + ) > ++— > >
dem—2s o 2cm—25 Qo

Enfin oy =a ~1 et

Nia—1) 2c"+c-2_ 2" +c—2
F(Q‘t):l(a ):c—i-c >C+C > 1.

a—1 a—1 cmn

Donc p = ¢, c’est-a-dire (u, v, w) = (c™,1,0).

Lemme 2.2.7 Pour un entier s, 0 <s<m—1

S

1
si L=<1,—,—> dalors (u,v,w) = (c*,1,0).
(8] (8%

Preuve
En procédant de la méme facon que pour le lemme 2.2.6 on a:

o ala—c™) ca ca .
azc—m,b=——20-n7—77zzc—m,’h: Cm(a—c )
et 0 <y <l,m>1,0<a <1,0<ay <1.
De plus
ola —c™
|2b] = ——g—————) < 1.
cm
On peut donc utiliser la proposition 2.2.3.
s+1
Onag¢g,=————et Nla—c™) =™ donc
ala — ™)
_ala—cm)

F(Ql) W<1etb<0

On a Q3 = (¢, 1,‘—1) et d’apres (2.2)

cm

F(Qs) > Qcim ((1 Fela—c™)) +(1+

Ona Q4= (c—1,1,0) et d’apres (2.1)

F(Qq) = %(71)2 + 2(—ac;—cm)71 (cs —-1- csa) + (1 + M>2

Cm

En développant les deux derniers termes, on obtient

a?(a_cm)2 QCS(Q—-Cm) C2s

C2m—s cm

F(Q4) =1+ (¢ =1)+

Donc ¢ = ¢; c’est-a-dire (u,v,w) = (c%,1,0).
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Lemme 2.2.8 Pour un entier s, 0 < s <m—1

a—c" ala—c")

_1-
T > alors (u,v,w) = (""" 7°,1,0).

st L =<1,

Preuve
En procédant de la méme facon que précédemment on a:

c2m—25—1 Cm—s—l c—1 1 o

“Ta@mer T T

(W)
o
3
o
S
o
|
a
3

etO<71<1,“/-2>1,0<al<1,0<a2<1.

De plus
c—1 1
126 = ™51 -—)<c <1
cm o
On peut donc utiliser la proposition 2.2.3.
On a Cbes

«

¢ = s et F(Q1) =

donc ¢» = ¢1 ou Y = ¢s.
En utilisant la formule (2.1) pour F(Qs) et F (&) on a

F(@s) = F(Q) + 1 4 (a — 2ay — 2b) + (2{72} — 2b{%2}) + 26

o {12} =72 — [72].
Montrons que ¢ — 2ay; —2b> 0. On a

<letdb>0
Q@

b 1 a—2avy; —2b e 2 1
d > - =)=
cm—s—l < QCm—l onc cm—s—l a(a _ Cm)( CY-) cm—l
X c
Puisque —— =1+ —ona
ala —c™) a?
a — 2a — 2} Cm—s—l Cm—s—l ' 2 1
—71—1 meet 2 + 2 (l - —) T om—t1
cms o o « C
m—s—1
Sts<m—1,c" 17> 2 2% <let — <1donca—2ay — 2b > 0.
. N SRS L1,
813:m—l,a—2a71—ub:(1+cm_1)+(¥—ag)+(c—m—a)> .

De plus 2{72} — 2b{y2} > 0 donc F(Qs) > 1.
On en conclut que ¥ = ¢; c’est-a-dire (u,v,w) = (¢™~17°,1,0).

A T'aide de ces lemmes, on démontre par récurrence le théoreme de la fagon suivante:
T

Y & y

Soit Lo =< 1,a —c™,— >. Par le lemme 2.2.6 on a ¥, = a.

On choisit un point auxiliaire ¢; tel que {1, é1,%0} soit une base de Lo, a savoir,
&1 = ala - c™).

Pour déterminer v, on cherche le point extrémal adjacent a 1 dans le réseau

Ll___<1¢1¢o 1 (U5

>=< 1,a — ¢™, — > et par le méme lemme 2.2.6 on a: —— = a c’est-a

”‘/)_1"‘/’_1 « Py
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-dirve: ¥y = a?.
En poursuivant ce processus, on obtient pour 0 < s < m — 1 les résultats donnés dans le
tableau qui suit :

i 1.
L L, =< l.ifﬁ, PVh—1 S H’:+1 Qht1
e Yk Uy U
0 <lLa—-c S s (¢™,1,0) |(c—1.0.1)
o
35+ 1 <la—e <> (¢™,1,0) (0,0,1)
o
_ ¢’ 1 . .
3s+2 <1,a—2',5> (C,l,O) (0,0,1)
. _ a—c" ala—c™) e ls
35+3 < ]-a Cs+1 3 Cs+1 > (C 3170) (0,0,1)

On a noté
m

C
o=a—c", b =—
o

/

Dhk+1
et de 2%
Wi Uk

¥r+1

et les troisieme et quatrieme colonnes donnent les coordonnées de dans

le réseau Ly.
’¢k+1

A T'aide des quotients successifs on peut facilement déterminer la suite des points
k

extrémaux vy, de Z[al.

On en déduit que

1/’3m+1 :a(a ° )m-

— Cm
On a
N(thgmyr) =1 et N(3p;) #1510 <i <3m.

Donc ¥3p, 41 est I'unité fondamentale € de O et la longueur de la période du développement
de l'algorithme de Voronoi est [ = 3m + 1.
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2.2.3 Application a la deuxieme famille

Soit ¢ > 2 et m > 1 deux entiers, on considere le polynéme:
f(X)=X?—("4c—-1)X*—{" - 1)X ="

Théoréme 2.2.9 Soit « la racine réelle du polynome f(X). K =Q(«) et O = Z]a].

i) La suite des points extrémauz de O est:

2

v 9 ca”
o =11 =a =0 ;3=
a—cm
. t t
) a? , 2 a?
Yy =a a1 =0 pour 1 <t <m~—1
a—c" o — "
t t+1
/ (e 1) +em o o ca’ 1<t< )
Pypyo = o 4443 = our | <t<m-—=2L
a—cm a—cm T a—cm P
m
- ca? , a? "
et Yam—2 = | yVam—-1 = «& a—om)

it) L’unité fondamentale de O est e = «

et la longueur de la période du
a—cm

développement de l'algorithme de Voronoi est [ = 4m — 1.

Preuve du théoréme

Pour cette démonstration on sera amené a utiliser les formules suivantes :
cm
o<<a<c+t —
Q
et

1 1 c
1+—+—2:
o o«

a—-cm
en notant ¢g = c¢™ +c— 1.
Avec les mémes notations que celles définies précédemment on a les lemmes suivants:

Lemme 2.2.10 Pour un entiert, 0 <t <m

. ¢
si L=<1,a—cy, - > alors (u,v,w) = (c2,1,0).

Preuve
La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 2.2.6 du paragraphe précédent.
Lemme 2.2.11 5:

-1 1

L=< lv_—_+_27— >,
e o’ «

(i) 5i0 <t <m —1 alors (v,v,w) = (', 1,0)
(ii) sit =0 out =m —1 alors (u,v,w) = (', 1,1).
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Preuve
Les coeflicients a et b de la forme quadratique F' associée & L et le vecteur isotrope sont
donnés par:

a ala — ¢) a a(c™ "t —1)+ ™

aqa = — b: —_—— - —_—— ~ —
cm Qem 72 cm—t’ n

em—toy

et 0 <y <L, >1,0<a; <. 0<ay < 1.
De plus
ala—c
|2b|:g<1.

Cm

D apres (2.1) on a

! 2 — .t ot
F(Ql): cim (1_ c (CY"'Cm)) +62t(%—1)2-M (1_ & (a_cm)) _‘(a/___cm)

c'est-a-dire en développant :

c2t i t t

a my2 m m .
F(Q,) = Z77+c2—m(a—c ) (cma+1+ o )—QCz—m(a—c )——Cz—m(a—c Ya(a — c3).
En remarquant que
a— ¢y c
— Al = (2.3)
o c a-—c
1
on obtient F(Q;) = Sl —g—(a —c™) (2 + ala—cy) — ct"'l).
Cm c m

On a F(Q3) = F(Q1) + a + 2avy1 + 2b{72}

donc N ) | )
F(Q3)=F(Q1)+—c%+2ﬁa(c -+ ala=—c¢) (a—c")

cm ¢ty cm cm—t

On remarque que a — ¢y < 2 et que

m—t __ m mo__ 1 m m
a—cm<a(c e équivautéc—l—i—c +C—2<cm_t—1+c—
. a o a
soit 0 < (¢" P —¢)+—(1— C—) ce qui est vérifié.
« a
Donc F(Q3) > <5
cm
On a
F(Q4) = F(Q1) + 2by1 + 1 4+ 2{~2} (2.4)
donc F(Q4) > F(Q1) + 2{72} car =1 < 2by; <0,
ST « c! m 41} |, 52— "
c’est-a-dire F(Q4) > o c?_m(a —c™) (2 +ala—c) —c ) + ZW'

Le terme de droite est supérieur a 1 si et seulement si

__ .m t
R (1— —c—(2+a(a—c2)—ct+1)+20t> >0
cm

Id m

CTTL

ce qui équivaut ( en remplacant a(a —¢;) par ™ =14+ —) a
o
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t
c

L+ 4™ — 7™ — = > 0 ce qui est vrai pour 0 < ¢ < m — 1 donc F(Q4) > 1.
o

On applique la proposition 2.2.3 en remarquant que 5 < 0.
¢
F(@1) <1 équivaut a 1 — 2 2—(a —c™) (2 +ala —c) "Ct+1) S 0.
cm c<m

77 m

En multipliant par et en remplagant a{a — ¢y) par ¢™ — 1 + — on voit que cette
o

a — Cm
.m

c
o . . . t+1 —t N
condition est équivalente a 1 + ¢ + — — 't — ™" > 0. D’on

(i)si0 <t <m—1alors F(Q) <1,
ot

(ii) sit = 0 ou t = m—1 alors F/(Q;) > 1 mais dans ce cas ¢ = et N(oy) = c¥m+!
a—cm
a—c™
donc F((Q)3) = Ty < 1.

Ainsi:
(i) s1 0 <t <m — 1 alors ¢ = ¢; c’est-a-dire (u,v,w) = (', 1,0);

(i1) si t = 0 alors 23 — 1 < 1 < g donc ¥ = ¢, ou ¢7.
F(Qr) = 4a7i + 8bmiya — 4bn [yl + (272 — [12])? et day +8byy, =0sit =0
donc F(Q7) > 1 et i = ¢, cest-a-dire (u,v,w) = (c,1,1).

Sit=m—1et m>2alors @y > ay donc ¥ = ¢, c'est-a-dire (u,v,w) = (,1,1).

Lemme 2.2.12 Pour un entiert, 1 <t <m —2

a—c" ala —c™)
alcttl — 1) + ¢ a(ctt! — 1) + ™

st L =<1, > alors (u,v,w) = (1,1,0).

Preuve
On a:
c2m+1
(6= (F -1 —ala— e —1) T ora)’
(¢t —1)(ca —a = 2c¢™) + ala — ¢2)* = 2¢™ + c™a(a — ¢;)
2((et! = 1) — a(a — ¢) (et — 1) + c™a)

a =

b=

y

" ta _ ala=c")
alcmt —1)4+c™ = a(em=t - 1) 4+ cm’
et <<,y >1,0<a <],0<a;<1.

Etude de b.

En posant 2b= — on a
: D

Yo =

N =ala — ) + cmala —¢;) — 2" — (a — ) (Tt = 1),

dot N> ala—c)?+cmala—c) =™ —(a—c)(c™ ' —1) =n.
Ona n=(a—c)(afa—c)+cma— ("t =1))—c* donc

m

-1 ¢ 2m m ¢
n=c" Ha—c)lc—14+ca+ —) —c™ en remplacant a(a — ¢;) par ¢™ -1 + —.
a o
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02"C

Et de méme ¢' 7""n = (a — ¢)(c — 1) — = {¢— Dla - 4”;—2-2) > 0.
o ;
On a D > 0 donc b > 0. “

Montrons que 25| < 1, ce qui équivaut a N — D < 0.
Ona N —D = (ala—c¢)? — ™) + ("ala— c) — ™o

F (oo — ep) (el = 1) — LY — (e 2 )2 = (o — ey)(ctH = 1),

Z .

Donc N — D < 0 et [2b] < 1.

On a
N(¢1) _ e

F( = = .
(@) o3} (ct1 —1)? — oo — &) (! — 1) + c™a
donc le point extrémal adjacent a 1 est ¢; ou ¢s,
or ¢5 < 1 donc ¥ = ¢ c'est-a-dire (u,v,w) = (1,1,0).

Lemme 2.2.13 Pour un entiert, 1 <t <m-—1

<1

a—c™ a(cdtt—1)4c™

o _ _ m—1—t
si L=<1, s g > alors (u,v,w) = (¢ ,1,0).
Preuve
On a
(=1 —ala—g)(dt 1)+ "a - 2(c*! - 1) — ala — ¢y)
a = c2t+2 T Qct+l ’
a(c®t—=1)+ " 1
T2 = 1= —
ala —cm) a

et 0< 1 <l,%>1,0<o <],0<a,<1.
De plus 4b* < a, en effet

a— 4b* =

(cma —a*(a—c)* +3( = 1) (a(a — ) — (¢ - 1))) > 0.

c2t+2

On a

cm

F(@y) = g < L.
(1)Si t <m —2 alors b < 0 et b = ¢, ¢3 ou ¢4. Or

F(Qs) > 51+

2
— >
)

| Q

et en utilisant les inégalités (¢! — 1) > 0, a(a —¢;) < c™,
(¢t' — 1) < (™1 —1) et @ > ¢; on obtient a > 2 donc F(Q3) > 1.

Dapres (2.4) on a F(Q4) = F(Q1) +2by1 + 14 2{72} > F(Q1) + 2{n:}.
Pour montrer que F(Q,) > 1 il suffit de prouver que 2by; + 1+ 2{7,} > 0.
On a

2(c*t —1) — a(a —c) a(c™t—1) + ™
20y, + 1+ 2{7} = — ct)"'la ( 242 ( oo = C)m) — cm_t'1>
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2 1 N cmtl o ) Leze 1 1 n cm
=— |- - —(a—c — 42| ==
cdtl\ o a-—cm 2 cttl a a—-c*  afla-—cm)

: a—c
et d’apres (2.3) le premier terme est nul et donc F(Qy) > 1 + _—HTTE > 1.
C
Ainsi ¥ = ¢; cest-a-dire (u,v,w) = (™17 1,0).
e , , , (oo — 1 M
(ii)Sit = m—1 alors b > 0 et ¥ = ¢ ou ¢5. On a F(Qs5) = ala )+ ¢ et en
cnla

faisant le produit des conjugués on obtient

ala—c) +o?la—c) + ™l —a)+2¢" ol —a

C & C”la.

donc F(Qs) > 1 et ¥ = ¢ c’est-a-dire (u,v,w) = (¢™ 174 1,0).

Ainsi, a laide de ces lemmes et en procédant de méme que pour la premiere famille
on obtient pour 1 <t < m — 2 les résultats donnés dans le tableau qui suit:
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K Lp =< I,ﬁ, V-1 Vit Prs1
Yr Yk Yk Vi
m
0 <l,a—cq,— > {e2.1,0} (™ -1,0,1)
a
1 ,
1 < 1,0’——C3,;> {rs. 1.0} (0,0.1)
, 11 , ,
2 <l,—,=—> {1,1.1) (1,1,0)
o? «
__1 m _ m .
3 el Db am ety (@1,01) | (en71,1,0)
ca c
ot
4t <l,aa—c¢g,— > (c2,1,0) (¢t =~1,0,1)
a
t__1 t 1
441 <L+ 5> (c',1,0) (0,0,1)
o’ «
a—c" ala —c™)
4t 4+ 2 1, , 1,1,0 0,0,1
+ < a(ctt! — 1)+ e’ afcttl — 1) + ™ ( ) ( )
a—c” a(ct+1 _ 1) + ™ m—1—t m-—1-1
At +3 <L g (em=1=1,0) | (e ~1,0,1)
m—1
4m —4 <1l,a—ca, > {c2,1,0) (¢m=1-1,0,1)
m-1 -1 m-—1 1 )
4m -3 <18 = (=1 1. 1) (11,0
o a? o
alc™ =1)+ ™ a—c™ \
- 1 1,0,1 0,1,
4"7/ 2 < ) M ) om (1 ’ ) ( ) 0)
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On a noté
m

c
po=a—cyet P, =—.
«a

De méme que précédemment on en déduit que
m
Y il
gm—1 = & .
a—cm

N(tpymo1) =1 et N(fy) #1s10<e < dm—2.

On a

Donc w1y, est Punité fondamentale € de O et la longueur de la période du développement
de I'algorithme de Voronoi est [ = 4m — 1.

2.2.4 Comparaison de ces résultats avec ceux obtenus par 'AJP

Pour la méthode utilisée précédemment, il faut déterminer a chaque étape un point auxil-
faire ¢, tel que {tx, b, Yr—1} soit une base du réseau Li. La comparaison de ces résultats
avec ceux obtenus par ’AJP est facilitée par le choix de ce point auxiliaire que nous avons
fait.

Remarque 2.2.14 Les points auziliaires peuvent étre choisis, pour ces deux familles, par
le développement par AJP de (ay, o) de la fagon suivante : (ou oq et ay sont définis par
les théorémes 2.1.1 et 2.1.2)

Si on définit les matrices de passage de Ly @ Lyyq par

P, Vit
M | & =1 oe+1 |
Yr_1 {178

on a:
- pour la premiére famille (1 =3m +1 )

M, = Ay pour 0< k< 3Im,

- pour la deuzié¢me famille (1 =4m+1 )
M, =A_, pour k=0ouk=1
M, = A4y pour 4 <k<4m—4
MM, = Aj_s A3 A,
My —sMim_z = A1 A2 A3

ot | désigne la longueur du développement par I’AJP de (aj, o) et les A, sont les
matrices définies dans le premier chapitre associées au méme developpement.

On en déduit que le développement par 'AJP de (a1, ;) et celui par l'algorithme de
Voronoi donnent la méme unité qui est donc I'unité fondamentale de Z[a].
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Remarque 2.2.15 Un vecteur isotrope I'y de la forme quadratique F exprimée dans un
réseau Ly est donné par les quotients complets du développement par UAJP de (o, a) de
la fagon suivante :

- pour la premiere famille :
Ty = (b1 1,05 — [o*1]) pour 1 <k < 3m,
- pour la deuzieme famille :
D= (a1, = [o¥1]) pour k=1ou k=2
I3 = (3,07 — [e7],1)
Iy = (ab, 1,08 —[of]) powr 4 <k <d4m =3

F4m—2 — (a;m—ljailm—l _ [a-'llm—l]’ 1)

2.3 Généralisation de ces familles

Dans ce paragraphe on donne le développement par ’AJP de familles infinies obtenues en
généralisant les polynémes précédents a des polynomes de degré quelconque et on obtient
les résultats suivants:

2.3.1 Premiére famille

Soit ¢ > 2, m > 1 et n > 1 des entiers, on considere le polynéme

n—2
fX)= X" =X — (= )X = Y (" - 1)X -

=1

F(X') admet une unique racine réelle notée « telle que ¢™ < a < ¢™ + 1.
n
En notant f(X) = X' =3 5,X" et en posant
=0
o, =«
Q; = CY(Oéi+1 - bi+1)
on a le théoreme suivant:

Théoreme 2.3.1 Le développement par 'AJP de (v, ..., a,) est purement périodique de

n—1 m
o
longueur I = (2n — 1)m 4+ 1 et, en supposant que le degré de o soit n, € = « (a (m)

est une unité de Q(a). De plus, ce développement est symétrique.

2.3.2 Deuxiéme famille

Soit ¢ > 2, m >1et n > 1 des entiers, on considere le polynéme
n—1
f(X)y=X"" — (" +c—-1)X" - z:(cm - X' ="
=1

f(X) admet une unique racine réelle notée o telle que ¢ +c—1 < a <™ +c.
Avec les mémes notations que pour la premiere famille on a le théoreme suivant:
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Théoreme 2.3.2 Le développement par 'AJP de (.. ..,a,) est purement périodique

) ' Qn m
de longueur | = (2n)m + 1 et, en supposant que le drgré de o soit n, € = « ( m)
a—c
est une unité de Q(a). De plus, ce développement est symétrique.

2.3.3 Généralisation

(". Levesque a encore généralisé ces deux familles de la facon suivante:
Soit ¢ > 2, m > 1 et n > 1 des entiers, on considere les polynémes

t—1
f(X)= X" — " X" — (e = 1)X' — Z(cm — X' —¢™ pour 1 <t<n.
i=1

Lemme 2.3.3 f,(X) admet une unique racine réelle notée o telle que

c"te—-1l<a<cd™+c¢ pour t=n
" <a<cd™+1 pour 1 <t<n—-1

Preuve

Pour cette démonstration on utilise la regle de Descartes [23], a savoir:

Soit f = @ X™ 4+ a1 X" ' + ...+ ao un polynéme a coefficients réels, avec apa, # 0.
Soit v le nombre de changements de signe dans la suite (aq,...,a,) de ses coefficients et
soit 7 le nombre de ces racines réelles positives, comptées avec leur ordre de multiplicité,
alors il existe un entier naturel m tel que r = v — 2m.

On en déduit que f;(X) admet une unique racine réelle positive et on a:

fild+c=1)<0et fi(c"+¢)>0 si t=n
fi(c™) <0 et fi(c™+1)>0 si 1<t<n—1

d’ou le résultat.

En notant fy(X) = X"*! — Zb,(:i)X" et en posant
=0

a, =«
_ (i+1)
az' = a(a.H_]_ - bt )
on a le théoreme suivant:

Théoréme 2.3.4 [19] Le développement par UAJP de (o, ..., a,) est purement périodique

at m
de longueurl = (n+t)m+1 et, en supposant que le degré de o soit n, € = « )
o —cm

est une unité de Q(a). De plus, ce développement est symétrique.

Remarque: Sin = 1, la seule valeur possible pour t est 1 et on obtient la famille de
polynomes :

AX)=X2 = (" 4+c—1)X =™

St n = 2, les valeurs possibles pour t sont 1 ou 2 et on obtient les deux familles de
polvnomes étudiées par C. Levesque et G. Rhin.
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2.3.4 Preuve du théoréme 2.3.4

(i) Cas n=t=1 (fraction continue)

« étant la racine réelle de fi(X) telle que ¢™ +¢c—1 < a < ¢™ + ¢, il faut montrer
que le développement en fraction continue de « est purement périodique de longueur

=2m+1et que e = < ) est une unité de Q(a).
On a

a—cm
a(f = o a?:c’”—i—c—%l

et les formules de récurrence suivantes ( pour 0 < s < m —1 ) qui sont immédiates

241 _ _ Y| g2t — s
Q=T ap =c
Cm S
Cm—s—l
a%s-}-? — cm—s—l + : afs-i-l — Cm—s—l
(8]

Ce qui nous donne au rang 2m

Ailnsi, on obtient

ce qui démontre que le développement est purement périodique de longueur
[=2m+ 1.
L'unité fondamentale de Q(«) est donnée par la formule de Hasse-Bernstein [2]. &

c—Halza( < )m.

a—ch

SavoIr :

(ii) Cas n#1

Pour cette démonstration on utilisera la formule suivante ( pour 1 <t <n):

cat

l+at+a’+...+a P +a™ =

oa—cn

Au rang 0 on montre facilement que

o _ 1.0 c+c—1 sit=n
a, = |a ”]_{cm sit<n
a?=[af]=0 pourt<i<n (sit<n-—1)

=[ad]=c—1 sit#n

ad =[ad]=c"—1 pour1 <i<t (sit>1)
Supposons t#1 et que pour 0 < s <m — 1 on ait les formules suivantes, que 'on
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démontrera par récurrence : {en notant &

On a alors

et

1

sit <

1

o

1

O[l;:s-}—l _

ks+1 _

aks+1 _

o

C S

1)

3

n+#)
o gt

ks s
(J,;j = "

n, pourt<i<n—1,

C

cm—s

pour 1 <:<¢t—1,

™+ X:of(cm - 1)

r=1

" Ha — cm)

?

m—s

aicm—s

o

aks+2 —

n 0,(0771—5 _ 1) + Cm;

pourt—1<:<n-—1,

a™a—cm)

a§s+2 —

alcm=s —1) + cm;

pour 1 <<t -1,

al_cs+2

ai'fs-l—l

ks+1

CYH_I(Cm-s _ 1) + ™+ ZQT(Cm _ 1)
r=1

ks+2
(I’n

(3

atla(em=s — 1) + ¢
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ks+2 _

al;s+2 _

pour2 <z <n



Puis, pour 3 < v <{fona

v=2
N = 1)+ cmat Y ol (c" 1)
a§s+u — UT_EQ : aﬁs-{-u =1

o Hemms — 1)+ ™ + Z a(¢™—=1)

r=1

pourt+1—v <1< n—1,

i a"Ha — ™) !
1'\vs+u _ . af\s+u — 0

¢ - v—2
Q,L/—l(cm—s _ 1) +cm 4+ Z ar(cm _ 1)
r=1

Q

pour 1 <:<t—v etv <t

=2
ai-{—u—l(cm—s _ 1) _+_ c™ + Z ar(cm _ 1)
all_cs+u — lr/i12 ; a{;s+u =0
alar= s = 1)+ ¢ + > a’ (" = 1)]
r=1

Aurang (ks+t+1)ona

t—2
O[t—l(cm—s _ 1) + cm + Zar(cm _ 1)
r=1

aks+t+l —

K - (Lﬁs+t+l — cm—s—l
an— (a _ cm)

pour 1 <1< n—1,

. 1 .
a{_\s+t+l = aé»s+t+l =0
al
En effet,
m—s—1 t t—1
Qe c ( ca - L
n am o — c™m = a™T
le.
cm—s=1 t-1
ks+t+1 __ t—1 ny
a, = l+a+...+a7 +a") Zan_r,
r=1
t—1 1 cm—s—l
aﬁs+t+l — Cm—s—l + (Cm—s-—l . 1) Z — + —,
r=1 & a

d’ou le résultat.
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Pour2<v<n—t+2,t<vona

pourn—v+1<i<n,

agcs+t+u — a?; afs+t+u — aQ
?
v . v4+t—2 1 C"r’?l*,’,‘-'—l
ks+t+y _ m—s—1 . ks+t+v _
Gn_pir = (c -1+ Z an—T + ar-r+] @i =0
r=v

pourl<:i<n—-v+1,
! 1 .
Q‘?S+t+y — . (/"Yks+t+u =10

= — t

al

Aurang ks+n+2ona

pourt —1 <1 < n,

afs+n+2 — a?; af:s+n+2 — a?
. t—-2 1 cm—s—l
atj-ll-n+2 — (cm—s—l _ 1) 1+ — |+ : afﬁ-{-7l+2 = ¢m—s=1 ]
R t—1
r=0 a o

pour 1 <:<t—1,
1 .
ai_cs+n+2 - . a’i.cs+n+2 =0

at’

Pour 3<v<tona

pourt —v+1<i<n,
afas+n+1/ — O[?, (L§S+n+l/ — (L?
. t—v cm—s—l .
Cs+n+v m—s—1 . bs+n+y . om—s-—1 1
at—u—}-l - (C - 1) 1 + Z a_7 + at_y+1’ t—v+1 T c - J‘
r=0
pour 1l <:<t—v+1,
! 1 8
a?s+n+u — _l, a§s+n+1 — 0
o
ce qui nous donne au rang ks + k
afstht = o9, af*t* == a? pour 2<i<n
cm—s—l
aics-l—k — (cm-s—l _ 1) + ; allcs-l-k — Crm—s—l -1
«

Ainsi on a montré que toutes les formules précédentes sont valables pour tout entier
s tel que 0 < s <m.

Pour t=1, on peut montrer facilement que l'on a les formules de récurrence suiv-
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antes: (en notant k =n+ 1)

ks _ 0O . 1
o =q; pour2<:1<n
cm—s
pour 1 < s <im
ks _
a’ =

LT

(c—1)4+ — pour s =0
@

Alnsi, pour tout ¢ tel que 1 <t < n au rang km on a

atm =al; @™ =a? pour2<i<n
4 1 :
ofm == abm =0
o

Finalement, on obtient

aFmtl = o0, ghmtl = a? pour 0 <: < n,

1 1) 7

ce qui démontre que le développement est purement périodique de longueur

[=km+1lie [=n+t)m+1.
Une unité de Q) est donnée par la formule de Hasse-Bernstein [2], a savoir :

X m
km . Olt
6=Han:a .
- a—cm

r=0

Ceci termine la démonstration du théoreme.
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CHAPITRE 3

Généralisation de IPalgorithme de Voronoi

Dans [4] J. Buchmann a généralisé I'algorithme de Voronoi a des corps de degré supérieur
a 3 en définissant des points extrémaux adjacents dans différentes directions. L’algorithme
ainsi obtenu (GVA) permet de calculer un systeme fondamental d’unités de corps dont le
rang des unités est 1 ou 2.

Nous donnons dans ce chapitre une définition plus générale de points extrémaux adjacents
dans une direction donnée et une méthode de recherche de ces points extrémaux. Pour
cette méthode nous utilisons entre autre :

- Un algorithme que nous décrivons dans le premier paragraphe qui permet dans cer-
tains cas de compléter un sous-ensemble {zy,...,z,} de Z" en une base de Z". Nous
montrons de plus comment utiliser cet algorithme pour triangulariser une matrice
sous forme normale d’Hermite (HNF) et ’appliquons a une matrice 20 x 20 donnée

par J.L.. Hafner et K.S. McCurley.

- L’algorithme LLL [18] dont nous rappelons dans le deuxieme paragraphe les définitions
et propriétés essentielles.

Apres avoir appliqué cette recherche a celle de points extrémaux au sens de J. Buchmann,
nous étudions une famille infinie de polynémes de degré 4 obtenue en généralisant une des
familles de degré 3 vue dans le chapitre précédent. Comme pour le degré 3 nous étudions
le lien entre le développement par I’AJP et le développement par la généralisation de
l’algorithme de Vorono:.

3.1 Méthode de construction d’une base dans un module

Définition 3.1.1[27] Soient n et r deur entiers strictement positifs tels que r < n .
Soient zy,...,z,, 7 éléments de Z" . On dit que le systeme {z,...,x,} est primitif si
et seulement si on peut le compléter en une base de Z" . Sir = 1, on dit que x; est

admissible.

On peut remarquer qu'un élément x = (z!,...,2")" de Z" est admissible si et seule-
ment si pged(z!,...,z") =1 ( en notant z' la transposée de z ).
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On va dans ce paragraphe donner un algorithme, noté (Al) permettant, si z = 2, est un
élément admissible de Z", de construire (n — 1) éléments de Z", notés z,,...,z, tels que
{z1,...,2,} soit une base de Z". En d’autres termes: si z est admissible I'algorithme
(A1) nous permettra de construire une matrice carrée d’ordre n a coefficients entiers de
déterminant £1 dont la premiere colonne est x. Cet algorithme se généralise en un algo- -
rithme, noté (Ar) qui permet, si {xy,...,2,} est un svstéme primitif de Z*, de construire
(n—r) éléments de Z" notés r,41,...,2, tels que {y...., 2., 241, .. .2, } soit une base

L

de 7.

3.1.1 Description de 'algorithme (A1)
(1) k=1, 2 = .
(2) Tant que z # (1,0,...,0)":

Soit j le plus petit entier positif tel que 2™ =£ 0.

Pour1§i§n—j—lonposeaﬁc: x:—fj,
aj 1 0 ... 0
. )
aj 0 O
a0 ... 001
o 1 0 ... ... 0
U= 1 0 ... 0
O 0
0
0 0 1
J
Tpy1 = ukfl:zk, kE=Fk+1.
ko
(3) On note kg =k, U = H ug, ;= (Ugiy...,Upg)t pour 2 < ¢ < n.
k=1

(z1,22,...,&,) est alors une base de Z".

3.1.2 Validité de ’algorithme (A1)

On peut remarquer que si j = 0 les matrices u, sont du type de celles définies dans le pre-
mier chapitre par ’AJP. Ainsi, on montre facilement le résultat suivant, issu des travaux
de Perron {24] :

Résultat: Soit z = (z!,...,2") un élément non nul de Z". Soit d le pged des nom-

bres a!,... 2™ Il existe un entier strictement positif ko tel que z, = (d,0,....0)!, on

I, est construit a l’aide de l'algorithme (Al).
Démontrons ce résultat :
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soit k un entier strictement positif et j le plus petit entier positif tel que 2yl £ 0.
Pour 1 <7 <n—j—1 on note a} le quotient de la division euclidienne de z par
zy~’. La relation z44; = uj 'z, entraine le systéeme suivant :

ot =alz} ™ + gty pour 1<i<n-j—1 (%)

o = b,
et on a: pged(zy, ...,z ") = pged(Thyys - 2pi) = d.
Par (%) on a 0 < zj;{ < z;~’. La suite (27" )rew+ 6tant une suite de nombres
entiers positifs strictement décroissante, il existe un entier strictement positif / tel
que 2} = 0. On a alors d = pged(z},..., 27~ 7").
On reprend alors le méme processus avec (n — j — 1) entiers et ceci jusqu’a n’avoir
plus que 2 entiers a considérer: dans ce cas il s’agit de 'algorithme d’Euclide qui

fournit donc le pged de (2!,...,2").

x étant admissible, on a d = 1 ce qui montre que l'algorithme se termine.

ko
Dans ce cas, la matrice U = H uy est telle que:
k=1
1
0
G) Ulz=| . |,
0

(i) dét U = £1.

[/ est donc une matrice de déterminant +1 dont le premier vecteur colonne est @ = x; et
zn

en notant zs, ..., 2, les autres vecteurs colonnes de U, {zy,...,z,} est une base de Z".
Ceci montre la validité de 1’algorithme (A1) dans ce cas.

3.1.3 Forme normale d’Hermite

Définition 3.1.2 Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que r < n. Soit
A = (a;;) 1<i<n une matrice n x r dont les termes sont des éléments de Z. On dit que A

1257
est sous forme normale d’Hermite ( on notera HNF ) si et seulement si A s’écrit :

dl * *
0 .

A: . *
0 0 d,

dy  * *

. 0 . .
ou H = est telle que:

Do e s

0 0 d,
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(i) hij =0 pour tout (z,7) tel ques > j,
(i) hi; > 0 pour tout i tel que 1 <z <,

(iii) O < hy < hjj pour tout (v,7) tel quer < j.
Remarque: Dans la définition donnée par H. Cohen [7], la matrice A est une matrice a
» lignes et n colonnes. Nous utilisons la notation contraire.

Théoreme 3.1.3 Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que r < n. Soit M
une matrice n X r, de rang r dont les termes sont des éléments de Z. I existe U une
matrice n X n unimodulaire telle que UM soit une matrice HNF.

Les algorithmes classiques permettant de triangulariser une matrice sous forme normale
d'Hermite utilisent une méthode semblable a ’algorithme d’Euclide qui fait intervenir un
certain nombre de calculs de PGCD. Dans la pratique ces méthodes sont presque inu-
tilisables lorsque n et r sont "grands”. En effet, les entiers utiles au calcul "explosent™
rapidement. Ainsi, J.L. Hafner et K.S. McCurley [13] ont donné un exemple de matrice
20 x 20 dont les coefficients sont tous inférieurs ou égaux a 10 et telle que certains entiers
intervenant dans le calcul soient de I'ordre de 10°°%. Ils donnent un algorithme modu-
laire qui permet de transformer cette méme matrice en une matrice HNF en utilisant des
entiers dont le plus grand est environ 10* (de l'ordre de la borne d’Hadamard pour le

déterminant de cette matrice).

Remarque: L’algorithme (Ar) fournit une méthode pour transformer une matrice en

une matrice HNF.

En effet,
on a montré précédemment que, pour tout r = (z!,...,2") élément non nul de Z".
d
’algorithme (A1) fournit une matrice U, n x n, unimodulaire telle que U™ e = | |
0

ot d = pged(zt,... a").

Soit M = (zq,...,2,) une matrice n x r. Appliquer 'algorithme (Ar) a M consiste
a appliquer I'algorithme (A1) successivement aux colonnes de M. Ainsi 'algorithme
(Ar) fournit une matrice U, n X n, unimodulaire telle que

dl * +*
0

UM = L%
0 0 d,

ou /"' M est une matrice HNF.
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En appliquant cet algorithme a la matrice 20 x 20 citée précédemment on obtient rapide-
ment la matrice HNF correspondante et le plus grand entier nécessaire au calcul est de
'ordre de 108,

3.2 Définition et méthode de recherche de points extrémaux

Soit n un entier strictement positif et £y,....L,, n formes linéaires indépendantes sur

IR". On notera £ = (L4,....L,).

Définition 3.2.1 Soit j. un entier strictement positif tel que j. < n. Soitr = (rq...... )
un €lément non nul de Z". On dit que v est le point extrémal adjacent a | dans la
direction j. relativerment a L si et seulement st

max |L;(z)| <1 (5)
i# e '

(51) :
I£;.(z)| = min{|L,;.(y)| tel que y vérifie (S),y € Z" et y # 0}

3.2.1 Méthode de recherche

Pour déterminer le point extrémal adjacent a 1 dans la direction j. relativement a L:
(1) on recherche un point particulier zy non nul tel que:

max |£,(zo)| < 1,
#Jc

max |L;(z)] < 1
i#jc

(2) on pose B = |L£, (zo)] . Le systeme admet un nombre fini de
I£;.(2)| < B
solutions, dont zg # 0, dans Z™. Parmi ces solutions, on choisit celle qui rend |£; ()|
minimum.

Le probleme essentiel ici est la recherche d’un point particulier.

3.2.2 Recherche d’un point particulier

On veut donc trouver une solution particuliere zg dans Z™ du systeme, noté (.5) suivant :
|C;(z)] <1 pour tout i tel que ¢ # j.

telle que
|Lj.(zo)|  7petit”

ot £; (1 <1< n) sont n formes linéaires indépendantes sur IR".

Pour cela, on utilise un algorithme de réduction de réseaux, a savoir l'algorithme LLL

de A.K. Lenstra, H.W. Lenstra et L. Lovasz [18].
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a) Description de ’algorithme LLL

Soient by,...,b, n vecteurs linéairement indépendants de 7" et L le réseau engendré

k)
par ces n vecteurs, c’est-a-dire L = @ Zb;.

=1
Réduire un réseau c’est trouver une "bonne” base de ce réseau c’est-a-dire une base
dont les vecteurs sont "assez petits” et "presque orthogonaux™. Cette notion fait donc

intervenir la structure euclidienne de ’espace dans lequel on se place.

Définition d’une base réduite au sens de %ovasz
Soient b = (by,....b,) une base de R", L = @Z’Zl),— et & = (b},...,0]) la base orthog-
=1
onale obtenue a partir de b par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
c’est-a-dire définie par
by = b, — Z pijb;  (pour 1 << n)
1<
avec
b;.b;
Hij = * Lok "
bz.b;

Définition 3.2.2 b est une base LLL-réduite si et seulement st

1 . .
(1) 5] < 5 pour tout (2,7) tel que 1 <3 <1< n,

* 3 %
([3,) |bi|2 < (Z - N?,i—l) |bi—1|2'

Théoreme 3.2.3 Soit b = (by,...,b,) une base LLL-réduite. Pour tout v non nul de L

on a: .
Ibll < 2n%|l|

L’algorithme LLL transforme, en temps polynomial, une base b d’un réseau L en une base
LLL-réduite. Le théoreme précédent montre que ’algorithme LLL fournit "presque” le
plus petit vecteur d’un réseau c’est-a-dire un vecteur de petite norme.

b) Application & la recherche d’un point particulier

On note:

n
Li(z) = zja;; pour tout i tel que 1 <7 < n,
=1

m = (@ij) 1<;<, la matrice associée,

b; les vecteurs colonnes de m (1 < j < n),
A; le vecteur colonne obtenu en supprimant dans b; la composante j. (1 < j < n),

; = ajc.j (1 S] S 71),
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L le réseau engendré par (by,...,b,).

On va appliquer I'algorithme LLL a ce réseau. Si on utilise le produit scalaire usuel, le
"petit” vecteur obtenu alors n’est pas forcément satisfaisant. C’est pourquoi on définit
un nouveau produit scalaire dépendant d’une constante ¢, ce qui va nous permettre, en
faisant varier ¢, d’obtenir un vecteur aussi "petit” que I'on veut.

Soit ¢ une constante réelle positive quelconque. On définit sur IR” le produit scalaire noté
(.|c.) par:

(bj'cbk) = (Aj.Ak) + Ca

ou (.) désigne le produit scalaire usuel.
La norme notée ||...||. associée a ce produit scalaire est définie par:

=13 AR+ el Y wjas)
j=1 Jj=1

|z

ou ||...|| désigne le norme euclidienne.
On pose ¢ = 1. Le produit scalaire (.|;.) correspond au produit scalaire usuel. Si le vecteur
obtenu ne vérifie pas le systeme (5) on fait décroitre ¢ jusqu’a ce qu'’il en soit ainsi.

3.2.3 Recherche du minimum
max |£i(z)] <1
. t#je , , . .
Le systeme , noté (¥), équivaut a:

1Lic(z)| < B

[Zl’jaz‘j‘ <1 pour tout 1 tel que 1 # j.

i=1

n
|>_wjaj. ;1 < B
J=1
Apres avoir triangularisé la matrice m = (a;;) 1<i<, par la méthode du Pivot de Gauss, on
13530 )
peut facilement exhiber toutes les solutions dans Z" de (¥) et le point extrémal adjacent

a 1 dans la direction j. relativement a £ est la solution qui rend |£; (2)] minimum.

3.2.4 Généralisation

On peut généraliser cette notion de point extrémal de la facon suivante: soient n et k
deux entiers strictement positifs tels que £k < n et J = {j1,J2,...,7x} un sous-ensemble
de {1,2,...,n}. Si L4,...,L, sont n formes linéaires indépendantes sur IR", on note

L=(Ly,...,Ly)et Ly=(L),...,L;). Soit |...|x une norme définie sur R*.

Définition 3.2.4 Soit z = (z1,...,%,) un élément non nul de Z". On dit que v est le
point extrémal adjacent ¢ 1 dans la direction J relativement a L et @ |...|x st et
seulement si

’ max |Li(z)| <1 (5)
(52)
|IL5(z) |k = min{|Ls(y)ls tel que y vérifie (S),y € Z" et y # 0}
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La méthode de recherche de points extrémaux définie ainsi #st semblable a celle décrite
précédemment.

3.3 Généralisation de P’algorithme de Voronol

3.3.1 Travaux de J. Buchmann

On a décrit dans le premier chapitre I'algorithme de Vorenoi dans un corps cubique a con-
jugués complexes. On décrit ici une généralisation de cet algorithme due a J. Buchmann
[1] [5] ( la généralisation aux corps cubiques totalement réels avait été faite par Voronoi
lui-méme ).

a) Notations et Définitions

On note:

K" un corps de nombres algébriques de degré n = r; + 2ry ou ry ( respectivement 2r, )
désigne le nombre de plongements réels ( respectivement complexes ) de I\’ dans (.
r=1r+ry—1,

O un ordre de K,

o1,...,0. les plongements réels de K dans C,

Op 415041y -+ s Ori 4103 Ori+r5 l€8 plongements complexes de A" dans C.

Pour tout 3 de K on note :

L/: (|01( )| |0T1 )l IUTH—I( )|27"'?|UT1+T2(¢)|2)3

Q( g ={y € IRT'H tel que 0 <y <fy, Ve, 1 <0<+ 1} ou y; ( respectivement Ui
) dés 1gne la i-ieme composante du vecteur y ( respectivement ' ) pour tout ¢ tel que
1 <e<r+1.

Définition 3.3.1 On dit que y» est un point extrémal de O si et seulement si Q) N
O = {0,4}.

Définition 3.3.2 Soit k un entier positif et j. un entier tel que 1 < j. < r+1, on dit que
'p41 est un point extrémal adjacent a ¢y dans la direction j. dans O si et seulement
st Py est tel que

0 < ou(¥rsr)l < loi(¥r)] pouri#j. (5)

|05 (Yrs1)| = min{lo; (¥)] tel que ¢ vérifie (§'). & € O ety #0}

On peut remarquer que si Y41 est un point extrémal adjacent a 3, alors —iyy, et
Y41 sont également des points extrémaux adjacents a vy, ( ou 41 désigne le conjugué
complexe de ¥,y ). Ainsi, pour éviter toute ambiguité on dira que:

Définition 3.3.3 ¥, est le point extrémal adjacent a i, dans la direction j. dans
O si et seulement si Yy, vérifie le systéme précédent et est tel que :

Re(vyp1) > 0 et Im(1pp41) > 0 ot Re ( respectivement Im ) désigne la partie réelle

( respectivement imaginaire ).
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Remarque : Sin =3 et r; = 1, les valeurs possibles pour j, sont 2 et 1 et la définition
précédente est équivalente aux définitions de points extrémaux adjacents respectivement
de premiere et de deuxieme espece.

b) Périodicité et systéeme fondamental d’unités

Si L est un réseau réduit. on peut ainsi construire une suite de points extrémaux ad-
jacents dans r; + ry directions par

'¢)0 jmand) 1
Y41 est le point extrémal adjacent & vy,
dans la direction j. si £ > 0

J. Buchmann a démontré que, de méme que pour le cas n = 3, r; = 1, chacune de ces
suites est purement périodique et fournit une unité de O ainsi que les résultats suivants :

Résultat 1 : Si r = 1, les valeurs possibles pour j. sont 1 et 2 et les deux unités
que 'on obtient sont inverses 'une par rapport a l'autre et chacune d’elles est une unité

fondamentale de O.
Résultat 2 : Sir = 2, les valeurs possibles pour j. sont 1, 2 et 3. Pour déterminer
un systeme fondamental d’unités de O:

- on détermine la suite des points extrémaux adjacents a 1 dans une premiere direction.
On note (%Z)k)kgl cette suite avec g = 1 et [ le plus petit entier strictement positif

U
tel qu’il existe un entier [y vérifiant 0 < I} < [ et tel que ﬂ soit une uniteé.
b,

- On détermine la suite des points extrémaux adjacents a 1, dans une deuxieme
direction. On note (¢ )i<; cette suite avec ¢gg = ¢y, et ¢ le plus petit entier strictement

positif tel qu’il existe un entier [, vérifiant [ < [, <[ et tel que ﬁl— solt une unité.
Wi,

! o8 .. Ny ,
et € = —, {€1,¢€;} est un systéme fondamental d’unités de O.
kipl

’(/)_ll ¢12

En notant ¢; =

3.3.2 Méthode proposée pour la recherche de points extrémaux

Pour construire une suite de points extrémaux, on procede comme dans le cas d'un corps
cubique a conjugués complexes. Il suffit de savoir construire le point extrémal adjacent a
1 dans un réseau réduit. Pour déterminer 1;4; ( on suppose que I'on connait la suite des
points extrémaux jusqu’a 1 ) on considere un réseau réduit Ly.

(1) Dans ce réseau on détermine 6% le point extrémal adjacent & 1 dans la direction j,.
c’est-a-dire que 0¥ est le point de Ly tel que

0<|oi(d) <1 i#jg. (5
|ch(01f)| = min{|o; ()| tel que 1 vérifie (S'), ¥ € Ly, et v # 0} .
On aura alors ¥y = 65y,
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(2) On choisit alors, a I’aide de l'algorithme (Al) décrit dans le premier paragraphe,
(n — 1) éléments 0%, ... 6% de Ly tels que 07, ...0% soit une base de Z".
05 6.
bl H{C b 0]67

et on poursuit ce processus.

On pose Ly =<1

Pour cette construction le probleme est encore la détermination de #7. Pour cela. on
utilise la méthode décrite dans le paragraphe précédent .
En effet. on remarque que pour tout z > ry, on a

Re(o(¢)) | < 1
lo:(v)| <1 entraine
Im (o3(¥)) | < 1

ot Re(x) ( respectivement Im(x) ) désigne la partie réelle ( respectivement imaginaire }
de x et en considérant les n applications linéaires de Z" dans IR définies par :

Ui(¢’) sit <

Liz)= Re <0'+_T5Lﬂ(¢)> sit>ry et (i —ry) impair

Im (0’1-{-_11(1/))) sit>ry et (1—ry) pair
2

ou l'on note © = (z1,...,%,) sl ¥ = o1 + Toog + ... + Tyt
Alors, rechercher 6% revient ”presque” a résoudre un systeme du type (.51) (si jo < 1) ou
(S3) (si e > 1y avec k =2 et |...|; est la norme euclidienne).

En effet, il suffit de rajouter un contrdle supplémentaire a la premiere étape ( recherche
d’un point particulier ) : le point particulier 2o que I'on obtient est tel que

|Re o:(tho)| < 1

[Im o;(3p0)| < 1

Il faut vérifier que |o;(t))| < 1, sinon on change la valeur de c et 'on recommence.

3.3.3 Cas cubique a conjugués complexes

On a décrit dans le deuxieme chapitre une méthode qui, dans un corps cubique a conjugués
complexes permet dans certains cas de déterminer la suite des points extrémaux dans la
direction j. = 1. En effet, ¢ est le point extrémal adjacent & 1 dans la direction j. =1
signifie que :

0<lo(¥) <1

Y = min{ tel que ¢ > 1 et |o{d)| <1}
Cette méthode n’est qu'un cas particulier de celle décrite plus haut. Effectivement,
(1) dans la proposition 2.2.3 on suppose que I'on connait un point particulier i qui

correspond a @, ou @, ( avec les notations utilisées dans le deuxieme chapitre ).
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0<|o(¥) <1
(2) Le systeme admet un nombre fini de solutions parmi lesquelles on
¥ < tho
choisit le minimum.

En fait, dans cette méme proposition on impose des hypothéses supplémentaires qut nous
0<|o(v) <1

permettent de restreindre le nombre de solutions du systeme
v < g

3.4 Applications

Soit ¢ > 2, m > 1 et n > 1 des entiers. Dans le deuxieme chapitre on a étudié la famille
de polynémes:
t—1

FX)=X" X" — (e = D)X =) (" = DX —¢™ pour 1<t < n.

=1

On considere ici le cas ot n = 3 et t = 2 c’est-a-dire le polynome:

fFX)=X' =" X —(c—1)X? = ("= 1)X — ™
Lemme 3.4.1 f(X) est irréductible dans Z[X], posséde deux racines réelles et deur
racines complezxes.

Preuve du lemme 3.4.1

Ona f(c™) <0, f(e™+1) >0, f(—=1) > 0et f(—%) <0

donc f admet deux racines réelles, notées o et 3 telles que
MM<a<c™+1

S
-1l<fg< ~3

Ainsi, on a f(X) = (X? — (a+ B3)X + af) Q(X) olt Q(X) est un polynéme de R[X] de

degreé 2.

Or les inégalités (I) entrainent que (X? — (a + 8)X + af) € Z[X], en effet :

si o + 3 est entier alors o + 3 = ¢™ et dans ce cas aff n’est pas entier.

Donc f(X) est irréductible dans Z[X].

m

De plus, on a Q(X) = X+ (a+ - c™)X - C—ﬂ Le discriminant de Q(.X) est
o

A:(a_cm)z+25(a—cm)+ﬂ2+%=(a—cm)((a*cm)Jr'zﬂ)+ <ﬂ2+4ac/3>
ca? c 1

Onaa—c"= ——— < — <
B +a+l « cml‘l

m m
M<a<e -I—cm_1

et les inégalités entrainent A < 0. Ainsi Q(X) admet deux

1
—1l< 3 <—-=
! 2
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racines complexes non réelles.
Ceci termine la démonstration du lemme.

On en déduit que r; = r, = r = 2 (ou ry, ry et r sont définis comme dans le para-
graphe précédent ) et qu'un systéme fondamental d’unités de O contient 2 éléments.

On peut se poser le probleme de la détermination d’un tel systéeme. Pour cela on a
utilisé la méthode de recherche de points extrémaux dans différentes directions décrite
précédemment et essayé de paramétrer les résultats obtenus: on a établi une conjecture
dans la direction j. = 1. Par contre on a obtenu un systeme fondamental d'unités de O
de facon paramétré dans le seul cas ou m = 1. On détaille ici les résultats obtenus.

341 Casm > 2

Les différents exemples traités nous ont permis de conjecturer le résultat suivant :

Conjecture 3.4.2 Soit o la racine réelle du polynome f(X) telle que ¢™ < o < ¢™ + 1,
K =Q(a) et O = zZ[a].

(i) La suite des points extrémauz de O dans la direction j. =1 est:

Yo = 1
1 +1
cal \" o\ 0<s< 9
Yo = | —— o y Yaspz = a | — pour 0 <s<m-—2
2 m
(8%
€t'¢)2 1=« .
m a—cm
2 m

et la longueur de la période du

(it) Une unité fondamentale de O est € = «
o —c™

développement dans la direction j. =1 est [ = 2m — 1.

Remarque : Comme dans le cas n = 2, ces points sont donnés par le développement par

I’AJP de (a1, as,a3) ou:

a3 =«
ay = ala—c™)
a;=a’—c"a? - (c—1)a

de la fagon suivante:
on se place a chaque étape dans des réseaux Ly, de la forme L, =< qﬁil), 22), 503), Y > ou

21), gbiz) et qﬁf) sont trois points auxiliaires, avec Ly =< a3, az,a;,1 >. Si on définit les
matrices de passage de Ly a Ly (pour 0 < k < 2m — 2) par

(1) ¢(1)
) @
Misr ¢k3 - ¢k§b-1 :
& S
Yy Vi1
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on a

A/ll == ./4.1_5 e Al——l
M;= A _s
Myopr = Ai_(ss45) Al (5544) - - - Ai=(5542)
Masro = Ai_(s546)
Afgm_l = .Ao fen A4
ou [ = 5m + 1 est la longueur du développement par 'AJP de (ay, oy, a3) et les A; sont
les matrices définies dans le premier chapitre associées au méme développement.

pour 1 <s<m-—2 {

Dans les directions j. = 2 et j. = 3 on pourrait déterminer la suite des points extrémaux

pour toute valeur de ¢ (¢ > 2 ) et de m ( m > 2 ) et en déduire un systeme fondamen-

a2

m
m) . Par contre on ne sait pas paramétrer les
a—c

tal d’unités de O contenant ¢ = « (

résultats obtenus.

3.4.2 Cas m=1

Les différents exemples traités nous ont permis de conjecturer le résultat suivant:

Conjecture 3.4.3 Soit o la racine réelle du polynome f(X),
ou f(X)=X*—cX?—(c—1)X?—(c=1)X —ctelle quec<a<c+1, K =Q(«) et
O = Z[a].

(i) Dans la direction j. = 1 la longueur de la période du développement est | = 4 et la
suite des points extrémaux de O et leur norme sont donnés par le tableau suivant:

k | coordonnées de 1" 1) N(p)
0 (0,0,0,1) 1 1

1 (1,0,0,0) a —c

2 (¢,1,0,0) o? c?

3| (¢*+ec—1,c,1,0) o’ -3
41 (¢4 2ce+1,1,1) |14+a+a?+a° 1
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ou la deuziéme colonne désigne les coordonnées de ;Z),(cl) dans la base (a3, y,0q,1)
Q3 = &
avee ¢ oy = aa —c) et N(z/),(cl)) désigne la norme de gb,(cl).
g =a’—ca’—(c—1a
(it) Dans la direction j. = 3 la longueur de la période du développement est | = 2 et la
suite des points extrémauz de O et leur norme sont donnés par le tableau suivant:

k | coordonnées de 1/’1(;3) N('lf’](\,S) )

0 (0,0,0, 1) 1
1 (1,0,—1,0) 2
3| (=1,-1,1,c+1) 1

Sous cette conjecture, on obtient le corollaire suivant :

CYS

Corollaire 3.4.4 Un systéme fondamental d’unités de O est {e;,¢;} ot ¢ = et

a—c
€ =a’+ 1.

Preuve
On a r = 2 donc pour obtenir un systeme fondamental d’unités de @ on considéere le

développement dans deux directions (J. Buchmann [4]): on considere ici les directions
Je=1letj.=3.

On a
,L/u(*l) est une premiere unité
et
3 1
NE) = N(wy)
donc
(1)
{1/),&1); —%} est un systeme fondamental d’unités de O.
1
3 (1) 2»’1‘.(1)
Oorv!" =a®+a?+a+l= et —2= = a4 1, ainsi en posant ¢; = iV et e, = ——
a—c i nE

on obtient le résultat énoncé.
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Remarque : De méme que précédemment, la suite des points extrémaux dans la di-
rection j. = 1 est donnée par le développement par I’AJP de (ay, @y, a3) de la fagon

suivante :
en utilisant les mémes notations que précédemment on a

]Wl = Al—le AM-Z = Al—-z, j\’fa - -Al—en "\/[4 = Al—6A1—5A1—4

ou [ = 6 est la longueur du développement par I'AJP de (a;.ay. a3).
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CHAPITRE 4

Calculs des développements par Jacobi-Perron et en
fraction continue de nombres algébriques

Dans ce chapitre nous décrivons un algorithme permettant de déterminer le développement
par lalgorithme de Jacobi-Perron de n nombres algébriques réels et plus particulierement
celui en fraction continue si n = 1.

S. Lang, A. Trotter [17] et G. Cantor, P. Galyean, G. Zimmer [6] ont donné un algo-
rithme, utilisant les polynémes réduits, qui fournit le développement en fraction continue
d’un nombre algébrique.

E. Bombieri et A.J. van der Poorten [3] ont donné un algorithme simple qui fournit le
développement en fraction continue de v/2. Pour cela ils donnent une formule explicite
pour le calcul des quotients partiels notés ¢y, a savoir

(—1)h_1 3p%—1 _ qh—2]
Gh-1 Pio1—2¢h_y  Ph-1

Ch:[

ou py et ¢, sont définis par

co 1 a 1 e 1Y _ [ pn pr-t
(1 0)(1 0)-..(1 0)_(% Qh-l) pour tout h € IN.

Mais cette méthode ne se généralise pas de facon évidente. En effet, une formule analogue
dans le cas général fait intervenir un terme d’erreur qu’on ne peut négliger qu’en utilisant
le théoreme de Roth qui n’est pas effectif.

P. Liardet et P. Stambul {21] donnent également un algorithme fournissant le développement
en fraction continue de /2 mais cette méthode utilise une mesure d’irrationalité de V2
due a A. Baker, a savoir

-6

|\3/§ - E| > 1,?955 pour tout rationnel 4 (p et q premiers entre eux).
q a q

Par contre, pour Palgorithme décrit ici le calcul ne fait intervenir que des nombres entiers,

sans aucune condition du type précédent.

Apres avoir démontré la validité de cet algorithme nous l'appliquons a certains nombres

algébriques réels.

Enfin, nous donnons quelques exemples numériques dont le développement en fraction

continue de ¥/2 et le développement par I’algorithme de Jacobi-Perron de (V/4,/16).
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4.1 Description de P’algorithme

4.1.1 Définitions et notations

Définition 4.1.1 On dira qu’une matrice M & coefficients réels est positive si elle est
a termes tous strictement positifs et positivement réguliere sl existe un entier k > 0
tel que M* soit positive.

Soit n un entier (n > 1) et «oq,...,a,, n entiers algébriques réels (strictement positifs)
tels que 1,ayq,...,a, soient @-linéairement indépendants. On note K = Q[ay,...,q,). d
le degré de N sur@® et m = d — 1. On compléete ay,...,q, par apir,. ..., tels que
{l.aq,...,a,} soit une base de K sur@Q). On choisit un élément non nul w de A" tel que :

(1) w> max, lw;| o les w; sont les conjugués de w dans €;
ASAY

(2) la transposée de la matrice de la multiplication par w exprimée dans la base {a,,,....a;. 1},
notée M, soit une matrice a coefficients entiers positivement réguliere.

Notation: Contrairement a 'usage, les matrices seront, par la suite, notées de la fagon
suivante:

dom - - - Qoo

M(n) désignera la matrice extraite de M en supprimant les lignes de numéro m a (n+1).
c’est-a-dire:
Apn+im - - -+ Qny10

M(n) = (‘ai]') ntl<i<m =
0<j<m

ag,m O Q.0

4.1.2 Algorithme

On donne un algorithme qui fournit le développement par I'AJP de (v, ..., a,) jusqu'a
l'ordre p donné.
Soit kg un entier tel que M* soit a termes tous strictement positifs.

(1) k=0, M= M*(n). On note My = (as;) gcicn -

0% Zm

(2) Si M, vérifie la condition (C1) suivante:

(C1) Pour 0 <7 < n, les quotients de la division de a;; par ag; dans Z sont tous égaux
pour 0 <53 < m.
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alors on pose b; = [&] et
o

0y
b, 1 0 0
b1 0 1
A= Lo
by 0 ... 0 1
1 0 ... ... 0
St M}, ne vérifie pas la condition (C1) on passe a I'étape (4).
(3) On pose H = A7 My = (hij) geicn - On peut remarquer que H est a coefficients
0<j<m

positifs ou nuls.
Si H vérifie la condition (C2) suivante:

(C2) Pour 0 <7 < m, hy; >0,

alors on a A = A; (ou Ay désigne la k-ieme matrice de Palgorithme de Jacobi-Perron
définie dans le premier chapitre ) et on pose My, = H, k = k+1. Si k < p on passe
a I'étape (2), sinon on s’arréte.

Si H ne vérifie pas la condition (C2) on passe a I'étape (4).

(4) My = M M. On réitere cette opération jusqu’a ce que M, soit a termes tous stricte-
ment positifs. On passe a 'étape (2).

4.2 Preuve de ’algorithme

On montre que 'algorithme précédent fournit le développement par 'AJP de (a4. ..., a,).
Le. a chaque étape on a A = Aj. Pour cette démonstration on utilise le théoreme de
Frobenius [15] suivant;:

Théoreme 4.2.1 Soit A une matrice carrée a coefficients réels d’ordre n positivement
réquliere alors :

(a) A admet un vecteur propre z° & termes tous strictement positifs tel que Ax® = A\ga®.
(b) Si XA # Ao est une autre valeur propre de A alors |\| < Ag.
(c) Il existe un n-uple f° d termes tous strictement positifs tel que 'fOA = Ao Lf° et tel

que
n

S 200 = 1.

=1

. . N
(d) En posant P = (”c?fjo) o<i<n » O @ lim —kA}” = P.
03;3n k—oo /\0

1) Premierement on montre qu’il est toujours possible de construire une matrice My,
a partir d’une matrice M positivement réguliere, vérifiant la condition (C1) et telle

que H = A~ M, vérifie la condition (C2).
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M étant positivement réguliere, on peut utiliser le théoreme de Frobenius par
lequel on a:

(i) w est la seule valeur propre de M de plus grand module dont le vecteur
propre associé est :

am
Q= :
Qy
1
/\nz
s . 1 ! . N :
(ii) lim —M" = P avec P = (a;};) o<i<m (en notant ag = 1) ou \ = :
[—o0 W 0Z;<m /\1
/\U

est & termes tous strictement positifs.

On en déduit que pour tout € > 0, il existe Iy > 0 tel que si | > [y, alors. en
aij A
notant M' = (a4;) gcicm , 01 @ |[—+ — —L| < e
03;2m ao;  CoAj
a;;
Or o; # [a;], donc pour tout [ assez grand on aura [—2] = [a,].
(I'Oj
(est-a-dire que pour tout 7, 0 < ¢ < n, les quotients de a;; par ag;, notés b;,
sont tous égaux pour 0 < 7 < m.

On a de plus
Am Co Ao
| (An = b )Am o« o (an—by)Ao
lim —TA_IA-II(R) =A"'P(n) =
l—oo W
(CYI — bl)/\m P (Ql - bl)/\g

Donc pour tout [ assez grand la matrice H définie dans (3) par H = A~'M'(n)
vérifie la condition (C2), a savoir hg; > 0, pour 0 < j < m.

2) On montre a présent que si les b; sont définis par (2) alors b; = [o;] (1 <& < n).

On a
aog,m e . o0
an,m - aO,mbn L an,O - a0,0bn
H =
aym — ao,mbl /5 W (L0,0I)]

w étant la valeur propre de M associée au vecteur propre {1, il existe un entier
[ >0 tel que MQ = w'Q(n), c’est-a-dire:

pym - « « dppo O a,
:wl ;
o 1231
1 1
aom - - - Cloyo
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d’ou (pour 0 < i < n)

m
>y
i=0

al = m ?
D_do;;
=0

m

Z(aii —ag;bi)a;

a; = b; + =0 p—
> _0;¢;
Jj=0
m
Z((Li]‘ — (L()]'b,')aj

a;; )
b; = [—] entraine que 0 <

. m
@o; > agja;
03¢

J=0

i.e. b; = [a;] (pour 0 < i < n).
Ainsi on a montré que A = 4,.

J=0

<1,

3) Montrons par récurrence que l'algorithme fournit le développement par 'AJP de
(aq,...,a,) jusqu’au rang p.

Soit (Hj) 'hypothese: jusqu’au rang k on a A = Ay.
Précédemment on a montré (Hy), supposons donc (H) et montrons (Hy4q).

1
On a lim JA,;l CCAGTM () = AL AT P(n)

1 1
ot A7 AP (n) = o= (NS geicn (E
et Ay Ay P(n) okt oz},b(a’ i) ggg;g; (E)
ou af—”’l sont les réels définis par le développement par I'AJP de (ay,....q,).
En effet,
0 .0 1
L0 0 —a ApAm « . . QrAp
A;'P(n)=1 0 :
0 .
0 0 1 —df Am Ao
d’ou
Am Ao
(an = @) b |
Aalp(n) = = —*(Q}A]) 0<i<n
. Coe . ak 0<5<m
(a1 — a?))\m . (a1 bl G,(l)))\o

et par récurrence on obtient la formule (E).
En remplagant dans les démonstrations précédentes (o, ..., ay) par (
on obtient b; = [af“] soit A = Ap4; ce qui termine la démonstration.

k41 h+1
ay ] On )

N e
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4.3 Application A certains nombres algébriques

4.3.1 Développement des racines r-iemes

Soit (ar,...,an) = (V/d, {/(72,...,{/(7”) ou r et n sont des entiers tels que r > 2 et
I <n<r—1etdest un entier différent d’une puissance r-ieme.

L algorithme décrit précédemment nous permet de donner le développement par I'AJP de
(Q1.... Q).

En effet.

on pose i =Q(v/d),

une base de K surQ est B = {Vd"1,..., vd,1}.

On choisit w =1+ Vd+ ...+ \r/gr‘l,

et on peut vérifier que la transposée de la matrice de la multiplication par w exprimée
dans la base B est positive. Ainsi on peut appliquer I'algorithme précédent avec ko = L.

4.3.2 Autres nombres algébriques

Définition 4.3.1 Soit f(X) = a, X" — (a,_1 X" ' + ... + ao) un polynéme irréductidle
de Z[X]. On dit que f est positivement réduit si et seulement si a,ag > 0, a; > 0
(1 <i<r—1)etil existe deur entiers ky et ky premiers entre eur tels que ay, a, > 0.

Solent « la seule racine réelle positive de f (l'unicité de cette racine est donnée par la

regle de Descartes [23]) et (a1,...,a,) = (a,0?,...,a")oun <r—1.

On peut utiliser Palgorithme précédent pour donner le développement par I’AJP de
(Qiy.vnyQp)e

En effet,

on pose I\ =Q(a),

une base de K sur @ est {a"™ ', ..., o, 1}.

On choisit w = «,a,

et la transposée de la matrice de la multiplication par w exprimée dans la base {a™ 1. ... a.l}
est
Ar_1 +oe 2o+ ... Qg
a, 0 0 0
M = 0 :
: o0
0 ... 0 a O

Lemme 4.3.2 f est positivement réduit implique que M est positivement régquliére.

Preuve
Pour montrer que M est positivement réguliere, on utilise la proposition [8] suivante:

Proposition 4.3.3 Soit A = (a;j) gcic, un€ matrice carrée d’ordre n @ termes réels
0ZjZn
positifs ou nuls. Soit G(A) le graphe orienté associ€ a A de la fagon suivante:

- les sommets de G(A) sont 1,2,...,n,
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- G(A) posséde un arc de 1 vers j st a;; # 0.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A est positivement réguliere.
(ii) G(A) est un graphe forlement conneze (i.e. pour tout couple (x.y) de sommets il

criste un chemin de x a y et un chemin de y a x) tel que le PGCD des longueurs
des circuits (chemin (ry....,v,) tel que x1 = x4) de G(A) soit égal a 1.

a,ag > 0 entraine que () est fortement connexe

et

f positivement réduit entraine que le PGCD des longueurs des circuits est égal a | {en
effet. il existe deux circuits de longueur respective ky et k;).

M étant a termes tous positifs ou nuls, la proposition 4.3.3 implique donc que M est
positivement réguliere. Ceci termine la démonstration du lemme +.3.2.

D’apres le théoreme de Frobenius, w est la valeur propre de A de plus grand module
ce qui nous permet d’utiliser 'algorithme précédent.

Remarque 4.3.4 Si f(X) = ¢, X" — (a,-1 X" 7' + ... 4+ ag) avec a,a9 >0, a; 2 0

(1 <i<r—1), a,_q <0 est tel qu’l existe deux entiers ky et ky premiers entre eux tels
que ay, ap, > 0 (on dira que [ est "presque positivement réduit” ) alors en remplacant
w par a,a + |a,_1| on aura

ar_1+|ar_1| do
a, la,_1] ... 0 0
M = 0 ' ' : :
: la,_1] :
0 0 a, |aq_q)

qui est positivement réguliére.

4.4 Le cas des fractions continues

On étudie dans ce paragraphe comment appliquer 'algorithme dans le cas des fractions
continues a un nombre algébrique a.

Soit a une racine réelle d'un polynoéme irréductible P de degré r > 2 de Z[.X]. Soit
[co,Cty. -1 Ch,-..] le développement en fraction continue de a. On peut construire une
suite de polynomes Pj, de Z[X] par:

PO = P
r rr 1
Prp(X) = —X"Pplen + })
D’aprés H. Zassenhaus [30] les polynomes Pj, admettent o, quotients complets de a. pour
racine et pour h suffisamment grand, A.G. Akritas [1] a montré que ce résultat peut étre
rendu effectif, les autres racines, notées 3, vérifient

1Br] <1 et —1 < Re(fBr) <0,
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ou Re(f)) désigne la partie réelle de §),. On dit que P, (ou ay) est réduit.

Pour développer « en fraction continue, on construit la suite des polynémes P (en util-
isant, par exemple, 'algorithme de G. Cantor, P. Galyean et G. Zimmer([3]) et si P, est
positivement réduit ou presque positivement réduit on peut alors utiliser I'algorithme
précedent pour développer ay,.

Nous donnons dans la proposition suivante une condition suffisante pour que P, soit
positivement réduit.

Proposition 4.4.1 (i) Sir =2, alors Py, réduit équivaut a Py positivement réduit.
(it) Sir >3, alors P, réduit et ¢;, > r — 1 impliquent que Pyyy est positivement réduit.

Preuve
(1) étant évident, montrons (ii). En notant

r—1
Pu(X)=a, X" = (a,1 X" 4 Fap) = ar(X —ap)d s, X707
J=0
. Uy
ona,pour0 <y <r—1,s,>0et T = apsj-1 — ;.
Gy

En posant

Popt(X) = A, X7 — (A, X7 4+ + Ag),

on a d’apres la formule de Taylor,

r—1 P(r—k) (Ch)

Puas(X) = =X Py(en) + 3 ot
k=0 :
donc, pour 0 < k <r
r k u r—1 k-1
AL = I a,cy — Z k] Ayp_ICp -
' =1

Dou (pour 0 < k<r, 1 <I<Kk)

A, & r—1 k-1 r—1-1 k—l-1
a,:Z§«<k_z>% T\ k—l-1 ) )

a= (i) - (T )

cp < a < ¢+ 1 implique que

i r—1—1 r—1—1
(o775 (22))

—1—1) e 1
e, A> it (r=i-1) (Ch _k )

Posons

(k=DYr—k—=1)! r—k
k—1 .
et ¢, > r — 1 implique que ¢, — >0,1e. A>0.
r—k
Or pour 0 </ < k,on as; >0, donc pour 0 <k <r,ona A;>0.
Or A, = —Py(cy) > 0, donc Pyyy est positivement réduit.
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Remarque 4.4.2 (a) Sir =3, alors P, réduit et ¢, > 1 impliquent que P, ou Pyiq ou
Pry2 est positivement réduit.

(b) Sir >3, alors Py réduit et ¢, > r — 2 impliquent que Py, est presque positivement
réduit. Dans ce cas on ne peut pas remplacer la borne (r —2) par 1. En effet, le polynéme
Pr(X) = 8X* + 2X3 — 14X?% — 13X — 3 fournit un contre-exemple. On a P, réduit et
cp = [ap] =1, or Pyyqy n'est pas positivement réduit.

4.5 Exemples numériques

4.5.1 Développement en fraction continue

On développe /2 en fraction continue & I'ordre 1000.

Pour cela. on choisit w = 1 4+ /2 4+ V/4 et on utilise |"algorithme précédent avec

12
M=|11
11

=N N

Les calculs ont été effectués sur une station Sun Sparcl avec le langage Pari développé
par C. Batut, D. Bernardi, H. Cohen et M. Olivier.

On constate alors que ces calculs sont nettement plus rapides (6 ms) et la taille des entiers
nécessaires au calcul (environ 170 chiffres) plus petite qu’en utilisant les formules données
par E. Bombieri et A.J. Van der Poorten (6mn et 507 chiffres).

4.5.2 Développement par Palgorithme de Jacobi-Perron

On développe (v/4, v/16) par 'algorithme de Jacobi-Perron a I'ordre 2000.

Pour cela. on choisit w = 1 + V/4 + v/16 et on utilise 'algorithme précédent avec
1 4 4
M=|11 4
1 11

On constate que les plus grands entiers intervenant dans la suite des quotients incomplets
sont (1920,2002) a l'ordre 1799 ainsi qu’une erreur dans la table donnée par G. Rhin [25].
Les plus grands entiers nécessaires au calcul ont environ 990 chiffres.

9 : 1 3
On peut remarquer que, pour cet exemple, en remplagant dans 1'algorithme M par — M

(matrice de déterminant 1) on diminue considérablement la taille (81 chiffres) des entiers
nécessaires au calcul (par contre le temps est environ le méme).

4.5.3 Développement en fraction continue de o ol « est une racine de P(X) =
XT—7X +3

P admet 3 racines réelles. Notons « l'une d’entre elles. En construisant la suite des
polynéomes P, définies dans le paragraphe précédent on constate que P; est positivement
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7

réduit. On note Py = ZaiXi et a4 la racine réelle de P;. On considere w = aray et
=0

I'algorithme précédent nous fournit le développement en fraction continue de ay et donc

de « (quel que soit a, racine réelle de P).
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APPENDICE A

Algorithme (Ar). Application a la triangularisation
d’une matrice sous forme HNF

Nous donnons ici, en complément du chapitre 3, la description de ’algorithme (Ar) et sa
programmation en PARI. Nous I’appliquons ensuite a la matrice 20 x 20 [?] citée dans ce
meéme chapitre.

A.1 Principe de ’algorithme (Ar)

Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que r < n. Soit  une matrice n x r,

on note
r1r - . . Tip

Tpi - - « Tpr

Rappelons que 1’algorithme (Ar) fournit une matrice U/, n x n, unimodulaire telle que
PP q g i

dl * *
0

Utz = : L%
0 0 d,

ou U~z est une matrice HNF.
Appliquer lalgorithme (Ar) & z consiste a appliquer I’algorithme (A1) successivement aux
colonnes de z.

On note s I'indice de la colonne sur laquelle on travaille:

(1~) s = 1. On applique l’algorithme (A1) & (z11,...,2,1)". Ainsi on obtient une matrice
U;, n X n, unimodulaire telle que la premiere colonne de U !z soit (d;,0,...,0)* ol
dl = p.ng('rlh ceey mnl)-
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(2) s = 2. De méme, (Al) nous fournit une matrice /3, n X n, unimodulaire telle que

dy 212
0 d,
les deux premieres colonnes de Uy 'UT 'z soient de la forme | @ 0
0 O
1 0 ... 0D’
Si d, < 0, on multiplie U5 Uz par -1
0
0 0 1
1 []
‘ 0 1 0
1 0 0
En posant H = O 0o - ,
i 0
0 0 1
r—2
dy 7
0 (12
les deux premieres colonnes de H~'U; U 'z sont 0 |,avec 0 < r, < d,.
0 0

(3) s = 3. On poursuit ce processus ......

A.2  Description de P’algorithme (Ar)
(1) s=1, 2, = .
(2) Tant que s < r:

(a) k=1, 2 = z,.

dl * *
0 . oo
(b) Tant que (:cgk),...,n:gk)) #+ el e %
0 0 d,

soit 7 le plus petit entier positif tel que :cﬁf_’j,s # 0,

(*)
pour s <t <n—j—1on pose a :[—(;is ],

‘n—7j,s

72



1 0 0
’ 0
0
0 0 1
a} 1 0 0
2
ay 0
hy = O 3 : 0
ai”? 0 .. 0 1
1 0 0
1
0

) = hla® =k +1.

ko
(¢) On note kg = k, u, = H hy, o, = ko)

k=1
s—1
1 0 0 )
0 : 0
0 0 1
hay = O signe(z(H) O ,
1 0 0
0 0 0
: .0
0 0 1

. p-1
r, = h_ 'z,

(k)
. T
Pour 1 <7 < s—1 on pose b :[—’(}:)]’
Ts,s
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1 0 ... 0 bt
0 . : 0
P 0 b
0 ... 0 1 0
hs, = 0 signe(xF)) 0
1 0 ... 0
0 0 o
0 ... 01

vy = hlla,.

(3) On note bk, =k, s=s+1, U= H Ughsihgo.

s=1

A.3 Programme en PARI

A.3.1 Notations

Entrée: z désigne une matrice n x r ou r < n.
Sortie: x est sous Forme Normale d’Hermite.

u =matricebase(z) est la matrice de passage (n X n et unimodulaire).

A.3.2 Programme

initialiser n et r;
x =matrix(n,r, j, k,0);

{matricebase(x)=u=matrix(n,n,j,k,if(j-k,0,1));
maux=u;
h=maux;
for(s=1,r,
for(j=0,n-s-1,
while(x[n-j,s],
a=vector(n-j k,x[k,s]/x[n-j s]);
for(k=1,-1,
h[k, ]J=maux[k, ]);
for(k=1,n-j-s,
h(k+s-1, |=maux[k+s, ];
h[k+s-1,s]=round(a[k+s-1}));
h[n'ja ]:ma’ux[sv ]7

for(k=0,j-1,
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10

s]);
));

BE
s

h[n-k, ][=maux[n-k, ]);
qrsign(x|s.s]

uxh;
h=1xx));

sign(x[k,k

u
X

1.s-1.

hk.K]

qr=floor(x[k,s]/x

hik,s]
hls.s]=sign(xs.s]);

u=uxh;

h—l*x;

u=uxh;

for(k
h=1x);

maux;

h[s,s]=sign(x[s,s]);

h
X
X
print(x);
u;}
10

Application

10

~

[i]

[
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10
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2

0 10 10
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v

9
10

9
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10

4
10

10 3

10

9

[}

10

[

10

10

D

i

D I-

o]

10

I~

6

[2.o)

[t

10 4 3 8

6

10

AW

[ L

6

6

[Inl

10

10

10

10

[t

jlo]

10

10

On considere la matrice 20 x 20 suivante [13]:

A4
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En appliquant le programme précédent a x on obtient la matrice HNF:

1000 0 O0O0OGOOCO0O0O0O0OO0OO0O0O 0 1 2493458668016156498
01 000O0O0O0OOGCOOCOO0O0O0OO0O0 0 1 7556416162606434903
001 00O0O0O0O0O0O0CO0DO0OO0O0O0O0 0 0 4231394917846061254
00010 0O0O0O0UO0OO0OO0OCO0OO0OO0O0O0 0 1 6550643086271827800
00 00T1O0O0O0O0UO0GCDO0OO0GCO0OO0OO0O0O0 0 1 5894433903726787389
0000O0OT1O0O0O0OUO0OO0OO0O0OO0OO0O0O0 0 1 2888190720018309095
000 0O0O0OTTUOOO0OO0O0O0O0O0O0O0 0 1 2205323497751105773
¢ 000 0 O0CO0OT1O0O0O0UO0O0O0O0OO0OO0 0 0 8561026937410374622
000O0O0O0OO0COTLIOOO0O0O0O0 0 D0 0 1 887407506661256647
0 ¢ 00 O0O0CO0CO0OO0OCTITO0OO0OO0O0CO0 0 0 0 0 3774323279430667234
00 00O0O0CO0OO0GCOO0OT>ITO0OO0O0UO0 00 0 1 8991458640024406418
00 00O0O0OO0OO0OO0OUOO0ODTI>I 006 00 0 1 8774977490966952608
0000 O0O0O0O0OO0OO0OCO0OCO0OCTI 0 D0 0 0 0 1 3028895122851664353
0 000O0O0GCOOO0OO0OODO0O0OTLI OO0 0 0 0 311014351189915057
000 0O0O0CO0O0O0O0OOD0DO0OO0OO0ODT1I O0O0 0 0 1639942404139121094
0 000 O O0OOUODOOO0OO0OO0CO0O0OT1T 0 0 0 70945830815061658
0 00O O0OOO0OUOCOO0OO0UD0O0O0O0 0 1 0 0 3582422800395622835
00 00O0O0COUOO0OO0OO0D0O0O0UO0 D00 1 0 5352248112149263337
0 0000 OGCOOO0OO0O0O0O0D0 0 0 0 2 1516991708448737959
000 0O0OO0OUOCOUO0OO0OO0O0O0CO0 00 0 0 9253708263869640819

Le plus grand entier intervenant dans le calcul a 68 chiffres et le temps nécessaire au
calcul est environ 2mn40s (sur un Macintosh Quadra 650).
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APPENDICE B

Programme permettant de déterminer le
développement par ’AJP de nombres réels
algébriques

Nous donnons ici, en complément du chapitre 4, la programmation en PARI de ’algorithme,
décrit dans ce chapitre, permettant de déterminer le développement par ’AJP de n
nombres réels algébriques. Nous 'appliquons ensuite aux racines r-iemes de 2 (pour
3 <r <10).

B.1 Programme en PARI
B.1.1 Notations

On rappelle que pour déterminer le développement par I’AJP de n nombres réels algébriques
(c1,...,0), 1l suffit de considérer une matrice, notée m, régulierement positive qui est
une matrice de multiplication par un élément w de Q[ay, ..., ay].
En entrant :

n: le nombre de réels a développer

m: la matrice de multiplication par w

dim: le rang de m

lg: la longueur du développement,
le programme suivant nous fournit la suite des quotients incomplets du développement

par 'AJP de (e, ..., an).
B.1.2 Programme
entrer m, dim, n et lg;

mid=matrix(dim,dim,j,k,if(j-k,0,1));
hl=m;
a=vector(n,j,0);
{boucle(j)=t=divres(ht[dim-j,1],ht[dim-j+1,1]);
u=t[1};
k=2;
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while(test,
t=divres(ht[dim-j,k],ht[dim-j+1,k]);

v=t[1];
if(abs(u-v),
test=0
if(dim-k,
test=1;
afjl=v
festz());
k=k+1));
if(dim+1-k,
test=0
test=1;
h=mid;

h[,dim-j]=mid[,dim-j+1];
h[,dim-j+1]=mid[,dim-j};
h[dim-j+1,dim-j+1]=-v;
ht=hxht;
if(n-j,

boucle(j+1)

)i}
tour=0;
ht=m;:
while(tour<lg,
ht=m;
test=1;
boucle(1);
if(test,
print(tour,
tour=tour+1;
m=ht

9

m=mxhl));

» 9 .
a);

B.2 Application

Nous donnons dans le tableau suivant la liste des plus grands quotients incomplets ap-
paraissant dans le développement en fraction continue des racines r-iemes de 2 (pour
3 <r <10), avec lg < 1000.

78



plus grand quotient incomplet

ordre

3 7451 571
4 1018 870
5 678 a87
6 26083 538
7 4532 342
8 1244 177
9 3132 291
10 327 688
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APPENDICE C

Calculs de points extrémaux. Résultats justifiant les
conjectures du chapitre 3

A partir de la méthode de recherche de points extrémaux décrite dans le chapitre 3 on
a écrit un algorithme (et un programme en Pari) permettant de calculer cette suite de
points.

On a essentiellement appliqué ce programme aux corps K = Q(«) de degré 4 ou a est la
racine réelle du polynéme

fX) =X =X — (c-DX?* = (" -1)X ="
telle que ¢™ < a <™ + 1.

On a conjecturé précédemment que ces points sont donnés par le développement par
3 =

’AJP de (o1, qq,a3) avec { a; = a(a —c™)
3 m .2

ay=a®—c"a? — (c—1)a
On note:
A la longueur du développement par PAJP de (a, a2, a3).

Ay = As_i... Ax_1 (pour 0 <7 < ) ol les matrices A, (A —7 < v <A —1) sont les
matrices associées au développement par I’AJP définies dans le premier chapitre.

#; le vecteur de Z* dont les composantes sont obtenues par la derniere ligne de A,.
Je la direction.
I la longueur du développement par la généralisation de l’algorithme de Voronoi.

(¥ )o<k<: la suite de points extrémaux qui sont exprimés par leurs coordonnées dans
la base (a3, as,aq,1).
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C.1 m > 2, direction j.=1
m=2 (I=3)
k | ¢ =2 (coordonnées de yy) | c =3 (coordonnées de 3y, ) | ¢ =4 (coordonnées de yy) | AJP
1 (18,4,1,1) (84.9,1,1) (260, 16,1, 1) s
2 (40,9,2,2) (261,28,3,3) 71056, 65,4,4) &5
3 {1841,416,94,85) (71282,7650,821,793) (1136387,69952, 4306,4241) | o1,
m=3 (1=5)
k ¢ =2 (coordonnées de ) ¢ =3 (coordonnées de ;) AJP
| (66,8,1,1) (732,27,1,1) o5
2 (272, 33,4, 4) (6615,244,9,9) b6
3 (37536,4556,553,537) (14606244, 538767, 19873, 19792) 10
4 (77313,9384,1139,1106) (43998068, 1622916, 59863, 59619) D11
5 (21975151,2667273,323745,314361) | (292642436033, 10794430604, 398164168, 396541252) | ¢15

Liste des matrices A;
On donne ici quelques exemples pour les matrices A; de maniere a justifier la derniere

colonne des tableaux précédents: on note en caracteres gras les points correspondant aux
points extrémaux. Pour plus de clarté, les matrices seront notées sur une seule ligne:

ainsi la matrice

sera notée [4,1,0,0;1,0,1,0;0,0,0,1;1,0,0,0].
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c=2;m=2;

Ay = [4,1,0,0;1,0,1,0;0,0,0, 1 1,0,0, 0]
A = [17,4,1,0;0,0,0,1;1,8,0,0:4, 1,0, 0]
A3 =[17,4,1,1;1,0,0,0;4,1,0,0; 17,4, 1,0]
As = [18,4,1,1;4,1,0,0:17.4. 1.0, 17,4, 1, 1]
A5 = [40,9,2,2;17,4,1,0,35.8,2.2;18, 4. 1, 1]
45 = [177,40,9,8;75,17,4.4:58.13,3.3:40, 9, 2, 2}
= [783,177,40,36; 58, 13,3, 3;40,9.2, 2. 177, 40,9, 5]
g = [1624, 367,83, 75;40.9.2,2; 177, 40,9, 8: 783, 177, 40, 36}
Ao = [1664,376,85,77; 177.-10,9,8; 783, 177,40, 36: 1624, 367, 83, 73]
Ao = [1841,416,94, 85: 753, 177, 40, 36; 1624, 367, 83, 75: 1664, 376,85, 77
Ay, = [8147, 1841,416, 376: 3465, 783, 177, 160; TIRT, 1624, 367, 332,1841, 416, 94, 85

Ay =[8,1,0,0;1,0,1,0;0,0,0,1;1,0,0,0]

A, = [65,8,1,0;0,0,0,1;1,0,0,0;8,1,0,0]

As = [65,8,1,1;1,0,0,0;8,1,0,0;65,8,1,0]

A4 = [66,8,1,1;8,1,0,0;65,8,1,0;65,8,1,1]

As = [272,33,4,4;65,8,1,0;263,32,4,4;66, 8, 1, 1]

As = [2241,272,33,32; 535, 65,8, 8; 338,41, 5, 5,272, 33, 4, 4]

A = [18463,2241, 272, 264; 338,41, 5,5; 272, 33,4, 4; 2241, 272, 33,32

Ag = [37264, 4523, 549, 533; 272, 33, 4, 4; 2241, 272, 33, 32; 18463, 2241, 272, 264]

Aq = [37536,4556, 553, 537; 2241, 272, 33, 32; 18463, 2241, 272, 264; 37264, 4523, 549, 533]

Are = [77313,9384, 1139, 1106; 18463, 2241, 272, 264; 74800, 9079, 1102, 1070;
37536, 4556, 553, 537

Ay, = [636967,77313,9384,9112; 152113, 18463, 2241, 2176; 269475, 32708, 3970, 3855;
77313, 9384, 1135, 1106]

Ap» = [5247849, 636967, 77313, 75072; 269475, 32708, 3970, 3855; 77313, 9384, 1139, 1106;
636967, 77313, 9384, 9112)

413 = [21260871, 2580576, 313222, 304143; 77313, 9384, 1139, 1106; 636967, 77313, 9384, 9112;
5247849, 636967, 77313, 75072]

Ara = [21338184, 2589960, 314361, 305249; 636967, 77313, 9384, 9112; 5247849, 636967, 77313, 75072;
21260871, 2580576, 313222, 304143

A5 = [21975151, 2667273, 323745, 314361; 5247849, 636967, 77313, 75072;
21260871, 2580576, 313222, 304143; 21338184, 2585960, 314361, 305249}

Ars = [181049057, 21975151, 2667273, 2589960; 43236022, 5247849, 636967, 618504;
175164241, 21260871, 2580576, 2505776,21975151, 2667273, 323745, 314361)

Cas général: Conjecture

Le lien avec ’AJP nous permet de conjecturer l’expression générale de ces points.
Ainsi:
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CO[2

¢s = (™ +¢c,c™, 1,1) cest-a-dire ¥, = (¢*™ + c)az + "oy + oy + 1 = —.
a—c

: a3

g = (P71 4 2¢™, P 4 1, e ™) Cest-a-dire 1y, = ———.

a—cn

¢10 :(65771 + 4C3m+1 + C3m 4+ C2m + 3cm+‘2‘c4m + 302m—+—1 + c?m + oM + 52‘
R S N A LS
s e c*a? .
c’est-a-dire ¥'3 = (—;—_CT)Z stm = 3.
@11 :((,6171—2 + 5C4m—l + C4m—2 + CSm—E + GCZm +c— LC-‘Sm—? + 4C3m—1 + CSm——Z + C'_’m—i' + 3c™.
C-’lm—‘_’ + 3(,3171‘—1 + C?m—? + Cm—? + 1’C4m—2 + QCZ’m—l + c?m—‘.’ + Cm—i’)

. 2
o X
Y3 =a | —— sim=2
o —cm
2
o? .
Yy =a | —— sim
a_cm

c’est-a-dire

3
‘ a?
P = —— | .
a—cm

C.2 Résultats complémentaires

I
oy

On donne ici d’autres résultats tels qu’ils sont obtenus par le programme. En entrant ¢
et m, ce programme fournit pour chaque direction:

-la liste des points extrémaux par leurs coordonnées dans la base (a3, aq, a1, 1) (au signe
pres),

-la norme de ces points,

-la longueur du développement.

On peut remarquer que 'on ne peut paramétrer de facon simple les résultats obtenus pour
Je=2o0uj.=3.

c=2; m=2

direction: 2

coordonnees norme
(—3,4,-5,25) —11
(14, 18,23, -118) 2
(—213,273,-350,1795) -9

(—755,968,—1241,6364) 12
(968, —1241,1591, —8159) -3
(3432, -4400,5641, —28928) 4
(4400, —5641,7232, —37087) 1
longueur = 7
direction: 3
coordonnees norme
(-1,0,1,1) -7
(2,—-1,-2,1) -1
longueur = 2
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c=2; m=3

direction: 2

—982189, 1342990, —1836329,20087144) -8
—1342990, 1836329, —2510893,27466031) 1
longueur = 8

coordonnees norme
(6,-8,11,-121) -56
(8,—11,15,-164) 4
(—882,1206, —1649, 18038) -14
(—2401, 3283, —4489,49104) 16
(—~3283,4489, —6138,67142) -2
(—360801, 493339, —674564, 7373387) 7

(

(

direction: 3

coordonnees norme
(-1,-2,0,12) 4
(21,13,—-11,-111) 97
(—43,—28,22,234) -2

(1013,70,-737, —2609) 1
longueur = 4

c=3; m=2

direction: 2
coordonnees norme

(=9,12,-16,191) —189

(-9,12,-16,192) 3

(—1050,1399, —1864,22352) —7

(—3159,4209, —5608,67248) 9

([4209, —5608, 7472, —89600) —1
longueur = 5

direction: 3
coordonnees norme

(-3,-1,2,13) -1
longueur =1

c=3; m=3

direction: 2

COOT‘dOTLTlGCS norme
(57, —81, 115, —4408) 1541
(505, —717,1018, —39025) 2081
(1515, —2151, 3054, —117074) —137
(94573, — 134275, 190644, —7308275) 1817
(480633, —682404, 968879, —37141658) 929
(5928836, —8417777,11951582, —458159967) —261
(477439795, —677870281, 962442014, —36894898212) 2031
(993357552, — 1410371674, 2002449425, —76763240419) 1267
(—12727016174, 18069851153, — 25655622357, 983499848980) 191
(—33310541181, 47294394282, —67148705821, 2574123563077) ~25

(—79348098536, 112658639717, —159953033999, 6131746975140 27
(—112658639717, 159953033999, —227101739820, 8705870538217) —1
longueur = 12
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direction: 3

coordonnees norme
(-2,-1,1,30) 483
(9,8,-3,-187) 961
(—36,—13,20,475) 29
(—391, —56,253, 3938) =301
(—=3119,-109,2160,26573) 2215
(4241, —4738, —4989,33901) 2655
(—5126, -16876, —3462, 282985) —3805

(44422,13436, —25773, —548788) 841
(167852,87719, —81868, —2603236)  —8563
(—62551,136014, 101356, —1447877) 1465
(475158, —306035, —464555,576131) -1

longueur = 11
c=4; m=2

direction: 1

coordonnees norme
(260,16,1,1) —64
(1056, 65,4, 4) 4
(1136387,69952, 4306, 4241) -1

longueur = 3

direction : 2
coordonnees norme
(—83,113, —154, 3359) —2383
(—91,124, —169, 3685) —883
(—182,248,—338,7371) =373
(—471,642,—875,19081) 671
(—3750,5111,—6966,151908) -212
(32074, —43715,59581, —1299287) 151
(—272253, 371065, —505740, 11028707) 23
(—11621618, 15839589, —21588438,470780554) 22

(539145629, — 734824116, 1001522506, —~21840270251) 13

(—1485487821, 2024633450, —2759457566,60175681152) —16

(—2024633450, 2759457566, —3760980072, 82015951403) 1
longueur = 11

direction :3

coordonnees norme
(1,2,0,—24) —88
(—=5.-13,-1,149) 35
(55, —-88,—73,624) 368
(295, —248,-310,1151) 2545
(350, —336,—383,1775) 488
(—672,—249,410, 5355) -151
(—3421, —485,2372,19591) -25
(16732,23399, —3950, —301896) 344
(—66951, —15984, 44059, 447036) —1492
(—25301,60769,40961, —485839) -545
(~29660, 160436, —36285,1701019) —1472
(222733, —13302, —170766, —835678) —-274
—227092, —207903, 93520, 3022536) 232
865631, 7561, —642103, —3828551) 239

—444230, 1300480, 804156, —10818813) 145
2823985,230586, —2019829, —14508189) 1

—~ o~ —
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longueur = 16
c=2; m—=4

direction: 1

coordonnees norme
(258,16,1,1) -8
(2080,129,8,8) 8
(1085888,67348,4177,4145) 64
(4377089,271472, 16837, 16708) —4
(4570214664, 283449872, 17579881, 17445185) —512
(9211003487,571276833, 35431234, 35159762) 2
(19383335644081, 1202176355199, 74560334482, 73989057649) —1

longueur = 7
c=3; m=4

direction: 1

coordonnees norme

(6564,81,1,1) ' =27
(177309, 2188, 27,27) 27
(3493701882,43112421, 532009, 531766) 729
(—31457685530, — 388189098, —4790269, —4788081) -9
(1859529551032836, 22946669055846, 283162814200, 283033476937) —19683
(—5581137890014235, —68871464853068, —849876631698, —849488442600) 3

(

990190461330883029145, 12218989908385718414, 150782824327107459, 150713952862254391) —1
longueur = 7

c=4; m=3

direction: 1

coordonnees norme
(4100,64,1,1) —64
(65664, 1025, 16, 16) 16
(1078205440, 16830544, 262721, 262465) 4096
(4317028355, 67387840, 1051909, 1050884) —4

(283819653993471, 4430360854595, 69156934785, 69089546945) 1
longueur = 5
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C.3 m=1
c=2

direction: 1
coordonnees norme

(1,0,0,0) )
(=2.-1,0,0) 4
(5.2.1.0) -8
(8,3,1,1) 1

longueur = 4

direction :2

coordonnees norme
(—=1,1,-1,2) -2
(—5.6,-7,16) 4
(—18,21,—24,55) 7

(35, —40,46, —106) -8

(—93,107,—-123,283) 1

longueur = 5

direction :3
coordonnees norme
(1,0,-1,0) 4
(-1,-1,1,3) 1

longueur = 2

c=5

direction: 1
coordonnees norme

(=1,0,0,0) -5
(—5,—1,0,0) 25
(29,5,1,0)  —125
(35,6,1,1) 1

longueur = 4

direction :2

coordonnees norme
(-1,1,-1,5) -5
(11, -12,13,-70) 25
(—36,39,—42,226) 61

(—143,154,-166,895) —125
(—333,359,-387,2086) 1
longueur = 5

direction :3
coordonnees norme
(1,0,-1,0) 25
(-1,-1,1,6) 1

longueur = 2



c=15

direction : 1

coordonnees norme
(=1,0,0,0)  —15
(-15,-1,0,0) 225
(239,15,1,0) —3375

(255.16,1,1) 1
longueur = 4

direction :2
coordonnees

norme

{(—1,1.-1,15) -15
(31,—-32,33,-510) 225
(—96,99,~102, 1576) 631
(—1023,1054, -1086, 16785) —3375
(—2173,2239,—-2307, 35656) 1

longueur = 5

direction :3
coordonnees norme
(—1,0,1,0) 225
(-1,-1,1,16) 1

longueur = 2

c=20

direction: 1

coordonnees norme
(—1,0,0,0) —20
(—20,'—1,0,0) 400
(419,20,1,0)  —8000
(440,21,1,1) 1

longueur = 4

direction :2
coordonnees norme
(—-1,1,-1,20) -20
(41,—42,43, —880) 400
(—126,129,-132,2701) 1141
(1763, —1804,1846,—37780) —8000
(—3693,3779,—3867,79141) 1

longueur = 5

direction:3

coordonnees

(—1,0,1,0)

(-1,-1,1,21)
longueur = 2 -

norme
400
1
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Cas général (conjecture): lien avec ’AJP

k | coordonnées de 1/),(:1) AJP
1 (1,0,0.0) | s,
2 (c,1,0,0) P

3 (*+c—1,¢1,0) P3

4| (®+2¢c+1,1,1) D

Liste des matrices A;

A; =[c,1,0,0;¢-1,0,1,0;0,0,0,1;1, 0, 0, 0]
Ay =[c*+¢-1,¢1,0;0,0,0,1;1,0,0,0;c, 1, 0, 0]

Az = [c2+c—1,c,1,1;1,0,0,0;c,1,0,0;c2 4+ c-1,c¢, 1,0]

Ay =[c?+¢¢1,1;¢,1,0,0;¢> +c—1,¢,1,0;¢* + ¢ — 1,¢,1,1]

As =[c* 4+ 2c,c+ 1,1, 15 +c—1,¢,1,0;¢2 +c—1,¢,1,1;¢* + ¢,¢,1.1]
As=[B 43t +c-1,7+2c+ 1,53 +2 —c—1,cP +e— e,

A+2r—c,?+e-1cc¢e> + 2¢c,c+ 1,1, 1]
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