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Introduction

Dans cette these, on s’intéresse au probléme de la stabilisation, par retour d’état,
de certains systémes non linéaires.

Dans tout ce qui suit, le point d’équilibre sera 1’origine et les systémes considérés seront
définis sur R"™.

Dans le premier chapitre, on rappelle les différentes notions de stabilité et d’obser-
vabilité. Les principaux résultats de stabilisation y sont présentés.

Dans le second chapitre, on s’intéresse & la stabilisation des systémes bilinéaires de
la forme :

z = Az 4+ uBz
{ teR? uelR (0.1)

Ce sont des systemes singuliers pour lesquels le linéarisé & 1'origine est indépendant du
contrdle. Il y a trés peux de résultats de stabilisation concernant ce type de systémes
: En dimension deux, une classification compléte a été donnée par Chabour, Sallet et
Vivalda [7]. Ils ont en particulier introduit des commandes homogénes de degré zéro
pour stabiliser des systémes non stabilisables par feedbacks continus.

En collaboration avec J. C. Vivalda [39], on considére une classe de systémes
bilinéaires en dimension trois pour lesquels on étudie la stabilisation par feedback con-

tinu et par feedback homogeéne de degré zéro. Le feedback stabilisant est explicitement
donné.

Le troisieme chapitre est consacré a la stabilisation des systemes de la forme :

{eh) Lo 0
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ou f est un champ de vecteurs continu et homogéne de degré impair et B est une
matrice constante de R,y .

Andreini, Baccioti et Stefani [1] donnent une condition suffisante de stabilisation.
Cependant celle ci n’est pas nécessaire. Dans le cas ol la matrice B est de rang n — 1,
Iggidr et Vivalda [23] donnent une condition nécessaire et suffisante de stabilisation.
Dans le cas ot B est quelconque, je donne [40] une condition nécessaire et suffisante de
stabilisation par feedback continu et homogéne de méme degré d’homogénéité que f.

Dans le quatrieme chapitre, en collaboration avec M. A. Hammami et J. C. Vivalda
[22], on construit un observateur pour les systémes de la forme :

& = f(z)
y=Cr (0.3)
zeR", yeR™

ou f est un champ de vecteurs polynomial homogene de degré impair et C est une

matrice constante de R,,x,. Ce travail est une généralisation du résultat obtenu par
Starkov [48].

Dans les chapitres 5 et 6, 'étude d’un systéme du type :
t m 14 t B m t .
T = o+ /0 (Xo(zs) + 3" u;¥(z.))ds + 3 /0 Xi(z,)dwi + /0 u; Z;(z,)dw (0.4)
1=1 =1 j=1

ou X;, 0<i<p,Yjet Z;1<j < msontdes champs de vecteurs de classe ¢
s’annulant & lorigine, permet par Iintroduction d’un bruit multiplicatif, la prise en
compte d’erreurs de modélisation.

En collaboration avec R. Chabour [8] [9], on donne les versions stochastiques du
théoreme de Jurdjevic-Quinn [24] et des résultats d’Artstein [2] et Sontag [44].
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Quelques rappels sur la stabilité et
I’observabilité

1.1 Position du probléme

On considere un systeme dont I’évolution peut étre décrite par le systéme différentiel

{ £(1) = X (o(t), u(t))

(1.1)
reEM, ueld

ou M est une variété différentiable connexe appelée espace d’état et & C IR™ espace
des controles, z(t) représente ’état du systéme & D’instant ¢ et X est un champ de
vecteurs défini sur M. Dans ce travail, M sera l'espace R"™ ou un ouvert convexe de

R™.

Les problemes auxquels on s’intéresse sont les suivants :
e Etant donné z, € M, trouver un feedback u = u(z) tel que le point zq soit un point
d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme bouclé :

2(t) = X (2(t), u((2))) (1.2)

e Construire un observateur pour le systéme non linéaire

(t) = X (2(1))

y(t) = h(z(2)) (1.3)
z€R" yeR

Pour cela, rappelons les définitions suivantes.

5



6 1. Quelques rappels sur la stabilité et ’observabilité

1.2 Stabilité et attractivité d’un équilibre

On considére le systeme différentiel

z(t) = X(z)
{ zeR" (1-4)

ou X est un champ de vecteurs sur R".

1.2.1 Définitions :

e Un point o € R™ est appelé un point d’équilibre du champ de vecteurs X(z) si

Un point d’équilibre x4 est dit :
e stable si :
Ve> 0, 3o > 0, tel que ||z —zof| <= Vt >0, [|Xi(z) — 0| < €
ou X;(z) est la solution du systéme (1.4) qui commence au point z & l'instant ¢ = 0.
e attractif si :
36 > 0, Vz tel que ||z — zoff < 6, X,(z) est définie pour tout ¢ > 0 et tl&g_n()() Xi(z) = zo.
e o est globalement attractif si Vz € R”, tlé?w Xi(z) = zo.
® 7o est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

¢ zo est globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement attractif.

1.2.2 Stabilisation a ’aide de la théorie de Lyapunov

Si dans ’étude théorique de la stabilisation des progrés considérables ont été ac-

complis ces derniéres années, la théorie de Lyapunov y joue un réole central. Lyapunov
a montré les résultats suivants

Théoréme 1.1 Soient U un voisinage de zo, point d’équilibre du systeme (1.4) et V
une fonction continue de U dans R et différentiable sur U \ {zo} telle que :

(i) V(zo) =0 et V(z) > 0 pour tout z € U \ {zo},

(ii) V(z) = X.V(z) = (VV(2),X(z)) <0 Yz eU
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alors zo est un point d’équilibre stable pour le systéme (1.4).
Si de plus la fonction V est telle que
(iii) V(z) <0 VzeU\ {zo}

alors zo est asymptotiquement stable.

Une fonction V' qui satisfait (z) est dite définie positive.

Maintenant si U = IR" et si V est définie positive et en plus propre c’est-a-dire
V(z) — +oo quand |[z]| — +4oo alors zo est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable.

Définition 1.1 Une fonction V qui vérifie (i) et (ii) s’appelle une fonction de Lya-
punov large pour le systéme (1.4) en xzo. Si (iii) est vérifi€ alors V s’appelle fonction
de Lyapunov stricte pour (1.4) en xo.

Plus d’un demi-siecle aprés, on a prouvé le résultat réciproque suivant (Kurzweil
[29], Massera [35], Zubov [52]).

Théoréme 1.2 Si X est continu et si zo est un point d’équilibre asymptotiquement
stable alors (1.4) admet une fonction de Lyapunov stricte qui est de classe C® dans
un voisinage de .

Lorsque les propriétés géométriques du systéme permettent de trouver une fonction
V définie positive telle que
XV()<0

on a le résultat suivant qui permet de conclure a ’asymptotique stabilité.

Théoréme 1.3 (Principe d’invariance de LaSalle [32]) Soit V une fonction de Lya-
punov large, de classe C?, pour (1.4) en zo. Alors toutes les trajectoires bornées pour
t 2 0 tendent vers Q, le plus grand ensemble invariant par X et contenu dans

E={zeM/ XV(z)=0}

Si en plus V est propre alors toutes les trajectoires sont bornées pour ¢ > 0 et donc
toutes les trajectoires tendent vers ). Pour montrer que ¢ est un point d’équilibre
asymptotiquement stable, il suffit de montrer que Q = {z,}.
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Les théorémes précédents prouvent que pour montrer qu’un point d’équilibre zq est
stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov large en ce point. On a aussi le
résultat suivant di & Tchetaev [41] qui prouve I'instabilité d’un tel point.

Théoréme 1.4 Soit O un ouvert de R™ tel que zo € 00 (O désigne la fronticre de
O). Sl existe H une fonction de R™ dans R telle que H > 0 sur O, H = 0 sur O
et H > 0 sur O, alors zo est un point d’équilibre instable.

Dans tout ce qui suit, le point d’équilibre sera 'origine de R™.

1.3 Stabilisation des systémes affines en la com-
mande

Considérons le systéme controlé

z = X(z,u)
{xGU,uEU (1-5)

ot U est un ouvert connexe de R®, & C R™ et X est un champ de vecteurs tel que
X(0,0) = 0.

Définition 1.2 On dira que (1.5) est stabilisable s’il existe un feedback u = u(z) tel
que le systéme bouclé :
t = X(z,u(z))

admette l’origine comme point d’équilibre asymptotiquement stable.

Dans la suite de ce paragraphe, on va rappeler quelques résultats qu’on utilisera
par la suite, concernant la stabilisation des systémes affines en controle.

1.3.1 Systemes affines a dérive dissipative
Un des premiers résultats importants concernant cette classe de systemes est di 2

Jurdjevic et Quinn [24].

Théoréme 1.5 (Jurdjevic-Quinn [24]) soit

{ T = X(z)+ uY(z) (16)

ze€R™ uelR
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ou X (z) = Az avec A une matrice antisymétrique de Ryxn. Si
{ad*XY(z), ke N} =R" Vz € R" - {0}
alors (1.6) est G.A.S avec

u=—(z,Y(z))

Ce résultat a été ensuite généralisé & des systémes affines quelconques par plusieurs
auteurs, notamment dans [17] et [38] sous la forme suivante :

Théoréme 1.6 ([38]) soit
= X(z)+ iuiYi(x) (1.7)

un systeme C* défini sur R™ avec X(0) = 0. Sl existe une fonction V : R® — R
définie positive et propre telle que :

(i) X.V(z) <0 Vz e R"
(ii) L’ensemble
W={zeR" /| X*'V(z) = X*Y'V(z) =0, ke N, i = 1,...,m}

est réduit a {0}.

Alors le systéme (1.7) bouclé avec ui(z) = ~YV(z) est globalement asymptotiquement
stable @ lorigine.

1.3.2 Construction du théoréme d’Artstein pour les systémes
affines en contréle

On a vu a travers le résultat précédent que la quéte d’une commande stabilisante
va de pair avec celle d’une fonction de Lyapunov convenant pour le systéme en boucle
fermée, et il peut étre utile de savoir s’il existe une fonction de Lyapunov héritant de
propriétés géométriques dudit systéme, ce qui permettrait notamment de restreindre
le choix et de répondre plus facilement a la question de la stabilité du systéeme en
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boucle fermée. C’est ainsi que Sontag [44] a donné une démonstration constructive du
théoreme d’Artstein [2] pour les systémes affines en controle.

Etant donné un systéme

{ z = X(z,u) (1.8)

zeR”, ueR™

et V : R" — IR une fonction définie positive et propre, on dira que V est une fonction
de Lyapunov contrélée pour le systéme (1.8) si

Juf (VV(2), X(2,u)) <0, Vz € R"\{0}

On peut remarquer que si (1.8) admet un feedback stabilisateur continu alors, d’apres
le théoréme inverse de Lyapunov ([35], [29]), (1.8) admet une fonction de Lyapunov
stricte de classe C™ et donc (1.8) admet une fonction de Lyapunov controlée.

Sontag ([44]) a démontré que si un systéme affine en contréle admet une fonction
de Lyapunov contrélée, alors il est stabilisable avec un feedback C® sur IR™ — {0} ;
en plus, il a donné une formule explicite du feedback stabilisateur. On rappelle son
résultat pour un systéme mono-entrée. Soit

{ s = f(2) + ug(z) s

zeR*, ueR

Supposons qu’il existe V : R* — R* de classe C*, définie positive et propre telle
que :

inf (VV(@), £(@) +ug(s)) <0, Yz € R\(0)
en d’autres termes :
(VV(z),9(z)) = 0= (VV(z), f(z)) < 0

Posons

a(z) = (VV(2), f(z)) et b(z) = (VV(z),q(z))

alors



1.4. Observabilité et observateurs 11

—a(z) — y/d¥(z) + b4(z)
o(z) = @) si b(z) #0

0 sib(z) =0

stabilise (1.9).

1.4 Observabilité et observateurs

On considére le systeme

= X(z,u)
(1.10)
y = h(z)
ouz €R", yecIR™et uecR?

Dans la quasi-totalité des systémes concrets, on a rarement acces 3 1’état z(t) du
systeme, mais plutét & une approximation Z estimée par un observateur.

Définition 1.3 On appelle observateur (ou reconstructeur de I’état) du systéme (1.10),
tout systéme dynamique auziliaire O permettant de reconstituer l’état z(t) du systéme
a observer d partir des entrées et sorties passées :

‘%" = f(:%au)y)
O: (1.11)
zeR", yeR™, uelR?

Définition 1.4 Le systéme dynamique O est appelé observateur asymptotique local st
les conditions suivantes sont vérifides :
(i) si pour ty, £(t1) = z(t1) alors 2(t) = z(t) pour tout t >t et u admissible,

(ii) il eziste un voisinage ouvert de l'origine U C R" tel que pour toute erreur
initiale vérifiant x(to)—E(to) € U, on ait z(t)—2(t) € U, Vt > t, et tlim||£(t)—z(t)|| =0.

Cet observateur est dit asymptotique global si dans la condition (11) on remplace U
par R™.

La notion d’observateur est toujours liée & celle de ’observabilité.
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1.4.1 Distingabilité et observabilité

Un observateur a pour but d’estimer 1’état. Ceci suppose que la connaissance des
fonctions d’entrée et de sortie sur un intervalle de temps [0, [, avec ¢ > 0, permette de
distinguer tout couple d’états initiaux.

Définition 1.5 On considére le systéme (1.10). Deux états zo et x1 sont dits indis-
tingables, si pour toute fonction d’entrée u(t) et pour tout t > 0, les sorties h(xu(t, o))
et h(xu(t, z1)) qui en résultent sont égales.

Réciproquement, on dit que zo et =1 sont distingables s’il éxiste un tempst > 0 et une
entrée admissible u tel que :

h(Xu(t) .'L'o)) # h(Xu(ta 271))

ot Xu(t, Zo) est la solution a linstant t du systéme (1.10) vérifiant x,(0,z0) = o.
la définition suivante est basée sur cette notion de distingabilité

Définition 1.6 Le systéme (1.10) est dit observable s’il ne posséde pas de couple
d’états initiauz distincts xo et x, indistingables.

Pour les systemes linéaires stationnaires, 1'observabilité est caractérisée par la “con-
dition du rang” bien connue :

Théoréme 1.7 Le systéme linéaire

#(t) = Az(t) + Bu(t)
(1.12)
y(t) = Ca(t)

ze€R", yeR™, uelRP

est observable si et seulement si le rang de la matrice [C CA...CA™ Y] est égal 4 la
dimension n de l’espace d’état.

On peut se demander s’il existe un équivalent de la condition du rang pour les
systemes non linéaires. La notion d’observabilité est globale : chaque point est dis-
tingable de tous les autres, méme s’ils sont trés éloignés. Au contraire, une condition
du rang est de nature locale. On ne peut s’attendre qu’a une équivalence partielle.
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1.4.2 Entrées universelles

Si un systeme linéaire (1.12) est observable, pour toute entrée u(t), on peut recon-
struire I’état initial. En effet, si on considére deux états initiaux zo et zy, la quantité

yl(t) - yO(t) = C(Xu(t7 1‘1) — Xu(t, -’Eo)) = CeAt(IEl - $0)
ne dépend pas de ’entrée.
Cette propriété n’est en général pas vraie pour les systémes non linéaires. Le fait

qu’un systeme soit observable au sens de la définition 1.6 constitue donc une condition
nécessaire mais non suffisante pour qu’on puisse concevoir un observateur.

Il se peut en effet que certaines entrées u ne permettent pas de distinguer tout couple
d’états initiaux distincts, comme I’exemple suivant le montre :

Exemple Soit le systeme bilinéaire suivant :

. 0 1
z—u(_l O)w, u € {0,1}
y=o

Il est aisé de vérifier que ce systéme est observable. Par exemple, avec u = 1, le systéme
linéaire engendré est observable. Cependant, pour v = 0, deux valeurs différentes de
z2 sont indistingables, le systéme linéaire engendré n’est donc pas observable. Il n’est
évidemment pas possible de construire un observateur qui fonctionne avec v = 0, ni
méme avec des entrées voisines qui poseraient sans doute des problémes de sensibilité.

Définition 1.7 Une fonction d’entrée u est dite universelle pour le systéme (1.10) sur
Uintervalle [0,t] si tout couple d’états initiauz distincts z, et x; peut étre distingué par
les sorties sur l'intervalle [0,t], c’est-d-dire s’il existe T € [0,1] tel que

h(Xu(T, ‘7"0)) # h(Xu(T7 £L‘1))

Une entrée universelle sur R* est dite universelle.
Une entrée non universelle est dite singuliére.

La notion d’entrée universelle permet de définir une classe intéressante de systémes
: les systémes uniformément observables.
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Définition 1.8 Un systéme dont toutes les entrées sont universelles est dit uniformément
observable, ou encore, observable pour toute entrée.

Si, pour tout t > 0, toutes les entrées sont universelles sur [0,t], le systéme est dit
untformément localement observable.

On peut remarquer qu’un systéme linéaire observable est uniformément localement
observable. Pour les systémes non linéaires, I’observabilité n’implique pas en général
I’observabilité uniforme.



2

Stabilisation d’une classe de
systémes bilindaires dans IR3

2.1 Introduction

Cette partie fait suite & plusieurs efforts récents concernant la stabilisation des
systemes homogenes (voir par exemple [7, 27, 28]). Si la stabilisation des systémes
linéaires est un probléme résolu depuis longtemps, pour les systémes non linéaires
la question est beaucoup plus complexe. Dans ce dernier cas, il n’est pas possible
d’avoir, en général, des résultats globaux. Classiquement, on obtient des conditions
suffisantes de stabilisation locale par un feedback régulier en considérant le systéme
linéarisé autour d’un point d’équilibre. Ainsi, Brockett [5] a démontré qu’une condition
nécessaire d’existence d’une loi de commande stabilisatrice de classe C1 en Vorigine,
est que le systéme linéarisé n’admette pas de mode instable incontrélable.

Le but de ce travail est de construire explicitement des lois de commandes continues
ou homogenes et analytiques sur R® \ {0} et qui stabilisent asymptotiquement les
systemes bilinéaires de la forme

T = Az +uBzx
{ s €R? ueR A4, B € My(R) 1)
ou
aj; aiz 0 /\1 0 0
A= ag1 a4z 0 ’ B = 0 /\2 0
0 0 0 0 0 X3

avec detB # 0 et (A = Ay et A\1A3 < 0) ou (A = A3 et A;A; < 0). On note par (A, B)
un tel systeme.

Le linéarisé du systeme (2.1) au voisinage de lorigine est & = Az, ce qui ne donne
aucune information sur la stabilisation du systéme (2.1). L’idée fondamentale est

15
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que si X est un champ de vecteurs ( définie sur R®) homogene, il induit un systeme
dynamique sur un espace de dimension inférieure : la sphére S2. La construction
d’un feedback homogene est basée sur I'utilisation du théoréme de Coleman [11] qui
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme homogéne sur IR? soit
globalement asymptotiquement stable.

Considérons le systéme :

i = f(z) (2.2
ou z € R® et f est un champ de vecteurs homogene (non nécessairement polynomial)
de degré impair k. Soient r = ||z|| et y = z/r. En dérivant £ = ry et en posant

r™~1(t)dt = dr, on obtient un systéme sur la sphére S? en écrivant I’équation vérifiée
par ¥ ‘

y=fy) - (fv)yly (2.3)
((, ) désigne le produit scalaire euclidien). Coleman [11] a montré le théoréme suivant.
Théoréme 2.1 (Coleman) L’origine est un point d’équilibre asymptotiquement sta-
ble pour le syst‘eme (2.2) si et seulement si les deuz conditions suivantes sont satisfaites
a) (f(¥),y) <0 pour tous les points d’équilibres de (2.3).
b) S { f(y),y)dr < 0 pour toute solution périodique y(7) du systéme (2.8) (T désigne
la période de y(7)).

Les points d’équilibres du systéme (2.3) sont trouvés en écrivant que les vecteurs y et
f(y) sont linéairement dépendants, ce qui est équivalent & dire que :

fily) n f(y) ve fa(y) s
fa(y) 2 f3(y) s fily) »n

On va donner une classification compléte (du point de vue de la stabilisation asympto-
tique) de ces systémes par un feedback continu ou homogene de degré 0. Auparavant
nous faisons les deux remarques suivantes :

et

1. Dire que le systeme (A, B) est asymptotiquement stabilisable est équivalent &
dire que le systeme (A + B, B) est asymptotiquement stabilisable pour tout réel
7. En effet, si le feedback z = u(z) stabilise (A, B), le feedback z +— —+ + u(z)
stabilise (A + vB, B).

2. Pour le systeme (A, B), 'asymptotique stabilité est une propriété indépendante
du systeme de coordonnées dont lequel les matrices A et B sont écrites.

On dit que le systeme (A, B) est asymptotiquement contrélable & 1’origine si, de
tout point, on peut atteindre n’importe quel voisinage de ’origine.

Dans le cas ot A1, Az et A3 ont le méme ssigne, le systéme (A, B) est stabilisable par
un feedback constant, car si | a | est suffisament grande, les valeurs propres de A + o B
sont proches de al;.
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Remarque: Soit A la réunion des points d’équilibres et des courbes périodiques du
systeme (2.3) sur S52. Soit C le céne engendré par A. Alors les deux conditions a et b

du théoréme de Coleman sont équivalentes a 'asymptotique stabilité de la restriction
du systeme (2.2) a C.

2.2 Casou A\ =M\ et A1A3 < 0

Sans perte de généralité, on peut supposer que \; = X, > 0 et A3 < 0.

2.2.1 Cas ou A est a valeurs propres réelles

Dans une base bien choisie de R2, les matrices A et B peuvent s’écrire
b

a ¢ 0 A 00
A=]10d 0 B = 0 A O
0 00O 0 0 M

otuc=0oubienc=1eta=d.

Théoréme 2.2 Le systéme (A, B) est stabilisable si et seulement si a et d sont stricte-
ment négatifs et, dans ce cas, la stabilisation peut étre accomplie a I’aide d’un feedback
constant.

Démonstration :  Sia < 0et d <0 etsiaest choisi positif et suffisament petit,
toutes les valeurs propres de A + oB sont & parties réelles strictement négatives.

Supposons, maintenant, que d > 0. On consideére la fonction définie sur
Q={z€eR®/ 2,> 0,23 >0} par:

H(zy,z9,73) = 252z

Pour toute commande u, le calcul de H, la dérivée de H le long des trajectoires du
systeme (A, B) donne :
H=-)dH

Les fonctions H et H sont positives sur l'intérieur de Q et H s’annule sur la fronticre
de cet ensemble. Par application du théoréme de Tchetaev [41], on peut affirmer qu’on
ne peut pas trouver de feedback qui rende le systéme (A, B) stable a l’origine.

Sia >0 et c=0,la preuve est la méme avec H(z, s, 23) = 723! et

Q= {.‘L‘ € ]R,S,Il'l > 0,23 > 0}
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2.2.2 Cas ou A est a valeurs propres non réelles

Dans une base bien choisie de IR?, les matrices A et B peuvent s’écrire

a—bO A] 0 0
A=|b a 0],B=| 0 ) 0
0 0 0 0 0 s

Théoréme 2.3 Le systéme (A, B) est stabilisable si et seulement si a est strictement
négatif et, dans ce cas, la stabilisation peut étre accomplie & Uaide d’un feedback con-
stant.

Démonstration Sia < 0, la preuve est la méme que dans le théoreme 2.2.

Supposons que a > 0 et considérons la fonction définie sur
Q={zecR®/z2+22+#0,23>0} par:

H(z1,23,23) = (2} + 22) 2/ 2

Pour tout feedback u, le calcul de H , la dérivée de H le long des trajectoires du systéme
(A, B) donne :

; 2 4 .2)22 2
H = —Xza(z} + z3) 72 z3?

OnaH >0surQ, H=0surdQet H >0 sur €1, donc on peut conclure comme dans
le théoreme 2.2.

23 Casou A =X3et A\ <0
Dans cette section, puisque u stabilise le systéme (A, B ) est équivalent & —u stabilise
le systeme (A, —B) on peut supposer que A\; > 0 et A, < 0.

2.3.1 Cas ou a19a91 = 0

Supposons as; = 0 (si aj2 = 0 le raisonnement est le méme), la matrice A s’écrit :

a b 0
A=10 ¢ 0
0 00

ou b peut étre choisi positif.

Théoréme 2.4 Le systéme (A, B) est stabilisable si et seulement si c < 0 et
cA1 —ald; <0, dans ce cas, la stabilisation peut étre assurée par un feedback constant.
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Démonstration :  Les inégalités du théoréme sont équivalentes 3 :
c a
——<0et ——<——
Az A2 A

.. , c a
alnsl, on peut trouver un nombre réel o < 0 tel que —— < a < —33 pour un tel a,
1

A2

onaa+al <0etc+ al; <0, donc les valeurs propres de la matrice A + oB sont
strictement négatives.

e Si cA; —a); > 0, prenons un feedback u et considérons la fonction définie sur
Q={zeR’/z;>0,2,>0} par:

H(zy, 22, 73) = 2722
La dérivée de H le long des trajectoires du systeme bouclé (A, B) est égale a :
H(z1,22,23) = 277t ((chy — adg) — bhazs)
On peut voir que H satisfait les hypotheéses du théoréme de Tchetaev.
e Sic >0, le raisonnement est le méme avec :

Q={zeR’/z,>0,23>0} et H(zy,z,, a3) = zytzz™

2.3.2 Cas oll ajpas; <0

Si on effectue le changement de coordonnées linéaires dont la matrice de passage
est donnée par :

my 0 0
M = 0 my O avec my = €\/] @y |, my = \/| az | et € = signe de ay,
0 0 1
la matrice B reste inchangée tandis que la matrice A devient :
a —-b 0
A=}{b ¢ 0 avec b= /| ajpan | >0
0 0 O

On note A et B les matrices suivantes :

i (a =b\ = [ 0
A=(5 7)) e ()

Pour étudier la stabilisation du systéme (A, B ), introduisons les quantités suivantes :
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I = (eh — aXg)? — 40 A )y = [Tr A Tr B — Tr (AB))? — 4det Adet B;

I = (ch — ada)(A1 — A3) = Tr A Tr B? — T B.Tr (AB);

13 = 2[b2(£\1 + %2)2 —-~(€/\1 - a/\z)z] . . 5
=2Tr A.Tr B.Tr (AB) — Tr A% (Tr B)? — (Tr A)%.Tr B,

Is=ch +ad; =Tr ATr B — Tr (AB).

Théoréme 2.5 Le systéme (A, B) est asymptotiquement stabilisable par feedback con-
stant st et seulement si une au moins des conditions suivantes est vérifiée

1. I4 <0et I, <0
2.1, <0 et I3 >0;
3. I, <0 etdet A > 0;
4. Is >0 et det A > 0.

Démonstration : Pour un réel a soit :
P(X) = (e = X) (X* = (a+ e+ a(A + 22)) X + Mdga? + (A + ady)ar + ac + b

le polynéme caractéristique de la matrice A + aB.

Le systéme (A, B) est stabilisable par feedback constant si et seulement si on peut
trouver o tel que ad; <0, T =a+c+a(d+X) <0et D = A\Aa® + (Are+ A2a)a+
ac+ b > 0. Le discriminant de D en tant que polyndme en a est égale & I; qui est
strictement positif; les deux racines de D sont :

_ —(Mc+ daa) +V1 o = ~(Mec+ Aa) — Iy
- 221 )\ 2= 221 Ay

(23]

Pour avoir aA; < 0 et D > 0, il faut trouver « tel que o < 0 (car A, > 0) et
a1 < a < a; (car M Ay < 0). Ceci est possible si &y < 0, ce qui est équivalent 3 :
—I;+ V1, > 0; si Iy <0, cette inégalité est satisfaite; si I, > 0, cette inégalité est
équivalente a :

I > Ig
=+ (CAl - aAg)z — 4b2)\1A2 > (C)\l + a)\2)2
& bBtac=detA>0

e Si\+ X =TrB= 0, alors T' = a + c¢ est négative si et seulement si
12 = 2/\%((1 + C) < 0.
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e Si A\ + X2 > 0, pour avoir T < 0 il faut trouver « tel que oy < a < ay et

< ate cecl est possible si et seulement si a; < ate i est
a < —————, cecl est po e si et seulement si — ce qui es
L. At A P ' AL+ Ao d
équivalent a :
I = (ch — adg)(h = Aa) < (1 + M)
Si I, < 0, cette inégalité est vérifide; si I > 0, elle est équivalente 3 :
122 < ()\1 -+ )\2)211
=4 4A1/\2 ((C)\] — a)\z)z - b2(/\1 + /\2)2) = *—2/\1)\2.[3 >0
&S >0
® Si A; + A; < 0, le raisonnement est le méme. (]

On va maintenant examiner le cas ot le systéme (A, B) est stabilisable par feedback
homogene. Pour cela, introduisons les notations suivantes :
CAl - aA2 (2& + 6)()\1 - Ag)

&=——— o =

A1 — g 2

ou & est une constante positive. On note r; et ry (1 <0, 74 > 0) les solutions de
I’équation :

bhor? + ar +b); =0 (2.4)
On note P le produit scalaire P(z) = ( Az + u(z)Bz,z ), on a :

P(2z) = azl+ czl+ (Ma? + ozl 4+ \zd)u(z)

Théoréme 2.6 Si les hypothéses du théoréme 2.5 ne sont pas satisfaites, le systéme
(A, B) n’est pas stabilisable par feedback constant mais si a > 0 ou bien a < 0 et
det A > 0, le systéme (A, B) est stabilisable par feedback homogéne de degré 0. En
effet, on peut prendre le feedback suivant :

c—a 1+r2
u(x) - A1 — A + 7’1()\1 _)\2)x

—2bridaz? + (B (M = X9)? — @) 3122 — 2bri hgazd + B2(A2 + r2A2)g2
b(AT(1 + )z + (L +rf)2d + (O + riAd)ad)

Démonstration : Soit,

y=X(@y)=(A+u@y)By—((A+u@)B)y,y)y yes? (2.5)

la projection du systéme bouclé (A, B) sur 52, la sphere unité de R3. On va étudier le
portrait de phase de ce systéme sur S2.
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Premierement, il est clair que ’équateur (cercle d’équation ys = 0) est invariant sous
'action du champ X. Par ailleurs on va prouver que le cercle d’équation my1—y2 =0
est aussi invariant et qu’il y a six points singuliers : les pdles N = (0,0,1) et S =
(0,0,—1) et quatre points localisés sur ’équateur. Finalement, on montrera que le
systéme (2.5) n’admet pas de courbe périodique (autre que les points singuliers) et que
la restriction du systéme (A, B) aux droites engendrées par les points singuliers est
asymptotiquement stable.

Le cercle d’équation ryy; — y; = 0 est invariant :  Soit y = (%1, Y2, ¥3) un point
vérifiant r1y; —y, =0, 0n a :

nXi(y) = Xe(y) = (=b(1+r3)+ (@—)rs +r(h = Mo)ulys, m191,33)) v

(b)\grf +ar; 4+ b/\1)2 2\ 3
- 1+
B07 - (L + g2 + ) L H T

qui est nul car r; satisfait ’équation (2.4).

Les points singuliers du champ de vecteurs X : y € S? est un point singulier
de (2.5) si et seulement s’il satisfait les équations suivantes obtenues en tenant compte
du fait que les vecteurs X(y) et y sont linéarement dépendants :

—b(yi +y3) + (@ —gry2 +u(y)( A — X)yye = 0 (2.6)
(ay1 —byz)ys = 0 (2.7)
(by1 + cy2)ys — u(y) (M — A2)yays = 0 (2.8)

On note ¢ le membre gauche de I’équation (2.6).

On déduit de ces équations que les pdles N = (0,0, 1) et S = (0,0,—1) sont
des points singuliers de (2.5), les autres points singuliers possibles étant localisés sur
I'équateur (cercle d’équation y3 = 0) ainsi que sur le cercle d’équation ay; — by, = 0.

Tout d’abord, on va prouver que quatre points singuliers sont localisés sur I’équateur
: Soit ¥ = (y1,Y2,0) un point de ’équateur, d’une part, les équations (2.7) et (2.8) sont
évidemment satisfaites. D’autre part, on a :

(14 r)(bA2y2 + ayrys + bhiy?)?
b(A(1 4 ri)yi + A2(1 + r)y2)

ely) = -

Ainsi, les solutions de I’équations (2.6) sont les quatre points de I’équateur
(1472 (1 4 72)712,0) (i = 1,2).

Maintenant, on va prouver qu’il n’existe pas de points singuliers sur le cercle
d’équation ay;, — by, = 0 autre que les deux péles N et S. Soit y = (y1,92,y3) un
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point vérifiant ay; — by, =0 et y # N,y # S, on a:

—ri(L+rH)(a?X; + aa + b%A)%y2 + b*(\2 + r2)2)(a - bri)(b—ar)y?
Bri(N (1 + )y + X3(1+ r2)yE + (A8 + Ard)y2) —n

o(y) =

Sia >0, puisque y # N et y # 5, le numérateur de cette égalité est toujours
strictement positif.

Sia <0,on ab®+ac> 0 et on peut vérifier que
peu q

A1(6% + ac)

§=-2
pour a(/\l — /\2)

ona rn =-—

o R

Ainsi pour @ # —b, il est possible de choisir 6 tel que I’expression (@ — bry)(b - ary)
soit strictement positive. Dans le cas ot @ = —b, comme ¥ + ac > 0, 1l est facile de
voir que le systeme (A, B) satisfait les hypothéses du théoréme 2.5.

Solutions périodiques :  Une éventuelle solution périodique peut étre localisée
seulement dans I’une des régions délimitées par I’équateur et le cercle d’équation ryy, —
y2 = 0 (car ces deux cercles sont invariants). Maintenant, par application du théoréme
de Poincaré-Bendixon, il y aura au moins un point singulier & lintérieur d’une telle
courbe, mais on a vu que tous les points singuliers sont situés sur I’équateur ou sur
le cercle d’équation riy; — y, = 0. Ainsi le systéme (2.5) n’admet pas de courbes
périodiques.

Pour conclure, il suffit de montrer que la restriction du systéme bouclé (A, B) aux
directions invariantes est asymptotiquement stable. Autrement dit, il faut montrer que
le produit scalaire P est négatif sur les points singuliers du systéme (2.5).

Asymptotique stabilité de la restriction du systéme bouclé aux directions
invariantes :  Les droites invariantes sont la droite qui passe par les points N(0,0,1)
et 5(0,0,—1) et les droites D; (i = 1,2) d’équation z, — rjz; = 0 (z = 1,2) localisées
dans le plan z3 = 0.

Pour prouver ’asymptotique stabilité, on calcule le produit scalaire P(z) ou z est
un point de ces droites.

Pour la droite (NS), on a

_ s c—a 1472 y
P(0,0,z3) = \u(0,0,z3)z2 = A, (/\1 W + O = Az)b) x5

e Sia>0, P(0,0,z3) est négatif si r; est sufisamment proche de zéro (c-d-d. si §
est suffisamment grand).
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e Sia<0,on ab? + ac > 0; dans ce cas, on a vu qu’on peut choisir § > 0 tel que
a
r1 soit proche de 3 Et st r; est voisin de 7 P est proche de

b? + ac 2
(I(Al - Az)zs

qui est strictement négatif.

Pour la droite D, on a :
P(-’EI,CCQ,O) = (a + CT% + (Al + T%Ag)u(dfl,’l"lﬂ,‘l,O))

(M + Aord) (=2bA + 71 (B2( Ay — Xy)? — @?) — 2br2 X,0) 22
b(A1 — X2)(A? + r2)3)

=a(l+r})zi+

En tenant compte du fait que & = —§/2 + /(M — Az), on a :

(b/\zrl + ar; + bAl) (brl(/\]_ - /\2)2 - Q(Al + 7" )) 2

0 2
P(e1,22,0) = —o(1+rd)al + 60 — 2a) (N +7200) o

2

Puisque b7} + ary + Ay = 0,0n a P = (—§/2)(1 4+ r?)z? qui est strictement ﬁégatif.
Pour la droite D,, on a :
P = (a+cr]+ (M +rid)u(zy,rez1,0))

(bAgT% + Qareg -|- b)\l)(b'f'z(/\l had /\2)2 - a()\l + T%/\z))xz
(A — A2)(Af + r3A3) !

)
= —5(1 +r3)z} +

Le fait que bAyr3 4 ary +bA; = 0, implique que P = (—6/2)(1472)z2 qui est strictement
négatif. La démonstration du théoréme 2.6 est ainsi terminée. [

Théoreme 2.7 Si les hypothéses des théorémes (2.5) et (2.6) ne sont pas satisfaites,

le systéme (A, B) n’est stabilisable ni par feedback homogéne de degré 0 ni par feedback
continu.

Démonstration :  Si les hypothéses du théoréme (2.6) ne sont pas vérifiées, alors
a<0etb>+ac<0.

Supposons qu’il existe un feedback u homogeéne de degré 0 qui stabilise le systeme
(A, B). Rappelons que I’ensemble des points singuliers de la projection du systeme
(4, B) (c-a-d, le systeme (2.5)), sur lequel on devrait avoir P(y) < 0, est donné par les
équations (2.6-2.8). Puisque N = (0,0,1) et S = (0,0,—1) sont points singuliers et
A1 > 0, il est nécessaire que u(0,0,z3) < 0 pour tout z3 # 0.
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Supposons que le systéme (2.5) admet un point singulier (différent de N et S) sur
le cercle C d’équation ay; — by, = 0. L’équation (2.6) donne pour ce point :

2, .2
c—-a Y1t
u 1y Y2, = + b
(1:92,30) A=Ay (M = A2)y1y2
_ ac+b?
- (1,(/\1 — Az)
et le produit scalaire P est égal  :
2 4 p2y(p2 2
p - /\l(a + 5%)(6% + ac) , b +ac ,

)\ -
by — hg) TGO, S )

qui est positif, donc le systéme (2.5) n’admet pas de points singuliers ( autres que N
et S) sur le cercle C.

Pour (y1,¥2,¥3) €Con a:

: —(8* + ac) + a(M1 — A2)u(yy, ya,
o(y) = ( ) ( lb 2)u(y1, 2 ya)yf.

Cette expression ne doit pas changer de signe sur C — car on peut facilement vérifier que
si les deux équations (2.6) et (2.7) sont vérifiées, il en est de méme pour I’équation (2.8).
Ainsi on aura un point singulier sur C (autre que N et S) — et, puisque u(0,0, 1) <0,
¢(y) doit étre positive (car pour y € C, et y voisin de (0,0,1), ¢(y) > 0). D’un autre
c6té, p(—1,0,0) = —b < 0 donc Pexpression ¢(y1,ys,0) s’annule en un point (y1,92,0)
tel que 9 €] — oo, %[ Ceci prouve I’existence d’un point singulier pour le systéme

2
2.5) sur I’équateur. Pour un tel point, le produit scalaire P est égal 3 :
p g

2 .2
P(y,y,,0) = L1% (m# +(chr — ade) + bxly—‘)
hn Y2
Puisque la fonction % : r — blyr + (cA; — a)y) + bA;/r est décroissante et puisque
P(a/b) = M (b*+ac)/a > 0, on peut conclure que P(yy,y2,0) > 0. Ainsi, les hypotheses
du théoreme de Coleman ne sont pas satisfaites, donc le systéme (A, B) ne peut pas
étre stabilisable par feedback homogene de degré 0.

Maintenant on va montrer que le systéme (A, B) ne peut pas étre stabilisable par
feedback continu.

Supposons qu’il existe un feedback continu u = u(z) qui rende l’origine asymp-
totiquement stable (localement ou globalement). On rappelle quon a : a < 0 et
b + ac < 0, donc on a les deux cas suivants :



26 2. Stabilisation d’une classe de systémes bilinéaires dans R3

1" cas :  a<0etbd®+ac<0: Dans ce cas, pour tout réel a, la matrice A + aB a
au moins une valeur propre & partie réelle strictement positive ce qui contredit le fait
que A+ u(0)B est dissipative.

2°™¢ cas : a < 0etd+ac=0: Pour que le systéme (A, B) soit stabilisable par
feedback continu, il faut que A + u(0)B ait des valeurs propres & partie réelle négative.
En tenant compte du fait que a < 0 et b% + ac = 0, on a forcément u(0) = 0 (car si
a # 0, A+ aB a au moins une valeur propre & partie réelle strictement positive). En
plus, l'origine est le seul point d’équilibre sur le plan P d’équation bz; + czy = 0, ainsi
le signe de u ne change pas sur P (car si 2 € P* avec u(z) = 0, alors z est un point
d’équilibre). Et puisque le plan P contient la droite d’équation z; = z, = 0, qui est
invariante, on a u < 0 sur P*.

D’autre part, on va calculer I'indice de I'origine pour la restriction du systeme (A, B)
sur le plan P, : z3 =0 qui est invariant. Le champ de vecteurs Az + ©Bz a la-méme
direction que le vecteur (cA;, —b);) si et seulement si

(bxy + cza)(ch + adz +udi)z) =0
Si on considére un cercle C de centre 0 et de rayon suffisament petit on a
cA1 +ady +ud Ay >0 car u(0) =0

Ainsi, le champ de vecteurs est colinéaire avec (c);, —b)2) en deux points : intersection
du cercle C' avec la droite d’équation bzx; + ¢z, = 0. Un simple calcul montre que le
champ de vecteurs coupe, aux deux points, la direction du vecteur (eA1,—bA;) dans
le sens antitrigonométrique. On endéduit que ’indice (C) = —1 ce qui implique que
lorigine ne peut pas étre un point attractif. Ainsi le systéme (A, B) ne peut pas étre
stabilisable par feedback continu, ce qui termine la démonstration. [ ]

2.3.3 Cas ou1 ajpay >0 .

Comme dans le paragraphe précédent, on fait le changement de coordonnées linéaires
dont la matrice de passage est donnée par :

my 0 0
M = 0 my 0 |, avec my=¢ey/|az|, mo=+f|ag | et € = signe de ay,.
0 0 1

Avec ce changement de coordonnées, la matrice B reste inchangée tandis que A devient

a b 0
A=1b ¢ 0 |, avecb>0.
0 00

Comme auparavant, introduisons les quantités suivantes :
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o I} =(chi —a)y)? + 402X ); = (Tr ATtB-Tr (AB))z — 4det Adet B;

o Ih=(ch —aX)(M — X)) =Tr ATr B — TrB.Tr (AB),
¢ h=chi+ad=TrATrB-Tr (AB)

i_ a b oo /\1 0
A=(00)e=(5 0

Théoréme 2.8 Le systéme (A, B) est asymptotiquement stabilisable par feedback con-
stant si et seulement si une au moins des conditions suivantes est satisfaite

ou :

® I]>0,I2<0 CtI3S0,'
e Iy >0,I, <0 et detA > 0.

Démonstration :  Pour « réel soit :
P(X) = (ah = X) (X2 = (a + c+ oM + X)) X + Ahso? + (e + Ma)a + ac — b?)
le polynéme caractéristique de la matrice A + oB.

Le systeme (A, B) est stabilisable par feedback constant si et seulement si, on peut
trouver o tel que ady < 0, T =a+c+a(d +X;) <0et D = A\ ra?+ (Me+ A2a)a+
ac — b > 0. Le discriminant de D en tant que polynéme en « est égale 3 I;. Si I; est
strictement positif, les deux racines de D sont :

_ =(Me+ Aa) + T o = —(Me+ Xa) — VI,
B 2A1he i 21

Pour avoir aA; < 0 et D > 0, il faut que I; soit strictement positif et il faut trouver

23]

@ tel que a < 0 (car A > 0) et a3 < a < @z (car A\, < 0).
®SiA+ A =TrB=0,alors T = a + ¢ est strictement négatif si et seulement si
I =2)M(a+¢c) <0.

e Si A + Xz > 0, pour avoir T < 0, il faut trouver o tel que a1 < a < ay et

a+c . . ) . a+tc
a< — . Ceci est possible si et seulement si a; < —
N ci est possible u sl o W

ce qui équivaut a :

I = (A — ado)(A1 = Ag) < (M + M)y
Cette inégalité est satisfaite si I, < 0. Si I, > 0, elle est équivalente 3 :

122 < (/\] + /\2)2.[1
<~ —4/\1/\2(6/\1 - a/\2)2 < 4A1/\2b2(A1 + A2)2
<~ (C/\l — a)\z)z < —'(Al + A2)2



28 2. Stabilisation d’une classe de systémes bilinéaires dans R3

ce qui est impossible.
¢ 5i A\; + X\ < 0, le raisonnement et le méme.

_ Finalement, pour avoir a); < 0 et D > 0, il faut trouver o tel que a < 0 et
a < a < ay. Ceci est possible si et seulement si a; < 0, ce qui est équivalent a
—I;+ /I, > 0. Cette derniere inégalité est équivalente & I; < 0 ou bien I3 > 0 et
IZ < I ce qui équivaut detA > 0. n

Théoreme 2.9 Si I; < 0 ou I, > 0, le systéme (A, B) n’est pas asymptotiquement
controlable a l’origine.

Démonstration : Prenons pour u un contrdle quelconque et considérons la fonction
définie sur

R = {(z1,22,23) € R® /21 >0 et 2, > 0} par:
H(zy,22,23) = 72z

La dérivée de H le long des trajectoires du systéme (A, B) est donnée par :

H(z1,29,23) = 27237 bzl 4 (ch — ady)zi20 — braz2)

Silh<Ooul,>0, H est toujours positive sur R. D’autre part, H est strictement
positive sur R et s’annule sur la frontiére de R. D’aprés le théoréme de Tchetaev [41],
on peut conclure que le systéme (A, B) n’est pas stabilisable. |

Théoréme 2.10 Si I, > 0, I; < 0, I3 > 0 et detA < 0, le systéme (A, B) n’est

stabilisable ni par feedback homogéne de degré 0 ni par feedback continu.

Remarque : Il est facile de vérifier que :

L <0 et >0=4a<0

Démonstration :  Notons X la projection du systeme bouclé (A, B) sur 52 :

X(y) = (A+u(y)B)y — ((A+u(y)B)y,y)y (2.9)

Supposons qu’il existe un feedback homogene de degré 0 qui stabilise le systéme
(A,B). Alors y € S? est un point singulier de (2.9) si et seulement s’il satisfait les
équations suivantes obtenues en écrivant que les vecteurs X (y) et y sont linéairement
dépendants :

— by} + (¢ — )yrya + bys + u(y)(M = M)y, = 0 (2.10)
(ay1 + byz)ys = 0 (2.11)
(by1 + cy2)ys — w(y) (A — Aa)yays = 0. (2.12)
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On remarque que les péles N = (0,0,1) et S = (0,0,—-1) sont points singuliers, donc
il est nécessaire que u(0,0,1) <0 .

Supposons, maintenant, que le systéme (2.9) admette un point singulier y° =
(9,49, 3) sur le cercle C d’équation ay; + by, = 0, d’apres ’équation (2.10) on obtient

ac — b?
u(y1,y2,¥3) = m

Le produit scalaire P(y) = ((A + u(y)B)y),y) est égal & :
Ply) = ayi+2byrya + cyi + (yi + oy + Mivd)u(y)

Evaluée en y°, cette expression donne :

P@y°) =

M(ac =) (@? +0%) / 2 M(ac—b?) ; g2
ab? (1 — Xg) (o) a(M — Ao (45)

qui est positive, donc le systéme (2.9) ne peut pas avoir de points singuliers sur le
cercle C autres que N et S. Par conséquent on peut affirmer que la partie gauche
de I’équation (2.10) ne change pas de signe sur le cercle ¢ — car on peut vérifier
facilement que si les deux équations (2.10) et (2.11) sont satisfaites, il en est de méme
pour I’équation (2.12) — et évaluée sur ce cercle, cette expression donne :

2
Y
o) = 5 (ac = - o~ h)u(y));
Puisque a < 0, ac— % < 0 et u(0,0,1) < 0, on voit que ¢(y) est toujours négative
sur C'. Ainsi, on a d’une part ¢(y;, —%yl,O) < 0, d’autre part ¢(0,1,0) = b > 0, donc
a

©(y1, ¥2,0) s’annule pour un point (y;,s,0) sur 'équateur tel que Y2 €] - 5 +oo[. En
y

1
un tel point, la valeur de u est :

c-a @) - &)
A=Ay y1y3 (M — Ag)
et la valeur du produit scalaire P est égale 4 :

) + (9
y1y3(h — As)

Le discriminant du polynéme —b\,r? + (A1 — ad2)r + b est égal a I, > 0; ses deux
racines sont :

u(yy,y3,0) =

2 2
P(y,93,0) (b)‘l (49)" + (M — aXa)yPy? - bAs (33) )
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_C/\l—a/\2+\/-[_1 T_C)\l—a/\z“\/f_l
- 26\, L 26,

a_C)‘1+a/\2_\/—E

etonary+ —

b 2b)2

< 0 puisque :
I = (ch + a)y)? — 4xAq(ac —b?) < (e + aX;)? car ac— b2 <0

y2 > —— > r2, expression P(y?,49,0) est positive.

Comme
3/1 b~

En résumé, on est confronté aux deux situations suivantes :

1. Le systéme (2.9) a un point singulier sur le cercle C pour lequel le produit scalaire
P est positif.

2. Le systeme (2.9) n’a pas de points singuliers sur le cercle C, mais, dans ce cas, on a
forcément un point singulier sur ’équateur pour lequel le produit scalaire P est positif.

Ainsi, le systéme (2. 9) admet au moins un point singulier pour lequel le produit
scalaire P est positif, d’oti par application du théoréme de Coleman, le systéme (A B)
n’est pas stabilisable par feedback homogene de degré 0.

Maintenant, on va montrer que le systéme (A, B) ne peut pas étre stabilisable par
feedback continu. En effet, supposons qu’il existe un feedback continu v = u{z) qui
asymptotiquement stablllse (localement ou globalement) le systéme (A, B). D’aprés
les hypothéseson a: a < 0 et ac— 5 < 0.

Si ac — b* < 0, pour tout réel a, la matrice A + aB a au moins une valeur propre a
partie réelle strictement positive. Ce qui contredit le fait que A +u(0)B est dissipative.

Si ac — b = 0, le raisonnement est le méme que pour le théoreme (2.7). =
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Stabilisation des systémes
homogeénes impairs

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse & la stabilisation des systémes non linéaires de la

forme f@)+ B
z = f(z)+ Bu
(=germe -

ou f: R™ — R" est un champ de vecteurs continu et homogene de degré impair (i.e
toutes les composantes du champ sont des fonctions continues et homogénes de méme
degré k impair dans IN*) et B est une matrice constante dans Msm(R).

Les techniques de linéarisation ne peuvent pas s’appliquer pour stabiliser localement
ce type de systemes. Le but de ce travail est de donner une condition nécessaire
et suffisante pour que ces systémes soit globalement asymptotiquement stabilisables
(G.A.S) par feedbacks continus et homogénes, de méme degré d’homogénéité que f.

Les systemes de la forme (3.1) ont été étudiés dans [1] et [23]. Dans [1], A. Andreini,
A. Baccioti, et G. Stefani ont donné une condition suffisante de stabilité du systeme
(3.1), A. Iggidr et J. C. Vivalda [23] ont donné une condition nécessaire et suffisante
de stabilité du systéme (3.1) dans le cas ot rang de B=n — 1.

3.2 Fonction de Lyapunov pour les systémes con-
tinus et homogénes

Tout d’abord, on va rappeller un résultat concernant les fonctions de Lyapunov
pour les systémes continus et homogenes, di 4 L. Rosier [42], puis on étudiera la
stabilisabilité du systéme (3.1).

31
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On considere le systéme

z = X(z)
{ reR" (3:2)

ou X est un champ de vecteurs continu et homogene.

Définition 3.1 On dit qu’un champ de vecteurs X est homogéne de degré p, si pour
tout  dans R"™ et pour tout \€ R on a :

X(Az) = AP X(z)

Lorsque I'origine est asymptotiquement stable pour un champ de vecteurs X ho-

mogene de classe C, il existe une fonction de Lyapunov V homogéne et définie positive
qui vérifie X.V(z) <0, Vz#0.

Dans le cas ou X est homogeéne et uniquement continu, Rosier [42] a montré les
résultats suivants :

Théoréeme 3.1 Si X est continu, homogéne de degré q et si Zo = 0 est un point
d’equilibre asymptotiquement stable, alors il existe une fonction : V. : R"™ — R telle
que :

1. V € CP(R*,R) N C=(R" \ {0},R); p € N*.

2. V(0)=0, V(z)>0, Vz#£0 et V(z) = +oo quand ||z|| - +oo.
3. V est homogéne : Vz € R*, Vte R, V(iz)= t*V(z), k>p
4.V #0, VV(2).X(z)<0.

Puisque le champ X est homogene, on rappelle que la stabilité locale et la stabilité
globale sont équivalentes [20]. En appliquant le théoréme de Kurzweil, la fonction de
Lyapunov V sera de classe C* sur R".

Maintenant, une fonction de Lyapunov homogene V candidate est donnée par la

proposition suivante,

Proposition 3.1 Soient X et p comme dans le théoréme 3.1. Soit f € C°(RR",R)
telle que :

_ ] 0 sur (—o0,1] ,
f_{l sur [2,00) et />0 sur R
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soit k € IN*, alors la fonction

oo #(fov)(sml,...,sxn)ds st T#£0
V(z)=

0 st =0
est de classe C* sur R™\ {0}, et satisfait :
1. VV(z).X(z) <0, Vz #0.
2. V(tz) = t*V(z) pour tout z € R™ \ {0} et t > 0.
En plus, si k > p, alors V est de classe C? en 0.

On remarque que k et p sont arbitrairement choisis dans IN*, donc on peut les
choisir aussi grand que 'on veut pour que V soit suffisament régulitre 3 P'origine.

3.3 Stabilisation

Apres changement de coordonnées linéaire, le systéme (3.1) devient :

(51 =g1(y)

do = 9a()

L .
Yot1 = Go1a(y) + Ug+1

(3.3)

. gn = gn(y) + an

Ol n — g est le rang de B et ¢ = *(g1,...,9,) est un champ de vecteurs continu
homogeéne de méme degré que f.

Introduisons I’hypothése suivante :

Hypothése (H) 1l existe une fonction V : R® — R de classe C?, propre, définie
positive et homogene telle que :

.9V
> 5 -(¥)gi(y) <0, Vy e E
1=1 y'l
ou - .
E = e Rn O : = ... = = 0
{y V{0 FYq+1 (®) Oyn ) }

Théoréme 3.2 Le systéme (3.3) est globalement asymptotiquement stable par un feed-

back continu et homogéne de méme degré que g, si et seulement si Uhypothése (H) est
satisfaite.
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Démonstration : Puisque V est supposée étre homogene et définie positive, son
degré d’homogénéité est pair noté d. Pour montrer que la condition H est suffisante,
on va prouver la proposition suivante qui donne le feedback stabilisant.

Proposition 3.2 Si la condition (H) est réalisée alors le systéme (9.8) (et donc le
systéme (3.1)) est G. A. S & laide du feedback donné par :

. ov .
ui(y) = —)\”yllk_d“g—_(y) st y#0
Yi pour 1€ {¢g+1,...,n} (3.4)

0 st y=0

Démonstration de la proposition : Il est simple de vérifier que @ est continu sur
IR™ et homogene de degré k.
Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que :

V(y) <0 Vye R\ {0}
Soit C't le cone fermé :
C*={yeR": VV(y)g(y) >0}
et C'~ son cone complémentaire :
“={yeR": VV(y)g(y) <0}

La dérivée de V' le long des trajectoires du systéme bouclé (3.3-3.4) est :
)2

V est une fonction homogene de degré pair d + k — 1; donc son signe ne change pas
le long de toute droite passant par l'origine. D’oi, 11 suffit de montrer que V est
strictement négative sur la sphére unitée S.

V(y) = VV(»)e(y) — AlylF*+ 3 (

i=g+1 l

Pour tout y € Son a:

V(y)=VV(y ,\E(

i=¢+1

ay,

Soient &; et 6, les nombres suivants :

. 0V 2
b= m VYO, b= min, 3 (5,0)
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S et SN C* sont compacts, donc §; et §; existent. En plus, sous ’hypothése (H), on
remarque que £ C C~, d’ou ENC* = {, ce qui implique que

> (gv(y))2> 0, Vye SnCt
i=q+1 9Yi

) .
donc é; > 0. En choisissant A > 6_1 ,onabien V(y) <0 Vye S.
2

Ceci prouve que l'origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement

stable pour le systéme bouclé (3.3-3.4).

Montrons, maintenant, que la condition (H) est une condition nécessaire pour que
le systeme (3.3) soit stabilisable par feedback continu et homogéne de méme degré que
g-

Supposons qu’un tel feedback existe, alors, la partie droite du systéme (3.3) sera un
champ de vecteurs continu et homogeéne. D’apres le théoréme 3.1, il existe une fonction
de Lyapunov V homogéne telle que :

ov

Vi) = YV + 3 Z i) <0

t=qg+1
En particulier si y € E on a :

V) =3 g—;/i(y)g;(y) <.

i=1

Ceci compléte la démonstration du théoreme. ]

Exemple : Considérons le systéme suivant

. 3 2 2 _ .3 2 _

T1 = —2z7 — ST{Ty + 4175 — T + 7125 = fi(z1, T2, 73)

. __ .3 2 2 3 2 _

Ty = 77 + 42722 + 52123 — 225 + z92% = fo(z1, 2, T3) (3.5)
t3 = 2323 + 2012223 + 523 + u = fa(z1,To,T3) + u

On ne peut pas utiliser les résultats prouvés dans [23] puisque le rang de B est égal &
1.

On peut aussi montrer facilement qu’on ne peut pas trouver de matrice symétrique
définie positive qui satisfait I’hypothese donnée dans [1] :

Ker'BP C {z € R*:' zPf(z) < 0} U {0}
Par contre si on considere la fonction homogene et définie positive suivante

V(z1,z9,23) = 4xfx§+2x1x2(a:f+2:c1z2—:c§)+ (2 42z, 7, —x§)2+z§ = f/(:cl, T2)+ 75
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elle satisfait I’hypothése (H). En effet, dans ce cas on a
3 oV 3
B={z € R*\{0}: 5(s) =0} = {z € R*\ {0}/ 25 = 0}

et on peut facilement vérifier que pour tout (z;,22,23) € E on a

av oV .
ﬂ(x)fl(%wz,ms) + 8—%($)f2($1,$2a$3) = =2(z1 + 2))V(21,22) <0

En appliquant le résultat prouvé ci-dessus

u(.'z:l, T3, 1;3) = —4/\.'1:2

61

2

est un feedback homogene qui stabilise le systéme (3.5) pour une valeur de A >
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Observateur pour les systémes
polynomiaux homogénes de degré
impair

4.1 Introduction

Dans la quasi-totalité des systémes concrets, pour des raisons de réalisabilité tech-
nique, la dimension du vecteur de sortie est inférieure a celle de 1’état. Ceci entraine
qu’a un instant donné ¢, I’état z(t) ne peut pas étre déduit algébriquement de la sor-
tie y(¢) a cet instant. Par contre, sous des conditions d’observabilité, I’état z(t) peut
étre déduit de la connaissance des entrées et sorties sur un intervalle de temps passé :
u([0,2]), w([0,¢]).

Le but d’un observateur est précisement de fournir une ”estimation” de la valeur
courante de I’état en fonction des entrées et sorties passées.

Si la synthese d’observateurs pour les systémes linéaires invariants a été résolue
dans le cadre déterministe par Luenberger [33] et stochastique par Kalman [25], la
grande diversité des systémes non linéaires a engendré de nombreuses études sur les
observateurs non linéaires (voir par exemple [4, 12, 18, 50, 51]), et ce sujet reste tou-
Jours d’actualité. L’existence d’un observateur est toujours liée & 1’observabilité dont

plusieurs résultats, concernant les systémes non linéaires, ont été faits ces derniéres
années {15, 19, 36, 46, 47].

Dans ce travail, on donnera une condition suffisante pour ’existence d’un observa-

teur pour les systémes polynomiaux homogenes de degré impair, que 1’on construira
explicitement.

37
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4.2 Systeme et hypothéses

Considérons le systéme suivant :

{ ”by::"(f,’;) (4.1)

ouz € R", y € R™, h(z) = *(hi(z),..., hn(z)) est un champ de vecteurs polynomial
homogene de degré impair k£ > 1, et C est une matrice constante de R(mxn)-

Rappelons que h est homogene de degré k signifie : h(Az) = Mh(z) VA € R,
Vz € R™. Dans toute la suite, on supposera que le systéme (4.1) est observable.

Soit p € IN le rang de C. Dans une base de IR", le systéme (4.1) s’écrira sous la
forme :

{ &= f(2) - (4.2)

¥i=Xizi, A F#0 pour i=1,...,p

ol f= *(fi,..,fn)est un champ de vecteurs polynomial et homogéne de méme degré
que h.

Remarquons que, puisque le changement de coordonnées effectué est linéaire, ’obser-
vabilité du systeme (4.1) est équivalente & celle du systéme (4.2) et si le systéme (4.2)
admet un observateur, il en est de méme pour le systéme (4.1). Ainsi, dans tout ce qui
suit, on considérera le systéme sous la forme (4.2).

Un observateur pour le systéme (4.2) est un systéme de la forme

.’1;3 = g(i’ y) (43)

qui produit Pestimation £(t) de ’état z(t), du systéme (4.2). Plus précisément, si les
systemes (4.2) et (4.3) sont initialisés au méme point (z(0) = #(0)), on veut avoir
2(t) = z(t), Vt 2 0 (donc il faudrait que : g(z,Cz) = f(z) Yz € R"), et sie =3 — z,
on souhaite que le systéme

¢=g(z +ey) - f(z) (4.4)

soit globalement asymptotiquement stable a ’origine.

On va donner quelques définitions dont nous aurons besoin par la suite.



4.2. Systéme et hypothéses 39

Définition 4.1 On appelle fonction de classe K, toute fonction o : R — R
r+— (r), continue, strictement croissante et nulle & lorigine.

)

Définition 4.2 Soit V : R" x [0, +oo[— R
1. On dira que V est définie positive s’il existe une fonction ¢ de classe K telle que
V(z,t) 2 o(llzll), ¥(z,t) € R x [0, +o0]

2. Si en plus o(||z]]) — +oo quand ||z]| — +oo, la fonction V(z,t) sera dite
radialement non bornée.

Remarque :  Pour les fonctions autonomes V(z),
1. V définie positive est équivalent & V(0) = 0 et V(z) > 0 pour z 0.

2. V est radialement non bornée entraine que V(z) — +o00 quand ||z}| — +o0,
c’est-a-dire que V' est propre.

Proposition 4.1 Une condition nécessaire pour que (4.3) soit un observateur pour le
systéme (4.2) est lexistence d’une fonction de classe C', V(e,t), définie positive et
radialement non bornée telle que :

VV(e,t) (f(z+e)—f(z))+aa—‘;(e,t) <0, Ve€ KerC\{0}, Vz e R", Vt>0 (4.5)

Démonstration : Le systéme (4.3) est un observateur global pour le systéme (4.2) si
Porigine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour I’équation
de I'erreur (4.4) . Dans ce cas, par le théoréme inverse de Lyapunov [20], il existe une
fonction de classe C!, V (e, t), définie positive et radialement non bornée telle que :

VV(e,t) (g(:%,y) - f(:z:))+aa—‘t/(e,t) <0, Ve#0, Vze R*, Vt>0 (4.6)

Maintenant, si e € KerC \ {0}, on a :
Ci=Czr=y
ce qui implique

9(2,y) = 9(3,Cz) = g(%,C2) = f(2) = f(z + )
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et I'inégalité (4.6) devient :

VV(e,t)(f(z+e) - f(z))+%—‘t/(e,t) <0, Ve€ KerC\{0}, Yz € R*, V>0 (4.7)

ce qui termine la démonstration. =

Dans la suite, on va supposer l’existence d’une fonction de classe C'! définie posi-
tive V : R® — IR, homogene, propre et indépendante du temps ¢ qui satisfait les
hypothéses suivantes :

(Ha) VV(e)(f(z + ) — f(z)) <0, Ve€ KerC\{0}, Vz € R".
(H2) %(e) =0, pourt=1,..,p, Ve€ KerC.

(H3) (VV(e),!CCe) >0, Veec R".

Remarque :  La condition (H;) n’est autre que l'inégalité (4.5) dans le cas ot la
fonction de Lyapunov de la proposition est en plus indépendante du temps et homogene.

4.3 Conception de 'observateur :

Considérons le systéme :

2 = f(8) - a(||z]* + [*C(CE - y)|*) C(Ct —y) avec a €R, a>0 (4.8)

Théoréme 4.1 Soient f et C comme énoncés auparavant. S’il existe une fonction
V de classe C' définie positive, propre et homogéne qui satisfait les hypothéses (H;)
et (Hz) ou bien (Hy) et (Hs), alors pour un certain a > 0, le systéme (4.8) est un
observateur asymptotique global pour le systéme (4.2).

Démonstration :  Tout d’abord, puisque V est définie positive et homogene, son
degré d’homogénéité est pair, on le note 2d.

En utilisant (4.2) et (4.8) et le fait que e = # — z, ’équation d’erreur est donnée
par :

é= f(z+e) = f(2) — allz + el + [‘CCe]*) CCe (4.9)
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Supposons que (H;) et (H;) sont satisfaites, pour montrer que le systeme (4.8)
est un observateur global pour (4.2), il suffit de montrer que le systéme (4.9) est
globalement asymptotiquement stable & 1’origine.

 Considérons la fonction suivante :

Wi(e) = %(tetCCe)d + U(e)

ou U(e) = V(0,...,0,ep41, .-, en) Ve € R™. 1l est facile de voir que W est de classe C,
définie positive, propre et homogene de méme degré d’homogénéité que V, 2d, et

W = (fe!CCe)?1te!CC+

(0 ov

oV
.,0,m(o,...,0,6p+1,...,en),...,8_611(0,...,0,6,,.*_1,...,en))

Puisque (('CCe) = *(Mey, ..., A\2¢p,0,...,0), la dérivée de W le long des trajectoires
de (4.9) est donnée par :

W(e)= VW(e)(f(z+e) - f(z))
~a(te'COey (e + el + [roCer)fcer O
Soit F': R™ x R® — IR définie par :
F(z,e) = VW(e)(f(z +¢) - f(2))—a('e'CCe)* (||z + el + ['CCe|*) [{CCel?

Ona:
F(Az,Xe) = NH-1F(z ¢) Y(z,e)e R* x R*, VA€ R

donc W est homogene comme fonction en (z,e), de degré pair 2d + k — 1. Ainsi, son
signe ne change pas le long de toute droite de R™ x R" passante par Porigine. Ce signe
peut étre évalué sur la sphere :

§ ={(z,e) € R* x R/ ||(z,€)l| = /llall? + |lell* = v/2}.

D1 ={(e,¢) € R* x R"/lz| = 1, |le]l = 1}

Soit

Dy ={(z,¢) € R" x R*/1 < ||z]| < V2, |le|| < 1}

Ds = {(z,¢) € R* x R"/|lal| < 1, 1 < [le]| < v3}
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On a, évidemment :
SCDLUD,UD;
Soit
Ci ={(z,¢) € R* x R"/ VW (f(z + ¢) - f(z))> 0}
et
C-={(z,¢) € R* x R"/ VW (f(z +¢) - f(z))< 0}

Sur C_n (D1 UD, UD3), ona:
Wi(e) <0 (4.11)

Maintenant, pour montrer que W(e) < 0 Ve € R"\ {0}, il suffit de montrer que :
W(e) < 0, V(z,e) e Cy N ('D1 UuD; U D3) avec e # (

Soit 72 la deuxiéme projection de R™ x R™ sur R™ définit par :

m: R"xR* — R™
(:z:, e) — e
On note Q; = m3(Cy) la deuxiéme projection de Cy sur R™. Q, est fermé par ce que

Cy est fermé et par ce que 7, envoie les ouverts sur les ouverts. De (H;), (H) et en

tenant compte de la forme de W et U, on peut déduire que pour tout e € KerC \ {0},
on a:

VW(e)(f(z +¢) = f(2)= VU()(f(z + ) - f(2))= IV(e) f(z + ) - f(x))< 0

ce qui implique que :

R" x KerC C C_ UR™ x {0}

Puisque C_.NCy =0,0n a :
Q:N KerC = {0} (4.12)

D’autre part, soit G la fonction définie de R® x R® dans R par :
G(z,e) = VW(e)(f(z +e) — f(:c)) pour tout (z,e) € R® x R"
Pour tout A € R et (z,e) € R* x R®, on a :
G(Mz,e)) = G(Az,Xe) = )\2d+k‘1VW(e)(f(:I: +e)— f(a:)): A2 G( )

ce qui implique que G est homogéne sur R™ x IR™. Il s’ensuit que Q; est un céne. En
effet, pour e € Q;, 3z € R" tel que (z,¢) € C,, donc G(z,e) > 0, et, pour tout A € IR,
on a

G(Az,de) = A\14H-1G0(z,¢) > 0
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car 2d+ k — 1 est pair, ce qui implique que (Az, Ae) € C, et donc e € Q,. Le fait que
Q7 soit un cone entraine que
{e/llell=r}nQ, = {re/ ee{lle]=1}n Qz} VreR (4.13)

En utilisant le fait que Q; est un fermé et {|le|| = 1} est un compact, donc
{llell = 1} N Q, est compact, et en tenant compte de ’égalité (4.12), on a :

[*CCe||(tetCCe)*™ = hy > 0
{Ilell l}f"Qz

t t t
o [CCel(*etCCey* = hy > 0

A la suite de 'égalité (4 13), on a aussi

{ll lI— }nQ I Ccellk+l(t tCCe)4 ! = pléth-1p,

CCe|*(te!CCe)d! = r2dp
{"e”_r}ng I*CCell¥( e)* ™t =r*h,
Soit

VW (e)(f(z+e) - f(2))|

max
(.'L‘,e)GC+ n(‘D1 uD, UD3)

e Sur D;NCy,ona:

W) < H-a CCell**!(te!CC
(€) < H-a min [CCe (00"
< H—ah; <0
si on choisit « tel que :
o> A (4.14)
k1

o Si(z,e) € D;NCy avec |le] =r >0, 0na:
W(e) = VW(e)(f(z+e)— f(z))-
allz +el*2 + ['CCe|lY) (fe'CCe)* Y {CCe?

IA

VW (e)(f(z +€) - f(=)) -
a((llzll - flell)*~* + [FCCe|*-Y) (e'CCe)*H{'C el

IA

VW (e)(f(z +e) — f(2))-
a((1 - [lel)** + [[*CCelF ) (teCCe)* | iCCel?
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1. Sifle]| = > 3, alors

W(e) < H—al'CCe|**'(*e!CCe)*?

< H-«o I'CCe||*!(*etCCe)d 1
lef= r}ng

S H - Ofr2d+k—1 hl

1)2d+k—1 hy

< H—a(§

Cette derniére quantité est strictement négative si on choisit « tel que :

H.22d+k—1
o> = (4.15)

2. Siflef=r<%ona

[VW(e)(f(z+€) ~ £(2))| < IVW (Il f(z +€) — F(2)]
Puisque W est homogene de degré 2d, VW est aussi homogéne de degré

2d — 1, et donc :
IVW(e)] < &fle][*
car
€
VW)l = ”vvv(neuw)“
— 2d—-1 < 2d-1
el oW (7o) < ma IVW(e)llel

ou S™ est la sphére unité de R™ qui est compacte. Et puisque f est poly-

nomiale on a

<

i g i
> aa, ,a-l'l ...xz"ell...efz"
al'ﬂl

|fi(z +e) - z)| =

avec

aiza’i+...+a;, ﬂizﬂ{+...+ﬂfl, o'+ pi=k et f>1 Vi
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En tenant compte du fait que Jlef| < 1, |jz|| > 1, & + 8 =k et B> 1
pour tout ¢, on a :

I1/(z + ) = f@) < &llefl[l]**

donc
VW (e)(f(z +€) = f())] < 6160+~
et

W) < 8:6r%||z|*! — a(l - r)k-l(tetcce)d-l||tcce||2

- Loy
S &&rM(V2)T - a(z)*! i ('O CCelf”

S 5162T2d(\/§)k—1 _ a(%)k—lhz,rjd

Cette quantité est strictement négative si on choisit « tel que :

5152(2\/_ 618;(2v2)F1

TR — (4.16)

e Si (z,e) € D3N Cy, alors |le|| = r > 1, et ainsi

W(e)

IN

H-— c>z||tC'C'e||'°"'2(tetCCe)d_1

IA

H - 'CCe||**2(te!CCe)!
{||=”"T}nQ

< H — ar2d+k-—l hl

S H—ah1

Cette derniere quantité est strictement négative par le choix de o > =—.
1

Maintenant, si a est choisi tel que les trois inégalités (4.14),(4.15) et (4.16) sont

satisfaites, ce qui est toujours possible, alors on a :

W(e) <0, V(z, e) € Cy N (D1 UuD,U D3) avec e # 0
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L’expression précédente en conjonction avec (4.11), donne
W(e) <0 Y(z,e) € (D1 UD, U D3) avec e # 0

et par conséquent

W(e) <0 Vee R"\ {0}

Ainsi, W est une fonction de Lyapunov stricte pour le systéme (4.9), donc son
origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable. D’ou, le systéme
(4.8) est un observateur asymptotique globale pour le systeme (4.2).

. Maintenant si (H;) et (H3) sont satisfaites, le raisonnement est le méme avec la
fonction de Lyapunov

W(e) = 2id(eTcTce)d +V(e)
en effet, la dérivée de W le long des trajectoires de (4.9) est donnée par
Wie) = VW(e)(f(z+e) - f(z))
—a(flz +elf** + *CCell**) ((te'CCe)* i CCel* + (VV (e),! CCe))

< VW(E(f(e+e) ~ f(@)=a(llz + el + ['CCe|[*Y) (CCe) el

cette derniére inégalité est la méme que I'inégalité (4.10), la démonstration du théoreme
4.1 est ainsi terminée. |

Remarque :  Dans le cas ol le systéme (4.2) est de la forme :

{:i:zf(:l:)+Bu

AL (4.17)

ou B est une matrice de R,yn,. Alors si f et C satisfont les hypotheses du théoreme
4.1 et si le systéme (4.17) est observable, il existe un a > 0 tel que :

&= f(&) - oI +|I'C(CE - y)f?) C(Ct — y) + Bu (4.18)

soit un observateur asymptotique global pour le systéme (4.17). En effet, I’équation de
’erreur est donnée par :

é=f(z+e) = f(z) —a(llo + el + ['CCel*) CCe (4.19)

qui est globalement asymptotiquement stable & Porigine.
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4.4 Exemple : |

Une classe de systéme qui satisfait les hypothéses du théoreme 4.1 est de la forme

z = fi(z,z2)
2.,' = fg(:r,z)
y=z

ouz € R*™, z€R™, fi et fo sont des champs de vecteurs polynomials homogenes
de méme degré impair, tel qu’il existe une fonction V: R™ — RR™ définie positive,
propre et homogéne vérifiant :

VV(ZQ)(fz(IL‘,Zl + 22) - (fz($,21))< 0, Vz € Rn—m’ VZl € IR,m, Vz; € R™

Exemple :  Considérons le systéme suivant :

e — 3 3

(bz = 1::13

; 3 2 3

T3 = —I3 + 175 + T3
= t

y= (:C],.'Ez)

Pour ce systéme, on ne peut pas trouver de matrice P symétrique définie positive qui
satisfait les conditions de Starkov [48] & savoir :

PicCc =tccp
Cony N (KerC x R*) C {0} x R"
Cony N (R™ x KerCP) C R™ x {0}

avec :

cony = {(z,¢) € R" x R"/ *eP (f(z +¢) - f(z)) > 0}

Le résultat de [48] ne peut donc pas étre appliqué pour construire un observateur.

Maintenant, on peut prendre, pour le systéme précédent, la fonction suivante

1
V(z1,22,23) = E(zf + 23 + 73)

qui est définie positive, propre, homogene et qui satisfait les hypothéses (Hy) et (H2).
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En effet, dans ce cas, on a

KerC={e€R?:e; = ¢, =0}

Ainsi on peut facilement vérifier que :

ov

)% ;
e e) = a—e;(e) =0, Ve= Y(ej, ey e3) € KerC

et
VV(e)(f(z +e€) — f(z))= —e} — 3236} — 322e2 < 0, Yz € R®, Ve KerC\ {0}
En appliquant le théoreme 4.1, il existe o > 0 tel que :
: . - A t A
& = f(2) - a(|I2I* + |'C(CE - y)|*) C(C2 — )

soit un observateur pour le systéme considéré.
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5.1 Introduction

The aim of this paper is an extension of the well knoun J urdjevic-Quinn’s theorem [24]
to provide a stabilizing feedback law using a bounded control for a general stochastic
affine control systems.

The stabilization of deterministic affine control nonlinear systems by smooth feed-
back laws has been investigated by many authors in the last past years (see {30, 34,
45, 38] and reference there in).

For controled stochastic differential equations, when only the drift is corrupted by

a noise, Florchinger [13] gave sufficient Lyapunov-like conditions, which are the same
as in deterministic case.

49
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In this paper, we deal with systems where every thing is corrupted by multiplicative
noises, under the same hypothesis as in [13], we show that system proposed is globally
asymptotically stable in probability and we give a stabilizing feedback law.

This paper is divided in three sections organized as follows. In section one, we
recall some definitions and results concerning the asymptotic stability in probability
for the solution of a stochastic differential equation proved by Khasminskii (see [21]) or
Arnold (see [3]). In section two, we introduce the class of control stochastic differential
equations we are dealing with in this paper, and we recall the result established in[13].
In section three, we extend the result proved by Outbib and Sallet [38] that concerns the
generalization of Jurdjevic-Quinn’theorem [24] to deterministic affine control systems
when the drift as well as the controled part are corrupted by a noise.

5.2 Stochastic stability

Let (2, F,P) be an usual probability space and denote by w a standard R™-valued
Wiener process defined on this space. Denote by (F#)t>0 the complete right-continuons
filtration generated by w. Let z; € R™ be the stochastic process solution of the stochas-
tic differential equation written in the sense of Ito,

t m t )
e = 2o+ /0 Xo(z,)ds + 5 /0 Xi(z,)dw' (5.1)
=1

where Xo, X3, ..., Xm are (m +1) C}-vector fields on R” vanishing at the origin which
we write for any x in R™ as,

- 0
Xi(z)=) X; — 0<i<m.
©)= 3 X&) 0Si<m
Moreover, the infinitesimal generator associated with the stochastic differential equa-
tion (5.1), denoted by L, is defined for any functional ¥ in C?(R™) by
- ov 1 & . 0’y
—_— R —_— — tJ
LY(z) = ;Xo,,(:v) 33:;(:6) + 5 Y a (x)az,-az

i,j=1

(z)

J

where m
ai'j(:l:) = Z Xk,,'(:t)Xk'j(:L'), 1< i,j <n
k=1
Furthermore, for any ¢ in R’} and zo in R™, denote by z,(x), the solution at time ¢ of
the stochastic differential equation (6.1) starting from the state z.

The different notions of stochastic stability we are dealing with in this paper are the
following
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Definition 5.1 The solution z; = 0 of the stochastic differential equation (5.1) is said
to be stable in probability if for any € > 0 there exists § > 0 such that

|zo] < 6= P (sup |z4(z0)| > e) =0.
>0
If, in addition, there ezists a neighbourhood D of the origin such that
P (tli_lr_nmo |ze(zo)| = 0) =1, Vzo€ D

the solution x; = 0 of the stochastic differential equation (6.1) is said to be asymptot-
tcally stable in probability. It is globally asymptotically stable in probability (G.A.S.P)
of

P (t li_lr_n [z:(z0)| = 0) =1, Vzo e R"
Furthermore, the following criterions in terms of Lyapunov function for the stochastic
stability hold (see [3, 21]).

Theorem 5.1 Let D be a neighbourhood of the point z = 0 which is contained in R™
together with its boundary, and assume that there ezxists a Lyapunov function V defined
in D (i.e. a proper function V positive definite mapping D into R) such that

LV(z) <0 (respectively LV (z) <0), Vz €D, z#0

Then, the solution z: =0 of the stochastic differential equation (6.1) is stable (respec-
tively asymptotically stable) in probability. It is G.A.S.P if

LV(z) <0, VzeR*, z#0

In this paper, we shall make use of the latter Theorem and a stochastical version of
Lasalle’s invariance principle (see [31]), in order to prove that the class of nonlinear
stochastic control systems introduced in the following section is globally asymptotically
stabilizable in probability.

5.3 Problem statement

The purpose of this section is to introduce the class of control nonlinear stochastic
differntial equations we are dealing with in this paper.
Consider the stochastic process solution z; € R" of the multi input stochastic differ-
ential equation written in the sense of 1to,

t m P rt PRI L iy
Ty = 2o +/0 (Xo(z:s) +§quj(:cs))ds + ;/0 Xi(zs)dw, +]-Z=;/o u; Zi(zs)dw! (5.2)

where
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L Xi= "Xty Xin), 05i<p, Y;= Y(Yj1,..., Vi), and Z; = Y(Z;1,...; Z;n)
1 <5 <m,are smooth vector ﬁelds on JR"™ vanishing at the origin. ‘A denote
the transposed matrix of A.

2. u;, 1< j < m, are bounded real-valued control laws.

the stochastic differential system (5.2) is said to be asymptotically feedback stabilizable
in probability at the origin if there exists a function u = (uy, ... , Um) mapping R"
into IR™, vanishing in the origin, such that the equilibrium solution z, = 0 of the
closed-loop system,

20 = 20+ fg (Xo(2:) + Tty wi(2)Y;(w.)) ds + Doy fi Xi(z,)dv
(5.3)
+27 fc:;t u;(z5)Z;(zs)dw]
is asymptotically stable in probability.

In the case where only the drift is corrupted by a noise, systems (6.2) becomes
t m P t )
o= o + /0 (Xo(zs) + S w¥i(es))ds + /0 Xi(zs)dw! (5.4)
i=1 =1

this system have been studied in {13]. Under condition that (5.4) is of ”Jurdjevic-
Quinn” type, see definition 5.2, Florchinger [13] proved that (5.4) is globally asymp-
totically stable in probability and he gave a stabilizing feedback law.

In the following, we state the same sufficient conditions as in [13] under which there
exists a stabilizing feedback law for the stochastic differential system (5.2)

5.4 Main result

The aim of this section is to state and prove the main result of this paper which is
an extension of Jurdjevic-Quinn’s theorem to our framework.

Denoting by L the second order differential operator associated with the stochastic
differential equation (6.2) given for any function ¥ in C?(IR"™) by

L\Il(x ZXO,(.'I: —(2 + - Z ZX]” ij ) >y

i=1 ij=1 k=1 0z0z;

(z)

Furthermore, for any smooth function V. : R® — R that is proper, positive and
definite, and for any = € R", introduce the following functionals defined by
92V

aUk(‘T Z Z’“ Zk] )8!13 ar(z)
ULy

131
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and
boi(5) = Y- Vialo) g (2)

In order to state the main result of this paper, introduce the following definition of
”Jurdjevic-Quinn” type stochastic systems,

Definition 5.2 The control stochastic differential equation (5.2) is said to be a ” Jurdj-
evic-Quinn” type stochastic system if there exists a smooth function V : R® — R that
is proper and definite positive such that

1. LV(z) <0, Vz € R™.
2. The set

W= {zeR" L*'V(z) = L*Y;V(z)=0; keN; j=1,..,m}
is reduced to {0}.

Therefore, the following theorem gives a formula for a stabilizing feedback law for the
stochastic differential equation (5.2) provided a smooth, proper and definite positive
function which satisfies the conditions of definition 5.2, is known.

Theorem 5.2 Assume there ezists a smooth, proper and definite positive function
which satisfies the conditions of definition 5.2 (i.e system (6.2) is of ”Jurdjevic-Quinn”
type) then, the feedback law u defined by

uj(z) = —%((% where B,;(z) =1+ az,j(z), 1<j<m (5.5)

is a stabilizing feedback law for the stochastic system (5.2).

Proof Denote by £ the infinitesimal generator of the closed-loop system

T =20+ [y (XO(wS) + 2% uj(:ES)Yj(%)) ds+ Y%, fs Xi(z,)dw}
(5.6)
+ L0 Jo ui(es) Zi(x,) db?

deduced from (5.2) when the control law u is given by (5.5).
Therefore, for any z € R™, we have

£V() = V() + 3 2 (558 )
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Since the stochastic system (5.2) is of ”Jurdjevic-Quinn” type, and using the fact that

b2
ai(2) 1 <0 and (@)

Buk(z) B k(x)

>0, VzeR", k=1,....m

it follows

LV(z) <0, Vze R"

Hence, by making use of theorem 5.1, the equilibrium solution z; = 0 of the stochastic
differential equation (5.6) is stable in probability.

According to the stochastical version of LaSalle’s invariance principle (see [31]), the
processus z; converges in probability to the largeste invariant set I/ whose support is
contained in the locus LV (z;) = 0 for all ¢ > 0. Let z; be a complete solution of the
closed-loop system (5.6) along which LV (z;) =0, Vt > 0, we must show that z;, = 0
for all ¢ > 0.

Obviously, LV (z) = 0 for any z # 0, if and only if

LV(z)=b,;(z) =Y:V(z) =0, i=1,...m
So, for z; € ) we have
LV(z))=YiV(z) =...= Y, V(z,) =0, Vt>0
Then, successive differentiation by means of Itd’s formula yield,
LV (zy) = MV (2e) = ... = L¥Y,,V(z,) =0, VkeN, Vi>0

Therefore, since (5.2) is a ”Jurdjevic-Quinn” type stochastic system, by definition
refdjq, we can deduce that the stochastic process z; = 0, Vi > 0, hence i = {0}. This
implies that the equilibrium solution z; = 0 of the stochastic differential equation (5.6)
is globally asymptotically stable in probability. The proof is now completed.
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6.1 Introduction

The main object of this paper is an extension of Artstein’s theorem [2] to nonlinear
stochastic differential equations. The goal is to provide explicit feedback control law
that globally asymptotically stabilizes in probability a given nonlinear stochastic sys-
tem, under the assumption that a ‘control-Lyapunov function’ is known. The result
represents a continuation of a line of work started in [8], that concerns stabilization in
probability of control stochastic systems which are affine in control, where every thing
is corrupted by a noise. In Bilinear stochastic case, Chabour and Florchinger have
study the stabilizability in probability of a class of this system in [10].
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For the same system in deterministic case, Sontag [34, 44] gave an explicit proof
of the theorem due to Artstein which states that the existence of a smooth control-
Lyapunov function implies smooth stabilizability. '

The stochastic differential equations affine in the control, when only the drift is
corrupted by a noise are studied by Florchinger [14]. This class of stochastic systems
does not engender the stochastic version of Artstein’s theorem, indeed, the proof as
well as the feedback law given by Florchinger are exactly the same as those given by
lin and Sontag [34].

This paper is divided in three sections organized as follow. In section one, we recall
some definitions and results concerning the asymptotic stability in probability for the
trivial solution of a stochastic differential equations proved by Khasminskii (see [21]) or
Arnold (see [3]). In section two, we introduce the class of control stochastic systems we
are dealing with in this paper. In section three we extend the result proved by Sontag
[34, 44] that concerns an explicit proof for the Artstein’s theorem when the drift as
well as the controled part are corrupted by a noise in the section three.

6.2 Stability of stochastic systems

Let (€2, F,P) be an usual probability space and denote by w a standard IR™-valued
Wiener process defined on this space. Denote by (Ft)eso0 the complete right-continuous
filtration generated by w. Let z; € IR™ be the stochastic process solution of the
stochastic differential equation written in the sense of Itd,

Ty = zo+ /: Xo(z,)ds + i/ot Xi(z,s)dw' (6.1)

=1

where Xo, X, ..., X, are (m +1) C}-vector fields on R" vanishing at the origin which
we write for any x in R™ as,

X.(:l:) = Z X,-,k(:v)aixk 0 S ') S m.

k=1
Moreover, the infinitesimal generator associated with the stochastic differential equa-
tion (6.1), denoted by L, is defined for any functional ¥ in C%*(R") by

LY(z) = éXo,.-(a:)g—z(w) + % Xn: a"i(z) azi;;j(x)

t,g=1

where

a*(2) = 3 Xii(2)Xii(z), 1<i,j<n
k=1
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Furthermore, for any ¢ in R? and z, in R™, denote by z:(zo), the solution at time ¢ of
the stochastic differential equation (6.1) starting from the state z,.

The different notions of stochastic stability we are dealing with in this paper are the
following

Definition 6.1 The solution z, = 0 of the stochastic differential equation (6.1) is said
to be stable in probability if for any € > 0 there exists § > 0 such that

|zl <é6= P (sup |z:(z0)] > e) =0.
>0
If, in addition, there exists a neighbourhood D of the origin such that
P (t li+m |ze(zo)| = 0) =1, Vzo € D

the solution z, = 0 of the stochastic differential equation (6.1) is said to be asymptot-
ically stable in probability. It is globally asymptotically stable in probability (G.A.S.P)
if

p (t liin |ze(z0)| = O) =1, Vzo e R”

Furthermore, the following criterions in terms of Lyapunov function for the stochastic
stability hold (see [3, 21]).

Theorem 6.1 Let D be a neighbourhood of the point x = 0 which is contained in R™
together with its boundary, and assume that there ezists a Lyapunov function V defined
in D (i.e. a proper function V positive definite mapping D into R) such that

LV(z) <0 (respectively LV(z) <0), Vz€D, z#£0

Then, the solution z; = 0 of the stochastic differential equation (6.1) is stable (respec-
tively asymptotically stable) in probability. It is G.A.S.P if

LV(z) <0, Vze R, 2#0

6.3 Statement of the problem

The purpose of this section is to introduce the class of nonlinear stochastic control
systems we are dealing with in this paper.

Consider the stochastic process solution z; € R" of the stochastic differential equa-
tion written in the sense of Ito,
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T =1z + /Ot (fl(a:s) + ugl(:z:s))ds + /Ot fo(zs)dw, + /Ot ugs(z,)dw, (6.2)

where f; = (fi1,.., fin), 1=1,2, gi= Ygj1,--,9jn), j =1,2, are smooth vector
fields on IR™ and f1(0) = f2(0) = 0. A denote the transposed matrix of A. u, is a
real-valued control law.

The stochastic differential system (6.2) is said to be asymptotically feedback sta-
bilizable in probability at the origin if there exists a function u mapping R™ into IR,
vanishing in the origin, such that the equilibrium solution z; = 0 of the closed-loop
system,

T =2Zo+ /Ot (fl(xs) + u(ws)gl(ws))ds + /Ot fo(zs)dw, + /Ot u(zs)ga(zs)ds  (6.3)

is asymptotically stable in probability.

For a given smooth function V : R™ — R, denote by a,, b, and ¢, the functionals
defined by

@)= 5 3 () (o
b(@) = Y ie) 5 (2)
and Gy, 1 PV
cu(z) = Z:fl'i(x)a—x;(x) +3 Z_:l fz,i(-'l)fz,j(fb)m(x)

Recall that the second order differential operator ¢, is the infinitesimal generator asso-
ciated with the stochastic differential equation (6.2) when u = 0.

Then, we can introduce the following notion of control Lyapunov function for the
stochastic differential system (6.2).

Definition 6.2 A smooth, proper and definite positive function V mapping R™ into
R is said to be a control Lyapunov function (henceforth just ‘clf ’) for the stochastic
differential system (6.2) if and only if,

321f1(a"($)u2 + by(z)u + cu(x)) <0, Vre R"\ {0}

Recall that positive definite means that V(0) = 0 and V(z) > 0 for z # 0, and proper
means that V(z) — oo as ||z|| — oo.

In the case where only the drift is corrupted by a noise, systems (6.2) becomes

T, =29+ /Ot(fl(a:,) + ugl(:cs))ds + /Ot fa(zs)dws (6.4)
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this system have been studied in [14]. Under condition that there exists a clf V for the
system (6.4), Florchinger prove that the feedback u given by Lin-Sontag [34] stabilizes
globally asymptotically (6.4) in probability.

In the following, we state sufficient conditions under which there exists a stabilizing
feedback law for the stochastic differential system (6.2).

6.4 Main result

The aim of this section is to state and prove the main result of this paper on the
feedback stabilization of the class of control stochastic differential equations introduced
in the previous section.

Proposition 6.1 A necessary condition for a smooth, proper and definite positive
Junction V. :  R™ — R be a clf for the system (6.2), is the following implication
(H1)
a,(z) <0
Ayz) < 0= { or
a,(z) =0 and c,(z) <0

where

A(z) = b(2)? — da,(2)eu()
Proof The condition (H;) of the proposition is precisely
L Ay(z) < 0= au(z) < 0
2. Ay(z) =0 and a,(z) # 0 = a,(z) < 0
3. Ay(z) =0 and a,(z) =0 == ¢,(z) < 0

Assume that V is a clf for the system (6.2), then we have
iél%'{(a,,(a:)u2 + by(z)u + c,,(:z:))< 0, Vz#0. (6.5)

On one hand, if A,(z) < 0 (respectively, A,(z) = 0 and a,(z) # 0) then the
equation
ay(z)u® + by(2)u 4 c(z)
has the same sign as a,(z) for any u € R ( respectively, for any u € R\{—b.(z)/2a,(z)}),
and since V is a clf for the system (6.2), in order to have (6.5) we must have a,(z) < 0.

On the other hand, if A,(z) = 0, and a,(z) = 0 then b,(z) = 0, so, we have
inequality (6.5) if ¢,(z) < 0. Thus the proposition is proved. u
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In the sequal we will assume the existence of a clf V : IR"™ — IR, for the system
(6.2), which satisfies the following hypothesis :

(H2) : ay(z) < 0= A,(z) < 0.

Theorem 6.2 If there is a smooth clf V for the system (6.2) which satisfies (Hs),
then there is a smooth feedback u which globally asymtotically stabilizes system (6.2) in
probability.

Proof First, since V is a clf for the system (6.2), then (H;) is fulfilled. If in addition,
(H) is satisfied, then we have

Ay(z) <0 <= a,(z)< 0
Ay(z) =0 <= a,(z) = by(z) =0 = c,(z) <0
ay(z) > 0= Ay(z) >0

Now, let us introduce the following smooth functions ¢ and % mapping R into R

- defined by

0 if y<d4e

o ={ §USM,, w20 weR 21

and ;
_J0if y<O ' ,

If a,(z) > 0, then A,(z) > 0, denote by A;,(z) and Az,(z) the two roots of the
equation a,(z)A? 4 b,(z)A + ¢,(z) = 0 we have

—b,(z) — \/Au(z ‘—b.,:c VAu(z
/\l,v(x)= b() () ) A2,11(:1:)= ()+ A()

2a,(z) 2a,(x)

Taking into account (H;), we can deduce from a basic result of calculus that,

if xllr% ay(z) = ay(z0) =0, zo#0 (6.6)

then |
Jlim Mo(2) = —o0 and Jim Jg,(z) = —Z"Ezzi if by(zo) >0  (6.7)
Jim Ay o(z) = —Z"Eiﬁi and lim Ay(2) = +o00, if by(z0) <0 (6.8)

lim A;,(z) = —oc0 and Jim Xy () = 400, if by(z0) =0 (6.9)

T—Tg
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For a,(z) > 0, which implies A,(z) > 0, let A(z), B(z) and C(z) be the following
quantities,

A@) = $(Ao(@) +€) (Mal2) +€)+ (1 = $(ha,(e) — 6)) (Aou(z) — ¢)
B(2) = p(Xan(2) = Mo(z))

C(e) = A(z) + A2p(z)

2
It is easy to say that for all a,(z) > 0 we have

B(z)A(z) + (1 — B(2))C(z) €Mus d2p[, Yz € R®
Indeed :
If A20(2) — Aru(2) 2 4e, then A(z) €]A14(2), A2,u(z)[. So, since B(z) € [0,1], we have
B(z)A(z) + (1 - B(2))C(z) €]M, Az
If A20(z) — Ao(z) < 4é, then B(z) = 0 which implies
B(z)A(z) + (1 — B(z))C(z) = C(z) €M 10, A2al.
Now, the feedback u defined by

(0 if Ay(z) <0
B(z)A(z)+ (1 — B(z))C(z) if a,(z)>0
u(z) = J c(x) c(z) . 3 (6.10)
(1-«/)(—@—5))(-%—5) if a,(z) =0 and b,(z)>0
_ﬂ € ._-cl’-(z—) if a,(z)=0 an T
B3 b,,(z)+ ) b,,(:c)+5) f ay(z) =0 and b,(z)<0

is a smooth stabilising one for the stochastic differential system (6.2). Inded, by using
the fact that ¢ 9, Ay, and Xy, when A, > 0 are smooth functions, and taking into
account the form of ¢ and ¢, in conjonction with the formulas (6.6), (6.7), (6.8) and
(6.9), we easly verify that u is smooth.

Denote by £ the infinitesimal generator of the cloosed-loop system deduced from
(6.2) when the control law u is given by (6.10).

Therefore, for any z € R", we have

LV (z) = ay(z)u’(z) + by(z)u(z) + c,(x), where u’(z) = u(z)u(z).
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On one hand, if a,(z) > 0 2% A, > 0, then

u(z) = B(z)A(z) + (1 — B(x))C(2) €]A1,, ha|

which imply that,

LV(z) = ay(z)u’(z) + by(z)u(z) + cu(z) < 0

On the other hand, if a,(z) = 0, we have to consider the three following cases.

1. If b,(z) > 0, then

u(z) = (1- ¢(-ﬂ‘”—)- e))(-ﬂ —¢)< _ed=) o

by(z) b (z) bo()

and therefore
LV (z) = by(z)u(z) + c,(z) < 0
2. If b,(z) = 0, then u(z) = 0, using H; we get,

LV(z)=c,(z) <0
3. If b,(z) < 0, then

=G G > 5

which implies

LV (z) = b,(z)u(z) + c(z) < 0
Finally, if a,(z) < 0 222 A, < 0 then
LV (z) = ay(2)ul(z) + by(z)u(z) + co(z)
has the same sign as a,(z) < 0, it follows that

LV(z) <0, VzeR"\{0}

Hence, for any z € R" \ {0}, we have

LV(z) <0

co()

b,(z)

and according with the stochastic Lyapunov theorem 6.1, the equilibrium solution
z = 0 of the closed-loop system deduced from (6.2) when u is given by (6.10) is
globally asymptotically stable in probability. This completes the proof of our theorem.
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Remark In deterministic case, system (6.2) becomes
€ = fi(z) + ugi(z) (6.11)
In this case, we have
a,(2) =0, by(z) =(VV(z), fi(2)), and c,(z) = (VV(z), ()

then the feedback u defined by (6.10) becomes

( 0 if b,(z)=0
() (33) .
u(z) = | (1- Sy ~¢)) (—Z(x) —¢) if by(z) >0 (612)
() cy(z) .
\ 'ﬁ(—m + 6)(—m- +¢€) if by(z) <0

and it is a smooth feedback stabilizer for the deterministic system (6.11).
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