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0

fntroduction

Dans cette thèse, on s'intéresse au problème de la stabilisation, par retour d'état,
de certains systèmes non linéaires.
Dans tout ce qui suit, le point d'équilibre sera I'origine et les systèmes considérés seront
définis sur IR'.

Dans le premier chapitre, on rappelle les différentes notions de stabilité et d'obser-
vabilité. Les principaux résultats de stabilisation y sont présentés.

Dans le second chapitre, on s'intéresse à la stabilisation des systèmes bilinéaires de
la forme :

I  l :  Ar*uBx
\  ee IR3,  u€ lR (0 .1 )

Ce sont des systèmes singuliers pour lesquels le linéarisé à I'origine est indépendant du
contrôle. Il y u très peux de résultats de stabilisation concernant ce type de systèmes
: En dimension deux, une classification complète a été donnée par Chabour, Sallet et
Vivalda [7]. Ils ont en particulier introduit des commandes homogènes de degré zéro
pour stabiliser des systèmes non stabilisables par feedbacks continus.

En collaboration avec J. C. Vivalda [39], on considère une classe de systèmes
bilinéaires en dimension trois pour lesquels on étudie la stabilisation par feedback con-
tinu et par feedback homogène de degré zéro. Le feedback stabilisant est explicitement
donné.

Le troisième chapitre est consacré à la stabilisation des systèmes de la forme :

I t : f (x)+Bu
I  z€1R" ,  z€ ]R- (0.2)



0. Introduction

où / est un champ de vecteurs continu et homogène de degré impair et B est une
matrice constante de IR-"-.

Andreini, Baccioti et Stefani [1] donnent une condition suffisante de stabilisation.
Cependant celle ci n'est pas hécessaire. Dans le cas où la matrice B est de rang n - I,
Iggidr et Vivalda [23] donnent une condition nécessaire et suffisante de stabilisation.
Dans le cas où B est quelconque, je donne [40] une condition nécessaire et suffisante de
stabilisation par feedback continu et homogène de même degré d'homogénéité que /.

Dans Ie quatrième chapitre, en collaboration avec M. A. Hammami et J. C. Vivalda
[22],, on construit un observateur pour les systèmes de la forme :

(0.3)

où / est un champ de vecteurs polynomial homogène de degré impair et C est une
matrice constante de IR-y,,. Ce travail est une généralisation du résultat obtenu par
Starkov [48].

Dans les chapitres 5 et 6, l'étude d'un système du type :

I t r -  -  . P ,  r trt:  to+ 
/ (x'( '")+ D ufi@))ds+ D [ '  x;(x")d,wi+, [^" uiz;(r")dûi (0.4)

j =L  i = l  JU  
1= t JO

oùX ; ,  0  <  i  <p ,Y ie t  Z i ,  l  S f  (  r nson t  deschampsdevec teu rsdec lassec -
s'annulant à I'origine, permet pa.r I'introduction d'un bruit multiplicatif, la prise en
compte d'erreurs de modélisation.

En collaboration avec R. Chabour [S] [9], on donne les versions stochastiques du
théorème de Jurdjevic-Quinn l2al et des résultats d'Artstein [2] et Sontag [44].

( ù: r@)
I  a-Cx
I  c€1R" ,  y€ lR-



Quelques rappels sur la stabilité et
l'observabilité

L.1- Position du problème

On considère un système dont l'évolution peut être décrite par le système différentiel

(  t ( t ) :x (x ( t ) ,u ( t ) )

1".  M,u€l , t  (1 '1)

où M est une va^riété différentiable connexe appelée espace d'état et l,l C IR- espace
des contrôles, c(t) représente l'état du système à I'instant t et X est un champ de
vecteurs défini sur M. Dans ce travail, M sera I'espace ]R" ou un ouvert convexe de
lR'.

Les problèmes auxquels on s'intéresse sont les suivants :
o Etant donné æo €, M , trouver un feedback u : u(a) tel que le point us soit un point
d'équilibre asymptotiquement stable pour le système bouclé :

t ( t )  :  x  (x( t ) ,u  (c( t ) ) )  (1 .2)

I o Construire un observateur pour le système non linéaire

(  i ( t ) :  x  (0 ( t ) )
I

{  u( t )  :  b(r( t ) )  (1.3)

I r€ IR" ,g€ IRP

Pour cela, rappelons les définitions suivantes.

5



1. Quelques rappels sur la stabilité et I'observabilité

L-2 stabilité et attractivité d'un équilibre
On considère le système différentiel

I qq: x@)
|  'e  n"  

(1 '4)

où X est un champ de vecteurs sur lR'.

L.z.L Définitions :
e Un point oo € IR' est appelé un point d'équilibre du champ de vecteurs X(c) si
X(ee) : g.

Un point d'équilibre no est dit :

o stable si :

Ve )0 ,3o)0 ,  te lque l l r - ro l l  (a*  Vt>0,  l l&( " )  - ro l l  <e

où X1(r) est la solution du système (1.a) qui commence au point z à I'instant t : 0.

o attractif si :

f d>  0 ,  Vs te lque  l l o - ro l l  <6 ,X {x )  es tdé f i n iepour tou t t  )0e t , I p " "  X r ( r ) -  z ,o .

o oe est globalement attractif si Vc € R", 
,Ip_ 

Xr(r) - rs.

o cs €st asymptotiquement stable s'il est stable et attractif.

o rs est globalement asymptotiquement stable s'il est stable et globalement attractif.

L.2-2 stabilisation à l'aide de la théorie de Lyapunov
Si dans l'étude théorique de la stabilisation des progrés considérables ont été ac-

complis ces dernières années, la thôrie de Lyapunov y joue un rôle central. Lyapunov
a montré les résultats suivants

Théorème 1.1 Soient IJ un uoi,sinage d,e xs, point d'équilibre du systèrne (I.fl et V
une fonction continue d,eu ilanslF," et différentiable sur u\ {"0} telle que:

( i )  V ( r s )  : g  e t  V ( * )>0pou r tou t x€U \ {16 } ,

( i i )  v1"7:  X.v(r) :  (vV(o),X( ' ) )  S o Yx € U



1.2. Stabilité et attractivité d,un équilibre

alors rs est un point d'équi,libre stable pour Ie systèrne (I.il.

Si d.e plus la fonction V est telle que

( i i i )  ' t@) .0  Vre U\ {16}

alors rs est asymptotiquernent stable.

Une fonction I/ qui satisfait (i) est dite définie positive.

Maintenant si [/ : ]R' et si tr/ est définie positive et en plus propre c'est-à-dire
V(*) -* foo quana ll"ll -+ *oo alors os est un point d'équilibre globalement
asymptotiquement stable.

Définition 1.1- Une fonction V qui aéri,f,e (i) et (ii) s'appelle une fonction d,e Lya-
punoa large pour le système (1.j) en as. Si (iii) est uérifi,é alorsV s'appelle fonction
ile Lyapunou stricte pour (l.fl ên z,s.

Plus d'un demi-siècle après, on a prouvé le résultat réciproque suivant (Kurzweil
[29], Massera [35], Zubov [52]).

Théorème L.2 Si X est continu et si, xs est un point d,'équilibre asymptotiquement
stable alors (1./) admet une fonction de Lyapunou stricte qui est de classe C* dans
un ao'isinage de rs.

Lorsque les propriétés géométriques du système permettent de trouver une fonction
V définie positive telle que

X.V(x) < 0
on a le résultat suivant qui permet de conclure à I'asymptotique stabilité.

Théorème 1.3 (Principe d'invaria^nce de LaSalle [32]) Soit V une fonction d,e Lya-
punoa large, de classe C7, pour (1./) en xs. Alors toutes les trajectoires bornées pour
t ) 0 tend,ent uers dl, le plus grand, ensemble inaariant par X et contenu dans

E:{ teMlX.V(c)  :g }

Si en plus l/ est propre alors toutes les trajectoires sont bornées pour , > 0 et donc
toutes les trajectoires tendent vers f,). Pour montrer que iDs est un point d'équilibre
asymptotiquement stable, il suffit de montrer que O : {ro}.



1. Quelques rappels sur la stabilité et l,observabilité

Les théorèmes précédents prouvent que pour montrer qu'un point d'équilibre ue est
stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov large en ce point. On a aussi le
résultat suivant dri à Tchetaev [41] qui prouve I'instabilité d'un tel point.

Théorèm e 1.4 Soit O un ouuert de Rn tel que xo € ôO ( 0O d,ési,gne la frontière d,e
o).. S'il existe H une fonction d,e R" d,ans R" telle que r/ > 0 sur o , H : 0 sur ôo
et H ) 0 sur O, alors rs est un point d'équilibre instable.

Dans tout ce qui suit, le point d'équilibre sera I'origine de lR".

1-.3 stabilisation des systèmes affines en la corn-
mande

Considérons le système contrôlé

(  t :  x(a,u)

1" . [ I ,u€t t  
(1 '5)

où U est un ouvert connexe de IR", î'l C R et X est un champ de vecteurs tel que
x(0,0)  :  0.

Définition 1.2 On d,ira que (1.5) est stabi,lisable s'il existe un feedback u : u(æ) tel
que Ie systèm,e bouclé

x :  X ( r , u ( r ) )

a dmette l' o rig in e co rnrn e p oint il' équi,lib re asy mptotiqu ement stabl e.

Dans la suite de ce paxagraphe, on va rappeler quelques résultats qu'on utilisera
par Ia suite, concernant la stabilisation des systèmes affines en contrôle.

1.3.1 Systèmes affi.nes à dérive dissipative

Un des premiers résultats importants concernant cette classe de systèmes est dû à
Jurdjevic et Quinn [24].

Théorème 1.5 (Jurdjevic-Quinn l2al) soit

[  ; ' :  x ( r )  +  uY(x)

l  r . lR ' ,  u€ lR
(1 .6 )



1.3. Stabilisation des systèmes affines en la commande

où X(x): Ax auec A une rnatrice antisymétrique de Rnxn. Si

{aahxvçx), k e  ̂ } :  R" Vc € IR'- {0}

alors (1.6) est G.A.S aaec

u :  _ ( * , y ( * ) )

Ce résultat a été ensuite généralisé à des systèmes a.ffines quelconques par plusieurs
auteurs, notamment dans [17] et [38] sous la forme suivante :

Théorème 1.6 ([38]) soet

i  :  x(æ) +iu;vtç*1 (1.2)
d=l

un systèrne C* déf.ni, szrlR' auec X(0):0. S'i l  existe une fonctionV : lR'---- lR
définie positiue et propre telle que :

( i )  X .V(c )<0  Vz€1R" .

(i i) , 'ensemble

W: { r€ lR"  /Xk+rv (a ) :Xkydv( r )  :0 ,  k€ lN ,  i :  L , . . . , * }

est réd.uit d {0}.

Alors Ie système (1.7) bouclé aaec u;(x): -Y;V(r) est globalement asymptotiquement
stable à I'origine.

L.3.2 Construction du théorème d'Artstein pour les systèmes
affines en contrôle

On a vu à travers le résultat précédent que la quête d'une command.e stabilisante
va de pair avec celle d'une fonction de Lyapunov convenant pour le système en boucle
fermée, et il peut être utile de savoir s'il existe une fonction de Lyapunov héritant de
propriétés géométriques dudit système, ce qui permettrait notamment de restreindre
Ie choix et de répondre plus facilement à la question de la stabilité du système en



10 1. Quelques rappels sur la stabilité et I'observabilité

boucle fermée. C'est ainsi que Sontag [aa] a donné une démonstration constructive du
théorème d'Artstein [2] pour les systèmes affines en contrôle.

Etant donné un svstème

(  1.8)

et V : IR' -+ IR une fonction définie positive et propre, on dira que V est une fonction
de Lyapunov contrôlée pour le système (1.8) si

"ig,f_(VIz(r), 
X(a,")) < 0, Vc € 1R"\{0}

On peut remarquer que si (1.8) admet un feedback stabilisateur continu alors, d'après
le théorème inverse de Lyapunov ([3b], [29]), (1.8) admet une fonction de Lyapunov
stricte de classe C* et donc (1.8) admet une fonction de Lyapunov contrôlée.

Sontag ([44]) a démontré que si un système affine en contrôle admet une fonction
de Lyapunov contrôlée, alors il est stabilisable avec un feedback C- sur IR" - {0} ;
en plus, il a donné une formule explicite du feedback stabilisateur. On rappelle son
résultat pour un système mono-entrée. Soit

I  
r :  /( ' )  + ug(x)

[  "e  
lR ' ,  u€ lR

t ; ' :  x(x,u)
t  "aRo,  

u€lR-

(  1.e)

Supposons qu'il existe V : IR' + IR+ de classe C*, définie positive et propre telle
que :

jg$(vv(c), f@) + us(a)l ( 0, Vc € IR"\{O}

en d'autres termes :

(VV(c),g(c))  :  0 =+ (VV(c),  / ( ' ) )  < 0

Posons

alors

a(x):  (VV(c),  f ( r ) l  et  ô(c)  :  (VV(r) ,e(u))
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-a( r )  - a2(x) + ba(x)

u(x ) : b(")

0

stabil ise (1.9).

L.4 Observabilité et observateurs

s i  ô( r )  l0

si 6(r) : g

oùc€ lR ' ,  y€ lR -e tu€ lRP

Dans la quasi-totalité des systèmes concrets, on a rarement accès à l'état c(t) du
système, mais plutôt à une approximation â estimée par un observateur.

Définition 1.3 On appelle obseraateur (ou reconstructeur de t'état) du système (1.10),
tout système dynamique auriliai,re O permettant de reconstituer l'état x(t) d,u système
à obseruer à parti,r d,es entrées et sorties passées :

On considère Ie système

I 
i :  X(æ,u)

[  ' :  41";

(  à : f ( i ,u ,y )
Orl

[  ôe  IR ' ,  9€R- ,  z€ lRP

(1 .10)

(1 .11)

Définition 1.4 Le système ilynamique O est appelé obseraateur asymptotique local si
Ies cond,itions suiuantes sont uérifiées :

( i) si pourh, û(tù: c(tr) alors â(t): c(t) pour tout t2h et u ad,rnissible,

(ii) il existe un aoisinage ouaert d,e l'origine U C R" tel que pour toute erreur
initiale aérifiant r(to)-ô(ro) e u , on ait x(t)-ù(t) e u , vt ) ts et,ll*l lâ(r)-r(t);1 : g.

Cet obseruateur est dit asyrnptotique global si d,ans Ia condition (ii) on remplace IJ
par R" .

La notion d'observateur est toujours liée à celle de I'observabilité.
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L. .L Distingabilité et observabilité

Un observateur a pour but d'estimer l'état. Ceci suppose que la connaissance des
fonctions d'entrée et de sortie sur un intervalle de temps [0, t[, avec t ) 0, permette de
distinguer tout couple d'états initiaux.

Définition 1.5 On consiilère Ie système (1.10). Deur états {ts et n1 sont d,its indi,s-
tingables, si pour toute foncti,on il'entrée u(t) et pour tout t ) 0, les sorties h(y,(t, xs))
et h(y"(t,,,æ1)) qui en résultent sont égales.

Réciproquement, on ilit yue ts et a1 sont distingables s'il éûste un temps t > 0 et une
entrée admissible u tel que :

h(x"(t,  ro)) * h(y"(t,  x 1))

où yu(t,ts) est Ia solution à l'instant t d,u système (1.10) uérifi,ant X,(0,20; - r,e.

la définition suivante est basée sur cette notion de distingabilité

Définition 1.6 Le système (1.10) est d,it obseraable s'il ne possède pas de couple
il'états initiaux distincts {Ds et x1 indistingables.

Pour les systèmes linéaires stationnaires, I'observabitité est caractérisée par la "con-
dition du rang" bien connue :

Théorème L.7 Le système linéai,re

[ 
'( ' )  :  Ax(t) + Bu(t)

{  ( 1 .12 )
I Y(t) : cx(t)

r €1R" ,  g€R- ,  u€ lRP

est obseruable si et seulement si le rang d,e Ia matrice lC C A...C A"-1] est égat à ta
dimension n d,e l'espace d,'état.

On peut se demander s'il existe un équivalent de Ia condition du rang pour les
systèmes non linéaires. La notion d'observabilité est globale : chaque point est dis-
tingable de tous les autres, même s'ils sont très éloignés. Au contraire, une condition
du rang est de nature locale. On ne peut s'attendre qu'à une équivalence partielle.
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L.4.2 Entrées universelles

Si un système linéaire (1.12) est observable, pour toute entrée z(t), on peut recon-
struire l'état initial. En effet, si on considère deux états initiauX zs et x1,la quantité

u { t )  - vo ( t ) : c ( x " ( t , " t )  -  x , ( t , xo ) )  :  ceA ' ( x t  -  
"o )

ne dépend pas de I'entrée.

Cette propriété n'est en général pas vraie pour les systèmes non linéaires. Le fait
qu'un système soit observable au sens de la définition 1.6 constitue donc une condition
nécessaire mais non suffisante pour qu'on puisse concevoir un observateur.

Il se peut en efet que certaines entrées u ne permettent pas de distinguer tout couple
d'états initiaux distincts, comme I'exemple suivant le montre :

Exemple Soit le système bilinâire suivant :

u e  {0 ,1}

U = t t

Il est aisé de vérifier que ce système est observable. Par exemple, avec u: 1, le système
linéaire engendré est observable. Cependant, pour u = 0, deux valeurs différentes de
c2 sont indistingables, le système linéaire engendré n'est donc pas observable. Il n'est
évidemment pas possible de construire un observateur qui fonctionne avec u: 0, ni
même avec des entrées voisines qui poseraient sans doute des problèmes de sensibilité.

Définition L.7 Une fonction d,'entrée u est dite uniuerselle pour le système (1.10) sur
l'interualle [0, t] sf tout couple d,'états initiaur ilisti,ncts xo et x1 peut être distingué par
les sorties sur I'interaalle [O,,tf , c'est-à-d,ire s'il eriste r € [0, t] tel que

h(x"k, ro)) # h(y"(r, x1))

Une entrée uniuerselle szr IR+ est ilite uniaerselle.
Une entrée non uniuerselle est dite singulière.

La notion d'entrée universelle permet de définir une classe intéressante de systèmes
: les systèmes uniformément observables.

13

.  (  o  1\
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Définition I.8 Un systèrne d,ont toutes les entrées sont uniaerselles est d,it uniforrnément
obseruable, ou, encore, obseruable pour toute entrée.

Si', pour tout t ) 0, toutes les entrées sont uniaerselles sur l}rtl, te systèrne est d,it
uniformément localement ob s eraable.

On peut remarquer qu'un système linéaire observable est uniformément localement
observable. Pour les systèmes non linéaires, I'observabilité n'implique pas en général
l'observabilité uniforme.



2

Stabilisation d'une classe de
systèmes bilinéaires dans P3

2.L fntroduction

Cette partie fait suite à plusieurs efforts récents concernant la stabilisation des
systèmes homogènes (voir par exemple [7,27,28]). Si la stabilisation des systèmes
linéaires est un problème résolu depuis longtemps, pour les systèmes non linéaires
la question est beaucoup plus complexe. Dans ce dernier cas, il n'est pas possible
d'avoir, en général, des résultats globaux. Classiquement, on obtient des conditions
suffisantes de stabilisation locale par un feedback régulier en considérant le système
linéa-risé autour d'un point d'équilibre. Ainsi, Brockett [5] a démontré qu'une condition
nécessaire d'existence d'une loi de commande stabilisatrice de classe Cl en I'origine,
est que le système linéarisé n'admette pas de mode instable incontrôlable.

Le but de ce travail est de construire explicitement des lois de commandes continues
ou homogènes et analytiques sur IR3 \ {0} et qui stabilisent asymptotiquement les
systèmes bilinéaires de la forme

I  t  -  Ax*uBx
I " 

e IR3, , € IR A,B e ,'tl3(lR) (2 .1 )

ou

A-
4tt atz

a2L azz

00
,  B:

avec detB I 0 et ()t : )2 et À1À3 < 0) ou (À, :
un tel svstème.

Le linéarisé du système (2.1) au voisinage de l'origine est i : Ar., ce qui ne donne
aucune information sur la stabilisation du système (2.1). L'idée fondamentale est

i) (^r  o o\
lo ^2 o I
\  o o ^")
À3 et À1À2 < 0). On note par (A, B)

15



16 2. stabilisation d'une classe de systèmes bilinéaires dans IR3

que si X est un champ de vecteurs ( définie sur IR3) homogène, it induit un système
dynamique sur un espace de dimension inférieure : la sphère 52. La construction
d'un feedback homogène est basée sur l'utilisation du théorème de Coleman [11] qui
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un système homogène sur ]R3 soit
globalement asymptotiquement stable.

Considérons le svstème :
à'-- f (*) (2.2)

où c € lR3 et / est un champ de vecteurs homogène (non nécessairement polynomial)
de degré impair À. Soient r : llcll et y - xfr. En dérivant r: ry et en posant
r*-r(t)dt - dr, on obtient un système sur la sphère 52 en écrivant l'équation vérifiée
par ù

ù=T@)-(T@),yly (2.3)
(( ' ) désigne le produit scalaire euclidien). Coleman [11] a montré le théorème suivant.

Théorème 2.L (Coleman) L'origine est un point d'équilibre asymptotiquement sta-
ble pour le syst'erne (2.2) si, et seulement si les d,eux conilitions suiaantes sont satisfai.tes

o) (f @),y ) < 0 pour tous les points il'équilibres d.e (P.S).

b) Ii(f@),y)d, <0 pourtoute solution périodiquey(r) ilu systèrne (2 3) (t ilésigne
Ia période d,e y(r)).

Les points d'équilibres du système (2.3) sont trouvés en écrivant que les vecteurs y et
/(y) sont linéairement dépendants, ce qui est équivalent à dire que :

: I  e t

On va donner une classification complète (du point de vue de la stabilisation asympro-
tique) de ces systèmes par un feedback continu ou homogène de degré 0. Auparavant
nous faisons les deux remarques suivantes :

1. Dire que le système (A,B) est asymptotiquement stabilisable est équivalent à
dire que le système (A+ 1f,,.B) est asymptotiquement stabilisable pour tout réel
?. En effet, si le feedback r ,- u(x) stabilise (A,B),le feedback r è -,1* u(æ)
stabi l ise (A+ tB,B) .

2. Pour le système (A,B),l'asymptotique stabilité est une propriété indépendante
du système de coordonnées dont lequel les matrices A et .B sont écrites.

On dit que le système (A,, B) est asymptotiquement contrôlable à I'origine si, de
tout point, on peut atteindre n'importe quel voisinage de I'origine.

Dans le cas où À1 , À2 et )3 ont le même signe, le système (A., B) est stabilisable par
un feedback constant, car si lo I est suffisament grande, les valeurs propres de A+aB
sont proches de o);.

fr@) ut
f ' fu) uz

fr@) az
h@) as

h(v) uz
ï'(v) ut

-0 , -0 .



2.2. Cas où Àr : Àz et À1À3 < 0

Remarque : Soit .4la réunion des points d'équilibres et des courbes périodiques du
système (2.3) sur ,52. Soit C le cône engendré par A. Alors les deux conditions a et b
du théorème de Coleman sont équivalentes à I'asymptotique stabilité de la restriction
du système (2.2) à C.

2.2 Cas où À1 - ),2 et À1Àg ( 0

Sans perte de généralité, on peut supposer que )r : )z ) 0 et )s ( 0.

2.2.L Cas où .4. est à valeurs propres réelles

Dans une base bien choisie de lR3, les matrices A et B peuvent s'écrire

la  "0 \  (^ ,0  0 \
A:10 d  0  |  B : l  0  Àr  0  |

\o o ol \o o À")
oùc :0oub ienc :Le ta :d .

Théorème 2.2 Le sgstème (A,, B) est stabilisable si et seulement si a et d sont stricte-
rnent négatifs et, d,ans ce cas, la stabilisation peut être accomplie à I'aiile d'un feedback
constant.

Démons t ra t i on :  S i  a  <  0  e td<  0e ts i  aes tcho is ipos i t i f  e t  su f f i samen tpe t i t ,
toutes les valeurs propres de ,4 * aB sont à parties réelles strictement négatives.

Supposons, maintenant, que d > 0. on considère la fonction définie sur
f ) : { r e  IR3  I  * r>0 , re )0 }pa r :

H ( r t r z2 , r s ) :  æ;^ t xà '

Pour toute commande u, le calcul de 1/, la dérivée de H le long des trajectoires du
système (A, B) donne :

n -- -han

Les fonctions .[/ et .I/ sont positives sur I'intérieur de 0 et // s'annule sur la frontière
de cet ensemble. Par application du théorème de Tchetaev [41], on peut affirmer qu'on
ne peut pas trouver de feedback qui rende le système (A, B) stable à I'origine.

Si a > 0 et c_: 0, la preuve est la mêmeavec 11(21, r%'3): ui) 'rà' et
Q:  { r  €  IR3,r1 > 0,23 > 0} .

17



18 2. Stabilisation d'une classe de systèmes bilinéaires dans IR3

2.2.2 Cas où A est à valeurs propres non réelles
Dans une base bien choisie de lR3, les matrices A et B peuvent s'écrire

(a  -b  0 \  l ^ ,0  0 \
A: lb  a  0  f  ,B : l  0  ) ,  0  |

\o 0 0l  \o o Às)

Théorème2.3 Le système (A,B) est stabilisable si et seulement si a est stricternent
négatif et, dans ce cl,s, la stabili.sation peut être accomptie à I'aid,e d'un feedbaclc con-
stant.

Démonstration Si a ( 0, la preuve est la même que dans le théorème2.2.

Supposons que d ) 0 et considérons la fonction définie sur
O = {n € IR3 l  r?+ * r "+ 0, r3  )  0}  par  :

H (*r, t2, r,3) :  (*? * r|)- À' lz *>',

Pour tout feedback u, le calcul de f1, la dérivée de I/ le long des trajectoires du système
(A' B) donne t 

u : _Àsa(s? + xl1* *x,

On a 1/ ) 0 sur f,), Il = 0 sur ôQ et f/ à 0 sur f,), donc on peut conclure comme dans
le théorème2.2.

2.3 Cas où À1 : Às et À1À2 ( 0

Dans cette section, puisque u stabilise le système (A, B)est équivalent à -u stabilise
le système (A, - B) on peut supposer que À1 ) 0 et Àz ( 0.

2.3.L Cas oîr apa21 : 0

Supposons e2r : 0 (si 412 : 0 le raisonnement est le même), la matrice A s'écrit :

(a  ô  0 \
l , : l 0  c  0  |

\0  0 o)

où 6 peut être choisi positif.

Théorème2.4 Le systèrne (A,B) est stabil isable si et seulement si c10 et
cÀr - aÀz (-0, dans ce cas, la stabili,sation peut être assurée par un feedback constant.



2.3. Cas où )r : Às et ÀrÀz < 0

Démonstration : Les inégalités du théorème sont équivalentes à :

-f co "t 
-i.- l

À2 À2 À1

ainsi, on peut trouver un nombre réel c < 0 tel qu" -; < o < -f, oo,r. un tel o,
on a o* oÀr ( 0 et c* a),2 ( 0, donc les valeurs prop.és de la matrice A+oB sont
strictement négatives.

r Si cÀr - aÀz ) 0, prenons un feedback z et considérons la fonction définie sur
O  :  { c  e  IR3  I  * r>  0 , r z }0 }  pa r  :

H(rrrr.zrr,s) :  xl^"rà'

La dérivée de H le long des trajectoires du système bouclé (A,B) est égale à :

H(rr,z2,æ3) : x,;^z-tr>' '  (("À, - aÀz) - bÀ2x2)

On peut voir que ,Il satisfait les hypothèses du théorème de Tchetaev.

o Si c ) 0, le raisonnement est le même avec :

f ) :  { c  e  IR3  /  * r>  O ,os  >  0 }  e t  H ( r r ,az r r3 ) :  xà r r i ^ ,

2.3.2 Cas où a,pa21 10

Si on effectue le changement de coordonnées linéaires dont la matrice de passage
est donnée par :

19

àvec Trù1 - e[o,y,lt rrtr2 : V[rl et € : signe de a21,,

( a  - b  0 \
A:l  b c 0 |

\o o 0)

On note Â et B les matrices suivantes :

Â:(a  
-b \  

" : (^ 'o )
'^- \ô 

" ) ' "- \o À,)
Pour étudier la stabilisation du système (4, B), introduisons les quantités suivantes :

': (î' 4, i)
la matrice B reste inchangée tandis que la matrice A devient :

avec ô: I  anazt
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. -Ir : ("À, - oÀr), - 4b2\^2: [Tr Ân n -frQe]z _ 4detÂdetÉ;

o 12 = ("), - aÀ2)(À1 - Àz) : TrÂ.Tr É, -Tr A.ftqÂA1;

o 13 : zlb'(I, + /z)'-JgÀt - "À)'): 2Tr Â.r, n.r, çÂÉty - * ;2.(rr Êù" _ (Tr Â)2.T É2;

.  fa: cÀr * aÀ2 - Tr Â.Tr a - f ,  tÂÉ1.

Théorème 2.5 Le système (A,B) est asymptotiquernent stabilisable parfeed,baclc con-
stant si et seulement si une au moins des cond,itions suiuantes est aérifiée

1 .  I +10  e t12<0 ;

2 .  I +10e t f t >0 ;

3 .  I z<0  e tde t  Â rO ;

4 .  I s>  0  e t  de t  Â>  O .

Démonstration : Pour un réel o soit :

P ( x ) :  ( 4 . \ 1  - x )  ( * ' - ( o+ " *a ( . \ 1  + ) r ) )X *À r ) za '+  1 "À ,  *aÀ2 )a *acau2 )

le polynôme caractéristique de la matrice Al aB.

Le système (A,, B) est stabilisable par feedback constant si et seulement si on peut
trouver o tel que aÀ1 ( 0, ? : a*c*o(Àr *Àz) < 0 et D : ÀrÀz6.2*(Àrc * À2a)aa
ac * b2 ) 0. Le discriminant de D en tant que polynôme en a est égaie à .I1 qui est
strictement positif; les deux racines de D sont :

o, : 
-(Àt"t.Àr_o) + rÆ _ -(^r"+ hù -_JE

2^À2  
o ' :Ê

Pour avoir aÀr ( 0 et D > 0, il faut trouver a tel que o < 0 (car Àr > 0) et
a1 1 d < o2 (car ÀrÀz < 0). Ceci est possible si o1 < 0, ce qui est équivalent à :
-Iq* $, > 0; si Ia ( 0, cette inégalité est satisfaite; si ,Ia ) 0, cette inégalité est
équivalente à :

I r>  I3
e (.À, - oÀr)' - 4b2^t^2 > ("), * ù,2)2
e  b '+  o " :  de t  Â>  O

o Si Àr * Àz : Tr-É:0, alors T : a * c est négative si et seulement si
Iz :2À?(a * c) < 0.



2.3. Ca,s où Àr : .Às et À1À2 < 0 21

Si . \1  * )z )0 ,
a+ca < -À;t'

équivalent à :

pour avoir ? <

ceci est possible

0 il faut trouver a tel que or. ( a 1 a2 et
si et seulement si ar ( - i'I i ce qui est

^ t t  À z

- cÀt - &Àz
o:  

l ;1 ;  c :

où 6 est une constante positive. On note 11
l'équation :

(2.4)
On note P le produit scalaire P(c) : (A" + u(x)Bx,c ), on a :

P(r) : an!+ c*3+ (À,rT * À2x|+ À1r!)u(æ)

Théorème 2.6 Si les hypothèses d,u théorème 2.5 ne sont pas satisfaites, le système
(A, E) n'est pas stabilisable par feedback constant mais si a ) 0 ou bien a 1 0 et
detA ) 0, le système (A,B) est stabilisable par feedback homogène de d,egré 0. En
effet, on peut prendre Ie feedback suiaant :

,  \  c -a  I * r ?ulr) - Àr J, +,"pffix

-2brr),px? + rr (b2(\ - )z)2 - o.2) xtxz - 2bnÀzaæZ + b2(X + r!Àrr)xr,
ô(À?(1 + r!)xr1

Démonstration : Soit,

ù  :  X(y ) :  (A  +  
" (y )B)y  

-  ( (A+ u(y )B)y ,y )y  y  e  52  (2 .b )

la projection du système bouclé (A, B) sur 52, la sphère unité de IRt. O" va étudier le
portrait de phase de ce système sur ,S2.

12 :  (cÀ1-  a )2) (À1 -  Àz)  <  (À ,  +  b )6
Si .f2 < 0, cette inégalité est vérifiée; si 12 ) 0, elle est équivalente à :

I l<Q ' *À2)2 Iy
<+ 4^L^2 ((rÀ, -  o^r) ,  -  br(À, + \ r ) r ) :  -2)rÀz1s )  0
<+  /s>0

o Si À1 * )z < 0, le raisonnement est le même.

On va maintenant examiner le cas où le système (.4, -B) est stabilisable par feedback
homogène. Pour cela, introduisons les notations suivantes :

(2A+6XÀ1 -Àr )
2

et 12 (r1 1 0, 12 > 0) les solutions de

bÀ2r2 *o r1ô ) r : 9
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Premièrement, il est clair que l'équateur (cercle d'équation gs : 0) est invariant sous
I'action du champ X. Par ailleurs on va prouver que le cercle d'équation rrur - uz :0
est aussi invariant et qu'il y a six points singuliers : Ies pôles N : (0,0, 1) et S :
(0'0,-1) et quatre points localisés sur I'équateur. Finalement, on montrera que le
système (2.5) n'admet pas de courbe périodique (autre que les points singuliers) et que
la restriction du système (A, B) aux droites engendrées par les points singuliers est
asymptotiquement stable.

Le cercle dtéquation rtUr - Uz:0 est invariant : Soit A: (Ur,Az,As) un point
vérifiant rr7r - Uz :0, on a :

nX{v) - Xr(u) _ (-rtt + r?) + (a - c)r1+ r1(À1 - )r)u(yr,rrn,,ys)) yt
(bÀ2r !*o l r r+6À1)2_ (L +r?)yl

qui est nul car 11 satisfait l'équation (2.4).

Les points singuliers du champ de vecteurs X : y € 52 est un point singulier
de (2.5) si et seulement s'il satisfait les équations suivantes obtenues en tenant compte
du fait que les vecteurs X(y) et y sont linéarement dépendants :

- b(y? + aï * (" - c)asz + z(y)(À1 - Àr)yry, : 0
(oyr-byr)y"  :  o

(byt+cuz)ys-" (yX) t  - \ùary"  :  o

On note g le membre gauche de I'équation (2.6).

On déduit de ces équations que les pôles /f  :  (0,0,1) et.g: (0,0,-1) sont
des points singuliers de (2.5), les autres points singuliers possibles étant localisés sur
l'équateur (cercle d'équation ys : 0) ainsi que sur le cercle d'équation aUr - btz:0.

Tout d'abord, on va prouver que quatre points singuliers sont localisés sur l'équateur
: soit u : (ur,,y2,0) un point de l'équateur, d'une part, les équations (2.7) et (2.g) sont
évidemment satisfaites. D'autre part, on a :

.^t^,\ (1 + rT)(ôÀ zy| * duruz + ù,s!)2
9\v) :  -

Ainsi, les solutions de l'équations (2.6) sont les quatre points de l'équateur
f  ( (1  + ,?) - ' t ' , r ; (1  *  ,?) - ' / ' , ,0)  ( i  :  1 ,2 ; .

Maintenant, on va prouver qu'il n'existe pas de points singuliers sur le cercle
d'équation aAt - by, :0 autre que les deux pôles N et .9. Soit y : (yr, Az,Az) w

(2.6)
(2.7)
(2.8)



2.3. Cas où Àr : Às et ÀrÀz < 0

point vérif iant aAr - by,:0 et y I N, A f S, on a;

/ \ -rlr + r?)(a2 À, + aa + b2 Àt)2u? + b2(À? + r?^rr)(, - br)(b - arly| z9\y) : 
u;

Si o ) 0, puisque y + N et U # ^9, le numérateur de cette égalité est toujours
strictement positif.

Si a < 0, on a b2 + ac ) 0 et on peut vérifier que

pour 6 : -2À1!6'+ l? on a rL - !

Ainsi pour @ + -b, il est possible de choisir 6 tel que I'expression (a - ôr1)(ô - orr)
soit strictement positive. Dans le cas où a: -b, comme b2 + ac > 0, il est facile de
voir que le système (A, B) satisfait les hypothèses du théorème 2.b.

Solutions périodiques : Une éventuelle solution périodique peut être localisée
seulement dans I'une des régions délimitées par l'équateur et le cercle d'équation rtUr -
Uz = 0 (car ces deux cercles sont inva"riants). Maintenant, par application du théorème
de Poincaré-Bendixon, il y aura au moins un point singulier à I'intérieur d'une telle
courbe, mais on a vu que tous les points singuliers sont situés sur l'équateur ou sur
le cercle d'équation rt1t - Az : 0. Ainsi le système (2.b) n'admet pas de courbes
périodiques.

Pour conclure, il suffit de montrer que la restriction du système bouclé (4, B) aux
directions invariantes est asymptotiquement stable. Autrement dit, it faut montrer que
le produit scalaire P est négatif sur les points singuliers du système (2.b).

Asymptotique stabilité de la restriction du système bouclé aux directions
invariantes : Les droites invariantes sont la droite qui passe par les points l/(0,0, 1)
et S(0,0,- l) et les droites D; ( i  = 1,2) d'équation z2 - r irr:  0 ( i  = I,2) localisées
dans Ie plan ca - 0.

Pour prouver I'asymptotique stabilité, on calcule le produit scalaire P(r) où c est
un point de ces droites.

Pour Ia droite (N^9), on a

P(0,0,  t . )  :  À1u(0,  0 , ,xs)x2" :  À,  f  
t :  o  

+ 
I  *  r l  ' \  2

\^r - az n]rtrto ) 
'u

o Si a > 0, P(0,0, cs) est négatif si 11 est suffisamment proche de zéro (c-à-d,. si 6
est suffisamment grand).

23
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: ô,(I + rl)fi +

Si o < 0, on a b2 + ac) 0; dans ce cas, on-a vu qu'on peut choisir 6 > 0 tel que
11 soit proche de 

i. 
Et si 11 est voisin d" 3, P est oro"h" d"

b '

b '+o"  '
d ( À t  -  À r ) - t

qui est strictement négatif.

Pour la droite D1, oo a i

P(r t , r r ,O) :  (o  + cr? + (À ,  *  r2 r ) ,2 )u(q , r1c1 ,  0 ) )

(\ + \zr?) (-2b\a + n(b2(\ - Àz)2 - o,2) - 2br?\za)

En tenant compte du fait que â : -612 * al(\ - )r), on a :

P(æ1,,æ2,0) : -if, + r'r)æ!* 
"?

Puisque bÀzr?+o,rtl ôÀr - 0, on a P -(-6lzXt +rf)cf qui est strictement négatif.

Pour la droite D2, otr ô":

æ!

P :  ( a - l c r2 r * ( ) t +

: -io + rl)xl +
r2rÀ")u(xt,r2q,0))

(bÀ2rl*  arz* ôÀ1)(612(),  -  À2)2 -  o(À1 * rZ),2)) 
*"6(À, - ÀrXÀ? +rlÀl) t

Le fait que bÀ2rl*o,r2!bÀ1: 0, implique que P -- (-6|2)(t+rl)ær, qui est strictement
négatif. La démonstration du théorème 2.6 est ainsi terminée. r

Théorème 2.7 Si les hypothèses d,es théorèmes (2.5) et (2.6) ne sont pas satisfaites,
le système (A, B) n'est stabilisable ni par feedback homogène de degré 0 ni par feedback
continu.

Démonstration : Si les hypothèses du théorème (2.6) ne sont pas vérifiées, alors
o (0  e tb2+ac1$ .

Supposons qu'il existe un feedback u homogène de degré 0 qui stabilise le système
(A'B). Rappelons que I'ensemble des points singuliers de la projection du système
(A,B) (c-à-d, le système (2.5)), sur lequel on devrait avoir P(y) ( 0, est donné par les
équat ions (2.6-2.8) .  Puisque N:  (0 ,0,1)  e t ,S:  (0 ,0, - l )  sont  po ints  s ingul iers  et
Àt ) 0, il est nécessaire que u(0,0, rr) < 0 pour tout 13 I 0.
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Supposons que le système (2.5) admet un point singulier (différent de .^/ et ,S) sur
le cercle C d'équatior- a!1- bAr: 0. L'équation (2.6) donne pour ce point :

u(abyz,ss) :  
#r* 

r( , r ,y?+y3
- Àr)ars,

a c * b 2

a ( À 1  -  À 2 )

et le produit scalaire P est égal à :

D r (o'+ b')(b' * ac) -," , , b2 a ac 2r : at 
o611, - ,lr) ui + at 

4s- sSaâ

qui est positif, donc le système (2.5) n'admet pas de points singuliers ( autres que N
et ^9) sur le cercle C.
Pour (y1, Uz,Us) € C on a :

e@) :
-(b2 + ac) + a(\ - Àr)u(ar,yz,us) ^,2

À  
- o t '

Cette expression ne doit pas changer de signe sur C - car on peut facilement vérifier que
si les deux équations (2.6) et (2.7) sont vérifiées, il en est de même pour l'équation (2.8).
Ainsi on aura un point singulier sur C (autre que N et ^S) - et, puisque u(0,0,1) < 0,
p(y) doit être positive (car pour y € C, et y voisin de (0, 0,1), p(y) > 0). D'un autre
côté, gÇ\0,0) - -_ô a 0 donc I 'expression p(yr,yz,O) s'annule en un point (yr,yz,0)
tel que 

I 
,l - *,,iî. ceci prouve l'existence d'un point singulier pour le système

(2.5) sur l'équateur. Pour un tel point, le produit scalaire p est égal à :

p(yr ,yz,o)  :  {4 ( t t "A* (c)r  -  a\ù+ ôÀr4.)
^L -Àz  \  y r  Uz /

Puisque la fonction th ,, v-+ bÀ2r * (c)1 - aÀz) tb\lr est décroissante et puisque
,h@lt) : Àr(b2 +ac)la 2 0, on peut conclure que P(y1, yz,O) ) 0. Ainsi, les hypothèses
du théorème de Coleman ne sont pas satisfaites, donc le système (A, B) ne peur pas
être stabilisable par feedback homogène de degré 0.

Maintenant on va montrer que le système (A, B) ne peut pas être stabilisable par
feedback continu.

Supposons qu'il existe un feedback continu u : z(c) qui rende I'origine asymp-
totiquement stable (localement ou globalement). On rappelle qu,on a : a ( 0 et
b" + oc ( 0, donc on a les deux cas suivants :
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1" "  cas .  a  ( 0e t  b2+ac<0 :  Danscecas ,pou r tou t  r ée la ,  I ama t r i ce  A+aB  a
au moins une valeur propre à partie réelle strictement positive ce qui contredit le fait
que A + u(0)B est dissipative.

2'^" cas i a < 0 et b2 + ac: 0 : Pour que le système (A,B) soit stabilisable par
feedback continu, il faut que A + u(O)B ait des valeurs propres à partie réelle négative.
En tenant compte du fait que rl ( 0 et b2 + ac:0, on a forcément u(0) :0 (car si
a * 0, A + aB a au moins une valeur propre à partie réelle strictement positive). En
plus, I'origine est le seul point d'équilibre sur le plan P d'équation brr+ cg.2 = 0, ainsi
le signe de u ne change pas sur P (car si c € P* avec u(æ) - 0, alors o est un point
d'équilibre). Et puisque le plan P contient la droite d'équation frr: c.2:0, qui est
invariante, on a u ( 0 sur P*.

D'autre part, on va calculer I'indice de I'origine pour la restriction du systèm e (A, B)
sur le plan Pr i r,s:0 qui est invariant. Le champ de vecteurs Ax * uBx a la même
direction que le vecteur (cÀ1, -6À2) si et seulement si

(6", + cæ2)(c\ * aÀ2* u)1Àr) : g

Si on considère un cercle C de centre 0 et de rayon suffisament petit on a

cÀr  *  a \ z *uÀ1À2  )  0  ca r  z (0 ) :  g

Ainsi, le champ de vecteurs est colinéaire avec (cÀ1, -ô)2) en deux points : intersection
du cercle C avec la droite d'équation b*, + ct2 = 0. Un simple calcul montre que le
champ de vecteurs coupe, aux deux points, la direction du vecteur (c)1, -6À2) dans
le sens antitrigonométrique. On endéduit que I'indice i(C) : -l ce qui implique que
I'origine ne peut pas être un point attractif. Ainsi le système (A, B) ne peut pas être
stabilisable par feedback continu, ce qui termine la démonstration. r

2.3.3 Cas où anazt >0 .

Comme dans le paragraphe précédent, on fait le changement de coordonnées linéaires
dont la matrice de passage est donnée par :

M_ , avec rr1= ,1ffi, rrr,2: 1ft", | "t 
e : signe de ap.

Avec ce changement de coordonnées, la matrice B reste inchangee tandis que A devient

avec ô > 0.

(î' 4,i)
^:(i;i)

introduisons les quantités suivantes:Comme auparavant,
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. Ir : ("À, - o^r), + 4b2 ^t^2: (t Â.r, a _ Tr 68))' _ +a.tÂderÉ;

o 12 : ("À, - aÀ2)(À1 - Àz) : Tr .Â.Tr É" - f rn.Tr (Âe;

o /3:  c)r  *  aÀ2: TrÂ.11.É -  t r  fÂÉl

o ù :

a:(: u),.É:(^: I )
\ô  c f  ' -  

\o  ^r )
Théorème 2.8 Le système (A,B) est asyrnptotiquement stabilisable par feedbacle con-
stant si et seulement si une o,u moins des conilitions suiaantes est satisfaite

o . I r ) 0 ,  12  10e t f t 10 ;

o  !  )  0 ,  12  10  e t  de tÂ>  0 .

Démonstration : Pour a réel soit :

P (X )  :  ( c ) r  -X ) ( r ' - ( a *c *o ( )1  +À r ) )  X * \ \ za2+ (À1c  *À2a )a *ac -b2 )

le polynôme caractéristique de la matrice A * aB.

Le système (A, B) est stabilisable par feedback constant si et seulement si, on peut
trouver a tel que oÀ1 ( 0, ? : d,+c+d(Àr *Àz) < 0 et D : \rÀz6.2*(Àrc* À2a)a*
ac-b2 > 0. Le discriminant de D en tant que polynômeen o eslégale à 1r. Si/r est
strictement positif, Ies deux racines de D sont :

o ,  -  
- ( )p*  Àza)* t /E _ 

- (À. , ' *Àza)  -  tE* t -E or :T

Pour avoir cÀ1 ( 0 et D > 0, il faut que ,I1 soit strictement positif et il faut trouver
o tel queo ( 0 (car \ > 0) et c1 (c ( o2 (car ÀrÀz < 0).

o Si Àr * )z - TrB : 0, alors T = a* c est strictement négatif si et seulement si
Iz :2À?(a*c)  <0.
o  s i , \ r * ) z  )  0 ,pou ravo i r?  <  0 ,  i l f au t t r ouve ra te l euea l  <  a  <  c .2e t

a *  c  r 1 ^ ^ :  ̂ - 1  , ,  - r  r  ;  a *  c '

" 
< -)--. Ceci est possible si et seulement si o1 ( -ffi, ce qui équivaut à:

12:  (cÀ1-  aÀ2)(À1 -  )z)  < (À,  + Xùi / i

Cette inégalité est satisfaite si .I2 < 0. Si Iz 2 0, elle est équivalente à :

I3<Qt+^2)2 I r
<+ -4À1À2(cÀr -  aÀz)2 < 4^L^2b2(À, * )z)2
<+ (.) t  -  o^") '< -(Àt , ,  Àr) '

27
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ce qui est impossible.

o Si Àr * Àz < 0, le raisonnement et le même.

Finalement, pour avoir aÀ1 ( 0 et D > 0, il faut trouver
a.1 1 a I az. Ceci est possible si et seulement si a1 ( 0, ce
-Is * t/i > O. Cette dernière inégalité est équivalente à 13 (
I3 < I, ce qui équivaut deti > 0.

a te l queo (0
qui est équivalent
0oub ien le )0

et
à

et
I

Démonstration :
définie sur
R:  { ( * t , r r , " r )  €

Théorème 2.9 Si h < 0 ou 12 ) 0, Ie système (A,B) n,est pas asymptotiquement
contrôlable à I'origine.

Prenons pour u un contrôle quelconque et considérons la fonction

lR t / " t ) 0  e t z2 )0 )pa r :

H ( r t r r 2 rûs ) :  r ; ^ " x ) '

La dérivée de H le long des trajectoires du système (A,B) est donnée par :

È(*r.,rz,îs) :  xl^z-r*À'-11ô,lrcl * (cÀ1 - aÀ2)x1r2-bÀ2æl)

Si ,fl < 0 ou .I2 > 0, H est toujours positive sur R. D'autre part, f/ est strictement
positive sur R et s'annule sur la frontière de R. D'après le théorème de Tchetaev [41],
on peut conclure que le système (A,, B) n'est pas stabilisable. I

Théorème 2.10 Si Ir > 0, 12 10, .I3 ) 0 et detÂ S 0, le système (A,B) n,e::t
stabilisable ni par feed,back hom,ogène d,e d,egré 0 ni par feedback continu.

Remarque : Il est facile de vérifier que :

1 r (0  e t  I s>04açQ

Démonstration : Notons X la projection du système bouclé (A, B) sur 52 :

x(y) --  (A+ u(y)B)y - (  (A + u(y)B)y,yly (2.e)

Supposons qu'il existe un feedback homogène de degré 0 qui stabilise le système
(A, B). Alors A e 52 est un point singulier de (2.9) si et seulement s'il satisfait les
équations suivantes obtenues en écrivant que les vecteurr X(y) et y sont linéairement
dépendants :

- ba? * (o - c)ysz + byï + u(y)(À1 - Àr)y'y" : 0
(oyt+byr)y" :  o

(bur+cyz)a t - " (yXÀt  -Àr )a ry"  :  o .

(2.10)
(2 .11)
(2.r2)
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on remarque que les pôles 1/ : (0,0, 1) et ,S : (0,0, -l) sont points singuliers, donc
il est nécessaire que z(0,0, 1) < 0 .

Supposons, maintenant, que le système (2.9) admette un point singulier yo :
@1,a3,y!) sur le cercle c d'équati oî a!1* byz - 0, d'après l'équaiion (2.10) on obtient

u (a t r yz ,  '  ac -b2
us) :  ;() ,_ D

Le produit scalaire P(y) : ( (a + 
"@)B)y),y ) est égal à :

p(y) : o.a? + 2bary, + cyT + Qry? + Àzy2z + À1y!)u(y)

Evaluée €û g0, cette expression donne :

qui est positive, donc le système (2.9) ne peut pas avoir de points singuliers sur le
cercle C autres que y'f et .9. Par conséquent on peut affirmer que la fartie gauche
de l'équation (2.10) ne change pas de signe sur le cercle C - 

-car 
on peut vérifier

facilement que si les deux équations (2.10) et (2.11) sont satisfaites, il en lst de même
pour l'équation (2.12) - 

"t 
évaluée sur ce cercle, cette expression donne :

o , 2  .

e@) = 
i U" - b2 -a(À, - ^r)"@)) ;

Puisque o ( 0 t ec-b2 <0 et u(0,0,1) < 0, on voit que g(g) est toujours négative
sur C. Ainsi, on a d'une part g(y1, -Trr,,0) < 0, d'autre part g(0, 1,0) : 6 > 0, donc

g(ytyz,0) s'annule pour un point (y1, y2,0) sur l 'équateur tel que ? , l- 
f  ,  +oo1. no

un tel point, la valeur de u est , 
o' 

- ô

u(yl,y1,o) : c - cr *b((Y?)' 
- @D\

Àr J, - 
,î091^t -,

et la valeur du produit scalaire P est égale à:

29

P(v?,y3,0) :
a?vïQ' - Àz)(a.r' (vî)'* (cÀ1 - o^,)aly}

Le discriminant du polynôme -bÀ2r2 * (cÀ1 - aÀ2)r + ôÀr est égal à 1r ) 01 ses deux
racines sont :

(v?)' + fu\)' - bÀ"(rS)')
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T t :
cÀr -aÀz+û r cÀ r -ù ' - t /E

2b^2
T 2 :

2b^2

eton  a rz+ lU :
cÀr *aÀz - t / l

zuj , ,  tJ puisque :

1 r :  ( c ) 1  * a À 2 ) 2  - 4 À 1 \ 2 ( a " - b " )  <  ( . À ,  * ù q ) 2  c a t  a c - b 2  < 0

",o
Comme 4, -i ) 12, I'expression P(vL,y\,O) est positive.

v ib

En résumé, on est confronté aux deux situations suivantes :

1. Le système (2.9) a un point singulier sur le cercle C pour lequel le produit scalaire
P est positif.

2. Le système (2.9) n'a pas de points singuliers sur Ie cercle C, mais, dans ce ca,s, on a
forcément un point singulier sur l'équateur pour lequel le produit scalaire P est positif.

Ainsi, le système (2.9) admet au moins un point singulier pour lequel le produit
scalaire P est positif, d'où par application du théorème de Coleman, le système (A, B)
n'est pas stabilisable pa"r feedback homogène de degré 0.

Maintenant, on va montrer que le système (A, B) ne peut pas être stabilisable par
feedback continu. En effet, supposons qu'il existe un feedback continu u : u(r) qui
asymptotiquement stabilise (localement ou globalement) le système (A, B). D'après
les hypothèses on a: a 10 et ac- ô2 < 0.

Si ac - b2 < 0, pour tout réel o, la matrice A * qB a au moins une valeur propre à
partie réelle strictement positive. Ce qui contredit le fait que A + z(0)B est dissipative.

si cc - b2 :0,le raisonnement est le même que pour le théorème (2.7). r
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Stabilisation des systèmes
l a o onomogenes rmparrs

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la stabilisation des systèmes non linéaires de la
forme

In ' : f (æ)+Bu
I  r€1R" ,  u€]R- (3"1)

où / : IR' -t IR' est un champ de vecteurs continu et homogène de degré impair (i.e
toutes les composantes du champ sont des fonctions continues et homogènes de même
degré k impair dans IN*) et .B est une matrice constante dans I4"",',(R).

Les techniques de linéarisation ne peuvent pas s'appliquer pour stabiliser localement
ce type de systèmes. Le but de ce travail est de donner une condition nécessaire
et suffisante pour que ces systèmes soit globalement asymptotiquement stabilisables
(G.A.S) par feedbacks continus et homogènes, de même degré d'homogénéité que f.

Les systèmes dela forme (3.1) ont été étudiés dans [1] et [23]. Dans [1], A. Andreini,
A. Baccioti, et G. Stefani ont donné une condition suffisante de staUinie du système
(3.1)' A. Iggidr et J. C. Vivalda [23] ont donné une condition nécessaire et suffisante
de stabilité du système (3.1) dans le cas où rang de B : n - !.

3.2 Fonction de Lyapunov pour les systèmes con-
tinus et homogènes

Tout d'abord, on va rappeller un résultat concernant les fonctior"rs d.e Lyapunov
pour les systèmes continus et homogènes, dû à L. Rosier f+Zl, puis on étudiera la
stabilisabilité du système (3.1).

31
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On considère le système" 
t  i :  x(x)
I  ze IR"

où X est un champ de vecteurs continu et homogène.

(3.2)

Définition 3.L On d,it qu'un champ de aecteurs X est homogène d,e d,egré p, si pour
tout r d,ans W et pour tout À € R" on a :

X(Àt) :  \PX(x)

Lorsque I'origine est asymptotiquement stable pour un champ de vecteurs X ho-
mogène de classe Cl,il existe une fonction de Lyapunov V homogène et définie positive
qui vérifie X.V(x) < 0, Yx 10.

Dans le cas où X est homogène et uniquement continu, Rosier la2l a montré les
résultats suivants :

Théorème 3.1 Si X est continu, homogène de d,egré q et si to : 0 est un point
d'equilibre asymptotiquement stable, alors i,I eùste une fonctio, t V : IR' -+ B" telle
que :

t .  V eCp( lR" , lR)  n C""( lR"  \  {0} , lR) ;  p  € IN*.

2. V(07 : g, V(x) > 0,, Vx I 0 et V(x) --+ +oo quand ll"l l -* +*.
3. V est hornogène.. Vc € IR", Vt e IR, Vçtr\ : tkV(x), k > p

l .  Vr  10,  Vr( r ) .x ( ' )  <  0 .

Puisque le champ X est homogène, on rappelle que la stabilité locale et la stabilité
globale sont équivalentes [20]. En appliquant le théorème de Kurzweil, la fonction de
Lyapunov V sera de classe C- sur IR'.

Maintenant, une fonction de Lyapunov homogène 7 candidate est donnée par la
proposition suivante.

Proposition 3.1 Soient X et p cornrne dans le théorèrne 3.1. Soit / e C-(lR",lR)
telle que :

/: { 
o, 

iïî [,,fi] et r'] o sur rR
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soit le € N*, alors Ia fonction

v1*1:{  
Â.*  #tr  o I / ) (sr1 '  " ' 's ' ,n)ds s i  r  + 0

[  0  s i  r : 0

est de classe C* sur R" \ {0}, et satisfait :

1. VV(x).X(c) < 0, Vx 10.
2. V(tx) : tkV(x) pour toutu € IR" \ {0} et r > 0.

En plus, si k > p, alorsV est d,e classe Cp en 0.

On remarque que k et p sont arbitrairement choisis dans IN*, donc on peut les
choisir aussi grand que I'on veut pour que 7 soit suffi.sament rég-uliène à i'origine.

3.3 Stabilisation

Après changement de coordonnées linéaire, le système (B"r) devient :

[  ù :  g r ( v )

t :
t ' .
)  u t :  oo(a)
1 i;-, J in*,@) i ûo*,. (3'3)
I
t :
I i, : s^(y) + tt,

où n - g est le rang de.B et g - '(gr,...,g,) est un champ de vecteurs continu
homogène de même degré que "f.

Introduisons I'hypothèse suivante :

Hypothèse (I/) Il existe une fonction V : lR' ----* IR de classe Cl, propre, définie
positive et homogène telle que :

dav,
L 6*@)st(Y) < o, Yv € E

or)

n: {a € rR, \ {o} , #rr: ...: ffo:oy
Théorème 3.2 Le système (3.3) est globalement asymptotiquernent stable par un feed,-
baclc continu et homogène de même degré gue g, si et seulement si l'hypothèse (H) est
satisfaite.
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Dérnonstration : Puisque V est supposée être homogène et définie positive, son
degré d'homogénéité est pair noté d. Pour montrer que la condition H est suffisante,
on va prouver la proposition suivante qui donne le feedback stabilisant.

Proposition 3.2 Si Ia condition (H) est réalisée alors le systèrne (3.3) (et d,onc le
système (3.1)) est G. A. S à l'ai.d,e d,u feedback donné par :

(  a,@: -) l lu lË- d+rry@) si  y t '  o
)  

. . |Y I  ayi
1  

" ' ,  pour  i  €  {q  +  L , . . . ,n }  (3 .4 )

[  0  s i  y -0

Démonstration de la proposition : Il est simple de vérifier que û est continu sur
IR" et homogène de degré fr.
Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que :

Ù@).o yy€rR"\{o}

Soit C+ le cône fermé :

C+- {ye R"z  YV(y)s(y)  2o}

et C- son cône complémentaire:

C--  {ye  IR" :  VV(y)s(y)  <0}

La dérivée de v le long des trajectoires du système bouclé (J.B-3.4) est :

v (y) : vv(y)g(y)- Àllyllo-'*' É. (ffal)'
i-c*r

Û est une fonction homogène de degré pair d + k - 1; donc son signe ne change pas
le long de toute droite passant par I'origine. D'où, il suffit de montrer que ? est
strictement négative sur la sphère unitée ̂ 9.

Pou r tou t y€Sona :

,t@): vv(y)g(y)_ ^,F., (ffiAy"
Soient fi et 62les nombres suivants :

6r : ma.t< Vv(y)g(y), ,, : r.Ti8-,Ë, (ffiA;"
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.S et ,S nC+ sont compacts, donc fi et 62 existent. En plus, sous I'hypothèse (H), on
remarque que E C C-,, d'où E n C+ - 0, ce qui implique que

$ 1ô7r ,  ' rz

,à, 
(asu (Y)) > o, vY € s n c+

donc62>0.  Encho is i ssan t  l t  3 ,onab ienÛ(y )  <0  Vy€ .g .
ôz '

Ceci prouve que I'origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement
stable pour le système bouclé (3.3-3.4).

Montrons, maintenant, que la condition (.F/) est une condition nécessaire pour que
le système (3.3) soit stabilisable par feedback continu et homogène de même degré que
g.

Supposons qu'un tel feedback existe, alors, la partie droite du système (3.3) sera un
champ de vecteurs continu et homogène. D'après le théorème 3.1, il existe une fonction
de Lyapunov 7 homogène telle que :

v(y):YV(y)s" '  ê ov"-(r) * 
,4, *@)a;(a) < o.

En particulier si y e E on a :

v(v):f*On;(v) <0.
i=7 u'Vi

Ceci complète la démonstration du théorème. r

Exemple : Considérons le système suivant

( i ,  :  -2"?, - 5*ræ2 *  xpl - û + *p3 - fr(rr,n2,rr)
I à, : xl + +r!æ, * Sxpl - zrtr + *z*3: fz(xr,r2)xs) (J.5)
[  à. :  x?u + 2x1x2xs * 5x3, * u : T"(q,r2,ns) ] u

On ne peut pas utiliser les résultats prouvés dans [23] puisque le rang de B est égal à
1 .

On peut aussi montrer facilement qu'on ne peut pas trouver de matrice symétrique
définie positive qui satisfait I'hypothèse donnée dans [1] :

Kert BP C {r € IR3 :t rPl(r) < 0} U {0}

Par contre si on considère la fonction homogène et définie positive suivante

v (* r,  r z, r s) :  +æ?r3 * 2x 1 r 2(nl !  2x p 2 - 
"3) 

+ (x2, + 2x p 2 - 
""r)" 

+ râ : V (r r,  r 2) + t3
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elle satisfait l'hypothèse (1/). En effet, dans ce cas on a

E : {x€ n'  \  {o} '  #(")  :  0} :  {z € n, '  \  {0}/  zs :  0}' t  -  
d t s

et on peut facilement vérifier que pour tout (r1, r2,î3) e E on a

av, av. .
a^@) f r { , r )û2 ) î3 )  +  

A . r@) f r ( * r , * r , t r )  
:  - 2 ( r?  +  x } )V (n r . ,æz)  10

Bn appliquant le résultat prouvé ci-dessus

u(æ1rx2r" r )  :  -aÀr l

est un feedback homogène qui stabilise le système (3.b) pour une valeur d" À > 9.
ôz
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Observateur pour les systèmes
polynomiaux homogènes de degré

rmparr

4.L Introduction

Dans la quasi-totalité des systèmes concrets, pour des raisons de réalisabilité tech-
nique, la dimension du vecteur de sortie est inférieure à celle de l'état. Ceci entraîne
qu'àun instant donné t,l'état r(t) nepeut pas être déduit algébriquementde la sor-
tie y(t) à cet instant. Par contre, sous des conditions d'observabilité, l'état c(t) peut
être déduit de la connaissance des entrées et sorties sur un intervalle de temps passé :
u( [0 ,  t ] ) ,  y ( [0 ,  , ] ) .
Le but d'un observateur est précisement de fournir une "estimation" de la valeur
courante de l'état en fonction des entrées et sorties passées.

Si la synthèse d'observateurs pour Ies systèmes linéaires invariants a été résolue
dans le cadre déterministe par Luenberger [33] et stochastique par Kalman [25], la
grande diversité des systèmes non linéaires a engendré de nombreuses études sur les
observateurs non linéaires (voir par exemple [4,, L2,18, 50, 5l]), et ce sujet reste tou-
jours d'actualité. L'existence d'un observateur est toujours liée à I'observabilité dont
plusieurs résultats, concernant les systèmes non linéaires, ont été faits ces dernières
années [ lb, 19, J6,,46,47].

Dans ce travail, on donnera une condition suffisante pour I'existence d'un observa-
teur pour les systèmes polynomiaux homogènes de degré impair, que I'on construira
explicitement.
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38 4. Observateur pour les systèmes polynomiaux homogènes de degré impair

4.2 Système et hypothèses

Considérons le svstème suivant :

[* :n@)
I u:Cr

où r € R",, y € R-, h(x): ' (hr(*),. . . ,h"(*)) est un champ de vecteurs polynomial
homogène de degré impair k ) L, et C est une matrice constante de lR1-x,,;.

Rappelons que h est homogène de degré /c signifie : h(Àx) : ^kh(x) V) e lR,
Vc € IR'. Dans toute la suite, on supposera que le système (4.1) est observable.

Soit p € IN le rang de C. Dans une base de lR", le système (4.1) s'écrira sous la
forme:

(4.1)

(4.2)I  x: yçx1
IU; :À; " ; ,  À ;#0 pour  i :L , . . . ,p

o ù  / :
que â.

'(ftr...,/") est un champ de vecteurs polynomial et homogène de même degré

Remarquons que, puisque le changement de coordonnées effectué est linéaire, l'obser-
vabilité du système (4.1) est équivalente à celle du système @.2) et si le système @.2)
admet un observateur, il en est de même pour le système (4.1). Ainsi, dans tout ce qui
suit, on considérera Ie système sous la forme (4.2).

Un observateur pour le système (4.2) est un système de la forme

î  -  s(î ,v) (4.3)

qui produit I'estimation â(t) de l'état c(t), du système (4.2). Plus précisément, si les
systèmes (a.\ et (4.3) sont initialisés au même point (c(0) : â(0)), on veut avoir
â(t) :  æ(t),Vt) 0 (donc i l  faudrait que : g(c, Ca) : f(x) Vu € IR'), et si e : û - æ,
on souhaite que le système

è :  g (x  +  e ,a )  -  / ( r )  (4 .4 )

soit globalement asymptotiquement stable à I'origine.

On va donner quelques définitions dont nous aurons besoin par la suite.



4.2. Système et hypothèses

Définition 4.L on appelle fonction de classe I{, toute fonction g : IR -----* IR,
r r.---.+ g(r), continue, stricternent croissante et nulle à I'origine.

Définition 4.2 Soit V : IR' x [0,1oo[--+ IR

1. On d,ira queV est définie positiae s'il ed,ste une fonction g d,e classe I{ telle que

V(x,t)  2 e(l l r l l ) ,  V(x,t)  € IR" x [0, +ooI

2. Si en plus e(llrll) --+ *oo quand ll"ll .-l *æ, la fonction V(x,,t) sera d,ite
radialement non bornée.

Remarque : Pour les fonctions autonomes V("),,

1. V définie positive est équivalent à y(0) :0 et V(z) ) 0 pour r +0.

2. V est radialement non bornée entraîne que V(z) -r +oo quand ll"ll --- +-,
c'est-à-dire que I/ est propre.

Proposition 4.1 Une condition nécessaire pour que (/.9) soit un obseruateur pour le
systèrne (1.2) est I'ea'istence d,'une fonction de classe Ct, V(e,t), définie positiue et
rad,ialement non bornée telle que :

YV(e, t ) ( f@*r)- f ( " ) )  +f f { " , r )  < 0,  Ve€ KerC\{0} ,  Vc € rR' ,  V,  > 0 (4.5)

Démonstration : Le système (4.3) est un observateur global pour le système (a.2) si
I'origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable pour l'équation
de l'erreur (4.4) . Dans ce cas, par le théorème inverse de Lyapunov [20], il existe une
fonction de classe Cr,V(e,t), définie positive et radialement non bornée telle que :

39

YV(e,t)(s@,y)-  f@))+f f{" , r )  <0, yef \ ,  Vr€ rR' ,  Vr>0 (4.6)

Maintenant, si e € I{erC \ {0}, on a :

Cî:Cx:a

ce qui implique

g( î . ,y )  :  e( î ,Cx)  :  s ( î ,Cî )  :  f@) :  f@ *  e)
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et I'inégalité (4.6) devient :

YV(e,t)( t@* 
")-  f  @)*#k,r)  < 0, ve e r{erc\  {0},

ce qui termine la démonstration.

4.3 Conception de ltobservateur

Considérons Ie système :

à : yçt1- *(l lallo-L + l ltc(câ - y)l lo-') 'cçce - y1

a
a

Dans la suite, on va supposer I'existence d'une fonction de classe CI définie posi-
tive V : IRo .--+ IR, homogène, propre et indépendante du temps t qui satisfait les
hypothèses suivantes :

(17ù VIz(e)(ft" + e) - /(c))< 0, ve e KerC \ {0}, Vc € rR".

âV
(tlz) 

ft(") 
: 0, pour i : L,..,p, Ve € KerC.

(Tts) (VV(e),t CCe) ) 0,, Ve € IR'.

Remarque : La condition (11r) n'est autre que I'inégatité (4.5) dans le cas où la
fonction de Lyapunov de la proposition est en plus indépendante du temps et homogène.

Vr€ lR ' ,  Vr>O (4 .7)

aveco€ lR ,  o )0  (4 .8 )

Théorème 4.1 Soient f et C cornrne énoncés auparauant. S'il existe une fonction
V d'e classe Cl d'éfinie positiue, propre et hornogène qui satisfait les hypothèses (7l)
et (T{2) ou bi,en (7{r) et (Ttt), alors pour un certain a } 0, Ie système (/.s) eit un
obseraateur asymptotique global pour le système (4.2).

Démonstration : Tout d'abord, puisque 7 est définie positive et homogène, son
degré d'homogénéité est pair, on le note 2d.

En utilisant (4.2) et (a.8) et le fait que e - â - c, l'équation d'erreur est donnée
par :

è : f(x* ") 
- f(r) - '( l l '  + "l lo- '  + l l ,ccelyk-t) '  CC e (4.e)



4.3. Conception de I'observateur :

Supposons que (711) et (Hz) sont satisfaites, pour montrer que le système (4.8)
est un observateur global pour (4.2), il suffit de montrer que Ie système (4.g) est
globalement asymptotiquement stable à l'origine.

' Considérons la fonction suivante :

w("): fi{,"rcce)d + tJ(e)

où U(e) :v(0,--.t0,êprr,. . . ,e,) Ve € lR". I l  est faci le de voir quew est de classe Cl,
définie positive, propre et homogène de même degré d'homogénéité que V,2d., et

VW : (t et C C e)d-L't etC C *

4l

(0,. . . ,0, 
f f i{0,..  

. ,  0, €prrt. . . ,en),.. . ,#r0,.. . ,0, êp*'t . . . ,  ",))

Puisque '( 'cce1 : '(À?"t,,...,À3"o,0,...,0), Ia dérivée dew le long des trajectoires
de (a.9) est donnée par :

wç"1 : vw(e)(ltr + ") 
- /(r))

- a(t et C C" )'-' ( | l' * e | | r- t + llt C C ellk -r) 
ll, c c 

"y,
Soit F : IR' x IR' -----. lR définie par :

(4.10)

F(x,,e) :vw(e)(r t '+ ' )  -  / ("))  -a(etcc")o- ' ( l l "  + , l l *- '  + l l tccel lk-,) l l ,cc" i l ,
Ona :

F(M,Àe) : szd+k-rpç*,e) V(z,e) e lR' X R', VÀ e IR

donc I,i/ est homogène comme fonction en (r, e), de degré pait 2d, + k - 1. Ainsi, son
signe ne change pas le long de toute droite de IR" x lR' passante par I'origine. iJe signe
peut être évalué sur la sphère :

5: {1" ,e)  e lR'  x  R"/  l l (c ,e) l l  -

Soit
or:  {@,e) e IR'  x tR"/ l l r l l  :  1,  l le l l  :  1}

Dz:  { (" , " )  € lR" x tR"/1 < l l " l l  < r t , l l . l l  < 1}

ll'll'+ ll"ll, : fr).

D3- {( ' , " )  € IR" x R"/ l lz l l  (  1,  t  < l l " l l  <r t )
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on a' évidemment : 
s cDrrJDznDg

Soit
c+ : {@, ") € tR" x R." / vw (r@ * ") 

_ rf"))> o}
et

c- - {(", ") € tR' xn.- I vw(f@ * ") 
-f(")). o}

sur  c-  n  ( ' 'uD2u2' ) '  o t  u  '  
w(e)  <o (4 .11)

Maintenant, pour montrer q"" Û(r; < 0 ve € IR" \ {0}, il suffit de montrer que :

W(e) < 0, y(x,e) e C* n (rruOruD") avec e f  0

Soit n2 la deuxième projection de IRo x IR' sur IR" définit par :

ir2 i IR' x IR' ----+ ]R'
( r , " )  é  e

O_n note Qz: rz(C+) la deuxième projection de Ca sur lR". e2 est fermé par ce que
C.. est fermé et par ce que 7r2 envoie les ouverts sur les ouverts. De (?/1),(f61 .t-.n
tenant compte de la forme de W et U, on peut déduire que pour tout e € KerC \ {0},
on  a :

vw(e)(f("  + ")  
-  / ( , ))  :vu(e)(f t"  +,)  -  / ("))  :vv(e)(f t"  + e) _ /(a))< o

ce qui implique que : 
IR' x Kerc c c-u rR, x {0}

Puisque C- n C+: 0, on . :
QzÀ I{erC: {0} (4.r2)

D'autre part, soit G la fonction définie de IR" x lR" dans IR par :

G(r,e) : VW(e) (lt '  + .) - /(r)) pour tout (e, e) e IR' x IR*

Pour tout À e IR et (r, e) e IR" X R', on a :

G(À(r,")) : G(\æ,,Àe) : 7za+k-ty147(")(f(r * r) - /(r)) - szd'+k-rç@,")

ce qui implique que G est homogène sur IR" x IR". Il s'ensuit gue Qz est un cône. En
effet, pour e € Qy,lc € IR' tel que (c,e) e C"., donc G(x,e)) 0, et, pour tout À € IR,
o n a

G(Àx, )e )  :  ^zd+k-LG(r ,  e )  )  0



4.3. Conception de l'observateur :

car 2da Ë - 1 est pair, ce qui implique que (Àr, Àe) e. Ca et donc )e € e,Le fait que
Q2 soit un cône entraine que

{"1 l l4l: r} n qr: {rele e {l lel l  :  L} n er), Vr € rR (4.13)
En utilisant le fait 91rc Qz est un ferméet {llell :1} est un compact, donc
{ll"ll : L} n Qz est compact, et en tenant compte de l,égalité (4.t2), on a :

... .r-nip _ l ltCCellk+L(tetCCe)'-t : âr ) 0
{ l le l l=r}nQ2 "

{1"rËil"o, lltccell2(tetcce)d-r : hz } 0

A Ia suite de l'égalité (4.13), on a aussi

{ll"tËll"o, ll' 
c c 

"p+t 
(t et c c e)d-r -'zd'rk-r 6,

{ll"lËif"o, llt c c ell2 (t e' c c "10-' 
: rzd hz

Soit
H : 

1','1ec*Ttïho,uo",llvwt"l( r@ + ") 
- /("))ll

o  Sur  D1 îCa ,  on  a  :

w(")

si on choisit a tel que :
H

o '  
n ,  (4 "14 )

o Si  (c ,  e)  eD2f lC1 avec l l " l l  :  r  )  0 ,  on a :

w(") : vw(e) (lt '+ ") 
- /(,))-

* ( | l' * " ll 
*-' + llt c c el1k -') 

{, ", 
c c eyd-t 11t c c e112

43

s vw(e) (ft" + ") 
- /("))-

" ( t | | " | | 
- | | " | | ) 

*-' + llt c c e1lk -') 
{' r' c c eyd - r i1' a c e11z

' (t r - ll' ll ) o-' + llt c c e11k -') 
t' "' c c e1d-t 11, c c e112
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t .  Si l lel l  -  r  )  | ,  alors

w(")

{ l le l l=r}nQ2 
\

Cette dernière quantité est strictement négative si on choisit o tel que :

"rT (4.1b)

Z.  S i  l le l l  :  r  1 | ,  o r  u  ,

lvwç"1çy@ * e) - /(,))l < llvw1")ll l l/(" * ") 
- /(,)ll

Puisque w est homogène de degré 2d, vw est aussi homogène de degré
2d - I ,  e t  donc :

l lvw(e)ll < 6'l l . l l 'o-'
car

llvw(e)ll : llvw(rr"rr#ll

: l"l"-' ll"rtm)ll = "**o ilvw(e,)ilil"il,,-,
où .9' est la sphère unité de lR' qui est compacte. Et puisque / est poly-

nomiale on a

lflo + ù - ïi",)l: 
lÆ, 

o',,,',*i\...,îi"li "frl
avec

cr i :a \+ . . . *a i ,  g ' :Ê i+ . . .+pî ,  c i+0,  =k  e t  0 t> t  v i



4.3. Conception de l'observateur :

En tenant compte du fait que llell < 1, ll"ll ) t, di * 0i : k et 0i > t
pour tout i, on a :

l l f  (" + ") 
- f(*)l l  S 6,l l" l l l l" l lo-'

donc

45

lvwç"1çy(æ * e) - f(')) | < 6,6,,,oll"lln-'
et

S 6r6rr2d(t/2)k-l - o1f,1k-,r,zrrd

Cette quantité est strictement négative si on choisit o tel que :

o '' 6'6'(2rt)k-'
' -  

1 " ,

o Si  ( r ,  e)  eD3ÀC+,,  a lors l le l l  :  r  )  1,  et  a insi

(4 .16)

W(")  S H -  a l l tCCel lk+2(tetCCey-t

Cette dernière quantité est strictement négative par le choix a" o > 
ff.

Maintenant, si o est choisi tel que les trois inégalités (4.14),(4.1b) et (4.16) sont
satisfaites, ce qui est toujours possible, alors on a :

w1"1  <  o ,  V(c ,  e )  €  C+ n  ( r ruDzuh)  avec  e  f  0
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L'expression précédente en conjonction avec (4.11), donne

W(" )  . 0  V ( r ,  e )  e  (o1uD2uDs)  avec  e  f  0

et par conséquent
W( " )  . 0  Ve  €  R"  \  {0 }

Ainsi, W est une fonction de Lyapunov stricte pour le système (4.g), donc son
origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable. d'où, le système
(4.8) est un observateur asymptotique globale pour le système (4.2).

. Maintenant si (11r) et (Tls) sont satisfaites, le raisonnement est le même avec la
fonction de Lyapunov

w("): fi{"rrrc"), +v(e)
en effet, la dérivée de w le long des trajectoires de (4.g) est donnée par

w(") : vw(e)(f {* + ") 
- /('))

-o(ll'+ ,ll&-' + lltccellk-r)({,",ccùd-rlltcc"ll, + (vv(e),t cce))

s vw(e)(ft" + ,) - /('))-'(ll" + rll*-' + lltccellk-r){,",cceyd-,11,cce112

cette dernière inégalité est la même que I'inégalité (4.10), la démonstration du théorème
4.1 est ainsi terminée. r

Remarque : Dans le cas où le système (4.2) est de la forme :

I t ' - f (x)+Bu
lu:Cx

où B est une matrice de IR-*-. Alors si / et C satisfont les hypothèses du
4.1 et si le système (a.r7) est observable, il existe un c > 0 tel que :

î  :  fG:)- ' ( l la l lo-t  + l l tc(ce -  y) l l*- ' ) '  cçca - ù + Bu

soit un observateur asymptotique global pour le système (4.17). En efiet, l'équation de
I'erreur est donnée par :

è:  f ( r* " )  _  f ( * )  _r( l l r * " l lo- '  + l l tccel lk- r ) ,cce

qui est globalement asymptotiquement stable à I'origine.

(4.r7)

théorème

(4.18)

(4 .1e)



4.4. Exemple:

4.4 Exemple :

Une classe de système qui satisfait les hypothèses du théorème 4.1 est de la forme

(  '  :  h@,2)
\  t :  T '@' ' " )
ly:*

où u € IR'--, z €R , fi et Tz sont des champs de vecteurs polynomials homogènes
de même degré impair, tel qu'il existe une fonction V : IR- ---+ IR- définie poritirr",
propre et homogène vérifiant :

vv(22)(frç*, zr + ;,2) - (fr(*,rr))< o, vx € R"-*, v4€ R-, v", e R^

Exemple : Considérons le système suivant :

(  
" :  

x l+ x!
) à': "?
lâ r : -03+xp2r+t l
(  y :  , ( * r , r r )

Pour ce système, on ne peut pas trouver de matrice P symétrique définie positive qui
satisfait les conditions de Starkov [48] à savoir :

PICC :t CCP

Conl n (KerC x R") C {0} x IR"

Conl n (R' x KerC P) C IR" x {0}

avec :
corr.u : {(r,  ") 

e IR" x R'/ teP (f (x * 
") 

- /(r)) > O}

Le résultat de [aS] ne peut donc pas être appliqué pour construire un observateur.

Maintenant, on peut prendre, pour le système précédent, la fonction suivante

v (*r., rz, 13) : f,O? + xl + ærr)

qui est définie positive, propre, homogène * 0", satisfait les hypothèses (?11) et (712).
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En effet, dans ce cas, on a

I {e rC :  {e  €  IR3  :  e1  :  ez :0 }

Ainsi on peut facilement vérifier que :

av,, av,,
u"@ 

:  
f i ( " ) :  

o ' ,  Ve:  ' ( " r , " r ,ez)  € I (erC

et

VIz(e)(f{r+ 
") 

- /(")) - -e!-3r3e! -Jæz"e!<0,, Vz € IR3, Ve e KerC\ {0}

En appliquant le théorème 4.1, il existe c ) 0 tel que :

à : yçt1- ,(llell, + lltc(cî - ùll,)'cçcâ - a)
soit un observateur pour le système considéré.
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ABSTRACT : In this paper, we provide a formula for a stabilizing feedback law for
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5.1 Introduction

The aim of this paper is an extension of the well knoun Jurdjevic-Quinn's theorem [24]
to provide a stabilizing feedback law using a bounded control for a general stochastic
affine control systems.

The stabilization of deterministic affine control nonlinear systems by smooth feed-
back laws has been investigated by many authors in the last past years (see [80, 34,
45, 381 and reference there in).

For controled stochastic differential equations, when only the drift is corrupted by
a noise, Florchinger [13] gave sufficient Lyapunov-like conditions, which are the same
as in deterministic case.
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In this paper, we deal with systems where every thing is corrupted by multiplicative
noises, under the same hypothesis as in [13], we show that system proposed is globally
asymptotically stable in probability and we give a stabilizing feedback law.

This paper is divided in three sections organized as follows. In section one, we
recall some definitions and results concerning the asymptotic stability in probability
for the solution of a stochastic differential equation proved by Khasminskii (see [21]) or
Arnold (see [3]). In section two, we introduce the class of control stochastic differential
equations we are dealing with in this paper, and we recall the result established in[13].
In section three, we extend the result proved by Outbib and Sallet [3S] that concerns the
generalization of Jurdjevic-Quinn'theorem [2a] b deterministic affine control systems
when the drift as well as the controled part are corrupted by a noise.

5.2 Stochastic stability

Let (O' F,P) be an usual probability space and denote by w astandard lR--valued
Wiener process defined on this space. Denote by (Ft)t>o the complete right-continrror,rs
filtration generated by ,. Let q € r?" be the stochastic process solution of the stochas-
tic differential equation written in the sense of Itô,

where XorXr.,...,X* are (rn * 1) C61-vector fields on IR" vanishing at the origin which
we write for any x in IR' as,

x;(* ) :  É x, , r@)* o 1 i  1m.
lc=l oæk

Moreover, the infinitesimal generator associated with the stochastic differential equa-
tion (5.1), denoted by L, is defined for any functional iû in C2(lR") by

tt: ,,o+ lo' xoç*")ds 1 
,i'./"' 

x;@")d,ui

L\r(x): Ë x",Jù#(')+ ', 
,F=,o''i{ùffi{,)

o ' , i ( r ) :  Ë  xp , ; (x )xp , i@) ,  |  3  i , j  <  n

(5 .1 )

where

'b=1

Furthermore, for any f in lR[ and rs in IR', denote by cs(r6), the solution at time t of
the stochastic differential equation (6.1) starting from the state cs.
The different notions of stochastic stability we are dealing with in this paper are the
following



5.3. Problem statement

Definition 5.1 The solutioTtr ît:0 of the stochastic d,ifferential equation (5.1) is said
to be s.table in probability if for o,ny e ) 0 there exists d > 0 such that

l rs l  <d=+ 
"( , 'E l ' , ( 'o) l  

t . )  :0 .
\ r > o  )

If, in ad,d,ition, there exists a neighbourhood D of the origin such that

/ \

" 
(,IP- l"'("0)l - o) r, Yxo € D

the solutiontr r't: 0 of the stochastic diferential equation (6.1) is said. to be asymptot-
ically stable in probability. It is globally asymptotically stable in probability (G.A.S.p)
tf

/ \

" (,If." 
l"'('o)l - oJ 1, vrs € IR"

Furthermore, the following criterions in terms of Lyapunov function for the stochastic
stability hold (see [3, 21]).

Theorem 5.L Let D be a neighbourhood, of the point r:0 uhich is contained, in]B'
together with its bound,ary, and assurne that there eù,sts a Lyapunoa function V defi,ned
in D (i.e. a proper functi,on V positiue def,nite mappi,ng D into B") such that

LV (x )<0  ( r espec - t i ue l y  LV (x )<0 ) ,  Yæ<D,  n+0

Then, the solution rt:0 of the stochastic ilifferential equation (6.1) is stable (respec-
tiaely asyrnptoti,cally stable) in probability. It is G.A.S.P if

LV(æ) (0,  Vr€R",  r+0
In this paper, we shall make use of the latter Theorem and a stochastical version of
Lasalle's invariance principle (see [31]), in order to prove that the class of nonlinear
stochastic control systems introduced in the following section is globally asymptotically
stabilizable in probability.

5.3 Problem statement

The purpose of this section is to introduce the class of control nonlinear stochastic
differntial equations we are dealing with in this paper.
Consider the stochastic process solution c1 € IR" of the multi input stochastic differ-
ential equation written in the sense of Itô,
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tt: to + l"' (x"{r", * 
Ë 

uiyl@"))d" + Ë lo' xoç*"1a.1-i-I

where

ulZi(æ")dû'" (5.2)
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l .  X ; :  , (X r , r , . . . rX ; ,n ) ,  01 i  1p ,  y j :  , ( y j , r r . . . r y i , , ) , and  Z i  :  t (Z i t r . . . rZ i , , )
L < i < n'r1are smooth vector fields on IR' vanishing at the origin. tA den|te
the transposed matrix of ,4.

2. ut, | < j 1m,, are bounded real-valued control laws.

the stochastic differential system (5.2) is said to be asymptotically feedback stabilizable
in probability at the origin if there exists a function u: ,(ur,...,u-) mapping IR"
into lR-, vanishing in the origin, such that the equilibrium solution z1 : 0 of the
closed-loop system,

rt : îo + t!(xoç*") + D;-a, ui@)yi@"))a, + Do,=, Ë X;(r,)d,wi 
(b.3)

+DËt fiui@)Zi@)d,titr"
is asymptotically stable in probability.

In the case where only the drift is corrupted by a noise, systems (6.2) becomes

tt : to + l"' (x"{*", *Ë uiyt@"))r, * 
Ë lo' x,çr"1ar," (5.4)

this system have been studied in [13]. Under condition that (b.a) is of "Jurdjevic-
Quinn" type, see definition 5.2, Florchinger [13] proved that (5.a) is globally asymp-
totically stable in probability and he gave a stabilizing feedback law.

In the following, we state the same sufficient conditions as in [13] under which there
exists a stabilizing feedback law for the stochastic differential system (5.2)

5.4 Main result

The aim of this section is to state and prove the main result of this paper which is
an extension of Jurdjevic-Quinn's theorem to our framework.

Denoting by ,[ the second order differential operator associated with the stochastic
differential equation (6.2) given for any function itrr in C2(lR") by

Lut (x): 
Ë x",off(") + i,P,i xr,Jùxn,,@ #@)

Furthermore, for any smooth function I/ : IR' --+ IR that is proper, positive and
definite, and for any r € R', introduce the following functionals defined by

13 â2vo"'r(') : i rL,=rz e,;(x) z p'1 @ ffi@)



5.4. Main result

and

b',*(*) :  i  Yr,(*\2V tr l- 
?--'8"\* 

t a''\* )

In order to state the main result of this paper, introduce the following definition of
"Jurdjevic-Quinn" type stochastic systems,

Definition 5.2 The control stochastic differential equation (5.2) is said to be a "Jurd,j-
eaic-Quinn" typ" stochastic system if there eri,sts a srnooth function y .. IR" -+ R" that
is proper and def,nite positiae such that

1. LV(x) ( 0, Vr € IR".

2. The set

W: { x  €R" /  Lk+ rV (æ) -LkyV(x ) : 0 ;  f r e  IN ;  j : I , . . . , r n }

i,s reduced to {0}.

Therefore, the following theorem gives a formula for a stabilizing feedback law for the
stochastic differential equation (5.2) provided a smooth, proper and definite positive
function which satisfies the conditions of definition 5.2. is known.

Theorem 5.2 Assume there eûsts a srnooth, proper and, defi,ni,te positiae function
which satisf,es the conditions ol def,nition i.P (i.e system (6.2) is of ,'Jurd,jeoic-euinn',

type) then, the feedback law u defineil by

ui@) 
b"t@) '= -Ëf t  where 0", i@):  1* o?, i@),  L 3 i  Sm (b.5)

is a stabilizing feedback law for the stochastic system (S.Z).

Proof Denote by 4 the infinitesimal generator of the closed-loop system

g,t: c,o+ Jii(x'("") + DÊ, u5@)yi@"))ar + Dl=, # x;(x")dwi
(5.6)

+ Diar fiu1@)21@)dû:r"

deduced from (5.2) when the control law u is given by (b.5).
Therefore, for any r € IR", we have

tv(r): rv(x) *f,ulr\ùr(?'-1"1 - t)'  
f lr o",o(*) \É,,r(t) -t

53



54 5. A Jurdjevic-Quinn theorem for stochastic nonlinear systems

Since the stochastic system (5.2) is of "Jurdjevic-Quinn" type, and using the fact that

"4_1<o 
and - /9.  . ro ,  Vr€IR, ,  Ie  : r , . . . ,m

13",*(*) 
- 

{J,*(æ) 
-

it follows
LV(x) < 0, Vr € IR'

Hence, by making use of theorem 5.1, the equilibrium solution rt:0 of the stochastic
differential equation (5.6) is stable in probability.

According to the stochastical version of LaSalle's invariance principle (see [31]), the
processus os converg€s in probability to the largeste invariant set I,l whose support is
contained in the locus LV(æ): 0 for all t 2 0. Let c1 be a complete solution of the
closed-loop system (5.6) along which LV(x) : g, Vt > 0, we must show that ct:0
fo ra l l  , >0 .
Obviously, LV(x): 0 for any r + 0, if and only if

LV(x)  :  bo, ; ( * )  :  \V(æ) :  0 , ,  i  :  L , . . . , rn

So, for ct € O we have

LV(æ)  - \V (x ) : . . . :  Y *V (æ) :Q ,  V ,  >  0

Then, successive differentiation by means of ltô's formula yield,

Lk+LV(xr) :  LkYtV(q)  : . . .  -  Lky,  V(r t )  :0 ,  Vk e IN,  Vt  > 0

Therefore, since (5.2) is a "Jurdjevic-Quinn" type stochastic system, by definition
refdjq, we can deduce that the stochastic process rt = 0r Vt > 0, hence Z/ - {0}. This
implies that the equilibrium solution ot : 0 of the stochastic differential equation (b.G)
is globally asymptotically stable in probability. The proof is now completed.
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6.L Introduction

The main object of this paper is an extension of Artstein's theorem [2] to nonlinear
stochastic differential equations. The goal is to provide explicit feedback control law
that globally asymptotically stabilizes in probability a given nonlinear stochastic sys-
tem, under the assumption that a 'control-Lyapunov function' is known. The result
represents a continuation of a line of work started in [8], that concerns stabilization in
probability of control stochastic systems which are affine in control, where every thing
is corrupted by a noise. In Bilinear stochastic case, Chabour and Florchinger have
study the stabilizability in probability of a class of this system in [10].
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56 6- On a universal formula for the stabilisation of control stochastic nonlinear systems

For the same system in deterministic case, Sontag [34, 44] gave an explicit proof
of the theorem due to Artstein which states that the existence of a smooth control-
Lyapunov function implies smooth stabilizability.

The stochastic differential equations affine in the control, when only the drift is
corrupted by a noise are studied by Florchinger [14]. This class of stochastic systems
does not engender the stochastic version of Artstein's theorem, indeed, the proof as
well as the feedback law given by Florchinger are exactly the same as those given by
lin and Sontag [34].

This paper is divided in three sections organized as follow. In section one, we recall
some definitions and results concerning the asymptotic stabitity in probability for the
trivial solution of a stochastic differential equations proved by Khasminskii (see [21]) or
Arnold (see [3]). In section two, we introduce the class of control stochastic systems we
are dealing with in this paper. In section three we extend the result proved by Sontag
[34, 44) that concerns an explicit proof for the Artstein's theorem *h"o the drift as
well as the controled part are corrupted by a noise in the section three.

6.2 Stability of stochastic systems
Let (fl, f ,P) be an usual probability space and denote by w astandard lR--valued

Wiener process defined on this space. Denote by (fr)r>o the complete right-continuous
filtration generated by -. Let q € IR" be the stochastic process *lotioo of the
stochastic differential equation written in the sense of Itô,

tt: ,,o+ lo' xo1*")d" + 
trl"' 

x;(x")dwi (6.1)

where Xo,Xt,...,X^ are (m+ 1) Cj-vector fields on lRo vanishing at the origin which
we write for any x in IR' as,

x;(* ) :Ë x4r@)* o. - i1m.
&=1

Moreover, the infinitesimal generator associated with the stochastic differential equa-
tion (6.1), denoted by L, is defined for any functional itrr in c2(lR") by

Lv (x): Ë xo,k)#(") + r,P*,"''i {ù ffi@)
tn

oi' i(r): D x1,,;(x)x1,,i@),, | 1 i, j  1 n
,t=l

where



6.3. Statement of the problem

Furthermore, for any t in IRI and c6 in IR", denote by x{xs), the solution at time t of
the stochastic differential equation (6.1) starting from the state c6.
The different notions of stochastic stability we are dealing with in this paper are the
following

Definition 6.1 The solutiorù r,t:0 of the stochastic differential equation (6.1) is said
to be stable in probabi,Iity if for any e ) 0 there exists 6 > 0 such that

l z6 l  <d+ 
" ( :g1" , ( 'o ) l  

t . )  :0 .
\ r > o  )

If, in aild,ition, there eùsts a neighbourhooil D of the origin such that

/ \

" (,lif." 
l"'('o)l - o) r, vxs ç D

the solutiotl ï1- 0 of the stochastic differential equation (6.1) is said to be asymptot-
ically stable i'n probability. It is globally asymptoti,cally stable in probabili.ty (G.A.S.F),r

/ \

" 
(,If." l"'(to)l - o,) 1, vzs € lR"

Furthermore, the following criterions in terms of Lyapunov function for the stochastic
stability hold (see [3, 21]).

Theorem 6.1 Let D be a neighbourhood, of the point c : 0 which is contained, in R"
together with its boundary, and assume that there exists a Lyapunoa function V defined
in D (i.e. a proper function V positiae d,efinite mapping D into R") such that

LV (x )<0  ( r espec t i ae l y  LV (a )<0 ) ,  Vær -  D ,  t +0

Then, the soluti'orrû1-0 olthe stochastic d,ifferential equation (6.1) is stable (respec-
tiaely asymptotically stable) in probability. It is G.A.S.P if

LV(x)  (0 ,  Vc€R' ,  r+0

6.3 Statement of the problem

The purpose of this section is to introduce the class of nonlinea"r stochastic control
systems we are dealing with in this paper.

Consider the stochastic process solution c1 € IR" of the stochastic differential equa-
tion written in the sense of Itô.

o t
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rt : to + l"' (fr@") * us1(x"))a, + lo' f"{*"10." * Io' us2(x")dû" (6.2)
where . ;Ê ; :  ' ( f r , r r . . . r f ; , n ) ,  i : L ,2 , ,  g j :  , ( g j , r , . . . r g j , n ) ,  j : I 12 ,a resmoo thvec to r
fields on IR' and fi(0) : l2(0) : 0. tA denote the transposed matrix of A. z, is a
real-valued control law.

The stochastic differential system (6.2) is said to be asymptotically feedback sta-
bilizable in probability at the origin if there exists a function z mapping lR' into IR,
vanishing in the origin, such that the equilibrium solution 11 = 0 of the closed-loop
system,

I t r -  . \ -  1 t  s txt: oo + /, (/ '(r ") * u(x,)s1(o"))ds * Jo fz@")d." + Jo "@)or@")drb" (6.9)

is asymptotically stable in probability.

For a given smooth function V : IR' + lR, denote by au, ô, and c, the functionals
defined by

' 7 \  1g  A2V
a"lx) - 

2 ràgz,;(x)gz,i(r) a*p*r(")

b"(r) : inr,,(r) *U(*)
i = l  v& r

and

c,(x) : > n,,f"lff(") + i,P= fz,;(x) fr, çO ffif"l
Recall that the second order differential operator c, is the infinitesimal generator asso-
ciated with the stochastic difierential equation (6.2) when u : 0.

Then, $re can introduce the following notion of control Lyapunov function for the
stochastic differential system (6.2).

Definition 6.2 A smooth, proper and, definite posi,tiae function V mapping R" into
IR is said to be a control Lyapunoa function (henceforth just'clf ') 

for the stochastic
d,ifferential system, (6.2) ,f and only if,

,[$(a,(c)u2 + b"(a)u + c,(o))< 0, vr e IR" \ {0}

Recall that positive definite means that V(0) :0 and V(r)> 0 for c f 0, and proper
means that V(c) --' oo * ll"ll --+ oo.

In the case where only the drift is corrupted by a noise, systems (6.2) becomes

(6.4)
l t t  r  r t

tt : to + Ir" (fr@") * ue1(c"))a" + lo' Tr{r"1d."



Main result

this system have been studied in [1a]. Under condition that there exists a clf V for the
system (6.4), Florchinger prove that the feedback u given by Lin-Sontag [3a] stabilizes
globally asymptotically (6.4) in probabiliiy.

In the following, we state sufficient conditions under which there exists a stabilizing
feedback law for the stochastic differential system (6.2).

6.4 Main result

The aim of this section is to state and prove the main result of this paper on the
feedback stabilization of the class of control stochastic differential equations introduced
in the previous section.

Proposition 6.1 A necessary cond,ition for a smooth, proper and, d,efinite positiae
function V : IR" --+ IR ôe a ctf for the systern (6.2), is the fohowiig irnplication
(rtt)

(  a"(x)  < 0
A" ( " )<Qa{  e r

I  a , (c ) -g  and  c , (x )<0
where

A,(t) :  b"(r) '  -   a,(x)c,(x)

Proof The condition (111) of the proposition is precisely

1 .  A , ( c )aQça , (o )  <0

2.  A," (x) :0  and a"(x)  f  0  + o, (æ) < 0

3 .  A , ( c ) :0  and  a " (x )  -  Q :y  c , (o )  <  0

Assume that V is a clf for the system (6.2), then we have

jË[(d,(c)u2 + b"(x)u+ 
",("))< 

0, vx 10.
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(6.5)

On one hand, if A"(c) < 0 (respectively, Â,(") : 0 and a"(x) I 0) then the
equation

ao(r )u2 tb"(æ)u+c,( " )

has the sarne sign as a"(x)for any u € IR ( respectively, for any u€ IR\{-6, (x) l2a,(x)}),
and since tr/ is a clf for the system (6.2), in order to have (6.b) we -uJ hu-.,à'à"@)'a'0'.'

On the other ha1d, if A"(o) = 0, and a,(a) : 0 then ô,(r) - 0, so, we have
inequality (6.5) if 

""(r) 
< 0. Thus the proposition is proved. r
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In the sequal we will assume the existence of a cIf V : IR' --+ IR, for the system
(6.2), which satisfies the following hypothesis :

(7{ r ) ,  a" (æ) < 0 + Â"(c)  < 0.

Theorem 6.2 If there is a smooth clf V for the system (6.2) whi.ch satisfies (Ttz),
then there is a smooth feed,back u which globally asymtotically stabili,zes system (6.2) i,n
probabili,ty.

Proof First, since V is a clf for the system (6.2), then (t/1) is fulfilled. If in addition,
(Ttz) is satisfied, then we have

A,(r)  < 0 <+ a"(x)  <0

A"(t) - 0 <+ a"(t) : b"(r) - 0 + 
""(") 

< 0

a" ( t )>0+4 , ( r )>0

Now, let us introduce the following smooth functions g ar'd / mapping IR into IR
defined by

e(ù:{0-: f- '1n".
I  r  ' r f  

a>4e*L 
and e ' (Y)  2o '  vY€lR'  e21

and
f  o  i f  u<o .'a(v) : 
{ i ;; iti *d 'h'@) 20, vv € IR

If c,(r) ) 0, then A"(") ) 0, denote by Àt,,(r) and À2,,(o) the two roots of the
equation a,(r)Àz * ô,(c)) + c"(c) : 0 we have

Taking into account (?l), we can deduce from a basic result of calculus that,

if ,lS. ""(r) 
: @ù(co) : 0, ,o * 0 (6.6)

then

,l$o Àr,,(c) : -* u,od ,l!3o Àr,,(") : -m, if ô,(rs) > 0 (6.7)

"l$, 
Àr,,1r) : -## and 

"l$o 
Àr,"1r) : *oo, if ô,(16) < 0 (6.8)

JiT" Àt,"(r) : -- a.nd ,l$o À2,"(z) : *-, if ô,(ze) : g (6.9)
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For c"(c) ) 0, which implies a,(r) ) 0, let A(r), B(r) and C(r)be the fol lowing
quantities,

A(x) - ,h(sr,,ç*1+ e) (.1,,"1r) + e)+ (r - ,ber,,(*) - ,)) (rr,,(") - ,)

B(x) : v (Àr,,qx1 - rr,,("))

c(r):\{4+-À*@
It is easy to say that for all a,(r) > 0 we have

B(x)A(x) + (1 - B(x))C(x) €l)1,,,À2,,[, Vr € lR"

Indeed :

If À2,"(r) - )r,,(r) ) 4e, then A(o) €lÀ1,,(z), Àr,"(")[. So, since B(x) e [0,1], we have
B(t)A(r)  + (1 -  B(r))C(r)  € lÀ1,, ,  À2,, [

If À2,,(z) - Àr,,(c) 14e, then B(æ) :0 which implies

B(t)A(r)  + (1 -  B(r))C(æ) :  C(x) €lÀ1,, ,  À2,, [ .

Now, the feedback z defined by
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0

B(x)A(r)  + (1 -  B(æ))C (x)

if Â"(c) < 0

if a,(c) > 0

u(x) - ( - +effi- "))(-ffi -') if a"(r): 0 and b"(*) >0 (6'10)

rc#*,x-f;{î}+") i f .  a"(a): 0 and 6"(c) < 0

is a smooth stabilising one for the stochastic differential system (6.2). Inded, by using
the fact that g û, Àr,u and À2,, when Au ) 0 are smooth functions, and taking intà
account the form of g and ry', in conjonction with the formulas (6.6), (6.2), (6.g) and
(6.9), we easly verify that u is smooth.

Denote by ,C the infinitesimal generator of the cloosed-loop system deduced from
(6.2) when the control law u is given by (6.10).

Therefore, for any c € IR', we have

LV(x)  :  o , ( r )u ' (x)  + b, (æ)u(r )  + c , (x) ,  where ur(* )  :  u( r )u(æ).
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On one hand, if a,(x) > 0 35 A, > 0, then

u(x)  :  B(r )A(x)  + (1 -  B(x))C(x)  € lÀr , , ,  À2, , [

which imply that,

LV(x) : a"(x)u2(x) + b,(x)u(r) + c,(r) < 0

On the other hand, if a"(r): 0, we have to consider the three following cases.

1. I f  ô"(r) ) 0, then

u(r) : ç -*,effi-,)x-ffi -,)< _ffi_e < _#
and therefore

LV(æ): b"(x)u(r)  + 
""( t )  

< O

2. If b"@): 0, then u(x) :0, using Tfi we get,

LV(x) :  c , (c )  <  0

3. If 6"(c) ( 0, then

u(x):rc#+1x-#+1) > -ffi
which implies

LV(æ): b,(x)u(r)  + 
""(")  

< O

Finallg if a,(x) < 01€4, A, ( 0 then

LV (x) : o"(*)u' (x) + b,(x)u(c) + c"(r)

has the same sign as a"(x) < 0, it follows that

LV(r) < 0, Vo e IR" \ {0}

Hence, for any r € IR'\ {0}, we have

LV(x)  <  0

and according with the stochastic Lyapunov theorem 6.1, the equilibrium solution
tt : 0 of the closed-loop system deduced from (6.2) when u is given by (G.10) is
globally asymptotically stable in probability. This completes the proof of our theorem.
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Remark In deterministic case, system (6.2) becomes

i : f 1 ( x ) I us { r )

In this case, we have

o,(c)  = f l ,  b" (x)  :  (VV(x) , / r ( r ) ) ,  and c"( r ) :  (yV(r ) ,1 t (x) )

then the feedback u defined bV (0.10) becomes

if ô"(z) : g
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(6 .11)

u(x)={ ft-rc#-'))(-#-') ir 6,(c) >0

rC#*,X-#*"1 ir ô,(c) <o

(6.12)

and it is a smooth feedback stabilizer for the deterministic system (6.11).
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