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INTRODUCTION GENERALE

Dans la première partie de ce travail, nous nous sorrrmes proposés de compléter les résultats
de N. André et de M. Chipot sur I'unicité des solutions du problème approché de l'équation
quasilinéaire elliptique suivante :

dans laquelle f,) désigne un ouvert borné d,e Rn, n

Carathéodory satisfaisant :

0<o1a ( r , u )Sp ,  p .p  r € f , ) ,  Yue  R

avec o,B deux consta.ntes posit ives, et /  € Lo(A),p22.

PIus particulièrement, en dimension 2, on a réussi à prouver unicité de la solution avec une
hypothèse optimale sur les angles de la trianguiation; par ailleurs on a étudié également,
en dimension quelconque, la régularité du problème approché.

Dans la deuxièrne partie, on s'est intéressé à l'étude d'un problème industriel proposé par
Ia société Landis & Gyr.

Ce problème consiste à trouver une technique numérique pour mesurer l'énergie d'un signal
électrique, avec une erreur qui n'excède pas 0,05 To; on a réussi à donner une méthode
permettant un calcul exact.

[-*rr*,ù#):r 
dans{l

[ , € I/01(O)



Notations

D'une maniére générale, on a utilisé les notations habituelles pour les espaces .tP, les
espaces de Sobolev et leurs duaux, ainsi que pour les norrnes qui y sont définies.



Première partie :
Etude de Ia solution approchée

de problèmes quasilinéaires
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CHAPITRE 1 :

fntroduction :

Soit O un ouvert borné de .R', n ) r, de frontière l; considérons Ie problème :

1  ô  / _ / _ . . . ô r ,  I
I  -  -  (a(" ,ù 

A,") :  f  dans f)

{  
o r i  ' o i t i '  

( i . 1 )
( ,, € Hol(O)

où / € I/-t(f)) et a(æ,2) est une fonction de Carathéodory satisfaisant:

0<a<a (x , , u )Sp ,  p .p  r € f ) ,  Yu€R  (1 .2 )

avec o, B deux constantes positives,

et

l a ( x , , u ) -a ( x ,o ) l  <  C . l " - u lVu ,u  €R ,  p .p  r  €  f )  ( 1 .3 )

pour un certain C > 0.

On peut approcher Ia solution de (1.1) en utilisant une méthode simple d'éléments finis :

une triangulation rà est définie s,.tt Ô, i.e, (-) est décomposé en une union de n-simplexes
? d'intérieurs deux à deux disjoints, et tel que, pour un n-siraplexe donné ?, chacune de
ses faces est soit face d'un autre simplexe, soit une pa.rtie de la frontière l.

On construit un analogue discret de (1.1), on suppose que 0 est un domaine polyhédral

de .R' i.e. sa frontière I est une union finie de (rz - l)-simplexes fermés.
Etant donné une triangulation rrr, on lui associe l'espace défini ci-dessous :

V* : {u e Co(O);ulr est affine sur chaque T e 16 et tLlr - 0}.

Soient K;,I < i < .Ay', les sommets intérieurs de la tria.ngulation 16, et soient ë;, \ 1i < N,
Ies fonctions de Voh satisfaisant

Ô{I i i ) :6 i i ,  1< i<N '

les fonctions /; ,1 < i < N forment une base deV{.

(1 .4 )



Le problème discret consiste à trouver une fonction ut € telle que:VJ'

E\ 'Ô\ '  *L. . . . . ,9 ! i .  1< r  . -n ' - .YAr :  \ a r , ' $ r " " , d , ) ,  t

et

cos (V \  17 \  \ -  VÀ ' 'VÀ '^r,vAs) _lvrïw

où . et l.l sont respectivement le produit scalaire euclidien et Ia norme euclidienne de .R'.
A la triangulation rà , on associe les paramètres :

f
I  o(* ,u6)Vu6Yudx :1 f  , ,  > Vu €

J A

âr : diamètre(?) t oT: 
T;5cos(V)", 

VÀ")

: FH,",
inscrites dans ?

vt (1 .5 )

(1 .6 )

(1 .7 )

(1.8)

où (, ) est le produit de dualité entre I/-1(ç)) et flol(O).

Soit un n-simplexe ? de la triangulation rhl soient b,, ! 1 r 1nf 1, ses sommets et soient
À', 1( r 1n*1, lescoordonnéesbarycentriquesd'unpoint x €T parrapport auxpoints
br.

Au n-simplexe ?, on associe les paramètres :

h : y tgxh r  t  oh

et pr: le supremum des diamètres des sphères

On dit qu'une suite (16) de triangulations est une famille régulière si et seulement si, quand
h -----+ 0, il existe 6 indépendant de h tel que :

0<6(min- 
T€.r1

On suppose que :

on10  V  h (1.e)

8r
h7

ou

op10  V f t .

On peut donner une interprétation géométrique pour ?? :

si et seulement si tous les a.ngles des triangles de r1, sont

(1 .9 ' )

2 : cette condition sera satisfaite

si
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Soit u1 la solution approchée, alors il est connu que (IA.C.z))

l iSorn : ,  (1 .10)

dans ,F101(f))-fort, où u est la solution de (1.1) et

h - m_ax .diarn(T) (1.11)
Tê,tN

Proposi t ion 1- .1 :

On pose :

oi ; :  Io@,u6)Yg; .vgf i r  (1 .12)
J N

où z6 est la solution du problème (1.b).

alors, si (1.9) est vérifiée, on a :

(  
" i i30  

pour i * i , t< i , i<N
|  

' t

(  (1 .13)
I fË 'oï l>0,  1si<N.

Preuve :

Considérons un n-simplexe T e rl et soit /; une fonction de base alors :
- ou ? C supp.$r, ce qui implique que ôilr: À",
- ou ? ( tupp.ôt, dans ce cas S; p. : 0;

Pour i # j, L. coefficient olrl est réduit à une somme finie d'intégrales de la forme

Xrs :  I o@,u6 )VÀ . .VÀ"dz  (1 .14 )
J7:

et les indices r et s sont toujours différ-ents dans la somme .

Puisque les fonctions À. sont l inéaires et satisfont 0 ( À, ( 1, 1( r ( n+7, on a:

X," ( a(VÀ'".VÀ")rnes(?) < 0 Vr I s.

Si la condition (1.9) est satisfaite, les inégalités (1.13) sont satisfaites .
en effet :

{r
L"ii : l^o@,u,6)Y Q;.Yr/.ctr où û : DI:, ô.,
i : l  r  s t

I



Soit :

, [ : l fern lTnl+A] (1 .15 )

alors

a(x,u6)Y$; .Yt [dr

o si supp.Q; n rl I 0 alors

(  ë ;p :  \ ,

J"tt rbrc: l - IL,) ,
avec ô1 ,b2r...rô- les sommets de 7 appartenant également à f.

par conséquent :  Vô;.Vrb )  0 car r  ç { I , . . ,m};  i l  s 'en sui t  que, DË, " ï i  
> 0.

o si supp.$; n 
"il 

: 0 alors ô;1,; :0

d'où : tË, "ïi 
: o.

I

Remarque et définition :

Dans le cas d'un problème linéaire, si le problème discret associé vérifie la propriété (1.1g)
alors il est dit de type non négatif; on pourra donc dire que notre problème non linéaire
est de type non négatif.

i",;:1,,
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CHAPITRE 2 :

Cas de la dimension 1 :

1. Approxirnation par éléments finis P1 :

On se propose de montrer I'unicité du problème approché en utilisa,nt comme fonctions
tests les fonctions de base de I/oà.

Dans cette partie on suppose que f,) : (0,1) et on considère une subdivision de f),

0  :  uo  1  11  1 . . . .  (  r r  (  2 ry .u1  -  1 .  (2 .L )

Par ailleurs on pose

h :  mar  ( r ,  -  , ; - r ) , , i  :  I r2 , . . . . , ,1r  + l .  (2 .2)

Dans ce cas

V*: {u: Q -, R,, continue O, u(0):u(1):0, u a.ff ine sur chaque (2,-r,r,)}

Il est clair que Voà est un sous espace de f/j(O) de dimension l/ .

L'unicité de la solution approchée en dimension un a été montrée da.ns [A.C.r]-
On se propose de la montrer ici en n'utilisant comme fonctions tests que les fonctions de
base de V{ et on améliore également I'estimation de I'intervalle sur lequel on a I'unicité.

Tlréorèrne 2.Lz

Soit u6 la solution du problème (1.5); on suppose que / e It(O), o,(r,u) est une fonction

de Carathéodory satisfaisant (1.2) et (1.3), alors :

lr 'u1"" a l l/ l l '
&.

(2.3)

Preuve :

o n a :

[ ' n@,,u1)u'6.g' dn : [ ' ï ô dæ, vô e v,!
Jo Jo

soit { : ôi,1 S i < l{ alors, en la prenant comme fonction test, on obtient :

f r t + t  f x . + r

J' '-,  
a( ' , 'u6)u"' 'Ô' 'd*: 

J',-, 
' f  Ô;dn

d'où :

À id ; ,6  -  ÀT+ ,  u ' i + r ,h . :  . f r , i :  1 ,2 , . . . , . l f
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^ï :  
; . . .  _ ' ; . . .  

. -  
[  a( r ,u6)d,x  )  a ,  f , :  [ " ' * '  fôoh,r i - r i - t  J x ; - r  J r ; _ ,

et

ut i ,h  :  u 'h  
11rr_r , r11

oi u'of [æ;-1, c;] désigne la restr ict ion de u'u à [r;-1, c;].

Soit is tel que u'io,h: l"'a|"" ) 0, donc on a en particulier

ÀIolut|"" - )Tr+r u' io+r,h: fh.

o Si ufo*r,a ( 0 alors on a lu'1,1* < +.

o Sinon, i l  existe jo * io tel que u' io,1 10

Supposons par exemple que jo ) io, soit la fonction test t/ : Pf'=..1 dr.

Ona :

d'où :

l r '01." q l l / l l t
a

Corollaire 2.22

Sous les hypothèses précédentes on a :

Àïolu'ol* - ÀIou'j,,u: 
f ,":""_,f 

û0,

I

l l  f l l

l " r , ( ' ) l  < " ' ] l ' .  (2.4)
a

Preuve :

on a : 1",,(") l  < I i  l" '  n(t) ldt
ce qui fournit (2.4) grâce à (2.3).

10

I
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Tlréorèrne 2.32

On suppose que f e Lt(ft), a(u,u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant (1.2) et
( 1 .3 ) .

Si

, a 2h t cl1lh (2'5)

alors il existe une unique solution de (1.5).

Preuve :

Soient u1,h ,22,6 deux solutions du problème (1.5),

ona :

[ '  o@,u t ,n )u ' r , n .ë 'dx  :  f t  o@,u r ,n )u !2 ,n .ô 'd , x  ,V$  e  V ! .
Jo  Jo

Les fonctions dr,1 < i < .fy' , forment une base de Vf .

Ona :

ô,;@) -  t# 
sur {z; -1 'o; l

t }$ sur [cr ,u;+r ] .  
(2 '6)

On obtient donc pour tout i  :  I ,2,.. ,  N :

7 1x ;+r

"n ,  
- . ,  J " ,  

a (x 'u1 'h )u ' ' ' h  -  a ( ' ' u2 '6 )u '2 '6d t

:

+[ , ,a (x ,u1 ,6 )u \ ,n_o( * ,u '2 ,1 , )u ,2 ,61 'x : I i (2 .7 )r i - r i - t  J x ; _ ,

où /i est une constante indépendante de i.

On suppose que 1( esi différent dezéro, par exemple.I{ > 0 .

Posons

? r h : u r , h _  u 2 , h ;  w ' i : w t h / [ r r _ r , z ; ]  ,  ( u i , ù n : u ' r , h 1 1 r ; _ , . , " i 1 ,  1 <  i  <  l r +  1

I i  : u';+r'Y; * L;, 0 < i < ^'

11

(2.8)



ou

1  f x ; + r
7n  :  rn ,  -  *n  1 ,  

a (x 'u1 '1 ' )d t '  o<  i  <  N

et

L ; : * [ " ' * , [ a (æ,u1 ,1 , ) - a ( r , u2 ,6 ) ] u , , , $ , r , 0< i< l / .
t i+r  -  x i  Jr ,

D'autre part, on a aussi :

l  su r  [ co ,  r r ]  . n ( * )  :  u l ( r  -  
"o )

I sur l"ry, t iu+t] u,6(x) : u'N+r(, - r iv+, ).

Sur chaque [*;ræ;a1] où : ur6(c) : ul+r(* - ,*), pour un certain x* € fx;,x;+tl ,
on va montrer que :

(2.e)

(2 .10)

(2 .11 )lL, l  < l . '+t l t .

si lz assez petit.

En effet, d'après (1.3), (2.10) :

lL i l  <  Cl . ' r+r l . l ( r ! ,u)n*r l - l  -  [ " * '  lx  -  x* ld ,x
: t i+ t  -  I i  J" ,

et

d'où

lLt l  < Cl. i+r l(*r+t -  * r) l (r !" ,) ,*,  l .

Ceci implique que

i l  f  l l rlLtl < Cl.'*r!r\-

" / l l tlrrl S aClw',*rl,r+

et f inalement (2.11).

En particulier :

I l  ex i s te  donc  r *  €1 " ;o , r ; o+ r I  C  ] " r , r l u l  I  , r , n ( " * )  :  0 .

Alors  sur  [c ;o ,z : io* l ]  ,  on a, , , ' r , ( * )  :  u , lo+r(c  - : r : * )  e t

t  uln + Lo : I( ) 0, lrol < lu' l l to
f u'rv+r'yru f trrv : 1{ ) 0, lrrul S l,."r,n*rh"

==+ tfr', > 0
- ur't*, > 0.

T2



d'après (2.8) et (2.11), on déduit que u.'lo*, ) 0 ce qui

t o6 (a ;0 . . 1 )  )  u6 ( r ; )  >

on obtient une contradiction.

On peut donc a,ffirmer que 1(:0.

D'où :

implique:

0

* I, '" '  ̂ r ,u1,6)d,x - -Ls

et

l .n(r) |  s cÀ l l+ l . ,6(11)l

si (2.5) est vérifiée , on obtient une contradiction si u.'6(r1) + 0-
On conclut que wn(xr) :0.

Onprouve a lors  successivement  que t ' r rà(or) :0 ,  i :Lr . . . . ,N,  d 'or ' r  I 'un ic i té .

(2.12)

I

13



2. Approximation par éléments f inis P2 :

Dans cette partie on suppose également que f,) : (0,1) et on considère une subdivision
de O,

0 :  c o  (  1 1  (  . . . .  (  e i v  (  r r y . u 1  :  1

et on pose

h  :  m a a  ( r ,  -  x ; - t ) , i  :  7 , 2 , . . . . , ^ t  +  1 .

On va considérer le cas où :

V* : {u : O -- R, continue sur O, u(0):u(1;:0, u est un polynôme cle degré 2 sur chaque

( t ; - t ,  t ; ) )

Iz/ est un sous espace vectoriel de f/l(O) âe dimension 2À7 + 1. on peut paramétrer une
fonction u par ses valeurs aux points {ci} ainsi que par ses valeurs aux milieux {r;a;}
des segments [ci,  r;+r].

N N

,  :  t  u@)Qi@) + t u-@i+ùd1a;(z)
, = 1 j=o

les fonctio"" {Ôi},{rbi+;} sont les fonctions de base associées à cette paramétrisation

on représente ci-dessous Ie graphe des deux familles de fonctions de base :

o les fonctions de base :{/;}

I

0

o les fonctions de base : {ëi*+}

^ j + t l 2  X

Les supports des fonctions de base sont de taille 2h ou h la paramétrisation est locale.

I4



Calculs préliminaires :

on considére I'ensemble des polynômes Pr@) de degré 2 définis sur [0, 1].
On peut paramétrer un tel polynôme par les valeurs Pr!),fl(f ), hG)

On a :  Pô@) : 4î -  3, PL(â) :  4 -8î,  Pi@) :  4î -  L.
2

lPd(â) l  < B, lp1(t) l  < +, lPl(a) l  s e.
2 2

fo'ei,{r))'or
1 r: 

lo'{n, 
- q2dâ : fiKnr- B)'là

lE{]- 
(-3)']

12 3 '

1 r: 
l,' Gî - \z dî : fiKnr - 1)'là

If,'-(-1)')
1 l

l , ' r-r, + q2dî: 
*[(-8ô + 4)']à

: * {4 ' - ( -4 ) ' }
3 '

(4î -3X4r - l)dî : 
lo' 

16î2 - 16ô + B dî

: tfr, - 8â2 + 3âlà
1

3 '

l"'{ri{r))'*,

l,'rllren2dî:

l,' P;tty Pi(â)dâ : 
lo'

Po Pa P1

PzQ) 1 0 0
Pr(* \ 0 I 0
PzG) 0 0 1

(2â-1Xr-1) 4î(r  -  â û(2î - r)

15



16 Ch2-dimension 1

f l ^  ^  r r

J, 
P'L(ù Pi(î)dâ: 

lo,rrnr 
- 1X4 -8û)dî

: 
Jo {-szîz +z+î - 4)dî

: t-Tr' + Lzâ2 - 4îlr,
8

3 '

r i leyr;1 î)dî:  [ 'er-3x4 - Bû)di
,  or,

: 
Jo {-szî2 + +oî - r2)dî

: :?" 

+20î2 - nell

3 '

t;

On a afors :

(  Ôi@) :  Pr(T)  s i  r  €  l * i , * i+r l
)  oi@) :  Pt(#t) 

" i  
x € lr i -r ,r i )'l &

I  d;* ;1" ;  :  P+(+) s i  t  € [x i ,x i+1.

On se propose d'étudier l'unicité du problème approché (1.5), on impose les mêmes hy-
pothèses que dans le cas de I'approximation par éléments finis Pr, et on suppose de plus
que a(z,u) est l ipchitzienne en r, i .e :

l a (x ,u )  -  o (A, " ) l  <  l f . l z  -  A lYx ,y  €  f l ,  V  t r  €  .R . (2 .13)

Àfn : f o(cr + th,zr1,("* + tD)(P:ft)\2dt
et

Àfi :  f ;  o(r 'ç ! th^tt1,(xr + t lr))fr @.n;(t)ctt

Notation :

16



lemrne 2.4 :

On suppose que, a(æ,u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant (1.2), (f .S) et (2.13).
Si

n+.h;"f(i,rlffi (2.r4)

alors

Preuve

Pour i

I tÀf;t > â
t lrfnll)f i l- lÀfj l, > +

: lo'@gh + rk,uh(th+ "n)) - a(r*,"Urrrrll"rl),r_^lrr, 

1r,

1r
S ,  

Jo  
la ( th  +  xy , ,u6( th  +  ro ) )  -  a (x* ,u6( r1 . ) ) ld t

L2 .

(2.15)

:

t '  j  ona :

Àfi : 
lo' 

o{rn * rk,u1"(th+ 16))Pj(r ).Pj@at

Àfj

P!çt1.P1çt1at.

D'où

avec

Àl i  :  a(x  1, ,  uy(x * ) ) r ; i  +  u(h)

u(h) :  f t1"çtn * rk,,u1,(th+ ro)) -  a(xr, ,"a(rr)) lÊj ( t) .pj( t)dt
et

,ni : Ii P;1t1.P|çt1at.

où

Or

O n  a :

l , (h) l

. :  lPj l"". lPj l"" s

l a ( th  +  xp ,u6( th  +  r * ) )  -  a ( r * , r r , ( r r ) ) l  <

la ( th+  rk , ,uh( th  +  
"o ) )  

-  a ( th l  r * , , " r , ( r r ) ) l  + la ( th f  cÀ. ,  un(x t  ) )  -  o ( r r , "a ( r r , ) ) l

avec

l a ( th  +  rÈ ,  u ,ù ( î * ) )  -  a (c1 ,  u1 , ( c6 ) ) l  <  I i h

l a ( t h1 rs ,u6 ( t h  + r * ) )  -  a ( t h  * îÈ , t r 6 ( r6 ) ) l  !C lu / t l t , *  r r )  - , 1 ( r6 ) l

17



et

l u6( t t r  1 ' r )  -un(*x ) l=  
[ 'o * ' r

J x *

puisque h 1I ,

lu'n6)ld,( < hilu'n6 3!!J:nË

i l f i l

l"(Dl 1 clc U-JI-TI
ol

+ Kh) < 24 sup(K,"llf ll.1.nt
a

D'où,

Il vient alors :

et si à est tel que :

lÀfjl > 1"ft)l
l " (h) l

alc ; i l  -
a

-3

a
- 6

(2 .16) .

(2.77)l " (h) l

alors on aura :

l)fjl >

Pour avoir (2.77\, il suffit de prendre

hÈ<
744 sup(a/(,  Cl l / l l . ) '

. On pose :

Ona :

z : l^!llÀ',1 _ lÀf; l,

lÀ l ; l  :  lo(rr ,  u6(x1,))c; ;  - l  n( t t )1,

lÀf i l  :  lo("* ,  u6(r1,))c i i  *  u2(t l l ,

lÀl j l  :  lo(*x,u6(r1,))c; i  + u(h)1,

avec des notations évidentes pour /r et u2.

Ona :

l f  j ' r l l ) f i  l :  la2( tx ,uy, ( r :6) )c ; ;  c i i  *  a(x1, ,u1, (x1, ) ) (c ;nr r (h)  *  c i iu l  (A))  + u1( t lu2f t ) l

) -  o2(rx ,u6(x1, ) )c ; ;c j j  -  a(xx,u1, (x1, ) ) lc ; ;u2(h)  *  c i i t . ,1(h) l  -  lu{h)u2f t ) l

|  Àfj  l '  :  a2 (x k, u 6(1 1,))cl * 2a(r 6, tL 6 (r 1,)) c; 1 u( h.) +,, '  (h)

18
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D'où :

Z 2 a2 (x 1,, u1,(x ))(ci icj  j  -  c?r,1 - É.çn1

où

0(h) :  a(x *,  "  n(* *)) { la(h)lci  i  + lu2(h)lc;;  + zlu(h)l  l .ui  |  }  + u2 (tr1.

On remarque que poul-. i { j :

c ; ; c j j - r ? i : c sscn -c f ; 1

:  coocl+ - 
"3+

-  c l .c i+ - ,?+

f;  oo,r .  ( i , i )  : (0,1)

: f;oot, (i, i) :fo, l)
:fpour(f,yl:(t, i)

49 1
99
716  64

: - -
33 9
776  64

: - - - -
33 I

D'où

0(h)

d'après (2.16).

si h est tel que :

alors on aura :

pour avoir (2.18),il suffit de

16 B.  sup(u1(h) ,  u2(h) ,  u(h))  + u2 ( tz)

384 B . stLp( Ii, c !!L-1 ni

tl(h)t=ry

24ctz > - '
o

prendre :

z>480
I

-  e(h) .

Or

(2 .18 )

h+<
,

t -

744 p. sup(a I i ,  C l l / l l .  )

Remarque :

Avec les mêmes hypothèses que le lemme précédent, oll a,, porrr â vérifiant (2.M):

) 6 1  )  0 ,  À 1 r  (  0 ,  À s r  (  0 .

19
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20 Ch2-dimension 1

Preuve :

Ào r  :  
âo ( "0 ,  

zn ( r r . ) )  I  u1 (h )

Ào+ -lo(ro, rr,(",,)) + u2(tz)

À,à :  - lo("o, rr , (ro))  + wQù.

D'après ces expressions, on voit facilement que, pour â suffisamment petit, on a bien les
signes de l'énoncé.

t

Etudions I'Unicité du problème approché (1.b) :

Tlréorème 2.5 z

On suppose que / e I/-t(Cl), a(r,,u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant (1.2),
(1.3) et (2.13), si h est suffi.samment petit i.e.satisfait (2.74), alors il existe une unique

solution de (1.5).

Preuve :

Soient nr,h t 22,6 deux solutions du problème (1.5),

ona :

l r  1 l

J ,  
a ( r ,u1 ,6)u ' r ,0 .6 'd r :  

Jo  
a( r ,u2 ,1 , )u ' " ,n .ô 'd ,  ,Vô  eV*

d'où

1 t
X < C. I lru,,l lu2.ll lg' ldx.

J o

On va construire une fonction test telle que sur chaque intervalle [z;,r:;-.1] où d'l0 on
aura :

f r  1 r
*  :  

Jo 
a(x,u,1,6)n/6.9 'dx :  

Jo 
lo( r ,uz,n)  -  a(c ,  u1,6) l t t ' r ,o .$,dx ,Vg e V{  .

On en déduit

f x i  + r

I  
o ( r ,u1 ,1 , )u /6 .6 'd r  )  u ( lzo1 , (x i ) l  *  l toL(z r+ i ) l  +  l t r '1 , (z r -p1) l )  (2 .19)

J t j

20



Soit / la fonction test suivante :

(  (  1  s f  u1 , ( r )>0

)ô@i ) :  {
I ( 0 sinotz

t d{"r* ' ;  - ci à déterrniner

o s i  t r6(c i )  >  0 et  wp(x iar )  t  0  on chois i t  :  g(x i * ) :  L

o si tr.r1,(z;) < 0 et w6(xiar) < 0 on choisit :  ô@i+): 0

o s i  w6(x i )  <  0 et  u6(x iar )  > 0 ou s i  tu1, ( r j )  >  0 et  w6(x iar )  < 0
alors :

ô ( * i +b ) :  r j

où ci est à déterminer, de telle manière à avoir (2.19).

On aura donc / '  :0 sur chaque intervalle lxi,xial où u;1(e;)wn(xi+r) > 0.
D'où :

X :  
t  [ " t * '  a(x , t r ,1 ,6)w,n.ô,  d , ,

j  r r j

où la sornme est prise sur les j tels que w6(ri).ut1,(ria1) S O

Sur un tel intervalle : par le changement cle variable t : 7, on peut travailler sur [0, 1]
avec l'hypothèse :

ûh (0 ) .ûh ( i )  <  0

où û1( t )  :  uh(r j  t th , )  pour  t  €  [0 ,1] .  On pose ,  6( t ) :  ô@i +th) .
Supposons par exemple que :

û7, (0 )>0 ,  ûà(1 )<0

Il y trois cas :

( i) premier cas :

1-  /  - \
? u h t =  I  <  0 .' " \ r /

ô(o) : t ,  ô0) :o,et

d'où :

; , 1 ,
Q \5 )  :  c

orf cest àdéterrniner.

27



22 Ch2-dimension 1

et

On a alors :

on choisii c tel que :

Sachant

ef par consequent :

on déduit alors :

et on cherche c telle que :

Or

[S - 1] €=â cÀo] ) -Àoo, <+ c <

[S  -  2 ]  1e  6 lÀ111  <  -Ào ]  ,  e  c

[S -  3 ]  ça 6 l ) ,11 > lÀor l ,  <+ c  )

û{t)  :  un(r)Po(t)  + u6(x j++)P+(t)  + wL(xi+r)Pr( t )

ëG):4( f )  + c .P;( t )

( A: I i "(.,.yr;1ty1r6 (t) + c.p',(r))dr > 0
t '
I

\ a : I i  "(., lPilr;1P6(t) + c.P!(r))df < 0
l ' 2

I I : I i "(., 1fl1r11P61t) + c.pL(r))dr < 0

On a ainS I :

f r i + t
I

J x j

que :

a(x, u1,6)w'n.ô' d* : lAllw 6(ri ) | + | a I l. n(* i +ù | + | C I l-r, (ri+, ) |

Po(â)+Pà(r)  +4(e):r

Pd(â) +PL@)+P{1e; :s

-0  [E -1 ]
-o lE-21

:Q  [E -3 ]

f  Àoo *  À10 *  Àro
(E){. loàrÀ+++),+

(  ) o t  *  Àg r  *  À r r

,r,{
Àoo*cÀo r )0  [S - i ]
Àoà*c ) t t <0  [S -2 ]
Ào r *cÀ1 r (0  [S -3 ] .

lÀoo I
lÀ"r  |  '- 2

l Ào r l-  lÀ++1,
l À o '  I
l À ' *  l '

) ,



Finalement, on choisit c tel que :

ou encore :

ffi<c<-'"(ffi,ffir

ffi<c<ffi

lÀo, l  _ lÀo+ l
ïtr1 - lÀ#

l Ào t lcarff i<

Par ailleurs

lÀoo  I
l r oà l

montrons que

en effet :

et comme

On prend

On a alors :

I 
tn - sl -+ l)o,l + lÀ,,1 :

I læ-zt + lÀ,+l+lÀoàl:

lÀr+ l '<  lÀ t t l l f  ;+1,  a lors  c  ex is te .

lÀ'â |

l ) r r l'  2 2

===+

lll
l ^+ ' l:l-ffi (2.20)

":},ffi.ffir
A :  lÀool  -  r lÀo+ |

l \  I

lÀo+l(  l îoo!  - .1
,  l ^oÈ |

,,l 2 lÀo+ l(g - c), d'après l'inégalité de Cauchy-Sc hwartz"  tn+r l

, '  1r, ,  11 lÀt '  |  -  ]-Ul)
6tno* l \  

l \ f  
-  

L\# 
,

t  l t r^ '  ' '  lÀt t l lÀà+l-  lÀ ' r12
zl^o+l(ffi)

donc A > Ct"  (vo i r  (2 .15)) .

ffi:1-ffi

23



24 Ch2-dimension 1

donc lBl > Ct'

donc lDl > Ct".

(i i) deuxième cas :

d'où :

oùces tàdé te rm ine r .

On choisit c tel que :

soit encore c tel que :

lB l  :  l )oà l -c lÀ; ; l

:t)ààt(ffi_.)

l't >T,^rr,,ffi,

lD l  : - lÀot l+c lÀrr l

:lÀr+lt-ffi+.1

=i,^,+rrffil

_ ,r,."o(r) > o

ô(o) :  r ,  é( i )  :  o,

: # o(.,.yP61t;1P6 (t) + c.p,r(r))dr > o

: f o(. ' )P'+(t)G6(t) + c.P'r(f))df > o

: f; o(., .)pi(rxpd( t) + c.P,r(r))dr < o

; r  1 t
Q \ ; ) :  c

t:;
f  Àoo*c )o '

(S ' ) {À6r *cÀr r
(  )o r  *  cÀr+

[.9'- 1] €+ cÀsr > -Àoo, <=:+ c a 
ffi,

[S'-  2] 4a 6l)rr l  > -Àoà, €. t  f f i .t r  

rn

> o [s ' -  1]
>o [ .9 ' , -2]
< o [^9 ' -  3 ] .



25 Ch2-dimension 1

[ .S' - 3] s+ sl)r; l  > lÀor l ,  e+ " t Êt,
et on choisit c tel que :

,  ho, l  - . ,  lÀo; l  -  -  l )oo l( l , l '*T<)É<c<i4l

On prend :

" : 1r Jl'*1, * ,ll" l t.z'  lÀ;;  l  
'  

lÀo+ l
D'une manière analogue au cas (i) on a :

A'= lÀool -  " lÀo+l
:  lÀo 

' '  lÀool  '
* r \ -  

-cr

>|r^,1,,H_ffir
>]t^,;',ffi,

I  v t  r r  - z n

donc A' > Ct".

lB ' l : - lÀoâl+c l ) ; i l

:l)à;tt-$+.1
,  1 - 2 '

t',t >i,^r*',W,
donc lB' l  > C".

lD, l :  - lÀ0,  |  +  c lÀrr  I

: l),+lt-H +.1
"  t ^ r ï l

à lÀr;lt-ffi+"1
t  i - 2 t

> l ) - '  ' '  
l )ool lÀ+âl  -  lÀoàl ' ,' rà l t@/

donc lD' l  > C'" .



26 Ch2_dimension 1

(i i i )  troisième cas :

ao(I) : o
d'où :

1-  0 ,  ô(1) : ,' z '

or fcestàc léterminer .

soit encore c tel que :

f  
Àoo*c )6 r )0  [ .9 " -1 ]

( .S" )  {  
Àoà* "À+â:0  [ ^9 " -2 ]

[ )o r *c )1 r (0  [S" -3 ] .

[^S" - 1] <==e cÀsr ) -Àoo, ê+ c a 
ffi,

[.S" - 2] +==y ,l^+Èl : -Ào], €.: ffi,
[,S" - 3] +=e clÀr+l > lÀ0,1, €. " t Ë,i+.
D'une manière analogue au cas (i) on a, d'autre part :

A" :  lÀool  -  c l )o+ |

_ l )ool lÀ+âl-  lÀo+1,
lÀor l l ) ; ;  I

donc A" > Ctt .

é(o) : t, oo)
On choisit c tel que :

( o" : I] "(.,.)Pd(tX
I
\ "" 

: Ii "(.,.)]'i(rxl '
I D" : .ff o(.,.)Pif tlf

r;1t; +..ri1t11at>o

Pd(t )  +c.p i ( t ) )ar :6
2

Pii f t)+c.e'rQ11(It<0

lD" l : - lÀot l+c l , \ r r l

lÀ,+l(-ffi*.,
lÀ,+l(-ffi.ffi,
t^,*t,ffi,

26



27 Ch2-dimension 1

d'après (3.8), donc lD" | > C'".

D'autre part dans les trois cas on a :

D'après les calculs effectués on

strictement positives :

l" l  <

déduit que, pour des constantes u, 1t

, I " ;  (  X (
Z-,t

j
,D,,,  ["t

j u t j
lu'2,ldr

Puisque :

on obtient :

D", < ct '!#orT",
l

conclusion :

pour h suffisamment petit, on aurait une contradiction, donc u;6 à 0 et changeant les rôles
de u1 et u6, on obtient u)h :0, d'où l 'unicité.

s i :  l u6 (æi ) l  *  l u 'n ( r j++) l *  l r ' 1 (c ia1 )1 .

f t i + r  '  l l f  l l

J,, lu'',1'ld'x3l"'',nl''hÈ s {!ot
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UNIQUENESS FOR THE APPROXIMATE SOLUTION OF

A CLASS OF QUASILINEAR ELLIPTIC EQUATIONS

M. Amrani & M. Chipot
Centre d'Analyse Non Linéaire

Université de Metz, URA CNRS Bgg
Ile du Saulcy, 57045 METZ Cedex 01

(FRANCE)

Abstract : We present a new technique to prove uniqueness for the approximate
solution of some class of elliptic problems when the mesh size approaches 0 and rvhen
some angles of the triangulation of the domain are allowed to exceed f .

Key words : Approximation, quasilinear elliptic equations, finite elements.

AMS Subject Classiftcation : B5JXX, 65N90 .

Abbreviated title : Uniqueness for Approximate Solution.

1. hetroduction

Let f) be a polyhedral bounded open subset of Ro, n ) 7. Assume that a(r, tr) is a
Ca"rathéodory function satisfying

0 <o 1 a(r , ,u)  S 0 a.e.  z  Ç f ) ,  Vu € R (1 .1 )

where a, B are two positive constants. For f e H-t(A), by application of the Schauder
fixed point theorem (see for instance [C.M.]), it is easy to show that there exists tr solution
to the problem

(  A . .  0u,
) 

-  
ur@(r '  

u) 
* 

)  :  . f  in f) ,

Iz e I /o1(CI).
(1 .2 )

We use here the sumrnation convention and we refer to [G.T.] or [I(.S.] for the definition
of the Sobolev spa,ces used throughout the paper.
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29 Ch3-dimension 2

Moreover, when c is Lipschitz continuous in u then the weak solution to (1.2) is
unique. More precisely we have :

THEOREM 1.1 : Assume that for some positive constant c one has

la(æ,u) -  a(r , , r ) l  < Clu -  u l  Yu, u € R, a.e.  c € f )

then the problem (1.2) has a unique solution.
'We 

refer to [A.C.1], [T.] or [G.T.] for a proof. Note that some extensions of this
theoremintermsof themodulusof continuityof aarepossible(see[C.I\4.],  [A.C.r],  [B.K.S.],
[C.C.]' [M.]) and in the case where (1.3) fails then uniqueness might fail as well1r"" [e.C.r1j.

In this paper we would Iike to address the question of uniqueness for the approximate
solution of (1.2). Let us denote bV V* a finite dimensional subspace of I/01(O). Then,
under the above assumptions we can introd:uce uh solution to

[ 
[n "{r,,u6)Yu1 

'  Vu dx :1 f ,u } Vu e V{ ,

l rueYou

where ( , ) denotes the duality bracket between rr-r(o) and Irol(f)). we have :

THEOREM 1.2 : If. f € I/-r(O) and if a is a Carathéodory function satisfying (1.1),
(1.3), then, there exists a solution u6 to (1.4). Moreover, if

Yu e H[(C)), !u6 e I/eà such that ,uh --) u in ffor(ft) when h -- 0

then we have :

nlil; 
ur : z

in I/01(O)-strong.

Proof : The existence part is a straight application of the Brower fixed point theorem.'We 
refer the reader to [A.C.2] for details and a proof of the convergence of z6 toward u.

Even though the limit problem has a unique solution it has been established in [A.C.2]
that the corresponding approximation (1.a) might fail to have a uniqtre solution. However,
if one allows the mesh size h to be small enough then uniqueness holds again. We will
restrict here to the case of P1-Lagrange finite elements in dimension 2 refering the reader
to [Am], [A.] for complements and other finite element methods. Let us first precise the
framework of our results.

Let f) be a polygonal domain of R2 rvith boundary f. We denote by ,a a regula,r
triangulation of Q (see for instanc" [C.]). R.ecall tha.t the mesh size h is given by

à: 
1_rax 

/zrc (1.7)

(1 .3 )

(1.4)

(1 .5 )

(1 .6 )
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where h6 denotes the diameter of the triangle ,I{.

we denote bv v* the finite dimensional subspace of f/sl(f)) defined by

V ! : { u :  n - *R ,  con t i nuous , ' u : 0on f ,  u l xenv l i  ç rn }  ( 1 .g )

where P1 denotes the space of polynomials of degree 7, ulx the restriction of u to I{.

If h is small enough and if all the angles d of the tria-ngles of the triangulation of f,)
are such that

then it has been shown in [A.C.2] that uniqueness holds for the solution to (1.a) correspond.-
ing to Vsâ given by (1.S). The goal of this note is to improve the latter assumption and to
allow in particular some of the a^ngles to exceed f . Thus, we will need a slightly stronger
assumption than z6 to be regular in the sense that rve will only allorv in 16 triangles with
a^ngles d satisfying

o<6r <o<lr -d,

i=t=i*0,
where 6r,62,63 are positive constants that will be precised latter on.

Under these conditions we will prove

THEOREM 1.3 : Assume that / e H-l(O), o is a Carathéodor1,'function satisfying
(1.1)' (1.3) and that (1.10) or (1.11) holcls for any angle of any triangle in 16. Moreover
assume tha.t

U{i - 1} tan u, . îtan 62 , P{A - tf tan 63 . fi.f, (1.12)

o<6 <o<[-o

l (T -  2)0tan6i [TPM + fr0 tan6s] -  o, ,

Æ 
_L)oran63 l  

-<  
4 tanô2

(1.e)

(1 .10 )

(  1 .11 )

and

( 1 .13 )

yhele M - max(r,j7;,cot61). Then, if /z is small enough the approximated problem
(1.4) has a unique solution.

Our a.ssumptions allow to have in r;, triangles rvith angles betr,r,een 6 and f 
- 6 as in

[A.C.zJ but also, provided the triangulation is regular, to have triangles with a.igles equal
to f which n'as excluded in [A.C.z]. Indeed in this latter case ô3 : 0 and if the angles d of
a straight tria.ngle satisfy e > 6 they also satisfy, except for the straiglrt angle,

t=i-o
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so that (1.10) holds. Of course to allow straight angles is very important for the applica-
tions since many triangulations are generated by the splitting of squares. These [i"a 

"ftriangulation is thus in the framework of our results. Is also suitable, by (1.12), (1.13) any
triangulation obtained by the splitting of parallelograms provided tha,t their largest .-rrgle,
are not to far away from f (note that for 6t,, 6z fixed (1.12), (1.13) hold provided 6r is
taken small enough).

2. Preliminary lemrnas

Let T be a triangle with vertices labelled by 1, 2, 3. Let 0; bethe inside angle of ?
at i and l; the lengh of the side of 7 opposite to i. We denote by À; the affine function of
? such that

À ; ( j )  :  6 ; , i  v i .  j  : 7 . , 2 ,3 .

Then :

LEMMA 2.1 : Under the above assumptions ç,e have

VÀz - \ co's01'VÀ3 : -W,

lvÀr l  : -* .
stna 1 l I3 l

Proof : Easy. See also for instance [A.C.2].
I

We will label the nodes of the triangulation by roman letters i,, j, k,.... A basis of
is given by the shape functions g; defined as the unique functions of V{ such that

ç{j) :6;, i  vi + i .

(2 .1 )

(2.2)

(2 .3 )

v!

(2.4)

LEMMA 2.2 : Let ? be a triangle having one of his angles d satisfying (1.11). Let i, j
be the vertices of ? opposite to the angle d. Then for any function u

O = 
l ra( r , t t )Vp,  

.  Yç i  d , r5  {  rur rA, (2.5)

Proof  :  Denoteby/ ; ,  11 the lengthsof  thes idesof  ?opposi te  to i .  j  respect ive ly .  Then
due to (2.2) one has

cos 6

sitf 0 lJi
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Hence

0 S I a(x,u)Ysi.vç j o, : Ir-a(', ,ùffi d. S -ffiplrl
Jar

where l?l denotes the measure of ?. Since l"l : Isind l;l i we obtain

f  - r ^  ^ . \F7 .^  r7 . -  r  '  P  P  Po S Jra(x,u)Ye;-vpi 
o* < -f f i  S -rrAF- :  

f tanù.

T

Next we have

LEMMA 2.3 : Let T be a triangle having one of his angles g sa.tisfying (1.10). Let i, j
be the vertices of ? opposite to the angle d. Then for any function z

I tun6z 1 - 
Iro@,u)Yç;.Yçi 

o. S u^-+.*r.

Proof : With the same notation than in the preceding lemrna and due to (2.2) one has

cosd  ^ t r y1 t - /  f  -  f  \  cos l  ,  -  . o "0  n lT l

" "1"1 < - 
Jro(" 'u)Vç; 'Yçi 

o*:  
Jra(x,u); fu 

d'S , i r , ,  0l ; l i , - , - , .
Hence

# S - 
lra(r,u)Ypt 

-Yçi d. S #.
Then (2.6) fol lows by (1.10).

I

LEMMA 2.4 : Let i,, j be trvo nodes of 16 on the same triangle. Assume that the angles
of z6 satisfy (1.10) or (1.11) with

tan63 <f i tun6r.

(2 .6 )

(2 .7 )

Then if

one has

Y?n.V9 ;  2  0 .

Moreover, the two angles of the support of g;. ça; opposite to the segment ij are exeecling
i , i . " . sa t i s f y  ( 1 .11 ) .

Proof : The support of gr 'gi or Vgo- Vp, is composecl of tu,o tr iangles (see f igure 1) :

lno@,u)Yç; .Vpi  
dz à 0 (2 .8 )

(2.e)
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e a
2

T '

Jr

figure 1

So, by (2.8), on one of the triangles -say ?- one has necessarill5,

Y?r 'vç i  >  o .

Let us assume that Vg; .Ypi ( 0 on the other ones, then by (2.2) one has

cosd (0  on  T  ,  cos0 '>0  on  T '

i .e. 0 satisf ies (1.11), d'satisf ies (1.10). Then applying lemmas 2.2,2.9 one d.educes

f f f
l ^o ( r , u )Yç t .Yp i  d r :  I  a ( x ,u )Vg ; .Yg i  d r+  I  a ( x , t t , ) yg ; . yg i  d , r

JA JT '  
Jr,

. 0  ^  a
l  

r t anOt - i t an62 (0

which contradicts (2.8). This completes the proof of this lemma.
T

We say that j is a neighbour of i if. i,j belong to the same triangle. If lrl denotes
the number of neighbours of i and if all the triangles of the triangulation have angles that
satisfy (1.10) then one has

N f i  12 t r .

In the following lemma, for any function ?, \rùe consider expressions of the form

,à ,  lno@'u)vçt 'vs i  
d t ' (2.1r)

rvhere j is running on a subset ,S(i) of neighbours of zl.

We have :

LEMMA 2.5:  Assume that  the angles of  16 sat is fy  (1 .10)  or  (1 .11)  n ' i th

p{+- l } tand, .  
î randr .  (2 . r2)'  ' ô r

(2 .10)
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,à,  Ino@'u)vPi 'vç i  
d 'x  )  o

each term of the above sum is nonnegative. If (2.1s) fails then

Proof : First remark that if (2.72) holds then by (2.10) one has

P(2N - 1) tan 6s < 0{i -1} tan a, . 
îtan62.

Next, if (2.13) fails then one term of the sum at least is negative. This means that for one
j at least one has

Yp,  .vp i  <  o
on one of the triangles of the support of V9; .VVi. If one bounds from above all the
other integrals of the sum as if they were positive and as if S(f ) had a maximum number
of elements which is N we obtain by lemmas 2.2,2.8

,à, lno@,u)vç;'Ypi 
d* s -îtan62 + lw,6s * (N - Dzgtand3

: -itan62+ (2.^/ - I)grtan63

S -itan62 + f, 
t.r, 6z < o

(we used (2.15)). This of course contradicts (2.13). In the case where (2.18) fa,ils then
(2.14) follows from (2.16).

r

Renrark 2.1 : Note that if (2.12) holds, then (2.2) holds as well, see (2.15).

If i is a node of the triangulation inside f) we denote by D; the open set defined by

D; :  { r  €  C l  |  ç r r ( r )  >  0 i (2.r7)

i.e; D; is the cell built by the triangles surrounding i.

We have:

LEMMA 2.6 : Let i be a node of the triangulation. Let us denote by Hu the lengh of
the largest side of the triangles of D; and by H^ the lengh of the sma.llest one. One has

H,o1H*r<1 ,1 r ;â+*g , , ,

34
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Then if

,à,  Ino@'u)YP; 'vPi  
d '  s  - î tan62' (2.14)

(2.75)

(2 .16)

(2.13)

(2 .18)
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Proof : The first inequality is clear. For the second one first note that in a triangle of.4
if one denotes by A, B,C the angles and by a,b,c the lenghs of the sides opposite to these
angles, then one has

ab sin C : ac sin B. (2.19)

Moreover, due to (1.10), each of the angles of the triangle satisfies

ù  <  A ,B ,C

and (2.19) implies

ôs in61  (ôs i nC :cs i nB  ( c .  ( 2 .20 )

If the smallest and the largest side of the triangles of D; are in the sarne triangle then
(2.18) follows directly from (2.20). Else one has

1
Hr,r <--. U* (2.21)

Slf I  O1

where f1^/ denotes a side of a neighbouring triangle to the one rnhere the largest side
belongs. Applying repeatedly (2.21) turning around i in the most favorable sense v/e
arrive to

Hrv  1 (  r  
1 - )#  * 'H ,n

' S l I l  
0 1  

'

where N denotes the number of neighbours of i. Then (2.18) follows by (2.10).
I

3.  Proof  o f  Theorem 1.3

Let u;,6, i : t,2 be two solutions to (1.a). By subtraction one gets

|  " ( * , u1 ,1 )V (21  , n  -  uz ,n )  .Yu  d . *
Ja  

:  [  ( o ( * ,u ,2 ,h )  -  a (æ, t r . 1 ,1 , ) ) vu ,2 ,6Yu  d .x  vu  e  v { .  (8 .1 )
J{t

irgSett

and

1 U 1 , : L I l , l L - U 2 , h (3.2)

using (1.3) we obtain

f

I  o ( * , t r1 ,6 )V. r t r ; ,  .Vu  c lx  SC I  lu ,L l lVz2 ,6 l l vu l  dc  yu  e  \ { .  (8 .3 )
Jcl  Jç

35



36 Ch3-dimension 2

Consider next the function u of V{ defined by

(  t  i f  u6( i )  >  0 ,
u(i) :  I  (8.4)

( 0 else.

One has

f - 1

|  -  " ( r ,u1 ,6)Vw1 
.Yu dx :  f  ,uG)  I  o@,ur1)Yg;  .Vu d , r  (B .b)

ra 7 JD;

where the summation is extended to all the inside nocles in f). For the right hand side of
(3.3) one has

Let us first sho.iv :

LEMMA 3.1 : There exists a constant e(â), independent on i, converging toward 0 when
â -+ 0 and such that

I
C I lVu",nllVul dr < €(h). (3.2)

J D ,

Proof : Due to the definition of u one has -see (2.3) and lemma 2.6 for the nota.tion-

lVrl < 
#; 

on D;. (3.8)

Hence

t lVrr,r, l lvul r/z = ̂ -=+ / lYu2,6l dx. (3.e)
J  n t  s l n  Ô t l 7n ,  J  D ,

we know that u2,6 converges toward tr the solution to (1.2) when h ---+ 0. So,

î f f
I lVuz,nl d* < I lVu",,, - ul dx + | lVul dx

J D ;  J D i  J D ,

< lr ; l  t  t r  l r , lyrr .n 
-  ul2 trxÈ + t  l , lV, l ,  

d,x)I , \  (8.10)

we used Cauchy-Schwarz Inequality. Corabining (2.18), (3.9), (3.10) we deduce that for
sorne constant .Ii inclependent on el

C [^  lYur l , l lV t , l  r / : r ,  S 1,  { (  [  l rur ,o-  u12 . t . , ' ;à  + (  [  lv r r l2  r t r1 i1 :  e(h)
J D ;  J a  J D ,

f / -
C I  lu6 l lYu2,p l lvu l  dc :C I  l ) - . .n ! )ç ; l lVuz,n l lvu l  do

J Q  J a T

g \ -  l tuL( i ) l  
"  Io, lvur ,n l lVt , l  

de (3.6)
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(see (1.6)). This gives (3.7).

Set
I *  : { i  I  u . ' 6 ( f )  >  0 } ,  I -  :  { i  I  wh ( i )<  0 } ,

,S*(t) : {r I j is a neighbour of i ,, w6(j) > 0},

,S-(i) :  {r I  j  is a neighbour of i ,  w6(j) < 0}.

I

(3 .11 )

(3.12)

(3.13)

If i € 1+ one has
u: ! -  t  P j  on D;

,€.s- (t)

(indeed the two above functions coincide on the nod.es of D;, see (B.a)). Thus, in this case

[^  o@,ur ,n )Yp; .Yu dr  :  -  
t  t  a (x ,u1 ,1 , )yg ;  .yg i  d ,x .  (8 .14)

J D, j$1r,rJ o,

In the case where i e I- one has

, t):  
f  ?j orl  D;

ie  s+1i ;

and thus

Io ,o(* ,ur ,n)Vg;  
.Yu dx :  t  t  a(x ,u1,6)yg;  .y9 i  d ,æ.

iefit;tJ D'

combining the analysis above, we have arrived to the i'equality

D
i e I +

f
.n ( i )  {  L ,  -  

l_ " ( * ,ur ,n)Y?t .Yp1 dr }
i€ 's- ( t )  r  D;

+ t  u t1 , ( i )  {  t  [^  
o@,ur1)Vç; .Ye1 dx]

i e t -  j e s + ç ) "  " i

< .(h)  t  l r r , ( t ) l  (3.16)
i€ r -  ur+

Our stra.tegy will be the follorving : a.ssume that we can rvrite the above
(3.7))  as

c\ lur ,G) l  S . ( r , )  |  l r r , ( , ) l
i i

where the summation is extended to the same set of indices on the left or the right, c ) 0
being some consta,nt. If the set of the above indices conta,ins a. i such that to6(if I 0 then
we arrive to a contradiction provided tha.t /z is small enough. So, in the sequel, \À,e are
going to try to establish (3.17).

(3.15)

inequality (see

(3 .17)
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For that, consider first a i e I+ i.e. such that u1(f) ) 0. Several cases could occur.

case L : ut6(j) > 0 for any neighbour j  of i .  rn this case, (see (3.4)), Vu:0 in D; and
the coefficients of uh(i) are vanishing on both sides of (8.16).

Case 2 : There exists a neighbour j oT i such that w6(j) 10, and,

a (x , ,u1 , r )Vp ;  .YV i  dæ <0 . (3.18)

Then in this case -by lemma 2.5-

,F,,1,,

which will leads to (3.f2)

The delica.te ca.se is when

Case 3 : There erists a neighbour j of i -quch that ut1,(j) 10 anil

(3.20)

In other words the coefficent in front of -u(i) in the first term of the left hand side of
(3.16) is nonpositive. The idea is then to transfer this term on the other side of (3.16)
noticing that the coefficient in front of ta6(i) is small u'hen 6g is.

Similarly, if i e I- i.e. w1r(i) ( 0 several cases could occur.

Case L : u6(j) 10 for any neighbour j  of i .  In this case, (see (3.a)), Vu:0 in D; and
the coefficients of u,h(i) are vanishing on both sides of (3.16) (see (3.6)).

Case 2 : There exists a neighbour j of i such th"at u1,(j) > 0, a,nd

a ( r , u 1 , 6 ) Y g i  - V g  j  d x  1 0 . (3 .21)

Then in this case -bv lernrna 2.5-

t
i€.s- ( t )

-  
l r ,a ( r ,u1 ,1" )Yp i ' vp i  

,1 .  >  î tan62:  
ç

t
€s- (, r lo ,o( ' 'u t 'n )vgt 'Yç i  

dc  à  o '

J

rvhich will leads to (3.17)

The last case is when

(3 .1e)

,E,ul"'

t
€s+(, lo ,a(u  

' t r1 '6 )V s ; 'Ye i  d 'x< -g tande :  -c
4 -

38
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39 eh3_dimension 2

Case  3 :  The reex i s t s  ane ighbour  j  o f  i  such tha tu6$ ) )0  a .nd ,

(3.23)

In other words the coefficent in front of -uh(i) ) 0 in the first term of the left hand side
of (3.16) is nonpositive. We will also transfer this term on the other side of (3.16). Let us
cary this out.

Let us denote bV Il (respectivel1 Iî) the set of f e .I+ (respectively f- ) corresponding
to case 2 i.e.

IT : { i€ r+ l (3 .18)hotds}  ,  r i : { ie I -  l (8 .21)  ho lds} .  (J .24)

and by -Ir+ (respectively /, )the set of i e I+ (respectivelV I-) corresponding to case B i.e.

/ r *  :  { i  e  I+  |  (3 .20)  ho lds } ,  / i  :  { i  e  I -  |  (s .23)  ho lds } .  (g .2b)

Let us now show :

LEMMA 3.2 : Let i e I{ (resp. /, ). Consider 7 a neighbour of i such rhat uh(j) S 0
(resp. wh(i) > 0). Then the situation is described by the figure 2 below. The two angles
opposite to the segment ij arc greater or equal to f, l,m €.Ir+ (resp. /, ), and i e t;
(resp. /r+).

Proof : Consider i e.Ir+ (resp. ç). Due to lemma 2.5, we knorv that each terms of
the sum (3.20) (resp. (3.23)) are nonnegative. Thus, by lemma 2.4, for such a term the
situation is described by the figure 2 i.e. the two opposite angles to the segment ij arc
greater or equal to f,.

(w(t)>0)

(w(i)>0) t i  (*( j)ro)

m 
@(m)>o)

figure 2 (we replzrced urL b1,' tu)

- f

i S6J  o ,

e

T '

_d ,,

T
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40 Ch3-dimension 2

. Moreover, (see figure 2), we claim that the points l,rn are such that u)h(l), u:1,(rn) > 0
(resp. un(L),, uh(m,) < 0) and their coefficients in the left hand side of 1à.0; utà Iiie in
case 2 i.e. l, m e I{ (resp. I, m €..I, ). Indeed, due to (2.2),we have

I  o@,ur1)Ys; .Vp,  d , r  <  0 .  (8 .26)
J D ;

I f  w6(I) S 0 (resp. wh(l) > 0) this contradicts (3.20) (resp. (3.23)), due to (2.9), (2.13).
Thus -n(l) ) 0 (resp. u,h(I) S 0). If now

r
L l^  " ( * ,ur ,n)Ygr  

.Yçr  dx )  0 ,
kes-  (D u  L , t

dzà0 )

(3.27)

(3.27',)

(resp.

) ]  t  a (x ,u1,1 , )Vgt .Vsx
pS111l n,

then again (2.9), (2.13) would imply a contradiction to
Tt-rus, / -and m by the same arguments- are points in f
.Ir+) since i e t; (resp. .Ir+) would imply t e I, (resp-.
the lemma.

(3.26) written for j in pla.ce of f.
(resp. /, ). One has j € .tf (resp.
-fr+). This completes the proof of

Now, if i € .[r+ (resp.
neighbours of f

0<

(resp

0<

(Note that I,m

0<

(resp.

0<

I

is clear that if N denotes the number of

.Yç i  d r  <  (N  -2 )p  tan63 .t
j €s -  ( t )

/i) bv (2.5), it

t  a(x,u1,n)Vç;
J D :

t  t  a( t ,u1,6)Vç; .Vçi
i $ t ' i t Jo '

/  S-( i ) ,  ( resp. 1. ,^ /  S+(t))) .

t  t  a( :c,u1,1,)Vç;  .Yç i
iFç1Jo '

s'\ t
L l^  o(* ,ur , r , )Vp,  .  V?r

j es+ (ù "  " ;

dr < (N -2)p ta,n63).

Hence,,

) r

hS( - -2 )Éran6s
ô 1

ar, S (? - 2) l i ran d3).- ' ô 1

(3.28)

(3.28',)

At this stage, i f  we summarize (3.16), (3.19), (3.22) and (3.28) and if  we transfer to
the right the terms of the left hand sicle of (3.16) for whic.h i € I{ ancl i € .[, lre encl up
with

c'  I  l t r ,L( i ) l  < . ( / , )  |  l tun(; ) l+ f  (+ -  2)prani i3)  t  l to l , ( i )1.  (3.2e)
n e t ; " t ; r o t n € 1 3 + u l ;
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We would like now to estimate

\-\ ,
\ l .n( t ) l

i€Is+

For this we have

LEMMA 3.3 : Ser

The neighbours j of i such tha.t
(T,T'), T, T' being located on each

{# -(6 - t)pran63}) l",n(;)ts{ou) 1,,, ,(;) l

* ,rPtan63,p,* t.ut,l l + e1n1

and I l . rn(f) | .
ie I ;

M: max('*h;- 'cot61) '

Then we have

,as indr -q-  Dptan63) I  l .n( i ) lsz{ou I  lu, r , ( i ) l* cos 62 
€r"+ ;et{

* 
ùPtan63 | lt,r(,)l + ullr;

ier;
lwn( i ) l  (3 .31)

;er{ur{vr ;

i€ I ;  u I ;  u I ;

(3.30)

I ton( i ) l  (3.32)

Proof : Let us show formula (3.31). For i € -Ir+ the set D; is of the type of figure 3
below. It is built with couples of triangles (T,T') like in figure 2, completed with some
other triangles.

figure 3

"un?\ 
( 0 are necessarily vertices of such a, couple

sicles <rf the segment ij. Since the points l,m. ç I{,

4T



(see Iemrna (3.2)), a couple (T,T') belongs to only one D; such that i e I{. Moreover, if
a t r iangle ispar t  o f .D;  butnotoneof  thesetr iangles TrT ' , theni thasaver texbelonEinc
to rr+ (f) and the two others cannot satisfy -u S},so that they are i" /r+;; /r+."'"*-*'"

In (3.3) we consider the test function ?, : u+ defined by :

,+ ( , ) : { : : : . "

sin d;
2l?l  s in 01sin0i

_ sin(r - 0t - 0i) 1
2l?f si '  01sit ' r0i :  ryi{"ot0t 

* cot0) '

(3.33)

Let us evaluate each sides of (3.3). First on D; we are going to integrate on couples like
(T,T'). On such triangles one has (see lemma 3.2) u* : p; so that (we use the notation
of f igure 3 and set from norv on a: a(x,u1,6)) :

f - r
l_aYwn.Vo* dr --  w6( i )  |  a lVp;12 clr

J T  J r

+u1, ( t )  [_oOr , .Yç ;  d , r  *u1 , ( f l  [  "Ve, .Vs ;  
d ,x .  (3 .84)

JT  J r

To evaluate lYç;12 note that ff 0;,0i,ds denote the angles of ? at i,j.,l and, I;,li,I1 the
lenghs of the sides of ? opposite to i, j,/ by (2.8) one has

r c ,  1 1
l vv i l :  

" i "o ,h  
:  

" in  4ù '

Hence

lYp; l ' - -  
I  - :

sin d1li sin0 iI1

It follows ea.silly that
sin ô1 , t  1

tTffi6 < lvP'l' = 
ltl 

cot61'

Combining this with lemma Z.2,Z.g one deduces from (8.34)

l rovru,,.Vu* 
, '= 

#,r,a(i)  
-  

"+.,p(r) 
+ (ton63u,1,( j) .

Similarly, integrating on ?' one gets :

l *oo-o'  
Vu+ 

" 
= # 

wr,( i )  -  
#w6Qn) +,Lt^ 6eu,à(r) '  (3.82)

Hence, adding (3.36) a.nd (3.32) r,r,e obtain by (3.30)

I ru,aVu1,.Vt,* 
,"  = 

#.n(i)  
-  Btrf{u,1(/)  f  t t ,L(rn)} + pran63ul,( j ) .  (8.38)

(3.35)

(3.36)
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Considering now the other side of (3.3), and integrating on ? first we obtain :

- f . fc l_lunllYuz,hllvr+l d* < c{lw{i)l+ ltt'6(/)l + l.rn(i)l} I lvur,ullve;l crr.JT  . -  
J r .

Arguing as in the proof of (3.2) we deduce

c [^Wul lvrr ,n l lvr+ |  d,  < e(h){ lw6( i ) l  + l tu61l ; l  + lu, , ,U) l }Jr

where e(h) is independent of f and converges toward 0 with â. Of corrrse the same type of
inequalities holds on 7' so that we have :

t

C I lwl lvu,2,1, l lVr+l d* S e(h){ lu;.( i ) l  + l tua(/) l+ l tuL(rn)l  + lrnff) l } .  (3.3e)
JruT, "

Besides the couples (?,?') when one integrates on D; one has to integrate on three
types of triangles :

7) Triangles haaing its three uertices in I{. On such a triangle one has u* : 1, hence
Vu* : 0. Thus, on such a tria,ngle fi

f f

I  aVw6.Vu+ dx:  C I  lu '6 l lVz2,L l lVr+ l  d .x :0 .  (3 .40)
JT ,  JT , .

2) Triangles hau.ing two uertices in I{, one in t{. fet i,p,q be these three vertices,
wi th  i ,  pe I { , , t  €  I l -  on such a t r iangle -say ?2-  one has a"àrry  ?* :  L-gq so that

f_ r
l_ aVwn. Vu+ dn : -wuç;) 1 oyp;.ygo d,t

JTz JT,

f r- .nb) 
Jr,"voo'Ypc 

dx - w6(q) 
Jr,nlvvol '  

dr.

Using lernmas 2.2,2.3 and (3.35) and noting that rvhen a term is nonnegative in the above
sum one can bound it from below by 0 rne obtain :

f  B  . .  d
l^  aVwn.Vu+ dx )  - i  tanô3rr '1 , ( i )  -  

f ,  tu"  6swn(ù -  B eot6twnk)
JT"

a -+tan ô3to6(i  )  -  gtau 63to;,(p ) -  BÀ[toh(q) (3.41)

Of course, with the sa,me arguments than before one has

I

C I  l to l , l lVu2,L l lV t '+ l  d r  S  e(À) {1u ,1 , ( t ) l+  l . ' r , (p ) l  +  l ro r , (q ) l }  .  (5 .42)
JT,
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3) Triangles hauing on.e aertex in I{, the tuo others in I}. i is of course the vertex
in f . Denote by p, q e IT the two others. We have in this ius" ,+ : gi so that if ?s
denotes the triangle on which lrye a"re integrating

f - r
l^  aVutn.Vu+ dx:  wuç;1 1 a lVp;12 dr

JTs JT"

+ wn(p)  [_  'Oro.V?,  dx + u,1, (ù [  aVec .Vs;  d ,x .
JT" Jr"

Using lemma 2.2 and bounding from below by 0 terms which are nonnegative we obtain

fBB

lr"oo-o 
'Vu* o. > - u^î.n@) - ffi,",,,k)

As before we have also

I

C | _ lzo6l lvu2,6l lvu+l dx < e(À){1u.,7.(;) l  + l .n(p)l+ l .a(q)l}  .  (s.44)Jr"

If we cornbine all the above inequa,lities, noting that if N denotes the ma":cimum number
of neigbours of a point we have :

-each D; has at least a couple (T,T'); it cannot belong to another Dr,
-each D; has at most N -2 other triangles,

-a point belongs at most to ly' triangles,

we obtain

f  -  
' 16 r  

, 7 r
l ^aYwn.Vu+ tu2{=-(+ -  Dpran63} !  l t , r ( , ) lJa  cos  ô2  ' ô r  

i e r l

NPIr |  1. , r , ( i ) l -N+tan63 |  l t r ,a( ; ) l
ieq ier;

> {#-(+ - l l ta'63} ! 1,,r,( i) lcos  02  
' ô1

i€1"+

iOm ! l r r t ty -  i i t tan63 |  lu,r .( i ) l  (3.4b)01 
,7,; Ô1 

,7;

Changing also if necessa.ry Ne(/z) in e(h) u,e obtain also

" lnl-ul lVrr,r, l lV,,+ | r lz < e(lt)

> -0M-n(p) - BIr.[w6(q). (3.43)
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Combining (3.45), (3.46) we obtain (3.31). (3.32) is obtained by the same way using a
function u- in (3.3) that is equal to -1 on ^t, and vanishes elsewhere. One can note also
exchanging the roles of u1,1, ârrd u2,1, that -to6 satisfies an inequality of type (3.3). This
completes the proof of the lemma.

Frorn (3.31), (3.32) we deduce

, r a  s i n 6 1  ,  T
1 t ;ud ;  -  \d r - L)p tan 631 - ,(h)j t lwn(;)l

Assuming e(â) small enough i.e.

we obtain

Going back to (3.29) .rve obtain

,€/3.u/;

) r î
S {t * 0u + ;P tan63l + e(â)} for  o1 

ier |ur ;

â small enough in such a way that

{ [o' iY'  -  é - Dpta'63] -  e(/z)]  > o"  cos 62 '6t

I l t r,(i) l S _Ê!y+*Ptan63l  +e(â)
T

i e ITu I ;i€131u13-
I top ( i )1. (3.48)

{c -c( /z ) }  t  l to6( i ) l  S . (À)
ieI{ uI"

l .n( i) | .  (3.47)

(3.4e)t
ie l iur ;

lu1, ( f  ) l

with

c(h)  :

Letting h. -- 0 we see

[ ( l  -2)gtan6s + e(tt) ] [TPA,I + *Bta.nt '  + e&)]

t# -  ( f r  -  r )Ptan63 - . (h) l

that

c - c (h ) - -  3 tu . r t

(see (1.13)). Thus, if .Ir+ is not empty, provided that /z is taken small enough (3.4g) gives
us a contracliction. It follon's then frorn lemma 3.2 that if 1r+ is empty so is.[r+. Thrrs the
only possibility is to have utl <-0. Exchanging the roles of u1.a ancl u2.6 w€ decluce that
LDh :0. This cornpletes the proof of the theorem 1.3.

I
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46 Ch3-dimension 2

Remark 3.1 : We did not assume here the mesh to be uniform. If one assumes the
triangulation to be regular, then our assumptions are somehow optimal in the sense that
if one triangle has an angle equal to î 

- 62 with 62 close to 0 then, unless the triangulation
fails to be regular the other angles cannot exceed # + o, with 63 small.
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1 F 7+! 4h3_dimension 2

3.Version approchée du Théorème de Meyers :

Théorème :

Sous les hypothèses du théorème (1.3), et en supposant que ,f € ,2(C)), la solution u6 clu
problème discret (1.4) vérifie :

l l ral l t ,o S rl l f l lz (3.1)

pour0  <h<hse t21p1po .

Preuve :

D'après Meyers [Me.] on a:

ll"llr,o 1 crsup-çso(Vu, Vtr) Vu e Wl,e(A) (3 .2 )

où,So:  {u  € W;t (O) ,  l lu l l r ,c :1}  e t  co est  unefonct ion log-convexe en 1.

Soit u6 Ia solution du problème discret suivant :

I f iavrn.vd dr: [nF.u6 dx, vé ev*
1 r:n € V* (3'3)

où F € (re(C,))2.

Alors on a :

l l r r l l ' ,o  <  cp(6  +  1) l lF l le  (3 .4 )

i  pour0 lh<ho .

En effet :

l l r r l l t ,o 1 cosup.çso(Vur, ,  Vtr)

:  cpsupsçSo(Vun, Yrn)

avec uh la solution de

f t '
I  V.u.Vu6 dr  :  I  Vw.Vu6 dr ,  Vun €V{ ,

Ja Ja

d'où :

l l ra l l t ,o  I  crsup*es, (4 Vu' r , )

< ,pl lFl lol l rr , l l ' ,0

< cp(6 + 1)l lF. l l , ,
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pou r0<h1ho .

Soit G eW;'2(A) la solution du problème suivant :

-AG: f

avec / €. Lz(A). On a alors :

l lvcll ' .  S"llf l l", Vr ) 1.

En effet on a lV2Gl € ,2(CI) et en particulier lVGl € ,.(CI), V r ) 1.
l lvGl l ,  < r l l / l lz.

Soient 9n e V{ et an € Wt'' (A) la solution du problème discret :

I In"@,s6)Yu1,.Yô clx: [nvc.v6 a,r, v6 er+.
I un e V{

Considérons la transformation linéaire :

l lra l l  r,o s cp(6+ ry 1 | 11 v Gll, + O - i)11,,,,, l l ,,o )

pour0<h<ho.

Pour to;,;, : T?)i,h, (i : lr2),

(3.5)

(3.6)

Par suite

r :w],p(e) ---+ t tzj 'o(o) (3.s)

définie comme suit : TU6 est I'unique solution u.r;. de

lnv.u.vë d,x : lrO 
- 

ryr"un.v ô o. * I lnoc.od, a*,, vô e v!.

On a d'après ce qui précède :

(3 .7 )

(3.e)

l l . r ,u  -  u ,2 ,h l l ' ,0  < cr (6  +rXr  -  
f ; ) l l r r ,u-  

t ,z .n l l r ,p (3 .10)

pour0  <h  <  /26 ;  doncpour2  <p<po ,c r , (6  + lX1  _  
i )  a  1 ,e t  pa r  conséquen t  res t  une

contraction qui admet un point fixe u6. (Rappelons que par (3.2) oû à c2: 1 )
La solution du problème (3.7) est dans ttâ'"(cl) pour 2 < p < ps et vérifie :

l l,,r,llt ,, S rll.f llr.
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2

Pa^r aiileurs, considérons |application suivante :

T ,  so  €V {  ,  uh  eV*  (3 .11 )

où ur, est la solution du problème(3.7). Cette application envoie la. boule B(0, cll/ll2) de
Voà sur elle même.

De plus, il est facile de montrer que ? est continue, donc d'après le théorème du point fixe
de Brouwer, (cf.[G.T]), T admet un point fixe.
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CHAPITRE 4 :

1. Unicité en dimension quelconque :

Définition 4.L z

So i tpunnombrerée l te lque 1  <p< oo .  A lo rsp*  dés igne le rée ldé f in ipar  
Ë :1-  j  s i

p < n et est défini par tout nombre appartenant à ]1, oo[ si p ] n.

Soit fl un ouvert borné de IR', n ) 2,, de frontière I de classe Cl. On considère le problème
discret suivant :

(  In"@,u1)vu1.vu dr: Iafu d,r,  Yu ev{
{
I
I  znev{

ou

f  eLe(A) ,  p )n

(il suffit de prendre p > i)
et a(r,u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant :

0<c1a ( r , u )<p ,  p .p  c€ f ) ,  Vz€ lR

où o , É sont deux constantes positives,

et

la ( r ,u)  -  a( r ,u) l  S Clu -  u lYu,u € IR,  p .p  u
p(r , ,u)  -  a(A,u) l  <  K. l ,  -  A lVr ,a  e e,  V z  €  IR

où C, K sont des constantes positives.

Théorème 4.2 : Principe du maximum discret

Sous les hypothèses (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) et (t .g');  on a :

rlzr,l l"" s c3ll/ l lo

où 27, est la solution du problème discret (4.1).

Preuve : (Voir Annexe).

On a adapté Ia démonstration faite dans [C.R. ].

(4 .1 )

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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Théorème 4.3: Estimation Lp du Gradient

Sous les mêmes hypothèses que dans Ie Théorème 4.2,ilexiste ho ) 0 tel que la solution
du problème discret (4.1) vérifie :

D'après la définition 2 donnée en Annexe L, B est une forme biliniéaire de Dirichlet un!
formément elliptique d'ordre 1 sur fl.

Du fait que a(r, z) est lipchitzienne par rapport à z, uniformément continue en z et que
uh(r) est continue, a(r,un(r)) est continue par rapport à z; donc B est régulière au sens
de la définition 3 donnée en annexe 1.

D'après le Théorème 2 (Annexe2), 3 Ct,Cz ) 0 tels que :

llunllr,o S C+llfllp

pour 0 < h < hs et une certaine constante Ca.

Preuve :

Considérons la forme bilinéaire suivante, pour ô,,4t e Cf (f)) :

B[ô, rb] : 
fnor*,u1,(r))v Q.V û d,r

vu eW|e(e) ,  Cl l " l l t *  1  supqesolB[u,ô] l+  Czl lu l lp

où,Sn :  {u  €  l4rot 'n(C}) '  l l t r l l r ,s  :  1}  e t  l *  I  :  r .

uh € w;,æ(cl) c w;,r(Q), donc on peur écrire :

Ctllunlh,p 1 supôesnlBlun, ôll + Crll"nll,

ou encore :

C tll"nl|,p I sup 6e s nl Blu n, ô nll + C rllunllo

si @7, désigne la solution de

Ino@,u1"(r) )V 
gn.Yun

(4.7)

(4.8)

(4.s)

(4 .10)

(4 .11 )

(4.12)O* : 
lna(r, 

u1,(r))V g.Y u1, dr

f
sup{ô€so}  |  o(* ,u6(r ) )Yu1, .V ôn

J Q

5 l

Vun e V*

D'où :

crllunllt,o S dr-r Czl l"nl lo. ( 4 .13 )



Ch4-dimension n

Par ailleurs, considérons le problème suivant :

|  -a,w: y
I ,  .  Ë$(CI)

lVr. l  € Lp(A)+ lVu,, l  eWL,p(e) c lp-(CI) et l lVrl lo. < cl l ] l lp.
On a d'après I'inégalité de Hôlder :

I o@,u1,(r))Vu1,.Vôn d,r < llVrllo. llônli,n-
J A

avec : # * i: 1. D'autre part on a :

r vÀi.vÀ, s -+ < 0
1 ' ' , " T

t  #<lVÀrl s#.

(4.r4)

(4 .15)

l lônll,,,o- s l ld- ônli,q. +lldll ' ,n.

S C-l lô -  ônlh,q + L
<6+t

pou r0<h<ho .

Ce qui nous permet de conclure que pour 0 < h t ho, et en utilisant le principe du
maximum discret dans (4.13), on a (4.7) pour une certaine constante C+.

I

lemme 4.4 z

So i t unn -s imp lexe?de la t r i angu la t i onz l r vé r i f i an t (1 .9 ) , so ien tb r , r 1 r3n *1 , ses

sommets et soient Àr, 1 ( r 1n * 1, Ies coordonnées barycentriques d'un point r €T par
rapport aux points br.

A lors  pour  i ,  j :L , ,2 , . . . , f l  +  1 i l  ex is te des constantes c1 , ,c2)  0  te l les que:

(4 .16 )

Preuve :

Soit P I'hyperplan engendré par bz,bt,....,bn+r et soit z un vecteur unitaire orthogonal à
P. On suppose que b1 l0 alors :

Àr(z) : ffi.
D'autre part, soit P' le plan parallèle à P passant par ô1;

on a : | fu.ul: distance entre P et Pt.
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53 Ch4_dimension n

D'où:  hr) l f i .u l> o-  + l< lVÀt l<#<# et f ina lemenrf r< lVÀnl<#.
Par ailleurs :

V. \ i .VÀj :  lvÀi l lVÀi lcos(VÀi,  VÀj)  S -#.
I

Théorème 4.5 :

Sous les mêmes hypotheses que dans Ie Théorème 4.2, si

h < mi,n(ho, (M ll f llrlr+ I (4.17)

alors pour une certaine constante M,le problème discret (4.1) admet une unique solution.

Preuve :

Supposons eue Lt6 et o;, soient deux solutions de (4.1). On a donc :

f r
I  o(*,u6)V(u1- uh).Vô dr :  I  la(r,u6) - a(r,u6)lYu6.Vô dr, Vô € V* (4.18).

J A  J A

On pose I u)1,: uh - uh. En utilisant (4.4), on obtient :

f r
I o(r,,u6)Vw6Vô dr S C I lr '6llVu6llVgl h, Vg e V{ (4.19)

J A  J A

Soient K6 les sommets intérieurs de la triangulation et considérons la fonction test suivante

( t si, ru6(K) > 0
ô6ù: \

[ 0 sinon.

Sur chaque n-simplexe ?, on a : Vô:0, sauf si tt6 change de signe sur T i.e. :

!  un(bu)  > 0,  wn(h")  )  0 , . . . . ,  wn(br , )  >  0
t -n(br,.,"j s o, .n64*) < 0,...., .n-(b"n'.*,) < 0 e'20)

pour  I  :  I ,2 , . . . . , tu)  i t r ' iz ,  . . . ,  in+L désignant  une permutat ion de 1,  2 ,  . . . ,  n  - l -  1 .

On déduit alors que (4.19) s'écrit

>, [_a(r,u1,)Ywn.Yô dr S C>, f_fut1,l lVu1,ll7gl d,r, Vô Ç V* @.2r)
TrT Tr r

où la sommation est étendue aux n-simplexes satisfaisant (4.20).
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Si ? satisfait (4.20), iI est clair que ?rb s'annule sur T en un certain point y

e tona :

wh(r) :  wn(r) - uh(a) : Vwn.(r - a), Yr e T

ce qui im plique

I  o@,u1,)Vw1,.Vô dr < C)..h, I lV-nl lvul, l lvgl d,r, vg e V!. ez2)JrTJrD
T

On pose :

Pour un tel n-simplexe ? e Th) on a:

q :.n(h,).

SurTona :

On a encore :

On a également :

n+l I  n]- l  I

(! ' ivri).(IvÀr) : t "iDVÀi.VÀ,,j : I + \  k=L  j : l + t  & :1

'  n * L
, rcl \_ bTl- hT iA,

Ceci nous permet de conclure que :

Vu:6.v S > mi,n(t,n - I + I) fr Di:Ï Vi t .
Par ailleurs, sur chaque n-simplexe ? on a :

rDh: tili €x,, vw6: D;li alv>,i.

I ô : DL=,Ào
I vO : I|=, vÀo : - t;l,l*, VÀr

Yw6: Drl:, 6v4 + t;],i, 6vx,.

I  n IL  I  n* t

(!"flv.lj).(- t vÀr) :D"T I t-v.lr.VÀr)
j= I  / c : l+ l  j : l  k= l *L

. _ ( " r - l l  "  I

.__#:LDoTr
j : l

n * I

lV,r,l < ?I t"itnT --
J = L
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min ( l , n - l +7 ) . c2
lvdl s hr

Finalement. on obtient :

t  n n * 7  .  "  n + L

ocl I + | I tolt d,æ < cclt: l_rf bît)çvont) a,.
/ n+ lr /_t 

' '? nr J., j:L

On obtient, en utilisant la régularité de la triangulation

n * L  n * l

Dni-'fp;tsaDhi-'Ibît1'.-' I tv,n1 a*
T  j : I  T  j = I  t L T  J ' l

or) C' est une certaine constante. or, en utilisant l'inégalité de Hôlder,

1 f p - n f

# | lvrnl ar ShT ( | lvul,ln ar)ï
IL,] :  JT JT

o - n

<C+llf llrhr'

pour0<h1ho .

Finalement, pour 0 < h I hs :

n 1 ' l n * 7

Dn;-"D,l"i l  < nT ull l l l"t h+-'Dl"i l
T  j = l T  j = 7

D'où si

h < mi,n(ho, (M ll T llù*- )

on obtient une contradiction. On a donc wn 2 0 et changeant les rôles de u7, et u6, It)h : 0.
D'où I 'unicité.
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2. Estimation de la convergence

Tlréorème 4.6 z

Soient u et u6 respectivement les solutions des problèmes (1.1) et (4.1), alors sous les

hypothèses (4.2), (a.5) et si on suppose de plus que :

a
l l / l lp < 

m e.24)

où c* est une constante provenant d'une injection de Sobolev, alors on a :

l lu - uollr,z S Urll, - unlft,z Yun € V* e.25)

pour 0 < h < hs et une certaine constante M1.

Preuve :

Avec les mêmes notations que précédemment, on a :

Blu-u6, ,u6 iu f  :  I  o@,u)V(u -u6) .Vu1,dr
J A

f f
:  I  a (x ,u6)Yu1, .Vu1,  d r  -  

|  o ( * ,u )Yu1, .Yu6 dr .
J O  J A

f
:  

Jnl"@,un) 
- a(x,u)lYu1.Vu6 dr

Par ailleurs :

B [ "  -  uh tu  -  uh ;u ]  -  B lu  -  uh tu  -  uh iu l  +  B lu  - l t h t u ;  -  u6 ;u )

:  B lu -  r .Lhtu -  uh i " l  +  [  la@,u1")  -  d( r ,u) ]V(u l ,  -  u1, ) .Vt t1 ,  dr-  
Jo -

r
s 0l l" - ,r, l l t ,z. l lu - uhllr,z + t 

Jnl" 
- uollV(ra - u'6).vu'1,1 clr

< 0 l l "  -  ra l l r ,z . l lu  -  unl l t ,z  + Cl l  lu  -  unl .  I  vunl  l l r . l l r r  - ,n l l r ,z

< 0ll" - unllt,r.ll, - uplft,z + Cllu - unlloll"r llt,o.ll, n - unllt,z

S l l "  -  
"n l l r ,z(011" 

-  unl i ,z  *  Cc* l l rn l l t ,o l l ro -  ,n l l t , r )

avec|+T:+.

Par conséouent :

l lu -unl l r , ,  (  
!n" 

-unl l t ,z *+l lur, l l , ,o. l l ,  n -  unl l t ,z (4.20)
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l lu -  uul l , , ,  (  
É * fn"^l l r ,p) l lu 

-  rnl l r ,z * (+l l ral l , ,o) l l ,  -  ut , l l t ,2

d'où :

( 1  -

pou r0< l r<hs .

Donc si (4.24) est

rylllllo) ll u - u nli,z = é_ * +1 l/llo) ll, - u nllt,z

vérifiée, on a (4.25) pour une certaine constante M1.

(4.27)

t
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58 Annexe - l

ANNEXE T

Définit ion 1:

Soit O un ouvert de Rn,soient n ) 2 eL m ) 1 des entiers. Pour tout s € Z+avec lsl 1 2m,
soient a"(.) des fonctions complexes définies sur O. Alors,

L- t  o,( .)D" ( ,a.1)
lsl32m

est un opérateur différentiel d'ordre 2rn défrni sur Q.

o L est dit uniformément elliptique sur O, si

(i) l.E ) 0 tel que

I  I  o"( . ) / "  1> El l l t *  (A.2)
lsl=2rn

pour tout r € fl et pour tout / € ft', et si

(ii) la condition suivante est satisfaite (" root condition ") :

V l '  :  ( l r ,b , . . , ln- r )  e  Â"- t  e t  Vc € O le  polynôme en r  €  C,

P(r; l ' ; r ' )  :  t  a"(æ)l '" '  r"^ ,  .5 - (- . ' ,  s, ,)  (A.3)
lsl=2rn

admet exactement rn racines à parties imaginaires positives et m ra,cines à parties imagi-
naires négatives.

o L est dit uniformément fortement elliptique sur fl, si L est uniformément elliptique et
s'il existe une constante E' ) 0 telle que :

(- l)" 'J?e I c"(.)/" > E'l t lr* (A.4)
ls l=2 t , '

pour tout r € 0 et pour torrt I €. Rn. E eL E' sont appelées les c.onstantes d'ellipticité cle
L .
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Définit ion 2:

Soi t  O unouver t  de f i " ,  so i t  n  22etmlr  desent iers .  Pour  lo l  <  n-r ,  lp l  (  rn ,  so ient
a"p(.) des fonctions complexes mesurables bornées définies sur O.
Pour /, ?h e Ci@) soient :

Blô,,rbl  :  t  (oopDoé,,DPrb)
lal,lPlSnt

(,4.5)

(A.6)

et

Blô,rhl : I (oopDo,i, DP rD,, ô,th e Co-(O)
lol,lÊl<,n\

LB :  ( -1 ) -  t  aoBDo DB
lal:lPl:m.

Alors .B est dite :

o une forme bilinéaire de Dirichlet uniformément elliptique sur O, si Le défini par (1.6)
est uniformément ellipiique sur O au sens de la définition 1.
o une forme bilinéaire de Dirichlet uniformément fortement elliptique sur f,), si ^tp est
uniformément fortement elliptique sur f).

Définit ion 3:

Soit Cl C Ro un ouvert borné et soit

(A.7)

une forme bilinéaire de Dirichlet uniformérnent elliptique d'ordre m. On dit que B[/, r/] est
régulière, si pour l"l < m, l7l < n'r, o.,p(.) € r-(çr). Par ailleurs, on suppose que a,p(.)
avec f cl : l7l : nz sont continues snr O, ou ce qui est équivalent , a,oB() uniformément
continues sur f) pour lal :  l0l:  m.

59



60 Annevc  -  2

ANNEXE 2

Théorèrne 1 : (Généralisation du théorème de Lax-Milgram)

Soi t  1  1p 1oo,  1  (  g  < oo des nombres réels  arrec |  +  à:1et  so i t  m)  L un ent ier .
Supposons que f,) C Rn soit un ouvert borné de frontière I de classe C^ et que B[.,.] soit
une forme bilinéaire *r W{'P(Q) x W{,q(O).

Supposons qu'il existe Ci > 0(i : L,2) telles que :

Ctllull,",, 1 supôesolBl",, ëll, Vu € Wi,P (A)

: {u € Wi'o(A) ,  l lul l^,c: 1},

(.4.8)

où ,90

et

Czllrl l ,",o 1 sup,l,es,lB[rb,r)1, Vu e W{'q(Q)

ori,9o - {, e Wi'o(A) : l lul l-,p - 1}. Alors pour VIr* eWi,q(e)* (VG.
3!u € Wi' '(Q), (3!u €€ tY;"'o(çt)),
tels que :

B[", ô1 :< F" , ô ], Vg e W{'q (A)

B[rb,r l :1 G*,rh ] ,  Vrh e Wî'P(a,)

l l r l l - ,o < Èl lF. l lL,o
llr l l-,0 < Fàtllc. l l ;,o

et

(,4.9)

wi 'o(Q)") ,

(A .10)

(4 .11)

(A.12)

(A.13)

I

Tlréorème 2 z ( Généralisation de I'Inégalité de Gârcling )

So i t  1  <p  <  æ,  1 (  q  <  oo  des  nombres  rée l s  avec  |  +  à :1e t  so i t  m2L  un  en t i e r .
Supposons que f) C Rn soit un ouvert borné de frontière I de classe C^ et que B[.,.] soit
une forme bilinéaire régulière de Dirichlet unifor:nément elliptique, d'ord.re rn.
A lo rs  f  C t :C r (n . , f f i , p ,Q ,E)  >  0  e t  C2 :Cz (n ,n t . , p , { l ,E ,o . ,o )  Z  0  te l s  que :

Vu e \A{'o(CI), Ct llrl l,,,n 1 rrttp4,çsolBl", ëll + Cr11"11, (A.14)

I
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et

Théorème 3 :

Sous les mêmes hypothèses que le théorème 2,, et en supposant de plus
uniformément fortement dlliptique.

Alors, pour ,r0 € (-} il existe un voisinage ouvert Qro de 16, de frontière âf,)".
te l  que i l  ex is te une constante.K = I { (prnrmr( l ,Qroreo,p,E)  > 0 avec:

l l r l l ' ' ,0 S l l / / l l  wf l ,p(e,o). .

Si B admet des coefficients constants arg € C satisfaisant aoB:0 pour

lol + l0l12m - 1, alors on peut choisir f) :  f)",0.

I i l lul l,.,p 1 supléewî,'(o"o),l ldll- '=rylBÏu,ÔJl, vu € w{'o(o"o) (A.15)

/{lf uff ,,",0 1 sup{*ewi,o(a"o),l lÉll- ,,=4lB[rh,,rl l , Vu € W{'o(O"o) (A.16)

I

Théorème 4 z

Soit rn ) 1 un entier et soit f,l C -E' Qt. >- 2) un ouvert borné de frontière I de classe C-.
Soit B[{, r/] une forme bilinéaire de Dirichlet régulière d'ordre rn uniformément fortement
elliptique et soient p,g des nombres réels avec I < p,g < oo et | + Lo : l.
Alors pour tout ro € f,) il existe un voisinage ouvert f)"0 de 26, de frontière âf,)ro de classe
C*,, tel que pour V,F' € Wl,o(Q"). (Vf/ eWi'e(A"o)*) , llu € lryi,'p(e,).,
(3!u €€ Wl'o(Q,)) avec

81",,Ôl:  F(Ô), VÔ e Wi'o(0"0) (A.17)

Blrh,,ul - H(rh), V$ e Wi,r(0,0).

Par ailleurs, il existe une constante C : C("0) ) 0 telle que:

(A .18)

Cll"ll",,, S lll7ll wtr,q(e")* ( ,4.19)

que .B[.,. ]  est

de classe C-,

(A.20)

t
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Annexe - 2

Théorème 5 :

Sous les hypothèses du théorème 4. Pour ) € .r? soit :

B^\u, ,ô l :  B[ud]  +  À < u,ô > pour  (u , ,ô)  eWi , r (O)  
"  

Wi"@).  (A.21)

Alors il existe Ào ) 0 tel que V) > )6 on apour une certaine constante C(À,p) > 0,

C(À,p)llull,n,, S supôesqlB^ftt,gll, Vu eW{,P(e) (A.ZZ)

C(À,p)l lul l  ,n,o S supû€splB\lrb,," l l ,  Vu ew{,q(e) (A.23)

T
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ANNEXE 3

Principe du maximurn discret :

On considére le problème discret suivant :

I Ia"@,u6)vu6.Yô dr: In T"ô + Dt, f *ffi ar, Yé ev{,
I  uneV] ' .

on prend les mêmes hypothèses que pour le problème (4.1), sauf que f x e Lp(e), 0 < k <
n ,  21  n ,  1p .

lemme I- :

Soi t  ̂ t {unn-s implexedeR' ,nondégénérédesommetso" ,  1( r  (  n*1;  so i t  u :  I {  - - - r .R

une fonction linéaire positive sur .I{.

Alors lCr > 0, indépendante de .I( et u telle que :

n+ l

Csnes(I{) !{r{o,")), < ll"l|. @.24)
r= l

Preuve :

v est positive ou nulle, on a :

!  u(a, . ) )"(r)  à u(a,)À,,  Vr

z \ - / \( \u(a, )À ' ( t ) )o  2 (u(c . )À," )e,  Vr .

En sommant ces inégalités il vient

(! u(4.)À,(,))o - # f (,(o.)),.)e,

d'où :

r3 lJ  r  3 |  r
l l , ' l lË :  /  t I  u(a.)À,"(c))pdx 2 == It  /  (À"(r))prrrXr(o,"))0.

Jx  f i  ??+r  f i  J r

Soit Jt un n-simplexe de référence de .R*, cle somrnets â,^, 1 ( r S n * 1.
Alors fB une rna,trice inversible d'ordre n et ô e n tels que .I{ est I'image de K par
une application F: û ------* f'(â) : Bî *ô. et cette application peut être choisie telle que:
F (â " ) : a r t  1 ( rSn*1 .
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Notons pæ )" les coordonnées barycentriques d'un point î e I{.
on obtient :

r f
/ (À"("))p dr, : I Q,@î + b))plJac F(î')l dâ)

J K  J K

__ *""t;). 
[ ç\,qey1, ae

n'ùæ\t\ ) J I(

on déduit finalement (A.24) avec C1 : ft7(me"k1-t*ir{[k(\.(î;))edî, 1 ( r < n * 1].
I

lemme 2 :

Soit 4 une triangulation de type non négatif, soient {;, 1 < i < .lf des nombres réels et
soit p € Æ;

si on définit /;, 1 < i < N pa : (.; :min(p,,(;), 1 < i < ly' alors on a :

N N

\- t "ï,^i(tn 
- ti)(,j > 0. (A.25)?;:,

Preuve :

Soit

r : {1  S iSNI  € ;>p} ,  J : { r< i<Nl  € ;<F}

o n a :
N N

t I  "ï ,^i(€;-t;)! i :  Df , î ï(e' - ()! i+pI L"ï,^i(€n -tu)
d= l  j - l  i e l  j eJ  i e I  j e I

T

- t D"ï,^iG; - ù*+ p D D"ï,^,(& - r') - pD,D"ï,^iGo - p)
i e l  j eJ  i e I  j : r  i e I  j eJ

et ceci car fr.7 : DË, - Dr.r, et donc on a bien (A.25).

lemme 3 :

Soient 1à une triangulation de type non négatif, un e V* et pt, € R-
On pose u6,,,la fonction d" l,'ou définie par :

un,p(at )  -  min{p, ,u ,6(a; ) } ,  1  < i  <  l f

alors la fonction ?rh,p:1ttù - r. t ,h,,, .  e V! et

Blu n,*, u 1r,, ' , i  r .L 1,1 1 B[u 1,, u t, , t , ,  u t, f

avec Bfu,u; t r ,1 , f  :  Iao(* ,u6)Vz.Vo dx.
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preuve :

B lu u,  u  h,  p l  u  h)  :  B f ,  h , , , ,  u  h,  p i  u  h]  *  B fu  n,  t ,  u  h,  p  i  u  h l

s i onpose  € ; : un (o ; )  e t  ( , ; : un , t ( a ; ) ,  1 ( i <N  a lo r s :

(A.26)

I

lemrne 4 :

Soit r/ : [0, +oo) , .R+ une fonction décroissante satisfaisant :

pour â ) ,t, où crltlrr,r2

Alors: 

o si

I szl

àvec us: fr,pour h

preuve : voir [Ch.].

,bft) s {r!r),,.,b&)",

sont des constantes positives.

I

Théorèrne :

Sous les hypothèses précèdentes , 3 une consta,nte D, qui est la même pour toutes les
triangulations de type non négatif, telle que :

N N

Bfu n,*, uh,pi uhl : t D "i,j6t 
- Q)(,1 l o

d = l  j - l

v2 ) L,, on a {:(d) : 0 pour a: c.û(g)T .Z#
,11j"" - n 

'"

u2 17,  on a z [ (h)  < ( ]J)

>0.

l l , ,al l-  5 a(D l l / l l r)
Ë:0

où u1, est la solution du problème discret.

preuve :

soient p un nombre réel positif et u1,r, définie clans le lemme 3, on sait

Bf ,  n ,  r , ,  u  6, , , i  u ,  6)  < Blu o.  L t  6 ,  r i  u  1,1 :  (  f  ,  t ,  n , , , )
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puisque uh,p € V* C Wi,'(Q),les fonctiors u6," 
"t 

9â*,, e Lp' (e),, I 1 k I n
arrec | + I 

: 1,, (p' <2 car 2 < n < p).

D'après I'inégalité de Hôlder, on obtient :

(f ,,rn,r) < lfolo,llrn,rllo, * Ë l.f *lr,llffiw
&=l

soit : E(p,) : {æ € O, u6,u@) > 0}

i l  s 'en sui t  que 2 uh,tr  :  *  :0,  7 < k(  n sur n- Ejr) ,
puisque E(p) : Ur<.,, K.

En utilisant l'inégalité de Hôlder, on obtient :

ll, n, *ll o, : llu n, pll u, @ ( ù) S ll, n, pll r,, 6 1 *1.1 .me s (E ( p,\i - *

d'où :

( f  , rn,ù < ( ,  *  lXÉ l l / r l lp) l lut ,  r l l1,2.rnes(E(tù+- i
rb=0

ainsi :

l l ru,, l l , , ,  = T,É lrr i lù.*"s@(11)È-=
È=0

D'après I'inclusion de Sobolev, on sait que :

vvr ,z(Q)cL2' (çr )o (+ :  +-  *  s i  n)2' ' " ' \ i *  :  ,é .e I>  1  s i  n :2

avec une injection continue, telle qu'on obtient :

l lru,, l lr. s cdDll/rl lo).*, s@(11)i-î
lc=0

pour une constante C2 indépenciante de Ia, triangulation 11.

Soii 7 ) pr, de la rnême manière on définit E(ù.

En utilisant le lemme 1, on obtient :

l lul,r l l l i :  t  [-.{r0,,(x))2. rtr
1 ( €  E ( p ) "  t i

'  
" '  

" 'à "'@ 

n'*{o'1)2' tnes(suPPÔ ;)

> 0 - tù"' t nte's(-stLP7t$;)
a.;  Ç.  E (-y)

:  Ct( l  -  t r . )2 .rne-s(E(7))
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Considérons la fonction :

,b, p > 0 --- rh(tt) :  mes(E(p,))

elle a les propriétés suivantes :
. ?b > 0 sur [1, -[ ,

o tl.t est décroissante sur [1, oo[,
.  V7 )p ,ona :

'b0)s-4ttu)"
\7  -  Lr ) "

avec C3 :  (CzDi=o l l /o ;1o1 ' t  lQ et  r :2" (L  - ; ) .
D'après Ie lemme 4, on déduit que r/(d) : 0 avec d: (2*rL C3$(0)2'("-1))+
doncVc€0 :

un(*) 3 Q#r Ctrhg)"-')+

< D(É tt/tt,)
/c=0

- 1

avec D : CT Cz.zr' 
'e-rr(mes(0))È 

Q-r);

la conclusion du théorème suit en observant qu'on peui similairement prouver une inégalité
opposée.
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Deuxième partie :
Tbaitement Numérique du Signal
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0. Introduction :

Dans cette partie, on se propose de résoudre un problème industriel, qui a été proposé par
la société Landis & Gyr.

La^ndis & Gyr est une entreprise spécialisee dans la conception du matériel électrique et a
comme principal client Electricité de Fbance.

Cette entreprise souhaitait pouvoir mesurer à I'aide d'une technique numérique les puis-

sances' les énergies actives et réactives consommées sur le réseau de distribution d'électricité
pax un client d'E.D.F.

A température ambia"nte et pour des formes d'onde courant-tension parfaites, la précision

sur la mesure de l'énergie doit être inférieure à 0,5 yo.

D'après les spécifications E.D.F relatives au comptage d'énergie :

- le signal issu du réseau peut comporter des fréquences harmoniques et
intermédiaires comprises entre 10 Hz et 600 Hz;

- Ie taux d'harmonique peut atteindre 40 To et 10 % du niveau du fondamental sur le
courant et la tension respectivement, ou 20 % sur chacune.

La principale difficulté qui se posait est que le signal électrique circulant sur le réseau
oscille rapidement; si I'on pouvait l'échantillonner à une fréquence élevée (par exemple à la
fréquence de Shanon), on aurait une bonne précision sur le calcul des grandeurs à mesurer
en utilisant simplement une méthode des rectangles, mais celle-ci aurait I'inconvénient
d'imposer une fréquence de travail rapide pour une application de comptage triphasé et
exigera donc le choix d'une unité de calcul performante si I'on voulait garder des pos-

sibilités de satisfaire d'éventuelles demandes de calculs complémentaires (Qualité de la
tension,etc,..).

On propose donc, une technique permettant de mesurer exactement ces grandeurs
physiques, sans être obligé d'échantillonner le signal à une fréquence rapide.
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l .Méthode de mesure dténergie :

lemme 1.I- :

Soit g une fonction périodique de classe Cp, p ) I de période T, alors pour tout rn
inférieur ou égal à p, il existe une constante C,n telle que:

Pour tout réel & non nul :

t./(e)Éffi
où f(rc) : + ïf e(t)exp(- izrs)dt.
Preuve:

Une intégration par parties nous donne :

a&) : riX#trtl "*p(#)13' + # I,' s' (t) expa#)dt

oG):ffin'frl.

Une récurrence immédiate montre que :

rT  t r t  f ,  : r t -I lo' roa,-Tix'ftÉry
Démonstration :

On écrit le dér'eloppement en série de Fourier de f :

*oo

f  (*)  :  f  f ( f r)exp(i  r"*1.
&=-,ro

o&): (h)-Pt-)1r)

et la constante de l'énoncé peut être prise égale à (#)""llg(-)ll,
avec l le(*)l l, : Ât l nQù@) | dx.

Tlréorèrne L.2 z

Soit / une fonction périodique de classe C* m ) 2 de période ?, si on lui applique
la formule des rectangles en rz points uniformement répartis sur [0,?],on a l'estimation
d'erreur:

(1 .1 )

(1 .2 )



traitement m

On pose:

E,U):i,D__,rr!]l- I,'f(x)dx (1 .3)

(1.4)

(1.5)

Ona :

I E"(exp(;Arfi)) - T si k non nul er n divise k

| ^8"(exp(;ZrS\ - 0 dans le cas contraire .

En  e f fe t  s i  k :0  on  a  E" (1 )  : 0 .

Si n ne divise pæ k ,

D'"*ot*): o
i:-t 

n

et par suite .8,,(exp(i2trfi)) : 0.

Par contre s'il existe I entier tel que le : nl , alors

' z t . ; t r n

I exp(i2 "f!r>f*n 
: t exp(i2rtj) : n.

J = l  j = l

On en déduit dans ce cas ,8,(.f) : ?. D'où, le développement en série de f converge

i@1".*p(;zof)d.x

too-r I i(t")
I : -æ,1#O

D'après le lemme pour tout réel È f 0, on 
" li(k) lS $.,  , -  r& l -  '

On en déduit que :

r\ l< ZTC* \-r l ',r / l>  n"  kr* ,

Comme la' série D,tr(fr) converge pour m.) 2, on a démontré le résrrltat énoncé.
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Remarque 1.3 :

Si on écrit

/ ( ' )  :

comme 
"i 

: ÎU) + Îeù, on déduir que :

Deuxième artie-traitement

too

ue du si

i . Iaicos'#{blsin'+

l } l . l

.s(r) :  Ëo," in2!r t  .
j = l

(1 .6 )

(1.7).n"ff) : 
" Dtl( tn) + Îe@l : rT. otn

l=1  l=1

Le signal électrique parcoura,nt le réseau d'EDF est de la forme :

On étudie le signal particulier suivant :

s(t) :  A"i^T*Bsin'#

et on cherche à calculer l'énergie Jd szçt1at,

2tr(m I lXr- t '
T

Ce signal électrique est une fonction rapidement oscillante, et on est lié à une contrainte,
à savoir la fréquence d'échantillonnage.

Soient ?' la période d'échantillonnage et It -- 
F t" constante d'échantillonnage.

On peut penser, dans un premier temps, à appliquer directement une technique classique
d'intégration numérique, (méthode des rectangles, trapèzes, Simpson), mais du fa.it que le
signal étudié est rapidement oscillant, ces méthodes donneraient une mauvaise approxima-
tion de l'énergie, car on ne peut avoir suffisamrnent d'échantillons sur une période.
Si on prend un échantillon tous les ?'et on Ie rarnène "par périodicité" sur [0.?], on
obtient une suite de points uniformément répartis sur cet intervalle, et on est conduit
ainsi à appliquer (d'une manière indirecte) la. méthode des rectangles avec une estimation
d'erreur fournie par (1.2), et ceci en remarquant que les méthodes des rectangles. trapèzes
et de Simpson coincident pour une fonction périodique.

f ( t ) :  t2 ( t )

A'  + B'  Lz 4i l  pz 4rmt:  
Z  

-Tcos l ; - -Tcos f -

*AB[cosry-cos

(1 .8 )

(1.e)

(1 .10)
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/o Deuxième partie-traitement numérique du signal

Supposons ? : I{T' , avec.I{ décimal. On écrit K en base 10 :

u
K:  Dn;10- t .  (1 .11)

i=0

Considérons r.r.r I'infimum des entiers positifs z tels que zK soit entier et posons N : wK.

Proposit ion 1.4 :

soit ci : irt(rnodr), ("i)tslsr est une suite de points distincts sur [0,?]

Preuve:

Supposons qu' i l  existe deux entiers ???1 trnzirnr ) mz €. {I,2,.. . . ,N} tels que:

t m t  :  l r n z .

On a donc :

mtT' : m2T' (modT),,

soit encore :

( * t - * r )T ' :ZT :Z I iT ' .

On a donc

N ) m,1 - rr1,2: ZK e N.

D'où nécessairement Z : w. Mais alors

t
r r t l : I r . z *u I { : n tZ *N>N

ce qui est impossible.

Proposi t ion 1.5 :

Soient
; T I

Q -  {x l l IS r  <  u r l ( } ,  V  :  { r : . -10  S  j  <u tK  - t }
'  - 1 1 )

a lo r s  on  aU :V .

Démonstration:

soit u un élément de U, il s'écrit alors u :.iT'(modT),
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tie-traitement

il existe deux entierc (,u avec u 1 u:I{ tels que wj : (tol{ t u + j : €K + u/u)
d'où z : €T + + et finalement : u - t qui appartient clairement à V.
On a montré que U C V, comme CardU - CardV, on conclut qtrc U : V.

Conclusion 1.6 :

Il y a deux points importants :

D E"U): 
"Dl:oo,r#o 

î(t").
2) prendre uK échantillons est équivalent à diviser T en wK parties.

Ce qui nous perrnet de conclure que :

d'après ce qui a été démontré en (1.2).

E-x(f)  :  T(o.x i  ctz-K + . . . . . . . . )

Si ̂ I{ est bien choisi c.a.d tel que :

(1.12)

wK > sup{y entiers I "o f 
0 dans le développement des2(t)} (1 .13)

alors -E-6("') : 0 et par suite il n'y a pas d'erreur mathématique commise si l'on remplace

Il r@)a* par #Dî:\ rur'\
D'aprés ce qui précède on a le résultat suivant:
Conclusion l-.7 :

Si (1.13) est vérifiée, alors on a

E-x(r) : #Ë,r#, - 
I,' r(x)dx

- r 
irr",l - l,' f(æ)d,xwIi 
*^

:#f'r'' 't- l,'r(x)d'r

1T tr uI{

|  -"2çt1dt: #L""Ur')J  o  a r t  
, : ,
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77 Deuxième partie-traitement mrmérique du signal

Remarque 1.8 :

Lorsqu'on est en présence d'un signal pourvu de plusieurs fréquences harmoniques la
méthode de ci-dessus reste valable.

En effet:

^9(t;: f o,"i"ry
j = l

fn

S'(t): I  Alsin2'+ *2ApAq\-sin T"r"Tj : 7  -  
p l c

ffr.

S,(t):aol2+Ër_a,1/2),o,ff+TAoAo(cosry_coSW,
i : i  

I  p<.1

1T l- l  u' l (

I s2 çt1at: " t D s" Ur, i ir)
J o i :o  j= l

avec r : #.

Preuve :

Considérons .E-1ç : T(a.x I azu,r( + .........) f 0, posons

sup{y entiers I on *0 dans le développement de S2(f )} :2m

Le problème posé ici ne diftre pas de celui qu'on aura avec un signal pourvu d'une
fréquence harmonique de rang rn.

si on choisit un .K tel que wli > 2m on a la valeur exacte d" /0" sz(t)dt.

Proposit ion 1.9 :

Soit S(t) un signal électrique pourvu de plusieurs fréquences harmoniques. Supposons que
tr.I( soit non supérieur à 2m, alors il existe / ) 1 tel que :

(  1 .15 )

W : {r entiersf a"rol( :  0 dans E-x}.

Cet ensemble est non vide, il suffit de consiclér-er un :r: tel clue rtuli ) 2m.
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Soit / - minW, / est le premier entier c tel que anoK: 0, on a alors Emx: 0, (, > 1)

t - r

{0 ,1 ,  2 , , . . . . . , twK - t }  :  U{ / f r  +  i /0  <k < ur l i  -  1}
d:0

(1 .17)

o n a :
l u I ( - l

I s'(#)=
t :u

l - l  u K - l  ,  û

f à 
t't# tir)

D'après ce qui précède

{#  + i r /0  < lc  1uK -  1} :  { iT  a i r (modT)1o < j  <wK - t }

Ce qui nous permet d' affirmer que:

uK -l  ,^rT u I( - l

t s'(+ * ir) : )-- s'(ir' + i,1
A 

.wr{ , 
7*

on obtient ûnalement (1.1b).

7E



79 Deuxième partie-traitement numérique du sisnal

2.Calcul des Coefficients de Fourier :

Le signal paxcourarrt une ligne électrique est de la forme:

t n ô

^g(r) :  Ia,  " int#.
i= t  

t

On étudie le signal particulier suivant:

s(r )  :  a" i r r ! *  Bs in  
2t rmt

TT

A: $/ot "(t). 
sinfrdt

On pose , gt(t) - s(t). sin zfi,

gr(t) : + - +,o"ff + BV.o"'# - f, *ry
EN(gr) :  ?Dl : . "0r ( /N) .

Si on choisit un K tel que N : uI{ } 2m, on obtient :

o N " , ^ '
o: *DsUT')sirL(#)

l = l

B - Il s(t).sin ryû.
On pose , g"(t) - s(f).sin ff,

s,(t) : ", - "r,o"ff+ f .o.'#- f .o.'#

et

i N

": #D-,ur')"inç2ff1
J : l

Plus généra.lement pour un signa.l S(t) pourvu de plusieurs fréquences harmoniqrres
,S(t; : D7, A1sinff
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80 Deuxième partie-traitement numérique du sisnal

Pour  tou t  f r  €  {1 ,2 , . . . . . , r n } ,  on  a  :

2 fr  2rkt  , .oo: i  Jo 
s(r).sin' fat

^9(t). sin ry - +Dî:rAi[cos ry- cos zffil
et on conclut que :

A*:#Ë s(ir')"i 'tT)
j=1

Méthode de calcul rapide :

Si on pose : C* : Dr[, S(jf')exp(-ikjff)
on a alors :

(7,,  /v Yz vN-t \  /  :g).  \
I u', I - { Yz v4 Y2N-2 I I s?ri) |
l : l : l l ' l ' l
\* /  \ , r-  v|*. . .  v, . , '*-r)  \ r , ,"_L)r,))

Posons pour,b variant de m * 1 à N - I : Cr,: DË, S]T')exp(-ikjff)

En complétant par des élements Cm+ttC,n*2,...rCrv-r, on obtient une matrice carrée

et donc on peut essayer d'utiliser les algorithmes "Transformée de fourier rapide" et ne
s'intéresser qutaux valeurs Ct, ..., C *.

On étudie le cas où N est un nombre Premier :

V f r  e  {1 ,  2 , , . . . . . , ,N  -  1 }  on  a  :

N - r
Cr  :  D  xnVnk

n = l

avec

Tlréorèrne 2.I z

Etant donné un nombre premier l/, il existe un entier g (appelé Ra,cine primitive modulo
N) tel que pour z prenant une fois et une seule les valeurs entre 0 et N - 2, n : g" rnodN
prenne toutes les valeurs possibles entre 1 et l/ - 1.

I*, :  S(rzT')
\ Y : exp(-if f)



(ir):(î",i ià(frfi1)
2 est racine primitive mod 5.

En posa^nt n: go modN et n : gomod N, la relation donnant les valeurs Cj devient :

N-2

Csu : D ro,Vs"*"
z:0

On reconnait la formule de la corrélation circulaire entre les suites de terme généra) xo,
et Vs

exemple: N:5

LmodS
2mod\
4mod\
3rnod\

On en déduit I'isomorphisme :

Ce qui nous pennit d'écrire :

La matrice, après permutation présente une allure circulante et la phase du calcul du pro-
duit d'une telle matrice avec le vecteur de composantes n(g") se transpose en un problème
particulier de calcul de produits de polynômes.

Le problème de calcul de la convolution cyclique de deux ensembles de N points
Qorct r r , . . . rdN- l  e t  go,  gr r . . . , ,gN_r  est  déf in i  par  le  produi t  :

(20  :

)2 ,  :

l;: =

1O 
-)  1

J1-+ 2

t3 li

(,;):(frri ù(fl#l)
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On peut vérifier que

produit polynômial

G(z).A(z) rnod(zN - t) ( * )

ou

G(z)  :g t  *  gr"+ . . .  +  gx-r rN-L

A(z)  :qo *  ax-rz+ . . .  +  o42N-t '

Un théorème de Winograd démontre que le nombre minimal de multiplications nécessaires
pour prograrnmer le produit (*) est 2N - & où k est le nombre de diviseurs de N (cf.

[win.1]).
Dans le cas de la transformée de Flourier,'Winograd a montré que le nombre de multiplica-
tions pouvait être ramené à 2N - d(nf - 1) - 3 où d(N - 1) designe le nombre de diviseurs
deN-1 (c f [V in .2 ] ) .
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83 Deuxième partie-traitement numérique du signal

3. Remarque Générale :

1o L'erreur de mesure est dûe à un grand nombre de causes d.istinctes, et il est naturel
d'admettre que ces causes d'erreur sont indépendantes entre elles.
D'autre part, si nous éliminons de nos considérations les erreurs systématiques qui agissent
dans un sens déterminé, pour ne retenir que les erreurs dûes au hasard, nous sommes
a,menés à considérer les erreurs courme des variables aléatoires centrées ( c'est à dire grosso
modo comme pouvant être aussi bien positives que négatives).
Nous soulmes ainsi conduits à penser que I'erreur de mesure est la soûlme d'un grald
nombre de variables aléatoires centrées dont aucune ntest sans doute prépondérente.
Ceci nous conduit à la conclusion suivante, Iterreur de mesure suit approximativement une
loi de Gauss.

2o On a proposé des algorithmes pour pouvoir faire une analyse fréquentielle de la tension
distribuee et du courant consommé; et on peut constater que, vu ltexpression de lterreur
fournie par (1.7), I'utilisation d'algorithmes non adaptés, peut générer des erreurs impor-
tantes, et ceci a été confirmé par l'étude expérimentale faite par Landis & Gyr (service des
développements exploratoires ).

Par ailleurs, l'étude des signaux non stationnaires, où apparaissent des évenements tran-
sitoires, que I'on ne pouvait prévoir nécessite des techniques différentes de I'analyse de
Fourier classique, car elle ne permet pa.s d'accéder aux caractéristiques évolutives jugées
pertinentes du signal. Une approche adéquate est la représentation temps-fréquence qui
permet de donner sens à une notion d'a^nalyse spectrale évolutive car elle prend en compte
une possible évolution temporelle du contenu fréquentiel du signal.
L'utilisation des Ondelettes peut s'avérer fondamentale pour une étude plus approfondie.
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ANNEXE

Caractérisation des transitions entre deux régimes stationnaires :

Soit le signal ^9(t) circulant dans une ligne éléctrique , on souhaite suivre l'état du réseau
sur une plage de temps de durée ?.

on dispose de N échantillons de .9(t) sur chaque plage de temps, à savoir :
S(tt),  S(tr),. . . . ,  S(tru) avec t i  :  i  #.

Une première approche est de faire une approximation discrète au sens des moindres carrés
de ̂ S(t) par une fonction s € E : {f /f (t): Dt=i, Cpe#1.
On sait que cette approximation existe et est unique, dans notre cas, ceci revient à tronquer
le signal entre -n et n.

Une deuxième approche est d'identifier le signal ^9(t) sous la forme suivante :

P

,s(t;: lc,"t-,,
l : l

On cherche à déterminer les fréquences composant le signal et les amplitudes correspon-
dantes .

La donnée de N - 2p échantillons nous perrnet de calculer c1 et u1.

P

S(nT'): t Crci(-Î'\ 'n
l= l

on pose :

xt :  CFi- tT '  e t  z l  -  e iutT '  ,

d'où :
p

S(nT ' ) :Dr tz î  |  pour  1<nSN
l= l

Supposons , dans un premier temps que les z1 sont connus , il suffit de résoudre le systéme
(3.3) pour 11n S p de type vander-Monde , pour calculer les p inconnues u r.

Les z1étant connus , on peut définir Ie polynôme p(z) suiva.nt :

P(z) : f I l : rQ -  r , ) :  D,?=o a;zP- i  âV€c d6 :  l
on pose u. :  S(nT' )

cons idé rons :  S r r :D l=o  akun_k  pou rp+1S  n12p

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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P P P P

S" : tdet æ1zl-k-r : t æ1zl-n-tl apTy-*
&:0 f=l l=1 &:0

d'où Vn e {p + L,...,2pI on a : DLo apun-s - Q.

et on obtient le systéme suirrant :

n :p *L r . . . . , , 2p .

ou encore :

-r t rn :  Dï: ,  akun-k

alup -f  a2up-r *  . . . .  *  anul
u2

up

aP

ap

+

+

+

+

uP

_,

r+a2

d2uzp

P+

+

d t u

2p- ld t u

-up*r
-uP+t

(3.4)
_u2p

Soit :

(  up  up- r  up-2  ur  \  /d r  
\  / "o* t \

I uo*, up*z up*s 
", | . l  ", l : - | uo+, 

I| .. ,t r--r . I
\rro-, uzp-z u2p-t up/ .oo/ \ uro )

La résolution de ce système fournit les coefficients ap.

Ce qui nous perrnet de déterminer les z1 et par suite la résolution du système (3.3) pour
le calcul des r;.

85



REFERENCES

[B*.] J. Baranger : Analyse numérique.

Hermann, (1991).

[Win.l] S. Winograd : On the computing the discrete trburier transform.

Mathematics of computation, vol 32, L4L, (1978), p. 175-199.

[Win.2] S. Winograd : On the multiplicative complexity of the discrete Fourier transform.

Adva^nces in Math., vol 32, (1979), p. 83-117.

86




