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INTRODUCTION GENERALE

Dans la premiere partie de ce travail, nous nous sommes proposés de compléter les résultats
de N. André et de M. Chipot sur I'unicité des solutions du probléme approché de I’équation

quasilinéaire elliptique suivante :

dans laquelle  désigne un ouvert borné de R", n > 1, a(z,u) est une fonction de

Carathéodory satisfaisant :

O<a<a(z,u)<pB, ppz€ef, YueR

avec a, # deux constantes positives, et f € LP(Q),p > 2.
Plus particuliérement, en dimension 2, on a réussi & prouver unicité de la solution avec une
hypotheése optimale sur les angles de la triangulation; par ailleurs on a étudié également,

en dimension quelconque, la régularité du probléme approché.

Dans la deuxiéme partie, on s’est intéressé a I’étude d’un probléme industriel proposé par
la société Landis & Gyr.

Ce probleme consiste & trouver une technique numérique pour mesurer I’énergie d’un signal
électrique, avec une erreur qui n'excéde pas 0,05 %; on a réussi & donner une méthode

permettant un calcul exact.



Notations

D’une maniére générale, on a utilisé les notations habituelles pour les espaces LP, les

espaces de Sobolev et leurs duaux, ainsi que pour les normes qui y sont définies.



Premiere partie :
Etude de la solution approchée
de problémes quasilinéaires



5 Ch1l-Introduction

CHAPITRE 1 :

Introduction :

Soit {} un ouvert borné de R", n > 1, de frontiere I'; considérons le probléme :

0 Ju
—5$—i(a(z, 'u)'a—:;:) = _f da.ns Q (11)
u € HY{(Q)

ou f € H™1(Q) et a(x,u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant :

O<a<a(z,u)< B, pp z€Q, Vue R (1.2)

avec « , f# deux constantes positives,

et

la(z,u) — a(z,v)| < C.Ju —v|Vu,v € R, pp z€Q (1.3)
pour un certain C > 0.

On peut approcher la solution de (1.1) en utilisant une méthode simple d’éléments finis :

une triangulation 7, est définie sur (2, i.e, ) est décomposé en une union de n-simplexes
T d’intérieurs deux & deux disjoints, et tel que, pour un n-simplexe donné T, chacune de

ses faces est soit face d’un autre simplexe, soit une partie de la frontiére T

On construit un analogue discret de (1.1), on suppose que € est un domaine polyhédral
de R™ i.e. sa frontiére I' est une union finie de (n — 1)-simplexes fermés.

Etant donné une triangulation 7, on lui associe ’espace défini ci-dessous :
Vi ={ue C°(9); u 7 est affine sur chaque T € 7, et u,r = 0}.

Soient K;, 1 < ¢ < N, les sommets intérieurs de la triangulation 7, et soient ¢, 1<t <N,

les fonctions de V! satisfaisant
(;5,'(1&’]-) = (5,'_7', 1< <N. (14)
les fonctions ¢; ,1 < i < N forment une base de Voh.

)



6 Chl-Introduction

Le probleme discret consiste & trouver une fonction u, € Vi telle que:
/ a(z,up)Vup.Vodz =< f,v > VYo € Vi (1.5)
Q

ou <, > est le produit de dualité entre H~1(Q2) et H ().

Soit un n-simplexe T de la triangulation 7, solent b,, 1 < r <n+1, ses sommets et soient

Ars 1 <1 <n+1, les coordonnées barycentriques d’un point z € T par rapport aux points
by
Au n-simplexe T, on associe les paramétres :

ht = diameétre(T) , o7 = max cos(V A, V) (1.6)

A AN, oA,

Vi, = 1<r< 1
Ar Oz’ Oz’ ’3:1:,1)’ Srsnt
et
V..V,
VA, VA,) = —orY2s
cos( ) VATV

ol . et |.| sont respectivement le produit scalaire euclidien et la norme euclidienne de R".

A la triangulation 73 , on associe les parameétres :

= = T
B A G &0
et or = le supremum des diamétres des spheres inscrites dans T (1.8)

On dit qu’une suite (74) de triangulations est une famille réguliére si et seulement si, quand

h — 0, il existe § indépendant de A tel que :

0<5§ming—T.

TET), hT
On suppose que :
0p, <0 Vh (1.9)
ou
op <0 Vh. (1.9)

On peut donner une interprétation géométrique pour n = 2 : cette condition sera satisfaite

s1 et seulement si tous les angles des triangles de 75, sont < 7

6



7 Chl-Introduction

Soit uy, la solution approchée, alors il est connu que ([A.C.2)

’lllil}) up =u (1.10)

dans Hg(Q)-fort, ol u est la solution de (1.1) et

h = ¢ .di T 1.11
max tam(T) (1.11)
Proposition 1.1:
On pose :
al} :/Qa(:z;,uh)VqS,-.Vqﬁjd:L' (1.12)

ol uy est la solution du probléme (1.5).
alors, si (1.9) est vérifiée, on a :

alt <0 pour t #3,1<4,<N

Vo (1.13)

Shia >0, 1<i<N.

Preuve :

Considérons un n-simplexe T' € 7, et soit ¢; une fonction de base alors :
-ou T C supp.¢;, ce qui implique que bi/r = Ar,
-ou T ¢ supp.¢;, dans ce cas ¢i/7 = 0;

Pour ¢ # j, le coefficient a;} est réduit & une somme finie d’intégrales de la forme

er=/ a(z,un)VA,.Vidz (1.14)
T

et les indices r et s sont toujours différents dans la somme .

Puisque les fonctions A, sont linéaires et satisfont 0 < )\, < L1<r<n+4+1l,ona:

Xrs S a(VA..VA)mes(T) <0 Vr #s.

Si la condition (1.9) est satisfaite, les inégalités (1.13) sont satisfaites .

en effet :

Za;‘j" = /(;a(w,uh)Vqé,-.Vdfdaf ou P = Zfl:l o

-1



8 Chl-Introduction

Soit :
m ={Ter /TNT # 0} (1.15)

alors

N

> et = / a(z,up)Vé;. Vipda

J=1 TII;
o si supp.¢; N 7L # § alors

¢i/T = /\r
et

¢/T =1 _Zln;l Al

avec by, bz, ..., by, les sommets de T appartenant également & T
par conséquent : V@;.Vip >0 car r ¢ {1,..,m}; il s’n suit que : Z;vzl a;} > 0.
o si supp.¢; N7 = 0 alors $ijrr =0

TN . N Up __
d'ou : 375, ait = 0.

Remarque et définition :

Dans le cas d’un probléme linéaire, si le probléme discret associé vérifie la propriété (1.13)
alors il est dit de type non négatif; on pourra donc dire que notre probléme non linéaire

est de type non négatif.
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CHAPITRE 2 :

Cas de la dimension 1 :

1. Approximation par éléments finis P, :

On se propose de montrer I'unicité du probleme approché en utilisant comme fonctions
tests les fonctions de base de V.

Dans cette partie on suppose que 2 = (0,1) et on considére une subdivision de §,

0=z <z1<....<zy<zN41 =1 (2.1)

Par ailleurs on pose
h =maz (z; — z;_1),1=1,2,...., N + 1. (2.2)
Dans ce cas

Vit = {u: Q — R, continue Q, u(0)=u(1)=0, u affine sur chaque (zi=1,2:)}

Il est clair que V" est un sous espace de H}() de dimension N .

L’unicité de la solution approchée en dimension un a été montrée dans [A.C.,].
On se propose de la montrer ici en n’utilisant comme fonctions tests que les fonctions de

base de Vi et on améliore également I’estimation de lintervalle sur lequel on a 'unicité.

Théoréme 2.1:

Soit up la solution du probléme (1.5); on suppose que f € LY(), a(z, u) est une fonction
de Carathéodory satisfaisant (1.2) et (1.3), alors :

e < I .
o

Preuve :

on a :
1 1
[ ate it i = | sode, vs e
0 0

soit ¢ = ¢;, 1 < < N alors, en la prenant comme fonction test, on obtient :

Tigy Tig1
/ a(z,up)u),.dida = / foidx

Ti-1 i1
d’ou :
u, ! u ! . ¢
/\i ui,h - /\i+1ui+],h, = .fiaz = 1a 27 7N

9



10 Ch2-dimension 1

avec

i Tigr
A= — 1 / a(z,u)de >, fi= / foids

Ti—Ti-1 Jg;_,

et
0
Yish = Unlz;_y,24)

ott u}, /[zi-1, ;] désigne la restriction de u} & [z;_;,z;].

Soit ¢g tel que u}_ , = |u}]o0 > 0, donc on a en particulier
u ! uw ! — £
Afolthloo = ’\io+1uio+1,h = fio-

e Si ugo_H,h < 0 alors on a |u}|eo < "{%

e Sinon, il existe 7o # 7o tel que wion <0
Supposons par exemple que jg > 4, soit la fonction test 3 = Ej"_l or.

’C=io
Ona:

Tja
AL fuh oo — AL uls = / fibda

Tig-1
d’ou :
o Ul
Iuhloo -
Corollaire 2.2:
Sous les hypothéses précédentes on a :
11l
T < M
lun(z)] < =

Preuve :
ona: |up(z)| < foz |u'p(2)]dt

ce qui fournit (2.4) grace a (2.3).

10



11 ' Ch2-dimension 1

Théoréme 2.3:

On suppose que f € L'(Q), a(z, u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant (1.2) et

(1.3).
Si
2
a
h< —n-r (2.5)
C. £l ,
alors il existe une unique solution de (1.5).
Preuve :
Soient u, , u2,, deux solutions du probléme (1.5),
on a :
1 ' 1
/ a(z,uy p)uy p.¢'de =/ a(z, ug p)uy .¢'dz Ve € V.
0 0
Les fonctions ¢;,1 <7 < N , forment une base de Voh.
Ona:
ZOR o Sl (26)
() = i i i— .
i Tll_-;l— sur [xi,:v,;+1].
On obtient donc pour tout ¢ =1,2,..,N :
1 ik ' '
—‘—/ a(z’ul,h)ul,h - a($’u2,h)“2,hd$
Tig1 — T Sy
1 o ' ' -
—_ a(z,urp)uy p — a(z,ug p)us pde = K (2.7)
T; —Ti—1 Ti-1 ’ '
ou K est une constante indépendante de :.
On suppose que I est différent de zéro, par exemple K > 0 .
Posons
Wk = Up,p — U} Wi = w;l/[z,._l,z,.]a (uin); = U;,h/(n_h“], 1<:<N+1
on a :
K=wivi+Li, 0<i<N (2.8)

11



12 Ch2-dimension 1

ou
R 1 I.‘+1
vi = ——/ a(z,uy p)dz , 0<i< N (2.9)
Tit1 — i Jyg,
et
1 ZTit1
L; = —/ [a(z,u1,n) — a(z,ug p)usy pdz , 0<i < N. (2.10)
Tit1 — T Jg; ’
D’autre part, on a aussi :
sur  [zg,2] wi(2) = wi(z — z0)
sur  [zN,TN+1] wa(z) = wy1(Z — TN41)-

Sur chaque [z, zi41] ot : wa(z) = wi,(z — 2,), pour un certain z, € [z, iy,

on va montrer que :

|L:] < Jwiqq]yi (2.11)

si h assez petit.
En effet, d’apres (1.3), (2.10) :

1 Tit1
L;| < Clw'].l(u) ;). —/ T — T.ldz
|Li| < |wz+1| |(“2,h),+1|$i+1 . | T

d’ou
|L:]| < C|w;+1|(:c,~+1 - zi)l(ulz,h)i+1|-

Ceci implique que

[l

L;| < Clw! |}
| ]< le+1|2, o

et

ILi] < aCluwly, |l

o

et finalement (2.11).

En particulier :
Wi +Lo=K>0,  |Lf<[lho = w]>0
Wy YN Ly =K >0, |Ly| < [wyg v = Wiy > 0.
Il existe donc z, €]ziy, Tig41{ C J21,2n[ / wi(2,) = 0.
Alors sur [Ty, Zig41] , on a wy(x) = w| (v — 2,) et

12



13

Ch2-dimension 1

d’apres (2.8) et (2.11), on déduit que w;, 41 > 0 ce qui implique:

wh(xio+1) > wh(:l,‘,'o) >0
on obtient une contradiction.

On peut donc affirmer que K = 0.
D’ou :
wl I
—1/ a(z,uy p)de = —Lg
xl - 2:0 To

et

[1£1lx

a2

lwa(z1)| < Ch |wr(z1)]

si (2.5) est vérifiée , on obtient une contradiction si wy(z;) # 0.

On conclut que wy(z;) = 0.

(2.12)

On prouve alors successivement que wy(z;) =0, i = 1,...., N , d’ott 'unicité.

13



14 Ch2-dimension 1

2. Approximation par éléments finis P, :

Dans cette partie on suppose également que 2 = (0, 1) et on considére une subdivision

de Q,

O=zo<z1<...<zny<zNng =1

et on pose
h=maz (z; —z;_1),i =1,2,...., N + 1.
On va considérer le cas ou :

Vit = {u : Q — R, continue sur , u(0)=u(1)=0, u est un polynéme de degré 2 sur chaque
(zi-1,2:)}
Vi est un sous espace vectoriel de H 1(Q) de dimension 2N + 1, on peut paramétrer une

fonction v par ses valeurs aux points {z;} ainsi que par ses valeurs aux milieux {z i+1 }

des segments [z, zj4+1]-
N N
v=) u(z)é;i(x)+ Y v(z;11)841(2)
j=1 J=0
les fonctions {¢>J-},{qz'>j + %} sont les fonctions de base associées a cette paramétrisation

on représente ci-dessous le graphe des deux familles de fonctions de base :

¢ les fonctions de base :{¢;}

1
0 l-l-l-l-l;lAl_.l 1

{ b —— 2 4 v T T - T hd B o T b T 4
X

Y

(

Les supports des fonctions de base sont de taille 2h ou h la paramétrisation est locale.

14



15 Ch2-dimension 1

Calculs préliminaires :

On considére ’ensemble des polynémes Py(#) de degré 2 définis sur [0,1].

On peut paramétrer un tel polynéme par les valeurs Pg(()), Py(1), 152(%)

po l% Pl

P0) | 1 0 0

Py(1) 0 1 0

Py(1) 0 0 1
(22 — 1)(z — 1) 43(1 — ) 222 — 1)

On a: Pj(&) = 4% — 3, P} (2) = 4 — 8%, P!(3) = 43 — 1.
2

IBy(@)] < 3, 1P4(8)] < 4, IPY(3)] < 3.

/0 (P3(#))*ds = /0 (42 — 3)%ds = %[(4@ - 35

1 3
=5 {1=(=3)}
_28_7

1273

| iz - | e —12as = e -1,

1 3
=518 -(=1)"}

7

37

1 1
N -1
/ (B (2))2ds = / (~82 -+ 4)7ds = —[(~8 + 4)°)
0 0

= {8 - (-}
16
L

1 1 1
/ Pi(#).P!(2)dz = / (4% — 3)(42 — 1)dz = / 163% — 163 + 3 di
0 0 0

= [?53 — 8%% + 32

Il

1
3a

15



16 Ch2-dimension 1

1 1
/ P|(2).P}(8)ds = / (43 — 1)(4 — 83)di
0 0
1
= / (3222 4 243 — 4)dz
0
32 .

= —?x:" + 122% — 43]}
8

3’

1 1
/ PL(3).Bl(3)ds = / (43 — 3)(4 — 83)di
0o 0

1
= / (—32%% 4 402 — 12)dz
0

= —33—2:53 +202% — 123)
__8
=3
On a alors :
bix) = R(*5E)  siz€lrjzin]
¢i(z) = P(Z=) siz €[z,
&
$i+3(z) = Py(F*) iz €faj,zi4].

On se propose d’étudier I'unicité du probléme approché (1.5), on impose les mémes hy-
pothéses que dans le cas de ’approximation par éléments finis P;, et on suppose de plus

que a(z,u) est lipchitzienne en z, i.e :
la(z,u) — a(y,u)| < K.Jz —y| Vz,y € Q, Yu € R. (2.13)
Notation :

Ak = fol a(zp + th, up(zr + th))(Pi(1))2dt
et

/\fj = fol a(zy + th,up(zi + tlz.))P{(t).Is]'-(t)(lt

16



17 Ch2-dimension 1

lemme 2.4 :

On suppose que, a(z, u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant (1.2), (1.3) et (2.13).
Si

a2

1 1
? <« —inf(=.1). 2.14
< 144mf(ﬂ’ )sztp(aK,CHf“*) 219
alors
l/\fjl > %
. f sto (2.15)
{|/\ii”)\§j - I)‘ijlz > =5 -
Preuve :

Pourz # jona:

1
Ab = / a(th + 2k, un(th + 1)) PI(t). Pl(t)dt
0

N = [ Tath + oy un(th + 20)) — s, w2 B BY)
+ a(zr, un(zr)) /0 P}(t).Pj(t)dt.

D’ol
/\fj = a(zr, un(zr))cij + v(h)
avec ) )
v(h) = fol [a(th + zk,un(th + zi)) — a(zk, uh(:z:k))]P,-’(t).P]f(t)dt
et
cij = [, PI(t).Pi(t)dt.
On a

lv(h)| < c/(; la(th + zg, un(th + z1)) — a(zi, up(xr))|dt

ott ¢ = |P!|oo.|Plloo < 12.
Or

la(th + zx, up(th + z)) — alzp, up(zi))| <
la(th + zi, un(th + z)) — a(th + xx, un(zi))| + la(th + zr, up(zr)) — a(zr, up(zi))|

avec
la(th + z g, up(zy)) — a(zp,up(zi))| < Kh
la(th + 2, up(th + z¢)) — a(th 4+ zp, up(zp))| < Clun(th + ) — up(zi )

17



18 Ch2-dimension 1

et

[L£1l«

o

1

th4+z,
ua(th + z5) — u(22)] < / iy (6)]dE < B3]z <

Tk

D’ou, puisque h < 1,
lv(h)] < C(C’Mlihli + Kh) <24 sup(K,C%).h%
oY «
Il vient alors :

51> aleij| = Ju(R)]

@
> 2 (i)
et si h est tel que :
o
h) < =
(A < 2
alors on aura :
E e
A1 = 5
Pour avoir (2.17), il suffit de prendre :
o2

1
h3

< Taa sup(aK, Cllf|l+)

¢ On pose :

kjyk k|2
4= I)‘z‘i”)‘jjl — A1

Il = la(zi, wn(@))ew + v1(h)],
A5 1= la(ze, un(zr))ejj + va(R)],
A5 = la(ze, un(zi))ei; + v(h)),

avec des notations évidentes pour v; et v5.

Ona:

hz.

(2.16).

(2.17)

IS5 = la® (2 wn(aa)eiics; + a(zi, un(@i) (civa(R) + ¢;jva(R)) + vi(R)va(R)]

> a(zk, un(zs))ciics; — alzk, un(zr))leive(h) + ¢jm ()] — |or(R)va(h)]

I/\fj ? = d* (x4, un(zi))e; + 2a(x i, un(zx))ciju(h) + 12 (h)

18
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D’ou :
Z > a*(zi, un(zr))eiicsj — ci;) — 6(h)
ou

0(h) = a(z, un(er)){lv1(h)lej; + va(R)leii + 2v(R)lles;|} + v2(h).

On remarque que pour ¢ # j :

4 1 48 ..
CiiCjj ——c?j =cooC11 — €5y = 579 T 9 pour (z,7) = (0,1)
716 64 48
= Co0Cy1 —cﬁ% = "33 79 = E‘POUI’ (¢,7) = (0, —)
716 64 8
=c11c%%—-cf% =é? T=79 pour(s, j) = (1, —)
D’ou
Z > iE—gg—ﬁ(h)
9
Or

6(h) < 168.sup(vy(Rh),va(h),v(h)) + v2(R)

< 384f.sup(K, C”f%)h%
d’apres (2.16).
st h est tel que :
0(R)| < 2_? (2.18)
alors on aura :
24a
7z >
-9

pour avoir (2.18), il suffit de prendre :

< 1443. sup(aIS, C||fll«)

Remarque :

Avec les mémes hypothéses que le lemme précédent, on a, pour h vérifiant (2.14):

Ao1 > 0, /\1%<0, )‘O%<0'

19
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Preuve :

ot = galzw, un(ex)) + 1 (h)

8

Aoy = —ga(xk,Uh(l‘k)) + v (h)
8

A1 = —ga(:z:k,uh(:zk)) + v3(h).

2

D’apres ces expressions, on voit facilement que, pour k suffisamment petit, on a bien les

signes de 1’énoncé.

Etudions I’Unicité du probléme approché (1.5) :

Théoréme 2.5 :

On suppose que f € H™1(Q), a(z,u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant (1.2),
(1.3) et (2.13), si h est suffisamment petit i.e.satisfait (2.14), alors il existe une unique
solution de (1.5).

Preuve :

Soient uy p , u2,, deux solutions du probléme (1.5),

on a:
1 1
/ a(z,un)uy p.4'dz = / a(z, uz,n)ufy ,.¢'dz V¢ € Vg
0 0
d’ou
1 1
X = / a(z,uy p)w),.¢'dz = / [a(z,u2,n) — alz, uy p)luh 4.¢'dz Yo € Vit
0 0
On en déduit

1
X <C. [ ol l16d
0

On va construire une fonction test telle que sur chaque intervalle [z j»Tjr1] ou ¢’ # 0 on

aura :

zj 41
/ a(z, uy p)wy.¢'de > v(|wy(aj)| + |‘wh(:c]-+%)| + [wn(zj41)]) (2.19)

i

20
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Soit ¢ la fonction test suivante :

1 st wp(z;)>0
#(z;) =
0 stnon
$(zjp1) = cj a déterminer
o si wp(z;) > 0 et wy(zj41) > 0 on choisit : ¢(.7:j+%) =1

e si wp(z;) < 0 et wy(zjp1) < 0 on choisit : $(zj41)=0

o si wi(z;) <0 et wi(zjp1) > 0 ousi wp(z;) > 0 et wy(zjy1) <0

alors :
¢(73j+§) =¢

ol ¢; est & déterminer, de telle maniére a avoir (2.19).

On aura donc ¢’ = 0 sur chaque intervalle [z;,z,4;] ot wr(z;)wp(zj41) > 0.

D’ou :
it Y
X = E / a(x, uy p)wy.¢' dz
~ S
7 7

ou la somme est prise sur les j tels que wp(z;).wy(z;41) <0

Sur un tel intervalle : par.le changement de variable t = %4 on peut travailler sur [0, 1]

avec ’hypothése :
Wx(0).04(1) <0

ol Wx(t) = wir(z; + th) pour ¢ € [0,1]. On pose : ¢(t) = ¢(z, + th).
Supposons par exemple que :
’lI)h(O) >0 s 'lf)h(l) <0

Il y trois cas :

(i) premier cas :
1
’l‘lv)h(s) < 0.
d’ou :

40 =1, $(1)=0, et &(%):c

ou ¢ est a déterminer.
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On a alors :
Wa(t) = walz;) Po(t) + wh($j+§)13§(t) + wi(zj+1) 1 (2)
et

$(t) = Py(t) + c.Py(t)
on choisit c tel que :
A=ﬂqwﬁmMmanﬁgmﬁ>o
B=ﬂn@)@ﬁX%ﬁﬂngMﬁ<0
.D=ﬂa@)ﬂ@%%@+mﬁ¥Mﬁ<0

On a ainsi :
Hit 1o
[ atwmawhedde = Allon(e)] + 1Bllws(zs )l + (Clloaaen)
Sachant que :
Po(2) + Py(d) + Bi(3) =1

et par conséquent :

~ ~

o(#) + Py(2) + P{(8) = 0
on déduit alors :

/\0%-{—)\%%4-/\1% =0 [E—Z]

Moo+ Ao+ A0 =0 [E-1]
(E)
Aor+ A +An =0 [E-3

et on cherche c telle que :

/\0%+C)\%%<0 [S—-Q]

/\00 + C/\O% > 0 [S - 1]
(S)
ot +chy <0 [S—3].

Or
[S—l]<:=>c/\o%>—/\00, <:>c<ff%‘l-,
I’\oll
[S—Z]@C'x\l1|<—/\ol, <—_—->C<|,\_2—I',
22 2 .l..;.
[S—3]<=>c|/\1%|>|/\01|, <=>c>%°ﬁ.
2

SV}
S}
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Finalement, on choisit ¢ tel que :

Ao A

D)
< ¢ < min( [Aool
|/\11|
2

I’ I/\0§|

va—‘

)

|y
2

Nl

ou encore :
]/\01' <ec I’\O%I
RYEY Az1l

EYSE! oo
car F\_.;ij < I ’\o%l.
Par ailleurs montrons que :

|/\01| < |A0%l
RFEY I VE Y

en effet :

[E-3 = DPal+Pul=kyl = H= sy
ail o 220)
B-2 = Dyl+Bul=hyl = h-1-gh
et comme |/\1%|2 < |/\11||/\;2_%|, alors ¢ existe.
On prend :
_ 1, ol IAO%I)
27 Al Pagl”
On a alors :
A = [Ago| — c|Ap1]
| Aga
= Ao l( —c
H gyl ~7
[Ao1l e
A> |/\01 (—% Doe] ), d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz
11
22
Zl|/\ [A11] |)‘1%|)
2 gl Paal
2 22
Al Aea] = |21 ]?
lef\oll(l nllAral = A
2772 RYRRIRERY
2 22

donc A > C*¢ (voir (2.15)).
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el
gl
Lo Pulldgsl = Ayl
1 23 2
|B = 2|/\12‘%|( AreliAgyd )
2 22
donc |B| > C*e.
D] = —[Xor] + Ay
| Ao1 ]
=]\ .1_| - T
| 12( l)‘1%| )
A )‘__ — X 1 2
W
9 2 l/\llll/\lll
3 33
donc |D| > C*.

(ii) deuxiéme cas :
.1
wh(§) >0
d’ou :
7 ~ ~ 1
$(0) =1, ¢(1)=0. ¢(3)=c
ou ¢ est a déterminer.

On choisit ¢ tel que :

A= [ a(, )PP + c.ﬁg3 (t))dt > 0
B' = [la(, .)13% () (Pi(t) + c.P'% (#))dt > 0
D' = [ a(., )Pl)(Py(t) + c.P’%(t))dt <0

soit encore c¢ tel que :

)\0% +C/\%% >0 [S' — 2]

/\00+C/\0% >0 [S'-1]
(S")
)\01 +C)\1% <0 [S’—?)]

[S'— 1] &= ehgr > Ao, <= c < ool
2 P‘O%'
ALt
[$' - 2] = i1l > =Agr, =c> By

24
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"= 3] = eyl > Paal, &= e> Rul,
2

et on choisit ¢ tel que :

Por| IA 01| [Aoo]

2

( <) c< .
[Ar1] I/\;;I Aoy

On prend :
c= = I’\O%I I/\ool)
27 [Azel Aoyl

D’une maniére analogue au cas (i) on a :

A" = Aol — clgy |

l/\00|
=|A 1 —-c
1 I/\ool I’\O-l—l
>_ _ 2
_2|)‘0%|(IA1| |)\1.1_|)

Aoo||A — A1 l?
—l/\oll(l ool[A11]— |Ao1] )
2772 l’\oln/\ll

2

v

donc A’ > C'te.

|B'| = =|Ag1| + clAz1]
l)‘oél
_lA%%K_IALLI C)
22

[Aool[Ars] - |)‘0%|2)
RYTHIEEEY

donc |B'| > C'e.
D'l = =Xo1| +c|A 4

= |A1|(— +¢)
p‘o%l
Zl)‘l%l(—l/\lll-l—c)
237
g PelPys = oy
' Moy A1zl
2 22

donc |D'| > C'e.
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(iii) troisiéme cas :
1
tbh(—z—) =0
d’ot :
~ ~ ~.1
$(0) =1, ¢(1) =0, ¢(§) =c
ou ¢ est a déterminer. On choisit ¢ tel que :
= [ a(., )PPt + c.ﬁ'% (t))dt > 0
= f; ale, )PLOPo() + e P ()t = 0
jo )P (BL(E) + . P (t))dt <0

soit encore c¢ tel que :

)\0%—{—6/\%%:0 [5”—2]

' Aoo + C)\O% >0 [97-1]
{
Aot +err <0 [S” 3.

[S” - 1] & cAgr > —Ago, > c< %,(\_OZ'II
” IA %l
[S” = 2] = c[A11] = —Ayg, = |,\:%|’

[S” — 3] <= Azl > Aal, <= c> Iii\L;LI
1
D’une maniére analogue au cas (i) on a, d’autre part :

A” = [Aoo| = €[Aq1]
_ DoollAgsl = 1Aosf?

[AonllAssl
donc A” > Cte.
D7 = —[Xor| + clA1 4]
I/\Oll "
=\ (=

I 1—;—|( I/\I%I +C)
i I(._|A01| [ A1l
— R
2 22

PuallALal - |/\1%|2)
|ArifAssl

= I/\1%|(

26
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d’apres (3.8), donc |[D”| > C'e.

D’autre part dans les trois cas on a :

D’aprés les calculs effectués on déduit que, pour des constantes v, u

strictement positives :

Zj+1
v <X <u s [ s
J J J

avec
sj = |wp(z;)] + |u’h(xj+%)| + {wa(zj41)]-
Puisque :
[ i aldn < o bt < e
z; ' ' «
on obtient :

Al ;3
s; < CeLip3 8.
Z J = o Z J
j j
conclusion :

pour h suffisamment petit, on aurait une contradiction, donc wj, > 0 et changeant les réles

de uj, et vy, on obtient wy = 0, d’ou 'unicité.

[™]
-1
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UNIQUENESS FOR THE APPROXIMATE SOLUTION OF

A CLASS OF QUASILINEAR ELLIPTIC EQUATIONS

M. Amrani & M. Chipot
Centre d’Analyse Non Linéaire
Université de Metz, URA CNRS 399
Ile du Saulcy, 57045 METZ Cedex 01
(FRANCE)

Abstract : We present a new technique to prove uniqueness for the approximate
solution of some class of elliptic problems when the mesh size approaches 0 and when
some angles of the triangulation of the domain are allowed to exceed Z-

Key words : Approximation, quasilinear elliptic equations, finite elements.
AMS Subject Classification : 35JXX, 65N30 .

Abbreviated title : Uniqueness for Approximate Solution.

1. Introduction

Let Q be a polyhedral bounded open subset of R®,n > 1. Assume that a(z,u) is a
Carathéodory function satisfying

O<a<a(z,u) <P ae. z€Q, YueR (1.1)

where a, f are two positive constants. For f € H~!(), by application of the Schauder
fixed point theorem (see for instance [C.M.}), it is easy to show that there exists u solution
to the problem

a Ju )
—%(G(IB,U)%) =f i Q, (1.2)
w € HA(Q).

We use here the summation convention and we refer to [G.T.] or [K.S.] for the definition
of the Sobolev spaces used throughout the paper.
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29 Ch3-dimension 2

Moreover, when a is Lipschitz continuous in u then the weak solution to (1.2) is
unique. More precisely we have :

THEOREM 1.1 : Assume that for some positive constant C one has

la(z,u) — a(z,v)| < Clu —v|] Vu, v €R, ae. z€Q (1.3)

then the problem (1.2) has a unique solution.

We refer to [A.C.;], [T.] or [G.T.] for a proof. Note that some extensions of this
theorem in terms of the modulus of continuity of a are possible (see [C.M.], [A.C.4], [B.K.S.],
[C.C.], [M.]) and in the case where (1.3) fails then uniqueness might fail as well (see [A.C.;]).

In this paper we would like to address the question of uniqueness for the approximate
solution of (1.2). Let us denote by V{* a finite dimensional subspace of H2(Q). Then,
under the above assumptions we can introduce u, solution to

Jo a(z,up)Vuy - Vv dz =< f,v > Yo € Vi,
(1.4)
up € Vg

where <, > denotes the duality bracket between H~(Q) and H}(2). We have :

THEOREM 1.2 : If f € H~Y() and if a is a Carathéodory function satisfying (1.1),
(1.3), then, there exists a solution uy, to (1.4). Moreover, if

Vv € H}(Q),Jvp € V! such that v, — vin Hi(Q) when h — 0 (1.5)
then we have :
’}in}) Up = u (1.6)

in H}(Q)-strong,.

Proof : The existence part is a straight application of the Brower fixed point theorem.
We refer the reader to [A.C.,] for details and a proof of the convergence of u; toward u.

Even though the limit problem has a unique solution it has been established in [A.C.q]
that the corresponding approximation (1.4) might fail to have a unique solution. However,
if one allows the mesh size h to be small enough then uniqueness holds again. We will
restrict here to the case of Pj-Lagrange finite elements in dimension 2 refering the reader
to [Am], [A.] for complements and other finite element methods. Let us first precise the
framework of our results.

Let 2 be a polygonal domain of R? with boundary I'. We denote by 7, a regular
triangulation of {2 (see for instance [C.]). Recall that the mesh size h is given by

h = max hy (1.7)

Ker,
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where hg denotes the diameter of the triangle K.

We denote by V" the finite dimensional subspace of H} (2) defined by
Vot ={v: Q@ — R, continuous, v =0 on T, v|g € Py VK € 14} (1.8)

where P; denotes the space of polynomials of degree 1, v|x the restriction of v to K.

If h is small enough and if all the angles 6 of the triangles of the triangulation of
are such that

0<é<b<-

le>1

iy (1.9)

then it has been shown in [A.C.,] that uniqueness holds for the solution to (1.4) correspond-
ing to Vy* given by (1. 8). The goal of this note is to improve the latter assumption and to
allow in particular some of the angles to exceed 7. Thus, we will need a slightly stronger
assumption than 7, to be regular in the sense that we will only allow in 75, triangles with
angles 6 satisfying

0<61<9§g—62 (1.10)

or

t\n|>l

where 6y, 6,2, 63 are positive constants that will be precised latter on.
Under these conditions we will prove

THEOREM 1.3 : Assume that f € H7}(Q), a is a Carathéodory function satisfying
(1.1), (1.3) and that (1. 10) or (1.11) holds for any angle of any triangle in 7,. Moreover
assume that

4 a s a sin é;
- = —_— 1.
B{ 3 1} tanés < 5 tandy ﬁ{61 1}tané; < b (1.12)
and ) )
5 —2)Btan &3)[EBM + ZBtané
[( 61 )IB . n 3][ 6, 'B o1 'B n 3] < 2 tan 62 (113)
[a8nh — (£ - 1)Btan &) 4

where M = max(m,cot 61). Then, if h is small enough the approximated problem
(1.4) has a unique solution.

Our assumptions allow to have in 7), triangles with angles between § and Z 7 —6asin
[A.C.2] but also, provided the triangulation is regular, to have triangles with angles equal
to 3 which was excluded in [A.C.;]. Indeed in this latter case §3 = 0 and if the angles 6 of
a stra.ight triangle satisfy § > é they also satisfy, except for the straight angle,

0< -6

l\.J|>-4



31 Ch3-dimension 2

so that (1.10) holds. Of course to allow straight angles is very important for the applica-
tions since many triangulations are generated by the splitting of squares. These kind of
triangulation is thus in the framework of our results. Is also suitable, by ( 1.12), (1.13) any
triangulation obtained by the splitting of parallelograms provided that their largest angles
are not to far away from I (note that for é;, 8, fixed (1.12), (1.13) hold provided &5 is
taken small enough).

2. Preliminary lemmas

Let T be a triangle with vertices labelled by 1, 2, 3. Let 6; be the inside angle of T
at ¢ and I; the lengh of the side of T opposite to . We denote by ); the affine function of
T such that

A7) = 6i; Vi3 =1,2,3. (2.1)
Then :

LEMMA 2.1 : Under the above assumptions we have

cosb,
VA2 Vo = - (2.2)
V] = — (23)
2= sin91|l3|' '
Proof : Easy. See also for instance [A.C.,].
]
We will label the nodes of the triangulation by roman letters 7, 7, k,.... A basis of

V4t is given by the shape functions i defined as the unique functions of Vj* such that

i) =6 Vi#j. (2.4)

LEMMA 2.2 : Let T be a triangle having one of his angles 8 satisfying (1.11). Let z, 5
be the vertices of T opposite to the angle §. Then for any function u

0< / a(z,u)Ve; - Vi, dr < gtan 63 (2.5)
T <

Proof : Denote by ;, I; the lengths of the sides of T opposite to 1, 7 respectively. Then
due to (2.2) one has
cos §

Sin2 e l,‘lj

V-V, = - on T.
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Hence
: cos § cos @
0< ,uWo; - Ve dr = —a(z, u)—m—— < ————36|T
- /T:a(:c WV $i 0% /T ale u)sin29 lil; ! sin® @ l,-ljﬂ| |

where |T'| denotes the measure of T. Since |T| = L sin6 I;I; we obtain

B B B
— Lo = .
2tanf — 2tan(F +463) 2 an &3

0< / a(z,u)Ve;-Vej dr <
T

Next we have

LEMMA 2.3 : Let T be a triangle having one of his angles 8 satisfying (1.10). Let 7, j
be the vertices of T opposite to the angle §. Then for any function u

%tanég < —/ a(z,u)Vep; - Ve; da < i
T

(2.6)

~ 2tané;

Proof : With the same notation than in the preceding lemma and due to (2.2) one has

cosd cos 8 cos @
——alT| < — ,u)Vop; - V. dr = U ) —e——— < ——B|T.
sin? 8 l,-ljaI < /Ta(w u)Vee ¥iaT /Ta(:r u)sin29 lil; * sin’ 6 liljﬂl |
Hence
o
< — Ve, Vo dr < ]
2tanf — /Ta(:c,u) v P30 = otand

Then (2.6) follows by (1.10).
|

LEMMA 2.4 : Let 7, j be two nodes of 7, on the same triangle. Assume that the angles
of 7, satisfy (1.10) or (1.11) with

tanéz < %tanﬁg. (2.7)
Then if
/ a(z,u)Ve,; - Ve; dz >0 (2.8)
Q
one has
Vi -Vep; > 0. (2.9)

Moreover, the two angles of the support of ¢; - ¢»; opposite to the segment 2 are exeeding
3, 1.e. satisfy (1.11).

Proof : The support of ¢; - ¢} or Vi, - Voo; is composed of two triangles (see figure 1) :
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figure 1

So, by (2.8), on one of the triangles -say T- one has necessarilly
V- Vp; >0.
Let us assume that Vi, - Vp; < 0 on the other ones, then by (2.2) one has
cosd <0 on T , cos§ >0 on T

l.e. 0 satisfies (1.11), 0’ satisfies (1.10). Then applying lemmas 2.2, 2.3 one deduces

't

/ a(z,u)Ve; - Vo; dz = / a(z,u)Ve; - Vo, dr —i—/ a(z,u)Ve; - Vo; dz
Q T

< gtanég — %tanég <0

which contradicts (2.8). This completes the proof of this lemma.
|

We say that j is a neighbour of ¢ if ¢, belong to the same triangle. If N denotes
the number of neighbours of i and if all the triangles of the triangulation have angles that
satisfy (1.10) then one has

Né§ < 27. (2.10)

In the following lemma, for any function u we consider expressions of the form

Z /Qa(a:,u)Vc,o,--chj da (2.11)

J€S()
where j is running on a subset S(2) of neighbours of .

We have :

LEMMA 2.5 : Assume that the angles of 75, satisfy (1.10) or (1.11) with

ﬂ{46—7lr —1}tanéd; < g—tan &s. (2.12)

33



34 Ch3-dimension 2

Then if

Z / a(z,u)Ve; - Ve; dz >0 (2.13)
jes) 79

each term of the above sum is nonnegative. If (2.13) fails then

Z / a(z,u)Ve; - Vo; dr < —% tan &,. (2.14)
jesi '

Proof : First remark that if (2.12) holds then by (2.10) one has
4w a
,3(2N - 1)tan53 S ﬁ{é.— - 1} tan63 < 5 tan62. (215)
1

Next, if (2.13) fails then one term of the sum at least is negative. This means that for one
7 at least one has
Vi -Vp; <0

on one of the triangles of the support of Vi; - Vo j- If one bounds from above all the
other integrals of the sum as if they were positive and as if S(¢) had a maximum number
of elements which is N we obtain by lemmas 2.2, 2.3

Z / a(z,u)Ve; - Vo; dz < -2 tan 6, + éta,n63 + (N — 1)2é tan 63
jesey e 2 2 2

o B
=-3 tan bz + (2N — 1)5 tan é3

< —%tanéz + %tan&g <0 (2.16)

(we used (2.15)). This of course contradicts (2.13). In the case where (2.13) fails then
(2.14) follows from (2.16).
|

Remark 2.1 : Note that .if (2.12) holds, then (2.7) holds as well, see (2.15).
If i is a node of the triangulation inside Q2 we denote by D; the open set defined by
D; ={z € Q| pi(z) >0} (2.17)
1.; D; is the cell built by the triangles surrounding i.
We have:

LEMMA 2.6 : Let i be a node of the triangulation. Let us denote by Hps the lengh of
the largest side of the triangles of D; and by H,, the lengh of the smallest one. Qne has

Hm < HIVI < ( )ﬁ-'-%Hm (218)

sin é;
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Proof : The first inequality is clear. For the second one first note that in a triangle of 7,
if one denotes by A, B, C the angles and by a, b, ¢ the lenghs of the sides opposite to these
angles, then one has

absinC = acsin B. (2.19)

Moreover, due to (1.10), each of the angles of the triangle satisfies
6 <A,B,C

and (2.19) implies

bsind; < bsinC =csinB <e¢. (2.20)
If the smallest and the largest side of the triangles of D; are in the same triangle then
(2.18) follows directly from (2.20). Else one has

1

sin é;

Hy < Hy (2.21)

where Hy denotes a side of a neighbouring triangle to the one where the largest side

belongs. Applying repeatedly (2.21) turning around : in the most favorable sense we
arrive to
' 1 )N;l g

Hu < (sm o

where NV denotes the number of neighbours of ¢. Then (2.18) follows by (2.10).

3. Proof of Theorem 1.3

Let w;n, ¢ = 1,2 be two solutions to (1.4). By subtraction one gets
/ a(z,uy ,)V(uyn —ugp) - Vo do
Q
= / (a(z,uz2.n) — a(z,u1,p))Vus pVo do Yo € Voh. (3.1)
Q

Setting
Wy = UL p — U2p (3.2)

and using (1.3) we obtain

/ a(z,uy p)Vwy - Vo dz < C/ [wi||Vuz ]|Vo| dz Vo € V3t (3.3)
Q Q
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36 Ch3-dimension 2

Consider next the function v of V{* defined by

1if wp(z) > 0,
v(t) = (3.4)
0 else.
One has
/ a(z,uy p)Vwy - Vo dz = th(z)/ a(z,u; p)Ve; - Vo dz (3.5)
Q l D,'

where the summation is extended to all the inside nodes in Q. For the right hand side of

(3.3) one has
¢ [ lonliVuzall 7o dr = ¢ [ 1 el allvel de
Q Q 5

<Y foa(i)| € / Vg 1 |[Vo| dz (3.6)
i Di

Let us first show :

LEMMA 3.1 : There exists a constant e(h), independent on 1, converging toward 0 when
h — 0 and such that

c/ Vs 1| Vo] d < e(h). (3.7)
D;

Proof : Due to the definition of v one has -see (2.3) and lemma 2.6 for the notation-

1
< — ;- .
[Vu| < e g, o D; (3.8)

Hence
1

S5 Hy I, [Vug »| dz. (3.9)

/ [Vug 1 ||Vo] dx <
D;

We know that uy » converges toward u the solution to (1.2) when h — 0. So,
/ [Vug p| dz S/ |Vus p — ul dx +/ |Vul| dz
D; D; D;
SIDIH([ (Vung— o b4 ([ val dty G0
D; D;

we used Cauchy-Schwarz Inequality. Combining (2.18), (3.9), (3.10) we deduce that for
some constant I\ independent on ¢

C/ IVug 1 ||Vo] da < K{(/ |Vug p — ul? de)? + (/ |Vul? (]’c)%} = e(h)
D; Q D;
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37 Ch3-dimension 2

(see (1.6)). This gives (3.7).

|
Set
I = {i |wa(i) >0} , I~ ={i|w()<0}, (3.11)
S*T(i) ={j | j is a neighbour of ¢ , wy(j) > 0}, (3.12)
S7(¢) ={j | j is a neighbour of i , w4(j) < 0}. (3.13)

If 2 € It one has

v=1— Z w; on D;
J€S=(3)

(indeed the two above functions coincide on the nodes of D;, see (3.4)). Thus, in this case

/ a(z,uy n)Ve;- Vo dz = — }:
D;

/ a(zx,uyz)Vei- Vo, dz. (3.14)
j€s= ()7 P

In the case where ¢ € I~ one has

v = }E: @j on IL

JESH(3)

and thus

/ a(z,u1,4)Ve; - Vv dz = Z /
D;

a{z,u;n)Vei- Ve; dz. (3.15)
jes+@) Y D

Combining the analysis above, we have arrived to the inequality

Yowa@{ Y —/D.a(x,ul,h)Vt,o,--chj dz}

iel+ JES—(7)
+ 2w (Y [ awun)Vei Ve, do)
iel- jes+) Y D

<e(h) D fwa()] (3.16)

iel-ul+
Our strategy will be the following : assume that we can write the above inequality (see
(3.7)) as
¢ lwa(i)] < e(h) D wa(i)] (3.17)

where the summation is extended to the same set of indices on the left or the right, ¢ > 0
being some constant. If the set of the above indices contains a 7 such that wp(2) # 0 then
we arrive to a contradiction provided that A is small enough. So, in the sequel, we are
going to try to establish (3.17).
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38 Ch3-dimension 2

For that, consider first a i € I't i.e. such that wp(i) > 0. Several cases could occur.

Case 1 : wi(j) > 0 for any neighbour j of i. In this case, (see (3.4)), Vv = 0 in D; and
the coefficients of wy(7) are vanishing on both sides of (3.16).

Case 2 : There exists a ﬁeighbou'rj of © such that wy(j) <0, and

Z / a(z,uy 1)V, - Vo; dz < 0. (3.18)
JES- ()T

Then in this case -by lemma 2.5-

Z —/ a(z,u1,8)Ve; - Vo, dz > %tan&z =c (3.19)

jes-@ P

which will leads to (3.17)

The delicate case is when

Case 3 : There ezists a neighbour j of i such that wi(7) <0 and

Z / a(z,u1,4)Ve; - Vo, dz > 0. (3.20)

ji€s-( 7 D

In other words the coefficent in front of ws(:) in the first term of the left hand side of
(3.16) is nonpositive. The idea is then to transfer this term on the other side of (3.16)
noticing that the coefficient in front of wy(¢) is small when &5 is.

Similarly, if ¢ € I~ i.e. wp(z) < 0 several cases could occur.

Case 1 : wp(j) < 0 for any neighbour j of i. In this case, (see (3.4)), Vv = 0 in D; and
the coefficients of wy(z) are vanishing on both sides of (3.16) (see (3.6)).

Case 2 : There ezists a neighbour j of i such that wp(7) >0, and

Z / a(z,uy,n)Ve; - Vo; dz < 0. (3.21)
jes+) D

Then in this case -by lemma 2.5-

Z / a(z,u1,,)Ve; Vo, dr < —% tan ds = —c (3.22)
jes+(i) YD

which will leads to (3.17)

The last case is when
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39 Ch3-dimension 2

Case 3 : There ezists a neighbour j of 1 such that wp(j) > 0 and

Z / a(z,uy,n)Ve; - Vp; dz > 0. (3.23)
jes*()” Di

In other words the coefficent in front of —wp(i) > 0 in the first term of the left hand side
of (3.16) is nonpositive. We will also transfer this term on the other side of (3.16). Let us
cary this out.

Let us denote by I} (respectively I;") the set of i € I'* (respectively I ~) corresponding
to case 2 1.e.

If={ieI*| (318) holds} , Iy ={ieI~| (3.21) holds }. (3.24)
and by I (respectively I; )the set of z € It (respectively I™) corresponding to case 3 i.e.

If={ielI*| (320)holds } , I; ={ie ™| (3.23) holds }. (3.25)

Let us now show :

LEMMA 3.2 : Let i1 € I] (resp. I;). Consider j a neighbour of i such that wp(7) <0
(resp. wa(j) > 0). Then the situation is described by the figure 2 below. The two angles
opposite to the segment ij are greater or equal to %, I,m € I (resp. I;), and j € Iy
(resp. I}).

Proof : Consider ¢ € I (resp. I;). Due to lemma 2.5, we know that each terms of
the sum (3.20) (resp. (3.23)) are nonnegative. Thus, by lemma 2.4, for such a term the
situation is described by the figure 2 i.e. the two opposite angles to the segment 2j are
greater or equal to 7. '

I (w()>0)

(w(i)>0) i I (w(j)=0)

M (w(m)>0)

figure 2 (we replaced w), by w)
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40 Ch3-dimension 2

Moreover, (see figure 2), we claim that the points {,m are such that wy (1), wr(m) >0
(resp. wi(l), wi(m) < 0) and their coefficients in the left hand side of (3.6) are like in
case 2 i.e. I, m € If (resp. I, m € I). Indeed, due to (2.2), we have

/ a(z,ulyh)Vgoi . VL,D[ dz < 0. (326)

If wh(l) < 0 (resp. wi(l) > 0) this contradicts (3.20) (resp. (3.23)), due to (2.9), (2.13).
Thus w (1) > 0 (resp. wi(l) < 0). If now

> / a(z,uy 1)V - Vi dz > 0, (3.27)
kes- (1)’ P
(resp.
Z / a(z,uy 1)V - Vi daz > 0) (3.27")
res+@ YD

then again (2.9), (2.13) would imply a contradiction to (3.26) written for j in place of i.
Thus, ! -and m by the same arguments- are points in L} (resp. I;). One has j € I, (resp.
I}) since j € I; (resp. I}) would imply ! € I; (vesp. If). This completes the proof of
the lemma.

]

Now, if i € I (resp. I;) by (2.5), it is clear that if N denotes the number of
neighbours of 7

0< Z / a(z,uy,n)Vei - Vo, dz < (N — 2)ftan bs.
jes—@) YD
(resp

0< Z / a(t,uy,8)Vei- Vo, dz < (N - 2)Btan &3).
jest(@) i

(Note that I,m & S—(), (resp. I,m & S*(7))). Hence,

2r
0< Z / a(z,u1 p)Vei- Vo, de < (6_ — 2)fBtan &3 (3.28)
jes— (i)Y D 1
(resp. '
27
0< Z / a(z,u1,,)Ve; - Vo; dz < (— — 2)B tan &3). (3.28")
jes+() Y D ' R

At this stage, if we summarize (3.16), (3.19), (3.22) and (3.28) and if we transfer to
the right the terms of the left hand side of (3.16) for which i € If and i € I; we end up
with

e 3 |w,,,(1:)|ge(h)th(i)H{(z—’;—2)ﬂr,a.na"3} S o). (3.29)

i€rfuly ierfur;
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41 Ch3-dimension 2

We would like now to estimate

C D@l and D fwa(i)].

ierf i€l

For this we have

LEMMA 3.3 : Set

M = max( cot 6y ). (3.30)

1
2'63.1'161,

Then we have

asind T ) I '
{ cos6r,1 _(E— — 1)B tanés} Z fwr(7)] < _6—'8M Z |wn(2)|
} ' iEI;' 1 ie];"
+5lﬂtan53 Do loa@l+e(h) D hwa(i)] (3.31)
1 €l ielfurtur;
a sin é; ™ _ o _
(oss, ~ (5~ DBtands} 3 lwn(i)l < S=BM Y (i)
' i€ly ! i€l
T . ]
+ Eﬂtan&;; Z lwr(2)| + e(h) Z lwr(3)| (3.32)
ierf iely uIy uI}

Proof : Let us show formula (3.31). For i € I}t the set D; is of the type of figure 3
below. It is built with couples of triangles (T,T") like in figure 2, completed with some
other triangles.

figure 3

The neighbours j of ¢ such that w,(j) < 0 are necessarily vertices of such a couple
(T,T'), T, T' being located on each sides of the segment 7j. Since the points I,m € Ik,
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42 Ch3-dimension 2

(see lemma (3.2)), a couple (T, T") belongs to only one D; such that i € I}. Moreover, if
a triangle is part of D; but not one of these triangles T, T", then it has a vertex belonging
to I (i) and the two others cannot satisfy wy < 0, so that they are in I} or If.

In (3.3) we consider the test function v = v+ defined by :

lifi e I},
vt (i) = (3.33)

0 else.

Let us evaluate each sides of (3.3). First on D; we are going to integrate on couples like
(T,T'). On such triangles one has (see lemma 3.2) v+ = ¢; so that (we use the notation
of figure 3 and set from now on a = a(z,u; 4)) :

/ aVwy, - Vot dz = wh(i)/ alV;|? dz
T T
+ wh(l)/ aV -V, dz + wh(j)/ aV; -V, dr.  (3.34)
T T

To evaluate |Vy;|? note that if 6:,8;,6; denote the angles of T at 7,j,! and l;,1;, 1| the
lenghs of the sides of T' opposite to 3, §,! by (2.3) one has

11
Sinellj - Sinejll'

V| =

Hence

1 _ sin 6; _ sin(m — 6, —0;) 1 (cot 8 + cot 8;)
sinfl;sinf;l; ~ 2|T|sin6, sinf;  2|T|siné, sind;  2|T| ! Rk

Vil =

It follows easilly that

sin §; o 1
2 < |Veil? < — cot 6y 3.35
STcoss, = |Veil < 1T« (3.35)

Combining this with lemma 2.2, 2.3 one deduces from (3.34)

6 .

/Y:anh Vot dz > ;::sl 6: wp(7) — ﬁwh(l) + gtan 83w (7). (3.36)
Similarly, integrating on 7" one gets :

ot de > asin §; N é ) ,

/, aVwy, - Vo™ da > S s, wp(7) tans, wip(m) + 5 tan 63w (7). (3.37)

Hence, adding (3.36) and (3.37) we obtain by (3.30)

asiné
/ aVwy, - Vot dz > !
TUT cosé

wp(2) — BM {wp(l) + wip(m)} + Btan dz3wr(7). (3.38)

2
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43 ' Ch3-dimension 2

Considering now the other side of (3.3), and integrating on T first we obtain
C/ |l [Vuz n|IVot] dz < C{lwa(@)] + wa(D)] + Iw/z(j)l}/ [Vuz, il |Vei| de.
T T

Arguing as in the proof of (3.7) we deduce

C/ fonl|Vuz 4 l[Vo ™| dz < e(R){lwn ()] + hon(D] + |wa(5)I}
T

where €(h) is independent of 7 and converges toward 0 with h. Of course the same type of
inequalities holds on 7" so that we have :

C/ lonl|Vuz, [ [VoT | de < e(h){lon(d)] + hwa(D] + hoa(m)] + lwa()[}.  (3.39)
TUT

Besides the couples (T, T') when one integrates on D; one has to integrate on three
types of triangles :

1) Triangles having its three vertices in I . On such a triangle one has v* = 1, hence
Vot = 0. Thus, on such a triangle T}

/ aVwy - Voo do = C/ [wh || Vug,i||Vot| dz = 0. (3.40)
T1 Tl

2) Triangles having two vertices in I}, one in L}, Let 1,p, q be these three vertices,
withi,pe I}, ¢ € I}. Onsuch a triangle -say T5- one has clearly vt =1 — g so that -

/ aVwy, - Vot de = —wh(i)/ aVp; -V, dz
T;

T,

- wh(p)/T aV, - Vg dx — wh(q)/ a|V,|* de.
2

T

Using lemmas 2.2, 2.3 and (3.35) and noting that when a term is nonnegative in the above
sum one can bound it from below by 0 we obtain :

3 ‘
/ aVwy - Vot dz > —g tan dzwy,(2) — {—7— tan d3wp(p) — B cot 1w (q)
T2 - -
B, . B
> -5 tan é3wp(7) — 5 tan d3wr(p) — FMwi(q) (3.41)
Of course, with the same arguments than before one has -

C'/ [on|Vua 4| Vot | do < e(R){Jwi (3)] + |wn(p)] + lwen(q)|}- (3.42)
Ty
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44 Ch3-dimension 2

3) Triangles having one vertez in I}, the two others in Lf. i is of course the vertex
in I;'. Denote by p,q € I;’ the two others. We have in this case v+ = ¢; so that if Ty
denotes the triangle on which we are integrating

/ aVwy, - Vot dz = wh(i)/ a|V;|? dx
T3 T3
+ wh(P)/ G'V(Pp -V, dz + wh(Q)/ aVqu -V, dz.
T3 T3

Using lemma. 2.2 and bounding from below by 0 terms which are nonnegative we obtain

. + dr > — — '8 )
/Ta aVw, - VoT dz 2 2tan é; wi(p) 2tan é; wi(g)

> —BMw(p) — BMwi(q). (3.43)
As before we have also
C/ lwnl| Vg ]| Vo™ | dz < e(h){|wa(3)] + [wa(p)] + lwa(q)]}- (3.44)
T3
If we combine all the above inequalities, noting that if N denotes the maximum number
of neigbours of a point we have :

-each D; has at least a couple (T, T"); it cannot belong to another Dy,
-each D; has at most N — 2 other triangles,

-a point belongs at most to N triangles,

we obtain

« sin §;

/(;anh Vot dz > { - (% —1)Btan é;3} Z |wp(2)]

iert
_ NIB]M' Z Iu)h(i)l — Ng tan63 Z "LUh(Z)l
iery i€l
— (51 - 1)ﬂ tan53} Z lwh-(i)l
1 ierf

=M Y lun(i) - £ ftands Y fuati)] (3.49)

ielt i€l;

cos b9

> {asi1161

cos 6,

Changing also if necessary Ne(h) in e(h) we obtain also

C/ [wh[[Vuzi||[Vot| de < e(h) Z [wn(2)]- (3.46)
Q

ielfurtur;
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45 Ch3-dimension 2

Combining (3.45), (3.46) we obtain (3.31). (3.32) is obtained by the same way using a
function v~ in (3.3) that is equal to —1 on I; and vanishes elsewhere. One can note also
exchanging the roles of u; , and uy,p that —wy satisfies an inequality of type (3.3). This
completes the proof of the lemma.

| |
From (3.31), (3.32) we deduce
in é T - )
e~ (5 —DBtans] = (W)} Y. fon(i)
ierfury;
SUGEAM+ Zotansl ) Y @l (347

ielfury

Assuming e(h) small enough i.e. h small enough in such a way that

asin 6; T
—(— = 1)Btan b3} — e} 0
00862 ((51 )ﬂ an 3] E( 2’)} >
we obtain
2T AM + ZBtan b;3] + e(h
D O i« il ik ks U < WO (3.48)
ieruly Foss" = (3 — Dftands] — () ierfur;

Going back to (3.29) we obtain

fe—c(M} D7 @I <elh) Y fwa(d)] (3.49)

ierfur; ierfury
with
(3 — 2)8 tan 85 + e(h)][32AM + £ tan s + e(h)

(s = (DB tands — (b))

c(h) =
Letting A — 0 we see that

(3 — 2)Btan 6][3Z BM + £ ftan &3]

[e2nd (£ — 1) tan 6]

c—clh) — % tandy —

(see (1.13)). Thus, if I is not empty, provided that k is taken small enough (3.49) gives
us a contradiction. It follows then from lemma 3.2 that if I} is empty so is I}, Thus the
only possibility is to have w, < 0. Exchanging the roles of u; », and ug ; we deduce that
wp = 0. This completes the proof of the theorem 1.3.
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46 Ch3-dimension 2

Remark 3.1 : We did not assume here the mesh to be uniform. If one assumes the
triangulation to be regular, then our assumptions are somehow optimal in the sense that
if one triangle has an angle equal to 3 — 02 with 6, close to 0 then, unless the triangulation
fails to be regular the other angles cannot exceed % -+ 63 with 83 small.
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3.Version approchée du Théoréme de Meyers :

Théoréme :

Sous les hypotheses du théoréme (1.3), et en supposant que f € L?(Q), la solution uj, du

probléme discret (1.4) vérifie :

lurlls,p < cll fll2

pour 0 < h < hg et 2 < p < py.

Preuve :

D’apres Meyers [Me.] on a :

lull1,p < Cpsupwes,,(Vu,Vw) Yu € WOI,P(Q)

1

ot Sy = {u € WpU(Q) : [lull1,, = 1} et ¢p est une fonction log-convexe en >

Soit v, la solution du probléme discret suivant :

fQ Vv, .Vé de = fQ FV¢ dx, V¢e€ Voh
vp € Voh

ot F e (LP(Q))2.

Alorson a :

lorlls,p < €p(6 + DIIFl,

pour 0 < h < hy.

En effet :
lvellie < cpsupwes, (Vor, V)

= ¢psupuwes,(Vor, Vwy)

avec wy, la solution de
/ Vwp. Vo, dz = / Vw.Vu, dz, Vv, € Voh,
Q Q

d’ou :
lloally,p < CpSUPweSq(F, Vuwy)
< el Fllpllwnllig

< (6 + DIFY,

47
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48 Ch3-dimension 2

pour 0 < h < hg.
Soit G € W,'*(R) la solution du probléme suivant :

—-AG=f (3.5)
avec f € L*(Q). On a alors :
VG, <ellfll, Vrz1 (3.6)

En effet on a |[V2G| € L*(Q) et en particulier [VG| € L™(Q), ¥ r > 1. Par suite
IVGI: < clifll2.

Soient gn € Vi et vy € Wy?(Q) la solution du probléme discret :

fQ a(z,gn)Vvr Ve dr = fQ YG’.V(]B dz, V¢ € Vi (3.7)
v, €V,
Considérons la transformation linéaire :
T W) — WEP(Q) (3.8)
définie comme suit : Tv} est I’'unique solution w;, de
a(xagh) 1 ‘ h
Vwp Vo de = [ (1 - —2=2)Vv,.Vé dz + = | VG.V¢ dz, V¢ € Vy'.
Q Q B B Ja
On a d’aprés ce qui précede :
1 a
lwelli,p < cp(é+ 1){EHVGHP +(1— E)”vhnl,l)} (3.9)
pour 0 < h < hg.
Pour wip = 1v;, (1=1,2),
@
llws,n — wa,nll1p < cp(6+1)(1 - E)Ilvl,h —v2.all1,p (3.10)

pour 0 < & < hg; donc pour 2 < p < pg, ¢p(§ + 1)(1 — $) <1, et par conséquent T est une
contraction qui admet un point fixe v,. (Rappelons que par (3.2) on a ¢, = 1 )

La solution du probléme (3.7) est dans T/Vol P(Q) pour 2 < p < pg et vérifie :

lorllip < <l fll2.
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49 Ch3-dimension 2

Par ailleurs, considérons I’application suivante :
T: greVy — v, eV (3.11)
ou vy est la solution du probleme(3.7). Cette application envoie la boule B(0,c||f|l2) de

Vi sur elle méme.

De plus, il est facile de montrer que T est continue, donc d’apres le théoréme du point fixe
de Brouwer, (cf.[G.T]), T admet un point fixe.

49



50 Ch4-dimension n

CHAPITRE 4 :

1. Unicité en dimension quelconque :

Définition 4.1 :

st

S|

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < co. Alors p* désigne le réel défini par pi. = %

p < n et est défini par tout nombre appartenant & |1, oo| si p > n.
Soit €2 un ouvert borné de R", n > 2, de frontiere I" de classe C. On considére le probléme

discret suivant :
Joa(@, ur)Vup. Vo dz = Jo fvdz, Yve VP

(4.1)
Uup € Vbh
ou
feLP(), p>n (4.2)
(il suffit de prendre p > %)
et a(x,u) est une fonction de Carathéodory satisfaisant :
O<a<a(z,u) <P, pp z€, YueR (4.3)

ou « , B sont deux constantes positives,

et
la(z,u) — a(z,v)| < C.lu—v|Vu,v €R, pp z :
la(z,u) —a(y,u)| < K|z —y| Vz,y € Q, VueR (4.5)

ou C, K sont des constantes positives.

Théoréme 4.2 : Principe du maximum discret

Sous les hypotheses (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) et (1.9°); on a :

lunlloo < Csllfllp (4.6)

ou up, est la solution du probléme discret (4.1).

Preuve : (Voir Annexe).

On a adapté la démonstration faite dans [C.R. |.
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Théoréme 4.3 : Estimation L? du Gradient

Sous les mémes hypothéses que dans le Théoreme 4.2, il existe hg > 0 tel que la solution

du probleme discret (4.1) vérifie :

luallip < Callfllp (4.7)

pour 0 < h < hg et une certaine constante Cjy.

Preuve :

Considérons la forme bilinéaire suivante, pour ¢,y € C§e(Q) :

Blé,v] = / a(, un (z)) V. Vb dz (4.8)

Q

D’apres la définition 2 donnée en Annexe 1, B est une forme biliniéaire de Dirichlet uni-
formément elliptique d’ordre 1 sur Q.

Du fait que a(z,u) est lipchitzienne par rapport & u, uniformément continue en z et que
un(z) est continue, a(x,ux(x)) est continue par rapport & z; donc B est réguliere au sens
de la définition 3 donnée en annexe 1.

D’apres le Théoréme 2 (Annexe2), 3 Ci,Cy > 0 tels que :

vu e WoP(Q), Cillullip < supges,|Blu, ¢l| + Callull, (4.9)

ot S ={ve Wy (Q) : flvllg=1}et L +1=1.
up € Wy (Q) € WEP(2), donc on peut écrire :

Cillurllip < supges,|Blun, @] + Callunl, (4.10)

Oou encore :

Cillunllip < supges,|Blun, #n]l + Callunll, (4.11)

si ¢y, désigne la solution de

/ a(z,up(z))Vep.Vuy, dz = / a(z,up(z))Ve.Vuy, dz Yo, € V! (4.12)
Q Q

D'ou :

Cillunll1p < supiges,) / a(z, un(1))Vuy Vo dz + Collupl|p- (4.13)
Q
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Par ailleurs, considérons le probléme suivant :

~Aw=f
{w € 1) (4.14)

|V2w| € LP(Q) = |Vw| € WIP(Q) C LP"(Q) et ||[Vw
On a d’apres I'inégalité de Holder :

pr < C“f”p-

p* [1Dnl1,q- (4.15)

/ a(z,un(z))Vur Vo dz < ||[Vw
Q
avec : z% + q% = 1. D’autre part on a :

énlligs < 16~ Bulli,g- + lbll1,q-
< C*”¢ - ¢h”1,q +1
<6+1

pour 0 < h < hy.
Ce qui nous permet de conclure que pour 0 < h < hg, et en utilisant le principe du
maximum discret dans (4.13), on a (4.7) pour une certaine constante Cy.

lemme 4.4 :

Soit un n-simplexe T' de la triangulation 73, vérifiant (1.9), soient b,, 1 < r < n + 1, ses
sommets et soient Ar, 1 <7 < n+1, les coordonnées barycentriques d’un point z € T par
rapport aux points b,..

Alors pour ¢,j = 1,2,...,n + 1 il existe des constantes ¢;,c; > 0 telles que :

VA VA, <-8 <0
{ Loy T (4.16)
i S VA < =
Preuve :
Soit P I'’hyperplan engendré par by, b, ...., b, 41 et soit v un vecteur unitaire orthogonal a

P. On suppose que b; # 0 alors :

A(z) = #£.
D’autre part, soit P’ le plan parallele & P passant par b;;

on a : |b;.v| = distance entre P et P’.
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53 Ch4-dimension n

Dou: hr > |by.v| > pr = ﬁ < |V < plT < ﬁczT— et finalement 711? < VA < ﬁi—

Par ailleurs :

V)\1V)\J = IV)\;HV/\]ICOS(V)\“ V)\J) S —f%—.
T
[
Théoréeme 4.5 :
Sous les mémes hypothéses que dans le Théoréme 4.2, si
h < min(ho, (M||f||,)7) (4.17)

alors pour une certaine constante M, le probléme discret (4.1) admet une unique solution.

Preuve :

Supposons que uy, et vy, soient deux solutions de (4.1). On a donc :
/Qa(x, up)V{(up —vp).Vé dz = /Q[a(x,'uh) — a(z,un)|Vor.Vo dz, Vo € Vi (4.18).
On pose : wp, = up — vp. En utilisant (4.4), on obtient :
/Qa(:c,uh)th.VqS dr < C’/Q |wi||Vor||Ve| dz, Vé € Vi (4.19)

Soient K; les sommets intérieurs de la triangulation et considérons la fonction test suivante

1 s wh(Ki) >0
¢(K;) =

0 sinon.

Sur chaque n-simplexe T', on a : V¢ = 0, sauf si wy, change de signe sur T i.e. :

wh(bi1) >0, wh(biz) >0, ---~awh(bil) >0 (4 20)
wh(bil+1) S O7wh(bil+2) S 0, ....,wh(bin+1) S 0 )
pour [ =1,2,....,n; i1, 12, ..., in4+1 désignant une permutation de 1, 2, ..., n + 1.
On déduit alors que (4.19) s’écrit
Z/ a(z, up)Vwp Ve dr < CZ/ lw||Vor|| V| dz, V¢ € V! (4.21)
T /T T T

ou la sommation est étendue aux n-simplexes satisfaisant (4.20).
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54 Ch4-dimension n

Si T satisfait (4.20), il est clair que wy, s’annule sur T" en un certain point y
etona:
wh(z) = wr(z) — wr(y) = Vup(z ~y), VzeT

ce qui implique
Z/ a(z, up)Vw,. Ve dz < CZhT/ |Vwn|[Von||Ve| dz, V¢ € V. (4.22)
T /T T T

On pose :
T _
a; = wn(bs;).
Pour un tel n-simplexe T € 74, on a :

. n+l1 T n+l 7
wp, = ZJ 1 @5 Ajy, Vg = Zj=1 aj VA;.

¢ = ZL—1>‘k
= " 4.23)
{w) = S Vi =_Zk;1+1wk (

Vun =3 al VA + 0L aTVA,.

Sur Ton a:

On a encore :

l n+1 l n+1
O al V(= D> V) => al > (VA V)
j=1 k=l+1 =1 k=l+1

l
1
Z(n l+ )Cl Zla?
On a également :
n+l l n+l1 l
(D> afVA)-OQ V) =Y ol Y v
j=l+1 k=1 j=l41 k=1
lcl n+1 T
ZE{ Z la; |
T j=141

Ceci nous permet de conclure que :
Vwp.Vé > min(l,n — 1+ 1) Y74 |aT] .
T

Par ailleurs, sur chaque n-simplexe T on a :

n+1

C2
[Vws| < Tor > laT|
Jj=1
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min(l,n -1+ 1).co

V| <

Finalement, on obtient :
1 n+1 1 n+1
T 2 T
aclzh—z/ S a7 dz < CCQZh—/(ij (Von]) dz.
T "TJT ;o T "TJT ;o5
On obtient, en utilisant la régularité de la triangulation
n+1 n+1 1
-2 T -2
S W< mE Yl [ [Vl do
T j=1 T j=1 T JT
ol C' est une certaine constante. Or, en utilisant 1'inégalité de Holder,

1
h !

2=n 1
/ |Vug| dz <h? (/ [Vop|P dz)?»
T T
p==n
<CullFllphs?

pour 0 < h < hg.
Finalement, pour 0 < h < hg :

n+1 n+l

SRy eI < RFEMflL Y hE? Y foT
j=1 T j=1

T

D’ou si

h < min(ho, (M|| ) 7%)

on obtient une contradiction. On a donc wy, > 0 et changeant les roles de uy, et vy, wy, = 0.

D’ou 'unicité.
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2. Estimation de la convergence

Théoreme 4.6 :

Soient u et uj respectivement les solutions des problémes (1.1) et (4.1), alors sous les

hypotheses (4.2), (4.5) et si on suppose de plus que :

e
< — 4.24
”f“P C.C4.C* ( )
ou ¢, est une constante provenant d’une injection de Sobolev, alors on a :
llu —unllz < Millu —vslls,e Vo € Vg (4.25)
pour 0 < h < hg et une certaine constante M;.

Preuve :

Avec les mémes notations que précédemment, on a :
Blu — up,vp;u] = /Qa(x,u)V(u —up).Vu, dz
= /Q a(z,up)Vup. Vo, dz — /Q a(z,u)Vu,.Voy, dz .
= /Q[a(:c,uh) — a(z,u)|Vup. Vo, dz
Par ailleurs :

Blu — up,u — up;u] = Blu — up,u — vp;u] + Blu — up, vp — up;uj

= Blu — up,u —vp;u] + / [a(z,up) — a(z,w)]V(vp — up).Vuy, dz
Q

< Bllw — unlli2-lu — valli2 + C’/ |u — up||V(vh — up).Vuy| dz
Q

< Bllu = urlle-lu = vrlliz + Cll fu = wal- | Vur] liz-llos — w12
< Bllu = unlly2-llu = vrlli2 + Clle = unligluallep-lon — unlls2
< = unlln2(Bllw = villiz + Ceallunliypllon — wnlly2)

1,1 _1
avec = 4+ = = =.
T2 =3

Par conséquent :

C.c.

B
llu —wnllz < —llw —oalli2 + lenllnp-llon — unlli2 (4.26)
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57 Ch4-convergence

C.c. C.c.
o =iz < (54 Sl g = valz +

lunlla,p)lle —wnll1,2
d’oui :

C.C4.C*

o

C.C4 Cx

(4

(1- Il = vl < (g + o)l = vally,2 (4.27)

pour 0 < h < hy.
Donc si (4.24) est vérifiée, on a (4.25) pour une certaine constante M;.
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ANNEXE 1

Définition 1:

Soit {2 un ouvert de R", soient n > 2 et m > 1 des entiers. Pour tout s € Z% avec |s| < 2m,

soient a,(.) des fonctions complexes définies sur Q. Alors,

L= Z Cl,g(.)l)'9 (Al)

[s|<2m

est un opérateur différentiel d’ordre 2m défini sur .

e L est dit uniformément elliptique sur 2, si

(1) 3E > 0 tel que

| D a0l > Bl (A-2)

|s|=2m

pour tout = € 2 et pour tout [ € R, et si

(ii) la condition suivante est satisfaite (” root condition ) :

VI' = (l1,12,..,1n_1) € R*! et Vz € Q le polynéme en 7 € C,

P(r;l';2") = Z as(2)' 7o, s = (s',3n) (A.3)

|s|=2m
admet exactement m racines a parties imaginaires positives et m racines & parties imagi-
naires négatives.

¢ L est dit uniformément fortement elliptique sur €, si L est uniformément elliptique et

s’il existe une constante E' > 0 telle que :

(~1)™Re Y a,()* > E'IP™ (A.4)

|s]=2m

pour tout z € § et pour tout I € R®. E et E’ sont appelées les constantes d’ellipticité de
L.
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Définition 2:

Soit §2 un ouvert de R™, soit n > 2 et m > 1 des entiers. Pour la] < m, |B] < m, soient

aqp(.) des fonctions complexes mesurables bornées définies sur €.

Pour ¢,v¢ € C§°(R) soient :

Bl¢,¥]= > (aapD*,DFp) (A.5)

leel|Bl<m

et
Lp=(-1)" Y  aasD*D? (A.6)
lee|=|B|=m
Alors B est dite :
e une forme bilinéaire de Dirichlet uniformément elliptique sur §, si L défini par (1.6.)
est uniformément elliptique sur Q au sens de la définition 1.

¢ une forme bilinéaire de Dirichlet uniformément fortement elliptique sur Q, si Lp est

uniformément fortement elliptique sur €.
Définition 3:
Soit 2 C R™ un ouvert borné et soit

Blg,9]= > (easD%¢,D%y), ¢, € C(Q) (A7)

fal,|B1<m

une forme bilinéaire de Dirichlet uniformément elliptique d’ordre m. On dit que B [¢, ] est
régulicre, si pour |a| < m, |B] < m, aqp(.) € L°(R). Par ailleurs, on suppose que aq4(.)
avec |a| = |B| = m sont continues sur {2, ou ce qui est équivalent. aqp(.) uniformément

continues sur Q pour |a| = |8] = m.
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ANNEXE 2

Théoréme 1 : (Généralisation du théoréme de Lax-Milgram)

Soit 1 < p < 00, 1 < ¢ < oo des nombres réels avec % + % = 1 et soit m > 1 un entier.
Supposons que £ C R™ soit un ouvert borné de frontieére I' de classe C™ et que B[., .] soit
une forme bilinéaire sur W;™?(Q) x W;"9(Q).

Supposons qu’il existe C; > 0(i = 1,2) telles que :
Cillullm,p < supges, |Blu, ¢]l, Vu € WyP(Q) (A.8)

ot Sg = {u € Wy () : |[ullm, = 1},
et

Cz|[v|lm,g < supyes,|B[,v]|, Vv e Wy™1(Q) (4.9)

ot Sp = {u € W™(2) : ||ullmp = 1}. Alors pour VF* € W™ (Q)* (VG* € WP(Q)*)
Iu € WP(Q), (3l €€ W™9(Q)),

tels que :
Blu,¢] =< F*,¢ >, V¢ € W;"9(Q) (A.10)
B, v] =< G*,¢ >, Vi € WP(Q) (A.11)
et
[ullmp < 7o 1F*|m.q (A.12)
[vllm,e < 7 IG* I p (A.13)
|

Théoréme 2 : ( Généralisation de I'Inégalité de Garding )

Soit 1 < p < 00,1 < ¢ < 0o des nombres réels avec % + % = 1 et soit m > 1 un entier.
Supposons que  C R™ soit un ouvert borné de frontiére I' de classe C™ et que B]., ] soit
une forme bilinéaire réguliére de Dirichlet uniformément elliptique, d’ordre m.

Alors 3 Cy = Ci(n,m,p,Q E) >0 et Cy = Cy(n,m,p,, E, aqp) 2> 0 tels que :

Vu € Wg™*(Q), Cillullmp < supges, |Blu, ¢l + Callull, (A4.14)
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Théoréme 3 :

Sous les mémes hypothéses que le théoréme 2, et en supposant de plus que BJ.,.] est
uniformément fortement élliptique.
Alors, pour z¢ € il existe un voisinage ouvert Q. de zg, de frontiére 99, de classe C™,

tel que il existe une constante K = K(p,n,m,Q,Q,,, Ga,p, E) > 0 avec :

I{”u”m;P S sup{qSEW(;"'“(ﬂzo),||¢||m,q=1}IB[u’ ¢”’ Vu e Wom,p(gzo) (A'15)

et
Klfvllm,g < sup(ypew?(@uo) ($llmp=1}|Bl¥;0]l,  Vu € W™(Qy,) (A.16)
n

Théoréme 4 :

Soit m > 1 un entier et soit § C R" (n > 2) un ouvert borné de frontiére I' de classe C™.
Soit B[¢, ] une forme bilinéaire de Dirichlet réguliére d’ordre m uniformément fortement
elliptique et soient p,q des nombres réels avec 1 < p,q < oo et % + % =1.

Alors pour tout z¢ € § il existe un voisinage ouvert 2z, de zg, de frontiere 0Q,, de classe
C™, tel que pour VF € Wi™¥(Q,,)* (VH € W™P(Q,,)*) , 3lu € W™P(RQ,,),

(3 €€ W™(Q,,)) avec

Blu,§] = F(¢), Vé € W™ () (A.17)

Blyp,v] = H(¥), Vi € Wi(Qg,). (A.18)

Par ailleurs, il existe une constante C = C(z¢) > 0 telle que:

Cllullm,p < 1Flwimea,, ). (4.19)

ollm,g S 1Hlwmria,, ) (A.20)

Si B admet des coefficients constants aqg € C satisfaisant aqs = 0 pour

|| + 18] < 2m — 1, alors on peut choisir Q = Q,,.
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Théoréme 5 :

Sous les hypothéses du théoréme 4. Pour A € R soit :
B, = Blu,g] + A < w,¢ > pour (u,) € WP (Q) x WP I(Q).  (4.21)

Alors il existe Ag > 0 tel que VA > A¢ on a pour une certaine constante C(A,p)>0:

CO\P)llullm,p < supges, |BMw, 6ll, Yu € WIP(Q) (A.22)
CODIollm,g < supyes, |B b, v]l, Vo € W™I(RQ) (A.23)
[ ]
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ANNEXE 3

Principe du maximum discret :

On considére le probléme discret suivant :

fQ a(z,up)Vup Ve dz = fﬂ fod+ > 0y fka%% dz, V¢ € Vi,
up € Voh.

On prend les mémes hypothéses que pour le probléme (4.1), sauf que f; € LP(Q), 0<k <
n, 2<n<p.

lemme 1 :

Soit K un n-simplexe de R™, non dégénéré de sommets a,, 1 <r <n+1;soit v: K — R
une fonction linéaire positive sur K.
Alors JC) > 0, indépendante de K et v telle que :

n+1
Cimes(K) ) (v(ar))? < ||v]2. (A.24)

Preuve :

v est positive ou nulle, on a :

Z v(ar)A(z) > v(ays) A, Vr

r

(Z v(ar)Ar(2))? > (v(as)AL)P, Vr.

En sommant ces inégalités il vient
1
(Z: v(ar)An(@)? 2 g Z:(v(ar)/\r)”,

d’ou :
n+1 1 n+1

llell} = /K(Z_:v(ar)Ar(x))”dz 2 = Z( /R(Ar(:r))”(l:l:)(v(ar))”.

Soit K un n-simplexe de référence de R™, de sommets ar, 1<r<n+1.

Alors 3B une matrice inversible d’ordre n et b € R" tels que K est image de K par
une application F : 2 — F(2) = B2 + b, et cette application peut étre choisie telle que:
Fla,)=a,, 1<r<n+1.
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Notons par A, les coordonnées barycentriques d’un point & € K.

on obtient :
/ (An(2))Pdz = / (A(B& + b)|Jac F(3)| di
K K
_ mes(Ix) (An())Pdi
mes(K) K
on déduit finalement (4.24) avec C; = ;'_—l—(me.s[\")‘lmin{fk(:\r(i))”dﬁ, 1<r<n+1}

lemme 2 :

Soit 7, une triangulation de type non négatif, soient £;, 1 <i < N des nombres réels et
soit 4 € R;
si on définit £;, 1 <7< N par: ¢; =min(u, &), 1<i< N alorsona:

ZZa 4(E— L)t 2 0. (4.25)

i=1 j=1
Preuve :
Soit
I={1<i<N/ &>p}, J={1<i<N/ &<p}
ona:

ZZa (60 = 305 aly6 — )+ Y S alh(e -

=1 j=1 i€l jeJ el jerI
N
=D D el G -G+ Y k(- —p S Y el -
i€l jeJ i€l j=1 el jeJ

et cecicar ) .., = E;\_I__l — 2 jeJ» et donc on a bien (4.25).

lemme 3 :

Soient 7, une triangulation de type non négatif, u; € V)t et u € R.

On pose uy,, la fonction de Vj* définie par :
up p(a;) = min{u,up(a))}, 1<:<N
alors la fonction Vhypy = Up —Up,p, € Voh et
Blon s vn i un) < Bluy, Vh s Up)
avec Blu,viuy] = [ a(z,up)Vu.Vo dz.
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preuve :

B[uh, Vh,us uh] = B[vh,;n Vh,u; uh] + B[uh,u’ Vh,us Uh]

si on pose &; = up(a;) et €; = up 4(a;), 1 <7< N alors :

N N
Bluhus vhpiun] =) Y alh(&— Li)t; 2 0 (A.26)

=1 j=1

lemme 4 :

Soit % : [0, +00) — R, une fonction décroissante satisfaisant :

$(R) < (=) H(R)"

pour h > k, ou ¢, 1, v, sont des constantes positives.

Alors:
vo-—1 4
e sty >1,0na(d)=0 pour d= c.z/)(O)_z"l_.2751—_1
1 v
9T=v; —
e sty <1,0naip(h)< (%)

avec v3 = l—zlz,pour h > 0.

preuve : voir [Ch.].

Théoréme :

Sous les hypothéses précédentes , 3 une constante D, qui est la méme pour toutes les

triangulations de type non négatif, telle que :

llerlloo < DO NNl (4.27)
k=0

ou uy, est la solution du probléme discret.

preuve :

Soient ;1 un nombre réel positif et p,, définie dans le lemme 3, on sait que :

B[vh.ua vh,u;uh] S B[uhwvh,u; "I)] = (f’ vh,;:)
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puisque vy, € V* C W} (Q), les fonctions Vh,p. €t %:’i €cL?(Q), 1<k<n
avec;7+#=1,(p'<2car2§n<p).

D’apres I'inégalité de Holder, on obtient :

8vh,ﬂ

(Frvnu) < |folp llon,ullp + Z | Fielo 11 =

”p’

soit : E(u) ={r € Q, vp,u(z)> 0}
il s’en suit que : vy, = aaz =0, 1<k<nsur Q- E(u),
puisque E(u) = Uge,, K

En utilisant P'inégalité de Holder, on obtient :

1_1
“vh,#”p’ = ”Uh,u”Lr’(E(u)) < “Uh,;t“L2(E(p))-"”'65(1'7('“))2 P
d’ou :
= 1_1
(Frvn) < (m+ DO I fellpMlvnully 2.mes(E())
k=0
ainsi :
n+1 < 1_1
lvr,ulli2 < (z:||fkllp)-”‘“‘«’S(E(.u))2 »
k=0

D’apres l'inclusion de Sobolev, on sait que :

1 11 :
71,2 2* w = -5 S n>2
WHAQ) € L7 () avec { 2" = réel>1 si n=2

avec une injection continue, telle qu’on obtient :

22 < Co(Y)_ | fullp)-mes(E(u))*~

k=0

“'Uh,,zl

pour une constante C, indépendante de la triangulation 7.

Soit v > p, de la méme maniére on définit E(v).

En utilisant le lemme 1, on obtient :

Ivh,#”r— > /(Uhu(l ¥ da

KeE(w)
> C'1 Z (vh,u(ai))2'-7n63(3upp¢i)
a;€E(pn)
> (v = p)¥ Z mes(suppd;)

a; EE(Y)
= Ci(y — 11)* .mes(E(7))
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Considérons la fonction :

¥ ip 20— Y(p) = mes(E(pn))

elle a les propriétés suivantes :
e >0 sur [1,00],
® 1 est décroissante sur [1, 00|,

o Vy>pu,ona:
Cs
< —(p)”
¢(7) (7 _ ,LL)Z (/’L)
avec C3 = (C2 X I fellp)® /Cr et v = 2¢(4 - 1),
D’apres le lemme 4, on déduit que 9(d) = 0 avec d = (27-T C32p(0)2" (¥ =1))zx
donc Vz € Q) :

un(z) < (27T Cyp(0) 1) 7+

< DY lIfllp)
k=0

-1 v L
avec D = C?Cz.Q’ ("—15(mes(Q))2_‘(V—1);
la conclusion du théoréme suit en observant qu’on peut similairement prouver une inégalité

opposée.
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Deuxiéme partie :
Traitement Numérique du Signal
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71 Deuxiéme partie-traitement numérique du signal

0. Introduction :

Dans cette partie, on se propose de résoudre un probléme industriel, qui a été proposé par
la société Landis & Gyr.

Landis & Gyr est une entreprise spécialisée dans la conception du matériel électrique et a
comme principal client Electricité de France.

Cette entreprise souhaitait pouvoir mesurer a I’aide d’une technique numérique les puis-
sances, les énergies actives et réactives consommaées sur le réseau de distribution d’électricité
par un client d’E.D.F.

A température ambiante et pour des formes d’onde courant-tension parfaites, la précision
sur la mesure de 1’énergie doit étre inférieure a 0,5 %.

D’apres les spécifications E.D.F relatives au comptage d’énergie :

- le signal issu du réseau peut comporter des fréquences harmoniques et

intermédiaires comprises entre 10 Hz et 600 Hz;

- le taux d’harmonique peuﬁ atteindre 40 % et 10 % du niveau du fondamental sur le

courant et la tension respectivement, ou 20 % sur chacune.

La principale difficulté qui se posait est que le signal électrique circulant sur le réseau
oscille rapidement; si ’on pouvait ’échantillonner & une fréquence élevée (par exemple 3 la.
fréquence de Shanon), on aurait une bonne précision sur le calcul des grandeurs & mesurer
en utilisant simplement une méthode des rectangles, mais celle-ci aurait l*inconvénient
d’imposer une fréquence de travail rapide pour une application de comptage triphasé et
exigera donc le choix d’une unité de calcul performante si I’on voulait garder des pos-
sibilités de satisfaire d’éventuelles demandes de calculs complémentaires (Qualité de la

tension,etc,..).

On propose donc, une technique permettant de mesurer exactement ces grandeurs

physiques, sans étre obligé d’échantillonner le signal & une fréquence rapide.

71



72 Deuxiéme partie-traitement numérique du signal

1.Méthode de mesure d’énergie :

lemme 1.1 :

Soit g une fonction périodique de classe C?, p > 1 de période T, alors pour tout m
inférieur ou égal A p, il existe une constante Cy, telle que:

Pour tout réel k non nul :

C
ot §(k) = & [T g(t) exp(—i2nkt)dt.
Preuve:
Une intégration par parties nous donne :
127rkt z27rkt
() = (Do er 2T+ L [ 02
T
§(k) = 5—g'(k).

Une récurrence immédiate montre que :
T
(k) = m 5(m) (1,
i) = ()5 ()

et la constante de ’énoncé peut étre prise égale 3 (%)m“g(m)lll
avec [lg™ ] = ;" | ¢ (@) | de.
Théoréme 1.2 :

Soit f une fonction périodique de classe C™ m > 2 de période T, si on lui applique
la formule des rectangles en n points uniformement répartis sur [0,7],on a ’estimation

d’erreur:

| / f(z)de — L Zf(]T gm.f), (1.2)

nm

Démonstration :

On écrit le développement en série de Fourier de f :

f(z) = Z f(k) e\p(mr—)

k=—oc0

~]
[CV)



73 Deuxieme partie-traitement numérique du signal

On pose:

B, (f)——zf( - [ s (13)

Ona:

{ E.(exp(i27%£)) =T sik non nul et n divise k

E.(exp(i2n42)) =0 dans le cas contraire . (14)

Eneffet si k=0ona E,(1)=0.

Si n ne divise pas k ,

et par suite E,(exp(i2r4%)) = 0.

Par contre s’il existe ! entier tel que k = nl , alors

Z exp(i2m( = )(—)) = Z exp(i2nlj) =

J=1 j=1

On en déduit dans ce cas En(f) = T. D’ob, le développement en série de f converge

n +oo0
E(f)==3 3 fbyesp(ZH) 5™ i / expli2n o )de

] =1 k=-—00 k=—0c0

= Z f(k)En(exp(i27r%:))

k=—00,k#0
+oo R
=T ), fn
I=—00,l7#0

D’apres le lemme pour tout réel k # 0, on a | f(k) |< IfT':‘,,

On en déduit que :

| Ea) Is 20 S (1)
I>1

Comme la série ), (7 ) converge pour m > 2, on a démontré le résultat énoncé.
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74 Deuxieéme partie-traitement numérique du signal

Remarque 1.3 :

Si on écrit

2my 27y
f(m):%q+;ajcos—$+bjsin 7;‘,“:

(1.6)

comme a; = f(]) + f(—j), on déduit que :

+o0 too
Eulf) =TS (fn) + f(=1n)] = T ann 1.7,
=1 =1

Le signal électrique parcourant le réseau d’EDF est de la forme :

S(t) = ZA,-sin-Q-;,it. (1.8)
=1
On étudie le signal particulier suivant :
2
s(t) = Asin %;—t + Bsin i (1.9)
et on cherche 3 calculer I’énergie foT s2(t)dt,
f) = s*(t)
_ A4+ B* A? 4rt B? . 4rmt
= 5 5 €08 5 €05 — (1.10)
1)t 2 t
+ ABjcos 2m(m — 1) s m(m +1) ]-

Ce signal électrique est une fonction rapidement oscillante, et on est lié & une contrainte,
a savoir la fréquence d’échantillonnage.

Soient T" la période d’échantillonnage et K = % la constante d’échantillonnage.

On peut penser, dans un premier temps, & appliquer directement une technique classique
d’intégration numérique, (méthode des rectangles, trapézes, Simpson), mais du fait que le
signal étudié est rapidement oscillant, ces méthodes donneraient une mauvaise approxima-
tion de I'énergie, car on ne peut avoir suffisamment d’échantillons sur une période.

Si on prend un échantillon tous les T et on le raméne “par périodicité” sur [0,T], on
obtient une suite de points uniformément répartis sur cet intervalle, et on est conduit
ainsi a appliquer (d’une maniére indirecte) la méthode des rectangles avec une estimation
d’erreur fournie par (1.2), et ceci en remarquant que les méthodes des rectangles, trapézes

et de Simpson coincident pour une fonction périodique.
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75 Deuxiéme partie-traitement numérique du signal

Supposons T' = KT', avec K décimal. On écrit K en base 10 :
q .
K=Y ni10 (1.11)
=0
Considérons w I'infimum des entiers positifs z tels que zK soit entier et posons N = wK.

Proposition 1.4 :

Soit z; = jT'(modT), (zj)1<j<n est une suite de points distincts sur [0,T]

Preuve:

Supposons qu'il existe deux entiers my,my; m; > my € {1,2,....., N} tels que :
$m1 = .’L'mz.

On a donc :

miT' =myT'  (modT),
soit encore :
(ml — mg)T' =ZT = ZI\,TI
On a donc

N>mi—-—my,=Z2ZK € N.

D’ou nécessairement Z = w. Mais alors
*
my=mo+wK=my;+N>N

ce qui est impossible.

Proposition 1.5 :
Soient
} ; 3T’ ) .
U={z;/1<j<wK}, V={—/0<j<wK-1}
w
alorsonalU=1V.
Démonstration:

soit u un élément de U, il s’écrit alors u = jT'(modT),

()
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il existe deux entiers £, v avec v < wK tels que wj = (wkK + v = 1=¢(K+v/w
d’ou u = (T + "TT' et finalement : u = ZL qui appartient clairement & V.

On a montré que U C V, comme CardU = CardV, on conclut que U = V.

Conclusion 1.6 :

Il y a deux points importants :

1) Ea(f) = T 52 o 120 £(In).

2) prendre wK échantillons est équivalent & diviser T' en wK parties.

Ce qui nous permet de conclure que :

wk

Bur(f) = Zf( ~ [ soras
T T
=2 g d
wK;f(w]) | faes
T wK T
= T — d
o 2 10T | @y
d’apres ce qui a été démontré en (1.7).

ij((f) = T(awl'\" + dowk + ceeennnn ) (1.12)

Si K est bien choisi c.a.d tel que :
wK > sup{y entiers [ a, # 0 dans le développement des?(t)} (1.13)

alors Eyx(s?) = 0 et par suite il n’ y a pas d’erreur mathématique commise si I’'on remplace
K .

fo f(z)dz par wK Ew fGT).

D’aprés ce qui précéde on a le résultat suivant:

Conclusion 1.7 :

Si (1.13) est vérifiée, alors on a

T wk
/ s*(t)dt = (1.14)
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7 Deuxiéme partie-traitement numérique du signal

Remarque 1.8 :

Lorsqu’on est en présence d’un signal pourvu de plusieurs fréquences harmoniques la
méthode de ci-dessus reste valable.

En effet:
= . 27yt
5(t) = ZA,- sin =
1=1
S%(t) = ZAz + 24,4 Z 27 pt sin 2w qt
T T T
r<g¢
4mjt 2m(p— q)t 2n(p + ¢)t
S%(t) = ag/2 + ;(—Afﬂ)cos + ; ApAy(cos — g —cos T)

sup{y entiers [ a, #0 dans le développement de S*(t)} = 2m

Le probleme posé ici ne differe pas de celui qu’on aura avec un signal pourvu d’une

fréquence harmonique de rang m.

Si on choisit un K tel que wK > 2m on a la valeur exacte de fOT S?(t)dt.
Proposition 1.9 :

Soit 5(t) un signal électrique pourvu de plusieurs fréquences harmoniques. Supposons que

wK soit non supérieur & 2m, alors il existe I > 1 tel que :

-1 wK

/ S*t)dt =1 > SUGT" +ir) (1.15)
i=0 j=1
avec 7 = luTl("
Preuve :
Considérons E, g = T(awi + @Gawk + woneen-.. ) # 0, posons
W = {z entiers/a i = 0 dans E, g}. (1.16)

Cet ensemble est non vide, il suffit de considérer un = tel que zwl{ > 2m.
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78 Deuxieme partie-traitement numérique du signal

Soit { = minW, [ est le premier entier « tel que azywx = 0, on a alors Ejux =0, (I > 1)

-1

{0,1,2,..., lwK -1} = | J{lk +i/0 < k < wK — 1} (1.17)
=0
on a :
lwK-1 . -1 wK-—-1
20 JT | _ 2 _ﬂ :

D’apres ce qui précéde
5_71;’ +i7/0 <k <wK -1} = {jT' + ir(modT)/0 < j < wK — 1}

Ce qui nous permet d’ affirmer que:

wK-1 wkK-1

kT
2 bt . —_ 2 . 1] .
,;) S (wK+zT) ; ST + i)

on obtient finalement (1.15).
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79 Deuxieme partie-traitement numérique du signal

2.Calcul des Coefficients de Fourier :
Le signal parcourant une ligne électrique est de la forme:

't

= 2
S(t) = ;Ajsin 7¥ .

On étudie le signal particulier suivant:

2rmt

T

s(t) = Asin % + Bsin

A=% fOT s(t).sin 2Ztdt

On pose : g1(t) = s(t).sin 22¢,

a1 (t) =

co8 —— 4+ — cos

4
2 T "2 T 2 T

A 4dnt B  2x(m—-1}t B  2x(m+4 1)t
3 —_—— — —cos ———~

En(g1) = T Y122 3:1(IN).

Si on choisit un K tel que N = wK > 2m, on obtient :

s(FT")

an

B = fOT s(t). sin 252t ¢,

On pose : g,(t) = s(t). sin 2522

() = B B  4mmt + A 27(m—1)t A 2x(m+ 1)
g2(t) = 5 5 cos 7 5 Cos T 5 Cos T
et
N
2 : . L 29.m7
z—N-ZS(]T')sm( J —)
i=1

Plus généralement pour un signal S(t) pourvu de plusieurs fréquences harmoniques
S(t) = Z L Ajsin —l—
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80 Deuxieme partie-traitement numérique du signal

Pour tout k € {1,2,.....,m} ,on a:

T
A = g/ s(t). sin 27rktdt
0 T

S(t).sin k= 237 | Ajcos 2RRE o 2RUHRN

et on conclut que :

2 & 2.k
_ 2 ity - .
Ar = N; S(T")sin( I )

Méthode de calcul rapide :
Si on pose : C = Eﬁ__l S(GT") exp(—ikj Z%~)
on a alors :

o Vv vz ... yN-1 S(T")

Ce vZ vyt ... y2N-2 S(2T")

Cm yvm V2m . Vm(N—l) S((N ___ l)Tl)

Posons pour k variant dem +1a N —-1: C, = Zj\’:l S(jT")exp(—ikj2%=

En complétant par des élements Cyuqy,Crnt2,...,CN_1, On obtient une matrice carrée
et donc on peut essayer d’utiliser les algorithmes ”Transformée de fourier rapide” et ne
s'intéresser qu’aux valeurs Cj, ..., Cp.

On étudie le cas ou N est un nombre Premier :
Vk € {1,2,....;,N —1}ona:

N-1
Cr= Z z,V"F
n=1
avec
{xn = S(nT")
V = exp(——iz'%”)

Théoréme 2.1 :

Etant donné un nombre premier N, il existe un entier g (appelé Racine primitive modulo
N) tel que pour u prenant une fois et une seule les valeurs entre 0 et N —2, n = ¢* modN

prenne toutes les valeurs possibles entre 1 et N — 1.
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81 Deuxiéme partie-traitement numérique du signal

En posant n = ¢g* modN et n = g"mod N, la relation donnant les valeurs C; devient :

N-2
utv
Cgv = E .’Egu Vg

u=0

On reconnait la formule de la corrélation circulaire entre les suites de terme général z,u
et V9 .

exemple : N=5§

C vV vz v oy S(T")
Gl [v:ve v v S(2T")
G|~ v v vt v ]| s
Cs Vi Ve V2 Y S(4T")

2 est racine primitive mod 5.

20 = 1mod5
21 = 92mod5
2 = 4mod5
2 = 3mods
On en déduit 'isomorphisme :
0 — 1
1 — 2
2 — 4
3 — 3
Ce qui nous permit d’écrire :
Ci V VvV vs y3 S(T")
Cy | Vv: v¢ V3 oy S(2T1")
Cel LV V3 VvV V2] S(4T1")
Cs Vi v vz y+4 S(3T")

La matrice, aprés permutation présente une allure circulante et la phase du calcul du pro-
duit d’une telle matrice avec le vecteur de composantes z(g*) se transpose en un probléme

particulier de calcul de produits de polynémes.
Le probléme de calcul de la convolution cyclique de deux ensembles de N points

49,01, -..,aN-1 €t go, g1, ...,gN—1 €st défini par le produit :
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bo 9o g1 °°+ gN-1 ag
b, g g2 - g a;
bn-1 gN-1 go -+ ¢gN—2 an-1

On peut vérifier que les N composantes de ce produit correspondent aux coefficients du
produit polynomial
G(2).A(2) mod(zN —1) (*)

ou

G(z)=go+ g1z + ... + gn—1 2V !

A(z) =ap +an_1z+ ... + a2V 1 '
Un théoréme de Winograd démontre que le nombre minimal de multiplications nécessaires
pour programmer le produit (*) est 2N — k ou k est le nombre de diviseurs de N (cf.
[Win.1)).
Dans le cas de la transformée de Fourier, Winograd a montré que le nombre de multiplica-
tions pouvait étre ramené & 2N — d(N — 1) — 3 ot d(N — 1) désigne le nombre de diviseurs
de N — 1 (cf [Win.2)).
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3. Remarque Générale :

le L’erreur de mesure est dile & un grand nombre de causes distinctes, et il est naturel
d’admettre que ces causes d’erreur sont indépendantes entre elles.

D’autre part, si nous éliminons de nos considérations les erreurs systématiques qui agissent
dans un sens déterminé, pour ne retenir que les erreurs diies au hasard, nous sommes
amenés a considérer les erreurs comme des variables aléatoires centrées ( c’est & dire grosso
modo comme pouvant étre aussi bien positives que négatives).

Nous sommes ainsi conduits & penser que l'erreur de mesure est la somme d’un grand
nombre de variables aléatoires centrées dont aucune n’est sans doute prépondérente.

Ceci nous conduit a la conclusion suivante, I’erreur de mesure suit approximativement une

loi de Gauss.

2e On a proposé des algorithmes pour pouvoir faire une analyse fréquentielle de la tension
distribuée et du courant consommé; et on peut constater que, vu 'expression de ’erreur
fournie par (1.7), l'utilisation d’algorithmes non adaptés, peut générer des erreurs impor-
tantes, et ceci a été confirmé par I’étude expérimentale faite par Landis & Gyr (service des

développements exploratoires).

Par ailleurs, ’étude des signaux non stationnaires, ou apparaissent des évenements tran-
sitoires, que 1’on ne pouvait prévoir nécessite des techniques différentes de P’analyse de
Fourier classique, car elle ne permet pas d’accéder aux caractéristiques évolutives jugées
pertinentes du signal. Une approche adéquate est la représentation temps-fréquence qui
permet de donner sens & une notion d’analyse spectrale évolutive car elle prend en compte
une possible évolution temporelle du contenu fréquentiel du signal.

L’utilisation des Ondelettes peut s’avérer fondamentale pour une étude plus approfondie.
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ANNEXE

Caractérisation des transitions entre deux régimes stationnaires :

Soit le signal S(t) circulant dans une ligne éléctrique , on souhaite suivre 1’état du réseau
sur une plage de temps de durée T.

On dispose de N échantillons de S(t) sur chaque plage de temps, & savoir :

S(t1), S(t2), ..., S(tn) avec t; = j L.

Une premiére approche est de faire une approximation discréte au sens des moindres carrés
de S(t) par une fonction g € E = {f/f(t) = T5=" ™™ }.

k=—n

On sait que cette approximation existe et est unique, dans notre cas, cecl revient a tronquer

le signal entre —n et n.

Une deuxiéme approche est d’identifier le signal S (t) sous la forme suivante :

S@) =) Cret (3.1)
=1

On cherche a déterminer les fréquences composant le signal et les amplitudes correspon-
dantes .

La donnée de N = 2p échantillons nous permet de calculer C; et w;.

P
S(nT') =" CreftnT)n (3.2)
=1
on pose :
71 = C1e'T et z; = etwiT'
d’ou :
P
S(nT") = lez,"—l pour 1<n<N (3.3)
=1

Supposons , dans un premier temps que les z; sont connus , il suffit de résoudre le systéme

(3.3) pour 1 < n < p de type Vander-Monde , pour calculer les p inconnues ;.
Les z; étant connus , on peut définir le polynéme P(z) suivant :

P(Z) = f=1 (Z - Zl) = f___o a,'z”_i avec ag =1

on pose u, = S(nT")

considérons : S, =Y F_,arup_r pour p+1<n<2p
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p

P P P
Sp = E akz 22k = Z:clz,"_”_lz arzPk
k=0 =1 =1 k=0

dou Vn € {p+1,...,2p} ona: Y i_,artn—i = 0.

et on obtient le systéme suivant :

= —_ P
n=p+l,...2p. —Un = ) kg CkUn—k
ou encore :
aiup + A2Up—1 + ...+ apuy = —Upyi
G.IUP+1 + agup + .... + apuz = -—up+1 (3 4)
a1Uzp—1 + azU2p-2 +.... 4+ apl, = —Ugp
Soit :
Up Up—1 Up-—-2 e U a) Upt1
Ugp—1 Uzp—2 U2p—3 oo Up ap Ugp

La résolution de ce systéme fournit les coeficients ay.
Ce qui nous permet de déterminer les z; et par suite la résolution du systéme (3.3) pour

le calcul des z;.

83



REFERENCES

[Bar.] J. Baranger : Analyse numérique.
Hermann, (1991).

[Win.1} S. Winograd : On the computing the discrete Fourier transform.
Mathematics of computation, vol 32, 141, (1978), p. 175-199.

[Win.2] S. Winograd : On the multiplicative complexity of the discrete Fourier transform.
Advances in Math., vol 32, (1979), p. 83-117.

86





