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INTRODUCTION

I. ORIGINE DU PROBLEME.

Depuis quelques années, beaucoup de problémes sont formulés en termes de modéles
non linéaires et non locaux. Ce travail trouve son origine dans un article de M. CHIPOT

et J.F. RODRIGUES (cf.[CR]).

A) PREMIERE APPROCHE.

Nous savons depuis FOURIER que I’équation qui régit la propagation de la chaleur,
dans un domaine €, est :

O(cu) _
'a—t - kA’U, = 0,

ou :
- u(z,t) est la température au point z, a l'instant ¢,
- k la conductivité du corps considéré,
- ¢ sa chaleur massique.

k et ¢ dépendent de u, de z et de ¢, donc apparaissent comme des éléments essentiellement
locaux. Il y a cependant une difficulté majeure ; cette approche est incompatible avec la
notion de mesure physique. Comment mesurer, en effet, la température ponctuelle d’une
masse ponctuelle ?

Une solution possible consiste & considérer B, une boule de rayon e centrée en z, et a

remplacer ¢(z,t,u) et k(z,t,u) par ¢(z, 1, ]ﬁ Jpe w) et k(z,t, ]#[ Spe )
Il reste alors & examiner la solution u¢ du probléme :

0 1 / 1 /
—(e(z,t, —=—— wus(z,t)) — k(z,t, — u)Au(z,t) = 0.
et g [, D@0 Kt g [ wauc(e,

En étudiant, en particulier, son comportement quand € — 0.

La démarche que nous allons adopter ici est différente, et consiste & remplacer u dans les
coefficients ¢ et k par sa valeur moyenne ]%[ fQ u.

Nous sommes ainsi amenés a étudier des équations dont le type général peut s’écrire :
Ou
5 a( | v)Au = f(z,u) dans Q x (0,T).
Q
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B) SECONDE APPROCHE.

De nombreuses équations aux dérivées partielles (appliquées par exemple a la biologie)
sont de la forme :
% _ o(t)Au = f(z,u) dans @ x (0,7),
u = 0 dans 0 x (0,T),
u(z,0) = uo(z),
avec par exemple, ici, des conditions initiales de type DIRICHLET.

Cest le cas des équations de FISCHER qui décrivent 1’évolution génétique d’une popula-
tion, ou :

flz,u) = m(z,t)h(u),
ou encore :

flz,u) = u(a — bu),

pour les problémes de diffusion logistique qui décrivent I’évolution de la densité d'une
population vivant dans Q (cf. [DKM]).

Dans chacun de ces cas, on définit la distribution de u(z,t) par :

u(z,t)
fq u(z, t)dz’

Nous nous posons la question suivante : existe-t-il une solution u(z,t) admettant une
distribution indépendante du temps ?

c(z,t) =

Des résultats ont déja été établis pour d’autres types d’équations.

Par exemple, dans le cas d’une population dont ’évolution est modélisée par la formule

classique de LOTKA-McKENDRIK :

% - % = _m(a)u(aat)v
uw(0,t) = [ f(a)u(a,t)da,

u(a,0) = up(a),

ou : - u(a,t) est la densité de population d’age a a l'instant ,
- f(a) est le coefficient de fertilité a I'age a,
- m(a) est le coefficient de mortalité & 'age a.

Les démographes appellent population équilibrée, une population dont la distribution d’age
¢(a,t) est indépendante du temps :

c(a,t) =c(a), Vt > 0.

Intuitivement, cela signifie que le pourcentage des personnes ayant ’dge a, a l'instant ¢, ne
varie pas avec le temps. La densité d’age d’une population équilibrée vérifie donc :

+oo
u(a,t) = c(a)/0 u(a,t)da.

On constate que u est & variables séparées.



Réciproquement, si u(a,t) = uy(a)us(t) avec u1(a) >0, on a:

u(a,t) u1(a)

f0+°° u(a,t)da B f0+°° uy(a

ca,t) =

\da = ¢(a).

L’intérét de cette notion réside dans la description du comportement asymptotique de ces
populations : toute population qui, sous certaines conditions de régularité, vérifie les for-
mules de LOTKA-McKENDRIK tend au cours de son évolution a devenir une population
équilibrée (cf.[H]).

On se demande dans I’étude d’un probléme d’évolution de nature parabolique, si de la
meéme fagon, l'existence d’une solution équilibrée, c’est a dire, a variables séparées, non
nécessairement stationnaire, permet de mieux comprendre son comportement asympto-
tique.

Cherchons dans un premier temps, une condition sur le coeflicient p du probléme :

%u _ p(t)Au = f dans Q x (0,7),
u = 0 dans 09 x (0,T),
u(z,0) = uo(),

pour que ce dernier admette une solution équilibrée (c’est & dire a variables séparées).

THEOREME 0.1.

On suppose qu’une au moins des fonctions ug et f = f(z) n’est pas fonction
propre de (—A) sur Q.

Soit C' une constante t) = £~ est une condition nécessaire pour que le
, P T
(23

probleme :
% —p(tH)Au = f £ 0 dans Q x (0,T),
u = 0 dans 90 x (0,7,
u(z,0) = uo(z) avec [, uo(z)dz #0,

admette une solution & variables séparées.

DEMONSTRATION.

Soit u une solution & variables séparées. Il existe u; définie sur Q et up définie sur
[0, T, telles que :
u(z,t) = ui(z)ua(t),

donc :

/(;u(x,t)d:c = uz(t) /Q uy(z)dz.
A Dlinstant t =0 : [, u(z,0)dz = uz(0) [ wa(z)dz # 0.
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Ce qui implique :
ui(z) _ u()

Joui(z)dz [, uo(z)dz’

et :
__uo(z)
u(z,t) = A uq(:v)da: /Qu(w,t)dac.
On écrit :  u(x,t) = c(:zr;)fQ u(z,t)dz avec ¢(z) = uo(z)

in uo(z)dz

L’équation initiale devient :

c(:z:)(‘/Q u(z,t)dz), —p(t)Ac(av,)/Q u(z,t)dz = f(2). (1)

Pour ug # 0, il existe ¥, fonction propre de —A, sur 2 :

—AY = k¥ dans @ x (0,T),
¥ =0 dans 90 x (0,7),

telle que : f, u(z,0)¥(z)dz # 0. ¥ est non proportionnelle a ¢, car sinon f et uo seraient
proportionnelles a ¥. De plus :

(/s; u(z,t)¥(z)dz): + I<:p(t)/Q u(z,t)¥(z)dz = /Q f(z)¥(z)dz.

Or:
/Qu(:v,t)\Il(m)d:t=/Qc(:c)\Il(x)d:c/Qu(:v,t)dx,

donc :

/Qc(a:)\ll(:c)d:c(/n u(z,t)dz): + kp(t)/ﬂc(:c)\ll(m)dx /Q u(z,t)dz = /Q f(2)¥(z)dz. (2)
En faisant : ¢(z)(2) — (f,, c(z)¥(z)dz)(1), on obtient :

p(t)(/Q c(2)¥(z)dz)[ke + Ac]/ﬂu(z,t)da: = c(:c)/;z f(2)¥(z)dz —f(;r:)/Q c(z)¥(z)dz.

u(z,0)¥(z)dz

D’ol, en remarquant que : [, ¢(z)¥(z)dz = In]_m # 0 et Ac(z) + ke(z) # 0,
Q 1

| _ o) @) — £(2) fy o) @)z
p(t)(/g u(z,t)de) = [Ac(z) + ke(z)] [, c(2)¥(z)de '
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On constate que :
p(t)( Jq u(z,t)dz) est une fonction de t,

e(2)( [, () ¥(2)d2)—f(2) [ e(2)¥(z)ds

e TR fn ETTEYE est une fonction de z.

Donc, il existe une constante C telle que :

C

P(t) = fQ u{z,t)d

REMARQUE 0.1.

Réciproquement, on montre sous certaines hypotheses que cette condition est aussi
suffisante (voir page 102).

REMARQUE 0.2.

Le coefficient p(t) étant de la forme :

C

pt) = Jo w(z,t)dz’

nous sommes naturellement amenés a étudier le probléme suivant :

%ltl» — a(fQ u)A’u, = f dans  x (03 T)?
U = 0 dans 39 X (OaT)a
u(z,0) = uo(z),

et d'une fagon plus générale le probleme :

Su _ a( Jo u)Au = f dans Q x (0,T),
u—Odans@Qo x (0,T),

9 — 0 dans 9% x (0,7),

u(z,0) = up(z).

Les ouverts disjoints 8 et 8y de O vérifient : 9 UOQ; = 0N, et 0N £ 0, n des1gne
la normale unitaire extérieure a 952 et a est une fonction réelle continue.

On supposera souvent f(z) et uo(z) positifs ou nuls pour = appartenant & 2, domaine
régulier de RV. On a en effet le théoréme suivant qui assure la positivité de u :
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THEOREME 0.2.

Si f(z), uo(z) >0, si a(Jyu) > 0 et si le probleme :
% _ a(f,u)Au = f(z) dans Q x (0,T),
u =0 dans 9Qy x (0,7),
%v — 0 dans 89, x (0,T),
U(’L’,O) = UO(IL'),
admet une solution réguliére u, alors : u(z,t) >0 V¢ >0 p.p. dans Q.

DEMONSTRATION.

On pose : u = ut —u~ ot ut, u~ désignent respectivement la partie positive et la
partie négative de u et on suppose que ces fonctions peuvent étre prises comme fonctions
tests.

< ug,u” > —a(/ u) < Au,u” >=< f,u” >,
Q

<ut —u;,u” > -Fa(/ u) < Vut — Vu~™,Vu~ >=< fu™ >,
Q

donc :

1
—§(|| u” ||2)t —a(/ u) < Vu™,Vu~ >=< fiu™ >.
Q

Ainsi : || u™ ||? est fonction décroissante de t. Comme ug > 0, elle est nulle en t = 0, et
donc identiquement nulle.

REMARQUE 0.3.

Certains exemples que nous expliciterons plus tard, montrent cependant que méme
pour uo(z) > 0 et f(z) > 0, il existe des temps ¢t > 0 pour lesquels la solution u(z,t) du
probleme :

% — a(f, u)Au = f dans Q x (0,T),
u = 0 dans 09 x (0,T),
% — 0 dans 89, x (0,T),
| u(z,0) = uo(z),
prend des valeurs négatives. Ceci est dii a la perte du caractere parabolique de ces équations
aprés dégénérescence du coefficient a( [, u).

Pour expliquer ce phénomeéne, qui est, en fait, la perte du principe du maximum, la nature
de la fonction a(z) est essentielle.

On montre que le comportement de la solution va dépendre de la position de la courbe :
y = a(z) par rapport a I’hyperbole : y = lﬂj—qs, ou ¢ vérifie :

—A¢ =1 dans Q,
¢ = 0 sur 9 # 0,
g—g=0sur691.
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THEOREME 0.3.

On suppose : [, f(z)¢(z)dz # 0.
—a(fg u)Au = f dans ,
L’équation stationnaire : ¢ %~ 0 dans 6,

a_ =0 dans 0%,

admet autant de solutions qu’il y a de racines a I’équation

DEMONSTRATION.

Si u est solution, alors :

—a(/Q u(z,t)dze)g(z)Au = f(z)¢(z),

et par intégration sur {2 :

a(i/Q u(:c,t)da:)/Qu(x,t)dxz/gf(:v)gb(:c)dx

Donc [, u(z,t)dz est racine de ’équation : za(x) = [, f(z)é(z)dz.

Réciproquement, soit ! une racine de za(z) = [, f(cc)¢(:c)d:r et soit u solution de

—a(l)Au = f dans Q,
= 0 dans 09y,
= 0 dans 09;.

=

QJlQJ

On a simultanément :

olt) [ watyde = [ fe)ia)ia,

)l = [ fa)o(a)ds

donc :

= /Qu(a:,t)dx, car a(l) # 0 si [, f(z)¢(z)dz # 0.

REMARQUE 0.4.

d
L’hyperbole y = RCLOL

_ﬂ_—

dégénére en la droite y = 0 pour [, f(z)é(z)dz = 0.
C’est a dire, si on suppose f > 0, pour f =0 (cas homogéne)

8
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II. PRESENTATION DES PRINCIPAUX RESULTATS.

Soit V I'espace des fonctions u de H*(£2) telles que u|aq, = 0.

V muni de la topologie induite est un sous-espace fermé de H1(Q). D’apres I'inégalité de
POINCARE, voir [DL3], on peut munir V' de la norme : ([, || Vu 12)2, alors équivalente
a celle de H(Q).

Comme le laisse entrevoir la remarque précédente, le premier chapitre est consacré a P’étude
du probleme homogeéne :

g_'t‘ — a fo u)Au = 0 dans Q x (0,7T),
u = 0 dans 9Q4 x (0,7,

g—:‘l = 0 dans 0Q; x (0,7),

u(z,0) = ug(z).

(H)

L’existence globale et le comportement asymptotique de (H) reposent sur un théoreme du
point fixe réel.

THEOREME 1.1.

On suppose que uy est une fonction de L*(Q2) et que a est une fonction
continue de R dans R. On suppose de plus, qu’il existe deux réels m et M
vérifiant pour tout z réel : 0 <m < a(z) < M.

Alors, il existe une unique fonction u vérifiant (H) telle que :

u € L*(0,T; V)N C(0,T; L*(Q)), VT > 0.

u(z,t) converge uniformément vers 0 dans Q quand ¢ tend vers +o0, et 0 est un point
d’attraction asymptotiquement stable au sens de LYAPUNOV pour la norme || ||oo.

Remarquons que, sous les conditions du théoréme 1.1, ’équation reste toujours parabolique
et on peut, en particulier, lui appliquer les principes classiques de la théorie (principes du
maximum, sous-solutions, sur-solutions...).

Cette situation ne se conserve pas si on affaiblit les conditions sur a. Par exemple, si on
renonce aux “conditions naturelles” : 0 < m < a(z) < M et si on suppose que a est une
fonction réelle, positive et continue seulement pour z > 0, on constate que la solution
s'éteint aprés un temps Ti.



THEOREME 1.2. (Extinction en temps fini)

On pose : H(t) = [, v(z,t)dz ol v vérifie :

% — Av =0 dans Q x (0,T),
v =0 dans 9% x (0,7,

g—z = 0 dans 9 x (0,T),
v(z,0) = up(z) > 0.

Soit a une fonction réelle, positive et continue pour z > 0, on pose :

+oc 1
Too=/0 aoH[z]dZ’

et on suppose : T, < co. Le probléeme (H) admet une unique solution globale
toujours positive ou nulle. Cette solution devient identiquement nulle, simul-
tanément en chaque point de {2 pour t = T.

Il est possible dans certains cas de déterminer exactement l'instant ol la solution devient
identiquement nulle. Par contre, le cas général s’avere plus difficile. On se propose, quand
le calcul explicite de T, n’est pas possible, de définir un critére simple permettant de dire
si T est fini ou non.

THEOREME 1.3.

Soit a une fonction réelle positive et continue sur R**.
Soit (C,k) dans R** x R. On suppose que si :
f(t) ~ Cexp(—kt) quand t — +oco, alors a[f(t)] ~ a[Cezp(—Fkt)] quand t — +oc.

T est fini si et seulement si 'intégrale :
" d
J= / 4z
o za(z)
éventuellement singuliére & 1’origine, est finie.

On peut parfois prolonger la solution en temps au-dela de T'.
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THEOREME 1.4.
Soit a une fonction réelle, continue et positive quand z € R*' et soit ug
positive dans C?(Q2). D est un intervalle ouvert réel contenant 0.

On suppose que [(z) = fox &Td(yﬁ existe et est finie pour tout x dans D.

a) Si la fonction za(z) admet une limite nulle, quand z — 0, la
solution u(z,t) se prolonge de fagon continue et dérivable en temps, au-dela de
T+, par la fonction nulle.

b) Si la fonction za(z) admet une limite finie non nulle, ou infinie
quand z — 0, et si I(z) est bijective de D sur I(D), alors il est encore possible de
prolonger la solution u(z,t) de fagon continue (et dérivable) en temps, au-dela
de T...

L’étude du cas homogéne montre qu'il faut des conditions fortes sur a pour établir existence
d’une solution globale. La nature méme du probléme laisse cependant supposer l'existence
d’une solution locale. Ceci fait 'objet du chapitre 2.

THEOREME D’EXISTENCE LOCALE 2.1.

On suppose que u est une fonction dans L*() et que f est dans L*(0,T; 1),
ol V' est le dual de V.
a est une fonction continue, strictement positive dans un voisinage de fQ uo(z)dx.

Alors, il existe T > 0 tel que le probleme :

& _ o Jyu)Au = f dans Q x (0,T),
(P) u = 0 dans 9Qy x (0,7,

g¢ =0 dans 0 x (0,T),

u(z,0) = uo(2),

admette une solution (locale) dans L?(0,T;V) N C(0,T; L*(2)).

La démonstration de ce théoréme nous montre aussi quelles hypothéses il faut mettre sur
les données du probléme pour qu’il y ait existence globale et unicité de la solution.

11



THEOREME D’EXISTENCE GLOBALE 2.2. (avec conditions naturelles
de structure)

On suppose que ug et Aug sont des fonctions de L?(Q) et que f est dans V.

a est une fonction continue, vérifiant les conditions naturelles de structure :
O<m<a< M.

Alors, pour tout T > 0, le probléme (P) admet une solution (globale) dans
L*(0,T;V)n C(0,T; L*(%)).

Si de plus, on suppose que a est une fonction lipschitzienne, cette solution est
unique.

Le chapitre 3 est consacré au comportement asymptotique des solutions globales, et met
en évidence l'existence de domaines invariants et de points fixes instables. On considere
I’ensemble des points d’intersection entre la courbe :

y = a(z),
et I’hyperbole :

= do f@)@)e

x

contenus dans un compact donné, [ag, a;] x [bo, b1], de R2. On suppose que a est strictement
positive sur [ag,a1]. Définissons alors u., et ups par les relations suivantes :

— r[nin ]a(:c)Aum = f dans Q, - er[na,x ]a(a:)AuM = f dans Q,
z€lap,a1 rC|ao,a1

um = 0 dans 0, upy = 0 dans 0Qy,

%ﬁ? = 0 dans 09, %ﬁi = 0 dans 09;.

On note alors Z ’ensemble des fonctions de V comprises entre ups et up,.
Z={ueVjuy <u<Lunm}.

Z est un convexe, fermé de V, non vide car contenant u,, et ups.

Nous montrons que Z est un domaine stable c’est & dire que si ug, condition initiale du
probléme, est prise dans 1’ensemble Z alors u(.,t), est encore dans Z, Vt € [0, T).

12



THEOREME 3.2.

Soient ug, une fonction de Z, et f une fonction positive de V'.
a est strictement positive sur [ag, a;] et vérifie les relations :

min a(z) = min a(z) et max a(z)= max a(z)
r€lag,a1] :ce[fn uM(:c)d:v:,fQ um(z)dz] z€lao,a1] ze[fn uM(:t:)dx,fn Um (r)dz)

Alors, le probléme (P) admet une solution globale dans L*(0,T; V) N C(0,T; L*()).
De plus, si uy est dans Z alors u(.,?) est encore dans Z, quelque soit ¢ € [0.T].

L’existence de domaines invariants conduit naturellement a la notion d’attracteur maximal.
Soit w la solution de ’équation elliptique :

—Aw = f dans 2,
u = 0 dans 9Qy,
%% = (0 dans 09;.

Soit X la droite de L%(£2) portée par w.
X =Dy = {u € L*(Q)/u = mw,m € R}.

X contient toutes les solutions stationnaires u, car :

w

too = a( o teo(z)dz)’

Pour u+ fixé, on suppose qu’il existe at fonction croissante et a~ fonction décroissante de
x, vérifiant :

a (z) <a(z+ /Q Uso) < a¥(z), Vr € R,

et qu’il existe, pour tout couple de réels strictement positifs (z,y), une fonction croissante

w, telle que :
1 1

@ W
Soit C' la constante de POINCARE. On pose :

| < w(le - yl).

2
F(y) = (20 - et (2t v L L it v,
et on suppose qu’il existe un unique réel positif k tel que :
F(y)=0 poury=k, F(y)>0 poury>k.

Pour a(z) vérifiant : 0 < m < a(z) < M, on peut poser :

M—-m

a (z)=m, at(z)=M et w(z)= —

13



y_((M—m) | fll20 M

Fy)=m m2 )2E’

et donc :

oo (=) | F ]y M

m?2 ) C?m’

On peut établir directement 'inégalité :
Il (% = uoo) 3 &+ (|| w0 = uoo I3 —k)exp(—Cmt),
et donc, pour t assez grand :

“ (u - uoo) ||§S 14 k.

Si on remarque dans ce cas pour 8g, nombre positif donné, que :

£ d *d 1
lim —Y = lim %Y o~ lim ln(-x—) = —o0 avec $g > 0,
=0 [ F(y + k) =0 J,, my m z—0 S0

ce résultat provient du théoreme général suivant :

THEOREME 3.4.

On considére une solution stationnaire u., élément de X.
Soit K ={veV/ ||v—ue ||2<1+k}.

On suppose :

lim /I dy
1 —_—— = —0OQ.
z—0 30 F(y + k)

Alors K est un compact absorbant de L%(Q) :

VB borné C L*(Q), 3t(B) tel que Vit > t(B), Yuo € B, u € K.

L’existence de K compact absorbant dans L?(Q2), espace métrique complet, implique que
I’ensemble A des images des trajectoires completes bornées est attractif et invariant, c’est
a dire qu’il est l’attracteur maximal cherché. (cf. [Hal)

A est exactement ’ensemble des données initiales des solutions u globales et bornées de :

% _ a(Jou)Au = f dans Q x R,
u=0 sur 0Qy X R,
g%=0 sur 0Q; X R.
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Dans le chapitre 4, nous étudions, afin de mieux comprendre son comportement asympto-
tique, la croissance de u(z,t) (Th. 4.1), puis celle de [, u(z,t)dz (Th. 4.2) en fonction de
la variable t.

THEOREME 4.1. (croissance de u(t))

Soient u, et Aug, deux fonctions de L*(Q2), et f > 0 dans V.

On suppose que a est strictement positive, contintiment dérivable, décroissante
sur R** et que : f + a( fo uo(z)dz)Aug > 0. Alors, le probleme (P) admet une
solution globale unique dans L%(0,T; V)N C(0,T; L2(Q)) qui de plus est fonction
croissante de t.

THEOREME 4.2. (croissance de [, u(z,t)dr)

On suppose {2, 0y, 02 invariants par chacune des symétries orthogonales
(S;) d’hyperplan (z; = 0), ol ¢ parcourt {1,2,3,..., N}.
Soit go une fonction impaire définie sur Q.
ug, f et Aug sont des fonctions de L?(Q).
a est une fonction continue, décroissante de R** dans R**, lipschitzienne pour
r> fQ uo(z)dz.
On suppose que :
f=0,
f + a(fQ Uo)AUo 2> Jo,
Uo 2 0, (Uo 5:" 0)
Alors, pour tout T > 0 le probléeme (P) admet une solution globale unique dans
L*(0,T; V)N C(0,T; L*(Q)), telle que [, u(z,t)dz est fonction croissante de t.

On en déduit les deux points suivants :

A) si on suppose que pour z assez grand, la courbe y = a(r) est toujours située

d
au-dessus de 'hyperbole, y = f J(@)¢z)dz , alors [, u(z,t)dz est bornée. D’aprés I’étude

qui précede, elle est convergente quand t — +o0o0. On établit qu’il existe une solution
stationnaire u, telle que :

lim sup [u(z,?) — ue(z)| = 0.
tmtoen

B) si [, uo(z)dz est dans l'intervalle [/, L] ot Il et L sont solutions successives de

I’équation :
Jo f(z)é(z)dz
T 7

a(z) =

et si la fonction :

y=a(z) - fﬂ f(ziqb(ﬂﬁ)dm
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s'annule en changeant de signe pour z = L. f, u(z,t)dz est croissante et ne peut quitter
I'intervalle [I, L].
A nouveau, il existe une solution stationnaire u,, avec L = a( fQ Uoo(z)dz), vérifiant :

lim sup |u(z,t) —ux(x)| =0.
t—+oo e

., . . . flz)d(z)dr
Dans I'étude des points d'intersection entre la courbe y = a(z) et y = lmj%i on
peut considérer comme extrémes les situations ou y = a(x) est elle-méme du type y = é

Dans le chapitre 5, nous allons considérer :

1) k= [, f(z)o(z)dz,
2) k> Jo fz)elz)ds,
3) k< fQ f(z)o(z)dz.

Pour k = fﬂ f(x)p(x)dz, les deux courbes coincident et ont donc en commun une infinité

de points.

Pour k > [, f(x)é(z)dz ou k < [, f(z)$(z)dz, l'hyperbole y = a(x) est située stricte-

. flz)é(z)dx .
ment au-dessus ou strictement au-dessous, et n’a donc avec y = Iﬂz— aucun point

d’intersection.

PREMIER CAS : k= [, f(z)¢(z)dz.

. : #(zr)d
La courbe : y = a(r), et I’hyperbole : y = w, se superposent. Pour

démontrer le théoréme qui décrit la convergence de u, nous avons besoin d’un lemme qui
est une extension élémentaire de 'inégalité de POINCARE & d’autres normes L2.

690 —\\ 891

A N
—_———//
1(z1=0)

Comme 2 est borné, on suppose qu’il est contenu dans une bande d’épaisseur finie | — a, g
dans la direction z;, et que tous les points de ) sont sur-des droites passant par 9 et
orthogonales a ’hyperplan (z; = 0). On prolonge les fonctions en déhors de 0 par la

valeur 0.
16



LEMME 5.1.

Soit @ > 0 et soit ¥ une fonction vérifiant 0 < 9¥(z) < a, Vz € Q. On
suppose qu’il existe une fonction F' de z; intégrable sur [—a,a] telle que :

I 1
_g Y(z, %2, ..., TN)

dz < F(z1), V(za,..,zN) € P,

ou P est la projection orthogonale de () sur I’hyperplan z; = 0.
Pour toute fonction v de V,on a:

/ o(z)*p(z)dz < C / | V(@) |2 $(z)dz.
Q Q

Nous allons utiliser la notation suivante :

NOTATION 5.1.

On désignera par S, I’ensemble des fonctions poids : ¥ de L?(Q2) pour lesquelles il
existe une fonction F' de z; intégrable sur [—a, a] telle que :

I 1
—-a 1/’(17, T2,y .ey -'EN)

dzr < F(z1) V(z2,...,zN) € P,

et qui vérifient de plus : AY(z) <0,et 0 <¢Y(z)<a Vre.
On en déduit :

THEOREME 5.1.

Soient ug une fonction de L?(f2), et f une fonction de V qui ne s’annule pas
sur 0€);.

Soit u dans L2(0,T;V) N C(0,T; L?(?)) solution positive du probléme :

z)dx
%—1; — J f(x)(¢§di Au = f dans Q x (0,T),
u\x a
u =0 dans 8 x (0,T), avec — € L2(0,T; L(Q)).

g—:‘; = 0 dans 0Q; x (0,T), ot
u(z,0) = up(z),

Soit uy la solution du systéme stationnaire associé qui vérifie :
/ Uoo(T)P(z)dz = / uo(z)p(x)dzx.
Q Q

On suppose que 9¥(z) = %%% est dans S.

Alors :

lim /(u(m,t) — um(x))2Md$ =0.
Q

t—+o0 f(:l))

17



DEUXIEME CAS : k> [, f(z)é(z)dz.

La courbe :
. k
y=az)=-,

est toujours située strictement au-dessus de ’hyperbole :

_ Jo f(z)¢(x)dz
y = . :
On montre la perte du caractéere parabolique de ’équation. Pour :
¢ ¢ ¢
A(=5) <0, et (5)LC*,
( f) ( f)

il existe #q, & partir duquel, I’équation :

au_iAu:f’

ot Jo u

perd son sens puisque l'intégrale fQ u(z, o )dz vérifie :

/ u(z,tp)dz = 0.
Q

TROISIEME CAS : k< [, f(z)¢(z)dz.

La courbe :
k
v=a(x) =+,

est toujours située strictement sous ’hyperbole :

)= oS

Nous connaissons le comportement de u quand ¢ — +o0.
Il w|l2— 400 quand t — 4o0.
Nous allons préciser ce comportement, en remarquant, pour certaines conditions initiales

données, ’existence de solutions & variables séparées, puis en démontrant que celles-ci
“attirent” toutes les trajectoires solutions quand ¢ — +o0.

18



THEOREME 5.2 :

Soit f une fonction de L2, positive ou nulle et non identiquement nulle.

On suppose qu’il existe une fonction uy positive ou nulle et non identiquement
nulle dans V, vérifiant au sens des distributions :

(UO —f)/ Ugp S kAuo S 0.
Q

Alors le probléeme :
u— T"—;Au = f dans {2,

u= Ondans 0y,
% = 0 dans 094,

admet une solution positive dans V.

THEOREME 5.3.

Les conditions du théoréme précédent sont encore vérifiées : c’est a dire
qu’il existe des solutions & variables séparées : v(z,t) = (t + a)vo(z).

On suppose de plus que : Avy <0 ne s’annule pas sur 0f; et que ¢ = A;v‘% € S.

Soit u solution positive du probleme :

ot

u=0 gans 390 X (O’T)’
‘_9% =0 dans 99, x (0,T),

]
u(x,0) = uo(z),

a_"‘]LuAuzf dans Q x (0,T), feV,

u € C(0,T; L*(Q)) N L2(0,T; V), avec 4% € L%(0,T; L*(Q)).
Alors :
m [[u—=v|psy =0

t—+o00

(avec décroissance homographique).

Ce chapitre 5 traduit, en fait, l’existence d’'un phénomene de bifurcation. Soit A un
parameétre, écrivons le probléme sous la forme :

at

u = 0 dans 89 x (0, T),
9 — 0 dans 62, x (0,T),

u(z,0) = uo(),

du _ f;Au = /\f dans Q X (O,T),

et supposons que les conditions des théoremes 5.1, 5.2, 5.3 soient vérifiées.

19



a) Si A < A* : la solution dégéneére en temps fini.
b) Si A = A* : la solution converge au sens d’une certaine norme L2,

¢) St A > A* : la solution tend vers +oco en norme L? et on sait expliciter cette
convergence 2 ’aide de solutions & variables séparées.

20



Chapitre 1

ETUDE DE L’EQUATION HOMOGENE
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Chapitre 1

ETUDE DE L’EQUATION HOMOGENE

L’existence globale et le comportement asymptotique de I’équation homogene reposent
sur un théoréme du point fixe réel.

I. RAPPEL.

Les équations du type :

%—'t‘ — A(t)Au =0 dans © x (0,T),
u = 0 dans 09Qy x (0,T),
g = 0 dans 0 x (0,T),
u(z,0) = up(z),
ol A(t) est une fonction mesurable de ¢, strictement positive, se réduisent par changement
de variable en une équation classique de la chaleur ou le terme conductif est égal a 1.

Posons : 7(t) = fot A(y)dy , T est un difféomorphisme de [0,T[ dans [0,7(T)l.

Posons ensuite : v(z,7) = u(z,1) :

gu _ A(t)Au =0 dans Q x (0,T), 2o — Av =0 dans Q x (0,7(T)),
U= 0 dans 9% % (0,T) , Séerit : { U= 0 dans 9% x (0,7(T)) ,

g2 =0 dans 9 x (0,T), £2 =0 dans 9% x (0, 7(T)),
u(z,0) = uo(z), v(z,0) = uo(z).

II. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION GLOBALE.

THEOREME 1.1.

On suppose que uo est une fonction de L?(Q}) et que a est une fonction

continue de R dans R. On suppose de plus, qu’il existe deux réels m et M
vérifiant pour tout z réel : 0 < m < a(z) < M.

Alors, il existe une unique fonction u telle que :
u € L*(0,T; V)N C(0,T; L*(Q)), VT > 0,
ot V = {u € H(Q)/u =0 sur Iy # 0} et vérifiant :
8 _ a(f, u)Au =0 dans Q x (0,T),
u = 0 dans 99 x (0,T),
%« — (0 dans 00, x (0,T),
u(z,0) = uo(x).

22



DEMONSTRATION.

Parmi les fonctions continues strictement positives, on cherche a établir ’existence de
A(t) vérifiant :
gy _ A(t)Au =0 dans Q x (0,T),
u = 0 dans 9 x (0,T),
g—,’: = 0 dans 09; x (0,T),
U(SC,O) = uO(x)»
A(t) = a( o u).

On pose : H(t) = [, v(z,t)dz ol v est la solution faible du probléme :

g_'t’ — Av =0 dans Q x (0,7,
v = 0 dans 09y x (0,T),

g_:; = 0 dans 9Q; x (O,T)v
v(,0) = uo(x).

Comme ug est dans L*(2), v est dans C(0,T; L%(f2)) et H(t) est fonction continue de ¢.
En effet :
Ve>0, In>0 telque |t—¢t|<n implique:

H(t) - H(t')| < /Q [v(z, ) — v(z, t")|dz,

\H(t) — H{E)| < |2 || v(z,t) — v(a, ') o< e
On a donc : A(t) =ao H[fot A(y)dy] car H(t) = [, v(z,7)dz = [, u(z,t)dz,

ou, comme précédemment :
t
)= [ AWy
0

Ce qui nous ameéne & résoudre ’équation différentielle :

{ 7'(t) = a o H[7(t))],
7(0) =0,

que ’on écrit sous la forme :

t Tl(z) L
J Y0

(1) 1
/0 a0 H[Z] dz = 1.

Posons : F(u) = [} mlfmdz. L’expression de F((u) a un sens car v étant dans C(0, T'; L2(2)),
H, et ao H, sont des fonctions continues de ¢, minorées par m > 0. F' est une fonction
dérivable, strictement croissante de [0, +oo[ dans [0, +oo[. En effet :

ou encore :
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. F’(u)za[H—l(u)T>0cara(:c)>0, Ve € R.
. F(0)=0.
. lim F(u) = +oo.

u—-+00

Car 0 < m < a[H(z)] < M implique :
—dz < ———dz < —d
/OMZ—/O aoH[z]Z_/Omz’

- < | —
M~ Jy aoH[z]dz

ce qui prouve : lim F(u)= +oo0.
u—40co

donc :

Ainsi, pour t > 0, ’équation F[r(t)] = t s’inverse en 7(t) = F~1(¢).
T est donc une fonction strictement croissante de t. Comme A(t) = 7'(t), A(t) existe. est
définie de facon unique, et est strictement positive. Le probleme étudié s’écrit donc :

%4 — 7'(t)Au = 0 dans Q x (0, T),

u = 0 dans 89 x (0,T),

9 = ( dans 9% x (0,T),

u(z,0) = ug(2).
Comme 7'(t) > 0, le rappel qui précéde permet d’assurer 'existence et I'unicité de u. En
particulier (cf. [F] ou [DLS]) :

lim w(z,t) = lim v(z,7) =0 uniformément dans £, car on a supposé 9 # 0.
t—+o00 T—+o0

DEFINITION 1.1.

Soit (X,d) un espace de BANACH et S(t);>o un systeme dynamique sur X. Une
trajectoire u(t) = S(t)uy est dite (X, d) asymptotiquement stable au sens de LYAPUNOV

s
Ve>0, 3n>0; zo€ X, d(zo,u0) <n=d(S(t)zo,u(t)) <e, VE>0,

W>0; z0€X, dlzo,u)<v= . 1if+n°°d(5(t)$0,u(t)) =0.

CONSEQUENCE 1.1.

u(z,t) converge uniformément vers 0 dans  quand ¢ tend vers +00, et 0 est un point
d’attraction asymptotiquement stable au sens de LYAPUNOV pour la norme || ||c-

En effet, par application du principe du maximum :
Il 2 floo<H wo lloos
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et donc :
Ve>0, In=¢>0, ||v [ n =]l e, VE>0.

REMARQUE 1.1.

Une étude énergétique L? conduisait aussi, directement & ce type de résultat. Soit :

% _ a(fg u)Au = 0 dans Q x (0,7,
u = 0 dans 0Qy x (0,T),

9 = 0 dans 0Q; x (0,T),

u(z,0) = uo(z).
Si on multiplie par u ’équation :

Ou /
z_ Au =0,
Y a( Qu) u

on obtient :
ulu

—_— - Au = 0.
g ua(/ﬂu) u

Ceci conduit a ’équation énergétique :

‘d(“;t—“z) = —2a( /Q w(z,t)dz) /Q I Vu(e, ) |I* da,

ot || Vu(z,t) || désigne la norme euclidienne du gradient de u.

u est dans L%(0,T; V), donc d’aprés I'inégalité de POINCARE :

- / | Vu(z,8) |2 dz < —C || u |1,
Q

donc :

d(|| w ||?
(”dt ”2) S _Cl ” u ”%, Cl > 0’

et d’apres le lemme de GRONWALL :

el
Il l3<I wo I3 ™.

REMARQUE 1.2.

La méme démonstration d’existence et d’unicité convient si on suppose seulement a
. . " . 1 oy
continue, strictement positive sur 'intervalle [0, |Q |2 || uo ||2]) et uo positive.
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% — Av =0 dans Q x (0,7,

. [ = 0 dans 0 x (0,T)

$) = . v 0 ’ ’

En effet, on pose H(t) = [, v(z,t)dz ol v vérifie 20 — 0 dans 8Q; x (0,T),
v(z,0) = up(x).

Donc, d’apres le principe du maximum H(t) > 0 et d’apres 'inégalité de CAUCHY-

SCHWARZ :

H(t) <[ 1 Izl v 2,
H(t) < |91% || uo |l2,

car : || v [2<|| uo [l2-

a étant strictement positive et continue sur l'intervalle [0, | |7 || uo ||2], il existe m et M
tels que : 0 <m < a[H(t)] < M.

REMARQUE 1.3.

Dans le cas précédent, le temps de parabolicité To, est infini i.e. 1’équation reste
toujours parabolique et on peut, en particulier, lui appliquer les principes classiques de la
théorie (principes du maximum, sous-solutions, sur-solutions...).

Cette situation se conserve-t-elle si on affaiblit les conditions sur a, par exemple si on
renonce aux “conditions naturelles” : 0 < m < a < M et si on suppose que a est une
fonction réelle, positive et continue seulement pour 2 > 0 ?

III. EXTINCTION EN TEMPS FINI DE LA SOLUTION.
A) THEOREME D’EXISTENCE 1.2.

%0 — Av =0 dans £ x (0,7),
v =0 dans 9 x (0,T),

g—:’l = 0 dans 0Q; x (0,T),
v(z,0) = ue(z) 2 0.

Soit a une fonction réelle, positive et continue pour z > 0, on pose :

+o0 1
e | dm

qu —-Oa‘gfn u)aAst; = (E()d;"t)ls Q x(0,T),
. N . u =0 dans 0y x (0,T),
et on suppose : T, < co. Le probléme : _(.,_z — 0 dans 89, x (0,T),
u(z,0) = uo(z) > 0,
admet une unique solution globale qui est toujours positive ou nulle. Cette
solution devient identiquement nulle, simultanément en chaque point de Q
pour t > T,.

On pose : H(t) = [, v(z,t)dz ot v vérifie :

26



DEMONSTRATION.

Comme précédemment. on étudie I'équation : F[r(#)] = # mais cette fois-ci la fonetion
F possede d’autres propriétés.

F'(u) est du signe de - Hl(u) or a{H(u)] > 0 car H(u) > 0. donc F est croissante. Sup-
posons par exemple lin}) a(r) = +2¢. Comme t li_an H(t) = 0. il est impossible de trouver
r— —+oc
M tel que : wo H(t) < Af. En particulier on n'a pas nécessairement 3 lihl_l F(t) = +oc.
—_—T o
Ici. on se place justement dans le cas d’une fonction réelle a. positive et continue pour

r > 0 et pour laquelle :
+o0 1
Too = —_—d .
e /0 ao Hz] Z< e

Nous pouvons alors seulement affirmer que F est dérivable croissante de [0, +oo[ dans
[0, Too[ ou : '

+o0 1

=F (1)

+ Toe
1 y=F(t)
+4 Toc )

Ainsi, I'équation : F[r(t)] =t n’est possible que si : t € [0, Too[ ; auquel cas elle s’inverse
en: r(t) =F~(t)>0. ' -

Donc. tant que ¢ parcourt [0, To|, il existe une solution unique et positive.
“Par ailleurs : -

. ar _ N _ N -1 .
Jip [ A= lip )= lim P = oo,
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ce qui implique, puisque u(z,t) = v(z, LAt ,que: lim wu(z,t) =0.
0 t—Teoo

Montrons maintenant qu’il n’existe qu’une seule facon de prolonger u au-dela de T en
une solution jamais strictement négative ; c’est de choisir u = 0 pour t > T¢,. Soit :

—A¢ =1 dans Q,
¢ =0 dans 09,
a¢ =0 dans 09;.

o e ’ . . o _ ’ . , «, s N .
Dans ces conditions, ’équation : % — a( f, u)Au = 0 permet d’écrire 'égalité suivante :

(/Q u(z,t)d(z)dz): = -—(/Q u(:v,t)d:c)a(/Q u(z,t)dz).

Donc, pour t > T, u(x,t) ne saurait rester strictement positif pour tout z de Q.
En effet, si u(z,t) est strictement positif, il en est de méme pour fQ z,t)dx et
—a( Jo u(z,t)dz) Jo u(z,t)dz est strictement négative .

Dans ce cas, [, u(z,t)¢(z)dz est fonction décroissante de ¢, nulle pour ¢ = Teo. Mais alors,
Jqu(z t)¢(:v)dx < 0 pour t > To, ce qui contredit l’hypothese u(z,t) > 0.

Par contre, u = 0 réalise un prolongement continu (mais pas nécessairement dérivable
en temps) de u(z,t), c’est le seul possible si on exige de la solution qu’elle soit toujours
positive ou nulle.

B) EXEMPLE DE CALCUL EXPLICITE DE 7.

On considére le probléeme précédent avec a(z) = % qui est bien une fonction réelle
positive et continue pour z > 0 :

%_ttt — 71_"Au =0 dans Q x (0,7T),

u=20 (ilans 390 X (07 T)’
%:: = 0 danS 691 X (07T)’
’U,(SL',O) = uO(a")a

ou 0 et 9Q; sont deux ouverts disjoints de OS2 vérifiant :
90y U 3N, = 09,

et ot n désigne la normale unitaire extérieure 3 OS2.

Cette équation admet donc, d’aprés le théoréme 1.2, une unique solution globale qui est
toujours positive ou nulle, et cette solution devient identiquement nulle, simultanément
en chaque point de §, deés que ¢ atteint la valeur t = T, éventuellement infinie. Nous
montrons ici que Ty, est fini et explicitons sa valeur en fonction de u,.

+o0 1
Too = —_—
/0 aoH[z]dz
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+o0
Too = H|z]dz,
0

+oo
T°o=/ /v(:c,z)da:dz,
0 Q

a — Av =0 dans Q x (0,T),
v = 0 dans 99 x (0,T),

‘9” = 0 dans 9; x (0,T),
v(:r 0) = uo(z).

On multiplie par ¢ et on intégre sur .

avec

L’égalité :
d t dz)
(Ja ol xdt )¢(z)dz) /g;Av(x’t)(ﬁ(:C)dx =0,
devient :
d( ,t)é(z)d
(Jo v(fcdt)d’(w) 7) _ /Q oz, t)dz.
Donc :
+o0
T. = _/0 dJo v(x’di)(ﬁ(m)dx)dt = lim X v(x,t)d:c—i—/Q uo(z)o(z)dz = /QuO(‘t)qS(x)dx'

T°o=/(;uo(:c)¢(:c)d:c.

C) CRITERE POUR EVALUER SI T, EST FINI.

a est une fonction réelle positive et continue sur R**.

Soit (C, k) dans R** x R, on suppose que si :
f(t) ~ Cexp(—kt) quand t — +oo alors a[f(t)] ~ a[Cexp(—kt)] quand t — +oo. (%)

(%) est vraie par exemple pour : a(z) = 2Pezp(az).
On se propose, quand le calcul explicite de Ty, n’est pas possible, de définir un critere
simple permettant de dire si To, est fini ou non.
uo est dans L?(Q), donc se décompose selon le systéme orthonormé (¥;) :
—AV; = k;¥; dans (Q,
¥, =0 dans 0%y,

%"— =0 dans 0%,
ﬁ) T;(z)dz >0, [, ¥¥(z)dr =1.

Dans ces conditions :

+o0
v(z,t) = Z < ug, U; > e kit (),

=1
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+oo
HO) = [ ofetde =Y <o, > ™ [ Wi(ae >0,
& =1 Y

+o0
Too =/ L dt
o a(fo ST < ug, Ui > ekt Wy(z)dr)

est une intégrale singuliére a I'infini.

1
Il n’ t ¢ =0:1h > : .
n’y a en effet pas de probléeme ent =0: hm REI0) a(fg ) avec ug > 0 et ug 0

On peut supposer sans restreindre le cas général que : < ug, ¥; ># 0.
H(t) ~< ug, ¥y > e_k‘t/ U,y (z)de, quand t — +o0.
Q

Donc T est fini si et seulement si c’est le cas pour :

I_/+oo dt
) al<ug, ¥y > e Rt L Wy (2)dz]

On pose : © =< ug, ¥; > ekt fQ U,y (z)dz donc, dz = —k;yzdt.

I, donc T4, est fini si et seulement si c’est le cas pour :

THEOREME 1.3.

Considérons a une fonction réelle, positive et continue sur R** vérifiant la
condition (*).
To est fini si et seulement si 1’intégrale :

7= [ sty

éventuellement singuli¢re a ’origine, est finie.
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IV. EXEMPLES ET COMMENTAIRES.
A) PREMIERS EXEMPLES.

EXEMPLE 1.1. a(z) =1,

On considére :

ot
w(0,1) = u(1,¢) = 0,
u(z,0) = sin(mz).

du _ _1 Ay =0 dans(0,1) x (0,T),
e (0,1) x (0,T)

D’apres les résultats précédents, comme J = [; ;&’;—) = [, dz est fini, le temps de parabol-

icité T, est fini. On ’a calculé de fagon explicite pour a(z) = %
Too = fQ u0($)¢(x)dma

T, = fQ sin(ﬂ'z)(zz(l—z)),

T = 4.
Confirmons ce résultat par le calcul détaillé de la solution. Ecrivons :

( % - jl—uAu = 0 dans (0,1) x (0,7,

1 w(0,8) = u(1,t) =0,
u(z,0) = sin(rz),

sous la forme :
9u _ A(t)Au = 0 dans (0,1) x (0, T),
u(0,t) = u(1,t) =0,

u(z,0) = sin(rz),

A(t) Jq u(z,t)de = 1.

Classiquement :

u(z,t) = e o A(y)dysin(ﬂ'x).

Donc, A(t) [, u(z,t)dz =1 devient :

1 t
A(t)/ e Js A(y)dysin(ﬂ'x)d:c =1,
0

—n? [ Ay)dy _ T
A(t)e 0 =3
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En intégrant cette relation, on trouve :

¢ 3
6—11'2 fo A(y)dy _ 1— ZT_Q_?_,

do 3
w(z,t) = (1— %t)sin(ww).

EXEMPLE 1.2. a(z) = z.

On considere :

8 _ (fou)Au =0 dans (0,1) x (0,T),
u(O,t) = u(l,t) =0,
u(z,0) = sin(wz).

D’apres les résultats précédents, comme J = fo m;i_(zz)' =/ %’} est infini, le temps de
parabolicité To, est infini lui aussi. Il y a existence et unicité de la solution sur [0, +o0[.
On vérifie en effet, que :

COMMENTAIRES.
Dans ’exemple 1.2, u(z,t) = %’%, est parfaitement défini pour tout ¢ > 0. Aucun
coefficient ne dégénére... On est dans le cadre classique de la théorie.

Dans ’exemple 1.1, par contre, u(z,t) = (1— "Tgt)sin(wx), s’annule pour To, = Z, instant
pour lequel le coefficient a( [, u) = Tl—; “explose”.

Q

On peut cependant remarquer que le terme complet intervenant dans I’équation est 7‘3"—.

Or : . *
Au i (1 — Zt)(—n?)sin(nz)
—=1

lim = i Y ,
t=% Jou t—F fo (1- "Tt)szn(wm)d:l:
-3
lim A _ —Lsin(m:), Vz € [0,1].
t—»-;zg fﬂ u 2

Autrement dit, fl n’explose pas !
u

Q
Ceci explique pourquoi la solution u(z,t) = (1 — E;”—‘)mn(m:) existe au-dela de T.

D’une maniére générale, il serait intéressant de savoir s’il est possible de prolonger une
solution en temps, au-dela de Ty, et si c’est possible, avec quelle régularité ?
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B) PROLONGEMENT DE LA SOLUTION.

THEOREME 1.4.

Soit a une fonction réelle, continue et positive quand z € R™* et soit ug
positive dans C?(2). D est un intervalle ouvert réel contenant 0.

On suppose que I(z) = [ 2L existe et est finie pour tout z dans D.
0 ya(y)

a) Si la fonction za(z) admet une limite nulle, quand z — 0, la
solution u(z,t) se prolonge de fagon continue et dérivable en temps, au-dela de
T, par la fonction nulle.

b) Si la fonction za(z) admet une limite finie non nulle, ou infinie
quand z — 0, et si I(z) est bijective de D sur I(D), alors il est encore possible de
prolonger la solution u(z,t) de fagon continue (et dérivable) en temps, au-dela
de T.

REMARQUE 1.4.

Sous les conditions du THEOREME 1.4, Ty, est toujours fini (cf. THEOREME 1.3).

REMARQUE 1.5.

Il n’y a donc pas unicité de la solution au-dela de Two.

Il y a une unique solution globale toujours positive ou nulle, mais il est possible d’en
construire d’autres, & condition d’accepter qu’elles deviennent négatives.

DEMONSTRATION.

On commence par évaluer la vitesse ¢ de la solution en fonction de z quand t — T.
Soit v vérifiant :
%—‘t’ — Av =0 dans Q x (0,T),
v = 0 dans 09 x (0,7,
22 =0 dans 9 x (0,T),
v(z,0) = uo.
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t
Puisque, u(z,t) = v(:v,fot A(t)), et que tlir:,q / A(t)dt = +oo (cf. la démonstration du
ad oo 0

théoréme 1.1), on a :

Ou

t_lir:,gw 5= tl_{tqr}w a( u(z,t)dz)Au,

lim — = lim a(/ v(z,t)dz)A

t—»Too t—+4o0
li gu _ lim a(/v(:ct)d / (z,t)de A(+———— )
Jim o= lin z) [ v(z,t)dz o .

Comme précédemment, on note ¥, la premiere fonction propre de —A attachée a la valeur
propre k.

) v kY
tlgl-noo A Ja v(z,t)d:l:) [y Wa(z)dz

, uniformément en x dans 2 .

En effet, posons : w(z,t) = e¥1tv(z,t). w est solution de I’équation :

5 — Aw — kyw = 0 dans Q x (0,7),
w = 0 dans 0Q x (0,7),

8w = 0 dans 8 x (0,T),

w(z,0) = uo.

D’aprés un résultat classique quon trouve par exemple dans [DL8], w(z,t) — C¥y(x)
dans C%(Q) quand t — +o00, donc Aw(z,t) —» —k;C¥;(z), uniformément en z dans (2.

Et ainsi :

| ; - w -k 0y
—_— )= A =
tl}r-}poo A( Jq v(z, t)d:c) t—11+moo (fQ w(:c,t)da:) Jo ¥r(z)dz’

uniformément en = dans €2 .

On sait, par ailleurs, que :

lim v(z,t)dz = 0.

t—+4o0

Nous sommes ainsi amenés a distinguer trois cas :

a) premier cas : lim za(z) =
z—0

Alors :

et u(z,t) = 0 est le prolongement cherché.
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b) deuxiéme cas : lirr%) za(z)=1>0.
r—
Alors u s’annule en t = T, mais possede a cet instant la vitesse :

au k‘l \I/l

—3?|t=T°° - Jo ¥1(z)dz’
en chacun des points de ).
On cherche un prolongement U régulier de u. En t = T :

. lim wu(z,t) = U(z,Tw) : prolongement continu en temps.

t—1 oo

. Ou  0U(z,Tw) | , .
.thglm i e prolongement dérivable en temps.

Nous avons donc a chercher le prolongement :

( SU —a(f, U)AU =0 dans Q X (Te,T),

ot
U — 0 dans 890 X (TooaT)’
] %% =0 dans 8Q; % (Teo,T),
U|t=Too = 0,

au = ] kY
L Ot g =T, ;Owl(z)d:c

Essayons de le trouver sous la forme :

— _ g%
U(il?,t) o ;n U, (z)dz’

g(TOO) =0,
§'(Teo) = —ky.

U
-67-a(/QU)AU_o

s’écrit : g'(H)¥, g(t)alg(t)]k1 ¥4

Jo ¥1(z)dz Jo ¥1(z)dz =0,

ou encore .

g'(t) + k1g(t)alg(t)] = O,

C Mty
/Too g(t)alg(t)] + k1 (t — Too) = 0.

On pose I(z) = [; md%, d'our :
Ilg(®)] + k1 (t — Teo) = 0.
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Cette derniére équation s’inverse en :

9(t) = I [(Teo = )k ].

I i (¢ L )
U(CE,t) - fn‘lll(z)d:c

ki t) = :
. g(t) =0 et que

réalise donc le prolongement de la solution pour ¢ > Ty, puisque

. I} — . - _
Jim g'(t) =~k lim g(t)alg(t)] = —lki.

c) troisieme cas : lim za(z) = +oo.
z—0t

Alors u s’annule en t = T, mais posséde a cet instant une vitesse infinie.

Nous avons donc a chercher le prolongement :

(%Y — a( o, U)AU = 0 dans Q X (Te,T),
U = 0 dans 09 X (T,T),
?9_[1-{' = 0 dans 691 X (TooaT)a
U| = 01

t=Too

lim — = —o0.
\ t—*Too at

Essayons encore une fois de le trouver sous la forme :

_ g() ¥,
Ule,t) = in ¥y (z)dz’

g(Too) ,== 0,
D o)==
oU

JO¥ | gtalg@lka ¥y
@& T [ ()i

s’écrit A& nouveau :

=0,

ou encore .

g'(t) + k1g(t)alg(t)] = 0,

CgWdt
/Too sBaley TRt~ To) =0

I(z) = [y m‘f'%; existe, donc :

Ilg(#)] + k1(t — Too) = 0.
Cette derniére équation s’inverse en :

9(t) = I [(Too — t)ka].
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. -1 —_ . . .
U(z,t)= ! }(T; (3';;]% réalise donc le prolongement de la solution pour ¢ > T, puisque
Q 1

li = :
Jm g(t) =0 et que

. 1 — _ N - _
Jim g'(t) = —k; lim g(t)afg(t)] = —oo.

EXEMPLE 1.3. afz) = =

On a a résoudre le probléme :

gu - L _Au=0d 0,1)x(0,T),
2 \/lfn—ul ans (0,1)x(0,T)
u(0,t) = u(1,t) =0,

u(z,0) = sin(wz).

Nous sommes dans le cas :

1i_rg:ca(:c) =0,
I(z) = [° -4 = 2,/]z,] < o0,

0 ya(y)
et : . 7r23{7rt 2 22
sin(rz)(1 — 532°)* pour ¢t < 5%,

0 pourt > :,‘/\/5;,

U(z,t) = {

réalise le prolongement cherché : Uj,_, =0 et tlirqlg -a—t: = 0.

EXEMPLE 1.4. a(z) = <.

Nous sommes dans le cas :
lirr%) za(z) =1>0,
r—
I(z)=[° yﬁf'%j =1-e"% < o0,

et on a & résoudre le probleme :

at o
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = sin(7z).

du €fn: Au = 0 dans (O,I)X(O,T)’

I(z) = foz e~¥dy =1 — e~" est une bijection de R dans ] — o0, 1.
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U(z,t) = —(g)sin(ﬂa:)ln[e_T2 + t?] réalise le prolongement cherché pour tout ¢ positif ou
nul. Comme le prévoit la théorie, il s’annule en ¢ = T, possede a cet instant une vitesse
finie non nulle, puis devient négatif.

EXEMPLE 1.5. a(z) = =

Nous sommes dans le cas :
lin(l) za(z) = +o0,
r—
z d 2
I(z) = [,° y-;(%—) = $20+/|%o| < o0,

et on a a résoudre le probleme :

Qu __ ____L____Aw=0dans (0,1)x(0,T),

ot [ [Tl [
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = sin(rz).

I(z) est une bijection de R dans R.

w3/t 2

U(x,t)=egsin(m)|§_ e

réalise le prolongement cherché avec e =1 pour t < Tx = ;—;/y?g et e = —1 pour t > T.
Comme le prévoit la théorie, il s’annule lui aussi en t = T, possede a cet instant une
vitesse infinie, puis devient négatif.
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Chapitre 2

THEOREMES GENERAUX D’EXISTENCE ET D’UNICITE
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Chapitre 2

THEOREMES GENERAUX D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Les théorémes d’existence et d’unicité établis dans ce chapitre reposent sur le théoréme
du point fixe de SCHAUDER et sur le théoréme suivant di & J.L. LIONS (cf.[DL8}).

1. RAPPEL.

Soit H un espace de HILBERT muni du produit scalaire (,) et de la norme | |. On
identifie H et son dual. Soit V un autre espace de HILBERT de norme || ||. On suppose
que V s’injecte dans H de maniére continue et dense.

VcCHCcCV.
Soit T fixé ; pour presque tout ¢ dans [0,7"] on se donne une forme bilinéaire a(t;u,v) :
VxV—>R,

vérifiant les trois propriétés suivantes :
a) la fonction t — a(t; u,v) est mesurable pour tout u et v dans V.

b) la(t;u,v)] < M || u |||| v || pour presque tout ¢ dans [0,T] et quels que soient u et
v dans V.

¢) a(t;v,v) > m| v || — C|v|* pour presque tout ¢ dans [0,T] et quel que soit v dans
V, et oum >0, M et C sont des constantes.

Etant donnés f dans L%(0,T; V') et ug dans H, il existe une unique solution u telle que :
. u € L*(0,T; V)N C(0,T; H).
& ¢ LY(0,T; V).

42 (¢),v > +a(t; u(t),v) =< f(t),v > pour presque tout ¢ dans [0, T,
quel que soit v da.ns V et pour u(0) = ug.
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Nous allons essayer d’utiliser le cadre abstrait et assez général de ce théoreme pour étudier
I’existence d’une solution faible au probléme :

% _ g Jou)Au = f dans Q x (0,T),
u = 0 dans 0% x (0,T),

9% =0 dans 8, x (0,7),

u(:z:,O) = UQ(SII),

ou ) est un ouvert borné, connexe de R™, Qg # 0 et 03 sont deux ouverts disjoints de
O vérifiant :

90, U 30, = 09

n désigne la normale unitaire extérieure & 0Q2 et a une fonction réelle continue.

L’étude du cas homogene, qui repose sur un théoréme du point fixe réel, montre qu’en
I’absence de conditions fortes sur a, il est vain d’espérer une existence globale de la solution.
Deux questions se posent alors a nous :

. Y a-t-il toujours, comme le laisse supposer la nature méme du probleme, une
solution locale ?

. Quelles hypotheses faut-il mettre sur les données du probleme pour qu’il y ait
existence globale de la solution ?

Pour résoudre ces problémes d’existence, nous allons définir I’espace V' des fonctions u
de HY(Q) telles que u|sg, = 0. V muni de la topologie induite est un sous-espace fermé
de H'(). D’aprés l'inégalité de POINCARE, voir [DL3], on peut munir V' de la norme
équivalente & celle de HY(Q) : ([, || Vu |[?)%.

II. THEOREME D’EXISTENCE LOCALE 2.1.

On suppose que u, est une fonction dans L?(2) et que f est dans L%(0,T, V')
ou V' est le dual de V.

a est une fonction continue, strictement positive dans un voisinage de [, uo(z)dz.

Alors, il existe T > 0 tel que le probléme :

& _ o(fou)Au = f dans @ x (0,T),
v = 0 dans 0Q¢ x (0,T),

%x =0 dans 9, x (0,T),

u(z,0) = uo(2),

admette une solution (locale) dans L%(0,T;V) N C(0,T; L*(2)).
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DEMONSTRATION.

Soit a > 0 choisi tel que a soit strictement positive sur [ [, uo(z)dz—a, [, uo(z)dz+a].
On note respectivement M’ et m' les valeurs a( f,, uo(z)dz — a) et a( f, uo(z)dz + a). On
note A la fonction obtenue & partir de a, par troncature autour de [, uo(z)dz :

A(z) = a(z) pour [juo(z)de —a <z < [, uo(z)dz + a,

A(z) =M' pour z < [, uo(z)dz — a,
A(z) =m' pour z > [, uo(z)dz + a.

Par conséquent, il existe m et M tels que A(z) vérifie pour tout = réel :
0<m< A(z) < M.

Soit F' ’application :
{ L2(0,T; L3(Q)) — L?*(0,T; L*(Q)),

v —u,

ou u est solution du probleme :

94 — A(f,v)Au = f dans Q x (0,7),
u = 0 dans Q¢ x (0,7,

a:‘l = 0 dans 0Q; x (0,7T),

(z,0) = uo(z),

Lo

et vérifie :
u € C(0,T; L*(Q))n L0, T; V),
de ¢ 20, T; V).

a) INEGALITES A PRIORI.

Nous allons montrer qu’il existe trois constantes K, K', K" ne dépendant que de wuy,

T, f telles que :
| % llce,rr2) < K,
| w llz200,1v) £ K,

| u¢ lz2¢o,7vy < K"

Ainsi quitte 4 prendre R assez grand, I'image par F' de la boule Bg de centre 0 et de rayon
R dans L?(0,T;L?%(Q)) est encore dans Br. De plus, comme l’ensemble des fonctions
u de L2(0,T;V) telles que u, soit dans L?(0,T; V"), s’injecte de maniére compacte dans
L*(0,T; L*(Q)), 'image par F' de Bp sera relativement compacte dans L(0,T; L2()).
On a:

On pose : y(t) =| u(.,t) |l3= [, u*(z,t)dz et on note : || Vu ||z la norme du module du
gradient de u(.,t) dans L%(Q).
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y(t) vérifie ’équation énergétique :

L 2 = z,t)u(z,t)dx
5O+ A([ v(a,)de) [ Vu I = [ f(o. (e )z,

soit, en intégrant :

%(y(t) 4(0)) / A / o(z,4)dz) || Vu |2 dr = / / f(z, u(z, t)dzdr,
ot :

(+)—y(0))+ / A( / o(z,t)de) || Vu | dr < / | £Cot) 13 dr)( / () 7 dr)t.

lolr—l

Utilisons maintenant I'inégalité de YOUNG :

Sy +m [ Vulgar< o (151 ar+ 5 [ ul ar

On sait que || u ||v est équivalente & || Vu ||z, donc il existe m/ tel que :
1 ! 2 1 [ 2 m [* 2
W) —y(0) +m | [|Vulzdr < o | || fot) Iy dr+ 5 | || Vull; dr.
< 0 m Jo 2 Jo

Done : 5(y(t) ~y(0)) + 5 o || Vu I3 dr < i Jy Il £() [ i,

1 m [! Ty 12 dr < L .
5t —y(0)) + 5 A I Vullz dr < 5l £ z2p0,7v)-

Nous pouvons ainsi conclure a :

1 1 .
sup |l u ||z < (¥(0) + =l f |132p0,0,v7)% = K
tefo,7] m

=K'

y(0) + 7l f 1o,y s
)2

n<
| © | 220, 1;v) < ( —

On sait par ailleurs que : % € L*(0,T;V"). Soit w une fonction dans V.

(—i-u—((i%-)-,w >—-< A(/ u)Au(.,t),w >=< f(.,t),w >,
Q
du(.,t
1< 268 s> | <M< V(0,0 > 1 L0 vl w v,
du(.,t
1< B ) <MY Vu ol Voo lls + | £G8) vl s
du(.,t
T< Bl s | < Vo 41 ) ] o
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On en déduit :

du(.,t
I fjt ) < M| Vulz + 1FCo 1) v,
puis :
[y I E - CUYTS
at N2orvn= | a "V

du T T T ‘
I 5 o M2 [ 19wl drt [0 I dre2dr’ [0 9l £.0) oo

En utilisant 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on obtient que | 2% 1320 7.1y est plus
petit que :

T T T 1 T 1
M2 [Vl dr+ [ £ R dr 42201 vu i a0 1 ant.

Donc :

1
2 = K2,

du ; T (T
I G VoS MPE™ + [ 5G8) I dr 42005 £,0) I )

b) CONTINUITE DE F DANS L2(0,T; L*(Q)).

Soit (vp)n>0 une suite convergeant vers v dans L*(0, T'; L*(Q2)) :
T
/ | vn —v |3 dz — 0 quand n — +o00 .
0

Alors, il existe une sous-suite (Up, )n, >0 telle que || vn, —v ||3— 0 p.p.t € [0,T), quand nj — +oo,
et donc telle que :

/ v,;k — / v p.pt€[0,T] quand ni — +oo.
Q Q

Par définition, u, = F(v,) vérifie :
%“tm — A(Jq vn)Auy = f dans Q x (0,T),
un, = 0 dans Qg x (0,T),
%& = 0 dans 0%, x (0,T),
un(z,0) = uo(z).

Il faut montrer que, dans L%(0,T; L%(Q)) :
F(vgy) = F(v) quand n — 400,

c’est a dire :
up — u quand n — +o00,
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ou par définition, u = F(v) vérifie :

% — A(fqv)Au = f dans Q x (0,T),
u = 0 dans 0§ x (0,T),
9L = 0 dans 0 x (0,T),

u(z,0) = uo(z).
Comme u, est dans F(Bgr) qui est relativement compact dans L2(0,T; L2(Q)), il suffit
d’établir que :

F(v,,) — F(v) quand ngy — 4o0.

On peut donc écrire (v, ) pour (v,, ). Par différence :

‘%_“gt_“n) _A(/Q vn) AU = ty) =Au[A(/Q v)—A(/Q va)l,
d'otr :

1 2 2 ' 2
0 (= ) = 1 (e 0) 1)+ [ AC [ ona, o) 1 Vi = un) I dr

=/Ot/QAu[A(/Q v)_A(/Q a))(u — up)dedr,

1 (= ) W07 <1 AUlAC [ 0) = AC[ o) @zl 4 = un zzovs

m | (= wn) 120 <1 S| )= AC[ o) e,

Or d’apres ’équation :

0
% A vsu=t,

et d’aprés les inéquations a priori déja obtenues, il est clair qu’il existe une constante C’
ne dépendant que de ug, T, f telle que :

| Au ||z20,7;v) < C'.
Ainsi, par continuité de A :
| (v = un) llL200,7;v)— 0 quand n — +o0,
car : [, vn — [ v, et donc:

| (v = un) llL2(0,7502(0))— 0 quand n — +4oo0.
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c¢) CONCLUSION.

D’apres le théoreme du point fixe de SCHAUDER, il existe u dans B de L(0, T; L%())
vérifiant F(u) = u.

Nous avons ainsi établi l’existence d’une solution u au probléme :

9 — A(fqu)Au = f dans Q x (0,T),
u = 0 dans 9Qy x (0,T),
3—32 = 0 dans 9} x (0,T),
u(z,0) = uo(),
avec la fonction A et pour tout ¢ dans [0, T].

En particulier, nous savons que la solution u est continue de [0, 7] dans L%(Q2), donc que
fQ u(x,t)dz est continue en ¢. Ainsi, pour t assez proche de 0, fQ u(z,t)dr est suffisamment
proche de [, u(z,0)dz pour étre dans lintervalle [, u(z,0)dz — o, [, u(z,0)dz + a).
Autrement dit, pour ¢ voisin de 0 : A( [, u(z,t)dz) = a( [, u(z,t)dz).

Et nous avons, en fait, ainsi établi ’existence d’une solution u au probleme :

% — a(fQ u)Au = f dans Q x (0,7),
u = 0 dans 0y x (0,T),
9t — (0 dans 89; x (0,T),

on —
u(z,0) = uo(z),
avec, cette fois-ci la fonction a et pour tout ¢ dans [0,T] (T assez proche de 0).

Le résultat précédent s’étend immédiatement si pour tout z réel, il existe 0 < m < M tels
que : 0 < m < a(z) < M (conditions naturelles de structure) . Alors: a= A et on a :

ITI. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE GLOBALE 2.2.
(avec conditions naturelles de structure)

Soit V l’espace des fonctions u de H'(Q) telles que u|sg, = 0. V muni de
la topologie induite est un sous-espace fermé de H!(§2). On suppose que u, et
Aug sont des fonctions de L%(Q) et que f est dans V.

a est une fonction continue, vérifiant les conditions naturelles de structure :
O<m<a< M.
Alors, pour tout T > 0, le probleme :

& —a(fyu)Au = f dans Q x (0,T),
u = 0 dans 0% x (0,T),

-g—,‘; = 0 dans 99, x (0,T),

u(z,0) = uo(e),

admet une solution (globale) dans L?(0,T;V)n C(0,T; L*(Q)).

Si de plus, on suppose que a est une fonction c-lipschitzienne, cette solution
est unique.
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DEMONSTRATION.

Il ne reste plus a établir que I'unicité de la solution. La démonstration qui suit est

due a M.CHIPOT et J.F.RODRIGUES.

On considere deux solutions u et v :

a( fo u)Au = f dans @ x (0,T), [ ¢ —a(fyv)Av = f dans Q x (0,T),
u-Odans@Qox(O T), v =0 dans 0% x (0,T),
2e = 0 dans 9y x (0,T), % — () dans 99, x (0,T),
u(z,0) = uo(x),

v(z,0) = uo(x).

Par différence :

8(u

—a(/u)Au—v) Avla / —a(/

d’ot1 :

LU= 4y () el [ (000 =) ol Ao s

|| Av || est bornée par une constante qui ne dépend que de ug, T, f et

I/(u—v)dxl I (u =) < 1902 || (= o) II5 -
Q

Donc, il existe une constante k telle que :

A W) oy (- ) 13,

d’ou :

I (w = o) [I3<]] (w = )(0) I3 €.
Or: || (u=2v)0)|l2=0,et: u=0.



Chapitre 3

DOMAINES INVARIANTS ET STABILITE
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Chapitre 3

DOMAINES INVARIANTS ET STABILITE

(sans condition naturelle de structure.)

I. INTRODUCTION.

Ce chapitre est consacré au comportement asymptotique des solutions globales, et met
en évidence ’existence de domaines invariants et de points fixes instables.

Nous avons déja vu que le nombre de solutions de I’équation stationnaire donc de points
fixes dépendait du nombre de points d’intersection entre la courbe :

y = a(z),

et hyperbole :

= TS

ou ¢ vérifie :
—A¢ =1 dans Q,
¢ = 0 dans 09y,
%3 = 0 dans 01);.

Tout notre travail va consister a savoir quel réle jouent ces points fixes dans la nature
asymptotique des solutions.

Nous savons que si un probléme du type : %—':— +Au=f, u(0)=0, feC(0,+00;X),
admet pour uy donné dans un espace de BANACH X, une solution forte :

)= S(tyuo + [ St - )f(s)ds,

et que si on a une inégalité du type : || S(¢) ||< Me™#* (comme c’est généralement le cas
dans les problémes de diffusion) alors il y a convergence au sens de la norme de X de u(t)
vers la solution stationnaire. ’

Mais il faut remarquer que dans ce cas, le théoréme de HILLE-YOSIDA assure I'unicité
du point fixe (cf [DL.8]) alors qu’ici il peut y en avoir une infinité.

Les résultats obtenus montrent cependant que sous des conditions géométriques assez larges
il y a encore convergence vers ces points stationnaires.

49



L'idée de hase con51st§ a établir 'existence de régions invariantes puis & conclure par un
argument de monotonie.

Toutefois. si on renonce a étre trop précis dans la description de a. on imagine que la
nature de l'intersection entre y = a(z) et 'hyperbole peut s avérer compliquée.

Nous montrons sous des conditions incluant les cas : 0 < m < a(z) < M. qu'il existe un
attracteur maximal.

Remarquons enfin qu’en dehors de la remarque 3.2, y = a(z) n’est pas |’ hyperbole y = £,
’ - L N - . ’ . . v i £
On fera ultérieurement 1'étude de ce cas ol il y a parfaite coincidence entre les 2 courbes.

II. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER : EXISTENCE DE POINTS
FIXES INSTABLES.

On suppose qu'il existe seulement deux points d’intersection entre la courbe :
y = a(z),

et I'hyperbole :
k "
y = — avec k=/ f(z)p(z)dz.
z Q

On note [ et L les abscisses respectives de ces deux points et on suppose de plus que :
Vz €], L] a(L) < a(z) < a(l).

Définissons alors u; et uy par les relations suivantes :

) f(x)ld’(z)d: Ay = f dans Q, ) ﬂz?(z)dz Aup = f dans Q,
u; = 0 dans 9%, ur = 0 dans 9Qy,
%=0dans o, %",ﬁ=0dans o0,.

On note Z; I’ensemble des fonctions de V comprises entre u; et uf.

Zy={u€V/u<u<ur}
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Z; est un convexe, fermé de V, non vide car contenant u; et uy,.

Nous allons montrer que si ug, condition initiale du probléme, est prise dans I’ensemble Z,
alors u(.,t), est encore dans Z;. Plus précisément :

THEOREME 3.1.

Soient ug, une fonction de Z; et f une fonction positive de V'.

a est une fonction continue, strictement positive. On suppose qu’il existe
seulement deux points d’intersection entre la courbe :

y =a(z),
et I’hyperbole :
y = fﬂ f(:c)qﬁ(:z:)d:r

T

On note / et L les abscisses respectives de ces deux points et on suppose de
plus que :
Vz €]l, L] a(L) < a(z) < a(l).

Alors, le probléeme :

& — a( fyu)Au = f dans Q x (0,7),
u =0 dans 0Qy x (0,7,

%‘; =0 dans 9Q; x (0,7T),

u(z,0) = uo(2),

admet une solution globale dans L?(0,T;V) N C(0,T; L*(Q)).

De plus, si ug, condition initiale du probléme, est prise dans I’ensemble Z; alors
u(.,t), est encore dans Z;, Vt € [0,T].

DEMONSTRATION.
Soit F' ’application :

{ Z1 = {v € L}0,T; LA(R)), v(t) € Z1 Wt € [0,T]} — L*(0, T; LA(%)),

v — U,
ou u est solution du probléme :

% - a(f,v)Au = £ dans © x (0,T),
U = 0 da.ns 690 X (0? T)’

un:t, 0) = uo(x).
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Ce dernier rentre dans le cadre du théoréme variationnel de J.L. LIONS. Autrement dit,
il existe une solution u telle que :

{ u e C(0,T; L3 (Q))n L?(0,T; V),
d .

gL e L2(0,T; V).

Pour montrer que cette application F' admet un point fixe, il suffit d’aprés la démonstration
du théoreme d’existence locale, de nous nous assurer que u est encore dans ZJ.

Ceci va résulter du principe du maximum, nous avons :

du

5t a(fQ v)Au = f dans ) x (0, T), f f(z)é(z)dz

u = 0 dans 0§y x (0, T), ot —=t—7——Au,, = f dans (,
-g—:i = (0 dans 891 X (O’T)’ urp =0 dans 890,

du
u(r,O) = uo(gg)’ E{" = 0 dans 0€;.

On remarque, apres multiplication par ¢, que L = [, uz, (de méme ! = f; w;), on pose :
Mp=a(L) = a(/ ur) et my=a(l) = a(/ up).
Q Q

Par différence :

Au=rr) _ a(f,v)A(u —ur) = [a( f,, v) — Mr]A(ug) dans © x (0,T),
u —ur = 0 dans 90 x (0,T),
g(u_(;;u_L_l =0 dans 00 x (0,7,
u(z,0) —ur(z) > 0.

Or, par définition :

A(uL) S 0

[uz [oz [u
Q Q Q

a(/ﬂv)—MLZO,

et par hypothése sur v :

donc :

et :
u(.,t) <wug, vt €0,T].

De la méme maniére, nous avons :

% — a(Jo v)Au = f dans Q x(0,T), J GO
u-Odans@Qox(OT) ot Au; = f dans (,
28 _ 0 dans 89 x (0, ), = 0 dans 80,

au
u(=,0) = uo(z), an = 0 dans 00,

Par différence :

) — o fo0)Au - w) = [a{ f v) - miA(wr) dens @ x (0,T),
u —u; = 0 dans 0% x (0,7,
8ucw) — 0 dans 0 x (0,T),

u(z,0) —w(z) <0.
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Or, par définition :
Auy) <0,

a(/Qv)—mJSO.

ul.,t) > u, ¥t € [0,T).

et par hypothése sur v :

Donc :

CONSEQUENCES 3.1.

Soit g(z) = za(z).
On suppose : g(z) > [, f(t)¢(t)dt, pour z dans [I, L].

On suppose de plus que f € C*(Q) ot 0 < a < 1 et que ug € C*H¥(Q) vérifient les relations
classiques de compatibilité sur 02, pour que u, % soient éléments de C*%(Q x RY).

Nous avons vu dans la démonstration précédente que :

/Qul(:v)d:cS/Qu(x,t)d:cS/QuL(x)dx,

1< / u(z,t)dz < L.
Q

Donc, nous sommes dans le cas ou :

c'est a dire :

([ wats)al [ ue,ie) > [ foo
(/Q u(z, t)p(z)de): = /Qf(:c)qS(:c)dm - (/Q u(:l:,t)dalc)a(/Q u(z,t)dz) <0,
et [, u(z,t)¢(z)dz est une fonction décroissante de t. Par ailleurs, comme ¢ > 0 :
(u>w)=> (/Q u(z,t)¢(x)dz > /Qul(a:)cb(:v)dw)

Donc [, u(z,t)$(z)dz est une fonction décroissante de ¢ et est minorée par [, ui(z)d(z)dz
donc est convergente quand ¢ tend vers l'infini.

y= tl{gxoo/; u(z,t)d(z)dz existe et est finie.

Il en résulte que :

Jim ([ u(a,p(e)ie) =0,
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En effet, supposons que g(t) = ([, u(z,t)¢(z)dz); n’admette pas 0 comme limite, en +o0.
Il existe alors €y ainsi qu’une suite t, qui tend vers 400 et telle que :

g(tn) > ¢ > 0.

Comme 2% est élément de C*%(Q x R*), il existe C > 0 telle que :

v(t,t') € R*?, lg(t) — g(t)| < Clt —t'|7,
et donc :
W ERT, B-tl<(E=Ty = gt -t <Cli—t1F <L
Ainsi : ¢
Vi € [tn — To,tn+ To], VYneN, g(t)> —29
puis :
tn+T0
VYn €N, g(t)dt > Tyeo.
tn—710

Or ceci contredit le fait que :

tn+T0 .
lim / g(t)dt = lim u(z,tn+Tp)o(2)dz —/ w(z,ty —To)é(z)de = vy—~ = 0.
t *Jo Q

n—+oc fu 1o n—+
Ainsi :
Jim ([ u(atyd(e)de) =0,
puis
Jm ([ ute.ie)a( [ ueie) = [ f@)s@ys

[ < / u(z,t)dz < L.
Q

Donc, par continuité en ¢ de [, u(z,t)dz, celle-ci converge nécessairement vers [ ou L.

a= lim u(z,t)dzr existe et est finie.
t—+o0 Jo

Il reste & montrer, quand ¢ tend vers P'infini, que u(z,t) converge en un sens & préciser.

Un théoréme classique (cf.[F] ou [DL8]) assure que u converge uniformément en z dans
vers w solution de :

—a(a)Aw = f dans Q,
w = 0 dans 0,
3—:‘; = 0 dans 09;.

Ici:

tEan@Lu(x,t)zﬁ(w)dm = /Qw(a:)qﬁ(:c)dx en décroissant.
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Donc nécessairement :
a=1[ et w=u.

On peut écrire en conclusion :
li - =
lim sup |u(z,t) — w(z)| =0,
T€EQ
et déduire de ceci 'existence dans Z; de deux types de points fixes :
. u; est un point fixe stable et méme asymptotiquement stable dans Z;.

. uy, est un point fixe instable dans Z;.

CONSEQUENCES 3.2.

Soit g(z) = za(z).
On suppose : g(z) < [, f(t)¢(t)dt pour z dans [I, L].
On suppose de plus que f € C*() o1 0 < & < 1 et que ug € C?*+*(Q) vérifient les relations

classiques de compatibilité sur 0f2, pour que u, % soient éléments de C*%(Q x R1).

Comme dans le premier cas, nous avons :

/gzul(:c)dxg/szu(a:,t)dwS/QuL(a:)da:,

1< / u(z,t)dz < L.
Q

c’est a dire :

Donc, nous sommes dans le cas ou :
(/Q u(:zc,i‘)d:v)a(‘/;2 u(z,t)dz) < /Q f(t)g(t)dt.
Alnsi :
([ ute.00(e)da)e = [ fe)ada = ([ u(e,de)a( [ ule,t)ds) 2 0
et [, u(z,t)¢(z)dz est une fonction croissante de t. Par ailleurs :
(u<ur)=> (/Q u(z,t)¢(z)dzr < /QuL(m)qS(a:)dz)

Ainsi [, u(z,t)d(x)dx est une fonction croissante de ¢ et est majorée par [, ur(z)d(z)dz,
donc est convergente quand ¢ tend vers 'infini.

tB+mmL u(z,t)d(z)dr existe et est finie.
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Il en résulte que : , ligl (/ u(z,t)¢(z)dz)s = 0, et donc :
—Foo' Jq
Jim ([ we,tdnal [ e tydo) = [ @)@

avec @ [ < fQ u(z,t)dz < L. Donc, par continuité en ¢ de fQ u(z,t)dz, celle-ci converge
nécessairement vers « = [ ou o = L.

a= lim u(z,t)dz existe et est finie.

Il reste & montrer, quand ¢ tend vers l'infini, que u(z,t) converge.

Comme précédemment, nous pouvons affirmer que u converge vers w, qui dépend de a.

Lei : , li? / u(z,t)é(z)de =/ w(z)¢(z)dz en croissant. Donc nécessairement :
T Ja Q

a=0L.
Si on remarque de plus que w = up, on peut écrire, en conclusion :

lim sup |u(z,t) —ur(z) =0.
t—+oco =
€N

Il existe & nouveau dans Z; deux types de points fixes :

. u, est un point fixe stable et méme asymptotiquement stable dans Z;.

. u; est un point fixe instable dans Z;.

III. CAS GENERAL.
On considére I’ensemble des points d’intersection entre la courbe :
y = a(z),

et I’hyperbole :

) = oS ole)is

r

contenus dans un compact donné, [ag, a;]x [bg, b1], de R?. On suppose que a est strictement
positive sur [ag, a;]. Définissons alors u,, et ups par les relations suivantes :

— min _a(z)Auy, = f dans Q, — max a(z)Aupy = f dans Q,
zE[ao,al] zE[ao,al]

um = 0 dans 0, up = 0 dans 09,

a7"}:‘-=0da.ns o0y, a—g#:Odans oN,.

| _ Sy @) é(2)dz _ [y f(@)é(z)d=
On remarque que : fo um = LT et [oum = 2

z€[ag,a4) z€[ao,a1]
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On suppose de plus que les relations suivantes. notées (x) sont vérifiées :

min  a(x) = min a(z), max a(z)= max a(r) (=)
ré€lag.ai] .z'G[fQ u-u(.z:)d.r.fn U (r)dz] r€[ag.ai] 1'€[fn u,u(l')([r.fn e (2)dr]

On note alors Z, l'ensemble des fonctions de 1 comprises entre uy; et ty,.
Zy ={u e V/iuy Su<un}.

Z> est un convexe, fermé de 1", non vide car contenant u,, et uy;.

Nous allons montrer que Z; est un domaine stable c’est & dire que si ug, condition initiale
du probleéme, est prise dans I’ensemble Z, alors u(.,t), est encore dans Z,, Vt € [0, T].

L'idée générale qui est développée ici peut étre résumée ainsi :
1) on se donne un intervalle [ag, a;] sur (Oz).
2) on considere les valeurs extrémales by = min a(z) et by = max a(zx) de a(x)

r€lag,a1) z€[ao,a1}
sur cet intervalle.

3) les droites horizontales y = b et y = b; coupent I’hyperbole aux points d’abscisses
Jo uar(z)dz et Jo um(z)dz.

4) on admet qu'entre aq et [, up(z)dz, et entre a; et Jq um(z)dz, la courbe y = a(z)
ne prend aucune nouvelle valeur qui soit plus grande que b; ou plus petite que b,.

Il faut voir la possibilité de choisir [aq,a;] vérifiant 4) comme une propriété géométrique
de la courbe y = a(z).

ehasnweme o=

cunscunsccsssfsomacsv st o -I- 3
h I I I

by |-- —tA—
L_f 'uM_'_a'o i ) ) d1‘| fnum_




THEOREME 3.2.

Soient uy, une fonction de Z,, et f une fonction positive de V'.

On considére I’ensemble des points d’intersection entre la courbe

y = a(x),
et I’hyperbole :

= Jat@)p(a)te

Z

qui sont contenus dans le compact [ag,a1] X [by, b;] de R?. On suppose que a est

strictement positive sur [ag,a;] et qu’elle vérifie les relations (*x).
Alors, le probleme :

g_ltt _ a(fQ u)Au = f dans Q x (0,7T),

u =0 dans 0 x (0,T),
u __

co =0 dans 0Q; x (0,7),
u(z,0) = uo(),

admet une solution globale dans L2?(0,T; V)N C(0,T; L%(Q)). De plus, si ug, con-
dition initiale du probléme, est prise dans ’ensemble Z, alors u(.,?), est encore
dans Z,, Vt € [0,T].

DEMONSTRATION.

Soit F' ’application :

v — U,

{ Zy = {v € L*(0,T; L*(Q)), v(.,t) € Z; Vt €0,T]} — L*0,T; L*(Q)),

ou u, solution du probléme :

% _ a(f,v)Au = f dans Q x (0,T),

u = 0 dans 09y x (0,T),
du

5w = 0 dans 9 x (0,T),
’U,($,0) = UO(IL')

satisfait aux relations de régularité :

u € C(0,T; L*(Q)) N L?(0,T; V),
du ¢ L2(0,T; V).

Pour montrer que cette application F' admet un point fixe, il suffit d’apres la démonstration
du théoréme d’existence locale, de nous nous assurer que :

u € Zy.
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Ceci va résulter du principe du maximum. Nous avons :

—a( fqv)Au = f dans Q x (0,T), — max a(z)Aupy = f dans Q,
u = 0 dans 0 x (0,T), " z€[ao,a1]
g—g = 0 dans 9 x (0,T), up = 0 dans 94,

Supr __
'U(T,O) = 'U-O(Zl?), # = 0 dans an

Par différence :

a(u— uM) —a( fo v)A(u—up) =[a(fov) - €I[na,x ]a(:z:)]A(uM) dans Q x (0,T),
rTE|ap,a
u —upy =0 dans 0y x (0,7,
?(u—gn'“"—) = 0 dans 9% x (0,T),
u(z,0) —up(z) > 0.
Or, par définition :
A(UM) S 0

et par hypothese sur v :

/QuM(:c)d:v < /Qv(:c,t)da: S/Qum(:v)dx p.p-t € [0,7],

a(/ v)— max a(z)= a(/Q v) — ] max a(z) <0.

z€[ag,a1] nuM(a:)da:,fn wm(z)dz]

Donc :
u(.,t) > up.

De la méme maniére, on montre que :

u(.,t) < up.

REMARQUE 3.1.

Comparé au premier espace métrique Z;, ’étude du second espace métrique Zz ne
permet pas I’examen du comportement asymptotique mais permet d’éviter des conditions
du type :

a(L) < a(z) < a(l), Vz € [I, L).

REMARQUE 3.2.

Faisons une premiere tentative d’extension des résultats au cas o a est une hyperbole.
[, f(x)¢(z)d=

dat — "

Posons : a(z) =
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Comment construire une solution globale ?

On se donne sur (Oz) un intervalle quelconque [a, f] avec & > 0. On pose :
M= ) f(r:ﬁ(r)dr

) f(r‘):(z)dr'

k]

Le théoréme précédent nous assure que si :
upm(z) < uo(z) < um(2),

u(z.t) est solution globale et reste entre up(z) et um(z), pour chaque ¢, et en particulier

quand t — +o00.
Mais attention, rien ne nous assure a priori que cette solution globale n’est pas une solution

triviale.
u(z,t) = uo(x) vt > 0.

EXEMPLE 3.1.

Considérons le probléme suivant : _
oy 1 -Au = %isin(mr) dans (0,1)x R**,

ot

u(0,1) Z u(1,t) =0,
u(z,0) = uo(z) = Ksin(rz), K >0.
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Ona:

3
/ flx)d(z)dx = / %sin(w:ﬂ)x(l —z)dx = 1.

Il existe AL et m tels que :

um(z) = 2M

La solution est donc globale. En fait, elle est stationnaire :

T
ozn(wx) <up(z) L um(z) = -)—cm(w:r)
2m

u(z,t) = uo(z) = Ksin(nz), Vt 2 0.

IV. EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR MAXIMAL.

L'existence de domaines invariants conduit naturellement a la notion d’attracteur
maximal.

A) ETUDE D'UN EXEMPLE.

Soit ¥ la premiére fonction propre du Laplacien sur Q:

—A¥ =k¥ dans Q,
=0 sur 690,
%%— =0 sur 0%.

On suppose [, ¥(z)dz = 1 et on considére la droite de L%(Q) portée par V.
X = Dy = {u € L*}(2)/u=CY¥,C € R}.

On veut étudier dans cet exemple le cas particulier ot les conditions initiales uo et f sont
éléments de X. Soit donc u solution de :

8 _ o fo u)Au = ¥ dans @ x (0,T),
u—Oda.nsBQo x (0,T),

g“ =0 dans 89, x (0,T),

u(z,0) = ko¥(z).

Pour a € C!(R) vérifiant :
0O<m<a< M,
nous allons montrer I’existence dans X, d’un attracteur maximal pour les solutions du
probléme précédent. '
u est solution si et seulement si :
{ u(z,t) = g(t) ¥(z)

g'(t) + kg(t)alg(t)] = o,
9(0) = ko.

61



Posons :

F(t) = —kta(t) + a.

f est C'(R), et pour donner un sens & la notion d’attracteur on suppose que f71(0) est
un ensemble fini non réduit & un point.

Solent ly,la, ..., In, les racines successives de f. Pour g(t) # kg, kg ne peut pas étre racine
de f. donc soit il existe I; et l;;, deux racines successives de f, encadrant kg, soit ko < 14,
soit ko > 1,,.

- Si ko €)l;,liy1], on pose: F(z) = f:o f—(‘ti)t— pour & €)l;,l;41[. F est continue et mono-
tone de ]l;, liy1[ dans F(]l;, 1;i41[) donc bijective de ]i;, li+1[ dans F(]l;, liy1]). L'équation :
g'(t) + kg(t)a[g(t)] = a s’écrit :

Flg(t)] =t donc g(t) = F7Y(1),

et g(t), par construction est dans |I;, [; 1.
- Si F()li, li+1[) = R, g(t) est solution globale définie de R dans ]Iy, ;11 ].

- Si F(]li,li+1[) =le¢,d[, ¢ ou d fini, montrons qu’on peut prolonger g en une
fonction g, solution globale réelle de notre équation.

Supposons : lirré g(t) = liy1, et lim g(t) = 1;, alors :
t— —C

lim ¢'(t) = lim f(g(¢)) = f(lix1) = 0,

et :
lim ¢'(t) = lim f(g(t)) = f(I:) = 0

Par construction la fonction g est définie de la maniére suivante :

g(t) =g(t) pour te€l;,li],
g(t)=1; pour tE€]—o0,l],
g(t) =liy1  pour t€ [liyy,+oo|.

g est solution de notre équation sur ¢, d[ par définition de ¢, et au-deld car :
7)) —f@) =) - fl;)=0 avec je€{i,i+1}.

Le cas ou lirrb g(t) =1;, et %im g(t) = liy1, se traite de méme.
t— —C

- Si ko < lj, F est croissante de ] — oo,l;[ dans F(] — 0o,l;[). Par construction,
g(t) = F~' est croissante de F(]—o0,/;[) dans ] — oo, }4[, donc g(t) < I; et g(t) > ¢(0) = ko
pour ¢ > 0. g¢(t) est bornée par kg et /;. On montre comme dans le cas précédent que la
solution maximale est définie pour ¢ > 0.

- 81 kg > ln, on montre de méme que ¢(t) est bornée par I, et ko et que la solution
maximale est définie pour ¢t > 0.
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En conclusion, toute solution de ’équation :
g'(t) + kg(t)alg(t)] =

est bornée, globale sur R et tend, quand ¢t — 00, vers une limite I(ko) € f~(0) qui
dépend de la condition initiale k. Cette convergence n’est pas uniforme pour toutes les
conditions initiales ko prises dans une boule donnée B.

L application kg — (ko) ne saurait étre continue car I'image d’un connexe par une appli-
cation continue est connexe, or 'ensemble des I(kq) est fini.

Nous allons chercher & “uniformiser” la convergence, quitte a perdre des informations sur le
comportement asymptotique des trajectoires individuelles (cf.[Ha]). Un argument essentiel
consiste & remarquer que la solution est définie globalement dans R en entier, pour ¢ positif
ou négatif, si et seulement si la condition initiale est prise dans [[y, I,,].

DEFINITION 3.1.

Soit (X,d) un espace métrique complet et S(¢) un systéme dynamique sur X. Un
sous-ensemble A est dit absorbant si on a :

VB borné C X, 3t(B) tel que Vt > ¢(B),S(t)(B) C A.

DEFINITION 3.1°.

Un sous-ensemble fermé borné non vide F' de X est dit attractif si :

VB borné C X, sup d(S(t)z, F) = 0.

lim
t——+o00 z€B

DEFINITION-THEOREME 3.2.

Supposons qu’il existe un fermé borné A tel que :
i) A est attractif.
i) S(t)A=A4A, Vvt >0.
Alors A est unique et on dit qu’il est l’attracteur maximal de S(t). De plus:

A = {u(0),u € C(R,X), u(t+s)=S5(t)u(s), Y(s,t) € Rx R}

En particulier S(t) a des trajectoires complétes bornées.
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THEOREME 3.3.
On note [ et L la plus petite et la plus grande des racines de I’équation :
a — kza(z) =0.

Soit ¥ la premiére valeur propre du Laplacien sur (2, attachée a la valeur propre

k.
—AY = k¥ dans £,
U =0 sur 09,
% =0 sur 09;.

On suppose [, ¥(z)dz = 1. Soit X la droite de L*(f2) portée par ¥.
X = Dy = {u € LXQ)/u = C¥,C € R}.

Le segment A de X constitué des fonctions de X comprises entre ¥ et LY est
I’attracteur maximal des solutions de :

&u _ a(f,u)Au = a¥ dans Q x (0,T),
u =0 dans 9% x (0,T),

g—z =0 dans 0% x (0,T),

U(QI,O) = ko\I’

Pour a dans C*(R) vérifiant :

0<m<a(z)<M, Vz€R.

DEMONSTRATION.

Soit :
A =, L]

Montrons que A’ est I’attracteur maximal des solutions de ’équation différentielle :

g'(t) + kg(t)alg(?)] = a,

ce qui assurera les conclusions du théoreme.
i) A’ est attractif car il contient toutes les solutions stationnaires.
ii) A’ est invariant : ko € A’ => ¢g(t) € A'.
En effet, on remarque que f(L + ¢€) < 0 pour € > 0 et on suppose ko < L + ¢, montrons
par ’absurde que : ¢g(t) < L +e.
Sinon, il existerait un premier instant ¢ty pour lequel : g(to) = L + €.

L 1g#) = (L + it = F1oWimto = F(g(0)) = S+ <0,
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ce qui est absurde. Ainsi: kg < L+ e => g(t) < L + ¢, et par passage a la limite :
ko < L = ¢(t) < L,

de meéme :
ko > 1 == g(t) > L.

Réciproquement, soit S(t) le systéme dynamique associé al’équation différentielle. L’inclusion
A' C S(t)A', Vt > 0, résulte du fait que toute solution maximale g(t) = S(¢)ko, est globale
de R dans }l;,l;41] pour ko €]l;,li41[ et de R dans {[;} pour ky = [;. Donc, pour tout m
dans A', il existe my dans A’ tel que : m = S(t)mg. En effet, il suffit de considérer la
trajectoire passant par m en t = 0, et de se rappeler que la solution est globale sur R,
donc pour tout t positif il existe my dans A', défini alors dans les temps négatifs, tel que
mo “atteigne” m apres la durée t.

B) CAS GENERAL.

—Aw = f dans §2,
Soit w la solution de ’équation elliptique : u = 0 dans 08,
g—‘r‘l’ = 0 dans 09;.

Soit X la droite de L%(2) portée par w.
X =D, = {u e L*Q)/u = mw,m € R}.

X contient toutes les solutions stationnaires u., car :

w

T oy ool@)da)

On suppose qu'’il existe a™ fonction croissante et a~ fonction décroissante de z, vérifiant :
a (z) < alz -|-/ Uso) < aT(z) Vz >0,
Q

et qu’il existe, pour tout couple de réels strictement positifs (x, y), une fonction croissante

w, telle que :
1

z —vyl).
Soit C' la constante de POINCARE. On pose :
ok f
F(y) = a9t vy - o+ (0t L B ol vy,
et on suppose qu’il existe un unique réel positif k tel que :
F(y)=0 poury=k%k, F(y)>0 poury> k.
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THEOREME 3.4.

On considére une solution stationnaire u,, élément de X.
Soit K ={veV/ ||v—ue |35 1+ k} et soit so un réel positif donné.

On suppose :

I / L
im —_ = —
Alors ' est un compact absorbant de L?((Q) :

VB borné C L*(Q), 3t(B) tel que Vi > ¢(B), Yuo € B, u€ K.

REMARQUE 3.3.

Pour a(z) vérifiant : 0 < m < a(z) < M, on peut poser :

o (z)=m, at(x)=M et w(z)= —F".
m?
o (M - ) £l
m 2
F =
(y) —( — )2 C”
et donc, aprés avoir posé : k = ((M Z)””“)? L
. tody z
i [ e~ e = i) =

Ainsi : pour ¢ assez grand :
(1~ uoo) 3< 14k,

On montre en fait, 'inégalité plus précise :

IF (= thoo) I3< & + (|| wo — uo |[3 ~k)exp(—Cmt).

DEMONSTRATION.

K est fermé dans V qui s’injecte de maniére compacte dans L2(Q).
Soit une solution stationnaire us, élément de K.
Ou .
- —a u)Au = f(a
i — ol [ wau = f)

Mg

- o)At = f(x).
ot a(/ﬂu )Au f(z)

66



En posant, y(t) =|| (v — uso)(2) ||2, on obtient par différence :

52+ ol [ 01190 =) IB= ot [ 0o [ we] [ (0 o),

5 < =Cal [ wnt)+ [ 0) = ol [ el [ [ostu = uen)? + S A,

ou C est la constante de POINCARE, et ou «a est une fonction de ¢ que ’on précisera plus
tard.

On choisit «a(t) tel que :

|a,(f9 u) — a(fg Uoo)| _ Ca(fQ u)
2a(t) 2 7

c’est & dire :

|a(fQ - a(fn “00)|
Ca(fn

s < - Cellody gy ) — ety pu

aft) =

Ainsi :

dgil(tt < Ca(/ U)y(t)—l-(a(/ u) — / a(fQ a(lfQ 2 )2C I £ 113,

dy(2) VEE 1,
W < —ca( [ wwt) +l [ 0L TR

On suppose qu'il existe a* fonction croissante et a~ fonction décroissante de z, vérifiant :

a (z) < a(z +/ Uso) < at(z) Vz € R.
Q

De cette maniére, on peut écrire :

dil(tt) < —Ca=(121 VD) +a* (120} Vi) ];”2( (fi u) _a(fgluoo))z'

Par hypothese, il existe une fonction croissante w, telle que :

1

Ainsi :

WO < _cam(art Vi +a+ (2l Vi) B wiait vam),
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On pose :
L 1 Flllk; 1
F(y) = =91 Vi) — a* (0 vi) o2 V@),
et on suppose qu’il existe un unique réel positif k tel que :

F(z)=0 pourz =k, F(z)>0 pourz > k.

On a donc : ﬂ%ﬂl < —CF(y(t)) et %[51 = —CF(k). Si y(0) <k, il est clair que y sous-
solution, vérifie y < k. Si y(0) > k, et si il existe un temps top pour lequel y(to) < k, alors
le méme raisonnement, bati en considérant {3 comme instant de départ conduit & y < k.
Supposons, enfin, y(0) > k et y(t) > k, Vt > 0, et montrons, grice aux conditions sur F,
que cela conduit encore a une majoration de y. On peut écrire :

dly(t) — k

WO ZH < cry -1+,
et :

H(y— k) < H(yo — k)e ",
si on pose :
fz 4y __
H(z) = els0 PO+ avec s > 0, fixé.
rod

Par hypothese, F(y + k) > 0 pour y > 0 et lim Y o donc H est bijective,

z—0 S0 F(y + k)
croissante de ]0, 4+o0[ dans |0, Heo[, 0t Hoo = liI_P H(z). Ainsi :

y—k < H™'[H(yo — ke,

puis :
y(t) < k+H[H(yo — k)e ).

Par croissance de H™!, on a donc, pour yg borné et t assez grand :

y(t) =Il (v~ uoo)(t) I3< 1+ k.

CONSEQUENCE 3.3.

L’existence de K compact absorbant dans L2(f2), espace métrique complet, implique
que l'ensemble A des images des trajectoires complétes bornées est attractif et invariant,
c’est & dire qu’il est Pattracteur maximal cherché. (cf. [Hal)

A est exactement 1’ensemble des données initiales des solutions u globales et bornées de :
& _g(f,uw)Au=f dans 2 x R,
u=0 sur 00 X R,
g—x =0 sur 90, X R.

(cf. [CFNT] et [Hal)
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Chapitre 4

AUTRES THEOREMES D’EXISTENCE GLOBALE

69



Chapitre 4
AUTRES THEOREMES D’EXISTENCE GLOBALE

( Etude et utilisation de la croissance de [, u(z,t)dz)

I. INTRODUCTION.

I'étude d’une suite numérique bornée est grandement facilitée quand on réussit a

établir sa monotonie.
L'idée que nous développons ici est tres proche. Pour
nous allons essayer d’établir la monotonie de Jq u(z, t)dz.

Tout résultat permettant d’étudier la croissance de Jq u(z,t)dz est intéressant :
e comportement asymptotique de la solution et nous permet de préciser

analyser la nature de la solution u,

il nous
fait comprendre 1
la stabilité des points fixes éventuels.
On remarque, de plus que les théore
exhaustifs. '

Par exemple, le probléme suivant n’entre pas dans ce cadre :

mes d’existence donnés précédemment ne sont pas

u(z,t)de
ou _ M[pu308 o dans (0,1)xR*,

Bt u(z,t)dz
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = 1 — cos(4rz).
Il est en effet impossible d’encadrer u(z,0) = 1 — cos(4nz) entre les deux paraboles :

up(z) = 1(21;41) et um(z) = :—(—21;—11
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Imaginons, cependant qu’on ait réussi & établir la croissance de [, u(z,t)dz, en fonction
de t. Nous pouvons alors affirmer que :

/Qu(m, t)der > /Quo(:r)dz =1,

et, comme a(z) est décroissante :
a( / u) <a(l) =
Q

/u2120=>a(/ —1+—>1
Q fn

Ainsi, les conditions naturelles de structure :

Par ailleurs :

1+ [, u(z,t)de
Jqulz, t)dz

sont vérifiées et il y a existence et unicité de la solution globale.

1< a(/Q u(z, t)dx) =

Le théoreme qui suit permet d’établir ce résultat sous la condition :

f(z) + a.(/Q uo(z)dr)Aug = l}-fﬂ(x a(:));) Jdz (1672cos(4mz)) > 0.

Donc pour C assez grand, car :

f(:v)+a(/ ug(z)dz)Aug = C+32m%cos(4nz) > 0 pour C > 3272 (ici / u(z,0)dz = 1).
Q Q

II. CROISSANCE DE u(t).
THEOREME 4.1.

Soient uy et Aug, deux fonctions de L?(2), et f > 0 dans V.
On suppose que a est strictement positive, continiiment dérivable, décroissante
sur R*t et que : f + a([, uo(z)dz)Aup > 0.
Alors, le probléeme :
8u _ o(f,u)Au = f dans Q x (0,T),
u =0 dans 8Q x (0,T),
%’,ﬁ =0 dans 99, x (0,T),
U(.’E, 0) = ’U’O(x)7

admet une solution globale unique dans L2(0,T;V)NC(0,T; L%()) qui de plus
est fonction croissante de {.
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DEMONSTRATION.

On procéde comme auparavant. Soit :
Z = {u e L*(0,T; L*(Q))/ u; € L*(0,T; L*(Q)), u¢ > 0, / u(z,t)dz < ]Ql%(” Flla2T+ || uo |2
Q

Soit F' Papplication :

{ Z C L*0,T; L*() — L*(0,T; L*(Q)),

v — U,
ou u est solution du probleme :

%u _ o J,v)Au = f dans Q x (0,T),
v = 0 dans 0y x (0,7).
% =0 dans 0Q; x (0,T).

u(z,0) = uo(z),
et vérifie d’apres les conditions posées sur ug et f :

u € C(0,T; L*(Q))n L*(0,T: V),
du ¢ 12(0,T; L*(Q)).

Pour montrer que cette application F admet un point fixe, il suffit d’aprés la démonstration
du théoréme d’existence locale, de nous nous assurer que : u € Z, car alors F' applique Z
sur Z.

On pose :
y(t) =l ull3.

y(t) vérifie I’équation énergétique :

Lo a( | v(z 2= z)u(z,t)dz
YO+ ol [ o(a ) | Vul= [ fene, )i

1 , ,
39/ (®) +a( | o(@,)de) | Tu B 1 ol w e
On a done : y/(£) <2 | £ Il v puis s v <I| Il t+ | vo I,

VY SIF ll2 T+ |l wo 2 -

Ainsi :
[ w@de <100 1w = 1911 F 12 T+ 11 o)
Q
On va montrer, ensuite, que u(z,t) vérifie :
Ou(z,1) > 0.
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On pose :

ou
w vérifie :
gw _ a(/ v)Aw — a’(/ v)(/ ve)Au = 0.
ot Q Q Q
Or : P
w—
A= )
donc :

dw [ dUpn)Ua), a0 a)
o1 (/a A (o) " a(fye) T

On vérifie que 0 est une sous-solution de cette équation :

@ (fo) )
0= v

puisque a est décroissante et que vy > 0.
De plus par hypothése : w(z,0) = us(z,0) = f + a(f, uo)Aup > 0.
Ceci implique d’apres le principe du maximum : w > 0.

£,

Nous pouvons ainsi affirmer qu’il existe m, M, m’ et M’ tels que :

O<m§/u§M,
Q

et 0<m'§a(/u)§M',
Q
avec :

{ m= [ ulo(m)dx, ot { M' = a(J, ;uo(a:)dx),
M =1Q12(|| fll2 T+ || uo [l2), m' = a(|Qz2(|| £ ll2 T+ || uo [|2))-

Nous allons généralisef le résultat précédent en remplagant la fonction nulle par une fonc-
tion impaire go, dans la condition : f + a(f,, uo)Aug > 0.

IIL. CROISSANCE DE [, u(z, t)dz.
DEFINITION 4.1.

On suppose que le domaine @ C RV, ainsi que 0, 8S; sont invariants par chacune
des symétries orthogonales (S;) d’hyperplan (z; = 0), ou % parcourt {1,2,3,...,N}.
Une fonction gy définie sur {2 est dite impaire si :

Vi € {1,2, ,N} VreQ: go© S,(.’II) = —go(.'L‘).
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EXEMPLE 4.1.

Soit Q = [—1,1]? dans R?, go(z,y) = zy est une fonction impaire définie sur 2.

THEOREME 4.2.

On suppose (2, 0, 0f); invariants par chacune des symétries orthogonales
(S;) d’hyperplan (z; =0), ou ¢ parcourt {1,2,3,...,N}.
Soit gop une fonction impaire définie sur ).
ug, f et Aug sont des fonctions de L2(Q2).
a est une fonction continue, décroissante de R** dans R**, lipschitzienne pour
z > [ouo(z)dz.
On suppose que :
f =0,
{ [+ a(fq wo)Auo > go,
Ug Z 0, (774} ;‘é 0.
Alors, pour tout T > 0 le probléme :
% _ g(Jou)Au = f dans Q x (0,T),
v = 0 dans 9 x (0,7T),
-g—z =0 dans 9§; x (0,T),
u(z,0) = uo(z),
admet une solution globale unique dans L2(0,T;V)NC(0,T; L3(Q)), telle que
fQ u(z,t)dx est fonction croissante de t.

REMARQUE 4.3.

La condition :

f +a(/ ug)Aug > go,
Q

implique si on suppose (2, 9€), 9 invariants par chacune des symétries (S;) :

f(@)p(z)dz —a | uo)([ uo) 2 0.
Q Q Q

REMARQUE 4.4.

Pour démontrer ces résultats, nous utilisons une méthode itérative, basée sur une
discrétisation du temps.

Le probleme : ‘
% _ o(fu)Au = f dans Q x (0,T),
u = 0 dans 9Qq x (0,T),

9 =0 dans 0 x (0,T),

’U(.'B, 0) = UO(w)a
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Le probleme :
% — a(f, u)Au= f dans Q x (0,7),
u = 0 dans 0Q4 x (0,T),
2v = 0 dans 9 x (0,7),
U(.’E,O) = U(](-T),

va étre discrétisé en :

S a(fg u;—1)Au; = f dans Q,
u; €V pour: > 1,
ug € L2(Q).

Essayons de décrire et de justifier brievement l'utilisation de cette méthode.

Pour n entier positif, nous réalisons une partition de : I = [0, T}, en intervalles de longueur

h = % C’est & dire en n intervalles [t;,t;41] avec : t; = ih, pour ¢ € {0,1,...,n}.

Aprés avoir posé : u; = U; n, pour u; vérifiant :
2=t o fy uio1)Au; = f dans Q,

u; €V pourz > 1.
U € L2(Q),

nous définissons u, de I dans V de la maniére suivante :
U; — U]
h

Il est clair que si nous réussissons & établir la croissance de la suite (u;), c’est a dire
N U — - . .

a prouver que —'-,?——1 > 0, nous pourrons approcher u par une suite u, de fonctions
croissantes en t.

Un(t) = iy + (£ = tizy) pour t;_; <t <t; i €{1,..,n}.

Méme si la convergence est faible, fQ u apparaitra comme limite de fonctions croissantes

Jo un(t)-

LEMME 4.1.

On suppose 2, 0Qy, 00} invariants par chacune des symétries orthogonales
(S;) d’hyperplan (z; = 0), ol ¢ parcourt {1,2,3,...,N}.
Soit g une fonction impaire définie sur 2.
u—Au =g,

wev, est impaire.

La solution u de I’équation : {

DEMONSTRATION DU LEMME 4.1.

Soit S; la symétrie orthogonale d’hyperplan (z; = 0).
L’image par S; de (z1,...,zN) est notée : (Xi,...,Xn)

X; =z; pouri#j,
ng—:v,-.
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On remarque que :

S,‘(S,‘(:El, ...,:EN)) = (:L'l,...,:EN),
(.’171,...,.’121\[) = Si(Xl,...,XN).

On pose :
V=uo0lS;.

On peut donc écrire :

V(Xl, 4 :UOS,'(Xl,...,XN)IU(.'E],...,QIN).

ey XN)
du _ 3V 8Xi
(98.‘6,' - 36)‘(;' oz ?
. .
A 3z, = BX, pour ¢ # j.
Soit :
Su _ _ OV
R
u _ a . .
3z = px; bour ¢ # 7,
8%y __ 9%V
31? - BX?’
8%u _ 8%V . .
S:% = g%z bour: # 7.
J 7

L’équation v — Au = g devient :
V(X1 XN) = AV(X1, oy Xn) = g[S:(X1, o X)),

V(Xl, ...,_XN) b AV(Xl, ,XN) = —g(Xl, ...,XN),

donc :

V(Xy,.... XN) = —u(X1,.... XN) = —u[Si(z1, ..., ZN)],
U(.’L'l, "'7‘TN) = V(XlavXN) = _U’[Si(xl’ "'>$N)]'

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2.
CONVERGENCE DU PROCEDE ITERATIF.

Comme on ’a déja vu, on se propose d’obtenir une solution faible du probléme :

&u _ g fyu)Au = f dans @ x (0,T),
u = 0 dans 0 x (0,T),

gu = 0 dans 8 x (0, T),

u(z,0) = uo(),

en utilisant une méthode ou le temps est discrétisé.

Soit :
T=nh et u;,=u; pour:€ {0,1....,n}.
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On commence par résoudre le probleme elliptique :

ui—:i—l _ a(fQ Ui—l)Aui = f dans Q,
'LLlEV pourizl»
uo € L*(Q).

Le premier d’entre eux :

M — g [, uo)Auy = f dans Q,

u; €V,
ug € L*(Q),

ne présente aucune difficulté car : a( fQ ug) > 0 pour fQ ug > 0, et conduit donc a une
solution unique u;. Nous verrons plus tard dans le lemme 4.2 que : fQ Uy > fQ ug > 0,

done :
a(/ ul) > 0.
Q

L’existence et 'unicité de us en résultent, et par récurrence, grace au lemme 4.2, celle de
n'importe quel u;.

a) ESTIMATIONS A PRIORI SUR vu;.

Nous pouvons écrire, pour tout v dans V :

ui(z) — ui—1(x)

h

,U > +a(/ ui—1) < Vu;, Vo >=< fiv >.
Q

Appliquons cette relation 47 =j puisai=j—1:

< ==y > o fqujm) < Vuy, Vo >=< fov>,
< Hm@—ua) +a( [y uj—2) < Vuj_1,Vo >=< f,v > .

On pose :
uj(z) —uj-1(z)
h b
< 6huj,6huj > +a(f9 Uj_l) < Vuj,Véhuj >=< f,6huj >,
< 5huj_1,6huj > +a(fQ uj_z) < Vuj_l,V6huJ- >=< f, 6huj >.

v=5huj =

Multiplions la premiére équation par : a( f, uj—2), et la seconde par : a( Jo wi-1)-

< a(f uj_2)6hu,-,6hu,- > -i-(.'L(fQ uj_2)a(f9 uj_l) < Vu,-,V&hu,- >= a(fﬂ uj_.2) < f, 6hu,- >,
< a(jﬂQ uj—1)6ntj-1,0nu; > +a( fq uj-1)a( fo uj—2) < Vuj_1,Vépu; >=a( [y uj-1) < frohu; >.

et soustrayons, aprés avoir remarqué :

af [ wi1) = al [ wioa) + o [ wjr) - a( [ uj-a)).
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Ainsi en divisant par : a(f, uj—2) > 0, et en remarquant que :

ha( [ ui-s)a( | us-) | V(o) Iz 0
Q Q
on arrive a 'inégalité :

a( fquj—2) — a(Jquj—1)]
a(fQ uj—2)

< (5huj,6h'u,j — 6h'le_1 >< [ < 6hUj,f — 6hUj_1 > . (A)

b) LEMME 4.2.

Sous les hypothéses du .théoréme, nous avons, pour j > 1 les inégalités

suivantes :

fg EL(EE)_—’%:L@) < fQ f(z)dz,

Joui 2 Jouj-1,
Jaui ST [o f(z)de + [ uo(z)dz

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2.

Par intégration :

/Quj(x) uj-1( /f da;+a(/u1 1 /Au, 1,

/Q u;(z) "huj—l(z / f(z)dz +a(/ uj-1) 50 &gn -

Or u;_, est positive dans V' donc :
/ Buj_l S O,
an on

uj(z) — uj—1(x)
[ =B < | e

Ceci est la premiére inégalité du lemme 4.2.

c’est & dire :

Soit, par ailleurs, g; la solution impaire du probléme :

g1 — ha( [ u0)Ag1 = go,
g1eV.

Comme par hypothese : f + a( [, o)Auo > go,
g1 est une sous-solution de :

{ w — ha( o uo)Aw = f + a( [, uo)Auo,
weV,
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Comme par hypothese : f + a( [, uo)Aug > go,

g1 est une sous-solution de :

{ w — ha( fo uwo)Aw = f + a( [, uo)Aug,
w eV,

qui admet L= pour solution.

Donc : .22 > g;, et par intégration :

h
ui(z) — up(z
/Q_l_(_)_hﬁzo car [, g1 =0.

Mais alors le raisonnement se réitere, car :

[a( Jq wo) ~ al fgu)] | alfo 1) ui(z) — uo(z).
d a(fQ o) < * a( Jq uO)( h -

[a( [, uo)=a( [, u1)]
a(fﬂ uo)

a(fg u1)
a( fo uo)

f+a(/Q uy)Auy =

Comme a est décroissante, f positive, et : >0,0na:

£+ af /Q ug)Aup > a1(2),

o a(four) Ce . _
ou : miu—o)gl(:c) est une fonction impaire. Et par récurrence :

foral [ w2 %gi(w),

/Uj_l Z/’U,J
Q Q

On démontre ainsi la seconde inégalité du lemme 4.2.

k=j
[ ;(/Q 0+ |
k=j

/Qujgkzﬂ(h/nf)+/nw,
/Q“J'th/nf“*/guo,
/Qu]-ST/Qf+/s;uo.
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¢) LEMME 4.3.

Il existe trois constantes k, k', k"', telles que les trois inégalités suivantes :

u;(z) — u;—q(z
| D = vitlD) g

[ ui(z) l2< &',

et :
| Vui(z) [l2< ",

soient vérifiées pour tous les n assez grands et pour tout : dans {1,2,...,n}.

DEMONSTRATION DU LEMME 4.3.

Nous repartons de l'inégalité (A) :

[a(fg Uj—-z) - a(fg Uj—l)]
a(fQ Uj—2)

< 6hu]-,6huj - 6hu]'_1 >< < 5hu]',f - 6huj._1 >,

que ’on écrit encore :

[a(fg Uj—p) — a(fg Uj—1)]
a(fQ Uj—2)

» [a(| _ wj—2)—a(| uj-1)]
D'ou: | dpu; 13< | fn ;(f u,-_fzs)1

Q

< 5huj,6huj — 5hu]'_1 >< (< 5hu]',f-> - < 5huj,6huj_1 >)

(| < épuj, f > +1 < énuj, puj—a > |)

-I-I < 6huj,6huj_1 > I
Utilisons, ensuite, I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

la( Jq uj—2) = a( fq uj~1)]

| 6nu; [13< | o) | 6nuy lla [F £il2 + 1 énuwjer N2+ | Snrj ll2ll Snuj-1 ll2,
Q71—
la( o uj—2) —a(fq uj-1)]
| 6nuj fla< | Jo Ja(f ” Zf)ﬂ (I F Nl + 1 Brwjor N2l 1| iz |2 -
Q Y1

Or, d’apres le lemme 4.2 :

la( fq uj—2) — a( fq uj-1)]

_ la(Jgui-2) — a(fg uj-1)]

o fo uj-1) a fo uj-1) ’
et donc :
a(Jouj-2) — alJo ui-1) _ alfp¥i-2) ~alfoui-1) [~ [ 1
| a fo uj-1) = Joui—1 — fquj—2 (/Q = /n ’_2)(a(f9 Uj_1) )

80



Majorons chaque terme constituant le membre de droite de cette égalité. Comme a est

M -lipschitzienne :
a Jo uj-2) = a( Jo uj-1)

< M.
fQ Uj—1 — fQ Uj—2

On a aussi :

/Uj-—l —/Uj—z < h/ f(z)de,

Q Q Q

et :

1 < 1

a( Jouj-1) T o(T [, flz)de + [ uo(z)dz)’

donc :

af Jo uj—2) — al f, uj—l)l < Mh [, f(z)dz

a( Jq uj-1) ~ AT [, f(z)dz + [ uo(z)dz)
Nous résumerons cette inégalité, en disant qu’il existe une constante C, qui ne dépend que
des données initiales (ug, f, T), telle que :

o fq uj—2) — a( Jq ui-1)
a(fa uj—1)

| | < Ch,

done :

| nwjll2 = || Sawj—1 l2< CRI £ ll2 + I 6nuj—1 ll2].
Voyons ce que devient cette inégalité quand j varie de 2 a z.

| 6nuill2 = || 6nui-1 fl2< Ch(Y| bnuizy |l2 + || £ |l2),
| dntticy |l2 = || dnuizz ||2< Ch(|l Snui—2 ll2 + || f ll2),

........................................................

| 6rus ll2 — || Snuz [l2< Ch(|| brua |2 + 1| £ 1l2),
| 6rua ll2 — || Snua [l2< CA(|| dnua fl2 + 11 £ 1l2)-

Faisons la somme :

J=i—1
Il 6ntsi ll2 — 1l Snuy 1< Ch || huy |2 +CR Y || 8auj llz + (i = DCh || f |2,
i=2
donc :
j=i—1
Il 6nu; l2< (1 + Ch) || Spus fl2 +CRG — 1) || f ll2 +Ch Y || w2
=2

Montrons que : || §pu; ||2 est majoré par une constante qui ne dépend que de ug et f. La
relation :

< ui(z) — ui—1(z)

7 > —I—a(/ Ui—1) < Vu;, Vo >=< fiv >,
Q
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o =1, .
écrite pour : I devient :
p {v:—L—h":(Shul,

| énuy i3 +a(/ ug) < Vuy,Vépuy >=< f,6pus >,
Q

I Snun 2 < I F lall 60t flo —af / uo) < Vur, Vépuy >,
Q
|| (51,&1 “% S ” f ”2” 5hu1 ||2 —a(/ uo)[< V(ul — uo),Véhul >+ < VUO,V(Shul >],
Q

1 6nen 12 < 1 F llall Sau Jla —he /Q wo) || V(6auy) I} +af /Q uo) Il Ao flal| Snus Iz -

Cette expression a un sens car : Aug € L2(Q).
donc : || bpuy fl2 < || f ll2 +a(fo uo) || Aug ||2 - Si on remarque de plus, que : ih < nh =T,
on peut écrire :

J=i—-1

Ionusi fl2< (1 + ChR)(|| £ Il2 +0L(/Q wo) || Aug ll2) + CT || fllz +Ch Y | énu; 2.

=2

Posons : K = (1+ Ch)(|| f ll2 +a(Jq uo) || Aug [|l2) + CT || f ||2 . Alors :

j=i-1
I 6nui o< K +Ch > |l 8puj [la-
j=2
A fortiori : .
j=1—1
| hus o< K +Ch > || Snuj |l2.
j=1

Nous allons ensuite utiliser un lemme qui peut étre vu comme une version discrete de
I'inégalité de GRONWALL et qu’on peut trouver sous une forme plus générale dans [K].

LEMME 4.4.

Soient C, h, K, T, quatre réels, Ch < 1.

Soit 6;, une suite de réels positifs ou nuls, ol : parcourt {1,2,3,...,N} avec
Nh <T. On suppose que :

Jj=i—-1
6 <K, etpouri22:65§K+ChZ6j (a),

J=1

alors :

6; < Kexp(CT).
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DEMONSTRATION.

Posons : o
j=i
6;.
i=1
L'inégalité (a) s’écrit :
j=i-1
Si—Sii <K+Ch ) &,
i=1

ou encore :

Si—(14+Ch)S;—1 <K,
K K

<
Ch) (14 Ch)(S;i- 1+C,)
Par récurrence : P
. < i—1
(Si+ 27) < (L4 CRYT(S, + ),
donc : K
. < 11.\2—1
(S,+ ) (14+Ch) (Ix+Ch
K K
< t—1 il
S; <1+ Ch)y K Ch) o
puis :

K + ChS; < K(1+ Ch)'.

L'inégalité (a) devient :
6i S K+ ChSi—h

6 <K(1+4Ch)'1,
8 < K(1+Ch)F*,

d’ot :

6i < Kezp((t —1)Ch) < Kexp(CT).

Cette relation achéve la démonstration du lemme et a pour conséquence :
| 6nui ||2< Kexp(CT),
qu est la premiére inégalité du lemme 4.3. On en déduit que :

Jj=t
lwillz < llwo llz + ) B Il 8w |2,

i=1
| uill2 < |l o ||z +hiKexp(CT),
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| willz < [l uo ||l2 +TKexp(CT).
On démontre ainsi la seconde inégalité du lemme 4.3.
Légalité :
ui(z) — ui—1(z)

h

appliquée & v = u; permet d’écrire :

ui(z) — ui—1(z)

I a(/ u;—1)Vu; |l3= - < : Jui >+ < fiu; >
Q

Comme a est décroissante :

LU > +a(/ ui—1) < Vu;, Vo >=< f,v >,
Q

| (T /Q f+ /Q uo) Vs [3<]] B =41 1 F al e

h

Posons : k = Kexp(CT), puis : k' =|j ug ||2 +TKexp(CT). Ainsi :
Lo [ £+ [ wo)us IB< 6K+ 11 £ I
Q Q

donc il existe une constante k' telle que :

| Vu; fl2< &".

d) CONSTRUCTION DE u,(¢) ET DE U,(2).

Soit n un entier positif.

Nous réalisons une partition de : I = [0, T, en intervalles de longueur :

dire en n intervalles [t;,¢;41] avec :
t; = ih pour i € {0,1,...,n}.
Posons : u; = u; », pour u; donnés, 7 € {0,1,...,n}, vérifiant :

==t —a( fo wi-1)Au; = f dans Q,

u; €V pour:>1,
Ug € Lz(Q)

Définissons alors u, de I dans V de la maniére suivante :

— Uj—1

h = %, c'est a

Uu; .
Un(t) = uicg + (£ = tim1)— z pour t;; <t <t i € {1,...,n},
et de maniére similaire :
Un(o) = uo,
Upn(t) = ui, pour t;—; <t <t i €{1,...,n}.
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Ainsi, les inégalités du lemme 4.3 s’écrivent :

| G || L2< &,

| wa(t) V< &,
| Uat) lvs v

Pour continuer, nous avons besoin du lemme suivant que I’on peut trouver dans [K] :

LEMME 4.5.

Soient V.Y des espaces de BANACH réflexifs tels que I’injection :
VoY

soit compacte.

On suppose que les inégalités suivantes ont lieu pour n > ny >0 :

i Il 5 I3 < F,
| un(®) llv< #,
I Un(?) lv< K.

Alors il existe v dans C(I,Y)NL>®(I,V) avec 4% € L%(I,Y) et une sous-suite (u,)
de (u,) telle que :

. Unr — u dans C(I,Y),

. Upi(t) — u(t) dans V pour tout ¢ dans I,
. Uni(t) = u(t) dans V pour tout ¢ dans I,
. Bae , dU dans LX(I,V).

De plus si || dT“tﬂ |y < k pour n > ng > 0 et pour presque tout ¢t dans I, alors %

dt
est dans L*(I,Y) et u:I — Y est k-lipschitzienne, c’est & dire :

Il u(t) = u(t') ly < klt — /| v(t,t') € I".

APPLICATION.
Ici Y = L?(Q) et V est Pespace des fonctions u de H'() telles que ulsq, = 0. V
muni de la topologie induite est un sous-espace fermé de H'(Q2). D’aprés l'inégalité de

POINCARE, on peut munir V de la norme équivalente & celle de H!() :

e llv=Il Ve |2 .

L’injection :

VoY
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est compacte.

L’équation initiale écrite sous sa forme variationnelle devient :

< dun(t)

pramtl > +a(/ Un(t)) < VUL(t),Vv >=< f,v > Vv € Vet p.p.te I.
Q

Par intégration sur (t,¢2), on trouve :

t t n
J o< s [N [ty < VU0, 05 = [T <05,
4 dt t1 Q t

et quitte a prendre des sous-suites, faisons : n — +00. On trouve :

" sy [y < T 505 = [ <
/t1 - ,0 >+ a( ) < Vu(t), Vv > /;1<f,z>.

Comme (%1,1;) est quelconque, nous pouvons écrire :

du(t)
dt

<

,U > +a(/ u(t)) < Vu(t),Vo >=< f,v > Vv € Vet p.p. t€ I.
Q

Autrement dit, u est la solution faible cherchée.

e) CROISSANCE DE [, u(z,t)de EN FONCTION DE t¢.

Nous avons mis en évidence une suite de fonctions impaires g; qui par construction

vérifient :
U — Uz—1
lTl > gi(fﬂ)-

Ainsi g;, la seconde d’entre elles, est la solution impaire du probléme :

{ g1 — ha(fg Uo)Agl = 9o,
a1 € V3

donc :

1 g1 112 +ha( /Q uo(2)dz) || Vg 12<] 9o ll2ll 1 las

et ainsi :
I g1 l2<ll go |2 -
a(f uy (r)dz)

Par ailleurs : g, = " nuo(z)d:c)gl(x)’ donc : || g2 [|l2<]| g0 |l2 -

De la méme maniére, on montre par récurrence :

Il g: H12<Il 90 |l2 -

Tous les g; sont donc uniformément bornés dans L?(Q) indépendamment de h. Il existe
donc une sous-suite qui converge faiblement. Par symétrie, cette limite est encore impaire.
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Les inégalités : f—i—a(fQ Unk)AUpg 2 Gny €t d"T't‘& > gn}, donnent apres passage a la limite
f+a(fouw)hu>get & >g.
Donc :

< f+a(/ W)AU $ >2< 6,6 >,
Q

et :

du
— > .
< dt’l >>< g,1 >
On obtient ainsi : '
fQ f(x)¢(x) z Z a(/ u(x,t)d:c),
fQ u(z,t)dz Q
et : |
d( fq u(z,t)dz) >0
dt -

En particulier, ceci implique, que pour z = [, u(z,t)dz, y = a(zx) est sous ’hyperbole :

(z)¢(x)d . .
y = Iﬂfrx—(x)x et que [, u(z,t)dzr est fonction croissante du temps.

IV. CONCLUSION.

A) Si on suppose que pour z assez grand, la courbe y = a(z) est toujours située

z)d
au-dessus de ’hyperbole y = lﬂw, alors fg u(z,t)dz est bornée. D’apres ’étude

qui précede, fQ u(z,t)dz est monotone donc convergente quand ¢ — +o0.

En reprenant le raisonnement utilisé pour l’espace Z; au chapitre 3, on établit de la méme
facon qu’il existe une solution stationnaire uo, telle que :

lim sup [u(z,t) — ueo(z)| = 0.

z€Q

B) Si [, uo(z)dz est dans l'intervalle [I,L] ot I et L sont solutions successives de
I’équation :

a(z) = Jo f(xl¢(z)d$ ’
et si la fonction : d
y =a(z) - o f(ml¢($) *

s’annule en changeant de signe pour z = L, [, u(z,t)dz est croissante et ne peut quitter
Pintervalle [I, L].

En effet, au-dela de L, chaque point (f, u, a( f, u)) est situé au-dessus de ’hyperbole.
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On montre & nouveau, avec les mémes arguments qu'’il existe une solution stationnaire .,
avec L = a( [, too(z)dz), vérifiant :

. N (o) =0,
t_}grnoo:ggltt(w,) Uso(Z)]
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Chapitre 5

APPLICATION AU CAS OU
LA FONCTION o« REPRESENTE UNE HYPERBOLE

I. INTRODUCTION.

—A¢ =1 dans {2,
Soit ¢ vérifiant : ¢ = 0 dans 0%,
%3 = 0 dans 0f2;.

d
Dans I’étude des points d’intersection entre la courbe y = a(z) et y = lﬂ—fw on

?
peut considérer comme extrémes les situations oit y = a(z) est elle-méme du type y = E
Pour k = [, f(z)¢(z)dz, les deux courbes coincident et ont en commun une infinité de

points.

Pour k > [, f(z)¢(x)dz ou k < [, f(z)¢(x)dz, Phyperbole y = a(z) est située stricte-

: Jo F@)é()dz f(z)¢<z)dx
ment au-dessus ou strictement au-dessous, et n’a avec y =

d’intersection.

aucun point

1) k= [, f(z d)(z dz,
Nous allons distinguer 3 cas : ¢ 2) k> [, f(z)¢(z)dz,

3) k< Jo flz)p(z)d.
Le probleme type posé s’écrit :

g—’: - j-:—uAu = f dans O x (0,T),

u = 0 dans 8% x (0,T),

-g% = 0 dans 09, x (0,T),

u(z,0) = ug(x).
Les théoréemes globaux vus dans les chapitres précédents 3 et 4, assurent l’existence de
solutions positives u € C(0,T; L2()) N L*(0,T; V), avec % € L2(0 T; L2(2)).
Nous avons encore :

( /Q w(z, t)p(x)de); = /Q F(@)d(2)dz — k.

Cette relation importante va nous affranchir de toute notion de monotonie pour établir
la nature asymptotique de la solution. On pourra, par exemple dans le cas 1) montrer la
convergence vers une solution stationnaire sans avoir a établir au préalable que fQ u est
monotone. En particulier, parmi l'infinité des solutions stationnaires, elle nous permettra
de caractériser celle qui va convenir.
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II. PREMIER CAS : k = [, f(z)¢(z)dz.

La courbe :
y = a(zx),
et ’hyperbole :
| Jaf @)z
m )

se superposent.

Il résulte de 1’égalité :

(/Q u(z, t)p(x)dx): = /Qf(x)qﬁ(:c)d:v - k=0,

que 'intégrale :

/Q u(z, t)o(z)dx

est indépendante de ¢, donc vaut sa valeur en £ = 0.

On obtient ainsi la loi de conservation :
/ u(z, t)p(z)dx = / uo(z)p(x)dz.
Q Q

REMARQUE 5.1.

Nous allons expliciter, en utilisant la loi de conservation, le comportement asympto-
tique de la solution globale.

Celle-ci va converger vers une certaine fonction v, que nous définissons maintenant.

Soit w la solution de I’équation elliptique :

—Aw = f dans (2,
w = 0 dans 0%,

9w =0 dans 8.

w peut étre vue comme une solution particuliere de 1’équation stationnaire associée :

Au = f dans (2,

u=0drr:ms 0o,
g = 0 dans 99;.

_ [, f@)(a)dz
u

En effet :

/,, w(z)dz = /Q w(z)(—Ad(x))dz,

[ vy = [ (-du()s@s,
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[ w@ye= [ f@ofa)da,

donc :

 Jof@)0(@)ds
Jaw

Par homogénéité : us, = Aw est encore solution de I'équation :

—Aw = f s’écrit encore : Aw = f.

d
——ﬂ———f f(z)(i(x) “Au= f dans €,

u=20 d?ms o,
% = 0 dans 99);.

On choisit A tel que : [, ug(z)p(z)dz = [ uoo(z)p(z)dz = [, Mw(z)d(z)dz.

d w d
Cest a dire: A = %M Donc par construction : Ue, = Jgro@e@) T
q V(@)S(@)dz ;Q w(z)Pp(x)dx

En conclusion, u. est la solution de ’équation stationnaire qui vérifie :

/Quo(z)¢(z)dx=/uoo(x,t)¢(m)dx.

Q

Uoo €st un candidat naturel :

- c’est une solution stationnaire et nous savons que sous des conditions assez larges,
les solutions d’équations paraboliques convergent vers une solution stationnaire.

- elle vérifie la loi de conservation :
/ uo(z)d(z)dz = / u(z, t)p(x)dx.
Q Q

Cette loi étant indépendante du temps, on attend qu’elle soit aussi satisfaite par la solution
limite.

REMARQUE 5.2.

uo(z) > uso (), Vz € Q,
Constatons tout de suite qu’on ne peut avoir : ou
up(z) < Uoo(x)a vz €,
sans avoir aussitot : uo(z) = ueo(z) = u(z,t), VzeQ, Vi>O0.
Ceci est une propriété de la solution stationnaire. Partant d’un wug, il n’est pas possible
d’atteindre un ueo tel que up(x) > Uso(z), Vzr € Q, ou up(z) < us(z), Vz € Q, sans que
le point de départ ne soit lui-méme u,. En effet, ’égalité :

[ wole00(@)ds = [ u(@pte)iz,

montre que : [ (uo(T) — voo(z))d(z)dz = 0.
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Or (ug — ux) et ¢ ont des signes constants sur €.

Nécessairement : ug = U, mais alors :
u(Z) = ueo(z) = u(z,t), V€N, VE>O0.
En effet, la solution u(z,t) existe car il existe m et M tels que :
um (7) < uo(2) = uoo(2) < um(z),

ou par définition u,, et ups sont proportionnelles & u, et elle est unique car :

= Ja @)

T

est lipschitzienne sur : [ [, up (z)dz, [ um(z)).

Ainsi, par unicité de la solution, nécessairement :
Uo(Z) = u(z,t), Ve, Vt>DO0,

donc :
uo(z) = oo (z) = u(z,t), VYV €Q, VE>O0.

Pour démontrer le théoreme qui décrit la convergence de u, nous allons avoir besoin
d’'un lemme qui est une extension élémentaire de l'inégalité de POINCARE a d’autres
normes L2
Comme {2 est borné, on suppose qu’il est contenu dans une bande d’épaisseur finie | — a, a|
dans la direction z;, et que tous les points de €2 sont sur des droites passant par 9 et
orthogonales & I’hyperplan (z; = 0). On prolonge les fonctions en dehors de 9 par la
valeur 0.

LEMME 5.1.

Soit a > 0 et soit 1 une fonction vérifiant 0 < ¥(z) < a, Vz € Q. On
suppose qu’il existe une fonction F de z; intégrable sur [—a,a] telle que :

T 1

F V(x2, ... P
—a 1,b(.'L‘,.’IJ2,...,xN)d$< (z1), (z2,...,zN) € P,

ou P est la projection orthogonale de (! sur I’hyperplan z; = 0.
Pour toute fonction v de V,on a :

/ v(@)?(z)dz < C / | Vo(z) 12 $(2)de.
Q Q
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DEMONSTRATION.

On a: u(—a,zs,....,2y) =0, donc :

w(z1, ..., zN) = u(z1, ..., zN) —u(—a,...,TN) =/ 1 M’é't"—xlv)dt.
D’ou
2, L Ou(t,  TN) | e /Il Juf(t, N) 2 1 1
u (T, ., TN) < (/_a |———5t——-|dt) < B |———| W(t,...,zn)dt ) —w(t,...,xN)dt'
donc

9 Ou(t, N) 2 1 1

weron) < [Py o [T oL,
et : 5
uz(:zzl, ,ZL‘N) < F(l‘l)/ IMI ’l,b( )dt

Par intégration :

L 2z, .y zN)d2y..dTy < [/_a F(zy) d:cl]/ / M—)| YL, ...,zN)dt]dzs...dzy,
d’ou :

. a
/u2(:1:1,...,:cN)dac1...deS/ F(zl)dwl/ |Vu(zy, .., zN)2Y(21, ..., 2 )ds ... dT N
Q Q

—a

On déduit de :
/uz(xl,...,xN)dz(xl,...,a:N)d:r,l...d:cN < a/ uz(ml,...,mN)dwl...de,
Q Q
I'inégalité :

/u2(:c1,...,xN)'qb(:nl,....,:cN)dzl...d:z:N <a F(zl d:):l/ IVu(zy, ..., zn) |20 (21, ... , TN )ALy
Q

—-a

On a ainsi :
/uz(xl,...,mN)dml...dzN < C/ |Vu(:c1,...,:cN)lzzp(a:l,...,:I:N)d:cl...d:rN.
Q Q

avec : C = affa F(zy)dz;.
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REMARQUE 5.3

Les hypotheses du lemme 5.1 impliquent ’inégalité :

1 @ 1
——dzy...dz =/ ———dz1)dxs...dT N < 00.
/Q w(xl,---,fUN) ' N P( —a w(-’l?la---,fl?N) 1) 2 N

NOTATION 5.1.

On désignera par S, I’ensemble des fonctions poids : 1 de L2(Q2), positives et bornées
pour lesquelles il existe une fonction F' de z; intégrable sur [—a, a] telle que :

T 1
—a 'l,b(.’l:, Z2, .- QL'N)

dr < F(z;) VY(z2,..,zN) € P,

et qui vérifient de plus : Ay(z) < 0. Par exemple, pour Q =|0,1[et 0 < m < 1, on a
Ym(x) =a2™(1 —xz)™ € S.

THEOREME 5.1.

Soient 1y une fonction de L%(Q2) et f une fonction de V qui ne s’annule pas
sur 0f);.

Soit u dans L?(0,T;V)NC(0,T; L%(Q)) solution positive du probléme :
[ f@)p()dz

ou
Bt WA = f dans () x (0, T),

u =0 dans 99y x (0,T),
9v = 0 dans 99 x (0,7),
u(z,0) = o,

avec Bt € L%(0,T; L*(Q)).
Soit u la solution du systéme stationnaire associé :

i) QLGN

—9—]-————- = f dans (Q,
oo qui vérifie : /uoo(x)¢(x)dz = / uo(z)o(x)dz
Q Q

Uoo = 0 dans 9Qy,
6” = 0 dans 0%,

On suppose que ¥(z) = ﬂf% est dans S.

f(z
Alors : ¢( )
j — uso(z))? < .
 Hm Q(u(ﬂc,t) o(T)) f(z ) =0
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EXEMPLE 5.1.

Q=10,1] 8 =89 = {0,1}.

Soit : k-—fo sin(rz) (12_1’)d:v.

On considére le probleme :

gu 7L—Au = y/sin(7z) dans (0,1) xR**,
u(0,t) = u(1,t) =
u(z,0) = uo(z) = ;1:(1? - 1).

I d) 1"" ) . o« 7 Ay :
P(a) = fg; ‘7\;21'11(1:::) , se prolonge par continuité sur [0, 1] ou elle est concave, et ¢* € S.

(1 -

\/sm('rr

hm / (u(z,t) — ugs(x) (x)clx = lim /1 u(z,t) — Uoo())? dx = 0.

" F) =+

U est la solution du systéme stationnaire qui vérifie :

R _ _ 1;r2(1—r.)2_ 1
/Quoo(.v:)qb(.p)cl:v—/ )@ )dx = /0 — =

DEMONSTRATION.

Il s’agit de montrer que u(z,t) tend vers us(z) pour une certaine norme L? quand ¢
tend vers +oo.

Pour cela, nous allons considérer le produit scalaire :

< u,v >=/ u('c)v(a:)(fg ;)dr avec 0 <

\./

Ce produit scalaire est défini pour u et v dans L?({) car :

< u, v></|u(:v)v($)(¢( ))ld </ uz) ?E ;)d / o)X ?E ;

< u,v >< a? / u(;t)2dx/ v(z) dz.
Q Q
Si on note || ||, la norme qui lui est associée, on a :
151= [ ote)fta)ds,

96



et surtout :
| 1@)ut,8) = von @) (5 = [ (ulst) = ool @) = 0,
Q Q
car nous avons vu que :
/Qu(a:,t)gb(x)dx = /Quo(z)qﬁ(:c)dx = /Quoo(ac)¢(:c)dx.

Ainsi, f est orthogonale a (u(z,t) — ueo(z)) et & (uo(z,t) — Uoo(x)).

On calcule :

Dec— Au Attg S
T [ulz, t)dz fQ Uoo (T) dw oo -
Ceci a un sens car chaque terme, a t fixé, est dans L2(f2).
(6(2,8) — oo (@)A(u —ueo)(FFdz 1 1
p_Jo O L (. )/(u—uw)A(uw)(?)dx.

On multiplie par [, u(z,t)dz

=— [ (u—u u— ¢ udz( ! —u u 2
D/Qu(:r,t)dm— /Q( I / da( fﬂu o /( o)) ()

et on remarque que :

B Auoo __ f=)
fQ Uoo(T) Jo () f(z)d”
P _ ) - f(u uoo " —
D /Q u(z, t)de = /Q (= o) A = ) () — 29 / (4 — o),

or :

/ u(z,t)p(z)dz = / Uoo(Z)P(z)dz
Q Q
Donc : 5
D /Q u(z, t)dx = — /Q(u — Uoo)A(u — uoo)(?)da:
Appliquons la formule de GREEN :

O(u — Ueo) @ ¢
5 (?)dm+/QV(u—u°o)V[(u—uoo)(-f)]d:c

D/Qu(x, tdz=— | (u—Ue)

on

donc :

= u—u - ¢ T
D /Q w(z, t)dz = /Q Vi~ 1) V(0 = ) §ld,

car d’apres les conditions au bord :

u O(u — uos) @ -
/m‘“ ) 5= Bz ~ 0.
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Ainsi :
D/ u(z t)dm—/ Il V( u—uoo )12 (% da:+/ V(u u——uoo)V(?)dr.

On applique une nouvelle fois la formule de GREEN :

D/ u(zx td:z:—/ | V(u—1u) ||? (= )dw—%/Q(U—UooPA(?)

car ¢ et f étant dans V :

-;- /Q(u - uoo)zA(%)da; = /BQ(u - uw)zég?dz — / V[%(u ~ uoo)zlv(%dx,
/(u — Ueo) 2A / V(u — uso)( uoo)V(§

Sous I’hypotheése, A(f) <0, on a donc :

Ydz.

D/Qu(z,t)dacZ/Q 1 V(1 = o) [I2 (?)dw

1 ¢
e r ARSI
et d’apres l'inégalité de POINCARE :

D2 o =) I

Nous savons par ailleurs que :

d(u — o) Ay
dt +1= fQ u(z,t)d fQ Uoo (T d:l:]/ ()f

d(u — Uoo)
ST @

JU— Ugo > +D/ o(z)f(z)dz =
Ld(ll u — uw |))*
3 7 D/¢ )f(z)dz

Ldlu—ue )? _ O Jpd@)f(@)de
2 dt - Jo u(z, t)dz

I (w — o) 117,

donc :

 22C [, 9(@)f(@)da
Jo u(z, t)dz

| — oo [2< ]l 0 = ueo I? ezp( / dt).
1]

Posons :

2C [, ¢(z)f(z)dz
Jou(z, tyde
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Comme u est dans C(0,T, L%(Q)), I(t) est continue en ¢.

t
= oo [Pl 0 — oo |17 ezp / “idt), (1)
0

avec :

I(t) > 0.

Ainsi, || u — oo [|12<]] uo — %o ||? . Comme :

/Qlu—uoolg/n(u—uoo)zw/ﬂi,

il existe, en utilisant (1), une constante c; telle que :

1
'/U_UOOIS/'U—UOO|S|IUO—’U,00”2/—=C1_
Q Q Q'¢

/Quoo(a:)d:c—cl < /Qu(a:,t)da: <c +/Quoo(x)dx.

Il existe donc une constante c; telle que 0 < fQ u(z,t)dzr < co. L'inégalité (1) devient :

Ainsi :

| = oo ||I°<I| uo — Uoo ||? exp(—ct) avec ¢ > 0.

Ceci montre la convergence exponentielle de u vers uo, pour la norme considérée quand
t — +o0.

III. DEUXIEME CAS : k> [, f(z)¢(z)dz.

La courbe :
k

y=a(z) = z

est toujours située strictement au-dessus de I’hyperbole :

fn ‘15(37

On suppose f(z) > 0 et up(z) > 0.

L’égalité :
( /ﬂ u(z, t)p(z)dz), = /Q F(@)$(z)dz — k

conduit a :
/Q w(z, )p(z)dz = /Q F@)b(z)dz — k)t + /Q uo()$(z)dz
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Cette relation montre que pour :

Jo uo(z)¢ (w)

P @)

la solution ne reste plus toujours positive.
Elle indique ainsi la perte du caractére parabolique de ’équation car d’apreés le
théoreme 0.2, c’est fQ u(z,t)dz, elle-méme, qui ne peut rester strictement positive.
Pour u € C(0,T;L*(2)) N L%(0,T; V), % € L?(0,T; L*(R)), et pour les conditions déja
rencontrées :
¢

montrons directement qu’il existe to, & partir duquel, I'équation :

) <0, (?) < cte,

ou k

5 uttTh

perd son sens puisque Pintégrale [, u(z,to)dz va vérifier :

/ u(z,to)dz = 0.
Q

Supposons par ’absurde que :
/ u(z,t)dz > 0 Vt > 0.
Q

Multiplions 1’équation :
ou k

@ T

ol chaque terme est, & ¢ fixé, dans L?(Q), par :

A’U,—-f,

u(z, t)4(x)
fl@)

et intégrons sur §).

u(z, )9(a) O S
/n“t(’”’t) @ " Tu / Aule, )=y / (@ £)¢(z)d

Nous allons considérer & nouveau le produit scalaire :

<u,v>= /Q(u(x)v(:v (;E ;)da: avec 0 <

g,.l::
~
88
|

< Ct, Vr e,
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et noter || ||, la norme qui lui est associée.

Ld(u]?) k A2,
A e v 5 08 % e = ([ f@e@d-bes [ w@iaas

donc : ||u|| / F(@)p(z)dz — k)t + / uo(z)¢(z)dz

Q
O<||u||2<(/f z)dr — k t2+(/uozt d(z)dx)t+ || uo ||2

Donc fQ u est bornée tant que le terme de droite reste positif, et jusqu’a cet instant la
slution existe et est bornée dans L2().

Mais comme :

/f z)dzr — k <0,

| u ||* ne peut rester strictement positif que sur un intervalle de temps fini, ce qui contredit
I’hypotheése :

/ u(z,t)dx >0 Vit > 0.
Q

IV. TROISIEME CAS : k< [, f(z)$(z)dz

La courbe :
=a@) =~
y - _ SC’

est toujours située strictement sous ’hyperbole :

_ o f@)9@)ds

Nous connaissons le comportement de u quand t — +o0.
En effet, nous sommes dans le cas ol : [, f(z)¢(z)dz > k,
donc ’égalité :

( /Q w(z, £)6(z)dz), = /Q F(@)$(@)dz — k,
conduit a :

/Q w(z, )b(z)dz = ( /Q £(@)d(z)dz — k)t + /Q oz, £)$(x)dz.

Ceci, joint a I’égalité :

/Q u(z, t)¢(@)dz <[ u 2]l 6 [l2,
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montre que :
t — +o00.

| ullz2— +o0 quand

Nous allons préciser ce comportement, en remarquant, pour certaines conditions initiales
données, l'existence de solutions & variables séparées, puis en démontrant que celles-ci

“attirent” toutes les trajectoires solutions quand ¢ — +oo0.

EXEMPLE 5.2.
O L Ay =5 21 — 1) dans (0,1)xR+*

o T T TN T e 35%
Q
U(O,t) = U(].,t) = O,
’LL(:I?,O) = uo(;p) — a[12(e”® +el™ ) —6z”( 13le+63)5;+-6.1:(1-;-e) 12(1+e)]
Ona:
(et+1) 2 2 l+e
1-— dr = —— % S 1=F
/f /13e—35 (1-2)de 10(13¢ = 35) = k

Donc ce probleme rentre bien dans le cadre précédent. On vérifie qu’il admet bien une

solution a variables séparées :
62%(1 +¢€) + 6z(1 +e) — 12( 1+e)]

[12(e® + e'7%) —
t) = (¢t
U(.’E, ) ( + a) 3
En effet : 20 y o .
e T(t+a)(l —e e—e
A t) =
u(a:, ) 13e — 35 ’
et : [l u(z,t)dz =t+a.
Ainsi :
Ju 1 1 Ay = [12(e® + e} %) — 622(1 +€) + 6z(1 + €) — 12(1 + &) ~ 126-w(t+gél_g§z)(e_ez)
ot fQ B 13e — 35 't a

ou 1 _ 6(e+1)
o Tatt T me—at o)

A) RECHERCHE DE SOLUTIONS A VARIABLES SEPAREES.

L’étude des solutions a variables séparées passe par celle de ’équation stationnaire
u— kuAu=fda.ns Q,

u= Ondans Qo
3—1’1 = 0 dans 91,.

Si on recherche les solutions classiques, positives de cette équation il faut s’attendre & avoir
besoin de conditions sur f, comme le montre la remarque suivante
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REMARQUE 5.4. 0=]0,1] 90 = 90 = {0,1}.
Soit ¢ le point ou u prend sa valeur moyenne.

Par définition : .
u(c) = / u(z)dz.
0
Appliquons deux fois le théoréme des accroissements finis :

u(c) — u(0) = cu'(a) a €]0, [,

u(1) — u(c) = (1 = c)u'(B) B e, d,

donc :

/ sy we) | ule)  ule) _flu(m)dg;
u'(e) —u'(f) = — s 2(1—(:)'

L’inégalité évidente :
1 B8
IRCEE [ tes 20,
0 Lo

devient :

1 B ﬁu// x B W) — o
/o fla)de = / u(e)ds - Lo U / u(z)dz + F (@) = v (B)

a Jyu(@)dz ~ Ja Jo u(z)dz

1 A k k
/o f(m)de/a u(z)dm-{—c(l_c) > A= o > 4k,

donc :

S
/ f(@)dz > 4k,
0
THEOREME 5.2.

Soit f une fonction de L?, positive ou nulle et non identiquement nulle.

On suppose qu’il existe une fonction uy positive ou nulle et non identiquement
nulle dans V, vérifiant au sens des distributions :

(uo—f)/UOSkAuoSO,
Q

alors le probléme :
— k =
u TuAu f dans (,

U = Ondans o,
g = 0 dans 99,

admet une solution positive dans V.
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REMARQUE 5.5.

Les conditions sur ug et f, impliquent :

/ f(z)p(z)dz > k.
Q

En effet, puisque ug # 0 vérifie au sens des distributions :

(Uo—f)/UOSkAUOSO,
Q

on a, aprés multiplication par ¢(z) > 0 :

<./('2 o () $()dz — /Q $@)0(e)ds) [ wola)do <k [

ug(z)dr et /uo(x)dx > 0.
Q Q

Ainsi :

[ 1@z > [ w@saas + &
Q Q

Or, —Aug > 0 implique aussi [, uo(z)¢(z)dz > 0, I'inégalité est sticte car ug > 0. Donc :

/ f(z)p(z)dz > k.
Q

Ceci montre que nous sommes effectivement dans le troisiéme cas.

Réciproquement si on sort de ce troisiéme cas, c’est & dire si :

/ f(2)()dz < k,
Q

le probleme n’admet plus de solution ug > 0 car alors :

/ ugp(z)op(z)dx = / f(z)p(z)dx - k < 0.
Q Q

Il y a nécessairement des valeurs de = pour lesquelles up(z) < 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.2.

On considere ;

K={vel?@/v2u [|vz<] f a2}
K est un convexe fermé de L?(§2), borné dans L?(f) et non vide car contenant f.

Soit T I'application définie de la maniére suivante :

{ K C L?(Q2) — L3(Q),
v—u="T(v),
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ol u est solution du probléme :

u—T—Au—fdansQ

= 0 dans 890,
5 = 0 dans 6Q;.

Comme :

miL%meslf@MxSMﬁHfM

il y a existence et unicité de u.

a) Montrons que T(K) C K.

U — KAU =f.
u— ——Au— (up — ——Auy) = f — (ug — k Aug) > 0,
Jav Jo uo o Yo
car par hypothese :
(uo—f)/uOSkAu() et /UOZO.
Q Q
Donc : . " L
(u—up) — —fQ—vA(u —ug) + AUO(M - T;"—’) >0,
(u-—uo)——A (u—up) > —Aug( k —L) >
o Jawo  Jou
car on a :
{A%Sml
v = Tov

Ainsi par application du principe du maximum :

u— ug > 0.
De plus :
U — —Au = f,
Jav

implique :

k

Mm+—wvwr/fuqufMuh

0

donc :

I llz<Il f ]l -
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b) T est continue de L?(2) dans L?(9).

On commence par établir une majoration pour || Vu ||s.
En effet, la relation :

k
-+ 1 Vu l= [ f@utz)ds <| £ ol w b,
Q Q

montre que :

k| Vu 3< /Q o || £ Izl w ll

1 1
kN Vaull3< Q02 [v ll2ll f ll2llw ll2< 1902 | £ 113,
c’est a dire :

alt | £ 13
2< | 2.
| Vu g B

Soit v, — v dans L?(Q).
Par définition u,, vérifie :
Up, — —Au, = f dans (,
fn Un
U, = 0 dans 99,
%fs = 0 dans 99;.

Et u vérifie :
U — f—k’;Au = f dans 2,

u= OQdans 0o,
g—;‘z = 0 dans 09;.

Nous devons montrer que u, — u dans L?(f2) quand v, — v dans L3(fQ).

k 1 1
(u—up) - ?A(u —Up) = kAun(_fQ_v — m),

donc : ] .
2
utn B [ b= ) (= = ),
” “2 o ( n)(fQ'U fQ vn)

1 1
T T
R
fn” fn (e

Unp — U
= un 13< Kl V[l + | Vo o] | Vi 5 1222 =0

fn”fn”n ’

Q1% || va — v |

| u—u, |2< / kEVu,V(u — uy
Q

= un [I3< & 1| V(& = un) ll2]] Van 12 I(

I = un 3< Kl Vullz + | Vun (|2} | Va2

(Jq uo)?
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D’apres les inégalités a priori obtenues précédemment, il existe C; telle que :

lu—un 5 Crllv—1n 2.

c) T est compact.

V s’injecte de maniére compacte dans L?(2). L’image T(B) d’un borné B de L%(f)
est un précompact de L2(2) car T(B) est dans V.

d) Conclusion.

D’aprés le théoreme du point fixe de SCHAUDER, il existe u dans K tel que :
T(u) =u.

u est solution de notre probléme.

REMARQUE 5.6.

Pour un choix convenable des conditions initiales, on déduit immédiatement du théoréme
précédent, qu’il existe des solutions a variables séparées :

w(z,t) = (t + a)uo(z),

ou ug vérifie :

En effet, pour a > 0 :

?9": jLAu—UO—TAUO—fdaMQX(O T)

u— (t + a)up = 0 dans 9Qg x (0,7,
—n = (t+a)a1jl = (0 dans 0Q; x (0,7),
u(z,0) = aup(z).

REMARQUE 5.7.
On suppose que f € L%(R), vérifie : Af > 0.
Montrons 'unicité de la solution positive vy au probléme :
Vo — 7—A’Uo = f dans Q

(1) ’Uo = 0 dans 690,
'n = (0 dans 301
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Si il y avait 2 solutions u et v au probleme (1), elles vérifieraient :

Si [qv = J,u, il est clair que u = v.

Sinon on peut toujours supposer : fn v > fQ u et alors le principe du maximum conduit a
une contradiction.

Le probléme (1), écrit sous la forme :

(u—f)——A u—f)=kAf

1
v T

implique : u > f, puis jé”: >0,car: u—f = kTAiu et enfin Au > 0. Mais alors ’équation
Q Q

(2) implique u > v car
1 1
———=—>0 et Au>0.
Jou  fou

Ce qui contredit ’hypothese : fg v > fQ U.
B) ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE.

THEOREME 5.3.

Supposons les conditions du théoréme précédent encore vérifiées : c’est a
dire qu’il existe des solutions & variables séparées : v(z,t) = (¢t + a)vo(z).

Supposons de plus que Avyy < 0 ne s’annule pas sur J¢); et que ) = Z'z% € S.

Soit u solution positive du probleme :

%%_f—uAuzfdanst(O,T), fev,

u = 0 dans 89 x (0,T),
9 = 0 dans 80 x (0,T),
u(z,0) = up(z),

u € C(0,T; L%(Q2)) N L2(0,T; V), avec % € L%(0, T; L%(%2)).
Alors :
hm lu—vllpeq =0

t—+

(avec décroissance homographique).
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REMARQUE 5.8.

Ces conditions sont compatibles comme le montre I’exemple numérique 5.2.

%tt_ — Lu u = fé:f;;x(l —z) dans (0,1)xR*T* |
u(0,t) = u(1,¢) =0,
(.’E,O) - 'LL()( )

2(e” +e! = *)—62? 6z(1+e)—12 Lo . fo
Pour ug(z) = all2eT+e 77)=6z 1(31:_63);' z(lte)-12(te)l ;5 0, la solution & variables séparées

s’écrit :

u(z,t) = (t + a) [12(e* + e' %) — 622 (11;;? ;-5617(1 +e)—12(1 + e)]

Aug est du signe de iﬁ — 1 pour z € [0, 1], donc négatif ou nul.

Y(x) = |Ctelﬂx——1)— est concave.

e$+el T

— 1+e
Par ailleurs, 1 7 se prolongeant par continuité sur [0, 1], il existe M tel que :

/ —<Mz1+Ma F(z).

Ainsi, 9 est élément de S.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3.
Il existe des solutions & variables séparées :
v(z,t) = (t + a)vo(z),

ou vg vérifie :

v est solution de :

gtt) ch_Av—vO_j—Avo_fdanst(O T),

v= (t + a)vp = 0 dans 9 x (0,T),
28 = (t +a) %2 = 0 dans 8 x (0, T),
v(z,0) = a'vo(:z:)

Ainsi :

/Q o(z, )(z)dz = ( /Q F(@)p(e)dz — k)t + /Q v(z,0)¢(z)dz,
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/Q (z,t)p(z)dz = ( /f:c)¢ da:—k)t+a/f x)dz — k),

uém@W@Mx=Af@qum—h

Considérons désormais u solution de :

car :

(g_'l: _ ﬁAu:f dans 2 x (O,T)’

u=0 c?ans 08 X (07 T)’
g_z = 0 dans 09, x (0,T),
u(z,0) = uop(z).

/ x)dx = ( /f(a: dz—k)t-l—/ o(x)p(z)dz

et choisissons a :
_ fQ UO )¢( )dz
fﬂ é(z)dz — k

/Qu(:c,t)¢(m)d:v=/Qv(x,t)¢(m)d:1:

Ou—v)  kAu + kAv _6(u—v)_kA(u—v)+ k- k
ot fqudz * [yvdz Ot Jqudz Jovdz  [yudz

>0,

de manieére a avoir :

Par différence :

Chaque terme étant, a t fixé, dans L2(f2), on multiplie par :

(u—v)d
kA(—'Uo) ’

et on integre sur (2.

Ou—v) (u—v) v)¢ 1, [ (u=v)¢
/n Ot  kA(—vp) fQ /Au U)A(—vo) (fQu Jov )/ (—oo) A(v)dz = 0.

Or:

(u—v)p _ (u V)@ — —(tia o [ o
/Q “Al=v0) A(v)dx = Al—w) (t+a)A(vo)d:c (t+ (/ u(z, t)é(x)d / (z,t)¢(z)dz).
Donc :

(u—v)¢ _
A w0) A(v)dz =0,

car :

/Qu(:zz,t)qb(z)da:=/Qv(:1:,t)¢(x)da:
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Ainsi, il reste :

2dt(/ u_vvo) (fQ /Au—v (—Zg;p O

On applique deux fois la formule de GREEN :

1d (u —v)2¢ 1 o) |12 o 1 N2 ¢ _
s arag) G 1V P 52 [ Mgl =0,

d'ou :

On sait que :

A’UO < 0’
A(=E) >0,

A’Uo -
donc : ] 5
Z —)A(—— Y <
2/Q(u v) A(A(—vo)) <0.
Ainsi :

1d (u —v)%¢ 2
m‘/ kA(—vo)) I /”V“‘”)” ( )

Considérons le produit scalaire :

_ ¢(z) b(z)
< u,v >—/Qu(m)v(3:)(m)dz avec x—emy = 0, Vz € Q.
Notons || ||, la norme qui lui est associée, on a, en utilisant I'inégalité de POINCARE :
2
— < (— - _
5 dt(ll u—vl) ( )(II V(u—v) [|)? f (II (u—v) )2
Posons :
2C
fQ u(z)dz’

Comme u est dans C(0, T, L3(f2)), L(t) est continue en ¢.

t
u— v [12<] wo — avo |12 exp( / _
0

avec :

L(t) > 0.

Ainsi, il existe une constante K telle que :

|/u—v|</|u—'u|<||uo—avo ||2/——K
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/v—KS/uSK+/v
Q Q Q

Comme fn v est linéaire en ¢, il existe deux constantes positives m et n telles que :

/ u<mt+n,
Q
et : e
—L(t) < .
mit+n
On en déduit que :
Cte _ 2
“'Uf_"UHZS ” Ug — Ay “ .

mt+n

V. CONCLUSION.

Ce chapitre traduit ’existence d’un phénomeéne de bifurcation. Soit A un parametre,
écrivons le probleme sous la forme :

% f Au = Af dans 2 x (0,T),
u = 0 dans 08y x (0,T),

g = 0 dans 09, x (0,T),

U( ) - UO(.’E),

et supposons, comme dans ’exemple 5.2, que les conditions des théorémes 5.1, 5.2, 5.3
soient vérifiées.

CoVx k
Posons : A\* = nf(x)da(x)da:'

a) Si A < A* : la solution dégéneére en temps fini.
b) Si A = A* : la solution converge au sens d’une certaine norme L2.

c¢) S8i A > A\* la solution tend vers +o0o en norme L? et on sait expliciter cette conver-
gence a ’aide de solutions & variables séparées.
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